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Uno de 1 .. - lmpartantw del Wll1l1 Num6rlco • la ldentlflcacl6n 7 

tratamiento de prob1- mu1 -iu- a pequellu perturbaclonea de -

dat .. , conocldoe 111 la m ... tura C0111D pro111- .. 1 CGlldlclonaclo9. Por 

ejemplo, la lnY .... de la matriz 

A•[: l+!l 
• 111117 -.ltlta a pec¡ueflu Hrlaclanet del parAmetro e, 1ua 111tradu warlan 

de llCllll'do a ve. 

El punto de pu-tlda en el tratunl111to de loa probl- mal condlcl_.,., 

11 ulpar a cada probl- una medida de au condicionamiento, de -.. que 

cuando nta cantidad - ll'ande Indique que ti problema n mal condicionado. 

La t-la de la condición ampleada en ntt trabajo 1 111 IDI 

n¡ieclallzadoe del tama, rut prapunta orltlW-te por Rice IRUI en 1961 1 

conallta 111 utcnar a cada probl- cierto na-o POlltlwo, conoc:lclo COlllD ti 

na-o de COllll1clea. La maanltlld de nte n6mero ntl relaclouda dl~tt 

con el mal COlldlcl-1111to del problema; cuando n l"ande Indica que el 

probl- n mal condlcl-4cl. 

Dllde el pwito de •lata practico, que un pc-oblema - mal condicionado, 

qui... decir que • dlllcll de 1'9Dlw.- lllllMrl_,te, n decir, ti resultado 

pniparclOllado par ti mltoclo mipleaclo putdt diferir COMlderabi-tt de la 

1aluclen tueta del problema orltlnal. Por aupuetto que el resultado no 

dtplllde tol-tt del mal condlclonaml&to del probl- lino tambltn de la 

lnntabllldad del metodo. Un problema puede parecer mal -.dlclonado 11 n 
rwuelto por medio de un ll6todo 1-.ble. 

El nQmero de condición da toi-te una cota IUl*'lor IOllre loo eftctDI 

de lu perturbac'-, 1 puede luceder que para clert .. probl- la cota -

mu7 cruda • lnclualN 1ln utilidad pnctlca, pun no n poelble que toda lu 

P"Ollledldn de un probl- queden repneentadu por un n<unero, lln embar&O en 

muclllll ~ ti nam.o de condición da una buen• lclN del comportaml111to 

numtrlco del probl-. 

El ..-ate taba.Jo 1e ocupa de problemas clúlcoo mal condlclonaclo9 

acerca de pollllGllllOI 7 matrlcn. En el primer capitulo 1e pr-ntan •llUJIOI 

e,Jemploo de problemas mal condlclonadoo 1 rnultadoe de la t_.la de la 



condlcl6n neceurloe en loe capltuloe poet_.lora. 

A pesar de que loe pollnomloe - lu fllllCiaDH mU canocldu J llDPie.du 
en c.,,1 toda1 lu .,._. del An6ll1l1 NlllMrlco, - proplededn INMl'lcu -

poco conocldu. En el capitulo 3 • abardu trea probl- búlcol 

relaclonadoa . con pollnolllloe: la nal1111el6n di pollnollll.., ,...._ucten di 

pollnomloe 1 ....-ac1en de pollnomlos ortOIOUI•· Sin ¡nhnder .._. 1111 

tratemlento uhauttlto, • obtiene el nam.o di candlcl6n di cada wio di nt01 

probl- 1 • aponen aiaunoe alpltmOI adecllldOI pera reeot ... toa. 

La Mlllftda parta del trabajo esta "iaclaMda con al problea u • b. Ea 
el capitulo Z M sw-tan allwm ...iltadOI de la harta di _, J del 

anatl1l1 de _,.lbllldad, quedando ntablecldu 1al cota di llTOI' ..... el 

problema Ax • b en ünn!Ms de 1al perturbacl- di IOI datOI dll prablmla. 

En ntu "lllCI- queda el'" la llllportancla q119 )llp el -..... • 

-'lclóa •I probl- de lnwerll611, lll:(A) • IAllA011. El lector flllllllarlzado 

con ntoe rnultadol puede mnltlr el capitulo. 

La• matrlcn mal condlclonadu piedlo ..,.,_- en di,..... mpllcacloMI, 

por •jimplo, • ReolC1111, det-IMr la raplclll di .-ta dll _,__, _.... 

f(Tl • tlTl de 1111 fluido •1-lútlco, en 1111 •1-lmetro di clllndroll 

conctntrl-. requ¡.,. de la eoluc16n de - -* lntlll'al 

111 J'"• "ª'" h(Tlf(TldT • GIT,l. 

' Nlftllll!O de IOI m6todol nlltentn pera reeolnr (1), • 9decuado para 

nllcl- arbltrarlOI 1 cuando la runc1611 D • IOl-te -.Ida ~ti, 

como lllC9de en una 1ltuacl6n nperlmental. El nito • la eoluc1411 de la 

ec1111el6n, d9plllde de la precl1l6n de D 1 de la rarma de la luncl6n de p.

h(T). AllllftOI de loe mttodol 18 "*"- a reeol_. 1111 .. ._ ~ 

lineal, donde la matrl1 resulta .....-a1ment1 mal candlclanacla. 

En la aclucl6n numlrlca de ecuaclann dlf1n111Claln pll'Cialn par medio 

de dlferenclu flnltu, tambl6n apargen matrlcn mal condlclllllldu, que 

edemb acn poco denlu, deflnldu pOlitl ... 1 con Mtructtra. 

Loe m6todol de ntlmac16n del n6mero de condlcl6n acn tratadOI en 11 

capitulo 4, 1 en el 5 M comper111 tll~tl, utlllando dlf1n11t11 

conjuntoe de matrlcn de prueba. 

calcular el n6mero de condlcl6n de una matriz n una oper11Cl6n COllOll, 

debido a que es necesario conw con la ln•ena de la matriz, 1 en al~ 
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CUOI esta operacl611 es mis cara que resolver el problema orl1lnal. Esto hace 

Interesante e lmporhllte la bOlqueda de mttodot de estlmacl6n, donde el 

mimador aproxime adecuadamente al valor real, con el mlnlmo n6mero de 

operaciones. 

l..ol llM!todot de estlmacl6n, para matrices pneraln parten del hecho de 

que la matriz ya M encuentra en forma trla11111lar, o bien ha 1ldo factorlzada 

de acuerdo a alpna dncompoelcl611, la cual ti- factorn trla11111lar... La 

relaclOn entre el nwnero de condlclOn de la matriz orl1lnal 1 el nllmero de 

cmidlclOn de ... factorn, depende de la matriz , del m6todo de factorlzacl611 

empleado. l.ol prlmerot m6toclol tratedol 1011 para matrlcn trlansuJar.., 1 

a11Uft01 de ellot pueden emplearse para estimar K(A) cuando A n una matriz de 

orden nxn 1 no slnsular. Exl1ten mttodot mú adecuadol para cierto tipo de 

matrices, por ejemplo, para matrlcn trldlqonaln, poco denl81 sin 

~ura, poeltl•a1, etc. 

Loe mttodot de ntlmaclOn del nllmero de condlclOn lot podemOI cla1lflcar 

en dol l!'Upos: El primero compnnde lot metodot que dependen tolamente de la 

IUlftltud de lot al1tne11t01 de la matriz 1 ton obtenldol a partir de 

dellaualdadn de matrlcn. Y mi el aqundo srupo t ... moe IOI que pro•lmien de 

alpltllOI heurlltlCOI o probablllltlcot motlY&dOI por la deflnlc16n de 11 

- IUbordlnada. 

Por facllldad de cilculo, la ma1orla de lot c6dl1ot exlltentn estiman el 

nOmlro de condlcl6n para la norma 1 •. o 1 1
1
, 1 tolamente para cierto tipo de 

matri- ee tienen eltltnadorft en otra• normu. Huta el momento, no exllta el 

mejor mttodo de estlmaclOn del nwnero de condlcl6n, pun 1lempre n poelbl1 

-trar ejemplae donde uno o •arlae de ellot fallen. 

En el capitulo 4 preeentUIOI tambltn un nuevo mttodo para la eltlmaclOn 

del nwnero de condlclOn de matrices trlansulares, el mttodo DIV-MOD es una 

•arlante del mttodo divide y •enceras 1 proporciona 1l1temitlCM*!te mejores 

resultadol que lot obtenldol por otrot mttodOI y 16lo comparables con IOI 

obtenldol por el metodo vla optlmlzaclOn conwexa. 

La ma7orla de lot metodot lncluldoa en el trabajo, fueron pl'Clll'amadol en 

l.,..uaje Fortran y otrot en C; usando !amblen 1ubprOlf'atnal de lot paq111te1 

ma&mlitlcos IMSL, LINPACK, FORSYlllE 1 MATUB. Ademu, el anil11l1 de clertot 

problllllU te reallz6 con la ayuda de los paquetes mllelllitlcot REDUCE 1 DERIVE. 
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CAPlnl.O 1 

PROBLEMAS MAL CCH)ICl!tWlOS Y N.MRO CE CXH>ICOI. 

1.1 l'rolll•- ..i condlclonadoll 

l.Z Na.ero de condlcl4n 

1.3 Alpl- -111H 

Al rnolver 1111 problema par medio de lmA c:amputadara dlaltel, • 

~lo representar loe datoe del probl- de eJCUM -.. En ,_..., 

podemos decir que I• repreMntecl6n H eproxlmeda; de modo que el probl- a 

rnolver ya no n el problema orlalnal, 1lno wio Ucwunente dlf.,..te. La 

preaunte que llU'• de lnlllidiato n ¿ qut tanto dlfltn el ...altado del n

problema con rwpecto al orl¡lnal 7. Elto N c:anoc:e como la -ltlwlüd del 

prolll-. 

En la literatura ee reportan probl- muy -ltl- a warl111:I- • 

1119 dAtOI, Mtoa - -ldOI como ,....._ MI ...acl....... A 
contlnuacl6n • dan trn ejemplOI de Hte tipo de probl-. 

1.1 Problemu aal condlelonadoe. 

l'rlmer ejemplo• Determinar la lntereecc16n de dOI rllCtu cul paralela. 

El 111< delo matemitlco para nte problema ee obtl- al Introducir 1111 11n.u de 

coordenadu 1 ncrlblr la ecuecl6n pua cada una de lu rliCtu• 

(1,1) 

1 • a
1
x + b

1 

1 • •z• • ba• 

donde 1
2 

• a
1 
+ e, con • pequello. El punto de lnterMCCl6n P de lu dol 

rectas esti dado par: 

p • 11• tb, - b •• ª•b• - a,bz>. 

4 



SI el caeflcl•te a
1 

es alterado, en una centlded 11, el punto ele 

lnteneccl6n del llst- pertlll'bado .. 

p(jlJ -,~ lb,- b2, ª2b1 - (a, + ll)b2). 

CUando la perturbacl6n I n del orden ele •, la dl11tancla entl'fl P 1 

P{4), 

.. lllUJ ... ande. 

Se111ndo ejemplo, IHeZJ: Determinar lu ralCetl de 1111 polinomio. l.oll datoe 

to11 loe coel'lcltllltft del pollnomlo o al¡una• otras cantidades que definan al 

poll-io unl•ocamente. La Alicia es un conjunto de nOmeros complejos, 

-sitadoe omno loe ceroe del polinomio. Por ejemplo, el polinomio 

P(zl • z10 
- 10z•+ 4Szª- IZOz1+ 21oz• - 252z'• 210z• - IZOz3+ 

45z2 
- IDz + 1, 

n ifl!al a P(zl • lz - 1110 1 ti- a 1 como ralz con multiplicidad 10. SI el 

COlflellate del t«mtno constante cambia de 1 a 1 - io-10
, lu ralees del 

nuno polinomio aon: 

l + 10"1eZllllVIO, k • 0, 1,2,. .. 9. 

Una pertvbacldn de 10·10
., uno de loe coerlclentn ceua c¡ue los ctroe 

del poll-lo cambllSI en una cantidad c¡ue es 10' .,_ el cambio del 

coetlclente ccnttente. 

Tercer ejemplo: EvalU1cl6n de una runcl6n. La Importancia de eate 

~ reside en c¡ue un amplio nWnel'O de pl'Oblemu pueden •erM como un 

lllal*' entre doa npacloe. Como un cuo particular puede corwlderarae la 

tuncl6n entre dol npaclos de dlmen11on finita r : s G rf" - rf'. Laa m 

componentes del arawnento x de f - los datoe que de"-lnen el problema 1 

lu n componentes de flxl IOfl la rHflllllla. 

El problema numtrlco es calcular una aproxlmacl6n a flxl dado x. La 

naturaleza de la r111el6n puede limitar la pNJClalón obtenida en su naluacldn. 

Par ejemplo, la runcldn 
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flxl • --1- para x • H,ll, 

r::7-
.. continua en todo el dominio 1 como es dlferenclable, IU 11n1lbllldad puede 

eltlmuse por medio de 1u c1er1 .. c1a: 

flx + ax> - flxl • f'lxl ax 

•--ª--ax. 
U - xª>:an 

La •n•ltlvldad de la funclOn, como lo ntablece la relacleln anterior, • 

ma1or en IOI IXtremol del lntenalo. Par ejemplo, • la tabla (1.Zl N 

presentan lu vul1clonn de la función cerca del punto x• 1- 2·20. 

X • 1-z·H ti xtb l f(xth)•f(X) 

X - 5c 568.013 -156.064 
X - 4c 591.206 -132. 870 
X • 3c 617.495 -106.582 
X - 2c 647.634 -76.442 
X - e 682.666 -41. 410 
X 724.077 o.o 
X + e 774.071 49,993 
1 - 2c 836.092 112. 015 
1 - 3c 915.193 191. 116 
1 - 4c 1024.000 299. 922 
1 - Se 1182. 413 451. 335 

Tabla(l.ll VarlaclOnde Ja func16n t • l/(1-x2lan 

cerca de x • 1 - 2· 20
• (e • l. 92093E-7l 

De acuerdo con la tabla anterior, una llpra varlaclOn del punto de 

evaluación, x • 1 - 2 • 20
, produce cambloe drbtlcoe en el valor de la funclOn: 

la perturbacl6n de la funclOn es 101 veces m&JOI' a la ocurrida en el punto de 

evaluaclOn. 

1.2 Nilmero de CCllldlcl6n. 

Una runera de cuantificar la 11n1ltlvldad de un problema 11 ulparle un 

ndmero, el na.ero de eondlcleln, de manera que cuando me nOmero -

relativamente arande advierta que el prcbl- • mal condicionado. La 

deflnlclOn de nllmero de condlclOn, adoptada en eete trabajo 1 en la ma1orla de 

la literatura, se debe a Rice IRllJ. 

6 



Deflnlcl6n.1.I. Sean X y Y dos espacios lineales normados y f una función 

f: D ' X -+ Y, con D un dominio abierto. Sea x • D fijo e y • f(x), y se 
supone que nln¡uno de loe dos oon ceros en 1u1 repectlvos espacios. La 

NMltl9ldad de la función r en 11, respecto a cambloa relativos en 11, seri 

medida por el n...,.., da eondlcl6n relatl"o 

{ 
lf(x + hl - f(xll / lhl } 11.2) K (f, X)• llm IUP lflx)I -¡¡¡ • 

' a.+o lhl"" 

llllJ>Olllendo que el limite exltte. 

Otra deflnlcl6n, empleada con IMllOI frecuencia, es la la de nW111ro de 

condlcl6n abeoluto 

11.3) { 
lf(11 + hl - f(x)I} 

Ka (f, X) • !!~ :~="" tf( x )I , 

IUPOlllendo que el limite exltte. 

El nwnero de condlcl6n da oolamente una cota 1uperlor tobre lae efectae 

de lu perturbacl-. 1 puede auceder q111 para clertae problema la cota Na 

muy cruda e lnclual•• 1ln utllldad pr6ctlca, Pllft no n poelble q111 todal lu 

propl.i.dlt de un problema qlllChn repret111tadu por un oolo namoro. Sin 

embarao 111 muchol CUN el nlllnero de concllcl6n da una buena Idea del 

comportamiento nllllltrlco del problema. 

SI un aJ&orltmo estable n empleado para rnolnr un problema blen 

concllclonado Pldl. entoncea la eolucl6n exacta del problema perturbado P(d\ 

1 la eoluc16n numtrlca del problema exacto P
0
(d), estin cerc111U, adem61, como 

el problema n bien condicionado 1 d 1 d
0 

ntin cerc111U, entonea la• 

retpllelltu de Pldl 1 P(d°l tambltn lo ntin. En otra• palabru, 11 un 
•laorltmo eatable es empleado para reeolver el problema P(d), ent- l•• 

soluclonet exacta 1 nllmerlca estin cercanu. 

CUuldo un aJaorltmo estable M emplea para reaolfti' un problema mal 

concllclonado, no exltte 1arantla de que la tolucl6n numtrlca 1 la exacta eattn 

-• 1ln embarsa. como el •laorltmo es ntable, la eolucl6n de P(d°l 1 

P
0
(d) nta - J por lo tanto. la diferencia entre laa respuntaa de 

P(dl 1 P
0
(d) debe ter aproximadamente lpl a la diferencia entre lu 

7 



respuestu Pldl 1 Pld
0

). 

El n6mero de condlcl6n empleado en ette traba.jo el el némlro de CClftdlcl6n 

relativo 1 Mri denotado por la letra lt amltlendo el aublndlce que Indica 

relativo. 

SI la funcl6n t tiene derivada de Frlchet IJf//Jx en xº, ent- 11.2) • 

transforma en 

11.4) Kit, xº> • ...!i.1 1 1 ar J 1 
IJI Ta"' •• 1 J°• flx

0
1 l. 

Un ejemplo particular de la relacl6n anterior ea cuando X • a• 1 Y • a•. 
La derivada de Fr6chet, como es bien CClllDCldo, es un mapeo 11-1 d91'1nldo par 

el Jacoblano de r. La norma de vectOl'el ea cualquier norma 1 la de matrl- ea 

la nonna Inducida. 

e.ar. el empleo de la resla de la cadena para la derivada de Fridlet, n 

poelble demoltrar c¡ue el nQmero de condlcl6n de la compo1lcl6n de flUICI-. 

1or, cumple la relacl6n 1iaulenta: 

(1.5) ltl&ef, xi • Kl1, JI Kit, x). 

Esta relacl6n ntabl- c¡ue, 11 la ccmipoelcl6n de runc1_. • mal 

condicionada, ent- al metlDI una de lu funclonea n mal eondlclonada. l:ato 

prnenta alauna utilidad prictlca, 1• que .. alaunu 1ltuac1-. ea m6I ficll 

tratar con 1111 probl- allmllltlvo c¡ue - la CDlllpOllc1411 del prolll-. 

orl&lnal 1 de al&Qn otro. Para det-lnar que •1 Jll'Clll- arlalnal • mal 

condicionado basta demostrar c¡ue la campoalcl6n • mal condlclouda 1 que -

de los problema que rannan •• compoelclOn, .. bien condicionado. Una 

apllcacl6n de este reaultado 11 tnc11111tra en el capitulo 3. 

SI la flUICIOn f de la deflnlcl6n U.11 n llnNI, •-

.up lflx • bl - flxll • aup lf!bll, 
lbl-a 1111 lbl .. -¡¡¡¡-

" Independiente de x 1 a, e l&ual a la nonna de r. Por- lo tuto la relacUlll 

11.21 11 reduce a 

(1.6) lxl Klf, xl • "'Tji lfl. 

SI r es Invertible, 1 11 obti- el ...- IDllr'e flXI, de la relaclOn 

anterior, rnulta 
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11.11 K<fl • 9" K(f,xl • ·~ •r;;~111m • 1r·11 m 
El nOmero de la derecha, N c:onoce lllUa!mente como el nCIMro ele condición 

11e1 upeo llMal r. 
A contlnu.clon, .. aplica la deflnlclOll dll nOmero de candlclon a trft 

probl-, que .,...._ r..-'-t• en 111411•1• nwntrlco. 

Problema 1: EYaluaclon de una funclon. SI f:ll -t 11 11 una f1111CIOll 

derl•able, eni- de acuerdo a (1.41 •1 nomero de CGlldlcl611 relatlto nti 

dado por 

lt(f,xl • jJj~jl 1 txl. 
Pw ejlmplo, I*'ª la funclOll di la tabla 11.11, el namero di COlldlcl6n 

l'llatlto 

ltlf,xl•~. 
U - x11 

11 p-ande ,.... m- - a ti¡ en particular, 11 x • 1-2•, 11 nOmero 

de CGlldlclon ea fCual a s. 24xl01• En otru palabru, la precla16n nperada en 

la naluaclon de la funcKin esti acotada por 5.24x101 nen la precl116n del 

punta de en1u.c1on, .. c1ec1r, 

lflx+bl-flxll• 5 Z4xlO' lhl 
mxil . ra· 

Problema 2: C41cWo del producto Interior de doe tector11; f(X,JI • <x,7>, 

- x. 1 • rf'. El nQmero de CCICldlc16n di eata funclOll puede obttner11 

~te ele la cWlnlclon 11.21. 

ltlf, (X,7)) • l lm IUp it( ¡, W /~ , {
lf((x,7l+lh ,h 11 - f(x,7)1 lh ,h '} 

..a lhl.. x,7 •1X,7u 

dollde h • lh•' h/ Una -.. natural di definir la norma de un elemento clt 

rl'x a•• 

11 (por2) •'-
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U.Bl 
u 1•+ 1 121112 l<x,h >+<7,h >+<h ,h >I 

K(r, (X,Jll• llm " ' IUp y • • y • 
a.+o i<x,1>1 lhl'"" a 

l<x,h/ + <7,h_> + <h •• h/I " l<x,hll • 1<1,h_>I + l<h •• h/I 

" lxllhyl + l7Hhal + lbJlh,I, 

1 •11111.'ldo a h• • " a , 1 • h • a, 
Ux12+1712lvz ' (lxl2+111ª1v1 

1111tances el miembro derecho de la relacl6n (1.8) • tranll'onna en 

z 1 llZ 
(lxl +IJI l 2 IXI 171 IXllJI 

llm ( - + - a). 
a.+o l<x,1>1 Ux1 1+111 1l112 Ux1 1+17111 

Por lo tanto 

2 ~. , K!f, (x,yll • lcoil•ll' donde • • COI <x,7)/lxll7I • 

Por lo tanto, el namero de condlc16n, del probl- de calcular el 

producto Interno, depende 1610 del 6ftaulo que forman loe tStoret 1 no de la 

norma de x o 7; para nctores cut P"'PllldlcuJU'll, Kit, (x,7)) puede -

ar ande. 

Problema 3. La •arlacl6n de una ralz simple de un polinomio. Dedo el 

polinomio 

p(xl • •o • ª•" • ª1"
2 

• ... ª•"ª 

de arado n, lnt-. conacer como Yarla Ja rllz 1lmple ·~· al pert1rbar 

llpramente loe coetlclentn del polinomio p(x), 11 decir, que tanto dlrl .. 

z~ de la ralz k .... lma del polinomio perturbldo 

pc!xl • p(xl • cqlxl, 

donde q!xl • o " un polinomio arbitrarlo 1 e 11 pequello. Loa - de pc(xl 

" denotaran por z
1
1cl , J • 1, Z. ... , n, repetldoe de ~ a 111 

multlpllcldad; z
1
(0) denota loe n - de p(x). 

Ea bien sabido que lu ral- de un polinomio - tuncl- cmitlnuu de 

- coetlclentft, Hearlcl an lllel, Yol.J, Pll· 2111; por Jo tanto z¡<cl " una 

funcl6n CIWltlnua de c. 

JO 



Para obtener el n6mero de condlc16n del problema es necesario tener una 

Idea de la •arlac16n de z
1
(c) cerca de cero. De la t_.la de funciones de 

•arlable compleja, .. ube c¡ue z
1
lc) puede expr...,... como una serle de 

potencia, 

T-.ido el prllllll' ttnnlno di la -le anterior, H ob\11118 la aproximación de 

prlmw orden 

(1.91 z
1
lcl • z

1 
• b

1
c, 

dandi b
1
• z¡ro1. Para obtener una expralOn para b

1
, • parte de la rel1cl6n 

que debe cwnpllr la ralz z
1
lcl, del pollnomlo perturbado 

u.101 

pl.z
1
1cll • cqlz¡<cll • O, para todo e. 

Diferenciando la relación anterior, se obtiene una expral6n para zj (el 

p'lz
1
1cllzjle) • q'lz

1
1cllz¡(e) • qlz

1
1cll • O, 

•q(z (el) 

z¡(cl • p1fz le)) ! cq'lz lell ' 
J J 

Suballtuyendo b
1
• zjlOI en (1,9), se obll- una exprnl6n expllclta para 

la aproaimlcl6n a z
1
1cl, 

u.111 
q(z 1 

z11cl '• z1 - prrb e 
J 

El nllmero de candlcl6n para el problema de determinar una ralz •Imple, 

z
1
, de p(xl e1 l¡laal a 

lqlz
1

11 
Klzl, el • lz p'lz 1 • qlz lcl lcl. 

J J J 

IO 
Por ejemplo, 11 p(x) •

1
!

1
1a - 11 J q(x) • a', entoncft el cambio m&I 

drbtlco M re1l1tra en la ralz z1 • 1, donde 

u.121 z
1
1cl • 1 - 13315.25c. 

bto •lcnlrlca que la ralz z
1 

• 8, e1 mal condicionada a pequellu 

pert1rbaclonea del coeficiente 1,. En la tabla (1.2) • preaentan 111 ralea 

del poli-lo plxl • cqlx), obtenlde1 con una arltmttlca de 20 dl1ltoa, 1 la 

11 



aproximación (1.12) 

Ra lz de Eatlmacl6n 
e 11lxl+ca(x) (1.121 

-32T 8.02543 8.02539 
-16T 8.012'1 8.01269 
-IT 8.00635 8.00634 
-4T 8.0031'1 8.0031'1 
-2T 8.00158 8.00158 

o a.o 1.0 
2T '1.99141 'l.99141 
4T 7. 99612 '1.99612 

"' .,, 99365 '1.99365 
16T 'l.98'13 '1.9873 
32T ., • 9'146 'l.9'146 

Tabla (1.2). Camparacl6n entre la r1lacl611 11.12) 
J lu ralcH de plxl•cqlxl, obt111lda1 con una 
arltm6tlca de 20 dl11toa di preclal6n. T • 2•(-23). 

De acuerdo con la tabla anterior, la relacl6n U.12) 11 - .,._ 

aproxlmacl6n 1-1 di la funcl6n z
1
1cl, para ftl- l*lll'lloe di c. 

1.3 Alsorlm. MtñlM 

OMde el pw1to di wlfta P'ictlco, qua 1111 Jll'(lbl- - 111al condicionado 

quiere decir q111 11 dificil di retolwer m-*i-tei • decir, el .._atac1o 

obtenido por el elsorltJM plldl diferir conalderabl-te dll 'felor exacto. 

Elta diferencia plldl no deberte exc11111-te a la natural- dll probl-, 

sino Wllbltn el elsorl!JM. SI el elsorl- 11 wtalJle, 9ll1- el ,,_at91k> 

obtenido no 11 afectado en forma llsnlflcatl.. por IOI errorM di Ndondlo. 

Cuando el a11or1- .. 1-111• la -1acl6n de loe error11 di ndondlo 

puede crecer npaci.-te J *- 1111 mor que dlfl- conaldlralJ1-te 

del ,.¡or exacto. La \6cnlca pnerel para determinar la llta!Jllldad llllMl'lce 

de un eJsorlllllo 11 -Ida - aúllÍ18 reuwpectlwo, Introducida par 

Wllldnaon 111 IW14l con el ¡,1l'Opdelto di -llar ..._ allorltmm 111 a ..... 

lineal. En el an&llala retraepectlto M trata di cre-trar que el reeultado 

nlllll6rlco, 1'• J • AJ, di un aJaorltmo para calclllar J • f(xl, ~ -

11crlto de la forma J' • f(x • 611), 11 decir, que el .-Jtado • la ·1atucl6n 

exacta de un problema con loe datae perturbedoe. SI 16xl • !*luello 11 dice 

12 



c¡ue el alaorltmo .. estable. 

Por ejemplo, el alpltmo de 1Ubetltuclon hacia atru lo hacia adelante) 

para resolffl' un 11.i- aJa"ralco lineal Tx • b, donde T e 11••• .. una 

matriz triaJlaulll' no llinalllll', " eotable. WllklnlOft en (Wl3, pq.1001 

dem-..a que 11 u ft la unidad di redondao de la computldora, n el orden de 

la -trlz 1 nu < 0.1 •'- la aoluclon numá'lca. J, del 1latema Tx • b 

atllf'ace 

1•111 • 111 - JI + 2lcuh11 1, 1 • 1,J • n, 

1 e • una conatanta del orden de la unidad. 

Un ejemplo de alpltmo lnntabll H la nalu.cl6n de la funcl6n IHael 

• ,-! •ª1• 
Jala) • c¡.r f.o "¡• • •lt m a O, 

por IDldlo de la relaclon di recurrancla 

U.13) ' .. ,l•l • 2: 1.1x1 - '.)•l m • 1, 

con 1•1•1 1 111•1 -ldal. 
En la tabla 11.3) .. iw-1811 loa waloreo calculadae ele 1.m. cuando 

J0(1) 1 1,m 1C111 1111pltadoa CC111 - prec111on de ' dlclt01 1 loa walOl'ft 

tubeecuentes de lm(l) IClll obtenidos por medio de la releclOll de recurrencla 

811\ll'lor. 
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m J 11) J ( l) .. • 
Calculado Exacto 

o 7.6519E-l 7. 6519E-I 
1 4.4005E-1 4. 4005E-I 
z 1. 1490E-I 1. 1490E-I 
3 l.9566E-Z 1. 9563E-Z 
4 Z.443ZE-3 z. 4766E-3 
5 3. 7941E-4 z. 4975E-4 
6 l .3009E-3 Z. 0931E-5 
7 l. 5Z31E-Z 1. 5023E-6 
8 Z. 1194E-I 9. 4ZZ3E-I 
9 3.3758 5. Z49ZE-9 

10 6.055ZE+I z. 6306E-10 

Tabla 11.3). Enlllacl6nde la fllncl6n de 
Beanl por medio de un alFrltmo lnntable 

La serle que define la funcl6n da .._I --.. rtpl._t• a cero 'I 

adam6a el nan.o di candlcl6n di la funcl6n 

1 J••l (xll 
KIJ•' al• lm - l•I ¡ J•ial ¡ 1, 

no n arancla pare •alares de a - a 1. Por lo tuto •I al&orltmo U.13) 

n nlllMrlcaa.te lneltable para ..aiuar J •(a), aan para ftlorn lllOdlndoe di 

m. 
La evaluacl6n da la f11nel6n de lllUel puldl reall_.., con tMjat ftlto, 

11 ., emplean rraccl- cantlnuu para .,,..,,.imar1a, o bien, , .. 1uar la 

relacl6n de l'IClllftllCla con arltmetlca de multlple precl116n o racional . 

. 14 



CAPITllO 2 

C<NllCJ(J>.j N.MRICA IE. PROBLEMA AX • B 

2.1 Anlll•I• ele Nnalbllldad aln el concepto da norma 

2.2 Norma ... tri- 1 •ect-
2.3 AnlllalN ele -lbllldad clal problema Ax • b 

2.4 Probl•mu et'ectl .. .,.nt• bl6n condlclonadom 

Determinar como se mocltrlca la 10lucl6n del sistema alpbralco 

12.ll A X • b, 

al perturbar loe datoe del problema Uceramente, ea uno de los problemas 

mú Importantes del alpbra lineal nwn6rlca. Los datos del problema son: 

la matriz no sl11111iar A 1 el ..ctor b. 

Un estudio slltemAtlco de este problema aparece cuando se Introduce el 

concepto de norma, pues permite establecer relaciones simples del error de la 

10lucl6n del slat- alpbralco 12.ll. 

2.1. Antllala de -lbllldad sin el concepto de norma. 

Ben Noble, en INoll, hace un tratamiento del anillsl• de error sin el 

concepto de norma. Para 61to propone cuantificar el cambio que sufre la 

10lucl6n de 12.ll con respecto a cada dato del problema. 

En el caso pneral, ea decir, cuando la matriz A 7 el vector b son 

perturbadol, N obtl- el sistema perturbado 

12.ZI IA + aAl 1 • lb + abl, 

donde aA • 1a
1
Jl, ab • tab

1
l e 1 ea la solución de nuevo sistema. De (2.11 1 

(2.21 se obtl-

(2.3) 
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SI el oolco dato c¡ue sufre cambio es la entrada b,, entonces la relacl6n 

(2.3) .., transforma en: 

1 - X • A- 1 ab, 
o de manera equivalente 

ax
1
• r

1
- xi- a

1
,ab,, j • 1, 2, ... , n 

donde '"Ji es el elemento (j,k) de la ln•ena de A 1 n H el orden de la 

matriz. De acuerdo con la relac16n anterior, el efecto de la perturbllcleft de 

b, en la tolucl6n del 111tema, depende de la aiapltud de la k....ima col- de 

A- 1
: en particular, para la entnda x

1 
el factor de mqnlflcaclen 11 •JI· 

Elerror relativo de x 
1 

retpeeto a pec¡uellu Y&rlacl- relatl•u de la 

entrada b,, tatlsface la relación 

11
1-

11
1
1 

'"'•' ~·KJl!i.T' 
1 • 

donde 

1•1,b,I IA,1b,I 
K • --r:;-r"' • ~· 

JI •111• 1111"1 
(2.41 

A • det A y AllJ et el cofactor de •,.· Loe factOC'ft ltJll - -ldo9 -
los nW.- de condición para caallloe nlatl•• • x

1 
ca_,. par caallloe 

nlatl•OI en 11 .. 
La relación l2.4l es ••licia sólo cuando x

1 
1 b• - dlferenttl d9 ctrO. 

SI el n6mero de condlcl6n, KJll, et arande, qui ... decir que la llltrada 11
1 

de 

la tolucl6n H muy sensible a perturbaci- de b,. 

Por ejemplo, la matriz del 1lat- alcftralco 

[~E ~J[:~ · UJ. 
tiene como ln•ena la matriz 

[ -~ -36 ~ 192 -180. 
-180 1 

La toluclón del 1latema n: 
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La molucl611 eucte pere el 1l1tema pet"turbldo, A 1 • b + ab, es 

1, • Mbl - 36abl + 30lb3 + 69, 

1, • -36ab, + 192&bl - 180lb3 - 396, 

13 • 30ab, - llOabl + llOab3 + 390. 

Los n6lllrol de c«ldJcl6n x,. para J • 1,2 J 3, k • 1,2 1 3, IOll: 

lt
11 

• 3123. X
11 

• o, Jt
13 

• 20123, 

lt11• VII, Ita• O, K13• 10/11, 

Ita• 1113, K._• O, lt'» • 12113. 

De acuerdo a eate tipo de u&ll1l1, la entrada x3 es la mi• afectlda por 

pertlll'llacl- en b
3

• 

Par wa perte, 11 el Onlco elato del problema que cambia • la entrecla 

lp.ql de la 111trlz A (cambia de a,. en a,.• a"), la expre116n 12.31 1e 

tnllltarma • 

ax, • ... a.,.11 • • .. k"l•t ax1>. 

para J • '· 2, ... n. 

Si la perturbad6n la" • pec¡llella, el Umlno a.,. ax J puede Cllllltlne de la 

relwl6n anterior, '*'ª abt.-

1111 •1,- •, • ... aa"xf 

ll - relatlftl de •1· producido por 
.. tria A, ftti dado par 

11 

camblOI en la entrada a de la 

" 



Estos nWnerol, al lsuaJ que lot anterlOl'e9, deben de lnterpretlne como 

fectores de ampllflcacldn de lu perturbllcl- relatlYU, -..ldu a cllda 

dato de problema 1 tratadu en forma Independiente. 

Por ejemplo, 11 la matriz del 11- alpbralco del ejemplo ant .. lor, • 

perturbada en la entradu que a contlnuacldn ee Indican 

112 l/3+cV4 11 •0' 
[, 112 113•clc~['l 
1/3+c V4 115+1 1 2 

entonces la solución exacta de nte 1Jllema perturbado n: 

1
• 69 - 244Bc - 4320c1+ 7301 + 2160cl 

1 1 + 252c - 2160c1
- 2160c3 + llOI + ZllOcl 

1 
• ·396 + 2880c ·ION 

1 1 + 252c - 2160c1 
- 2160c3 + 1101 +2160cl 

1 
• 390 • 2110c - 2160c1 

3 1 + 252c - 2160c1 
- 2160c3 + llOI + 2160cl 

Loe n(Uneroa de condición K
1
," para loe yaJorn de p 1 q dolldt ae p111urb6 la 

matriz son: 

K1,13• 390123 

K1,11• 1584123 

K1,31• 10 

K • 7IOl23 1,33 

KZ.13• 130/11 

Kz.11• 64 

Kz.:aa• 115111 

Kz.33 • 390/ll 

K3.13 • 10 

"3.11 • 792113 

"3.:aa • 131/13 

"3.33. 36 

Con nte enfoque, al todOI loa n6-w de CGDdlcldn X 
1
, 1 X 

1 
,,. -

pequellol, entOllCll H dice que un 1latem .....,aleo del tipo 12.11, • Mea 

condicionado. CaWldo aJeun01 de ellot son .,....., • dice q111 el 11~ .. 

mal condicionado. El concep\O de l*llaello o lfUlde 11 relatlYo 1 dlplrlde de le 

aplicación. 

Loe nl'lmenlll de condición son ptqUlllOI Njo este punto de Yllle, cuando el 

det{A) no n mucllo mil pequello que loe tá'a11- lnd1'1dualn ele la -

1l1U1ente: 

11 



• 
A • det(AI ~1A11a11, 

o bltn cuando el lado dlrecho 11 • ellae de manera que lu entradas del '"ctor 

eolucl6n no eon pequellu. 

Elte tratemlento n lmprtctlco pun requiere del ctlculo de wa ll'aft 

nOmero de na.uros di condición .,.... 1111 eolo lietema ataeWalco. 

En al¡Qn tiempo • )111196 que ti cletwmlnante tetaba en ntrecha relacl6n 

C1011 la condlcl6n del aletema, sin embarao, por waa parte, oleten aletemu 

1llen campartadoe ... ti cletwminlllte • pequello 1 por otra; 1lttemu donde 

la -trlz ee mal COlllpOl'tada 1 el cletwmlnante no n pequello. Un ejemplo de la 

pri-a oblerYacl6n • ... matriz dlqonal con entr..iu ilual a 10·•, ti 

~te de la matriz ee de 10·••, 1 sin embarlO ee fkll de obtener su 

111lucMln. La -trlz lllaulante ti- 1111 determinante 1pl 1 1 •In embarao ee 

_, ..i CIOlldlclonada. 

(Z.51 

[J :: _, : '1 
Olra car-lzacl6n, propmte por Von Newmann 1 Goldetlne, (YOlJ, ee 

oanUdlnr el cociente 

(2.6) 
-• IA1I 

1 
"'iiitilflJ . 

1 1 

..... A
1
eon loe ....._ proploe de la matriz del 1let-. Valoree arUldee de 

- caclllltt lndlmrl111 que ti liet- ea mal comportado. Sin embarao la 

matriz dlflnlda • (2.51 • wa contraejllllplo a nte Intento, el cociente 

(2.6) • 1pl a •. 

Otra Idea llductora ee que, 11 la matriz ee mal condicionada entoncee, un 

11-lto pequello .,..._,., en la dlqonal de la matriz lrllJlllllar 1uperlor, 

dlrante la elimlnacl6n Ga-11111a con pi- parcial. SI la tr1n1JM111ta de la 

matriz (Z.51 ea el factor trl111111lar 1uperlor, obtenido. en waa factorlzacl6n, 

tn~ eeta -lz, talllbltn, n 1111 contr•jlmplo; claramente no u- 1111 

t1-to pequello en la dlqonal 1 1ln embarao ee mal condlclonadl. 

A diferencia del tr1tamlento de Noble la1 tree Oltlmu caracterlzaclonee 
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no proporcionan cotu sobre el error obtenido en la 10lucl6n. 

El aúllala de error J aen1lbllldad del problema (2.1), • llece 

actualmente a partir de lu _. de matrl- J ~. El propea1to de 

nta aKCl6n ea preaentar ai,uno. multados de la t«rla de nonnu -loe 

para loe capltuloe poat•lorea. 

LM narmu de YeCtorn empleada - lu ~. clerlnldu -

lxl,• [ ,i
1
1x/]11p pva 1 • p •e, 

Lu narmu de matrlcea mú empleado en anillal1 nCamerlc:o..IOn: la norma 

de Frobenlua 

(2.7) 

J lu nonnu lnduc:ldu por tu p-normu de -

(2.1) 
IAxl 

IAI • max ..,.r-. 
P a X• 

La normu tmpludu frecuentemente 111 el wtudlo J eatlmacl6n del nO..O 

de coodlcl6n aon 1 11, 1 11 , 1 •. J la de Frobenlua. La ¡rllMl'a 1 la terwra 

tienen preferencia 111 loe cilculoe llU!Mrl-, pun tl61o requi..n de 

operacl- elementaln para au naluacldn, ml111tru que IH otru cloa 

prnentan tacllldadn en la demoetracl6n de ai..- .-Jtadoa. 

La1 narmu ant•lorea tienen I•• propledadea llculentea, lu · cualea 

tamblfn 1011 •Alldu JIU'• matrl- 1'8CtU111JI.,... m x n. Una buena ref•encla 

para lu demoltracl- " (Toll. 

• 
(1) IA11 • a'i!lo 

1
!,1•1,1. 

La norma 1 de una matriz n lsual al mhlmo de lu - de loa ••lorw 

ablolutOI por colwnna. 

(11) IA1
1 
•/A (A

0
AI • r (A). ... -
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La norma 2 es lpl a la ralz cuadrada positiva del valor propio mia 

&rancie de la matriz A
0
A ( o M

0
l, tambl6n conocido como el valor slnaular mis 

&rancie de A. A• " en el cuo camplejo, la transpuesta conju¡ada de A y en el 

caso real, es la transpuesta de A. En la literatura esta norma tambl6n se 

conoce como la norma espectral de A. 

• 
Ulll IAI• • a'ifl,. 1~1 lª11 1 • 

Esta propiedad es similar a la de la norma J, sólo c¡ue el múlmo se 

toma sobre la suma de los ••lores absolutos de los ret11lones. 

Otra relacl6n Importante, c¡ue relaciona la norma espectral 1 la norma de 

Frobenlou1 es 

(IV) IAI, • !Traza(A
0
A>l

112 
• !TrazaCM

0
lJ112 

( • 2 )112 • J: .. 
1
(A) , r • ranco de A. 

l•I 

Ellas normas cumplen, ademú, dos propledadH adicionales c¡ue racllltan el 

Wll1l1 de error de los 1l1tema1 al..,bralcos llnealH. La primera, conocida 

como -lst•ncla de lu nor11u da aatrlc• " 

(2.91 IA81
1
• IA1

2
1Bl

3
, 

dmda 11
1

, 11
2 

1 113 IOll norma Inducidas p o la norma de F. Se¡unda, la 

-lltmcla da la -- de la -trlz reapacto a una nor.. p da nctoru: 

(2.10) IAx•.· IA•. •••. pare toda X 1 toda A, 

donde 11
1 

al lpl c¡ue en el caso anterior, es una norma Inducida o la norma 

F. Las propledadtl (2.9) 1 (2.JO) no necesariamente se cumplen para cualquier 

norma, por ejemplo, en la norma mixlma 

las matrices A • B • [: :] no la sat11racen, pues IABl
11 

• 2, mientras IA1
11 

• 

..... • l. 

Es bien conocido c¡ue dos normas en un espacio lineal de dimensión finita 

son ec¡ulvalentes, es decir, para cualquier par de normu de matrices 11, 1 u, 
exllten constantes posltl•u C.'P· q) y c2Cp, ql tales que 
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(2.11) e IAI • IAM • e IAI • 
1 • • z • 

Z(elke, en IZ12l, proporciona lu constantes c
1 

1 c2 para •arlu normu 

de matrlcn rect8J11Ularea 1 c¡ue coinciden con los rnultadoe ya conocido& para 

matrices cuadradas. En la tabla (2.ll se pretentan lu conatantet para el cuo 

de la1 cuatro normu de lntem. 

Las con1tantet arrlva menclonadu, eon lu mejora po1lbln, ea decir, 

para la dnlsualdad (2.11) 1 cualc¡uler par (p, e¡) exllte una matriz A, donde 

la i¡ualdad N cumple. Al¡unu clnl¡ualdadn Importantes pueden obt- de 

la tabla, por ejemplo, para ettlmar la norma espectral de A pueden empl..,... 

alauna de lu relacione• 1l111lentea. 

(2.12) _!_. IAI e IAl
2 

e {ii IAl
1 {ii 1 

(2.13) _!_. IAI • IAI • {ii IAI Yn • z • 

(2.14) _!_. IAI e IAI • IAI, 
{ii , z 

(2.15) _!_. (IAI IAI 1
112 

• IAI • 
{ii 1 • z (IAl

1
1Al•l

111 
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e 
1 

IAI lal • u1
1 

1 A1
2 

IAI • IAI, • • 
IAl

1 - _ 1_ _ 1 _ _1 _ 

-lñ n {ñ 

IAl 2 
_ 1_ - _1 _ .J. 
víii fij fi 

IAI• 
_ 1_ _1_ - _1 _ 

m víii víii 

IAlr 
_1_ 1 

1 -
víii fij 

e 
2 

'"'• - Ym m v'ñi 

IAl 2 
fij - v'ñi 1 

'"'· 
n fii - v'ñ 

IAlr Vn fi Ym -
r • ran•o de la mat r 1 z A. 

Tabla (2.JI. Conltantea c
1
1p,q)J c

2
1p,ql para la equivalencia 

entre lu normas 1, 2, r e • de matrices nxm. 

Ejemplo. Sea A la In-.. de la matriz de Hllbert de orden 3, 

A • [-:i! ;~ -1:1. 
30 -180 l;a 

Lu dlterentea normu de la matriz IDll IAl1 • IAI.• 408, IA1
1 

• 372.1156 

1 IAI,• 372.2056. Con las desl1ualdades (2.121. (2.131. 12.141 1 (2.151 111 

obtl-

235.5589 s IA1
2 

s 408, 

235.5589 s IAl
2 

s 408, 
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214.8930 s IAl2 s 372.2056, 

235.5589 S IAl2 a 408. 

Las cota• obtenida a partir de la tabla 2.1, pueden relllltar mu1 

hol1adu 1 en alflUllOS calOI lmpr6ctlca1, 1ln embar.,, • la Qnlca forma almpJe 

de Htlmarla. 

Previo al anAll1l1 de 111111IU.ldad de (2.1) • presentan aJauno1 
resultadoe bUICOI de la teorla de normas. 

El prlmaro de ellOI ellablece c¡ue la norma de la ln•erta de la matriz 

Identidad perturbada, no • aleja mucho de 1 11 la perturb.cl6n • pequolla. 

Teorema 2.1. Sea E un1 matriz de orden n tal c¡ue IEI < 1, en- 1- E 

u no 1l11111lar 1 

IU-Ef11 a (1 - 1Elf1
• 

Dem: ... x • O entonces 

IU-Ellxll • IX - Exl a lxl - IExl 

a lxl - IEI IXI 

a 11 - IElllxl > O. 

Como 1 - IEI > O 1 x • O, ent- 11-Elx • O 1 por lo tanto E 91 no 
1l11111lar. Par otra parte, como 

1 • U-Elll-Ef1
, 

se tiene 1 • lll-ElU-Ef11 • lll-Ef1 
- EU-Ef11 

a lll-Ef11 - IE(l-Ef1
1 

a l(l-Ef11 - IEI 11l-Ef11, 

En allUllOI llbroa de texto, • pua un detalle por alto, en la 

demostración anterior; no necesarl1111ente la norma de la matriz Identidad " 1. 

Por ejemplo, la norma de Frobenl- de la matriz Identidad • (n)111• Eell 

ruultado • •&licio 10lamente para lal nannu Inducida. 

Colorarlo 2.1. SI IEI < 1 en-
1 IEI 

1 1 - (1 - Ef 1 11 -..-1-_--..IE"'i,-
Dem: Del teorema anterior • tiene c¡ue la matriz U-El • no alnplar, 
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por lo tanto 

11 - E)(I - Ef1 
• 1, 

11 - Ef1 
• 1 + Ell - Ef1

, 

1 - 11 - Ef1 
• -Ell - Ef1

, 

11 - 11 - Ef11 • IEI 111 - Ef1
1. 

Aplleando el resultado del t-.ma anterior H obtleoe 

11 - 11 - Ef
1
1 s ¡ 1~1 

IEI a 

T-- 2.2. Sea A una matriz no •lniular J IA
01

EI < 1, entOllCel A + E e1 

no 1ln¡ular y (A + Ef1puede ser nerita de la rorma: 

CA + Ef1 
• ( 1 + FlA 0 1 

dande: 

l/t.
01 

- (A.+ EJ"11 s IA
01

EI 
l/t.01 1. 1 - IA-1EI 

Dlm: del t-- 2.1 • ti- c¡ue 1 - A"1E e1 no 1lnplar J por lo tanto, 

A + E • All - A "'El n tambl"' no 1lnplar, adem61 

CA + Ef1 
• CA U + A"1Elf1 

• U + A01Ef1A"1 

• U + C-1 + ( 1 + A"1Ef1))A"1
• 

SI .., def'lnl F • -1 + 11 - A"1Ef1 J H apllca el corolario 12.ll a la 

matriz A" 1, H obtl-

IFI • 11 - (1 + A01 Ef 11 s IA"'EI 
1 - IA 0 1E•' 

Ahora cano CA + Ef1 
• 11 + F)A"1 

• A .. 1 
• A001F, 

:11 IAl IFI, 
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1 

IA-
1 

- IA +Ef
1
1 ,. IFI 

IA-11 
a 

COlorarlo 2.2. SI K(A) • IAI IA-11 1 .clemu IA-11 IEI < 1, eni-. 

lt(A) IEI -¡xr 
IFI ,. iti , 

l•KIAlm 

IEI 
IA-1 - IA + El-11 lt(Al-¡¡r 

IA-11 ,. 1 • KIAl-{11 

Dem: del t--.na anterior "' ti- que 

IFI • IFI IA-1EI :1 IA-1EI, 

IFI 11 1A"1E 1 + IFI IA-1!:1 

11 IAI IEI + IFI IA-11 IEI, 

IFlll • 1A"11 IEll ,. IA~11 IEI, 

IFI 11 1A"
1

1 ltl 

1 - IA"11 ltl 

KIAl -al-
IFI :1 • a 

1 • K{A) -al 
La demottracllln de la lel\lftda pvte dtl corolario • llmllar a la 

demoatracl6n de la ..,....ia parte del ~ 2.2. 

De acuerdo al anill1l1 retrospectlwo de Wllklnlon IW13), ..-1- el 

1l1tema alpbralco (2.1) por medio de IUI& computMora' dl11tal, con vltmetlca 

de punto flot111te, ea equl•alente a NtOl•er euctamente •1 •IR- pwturi.do 

(2.161 IA + IAl 1 • b + lb, 

donde las perturbac1- dependen, prlncl~te. del diodo 1 la computadora 

empleada. Determinar la mqnltud de In perturbeclonft • el ~Ido del 

an&ll1l1 de error. 



Eate tipo di 1naU1l1, aunque Importante, queda fuera del alcance de este 

trabajo, ICllo • aborda el an&ll1l1 de HMlbllldad de la eolucl6n respecto a 

paquellu perturt.cl- de loe datoe del problema; para el problema (2.11 son 
la matriz A 1 el -'O!' b. 

El Ul&llll• ee 1e111lbllldad para el problema (2. ll, 1e dividió en tree -· 
CUo l. Lu perturbeclonn afectan eolamente el lado derecho de (2.1). Le 

relaclcln 12.16) ee truafcirma en 
(2.17) AJ • b + lb. 

Subat1tu7endo 12.1) en 12.17), ee obtiene 

1-x •Alb. 

Par Jo tinto 

IJ - XI • IA ' 1abl. 

Aplicando 12.10), 1e obtl- - cota del error en tá'mlno de Ja norma de Ja 

In-de A, 

IJ - xi • IA
01

1 Hbl. 

Fwi-ite, 1pllcando Ja desl .... ldad Vlxl • IAI I lbl ee obtiene, 

(2.18) !L:_!I! s IAI IA'1t tabl --¡¡r- 161 • 
wia - del Wl'OI' NlatlH de Ja eoluclcln del 1J1tema Ax • b, al perturbar 

ll&el'-te el lado derecho. Le cantidad K!Al • IAI u·11, 1e conoce como el 

n1lmero de C<lftdlcl611 de la matriz A. El nl'llnero de concllcl6n, en este caeo, da 

el factor de 111111lflcacl6n de la perturbación. Cuando este nl'unero es 

relatl,_te arandl ee dice que el 1l1tema es •al condicionado. 

Par ejemplo, 11 KIAI es del orden de 101 1 Ja perturbacl6n relativa de b 

es del orden de Ja preclsl6n de la computadora, por ejlmplo 10", entonen Ja 

eoluclcln del 1J1tema tendra una precl1l6n de, a lo mb, 2 dlaltoe de 

pnclllcln. 

CUo 11. Les pertubacl- 1610 afectan a la matriz A. El 1l1tema perturbado .. 
12.19) 

'" + '"' 1 • b, 
(A + IAI 11 - xi • b - (A + IA)x, 
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substituyendo (2..1) en (2.191 H obll-

(A + aAI lJ - xi • -U x, 

J - X • (A + aAr
11-U x). 

Por lo tanto 

IJ - xi • llA + aAf
1
1-aA xll. 

SI IA-1aAI < 1 J aplicando la propiedad (2.101 J el t-- (2..2.I resulta 

IJ - xi s IA-11( 1 + IFI) laAI IXI, 

-1 
IJ - xi • IA I laAI lxl. 

1 ·- u-1aA1 

Dividiendo cada miembro de la '1ltlma deslsualdad, por lxl, N obtiene una cota 

del error relatlwo de la eolucl6n de (2.19), 

(2.ZOI ~. lt(AI ( HAil· 
--...--- 1 - u-1u1 -.xr 

CUo 111. Cuo 1eneral. Las perturbaciones afectan tanto a la matriz A como al 

Yector b. De la relación (2.161 N ti- qus 

Por lo tanto 

CA • aAI , • b + ab, 

(A • aAI J - (A • •Alx • b • ,.. - (A • IA)11, 

(A + IA)(11 - JI • lb - aA11, 

(11 - JI • (A + 1Af
1
lab - aAx). 

IX - JI •l(A • 1Ar
1
lab - aAxll. 

De la propiedad de CGllSlstencla y dll teorema 12..2.I N obll-

111 - JI • 11 + FI IA-1111abl + HAll11I I 

IA-ll llabl + HAllxll. 
1 - u-•u1 • 

Finalmente, de la destcu&ldad 111111 • IAI I lbl se obtiene - cota ci.t error 

relativo de ta tolucl6n 

(2..2.1) !~ • KIAI ( Hbl + HAI ). 
---¡¡-.-- 1 - IA -laAI -¡¡¡¡- ¡¡¡-

Ademls si IA-
1
1HAI < 1, entonca la relaclon (2..2.ll H transforma en 
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(2.22) 
I~ K(A) 
--..r- " 1 - kl AIMUi m 

( 14bR + HAI) m- ¡¡¡-

:Z.4 Slatemu ef'ectl•-te bien -.Slclonadoe. 

En la aacclcln 1111terlor N demOIU'6 que la senslbllldad de la solucl6n, 

del problema Ax • b, Htt relmclonada Htrechamente con la mqnltud del nllrnero 

de condlcl6n del problema de ln•erslcln, K(AI• IAllA- 1
1. 

Existen, sin embar1<>, aqunos sistemas donde las cotu de error pueden 

901Jrentlmar conslderablemente la senalbllldad real de la aoluc16n del 

1latema, por ejemplo, en •lat_. alpbralcoa llnules, donde A " la matriz 

de Vandermonde¡ con nodoe x > x
1 

> .. • > x > O 1 el lado derecho con la 
1 1 • 

proplDd: b1• 1-11 b1 a o, para l • 1, 2, .. , n. La Hftllbllldad de la 

aolucl6n. para - tipo de 1llt_., no cnce ~lal111111te como lo 

ntablece 11 namtro de condlclcln¡ mú aQn, HI.....,. demuestra en IHISI que, 11 

11 alpltmo de 8,Jllrck-l'ereJra IBJll " empleado para ..-lter eat1 tipo de 

1lltlmH, 11 error relatlt0 producido en la componentes dlferentH de cero del 

ftCtor aoluclcln a, " lndlplndlente de K(A). 

Ton1 Chan en IChll llama a eatos problema; probl•- efectl•-nte blan 

OIDdlcl_.., 1 caracteriza la senalbllldad de la aoluclcln no 11610 en 

Uralnoa de A tino tamblfn del lado derecho. 

A partir de la deacomposlcl6n en •alorea sln¡ularea, puede demostrar• 

que 11 A x • b ea el 1lstema exacto 1 CA • &Al 1 • b + 411 el perturbado, 

entonen 

(2,231 laxl • •• 1-k k Hbl par 1 • ~ • 
• ( IP bl 

1 
.. 

-rxr- -.-- llir l1iT" a • n, 
• 

en donde, P • u,u!, 1 • k " n, ea el operador proyecclcln, con Uk• lu0,1_k, 

... , u 1 • r. Cuando k • n se tiene una dell111Aldad ya conocida . • 
La relachln 12.231 establece que la 1en1ltlvldad de la aoluclcln no 

depende lcllo de los tamalloe relatl•os de los valores sl11111larH, sino tamblfn 

de la pro1ecclcln de b sobre los qlores 1ln¡ularea lzqulerdOI de A. SI b tiene 

- fuerte componente en el sube1peclo definido por uk. entonce& la 

11nalbllldad de la solución puede disminuir por el factor 1111/IPkbl. 

Para matrices de Vandermonde con nodOI positivos 1 diferentes, como IOI 
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•l•tema1 menclonadol anteriormente, IUI vectore1 1l11111larn u• 1 v •tienen 

k - 1 cambios de 1lp; en particular, el YeCtar eln¡ular i.qulerdo v • tiene 

los mlllllOI cambloe de 1lano c¡ue el lado derecho propueeto. 

Este J otroe ejemploe 1111leren c¡ue la deflnlclOn de n6-'0 de condlclOn, 

para el problema 12.ll, no necnarlunente n la mú aclecllacle pu-a Mdlr la 

1en1lbllldad real del probl-. Una alternatln • m- la dltlnlclOn 

orl1lnal de Rice, (1.3), 1 "-cer IUpUelt08 llObre el tipo de perturbaclonn, 

c¡ue pueden preeentar IOI datos • Introducir en el aúll•I• de 1e111lbllldad la 

lnrormacl6o eobre la ntructura de la matriz. Con - tratamiento pueden 

obtenerM cotu de error mú apro111medu. 

Una poelbllldad n emplear el na.ero de ...ilclOD local K(A, 11), definido 

como 

(2.24) 

Claramente, KIAI • al ~ del n6-'0 de condlclOn local, • decir, 

KIAI • IA
01

1 ~ (IAlll/1111) • IA
01

11AI. 

SI IAlll J 1111 ..,.. del mlllllO Gl'clen de mqnltud -· KIA. 111 • 

nenclalmente IA
01

1, ademU el nQmero de condlclOn 1-1 puede - moderMD 

aunque KIAI - &rancie. 

Slt"I, en (Sltll, conelclera el elnema All • lt , con A - matrlx cuadrada 

no eln¡ular eujeta a perturbaclonee de la ramaa A .. A • E, JI:) • c)A), 1 

b .. lt + d, )el) • c)lt), donde ).) denota la operac!On de l'llllPIUU' cada 

elemento de un vector O una matriz por IU valar abaoluto. Para perturbacl

c¡ue ll>lo arectan la matriz A, Skeel Introduce el nQmero de condlcl6n ..... 
12.251 eondlA, xi • 1 lm 1up rx¡- , 

e-ta JE)•clAI 11 • 

donde IA + El •• + axl • lt. y demueetra c¡ue 

IJA"1 J IAI 1•11 
cond(A, xi • ixl • 

• 
El valor m6Xlmo de cond(A, xi • cond{A, •>- llA"111AJI•. Una de lu 

propledade1 mu lmpartantn de elle n6mero, n la lnvarl111CI• bajo 

ncalamlentOI de rqlonae, de becllo, 11 D • dlqld
1
1 • una matriz dlepal 

'" cumple la relacl6n 

llDAl"11 IDAI • JA"111D"11 IDllAI • IA-11 IAI 
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Este namero de condlcldn es empleado por Hl¡ham en IH16l para predecir el 

comportamiento del error hacia adelante en la oolucl6n del •lltema trlanlUlar 

Tx • b; conclu7e c¡ue la solución de •lstemas trlanaularn depende del lado 

derecho, J puede ..,. 111u7 lpl'OJllmada, •In Importar el tamallo del número ele 

condlcl611 de la matriz. Por ejemplo, 11 T es una matrlx trlan¡ular IUpel'lor - 1\,1 • l\1' pua J) 1, 

ent- la matriz trlancul.,. W • 11·11 ITI 11tllface w
11 

:1 t"' para J > 1, 
• dlclr, cmidlTl -'i toeotado por 111 •alor rijo n, 1ln Importar el nlor di 

KITI • 11·11111. 

De este capitulo • conclu7e q111 el n6mero di eondlcl611 de la matriz A, 

lt(AJ • IAllA • 11, fttt relacionado eltrecbamente c:ai 11 ractor de ma¡nlflcacldn 

de la s-tldumln iw-te en IOI datoa del 1latema -matriz A 1 nctor b-. 

Sin •barlO, lal cota de et'Nll' obtenldu en IZ.31. pueden llObr ... tlmar 

-idlrabl-W la -ltl•lc!M real de la 10ll1eldn pera clertoa 1tstemu. 

La e.tilllacldn puede mejanr cuando M - en cuenta el fido derecho del 

•1"91 o al tipo di penurbaclonn que pueden .,.._tarM en IOI datol. 
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CAPITU.0 3 

a NMRO IE CCN>ICION IE Pa..~IOS 

3,1 Ewaluacl6a ele pol'-1• 

3.2 ae,....ntacldn de poi'-!• 

3.3 Generación de poll-1• ortapDal ... 

Lo9 pollnomf09 - empieadoe CCXllO 1111 medio pll'a eprollimu' 111 C&ll todu 

lu 6rua del lllill1l1 numwlco, 1 ~ de una llerr8111hnta matem6tlca para 

el deurrollo de m6lodol • la tearla de lpl'Olllmaci-, lnt11racldn nlDlkica 

, IOIUCIÓll numtrlca de -·- dlt-.claln • lnte&r&181. 
Lo9 pollnoml09 IOll, 1ln dllda, la& flllCIOllft lllU empleadas 111 el aMlllle 

nWDirlco 1 alm un aran nOmero de trallajoa donde M eetlldlan lat propledadn 

de eata1 f\11\clonH, lnclualwe alcWIO& de IOI prob1- clülool de polr-!09 

1a tlen.. 11161 de un el&(o de haberte plantMdo. Sin --.., 111 contratte con 

el amplio ncunero de propl&dade& matem6tlcas canocldM, "'' el redllcldo 

-•miento de - propiedades nwMl'lcas; no 1'116 1lno balta medladOI de ata 

1(&10 que empezaron a eetudlaree la& dlrlcultadel mim6rlcn que • ..-ian 

en ala- probl- relaclonadol con pou-1 .... 

En Hte capitulo • abordan trn problamal mal condlclonadol relaclonadOI 

con pollnoml09: ...iuacldn de pollnoml09, ,.._tlcldn de pol'-loll 1 

pneraclOn de pollnoml09 ortOFMI•· Adllú1 .. ,.._tan allllft09 81pltmoe 

ntabln para ..-1Ytll'I09. 

3.1 EYaluaclóa de pol'-1•. 

Wllkln- IWllJ, a prlncfpl09 de 109 alloll cincuenta encontró, al realizar 

un experimento nlllMrlco, que naluar 1111 poll-1o, lncluaiff de arado modelto, 

puede r91ultar un proceso dlrlcll, " decir, que el resultado obtenido ..-. 

diferir co111lderablemente del •alor exacto. 



(3.11 

Un ejemplo de ata oblervaclón, ea el polinomio 

10 

P<111 ·,u1111 - n. 
el cual tiene todu 1U1 ralees realea J diferentes, ademú no estln cercanas 

entre 11. El eaperi-ato conal1te en aenerar una tabulaclOn del polinomio 

1'111), expresado en forma de potenclu, • [O, 101 con pa- de 0.1. SI el 

experimento te rellza en una CGC11putadora lllM-PC o compatible, lu cantidades 

1011 reprete11tlda1 en punto flotante de precl1IOn tencllla (23 bits de 

mantlal, la arltm6tlca se realiza a 64 blta~11 ' adem61 11 se emplea, en la 

evaluacl6n del polinomio, la rqla de fforner o tamblm conocida como 

multiplicación anidada, entonces loa nlores calculadoe del polinomio, en IOI 

ceroa 1191 polinomio, IOll loe que aparecen en la tabla 13. U. 

11 

1.000000 
2.000000 
2.999999 
3.999998 
4. 999998 
5,999997 
6. 999996 
'· 999995 
1.999998 
10. 000002 

P(11) 

0.317413 
-2.432581 

0.165173 
-10.135942 
13'7,355286 

-10'7 .856201 
381.536987 
8'7'7.121662 

-909. 637024 
-'706.004761 

Tabla 3. l. Valor de 1 po 11 nomlo 
ID n 

Plal •
1
U1 (11 - 11en11 • 1 ~ 1 .1 1 

con n • 10, 20, •.. , 100 

El nllmero real O. l tiene una repr-tacl6n binaria perlOdlca, por lo 

tanto, au repnuntacl6n de punto flotante n aproximada. La reprnentacl6n de 

punto flotante de 0.1, denotada por float(O.ll, depende de la .,.ltmetlca 

empleedll, por ejemplo, en Turbo e IV2.0l 1 Fortan (V3.21, float(O.l) > 0.1. 

1 en Turbo-Pucal CClll arltmttlca riplda, float(O.ll < 0.1 

11:ate tipo cll arlllllftlca, u compartido por •arloe paquete1 de pr...,amaclOn 
para lu -putadoru IBM 1 coaap.ttlbln lXT 1 ATI, 'I correaponde a la del 
coprocesador arltm6tlco lntel-8087 o 1u 1111ulador. AmbOI realizan la arltmttlca 
a 63 bits de mantisa, 15 bits de exponente 1 un bit de 1tano para la mantisa. 
Ver llnll. 
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Al Sumar float(O.ll relterWnlente, te ftll llCUlllulanclo lol IM'Cll'89, de 
ao•n 

manera que n, • 1~1float(O.J) puede diferir Cllftlldenb'-nte de n. La 

diferencia entre n, 1 n depende tambl6n de la arltm6tlca, por ejemplo, el 

corir-dcr lntel-11087 o 1111ulador redondNn el ~t..io d9 la - ui. de 

depositarlo en -la. En lu r1iuru (3.21 1 (3.3) • ...-ta el ·1'91dua1 
relatl\'O 

ReoReltnl • (,i/loat(0.11- ro)/ TO' 
para el problema de aumar r1oatto.J1 lter..S.-te, ccn la vltimtlca riplda de 

Turbo-Pucal IV4.0l 1 la del coproceudor lntel-8081 r..pectl.amente. 

-·· ... 
_,. ... 

j 

! ... ... 
1 -10 ... ... 

-100 

"'""º 
-120 

11 

Residual Relativo 
-..-..(N) • (5""'(1, 10 • N, 0,1) - N)/JI 

21 JI .. .. 
N 

- Tltltlo Potcal V,f,O 

" 71 ll 11 

Fl¡ura(3.2l RHRelln) con vltmttlca TurbcH'ucal 
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J 
1 

Residual relativo (eps = 1.193E-7) 
•oo...-~~~~-••_••_•~~~~·-(~~~m~(•~··-~-·~·º-·'~)-----'N)~/_N~~~~~~ 

, .. 
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Flpa 3.3. RnRel(n). Con arltmttlca del Copl'-.dar 
artlmttlco lntel-a7 o-lador. 

El experimento muntra do9 upecto9 lmpartantn que • ir-tan al 

eYJJuer una funclOn. 

Primero: la preclalOn del punto de naluaci4n¡ lu antlcal (3.21 1 

(3.3), retelan que al punto de aY8111KIOn puede eatar la,JDa del walor real¡ • 

nte cuo, ae debe a loe errores acumuladoa al IUlllU' rel~te 

float(0.11. 

Sepndo: Para jlmlrlcar el comportamiento oblenado al emuar el 

polinomio, bute hacer 1111 anill1l1 de error almple, pero lllflcl•te. 

La eval11Kl6n del polinomio 

phd • a
0 

+ a
1
x + ªzxz + ... x• 

en x • z ae realiza por medio de I• re1la de Homer. Loe puoe del aJaorltmo 

son 

•n • 1, 

• .... z • •• + ª•-1' 

y p(zl • 'o' 
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Si los ciiculos se realizan en forma exacta, excepto, en el k-~lmo 

paso, donde el error Introducido es e (en la arltm6tlca en que se reallz6 el 

aperlmento, e c:arr1opa1lcll al error de redondeo de la arltmftlca), entonces, 

la eoluclOn calculada •: utllface la relaclOn: 

, 

. 
• • 1 • 
• • • z •• • +. • ••• • 
·: • z • •: ..... + c. 

p
0
1zl • p(zl +e • x-. 

'p .. 11 

El YalGr calculado ' el exacto son lauatn. hasta antes del paeo 11. El 

errcir, pr-te en el puo 11, PUlde Interpretarse como el enluar exactamente 

un polinomio que difiere de p en su 11-6tlmo coel'lclente. Aunque esta 

ollllrqc:IOn ea trMal, U- Importancia prictlca, pues muestra que IDI 

.,..... producldoa en 109 dlcul09 son equlnlentn, en su erecto, a perturblr 

loa coel'lclentn orlalnaln del polinomio , realizar el dlculo en forma 

flllCt& 

hra reallar al anül1l1 de error ccmpleto, debe COllllderarae qua en 

cada puo del aJaorltmo, puede praMntarae un error . 

• • • 1 • 
a• •z•a• +a +e 
.... " .... ft•l 

Slplando un razonamiento similar, puede demostrarse que: 

p 
0
1zl • p(zl + q(zl 
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De esta manera, evaluar un polinomio p>r medio de una computadora, es 

equivalente a e•aluar exactamente un polinomio con los coeficientes 

perturbados. La ma¡nltud de la perturbaclon ck • \Cl + c1>. donde e, es el 

epsllm de la arltllll!tlca empleada (en este ejemplo e • 1.192093xl0-7 1. 

De acuerdo con la dlflnlcltin 1.1, el problema de evaluar este polinomio 

cerca de aus ralees, es un problema mal condicionado, pues 

ID l 
K(P, 111 • lxlJ; Ti'""=lT' 

l•I 

1111 ¡rancie para •atores cercano1 a tu ralees. 

Existen •arlu alternatlTU para e•aluar adecuada!Mnte polinomios mal 

condicionados. Una poolbllldad es emplear arltmttlca de multlple precisión 

(por ejemplo, ACRrnt, IJAlll o bien arltm6tlc• exacta (paquetes: DERIVE '1 

REDUCE, (RaJJI. Aiauna de estu opcl- es con•enlente cuando se requiere un 

radllcldo namero de natuaelones del polinomio¡ pues el tiempo empleado por el 

al¡orltmo es conslderablemenle ma1or. 

Otra dl•JURtl•a es emplear ataorltmos eapeclallzados; que aprovechen 

clertu propiedades de los polinomios. Como por ejemplo, si el polinomio 

PUldlt -.lblrse - un producto de dos o anú polinomios, entOllCft, la 

acwnulaclen de los trroreti puede reducirse al realizar la eYaluacl6n de cada 

ftietor por separado. 

Una poslbllldad 11161 es cambiar la reprnentac16n del poUllQll!lo, es decir, 

ftpreArlo como una comblnacl6n lineal de una base de polinomios diferente a 

dende et problema es mal condicionado. El trabajo adicional, que 1610 se 

rullza una sola vez, es tranarormar el polinomio orlalnal a la nueva base. 

Rice en IR12l da allWIU de 111 representaciones mil comune9, su calidad 

nwntrlca en relacl6n al problema de la eY•luacl6n 1 a11 complejidad. Para 

ejemplificar esta opcl6n, conalcUrne la reprnentaclm de un polinomio en la 

bue de los polinomios de Newton. El polinomio de Newton ele orden n ea 

construido a partir de n n<imeroe rules c
1
, c

1
, ••• •a· 

N
0
1xl • 1 

N
1
1xl • N

0
11llx - c

1
1 • (x - c

1
1 

Nz'•l • N
1
1xllx - c2l • lx - c

1
1(x - c21 

:n 



Dedo un polinomio mónlco, p(xl, 6ste puede .-lbl,.. como una 
comblnacl6n lineal de estoo pollnomloo, e1 decir: 

(3.2l 

Cuando c
1
• c

2 
• ... • c

0
, 13.2l ee conoce como la reiir-tacl6n de phi) 

con desplazamiento. SI loo c
1
's IOll lu ralees de p(x) la repreeentacl6n M 

con- como el producto de ralees. 

En la tabla (3.21 1e presenta la enluac16n, en dlf-tn 

repr.-taclones, del polinomio definido en (3.1). Loe puntal de enluacl6n 

IOll los mlsmoo que los empleados en la tabla (3.1), 

X •Exacto• Horner Desp. (c•7l Ratees 

1.000000 0.043259 0.317413 -0.000000 -0.043259 
2.000000 0.009613 -2. 432581 -0.000000 0.009613 
2.999999 0.001210 0.865173 -0.035370 0.007210 
3.999998 -0.007210 -10. 735942 0.005974 -0.007210 
4.999998 0.006866 137.355286 0.006302 0.006866 
5.999997 -o. 009613 -107. 856201 -0.009537 -0.009613 
6.999996 0.018539 381.536987 0.011539 0.018539 
7.999995 -0.052872 177.128662 -0.052932 -0.052871 
8.999998 0.076904 -909. 637024 0.078674 0.076904 
10.000002 0.692139 -706.004761 0.613900 0.692142 

Tabla 3.2. Enluacl6n del poi lnomlo definido en (3.11 en 
diferente• repre1entaclone1. 

La te&Wlda columna etiquetada COlllO "Exactoº c«reiiponde a la enluacl6n 

de la aproxlmacl6n lineal del polinomio - de cada una de lu ralcet, .. 

decir, 

p(I t el • m
1
11 t el, para 1 • 1, 2. .... 10. 

Existen otra• bata de pollnomlOI que pueden eaiplearee para naluar un 

polinomio; alpat • tratar6n en la MCCl6n •lsltlente. Para la eleccl6n de 

una bue debt conalderar1e: la dlflcllltad para a__. el poli-Jo en la 

nue•a bale 1 el n6mero de aperaclonea nq-ldu para la naluaclOn • la 

nuna reprnentaclOn. El pr1-' uplCtO, aunque Importante, 8610 • realiza 

una tez, para un polinomio dado, mientras que el nomero de naluacl-, del 

mismo polinomio, ea rqulannente arande. 
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El n6mero de operaciones requeridas en la evaluación, depende de la 

representación¡ por ejemplo, PI"ª la bue de potenclu con el ~todo de 

llomlr, pera la re¡iresentac16n de potenclu desplazadas 'I para la 

repr-tac16n de producto de ralcn, M requieren n multlpllcaclonn y n 

_., La e .. luacl6n •la los pollnomlos de Newton "' realiza con 2n aumu 'I n 

product09. 

3.2 ••....-ntacl6n de polln-1a1. 

Loe pollnoml.,. 1011 •In duda la~ funciones lllU empleadas en el anill1l1 

nuiMrlco 'I en cada apllcacl6n debe <.elecclonarse la base mis conveniente. La 

evaluación de pollnomla1, como se vio en la sección anterior, presenta mejorn 

propledadla nUIMrlcu en ciertas balee de pollnoml09. 

En esta 1KCl6n se obtienen expreolones del nllmero de condición para el 

problema de rep-tac16n de pollnomloa. Este n6mero proporciona una medida 

de cuanto ae modifica el polinomio, en cierto Intervalo, al perturbar 

llaeramante sus coeflclent•, o de manera equivalente, como ae modifican loa 

coeflclent• al perturbar l ..... ante el polinomio. Las base• que trataremos 

Mlll: lu de potenclu, lu ortop111ln 'I lu de Lqranp. 

El problema de representación de pollnoml09 puede enunciarse de la 

-. ••••denta: 

Sea • •• 1 la el ... de poli-loa lrealnl de vado menor o lsual • n - 1, 

'I P
0

, P
1
, ... P

0
_

1 
una bue de t . .- Para cualquier P • t.

1 
ae denotara por 

a0, a 1, .... ª•·I 109 coeflclentn del pollnomlo P • P
0

_1 con respecto a la 

bue P
0

, P
1
, ... P

0
_

1
• El problema .. determinar el nWllero de condición del 

mapeo lineal: 

.. : rl' • 
'ªo• ª•• ···• ••• > 

- P0_
1
1a,bl . .. 

- P(x) • 1 ~0a 1 • P1(xl. 

Las normu empleadas, en rl' 'I P
0

_1• son 'ª'• • mpla11 'I 
IPI.• .19. IP<xll rapectl•amente. Como 11

0 
n un mapeo llneal au n6mero de 

condición n Klll I • 111 1 IM
01

1 . 
PI fll • n • 
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3.2.1. CondlclOn de pollnoml1111 ortoaonal•· 

El condicionamiento de un problema esti relacionado estrechlmente con su 

representaclOn. Una elecclOn deutortunada de la representac:IOn, redltuari en 

la dificultad para raolftr el problema. Par ejemplo, el empleo de la bue de 

potenclu, en el problema de mlnlmos cuadrlodal, puede conducir a wi 111\ema 

lineal mal condicionado. Una forma de 1uperar el problema n cambiar a una 

baae donde el condicionamiento del problema sea menor. 

Esta seccl<>n Hti dedicada a la representaclOn de pollnomlOI por medio di 

pollnomlOI ortCJIOll&les. 

La parte sencllla de la e1tlm1clOn del nCunero de condlcl<>n n calcular 

IM
0 
l. SUJIOlllue que •••.• 1, entonces 

•-l ft•l 

IM0lall • 1,!
0 

a,• P,lxll • ,!0 la,I • IP,lxll 

·-· • lal• • ,!
0 

IP,lx)I. 

Por lo tanto: 

(3,3) 
IM al n-1 

IY01 • .'1:1~ -rir • .'l:L ,!0 IP,lx)I. 

Cilculo de 1u:11. Por deflnlc1611 u-11PI • a, n decir, el mapeo ln"8l'IO 

uocla a un polinomio IU9 coerlclentee. Par ortasonelldad, (A.71, di la 

familia P ,. k • O, 1, ... se tiene que 

a, • f ¡" Plxl P,lxl wlXI dx k • O, Z. ... n - 1, •• 
1•,I • ~ S: IPlxll IP,lxll w(xl dx k • O, 2, ... n - 1. 

De aplicar la clealsuaJdad de Scllwartz, a la 61tlma dnlpldad, l'ellllta 

l•,I • ~(1:1Plxl1 2wlxldx f.1P,lxll
2
wlxl dx]'IZ. 

Como la lnte¡ral del lado derecho coc rnpc11de a la del'lnlclOn de h,. (A. 7), 

entonces la cleal&11ldad antll'lor ee trandorma • 
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1a.1 .. ~[1!1P1x11 2w1xi c1x h.]"
2 

• ~ [ IPlxll! .f. w(x) dx h• r• 
• l IPI (¡i h 1111 

• [.!º]ata IPI , 
\ • o• "• • 

donck "º • 1:wcx1 dx. Por lo tanto la expresión para la norma del mapeo 

lnYeraOll 

- 'ª•' [ "!lª'ª (3.4) •u:•. • o•'rll!-1 a-,¡;; "o'iHn-1 11.,J 

De (3. 3) 1 (3. 4) M obtiene 111111 cota superior para el nl'.unero ele condlcl6n ele 

ntu,..--tacl-. 

·-· [ "º] llZ (3.51 KIM0 l • 1u0 1 IM~11• • .'i~I. •~o IP.lxll o•'rP.-a -¡¡• 

Al aplicar 13.51 a loe pollnomlos de Chebylhev 1 de Lepndre, IA. 9) 1 

(A.10), puede obtlllll'M una cote de au n<imero de condición. 

n-1 
KIM"l • -1 '91 •~o 

Poli-IN M Le1endre1 

KIM l • n 1211 - ll111 

• 

1 T Cxll 12l
111 

• 12l
111

n • 

3.Z.Z. CondlclOn 119 poli-loe en forma 119 potanclu, 

P•(x) • x•·a , 11 • 1, 2, ... , n. 

El wllala de asta base preMnta cierta dificultad 1 111 cotas que ae 

- pera el n6mero da condlclOn aon, en alaunos caaos, mu1 hol1adaa. 

Sin perdida de aeneralldad, puede auponerae que los extremos del 

lntenalo la,bl, aetlafacen lal • b. 

CAicuio de IM 1 . •• 
n-1 n .. I 

IM" 1 • 19~1 ~'P.I. l •~oª•"•-• 1 ·.~ob•-• 
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Por lo tanto: 

(3.5) ...... r_-,' 
C41culo de IM"11 • • 

lp1ª"11(0)f 
• o'ifl..-1 d'ir1 b-m · 

Elta 61tfma relacl6n puode rencrlblrt1e como: 

1u:11 •1.W. u.• 
Donde A,son funclonalea Uneales A, : • •• 

1
1a,bl _,. 11, detlnldu por: 

plk·ll101 
Al • -¡¡-:-¡¡-¡" 

Una de propledadet lmportantet de IOI pollnomlos de ClebJlhn, IA91, " 

la extremalldad del polinomio de QiebJShff normalizado, T"; entre todos b 

pollnomlOll con el ml11110 tfrmlno principal, T" tiene norma "mlnlma en 1-1, IJ, • 
En 1878, Zolotarev, (Cal), resoltl6 el probl- correspondl•te cuando dos 

coeflclentea prlnclpaleo IOft dadot. Este problema puede lnhl'pret.,... -

determinar la mejor aprox'-cl6n por poll-1os de .,...., - o laual a a -

2 a funciones de la forma x• • nn•·•, para un 11 dado. Los poli-los con -

propiedad 1an conocldol COlllO lot polinomios ele Zolotarev. FormallMnte el 

problema planteado Inicialmente por ZoJotarev ,,.., determinar 

m1n -1ftl-1 lx" - ft01l•·I • •.,.ax,..ª + ... • •,l. 

comó una función de n 1 del parAmetro "• 1 encontrar el polinomio extremal. De 

acuerdo con llAZI el polinomio de Zolotarev de Fado n 1 par6metro 11 puede 

eecrlblne como: 

(3.6) 

• donde T • 1 T •· • 1011 poUllClllllos de Oeb,.i.e., • es una -ante 1 q,._1 " el 
6nlco polinomio de ll'aclo mlllOI' o lpal a n-2 el cual minimiza: 
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En particular, si 1 • O el problema de mlnlmlzacl6n eo resuelto con 

ci:.
1

• O. Una relacl6n explicita de IOI pollnomlOI de Zolotarev aparece en 

[Rl4, pa¡. 791. 

El problema de calcular la norma de IOI funclonaln ;\ Hli relacionado 

con el problema de Zolotare• . El poll.-ilo extremal para el funcional ;\• eo 
un polinomio de ZolotareY de ll'ado n - 1 (Se nti trabajando en el u npaclo 

P,,..11a, bll. 

Dnafortunadamente cuando el lntenalo la,bl eo arbitrarlo, el valor del 

parAmetro " no • ficll de expresar 1 puede MI' diferente para cada k. El C&IO 

que multa ficll de abordar, n cuando tr • O, en tal 1ltuacl6n, el problema 

oe reduce al lnter•alo 1-w, wl 1 el polinomio oe Zolotarev oe tran1forma en la 

ouma de un par de pollnomlOI de Clleby1he•, 1Ga9J. Con nta 1lmpllrlcacl6n 

puede obteneroe la norma de loa funclonaln ;\•: 

u,1 • IT!~; 11 1-w, wlCOl + T!~; 111-w, wlCOll/lk - lit, 

k• l, 2, ... n. 
donde T

0
l•w, wlCxl • T

0
lx/w). Aal, la norma del mapeo lnveroo multa: 

Hl~11• •alffnUal•• la1 l•w, wl + a1 1-w, wll• , 
tri lt°'Z 

(3.7) 

donde •r IOll loa coeflclenteo del pollnomloo T
0 
(x). La relación del nCimero de 

• 
condlcl6n del mapeo M 

0
para el lnterwalo 1-w, wl, oe obtiene a partir de 

(3.5) 1 (3. 71. 

(3.8) 

··- 1 donde el factor -.-:-1 toma el Y&lor n cuando w • l. Aplicando, (A. 91, una 

-iiroxlmaclOn ulnt6tlca de loe pollnomloo de Chebrshew 1 la relación (3.8), 11 

obtlel*I exprnlonn expllcltaa para el nClmero de condlcl6n en el caso 

1l!Mtrlco: cuando w < 1, w • 1 1 w > 1. 

(1 • .rs:;,.,. 
11 .~ ,. 

((1 + .ri;;,z)/wl" 
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En forma slmllar, cuando el lnternlo de lnter& a (O, wl, el nllm«o ele 

condición para la función 11
0 

!amblen depende del Talar ele w. Rel1Cl- para 

ate cuo fueron establecidas por GautlChl 111 (Ga9): 

K (U 1 lnternlo 
• • (O, w) 

(2+w+zfi+WI" w>I 

(3+2.n1• W•I 

112 + w • :NI+"'Wllwl" o < w < 1 

Finalmente, para obtener una ntlmac16n del nomero de candlcllln en el 

cuo 1eneral, Gautschl en (GalO), emplea lnterpolacllln para obtener 11111 cota 

superior de la norma de u:'· Loa puntos de lnterpolacl6n, •• l•,. 'z· 
•J• 1011 dlltlntoe J ~ al lntlnalo la.bJ. La relllcl6n ~ • 

111·11 • n1v·11111 
ft • • • 

donde V• (1) a la matriz de Vandennonde de arden n COllltrlllda a ,.rtlr del 

conjunto de nodOI •· El problema CGMl1te en minimizar 1v:•1 sobre todos loe 

posible canjuntoe de nodOI e, para obtener - cota IUpel'IOI' lo mú -- a 
1u·11 • • 

SI loe puntoe de lnterpolacl6n son elqldol C01DD 1
11 

• TCOll u' 11 • 1, 2, 

.... n, con T > O 'I COl8
11 

son lu ralea del po11-lo de a.bJllln di orden 

n, T
0

(X), entoncee (GalOJ: 

3/4 ft 
K (11 ) • __ 3_ !.!.....!!.-=.. ..L:...!(1 • b • ª)"IT ( 21 ) 1 

• • 4t-n-u2+b+a b-1 ~ .a-a 
SI loe nodos de Interpolación IOll elqldOI como 1

11 
• TU+ COll

11
), 11 • 1, 

2, .•• , n. ,con 'I' > O, entonen 

K (U ) • b - a ~ 11 + lallª T ( 2 + 1) 
• • zu - 1a11m b - 1 • "1i""="i 

De acuerdo con (GalOJ, la primer relacl6n proporciona una mejor cota que 

la eesunda cuando el lntenalo la, bl es cercano a un 11m6trlco. En otro cuo, 
la seaunda relación proporciona una mejor cota que la primera. 
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3.2.4. Candlcl6D ele lu .._ de La¡ran¡e: 

La sección de repreMntaclón de polinomios concluye con las bases 

Lqranalanu, que prnentan buen condicionamiento, lnclu1lve en al11111os calOI 

mejor que el proporcionado por polinomios ortoaonalea. Los polinomios de 

Lqranp ntln def'lnldos a partir de n nodos diferentes: x
1

, x
1

, ... , •. en 
el lntenalo la,bJ. 

n X .. Xk 

!¡(•) • 1!1 •,- •, , k • 1, 2, ... n 

A dlf«encla de lu anterlorn baM9, los polinomios ele Laaranae tienen 

el mlllllO arado, n - l. La tOrmula de Interpolación de Lqranae eati dada por: 

• 
Plxl • ,!, 1,t,lxl, 

donde loe talores 1, , k • 1, 2, ... , n, - los valorea de la función en IOI 

puntOI x,. 
Para obtener una cota del nllmero de condición de esta repreaentaclón, se 

aupone que: 111. • "'f'l1, 1 • l. 

(3.91 

CAiculo de HI l. Como 
a 

a • 
u1.1111 •,!,11,1 1i,1x11 .. •1•. ,!,ll,lx)I, 

entoncea 

a 
Donde A.l•I • ,!, ll

1
1xll es la función de Lebn¡ue. deBoor en ldell da 

IMI procedimiento para *-trar la laualdad en (3.9). 

De la ralaclón (3.9) 1 del hecho que H1:'•. • 1, el nllmero de condición, 

en la norma unlfonne, para lu baNI de Laarup multa: 

ltllll•UI . " .. 
E,lllnploe: A continuación • proporcionan cotas de U•'• , para dlferentn 

distribuciones de nodoa. 

11 lntarpolad6D un1r..._ta -.aelada:deloor en ldell proporciona 

.... cota lnforlor del nClmlro de condición para lu bua de Laar.,..., cuando 

loe nodoa aon eleclclos unlt~t•, 



u.• •' • •""'· 
donde k es una constante. Un problema dancle la cota crece al aumentar n, • la 

lnterpolacl6n de la runclón de Runce. En 1901, Rwiae descubrió lu 

dlflcultadea de la lnterpolacl6n. El trató de Interpolar la fWlCIOn 

l 
fbt) • r+Bxª• 

en el lnter•alo H. 1), con nodoe 1¡ua1_,te ...-1ados, 1 dncubrl6 que 11 

polinomio lnterpolante p •(xi Uendl a Infinito al aumentar 11 arado dll 

polinomio; p 
0 
(xl dl•erae en el 1nur .. 10 o. 726 • I • t < l. 

2) CUando lOI ••• 1, z .... n - lOI Ml'Gll del pollnoal• .. 

ChebJlhn de .,. ... (del). 

IA
0
1 s 12 I al IOl(n) + 4 

SI lot nodos de Interpolación de la función de RUlllll tlOll •lllldol 

cercuos a lu ralcn del polinomio de OiebJsbn, el pralllema con la runcl6n 

dela parece. El polinomio retultante p •(xi con•erae a fhd Pll'• • en 1-1, l), 

como n .. -. lf'o21. 

3) Sl IOI x
1 

• 1, 2, .. ., n - nodo9 añltrU'IOI (dlltln&OI) 
(Ga9J, entoncea: 

ldel11 

IA• I > ln(n) / Ba111 

4) Cuando IOI x
1 

• 1, 2, ... , Mn IOI pllfttOI 4e Cllell,.. apudldOI 

x • ( a • b - (a - b) coa(21 - ll•/(2nl l' 2 
1 co1ii/IZñll " 

12/x)ln(nl + o.s • IA 1 • (2/xllnlnl + 0.73 • 

3.3 C-..acl6n da poli-!• ll'COIOIW•· 

El probl- a tratar en tata -clón. et la CClllltnlcCl6n dt pali-!OI 

ortoaonal• a pertll' de 1• -toe de potanclu. El pro11i-a lla nclbldo 



poca atención en la literatura, • pesar de que los polinomios ortoaonales 

atan relacionados estrechamente con el anlllsls aplicado Unte¡raclón 

nuiMrlca, mlnlmos cuadrados, expansión de serln, fracciones continuas, etc). 

En opinión de Gautschl, (Gaill, hto se debe a dos razones: primera, la 

ma7orla del trabajo prktlco, donde • emplean polinomios ortoaonales, • 

realiza con pollnamloe ortopnaln conocidos J IUI upectoe constructivos son 

bien conocidos. Seaunda. aOn en el calCI de funciones de pno pneraln, el 

problema tiene una 1alucl6n matemitlca directa; es bien sabido como expresar 

o como calcular pol'-loe ortop111aln en t6rml110S de los momentos. 

La seccl6n Inicia con la estimación del nllmero de condlcl6n del problema 

de .-ración de po!Jnamlo ortopial11; la estimación se realiza de manera 

Indirecta debido a Ja dificultad de realizarla directamente. De acuerdo con el 

Wll1ls de senslbllldad, el problema es mal condicionado. 

En la Ml\lllda perte de la se<:cldn, se presentan dOI al1orltmos para la 

seneracl6n de polinomios ortopinalts; el primero es el m~todo clillco, 

CCltlOCldo como el mttodo de -tos; el seaunclO, con mejores caracterllllcaa 

nll!Mrlcu, .. una •arlante del primer m6todo 1 fut propunto por J. c. Wheeler 

en 11'1111. 

3.:u. El 1161n- • -41cl6n del probl .... 

Sea w(xl una función dada (funtl6n de peso) definida labre un Intervalo 

finito la, bl no neaatln, lntqrable con 

(3.101 J! w(s) dll > O J 

donde los IDOlllelllOS 

(3.11) 11,. t. x' W(XI dx • k • O, 1, 2, ... :zn-1 

axlsten. El probl- n detwmlnar los coeficientes a, '1 b,. para k • O, 1, 

... , n, que apar- en la relacl6n recur1l•a de trn tfrmlnos, que deben 

atllf_. loe pol'-loa bulcadol. 

El -Ida la dltlculad para conocer directamente el nQmero de condlchln 

del problmna. Gautschl en (Ga3J propone una forma Indirecta para estimarlo. La 

Idee • butante simple 1 nta •poJada en la desl¡ualdad U.6). SI un problema 

P n la compotlclón de loa problemas Q 1 R '1 el problema P " mal condicionado 
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entonces al menoe al¡uno de los problema IQ 6 Rl n mal condicionado. 

El problema P, para nte prop6alto, n la conatruccl6n de lu f6rmulu de 

cuadratura de Gaun-chrlotorrel; dada una fwicl6n de peso wlx), definida oobre 

un Intervalo finito la, b(, consl~reM la 1UCnl6n de rqlu de cuadratura 

• (3.1~) J! rlxl w(x) dx • ~~1i1!"'r1c!"11, n • O, 1, .. , 

Cada una de lu realu anterlcrn n llamada una f6rmula de cuadratura de 

Gau11-chrl•toffel 11 tiene el mixlmo arado de exactitud, ea decir, 11 la 

funcl6n f n un polinomio de arado a lo mú 211-1, entonen la relacl6n 13.12) 

es una laualdad • Chrlotoffel demoetr6 que 11 wlxl n una funcl6n no 

ne1atlva, lntearable, cumple (3.10) 1 todos au1 momentos exllten, lllt-. 
tales cuadraturu existen, son Qnlcu 1 ademU e!"' • (a, b) ' i1!"' ) o. 

El procedimiento tradicional para obtener 1u f6rmuls1 de cuadratura, 

consiste en construir una familia de polinomios ort010119ln lp
1
1 uoclados con 

la funcl6n de peso w(xl. Los (ª1 
- m - ele p

0 
1 loe A!

111 
pueden 

obtenerse a partir de los polinomios ortOFMln, empleando alpno de loe 

m6todol exlltentn. De acuerdo con este procedimiento, el problema R n 

me-ar loe polinomios Ol'tOIOMles a partir ele loe -toe de potenclu, 1 al 

problema Q n la l"lllf'acl6n de la r.ala de cuadratura, a partir ele los 

pollnomloe artosonatn. 

Golub 1 Wabb IGo2l -traran c¡ua 1111a real• ele C11911ratura puede 

obtenerse al calcular loe •al- proploe 1 lu pr1-u companentn ele loe 

vectores propios ortonormallzaclos de la matriz ele JICObl. La c:ual • obt'- a 

partir de la relacl6n recunlva d8 tres tennlnol c¡ua atllf- la famllla de 

polinomios ortOIOMln Cp
1
1: 

La relacl6n anterior puede ncrlblrN en la forma matricial •laulante 

[

pO(X) 

p
1
(x) 

X ' 

P.- 11xl 1

•0 
-1 ¡p0

(xl ] 1 O 1 b
1 

a
1 

-1 p
1
1xl _ O 

• , • 

0 

b
0

_
1 

ª•·I p~ 1 1xl ~.lx) 



o en forma equivalente: 

(3.13) X p(id • Tp(x) - P.(x) ••• 

donde T es la matriz trldlaaonal 1 e
0 

• (O, O, .. ., l)'. 

De la relación (3.13), 1e desprende el primer resultado Importante: (
1 

es 

~ ralz del polinomio phd 11 1 aolamente •l 

Tp{(I) • (lp((I), 

es decir, 11 (
1 

es un nlor propio de la matriz T. 

La matriz T puede aer transformada a una matriz sl!Mtrlca, por medio de 

una tranlformaclcln de 1lmllarldad IGoZI. La matriz obtenida n conocida, en la 

literatura, como la matriz de Jacobl uoclada a la familia de polinomios 

ortoSOMles lp.I, (J. DT0" 1
). 

Loa pnoa A
1 

que aparecen en laa fórmulas de cuadratura, 1e obtienen a 

partir de laa prlmeru entradat de loa Yectores propios normalizados, q 
1
, de 

la matriz de JllCObl. Aplicando la Identidad de Chrlstoffel-Darboux, se 

dem-ta en IGo21 que 

(3.141 A1• q:1 110 , l • 1, 2, .. ., n. 

Loa valorea propios (
1
, •lstos como ralcn del polinomio ort<>1onal p • Cx), 

ton bl111 condlclonadot, 1 ademú el nlllnero de condición de la matriz de Jacobl 

J reopecto al problema de determinar loa vectores propios, es tlplcamente del 

~n n1 para pollnomi01 ortQ10naln definidos sobre un Intervalo rinlto, 

[GaSJ. Por lo ant .. lor el problema R n bien condicionado. 

La estimación del n<unero de condlclcln del problema P es equivalente a 

determinar el nCimero de condición del sistema al,.bralco no lineal, que 

reRlta de pedir la mhlma exactitud de la re1la de cuadratura, es decir, que 

la relación (3.121 11 una lpldad exacta 11 r es un polinomio de ll'ado menor 

o Isual a 2n - l. El 1l1tema resultante es 

(3.15) i A lnl (('"'¡• • , 
r•I r r flll k • O, 1, ••• , 2n - l. 

Por 1lmpllcldad, se omite el 1ublndlce (ni. Para ejemplificar la relación 

anterior, sea n • 2 y p
0 

• 2, 11
1
• O, µ

2
• 213, f1

3
• O,. los momentos 

-respondientes a la función de peso wCxl • 1 definida en H. 11. La 

relación (3.15) 1e transforma en 
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A1~ Az~ • l'k , k • O, 1, 2 1 3, 

o en forma equivalente: 

A,(
1 

+ A
1
(

1 
• o 

A
1
(: + A1(: • 213 

A
1
(: + A1(: • O. 

El 1l1tema ti- solucl6n l'lnlca A
1
• A

1
• l J (

1 
• -C

1
•!!}1 la l'tlla 

S: flxl wlxl dx • re- !!}1 + rC~l 
tiene una precisión semejante a la real• ele Slmpson, .Olo que - dol puntos 

l'lnlcunente, y es la bien conocida fórmula ele Gauu. 

El 1l1tema (3.15) puede ncrlblrse en forma compacta CG1110 

(3.16) FIJI • x 

donde x'• (p0, 1&1, "'an-a)' 1 • (i\, 12, ••• , A•' (,, ••• , (•), 

F'• (F
1
, F

1
, ... , F 

211
1 1 

(3.171 

De ICuerdo al capitulo 1, el nOmero de condición ele una runclOn 

F:ll"-+ ..- derl•able nt6 elido por 

(3.181 
lxol 

lt
0
(FI • li;f l[Fv(J01f1

1, 

donde y 
0 

H la solucl6n de FIJI • x
0 

1 F /11 denota el Jacoblano de la función 

F. La norina de matrlceti empleada en la relacl6n (3.111 n una norma 

1ubordlnada a la norma Yectorlal •l•lda para x (JI. El Jacablano de la 

función F puede aprel&l'le como el producto de la matriz U Za 1 la matriz 

dlaaon&J O, donde la matriz U 
111 

n la matriz de Vandennoncll conl'luente de 

orden 2n 
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U.J.(1' Ez' ... , (z) • 

1 D • la matriz 

D• 

1 ... 1 o o 
(1 Ez ... (• 1 

Eª 1 E: ... E! 2(1 2(. 

. . 
(zo-1 (a.:!. (z.-1 !Zn-ll(z.-z l2n-UCª""ª 

l z " • ,. 

1 A 
1 A 

z 

'A 
• 

De la relaciOn (3.111 aa tiene 

•• 1 
1t

0
1r> • 11: 1 10·1u;:.1. (3.191 

Gautochl en (Gal!, (Ga2J 7 (Gal( pretenta al¡un.u de las propiedades de 

la matriz Uz., • partlculll', proporciona cota• para la norma lnrlnlto de la 

In..,... de Uz. IVw aptndlce Al. Ademú 11 ae restrlnae el anlllsl• al 

inter•alo 10, U 1 wlxl • O, puede demostrarse, (Ga3J, que 

13.201 1t01r1 > m1n1,.0• 111101 1'ltl., {u • E,lkl,( ~.: ::)} 

La equnda parte de la relaclOn (3.201 corresponde a la norma de 11 inveru de 

la matriz U 1o IVw. Aptndlce Al. 

La cota lnfwlor para lt
0 
(Fl puede relUlU' mu7. ll'ande 1 por lo tanto, 11 

problema de det1r111lnar loe nllmerol de Olri1torre1 IA
1
, A1, ... , A

0
, (

1
, 

(
0

) a partir de loe momentoe de potenciu, puede ter mal ccndicionado. 

Resumiendo. La con1truccl6n de laa r0rmula1 de cuadratura de 

Gau11-cbri11orre1 puede veroe como la compoelclOn de IOI problema• Q 1 R, IP • 

Q.RI. El problema R el la ceneracl6n de polinomios orto¡onale1 1 el problema 
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Q et la determinación de los ftlores 1 wectores proploe de Ja matriz de 

Jacobl. 

Como el problema P n mal condicionado, eni- all\lllO de loe ~ 

que forman la c:ocnposlcl6n tamblEn lo "· Como el problema Q n bien 

condicionado, la 4nlca poolbllldad n que el problema R -la pnerecldn de 

polinomios ortoeonaJ•- - mal condlclolledo. 

En la1 dol MC:Clonn 1l111lentn oe preaentan dol m6todoc para pnerar 

polinomios ortotO'l&ln a partir de loe mamenl09 de potenclu. El primero et el 

mEtodo clúlco, conocido como el IMtodo de _..,., •I cual, deede el punto 

de wlsta numtrlco, puede presentar crecimiento exponencial del error de 

redondeo. 

El oe¡¡undo procedimiento tiene mejores carecterl1tlcu num6rlcu 1 emplea 

una familia de polinomios ortOIOft&ln, conocida de antemano, 1 los .-ntos de 

potencias lnlclaln, para obtener loo momenl09 modltlcadol. Loa pollnomloe 

ortopalea se 1eneran a partir de edOI nue•oo -tm. 

El m6todo parte del conjunto de mamentoc de potencia: 110• "i' .... "a.-i 1 

obtiene los coef'lclentn e
1
, b

1 
, 1 • O, 1, 2, ... , n-1. de la relecldn 

recunlwa de tres tErmln. que deben Atlll'acer loa polll*llloe bulcadol. De 

acuerdo a (A.81, la relación de recurrencla puede reeacrlblroe como: 

(3.Zl) r,,11xl • Cx - a,>r,lxl - hl,!fl• r_
1 

• o, r0 • 1 

El presente al¡orltmo n una ll&era warlecldn del m6todo atlbuldo a 

ChebylheY. 

Sean ro' r 1' .... t , •. , los pollnomloe ortoaonaln • determinar, con r. • 
o 1 f

1 
• l. Sea Z 11 matriz con elementos z

11 
• <f1, x'> • 1:r,1x1x1wlxlcla. 

para 1 • -1, 0, 1,..n-1, 1 j • O, 1, 2, ... , Zn-1; ciar-te el rqldn -1 

de nta matriz, tiene 1610 entrldu o 1 el rensldn o, COMllte de IOI -toe 

¡i0, "•' ..... 211• 1, ademis z1J • O para 1 > j. 
De la del'lnlcl6n de producto Interno 1 de 13.Zll, • obtiene que loe 

elementos de la matriz Z utlll'ecen la relacllln alsulente: 

(3.ZZ) z,.,,, • z•J•• - a,z,,1 - b•z•·IJ 

Esta relación n ficll de recordar por medio del dlqruna •llUlente: 



Ren¡lonee 

j 
.¡. 

j+l 
.¡. 

+-Columnas. 

llelpuH de hablr calculado los primeros k re111lones, los coeficientes a, 

1 b, 1011 determinados a partir de lu relaclonee 

(3.23) z,,1,,_1 • O • b, • z,,11 I z,_,,,_, 1b0 • 1101 

Ejemplo: Sean 110 • :Z. 111 • O, 112 • 213, 113 • O los momentos correspondientes 

a la ftmC16n de pno wlxl • 1 en el lnternlo (-J, 1), La matriz Z Inicial 

..-Ita: 

Hl o o o o 
(O) 110 111 112 1'3 

De IM:llel'do a lu relaclonee (3.23) 1 (3.24), los Hlores de los 

c:oel'lclenta b
0
• 2, a

0
• ti/ 11

0 
• O. El puo •laulente es aplicar la relación 

de l'9ClllftllCla (3.22) cuando k • O. La matriz Z rnultante es: 

1-!l o o o o 
(O) t'o 111 112 1'3 

1 11 "1-ª0111 1&3-ª.f2 O 

1 los Hlores de b1• 1'z' t10 • 113, a 1• 1&lt11 •O. 

LOll polinomios ortCJIOlllln rnultantn aon: 

f_
1

Cxl • o, f
0

Cxl • 1, 

f
1
Cxl • x f

0
Cxl - zt_

1
Cxl • x 

r
2
cx1 • x r

1
cx1 - 113 f

0
Cx> • x2 

- ¡13 

En la pt'Oll'UllCldn de este IMtodo, es auflclente con COllMMll' en memoria 
loe doa Oltlmos renslones calculados de la matriz z. El c6dl10 del Jll'Oll'lml 

...,_ • el apendlce (1.2). 

Wbleler IWhll emple6 elte m6todo para con1trulr re¡la1 de cuadratura, 111 

cualn fueron empleadu en la estimación de promedios. Cuando el nQmero de 
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momentos fu6 pequel\o, los resultad09 fueron adecuadoll. Las dificultades ee 

presentaron cllll\do el nllmero de momentos fu6 ¡rande, la precl1IC1n de la 

computadora fu6 limitada, o bien, la funcl6n tenla cambios brulCOI. 

3.3.3 El mHDdo da -toe llMldlflcadae. 

El mal condicionamiento de la transl'ormacl611 de loa -tos de potenclu 

a los coeficientes que aparecen en la relacl6n rec:uraln de tres tfnnlnoa. • 

dei. a que la funcl6n xn "recupet"a" a W(a) .,IM*lte cerca de 1, JIU'& n 

¡rancie. Una mejor "codificación" de w(al fu6 propueata por Sack J DonoTan 

IS.ZI e ln•olucra loa momentos modlflcadoa: 

"• • ~ P,l•l W(X) dll • k • O, 1, ... 

donde lp
1
l es una familia ....-oplada de poUnoml09 artoeonales, resutarmente, 

artoeonales con respecto • una medida clulca. La prim.a parte del alaarttmo, 

consiste en obtener los mamemos modlfkad09, a partir de loa ~ de 

potenclu Iniciales. Sean p
0

, p
1
, .. ., "•• lo momentos de potenclu 

Iniciales, p0, p1, .. ., Pa.-i la familia de pollnomloa art"IOMI• 8decuada • 

Y la matriz con •l-tol '•J• <p•·ªl· El primer renctflll esta formado por 

IOI momentOI de potenclu J el r1111lón -1 por cerae. LOI •l-tOI de Y 

Atllf- ..,. rellClón 11mllar a (3.22): 

1 •O, 
~1.1 'o.i .... 

donde •, J 11, corresponden a loa coeficientes de la relacl6n de l'llClllTl'Wla, 

que Atllfacen loa polinomios lp1 l. El pr1-' puo del mltodo, • 

obtener loa momentOI modlflcaclol; htoa se obtl- de I• aplicación reiterada 

de la relac16n (3.25). LOI -tOI modificados van quedando en la prlD*'a 

columna de Y. 

Por ejemplo, - p
0

, p
1
, 111 J 11

3 
como en el ejemplo anterior J tT;l la 

familia de pollnomlOI de Oleb,JlheT nannalladoa. La relación de recurnncla de 

esta familia n 



T~.1(11) • 11 T~(x) - 112T~ •• (11). 

La matriz Y rewltuite • 
(-1) o o o o 

(O) 2 o 213 o 

( 11 o 213 o 
( 2) -1/3 o 

( 3) o. 

El lqUlldo puo del Mt.odo C0111late en aplicar IUI procedimiento aballar al 

de ClebJlhev (IMtodo de momentoa), a los -tos modificados "o• "•' ... , 
"..,.

1 
para obtener los -r'lclentea de la rel8Cl6n de recurrencta de los 

polinomios ortoaonalea (q
1
1, 1 • 1,2, .... 211-1, ._ladal a la funcl6n de 

pno w(11). Loe -rlclentn a ~lnar •, 1 11
1

, 1 • O, 1, ... n-1, deben 

cumplir la relación: 

q_
1
(11) • O, Clo(11) • 1 

(3.26) \,,<xl • xci_<11I - •.ci.1111 - "• \.11111 

En nta etapa ae CCllltl'UJ• la matriz W, ce11 mtndu •11,1 • <\• p•>, 
t • -1, o, 1, .... 211 - 1 1 m • -1, O, ... , n. Eata matriz u- • 1111 prlmw 

rtnal6n 1 colwnna 1-11 1paJ a cero, al rtftll6n 1 ce11tl- los -tol 

modlflcadoa "•''a• .... 'a.-a' la col._ 1 1 adema9 

(3.271 w.,. • O para m < t. 

De lu relacl- (3.201 1 (3.261. puede deaatnne la nl..:1611 af&ulete: 

••• , .. - • ..... -<•. -ª•,.··· -,. •••. , .... b··-· 
k • O, 1, ••• , n - 2 , 

(3.281 m • t, t + 1, .... 211 - t - 1 

Dnpu6I de calcular los t pr1-oa rt111l- de W, pueden *-'
relaclOlllS para determinar .._ 1 "• . Da la propladad (3.271 1 la relacUla 

(3.281 .. obtl-: 
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·11·• .. • 0 • •11 • •11 • w .. _.., / •ll.ll - •11 .. 1.111-I •11 ... .-.. ,· 

Para la Pf'Oll'amaclOn del metoda oe emplearan, al lsuaJ c¡ue el metoda de 

QiebJlhev, doe UTl'lllOll de I0111ltud 2n. El primer arre1lo et1 lnlclallzado a 

-.. '/ corresponde al l'allllClll -1 de la matriz W. El lqUlldo arre1lo contiene 

loe momenlOll modlflcadOll. El Uatado del Pl'oSrama oe encuentra en el as*ldlce 

(8.4) 
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CAPITU.O 4 

ESTIMADORES CE. MMRO CE CCN>ICI~ [[ MATRICES 

4.1 llatrlc• trlUlpl-

4.Z llatrlCM trldl .. onalM 

Loa c6dlp de prosramaclón relaclonadoo con la aoluclón del problema 

alpbralco Ax • b, contemplan la estimación del nlimero de condición del 

problema de ln•eral6n, lt(A) • IAllA-11. Calcular el nllmero de condición es una 

operachln COlt-, debido a que " neceurlo contar con la lnveraa de A, y en 

pneral MI• operación es 1116• compleja que reaolter el problema orl1lnal. Esto 

hace lntereaante e Importante la b6squed& de !Mtodos para la estimación de 

eetenoi-o. 
La mayorla de los IM!odos de estimación para, matrlcet denaas y pequeft11 

parten del hecho que la matriz J• se encuentra ractorlzada y emplean los 

ractoree para fttlmar ltlA). La primera aeccl6n esta dedicada a los !Mt...SO. de 

fttlmacl6n de matrl- trlanplares. En la MIUftCla te pretenlan alaunot 

mtlodol de estimación para matrlCft trldlqonales. 

En varlH ireat de apllcaclón, la matriz dada ,. te encuentra en una 

forma trlanaular o bien ha tldo ractorlzada de acuerdo a •launa 

descomposlcl6n, la cual llene un ractor trlanaular. La relación entre el 

nomero de condición de la matriz orialnal 1 los nllmeros de condición de los 

ractoree depende de la descomposición empleada. 

En la prfoctlca, un alstema denso de ecuaciones lineales es resuelto 

ordlnarl-te por 11lmlnacl6n Gau11lana con alp tipo de plvoteo. Etlo 

proporcl- matrices de permutación P 1 Q, una matriz trlanaular Inferior L 1 

una matriz trlanaular superior U tal que: 
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PAQ • LU, 

donde lu matrlc:ea P 1 O oon loa lnten:ambloa de renalonn J col

nec:esarlot para realizar el pl•oteo. DI el pi.oteo pvclal la matriz O • la 

Identidad. Con pl•oteo parcial o total lot elementot de L 1Atllf'acen: 

"•J' • l. 
El pl•oteo ueaura, pneralmente, el buen condicionamiento de la matriz 

L, y el mal condicionamiento de la matriz A n reflejado en el corretpondlente 

mal condicionamiento de la matriz U. CUando A n slnauJar alpn elemento u
11

, 

comunmente u,.., " cero. A1l el mal condicionamiento de A, • debe, con 

frecuencia, a un mor de u.., pequello. Por aupuesto que A puede - mal 

condicionada 1ln que nln¡lln u
11 

aea pequello. Un ejemplo de me hecho " el 

1l1tema 12.51 

Un cuo mis 1lmple n cuando tenemot 181& factarlzacl6n de la fonna: 

A• QR, 

donde O " ort01onal 1 R " una matriz trl...War superior. DI nte cuo: 

IA1
2 

• IRl
2 

, IA-11 • IR-11
2

, IC'AI • K'R), 

donde K
2 

dellota el nQmero de CCllldlclOn en la norma npectral. [n la 

detcompoalclón de Cloleüy (con pl•oteol de wia matriz Hermltlana poeltl•a 

definida A • ff"", ae tiene: 

P'AP • LL•, 

donde L " una matriz trflJlllll&r Inferior con el-toa poeltlvoa 1 -m en 

la dl1¡onal. Empleando propledadn de la norma npectral 1 de la de Frobenlout 

(StlJ, puede demoatrarn que: 

K11AI • Kz'Ll
2
• 

Los m6todol para obtener una mlmacl6n del nQmero de condlcl6n de 

matrlce1 trf1J11Ularn, ~ dl•ldlrlo en tres srupoe; el primer srupo, 

comprende lot mttodol obtenldoe a partir de fu dnlpldades de matrlc:ea que 

dependen aolamente de la 1111¡11ltud de loa el-toa de la matriz trlancuJar. El 

lel\lftdo srupo nt6 formado por la. alpl- heurletlcoa o probabllletlcoa, 

motl .. doa por la deflnlclOn de norma 1ubordlnada. Y el Oltlmo ll'llPO lo 

lntesra solamente el mftodo vla optim-IOn --. 

Los rnultadoe · lncluldoe en nta l«d6n nt6n relacionados con lu 

normas 1, 2, • 1 la de Frobenlus. Por facilidad de úlculo, la marorla de loa 
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códlp existentes eetfman el n<unero de condición para fas normas 1 1
1 

y 1 •. 

; aunque tamblen IOll Importante• los mftodos de estimación par• fa norma 

espectral, debido a la relación de nta norma con los valores propios de fa 

motriz A'A. 

4.1.1 llatrl- de _,...ación. 

Sea T • 1t
11

1 • rr- una matriz trlancular de orden n IObre el campo de 

loe rales. Una cota 1nr .. 1or para la norma de la ln•ersa de T es: 

lmln lt11 1f1 
• IT"

1
11,z,e,r· 

La Yalldez de esta deslaualdad esti bl11da en que el reciproco de los 

elementOI de la dlqonal de la motriz T IOll elementos de la dlqonal de su 

In- Para obtener cotu 1uperlores de 1r· 1 1 pueden emplearse 111 matrices 

de comparación •Iculentes: 

t:.tu matrices r- lntroducldu por OstroWlill IOsll en 1937, en el 

· ntudlo de 11 conYerpncla de procesos lteratl•os en matrices. La matrices 11, 

IOll Otiles, tamblen, en el anlllsl1 espectral de ciertas motrices. Uno 

caracterización de ntu matrices aparece en IPoll. 

·.r { --. 

llll SI A es una matriz con element01 en la dlqonal dlrerentes de cero, 11 

matriz ZIAI • lz
11

1, nta def'lnlda como: 
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Ea Ucll demostrar que si T " una matriz trllll&lllar no alJllUl1r, entancn 

laa matrices MITl, WITl 1 ZITl tienen lnwena 1 todoll - elementClll - no 

ne1atl•oa. En pneral, eate resultado no ae cumple, pcir ejemplo, la matriz 

A • [: -n 
" no 1ln111lar, sin embarlO det(M(A)) • det(W(All • detlZIAll • O. Y aunque 

la lnnrsa exlata, no necesariamente aua elementos ICm no neptl•oe. Por 

ejemplo, la Inversa de lu matrices MCH
3

1. WIH
3
l 1 Z(H3l, donde H3 ea la 

matriz de Hllbert de orden J, tienen eleme11tC111 neaat1-

M"1(H3l • - ~ fa96 ~ ~1• l510 900 1ao 

w·11n31 • 1 [ 18 
-48 -:1 6' -41 -6 -135. 

-so -90 -15 

z"1(H31 • 1 [-~ -75 
-75] ""!6 JO -75. 

-75 -75 30 

El multado principal de "ta -.:Ión es el lema 1l111lente: 

Lema 4.1, IHllJ: Sea T una matriz trlanplar no 11111111ar, ent

IT.11 • IMITf11 • IW(Tf 11 • IZ(Tf11 , p • 1, 2, e, F. 

' ' ' ' 
Este reaultado puede emplearte directamente pera •lmar K•IT), can p • 1, 2, 

• 1 F. 
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Para las matrices ll(T), W(T) y Z(T), existen procedimientos para calcular 

la normas 1, 2, • 1 F de aua reapectlvu in•erau, sin calcular la inversa en 

rorma explicita. 

Cuo l. LA norma 1 • Infinito, 

Hipam en IHUJ, pre9e11ta los alpitmot 4.1 1 4.2 para calcular la norma 

infinita de la inYeraa de M(T) 1 W(T) retpeethamente. El c&icuio de estas 

normaa parte de la obleMra.:16n alauienta: al A ea una matriz con elementos no 

ne¡atlYOS, entonces IA•.· IAel •• con e • (1, ...... u•. Por ejemplo, para la 

matriz M(T), n •urlciente calcular IM(TJ" 1el_. 

Al1oritmo 4.1. IHUJ. Calcula u11·1cr11. para T una matriz trlanaular 

lltpll'lar de orden n.o. LA nrlable r 
11 

contiene el resultado. 

z :•V lt I . .. 
For I:• n - 1 Downto 1 Do 

lle¡ln 

• :• l; 

• :• • + lt111 • z
1 

(J :• l+I,. .. n) 

z1:• • I ft
11

1 
End ¡ 

rll :• •••. 

Al¡orltmo 4.2.)Hllf. Calcula IW-11T)I• para T una matriz trlanaular 

auperlar de orden n.n. El r .. ultado queda en la variable r •' 

z
0
:• 1 I (tnnl 

• ~-o 
For 1 :• n - 1 Downto 1 

Deain 

• :• 1 + z ••• 
•1•• .,TfJ••ltlll 

z
1
:• ( 1+a

1
•1) / (t

11
1 
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Lemlere demuestra, en ILell, que la norma Infinita de la lllYera di 11 

matriz ZITI eatlaface la relacl611: 

(4.1) IZITf11 • la + ll""' 
• • 

Empleando loa alaorltmot1 anterlorn 1 del hecho que IAI 1 • IA' '•' IN9detl 
obtenene ettlmadorft para IUITI- .... IWITf\1 az1tr 11,. 

Ejemplo. Sea T la matriz trlanplar 

T • [ ~ -l -r :~ ] 
O O O k con k a l. 

La norma de la ln•erea de T ea lllJ&l a 1r·11. • le • 4. Aplicando el aJawltmo 

4.1. 

[ 

1 -1 -2k o ] o 1 -k -k 
MITI • O O 1 -l ' 

o o o k 

1e obtiene 1111rr1
1. • 3t + 6. El estimador n tres - ma1or que el de la 

matriz orltlnal. Ahora aplicando el !Mtodo 4.2 a la matriz 

WITI • [ i ·1 -~ -~ ]· 
o o o le 

1e obtiene aw1rr11.• 2k1+ 8k + 5. Finalmente al aplicar la relacl6n 14.11 a 

I• matriz 

ZITI •u -n -a 
l -Zk 

l 

• obtiene IZ1Tf11 • 121t • Zl3• 

•Zk] -n 
-~ . 



End: 
r :• lzl • • 

Lemlere demuestra, en !Lell, que la norma lnrlnlta de la In,,_ de la 

matriz Z(Tl 1&tllf'ace la relación: 

(4.ll 

Empleando loa •llOl'ltmoa anterlorn 'I del bicho que IAl 1 • IA '• •• pueden 

obtenerM nthnadores para IM(Tf\. IW(T)"11
1
J IZ(TJ"11

1
• 

Ejemplo. Sea T la matriz trlanaular 

T • [ g "l -r :~ l 
O o O 11 con k a l. 

La norma de la ln•eraa de T n 11\1111 a n·11. • 11 + 4, Apllcando el alpltmo 

4.1 a 

[ 

1 -1 -211 o ] o 1 -11 -k 
M(T) • O O 1 -1 ' 

o o o k 

ae obtiene IM(Tf11• • 3t + 6. El ntlllllldor n trn - ma1or que ti de la 

matriz orl1lnal. Aflora aplicando el llM!todo 4.2 a la matriz 

WCT) • [ ~ -z! -~; -~ ]· 
o o o 11 

ae obtiene IW(Tf 11.• 2112+ 1111 + 5. Flnai-.te al apllcar la rtlaclOn 14.11 • 

la matriz 

Z(T)•[~ 
-211 -211 

1 -211 
1 

1e obtiene IZ1Tf11 • 1211 + ZJª. 

6Z 

-211 l -211 
-211 ' 

1 



Cuo 2. Norma de Fro"-nlu1. 

Karualo en IKall da un m6todo para calcular llW"
1(Tll,. El procedimiento 

queda establecido en el lema •l,lulente: 

Lema 4.2. Sea T Wlll matriz trlanaular 1 conslcleremot1 la matriz de comparacl6n 

entoncee 

" IW(Tf
1
1, •1~111./ t~1 • 

donde 11
1 
ntt determinada por la relacl6n ele recurrencla: 

donde c
1 

• t{ t
11 

{

JI. • 1 

11: • 11 • c1_/11,., · zc,_,. 
l•l,2, ... n-1. 

Cuo 3, Nor .. eepeetral. 

1 • 2,3, .. n 

No H c:oncocen alaorltmot1 para eatlmar la norma npectral de 111 

In- de lu matrlcet d• comparacl6n. Una formá de acotar 1u valor et1 

emplear 109 al&arltmoa 4.1, 4.Z o la relacl6n (4. ll 1 emplear al¡una 

dellcualclld ele norma, por ejamplo, la relaclon (2.lZl o (Z.15). 

E,Jlmplo. Emplear la relaclOll (2.IS) para et1tlmar IMITI"\. IW(T)~ 1 1 2 y 

IZITf\ con T 1cuaJ a la del ejemplo anterlar. 

CCICllO ltM • (IM(Tf 11
1
1MITl" 11•11

n • 112k
2 

• 27k + 61111
, entonen 

-i IUI • IM(Tf 11 z a IUif. 
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-i RW a IWITf 11
2 

a RW. 

y finalmente, coma RZ • llZITf 11
1
1Z(T(11•)112 

• (211 + 2)3
, 

entonces 

4.1.3 Eetlmadoree Heurlnlcoa. 

El lf'Upa de estlmadaretl heurlsltlcoa del nllmero de concllcl6n de una 

matriz trl111111lar es amplia, y sólo te mencionan en esta tiecel6n equellos que 

eon empleadoe usualmente en los l'ft<>lndorw de 1l1tema1 de ecuaclonn 

lineales, o bien presentan caracterl1tlcu favorables, que los hacen buenos 

candidatos para sub5tltulr a los 7a alstentet. 

Estos m6todol parten del hecho de que 11 A es una matriz no 1l11111lar, 

entancet 

::: • .,.-1,, 
et una cota Inferior de la norma de la matriz lnnoru de A, para b •l•ldll de 

cierta manera. Por tupueeto que b puede ele,lne en forma arbitrarla '1 altten 

buenas paelblllMdn de obtener 1111 IMlen estimador, eln embar..,, pllde 

mejorarse el estimador al hacer una eleccl6n adecuada de b. 

Los m6todos heurlstlcos emplean dol .,.- para realizar la ettlalaclón. 

Primer paso. Elealr 1111 nctor d de manera que la 110lucl6n del 1l1tema: 

,.. '1. d, 

tenca norma ¡rande. 

Seaundo paso. ResolYer el 1lstema: 

A X.,, 
'1 tomar el cociente lyl I 11<1 como 1111 tubeltlmador de IA

01
1. 

La dlf1H11Cla entre los m6todol radica en la ntratesla empleada para 

ele1lr el Y41Ctor d. 

La justlrtcael6n de la heurlttlca est& basada en la decoonpatlclon 



en valores singulares 111 IOVS) de la matriz A. Sea A ~ R"'" una matriz de 

orden n no singular, entonces existen las matrfces orto¡onales U • (u
1
, u

2
, 

... un]' V • (•
1
, v2, ... v,.l tal que: 

U'AV•t, 

donde E • dia¡(0'
1
, 0'

2
, ... , ... 1 es una matriz diqonal n x n y los elementos 

de la dla¡onal aon los valores 1i11111iares de la matriz A con 0'
1 

" 0'
2 

" ... " 

ti > O. l.ol valore1 1i11111lares de A son la1 ralees cuadradas positivas de los 

•=lores propios de la matriz 1lm6trlca definida po1ltlva AA'. Ademis 

(4.Z) IAl2 • t1
1
• 

(4.3) DA.11
2 

• 110' n , de esta manera K
2
(Al • O'/O' n' 

14.4) Av1 • •,u11 Atu, • •,•.-

(4.5) IAI: • cr~ + r: • ... + O':. 

Una formulación equivalente es considerar a la matriz A como una 

transl'ormsción lineal de rf'-...rt", entonces existen bun ortonormales (v
1
, 

"a• ... , ",.) '1 ~u,, u2, ••. , un) en ~ tal que Av
1 

• •,u,, l • 1, 2, ... , n. 
Desde el punto de •lita ¡llCl!Mtrlco nto quiere decir que A manda el sistema de 

coordenada& h 1, 'a' ... , •.> al sistema •u,, u
2
, ... , u") con contracclone1 1 

ex1JM1lonn de mqnltud t1
1
, a lo lar10 de 111 coordenada• corrnpondientn. 

Una demoltración ¡eomttrica de este resultado aparece en 1811 I y en (Gol) una 

demostración formal. 

En la prinwa etapa de los !Mtodos se resuelve el 1!1tema tr lquiar 

A'J • d, con un lado derecho ele1ldo de manera que lyl
2 

1ea srande. Expresando 

el 

•ector d en tfrmlnos de la base artesona! 1•
1
1 1e tiene: 

14.6) CCll ( J:a:• ll 
aclemli1 1 • ld1

2
J:a

1
A"'v

1
• 

Aplicando (4.4) a la 61tlma relaclon resulta 

1Ella descompo1ici6n fut establecida por Sylver (1889) para matrices reales y 
cuadrada1. El caso 1ener1I es atribuido a Eckart y Youna 0939) 
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(4.7) 

y de (4.6) y (4.7) se obtiene 

(4.8) 

El miembro derecho de la lpaldad (4.8), depende de loe ••l

sln¡ularea de la matrl;r: J de la eleccl6n de d. SI d n ele¡ldo de -. que 

ten¡a una fuerte componente de v n, entonces la expresl6n de la derecha re111lta 

un valor cercano a IA-112• Vcrn, mú aWI cuando la matriz n mil condlclanada. 

Sin embar10, 6sto en la practica es dificil de IOlfll', pues no • conocen los 

vectores 1~11. 
Para analizar el lado lzq11lerdo p11ede admltlrae que ldl 2 es c:oaatante J 

por lo tanto, el cociente depende ucl111lvamente de IJl2, Dado un cierto •alor 

de lyl
2

, pUeden exlstlr varias maneras de -binar loe reclprocoa de loe 

valores slnaularea para obtener el .. 1or IJ1z11dt 2• Cltllldo la matriz n mil 

condicionada 1 ademU te pide que 1711 - &rancie, entonen es prollable que •1 

cociente oea una buena aproximación de K21Al. 

Por ejemplo la matrl;r: trl1111&11lar S1JP91"lor 

T • [ ~ ·~ .:~ ]• 
o o 1 

ti~ una DVS l&ual a u'TV •E, con 

[ 

.3644 -.6121 .7018 l [ .9419 
U • .3590 •.6030 -.7124 , V • .IM71 

-.8593 -.5115 .000 -.3324 

-.3!120 

-.0169 

-.9431 

.0501 ] 
-.99f1 

.oooz 

1 E • Dlaal2.5848, .5424, .0713). 

SI d
1 

e <-1,11, en- ulsten 8 posibles llllol dlrchCll pmra l'ftOl

el 1l1tema U"antpUelto, con ldl • t'!I. hra c8Ü wia de lu altematlvu, M 

cale11laron: ti vector 1 correspondlent., 11111 a
1
, pua 1 • 1, 2 1 3, 1 •I 

cociente IJI/ lbl
2
• Lol valores de estu cantlcladel ..,..._ en la tabla 4.1. 
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d •, •z •3 lyl 
1
11d1

1 

d,• 1-1.-1.-11 -.3791 .7459 .5415 J.84 

d1• 1-1,-1, 11 -. 7630 -.3431 .5479 0,83 

d,• 1-1. J, -11 -.3246 .7264 -.6057 1 J.46 

d.· 1-1. 1, 11 -.7015 -.3625 -.6053 11.46 

d,• 11.-1.-11 .7015 .3625 .6053 11.46 

d
1

• I 1,-1, JI .3246 -.7264 .6057 11.46 

d
7

• I 1, J, -11 .7630 .3431 -.5479 0.83 

d1• I 1, 1, JI .3791 -. 7459 -.5475 1.84 

abla 4.1. EatlmadorH de 17· 11
1 

obtenido• 1n el primer pa90 
de la heurlltlca e anclo d

1 
• fl ,-11. 

Dol obler•ecl- • cln¡lrtnden de la tabla anterior: primera, el •alor 

da IT
01

11 • 14.02 no • alcanza con nlnpno di loa lados dlncllol propuntoe. 

Y MIUftdo, elealr un Yeetor d que uesur• que 111
1 

- ll'ande no Implica, en 

..-a1. que a3 - ll'anda· ~ que tampoco n el mt1 pequello. 

Ea el lfClllldo puo dll IMtodo • 1111plea la eoluclOn dll 1l11t

tl'alllplmto para mol,.. el 1111t- Tx • 'I· C- x • A
01

1, ent-

x • ld11Ela/r11Aº\· 

Aplicando (4.41 • obt1-

11 d no ti- - compG11111te da • • que - e ..... ada!Mnte peqlllfla, 
111t- el ..tor x • dolllMdo campl.._te por au componente • _. Con 11 

...- de dOI ...- • tUYO 1111 benel'lclo da r;•. anultando un buen ntlmador 

..,. •;ª .. 
Ell la tabla 4.2 • --tran loe cocl•tn 1•1.11111 rnpecto a la 

eleccNll heclla • 11 pr1- puo (Tabla 4.11. 
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d IJl.'ldl1 'ª'l'''• 
d.,d, 1.14 1.95 

dl,d1 0.83 2.21 

d3,d •• d,,d, 11.46 14.00 

Tabla 4.2. Eatlmador da 1T
01

1
1 

d11put1 del 
Hpndo paao da la llaurlatlca. 

La hellrlatlca cubierta • nta wccUlo • pneraJ 1 puede apll- a 

cualquier tipo de matriz no alnsular. En la ..,lctlca, loa mttoda9 haurlatl

t!lllJ'I- el cociente (4.10) como ntlrnador del na.ero de condlclOn de •tri

en dlterentn -.. 

4.1.3.1. DECOllP. 

La llata de ntlmadorel • Inicia con tres nt1madorea clbl

propuntoa orlalnalmanta por Cll111, Molw, Stewart 1 WI~ IClll 1 

-.pi-SO. en tu natlnlll DECOllP 1 SOL.VE de Forafthe, llalcolll 1 Mol• IFoZI 1 

• al paquete Unpacll IDolJ. 
En el mModo DECOMP, la foru de..-.- al""- tr1llllUIW T'r • d, 

au&t- el procedimiento a arcvlr • la ..,._. etapa del dtoclo. 111 al puo 

k .... lmo de la aubatltuc14n ll8cla adelanta del alatama: 

t .. '• di 

•11 ta '• di 

: 
k .. •., '• ...... 1, . d, . 

: 
• .. ... . ...... _ 

'· d • 
.. u- 1a n1ac1en 

... ,, • d, • , .... ,, •• ., ...... \.,,_,.,_,>. 

14.111 • d, - P'111-11, 
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SI oe ell• dk• a • t-1, 11, entoncea en cada puo debe raol'ftl'M el 

problema: 

mu •kta> • la - Pklk-111 

911jtta a que a • H, 11. 

Para IOll'ar nte ob,Jetl•o, buta •l•lr el 1l¡no de dk l,ual al 1lano de 

pku1-11 o bito poaltl•o 11 .. cero. 

Eata ntrat.,ia n la 111&1 tenellla 1 elta Implantada en los 1ubprosramu 

DECOllP 1 SOLVE que ~ en (FoZJ. Lu rutlnu orillnaln tienen un error 

tlPOll'&flco en la NCCIClll corrnponcllente a la toluclClll del 1l1tema 

traftllll*lo Ltx • 1· En el ai*Mllce 11 11 lnclu11 la rutina DECOllP 1ln error. 

Por tupunto que la beurllltlca puede tallar, entre otra• COIU, porque 

una - 11lecclonado al 1l¡no de dk el ftlor de 1, queda ntablecldo 1 puede 

IUClder que no - la •Jor 1leccl6D, dnda el punto de •lita 1lobal. Dicho de 

otra _.a, DECOllP 1610 miplea lnrormac:IClll local para decidir el 1lano de d,. 

Par ejemplo al ••-

ti- 1111 nam.o de condlclClll laual a U • 21111
• Aplicando •1 procedimiento de 

lllWIOI' .. obtl-

11 • 31 e- 1,• d3 - 1 llJ1 - llJ11 • d3• El alano de d3 11 •11• poaltlwo 1 al 

•alor de 1, • l. 
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tambltn poeltl•o. El - raultlllte es: 

d'. ( 1, 1, 1, 11. 

En el lqlllldo puo del procedlml•to, • ..-1 .. el el8tema 1'll • 1· El 

wector eolucl6n es x'• ( 1, 1, 1, 11 1 ti estimador de 111""~11, ee el -i.te 

IW'.flbll •l. 
El rMtodo fella al dar un mimador del nOlnel'o de condlcl6n (2" + 11 mu1 

por debajo del walor exacto. 

4.1.3.Z LINP.ll:X. 

Cllne en (Cl31 a-raliza el estimador anterior 1 la eetratesla propueata 

n 11mllar, tolo que para decidir el tipo de \ • - lll cuenta tuibl4n lo 

que pu...S. ocurrir a futuro en la eolucl6n del llltetlla. En el puo k • ti

la relacl6n •ltultnte: 

t .. 1 •• d. - P"lk-11 

1 adealAll para cada r > k te han calculado lu cantldadll 

r"lk-11 • t.,1 • • t .. 1 • ..... t, .• ,,J •••• 

que CG1 rt1po11cllll al producto de lu !ll'iwu k·l entradM del rqlda r por 

lu Hrlablt1 1a calculada. d, es el'lida de _. que 1, 1 lu cantldadn 

pll•11t-I), ... , p•(t·ll - Fandel. SI b, • 1 • c-t, 11 en-

• 1 
1,111 • 11,lall •1f..1lplt·ll • t .. 1,1111. 

con 1,1a1 • Id, - p•111-m1t •• • 11 tunclen • UJllalDr 111 cada puo de la 

eubltltuc16n hiela adelanta. 

Por ejemplo, para la •tria del ejmlplo 111t1rlor, la funcl6n f,lal puede 

ncrlblr• C01110 11,l•ll + s,.111>. donde s,.(al • la ltlllllda llqll'ftlÓll. U. 

•al- de ntU ...,....._ durante el pr1- puo del .etoclo -= 
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~tT° ykHl yk(I) s._¡-u sk,¡u bk yk 

o o 1 

2 -1 211 o -1 -1 

3 -1-211 1-211 -211 -211 -1 -1-211 

4 -l•zt 1•211 1•211 

En el lelUndo paso, oe rHuelH el 1l1tema Tx • 7, y 1e obtiene un 

Htlmadar de IT"\; lxl/IJI r k + l. El H!lmador del n<unero de condlcl6n H 

lpal a (k•ll(Zk•ll. El multado obtenido por LINPACK, para Hle ejemplo, " 

conalderablemente mejor que el obtenido por DECOMP 1 el coito adicional de 

ella estrat .. la " aproximadamente el doble de las operaclonH requeridas por 

DECOMP 1 un arrealo de t-'lo n. 

El paquete LINPACK emplaa H!e m6todo para Htlmar K
1
(Al, donde A " una 

matriz aeneral (SUbpracrama SGECOl o una matriz trlaftllllar (Subprosrama 

D11tCO). El alpltmo puede producir sobreflujo durante la dl•l•l6n entre tldl o 

rallar completamente 11 cualquier tldl n cero. Para aminorar mu 

dlrlcult&dH la matriz ae mantl- ncalada apropiadamente. 

4,1.3,3, UNPACIUI. 

Una .-rallzacl6n del mttodo anterior " ponderar la1 cantldadH P1Ckl 

por medio de cantldadee no neptl•as, • 
1

• La runcl6n a maximizar en cada paso 

de la 1Ubltltucl4n Mela adelanta multa: 

En LINPACX loa peme - ipalH a l. Otra opcl6n, mencionada en (Clll H w
1 

• 

Vt
11

• 

4.1.3.4 u:nlOSPl:CrJYO. 

El Htlmador retroepectlYo, ademi1 de tomar en cuenta lo que puede 

ocurrir en pasoe IUbeltulentn de la eolucl6n del 1l1tema T'y • d, puede 

modlrlcar lu entrada del Hctor d calculada1 previamente, " decir, en el 

paso k-ftlmo 18 H!lma el Yalor de dk 1 11 adecuan loa valorH prevlOI de d
1
, 
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d
2

, •• ,dk·I para l"l"ar un efecto anticipado labre pk'1(kl, ... ,1"'!kl. 

En eota eKCllln ee .eran dal cuoo; CllAlldo ee empl• la - npectral J 

la norma 1. 

En el puo k-t91mo, loe •atores de d1, d2,... , ~-• Ja - ccmocldoe '1 

•tlaf- la relac16n 

(4.121 

ademaa J• ae han calculado loe walores hacia adelante P""1(k-l), .•• l"'lk-ll. 

Una manera de modirlCU" lu entradas d
1
, d

1
, ••. , dk•I' de _.. q111 lu 

nunu entrada 1lpn teniendo la propiedad (4.121. n multipllcarlu por la 

cantidad .. aen(al, para al¡(in a 1 (O, 2111, 1 ._. la entrada dk lpl a 

e • -<•l. El 1i1tema en el puo k-nimo 11 

tu 
,. 

r 1 

t,, taz 
,. 

~~ a . . 
t,,, .. 1 ta,11-1 ••• t11-1,11 .. 1 '~-· ldk 
tlk '• ... tn 

.,. 
e k 

donde lu n111wa1 warlabln, 1; U • 1,2,.. k-11. difieren de lu anterl«w en 

90lo una 111111 ~te: 

(1 • 1,2, •• ,k-I), 

'J la nrlable 

k•I 
J~ • (e - 1! 1t.¡;1 I tkll• (e - IPklk-111 I tkll. 

Por lo tanto, ntablecer el nlor de la k .... lma entrada del YCtor d M 

reduce a determinar el walor de a 1 (O, Zal q111 1U11lllllce la runel6n: 
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El parAmetro a, puede determinarse • partir de 11 ecuación f'(1) • O. 

·-· f'lal • ~ 11 + ~e - .,.-(k-1 l )(-s - cP"lk·ll) + 
•I 1 t:k 

• t t 
~ !fP1lk-I) + rª (e - sPªlk·lll)(cP1lk-ll + f!! (-s - cPk(k-1))) 

k " " 

SI 1- (J1• 'z' .. ., Jk_/ J 

puede -rlblrse como 

P
1 

• P1lk-ll, entonces I• 61tlm• relación 

f'(1) • 101'1 + ! lc1(P2 
- 1) + (1

2
- el P 1 + 

tª • • 
•• 

.w.na. 11 t • , ........... t,.>' , p • "--·· P >' la • 
eJq11'8116n antarlor retult1 

f'(1) • (1
1
- c1HP1h't+ 11 - P'P tlllll + 

ac(t!
1
t1'1 + P'Pl + (P:- l)(t't + ll - ll''PtllllPI). 

F~111111te, .. 11 • t~t1'1+ P'Pl + tP!- lllt't + 1) - 'lJ''PtkkP
1

, 1 

• • P1lt t + 11 - P'Pt"; la ecuación f'(1) • O se tran1forma en 11 ecuación 

de ael\lftdo l"aclo• 

(4.14) • tan2lal + 11 tan(al - • • o. 

51 r • 11 I Za, entonen lu ralcn de eat1 ecuación eatin dad11 por 111 

apreal-
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1 

Los doa posibles pares seno-coseno que Nt11racen la ecuación (4.14) son 

1
1 

• V(I + 11:11/Z 

• 1 • VCI + 11!11/Z cz • 1/1· 
Substltu7endo cada uno de lot pares anterloreo, en la runcllln f(al pUlde 

determinar.e donde oe alcanza el mAxlmo. 

Elle m6todo puede ¡enerallzaroe empleendo la ml111111 Idea que en LINPACKll. 

Cuo 11. Norma l. 

En esta norma lot expresiones resultan mu 1lmples 1 raclln de calcular. 

En el pato k-tslmo ya oe han obtenido las entradu d
1
, d

1
, .... dk-1 con 

~ 

E ld11 • 1, 
•l 

1 IOI •alorn hacia adelante P1(k-ll para 1 • k, k+I, .... n. Al flual qu. en 

el caeo anterior, lu primera 11-1 entradu del lado derecho - multlpllcadu 

por un1 cantidad A • 10, 11 1 la entrada d~ M ~ flual a 1-A. L09 ftlOl'ft 

de lu nueYas •arlabln en tlrmllloe de 111 anterlOAI, quedan Htablecldoa por 

lu relaciones: 

1; • A 1
1 

, para 1 • 1, Z. .. ., k-1, 

(4.15) 1~ •Cl-A-~(k-11/tú 

La r1mclón a maximizar, en el puo k, es 
,_, 11 

C4.161 f(AI. "•!•''•' + ,~ + .!.,,1r1c11-11 + t1111~ 
IUjlta a que A a 10, 11 

Para obtmMr el m6xlmo de •· bula naluarla en O 'I 1 para decidir cual 

es el mejor •alor. Una YU obtenido el •alor adecuado, • actualizan lu 

•arlabln, UAndo (4.15). En nta heurlatlca, dllpu6s de cada puo de la 

substitución hacia adelante, el lado derecho queda con una entrada ""81 a 1 1 

el ruto son cero, en otru palabra1, la eoluclón del 1latema T'J • d e1 una 
columna de T-'. 

Uno de los problemas que oe preeentan al escribir el c6dl&O para tate 'I 
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los IMtodos anteriores, en norma 1, es realizar en rorma erlclente las dos 

enluaclones de la función f, para decidir cual es el mejor valor del 

parametro, y una •ez obtenido, actualizar lu .. rlables '1 los valorea 

paeterlorea P1lk). 

Por ejemplo, en el IMtodo retrospectivo el valor de f para A • O 1 1, 

Ht6 dado por las relaclonea 1l111lentea: 

11 A• 1, entoncea fil) • :!:1111 + 1; + ,iMIP1
(k-ll + t 1111; l. 

con 1; • -Pk(k - U / tkk; 

• 
11 A • O, entonces f(OJ • 1; + l~k•1 1P

1 (k-ll + t1k1; 1, 

con 1;• 1 I tkk. 

La actualización de lu Yarlables H muy 1lmple; 11 el valor eelecclonado 

rue 1, Ju primera• k-1 entradas del vector 1 no ee alteran, en otro caso, se 

Inicializan a cero. Para la nueva variable no existe problema pllff ea sólo un 

•alar. Lal cantldadel P1(k-ll son actualizas 1uponlendo de antemano que el 

valor 6ptlmo ee alcanza con A • l. SI la comparación de tu evaluaclonn da un 

multado contrario, entOllCft a cada P1(k) para 1 • k+I, .... n 1e le adiciona 

la cantidad 

1
1k r 1 + P'tk -lll para l • k+l, .... n. 
kk 

El 1ubprosrama D11tCO de Llnpack fue modificado para realizar la 

Htlmaclón de acuerdo a ella heur!1tlca. En el apendlce C.2) ee encuentra el 

c6dlao que realiza ella eatratqla. 

4.1.3.5 Dl•lde 1 Yenceru. 

La lleta de ntlmadorel heurl1tlcos termina con uno de los metodos que 

produce niejorea l'ftllltadOI, aunque a un costo ll1eramente mayor. El metodo rue 

propuetto por Cllne, Conn y Van Loan en IC13l y ha tenido poca atención en la 

llt•atura. Cllne, en un trabajo posterior IC12(, comenta que los resultadot 

ap1rlmentalea con eate mttodo y el retrospectl•o, en la norma 1, son 

1lmllare1 a Llnpack. 
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El m6todo se fundamenta en que una vez eonocldu lu IOluclonea de los 

sistemas trl111111lares 111perlores Unrerlcreal, 

Tuy1 • d, 'I TUJ2 •da' 

pueden emplearse en la 1alucl6n del 1l1tema trlanaular superior (Inferior) 

(4.17) 

La solución do ( 4.171 ea 

z1 • T11cd1 - T;:T12z2 • 01
1 

- w, coo T11w • T12za. 

SI la matriz T
11 

es de orden k y T
22 

de ordlll r, etoaces, para rnolffl' 

el 1i1tema (4.17) et necaario realizar una rnllltlpllc:.cl6n de una matriz 

(kxrl, por un •ector IT
1
az

2
>. reaolver un alltema trian¡ular de orden r, 

IT
11

w • T
12

z
2
1 1 111111ar dos vectorn de tama11o k. 

En la eatrateala divide 1 vencerú, el Nsundo miembro de la laualdad 

(4.11), se rorma a partir de los m(IJtlplos de los ttrmlt- cMr.chos ld
1 

J da) 

de los 1l1temu iniciales, de -a q1111 la norma de la solucl6n - lllUlma. 

SI ..temu, 1111 pide que ld
1
1 • ld

2
1 • 1, enlllneea los pe.- se ellllft de manera 

q1111 el lado derecho resultante tUlblfn tenp - 1. 

FI problema • reduce • determinar los •al- de los petoe e 1 1 del 

1lstem• 

(4.18) 

tal que IZI • lz
1
1 + lzal MI lllUlma J l(cd1, ld/1 •l. 

Al llUll q1111 111 el estimador r.ilr'olpectlvo, detenrúnar 1.. •aloret e 1 1 

que maximicen la norma de la 1c>lucl6n, depende de la norma empleada. 

; 

CUO l. Norma e..,.ctral. 

Las cantidades e 1 • pueden ser l¡ual a cos(al 1 sental retpectlvamente, 

¡ura algWi a " (O, 211). El problema se con•lerte en optimizar la función 
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(4.19) 

donde 

(4.20) 

#(al • •z11z • lzz1z 

con a • [O, 211) 

z2 • •1z 

z
1 

• c1
1 

- 1w1 con T
11
w • T

12
z2 

subatltu,endo (4.201 en (4.191 11 obtiene 

#(al • 1
2
1111: + c

1
1111: + 111w1! - 2scw'11' 

De la ecuacl6cl f'(al • O, 1e obtienen doe pares seno-coseno que din los 

puntoe extremos de #(a). La derlYlda de f resulta 

f'(a) • 2sc(ly
1
1! + lwl! - 11

1
•!> • 2w\<c

1 
- 1

21. 

SI • • 1111: + •••! - •1,•! y fl • w'y1 , entonces 

f'(al • aca + c1fJ - 1
2
(1 • O 

(4.2ll • atan(a) + fl - (ltan1Cal • o, 
" una ecuacl611 cuadr6tlca en tan(al. Haciendo r • • / 2¡1,111 ralees de (4.211 

11111: 

,. • r + ~ 1 ,. • r - .¡-;-;-;z, 
1 z 

Loa parH aeno-cooeno que le obtienen de loa puntos extremos de f IOCI: 

1 
1 ·--· ~ 

1 1 ·-·-z ¡¡:-;;: 
Substituyendo cada lll\O de Htoe parea en f, " posible determinar 

donde 1e alcanza el maxlmo. 

e- u. La noraa 1. 

En Hta norma 111 cantldadel e 1 • IOll llUll a A 1 a 1-.\ re1pect1 .. mente, 

con .\ • IO, 1), La IOluclOn del 1l1tema (4.JB) ea: 

z
1 

• U-Aly
1 
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(4.22) 

1 la función a optimizar n 

f(Al • lz1•1 + lzz•1 

con il. • co, 11. 

Para eYaluar la función •· en loe doa puntoa de lntern, .,¡ ,..._ 
eficiente, deben tenerse lu expre11I011M de • en c..ia uno de •toe puntoe. 

(4.?.21 f(Ol • 11
2
11+ lw1

1 

f(ll • •11•1 

SI 11111 a 11111, puede nlt.,..., el calcul1r lwl1• Una ftZ det..tnado el 

valor de il. adecuado, se emplea para obtener la 10luchln del alatema. 

La forma de emplear el m6todo divide 1 •encera, en un alatema dado de 

orden n, • primero N10l•er n alatemu de orden lxl, donde lu matrlCe9 de 

loa alltemu IOR loa elementoe de la dlqonal de la matriz T. Sean T1, T
1
, 

T• HtOI alltema• J n • 2p + q, con q • O 6 l. Para 1 • 1, 2, ... , q • 

combinan loa alatemu T11_1 1 T11 para obtener el alllema r.· SI q • O 

entoncea ae pua a la etapa al111lente con loe 1l1temu T¡ , T;. .. . T; . En 

otro calO, primero 1e combinan T; 1 T• para obtener el •lltema T;' 1 eni

M pua a •• etapa •lculente con loe liatemu -r;. T;. .... T;'. El mlmio 

procedimiento 11 aplka a loe nunoe 1l1tema1 obtenldoa en c..ia etapa haata 

obtener el 111tema Inicial. 

El m6todo termina con un lado derecllo lcual a ~ excepto en una eola 

entrada, donde t111111 el •alor l. 

4.1.3 El IMtodo DIY-llOD 

Hemoa encontrado que 11 lllf'lclente aplicar el metodo dl•lde 1 _. .. 

al 1l1tema directo, pera obteMr rnultadOI liltemitl-te mejarel que loe 

obtenldoa C011 otroe m6todoa 1 en un - n6mlro de op1raclonn. La cantidad 

obtenida al aplicar al mttodo dl•lde 1 _.u, al liltema dlncto 

trlanaular, 11 la norma 1 de aiauna columna de A"1. 

Al re10l•er cada uno de loa 1l1tema1 del tipo 14.111 que aparecen en 11 

aoluclOn del 1l1tema orl1lnal, • ..U •lecclonando la columna con maJOI' 

norma de 111tre lu columnu de cada 1Ubal1tema. Por ejemplo, 11 lu columnas 
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oelecclonadas en l~ subsistema fueron r y 1 respectivamente 

u-1 
• [ rn CfilJ]. 
l~ 
r • 

.. ~ de la relaclfln (4.221. 1e tiene que f(Ol es la norma de la columa •· 

1lendo 17
2
1

1 
la nortn.1 de la colllllllll • del bloc¡ue T~ 1 w • T-

1
T

12
z

2 
es la 

norma de la pvte de la columna 1 que mi fuera del bloque. 

Cm ata YVlantm que IJl'OllCIMlllOI• i- -trldo. en el cuo 
trianlUlll', Wl ahorro de n/2 operaclone1, p11n 11 e.Ita rHOIYer el 1l1tema 

tralllpUHtO. 

Cuando la 11111trlz trla111Ular H de orden n • ·f, el nQmero de operaclone1 

req-ldu para 11••11' a cabo la e1trate1la DIV-MOO es de 3n
2
• 3n. 

En el 111\11.nte capitulo ee pre1e11tan varlOI ejemplos dande ee 1pllca 

..ie lllltodo 1 en el aplndJce c. 3) el c6dlto corrnpondlente. 

4,1.4 Enlmador vla Optl111lzacldll tOll'l•XL 

El !Mtodo rut popinto por Haaer en (Hall, para ntlmar la norma 1 de la 

lnvena de 1111a matriz A; tratando el probl- de calculll' IA - • 1
1 

- W1 

probl- de optlmlzaclcln CGll'leu. 

Para 1 • rf""' , 181
1 

" el múlmo 1tol>AI de la runclcln convexa 

14.23) F(x) • lllx1
1 

IObre el CClljunto convexo 

(4.24) s • ( X 1 ... 1 • 11 

La funclen F n can'lella, ll!Mtrlca, ma1 aan, lineal por peduOI, J el 

conjunto S define un poliedro. De la t-la de convexldld o 1lmplemte de la 

defllllcl611 de la norma 1, • Nbe que la funclcln F alcanza 1u mhlmo en W1 

vtrtlce de s. 
Como la runc:l6n F no n dlferenclable en todo el canjunto s, no pueden 

aplicarte lllffodo9 donde ae requieren la primera o Ml\lnda del'lvada. El m4todo 

propunto por Hqw emplea allUftOI resultmdoe del anall1l1 no dlferenclable J 

lu proplldMln de F J S pera obtener, en el mejor de IOI casos, el mnlmo 

aloba! de F en S. 
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Para explicar el t.Jaarltmo n .-rlo Introducir aJcunu dltlnlcl- 1 

relUitadQs del Ulillala lln dlrlYadal, 

Definición 4.1. Sea K s; rl'. K • un conjunto connxo 11 '*'ª tocio x, 1 • 

K ee ti- xA • K clallde 

xA • 11 - Alx + AJ Y A • [O,U. 

Ejemplo. El conjunto definido en (4.24) n can'NXO. Snn x , 1 • S 1 A • 

ro.u. ent- por 1a deltaualcWt del trlt.nplo .. ti-

•11-Alx + AJl
1 

ll (l-A(lx1
1 

+ IAllJ1
1 

• (l-Allx1
1 

+ AIJl
1 

•U-Al+A•l. 

Definición 4.2. Sea K s; rl' un conjunto canmco 1 r:rl' .. l. La función f " 

COD••n 11 para todo x, 1 • K ee ti-

14.251 flx"I • 11-i11 flxl + " flJI v " • ro.u. 
La desl¡ualdad (4.25) expreu el hecho que la &raflca de una fwicl6n 

conYexa 1lempre ftt6 por debajo de la cllll'Cla que una a 1.. punt09 (x, f(xll, 

(J, f(Jll. 

SI K ea un conjunto abierto 1 f( xi " dlferenclable en K, una deflnlcl6n 

tqulYalente de CClll'NXldld " que ...,.. todo x, 1 • K ee ti- que 

(4.261 r!JI a flxl + 9l'(xl'l1 - xi. 

Ejemplo. La runcl6n definida en (4.231 es una runcl6n -- llobl'9 el 

conjunto s. 
Seanx,J•Sentoncft 

FlxAI • llllAl1 • 18111-Alx + AJl11 

• 111-A)Bll + U,1
1 

ll (1-Allllll + UIJI 

• U-AIF(xl + AF(Jl. 

Definición 4.3. S.. r una funcl6n de K s; rl' en 1 can K canYUO 1 

x 1 lnt!Kl. 

!al Sea a 1 K. Se dlca que a ee un .ullCrMJento de r en x 11 

(4.271 flJl a rlxl + a'(J-xl Y 1 • K 

(bl El conjunto de todol los 1ub&r'adl111tn de r 111 x n llamado el 
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1111bdlrerenclal de r en x 1 ea denotado por Bflxl. 

(el OIUldo 8f(x) • • ee dice q119 f ea 111bdlferenclabla en x. 

Ejemplo. Sea f: 11 -+ 11 con f(xl • 1x1. Claramente esta funcl6n no ea 

dlferenclabla en o, pero al ea aubdlferenclable en eat• punto. De la relac16n 

(4.2'1) ee u-

..J.z! a. 1 
1 • a. (-1, 1) 

Eate ejemplo puede aenerallzaree de la manera 1l111lente; 11 f:(a, b) 4 

• conftlla, 111t- ea aubdlfennclable en tocio punto e • (a, b) 1 ademi1 

Miel • rr:<cl, f~(cl), donde f:<cl 1 f~(cl son la derl"'da Izquierda y 

dereclla de f en e reapectl•amente. En pneral 1e tiene que 11 f ea una función 

con- de rt' -+ 11 entancea esta ee aubdlferenc:lable (Vall. 

Otra propiedad Importante de la l"llerallzaclón de derl.,.da ea que 11 la 

función f es dlferenclable en x entonen Mlxl u- 1610 un elemento 1 

coincide con el Wlxl. 

El m6tado propueato por lfqer 1 perfeccionado por Hlaham en IH13l, trata 

de mulal&ar la func(6n Flxl • llx1
1 

en S. El IMtodo parte de un cierto punto 

del S denotado por x. SI F ea dlferenclable en x la dealpldad (4.261 alienta 

que la manera de encontrar un 1" • S donde la funcl6n ... mayor ea mulmlzando 

la cantlc!M 

vr1x1'11 - xi. 

eomo 1vr1x1'r1 • 1vr1x11. 1111 • 1vr1x11 •• ,· puec1e e1111rw isua• a un 

:~~ ~vr:~11~· .. ~(x~':·en~~ xn~ ~=·:::..•del:~~· 5~ otra 

Como Flxl • 11x1
1

, al sradlente de F .. isual a 9Flxl • a'c. donde 

n 
SII b1xJ >o 

J•l I 
n 

SII ~IXJ (o. 
J•I 

Aliara 11 en el punto Inicial x la funcl6n F no es dlferenclable entonces 

llF(xl ea no •aclo 1 cada uno de Ice aubp-adlentee ti- la forma 81
( con C1 

1p1 que en la relacl6n anterior, excepto cuando 
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1111lld.lferenclal de r en 11 1 et denotado por Bf'lxl. 

(e) Cllllldo Bf'(ll) .... dice que r " Mllldiferenclabl• en JI, 

Ejemplo. Sea f: 11 .. 11 con t111l • 1111. Claramente esta función no et 

dlferenclabl• en o, pero 11 et tubdlferenclable en nte punto. De la relación 

14.271 • tiene 

Jl!a:11 • ••H.11 
'I 

E8i. ejemplo p..se senerallune de la manera slplente; 11 f:(a, bl « 
• con-. ent- • tubdlf«enclabl• en tocio punto e • (a, bl y ademi1 

llt(cl • rr:<cl, f~(cll, donde r:<cl y f~(c) son la derl•ada Izquierda y 

derecha de f en e retpeetl•unente. En 1eneral se tiene que 11 f " una función 

con- de rf' .. 11 en1- nta et tubdlferenclable IVall. 

Otra prcpled8d Importante de la ...,....uzaclón de derl •Id• et que 11 la 

funclOn t et dlfennclable en 11 entoncn 8'(11) tiene 1610 un eltmento y 

coincide con el vt(xl. 

El mttodo propllftto por Hapr 'I perfeccionado por H...,..,, en IH13), trata 

de -lalzar la funclOn Ftxl • 111111
1 

en s. El mttodo pari. de un cierto punto 

del S denotado por 11. SI r • dlferenclable en 11 la detlpeldad (4.26) Hlenta 

que la manera de -trar un 1 º • S donde la función •• ma1or et maximizando 

.. C811tldad 

vr1111'11 - 111. 

Como l9Fl11l'rl :1 l9F(11ll• IJ1
1 

:1 IVf'(ll)I•' 1º puede ele1lrte ilual a un 
.ertlce de S, (te , 1 •, J, z. .... ni donde IVf'(x)I• • IVF!111

1 
l. Por otra 

1*1• 11 1vr11111. :1 9Fl11l 11 entonca 11 n un mulmo local de r ..,.,.._ s. 

Como r1111 • 11111
1

, el aradlente de r" lpl a 9F!11l • a'c. donde 

• 
SI I b,1•1 > o 

J•I 
A 

SI I ~J·J <o. 
J•I 

Ahora 11 en el punto Inicial 11 la funclOn F no et dlrerenclable entOllCfl 

lf'(a) et llO Yacio J cada UllO de loa IUbiradfentet ti- la forma 8 1
( COCI (

1 
~ que en la relación anterior, excepto ctlllldo 
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en tal cuo (
1 

puede tomar cualquier walcr 111 1-1, 11. 
La dalaualdld (4.271 11111... la forma de eJeaJr un 1Ublradl111te 1 de 

mo•erte de a al punto 1º • S; nto • IClll'll mulmlzando la cutldld a'(J-11). 

Como la'1I ll lal 1 Fhd • Fl-al. 1º puede elfllne tcuaJ al '*'llce e1 donde 
• • 

'ª•' ~ ·.:~:·~·.~:': e:7..z ~ >;•::: :v:~te cuo, no• 

uqura que - 1tobal • s. 
llqer en (Hall concret6 loe raultadoe anterloree 111 el allulente 

allcrltmo. 

Al¡orltmo 

1) 

121 

3) 

4) 

SI ,, 

• Dada una aatrla A• a• el allOl'ltmo .timar • 1A
01

1
1 

• 

Ele1lr • coa la1 1 • 1 

Repita 

Ra1ohar A7 ·• a 
( • 11a(7) 

RHohar A'•• ( 
SI lal• • •'• aatoaca1 tar•laa coa r • IJl1 

a • a
1

, donde lz1 1 • •••. 

Sen n la funcl6n de rf' .. rf' definida por 

ap(111•1•
1
1. 

{ 

l ...... o 
••• -1 •••• ( o. 

El al¡orltmo pute de un punto •lealdo en la tront- de S, 1 _. la 

tuncl6n no • dlt.-.nclablo • 111¡1 un aubiradl- pertlcular. En al ..., 31 

11 '• .. c:ero 111toncet c.· 1 1 - •l• ........ "calcullldo •• llllltndllllll 
en el puo 41. La ta'I• 1arantlza que al punto z donde t.wtu 11 al¡orltmo 

n un mhlmo local 11 1 • A"1a tiene todu lu •tradu dltwentn di cero. SI 

el •ector 1 ti- •tradu e.o e.to no puede UllUl'U'M· 

Ejemplo 4.3. Sea Hi la matriz di Hllbert de arden 3. H;1 
nta dada por 
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9 -36 
-36 192 
30 -180 

Aplicando el aJaorltmo anterior a matriz A, con x • li, i• il como valor 

Inicial, • obtl-, en la primera puada: 
t 

Puo 21 Rnoltw Ar • x • r • U, -e, 101 
Puo 31 C • (1, -1, 11' 

Paso 41 Resol•er A 'z • C • z • (75, -408, 3901' 
Puo 51 cano lzl• •, 408 y z'x • 19 ejecutar puo 61 

Puo 61 x • (0, 1, O) • 

En la oqunda puada ae tiene 

Puo 21 ResolYer Ar • x • r • l-36, 192, -1ao1' 
Piiio 31 C • H. 1, -11' 

Puo 41 llnoltw A'x • C • z • l-'15, 408, -3901 
Puo 51 Como lzl.• 408 , z'x • 408 r lzl• • z'x. 

Termina con r • 408. 

Un - npeclal de este alsorltmo es c:uanclo la matriz A n una matriz M. 

En la primera ltencl6n del alsorltmo lzl• • IAº'•.· r el alaorltmo termina a 

lo mú .. dol lteracl-. 

11Jabam .. IH131, ...-ia una lisera •arlante del m6todo anterior, el 

cual lo aalo de poalbln oecllacl_., debido a errorn de redondeo. Tambl6n 

•Ita reeolYer doa - el mlmno 1latema, como eucede con IH matrices de 

comparación M. 

Para matrlcee con cierta ntructura exlat• alaorltmm mú aclecuadoa para 

estimar el n6mero de condlcll!n, 111 particular, para estimar la norma de la 

matriz lnnna. En clertaa aplicaciones aparecen en forma natural la1 matrices 

trldlqaaaift, por ejemplo, en IOI m41todoa de diferencias para problemas a la 

frontera, en el manejo de . Splines r en la tolucllin num41rlca de relaciones de 

recurrencla u-in de MSundo orden. Una matriz trldlqonal tiene la 

estructura al11t1ente: 
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(4.28) A• ¡:: .. ::._\ 
. . ·e 

b a""I 
• • 

Hlaham ~ta en IH121, al¡unoe aiaorllll* el'lelentea para calcular 

IA
01

1 en la - l o -. cuando la matriz n lrnduclble, • decir, b1, ... b. 
'1 c

1
, e

1
, .. c

0
_

1 
IOO dlferentn de cero. 

La matriz A puede reprnentane por O(n) cantldadn: loe •l-toe 

dlferentn de cero • El teorema alaulente dlmuntra que tambltn le matriz 

Inversa puede representarle en ttrmlnoa de O(n) eantldadea, aunque A- 1 tiene, 

en pneral, n1 •1-toe dlterentn di cero. 

Teorema 4.1: Sea A una matriz trldlqonal no alnplar. 

(1) SI A n Irreducible 1 A
01 

• (a
11

> en- maten ftelarn x, 7, p 1 q 

taln que: 

(4.29) 
1. J 
1 a J 

(2) SI A ea reducible exl•ten doe cuoe: 

(a) SI e
1 

• O, entoncel la matriz A ti- la ntl'llC1ura 

[ A
1 ºJ· 1, A 

donde A
1 

• lli.1 1 A
2
• 11111-•--11

- trldlqonaln, 1 

Aº'•[:;• :J 
donde X • 111•·11111 .. una matriz de ranao 1, 11 b.,1• o. El tecnma ee aplica 

recunl•amenta a lu aubmatrlces A
1 

1 A
1

• 

lb) SI b1,1 
• 0, la parte (a) dll teorema puede apllcaree a 

A\ 
Dlm: Se encuentra en Ukll. 

De acuerdo con eate multado, la matriz In•- puede ncrlbl .... como: 
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(4.30) 

Para calcular la norma Infinita de la matriz ln'lef'la, es necesario 

obtener la suma de los .. 1ores ablolutos de los elementos de cada re111l6n. 

Para el renclon 1-ftlmo le tiene 

lp
1
q

1
1 + IP

1
11zl + ... + lp

1
q

1
_
1
1 + lx¡J

1
1 + ... + lx

1
y

0
I, 

o en forma equl .. lente 

14.31) lp
1
111q

1
1 + ... + lq

1
)1 + lx

1
111Y

1
1 + ... + ly

0
ll 

Eata expresión proporciona un m6todo eficiente para obtener la norma 

Infinita de la lnwena. Lu sumas que aparecen entre partntesl1, pueden 

emplearM para calcular la 1uma de los valores ablolutos de la1 entrada• del 

renalOn 1 + h eolo dlbe lll'9laJ'M un ttrmlno mú. 

Para tener el alpltmo completo es necesario ciar un mttodo para obtener 

109 '9Clores x, 1. p 1 q. El m6todo empleado es tauaJ al propuesto por lkebe 

111'11 pm-a determinar la eetructura de la lnwena de una matriz de Hes1ember1. 

l.ol wctarw x e 1 puedln calcular1e a partir de los 1letema1 

(4.32) 

(4.33) 

que correspondln a 109 1let111111 deflnldol por la óltlma columna de AA "1 
• 1 1 

el pr1- N111lón di A"
1
A • l. l.ol '9Ctores e

1 
1 •. eon al primero 1 el 

n-fllmo ffC!or unitario. l.ol Helores p 1 q pueden obtenerle de manera similar 

UMlldo A• en lupr di A. Exl1te un ll'•do de llbartad para reeol•• los 

1letemu (4.32) 1 (4.33), Una posibilidad es eleatr x
1 

• l. 

La Jll'Oll'lllllCIOn de nte alpltmo • encuentra en al iptndlce C.6). 

Exlete redundlllcla en la reprnentaclón (4.30) de A "1, los cuatro 

'9Ctorn x, 1. p 1 q contienen 4n•2 ••lores "libres" mientras A depende IO(o 

di 3n·2 cantlcladel. Ella diferencia 1e debe a que el teorema anterior 

comldlra lu partes superior e Inferior de A por 1epar1do. El teorema 

1tautente proporciona una representación mi• concisa. 
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Teorema 4.2.Sea A wia matriz trldlqonal no aln¡ular 

Ent- existen,_ x 7 1 tal que A"1 • la
11

1 nta dlda por 

1. J 

1 a J, 

1-1( e, ) 
dl •• !. ,,-- . 

••• 
Dem: Se encuentra en IH121. 

e lrNduclble. 

De acuerdo a nte reaultado, la In- d9 la matriz A ti- la 

repre1e11tacl6n alplente: 

(4.34) 

ªa'zdz ... ª•'•d•J 
ªz'zdz "' ªz'zd. . . . . . 
1.•zdz ... ª•'•d• 

Loe wect- x • 1 pueden ~. como en •I cuo anterior, d9 la 

aolucl6n de IOI al~ alpbralcoa deílnlda. por la Cllti.a columna d9 A/.-1 
• 

1 J del prl- rt11110n de A
01

A • 1: 

Ax • 11.d/ª•. . 

A'1 • x~1•1• 
Como el nl11r dJ • -an a todaa loa •l-toe de - col- de 

A"1,reaulta lllU aflcl111te calcular la - 1 de A"1 
• lupr de la -

Infinito. 

La pracr-IOn del alpltmo • ~tra en el aptndlce (161. 

ReSllmlendo. En nte capitulo i- iw-Udo 9610 lae mttocllll de 

eatlmaclón para doa - eapeclaln de matr1-, debido a au ll'U lmpartallcla 

practica. Quedaron fuera de eate trai..Jo otroa cum, que dablrlu -
eatuclladoa, para completa del 1-. 

86 



CAPllU.O 5 

E.&fl.OS Y mll'RAE.&fl.OS 

s.1 11a1r1- • Pl'll9ba 

S.Z c.pu-Kldll de 109 !Mtodall 

S.3 El IMtodo DIY·llOD 

S.• Contru .... ploe. 

Ette capitulo esta dedicado a comparar alaunos de lot mttodOI de 

ntlmacl6n del namtro de condlclOn de matrlca, cubiertos en el capitulo 

anterior, proporcionar e,Jemplw donde uno o varios metodOI rallan 1 presentar 

loll multados obtenidos con el nuevo mttodo IDIV·MOD). 

Cuando el m6todo a¡iroalma por arriba al na-o de condlclOn, el mal 

condicionamiento de una matriz puede ~Imane 1 parecer mal 

condicionada, o blea, ...._. - matriz bl• condicionada, cuando el mttodo 

aproxima por abajo - 111\mero, 
El crlt•lo llllPfllldo para comparar IOI IMtodOI, n el cociente 

S(A) • 1t;IAI I lt
1
(A), 

donde 1t;IAI • el ntlmdor dtl nllmero de condlcl6n de la matriz A, K11AI. 

Este cociente n - o lpl que 1 para 11111 mttodot que producen ntlmadores 

por debajo de lt
1
(A). Cuando I01 estl!Mdorft aean cotu 1uperlores del valor 

real, el reciproco dtl cociente _, empleado. 

loe m6todos de estlmacldn fueron prllll'llllado9 para la norma 1 'I probados 

ext.wlvamente con un aran nllmero de matrlcn de prueba: matrlca trlansulares 

ouperl0!'99 obteflldu de la ractarlncl6n LU o QR de clertu matrlcn. Cinco 

tipos dlferentn de matrlce. fuetal\ empleadOI, mu la ractorlzaclón LU 6 QR, 

"-' un total de 10 con.Juntos de matrlcn de prueba. 

En la primera MCCldn ae descrlbefl lot conjuntos de matrlca de prueba. 
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En lu doe MCClonH poeterl..... • iw-tan loe rel\lltadOll de lu 

comparaclonn, J la Oltlma .U dodlc..ia a loe cantraa,Jlmploa. 

1.1.l llatrlll de Hlllllrt. La matriz de Hllbert pu.de .,,_. al rwol
un problema de aproidmacl6n par medio del crlt .. 10 de mlnlmOll c:uadradOll. 

SI la funcl6n de pno n wlxl • 1 J el lnterYalo de lnt- • I0,11, 
ent- el problema de mlnllllOI CIMdradOll • reduce al •latema aJaebralco 

lineal 

15.11 

• • 1 

I ¡.j_1 • J flxlx
1
clx 1 • O, 1, ... , n. 

J•O O 

La matriz de coeflclentn de 15. ll n la .. trlz de Hllbert de orden n+l, 

H••I' La IOluclón del tlltellla 15.1) • ~te _,ti .. a pequeflOll 

camblot ele lu entradu de la matriz '1 del lado derecho. 

El namero de condición de la matriz H • ~ QpOMnClallllente .....,.cto a 

n. Sa•... en 1954, ISalJ, cilculo •1 nOmlro de condlcl6n, loe ftlorn '1 

•ectoret praploe a lu diez pr1-u matrlcn de Hllbwt. Ahora .,. • conoce 

lllU acerca de ate matriz, par ejemplo, • ti- ...,....1... -m para 

el detwmlnaate '1 la In- 11111, adem6a de aproxlmacl- utnt6tlcu 

para el namwo de CCllldlcl6n K
1
1AI. IGrll. 

5.1.2. llatrla de YanderlHade. La matrlx de Vandlrmande aparece ele BIUlll'a 

natural en el problema de lnterpolacl6n de - funden por ...Uo de ... 

polinomio. 

La matriz de Vandermonde ele orden n • una matriz de la fOl'lllll: 

[ 

1 l ... l l 
XI ªa"' X 

V • V(x , x ••••• x ) • •••••••••••• • • 
1 1 • • ........ ·-· 

1 .... . 

donde loe nodOll x, 11G11 no-. real• o omiplejol. 

No te - relacl- apllcltu para el nQmero de caadlcl6n de la 

matriz V lxl en dlferentn normu. La maJorl• de loe ..-ltadoe nt6n 
n 
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relaclonad09 con la norma • 1 cuando los nodos oatl•racen cierta propiedad. 

Gautochl en (Gall, (Ga2, (Ga7), (Ga8) 1 (Ga12) ha encontrado cota• para 

la norma lnrlnlta de la matriz y •u ln•eroa, aclem6s de expresiones explicitas 

para el n6mero de condlcl6n de la matriz V• cuando los nodos oon reale• 1 no 

neptlYoe o bien estan dlotrlbuldos •lmetrlcamente respecto al orl .. n, es 

decir, x1 •ª•-••¡O, para 1 • 1, z. .. , n. 

5.1.3 U.tri- Alntorlu. Eata1 matrices rueron senerada1 de manera que 

aua entradas fueron ele&ldu aleatoriamente con dl1trlbucl6n unlrorme en 

1-1, 1), 

5.1.4 U.tri- - cierta dlatrlbucl6n de nlorH alnaulare•. Stewart, en 

1512), propone un metodo barato para construir matrices aleatoria• 

ortoaonales, que pueden emplearse para obtener matrices de prueba, con cierta 

dl•trlbucl6n de - nlores •lnaulves. Laa dos distribuciones t1plca1, son: 

primera, los prlmeroa n - 1 valores slnaulares aon Iguales a 1 1 el n-Hlmo a 

1 I Ka'Al, donde K
1
(A) es el n<unero de condlcl6n espectral deseado para la 

matriz A, es decir: 

r1 • 'z • ... • 'n·I • 1, O'"• 1 I K2CAJ. 

La HIUOda dlllrlbuc:l6n es un decrecimiento exponencial de loa ••lores 

aln,ularn: 

"a / ... • •, / "a• "' • "n / O"n~I 
con 

r 1 • 1 1 "• • 1 I K1(A). 

La rorma de obtener estas matrices es partir de una matriz dlqonal E con 

la dlatrlbucl6n deleada de YAlores 1ln,ulares 1 de dos matrices orto10nales 

aleatorias U 1 V. Por el teorema de deocompoalcl6n en nlores 1ln,ulares, ae 

tiene que A • v• E U es una matriz con au1 nlores sln,ulares distribuidos de 

8Cuerdo a la dlstrlbucl6n establecida por E. 

El metodo de seneracl6n de matrices ortQIOllAles aleatorlu propuesto por 

Stewart esta basado en el resultado 1l¡ulente: SI A es una matriz n x n, donde 

lu entradas son ele1ldu en rorma Independiente 1 aleatoria con dlstrlbucl6n 

normal n(O, r 1 l 1 las matrices Q 1 R son lu matrices obtenidas por la 

ractorlzacl6n QR normalizada, de manera que los elementos de la dl.,onal de R 
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sean po1lt1Yos, entonces lu matrlee1 Q - dl1trlbuldu lllbre 11 -.Junto 
de matrlceo ort"IOllllll de orden n, O•' di -.So 1 la dlllrlbucl6n ji, la 

medida de Hur, ISt2J. El t-.ma de Hur 111&31, uqura la exlllencla de una 
Íllllca medida normalizada e lnYarlante bajo trulaclon11 Izquierda para el 

ll'llpo topol6&lco compacto de matrlceo ortaCon&I• con cualquiera de lu -

de matrlceo como mttrlca, ello 11 1&10 
0

) • 1 1 1&IHHI • 1&lHI para cualquier 

conjunto medible H ' O• 1 cualquier H • O a 
El m6todo para pnerar lu matrlceo ortaconaJn que sur• en forma 

natural n factorlzar una matriz con entradal dlllrlbuldu -lll*lte 1 

quedarle con la matriz ort()IOllal Q. Eate IMtodo n C09to. en neunero di 

operaclonn y eopaclo. Una mejor alternatift •t• bulda en el teorema 

1lplente (StZI. 

Teorema: Sean ••• •a· ...• "n·I Yectorel .. a•, Rlt41
, •.•• 11 reepectlwamentt, 

con dlltrlbucle!n n(O, f'
21. Sean H

1
, j • 1, 2, •• , n-1, tu transl'ormKIOllll de 

Houteholder que reducen a x1 en r 1Je1 • Sea H¡9 11¡.t' H1l 1 D • 

dlaal•l"lr
11

l, ll"lru>. ••• , ...,cr .. 11. Eni- el producto Q • D H
1
H2 ... H

0 
n una matriz ortaconaJ at .. torla dlltrlbulda de acuerdo a la medida de Hur 

IObre el conjunto de matrlcn orlOIOfl&I• de orden n, O 0 
Dem: Se encuentra en (St21. 

Elle multado qlere una forma de COllllrulr una matriz ortopnal can 

requerlmlentoe de memoria reclltcldOI; unlcuiente 11 -.ltan n 11 2 a-llclaclel 

de memoria para •1-ar lot Yeetorel x
1
, x1, ••• , x0 

En clertu apllcaclonn no 11 -10 - npllcl- la matriz 

Q. Por ejemplo, para •••luar el producto QJ, 1610 11 requl9"11 n1 operaclOllll 

para aplicar con1KUtl•-te lu trul'ormKIOllll de llamlbolder. 

Elle m6todo fue prasramado 1 1111Pleedo 1n la ...,.,...,1611 de lu matrlcn de 

prueba. El l11tado corrtlpOlldlente apar- en el iptndlce 1.2. El tubprocrama 

RANDUS de la libreri• DISI. ful 1111Pleedo para la pneracle!n de loe YeetOC'll 

al .. torlos con dlltrlbucle!n n(O, f'
1). 

Lu matrlcn de prueba r- 1u matrlcn trlanplarn ...,.i- de lu 

factorlzaclonn LU 1 QR de lu matrlcn arriba mencionadas. La comblnacle!n de 

lot dlferentn tlpo1 de matrlcn 1 lu factorlzaclonet1, dan un total di 10 

conjuntos de matrlcn de prueba. 



RND+LU llatrfeft trlan¡ularea superiores, obtenidas de la ractorlzaclón LU 

de matrices con entradas distribuidas uniformemente en (-!, JI, 

RNDtQR flual que en el caso anterior sólo que con la ractorlzaclón QR. 

SLT+LU llatrleft trlan¡ularea 111perlorea, obtenidas de la ractorlzaclón LU 

de matrices con distribución de valorea •Insulares l,ual a: "t 0'
2 

• ... • O'n·I• 1 1 "• • 11 KIAJ. K(A) • 10, 10
1

, 10
3

, 10• y 10
6

• 

SLT<QI. 

DXP+LU 

DXP+QR 

HLB+LU 

lpal que en el conjunto anterior sólo que con ractorlzaclón Qll. 

Matrices !rllftllllarea 1uperlorea, obtenidas de la factorlzaclón LU 

de matrl- con distribución de ••lores 1lnsulares l¡ual a: O' • 1, 
1 z 

"z • ... • "/ "•·•' K(Al • 10, 10, "• • V KIA), "z' "i • 113 I 
103

, 10• 1 10'. 

flual que al conjunto anterior 1610 que con ractorlzaclón QR. 

Watr1Ce9 trl111111lares, obtenidas de la factorlzaclón LU de la matriz 

de Hllberti h.u. JI • 1 / 1 l + j - 1), l,J • 1, 2, ... , n. Para n 

• 2, 3 ••••• 20. 

HUl+QR flual que el conjunto anterior paro con factorlzaclón QR. 

VAN+LU Watrlcw trlanculares, obtenidas de la ractorlzaclón LU de la matriz 

de Vandannonde; V(x
1
, x

2
, .... x

0
l con x

1 
• 1-fllma ralz del 

polinomio de Qiebylbev de arden n, T
0
1xl. Para n • 2, 3, ... , 20. 

VAN+QR flual que el conjunto anterior pero con ractorlzaclón QR. 

s.z C..,Vacl6n de loe ........,., 

Loa mftodoll para 1u comparación se han dl•ldldo en tres ll'Upos: primero, 
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estimadores tipo Unpack; se¡undo, estlmadorea vla matrices de comparación J 

tercero, el m6todo vla optimización convexa. La norma 1 rue empleada en todos 

los m6todos J quedaron fuera de comparación loe IMtodos de ntlmacl6n de 

número de condición de matrices trldlqonalea 1 alsunu nrlantea de mltado 

LINPACK. La maJOl'I• de los experimentos num6rlcoe .. realizaron en doble 

precisión en una computadora 1111-AT sin CGPl'-.dar 1rlt1Mtlco J r
empleadoe los lensu-Jea Fortran (Mlrosoft 3.3) 1 e (Turbo e, V2.0). 

5.Z.I btlaadorea tipo Llnpacll. Eate arupo comprende loe ntlmadore9: 

DECOMP 

LINPACK 

RETRO 

DIV-VNC 

APlrtcO en el subproll'ama DECOMP J SOi.VE, 

Eatlmador empleado por allllftOll IUbsnir
del paquete Llnpack UlGECO, D11lCO, etc), 

Eatlmador retrospectivo J 

Divide J vencer11. 

Eate tipo de m6todos ea el mú popul1r, en npeclal, DECOllP 1 LINPACK. 

Los l'ftultados que a continuación ae preeentan coi r11PG1ldln a matrl

trl9J11Ul1rea. Sin embar10, como 91 vl6 • el capitulo anterior, loe 

heurlstlcas pueden apllCU'M a otro tipo de .. trlca. 

En las tablu (5.11 a 15.6), .. iw-tan los retultadoe obtenldoe con 

eatos eatimadorft, para las matrl- de prueba SLT+LU J DXP+LU. 

KIAI n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.682 o. 456 0.321 0.472 0.426 

10 2 0.946 o. 879 0.790 0.841 0.113 

103 0.994 0.911 0.974 0.980 o. 973 

10• 0.999 o. 999 0.999 0.991 0.997 

101 1.0 l. o 1.0 1.0 l. o 
Tabla (5.1). CoclentH de Htlmacl6n, S(A), prCllllldlo 

obten 1 dos por e 1 m6todo DECOMP apl 1 cado 
a laa matrlcu de prueba SLT•LU. 
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K(A) n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.694 o.502 0.349 0.480 o. 434 

101 0.946 0.898 0.799 0.850 o. 815 

103 0.994 0.989 0.975 0.980 o. 974 

10• 0.999 0.999 0.998 0.998 o. 997 

101 1.0 l. o J.O J.O 1.0 

Tabla (5.2). Coclentu de 11tlmacl6n, S(A), promedio 
para e I m6todo LINPACK apl 1 cado a l H 
a IH matrices de prueba SLT+LU. 

KUl n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.979 0.993 J. o l. o 1.0 

10 2 0.997 0.999 l. o 1.0 J. o 

roª 1.0 1.0 J. o 1.0 l. o 

10• 1.0 1.0 l. o 1.0 J. o 

101 1.0 1.0 l. o 1.0 1.0 

Tabla (5,3). Cocientes de estimación, S(A), promedio 
para el m6todo RETRO apl lcsdo a lu 
matrlc11 de prueba SLT+LU. 

K(A) n • 5 10 20 30 40 

10 1 
0.546 0.443 0,345 0.319 0.322 

102 0.655 0.499 0.376 0.330 0.382 

103 0,800 0.592 0.456 0.390 0.441 

10• 0.871 0.667 0.503 0.534 0.482 

101 0.940 o. 703 0.536 0.548 0.561 

Tabla (5.4). Coclentea de estimación, S(A), promedio 
par el m6todo DECOllP aplicado a lu 
matrices de prueba DXP+LU. 
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K(AI n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.579 0.479 0.411 0.392 0.387 

102 0.678 0.538 0.455 0.417 0.442 

103 0.798 0.600 0.515 o. 469 0.503 
10• 0.881 0.677 0.566 0.568 0.536 
10• 0.936 0.111 0.582 o.594 0.591 

Tabla (5.51. Cocientes de estimación, S(A), promedio 
para el m6todo LINPACK aplicado a las 
matrices de prueba DXP+LU. 

KIA) n • 5 JO 20 30 40 

1'0 1 0.950 0.943 0.838 0.814 0.804 

102 0.929 0.926 0.961 0.885 0.900 

103 0.962 0.970 0.946 0.921 0.946 

10. 0.982 0.984 0.944 0.955 0.948 

10' 0.993 0.923 0.973 0.883 0.923 

Tabla (5.6). Cocientes de nt lmacl6n, S(A), promedio 
para el m6todo RETRO apl lcado a las 
matrices de prueba DXP+LU. 

La primera obser•acl6n que se desprende de las tablu 1 que ha sido 

comentada por otros autores, • que en la prictlca estos mttodos no estin por 

debajo del !Oll del nQmero de condición. Sin embarao pueden construirse 

ejemplos donde esta obserY&clón no se cumple. En la aecclón 5.4 se darin 

•arios ejemplos. 

Los tres m6todos ~ son sen1itl•os al tamallo de la matriz y a su 

mal condicionamiento. Entre mayor es el orden de la matriz menor es la 

aproxlmacl6n. Se presenta una relación ln .. rw con el mal condicionamiento, 

pues mejora la estlmac16n mientra• el níunero de condlcl6n de la matriz del 

sl1tem1 es mayor. Esto (dtlmo 11 cierto, aunque no depende exclusl .. mente del 
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n6mero de condlcl6n, sino tamblfn de cierta estructura propia de cada matriz. 

Por ejemplo, las tablas con los datos tipo SL T y DXP, m11e&tran que aunque las 

matrices llenen el mismo ntlmero de condición, la calidad de la estimación 

depende de las dlatrlbucl6n de sus ••lores sln¡ulares. Una distribución 

exponencial de ntos hace mú dificil la eatlmacl6n. 

FUlrOn empleadas lu matrices de prueba M(Tl, WlTl J ZITl, para estimar 

11 n6-ro de ccndlcl6n de lu matrlCft de prueba; ee encontró que para un sran 

n6-o de matrlCft de prueba, el cociente de comparación es Inferior a 0,001. 

En las tablas (5. 7) a 15.11 l oe presentan loa resultados, obtenidos por 

IMCllo de lu matrlcft de comparacl6n, donde el ntlmador no estuvo muy por 

urlba del nlar real. 

Ai,unu obaerTacl- que ee delprenden de eatu tablas IOll; los 

eatlmadarft •la matrlCft de comparacl611 son de menor complejidad J exactitud. 

Loa mttodo9 IOll poco 1111Slbles al mal condicionamiento de la matriz, en 

comperaclOll con loe del ll'llPO anterior. Tambltn, al aumentar el n6mero de 

ccndlcl6n no ee obll- una mejor ntlmacl6n. 

KIAl n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.874 o. 718 0.652 0.557 0.579 

101 0.169 0.697 0.546 0.561 0.573 

103 0.113 0.683 0.583 0.559 0.573 

10• 0.151 o. 686 0.624 0.559 0.573 

10' 0.144 0.628 0.502 0.559 0.573 

Tabla (5,7). CoclentH de estimación promedio pare 
el mttodo MT apl leido a las matrices 
SLT+LU. 
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K(A) n • 5 10 20 30 40 

101 0.605 0.279 0.126 0.054 0.043 

101 0.606 0.313 0.098 0.065 0.083 

103 o.620 0.267 0.115 0.064 0.076 
10• 0.606 0.288 0.149 0.063 0.076 
10• o.6J9 0.240 0.098 0.063 0.075 

Tabla (5.8). Coclentea de eat l111&cl6n promedio 
para •1 m•todo WT aplicado a IH 
matrlcea de prueba SLT+LU. 

ltlAI n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.204 0.004 o.o o.o o.o 

101 0.124 0.003 o.o o.o o.o 
10' 0.164 0.002 o.o o.o o.o 
10• 0.176 0.008 o.o o.o o.o 

101 0.139 0.004 o.o o.o o.o 

Tabla (5.91. Cociente• de ntlmacl6n promedio 
para el mttodo ZT apl !cado a lu 
matr leo SLT+LU. 

K(AI n • 5 10 20 30 40 

101 0.748 0.609 0.421 0.344 0.366 

102 0.720 0.579 0.382 0.319 0.341 
10' 0.665 0.516 0.314 0.319 0.329 
10• 0.604 0.420 0.396 0.300 0.327 

101 0.566 0.366 0.356 0.233 0.282 

Tabla IS.JO). Coclantn da a1Umacl6n pr-dlo 
para al utodo 111' aplicado a IH 
matrlce1 SXP+LU. 
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K(A) n • 5 10 20 30 40 

10 1 0.297 0.010 0.018 0.007 0.001 

10ª 0.018 0.007 o.o o.o o.o 
103 0.005 o.o o.o o.o o.o 
10• o.o o.o o.o o.o o.o 
10' o.o o.o o.o o.o o.o 

Tabla (5.11). Cociente• de ntlmacl6n promedio 
pera el mttodo WT apl lcado • las 
matrlcee DXP+LU. 

S.Z.:I l:.tbladar •I• optlmlucl6n -••xa. 

Loe re111ltadoe obtenldol por Hte mftodo aparecen en IH tablas (5.121 1 

(5.131. 

Sin duda, el Htimador vla optimización conYexa, es el mejor estimador 

pneral de todal loe ~t..SO. en este trabajo. Tambl6n ea 1en1itivo al 

tamallo de la matriz '1 al mal condicionamiento de la matriz pero en menor vado 

que loe Htimadaree tipo Llnpacll. El nQmero de iteraciOlltl en la mayorl• de 

loa cu. fu6 10lamente de 2. 

Otra propiedad de nte mimador, H 1u Independencia rnpecto a la 

fttructlU'a de datoe empleada para representar la matriz, '61o ea necetarlo 

cantar con un 1UbprOll'ama para reaol•er 1l1temu del tipo A 11 • b y A' x • b. 
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KIAI n • 5 10 20 30 30 

101 1.0 1.0 1.0 1.0 l. o 
102 1.0 1.0 1.0 J.0 J.0 

103 1.0 1.0 a.o 1.0 l. o 
10• 1.0. 1.0 1.0 1.0 1.0 

101 1.0 1.0 a.o 1.0 1.0 

Tabla (5.121. CoclantH da Htlmaol611 promedio para 
•I metodo OPT-0.V epi lcado a lu 
matrlce1 de prueba SLT+LU. 

K(A) n • 5 10 20 30 40 

101 0.949 0.947 0.945 0.110 0.916 

101 1.000 0.913 0.951 0.951 0.'62 

103 1.000 0.976 0.961 0.952 0.917 

104 1.000 1.000 0.970 0.951 0.916 

101 1.000 1.000 0.911 1.000 0.913 

Tabla (5,13). Coclentu de eltlmacl6n promedio para 
al metodo OPT-CNV apl lcado a IH 
matrlc•• d• prueba DXP+LU. 

5.3. El Mtodo DIV-llOD. 

El IMtodo propunto, DIV-MOD, rut probado atlnAmalltt, - dlr1Aftta9 

matrices de pruebe 1 loa rnultadol r- comparadol ccm lot obtenldOI por 

otro1 mttodol. Lu tabla (5.141 'I (5.15) preMntan lot · rnultadol de nta 

m6todo apllcado a matrl- con clwta dlltrlbucl6n de - walor&1 •lnculU'ft • 
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K(A) n • 5 10 20 30 40 

101 1.0 1.0 l. o 1.0 1.0 

101 1.0 1.0 1 o 1.0 l. o 
103 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

104 1.0 1.0 l. o 1.0 1.0 

10' 1.0 l. o 1.0 1.0 l. o 
Tabla (5.14). Cocientes de estl11111cl6n promedio para 

el mttodo DIV-MOD aplicado a las 
matr Ices de prueba SLT+LU. 

KIAI n • 5 10 20 30 40 

10 1 1.000 0.971 0.848 0.180 0.821 

101 1.000 0.976 0.995 0.849 0.900 

103 1.000 1.000 0.950 o. 934 0.946 

10• 1.000 1.000 0.976 o. 985 0.948 

10• 1.000 1.000 0.989 0.934 0.961 

Tabla (S.151. Cocientes de ntlmacl6n promedio p11ra 
el mttodo DIV·MOD apl lcado • las 
matrices de prueba DXP+LU. 

LOI resultadoe obtenidos al aplicar los !Mtodos anteriores a las 

matrices: HLl+LU, 111.8.qR, VAN+LU 1 VAN+QR, se presentan en IH tablas (5.161 a 

(5.19). 
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N OECOllP LINPACK RETRO OPT·CNV DIV-1100 M(TI 

2 0.950 0.950 1.000 1.000 1.000 l. 000 
4 0.956 0.956 1.000 1.000 1.000 0.441 
6 0.981 0.981 0.992 l.000 1.000 o. 073 
8 0.989 0.989 0.985 1.000 1.000 0.006 

JO 0.988 0.988 0.975 1.000 1.000 o.ooo 
12 0.989 0.989 0.969 1.000 1.000 o.ooo 
14 0.894 0.894 0.964 1.000 1.000 o.ooo 
16 0.773 0.108 0.671 1.000 1.000 o.ooo 
18 0.489 0.522 1.000 1.000 1.000 o.ooo 
zo 0.460 0.400 0.962 1.000 1.000 0.000 

Tabla (5.16). Cociente de Htlmacl6n pare los dlterentH 
mttodo1 apllcadoa a las matrices HLl+LU. 

N OECOMP LINPACK RETRO OPT·CNV OIY·VNC lllTI 
2 0.960 0.960 1.000 l. 000 1.000 1.000 
4 0.979 0.979 1.000 1.000 1.000 0.421 
6 0.984 0.984 0.994 l. 000 1.000 0.071 
8 0.986 0.986 0.981 1.000 1.000 0.006 

10 0.988 0.988 0.975 1.000 1.000 0.000 
12 0.989 0.989 0.970 1.000 1.000 0.000 
14 0.835 0.835 0.922 1.000 1.000 o.ooo 
16 0.977 0.977 0.989 i.000 1.000 0.000 
18 0.341 0.545 1.000 1.000 1.000 0.000 
20 o. 569 0.692 0.397 0.930 1.000 0.000 

Fii (5.17) Cociente dt Htlmacl6n para 101 dlferentH 
mttodos apl lcado1 a las mur len HLl+QR. 

z 0.879 0.879 0.821 1.000 1.000 1.000 
4 0.759 0.759 0.561 0.137 1.000 0.450 
6 0.664 0.576 0.447 1.000 0.523 0.071 
8 0.750 0.701 0.843 l.000 1.000 0.005 

10 0.642 0.606 0.711 1.000 1.000 0.000 
IZ 0.605 o.sao o.ns 1.000 i.000 0.000 
14 0.682 0.682 0.793 1.000 1.000 0.000 
16 0.668 0.661 0.791 1.000 1.000 o.ooo 
18 o. 535 0.478 0.623 1.000 0.506 o.ooo 
20 0.596 0.552 0.743 1.000 1.000 o.ooo 

Tabla (5.18). Cociente de estlmac16n de los dlferentt1 
mttodoa apl lcados a las matrlcea VAN+LU 
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e IV-MOD M 

2 o. 8'79 0.879 1.000 1.000 1.000 1.000 
4 0.850 0.850 0.991 0.531 1.000 0.447 
6 0.754 0.754 0.779 1.000 1.000 0.071 

• 0.697 0.697 0.597 1.000 1.000 0.004 
10 0.674 0.674 0.690 1.000 1.000 0.000 
12 0.667 0.667 0.946 1.000 1.000 0.000 
14 0.665 0.665 0.970 1.000 1.000 o.ooo 
16 0.665 0.665 0.982 1.000 1.000 o.ooo 
18 0.670 0.670 0.988 1.000 1.000 0.000 
20 0.677 0.677 0.756 1.000 1.000 o.ooo 

Tabla (5.19). Cociente de ut lmacl6n para los d 1 ferentes 
mttodos aplicados 1 las m1trlcu VAN+QR. 

El mttodo DIV-MOD, di llCllll"do a IOI ant•lores resultados, proporciona 

ntlllllldorH bastante cercanos al talor real 1 eolo comparables con el mttodo 

de optlmlzacl6n conHxa 1 en - ll'ado con el retrOlpectlvo. 

En tu tablas •l111lentes se presentan •!aun•• comparaciones entre IOI 

diferentes mttodOI di ntlmac:IOn, lnctu7endo el mttodo DIV-VNC. 

Loe resultadol del mttodo DIV-VNC 1 DIV-MOO son muy parecldOI para los 

datOI di prueba SLT+LU 1 DXP+LU cuando K
2
(A) es 1 .... 1 a 103

• En los otros 

cuw, los resultados son similares. 

llttodo n • 5 10 20 30 40 

DECOllP 0.994 0.998 0.974 0.980 0.973 
LINPACK 0.994 0.989 0.975 0.980 0.974 
RETRO l. o 1.0 l. o 1.0 1.0 
DIV-VNC o. 999 0.999 l. o 1.0 1.0 
OPT-CNV l. o t.O l. o 1.0 1.0 
DIV-llOD 1.0 1.0 1.0 1.0 t. o 

Tabla (5.20). Comparac(6n de tos diferentes estlmadore~ con las 
matrices de prueba SLT+LU con K

2
(AI • 10. 
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116todo n • 5 10 20 30 40 

DECOllP 0.100 0.592 0.456 0.390 0.441 
LINPACK 0.798 0.600 0.515 0.469 o.503 
RETllO o. 962 0.970 0.946 0.921 0.946 
DIV•VNC 0.989 0.949 0.911 0.114 0.926 
OPT-CNV 1.0 0.976 0.961 0.952 0.91'7 
DIV·llOD 1.0 1.0 0.950 0.934 0.946 

Tabla ( 5.21) Comparacl6n de loa diferente• ntlmadorea con 
l aa matrlcu de prueba DXP+LU con K

1
1Al • 10'. 

Tambl6n fueron c:amparadoa loe m6todoa DIV·VNC J DIV-MOD, con lu matrlcea 

RND+LU 1 loa reaultadoa M Jlf'9Mllten en la tabla (5.221. De acuerdo con lu 

doll prlmeru entradas de la tabla, el porcenta,Je de 109 eatlmadarea obtenldoa, 

por medio del m6todo prG!lllftto, DIV-MOO, que difieren a lo mu • un 20I del 

exacto, fu6 del 90ll, mientra que para el m6todo DIV-VNC fll6 aolamante un IOll. 

K-Ul/KIAI DIV•VNC DIV-llOD 

> ~ 

0.9 1.0 '·º" 85.21' 
o.a 0.9 4.01' 5.6" 
0.7 o.a 4.01' 3.61' 
0.6 0.7 10. 8" 2.01' 
0.5 0.6 9."' 2.01' 
0.4 o.s 9.21' l. 21' 
0.3 0.4 14.0lL 0.8" 
o.o 0.3 43.21' º·º" 

Tabla (5.22). Comparacl6n de loa metodoa 
DIV•VNC 1 DIV-llOD para la matrlce1 

de prueba RND+LU. 

La tabla (5.221 m1111tra que el m6todo DIV·VNC puede propon:¡_. 

estimadores muy alejadoe del valor exacto, lncl111l'9 menorn a loe de LINPACK, 

RETRO o DECOllP, mlentra1 que IOI obtenlcloe pcr 11 m6todo propueato, DIV•MOD, 

son mejorn que cualquiera de loe m6tocloe hellrlatlCOI -lonado9 

anteriormente¡ Ade!nU lu tablu (5.201, 15.21) J otr09 aperlmentoe llllllllrlcoll 

no reportados aqul, sualeren que ¡.,. rnultacloe de ~ mttodo ll6lo pueden 

ser l .... ladol por el mltodo •la optlmlzaclOll con-. 
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S.4 Contrae,Jemploe. 

Loe e,Jemploe q111 • pnMllUll en nta ~1611 reafirman el hecho de que 

nllllWIO de loe m6tlldOI exlatentn para mimar el nCUnero de condición de una 

matriz n el mejor. Para cada !Mtodo n posible construir un ejemplo donde el 

..-1tedo difiera tuto - 11 quiera del .. 1or OIClo del n<unero de 

condlcl6n. Un contraejemplo para un metodo no necnarlamente lo n pera otro 1 

en al mejor de loa cuoe puede W•lr pera •arloa nM!todOI baAdo9 en el mismo 

..-ltedo. 

5.4.1 llttoclo9 tipo Unpacll. Eatos ntlmadotet 9Cll, sin duda, los mú 

anudl9doa 1 uAdOI en los c6dlcoa de procramacl6n para rnolnr el problema 

Ax • b. En al trabajo de Cllne 1 lt. lt. llew IC121 • prauntan cuatro ejemploa 

' la ..U-1611 lasrada por loe nM!todoa DECOMP, LINPACK 1 LINPACKM1!1 El 

~lto de nta MCCl6n ea -rar como M ccmportan eatoa •Jemploa con el 

lllttodo DIV-VNC. En la tabla (S.23) .. ,.._ •• anlll1l1 de nt• •JemplOI. 

L• 

A• [ ~ 
-1 

[j 1 
-1 1 
1 o 

o 
1 

-1 
1 

J 

k 
-k 
2k+I 

-2k 

-k ] k 
-2k 
2k+I 

o k -k] 1 -k k 
1 o 

1 

El primer puo en ntOI nM!todol n rnolnr el 1l1tema A 'x • b; si 

la matriz Ja ae lllCllel\tra factorlzada en la forma A • LU, n equivalente a 

,...,,,., loe slst-s trlan&ulwn: 

1Eata mttodo no fll6 considerado en la compar1cl6n pero presenta 
caractll'illlcaa slmllarn a lu de LINPACk. 
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1 

Al l'elOlffl' el primer llatema tranapueato, ae ell¡e el wector b de manera 

que lzl
1 

N múlma. De acuerdo al m6todo DIV-VNC el procedimiento a llllUlr •: 

Puo 11 lleaol•er loe al-: 11
1 

• 1, 111•1, 113• 1, 11
4

• l. 

puo 21 El .. lr A • tO, 11 para cada wio de loe sin- 12x21 trluaulana 

lnferlorft, que aparecen en la dlapal de u'. de ..,..a que 1a1
1 

- lllUlala. 

SI A • 0, lzl
1 

• 1111 • l. 

SI A • 1, lzl
1 

• IJ
1
1 + 101

1 
• l. 

Como la norma de z ea l¡ual en 1mboe -· el lllttodo ell¡e A • l. De 

esto reaulta que z • 11, OI • Hacer 1 • z. 

Puo 3) Elealr A • to, 11 para maximizar lzl
1 
.. el sistema: 

Con 

SI A • O lzl
1 

• 1111
1 

• l. 

SI A • 1 111
1 

• 11
1
11 + IT~ T1111

11 • 1 + 211. 

SI 11 > O el Yector b reaultante ea 11, O, O, 01' 1 z • 

u. o. -k, 111'. 
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puo 4) Rnolftl' el al9tema el alatema trlanaular L'x • z; x multa lpl a 

(2k+l, -211, -t, Id 1 tlnalmente 

puo 51 Rnolftl' el 1latema Aw • x para obtener el eatlmador de la norma de 

la ln-.a; IA
01

1
1 

• lwl
1 

I lxl
1
• 1t;(A) • 20k2+ IBk + 3 

l:Jlmplo 1111 

-1 
1 
1 
o 

-a 
k 

k+l 
o 

o 1 o 
L • O 1 1 

[

1 o o 
u. o 1 k -k 

[ 

1 -1 -a o] 
o o 1 -1 

o o o o o o k 

d'• (1, O, O, O), • el vector obtenido al apllcar el m6todo DIV-VNC a la 

matriz u'. Una 'ftZ l'ftlllltoe IOI at1tema1 

u'1 • d • 1'• u. 1, t, 21, 
L 'x • 1 • x'• 11, 1-k, k, 21, 

2 2 2 2 1 B w • X • W • (211 - 211 + 6, 1 - 2k , 2k + ¡¡ •I, ¡¡ . 

se obtl- la ntlmacl6n de la norma de la Inversa de la matriz B. 

-1 4k
2
+ ~ + 6 

IB U • lwl I lxl • zk + 2 

Flnal111111te 11 eatlmador de n6mero de condlcl6n resulta: 

2(4k+l)(k3+k+I) 
K,CBI • ktk+li 

Ejellplo 111). 
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- [ 1 -lk
1

- 2)k"
1 

lk
1 

+ 21k"l 
e'• o k 1 • 

o o 1 

El etotlmador de 1c"
1
1 obtlllldo 2k - l 1 por lo tanto de 1t;1c1 • lzl ICI 

es lpl a 

1 2 
(3 + ¡112k - li ), 

que coincide con el "lar exacto del 116-'o de Clllldlc:IOll. 

Ejemplo IV). 

[ ' o J -1 1 
o • -!.-!. 1 

·.1 .. 
-1-1 -1 

Slaulendo el mlllllO procedimiento se obtl- que K;101 • K
1
10). 

MA TR 1 Z DE PRUEBA 

A 8 e o 

K, 201+22k+3 8k 1 +6k+I 6k+2+0lk" 1 I nzn•I 

K" 
1 

6k+I 28k+O(I) ,- 6k•4+0(K" 1 I n 

K" 
1 

20K1+10k+O( 11 ~k+O(I) 5+01t·•) 
I n 

K; 20K1+181r+O( 1) 8k 1 ·6k+l4+01k" 1 I Exacto Exacto 

K¡* Exacto, K~• OECOMP, K;• LINPACK 1 1t; • OIV·VNC 

Tabla (5.231. Comparacl6n de loa dlterentea mUodoa de Htl1Mclon 
del namero de condlcl6n de la• matrlc•• de prueba. 
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5.4.2 llatrlcft • -..ración. 

Para nte tipo ele mttodol no el necnario construir ejemplos, donde e1tos 

mttodos fallen, pun un sran n6mero de Ju matrlce. de prueba, empleadas en 

la pneraclón ele lu tablu de la sección anterior, al nen para este 

prop61Jto. En la tabla (5.241 M ir-tan los e1tlmadorft obtenidos por medio 

de lu matrices ele _,..ación, aplicados a la parte trlansular superior l 

matrla U ele LUI, de lu matrlcet de la seccl6n anterior. 

METOOO 

MATRIZ [>CACTO M<T> wm zm 
A 1211+11 1 Exacto Exacto (31c+llllc+J l 3 

B 611 1 +5lc+I l 2111 +71c+O( 11 lle 3 +14lc2+7lc+l (2k+lll61c+l 13 

e 6k+Z+O(lc
01 I Exacto 911+3 27lc+9 

D n2"º 1 Exacto Exacto Exacto 

Tabla (5.241. Comparac16n de 101 estimadores vla matrices de compa
racl6n da laa matrlcH UlAI, Ulll, U(C) 1 UIDI. U(XI ea 
la matriz trlan1ular superior de la factorlzacl6n LU de X. 

El nClmero ele condlcl6n ele la matriz D en todo< los mttodos es lsual al 

-io. Esto se debe a c¡ue la matriz D e1 una matriz 11. La matriz UlAI 1 UlBI 

pueden Mrtlr tambltn ele CClltraejemplo para estos nw!todos. 

5.4.3 Optlmlaclón _ ..... 

lfl&bam en lffl31 propc>relona varios contraejemplos para este nw!todo, ei 

primero ele ellos IOll las matrices de Pel, lGrll. 

A • o.I • ee\ ca ) O. 

La lnnru ele flltu matrices y su norma estan dada• •n forma Hpllclta 

por lu relaciones •lsulentes: 

HA"'n • " + 2ln - i 1 
1 u(u + n) 

107 



Con esta matriz, el al¡arltmo termina · 111 el prim. ciclo, alcanzando un 

mixlmo local que puede - arbitrariamente pequello. En •I prim. PMO del 

alaorltmo • tiene 

11 Elealr x con lxl 
1 

• l 

Repeat 

21 Rnol- AJ • X 

31 e. ••nit1I 
41 Rnolfff' A'z • C 

51 SI lzl• • z'x ent- tennlna CGll r • IJl1 
61 X• e1, donde lz11 • lzl• 

Untll falle 

x puede - elealde de •arlu - ... por ejemplo, x • nº
1
e. Del puo 

21 te obtiene que 1 • A01
(nº1el • nº1(a + nl°1e, J UI ( • e. El ~te 

z • Aº1e • (a + nl"1e, M alcanza 111 el puo 41. All el alpltmo termina • 

el puo 51. El ntlmador de la norma de la In- " I' • 171
1
• I• + nl"1 J el 

cocl•t• de eatlmacl6n multa 

-'- •
1 

- O, cuando • -t O Jlol n • e. IA"'I a+ Zln • l) 
1 

El equndo ejemplo n la matriz bldlllOft&I: 

[ 

1 -1 l ... 1-11'"1 
8-1. 1 -1.... : 

n ' ' • 
••• -1 

l 

B • [I : ,1, l 
• ·: 1 

1 

SI n ea Impar, la primera Iteración te termina con 1 • nº1U, O, 1, .. ,)¡ 

e y • nº
1
10, 1, O, ... ) 111 otro -· All ( • e Y z • I~'• • (1, O, 1, ... I'. 

Coma la prueba de con-senc•• IPuo 51 no .. •tlsf'ace • ellp el Indice J, 
mi• pequello, tal que lz

1
1 • 1z1 •. En- x • e1 para la 1~te ltenc16n. 

En la oeaunde ltaracl6n resulta J • e
1
, 1 loe ,..,._ C 1 z, -

Jgualn a loe del primer puo; ul el allOl'ltmo tarmlna con r • 111
1 

• 1 1 el 

cociente de estimación resulta: 

den. 
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S,4,4. ll6todo DIV-MOD 

La 1l111lent1 matriz et un """traejemplo para el m6todo DIV·MOO 

A• 
[ 

113 

o 
1 

o 
l o -k] o -k 

112 ~ 

o 3lt] o 11 
2 ~ • 

con k 1t 1, 

can IAl1• 2k + 1, IA
01

11 • 411 + 1. Por lo tanto IC(AI • Skz+ 6k+ 1. Para los 

doe matrlca trlan¡ularn 2112, el ""1odo DIV·MOD 11elecclona la columa t 1 3 

como lu de ma,... norma. DI acuerdo con 15.21 la norma de esta1 column&1 ea 3 

1 1 rnpec:tl•ament1. Sin embarao, I• colwnna de A 0 1 con mayor norma ea la 

columna 4, la cual queda excluida. En el puo sl¡ulente 11e combinan las dos 

11Ubmatrlcn ant•I- '*'ª formar parte de la matriz A. La columna de A ' 1 con 
ma1or norma • •lfllda di entre lat columnas U 6 31 de tu 1ubmatrl- que la 

lntqran. La norma ettlmaa de u ·11 multa lau&I a 3 1 el KIA) • 6k + 3, el 

cual • Inferior al •alar real. 
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CAPITlLO 6 

CCKLUSICHS 

La ma7orla ele la. IMtodoo de t1ti-10n del nomaro di candlclon de 

matrices trlAlll'llares pueden empleena .,.,.. llllt._ otro tipo dot matrlcet. 

Para tnatrlces pequellu 1 den1a1 pltede emplaane 11 procedimiento •lalallnw. 

al Cale11lar IAI, 

b) Aplicar la ntratecla al 1ln- U'w • d, 

el R-1-L'1 • w, 
di R-lftr LY • 1, 

el R-IYlr ua • Y, 

fl K(A) • lal IAI I IJI. 

En el paao b) puede aplicarse cualquiera de lu heurlltlcu dotl capitulo 

4. 

Para el 1116todo de optlmlzaelOn con- .ello • raqulere ncrlblr un 

1ubsirosrama q111 rnuelYa el 1l1tema Ax • b 'I el trantp1111to. 

Una de lu aportaclann de me trabajo ee el lllttodo DIV-MOD, que rue 

probado exbauatlvamente con lu matrlcee de prueba menclOMdu en el capitulo 

S. El m6tado OIV-MOD, en la ntaJOl'I• de lu matrlcee de pruebe, propon:i

mejorel rnultadol que cualquier otro tipo de eatltUdorft hlurllllc:ot · J IOlo 

comrarabln con la. obtenidos por el mttodo vla optlmlacllln convexa. 

Para probar la. mttodoa de eatlmacleln empl- la1 matrices trlanculares 

1uperlorn, obtenido de 11 factcrlzaclon LU o QR, de matrlcea de pruebe 

reportadas por otr09 autorn: en particular para lu matrlcee: SLT, DXP 1 llHI>. 

Para la r~orlzaclon LU 'I Qlt ae encontr6 q111 11 coclante 

K-(A) / K(A), 

11 1l1tem6tlcamente lllU trulde l*'I lu matrices trlanpiarn, U 1 R, que para 

11 matriz Inicial. 

Existen varia. crlterloe de comparaclOn para loe mltodoe de eatlmacllln 
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del nQmero de condlclOn. El primero de ellos et el n6mero de operaciones que 

se necetltan. En la tabla 6.1 • presenta el orden de operaclonet requeridas 

por alaunos de los IMtodos del capitulo 4. 

W6todo Norma Costo Tipo de Cota 

YITI • n1 /2 f lop1 Superior 

W(T) • n1/2 flop1 Superior 

DECOWP 1 nª flop1 1 nferlor 

LINPACX 1 5n1/2 flop1 Inferior 

RETRO 2 5n1/2 flop1 Inferior 

OPT-CON 1 2n1 o 3n 1
, en Inferior 

la practica 

DIY-WOD 1 3n 1 +3n, para n•2• 1 nferlor 

Tabla 6. 1 Costo de al1uno1 estimadores del n6mero de 
condlc 16n. 

El COlto de los metodos et pequello comparado con el nllmero de operaciones 

requerido para factarlaar una matriz. Sin embarao para matrices arandet, poco 

clensu, con o sin ntructura el COlto puede compararse con la fectorlzacl6n. 

Cuando la matriz ti- fttructura, exllten mttodos de ntlmacl6n mi• 

eficientes, por ejemplo, para matrlcn trldla,onales o tipo lfessember1, puede 

1111pl..,... alaunos de los mttodOI menclonsdos en el capitulo 4. Por ejemplo, 

la norma de la ln•eraa de una matriz de llelsember1 puede obtenerse en 3n flops 

1 en 17n para una matriz trldla¡onal. Cuando la matriz " trldla..,nal y 

almetrlca puede reducirse a lln flops. 

Otro criterio de comparacl6n es la aproximación que proporcionan al valor 

exacto del n<unero de condlcl6n. Del capitulo 5 se concluye, primero, que no 

exllte el mejor mimador, " decir, al1111pre " posible construir un ejemplo 

donde el fttlmador falle tanto como se quiera 1 selllftdo, que para las matrlcn 

aeneradaa para ftta trabajo IOI fttlmadores DIY-WOD y OPT-CONY son los 

me,Jorn. El 6ltlmo de ntoa ntlmadorn tiene una ventaja adicional sobre los 

heurlatlCOI¡ puede emplearse con cualquier tipo de matriz, sólo basta tener 

- rutina para ..-l•er el 1l1tema A x • b y A' x • b. Esto hace 

Independiente al m6todo de la representación de la matriz y de la 
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hctorlzaclón empleada. 

El problema de estimación dal nflmero da condición n muJ fn'-te 1 

amplio. El tabajo puede contlnuane por atauno de loa •ftulentn caml-. 

al Conatruccl6n de metodos de eatlmacl6n del nllmlro de condición para otro 

tipo de matrices. Par ejemplo, para matrlcea poco denlu, dlfinldM 

posltl•u, Toeplltz, ate). 

bl Daurrollo de mttodoe de aathnaclón pu'& al nllmlro de condlcl6n 111 la 

norma Z. Ellta norma 11 lmportanta par IU relaclOn can loe fttor. proploe 

de la matriz. 

el Trntamlento de problema mal condlclOMdoe. Una - Identificado al mal 

CO'ldlelonamlento del problema, n -•o ,_._lo par a1aQn .etaclo. 

LCl9 mttodoa mú conocldoa pueden relUltar l_..bln en clartu 

altuaclonea. Un mejor conocimiento de la aatabllldad de loe metodol 

permltlri hacer una mejor el-1611 1 tener cotu de amir mú pnclul. 

di Ea lnnepble que el n6mero da condlelOn tradlel-1 puede aobrMltilllar 

la aen1ltMdad del la aoluclón del problema Ali • b bajo pequellaa 

perturbaclonea de loa datoe. Para loa problamu -tadoa • loe puntoa 

al-el pueden emplearae otru deflnlelonea del nllmlro de condlel6n. 

e) Eatlmacl6n del n6mero de condlel6n de una matriz, Cllllldo CM1bla 

en una columna. Eate tipo de ntlmadorel parmltlrlan decidir al -

de realizar el proceeo de actU11lzacl6n de una bue en prOll'am&el6n 

lineal. 
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A.l llatrla de YUldenlcla4e 1 conrluent•. 

A.a Poll-IOI ortopnal•. 

A.l. llatrla de Y......,..... 1 -r1uente1. 

En ate iptndlce • pretentan alpnol rwultadOI de la matriz de 

Ylllderaalde 1 sua contluentn, _...,.¡OI 111 •launas wecclonee del trabajo. 

AllUllOI de lol nwltadol 90ll lllllcamenta •'11dOI cuando IOI nodol 1011 reales 1 

pa11ltl- o bl• MUn dlltl'lbuldOI almffrlcamente retrpleto al arlpn. 

A.11 Def'lnlcl6n de la •tria • YandenHnde Y• 1 mnrluenta, !Gail. 

La matriz de Vandlrmmlde de arden n n una matriz de la fOl'lll&: 

1
1 1 ... '] Xl Xa"' X 

Y• V(x
1
, x1, ••. , •,.> • ............ " 

·-:-· ·:=~. ·:· • 
donde x• !x

1
, x

1
, ... , x

0
J' 1 n > l. Los x, IOll nCUnerol realn o 

complajoa. 

La opancl6n de -"l-la de la columna 1 en la columna k con1l1te en: 

al Nellllliaz&r en la 1-ftlma columna, x
1 

par x, + e, 

bl rntar la 1-tllma coh•na la k-tllma columna, 

el dl•ldlr la _. col- 1 par e 1 finalmente 

dl tomar al llmlta cuando e .. o. 

En otru pelallru, la confluencia de la columna 1 en la colWMa k, 

-•st• 111 ..-plazar la 1-ftillla columna par la derlHda de la k-ftlma 

colunma. La matrlx NW!tante n denotada par u
0
,,

1
• 
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c:e-. ••• 
~ 
o ••• 1 

111 ... 111·1 ... , ... ·. 
u ••• 11111 • 11ª 11ª 211 

• 1"'1-1. 11~., ... ·: 

""- matriz obtM!lda a partir de - o lllÚ cmitl-W de col-, • 

dice una .. tria -'1-te de YlllMlena nd• Por e,Jllllplo, la Mtrl• caeflu.nte 

de V~ de orden 2n n obtenida par confluir lu col- n • 1 en 1, 
pira 1 • 1, 2, .. n. Rnultendo 

... 1 o o 

•1 ... •. 1 

U
111

1al • •ª ... a• 2Jll 211 
' • • 

'a.-1 'a.-1 • a.-1 ·a a 
., ... •• (2n-l)xl ... 1:zn...11x;· 

A.Z) ,...._ de V• 1 de 111 la,_, IGall, IGaZJ 1 !Gal), 

• 
1v

0
1a11. • muln. I lx/·11 

l•I 

Narlla de la 111•-· v~11al. lo.21. 

·I o l • IXll •v.•. • 1ltl.. 191 ~ • 
., 1•1 

SI 11
1 

• l11
1
1e , IJ • 1, 2, ... ni, la rea.cltll llllWlor • - lpldld. 

En otru 1>11labru, la lpldad • ClllllPI• CUllldo loe puntoa 9IUn lllllre 1111 

ml1111<1 ra70 que parte del orlpn. 
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Cuando lm nodos 1011 realH J x a 0, existe una exprHlón exacta para la 

norma de v:11x1, dada por 

1 • 1 + lx11 { lp 1-111 } 
1v- lxll • ~ n • mu • , 

• • 1• 1 •• 1" 1 ~J - xi 1:11:1 IJ+x llp'(x ll 
Jlll " 1 n 1 

donde p
0
(x) n el polinomio m6nlco con ceroe en lm nodos x

1
, x

2
, ... , x0 

Cuando lm nodos son realH 1 .., dl1t1bu1en 1lmetrlcamente alrededor del 

cero, es decir, x
1
+ • ... 

1
•
1
• O, para 1 • 1, 2, ... , n, entonces la norma de la 

ln•eru nt6 dada axpllcltamente por 

1..Y.1 

A.4) ....,ledaci. de la -- de la In•-· 

51-rla de la _.. de la ln•el'U. La función de f:rl' .. 11, definida por 

flx
1
, x

2
, ••• , x

0
l • 1v:11x

1
• x

1
, .. a

0
11. n una función 11metrlca en la1 

•arlabl• x1, x1, .•. , •• 

CUllllOI de asela. Sea w - O un n6mero complejo arbitrarlo y Vlwl • V(wx
1
, 

wx
1
, .... wx.> Ent- 1v:

1
1w11. depende eolamente de lwl 1 es una función 

enrlci-ta decrecl•t• de w. 
En el cuo reel, un cota del decrecimiento relatl•o de 1v:11w11. reepecto 

a IOI nodCll lnlclaln queda eetablecldo 111 lu dol relaciones 1lplentes: 

SI •• • o para 11 • J, 2, .. .. n. llltClllCH: 

w 1 P l-1/w) 1 1 V-
1
(w)I 1 P (-1/wl 1 

~ ~ < " • <lw+ll .......-n--
0

"_1 , 
w + 1 r.•- 11 1 v-•1111 r .-.. 

• • 
donde P.lxl • (x - x

1
llx - x

1
J ... (x - x

0
J. 

SI n " par J •. + x
0

,
1
_, • O, para k • J, 2, .... n, entonce1 
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21~ • llw 1 P •(l/wll < IV~
1

(w)I• < ..?'...!...!_ 1 P,.IVwll• 
w + 1 P 11 1 IV 11 1)1 2 ( ~ - JI P 111 

" ft • " 

El claro que una permutacldn de lu YU'labln x
1
, •a• ... , •.· no altera 

el Yalor de 1v
0
tx>• •• 1 de 1v:11x11 cuando la In- de v.«•I exllte. Ea1o 

permite ordenar la Yllriables en al&On orden. SI lOI nodos - l'MI• • 
IUpone .., orden decreciente: 

•, > •a > ... > •,. 

A.SJ N4-o de .condicl6n de la utrla de YUMlerllOllde s..cv.>. 

A partir de lu relacl- de A.21. !M**' ~ cota del 116-o de 

condicl6n de l• maU'IZ • Vandennonde. Cuando IOI nodoe - realea '1 poaltlYOI 

o bien •llDMrl- piede emplevee lu relacl- A.3), ...,.. *- una mejor 

cota. 

Otro probl- de lnt.,.. .. 1aclonado c:oe la maU'l1 • Vandmnonde •• 

átermlnlll' el conjunto de nodol qu. da un lllllMrO de condlcldll mlnblo. El 

Yalor mlnlmo del no.ro de condicldn, denotado por " •• : lat "•IV .ta)), pera 

los nodoe no nepti- .U acotado lnr•1-te por 2•·1 1 • el -

1lmttrlco por z•'2, en abOI -· pera n a 2, GautllChl en 1Ga71 1 IGa121 

proporciona - mejor cota pera estol -· s.· K,.,,- lnt K,IV.lxll, IP""l J 
x real 1 no ntptlw, ent- paran• 2 

,/ •llle·l;,11-1 
x,,, ... 1n-111 • (• - -i> ¡ . 

en particular, 

x..,. > In - 02""1 
, para n • Z. 

S.. K..,. como en el ... ulhdo antwior, '1 tl adamM, x • rwl '1 

tlmttrlco, entonces pera n • 4 se ti-: 
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J 2 -aln-1>¡ to-al/a 

{ 

ln-211 + (1 • ñ ) J , n par 
K > 

n.- J 3 -Jln-11 }tn-3112 
ln--311 + (1 - ñ) ' n Impar 

En pu'tlculU' para n a 4. 

{ 

(n-2121
•-

3
•
13 

, n par 

K..,. • (n·3l21"-31rz 
, n Impar. 

No existe una cota 111J>erlor para el nlimero de condlcl6n. Gaut1Cbl en 

IGal), dem~a que dado WI conjunto de nodos x
1 

> x
2 

... x
0 

> O entonces 

llm K IV IAxll .. •· 
A .. • • " 

A.6) Norma de la ln•araa de .. tri- confluentaa da Yandarmonde, u.,_
1
.IGall, 

IGa21 1 IGalJ. 

Nal'u cla la ln•&l'U de una conrtuanta. Sean x
11 

,. x
11 

para 11 ,. 11 (11, 11 • 1, 2, 

••• , 1-1, 1+1, ... , n), •toncel 

donde: 

1 + lx
11

1 
1u·1 1 • mu a n 

a,'1 • 1•A'°' A 11•1 lx.,. xAI 
A ,.1 ..-.,1 

(A• kl 

Nal'u cla la ln .. na de la matrlx confluente de ordan 2n IU
20

1. 

Sean x
11 

,. x
11 

para 11 ,. 11 (11, 1& • 1, 2, .... ni, entoncet: 

[ 

• 1 + lx 1] 

2 

IU~ '• s mu bA n lx • ll i , 
10Sn 11•1 11 A 

""A 
donde: 
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bA • max [ 1 + lxAI' 1 + 2(1 + lxAll J, ix.,I- xAI] 

""A 

Loo polinomios artO(IOllalH tlonen propledacln lnl9'ftantn 'I Jue1an un 
papel fundamental en la i-la de aproxlmaclon. AJaunu deflnlclonH J 

proplocladft de los polinomios artOIQll&IM, ._..,.lu en al capltlllo 3, -
dadu a contlnuacl6n. Un r...umen excelente de este tipo ele polinomios apar-. 

en IAbl]. 

Sea (f0, f
1
, .... f

0
, ... 1, una funllla ele polinomios artoeonal• aollre •I 

lnt••alo la,bl, con función ele paao wtxl a O, 

h
0 

• 1: wlxl f! lxl dx , n • O, 1, 2, ... 

p
0 

• f. w(x) dx. 

Se denotar' por k
0 

'I k~ los -Clclentn, ele la potencia n 'I n-1 

rnpectlyamente, del polinomio f •' .. decir. 

f (x) • k ••• k' ......... . 
• • • • n •O, l, ... 

A.I) R•lacl6n da l'Klll'NllCla ele trea Unll-. 

Dada una famllla de pollnomlos artOIQll&I• "o· f,, ... ) 1&tllface la 

1lsulente ralacl6n de racurrencla 

donde: b •• k ... / k •• 

k' k' 

• •• b. c-r--t J. 
R•l A 
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k k h 
e • n•l a·l n 
• 1tª h 

n n·l 

Al¡una• de las familia• cli1lca1 de polinomios orto¡onale1 son: 

w(xl • (1 - x2f 112 en H. 1). 

n •O, 1, .... , 

Ta,
1
(xl • 2 x Ta(x) - T

1
,.}xl. 

Ellos pollnoml09 hall •Ido exteMlvamente ntudlados, debido a su 

Importancia en la 1-la de aproxlrnacl6n, El libro ele RMln IR14l nt6 

cledlcado a estudlll' tu propiedades ele ntoa polinomios 1 IFo41 a au 

apile.el- al an6lltl• llUIMrlco. 

A contlnuacl6n • enuncian ataunu propledadn adicionales ele ntos 

pollllOllllOS, 

(PI) NlrMll acotada. 

IT
0
(xll • 1 , para -1 • x • l. 

IP2l Optlaalldad. 

Una de lu propiedades rnú lmportantn de loo polinomios ele ChebJllhe• ea 

la propiedad de e~ldad del polinomio ele ChebJslle• normalizado, T: (su 

coeficiente principal es 11, el cual tiene nanna"1mlnlme en 1-l, 11 entre 

tod09 los pollnoml09 m6nlco1 de srado menor o lsual que n, es decir, si 

1 La - emplelda es la norma Infinito que para una funcl6n I• continua en 
el lnterwalo 1 • la, bl, nt6 eleflnlda como 111 • ,'r.I~ l1lxl1. 
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entonces 

lpl • n· 1 • { z•··. n ) o 
" 1, n •O 

y se obtiene la laualdad cuando p • T:. La dealoltracl6n de nte l'elllltado 

apar- en (R14, P&I 56). 

Ea conocido en la literatura que: 

T (x/w) • I ~t~I x•·211 • ,.o .. 
Donde: 

.. nin - k - lit ( 2 ) .. ª e_.• 1-h. 2 lilln - líll -¡- ' o • 11 • ln/21 

Para t fija, con O < t < 112, k • tn y n --+ ., • obtiene: 

-111 
e • __ n_ 1 ( ! )" •oe<t•, n --+ •· 
•t 2il2i V'tll-tlh-2il w 

Sonde: 

1ltl • U- tllnll - ti - tln(tl - (1 - Ztllnll - Ztl - Ztlnl:VWI 

O<t<ll2 

Elta f1111Cl6n tiene un lllUlmo en: 

to • ~ (1 - -• -- ) , 
{i';';i 

1 - t 
Ademú s(t

1
1 • In T=-zi • 112 wtl • w1f 314

• A1I una a¡iro11lmacl6n 
o 

a1lnt6tlce pu'& el coeficiente ma ll'ande de T • (x/wl •: 

1 ll + w
1
1
31

•0-111( 1 • ~ )" & w w ,n---+ •· 

(P4) t.thucl6n Aalnt6tlca de· loe poll-1• da ai.llJlhl• cleepluadot1 

T
0
(1l) • T (2x - 1), • • 
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RMmpluando en la relación anterior n por 2n 'J W por ./W y del hecho que 

T:Cx1J • T
10

CxJ, se obtiene 

- _1_ (1 • wJ
314n-va (2 • w • 2ri+W )" 

zr. rw • • n _. •· 

una 11tllnacl6n del coeficiente lllixlmo del T
0
bd. 

A.JO) PollMmlm de Lepndn CEaf'trlcOI). 

wbd • 1 en 1-J, 11 

P (xJ • !:!L._ L IU - x1J"J, n • 1, 
• z• ni dxª 

Al Jaual que IOI de OltbJlhev, nttn acotadol en el lntll'valo de 

Cll'toplalldad. 
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LISTADOS CE PROGRAMAS RELACI~ ~ P<l.INMOS. 

AlllUJIOS de loo m6todos praentadOI en los capitulas 3 'I 4 r
Pl'Oll'amadOI 'I oe prnentan en - aptndlce 'I 11 1tsutente. Elte aptndlce 

contiene tos llltadoe de los Pf'Oll'amu relaclaMdoe con poli-!-. Se 

lnclu1e, ademú, un aubprosrama para clltwmlnar lu propltdadn de la 

arltm6tlca de punto rtotente empleada. 

l.otl lensua,Jee de procramacl6n empleadOI en la Jll'Clll'amacl6n de loll 

procecllmlentoo f..an Pucal (Turbo Pucal V4.0I, C (Turbo C VZ.OI 'I Fartall 

IMICl'OIOl't V:J.3). Otroe fueran 1laboradOI en los paquetee matllll&tlcoe lllduce 

IRall, DerlYe 1 Matlab !Mali. 
Loa lenaua,Jn ti- caracterlatlcu nmMrlcu 1tm11..... cuando emplMn el 

coproceAdor lnte1·8087 ltnll. Cuando no te -ta con el prGC*adar, la. 

tencua.Jn pueden realizar la arlt!Mtlca con un paquete •uladar del 11117, que 

proporciona una calidad nuiMrlca 1lmllar, 1610 q111 en un tiempo maJQr (De 

acUll'do a llnll dOI ordenet de mapltud, Ver llnlll. Turbo Pucal proparclaaa. 

adicionalmente, una arltmetlca no tan lenta ccno la del •uladar, pun IBl¡llea 

1M1101 bJt-!1 para repr-tar el namero, pero con - calidad nwMl'lca. 

B.11 Sullprosrama lllAalAJl. Fue propuesto ortamai-te par CodJ en IColl, ..,.. 

determinar dln6mlcamente 13 par6metroe relaclonadOI con la wltmetlca ele p1111to 

flotante. Loa tret primeros par6metroe, la bue de la arltmetlca, el n6-o 

de dl&lta. de ta -ti• 'I 11 la arltmetlca trunca o redDndla, -

determlnadOI con el ataorltmo orlalnal de 11. lllalcotm llla21. El lllbprosrama 
MACHAR fu6 modificado llaeramente para obtener loo re111ltado9 adecuadol en la 

mlcrocomputadoru XT 'I AT. Eata modlflcacl6n • debe a que la wltlMtlca 11 

rea'.lza en mu bit• 1631 que loo empleadOI para tu repreMntacl6n en memoria 

(481. 

SUBRotmNE MAatAlt(IBETA, IT, IRND, NGRD, MAalEP, NEGEP, IEXP, 
lllNEXP, llAXEXP, EPS, EPSNEG, XlllN, XllAXI 



e 

e 

INTEGER 1, lllETA, IEXP, IRND, IT, IZ, J, K, MACllEP, MAXEXP 
INTEGER MINEXP, MX, NEGEP, NGRD 
REAL A, B, BETA, IETAIN, BETAMI, EPS, EPSNEG, ONE, XMAX 
REAL XMJN, Y, Z, ZERO 

e Ultima rewl1l6n - Octubre 22, 1979. 
e Autor: w. J. Coc11 
C Arpme Natlonal Laboratory 
e 

ONE • FLOATUl 
ZERO•O.OEO 

C IJEl'EIUllNA DIETA, BETA, A LA MAl.COM. 
e ----------------------

A• ONE 
10 A•A+A 

lF (((A + ONEl - Al - ONE .EQ. ZEROI GO TO 10 
l•ONE 

20 ••• +. 
IF ((A + 11 - A .EQ. ZEROI GO TO 20 
llETA • INTllA + 11 - Al 
IETA • FLOATlllETAI 

C DE'IDMINA IT Y llUID e-------------·----------------------
IT •o 
1 •ONE 

100 IT•IT+l 
1 • 1 •BETA 
IF (((B + ONEl - BI - ONE .EQ. ZEROl GO TO 100 
IRND•O 
IETAMI •BETA -ONE 
IF (( A + BETAMll - A .NE. ZEROI IRND • 1 

e --------------------------------------------
e Dt:lDlllNA NEGEP Y EPSNEG !,;----------·---------------------------------

NEGEP • IT + 3 
IETAIN • ONE I BETA 
A•ONE 
DO ZOO 1 • 1, NEGEP 

A• A• IETAIN 
200 CONl'INUE 

l•A 
210 IF ((ONE - Al - ONE .NE. ZEROl GO TO 220 

A• A• BETA 
NEGEP • NEGEP - 1 

GOTOZIO 
:UO NEGEP • -NEGEP 

EPSNEG-A 
IF ((!BETA .EQ. 21 .OR. llRND ,[Q. O)) GO TO 300 
A • IA • IONE + Ali I IONE + ONEl 
IF ((ONE - Al - ONE .NE. ZEROI EPSNEG • A 
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c-
e DETERMINA l&AQIEP Y EPS. c------
300 MAOIEP • -IT - 3 

A•B 
310 IF ((ONE + Al - ONE .NE. ZERO) 00 TO 320 

A• A ºIETA 
MAOIEP • MAatEP + 1 
GOT0310 

320 EPS •A 
IF ((DIETA .EQ. 2) .OR. URND .EQ. Oll GO TO 350 
A • CA • IONE + All I IONE + ONEl 
IF ((ONE + Al - ONE .NE. ZERO) EPS • A c.----------------------c DETERMINA NGRD 

C:-----
:;50 NGRD•O 

IF lllRND.EQ.Ol .AND. ((ONE + EPS) • ONE - ONE).NE.ZERO)NGRD • 1 c--------------------------c DETERMINA IEXP, MINEXP, IDllN c------·------
1. o 
K • I 
Z•m:t'AIN 

400 Y•Z z. y. y 
c---·-----------
c VERIFICA POR UNDERFLOW. 

e:------------·~---------~·---A•Z•ONE 
IF llA + A ,EQ, ZEROl .OR. (AIS(Zl .GT. Y)) GO TO 410 
1 • 1 + 1 
K•K+K 
GOT0400 

410 IF lllETA .EQ. 10) 00 TO 420 
IEXP•l+l 
MX •K+K 
GOT0450 

e-------------------------~ C PARA COMPVJ'ADORAS DEClllALES SOLAMENTE. C-·--------------------------420 IEXP • 2 
IZ • llETA 

430 IF IK .LT. IZl GO TO 440 
IZ • IZ • IBETA 
IEXP • IEXP + 1 
GOT0430 

440 MX•IZ+IZ-1 c-------------------------c ENTRA EN UN llUC1E PARA DE'IDUllNAR lllNEXP Y XlllN 
C TERMINACION DEL eua.E ES INDICACION DE UN UNDERFLOW. e------- -----------------
450 XMIN•Y 
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Y• Y• BETAIN c---·----------------------------------
c VERIFICA UNDDFLOW. e;-------------------·-----------

A•YªONE 
IF (((A + Al .EQ. ZEROI .OR. (AllSIYI .GE. XMINll GO TO 460 
K • K + 1 
GOT0450 

460 MINEXP • -K 
e -------------------
e DE'mUllNA MAXEXP Y XIWC 
e -----------------------

IF ((llX .GT. K + K - 31 .OR. UBETA .EQ. 1011 GO TO 500 
MX•MX+MX 
IEXP • IEXP + 1 

500 IW<EXP • MX + MINEXP 
e --------------------
e AJUSTE PARA COMPUTADORAS CON BIT IMPLICITO EN LA PARTE 
CMAS SIGNIFICATIVA DE LA MANTISA Y PARA COMPUTADORAS CON 
C PUNTO DE LA BASE AL EXlEMO DEltEOIO DE LA MANl'ISA. 
e --------------------

1 •MAXEXP + MINEXP 
IF IUBETA .EQ. 21 .AND. 11 .EQ. 011 MAXEXP • MAXIXP - 1 
IF 11 .GT. 20) MAXEXP • MAXEXP - 1 
IF (A .NE. Y l MAXEXP • MAXEXP - 2 
lOIAX • ONt - EPSNEG 
IF llOIAX • ONE .NE. XllAXI XIWC • ONE - BETA• EPSNEG 
A•XlllN 

505 IF (A .GE. EPS) GO TO 507 
lOIAX • XllAX I D'S 
A•A•EPS 

GOTOSOS 
501 lOIAX • lOIAX I (BETA ª BETA ª BETA • lXMIN I Ali 

1 • llAXEXP + llllNEXP + 3 
IF 11 .U. 01 GO TO 520 
DO 510 J • 1, 1 

IF (!BETA .EQ. 21 XMAX • XMAX + XMAX 
IF (!BETA. NE. 21 XllAX • lOIAX • BETA 

510 CON11NUE 
520 ll1WN e---------ULTIMA TARJETA DE MACHAR -----------------

ENO 

B.21 EYal111Cl6n .. poll-1oe por dlr1rent• a6todo9. Lu reprnentaclones 

comldlrldu - la ele potenclu, potencias delplazada 1 la de Newton. Para la 

naluac16n de polinomios con alCUna ele ntu reprffelltaclonn se emplea el 

mttodo di mulUpllcaclonn anldadu. 

---------------------------•/ 
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¡e 
19 Evaluacl6n de un pollnomlo

0 
.!'f" reiir-tacl6n de potencia 

19 P(xl • 1!0 •.-' 

/ 1 por medio del m6todo de multlpllcaclmtH anldadaa. 
¡e alnl Arr .. lo de -i'lclentes del polinomio de arado n - 1 
19 n NCmero de -i'lclentn del polinomio. 
1• x Punto a naluar. 
¡e y 
double napolma(a, x, ni 
double •ti ; 
double X 
lnt n ; 
1 doubl• 1 ; 

•• o.o. 
tor I• • 1.0 ; n > O ;I • • 1 • x + a1-1 ; 
return(1I ; 

• 
¡e 
19 Emuacl6n de un pol1-lo con ,....._t..:1611 de potencia 
1• desplazad• por ~Iº del metodo de multlpllcaclmtH anidadas 

1
¡

0
a

1
(x - dl1 ¡• 

19 a(nl Arrqlo con IOI coeflclentee del polinomio de arado 
¡• n - l. 

Dnpluamlento. ¡• d 
¡• n 
¡o X 

NQmlro de CMflclentn del polinomio. 
Punto a naluar. 

1•---
doubl• napolpd(a, 
.Jouble •11 ; 
double d 
doubll X 
lnt n ; 
1 double e 

• -· d ¡ 

·----------------•¡ 
d, n, xi 

tor ( 1 • 1.0 ; n > O ; 1 e • • • x + al-ni ; 
returnl1I 

• 
19~--·------------------~ 19 Evaluacl6n de un poli-lo con ,....._tacl611 de Newton por 
19 medio del metodo0~ mul\lpllcaclmtH anldadu. 

¡• ,!, •, J~•'ª -dl 
19 alnl Arrealo de CMflclentes del poll-io de arado n-1 
1• dlnl ArreaJo de delpluamlentos. 
1• n Níunero de coeficientes del polinomio. 
/ 1 x Punto a evaluar. 
¡• ·--------------- •¡ 
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double evapolnw(a, d, n, xl 
double ali ; 
doubl• dll ; 
lnt n 
doubl• ll 
{ clouble a; 

ror (a • J; n > O; l • • • • (x - d(-nll + alnl ; 
retW'ft(a) ; 

} 

1.3) O-racl6n de pol!Mmloe ortos-111. Loa !Mtodoa prosramadoa para 

obtener 1111 conjunto di polinomios ortosonalea, a partir de un conjunto de 

mamentoe de potenclu, fueron el !Mtodo de Ciebylhev (Whl) y el IMtodo de 

-toe modlflelldoa propuesto por Wheeler en (Whll. 

1•---------------------------------------
19 a-t'acl6n de polinomios ortoaonalea a partir de loa 
¡• 2n primeros -toe. El !Mtodo rut propuesto orl1lnalmente 
1• par Qieb,....., y permite obtener loa coeficientes c¡ue apare
¡e Clll 111 la rtlacl6n di rlCllM'ellCla de loa polinomios ortoSO-
¡e na1... Este proctdlml111to puede resultar mal condicionado 
19 cuando nea snnde· 
19 Rlfarencla: John c. Wheeltr 
19 Modlrlld moment1 and Gau .. lan quadraturea 
19 Rocliy lllauntalna, 
19 loumal In MaU-tlC9 Vol.4. Num. 2, (1974) 
19 powm(Znl Arrello di -toa di potencia. 
19 ü(n) Arrecio con loe coel'lcl111tea a

1 
que aparecen en la 

19 relac16n di recurrencla. 
1• bklnl Arrecio con loe coel'lclentes b

1 
c¡ue aparecen en la 

19 rtlaclOn di recurrencla. 
19 n 211 11 11 namero di momentoa Inicial. 
¡e -------------•/ 

chlbJlpowm, ü, bt, ni 
dcluble powm( 1 ; 
clouble akll 
doubll bkll 
lnt n ; 
1 double zal50l, zbl501 ; 

clouble "pza, •pzb, •ptz; 
lnt k, 1.; 

ror (k • O; k < 2 • n ; k++l 
{ alkl • o ; 

zblkl • powm(kl ; 
) 
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pza•za¡ 
pzb•zb; 
aklOI• O.O; 
bll(O)• powm(O) ; 
ror lk • I; k < n ; k++I 
1 ror U • k ; 1 <• z • n - k ; l++I 

• • 

pza(I) • pzb(I + 11 - pzalll • bll(k - 11 - pzblll 1 ülk - 11 ; 
bll(k) • pza(k( I pzb(k-1) ; 
aldkl • pza(k + 11 I pza(k) • pzb(kVpzb(k • 11 
ptz. pza ; 
pza. pzb; 
pzb. ptz ; 
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ESTIMAIXllES IE. N.MRO IE aHllCK»4 

Eate apendlce contiene loe llatadOI de loe dlrerentn ntlmadorel del 

nllmlro de condición para matrices trlanaularn 1 trldlqonaln. En el 61tlmo 

apvttdo ae presenta el senerador de matrices con cierta dl1trlbuclOn de 1u1 

yalores sln¡ularea J empleadas como matrices de prueba en el capitulo 5. 

c.1 Subprop'- DECOllP. Olmo rue comentado anteriormente el 1ubproerama DECOllP 

que aparece en IFoZI preMnta un error tlpovUlco. El texto correcto aparece 

a continuación. 

e 
e COND. 11-NORll or AlºIAN ESTIMATE or 1-NORll or A-INVERSEI 
e ESTlllA1t: OITAINED BY ONE S11J' or INVERSE ITERATION rOR TIIE 
C SIW.L SINGULAR VECl'OR. TillS INVOLVES SOLVING TWO SYSTtllS 
e or EQUATIONS, (A-TRANSPOSElºY • E AND AºZ • y WHERE E 
e IS A YECJOR or •I Oll -1 CHOSEN TO CAUSE GROln'H IN y. 
e ESTlllATE • U-NORll or ZllU-NORll or YI 
e 
C SOi.VE IA-111ANSPOSElºY •E 
e 

DO 50 K • I, N 
T • 0.000 
IF (K .EQ. JI GO TO 45 
Klll • K-1 
DO 40 1 • 1, Klll 

T • T + All,ltlºWORltlll 
40 OONTINUE 
45 Elt • 1.000 

Ir IT .LT. O.ODOJ EK • -1.0DO 
Ir IAIK,KI .EQ. 0.0001 GO TO 90 
WOllltlKI • •(Elt + TllA(l,ltl 

SOaJNTINUE 
DO 60 ltl • 1, Nlll 

lt•N·U 
T•WOHlkl 
KPI • K+I 
DO SS 1 • KPI, N 

T • T - All,ltlºWORK(I) 
!15 CONl1NUE 
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e 

WOltKIKl•T 
M • IPVTIK) 
IF IM .EQ. Kl 00 TO 60 
T•WORKIM) 
WOllKIMl • WOltK(Kl 
WOllK(Kl•T 

60CONJ'INUE 

YNOllM •O.ODO 
DO 65 I • 1, N 

YNORM • YNORM + DAllSIWOlllUlll 
65CON11NUE 

C.2 Eetlnador rettwpectlYO. Madltfcecl6n hecha al Wllfll'llll'- DRTCO de 

LINPACK p;&ra realizar el rn6todo retl'OlpeCtiYo. Una modltlcu16n Importante fuf 

ellrnfur el -.famlento. Eato no ¡>rellllt6 probl- para loe e,Jemploe del 

capltufo 5, 1ln ernberao nqulere de ... an61111e antn de •llllllnarlo 

detlnltlvame11te. 

e 
e rcond • .V(norm(tlºlntfmate ot normlfn..,...(tllll • 
e ntlmate • norm(z)/norm(Jl wMl'e t"z • 1 ancl tr-ltlºJ • e • 
e transltl 11 tlle transpoee ot t . 
e tbe component1 or e are c1-I to ca111e llllllimwn focal 
e srowth In the element• ot 1 • 
e the '8CtOl'll are trequentlJ reecaled to aYOid Oftl'flow. 
e 

e 
do 20 J • 1, n 

z(J) • 0,0dO 
ZO COlltlnue 

do 100 kll • 1, n 
•• kll 
lt li-J k • n + 1 - tlt 
lt (t(k,k) .eq. O.OdO) 10 to 40 
wll • -zlklltlk,kl 
wltm • J.OdO/t(k,k) 
•• dlbll(wk) 
-dabll(wkln) 
ao to so 

40 eo11tfnue 
,,. • J.OdO 
wltm• 1.0dO 

!50 C011tfnue 
11 • 1 
lt (lower) 11 • n - k + 1 
12•k·I 
lt Uowerl 12 • n 



do55J•ll,12 
• • • + clabs(z(j)) 
11111• - • clabtl(Z(J)) 

55 continua 
1r <kll .eq. nl ao to 65 
JI• 11 + 1 
Ir llowerl JI • 1 
JZ • n 
11 Uowerl J2 • k - 1 
do 60 J • JI, J2 

11111 • 1111 + dabl(z(j)+wkm•t(k,jll 
z(J) • z(J) + wkºtlk,JI 
• • • + clabs(z(JIJ 

60 contlnue 
65 lt <• .p. sml ao to 80 

•••lan-•k 
wk•wtm 
1r lltll .eq. n> ao to 7Z 
do '70 J • ji, jZ 

zlJ) • z(JI + w•t11&,Jl 
70 contlnue 
7Z do 75 J • 11, 12 

z(jl • O.OdO 
75 continuo 
80 continuo 
90 contlnue 

zUI) • wk 
100 contlnue 

C.3 llttodo DIY-llOD. 

C.3.1. M6tCldo DIY·llOD en Fortran. 

subroutlne slwblk(t, ndlm, n, z, lt, ni, nZ, y, znorml 
e 
e Selecciona el •alor de .\ e 10,0 para que la solución de 1l1tema r-: .. [ ·:· :J[l [ .. :~J 
e 
e tena• - ,..,., La 10lucl6n .. obtiene • partir . de la 
e IOIUC14n de lot )119 s11bll1t-. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

T
11 

1
1 

• d
1 

Tu 'z • 4, 

La soluclOn esta da4I por: 
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zz • (1-llJ z e 
e 
e 
e 
e 

z
1 

• ly1 - w, T
11

w • T
11

z1 

e t(ndlm, ni 
e aUt,ltl 
e 

Amalo que contiene la matriz trlancuJv. 
PoslclOn de la matriz t donde empieza •I bloque 
TU. 

e ni 
e n2 
e 

Tunallo de la matriz TU. 
Tunallo de la matriz m. Este matriz empieza .. 
la poolclOn tllt + ni, lt + ni). 

e 
lntepr ndlm, n, lt, ni, n2 
double precl1lon t(ndlm, ni, z(n), y(n), ~ 
double precl1lon 1, znorml, znorm2, ,_m 

znorml • O.OdO 
JllOC'lll • O.OdO 
Jx•lt +ni 
.IJ•Jx +n2-1 
ly•lt +nl-1 

e 
e calcula la norma de Z2 
e 

znarmZ • O.OdO 
dolOJ•jx,.IJ 

znorm2 • znorm2 + dabllzlJll 
10 contlnue 

do 50 1 • 1, ni 
lx•IJ-1+1 
• • o.o 
do20J•Jx,.IJ 

1•1•tUx,Jl"zlJI 
20 contlnue 

lf (lx .eq. IJI ao to 40 
do30J•lx+ 1, IJ 

1 • 1 - tllx, JI • ylJI 
30 cantlnue 
40 1Uxl • 1 I tllx, lxl 

JllOMll • JllOMll • dabs(7U•ll 
znorml • znorml • dabllzll•ll 

50 contlnue 
lf ((znonn2 + JIQ'llll ·••· znonnl) 10 to '70 

e 
e"• o 
e 

znorm • znonn1 
do60J•Jx,.IJ 

zlJI • O.OdO 
60 contlnue 

ao to 90 
e 
e ll • 1 
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e 
70 --• znorm2 + 1llCl'ID 

do 80 J • lt, IJ 
z!JI • -J(JI 

IO contlnue 
90 Mlll'll 

tnd 

111lil'outllle dftnc(t, ndlm, n, cond, z, JI 
e 
e Eltlllador del ntunero de condlcldn de una matriz tl'IA11111lar 
e ...,..,111' por medio del mftoclo clt dlYlde 1 •enceras. 
e 
e t(ndlm, ni 
e ndlm 

Matriz trlanaular. 
Nllmero de renalones del arrqlo que contiene 
la matriz t. e 

en 
e conc1 
e zfnl, 1lnl 
e 

Dlmensldn de la matriz t. 
Estimador del n6mero de concllcl6n. 
Arrealot auxlllares. 

lllteaer ndlm, n 
doullle precl1lon tlndlrn, ni, z(nl, J(nl 
doullla pracl1lon ~. znorm, •t 
lnteaer lp, lq, Ir 

enorm•O.OdO 
do:llOJ•l,n 

11t • O.OdO 
do 10 1 • 1, J 

llt • lt + dalla(t(l,j)I 
10 -lnua 

lt lt ·ll· anorml anorm • at 
20 contlnue 

do301•1,n 
l(IJ • l.OclO I tfl,I) 

30 contlnue 
anonn • dallalzllll 
lt In .aq. 11 to to IO 
lp. 1 

40 lpda 2 • lp 
nt•n llp 
na•n tlpd ... llOdl•. 2) 
lf lna. aq. 01 to to IO 
IJI. l 
do 50 1 • J, na 

nZ. lp 
ir Unp .aq. 01 .and. (1 .aq. nall n2 • n - lp • In• - 1) 

call al"'llc(t, ndlm, n, z, lx, lp, n2, 7, znorml 
lx•lx+lpd 

SO continua 
lf (np .aq. 01 10 to 60 
l••lpdºlna-11+1 

133 



can 1lwblklt, ndlm, n, z. lx, lpd, n - lpd • na, J• znannl 
60 lp • lpd 

10 to 40 
80 cond • znann • anorm 

return 
end 

C.3.2. M6todo DIY-MOD en llatlab. 

~ Ellp el :~or• de[~.: ~::\ {zj~l["A~ j'I~ trlut111lar por bloq1119 

: O T.J lz 11-Ald 

" ll de manera que la aolucldn tenaa llOl'llll. lfande. 

functlon (JI, JZ, :rnrml • tl•ltll, tlZ, tZZ, JI, J21 
ZI • IOIYe(tll, tlZºJZ)¡ 
JIN' • nonn(Jl, I); 
J2nr • nonnl.,Z.11; 
zlnr • normlzl,ll 
lf lzlnr + JZnr) < Jlnr, 

In.mi • 1lzalJZ)¡ 
J2 • zaros(n, ll; 
Jlll'm • Jlnr; 

el11 
JI • -zl; 
JllMll • zlnr + 72nr; 

end 
return¡ 

ll Obtl- el mimador del na-o de condlcldn de una matriz trlulUJar 
ll por medlo del mttodo DIV-MOD. 
functlon 11. cndl • dlntl 

In.mi • •lnlt); 
ror lx•l:n, Jllxl • 1.0 / tllx, lx); end ' . ,., 
kb • I; 
cont•l; 
wblle cont, 

kd•2º1lb¡ 
ND • flx(n I llb)¡ 
111 • rlxln I lldl; 
lf(lll > 0), 

np • modlnm, 2); 
11 • h 
ji • llb; 
rar lx • 1:111, 

lf llnp - 0) • • 11• - 11111. 
12 • JI + h 
J2 • n; .... 



12•1l+kb; 
J2•Jl+kb¡ 

end 
l1lll:JU, 1112:.121.JN'I • 11Y1tlll:Jl,ll:Jll, tlll:Jl,12:J2l, 

tll2:J2,12:J2))¡ 
11 • 11 + kd¡ 
Jl•Jl+kd¡ 

end 

lt (np - º" 11 • 12¡ 
JI • J2¡ 
12•Jl+I; 
J2 • n; 
l1lll:Jll, 1112:,121, JN"I • 1lw(t(ll:Jl,ll:Jll. tlll:Jl,12:j2), 

t(IZ:,12, 12:j2))¡ 
tnd 
kb • kd¡ .... 
cnd • 1111' • nannlt,I)¡ 
cont• O¡ 

ead; 
ead; 

retlrll 
end¡ 

C.4 ir.tlm..S- de la norma de lu matrlcu de c-paraclón. CAicuio de la 

- de lu matrlcn MITl"1, wm·• 1 ZITl"1, donde T es uma matriz 

trlM&ular IUpll'lor. Loe lllbprosrama1 1l11llentes corresponden a la norma 

Infinito. 

DOUllU: PllECISION FUNCrlON NRINFVIV, NI 
e 
C CALCULA LA NOaMA INFINITA DE UN VECTOR. 
C VINI VECrOa DE ENBADA. 
C N TAMAAIJ DEL VECTOR. 
e 

DOUILE PlltCISJON VINI 
DOUILE PUCISJON VMAX 

VMAX•0.000 
DOIOl•l,N 

IF IDA8SIVUll .GT. VMAXI WAX • DAISIVllll 

'º ClllNT1NUE ~·VMAX 
ll1\IRN 
DID 

DOUILE PlllX:ISION F\INC'l'ION NRnrTllNDIM, N, T, ZI 
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e 
C CALCULA LA NORMA INf"INITA DE LA INVDSA DE LA MATRJZ MIT). 
C T(NDIU,N) MATRIZ 11UANGULAll SUPERIOR llE OIUll:N N. 
C NDIM Nl.IMERO DE RENGLONES DEL AllREOLO QUE OONl1ENE 
C LA MA11llZ T. 
C N ORDEN DE LA MAn!Z T. 
C ZIN) AUEOl.O AUXILIAR. 
e 

DOOaJ: PIW:ISION TINDIM, tO, Z(N) 
OOUSU: PltECISION 5, NRINFV 

ZIH) • l.ODO I TIN, N) 
DO 50 IX • 1, N - 1 

1 • N •IX 
5 • l.ODO 

00201•1•1,N 
S • 5 + DABSITII,111 ° ZUJ 

20 CONT1NIJE 
Zlll • S / DAllS(TU,111 

50 COHJ'INUE 

e 

NRIM11 • NRINFVIZ, Nl 
RE11JRN 
END 

DOUBlJ: PRECISION f'UNCTION N11111'TIINDUI, N, T, Zl 

C OBTIENE LA NORMA INFINITA DEL A IN\IERSA DE LA MATRIZ W(T). 
C T(NDIU, NI MATRIZ TRAINGULAlt SUPElllOll. 
C NDIM NWEllO DE RENGLONES DEL ARRECLO QUI: CONTIENE 
C A LA MATRIZ T. 
C N OIUJDI DE LA MATRIZ. 
C ZINI ARREGLO AUXIUAR 
e 

DOUILE PUCISION TINDIM, NI, ZIN) 
DOUILE PRECISION S, ALFI, 1«1NFV 

ZINI • J.000 / DAllS(T(N,Nll 
s • o.ooo 
D0401X•l,N•l 

1 •H·IX 
S•S+Zll+ll 

ALFl•O.ODO 
D0201•1+1,N 

IF IDABS(T(l,111 .GT. ALFii ALFI • DAllSITIJ,I)) 
zo OON1'JNUE 

Zlll • (UJDO t ALFI º S) I DAllS(T(I,I)) 
40 CONTINUE 

NlllWTI • NRJHFVIZ,N) 
llEnJRN 

DID 

DOUll.t PUCISIOH FUHCllON•IZTllNDIM, N, TI 



e 
C CALCULA LA NORMA INFINITA DE LA MAllllZ INVERSA Z(TI. 
C T(NDIU, NI UAllllZ llllANGULAR SUPERIOR. 
C NDIU NUMERO DE RENGLONES DEL ARREGLO QUE CONTIENE 
C A LA UAllllZ T. 
C N ORDEN DE LA MAllllZ T. 
e 

DOUaE PllECISION TINDIU, NI 
DOUaE PllECISION AISA, IETA, RUAX, Tll 

AISA•O.ODO 
BETA• DABS(T(N,N)) 
00201•1,N-I 

IOIAX • O.ODO 
DO 10 J • 1 + 1, N 

IF IDABS(T(I, Jll .CT. RUAXI RUAX • DABSITU,Jll 
10 CONTINUE 

Tll • DAIS(T(I, 111 
IF ( IUIAX I Tll .GT. AISA 1 AISA • RMAX I Tll 
lF ( m .LT. IETAI IETA • T1I 

20 CON11NUE 
NRIZTl • U.ODO + AISAl'"IN•ll/BETA 
iu:nntN 
END 

c.s. DtllUdor •I• optlalucl6n con .. u. 

1Ubroutlne conYX(a, ndlm, n, cond, z, J, lterl 
e 
C Eatlmador dal nllmaro da condlc16n de una matriz trl1J1111lar 
e aupll'lor •la optlmlzacl6n conYeu. Hqer en !Hall presento 
C lnlcla1-ta al lllttodo 1 paeterlormente Hlaham en IH141 propuso 
e alpnu modlflcecl-. 
e t(ndlm, ni Arraslo que contiene la matriz trlan111lar. 
e ndlm Nllmaro da l'lflll- del arre1lo. 
e n Ordan da la matriz. 
C ltlr NQmaro dt ltarac:I- 1 <• 51 
C z(nl, J(DI Arrlslos aUXIUll'el. 
e 

lntqer ndlm, n, lt• 
double preclalan a(ndlm, ni, J(nl, z(nl, cond 
double precl1lon dalum, lllOl'lll, znor, 111, xi, t 

xi • 1.0dO I dblelnl 
...... o.OdO 
doZOJ•l,11 

t • O.OdO 
dolOl•l,j 

t•t•all,JI 
10 continua 
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Ir ( t . p. UIOl'1ll) anGl'lll • t 
J(J) • xi 

20 contlnue 
je • o 
lter • 1 

30 call dtnlla, ndlm, n, 1. 1, lnl'ol 
Ir Unto .ne. OI So to 95 
da401•1,n 

zlll • t.OdO 
lrlJ(ll .lt. O.OdO) zlll • •l.OdO 

40 contlnue 
call dtnlla, ndlm, n, z, 11, lnl'o) 
znorm•O.OdO 
zx • O.OdO 
da 70 1 • 1, n 

Ir ldabllzUll .le. znonnl '° to 50 
znorm • dabl(z(I)) 
p. •I 

50 Ir (je .eq. Ol So to 60 
1r u .eq. jel zx • zlll 

... to 70 
60 zx • zx + z(I) • xi 
70 contlnue 

je. p. 
Ir IUter .p. 51 .or. (znorm .le. zx)) ao to 90 
daBOl•l,n 

1111 • o.o 
80 contlnue 

J(je) • l.OdO 
lter • lter + l 
ao to 30 

90 cond • duum(n, J, ll • anorm 
retW'll 

95 cond • 1.0e+32 
etop 
end 

C.6. E8tbullore9 de .. tri- trldl ......... 

Dos mttodoe pua. estimar la - de la ln•eru de - .. tria 
trldi.,.,,a.I. 

ldeflne ABSlxl 

lderlne MAXlx, 11 

lbd <O? ·(xi.: lxll 

Uxl > (JI ? lxl : 1111 

~ y 
~ ProcedlMlnto pan ~ la perte IUPll'lar de la la- •1 
~ de una matrla lnl'erlor de "'-berl· U. ~ al lllftodo •¡ 

~ propllelto por Yuuhlko 111 ltkll. 8 / 
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/ 1 El mttodo contl1te en rnolver los slatemu Ax • J~1en y •¡ 

/ 1 A'1 • x;'e
1

• La eleccl6n de xi se hace en forma arbitrarla º/ 

/ 1 Elte procedimiento puede emplearse para rnolwer 1l1temu _
1
---•1 

I' trldlqonaln o bien para calcular la norma Infinito de A • 1 / 

I' alnl Elementoe de la diaaonal de la matriz A. •¡ 
I' blnl Subdlaaonal de la matriz A. •1 
1• clnl Superdlaaonal de la matriz A. •1 
I' xlnl Vector x. •¡ 
I' 1lnl Vector 1· •¡ 
I' n orden de la matriz. • / 
1•----------- ----------------------•/ 
ln'lltnl(a, b, e, x, J, nl 
float alh 
float blh 
float cll; 
float xll; 
float Jll; 
lnt n ; 
e lnt 1 ; 

x(O) • 1.0 : 
xlll • -alOI I clOI : 
far 11 • Z; 1 < n; l••l 

xlll • -lall - 11 • xll - 11 • bli - 11 • xli - 211 I cll - 11 
1ln - 11 • 1.0 I lbln - 11 • xln - ZI • •In - 11 • xln - lll 
Jln - ZI • - aln - 1) 1 1ln - 11 I cln - ZI : 
far 11 • n - 3; 1 >a O; 1--l 

1111 • -lall + 1) ' 11i • 1) • bll + Zl ' yll • Zll I clil 
return • 

/0------------------------------------------------• / 
1• Norma de la lnHl'lll de una matriz tridi'IOfl&I • / 
I' alnl Dlqonal de la matriz. 11 
I' blnl SubdilJllOlllll de la matriz. • / 
I' clnl Superdiaaonal de la matriz. 11 
I' n Orden de la matriz. • / 
I' Coito del alaorltmo: 17n Flops. •1 /0--------------------------------------------------•1 
float nrlnftrlla, b, e, nl 
float ali : 
float bll ; 
float cll ; 
lnt n ; 
e noet xtsol 

floet J(SOI 
floet plSOI 
floet ql!501 
r1oet .iso1 
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1 

float tl50J 
f'loat 1ama 
lnt 1 ; 

Snvheu(a, b, e, x. 7, n) ;. 
ln•hnala, -e , t+b , q, p, ni ; 
lln - JI • ABSl1ln - 111 ; 
f'Cf" 11 • n - 2; 1 >- O¡ 1-1 alll • 911 + 11 + ABSIJllll ¡ 
tlOI • 1.0 ¡ 
f'flf" 11 • h 1 < n; I++ J tlll • tll - 11 + AllS(qll)) ¡ 
pma • llAXlalOJ, "8Slpln - 111 • tln - 111 ; 
f'or 11 • h 1 < n - h l++I 

pma • MAXlpma, ABSlpllll • tll - 11 + AllSCxllll • 1(111 ¡ 
returnl..-l ¡ 

/0--------------------------•1 
/O SeiUndo alpltmo para determinar la norma Infinita de la •1 
/O ln•era de una matriz trldl810ft8J. Este alpltmo ftta bulclo9/ 
/O en el Teorema Z que aparece en IH13, pq 153). •1 
/O Cocto del alpltmo: 14n tlop1. •1 
/O alnl DiaplaJ de la matriz. •1 
/O blnl Subcllqonal de la matriz. •1 
1• clnl Superdl.,anal de la matriz. •1 
1• n Orden de 11 matriz. •1 
/O-- ------- ---------•/ 

f'loat nrlntltrlla, b, e, ni 
rloat ali ; 
float bll ; 
f'loat cll ; 
lnt n ; 
( rtoat xl501 

f'loat zl501 
rloat 9'501 
rtoat tl501 
rloat dl50J 
float teta 
f'loat pma 
lnt 1 ¡ 

xlOJ • 1 ; xlll • -atol I clOI ; 
ror U • Z; 1 < n¡ l++l 

xlll • -lall - 11 • xll • 11 • bll - ll • xll • 211 I cll - 11 ¡ 
zln - 11 • J; ztn - 21 • ·•In - 11 I bln - 11 ¡ 
ror o • n - 3¡ 1 >- O¡ 1-1 

zlll • •(a(I + 1) • lfl + 1) + di + 11 • 111 + 211 I bll + 1) ¡ 
teta • alOI • zlOJ + clOI • zlll ; 
lln - JI • ABSlzln - lll ¡ 
tor 11 • n - 2l 1 >- O; 1-l 

1111 • 1)1 + 11 + MIStzllll 
tlOJ • l ; 
tor U • I¡ 1 < n • 1¡ l++I 
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tlll • tll - 11 + ABSlallll ; 
dlOI • 1.0; 1ama • 1101 ; 
ror 11 • 1; 1 < n; l++I 
e dlll • dll • 11 • cll - 11 / blll ; 

pma • MAXlpma, IABSlzllll • tll - 11 + ABSlxllll • •llllºABS(d(IJI); 
) 
retum(1ama I ABS(tetall ; 

1 

C.'7. Generacle!n de .. trlcee de prueba con cierta 
di.trlbucle!n de nlor•• •Insular•. 

wbroutlne clpaphl•, a, 7, lx, 111 
e 
e Aplica una trandormaclón de llollHholcler a un vector. 
e •(ni Vector que repreaenta la transformaclon. 
e a(nl Vector a trandormar. 

lnteaer lx, 11 
clouble precl1lon •111, xUI, y(ll, 1, m 
double precl1lon dnrmZ 

n •IJ•lx+I 
m • 2.0dO I dnrmZ(n, •ll•I, JI 
do40 l•la,ly 

• • O.OdO 
do20J•lx,11 

1 • 1 + •111 • •IJI • a(J) 
20 continua 

1111 • •111 • m • • 
40 contlnue 

return 
end 

wbroutlne daelnrla, ndlm, n, deeed) 
e 
e Genera loaYector11 a( 11, x(21, ... , aln-1), Independientes 
e 1 dl1trlbuldol normalmente n(O,I). 
e a(ndlm, ni Matriz donde ae alm1cenan IHnrlable1· 
e 1eneradH. 
e ndlm Nlmero de ren1lone1 del arre1lo que contiene 
e la matriz a. 
e n Orden de la matriz a. 

lntepr ndlm, n 
dauble precl1lon a(ndlm, ni, dseed 
real nndl501 

do20J•l,n-I 
nr•n·J+I 
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call unpn(dNed, nr, randl 
do!Ol•J,n 

ali, JI • randll - J + 11 
10 contlnue 
20 contlnue 

return 
end 

1ubroutlne cqopnlh, q, ndlm, n, wark, 111111 
e 
e Genera una matriz artoeonal de ardln. [mplea el IMtodo 
e propuesto par Stewart en 1St2J. 
e 

lntepr ndlm, n, l1111lnl 
double precl1lon hlndlm, ni, q(ndlm, ni, worklnl 
double precl1lon dnrm2, nrh, 1 

l1111lnl • 1 
do 60 k • 1, n - 1 

1 • n - k 
kp. lt. 1 
• • hll, n 
llp(I) • 1 
lf (1. lt. O.OdOI 11111111 • -1 
do 20 1 • 1, n 

warlt(I) • hll,ll 
20 contlnue 

111'11- dnrm21kp, worklU, 11 
worklll • 1 • dllanlnrh, al 
do 40 J • 1, n 

call d¡eaph(worlt, qll, JI, hll, JI, 1, ni 
40 contlnue 
60 contlnue 

dolOl•l,n 
do'JOJ•l,n 

q(I, JI • hli, JI 1 dblell111111ll 
70 contlnue 
80 contlnue 

return 
end 

aubroutlne dlelfd(a, u, 1, "• ndlm, ni 
e 
e Genera una matr lx con •alore1 al11111larn con cierta 
e dl1trlbucl6n. El m6todo conalat1 an calcular dos matrlcaa 
e ort111ana.IH 1 al Htarlu, u 1 "• 1 aplicar la 
e d11compHlcl6n • nlart1 1laaularn. a • u 1 a • ". 
e 

lntlllr ndlm, n 
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double precillon a(ndlm, n), u(ndim, n), •(ndlm, nl, 1(n) 

clo20J•l,n 
clo201•1,n 

u(I, J) • uU, J) • •IJl 
20 contlnue 

call clceProlu, Y, a, ndlm, nl 
return 
ead 
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