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INTRODUCCION

Uno de los temas importantes del Andlisis Numérico es la identificacion y
tratamiento de problemas muy sensitivos a pequefias perturbaciones de sus
datos, conocidos en la literatura como problemas mal condicionados. Por
ejemplo, la inversa de la matriz

A= [: 1 “l:].
os muy sensitiva a pequefias variaciones del pardmetro ¢, sus entradas varfan
de acuerdo a }/c.

El punto de partida en el tratamiento de los problemas mal condiclonados,
es asignar a cads problema uns medida de su condiclonamiento, de manera que
cuando esta cantidad sea grande indique que el problema es mal condicionado.

La teoria de la condlciSn empleads en este trabajo y en los
especlalizados del tema, fué propuesta originalmente por Rice [Ril] en 1961 y
consiste en asignar a cada problems cierto nimerc positivo, conocido como el
nimero de condiclém. La megnitud de este nimero estd relacionada directamente
con ¢l mal condicionamiento del problema; cuando es grande indica que el
problems es mal condicionado.

Desde ¢l punto de vista practico, que un probiems ssa mal condicionado,
quiere decir que es dificil de resclver numéricamente, es decir, el resuitado
proporcionado por el método smpleado puede diferir considerablemente de la
soluclén exacta del problema original. Por supuesto que el resultado no
depende solamente del mal condicionamisnto del problema sino también de la
inestabilidad del método. Un problema puede parecer mal condiclonado s! es
resusito por medio de un método inestable.

El nimero de condicién da solamente una cota superior sobre los efectos
de las perturbaciones, y puede suceder que para clertos problemas la cota sea
muy cruda e inclusive sin utilidad practica, pues no es posible que todas las
propledades de un problema queden representadas por un nimero, sin embargo en
muchos casos ¢l ndmero de condicién da una buena ides del comportamliento
numérico del problema.

El presente tabajo se ocups de problemas cldsicos mal condiclonados
scerca de polinomios y matrices. En el primer capitulo se pr |

ejomplos de probl mal Jiclonados y resultados de la teoria de la
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condicién necesarios en los capitulos posteriores.

A pesar de que los polinomios son las funciones mis conocidas y empleadas
en caul todss las dreas del Andlisis Numérico, sus propledades numéricas son
poco conocldas. En el capitulco 3 se abordan tres problemas bisicos
relacionados con polinomios: la evaluscion de polinomics, representxcion de
polinomios y generacion de polinomios ortogonales, Sin pretender hacer un
tratamlento exhaustivo, se obtiene el ndmero de condicién de cada uno de estos
problemas y se exponen slgunos algoritmos adecuados para resolverios.

La segunda parts del trabajo estd relacionada com el problema Ax = b, Es
el capitulo 2 se presentan aigunce rewultados de la teoris de normas y del
andlisis de sensibilided, quedando establecidas las cotas de error pars el
problema Ax = b en términos de las perturbaciones de los datos del problema.
En estas relaciones queda clara la importancis que juegs ¢! némere oo
condicion del problema de lnversitn, K(A) = SANIATE. El lector familiarizado
con estos resultados puede omitir el capitulo,

Las matrices mal condicionadas pueden aparecer en diversas aplicaciones,
por_ejemplo, en Reologis, determinar la rapidez de corte del esfusrzo cortants
fix) = §(t) de un fivido viscosidstico, en un viscosimetro de cilindros
concéntricos, requisre de 1a eolucitn de uns ecuscidn integral '

'.
w I o2, Merieide = v,
[ ]

Ninguno de los métodos existentes pars resolver (1), es adecusdo para
nicleos arbitrarios y cuando la funcién 0 es solamente conocida modestamente,
como de en una situacién experimental. El éxito en la solucién de s

ecuacién, depende de la precision de Q y de la forma de [a funclén de peso
hix). Algunos de los mitodos se reducen a resoiver un sistema algebraico
lineal, donde la matriz resulta generalments mal condicionada.
: “En la solucién numérica de ecusciones diferenclales parcinles por medlo
‘de diferencias finltas, también aparecen matrices mal condicionsdas, que
ademis son poco densas, definidas positivas y con estructura.

Los métodos de estimacién del nGmero de condiclén son tratados en el
capitulo 4, y en el 5 se comparan extensaments, utilizando diferentes
conjuntos de matrices de pruebs. .

Calculsr el ndmero de condiclén de una matriz es una operacitn costoss,
debido a que es necesario contar con la inversa de la matriz, y en alguncs




casos esta operaci6n es mids cara que resolver el problema original. Esto hace
Intereuﬁte e importante Ia bisqueda de métodos de estimacitn, donde el
estimador aproxime adecusdamente al valor resl, con el minimo nGmero de
operaciones.

Los métodos de estimacion, para matrices generales parten del hecho de
que la matriz ya se encuentra en forma triangular, o bien ha sido factorizada
de acuerdo a alguna descomposicion, la cual tlene factores triangulares. La
relacion entre el namero de condicion de la matriz original y el nimerc de
condicion de sus factores, depende de la matriz y del método de factorizacion
empleado. Los primeros métodos tratados son para matrices triangulares, y
algunos de ellos pueden emplearse para estimar K(A) cuando A es una matriz de
orden nxn y no singular. Existen métodos més adecuados para cierto tipo de
matrices, por ejemplo, para matrices tridiagonales, poco densas sin
estructura, positivas, etc.

Los métodos de ‘estimacion del namero de condicion los podemos clesificar
en dos grupos: El primera comprends los métodos que dependen solamente de la
magnitud de los elementos de la matriz y son obtenidos a partir de
desigualdades de matrices. Y en el segundo grupo tenemos los que provienen de
algoritmos heuristicos o probabilisticos motivados por la definicion de Ia
norma subordinada.

Por facilidad de cdiculo, la mayoria de los codigos existentes estiman el
ntmero de condlcidn para Ia norma § I 0 I 1, ¥ solamente para certo tipo de
matrices se tienen estimadores en otras normas. Hasta el momento, no existe el
mejor método de estimaclon del nimero de condicion, pues siempre es posible
encontrar ejemplos donde uno o varios de ellos fallen.

‘ En el capitulo 4 presentamos también un nuevo método para la estimacion
del namero de condicion de matrices triangulares, el método DIV-MOD es una
variante del método divide y venceras y propdrclom slltemtilumnll mejores
resultados que los obtenidos por otros métodos y solo comparables con los
obtenidos por el método via optimizacién convexa.

Ls mayoria de los métodos incluidos en el trabajo, fueron programados en
lenguaje Fortran y otros en C; usando tambien subprogramas de los paquetes
matemsticos IMSL, LINPACK, FORSYTHE y MATLAB. Ademds, el anilisis de ciertos
problemas se reallzd con la ayuda de los paquetes matembticos REDUCE y DERIVE.



CAPITULO 1

PROBLEMAS MAL CONDICIONADOS Y NUMERD DE CONDICION.

1.1 Problemas mal condicionsdos
1.2 Nimero de condiclén
1.3 Algoritmos estables

Al resolver un problema por medio de una computadora digital, es
necesario representar los datos del problema de aslgune manera. En gemersl,
podemos decir que la representacion es sproximada; de modo que el probleme a
resolver ya no es el problema original, sino uno ligeramente diferents. La
pregunta que surge de inmediato es ¢ qué tanto difiers el resultado del nusvo
problema con respecto al original ?. Esto ss conoce como la sensitividad del
problema.

En la lteratura se reportan probl muy itl s varlech on
sus datos, éstos son conocldos como preblemas mal condiclenados. A
continuacién se dan tres ejemplos de este tipo de problemas.

1.1 Problemas mal condiclonados.

Primer_ejemplo: Determinar la intersecclén de dos rectas casl paralelas.
El mcdelo matemético para este problema se obtlene al introducir un sistema de
coordenadas y escribir la ecuacién para cada una de las rectas:
y= I.l + bl
~an o yeaxe bz. )
donde 8, mas e con a pequefio. El punto de interseccion P .de las dos
rectas estd dado por:

P=yve (bl - bz' |1b| - l|b1).



S el coeficiente 8 e alterado, en una cantided 3, el punto de

{nterseccion del sistema perturbado es
1] -
P(8) e )1 (b‘- b:. -1b‘ (‘1 + 5)52).

Cuando la perturbscion & es del orden de «, ls distancia entre P y
P8},

WP - PO = O o
es muy grande.

Segundo_ejemplo, [He2): Determinar las rajces de un polinomio. Los datos
soh los coeficientes del polinomio o algunas otras cantidades que definan ail
polinomio univocamente. La sallda es un conjunto de nGmeros complejos,
aceptados como los ceros del polinomio. Por ejemplo, ¢l poilinomio

Pla) = 2° - 102% 452" 12027+ 2102% - 2522% 2102° - 1202

a5zt =10z e+ 1,
o igual » P(z) = (2 - D"
cosficiente del término constante cambia de 1 a 1 - 107, jas rafces del
nuevo polinomio son:

y tiene a | come rafz con multiplicidad 10. Si el

1+107e™0, cao, 1,29

Una perturbacién de 10" '%n uno de los coeficientes causs que los ceros

del polinomio cambien en una cantidsd que es 10 veces ¢ camblo del
cosficiente constante.

Tercer ejemplo;: Evaluacion de una funcidn. La Importancia de este
problema reside en que un amplio ndmero de problemss pueden verse como un
mapeo entre dos espacios. Como un case particular puede considerarse s
funcion entre dos espaclos de dimension finita f : S & K"— A" Las m
componentes del argumento x de f son los datos que determinan el probiema y
las n componentes de f(x) son ja respuesta.

El problems numérico es calcular una aproximacion a f{x) dado x. La
natursiezs de la funcidn puede limitar la precisién obtenida en su evaluscidn,
Por- ejemplo, s funcion



1

fix) = para x & (-,1),

2
l1-x
es continua en todo el dominio y como es diferenciable, su sensibilidad puede

estimarse por medio de su derivada:

fix + 8x) - f(x) & £'(x) &x
x
o ———— 8x,
- xH*
La sensitividad de la funclén, como lo establece la relaclén anterior, es
mayor en losz extremos del Intervalo. Por ejemplo, en la tabla (1.2) se

presentan las variaciones de la funcion cerca del punto xw= j- 2%

x w 1-27% | f(xe8x) |f(x8x)-{x)
x - S¢ 568.013 -156.064
X = 4¢ $91.206 =132.870
x - 3c 617.498 -106.582
x - 2¢ 647,634 -T76.442
X ~c 682.666 =-41.410
x 724.077 0.0
} S T74.071 49.993
1 -2¢ 836,092 112.018
1 « 3¢ 915.893 191.816
1 - 4c 1024, 000 299,922
1 - S¢ 1182.413 488,335

Tabla (1.1) Variacion de la funcion £ = 1/(1-x")"?
cerca de x =1 - 2°%°, (¢ = 1.92093E-7)

De acuerdo con la tabla anterior, una ligera variacion del punto de '
- evaluacion, x = I.- 2", produce ‘camblos drasticos en ef valor de Ia funcién;
la perturbacién de la funcitn es 10' veces mayor a la ocurrida en el punto de
evaluacion,

1.2 - Namero de condicién.

Una manera de cuantificar la sensitividad de un problema es asignarle un
nimero, ¢l nimero de condicion, de manera qui cuando e¢ste nomero sea
relativamente grande advierta que ¢l problema es mal condicionsdo. La
definicion de nomero de condicién, adoptada en este trabajo y en la mayoria de
Ia literatura, se debe a Rice [Ril].



Definicién.l.l. Sean X y Y dos espaclos lineales normados y f una funcién
f: DS X - Y, con D un dominlo abierto. Sea x € D fijo e y = fix), y se
supone que ninguno de los dos son ceros en sus repectivos espacios. La
sensitividad de Is funcién f en x, respecto a cambios relatives en x, serd
medida por el ntmero de condicion relativo

BMfix + h) - flxi# ¥hi
1.2) K'(f. x) = 2': |;‘|l:5{ T / TR }.

suponiendo que el limite existe.

Otra definicion, empleada con menos frecuencia, es fa ls de namero de
condicién abeoluto

1.3) K(f, x) = lim sup {_Lflx_%?_r‘l_,)a%_f_(_)_t_)!}.
. 330 Whi=3

suponlendo que el limite existe.

El nimero de condicién da solamente una cota superior sobre los efectos
ds las perturbaciones, y pusde suceder que para ciertos problemas la cota ses
muy cruda e inclusive sin utllidad practica, pues no es posible que todss las
propledades de un problems queden representadas por un solo namero. Sin
embargo en muchos casos el numero de condicidn da una buena idea del
comportamiento numérico del problema.

Si un algoritmo estable es empleado para resolver un problema blen
condicionado P(d), entonces la solucion exacta del problema perturbado P(d.).
Y la solucitn numérica del problema exacto P'(d). estan cercanss, ademds, como
el problema es blen condicionsdo y d ¥y d* estan cercanas, entonces las
respusstas de Pld) y P(d") también lo estan. En otras palabras, si un
slgocitmo estable es empleado pars resolver el problema P(d), entonces las
soluclones exacta y nimerica estan cercanas.

" Cuando un algoritmo estable se emplea para resoiver un problema mal
condicionado, no existe garantia de que la solucion numérica y la exacts estén
cercanas; sin embargo, como ¢l algoritmo es estable, la solucién de Pla") y
P'(d) estan cercanas y por. lo tanto, la diferencia entre las respuestss de
P(d) 'y P(d) debe ser aproximadamente Igual = la diferencia entre . las



respuestas Pld) y P(d").

El nimero de condicidén empleado en este trabajo es el nimero de condicién
relativo y serd denotado por 1a letra K omitlendo el subindice que indica
relativo.

Si 1a funcién f tiene derivada de Fréchet 8/8x en x°, entonces (1.2) se
transforma en

. 1x‘1 o o .
(1.4) Kif, x') = =50 0 el b (y'e ) )
I," X =*

Un ejemplo particulsr de la relacion anterior es cuando X = R" y Y = R™.
La derivada de Fréchet, como es bien conocido, es un mapeo lineal definido por
el Jacoblano de f. La norma de vectores es cuaiquisr norma y Ia de matrices es
la norma inducida.

Con el empleo de la regia do ia cadena para la derivads de Fréchet, en
posible demostrar que el nimero de condicion de la composicion de funciones,
gof, cumple la relacién sigulente:

{1.5) K(gef, x) % Kig, y) KIf, x).

Esta  relacion establece que, sl Ia composicien de funciones es mal
condicionada, entonces al menos una de las funcionas s mal condicionsds. Esto
presenta alguna utilidad practice, ya que en sigunas situscionss, es més facil
tratar con un prodlema alternativo que sea la composicién del prodlema
original y de algin otro. Para determinar que el problems original es mal
condicionado basta demostrar que la composicién es mal condicionads y que uno
de los problemas que forman la composiclén, es blen condicionado. Una
splicacion de este resultado s¢ encuentra en el capitulo 3.
“ Sl la funcion £ de la definicion (1.1) es linsal, entonces

sup Mix e h) - Clx " lf(h)l'

thilss T this )
es independiente de x ¥ 8, ¢ igual a 1a norma de f. Por lo tanto In relcica
(1.2) se reduce a

.6 Kit, x) = -:1,‘-} "

Si f es Invertible, y se obtiene el supremo sobre f(X), de ls relacién
anterior, resulta



-1
wn K(f) = mp KTx) = syp !W‘il’—'m - i

El nimerc de la derocha, se conocs usualmente como ¢l nimero de condicion
del mapeo lineal f.

A continuacion, se aplica la definicién del nGmero de condicion a tres
problemas, que aparecen frocuentemente en andlisis numérico.

Problema 1: Evaluacion de una funcion. Si f:R — R es una funcion
derivable, entonces de acuerdo s (L.4) el nomero de condicién relativo estd
dado por

Kif,x) = #Ei—?—}llxl.

Por ecjemplo, para la funcidn de la tabla (1.1), ¢l ntmero de condicién

relativo

Kif,x) =

x?
a- u’)‘
s grande para valores cercanos s £i; en particular, sl x = 1-2”. o] nomero
-de condicién es Igual a s.24x10%. En otras palabras, la precisién esperads en
ls evsluacin de Ia funcidn esté acotads por 5.24x10° veces la precisitn’ del
punto de evaluacidn, es decir,

i (xeh)=r(x)8 s thi

=i 20 g

Problems 2: Célculo del producto interior de dos vectores; f(x,y) = (x.y,
con x, y « B El namero de condiclén de esta funclon puede obtenerse
directamente de ia definicion (1.2),

lr(lx.y)dh..h')) - fix,y)0 Ih..h,l
K, (x,y)) = ‘I“l'm I;‘Ils‘ { (%) m}.

donde h -‘(h.. hv)' Una manera natural de definir la norma de un elemento de
A'x 0" s

Hxgw = (m: . ul:)"'. conpal

Sl (pe2) entonces



2 2,172 1<x,h >+<y,h >¢<h b D}
08 K e 1im I gy y e Xy
&0 Pl gy 3
Como
lu.hv> + b OVQI‘.I\,N s I(x.hy)l . I<y.h.>l + Idl..hy>l
s AxNCh 0 « Nyddh 0 « Bh AR 0,
¥ ) sy
y eoligieado 3 h = —_ 3 . yahs -———L—-—-a,
o xiPeap®y? Y axideapy?

entonces el miembro derecho de la relacién (1.8) se transforma en
2 3172
lim VT 2 g, _exnap )
&0 1=PT - San2an®h? gxataye?
Por lo tanto

KU, (a,y)) = m%riﬂ' donde ¢ = cos Mex,y>/Axliyd).

Por lo tanto, el nomero de condicién, de! problema de calcular ¢l
producto interno, depende sélo del &ngulo que forman los vectores y no de la
norma de X o y; para vectores casl perpendiculares, K(f, (x,y)) puede ser
grande.

Problema J. La varlacion de una ralz simple de un polinomio. Dado el
polinomio

p(x) = s, tax ¢+ I’x’ * o nnx"

de grado n, interesa conacer como varla la raiz simple z, al perturbar
ligeramente los coeficientes del polinomio pix), es decir, que tanto difiere
z, de la raiz k-¢sima del polinomio perturbado
pe(x) = pi{x} ¢+ eqlx),

donde q(x) ® O es un polinomio arbitrario y c es pequefio. Los ceros de pc(xl -
udcmnrlnporz’(c).J-l.z.....n,npnldoodonanrdoln
muitiplicidad; z’(O) dencta los n ceros de pix).

Es bien sabido que Jas ralices de un polinomic som funciones continuas de
sus coeficlentes, Henricl en [Hel, Vol.l, pag. 281); por lo tanto z,(c) e una
funcién continua de ¢.



Para obtener el namero de dicion del probl es io tener una
idea de la variacion de z,(c) cerca de cero, De la teoria de funciones de
variable compleja, se sabe que z,(e) puede expresarse como una serie de

potenclas,

pes &
z,(c)- 2z +fbe.

} [ 13% )
Tomando e} primer término de Ia serie anterior, se obtiene -la aproximacien de
primer orden
a.9) z,(c) wz b,

donde b= z;(o). Para obtener una expresion pars b, se parte de la relacitn

que dede cumplic Ia ralz zl(c). det polinomio perturbado
p(z’(c)) 3 cq(zj(c)) = 0, pars todo ¢,
Diferenciando 1a relacién snterior, se obtlene una expresion para z', ({3}

p'(:l(c))t;(c) . q'(z,(:))z;(c) + q(z,(:)) -0,

} -q(z’(c))
V(I.IO) l‘(ﬂ - m .
Substituyendo b‘- z"(o) en {1.9), se obtiene una expresién explicita para
Ia aproximacién & :,(c),
’ q(z,)
{1.n) zl(c) [] zl - -?h—’, ¢
El nimero de condiclén para ¢l problema de determinar una raiz simple,
zl. de pix) es igual a
K( ) h(”" lel
Z. 6w - cl.
o Iz]p'l:‘, qlt,)cl
10 ’
Por ejemplo, si pix) -'l_l.(x ~ 1) y qlx) = x', entonces el cambio mds
drastico se registra en la rafz z,- 9, donde
1.12) :.(e) = 8§ - 13318.25¢.
Esto . significa que la ralz 2. 8, es mal a peq
perturbaciones del "coeficiente s, En la tabla (1.2) se presentan lss ralces
de) polinomio plx) + cqix), obtenidas con una aritmética de 20 digitos, y la

Alnt, A ®

1



" aproximacion (1.12)

Rafiz de Estimacion
[ pix)ecg(x) (1.12) |-
-32¢ 8.02543 8.02539
-16t 8.0127 8.01269
-8t 8.00638 8.00634
-Ar 8.00317 8.00317
-2t 8.00158 8.00158
0 8.0 8.0
2t 7.99841 7.99841
4x T.99682 17.99682
2 4 T.99368 7.99368
16t 7.9873 7.9873
2t T.9746 71.9746

Tabla (1.2). Comparscién entre la relacion (1.12)

y las raices de p(x)ecqlx), obtenidas con una

sritmética de 20 digitos de precisién.t = 2°(-23).

De acuerdo con 1a tabla anterior, Ia relacién (1.12) es una buena
aproximacion locsl de la funcion ',“’- pars valores pequelfios de c.

13 Algoritmon estables

Deade ¢! punto de vista préctico, qus un problema sss mal condiclonado
quiere decir que es dificii de resciver numiricaments; es decir, sl resultado
obtenido por el algoritmo pusde diferir considerablemente dal valor exacto.
Esta diferencis pusde no debesrse exclusivamente a la naturaleza del problems,
sino también al algoritmo. Sl el algoritmo es estable, entonces el resultado
obtenido no es afectado en forma significativa por los errores de redondeo.
Cuando el aigoritmo es Inestable la ecumulacién ds los errores de redondec
puede crecer rdpidamente § obtenerse un valor que difiera considersblemente
““del valor exacto. Ls técnica goneral para determinar la estabilidad numérica
de un algoritmo es conocids como andlisls retrespective, Introducida por
Wilkinson en (Wi4l con el propdsito de analizar alguncs sigoriimos en algebra
lineal. En el andlisis retrospectivo se irata. de demostrar que el resultado
numérico, y's y ¢ 4y, de un algoritmo para calcular y = ¢(x), puede ser
sscrito de Ia forms y' w ¢(x ¢ 8x), es decir, que el resultado es ia ‘solucion
exacta de un problema con los datos perturbados. Si MAxl es pequefic e dice



que el algoritmo es estable.

Por ejemplo, el algoritmo de substitucion hacia atrds (o hacia adelante)
para resolver un sistems algebraico lineal Tx = b, donde T &« R"™" es una
matriz triangulsr no singuler, es estable. Wilkinson en (Wi3, pag.100)
demuestra que s! u es la unidad de redondeo de la computadora, n el orden de
Ia matriz y nu < 0.1 entonces la solucion numérica, y, del sistema Tx = b
satisface '

(T+E)ym=b,
donde
le s ()1 -§+ zlwhul. 1sLysn,

¥ ¢ o8 una constants del orden de la unidad.
Un ejemplo de sigoritmo inestable es la evaluscién de la funcidn Besssl
Lxh e Al E i S
- ) f-o wlm e a) '
por medio de la relecion de recurrencia

2m
x

1.19) J-.‘(_l) - l-(xl - J-_‘(x) mel,

con J (x) y J{x) conocidos,

En la tabla (1.J) ss presentan los valores calculados de J‘(I). cuando
0y J‘(l) son empleados con una. precisién de 6 digitos y los valores
subsacuentes  de lm(l) son obtenidos por medio de la relacion de recurrencia
anterlor.
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m 1 (1) 3 (1)
- -

Calculado Exacto
[} 7.6519E-1 7.6519E-1
1 4,4005E-1 4,400SE-1
2 1.1490E~] 1. 1490E-1
3 1.9566E-2 1.9563E-2
4 2.4432E-2 2.4766E-2
-] 3.7941E~4 2.4975E-4
6 1.3009E-2 2.0938E-S
7 1.5231E-2 1.5023E-6
8 2. 1194E-) 9.4223E-3
9 3.3758 S.2492E-9

10 6,0552E«1 2. 63J06E-10

Tabla (1.3). Evaluacionde la funcién de
Besse! por medio de un algoritmo insstadle

La serie que define la funcién de Bessel converge rapidamente a cero y
ademss el nimero de condicién de 1a funcitn
S_.lh)ll
- x ’
no es grande para valores de x cercanos & 1. Por lo tsato el algoritmeo (1.13)
es numéricamente {nestable para evalusr J (x), stn pars valores moderados de
m.

K(J_. x)s im - |x|

La evaluscion de Ja funcion de Bessel pueds realizarse, con mejor. éxito,
sl se emplean fracclones continuas psra aproximaria, o blen, evalvar la
relacion de recurrencia con aritmética de multiple precisién o racional.

L1e



CAPITWLO 2

CONDICION NUMERICA DEL PROBLEMA AX = B

2.1 Anilisis de sensibilidad sin el concepto de norma
2.2 Norma de matrices y vectores

2.3 Andlisiss de sensibilidad del problema Ax = b
2.4 Problemas efecti bién condiclonad:

Determinar como se modifica la solucion del sistema algebraico
@ Ax = b,
al perturbar los datos del problema ligeramente, es uno de los problemas
mis importantes del aigebra lineal numérica, Los datos del problema son:
la matriz no singular A ¥ el vector b.

Un estudio sistematico de este problemsa aparece cuando se. introduce el
concepto de norma, pues permite establecer relaciones simples del error de la
solucién del sistema aigebraico (2.1).

2.1. Andlisls de sensibilidad sin el concepto de norma. -

.Dm Noble, en (Noll, hace un tratamiento de! andlisis de error sin el
concepto de norma. Para ésto propone cuantificar el cambio que sufre la
soluclén de (2.1) con respecto a cada dato del probiema, .

En el caso general, es decir, cuando la matriz A y el vector b son
perturbados, se obtiens e! sistema perturbado
(2.2) (A+8A) y = (b + 8b),
donde SA = (6”), & = (ab.) e y es la solucién de nuevo sistema. De (2.1) y
(2.2) se obtiene

2.3 y - x = A7'(8b - sAy)

15



Si el dnico dato que sufre cambio es la entrada b.. entonces la relacién
(2.3) se transforma en:
y-x = A 8,
o de manera equivalente

ax,- y'- xl- ¢"8b. . J* L2 ..,n

donde ¢’ es el elemento (J,k) de la inversa de A y n es el orden de Ia
matriz, De acuerdo con Ia relacion anterior, el efecto de la perturbacitn de

b.cnll luclon del , depsnde de la magnitud de la k-éeima columna de
A" en particular, para la entrada x, el factor de magnificacion es .
Elerror relativo de xl resp ap flas varisch relativas de la
entrada b.. satisface la relacién
UJ- x,l Iabtl
=K
lx'l [ ] IF‘I '
donde
le, bl 1A b, |
1 Nk
2.4 K’-—Ti:r— _Tx—,ﬂ_"
ls-em.ltyItuncsleot‘m:tormu’l Los factores K son conocldos como

los ndmeros de condicién para camblos relativos en l’ uma‘u por camblos
relativos en b

La relacién (2.4) es valida sdlo cuando X,y b, won diferentos de coro.
Si el ntmero de condicion, K_, es grande, quiere decir que la entrads x. de
ia solucién es muy sensible a perturbaciones de b..

Por ejemplo, la matriz del sistema aigebraico

a A - i)

tiene como inversa la matriz

9 =36 0
=36 192 -180}°
30 -180 1

La solucién del sistema es:
x = 69, X =306 y x = 3%0 .

16



La solucion exacta pars el sistema perturbado, Ay = b + 3b, es
' y = 9% - 368 +308b + 69,
A -m‘ + lmb’ - mabn - 396,
9" :ltmal - uoab, + 1908b, + 390.
LanMdtcuﬂlcldnK’puruj-l.Zya.k-l.Zys.wn:
K,* ¥, K, 0. K = 2023,

K= Vi, K = 0, K = t0/,
K * 113, K= 0, K = 12/13.

De acuerdo & eate tipo de andlisis, la entrada x, e Ia més afectads por
perturbaciones en b:.

Por otra parte, 8! el dnico date del problema que cambls es la entrada
(pQ) de ls matriz A (cambdla de L a"). la expresion (2.3) ss
transforma e '

y-x=Alsny
es decir
Ox’ - 'b“n’l - cbaa’.(x’o ax,).
para je}, 2 .0

Si la perturtacion u” s pequefis, el témino u"ax, puede omitirse de la
relacion anterior, pars obtener

oy x =y

ﬂmulluvodcx producido por cambios en llentndul de la
matriz A, estd dado por
iy - x,l Ml"!'
LERE e lu"I

K - c'a ‘x‘l A "l {_:ﬁ'—,r

.. Los nGmercs K, e’ ¥° los uﬁm de condlcién relativos a camblow de l’
respects & pequefies camblos relativos de L



Estos nameros, al igusl que los anteriores, deben de Interpretarse como
factores de amplificacion de las perturbaciones relativas, ocurridas a cada

dato de problema y tratadas en forma independiente.

~ Por ejemplo, si la matriz del sistema algebraico del ejemplo anterior, es
perturbada en la entradas que a continuacion se Indican

1 2
2 I3 +e 14
173+¢ /4

1A+
I/5+8

i

entonces la solucion exacta de este sistema perturbado es:

69 - 2448¢ ~ 4320c’+ 7308 ¢ 2160cs

11« 252¢ - 2160c%- 2160¢” + 1808 + 2160cs

-396 + 2840c -1083

390 ¢ 2880c - 2160¢c’

’z 4 3
1 ¢ 252c - 2160¢” - 2160e” + 1808 +21608

7" ] 0
1 + 252c - 2160c” - 2160c” + 1808 ¢ 2160cd

Los numeros de condicién x,nwlluvdwud-pquumlel

matriz son:

K‘ ) 390723

K|.ul 1584720
Kl.:ll. 10
K, 5" 078

2,

Kl.lfl. 130711
xt.u- &4

" ns/u
Km- 3901t

Con este enfoque, si todos los nimeros de ocondicin K, 7K wn
pequefios, entonces se dice que un sistema algebraico del tipo (2.1), e blem
condlcionado, Caundo algunos de elios son grandes, se dice que ¢l sistema o8
mal condiclonado. El concepto de pequefio o grande es relativo y depende de la

aplicacion,

Los nameros de condicién son pequefios bajo este punto de vista, cuando el
det(A) no es mucho mis pequefic que los términos Individuales de la suma

siguiente:



n
4 = det(A) TEIAII.I"

o bién cuando §l lado derecho b se elige de manera que las entradas del vector
" solucion no son pequefas.

Este tratamlento es impractico pues requiere del calculc de un gran
nemero de nimeros de condicion para un solo sistema algebralco.

En sigin tiempo se pensé que ¢ determinante estaba en estrecha relacién
con la condicion del sistema, sin embargo, por una parte, existen sistemas
bien comportados donde el determinante es pequefic y por otra; sistemas donde
fa matriz es mal comportsda y el determinante no es pequefio. Un ejemplo de la
primera observacion es una matriz disgonal con entradas igual a 10°Y, o
determinante de ia matrlz es de 10°*", y sin embargo es fécil de obtener su
solucién. La matriz siguiente tiene un determinante igual 1 y sin embargo es
muy mal condicionada.

-

29 24

Otra carscterizacién, ‘propuesta por Von Newmann y Goldstine, (voll, es

considerar ¢l coclents

max [a |
{2.6) T'!n—p—l‘- '
donde A‘m los valores proplos de la matriz del sistema. Valores grandes de
este coclente indicarian que ¢l sistema es mal comportado. §in embargo la
matriz definide en (2.5) e un contraejemplo a este intento, el coclente
(2.6) ou igual a 1.

Otra idea seductora es que, i la matriz es mal condiclonada entonces, un
elomento pequefic sparecers en la diagonal de la matriz trisngular superior,
durante ls eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial. SI la transpuesta de la
matriz (2.5) es el factor trisngular superior, obtenido.en una factorizacién,
entonces et matriz, también, es un contrssjemplo; claramente no tiens un
elemento pequefio en la diagonal y sin embargo es mal condicionada, ’

A diferencia del tratamiento de Noble las tres Gitimas caracterizaciones
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no proporclonan cotas sobre el error obtenido en la solucién.
2.2. Normas de vectorss ¥y matrices.

El ‘andlisis de error y sensibilidad del problema (2.1), se hace
actualmente a partir de las normas de matrices y vectores. El propisito de
esta seccién es presentar algunos resultados de la teoria de normas necesarios
para los capitulos posteriores.

Las normas de vectores empleadas seran las p-normas, definidas como:

n ve
- )
lxl’ [,!_:llx,l ] PR lSpsae,

Las normas de matrices mis empleadas en andlisis nimerica_son: la norma
de Frobenlus

[ n 2 17
2.7 1AL [.gl Ll ] .
y las normas Inducidas por las p-normas de vectores
m..
2.¢) IAI’ - max "'l'i1"

La normas emplesdas frecuentemente en el estudio y estimacién del nimero
de condicién son & ':' [ ] 'z A l. y la de Frobenius. La primera y la tercera
tienen ~preferencia en los chlculos  numéricos, pues #dlo requisren de
operaciones elementales pars su evaluacion, mientras que las otras dos
presentan facilidades en la demostracién de algunos resultados.

Las normas anteriores tienen ilas  propledades sigulentes, las ' cuales
también son vilidas para matrices rectangulares m x n. Una buena referencia
para las demostraciones es [Toll. ’

m IAI‘ =0, |§|'.”"

La norma | de una matriz es igual al méximo de las sumas de los valores
absolutos por columna,

(1) IAI’-v/A (A'A) =e¢_(A
| 1t man



La norma 2 es lgull [ ln raiz - cuadrada positiva del valor proplo més
grande de la mutrlz A'A (o M ), también conocido como el valor singular mas
pande de A A es en el caso complejo, la transpuesta conjugada de A y en el
caso resl, es la transpuesta de A. En la literatura esta norma también se
conoce como ia norma espectral de A,

mn LU R ,i:lllul.

Esta propiedad es similar a la de la norma 1, solo que el miximo se
toma sobre la suma de los valores absolutos de los renglones.
" Otra relacién importante, que relaciona la norma espectral y la norma de
Frobenious es

/2 ,I/I

av) ¥AN, = [Traza(A"A)I"% = [Trazatan’)

}:c(A) . T = rango de A.
(L}

Estas normas cumplen, ademds, dos propiedades adicionales que facilitan el
antlisis de error de los sistemas algebraicos lineales. La primera, conocida
como consistencis de las normas de matrices es
(2.9) lulls IAIIIBIQ.

donde lll. IIz y lla son normas inducidas p o la norma de F. Se|undu.‘ la
consistencia de |a norma de Ja matriz respecto a una norma p de vectorss:
(2.10) IAxlvs lAlllxIv para toda x y toda A,

donde ¥4 . al igual que en el caso anterior, es una norma inducida o la norma
F. Las propiedades (2.9) y (2.10) no necesariamente se cumplen para cualquier
norma, por ejemplo, en la norma méxima

", = pay Iaul

no la satisfacen, pues IABI. = 2, mlentras NAN .

las matrices AsBew [. :

Bt =,
]
Es bien conocido que dos normas en un espacio lineal de dimensién finita
son equivalentes, es declr. para cualquier par de normas de matrices ll y III
exlmn constantes yosmvu c(p, qQlye (p. q) tales que

el



(2.1 C UAN 5 HAN s c NAN .
1 [ q 3 ’

Zlelke, en (2i2), proporciona las constantes c, yc, para varias normas
de matrices rectangulares y que coinciden con los resultados ya conocidos para
matrices cuadradas. En la tabla (2.1) se presentan las constantes para el caso
de las cuatro normas de interés.

Las constantes arriva mencionadas, son las mejores positles, es decir,
para la desigualdad (2.11) y cualquier par (p, q) existe una matriz A, donde
la igualdad se cumple. Algunas desigualdades importantes pueden obtenerse de
la tabla, por ejemplo, para estimar la norma espectral de A puedm emplearse
alguna de las relaclones sigulentes.

212) 7‘:— WAL, % BAN, # VR BAL,

213) 7,;_ WAL, % AL, = VR IAL,

219 El._ WAT, S AN, 3 AN

(2.15) 7;— (ALIAL) " 5 0Ar, s AN a2



C
L
IAl. lll" IAIl lAIz IAI. IAI'_
1 1 !

AN - —_— —_— —_~

! v n v
AN = - A A

: v v v
AN AR A - 1

- m vm Ym
VAR, L 1 A .

vm v
c
2
AR, - vm m vVm
AN, vn - vm 1
n vn - v

(L1
IAI,, vn r vm -
r = rango de la matriz A.

Tabla (2.1). Constantes cl(p.q)y cz(p.q) para la equival encia
entre las normas i, 2, F ¢ » de matrices nxm.

Ejemplo. Sea A la inversa de !la matriz de Hiibert de orden J,

9 -36 0
As ~36 192 -180(°
0 -180 1

Las diferentes normas de la matriz son IM| » IAI.- 408, lAI2 = 372,1156
Y WAL= 372.2056. Con las desigusidades (2.12), (213), (2.14) y (2.15) se
obtlene

235.5589 = IMz 2 408,
235.5589 3 IAIz s 408,



214.8930 s IAIz £ 372.2056,
235.5589 s IAII & 408,

Las cotas obtenidas a partir de la tabla 2.1, pueden resultar muy
holgadas y en algunos casos impracticss, sin embargo, es la Gnlea forma simple
de estimaria.

Previo al! andlisis de sensitividad de (2.1) se presentan algunos
resultados basicos de la teoria de normas.

El primero de ellios establece que la norma de la inversa de la matriz
{dentidad perturbada, no se aleja mucho de 1 si la perturbacion es pequefia.

Teorema 2.1. Sea E una matriz de orden n tal que WEI < 1, entonces I- E
es no singular y
H-E"e s (- En
Dem: sea x ¢ 0 entonces
H(I-E)x)M = dx - Exl & dx# ~ UExD
x ix8 ~ JE0 IxE
® (1 - NED)IXE > O,
Como | - 1EN > O y x # O, entonces (I-E)x @ 0 y por lo tanto E es no
singular. Por otra parte, como

I= (-ENIE),
se tiene 1 s MFENFEN' » 1D - EG-EN'S
= (B - sEa-E)
® A-E)7' - 1Er e,
entonces M(I-E)'N s (1 - KED)' o

En algunos libros de texto, se pasa un detalle por alto, en I
demostracion anterior; no necesariamente la norma de la matriz identidad es 1.
- Por ejemplo, 1a norma de Frobenlous de Ia matriz identided es (n)'. Este
resultado es vdlido sclamente para las normas inducidas.

Colorario 2.1. 51 JES < 1 entonces

11-0-E"1s

(1]
T :
Dem: Del teorsma anterior se tiens que la matriz (I-E) es no singular,
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por lo tanto
t-pn-ptal
H-Et w1 e BT -B7,
1-0-8"=-E1-E"",
- - BN s aEn - B
- Aplicando el resultado del teorema anterlor se obtlene
m-a-ets B o

Teorema 2.2. Ses A uns matriz no singular y WwE ¢ 1, entonces A + E es
no singular y (A + E)puede ser escrita de la forma:

AeE)' s (1o

' -1
donde: WPt s —2A_ER

= sdemis
1- s
- aeer™ e
mw'’ 1-1"'pr

Dem: del teorems 2.1 #s tiene que | - A™'E o3 no singuler y por lo tanto,
A+ E = All - A”E) o5 tamblén no singular, ademds

A+E = a1+ AEN?
= (1+AE)0!

s(lel-le (1A'
Sl s define F = -1 « (§ - A'E)" y se aplica i corolario (2.1) a la
matriz A™", se obtiens

-1
Wiell-(1+sA'EV s __'.!‘_E!r_
1 - IATEN
Ahoracomo A+ BT = (1 ¢ FIA?

a At e,
(TN TS e N %]

s AN OFN,
entonces



A - (A WErN

A 5 I o
T |

Colorario 2.2, Si K{A) = NAK §A™' y ademss 1A™'N BEN < 1, entonces.

EY
K(A)-—m—
N $ ——pp—
1e K(A,m
IEN
, nt - e eyl KA
nh i- K(A)W'Er

Dem: del teorema anterior se tiene que
FE - OF0 WAT'EN s IAEN,
e s IAE 8 e R0 IR
S 1AV KES o 0F0 0A7'8 g,
IFNG - A7 UEN) 5 A7 REy,

TN

IFis
1 - I

K(A) 35

[1]] ey . 0@
1 = KéA) N7
La demostracion de la segunda parte del corolario es similar 3 la
demostracion de la segunda parte del tsorems 2.2, i

2.3 Anélisis de sensibilided del problema Ax = b,

De acuerdo al andlisis retrospectivo de Wilkingon [Wi3), resolver el
sistema algebraico (2.1) por medio de wna computadora digital, con urllmﬁlcp )
de punto flotante, es equivalente a resolver exactamente el sistema parturbado i
(2.16) (A+8A) y =be b,
donde las perturbaciones dependen, principaiments, del método y la computadors
empleada. Determinar Is magnitud de lss perturbaclones es el cometido del -
andlisis de error. ‘



Este tipo de anAlisis, aunque importante, queda fuera del alcance de este
t.rlbajb. sdlo se aborda ¢l andlisis de sensibilidad de la solucién respecto a
poqueflas perturbeciones de los datos del problema; para el problema (2.1) son
1a matriz A ¥ el vector b.

El antlisis se sensibilided para el problems (2.1), se dividi6 en tres
casos:

Caso 1. Las perturbaciones afectan solamente el lado derecho de (2.1). La
relacion (2.16) se transforma en

@21m Ay =b ¢+ 8b.

Substituyende (2.1) en (2.17), se obtiene
¥y~ x = Adb,

Por o tanto

by - xk = IA"'3b).
Aplicando (2.10), se obtiene una cots del erfor en término de la norma de Ia
inversa de A,

Ny - xb s 1IA”'D M8bA.
Finalmente, aplicando !a desiguaildsd 1/ixk s NAN / ADN se obtiene,

(2.18) L -%:-' .

una cota de] error relativo de Ia solucidn del sistema Ax = b, al perturbac
ligeramente ol lado derecho. La cantidad K(A) = ¥AN NA™'N, se conoce como el
ntmero de condicién de la matriz A. El namero de condiclén, en este caso, da
ol factor de magnificacion de la perturbacién. Cuando este nimero es
relativamente grands se dice que ¢l sistema es mal condiclonado.

Poc ejemplo, 8i K(A) es del ceden de 10° y In perturbacién relativa de b
es del orden de Ia precisisn de la computadora, por ejemplo 1077, entonces Ia
- -solucién - de] sistema tendré una precision de, a lo mas, 2 digitos de
precislén.

Caso II. Las pertubaciones sélo afectan a la matriz A. El sistema perturbado
o

(2.19) (AsdA)yunbd,
(A+8A)(y~x)mbd = (A + 8A)x,
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substituyendo (2.1) en (2.19) se obtiene

(A+8A) (y-x)= =8A X,

y-x = (A+3AY-8A x).
Por lo tanto

By - x0 = B(A + 3A)(=3A )0,
st 1A™aAn <1 y aplicando ia propiedad (2.10) y el teorema (2.2) resulta

By - xv s 0ATURC 1+ UFW) NBAN wxn,

[T |
1= 5A" 30

Dividiendo cada miembro de la ditima desigualdsd, por Wxl, se obtiene una cota
del error relativo de la soluclén de (2.19),

Ix - y0 K(A) 18A8
2.20) 7 e ["m-]

BSAN Ix0.

ty-xt s

Cago 111, Casc general. Las perturbaciones afectan tanto a la matriz A como al
vector b, De la relacion (2.16) se tisns que

(A+8A)y =b + 8,
(A+8A)y-(A+3Axmb+ b= (A+ 8AK,
(A+ an)(x_-n-ab-m.

(x - y) = (A + 8A)'(8b - 8Ax).
Por lo tanto

Wx - yi =i(A + 8A)'(8b - BAXN.
De Is propiedad de consistencia y del teorema (2.2) se obtienc
Ix -~ yi s 00 o FOAT (080N o NaAREXN)

-1
A iisen o naatman),
1« HA "8AR
Finalmente, de I desiguaidad 1/ixl s NAN / b1 se obtiene una cota del error

relativo de la solucién
= - 8 K(A) asby | 13Al
(221 - ] + .
xh T ( Wi T )
Ademas si NA™NESAR < 1, entonces Ia relacion (2.21) se transforma en

28



. ¥x - K(A) I&blt N3AN
222) e * ko (6 C
I—AT

2.4 Sistemas efectivaments bien condicionados.

En la seccién anterlor se demostrd que la sensibilidad de la solucion,
del problems Ax = b, estd relacionada estrechamente con la magnitud del nimero
de condicitn del problema de inversicn, K(A)e NARNA™'N.

Existen, sin embargo, alguncs sistemas donde las cotas de error pueden
sobreestimar  considerablemente ia sensibilidad real de la solucién del
sistema, por ejemplo, en sistemas algebralcos lineales, donde A es la matriz
de Vandermonde; emnodux)x )...>x > Oy el lado derecho con Ia
propledad: b- (-l)b s 0, pau i= 2, « N La sensitilidad de la
soluclén, m este llpo de sistemas, no crece wmmte como lo
establecs @ nomero de condicion; mas adn, Higham demuestra en {Hi5) que, si
ol algoritmo de Bjérck-Pereyra [Bjl] es empleado para resolver este tipo de

"“sistemas, ol error relativo producido en la componentes diferentes de cero del
vector solucion x, es independients de K(A).

Tony Chan en [Chl] llama a estos problemas; problemas efectivaments bien
ocondiclonados, y caracteriza la sensibilidad de la solucién no séio en
términos de A sino también del lado derecho.

A partir de la descomposicion en valores singulares, puede demostrarse
que sl A X ® b es el sistema exacto y (A + 8A) y = b ¢ 3b el perturbado,
entonces

2.23)

¢ IP L1
l:xl nu-l [ ] Iﬂbl pars 1S ksn,

en donde, -UU'.lIksn.ueloporMorproyeeclén.conU-lu
oYy le R"h C\nndo k = n se tiene una desigualdad ya conocida.

Ll relacién (2.23) establece que la sensitividad de la solucion no
depende sblo de los tamafios relativos de los valores singulares, sino también
de la proyecclén de b sobre los valores singulares izquierdos de A. Si b tiene
una  fuerte componente en el subespacio definldo por U., entonces la
sensibllidad de la solucién puede disminuir por el factor HRU/UP b,

Para matrices de Vandermonde con nodos positivos y diferentes, como los

net-k’
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sistemas mencionades anterformente, sus vectores singulsres uwy v.tlenen
k - 1 camblos de signo; en particular, el vector singular izquiardo v tiene
los mismos cambios de signo que el lado derecho propuesto.

Este y otros ejemplos sugieren que la definicion de namero de condicién,
para el problema (2.1), no necesarimments es Ia mas adecusda para medir la
sensibilidad real del problema. Una asiternativa es retomer la definicion
original de Rice, (1.3), y hacer supuestos sobre el tipo de perturbaciones,
que pueden presentar los datos e introducir en el andlisis de sensibilidad la
informacion sobre la estructura de la matriz. Con ests tratamiento pueden
obtenerse cotas de error mas aproximadas.

Una posibilidad es emplear ¢l nimero de condicion local K(A, x). definido
como
(2.26) KiA, x) = (BAxB/axaA™),

Claramente, K(A) e el supremo del ntmero de condlicion local, es declr,

K(A) = NA”'s sup (WAXI/AX1) = [T TTYR

SI BAXD y Uxil son del mismo orden de magnitud entonces, KA, x) e
esencislmente NA'N, sdemas el nomero de condicién local pusde ser moderado
sunque K(A) sea grande.

Skeel, en [Ski], considers el sistema Ax = b, con A una matrix cuadrada
no singular sujeta a perturbaciones de Ia forma A » A ¢+ K, IE| s elAl, ¥
b+ b+ d |dl s clb|, donde |.| denots la operacién de remplazar cada
elemento de un vector © una matriz por su valor absoluto. Para perturbaciones
que solo afectan la matriz A, Skeel introduce el némero de condicién

llxl.
(2.25) cond(A, x) = lim  sup TR
¢4 |gl=clAl "*'e

donde (A ¢ E) (x + 8x) = b. Y demuestra que

HAT AL
cond(A, x) = -t L
»
El valor mximo de condlA, x) = cond(A, ele KIATIIAIN,. Una de Ies
propledades - mas Importantes de este numero, es la invariancia bajo
escalamientos de renglones, de hecho, si D = dlq(dl) €5 una matriz diagonal

se cumple la relacién

(A’ DAL = 1A 1D IDLIAL = 1A 1Al



Este nomero de condicion es empleads por Higham en [Hi6] para predecir el
comportamiento del error hacia adelante en 1a solucion del sistema triangular
Tx = b; concluye que la solucién de sistemss triangulures depende del lado
derecho, . y puede ser muy aproximads, sin importar el tamafio del nimero de
condicion de la matriz. Por ejemplo, sl T es una matrix triangular superior
con

hnl [ 3 "'l' para }) |,

entonces 18 matriz telangular W » |T71TI satisface ", 2 pars § 4,
os decir, cond(T) estd acotads por un valor fijo n, sin Importar el valor de
KT = 1 maTe.

De este capitulo s¢ concluye que el namero de condicion de la matriz A,
K(A) = BANEA"'S, eots relacionado estrechamente con el factor de magnificacion
de la incertidumbee presents on los datos dei sistema -matriz A y vector b-
Sin embargo, las cotes de srror obtenidas en (2.3), pueden sobreestimar
conslderablemente 1a sensitividad resl de la solucién pers clertos sistemas.
La estimacién pusde mejorar cuandd se toma en cuenta el lado derecho del
sistems o o} tipo de mubulomi que pueden presentarse en los datos.
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CAPITWLO 3

EL NUMERO DE CONDICION DE POLINOMIOS

34 Evaluacién de polinomi
3.2 Representacién de polinomice
3.3 Generaclén de polinomlos ortogonales,

"Los polinomios son empleados como un medio pars aproximar en cas{ todas
las dreas de! andlisls numérico, y proveen de una herramlenta matemitica para
el desarrollo de métodos en la teoria de aproximaciones, integracién numdcica
y solucién numiérica de ecuaciones diferenciales ¢ integrales.

Loz polinomios son, sin duds, las funclones mis empleadas en el andlisis
numérico y existe un gran nimero de trabajos donde se estudian las propledades
de estas funclones, Inclusive algunos de los problemas clésicos de polinomios
ya tiensn més de un siglo de haberse plantendo. Sin embargo en contraste con
el amplio nimero de propiedades matemiticas conocides, esté el reducido
conocimiento de sus propledades numéricas; no fué sino hasta mediados de este
siglo que empezaron a dlarse las dificultades numéricas que se presentan
en algunos problemas relacionados con polinomios.

En este capitulo se abordan tres problemas mal condicionados relaclonados
con polinomios: evaluacion de polinomios, representacién de polinomics y
generacion de polinomios ortogonal Ademis se presentan aiguncs algoritmos
estables para resolveriocs.

3.1 Evaluacién de polinomice.

Wiikinson - {Wil), a principlos de los aflos cincuenta encontrd, al reslizar
un experimento numérico, que evalusr un polinomio, inclusive de grado modesto,
puede resultar un proceso dificll, es decir, que el resultado obtenido puede
diferir considerablemente del valor exacto.



Un ejemplo de esta observacién, es el polinomio

10
(3.1 Pix) -li_l|lx - 1),

el cual tiene todss sus raices reales y diferentes, ademis no estin cercanas
entre si. El experimento consiste en generar una tabulaclén del polinomio
P(x), expresado en forma de potenciss, en (0, 10] con pasos de 0.1. Si el
experimento se reliza en una computadora 1BM-PC o compatible, lss cantidades
son representadas en punto fiotante de preclsion senclila (23 bits de
mantisa), ls aritmética se realiza a 64 blufh y ademts si se emplea, en la
evaluacion del polinomio, la regls de Horner o tamblén conocida como
muitiplicaclo {dad los valores caiculados del polinomio, en los

ceros del polinomio, son los que aparecen en la tabia (3.1).

X Pix)
1. 000000 0.317413
2.000000 -2.432587
2.999999 0.865173
J3.999998 ~10.735942
4.999998 137.355286
5.9999%7 -107,856201
6.999996 381.536987
7.999998 877.128662
8.999998 -909.637024
10. 000002 ~706.004761

Tabia 3.1. Valor del pol inomio
10 n
Pi{x) -ll_ll (x-()enx s T .1

[T}
con n = 10, 20, ..., 100

El nimero rea! 0.1 tiene una representacion binaria periodics, por lo
tanto, su representscién de punto flctante es aproximads. La representacion de
punto flotante de 0.1, denotada por float{0.1), depende de la aritmética
empleada, por ejemplo, en Turbo C (V2.0) y Fortan (V3.2), flost{O.1) > 0.1,
y en Turbo-Pascal con aritmética rapids, float(0.1) < 0.1

Il‘.nc tipo de aritmética, ¢s compartido por varios paquetes de programacitn.

para las computadoras IBM y compatibles (XT y AT), y corresponde & la del

aritmético Intel-8087 o su emulador. Ambos realizan ia sritmética
[ GJl bl;l de mantiss, 15 bits de exponente y un bit de signo pars )a mantisa.
Ver {Inl}.
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Al Sumar float{0.1} reitersdamente, se van acumulando los errores, de

L]
maners que n ‘-:;::‘Floct(o.l) puede diferic considerablemente de n. La
diferencia entre nyn depende tamblién de Ia writmética, por ejemplo, el
coprocesador Intel-8087 o emulador redondean el resultade de Ja suma antes de
depositario en memoris. En las figuras (3.2) y (3.3) se presents ! -residual

relativo

n
ResRelin} » {,Z roat(0.1- 30}/ 3o

para sl problema de sumar flost(0.]) iterndamente. con ia aritmética répida de
Turbo-Pascal (V4.0) y la del coprocesador Inte]-8087 respectivamente.

Residual Relativo
ReoRol(N) = (Sum(Y, 10 7 N, Q1) ~ N}/N

-10
4@.{
-30 4
-40 -4
-850 +
-80 -

-70 -4

Resitel en Epeilon

-80 4
-0 o
-100

=110 +

~120 T T T T T Y T T T

N
. Turbo Foscal V4.0

Figura(2.2) ResRel(n) con aritmética Turbo-Pascal



Residual relativo- (eps. = 1.193E-7)

o ResRal(N) = (Sum(t, 10°N, 0,1) =~ N) / N

350 4

2%

200

150 ~

ResRel{Epsiion)

100 ~

2\

1 st "w (1] 0t s 3o »1 L L

[
= Flos (TC20)

Figura 3.3, ResRel(n). Con aritmética del Coprocesador
artimético Intel-8087 o emulador.

El experimento muestra dos aspectos Importantes que se presentan al
eveluar una funclén.

Primero: la precision del punto de evaluscion; lss graficss (3.2) ¥y
(3.3), revelan que e} punto de avaluacién pusde estar lajos del valor resl;
este caso, se debs a los errores acumulados &l sumar reiteradamente
float(0.1).

Segundo: Para justificar el comportamiento observado al evaluar el
polinomio, basta hacer un anslisis de error simple, pero suficiente.

La evaluacién del polinomio

2 n
- + +* * ..
pix) s, taxsax .

en x = z se realiza por medio de !a regla de Horner. Los pasos del algoritmo

son



Si - los calculos se realizan en forma exacta, excepto, en el k-ésimo
paso, donde el error introducido es € (en la aritmética en que se realizs el
sxperimento, © corresponde 8l error de redondeo de la sritmética), entonces,
Ia wolucion caiculada s, satisface I relacién:

p(z) = plz) + ¢ * x"

El walor calculado y ¢l exacto son iguales, hasta antes del paso k. El
orror, presente en el paso k, pusde interpretarse como el evaluar exactamente
un polinomlo que diflere de p en su Lk-ésimo coefliclente. Aunqm' ta
obssrvacion es trivial, tiens Importancia practics, pues muestra que los
errares producidos en los cdlculos son equivalentes, en su efecto, a perturbar
fos cosficientes originales del polinomio y realizar el célculo en forma
oxscts.

" Para vealizar o andlisis de error completo, debe considerarse que en
cada paso del algoritmo, puede pressntarse un errot.

s ]
n

L L]
s mwz%g +a +c
n=l L} n-) n-l

.' mz® * . *
o S, * % %

p.(z) = l;

_ Sigulendo un razonamlento similar, puede demostrarse que:

. p'(z) = plz) + gl2)
donde
n-1

q(z) = LA c" zZe.. 4 cn_l' 2



De esta manera, evaluar un polinomio por medio de una computadors, as
equivalente & evaluar  exactamente un polinomioc con los coeficientes
perturbados. La magnitud de la perturbacton € v s‘(l . c,). donde c es el
epslion de la aritmética emplesda (en este ejempio ¢ & £19209x10° "),

De acuerdo con Ia definicion 1.1, el problema de evaluar este polinomlo
cerca de sus rajces, es un problema mal emdlcldmao. pues

10 1
KIP, %) = I%IL iy

1=
es grande pars valores cercancs a las raices.

Existen varias alternativas para evaluar adecuadamente poiinomios mal
condicionados. Una posibilidsd es emplear aritmética de multiple precision
(por ejemplo, ACRITH, [JAI} o bien aritmetica exacta (paquetes: DERIVE y
REDUCE, [Rail). Alguna de estas opciones es conveniente cuando se requiere un
reducido nomero de evaluaciones del polinomio; pues el tiempo empleade por el
sigoritmo es considerablemente mayor,

Otrs disyuntiva es emplear algoritmos especislizados; que aprovechen
clertas propiedades de ilos polinomios. Como por ejemplo, s el polinomio
pusde escridirss como un producta de dos o mis polinomios, entonces, la
scumulacion de los errores puede reducirse sl realizer la evaluacion de cada
factor por separado,

Una posibilidad més es biar is repr ién del pollnomio, es decir,
expresario como una combinuctén lineal de una base de polinomios diferente a
donde @) problema es mal condiclonado. Ei trabajo adicionsl, que sblo se
reslizs una sols vez, es transformar el polinomio original & Ia nueva base,

Rice en (RI2) da algunas de las representaciones més comunes, su calldad
numérics en relacion al problema de la evaluacion y su compiejidad, Para
ejemplificar ests opclon, considérese la representacion de un polinomio en Is
base de los polinomios de Newton. El poiinomio de Newton de orden n es
construlde a partic de n nGmeros reales LRI X

Notx) -]
N (x) = No(l)(x ~c ). ix ~ )

N’(x) - N,(x)(x - c:) -(x -~ c‘)(x <))



Nn(x) - Nn_‘x)(x - cn) = (x - cl)(x - cz) v (x = cn)

Dedo un - polinomio ménico, pi(x), éste puede escribirss como uns
combinacion lineal de estos polinomios, es decir:

(3.2) p(x) = b N, + b'N‘(x) LI bnNa(x)

Cuando cmc, = .. mc, (3.2) se conoce como la representacién de pix)
con desplazamiento. Si los cl'i son las rafces de p{x) la representacién se
conoce como ¢l producto de rajces.

En la tabla (3.2) se  presenta la evaluscitn, en diferentes

representach del polinomio definido en (3.1). Los puntos de evaluacién
son los mi que los empleados en la tabla (3.1).
X "Exacto” Horner Desp. (c=7)  Ratces

1.000000 0.043259 0.317413  -0.000000 -0.043259
2.000000 0.009613 -2.432587 -0.000000 0.009612
2.999999 0.007210 0.865173 -0.035370 0.007210
3.999998 -0.007210 = -10.73%942 0.005974 -0.007210
4,999998 0.006866 137.355286 0.006302 0.006866
5.999997 -0.009613 -107.856201 -0.009537 -0.009613
6.999996 0.018539 281.%536987 0.018539 0.018539
7.999995 -0.052872 877.128662 -0.052932 -0.052871
8.999998 0.076%04 -909.637024 0.078674 0.076904
10.000002  0.692139 -706.004761 0.683900 0.692142

Tabla 3.2, Evaluacién del polinomio definido en (3.1) en
diferentes representaciones.

La segunds columna etiquetada como “Exacto” corresponde a Is evaluacién
de la aproximacién linesl del polinomio cerca de cada una de las raices, es
decir,

plite)s ml(l te), paraisi, 2, .., 10

Existen otras bases de polinomios que. pueden emplearse para evaluar un
polinomio; algunas ses tratardn en la seccion sigulente. Para la eleccion de
una base debs considerarse: la dificultsd pars expresar ¢l pallnomic en la
nueva base y el nimero de operaciones requeridas para la evaluacion en la
nueva representacion. El primer aspecto, aunque importante, s0lo se realiza
una vez, para un polinomio dado, mientras que el ndmero de evaluaciones, del
mismo polinomio, es regularmente grande,
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El numero de operaciones requeridas en la evaluacién, depende de la
representacion; por ejemplo, para la base de p 1 con el método de
Horner, para la repr tacién de p i desplazadas ¥y para s
representacién de producto de rafces, ss requieren n multiplicaciones y n
sumas. La evaluscion via los polinomios de Newton se realiza con 2n sumas ¥y n
productos.

3.2 Repr tacion de polinoml!

Los polinomios son sin duda las funciones mas empleadas en el andlisis
numérico y en cada aplicacion debe celeccionarse la base mds conveniente. La
evaluacién de polinomios, como se vio en Ia seccion anterior, presenta mejores
propiedades numéricas en clertas bases de polinomios.

En esta seccion se obtienen expresiones del namero de condicién para el
problema de representacién de polinomios. Este namero proporciona una medida
de cuanto se modifica el polinomio, en clerto intervalo, al perturbar
liger sus coefici o de manera equivalente, como se modifican los
coeficientes al perturbar ligerante el polinomio. Las bases que trataremos
son: las de potencias, las ortogonales y las de Lagrange.

El probl de repr ion de polinoml puede larse de la
manera siguiente:

Sea Pn_' la clase de polinomios (reales) de grado menor o igual a n - I,
y Po' Pl. P._l una base de :-1‘ Para cualquier P « :-n se denotaré por
L L Jos coeficientes del polinomio P « PM con respecto a la
base P, P. .. P . El problema es determinar el nimero de condicién del
mapeo lineal:

'R — P s, b}
n n-3

a-1
(lo. L ...-n_l) —p  P{x) -.I_:oul' Pl(x).

Las normas emplesdas, en R" y P oson dal_ = mpxial y
IPI.-.Q“.IP(:)I respectivamente. Como u" es un mapeo lineal su nGmero de

condicion es KM ) = OM 1 0M "0
L] ne n e
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3,2.1. Condiclén de polinomive ortogonales.

El condicionamiento de un problema estd relacionado estrech te con su

representacién. Uns elecclén desafortunada de la repr i6n, redituard en
ia dificultad para resolver el probl Por ejemplo, el empleo de la base de
potencias, en el probl de mini cuadrados, pueds conducir a un sistema
lineal mal condicionado. Una forma de superar el problema es cambiar a una
base donde el dici lento del probl sea menor.

Esta seccién esth dedicada a la representacion de polinomios por medio de

polinomlos ortogonales.
La parte sencilla de la estimacién del nimero de condicidn es calcular
Illnl. Supongase que Inl.- 1, entonces

n-1 n-1
|Iln(n)| - |.’_:° I.‘ P.(x)l s 5 |l.| hd IP.(X)I

n-1
[ ]
st T 1P .
Por lo tanto:

M al n-1
B2 Moy —ai * B W5 IR

Cilculo de NM"'N. Por definicion M'(P) = o, @1 decir, el mapeo lnverso
asocia a un polinomio sus coeficlentes. Por ortogonaildad, (A7), de Ia
familia P.. k =0, 1, ... se tiene que

.- r' §2 200 P (x) wix) dx k=0,2 .01,

L3

a, # h—: £ 1P (P W) dx k= 0,2, ..n-1
De aplicar la desigualdad de Schwartz, o Ia Gitima destgusldsd, resuite
1”2
) s F:[::mm’w(xm 217,001 wtx) dx] .
Como Ia integral del lado derecho corresponde a ls definicion de b, (A7),

entonces la desiguldad anterlor se transforma en



/2
laj = Fi[,l‘:ll’(x)lzw(x) an)
. 172
sﬁ.-'l [ W82 58 win) ax b ] ,

s o wn e |5 e,
ﬁ': -(“ol [—ﬁ.] )

donde My = J‘:w(x) dx. Por lo tanto la expresion para ia norma del mapeo
inverso es -

I, 172
(3.4) “'.. o " 0T Tﬂ" % 2%, ﬁ:]

De (3.3) y (3.4) se obtiene um cou superior para el nimero de condiclen de
estas repressntaciones.

Hgy1/2
35) KM =M E s pay _:°|P(x)| oo TEX, 'E]
k:

Al splicar (3.5) a los polinomios de Chebyshev y de Legendre, (A9) y
(A.10), pueda obtenerse una cota de su nimero de condicion.

Polinomios de Chebyshev:
[
(7] 12
K(Iln) s g .I_:o IT'(x)I 2)°° 8 (2)""n
Polinomios ds Legendrs;

KO4) 5 n (2n - s

3.2.2. Condiclién de polinomios en forma de potencias.
P ext, k=12 .0

EL andlisis de esta base presenta cierta dificultad y las cotas que se
conocen para el namero de condicion son, en slgunos casos, muy holgadas.
Sin perdida de generalidad, puede suponerse que los extremos del

intervalo {a,b), satisfacen la| s b,
Chlculo de aM_N_.
-1 %-1
MY = R JEM ll,-:o'ux I'=y b
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Por lo tanto:

a.s) e 2ol
" n -1

Calcvio de Ill;‘l.

-1} .
o' - e, ek, Bt

(} T}
* Bl ofiE Pt

Esta Gltima relacion pusde reescribirse coma:

~1
“‘n [ ] = X IA.I
-Donde A'son funcionales iineales a. : Pn_‘h.b) —~4 R, definidas por:

p*tha)

w0t
Una de propledades importantes de fos polinomlos de Chebyshev, (A9), es
lidad del polinomio de Chebysher normalizado, 'r;; entre todos los
polinomios con ef mismo término principat, 1‘; tiene norma minims en -1, 1},
En 1878, Zolotarev, (Call, resolvi6 el problems correspondients cuando dos
coeficientes principsles son dados, Este problema puede Interpreterse como
determinar 1a mejor aproximacién por polinamios de grado menor o igusl s o ~
2 & funciones de ia forma x" - nex""', pars un ¢ dado. Los poilnomios con esta

A.P -

Ia extr

propiedad son comocidos como los polinomlos de Zolotarev. Formal of
probl pl do iniclal por Zolotarev fué: determinar
n a-1 »3
mzn %, Ix" - now ¢ LI i 'o"

como una funcién de n y del parametro ¢, y encontrar el polinomio extremal. De
acuerdo con [Ha2l el polinomio de Zolotarev de grado n y plr&nutrd ¢ puede

escribirse como:

. .

a6 zn.’ = 'Tn M Tn—l. qn-!'

donde Tn y Tn_' son polinomios de Chebyshev, 8 es uns comstants y q;. o o
tnlco polinomio de grado menor o igusl a n-2 el cual minimiza:

!Zn:f L -_‘mllza"(x)l.
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En - perticular, si s = 0 el probl de minimizacién es r Ito con
{_:- 0. Una relacién explicita de los polinomios de Zolotarev  aparece en
[RI4, pag.79).

El problema de calcular la norma de los funcionales A. estsé relacionado
con el problema de Zolotarev . El polinomio extremal para el funcional A. es
un polinomic de Zolotarev de grado n - 1 (Se estd trabajande en el es espacio
P-_lll. bh.

Desafortunadamente cuando el intervalo [a,bl es arbitrario, el valor del
parémetro ¢ no es facil de expresar y puede ser diferente para cada k. El caso
que resulta facil de abordar, es cuandoc ¢ = O, en tal situacién, el problema
se reduce al intervalo [-w, w] y el polinomio se Zolotarev se transforma en la
suma de un par de polinomios de Chebyshev, [Ga9). Con esta simplificacion
pdedo obtenerse la norma de los funcionales x.:

e T w, wi0) o T ew, wiO)1/tk - 1,

ke 1, 2,... n,
donde Tnl-w. wlix) s T (x/w). Asf, la norma del mapeo Inverso resuita:
an T IR N T [-w. wl+a [;v. win
ﬁ‘

donde . wn los coeficlentes del pollnomlm T (x). La relacién del nGmero de

eondlcldn del mapeo M Jera el intervalo [-w, w), se obtiene a parllr de
(3.5) y (3.7).

.9 K.(Il') = —mlx(ll (x/wik_, a (x/wil )
n-l n 2
. n .
donde . el factor :: : toma el valor n cuando w = |, Aplicando, {A.9), una
aproximacién asintética de los polinomios de Chebyshev y la relacion (3.8), se
bti expresi licit para el nimero de condicién en el caso
simétrico; cuando w < |, wsly w) |,
K M) Intervalo
" [-w, w]
0+ View' w1
0«2y wel
{1 + Yiewbyw) - 0w}
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En forma similar, cuandc el intervalo de interés es [0, wi, el nimerc de
condicién para la funcién Mn también depende del valor de w. Relaciones para
este caso fueron establecidas por Gautschl en [(Ga9):

K.(Il.) Intervalo
o, w)

ReweTow ) wii

3+2v3" wal
RewsT+wiwl® 0Cwcl

Finalmente, barl obtener una estimacion del namero de condicion en el
caso ‘general, Gautschi en [Gal0), emplea interpolacion para obtener una cota
superior de s norma de !;'. Los puntos de Interpolacitn, s = (s, s, ...,
ln). son distintos y pertenscen al intervalo (a,bl. La relacion obtenida es:

e s ovien,
donde Vn(l) es la matriz de Vandermonde de orden n construida a partir del
conjunto de nodes s. El problema consiste en minimizar IV;'I sobre todos los
posible conjuntos de nodos s, para obtener una cota superior 1o mis cercana a
Ill;'l.

Sl los puntos de Interpolacién son elegidos como 8- toouu. v el 2
ey n.eont>0yeouvoonlnuloendelpollmnlodeu-bmdtcrdm
n, Tn(x). entonces (Gal0):

374

3 2+b-ab" -1, bea
(1+=—)

K.(Il)!
" avZ-2+bea b-1

n 21
IT,=3)|

Si los nodos de interpolacién son elegidos como L xlle eo-.v). vl
2, ..., n,con v > 0, entonces

L]
KM) s bt 2
"o 21~ laIWT-B-8 b-

De acuerdo con (GalO], ls primer relacion proporciona una mejor cota que
la segunda cuando el intervalo [s, b} es cercano a un simétrico. En otro caso,
la segunda relacién proporciona una mejor cota que la primera.

e et T (g0 )
1



3.2.4. Condicitn de las bases de Lagrange:

La seccion de representacion de polinomios concluye con las bases
Lagrangianas, que presentan buen condicionamiento, inclusive en- algunos casos
mejor que el proporcionsdo por polinomlos ortogonales. Los polinomios de
Lagrange estin definidos a partir de n nodos = diferentes: Xpo Xy g X0

2
el intervalo [a,b].
n X~ x.
¢(l) !ﬁ. , k=1,2 ..n
A diferencia de las anteriores bases, los polinomios de Lagrange tienen
el mismo grado, n - 1. La férmula de interpolacién de Lagrange estd dada por:

»
P(x) = IE' y.l.(x).

donde los valores LA k=1 2 .., n son los valores de la funcién en los
puntos x..

Para obtener una cota del nimero de condiclén de esta representacién, se
supone que: iyh = m{xly.l -]

Cdlculo de IN.I. Como

Ill'(y)l ﬂ%ly.l ll.(x)l s l!l. lzlll.(x)l.
sntonces

@39 NEES A (X8 = gy 1A ()],

Donde A.(x) = .g‘.' I!I(x)l es la funcién de Lebesgue. deBoor en (del] da
un procedimiento para demostrar la igualdad en (3.9).

De Ia relacion (3.9) y del hecho que IM'N_ = i, el nomero de condicisn,
en la norma uniforme, para las bases de Lagrange resulta:

K(I)-IAI

Ejnploc A continuacion se proporcionan cotas de M, » para diferentes
distribuciones de nodos.

1) Interpolecién uniformenente espaciada:deBoor en [del) proporclom.
una cota inferior del nomero de condiclon p-ulubu-d‘urmp cuando
los nodos son elegidos nnlformn,



niex* ™
»

donde k es una constante. Un problema donde la cota crece al sumentar n, es la
interpolacién de la funcién de Runge. En 190], Runge descubrié lss
dificuitaden de ls interpolacion. El tratd de interpolar Ia funclén

fix) = g
en el intervalo {~§, 11, con nodos jguaimente espaciados, y descubrid que el
polinomic interpoisnte p.(x) tiende & Infinito al aumentar sl grado del
polinomio; p"txl diverge en ¢l intervalo 0.726 s x| ¢ 1,

2) Cuando log x= 1, Z,.. 1 200 los ceros del polinomio de
Chebyshev de grado n [(det).
n-l 5 {2 /7 =) login) « 4
Si los nodos de interpolscién de ls funcidn de Runge son elegldos
cercanos & las raices del polinomio da Chebyshey, el problema con la funcién

desaparece. EI polinomio resultante pn(x) converge a fix} para x en [-1, 1),
como n -+ », {Fo2).

3) Si los x = , 2, ... B son nodos arbitrerics (distintos)
{Ga9], entonces:

1> ) / e

4) Cuando los x = §y 2, «., 3on los puntos de Chebyshev expandidos
{dells

neleed-(a-b e:::Zl ~ 1)n/(2n) )2

entonces
(Z/m)in(n) + 0.5 5 nis (2/x)in(n}) + 0.73

3.3 Genarscion do polinomios ortogonaliss.

) El problema a tratar en esta sectitn, es Ia construccion de polinomics
ortogonales a partir de los tos de p § El - probl ha recibido




poca stencién en Ia literatura, a pessr de que los polinomios ortogonales
estan rellclzinldou estrechamente con el anilisis asplicado  (integracion
numérics, minimos cusdrados, expansién. de series, fracciones continuas, etc).
En opinion de Gautachi, [Galil, ésto se debe a dos razones: primera, la
mayoria del trabajo prictico, donde se emplean polinomios ortogonales, se
realiza con polinomios ortogonal idos y sus aspectos constructivos son
bien conocidos. Segunda, &Gn en el caso de funciones de peso generales, el
problema tiene una solucién matemstics directa; es blen sabidc como expresar
o como calcular polinomics ortogonales en términos de los momentos.

La seccion inicla con la estimacitn del nimero de condicion del problema
de generscién de polinomio ortogonales; In estimacion se realiza de manera
indirects debido a Ia dificultad de realizaria directamente. De acuerdo con el
andlisis de sensibilided, el probl es mal dicionad

En ls segunds parte de Is seccidn, se presentan dos slgoritmos pars la
generacitn de polinomios ortogonales; e primero es el método clésico,
conocido como el método de momentos; el segundo, con mejores caracteristicas
numéricss, es una variante del primer método y fué propuesto por J. C. Whesler
en {Whil,

3.3.1. El nimerc de condicion dal problema.

Sea wix) una funcién dada (funcién de peso} definida sobre un intervalo
finito {a, b} no negativa, integrable con

(3.100 :: wixdx >0 y
donde los momentos

(EX) pe S wxidx, k=01, 2 .20

sxisten. El problm es determinar los coeficientes sy b pars k = O, ),
sy My qQue aparecsn en s relacion recursiva. de tres terminoo. que deben
satisfacer los polinomios buscados.

Es conocida ia dificulad pars conocer directaments el ntmero de condicidn
del problema. Gautech! en (Ga3} propone una forma indirects para estimarlo, La
iden os bastante simple y ests apoyade en la desigusidad (1.6). Si un prodlema
Pesin icién de los prodl Q ¥y R y el prodlema P es mai condicionado
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entonces al menos alguno de los problemas (Q 6 R) es mal condicionado.

El problema P, para este propisito, es la construccién de las férmulas de
cuadratura de Gauss-Christoffel; dads una funcién de peso wix), definida sobre
un intervalo finito {a, b), comldéreu Ia sucesién de reglas de cuadratura

. (n) {n),
(3.1 .l‘:f(x) wix)de s TAMME™, nw0, 1.

Cada una de las reglas anteriores es llamada una férmula de cusdraturs de
Gauss-Christoffel s! tiene el miximo grado de exactitud, es decir, si Ia
funcién f es un polinomio de grado a lo més 2n-1, entonces la relacion (3.12)
es una igualdad . Christoffel demostré que sl w(x) es una funcidn no
negativa, integrable, cumple (3.10) y todos sus momentos existen, entonces,
tales cuadraturas existen, son Gnicas y ademd (:"' ela, b}y A:"’ > 0.

El procedimiento tradiclonal para obt las férmulas de cuadraturs,
consiste en construlr una familia de polinomics ortogonales (p) asoclados con
Is funcién de peso wix). Los &" eon los cerce de p yloax""mden
obtenerse a partir de los polinomios ortogonales, empleando llgmo de los
métodos existentes. De acuerdo con este procedimiento, el problema R es
generar los polinomios ortogonales a partir de los momentos de potenclas, y el
problema Q es la generscién de la regla de cuadraturs, a partir de los
polinomics ortogonales.

Golub y Waelsh [Go2] encontraron que uns regla de cuadratura puede
obtenerse al calcular los valores propios y las primeras componentes de los
vectores propios ortonormallzados de la matriz de Jacobl, La cual se obtiene a
partir de la relscion recursiva de tres términos que satisface la famiila de
polinomios ortogonales lp.):

p_‘(x) =0 p°(l) -l
(l) =xp (x) ~ ~-b e

La relaciéon anterior puede escribirse en la forma matriclal siguiente

EFH

s OO

o
'~
2



" o en forma equivalente:
{3.19) x pix) = Tp(x) - pn(x) e

donds T es la matriz tridiagonal y e = (0, O, ..., .

De ia relacion (3.13), se desprende el primer resultado importante: 5] es

una rafz del polinomio pix) si y solamente si
TpE) = £p(E),
es decir, sl ‘. es un valor proplo de la matriz T.

La matriz T puede ser transformada a una matriz simétrica, por medio de
una transformacién de similaridad [Go2l. La matriz obtenida es conocida, en la
literatura, como !a matriz de Jacobl asociada a la familia de - polinomios
ortogonales ip ), o =pm™h.

Los pesos Al que aparecen ¢n las férmulas de cuadraturs, se obtienen a
partir de las primeras entradas de los vectores proplos normalizados, Q. de
la matriz de Jacobl. Aplicando {a identidad de Christoffel-Darboux, se
demuesta en {Go2] que

(3.14) A= qf. By b=l 2 e

Los valores proplos £|. vistos como - raices del pollnomio ortogonal pn(x).
son blen dicionsdos, y ademds e! nimero de condicién de la matriz de Jacobi
.I'l respecto al problema de determinar los vectores propios, es tipicamente del
orden n* para polinomios ortogonales definidos sobre un Intervalo finito,
[GaS]. Por lo anterior el problema R ¢s bien condicionado.

La estimacion de]l ntmero de condicién del problema P es equivalente a
determinar el nimero de condicidn del sistema algebralco no lineal, que
results de pedir la méxima exactitud de la regla de cuadratura, es decir, que
fa relscién (3.12) es una igualdad exacta si f es un polinomio de grado menor
o igual a 2n - 1. El sistema resultante es

n
(3.15) IAM @™ -u, k=0l

r=i r

Por simplicidad, se omite el subindice (n). Para ejemplificar la relacion
anterior, sea n e 2 y H, - 2, u= o, "= 2/3, o= 0,  los momentos
correspondientes a la funcion de peso wix) = | definida en [, 1]. La

relacion (3.15) se transforma en
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Ale'l' . l,ﬁ: =y k=0,1,2y3,

o en forma equivalente:

V3
El sistema tiene soluclén dnica Al- lz- 1y (' - -(‘ =5 la regla

2w w15 o0l

tiene una precision semejante a la regla de Simpson, sdlo que con dos puntos
Gnicamente, y es la bien conocida férmula de Gauss.
El sistema (3.15) puede escribirse en forma compacta como

(3.16) F{y) = x
donde x'm (no. Mo o B

Loy om B Ay e AL € o €
F'= (FoFyn F oy

in-1 1 2 n

n
-1
(3. F=E g™ k=12, 20

‘De scuerdo al capitulo 1, el nomerc de condicion de una funclén
F:8"»> K™ derivable ests dado por

Ix) "
(3.18) ‘n(") = —Foi I(Fy(yo)l ",

donde Yo b8 1a solucién de Fly) = X,y Fv(y) denota el Jacoblano de la funcién

"F. La norma de matrices empleada en la relacién (3.18) es una norma
subordinada s s norma vectorial elegida para x (y). E!I Jacoblano de la
funcién F puede expresarse como el producto de la matriz Uu y la matriz
diagonal D, donde 1a matriz Uz- es la matriz de Vandermonde confluente de
orden 2n



1 1 .1 o .. 0
€z... 5” | S I

€ 6.6 % .. %
ULy €y = [0 Sz R k %
€L e gt g™

¥y D es la matriz

1
1
D= A \
z .
" A
n
De la relaclon (.18) se tiene
II°I o
3.19) Kn(F) = —Iy—oi D (U2

Gautschi en [Gall, [Ga2] y (GaB] presenta algunas de las propledades de
fa matriz U, o particular, proporciona cotas pars la norma infinito de la
inversa de Uh (Ver aspéndice A). Ademss sl se restringe el andlisis sl
intervalo (0, 1) y wix) ® 0, puede demostrarse, [Gad], que

1+ 6
x
(3.20) K.(F) ) mln(po. V"o) N {(l - gr)ku'[ E.'_‘: }

La u‘unda parte de la relacién (3.20) corresponde a la norma de la inversa de
la matriz U“ (Ver. Apéndice A). '

La cota inferior para Kn(F) puede resular muy grande y por lo tanto, el
problema de determinar los nGmeros de Christoffel (A‘. ‘3', vers An, (l
Cn) a partir de los momentos de potencias, puede ser mal condicionado.

Resumiendo,  La  construccion de - las  formulass. de  cuadratura - de
Gauss-Christoffel puede verse como la composicion de los problemas Q y R, (P »
Q.R). El problema R es la generacién de polinomios onolonaln y el problema

L)



Q es la determinacién de los walores y vectores propios de Ja matriz de
Jacobi,

Como el problema P es mal condicionado, entonces algund de los prodlemas
que forman Ia. composiclén también lo es. Como el problema Q es bien
condicionado, la dnica posibilidad es que e problema R -la generacion de
polinomios ortogonales- sea mal condicionado.

En las dos secciones sigulentes se presentan dos métodos para generar
polinomios ortogonaies s partir de los momentos de potencias. El primero es el
método ciksico, conocido como el método de momentos, 41 cual, desds el punto
de vista numérico, puede presentar crecimiento exponencisl dal error de
redondeo.

El segundo procedimlento tiene mejores caracteristicas numéricas y emplea
una familia de pollnomios ortogonsles, conocida de antemano, y loa momentos de
-potencias iniciales, para obtener los momentos modificados. Los polinomios
ortogonales se generan & partir de estos nuevos momentos.

3.2.2 El mitodo ds momentos.

El método parte dei conjunto de momentos de potencia: oo B oo o
bti fos coeficl Lx bl , i = 0, 1, 2, .., n~l. d0 la relucion
recursiva de tres términos que deben satisfacer los polinomios buscados. De

acuerdo a {A.8), la relacién de recurrencia puede reescribirse como:

(3.20 [ ) =(x~aif)-bf0  =0f =i

E) presente slgoritmo es una ligera varincion del método atibuido a
Chebyshev.

Sean f,, f., o T, IOI polinomios ortogonsles a determinar, con f, -
Oyf, =1l SaZl mmz con elementos z,= L) x - :'r (x)l’w(n)du.
para } = -}, O, Ln-l, ¥y =0, 2 .., Zn-l clvamenu e! renglén -t
de esta matriz, tiene solo entradas O y el ren.lon 0, consiste de low momentos
By Bys oon By o ademis zu «sOparal> j

De la definicion de producto interno y de (3.21), se obtiens que fos
elementos de [a matri2 Z satisfacen I relacitn siguiente:

(3.22) L L C AR

Esta relacién es facil de recordar por medio del diagrama sigulente:
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J .I:l ¢ Columnas.

+
k-1»> z, ., s
Renglones k> z, f L
k+l» et}

Después de haber calculado los primeros k renglones, los coeficientes LR
y b. son determinados s partir de las relaciones

(3.23) L 0 « b. =2, / LA, b, = unl
Q.24 La "0 0 At T AL B

Ejemplo: Sean Ky 2, ne= 0, n= 273, M 0 los momentos correspondivente:
a la funcion de peso wix) = ) en el intervalo (-1, 1). La matriz Z inicisl
results:
-1 Q o 0 o
to Mo W B By
De acuerdo & las relaciones (3.23) y (3.24), los valores de los
coeficlentes bo' 2, [ ul/ “ = 0. El paso siguiente es aplicar la relacién
de recurrencia (3.22) cuando k = 0. La matriz Z resultante es:

“n o o ) 0
(o m, u L By
tn By, Byage, 0

y los valores de bl- u:/ u. = /3, .l- "a/“z -0,
Los polinomios ortogonales resultantes son:
f,x)=0, fix) = 1,
f(x) = xf(x)-2f (x)=x
0 = X060 - V30 =% -1/

En la programacién de este método, es suficiente con conservar en memoria
los dos altimos renglones calculados de la matriz Z. El codigo del pro.nml
aparece en el spendice (B.2).

Wheeler [{Whi) empled este método para construir reglas de cuadraturs, las
cuales fueron empludn‘en la estimacion de promedios. Cuando el immero de
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tos fué pequefio, los resultados fueron adecuados. Las dificultades se
presentaron cuando el nimero de momentos fué grande, ia precision de la
computadors fué limitada, o bien, la funcion tenia cambios bruscos.

3.3.3 El método de momentos modificados.

El mal condicionamiento de la transformacion de los momentos de potencias
a los coeficientes que aparecen en ls relaclon recursiva de tres términos, se
debe & que la funcién x" “recupers” & wix) solaments cercs de 1, para n
grande. Una mejor “codificacion™ de w(x) fué propuesta por Sack y Donovan
[Sa2] e involucra los momentos modificsdos:

v= Dpxiwxid, k=01 ..

donde (pl) es una familia apropiada de polinomios ortogonales, regular
ortogonales con resp a una medida clisica. La primera parte del algoritmo,
Iste en ob los modificados, a partir de los momentos de

potencias iniciales. Sean Bor By e By o de potenci

RIS la familia de polinomios ortogonales adecuada e
Y la matriz con elementon b A <p..x,>. El primer renglon esta formado por
los momentos de potencias y el renglon -1 por cercs. Los elementos de Y

satisfacen una relscion similar 8 (3.22):

Iniciales, pe. P, X

Y
.25 y

0. You " By

-ay -BY

kg * T T Sy T By

donde €, 7 B, corresponden a los coeficlentes de la relacién de recurrrencia,
que  satisfacen los polinomios (pl). E! primer paso del método,  es
obtener los momentos modificados; éstos se obtienen de la aplicacion reiterada
de la relacion (3.25). Los momentos mmodificados van qQuedando en la primera
columna de Y. :

Por ejemplo, sean By W B, ¥ By como en el ejemplo anterior y (‘!‘;) la
familia de polinomios de Chebyshev normalizados. La relacién de recurrencia de
esta famliifs o3

T Me0 Thoe=i



T, = x T - 12T (),

La matriz Y resultante es

-n 0 0 [ o
()} 2 0 23 O
(1) 0 23 0

2 -3 0

(3 0.

El segundo paso del método consiste en splicar un procedimiento simllar al
de Chebyshev (método de momentos), a los momentos modificados Vo Vo o
vy, bars obtener los coeficlentes de la relacion de recurrencia de: los
polinomios ortogonales (q hb {1 » 1,2, .. 2nl, ssociados a la funcién de
peso. w(x), ‘Los cooﬂclentu a determinar & y ll. 1 =0 1 ... n=l, deben

'
cumplir la relacion:
qx) =0, qx) =1
(3.26) qm(x) - xq.(x) - c.q'(x) - p. q._'(x)

En esta etapa se construye llu\ltrlzﬂ.wnntrduvu-q.. p_),
k= -, 01 ...20-1lyme-1 0, .. n Esta matriz tiens en ® primer
renglon y columna (-1) igual a cero, el renglon 1 contiens los momentos
modificados Py Vyr v Vo 1a columna | y ademiés

a.2n w_-Opnnm(k.

De las relaciones (3.20) y (3.26), puede demostrarse la relscién siguients:

L AL L . LTRSS
k=201 .., n~-2,
{3.28) m-k,kol,...a\ k-1

Mmmwwlnlutwmwlmldov.mm
relaclones para determinar &« y 8, . De la propledad (3.20) y la reiscién
(3.29) se obtiene: )

LT A A / Bias
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Para la progr Ion del do se emplearon, al Igual que el método de
Clubj-hev. dos arrreglos de longitud 2n. El primer arreglo es inicializado a
cero y corresponde al renglon ~1 de la matriz W. El segundo arreglo contiene
los momentos modificados. E! listado del programa se encuentra en el apéndice
(B.4)



CAPITULO 4

ESTIMADORES DEL NUMERO DE CONDICION DE MATRICES

4.1 Matrices triangulares
4.2 Matrices tridiagonales

Los codigos de programacion relacionados con la- solucién del  problems
algebraico Ax = b, contemplan la estimacién del numero de condicion del
problema de inversion, K(A) = sAMA™'N. Calcular el némero de condiclén es uma
operacion costosa, debido a que es necesario contar con Ia Inversa de A, y en
general esta operacion es més compleja que resolver el problema original. Esto
hace interesante e importante la blsqueda de métodos para la estimacion de
este nimero.

La mayoria de los métodos de estimacién para matrices densas y pequefias
parten del hecho que la matriz ya se encuentra factorizada y emplean los
factores para estimar K(A), La primera seccion estd dedicada a los métodos de
estimaclén de matrices triangulares. En la ssgunda se presentan algunos
métodos de estimacién para matrices tridiagonales.

4.1 Matrices Triangulares

En varias dreas de aplicaci6n, la matriz dada ya se encuentra en una
forma triangular o blen ha sldo factorizada de acuerdo a alguna
deteomm:lcldn.‘ la cual tiene un factor triangular. La relacién entre el
nomero de condicion de la matriz original y los nimeros de condicién de los
factores depende de la descomposicién empleada. 7

En la préctica, un sistema denso de ecuaciones lineales es resuelto
ordinarlamente por sliminacién Gaussiana con algin tipo de pivoteo.  Esto
proporciona matrices de permutacion P y Q, una matriz triangular inferfor L y
una matriz irluuular superior U ul“ que:
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PAQ = LU,
donde las matrices P y Q son los intercamblos de renglones y columnas
necesarios para realizar el pivoteo. En el plvoteo parcial la matriz Q es la
identidad. Con pivoteo parcial o total los elementos de L satisfacen:

Ilul s

El pivoteo asegura, generaimente, el buen condicionamiento de la matriz
L, y el mal condicionamiento de la matriz A es refiejado en el correspondiente
mal condicionamiento de Ia matriz U, Cuando A es singular algén elemento u,.
comunmente u_, es cero. Asi el mal condiclonamiento -de A, mse debe, con
frecuencia, a un valor de u. pequefio. Por supuesto que A puede ser mal
condiclonada sin que ningn u, sea pequefio. Un ejemplo de este hecho es el
sistema (2.5)

Un caso mis simple es cuando tenemos una factorizacion de la forma:

A= QR,
donde Q es ortogonal y R es una matriz triangular superior. En este caso:
MAL = URY, WA = R 'l’. K{A) = K(R),

donde K: denota el nimero de condicién en la norma espectral. En la
descomponicion de Cholesky (con plvoteo) de una matriz Hermitiana positiva
definida A & €", se tiene:
PAP = L',

donde L. es una matriz triangular inferior con elementos positivos y reales en
la diagonal. Empleando propledades de la norma espectral y de la de Frobenfous
[St1), puede demostrarse que:

KA = kL)

Los métodos para obtener una estimacién del ntmero de condicién de
matrices . triangulares, podemos dividirlo en tres grupos; el primer  grupo,
comprende . los métodos obtenidos a partir de las desigualdades de matrices que

~ dependen solamente de la magnitud de los elementos de la matriz triangular. El
segundo grupo esté formado por los algoritmos heuristicos o probabllisticos,
motivados por la definiclén de norma subordinada. Y el dlitimo grupo lo
‘Integra solamente el método via optimizacién convena.

Los resultados -inclufdos en esta socclén estdn relacionados con las
normas 1, 2, @ y la de Frobenius. Por facilidad de céiculo, la mayoria de los



codigos existentes estiman el nGmero de condlcién para las normas ¥ ll y o
3 aunque también son importantes los métodos de estimacion para Ja norma
espectral, debido a la relacion de esta norma con los valores proplos de la
matriz A'A.

4.1.1 Matrices de comparacion.

SeaTs (t") « 0™ una matriz triangular de orden n sobre el campo de
los reales. Una cota inferior para la norma de la inversa de T es:

-1 -1
(min ll"” s IT 'm'-‘r.

La wvalidez de esta desigualdad estd basada en que el reclproco de los
elementos de Ia diagonal de |a matriz T son elementos de la diagonal de su
inversa. Para obtener cotas superiores de i pueden emplearse las matrices
de comparacién siguientes:

. { Il sie

-ltu| sifej.

DMT) = (mu)

Estas matrices fueron Introducidas por Ostrowski [(Osi] en 1937, en el
‘estudio de la convergencia de procesos iterativos en matrices. La matrices M,
son (Gtiles, también, en el anlisis espectral de clertas matrices. Una
caracterizacién de estas matrices aparece en {Poil.

U WT) = (w“)

e, #t=}
'U. {

-a sije}
. = myx ltul.
. lli) Si A es una matriz con el tos en la diagonal diferentes de cero, la

~ matriz Z(A) = (zu). esth definida como:
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[a siluj
-8 siiej

It
« = mpx T 8 =mn ltul

Es fécil demostrar que si T es una matriz triangular no singular, entonces
las matrices M(T), W(T) y Z(T) tienen inversa y todos sus elementos son no
negativos. En general, este resultado no se cumple, por ejemplo, la matriz

[

es no singular, ‘sin embargo det(M(A)) = det(W(A)} = det(Z2(A)) = O. Y aunque
la inversa exista, no necesariamente gus elementos son no negativos. Por
ejemplo, Ia inverss de las matrices Mlll ) '(H) y Z(H ), donde H, e la
matriz de Hilbert de orden 3, tienen elememot nnlllm

" y o % 510
M) = - 5 (39 192 900],
S10 900 180

4 ! 18 -48 -7
w (H:') = -5 ~48 -6 -13%},
-50 -90 -IS

-1 1 [30 -715 -8
ZH) s 15 2 -l
15 15 20

El - resultado principal de esta seccion es el lema siguiente:

Lema 4.1, [Hil): Ses T uns matriz trisngular no singular, entonces
i s e s IW(T)"I'S IZ(T)"I' . P=t 2 wF
Este resultado puede emplearse directamente para estimar K.(T). con paml, 2

wyF

4.1.2. Normas de las inversas de las matrices de comparscién.



‘Para las matrices M(T), W(T) y Z(T), existen procedimientos para calcular
la normas 1, 2, 'y F de sus respectivas inversas, sin calcular la inversa en
- forma explicita.

Caso 1, La norma | ¢ infinito,

Higham en ([Hil}, presenta los algoritmos 4.1 y 4.2 para calcular ja norma
infinita de la Inversa de M(T) y W(T) respectivamente. El calculo de estas
normas parte de la abservacion siguiente: si A es una matriz con elementos no
negativos, entonces IAI.- IMI.. con ¢ = {1, 1, .., 0. por ejemplo, para ia
matriz M(T), es suficiente calcylar IM(T)"eI..

) Algoritmo 4.1 [Hil). Calcula HM"(T)I. pars T. una matriz trisnguler
superfor de orden nxn. La varisble ry contiene el resultado,

z =/t |
n nn
For I:= n - 1 Downto 1 Do
Begin
s:i®];

It .
si=ge Itul z,
z:=8/ 0l

End ;
H I:l-

(] i= i¢l,.., )

T

Algoritmo  4.2.Hill. Caicula #W'(T)_ para T una matriz trianguiar
superior de orden nun. El resultado queda en la varlable r,.

ziml/ 0t |
L] [ ]
s:=0
For i := n - | Downto |
Begin
sesez
LI | PN

z:. (1e cl' s)/ Itul
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End ;
r' = Izl.

Lemiere demuestra, en [Lell, que Ia norma Infinita de la inversa de la
matriz Z(T) satisface la relacién:

-1 e+ 1™

{4.1) 1zZm I.- —

Empieando los sigoritmos anterfores y del hecho que IAI‘ - M'I.. pueden
obtenerse estimadores pars ¥M(T)™'N, aW(TY ™0y v24T ',

Ejemplo, Sea T la matriz triangular

1 -4 2% O
0 1 k -k
T=lo 0 1 -i

0 0 ¢ k conh k ®» 1,

La norma de la inversa de T es igual a IT"I. w &k + 4, Aplicando el algoritmo
418

M(T) =

[-X- N -

se obtiene IM(T)"I. = 3k + 6, El estimador es tres veces mayor que o) de ta
matriz original. Ahora splicando el método 4.2 a la matriz

1 -2k -2k -
0 1 -k -k
WD=io o 1 al
) 0 0 o0 &
se obtiene IW(T) '8 = 2’ gk + S, Finalmente al aplicar fa relacion (4.1) a
1a matrl2z

1 & -2k &

0 1 & -&
el g
: 0 1

¢ obtiene KZITI'S = (2% + 2%,



End ;
Ty i= Izl.

Lemiere demuestra, en (Lell, que la norma infinita de la inversa de la
matriz Z(T) satisface Ia relacion:
L¥]
. 1z . -‘—'—;-l’—
Empleando los algoritmos lnterlorel y del hecho que IAI = ' ' pueden
cbtenerse estimadores para IM(T)™ " e J |zm"|

Ejemplo. Sea T la matriz triangular

1 -t =2 0]
0 1 k =k
T=lo 0 1
(0 0 0 k) conkz
La norma de la inversa de T es igual a IT'FI. = k ¢ 4, Aplicando el algoritmo
41a
[1L -1 -2k 0
0. 1 =k -k
M(T) = 0 0 1 a1
o 0 0 k

se obtiene IM(T)™ l =3k ¢+ 6. Elmlmldornlresnmmyorquecldell
mltrlz original, Ahorl aplicando el método 4.2 a 1a matriz

1 -2k -2k -2k

0 1 -k -k

o o 1 -1}
0o 0 0 &k

“se obtiene WW(T)'d = 2% 8k + 5. Finalmente al aplicar la relacin (4.1) a
la matriz

w(T) =

1 -2k -2k -2k

0 1 -2k -
Z(T) = 0 1 -2 i

0 !

se cbtiene 1Z(T)'1 = (& ¢ 2)°.



Caso 2. Norma de Fraobenlus.

Karasalo en [Kall da un método para calcular uw"('mr. £ procedimiento
queda establecido en el lema siguiente:

Lema 4.2, Sea T una matriz trianguler y consideremos la matriz d¢ comparaciéon

t“ -!l -ll -!'
t
» -‘I -..-t!
t
nn

entonces
oy e 2
W(T) l' -.glu '/ ty
donde k oeth determinada por la relacion de recurrencia:
b=l )
§ - {Le C,_l)zuH - 2CH. i »23,.n
: dondecl-tl/tu fm], 2, .01
Canso 3. Norma espectral.
No se concocen algoritmos para estimar la norma espectral de las
inversss de ias matrices de comparacién. Una forma de acotar su valor es
emplear ‘los algoritmos 4.1, 4.2 o ia relacién (4.1) .y emplear alguna

desigualdad de normas, por ejemplo, la relacion (2.12) o {2.1%).

Elemplo. Emplear la relacion (2.15) para estimar WM(T)™'8,, WW(T)™' .
82Ty, con T igual & la del ejemplo anterior. '

como RM = (1M(T) "0 MY ™' )*% = (128% « 27k + 6)'%, entonces
1 -
g R R

como RW = (4W(T)™'w aW() 1% = (24 o 10k ¢ 1) % entonces
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] -1
-3 RW s ¥WIT) .z s RW.

y finalmente, como RZ = (lZ('l‘)"I‘Iz(T)"l..)"z = (2 + 2P,
entonces

1 -1
~3 RZ s WZ(T) l' % RZ.
4.1, Estimadores Heurlsticos.

El grupo de estimadores heurisiticos del nomero de condicién do una
matriz trisngular-es amplio, y sélo se i en esta i6n aquellos qus
son empleados ususlmente en los resolvedores de sistemas de ecuaciones
lineales, o bien presentan caracteristicas favorables, que los hacen buencs
candidatos para substitulr a los ya sxistentes. )

Estos métodos parten del hecho de que si A es una matriz no singular,
entonces

A,

% una cota inferior de la norma de la matriz inversa de A, para b elegida de
clerta maners. Por supuesto que b puede elegirse en forma arbitraria y hlnen
buenas posibilidades de obtener un buen estimador, sin embargo, pueds
mejorarse ¢) estimador al hacer una eleccion adecuada de b,
Los métodos heuristicos emplean dos pasos para reslizar ia estimacion.
Primer paso. Elegir un vector d de manera que la solucion del sistema:

A‘y-d.

tengs norma grande.
Segundo paso. Resolver el si
Axwy,

y tomar el coclente yk / Ixd como un subestimador de BA™'S.
La diferencia entre los métodos radica en ls estrategia empleada para
olegir el vector d.
La justificacién de la heuristica esté bassda en la decomposicion



h (DVS) de la matriz A, Sea A € R"™ una matriz de

" en valores singulares
orden' n no singular, entonces existen las matrices ortogonales U = (ul. Uy,

...unl. Vs (v‘, Vg oo vn) tal que:

vtavsrg,
donde £ = dlaalc‘. LA cnl es una matriz diagonal n x n y los elementos
de la diagonal son log valores singuisres de la matriz A con ooro .. B
¢n> 0. Los valores singulares de A son las raices cusdradas positivas de los

valores proplos de la matriz simétrica definida positiva AAY Ademss

4.2} IAI’ - Cl.
(4.3) 1A, = Lo, de esta manera K (A) = ¢ /¢ .
% n 2 [N )
t
{4.4) Avl aop Ay =ov.
2_ 2. .2 2
4.5) IAI' 2O YO, kO

Una formulacién equivalente es considerar a Ja matriz A como una
transformacion lineal de R"-———R", entonces existen bases ortonormales v,
Vo e W)y (U, u, L u)oen f" wl que Ay meu, i1, 2 .0
Desde el punto de vista geométrico ésto qulere decir que A mandas el sistema de
coordenadas (v‘. Yoo e 'a) al sistema (u‘. Yy e un) con contracciones y
expansiones de magnitud .8 1o largo de las coordenadas correspondientes.
Una demostracion geométrica de este resuitado aparece en (8il] y en [Gol) una
demostracléon formal.

En Ia primera etapa de los meétodos se resueive el sistema triangular
A‘y = d, con un lado derecho elegide de wmanera que Iylz sea grande. Expresando
el i '
vector d en términos de Im base ortogonal (v|) e tiene:

(4.6) d= 8t Tay con (Zalwl)
ademis y= ldlzl'ﬂA"vl.
Aplicando (4.4) a la oGltima relscitn resuita

.Eﬂl descomposicion fué establecida por Sylver (1889) pars matrices reales y
cuadradas. El caso general es atribuido a Eckart y Young (1939}

(]



4.7} y- Idlzt(a‘/e‘) . v,

y de (4.6) y (4.7) se cbtiene

(4.8) —:;;i * (Ko /o 117

El miembro derecho de la Igualdad (4.8), depende de los valores
singulares de la matriz y de ia eleccion de d. Sl d es elegido de manera que
tenga una fuerte p de v, la expresién de la derecha resuita
un valor cercanc a #A” I - l/c mts ain cuando ls matriz es mdl condiclonada.
Sin embargo, ésto en la pnct(u es dificil de lograr, pues no se conocen ios
vectores (v)

Para unallnr el lado (zqu(erdo puede admitirse que ldl es constante y
por lo tanto, el i depend tusi te de Iyl Dldo un clerto valor
de Iyl , pueden existic varizs maneras de combinar los reclprocos de los
valores slmlmt pars obtener el valor lyl /ada ¥ Cuando la matriz es mil
con&lclomdu y ademds se pide que Iyl’ sea g-anda entoncac es probable que el
cociente sea una buena aproximacisn de Kz(A).

Por ejemplo la matriz triangular superior

1 9% -2
Tefo0Oo .1 -1}
o 0o 1

tiene una DVS Igual & U'TV « £, con

3644 6121 7018 [ .se19 -3320 .0501
Us} 3500 -.6030 -.7126 | , Ve | 0811 ~0169 -9997
-8593 -S511S  .000 -3324 -9431 0002

§ £ = Diagl2.5848, .542¢, .073]. o
Sid o =114} § 8 posibles jados derechos para resolver
o mtm transpoesto, con Rd¥ = V3. Pars cada una de las aiternativas, se
cqlculnron: sl vector y correspondiente, los &, para i w1, 2y3 5y
© coclente lylzl Ihlz. Los valores da estas cantidades aparecen en la tabla 4.1.




d ’cl . e, | #yx, /ndv,
d|l {~1,~1,~1] -.3791 . 7459 5478 1.84
d,' {-1,-1, 1l -.7630 | -.3821 5479 0.8
d’- [«k, 1,-1] -.324¢ L1264 | -.6087 11.46
d.' {=1, 1, 1} -, 7088 | -.3625 | -.6083 11.46
d.'l 1,-1,-1] . 7088 . 3628 .6083 11.46
d.l {1,-1, 1] L3246 | -.7264 .60587 11.46 )
. d_"l 1, 1,~-1] . 7630 L3431 -.5479 0.83
d.l [1,1, 1) L3791 | - 7439 | -.5478 1.84

abla 4.1, Estimadores de T '8_ obtenidos en e) primer paso
de la heuristica clando dl e {l,-1).

Dos observaciones e desprenden de Ia tabla anterlor: primera, el valor
de IT"I' = 1402 no s8 alcanza con ninguno de los lados derechos m«u.
Y segundo, elegir un vector d que asegure que lyll sea grande no Implica, en
mll.quoc’unrmdc. Observese que tampoco es ¢l mids pequefio.

Ean el ssgundo paso del método se emplea la solucién dal sistema
transpussto para resolver ol sistema Tx = y. Como x = A’'y, entonces

xe ldl.t(a./c.u"u..
Aplicando (4.4) se obtiens

.
(4.9) 3 ldl,t(c,lcl)vl.
y de (4.7) y (4.9) resulta:
lll. t(u./c:) n
(4.10) - siA'e,
e, | teye) '

Sl d no tins una componente de v, e m,u"u'crdlrm'mo mm.
entonces el vector x o8 dominedo completamente por su componente v Con el
proceso de dos pasos se tuvo un beneficio de r;’. Resultando un buen estimador

5] )
para e’

En la tadla 4.2  se encuentran los coclentes le'/lyl' respectc & la

aleccién hecha n ¢! primer paso (Tadla ¢.1). '
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d lyl,/ldl, lxlz/lyl.

dl.d. 1.84 1.9%
d,.d, 0.8 2.2
d 304, d..d. 11.46 14.00

Table 4.2. Estimador de 8TV, después del
segundo paso de la"heuristica.

La heuristica cubierta en esta soccitn es genersl y pusde aplicarse a
cualquier tipo de matriz no singular. Ea la prictics, los métodos heuristicos
emplean el coclente (4.10) como estimador del ndmero de condicién de matrices
en diferentes normas.

4.1.3.1. DECOMP.

La lista de estimadores ss inicla con tres estimadores clasicos
propusstos originalmente por Cline, Moler, Stewart y Wilkineon (Cit]l y
empleados en las rutinas DECOMP y SOLVE de Forsythe, Malcolm y Moler [Fo2] y
on ol paguete Linpack [Doll.

En ol método DECOMP, la forma de resolver ol sistema trisngulsr T'y = 4,
sugiere el procedimiento a seguir en la primers etapa del método. En el paso
k-4simo de la substitucién hacia adelante del sistema:

'u 1, 4,

12 fl '.'a
Eapt,t n .’u . '_’n '

“' ' ,. ‘.

se tisns la relacitn

W "4 “n"g M R ETRE Wit )

(e.10 .d - P,



\
donde P.(k) LA RSN AR '."’.-

Si se elige d.- a € (-], 1), entonces en cada paso debe resolverse el
problema:

max 9 (s} = |a - Pk
sujeta a que 8 @ {~1, 1).

Para lograr este objetivo, basta elagir el signo de d. Igual al signo de
P (k-1) o bién positivo sl es cero.

Esta estrategia es la més sencllla y esta Implantada en los subprogramas
DECOMP y SOLVE que sparecen en (Fo2]. Las rutinas originales tienen un error
tipogrifico en la seccién correspondlente a la solucién del sistema
transpuesto L = y. En el apéndice B} se incluye la rutina DECOMP sin error.

Por supuesto que s heuristica  puede fallar, entre otrss cosas, porque
una vez seleccionado el signo de d. o! wvalor de A queda establecido y puede
suceder que no ssa la mejor eleccién, desde el punto de vista global. Dicho de
otra manera, DECOMP sélo emplea iInformacién local para decidir el signo de d..
Por ejemplo ef sistama

T

-
-

tiens un nimero de condicion igual a (1 ¢ 20 Aplicando el procedimiento de
anterior se obtiens

k = 1) DECOMP siempre elige cltllmd-d. positivo, as! que d.-ly - 1
k=2 Conoy,-dz, oltlpodud'nollp pclltlvoyy'-l.

k = 3) Como y,-;d, - ky. - ly') - d’. El signo de d, se elige positivo y e!
valor de y,-l.

k = 4) Finalmente y, = d- (-lylo "3) = d,, por lo tanto el signo de d, es
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también positivo. El vector resultante es:
dail 1,10

En el segundo paso del procedimiento, se remuelve el sistema Tx = y. El
vector solucion es x's ( 1, 1, 1, 1) y el estimador de lll‘"lll. e ol coclente
1W1 A1 =1,

El método falla al dar un estimador del nomero de condicion (2k + 1) muy
por debajo del valor exacto.

4.1.3.2 LINPACK.

Ciine en ([CI3] generaliza el estimador anterior y Ia estrategia propuesta
es similar, solo que para decidir ¢l signo de d. oe toma en cuenta también lo
que pusde ocurrir a futuro en la solucion del sistema. En el paso k se tlene
la relacion siguiente:

0, 4, - P
y ademss pars cada r > k se han calculado las cantidades

Plk-1) » t"y, * t’y: LI t._uym.

que corresponden al producto de las primeras k-1 entradas del rengléa r por
las variables ya calculadas. d. es elogida de maners que A las cantidades
P*'-1), .., PM(k-1) sean grandes. 51 b= & @ {~1, 1} entonces

L]
$() = |y (el ¢

]
P ety ()],

con y.(u) = (d. - p'(l-l))/t.. o8 la funcién a maximizar en cada paso ds la
substitucién hacia adelants.

Por ejemplo, para la u!.rl;r del sjemplo anterior, la funcin 0.(-) pusde
excribirse como |y, (a)] # S, (a), donde S, (a) &8 la segunde expresion. Los
valores de estes expresionss durants el primer paso del método son:



Rage g 10 AL 5,1 s b RN

1 1 1 0 [\] 1 R |
2 =1 1 2k [} -1 -1
3 -1=2k 1~2k -2k -2k -1 -l-2k
4 =1¢2k 142k - - 1 le2k

.l:n el segundo paso, se resuelve el sistema Tx = y, y se obtiene un
estimador de IT"I]; lxl/lyl H k + 1. El estimador del nimero de condicion es
igual 8 (k+1){2k+1). El resultsdo obtenido por LINPACK, para este ejemplo, es
considerablemente mejor que el obtenido por DECOMP y el costo adicionsl de
esta estrategia es aproximadamente el doble de las operaciones requeridas por
DECOMP y un arreglo de tamafo n.

El paquete LINPACK emplea este método para estimar KI(A). donde A es una
matriz general (Subprograma SGECO) o una matriz triangular (Subprograma
DTRCO). El algoritmo puede producir sobrefiujo durante la divisién entre !n [}
fallsr completamente si cualquier 'n es cero. Para aminorar estas
dificultades la matriz se mantiene escalada apropladamente.

4.1.3.3. LINPACKM.

Una generalizacion del método anterior es ponderar las cantidades P
por medio de cantidades no negativas, .. La funcién s maximizar en cada paso
de la substitucién hacia adelante resulta:

L]
o0 = |y @) + L w lp't-1) o ¢y @)
£n LINPACK los pesos son iguales a 1. Otra opcion, mencionada en {Cll) es w, .
1744

4.1.3.4 RETROSPECTIVO.
El estimador retrospectivo, ademis de tomar en cuenta lo que puede
ocurrir en pasos subsigulentes de la. solucion del sistema T‘y = d, puede

modificar las entradas del vector d calculadas previamente, es decir, en el
paso k-ésimo se estima el valor de d- y se adecuan los valores previos de d‘.

n



d,... 14 pera lograr un efecto anticipado sobre P NK),... B K).
En esta secclén se veran dos casos; cuando se emplea la norma espectral y

Ia normas 1.
Caso 1. Norma espectral.

En el paso k-¢simo, los valores de d]. dz.... , d._l ya son conocidos y

satisfacen ia relacion
[}

(4.12) |§|‘| =1,
ademis ys se han calculado los valores hacia adelente P’"(l-l)....l"(k—l).

Una manera de modificar las entradas d‘. d‘. veer dm' de maners que las
nuevas entradss sigan tenlendo la propiedad (4.12), es multiplicarias por Ia
cantidad s= sen(s), para algin = ¢ [0, 2x), y hacer la entrada d. igual a
c = cos(s). El sistema en el paso k-ésimo es

ek B

donde las nuevas variables, y; 1 = 1,2,.. k-1), difieren de las anteriores en
solo una una constante;
y; -y, (1 = 3,2,.., k1),

¥y 1a variable

a-1 .
y; s (c m‘u’n’ /L. (c.= oP (k1) / Yy

Por lo tanto, establecer ¢! valor de ia k-ésima entrada ‘del vector d se
reduce a determinar el valor de s ¢ (0, 2x) que maximice 1a funcion:

(4.13) oa) - : )* e

W35 I_m(l' w?,

donde P k)= P (k-1)e !“y , para 1 = %o, ., .. n
Substituyendo en (4.13) las definiciones de P (I) y de y se obtiene:



. Rel n ‘
2 2 x 2 1 e
da) = " T4 (e - sP(k-1)7e )" |§ui" kel ¢ t oy}
E| pardmetro s, puede determinarse a partir de la ecuacién ¢'(a) = 0.

k-1
2
¢ = 208 3t o Zc - PPk-n)s - P o
=11 t:.

n t t
L P 1) ¢ 2 (o - oD (P (ke1) ¢ % (-8 - cPk-D))
ke Y Y

1a - it el

Syt vy -0 v, )y P o= Pl
puede escribirse como

#a) = acy'y o+ -l-’lcl(P: “etst-cirre
T . &

L 1]
" Pt 2scP t P
"E.‘u': - : 22 T ]
" k

t
1 2 2 2
['T; “’.(l -c)oscP.¢l))|.

t t
Adents si t = “l-l.l'"" 'nh) yPs= (P..‘. aer I’.) l"

expresion anterior resuita

, 3 2 t _pt
¢'(a) = (8"~ ¢ )(P.(t te 1) - PP t“) .
2 1 (3 2 t

sclty o'y P'PIe (P et o) - zr‘nmr.).

Firalmente, ses 8 = t0'ys PP) + (PL- 1t'e ¢« 0 - 2P'PL P, y
«as= P.(t't +1) - P‘Ptn: la ecuacion ¢'(a) = O se transforma en la ecuacién
de segundo grado:

“wo « tan’(a) ¢ 8 tan(a) - « = 0,

Sir =g/ 2a entonces las raices de esta ecuacion estdn dadas por las

expresiones

'ul- re+le r')m. BT - (s P22

n



Los dos posiblet pares seno-coseno que satisfacen la ecuacion (4.14) son

(X7, 2
L 1 » ) PG =,

22
y .- v e uz) i map.
Substituyendo cada uno de los pares anteriores, en la funcién ¢{s) puede

determinarse donde se alcanza el méximo.
Este método puede generalizarse empleando la misma idea que en LINPACKM.

Caso 1. Norma 1.

En esta norma los - expresi resul més simples y faclles de calcular.
En el paso k-ésimo ya se han obtenido las entradas d‘. dyy s d | con

.ldl
-],
L'

y los valores hacia adelante P'x-1) para | = k, kel, .., n Al fgual que en
el caso anterior, las primeras k-1 entradas del lsdo derecho son multiplicadas
por una cantidad A « {0, 1} y la entrada d. se hace igual a 1-A, Los valores
de las nuevas varisbles en términos de les anteriores, quedan establecidos por
las relaciones:

A Ay .paraiel, 2 ..., ki,

(418} y, =t-2-2k-n/ e

La funci6n a maximizar, en el paso k, es
k-l n
.16) A=Az iyt ey ¢ B P e e g
sujeta a que A € (0, 1}

Pars obtener ¢l maximo de ¢, basta evaluaria en 0 y | para decidir cual
es el mejor valor. Una vez obtenido e valor adecusdo, se actualizan les
variables, usando (4.15). En esta heuristica, después de cada paso de la
iubitl!\lclﬂl'hl(:ll adelante, el lado derecho queda con una entrada igual a 1 y
el resto son cerc, en otras palabras, la solucion del sistema 'l"y = des um
columna de T™*.

Uno de los problemas que se presentan al escribir el codigo para éste y
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los métodos anterlores, en norma 1, ¢s realizar en forma eficiente las dos
evaluaciones de ls funcién ¢, para decidir cual es el mejor valor del
parémetro, y una vez obtenido, actualizar las variables y los valores
posteriores P'(k).

Por ejemplo, en el método retrospectivo el valor de ¢ para A = 0 y 1,
estd dado por las relaciones siguientes:

k-1
. (" .
sl A = 1, entonces ¢§(1) = |§|l’|l A IP(k-1) ¢ t B

IEIOI

con y} = Pk - 1)/ L

si A = 0, entonces ¢{0) = y; + Igmll"(k—l) . t“y; I
con y;- | 94 !n.

La actualizacién de las variables es muy simple; si el valor seleccionado
fué 1, las primeras k- entradas del vector y no se alteran, en otro caso, se
iniclalizan a cero. Para la nueva variable no existe problema pués es s6lo un
valor, Las cantidades PYk-1) son actualizas suponiendo de antemsno que el
valor Optimo se alcanza con A = 1. S| la comparacién de las evaluaciones da un
resultado contrario, entonces 8 cada Pk para i = k¢], ..., n se le adiciona
Ia cantidad
'L'-( 1+ Ptk-1) parafskel, .., n

‘ll

El subprograma DTRCO de Linpack fué modificade para ‘realizar la
estimacion de acuerdo a esta heuristica. En el apéndice C.2) se encuentra el
codigo que realiza esta estrategia. '

4.1.3.8 Divide y Vencerds.

La lista de estimadores heuristicos termina con uno de los métodos que
produce mejores resultados, sunque a un costo ligeramente mayor. El método fué
propuesto por Cline, Conn y Van Loan en [CI3} y ha tenido poca atencién en la
literatura. Cline, en un trabajo posterfor [CI2), comenta que los resultados
experimentales con este método y el retrospectivo, en la norma 1, son
" ‘similares a Linpack.

%



E! método se fundamenta en que una vez conocidas las soluck de los
sistemas triangulares superiores {Inferiores),

.

Tuyx h dn y Tn’: - dz’
" pueden emplearse en Ja solucion del sistema triangular superior (inferior)

4,17 *
Z, +d,
0 ‘l‘u
La solucitn de (4.17) es
-1
z, 'Tn' dzu ¥y
-1
z - Tucd‘ - ‘l""Tuz2 = cy, - W, con T”v - T“z’.
Si Ia matriz 'l‘n es de orden k y Tu de orden r, sntonces, para resolver
e} sistema (4.]7) es necesario realizar una multiplicacién de una matriz
(kxr), por un vector (T z), resolver un sistema triangular de orden r,

122
(‘l'"w-‘l‘ z )} y sumar dos vectores de tamafio k.

En l‘: ’utrltqh divide y vencerds, el segundo miembro de la igualdad
(4.17), se forma s partir de los maltiplos de los términos derechos ((!l y d)
de los sistemas lniclales, de manera que la norma de la solucién sea méxima,
Si ademds, se pide que ld‘l - Idzl = 1, entonces los pescs se ¢cligen de maners
que el jado derecho resultante también tengs norma 1.

' Fl probiema se reduce a determinar los valoras de los peson ¢ y & del
sistema

{4.18) [Tn le] [’xJ - [dj
o T,ilz (7]
tal que #zh = Nz b+ 20 sea méxima y l(ed‘. ldz)‘l -l
Al igual que en el estimador retrospectivo, determinar los valores ¢ y o
que maximicen la norma de la solucin, depende de la norma empleada.

’
Caso 1. Norma espectral,

Las cantidades ¢ y s pueden ser igual a cos{a) y senlal respectivamente,
pira aigin & € {0, 2x). El problema se convierte en optimizar la funcién
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(4.19) Ha) = Izllz + "z'z
’ con a « (0, 2z
donde z, =8,
(4.20) z = cy, - sw, con T“w - T“zz
Substituyendo (4.20) en (4.19) se cbtiene
2, .2 T T T '
#a) = s Uy Ay sc "1.2 + 0wl - 2scwy . ‘
De la ecuacién ¢'(a) = O, se obtienen dos pares seno-coseno que dan los )
puntos extremos de ¢{(a). Las derivada de ¢ resulta

) 'm 2 2 _ 2 €2 2
¢'(a) 2:<:Ilyzlz . lez lyllz) + 2w yl(c %),
Siam Iyzl: + le: - lyll: y8 = w‘yl , entonces

¢a) » sen ¢ s-ssno

(4.21) = atan(a) ¢ 8 - Btan’(a) = 0,
es una ecuacion cuadrética en tan(a). Haclendo r = « / 28.las raices de (4.2])
son;

ul-roﬁ oty uz-r-llor'.

Los pares seno-cosenc que se obtienen de los puntos extremos de ¢ son:
5" "L; G TSy
vie '

y s —l—-— cC.=us.,

2 2 22

vie )
Substituyenda cada uno de estos pares en ¢, es posible determinar
donde se alcanza el méximo.

Caso 1i. La norma 1.

En esta norma las centidades ¢ y s son igual a A y a 1-A respectivamente,
con A € {0, 1). La solucién del sistema (4.18) es:
z, - (l-h)y:



(4.22) z - Ayl - w, con ‘l'“\v - 'I'ﬂz’
y la funcién a optimizar es

) = lz.l‘ + "a'u

con A € (O, 1)

Para evaluar la funcidn ¢, en los dos puntos de Interes, en forma
eficiente, deben tenerse las expresiones do ¢ en cada uno de estos puntos. ‘

(4.22) $0) = lyzl‘o l\vl‘
)= ly|ll
St ly,l' 13 "l'l' puede evitarse el calcular lwl'. Una vez determinado el
valor de A ad do, se emplea para ob 1a solucion del sl

La forma de emplear o] método divide y venceras, en un sistema dado de
orden n, es primero resoiver n sistemas de orden Ixl, donde las matrices de
los sistemas son los el de la disgonal de la matriz T, Seen T.. T’.
’r.ntullstmtyn-zlﬂbq.mq-OOI. Para t = |, 2, ..., q 9e
combinan los sistemas T!l-l y Tﬂ para obtener el sistema ‘l’; Siq=20
entonces se pisa & la etapa siguiente con los sistemas ‘l’; f ;. T; . En
otro caso, primero se combinan 'l‘; y T pars obtener ol sistema T;' 7 entonces
se pass a la etapa siguiente con los sistemas ‘l"l. T;. [ T;'. El mismo
procedimiento se apllca a los nuevos sistemas obtenidos en cada etapa hasta
obtener el sistema inicial.

El método termina con un lado derecho igual a cero excepto en una ol

entrada, donde tiene el valor |,

4.1.3 El método DIV-MOD

‘Hemos encontrado que es suficiente aplicar el método divide y vencerss
sl sistema directo, para obtener resultados sisteméticaments mejores que los
obtenidos con otros métodos y en un menor namero de operaciones. La cantidad
obtenlda al aplicar sl método dlvide y vwencerds, al aistems directo
triangular, es Ia norma I de slguna columna de A%,

Al resolver cada uno de los sistemas del tipo (4.18) que aparecen en I
solucién del sistema original, se esté seleccionando la columna con' mayor
norma de entre las columnas de cada subsistema. Por ejemplo, sl las columnas



1 1 a

en los subsl fueron r y s respectivamente

R

,r~l
I L
*

entonces de la relscion (4.?2')'. se tiens 'que #{0) es la norma de la columa »,
siendo Ny, 8, I norma de la columns & del blogue T: yws 1"'1“12 et la
norma de Ia parte de la columna s que estd fuera del blogue.

Con exta vwariante que proponemos, hemos encontrado, en el <caso
teiangular, un ahorro de n/2 operaciones, pues se evita resolver el slitema
transpuesto.

Cuando la matriz triangular es de orden n = 2'. ¢l namero de operaciones
requeridas para llevar a cabo la estrategia DIV-MOD es de 3n’+ 3n.

En ol sigulente capitulo ss presentan varios ejemplos donde ss aplica
este mitodo ¥y en el apéndice C,3) el codigo correspondiente.

4.4 Estimador via Optimizacion convexa.

Ei método fus popuesto por Hager en {Hall, para estimar la norma | de la
inversa de una matriz A; tratando el probiema de calcular NA™'9 , como un
problema de optimizacion convexs.

Parad ¢ '™, 1BY, es el miximo global de fa funcitn convexa

(4.29) Fix) = 1Bx¥,
bre ¢! conjunto convexo
14.26) S=(xt{ lxl| LRt

ta funcion F es convexa, simétrica, mas atn, lineal por pedazos, y el
conjunto § define un poliedro. De la teoria de convexidsd o simplemte de Ila
definicion de [ norma 1, we sabe que 8 funcién F alcanza su méximo en un
vértice de S.

Como la funcién F no es diferenciabie en todo ¢l conjunto S, no pueden
apiicarse métodos donde se rvequisren 1a primers o segunds derivads. El método
propuesto por Hager emples alguncs resultados del anallsis no diferenciable y
las propfedades de F y S para obtener, en el mejor de los casos, ¢l méximo

e ESTA TESIS MO DEGE
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Para explicar el algoritmo es necesario introducir algunas definiciones y
tesuitados del andlisis sin derivadas.

" Definicion 4.1. Sea K § B*. K es un conjunto convexo si para todo X, ¥ €
Kutimxkckm

x = (1=-Nx+ay vaeion

Ejemplo. El e&Uun!o definido en (4.24) es convexo. Sean X , y¢ Sy2A e
[0,1], entonces por la desigualdad del trisngulo se tisme
20-Alk + A0 8 Il-hllxl' ¢ IANyd, = (-AdxE o+ ANp0
S{l-A)+ A =],
Definicién 4.2. Sea K € R" un conjunto convexo y f:A"s R. La funcitn f es
convexa sl para todo x, y € K se tiene

(4.25) f(xai s(l-A) f(x) ¢+ A f(y) V¥ A «l01]

La desigualdad (4.25) expresa el hecho que la grafica de una funcion
convexa siempre esté por debajo de la cuerds que une a los puntos (x, f(x)),
{y, fly).

Si K es un conjunto ablerto y f(x) es diferenciable en K, una definicion
squivalente de convexidad es qus para todo x, y € K ne tiens que
(4.26) fiy) & 1x) + Sr(xtly - x).

Ejemplo. La funcién definida en (4.23) es una funcidn convexa sobre el
conjunto S,
Sean X, y @ S entonces
F(xx) = 1Bx,), = IB{(1-A)x * )«y)ll
= B(1-2)Bx ¢ Wll
S (1-A)1Bx + AOByN
= (1-AJF(x) + AF(y).

Definicién 4.3. Sea f uns funcion de X S R" en ® con K convexo y
x & Int(K).
(a) Sea a « K. Se dice que a #s un subgrsdiente de f en x s|

(4.2n £ly) ® t(x) + a'ly-x) vyek
(b) E! conjunto de todos los subgradientes de f en x o5 llamado el



subdiferencial de f en x y es denotado por 8f(x).
(c) Cuando 8f(x) » @ se dice que f es subdiferenciable en x.

Ejemplo. Sea f: R 5 R con f(x) = [x|. Claramente esta funclén no es
diferenciable en O, pero si es subdiferenciable en este punto. De la relacién
(4.27) se tiene

—|,L|a:l o ae(-], 1]

Este ejemplo puede generalizarse de la manera siguiente; si f:(a, b) 4R
es convexa, entonces es subdiferenciable en todo punto ¢ « (a, b) y ademds
oflch = (f'lc), € (c)), donde f’(c) y flic) son la derivads Izquierda y
derecha de f en c respectivamente. En general se tiene que sl f e¢s una funcién
convexa de R” 5 R entonces esta es subdiferenciable [Val). '

Otra propledad Importante de la generalizacion de derivada es que si la
funcion f es diferenciable en x 8f(x) tiene sSlo un elemento y
colncide con el Uf(x).

El método propuesto por Hager y perfeccionado por Higham en [Hi3), trata
de maximizar la funcién F(x) = Bxh, en S. El método parte de un cierto punto
del S denotado por x. SI F es diferenciable en x la desigualdad (4.26) aslent
que la manera de encontrar un y. & S donde la funcién sea mayor es maximizando
1a cantidad

wrix'ly - x).

Como IVF(x)'y| s WF(x)i, #yd, s AVF(x}b,, y* puede elegirse igual & un
vértice de S, (te', | w1, 2, ..., n) donde WFx)i_ = lvr(x)ll. Por otra
parte ol WUF(x)i, s VF(x)'x entonces x es un maximo local de F sobre S.

Como F(x) = 1Bxi,, el gradiente de F es igual a ¥F(x) = B', donde

n
&= 1 su’:-t:"x, 50
n
gm -1 SiTb x <o0.
: I,

) Ahora si en el punto inicial x la funcion F no es diferenciable entonces
OF(x) es no vacio y cada uno de los subgradlentes tiene la forma 8'( con (l
{gual que en [a relacién anterlor, excepto cuando
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subdiferencial de £ en x y es denotado por &f(x).
(c) Cusndo f(x) » @ se¢ dice que f es subdiferenclable en x.

Ejemplo. Sea f: R 2 R con f(x) = [x|. Claramente esta furcion no es
diferenciable en O, pero si es subdiferenciable en este punto. De la relacion
(4.27) se tiene

-!-’L'»uql s ael- 1]

Este ejemplo puede gencralizarse de la manera siguiente; si f:(a, b) R
es convexa, entonces es subdiferenciable en toda punto ¢ & {a, b) y ademds
otic) = [flc), fic)), donde f(c) y f.(c) son Is derivada izquierda y
derscha de T en c respectivamente. En general se tiene que si f es una funcién
convexa de K" 3 R entonces esta es subdiferenciable (Vall.

Otra propiedad importante de la generalizacién de derivada es que si la
funcién f es diferenciable en x entonces Of(x) tiene s6lo un elemento y
coinclde con el Pf(x).

El método propuesto por Hager y perfeccionado por Higham en (HI3), trata
de maximizar la funcién F(x) = Ihl, en S, El método parte de un clerto punto
del S denotado por x. Si F es diferenciable en x la desigualdad (4.26) asienta
que la manera de encontrar un y' €« § donde la funcién sea mayor es maximizando
la cantidad

FixYy - x).

Como [9F(x)'y] = IW(xll lyl s IVF(x)8 - y puede elegirse igusl a un
vertice de S, (o', | = ), 2. e n) donde WF(x)l - lW(x)l Por otra
parts sl lVF(x)l s WF(x)* xmmlxnunmxlmolocaldorms

Como r(x) = IBx! ' el gradiente de F es igusl a YF(x) = B . Gonde

L 1 slz >0
! m" 1

g=-1 sl[lhx <0.

Ahora si en el punto inicial x la funcion F no es diferenciable entonces
OF(x) es no vacio y cada uno de los lubcrldlentu tiene la forma B' ¢ con c
igual que en la relacion lmcrlor. excepto cuando

8l



n
{:lbtﬁ -0
en tal caso { puede tomar cualquler valor en {-1, 1)

La desigualdud (4.27) sugiere la forma de elegir un subgradiente y de
moverse de x al punto y' @ 5; 4sto ee logra maximizando la cantidsd a'(y=x).
Como fa'yl = Bab_ y F(x) = Fi-x), y° pusde slegiree Igual al vértics o' donde
In‘l - ul_ . S lul. > a'x entonces F(y‘) > F(x) esta asegurada,

Cuando lul.iu'xu ha legado & un méximo que en éste caso, nO ¢
asegura que sea giobal a §,

Hager ‘en [Hall concreté los resultados anteriores en ol sigulents
slgoritmo.

Algoritmo . Dada una matriz A « R" o algoritmo estima 7 s ™'Y, .

1) Elegir x con lxl‘ = |

Repite
12) Resolver Ay = x
3) ¢ = sgnly)
4) Resolver A'z = [4
s) st lzl. s 2'x entonces termina con ¥y lyll
6) x =o', donde lzll = izl

Sgn es la funcidn de 8" 5 R™ definida por
1 six20
sgix) = (s,), bl I x <O

El algoritmo parts de un punto elegido en la frontera de S, y cuando la
funcién no es diferenciable se slige un subgradiente particular. En el y-o 3
sl y, & oo entonces (.- 1 y con estos valores es calculado of subgradients
en el paso 4). La teoria garantiza que el punto x donde termina el algoritmo
e un méximo local sl y = A’'x tiene todas lss entradas diferentes de cero. Si
el vector ‘y tiene entradas cero ésto no pusde asegurarse.

Ejemplo 4.3. Sea H, la matriz de Hilbert de orden 3. ll;l esta dada por



' 9 =36 30
H;- -36 192 -180 |’
30 ~180 180
Aplicando ¢! algoritmo anterior a matriz A, con x = (:-’, %. %l como valor
inicial, se obtiene, en la primera pasada:

Paso 2) Resolver Ay = x o 3 = {1, -8, ml'
Paso N = 11, -1, 1)
Paso 4) Resolver A'z = ¢ « 2 = [75, -408, 390}
Paso 8) Como k20 = 408 y 2'% = 19 ejecutar paso 6)
Paso 6} x = [0, 1, O)%.

En la segunda pasada se tlene
Paso 2) Resolver Ay = x « y = {-36, 192, 180"
Paso 3 & = [, 1, -1}
Paso 4) Resolver A'x = £« z = [-75, 408, -290]
Paso 8) Como Bzl = 408 , 2'x = 408 y i s 2.

Termina con 7y = 408.

Un caso especial de este algoritmo es cuando la matriz A ¢s una matriz M.
En In primera iteracién del algoritmo #z0 = IA"I.. y el algoritmo termina a
lo més en dos iteracionss.

Higham en (HIJ), presenta una ligera variante del método anterior, el
cual lo salva de posibies oscilaciones, debido a errores de redondeo. Tamblén
evita resolver dos veces el mismo sistema, como sucede con las matrices de
comparaclon M.

4.2. Matrices tridiagonales.

Para matrices con clerta estructura existen algoritmos mis sdecuados para
estimar el nimero de condicién, en particular, para estimar la norma de la
matriz inversa. En clertas splicaciones aparecen en forma natural las matrices
tridiagonales, por ejemplo, en los métodos de diferencias para problemas a' la
fronters, en. el manejo de Splines y en. la solucién numérica de relaciones de
recurrencia lineales de segundo orden. Una matriz tridiagonal tiene la
estructurs siguiente:



. )
w28 I .

Higham presentas en (HI2], algunos algoritmos eficientes para calcular
¥A™'S en Is norma 1 0 , cuando la matriz es Irveducible, es declr, b, ..b_
ye. € e L w00 diferentes de cero.

La matriz A puede representarse por O(n) cantidades: los elementos
diferentes de cero . El teorema siguiente demuestrs que también la matriz
inversa puede representarse en términos de O(n) cantidades, aunque A™' tlene,

en general, n? elementos diferentes de oero.

Teorema 4.1: Sea A una matriz tridiagonal no singular,
(1) Si A es irreducible y A™ = ('u) entonces existen vectores X, ¥y, p ¥y q
tales que:
, {‘-’: 18}
(4.29) .- b, o)
(2) Si A es reducible existen dos casos:
(a) sl ¢, = O, entonces la matriz A tiens Is estructura

bl

donde Ae ey As RN tridiagonales, y

-1
[
X Az
donde X & R™"leg una matriz de rango 1, si b,,= 0. E! teorema se aplica
recursivaments a las submatrices AI y A’.
M) si b, " 0, la parte (a) del teorema puede splicarse &
A
Dem: Se encuentra en [lkil.

De acuerdo con este resultado, la matriz inversa pusds escribirse como:



Xy Xy XY,
PG Xy e %P,

pn&l pnaz " xiy

(4.30) Ate

Para calcular la norma infinita de la matriz inversa, es ' necesario
obtener la suma de los valores absolutos de los elementos de cada renglon.
Para el renglon l-ésimo se tiene

Ipa,l + 1@l + .t Ipg | ¢ Ixyl ¢ o ¢ ixy |,
o en forma equivalente
(4.31) Iplligl o ..o dq e Ixilyle...elyd

Esta expresion proporciona un método eficiente para obtener la norma
infinita de la Inversa. Las sumas que aparecen entre paréntesls, pueden
emplearse para calcular la suma de los valores sbsolutos de las entradas del
renglon | ¢ 1; solo debe agregarse un término méds.

Para tener el algoritmo completo es necesario dar un método para obtener
los vectores X, ¥, P Y Q. !ﬁlmétodocmpludoul(mlllvrop‘mopwlkebo
[Ikl) para determinar la estructura de Ia inversa de una matriz de Hessemberg.

Los vectores x ¢ ¥ pueden calcularse a partir de los sistemas

(4.32) Axm y;l c:.

(4.39) Ay = xl"e‘.

que corresponden & los sistemas definidos por la dlitima columna de AA™ = [ y
ol primer renglon de A'A = 1. Los vectores ¢, y ¢ son el primero y el
n-¢simo vector unitario. Los vectores p y q pueden obtenerse de manera similar
usando A' en luger de A. Existe un grado de libertad para resolver los
sistemas (4.32) y (4.33), Una posibilidad es elegir x =1 '

La programacién de este algoritmo se encuentra en sl apéndice C.6).

Existe redundancls en la representacitn (4.30) de A", los custro
vectores X, ¥, p y q contlenen 4n~2 valores "libres” mientras A depende solo
de Jn-2 cantidades. Esta diferencia se debe a que ef teorema anterior
considera las partes superior e Inferior de A por separado. El teorema
siguiente proporciona una representacion mas concisa.



Teorema 4.2.5ea A una matriz tridiagonal no singular e irreducible.
Entmuxlmnvmoru:yyulqqu"-(-u)emdlapor

xyd ix
.l - { l,’, 1 J
1 ylxldl irj,

IRTK)
d) . r'-'l[-s::_‘l)' tsjsn
Dem: Se encuentra en [HI2!.
De acuerdo a este resultado, la (nversa de la matriz A tiens 1la
representacion siguiente:

x.yldl xly,d2 xl,"dn

(.39 at e T T

y”::ldl :"u’dz x.y.d_

Los vectores x e y pueden obtenerse, como en el caso anterior, de la
solucion de los sistemas algebraicos definidos por la Gitima columna de e
I y del primer renglon de A'A = I

-1
Ax = (y-d.) e
Aly = x;'cl.
Comoelnlu-d,uemﬁnnt«hlunlmmameolmd'
AL fesulta mas eficlente calcular la norma | de A” en lugar de la norma
" Infinito. .
La programacion del algoritmo se encuentra en el apindice (§6),
Resumiendo. En este capitulo hemos presentado adlo low  mitodes dp
estimacion para dos casos especiales de matrices, debido a su gran [mportancia

prictice. Quedaron fuera de -este trabajo otros cessos, gque deberian ver
estudiados, para completez del tema.



CAPITRO 5

EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

5.1 Matrices de prusba

3.2 Comparacion de los wmétodos
5.J El métode DIV-MOD

S.4 Contrasjemplos,

Este capitulo esta dedicado a comparar algunos de los métodos de
estimacion del nimero de condicion de matrices, cublertos en el capitulo
anterior, proporcionar ejemplos donde uno o varios métodos fallan y presentar
los resultados obtenidos con el nuevo método (DIV-MOD).

Cuando el método aproxims por arriba al nimero de condicidn, el mal
condicionamiento de unsa matriz puede sobreestimarse y parecer mal
condiclonada, o bien, parescer una matriz bien condicionada, cuando el mdétodo
aproxima por abajo este nimero,

El criterio empleado para comparar los mdtodos, ¢s el coclente

S(A) = x;m 7 K(A),

donde K;{A) o8 el estimador del ndmero de condicion de la matriz A, Kl(A).
Este cociente as menor o fgual que | para los métodos que producen estimadores
“poc debajo de K'(Ai. Cuando los estimadores sean cotas superiores del valor
real, sl reciproco del cociente serd empleado. .

Los métodos de estimacién fueron programados para la norma | y. probados
extensivamente con uh gran namero de matrices de prueba: matrices triangulares
superiores obtenidas de Ia factorizacién LU o QR de clertss matrices. Cinco
tipos diferentes de matrices fueron empleados, mis la factorizacién LU 6 QR,
hacen un total de 10 conjuntos de matrices de prueba.

En la primera seccién se dncrlbgn los conjuntos de matrices de prueba.



En las dos secciones posteriores se presentan los resultados de las
comparaciones, y la Gltima estd dedicada a los contrasjemplos.

S.1 Matrices do prueba.

S.1.1 Matriz de Hilbert. La matriz de Hilbert pusde aperecer al resolver
un problema de aproximacion por medio del criterlo de minimos cuadrados.
Si  In funcitn de peso es wix) = | y el Intervalo de interes es {0,1),
entonces el problema de minimos cuadrados se reduce a! sistema algebraico
lineal

- rf( ax 1m0, 1
= $ 4} =0, 1 ...
(5.1 1o o)1 A

La matriz de coeficlentss de (5.1) es la matriz de Hilbert de orden nel,
H_“. La soluclon del sistema (5.1) es extremadamente sensitiva a pequefice
camblos de las entradas de la matriz y del lado derecho.

El nimero de condicion de la matriz Il crecs exponencialmente rcqocto a
n. Savage en 1954, (Sall, céiculo el nm de condicién, los valores y
vectores proplos a las diez primeras matrices de Hilbert. Ahora ya se conoce
més acerca de esta matriz, por ejemplo, se tienen expresiones exactas pars
el determinante y la Iaversa (isl), ademis de aproximaciones asintéticas

para el nomero de condiclon Kl(A). (Gell.

S.1.2. Matriz de Vandermonde. La matrix de Vandermonde aparece de maners
natural en el problema de interpolacion de una funclén por medio de un
polinomio.

La mstriz de Vandermonde de orden n o8 una matriz de ta forma:

1.}
x'... x‘

VeVix, x,.,x)=
v » u-l "l _f-

x !'.-.l
dumlumdolx.mnomudnoecnphm
No se conocen relaciones explicitas pars el nimero de condicién de la

matriz vn(x),m diferentes normas. La mayoria de los resultados - estén



relacionados con la norma = y cuando los nodos satisfacen cierta propiedad.

Gautschi en [Gall, [Ga2, [Ga7], [Ga8} y [Gal2] ha encontrado cotas para
la norma infinita de la matriz y su inversa, ademas de expresiones explicitas
para el nimero de condicién de la matriz V. cuando los nodos son reales y no
negativos o bien estdn distribuidos simétricamente respecto al origen, es
declr, X ¢x 3 O, paraim], 2 ..,0

S.1.3 Matrices Aleatoriss. Estas matrices fueron generadas de manera que
sus entradss fueron elegidas aleatoriamente con distribucién uniforme en
-1, 1}

S.1.4 Matrices con clerta distribuclén de valores singulares. Stewart, en
(St2), propone un método barato para construir matrices aleatorias
ortogonales, que pueden emplearse para obtener matrices de prueba, con cierta
distribucion de sus valores singulares. Las dos distribuciones tipicas, son:
primera, los primeros n - 1 valores singulares son lguales a 1 y el n-ésimo a
17/ K'(A). donde K.(A) es el nomerc de condicién espectral deseado para la
matriz A, es decir:

o e, =...n0 = 1. LA 17/ K’(A).

La segunda distribucion es un decrecimiento exponencial de los valores
singulares:
'z/'n"a/'z' -r"/cr’H
con

c'-lyvn-l/KIM).

La forma de obtener estas matrices es partir de una matriz diagonal £ con
la distribucién deseada de valores singulares y de dos matrices ortogonales
sleatorias U y V. Por el teorema de descomposicién en valores singulares, se
tiene que A = vizu es una matriz con sus valores singuiares distribuides de
acuerdo a la distribucién establecida por E.

El método de generacion de matrices ortogonales aleatorias propuesto por
Stewart estd basado en el resultado siguiente: Si A es una matriz n x n, donde
las entradss son clegidas en forma independiente y aleatoria con distribucion
normal n(0, %) y las matrices Q y R son las matrices obtenidas por la
factorizacitn QR normalizada, de manera que los elementos de la diagonal de R



sean positivos, entonces las matrices Q estan distribuidas sobre el conjunto
de. matrices ortogonales de orden n, oa, de acuerdo s la distribucion u, la
medida de Haar, [St2]. El teorema de Haar [Had), asegura la existencia de una
Gnica medida normalizada e invariante bajo traslaciones [zquierdas pera el
grupo topologico compecto de matrices ortogonales con cualquiera de las normas
de matrices como métrica, esto es n(o_) = 1y u(HN) = u(X) para cualquier
conjunto medible ¥ & 0" y cualquier H ¢ on.

El método para generar las matrices ortogonales que surge en forma
natural es factorizar uma matriz con entradas distribuidas normalmente y
quedarse con la matriz ortogonal Q. Este método es costoso en Rimero de
operaciones y espacio. Una mejor alternativa esté basada en el teorema
siguiente [St2),

, vectores en R", ®™, ..., R® respectivaments,
con distribucion nlo, ¢%]. Sean Hy § = L 2 ., o=l las transformaciones de
Householder que reducen & X e re . Ses H’- (IH. II,) y D=
dlu(c[n(r“), un_(ru). o un(rm)). Entonces ¢l producto Q = D Hlllz... H_
es una matriz ortogonal aleatoria distribuida de acuerdo a la medida de Haar
sobre ¢l conjunto de matrices ortogonales de orden n, 0_.

Dem: Se encuentrs en [St2)

Teorems: Sean xl. !I. wy X

Este resultado suglere una forma de construlr una matriz ortogonal con
requerimientos de memoria reducidos; unicamente se necesitan n'/ 2 localidades
de memoria para almacensr los vectores LR Xy X

En ciertas aplicaciones no es necesarico conocer explicitaments !a matriz
Q. Por ejemplo, para evaluar el producto Qy, sdlo se requisren n’ operaciones
para aplicar consecutivamente las trasformaciones de Housseholder.

Este método fué programadc y empleado en ls generacion de las matrices de
prueba. El listado correspondiente aparsce en el apéndics B.2. El subprograma
RANDMS de 1a libreria IMSL fué empleado para la gensracion de los vectorss

leatorlos con distribucion n(0, ¢%).

Las matrices de prucba fueron las matrices triangulares superiores de las
factorizaciones LU y QR de las matrices arriba mencionadas. La combinacién de
los "diferentes tipos de matrices y las factorizeciones, dan un total de 10
conjuntos de matrices de prucba.




RND+LU

SLT«LU

SLT+QR

DXP+LU

DXP+QR

HLBsLU

Matrices triangulares superiores, obtenidas de la factorizacién LU
de matrices con entradas distribuldas uniformemente en [-1, 1).

fgual que en el caso anterior s6lo que con la factorizacién QR.

Matrices triangulares superiores, obtenidas de la factorizacién LU
de matrices con distribucién de valores singulares igual a: LA
s..me @l y e =1/KA. KA =10, 10% 10° 10* y 10%

igual que en el conjunto anterior stlo que con factorizaclén QR.

Matrices triangulares superiores, obtenidas de la factorizacién LU
de matrices con distribucion de valores singulares igual a: ox 1,

2
"':- V‘K(Al..ta/ LALEA / e, .= 'n/ LA K(A) = 10, 10°,
105, 10" y 10",

Igual que el conjunto anterior sélo que con factorizacién QR.

Matrices trlangulares, obtenidas de la factorizacién LU de la matriz
de Hilbert; h.(i. PD=1s701ej-1),0ijml 2 .., n Paran
=23, .., 2.

Igual que el conjunto anterior pero con factorizacién QR.

Matrices triangulares, obtenidas de la factorizacién LU de ia matriz
de Vandermonde; lel. L AR xn) con x = i~4sima ralz del
polinomlo de Chebyshev de orden n, Tn(x). Paran = 2,3, ..., 20

Igual que el conjunto anterior pero con factorizacién QR.

8.2 Comparacitn de los métodos.

Los métodos para su comparacién se han dividido en tres grupos: primero,
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estimadores tipo Linpack; segundo, estimadores via matrices de comparaclén y
tercero, el método via optimizacién convexa. La norma 1 fué empleada en todos
los métodos y quedaron fuera de comparacién los métodos de estimaclén de
nimero de condicién de matrices tridlagonales y algunas varfantes de método
LINPACK. La mayoria de los experimentos numéricos se realizaron en doble
precisién en  una computadora IBM-AT sin coprocesador aritmético y fueron
empleados los lenguajes Fortran (Mlrosoft 3.3) y C (Turbo C, V2.0).

5.2.1 Estimadores tipo Linpack. Este grupo comprende los estimadores:
DECOMP Aparece en el subprograma DECOMP y SOLVE,

LINPACK Estimador empleado por tlgunos subprogramas
del paquete Linpack (DGECO, DTRCO, etc),

RETRO Estimador retrospectivo y
DIV-VNC Divide ¥y venceras.

Este tipo de métodos es el mis popular, en especial, DECOMP y LINPACK.
Los resultados que & continuacién se presentsn corresponden a  matrices
trisngulares. Sin embargo, como se vié en el capitulo anterior, los
heuristicas pueden aplicarse a otro tipo de matrices.

En las tablas (5.1) a (5.6), se pr los resultad btenldos con
estos estimadores, para las matrices de prueba SLT+LU y DXP+sLU.

K(A)| n=5 10 20 30 40

10" | 0.682 0.45% 0.321 0.472 0.426
2

102 [ 0.946 ©0.879 0.790 0.8¢8  0.813
102 | 0.99¢ 0.988 0.97¢ 0.980  0.973
10 | 0.999 0.999 0.999 0.998 0.997
10 | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabla (S.1). Coclentes de estimacién, S(A), promedio
obtenidos por el método DECOMP aplicado
a las matrices de prueba SLT¢LU.
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K(A)fn=S§S 10 20 30 40

10" | 0.69¢ 0.502 0.349 0.480 0.434
102 | 0.946 0.898 0.799 0.850 0.815
10° [ 0.99¢ 0.985 0.975 0.980 0.974
10 [ 0,999 0.999 0.998 0.998 0.997
10* | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabla (5.2). Cocientes de estimacioén, S(A), promedio
pata el método LINPACK aplicado a las
a las matrices de prueba SLT+LU.

K(A)n=§S 10 20 30 40
10! [ 0.979 0.993 1.0 1.0 1.0
102 | 0.997 0.999 1.0 1.0 1.0
10° ] 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10° { 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10 | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabla (5.3). Cocientes de estimacién, S{A), promedio
para el método RETRO aplicado a las
matrices de prueba SLTeLU.

K(A)ln=a S 10 20 30 40

10" | 0.546 0.443 0.345 0.319 0.322
102 | 0.658 0.499 0.376 0.230 0.382
107 1 0.800 0.592 0.456 0.390 0.44!
10 | 0.871 0.667 0.503 0.534 0.482
10° | 6.940 0.703 0.536 0.548 0.561

Tabla (5.4). Cocientes de estimacion, S(A), promedio
par el método DECOMP aplicado a las
matrices de prueba DXP+LU,
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K(A){ ns=S5S 10 20 30 40

10' | 0.579 0.479 0.4l 0.392 0.387
102 | 0.676 0.538 0.455 0.417 ©0.442
10° | 0.798 0.600 0.515 0.469 0.303
10 | 0.881 0.677 0.566 0.568 0.536
10 {0936 0.711 0.582 0.59¢ 0.591

Tabla (5.8). Cocientes de estimacién, S(A), promedio
para ¢l método LINPACK aplicado a las
matrices de prueba DXP+LU.

K(A)n=§ 10 20 30 40

10 { 0.950 0.943 0.838 0.814 0,804
2

10 0.929 0.926 0.961 0.885 0.%00
10° | 0.962 0.970 0.946 0.921 0.946
10 | 0.982 0.984 0.944 0.955 0.948

10* | 0,993 0.923 * 0.973 0.883 0.923

Tabla (5.6). Coclentes de estimacién, S(A), promedio
pars el método RETRO apificado a las
matrices de prueba DXP+LU.

La primera observacion que se desprende de law tablas y que ha sido
comentada por otros autores, es que en la practica estos métodos no estdn por
debajo del 10% del ntmero de condicién. Sin embargo pueden construirse
ejempios donde esta observacidn no se cumple. En la secclon 5.4 se dardn
varios ¢jemplos. '

Los tres métodos probados son itivos »l tamafio de la matriz y a su
mal condicionamiento. Entre mayor es el orden de la matriz menor €5 la
sproximacién, Se presenta una relacion Inversa con el mal condicionamiento,
pues mejora la estimacion mientras el nomero de condicién de I matriz del
" sistema es mayor. Esto ¢ltimo es cierto, aunque no depende exciusivamente del




namero de condiclon, sino también de cierta estructura propia de cada matriz.
Por ejemplo, las tablas con los datos tipe SLT y DXP, muestran que aunque las
matrices tienen el mismo nGmero de condicién, la calidad de la estimacién
depende de las distribuclon de sus valores singulares. Una distribucién
exponencial de éstos hace més dificll la estimacion.

$2.2 Estimadores via matrices de comparacitn.

Fusron emplesdas las matrices de prueba M(T), W(T} y Z(T), para estimar
ol nimerc de condiclon de las matrices de prueba; se encontré que para un gran
nimero de matrices de prueba, el coclente de comparacion es Inferior a 0.001.

En las tablas (5.7) a (S.11) se presentan los resultados, obtenidos por
medio de las matrices de comparacion, donde el estimador no estuvo muy por
erriba del valor real.

Algunas observaciones que s desprenden de estas tablas son; los
estimadores via matrices de comparacién son de menor complejidad y exactitud.
Los métodos son poco sensibles al mal condicionamiento de 1a matriz, en
comperacién con los del grupo anterior. También, al aumentar el naGmero de
condicion no se cbtiene una mejor estimacion.

K(A)ine=s 10 20 30 40

10! { 0.874 0.718 0.652 0.551 0.579
10| 0.869 0.697 o0.546 0.561 0.5
10°] 0883 ©0.683 0.563 0.55% 0.57
10° | 0.858  0.68 0.624. 0.5 0.5
10° | 0,844 o0.628 0.502 0.559 0.571

Tabla (5.7). Cocientes de estimacién promedio pars
sl método MT aplicado a las matrices
. SLTeLU.



KA nws 10 20 30 .0
10° | 0.605 0.279 0.126 ©0.054 0.00
10 | 0.606  0.313 0.098 0.065 0.083
10° | 0.620 0.267 0.115 0.064 0.07
50* | 0.606 0.288 0.349 0.063 0.07%
10 | 0.619 0.240 0.098 0.063 0.7

Tabla (5.8). Cocientes de estimacién promedio
para ¢l método WT splicsdo s las

matrices de prusds SLT+LU,

K(Alfne S 10 20 30 40
10’ | 0.204 o0.00¢ 0.0 0.0 0.0
10?7 | 0.124 0.003 0.0 0.0 0.0
10° | 0.164 0.002 0,0 0.0 0.0
10° { 0.176 o0.008 0.0 0.0 0.0
10° | 0.129 oc.00¢ 0.0 0.0 0.0

Tabla (5.9). Cocisntes de estimacidn promedio
para el método ZT aplicado a las
matrices SLT+LU.

KiAin=5 10 20 30 4
10 0.748  0.609 0.428 0.344 0.366
1021 0.720 0.579 0.382  0.319 0.341
10°] 0.665 0.8516 0.38¢ 0.31% 0.329
10* | 0.604 0.420 0.3%¢ 0.300 0.327
10 | 0.566 0.366 0.35¢ 0.233 o.2m

Tabia (5.10), Cocientes de estimacion promsdio
para ¢} método MT splicado s las
matrices SXPeLU,




K(A)n=s -10 . 20 30 40

10' | 6.297 o0.080 o0.018 0.007 0.001
10 | 0.088 0.007 0.0 0.0 0.0
107 | 0.008 0.0 0.0 0.0 0.0
10* { 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
100° | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabla (5.11). Cocientes de estimacion promedio
para e! método WT aplicado a las
matrices DXP+LU.

8,23 Estimador via optimizacién convexa.

Los resultados obtenidos por este método aparecen en las tablas (5:12) y
(5.13).

Sin duda, el estimador via optimizacién convexs, es el mejor estimador
general de todos los presentados en este trabajo. También es sensitivo al
tamafio de la matriz y al mal condicionamiento de la matriz pero en menor grado
que los estimadores tipo Linpack. El numero de iteraciones en la mayoria de
los casos fué solamante de 2,

Otra propiedad de este estimador, es su independencia respecto a la
estructura de datos empleada para representar la matriz, sélo es necesarlo
contar ¢on un subprograma para resolver sistemas del tipo Ax = b y A'x w b,



K(A) | n= 10 20 30 30
10' | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10 |10 1.0 1.0 1.0 1.0
10" 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10 |10, 1.0 1.0 1.0 1.0
10* |10 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabla (5.12). Cocientes de estimacién promedio para

el método OPT-CNV aplicado a las
matrices de prueba SLT+LU.

K(A) |n=38 10 20 30 40

10" |[0.949 0.947 0.948 0.880 0.916
10 [1.000 0.983 0.958 0.951 0.962
10° | 1.000 0.976 0.961 0.952 0.987
10 | 1.000 1.000 0.970 0.958 0.986
10 11000 1.000 0.988 _1.000 . 0.983

Table (5.13}). Cocientes de estimaclén promedlo para

e] método OPT-CNV aplicado a las

matrices de prusba DXP+LU.

5.3. El metodo DIV-MOD.

El método propuesto, DIV-MOD, fué probado extensaments, con diferentes
mtrlmdaprmhylummmrweqmwwo!mlummdqw
otros métodos. Las tablas (5.14) y (5.15) presentan los “resultados de este

método aplicado a matrices con clerta distribucion de sus valores singulares.



KiAMn=s 10 20 30 40
10' 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10° | 1.0 1.0 10 1.0 1.0
10° { 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10* { 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
i0® | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

‘ Tabla (5.14). Cocientes de estimaclén promedio pars
el método DIV-MOD aplicado a las
matrices de prueba SLT+LU.

K{A)inw S 10 20 30 40

10" | 1,000 ©0.971 0©0.848 0.780 0.821
10| 1.000 0.976 0.995 0.849  0.900

10| 1.000 1.000 ©.950 ©0.934 0.946
10* | 1,000  1.000 ©0.976 ©.985 0.948
10| 1.000 1.000 0.989 . 0.934 0.961

Tebta (5.15]). Cocientes de estimacioén promedio para .
el meétode DIV~-MOD aplicado a las
matrices de prueba DXPeLU.

Los resulted btenid al  apli fos &tod anteriores s jas
_ matrices: HLB+LU, HLB¢QR, VAN+LU y VAN+QR, se presentan en las tablas (5.16) a '
5.19).



N DECOMP LINPACK = RETRO OPT-CNV  DIV-MOD  M(T)

2 0.950 0.950 1,000 1.000 1.000 1.000
4 0.956 0.956 1.000 1.000 1.000 0. 441
6 0.981 0.981 0.992 1.000 1.000 0.073
0
]

8 0.989 0.989 0.985 1.000 1.000
10 0.988 9.988 0.975 1.000 1.000 .
12 0.989 0.989 0.969 1.000 1.000 ¢.000
14 0.894 0.894 0.9%64 1.000 1.000 0.000
16 0.713 0.708 0.677 1,000 1.000 Q. 000
i8 0.489 0.522 {.000 1.000 1.000 0.000
20 0.460 0.400 0.962 1,000 1.000 0.000

Tabla (5.16). Coclente de estimacion pars los diferentes
métodos aplicados s las matrices HLBeLU.

DECOMP _ LINPACK RETRO  OFT-CNV DIV-VNC  M(T)

0,960 0.969 1.000 1.000 1.000 1.000
0.979 0.979 1.000 1.000 1.000 0.428
0.984 0.984 0.994 . 000 1.000 0.0M1
0.986 0.986 0.98¢ . 000 1.000 0,006
0.988 0.988 0.975 . 000 1.000 0.000
0
0
]

. 989 0.989 0.970 . 000 1.000 0.000
. 83§ 0,838 0.922 . 000 1.000 Q. 000
. 9177 0,977 0.989 1.000 1.000 0.000
0,34} 0.545 1.000 1.000 1.000 0,000
0.569 0.69%92 0.397 0,930 1.000 0.000

Fig (5.17) Cociente de estimacién para los diferentes
métodos uplicados a las matrices HLBQR,

- - -

N
2
4
6
8
10
12
14
16
18
20

N BEOHP CINFACR RETRO —0PT-CRV BIV-NO00 W11
2 0.879 0.879 0.828 1.000 1.000 1.000
4 0.75¢9 0.75% 0,568 0.837 1.000 0.450
6 0.664 0.576 0.447 1.000 0.523 0.078
8 0.150 0.701 0.843 1.000 1.000 0.00S

10 0.642 0.606 0.788 1.000 1.000 0.000

12 0,608 0.580 0.838 1,000 i.000 0.000}

14

16

18

20

0.682 0.682 0,793 1.000 1.000 0.000
0.668 0.668 0.791 1.000 1.000 0.000
0.538 0.478 0.623 1.000 0.506 0.000
0.896 0.552 0.743 1,000 1.000 0.000

Tabla (5.18). Coclente de estimacion de los diferentes
métodos splicsdos a Ias matrices VAN+LU
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C A PT-CNV_DIV-MOD M

2 0.879 0.879 1.000 1.000 .Q00 1.000
4 0.850 0.850 0.991 0.831 .000 0.447
6

1

1
0.754 0.754 0.779 1.000 1.000 0.071
8 0.697 0.697 0.597 1.000 1.000 0.004
10 0.674 0.674 0.690 1.000 1.000 0.000
12 0.667 0.667 0.946 1.000 1.000 0.000

14 0.665 0.665 0.970 1.000 1,000 0.000
16 0.66S 0.66S 0.982 1.000 1.000 0.000
18 0.670 0.670 0.988 1.000 1.000 0.000
20 0.677 0.677 0.756 1.000 1.000 0.000

Tebla (5.19). Coclente de estimacion pars los diferentes
métodos aplicados a 1as matrices VANeQR.

El método DIV-MOD, de acuerdo a los anteriores resultados, proporclona
estimadores bastante cercanos al valor real y solo comparables con el método
de optimizacion convexa y en menor grado con el retrospectivo,

En las tablas siguientes ss pr algunas ' comparaciones entre los
diferentes métodos de estimacién, incluyendo el método DIV-VNC.

Los resuitados del método DIV-VNC y DIV-MOD son muy parecldos para los
datos de prusba SLTWLU y DXPelU cuando K. (A) es igual & 10° En los otros

casos, los resultados son similares.

Método nes 10 20 30 40
DECOMP 0.9%4 0.998 0.974 0.980 0.973
LINPACK 0.99% 0.989 0.975 0.980 0.974
RETRO 1.0 1.0 1.0 {.0 1.0
DIV-VNC 0.99% 0.999 1.0 1.0 1.0
OPT-CNV 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
DIV-MOD 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabla (5.20). Comparacién de los diferentes enlmldore! con las
matrices de prueba SLT+LU con Kz(A) = 10°.
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Método n =Sy 10 20 ] 40

DECOMP 0.800 0.592 0.456 0.390 0.44]
LINPACK 0.798 0.600 0.515 0.469 0.503
RETRO 0.962 0.970 0.946 0.921 0.946
DIV-VNC 0.989 0.949 0.918 0.014 0.926
OPT-CNV 1.0 0.976 0.961 0.952 0.987
DIV-MOD 1.0 1.0 0.950 0.934 0.946

Tabla (5.21) Comparacion de los diferentes estimadores con,
las matrices de prueba DXP+LU con Kz(A) - 10%,

Tamblén fueron comparados los métodos DIV-VNC y DIV-MOD, con las matrices
RND+LU y los resuitados se presentan en la tabla (5.22). De acuerdo con las
dos primeras entradas de la tabla, el porcentaje de los estimadores obtenidos,
por medio del método propuesto, DIV-MOD, que difieren a lo més en un 20% del
exacto, fué del 90%, mientras que para el método DIV-VNC fué solamante un 10%.

K {A)/K(A) DIV-VNC DIV-MOD
> ]
0.9 1.0 6.0% 83.2%
0.8 | 0.9 4.0% S.6%
0.7 | 0.8 4.0% 3.6%
0.6 | 0.7 10.8% 2.0%
0.5 | 0.6 9.6% 2.0%
0.4 | 0.5 9.2% 1.2%
0.3 | 0.4 14.0% 0.8%
0.0 | 0.3 43.2% 0.0%

Tabla (5.22). Comparacién de los métodos
DIV-VNC y DIV-MOD para s matrices
de prueba RND+LU.

La tabla (5.22) muestra que el método DIV-VYNC puede proporcionar
'e:stlmadorel muy alejados del valor exacto, inclusive menores & los de LINPACK,
RETRO o DECOMP, mientras que los obtenidos por ¢l método prop » PIV-MOD,
son mejores que cuslquiera de los métodos  heuristicos mencionados
snteriormente; Ademds las tablas (5.20), (5.21) y otros experimentos numéricos
no reportados aqui, sugieren que los resultados de nuestro métode sbjo pueden
ser lgualu.do' por el m#todo via optimizacion convexs.
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3.4 Contrasjemplos.

Los ejemplos Ggua 8¢ presentan en esta seccion reafirman el hecho de que
ninguno de los métudos existentes para estimar el namero de condicion de una
matriz es el mejor. Para cada método es posible construir un ejemplo donde el
resuitado difiera tanto como se quiers del valor exacto del némero de
condicion. Un contrasjemplo para un método no necesariamente lo ex para otro y
on el mejor de los casos puede servir para varios métodos basados en el mismo
resultado.

S.4.1 Métodos tipo Linpack. Estos estimsdores son, sin duda, los més
estudiados . ¥y usados en los codigos de programacion para resolver el problema
Ax = b, En el trabajo de Cline y R. K. Rew [ClZ] se presentan cuatro ejemplos
y Is estimacion lograda por los métodos DECOMP, LINPACK y LINPACKK') E1
priposito de esta seccion es mostrar como se comportan estos ejemplos con el
método DIV-VNC. En In tabla (5.23) se resums o} anlisis de estos ejemplos.

Ejmplo 1:
1 0 x %
0 1 -k X
Ao b a2 -a
-1 1 -2k 2Kl
1 1 0 k =k
o 1 1 -k &
Le T Ue 1 o
-1 1 0 1 1
El primer paso en estos métodos es resolver el sistema A'x = b; si

la matriz ya ss encuentra factorizada en la forma A = LU, es equivalente a
resolver los sistemas triangulares: : ’

ll:nc método no fué consideradc en la comparacién pero - presenta
carscteristicas similares a las de LINPACK. :
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Vzeb
y x=z

Al resolver el primer sistema transpuesto, se elige el wector b de manera
que l:ll se maxima. De acuerdo al método DIV-VNC el procedimiento a seguir es:

Paso 1)  Resclver los sittemas: ly, -], ly‘-l. 1',' 1, ly‘- 1

paso 2} Elegir A « {0, 1) para cads unoc de los sistemas (2x2) trisngulares
m«m.mwnuamau‘.amn«ml
sea mixima,

Como ambos sistemas son i@uln. basta con anslizar uno de elios.

e

St A =0, izh = 0y 0. 1
SiAw], Izl-l,lolOl-l
Comolamrmadczell.mlmmbocm,elnﬂodoollphnlDn‘
esto resulta quez = (1, 0] . Hacer y = 2.
Paso 3)  Elegir A & (0, 1) para maximizar #zi, en el sistema:

RENEEEN

1.0 k -k (1]
T T [o l]' Ty '7[-k Y AR [l]

SIA=0 Nl =yl =1

Sia=1m, -lyl P - Tﬂylul-nzt.

Sk > O el vector b resuitante es [1, 0, 0, 01 y z =~
1, 0, -k, k. :
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paso 4)  Resolver ol sistema ¢l sistema triangular 1 = 2; X resulta igual a
12k+l, -2k, -k, k] y finalmente

paso 5) Resclver el sistema Aw = x para obtener el estimador de la norma de
In inverss; 4”0 Iwh 7 Bxb. K((A) = 20k% 18K + 3

Ejemplo 11):
1 =1 <%k ©
0 1 Kk -k
B=1l0 1 kel -(ke)
0 0 o &
1000 1 -1l - 0
0100 01 k -k
L*lbt 10 U=lo 0 1 -1
000 1 0o 0 0 k

. d'= (1, 0, 0, 0), s el vector cbtenido al aplicar el metodo DIV-VYNC a la
matriz U'. Una vez resueitos los sistemas

Uysd oy k2,
L'cxsy o x*sqy, 1k, &, 21,
Bwax = w-m’-zkos.1-2&‘.-2&.%-1.%).
36 obtiene la estimacion de la norma de la inversa de la matriz B,
57 o hw / Wxn = wh E i
&kt
Finalmente ¢l estimador de nimero de condicién resulta;

2(4ke1) (k ek s1)
K@=
Ejemplo 101).
1 -xt 2
c=lo ' !
: 0 [} 1}, conkza,



1 -0 2 6 e2ie
c{o X 1
(1] 1] 1

E extimador de NC™' obtenido 2K - £ y por lo tanto de K7(C) = K28 IC)
es igual a

Qe piax-F
que coincide con el valor exacto del nimero de condicién.

Ejemplo V).
1
Al o
Dew | «l« 1
S i |
-1-1 W =1 -l

Siguiendo el mismo procedimiento se obtiene que K"'(Dl = KI(D).

MATRIZ DE PRUEBA
A 8 c o

K, | 24k%22ke3 kv 6kt eke200(k ') | n2""!
K ! skl ~#Beeotn) 6k-4+0(K"') | n

1
K- | 20k%10k+0(1) 28, ,011) LI YT n

2 5 2
K, | 20k*18k+0(1) | Bk*-6ke14e0(k™") | Exacto Exacto
K= Exacto, K[= DECOMP, K = LINPACK y K= DIV-VNC

" Tabla (5.23). Comparacion de-los diferentes métodos de estimacion
’ ' del némero de condicién de las matrices de prueba.
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$.4.2 Matrices do comparacion.

Para este tipo de métodos no es necesario construir ejemplos, donde estos
métodos fallen, pues un gran namero de las matrices de prueba, empleadas en
fa generacién de las tablas de la seccién anterior, sirven pars este
propdeito. En la tabla {5.24) se pr los estimadores obtenidos por medio
de las matrices de comparacion, aplicados a.la parte triangular superior (
matriz U de LU), de las matrices de la  seccion  anterior,

Metono
MATRIZ | EXACTO M(T) w(m Um
‘A (2k+1)? Exacto Exacto (3ke1)(kel)?
8 6k e8kel 12k367k0001) | 8k 2e14kPeThe1| (2Ke1)(6ke1)?
c 6k+2+0(k™")| Exacto 9k +3 27k49
D n2""? Exacto Exacto Exacto

Tabla (5.24). Comparacién de los estimadores via matrices de compa-
raci6n de las matrices U(A), U(D), U(C) y U(D). U(X) es
1s matriz triangular superior de la factorizacién LU de X.

El nimero de condicién de la matriz D en todos los métodos es igual al
exacto. £sto se debe a que la matriz D es una matriz M. La matriz U(A) y U(B)
pueden servir tamblén de contraejempio para estos métodos.

5.4.3 Optimizacion convexa.

Higham en (HI3] proporciona varlos contraejemplos pars este método, el
primero de ellos son las matrices de Pel, {Cril. V '
A=alsee’, ad>0
La inversa de estas matrices ¥y su norma estan dadss en forma explicita
por las relsciones siguientes:

B -1 1 t o, a*2n -1)
A -cl-c—[———’—.,n ee, NA!!X-——-[-—)—-—GQ‘“



Con esta matriz, el algoritmo termina en sl primer ciclo, alcanzando un
méximo local que puede ser arbitrarlamente pequefic. En el primer paso del
algoritmo se tiene

1 Elegir x con lxlI LB
Repeat
2) Resolver Ay = x
3) ¢ = singly)
4) Resolver A'z = [4
3) Si I:I. a z'% entonces termina con = lyll
6) x=e, donde Iz,l =z
Until false

x puede ser eclegida de varias manerss, por ejemplo, x = n's. Del paso
2) secbtiene que y = AMn"e) = n'w + e, yasi o 0. B ‘subgradiente
z w A » (6 + m%, e alcanza en el paso 4). Ast ol algoritmo termine en
e} paso S5). El estimador de la norma de Ia inversa es y = - «em? yeol
cociente de estimacion resuita

4 i

T_,"—l'm—.—h — 0, cuando @ — 0 ylo) ns
El segundo ejemplc es la matriz bidiagonal:
11 1=l =™
11 Bl e I

O n 0 0 .

) : e

1

Si n es impar, la primera iteraclon se termina con y = n(1, O, 1, ..}
e yun'0, 1,0 ..)enotro caso. ASf Cmeyz® l;'c sl 05 ..~
Coma la prueba de convergencia (Paso 5) no se satisface se elige ¢! indice j,
més pequefio, tal que Iz,l [ lzl_. Entonces x = e para la thc iteracion.
.. En la segunda iteracién resulta y = 0.y los. vectores { y 2, son :
iguales a los del primer paso; asi el algoritmo termina con ¥ = lyll wlyel
coclente de estimacion resuita:
. A
»
La subestimacion pusde ser significativa para valores grandes
de n.

)
n

108



$.4.4, Método DIV-MOD

La sigulente matriz es un cnntrnjemplo{ para ej método DIV-MOD

i 0 0 -~k

o R T
1
tiene como inversa ls matriz
3 0 0 3k
5.2 ataf P9 KL
]

con §AB® 2k + 1, BA™'S, = 4k + L Por fo tanto K(A} = 8k% 6k+ 1. Para los
dos matrices triangulares 2x2, i método DIV-MOD selecciona ia colums 1 y 3
como iss de mayor norma. De acuerds con (5.2) la norma de estas columnas es 3
¥ 1 respectivaments. Sin embargo, it columns de A~' con mayor norma es fa
columna 4, ia cus! queda excluids. En ei paso siguiente se combinan las dos
submatrices anteriores pars formar parte de ia matriz A. La columna de A™ con
mayor norma es elegida de entre ias columnas (1 6 3) de Ias submatrices que ia
Integran. La norma estimads de §A™' resulta igual a 3 y el K(A) = 6k + 3, el
cusl es inferior al valor real.



CAPITLO 6

CONCLUSIONES

La mayoria de los métodos de estimacidn del namero de condicion de
matrices trl lares pued: plearse para wstimar otro tipo de matrices.

Para unatrices pequefias y densas pueda emplearse el procedimiento sigulente:

a) Calcufar 140,

b) - Aplicar la estrategin ai sistema UVw e d,
c}  Resolver L'y - w,

d) Resolver Lv = y,

e} Resolver Uz = v,

) KA} = uzd QAN 7 Wyh.

En el paso b) puede aplicarse cusiquiera de las heuristicas del capitulo

Para el método de optimizacién convexa sélo se requiere escribir un
subprograma que resuelva el sistema Ax = b y el transpuesto.

Una de las aportaciones de este trabsjo es el método DIV-MOD, que fue
probado exhaustivamente con lss matrices de pruebs ionadas en el capitul
S,  E! método DIV-MOD, en 1a mayoria de laz matrices de pruebs, proporciona
mejores resultados que cualquier otro tipo de estimadores heuristicoy -y sslo
comparables con Jos obtenidos por e! método via optimizacidn convexa.

Para probar los métodos de estimacid npl las matrices trisngulares
superiores, obtenidas de la factorizacion LU o QR, de matrices de prusbs
reportudas por otros autores; en particular pars Jas matrices: SLT, DXP y RND,

Para la factorizacion LU y QR ee o que el cocl '

K7(A) 7 K(A),
es sisteméticamente mis grande para las matrices trianguiares, U y R, que para
is matriz inicial.

Existen varios criterios de comparscién para los métodos de estimacion
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del nGmero de condicion. El primero de ellos es el nimero de operaciones que
se necesitan. En la tabla 6.1 se presenta el orden de operaciones requeridas
por algunos de los métodos del capitulo 4,

Método Norma Costo Tipo de Cota
M(T) " n2/2 flops Superior
w(T) - ni/2 flops Superior
DECOMP 1 n®  fiops Inferior
LINPACK 1 %n%/2 t1ops Inferior
RETRO 2 snis2 flops Inferior
OPT-CON 1 2n% 0 3n%, en Inferior

la practica
DIV-MOD 1 3n26:ln. para n-z" Inferior

Tabla 6.1 Costo de aigunos estimadores del numero de
condicién.

El costo de los métodos es pequefio comparado con el nimero de operaciones
requerido para factorizar una matriz. Sin embargo para matrices grandes, poco
densas, con o sin estructura el costo puede compararse con la factorizacién.

Cuando la matriz tiene estructura, existen métodos de estimacién mis
eficientes, por ejemplo, para matrices tridiagonales o tipo Hessemberg, puede
emplearss alguncs de los métodos mencionados en el capitulo 4. Por ejemplo,
la norma de la inversa de una matriz de Hessemberg puede obtenerse en 3n flops
y en 17Tn para una matriz tridiagonal. Cuando la matriz es tridiagonal y
simétrica puede reducirse a 1in flops.

' Otro criterio de comparacién es la aproximacién que propercionan a! valor
exacto del nimero de condicion. Del capitulo S se concluye, primero, que no
existe ¢l mejor estimador, es decir, slempre es posible construir un ejemplo
donde el estimador falie tanto como se quiera y segundo, que para las matrices
generadss pars este trabajo los estimadores DIV-MOD y OPT-CONV son los
mejores. El Gltimo de estos estimadores tiene una ventaja qdlclonal sobre los
heuristicos; puede emplearse con cualquier tipo de matriz, sélo basta tener
una rutina para resolver el sistema A x ® b y A' x = b Esto hace
_independiente’ sl -método de la  representacion de la matriz y de la
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factorizacién empleada.

E! problema de estimacion del ntmero de condiclén es muy interesante y

amplio. El tabajo puede continuarse por alguno de los siguientes caminos.

a)

b)

<)

)

e)

Construccion de métodos de estimacion del nimero de condicién pars otro
tipo de matrices. Por ejemplo, para matrices poco densas, definidas
positivas, Toeplitz, etc),

Dessrrolio de métodos de estimacion para el nGmero de condicién en la
norma 2, Esta norma es importante por su relacién con los valores proplos
de 1a matriz.

Trntamiento de problemas mal condicionados. Una vez identificado e} mal
condiclonamiento del problems, es necesario resolverio por algon método,
Lcs métodos mas conocidos pueden resultar  Inestables en clortas
situaciones. Un mejor conocimiento de ia estabilided de los métodos
permitird hacer uns mejor elocclon y tener cotas de error més precisas.

Es innegable que el ntmero de condicion tradicional pusde sobreestimar
la  sensitividad del la' solucion del problema Ax = b bajo pequefias
perturbaciones de los datos. Para los problemas comentados en los puntos
a)-c) pueden emplearse otras definiciones del ntmero de condicion.

Estimacion del nomero de condicin de una matriz, cuando cambdia
en una columna. Este tipo de estimadores permitirian decidir el momento
de realizar el proceso de actualizacién de una base en programacion
lineal,
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APENDICE A

Al Matriz ds Vandermonds y confluentes.
A.2 Polinomios ortogonales.

Al Matrlz ds Vandermonds y confluentes.

En este apindice se presentan algunos resuitados de la matriz de
Vandermonde y sus confluentes, necesarios en algunas . secciones del trabajo. -
Algunos de los resuitados son unicamente vilidos cuando los nodos son reales 'y
positivos o bien estén distribuidos simétricamente respecto al origen.

A1) Defintcion do la matriz de Vandermonde V_ y conflusntes, (Gall.

La matriz de Vandermonde de orden n es una matriz de la forma:

I 1. 1
[ S () R
Ve V(xl. Xy oene :n) - xﬂxn-"'-'
(I e’
donde x= le. L TN xnl' yn >l Los X, son nameros resles o
comple jos.
La opsracion de confluencia de 1a columna | en la columna k consiste en:

8) reemplazar en la l-¢ésima columna, % por xee,
b)  restar la l-¢sima columna Is k-ésima columna,

¢)  dividir 1a nueva columna | por ¢ y finaimente

d)  tomar el limite cuando ¢ » 0.

En otras pelabras, is confluencia de la columna | en I columna k&,

equlno en reemplazar ia Il-ésima columna por la derivada de Ia k-ésima
columna. La matriz resultante es denctada por U” o
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1 1 [\] 1 .1

) X d 8 B o %

U (x)= 2 2 2 2
(XY Lt xl_l zx. .'m . ?.
:u-l n-l ; - ‘el : 1
O x (n-td m x:'

Uns matriz obtenida a partir de una o més confluenclas de columms, s
dice una matris confiuents de Yandermonds. Por ejemplo, la matriz confluente
de Vandermonde de orden 2n es obtenida por confluir Jas columnas n + | en |,
pars | » 1, 2,,.n. Resuitando

P | ] . 0
x, x 1 ‘s 1
Ut-(’) . x: x: 2x i &

2L e 2
A.2) Norma de Vn ¥ de su Inverss. [Call, [Ga2) y [GaS),

Norma de la matris, IV L {Gal).

WV (x)8_ = maxin, E mth
(L1}

Norma 4o la inverss, V;'(x). (Gazl.

" lolxl

wl. 'I"’nl-l'l-ll
l‘l s S
Sl x,-lxl =1 2 ..n) la relacion anterior es una gusidad.

En otras palabras, Iul‘unuuc\mplcmmlupunmummun
mismo rayo que parte del origen.

A.3) Norma de la matriz inversa cuando los nodos tienen cidrta distribuclon.
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Cuando los nodos son reales y x & 0, existe una expresién exacta para la
norma de V;'(x). dada por

1) n 1e |xl| |P (-1
SO ELL AL LU
= sTh "' L unsn (ex Mg (x )]

donde pn(x) es el polinomio monleo con ceros en los nodos LA Ty &

Cuando los nodos son reales y se distibuyen simétricamente alrededor del
cero, es decir, XX = O, para | =1, 2, ..., n, entonces la norma de la
inversa estd dada sxplicitamente por

o tp, (i)l
w (x)1_ = max —_—_} iwe
. uu[ 1e

1 .
e e ix)i

A.4) Propledades de 1a norma de la Inversa.

Simetris de la norma de la Inversa. La funcién de f:R" o R, definida por
f(x'. L QRS xn) - Iv;'(xl. X, ..xn)l. es una funclén simétrica en las
variables X Koy s X
. Camblos de escals. Sea w » O un namero complejo arbitrario y Viw) = V(wx'.
wx,, .. W) Entonces WV'(wil_ depende solamente de Iwl y es una funcitn
estrictaments decreciente de w.
En ol caso real, un cota del decrecimiento relativo de lv;'(w)l. respecto
a los nodos Inicisles queds establecido en las dos relaciones siguientes:
Si xe Oparak =1, 2, .. n, entonces:

w [Pl v P (-1/w)
O [TET |, Cow e bl g | -

donde P_(x) s (x~- xl)(x - x,)...(x -x)

slnupuryx.ox

e ™ 0, paraks=l, 2 ..,0 amoncef

it



-t
avi-nw] P (l/w)l Wlwng o L ' P.ﬂ/v)l

wel P(1) l w"ml avg-nlewm |

donde Pn(x) = (x - xi)(x - xz)...(x - xn).

Es clarc que una permutacién de las varfables Ko By vy Ko DO altera
of valor de SV (kM y de SV '(x0 cuando la inversa. de v (x} exitte. Esto
permite crduur la variables en algin orden. Si low nodos son reales e
supone un orden decreciente:

x > x, P D x

A.5) Nimero de condicion de la matriz de Yandermonde l.(V.).

A partir de las relaciones de A.2), pueden obtenerse cotas del nimero de
condicion de la matriz de Vandermonde. Cuando ios nodos son rsales y positivos
o bien simétricos pueds emplearse ias relacionss A.J), para obiener una mejor
cota.

Otro problema de interés relacionado con is matriz de Vandermonde es:
determinar e conjunto de nodos que da un nomerc de condicidn minimo. El
valor minimo del ndmero de condicién, denctade por K. = iof K (V (x)). pera
lmnodosmmutimmwoudolnrrmupwz“ y s ol cam
simétrico por 2’2, en ambos casos, pers n x 2, Gautschi en {Ga7l y {Gal2}
proporcions unk mejor cota pars estos casos. Ses’ Km.- inf l,(V.(x)). (pw) y
x rexl y no negativo, entonces para n 2 2

1 /-t n-t
x"-(n-u{x < (1 -—=3) } .

mbanlcular. _
M)(n—!)z"".mnsz.

Sea l(” como en el resultado anterior, y sl ademés, x s real y
simétrico, entonces para n & 4 se time: ’
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-:(n-l n-2)/2
(n-zl{l + f1- -- ) n par

-2(n-l) n-312
(n~3){l +{1- — }

£n particular para n x 4,

22" opar
6 {

(n-3)72
(n-3j2 . n impar.

No existe una cota superior para el nimero de condicion. Gautschi en
(Gal), demuestra que dado un conjunto de nodos L ARAR RO X ¥ O entonces

lim K (V (AX}} » -,
Aom

A.6) Norma ds 1a Inverss ds matrices confluentes de Vandsrmonde, UM'.IGII).
{Ga2} y (Gas).

Norms ds I Inversa de una confluents. Sean xvix“wnvtu v, pu=1, 2
woa 1=l 141, ..., n), entonces

" o 1eix )
1 I S max a '
aaie O A v'_'l o, =%,
Aei ve,
donde:
1o ixt

ek 1}

LR N
e ( t .
max [ Pelxfrelie "'”HT’:—v_:T;‘] (A = k)

Norma de s inversa ds 1a matrix confluente de orden 2n (Um).

Sean x, L] x” psrav e uly, g =i, 2 ... n) entonces:
2
n 19 val

-1
IU |. s max bl n .-—Tx—hr— ’

1 SA%n | 21}
Ly

17



1
bh = max [ 1¢ |XA|. 14201+ |’h” ..E.ET:—"_;J

VoA
A.2) Polinomios ortogonales.
Los polinomios ortogonales tienen propledades interesantes y juegan un
papel fundamental en Ia teoria de aproximacion. Algunas deflniclones y
propiedades de los polinomios ort I las en ol capitulo 3, son

dadas & continuaclén. Un resumen excelente de este tipo de polinomios aparecen
en [Ab].

A.T) Definiciones y notacién

Sea {f,, f, ...}, una familia de polinomios ortogonales sobre el

intervalo (a,bl, con funcién de peso wix) & 0,
ho= Pwix)Pdde, n=0,1,2
X . R} £ (x , e b 2

u,= I: w(x) dx.

Se denotard por t' y k"‘ los coeficlentes, de la potencia n y n-1
respectivamente, . del polinomio rn. es decir,

flx) =k e K . , w01, ..

AS) Relacion de recurrencis de tres términos.

" Dada una familia de polinomios ortogonales (f‘. rl. «.) satisface 1a
sigulente relacién de recurrencia

fml.(’n" b.)f"-c- fn-l » BRL

donde: b ek [k,

.
nel

-
=0 [—T::l- _i-n I



c = kml kn-l hn .
n kz
a8 n-1

Algunas de las famiiias clsicas de polinomios or les son:

A.9) Polinomios de Chebyshev.

V2 en (-1, 1.
T,(x) = cos (n cos'(x)), nwmoO,1, ...,

] sin=0
hn. {l/: sineQ,

wix) = (1 ~ x%)

B =%

T =1, T(x) =%,

T (X=2xTix)-T (x)
nel L] n-1

Estos polinomios - han sido - extensivamente estudindos, debido a su
importancia en la teoria de aproximacion, El libro de Riviin [Ri4) - esta
dedicado a estudlar las propledades de estos polinomios y [Fod] a sus
splicaclones sl andlisls numdérico. )

A continuacion se enuncian sigunas propledades adicionales de estos
polinomios.

(P1) Norma acotada.

|Tnh)|!l. para -l sxsl

(P2) Optimalidad.

Una de las propledades més importantes de los polinomios de Chebyshev es
1a propiedad de extremalidad del polinomio de Chebyshev normalizado, T; {su
coeficiente principal es 1), el cual tiene norma'minima en {-1, 1].entre

~ todos los polinomios monicos de grado menor o igual que n, es decir, si

1 La norma empleada es la norma infinito que para una funcién g, continua en
el intervalo 1 = [a, b), ests definida como Igh = JPE, Ig(x).

ne



n a1
+ *
plx) = x . X ‘8

entonces

2™ n>o

1, n=0

y se obtiene la igualdad cuando p = T;. La demostracién de este resultado
sparece en [Ri4, pag 56).

IpIIIT;I-{

(P3) Estimacin asintitica de sus coeficlentes (GalOl:

Es conocido en la literatura que:

(nr2}

T (x/w) -.toc '.l

o LU (2™, osks v

Para t fija, con 0 <t < I/2, k= tn y n — @, se obtiene:

-1/2
€, n C_ (3)"0"'". n—>®
R AT
Jonde:
g(t) = (1= thn{l - t) - tin(t) - (1 - 2t)n(l - 2¢t) - 2tin(2/w)

0Ct<12
Esta funcion tiene un méximo en:

'o'i(l' ).

1
fiow
Ademss g(t)-ln-l—T-VZwﬂow)
asintérica para el coeficiente mu grande de T (xIW) o.;
1t e WY anf1 e Jioey

- v !

1

~3/4

N —

(M) l:nlmlbn Asintética de” los polinomios de wamv duplmdon
T (x) T (2x -0

Asi una aproximacion:



Reemplazando en la refacién anterior n por 2n y w por vw y del hecho que

T:(x’) =T, (x), se obtiene

1 (1 ow)’"n-m [24»'02{10' ]"
2V Yw v
una estimacion del coeficiente maximo del T (x).

A10) Polinomios de Legendre (Esféricos).

wix) » 1en (-, 1]

L] (]
pmelll 4w nay,
. 2 nt dx*
2
h. s ~wa ml
n, = 2,
2n+1 n
PM‘(I) - i—o_i' X P'('l) - T Pﬁ-lh)'

. M igual que los de Chebyshev, estén acotados en el
ortogonalidad.
ll'.(u)lll para -1 Sx S|

n—>m

intervalo de



APENDICE B

LISTADOS DE PROGRAMAS RELACIONADOS CON POLINOMIOS.

Algunos de los métodos presentados en los capitulos 3 ¥y 4 fueron
programados y se presentan en este apéndice y ol siguiente. Este apéndice
contlene los listados de los programas relacionados con polinomios. Se
incluye, ademés, un subprograma pera detorminar Ias propledades de la
aritmética de punto flotante empleads.

Los lenguajes de programacion empleados en la programecion de los
. procedimientos fueron Pascal (Turbo Pascal V4.0), C (Turbo C V2.0) y Fortan
{Microsoft V3.3). Otros fueron slaborsdos en los paquetes matemdticos Reduce
{Rai), Derive y Matiab {Mal),

Los lenguajes tiens caracteristicas numdricas similares cuando emplean el
coprocesador Intel-8087 [inl]. Cusndo no se cuents con el procesador, los
lenguajes pueden realizar la aritmética con un paquete emulador del 8087, que
proporciona una calidad numérica similar, stlo qus en un tiempo mayor (De
acuerdo a [Inl] dos ordenes de magnitud, Ver {inll). Turbo Pascal proporcions,
adicionalmente, una aritmética no tan lenta como la del emulador, pués emplea
menos byt:s para representar ¢l nimero, pero con menor calidad numérica.

B.1) Subprograma MACHAR. Fue propuesto originsimente por Cody en [Col), pera
determinar dindmicamente 13 parémetros relacionados con la aritmética de punto
flotante. Los tres primeros pardmetros, la base de la aritmética, el namero -
de digitos de la mantisa y sl la aritmética trunca o redondes, son

determinados con el algoritmo original de M. Malcolm (Ma2). El subprograma
. MACHAR fué modificado ligeramente para obtener los resuitados sdecusdos en la
microcomputadoras XT y AT. Esta modificacion se dedbe a que la aritmética se
rea’iza en mas bits (63) que los empleados para su representacion en memorla
(48).

SUBROUTINE MACHAR(IBETA, IT, IRND, NGRD, MACHEP, NEGEP, IEXP,
-~ MINEXP, MAXEXP, EPS, EPSNEG, XMIN, XMAX)

122
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C

INTEGER 1, IBETA, IEXP, IRND, IT, 12, J, K, MACHEP, MAXEXP
INTEGER MINEXP, MX, NEGEP, NGRD

REAL A, B, BETA, BETAIN, BETAMI, EPS, EPSNEG, ONE, XMAX
REAL XMIN, Y, Z, ZERO :

Ultima revisién - Octubre 22, 1979.
Autor: W. J. Cody
Argonne National Laboratory

ONE = FLOATI(1)
ZERO = 0.0E0

C DETERMINA IBETA, BETA, A LA MALCOM.
C

10

A=ONE

As A+ A

IF {((A + ONE) = A) - ONE .EQ. ZERO) GO TO 10
B=ONE

B=B+B

IF {(A « B) - A .EQ. ZERO) GO TO 20

IBETA = INT((A + B) ~ A)

BETA = FLOAT(IBETA)

[
C DETERMINA IT Y IRND
C

T=0

B = ONE

IT=IT ¢+ 1

B =B *® BETA

IF (((B » ONE) - B} - ONE .EQ. ZERO) GO TO 100
IRND = O

BETAM! = BETA - ONE

IF ([ A + BETAMI) = A .NE. ZERO) IRND = |

C
C DETERMINA NEGEP Y EPSNEG
[

210

NEGEP = IT + 2

BETAIN = ONE / BETA

A=ONE

D0 200 1 = |, NEGEP
A= A * BETAIN

_CONTINUE

B=A
IF ((ONE = A) = ONE .NE. ZERO) GO TO 220
A= A ®BETA
NEGEP = NEGEP - 1
GO TO 210
NEGEP = -NEGEP

EPSNEG= A
IF {((IBETA .EQ. 2) .OR. (IRND .EQ. 0)) GO TO 300

A = (A-® (ONE + A)) /7 (ONE + ONE)
IF ((ONE ~ A) = ONE .NE. ZERO) EPSNEG = A

12



[

CDETERMINA MACHEP Y EPS.
[o¢

300 MACHEP = -IT -3
A=B
310 IF ((ONE + A) - ONE .NE. ZERO) GO TO 320
A= A®BETA
MACHEP = MACHEP + |
GO TO J10
320 EPS=A
IF ((IBETA .EQ. 2) .OR. (IRND .EQ. 0)} GO TO 3%0
A = (A ®(ONE + A)) / (ONE + ONE)
IF ((ONE ¢ A) - ONE .NE. ZERO) EPS = A

[
C DETERMINA NGRD
c
350 NGRD=0
IF ((IRND.EQ.O) .AND. ((ONE + EPS) * ONE - ONE).NE.ZEROINGRD = |
c
CDETERMINA IEXP, MINEXP, XMIN
[
I=0
K=l
Z = BETAIN
400 Y=Z
Zmy®y
c 3
C VERIFICA POR UNDERFLOW.
C
A=Z°ONE
IF ((A + A .EQ. ZERO)} .OR. (ABS(Z) .GT. Y)) GO TO 410
lmlel}
K=K+K
GO TO 400
410 IF (IBETA .EQ. 10) GO TO 420
EXP=le+]
MK sK+K
GO TO 450

C
CPARA COMPUTADORAS DECIMALES SOLAMENTE.
C

420 IEXP =2
12 = IBETA

430 IF (K .LT. 12) GO TO 440
1Z » 1Z ® IBETA
[EXP = [EXP ¢+ 1
GO TO4X0

“0 MX=IZ+12 -1

C:

CENTRA EN UN BUCLE PARA DETERMINAR MINEXP ¥ XMIN
CTERMINACION DEL BUCLE ES INDICACION DE UN UNDERFLOW,

[
450 ‘XMINe=Y

124



Y = Y * BETAIN

C
C VERIFICA UNDERFLOW,
c

A=Y *®ONE
IF (((A + A) .EQ. ZERO) .OR, {ABS{Y) .GE. XMIN)) GO TO 460
KuKel
GO TO 450
460  MINEXP = -K
C
C DETERMINA MAXEXP Y XMAX
C

IF ((MX .GT. K ¢ X - 3) .OR. (IBETA .EQ. 10)) GO TO 500
MX = MX + MX
IEXP » IEXP + |

S00 MAXEXP = MX + MINEXP _

C

C AJUSTE PARA COMPUTADORAS CON BIT IMPLICITO EN LA PARTE
CMAS SIGNIFICATIVA DE LA MANTISA Y PARA COMPUTADORAS CON
CPUNTO DE LA BASE AL EXTREMO DERECHO DE LA MANTISA,

C

1 » MAXEXP + MINEXP
IF ((IBETA .EQ. 2) .AND. (1 .EQ. 0)) MAXEXP = MAXEXP - |
IF (1 .GT. 20) MAXEXP = MAXEXP - |
IF (A .NE. Y ) MAXEXP & MAXEXP ~ 2
AMAX = ONE - EPSNEG
IF (XMAX ® ONE .NE. XMAX) XMAX = ONE - BETA * EPSNEG
A= XMIN
505 IF (A .GE, EPS) GO TO 507
XMAX

GO TO 505
S07 XMAX = XMAX / (BETA ® BETA ® BETA * (XMIN 7 A))
1 = MAXEXP + MINEXP + 3
IF (1 .LE. 0) GO TO 520
DOSI0O w1}
IF (IBETA .EQ. 2) XMAX = XMAX + XMAX
: IF (IBETA. NE. 2) XMAX = XMAX ® BETA
$10 CONTINUE
520 - RETURN
C

END

ULTIMA TARJETA DE MACHAR ~-serememmmaemmemne e

B.2} Evaluscion de polinomios por diferentes métodos. Las representaciones
consideradas son la de potencias, potencias desplazada y la de Newton. Para la
svaluacién de polinomios con siguns de estas representaciones se emplea el
método de multiplicaciones anidadas.

” *




/.
/% Evaluacién de un pol[nomlo. _efn representacion de potencias

lad Pix) =% nlx'
/* por medio del método de multiplicaciones anidadas.
/% aln)  Arreglo de coeficientes del polinomio de grado n - 1

SN

/n Nemero de coeficientes del polinomio.
/”x Punto a evaluar.
” o
double evapoimals, x, n)
double all ;
double x ;
int no;
{ doubdle s ;
swQ0;
for(8=10:050 ;)s=s®x+alenl;
return(s) ;
)
Evaluacion de un polinomio con representacion de potenclas
desplazada por m:(_qo del método de multiplicaciones anidadas
”n L x - o

/% aln) Arreglo con los coeficlentes del polinomio de grado
/8 n-1

/* d Desplazamiento.

/% n Namaro de coeficientes del polinomio.

/* x Punto & evaluar.

double evapolpd(a, d, n, x)
Jouble af] ;

doudble d ;

doudle x

int n;

{ double & ;

x-=d;

for (s=10;n>0;)8ss8®x ¢ al--n);
return(s) ;

b

/.
/® Evaluacion de un polinomio con representacién de Newton por
/° medio del nmalo“c_lf mul‘lpllculmu anidadas.

’” |’-:| LY ’l_l'(x - d,)

/% alnl  Arreglo de coeficientes del polinomio de grado n-l

/% din] . Arreglo de desplazamientos.

/*n Namero de coeficientes del polinomio.
/% x Punto a evaluar.

78 4
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double evapolnw(a, d, n, x)
double af) ;

double dl) ;

int n

double x ' ;

{ double s ;

for (s=1;,n>0; )s=s®(x-d-n)+alnl;
return(s) ;

B.3) Generacitn de polinomios ortogonal Los métodos programados para
obtener un conjunto de polinomios ortogonales, a partir de un conjunto de
momentos de potencias, fueron el método de Chebyshev [Whi]l y el método de
momentos modificados propuesto por Wheeler en [Whil.

/l
/% Gemeracién de polinomios ortogonales a partir de los
/* 2n peimeros momentos. El método fué prop original

/* por Chebyshev - y permite obtener los coeficientes que apare-
/% cen en Ia relaclén de recurrencia de los polinomlos ortogo-
/* nales. Este procedimlento puede resultar mal condiclonado
/° cuando n es grande.
/* Referencle: John C. Wheelsr
Modified moments and Gaussian quadratures
Rocky Mountains,
Journal in Mathematics Vol.4. Num. 2, (1974)
powmi2n] Arreglo de momentos de potencls.
ak(n} Arreglo con los coeficlentes a, que aparecen en la

relacién de recurrencia.
bkin] Arreglo con los coeficlentes b que sparecen en la

relacién de recurrencis.
2n s o] nimero de mmol iniclal.

IATOBWININN
)

o/

for (k = 0; Kk €2 ® n; keo)
{znlkl =0;
’zblkl-powmlkl.

27



pza = 2a;

p2d =zb;

akiOl= 0.0;

bk{Olw powm{0] ;

for (k m 13’k < n; kes)

{for (lek;l1ca28pak; les)
pulll-wb(loll-pu(ll'hllk-ll-ublll'aklt-ll.
bklk) = pzalk] / pzblk-1] ;
akik} = pu!kotl/palk)-wb(hl/pzﬂk-ll ;
pz e pna ;
p2a = p2b ;
pzb = ptz ;



APENDICE C

ESTMADORES DEL NUMERO DE CONDICION

Este apéndi i los listados de los diferentes estimadores del
nimera de condicién para matrices triangulares y tridiagonal En el  (ltimo
spartado se presenta el generador de matrices con cierta distribucion de sus
valores singulares y empleadas como matrices de prueba en el caplitulo 5.

C.1 Subprogrma DECOMP. Como fue comentado anteriormente el subprograma DECOMP
que sparece en [Fo2] presenta un error tipogrifico. El texto correcto aparece
a continuacion.

COND = (1-NORM OF A)*(AN ESTIMATE OF 1-NORM OF A-INVERSE)

ESTIMATE OBTAINED BY ONE STEP OF INVERSE ITERATION FOR THE

SMALL SINGULAR VECTOR. THIS INVOLVES SOLVING TWO SYSTEMS
OF EQUATIONS, (A~-TRANSPOSE)*Y s E AND A*Z =Y WHERE E
1S A VECTOR OF +1 OR ~1 CHOSEN TO CAUSE GROWTH IN Y.
ESTIMATE = (1-NORM OF Z)/(1-NORM OF Y)

SOLVE (A-TRANSPOSE)*Y = E

anaoaaoanann

DOSOK =), N
T =0.0D0
IF (X .EQ. 1) GO TO 48
KNI = K-1
DO 40 I = }, KM!
T e T + A(LK)*WORK(I)

40 CONTINUE
4  EK = 1.000
IF. (T .LT. 0.0D0) EX = -1.000
IF (A(K,X) .EQ. 0.000) GO TO %0
WORK(K) = <(EX + TVA(K,K)

CONTINUE
DO 60 KB = 1, NM!

K=sN-KP

T = WORK(k)

KPl = K¢}

DO S5 1 = KPL, N

T = T = AMILK)*WORK(I)

SS - CONTINVE

50



WORK(K)= T
M = [PVT(K)
IF (M .EQ. K) GO TO 60
T = WORK(M)
WORK(M) = WORK(K)
WORK(K)=T

60 CONTINUVE

YNORM = 0.0D0
DO6SI=1, N
YNORM = YNORM + DABS(WORK(I))
65 CONTINUVE

C.2 Estimador retrospectivo., Modificecion hechs al suprograma DRTCO de
LINPACK para realizar el método retrospectivo. Una modificacion importante fué
eliminar el escalamiento. Esto no presanté provimnas para los ejemplos del
capitulo S, sin embargo requiere de més andlisis antes de eliminario
definitivamante.

rcond = 1/(norm(t)®(estimate of norm(inverse(t)))) . )
estimate = norm(z)/norm(y) where t°z =y and trame(t)’y = ¢ .
trans(t) Is the transpose of t .
the components of e are chossn to cause maximum local

growth in the elements of y .

the vectors are frequently rescaled to avoid overflow.

solve trans(t)®y = ¢

onoooNoo0000

do20jel, n
2()) = 0,040
0 continue
do 100 kk » I, n
k=kk
If (lower) k = n ¢ ] - kk
It (t{k,k) .eq. 0.0d0) go to 40
wk = -z(k)tlkk)
wkm = 1.0407t{k k)
s = dabulwk)
~ sme dabs{wkm)
go to 50
4 contlnue
wk = 1.0d0
wkm = 1.040
50 continue
=l
ff llower) it m n =~k o 1
2=k-1 )
it (lower) i12 = n



do 55 j = J), 2
s = g ¢+ dabsl{z(f)
sme sm + dabs{z(}))

35 continue

if (kk .eq. n) go to €5

ekel

if (lower) ji = 2
sn

if {lower) 2 = & - |

do 60 } = ji, 52
sm w sm ¢+ dabslz(ewkmot(k, j})
2P = 2]} + whktik,j)
s = g + dabs{2(f))

60 continue
[ if (s .ge. sm) go to 80
w= wkm - wk
wk = wkm
if (kk .eq. n) go to 72
do 70 j = ji, j2
z(§) = 20)) +» whtik, )
70 continue
k] do W j= 0l 12
z(§) = 0.0d0
s continue
80 continue
90 continue
zlk) = wk

© 100 continue

C.3 Mitodo DIV-NOD.

€., Método DIV-MOD en Fortran.

subroutine llvbll(t. ndim, n, 2z, It, ni, n2, y, znorm)

La solucitn esta dads por:

Cc

C Salecciona el valor de A & {0,)) paras que Ia solucién de sistema
C triangular

c

: BRNR ™

c

¢ o7 (I=-Ald

[

C tenga norma grande. La solucitn - se obtiene a partir ‘de iy
C molucién de los lol lubtlmmu

[+

[ T.y =d

¢ un d:

c T.9. "

c 'z 2

[

[+

11



c z_ = (1-A)y

c 2 2

[ udy, cw TweTs

C

Cc

C tindim, n) Arreglo que contiene la matriz tri

C a(lt,it) Posicién de la matriz t donde empieza el bloquc
C TiL.

Cnl Tamafio de la matriz Til.

C n2 Tamafo de la matriz T22, Ests matriz empieza en
[ la posicion t{it + nal, it + nl).

c

integer ndim, n, it, nl, n2
double precision t(ndim, n), z(n), y(n), znorm
double precision s, znorml, znorm2, ynorm

znorml = 0.0d0
ynorm = 0.0d0
X=1it +nl
=ik en2-1
iy=it +nl-1

c
C Calcula la norma de Z2
c

znorm2 = 0.0d0
do 10 J = jx, jy
znorm2 = znorm2 + dabalz( )
10. . continue
do S0 i =) nl
ix mijy=-1+1
s =00
do 20 | = ix, jy
s =3¢ tlix, )) * 2(j)
20 continue
If {ix .eq. iy) go to 40
do 30 Jeix « 1, ly
s =8~ tlix, J) ® y))
30 continue
40 ylix) = o /7 tlix, In) .
ynorm = ynorm + dabs(y(ix))
2norml = znorml ¢ dabs(z(ix))
50  continue
. if ((znorm2 « ynorm) .ge. znorml) go to 70

e
CA=0
Cc
znorm = znorml
do 60 § = x, jy
: 2(j) = 0.0d0
. 60 continue
go to 90
[of
Cisli
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INOI = 2norm2 ¢ ynorm
do 80 } = ¢, y
() = -y}
90 continue
90 return
[

sutcoutine dvencit, ndim, n, cond, 2z, y)

c

C Estimador de! nimero de condicién de uns matriz triangular
C superior por medio del método de divide y venceras.

[

aaaoan

C tindim, n) Matriz  trisngular.
ndim Némero de renglones del arreglo que contiene
Ia matriz t.
n Dimensitn de la matriz t.
cond Estimador del nimero de condicion.
zin), y(n) Arreglos  auxiliares,
Integer ndim, n

double preciston tindim, n), z(n), yin)
double precision anorm, znorm, st
integer ip, iq. k

anorm = 0.0d0
do20jel,n

dol0te) }
st = st + dabsitil,})
10 continue
if (¢t .. anorm) anorm = st

20 continue
dWi=)n
201) e 1L.OJO / tl,1)
30 continue

znorm = dabe(z(l))
ith.eql) gotod
LR
0 Ipds2°ip
nme=n /ip
men /ipd
np = modine , 2)
If (na. oq. O} go to 80
ix =1t
d0i=i,m
nZeip
if ((np .0q. O) .and, (I .eq. na)) N2 e n - ip * (ns - 1)
call sivblkit, ndim, n, z, ix, ip, n2, y, znorm)
ixe jix ¢ Ipd
80 - continue
if (np .0q. 0) go to 60
ix o ipd ®* (na - 1)+ 1
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call slvbik(t, ndim, n, z, Ix, ipd, n - Ipd ® na, y, znorm)
60 fp = jpd

g0 to 40
80 cond = znorm * snorm

return

end

C.3.2. Método DIV-MOD en Matlab.
! Elige el valor de A ¢ (0,1} y resuelve un sistema triangular por bloques

x Tzs 1 12 ’1_ “l

* 0 T }iz (1=-AM,

x

% de maners que la solucion tenga norma. grande.

function (yl, y2, ynrm] = siv(tll, 42, 122, yi, ¥y2)
21 = golve(tll, t12%2);
yinr = normiyll);
y2ne = normiy2,1);
zlar = norm(zl,1)
if (zinr + y2nr) C yinr,
fnm]l = sizely2);
y2 = zeros(n, 1)
ynrm = yinr;
else
yl = =21
ynrm = zinr + y2nr;
ond
return;

% Obtiene el estimador del nimero de condicién de una matriz trhn‘ullr
% por medio de! método DIV-NMOD.
function [y, cnd] = div(t)
In,m] = sizelt);
for Ixsl:n, yix) = 1.0 / tlix, ix); end
y =y
kb = );
contsl;
while. cont,
kd = 2 * kb;
nm = fix(n / kb);
ns = fix(n / kd);
ifins > 0),
np = mod(nm, 2);
ney
i = kb
for Ix = I8,
it np == 0) .® (ix == ns)),
e jle]
Ren

else



ond;

2 = 11 + kb;
2= ey

end
[ytit: ), y(i2:j2),ynr}) = slv(tlil: jL,i1: 1), t(il:]1,52:42),

t(12: §2,12: §2));
=i+ kd
1= i+ ke

ond

it (np ~= O),
il = 2

1= g2

Rejlen

2e=n
(ytid: J1), yti2:32), ynrl » se(t(it:j1,i1: 1), t(ik:g1,12: j2),

t(i2: j2,i2: 2));
end
kb = kd;

end = ynr * norm(t,l);
conts O;

ond;
return

end;

C.4 Estimadores de la norma de las matrices de comparacién. Caiculo de la

Infinito.

anaonon

DOUBLE PRECISION FUNCTION NRINFV(V, N)
CALCULA LA NORMA INFINITA DE UN VECTOR.
V(N) VECTOR DE ENTRADA.
N TAMARO DEL VECTOR.

DOUBLE PRECISION V(N)
DOUBLE PRECISION VMAX

VMAX = 0.000
DO0le], N
IF (DABS(V(I)) .GT. VMAX) VMAX = DABS(V(I))

CONTINVE

NRINFV = VMAX

RETURN

END

DOUBLE PRECISION FUNCTION NRIMTIINDIM, N, T, 2)

‘norma de las matrices M(T)', W(T! y Z(D), donde T es uma matriz
triangular superior. Los subprogramas sigulentes. corresponden a

la norma



a0 00
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aaqaaaaaan
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CALCULA LA NORMA INFINITA DE LA INVERSA DE LA MATRIZ M(T).
T(NDIM,N) MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR DE ORDEN N.

NDIM NUMEROQ DE RENGLONES DEL ARREGLO QUE OONTIENE
LA MATRIZ T.
N ORDEN DE LA MATRIZ T.
N ARREGLO AUXILIAR.

DOUBLE PRECISION T(NDIM, N}, Z(N)
DOUBLE PRECISION S, NRINFV

Z(N} = 1.0D0 / TN, N)
DOSOIX =), N

I =N-IX

§ = L0DO
DO20J=1+1, N

S = S + DABS(TLIN * Z(N)

CONTINVE

2(1) @ S 7 DABSIT(,IN)
CONTINVE

NRIMTI = NRINFV(Z, N)

RETURN

END

DOUBLE PRECISION FUNCTION NRIWTI(NDIM, N, T, Z)

OBTIENE LA NORMA INFINITA DE L A INVERSA DE LA MATRIZ W(T).
TINDIM, N} MATRIZ TRAINGULAR SUPERIOR.

NDIM NUMERO DE RENGLONES DEL ARRECLO QUE CONTIENE
A LA MATRIZ T.
N ORDEN DE LA MATRIZ.
2N ARREGLO AUXILIAR

DOUBLE PRECISION TINDIM, N}, Z(N)
DOUBLE PRECISION S, ALFT, NRINFV

Z{N) = 1.0D0 / DABSIT(N,N)}
$ = 0.000
DOMWIXel,N-1

] =N=-IX

SuSeZl o 1)
ALFI = 0.000

DO20Iisle, N

IF (DABS(T(1,J)} .GT. ALF1} ALF1 « DABS(T(I, 1))

CONTINVE :

Z(5) = (1.ODO .+ ALF1 * S) / DARS(T(LI)
CONTINUE -
NRIWTI = NRINFV(Z,N}

RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION NRIZTI(NDIM, N, T}
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CALCULA LA NORMA INFINITA DE LA MATRIZ INVERSA 2(T).
T(NDIM, N) MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR.
NDIM NUMERO DE RENGLONES DEL ARREGLO QUE CONTIENE
A LA MATRIZ T.
N ORDEN DE LA MATRIZ T.

anaoacoan

DOUBLE PRECISION T(NDIM, N)
DOUBLE PRECISION ALFA, BETA, RMAX, Tl

ALFA = 0.0D0
BETA = DABS(T(N,N))
DO20i=|, N-1
RMAX = 0.000
DOI0J=1+I, N
IF (DABS(T(1, 1)) .GT. RMAX) RMAX = DABS(T(I,J))
CONTINUE

TII = DABS(T(I, 1)
IF ( RMAX / TII .GT. ALFA ) ALFA = RMAX / TII
IF ( TII .LT. BETA) BETA = TiI

10

CONTINVE
NRIZTI = (1.0D0 ¢ ALFA)**(N-1)/BETA
RETURN
END

C.S. Estimador vis optimizacién convexs.

subroutine convx(s, ndim, n, cond, 2z, y, iter)
c
C Estimador del nimero de condicion de una matrlz  triangular
C superior via optimizacién convexas. Hager en (Hal] presento
C inicislmente ¢! método y posteriormente Higham en [Hi4) propuso
C sigunas modificacionss.

C t(ndim, n) Arreglo que contiene la matriz triangular.
C ndim Namero de renglones del arreglo.

Cn Orden de ls matriz.

C ltor Namero ds iteraclones (<= S)

C z(n), y(n) Arreglos auxiliares,

[

integer ndim, n, iter
doudble - precision a(ndim, n), y(n), z(n), cond
doudle precision dasum, anorm, or, 2x, Xi, t

xi = 1,000 / dblein)
anorm = 0.040
do20)=sl, n
t = 0.0d0
dol101=1), j
teteall )
10 continue
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if (¢t .gt. anorm) anorm = t
yj) = xi
continue
Je =0
fter = |
30  call dtrsi(a, ndim, n, y, 1, info)
if (info .ne. 0) go to 95
do40lm=s ), n
2(l) = 1,040
if(y(i) .1t. 0.0d0) z(i) = -1.0d0
40  continue
call dtrsl(a, ndim, n, =z, 11, info)
znorm = 0.040
zx = 0,040
doWiml n
if . (daba(z(i)) .le. znorm) go to 5O
norm = dabs(z(l))
50 if (Je .0q. 0) go to 60
it .eq je) zx = 2(I)
go to 70
= zx + 2(i) * xi
continue
= jpos . .
it ((iter .ge. 5) .or. (znorm .le. zx)) go to 90
do80im=] n :
y{i)} = 0.0
80 continue
y(je) = 1.0d0
fter = ter + |}
go to 0
90 cond = dasum(n, y, 1) * anorm
return
95 cond = 1.0e+32
stop
end

38

6. Estimadores de matrices tridiagonales.
mmwdummlwlnwalnlnvmlamnuu

tridiagonal.

Sdefine ABS(x) {(x) €O ? ~(n).: (x))
Sdefine MAX(x, y) x) > (9 ? (x) : (y)
- ,- .’l

/% Procedimeinto para cbetener ia parte superior de la inverss %/
/* de una matriz inferior de Hessemberg. De acuerdo al método ¢/

/% propussto por Yasuhito en [iki). &y



/% El método consiste en resolver los sistemas Ax = y;'en y %

Aty s x"e La sleccion de x1 se hace en forma arbitraria  */

/* Este wooedlmlento puede emplearse para resolver sistemas -—-‘/
/* tridiagonales o bien para calcular la norma infinito de At v

/* ain) Elementos de !a diagonal de la matriz A. s/
/* bin] Subdiagonal de la matriz A. */
/* cin) Superdiagonal de la matriz A. */
/* xin] Vector x. A4
/* yin) Vector y. */
/* n Orden da ls matriz, \4
s e/

invhess(s, b, ¢, x, ¥, n)
float alk
float  bl);
float cll;
float x();
fioat yl);
int n;
{int 1 ;

x(0} = 1.0 ;
xft) = -alo] / clo] ;
for (I = 2; | < ny leo)
llll'-(lll-ll'xll-ll‘b“-ll'lll-ﬂ)/cll-ll
yin 1) = 3.0/ (bln-1]°xin-2+aln-1°xin-10;.
yin-2ls~aln-11°*yln-17/¢cln-2};
for (i s n -3 1) 0 I--)
“yli) = -(ali o 1) © gl o+ 1) & Bl1 + 2) © gl ¢ 2D / cli} ;
)murn:

Vad 74
/® Norma de 1a Inversa de una matriz tridisgonal */
/% aln]  Diagonal de Ia matriz. a
/* bin] Subdisngonal de la matriz. L7
/* cin] Superdiagonal de la matriz. LY
/* n Orden de la matriz. A4
/* Costo de! algoritmo: 17n Flops. *
Fad L7
float nrinftrifs, b, ¢, n)
float .al] ;
float i) ;
fioat of]
it n
{ float xI50] ;

float 'yiSO] ;
" float piSO) ;

float- qIS0) ;

float siS0) ;



float t{50] :
fioat gama ;
int i

invhessla, b, ¢, x, 'y, n} ;
Invhess(s, —¢c , ++b , q, P, 0} ;
sin - 1) = ABS(yln - 1]} ;
for {l «mn - 2, 1 >m O; i~) ofi] = s{i + 1] + ABS(yliD) ;
tio} = 1.0 ;
for {1 = 1; i < m fee) tll] » 81§ = 1] + ABS(qlil} ;
gams = MAX(s[0], ABS(pln ~ 1]} * tfn - 1]} ;
for (1 =5 1 Cn~1; lee)
gama » MAX(gama, ABS(pliD) ® tii ~ 1) + ABS(x{i) * ofi}} ;
return{gama) ;
}

/* ./
/* Segundo sigoritmo para determinar s norma infinita de la b4
/* inversa de una matriz tridiagonal. Este sigoritmo esta basade®/
/* en ¢f Teorema 2 . que aparece eon f{Hi3, pag 153). %/
/* Costo del algoritmo: 14n flops. *
/* ain} Diagona) de la matriz. L3
/* bln] Subdisgonal de Is matriz. L4
/® cinl Superdisgonsl de I» matriz. o/
/* n Orden de la matriz. o
/-

float nrinfitrils, b, c, n)

fioat af} ;

tloat b} ;
fioat cl} ;

it n;

{ float x{50]
float z{50]
float {50}
float 1{30}
fioat dl30}
float teta
float gama
int | ;

%[0} = | ; xl1] = ~af0} /7 clO} ;
for (5 = 2, § Cm; le9)
xil} = -fdl~ll'x(l-l)‘bﬂ-ll'x(l-zl)/cll-ﬂ.
“gln - il e} zin -2l = -ain-1)/bn- 0
~for (1l mpne3fomQ =)
zlll--(nll‘il‘zﬂoﬂ0c{iol)‘zﬂ‘zl)lﬂloIl.
teta = &{0} * 2(0} + clO} * 2L}
sin ~ 1] = ABS(zln ~ 1)} ;
for(l-n-l:lho;l-)
ali) = sfi + 1)« ABS(2li) ;
C o} = 3
el w1 (n~ L e

e en me me s wr s



Al = tli - 11 + ABS(xliD ;
dlo] = 1,0; gama = (0] ;
for (1 m 1; 1 < n; iee)
Cdll) = dit = 1] ®*elt - 1] 7 Bl ;
\ gama = MAX(gama, (ABS(2(il} ® tli - 1} + ABS(x{i]) ® s[i})®ABS(A[L)));
return(gama / ABS(teta)) ;
}

C.7. Generacitn de matrices de prusba con clerta
distribucion de valores singulares,

subroutine dgeaphlv, x, y, Ix, iy
Aplica una transformacion de Householder a un vector.

v{n) Vector que representa la transformacion.
x(n) Vector a transformar.

DOOOO

integer ix, 1y
double precision w(1), x(1), y(1), s, wn
double precision dnrm2

wjfy-ix+1
= 2,040 / dnrm2(n, viix), 1)
40 = ix, iy
s = 0.0d0
do 20 § = ix, iy
s =8+ vil)® v(j)* xip)
20 continue
yi) = xl) ~wn * s

40 continue

return

end

subroutine dgegnr(s, ndim, n, dseed)

Genera los vectores x{1), x(2), ..., x(n-I), independientes

y distribuidos normaimente n(0,1).

aindim, n) Matriz donde se almacenan las varjables:
generadas.

ndim NSmero de renglones del arreglo que contiene
la matriz a,

n Orden de la matriz a.

OO OB O

integer ndim, n
double precision a(ndim, n), dseed
real  rand(30)

do20 je)n-1
nresns-jol

4



10
20

call ggnpm(dseed, nr, rand)
do10i=jn
ali, J) ® rand(i - § ¢+ 1)
continue
continue
return
end

subroutine dgogenth, q, ndim, n, work, isgn)

ono0o0

o000

Genera una matriz ortogonal de orden. Emplea el método
propuesto por Stewart en [St2).

Integer ndim, n, isgnin)
double precision hindim, n), q(ndim, n), work(n)
double precision dnrm2, nrh, s

isgn(n) = |
do60 k=i n-1
Il =n=~-k
Kp=k+l
s = h(i, {)
fagn{i) »
If (s. 1t. 0.040) isgn(l) = -1
do201 =y, n
work{l) = h{lLI)
continue
nrhes dnrm2(kp, work(i), 1)
work(l) = s + dsigninrh, )
do40 jm= i n
call dgeaph(work, q(t, J), h(, §), i, n)
continue
continue
do 80 j=1] n
do J=1,n
qll, §) = hii, ji * dole(isgnil))
continue
continue
return
ond

subroutine dgesvd(s; u, 8, v, ndim, n)

Genera una matrix con valores singulares con cierta
distribucién. El método consiste en calcular dos  matrices
ortogonales y aleatorias, u y v, y splicar la
descomposicién en valores singulares. a =y *s ® v,

integer ndlm. n



double precision- a(ndim, n), ulndim, n), v(ﬁdlm. n), s(n)

do20j=]n
do201=1n

ull, J) = ull, 5} * s(p)
continue
call dgeprolu, v, a, ndim, n)
return
ond
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