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Introduccién

El propésito del presente trabajo ha sido proveer una introduccién amplia de la bi-
bliografia existente en la formulacién hamiltoniana de la relatividad general. Ademis, a
lo largo de Ia tesis se incluyen algunas derivaciones bastante novedosas en los casos en que
se consider6 que la bibliografia no era suficientemente clara. Con este objetivo en mente
introducimos un primer capitulo en el que se discute con detalle el encajamiento de una
superficie en una variedad de dimensién mayor. Aqui se introduce el escenario y mucho
de la notacién que se utilizard mds adelante. Son establecidos los conceptos de derivada
covariante inducida asi como curvatura intrinseca de la superficie vfa la métrica inducida.
Asimismo la curvatura extrinseca estd dada, como veremos, a través de los vectores norma-
les a la superficie (los cuales dependen de la métrica del espacio-tiempo). Esta parte tiene -
como objeto mostrar hasta que punto la geometria de la variedad es “recuperada” en una
vecindad de la superficie. Adicjonalmente se da una derivacién de las ecuaciones de Gauss-

- Codazzi-Mainardi (GCM), las cuales como se verd, estin determinadas por la geometria
intrinseca y extrinseca de la superficie. Veremos como, para el caso de una hipersuperficie
dichas ecuaciones determinan varias componentes de las ecuaciones de Einstein.

En el capitulo 2., por otra parte, se discute Los Principios Variacionales, lo cual cae
un poco fuera de la linea seguida en esta tesis. La razén que tenemos para introducir
este capitulo es que los conceptos involucrados en esta parte, tales como los términos de
superficie en la accién gravitacional, serin discutidos mds tarde. En particular veremos
que en el caso de una regién de integracién cerrada no siempre podemos despreciar dichos
términos de superficie y esto dependerd de que campos fijemos en la frontera de la regién.
En el caso que estudiaremos tenemos que afiadir a la accién gravitacional el término de
Hawking el cual depende, como veremos, de la traza de la curvatura extrinseca integrada -
sobre la frontera. La técnica desarrollada aquf para encontrar las ecuaciones de Einstein
serd utilizada subsecuentemente.

El capitulo 3 es dedicado a discutir la formulacién hamiltoniana de la relatividad ge-
neral tal como fue concebida por Arnowitt, Deser y Misner [5] y Dirac por su parte. No
obstante, el enfoque es més moderno. Esta es, en efecto, la parte medular de la tesis.
Veremos que dicha formulacién hamiltoniana requiere del rompimiento del espacio-tiempo
en espacio y tiempo (foliacién). En efecto, el primer paso es elegir una funcién “tiempo”
que marca a hipersuperficies de tipo espacial. La foliacién entonces define un campo vec-
torial t# en el espacio-tiempo. El campo t# puede interpretarse como describiendo el flujo
del tiempo. El siguiente paso es encontrar las proyecciones de ¢t tangentes y normal a
las hipersuperficies. A estas proyecciones se les da el nombre de funciones lapse y funcién
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shift respectivamente y constituyen, junto con la métrica inducida a las hipersuperficies,
lo que se conoce como variables ADM. El procedimiento descrito rompe claramente la co-
variancia lo cual provocé que mucha gente se mostrara renuente a aceptarlo. No obstante
este método permite separar las constricciones de las ecuaciones de movimiento. Se puede
ahora reescribir a la accién de la relatividad general en términos de las variables ADM. Lo
que encontraremos para la hamiltoniana de la gravitacién es que estd constituida por dos
funcionales que son puramente constriccién. Siguiendo la denominacién de Wheeler lla-
maremos a estas constricciones el superhamiltoniano y supermomento. Ademas se discute
el dlgebra que satisfacen estas constricciones.

Al final de este capitulo se incluye una discusién sobre el espacio- tiempo asintética-
mente plano, en la que se sigue el enfoque de Regge y Teitelbosm [10]. Se verd en particular,
que el término que debemos agregar a las constricciones para recobrar un hamiltoniano
diferenciable es justamente la energia ADM.

Los marcos de referencia méviles (tétradas 6 vielbein) son introducidos el el capitulo
4. Casi toda esta seccién puede leerse sin necesidad de haber estudiado los primeros
tres capftulos. En efecto, la vielbein es introducida por primera vez aqui y la exposicién
detallada hace innecesario un estudio previo. Como en el cap.l, los objetos matemdticos
‘mds complejos como por ejemplo la curvatura, son introducidos después de haber fijado una
derivada covariante asociada con la métrica. Ademas, al estudiar la curvatura y la torsién
de la vielbein y su relacidon con las respectivas estructuras en el espacio-tiempo, surgen de
manera natural las asf llamadas ecuaciones de Estructura de Cartan. Solamente en las dos
dltimas secciones de este capitulo se hace referencia a resultados derivados anteriormente.
En particular se dd una derivacién alternativa de las ecuaciones de GCM y se vuelve a
estudiar los principios variacionales utilizando la representacién de la vielbein.

El capitulo 5 es un poco extenso. Comienza introduciendo los espinores SL(2,C). De
manera anéloga a como se hizo en la parte de El Formalismo de la Vielbein, al principio
de este capitulo se dan algunos resultados basicos del dlgebra de los espinores, para luego
introducir conceptos mds importantes como la derivada covariante espinorial asf como la
curvatura asociada a esta derivada. Como en secciones anteriores, queremos encontrar una
expresién para la accién que involucre a la representacién espinorial. En la secién Variables
de Ashtekar se discute nuevamente los principios variacionales (variacién a la Palatini).




Convenciones y Signos

A lo largo de esta tesis seguiremos la convencién usual de los signos utilizada por
ejemplo por Robert M. Wald en su libro General Relativity. Para la métrica del espacio-
tiempo usamos la signatura — + + +. Unicamente en la seccién de Variables de Ashtekar
usaremos la convencién alternativa + — ——. La razén es que muchos de los articulos y
libros de texto usan esta signatura cuando se trabaja con espinores.

La derivada covariante asociada a la métrica de espacio-tiempo serd denotada por
D,. En el capftulo 1 usaremos indistintamente ¥,V 6 V% p para designar a la derivada
covariante inducida sobre la superficie encajada en una variedad de dimensién mayor. La
convencién para el tensor de Riemann es R%g,, = BFI‘EV + I‘g‘,I‘ZU ~ (wesv). Asf, el
tensor de Riemann sobre la superficie est4d construfdo con la métrica inducida "~'R%, 4 =
Bc Vg + VeeViq — (c~d). En la seccién de El Formalismo de la Vielbein usamos R%p,, =
0w, + wp®ew, %y — (uev). La diferencia entre los indices latinos a, b, ... para denotar a
objetos en el subespacio tangente a la superficie (capitulo 1) y para denotar {ndices de la
vielbein serd lo suficientemente clara en cada caso, y haremos uso de la notacién adicional
a,b,... para indices de la vielbein tinicamente en el caso en que pueda haber lugar a
confusién. En este contexto, usaremos D, para denotar tanto la derivada covariante de la
vielbein como la derivada covariante espinorial, en el entendido de que no habrd lugar a
dudas. .

Utilizaremos también los simbolos V y SV para los operadores derivada covariante
espinorial SU(2) y de Sen en la dltima seccién. No obstante, no existe la posibilidad de
confusién con la derivada espacial inducida que mencionamos arriba.’

Un dltimo comentario en relacién a las unidades es que en esta tesis usamos unidades
en las que G = w% Unicamente en la seccién de Variables de Ashtekar del capitulo 5,
usamos unidades en las que G =1,




CAPITULO 1
Encajamiento de una Superficie en una Variedad

Introduccién

En este capitulo estudiamos una superficie encajada en una variedad de dimensién
mayor que para nuestros propésitos serd el espacio-tiempo. El principal objetivo es exhibir
hasta qué punto la geometria del espacio-tiempo en una vecindad de la superficie se puede
reconstruir conociendo la geometria intrinseca (la cual depende de la métrica inducida) y
la geometria extrinseca (que depende de las normales). Esta informacién es resumida en
las ecuaciones de Gauss- Codazzi-Mainardi las cuales vamos a derivar aqui. La utilidad de
la presente discusién se pondra de manifiesto en el capitulo siguiente cuando consideremos
la descomposicién del espacio-tiempo en espacio y tiempo.

Consideremos una superficie general m de dimensién d que estd descrita por el enca-
jamiento (1] en el espacio-tiempo M de dimensién n lacalmente dada por:

¢ = XP(€%) ’ (L1)

donde z* (1 =0,...,N — 1.) son coordenadasen M y £* (e¢=0,1,...,d.) son coorde-
nadas en m. Sea g,,(z) la métrica en el espacio-tiempo M, tal que signg = (—, +,...,+).
Estrictamente hablando, deberfamos distinguir entre smmersions y embeddings — un em-
bedding es una immersion inyectiva {es decir que la superficie tiene prohibido "cruzarse”
asi{ misma). Asumiremos también que nuestra encajamiento es suficientemente diferencia-
ble de manera que las estructuras usuales del andlisis tensorial puedan ser inducidas en la
superficie. La métrica inducida en m esti dada considerando la restriccién a la superficie
del elemento de linea ds?: :

ds? =g, () dz* dz¥

. 3X""(;X"
=g, (X(£)) F I T dé* deb

, =7ab(€) d€* de® : ()
de tal manera que la métrica inducida* es

VYab = GQuv X,',‘X,',’

* Una posibilidad que no consideraremos es el caso en que m ya est4 dotada con una
métrica ¢qp. La embedding es isométrica si la métrica inducida ~,3 coincide con gap.
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donde denotamos X} = %‘2(7','- a los campos vectoriales de espacio-tiempo tangentes a las

curvas coordenadas de tipo espacial £°.

En la formulacién hamiltoniana ‘de {a Relatividad General estamos interesados en
hipersuperficies de tipo espacial (d=N-1 y sign~y=(+,+,...,+)).

Sin embargo tendremos presente que hay otras posibilidades fisicamente interesantes
incluyendo por ejemplo la teorfa de cuerdas. En este caso d = 2 y m es de tipo temporal
con signy = (—,+}. En efecto la accién de Nambu para la cuerda es simplemente el drea

barrida :
IEREG

En el caso de la gravitacién, la accidn es

1

— 4 — —_
S—l6wG_/d z/—g (R —24)

y requeriremos la descomposicién del escalar de Ricci de espacio-tiempo R en términos de
cantidades definidas con respecto a una familia de hipersuperficies z# = X#{£%,1).

Denotemos ahora por T;M al espacio tangente a M en el punto z. Los d vectores*
{Xr‘:}a=l,...,d forman una base para el subespacio de T M tangente a la superficie, Tem lo
cual corresponde a la base coordenada para la hipersuperficie {8¢.}. Lo anterior se ilustra
en la figura 1 dada a continuacién:

(M, gu)

Fig. 1.1, Base de los d vectores X4 para
R el subespacio tangente T,n:. P

Para completar la base para T M construimos el complemento ortogonal (T m)l de
T¢m con respecto a la métrica de espacio-tiempo g,,,.. Este subespacio de T; M es generado
por los (n—d) vectores normales {n#};=1,..,n—4 satisfaciendo

gunl Xy =0 (1.3)
. ¥ que estdn normalizados de modo que
gueniny = mij, B - {14)

donde n;; = diag(—1,1,...,1) en el caso en que m es de tipo espacial. Las ecuaciones (1.2)
y (1.3) involucran a la métrica g,,. Por lo tanto la definicién de las normales depende de

* Estrictamente deberfamos denotarlos por X43,.

5




la métrica. Sin embargo estas condiciones no determinan a las normales en forma tnica.
Hay (N—d}d ecuaciones del tipo (1.2) y §(N—d)(N—~d+1) del tipo (3) o 3 (N—d)(N-+d+1)
en total. Por otro lado el nimero de componentes 57 por determinar es N(N—d), tal que
$(N—d)(N —d—1) componentes no estdn determinadas, Este es de hecho el ndmero de
generadores de O (NN ~d—1,1), el grupo de Lorentz en N—d dimensiones lo cual depende
tnicamente del nimero de las normales y corresponde a la libertad de rotar las componentes
de una N—d ada entre s{ mismas. En el caso de una hipersuperficie (d= N—1) esta libertad
se pierde. Permanece sin embargo la libertad de orientar a las normales (d:n#).

Para puntos en la superficie el conjunto {X¥,n¥}s—1,.. 4;i=1,...,N—q; forma ahora una
base para vectores tangentes en M. El espacio T M puede ser reexpresado como una suma
directa Tem @ (TEm)L. Podemos entonces expresar cualquier vector A* en T. M :

AF = AoXP + K'Y . (1.5)
Usando ahora las ecuaciones (2),(3) y (4) encontramos que
A= Aunl oy A = A XE (1.6a)
Los_indices j,j;k (a,b,c) son subidos con r]"( %) y bajados con n;; (fyab) esto es A° =
nA; y Ai=niAT (A% =94, y A, = vasAb). En particular si A* es tangente a
la superficie m
A¥ = A°XE (1.65)

lo que es otra afirmacién de la identificacién de Tem con el subespacio de T:M tangente a
m. Vale la pena remarcar que las A* y A® son escalares de espacio tiempo. Esto es porque
A% y A* son obtenidos mediante la contraccién del vector A* con los vectores Xbynt
Tensores de rango mayor pueden ser expandidos andlogamente. Por ejemplo un tensor de
segundo rango contravariante B** puede ser expresado

B* = BlintnY + Bn¥ XY + B XBn! + B XEXY. (1.7a)
y dela misrha forma que antes encontramos que
Bus = BuXPXY, Bui=BuXtn!, Bia=Bun!XY, y By=Buntn?. (175)
En pa.rticula.r para gu,

Jab Eg“‘,x“:x: = Yabsy
#ia =0 = Gas,
Gis =guonini, ¥y §ij =nij (1.8a)

de manera que

g / _,Yabxpxu_*_"u l‘
= h* + n'infnf : (1.8b)




h#¥ es la primera forma fundamental o tensor de proyeccidn sobre m, y es obtenido a
partir de vy, promoviendo ésta como un tensor de espacio-tiempo. Usando la ec.(1.8) se
ve fdcilmente que h*Y satisface las propiedades de una proyeccién: su producto con la
normal es cero, su cuadrado es ella misma y tiene como traza la dimensién del espacio en
el cual proyecta, es decir

htn? =0 (1.9a)
hik, =R} (1.9b)
kb =d . T (L9c)

Supongamos que elegimos como coordenadas en m d coordenadas de M, £* = z® —las lla-
maremos coordenadas adaptadas. Entonces 45 = gqp; mientras que la forma covariante de
las normales 7,; tiene componentes espaciales idénticamente cero. Uno deberia distinguir
entre §zp ¥ gab- La primera expresién, definida en la ecuacién (8a) se refiere a sistemas de
coordenadas generales tanto en el espacio-tiempo como en la superficie. El segundo se re-
fiere a los elementos de g, en un sistema general de coordenadas de espacio-tiempo cuando
las coordenadas adaptadas son usadas en m. Subsecuentemente omitiremos la barra en las
proyecciones. La situacién a la cual nos refiramos serd (esperamos) suficientemente clara
en el contexto en el que nos encontremos trabajando.
La forma contravariante de la proyeccién es simplemente

BPY = 6,46,y (1.10)

Por otra parte las formas covariante de la proyeccién h,, = g“,,g,,ph o8 y contravariante
de la normal 5* no son tan simples.

Derivadas covariantes inducidas

La derivada covariante en T M asociada con la conexién I'j, induce una derivada
covariante en el subespacio T¢m dada por

ViV = VO = XOXLVE,. A (1.11)

donde V* = X{Vey X = guv7* XY, Esto involucra levantar el vector V' en Tgm sobre
T:M tomando entonces su derivada covariante ahf y finalmente proyectar V'#,, de regreso
sobre la superficie. Podemos reescribir la ecuacién (11) de la forma
Va|b =V¢,b + ’y:ch - (1.12&)
donde
T =XpXE, X . (1.12b)

'y hemos usado el hecho de que V' satisface que su derivada covariante es exactamente una

derivada normal i.e. V9, = V2, y como resultado X{V?%,, = V%,. La ecuacién (12b)"

puede reescribirse

Vabe EVad Ve ,
=T e XEXE XS + 90 XX, , (1.12¢)
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de manera que, en coordenadas adaptadas, 4,b. €s simplemente I'ype. Sin embargo debe
notarse que y¢, no estd relacionada de una manera simple con T'§.. Antes de proceder a la
derivaci6n de las ecuaciones de Gauss y Weingarten hagamos algunos comentarios acerca
“de la geometria de la variedad M y de su anilogo en la superficie.
Si la condicién métrica se satisface en M (g,u;, = 0) entonces también sera satisfe-
cha en la superficie m (i.e. Yoble = 0). La manera més simple para ver esto es aplicar
directamente la definicién (11) usando la ec.(8) y la ortogonalidad de X% y ¥

’7ub|c =X¢‘:X,','X?h,w;a .
=X8X{ X2 (guv — nisnum)ia
—o. (1.13)

Si ademéas asumimos que la torsidn (T = Tj, — I'%,) es igual a cero en M tal que T =
T christof el €ntonces se sigue de la ec.(1.13c) que

1
5"1“(145,: + Yadep = Vbed) s (1.14)

Voo =
Esto es, que v es la conexién de Christoffel sobre m. Recuperamos entonces las propiedades
que esperariamos. En este caso tendriamos justamente bien definida la derivada covariante
directamente en términos de la métrica inducida ~v,5. En general cuando la torsion TE‘,, no
es cero tendremos

Yab = Vab Christof fet — Cab® (1.15)
donde Cab® =XS XS X[ Cag®
y ‘ Caph = - (r af = raﬂChnato!!el)

1
=§(Taﬁ“ - Tﬂ“a + T#ap) .

Vemos que la torsién heredada por la superficie es justamente la proyeccién de la torsnon
s en M.
A continuacién estudiamos un resultado muy importante de la geometrla diferencial.
Con este propésito consideremos ahora los d? vectores de espacio-tiempo X% deﬁmdos por

Xk = XU X5, (1.16)

Como antes, podemos expander (2] los X%, en la base {X¥, 7!}

Xl = AQXE + Bynl! (117)
Fsto es la generalizacién de la primera de las ecuaciones de Frenet Serret para una curva,
En este caso suponemos que T = df, es la velocidad a lo largo de la curva z# = X#(t),

entonces la aceleracién covariante T# = TvT#,, estd dada por T# = aT* + f'n Y. La
ec.(1.17) representa la proyeccién de la derivada covariante de X# a lo largo de la curva
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cuya tangente es X{' en términos de los vectores de la base. En la literatura matemdtica
ésta es referida como la ecuacidn de Gauss, y fue examinada en un principio en el contexto
de una superficie de dos dimensiones encajada en R3, La figura 2 abajo ilustra la situacién.

g Kall

Yoo X5

ab A¢

Fig. 2. luterpretacion geomcirica de la
~ ecudcion de Gduss.

Encontramos ahora para los coeficientes de la ec.(1.17) que

€ = Y© v
ab — X[.txt‘:;uxb

=95, (1.18)
; .
= n;;Xf;;,X,;’
= —XEXin,.
= K}, . : (1.19)
De manera que podemos reescribir la ecuacién 17 (ecuacién de Gauss) como
Xy = 10Xt + Kopn!' R (1.176)

Mientras que en el caso de una curva podemos elegir un parimetro afin tal que g, T*TY =
1, lo que implica & = 0 en la ecuacién de Frenet-Serret (figura 3), no hay parametrizaciénes
correspondientes para superficies de mayor dimensién.

A
. b

£ £ ¥= Ky,

\c@)

R ‘ffig. 1.3. Ecuaciones de Frenct- Serret para
: . ) una_curva . Eun este caso podemos
elegir  trtu=1,

K ";b es la i-ésima curvatura extrinseca o segunda forma fundamental. Esto es menos la
proyeccién en las direcciones tangentes X2 y X}' de la derivada covariante espacio temporal
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de la normal 5¥. La parte antisimétrica de K?, estd dada por K["a,,] = %Tap“X“.,Xﬁmf,
tal que si Tog® = 0 entonces K“;b es simétrica. Un hecho que vale la pena remarcar es
que la identidad de Gauss, que relaciona la proyeccién espacial del tensor de curvatura
con el tensor de curvatura sobre la superficie y la curvatura extrinseca, es insensible de la
antisimetrizacién de K3,

~ Antes de continuar mencionaremos una definicién espacio temporal de la derivada
covariante superficial inducida

VT, = hugh,sD* T? (1.20)
Cuando T# est4 en el espacio tangente a la superficie m, T® = X% T, entonces
VuT, = X, X2 T,

En particular la condicién métrica es

Vyhap =0. (1.21)

La definicién ec.(1.21) puede extenderse para proveer una derivada covariante espacxal para
todos los vectores de T M por ejemplo:

K==V,
= — hyghyuaDn*
asf que, claramente ' K,‘;,, =X;ij /

es la derivada covariante de n# proyectada sobre la superficie (K7, coincide con la curvatura
extriseca introducida antetiormente). Cuando d = N —1 esto simplemente da

Ky = —hygDPy,.
La traza de K, es simplemente la divergencia de la noxmal Para una superficie extremal
D.n# =0. ,
De manera aniloga a como hemos hecho en el caso de la ecuacién de Gauss, conside-- -

remos ahora los d(N - d) vectores ¥, definidos por n, = r)f:‘,X;’, y expandemos 7, en la
base:

b =ALXE+ Bint | (1.22)
Encontramos que A.-f, = —-K,-,': y '
B, =njn¥ XY,
— n Xu””'
De manera que finalmente podemos reescribir la ec.(1.22) como

nly =— K&LX} + Tin? (1.22a)
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-Estas son las generalizaciones a la superficie de las ecuaciones de Frenet Serret para las
velocidades de las normales a lo largo de una curva g = ~4T# + 5‘n£‘. Ello representa las
proyecciones de las derivadas covariantes de las normales a lo largo de X¥ en términos de la
base X¥, n¥. La ec.(1.22a) es conocida como ecuacién de Weingarten. Por convencién,
definimos la forma normal

T!, =-B,. (1.23)

T,'; es la proyeccién en n ;‘ de la proyeccién en la direccién tangente a X¥ de la derivada
covariante de la normal nf‘ . La simetria Tgy; = —To;y sigue de la definicién. Claramente
T!, escerosid = N-1. .

De manera natural uno podria preguntarse acerca de la existencia de una derivada
covariante normal a la superficie. En el caso de una foliacidn* es evidente que podemos
definir bien una derivada covariante normal (ya que sabemos cémo evoluciona el vector :
normal). Esto serd estudiado mds adelante, en la seccién de la Formulacién Hamiltoniana
de la Relatividad General. Ah{ veremos el ejemplo de una foliacién en la que en cfecto,
calculamos componentes normales de derivadas covariantes. No obstante el panorama se
complica radicalmente cuando la dimensién de la superficie encajada es menor que n—1.
No estudiaremos esto en lo que sigue.

Para resumir hemos encontrado tres estructuras asociadas al encajamiento de m en
M: :

i 14
Yabe —Xa,‘X,',:.,,Xc ,
. .
Kiap = — X,‘:Xb Mpw sy (1'24)
a3, ' "
Taij =ni Xanjuw

con las siguientes simetrfas

Tm’j = "‘Tajl‘-

y cuando la torsién desaparece

Kiap = Kipa -

El objetivo de este capitulo y el siguiente es “preparar el terreno” para estudiar la parte
verdaderamente importante de esta tesis y que es la formulacién hamiltoniana de la gra-

vitacién. Es importante remarcar que todo el formalismo que se desarrolla a lo largo

de esta tesis es con el objeto de lograr la separacién de las ecuaciones dindmicas de las

ecuaciones de constricciones. Esta discusién serd més clara en el contexto de los capitulos

--siguientes.  La siguiente seccién por otra parte, viene a completar los resultados de la

geometria diferencial que necesitaremos en el capitulo 3.

* Esto es, cuando la superficie general m puede ser descompuesta como el producto
directo de hipersuperficies de tipo espacial caracterizadas por un pardmetro, digamos t.
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Las Ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi.

Podemos ahora asociar un tensor de curvatura R%q con la conexién inducida ~v4°

a trave$ del commutador de la derivada covariante asociada. Supongamos que V* estd en
Tem, entonces

[Ve, ValV® = ¢R% Ve + TV VE, (1.25)

donde definimos
dRubcd = "Iabc,d + 1% eV%ed = (emd) (1'26)

¥ T4 es la proyeccion espacial de la torsién de espacio-tiempo T'7 4. -El tensor de Riemann
de espacio-tiempo puede ser expandido como un tensor de rango 4 en términos de los
vectores de la base X% y n?. Las varias proyecciones que aparecen son

Raped = XEXYXEXE Ryvap (i)
Riped = 0¥ XY X2 X5 Ruvag ’ (i)
Rijed = 00X X5 Ryvag (iif)
Riaj = ! XynF XE Ruvep ()
Rijka = 0002 X5 Ryvap (v)
Riju = 'lf"’l}"l?'lxﬂRwaﬂ (vi)

Contemos ahora las componentes algebraicamentre independientes dentro de cada clase.
Para hacer esto es 1til primero recordar las simetrfas del tensor de Riemann {3).

De la identidad de Ricci (para la cual habrd en general un término proporcional a la
torsidn distinto de cero)

[D#’DU]VG = Raﬁl“’vv +T;?VD'1V0 ,

es inmediato que .
R;;lpv] =0 . (1.27)

Ademis la primera de las identidades de Bianchi restringen adicionalmente las componen-
tes del tensor de curvatura® :

R,|puy) + términos antisim. en la torsién = 0 (1.28)

donde recuperamos la identidad de Bianchi tradicional cuando la torsién desaparece. Esto
di n(n +1)/2 ~ n"C3 = n*(n® — 1)/3 componentes independientes donde hemos usado
la notacién "Cj3 = g_(g—_lg_(n_—ﬂ para el coeficiente binomial. Si la condicién métrica,
Dugap = 0 se cumple, entonces o

Riapjpv =0 (1.29)

* Ver la pag. 50
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superficie*:

X2(XE) g = XE (15, XE + Kiynl)

O

XEXP(XE) op + XiuXhia = Vo o XE + V2 XEX Y g + Kip enl + KayXEnlig,
= (15, + Vep1e + Kl apKice) X4
+ (Kib,c - '7;bK:c + Kiancji) n;
y al antisimetrizar en los indices 5,c, obtenemos
XEXE XY R  vap + (XEXETIDAXE +2 X Xbia )
d i

= [dR abe + (K" apKiae — (b.-.c))] Xg

+ Kl — v Ko+ Kl apTed ¢ — (b)) (1.30)
El término en paréntesis en el lado izquierdo es cero. Para ver esto notamos que el segundo

término en el paréntesis puede reescribirse 2X{Xsa = 2 ('yl‘f,c]Xfi’ + K(",,c]r)f‘) XB ..

Usando las expresiones para las partes antisimétricas de 78, y K'l,,: en términos de la
torsién de espacio-tiempo el resultado sigue.

Tomamos ahora las dos proyecciones de la ec.(1.30). Proyectando sobre la superficie
m recuperamos la ecuacién de Gauss-Codazz:

Rigpe = R e + (K ap Kt — (ba)), (1.31)
La proyeccién normal, por otra parte dé la ecuacién de Codazzi- Mainardi
R g = K T i+ K gpc — 18K de — (bme) " (1.32)
y como en el caso anterior, los términos entre paréntesis se cancelan. '

Jugamos el mismo juego con las ecuaciénes de Weingarten.* Para obtener ésta empe-
zamos con la proyeccién sobre la superficie de la derivada covariante de nﬁ o

Xf(’]::z);p = Xf('—Kl'ﬂle‘: + Taij";");p ’
6 mds explicitamente
>4 (Xf." (7);a8 + Mia ff;ﬁ) = ~Kia' X{ X}ig — Kia® o X} + Toi? Xonfg + T onff

= (_Kiab'ch - Kia,bc + Tninjbc) x: .
+ (~Kia K* e + Toid Tes* + Tai® o) nf (133) .

* De esta manera podemos definir los campos vectoriales de espacio-tiempo X%, =
XE(X2)p -

* El objeto %, = X2 (n* )., esun vector de espacio-tiempo.
sab b \ial;8
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CAPITULO 2
Principios Variacionales

En este capitulo y el anterior se desarrollan gran parte de los resultados matemdticos
que serdn de utilidad en la formulacién hamiltoniana de la gravitacién, En esta seccién
derivaremos las ecuaciones de Einstein a partir del lagrangiano de la gravitacién. Tenemos
a la mano tres representaciones: tensorial, espinorial y tétradas. En el capitulo siguiente
veremos que en la formulacién hamiltoniana existen dos casos que tradicionalmente han
sido de interés. Aqui estudiaremos uno de estos casos, as{ pues, en lo que sigue asumiremos
que estamos trabajando en un universo cerrado, de manera que tiene sentido hablar de la
frontera de la regién de integracién (figura 2.1a).

,/'\\\\ (Sg =0

a ) C)néj =0

!
/

//
o
Flg Lia. Si exigimos &g, = dudagu, =0

no llﬂy termino de 5llp€lfll’.lc

Fig. 2.1,

(Sf] =0
i 3 C)n(sjfo
- an

Bajo varviaciones meitos restrictivas
st tenemos  terininas de superficie,

El caso de un espacio tiempo asintéticamente plano se estudia al final del capitulo 3.
Existen varias versiones para obtener las ecuaciones [4]. Aqui veremos dos derivaciones
utilizando la representacién tensorial. A continuacién daremos una versién alternativa del

formalismo de segundo orden.

Consideremos la accién de la gravitacién

1
So = 167G

R%pu = 9,15, +T2,I5, —

d"z =g (¢°/ Rap - 24) (2.1)

donde definimos el tensor de Riemann como es usual

(neer). . (2.2)

De ahora en adelante usaremos la convencién 1/16xG = 1. Hacemos ahora la variacién de
la accién considerando que I' = I'(g) de manera que

550 = / 4"z 675 (R~ 24) + V=G 6R, (2.3)
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Para ver esto notamos que

'I#V,u = n”(gaBDpﬁg“a - gaBDpS.‘]aﬂ) )
=n*(h* £1°7")(Dpbgua — Dubgag) »
= ~1Ph*PD,6gap + n* {g°PDgbgua F n°nPDubgap} .
= —nPh*PD,6g0p + n*h**Dpbg,a

y el segundo término en la iltima igualdad se cancela idénticamente. Introducimos ahora
la curvatura extrinseca K,® = —D,nP. Por otra parte tenemos que, en la frontera

SK = —h*P §(Dqang),
= h T'5,7, , (2.10)

donde K es la traza de la curvatura extrinseca K = K,% = h“ﬁKag. En la derivacién de
la-ec.(2.10) se ha usado el hecho que las variaciones de la normal se anulan en la frontera.
Utililizando ahora la expresién para la variacién de la conexién afin ec.(2.7) tenemos que
Ia ec.(2.9) puede ahora ser reescrita como

6So

= —2/ d*lzVvhEK .
a3 ]

Asf que, a menos que exijamos 6g =0 = 8, 6g en la frontera, en general tendremos que
afiadir un término que cancele al término de superficie ec.(2.8). Este es conocido como
término de Hawking (11

ZAd""lzﬁK (2.11)

el cual tiene el efecto de cancelar segundas derivadas de la métrica de una manera invariante
de normat. Por tanto, si vamos a considerar términos de superficie, entonces la accién
gravitacional adecuada serd

Sh=58+ 2/ d"'zVhK. (2.1a)
8 -

Si ahora acoplamos una accién de materia a la accién gravitacional (So — So + Sm)
tendremos que toda la derivacién anterior sigue siendo vilida, inicamente que tendremos
un término distinto de cero del lado derecho que sélo involucra campos de materia. Las
ecuaciones de Einstein se escriben ahora

N ’ 6 ) -
ROP %gaﬂR +g¢%PA ='—‘/—2_— 61’; _ (2.5b)

t El término de Hawking fue introducido en el contexto del formalismo de integrales de
“trayectoria. El objeto es tener una accién que dependa tnicamente de primeras derivadas
de la métrica.
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donde definimos ahora el tensor de stress como

2 8S5m
V=g6gF"
Consideremos ahora la derivacién a la Palatini. Nuevamente, partimos de accién
de gravedad ec.(2.1). Supondremos ahora que la curvatura sélo depende de la conexién
R = R(T'). Asumimos también que la condicién métrica sigue siendo valida atin cuando

pueda haber torsién esto es [‘i Wl # 0. De manera que, tomando la variacién del tensor de
Ricci Ry, nos da

Tag =~

6R,p(T) = Duﬁl‘zﬁ - DgbTh, +Tl‘,‘361‘;“. ' - (2.12)
Si ahora contraemos ambos lados de esta ecuacién con g#¥ obtenemos
9°° 6Rap = 2D, (gﬂfﬁﬁf‘lusr;p) g*FTE, 6T, (2.13a)

Usando ahora la identidad I'4, = d,In/~g en la ecuacién anterior

V=aD,VE = 3,(y=gV¥) + (T4,v=g — duy/—q) V" (2.13b)
obtenemos que ]
V=g D, V¥ = /=g T}, V¥ + término de superficie, (2.13¢)

de manera que g*”§R,p no es puramente un término de superficie. Dejando a un lado
por el momento los términos de superficie, sigue ahora que la variacién de la accién de- -
gravedad S; es

§So = / "z =g ( TS % + 4T;“g°‘m§“]u) 6T, (2.14a)
Definimos ahora el tensor
) )
Kﬂpv = gaUTdv‘B - gaﬂrppv - ;l_:—isa OBT:a ' (2‘15)
y.en términos de éste la variacién se reescribe como

6So=[d"z\/:—(6pK“” —KP,)6T%. (2.14b)

Si ahora consideramos la accién de materia Sy, (S 50 + Sp) tenemos que, la condxcnén
6S/6T =0 implica

Ko, — ~ 6P K, = 63"‘ , (2.16)
Para la grav:taclén pura K28, = 0, lo que implica T = 0. Las ecuaciénes (2. 16) no son
obviamente las ecuaciones de Emstem
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Hasta este momento no hemos tomado en cuenta los efectos de los términos de super-
ficie en la derivacién anterior. Considerando ahora la ec.(2.13) dada arriba vemos que la
integral (sobre la frontera de la regién de interés) de los términos de superficie nos d4 la
contribucién de éstos a §Sg '

6S0 =2 / d" ! zvVhnugelPspl 6Ty, o (2a7)
a

donde h,p es la métrica en la frontera. Vemos pues que, si imponemos éli;=0enla
frontera de la superficie es evidente que no habrd contribucién de los términos de superficie
a la variacién de la accién. Sin embargo, si consideramos la condicién menos restrictiva

obtenemos que
6T = 6T Christof ffel » (2.18)

y el problema del término de superficie se reduce al del formalismo de segundo orden.
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CAPITULO 3
Formulacién Hamiltoniana de la Gravitacién

Introduccién

Para la construccién de un hamiltoniano requeriremos primero la descomposicién del
espacio tiempo en una una familia de superficies espaciales (foliacién) [3]. Los momenta
candnicos son definidos ahora como las variaciones de la lagrangiana con respecto a las
velocidades de la métrica g,. (dichas velocidades son tomadas respecto del pardmetro t
caracterizando a cada superficie). En el proceso descrito arriba, la covariancia manifiesta
se pierde. Mientras que a primera vista uno podria sentirse.abatido por esta pérdida de
una las piedras angulares de la Relatividad General, no obstante, la transformacién de
Legendre del lagrangiano al hamiltoniano no ha destruido de hecho la covariancia — las
ecuaciones de Hamilton con las constricciones reproducen exactamente las ecuaciones de
Einstein {5].

A continuacién veremos de que manera podemos estudiar la evolucién de la métrica
del espacio tiempo riemanniano cortando a la variedad de espacio tiempo en una foliacién
y proyectando las componentes de la métrica en las direcciones normal y tangentes a
las superficies. Lo que sigue es ver cédmo evolucionan las superficies (y por tanto las
proyecciones). Tanto Dirac como Arnowitt, Deser y Misner {ADM) usaron un lenguaje
que depende de las coordenadas, aqui haremos lo mismo. En dicho lenguaje, el cambio
de las coordenadas de espacio tiempo z# — z'*(z*) induce el cambio en la foliacién. La
foliacién de las hipersuperficies espaciales es una curva en el superespacio (2unque no toda
curva en el superespacio es una foliacién dado que en ésta prohibiremos que las superficies
individuales se corten). Veremos que el procedimiento anterior define un campo vectorial
t# que puede ser identificado con el “flujo del tiempo”. Las proyecciones espaciales (funcién
shift) y normal (funcién lapse) del vector t# constituyen, junto con la métrica inducida, el
conjunto de variables ADM El hamiltoniano de la relatividad general serd ahora construido
con estas variables. )

" Variables ADM

Asumimos que el espacio tiempo puede ser foliado (2] por una familia uniparamétrica
de superficies de tipo espacial localmente definidas por z#* = X#(£4,t). Si adicionalmente
suponemos que M es globalmente hiperbélico entonces M == m;xR. Esto es una restriccién
sobre la topologia del espacio tiempo. Como consecuencia, el cambio de topologfa no puede
ser acomodado dentro de este formalismo. La foliacién define un campo vectorial t# = aé\( a
que sirve para marcar el tlempo t, de manera que t* puede ser identificado con 3, (fig.
3.1a).

21



Podemos ahora descomponer t# en dos partes [6]: una paralela y otra normal a las
superficies

== (t-)nP 4 (t Xp)yoo X
=~ (t-q)n* + k¥
=Nn# + N¥, (3.1}

El escalar N (lapse) representa la proyeccién de t* sobre la normal n* mientras que el
vector espacial N (shift) representa las proyecciones tangenciales {fig. 3.1b).

Fig. 3.1a , Foliacion del espacio tiempo Fig. 3 funcione
3 en hipersupcrfic?es de tipc? '8 310 :l;hnxsft t;nlcnl;‘s\zﬁ
espactal.

Fisicamente n# corresponde a la velocidad de un observador instantineamente en
reposo sobre la superficie. Si ahora introducimos las coordenadas adaptadas (z*,t) en M-
entonces el vector contravariante t* no tiene componentes espaciales

t* = (1,0). (3.2)

En cada punto tenemos ahora que
thout = 1. (3.3)

De manera similar, el vector normal covariante, el cual es proporcional al gradiente de ¢ :
es simplemente '

=N (i,O) ) } (3.4)

donde N es en general, una funcién de proporcionalidad.
Por otro lado, como una consecuencia del hecho que ¥, N* = 0 sigue que N es
puramente espacial esto es '

N* = (0,N*). @)

Ahora elegimos como nuestras variables basicas las 5-(",—-“53 variables A DM, a3, Ny N°.
La idea es que deberfa de ser posible reconstruir el espacio tiempo descrito por la métrica
9uv(z®,t) prescribiendo, para cada tiempo t, la métrica espacial vas(z%,t) y especificando
las funciones lapse y shift. Al final estaremos en una posicién de dar una interpretacién
geométrica a las variables N y N°. Se ver que representan la medida de la deformacién de
la superficie descompuesta en dos partes: qué tan ripido se mueve en la direccién normal
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(N) y qué tanto se elonga en la direccién tangencial (N®). Ahora expresamos g,, y su
inversa g*¥ en términos de las nuevas variables. Se tiene primero que

gab = Tab- (3.6)

goa puede determinarse usando ec.(l.1) para t* y ecs.(1.9) del primer capitulo para el
proyector h*” en coordenadas adaptadas. Encontramos que

N® = he,th
=7%gs0,

lo cual puede entonces ser invertido para dar la componente gg,
Jao = 'Ya.bNb = N,. ' (3'7)

No es inmediato encontrar gog. En la prictica prueba ser mdis directo encontrar g% y
luego explotar el hecho que g,,9"? = 6,7 para encontrar g°° y las demas componentes de
grv.
Encontramos que
1
9% =—-—. (338)

sigue de la condicién de normalizacién g#¥n,n, = —1y del hecho de que N = — N (esto
puede verse de la definicién de N y de las ecs.(3 y 4) ).

Finalmente para determinar las restantes componentes desconocidas ggo, g%, I lad exa- |
minemos la identidad
goo No) (-1/N* ¢®Y _(1 o0
No Yac gbO gw —\o 5nb
de lo que resulta V
Ne NoNb
doo = N,N° — N? , gﬂu == y gab — ,Yub _ NT (3'9)

Comentarios
(i) Mientras que N* es simple en nuestro sistema de coordenadas, Ny no lo es
N, = (NyNb,N,)

(i) No obstante que subsecuentemente haremos uso de la notacién N# = (N,N9) este
objeto sin embargo no representa un cuadrivector.

(iii) Hemos visto que :
nu = (—N,0).
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El signo en la ecuacién (3.7) es elegido tal que n# apunte hacia el futuro cuando N es
positivo.” Una derivacién- alternativa para encontrar la forma covariante de las normales
es explotar la definicién dada en el capitulo 1, X#7, = 0. El vector covariante normal es
independiente (hasta una normalizacién) de la métrica del espacio tiempo en un sistema
de coordenadas adaptadas. La forma contravariante de 1, es obviamente

= 1,—N°® 3.10) -
= (LN (3.10)
(iv) El elemento de linea en este formalismo puede reescribirse como

ds® = —(N dt)? + vap(dz® + N°dt)(dz® + N® dt). (3.12)

El hamiltoniano

Como hemos visto en el capitulo anterior, la gravitacién es ahora descrita por la accién
de Einstein-Hilbert:

s=[¢4z¢——g(R—zA) (3.12)

donde R es el escalar de Riemann R = R# » ¥ A es la constante cosmoldgica. La integracién
es efectuada sobre todos los puntos espaciales z y todos los tiempos entre algin cierto
‘tiempo inicial t; y un tiempo final t;.

Mientras que es una practica comin en la actua.hda.d incluir el termmo de Hawking
el cual es la traza de la curvatura extrinseca integrada sobre la frontera de la regién de

interés:
2/«13::\/51( : (3.13)
8

esto tiene el efecto de cancelar segundas derivadas de la métrica en una manera invariante
de norma. En la presente discusién no incluiremos'dicho término, otorgindonos licencia a
nosotros mismos para desarrollar las integraciones parciales necesarias con el fin de tener
S como queramos. En general sin embargo, no siempre podremos ignorar términos de
" superficie.

Convencionalmente hay dos casos en los cuales la formulacién ‘hamiltoniana ha sido
estudiada: 1. Cosmologias cerradas; y 2. Espacio tiempo asintéticamente plano (puede
haber mds de una regién asintéticamente plana). Este serd estudiado al final del presente
capitulo. No obstante hay casos interesantes no incluidos en esta clasificacién. Sin embargo
no es claro si el formalismo estd bien definido en estos casos. Técnicamente el caso 1-
es el mds simple (no hay términos de superficie) aunque conceptualmente prueba ser el
mds dificil. Esto se ha estudiado en el capitulo anterior. Lo que a sido encontrado en
el caso 2 es que varios términos de superficie deben ser afiadidos dependiendo de las
condiciones de frontera impuestas en 4,3, Ilap y N,. Esta es la caracteristica que hace
a la gravitacién tan especial. Para los presentes propésitos vamos a despreciar todos los
términos de superficie. Una vez que hallamos “quitado el polvo” usaremos el criterio de
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la diferenciabilidad para restaurar dichos términos de superficie de la manera que mejor
convenga a nuestros propdsitos*

Antes de proceder expresemos la curvatura extrinseca en términos de las variables
ADM. En coordenadas adaptadas la curvatura extrinseca (ec.(1.24) del capitulo 1) es

K, = —Na;b
—Nap -+ I‘ﬁb'ip-

Haciendo uso de la ec.(3.8) esto se reduce a

Kay = —NTS,
—N(QOOPOab + gocrcab)

1 . —2 are
-N {fEN_2(Na.b + Nb,n - 7ab) +NTIN I‘Icab}

%(Na]b + Nb]a - '.Yub)- ) (3'14)
.Lo que notamos inmediatamente es que K,; no depende de las derivadas temporales de N#.
El concepto de curvatura extrinseca (K) es una nocién distinta de la curvatura intrinseca
(R). Kgp no tiene sentido por sf misma para una geometria, Depende en general del
encajamiento (en este caso de la foliacién). Podemos decir que Kg; mide la curvatura
de las superficies relativa a la geometria del espacio tiempo. Esto se ha ilustrado en la
fig. 3.2. La diferencia de n* definida en el punto ¢ y 7# definida en p y transportada
paralelamente a lo largo de una geodésica hasta g nos d4 una nocién intuitiva de “qué tan
curvada estd nuestra superficie”.

&N=-K

Fig. 5.2. Nocion geomdtrica
de 13 carvatura
extrinseca.

2y

Aplicamos ahora la ecuacién de Gauss-Codacci para expresar la accién en términos de
las variables bésicas asociadas con la foliacién. Recordemos que estas ecuaciones invelucran
las proyecciones normal y tangenciales del tensor de Riemann. El vector t# no figura. Es
claro que por tratarse de una hipersuperficie solo hay una curvatura extrinseca (dado que
solo hay un vector normal). Ademis la torsién de la superficie es idénticamente cero.
Entonces en el caso de una hipersuperficie solamente las primeras dos ecuaciones son no

* Véase por ejemplo la seccién al final de este capitulo.
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vacias:

Rabcd = anbcd + Kuchd - Kudec ' : (3.15(1)
RapeL = VbI(ac - VoK . (3151))

donde se usé la notacién V* = V¥, . Hay d*(d* — 1)/12 componentes algebraicamente
independientes del tipo Rspa. En tres dimensiones esto es igual a seis lo cual es el
mismo ndmero de componentes del tensor de Ricci y corresponde al hecho de que, en
este caso, el tensor de Ricci contiene la misma informacién que el tensor de Riemann
Raped = 27a(c Rajp + 270 R +Va[dVep B. Adicionalmente hay d(d® — 1)/3 del tipo Rypc) ,
esto es, ocho en tres dimensiones. Juntas, estas ecuaciones proveen-14 de las veinte compo-
nentes algebraicamente independientes del tensor de Riemann en términos de la geometria
de la superficie m,; inmersa en el espacio tiempo caracterizada por Y45 ¥ Kas.
El escalar de Ricci puede ademds ser descompuesto {3} como

R=RM,, = R, +2R* ). (3.160)

Usando una vez mds las ecuaciones de Gauss-Codacci podemos reescribir el primer término
de ]a derecha en la ecuacién (3.16a)

R®,, =R+ K- K¥K,, , K=K°,. (3.16b)

donde “R es el escalar de Ricci costruido con la métrica espacial 445. El segundo término
én el lado derecho de ec.(3.16a) no estd dado directamente por las ecuaciones de Gauss-
Codacci, sin embargo podemos evaluarlo usando la identidad de Ricci aplicada a la normal

1 =
R #rd = Quwd ~ Nuide

Si ahora contraemos esta ecuacidn en u y A y luego contraemos con la normal, obtenemos'
que

R'L“_Lp = ”yR-L“V‘L = UU(’T'\;A;V - U?V;X)
= ('I"'I";u);y - ('?V'TF;U);“ =Yt + "qupw
= (7"t~ """u;»);u =0Vttt (3.17)
Donde los dltimos dos términos pueden ser identificados con los escalares de la curvatura.

extrinseca n#,,, = —K y n¥ b, = KK ab. Finalmente el término entre paréntesis es
una divergencia, de tal manera que

e . R‘L"‘_L“ = ~K*+ K% K,}, + término de la divergencia. (3.16¢)

Notemos ahora que, en general Rig1p involucra (como puede verse de las ecuaciones
de campo) segundas derivadas de la métrica, de manera que no esperarfamos que esté
constrefiido por las condiciones iniciales. La forma contrafida R1°;, sin embargo, sélo
involucra segundas derivadas en un término que es una divergencia. Antes de proceder a
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_reescribir la accién en nuestras nuevas variables demostremos que n de las ecuaciones de
Einstein en el vacio

G +5+,8=0 (3.18)

corresponden a las contracciones de (3.15a) y {3.15b)

Gty = —% (‘R+K? — KypK** —24) =0 (3.19q)
Gh. =V, (Kot —netK) =0. (3.195)

las cuales son sencillas de establecer, en el primer caso:
L 1 1 Loab
G-, =R J_—ER+A=-—§R ab + AL

donde hemos usado ec.(3.16a). Usando esto y ec.(3.16b) ademds del hecho que R® =
R1%,; obtenemos ec.(3.19.b}. Notemos como los segundos términos conteniendo dos deri-
vadas temporales se cancelan.

Las otras seis (d(d+1)/2 en una hipersuperficie general) ecuaciones de Einstein que nos
faltan son exactamente lo que se requiere para determinar las restantes seis componentes
del tensor de Riemann, R)a1s, las cuales dependerin, como hemos visto en el primer
capitulo (ecuacién de Ricci), no sélo de v, ¥ Kyp sino también de Kgp.

Podemos ahora reescribir la accién

S=j dtd®z £ (3.20)

donde la densidad lagrangiana £ = /5 (K**Ka — K*+ R — 24). L no depende de las

velocidades N“ de manera que los N# juegan el papel de los multiplicadores de Lagrange.
Como consecuencia los momenta conjugados a N# deben desaparecer

Pp=—=0 . {3.21)

En la terminologia de Dirac estos momenta representan a las constricciones primarias.
Para propdsitos posteriores es conveniente introducir alguna notacién para reescribir
el término cuadritico en K en la forma

KapK® - K? = K0,,G**3(1)Keq - » (3.22)

Definimos la supermétrica Gobed;

Gobed — _1_(,104: bd+,yad,7bc) ,7ab cd
T2

= labcd

(3.23)
o e
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donde 19bed = (/7 (*;“ny”d + fy“d ”‘) es Ja matriz identidad actuandoen el espacio de dim
q(d+1) de matrices dxd simétricas y satisface

1abcd1cdc! =1ub=f ,

(3.24)
ubcd'YCd =__,Tab

La densidad hamiltoniana candnica esta ahora definida por la transformacién de Legendre

H [Nﬂ;nab’,’,ab] = nub;yab -£ y (3.250.)
de manera que podemos entonces escribir la accién comb
=/aﬁzm“%rwy (3.25)
El momento conjugado a 7%
' aL
e =",
) b
~aN2getes g, OBt
‘ a ab
Se sigue de la ec.(3:14) que
6ch — 1 6“"

3 2N
por tanto

Hab = —n VZG"Mch (3.26)

lo que es una densidad tensorial de peso 1. Esta es una caracteristica general de las
teorfas de campo, el que los momenta son densidades. TI°® es obtenido a partir de K,y
simplemente subiendo sus {ndices con la supermétrica. Para construir la hamiltoniana
telemos que invertir la ec.(3.26) para 4 en términos de [1°0. La manera més eficiente de
‘lograr esto es encontrar la supermétrica inversa Gypeq definida por GupeaGode/ = §%1 5y
Hay una manera estdndar para invertir matrices de esta forma. Esto involucra darse cuenta
que la expresién mds general que G,4.q puede tomar es

Gaped = adgbed + B YabYed: (3.27)

Del requenmxento de que esta sea la inversa de G4 encontramos ficilmente que o = 1y

= ——" 3 de manera que*

' 1
Gabed = Labed = —=5 VabTed- (3.28)

* Notamos que G*¢4 1o es invertible cuando n = 2. En este caso 'R =0y K, K'? -
K? =0, - - la accién es una divergencia total. Esto sngmﬁca que no hay gravitacién de
Einstein en dos dimensiones.

28



En particular notamos que Ggseq no es simplemente G***¢ con los indices abajo. Aflor-
tunadamente jamss tendremos que bajar los fndices de G**<?, as{ que no hay posibilidad
para confusién.
Podemos ahora expresar la velocidad 44 en términos de T18%, 4., y N*. Para hacer
esto notamos que )
Aab = N‘,'b + Nbla —2NK,p, (3.29)

corﬁo consecuencia de la ec.(3.14) donde K, estd ahora dada en términos de T* por
 Kgp = —y VG el (3.30)
Estamos finalmente en posicién de escribir para la densidad hamiltoniana v
H{Yaby N¥, T1%) = N{y ™V 1% Gopea ™ = M3 (%R - 24)} + TNy + Niya). (3.31)

Podemos reecribir el término lineal en 11%® como

ab
f s 4/ T (Y, Ny + Vo Na) = ~2 / &z 7V, (I\Iﬁ) M (3.32)

médulo términos de superficie. Notemos que la derivada covariante de la densidad tensorial
de peso 1 estd definida por

vt =AY, (I\I/:) : (3.33)

Vale la pena hacer notar que la derivada covariante que utilizamos en la ec. (3.33) es ja
_derivada inducida en las hipersuperficies espaciales. El hamiltoniano puede entonces ser
escrito* en la siguiente formas:

H= /d“zN“u,, . (3.34)

donde Xg = y~V/2H®G . 4114 — '1‘/2(‘112 ~2A) y ¥, = —2V, 11, El hamiltoniano H es
ahora un funcional sobre el espacio fase descrito por las coordenadas 744 y sus momenta
canénicos I1** que satisfacen los paréntesis de Poisson canénicos

{7a(2), TI(y)} = 686(z,y). (3.35)

La funcién 6(z,y) que aparece aquf estd definida sin referencia a la métrica

fla) = [ By )bz . (3.36)

* No obstante que usamos notacién vectorial para.l}(“, éste no es por supuesto un
nvector. K; es, sin embargo una densidad escalar, y ¥, es una n — 1 densidad vectorial.
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Miés generalmente definimos los paréntesis de Poisson entre dos funcionales en el espacio
fase como

§A(z) 6B(y) §4(z) 6B(y)
6as(2) 6T1%8(2) 6H°”(z) 67a(2)°

{A(z),B(y)} = /d“ (3.37)

Las ecuaciones de movimiento describiendo la evolucién de una funcién en el espacio fase
estdn entonces dadas por

Olvap, 1% t] = {0, H} + 8;0. (3.38)
Las ecuaciones de movimiento para los multiplicadores N# implican las constricciones
H,=0. (3.39)

Alternativamente, mds apegado a la prescripcién de Dirac, pudimos haber introducido el
hamiltoniano primario

H,=H+ / d4zP,N* |, (3.40)

operando en un espacio fase extendido involucrando las P,’s y las N®’s satisfaciendo los
paréntesis de Poisson candnicost

{NH(z), By(y)} = 6%,6(z, ). ' (3.41)

Entonces el requerimiento que las constricciones primarias P, = 0 deben ser conservadas
por el hamiltoniano implica

{Py(s), Hp(y)} =0 (3.42)

de donde siguen las n (asi llamadas) constricciones secundarias. Mientras que estas cons-
tricciones implican que H es numéricamente cero (es una combinacién lineal de las cons-
tricciones médulo términos de superficie) no obstante esto no implica una evolucién en el
tiempo trivial dado que los paréntesis de Poisson de H con las variables canénicas no son -
cero. En el lenguaje de Dirac se dice que X, es cero solo “débilmente”).

El papel de las éonstricciones

Las constricciénes X, = 0 son exactamente las ecuaciones de Einstein* G} = O en
forma hamiltoniana. Las constricciones lineales en el momento

X =-2V,I1% =0, (3.43)

t Mientras que la introduccién de las constricciones primarias asociadas con los multipli-
cadores aparecen aquf como un carga innecesaria, en el espacio fase extendido involucrando
a la simetrfa BRST éstas aparecen con creces'y juegan un papel central.

* No=—AGtL ¥y Hya=2,/AR,.
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son los analogos de la ley de Gauss en la teorfa de Yang-Mills. Sin embargo en esta teoria
§° = V.10 j juega también el papel del generador de transformaciones de norma por medio
de la transformacién canénica infinitesimal en el espacio fase

54%(5) = [ eo(u) (A'a(a), ¥ - IO} |
=Vie,(z) , (3.44)
mientras que los campos eléctricos IT;* transforman como tensores
5T = e, fORI1S. (3.45)

.Para la gravitacién ¥, genera de la misma manera transformaciones de coordenadas espa-.
ciales infinitesimales en el espacio fase a través de los paréntesis de Poisson de ~qp y 190
con Ha:

Stab(z / 4426 (Yab(2), Ha} = —Leva(z) ,

(3.46)

ST (z /d‘*zef*{n“"( )y Ha} = —Lel1®(2),

donde Eﬁ es la derivada de Lie en la direccién de ¢ satisfaciendo ﬂe%b = Eﬂlb + Ebl“'
Las constricciones en la teorfa de Yang-Mills

(#°(2), (1)} = 20 (2)6(,5)

proveen, por medio de sus paréntesis de Poisson, una representacién del dlgebra de Lie del
grupo de norma. De manera que en ambas teorfas la formulacién hamiltoniana lleva una
representacién de un grupo de Lie subyacente.

La pregunta inmediata es hasta qué punto entonces proporcionan las constricciones
una representacién del grupo de difeomorfismos de espacio tiempo Dif f M. Teniendo en
cuenta la ec.(3.40) esperariamos que el ilgebra de las constricciones lineales en la Rela-
tividad General reproducirfan el algebra de Lie del grupo de difeomorfismos espaciales
diffm.

Encontramos que

{¥a(2), Hb(y)} = [H5(2)3a + Ha(y)3s} 6(z, ). (3.47)

lo cual justifica nuestras espera.nzas‘l’. Claramente es ¥g el que lleva el contenido de la
dindmica de la teoria. Mientras X, es linea.l en el momento, el superhamiltoniano Mo es

t Los elementos de dif f m pueden ser identificados con campos vectoriales £%(z) satis-
faciendo el 4lgebra del bracket de Lie

[&,n]® = €P3pn® — nPBpe°.
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cuadrético, para.lo cual no hay correspondencia en la teoria de Yang-Mills, Si ¥, no fuese
cero, se veria como un hamiltoniano regular de un sistema mecdnico simple — la energia
cinética cuadrdtica en el momento mds un término de energia potencial.- Sin embargo el
término cinético no es positivo definido. Para ver esto examinaremos la signatura de la
supermétrica. Esto estd dado por los signos de los eigenvalores dé Ggapeq los cuales son
obtenidos resolviendo la ecuacién de eigenvalores

Gcb ted = AMgb. (3.48)

Estos eigenvalores estin determinados por la condicién det (G4 — 2658 ) = 0. Para evaluar
este determinante usamos la identidad det A = 7" 4, Encontramos asi que

Yapy?

(1—,\)(n-—2)]'

El primer término es igual a 65 In(1—)). El segundo término se encuentra después de un
poco de dlgebra

InA=1n[68(1 ) -

1
—51a7™) = In[85(1 - 0] + In (55 -

1 d 1 cd
R e s p Y

donde hemos usado la notacién d = n~1. Adicionalmente Tr 65 = in(d) ,y Tryap7™ =d,

de modo que :
eTrinA (1 _)) nlh) _y (1 a4 ,\) )

n—2

Y TrinA _ ¢ . _ n(d — d
La condicién e*"'* 4 = 0 implica que A =1, ——(2—1 ~1 veces,y A = 1 — -%5 una sola vez.

Notamos pues que los signos de ch son 1, ﬂﬂ 1 veces y —1 una sola vez. A este respecto
la constriccién ¥ es andloga a la constnccxon sobre el momento cuadrldlmensmnal de una
- particula libre relativista (gravitacién en cero dimensiones)

H=n""P,P, + m? =0

Vale la pena notar que la supermétrica tiene siganatura lorentziana, no obstante que estd
construida en términos de matrices con signatura euclidiana. Un hecho curioso es que
la signatura lorentziana de la supermétrica no parece jugar un papel muy prominente en
la teorfa cldsica, mientras que en la teorfa cuintica esta presenta un mayor reto para la
comprensién de la teorfa. El cilculo de arriba ha demostrado sin embargo que.las posibi-
lidades son mds reducidas que lo que podriamos haber imaginado. Las tnicas signaturas
admitidas por una métrica de la forma 1%%¢d 4 gy8b~<d 5on lorentzianas 6 euclidianas.
Para completar el dlgebra de los Paréntesis de Poisson entre las constricciones evalua-

{¥o(z), ¥a(¥)} = Ho(y)Pab(2,9), (349)

Esto equivale a decir que ¥, se transforma como densidad escalar bajo transforma.cnones
espaciales infinitesimales

$40(e) = [ 44262 Dola) Hals)} = —€*Buko.
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lo cual era de esperarse dado que el superhamiltoniano es de hecho una densidad escalar.
El elemento no trivial del dlgebra de constricciones es

{Ho(z), Xo(»)} = [7° ¥ (2) + v°2 ¥s(y)]Bab (2, ¥). (3.50)

Funciones de estructura no triviales involucrando a la métrica inversa aparecen en el lado
derecho de la ec.(3.50). Por lo tanto el algebra de los paréntesis de Poisson no proporciona
una representacién del grupo completo de difeomorfismos del espacio tiempo. Esto quizd
no deberfa sorprendernos ya que el procedimieto candnico involucra una elecceién especifica
de las superficies espaciales. ‘

El édlgebra de las constricciones ecs.(3.47,49 y 50) claramente forma un dlgebra de
primera clase en la terminologia de Dirac. Lo que esto significa es que

(Hu(z), M)} = CJ, Ha L (s1)

— el paréntesis de Poisson de dos constricciones es combinacién lineal de las mismas
constricciones. Los funcionales de estructura pueden ser funciones arbitrarias en el espacio
fase; en el caso gravitacional estos funcionales dependen solamente de las 445's. En el caso
de la teoria de Yang-Mills hemos visto que éstas son constantes. El significado de dicha
dlgebra es que entonces las constricciones son preservadas por las ecuaciones de movimiento

i@ = [N WA =0 (3.52)

Si vas ¥ TI% son elegidos tales que ¥, =0at = 0, entonces X, seguird siendo cero
para cualquier tiempo posterior. Equivalentemente si las ecuaciones de Einstein Gg =0
se satisfacen a t = 0, entonces se mantienen para cualquier ¢t subsecuente. En la formu-
lacién lagrangiana esto sigue como como una consecuencia de las identidades contrafdas
‘de Bianchi G*”;,, = 0 y de las ecuaciones de movimiento Gt + Absb = 0. Si escribimos

las identidades de Bianchi
G0+ Gyt + T4, G, —TE,Ga" ' (3.53)

vemos que el segundo término es cero. De igual forma el tercero y cuarto términos se
cancelan idénticamente. Para ver el argumento anterior usamos el hecho de que las de-
rivadas espaciales de las ecuaciones de movimiento son también cero. Ademis, G,° =0
a t = 0 implica que Go# = 0at = 0. De manera que G,° = 0 si inicialmente lo es.
Inversamente como demostraremos mds adelante, si G°, es igual a cero para todo tiempo
entonces podemos mostrar que las demds ecuaciones de Einstein se satisfacen.

- Es posible arguir que 1a forma explicita del dlgebra de las constricciones

{Ho(z), Ha(¥)} = Ho(4)Bab(z,9),
{Ho(2), Ho(¥)} = [** Hs () + 71° Hs(y)]Bab (2, y),
{Xﬂ(z)r ”b(y)} = yn(y)abﬁ(z,y) + Nb(ﬂ)aa6(z)!l) f}

es una consecuencia de la “consistencia” de la dindmica hamiltoniana con la cinética de 4
las deformaciones [7]. Para ver esto introduzcamos unas cuantas definiciones.
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Denotaremos el hiperespacio por H el cual es el conjunto de todas las hipersuperficies
m de tipo espacial y estd caracterizado por la supermétrica G4, Una hipersuperficie de
tipo espacial es representada por un punto en H. Las N funciones X#(£%) de las N1
coordenadas con la restriccién que la métrica 4 = ¢,, X4 X{ sea positiva definida son
coordenadas locales en H.

Una deformacién arbitraria de una superficie es un vector tangente en H y puede ser
descompuesta en sus partes normal y tangentes a ]a superficie, Infinitesimalmente se tiene
entonces que

§XP =¢eth

3.54
= (N ¥+ N° X2), (3:54)

Una deformacidn normael involucra tomar un punto de la superficie y moverlo a lo largo de
una geodésica normal a la superficie y estd caracterizada infinitesimalmente por una sola
funcién N (lapse). Esta funcién es exponenciada para dar el tiempo propio 7(£%).

Por otra parte, las deformaciones tangentes 6 elongaciones involucran una reetique-
tacién del espacio de los puntos en la superficie inmersa. Esta operacion implica tomar el
punto &% de.la superficie y despazarlo a lo largo de ésta a otra posicién. Una elongacién
es un difeomorfismo en la superficie inmersa y esta caracterizada infinitesimalmente por el
vector (shift) N® que exponencia a £2{¢).

Una foliacién (es decir una familia uniparametrizada de inmersiones X*) representa
una curva en el hiperespacio H y su campo vectorial tangente t* define una deformacién
infinitesimal para todo tiempo t. Consideremos ahora el caso de funcionales F definidos en
la hipersuperficie, F = F[X*(£2)] (F es entonces una funcién en H). Bajo una deformacién
infinitesimal 6 X#, F cambia en la cantidad

6F = d —— §X* . 3.58%
/ 4 6XF(£ © (3.55)
En particular se tiene que

d _ [ .4.3X"* §F
IF[X“(E't)]_fd $or ixe

= / dE(NG+ NOSJF , (3.56)

- donde los generadores de deformaciones infinitesimales normal y espacmles, 8y y 6, estdn .
dados por

bo = n* (O rurm (3.57)

= X# ———
om ? = O
Notamos que sélo & involucra a la métrica espacio temporal. Es ahora directo demostrar.
que el dlgebra de los brackets de Lie de los generadores de deformaciones 6, es la misma
que el &lgebra de las constricciones ecs.(3.47, 49 y 50). Mientras {m} forma una
base coordenada para el subespacio T:H, los generadores §, y 6, forman una base no
holonémica y como consecuencia esperariamos que el ilgebra sea no trivial.
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Adicionalmente puede demostrarse que si el dlgebra de los paréntesis de Poisson se
satisface, entonces los generadores ¥g y ¥, asumirdn las formas dadas. Entonces en parti-
cular la supermétrica debe ser lorentziana (no euclidiana) y el término potencial debe ser
R — 2\ y no por ejemplo algin término cuadritico en “Rapeq [7].

Fijando la norma

El problema de valores iniciales involucra especificar 7,4 y I1°® satisfaciendo las cons-
tricciones sobre una superficie espacial. La evolucién subsecuente de las coordenadas en el
espacio fase fisico esti determinada por las ecuaciones de movimiento

Yab = {'an) H} .
= —2NKgp + Nojp + Noja. (3.29)

r[ab {]-[nb H}

1 1 1 5
—- _N,YI/Z(Rnb _ —"/abR) + _N,f-—l/2,_ynb(]—[cdncd _ __]—[2)
2 2 (3.58)
_ 2N1"‘/2(H“°1'[¢° _ EH nnb) + ,71/2(N|ab _ ,yachic)

+ (Hach)lc _ N“‘CH“ _ N"|JI°“.

La ecuacién de movimiento para ~.; simplemente reproduce la definicién del momento
canénico mientras que las ecuaciones para I1%® reproducen las ecuaciones G®y + A§%, = 0.
Como hemos visto las constricciones son preservadas por las ecuaciones de movimiento.

Los movimientos en el espacio fase inicial de dim 2N estdn restringidos por las M
ecuaciones de las constricciones. Ademds, sin embargo las soluciones de las ecuaciones
de Einstein involucran a los multiplicadores de Lagrange N¥# los cuales son funciones
arbitrarias de ¢ que no estdn determinadas por las condiciones iniciales.

Como se sabe del ejemplo de la teorfa de Yang-Mills*, habremos de identificar los
-movimientos en esta superficie de dimensién 2N — M que estin relacionados por transfor-
maciones canénicas generadas por las constricciones. Entonces las constricciones juegan
dos papeles. El espacio fase fisico representando los grados de libertad reales estd entonces
identificado con las clases de equivalencia de las soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Si consideramos que podemos elegir una configuracién inicial a un cierto tiempo dado,
tenemos entonces que desechar la norma N# = 0 dado que ésta representa una singularidad
de las coordenadas ( no habria evolucién de los datos iniciales). Esto deberfa de ser
contrastado con el caso de la teorfa de Yang-Mills con X, distinto de cero. Parametnzamos
el espacio fase eligiendo un representante de cada claset.

* Véase por ejemplo el Apéndice A.

"t Desafortunadamente no es generalmente posxble fijar la norma de manera global en
el espacio fase. Lo que esto significa es que la condicién de la norma (véase mis adelante)
no fijard un miembro tnico en cada clase de equivalencia u 6rbita del grupo de norma
{ambiguedad de Gribov).
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Entonces lz dimensién del espacio fase fisico es 2(/V — ). Por lo tanto en cuatro
dimensiones el espacio fase [isico 6 reducido de la relatividad general es cuadridimensional
cortespondiendo a los dos grados de libertad reales del campo gravitacional. En la for-
mulacién lagrangiana n condiciones coordenadas son elegidas para romper la invariancia
bajo difeomorfismos de espacio tiempo Diff M. En cuatro dimensiones hay seis ecuaciones
dindmicas, que sujetas a las cuatro condiciones dejan dos ecuaciones independientes las
cuales de nuevo corresponden-a los dos grados de libertad fisicos. Esto se ilustra en la
figura de abajo:

Fig.-3.3. Para t>t, obtencmps diferentes valores de
‘ (g,p) dependiendo de 1a eleccion de los Vity,

Un método de fijar la norma involucra imponer M condiciones adicionales (llamadas
normas candnicas) de la forma

Q% (4, 1,¢) =0, (3'59)

los cuales satisfacen’

Det {Q%,4,} # 0, ’ (3.61)

donde Det representa un determinante funcional. Una caricteristica de una norma cané-
nica es que no involucra a los multiplicadores de Lagrange. En el formalismo de Dirac
la ec.(61) equivale convertir las constricciones de primera clase ¥, en constricciones de
segunda clase, pidiendo que el paréntesis de Poisson del hamiltoniano con las normas sea
cero sélo débilmente. '

Supogamos que {11%,017} = 0. Entonces podremos identificar cada N1 con los miem-
bros de un par canénicamente conjugado, digamos Q°. El requerimiento de que el deter-
minante de los paréntesis de Poisson sea distinto de cero implica que las constricciones
Xa = 0 pueden ser resueltas para los asociados P,. Sean los restantes pares canénicamente
conjugados g4, IT4, entonces el espacio fase reducido estd parametrizado por ¢4, IT4 {los
grados de libertad fisicos)

Q=0

61
P, =P¢(QA,HA,3). ( )

En la préictica, sin embargo, esta reduccién nunca ha sido explicitamente realizada.
Antes de discutir nuestro caso consideremos Ia situacién en la teorfa de Yang-Mills.
En esta teoria vemos que A° juega el papel de un multiplicador de Lagrange (Apéndice
A). Para fijar A° la norma canénica debe tener paréntesis de Poisson distintos de cero con
las constricciones de Gauss. No se necesita una dependencia temporal explicita porque
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H. # 0. La norma de Coulomb V-A= 0, por ejemplo, satisfard generalmente estas
propiedades. En efecto , en esta norma A® = 0 en ausencia de materia ya que

{H, V- A}~V . =0.

Mas generalmente, A® es dada en términos de la componente cero de la densidad de carga.
AP es frecuentemente llamada la Norma Temporal. Mientras que en el marco en cual hemos
estado trabajando, A° = 0 no es propiamente una norma, sin embargo en el marco de un -
espacio fase mis grande donde A° y su momento conjugado son agregados a AyI,el
término serfa apropiado. Las condiciones A =0, V.4 =0 {en ausencia de materia)
constituyen la norma de radiacién. Otro ejemplo es provisto por i+ A =0 {Norma Azial).
Ahora Ajp es fijado de manera que sea la solucién a la ecuacién diferencial

Aa-Ti+4a-Y40=0.

Los pares conjugados no constrefiidos A;,IT%, (i=1,2) son buenas coordenadas en el espacio
fase reducido.

Lo que complica la situacién en el caso de teorfas invariantes bajo reparametrizaciones
es que el hamiltoniano es enteramente una constriccién, de manera que en general una
dependencia explicita del tiempo sera requerida en la norma para fijar los multiplicadores.

En el caso de la gravitacién la dependencia temporal de las N# estd determinada de
una vez por todas por el requerimiento de que las {1* sean preservadas. Lo que esto implica
es que

/ dy{0°(z,8), Na(¥)INA(y) + 8,0°(z,8) = 0. (3.62)

Esta ecuacién se puede ahora invertir, en principio, para los multiplicadores dado que el
determinante ec.(3.61) es distinto de cero. Diferentes selecciones de norma determinan
diferentes foliaciones del espacio tiempo. Encontramos aqui una caracteristica general de
‘una teoria invariante bajo reparametrizaciones. La norma canénica debe tener en general
al menos un miembro con una dependencia explicita del tiempo. Si no fuese asi la dindmica
estarfa “congelada”, Esto es estrictamente cierto dnicamente en un universo cerrado. En
el caso de un espacio asintéticamente plano esto no es cierto. Hay normas candnicas
independientes del tiempo en donde la condicién N — 1y N® — 0 en coordenadas
asintéticamente euclidianas en la frontera, determina de manera dnica a N# en términos -
de las variables canénicas. En tales casos, N representa una eigenfuncién nula de {Q%, X}
de manera que la condicién ec.(3.61) no se satisface. Por ejemplo, la norma de Dirac

=K=0 6 ‘/_"14(,]'1

= (\/—7ab)|b =0,

la cual corresponde a un deslizamiento por una superﬁcxe maximal descrita por coordena.da.s
harménicas. La conservacién de (¥ implica

VIN - 9RN =0,

[\/f—y(N“]bJ,-Nbl“ ""YGch[c) +2Nnab] b =0
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Estas ecuaciones pueden ser resueltas para N* sujeta a las condiciones de frontera en un
espacio tiempo asintéticamente plano. En un espacio compacto %R # 0, ya sea que no
haya solucidn fisica admisible é que no haya solucién alguna. En tal tipo de espacio una
condicién de la forma K — ¢t = 0 serfa una adecuada eleccién de norma.

Consideremos ahora una condicién de norma canénica de la forma 2%(v,t) = 0.
Esto no involucra los momenta de manera que pueden ser considerados como condiciones
de norma en el espacio de configuracién ~— superespacio. Estas condiciones definen una
familia uniparamétrica de superficies de dos dimensiones (6—4 = 2) en el superespacio §.

"Estas superficies pueden ser en principio parametrizadas por los dos grados de libertad
fisicos. Lo que es interesante acerca de esto es que no hay nada que indique que éstas
superficies son de un tipo en especial, temporal 6 espacial.

Las normas no canénicas involucrando directamente a los multiplicadores de Lagrange
son frecuentemente escritas en la forma

NF = xP(y,m, N,t). ' (3.630)

De esta manera es claro que estos corresponden a las as{ llamadas normas relativistas en
el caso de la teorfa de Yang-Mills. Por ejemplo la norma de Lorentz

A’=9.4
Deberfa notarse sin embargo que no podemos tener una norma candnica covariante en la

teoria completa de la relatividad general. Para nuestros propésitos cldsicos esto sirve tan
bien como escribir la ec.(3.64a) en una forma “canénica”

04 (y,11,N,t) = 0 (3.636)

6 resolviendo para N, es decir N* = W#(4,11,t). La dependencia explicita de t no es ya
esencial,

En gravitacidn la norma no canénica mas 1til es la norma de tiempo propxo que
corresponde a x* = 0 6 explicitamente

N°=1y N°=o. (3.64)
En este caso la métrica toma la forma
ds? = —dt?® + ya(z, t)dz® dz’. (3.65)

Para z constante ¢ es entonces el tiempo propio. Estas son entonces coordenadas gaussia-
nas construfdas sobre la superficie. La curvatura extrinseca tiene una expresién particu-
larmente simple en estas cooordenadas

1, ) '
Kab = —3%b (3.66)

la curvatura extrinseca es justamente la velocidad de la métrica 445. En particular la traza
de la curvatura es K = In /7. Mds generalmente, la curvatura extrinseca tiene una bonita
interpretacién geométrica como el cambio de la métrica espacial cuando la superficie es

empu;ada en una unidad de distancia propia en la direccién de la normal. Asf, si la
curvatura K,; desaparece, diremos que m es estitica. Por otra parte, si solo K = 1“"}( ab
es cero, entonces decimos que m es una superficie extremal —el elemento de volumen local
es un mdximo 6 un minimo.
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Espacio Tiempo asintdticamente plano y Términos de Superficie

El espacio fase es descrito por las coodenadas ~,; ¥ sus momenta canénicos T8,
En un espacio tiempo asintéticamente plano describiendo un sistema gravitacional ais-
lado, una métrica fisicamente razonable tiene la forma de Schwarschild en el infinito
espacial [10]

ds? = — (1 - ?—ﬁ—4> di® + (6,,;, + ;Mi 1:,,:1:[,) dz® dzb. (3.67)

Mis especificamente, supondremos que fuera de un conjunto compacto, m; es difeomorfa
a algtin nimero de copias de R? menos un conjunto compacto.

Sea r una coordenada radial en la métrica euclidiana sobre R3. Entonces requeriremos
que v,p tenga la forma

1 2
Yab {z%) = bap + ;Sab(i“) + 0(r*te). (3.68)

Sab €s suave sobre S2, el término restante decae més répido que 1/r. Requeriremos que §
tenga paridad par, es decir
Sap(2°) = Sap(—2°). (3.69)

Nétese que esto es menos restrictivo que el requerimiento de que «gp tome la forma de la
métrica de Schwarschild en el infinito espacial. Un decaimiento mas rdpido de la condicién
sobre «y darfa energia cero {ver més abajo). El teorema de la positividad de la energfa entra
entonces en el juego — requiriendo que la solucién de las constricciones sea el espacio plano.
Un decaimiento menos rapido darfa, por otra parte una integral de la energia divergente.

Para completar la especificacién del espacio fase fisico requeriremos la condicién de
decaimiento de los momenta T2

1

med = 3 —t%(2 )+o( ZL) . (3.70)

donde t%’ es suave sobre S?, y requeriremos ademds que tenga paridad impar
12 (2°) = —t°(-2¢). : (3.11)
_El decaimiento de IT%® permite que el término en
/ d? £ T1%qp, (3.72)
diverja logaritmicamente. Sin embargo en infinito la integral se reduce a una funcién par -
por otra impar lo que integra a cero. La condicién de paridad en'v y IT no puede ser

revertida. Una paridad impar en v darfa una integral de la energfa cero.
. Por otra parte si el hamiltoniano H va a dar las ecuaciones de movimiento correctas,

entonces tiene que ser diferenciable:
6H b
b) 6ab + (m“) sn } | | (3.13)

5H=/d‘z {(51{
: 69
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Para H puramente constriccién
H= / d4zN#Y,, - (3.74)
encontramos que

§H = / 'z (A% 670y + Bop6T*} — / dSu/7 G***4 (N 6a|c — Nebab)

- / 45, [2NSTT + (2N°TI* — N9TT%) 6-1,.)(3.75)

Los términos de superficie desaparecen si N* = k#(2%) 4 O(r™¢), donde k* es impar en
S2. Tales variaciones son propias. El problema es que estas condiciones de frontera en N
no corresponden a la situacién fisica donde

N°=1+0(Y) , N'mO(rY

Mientras que el decaimiento de N* es més fuerte, el de N® es mds débil. Un término de
superficie sobrevive. Entonces

- / dSy ﬁcnb6d57ab|c =-6 /dsb("lab,a - 'Yau,b)
= —6En}. ‘ (3.786)

Para recobrar un hamiltoniano diferenciable, simplemente agregamos E{7] al hamiltoniano
que consta tinicamente de las constricciones ’

H=H+E[4]. ' (3.77)

Entonces A% = .6‘}{{, y Bapy = 3%}:_5’ y las ecuaciones de movimiento se siguen de

Yab = {’Yuh H }
. b & (3.78)
n** = {n*, #H}
E es entonces la energia ADM y su valor es exactamente M.
En la misma manera en que la relajacién de N© involucra la introduccién de la energfa
ADM, N# puede ser adicionalmente relajada y dar atn un hamiltoniano H diferenciable
con la adicién de términos de superficie adicionales. .
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CAPITULO 4
El formalismo de.la Vielbein

En esta seccién introducimos los marcos méviles (6 vielbein) via el Principio de Equi-
valencia. Asumimos pues que, el espacio tiempo es localmente Minkowskiano. Podemos
entonces referir las estructuras del espacio tiempo general, a un marco localmente inercial.
En particular, cuando consideramos el caso de la curvatura y la torsién esto nos lleva,
naturalmente 2 lo que en la literatura se conoce como las ecuaciones de estructura de
Cartan.

En cualquier punto zo del espacio tiempo siempre podemos construir (Principio de
Equivalencia) un conjunto de coordenades localmente inercial tal que la métrica toma la
forma de Minkowski

457 = 1o €2, (£)dEL, (2). SRR

en e} punto zg. Estas coordenadas son Unicas hasta transformaciones de Lorentz:
7 (z0) = A% (za)€" (z0)
donde _ navA%Aly = g

Para describir la fisica en otros sistemas de coordenadas {z*} hacemos una transformac:on
de coordenadas de €7 a z*. En particular

3 (z . ]
aunteo) =( 20 ("ﬂj;ff)) e (u2)

Ee“,,(:o)eb,,(:o)n.,b .

Definimos entonces una vielbesn como sigue

8¢z (z)) * :
e (z0) = (—-z—“—- . (4.3)
W) =T )., |
Y su inversa e#, :
2, Py =6%, ; (4.4)
ey e/s = “u y ' P (4.5)'
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e*p es obtenida a partir de e*, subiendo y bajando indices de la ecuacién (4.2} es decir
ety = g,“,r]ubeb,,. El tensor de la métrica Guv (g#¥) sirve para bajar (subir) {ndices de
espacio tiempo mientras que la matriz 14 (r/“b) sirve para bajar (subir) indices de Lorentz.
Vale la pena detenerse un poco aqui para examinar lo que hemos hecho. Construir una
vielbein significa que en cada punto zo de nuestra N-variedad estamos fijando d campos
vectoriales €%, (zo) (si la variedad es el espacio tiempo cuadridimensional de la Relatividad
entonces fijamos cuatro campos vectoriales, la tetrada) que constituyen una base para
dicha variedad en el punto. De manera que el indice latino de la vielbein es una etiqueta
6 “indice interno”. La utilidad del presente formalismo radica en que nosotros podemos
proyectar sobre estos campos vectoriales a cualquier objeto definido en la variedad, de
manera que podemos calcular componentes de campos sobre la variedad. La situacién se
ilustra en figura siguiente:

Fig.4.1. La base de 1a vielbein,

Imaginemos ahora que hacemos una eleccién continua de la vielbein € en cada punto
del espacio tiempot. Esto nos permite calcular componentes, es decir escalares, de objetos
en la variedad, y es, regularmente, mds facil trabajar con escalares. El precio que tenemos
que pagar es que la vielbein se transformard, en general de una manera no trivial de un
punto a otro. ‘

La vielbein se transforma como un tensor contravariante de Lorentz y como un tensor
covariante de espacio tiempo [4]. Podemos reescribir las ecs.(4.4- 4.5) como sigue:

eheng”’ =n, ' (4.6)

Guv = e;ef,nab . : (4.7

Geométricamente la ecuacién (4.6) representa el hecho que ¢# forma una base ortogonal
para el espacio tangente mientras que la ec.(4.7) establece la completez de la base, lo que
nos permite también identificar a ¢4 como la raiz cuadrada de la métrica.

Usando entonces la vielbein es posible expresar cualquier tensor de espacio tiempo en
términos de tensores de Lorentz y viceversar

t Estrictamente hablando, no siempre podemos hacer esto. Asumimos aquf que la N-
variedad es lo suficientemente “suave” como para aceptar tal eleccién continua.
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B bbm — oML ] 314000
Tu,...u,.m =€ "a .. € n"nTbl...b,.m
Tenemos ahora dos principios de invariancia;
{7} Covariancia General
{13) Invariancia Local de Lorentz

Por una parte hay tensores de espacio-tiempo que transforman bajo la transformacién
- de coordenadas z'# = z'#(z) como sigue

t 6:1:"“ ).
62:’“ ) 6:1:"’ o (2

Tenemos también campos que transforman bajo varias representaciones D (A) del grupo
local de Lorentz* en el punto z

T'(z) = D(A(z))* s T2 (z). {18)

El tensor de Lorentz T'# es un escalar de espacio tiempo. Si A y Az son dos transforma-
clones de coordenadas de Lorentz la representacién D satisface

i @) =

D(A1A2) 5 = D(A)*cD(A2) 5. (4.9)

Los indices A,B,... son usados aqui a manera de “taquigrafia® para representar los
indices de Lorentz relevantes. La introduccién de una derivada covariante de Lorentz se
sigue de la misma manera que para la derivada covariante de espacio tiempo. Por razones
de comparacién revisemos primero como es introducida la derivada covariante de espacio
tiempo. Bajo una transformacién de coordenadas las derivadas de los campos tensoriales
se transforman como

9z’ 8%z :
8 Vla( I) = ;l;lp { Eprn acV“(I) + WVF(I)} . (4.10)

Con el objeto de eliminar el segundo término dentro de las llaves en la ec.(4.6) mtroducxmos»
la conexion a/m Ts que transforma de manera que cancela este término

Bz"‘ 0zf dz° 3zf 9z° diz's
» n -
Pap(z) = Tas(2) = 5o G 58" vo(%) ~ 557 528 359007

El término inhomogéneo en la transformacién de ', 5(z) es simétrico en a, 8 (ec.(4. 7)) de
manera que la torsién

(41)

T“,‘,, =Th, -Th, : (4.12)

* En contraste con una transformacion genuina de Lorentz de un campo tensorial en el
espacio tiempo de Minkowski

TIA(zl) = D(A(Z))AB TB(z) , ' = Az,
La ecuacién (4.8) es el andlogo de una transformacién tensorial en una teorfa de nomvxa.v
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es un tensor. Ahora definimos la derivada covariante como

DoV? = 9,VP + T8, ve. (4.13)

la cual transforma como tensor. Por analogia con el caso anterior ahora costruimos una
derivada covariante de Lorentz. Bajo una transformacién local de Lorentz la derivada de
los campos transforma como sigue:

3,VA - D(A(z))*58,VE + D(A(z))* 5DV (A(2)) B, D(A(2))C VD . (414)

Una vez mis, para cancelar los términos adicionales en la derivada introducimos la co-
nexion {1, que transforma tal que cancela el término no tensorial en ec.(4.14), esto es
bajo transformaciones locales de Lorentz

d(f2,(z)) ~ D(A(x)) d(Q,) D" (A(2)) - 8,D(A(2)) D™ (A(2)) . (4.15)

1, es un vector covariante de espacio tiempo. Ahora la derivada covariante definida por

D,VA=9,VA+d(Q)4sVE. (4.16)

se transformard como un tensor bajo transformaciones locales de Lorentz. Ademis, cada
uno de los términos en la ec.(4.16) es un vector de espacio tiempo. Como veremos mds
adelante d(f) estd definida en el dlgebra de Lie d correspondiente a la representacién D
del grupo de Lorentz. Si un campo tensorial lleva tanto indices de espacio tiempo como
de indices de Lorentz, entonces la derivada covariante tendra un término de conexién para
cada tipo de {ndice, por ejemplo

D VA =3,VA+d(Q,) V7 -T2, VA. (4.17)

vu'a

Vale la pena remarcar que hasta este momento hemos encontrado dos operadores derivada
que actian sobre campos distintos; por una parte la derivada covariante usual ec.(4.13) la
cual actiia sobre tensores de espacio tiempo y que denotamos por D,. Ademis, asociada a
campos de Lorentz tenemos la derivada D,. Por iltimo, la derivada D, actda tanto sobre
indices de espacio tiempo como sobre indices de Lorentz. En lo que resta de esta seccnén
" mantendremos las convenciones anteriores.
Con el propésito de construir una base para la representacién del dlgebra de Lie d
examinemos primero las transformaciones locales infinitesimales de Lorentz:

A% (z) = 6% +0%y(z), donde 6,1 = —b),. (4.18)
La representacién D(A) puede escribirse como
1 .
D(A)*s =645+ 50“"(:) [oa)*s +-.. (4.19)
Las matrices de espin o,; son antisimétricas en a,b y satisfacen la siguiente dlgebra 4]
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|0ab, Ocd] = NcbOad — NcaGbd + NdbTea — NdaOeb - (4.20)

04y forma una base para d. En la representacién definida por ec.(4.18), ™" = %B“b(aab)m"'

de manera que

(0a) ™ = 6787 — 67267". (4.21)
En general podemos expander d(f1,) en la base de las oqs
. y

d0,)% 5 = S0 (ow) 5. (422)

2 b

Como consecuencia de la antlslmetrla de las matrices og; sigue la antisimetria de w”“b,
wzb = f"“, 6 equivalentemente D 77 = 0. La versién infinitesimal de la ley de transfor-

macién ec.(4.15) es

1
sd(Q,) = loub [0 d(2,)] = 500B,0% (4.23)
En términos de wj b podemos escribir las ecuaciones ec.(4.15) y ec.(4.23)

Wt = A%, fa (A%, — 3,40 (A)5,. (4.24)

Curvatura de la Vielbein

Definimos la curvatura a través de la identidad de Ricci. Esto involucra tomar el
conmutador de las derivadas covariantes sobre un tensor de Lorentz. Mediante un calculo
directo encontramos

1
[D“,D.,]V (a,,b) B(aﬂwu“" - Buw‘,“")VB + Z[acd,aub]"aw,‘“w.,“""a +Tf, D,V
' {4.25)
Haciendo ahora uso del dlgebra de Lie (ec.(4.20)) podemos combinar los términos lineales
y cuadrdticos en wy®y de manera que
1
[Du,D,VA = Ena",,,,(aab)‘ BVE +T,PD,VA, (4.26)
donde definimos el tensor de curvatura :
R%u = 3w, + wyew% - (b~ u) (4.27)

La simetrfa Rypyy = —Rapyp sigue debido a la antisimetria de Wy ab independientemente
de la torsién T),,. .

Hasta el momento el grupo de Lorentz no ha jugado un papel muy diferente de los
grupos de norma en las teorfas de Yang-Mills. Lo que distingue a la teoria de norma de
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Lorentz de otras teor{as de norma es la existencia de la vielbein e# la cual nos permite
convertir indices de Lorentz en indices de espacio tiempo y viceversa

VE=ehVe, e inversamente V, = e}V, (4.28)

Hasta este punto tenemos dos conexiones independientes, w,®; correspondiente al
grupo de Lorentz y T 5 asociada al grupo GL(n,R). Estas estdn relacionadas por el
‘requerimiento que la diferenciacién covariante conmute con la operacién de intercambiar
indices de Lorentz con {ndices de espacio tiempo, lo que implica que la derivada covariante
de la vielbein desaparece Dy e} = 0, é explicitamente

Buel + T, e —w,bael =0. ' (4.29)

Como consecuencia la conexién w,% puede expresarse en términos de la conexidén I‘f;ﬁ y
de 1a derivada de la vielbein: '

wu®s =e{Buel +Toues'},
=elDyep . : (4.30)

o

En esta expresion D, actia dinicamente sobre indices de espacio tiempo.-

La condicion métrica Dpe; = 0 implica la condicién métrica usual Dygag = 0 en el
espacio tiempo. Notemos que si w,®p no hubiese pertenecido a un dlgebra de Lie, lo que
implica que wy[ap) = 0, de todas formas la condicién métrica recobraria la antisimetria en
a,b, lo que puede verse de la ec.(4.30).

La condicién métrica también permite relacionar la curvatura en la vielbein R“b,u,
con la curvatura en el espacio tiempo R*? uu- Para ver esto comparamos dos formas de
las identidades de Ricci:

(D, D,)V® =R%,, VP + T, DV, (4.312)
[D,,D,|V* =R%,, V* +T,,°D,V®, (4.31b)

de las cuales es ficil ver que

R“b;w = e:efR“p,w . (4.32)

La ec.(4.32) sigue mas directamente si aplicamos el conmutador [D,, D, a la vielbein. La
condicién métrica entonces implica {D,,D,|e*? = 0, de modo que

Rap“ycﬁa + Rdb“veab =0,
lo que es equivalente a la ec.(4.32).
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Torsion

En capitulos anteriores hemos examinado ocasionalmente los efectos de la torsién. En
esta seccion presentamos un resumen de algunas de las propiedades mds conocidas de la
torsién. Regresemos a la condicién métrica: :

Dag;w = aag;.w - ruuu - ruua =0.

donde I'apy E»I‘Z,,g,,a. De manera estindar tomamos las permutaciones en los tres {ndices
a, B,

(i) aagyu - ru‘m - F;wa =0,
(ii) ) Ougva — Tavpy = Tvap =0,
(“’l) augap - rpau - ra;w =0.

y tomamos la combinacién (3} — (¢4) + (¢i¢) en la ecuacién anterior para obtener
=2 e = Tpva — Tapy — Tvpa = —{BaGuv — Bugva + Ougayn) - (4.3_3)

donde Topp = 9uTap”.
Esto puede entonces reescribirse
r';p = I‘Zp Christof fel — Cpo
donde la contorsion Cop* estd definida por
1
Cop* = E(Tap“ —Tp*a + T ap) . (4.34)

Hagamos algunos comentarios sobre la derivacién anterior: )
Notamos que, a diferencia de la torsién, la contorsién no es antisimétrica en los pri-
meros dos indices

Cap* # —Cpa*
Lo es sin embargo si Tg, es totalmente antisimétrico. Vemos también que la parte
simétrica de la conexién, I“(‘aﬁ) noes I’ p de Christoffel. Hay en general una contribucién
torsional. )

Las ecuaciones de estructura de Cartan

Es posible definir una conezidén 1-forma con valores en el élgebia de Lie
N = Qkdz¥.  (4.35)
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6 equivalentemente si  d()*p = (04)" pw?, entonces

why = w,,"'b dz* . (4.36)
Hemos visto (ec.(4.24)) que bajo una transformacién local de Lorentz, w,®, transforma
como sigue
“1nd -
w',,“b = A% w, (A 1o — A (A l)cb .

Introducimos adicionalmente la vielbein 1-forma e® = e dz* que transforma como sigue

€, — e, = A% ef,. : . (4.37)

Podemos costruir la torsién Tug* y la curvatura como dos-formas a partir de e® y w?; tal
que se transformen como tensores bajo transformaciones locales de Lorentz. Examinemos
la dos-forma de Torsién (suprimimos los {ndices de Lorentz)

T=detwAe. {1.38)

Bajo una transformacién de Lorentz

de' =Ade+dAne,

mientras que w A e transforma como

wAe =(AwA™! —dAATY) A de, -
=AwAe—-dAAe. , (4.39)

donde d es la derivada exterior, de lo anterior sigue que

de' +w' Ae =Aldet+wAe). (4.40a)

- esto es de + w A e transforma como un tensor de Lorentz. Escribamos ahora la dos forma
de torsién mds explicitamente

T® =de® + wpAed, , 7 (4400
=2¢, ) dz¥ A dz* + 2wy % ch) dzh A dz (4.40¢)
se tiene que ‘ :
: T® =Ty, dz"ndz" . (4.41)
donde :
; T":y = ZCE'“",] + 2“["‘“"lczl = ZD[PC:] . (4.42)

Aquiel opefador derivada covariante es justamente el asociado a w y no actiia sobre indices
de espacio tiempo. -
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Por otra parte de la condicién métrica tenemos que

D“,e“:] - I’f‘u“]e: =0, (4.43)

de lo que sigue que esta definicién de la torsién concuerda con la dada anterioriormente.
De la misma manera en que la conexién afin I'j, estd dada en términos de g, @aguw ¥
T.,™ (ec.(4.43)) podremos expresar la conexién w,®, en funcién de ¢,8e y T:
wu'p = w“ub[e] +C%,. (4.44)
Curvatura
De manera andloga a como hemos hecho en la seccién anterior, examinemos la dos-
forma curvatura R definida por
R=dvtwAw. {4.45)

que se transforma como un tensor bajo una transformacién de Lorentz

dw' +w' AW = Adw+wAw). (4.46)

Si ahora restauramos los indices de Lorentz se obtiene

R = dw® + W’ AwSy, (4.47)
lo cual es equivalente a la definicién anterior. Las ecuaciones ec.(4.41) y ec.(4.47) son las
ecuaciones de Fstructura de Cartan. ' ‘

Las identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchi son identidades diferenciales involucrando la curvatura R
y la torsién T. La primera identidad sigue cuando tomamos la derivada exterior de la
dos-forma de torsién ec.(4.41) :

dT* = R*% A e —ws AT, (4.48)

es decir dT + W AT = R4 A b
de manera andloga ahora tomamos la derivada exterior de la dos forma de curvatura

dR* =dw  Awp ~wl . Adw®.
= R% Awp —w®.R%.
6 equivalentemente - ’
dR*; + [Q,R]ab =0. ) (4.49)

En esta titima ecuacién se sobreentiende que hacemos uso del operador A dentro del
conmutador [}, R|. Paralelamente podemos recobrar las ecuaciones de Bianchi en forma
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tensorial si analizamos la forma explicita de las ecuaciones anteriores. Para la primera
ecuacion por ejemplo, es ficil ver que

b
Tfuvia) + wlal* s ) = R (apu] - (4.50)
Por otra parte si tomamos la derivada covariante de T}, obtenemos
Tp o =Thya +wasTh, — T5,T25 - T8 T3,

de manera que

— a mb ii o
Tll:tu:a] = T(‘:w.cr] T Wial "le] - r[vaTMlﬁ )

y finalmente
Tiuvial + Tslqua] — R%uva) =0. (4.51)

¥ en el caso en que la torsidén es cero esta dltima ecuacién se reduce a la conocida antisi-
metria del tensor de Riemann en sus tres dltimos indices.

- Adicionalmente, tomando la derivada del tensor de Riemann D, R®;,, obtenemos,
antisimetrizando en los indices u,v,a, que

R%y [pvya] T w[p|ucRcb Jva] = w(u|chac|uu] =0,

entonces
% fuva) + Rabﬁ[#Tfa) =0. (4.52)

¥ si consideramos nuevamente el caso en que la torsién es cero recobramos la identidad -
usual de Bianchi. :
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Ecuaciones de Gauss Codazzi con Vielbein

Cuando cambiamos a marcos méviles nos encontramos en una situacién distinta de
la que consideramos en el capitulo 1. Aqui llegaremos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi
desde otro enfoque.

Esto deberia de ser contrastado con el criterio de la integrabilidad que fue explotado
en el capl. Veremos en el presente enfoque los cdlculos son tan simples que los resultados
se siguen de una manera natural (y, ciertamente, directa.) [1]. v

Usando la métrica espacial 445 inducida en la hipersuperficie se puede introducir una
d-ada satisfaciendo €%, e’y Yab = 7ab ¥ el e = 4%, Aquf los fndices en negritas indican
indices de la vielbein. Los miembros de esta d-ada pueden ser entonces promovidos en
vectores de espacio-tiempo contrayendo el indice espacial de la vielbein con los vectores
del espacio T' M de la siguiente manera

B% = Xbet, (4.53)

Es ficil ver que junto con las r]f"s, estos vectores forman ahora una vielbein para M esto
es Ei = {E#,n!} forma ahora un conjunto completo en cada punto X* de M.
Como hemos visto, la condicién métrica en M

D, D, E*® = MR, E®* + "R, E®F (4.54)

implica ‘
NRnbpu = E.aEbﬂNRaﬁpv , ) (4'55)

donde la curvatura de la vielbein estd dada por
NR° =9 a a c v
buy T0uWy b+ Wu cWy b (#Hu)

y wub = EJD,E}, (mds adelante veremos que, en el caso de la representacién espinorial
tenemos un comportamiento andlogo para la conexién asociada a la derivada covariante).
La derivada covariante usada aquf sélo actia sobre indices de espacio-tiempo mientras que
la derivada que aparece en la ec.(4.54) actia tanto sobre indices de espacio tiempo como
sobre indices de la vielbein.

" Ahora la derivada covariante definida en m est4 dada por
V.V*=X¢D,V*
= X£(0,V* +w*uVP)
= 3,V* + w VP, (4.56)
donde wy*p = X4w,®b. De manera andloga a como hemos hecho en el capitulo 1,
requeriremos diversas proyecciones de la conexién w:
4 X:wu.b = wo.b y
Xbw,i= XRE) Dyt = —K*,,
Xq‘:‘w#i- = X,‘,‘nf,D,,E: =K'aa,
Xbw,'j = XiniDynf = Ta'; .

(4.57)
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Ahora consideramos las proyecciones relevantes del tensor de Riemann’'que hemos consi- - -

derado anteriormente. Empezamos tomando las proyecciones espaciales
MR pun XEXY = VR g, ER o EVP XE XY (4.58)
y haciendo uso de las estruturas enlistadas arriba encontramos que
VR b XEXY = X3, wy®p + wa®ewsp

~ (Ba X} )wu®b + Xhwu®i X wi's — (@ - b)
=?Rpap— {K"aK'vs— (@ )} . (4.59)

lo cual coresponde obviamente a la ecuacién de Gauss Codazzi derivada anteriormente.
Tomemos ahora la contraccién con la normal del indice contravariante del tensor de Rie-
mann .
Npt —_t a
R = ﬂaEaﬂR Buv (4.60)
Nuevamente encontramos, identificando términos, que
{

N X . . .
R apr = a#wu‘n +w}4'b Wubl +w“‘jw"15 - (“ A V) 3

multilplicando ambos miembros de esta ecuacién por X¥ X}, encontramos finalmente que

NR‘aqu,I:X{': = aawbiu + waibwbb- + Wn‘jwbju - (a - b) »
=V, Ky — K s To'; = (a < b). (4.61)

que es la ecuacién de Codazzi-Mainardi. La dltima proyeccién que consideramos es la
ecuacién de Ricci VR’ ;5. Luego de contraer al tensor de Riemann dos veces en la direccién
normal antisimetrizamos en a y b, de lo que sigue

MR jun XEXY = 3,Ty' ) + Tk Ty ~ K'aa K — (a o B). (4.62)

La accién en el formalismo de la Vielbein

De manera andloga a como hemos hecho en el capitulo 2, derivamos las ecuaciones de
Einstein a partir de la accién. Usamos ahora la representacién de la vielbein, La accién
de gravedad viene aquf dada por

So = /d"z eek vt R';b“y(w) , - (4.63)

donde nuestra convencién para la curvatura de la vielbein R%p,, = 9w, % + w,%cw, % —
(uev). Considerando ahora que R sélo depende de w es ficil ver que

512"'5,,,,(10) = ZDI“U.,fb + 2T:[u&“"#la" , (4.64)
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sustituyendo esto en la variacién de la accién Sp y luego de una integracién por partes
obtenemos

650 =2 / d"ze {T:“e“‘ne“]b - D,,el“ae"]b} bw, %y + 2/ d"Vzéelt, et w,y, (4.65)
8

donde ¢ es el andlogo de v/ en el formalismo de primer orden, esto es, que €3,8%, es
la métrica en la frontera de la regién. Introduciendo como antes una accién demateria
y tomando ahora la variacién de la accién total respecto a Ia conexién (desprecxando los
términos de superficie) sigue que

§S

=0
6wunb

implica
2¢lk,D,evlb — T;’,el“ne”]b = 165m

. 4.66
2 Jw’,“b ( )

En el caso en que
6Sm

6w““b -0

- tendremos, claramente que T = 0. Paralelamente la variacién de la accién respecto de la
vielbein nos da

550 = / d"ze {2R%, — & R} e, , (4.67a)

y finalmente §Sq/6e”, nos conduce a las ecuaciones de Einstein exactamente de la misma
forma que en el caso de la representacién tensorial (cap.2),

Ru“_%eaﬂz: %T;, ' (4.67b)

donde T%, = %6Sm/6ef1‘ es el tensor de stress.
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CAPITULO 5
Espinores en espacios curvos

Introducimos ahora la formulacién espinorial. Empezaremos estableciendo algunos
resultados algebraicos elementales para posteriormente estudiar la relacién entre espinores
SL(2,C)y los espinores SU(2). El enfoque que seguimos aqui es el usado por Ashtekar [8].
El objetivo es, como en secciones anteriores, expresar el hamiltoniano de la relatividad asi
como las constricciones. Adicionalmente veremos, que, como en el formalismo de vielbein,
podremos expresar las estructuras algebraicas relevantes en la representacién tensorial en
términos de sus equivalentes espinoriales.

Podemos introducir espinores SL(2,C) de la siguiente manera. Sea V un espacio vecto-
rial complejo bidimensional (y su espacio dual V*). Denotemos por {4 (£4) a los elementos
de V.(V*) donde por convencién A = 0,1. Fijamos ahora una dos-forma antisimétrica e4p

€EAB = —€Ba. o (5.1)

Entonces € provee una forma bilineal no singular, antisimétrica sobre V. Convencional-
mente la inversa de € 4p estd definida* por

EAcECB = 6,48. ' . (5.2)

La dos forma € provee un isomorfismo entre V y V* a través de la operacién de subir y
bajar fndices '

fA =€AB€B ) ‘
€a =¢Penc. , (5.3)

De esta manera ¢ juega un papel para espinores parecido al jugado por la métrica g, para
tensores. Notemos que la contraccién en ambos casos es entre el indice superior izquierdo
y el {ndice inferior derecho y que la convencién para subir y bajar indices es consistente
con la definicidn de la inversa ec.(5.2). Adicionalmente veamos que

e*p =eCecp = —64p
" mientras €aP =eCBc,p =648,
de modo que en particular .
B __ B
EA = —E 4.

* Esto no estd de acuerdo con la convencién usual de la matriz inversa,
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Debido a la antisimetria de £, debe tenerse cuidado con la posicién de los indices. En
particular notamos que:
E%na = ~tan®

Sea L una matriz arbitraria en GL{2, C) preservando la “métrica” €3 p es decir
A 1B
easL”cL”p =€ecp,

Consecuentemente det L = 1, esto es, L es un elemento de SL(2,C). Tiene entonces
sentido el fijar a € de una vez por todas. Podemos elegir

e=(%3) (5.4

Introducimos adicionalmente los espacios vectoriales complejos conjugados V y V* con’
elementos E" y €4 respectivamente cuyos indices pueden subirse y bajarse con & gA's y
EA'BI.

Como consecuencia del hecho que & es una 2-forma sobre un espacio vectorial bidi-
mensional, satisface la siguiente identidad

EA[BECD] =0, : (5.5)
Para mostrar que esto es asi notamos que el lado izquierdo es antisimetrizado en tres

indices , cada uno de los cuales puede tomar dos valores. Como consecuencia de la ec. (5 5)
‘tenemos la identidad para cualquier 2- espinor

1
VAB = V(AB) + EEABVCC' (5.6]
Esto sigue tinicamente multiplicando la ecuacién (5.5) por VEP

D
(eaBech +€apenc +eacepn)VEl =0

tal que : 'ZVIAB] = EABVCC

De hecho cualquier espinor puede ser expresado como la suma de un espinor simétrico
y una suma de términos multiplicados por todas las contracciones simétricas del mismo
espinor.

E! punto crucial ahora es que puede establecerse un isomorfismo entre vectores com-
_plejos en un espacio tiempo de Minkowski y espinores en V ® V* de manera que

A _ i (VO4VS vipw?
VAB = 7 ( 1oy yo_ya (5.7a)
‘= gAB'ys, (5.75)
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. . _nt '
4B/ son antihermitianas (08'4 = 0,24 = —o2?')

o i fto0 oo (o1
0_\/‘201, l—‘/ilos

”2=%(Si :)) ”“:%(é _01)’ | (5‘75)

y . ) ! » e, .
8i V° es real entonces VAE es antihermitiano

donde las matrices o,

B A (5.8)

- La transformacién de Lorentz .
e Labvb
es reemplazada por . , ,
vV AB — LACEB DIVCD

donde LAG LS i = 0A ol L9y,
El equivalente espinorial de la métrica de Lorentz estd dado por e4cepipr. Un metodo :
para ver esto es notar que:

1 .
det vAB' =§EAcEBlD-VAB'VCD' ,
1
=§r]nbV“V" , (5.9)

con 114y = diag (—, +,+, +).
Vale la pena mencionar que si hubiéramos elegido o, hermitiana entonces el determi- -
nante corresponderia al negativo de la normalizacién de Minkowski. La ecuacién (5.9) es
equivalente al hecho
Nab = EAcEB'D'UaABIUbCD", (5.10)
lo que puede reescribirse como
5.,5 = anAB,UbABl , (5.11)

6 en otras palabras, 0% 4 g+ (con el indice de Lorentz subido con n°® by los indices espinoriales
bajados con e4p) es la inversa de 428" contrayendo sobre {ndices espmonales. Podemos
- ahora invertir la ec.(5.7b}) como

Ve = daABlVAB'. (5.12)

Es entonces claro que la inversa de g,4% * definida contrayendo en indices lorentzianos estd
dada por , ,
. UGAB ocpr = 5Ac68 D'y (5.13(1)

6 equivalentemente

0,48 g3CD’ — (ACB'D', B S . (5:13b)
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En la prictica, la ec.(5.12a) prueba ser mas dtil dado que la antisimetria de € no figura.
Si introducimos una tétrada e# en cada punto del espacio tiempo, podemos identificar
el espacio tangente con V@V~

yAB =g, AB'yH, (5.14)
donde 0,48" = 5,4P"e3. La matriz 0,48 es una SL(2, C) “forma de soldadura” satisfa-
ciendo:

AB

. .
0,"" OuaB =guv, (5.15a)
U“ABIU"CD' =eACB'D' (5:15b)

. . . '
En un marco de referencia localmente inercial 4?" toma la forma de la ec.(5.7c). Podemos

. ' .
ahora interpretar a 0,48 como la rafz cuadrada de gu» exactamente como se hizo con

. . ' . .
la tétrada e;’,. Generalizamos el isomorfismo que provee o,,‘a a tensores arbitrarios, por
ejemplo :

TAB'CD' _ O,“ACUVB'D'T#V. (5.16)
En particular cuando T}, = g, esto reproduce la ec. (5.15a).

Vectores Nulos

Sea V* un vector de espacio tiempo. Si V¥ es nulo entonces
VAB' = gdgh’, (5.17)

Para ver esto notamos simplemente que si rango V4B’ < 2 entonces VAB' debe tener esta
1
forma. Inversamente, si V45 tiene la forma de la ec.(5.17) es entonces obvio que V# es
nulo. En particular si V# es real, entonces
ab' A = —aApB’. (5.18)
lo que implica B4’ = +i{a4’, de modo que
VAB' = tiqhaP, : " (5.19)
Para todos los vectores de signo positivo (WAB' = iy455')
V.-W =-latq4| <0, ’ (5.20)
de manera que todos estos vectores estin del mismo lado del cono de luz. Los vectores
con el signo contrario estin en el lado opuesto del cono de luz. De esta manera todos los

vectores nulos estan divididos en dos clases (pasado y futuro). Usaremos el signo menos
en la ec.(5.19) para representar el futuro.
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Derivada Covariante Espinorial
Definimos ahora la derivada covariante de un espinor covariante £4 como sigue
a

Duéa= 72 —Tua"¢s (5.21)

donde T, 42 es'la coneccién espinorial afin la cual transforma de manera inhomogénea
! B c Dy B -1 C B
T HA = L4 I‘“c Lp? — L™, a‘,Lc

bajo transformaciones locales $L(2, C), de manera que D,V transforma como un tensor.
Se sigue que la derivada covariante de espinores complejos conjugados €4 esti dada por
la compleja conjugada de la ec.(21).

Del hecho que la derivada covariante D, es igual a la derivada ordmana. Oy cuando
actua sobre un escalar sigue que

Dy fAEA = 3# (EAfA)

de tal manera que la derivada covariante de espinores contravariantes es

D"=35—Ar"B 5.22
;Af z+pBE; ()

Estas definiciones se extienden de manera obvia para espinores con varios mdlces, por

ejemplo

V4
" dzH

Para fijar la conexién primero requeriremos que el proceso de subir o bajar indices conmute -
con la derivada covariante

DvaB' +FpCAVCB + T C'B VAC'

Dyés=cespDy€P

lo que equivale a decir

Dueap=0 A ‘ (5.28)
6 8“545 - F“ACECB ol P“BCEAC =0.
El primer término de esta ecuacién es cero. Entonces 'ypa = [uap 6 equivalentemente

Tuat=0 ‘ o (s2)
— la conexién espinorial es simétrica. Requeriremos adicionalmente que la derivada cova-
riante espinorial sea consistente con la derivada covariante tensorial actuando en tensores
de tal manera que , ~ :

3 o AB . v
D, V¥ =045 D, VAP, : - (5.25)
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lo que implica
Dyolg =0. (5.26)

Esta ecuacién junto con la ecuacién para e4? son el equivalente de la condicién métrica

en la representacién espinorial. Estas dos ecuaciones determinan de manera Gnica a la
coneccidn espinorial. Para ver esto escribimos

- 1
a“UxB: + P;:FUQB, - P“Acdéﬂr - I‘MBIC chl =0.
Si ahora contraemos con la matriz o llegamos a
EB' v EB'mwv ¢ E _
0,7 0uopg +0," Thohg —2Tua” =0,

donde se usé la identidad ofala“,’w, = §F, SB'C' y el hecho que I‘M"‘ = 0, as{ que
finalmente podemos escribir T, 4 ¥ en términos de la condicién métrica y las formas de
soldadura :

1
F“AE = EUEB'D“(T;BI . (5.27)

En esta ecuacién D, es la derivada covariante que actda sélo sobre {ndices tensoriales.

Claramente la ecuacién (5.27) es el equivalente espinorial de la ecuacién (5.29) en el
formalismo de la tétrada. Inversamente podemos escribir la coneccién tensorial ordinaria
en términos de la coneccién espinorial

1,. .
re, = Eoga,a,,agf’ +TuAc0SP oh g, (5.28)

Curvatura espinorial.

Podemos asociar una curvatura con la coneccién espinorial I‘MB Con este propdsito
examinamos la accién del conmutador de las derivadas covariantes espinoriales sobre un
espinor [D,, D,]¢4. Mediante un célculo directo encontramos ‘

[Dyy Du)Va = RA® Ve + T, D,,VA (5.29)

donde definimos la curvatura espinorial

RAB‘", = 8,, P,,AB + PFACI‘,CB — (uev). (5.30)

La simetria Rapu, = Rpapuy es una consecuencia directa de la simetria de Tyup = Tpupa.
De la misma manera podemos introducir una curvatura espinorial asociada con la conexién
primada. En nuestro enfoque la curvatura espinorial natural tiene dos {ndices espinoriales
y dos {ndices de espacio tiempo.

Cuando la condicién métrica se satisface las curvaturas tensorial y espinoriales estin
relacionadas. Esto es establecido mds simplemente aplicando el conmutador [D,,D,] a la

forma de soldadura SL(2, C} como sigue:

-— ’
=[D,,D,)0%p = R%puu0h g + RAC 08 g + Rp® 4olp
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Resolviendo ahora para la curvatura tensorial encontramos que

]

Raﬁ‘“, = R(\C#yag‘ﬂlags +-RBID “,,O’:D/UE‘B « (5.31)

Inversamente ,
. 2RAC;JU = RaﬁyuogB aﬁsl . (5.32)

Para nuestros propdsitos es conveniente ahora introducir el equivalente espinorial
~del simbolo totalmente antisimétrico de Levi-Civita en cuatro dimensiones £*#¥, Re-
cordemos que el simbolo de Levi-Civita es una densidad tensorial de peso 1, es decir
e@Puv = e"p“"/\/:g es un tensor con €923 = 1(= —ep123). Ahora, el determinante de
una matriz es definido por )

detr®? = —¢,, , 7011V r2Pr% (5.33)
de lo cual sigue que
2P Getr = —s,,,,,;ar"“‘rﬁ"r"”rﬁ” . (5.34)
. » . '
Usando ahora la ecuacién anterior tenemos que, para las matrices o/ 8
4 ’ ] ’ '] 1) 1 ’
ghvalgMN' (PQ' GAB' (OD' _ o MN'PQAB'CD' . (5.35)

donde eMV'PQAB'CD’ o5 ol simbolo de Levi-Civita en los cuatro pares de indices MN',

PQ’', AB', D’ con cada par tomando los cuatro valores 00, 01, 1¢/, 11'; y,o = det U“AB’ —
VI=—i v/—g. En una formulacién euclidiana no aparecen factores de i. Podemos ahora
mostrar que

1At an! ] 'yt YY) PeM
MN'PQAB'CD _ _ [ AM_B'Q' CP_D'N' _ . {5.36)
Q' N’ ?

de manera que el equivalente espinorial de e*?#¥ puede ser expresado por

1 ] ] ] R 1At gt Mep
epraPgMN GPQ'GAB GCD' — i /g (EAMEB Q' CPD'N' _ Q'o—oN’) . (5.37)

Mis usual para nuestros propdsitos posteriores serd E,,,,"ﬁ (el cual es un tensor)

. 1 L
e = —\/—:—_;gm,gwe”“ﬁ, (5.38q)
invirtiendo la ec.(5.37) obtenemos
Euvap = g‘a“AB'a.',CD, (UQAD'UpCB‘ -8 - a) . .(5.38b)

El dual izquierdo del tensor de Riemann estd definido por
. 1 4
Raguv = iegapkpvuu . (5.39)
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Un dual derecho puede entonces ser definido haciendo la contraccién con € en los {ndices
de la derecha. Definimos entonces el auto- dual (anti-autodual) del tensor de Riemann por

:tRQE;u/ = Ryuaﬁ + i‘Raﬁ;u/ (5‘40)
encontramos que
'
+Raﬂpw = RABpuUaé'aﬂc B, (5.410.)
“Ropuv = Rar® y0aliop® o (5.418)

RaB,, (Ru®',,) es la representacion espinorial del autodual (antiautodual) del tensor
de Riemann.

Espinores SU(2)

Como antes introducimos espacios vectoriales complejos V,V*;V,V* y los espinores
antisimétricos e4p ¥ €4p¢. Adicionalmente introducimos un producto interno positivo
definido G 45 normalizado como sigue

GAIBGA’C = 630. (5.42)

' Para nuestros propdsitos construirnos G a’B mediante la proyeccién de las formas de sol-
dadura o# 4 g sobre la normal

Gag = \/Z_iﬁAta ) ' (5.43)

donde n48’ = 0,*'n* es el equivalente espinorial del vector normal.

La hermiticidad de G 4/ se satisface debido a la antihermiticidad de las matrices
AP’ esto es, 0,40 = —¢,P4’ mientras que la positividad sigue del hecho que para
cualquier V4, ~i VAV A representa un espinor que apunta hacia el futuro y 744" es un
espinor de tipo temporal que apunta hacia el futuro. El producto interno G 415 provee un
isomnorfismo entre V y V'*, de manera que los espinores primados pueden ser identificados
con los no primados. Si L es una matriz del grupo SL(2,C) que preserva el producto
interno hermitiano definido por G 4+ entonces L es unitaria.

Introducimos ahora una forma SU(2) de soldadura 0,45 definida en términos de la
forma $L(2,C) como sigue

Oy

a,,'“’ =§/20# (AlM’1B) (5.44)

Por construccién, a,,"B es simétrica. Adicionalmente es ortogonal a n, (¢#4P%n, = 0).
Para ver esto es dtil primero establecer algunas identidades. Notamos que para cada. vector
V@ se tiene que

‘ Vap VAB =vay,. (5.45)

En particular, para los vectores normales 7,048 = ~1. Ademds
VAC,VBC' — l (VAD,VBD' _ VBD"/AD')
2

=% ABYepvCD' : (5.46)

61



tal queﬁ"‘ccryﬂd ="21/2e48, Entonces

‘B BM' AM'_B BM' A _

(G*AM B +o# M Ay i)y = nAM B 4 nBM p Ay = 0. (5.47)
o#AB zhora provee un isomorfismo entre vectores espaciales y espinores simétricos de dos
componentes.

. N Tya r
Podemos ahora invertir la definicién de la forma SU(2) para expresar g,5 en
términos de 6,45 y del espinor normal

AB' = § j20,AMp, B _p B (5.48)

Como un preliminar para establecer esta identidad la contraemos con U‘“CD' de manera
que obtenemos

EACEB'D' - i\/zouAMnMB'U“CD' _ nAB'nCD'
Por el momento supongamos que esta ecuacién es cierta, entonces el lado izquierdo es el
equivalente espinorial de la métrica de espacio tiempo, mientras que el segundo término
del lado derecho es el equivalente espinorial de n#7¥. Esto es entonces la representacién
espinorial de la descomposicién de la métrica en términos de la proyeccién k. y la normal,
guv = huv — nunu, de manera que el equivalente espinorial de h*" es

hAB'CD' = 4 /2 o“AMnMBIU,,CDI. (5.49)

La demostracién sigue directamente de la definicién de 0#4M y de algunas identidades
ahora familiares

1 ! ’ +
hAB cD' _ z\/2 (\/ ( RAN' YJMN' +opMN UAN')> WMB a“CD

. 4ac_N'D'1 ' 'D'( A B!
—gACN —2-6N:B — gMCeN (v ®)

i
_ {EACEB’D' +nAD'CB }

el orden de los indices en el segundo término no es correcto. Sin embargo

AD' CB' AB' CD' _ D'B' CE'
n-on =171 'l E'N
' ’ 1 ]
— nAB 'ICD + EEACEBD

lo que completa la prueba.
- Adicionalmente la forma de soldadura 0,4P satisface las siguientes identidades:
1. o#4Bg¥ .y = h¥¥ § equivalentemente trobo¥ = —hP¥ ,
2. g#APg,CD — L (¢ACeBD 4 ADEC) y
3. 'l‘ra"a"a" = —-e“""’ng
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Las primeras dos son los equivalentes SU(2) de las ecs.(5.15a-b) para espinores SL(2, C).
La idltima no tiene andlogo SL(2,C). Para establecer la primera de las identidades notamos
que la ec.(5.50) puede ser reescrita como

AB'CD' pAM_ B' CN_ D’
h

= =0 M~ Oy INT

el resultado es inmediato contrayendo con 0* 4 g:oP o pr. La derivacién de la segunda de las
‘identidades es directa. Finalmente la tercera identidad es una consecuencia de la ec.(35).

La conexién de Sen
La conexién simétrica compatible SL(2,C) puede ser descompuesta en la siguiente
forma:
T,48 = — —0,4%Dun" (5.50)
pA = AI;AA \/ZUVA Dun, .
donde 'ypAB = lﬂauBcD“a’"Ac y D, actiia sélo sobre indices tensoriales. Una manera de

ver esto es partir de la expresién para I' en términos de las formas de soldadura SL(2,C)
y de la derivada covariante tensorial D, ec.(5.27)

. 1 ) .
I‘“AB = EUfb D“U;DI . (5-27)

- ,
y ahora usamos la descomposicién de 0"}5 ec.{5.48), de manera que

’ i *
Tpa® = -0,88D,0" AF (e nppr) — %UEEDAUU(YIED nap')
i ' 1 '
- VénuDyv"{«F(nBD nep) + 510Dun” (%P nap:)
finalmente usando el hecho que 74 n®C = —12£45, el resuitado se sigue.

En consideracién al hecho que U“"B es ortogonal a n# es posible expanderia en
términos de la base espacial X* como sigue

oHAB = goABXE (5.51)

Claramente 0%AP es simétrica y permite identificar vectores espa.cmles ye con espmores

de dos componentes simétricos
VAB — g8ABy

Supongamos que ahora introducimos una derivada cO\;ariante espinorial SU(2)
Vada =824 — 14?25 (5.52)
Entonces el requerimiento de que Vd anule e4p y a 7% 5 implica ahora '
2aa® = ~0hc Va0,
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donde V, actiia Gnicamente sobre indices tensoriales espaciales. Es ahora simple demostrar
que
B _ B
Yaa® = X{1ua”, (5.53)
una forma de ver esto es a partir de
2’7;MB = UECD;!":C
_ ,BCya y b
=04 XVDPXb Tac
— 36{6“3 b + b X°D Xu}
FO0q 0% 9u04c T Oacihy (3
proyectado con X* esto nos di precxsamente lo que buscamos.

Definimos ahora la Conezidn de Sen como la proyeccién espacial de la conexién
simétrica SL(2,C) que es compatible con la métrica

AaaB = XET AF, ' {5.54)
La derivada covariante asociada a esta conexién es entonces dada por
5T VA =08,V4 — Aau BV
= 8aVa ~1a4"Vs + 7'5 P AP KuVs . (5.55)

Es posible definir ahora una curvatura asociada con la derivada covariante 5V,. Para
hacer esto procedemos de manera estindar a partir de la identidad de Ricci (torsién cero),

[FVa, Velda = R4 %405 (5.56)
donde SR 4%, estd dado por
SRAB“ =RaPu - K[?AGKQ,]CB + \/2£V(4K51AB.

RaB,; es la curvatura espacial SU(2) y Kb es la curvatura extrinseca referida a la base
espinorial en un {ndice '
K N _ b NK
aM =0 M ab.

- Para nuestros propésitos es ahora conveniente definir los tensores de curvatura de tres
fndices S Rapc ¥ Rape asociados con 4 y A. Definimos

spt - _sp.B A
Rubc == RA abOch

1 . .
= Rape ~ EEcJeK(ade)c + V2 ViaKp)e - (5.57)

‘De lo anterior tenemos ahora que

V2
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y el ltimo término dé

7
A% SRy = -7 V8 (Kap — Kvas) (5.58a) -
Por otra parte
Enbc sRabc = \/EauABo,bBDUcDA sRabc
de donde obténemos
1
Eabc SRabc P

V2

R es la curvatura asociada con la SU(2) derivada V. Las ecs.(5.58a-b) representan-a las
ecuaciones de las constricciones cuando son igualadas a cero.

(K*®*K, — K* - R). (5.58b)

Introduccidén a las Variables de Ashtekar

Recientemente Ashtekar (8] ha introducido variables espinoriales para describir el es-
pacio fase de la Relatividad General las cuales esclarecen la estructura de la teorfa. En esta
seccidn seguiremos el enfoque de Jacobson y Smolin [9)]. El propésito es derivar los resulta-
dos de Ashtekar directamente de una accién cuadridimensional para la relatividad general
en lugar de llegar a las ecuaciones de Einstein haciendo una transformacién canénica en
el espacio fase. Procediendo de este modo se esclarecen ciertos aspectos que en la de-
rivacién de Ashtekar permanecen ocultos. Con este propésito en mente consideremos la
representacion en la vielbein para la accién de Einstein-Hilbert:

Sle,w| = /d“zee"ae”bR"bw(w) (5.59a)
donde
R“b“,,(w)-= I, % + w“acw‘;cb - (p e~ v)

Lo que mostraremos es que las ecuaciones de Einstein pueden también obtenerse de una
accion construida de la parte autodual del tensor de Riemann

Sle,Tw) = / dizeer e*? R%pu| twi, (5.59b)
donde las partes autodual (tw) y anti autodual (~w) de la conexién w son dadas por
1 n
:tw“ub = i(w“ub e w“ab). | (560) :

Yy *wut = 1624w, es el dual de w,°® sobre fndices de la tétrada. El hecho crucial en
_esta demostraci6n es la identidad

Rab#v(“) = Rabnv(+w) + Rab‘w(—w). ‘ ) (5.61)
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esto es que la curvatura es la suma de las partes autodual y anti autodual de wi. Para ver
esto expandemos cada término

1 e 1 a . .
Rabuu(iw) = Eau(wuan:‘ wvab) + Z(wp ey — wync wvcb)

4 .
+ Z(wpnc‘wucb + ancwucb) - (I‘ Aad V)-
Cuando sumamos R%,,(Tw) y R%,.("w), los términos que dependen del signo se can-

celan. Queda por demostrar que el término que resta es justamente R%p,, (w). Para ver
esto invertimos la parte cuadratica en *w en términos de w :

1
‘wync-wucb = Zsﬂcrascbuuwy "wvuv
. = (260w, Wy g — 4% %)
=3 b Wa vrs B cWy b

donde hemos usado la identidad €™ ecpuy = 6275, La primera parte es simétrica en los
indices p y v y se cancela cuando antisimetrizamos. La segunda parte se suma al término
en w? de modo que la ecuacién (5.61) se sigue. En la misma forma podemos mostrar que

*R{w) =1 (R(Tw) - R("w)). (5.62)
- Se sigue de las ecs.(5.61-62) la importante identidad '

R (tw) = -;—(R“b#,,(w) R (). (5.63)

Como consecuencia la aceién Sle, tw] es compleja con Re Sfe, Tw] = 15e,w]. Debido al
hecho de que tw es compleja debfamos esperar que 36—5—- imponga demasiadas constnccxones

sobre los campos. Para ver que no es as{ notamos que

58 '
3+—w_0 implica Tw = Tw(e). (5.64)

-la conexién de tétradas autodual sin torsién (requerimos §*w autodual en §5)-. Médulo

las ecuaciones de campo la accién Sle,*w] es simplemente S(e,w| es decir la parte ima- - -

ginaria es cero. Esto es porque

s el ‘R“b y(w(e)) = —-e“ el etbcdp cduy

-

= —e“"=‘ Regas = 0. (5.65)

~

donde hemos usado identidad de Bianchi (Torsién= 0) en la dltima lfnea. Se desprende
de lo anterior que las ecuaciones de Einstein siguen tomando la variacién de S[e, *w) con

t Al principio (ec.5.41) estudiamos la dualidad en indices tensoriales.
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respecto a e. Un hecho que vale la pena mencionar es que si el tensor de curvatura es
autodual es decir R%,, = "R%p,., entonces satisface automdticamente las ecuaciones de
Einstein.

Reproducimos a continuacién el mismo argumento usando la expresién espinorial para la
accién autodual de Einstein:

Slo,T) = / dt zaa“AM'a"BM:RAB,,., , {5.66)
donde
RAB,, =08,T8, + I‘EAI‘EC = (n &)

lo cual no depende de la forma de soldadura a,,AB. Ahora, la variacién del espinor de
curvatura estd dada por
6RAP ) = DjubT a8

Tenemos pues
65=[ddIUo“AMIU"BM,D“ﬁr‘,MB, (5.67)

de tal manera que
§S = '2/dd:tao”AM‘O'uBM'D[“aru]AB
= Z/d‘zo {Tp,,"o“‘“Mld‘"laM' - D,,a““"Mlvl"aMr} fT,a%

por lo tanto
68

8T AP

=0 implica T =0. (5.68)

Por otra parte

88
60"01)'

- /d‘ 20 (0* apr”,6° 7' PM 1 0V PM 8 6501 ) RA gy
bo ¢
* / &'z safcp (G‘MB UUBM'R"B‘“')

Y4
60"CDI

donde
1
— ag,,,,a“cn 6vp .

Finalmente §S /0% gcr = 0 nos lleva a las ecuaciones de Einstein
1 1 ]
o®AC R4 B,m - —Z-U”Bc. GGBM'aﬁSMIRnsap =0. (5.69)

Ahora examinemos la formulacién hamiltoniana de la relativadad general usando la repre-
sentacién espinorial. Para la accién tomamos la expresién dada por ec.(5.66)

Slo,T) = /d‘zaa“w’a"ﬂc. RAB,..
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AB'

Usando la descomposicién de la forma SL(2,C) de soldadura o, en términos de la

forma SU(2) y el espinor normal (ec.(5.48))

/d4 zga““‘c'g"ac: RAB,“, = / dizo {i \/én"OVABRAB‘W - U“ABGUBC RcApy} .

. (5.66a))
donde se usé n*7*Ra®,, = 0, y la identidad 74 npor = 1654, Ra%py es la curvatura
espinorial definida arriba (ec.(5.66)). Hemos visto antes que en términos de las funciones
“lapse” y “shift” Ny N9, el vector de flujo de tiempo se escribe t> = N°®+ Nn®. Ademds,
en términos de las variables ADM en coordenadas adaptadas

1
[ —NG¢
n* =5 (L-N%),
o.uAB = (O,G“AB),
Y ‘ o] = g = —i N4*/2.

de tal manera que

S=v2 /d“; {5°*p Ra%0a — N°%° 52 RAB oy~ ﬂ&ﬂAEa"BCRC'*“b} .~ (5.66b)
donde N = —iN, N2y G = V0. Adicionalmente vernos que aparece R 4Bo, en laaccién.
En términos de sus componentes esto queda:

RoBos =Taa® — 3ul0a® + (T0a®Tac? - 0 < a)
=Taa®? = 5Valoa®.

donde 5V, es la derivada covariante asociada con la conexién de Sen. De este modo pode-
‘mos reexpresar el primer término en ec.(5.66b) en la forma & 4 PLap? — 5245 SV, LoaP.
Para nuestros propésitos introducimos la notacidén

FA— 4 A
raB = AGB )
ToaP =-N,5B,
Realizando ahora una integracién parcial en el segundo término que involucra a la derivada

covariante de la conexién I'o4® y descartando el término de superficie, la accién puede
reescribirse en la forma candnica

Sla,A] = \/E/ d*z {au"AwA — N4pC B -N°C, —_Iy_C} (5.66¢)
donde hemos definido

CAB = SVG&DAB , . (5.70a)

Co=05"ARp%s , - - (5.700)
C =545 Rosy . ; (5.70¢)



ESTA TESIS NO DEBE
SALIR BE LA BIBLIDTECA

Procediendo de manera andloga al capftulo 3, hacemos ahora la transformacién de Legendre
del lagrangiano al hamiltoniano, ésta viene dada por

H= /d“z {N*5C4B + N°C, + NC}. (5.71)

Vemos que las N's juegan el papel de multiplicadores de Lagrange asi que variando la accién
respecto de ellos, obtenemos las ecuaciones de las constricciones Cx B = 0,C% =0y C = 0.
"C% =0y C = 0como hemos visto, corresponden al supermornento y al superhamiltoniano
respectivamente. Las tres del tipo €48 = 0 surgen por la invariancia de la accién ante
rotaciones SU(2). Nuevamente vemos que, como en la representacién tensorial tradicional,

el hamiltoniano ec.(5.71} es puramente constriccién.

Podemos ver de la forma de la accién ec.(5.66¢c) que A, juega el papel de la variable
de configuracién y 5° juega el papel del momento satisfaciendo el algebra del paréntesis
de Poissont

{abCD(z)‘ AaAB(zl)} = aabaABCDs(z‘ 3:') 3
{Au’Ab} =0= {50166} )

Correspondiendo a cada punto % hay 9 campos As4 P dando 18 grados de libertad en el
espacio fase. Esto debe compararse con los 12 de la representracién métrica (vqs, H“b).
Junto con las tres condiciones' de norma necesarias para fijar las NuZ recuperamos el
mismo nimero de grados de libertad que tuvimos en la representacién métrica.

(5.72)

Para concluir hagamos algunos comentarios acerca de la presente exposicién:

1. Esta eleccién de nuevas variables (5%, 44), s andloga a la eleccidn de variables (p;, & =
¢:+1p;) en el caso del oscilador armdnico cldsico. Con respecto a esta analogfa vale la pena
también remarcar que a pesar de que & y A tienen una relacién candnica de paréntesis de
Poisson, no son, sin embargo, un par canénico en el sentido tradicional ya que mientras
que 3% es real, Aqap es complejo.

2. Como una consecuencia de que la accién original (ec.(3.66)) es compleja, el hamil-
toniano seri, en general, complejo. En la introduccidén de esta seccién vimos que, en la
representacién de la vielbein, la accién (ec.(5.59)) la cual es equivalente a la ec.(5.66), es
real si el autodual de la conexién depende explicitamente de la vielbein (fw =% w(e)) asu-
miendo que la vielbein es real. Volviendo a la analogfa con el oscilador arménico, vemos
que sélo aquellas parejas para las que ¢; = (mw)l/ Zgitt (mw)ll % p: con p; real corresponden
a puntos en el espacio fase real.

t+ Es importante remarcar que no tenemos que calcular los paréntesis de Poisson de la
ec.(5.67) dado que para un lagrangiano de la forma p§ — H las ecs.(5. 72) se siguen por
construccién.

69



APENDICE A

Teorfa de Yang-Mills

Como un ejercicio revisemos ahora la formulacién de la teoria de Yang Mills descrita
por la accién

= _% / Pz F P Fop (1)

donde el tensor F #¥ = gAY — VA + ff"Af,‘A:. Los momenta canénicos estin dados
por :

aL
M=o = Fuo (2)

La velocidad A° no aparece de manera que II§ = O Entonces el A juega el papel del
multlplncador de Lagrange. El hamiltoniano es entonces
H=/d31(ﬂ}‘fii—£) |
- /d% (e 1o 4 (V% x 4%)? + AY(V - T1%)) 3)
=/d31: (M + A%2°)

" donde ¥, =TI% 1% + (V° x A%)% y @ =V . II°,
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APENDICE B

La Ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Sea S[v] un funcional escalar tal que

§s

nab — 1
6'701: . ( )
Entonces tendremos que S satisface la ecuacién funcional diferencial parcial - : .
65
H — ] =0 2
[s} <7ab1 67“) ’ ( )
. 1 &8 &8 d
8 __c,,d(—_)<__)_ Riy] = 0.
\/’7 e 8908 6%ed ﬁ [7]
Similarmente del hecho que S es un escalar sigue que
JEEN
6'7nb

Esto puede ser demostrado por medio de un argumento estindar. Bajo una transformacién
de coordenadas z% — z% + £° la métrica 45 es transformada por la derivada de Lie de £,
570 = &ajp + €b|s mientras §S[+] = 0 lo que implica

/d$§s—hl67ab =0 ,

6'7ab .
.6 2/ 265[7]V4f5=0.
6'765

y después de una integracién parcial donde el término de superficie es despreciado esto

puede ser escrito
Jomn (e

(recordamos que T1®® es una densidad tensorial de peso 1, por lo tante §5/6v también lo
es). Ademds dado que £° es arbitrario tenemos que

1 6S ]
Va 4
v [\/" §ab “
Siguiendo el argumento dado por de Witt introducimos el campo vectorial en §
2N 6S 6
o= (zvv m-2a ) S 5
t ad¥p — \/;7 abed T 6’1‘;4 6'1,;5 ( )

Actuando sobre 45, esta ecuacién reproduce el momento IT°® en términos de 4, v y N¥,
Se puede demostrar que las ecuaciones de Einstein son obtenidas al tomar la derivada de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi a lo largo del campo vectorial ;. . Equivalentemente, si
las ecuaciones de Einstein con constricciones se satisfacen para todo txempo, entonces las
ecuaciones dindmicas son automiticamente satisfechas.
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APENDICE C
El espinor de Campo Electromagnético

Examinemos ahora el equivalente espinorial RyZ cp/pp: del espinor de curvatura
RAB .
not

' ‘
DUEF'

B — B C
Ra” v = Ra®cpreFioy v

Los indices espinoriales 4,B no juegan por el momento un papel activo. A manera de
ejercicio ilustrativo examinemos ahora el equivalente espinorial de un tensor antisimétrico
" Fuy. Podemos pensar en Fy,,, como el tensor de Faraday en electromagnetismo:

— cp'  EF'
Fy, = Fopgro,~~ o,

claramente Fepigp' = ~Fgpicpr, como una consecuencia de la antisimetrfa de F,,. Por
lo tanto mediante el procedimiento de sumar y restar una misma cantidad a Foprgrr
vemos que

1 ' 1
Feper = ‘E(FCD’BF’ — Feper) + E(FED’CF' — Fgricpr)

esto se reduce, mediante la utilizacién de e4pVc€ = 2V|AB] a lo siguiente

1 J'
Foppr = E(ECEFHE'"F' +eppiFpyc)

=ecedprp T EDpF bCE
1

Seguimos la convencién en electromagnetismo donde ¢ 4+ ps estd relacionada con ¢4 p me-
diante la operacién de tomar el conjugado, teniendo presente que el tensor Fy; es real

1. ) 1 ' 1 '
9BA = EFBC'AC = —Z—,Fbc ACt = EFAC'BC = ¢aB.

Mais generalmente estos dos espinores no estarian relacionados. ) .
Exactamente en la misma forma podemos ver que R4Bcprprr es descompuesto como
sigue:

RaPcppr =~ {xaBceepr +®aPpirece}
donde
B =1 B D'
XA CcE = _'2‘RA CD'E
1
®48pip = _ERABCD'CF“

Notemos que 42 pis+ ¥ x4 P cE no guardan ninguna relacién entre sf.
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