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RESl.MH 

El obj•tivo del presente trabajo, consiste en determinar el 

ca~po dv velocid&de& de un vórtice. El estudio de dicho vOrt1ce se 

h•c• tilnto en forma experimental como teóri~•· En lo referente 

la parte teórica: se obtuvieron solucione5 exactas las 

ecuaciones de Nilvler-Sokas pa.ra flujos con simetría cilinUr1ca 

(Azimut•ll. De éstas, unas son la• ya conocidas y l~s otras, 

·Ap•rentemente, son soluciones nueva.s. En la parte experimental: se 

logró obtener el perfil de velocidades en la superf1c1e del 

rwmolino estudiado, a partir de una distancia r
0

= .013 metros. Se 

probaron dos di•tintos método• de visua.lización de fluJosi u',º 

conaistió en ponerle un medio de contraste al agua; y el otro en 

colore&r el agua de negro, ademas de mezclarle el med1~ de 

contraste, para despué5 agregarle particulas de aluminio. Este 

último método fué el qua nos sirvió para obtener datos y poder 

encontr~r el perfíl de velocidades en la super<ície del vórtice. 



1,0 ANTECEDENTES HJSTORJCOS 

CAPITULO 1 

INTRODUCCJON 

Los vórtices han llamado la atención del hombre desde l• 

antigüed•d hasta nuestros dias. Los encontramos en las leyendas y 

mitos de las ctvili::ac:iones ant1güas. Comunmente se les encuentr• 

asociados a deidades malignas ClJ. Esto lo podemos apreciar en un 

p•&aje de la Odisea, de Homero, en donde en una de sus aventur•s, 

Ulises logra escap•r de las fauces de Caribdis, 1~ cu•l era un 

gran remolinD en el agua. Tambien los v¿rtices sarvi.an par• 

transportar a los dioses malignos, cuando éstos tenían que ir • 

sus moradas, o tenían que baJar a la tie1·1·a para castigar • .algUn 

mortal. En la India hay tribus que eJecutan sus dan::as en caminos 

espirales, ésto debido a que de acuerdo a sus creencias los 

demonios usan estos caminos. Según la cultura Japonesa un d10& 

dragDn era el causante de los remolinos en el aire. Esti. idea fué 

encontrada también entre los sumarios, quienes veneraban • dioses 

de los remotinos en el agua. Asi como éstos, muchos otros pueblos 

en sus leyendas explicaban los fenémenos naturales como cau6ados 

por los dioses. Posteriormente~ durante los siglos VII y VI a.c. 

ocurri6 en Grecia un gran cambio del pensamiento. Aparecieron loii 

filósofos, quienes comen=aron a e::pl1car los fenC.menos de lit 

natural~=ª con argumentos profundamente distintos. Lo& filósofo§ 

Jónicos ei<presaron p1111c:1pa1mente una ideai reemplazaron la• 

analogias antropomé.rficas peor argumentos impersonales y 

mecan1cistas. La formulu.c1ón d~ orob1emas <mas que de sus 

respuegtas> tales como: ¿Cuále6 ~on los elementos da los que está 

formado el universo? y ¿Cómo fué creado el cosmos a partir d•l 

caos?, fue una gran aportación de los pensadores griegos, y puede 

conslderarse como el nacimiento de la clencia tll. 

De las ciudades griegas que dieron lugar a nuevas ideas, 

destac• M1leto. A esta esuela pertenecieron: Thales (624-54~ 

•• c.>, Anaxímandro (610-5~5 a.C.> y An~ximenes (585-528 a.e>. 

Ellos ci-ei.an en una sól~ sustancia p1·imiqenia en el unl.verso 



p•rtir d• la cual se había creado todo. Anaximandro fué el primero 

•n dar la reapuesta a la pregunta de c6m~ se había separado la 

1r1ateri• en l• creación del universo (1). La eHplicac1ón de dicha 

creación futi el vórtice. Su idea venia del concepto m1to1¿,gico del 

remolino cósmico. Anaximandro creia en la evolución del universo y 

en que el vórtice habia jugado un papel importante en transportar 

la 111ateria pesada a su centro, pa1-a formar ahí la Ti.erra. La 

~t•ria ligera quedaría en sus alrededores, tal como el oceano y 

•l cielo. Esta id•• fu• tomada poi- Ana:dmenes y posteriormente por 

Eaap•docles (492-432 a.c.> y Demócrito (460-370 a.C.l. La opinión 

de E.np•docles diferia bastante de la de los Milesios, ya que él no 

cr•ia •n una su•tancia primigenia, s.ino en cuatro que eran: el 

a;ua, •1 aire, la tierra y el fuego. Además él pensaba que las 

coaas no •• movían por •i sola6, sino que ·lo hacían debido a un 

i11pulso. Es.te impulso lo podriamo• relaciona1· actualmente con la 

fu•rza. El di•tingu• dos tipos de "fuerza.a": la de atracción y la 

de repulsión. Con ésto Empédocles da una explicación del fenómano 

d• la taza de te. Este fenómeno es el que se observa al hacer 

girar la taza: las parti.culas sólidas se acumulan en el centro del 

fondo de ella. Empédocles explicó este fenómeno diciendo que cerca 

d•l fondo la fuerza de atracción llevaba a las partícula':i a unirse 

a la superficie sOlida, y sin embargo en la superficie la fuerza 

de repulsión las separaba de éste. En anñlogia a ésto es que 

Empédocle• suponía que la Tierra se habi.a formado en el centre• del 

remolino cósmico. 

Po9ter1ormente, en el climax y al final del desarrollo. 

presocr.at ico, Leuc ipo y su estudiante Demócr1 to, desa1·rol laron la 

idea de que la materia estaba constituida de particulas 

indivisibles llamadas ºátomos". Demócrito supuso que el movimiento 

desordenado de los átomos cambiaba a uno ordenado. a través de una 

serie de procesos. Además consideraba al movimiento vortical tan 

b~sico, que veía en éste la ley general de la naturaleza. 

El cambio de la concepción mitol¿gica al punto de vista 

mecanicísta llevó consigo una crítica a lDs dioses del Olimpo. 

Desde que se cuostionan los argumentos físicos~ se puso en duda 

el poder de los dioses y su e::istencia. Sin embargo. lc•s fil¿sofos 
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Jónicos aún estaban embebidos en ~us tradiciones mitológic•s y 

pensaban que sus ideas no contradecian a éstas, sino Que er•n un 

maravilloso complemento C1J. Esta situación camb10 100 •ño• 
despues. Empédoc les y 10"'3 atomistas te ni an argumentos puramente 

mecanici•tas. El espíritu de esta época provocaba crit1ca6 a l• 

humanidad. Atenas tdespués de la caída de las ciudades del Asi• 

Menor por los pergas> se convirti6 en el centro espiritual d• 

Grecia • AQui aparecen los sof1stas, quienes cuestionaban la 

habiltdad de la percepción humana y la validez de las nor~a• 

sociales. Protágoras (480-411 a.c.> pensaba que la única fuant• 

del conocimiento eran las percepciones humanas. Esta idea juega un 

papel importante en la f1losfia natural hasta nuestros dia•. 

Oesafortun¡¡damente los argumentc•s desarro 1 lados por los aofh;.ta• 

eran frívolos y ficticios, y desacreditaban todas las enseñ~~as. 

L~ reacclOn a estas críticas a los dioses y a la moral no se h1ZO 

esperar, las autoridades atenienses consideraron ateos a los 

filósofos y éstos fueron per;equ1dos. Una victima de est~ 

persecuciOn fué Sócrates tl1. 

AristOteles, que fué d1scipulo de Platón <uno de los 

sofistasJ, tuvo una tremenda influencia la cultura occident~l. 

Probablemente él fué el primero en separ-ar el estudio de los 

fenómenos naturales de sus aspectos mitclé.gu:os y filosóf1c.os. 

Aristóteles en su libro Hetereoló6ica describe un remolino en el 

aire. 

Los autores romanos s1gu1eron la tradiciOn griega. Hay 

descripciones de vórtices metm-eeilé.gicos por Leucipo, Séneca y 

Pl1nio. 

En la Edad Media las ideas de lü antigúedad fueron tomadas 

parcialmente, y criticadas. Por eJemplo en La Divina. Co,,..dia. de 

Dante, Odiseo tiene un final ma.s d1-amát1co que lo que S• dice en 

la mitología griega: se encuentra en el infierno y JUnto con 

Diómedes T101da van eterna~ente un remolino por ser malos 

consejeros. El clima:: en el uso del arte para describir- el 

movim1ento vertical, se llevó a cabo durante el Rena.c:imu:~,,to. cuyo 

mA>!lmo representante fué Leonardo Da V1nci < 1452-15191. Leonardo 

fue el primero en desc.r1bir el mov1m1ento turbulento, en reconocer 
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l~ dtferenc1a entre vórtice potencial y Ja rotaciCn de cuerpo 

rígido, y en estudiar les movim1entos de v6rtice~ en canales <ver 

fig.1.1). Su conoc1m1ento del moviruento vertical llev6 a Leonardo 

• h•cer e•tudi~s anatim1c:os. Hace Apenas unCts a~os se cornprcb6 la 

teoría de Leonardo de que los vOrtices dentro de la válvula aorta 

aon esenciales para su bue-n contrc•l y func:1ono.mienteo. Hacia. el 

final de su vid• Leonardo rev1v1~ la ldea del r•"'°líno cósmlco. 

Fig. 1.1 Esq~ h.choti por L.anardo Cll. 

Durante loE siglo~ XVJ y XVII• surg¡¿ una nueva visi6n del 

11undo debido• los descubrimH.mtos de Copérnico, Galileo y Kepler. 

Copérn1co d1ó su teoria heliocéntrica. Galileo descubriO las leyes 

de l• c•ida libre. y ayudó a clar1f1car el concepto da inercia. 

Por último. ~epler d1ó sus tres leyes para el mc1v1nuento 

planet•r10 .. Kepler pensaba. que las Orb1tas c1n:ul'3res e;a1i las 

trayector1.is natur~les, )' que las ¿rl.Htas elJ.pt1cas eran una 

perturbación de aquellas.. Creía que una perturbacic.n en Ja forma 

de atracc16n y repulsi6n magnética causaba las 6rb1tas elipt1cas 

CJL Tamb1en creía que el vórtice ma.gnét1co causadc1 por la. 

rota.c16n dal Sol era la raz6n de est~ perturbac16n. Esta idea 

conteni.a la e.>5.enc1a ce l• teoría cmrtes.1a.na del v6rt1ce Cll .. 

La idea bas1ca de la teorio c:a1-tes1ana es que la materia 

tiene e>:tens16n y ccincide cc1n el espaclC•. En cc•ns;r>cuem:1a, nú hay 

v~cio y los cuerpos pueden ac:tu~r unos con otros s6lo por contacto 

directo. 51 Ul"I cuerpo S>e mueve, las partículas fluidas Que lo 
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rod••n son inducid•s a un movimiento circular. Esta concepción es 

correct• para un continuo. Descartes uso esta idea para los 

cuerpos celestes, que él pensaba estaban adheridos una 

superficie sOlida.. Pero los vóatices carteSlaflOS no podían 

describir las órbitas elipticas de los planetas, que son descritas 

por las leyes de Kepler. Los sucesores de Descartes modificaron su 

teoria. Por ejemplo, Huygens trató de e>:plicar la gravitación con 

la teoria de vórtices •. En 1689 Le1bn1:: desarrollé> un modelo 

complic•do, la teoria armónica de vDrt1ces, que incluia las leyes 

de Kepler. En 1687 Newton publica los Prínclpia, en los que él 

escribe que las partículas interactUan unas con otras a distancia 

por atracción. E&ta idea fué dificil de comprender por los 

científicos de su tiempo. Gentes como Leibniz, Huygens, y los 

Bernoulli, acept•ban generalmente las ideas de la teoría 

cartesiana. Otra obJec:16n a. Newton fué que el postul6 un "e<ipacio 

absoluto", con la propiedad de que un cue1·po puede ser acelerado 

sin la presencia de otra materia. En 1710. Berkeley argument6 que 

el movimiento de un cuerpo sélo tiene sentido en relación con 

otro, y que el Espacio absoluto es inaceptable. A mediados del 

siglo XVIII, después de un periodo corto de reconciliacién, la 

teor i a de Newton fué acepta.da, y la ca.1~ tes 1 ana se desechó. 

El siglo XIX fué una edad her6ica para la mec~nica. los 

nombres_de Leibni=, d'Alambert. Euler, Lagíange y La.place hablan 

por si mismos. Euler fué el creador de la d1namica de fluidos [1]. 

Encontró las ecuaciones de mo·-11miento para un fluido invíscido, 

que hoy todavía lle ... ·an su nombre. El fué el primerc•, junto con 

d'Alambert, en usar el término matemático que hoy se conoce como 

"vector de vorticidild". El s1grnf1cado cinemático de este concepto 

'fué primero reconocido poi· Cauchy en 1841 y StokE:!S en 1845. 

Unos años antes Nav1er en 1827, f'oisson en 1831, y St.Venant 

1843, encontraron bajo varias hip6teEis los terminos viscosos de 

las ecuaciones de mov1m1ento que hoy se llaman "ecuaciones de 

Navier-Stokes" [ 1 ]. En 1858 Helmhol t= encontr6 los famosos 

teoremas para el campo de vort1c1dacJ de un fluido inviscido. Estos 

descubrimientos dieron la base para la teoria moderna de vértices. 

En 1861, Maxwell us6 los v¿rtices como un modelo matemático para 
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el electromagnetismo. En 1Bb7, Lord •~elvin des,¡rrolló una t•ori• 

en la que los atomos y moleculas pueden interpretarse como •nillo• 

de vórtices. Después, hacia finales de siglo, Lord Kelvin tuvo qu• 

•dmittr que la naturaleza de los vOrtices era tnestable y decaen, 

lo cual es incompatible ceon un me.dele• at6m1co [ 1 l. 

Posteriormente, durante el siglo XIX, se dieron 

soluciones básicas a l•s ecuaciones de Nav1er-Stol:es Cll. Ce~pu~• 

de la Il Guerra Mundtal se abrtó un nuevo capitulo en la histori• 

de la din.1.míc:a de fluidos c:on el des.::.rrollo de las comput•dor•s. 

La ciencia moderna ha e):tendtdo el entendtnuento d• los 

vórtices en dos formas: ha hecho claro el significado del 

movimiento vortical en mecánica, y ha ampliado su estudio 

otras ~re,¡s <por ejemplo la astronom~~'· de tal forma que pueden 

observarse a gran escala. 

Los vOr ti ces son muy comunes y var i adcis. Se producen en 

distintos medios y los hay de diversos tam~~os. Van desde los 

vértices cuantt~ados ce helio liquido <10-• cm>. hasta los de 

ctesag~e, tornados, d~ circulaciones oceánicas, de atm6stera~ 

planet~rias, la Gran Mancha RoJd de J~pit~r. los anillos de 

Saturno, manchas solares, y Gala:.:1as esp1.-a.les (del orden de año'3 

lu=> (ver f1g. 1.21. Se lc:-s puede <?11c::c.nt1·r.r en liquides y gases. A 

pasar de todas estas d1ferenc1a9 ce medios y tamaAos los v6rttces 

tienen carac:teríst1c:as en comUn. rJcsotrc•= vr¡,mos 

vértices desde el punto de vista de la dlnám.~ca de fluidos. A 

cont1nuact¿n vamo~ a caract~r1=r.r un fluido. y para ello vamos a 

encontrar sus ecuaciones de mc:·v1m1ento y después vamos a 

introducir conceptos tmport~nte~ para entender l~s v6rtice&. 

6 



f1g. 1.2~ Patrones de vórttces en el sur d9 la atmósf•ra da 

Júpiter. La 6Ten mancha ro;a ve la d•recha del centro 

~foto6raf!a de la NASA> lJ J. 

f1Q.l.2b Se muestra un vOrtice ealáclico CH51J con un.a 8ala.xta 

satel i te Cfot.o8rafta del obsert>at.orio Hale-' ( 1 J. 



1.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

El estudio del movimiento de los fluidos es lo qu• constituy• 

lea dt:nám:Lca da /l'Ui.doa. Debido a que los fenómenos e!itudi•doe por 

•sta son macroscópicos, un fluido puede considerarse como un 

continuo. Es decir, si tomamos un pequeño volumen de fluido, ••te 

contendrá un núm•ro elevado de moléculas. Cabe mencionar qu• 

cuando hablamos de un elemento de volumen infinitamente pequeAo, 

lo pensamos fáaicamente muy pequeño, en comparaciDn con el volu~•n 

del sistema qua estamos estudiando, pero grande comparado con la 

distancia de separación entre las moléculas C2J. En ••ta 
aproximación las moléculas individuales son ignoradas y suponemoa 

qu• •l fluido conalate de materia continua C3J. 

La descripción matemática del estado de un fluido •n 

movimiento se realiza a través del campo vectDrial de velocid•d•• 

~<x,y,z,t) y de dos magnitudes escalares: la densidad p<x,y,%,t) y 

la presión P<~,y,%,t>. Todos loa campos, tales como la denaid•d y 

l• velocidad, son en ganeraal funciones de las 

espaciales y el tiempo. 

Paara encontrar las ecuaciones din4micas podemos emplear dos 

distintos sistemas de descripción, éstos son el sistema euleriano 

y al lagr•ngiano. 

Sistema eulerl•no 

En el sist•ma euleriano nos fijamos en el fluido que paaa a 

trav~s de un volumen de control fijo en el espacio. Las partí.cul•• 

que v•mos en dicho volumen en un instante d• tiempo, son distinta• 

• aquellas que vemos en el instante de tiempo posterior, o las 

que vimos en el instante de tiempo anterior. En este sist•ma l•• 

variable~ independientes •on las coordenadas espaciales w,y,z, y 

el tiempo t CSJ. Aqui y en todo lo que sigue, se entiende por 

p•rticula a un elemento d• volumen. Entonces, 9¡ hablamos d•l 

despla%amiento de una particula fluida, no no• referlmos al 

desplazamiento de una molécula individual, sino a un elem•nto de 

volum•n que contiene un gr•n número de moléculas, pero que •• 

sigue considerando como un punto. 
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Sl&t••• l•n;r•n9i•no 

En el sistema lagrangiano nos fiJamos en un voiufllen de 

control que se mueve con el fluido. Las partículas que ve•o• en 

dicho volumen van a ser l•s mlsm~s para todo instante de titt111Po. 

Vamos A seguir la Dvolucíón del elemento de fluido conforme ••te 
fluye. El elemento va a •rc.ta.r y a def'orm-.rse conforme •l 

tiempo transcurra. Entonces. las variables independiente5 son 

la& coordenadas espaciales iniciales X
0

,Y
0

.Z
0

• y el tiempo t C3l. 

Sea a un campo, como la densidad o la velocidad d•l fluido. 

Si observilmos un elementc• esa fluido desde el punto d• vi•t• 

lagran;1ano en un tntervalo de tiempo 6t, su postciOn va a cal!\bl•r 

una cantidad 6):,6'>'.6:::. Por calculo diferrnc:1al encontramoa que el 

ca•blo do a ~st~ dado por l• G1qu1Pnte cant1dad: 

6o = 6t + Ó!'( + 6y + 6: 
#;: 11: 

Div1d1rndo esta ecuaci6n entre 6t obtenemos: 

6o (lo. 6;< (lo. 6y (lo. 6: lla. 

6t at 6t a:: 6t /t.; 6t "=-
El lado l:qu1erdo de la ecuación representa el Cümbio tot•l 

de la c•nt1dad a en el s1stema lagrang1ano. el cual denotamos por 

Da I Dt, haciendo tender 6t a U. Hsi encontramos que ~~:., (6xt6t> 

represent~ la cpmponente de l~ velocidad en la direcc16n ~, l• 

cu•l denotaremos por u. En forma s1m1 lar pa1-a. y y z cuy•s 

compone-nte-G de la velocidad en éstas d1rec:c1ones denotaremos por v 

v w, respectivamc>nte. Entonces la. C:>cuat.::.On anteí1or es l• 

siguiente: 

l)a "ª 
( 1.1) 

Dt #t 
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El tér•ino del l•do izquierdo de la ecu•ciOn es conocido como 

l• derivad• ~•terial. Esta representa el cambio total de la 

cantid•d a en coorden•da• l•grangi•n••· El lado derecho de la 

ecu•cíón repre•ant• al cambio total de la cantidad a en 

r••P•cto • l•s variables independientes en dicho Gistema. El 

primer t•rmino del lado derecho representa •l hecho de que para un 

flujo ••tactonario, a cambi• debido a que un elemento dado de 

fluido caebi• su po•1ciOn en •l tiempo y entonces toma distintos 

VAiore• de a. 

1.1.1 PAINCIPIOS DE CONSERVACION 

.. encontrar 

en el sist..,a de referencia lagrangiano, ya que es mas adecuado 

p•r• •plicar lo• principios de con•erv•ción • un 5l6tema que 

•1•11Pr• contiene l•& mismas partlculas. 

•> Conserv•ción de 1• m••• C3J 

Consideremo• un alem•nto de fluido cuyo volumen V es 

esco9ido en form• arbitraria. Si •eguimos dicha ma6a de fluido 

conforme fluye, veremos que su forma cambia pero su masa permanece 

con•tant•. E•t• e• el principio de conservación de la masa. 

La masa contenida en el volumen V est~ dada por f p dV. Usando la 

y 

descr1pci0n lagrangiana esta masa no cambi•, o sea 

o I p dV = o ( 1.2) 
Dt 

P•r• encontr•r una e>:presión mas. adecu•da para la ecuación de 

conservación de la 1nasa vamos a hacer uso del teorema de 

transporte de Reynolds C3J. Este teorema nos relaciona la derivada 

laQr•ngiana de una integral de volumen con una integral de volumen 

cuyo integrando solo contiene derivadas eulerianas. A continuación 

escribiremos la relación que representa dicho teorema para 
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cualquier campo a 1 

~-Ja dV 
Dt 

V 

=J[~ 
y ft 

+V • < a '1 ) ] dV , (1.3) 

Usando e•ta •cuación, la ecuación ct.2> puede escribir••• 

ilp 
9. ( p ~ ) ] dV = O -- + 

6t 
V V 

y como el volumen se escogió en forma arbitraria, entonce• •1 

intagrando debe ser nulo: 

6p 

6t 
o 

Esta es la ecuación de conservación de la masa. Es una ecuación 

diferencial que impone que la velocidad sea continua, por lo que 

esta relación también se conoce como ecuación de continuidad. Si 

desarrollamos el segundo término de la ecuación encontramos otr• 

forma de escribirla: 

Dp 
+ p Q'•Ü' o (1.4) 

Dt 

Para fluidos incompresibles p = cte y la ecuación de continuidad 

tom• la forma simple: 

V• .. 
u= 

b) ConservaciOn del mom•nto 

o . (1.5) 

El principio de conservación dal momento es una •plicación 
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de l• ~•gund1 ley de Newton en el sistema de referencla 

l•Qr•ngiano, y nos dlce que la rApídez dQ cambio del momento 2s 

tou•l • la ~uerza ewtern• que ~ctúa ~obre una masa de fluido C3l. 

Ea po•ibl• di~tinguir do5 cla•es de fu•rzas que actüan sobre un 

•l•mento do 'fluido. El primer grupo- lo forcnan laJi fuerzas de largo 

•lc•nce, t11.le& como la fuerz• gra.vitaci.onal y la fuerza 

•l•ctl"'omagnét~ca. Est11'il f"uerza.oa actúan sobre todo el elemento de 

fluido, v 11) fuvrza total •~ proporcionill a la masa tota.l del 

•l•mento. Se los llam• fuerzaG volum~tricas. El •egundo grupo lo 

integr•n la• fuorzas quR d~crecen muy r&pidamente con la 

dietancla, pDr lo cual esta.a futtrzas solo actüan 5obre la 

•up•r~icie dol elemento d• fluido, tales como la presi.ón o los 

esfuerzo• vi~cowos C2J. A esta• s• leP 

10up1>rflc:i•l•G. 

llama fuerzas 

Sl 1 e• la fuerza volumétrica por unidad de masa, entonces 

l• fuerza volumUtrica total que actúa sobre el elemento de fluído .... 

V 

AhorA, sí t ea la fue?rza 6.uperficial por unidad de area, entonces 

la fuerza total que actüa. sobr'e la i;.uperficie S que · liml.ta al 

volumen V ase 

por lo q\.lu 1rl principio de conservaciOn del momento 

alouiente ecuaci¿n1 

o I p1 dV = J ; d6 + J ; dV 

Ot V ¡¡ V 

12 
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siendo el, lado izquierdo el cambio tempo,·al del momento total d•l 

elemento de fluido contenido en el volumen V. El l•do d•r•cho 

representa las fuerzas externaG que actúan sobre el elem•nto de 

fluido C3l. 

Para transformar la primera integral del lado derecho a una 

integral de volumen, vamos a encontrar la fuerza l en t•rmino& del 

tensor de esfuerzos C4l. 

" 

Fig .1.3 S. mu•stra un •l•msnto de uoluman. ·•n forma ~ t•tra.9d.ro 

con tr•• caras orto6onal•s. 

Consideremos todas las fuer;:as que actúan sobre un elemento 

de fluido contenido en un volumen 6V. Por simplicidad_, se tomar• 

un tetraed1~0 como volu1~en que c:ont1ene al elemento de fluido qua 

&e va a estudiar (Ve1· figura 1.3) C4J. Las tres .caras ortogo11ales 

tienen á~eas,.. 6A
1
:, 6Aa' c5A9 ~ y normales unitaria& dir1gidas ha.cia 

afuera -i, -j, -k . La cara inclinada tiene área 6A y normill 

unitaria n. La suma de las fuerzas supert-1c1ales que octúan sobre 

el elemetito de volumen, a través de las cuatro caras del 

tetraedro, es: ... 
t<n> 6A + t(-1J61-lo + t <-j l6Az + t <-1: )61-\1 

Debido a qua las caras ortogonales son la proyeccl6n de la cara no 

ortogc•nal en cadi\ uno de ·lo~ planos, tenemos las siguientes 
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rel~ciones: 

dónde "•' "y' y "•son las componentes de la normal unitaria n 

•obre cada uno de lo& eje~. Por lo que la suma la podemos escr1b1r 

como1 . ,. . ,.. .. ,. .. ,, 
t<nl - { n t(il + n t(jl + n tll<l JJ óA 

• y • 

por lo cu•l la fuerza total que actúa sobre el elemento de ·fluido 

contenido en el volumen 6V, limitado por la superficie 6A y sus 

componentes ortogonales, es 

. . -
p:dv • pf dV +e t<nl-

. ' . ' . -
en donde : es lA aceleración neta del elemento de fluido contenido 

wn 6V. Sea t la longitud de uno de los lildOG del tetraedro-. 

entonces, como 6V es proporcional a l 1 
y 6A es 

dividiendo la ecuación entre l 1 y haciendo 

proporcional 

te"nder a cero, 

obtenemos para un elemento de fluido infiliitesimal la relaciOn 

.. .... .. .... .. ... 
t(nl ~ n.t<i> + nyt<~> + n:t<~:>. ( 1.?l 

Toma11do la componente i. de la ecuación anterior 1 

donde 

con el= l, j 1 k y donde olj representa. el esfue1zc, en la dirección 

que actúa sobre una superficie con normal unitaria 

Introduciendo el tensor de esfue1~zos e : 

"" .. .... ... .. ,., .... ... ,.. ~ 

u. t<lli + tlJ)J + tlklk 
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la ecuación (1.7' se transforma en: 

t n <1.e1 

Las tres componentes diagonales del tensor de esfuer~os se conocen 

como es~uerzos normales, y las seis rest•ntes son ll•mad•• 

esfuerzos cortantes o tangenciales f4J. De las ecuaciones <1.B> v 
(J .6) obtenemos: 

D 

Dt 

Usil.ndo el teorema 

d• 1• ecu•ci¿n, el 

I~ dV = J a•n d& + r~ dV 

V s V 

d& transporte d& Reynolds en el 

teorema de Gauss en el primer 

l•do 

miembro 

i::quierdo 

del lado 

derecho de l~ ecu•ción y tomando en cuenta que se escogió un 

volumen de control arbitrario, se llega a la siguiente relación1 

" 
lft 

Finalmente, desarrollando el lado izquierdo de la ecuación y 

tomando en cuenta la ecuación de continuidad se llega a la forma 

u5ual para la conservaci6n del momentat 

" ~ ) ~ + <u•V) u = V o+ p f (1.91 
lft 

El lado i;;:quierdo de la ecuaca6n represent• la rapidez de cambio 

do la velocidad de un elemento de volumen unitario del fluido. El 

pr1mer término es la aceleraci6n temporal y el segundo l• 

aceler4ci6n conv~ctiva. Esta ~)tima se da a~n s1 el flujo ea 

wstacionario. El lado der~cho representa a. las fuer~•s qLte causan 

dichas acelerac1ones. 

e) Con••rv•ción de 1• energi• (3) 

El principio de conserv•c16n de la energía es una apllc~ción 
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d• l• prs.a.er• le'( de 1• teroodirYc1c.:¡ ti un elent.er;to de fh.n.dc 

COfif6r .. es.te f"lu•1•· L .. pr1•6!'r'il le·f de l• te-rer:iatn.Ae.tc• s.e ct::>l1c,¡ 

e •tQte-..s ter,r,.o.dtn.1~1cos ~ue 1n1c1•lmente estan en equ1l1Ciiü, 

'f despu•• de un eventc., ·.rue-J·.,en a alcan:::ar otro estado de 

equilibrio. Con est•s cc.ndic1Cine'5 se •stoiblece que el ca.n1~10 en la 

.,,.rgi• lntern• dur•nte l• rcal1::ac1c.n de un evento es igual a l.1 

aua• del trAbtiJC. hecho pcr o se.ore el sistema, y el calc.r 

•b•orbido o c•d1do durante el evento (3]. En el caso de un fluido 

se producen procesos de cc.nducc1¿n t~rm1ca y r~~am1ento interno. 

por lo que nCI 5e ve ob· ... 10 aplicar en form• global el pr1nc1pLO de 

conserv•c1¿n de la energia C2l. Para pooer •~ple•r el pr1nc1p10 de 

eont.erv•ción de la energla es nece6ar10 introducir la nipótesis de 

equillbrio local, en la que se con~1dera que si se aislar• un 

•l••~nt~ de fluldo, éste qued•rl• en equ1libr10, y aquí se podrían 

def1ntr 1-a v•r1ables termodinámicas y suponer que dichas 

v•ri•ble• ~•ti~f~cen las misma6 relacione~ que •e satisfacen en 

form• glcb•l (~J. 51 ~es la den~1dad de energía interna por 

unidad de Masa del ulemento do fluido, y 1/2 <J•J>p la densidad oe 

energi~ c\nétlc•, la engrg¡a total del elemento del fluido 

contenido en V e&1 

91 t representa la fuerza superf,1c1al por unu1ad de área y 1 la 

fuerza volumétrica total por unidad de masa, la potencia total 

reali:•da sobre ol elemento de fluido esta dada por: 

AhorA, s1 q represent• el f luJo de calor que atrav1e:::a la 

aup•rficía S, que rodea al volumen V, y n es la normal a la 

~uperfície, la cantidad tot~l de calor que pasa a través de 5 1 por 

un1dAd de t \en1po va • ser 1 

J q•~ ds • 
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Por lo que el principio de conservación d• energ{• nos llev• • la 

ecu•cii!n1 

º·J .... J .... I .... J .. -~; <pe + a/a u•u> dV = u•t d& + u•pf dV - q•n ds 

., ., s 

Us•ndo el teorema dH tr•nsroorte de Reynolds en el lado izquierdo 
~ ' 

d• la ecuación, y su&tituyendo t = a•n, ee tiene• 

J {; <pe + 112 p il·J> + v • [ cp1: + t/e p if•il> i% ] } = 

., 

• ., • 
Usando el teorema d• Gauss, desarrollando la expresión anterior, y 

usando l• ecuación ( 1.9l se e11cuentra finalmente la ecu•c:lón de la 

•n•rg:áa.1 

P ' lllflt + J•v , • = º (1.10) 

~ .. 
donde t:1 1 V u • a, j /1 u/11 '\ <•qui y en lo subsecuente se usarA 
l• convención de Elnsten de suma sobre Indices repetidos. E•ta 
•cu&ción sblo representa el balance de energía térmica, ya que en 

l• stmplificaci6n antertor, al utili~ar la ecuaci6n <t.9>, los 

t•rminos de lA energía mec4nica •e eliminanaron. El lado izquierdo 

r•pras•nta. l• 1·apídez de cambio de la emergía interna. El primar 

término represent• la variación temporill, y el segundo término loa 

cambios c:onvectivos locales debidos al movimiento del fluido. El 

lado derecho represanta las causa• del cambio en la energías por 

un l•do la transformación de energia mecánica en energía térmica 

debido a la acción de los esfuer=os superficiales, y por otro la 

rapidez c:on la que se intercambia calor. 
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1.1.2 Ecuaclonea con•tltutlvaa C3J 

Tenemos cinco ecuaciones escalares debidas • los principios 

de conaerv•clón bA•lcos, la de I• continuidad <1.4) y la de la 

energia <l.10) son ecuaciones escalares, mientras que la del 

MOm•nto •• una ecu•ción vectorial que representa tres ecuaciones 

escalares. A éstas podemos agregar dos ecuaciones de estado. 

l•• leyes de conserv•ción involucran 17 incOgnita& que 'lilon J y 

la velocidad y el flulo da calor, respectivamente, con 

Pero .. 
q, 

tres 

coMponantes cada una. Las cantidades escalar•s p y &, la densidad 

y 1• energía interna, y •1 tensor da e5fuarzos a con 9 

componentes. Para obten•r un conjunto completo de ecuaciones es 

necesario establecer relacione& entre loa campos involucrados en 

las ecuacion•• anteriores. 
A continuación •• VAn a obtener las ecuaciones conwtitutiva5 

P•r• •l' t•nsor de esfuerzos. Los fluidos que se va11 a estudiar son 

lo& llamados fluidos newtonianos, determinados por la6 siguientes 

tres condicion••• 

1. Cuando el fluido esta en reposo, el esfuerzo es 

hldrost~tlco y la praslon aJurclda por el fluido es la presión 

turmod 1 n.im lea. 

e. El esfuerzo " está relacionado linealmente con el 

gradiente da I• valocldad y depende solo de éste y la presión. 

3. No h•Y direccion•s preferenciales en un fluido, así que 

las propledad•• del f luldo son funciones puntuales. 

Da· la• condiciones antar toras se requiere que el tensor de 

esfuerzo& sea d• la forma: 

dOnd• TLJ solo depende del movimiento y lo llamamos 

•sfuarzos viscosos, 6i.J es la delta de Kroenecker y 

presión termodin.imica C3l. Podemos establecer la forma 

tansor T LJ de la siguiente manera. En un fluido hay 

ro:•miento interno sólo sn al caso en que las 

fluido se muevan con velocidades distintas. De 

dependa de las derivadas espaciales de la velocidad 

tensor de 
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gradientes de las velocidades son pequeños, se puede suponer qu• 

l• transferenci• de impulso debida a la v1sco5idad depende aólo de 

l•s primeraa derivadas de l• viscosidad. Con •sta misma 

aproxtmacié.n, sa puede •uponer que TLJ es unt11 función line•l de 

AJL/~k C2J. No pueden existir términos independientes de 

&.i/&<11::, ya que Tl..j debe anuli1rse para u = constante C2l. l•mbt•n 

T l..J debe anul ar&e para cuandei el fluido cornp teto •stia. en rot•ción 

uniforme, ya que en este movimiento, en el fuido no h•y roz•miento 

interno. Las sumas 

son combinaciones lineales de last derivadas -'ul/ct>:k, y se tlnul•n 

para el caao da rotac16n riqida, ya que para éste, si la velocidad 

angular es n, entonces U= ~ x ~y la pa1·te simétrica de la. aurna 

de la derivadas a..&l/&.:kse anula .[2J. 

El ton~or m•s general de s~gundo rango que Gat1sfaca l•s 

condiciones anteriores es 

[ 

lf U. lf U. ] 
+ µ ---~ + ___ : 

lf :: lf X. 
¡ ' 

Por lo tantD al tensor de esfuer~os esta dado por la relac16n: 

( 1.11) 

El tenso1- O'lj quedO en términos de la presión y los gradientes de 

lll velocidad, que anteriormente se introduJeron. ~demás quedaron 

los coeficientes ~y µ • que se determinan experimentalmente. µes 

conocido comD el coeficiente de viscosidad dinam1ca y ~ el segundo 

coefic~entu de viscosidad 6 coeficiente de viscosidad volumétrica. 

La otra ecuaci6n constitutiva es Ja que relaciona el flujo de 

calor con los qrad1entes de temperatura. El flujo de calo~ se debe 

a la conducc1dn térmica. El fluJo e&tá relacionado con la 

var1ac1¿n do la temper~tura en el f lu1do C2J. La relaci6n entre la 

Vi\riaciC:.n da la ten.peratura y el fluJo de calor es muy simple para 
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el c••o en que los gradientes de temperatura son pequeños. En los 

fen6mrnos de conducción term1ca casi siempre se está en estos 

c•sos (2). Por lo tanto se puede desarrollar q en series de 

potenci•s de los gradiente• de temperatura, y tomar sólo el primer 

término. El término constante es cero, ya que q deoe anularse 

cuando el gradiente de T se anule. De esta forma, se obt1ene 

(l.12l 

Donde el f•ctor de proporc1onalidad k se conoce como conduct1vidad 

térmica. Este ~•ctor siempre es positivo, ya que el calor siempre 

fluye de los lugares de mayor temperatura a los de menor 

temper•tura. Por lo cual Q y V f deben tener signos opuestos. 

1.1.3 Ecu•cio"•s de N•vier- Stokes 

De l•s ecuaciones de conservación del momento (1.9) y la 

ecuacion constitutiva (1.11) se obtienen las ecuaciones de 

N•vier-Stokes, que a cont1nuaci6n escribiremos 

tensorial: 

.... J 
p---

at 

"'-'· J 
'+"p..llr: __ _ 

ih: 
k ''" . J 

+~- [>-~: )+~-- [µ ~-~~ + ~~-1 J 
ax c9!:1c a,<,, l-·a xJ lh:" 

J 

L•s ecuac1ones de Nav1er-Stoles representan tres 

en no tac ion 

(1.13) 

ecuaciones 

escalares correspondientes a los tres postbles valores del 

subindice j. 

Para el ca5o de un fluido incompres1ble estas ecuaciones se 

reducen a: 

6 u. 6 u 6 p _,zu. 
p J J J 

+ P uk .. µ + p '; 
6 t • hk 6 X. lt>:. ih:. 

J ' ' 

1.1.4 Ecu•ci6n de l• •nergi• 

De la ecuaci¿.n de conservac16n de la energ:i.a (1.10) y las 

ecuaciones constitutivas (1.11> y C1.12l se obtiene la ecuaci6n de 
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• • • • - p 
11 • ¡ ( " ~-: ] + • 

• K. 
¡ 

' ( 1.141 

y en conoce como función de d1u1p•c1ón, debido a qu@ es un• ~•dida 

de l• raplda~ c~n qua ld oncrgl• m•c~n1ca s• conviert• en c•lor. 

Para flutdoa lncompres1bles se tieno que: 

( 

/1 u J 
• = 1/2 µ ---- + 

11 X¡ 

l.l.~ Ecu•clones de movimi•nto 

So han encontr•do las ecuaciones de movimiento de un fluido, 

ee¡t•• üOOI la do cont1nutd.1d (1.4>, las de Navier-Stcd~es.<1.13>, 

lA de unorglA (l.14) y do~ ecuaciones de estado , que son 

P = PCp,T> 

• '111 •<p,, > 

En l~ acu,¡¡_c1ón ttc la energ1a." esta dada como en la ecu•ción 

( 1., ,., . 
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CONCEPTOS 

A continuac1¿n vamos a 1ntroduc1r algunas definciones y 

concepto• que nos van a ser Otil&s para entender meJor a los 

fluidos, en espectal a los vOrt1ces. 

DEFINICIONES ' 
1.2.1 Clrcul•clón y vortlcld•d 

La vort1c1d•d de un elemento de fluido la definimos como el 

rot•cion•J d•l vector velocidad; es decir, está definida como 

Fí•ic•mente la ecuac1¿n de arriba quiere decir que si ten&mos un 

c•mpo de flujo, en dicho campo de flujo existe vorticidad, en 

•qu•llos Jugares en los que los elementos de fluido roten sobre 

su6 propios eje&. Podemos tener campo6 de flujo en los que el 

fluido est& rotando, m•s sln embargo la vorticidad de éste campo 

e• cero. Oe Ja defir11ción de vortic1dud se ve que pa.ra una 

rot•ctón rig~da la verticidad está dada por 

La circulación alrededor da uri.a curva cerrada se define como 

r = f ü • cil' 

dónde d't es el elemento de li11ea de la curva. Ahora~ si H es el 

~rea encarrada por la curva y ~el vector normal unitar~o al área, 

usando el teorema de Stokes obte11emos: 
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y de la definición de vorticidad se tiene: 

r = f ¡:, • ~ dA 

De aquí vemos que para elecciones arbitrarias de contornos y •r••• 

encerradas A, r = O si 
.. 
w ú Físicamente podemos ver la 

circul•ción de la siguiente manera: Si colocamos un contorno 

cerrado dentro del fluido, y observamos las particulas dentro de 

•ste, poedemos decir que hay circulación s1 dichas particul•s •• 

mueven •lrededor del contorno. 

Los flujos en los que = s O excepto en algunas singularidade• 

&e conocen como fluJos irrotacionales o potenciales. Se les da el 

nombre de potenciales ya que s1 9 x ~ ~ O significa que existe una 

función 1 tal que Ü = 9 t. 

1.2.2 CURVAS DE FLUJO 

Las curvas de fluJo se usan sobre todo para prop6s1to~ de 

visualización. Ha.y al menos cuatro y se conocen como: lf.Ma. de 

corri•nt•, tray•ctorias, l!ru:ias d9 •misión y t!nBClS d• uorticidad. 

En general no coinciden y a continuacion vamos a dcsc1-ibir ca.d• 

una de ellas. 

Lin••s de corriente 

Las 1 íneas de coi-riente sen aquel las cuvas tan9e1,tes siempre 

son para.lelas al vecto1- velocidad. Si tenemc•s un campo de flujo 

dependiente del tiempo, l~ velocidad va a estar cambiando 

por lo que se consideran lineas de con-1e11te 1nstnntáneas. L-.s 

lineas de corriente cumplen cc•n las siquientes ecuaciones en 

coordenadas car tes i al'\RS: 

d:: dy d: 

u V 

donde u~v y w son las componentes 

las direcciones :~,y y : respectivamente. 
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Trayectorl•• 
Una tr•yectoría as una linea tra:ada por un partícula de 

~luido conforme &e mueve. Estas lineas cumplen 

•cuAción <en coordenads c&rte&iana&)s 

la $iguiente 

El •ublndi.ce l. pu•de tomar tres v•lores que indican cada una de 

laa componentes de la velocidild para ut.. 

Lln••• de eml•ián 
La láne• de emisión es la que está .formada por todas las 

particula• de fluido que en algún instante de tíempo estuvieron en 

un• determinad• posición del flujo. Las ecuaciones que cumplen 

••tas lineas son las misma• que cumplen las trayectotias, pero, 

con la diferencia de que en éste caso, están sujetas a. las 

condiciones iniciales, ~=x0 ,y=y0 , z=z
0

, •l tiempo t~T. 

Línea• de vorticld•d 
La• line•s de vorticidad $On aquell•» cuyas tangentes $On 

siempre paralelas al vector vorticidad. 5011 las análoga.s a las 

linea$ de corriente para el caso de la velocidad. 

Tubos de corri•nte y vorticid•d 
Un tubo de corriente es una superficie en el fluido formada. 

por todas las lineas de corr lente que pasan a través de un 

conto1·no cerrado en el fluido. El tubo de vorticida.d es el análogo 

•1 antRrior pero par~ el c•so en que las lineas que se toman en 

cuenta son las de vorticidad. 

1.2.3 TEOREMAS DE CONSERVACION 

Conaervación de la circulación .. 

Sí tenemos un flujo incompresible se cumple que 

'1 • ü = o 
integrando sobre un volumen V y usando el teorema de GaL1SG se 
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tiene qu• 

f i! • n ds 

s 

donde s encierra al volumen V. Si consideramos la superficie sobre 

un tubo de corriente incluyendo los e1:tremos, tenemos que sobre 

las paredes del tubo Ü•~:::O por deí1nicion de tubo de corriente. 

por lo tanto 

f J .. 
1 

n + f ... 
. 
u n :::: O 

Definiendo n como la normal unitaria hacia afuera 

J Ü•n=-0 
... 1 

f. ti 
• 

n :;:; a • 
donde 0

1
es el volumen de fluido que atravie:=a la superf1c:1e A, y 

0
1 

el correspondiente a A
1

, por lo tanto: 

u o 
1 2 

Lo cual nos dice que el volumen de flu1co que atravieza la 

superficie A• por unidad de tiempc• es igual i>l ve.lumen de fluido 

que atravie::a l.a ~upl?rficiti: f\ PC•f u111dad di? tiempo. 

Ahora. para un campo de 1 luJo en gener<'\1 tenemos que 

9•~0, entonces. s.1 en forma ané.looa a le• ñnter1c:t1· tomamos un tubo 

de vorticidad cuyos ei:t1·emos tengan áreas •\ y A
2 

encontramos que 

J w 
A 

1 

~ ds = ü 



por lo que, do la def1n1cion da circulaciOn, se encuentra: 

dondst -r
1
correfiponde a la primera integral y r

2 
a la i:;.eounda. Lo 

que nos dice osta última ecuaci011 es que la circulac16n 

Alrededor dal contorno cerrado que encierra a la superf 1cie A, es 

iQU4l a la circulación en el contorno cerrado que encierra a la 

•uporflcíe A
1

• Se puede establecer que la circulación en cada 

•ucción transversal d~l tubo de vorticidad es la misma. 

l.3 FORMULACION GENERAL 

El proble~a a de~arrollar en la presente tesis, es determinar 

el campo do volocidades de un vórtice. Este problem~ se trató da 

resolv•r tanto en forma teC.rica como e>:per1mental. y de5pués se 

r-elo.cionaron amboG resultados. E11 cuantc• a la parte teOric.;1., se 

rcnolvieron las ecuiaciones de Navier-Stol:eG para flujos con 

·~imutria cllindrtca (azimutal>, y se encontraron soluciones que 

det1icribon vórtice-.. En lo que respecta a la parte e>:perirnental, se 

conmtruyó un dl~positivo pa1·a generar un vé.rtice, se visual1:é, y 

ao obtuvieron datos que permitierc•n determina1- el campo de 

voloc\d~dcs del v6rtice en su superf1c1e. En el capitulo 2 se 

mue~tran los rosultados te6rlcos. En el 3 se describe el 

dlspou.itlvo y se muestran lc.s 1·esul ta.dos 

e~perlmcntalem obtenidos y en el capitulo 4 se comparan los 

re5ult•doG tet1·icos con los axper1mentales y 

ccinclusloneg del trab.ajo. 
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CAPITUl..O 2 

TEORlA 

SOLUCIONES EXACTAS A LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES 

En general las soluciones de las ecuaciones b~aicaa de 

movimiento se encuentran por 111tegración num•rica, y p•r• f'sto 

necesitamos la ayuda de una computadora. Sin embargo para c1•rtas 

simetrías y propiedades podemos encontrar •lgunas solucion•s 

eKiil.Ctas, de las cuales unas nos van servir para describir 

vórtices [lJ. 

2.1 SOLUCIONES CONOCIDAS 

Debido a que algunos y¿rtices tienen simetria cilíndrica, es 

conveniente estudiarlos en este sistema de coordenadas, ya que d• 

esta manera se simpJ1f1can los cálculos. Así, vamos a transformar 

a coordenadas ci l indr1cas las ecuaciones de movimiento encontrad•• 

en el capitule• anterior. Nc•sotros queremos encontrar soluciones 

que describan v6rttces con simetria azimutal, es decir, que l~ 

derivada con respecto a cf> va ser ce1-o. Sean lJ, v y w la.s 

componentes de la velocidad en las direcciones r, f/I, y 

respectivamente. res la coordenada radial, - la azimutdl y la 

axial. Con estas suposiciones enccintramos que las ecuaciones de 

continuidad y las de Navier- StoJ~es en coo~denadas cilíndricas con 

s1metria a~imutal se transforman a 

(rtJl + w <2.l) 
r z r 
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u• l 

+" [~<ru>,J/ ut+ tN + .... - r 
-- Pr vu:z

2 . . p 
<2.21 

,,.,, 
=., { H- <rv\J •• v+ vv + 

'''"' • + r 1 r 

l l 

"1• uw • ...... -p +" [- <r~ > 
r . p • r r r 

donde J er u<r,-z, t) + ef/J v<r,:., U 

y los subíndices r,.,,a indican derivada parc1al 

v•ríablo. 

} V .. (2.3) 

] + "' .. (2.4l 

+ e
2 

w<r,::,t>, 

respecto a cada 

La ecuación de la energía no l• escribímoa debido ~ que al 

&uponar que el fluido es incompre&1ble 6e desacopla de las 

Anteriores, y así la& ecuaciones de Navier-Stokes y la de 

la c:ontinuidaad form•n un conJu11to cerrado de ecuac1011es. Por lo 

pronto Golo nos interesan estas ecuaciones. A continuación vamos a 

estudiar algunas soluciones exactas. 

2.1.1 Dep•nd•ncia r•di•l 

Sí suponemos que tenemos un mDvímiento en el plano <r,~) que 

es independiente del tiempo y de ;: en ausencia de fuerzas 

externas, y además u=w=O t se tiene la siguiente solución de la 

ecuación <2.3> t 

a 
V = r + b r (2.Sl 

donde a y b son constantes que se determinan de las condiciones de 

frontor,,. 

(¡¡) Pilra. a;;; O la ecuación (2.51 repreaenta la rotaci6n de un 

fluido que ae mueve como un cuerpo rigido, tenemos: 
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V = b r , 12.6) 

aquí b representa la v~loc1dad angular O. Tc•das las partícul•• en 

el fluido sa mueven con esta velocidad. De la ecuaciOn (2.2> su 

encuentra que la expresión para la presiOn es la siquiente: 

p 
o• 

p --- r 1+ cte 
2 

12.7) 

Otr• cosa que podemos decir de este flujo es que la verticidad es 

constante y es en m•gnttud 1 igual a dos veces la velocid•d 

angular <ver fig.e.1>. 

v•locidcid 

pre•i6n 

Fig. 2.1 Ca:> Distr~bución de la velocidad en un fluido que •• 

m\19\M' comD un cu•rpo r!6ido. CbJ Distribución d.fll La pr•slón •n 

4•t• misnw> vórtLc• CtJ. 

(b) En el caso en que b O. la ecu.ac10n <2.5) se reduce a.1 

a 
V = <2.8) ,. 

que representa un v6rtice potencial. Se le da este nombre porque 

la vorticidad es i~ual a cero en todos los puntos excepto en el 

origen, d6nde hay sigular1dad. Las líneas de corriente son 
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circulares, y coinciden con las lineas de emisión y l,¡s 

trayectorias debido a. que tenemos un flujo estacionar1c1. La 

distribución de presión está dada por la ecuación 

< ver "fig .2.2). 

veLocLclad 

a• 
p =- - p --- + e te • 

2r• 
(2.9) 

Fig. 2.2 Ca.> Dístríbucíón ~ la uelocídad ·~un uórtíc• potencial. 

Cb) Di•trib~ción de la pr•síón •n est• aL•RO uórtic• [ll. 

<e> La combinación de los dos resultados anteriores nos da el 

muy conocido vórtice de Ranl~ ine [ 1 l, en este lo que hacemc•S es 

definir la soluciQn por intervalos <ver fig.2.3>. 

si r < C2.10al 

s1 r > r 0 (2.10b) 

Se tiene un vórtice que en el origen su velocidad vale cero, 
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des'pués comienza a crecer y en r = r 
0 

alc•n~a un máximo y despu&s 

comienz• • tender a cero conforme r crece. En este caso la presión 

está dada pori 

veloci4iiad 

-- ~
~ 

'" 

p 

ce.11a> 

ce.11b> 

preeLOn 
vort.i.citli:MA .• 

,, 

ftg. e.3 Ca> Dtstribuc:i6n et. la ..,.locidad •n un v6rHc:e d9 

Ranloine. Cb> Dtstribuc:i6n de la presión •n d<cho u6rtice. Ce:) 

Distribuc:ión de la uorttc:idad •n ••I• ai•""' \16rtic• tll. 

(d) A continuación se v• a rel•jar la condición u-o • 

vau<r>, ••i •• obti•n• de la ecuación <2.1> a 

.. 
" = - ce. U!I ,. 

donde m •& una constante a d•terminar. Si m es positiva, tenemoa 

una fuant• y en •l caso contrario •• tandri• un aumldero. 
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Combinando la• ecuaciones (2.12> y 12.3) se obtie11e1 

.. m 
V ~ + br&+M/I.' &1-;.- .. -2 

' r 
<2.13al 

.. b m 
V ---- + log r 

' 
si--- = -2 

' 
<2.13b) 

r r ... 

••te flujo puad• ger realizado experimentalmente si ponemos a 

rotar dos cilindro• conc6ntricos porosos con velocidades angulares 

di•UntH t!SJ. 

<•> Ahora, •i •• relaja la condición w = O y •• hace w e w<r> 

con u• O,•• obtiene <sin afectar las ecuaciones <2.13>> de la• 
ecuaclone• <2.2l y 12.4> las •IQulente• relacione•• 

w. 
F 

r 1+ A to.Cr:> + B , (2.141 

p - + e <e .1:5> 

donde A, B y P• •on constante& arbitrarias. Estas ecuaciones junto 

con la• !2.131 describen un flujo helicoidal en un cilindro 

circular con deslizamiento en las paredes. AdemAs si v O 

entone•• tenemos la solución del flujo de Polseulle para el flujo 

laminar estacionario en un cilindro circular. 

e.1.e Slll.UCION DE '-A"ª [ 1 l 

Supon;amos que se tiene un vórtice potencial estacionario qua 

•• mantenido por que •11 le este! suministr11ndo trilibajo en el centro 

de dicho vórtice. Ahora supongamos que al tiempo l =O la fuente de 

energía c•sA, entoncas el vórtice decae. La solución de este 
problema fue dada por l.amb tól. A continuación se muestra: 
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V = - exp [ - <e.11oa1 
k 

.. 
u= w = o <e.11o1>1 

El movimiento de este flujo es en el pl•no zacte, y lee 
treyectorias de las partículas son circulare•. La verticidad d• 

••t• flujo es 

k [- ... 
] "'ºZ -----e>:p 

2 ... t 4 ... l 
<e.t7al 

..... = w•r o (2.17bl 

Cerc• del eje del vórtice el flujo se comport• como si fu•r• 

una rotación rígida <ver fig. 2.4). La solución es la siguiant•1 

k 
v = n r , con O 61 < < 1 

4 ... l 4 ... t 

La velocidad angular decae con 1/t para este caso. 

L• ecuación <2.16> es una soluciOn que representa un flujo en 

el que todas laa partículas rotan en la misma dirección, •s decir, 

que la velocidad tangencial es positiv• para todas las partículas. 

Ademas en el origen, el fluido no se mueve. Conforme nos alejamos 

de é!lte, la velocidad comienza a aumentar, llega a un m~Kimo y 

después comien2a a decaer para hacerse cero en infinito. Todo lo 

descrito anteriormente es para un tiempo f1Jo. Ahora, conforme al 

tiempo transcurre, el vórtice decae<ver f1g. 2.4>. 
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vel9Ci.Mc:I , 

Flg.2.4 V6rtic• qu. .i.ca. con •l t(•rnpo. C•rca df>t ori6•n s• 
c...,..,rta cOlllO una rotaci6n et. cu.rpo rl6(do U l. 

2.1.3 SOLUCION DE TAYLOR 
Esta solución debida a G.I. Tmylor Cll, representa también 

un vórtlc• que decae conforme trmnscurre 

propled•des distintas •l anterior. La 

el tiempo, 

solución se 

d 1 feromc i•ndo la ecuación de Lamb con respecto al tiempo. 

Mr [- rª ] V = 
4twt

8 
exp 

4 .. t 

u= .. = o 

pe\-o con 

obtiene 

<2.18a) 

(2.18b) 

dond• M es una constante que, si la multiplicamos por p, 

representa el momento angular, ya que: 

I 2nprvr dr =,.pl1 

En este vórtice tambien la energía cinética total y la 

energía de disipación son finitas. Este vórtice decae mas rápido 
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qu• el anterior. 

La vorticidad de este flujo es: 

w•z • 
2nvt 1 [ 

1 - -~: ] exp 
4vt 

(- r
1
/4"t ) , 

T•mbién cerca de su eJe el fluJo se comporta como un una 

rot•ción rígida: 

M r" 
V = 0 r con O= 61 

4nvr2 
« 1 

La. ecuac:iOn <2.lBa> representa una solución que es finita 

tanto en el origen como en 1nfin1to. También, como en el de Lafftb, 

en el origen vale cero, y conforme nos alejamos la velocidad 

comienz• a aumentar, alcan~a un máximo y después decae, tendiendo 

•cero en infinito. Todo ésto para un tiempo f1jo. Adem~s conforma 

el tiempo transcurre el vórtice decae. 

2.1.4 SOLUC!ON DE LEVl 

Enzo Levi propone una soluc16n en la que u 

v = v<r,z> y encuentra la siguient~ Goluci6n [8]: 

w =O y 

<2.19a> 

<2.19b) 

donde I
1
y K•son la& funciones modificadas de Bessel de orden 1. 

Suponiendo : = al~, las expresiones de arriba quedan de la form•• 

v s a I, 
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Esta suposición, se hace con el fin de poder ver cómo varia la 

velocidad azimutal en un plano z=cte •• Definiendo estas funciones 

por intervalo~, como hicimos con ql vórtice de RanV1ne, se obtiene 

un modelo parecido a él. A continuación se da una gráfica <ver 

fig.2.5> en 1• que se comparan ambos vórtices para el caso a=lOO, 

b=st, c=50, y k=-1. 

--- ----··--o• 

Fig. e.5 ,,,,_stra l.,. •rá/tcas da la sol-uctón cJ. L•vi y d• la <14>l 

Vdrt.ic• da Ranltín.9 para a.•100, b•t, e•~ y lt•f. 

Est• gri6.fica se encontrO en la referencia C8l. Se puede apreciar 

la concordancia que existe entre ambos vOrtices. Ahora el factor 

cos<Xz-a) en las ecuaciones (2.19) indica que conforme varia z, 

encontramos que la velocidad oscila, co11 un valor má>:imo en z=e1/X 

y un cero en z = <a-n/2>/X; es decir, aqui ya no hay movimiento 

rotatorio. Aumentando aún m~s, el flujo rota en sentido 

contrario. Eg,to último, hasta donde, sabemos no ha sido comprobado 

•Hperimentalmente. 

e.e SOLUCIONES NUEVAS 
En e&t• sección se van a mostra¡ la» soluciones que se 

•ncontr•ron durante el desarrollo de la tesis. Algunas de éstas 

~on las y~ conocidas, y las otías parecen ser nuevas. 

Lo que we hizo fu~ resolver las ecuaciones de Navíer-Stokes 
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que se mostraron en l• secciD11 •nt&Yior: es decir, l•s ecuacíone• 

(2.1>, <2.2>, <2.3> y (2.41. Se resolvieron par• ciertos casos qu• 

• continuac:iQn se van a describir. 

2.2.1 DEPENDENCIA RADIAL 
En este caso &e supone que el movimiento solo depend• de la 

coordenada radíal. Entonces de la ecuación <E.1>, Y• que se ti•n• 

que el término w.= O , 

o 
r 

lntegr~ndo directamente se obtiene: 

u=mlr, <2.20) 

donde m ea una c:onatante de íntegración que va e•tar determinada 

por las condiciones da frontera. 

Ahora, de las ecu•ciones (2.3) y (2.20) se tiene: 

v (v + <v I I' > J ,. . 
efectuando la derivada <vlr>r , pasando todo al lado izquLerdo. 

di..vidiendo entre v , factorizando y multiplicando por <-1) se 

c.btlene: 

\/ .. - <1/rl r m/" - 1 J v - r-• [ mlv - l l v . 
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asta•& una ecu•ción de Euler C11J~ por lo que las soluciones para 

v son: 

a b 

v = {-_:_rr-- + r ln<r> 

+ b rWV&J•j 

si. mlv -2 , <2.21al 

si m/v " -2 (2.21bl 

De la& •cuaciones (2.4> y (2.20) Ge obtiene una ecuación lineal 

para w qua a continuación sa muastr•t 

( fftlr> u .. = - < 1/p> P • + v [ w,... + "' .. I r J , 

Sea G = llP/"ilz = cte., entoncea suati tuyendo y pasando todo al 

fftiembro izquierdo: 

Sean b 

e v - m l G 
w .... + -----¡:--- "',. + p-;, o' 

[ 1J - m J/ v, G' = G /(pv) , entonces, 

w + b w / r + G' O . . . 
Por, simplicidad de not•ción, llamemos G a G1

• Rea1reglando se 

obtiene: 

e&ta ecu~ción tiene las siguientes soluciones: 

<•> Integr.a.ndo la ecuación queda: 

b 
r w . G 

b+I 

b•• r + e 

(il 

(ii) 

integrando nuevamente y pasando rb al lado derecho fina.lme,ite se 
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obtiene: 

" = ln<r>+ D si { 
bb ,, 

,, -1 

G r• + 
e 

e<b+t> 1-b 

(b) Par• el caso en que b = 1 nos regresamos a l• ecuac1én <ll> 1• 

cu&l da.: 

G 
w = -. r + e r-1 

integrando la ecuación: 

"= 
G 

2<ii+1> 

b+l 

(e) Y por Ultimo en el ca&o en que b 

ti>, que queda de la f~rma: 

la cual da al integrarla: 

G 

r 

y al volverla a integrar se encuentra: 

w = - G [ -~: < 111 ( r l - l / 2 l ] + 

Por último, tomando en cuenta que b 
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-1 nos vamos a la ecuaclOn 

e r
1 

+ D • &i b 1 • 
2 

< v -m > I v queda: 



G e •-" {""'V ,. o 
- -----r• + r + D 

' 
si 

""'V ,. 2 l2.22al 
2lb+ll 1-b 

G 
r• .. = + e ln<rl + D 61 mlv o (2.22bl 

4 

G e 
rª< ln<r> - 1/2) + r"+ o. 5i mlv 2 (2.22C:l 

2 2 

De l• ecuación <2.2l se puede encontrar 1'1 presi6n. Se t1ene que 

• V 
p 

r 
+V [u - ( r U )r ]r 

r r 
rr 

si •• &ustituye la ecu•ción <2.20>, encontramú5 que el 

s•gundo tRr•ino del lado derecho se anula, por lo tanto: 

p 

A continu•ción se van a sustituir las ecuaciones <2.21a> y 

<2.21b). •n (il). De la ecuación <2.21a) tenemos: 

2ab ln<r> ] <Ir 

Integrando ~e obtiene: 

p r• ,. [ ln<rl- 1 ] + PC:>, !2.23al 

dónde P<:> cte. Y ademAs m/v -2. 
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De la ecuación C2.21b) y la ecuación Cil> se tiene: 

2 a b r'""'...-1 
] • 

Integrando queda: 

2a b 
p + ----------- + (cte.> >< z , 

2[Cm/"l + ll mi" 

&i m/J.J" -2 • 

A continuación se va a calcul.ar la vortic1dad. Sabemos qu• 

~=V X lf 

en coordenadas cilíndricas es: 

y como suponemos que nada depende de y de •se tienes 

a., 
..,.~ Ci2.al 

llr 

y 

11 
w•:: ( rv> ' Cl2bl 

r llr 
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donde w•z , w•• y w•r son las componente~ de la verticidad en las 

direccionas r, z y f respectivamente. 

De las ecu•ciones <i2a) y <2.22al se obtiene: 

.... : [ - G e 

2!b+I) 1-b 

por lo tanto derivilndo se encuentra que: 

G .... !2.25al 
2!b+I) 

•i m/a.i=O, de las ecuilciones <i2a> y <2."22b> re!iulta: 

" [ - G 
r

1 + e ln!rl + D w•f = -
llr 4 

da doda1 

G C .... r - (2.25b) 
4 r 

: [- G 
r

2 
[ l n < r l - l / 2 J + 

2 

por lo tanto: 

.... G r ln(r) + C r (2.25c:) 
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De ti2b1 y <2.21•> &e encuentr• l• relaciOn: 

~--{ r [ ~-- + b .,.. ,.. .. ln<rl ] } 

por lo que: 

b .... , 51 m/'v = -2 

Por últi•o, de las ecuaciones (i2b) y <2.Elb> resultaa 

t.>•z 
r 

w•: = t (m/t>J + 2J b rWl.l"V s1 m/v ..- -2. li!.C!bbl 

Hemos obtenido las ecuaciones que nc.s describen un fluJo con 

&imetrta azimutal en el que solo h•y dependencia r•díal. A 

continuación se muestr•n los 1'"esultaders obterudos: 

u 
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m 
&i = -2 

<2.21al 
V 

11 
, si .. -2 

(2.21bl 

G 
r•+ 

e 
r•-b + D (2.22al 

2(b+1) 1-b 

G ... ,..•+ e ln r + D si m/v = o <2.22bl 

" 
G a rª< ln r - 1121 +e r I 2 + D &i mtv 2 <2.22cl 
2 

.. 
dond• G ----,&s un• constante; b ,,., ... v-m I "'· La soluc10n para la 

paª pb1 ln 1 
r -~· [ 1] 

{: 

- ln<rl - ' si m/v -2, <2.23al 
2rª rª 

p. 

paª pbªrª' '""'"'>•U 2 a b r...,.v 

+ --------------- + ---------- Sl m/L' " -2. <2.23b) 
2rª 2r <mlvl + 1] m/V 

Por ~ltimo, la vorticidad est~ dada por 

o ' (2.24) 

44 



G e 
m/V .. o C2.2S.al r - --b lii .. 2 2(b+I) r mtv 

G e 
.... = r - '" mlv o Ci!.2Sbl 

4 r 

G r In Crl + e r si m/V 2 C2.2Sc:I 

{ b I 
r• 51 mlv -2 C2.l</bl 

c.>• ... -
m/V 

Cm/V + 21 b r Sl m/v .. - 2 C2. l</b) 

En todo este conjunto de ecuaciones a, b, m, G, e, y D •on 

ccinGtanteG que son determinadas por las condiciones de f'rontera. 

A continuación vamos a. ver los casos que nos son de intar•&, •n 

el eatudio de vórtices. 

C.al Vórtice de R.anklne 

En el caso en que todas las conGta\ites son cero encepto a y b 

se encuentr• que las únicas ecuaciones que son distintas de caro 

son la (2.15al , la <2.15bl y la C2.19b> que 

ecs. (2.10) y <2.11) mostradils en el inciso 

2.1.1. La ecuación · (2.19> indica que 

coinciden con l~s 

(e) de la &ecci~n 

la verticidad "" 
numéricamente igual a dos veces la velocidad angular con que rot• 

el fluido. Afirmación que se habia hecho e\1 la •ección mencionad•. 

Pa.ra que la solución sea exactamente l~ misma •élo h~y que 

definirla por intervalos y así reproducir el resultado par& al 

vórtice de Ra11kine. Si además se pide que a= o se encuenta que la 

solución a la que se llega es a la encontrado. en el inciso (a) de 

la sección 2.1.1 que nos describe un flujo que se mueve como un 

cuerpo rígido; y por últimt• para el caso en que b = fJ &e recuperill 

el resultado que describe un vó1-t1ce potencial. 

<B> Si ademáis permitimos que m ,. o, iie recupm-an la& 

ecuaciones (2.12>, (2.13> y <2.14) de el inciso (e) de la seccidn 

2.1.1.Esta solución ya fué d1scut1da en la sección menciona.dil. en 
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••t• c••o la presión estA dad• por las ecuaciones <2.23al y 

<2.23b>. Si Ademas ae relaja la condición w O y se hace v-=o. se 

recup•r• el inciso (e) de esta misma sección. 

(C) Ahor• supongamos que b e O y todas las demas constantes 

•on distinta• de cero. Para éste caso tenemo?: 

u = m I r , • v • a I r + b r("'/V• ,, 

·y w cumpla l• •cuación (é!.22bl. 
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2.2.2 DEPENDENCIA EN r,z. 
La solución que se encuentra en eete caso es la de L•vi 

discutida en la secciOn 2.1.4. Lo quo se hizo fué suponer que 

u=wi=O, y v=v<r,z). Entonces de la ecuaciOn <2.3> se obtiene: 

desarrollando la derivada quedaa 

,, u . 
v,,. + ---- -

r r" 

+ ,, ... 

suponiendo que v es separ-.ble y haciendo 

v = R<r> Z\z) , 

se obtienes 

dªR z dR z R 
z + z + 

d r r dr r 

dividiendo entre ZR, y reagrupando d.:u 

d
2

R d R 
+ 

R d r• r R d r • r 

o . 

d
2

Z 
R 

d~· 
=O 

dªz 
z z d z 

hac1e\1do cada miembro de la ecuac16n igual a >..ª, por depender d• 

distintas variable!j,se encuentra: 

d R 
+ r o • 

d r 

y o • 

La primera de estas ecuaciones es la ecuación modificada de Bessel 

y sus soluciones so11 las funciones modificadas de Bessel de orden 
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uno d• la pr1••r• y segunda clase t9l. Por lo tanto las dos 

•olucione• tnd•pendientes para R son: 

R = a l o • y R • b K o • 

La se;und• •cuación e• la ecuación del o•cil•dor armónico (9l, 

cuya• soluciones &on funclones trigonométricas y la solución 

Qeneral ••: 

Por lo t•nto d• las ecuaciones C•> y (••> se obti•ne que la 

eolución par• v ••1 

V • CDS ( ~z - a ) a 
{ 

a 1 

b~ 

Si la •olución dw arriba •• define por intervalos, se recupera la 

•olución de Levi discutida en la secciDn 2.1.4. 

2.2.3 O.p•nd•ncl• •n r,t 
A continuaciOn •e va a suponer que sólo se tiene dependencia 

•n r,t. Entonces de la ecuación C2.1) se obtiener 

V f(t) 

u = 
r 

pero a nosotros nos interesan las soluciones que sean finitas •n 

el origen. Se pide eDta condición debido a que se desea comparar 

con la parte a~perimental. Se podria hacer como en alguna de las 

soluciones anteriores , en las cuales se definen las solucione5 

por intervalos, p•ro a nosotros nos interesa encontrar soluciones 

que e5tón definida& en todos l•do~ y que describan vDrtices, por 

lo t•nto h•cemos f=O y entonces u = O. 
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Ahora de la ecuaci6n (2.3) 9e encu@ntra: 

V l = V [ V rr + -~~ - -~. ] • 

rv e~ y vt = t , entonces la ecuación de •rriba •• 

transformtt a: 

(ó!.30) 

La ecuación <C.30) se va a resolver por el método de semejanza. 

Para ésto, se van a hacer las siguientes sustitucionea1 

5 e rª tfl y g = rl' t 6 GC5) 

Haciendo las derivadas que se necesitan en (ó!.30) y 

sustituyendo S se encuentra que la ecuación &e tr&nsforma en1 

• ,. 
arªt(IG'l .. t/1 G' l [µG + [ 6 G + (1 r ' 

de donde, haciendo: 

a 
r a 

5P (1 ,y p e a, 
2 

queda: 

a.• sª G 11 + [ a e a + Cµ - 1 > - a + 
a 

sP J sQ/ª G' + 
2 

[µ Cµ-1 l - µ - 6 5P l G = O • 

Ahora, haciendo a= 2 la ec:uaci6n se reduce a: 

4 5 2G" + [ 4µ > · 5 l 5 G' + [ µ ( µ - 2 > - 6 5 l G =O • (ó!.31) 
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A continuación se v• • resolver esta ecuación pr1mero para un 

c••o ••pecial y luego en gene1-al. 

<a ISOLUCION DE LA118 

Supongamos queµ= 6 =O, entonces (2.31) se reduce a: 

4 s1 G" + sª G' = o , 

rearreglando se obtiene& 

G" 

G' 4 

tntegr•ndo la ecuación con respecto a S: 

G' A exp 
[- 54 ] 

Volviendo a integrar, y regresando a las variables originales se 

obtlen•• 

V = 

Y.como se quiere una solución finita en todo el espacio, en 

particular en r=O , entonces haciendo A=A/4 y B='t 1-e~ul ta: 

V = 

y esta es la solución de Lamb, que se discutió en la. sección 

e.1.e. 
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CblSOLUClON GENERAL 

Lo que • cont1nu•c10n se va • proponer es qu• G ••• d• la 

form•1 

G = A exp 
[- 4

5 ] f(5). 

•ntoncea al h•cer l•s re~pectivas deriv•das y sustituir en l• 

•cu•ciOn <2.31> &e obtiene: 

4 sªf• + 5 ( 4 µ - 5 l f' + Cµ Cµ - 21 - 5 ! µ + 6 > l f e O • 

S•• X•S/4,entonces usando la regla de la cadena y sustituy•ndo •• 

•ncu•ntr•z 

Cµ-Xl f' + C µ ( µ - 2 ) - 4 X ! µ + 6 > l f e O. 

Si •• hac• µ • O no se pierde generolidad, Y• que p•r• loa otros 

valor•• d• µ , se van a obtener ecuaciones cuy•• •olucionea 

difi•ren d• ~st• por un factor de X, el cu•l •• puede a;r•Q•r o 

quit•r para obtener la ~oluc10n deseada. Entonces si tJSO queda& 

4 x• f 11 
- 4 x• f • - 4 x 6 f : u , 

dividiendo entre 4 y haciendo 6 = -m 

X f" - X f 1 + m f O 

ahora. hac111mdo f = X Y<X> , entonces la ecu•ción se tr.an5form• en1 

X Y"!XI + (2-Xl V' !XI + <m-ll VCXl =O. 12.32) 

L•s soluciones r•gulares de esta ecuación ~on los polinomio• 

asociados de L•guerre L
911

_
1 

(103. Por lo que la soluci6n esta d•d• 

por: 

d 
YCXl = l.:...

1
(X> 

dX 
L,.._, <X> ' 

dOnde ~(>:) es el polinomio de La.querre de orden n. 
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La solución genwral en este caso e& 

V!xl = E v'"' 

dond• c•d• t•r~ino •• una &olución de 1• ecuactOn <2.32> para 
distintos v.alores de m. 

Ahar• h•ciendo k ~ m-1 se tienu1 

Y<xl = L~ 

p•ro f(x) • X V<X> y G!x) m A ""P t- X l f<Xl, por lo tanto 1 

G!Xl • A X eKp t-X l ~ (X), 

Por otro l•do •• a.t.11 qu .. 9(:<)"' r" t
6 G!xl. y tenamoli queµ O, 

por lo t•nto 1 

9<xl • A t
6 X exp t-X l i.: <X> 

inici.almente ten&•mos qu11 la funcion g<XI •Ht•b• relacionada con 

la veloctd•d v a trav•li de la relación• 

rv = v 9 

de dónde1 

A " t
6 

V = 
r 

X e•p t-Xl ~ (X). 

y ~OMD &• tani& ~t t, ento"ces X= ( - rª/4~t>, obtenemos: 

A'1< '1t > 6 -•.-

4 
exp [ -V = 
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y como 6 -m ' y k m ' entonces 6 = -k . por lo tanto: 

A r [- r • 
] l~<X> V = --------- exp 

4 "'k te k+a > 4vt 

A continuación veremos que forma tienen éstas soluciones: 

(l) k • l 

!2.32) 

En éste caso la solución de la ecuación <2.31> tiene la 

siguiente formas 

V = 
Ar 

4 ... t 1 exp [-
r" ] 

4 ... t 

que corresponde a la solución dada por Taylor. Esta solución fué 

discutida en la sacctón 2.1.~. 

111) k •2 

Para K ~ ¡¡ obtenemos ¡,¡ siguiente solución1 

[- • ] • ] B r r 

[ 1 - -~:~-; V = 
4 ... tª ""P <2.32al 

4 .. 

Esta •cut11.c10n tiene un mé><1mo en r
0

= L14vt + 2 (33) 1
.,

1vtl 1,....1 , 

•• hace caro •n r 1= CB~tJ 1/1 y luego alcanza un valor mínimo en 

r
1

• C141't - 2 <33> 1" 1..,tJ'n, para d•spués tender a cero. Nos 

d•scribe un vórtice que si uno &e introdujera en 91, observ•ria 

que ••tando en el eje de el remolino, la velocidad vale cero, 

conforme nos comenzamo& a alejar de él la velocidad azimutal 

comienzA a Aumentar hasta que Alcanza un valor m•ximo •n r = r 0 , 

y d••puá• •mpieza a disminuir hasta. hacerse cero en r r
1

, 

conform• nos •l•jamos mas da él la velocidad comien~a a aumentar 

pero ahora en ••ntido contrario < es decir, que si primero veíamos 

que •l vórtice •• movia en un sentido, ahora se va estar moviendo 

•n el otro>, haata alc•nzar un valor máximo en r r• para 

d••pues ir tendiendo a caro conforme nos vamos separando m~s. Este 

tipo da vórtic•s hasta dónde sabemos no ha sido encontrado, pero 

•• un• •olución posibl•. 
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Fig.2.6 Vórtíc• con dos ~ort<U cíttndrícas bí•n da/íní~. Las dos 

aol\49 rotan •n dirK"cion.9• contra.rta.s. En la /ront•ra cr. mabaa 

•on.aa la velocidad ct.L /lujo •• nula. 

<ill> k•3 La soluci6n en é6te caso es 

_:_:: + 3 ] 

4 V t 

Los ceros de ésta ecuac.1on se 

r 148+16/ 13> v•> Jv•, r 148-16113¡ ..,.> i•/•, 
encuentran en 

12.32b) 

r=O, 

d11 la 

veloc:id.ad están en r.= t4vt<.9155243ll y ra= t4vtl24.538205ll. El 

Villor mínimo emtA en r 
0
= C.4vttB.546242'7>J. La ecuac:iOn <2.32b) 

repres•nta. un remolino -.imitar i\l encontrado para k=2, con l• 

diferenci• de que ahor• la velocidad canib1a dos veces de ••ntído 

<ver figs. 2.7a,2.7b y 2.?c>. La~ figs. mencionadas muestran un 

vórtice que decae con el tiempo. Cada una de éstos corre~ponde a 

un tiempo f i JO, pero éstos son diferentes de una gl·Af ica • otr•. 

L• escala sobre el eje x, e• la misma en las ti-es. pero t>Obre •l 

eje y, es distinta e1i cada una. Se nota como al trancurrtr el 

tiempo la velocidad del vortice disminuye, además cada una de las 

::ona9 cilindricas en las que cambia el sent"ido de rotación del 

flujo, se hacen cada vez mas ancha&. 
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•nterlor, pero Bhora • un 
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l ·g .. 
> 
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Para loli otroti valore!> de I~, las Dolucioneta para v eatan 

dada$ por la RCUiiCíón t2.32>. Estas soluciones son f1n1t•s en todo 

•l e5p•cio. 61 tomamos el límite r o, encontr•mo• que v=O. 

Ahora, en el límite en que r 

Fí~1carnente este conjunto de soluciones, describe vórtice• en lo• 

que el 'flu30 se encuentr¡¡ en reposo en st...1s ejes y muy lejoli de 

é&te el fluido n1 se entera que e:ciste vórtice, lo cual •• ~uy 

r•zonable. En lo que re&pect• • qué sucede en la parte 1nt•rmed1• 

entre é$t05 dos limites depende del valor de k. Par• k=n tenemos 

que la velocid~d tiene n ceros< e&to lo podemos •segurar debido • 

que los polinomios de Laguerre son bien conoc1do5 y la soluc1&n 

•ncontr•d• e5t~ en términos de ello~>. Entonces tenemoa que l• 

velocidad cambi• da sentido n-1 veces, en dichos vórtice•· T•mbi•n 

podemos aseguror que conforme tra.nscu1-re el tiempo, c•da uno de 

~~tos v6rttces decae, las zo11as cilindr1cas en las cualeg la 

velocid•d cambla de &entido se hacen mas grandes, y la velocid•d 

disminuye en forma similar a la ilu~trada para el caso k=3. 

i!.4 DISCUSJON 

Se han obtenido solucion~s que describen vórt1ce6 con 

di6tint~s propiedades. Unas Gól~ dependen de la distancia radi•l, 

otras de las coordenadas radial y axial, y las otras de l• radi•l 

y temporal. Todas estas son soluc:1ones e);actas a las ecuaciones de 

Navier-Stohe1:>, toda¡¡ el 1 as conocida ti. excepto 1 as e11c:ontradas en 

el inClfiO lB> de la sección 2.2.4, que aparentemente son nuev-.s. 

Eatas ~ltimas describen v6rtices cuya velocidad está definida en 

todo e-1 P.spac10 y tienen las prc•picdades mencionadas en dich• 

Et.1CCión. Todas e'itas solucic:11u.n:. son linealmente independientes, 

por lo cual la¡¡ podemos sumar", y modelar con el las distintos 

rumolinos. Estas fiOlLlc1ones contienen como case• particular 1• 

solucion de Lamb y la,»olucion de r~ylor. También abren u11• nueva 

perspectiva para la física experimental: tratar de realizar 

experimento~ de v6rtices, en los cual~s el fluJO cambie su 

d1recci611 de rot~c1~n al ir variando la distancia radial al eJe 

del remolino. 

En el s1gui~nte capitulo vamos a describir el ~x,ar1mento 

real1~ado an esta tesis. 
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CAPITULCi 3 

DISEÑO Y CONSTRUCC!ON 

3. l Introducción 

'Como podemos producir un vórtice?. Esta es la primera 

pregunta que uno se hace al tratar de construir un d1spos1t1vo 

experimental para estudiarlo. Hay varios tipos de vórtices que se 

pueden observar o generar en una. forma 1·e1at1vamente sencilla en 

un labora.torio. Casi todo mundo ha observado el famoso vórtice de 

desagüe, cuando se lava uno las manos puede ver que al escaparse 

Rl •gua del lavabc. se produce un remolino. lo mismo sucede al 

destapa.r la tina del baño. Este vórtice fácilmente puede generarse 

si uno llena un depósito de agua y al depósito se le abre un 

agujero en el fondo: al destapar dicho agujero y darle un 

movimiento inicial al agua, se produce este remolino. Ot1-o vórtice 

que es muy conocido para aquellos que gustan de remar o Jugar con 

el agua, es aquel que se forma cerca del remo o detrás de la mano 

si uno está jugando con el agua.Hay otro remolino también muy 

común, e& el que se forma cuando cuando se l le11a de agua una 

cubeta, sí uno observa el agua conforme se va llenando la cubeta 

se dará cuenta que a cierto nivel del agua aparece un remolino muy 

cerc~ de la boquilla de la manguera, y este remolino permanece ahi 

en un intervalo ti.h del nivel de agua, saliendo de éste intervalo 

el remolino desaparece. Pues bien, estos son tres de los vórtices 

mas conocidos y fáciles de producir. Como se mencionó en la última 

sección del capitulo 1. lo que queremos determinar es el campo de 

velocidades de un v6rtice. El vértice que vamos a estudiar es 

aquel que se genera al estar llenando una cubeta. Este remolino 

f"ué estudiado ilucialmente por Lev1 [9). El dispos1 tívo 

experimental consiste de un tanque cil:l.ndrico, que se llena de 

agua hasta. una cierta altura, y un tubo a través del cual Se 

introduce un chorro de agua .. En la boquilla del tubo se produce el 

vOrtice. Este vórtice es muy inestable, por lo que es 11ecesar10 

colocar un sistema de estabili::adores. El propósito de Levi era 

determinar el porqué se producía éste vórtice. lambién encontrO 
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que •l chorro•• extendia h•sta un angulo un·poco mayor de qoº con 

r•specto a l• dirección en que el jet e6taba dirigido. MidiO la 

v11locidiad del chorro en distintos punto.s y encontró que iba como 

urscte. Bien, a nosotros lo que nos interesa no es saber el porqué 

se produce el vórtice, lo que queremos es ver como es la 

di&tribución de velocidades en uno de estos remolinos. Se 

construyó un dispositivo experimental siguiendo la idea de Levi. A 

continu•ción vamos a describir el dispositivo experimental. 

3,e Dlepoeltlvo ••p•rl1Nntal 

A grandes r•sgos, el dispo9itivo consiste de los siguientes 

•l•m•ntosa 1) Una caja da acrllico transparente. <2> Un tubo de 

ent1-ada, (3) Un tubo de dasgüe v 4> Una bomba pa.ra recircular 

•l agu• ,<ver fig. 3.ll. 

Fig. 3.1 S. auestra •l. dispositiuo •xp111ri-ntal.. et:> caJa d• 

acrtli:co, C2) Tubo W. •mtrada, C3) Tubo cút d.91104Ü• y C4) Bomba 

para recircular •l. Q6UO.. 
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3.3 D••cripclón del di&positivo 

C•J• de •crilico 

El dispositivo consiste en una caja rectangular de •crálaco 

de 45cm x 48cm xE6cm, El remoline• se produce P•r• un tlr•nt• 

(altura) de agua de 6cm, y es independiente de la simetria del 

depósito; sólo depende del gasto del jet de agua, la incltn•ción 

del tubo de entrad• y el tirante • El remolino se produce en l• 

boquilla del tubo de entrada 

superficie del •gua. El 

y su e Je es perpendi.cul•r • 
prop¿.si to de esc:oJer el 

rectangular, es que al momento de tomai- fotos o 

las imAgenes no se deforman. 

Tubo d• entr•d• 

video, 

depósito 

de lado, 

El objetivo de este tubo es que pe•r él entra ,un g•sto 

constante O, de tal forma que produc~ un chorro que al chocar con 

el fondo de la caja genera un remolino. El diámetro de la boquilla 

de el tubo es de 7mm. El v6rtice se produce cerca de la boquilla 

del tubo, y su eje es vertical. El tubo forma un ángulo de 43 

grados con respecto al fondo de la caJa. óptimo para producir un 

vOrtice lo suficientemente ancho que nos permite determinar el 

campo de velocidades en la superficie. 

Tubo de des•güe 

El fá.n de este tubo es el de mantener constante el nivel del 

agua. Un extremo está conectado a una bomba de .agua, y el otro 

eMtremo está dentro de la caja. Al igual que el ot1-o tubo también 

toca el fondo de ésta. La cantidad de aqua que se e:<trae de lil 

caja con éste es la misma que se introduc~ por el otro. El 

diámetro interno es también da 7mm. 

Bomba de •gu• 
Para asegurar que el volumen de fluido que entra a la caJa 

por unidad de tiempo sea igual al que sale. se ut1l1=a una bomba 

conectada de un lado con el tubo de ent1~adt\ y del otro con el de 

desagüe. De esta manera. el agua extraida es igual a la que se 

introduce, y así se puede mantener constante el nivel del agua. LA 
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bomba usada fué una sumergible en agua. 

HI las p•r•l•las 

Estos son dos hi 106 de nylon pintados de neqro con un 

marcador. Esta11 colocados unos milimetros arriba de el nivel del 

agua. La utilidad de éstos es que sirvan como referencia de 

distancia, al momento de la obtenci6n de datos • La distancia d• 

separaci6n entre los hilos es d=5.B!.05 mm. El grosor de los hilos 

es de .2±.05 mm. 

L•OIPAr• 
Utilizamos una lámpara de 3(10 watts para iluminar las 

particulas que colocamos en la superficie del agua en el 

(en la siguiente Qecci6n ei:plicaremos con detalle el 

depós1 to 

tipo de 

partícula utilizada>. La iluminaci6n se hizo por arriba de la 

caja. 

3.4 VISUALIZACION 

3.4.1 VISUALIZACION DEL FLUJO 

Una ve~ generado el v6rtice. el siguiente paso fué trat•r de 

obtener información de sus ca1-acterí.stu:as. Esto nr• es simple. ya 

que estamos tri'bajando co11 fluidos, y é~tos, cuando :e observan, 

no presentan estructura. Si uno se acerca a un río y lo observa, 

se dará cuenta de que no podrá saber si éste fluye o no, a menos 

de que vaya arrastrando piedras u c•t,-os c.bJetc•s, o que tie formen 

burbujas a su paso. Cuando se ve pasar un av16n. los remolinos que 

se forman en el ~ire a su paso, no son v1siblas. Por otro lado, si 

observamos con atención un remolino en el a.gL1a, lo ünicc1 que 

podemos decir es que ahí está, y C5to sólo porqLtE' vemos que el 

agua se hunde. y se forma un hoyo. No podemos dec i 1- en que 

direcci6n se está moviendo. n1 c¿mo eo11 sus lín~as de corriente, 

en fin, no podemos decir nada de sus va1-iables de campo. én c.;mbio 

si se le depositan partícL1las, se puede ver cOmo se mueve11 éstas y 

así se sabe como se está moviendo el agua. Los métcidc•s de 

visuali~aci6n consisten en agregar a los fluidos ya sean 

partículas o tinta con el fin de poder decil- algo del 
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comportamiento del campo de flujo. 

3.4.2 METODOS UTILIZADOS 

Los metodos que se utilizaron para visu~li:ar el flujo fueron 

los siguientes: 

1). La primera técnica que se uso fue la de usar un medio de 

contraste Cshampoo HiS>en el agua. Con ésto se logr6 tomar 

fotc•grafias y ver cómo iban las 1 incas de corriente en un instante 

dado. Pero con ésto no se pudo decir nada acerca de la magnitud 

del campo de velocidades del vOrtice. Para ésto se tuvo que usar 

otra técnica. La proporci6n de Shampoo fué de 10 ml por 4.6 litros 

de agua. 

2). El segundo método fué el de colocar polvo de aluminio en 

la superficie del agua. También, se diluyó shampoo en la 

proporción de 10ml de éste por 4.6 litros de agua. A esta mezcla 

se le agregó una cucharadita cafetera de anilina negrd.. Esto se 

hi:o con el fin de que, al momento de tomar fotos, las partículas 

de aluminio contrastaron con el agua pintada de neqro. Así. 

d.1.ndole un tiempo de e}:posición a la cámara, se pueden obtener las 

trayectorias de las partículas y con éstas la velocidad tanqencial 

de las mismas. El tiempo de exposic1é·n fué de 1/15 de segundo. Las 

partículas se iluminaron como se mencionó al describir la lámpara. 

Con esta técnica se logró obtener las fotos que sirvieron para 

eKtraer datos y poder determinar experimentalmente la forma en que 

variaba la velocidad a:imutal v en la dirección radial <ver 

'fig.3.2). Cabe mencionar que debido a la simetría, se usaron 

coordenadas c i 1 indr icas ~ 
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Fl~.3.2 /oto tlptca ~ la cual •• obtuu<•ron ctatoa. L... ll,..... 

trCl.8ada.s en l6•ta. r•pr•••nta las tray•ctoría. ••,,..tdaa por lcu 

part(cula.. S• conoce la díatan.cla •ntre las dos ltnea. pa.ral•la., 

Lo cual nos •!ru• para interpr•tar datos. 

3.~ OBSERVACIONES 

El vórtice qenarad~ por este d1spos1t1vo es un vórtic• 

inestable. El DJü del v¿1·t1ce es vertical. Lo que se ob~erv• es que 

conformo transcurro el tiemp,., el ~vórtice s:;e vuelve ancho y 
1' 

de•puéa UQ Vl1elvo ill1gostc~ a.damas de que crece y decrece • lo 

l•rgo do \"lll eJo. Después des"pa.rece para volver a aparecer, y 

duspuOs iou pt·&scnta un fen6me1io s1m1 lnr al anterior. No se hi;:o 

íDQlutrD dQ} c0mp~~t~m1ento tempDr~l. 

3.b OBTENCION DE DATOS 

So tomtwon t"otos del vcrt1cr.. Las fotografía5 tomadaG fuer'on 

d'3 li\ superf1ciD del remcd i.no. En las fotos se observan l•s 

tray~ctori~~ n~guida~ por las particL1las en el interv~lo de tiemµo 

qua se tom~ron las fotos (vm· figura 3.2). Suponiendo ql1e en est• 

peque~o tntnrvalo de t~empo la velocidad es co11stante, se puede 

obtr.mwr llli\ mlllgn1tud de li\ velocidad para ci\da una de las 

p¿u•ticul~B. Se conoce el tiempo que duró la exposición~ y se pu~de 

mod\r la di~tanci~ r~corr1da, entonces se puede calcul~r la 
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~•1octdad • p•rtir de la rel~ctón: velocidad = distancia / tie~o. 

Oe et1it• fílrma ._e deterounó la velt1cidao para cada partícula. Hec:tlo 

&ato, se procadit • medir l• distancia de cada partícula al centro 

del r•niollnC1. f.t c.ontinuaci¿.n se muestran los datos obtenidos para 

. una d• l•., fotci6 ... 

dl•tencle '-'•locidad 

(lftt• 1 :5><10- 6 mtsl <mts/s 1 7xl0 -· mt6JS) 

.013 .210 

.ose .200 

.027 .13b 

.03í? .llb 

.039 .105 

.033 .llb 

.034 .105 

.021 .1'<7 

.031 .105 

,037 .094 

,050 .074 

.054 .ose 

.0:51> .052 

.06b .052 

.0<!9 .13b 

.036 .llb 

.054 .054 

.o:m .042 

De•pUé5 de obtener los datos para cada foto, se procediO a 

or•f lc•rlo~. En las figura~ 3.3a y 3.3b se muestran las qráf1cas. 

En c•da grafi.ca hay tres conjuntos de puntos. Hay un símbolo 

dáatinto p•ra cada uno de éstos. Cada conjunto de puntos pertenece 

a un• foto di.st1nta. Loo. errores en la tabla no toman en cuenta el 

hecho de que el eje 5e determinó visu~lmente. Estimo que la 

~nc•rtidumbre, en dicha determinación~ fué de unos 3mm. 



Cc:ol 

. .. . . ::. ·.~ .... 

... 

.. -· 
¡• 

r(m)"' 
Distancia radial 

·. 

·:.: . 

... : .. .. 
.. ,.1'"n~~,T."".~~,MT""~~,.,,..,.,...,.,...,.,...~ 

(b) r(m) 
Dislan~lt1- .radial 

Figs 3.3a y 3.3b. S• mu•stran las ~rá/icas obt•nidas d9 to• dato• 

•xi:-rim.ntal•s. Cada 6ráfica conti•neo tr•s distintos conjunto• de 

puntos, corrr•spondiBntes a dist inta.s fotos. S• 6Ta/i.ca •n •l •i• 
y, la velocidad a.zim.u.tal. en nv's. y en •l. e;'• x, la di•tanci.a 

radial •n ln8tros. 

3.7 RESULTADOS 

Los resultadbs cibtenidos fueron los =1gu1entes: 

A las seis gráficas mostradas anteriormente, se les ilJUstó 

por mínimos cuadrados una función de la forma y=i'\xb <ver gr.lfica• 

3.4a y 3.4b). Para todas las g1·áficas se encontró que el exponente 

de la x es negativo, por lo cual es un vó1-t1ce en el que l• 

velocidad decae con el tiempo. C~da conjuntc1 de datos está tom~do 

a un tiempo distinto al de los rest~ntes, es decir • nos describen 

al v6rtice en distintos instantes de tiempo. A continuaci6n •• 

muestran los valores de a y b, para las distintas gráficas. 

a b a b 

4.82x10 -· -0.885 6.56xto-• -(1.724 

3.68x10 -· -0.966 5.49x1C>-• -0.820 

6. tBxlo-• -0.765 6.33xto-• -0.86l) 
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A continuación se 11u.1:estr'an las gr'Afl·cas con los ajustes 

mencionados anteriormente: 

! ... 

... 
fOl di•t.ncia radial (m) 

;; 

r 
"' ..... 
~ 
.!! ... , . • 

...,4rt~ .... ~...,,""'~""'""'~1JT"~n::J 
disll.ncie ;:dial (m) 

Figs. 3.4a y 3.4b. 5• m"*•tran La. ~ráficas da las fi~s. 3.3a y 

3 .. 3b. con l.a. di/•r•nci.a d9 ql..W ahora 1• lw'fltDs CJjtUttado por m.t.nimos 

cuadraclo• una curua cado conjunto da dato•. Las curvas qu. s• le 

aju..taron a cada conJ'unto tJ. da.to• apc:a.r.-c•n como continuas. 

3.8 DlSCUSION 

Se encontró experimentalmente que la velocidad de las 

p•rticulas dec•a con la di;tanci• con una potencia inversa: de 

•sta. Cada una de estas gráficas corresponde a un tiempo distintc. 

Por lo cual no debemos esperar que sean exactamente iguales. 

Todas esta& curvas corresponden a partículas que se encuentran en 

la superficie del vórtice y separadas de su eje. El comportamiento 

cerca del e Je no µudc. ser 

decir n•da de lo que pasa 

encontraron, fué que al 

determinado, 

ahi .. Otra de 

tomar lo,; 

por lo cual no podemos 

las dificultades que se 

datoG de las fotos, la 

hizo visualmente, esta 

incertidumbre no fué tomada en cuenta al momento de anali~ar los 

datos, en experime11tos poste•·iores será interesante im:luirla. 

determinación del centro del remolino se 
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Estimo que la incertidumbre, en la determinilción dliit ••t•,· fu• de 

unos 3mm. El gasto de la bomba no lo medimo•, ya que no •r•' un 

dato esencial paira alcanzar el objetivo de l• tesis. Si 

hubiera sido intereAante dar el dato, ya que el nivel d•l •gua 

••cogido y el .tngulo d• incliiiación del tubo de entr .. da, depend•n 

del g•~to de 1• bomba. Estos Ultimos los estuvimos variando h•sta 

qu• •ncontr•mos los valores necesarios pa1·a producir el vórttc• 

de&e•do, con el gasto que la bomba nos daba. A continu•ción en •l 

siguiente capitulo se darán la conclusiones y pl!rspectivas d•l 

trab•jo. 
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4.1 CONCLUSIONES 

<a>Experimento 

CAPITULO <t 

CONCLUSIONES 

La determ1n•ción del centro del vort1ce se hi:o visualmente 

en todas las fotos, y fué un poco difícil deteminarlo. Se estima 

un• incertidumbre de unos 3mm. Otro problema es que el vo1~tice no 

es reproducible, y varia en el tiempo. Sin embargo, los vortices 

que se produc i an en distintos tiempos, tenían muchas 

características en común y eran muy parecidos. Esto se puede 

•Preciar en los resultados experimentales. En éstos, se encuentran 

seis gráficas distintas, y tod•s tienen el exponente de la x, del 

mismo orden, pero están despla~adas, ya que no corresponden al 

mlsmo instante de tiempo .. Los datos que se obtuvieron sOlo fueron 

en la superficie del agua, y a p•rtir de una distancia 

del remolino, que no fué la misma para tedas las fotos. 

r del 
o 
Para 

eje 

una 

de ellas tenemos r 
0

= .013 metros. El método de visuali::ación 

utilizado fué efectivo, ya que nos permit1C. determinar en la 

superficie, l~ distribuc10n de velocidades. 

<b> Teoría 

Se obtuvieron soluciones aparentemente nuevas, que describen 

vórtices que decaen e11 el tiempo. Estas soluciones son las 

encontradas en la sección 2.3.3 inciso <b>. que tienen la 

propiedad que son todas linealmente independientes, por lo cual 

podemos sumarlas y describír con ellas una gran cantidad de 

remolinos. Además, la solución general tiene como caso pa1-ticular 

la encontrada por i..amb. Para k>l, tenemos remolinos en los cuales 

la velocidad cambia de dirección al alejarse del eJe .Estas 

soluciones no le ponen restricciones a la compc111ente a~aal de la 

velocidad, por lo que lo que se obtiene es una extensión de las 

soluciones de Lamb y Taylor, porque en el caso que se resolvió, w 

puede ser distinta de cero. En la parte te6r1ca, 
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también se recuperaron soluciones conocidas a las ecuaciones de 

Navier-Stokes para flujos con simetría c1lindrica. 

(e) Teoría y el<pe1·imento 

No •• hi~o una comparación entre la teoría y el exparimento 

en la cual podamos decir cuantitativamente que tanto se aleja una 

de otra. 

4.2 PERSPECTIVAS 
<1> Triltar determinar el campo de velc•c1dades en la v•ncind•d 

del eje del remolino. 

<2> Hacer una relación entre el gasto de la bomba, el tirante 

de agua y la inclinación del tubo oe entrada, para los cuales •• 

produzca un vórtice lo sufientemente ancho para poder determin•r 

el campo da velocidades en la superficie. 

(3) Hacer modelos con las soluciones teC.r1cas aparentemente 

nuevas, que se ajusten a vort1ces conocidos. 

(4) Tratar de relacionar en forma estrecha los result~do& 

teóricos y experimentales encontrados. 
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