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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo, consiste en determinar el
campo de velocidades de un vértice. €1 estudio de dicho vortice se
hace tanto en forma experimental como tedrica. En lo referente ‘a
la parte tedrica: se obtuvieron soluciones exactas a las
ecuaciones de Navier-Sokes para flujos con simetria ciliwdrica
{Azimutal). De dstas, unas son las ya conocidas y las otras,
-aparentemente, son scluciones nuevas. £n la parte experimental: se
logrd obtener el perfil de velocidades en la superficie del
remolino estudiado, a partir de una distancia LIPS 013 metros. Se
probaren dos distintos métodos de visualizacién de flujes: uno
consistisé en ponerle un medio de contraste al aguaj; y el otro en
colorear el agua de negro, ademds de mezclarle el medio de
contraste, para después agregarle particulas de aluminio. Este
Gultimo método fué el que nos sirvid para obtener datos vy poder

encontrar el perfil de velocidades en la superficie del vértice.



CAPITULD 1
INTRODUCCION

1.0 ANTECEDENTES HISTORICOS

Los vértices han llamado la atencién del hombre desde la
antighedad hasta nuestros dias. Los encontramos en las leyendas vy
mitos de las civilitaciones antigias. Comunmente se les encuentra
asociados a deidades malignas (1]1. Esto lo podemos apreciar en un
pasaje de la Odisea, de Homero, en donde en una de Sus aventuras,
Ulises logra escapar de las fauces de Caribdis, la cual era un
gran remolinc en e! agua. Tambien los wvértices servian para
transportar a los dicses malignos, cuando éstos tenian que ir a
sus moradas, o tenian gque bajar a la tierra para castigar a algun
vmortal. En la India hay tribus gue ejecutan sus danzas en caminos
espirales, ésto debido a que de acuerdo a sus creencias. los
demonios usan estos caminos., Segan la cultura Japonesa un dioe
dragen era el causante de los remolinos en el aire. Esta idea fue
encontrada también entre los sumerios, quienes veneraban a divses
de los remolinos en el agua. Asi como éstos, muchos otros pueblos
en sus leyendas explicaban los fendmenos naturales como tcausados
por los dioses. Posteriormente, durante los sigles VIl y V1 a.C.
ocurrid en Grecia un gran cambio del pensamiento. Apareciercn los
filésofos, quienes comenzaronw & explicar los fenémenos de La
naturaleza con argumentos profundamente distintos., Los fildsofos
jénitos expresaron principalmente una idea: reemplazaron las
analogias antropomerficas por argumentos impersonales Yy
mecanicistas. La formulacién da oreobiemas (mas que de [-101-3
réspuegtas) tales como: JCuales son los elementas da los que estd
formade el universo? y JCémo fué creado el cosmos a partir del
caps?, fue una gran aportacién de los pensadores griegos, y puede
considerarse comp el nacimiento de la ciencia {11.

De las ciudades griegas que dieron lugar a nuevas ideas,
destaca Mileto. A esta esuela pertenecieron: Thales (&24-546
a.C.), Anaximandro (610-545 a.C.) vy Anaximenes (585-588 a.C).
Ellos creian en una séla sustancia primigenia en el universo a



partir de la cual se habia creado tode. Anaximandro fué el primeroc
an dar la respussta a la pregunta de cému se bhabia separado la
materia en la creacidn del universo (1}. La explicacién de dicha
creacion fue el vértice. Su idea venia del concepto mitolégicoe del
remolinc césmico. Anaximandro creia en la evolucién del umverso y
en que el vortice habia jugade un papel importante en transportar
la materia pesada a su centro, para formar ahi la Tierra. La
materia ligera quedaria en sus alrededores, tal como el oceano vy
el cielo. Esta idea fu# tomada por Anaximenes y postericrmente por
Empedocles (492-432 a.C.) y Demserito (4460-370 a.C.}. La opinisn
de Empedocles diferia bastante de la de los Mileslos, ya gue &1 wo
creia en una sustancia primigenia, sino en cuatro que eran: el
agua, @l aire, la tierra y el fuego. Ademas ¢1 pensaba que las
cosas no s€ Movian por s#i solas, sinc que ‘1o hacian debido a un
impulso. Este impulso lo podriamos relacionar actualmente con la
fusrza. €] distingue dos tipos de "fuerzas": la de atraccisn y la
de repulsisn. Con ésto Empédocles da una explicacién del fenémeno
de la taza de te. Este fenomeno es el que se observa al hacer
girar la taza: las particulas sélidas se acumulan en el centro del
fondo de ella. Empédocles explicé este fendmeno diciendo que cerca
del fondo la fuerza de atraccién llievaba a las particulas a unirse
a 1a superficie sslida, y sin embargo en la superficie la fuerza
de repulsisn las separaba de éste. En analogia a ésto es que
Empédocles suponia que la Tierra se habia formado en el centro del
remolino césmico.

Poateriormente, en el climax Yy al final del desarrollo,
presocrdatico, Leucipo y su estudiante Demdcrito, desarrcllaron la
idea de que la materia estaba constituida de particulas
indivisibles llamadas "Atomos". Demécrito supuso que el movimiento
gesordenado de los Atomos cambiaba a uno ordenado. a través de una
serie de procesos. Ademds consideraba al movimiente vortical tan
basico, que veia en éste la ley general de la naturale:za.

El cambio de la concepcidn miteoldgica al puntc de vista
mecanicista llevd consigo una critica a los dioses del Olimpo.
Desde que se cuestionan los argumentos fisicos,. se pusoc en duda

el poder de los diocses y su esistencia. Sin embarge, los fildsofos



iénicos adn estaban embebidos en eus tradiciones mitologicas vy
pensaban que sus ideas no contradecian a éstas, SIN0 Que eran  un
maravilloso complementoe (11, Esta situacién cambié 100 aRos
despues, Empédocles Yy los atemistas tenian araumentos puramente
mecanicistas. El espiritu de esta época provocaba criticas a la
humanidad. Atenas (después de la caida de las ciudades del Asia
Menor por los persas) se convirtiec en el centro espiritual de
Grecia . Agui aparecen los sofistas, quienes cuestionaban la
habilidad de la percepcién humana y 1la valider de las normas
sociales. Protdgoras (4B0O-411 a.C.) pensaba que la Junica fuente
del conocimiente eran las percepciones humanas. Esta idea juega un
papel importante en la filosfia natural hasta nuestros dias.
Desafortunadamente los argumentcs desarrollados por los sofistas
eran frivoles y ficticiocs, y desacreditaban todas las ensedazas.
La rea:cidn a estas criticas a los dioses y a 1a moral no se hizo
esperar, las autoridades atentenses consideraron ateos a los
fildsofos y éstos fueron perseguidos. Una victima de esta
persecucion fué Sécrates (1],

Ariststeles, que fué discipulo de Flatén (unc de los
sofistas!, tuvo una ¥tremenda i1nfluencia en la cultura occidental,
Probablemente &1 fue el primero en separar el estudio de los
fendmenos naturales de sus aspectos mitcldgicos y  filosdficos.
Ariststeles en su libro Metereoldégica describe un remolino . en el
aire,

Los autores romancs siguieron la tradicisn griega. Hay
descripciones de vértices meterecldigicos por Leucipo, Séneca vy
Plinio.

En la Edad Media las 1deas de la antigdedad fueron tomadas
parcialmente, Yy criticadas. Por ejemple en La Divina Comedia. de
Dante, Odiseo tiene un final mas dramaticeo que le que se dice en
la mitologia griega: se encuentra en el infiernc y junto con
Diomedes Tidida van eternamente en un remoline por sevr malos
consejeros. El climax en el use del arte para describir el
movimiente vortical, se llevd a cabe durante el Renacimiento, cuyo
maximo representante fue Leonardo Da Vinci {1452-1519). Leonardo

fue el primero en describir el movimiente turbulento, en reconocer



la diferencia entre vértice potenc:ial y la rotacién de cuerpo
rigtdo, y en estudiar los movimientos de vértices en canales (ver
fig.1.1})., Su conocimiento del movimiento vortical llevs a Leonardo
a hacer estudics anatémicos. Hace apehas unus anos se comprobe  la
teoria de Leonardoc de que los vértices dentro de Ia valvula asorta
0N esenclales para su buen control y funcionamiento. Hacia el

fimal de su vida Lepnardo revivié la 1dea del remolino cdésmico,

Fig. 1.1 Esquemas hechos por Leonordo (11.

Durante los siglos XVI y XVII, surgié una nueva visien - del
mundo debido a los descubrimientus de Copérnico, Galileo y Kepler.
Copérnice dié su teoria heliocéntrica. Galileo descubrid las leyes
de la caida libre, ¥y ayudé a clarifaicar el concepic dg 1nercla.
Por  ultimo, Kepler did sus tres leyes para el movimiento
planetario. Kepler pensaba que l!as orbitas circulares eran las
trayectorias naturales, y gque las drbitas elspticas eran una
perturbacién de aguellas, Creia que una perturbacidn en la Tforma
de atraccidn y repulsicn magneética causaba las dérbitas elipticas
{1]. Tambien creia que el vértice megnetico causado por la

rotacien del! Sol era la razén de esta perturbacién. Esta 1i1dea

contenia la esencia ge la teoria cartesiana del vértace (1],

La 1dea basita de la teoria cartesiana es gque la materia
tiene extensidén y coinCide con e€! espacic. En consecuencia, Nt hay
vacio y los cuerpos pueden actuar unos con otres sélo por centacto

directn., 51 un cuerpo se mueve, las particulas fluidas que lo




rodean son inducidas a un movimiento circular. £sta concepcién es
correcta para un continue, Descartes usé esta idea para . los
cuerpos celestes, gque &1 pensaba estaban adheridos a una
superficie sdlida. Pero los vdrtices cartesianos no podian
describir las drbitas elipticas de los planetas, que son descritas
por las leyes de Kepler. Los sucesores de Descartes medificaron su
teoria. Por ejemplo, Huygens tratdé de explicar la gravitacisn con
la teoria de wvértices. . En 1689 Leibniz desarrcllé un modelo
complicado, la teoria arménica de vortices, gue incluia las leyes
de Kepler. En 14687 Newton publica los Principia, en los que él
escribe que las particulas interactian unas con otras a distancia
por atraccién. Esta 1dea fueé dificil de comprender por los
cientificos de su tiempe. Gentes <come Leibniz, Huygens, vy 1los
Bernoulli, aceptaban generalmente las ideas de la teoria
cartesiana. Otra objecien a Newton fué que el postuld un  “"espacio
absoluto”, con la propiedad de que un cuerpo puede ser acelerado
sin la presencia de otra materia. En 1710, Berkeley argumenté que
el movimiento de un cuerpo sélo tiene sentido en velacién con
otro, y que el espacio absolute es 1pnaceptable. A mediados del
siglo XVIII, despueés de un perijedo corto de reconciliacién, la
teoria de Newton fué aceptada, y la cartesiana se desechd.

El siglo XIX fué una edad herdica para la mecdnica, los
nombres de Leibniz, d'Alambert, Euler, Lagrange y Laplace hablan
por si mismous. Euler fué el creader de la dinamica de fluidos [1].
Encontré las ecuaciones de movimiento para un fluido inviscido,
que hoy todavia llevan su nombre. E! fue el primereo, junto con
d'Alambert, en usar el términe matematico que hoy se concce como
"vector de vorticidad”. El sigmificado cinematico de este concepto
fué primero reconocidoe por Cauchy en 1841 .y Stokes en 1845,
Unos afos antes Navier en 1827, Foisson en 1831, y St.Venant en
1843, encontraron bajo varias hipdtesis los terminos viscosos de
las ecuaciones de movimiento que hoy se 1laman “ecuaciones de
Navier-Stokes" [11. En 1838 Helmholtz encontré los tamosos
teoremas para el campo de vorticidad de un fluido inviscido. Estos
descubrimientos diercn la base para la tepria moderwna de veértices.

En 1861, Mawwell usc los vertices comc un modelo matematico para



el electromagnetismo. En 1867, Lord Kelvin desarrollé una teoria
en la que los atomos y moléculas pueden interpretarse como anillos
de vértices. Después, hacia finales de siglo, Lord Kelvin tuvo que
admitir que la naturaleza de los vértices era inestable y decaen,
lo cual es incompatible con un modele atémico {13,

Posteriormente, durante el siglc XIX, sge dieron unas
spluciones badsicas a las ecuacicones de Navier—-Stokes [1], Después
de la Il Guerra Mundial se abrié un nuevo capitule en la historia
de la dgindmica de fluides con el desarrollo de las computadoras.

La ciencia moderna ha euxtendidc el entendimiento de los
vértices en dos formas: ha heche claro el significado del
movimiento vortical en mecanica, y ha ampliado su estudio a
otras areas {(por ejemplo la astronomia), de tal tTorma que pueden
observarse a gran escala. -

Los vértices son muy comunes Yy variades. Se producen en
distintes medios y los hay de diversos tamaros., Van desde los
vértices cuantizados ge helio liquicdo (10'. cm), hasta los de
desague, tornados, de circulaciones oceanicas, de atmdéstferas
planetarias, la Gran Mancha Fojla de Jupiter, los anillos de
Saturno, manchas solares, y Galaxias espirales (de! orden de afos
lus) (ver fi1g.1.2). Se les puede encontvar en liquides y gases. A
pesar de todas estas diferenctas de medios y tamados los vértices
tienen taracteristicas en coman, Ncsotras vamos a estudiar los
vértices desde el punto de vista de la dindmica de fluidos. A
continuacién vamos a caracterizar un fluide., y para elle vamos a
encontrar sus ecuaciones de movimiento y despues vamos a

introducir conceptos 1mportantes para entender los vértices.



T1g9. 1.2& Palrones de vériices on el sur de la atmésfera de
Jupiter. La gren mancha roja se ve a la derecha del centro
Cfotografta de la NASAD [,

Fig.l.&b Se muestra un vortice galactico C(HS51) con wuna galaxtia

satélite (fotografta del observatorio Haled [1l.




1.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El estudio del movimiento de los fluidos es lo que constituye
ta dindmica de fluidos. Debido a que los fenémencs estudiados por
#sta son macroscopicos, un fluido puede considerarse como un
continuo. Es decir, st tomamos un pequefo volumen de fluido, e¢ste
contendrd un nimerce elevado de moléculas. Cabe mencionar que
cuando hablamos de un elementoc de volumen infinitamente pequedo,
lo.p.nsamns fisicamente muy pequesio, #n comparacicon con el volumen
del sistema que estamos estudiando, pero grande comparadc con la
distancia de separacién entre las moléculas (21, €n esta
aproximacion las moléculas individuales son ignoradas y suponamos
que el fluido consiste de materia continua C3]

ta descripcisn matemidtica del estado de un fluido on
movimiento se realiza a través del campo vectorial de velocidades
G(x,y,z,v) y de dos magnitudes escalares: la densidad p(x,y,a,¢t) y
la presidén ﬁ(x,y,z.t). Todos los campos, tales como la densidad vy
la velocidad, son en genaral funciocnes de las coordeanadas
espaciales y el tiempo. ‘

Para encontrar las ecuaciones dindmicas podemus emplear dos
distintos sistemas de descripcidn, éstos son el sistema euleriano

y el lagrangiano.

Sistema eulerianc

En el sistena eulerianc nos fijamos en el fluido que pasa a
través de un volumen de contvel fijo en el espacio. Las particulas
que vemos en dicho volumen en un instante de tiempo, son distintas
a aquellas gque vemos en el instante de tiempo postericr, o las
que vimos en el instante de tiempo anterior. En este sistena las
variables independientes son las coordenadas espaciales u,y,2, y
el tlempo t [3). Aqui y en todo io que sigue, se entiende por
particula a un elemento de volumen. ‘Eneonces. 41 hablamos del
desplazamiento de una . particula  fluida, nc nos referimos  al
desplgzamiento de una meolécula individual, sino a un elemento de
volumen que contiene un gran numerc de moléculas, pero que se
gsigue considerando como un punto.



Sistema langrangiano

En el sistema lagrangiano nos Tijamos en un volumen de
control que se mueve ¢on e} fluido, Las particulas que vescs en
dicho volumen van a ser las mismas para todo 1nstante de tiempo.
Vamos a seguir la evolucicn gel elemento de fluido conforme eéste
fluye. E)] elementc wva a °rotar yv a deformarse conforme el
tiempg transcurra. Entonces, las variables independientes son
las conrdenadas espaciales iniciales Xn.Yo.Zo. y el tiempo t L[3].

Sea @ un campo, como la densidad o la velocidag del fluido.
51 observamos un elemento de fluido desde el punto de vista
lagrangianc en un intervalo de tiempo 6t, su posicidn va a camdiar
una cantidag &x,8y,4z. For calculo diferencial encontramos que el

cambio e @ esta dado por la siguiente cantidad:

& 8a -
ba = = &t + == Sx & == by + —= &=
” L & e .

Dividiendo esta ecuacién entre &t obtenemoss

ba Ba S 6a &y  8a (- -1

L e e

-3 ot [-34

st &y &t &z

El lado izquierdeo de la ecuacién representa el cambio total
de la cantidad a en el sistema lagrangianc, el cual denctames por
Da / Dt, haciendo tender &6t a U. Asi encontramos Qque ZZTU [C-EV2-13]
representa la cemponente de la velocidad en 1a  direcgién x, la

“cual denotaremos por u. En forma  similar para y y .z cuyas

componentes de la velocidad en éstas direcciones denotaremos por v

y W, respectivamente. Entonces la ecuacién antericr es la
siguientes
Do .0 -
= m s 4 (ueWMia . t.n
Dt ”t



El termino del lado izquierdo de la ecuacién es conocido como
la derivada material. Esta representa el cambic total de la
cantidad a en courdenadas lagrangianas. €1 lado derecho de la
ecuacisn representa el cambio total de la cantidag o en
coordenadas eulerianas, ya gue contiene sclamente derivadas
respecto a las variables independientes en dicho esistema. El
primer termino del lade derecho representa el hecho de gue para un
flujo estacionario, a cambia debidoc a gque un elemento dado de
fluido cambia su posicién en #] tiempo y entonces toma distintos

valores de a.

1.3.1 PRINCIPIOS DE CONSERVACION

Las ecuaciones de conservacisn las vamos a encontrar
an o] sistema de referencia lagrangiano, ya que es mas adecuado
para aplicar los principios de conservacién a un sistema  que

siempre contiene las mismas particulas,

&) Conservacicon de la masa [3)

Consideremos un elemento de fluido cuyo volumen V es
escoQido #n forma arbitraria. Si sequimos dicha masa de  fluido
conforme fluye, veremos gque su forma cambia pero su masa permanece
constante. Este es el principio de conservacién de la  masa.
La masa contenida en el volumen V esta dada por I p dV. Usando 1la

v
descripcisdn lagranglana esta masa no cambia, 0 sea

)
- Ipdv.,o . (1.2
Dt . :

v

Para encontrar una expresién mas adecuada para la ecuacicn de
conservacien de la wmasa vamps a hacer uso del teprema de
transparte de Reynolds (3). Este teorema nos relaciona la derivada
lagrangiana de una integral de volumen con una integral de volumen
cuyo integrando solo contiene derivadas eulerianas. A continuacisn

escribiremos 1la relacién que representa diche teorema para

10



cualquier campe a 3

E_Iudv=j[f‘_’+v.¢ad>]dv. ¢
Dtv v

Usando esta ecuacidén, la ecuacidn (1.2) puede escribirse:

D ap -
bt I pdV =I [ -~ 4+ 9« (pu) ] dV = 0
at
v

v

y como @l volumen se escogid en forma arbitraria, entonces
integrando debe ser nulo:

L2
~— +9 e (pily = O .
at

Esta es la ecuacicn de conservacién de la masa. Es una ecua
diferencial que impone que la velocidad sea continua, por lo
esta relacicn también se conoce como ecuacidn de continuidad.
desarrcllamos el segundo término de la ecuacién encontramos
forma de escribirla:

Dp
-+ pYd =0 . ¢
Dt ' R : -

1.3)

el

cién
que
Si
otra

1.4)

Para fluidos incompresibles p = cte y la ecuacisén de continuidad

toma la forma simple:

1]
[+]

vd «

b) Conservacidn del momento

1.5)

El principio de conservacién del momento es una aplicacidén

11



de la segunda ley de Newton en el sistema de referencia
lagrangianp, y nos dice que la rapidez de cambio del momento es
igual a la Tuerza externa que actua sobre una masa de fluido ([31.
€8 pomible distinguir dos clases de fuerzas que actdan sobre un
wiemento de fluldo. €1 primer grupo lo forman las fuerzas de largo
alcance, tales come la fuerza gravitacional Yy la fuerza
wilectromagnética, Eastas fuerzas actuvan sobre todo el elémentu de
fluido, y la fuerza total es proporcional a la masa total del
w)lemento. Se les llama fuerzas volumétricas. €1 segunde grupo 1o
integran las fuwsrzas que decrecen muy rapidamente con la
distancia, per lo cual estas fuerzas solo actdan sobre la.
supwerficie de! elementc de fluido, tales coms la presién o los
esfumrzos viscosos (2], A estas se les 1lama fuerzas
superficiales.

st ¥ es la fuerza volumétrica por unidad de masa, entonces
la fuerza volumétrica total gue actda scbre el elemento de fluido
[13]

fora .

‘v

Ahora, sl ? es 1a fuerza superficial por unidad de area, entonces
la tuerza total gue actia sobre la superficie § que -limita al
. volumen V aest

por lo que el principio de conservacisn del momento llpva a la

siguionte ecuacidn: .

iy - -
o deusI:ne«Imav , (1.6)

iz



siendo el, lado izquierdo el cambic temporal del momento total del
elemento de fluido contenido en el volumen V. El lado derecho
representa las fuercas extermnas que actuan sobre el elemento de
fluido €31.

Para transformar la primera integral del lado derecho a una
integral de volumen, vamps a encontrar la fuerza £ en términos del
tensor de esfuerzos (41,

4

1 3
Fig.1.3 Se muestra un elemento de volumen, en forma de tetraedro

con Lres caras ortogonales.

Consideremos todas las fuerzas que actuan sobre un elemento
de fluide contenido en un volumen &V. Pov simplicidad, - se tomavé
un tetraedro como voluten que contiene al elemento de fluide que
Berva a estudiar (Ver figura 1.3) [4]. Las tres . caras = ortogenales
tienen a:easﬁéﬁ.t éA., 6a‘, y normales unitarias dirigidas hacia
afuera -i, -j, -k . La cara inclinada tiene A4&rea &0 y normal
unitaria ;. La suma de las fuerzas supertficiales que actdan sobre
el elemente de volumen, a iravés de las cuatro caras del
tetraedro, es:

- .

- - - - - -
tIMISA + t(~1288s + t(-)18Az2 + t(-k)SEAS N

Debido a gque las caras ortogeonales son la proyeccién de la cara no

ortogonal en cada une de dos planes, tenemos las siguientes

13



relaciones:
SBA =N SA , SA =n BA, A = n_&A ,
] = 2 Yy 2 2

dénde Res N_s ¥y N son las componentes de la normal umitaria n
sobre cada uno de los ejes. Por lo que la suma la podemos escraibar
comos
-, - - . ‘.
L ¢tr) = Cn_ t(i) + 0 t(j) + n_t(k) 2] SA
" b's )

por lo cual la fuerza total gue actua sobre el elemento de -fluido
contenido en el volumen &V, limitado por la superficie 6&A y sus
componentes ortogonales, es

- -

- - -~ hd - - A
[-] 2 dy = pf dV + [ ttn)~ ( n‘t(i) + nyt(j) + nzt(k) .,

aﬁ donde a es 1a aceleracisén neta del elemento de fluide centenido
on V. Sea ! la longitud de unc de los lados del tetraedro.

entonces, como &V es proporcional a l. y A es proporcional L',

dividiendo la ecuacién entre ! y haciendo tender It a cero,

obtenemos para un elemento de fluido infinitesimal la relacion
- . - . - - .
tin) = \1“t('1) + nyt(j) + n_tlk). (1.7)
Tomando la componente i de la ecuacidn anterior

tin) = npno (a) + ne (b) + no, (c) ,
L x in y iy z iz

donde

P - -
t(e‘) = ck‘i + aiyg + a“L N

con e= i,j,k vy donde ¢ representa el esfuerzo en la direcéiép i

A ij
que actda socbre una superficie con normal unitaria J .

~
Introduciendo el tensor de esfuerzes o :

~ * .. RPN * .o~
o= (1)1 + tl3)) + Wk .

14



la ecuacidén (1.7) se transforma en:
- ~ - .
t=o0o+n . 1.8)

Las tres componentes diagonales del tensor de esfuerzos se@ conocen
como esfuerzos normales, y las seis restantes son llamadas
esfuerzos cortantes o tangenciales {4]. De las ecuacicnes (1.8) vy
(1.6) obtenemos: .

D - ~ - -
- A dy o= a'n ds + ot dv .
Dt

v . .S v

Usando el teorema de transporte de Reynolds en el ladoe izquierdo
de la ecuacidn, el teorema de Gauss en el primer miembro del lado
derecho de la ecuacién y tomande en cuenta que se escogié un
volumen de control arbitrario, se llega a la siguiente relacidéns

o " - “ -
= {pa) + 9 (pu) = Voo + pf

at
Finalmente, desarrcllando el lado izquierdo de 1la ecuacién y
tomando en cuenta la ecuacidn de continuidad se llega a la forma

usual para la conservacién del mementac

4 - - ~ e
P [ -+ {(u*" ] u=9 ~o+pf. (1.9)
at

€1 lado izquiérdo de la ecuacicn representa la rapide:z de cambio
de la velocidad de un elemento de volumen unitario del fluido. EIL
primer término es la aceleracién temporal y el  segundo- la
aceleracién convectiva., Esta Gltima se da aun si1. el flujo es
estacionario. El lado derecho representa a las fuerzas que causan
dichas aceleraciones.

c) Conservacisén de la energia [31

El principic de conservacidén de la energia es una aplicacisn



de la priesera ley de la terscdindmica a un eleaentc de fluide
conforas este fluye. La prisera ley de la terendindmicas s&2  aolica
4 sistesss terso0ininicos QuEe Inlclaloente estdn en eguilitrio,
vy CdEspues de un evento, vuelven a alcanzar otro estads de
equilibrio. CLon estas condiciones se establece gque el casnioc en la
energia intérns durante )a realizacién de un evento es i1gual a la
suss del trabajc heche por o sobre el sistema, y el calor
absorbido 6 cedide durante el evento (3. En el caso de un fluido
26 producen procesos de cuUncucclcn teramica y roeTamiento  interno,
por lo que nu se ve obvic aplicar en forma global el principic de
conservacien oe la energia (21, Para pocer emplear el principio de
comservacién de la energia es necesario introducir la nipdtesis de
equilibtric local, en la que se considera que s1 se alslara un
elemento de fluido, este quedaria en equilibrioc, y aqui se podrian
definir las variables termodindmicas Yy suponer que dichas
variables saticfacen las mismas relaciones que se satisfacen en
forma glebal {4]. S1 pe es la densidad de energia interna por
unigéd de maza del elemento de fluido, y 1/2 (J-J)p la densidad ce
energia cinetica, la energia total del elemento del fluido

contentdo en V eds

J tpe /2 p Ged) dv .

v

g § rapresenta la fuerza superficial por unidad de area vy ? 1a
fuerza volumetrica total por unidad de  masa, la potencia total
realizada sobre ¢! elemento de fluido esta dada por:

ja-: ds + Is-pr av .

s v
Ahpra, s) 6 representa el flujo de calor Qque atravieza .la
superficie S, que rodea al volumen V, y n es la normal a la
superficie, la cantidad total de calor gue pasa a traves de S, por

‘unidad de tiempo va a sers

Ia-n ds .
13



Por 1o que el principio de conservacidn de energia nos llava a la
ecuacidnt ‘ !

n . - - -
b I (pg + t/2 dvd) av = I G+t de + I Qepf dv - I Gends .
Dt
v s v [
Usando @1 teorema de transporte de Reynolds en el lado izquierdo
~ A

de la ecuacién, y sustituyendo t = o'n, se tiene:

]
I{—-. (pe + /2 pded) + ¥ ¢ [(m+x/2pd-ﬂ)d]}=
ot

I&'d;-;) ds + | Gepf av --Ia.'.‘. as .

L ] v L ]

Usando el teorema de Gauss, desarrcllando la expresién anterier, y
usande la ecuacidn (1.9) se encuentra finalmente la ecuacisn de la
energial

el oot + 8V )a=o0:98 - 93, I 1:)

donde ; vl = a“ L ujto ® {aqui y en lo subsecuente se usard
la convencién de Einsten de suma sobre indices repetidos. Esta
ecuacidn sdélo representa el balance de energia térmica, ya que en
la simplificacidn anterior, al utilizar la ecuacidn (1.9), lows
términos de la energia mecdnica se aliminanaron. El lado izgquierdo
reprasenta la rapidez de cambio de la energia interna. E1 primer
térming representa la variacisn temporal, y el segundo término loe

’ cambios convectivos locales debidos al movimiento del fluido. El
lado derecho representa las causas del cambieo en la energia: por
un lado la transformacidn de enevgia mecanica en energia térmica
debido a 1la accién de los esfuerzos superficiales, y por otro 1la
rapidez con la Que se intercambia galor.
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1.1.2 Ecuaciones constitutivas {3)

Tenemos cinco ecuaciones escalares debidas a los principios
de conservacién bdsicos, la dé la continuidad (1.4) y la de 1la
energia (1.10) s0n ecuaciones escalares, mientras que la del
momentc es una ecuacidn vectorial que representa tres ecuaciones
escalares. A é¢stas podemos agregar dos e@cuaciones de estado. Pero
las leyes de consarvacidén involucran 17 incégnitas que son a Yy a,
1a velocidad v el flujo de calor, respactivamente, con tres
componantes cada una. Las cantidades escalares py &, la densidad
y 1la energia interna, y el tensor de esfuerzos ; con 9
componentes. FPara obtener un conjunto completc de ecuaciones es
n.c.iaéln establecer relaciones entre los campos involucrados en
las ecuaciones anteriores.

A continuacidén se van a obtener las ecuaciocnes constitutivas
para @l tensor de esfuerzos. Los fluidos que se van a estudiar son
los llamados fluidos newtonianos, determinados por las siguientes

tres condiciones:

1. Cuando el fluido estd en reposo, el esfuerzo es
hidrogstAtico y la presidn @jercida por el fluido es la presion
termodindmica.

8. El esfuerzo ; estd relacionadeo linealmente con el
gradiente de la velocidad y depende sclc de éste y la presisdn.
3. No hay direcciones preferenciales en un fluido, asi que
ial propiedades del fluido son funciones puntuales.
De las condiciones anteriores se requiere que el tensor de
esfuerzos sea de la forma:
o= P 6U + T

1] i ’

dénde T s0lo depende del movimiento y 1lo llamamos tensor ‘ de
esfuerzos viscosos, 6U es la delta de Kroenecker y p es la
presidn termodinamica [3]. Fodemos establecer la forma general del
tanaor fu de la siguiente manera. En un fluido bhay procescs de
rozamiento interno sélo en @l caso en que las particulas del
fluido se muevan con velocidades distintas. De aqui que ru
dependa de las derivadas espaclales de la velocidad (2], Si los



gradientes de las velocidades son pequercs, se puede suponer que
la transferencia de impulec debida a la viscosidad depende sdlo de
las primeras derivadas de la viscosidad. Con esta misma
aproximacidn, sa puede suponer que Tu es una funcién lineal de
Q“IOMB f2). No pueden existir términos independientes de
Aﬂ/ﬂ%., ya que TU debe anularse para u = constante (23. También
T‘ debe anularee para cuande el fluido completo estd en rotacidn
uniforme, ya que en e¢ste movimiento, en el fuide no hay rozamiento
internc. Las sumas
mt/mk + dJk/ Ozi N

son combinaciones.lineales de las derivadas au‘/axk, y se anulan
para el caso de rotacién rigida, ya que para éste, si la velocidad
angular es 0, entonces S=8xv y la parte simétrica de la suma
de la derivadas m‘/m:kse anula .[21.

€1 tensor maés general de segundo rango que satisface las

condiciones anteriores es

L4 Uy
1U= A 6‘.’_ -4 u .
a Ry

Por lo tanto @l tensor de esfuerzos esta dado por la relacién:

o u du oy,
k ¢ i (1.11)
o, =-p & +AXN&E = +pu m——— g e .
4 4 Yooy 8 x
I “i i

El tensor au quedd en términos de la presidn y los gradientes de
la velocidad, que anteriormente se introdujeron. Ademds quedaron
lpos coeficientes A y g , gque se determinan experimentalmente. u es
conocide como el coeficiente de viscosidad dindmica y A el segundo
coeficiente de viscosidad ¢ coeficiente de viscosidad volumétrica.

La otra ecuacidon constitutiva es la que relaciona el flujo de
calor con los gradientes de temperatura. El flujo de calor se debe
a la conduccaisn  térmica. €1 flujo esta relacienado con la
variacien de la temperatura en el fluido [21. La relacisn entre la
variacion de la temperatura y el flujo de calor es muy simple para




€]l caso en que los gradientes de temperatura son pequedcs. En  los
fensmenos de conduccisn teérmica casi siempre se estd en estos
casos [2]. Por lo tantoe se puede desarrollar E en series de
potencias de los gradientes de Temperatura, y tomar sélo el primer
término. El término constante es cero, ya que a debe anularse
_cuando el gradiente de T se anule. De esta forma, se obtiene

g=-rwet. (1.12)

Donde @) factor de proporcionalidad k se conoce comt conductividad
‘térmica. Este factor siempre es positivo, ya que el calor siempre
fluye de los lugares de mayor temperatura a los de menor

temperatura. For lo cual a y v 7 deben tener signos opuestos.

1.1.3 Ecuaciones de Navier—- Stokes

De las ecuaciones de conservacisn del momente (1.9) y la
ecuacioen constitutiva (1.11) se obtienen las ecuaciones de
Navier-Stokes, gque & continuacién escribiremos en notacién

tensorials

lJ’ . > L a Ouj
P rpu s mmmmm ms P =] 14 aam
2 x, & J
at L5 . & i i
k ] i

l.as ecuaciones de Navier-Stokes representan tres ecuaciones
escalares correspondientes a los tres posibles valores del.

subindice j.
Para el caso de un fluide 1ncompresible estas etuaciones se

reducen a:

1.1.4 Ecuacicn de la energia
De la ecuacién de comservacicn de la energia (1.10) y. las
ecuaciones constitutivas (1.11) y (1.12) se obtiesne la ecuacién de



la snergia:

o« o. 8 Yk a o

9-”,,_,“. e mmp e = R | e e, (1.1
ot L Y & x & x o x.
L ke i i

donde ¢ esti dado por:

au 2 & u. o u o u.
k i ¥ i
¢ = A [ - ] + u [ —— m=me ] ——— ’ (1.1%a)
.“k Oxj OxL Ox‘

y 88 concce como funcién de disipacién, debido a que es una medida
de la rapider con gue la energia mecanica se convierte en calor.

Para fluidoa incompresibles se tiene que:

L4 u‘ e U, y?

4 m————

i

=1/ p -
L4 ®, o i

1.1.5 Ecuaciones de movimiento
S0 han encontrado las ecuaciones de movimiento de un fluido,
eatan nont la de continuidad (1.4), las de Navier-Stokes.(1.13),
la drp enosrgia (t.14) y dos ecuaciones de estado , gque son
P = Ptp,T)
e = #o(p,i) .
En la Bcuacién ue la energia ¢ estda dada como en la ecuacidén

(1.44).
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CONCEPTOS
A continuacién vamos a introducir  algunas definciones vy

conceptos que nos van a ser Gtiles para entender mejor a | los

fluidos, en especial a los vértices.
DEFINICIONES

1.2.1 Circulacién y vorticicad
La vorticidad de un elemente de fluido la definimos como el
rotacional del vector velocidad; es decir, estd definida come

- -
w=9xu .

Fisicamente la ecuacicn de arriba quiere decir que si tenemos un
campo de fluje, en dicho campo de flujo existe vorticidad, en
aquellos lugares en los que los elementos de fluido roten sobre
sus propios ejes. Fodemos tener campos de flujo en los que el
fluido esté¢ rotando, mas sin embargo la vorticidad de éste campo
es cero. De la definicidn de vorticidad se ve que para una

rotacién rigida la vorticidad estd dada por
3 = af .
lLa circulacién alrededor de una curva cerrada se detine como

r=§a-ar ,

dénde ol es el elemento de linea de 1a curva. fAhora, s1i A es el
Area encerrada por la curva y n el vector normal unitario al area,

uéandb el tecrema de Stokes obtenemos:

F=§(an)~;|dl-a .




y de la definicién de vorticidad se tiene:

De aqui vemos que para elecciones arbitrarias de contornos y aresas
encerradas A, "= 0 si w = O . Fisicamente podemos ver la
circulacidn de 1la siguiente manera: 8i colocames un contorno
carrado dentro del fluido, y observamos las particulas dentro de
eéste, poedemos deciv que hay circulacién si1 dichas particulas se
mueven alrededor del contorno. .

Los flujos en los gue d=o0 excepto en algunas singularidades
se conocen como flujos irrotacionales o potenciales. Se les da el
nombre de potenciales ya que s1 ¥V x d=0 significa que existe una
funcicn ® tal que O = 9 8.

1.2.2 CURVAS DE FLUJO
tas curvas de flujo se usan sobre todo para propdésitos de
visualizacién. Hay al menos cuatro y se conocen como: lineas de
corriente, trayectorias, lineas de emisidn y lineas de vorticidad.
En general ne coinciden y a continuaciéen vamos a describiv  cada
_una de ellas.

Lineas de corriente

Las lineas de corriente son aquellas cuvas tangentes siempre
son paralelas al vector velocidad. Si tenemos un campa de flujo
dependiente del  tiempoa, la velocidad va a " estar cambiande
por lo que se consideran lineas de corriente 1nstantaneas. Las
lineas de corriente cumplen con las siguientes ecuaciones en

coordenadas cartesianas:

d dz
=== —;
donde u,v y w son las componentes de la velocidad en

las direcciones i,y y = respectivamente.



Trayectorias

Una trayectoria es una linea trazada por un pirti:ula de
fluido conforme se mueve. Estas lineas cumplen la siguiente
ecuacicn (en coordenads cartesianas):

dx_
~~tx ul(x,y,z,t) .

gt

El subindice i puede tomar tres valores gue indicanA cada upa de
las componentes de la velocidad para ur

Linmas de emision

La linga de emisidn es la que esti& <formada por todas las
particulas de fluido gque en algun instante de tiempo estuvieron en
una determinada posicidn del flujo. Las ecuaciones que cumplen
#stas lineas son las mismas que cumplen las trayectorias, pearo,
ton la diferencia de que en ¢ste casco, estan sujetas a las
condiciones iniciales, KEX yYSY e 2524, al tiempo t=T.

Lineas de vorticidad

Las lineas de vorticidad son aquellas cuyas tangentes son
siempre paralelas al vector vorticidad. Son las andlogas a 1las
‘lineas de corriente para el caso de la velocidad.

Tubos de carriente y vorticidad

Un tubo de corriente es una superficie en el fluido formada
por todas las lineas de corriente gue pasan a traves de un
“contorno cerrado en el fluide, El tubo de vorticidad es el anadlogo
al anterior pero para ®1 caso en gue las lineas que se toman en

cuenta son las de vorticidad.

1.2.3 TEOREMAS DE CONSERVACION
Conservacién de la circulacisn,
§i tenemos un flujo incompresible se cumple que
erd=0
integrando sobre un volumen V' y usande el teorema de Gauss se

. &4



tiene que :

donde s encierra al volumen V. 81 consideramos la superficie sobre
un tubo de corriente incluyendoc los extremos, tenemos que sobre
las paredes del tubo J°;1=O por definicien de tubo de corriente.
por lo tanto

donde Q‘es el volumen de fluide que atravieza la superficie A y
D' el ‘correspnndxente a A', por lo tanto:

Lo cual nos dice que el volumen de fluioo que atravieza la
'superflcie A‘ por unidad de tiempo es igual al volumen de fluido
. qQue atravieza la superficie 1»\‘ poev  winidad de2 tiempo.

Ahora. para un campo de tlujo en general tenemos qixe

V°(’=O, entonces, si en forma andloaa a lo antericr tomamos un tubo

de vorticidad cuyos extremos tengan areas ;-\‘ Y Qz cncontramos  que

o

A

Ia'r‘\ds+1&°3ds=
L Ay



por. lo que, de la definicidén de circulacién, se encuentra:

) 2
dondse -r.carrESponde a la primera integral vy F: a la seagunda. Lo
que nos dice eosta ultima ecuacion es que la circulacion

alrededor del contorno cerrado que encierra a la superficie A‘ es
iqgual a la circulacién en el contorno cerrado gue enclerra a la
superficie A'. 6e puede establecer que la circulacién en cada

saccion transversal del tubo de vorticidad es la misma.

1.3 FORMULACION GENERAL

€l problema a desarrollar en la presente tesis, es determinar
el campo de velocidades de un vértice. Este problema se tratéd  de
resolver tanto en forma tedrica como experimental, y después se
relacionaron ambeos resultados. En cuante a la parte tedrica, se
resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos con
‘wimetria cilindrica (azimutal), y se encontraron soluciones que
describen vértices. En lo que respecta a la parte experimental, se
conatruyé un dispositive para generar un vértice, se visualizé, vy
%2 obtuvieron datos que permitieron determinar el . campo de
vaelocidades del vértice en su superficie. En el capitulo 2 se
muestran los resultados tedricos. En el 3 se describe el
dispositivo aspeyimental Yy se muestran los resultados
experimentales obtenidos v en el capitule 4 se comparan los
resultados tedricos con los axperlmenka\es Yy se dan las

conclusiones del trabajc.
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. CAPITULO 2
TEOR1A

SOLUCIONES EXACTAS A LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

'En.general las soluciones de las ecuaciones bdsicas de
movimiento se encuentran por integracién. numérica, Yy para és&to
necesitamos la ayuda de uha computadora. Sin embargo para cilertas
simetrias y propledades podemos encontrar algunas soluciones
exactas, de las cuales unas nos van servir para describir

vértices [12.

2.1 SOLUCIONES CONOCIDAS

Debide a que algunos vortices tienen simetria cilindrica, es
conveniente estudiarlos en este sistema de coordenadas, ya que de
esta manera se simplifican los calculos. Asi, vamos a transformar
a coordenadas cilindricas las ecuaciones de movimiento encontradas
en el capitule anterior. Nosotros queremos encontrar soluciones
que describan vértices con simetria azimutal, es decir, que la
derivada con respectoe a ¢ va ser cero. Sean u, v y w las
componentes de la velocidad en las direcciones r, ¢, y 2
respectivamente. r es la coordenada radial, ¢ la azimutal vy 2z 1la
axial. Con estas suposiciones encontramos que las ecuaciones - de
continuidad y las de Navier- Stokes en coordenadas cilindricas con

simetria atimutal se transforman a

~== ({ru)_ + w_ =0 . 2.1
r z
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v

- — - ——P J—
U b vu s wu = = raika + v 7w r* vu o, 2.2)

w ! (rvi
vy Wt w o+ s v [— r] + v s (2.3}

. r =z r r r 8
1 1

u‘f uurﬂ» LA T P!* v [-r— (rw')' + v ] . (2.4)
donde U = e, ul(r,z,t) + e¢ vir,z,t) + L wir,z,t),

y los subindices r,¢,s indican derivada parcial respecta a cada
variable,

La ecuacidn de la energia no la escribimos debido a que al
suponer qua ! fluido es 1incompresible &e desacopla de las
anteriores, Yy asi las ecuaciones de Navier-Stokes y la de
la continuidad forman un conjunto cerradoc de ecuaciones. Por - lo
pronto solo Nnos interesan estas ecuacienes. A continuacién vamos a

estudiar algunas soluciones exactas.

2.1.1 Dependencia radial

Si suponemos que tenemos un movimiento en el plano (r,¢) que
es independiente del tiempo y de = en ausencia de . fuer:zas
externas, y ademds ww0 , se tiene la siguiente. sclucien. de la
ecuacidn (2.3)1:

a
voEoToT ot br. . L (2.9)

donde a y b son constantes que se determinan de las condiciones de

frontera,

“ta) Fara a = 0 la ecuacién (2.5} representa la rotacicn de un

fluido que se mueve como un cuerpo rigido, tenemos:

as



v=br , (2.6)

aqui b representa la velocidad angular ). Tcodas las particulas en
el fluido se mueven con esta velocidad. De la ecuacién (2.2) se
encuentra gque la expresidén para la presion es la siguiente:

2

o 2
P =p~—- r"+ cte . (2.7)
2

Otra cosa que podemos decir de este flujo es que la vorticidad es
constante y es en magnitud, 1igual a dos veces la velocidad
angular (ver fig.2.1).

velocidad

presién

distancia
radial

) gigrancia

Fig. 2.1 Cao Dislrv.:bucién de la velocidad en un flutdo gque se
mueve como un cuerpeo rigido. (b)) Distriducidn de la presién en
éste mismo vértice (11,

(b) En el caso en que & = ¢, la ecuacion (2.5) se reduce a:

v.= =msy, (2.8)
que representa un vortice potencial. Se le da este noabre porque

la vorticidad es igual a cerc en todos los puntos excepto en el

origen, dénde hay sigularidad. Las lineas de corriente son
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’circulares, y coinciden con las lineas de emision \ las
trayectorias debidec a que tenemus un flujo estacionaric. La
distribucién de presién estia dada por la ecuacién

2
a

P=-p s + cte (2.9)
2r

{ ver fig.2.2).

velocidad

presién

distancia
radial -
distancia

Fig. 2.2 Cad> Distribucién de la velocidad en un vértice potencial,
Cb> Distriducidn de la presién en este mismo vortice [1],

(c) La combinacison de los dos resultados anteriores nos da el
muy conocido vértice de Rankine (11, en este lo que hacemos es
definir la solucién por intervalos (ver fig.2.3).

br, sir < To (2.10a)
v = a

_—

s1 ro>r
7 o

. (2.10b)

Se tiene un vértice que en el origen su velocidad vale cero,
. I_‘



después comienza a crecer y en r = To alcanza un méaximo y despuds
comienza a tender a cero conforme r crece. En este caso la presisn
estd dada port

P or¥/2 + cte si r < L (2.11a)
2 .

P = a
e cte sl rO>r, 4 (a1
velocidad PP
- prasién vorticidad .
< Loj--
I
]
| .
. l'di-\mh,
radial
- ve
Ketancie I
®

fig. 2.3 Ca> Distriducidén de la velocidad en un vuértice de
Rankine. Cb) Distriducidn de la presidn en dicho vortice. <Cco
Distriducidn de la vorticidad en este mismo Vértice [11].

(d) A continuacidn se va a relajar la condicién uw=0 a
wul(r), asi se obtiene de la ecuacidn (2.1)

u=- =" 2.12)

donde m @s una constante a determinar. Si m es positiva, tenemos

una fuente y en el caso contrarico se tendria un sumidero.
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Combinando las ecuaciones (2.12) y (2.3) se cbtiene:

e fAsm/P "
Vv E === ¢ bp si-=— ®# -2 , (2.13a)
v
r
a b m
ve-—4--—1logr, si~-- = -2 , (2.13b)
r r v

este flujo puede ser realizade experimentalmente i ponemos a
rotar dos cilindros concéntricos porosos con velocidadas angulares
distintas (5],

(@) Ahora, si se relaja la condicidn w= O y se hace w = w(r)
con u = 0, se obtiene (sin afectar las ecuaciones (2.13)) de las
scuaciones (2.2) y (2.4) las siguientes relaciones:

1 *®
W B e e 2T A logrd + B, (2.14)
o [.c3
[ 2 dr
P= = +p I vl —= +C , (2.1%)
oz i

donde A, B y P. #on constantes arbitrarias. Estas ecuaciones junto
con las (2.13) describen un flujo heliceidal en un cilindro
circular con deslizamientc en las paredes. Ademds si v = 0
entonces tenemos la solucidn del flujo de Poiseulle para el flujo
laminar estacionario en un cilindro civcular.

2.1.2 SOLUCION DE LAMB (1]

Supongamos que s@ tien® un voértice potencial estacionaric que
as mantenido por que se le estd suministrando trabalo en el centro
de dicho vértice. Ahora supongamos que al tiempo t =0 la fuente de
energia cesa, entoncaes el vértice decae.. La solucién de este
problema fué dada por Lamb [6]. A continuacidn se muastra:

<=4



[ r?
v = == [ 1 — exp [ = Tavt ] ] ’ {(2.16a)

(2.16b)

n
L]
.

u= w

€1 movimiento de este flujo es en el plano z=cte, y las
trayectorias de las particulas son circulares. La vorticidad. de

este flujo es

- k r'
@z m  mm—— exp [ = == , (2.17a)
2vt 4yt
e =wr=0 . © (2.176)

Cerca del eje del vértice el flujo se comporta como si fuera
una rotacidén rigida (ver fig, 2.4). La solucidn es la siguiente:

" r*

vaQlr, conf}= - 81 ——=— < < 1
Gyt 4yt

t.a velocidad angular decae con 1/t para este caso.
La @cuacisn (2.14) es una solucién que represanta un flujo en
el que todas las particulas rotan en la misma direccidn, es decir,
‘que la velocidad tangencial es positiva para todas las particulas.
Ademds en el origen, el fluido no se mueve. Conforme nos alejamos
de éaste, la velocidad comienza a aumentar, llega a .un maximo y
después comienza a decaer para hacerse cero en infinito. Tndé 1o
descrito anteriormente es para un tiempo fijo. Rhora, conforme el

tiempo transcurre, el vértice decae(ver fig. 2.4).
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3]

distancia radiat

Fig.2.4 Vortice Que decae con el tiempo. Cerca del origen se
comporta como una rotacién de cuerpo rigido [11.

2.1.3 SOLUCION DE TAYLOR
Esta solucion debida a G.I. Taylor (1], representa también
un vértice que decae conforme transcurre el tiempo, pero con

propiedades digtintas al anterior. La sclucién se obtiene
diferenciando la ecuacién de Lamb con respecto al tiempo.

Mr 2
v = mee—— exp S , (2.18a)
us= ws=0 . (2.18b)

donde M es una constante que, si la multiplicamos por p,

representa el momento angular, ya que:

I 2nprvy dr = pM .

En este vértice tambien la energia cinética total 'y la
enargia de disipacién son finitas, Este vértice decas mas rapido
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' que el anterior.

La vorticidad de este flujo es:

W = we@ = O .

Tambiéen cerca de su eje el flujo se comporta como un una
rotacidn rigida:

s

M r*
v=_0r con Q= Tty 81 -=—= << .
4anur 4ut

La ecuacisén (2.18a) representa una solucisn que es finita
tanto en el origen como en infinito. También, comoc en el de Lambd,
en el origen vale cero, y conforme nos alejamos la velocidad
comienza a aumentar, alcanza un maximo y después decae, tendiendo
a cero en infinite. Todo ésto para un tiempo fijo. Ademas conforme
el tiempo transcurre el vértice decae.

2.1.4 SOLUCIDON DE LEVI
Enzo Levi propone una solucién en la que u = w =0 vy

v = vir,z2) y encuentra la siguiente solucien [83:

a 1‘(kr) s T < L (2.19a)

v = eos ( Az - an {o KR L r> 1 . (2.19)

donde IJ K.son las funciones modificadas de Bessel de orden 1.
. Suponiendo = = a/A, las expresiones de arriba guedan de la format

v=a I. . v=2> K‘ .

s



Esta suposicien, se hace con el fin de poder ver cdémo varia la
velocidad azimutal en un plano z=cte.. Definiendo estas funciones
por intervalos, como hicimos con 21 vértice de Rankine, se obtiene
un modelo parecido a él. A continuacién se da una gréfica (ver
f19.2.5) en la que se comparan ambos vértices para el case a=100,
b=1, c=5%0, y k=1.

£1-Tod
a 0o t,6)
.
Ay
\
N\
N\
AN
v : ‘\~
. Ss
i K=as. .
n o3 ov oe L -

Fig. 2.5 Muestra las graficas de la solucién de Levi y de la del
vértice de Rankine parc a=100, bsf, c=50 y k=f.

Esta grafica se encontré en la referencia [(81. Se puede apreciar
la concordancia que existe entre ambos vértices. Ahora el  factor
cos(Az-a) en las ecuaciones (2.19) indica que conforme. varia z,
encontramos gue la velocidad oscila, con un valor maximo en =a/X
Yy un ceroc en z = (o~n/2)/A; es decir, agqui ya ne hay movimiento
rotatorio. Aumentando = adn mds, el flujo rota en sentido
contrario. Esto ultimo, hasta donde, sabemps no ha sido comprobado
experimentalmente.

2.2 SOLUCIONES NUEVAS

En esta seccidén se. van a mostrar las soluciqnes_ qué se
wncontraron durante el desarrolle de ia tesis. Algﬁnas de..eétas
won las ya conocidas, Yy las otras parecen ser nuevas.

Lo que se hizo fue resolver las ecuaciones de MNavier-Stokes
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que se mostraron en la seccidn anterior: es decir, las ecuaciones
(2.1), (2.28), (2.3) y (B.4). Se rescvlvieron para ciertos casos gque

4 continuacién se van a describir.

2.2.1 DEPENDENCIA RADIAL
En este caso se supone gue el movimients solo dependa de la
coordenada radial. Entonces de la ecuacisén (2.1), ya que s®  tiens

que el término .= G,

Integrando directamente se chtiener

u=m/ r, {(2.20)

donde m es una constante de integracidn que va estar determinsda
por las condiciones de frontera. '
Ahora, de las ecuaciones (2.3) y (2.20) se tiene:

(o /M v_+m /e v=w [ v_+ v/ r) ]
T rr r .

efectuando la derivada (v/r)' , pasando todo al lade izgquierdo
dividiendo entre v , factorizande y multiplicando por (-1} se

chtiene:

v —(1/r)[m/v~1]vr—r—z[m/v—l]v=0,

rr

Sean as= /v - 13, b= - [1 + m/v), entonces

v vav /v +bv/ri=o
rr L r L)
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asta es una ecuacion de Euler (111, por lo gque las soluciones para

..V son:

r
m/Ves
. ———

T br

De las ecuaciones (2.4) y (2.20) ce obtiene una
plré w que a continuacisn se muestras

a
pradh el B8 3 si m/v = -2, (2.21a)

si m/v » -2 . (2.21b)

ecuacién lineal

Ca/r) w'=-(1/p) P'¢vc w"+w’/r],

Sea G = &/ = cte., entonces sustituyendo y pasando todo al

miembro izquierdo:

Cv-m1 G
o T TN Y ae O

Sean =L wv-m 1/ v, ' =G /{(pv) , entonces,
W +bw/r+06' =0,
er r

Por, simplicidad de notacidém, llamemos G a G'.

- obtiene:

4 rb w) = ~G rb,
rr

- esta ecuacisén tiene las siguientes socluciones:

(a) Integrando la ecuacién queda:

b+l

integrando nuevamente y pasando rb al lade dereche

38
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(i1)

finalmente se



obtiene:

G . c b =1
W= - mmmmem pl g e Inte)+« D, si .
2¢b+1) 1-b b w1

(b) Para @l caso en que b = | nos regresamos a la ecuacién (ii) la

cual da:

6 .
W= = ===== 1 + C r =,
* b+l

integrando la ecuacion:

G

PR . ik o=
Fvse + C In(tm) ¢+ D ’ i b 1.

(e) Y por Gltimo en el caee en que b = =1 Nos vamos a la - ecuacisn

(i), gque queda de la forma:
We G
S
r

la cual da al integrarla:

vl_= -6 r Intyv) + Cr

y-al volverla a integrar se encuentra:

cr? 4

‘.
w=-0 [ = Inlr) - 1/2)) ] o=+ D sib=1.
=4

Por ultime, tomando en cuenta que b =-( v -m )} / v queda:
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G . c . my 0
R s Sl G r +0, si N (2.22a)

2(b+1) 1-b ~v o2
8 2
w= ¢~ ——— r +Cin(r) + D , i m/v =0 , (2.22b)
[
5 a C a
- == r IniM) - 1/2)+ —— '+ D, Simv=2 . (2.22¢c)
-] 2

De la ecuacion (2.2) se puede encontrar la presion. Se tiene que

H
v b
- sm = - -m P 4w [ w,o o Gruo ]
r r ¥ et

sl s sustituye la ecuacisn (2.20), encontramos que el
segundo término del lado dereche se anula, por lo tanto:

v
P = I -—- dr . (i1)
r

A continuacion s van a sustituir las ecuaciones (2.21a) vy
(2.21b). en (il1). De la ecuacién (2.21a) tenemos:

[ niri- 1 ] + Fdz2), (2.23a)

dénde P(2) = cte. Y ademds m/v = ~2.
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De la ecuacidn (2.21b) y la ecuacisn (il) se tiene:

2 ,
a
P = [——;+b'r A + 8, aubr""w'] .

Integrando queda:

2 2 (m/D) ¢ 1)
r

[

+ + (cte.) x 2 ,
2tim/v) +- 11 m/v

si m/v # -2
A continuacidén se va a calcular la vorticidad. Sabemos qQue
Sd=9xa .

en coordenadas cilindricas es:

" 1 a o ~ o ] -~ o 4 -

@= e o ow e e (V) r ] T u - v @t = (rv) - - ul 2,
r & a o3 ar or [ )

y como suponemos. que nada depende de : y de ¢ se tienes

wer =0 . (2:24)

- L
weg = = e (i2a)

ar

Y
‘ .

wer = ataiali SN 2V5 B (i2b)

r or
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‘donde wez , W'Y Yy w°r son las componentes de la vorticidad en las

direscciones r, 2 y ¢ respectivamente.
De las ecuaciones (i2a) y (2.22a) se obtiene:

- G
o = e -cr® i {"'"’ 2O . (z.zsa

si m/v=0, de las ecuaciones (i2a) y (2.22b) resulta:

- o G,
weg z — ~—— -~ ——=r +C Inlr)+ D s
or 4
de dodes
- 6 c
weg = —=- p - mm— (2.25b)
4 r

Para e! caso m/v=2, de las ecuaciones (i2a) y (2.82c), se tiene:

- F) s, crt
0 =~ |-—-rF ity -1v2i+——a+0},
o a- F)

por lo tanto:

w'¢g =G rlinter)y +Cr . (2.285c)
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De (i2b} y (2.21a) sa encuentra la relacidn:

. 1 a a [
Wty x mew =mmd p et Sl 11 # 2 .
r or r r
por 1o que:

wez = mm- s1 as/v = -2 ., {(2.26a)

For Gltime, de las ecuaciones (i2b} y (2.21b) resulta:

- 1 [ a
wez = ~m= =—=d ——t b tim/Mr 8 s
r o r

por lo tanto:
Wz = Lm/vr +21 2™ | s m/vow -2, (2.260)
Hemos obtenido las pcuaciones gue nos describen un flujo con
simetria azimutal en el que sélo hay dependencia redial. A

continuacién se muestran los resultados obtenidos:

u=ms r . (2.280)
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a L] m
—_ —— —— - (2.21a)
7 * 7 Iner , si v = -2 A

v s
a L] :
— 4 & p/Ves , 81 —=- m -2 (2.21b)
r [ 4
G Cc
[, SO LN D , st m;: : 5 (2.22a)
2(be1) 1-b m
G a
= -=—=pr 4+ Clnr+0D s, ®i m/v = o (2.22b)
o
6 ] 2
- prlInr~-/2Y+Cr /7 2+0D y Si m/v =2 (2.22c)
a
[ i
donde G = —~—~,@ una constante; b = v-m / ¥. La solucién para la
- )
presicon es la siguiente:
- In(r) - 1] sy 51 /Y (2.23a)
P =
pa® pb'r'”'"/w'" 2abr™
-t + y 51 m/v ® -2, (2.23b)
ar alim/v) + 1] /v .
Por ultimo, la vorticidad esta dada por
e =0, (2.24)
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______ P gi MY ®0 (2.2%a)
’
abe1) P n/y #a

- ] c
weg = P = e 1 m/v =0 N (2.285b)

4 r
Grin(r) +Cr siam/ws=2 . {2.28%c)
5/ e, s m/v = -2, (2.190)

wes =

(m/v + 23 b ™Y, sim/p ¥ -2 . (2.196)

En todo este conjunte de ecuaciocnes a, &, m, G, Cy, ' y D son
constantes que son determinadas por las condiciones de frontera.
A continuacidén vamps a ver los casos gQue nos son de  interés, an

el estudio de vértices.

(a) Vértice de Rankine '

En el caso en que todas las constantes son cerp excepto ay b
se encuentra que las dnicas ecuaciones que son distintas de cero
son la (2.15a) , la (2.15b) y la (2.19b) que coinciden con las
ecs. (2.10) y (2.11) mostradas en el - inciso (c) de la seccidn
2.1.1. La ecuacién - (2.19) indica que la vorticidad es
numéricamente igual a dos veces la velocidad angulaf con que rota
@l fluido. Afirmacidén que se habia hecho en la seccion mencionada.
Para que la solucisn sea exactamente 1a misma sdlo bhay que
dafinirla por intervalos y asi reproducir el resultade para el
vértice de Rankine. Si ademas se pide que a = o se encuenta que la
solucidn a la que se llega es a la encontrada en €l incisc (a) de
la seccién 2.1.1 que nos describe un flujo gque se mueve como un
cuerpo rigido; y por G4ltime para el caso en que b = ¢ se recupera

el resultado que describe un vértice potencial.

(B) 8i ademads permitimes que m ® O, S8 recuperan las
ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) de el incisc (e) de la seccidn

2.1.1.Esta solucién ya fué discutida en la seccidn mencionada. en



este caso la presicon estd dada por las ecuaciones (2.23a) vy
(2.23b). Si ademés se relaja la condicién w = 0 y se hace w0,. se
. recupera el inciso (e) de esta misma seccidn.

(C) Ahora supongamos que b = O vy todas las demas constantes -
son distintas de cero. Para éste caso tenemos:

u=m/r, veal/r+bop™e

-y wcumple la ecuacidén (2.22b).
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'
2.2.2 DEPENDENCIA €N r,z.
La solucidn que se encuentra en este caso es la de Levi
discutida en la seccién 2.1.4. Lo que se hizo fué suponer que
ww=0, y vavi(r,z). Entonces de la ecuacién (2.3) se obtiene:

1
- (rv)' + v =0,
r r bt

desarrollande la derivada quedas

suponiendo due v es separable y haciendo 3
v = R(r) 2(z) 4

se obtiene:

a*r z dr Z R a*z
2 = 4 o mem - me= e R o-mo =0,
dr r dr r' d:=?
dividiendo entre ZR, y reagrupandoc da:
1 d*w t dR 1 1 d¥z
R drf rR dr r? z dz2*

haciendo cada miembro de la ecuacidén igual a k’, por depender - de

distintas variables,se encuentra:

d°R d R
s Tty troTTTT = APl 1y k=0,
dr dr
a’z
y - NZ=0.
d 2

La primera de estas ecuaciones es la ecuacién modificada de Bessel
Y sus soluciones son las funciones modificadas de Bessel de orden
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uno de la primera y segunda clase [(9]. Por 1lo tanto las dos
soluciones independientes para R sont

R =al y R=bK . (#)
[N o 1

La segunda ecuacién es la ecuacién del oscilador arménico (91,
cuyas scluciones son funciocnes trigonométricas Yy 1l1la solucisn
Qeneral es:

2= a, cos (A2 = a) (sa)

Por lo tanto de las ecuaciones (#) y (s8) se obtiene que 1la

solucién para v aee:

a l‘
v =cos ( Az -~ a) .
bK.

81 la solucién de arriba se define por intervalos, se recupera la
solucién de Levi discutida en la seccion 2.1.4.

2.2.3 Dependencia en r,t
A continuacién se va a suponer gque sdlo se tiene dependencia

en r,t. Entonces de la ecuacidn (2.1) se obtiene:

pero a nosotros nos interesan las socluciones que sean finitas en
el origen. Se pide esta condicion debido a que s desea comparar
con la parte experimental. Se podria hacer como en alguna de las
soluciones anteriores , en las cuales se definen las  soluciones
por intervalos, pero a nosotros nos interesa encontrar soluciones
que estén definidas en todos lados y que describan vértices, por

lo tanto hacemos f=0 y entonces u = O.
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Ahora de la ecuacisen (2.3) se encuentra:

Sean rv = g
transforma a:

‘t.a eguacidén (2,30) se va a resolver por el

Yy vt = ¢t

z _ 2
r q‘- r grr

- 19,

método

de

Para ésto, se van a hacer las siguientes sustitucicnes:

s =" tp Y

Haciendo las derivadas que se

g = PRk

L]

necesitan

en

(2.30)

s entontes la ecuacicn de arriba se

(2.30)

semejanza.

, Y

sustituyendc § se encuentra que la ecuacién se transforma eng

2 G

pu-ne+2par®fcraa-n r*fs

r
e +ar®tleir=-——-ts6c+pastfan
t

de donde, haciendo:

queda:

of 5% g

L (u=1)

Ahora, haciendo

4 876" + € 4p +-

+

a =2 la ecuacisén se reduce a:

s

2
r

o
Lata+2u~-1) ~a+ —— 5P

u-6sP16=0

2

v ofr?®

(-7 3

1686 + L u(u-2)-6S16=0.

49

G

+

(2.31)



A continuacidn se va a resclver esta ecuacién primero para un

caso especial y luego en general.

(a)SOLUCION DE LAMB
Supongamos que ¥ = & = 0 , entonces (2.31) se reduce a:

4s*g + 86 =0,

rearreglando se obtiene:

6" i
—e - -,
G* &

integrando la ecuacién con respecto a S:

- 5]
G' = A exp - = .
4

Volviendo a integrar, y regresando a las variables originales se

obtienes

. o2
v = = ~4 exp |~ ——- + B N
4ut

y,coﬁo se quiere una solucidén finita en todo el espacio,  en

particular en r=0 , entonces haclends A=A/4 y B=4 resulta:

A r*
v = == 1 - exp - .
: 4uvt

y ésta es la solucién de Lamb, que se discutid en la seccién

2.1.a.



(b)SOLUCION GENERAL
Lo que & continuacicn se va a proponer es que G sea de la

s
G = Aexp |- ~—~- f(s),
4

entonces al hacer las respectivas derivadas y sustituir en la

forma:

ecuacidn (2.31) se obtiene: .

48" 4+ 5 (4 u-5) T +lu(u-2-S{u+6)11T=0.

Sea X=S/4,entonces usando la regla de la cadena y sustituyendo se
encuentra:

G XM 4 X (XD P 4 L gl u -2 ) -4 X+ &) IFE =O.
Si se hace ¢ = 0 no se pierde generalidad, ya que para los otros
valores de M4, %e& van a obtemer ecuaciones cuyas solucioness

difieren de ésta por un factor de X, el cual se puede agregar ©

quitar para obtener la solucien deseada. Entonces si w=0 queda:

4x? s - xP e -axsf=0,
dividiendo entre 4 y haciendo & = -m
Xf'=-X¥f' +mf=0,

ahora haciwendo £ = X Y(X) , entonces la ecuacisén se transforma en:

X YH(X) + (2-X) ¥Y' (X} + (m~1) Y(X} = O, (2.32)

Lags soluciones regulares de esta ecuacisn son los polinomios
asociados de Laguerre Ln_. £103. For lo Que la soclucion esta dada
por:
. d
YOO = LD 0 = -;; Lo X,

dénde Ln(x) es ] polinomio de Laquerre de orden n.



La solucison general en este caso es

¥is) = g
n

donde cada término s una solucién de 1la ecuacidn (2.32) para
distintos valores de m.
Ahora haciendo kK = m-1 se tiene:
Yix) = L: ,
peare fix) = X Y(X) y G(x) = A eup [~ X 3 f(xv). por lo tante

G(X) = A X exp [-X 1 L: (X7

Por potro lade se sabe que g(x)= ™ t‘s G(x) y tensmos que u = O,
por lo tanto:

[
gix) = A t6 X exp L-X 3 Lt X}

tnicialmente teniamos que la funcidn g(X) estaba relacionada con
la velocidad v a través de la relaciéns

de déndat

N X exp [-X3 L} (X).

Yy como se tenia ¥t = t, entonces X = ( - r'/lwt), abtenemos?

Ay 4 * .
V = mmmemeeaae exp § ~ -~ L, 1,

sa



y como = -m , vy k = m, entonces 6 = -k , por lo tanto:

A r r?
v oa oo exp |- =—- L:(X) . (2.32)
t 4ut

A continuacién veremos que forma tienen éstas soluciones:
(i) k = 1
En éste caso la solucién de la ecuacién (2.31) tiene 1la

’
4 v t

que corresponde a la soluctién dada por Taylor. Esta solucién fué

siguiente formas

discutida en la seccién 2.1.3.

(14) k =2
Para K = 2 obtenemos la siguiente solucidn:
Br r* 2
v = sossses exp |- ooemme 1 = —m——— . (2.32a)
4vt 4 vt B vt
Esta ecuacisn tiene un maximo en o= Clgvt + 2 (33)"'vt]'/’,
se hace cero en r.= [th]"' y luego alcanza un valer minimo en

r,= Cl4wt - 2 (33" 2ue142,

describe un vértice que si uno se introdujera en @l, observaria

para después tender a cero. Nos

que estando en el eje de el remolino, la velocidad vale cero,
conforme NOS Come@nzamos a alejar de ¢l la velocidad azimutal
comienza a aumentar hasta que alcanza un vplor mtx}mo en r = I,
y después empieza a disminuir hasta hacerse cero en r.o= T,
conforme nos alejamos mas de él la velocidad comienza a aumentar
pero ahora en sentidc contrario ( es decir, que si primero veiamos
que el vértice se movia en un sentidc, ahora se va estar moviendo

an el otro), hasta alcanzar un valor maximo en r = r, » para
despues ir tendiendo & cero conforme nos vameos separando mds. Este
tipo de vértices hasta dénde sabemes no ha sido encontrado, pero

es una solucién posible.
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velocidad

distancia rodial

Fig.2.6 Vértice con dos zonas ciltindricas bién defintidas. Las dos
sonas rotan en direcciones contrartas. In la frontera de ambas
sonas la velocidad del flujo es nula.

(1ii) k=3 La solucidn en éste caso es

Cr r* 3 rt

v B mese——ecgyp |e---- mewmsems - mem-e 0 3 . (2.32d)
4 W% 4ut 32 v ¢ 4t

Los ceros de ésta ecuacicn se encuentran en r=0,

Cagr1e/ (%1% rws-16/7(Y43Y*, © Los mammos de  la

velqcidad estan en Ll [avt(.2155243)) vy r‘= C4vt(24.538205)1. El
valor minimo estd en L Lavt(B.5462427)). La ecuacien (2.32d)
representa un remolino similar al encontrade para k=2, con la
diferencia de que ahora la velocidad cambia dos veces de sentido
tver figs. 2.7a,2.70 y 2.7c). Las figs. mencionadas muestran un
Vértice que decae con el tiempo. Cada una de éstas corresponde a
un tiempo fijo, pero éstos son diferentes de una griafica a otra.
La escala sobre el eje x, s la misma en las tres, pero sobre el
eje y, es distinta en cada una. Se nota como al trancurrir el
tiempo la velocidad del vértice disminuye, ademds cada una de las
zonas cilindricas en las gque cambia el sentide de  rotacisn del
flujo, se hacen cada vez mas anchas.
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fara los otros valores de &, las soluciones para v estan
dadas por Ja ecuacién (2.32), Estas soluciones son finitas en todo
&l espacio. 81 tomamus @l limite r < O, encontramos que v=0.
Ahora, en el limite en que r + o, ®e encuentra también v=0.
Fisicamente este conjunto de soluciones, describe vértices en los
que el flujo se encuentra en reposc en sus ejes y muy lejos de
éste el fluldo ni se entera que existe vértice, 1o cual es ®uy
razonable. En lo que respecta & qué sucede en la parte intermedia
entre éstos dos limites depende del valor de k., Para Kk=n tenemos
que la velocidaed tiene n ceros({ ecto lo podemos asegurar debidc a
que los polinomios de Laguerre son bien conocidos y la solucidn

" encontrada esta en términos de elios). Entonces tenemos que la

velocidad camhia de sentido n-1 veces, en dichos vértices. Tambien
podemos asegurar que conforme transcurre el tiempo, cada unp de
éstos viértices decae, las zonas c¢illindricas en las cuales la
velocidad cambia de sentido se hacen mas grandes, y la velocidad
disminuye en forma similar a la ilustrada para el caso k=3,

2.4 DISCUSION

Se han obtenidoe soluciones que describen vértices con
distintas propiedades. Unas sélec dependen de la distancia radial,
otras de las coordenadas radial y asial, y las otras de la radial
y temporal. Todas estas son soluciones exactas a las ecuaciones de
Navier-Stokes, todas ellas conocidas. excepto las encontradas en
el inciso (B) de la seccidn 2.28.4., que aparentemente son  nuevas.
Estas altimas describen vértices cuya velocidad esta definida en
todo 1 espacio y tienen las propledades mencionadas en dicha
seccidn. Todas estas soluciones son  lingalmente independientes,
por lo cual las podemos sumar, y modelar con ellas distintos
remolinecs. Estas scluciones contienen como casc  particular la
s0lucion de Lamb y 1a'solucxon de Taylor. También abren una nueva
perspectiva para la fisica experimental: tratar de realizar
experinentos de vértices, en los cuales el flujo cambie su
direccion de rotacién al ir variando la distancia radial al eje
del remolino.

En el siguiente capitulo vamos a describir el exjerimento

realizado en esta tesis.
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CAPITULG 3

DISENO Y CONSTRUCCION

3.1 Introduccién

¢Como podemos producir un vértice?. Esta es la primera
pregunta que unc se hace al tratar de construir un dispositivo
experimental para estudiarlo. Hay varios tipos de vertices que se
pueden observar o generar en una forma relativamente sencilla en
un laboratoric. Casi todo mundo ha observado el famoso vértice de
desagle, cuando se lava uno las manos puede ver que al escaparse
el agua del lavabo se produce un remolino, lo mismo sucede al
destapar la tina del baRo. Este vértice facilmente puede generarse
s3 uno llena un depésito de agua y al depsésito se le abre un
agujero en el fondo: al destapar dicho agujero y darle un
movimiento inicial al agua, se produce este remolino. Otro vértice
gue es muy conocido para aquellos que gustan de remar o jugar con
el agua, es aquel que se forma cerca del remo o detrds de la mano
si uno esta jugando con el agua.Hay otro remolinoc también muy
comin, ee el que se forma cuando cuando se llena de agua una
cubeta, si uno observa el agua conforme se va llenando la cubeta
se dard cuenta que a cierto nivel del aqua aparece un remclino muy
cerca de la boquilla de la manguera, y este remolino permanece ahi
en un intervalo Ah del nivel de agua, saliendo de este intervalo
el remolino desaparece. Pues bien, estos son tres de los vértices
mas conocides y faciles de producir. Como se menciond en la ultima
seccién del capituleo 1, lo que queremos determinar es el campo de
velocidades de un vértice. El vértice que vamos a estudiar es
aquel que se genera al estar llenando una cubeta. Este remolino
fue estudiado inicialmente por Levi (?1. El dispositivo
exﬁerimental consiste de un tanque cilindrico, que se llena de
agua hasta una cierta altura, y un tube a traves del cual se
introduce un chorro de agua. En la boquilla del tubc se produce el
vértice. Este vértice es muy inestable, por lo que es necesario
colocar un sistema de estabilizadores. El propdsito de Levi era

determinar el porquéeé se producia éste veértice. También encontré
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que @l :hofro se extendia hasta un angulo un poco mayor de 90° con
respecto a la direccién en que el jet estaba dirigido. Midié 1la
velocidad del chorro en distintos puntos y encontré que 1i1ba como
urscte. Bien, a nosotros lo que nos interesa no es saber el porqué
' se produce €1 vértice, 1lo que queremes es ver Gome es la
distribucién de velocidades en uno de estos remolinos. Se
construyse un dispositivo experimental siguiendo la idea de Levi, A
continuacién vamos a describir el dispositivo experimental.

3.2 Dispositivo experimental

A grandes rasgos, el dispositivo consiste de los siguientes
elementos: 1) Una caja de acrilico trangparente. (2) Un tubo de
entrada, (3) Un tubo de desgie vy 4) Una bomba para recircular

@1 agua ,(ver fig. 3.1).

-— - L - - S .
< [C]]
)]

(2

[l

N

<3
NY-

Fig. 3.1 Se muestra el dispositivo experimental. (1> caja de
acrilico, (2) Tubo de entrada, (3> Tubo de desagie y (40 Bomba
para recircular el agua.



3.3 Descripcién del dispositivo

Caja de acrilico

El dispositivo consiste en una caja rectangular de acrilico
de 45cm x 48cm x24cm, €1 remoline se produce para un  tirante
(altura) de agua de écm, y es independiente de la simetria del
depésito; wolo depende del gasto del jet de agua, la inclinacidén
del tubo de entrada y el tirante . El remolino se produce en  la
boquilla del tubo de entrada y <=u ej)e es perpendicular a la
superficie del aqgua. El1 propdsito de escojer el depdsito
rectangular, es que al momento de tomar fotos o video, de lado,
las imdgenes no se deforman.

Tubo de entrada

€l objetivo de este tubo es que por @1 entra  .un gasto
constante @, de tal forma que produce un chorro gue al chocar con
el fondo de la caja genera un remoiino. El diadmetro de la boquilla
de el tubo es de 7mm. El vértice se produce cerca de la boquilla
del tubo, y su eje es vertical. El tubo forma un Aangulo de 43
grados con respecto al fondo de la caja, éptime para produciv un
vértice lo suficientemente ancho que nos permite determinar el

campo de velocidades en la superficie.

Tubo de desagie

El fin de este tubo es el de mantener constante el nivel del
agua. Un extremo esta conectado a una bomba de _agua, y el otro
extremo estd dentro de la caja. Al igual que el otro tubo tambieén
toca el fondo de ésta. La cantidad de agua que se euxtrae de la
caja con éste es la misma que se introduce por el otro. El

diametre internoc es también de “mm.

Bamba de agua

Fara asegurar que el volumen de fluido que entra a la caja
por unidad de tiempo sea igual al que sale, se utiliza una bomba
conectada de un lado con el tube de entyvada y del otro con el de
desague. De esta manera., el agqua extraida es igual ‘a la que se

introduce, y asi se puede mantener constante el nivel del agua. La
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bomba usada fué una sumergible en agua.

Hilos paralelos

Estos son dos hilos de nylan pintados de negro con un
marcador. Estan colocados unes milimetros arriba de el nivel del
agua. La utilidad de estes es que sirvan como referencia de
distancia, al momento de la obtencién de datos . La distancia de
separacién entre los hilos es d=%.8%.05 mm. E1 grosor de los hilos
es de .2%,05 mm.

Lampara
Utilizamos una lampara de 300' watts para i1luminar las
. particulas que ceolocamos en la superficie del agua en el depésito
(en la siguiente seccison explicaremos con detalle el tipo de
particula utilizada). LLa iluminacidn se hizo por arriba de la

caja.

3.4 VISUALIZACION

3.4.1 VISUALIZACION DEL FLUJO

Una vez generado el veértice, el siguiente pasce fud tratar de
obtener informacidn de sus caracteristicas. Esto ne es simple, vya
que estamos trasajando con fluidos, y éstos, cuande =& observan,
ne presentan estructura. Si une se acerca a un vie y lo observa,
se dard cuenta de que wno podra saber si1 éste fluye o no, a menos
de que vaya arrastrando piedras u otvos cobjetes, o que se formen
burbujas a su paso. Cuando se ve pasar un avien. los remolinos que
se forman en el aire a su paso, no son visibles. For otro lado, si
observamos con atencisn un remcline en el agua, lo dnice que
podemos decir es que ahi estd, y ésto sélo porque vemos que el
agua se hunde, y se forma un hove. No podemos decir en que
direccidn se estd moviendo, ni cémo ¢on sus lineas de corriente,
en fin, no podemos decir nada de sus variables de campo. En cambio
si se le depositan particulas, se puede ver cemo se mueven estas y
asi e sabe como Sse estd moviendo el agua. Los métodos de
visualizacidn consisten en agregar a los fluidos ya sean

particulas o tinta con el fin de poder decir algo del



comportamiento del campo de flujo.

3.4.2 METODOS UTILIZADDS

Los métodos que se utilizaron para visualizar el flujo fueron
los siguientes:

1}). La primera técnica que se usé fué la de usar un medic de
contraste (shampoo HLS)en el agua. Con ésto se logrd tomar
fotografias y ver cémo iban las lineas de cerriente en un instante
dado. Pero con ésto no se pude decir nada acerca de la magnitud
del campo de velocidades del veértice. Fara ésto se tuvo que usar
otra técnica. La proporcidén de Shampoo fué de 10 ml por 4.4 litros

de agua.

2). El segundo método fué el de colocar polvo de aluminio en
la superficie del agua. También, se diluyé shampoc en la
proporcion de 10ml de éste por 4.4 litros de agua. A esta mezcla
se le agregé una cucharadita cafetera de anilina negra. Esto se
hizo con el fin de que, al momento de tomar fotos, las particulas
de alumkn;o contrastaran con el "aqua pintada de negro. Asi,
dandole un tiempo de exposicidén a la cdmara, se pueden obtener las
trayectorias de las particulas y con éstas la velocidad tangencial
de las mismas. El tiempo de expesicidn fué de 1/15 de segundo. Las
particulas se iluminaron come se mencicné al describir la lampara.
Con esta técnica se logrd obtener las fotos gque sirvieron para
eittraer datos y poder determinar experimentalmente la forma en que
variaba la velocidad azimutal v en la direccién radial (ver
fig.3.2). Cabe mencionar que debido a 1la simetria, se - usaron

coordenadas cilindricas.
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Fig.3.2 foto tipica de la cual se obtuvieron datos. Las Iltneas
trasadas en ésta, representa las trayectorias seguidas por las
particulas. Se conoce la distancia entre las dos ltneas paralelas.
lo cual nos sirve para interpretar datos.

3.3 OBSERVACIONES .

El vértice generado por este dispositive es un vértice
ineatable. El eje del vértxce.es vertical. Lo que se pbserva es gue
conforme transcurre el tiempm., el vértice se vuelve ancho vy
despuga s vuelve angosto, ademas de que crece y decrece a lo
largo de wu «je. Después desaparece para volver a aparecer, Yy
despuds se presenta un fenémeno similar al anterior. No se hizo

ragistro del compertamiente temporal.

3.6 OBTENCION DE DATOS .

Sc¢ tomaron fotos del vertice., Las fotografias tomadas fueron
de la superficie del remolino. En  las fotos se observan las
trayectorias seguidas por las particulas en el intervalo de tiempo
qQue ae tomaron las fotos (ver figura 3.2). Supomiendo que en este
pequedo intervale de tiempo la velocidad es constante, se puede
obtener 1a magnitud de la velecidad para cada una de las
particulas. Se conoce el tiempo que dursd la exposicién, y se puede

mediv la distancia vecorvida, entonces se puede calcular 1a



velucidad a partir de la relacién: velocidad = distancia / tiempo.
Ue este forma se determine la velocidad para cada particula. Hecho
éxto, se procedic a medir la distancia de cada particula al centro
gel remclinu. A continuacidn se muestran los datos obtenidos para

.una de las fotous.

distencia velocidad

tmts ¢ 5x10” %mts)  (mts/s ¢ 7xi0 “Atsss)
.013 ) .210
o012 L2000
027 .136
032 116
.038 ' ' . 105
.033 .116
L34 ) .105
L0281 147
031 .105
.037 094
080 074
.0%4 o .052
L0568 052
066 052
.0a9 .136
.036 L1186
L0B4 054
082 042

Después de obtener los datos para cada foto, se . procedié  a
graficarlos. En las figuras 3.3a y 3.3b se muestran las graficas.
En cada grafica hay tres conjuntes de puntos. Hay un simbolo
distinto para cada unc de éstos. Cada conjunto de puntos pevienece
a una foto distinta. Lous ervores en la tabla no toeman en cuenta el
tiecho de que el eje ,8e determing visualmente. Estimo que la
incertidumbre, en dicha detevminacién, fué de unos 3mm.
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Figs 3.3a y 3.3b. Se muestran las grdaficas obtentdas de los datos
experimentales. Cada grdfica contiene tres distintos conjuntos de

puntos, corrrespondientes a distintas fotos. Se grafica en el eje

ta distancia

v, la velocidad azimutal en m’s, y en el eje x,

radial en metros.

3.7 RESULTADOS

Los resultados cbtenidas fueron los siguientes:

A las seis grdficas mostradas antericrmente,

por minimos cuadrados una funcidn de la forma y=axb
3.4a y 3.4b). Fara todas las grdficas se encontrd gque el exponente
de la x es.negaciva, par lo cual
velocidad decae con el tiempo.

es

un

Cada conjunte

voertice

a un tiempo distinte al de los restantes, 2s decir

al vértice en distintos instantes de

tiempce. A

se

de datos esta

les

(ver

en el

. Nos describen

continuacién

muestran los valores de a y b, para las distintas graficas.

a b a b
4.82x10" " -0.885 6.56%x107" -0.724
3.68x10"" -0.966 5.49%x107" -0.820
a.t1ax10”* ~0.765 6.33x10”" -0.860
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A continuacisn se muestran las graficas con los ajustes

mencionados anteriormente:
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Figs. 3.4a y 3.4b. Se muestran las graficas de las figs. 3.3a y
3.3b, con la diferencia de gue ahora le hemos ajustado por minimos
cuadrados una curva cada conjunto de datos. Las curvas gque se. le
ajustaron a cada conjunto de datos aparecen como conlinuas.

3.8 DISCUSION

Se encontré experimentalmente que la velocidad de las
particulas decae con la distancia con una potencia inversa de
asta. Cada'una de estas graficas corresponde a un tiempo distinto.
fPor lo ;ual no debemos esperar que sean exactamente ‘iguales.
Todas estas curvas corresponden a particulas que se encuentran en
1a superficie del vértice y separadas de su eje. El comportamiento
cerca del eje no pudc ser determinado, por lo cual ne podemos
decir nada de lo que pasa ahi. Otra de las dificultades que se
encontraren, fué gque al tomar los datos de las fotos, la
determinacisén del centro del vameline se hize visualmente, esta
incertidumbre no fué tomada en cuenta al momento de analizar los

datos, en experimentos posteriores serd interesante ingluirla,
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Estimo que la incertidumbre, en la determinacion de éste, fTué de
unos 3mm. El gasto de la bomba no lo medimos, ya que no  era: un
dato esencial para alcanzar el objetivo de la césis. 6i
hubiera sido interesante dar el dato, ya que el wnivel del agua
escogido y el 4dngulo de inclinacién del tubo de entrada, dependen
del gasto de la bomba. Estos Gltimos los estuvimos variando hasta
que encontramos los valores necesarics para producir el viértice
deseado, con el gasto que la bomba nos daba. A continuacién en el
siguiente capitulo se daran la  conclusiones y perspectivas del
trabajo.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES

4.1 CONCLUSIONES

(a)Euxperimento

La determinacicn del centrov del vsértice se hizo visualmente
en todas las fotos, y fué un poco dificil deteminarlo. Se estima
una incertidumbre de uncs 3mm. Otro problema es que el vértice no
@s reproducible, y varia en el tiempoc. Sin embargo, los vértices
que se producian en distintos tiempos, tenian muchas
caracteristicas en comin ¥y eran muy ﬁare:idus. Esto se puede
apreciar en los resultados experimentales. En éstos, se encuentran
seis graficas distintas, y todas tienen el exponente de la x, del
mismo. orden, pero estan desplacadas, ya que no corrvesponden al
mismo instante de tiempo. Los datos gque se obtuvieron silo fueron
en la superficie del agua, y a partir de una distancia rodel eje
del remolino, que no fué la misma para todas las fotos. Fara una
de ellas tenemos o= .013 metros. El meétods de visualizacidn
utilizado fue efectivo, ya que nos permitic determinar en la
superficie, la distribucién de velocidades.

(b) Teoria ’
Se obtuvieron socluciones aparentemente nuevas, que describen
vértices que decaen en el tiempo. Estas soluciones son las
encontradas en la seccisn 2.3.3 1inciso (b)), que tienen la
propiedad que son todas linealmente independientes, por. lo cual
podemos eumarlas y describir con ellas una gran cantidad de
remeclinos. Ademds, la solucién general tiene como caso particular
la encontrada por iLamb. Fara k>l, tenemcs remolinos en los cuales
la velocidad cambia de direccisn al alejarse del ejJe .Estas
soluciones no le ponen restricciones a la componente axial de la
velocidad, por lo que lo que se obtiene es una extensidn de las
soluciones de Lamb y Taylear, porgue en el caso que se resolvis, w
puede ser distinta de cero. En la parte teérica,
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también se recuperaron soluciones conocidas a las  ecuaciones. de
Navier~Stokes para flujos con simetria calindrica.

(c) Teoria y experimento .

No se hizo una comparacidn entre la tecria y el experimento
en la cual podamos decir cuantitativamente que tanto se aleja una
de otra.

4.2 PERSPECTIVAS

(1) Tratar determinar el campo de velocidades en la vencindad
del ‘eje del remolino.

{2) Hacer una relacidén entre el gasto de la bomba, el tirante
de agua y la inclinacidén del tubo de entrada, para los cuales se
produzca un vértice lo sufientemente ancho para poder determinar
el campo de velocidades en la superficie. .

(3) Hacer modelos con las scluciones tedricas aparentemente
nuevas, que se ajusten a vertices conocidos.

{4) Tratar de relacionar en forma estrecha .los resul tados
tedricos y exper!ﬁentales encontrados.
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