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Introduccidn

Los recientes afios se han caracterizado por una intensa
actividad en el &drea de 1las transformaciones de Mdbius en
n-dimensiones. Dos han sido los enfoques principales para su
estudio, unc se desarrolla con un punto de vista mds sintético,
que parte de definirlas comoc producto de inversiones o
reflexiones, y el otro, de cardcter analitico, que 1las define
como matrices de dos por dos.

En el presente trabajo pretendemos estudiar la accion del
grupo de Mébius en R Optamos, en un principio, por definir las
transformaciones como producto de inversiones, ' comenzamos
por ver algunas de sus propiedades fundamentales. Resulta
interesante saber que cada transformacion ¢ que actuia en R" tiene
una extension natural a una transformacién de Mobius gue actuia en

An+l : . +1
R"™" como isometria de (H"

,d)- d métrica hiperbdlica-.

Un camino alternativo seria establecer como nuestra métrica
d.,la expresioén 1/2 1log [x',x;y,y'], bajo este enfoque resulta
inmediato reconocer a las isometrias de H““, pues se establece,
dentro del material desarrollado en el primer capitulo, que toda

P o ~n+l .
transformaclidén de R™s R" gue preserva razén cruzada es de

+1 . .
™,d) seran

Mobius. Entonces, naturalmente, las isometrias de (H
las extensidnes de Poincaré de cada Transformacion de Mébius que
actie en R".

En el capitulo dos, estudiamos al grupo de Mébius en R", pero
visto como matrices de 2 X 2 con numeros de Clifford en cada
entrada. Sin embargo, es necesario dejar en claro las condiciones
necesarias y suficientes para que las matrices de Cclifford
representen una transformacion de Mébius, Para las condiciones de
necesidad, se hace imprescindible desarrollar resultados
algebraicos en relacidén a dichos numeros. Quizds la parte mas
interesante es demostrar que las condiciones necesarias son
también suficientes, pues se tiene que probar que estas matrices

. . . . : P 2 kol An. “n
bajo ciertos condicionantes definen una funcién de v V' (R™ R").



Lo relevante de este teorema es que nos proporciona una forma

explicita para determinar cuando una matriz [2 2) induce  una

A A
transformacién de Mébius, es decir, una biyeccion de V'» V', y por
: o . On+l . Dndd
extensioén de Vs v,

Finalmente demostramos que las matrices de Clifford forman un

+f1 0
-0 1
La importancia de este resultado radica en gque toda matriz de

grupo bajo la multiplicacion, y que modulo ] es isomorfo a M(ﬁﬂ.
Clifford en dimensidén n, puede extenderse una matriz de Clifford en
dimensidén n+l, y que la misma matriz extiende automaticamente una
transformacion en M(R") a una en M(R™!), reemplazando x en R® por

x + xnin en R"H, a su vez, la extensién es una funcion del
semiespacio superior H*' en el mismo, Yy sSe comporta como
isometria del espacio hiperbdlico n+l.

Por ultimo, queremos agradecer a la Dra. Sylvia de Neymet, a
la M. en C. Ana Irene Ramirez, al Dr. Antonio Lascurain y a la
Mat. Pilar Martinez su interés en el desarrollo de este trabajo y
sus valiosas observaciones sobre €l mismo. En especial mi
agradecimiento a la Mat. Maria de la Paz por sus invaluables
ensefianzas, sin las cuales no hubiese sido posible su
realizacidn.



capitulo 1
- Las Transformaciones de Mébius.

La geometria hiperbdlica es la cristalizacién de mas de 20
siglos de discusidén sobre el postulado de las paralelas de
Euclides. Su existencia abstracta se situa en los trabajos de
Lobachevsky, Bolyai, Gauss, hace alrededor de 150 afios; su
existencia concreta surge al desarrollarse madelos de ella: el de
Klein-Beltrami y 1los de Poincaré y, mas tarde, el del
hiperboloide.

Nos concentraremos en el modelo del semiespacio superior de
Poincaré, su presentacidn es la siguiente:

)

En B™' se definen las h-lineas como los rayos ortogonales a
R" y el segmento del circulo ortogonal a R™", contenido en H™'.

Definiremos, en un principio, la distancia entre dos puntos x
y ¥y como 1/2 log [x',x;y,y'], donde x y y' son las intersecciones
del circulo gue pasa por x y y ortogonal a &ﬁ

Una presentacidén alternativa de este modelo es tomar al
semiespacio y definir la distancia entre dos puntos x, y como:

b {1)-
infj 7 (8] g
a
s

Bl= T C P > 0}

X
n+l n+l

7 (t)

n+l

n+l

donde el infimo es tomado sobre todas las ¥: [a,b] » H de clase C'

por tramos, y ¥(a) = x, v(b} = y.
Y demostraremos gue las geodésicas son precisamente las gque
definimos analiticamente. Demostraremos, ademds, gque las dos
n+i

distancias son equivalentes en H" . Sobre esto regresaremos al

final del capitulo.

1.1 El grupo de Mébius en R"

La ecuacidén de la esfera S{a, r} en R" esta dada por:

S(a, r} = {x € R": |x-a| = r)
donde a € R" y r>0. La reflexidén (o inversion) en S(a, r) es la



funcién ¢-definida

a esfera‘unitaria, S(0, 1), ¢ se reduce a:

x|

Tl . Yo TR
lo . denctamos:como %, podemos reescribir la ‘ecuaciodn

si x/|x|?
(1.1) como:
$(x) = a + ra(x—a)'
La reflexidén en S(a, r) no estd definida para x = a, en dicho
caso agregaremos un punto a R, gque denotaremos por «, Y

escribimos: N
R® = R" v {x}.
Esta definicién se hace natural por el hecho de que |¢(x)]|~> «

cuando x - a, asi, definimos ¢(a) = « y ¢(x) = a
. La reflexién ¢ actua sobre R®, y es involutiva, es decir, ¢2(x) =

p(x) = a + rz(x—a)'

5 $(B(x)) = a + r(p(x)~a)

2
> $(3(x)) = a + —= X (x-a)
[r%/|x-a]®(x-a)[? [x-a|®
S0 =+ —E . lxmall (e
|x-a|? r?
~ > B(3(x)) = x

. ¢(x) es inyectiva y sobre.

Tenemos, ademds, que ¢(X) = X ¢ x € S(a, r).

2
r

Si ¢(x) = x» X = a + ——— (x~a)
jx-a}®
2
3 (x-a) = L3 (x~a)
fx-a|?
2
=a-—-£—-—-2-=1 2 ]x-—a]2= r?

[x-a]

Por lo tanto x € S(a, r).



Al conjunto P(a, ;
P(a, t). = (x e B (x-a) =t} u (o}
donde t e R, a e Ry a # 0,'10 llamaremos plano. (x-a) es el produc

escalar de x por a. Notemos gue en la definicidén « pertenece a
todo plano.

La reflexién en P(a, t) la definimos como:

¢(x) = x + Aa

donde el parametro A fue escogido de tal forma gque {¢(x}) + x]/2
esté sobre el plano P(a, t).
= ( [¢(x) + x]ra })/2 = ¢
% (x-a) + (¢({x)-a) = 2t
Como ¢{X) = X + Aa

s (x-a) + (¢(x):a) = (x-a) + {(x + Aa)-a) - 2t
s 2(x-a) + A(a-a) = 2t
o A = g Eo(x-3)

la}®
Por lo tanto ¢(x) = x + 2 [t—(x'a)llaIz

a

s @9(x) = x + 2 [t~(x-a)] a’
s $(x) = x - 2 [(xa)-t] a

Para x = Q, ¢(x) = «
La reflexidén en el plano es involutiva, es decir, ¢2(x) = X
B(o(x)) = #(x) + 2[t=(¢(x)-a)] a
=[x +2 (t-(x-a)] ' +2 [t- [(x+2 [t-(x-a)] a)-al] &'

= [x + 2ta’- 2(x-a) a'] + [zta' -~ 2 {(xa) + 2ta’a - 2(x'a)a'- aj a



“Por 1o tanto ¢(p(x)) = x V x & R"
S e e T ' }
+ ¢(P(x)) = ¢(x) = «, por lo tanto ¢(4(x)) = x V x € R"
~» ¢ es inyectiva y sobre.

Es fdcil ver que la reflexidn ¢ (en esfera o plano) es una

funcidén continua para toda x € R", excepto en los puntos o« y
¢ («), donde la continuidad no ha sido definida.

A
Es necesario construir una métrica en R” para mostrar gque ¢

A
es continua (con respecto a esa métrica) en R". Para este fin, lo

A A
primero que hacemos es encajar R" en R™, mediante 1a

correspondencia:

f(xl,xz, eeny xn) = (xl,x ceny xn.o)

2’

n+1

A A A
Si (%, «ees %x,0) =X f: R" + R™' estd definida por:

o) 0
X Sl X # o
f(X) = o sl X = «

A
f es una biyeccidn de R" sobre el plano x , = 0

Ahora, el plano X puede transformarse biyectivamente en 1la

A
esfera S(0, 1) de R™' mediante 1la proyeccién estereografica

m: R® -+ S(0, 1) =S" definida por M(«) = e

n+l
n+l

ycone = (0,...,0,1) € R

2 n
- X) para x € R.

M(x) = % + tle_

de tal forma que |M(x)| = 1.

A A 2

Sea x = (X, «.., X) Y X = (X, ...s X, 0), como |T(x)|° =1
2

5 1 = [(xl, seer X, 0) (0, .ony £) + (-tx, ..., -t , o)

¢
=
]

e (1-t), «.y % (1-t), t)|?



1= XL

> (1-8)2 x| % 2=

(1-2t+t%) |x|% +

EY
s %)%= 2t[x|* £7]x '
. L o 2
» £5([x]%1) + t=10t=1x"1
L s x| +1
2 4
si t= 4% ._-1 3
Clx|F1

(1-t) ,£)

» TM(x) = (X (1=t),ven, X
: L ax 2% 2
5 TI(X) = [ ; fieey ; , lez—l ] para x € R"
| x]“+1 [x]“+1  |x|“2

Si 't = 1 da la funcion constante que descartamos.

A
Es evidente que 1I(xX) es una biyeccidén de R" en S". Podemos llevar

~
la métrica euclidiana de 8" a una métrica sobre R". Esta métrica
cordal d, se define como:

d(x,y) = |(x) - I(y)| %, ¥y e R".
Explicitamentel:
2| x-y| .
si x, v 2 «

( 1+lez)1/2(l+|y|2)u2 !
d(x,y) = 2 .

—— e sl y =oo

\ (1+]x] 2172

1Este resultado serd demostrado mas adelante



Demostraremos que la reflexidn '¢ ‘(en la "esfera) es. continua con
respecto a esta meétrica. R L : o
Si %, y*«yXy=a

2[é(x) = ¢(y)|
([ (x) %) 2 ko x) |22

2 d(¢(x),¢(y)) =
Si x vy

s [x-a|® 4 |y-a|® pues (x-a) » (y-a)

« (x=a) |y=a|® - (y-a)|x-a]

s (x-a)'- (y-a)t a0
Asi ¢(x) = a + r¥(x —”é)f‘iréh+ ri(y -a)’ = oY) .
=2 [¢(x)-¢(y)] = ©
Supongamos que y =.a,  si x » a como ya vimos ¢(x) + «
2
s d(@(x) ,¢(Y)) = ————————> - 0
(1] (x) |32
Para x = a, la demostracidén es andloga.
Si ¥ es la reflexidén en el plano P(a,t) y X,y # «

» A (x) ¥(y}) = 2| ¥ (x)-v(y)]
(e [ 2 () [P
Supongamos que X * Yy = x-a * y-a
¢x+2_t_—_(>.{'_§l.a-qy+2_t;(.z;a).a
fal® la|®
Lp(x) o ow(y)

2 2{y(x) - ¢ly)| » 0, asi d(¥(x) ,¥(y)) » O
Siy = o, ¥ly) = «
2
a(x),uly)) = ——————>
(1w (x) %)

Supongamos x| » + «, = [Y(X)]| » + o« > dY(x),¥(y)) » O
por lo tanto ¥ es continua.

Una vez demostrada la continuidad de las reflexiones,
definimos una transformacién de Mébius como la composicidn finita
de reflexiones. Claramente toda transformacidén de Mdébius es un

A A
homeomorfismo de R en R , pues es composicidén de reflexiones que,

a su vez, son homeomorfismos. La composiciéon de dos



tamblen una transforma01on de:

Moblus, asircomo 1a invers; de dlcha transformac1on, en efgcto:

‘ rmac1on de Moblus s ¢ = -

‘Finalmente, para cualquier reflexién ¢, tenemos dque ¢2(x) = X,
entonces la identidad es una transformacion de Mébius.

El grupo de las transformaciones de Mobius que actuan sobre

A

R" es llamado grupo general de Mébius, y es denotado por GM(R").
Consideremos algunos ejemplos de transformaciones de Mébius:

Sea Y(x) la reflexidn en el plano (x-a) = 0

y ¢(x) la reflexion en el plano (x-a) = la|2/2

s BU(x)) = P(x) - 2[(¥(x)-a)-|al?/ 2]a’

y ¥(x) = x - 2(x-a) a

» (U(x)) = x-2(x-a)a - 2[(x-2(x-a)a’)-a)-[a|®/ 2] a’
= x—Z(x'a)a'— 2[(x-a)—2(x-a)—]a|2/ 2] a’

= x—2(x-a)a'— 2(x-a)a'+ 4(x-a)a'+ a

=x + a
Por lo tanto la translacién x » % + a es una transformaciodn de
Mébius.
Ejemplo 2

Sea ¥(x) = x/|x|® (la reflexién en $(0, 1))

)

Yy ¢(x) la reflexidn en S(0, k'?

> p(U(x) =k (¥(x)

w(x) =x/|x|?
> gy L o
[w(x) |

» ¢(Y(x)) = kx, por lo tanto la homotecia x + kx € GM(R").

Si ¢ vy ¢' denotan las reflexiones en S(a, r) y §(0, 1)

respectivamente y si y(x) = rx + a, entonces:



(xea/r e

W) = (xma)/r oy @ (T (k) = e ey
B T e [ (x-a) /x| i , ,
(0 (U (0))) = r(r(x-a)’) +a = P(x-a)'+ a = a + ri(x-a) = ¢(x)

que es la reflexidn en S(a, r).
Como Y (x) estd en GM(R") (ver ejemplos), entonces cualesquiefa dos

reflexiones en esferas son conjugadas en el grupo GM(R").

TEOREMA 1.1.1- Cada isometria euclidiana de R"es una composicién de
a lo mé&s n+l reflexiones en planos. En particular cada isometria
es una transformacidn de Mébius.

Como toda reflexidn en un plano es una isometria, es
suficiente considerar las isometrias que dejan fijo al origen, es
decir ¢(0) = O.

Cada isometria preserva la magnitud de los vectores.

l¢(x)| = fe(x)-¢(0)| = |x-0] = [x]
También conservan el producto escalar cuando dejan fijo al origen.

Sea ¢ isometria tal que ¢(0) = 0

s = 2(8(x)-8(y)) = [60x) |3 [¢(y) > |ox)-0(y) |2
[x1% |y]®- |x-y|?

= 2(x'y)
Esto significa que si e, ..., es una base ortonormal,

también ¢(el),...,¢(en) es una base ortonormal. Y como son n,

forman una base para R".Entonces dada x ¢ R", 3 p € R" tal que:

> #(x) = Lud(e)
3=1
s = ($(x) 9(e)))
= (x-e)

+ 90x) = ¢(Ixe) = Txdle).

=1 j=1

Esto demuestra gue ¢ es lineal en R".Como toda isometria es 1-1,

entonces Ker ¢ = 0, por lo tanto ¢(R") = R"

Sea A la matriz de ¢ con respecto a la base ortonormal e‘,...,en

s ¢(x) = xA. E1l (i,j)-ésimo elemento de 1la matriz aat



es (#(e,) ¢(e,)) = (ee) =1si J‘j'=f'i 008l Fi. i

» A es ortogonal.

J

Probemos, ahora, que’'¢-es composicion: de ‘a:lo'mas n reflexiones
en planos. CE o ) -
Sea a= qﬁ(el)-e1 : ‘ . ,
si a= 0, sea ¥ la reflexidén en el plano P(a’, 0)

» ¥ (x) = x- 2[(x-a )]a,

(e )) = ¢le,) - 2[(d(e)a)]a;

$(e) - 2[¢(e) [#(e)-e1]a/|a|*
2[1-(¢(e)) e )]

= ¢(e) - —————1— (d(e,)-e))
la, | ,
2 [1-(¢(e,)e)]
= ¢(e) - (d(e)-e,)
2 [1-(¢(e,)e)]
= el .
si a =0, sea u/;l igual a la identidad, y como a= 0 = ¢(e1) = e

» Y (d(e)) = e

Pongamos ¢1 = ll/1¢r' observamos que ¢1 deja fijo al 0 y a e, pues:
sia =0, »¢(0) =yé(0) =y (0)=0

y ¢1(e1) = wl(¢(e1)) = e. si |[J1 = Id. = el resultado es obvio.

En general, suponga que ¢k es una isometria que deja fijo a O, e,

€y --+,8, Yy seaa = ¢k(ek”)~e1.
Sea y, . la identidad si a, = 0, o la reflexidén en el plano
P(akﬂ, 0) si am1 # 0. Analogo al caso wl, se demuestra que

wk+l¢k deja fijo al 0 y € "

Ademds, si 1=j=k, entonces:

(ejra, = (e d(e, ))-(e e )

(4,() 9, (e, 1))

k+1

? wkﬂ (ej) = ej_z[(ejlakn)]a;»l

Por lo tanto l//kﬂqbk(ej) = ej, para 1 s j s k.



. Por consiguiente existen funciones Y (cada una la identidad o
reflexion “en un - plano) tales que wn...ﬁw;¢ 'dejanim
O,el,f..,en, Como es transformacidn lineal I = wn..fwi¢f‘
Por - 1lo. tanto ¢ = wl...wn, entonces ¢ es composicie

reflexiones.

TEOREMA 1.1.2.-Una funcidn) ¢ ‘es una isometria euclidiana si'yisélo
si es de la forma ‘
$(x) = xA + x,

donde A es una matriz ortogonal y %, € Rr".

Si ¢(x) = xA + Xy donde A es ortogonal, entonces ¢ es
isometria. Si ¢(x) es isometria, entonces, ¢(x)-¢(0), es una
isometria que deja fijo al 0, por lo tanto se puede escribir como:

¢(x) = %A + ¢(0)

TECREMA 1.1.3-Toda reflexion es conforme2 e invierte la orientacion.

DEMOSTRACION. Sea ¢ la reflexidn en P(a, t). Entonces ¢ es

diferenciable y ¢'(x) es la matriz simétrica ¢U, donde

ffi e =5 - 2alaJ
- = e }
5% 14 1) Ialz
J
(6U es la delta de Kroneker, que es 1 si i = j y cero en caso

contrario). Podemos reescribir la férmula como
¢/ (x) =TI - 20

donde Q, tiene elementos axaj/[a|2. Ahora Q_es simetrica y Qj =Q,

2.Una funcién f de un subconjunto abierto de R a R es

diferenciable en x si

£(y) = £(x) + {y-x)A + |y-x|e(y)
donde A es una matriz de n x n y donde e(y) - 0 cuando y - X.
Diremos que una f diferenciable es conforme en x si A es miltiplo

1{x) de una matriz ortogonal.

10



entonces

: (I-ZQB)2 =1

Esto demuestra que ¢’ (x) es una matriz ortogonal y por lo tanto ¢

es conforme.

Sea D = det ¢’ (x). Como\¢’(x) es ortogonal, D # 0 (de hecho, D =t1).
Ademds, D es una funcidén continua de R" - {0} a R' - {0}

Como R" - {0) es conexo (asumimos gue n = 2), D es positivo para

todo a # 0 o negativo para todo a # 0. Si a = e entonces ¢ es

N
¢(x“...,x9 = (—&+2t,xy...,x0

y en este caso, D = -1. Podemos concluir que para todo a diferente

de cero, D < 0 y por lo tanto toda reflexién en un plano invierte

la orientacidn.

Un argumento similar se cumple para las reflexiones en
esferas. Primero, sea ¢ la reflexidén en S(1, 0). Entonces para x
diferente de cero, ¢’(x) tiene entradas:

entonces
-2
¢r(x) = |x|(T - 20).

Esto demuestra que ¢ es conforme en cada x # 0.

Sea D(x) det¢’(x). Como ¢(¢(x)) = x, la regla de la cadena
establece que

D(¢(x))D(x) =1
por lo tanto, D es positivo o negativo para todo elemento a e
R"-{0}. Tomando x = e, tenemos que D(el) = ~1 y asi D < 0 para
todo x # 0. Para el caso general tenemos que, si ¥ es la reflexion
en la esfera S(a,r) =» yY(x) = a + rz(x-a)' = a + r2¢(x—a) donde ¢ es
la reflexidn en S(0,1). Entonces por regla de la cadena:
B L 2 a2 _

¢/ (x) = ri|x-al " (I zqu)
el resto de la prueba es idéntico.
Definicién: El grupo de Mébius M(R") consiste en el subgrupo de
GM(R") que preserva orientacion.

Concluiremos esta seccidén con una férmula gque nos sera util.

11



(e-a1/x-al
al? - (x-a)/|x-a|%)'"?

+ | x-a| /|x a]4 sz

2(x-a) (yfa)/lk—a|2|y-a| + 1/|x-a|%)*?

(y-a) + (y-a)-(y-a)/|x- al®|ly-a|®'”?

2 172

(‘y_,a)| /1x-a|? |y-a|®)

2,172

s -clx-yl/ix-a| ly-a]?)

r'|y-x
|x-y|/|x—a|[y al = ]—Ln—l—rx-ay T2 (1.2)
Esto muestra -que:

Jo(x+h) - o(x)| Lim *2(h r?
h-0 [h]

= 2
0 [x-a]|x+h-a]h] [x-a]

Esto mide cémo cambian las longitudes de los vectores tangentes a
R" en % bajo o.

1.2-Propiedades de las transformaciones de Mobius

Usaremos el término esfera para referirnos a una esfera euclidiana

o a un plano.

TEOREMA 1.2.1- Sea ¢ una transformacidén de Mobius y sea Z una
esfera. Entonces ¢ (Z) es una esfera.

Si ¢ es una isometria euclidiana, entonces es obvio que ¢ envia
esferas en esferas.

Come toda reflexidn en un plano es una isometria, entonces las
reflexiones en planos transforman esferas en esferas.

Veamos ahora que la homotecia x» kx, k > 0, también manda esferas

en esferas:
Sea ¥ = S(a,r)

[x-a|? » |kx-ka|® = [k|® |x-a]® = ¥K*x® = ¢

. la imagen de I es una esfera.
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Toda esfera en R" puede ser expresada en la siqguiente en forma:

2 2

TPra(xray v lal t=r Pt il

+ %% - 2(x-a) + |a]® - £ =0, donde a e R*
que podemos escribir en la forma general: - G
e {x|* -

2
2 = J_f:_L -

Si € =0y a# 0 tenemos la ecuacién del plano P({a;t/2). :Como « & P(a,t

2(x'a) + £t = 0, donde ey t e R satiéfében

ol

> 0.

« satisface la ecuacidn si y solo si € = 0.

sea ¢(x) = x/|x|® =y |y|®= x|

Tenemos e[xiz— 2(xra) + t = 0, si dividimos entre |[x

- £ - 2 x2~a +t2=o
fx| [ %]

l2

e - 2(y-a) + t ]y]2 = 0, due es otra esfera

Sea ¢ la inversion en S(a,r)

$(x) = a + r’(x-a)’
» ¢ se puede ver como la composicidn de:
b(x) = —2 con £ =r% » £ (1) =1 (x-a)
|x-a]® .
¢ =a+ g
y cada una de estas funciones transforma esferas en esferas
.~ ¢ manda esferas en esferas
~» toda transformacidon de Mébius transforma esferas en esferas.
La ecuacioén que define a una esfera £, digamos S(a,r) o P(a,t)

esta dada por
[%]® - 2(x-a) + [a]® - £® = 0O 6 =-2(x-a) + 2t =0
respectivamente, gque podemos escribir como:

2 —
a°|x| - 2(x-a) +a =0

).

donde a € R®. Llamaremos vector coeficiente de £ a (ao,al,..,an,an+1

gue no es unico.
2
Veamos e : a >a_ a
qu la o et

Si £ es la esfera S(b,r), a_ = 0, dividiendo la ecuaciodn por a, resulta

0

13



2 2_2
|- aa ~=ra >0
0 n+1 0 :

si £ es el plano P(b,t), a = 0y b # 0(?a ¥?Abxcothireél 0.y

a = 2tA » ja

n+1

Pasemos a definir, en  base al vector coeficiente, el produéto
inversivo, de dos esferas.

Definicién.~ Sean % y Z’esferas o planos, sean (a0 peesd ) Y
(bo,...bn+1) sus vectores coeficientes respectivamente.Entonceg el
producto inversivo de £ y ¥’ lo definimos como:

IZ(a-b) - a0 bn+1 - an+1 bo

=,z7) =
2 172 2 172
2(lal® - a a )" (|p|"-b b

)

n+l

Note que, los términos encerrados entre paréntesis en el
denominador son positives, por 1lo tanto tomamos las raices

positivas.

Caso-1, Sean T = S(a,r) y &' = S(b,t); podemos tomar como forma candnica
_ _ 2.2 _ 2 .2
a, b, =12 a, = la| r, b, = o]~ t
|2(ap) - Ib|? +t*- |a|® + rzl
2 (£,27) = s

2(]al? - |al? +£5H'2(Ip|% - |b]% + £%)

r¥ + t% - Ja-b|®

2rt
Segundo caso.- Sean ¥ = S(a,r) y Z’ = P(b,t); para la forma
candnica
2 2
ay=31, yb =2t=sa = lal® - %,
_ 2(a‘b) -2t _J(arb) - £]|

z,z7) = 2 2, _2.1/2 2172 |

2(|al|®=lal “+x*) "“(Ip]|9) r|b|
Tercer caso.— Sean ¥ = P(a,r) y Z/ = P(b,t)
»a = bo = 0 , tomando a, =2ry b = 2t
» (T,50) = [2(a-b)] = l(a'by |

! 2,172 2,1/2
2(fal®) "7 (R lal |b]

Buscando esclarecer esta definicién de producto inversivo,

14



veremos ' sui geométrica-en ®R% cuando £ n.L’ * o
‘Asi, para cirdinferencias, tenemos‘gue:i’ '

Observemos que, el angulo entre las tangentes es el mismo que el
angulo entre los vectores normales c-a y c-b, Por la ley de los cosencs
|a-—b|2 =1 + t? - 2rtcosw
la-b]® + £* + ¢°

2rt
[x? + t% -~ |a-b|?]

2rt

Por lo tanto el producto inversivo no es mds gue el valor absoluto

CosWw =

» |cosw| =
del coseno del angulo de interseccidn entre T y Z/.

Caso 2.- Sea X un circulo y Z’ una recta

s’

/]

P

El dngulo comprendido entre 1la recta y 1la tangente a la
circunferencia, es el mismo que forman sus vectores normales.
Sea d = d(a,Z’) £’ es la recta (x'b) =t

:;d:.iiﬁ——__f:’

S la distancia de un punto a una recta
{b]

como cosw = x/r = {&B) -t |cosw| = (a-b) - t

r|b|® r|p|®

15



Caso 3.-.Sean I y-X’-dos.-rectas :=

Z es la recta (xra) = ry Z’' es la recta (x'b) = t.
a es normal a £ y b a £/ = el anqulo entre £ y Z’ es igqual al

dngulo entre a y b.

)

Tenemos que: (a-'b) |a] |b|cosw
(a-b)
allb ,

En los tres casos tenemos que (%,Z’), mide el coseno del &ngulo de

= |cosw| =

interseccioén de £ y Z7.

Si (£,€') = 0 = cosw, =» W = 90° (suponiendo que £ y I’ se
intersectan), por lo tanto ZAy ¥’ son ortogonales. Ahora, si son
ortogeonales, =» w = 900, por lo tanto cosw = 0 = (£,X’), entonces
podemos concluir que (£,¥’) = 0 si y sdlo si £ y Z/ son

ortogonales.

Cabe sefialar, en el caso dos, que si, (£,Z/) = 0 » la distancia d
de £’ a a es cero.

» d{(a,=’) = 0=ae5x’

En R", a € P(b,t) = %'« (a*h) -t =0 e (%,%/) =0 con & = S(a,r).
Resumiendo: (£,Z’) = 0 si y sdlo si a € P(b,t)
Establezcamos la invarianza de (Z,Z’).
TEOREMA 1.2.2-Para toda transformacioén de Mébius ¢, y dos esferas £
5/, se tiene que:

(6(2),¢(27)) = (£,Z7)
Primero estudiemos qué sucede con las isometrias euclidianas que
dejan fijo al 0, estan representadas por ¢(x) = xA, donde A
es una matriz ortogonal, e inciuyen a todas las reflexiones en

planos que pasan por el origen.
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xa =y qx]P =y oy
(xea) =7(xA-ad) = (y-ah) T
APor 10 tanto ¢ transforma- las esferas.

olx[ - 2(xa) +a =0y b0|x[ ‘—-f2(x b) ¥ b W= 0 en

n+l .
2 : :
a lyl® - 2(y-an) + a = 0 v b|y| —‘ Z(y‘bA) + b = 0,
respectivamente : L

]2»(aA-bA) - aobn " an”bol

(9(2),9(27)) =
7 2(|aA[2— aa )W [bA] = bb l)”2

[+] n+‘l
[2(aB) - ap - an”bo| 55
- 2 )iz )72 = e
Z(lal —aoanol (lbl 0 m‘l

“Por “lo - tanto el producto inversive es invariante bajo las
isometrias euclidianas, cque dejan fijo a 0.
Probemos que es invariante bajo y = ¢(x) = kx donde k > 0O

= y/k '

En ao|x]2 - 2(xa) +a =0, substituimos x por y/k

> aoly/k|2 - 2((y/k)-a) + a., =0, multiplicando por X2
- aO]y[Z - 2(y-ka) + kzaml= 0

2 2
JZ(ka~kb) - a kb -bk an”l

> (@(2),0(Z7)) =
2(|xal?- aokzam)”z(lkblz— bokzbm)“2

K 2(a-b) - a, b - b a
= l ( ) +1 4] n¢1| - (2,2,)
1/2 172
k 2(‘3' 0 nc-l lbl 0 nol)
Por lo tanto (¥,%’) se mantiene invariante bajo la funciodn ¢(x) = kx

Sea ¢(x) = x,»y = x/|x|% =+ x =y/|y|®

. 2 _
Sustituyendo en aolx[ - 2(%x-a) + a., = 0

> aly/ly1*1* - 2(y/lyi®)a) +a =0
»a/ly]® - 20/ lyla) + am,= 0

= a, - 2(y-a) |y|

n+1

» ¢ cambjia a~ a ., a-a, a - a
o n+l n+l ]
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> ($(2), @(2)) = (z £’) S
Probaremos la 1nvar1anza para ¢(x) = x Fu.

Sea y =x o, _ =y - _ n+;:“blse-cornyierte :
en : aoly—u[? - 2((y~u)-a) %,aé 0 ‘ L s
a (y-u)- (y-w) ~ 2((y-w-a) + a =0

ao[lylz— 2(y-u) + jul®y - 2(ylaj‘+ 2(u-a) +a, =0
aolylz— 2(y-au) + anlu[2 - 2(y-é) +2(ua) +a =0
a lyl® - 2(y-(atau)) + a_ + 2(u-a) + afuf

. 2
Entonces ¢(x) cambia ar~ a, a~ a+au, a ~a + 2(ua)+ aolu{

IZ(a+aOu)(b+b0u)—ao(bn“~2(u-b)+b |u|2 -b,(a_, +2(u~a)+ao|u|

(#(2),¢(Z%))= 5 5175
2(|a+aou] ~a (a +2(u-a)+ao|ul ]b+b u] ~b, (b _, +2(ub)+

n+t

lZ(a-b) -2, b -bb 1
= n+l 0 n+1l - (Z,ZI)
Z(Iatakaoan0l ‘/Z(Ib] -_bc:)bn*l)l/2
Podemos concluir que (Z,27) es invariante bajo las

transformaciones de Mébius.

TEOREMA 1.2.3~ Sea X cualquier esfera, ¢ la reflexidn en T e I la
identidad. Si ¢ es una transformacién de Mébius, que deja fijo
cada x de I, entonces ¢ es la identidad o ¢ = o.

Demostracidn.- Consideremos, primero, el caso en que I es el plano
Xn=0

Sea ¢ tal gque, deje fijo a £. Sea &' = S(a,r), donde ae T y r > 0
x € X 9 $(x) = o,

¢ manda la esfera I’ en una esfera, sea ésta IV = S(b,t)

Como a € £ = (Z,Z27) =0 = (¢(Z),¢{Z7)) =0 » (£,Z") = 0

bPor lo tanto b € Z.

sia= (ag/---ca) y b = (bc,...,bn) »a =b =0

n

Cada punto de £ n I’ no se mueve bajo ¢ » si X € £ n T’

,0) = ]x~a|2 = (xl—al)2 + ...+ (% ~a ) =71

=2 (X0
Y ( 1 % -1 n-1

Como ¢(x) = x

n-1

18



» |%-b|®
Ahora, si xfé .
» [x=p|® = (x-b)% 4 ’
Como x = ¢(x) € ¢(E") n T =5 AT

s |9(x) - a|®= (xl—a1)2+ R (xn_i—a)2 =r
De donde, a =b y t =1r, ¢(Z/) = 7.

Tomemos X ¢ X, sea a cualquier elemento de I, y sea
[x—a|2= r® =» x € S(a,r)

Sea y = ¢(X)

Como ¢ preserva a S(a,r), = y € S(a,r)

® 1* - 2(y-a) + |a}?

|x|2 - 2(x-a) + |a |y

. Esto péra toda a
gque pertenece a Z. L

En particular a puede ser igual a cero.

> {x|] = |y|. Asi que (x-a) = (y-a) para todo a & £
Si tomamos a = (ex,...,enq), encontramos xJ = yJ para j = 1,...,n-1
como |x| = |y|, » X =ty, = ¢(x) =yesxoo(x).

Concluyendo, ¢ deja invariante a £ y permuta los componentes de R -
> ¢ =1 o0¢ =97,
Pasemos al caso general. Sea ¥ una esfera diferente del plano X, = ]
Observacidn.- Siempre existe una transformacién de MoSbius que envia
a Z en el plano x = o]
Demostracidn.- Invertimos con respecto a una esfera cuyo centro
sea un punto a de £ y que intersecte a %, entonces ¥ se transforma
en un plano, lo trasladamos al origen y rotamos hasta que coincida
con x = 0.

n
s % ha sido enviado a X = 0 por medio de tres transformaciones,
las cuales podemos expresar como composicicdn de reflexiones.
Hemos pues transformado a X en X = 0 por medio de una
transformacion de Mébius.
Sea Y dicha transformacion.

Sea o la reflexion en £ y 1 la reflexidn en x = 0.
La transformacidn WUWq fija a cada punto de X = 0, v no es la

identidad, = you™' =1, -~ o = y 0y
Sea ¢ cualquier transformacién de Mébius que deje fijo a &

19



sy =T oy =1
»> ¢ =1 0o ¢ = 0. el o
Esta prueba demuestra, ademds, que toda reflexidén o es conjUgada:"

de la reflexion 7». De agui obtenemos el siguiente: e

~
Corolario: Dos reflexiones son conjugadas en GM(R").

Concluimos esta seccidn con una pequeda discusidn-aicerca de. ™
la razdn cruzada. e
pados x, vy, u, v, distintos puntos en R", définimbs' la razon
cruzada de estos puntos como: ;

d(x,u)-d(y,v)
d(x,y) d(u,v)

En virtud de gque nuestra medida de longitud estad dada por la

[x, y: u, v] =

distancia cordal, tenemos, para X, y, U, Vv en R"

2| x-u] 2ly-v]
, . D) ey Ay 15 2t v )7
[x;yiu,v] = 2[X~y] 2 [u-v]
(1+ixla)1/2(1+lyl2f/2 (1+lu|2)1/2(1+lv|%‘ﬂ
_ Ix-ulfy-v
T Ix-y [ Tu-v
TEOREMA 1.2.4- Una funcién é: R" = R" es una transformacioén de

Mébius si y sdlo si preserva razdn cruzada.
Para isometrias es obvio. (Por lo tanto para reflexiones en
plano).

Probémoslo para ¢(x) = x . si X, x ® =

=» por férmula (1.2) |x’ -y | =

x| Y
I x-uj ly-v
s [9(X), B(Y), @(w), é(v)] = =114 Y "Lf =[x, yi u,v].
[2-y] [u-v|
Ix[ Tyl Tul] Jv]

. Las transformaciones de Mébilus preservan razdn cruzada.

~ A
«) Supongamos que ¢ :R" + R" preserva razon cruzada y ¢(«x) = «.

Tomemos cuatro puntos ¥, ¥y, U, v en R distintos.
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o A R 2|y—v| L
12 eyl Qv vy
2[u-v] Cofuny
(1+;u|2)”"’(1+|v12 vz

2,172

(1+h1

s
R
>
o
<
=
I

FRYE
)

y-v|. SIS
v oo xey
Ty=vl|.
XY

(8(), B(y)i $(u), $(v)] / [¢‘(><>','tw¢'»(;5,""'

>
L le(x)=0(y) | _ [e(u)-d(v) | pues d}ptése" “
| x~y]| [u=vi » R
» ¢ es una similitud, se sigué  entonces que ¢ es una

transformacidén de Mébius.

Si ¢(«) = a # «, componemos con- una . transformacién de Mébius ¥,
tal que y(a) = «. : '

> [(Wo(x), Yo(y)i vé(u), ¥e(V)] = [o(x), d(y)i d(u), $(v)}]

y tenemos el caso anterior.
1.3-Extensidn de Poincaré

Poincaré observé que cada transformacidn de Mobius tenia una

.. . . ey s I Anel
extension natural a una transformacidén de Mébius ¢ en R"

En este sentido GM(R"), puede ser visto como un subgrupo de GM([R'M

Esta extensién depende principalmente de la funcién:

x4 %X = (x,...,%x, 0), donde x = (x

1 "xn)

AR
A

) A
. . 1
Para cada reflexién ¢ en R", definimos ¢ en R™

como la reflexidn
en S{a,r). ¢ es la reflexién en S(a,r), a e R".

Si ¢ es la reflexidén en P(a,t), entonces $ es una reflexidn en P(;
Six e B yy = 6(x), » (¢, eesX, 0) = (yy,.-0,¥, 0) = $(x).

También podemos identificar R™' con R’ R, y escribir

$(x,0) = (8(x),0)
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S e T T T T e
Observe.que ¢ deja invariante .al plano X o=

uno - de’ los semiespacios x >0y X, < 0.
St Bl e - : K n+1 s ;

Como cada transformacion de. M6bius ¢ en R" 'es una composicion..
finita de reflexiones ¢, digamos ? =¢ ... , existe al menos una’

~

transformacion de Mébius ¢, tal que 8 =$1...¢m, que extiende a ¢ y . -

preserva

n+l . .

H —{ (xl, cer Xy xn*l), LS >0}

Supongamos que existen dos extensiones w:wl fija cada punto de
b4 = 0 y preserva H™'. Entonces por el teorema 1.2.3 wl= wz'

n+i
es decir la extensidn es unica.

Definicion.- La extension Poincaré de ¢ en GM(R") es la

transformacidn a en GM(@MI) definida arriba.

Observe que si ¢ y ¥ e GM(R"), con ¢ = g, o0 YU =Y.

entonces la extensién de Poincaré ¢y esta dada por:

(B ¥) = (Bed Yoout) =3...0 U...0 =39

k

Por lo tanto la funcidn ¢ - & es un homomorfismo inyectivo de GM(&ﬂ
en GM(R™).
Hemos demostrado, anteriormente, que toda ¢ que pertenece a GM(R")

preserva razén cruzada. Tenemos que ¢ pertenece a GM(R"”),
entonces ¢ también la preserva.

Si tomamos H™' comoc modelo de espacio hiperbdélico, y como
nuestra métrica 1/2 log [x: X; Y, v.], estaremos demostrando que
las extensiones de Poincaré son isometrias de H™'.

Centraremos, ahora, nuestra atencidén sobre 1la accién de 1la

A
. . . 1
extensién de Poincaré ¢ en H".

1

Proposicioén.- Para toda x,y € H" y para toda ¢ € GM(@W

2 A
yLX“EL‘ es invariante bajo ¢

X
n+l n+1

A
Dem.- Si ¢ es reflexidn sobre P(a,t), es isometria euclidiana
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19 (y) $(X)L2
[¢(Y)] [¢(X)]

Si ¢ es reflex1on

= x

n+l

n+1

(¢(y) - mx)l

para toda %X € R

Ix-a] jy-a| : M g-al
Lo ¢<XH -lx lv-XJ ‘. Ix-al*ly-al®  _ _]y-x/|?
1,,, ¢(x)]m Ix-a|?[y-a]? 2 %ar 22 Yo FaiVa
n+l

no-l

Si se define la métrica hiperbdlica en H como’ la -métrica

induecida por la diferencial:

Entonces la: distancia hiperbolica entre dos puntos z y w en H

esta dada por

p(z,Ww) = infj _LT_E_.L dt
’ s n+1

donde el infimo es sobre todas las curvas 7: [a,b] - !
¢ per tramos, con y{a) = 2 y ¥(b) = w

Es facil ver que esta distancia es una métrica:

i) Claramente p(x,x) = 0 ¥ x  H"!

n+i

de clase

ii) si x = y, 3 B(x,r) ¢ H"', tal que y ¢ B(x,r) y para toda

curva ¥ de clase C' por trames que una x con y se tiene

f IW (%ég S Cp— T Por lo cual

n¢1

PIX,Y) = o= ¥ P(X,¥Y) > O.

n+1

iii)y p(x,y) = p(y,x) es consecuencia inmediata de la definicidn.

. +1
iv) Dados %, 2, W € "' y curvas Y. 7, de clase ¢! por tramos que

unen X con W y w con z se tiene

Ul [l

p(x,y) = I T J Ty ]n&1 por cual

p(x,2) = p{x,w) + p(vw,z)
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nvl

Proposlc10n 'Vfw & GM(R ), w es.una lsometrla hlperbollca de H

Dem - Bastavprobar que v curva c por tranos 7 se tlene o

e ] _ e 7)’Jt)|
an(t) (o v (t)1

Si- W es reflexxon sobre un plano P(&,t) :
L(p ) (£)] = o' (x(£) /()] = [7'(t)[ pues (p (x) =1 -'2Q‘a~es ortogol
si ¢ es la reflexxon sobre S(a r)

Sea &(x) = % la reflexién en §(0,1) < R™!

o' {x) = [x]'2 (I - 2Q), donde Q es simétrica y Qi =Q
Juego I - 2Qx es matriz ortogonal

L G6n)r(e)] = |67 (s (tye (] = LLELL
Jr(e)]
ahora, si ¢ es la reflexidn en S(3,r)

(%) = a + r’ o(x-3). Sea u = (x-3)

s @r(x) = é(u)u(x)—rcr(u)u(x)~r]ul I-2Q)u(x)

31 (x) = x*|x-a|7 (@ - 20 )
[(p 1)/ ()| = |9’ (3(t)) 7' (t)] =——-l———— |7t (t)!
lr(E) al
2
r

7 (t)]

Y [&(?(t))]nﬂ = *T—?;;—“—TT;*
7 - a

Substituyendo éstas en la férmula a probar, se sigue el resultado.

Proposicién.~- Si x = pe  yy = ge ,, entonces p(x,y) = |log p/q|

n+1

Dem.- (desigualdad). Si ¥ :[0,1] = B! de clase ¢,
7(0) =pe . . zr(1)=r;ten+1 0<p<g
T () (t)
l’( (t)l l n+1 ml =
Jo % NN £3 M IS F Y O e ENRCE
log ¥, (t)|, = log @/p
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Esto también: vale & para curvas C
‘términos intermedios

(iéﬁaidad

= /P * p/d
2 2z

_ ¢+ P _ L4 B- )2 oy [x=y|?
2pgq 2pq 2x

n+l- n+l
~
Como ambos lados son invariantes bajo ¢, podemos decir que la

férmula es valida para toda x y y en H"”. y gueda expresada como

2
cosh(p(x,y)) =1 + 72l

n+1~ n+t
Supongamos que X = peml Yy = qeml con p < g

+ si d(x,y) = 1/2 log [0,%;y,« ], » d(x,¥) =1/2 log (g/p)

leg g/p —loqg q/p 2
+ -
y cosh(2d(x,y)) = & ; =1 + (gqu)

n+l

De donde, 24d(x,y) = p(%X,y), para toda x ¥y y en H .

En adicion, hemos obtenido que dados dos puntos distintos de

n+t . P PR
existe una unica curva 7 que pasa por ellos, la cual minimiza

H
la integral
[ el
r Faen
Tal 1la curva es un arco de una geodésica y las geodésicas son

" junto con las 1lineas

los semi-circulos ortogonales a R

. . . 1
euclidianas verticales en H™'.

Denotemos por ¢o a la reflexidn en S(em‘,VE ), entonces:

)

l 2

(x-e '
fo(xX) = e + 2 i
|x-e

n+l
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Si x eR"

>.Po (%)=
- go(x) = | — L, -2 .
R B e 5 B sl x| 1+ x|
. R 2% 2% 2 _
= ¢o(x) = ___121 veey = 5! |X|2 1
1+]|x| 1+ x| [x]° + 1

Y ésta es precisamente la férmula de la proyeccidn estereografica T
de R" en S" analizada en seccién precedente.

Manejar la proyeccidn estereografica como una reflexidn proporciona
una rapida y sencilla prueba de la férmula para la distancia
cordal.

Si x e R [%—enﬂ|2= 1+ |x|?
> d(x,y) = |I{x) = T(y)|
= [¢o(X)=00(Y) |
Z r?|y-x| = 2|x-y|

fx=e .1 y-e T ( 1+|x|2)”2(1+ly|2)1/2
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Capitulo 2f
Las"“transformaciones de'Méﬁiué'y'ibé_nﬁméféshdelclifford’

La teoria de las transformaciones de Mdbius en R” puede ser vista
mediante varios camines. En el capitule 1 escogimos un enfogque
general gue si bien desde el punto de vista tedrico es
satisfactorio, rapidamente nos conduce a fdrmulas demasiado
extensas y complejas. En consecuencia, es preciso encontrar un
método que trabaje directamente en R", pero que simplifique la
notacion.

Inspirados en el caso de ®?, para el cual se utilizan los
numeros complejos, en este capitulo, nos abocaremos a la tarea de
establecer un método analogo al empleado en dicho caso. Con este
motivo, Ahlfors dota a los elementos de R" de una estructura
algebraica gque nos permita dividir. Son las algebras de Clifford
las que nos proporcionan esta estructura algebraica y nos permiten
abordar el estudio de las transformaciones de Mébius mediante el

uso de matrices de 2x2 cuyas entradas son numeros de Clifford.

2.1. Los Numeros de Clifford.

Algebra de Clifford.- Como en el caso de los cuaternios, tomaremos
a R como nuestro campo y a Gn como el 4&lgebra 1lineal asociativa
yreeeri ; definimos una
multiplicacion sujeta a las siquientes reglas:

generada por n-1 elementos i

i i o=-1i i 2= 1
h Tk k “h / h

Cada elemento de €n tiene una unica representacién de la forma
ZaII, donde a e R Yy la sumatoria es sobre todos los productos

I =1 ,1

vl val®
la unicidad de la representacidn.

El producto vacio, I = o, también estd incluido y lo interpretamos

..,ivp con vt € v2 < ... < v < n, esto nos garantiza

como el numero real 1, algunas veces se le denota por i., el
coeficiente del productoe vacico es denotado por ao, y nos
referiremos a él como la parte real, al resto de la suma la

llamaremos parte imaginaria.
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61, que estaria generada por io, puede ser ‘identificada con R;- €2,
. . . . . 12 ) -

generado por 1o, i, es decir, "1; i, seria C, pues i= -1; B3 es

el algebra de los cuaternios H, :en - este Wdltimo caso 1, i, 4,k

estarian representados por io, i1’ iz, i112 respectivamente, ya
que:

i1i2= —izi1 en analogia con ij = k = -ji

{1i=-1ii=1i en analoai —

1143, 1ii=1 e nalogia con jk

s T analogi C oo

11,1 iii=141, en an logia con ki

P . . 1} P -1 -
&n es un espacio vectorial de dimensién 2"', Los numeros de

Clifford de la forma X = Xo + xli”— ees + xn_lin_1 seran llamados

vectores. Ellos forman un subespacio vectorial V' de dimensién n,
que generalmente se identifica con R".

El grado de I = i“...ivk es k; el grado de a = ZaII es el grado
de la I de mds alto grado dentro de la suma. Un elemento es
homogéneo si todos los elementos no nulos tienen el mismo grado.
Un elemento es par (impar) si todos los elementos tienen grado par

(impar). Todo elemento homogéneo en 6n lo denotamos por aW), es

{k)

decir, a = ZaII, donde el grado de cada I es igual a k.

Si en la sumatoria ZaII "ordenamos" todos los elementos de forma
que los grados de los sumandos I dqueden de menor a mayor, entonces la
sumatoria puede ser vista como:

fal = a4+ a4 .+ a™

)

donde cada a es una sumatoria en la cual todos los sumandos

I tienen el grado i.

Existen numerosas involuciones y anti-involuciones en ©n,
similares, a la conjugacidén compleja. La mdas importante de
éstas consiste en reemplazar cada ih por -ih. Denotaremos esta
conjugacioén de un elemento a por a‘’, es evidente (a’)’ = a
Verificaremos que {(atb)’ = a’ + b’

(o} (n) (o} (k)

Sia=a’"+..+4+a Yyb=Db +..+b

(o) { 1)

s (a+b) = a®+ b+ a™e bWy o+ a™y p™y o+ 2™,

Cabe sefalar que en esta conjugacion si I es de grado par,

entonces I’ = I, y si es de grado impar I’ = -I.
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(o) (2) (2)

s (ath)yri=, +b
: + ( 1) (a(k)

“‘_" +b) Foovee o+

ya’' = a(ﬂ+ (-1) gy ;;

b 4+ (-1)'bM4
(a+b)’ = a’ + b’
También se cumple que:
(ab)’ = a’b’
Por linealidad bastara probarlo para el producte de I = (iw,...,ivn)

).

Determinaremos el grado del producto

por I = (i ,...,1
si I eI no tienen factores comunes el grado del producto sera n + k
Supongamos, ahora, gque tienen j-factores en comin, como estos
elementos aparecen en ambos productos, al eliminarse se anulan por
parejas, entonces el grado se ve disminuido en 2j, es decir:
el grado de IVI =n+ k -2j
m

2 IT =31 ,..1i 1 ...i, = (£) 1 ...1 donde s = n + k - 2j

¥ m vi vn ml mk pl ps

yl=plL<... <ps <n

b= (qy (k2D : :
> (Iva) (~1) (%) iyee1
' = - n . . . r = - k N
Iv (~-1) 10003 e Im (-1) Loeeed
’ n+k i ' s N o n+k : .
> Iv = (-1) AERY e SRS (-1) (%) 1pt.. .1ps
pero (_1) {n+k-21) = (_1)n+k

. (II)Y =1'71"’

v m v m
s (ab)’ = a’b’
. dicha conjugacidn actua como un automorfismo
Existe otra conjugacién a - a' que se obtiene invirtiendo el
orden de los factores en cada I. Es evidente que (aw' =a vy
(a+b) =a +b
Veamos un ejemplo de esto:
Sea I = ii...1

12 n

Sabemos que iii 'izi1' en general, iJik =-1ii para j < k.

2 - k")
» al permutar i1 n-1 lugares, cual es el caso, la expresiodn queda
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como:

(- 1)"“ i...l i

(¥

i

La 1 permutd n~2 lugares, entorices:
7 .3 CPRIERNS b S o8
’(-;) “(-1) 7 ii...114
En general: e
' CE atne1)
= ()" -0 -0t i =k TR i
1 n 1
Lema.- (ab)' = v'a’
Demostracidn.~ Como en el caso anterlor basta probarlo para
(i 1,...,1 )y (L 1,...,1 )
5 I1 =1 i i Q——(i)'...i donde s = n + k - 23
v om . pl ps
. (n+k-2)) { {n+k-2))-1]
- - e 2 .
=V(IVI) B (-1) p1°’ lpnok-aj
atn-1)
LN 2 R B
Iv—(l)', vt vk
. klk=1)7"
[ 2 ; A
Im-—(l) IEEES W
nin-1) K (k=1)
s I I = (-1) ? (-1) 2 i i i
v m mt" " " Tmn vk
n(n~1)+k(k~1)
_ oy 2 . . .
= 1) ml® " " Tmn Jhvk

Analicemos qué sucede al invertir el orden de dos factores de la

forma: I I
m Y

Al pasar imk al final,

con imk_l, y asi sucesivamente, entonces:
- kn
Im Iv = (-1)
n(n~1)+k(k~1)+2km
Iv l 2 . . s
® m ( ) lvl". vk m1 "
(n+k) { (n+k)-1)
2 . s
- +
(-1) (£) i, ...
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) (v =1) “itnek-2)) { (n+k-2§1-1)
. LR o IR 5. —

5 (an)”

a® & (-1ya't

#,(a’).

(')’
y cumple con:

(86) = B3, pues (ab) = ((ab)’)’ = (a’b’)" = (b")" (a®)’

1
ol
o

Para vectores x =x y X = (x)* = (x);

-] o 1 1 [} 2 2 [ n n
+ 1, + - i -.o.-x %

X X4 ¥y ?yT X X L 1t h
+ - i+ .- %X x 1

¥, x L-x, x i i+ x x . ¥ 1, i
+x x i -x x i i-...+x X

n ) n n 1 n 1 n n
- 2 ‘o
X X = X7+ X t.otx! [%{? donde |x| es la norma euclidiana

Si aplicamos la suma x + y, entonces

(x+y) (%Fy) =|x+y|®

(xty) (XHY) = |xty|?

XX + Xy + yX + yy = |xty|®

X o+ yX = | x ¢ yli- (x]%+ |v]®)
= 2(x-y)

donde (x'y) es el producto interno.

La formula mas general:
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-'... - :«:yli1

L= Xyll '—' .‘,.,— xy i1

[his b B
xyxlzx XY, T oeee T Xy i1
txy i -xyinl-—...+xy

L _ + - - {1y o
(x-y) ® yalxla x ytlxlz Y0 TR

2ixy =

- + - el = i + :
x Y l l % ynlnlz xnyn—x nln-l xn~1 n n n-i

»

yii

(eey) - (%y = xy) il

La notacidn de norma se extiende a los nimeros

Clifford, entediéndose por Ia}2 de a =X alel nimero real Zaf.

Un elemento de &n estd en su centro Zn, si conmuta con todos
los elementos de 6n.
Existen dos reglas:

1) L I = I'1 . si i ¢ 1
vp vp vp

2} i I = - I’i si i eI
vp ¥p vp

Demostracidn. -

1) Supongamos que ivp ¢ I, vy grado de I =n
s Iti = (-1)"i 1/
vp vp

C r = (-13)" 5 m (13T T o= (o) Ny - 3
omo I (~1) I = I J.vp (~1) (~1) lva (-1} 1va lva

s 174 =1 T sii eI
vp vp vp

Supongamos que ivp € I y grado de I = n, entonces:

iva = (-1)"'1 ivp, puesto que en el lugar p no cuenta
‘conmutacion.
Ejemplo: si I = ..., = 121 = 12(11...14) = (- l)(lllzla...l)

= (~1) (1112131214)

i

{(=1) (11121314)1
Como I’ = (-1)"I

2n-1

#

N - n~1 - e, - -
» 1T (1) (- TN (-1}
entonces (-1)™"! = (-1) s i L= ~If
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Para que a esteée en el centro, ‘se: tlene que cumpllr que. si a, = 0,
i fpodemos establecer

entonces I esta en el “centro

el 51gu1ente hech
Lema 2.1. 1.-Sin‘es
’Zn esta const' uid

B ii .;.1 ;1

Corolarloa 2.1.1.~
entonces a‘e R (pues a.e Zn}.

Si n es

para: ‘todo "vector "x

Observaciones: e T :
Si I estd en el centro, y el qrado'de»I es par, entonces I es

vacio (i.e. = 1).
Supongamos que no, entonces 3 ivp e I tal que iwI = Iivp pues I
esta en el centro, pero iw1'= _Iliwﬂ ya que ivp es factor de I.

Como el grado de T es par » I = (-1)"1’ = I
i I =-1Ii =T1Ii
vp vp

V.
» I = -I !. La contradiccién viene de suponer que I # o.

Si el grado de I es impar,y estd en el centro, todo iv es un
factor de I.

Nuevamente supongamos lo contrario, es decir, que 3 iv tal que

i eI '

Si iv ¢ I, entonces por la primera regla, ivI = I'iv = Iiv, pues I
estd en el centro, = I = 1'.

Como grado de I impar » I = (-1)"I’/ = (-1)I = -I

. I’ = -1’ ), La contradiccidn viene de suponer que 3 ive I.
Demostracidén del lema. Sea n impar, = i1"'im1 es de grado par.
Si a € Zn, » todo I de a, es decir a * 0, pertenece a Zn.

» para todo I de a, de grado par, I = @, y para todo I de grado
impar, se cumple que I = il...iml, pero habiamos supuesto n-1 par.

~ 1 =9, para toda I, » a € R.

Sea n par = il...in_l es de grado impar.

Si a € Zn, » todo I de a pertenece a Zn,

» para todo I de a de grado par I = a.

y para I de grado impar, = iv es un factor de I.

» a es combinacion lineal de 1 y il...im‘
Todo vector, no nulo, es invertible, pues xX = {x|?
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X -1
XX
El-producto de elementos 'invert‘ibly_é"‘s -es’invertible. Por lo tanto,
todo producto de vectores distintos de chfero es+ invertible.  ‘Estos
productos forman un grupo mu‘;tip'lipativo In, conocido como el grupo
de Clifford. '

Lema 2.1.2. Si a‘e l"n,‘en'tonc‘es ';jal2 =-aa y si a,”b e I'n, entonces
jab| = laffpl. o

, ~un: producto de vectbres, entonces

Si a € I'n » a =:x..3

(o (xR ;

aa =
s> aa = xS %= |50 ¥'|? = 0. pPero los unicos
términos, en el producto aa, de grado cero son los elementos de la
forma af, y aa =% af = ]a]a, pues IVI_m tiene grado cero « IV = Im;
ademas II = 1.

Si a, b € I'n, esto implica (ab){ab) = abba = |a[2|b|2.

+ |ab|® = [a]®|b]?% = [ab] = |a|]b].

Como consecuencia del lema tenemos:

-1 a a

[
[+
o))

a = 5 pues 3 = — =1 para todo a € In.
lal la| aa

Similarmente:

a™t! = a; pues a‘a = ( X'...X*) (..o = %)% L 6P = |a)?
la]

Lema 2.1.3.- S1i a e TI'n y x € V', entonces . axa’™ ¢ V", y

la funcidn x - axa’”’ es isometria euclidiana de V* = R" sobre
si mismo.

Tenemos que YyX = 2(X'y) - Xy

Si multiplicamos por y, por la derecha, entonces:

yXy = 2(x'y)y - xyy = 2(x'y)y - |y|® x para toda x.

Como x = X

X =z=yzy = 2(zry)y - |y|[° 2z, = yxy = 2(xyv)y - |y|® %,
Usando que y = y ,obtenemos que yxy = 2(x-y)y - [y[2
combinacidén lineal de dos elementos de V"

X que es

W yxy e V°
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y X e v,y asi
VHSiiaia
2 axar e v : .
jaxar ™| = Jal® (%1% jar | pero Jar|? = |a'/ aﬁz = |a|®
> Jaxa'"'|? = |x)? ’

-1 . .
.~ axa’ es isometria.

» Si ¢, (x) = axa’”', la inversa y de ¢, es:

¢, (W(x)) = I(x) = ap(x) a’™'=I(x) = yY(x) = a™! ¢ ar
y ¥ (¢a(x)) = 3-1 a x a a’ = xX. Pero a’ = (a-l) ;-1

+» la inversa de ¢a es ¢aq

Como ¢a(x) = axa’”"' es isometria y ¢a(0) = 0 entonces ¢a(x) = XA,
donde A es una matriz ortogonal, ademas

$,,(x) = ab x (a'b’y™t = ab x b’ tart = (8. (x)) .

Para dar una interpretacion geométrica, determinaremos el
significado de ¢y cuando y es vector. Entonces:

- = =1 - 1
ax=yxi' =yxLo=2 (- |y 200y)y)

[yl fyi

= —x + 2(xy)L = - (x - 2(xy)-L)
| Iyl

Donde (x - z(x-y)—z~é) = yY(x) es la reflexion en el plano P(y,0),
ortogonal a ¥y que pasa por ol.
Siy =1, vistoenR", y =e = (1, ..., 0), entonces la reflexién

1
en el plano P(el,O), aplicada a x queda:

gi{x) = x - (2x°, 0, ..., 0) = (—xo, Xy eeey xJ
1

Esta formula se vio en el capitulo 1.
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$.(x) = =% + 2(xy) L=
Yy |y v

s, 0x) =¥ o(x).

¢ (x) se puede- ver como la: composlclon'de dos reflex10nes, lo

que Slgnlflca que ¢ (x) preserva orlentaclon?.‘~%

Lema 2..1.4-Si a, b ‘€ In, entonces able Vn si y"sdid sif
a’b e V. - T
Supongamos que ab? e V", ab? =x 2 a=1xb, perob xb € V?

s baeV' como ba=(ba) =ab, »abas V.

siabeV’, ab=y=a =yb

2.2 Matrices de Clifford.
Consideraremos, en esta seccidn, unicamente matrices g = [2 EJ,

con elementos en I'n v {0}. La matriz g aplicada al vector x es:

g(x) = (ax+b) (cx+d)”!

Primeramente quisiéramos definir g como una funcién de V7,
pero como en el caso complejo es necesario agregar el punto al
infinito; denotamos por V'a V'u {x}, donde el infinito desempeiia

el mismo papel que en los complejos, y ¢g(x) = ac”'.

Nos ocuparemos, por el momento, en averiguar bajo qué condiciecnes
g(x) define una biyeccidn de V" » V', Usaremos la misma
letra g tanto para la funcion como para la matriz, prescindiendo
del hecho de gue miltiplos reales de la matriz definen la misma
funciédn.

¢ Cudndo g induce la funcion identidad?

Si g es la identidad, entonces g(x) = X, ax+b = x(cx+d) para
todo x.
2

Resultado del capitulo 1.
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Para x =0 = bd™"'=0 . b=0

Pér‘afx =o< s act =«

=c= Oypara x=1a+b=c+d = a=4d
%.ax ‘=—'2‘d ="xa para toda x. Si' n es impar, por el corolario a 2.1.1
tenemos que a es real, pero si n es par no podemos concluir que
sea real. Sin embargo, si utilizamos la misma fdrmula para X € V“”,
' y si la funcidn de V"' es también la identidad, podemos concluir

que es un multiplo real de la matriz identidad.

Comenzaremos con condiciones necesarias para que g sea
biyeccién de V' » V. En primer lugar, g(0) = bd"' y g(«x) = ac’}
deben estar en V'. Por el lema 2.1.4 si bd' € V" = b'd e V.

Y siaclevisace V.
Si y= g(x) = (ax+b)(cx+d)™' e V", entonces y(cx+d) = ax+b, y

como x = x Yyy-= y', también (y(cx+d)). = (ax+b)', (xc'+d.)y = xa'+b’

o lo gue es igual x(a' - c'y) = d'y - b', que tiene la misma forma
que g(x), » a gl(y) = (d'y - b.) (a' - c'y)'1 le corresponde la matriz
_ (4. -b.
9= (—c a]

Podemos escribir x = g, (y), por construccion g(gl(y)) =YYq (g(x)) = x
para toda x, y € V'. Es claro entonces que g, es inversa de g,

g,(0) = -b'a"' = g™'(0), determinemos g l(x):

gg™l(x) = x, » (ag " (x)+b) (cg” (x)+d)”! = x, ag”'(x)+b = xcg ' (x)+xd

s (a-xc)g ' (x) = xd-b = g '(x) = (a-xc) ' (xd-b).

»glo) = -a'h, » -ba ' =-a'bevV'sb=-ax s axa € Vs -ba'e V"

s g () = -d'c"! = gl«) = -c'd e V' »d=-cx » cxce Vs ~dc e V"

. -ab’ = -ba y cd =bc

Sabemos que las matrices[i 2] Yy {_g' -:-] inducen funciones

inversas una de la otra, entonces sus productos, en ambos ordenes,

inducen la identidad.
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Usando como notacioén A(g)

. A(g)x = xA(g) ", pues gg, ()

da-bg, s

x » ((ad'-bc')x + 0) (0 + da'-b'c) 7= x

> Cad'—bc.)x = x(da'-b'c) para toda x e V'. Y-similarmente::

A(g)x = xA(g,)’

En particular se cumple para x

1, » A(9) = 8(9)" ¥y A(g)) = A(g))’

. A(g)x = xA(g) para toda x € V', y por consiguiente con todo x & &n

y asi con cada factor del producto.

Si n es impar esto implica que A(g) es real. Si n es par lo mismo

se cumple si asumimos que g induce no sélo una biyeccién de V",

sino de V!, Ademis, es imposible que A(9g)

. e_y

dc

que contradice lo que estamos suponiendo.

Como A(g) y A(gl) son reales, se sigue que:

99, = AT,

= a'b = ¢'d, o lo que es igual g,(0)

9,9 = 8(g,)I

pues ad’ = bc.,

= g'(0) = g7 (),

= 8(g)

Como los factores reales en g son irrelevantes para la funcién,

podemos normalizar de tal forma que A(g)

1 6 -1. Incluso con

esta normalizacién g y -g definen la misma funcién.

Denominaremos a A(g) como el pseudo-determinante de g.

Los resultados anteriores motivan la siguiente definicidn:

Definicidn.- La matriz g = [

i) a, b, ¢, d € Tn u (0}.

ii) A(g) = ad -bc € R/{0}.

' - £ ] n
1iii) ab, cde V

iv) c'a, d'b e V.

] pertenece al conjunto GL(Tn) si



g € SL(Ta) si A(g) =1 6 -1, y a SL (') si A(g) =1

Se . demostrara que GL{['m) es un grupo bajo la multiplicacién de
‘matrices, y que SL(n) y SL (I'n) son subgrupos. Utilizaremos la
notacioén PSL, PSL para los grupos cocientes médulo (* I}.

La condicidén iv) se demuestra a partir de ii) y iii):
A(g)c'a = c'A(g)a, pues A(g) es real y conmuta, ahora, como A(g)
es real = A(g) = (A(g)))’

s c'A(g)a = c'(A(g)") 'a =c (@A -Bcha =c ((a'd) - (b8 ")a

= ¢ (d’a - c’b)a = Ialzc'd’ - |c|25a = |a|2(5d)' - ICIZBa
Sabemos que cd’ € V' » cd e V' 5 c'—d—'—2 e Vs c'dl eV
: [a]
s (cd)’ e V.
ba' e V's ba’l e V" o b'—a—'z e V" s blar e V' » (ba’) e V.
lal
> ba € V".

]a|2(5d)l - |c|®pa e V", . A(g)c'a e V' e c'a e V.

Similarmente se demuetra para d'b, pues:

. - - — 2 2,= ’
A(g)db = d (d’a - ¢’b)b = |d|"a b - [b|®(de) e V",
sicaevVisacevViysidbeVv »bdeV.
Ahora:
A(g) |dl?
pues db e V', »db = (d'b)’ = b'd, asi dc’ = cd’ porque cd’ e V".
a(g) |a)?

A(g) = 4(9))
Hemos demostrado que A(g) = A(g,) sin asumir que g induce una

a"(ad" - bc)a’ = |d|%’a - d'bc’a’ = |d|%d’a - b'dc'd’,

"

|a|®a’a - b'c|d|® = a(g) [4]>.

biyeccion.

a b

TEOREMA A.-La matriz g = [c d

] con a, b, ¢, d € 'n v {0} induce
una biyeccién de ¥V » V" y V' » ¥ si y sélo si g e GL(I'n).

a4

T

LTINS

$ SELOTEG

-
S
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La condicién de necesidad ha sido.probada con la definicion

d 'e'::"

de GL(In), note que la existencia ‘(ax+b)-(cx+d)

que cx+d es invertible ¢°

"no: . son”’

simultdneamente 0.

Para la condicién de suficiencia tenemos ’que ‘mostrar, primero que
todo, gque (ax+b) (cx+d)'1tiene sentido. si-c = 0° no hay nada que
probar, si c = 0, = (cx+d) = c(x+c'1d) .Por iii) y lema 2.1.4,

sabemos que ¢ 'd e V°, por consiguiente cx+d = c(x+c™'d) € Tn v (0},

Si axtb = cx+d = 0 s x = ~c'd = ~dc 'y ax+b = ~ad' ¢ 4b = 0
» ad” - bc' = 0 contrario a ii). De aqui gue g(x) esté bien
definida.

La condicidén iil) junto con d'a -bc = A(g) implica:

(yc'+d') (ax+b)—(ya'+b.) (cx+d}) = yc°ax+yc'b+d'ax+d'b—ya.cx—ya'd-b'cx-b'd
= d'ax - b'ex - ya.d + yc'b.

a(g)x - ya(g)

A{g) (x-yY) -
Si x, y e V', como asumimos, entonces:

g(x) = g(y)’ = (ax+b) (cx+d) ™ - (yc'+d) T (ya'+p')
: = (ye'-a")"'a(g) (x-y) (cx+e)
> g(x) - g(y) = () (ye'+d) " (x-y) (ex+a) !
Una primera consecuencia es que g(y) = g(y)'
> g(x) - g(y) = A(g) (ye'+d) " (x-y) (cx+d) .
Para y = 0, » g(x) - g(0) = A(g)d 'x(cx+d)”*
Y pasando a la inversa:
(g(x) - g(0))™" = A(g) ex+d)x'a’= A(g) '(cd"+ax7'd’) como cd” vy
dx'd’e V", » (cd’'+dx'd’) € V'. De aqui se sigue que g(x) - g(0)
es un vector o x y como ¢g(0) = bdl e V', pues db e V°
+b'd eV’ s bd' e V", Podemos concluir que g(x) e V".

En otras palabras hemos probado que g induce una funcién g: V" + V9
Exactamente el mismo razonamiento muestra gque g induce una

funcién de V' 4 T,
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La  prueba - piede ser rébé}i&é"p"a’ra*la matriz [_ .

también en GL(I“n)‘.Y Sabemos clegz.,z.'c;{l.‘xéa"'gg1 = gig es.

real de la matriz unitaria, que induce a la funciéﬁ ‘{dentida

prueba que las funciones @ - g: VW 4 fy ot

biyecciones. e ‘
Lema 2.2.1.~ GL(I'n) es un grupo con la multiplicacion d'e“matrices
SL(I) y SL (I'n) son subgrupos de GL(In). .

Como un primer paso para mostrar gque GL(Ia) .es un grupo,

a b a b
verificaremos gque el producto {cl dI] {cz dz] de dos
11 2 Tz

matrices en GL({I'») tiene elementos en I'm u (0}).

s N : . -1 -1
# = +
Por principio, si 2, Y ¢, 0 = aa + blc2 al( a,c, a, bl)c2
Q-i

2
queesténenl"nu(O}puesalb:eV" »bla:ev" alo:a1 e Vv

n

> (a’'b)'eV s al
t 1

1bleVn

-1 . . . .
. Si a 6c, = 0 la conclusion es obvia.

Lo mismo pasa con a, ¢,

Idéntico razonamiento aplicamos a las otras entradas.

g 1
hereda de la multiplicacién de matrices. Lo unico gque resta por

probar es gue para cada g & GL(I'n) existe g’1 en GL('a}) tal que

Evidentemente (l OJ € GL(I'n), la propiedad asociativa se

-1
g g = 1.
Ahora, si g € GL(I'n), g induce una biyeccién, por lo tanto tiene

- . . , . -1
una unica inversa, que es, ademds biyectiva, entonces g e GL{(I'm).

Si g e SL(la), = A{g) = 1 & ~1.
6 b 3 a( b 3
Sea e SL(T = 1 31 = 2 L2
9, ¥ 9, (Tr) ¥ g, [cl d1J Y 9, lcz d2J
. Bga) =8 axlaz+b1c2 aibz-t-loid2
172 c:laz+cilc2 clb2+dld2

= (a1a2+bxc2) (bzc1+d2d1) ~ (alb2+bld2)(a2c1+c2dl)

L - £ ) . L »
a,(a,d,=b,c,)d = b (da -chb e
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= 4(g,)ad - A(g,)bc,

= A(GA(g)

4 SL(M) ¥ SL (I'n) son, ambos, subgrupos de. GL(I‘n) , T gl

Sea GM(lﬁn) el grupo de las transfomac n>s Vde Moblus vy M(IR ) el

.grupo que preserva orientacic’m.

TEOREMA B.- El grupc PSL (I'n) es 1somorfo al grupo M (iR Yy esta‘
generado por las matrices: e

5 ) _(s;*:]é o

b] € SL‘(Fn) con c = 0

a
Asunramos que (c a

éad'-bc'=l,=ad.=1,=>a = d

5 g(x) = axd™ + ba™ = axa” + ba’

que se puede descomponer como [l ba ] (a g'-x]

0 1 0
S8ic#0=sbe =ad -1, como c'd eV, » b =adc¢c -t
»b=ac’d-c? R BEIRR .
-1 LIS -t -1 St -1
» g(x) = (ax + ac d-c ) (cx + d) = (ac (cxtd).=.C ) (ex +d)
= ac? - " Mex + g
. a2 B} o (2 ac’™) (o -t
c d 0 1 c d

.1 -1 .y .1
-c 0} (o {3y ¢ 8 _ {~-c 0} (o 1 _ {0 ~c
como [0 c) [—1 o] [o 1 ] = [o c] [-1 —c"d] = [c a )
"~

Bo-03 =6 906 G

. a o0 1 b 0 1
Esto prueba que las matrices [0 a*—l], [0 1]’ [_1 O]

generan a SL',(I“n) .
Como:

[é ?] corresponde a la translacidén x » x + b (b ¢ V")
[g g‘-l] corresponde a la transformacidn ortogonal x - axa‘

(..(1’ é} corresponde a la reflexién x + ~X, en el plano % = 0,

seguida de la reflexidn y -+ y/]y{' en la esfera unitaria y estas
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son todas transformaciones de Mobius, para cualquier g e SL, (I'n),
la funcioén inducida es una transformacién de Mébius, por lo tanto
toda g € SL, (I'n) es una transformacidén de Mébius.

Reciprocamente, cualquier transformacioén de Mdbius de R" se puede
expresar como g, para g € SL* (T'n), ya que las transformaciones de
M6ébius son generadas por los tres elementos mencionados arriba.
Hemos visto que la funcidén A: SL_(Tw) - M(Iﬁ") , definida como:

A(g) = (ax+b) (cx+d)”!, identificando V" con R".
es un homomorfismo. Consideremos el kernel de A.
Supongamos g € ker A, entonces para cualgquier x e I?\*" g(x) = x,

A
especialmente X = 0 y X = « = b = ¢ = 0. Para toda x &€ R", se tiene
a

que ax = xa, por lo tanto tiene que . ser real.
Ademds, estamos suponiendo gque ad" - be" = 1, = ad” = a® =1
sa=106a= -1,
. Ker A = {t I}
Entonces como g y -g = (-I) g determinan la misma transformacidn

se tiene bien definida X: PSL (In) » M(R")

n

Por 1o tanto PSL (Fn) = M(R).
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