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Introducción 

El descubrimiento de los cuas1crlstales, hecho en 1985 11), ha sido de 

gran interés, porque mostró una forma de agregación de la materia 

condensada lntcrmedla entre los sólidos cristaUnos y amorfos. 

El primer cuasicrlstal obtenido fué una aleación de Alumlnlo con 

Manganeso; a esta nueva fase se le llamó 1cosaedral {I). Posteriormente 

se descubrieron otras dos fases cuaslcrlstaHnas: la decagonal {T) y la 

dodecagonal. Aunque la fase I ha sido profusamente estudiada, las otras 

dos, por ser más recientes, no lo han sido tanto. As1 pues, el objetivo 

de esta tesis es estudiar algunos modelos estructurales de la faso ·r, 
generados por un método malemátlco desarrollado originalmente para la fase 

J. 

En lineas muy generales, se construyeron estructuras trldlmcnslonales 

mediante el método dual generallzado (KDGJ. Para ello se consideraron 

diversos poliedros (llamados estrellas de vectores}. los cuales dan lugar, 

al apllcarlcs el HDG 1 a diversas estructuras. Las estructuras resultantes 

fueron estudiadas para comprobar sl contenian los elementos de slmetria 

que se han determinado expcrlmentalmente para la fase T. También se 

obtuvieron los patrones de difraccl6n de los resultados, para compararlos 

con el experimento. 

Para aplicar el método dual generalizado se desarrollaron algoritmos 

de cómputo asi como var los programas de computadora eser i tos en Pascal. 

La tesls está dividida en cuatro capitulas; en el prlmero se expone el 

problema de los cuaslcrlstales; partiendo de la crlslalografla clásica se 

llega a por qué los cuas1crlstales no pueden ser explicados dentro de 

ésta. Después se presenta una revisión de los modelos propuestos para 

explicar los cuaslcrlstales. 

El capitulo l I expone dos métodos matemAttcos para generar estructuras 

cuasiper16dicas: corte y proyecc16n y MDG. Al úl Umo se le estudia con 

gran de tal le porque ha sido el escogido para usarse en la presente tesis. 



En el capitulo I II se presentan los polledros generadores que fueron 

usados y los parámetros cscogldos para el HDG. Aqul se incluye un resumen 

de los algoritmos que sirvieron para hacer los programas de cómputo 

(ejecutados en una computadora DlGlTAL VAX ll/780). En este capitulo se 

incluyen los resul lados obtenidos. 

Al final, en el capitulo IV, se discuten los resultados y se dan las 

conc1uslones del trabajo realizado. 
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CAPITULO l 

§ 1. t El problema de los cuaslcristalcs 

La materia condensada, caracterlzada por la fuerte unión entre sus 

átomos, moléculas e iones que la constl tuyen, ha sido tradlclonalmentc 

clasificada en dos clases atendiendo al grado de ordenamiento de su 

estructura interna. Estas clases de estructuras son la cristalina y la 

amorfa. 

En las estructuras cristalinas (llamadas cristales), las part1cula5 

estructurales se ordenan en el espacio de una manera regulnr, de modo que 

es posible obtener la totalidad del sólldo apllcando una repetición 

periódica, translaclonal y trldlmenslonal de un módulo mlnlmo de materia 

( formado por átomos, iones o mol6culas). Este hecho constituye la 

propiedad más sobresallenle de los cristales: su orden translaclonal 

perlódlco de largo alcance:. 

Los materiales de la otia clase, a diferencia de los crlstalcs. no 

presentan orden de largo alcance: sólo tienen orden de corto alcance 

(del orden de Angstroms}. estos materiales, llamados amorfos, se les 

considera muchas veces como llquldos congelados cuya dureza se debe a una 

viscosidad muy al ta [2}. La mayor la de los materiales son amorfos, corno 

por ejemplo el vidrio y algunos plásticos. 

Gracias al orden translaclonal de los cristales es posible dar una 

claslflcaclón global de todos los tipos de estructuras cristalinas que se 

puedan dar en la naturaleza, lo cual no sucede con los materiales 

amorfos. Para llegar a esta claslflcaclón, es necesario realizar una 

abstracción malcmállca de la estructura del cristal. Esta abstracción 

, llamada red puntual, es obtenida al notar que un punto arbl trarlo del 

módulo minlmo material se puede comparar con un punto equivalente en 

cualesquiera de los otros módulos obtenidos por translaciones. Los puntos 

obtenidos de este modo constituyen la abstracción deseada que facilita la 

tarea de estudiar el cristal. 
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Al igual que en éste, la red puntual puede obtenerse por una 

repetición periódica, translaclonal y trldlmenslonal de una celda llamada 

unitaria. La celda unitaria puede escogerse de varias maneras pero sea 

cual sea la elección deberá poder reproducir la red puntual. 

Los puntos de red en la celda unitaria conforman un poliedro aunque 

resulta conveniente, y siempre es posible hacerlo {3], escop,er un 

paralelepipedo que sirvil como envolvente para dichos puntos. El 

paralcleplpedo necesariamente contendrá puntos de red en sus vértices y 

algunas veces en sus caras, centro bilGCS. Atendiendo las 

combinaciones que se pueden hacer entre las longi ludes de las aristas del 

paralclcpipedo y los ángulos entre ellos, se obtienen siete formas 

fundamentales que resultan ser compatibles con Ja slmetria translaclonal 

de la red puntual. 

A su vez, considerando que los puntos de red, además de los vértices, 

pueden ocupar las caras, bases y el centro del paraJelepipedo, las Glete 

formas crlstallnas básicas dan lugar a catorce celdas uni lar las posibles, 

las cuales son los módulos básicos para otras tantas redes puntuales 

llamadas "redes de Bravaisº en honor a Augustc Bravals. quien las dedujo 

en 1848 (3]. 

Asl, la red puntual de cualquier cristal pertenece a alguna de las 

catorce redes fundamentales. 

Entre las posibles elecciones de celdas un! tarlas hay una que posee un 

volumen minlmo comparada con las otras y que se puede asociar con un sólo 

punto de rcd;a esta celda se le llama primitiva f3]. La celda primitiva 

define con sus aristas tres vectores, a
1

, a
2

, a
3 

(llamados vectores 

prlmltlvos) los que permiten obten~r la totalidad de los puntos de red 

como una combinación llneal de ellos [3] 

n
1

, nJ, nh e l (1.1). 

De aqul se sigue otra propiedad fundamental de un cr 1 stal: orden 
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orlentacJonal de largo alcance a lo largo de los vectores a 1, a2 y a 3. 

Debido al orden translaclonal de la red puntual, surgen slmetrias 

rotacionales, especulares y centros de inversión, es decir, la red es 

congruente consigo misma al aplicarle un giro, una reflexión o una 

inversión. Cada una de éstas operaciones de s\metria define un conjunto 

de puntos que tienen la propiedad de que no se rueven bajo la apllcac16n 

de la operación. A dicho conjunto se le llama elemento de sJIDCtría y 

puede ser una linea, un plano o un punto. 

El conjunto de operaciones de simetría que dejan invariante a la red y 

cuyo elemento de slmetrla contlcne un punto de ésta, forman una estructura 

matemática llamada grupo sl se considera corno operación binaria entre los 

elementos del conjunto la composición de operaciones de slmetrla. 

A dichos grupos se les llama puntualeD. Las ca torce redes de 

Bravals dan lugar a treinta y dos grupos puntuales cristalográficos, los 

cuales r·esultan ser muy útiles para estudiar la morfolog1a macroscópica de 

un crls\.~~l. [4]. Dentro de estos grupos sólo cstan presentes s1metrlas 

rotacionales b1nar1as, ternarias, cuaternarias o senarlas (180°, 120°, 90° 

y 60° respectivamente) [S}. No pueden cxlstlr simetrias rotacionales de 

orden mayor que seis nl tampoco se perrnife la slmetria quinaria (72°) 

ya que resultan ser lncompallbles con el orden translaclonal [6]. En el 

caso de la slmetria quinaria, esta lncompatlbllldad se traduce en el hecho 

de que es imposible cubrir completamente sin dejar huecos , una superficie 

plana con pentágonos regulares (los cuales se consideran los 

representantes de la slmetrla quinaria) porque al juntarlos por sus lados 

siempre quedan huecos en forma de rombos punllagudos [7]. 

Las simetrlas de los cristales dan lugar a que sus pa trenes de 

dlfracc16n de rayos X, electrones o neutrones sean muy dlstlntos a los de 

los amorfos. Mientras que el patrón de difracción de un cristal 

consiste en un conjunto de picos delgados (llamados picos de Bragg), el 

de un amorfo está. formado por anl.l los d1fusos [8 l. 
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El patrón de dlfracclón discreto observado de un crlslal se deduce de 

la pcr1odlcidad del mismo. En efecto, cualquier función escalar de la 

red {como potencial dispersor, densidad electrónica, etc.), ó(r}, resulta 

ser periódica y, por consiguiente puede ser expandida en una triple serle 

de Fourler utilizando un conjunto de vectores reciprocos {gq} [2): 

ó(r)=LLL O:kl exp(l<g ,r>l 
h k 1 q 

(1, 2) 

donde: gq==he~+kc; +le; ; (donde h. k, 1 e Z}, cumpliéndose i: siguiente 

relación entre los vectores e~ y ª; : <c~,a/=2rr5rJ Aqui óhkl es una 

amplitud compleja asoclatla con el vector reciproco gq. 

Esta expansión indica que la transformada de Fourler de ó(r) consiste 

en un conjunto de picos discretos fes decir, funciones delta ric Dlrac)~y 

puesto que el patrón de tl1fracclón debido a un potencial dispersor es 

proporcional al cuadrado de la norma de la transformada de four1er [9], 

resulta que el patrón también conr;istlrá en un conjunto de picos 

discretos. 

De la relación entre los vectores reciprocas y los vectores primitivos 

que aparece en ( 1. 2) se observa que ambos conjuntos llenen las mlsmas 

simetrias por lo que los patrones de difracción deben de tener la slmetrla 

de alguno de los treinta y dos ·grupos puntuales (2]. De este modo, 

resulta claro que no dcberian existir sólidos cuyo patrón de difraccl611 

consistiera en picos de Bragg distribuidos de acuerdo a una s1met.r1a 

quinaria. 

Sin embargo, en 1984 ,Shechtman, Bletch, Gratlas y Cahn [10] 

descubrieron experimentalmente una alcac16n de Al
00

Hn
20 

cuyo patrón de 

difracción de electrones estaba formado por picos de Bragg con ejes de 

slmetria quinaria. 

Analizando las slmetrias del patrón obtenido, Shechtman et al. 

encontraron que éstas eran las mismas que las de un icosaedro, el cual 

contiene seis ejes de slrnetrla cinco (grupo puntual m35). Para ello basta 



comparar los patrones de difracción obtenidos tomados a dlstlntos ángulos 

siguiendo las slmetrias de un icosaedro, con la proyección estcrográflca 

polar del grupo puntual lcosaedral (flg. l). 

" 

-·· J7.J8º 

(fig 1.1. Comparación entre el grupo puntual icosacdral y los 
patrones de d1fraccl6n de electrones obtenidos por Shechlman ot 
al. a diversos ángulos partiendo de un eje de slmet.riú quinario 
[!O]). 

Por esta razón, la fase presentada por la aleación Al
60

Mn
20 

se le 

llam6 fa.se lcosaedral (fa5e 1) comprobándose con dlversos experlrnentos que 

era una fase metacstablc ( 10]. Para obtenerla, se enfrió de manera 

ultarréplda (un mlll6n de grados Kelv1n por segundo ) la alcac16n fundlda 

lo cual 1rnpld16 que esta tuviera tiempo para cristalizarse normalmente. 

El dcsct1brlmlcnto d~ la fase 1 resulta muy importante porque aunque la 

slmetria icosacdral estó. prohlblda para cr1stales (por tener ejes de 

slmetria cinco), su patrón de dlfracclón está formado por picos de Bragg. 

lo que seria lndlcativo de una nueva clasl'! de estructura lnt.ermedia entre 

los cristalcG y los amorfos. 

En efecto, según Shechtman et al., la fase presenta. orden 



orlentaclonal de largo alcance pero carece de orden translacJonal 

periódico [IOJ. 

Desdl.! 1984 han sido encontradas otras aleaciones que presentan 

slmetrla icosaedral como FeT1
2

, N1Tl
2

, Al
6
Li3Cu f 11). También se han 

descubierto dos nuevas fases, la decagona.1 (Al
00

Mn
20

, Al
60

F'e) [12] Y la 

dodecagonal (Nl-(70.6 at. Y. Cr)) [13] que llenen slmetrlas rotacionales 

cristalográficas prohibidas. 

A todas estas nuevas estructuras que no son cristalinas pero que 

tienen patrones de difracción con picos discretos, se les ha dado el 

nombre de cuaslcrlstales (este término fue acunado orlginalemente por P. 

Stelndhardt y D. Levlne para designar a un tipo especifico de redes [ 14], 

pero actualmente su uso se ha generalizado}. 

El estableclmlentc de la fase I como un nuevo Upo de estructura de la 

materia ha sido objeto de acalorados debates; aún el mismo D. Shechtman 

fué escéptlco ante sus resul tadoa y durante dos af\os buscó posibles causas 

accidentales para explicar los mismos[lOJ, Entre las posibles causas, la 

más plausible coincide con la expllcac!ón propuesta por varias personas, 

entre las que destaca Linus Paul!ng. Esta consiste en buscar el origen de 

la simetria cinco en una mezcla homogénea de microcrista!es orientados de 

acuerdo a una slmetria quinaria. Este es un caso particular de lo que en 

cristalografla clásica se conoce como gemelac1Ón. La gemelación es la 

formación de un agregado atómico { l larnado "macla") por cristales 

individuales que crecen juntos alrededor de un plano de sirnctria. Esto 

permite que el agregado tenga cualquier slmetrla aunque los cristales que 

lo forman no la tengan;un caso muy conocido es el de la Pirita¡ aunque sus 

cristales tengan simetría cúb!ca, es frecuente que formen maclas con forma 

de dodecaedros [ 51. 

Shechtman et al. realizaron diversos estudios utilizando técnicas muy 

f1nas de microscopia electrónica (las cuales serán tratadas mas 

extensamente en la sección 1.21 no pudiéndose detectar las posibles macias 

(10]. Posteriormente varios grupos han confirmado la ausencia de éstas 
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{15], aceptándose generalmente que la fase I es un tlpo nuevo de 

estructura. 

1. 2 Modelos propuestos para explicar loe cuaeicrielalee 

Desde el descubrlmlento de Shcchtman se han formulado varios modelos 

para explicar los cuaslcrlstales y los resultados experimentales asociados 

a ellos. Estos modelos son: gemelación múltiple, modelos basados on 

estructuras matemáticas cuasipcrlódicas, vidrio lcosacdral y recursivo. A 

continuación se presenta un reseria de los rasgos generales de cada uno de 

ellos, dandose énfasis en los dos últimos porque 

relacionados más directamente con la presente tesis. 

§ t. 2.1 Modelo de maclae 

son los que están 

Este modelo, como se mencionó en la sección 1. l 1 explica los 

cuasicrlstales en base a una gemelación múltiple de cristales individuales 

con una slmetria cristalográfica permitida. El tamaf\o de los cristales 

individuales propuestos da lugar a dos subdivisiones:una es macias con 

celdas unl tarlas del tamafio usual en las fases cristalinas formadas por 

los mismos elementos ( :!i40Á ) y otra con celdas unitarias muy grandes {B]. 

Linus Paullng ha sido uno de los prlnc1pales defensores de la gemelaclón 

múltiple del primer tipo. El propuso como celda unitaria a un cristal 

cúbico primitivo de 820 átomos con aristas de longitud 23.36A [16]. Sln 

embargo , diversos estudios experimentales no han mostrado las posibles 

maclas. La clase de estudios que se han llevado a cabo para llegar a esta 

conclusión son: 

-Difracción de electrones con un haz muy convergente (de aproximadamente 

lSA de ancho). Los patrones resultaron tener siempre la misma simetría 

lcosaedral [ 10]. (51 hubiera maclas se esperarla obtener, con esa 
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rcsoluc16n 

permitidas). 

patrones de dHracclón con slmctrlas cr1stalográflcas 

-Imágenes reconstruidas ut1llzando sólo algunos picos del patrón de 

dlfracc16n(lmtlgenes de campo obscuro). 51 se aplica esta tl!cnlca a maclas 

de cristales, los cristales lndlv1duales aparecen muy claramente 

def1nldos. La misma técnica apllcada a los cuaslcrlstales no ha revelado 

la e>Clstencla de maclas [8}. 

-Las imágenes tomadas con mlcroscoplo electrónico resultan ser al ta.mente 

homogéneas hasta en detalles observados con una precisión dt:! 

Angslroms [ 15). 

El segundo tipo de maclas estarla forrnilda por celdas unidad muy 

grandes que puedan contener en su interior agregados atómicos con slmetrla 

clnco, tal como sucede en algunos materiales (un ejemplo es el llamado 

icosaedro de HacKay el cual se presenta en aleaciones de Al y Mnl, Aunque 

este modelo es mtis compatible con las observaciones experimentales, el 

tamaño de la celda unidad resul tarla demasiado grande ( >100 Á) comparada 

con el de las celdas unidad presentes en aleaciones del mismo t1po (aprox. 

10 Al (BJ. 

1. 2. 2 Modelos basados en eelruclurae matemáticas cuas1per1Ódlcas 

El punto de partlda de todos estos modelos de cuas1cr1stales, es un 

mosaico descubierto en 1974 por el fisico matemético inglés R. Penrose. 

Pcnrose encontró cómo lapizar sin dejar huecos un plano de manera 

aperiódica ut111zando dos tamaf\os distintos de rombos:uno llamado rombo 

gordo y el otro rombo delgado [17] (fig 2). 

Los rombos gordo y delgado forman al Penrose al unirse por sus lados 

siguiendo ciertas reglas de acoplamiento [fig. 1.3). 
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(flg t.2. Secc16n de un mosaico de Penrosc) 

(fig. 1.3 a) rombo gordo y h) rombo flaco. Para forrnar el mosaico de 

Penrose, los rombos mostrados se deben unir de modo que las flechas 

sl tuadas sobre sus lados coincidan) 
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Los mosaicos de Penrosc tienen propiedades notables: una de ellas 

consiste en que dado un mosaico es posible obtener otro con piezas más 

pequetias. Para ello es necesario aplicar al mosalco original una regla de 

subdlvlsl6n llamada de deflación. 

La regla de deflación Indica que un rombo delgado (Rd) se convierte en 

un rombo delgado (Rd') y uno gordo (Rg') de la siguiente generación : Rd ~ 

Rd'+Rg'. Anélogamente, un rombo gordo (Rg) se subdivide en dos gordos 

(Rg') y uno delgado (Rd' );es decir: Rg" 2Rg'+Rd' (flg. 4) [17) .. 

(fig 1.4 Regla de deflación de a)un rombo gordo y b) uno delgado.) 

Usando la regla de deflación también se puede generar un mosaico de 

Penrose. Para ello es necesario ;¡plicar recursivamente la deflación 

partiendo de uno de los rombos; este método recursivo perml te calcular la 

proporción entre rombos gordos y flacos que existen en un Penrose. Dlchit 

proporción vale: 

#(g/d)= a la 
n+1 n 

donde n es el número de la generación a la cual pertenece el 

mosaico,cumplléndose la siguiente relación de recurrcncia para las an: 

a =a +a 
n n-1 n-2 

(1.3) 
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con valores iniciales a
0
=0 Y a

1
=1. 

La fórmula de recurrencia (l.J} es muy conocida por el número 

asombroso de resultados lntcrsesantes relacionados con ella [18] .A la 

sucesión definida por ella se le llama de Flbonaccl fl 175-1250 

aproximadamente}. Para las primera generaciones, las proporciones son: 

211, 513, 13/8, 34121, ... . Esta serle también se llama de Flbonacc! y 

converge, paran grandes, a la media dorada: T =l/2(1+,SJ [17) (la media 

dorada es conocida desde los griegos por su relevancia en el arte y las 

matemáticas}. 

Por lo tanto, para un mosaico de Penrose la proporción entre los 

dos tipos de rombos converge a la media dorada para un número grande de 

piezas. 

Otra caracterlstica notable de estos mosaicos es el hecho de que todos 

los vértices de los rombos son expresables como combinaciones lineales 

enteras de cinco vectores que apuntan hacia los vértices de un 

pentágono (esta aseveración será estudiada más detenidamente en el 

cap! tul o 2}: es decir, existe orden orlentaclonal quinario. 

Muchas de estas curiosas propiedades llevaron a que en 1981 Alan 

Mackay introdujera a la cristalografía estos mosaicos como un ejemplo de 

estructura inflnlta, obtenida por una regla simple, que resulta ser más 

compllcada que las redes planas perlódlcas [19). En un articulo posterior 

l141. Mackay obtuvo el patrón de dlfracción de un mosaico de Penrose 

utllzando un dlfractómetro óptico. El patrón obtenido mostraba plcos de 

Bragg delgados orientados de acuerdo a direcciones definidas por los 

vértices de un pentágono. 

Los p1 cos de Bragg se encontraban separados sobre cada una de las 

direcciones a una distancia uno o T en una secuencia aperlódlca (fig. 

1.5). 
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{flg. 1.5 .Patrón de difracción de un mosaico de Pcnrose) 

El hecho de que el patrón de dlfracclón lndlque plcos discretos 

refleja orden translac1onal de largo alcance {15) que no resulta obvio 

al observar el mosaico. ¿ Cuál es la clase de orden translaclonal 

existente en el Penrosc? 

La respuesta proviene de la observación hecha por Mackay de que para 

cada dlrecclón donde haya puntos en el patrón existen dos vectores 

reclprocos con longitudes relativas lncomensuradas (t' es un número 

inconmensurable respecto a la unidad) 1 por lo que en una dirección dada 

del patrón.una función escalar asociada a esta se expresa como una serle 

de Fourler utilizando dos vectores reciprocas de normas inconmensurables: 

f{x); \A exp(2nlCl1lX+nTx) l 
L. •,n a,n 

{!. 4) 

Esta función es un caso particular de lo que se conoce como funciones 

cuaslperl6dlcas 1 las cuales no son periódicas en el espacio real aunque 

son expresablcs como una suma fin! ta de funciones del tlpo: 

cxp(2rrl(n
1
u

1
+n

2
u

2
+ . .. +nHvH)xJ (n

1
e Z):para N flJo, 

racionalmente independientes { 11}. 

siendo las u 
1 

En general, una función cuaslperlódlca f(x) puede ser eser! ta como 
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[111 

f(x)= l f
0

(n,.n2 .... ,n.)exp(2nHn,v,+ ... +n.v.)x). (1.5) 

"t ' .. ' ,nH 

La función f(x) as! obtenida no Sl'?rá periódica {exceptuando cuando 

las u
1 

son raclonalrnente dependientes o el caso N=l); sin embargo, es 

posible obtener a f(x) mediante una función periódica g de N variables 

independientes: 

g(x
1

, ... ,xN}= [ f(n 11 ... 1nHJexp(2rrJ(n
1
x

1
+n

2
x

2
+ ... +nHxHJ, (1.6) 

nt' • .. ,nH 

donde las x
1 

de la función (t.6} se relacionan con las v
1 

de (l.5) por la 

siguiente igualdad: x t u
1
x. 

En el caso de la función (1.4) se tendrá: 

g(x,yJ= I" A exp(2rrHmx+my)) l 11 1 n 
m,n 

donde g(x,y) resulta ser una función escalar periódica en R2
• 

La misma idea es aplicable al caso de funciones escalares 

cuaslper!ód!cas de un espac!o trldlmens!onal (f(x,y,z)). En este caso, se 

tendrá un conjunlo de N vectores base en el espacio reciproco, {qn}' que 

permiten desarrollar a f(x,y,z) como una serle de Fourlcr con vectores 

rec1procos q generados por combinaciones lineales de la base: 

donde: 

f(x,y,z)=l f
0

(n,. n,. .... n")exp(J<q, r>J; 

H 

q{ n
1
q

1
, y n

1
e Z. 

l=l 

(1. 7) 

La funclón definida de este modo es cuaslper!ódlca si N es mayor que 

la dlmens!ón espac!al , (d). S! N es Igual a d, la ecuación (!. 7) se 
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reduce a la {1.1), correspondiente al caso de un cristal periódico. Pero 

sea cual sea el valor de U, el espectro de la función f{x,y,z) estará 

formado por del tas de Di rae centradas en los puntos q. 

De aqui se s1guc que el orden lranslaclonal de los mosa1cos de Penrose 

es cuaslpcr16dlco, razón por la cual P. Stcldhardl les ha llamado 

estructuras cua.slper Jódlc.:is. 

Desde el descubrimiento de los cuaslcrlstales, los patrones de Penrose 

han servido para despojar a aquéllos de su caractcr paradójico: en ambos 

casos las estructuras carecen de orden translaclonal periódico aunque 

llenen un orden orientaclonal de largo alcance y patrones de difracción 

constituidos por p1cos delgador. de Dro.gg. 

Estas colncldcnclas han llevado a proponer modelos de cuasicrtstales 

basados en mosaicos de Penrose trldlmenslonales, lo que ha motivado un 

estudio exhaustivo de las estructuras malemátlcas cuüslperlódicas. Se han 

encontrado varios métodos para obtenerlas partiendo de un enfoque distinto 

al de los métodos expuestos en esta secc16n;de hecho se ha visto que los 

mosaicos de Penrose son s61o un caso particular de una lnflnldad de 

estructuras cuaslpcrlódica:::;. Los métodos existentes en la actualidad 

provienen del método de rn.ullimallas propuesto por el matemático DeBruljn ; 

derivándose de éste los métodos de corte y proyección y del dual 

general 1 zado. 

Aunque los modelos basados en el mosaico de Penrose han tenido una 

gran aceptación, la correspondencia entre ellos y los resultados 

ex:per1111entales todavia no es satisfactoria; mientras que los patrones de 

dlfracclón predichos por la teoria son picos de Bragg con una anchura dada 

por una func16n del ta de Dlrac, los patrones observados tlcnen un ancho 

flnilo (0.01 A"1
). Para e!<pllcar esta diferencia, se ha propuesto que el 

ancho flnlto de los picos sea consecuencia de defectos estructurales 

producidos durante el creclmlento del cuaslcrlstal [81. En algunas 

direcciones de los patrones, las diferencias entre el modelo de 

estructura cuaslper16dlca y el material real son muy notorias. Parte del 
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problema se debe a la incertidumbre que existe acerca de cómo se deben 

colocar los átomos en las celdas de la estructura para reproducir 

correctanl'ente los resultados experimentales (es decir, el problema es cómo 

"decorar" las celdas). En todos los casos, la estructura decorada deberá 

ser estable. 

§ l. 2. 3 Vidrio icoeaedral 

El modelo de vldrlo icosaedral propone para los cuaslcrlstales una 

estructura amorfa en el sentido de que no hay orden translaclonal de largo 

alcance 1 aunque existe un orden qulmlco de corto alcance l20] que da 

lugar a agregados átomlcos empacados densamente de acuerdo a una simctrla 

lcosaedral local (20). Para generar uno de estos vidrios icosaedrales, 

se unen aleatoriamente formas con slmelrla lcosaedral {no necesariamente 

Icosaedros) de acuerdo a ciertas reglas que permiten preservar el orden 

orlentaclonal. 

Las reglas varian pero generalmente lndlcan unir las formas vértice 

con vérllce, cara a cara, arista a arista, etc. Dado que la estructura 

obtenida deja grandes huecos en el espacio, el modelo propone que sea 

llenado por un arreglo amorfo;de ahl el nombre de vidrios icosaedrales 

Los patrones de difracción calculados de vidrios lcosaedralcs también 

consisten en picos de Bragg pero con un ancho finito, tal como se observa 

experimentalmente, motivo por el cual ha resultado atractivo el modelo. 

Sin embargo, el ancho predicho por las simulaciones difiere notablemente 

con el observado (21): por ello las reglas de unión se han Ido compl !cando. 

Otro problema del modelo es la dificultad para explicar el mecanismo que 

permita alinearse a las formas a lo largo de grandes distancias. 

A pesar de ello, el modelo de vidrio lcosaedral da argumentos flslcos 

para explicar por qué resulta favorable cnergétlcamente el crecimiento 

alrededor de semillas lcosaedrales dentro de una Interfase 

liquido-sólido[BJ. Uno de dichos argumentos hace notar que un icosaedro 
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se puede formar con diez tetraedros ligeramente distorsionados (7] , los 

cuales son formas muy eficientes de empaquetado en tres dimensiones;de 

este aodo resulta que el icosaedro es también una forma muy eficiente de 

empaquetamiento y de ahl su importancia como semilla en una interfase 

sólldo-llquldo que avanza rápidamente. Un argumento análogo aplicado al 

caso de dos dimensiones permite concluir que los hexágonos son formas 

favorables para el crecimiento por estar formados con seis triángulos 

equiláteros los cuales son las figuras más eficientes de empaquetado en 

dos dimensiones. 

§ 1. 2.4 Modelo recursivo (R) 

El modelo R surgió a partir del estudio de las fases cuasicristal1nas 

icosaedral y decagonal desde un punto de vista de nuc1eac16n y crecimiento 

de la materia a diferencia de los modelos expuestos en las secciones 

precedentes, los cuales le dieron al problema un enfoque estructural. 

Dicho modelo de nucleaclón y crecimiento se basa en el creclmlento 

dccaedral de cierta clase de agregados atómicos que sirven como semillas. 

Este modo de tratar el problema perml te obtener d lrectamente la 

posición de los Atemos y por ende varias propiedades fisicas del sistema 

corno funciones de distrlbuclón radial. imágenes de microscopio 

,frustración, concentración de impurezas, cte. Además, tiene la ventaja 

de mostrar que los cuasicristales se forman de acuerdo a principios 

flslcos usuales [22). 

El problema principal del método de crecimiento decaedral radica en 

que los agregados, generados por simulaciones en computadora, sólo pueden 

crecerse hasta cierto tamaf\o ya que el tiempo requerido de cómputo no 

per111te seguir crecléndolos [22). 

Por ello, no se puede probar que siguiendo las reglas del crecimiento 

decaedral se pueda llenar el espacio, tal como requiere de un modo muy 
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general cualquier modelo de cuasicristal. Para soslayar esta dificultad, 

rué necesario dar una generalización recursiva del método de crecimiento 

decacdral. El modelo que resultó es más geométrico, pero cada regla tiene 

su justificación en los prlnclplos flsicos del crecimicnlo decacdral [22). 

El crecimiento decaedral ocurre cuando los átomos que se agregan a un 

sólido que sirve como semilla lo hacen de manera que completan decaedros 

lnterpenctrados. Este proceso es favorable encrgétlcamcnle por la misma 

razón dada por el modelo de vidrio tcosaedral; el decaed ro se forma con 

cinco tetraedros los cuales son formas muy eficientes de empaquetamiento, 

de modo que cuando se completa un decacdro se completan a la vez varios 

tetraedros (es importante sef'\alar que un icosaedro está formado por dos 

decaedros lnterpenetrados}. Experimentalmente se ha confirmado la 

aseveración anterlor;las partlculas de 13, 19,23,26.29, ... átomos, llamadas 

números mágicos, y que se forman con decaed ros, resultan mas estables que 

otras en la condensación de gases raros (22). 

51 se extrapola esta forma de crecimiento al proceso de solldificaclón 

rápida de metales, se pueden producir agregados atómicos de tamaffo cada 

vez mayor partiendo de una semilla determinada. La regla que permite 

crecer al agregado completando decaedros consiste en cons\derar cada par 

de átomos que son primeros vecinos como un eje de slmetria cinco de un 

decaedro incompleto. El decaedro se completa agregándole átomos y dado 

que la figura resultante será en general irregular, éstos deberán ser 

puestos en su lugar mediante una relajación de Lennard-Joncs [22). 

La elección de la scr.illla para las fases 1 y T son los números mágicos 

de 13 y 19 átomos porque tienen las simetrias de las fases 1 y T 

respectivamente¡el hecho de que sean números má.gicos asegura su existencia 

en gran número en la interfase de solldificación. l.pl !cando a estas 

semillas el crecimiento decaedral, los agregados resultantes van creciendo 

capa por capa, sin embargo llega un momento en que la frustración no 

permite seguir creciendo el agregado. Entonces, para continuar el 

crecimiento se requiere la introducción de otra especie atómica más 

pcquena (entre 5 y 10 r. mas pequena que con Ja cual se empezó) (22). Esta 
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otra especie rellena los huecos de la estructura y otra vez el agregado 

puede seguir creciendo con los átomos grandes. Eventualmente la 

frustración tendrá que ser vuelta a reducir con la especie atómica 

pequefta;este proceso consllluye un ciclo llamado de frustración [22). 

Aplicando estas Ideas h:t $ldo posible obtener un modelo estructural de 

las fases I y T l23], [24), que reproduce las imágenes de al ta rr:soluci6n 

tomadas con mlcroscoplo, patrones de dlfraccJ6n de electrones y rayos X. 

El número de átomos en los agregados en cuestión es del orden de cientos, 

Para garantizar que se puede llenar el espacio es necesario seguir 

creciendo los agregados con un método más geométrico. Este método más 

geométrico se basa en que el llamado agregado básico, el cual es el 

primer agregado que se obtiene al crecer la semilla y en el cual se 

rellenaron por primera vez los huecos, reproduce las imágenes del 

microscopio clectr6n1co de un motivo que se presenta en las imagenes 

obtenidas experimentalmente (22]. 

Las imágeneo reales están formadas por rotaciones e interpenetraciones 

de este motivo (algo análogo sucede con los mosaicos de Penrose) ; lo cual 

lleva a pensar que sl el agregado básico se translada a ciertos puntos de 

él mismo y asi sucesivamente, será posible reproducir la lmágen. Es 

decir, se for111a un agregado por la adición lter~tlva de un agregado básico 

en ciertos puntos del mismo. En esta translación, habrá un gran número de 

coincidencias entre los átomos del agregado original y el transladado¡ los 

átomos del agregado transladado que se encuenten a una distancia menor que 

cierta distancia prefijada deberán descartarse. Si se relaja con un 

potencial de Lennrd-Jones, el agregado conserva la simctrla icosaedral 

(22]. 

Loo puntos del agregado básico que sirven como nuevos origenes para 

llevar a cabo la 1 teraclón se les llama puntO "O". La. propiedad que 

distingue a los puntos "O" de los otros átomos es que constituyen centros 

de icosaedros ligeramente distorsionados. 
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Geométricamente, los puntos O se caracterizan por ser obtenibles como 

una comblnaclón lineal con coeficientes enteros de vectores que apuntan 

hacia los vértices de un icosaedro (al mencionado conjunto de vectores se 

le llama "estrella !cosaedral"). El conjunto de puntos O forma una 

subestructura que no necesariamente es cuaslpcrlódlca. 

Entendiendo asi la subred formada por los puntos O, se puedt::. usar el 

crecimiento deca~dral como un método de decorar redes. 

La variedad de estructura generadas por el modelo recursivo es grande 

porque la elección del agregado básico no es única y además existen varias 

elecciones de los puntos O en cada etapa del crecimiento. De hecho el 

modelo R genera estructuras cristalinas, particulas múl tlplerncnte 

gemeladas y cuaslcristalcs, Jo cual le da una gran generalidad como modelo 

de creclm!ento [22]. 

Para generar cuaslcristales usando el modelo R se necesita ulllzar más 

de una estrella lcosaedral. En particular, para un cuasic.rlstal 

icosacdral se necesitan dos subfamillas de vectores del agregado atómico 

básico (se considera que cada átomo define con su pos1c16n un radlovector 

al origen). Las subfam1 l las son: 

Cl.8) 

(1. 9) 

donde los q
1 

son vectores de una estrella lcosaedral. Una subfamllla de 

( 1. 8) define los puntos O de la estructura¡ a saber: 

"1=±0,2,4, (1. 10) 

La utllizaclón de estas familias no garantiza la formación de una 
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estructura cuas1peri6d1ca~ todavia se requlcre que el conjunto de puntos 

obtenidos por (1.10} sea una estructura matemática cuaslriur16d1ca [7.2.J. 

Esto 1mplde que se puedan dar todas las comblnac!oncs de las n
1

• Parn 

encontrar las combinaciones permitidas, hay que aplicar alguno de los 

métodos mencionados en la sección 1.2.2, tales como corte y proyección o 

dual general izado. Parte del objetivo de esta tesis es estudiar los 

posibles tipos de estrellas (es declr, los vectores ql) y parámetros del 

método del dual que den lugar a una subestructura cuaslpcriódlca de puntos 

O con la slmetrla rcquerlda para la fase T. 

Por último, el modelo recursivo sugiere la poslbllldad de la 

existencia de nuevas fases basadas en semillas con los números ~glcos que 

siguen después del 13 y 19. 
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CAP! TUI.O l 1 

§ 2. t Métodos matemáticos para generar eslrucluraa cuaslperiódlcas 

En el capítulo anterior se mencionaron dos maneras mediante las cuales 

se puede generar un mosaico de Penrose: las reglas de acoplamiento y las 

reglas de deflación. Ambas reglas generan una estructura cuaslper 16dlca 

con orden orlentaclonal qulnarlo. Sln embargo,cxlste la poslbllldad de 

generar estructuras cuaslperlódlcas con ordenes orlentaclonales distintos 

del quinario y que son crlstalográflcamcnte proh1b1dos. Por ello se hnn 

ideado métodos más generales tomando como punto de partida los mosaicos de 

Penrosc. Los dos métodos más empleados son : corte y proyección y dual 

generalizado (MDG). Aunque el método de corte y proyección no será 

estudiado con gran de tal le, conviene f ami 1lar1 zar se con ól dado que 

algunos de sus conceptos son utilizados profusamente dentro del campo de 

los cuasicristales¡ aün en contextos distlntos al de generar estructuras 

cuaslperiódlcas. 

Antes de entrar en materia es necesario aclarar que muchas veces se 

utilizan los términos cuaslcrlstal y estructura cuas1peri6dlca como 

sln6n1mos,siendo que uno se refiere a la estructura flslca y el otro a la 

matemática. La razón de el lo es que ambos se definen formalmente de un 

modo análogo. Esta defln1cl6n formal requiere tres propiedades: 

1) Orden orienlaclonal .La estructura matemAtlca deberá estar formada por 

celdas unidad cuyos lados se orienten a lo largo de un conjunto discreto 

de vectores; la estructura flsica requiere que los ángulos de enlace entre 

los átomos sólo tengan ciertos valores. 

2) Separacion minima y maxima. Los átomos o puntos de red siempre estarán 

separados por una distancia mln1rila r y una mAx1ma R. 

En caso de que se cumpla la condiciones 2) se dirá que la estructura 

es un sistema de Delaunay (25]. 
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3) Orden tranelacional cuaeiperiÓdico. Esta condlc16n requiere que 

cualquier funció.1 escalar de la red sea cuaslperlódlca en el sentido de la 

ecuación (l. 7). 

Por Ultimo, es necesar lo dar algún cr 1 terto para poder diferenciar a 

los cuasicristales (o en su caso a las estructuras cuaslperlódicas) entre 

si. Las diferencias no siempre son obvias; existen tres casos posibles, 

el más simple es aquél en el cual las estructuras difieren en el tlpo de 

celdas unidad o en las configuraciones entre éstas. Otra poslbll tdad es 

que las estructuras sean totalmente congruentes sl se le apl lea a una de 

ellas una translación¡ entonces se dirá que éstas son cqalvalentes. 

El último caso se da cuando las estructuras difieren globalmente 

aunque no sea posible dlstlngulrlag localmente,es declr,cuando cualquier 

reglón finita que aparece en una se puede encontrar en la otra. Más 

concretamente, sl dado un punto P en una de ellas y cualquier distancia 

finita d se puede encontrar una translación tal que ambas estructuras 

coincidan en una esfera de radio d centrada en P [25}. En ese caso se 

dirá que las estucturas son localmente isomorfas (LI). 

2, 2 Método de corte y proyección 

La idea principal tras este método consiste en proyectar una red 

periódica en un clerto espacio a un subespacio de dimensión menor. No 

todos los puntos de la red son proyectados slno sólo aquellos que caen 

dentro de una reglón deflnlda por el subespaclo y la celda unidad de la 

red periódica; a dicha reglón se le llama banda (f!g. 2.1). 

El método puede ilustrarse muy fácilmente para el caso en el cual la 

estructura cuaslperlódica obtenida es unldlmensional. Los conceptos 

involucrados en este ejemplo son casi inmediatamente apllcablcs a los 

casos de estructuras bi y trldlmenslonales. 

Una estructura cuasiperiódlca unldlmenslonal ( 10) es una secuencia 

aperiódica de dos intervalos de long! ludes diferentes; la proporción entre 

ambos debe ser un numero 1rraclonal. Para este caso se utlliza corno red 
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perlódlca W\a red cuadrada situada en un espaclo de dos dlmcnsloncs (20). 

El subespaclo al cual se debe proyectar es una llnea recta (E) y la banda 

se forma desplazando la celda un1 tarla sobre la linea E. El trazo dejado 

por dlcho desplazamiento es una franja paralela a E (ver la flg. 2.1) 

(f1g 2.1 Obtenclón de una estructura cuaslperlódlca en 10 
proyectando una red periódica de 2D sobre una recta con 
pendiente irracional.) 

51 se proyectan sobre la recta E los puntos de red que caen dentro de 

la banda, se obtiene una sucesión de puntos sobre E. Para que dicha 

sucesión sea cuaslpcrlódlca se requiere que la pendiente de E sea un 

número irracional [ 1 l; de otro medo los puntos proyectados conformarian 

una sucesión periódica, tal como se puede observar claramente en la figura 

2.1. El hecho de que la sucesl6n obtenida eslé formada por dos Intervalos 

básicos puede deducirse mediante el siguiente razonamiento: los puntos de 

la red cuadrada en IR2 son de la forrna: 

{2.2) 

slendo los e
1 

vectores unitarios de la celda unldad,que en este caso es un 
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cuadrado. Cada uno de estos puntos r puede caer o no dentro de la 

banda, lo cual se escribe como: 

2 

d=(\ ne )ll(r) 
l 1 1 

l•I 

\l(r) ={l si r cae en la banda 
donde: O en caso centrarlo. 

Aplicando sobre d la matriz TI de proyección de R
2 

a la recta E 

2 

ll(d)= 111[ n
1
e

1 
)ll(rJ, 

l •l 

(2.2) 

(2.3) 

y como n opera sólo sobre vectores, la suma puede sacarse de la matriz: 

2 

JJ(dl= \ n JJ(e )ll(rJ. 
l l l 

l •l 

2 

ll(d)= L n
1
q

1
11(r) 

1 =1 

(2.4) 

(2.5) 

De (2.5) se observa que la estructura resultante se forma con ciertas 

combinaciones lineales (aquellas para las cuales \.l(r) es distinta de cero) 

de los vectores q
1 

y q
2

. Los vectores q
1 

y q
2 

están en el mismo 

subespaclo ya que son la proyección sobre la recta E de los vectores e1 y 

o
2 

respectivamente;de ello se infiere que q
1 

y q
2 

son collneales. La 

norma de cada uno de estos vectores viene dada,cn términos del ángulo de 

inclinación de la recta (0) ,por: 

11 q
1
l I = !/coso (2.6). 11 q,11 =!/seno (2. 7) 

concluyéndose de aqui que la proporción entre las normas de q1 y q
2 

es un 

número irracional. En efecto, de (2.6) y (2. 7) se obtiene la siguiente 
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expresión: 11 q
1
11 / 11 q

2
ll = tanO;y por la construcción de la linea E la 

tangente de 9 es un número lrraclonal. 

En la pr<'.lctlca el problema se ataca de manera lnversa,cs declr,la 

longl tud deseada para los vectores q
1 

determina la elccc16n del subespaclo 

al cual se va a proyectar. El número de vectores con longitudes 

diferentes (siempre en una proporción inconmensurable) determina la 

dimensión del espacio desde el cual se procede a realizar la proyección. 

Para el caso unidimensional con dos vectores inconmensurables el problema 

se limita a encontrar la pendiente de la recta dadas las normas. 

La pendiente se encuentra notando que las proyecciones de a1 y e2 sobre 

E valen: 

(2.8) 

11 q
2
ll = <e

2
,a> (2.91 

siendo a un vector unl lar lo que determina la dlrecclón de la recta E y que 

tiene componentes: (a
1

, a
2

). 

Realizando los productos punto Indicados en (2.8) y (2.9) se obtiene : 

(2.10) 

(2.11) 

Las expresiones anteriores permiten encontrar la inclinación de la 

recta E según la magnl tud asignada a los vectores q
1

• Un caso muy 

importante de estructura cuasiperlódlca un1dlmenslonal lo constituye la 

sucesión de Flbonaccl la cual se forma con clos intervalos de tamaf'ios uno ~· 

T [26). Aplicando (2.10) y (2.11) se encuentra que la dirección de la 

recta debe ser: ( 1, "C) porque: 

y 11 qJI = T • 
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Como la pendiente de la recta es m=(a
2
/a

1
) , la recta E debe tener una 

pendiente T para obtener la sucesión deseada. 

Todo lo expuesto anteriormente se puede generalizar para obtener 

estructuras cuasiper16dicas de dimensiones mayores. Para ello considérese 

una red hlpercúblca en un espacio de N dimensiones (denotado por [ } : 

N 

r =1~1"1"1• (nle Z) (2.12) 

donde los vectores e
1 

son los vectores definidos por la celda unidad de 

la red , la cual es un hipercubo. 51 este hipercubo tiene lados 

un! tarlos, los vectores e 
1 

pueden ser escogidos de modo que coincidan con 

la base canónica de E . 

En el espacio E se considera un subespaclo de dimensión n, al cual se 

le llama "paralelo" (E), por analogia al caso unidimensional. El 

subespaclo E" define a otro subespaclo de dimensión (N-n), llamado 

"pcrpendicular 11 ([.l ) , cuyo conjunto de intersecciones con IEº tiene como 

único elemento el vector cero. 

Debido a esto. el espacio E es la suma directa de sus subespaclos 

perpendicular y paralelo: E = E"" EL. 

As1,cada punto x de [se puede descomponer como: 

x = x"+ x.l . (2.13) 

La barrla S es el conjunto: 

[27] ;donde &} denota la componente del vector e
1 

en el subespacio 

perpendicular, A esta proyección se le llama ventana. Nótese que la 

28 



función de S es definir un "ancho" sobre IE-L del subespac1o E". 

La estructura cuas1perlód1ca se obtiene de la proyección ortogonal de 

los puntos de la red r,que caen dentro de S : 

d = Tl(r)ll(r); 

si ll(r) es una función tal que: 

_{ 1 si r e S 
W(rll O en caso cont.rarlo 

y n es la matriz de proyección ortogonal de E sobre E". 

Sustituyendo (2. 12) en (2.14) : 

6: 

d = rr{ [ n1e 1}11crJ={ [ n 1 T!Ce1 i}11crJ 
t=l l=-1 

d 
H 

r n q )ll(r), si q,=TJ(e,J 
1~1 l J 

(2.14) 

(2.15) 

La Igualdad (2.15) muestra que la estructura formada por Jos puntos d 

en el subespaclo E" es una combinación lineal ,con coeficientes cnteros,de 

N vectores,los cuales son la proyección de los vectores unitarios de la 

celda hlpercúbica sobre IE". Los elementos de la matriz n se calculan por 

medio de las proyecciones de la base e
1 

sobre el subespaclo E", las cuales 

valen 

haciendo el producto punto por e
1 

en la expresión anterior: 

29 



y como <e
1

,e,>=l 

(2.15) 

Utilizando (2.13) e J puede escribirse como: e t<e~+ej-) Y 

aprovechando que e;=q
1 

e}=qt , {2.16) se convierte en: 

pero <q
1 

,qt>=O,de donde: 

(2.17) 

Para constulr un mosatco de Penrosc se neccsttan cinco vectores q 1 que 

formen un pentágono; asi el espacio desde el cual se debe proyectar debe 

tener dlmenslón clnco {N::S). El subespaclo que contendrá estructura 

resultan te es un plano.por lo que la dimensión de E'1 será dos (n=2}. La 

matriz de proyecc16n se calcula, según (2. 17), realizando todos lm; 

productos puntos posibles entre los vectores de un pentágono. 

El ~nálogo tridimensional del Penrosc se construye considerando una 

red hlpercúblca en un espacio de dimensión N=6, y un subcspaclo de 

dlmenslón n=3. La eleccJón del subespaclo debe ser tal que la base 

canónica de R6 se proyecte sobre un icosaedro. 

Se pueden construir otras estructuras con ordenes orlentaclonales 

diferentes; sln embargo sólo es posible hacerlo para estrellas de vectores 

q1 que sean proyectablcs de una red periódica. Si una estrella es 

proyectable de una red hlpcrcúblca se dirá que es eutáctlca. 
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§ 2. 3 HHodo dual generalizado (l!DG) 

A)El esqueleto de un mosaico y la construccion de N-rejlllas 

El HOG es una generallzac16n del método de mul tlmal las desarrollado 

por De Bruljn para el embaldosado de Penrose. Por medio del Htx; se pueden 

construir estructuras cuaslperlódlcas con cualquier simctrla 

orlentaclonal, pudiéndose reproducir todos los resultados obtenibles por 

otros métodos [26] y aún generar estructuras nuevas que no son obtenibles 

por medio de ellos . 

El punto de partida para estudiar ol HDG es una propiedad muy notable 

presentada por el mosaico de Penrose y más en general, por cuaquler 

embaldosado del plano que se forme con paralelogramos. 

Esta propiedad es la siguiente: supóngase que de alguna manera se ha 

podido embaldosar el plano con paralelogramos de modo que cada par de 

estos tengan Wl lado adyacente: entonces podemos caracterizar 

completamente el embaldosado mediante una subestructura llamada el 

esqueleto [28]. 

El esqueleto de un embaldosado se construye muy fá.cllmente¡para ello 

considérese un lado cualquiera de alguno de los paralelogramos. 

Evidentemente. existen dos paraelogramos adyacentes al paralelogramo 

escogido que tienen sus lados paralelos al lado escogido. A su vez, 

paralelo a cada lado de estos dos paralelogramos, hay otros dos cuyos lados 

también son adyacentes a ellos. El proceso puede conllnuarse ad 

infinltum, resultando que el embaldosado contiene Wla tira (infinita en 

ambas dlrecclones) con la caracteristlca de que para cada par de 

paralelogramos que se encuentran en ella, estos llenen dos lados Iguales y 

paralelos al lado con el cual se empezó el proceso (ver la flg. 2. 3). 

Al lado con el cual se empezó le podemos asignar un vector que slrve 

para caractc1·lzar la orientación de todos los lados que forman la tira. 
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Si se unen todos los puntos 11tcdlos de los lados paralelos de cada 

paralelogramo en la tlra, se obtiene una curva sl tuada dentro de ella. 

Todo este tratamiento puede repetirse para cada lado con diferente 

orientación que contenga el mosaico. 

Hecho esto, se pueden borrar los paralelogramos dejando las curvas y 

los vectores. El conjunto de curvas y vectores que quedan forman el 

esqueleto del mosaico { Nótese que la información contenida en el 

esqueleto no se altera si éste se distorsiona de modo que las curvas no 

lleguen a formar nuevos puntos de 1ntersccc16n}. 

(fig 2.2. Construcción del esqueleto de un mosaico en 20) 

Partiendo del esqueleto se puede reconstruir el mosaico (excepto por 

una translación); esto se conslgue dibujando en cada punto de lntersecc16n 

de -ias curvas un paralelogramo definido por los vectores correspondientes 

a las curvas que pasan por él. 

Este razonamiento conduce a pensar en la poslbllldad de constru1r un 

embaldosado partiendo del esqueleto. Este proceso no es tan senc1 Uo como 

lo es la construcción del esqueleto partiendo del embaldosado, aqui se 

requiere dar condlc1ones necesarias y suficientes para que el embaldosado 
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no tenga huecos nl paralelogramos translapados. 

La primera restricción que debe lmponerse al esqueleto es que no se 

lntersecten nunca dos curvas cuyos vectores tengan la misma dirección; la 

razón de ello es que el para lclogramo no se puede cerrar con cuatro lados 

paralelos. También se requiere que en un punto de intersección no se 

corten más de dos curvas porque entonces el paralelogramo a dibujar no 

quedará. bien definido. Has adelante se verá que esta condición puede 

relajarse, sin embargo conviene conservarla por el momento. 

Para evitar el translape de paralelogramos se necesita orientar las 

curvas de modo que en cada punto de intersección la orientación sea 

congruente con los vectores asociados a cada curva. La asignación que se 

hace es la siguiente: sl c
2 

cruza a c
1 

de derecha a izquierda, se conviene 

en que los vectores asociados.vz y v
1 

respectivamente, sean tales que la 

rotac16n más corta que lleve a v
1 

sobre v
2 

sea en el sentido de las 

manecillas del reloj 1281. 

La construcción presentada del e6queleto muestra la dualidad entre el 

esqueleto y el mosaico; a cada punto de intersección le corresponde un 

paralelogramo y a cada reglón l 1m1 tada por las curvas le corresponde un 

vértice del mosaico. También se observa que el mosaico puede ser v1sto 

como una decoración del esqueleto. 

Se puede generalizar lnmediatamenle la construcción del esqueleto para 

una estructura tridimensional. Para ello supóngase dada una estructura 

cuaslperlódlca tridimensional, formada por paralelepipedos adyacentes y 

que por pares tienen una cara en común. Tomando uno de ellos se traza una 

linea paralela a dos de los lados de la cara, de modo que una los puntos 

medios de los dos lados restantes. Lo mismo puede hacerse con la cara 

opuesta a ella. El proceso se repite para todos los sucesivos 

paralelogramos adyacentes que tienen una cara paralela al paralelogramo 

orlglnal. Todas las llneas obtenidas pueden ser envueltas en una 

superficie que las contenga. Como en el caso 20, se le asigna a la 

superficie un vector para etiquetar la orientac16n de las caras que 
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representa. Haciendo todo esto repetidas veces para todaG las posibles 

tiras se obtiene un conjunto de superflcles y vectores que constituyen el 

(f!g 2.3. Construcción de un esqueleto en 30.} 

De aqul en adelante todos los esqueletos que serán usados son del tipo 

N-rejll la. Una N-rejll la se define en tórmlnos de una rejilla: 

Definición Z. l). Una rejl lla es un conjunto contable e Infinito de curvas 

en dos dimensiones y superficies en tres dimensiones que nunca se 

lntersectan. Asociada a la rejilla hay un vector c
1 

que juega un papel 

importante en el la. 

Definición 2.2). Una N-rejJJJa,es en 20,un conjunto de N rejillas tal que 

una curva de la J-éslma rejilla lntersecta a otra de la J-ésima en 

exactamente un punto para todo i~J. En caso de no cumplirse la última 

condición, la N-rejllla se llamará singular. 

En 30 ,una N-rcjilla es un conjunto de N rejillas trldlmenslonalcs 

tales que para cualesquiera tres superflcles en las rejlllas 1.J y k 

(1;tj1lk) éstas se lntersectan en un sólo punto. En caso de que exista un 

punto donde se corten mAs de tres superficies, la N-rejllla será singular. 

El tipo de rejl lla más usado es la llamada 'rejl J la lineal, la cual es 

un conjunto inf1nlto de rectas paralelas,slendo todas perpendiculares a un 

vector q1. El análogo en 30 lo constituye un conjunto lnflnlto de planos 

paralelos. La rejilla en cuestión se especifica totalmente por la 
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sigui.ente ecuación: 

(2. 18) 

donde xK es una sucesión mon6tana creciente. 

La forma de la sucesión xH da lugar a una subdivisión dentro de las 

rejillas lineales: 

a)perlódlcas .Son aquel las en las cuales la sccuencla xN es per16dlca.,es 

decir. los planos o lineas siempre están separados una distancia constante. 

La rejilla se determina totalmente sl además de dar dicha distancia se dá 

otra constante, rl. que corresponde a un corrimiento completo de toda la 

rejilla. Se observa que la 71 juega el papel de fase para la rejilla. 

Resultará útil escribir la distancia entre dos planos o 11ncas en término 

de la norma del vector q
1 

asociado a la. re Ji l la. Asi, la sucesión xH torna 

la siguiente forma: 

(2.19) 

b)cuaslperlÓdlca~ .Son aquellas para las cuales la sucesión x!f es 

cuaslper16d1ca,es declr1 la distancia entre lineas o superficies (xH~ 1-xH) 
varia cuaslp·aorlódlcamente. En el MDG se utilizan sucesiones del tipo: 

(2.ZOJ 

donde o:./i,p e IR; "' es un Irracional y LxJ denota la función mayor entero 

menor o igual a x [261. La sucesión dada por la expresión (2.20) es 

cuasiper16dlca ya que consiste en una suma de dos sucesiones per16dlcas 

cuyos periodos son inconmensurables entre si; ( la sucesión xN=N llene 

periodo uno, mientras que la sucesión xN::.LNlcrj tiene periodo a). 
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La expresión 2.20 define una secuencia de dos tlpos de intervalos, tal 

como se demostrará a cont1nuac16n. 

Una identidad que resulta útil para lograr este propósito es: 

x =Lxj+{x) (2.21) 

donde {x} denota la parle fraccionarla de x. Nótese que la función {x} 

tiene periodo uno. 

La diferencia entre dos términos suceslvos de (2.20) es: 

x -x •Tllq 11
2(1+!(l!l +¡¡+!J_l!l +flj)] 

H+I N 1 p f1' O' lo- (2.22) 

yde (2.21): 

(2.23) 

de donde: 

(2.24) 

{en el último paso se usó que Lx•HJ=LxJ+H, si Hes un cnlero). 

Así, (2.22) se convierte en: 

(2.25) 

y apllcando la Identidad (2.21) a !/o- : 

(2.26) 
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Pero: 

os {~·~} <1 y os {H <1 

6: 

La desigualdad anterior impllca que: 

(2.27) 

Entonces,scgún (2.26),la expresión (2.25} sólo toma los valores: 

6: 

Se observa que p y cr determinan el tamaf\o de los intervalos que 

aparec~n en las sucesión {2. 21). Pai·a u tnayor que uno 1 las expresiones 

anteriores muestran que los espaclamlentos entre los términos de la 

sucesión son: 

y X -x =Tllq\1 2 (1+!) 
Nt-1 N p 

El parAmetro a que aparece en (2. 20} corresponde a un corrimiento 

completo de la suceslón:mlentras que fl altera la secuencia de intervalos 

cortos y largos. 
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Dándole a cr y p el valor "t se obtiene la sucesión de Fibonaccl (29). 

Dicha sucesión contiene dos intervalos de tamal\os: 

S=Tllqll y 

ya que T>l. 

Con las rejillas lineales se pueden construir varios tipos de 

N-rejll las donde cada una de ellas sea periódica o cuaslperiódlca. 

Los tipos más importantes que se pueden construir son: 

1} Una N-rejllla lineal periódica. Es una N-rejllla donde cada reJUla 

es lineal y periódica. 

JJ) Una 11-rejJlla lineal cuoslperlódJca. Es una ti-rejilla donde cada 

rejilla es lineal y cuaslperl6Jlca.Como caso partlcular de esta rejllla 

está la llamada N-rejl lla lineal de Fibonaccl, la cual se forma con 

rejillas lineales espaciadas según la sucesión de Flbonaccl. 

Como ejemplo del caso a) se tiene la pentarejllla periódica en 20. 

Esta es una 5-rejllla, compuesla por cinco familias de lineas. En cada 

una de las familias, las rectas son paralelas y se orientan 

perpendicularmente a uno de cinco vectores definidos por un pentágono: 

Si el espaciamiento entre las lineas es per16dlco y un! tarlo. la 

pentarejilla se determina completamente si se dan cada una de las fases 

para cada dlrecciór,, Nótese que si todas las fases valen cero, la 

pentarcjllla será singular porque todas l::is Úneas se cruzarán en el 

origen. 

Otro ejemplo es una hexarrejilla, la cual es una 6-rejllla lineal 
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periódica en 3D, cuyas rejillas que la componen se orientan 

perpendiculares a los vectores definidos por cada uno de los seis ejes de 

slmetria cinco de un icosaedro: 

q
1 

e: ( senflcos (~ 1 ) 1 sef1135en (2
;

1
), COS/3); 

-1/2 
donde 1=0, •.. , 4 1 cosj3'=5 ; y : 

Si en los dos ejemplos anteriores se escogen sucesiones 

cuaslperi6dicas en vez de la periódicas, se obtienen las rejillas 

conocidas como: pentarejllla lineal cuaslperlódlca y hexarejllla lineal 

cuaslperiódlca respectivamente. 

Para determinar completamente a estas nuevas N-rejlllas se necesitan 

especificar los parámetros p,CT,a y ll para cada J-ésima rejilla (es 

decir, para cada fami l la de planos o lineas). 

Cuando se habló de las construcción del esquí!leto, se mencionó la 

poslbi lldad de ver a los mosaicos como una decoración del esqueleto. Sin 

embargo, se les requlr16 a los esquelelo9 ciertas condiciones. 

Aprovechando este punto de vlstn, las N-reJll las pueden verse como una 

subestructura del mosaico¡ pero sólo bajo determinadas condiciones 

formaran por si mismas una red cuaslpcrlódlca . Las condiciones pedidas a 

la N-rejllla para lograr esto, consisten en que los puntos de 1ntersecc16n 

de las curvas o superficies que forman la N-rejllla tengan: 

1) Orden translaclonal cuasiperlódlco. 

11) Orden orlentaclonal. 

111) Separación minlma entre los puntos 

51 una N-rejllla cumple con estas tres condiciones, se dirá que es una 

cuaslred. 
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B) La transformación dual 

Partiendo de la U-rejilla, es necesario dar una manera concisa de 

construir el mosaico. Para conseguir esto, se observa que para cualquier 

N-rejllla se puede asignar a cada curva (o superficie) que la forman, un 

número entero de acuerdo a la posición ordinal que esta ocupa en la 

1-bsima rejilla (tomándose como sentido positivo el dado por el sentido 

del vector q
1
). En la figura 2.4 se ejempllflca esta numeraclón para el 

caso de una 2-rejllla. Entonces, a cada reglón llmltada por curvas se le 

pueden asignar N enteros: K
1

, donde 1:::0,1, ••. ,N. 

La asignación de ostos enteros se realiza del siguiente modo: la reglón 

en cuesllón está. siempre entre dos curvas correspondientes a una misma 

rejilla de las N rejillas que se tienen. En particular, con respecto a la 

1-éslma rejilla, se situa entre las curvas (o superficies} numeradas como 

K, y K.
1 
+1; entonces, el entero que se le asignará a la reglón con respecto 

a la 1-éslma rejilla será el entero K
1

• 

El proceso se repite para cada rejilla desde cero hasta tl. Los 

enteros encontrados con respecto a cada una de las rejillas puedf:n 

anotarse en forma de eneada ordenada: ():;:
0

,K11 ••• ,KH), donde cada uno de 

los enteros corresponde a la poslc16n ordinal de la curva en la rejl lla 

0, 1,2 hasta Ja rejllla N. 

(fig 2.4. a) ejemplo de como se numeran las curvas en una 
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2-rcjllla atendiendo a la numeración ordinal que les corresponde 
dentro de cada una de las dos rejillas¡ y b) aslgnaclón de los 

enteros que le corresponden a cada reglón). 

La transformación dual que mapea a dicha reglón en un punto del 

espacio dual es: 

(2.28) 

¡donde q
1 

es el vector asociado a la 1-ésima rejilla{JO}. La 

transformación anterior es simplemente una comblnaclón llneal de los 

vectores q
1 

cuyos coeficientes son las coordenadas ordinales respecto a 

cada rejilla. Esta transformación es idéntica a la que se llegó en el 

mt:todo de corto y proyección¡ la diferencia estrlb3 en el método para 

obtener los coeflclenlcs K
1
; de hecho Glihler y Rhyner [31} han probado 

que ambos métodos son equivalentes cuando se ut 11 lzan rejillas l lneales 

perlódlcas en el MDG. 

En este sentido el MDG es más general porque cont lene al método de 

corte y proyección. Los mosaicos obtenidos con rejll las cuasiperlód1cas 

por el MDG pertenecen a clases de isomorflsmos no obtenibles por corte y 

proyección (26]. 

Los puntos l son vértices de un paralelogramo (o paraleleplpedos en 

30) que forman una estructura cuasiperlódica, mientras que cada punto de 

intersección de las curvas (o superficies) se mapea al interior de los 

para le logramos (o para leleplpedos). Este hecho, junto con sus 

impllcacl.oncs, se estudiará primero para el caso bidimensional, y 

posteriormente se analizará el caso trldlmcnsl.onal, ya que ambos son muy 

parecidos. 

Para mostrar que los puntos t dados por (2. 28) son vértices de un 

paralelogramo es neccsar lo analizar que sucede en las inmediaciones de un 

punto de lntersecc16n de la rejUla; para ello se supondrá que en dicho 

punto no se intcrscctan más de dos curvas. 51 en el punto se lntersecta 

una curva perteneciente a la 1-ésima rejilla con una de la j-ésima, existe 
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una vecindad del punto en la cual no hay otras curvas que la atraviesen: 

esto indica que a todos los puntos de c~ta vecindad le corresponden las 

mismas coordenadas ordinales con respecto a las curvas que no pertenecen a 

la 1-éslma y J-éslma re ji I las. De esto se infle re que los puntos en la 

vecindad comparten N-2 coordenadas ordinales con respecto a las rej 11 las 

dlsllnlas de l y j. 

Sin embargo. en dicha vecindad, las dos curvas de las rejillas 1 y j 

la dividen en cuatro regiones, a cada una de las cuales le corresponden 

cuatro valores ordinales diferentes con respecto a la 1-ésima y J-éslma 

rejilla. A contlnuaclón se mostrará que cada una de estas reglones 

contiguas dan Jugar a un vértice dlf~rcnte de un mismo paralelogramo. 

Sin ninguna pérdida de generalidad, y sólo por slmpllflcar la 

explicación, supóngase que la 1ntcrsecc16n estudiada se forma con curvas 

pertenecientes a la rejilla cero y uno¡ siendo la posición de estas 

curvas, con respecto u las rejillas cero y uno {K
0
+1) y 

respectivamente. Las cuatro reglones en ]as cuales se dlvlde la vecindad 

del punto de intersección se denotarán por los números romanos: I, I I, 

IIL IV, tal como muestra la figura 2.5. 

A cada una de cslas reglones le corresponden las siguientes 

coordenadas ordinales respecto a cada rejilla: 

(fig 2.5 Vecindad de una Intersección). 
donde las N-2 coordenadas : 
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La reglón I se mapea, mediante la transformac i6n (2. 8) a un punto, el 

cual se denotará como P{l),dado por: 

Las otras tres reglones se mapean, según las coordenadas ordinales 

obtenidas para cada reglón a: 

PClll=PCil+q
1 

P( 111)•P(1 )+ (q
0 
+q

1
) 

P(!V)=P( l)+q
0 

Estos tres puntos.Junto con P(l). forman un rombo cuyos lados están 

formados por los vectores q
0 

y q
1 

(ver la flg. 2.6). 

(fig. 2.6 Rombo formado al mapear las cuatro regiones) 

De esto se derivan varias conclusiones: 

J) La forma de la celda que corresponde, bajo la transformac16n dual 1 a 

un punto de lntersecc16n depende únicamente de las dos rejlllas a las 

cuales pertenecen las curvas que se lntersectan; es decir, para cualquier 

punto de lntersecclón de la rejilla 1-ésima con la J-éslma, el 

paralelogramo asociado estará formado por los puntos: 
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11) De j) se deduce que los tlpos de celdas que aparecen en un mosaico 

pueden encontrarse formando paralelogramos con todas las combinaciones 

posibles, tomadas por pares,de los N vectores asociados a la N-rejilla. 

Para un patrón de Penrose, los vectores asociados a la rejUla son 

cinco, y apuntan hacia los vértices de un pentágono. Si se numeran los 

vectores del O al 4. como aparece en la figura 2. 7, se observa, por 

ejemplo, que el rombo gordo se forma con las combinaciones del vector O 

con los vectores 1,2 y 4¡ si se considera las posibles intersecciones de 

la rcjllla O con la 1,2 y 4., El rombo delgado aparece cuando la rejilla O 

se intersecta con la 3. 

(fig 2. 7 Construcción de un rombo gordo y un rombo delgado utilizando 

una estrella de vectores pentagonal.} 

111) El número máximo de tipos distintos de celdas que pueden darse en un 

mosaico son todas las combinaciones que se puedan hacer con N vectores 

tomados por parejas: 

¡;'- N(N-ll 
2 21 

lv) La transformación dual induce una translación completa del mosaico 

respecto a la rejilla. Esto resulta claro ya que en general el punto P(I) 

no se mapea a la reglan 11 tal como se esperarla al decir que el mosaico 

es una decoración de la N-rej1lla. Sln embargo, es posible lograr esto 

aplicando una translación al mosaico, de modo que la N-rejilla y el 

mosaico sean otra vez congruentes. 



Una translación adecuada para ello se puede obtener apllcándole a una 

vecindad cualquiera la transformación dual; como resul lado se vi6 que se 

obtiene un paralelogramo transladado. Entonces la translación requerida 

será aquella que lleve al centro del paralelogramo al punto de 

intersección que le dió origen. 

v) En una N-rcjllla lineal los lados de los paralelogramos son 

perpendiculares a las lineas que le dieron origen. Esto se debe a que los 

lados del paralelogramo se forman con la pareja de vectores que son 

justamente perpendiculares a sus respectivas lineas. (Ver la fig. 2.8). 

(fig. 2.8 Perpendicularidad entre los lados de los paralelogramos 
y las lineas de un rejilla). 

En la flgura 2. 9 se muestran varios mosaicos obtenidos por el HDG 

utilizando varias estrellas de vectores, utilizando rejillas lineales 

periódicas y cuaslperlódicas con diversos parámetros. 

El anflllsls aqul dc!iarrollado permite estudiar que sucede en una 

N-rejllla singular, es decir, cuando existen puntos de intersección 

formados por más de dos curvas. El caso más simple sucede cuando se 

intersectan tres curvas. Recurriendo otra vez al análisis de una vecindad 

del punto en cuestión se observa que ahora hay sels reglones en vez de las 

cuatro que se tenian anteriormente. Otra vez se supondrá. que las curvas 

que se inlcrsectan son las pertenecientes a las rejillas O, l y 2, 

numeradas como K
0 

+1, K
1 

+1 y K
1 
+1. (Ver la figura 2.10) 
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al 

b) 
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e) 

d) 

{ flg. 2.9 a) Mosaico generado como dual de una pentarejllla periódica 

7
1
=1/2 V i=O, .. .,5: T=l. b) Dual de una pentarejllla de Fibonnaccl, 

al=f3t0 V i=O, ... ,S. e) Dual de una pentarejilla cuaslpcrlódlca: al=O, 

tltl/2, p
1
=2-sn. o-

1
=33/ 2 V 1=0, ... ,S. d) Mosaico generado a partir de 

una estrella nonagonal, rejilla perl6dlca, 1/=0 V f:=Q, ••• ,8.) 
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Las encadas que se forman, Junto con los puntos a los cuales se mapea 

cada reglón bajo la transformación dual, son: 

estos scls puntos conforman un hexagono, tal como se vé en la figura 

2.10. 

(fig 2.10 al Vecindad de una singularidad formada por 
tres curvas y b) transformación dual de la misma reglón) 

En general, la transformación dual aplicada a una vecindad de un punto 

singular dá lugar a un poligono, cuyo número de vértices es igual al 

número de reglones con coordenadas diferentes qu·e rodean al punto singular 

en una vecindad en la cual no pasen otras curvas que las que generan la 

1nterseccl6n. Por ejemplo, s1 en una pentarejllla existe un punto donde 

se lntcrsectan cinco curvas, la vecindad del punto se dlvlde en dlez 
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reglones, las cuales se mapean a un dccaedro. 

Cuando en un punto se intersectan tantas curvas como vectores tenga la 

rejilla, tal como se menciona en el ejemplo anterior.se dlrá que la 

rejilla es excepcionalmente singular; este caso es muy frecuente y se 

presenta en las rejillas lineales periódicas en las cuales cada r
1 

es 

Igual a cero o en las rejillas lineales cuaslpcrlódlcas cuando cada o.:
1 

vale cero: el punto que da lugar a la singularidad es en ambos casos el 

origen. 

En principio, cada singularidad puede resolverse mediante un 

corrimiento de las curvas de modo que las curvas ya no se intersectcn en 

un sólo punto, sino en varios puntos que resulten ser no singulares. El 

resultado de esta pequeña perturbación de la rejilla es que el pol1gono 

que aparecia al mapear el punto singular queda decorado con las celdas 

elementales; c6 decir, dt" rombos. La razón de el lo es que al desplazar 

las curvas aparecen nuevas reglones las cuales se mapean al interior de 

los pollgonos, ya que las reglones que dieron lugar al poligono mantienen 

sus mismas coordenadas ordinales para perturbaciones pequcf\as. 

La decoración del poligono que se obtiene mediante la perturbación no 

es únlca,slno que depende de la dirección o de la curva que se traslada; 

en general. mientras mayor es el número de curvas que se lntersectan en un 

punto, el número de decoraciones posibles también es mayor, 

Para ilustrar este procedimiento se mostrará como resolver una 

singularidad simple del tipo que dá lugar a un hexágono, por lo cual se 

hará referencia a la figura 2.10. La perturbación puede inducirse en 

cualquiera de las curvas, en vista de el lo supóngase que la curva 

transladada es la perteneclete a la rejilla dos. Si la curva se mueve en 

la dirección q
2 

aparece una nueva reglón con coordenadas ordinales 

VII "' (K
0
+1,K

1 
,K

2
, ... ,KH) 

que se mapea a: P ( l) +q
0 

Este punto está dentro del hexágono (ver la f'ig. 2.11) y mues- -tra 
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que el hexágono se forma con tres rombos. Otra poslbllldad para resolver 

la singularidad es mover la rejilla en sentido contrario al del veclor q
2

• 

En este caso se obtiene una decorac16n altcrnatlva : 

En la figura 2.12 se muestra un mosaico de Peorase excepclonalmenle 

singular en el cual se observa un decaedro y varlos hexágonos; a la 

izquierda aparece el mismo mosaico en el cual se han resuelto las 

singularidades con las celdas elementales (Nótese la decoración del 

decaedro del centro). 

b) 

d) 

\ 
(rig. 2.11. a)vecindad de un punto singular idéntico al la figura 
2.10, pero aqul se ha movido la curva de la rejilla 2,apareciendo 
una nueva reglón (VI 1) b) se muestra el punto dual de la región 
(VII l e) aqul la translación se reallzó en sentido inverso a la 

de a); d) dual de la vecindad que aparece en e) ) 

so 



(.f1g 2.12. a} Hosalco de Penrose excepcionalmente singular y b} 

resolución de las singularidades del mosaico del recuadro a}. 

Generalmente se prefiere estudiar los mosaicos singulares en términos 

de los pollgonos en vez de resolver las singularidades por el método 

expuesto (29}. La razón de ello es que los poligonos son una manera 

natural de "empaquetar" las celdas elementales. 

Dado cualquier pol1gono obtenido como dual de un punto singular, el 

número de celdas elementales que contendrá, para cualquier decoración, 

será~ 

eº- Gl _ G(G-1) 
2 - 2TlG=21T- -2--

dando G es el número de curvas que se lntersectan en el punto que d16 

lugar al polígono. Por ejemplo, el decágono corresponde al dual de un 

punto donde se lntersectan cinco curvas (G=S), de donde,apllcando la 

fórmula expuesta, se concluye que el número de celdas que contendrá 

cualquier decoración elemental de dicho poligono ~s diez. El hexágono 

(g=3) contendrá tres celdas, tal como se habla visto. Si la decoración no 

es elemental {en el sentido de que el poligono se decora con otros 

pol1gonos formados por celdas elementales) se tiene la siguiente 

desigualdad: 

#poli gonoss e~ 

Esta fórmula se obtiene de considerar el hecho de que cada celda 
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proviene de aplh:arle la transformacHm (2.28) a un punto de inlorsr.:cción 

situado en la N-rcjilla. Al remover una singularidad donde se cruzan G 

curvas, aparecen nuevos puntos de lntcrsecc16n con la propiedad de que 

sólo se lntcrscctan en el los dos curvas (correspondientes a cada celda 

elemental). Los nuevos puntos de intersección se forman 1nterscctando 

entre si todas las G curvas tomadas de dos en dos: asi, el número de 

nuevos puntos de cruce son justamente la comblnaclones que se puedan 

formar de G curvas tomadas de dos en dos. 

El número de vértices (y caras) en dos dimensiones de un poligono es: 

#vért lees (caras )=2G 

Esta fórmula se deduce de las siguientes observa.clones, Cada vérllce 

del pol igono corresponde a una reglón sl tuada entre cada par de curvas 

que se cruzan en el punto singular. As1, basta contar el número de 

reglones que se encuentran en la vecindad de dicho punto. Este conteo se 

realiza del siguiente modo: dadas dos curvas, estas generan cuatro 

reglones. Por cada curva extra que pasa por el punto se obtienen dos 

reglones extras, de donde: 

lrcgiones=4+(G-2 )Z=ZG 

Por otra parte, como los lados del poligonos son perpendiculares a laa 

lineas de las rejillas que le dan origen, y por dar lugar éstas a dos de 

los lados paralelos del pollgono, el número de lados de dichas formas es 

dos veces el número de Hneas que pasan por el punto, es decir: 2G. La 

siguiente tabla resume las caracterlsticas de los pol 1gonos derivados de 

s1ngula.r1dndes para algunos valores de G: 

G UlCaras, lados) Nombre Uceldas 

2 4 Rombo 1 

3 6 Hexágono 3 

4 8 Octágono 4 

5 10 Decágono 10 

6 12 Dodecágono 15 
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Todo lo dicho anteriormente para mosaicos bidimensionales es análogo 

al caso tridimensional; asl que se scgul rá a continuación un esquema si mi lar 

al desarollado para 20. 

En 30 1 los puntos d~ intersección se forman donde se cruziln tres 

superficies pertenecientes a tres rejillas distintas 1,j,k; donde 

J;tJrtk). En cada uno de estos puntos existe una vecindad por donde no 

pasan otra!;; curvas que las que dan lugar a la intersección, por lo cual 

todas las reglones contenidas en la vecindad del punto llenen las mismas 

coordenadas ordinales con respecto a las rejlllas distintas de 1.J y k. 

Por otra parte, la vecindad queda dlvldlda en ocho reglones por las 

superflcles de las rejillas 1,j y k. Cada una de estas ocho reglones dan 

lugar a ocho vértices diferentes de un mismo paraleleplpedo. El motivo es 

que cada curva divide a la región en dos pedazos, a cada pedazo se le 

asigna un entero dlstlnlo con respecto a la rcji lla a la cual pertenece la 

curva: sln embargo, ambos enteros son consecutivos. La razón de esto es 

que al pasar de una reglón a la otra sa ha cruzado sólo una curva, lo cual 

equivale a aumentar en una unidad la coordenada ordinal respectiva, si la 

curva se cruza en el sentido positivo de la numeración. 

Entonces, bajo la transformación du&.l, cada región da lugar a los 

siguientes ocho puntos: 

que conforman un paralelepipedo cuyos lados son los vectores q
1

, qJ ,qk. 

De ello se derivan las concluslones siguientes: 

1) Como los paralelepipedos se forman con tres vectores distintos pero 

que pertenecen a la estrella asociada a la N-rejilla, se concluye que 

cualquier mosaico construido con dicha rejilla tendrá como celdas unidades 

aquellos paralelcplpedos que se puedan hacer con combinaciones de N 
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vectores tomados de tres por tres. Este resultado es muy útll porque 

permite conocer todas las celdas elementales que pueden aparecer en el 

mosaico dada una estrella de vectores; aún antes de haber hecho el 

mosaico. 

Lo anterior puede aplicarse para encontrar las configuraciones 

posibles de las celdas en un patrón de Penrosc trldlmenslonal: el cual 

utiliza como estrella sets de los vectores que definen los ejes de 

simetría cinco del icosaedro. Combinando los seis vectores de tres en 

tres, se encuentra que se forman dos tipos de paralelcplpcdos(1'1g. 2.13); 

uno prolato y el otro oblato¡ los cuales son los análogos de los rombos 

gordo y delgado del mosaico de Penrose bidlrnenslonal. 

a) b) 

(fig. 2.13 a) Paralelepl¡><do prolato, se puede obtener, por 
ejemplo, combinando el vector O con el 1 y 5; y b) paraleleplpedo 
oblato. Se puede obtener combinando el vector O con el 2 y 5. 

111 De lo dicho en l) se concluye que el número máximo de celdas 

elementales que aparece en un mosaico es: 

e" N(N-1) (11-2) 
3 31 

111) La transformación dual induce una translación completa del mosaico 

respecto a la rejllla. La razón de esto es ldéntca a la expuesta en el 

caso bidimensional. El método que permite vol ver a hacerlas colncldlr 

también es análogo. 
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Jv) En una N-rejllla lineal trldlmens1onal. las caras de los 

paraleleplpedos son perpendiculares a cada pareja de planos que les dieron 

origen al realizar la transforrnac16n dual, porque cada cara se forma con 

dos vectores los cuales son perpendiculares a cada plano. 

En la figura 2.14 se muestra un mosaico de Pcnrose trldlmenslonal 

formado al aplicarle la transformac16n dual a una N-rejllla lineal. 

El estudio de las U-rejillas singulares trldlmens1onales es importante 

porque generalmente contiene elementos de slmetria adicionales que no 

tienen las N-rejlllas no singulares. Asl, una N-rejllla cuyas 71 o ..x, 
sean lodas cero {razón por la cual os excepcionalmente singular en el 

origen} contiene un centro de lnvcrslón. 

La N-rejllla singular más simple es aquella que contiene puntos en los 

cuales se cruzan superficies de cuatro rejillas solamente. En una 

vecindad pequen.a del punto, en el sentido que r.e ha. estudiado, las 

superf 1cles la dl Vlden en catorce reglones. Cada una de estas reglones dá 

lugar a un punto en el espacio dual; los cuales son vértices diferentes de 

una misma forma geométrica de catorce vértices y doce c.1ras, conocida como 

dodecaedro rómbJco (flg. 2.15). Esto se deduce al aplicarle la 

transformac16n dual a un punto donde se cruzan c:uatro curvas. 

El siguiente tlpo de singularidad es aquella en ln cual se cruzan en 

un punto cinco superficies. En este caso se obtiene como dual del punto 

una forma conocida como icosaedro rómbJco (fig. 2.15 bl l. 

Cuando se cruzan seis superficies en un punto la vecindad del punto se 

divide en trelnta y dos reglones las cuales generan una formil conocida 

como tr1acontaedro [Z9] (fig. 2.15 e)). 

El número de formas que se pueden enconl:rar dep~nde del número de 

vectores y de las rejillas que se cruzen en el punto. Mientras mi\s 

vectores se cruzen en un punto mayor será el número de vértices del 

polledro dual. A todos estos poliedros se les conoce como zonoedros 1 los 
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cuales son pol ledros cerrados que contienen parejas de caras paralelas 

(29]. 

(f1g. 2.14 Mosaico de Penrose tridimensional) 

56 



el 

(ílg. 2.15. a) Dodecaedro rómbico bl Icosaedro rómblco el 

Tr lacontaedro ) 
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Las singularidades también pueden ser resueltas como en 20 , es decir, 

corriendo l!geramente las superflcles que se cruzan en una intersección de 

modo que sur jan nuevos puntos de lntersecclón donde sólo se cruzen tres 

superficies. Como resultado aparecerán nuevos puntos que servirán de 

decoración interna a los zonoedros. 

As!. para una singularidad formada por cuatro superficies se obtendrá 

una reglón extra al mover una de las superf1c1es. Entonces habrá cuatro 

puntos de intersección cada uno de los cuales genera un paralclcplpedo 

diferente, o de otro modo, la reglón extra dá lugar a un nuevo punto en el 

dual que completa las celdas elementales dentro del zonoedro. En la flg. 

2.16 se observa el resultado de mover una de las superficies en una 

singularidad simple; apareciendo un punto en el Interior del dodecaedro 

rómblco. Tamb1én se muestra el dodecaedro desarmado en sus celdas 

elementales. La decoración no es única, si la superftclc !2.C desplaza en 

dirección contraria la decornclón es diferente (fig. 2.16 a) y b)). 

En la figura 2.17 se muestran algunas de las piezas que forman al 

Jcoeaedro rómbico. 

A contlnuaclón se presentan algunas fórmulas relativas al número de 

caras, vértices y arhitas de los zonoedros asociados a una singularidad. 

Estas fórmulas se desarrollaron en este trabajo para ver !ficar el 

fWlcionamiento correcto de los programas cómputo que serán expuestos en el 
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b) 

e) 

(fig. 2.16 a) y b) ·Dos decoraciones alternativas del dodecaedro rómbico. 

e) El dodecaedro rómbico de Ja figura a) desarmado). 

(flg. 2.17 Icosaedro rómblco desarmado en celdas elementales) 
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El número máximo de celdas elementales con las cuales se puede decorar 

un zonoedro, obtenido por medio de la transformación dual de un punto 

singular por el que pasan G superficies es: 

ttceldas=Cº= G(G-l l (G-2 ) 
3 6 

Para calcular el número d~ caras de un zonocdro se requiere del 

resultado lv) referente a mosaicos tridimensionales. AlU. se dijo que 

cada cara es perpendicular a cada pareja de planos; pero el numero de 

parejas de planos que se pueden formar es: 

ffparejas de planos=C~ 

pero por cada pareja existen dos caras paralelas del zonoedro de donde: 

ttcaras=2C~~(G-1) 

Dado el número de caras es sencillo calcular el número de aristas¡ en 

efecto, cada cara se forma por cuatro aristas pero cada arista se comparte 

con dos caras de donde: 

#aristas= i-G(G-1 )=2G(G-1) 

51 todos los vectores de la estrella. miden lo mismo, las arlstas 

también será.o iguales entre si: entonces el zonoedro será un poliedro 

regular pudlendose aplicar la conocida fórmula de Eulcr: 

#caras+Uvértlces=#ar lstas+2 

encontn\ndose que el número de vértices del zonoedro es: 

ftvértlccs=2G(G-1 )-G(G-1 )+2~(G-1 )+2 

Con estas fórmulas se generaliza el problema de conocer el número de 
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caras, vértices, aristas y celdas elementales de un zonocdro. A 

continuación se presenta un tabla que resume las caractcristlcas de los 

primeros cinco zonocdros: 

G #caras #vértices #aristas #celdas Nombre 

3 6 8 12 1 Romboedro 

4 12 14 24 4 Dodecaedro R. 

5 20 22 40 10 Icosaedro R. 

6 30 32 60 20 Tr la con taedro 

7 42 44 84 35 Tetradlecaedro 
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CAPITI!LO 111 

3.1. Hotlvacion del trabajo 

Desde el descubr1mlento de la fase I se han realizado diversos 

trabajos para determinar su estructura. Gracias a esto, actualmente se ha 

podido lograr un consenso generalizado acerca del Upo de estructura de la 

fase l. Esta consiste en una red cuas1per16dlca obtenida por medio del 

método de corte y proyección o MfX; utilizando como estrella vectorial un 

lcosacdr·o. Sln embargo, todavia no se ha llegado a una decoración de 

dicha estructura que sea aceptada totalmente. 

Con la fase T aún no se ha llegado este consenso, nl siquiera en la 

clase de estrella vectorial que deba utilizarse. El trabajo hecho sobre 

este tema es escaso. Hasta el momento sólo se han propuesto dos 

estrellas, una por Tln-Lu Ha {321 y otra por Koopmans (JJ) et al. En 

ambos casos los autores enfocan el problema desde el punto de vl~ta de la 

lndlcación de los patrones de dlfracción, más que desde un punto de vista 

estructural. 

Esta sltuaclón, es a todas luces, insatlsfactorla porque no permlte 

estudiar a los cuasicrlstales desde un punto de vista más general. 

Por otra parte, en el capitulo 1 se mencionó que el modelo dlnámlco de 

creclmlenta 1 llamado modelo R1 puede explicar de una manera natural la 

existencia de una estructura del Upo de la fase T. Sin embargo, para 

garantizar que la estructura llene todo el espacio, se necesl ta que la red 

de puntos O tenga la slmetr1a de la fase T. 

Todo esto sugiere la reallzac16n una lnvestigaclón de doble 

prop6s1 lo: estudiar las estructuras generadas por diversas estrellas de 

vectores, y, de aquellas que resulten más interesantes, utilizar sus 

correspondientes estrellas para obtener una red de puntos O. 

Para llevar a cnbo éste propósito, fué necesario escoger un método 
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mátcmatlco que sirviera para generar las estructuras cuaslpertódlcas. 

El método escogido fué el HIX;, La razón principal de esta elección es 

que permite generar estructuras cuaslperlódlcas con cualquier estrcl la 

vectorial [25], [26]. 

Además, el HDG es más general ya que genera clases e isomorfismos no 

obtenibles por corte y proyección. 

Para aplicar el HIXi a las estrellas se hicieron programas de 

computadora ejecutables en una máquina DIGITAL VAXl l/180. Una vez 

obtenidas las estructuras, se realizó un estudio de sus caractcrist1cas 

principales, incluyendo sus simetrías. Para completar el estudio se 

encontraron los patrones de dlfracc16n de las estructuras más vlaUles para 

servir de modelo para las fases T. 

Cabe aclarar que los patrones de dlfracr.ión no deben interpretarse 

como un intento de reproducir los resultados experimentales, esto se debe 

a que en ningún caso se decoró la estructura con átomos. En cambio, los 

patrones deben interpretarse como un ml!todo para identificar la existencia 

de los elementos de slmelr1a que aparecen en las estructuras reales. 

En los cuaslcrlstales perteneclenteo a la fase T, obtenidos 

experlmentalmente, se observa que estos crecen en forma de colummnas muy 

alargadas, cuya sección transversal presenta patrones de difracción con 

slmetria rotacional de orden diez. 

Experimentalmente, se ha observado que perpendiculares a este eje, 

aparecen en los patrones de dlfracc16n dos planos espejo¡ es decir, la 

slmetrla de los patrones es del tipo 10/mm. 

Para distinguir cada patrón de difracción tomac!o a lo largo de ciertas 

orientaciones en una estructura perteneciente a la fase T. se seguirá la 

notación de Thangaraj N. et al. [34], que Je aslgna los nombres 

siguientes: 
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Patron A: 

diez. 

Patron F: 

patrón obtenido sobre el eje de slmctria rotaclonal 

patrón oblendo al glrar 90° la estructura en un eje 

perpendicular al de slmelria diez. Se observa en este eje slmetrla un 

plano espejo. Destacan principalmente seis puntos brillantes en forma de 

cruz. Existe una dirección periódica y otra cuasiperlódlca. Cada patrón F 

se repite la girar 36° la estructura usando como eje de glro al eje de 

slmetrla dlcz. 

Patron C: patrón obtenido al girar 18° la estructura en la 

posición F', utillzando como eje de giro al eje de slmmctria de orden 

diez.. Se observa en esta orientación un plano espejo Los puntos 

de mayor intensidad forman un hexágono. 

J. 2 Algoritmos de computo parn implementar el MOO 

Para apllcar el MDG se confeccionaron programas de computadora 

absolutamente generales¡ es decir 1 que dada cualquier estrella de vectores 

se pueda calcular un mosaico periódico 6 cuaslperlódlco, utlllzando una 

rejilla lineal periódica o cuas1per16cUca, siendo variables cada uno de 

los parámetros asociados al HtG (y
1

, a:
1

, 8
1

, u
1 

Y P
1
). 

Los programas báslcos que sirvieron para este propósl to son tres 

(aunque se hicieron dos versiones de cada programa,una tridimensional y 

una bidimensional). A grandes rasgos, cada programa reallza la siguiente 

tarea: 

!) Calcular todos los puntos de intersección de la N-reJllla hasta 

cierto valor de la sucesión que aparece en 2.19;' indicando las coordenadas 

ordinales que le corresponden respecto a las curvas o superfJcies que le 

dieron origen. 
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Como se vió en el capitulo 2 ,cada linea o superficie de la rejilla 

satisface Ja siguiente ecuación: 

De aqui se deduce que cada punto de intersección de la rejilla 1 con la J 
en dos dimensiones esta dada por el siguiente sisitema de ecuaciones: 

y en tres dimensiones: 

<q1 ,x>=ai:: 

<q J' x>=bL 

<ql • x>=alt 

<qJ ,x>=bL 

<qlt,x>::cH 

que en notación matricial se escribe como: 

H X: f 

donde: 

X : [~) ¡ f : [~~) 
Este sistema puede ser resuelto de dos maneras. La primera de ellas 

consiste en aplicar la regla de Kramcr. Mediante el uso del álgebra se 

encuentra que la solución del sistema es: 

x - _!_ (a u +b u +e u ] . 
- A r:. IJk L Jkl H klJ 

(3.1) 

donde el vector de la forma: u
1 

al , vale: 
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y el determinante: 

ll= llq 11/<q ,q xq > 
I" I" • 1 

Asl, basta formar las comblnaclones llneales de tres vectores para 

encontrar los puntos de intersección. Este resullado es importante, 

porque tal como se dijo en el capltulo 11, el mosaico es una decoración de 

una N-reJllla; de donde se concluye que asta es una expresión anal1t1ca 

para la estructura subyacente del mosaico. Este roélodo no es muy 

adecuado para usarse en una computadora porque los errores de redondeo 

aumentan en cada paso. La ventaja es que da una forma analltica para los 

puntos de lntersecc16n: lo cual es de suma utilidad ya que el mosaico es 

en realidad una decoración do estos puntos. 

Otro método para calcular los puntos do intersecciones es utl ! izar el 

conocido algoritmo de rt'?ducclón Gaussiana. Este consiste bá.slcamcnle en 

llevar la matriz aumentada del sistema a una forma triangular, mediante 

operaciones elementales. Para fines de cómputo este método es más exacto, 

ya que los errores no se propagan, a diferencia del procedimiento basado 

en la expresión (3.1). 

Los puntos obtenidos se escriben en un archivo, que incluye, para cada 

punto 1 las rejillas que se cruzan ahl, asi como las coordinadas ordinales 

con respecto a la rejilla a la que pertenecen. 

2) Calcular el paralelogramo dual que corresponde a cada 

intersección, siendo estos proporcionados por el programa 1. Este proceso 

se realiza del siguiente modo: dado que el programa 1 proporciona la 

especificación de las rejillas que se cruzan en 'un punto dado, , la forma 

del paralelogramo queda bien determinada, formándose éste con los 

siguientes puntos: 
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si 1 ,) y k son las rejillas que se cruzan en el punto dado. 

Sólo basta aplicarles a estos puntos una translación por el vector 

P(I). Esto se consigue calculando las coordenadas ordinales ,distintas de 

1,J y k, del punto de intersección (lae coordenadas ordinales con respecto 

a 1 ,J,k no se calculan porque son proporcionadas por el programa 1). 

Para calcular las coordenadas ordinales del punto, x, se puede 

proceder de dos maneras. La primera de ellas sólo se puede aplicar a 

rejillas periódicas y tiene la ventaja de ser muy rápida. Esta manera de 

realizar el cálculo parte del hecho de que el producto punto: 

(3.2) 

dá el valor de la proyección de X sobre qr , donde qr es un vector no 

necesarlamente un1tar1o: 

<q,., x>/llq,. U=llxllcoso (q,.,x) 

Como en la dirección qr las rejillas están espaciadas una distancia 

Tllq,.11, basta toinar el entero que se obtiene al dividir (3.2) entre est.a 

distancia para obtener la coordinada ordinal deseada : 

(3.3) 

de donde: 

PCI)= f [<q ,x>/T)q +Kq +Lq +Hq 
r;itl' J' k r r 1 J t. 

Cuando la rejilla es cuasiper16d1ca, no es posible apllcar el método 

anterior, aunque el procedimiento también· se basa en calcular la 

67 



proyección de x sobre qr. La diferencia estriba en que no se puede 

dividir entre Tlq,.U para obtener la coordenada porque la rejilla contiene 

intervalos de long! tudes diferentes . Por esto, es necesarl o comparar el 

producto punto <X,q/ con los términos de la sucesión ª,.• previamente 

generada. 

Asl, el entero coorrespondlente a la coordenada ordinal, K,. 1 es aqu~l 

para el cual se cumple la siguiente desigualdad: 

CUando se cumple la igualdad, se observa que el pw\to x es una 

singularidad, en cuyo caso se procede a removerla, moviendo los planos(o 

lineas) de las rejillas distintos de l,J,!< para las cuales se cumpla la 

Igualdad. En todos los casoi;;, los planos se Jnucven en la dlrecc16n del 

vector de la rejilla correspondiente. 

Al realizar el programa debe tomarse en cuenta de que en una 

singularidad puede suceder que el valor asignado por la computadora al 

término entre parón tesis de la desigualdad mencionada sea ~ , aunque en 
r 

realidad el valor del término sea Igual a "x +1. ta razón de esto es 
r 

quedado efectos de redondeo al realizar las operaciones, el término entre 

paréntesis puede diferir del valor de "x +!' no cumpliéndose entonces la 
r 

igualdad. Para resolver este problema. es necesario dar un intervalo de 

aceptación alrededor de los términos de la sucesión "x . 
r 

Hecho esto, se proceden a encontrar los nuevos puntos de lntersecclón 

mediante un algoritmo slmllar al del programa !) , volviéndose a aplicar el 

procedlmlento para calcular el dual. 

3) Este programa realiza la misma función que el 2). La diferencia 

estriba en que no resuelve las singularidades, sino que calcula el 
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zonoedro correspondiente. La estructura del programa es ldéntlca a la del 

2), hasta que se detecta una singularidad. 

Entonces, se aplica un procedimiento que va recorriendo cada reglón 

con coordenadas ordinales diferentes en una vecindad del punto; 

aplicándole la transformación dual a algún punto arbitrarlo de cada 

reg16n. El procedimiento consiste en muestrear la vecindad de la 

lntersecclón con una estrella de vectores normalizados a un radlo Ce}. 

Para asegurar que efectivamente se muestrea ca.da 1ntersecc16n, los 

vectores de la estrella se escojen de modo partlcular, según las rejillas 

que generen la intersección. La elección en dos dimensiones es muy 

sencilla; primero se construyen vectores en la dlreccl.ón de las lineas que 

se cruzan en la reglón ¡ y luego se forman, por cada pareja posible de 

vectores, las slgulenles combinaciones llneales.: 

r =a +a · r ==-a -a · r =-a +a · r =-a -a 
1 1 J. 2 l J. J l J' 4 l J 

donde a, y a
1 

son dos vectores, con la misma norma, en la dlrecclón de las 

lineas de las rejillas 1 y J. Estos cuatro vectores, son, por 

construcción bisectrices de cada uno de los cuatro ángulos formados por 

las lineas de las rejillas 1 y j (ver la figura 3.1}. Postcrlormcntc, 

estos cuatrc vectores se normalizan al radio épsilon. formándose todas 

las combinaciones posibles de los vectores a
1 

pertenecientes a cada 

reJUla que cruza en el punto estudiado y repl tiéndase el proceso, es 

posible muestrear todas las reglones. 

El proceso trldmensional es análogo, aunque la introducción de un 

grado mas de libertad complica bastante la sl tuac16n. El primer paso es 

construir, por cada terna posible de planos de las rejillas que se 

lntersectan, tres vectores : a
1

, a J, ak. 

Estos vectores son vectores un1 tar1os en la d1reccldn de cada una de 

las lineas formadas por la 1nterseccldn de los tres planos tomados de dos 

en dos, es decir, las lineas formadas por la intersección de los planos de 

la rejilla 1 con j, 1 con k y J con k (estos vectores se encuentran 
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calculando todos los posibles productos vectoriales entre los vectores 

q,,qj'qk ¡ es decir: q
1
xqJ. q

1
xqk. q/qk). Construidos estos vectores se 

generan las siguientes combinaciones lineales de ellos: 

(fig 3.1 .Construcc16n de cuatro vectores que blscctan las cuatro reglones 
de la vecindad de una 1nterseccl6n) 

Estos vectores se normalizan después al radio e¡ y por c.onslrucc16n 

son vectores que están contenidos en cada una de las ocho reglones que se 

encuentran en la vecindad del punta. El radio e debe ser tal que no 

contenga dentro de la esfera definida por él, otros puntos de 

1nterseccl6n. Para ello se uliliz6 un programa que indica la separación 

minlma entre un conjunto de puntos de lntersecc16n proporcionados par el 

programa 1) ¡ as1, basta tomar a e más pequel'>.o. Esto último no es 

estrictamente válido para rejillas periódicas¡ en ellas pueden encontrarse 

puntos arbitrariamente cercanos [26] (como en l<;l pentarejilla per16d1ca}. 

Sin embargo, esto sucede para puntos situados muy lejos del origen (en el 

caso de las rejillas que se utilizaron), por lo cual esta situación no 

representa ningún problema. 
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Este método es muy general pcrmi tiendo encontrar el zonoedro dual de 

cualquier punto de 1nterseccl6n singular. 

§ 3. 3 Parám<>lroe del l!DG 

Como se v16 en el capitulo Il, el Mp:i- t1ene varios paré.metros. 

Además. se pueden formar varios tipos de N-rejlllas dada una estrella 

vectorial. Por esto, es necesario dar algunos criterios que permitan 

seleccionar adecuadamente el tipo de N-rejllla y los parámetros a 

ut111zar. Para el trabajo presente se decidió utl1lizar dos tipos de 

N-rejilla por cada estructura: una N-rejllla llneal perlódlca y una 

N-rejllla de Flbonaccl. La razón de escoger ambos tipos es que 

representan las dos variantes pr1nc1palcs del HJX;: N-reJ1llas perlódlcas y 

cuas1perl6dlcas. Se escogió la rejilla de Flbonaccl porque aparece de 

manera natural el parámetro T, el cual se encuentra en los patrones de 

difracción experimentales (34]. 

Al trabajar con ln N-rejllla lineal periódica se necesitan dar los 

parámetros "( para cada una do las t~-rejlllas ,ademá.s de darse T. 

Como el parti.metro T corresponde a un reescalamlcnto de la ti-rejilla, 

ya que determina la separación entre planos, se observa que su valor no 

afecta el tamai'io del mosaico dual¡ por lo cual puede escogerse igual a 

uno. La selecc16n de cada "'" no es tan sencilla. Sin embargo, se observa 

que la mAx1ma simetria rotacional que tiene en la N-rcjllla es cuando 

todas las "( 
1 

son lguales¡ siendo esta la rdz.ón de que se hayan escogido 

todas las 1
1 

lguales. As1., el problema se simplifica a darle un valor al 

parámetro que representa a los N parAmetros 7. 

FinalmiJntc, como el caso excepcionalmente singular es el de máxima 

simetr1a, se le ha escogido para generar estructuras coh las estrellas 

dadas. Asi. para N-rej1llas lineales per16d1cas se han escogido los 

siguientes valores de los parámetros: 
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Para las N-rejillas cuasiperiódicas, se escogieron los parámetros de 

modo que se tuviera una N-rejllla de F'lbonaccl, con la mayor slmetria 

posible: 

y T=I. 

§ 3. 3. 1 Eleccion de lae entrellae vectoriales 

Las estrellas que fueron escogidas para aplicarles el HDG, aparecen en 

la figura 3.2. En dicha flgura se observan las dlmenslones de cada 

estrella, apareciendo a la izquierda de cada una, su correspondiente vista 

en perspectiva. Se observa que todas contienen vectores que definen 

anillos con forma de pentágono en alg\1n plano paralelo al eje de simctria 

cinco, al cual se lo llamará. de aqui en adelante z. 

Estas estrellas fueron escogidas de o.cuerdo a do5 criterios 

principales: en prlmcr lugar se consideran estrellas derivadas de las 

semilla propuesta por el modelo R (estrellas: a), c), d), f')). Estas se 

obtienen aplicándole una translación a la semilla básica. La idea fué ver 

que efectos tenia en la estructura el realizar dichas translaciones, 

porque aunque la semilla que dá lugar a una estructura del tipo fase T por 

crecimiento decaedral está determinada, esta no necesariamente tendrá que 

coincldlr con la estrella vectorial que dé lugar a la estructura formada 

por puntos O. En segundo lugar se consideraron aquellas estrellas 

propuestas por la literatura; estas estrellas son la h) (propuesta por 

Tln-Lu Ho (32(), la g) (propuesta por Koopmans et al. (33] l. 

Las estrellas derivadas del modelo R tienen una caracteristica común: 

contienen siempre los seis vectores de un lcosaédro. pero a diferencia de 

éste, el vector situado a lo-largo del eje de simetrla rotacional cinco se 

encuentra Ugeramente comprimido, de modo que su norma sea igual a la 

proyección de los vectores restantes del icosaedro sobre el eje de 
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slmetrla cinco. La compresón mencionada permite que la estructura sea 

conmensurada sobre el eje z. 

El segundo crlterlo aplicado se deriva del hecho de que la fase T 

presenta un plano espejo perpendicular al eje de slmetria diez. Por 

cllo 1 se decidió incluir esta slmetrla en la estrella misma. aplicá.ndolc a 

cada estrella una reflexión por el eje z=O. 

Asl, Junto a cada estrella de las mencionadas aparece una estrella 

similar, con la diferencia de que a cada una de éstas se les apl1c6 una 

reflexión por el plano espejo z=O¡ exceptuando un caso, el de la estrella 

de Koopmans. 

La razón de esto es que dada la forma de la estrella (un anillo 

pentagonal en z=O y un vector de norma uno sobre el eje z), el resultado 

neto será que el vector sobre el eje z queda invertldo,pcro como la 

rejilla se construye considerando lndlccn negativos y positivos de planos, 

siempre existirá un gemelo especular por cada plano de la rej1 lla. Esta 

estrella es muy interesante: desde un prlnclplo puede esperarse que el 

HIXi genere una estructura formada por m11salcos de Peorase apllados unos 

sobre otros. Esto se debe a que los cinco vectores en el plano generan un 

mosaico de Peorase, tal como se estudió en el capllulo I I, mientras que 

la función del vector sobre el eje z consiste en levantar los vértices 

del plano z=O. 

al b) 

*
. r~t~ w ~r~ 
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el d) 

Q) h) 

11 

% I l:~:.:-
1 - . - . 

·~ ~--- , 

( fig. 3.2. Estrellas estudiadas. Las estrellas a), e), e) se derivan de 

las estrellas propuestas por D. Romeu {24]; b), d), f) se obtienen al 

apllcar un plano espejo a al. e) y el respectivamente. h) y 1) son las 

estrellas propuestas por Tln-Lu !lo {32]; y lag) por l:oopmans [J3]). 
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§ J. 4 Reoultados 

Esta sccc16n se dlvlde en tres partes; en las dos primeras se 

presentan los rcsul lados obtenidos al apl !car los programas mencionados 

previamente a diversas cstrcl las bl y trldlmenslonales; variando los 

paráme tras de 1 MIXi. El objetivo de estas secciones es mostrar la 

generalidad del m6todo, asl como reproducir algunas de las estructuras que 

frccucntcmenlc aparecen en la 11 tcratura. 

En la tercera parte aparecen los resultados del er.ludlo realizado 

sobre estructuras que pudieran servir para modelos de la fase T. 

§ 3. 4. 1 Mosaicos bidlmenoionalce 

Al utilizar los programas se reprodujeron algunos de los mosaicos que 

coruunmente aparecen en la literatura; otros mosaicos fueron calculados 

partiendo de estrellas de vectores y parámetros arbltrarlos. De hecho, 

estos mosaicos han servido a lo largo de la presente tesis como 

Ilustraciones; por esto, a manera de resumen se muestra a continuación una 

lista de los mosaicos calculados. En este resumen se especifican todos 

los parámetros de estos, asl como el número de la figura correspondiente. 

referida al texto. 

Estrella pentagonal, rejilla periódica. r
1
=0 V J=0, •• .,5 (Caso 

excepcionalmente singular ; T=l. En este mosaico se han removido las 

singularidades). Figura: 1.2 .• pág. !l. 

Estrella pentagonal, rejilla perlódlca, r,=o V J=O .... , 5 (Caso 

excepclonalemente singular) : T=l. La dlfcrencla con el mosaico anterior 

consiste en que aqul se muestran los zonoedros sln decoración. figura: 

2.i2 • pág. 51. 
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Estrella pentagonal, rejllla perlódlca. r
1
•l/2 V 1=0,. .. ,5. T=l. 

flgura: 2.9 a), pág.46. 

Estrella pentagonal, rejilla 

flbonaccl), ","fl,=O 1/ 1=0, ... ,5: T=l. 

flgura: 2.9 bl , pAg. 46. 

cuas1per16d1ca (pentarejllla 

u
1
=p

1
"'< V 1=0, .. .,5. 

Estrella pentagonal, rejilla cuaslpcr16dlca. ª\=O, tll==l/2, p
1
=2-

512
, 

u
1
=3312

; 1/ 1=0, .. .,5. Flgura: 2.9 el. pAg. 47. 

de 

Estrella nonagonal, rcjllla pcrlódlca. 1' 
1 

=O V 1=0, ... , 8. T=1. Figura: 

2.10 d). pág. 47. 

Como complemento, en la figura 3.3 a) aparece: un mosaico derivado de 

una pentarej1lla periódica con par:'.J.metros: o
0

::>r
1
:1

2
=r

3
-=1/Z ; r 4=r

5
=0. 

lfig. 3.3 a) l 

§ 3 .... 2 Mosaicos lridimenslonalea y la estrellá. icosaedral. 

En esta sección también se referirá a las ilustraciones del texto. 

Dichas 11ustraclones han correspondido a mosaicos trldlmenslonales 
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obtenidos a partir de una estrella icosaedral, la cual, como se mencionó 

en el capl tul o 1, ha servido para modelar la fase 1. Los rcsul tados que 

se han incluido son: 

Zonoedros que aparecen en el mosaico de Pcnrose tridimensional: 

-Dodecaedro r6mblco 

-Icosaedro r6mbico 

-Trlacontaedro 

(estos poliedros corresponden a las figuras 2.15 a), b) y e) 

respectivamente, pág. 56). 

Mosaico de Pcnrose trldimcnslonal, rejilla pcrlódlca, r
1

==0 V Ja0, ... ,6 

(Estrella lcosaedral). Este mosaico es análogo al obtenido 

independientemente por J.L. Aragón usando el método de cort0 y proyecc16n. 

Figura: 2.14 , pág. 56. 

Como complemento se presenta un mosaico tr idimenslonal (sólo los 

zonoedros}. correspondiente a una rejilla de flbonacci (fig. 3.4). La 

estrella usada para calcular este mosaico no fué un icosaedro, sino un 

pentágono sobre un plano (z=O) mas un vector perpendicular. Nótese que el 

mosaico consiste en un apilamiento de mosaicos tridimensionales (la 

en el cual 

( flg. 3. 4. Mosalco trldlmenslonal) 
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§ 3.4.3 Estudio de la fase T 

En esta sección se presentan los rcsul tados obtenidos. La forma en 

que estos se presentan es la siguiente: primero se dá una descrlpclón de 

la estrella. cuyo dibujo aparece, con la numeración correspondiente, en la 

figura 3.2, pág. 74. Luego se presenta una breve descrlpclón de las 

estructuras obtenidas, asi como las slrnetrlas observadas; dependiendo del 

tipo de la N-reJllla. Dado que las N-rcjlllas periódicas han sido las que 

contienen las slmetrlas más adecuadas para la fase T, según se podrá ver 1 

se incluyen también los patrones de dlfracc16n en las orlentacloncs A,F y 

G (figura 3. 5). 

a) Estrella: un anillo pentagonal, en el plano z;::b, y un vector de largo 

Zb uobre el eje z. 

Estructura 

Rejilla pcrlódica: 

-La estructura llene un centro do inversión con coordenadas: (0, O, -1. 57). 

-Nil tiene planos espejo perpendiculares el eje z. 

-Está formada por pisos perpendiculares al eje z y separados sobre este 

mismo eje una distancia b. Cada piso tiene un gemelo girado 72º, situado 

en el piso (-z-1. 75), (donde z es la altura del plsol; debido al centro de 

inversión. 

-La estructura no es periódica a lo largo del eje z. 

Rejilla cuasiper16d1ca: 

-No llene planos espejo sobre z. 

-No tiene centro de inversión. 

-Se forma por pisos perpendiculares a z y separados por una distancia b 

sobre z. 

-Cada piso tiene slmetria rotacional pentagonal: 

-Los pisos se acomodan por parejas iguales, aunq\le una. está girada 72º 

respecto a la otra. 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 
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b) Estrella: Estrella obtenida al refleja:!"' la estrella a) por el plano 

espejo z=O. 

Estructura 

Rejll la per l6dlca: 

-No hay centro de inversión 

-Tiene un plano espejo en z=O. 

-Se forma con pisos perpendiculares al eje z separados una distancia b. 

-En los pisos z=O y z=+O. 95 aparecen decé.gonos. 

-cada piso es dlfenmtc (exceptuando los pisos obtenibles por 

reflexión). 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

Rejilla cuasipcri6dica: 

-No hay centro de inversión 

-Hay un plano espejo en z=O. 

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia 

b. 

-Sobre el eje z aparecen decágonos. 

-En algunos pisos aparecen pentágonos. 

-Aparecen pentágonos, de diferentes tamaflos, con la misma orlentacl6n 1 

en cada piso. 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

e) Estrella: W1 anillo con forma de pentágono cuya coordenada z valeO¡ 

un anll lo pentagonal en z=b, y un vector sobre el eje z de largo b. 

Estructura 

Rejilla periódica: 

-Tiene un centro de lnvers16n en (0,0 1 -1.35). 

-Carece de plano espejo. 

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia b. 
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-Cada piso tiene s1metr1a rotacional pentagonal. 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

Rejilla cuas!per!ódlca: 

-No llene centro de lnvers16n. 

-No tiene plano espejo. 

-La estructura se forma por pisos perpendiculares a z, 

separados una distancia b. 

-Cada piso tlene slmetria pentagonal. 

-La estructura no es pcrlódlca a lo largo de z. 

d) Estrella: Es obtenida al reflejar en el plano C6pejo z=O, la 

estrella el. 

Estructura 

Rejilla periódica: 

-Tiene centro de Inversión en (0,0,-4.94). 

-Tiene un plano espejo en z=O. 

-Se forma por plsos perpendiculares a el eje z, separados una 

distancia b. 

-En el plano z=O, asl como en los z==+b, z=l2b aparecen decágonos. 

-La estructura no ea pcrlódlca a lo largo de z. 

Rejllla cuaslperlód!ca: 

-No tiene centro de lnvers16n. 

-tiene un plano espejo en z=O. 

-Se forma por pisos separados una dlstancla h. 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

e) Estrella : un anillo pentagonal con coordenada sobre el eje z, 

z=3b. Un anillo pentagonal en z=b, y un vector sobre el eje z de largo 

2b. 

Estructura 
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Rejilla periódica: 

-No tiene plano espejo. 

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia b. 

-Cada piso tlene !;lmetrla pentagonal. 

-La estructura no es pcr16dlca a lo largo O.e z. 

Rejilla cuaslperiódica: 

-No tiene centro de inversión 

-No tiene plano espejo 

-Se forma con pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia b. 

-Cada piso es diferente a los otros. 

-La estructura no es per16dlca a lo largo de z. 

f) Estrella: Estrella obtenida al reflejar a la estrella e), por 

medio del plano espejo z=O. 

Estructura 

Rejilla periódica: 

-Tiene centro de lnvcrslón en (0,0,0J. 

-No tiene plano espejo 

-La estructura se forma por pisos sobre z, separados una distancia b. 

-En el plano z=O. aparecen dos decaedros, girados entre si 18°. 

-Algunos pisos tienen slmetrla pentagonal. 

-la estructura no es periódica a lo largo de z. 

Rejilla cuasiperiódica: 

-La estructura es idbntlca a la obtendla con la rejilla per16dlca. 

g) Estrella: un anillo pentagonal sobre el plano z=O; y un vector 

sobre el eje z de largo 1. 

Estructura 
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Rejilla perl6dlca: 

-Tiene un centro de 1nvcrs16n en el punto (O, O, O) 

-Tl.ene plano espeJ01 a saber z:::O, 

-Toda la estructura se forma por pisos separados una distancia 1. 

-Cada piso corresponde a un mosaico de Penrose slngulo.r. 

-La estructura es periódica a lo largo del eje z. 

Rejilla cuaslperl6dlca: 

-Tiene un centro de lnveralón en (O, o. O). 

-Se forma con pisos pcrpcndlculares al eje z; separados una distancia 1. 

-Cada piso es un mosaico de Penrosc. 

-La estructura es p.erlódlca a lo largo del eje z. 

h) Estrella: un anillo pentagonal en el plano z=b. 

Estructura 

Rejilla perl6dlca 

-Tiene un centro de lnvcrs16n en el punto {O,O,O). 

-Ha tlcne planos espejo . 

... La estructura se forma con pisos separadas una distancia 2b. 

-cada piso llene slmetr!a pentagonal. 

-La estructura no es perl6dlca a lo largo de z. 

Rejilla cuaslperlódlca: 

-No llene centro de inversión 

-No llene planos espejos. 

-Se forma por plsos perpendiculares al eje z separados una distancia b. 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

l) Estrella: esta estrella se obtiene por una ref!cx16n de la estrella 

h). 

Estructura 
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Rejilla pcrlódlca: 

-No tlene centro de inversión 

-No tiene plano espejo. 

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una dlstanciab. 

-La estructura no es pcrlódica a lo largo de z. 

Rejilla cuaslperlódlca: 

-No tiene centro de inversión 

-No tiene plano espejo. 

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia b 

-La estructura no es periódica a lo largo de z. 

G 

(o) • 
(b) • 11 • 
(e) • • • 
( d) • • • 
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(e) • 11 11 
( f) • 11 • ·-
(g) • • • 
(h) • • • 
(i) • • • 

( flg, 3, 5. Patrones de d1fraccl6n obtenidos) 
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CAPITIJLO IV 

§ 4.1 Discusión 

Para llevar a cabo una selección de las estrellas que sirvan para 

modelar la fase T, es necesario estudiar las simetrlas contenidas en las 

estructuras obtenidas a partir de ellas. Algunas de ellas, tales como las 

slmetrias rotacionales pueden ser encontradas de los patrones de 

difracción A,G y F. 

Para determinar si las estructuras contenían centros de inversión o 

planos espejo se recurrió a una análisis directo de la estructura; es 

decir, se verificó si cada estructura era congruente consigo misma 

al apllcársele una lnvcrs16n o una reflexión. 

Primero se analizarán las estructuras -obtenidas a partir de rejillas 

periódicas, recurriendo para este fin a los patrones de difracción. 

En la posición G, los resultados experlmentale!> muestran que los 

puntos de mayor lntcnsldad forman un hexágono¡ el cual posee como 

elementos de slmetria, dos planos espejos perpendiculares entre si. 

Observando todos los patrones G presentados en esta tesis, se concluye que 

sólo los correspondientes a las estrellas b), d) y g) contienen dichos 

planos (en la figura 4.1 se exhibe un patrón G tlplco, sefialándose en él 

los dos planos espejos). En la estructura perteneciente a la estrella g). 

existen varios puntos de la misma Intensidad que los pertcncclentes al 

mencionado hexágono¡ sin embargo el patrón de difracción correspondiente 

todavia contiene las slmetrias adecuadas de las fases T. 

Las posiciones F y G contienen las mismas simetrias para lodos los 

patrones obtenidos, variando de un patrón a· otro la intensidad de los 

puntos. Sin embargo, el mero estudio del patrón G permite discriminar las 

estrellas a utilizar. 

Dado que estas estrellas son lás más significativas, se incluyen aqul 
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( flg. 4.1. Patrones de difracción b), d) y g), donde se señalan lm •. 

planos espejo y los parámetros que se mencionan en el texto.) 
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los valores de algunos parámetros que son comunes a los Lrcs patrones en 

las posiciones A, G y F. Estos parámetros corresponden a la distancia en 

Xngstroms reclprocos entre el origen y los puntos de mayor Intensidad. 

Es necesario aclarar que los patrones G y F correspondientes a la estrella 

g) contienen puntos muy anchos, a diferencia del patrón A. Esto se debe a 

que la estrella g) tiende crecer mucho más sobre cada plano 

perpendicular al eje z que a lo largo del eje z; por esto, la estructura 

es mucho menos extensa a lo largo de dicho eje, por esta razón se presenta 

un ensanchamiento de los picos do difracción por el tamal'lo finito de la 

estructura difractada ( el ensanchamiento de los picos debido a este 

efecto es de O. o4A"1
). 

Estos parámetros se han obtenido bajo la suposición de que en cada 

vértice de las estructuras se encuentra \L'l átomo de Aluminio; para lograr 

esto, las estructuras se reescalaron por un factor de 2. 31A: de modo que 

la distancia entre los átomos de Aluminio fuera 2. 86X. 

la numeración con la cual se ha identiflcado cada punto intenso en las 

posiciones A, G y F puede verue en la figura 4~1~ todas las distancias que 

se presentan eHtán en Xngstroms reciprocas¡ también se incluyen las 

razones entre los parámetros (estas razones fueron calculadas midiendo la 

distancia en plxelcs de los puntos de mayor Intensidad: es decir, no 

fueron obtenidas dividiendo entre si los parámetros en Angstroms 

reciprocas). 

PATRONES DEL TIPO A 

Estrellas 01 02 03 03/01 02101 03/02 

b) o.so 0.60 0.9S l. 93 1.20 l. 60 

d) o.so 0.60 0.9S 1. 93 1.20 1. 60 

g) 0.46 O.S3 0.87 l. 89 1.16 1.63 
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PATRONES DEL TIPO r 

1t:strellas 01 02 03 03/01 02101 03102 

b) 0.61 0.97 0.97 1.61 1.61 1.00 

d) 0.61 0.97 0.97 l. 61 l. 61 l. 00 

g) 0.53 0.85 0.85 1.61 !. 61 1.00 

PATRONES DEL TIPO G 

Estrellas 01 02 01102 

b) 0.9'1 o.58 l. 71 

d) 0.97 0.58 l. 71 

g) 0.97 0.58 l. 71 

(Nótese que T•t.610 •.• ) 

Algo importante que hay que anotar es que , para el caso de mosaicos 

trldlmenslonales obtenidos a partir de reJ!llas singulares perlódlcao, 

usando estrellas de vectores que no contenian por construcción un plano 

espejo, todas las estructuras presentan un centro de lnvcrslón; no 

conteniendo planos espejo. 

Asl, de las estrellas analizadas, prevalecen las b), d) y g). Las 

estrellas b) y d) contienen por construccl6n un plano espejo. 

Los patrones de difracción que se han rnostrado hasta aquí son 

cinemáticos, sin embargo, cabe la posibilidad de que se presenten en los 

patrones experimentales efectos de doble dlfracc'lón. 

Para mostrar el efecto de la doble difracción, se incluyen aqui los 

patrones de dlfraccl6n dinámicos en las posiciones F y G, correspondientes 
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a la estrella dJ (flg. 4.2). Al comparar estos patrones con los 

clnematlcos, se observa que aparecen nuevos puntos, además de que la 

intensidad de cnda pico se modifica. Estos patrones de la fase T se 

parecen mucho a los reportados por F'ung et al. (36] 1 obtenidos a partlr de 

una aleación de Al-Fe. Para comparar,se presentan aqul algunos de los 

resultados obtenidos experimentalmente por Fung et al.. 

Las tablas siguientes contienen las relaciones entre las posiciones de 

los picos más intensos¡ la numeración de cada pico es slmUar a la dada 

para las tablas precedentes. Estas relaciones fueron medidas sobre los 

patrones reportados por Fung et. al. [36). Las distancias en Xngstroms 

reciprocas no se Incluyen, ya que en dicho trabajo no se menciona la 

escala de los patrones 

Patrón A 

03/01 02101 03/0Z 

1.9 1.Z 1.6 

Patrón F 

03101 03/0Z OZ/O 1 

1.6 1.0 1.6 

Patrón G 

~ 
~ 

(El error máximo en estas medidas es de 4. SX) 

Se observa que estos cocientes corresponden a los obtenidos para las 

estrellas b), d) y g) ,dentro de los limites de la preclslón. 

En el trabajo de Fung. et. al. [35] se menciona que los patrones de la 
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fase T pueden obtenerse al reflejar, por medlo de una plano espejo 

perpendicular al eje de 5lmetria diez, una estructura del tipo de la fase 

lcosaedral. Slgulendo esta ldea, se reflejó la cslructura obtenida de la 

estrella a) utillzando el plano z:::O. Como resultado se obtuvo un patrón 

slmllar al de la estructura obtenida de la estrella b). 

Con rejillas cuaslperiódicas, y para los parámelros e!>cogldos, sólo 

las estructuras obtenidas con las estrellas b) y d) tuvieron un plano 

espejo. Las restantes no tuvieron ni plano espejo nl centro de inversión. 

( flg. 4.2 Patrón de difracción dinámico de los patrones F y G 

correspondientes a la estrella d) 

cabe decir, que la forma de la sucesión escogida no favorece las 

slmetrlas en torno del origen: en una rejilla dada y cerca del origen, los 

planos se encuentran a las siguientes distancias del origen (medidas sobre 
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el vector q
1 
l 

j•o ---> vo•+l(+)J·o 

j=-1 ___ , v-i·+l(-; )J=-1-+. 

Para futuros estudios, convendría trabajar con rejillas 

cuaslperiódlcas simétricas respecto al cero. 
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§ •· 2 Conclueionca 

En el presente trabajo se ha utilizado el MIXi para calcular, 

utilizando una computadora,estructuros cuaslperiódlcas partiendo de 

diversas estrellas de vectores. También se han expuesto los algoritmos 

computacionales que resultan convenientes de adoptar para usar el MtG; con 

estos algoritmos se reprodujeron la mayoría de los resul lados que se 

reportan en la literatura. Además, se desarrollaron fórmulas para 

estudiar las configuraciones de los zonoedros que aparecen en las 

N-rejlllas singulares. 

De las estrellas estudiadas, las más adecuadas para formular un mo:telo 

d'e la fase, según este trabajo son: 

- Un pentágono (cuyos radlovectores tienen norma uno), sobre 

el plano zaO, 

El vector de coordenadas: (0,0, 1) 

- Un pentágono .sobre el plano z=O. 

Dos pentágonos sobre los planos z=±b. 

(Ambos con radlovectores unltrlos) 

Dos vectores a lo largo del eje z: (0,0,ib) 

- Dos pentágonos sobre el plano z=±b 

(Ambos con radlovectores unltarlos) 

Dos vectores a lo largo del eje z: (0,0,±b). 

Los patrones de difracción correspondientes a las estructuras 

generadas con estas estrellas contienen los elementos de slmetria que 

presentan los patrones experimentales. La estructura generada a partir de 

la segunda estrella reproduce algunas caracteristlcae cualltatlvas de los 

patrones experimentales de Al-F"e. 

El método e111pleado en este trabajo (GOH), resulta ser una herramienta 

analitica muy inmediata para generar estructuras cuaslpcrlódlcas. Sin 
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embargo, por su sola utlllzaclón no es posible obtener un modelo 

atom1st1co de las fases T. Para ello se requiere de otras conslderaclones 

que permitan encontrar las poslclonos de los átomos en la red. 
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