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Introduccién

El descubrimiento de los cuasicristales, heche en 1985 {1}, ha slido de
gran linterés, porque mostré una forma de agregacién de la materia

condensada Intermedia entre los sodlldos cristallipes y amorfos.

El primer cuasicristal obtenido fué una aleacién de Aluminloe con
Manganeso; a esta nueva fase se le llamé lcosaedral (1}, Posteriormente
se descubrleron otras dos fases cuasicristallnmas: la decagonal (T} y la
dodecagonal. Aunque la fase I ha sido profusamente estudiada, las otras
dos, por ser mas reclentes, no lo han side Lanto. Asi pues, el objetivo
de esta tesis es estudlar algunos modelos estructurales de la fase T,
generados por un método matematlco desarrollado orlginalmente para la fase
1.

En lineas muy generales, se construyeron estructuras tridimensionales
mediante el método dual generallzado (MDG}. Para ello se consideraron
diversos polledros {llamndos estrellas de vectores}, los cuales dan lugar,
al aplicarles el MPG, a dliversas estructuras. Las estructuras resultantes
fueren estudiadas para comprobar si contenian los elementos de slmetria
que Se han determinade experimentalmente para la fase 7. También se
obtuvieron los patrones de difraccién de los resultados, para compararlos

con el experimento.

Para aplicar el método dual generalizade se desarrollaron algorltmos

de cémpute asi como varios programas de computadora escrites en Pascal.

La tesis estd dividida en cuatro capitulos; en el primero -Se expone el
problema de los cuaslicristales; partiendo de la cristalografia clasica se
llega 2 por qué los cuasicristales no pueden ser explicades dentro de
ésta, Después se presenta una revislén de los modelos propuestos para

explicar los cuasicristales.

El capitulo 11 expone dos métodos matemdticos para generar estructuras
cuasiperiédicas: corte y proyecclén y MDG. Al altimo se le estudia con

gran detalle porque ha sido el escogido para usarse en la presente tesis.



En el capitulo 1Il se presentan los polledros generadores gue fueron
usados y los pardmetros escogldos para el MDG. Aqui se incluye un resumen
de los algoritmos que sirvieron para hacer los programas de cémputo
(ejecutados en una computadora DIGITAL YAX 11/780). En este capitulo se

incluyen los resultades obtenlidos.

Al final, en el capitulo IV, se discuten los resultados y se dan las

concluslones del trabajo reallizado.



CAPITULO 1
§ 1.1 El problema de los cuaglcristales

La materia condensada, caracterlzada por la fuerte unlén entre sus
Atomos, moléculas e lones que la constituyen, ha sido tradiclonalmente
clasificada en dos clases atendiendo al grado de ordepamiento de su
estructura interna. Estas clases de estructuras son la cristalina y la

amorfa.

En las estructuras cristalinas (llamadas cristales), las particulas
estructurales se ordenan en el espacio de una manera regular, de modo que
es posible obtener la totalldad del solide apllcando- una repeticién
perlédica, translaclonal y tridimensional de un médule minimo de materla
( formado por &tomos, lones o moléculas). Este hecho constituye la
propledad m&s sobresuliente de los cristales: su orden translaclonal

pertédico de largo alcance.

los materiales de la otra clase, a diferencla de los cristales, no
presentan orden de largo alcance; s4lc tlenen orden de corto alcance
(del orden de Angstroms)}. A estos materiales, llamades amorfos, se les
considera muchas veces como liquidos congelados cuya dureza se debe a una
viscosidad muy alta [2]. La mayoria de los materlales son amorfos, como

por ejemplo el vidrio y algunos plésticos.

Graclas al orden translacional de los cristales es posible dar una
clasificaclién global de todos los tipos de estructuras cristallnas que se
puedan dar en la naturaleza, lo cual no sucede con los materiales
amorfos. Para llegar a esta clasificaclén, es necesarlo realizar una
abstracclén matemdllca de la estructura del cristal. Esta abstraceidn
,1lamada red puntual, es obtenida al notar que un punto arbltrario del
médulo minimo materlal se puede comparar con un punlo equlvalente en
cualesquiera de los otros médulos obtenldos por translaclones. Los puntos
oblenidos de este modo constltuyen la abstracclén deseada que facllita la

tarea de estudiar el cristal,



Al lgual que en 6éste, la red puntual puede obtenerse por una
repeticién periddlica, translaclonal y tridimensional de una celda ]lamada
unftarfa, La celda unitaria puede escogerse de varias maneras pero sea

cual sea la eleccldn deberd poder reproducir la red puntual.

lLos puntos de red en la celda unltaria conforman un polliedro aunque
resulta convenlente, y slempre es poslble hacerle (3], escoger un
paralelepipedoc que sirva como envolvente para dichos puntos. El
paralelepipedo necesariamente contendrd puntes de red en sus vértices y
algunas veces en sus caras, centro o bases. Atendlendo a las
comblinaciones que se pueden hacer entre las longitudes de las aristas del
paralelepipede y los d4ngulos entre ellos, se obtienen siete formas
fundamentales que resultan ser compatibles con la simetrfia translucloenal

de la red puntual.

A su vez, considerando que los puntos de red, ademas de los vértlces,
pueden ocupar las caras, bases y el centro del paralelepipedo, las slete
formas cristallnas bislicas dan lugar a catorce celdas unitarlas posibles,
las cuales son los médulos baslices para otras tantas redes puntuales
llamadas "redes de Bravals" en honor a Auguste Bravals, quien las dedujo
en 1848 (3].

Asi, la red puntual de cualquier eristal pertenece a alguna de las
catorce redes fundamentales,

Entre las poslbles elecclones de celdas unitarias hay una que posec un
volumen minimo comparada con las otras y que se puede asociar con un sélo
punto de red;a esta celda se le llama primitfiva [3]. La celda primitiva
deflne con sus aristas tres vectores, a, a, a, (1lamados vectores
primitivos} los que permiten obtener la totalidad de los puntos de red
como una combinacidn lineal de ellos {3]

n=n’al + n,a2 + nha3 , donde: nl. n

i n el {1.1).

De agu! se sigue otra propledad fundamental de un cristal:orden



y a

orlentacional de largo alcance a lo largo de los vectores a, a .y

2

Debido al orden translaclonal de la red puntual, surgen simetrias
rotaclionales, especulares y centros de inverslén, es decir, la red es
congruente consigo misma al aplicarle un giro, una reflexién o una
inversién., Cada una de éstas operaclones de simetria defline un conjunte
de puntos que tlenen la propledad de que no se sueven bajo la aplicacién
de la operacién. A dicho conjunto se le llama elemento de simetrfa y

puede ser una linea, un plahe o un punto.

El conjunto de operaclones de simetria que dejan Invarlante a la red ¥
cuyo elemento de simeiria contiene un punto de ésta, forman una estructura
matemdtica 1llamada grupo si se consldera como operacién binaria entre los

elementos del conjunto la composicién de operaclones de simetria.

A dichos grupos se les llama puntuales. Las catorce redes de
Bravals dan lugar a trelnta y dos grupos puntuales cristalograficos, los
cuales resultan ser muy utiles para estudiar la morfologia macroscépica de
un crisiai [4).  Dentro de estos grupos s6lo estan presentes simetrias
rotacionales binarias, ternarlas, cuaternarias o senarlas [180", 120‘, 90°
y 60° respectivamente) (S]. No pueden exlstir simetrias rotaclonales de
orden mayor que sels ni tampoco se permite la simetria quinaria (72°)
ya que resultan ser incompatibles con el orden translaclional{6]. En el
caso de la simetria quinaria, esta incompatibilidad se traduce en el hecho
de que es imposible cubrir completamente sin dejar huecos , una superficle
plana ceon pentdgonos regulares (los cuales sc¢  consideran  los
representantes de la simetrla gulnaria) porque al Juntarles por sus lados

siempre quedan huecos en forma de rombos puntlagudos [7].

Las simetrias de los cristales dan lugar a que sus patrones de
difraccién de rayos X, electrones o neutrones sean muy distintos a los de
los amorfos. Mlentras que el patrén de difraccién de un cristal
consiste en un conjunto de picos deigados (llamades picos de Bragg), el

de un amorfo estd formado por anlllos difusos [8}.



El patrén de dlfraccién discreto observado de un cristal se deduce de
la pertodicidad del mismo. En efecto, cualquler funcién escalar de la
red {como potenclal dispersor, densldad electrénica, etc.), &(r), resulta
ser perlédica y, por consigulente puede ser cxpandlda en una triple serle

de Fourler utllizando un conjunto de vectores reciprocos (gq} [2}:
.
6(r)=ggz.: thl exp(ltgq,r‘ﬂ {1.2)

donde: gqcherke; +1e5 ; {donde h, k, 1 € Z), cumplliéndose la sigulente

-
3 . ot = 5
relacién entre los vectores er vy a \cr-a)> 21:6” . Aqui shkl es una

i
amplitud comple)a asoclada con el vector recliproco gq.

Esta expansién indica que la transformada de Fourler de 8{r)} consiste
en un conjunto de plcos discretos (es declr, funclones delta de Dirac)iy
puesto que el patrén de difraccién debldo a un potenclal dlspersor us>
proporcional al cuadrade de la norma de la transformada de Fourler [9],
resulta que el patrén tamblén consistird en un conjunto de plcos

discretoes.

De la relacién entre los vectores reciprocos y los vectores primitivos
que aparece en (1.2) se observa que ambos conjuntos tlenen las mismas
simetrias por lo que los patronesg de difracclén deben de tener la simetria
de alguno de los trelnta y dos grupes puntuales [2]. De este modo,
resulta clare que no deberfan existlr sélidos cuyo patrén de difraccién
consistiera en picos de Bragg distribuldes de acuerdo a una simetria

quinarlia.

Sin embargoe, en 1984 ,Shechtman, Bletch, Gratias y Cahn f10]
descubrieron experimentalmente una aleaclén de Alnoano cuyo patrén de
difraccién de electrones estaba. formado por plcos de Bragg con eles de

simetria qulnaria.

Analizando las simetrtas del patrén obtenldo, Shechtman et al.
encontraron que éstas eran las mismas que las de un Icosaedro, el cual

contlene seis ejes de simetrfa cinco {grupo puntual m35). Para ello basta -



comparar las patrones de difracclén obtenldos tomados a distintos 4dngules
sigulendo las simetrias de un lcosaedro, con la proyecclén esterografica

polar del grupo puntual lcosaedral(fig. 1).

/\\“’i 0y //\

792° 58.29% 37.28°

(fig 1.1.Comparaclén entre el grupo puntual lcosaedral y los
patrones de difracclén de eclectrones obtenldes por Shechtman et
al, a diversos angules parilendo de un eje de simetria quinario

tio}).

Por esta raz6n, la [(ase presentada por la aleacidn “so”nzo se le
llamé fase lcosaedral (fase I) comprobindose con dlversos experimentos que
era una fase metaestabic [10], Para obtenerla, se enfri¢ de manera
ultarrédplda (un millén de grados Kelvin por segundo } la aleacidn Fundlda

lo cual impldié que esta tuviera tlempo para cristalizarse normalmente.

El descubrimiento de 1z fase I resulta muy importante porgque aunque la
slmetria icosaedral estd prohiblda para cristales (por tener ejes de
simetria cincol, su patrén de difraccién estd formado por picos de Bragg,
lo que seria indicativo de una nueva clase de esiructura Intermedia entre

los cristales y los amorfos.

En efecto, segin Shechiman et al., la fase 1 presenta orden



orientacional de largo alcance pero carece de orden translaclonal
peri6dico [10].

Desde 1984 han sido encontradas otras aleaclones que presentan
simetria lcosaedral como Fele. Nl'rlz, AISLIJC\: [11]. Tamblén se¢ han
descublerto dos nuevas fases, la decagonal (Almano, AIWFe) 112} y la
dodecagonal (Ni-(70.6 at. % Cr)) [13] que tlenen simetrias rotaclonales
cristalograficas prohibldas.

A todas estas nuevas estructuras que no scn crlstalinas pero que
tlenen patrones de difracclén con plcos discretos, se les ha dado el
nombre de cuasicristales (este término fue acufiado originalemente por P,
Steindhardt ¥ D. Levine para deslignar a un tlpo especifico de redes {14],

pero actualmente su uso se ha generalizado}.

El establecimientc de la fase ] como un nuevo tipo de estructura de la
materia ha sido objeto de acalorados debates; aun el mlsmo D. Shechtman
fué escéptlco ante sus resultados y durante dos afios buscéd posibles causas
accidentales para explicar los mismos[10], Entre las posibles causas, Ia
mds plausible colncide con la explicacién propuesta por varias persohas,
entre las que destaca Linus Pauling. Esta consiste en buscar el origen de
la simetria cinco en una mezcla homogénea de microcristales orientados de
acuerdo a una slmetria quinaria, FEste es un caso particular de lo que en
cristalografia cldsica se conoce como gemelacidn. La gemelacién es la
formaclén de un agregado atdmlco (llamado *“macla"} por cristales
individuales que crecen Juntos alrededor de un plano de simetria. Esto
permite que el agregado tenga cualquler slmetria aunque los cristales que
lo forman no la tengan;un caso muy conoclde es el de la Plirlta; aunque sus
cristales tengan simetria ciublca, es frecuente que formen maclas con forma
de dodecaedros [5}.

Shechtman et ul, realizaron diversos estudios utilizando técnicas muy
finas de microscopfa electronica (las cuales serdn tratadas mas
extensamente en la seccléon 1.2) no pudiéndose detectar las posibles maclas

[10]. Posteriormente varlos grupos han confirmado la ausenclia de éstas



{151, aceptdndose generalmente que la fase | es un tipo nuevo de

estructura.

§ 1.2 MHodelos propuestos para explicar los cuaslcristales

Desde el descubrimlento de Shechtman se han formulado varles modelos
para expllicar los cuasicristales y los resultados experimentales asoclados
a ellos. Estos modelos son: gemelacidén multiple, modelos basados on
estructuras matemdticas cuasiperiédicas, vidrio icosaedral y recursivo. A
continuaclén se presenta un resefa de los rasgos generales de cada uno de
ellos, dandose énfasis en los dos Gltimos porque son los que estdn

relaclonados més directamente con la presente tesis.

§ 1.2.1 Modele de maclas

Este modelo, como se menclondé en la seccién 1.1, explica 1los
cuasicristales en base a una gemelacidn miltiple de crilstales {ndividuales
con una simetria cristalogriflica permitlda. El tamafio de los cristales
Individuales propuestos da lugar a dos subdlvisiones:una es maclas con
celdas unitarias del tamafio usual en las fases cristalinas formadas por

los mismos elementos ( =540A ) y otra con celdas uniiarlas muy grandes [8]1.

Linus Pauling ha sido uno de los principales defensores de la gemelacién
maltiple del primer tipo. El propuso como celda unitaria a un cristal
clblco primitive de 820 4tomos con aristas de longitud 23.38A [16]. Sin
embargo , dlversos estudios experimentales no han mostrado las posibles
maclas. La clase de estudios que se han llevado a cabo para llegar a esta

conclusién son:

«~Difraccién de electrones con un haz muy convergente (de aproximadamente
15A de ancho). Los patrones resultaron tener siempre la mlsma simetria

tcosaedral [10]. (S1 hublera maclas se esperarfia obtener, con esa



resoluciéon , patrones de difracclén con simetrias cristalograficas

permitidas).

-Imbgenes reconstruidas utilizando sélo algunos plcos del patrén de
difraccién(imégenes de campo obscuro). Si se aplica esta técnlca a maclas
de cristales, 1los cristales individuales aparecen muy claramente
definldos. La mlsma técnica aplicada a los cuasieristales no ha revelado

la existencia de maclas [8].

-Las imigenes tomadas con microscoplo electronico resultan ser altamente
homogéneas hasta en detalles observados con una precisién de
kngstroms [15).

El segundo tipo de maclas estarfa formada por celdas unldad muy
grandes que puedan contener en su interlor agregados atdmicos con simetria
¢inco, tal como sucede en algunos materlales (un ejemplo es el llamado
{cosaedro de MacKay el cual sc presenta en aleaciones de Al y Mn), Aunque
este modelo es mds compatible con las observaciones experlmentales, el
tamafio de 1a celda unldad resultaria demaslado grande( >100 A) compurada
con el de las celdas unlidad presentes en aleaclones del mismo tipo (aprox.
10 A) (8].

§ 1.2.2 Modelos basados en eatructuras matemdticas cuasiperiddicas

El punto de partida de todos estos modelos de cuasicristales, es un

mosalco descublerto en 1574 por el fislco matematlco inglés R. Penrose.
Penrose encontrd cémo taplzar sin dejar huecos un plane de manera
aperiddica utllizando dos tamafios distintos de rombos:uno llamade rombo

gordo y el otro rombo delgado [17] (fig 2).

Los rombos gordo y delgado forman al Penrose al unirse por sus lados

sigulendo ciertas reglas de acoplamiento (fig. 1.3).
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Los mosalcos de Penrose tlenen propledades notables;una de ellas
consiste en que dado un mosalco es poslble obtener otro con plezas mds
pequefias. Para ello es necesario aplicar al mosalce eriglnal una regla de

subdivisién 1lamada de deflacidn.

La regla de deflaclén indica que un rombo delgado (Rd) se convierte en
un rombo delgado (Rd') y uno gordo (Rg') de la sligulente generaclén : Rd »
Rd'+Rg’. Anadlogamente, un rombo gorde (Rg)} se subdivlide en dos gordos
(Rg'} y uno delgado (Rd');es decir: Rg » 2Rg'+Rd' (fig., 4) [17]..

N
T

(fig 1.4 Regla de deflacién de a)un rombo gordo y b) uno delgado.)

Usando la regla de deflaclén tamblén se puede generar un mosalice de
Penrose. Para ello es necesario aplicar recursivamente la deflaclén
partiendo de uno de los rombos; este método recursivo permite calcular la
proporeién entre rombos gordes y flaces que exlsten en un Penrose. Dichn

proporcidn vale:
#(grsd)= anu/an

donde n es el nimero de la generaclon a la cual pertenece el

mosalco,cumpliéndose la sigulente relacién de recurrencla para las a :
N B n

a=a_+a (1.3)

12



con valores iniciales a°=0 y a1=l.

La férmula de recurrencia {1.3} es nmuy conocida por el numero
asombroso de resultados {ntersesantes relacionados con ella [18].A 1la
suceslon definlda por ella se le llama de Filbonace! {1175-1250
aproximadamente). Para las primera generaclones, las proporclones son:
271, 5/3, 13/8, 34,21, ... . Esta serle también se llama de Fibonaccl y
converge, para n grandes, a la medla dorada: T =1/2(1+/5}) [17] (la medla
dorada es conoclda desde los griegos por su relevancla en el arte y las

matematlicas),

Por lo tanto, para un mosalco de Penrose la proporcién entre les
dos tipos de rombos converge a la medla dorada para un numero grande de

plezas.

Otra caracteristica notable de estos mosalcos es el hecho de que todos
los vértices de los rombos son expresables como combinaclones llneales
enteras de  c¢lnco vectores que  apuntan  hacla los vértices de un
pentdgono (esta aseveracién serda estudiada mds detenidamente en el

capitule 2);es decir, existe orden orlentaclonal quinarlo.

Muchas de estas curlosas propiedades llevaron a que en 1981 Alan
Mackay Introdujera a la cristalografia estos mosalcos como un ejemplo de
estructura {nfinita, obtenlda por una regla simple, que resulta ser mas
complicada que las redes planas periédicas [19). En un artfculo posterior
[14], Mackay obtuvo el patrén de difraccién de un mosaico de Penrose
utiizando un difractémetro éptice. El patrén obtenido mostraba plcos de
Bragg delgados orlentados de acuerdo a direcclones definidas por los

vértices de un pentdgono.
Los plces de Bragg se encontraban separados sobre cada una de las

direcciones a una distancia uno o T en una secuencla aperlédica (fig.
1.5).

13



{fig. 1.5 .Patrén de difracclén de un mosalco de Penrose}

El hecho de que el patrén de difraceclién indique plcos dlscretos
refleja orden translacional de large alcance [15] que no resulta obvio
al observar el mosalco. ¢ Cual es la clase de orden translacional

existente en el Penrose?

La respuesta proviene de la observaclén hecha por Mackay de que para
cada direccién donde haya puntos en el patrén existen dos vectores
reciprocos con longlitudes relativas fncomensuradas (r es un nimero
inconmensurable respecto a la unidad), por lo que en una direcclén dada
del patrén,una funcién escalar asoclada a esta se expresa como una serie

de Fourier utllizando dos vectores reciprocos de normas lnconmengurables:

fi{x}= z A. N exp(2nd (mx+ntx)) (1.4)
a,n '

Esta funcién es un casc particular de 1o que se cohoce como funciches
cuasiperibdicas, las cuales no son perlédicas en el espaclo real aunque
sen expresables como upna suma finita de funclones de! tlpo:
exp(2ni(n v +n_v_+ ...+nNu")x) . (nle Z):;para N fljo, slendo las v,

11 22
raclonalmente independlentes [11}.

En general, una funclén cuasiperiédica f(x) puede ser escrita como
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[11} =

fix)= z f"(ni,nz.. .. ,n")exp(zu(nxu’t .. *n"uﬂ)x) . (1.5)
n s

se e N

1 L3

La funcién f(x) asi obtenlda no serd perlédica (exceptuando cuando
las v, son racionalmente dependientes o el caso N=1); sln embargo, es
posible obtener a f(x) medlante una funcién perlédica g de N varlables
independientes:

g(xl,.‘.,x")= Z f‘(:l..'.,nN)exp(an(n‘x!mZx; cootnx b, (1.6)
nolee
H N

donde las x, de la funcién (1.6) se relaclonan con las v, de (1.5) por la

sigulente ligualdad: xl= ux.
En el caso de la funclén (1.4} se tendra:

glx,y)= ): A.Inexp(21r1(mx+nry))
mon

donde g{x,y) resulta ser una funcién escalar periddlica en RE.

La misma 1Idea e5 apllcable al casoe de funciones escalares
cuaslperiédicas de un espaclo tridimensional (fix,y.z)}. En este caso, se
tendrd un conjunto de N vectores base en el espaclo reciproco, (qn), que
permiten desarrollar a f{x,y,z) como una serie de Fourier con vectores
reciprocos q generados poer combinaclones lineales de la base;

-
[(x.y.z):Z f (nl, n

2 oy nN)exp(Kq, r»); (1.7}

H

donde: 9=) nq,, ¥y D€ z.

1=1

La funcién definida de este modo es cuasiperiddica si N es mayor que

la dimensién espacial , (d)., Si N es lgual a d, la ecuacldn (1.7) se
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reduce a la (1.1}, correspendiente al caso do un cristal perlédice. Pero
sea cual sea £l valor de N, el espectro de la funcién f(x,y,z) estard

formado por deltas de Dirac centradas en los punlos q.

De aqui se sigue que el orden transiaclonal de los mosalcoes de Penrose
es cuasiperiddico, razén por la cual P. Steldhardt les ha 1llamado

estructuras cuasliperiddlcas.

Desde el descubrimiento de los cuasicristales, los patrones de Penrose
han servide para despolar 2 aquéllos de su cardcter paradd)ico; en ambos
casos las estructuras carecen de orden translacional periddico aungue
tienen un orden orientacicnal de largo alcance y patrones de difracclén

constituidos per pleos delgados de Bragg.

Estas coincidencias han llevado a proponer modelos de cuasicristales
basados en mosalcos de Peptose itrldlmensionales, lo que ha motlvado un
estudio exhaustivo de las estructuras matemdtlcas cuasliperlédicas. Se han
encontrado varlos métodos para obtenerlas partiendo de un enfoque distintoe
al de los métodes expuestos en esta seccliénide hecho se ha wisto que los
mosaicos de Penroge son s6lo un casp particular de una inflnlidad de
estructuras cuaslperiddicas. Los métodos existentes en la actualidad
provienen del método de multimallas propuesto por el matemidtico DeBruljn ;
derivandose de éste los méltodos de corte y proyeccién y del dual

generalizado.

Aunque los modeles basados en el mosalco de Penrose han tenido una
gran aceptaclén, la correspondencia entre ellos y 1los resultados
experimentales todavia no es satisfectoria; mlentras que los patrones de
difracclén predichos per la teoria son plcos de Bragg con una anchura dada
por una funcién delta de Dirac, los patrones observados tlenen un ancho
flnitoe (0.01 K"). Para explicar esta diferencla, se ha propuesto que el
ancho finito de los picos sea consecuencla de defectos estructurales
producidos durante el crecimiento del cuasicristal [8]. En algunas
direccliones de los patrones, las diferenclas entre el modelo de
estructura cuasiperiédlca y el materlal real son muy notorlas, Parte del
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problema se debe a la Incertidumbre que existe acerca de como se deben
colocar los Atomos en las celdas de la estructura para reproduclr
correctamente los resultados experimentales (es decir, el problema es coémo
"decorar® las celdas). En todos los casos, la estructura decorada debera

ser estable.

§ 1.2,3 Vidrio icosaedral

El modele de vidrio icosaedral propone para los cuaslcristales una
estructura amorfa en el sentido de que no hay orden translaclonal de large
alcance, aunque existe un orden quimlco de corto alcance [20] que da
lugar a agregados dtomlcos empacados densamente de acuerdo a una simetria
icosaedral local [20). Para generar uno de estos vidrios lcosaedrales,
se unen aleatoriamente formas con simeirfa lcosaedral (no necesarlamente
icosaedros) de acuerdo a clertas reglas que permiten preservar el orden

orientaclonal.

Las reglas varian pero generalmente Indlcan unir las formas vértice
con vértice, cara a cara, arista a arista, etc. Dade que la estructura
obtenida deja grandes huecos en el espaclio, el modelo propone que sea

llenado por un arreglo amorfo;de ah{ el nombre de vidrios lcosaedrales

Los patrones de difraccién calculades de vidrios lcosaedrales también
consisten en plcos de Bragg perc con un ancho finlto, tal como se observa
experimentalmente, motivo por el cual ha resultado atractivo el modelo,
Sin embargo, el ancho predicho por las slmulaciones diflere notablemente
con el observado [21];por ello las reglas de unién se han ldo complicando.
Otro problema del modelo es la dificultad para explicar el mecanlismo que

permita allnearse a las formas a lo largo de grandes distancias.

A pesar de ello, el modelo de vidrio lcosaedrail da argumentos fisicos
para explicar por qué resulta favorable energéticamente el crecimiento
alrededor de semlllas fcosaedrales dentro de una Interfase

liquido-s61ido{8]. Uno de dichos argumentos hace notar que un lcosaedro
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se puede formar con dlez tetraedros ligeramente distorslonados [7] , los
cuales son formas muy eficlentes de empaquetado en tres dimenslones;de
este modo resulta que el lcosaedro es tamblén una forma muy eflciente de
empaquetamlento y de ahi su importancia como semilla en una interfase
sél1do-liquido que avanza répldamente. Un argumento andlogo aplicado al
casc de dos dimensiones permite concluir que los hexédgonos son formas
faverables para el crecimiento por estar formados con sels trlangulos
equiliateros los cuales son las flguras mis eficlentes de empaquetado en

dos dimensiones.

§ 1.2.4 HKodelo recursive {R)

El modelo R surglé a partir del estudlo de las fases cuasicristallnas
icosaedral y decagonal desde un punte de vista de nucleacién y crecimiento
de la materia a diferencla de los modelos expuestos en las secclones
precedentes, los cuales le dleron al problema un enfoque estructural.
Dicho modelo de nucleazcién y crecimlento se basa en el creclmiento

decaedral de clerta clase de agregados atémicos que sirven como semllias.

Este modo de tratar el problema permite obtener dlrectamente Ja
posliclén de los Atomos y por ende varlas propledades fisicas del sistema
come : funclones de distrlbuclén radial, 1Imagenes de wmlcroscoplo
,frustracién, concentraclén de lmpurezas, etc, Adem&s, tlene la ventala
de mostrar que los cuasicristales se forman de acuerdo a principlos
fislcos usuales [22].

El problema princlpal del método de crecimlento decaedral radica en
que los agregados, generados por simulaclones en computadora, sélo pueden
crecerse hasta clerto tamaflo ya que cl tlempo requerido de cémpute no

permite seguir creciéndolos [22].

Por ello, no se puede probar que siguiendo las reglas del crecimlento

decaedral se pueda llenar el espaclo, tal como requiere de un modo muy



general cualquler modelo de cuasicristal. Para seslayar esta diflcultad,
fué necesario dar una generallzacién recursiva del método de crecimliento
decaedral. El modelo que resulté es m&s geométrico, pero cada regla tiene

su Justiflicaclén en los principios fislcos del crecimicento decaedral [22].

E! crecimiento decaedral ocurre cuando los Atomos que se agregan a un
sélidc que sirve como semllla lc hacen de manera que completan decaedros
interpenetrados. Este proceso es favorable encrgétlcamente por la misma
razén dada por el modelo de vidrio icosaedral;el decaedro se forma con
cinco tetraedros los cuales son formas muy eflclentes de empaquetamiente,
de modo que cuando se completa un decaedro se completan a la vez varios
tetraedros (es lmpartante seflalar que un lcosaedro estd formade por dos
decaedros interpenetrados). Experimentalmente se ha confirmade 1la
aseveracién anterlor;las particulas de 13,19,23,26,29,... &tomos, llamadas
nimeros maglcos, Yy que se forman con decaedros, resultan mas estables que

otras en la condensaclén de gases raros [22}.

Si se extrapola esta forma de crecimiento al proceso de solidlflicacién
rédplda de metates, se pueden produclr agregados atémicos de tamafio cada
vez mayor partiendo de una semilla determinada. La regla que permite
crecer al agregado completando decaedros conslste en considerar cada par
de 4tomos que son primeros vecinos como unh eje de simetria cinco de un

" decaedro incompleto. El decaedro se completa agregdndole &tomos y dado
que la figura resultante serid en general irregular, éstos deberadn ser

puestos en su lugar medlante una relajacién de Lennard-Jones {22].

La elecclén de la semilla para las fases I y T son los nimeros miglcos
de 13 y 19 é4tomos porque tlenen las simetrias de las fases 1 y T
respectivamente;el hecho de que sean nimeros migicos asegura su existencia
en gran numero en la interfase de sollidificacién, Mplicando a estas
semillas el crecimiento decaedral, los agregados resultantes van creciendo
capa por capa, sin embargo llega un momento en que la frustraclén no
permite segulr creclendo el agregado. Entonces, para contlnuar el
crecimiento se requiere la introduccion de otra especie atémica mis

pequefia {entre 5 y 10 % mas pequefia que con la cual se empezd) {22]. Esta
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otra especte rellena los huecos de la estructura y otra vez ¢l agregado
puede segulr creclendo con los atomos grandes. Eventuaimente la
frustraclén tendrd que ser vuelta a reducir con la especle atémlca

pequefa;este proceso constituye un ciclo ilamado de frustracién {22].

Aplicando estas Ideas ha sido poslble obtener un modelo estructural de
las fases I y T [23), [24],que reproduce las lmigenes de alta resolucién
tomadas con mlcroscoplo, patrones de difracelén de electrones y rayos X.

El nOmero de Atomos en los agregados en cuestidén es del orden de clentos.

Para garantizar que se puede llenar el espaclo es necesario segulr
creciendo los agregados con un método m&s geoméirico. Este método mas
geométrico se basa en que el llamado agregado bdsico, el cual es el
primer agregado que se obtlene al crecer la semilla y en el cual se
rellenaron por primera vez los huecos, reproduce las Imagenes del
microscoplo electrénico de un motivo que se presenta en las Imagenes

obtenldas experimentalmente [22].

las lmAgenes reales estdn formadas por rotaclones e interpenetraciones
de este motivo (algo andlogo sucede con los mosalcos de Penrose) ; lo cual
lleva a pensar que sl el agregado bidslco se translada a clertos puntos de
él mismo y as{ suceslvamente, serd posible reproducir la Imdgen. Es
decir, se forma un agregado por la adicién iterativa de un agregado basico
en clertos puntos del mismo. En esta translacién, habrd un gran nimero de
colncldenclus entre los atomos del agregado original y el transiadado;los
dtomos del agregado transladado que se encuenten a una distancla menor que
clerta dlstancla prefljada deberan descartarse. 51 se relaja con un
potencla)l de Lenard-Jones, el agregado conserva la sinetria lcosaedral
[22). '

Los puntes del agregado basice que slrven como huevos origenes para
llevar a cabo la iteracién se les llama punto "O". La. propledad que
distingue a los puntos "0" de los otros 4itomos es que constituyen centros

de icosaedros ligeramente dlstorsionados.
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Geométricamente, los puntos O se caracterlzan por ser obtenibles como
una combinacién lineal con coefliclentes enteros de vectores que apuntan
hacla los vértices de un lcosaedro (al menclonado conjunto de vectores se
ie llama "estrella Icosaedral”). El conjunto de puntos Q forma una

subestructura que no necesariamente es cuaslperiédica.

Entendlende asi l1a subred formada por los puntos 0, se puede usar el

crecimiento decaedral como un método de decorar redes.

La varledad de estructura generadas por el modelo recurslivo es grande
porque la eleccién del agregado baslico no es unica y ademds existen varias
elecclones de los puntos O en cada etapa del c¢recimlento. De hecho el
modelo R genera estructuras ecristallnas, particulas mdltiplemente
gemeladas y cuasicristales, lo cual le da una gran generalldad como modelo
de crecimiento [22].

Para generar cuaslerlstales usando el modele R se necesita utlizar més
de una estrella 1icosaedral. En particular, para un cuasicristal
lcosaedral se necesitan dos subfamillas de vectores del agregado atédmico
basico (se consldera que cada Atomo define con su posicién un radlovector

al origen).Las subfamllias son:

&
a) anq1 ; n=to0, 1,2, . (1.8)

H n!=!0, 1, 2, ... (1.9)

“donde los q, son vectores de una estrella icosaedral. Una subfamilia de

({.8) define los puntos O de la estructura; a saber

&
c)l);lnlq‘; n,=t0,2,4, (1.10)

La utillzacién de estas famillas no garantiza la formaclén de una

21



estructura cuasiperiédica; todavia se requlere que e} conjunto de puntos
obtenidos por (1.10) sea una estructura matematica cuaslperlédica [221.
Esto implde que se puedan dar todas las comblnaclones de las n!. Para
encontrar las combinaciones permitidas, hay que aplicar alguno de los
métodos menclonados en la seccidén 1.2.2, tales como corte y proyeccidédn o
dual generallzado. Parte del objetive de esta tesis es estudlar los
posibles tipos de estrellas (es decir, los vectores ql) y parametros del
método del dual que den lugar a una subestructura cuasiperiédica de puntes

O con la simetria requerida para la fase T.

Por ultimo, el modelo recursivo suglere la posibilidad de la
existencla de nuevas fases basadas en semillas con los pimeros miglcos que

slguen después del 13 y 19.
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CAPITULD 11

§ 2.1 Métodos matemdticos para generar estructwras cuaslperiddicas

En el capitule anterlor se mencionaron dos maneras medlante las cualeg
se puede generar un mosalco de Penrose:las reglas de acoplamlento y las
reglas de deflacién. Ambas reglas generan una estructura cuasiperiédica
con orden orlentaclonal quinarlo., Sin embargo,existe la posibllidad de
geperar estructuras cuasiperiddicas con ordenes orlentaclonales distintos
del quinarie y que son cristalograflcamente prohibidos., Por ello se han
fdeado métodos mis generales tomande como punte de partida los mosalces de
Penrose. Los dos métodos mds empleados son : corte y proyeccién y dual
generalizado (MDG). Aunque el método de corte y proyeccion no serd
estudiado con gran detalle, conviene famillarizarse con é1 dado que
algunos de sus conceptos son utllizados profusamente dentro del campo de

"los cuasicristales; aun en contextos distintos al de generar estructuras

cuasiperitdicas.

Antes de entrar en materia es necesarlo aclarar que muchas veces so
utilizan los términos cuasieristal y estructura cuasiperiédica como
sindnimos, siende que uno se refiere a la estructura fisica y el otro a la
matemitlca. La razon de ello es que ambos se definen formalmente de un

modo andlogo. Esta definiclén formal requlere tres propledades:

1) Orden orientacional .La estructura matemétlca deberd estar formada por
celdas unidad cuyos lados s¢ orlenten a lo largo de un conjunto discreto
de vectores; la estructura fisica requiere que los 4ngulos de enlace entre

los Atomos sélo tengan ciertos valores.

2) Separacion minima y maxima. Los 4tlomos o puntos de red siempre estarin

separados por una distancla minina r y una mixima R.

En caso de que se cumpla la condiclones 2) se dir4 que la estructura

es un sistema de Delaunay [25].
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3) Orden translacional cuasiperiddico. Esta condiclén requiere que
cualquier funclén escalar de la red sea cuasiperiddica en el sentldo de la

ecuactén (1.7),

Por Gltimo,es necesarlo dar algin criterlo para poder diferenclar a
los cuaslcristales {o en su caso a las estructuras cuaslperlédicas) entre
si. Las diferenclas no siempre son obvias; exlsten tres casos poslbles,
el mis simple es aquél en el cual las estructuras difieren en el tlpo de
celdas unidad o en las configuracliones entre éstas. Otra posibllidad es
que las estructuras sean totalmente congruentes si se le aplieca a una de

ellas una translacidn; entonces se dird que éstas son equivalentes.

El ultimo caso se da cuando las estructuras difleren globalmente
aynque no sea poslble distinguirlas localmente,es decir,.cuando cualquier
regién finita que aparece en una se puede encontrar en la otra. Mas
concretamente,s! dado un punto P en una de ellas y cualquler distancla
finita d se puede encontrar una translaclén tal que ambas estructuras
colncldan en una esfera de radlo d centrada en P [25]. En ese caso se

dira que las estucturas son localmente isomorfas (LIJ.

§ 2.2 Método de corte y proyeccidn

La idea princlpal tras ecste método consiste en proyectar una red
perlédlca en un clerto espacio a un subespaclo de dlmensién menor. No
todos los puntos de la red son proyectados sine sbélo aquellos que caen
dentro de una reglén definida por el subespacio y la celda unldad de la
red perlédica;a dicha reglon se le llama banda (fig, 2.1),

El método puede tlustrarse muy fdcllmente para el caso en el cual la
estructura cuasiperiédica obtenlda es unidimensional. Los conceptos
involucrados en este eJemplo sonh casl Inmediatamente aplicables a los

casos de estructuras bl y tridimensionales.
Una estructura cuasiperiédica unidimensional (1D) es una secuencia
aperiédica de dos Intervalos de longitudes diferentes;la proporcién entre

ambos debe ser un numero irracional. Para este caso se utlllza como red
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periédica una red cuadrada situada en un espacio de dos dimensiones (2D).
El subespacio al cual se debe proyectar es una linea recta (E) y ta banda
se forma desplazando la celda unitaria sebre la linea E. El trazo dejado

por dicho desplazamiento es una franja paralela a E (ver Ja fig. 2.1}

(fig 2.1 Obtenclén de una estructura cuasiperlioddica en 1D
proyectando una red periédica de 2D sobre una recta con
pendlente irraclonal.)

S1 se proyectan sobre la recta E los puntos de red que caen dentro de
la banda, se obtlene uma suceslén de puntos sobre E. Para que dicha
suceslén sea cuasiperiédica se reguliere que la pendiente de E sea un
nimero lrraclonal {i]; de otro medo los puntos proyectados conformarian
una sucesion periddica, tal como se puede observar claramente en la figura
2.1. El hecho de que la suceslén obtenida esté formada por dos Intervalos
bislcos puede deducirse mediante el sigulente razonamlento:los puntos de

la red cuadrada en R° son de la forma:

N .
r= z ne i (nle z) {2.2)

slendo los e, vectores unltarles de la celda unldad,que en este caso es un
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cuadrado. Cada unc de estos puntos r puede caer © no dentro de la

banda, lo cual se escribe conmo:

2
_J1 s1 r cae en la banda
d=:[ln'el)w(r) ; donde: H(r)-[o en caso contrarlo. (2.2}
Aplicando sobre d la matriz T de proyeccién de ®° a la recla E :
2
nid)= "len’e‘m”' (2-3)

y como Il opera sblo sobre vectores,la suma pucde sacarse de la matriz:

2
H(d)=izlnlﬂ(e‘]u(r). (2.4)
Haciendo n(nl)=ql :
2
m(a)= [ nlq‘w(r] {2.5)
121

De (2.5) se observa que la estructura resultante se forma con clertas
combinaciones lineales (aguellas para las cuales W{(r) es distinta de cero}
de los vectores ql y q, Los vectores q, y qz estidn en el mismo
subespaclo ya que son la proyecctén sobre la recta E de los vectores e, v
e, respectivamente;de elle se inflere que 9, .y 4, son colineales. lLa
norma de cada uno de estos vectores viene dada,cn términos del Angulo de

inclinacién de la recta (8),por:

H qll = 1/cosn (2.6), H qll=1/seno 2.7)

concluyéndose de aqul que la proporcién entre las normas de 9, Y q, e un
nimero irraclonal. En efecto,de (2.6) y (2.7) se obtlene la sigulente
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expresion: |} q]ll /I qzll = tan0;y por la construccién de la linea E la

tangente de 6 es un namero lrraclomal.

En la practica el problema se ataca de manera Inversa,es declr,la
longltud deseada para los vectores q, determina la eleccién del subespacio
al cual se va a proyectar. El numero de vectores con longltudes
diferentes (slempre en una proporclén inconmensurable) determina la
dimensién del espacio desde el cual se procede a realizar la proyeccién.
Para el caso unidimensional con dos vecteres lnconmensurables el problema

se limita a encontrar la pendlente de la recta dadas las normas.

La pendlente se encuentra notande que las proyecclones de °, v o, sobre

E valen:

I ql“ = <e ,a> (2.8)
||q2||=<e2,a> (2.9)

slendo a un vector unitarlo que determina la dlreccién de la recta E y que

tiene componentes: (a‘.azi.
Realizando los productos punto indicados en (2.8) y (2.9} se obtlene :

I qH = a, (2.10)

llqzllﬂa2 (2.11)

Las expreslones anterlores permiten encontrar 1a incllpacién de la
recta E segin la magnitud asignada a los vectores q,- Un caso muy
importante de estructura cuasiperlédica unidimensional lo constituye la
suceslén de Flbonaccl la cual se forma con dos intervalos de tamafios uno ¥
T [26]. Aplicando (2.10} ¥y (2.11) se encuentra que la dlrecclén de la
recta debe ser: (1,%) porque:

qullnl y ||qzll='c.
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Como la pendiente de la recta es m=(a2/a1) ,1a recta E debe tener una

pendlente T para obtener la sucesiédn deseada,

Todo lo expuesto anterlormente se puede generalizar para obtener
estructuras cuaslperiédlicas de dlmenslones mayores. Para ello considérese

una red hipercibica en un espacio de N dimensiones (denotado por E )} :

N
r= Xn‘e], {ne 2) (2.12)
1=1

donde los vectiores e, son los vectores definldos por la celda unidad de
la red ,la cual es un hipercubo. S! este hipercubo tlene lados
unttarios, los vectores e, pueden ser escogidos de mode que coincldan con

la base canénica de E .

En el espaclo E se consldera un subespacio de dimensién n,al cual se
le !lama “paralelo" (E},por analogia al caso unidimensional. El
subespaclo E" define a otro subespaclo de dimenslén (N-n),llamado
‘" “perpendicular® (¥+ ),cuyo conjunto de intersecciones con E" tlene como

Unico elemento el vector cero.

Debido a esto.el espacioc £ es la suma directa de sus subespaclos

perpendicular y paralelo: E = g0 EL,

As{,cada punte x de¢ £ se puede descomponer como:

x=x"+ xt | (2.13)

La banda S es el conjunto:

N
S = { x = x"+lz‘alc-‘l- bxte E",qe(-1,00 ¥ 1 }

{27} ;donde e;- dencta la componente del vecter e, en el subespaclo
perpendicular. ' A esta proyeccién se le llama ventana. Nétese que la
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funclén de S es definlr un "ancho" sobre EL del subespaclo E”.

La estructura cuasliperli6dica se obtlene de la proyecclén ortogonal de

los puntos de la red r,que caen dentro de S :

d = Mrid(r); (2,14}

sl W(r) es una funclén tal que:

[1slres
‘””‘{ 0 en caso contrarie

y 11 es la matriz de proyeccién ortogonal de £ sobre E".

Sustltuyendo {2.12) en (2.14) :

N N
ds= n{ ne }u(:-):{ n, e )}W(r')
1; 11 ): 1

tal

X
d = ( nq JH(r}, si q =N(e) (2.15)
!gl i) H 14

La fgualdad (2.15) muestra que la estructura formada por los puntos d
en el subespaclio E' es una combinacién lineal ,con coeficlentes enteros,de
N vectores,los cuales son la proyecclén de los vectores unitartos de Ia
celda hipercibica sobre E", Los elementos de la matriz Il se calculan per
medio de las proyecclones de la base e, sobre el subespaclo E", las cuales

valen :

N e=q

1) 7t

hacliendo el producto punto por e en 1a expresién anterior:

>= >
]'Jl <eJ, e] (ql s e'J

]
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y como <eJ,eJ>=1
n”= (qﬂe}} (2.16}

Uttlizando {2.13} e puede escriblrse como: °f(°j+°‘}) Py
aprovechando que : e;=q1 , efq‘} ,{2.16) se convierte en:

= = L
b, <q,e > <q,,(q1*q,l ,

pero <q, ,q-'l->=0, de donde:

n”= <q‘.qj> . (2.17

Para constulr un mosalco de Penrose se necesltan cinco vectores q, que
formen un pentéigonn;asi el espaclio desde el cual se debe proyectar debe
tener dimensién cinco (N=5). El subespacio que contendrd  estructura
resul tante es un plano,por lo que la dimensién de EY serd dos (n=2). La
matriz de proyecclén se caleula,segin  {(2.17),reallizande todos los
productos puntos posibles entre los vectores de un pentdgono.

El andlogo tridimenslonal del Penrose se construye considerando una
red hipercibica en un espaclo de dlmensién N=6,y un subespacio de
dimensién n=3. La elecclén del subespacio debe ser tal que la base

canénica de 8 se proyecte sobre un lcosaedro.

Se pueden construlr otras estructuras con ordenes orlentaclonales
diferentes;sin embargo sélu es poslble hacerlo para estrellas de vectores
g, que sean proyectables de una red peridédica. $1 una estrella es

proyectable de una red hipercibica se dird que es eutdetica.
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§ 2.3 Método dual generalizade (MDG)
A)EL egqueleto de un mosaico y la construcclion de N-rejillas

El MDG es una generalizacién del método de multimallas desarrollado
por De Bruljn para el embaldosado de Penrose, Por medlo del MDG se pueden
construir estructuras cuasiperiédicas con cualquier simetria
orientacional, pudiéndose reproducir todos los resultados obtenlbles por
otros métodos [26] y atun generar estructuras nuevas que no son obtenibles

por medio de ellos .

El punto de partida para estudiar el MDG es una propiedad muy notable
presentada por el mosalco de Penrose y mAs en general, por cuaquler

embaldosado del plane que se forme con paralelogramos.

Esta propledad es la sigulente:supéngase que de alguna manera se ha
podide enbaldosar el plano con paralelogramos de meodo que cada par de
estos tengan un lado adyacente; entonces podemos caracterizar
completamente el enmbaldosadoe medlante wna subestructura llamada el
esqueleto [28].

El esqueleto de un embaldosade se construye muy fidcilmente;para ello
considérese un lado cualquiera de alguno de los paralelogramos.
Evidentemente, existen dos paraelogramos adyacentes al paralelogramo
escogldo que tlenen sus lados paralelos al lado escogldo. A su vez,
paralelo a cada lado de estos dos paralelogramos,hay otros dos cuyos lados
también son adyacentes a ellos. El proceso puede -continuarse ad
infinitum, resultando que el embaldosado contlene una tira (infinlita en
ambas dlrecclenes) con la caracteristica de que para cada par de
paralelogramos que sc encuentran en ella, estos tlenen dos lades lguales y

paralelos al lado con el cual se empezé el proceso (ver la fig. 2.3).

Al lado con el cual se empezd le podemos asignar un vector que sirve

para caracterlzar la orlentaclén de todos los lados que forman la tira,
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St se unen todos los puntos medlos de les lados paralelos de cada
paralelogramo en la tlra, se obtiene una curva sltuada dentro de ella,
Todo este Lratamiento puede repetirse para cada lado con diferente

erientacién que contenga el mosatco.

Beche esto,se pueden borrar los paralelogrames delando las curvas y
los vectores. El conjunte de curvas y vectores que quedan forman el
esqueleto del mosalco ( MNotese que la Informacién contenida en el
esqueleto no se altera si éate se distorsiona de modo que las curvas no

1leguen a formar nuevos puntos de intersecclén).

T*'f)‘/
.4

(fig 2.2. Construcclén del esqueleto de un mosaico en ZD)

Partiendo del esqueleto sc puede reconstrulr el mosalco ({excepto por
una translacién); esto se consigue dibujando en cada punto de Intersecclén
de las curvas un paralelogramo definido por los vectores correspondientes

a las curvas que pasan por é&l,

Este razonamliento conduce a pensar en la posiblildad de construlr un
embaldosado partiendo del esqueleta. Este proceso no es tan sencillo como
la es la construcclén. del esqueleto partiendo del embaldosado, aqul se

requlere dar condiclones necesarlas y suflclentes para que el embaldosade
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no tenga huecos ni paralelogramos translapados.

La primera restricclén que debe imponerse al esqueleto es que no se
Intersecten nunca dos curvas cuyos vectores tengan la misma direcclién; la
razén de ello es que el paralelograme no se puede cerrar con cuatro lados
paralelos. Tamblén se requiere que en un punto de intersecclén no se
corten mds de dos curvas porque entonces el paralelogramo a dlbujar no
quedaréd blen definido. Mas adelante se verd que esta condicién puede

relajarse, sin embarge conviene conservarla por el momento.

Para evitar el translape de paralelogramos se necesita orlentar las
curvas de modo que en cada punto de lintersecclén la orlentacién sea
congruente con los vectores asoclados a cada curva. La aslgnacién que se
hace es la sigulente: si c, cruza a c, de derecha a izquierda, se conviene
en que log vectores asociados.va Y v, respectivamente, scan tales que la
rotacién mas corta que lleve a v, sobre v, sea en el sentido de las

manecillas del reloj [28].

La construcclén presentada del esqueleto muestra la duallidad entre el
esqueleto y el mosalco; a cada punto de interseccién le corresponde un
paralelogramo y a cada reglén limitada por las curvas le corresponde un
vértice del mosalco, Tamblén se observa que e} mesalco puede ser visto

como una decoracién del esqueleto.

Se puede generallizar lnmediatamente la construccién del esqueleto para
una estructura tridimensional. Para ello supéngase dada una estructura
cuasiperiddica tridimensional, formada por paralelepipedos adyacentes y
que por pares tienen una cara en comin. Tomando unc de ellos se traza una
linea paralela a dos de los lados de la cara, de modo que una los puntos
medlos de los dos lados restantes. Lo mlsmo puede.-hacerse con la cara
opuesta a ella. El proceso se repite para todos los sucesives
paralelogramos adyacentes que tienen una cara paralela al paralelogramo
original. Todas las lineas obtenldas pueden ser envueltas en una
superflicie que las contenga. Como en el case 2D, se le asigna a la

superficie un vector para etiquetar la orlentacién de las caras que
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representa. Haclendo todo esto repetidas veces para todag las posibles
tiras se obtiene un conjunto de superficles y veclores que constituyen el

esqueleto.

{fig 2.3. Construccién de un esqueleto en 30,)

De aqul en adelante todos los esqueletos que serdn usados son del tipo
N-reff{lla. Una N-rejiflla se define en términos de una rejliila:

Definiclén 2.1). Una rejilla es un conjunto contable e {nflnito de curvas

en dos dimensiones y superflcles en tres dimenslones que nunca se
intersectan. Asoclada a la rejilla hay un vector e, que Juega un papel
fmportante en ella.

Definicién 2.2). Una N-rejilla,es en 2D,un conjunto de N rejillas tal que

una curva de la i-ésima rejilla Intersecta a otra de la jf-ésima en
exactamente un punto para todo I=j. En caso de no cumplirse Jla Gltima
condlcién,la N-refllla se llamard singular.

En 3D ,una N-rejfilla es un conjunto de N rejillas trldimensionaies
tales que pgira cualesquiera tres superficles en las rejilias 1,J y k
(fzJ2k) éstas se intersectan en un sélo punto. En caso de que exista un
punto donde se corten mds de tres superficles, la N-rejilla ser& singular.

El tipo de rejllla mas usado es la llamada rejilia llneal,la cual es
un conjunto Infinlto de rectas paralelas.slendb todas perpendliculares a un
vector 9, El andlogo en 3D io constituye un conjunto inflnito de planos
paralelos. La rejilla en cuestién se especifica totalmente por la
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sigulente ecuaclén:
x,q=x (2.18)
donde X, es una sucesién mondtaona creclente.

La forma de ja sucesién Xy da lugar a una subdivisién dentro de las

rejillas lineales:

a)periddicas .Son aguellas en las cuales la secuencla %, es peribdlica,es
decir,los planos o lineas slempre estdn separados una distancla constante.
La rejilla se determina totalmente si ademis de dar dicha distancla se da
otra constante, 7L. que corresponde a un corrimiento completo de teda la
rejilla. Se observa que la 1, Juega el papel de fase para la rejilla.
Resultara util escrlbir la distancla entre dos planos o lineas en término
de la norma del vector q, asoclado a la rejilla. Asi,la suceslén X, toma

1a siguiente forma:

" 2
x,=Thq I [mzfl] (2.19)

blcuasiperiddicas .8on aquellas para jas cuales la sucesién x, es
cuasiperlédica,es declir,la distancia eptre lineas o superflcles (x”_l—x")

varia cuasipzriédicamente. En el MDG se utilizan sucesiones del tlpo:
2 1| K
xchuqlu ( Neas ’ ’-; +13J ) (z.20)

donde o,8,p € Ry ¢ es un irracicnal y [_xj dencta la funcldn mayor entero
menor o igual a x {26}, La sucesién dada por la expresién (2.20) es
cuastperiédica ya que consiste en una suma de dos sucesiones peribdicas
cuyos periodos son Inconmensurables entre si; ( la sucesién xn=N tiene
periodo uno, mientras que la sucesion xnalN/u-j tiene periodo o).
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La expresién 2.20 define una secuencia de dos tlpos de intervalos,tal

como se demostrara a contlnuaclén.
Una ldentidad que resulta Gtil para lograr este propésito es:
x =[x +tx) {z.21)

donde {x} denota la parte fraccionaria de x, Nétese que la funcién {x}
tiene perfodo uno.

La diferencla entre dos términos sucesivos de (2.20) es:

2 1{{N 1 N
X, ~Fy=Ti, ! [“E[L’r +B+‘;J-L; +BJ]] (2.22)
y de (2.21):
N N N
;+ﬁ=l;+gj +{;*B} [(2.23)
de donde:

l"ﬂ'*B"%‘] o “:-‘_opJ t{2+g}+§J = lg-vﬂj + l{g+ﬂ}+§'j (2.24)
(en el Gltimo paso se usé que : [x+M_[=Lx_[+M. st M es un enlero).

" Asf, (2,22} se convlerte en:

xml—x"=Tllq|n?{ 1%“{%{1}%“ ] (2.25)

y aplicando la ldentidad (2.21) a 1/0 :

word () e
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Pero:

0s {Em} <1y os {}r} <1

0s {E‘B}‘{é} <2

La desigualdad anterlor implica que:

[ e

Entonces,segin (2.26),1a expresién (2.25) sb6lo toma los valores:

)

&

X =X =Tl|qllz[1+l[|}J+1]]
Ne1 N ptle

Se observa que p y o determinan el tamafio de los intervalos que
aparecen en las suceslén (2.21). Para ¢ mayor que uno, las expresiones
anterlores muestran que 1los espaclamlentos entre los términos -de la
suceslén son:

2 2 1
xNﬂ—xN—TIIqM y xN"-xN—Tllqu (1+p)

El pardmetro « que aparece en (2.20) corresponde a un corrimlento
completo de la suceslién;mientras que B altera la secuencla de Intervalos
cortos y largos.
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Dandole a o y p el valor t se obtlene la sucesién de Fibonacel [29].

Dicha sucesién contiene dos intervalos de tamafios:
_ 1
S=Tiqll y L=Tlql h—;

ya que 11,

Con las rejillas lineales se pueden construir varlos tlpos de

N-rejtllas donde cada una de ellas sea perlédica o cuasiperiédica.
Los tipos mds importantes que se pueden construlr son:

1) Una N-rejilla lineal perlodica. Es una N-rejllla donde cada rejilla
es lineal y periédica.

i1) Una N-rejilla lineal cuasiperiddica. Es una N-rejilla donde cada
rejilla es lineal y cuaslperlédica.Como caso partlcular de esta rejilla
estd la 1llamada N-rejilla lineal de Flbonacci,la cual se forma con

rejillas lineales espacladas seglin la sucesién de Fibonacel,

Como ejemplo del caso a) se tlene la pentarejilla periédica en 2D,
Esta es una S5-rejllla, compuesta por cinco famillas de lineas. En cada
una de las famillas, las rectas son paralelas y se orlentan
perpendicularmente a uno de cinco vectores definldos por un pentdgono:

qf(cos(-"’:—l).sen(z—gl)) donde:  120,1,...,4.

S1 el espaclamiento entre las lineas es periddico y unitarlo,la
pentarejilla se determina completamente si se dan cada una de las fases
para cada direcclén, Nétese que si todas las fases valen cero, la
pentare]illa serd singular porque todas las lineas se cruzardn en el

origen.

Otro ejemplo es una hexarrejilla, la cual es una 6-rejilla lineal
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perlédica en 3D, cuyas rejillas que la componen se orlentan
perpendlculares a los vectores definldos por cada uno de los sels eles de

gimetria cince de un icosaedro:
q|=(senﬁcos(3§l).senﬂscn(ggl).cosB);

donde £=0,...,4 , cosB=5_‘/2 HER '

q5=(0,0.1)

Sl en los dos elemplos anteriores se escogen suceslones
cuasiperiédicas en vez de la periédicas, se obtlenen las rejillas
conocidas como: pentarejilla lineal cuasiperiédica y hexarejllla lineal

cuasiperiédica respectivamente.

Para determinar completamente a estas nuevas N-rejillas se necesltan
especificar los paradmetros p,c,a y B para cada {-ésima rejllla (es

dectir,para cada famllia de planos ¢ lineas).

Cuando se habld de 1las construccién del esqueleto, se menclonéd la
posibllidad de ver a los mosalcos como una decoracién del esqueleto. Sin
embargo, se les requirlé =2 los esqueletos clertas condlclones.
Aprovechando este punto de vista, las N-rellllas puedenr verse como una
subestructura del mosalco; peroc sbélo bajo determlnadas condiclones
formaran por si mismas una red cuasiperiédica . Las condlciones pedidas a
la N-rejilla para lograr esto, conslsten en que los puntos de Intersecclién

de las curvas o superflecles que forman la N-rejilla tengan:
1)} Orden translacional cuasiperiédlico.
11) Orden orjentacional.
1)) Separacién minima entre los puntes
Si una N-rejilla cumple con estas tres condiciones, se dird que es una

cuaslred.
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B) La tranaformacidn dual

Partiendo de la N-rejilla, es nccesarlo dar una mancra concisa de
construir el mosalco. Para consegulr esto, se observa que para cualquler
N-reJilla se puede asignar a cada curva (o superflcle} que la forman, un
numero entero de acuerdo a la poslicién ordinal que esta ocupa en la
i-&slma rejllla (toméndose como sentido positivo el dado por el sentlde
del vector qu. En la fligura 2.4 se ejemplifica esta numeraclédn para el
caso de una 2-rejilla. Entonces, a cada regién limitada por curvas se le

pueden asignar N enteros: Kl, donde i=0,1,...,N.

La asignaclén de ostos enteros se reallza del slgulente modo:la regién
en cuestién estd slempre entre dos curvas correspondientes a una misma
rejilla de las N rejlllas que se tienen. En particular, con respecto a la
i-ésima rejilla, se situa entre las curvas (o superflclies) numeradas como
K,‘ y Klﬂ; entonces, el entero que se le aslgnar4 a la reglén con respecto
2 1la I-ésima rejilla serd el enterec K’.

El proceso se repite para cada rejilla desde cero hasta H. Los
enteros encontrados con respecto a cada una de las rejillas pueden
anotarse en forma de eneada ordenada: (Ko,xl,...,K”), donde cada uno de
los enteros corresponde a la posicién ordinal de la curva en la rejlila
0,1,2 hasta la rejilla N.

b

N

(fig 2.4. a) elemplo de como se numeran las curvas en una

{0,2)
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2-rejllla atendiendo a la numeraclén ordinal que les corresponde
dentro de cada una de las dos rejillas; y ) aslgnaclén de los
enteros que le corresponden a cada regién).

La transformacidn dual que mapea a dicha regi6én en un punto del

espacio dual es:

N
t= ) Kaq (2.28)
120
;donde q es el vector asoctado a la [-ésima rejilla{30]. La

1
transformacién anterior es simplemente una combinacién lineal de los

vectores q, cuyos coeflclentes son las coordenadas ordinales respecto a
cada rejilla. Esta transformacién es idéntica a la que se llegd en el
método de corte y proyeccién; la diferencla estriba en el método para
obtener los coeficientes K : de hecho Gihler y Rhyner {311 han probado
que ambos métodos son equivalentes cuando se utilizan rejlllas lineales
perl6dicas en el MDG.

En este sentido el MDG es mis general porque contlene al método de
corte y proyeccién. Los mosalcos obtenldos con rejillas cuasiperlédicas
por el MDG pertenecen a clases de isomorfismos no ohtenibles por corte y
proyeceién {26].

Los puntos L son vértices de un paralelogramo (o paralelepipedos en
3D) que forman una estructura cuasiperiédica, mientras que cada punto de
interseccién de las curvas (o superflicles) se mapea al interlor de los
paralelogramos (o paralelepipedos). Este hecho, Junto con sus
implicaciones, se estudlara primero para el caso bidimensional, vy
posterlormente se analizarid el caso trldimenslonal, ya que ambos son muy

parecldos.

Para mostrar que los puntos t dades por (2.28) son vértices de un
paralelogramo es necesarlo analizar que sucede en las inmediaciones de un
punto de interseccién de la rejilla; para elle se supondra que en dicho
punto no se lntersectan més de dos curvas. Si en el punto se lntersecta

una curva perteneclente a la I-&sima rejilla con una de la J-ésima, existe
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una vecindad del punto en la cual no hay otras curvas que la atraviescn;
esto Indica que a todos los puntos de esta vecindad le correspenden las
mismas coordenadas ordinales con respecto a las curvas que no pertenecen a
la i-ésima y J-ésima rejillas. De esto se Inflere que los puntos en la
veclindad comparten N-2 coordenadas ordinales con respecto a las rejillas

distintas de { y f.

Sin embargo, en dicha veclindad, las dos curvas de las rejillas f y j
la dividen en cualro regiones, a cada una de las cuales le corresponden
cuatro valores ordinales diferentes con respecto a la f-ésima y J-ésima
reJilla. A continuaclén se mostrari que cada una de estas regiones

contiguas dan Jugar a un vértice diferente de un mismo paralelogramo.

Sin ninguna pérdida de generalidad, y sélo por simplificar la
expllcaclén, supdngase que la Intersecclén estudlada se forma con curvas
perteneclentes a la reJilla cero y uno; slendo la posicién de estas
curvas, con respecto a las relillas cero y uno (Koﬂ) y (Klﬂ)
respectivamente. Las cuatro regiones en las cuales se divide la veclindad
del punto de interseccién se denotardn por los nimeros remanos: I, II,

111, 1Y, tal como muestra la flgura 2.5.

A cada wuna de estas regiones le corresponden las sigulentes

coordenadas ordlnales respecto a cada rejilla:

> (Ko'K:'Kz""'Ku)
1] —> (Ko'KxH'Kz""'Kn)

117 = (K0+1.K1+1,K2,...,K")

v —> (Ko’fl.Kl.Kz. ceaK)

1g 2.5 Vi d d
(fig ecindad de una interseccién). donde las N-2 coordenadas :

Kz' XJ.K‘. ...K“ , son comunes a las cuatro reglones.
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La reglon 1 se mapea, mediante la transformacién (2.8) a un punto, el

cual se denotara como P(1),dado por:

P(1 )=K°q°+K‘ql+K2qz+ . d("qN .

Las otras tres reglones se mapean, segin las coordenadas ordlnales

obtenidas para cada reglén a:

PUI1)=P(1)+q,
P(XII)=P(I)+(q0+ql)
P(IV)1=!F(I)+q0

Estos tres puntos, Junto con P(1), forman un rombo cuyos lados estéan

formados por los vectores 9, ¥ 4, (ver la fig. 2.6).

Py Pl

P{1} q, P(Iv)
(fig. 2.6 TRombo formado al mapear las cuairo regiones)
De esto se derivan varlas conclusiones:
i) La forma de la celda que corresponde, bajo 'la transformacién dual, a
un punto de lInterseccién depende Unicamente de las dos rejillas a las
cuales pertenecen las curvas dque se Intersectan; es declr, para cualquler

punto de interseccién de 1la rejilla i-ésima con . la  fe~ésima, el

paralelogramo asoclade estard formado por los puntos;

P P+q, Pl*qj. Pf’".*q;'
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il) De 1} se deduce que los tipos de celdas que aparecen en un mosaico
pueden encontrarse formando paralelogramos con todas las combinaciones

posibles, tomadas por pares,de los N vectores asoclados a la N-rejilla,

Para un patrén de Penrose, los vectores asoclados a la rejilla son
cinco, y apuntan hacla los vértices de un pentdgeno. Si se numeran los
vectores del 0 al 4 como aparece en la flgura 2.7, se observa, por
elemplo, que el rombo gordo se forma con las combinaclenes del vector 0
con los vectores 1,2 y 4; si se considera las posibles intersecciones de
la rejilla 0 con 1a 1,2 y 4. El rombo delgado aparece cuando la rejllla 0

se Intersecta cen la 3.

4 ' 1, %
9 G 4
a, . %
q 2 q E3 q.b
4 9

(fig 2.7 Construccién de un rombo gordo y un rombo delgado utilizando

qs
una estrella de vectores pentagonal.)
111) El nimero méximo de tipos distintos de celdas que pueden darse en un

mesalce son tedas las combinaclones -que se puedan hacer con N vectores

tomados por parejas:

_ N(N-1)
o

iv) La transformacién dual induce una translacién compieta del mosalce
respecto a la rejilla. Esto resulta claro ya que en general el punto P(I)
no se mapea a la region I, tal como se esperaria al decir que el mosalco
es una decoracién de la N-rejilla. Sin embargd, es postble lograr esto
aplicando una translaclén al mosalco, de modo que la N-rejilla y el

mosalco sean otra vez congruentes.
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Una translacién adecuada para ello se puede obltener aplicdndole a una
vecindad cualquiera la transformaclén dual; como resultade se vié que se
obtiene un paralelogramo transladado. FEntonces la translaclén requerlda
serd aquella que lleve al centro del paralelogramo al punto de

intersecclén que le dlo origen.

v) Fn una N-rejilla 1ilneal 1los ladoes de los paralelogramos son
perpendiculares a las lineas que le dleron origen. Esto se debe a que los
lados del paralelogramo se forman con la pareja de vectores que son

Justamente perpendiculares a sus respectivas lineas.(Ver la fig. 2.8).

G

1

(fig. 2.8 Perpendicularidad entre los lados de los paralelogramos
y las lineas de un rejilla).

En la fligura 2.9 se muestran varlos mosaicos obtenldos por el MDG
‘utilizando varlas estrellas de vectores, utllizando rejlllas lineales

perisdicas y cuaslperiédicas con diversos pardmetros.

El analisis aqul desarrollado permite estudlar que sucede en una
N-rejilla singular, es declr, cuando exlsten puntos de Iintersecclén
formados por mas de dos curvas, El caso mas simple sucede cuando se
Intersectan tres curvas. Recurriendo otra vez al andlisis de una vecindad
del punto en cuestidén sc observa que ahora hay sels reglones en vez de las
cuatro que se tenfan anterlormente. Otra vez se supondrd que las curvas
que se Intersectan son las perteneclentes a las rejiilas 0,1 y 2,

numeradas como K0+1, K1+1 y Klﬁl.(Ver la flgura 2.10)
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{ fig. 2.9 a) MHosaico generado como dual de una pentare}illa periédica
7]:1/2 v i=0,.... 5; T=1. b) Dual de una pentarejllla de Flbonnacel,
ul=ﬁl=0 V i=0,....5. ¢} Dual de una pentarejilla cuasiperiédlca: rxl=0,

3]:1/2, pl=2‘5/z. v’=33'2 v 1=0,..., 5. d) Mosalco generado a partir de

una estrella nonagonal, rejilla periédica, 7'=0 ¥ i=0,..., 8.)
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Las eneadas que se forman, junto con los puntos a los cuales se mapea

cada regién bajo la transformacion dual, son:

1 —— (Ko‘Kx'Kz""'Ku) —> P{1)
11 > (KK ALK, K — P(1)+q,

I ——> (KALK +1LK ... K ) — P(1)+q *q,
v —> (Ko+l,Kl+1.K2+1,...,K“) —> P(l)+qo+q1+q2
vV —> (KOM,KI,KZH,...,K“) —> P(I)+qo+q2
VI > (Ko.xl,xzn..‘.,x") —> P(I)m2

estos sels puntos conforman un hexagono, tal como se vé en la {ligura
2.10.

P{iv)
Py PLV)

qﬂ
Pl P{VI)
Pl \Li
q,

‘ (fig 2.10 a) Vecindad de una singularidad formada por
tres curvas y b) transformacién dual de la misma regién)

9,

En general, la transformacién dual aplicada a una vecindad de un punto
singular d4 lugar a un poligono, cuyo numero de vértices es lgual al
nimerce de reglones con coordenadas diferentes que rodean al punto singular
en una vecindad en la cual no pasen otras curvas que las que generan la
interseccién. Por ejemple, si en una pentarejilla existe un punto donde

se Intersectan cinco curvas, la vecindad del punto se divide en diez
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reglones, las cuales se mapean a un decaedro,

Cuando en un punto se intersectan tantas curvas como vectores tenga la
rejilla, tal como se menclona en el ejemplo anterlor,se dird que la
rejllla es excepcionalmente singular; este caso es muy frecuente y se
presenta en las rel)illas lineales perlédicas en las cuales cada 7, es
lgual a cero o en las rejillas llneales cuasiperiédicas cuando cada «
vale cero; el punto que da lugar a la singularidad es en ambos casos el

origen,

En principlo, cada singularidad puede resolverse medlante un
corrimlento de las curvas de modo que las curvas ya no se intersecten en
un sélo punto, sino en varios puntos que resulten ser no singulares. El
resultado de esta pequefia perturbacién de la rejilla es que el poligono
que aparecia al mapear el punto singular queda decorado con las celdas
elementales; es decir, de rombog. La razon de ello es que al desplazar
las curvas aparecen nuevas regiones las cuales se mapean al interior de
logs polligonos, ya que las reglones que dieron lugar al peligono mantienen

sus mismas coordenadas ordinales para perturbaclones pequefias.

La decoracién del poligono que se obtiene medlante la perturbacién no
es unica,slno que depende de la direcclén o de la curva que se traslada;
en general, mlientras mayor es el nimero de curvas que Se intersectan en un

punto, el nimero de decoraciones posibles tamblén es mayor.

Para llustrar este procedimlento se mostrard como resolver una
stngularidad simple del tipo que d4 lugar a un hexagonoa, por lo cual se
hard referencia a la figura 2.10. La perturbaclén puede inducirse en
cualquiera de las curvas, en vista ‘de ello supéngase que la curva
transladada es la perteneciete a la rejilla dos. Sl la curva se mueve en

la direcclén q, aparece una nueva regién con coordenadas ordinales :
VIl » (Ko-vl,Kx,Kz,....KN)

que se mapea a:  P(I)+q

Fste punto estd dentro del hexdgono (ver la fig. 2.11) y mues- -tra
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que el hex&geono se forma con tres rombes. Otra posibllidad para resolver
la singularidad es mover la rejilla en sentido contrario al del vector 1,

En este caso se obtlene una decoraclén alternatlva
VII » (KO.K‘M.KZH,,...KN) - P(I)+ql+q2,

En la flgura 2.12 se muesira un mosalce de Penrose excepcionalmente
singular en el cual se observa un decaedro y varlos hexdgonos; a la
fzqulerda aparece el mlsmo mosalco en el cual se han resuelto las
singularidades con las celdas elementales (Nétese la decoracién del

decaedro del centroj.

(fig. 2.11. a)vecindad de un punto singular idéntlco al la figura

2.10, pero aqul se ha movido la curva de la rejllla 2,apareciendo

una nueva reglén (VII) b) se muestra el punto dual de la reglén

(VII) ) aqui 1la translaclén se reallzéd en sentido inverso 2 la
de a); d) dual de la vecindad que aparece en ¢) )
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(fig 2.12. a) Mosalco de Penrose excepclonaimente singular y b)
resolucidén de las singularidades del mosalco del recuadro a).

Generalmente se preflere estudiar los mosalcos singulares en términos
de los poligonos en vez de resolver las singularidades por el método
expuesto {29)}. La razén de ello es que los polfgonos son una manera

natural de "empaquetar” las celdas elementales.

Dado cualquier poligono obtenido como dual de un punte singular, el
nimero de celdas elementales que contendra, para cualquier decoracidn,
sera:

= G! - GIG-13

2 21 (G-2)1 2
donde G es el nimero de curvas que se intersectan en el punto que did
lugar al poligono. Por ejemplo, el decdgono corresponde al dual de un
punto donde se¢ Intersectan cinco curvas (G=5), de donde,apllcande la
formula expuesta, se concluye que el nimero de celdas que contendra
cualquier decoracién elemental de dicho peligono es diez. El hexégono
(g=3) contendra tres celdas, tal como se habia visto. Si la decoracién no
es elémental {en el sentido de que el poligono se decora con otros
poligonos formados por celdas elementales) se tiene la sigulente
desigualdad:

#paligonoss CZ

Esta férmula se obtlene de considerar el hecho de que cada celda
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proviene de aplicarle la transformacién (2.28) a un punto de interseccién
sttuado en la N-reJilla. Al remover una singularidad donde Se cruzan G
curvas, aparecen nuevos puntos de lInterseccién con la propledad de que
sélo se intersectan en ellos dos curvas (correspondientes a cada celda
clemental). Los nuevos puntos de interseccion se forman intersectando
entre si todas las G curvas tomadas de dos en dos; asi, el numero de
nuevos puntos de cruce son Jjustamente la comblnaclones que se puedan

formar de G curvas tomadas de dos en dos.
El nimero de vértices (y caras) en dos dimensiones de un poligono es:
#vértices(caras)=2G

Esta formula se deduce de las sligulentes observaclones. Cada vértice
del poligeno corresponde a una regién situada entre cada par de curvas
que se cruzan en el punto singular. Asi, basta contar el namero de
regiones que se encuentran en la vecindad de diche punto. Este conteo se
realiza del sigulente modo: dadas dos curvas, estas generan cuatro
regiones. Por cada curva extra que pasa por el punto sc obtlenen dos
regiones extras, de donde:

#reglones=4+(G-2)2=2G

Por otra parte, como los lados del poligones son perpendiculares a las
Iineas de las rejlillas que le dan origen, y por dar lugar éstas a dos de
los lados paralelos del poligono, el nimero de lados de dichas formas es
dos veces el nimero de lineas que pasan por el punto, es decir: 2G. La
gigulente tabla resume las caracteristicas de los poligonos derivados de

singularidades para algunos valores de G:

G | #(Caras,lados) | Nombre #celdas
2 4 Rombo 1
3 6 Hexéagono 3
4 8 Octégono 4
5 10 Decagono 10
6 12 Dodecigono 15
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Todo lo dicho anterformente para mosaicos bldimenslonales es andlogo
alcago tridimensional; asi que se segulird a contlnuacidén un esquemasimllar

al desarcllade para 2D.

En 3D, los puntos de Iintersecclén se forman donde se cruzan tres
superficies pertenecientes a tres reJlllas distintas ( 1,/J,k; donde
i#f#k)., En cada uno de eStos puntos existe una veeindad per donde ne
pasan otras curvas que las que dan lugar a la intersecclén, por lo cual
todas las reglones contenldas en la vecindad del punto tlenen las mismas
coordenadas ordinales con respecto a las rejillas distintas de 1,J y k.
Por otra parte, 1a vecindad queda dividida en ocho regilones por las
superficles de las rejillas [,f y k. Cada una de estas ocho reglones dan
lugar a ocho vértices diferentes de un misme paralelepipedo. El motivo es
que cada curva divide a la regién en dos pedazos, a cada pedazo se le
asigna un entero distinto con respecto a la rejilla a la cual pertenece la
curva; sin embargo, ambos enteros son consecutivos. La razén de esto es
que al pasar de una regi6n a la otra se ha cruzade g6lo una curva, lo cual
equlvale a aumentar en una unidad la coordenada ordinal respectlva, sl la

curva se cruza en el sentldo positivo de la numeracién.

Entonces, bajo la transformaclén dual, cada regién da lugar a los
siguientes ochoe puntos:
Pz' Pn“’l‘ Pl“‘;' P1+qx‘ Px+q|+q ' Pl'ql+qk‘ Px*q . lel'qqu

bl J

que conforman un paralelepipedo cuyos lados son los vectores ql. q, ,qk.

De ello se derivan las conclusliones sigulentes:
1} Como los paralelepipedos se forman con tres vectores distintos pero
que pertenecen a la estrella asocliada a !a N-rejllla, se concluye que

cualquier mosaico construldo con dicha rejilla tendrd como celdas unidades

aquellos paralelepipedes que se puedan hacer con comblnaclones de N
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vectores tomados de tres por tres. Este resultado es muy Utill porque
permite conocer todas las celdas elementales que pueden aparecer en el
mosajco dada una estrella de vectores; aun antes de haber hecho el

mosafco.

Lo anterior puede aplicarse para encontrar las conflguracliones
posibles de las celdas en un patrén de Penrose tridimenslonal; el cual
utlllza como estrella sels de los vectores que definen los ejes de
simetria cinco del lcosaedro. Combinando 1los sels vectores de tres en
tres, se encuentra que se forman dos tipos de paralelepipedos{fig. 2,13};
uno prolato y el otro oblato; los cuales son los andlogos de los rombes
gordo ¥ delgado del mosalco de Penrose bidimensional.

q’ {|
4 9 |
S \ %\/
g 4, %

a) b}

(fig. 2.13 a) Paralelepipedo prolato, se puede obtener, por
e)emplo, combinando el vector 0 con el 1 y 5; y b) paralelepipedo
oblato. Se puede obtener combinando el vector 0 con el 2 ¥y 5.

{6y De lo dicho en i) se concluye que el nimero miximo de celdas
elementales que aparece cn un mosalco es:

N N{N-1] (H-2)
e Ta

i11) La transformacién dual induce una translaclén completa del mosalco
respecto a la rejilla. La razén de esto es idéntca a la expuesta en el
caso bldimensional. El método que permite volver a hacerlas coincidlr
tamblén es anélogo.
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iv) En una N-rejilla lineal tridimensional, 1las caras de les
paralelepipedos son perpendlculares a cada pareja de planos que les dieron
origen al reallzar la transformacién dual, porque cada cara se forma con

dos vectores los cuales son perpendiculares a cada planc.

En la figura 2.14 se wmuestra un mosalco de Penrose tridimensional

formado al aplicarlie la transformacién dual a una N-rejllla lineal,

E! estudlo de las N-rejillas singulares tridimensionales es Importante
porque generalmente centiene elementos de simetria adiclonales que no
tlenen las N-re}lllas ne singulares. Asi, upna N-rejllla cuyas 7, 03
sean todas cero (razén por la cual ey excepclonalmente singular en el

origen) contiene un centre de inversién.

La N~rejilla singular mds slmple es aquella que contlene puntes ecn los
cuales se c¢ruzan superficies de cuatro rejillas solamente. En unma
vecindad pequeRa del punto, en el sentldo que =e ha estudlade, las
superficles la dividenh en catorce reglones, Cada una de estas reglones di
Jugar a un punto en el espaclo dual; los cuales son vértices diferentes de
una misma forma geométrica de catorce vértlces y doce caras, conocida como
dodecaedro rdmbico {fig. 2.15), Esto se deduce al aplicarle la

transformaclén dual a un punto dende se cruzan cuatro curvas.

El sigulente tlpo de singularidad es aquella en la eual se eruzan en
un punto cinco superficles. En este caso se obtlene como dual del punto
una forma conocida como lcosaedro rombico (fig. 2,15 b)),

Cuando se cruzan selis superficles en un punte la vecindad del punto se
divide en lrelnta y dos reglenes las cuales generan una forma conoclda
como {riacontaedro (29] (fig. 2.15 ¢)).

El nmimero de formas que se pueden encontrar depende del nimerc de
vectores y de lag relillas que se cruzen en el punto. Mientras mis
vectores se cruzen en un punto mayor serd el nlmero de vértlees del
poliedro dual. A todos estos polledros se les conoce como zonoedros ,los

55



cuales son polledros cerrados que contlenen parejas de caras paralelas

{29].

e
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{£1g. 2.14 Mosaico de Penrose tridimensional)
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Las singularidades también pueden ser resueltas como en 2D , es decir,
corriendo ligeramente las superflcies que se cruzan en una intersecclon de
medo cque surjan nuevos puntes de Intersecclén donde sélo se cruzen tres
superficles. Como resultado apareceridn nueves puntos que serviran de

decoracién interna a los zonoedros.

Asi, para una singularldad formada por cuatro superflcles se obtendrd
una reglén extra al mover una de las superflcles. Entonces habrd cuatro
puntos de intersecelén cada uno de los cuales genera un paralelep{pedo
diferente, o de otro modo, la reglén extra di lugar a un nuevo punto en el
dual que completa las celdas clementales dentro del zonoedro. En la fig.
2.16 se observa el resultado de mover una de las superficles en una
singularidad simple; apareclendo un punto en el lInterlor del dodecaedro
rémbico. También se muestra el dodecaedro desarmado en sus celdas
elementales, La decoraclén no es unleca, si la superficle se desplaza en

direccién contraria la decoracidén es diferente (fig., 2.16 a) y b)).

En la filgura 2.17 se muestran algunas de las piezas que forman al

{cosaedro rémbico.

A continuaclién se presentan algunas férmulas relativas al numero de
caras, vértlces y aristas de los zonoedros asoclados a una singularidad.
Estas férmulas se desarrollaron en este trabajo para verlficar el
funcionamiento correcto de los programas computo que ser&n evpuestos en el

capitulo IITI.
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b)

cc)

(fig. 2.16 a) y b) Dos decoracliones alternativas del dodecaedro rémbico.
¢} El dodecaedro rémbico de la figura a) desarmado).

(fig. 2.17 Icosaedro rémblico desarmado en celdas elementales)
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El nimero maximo de celdas elementales con las cuales Se puede decorar
un zonoedro, obtenldo por medio de la transformacién dual de un punto

singular por el que pasan G superficies es:
veeldas=Cl= G(G~1){G-2)
3 6

Para calcular el nimero de caras de un zonocedro se requiere del
resultade Iv) referente a mosalcos tridimensionales. Alll se dijo que
cada cara es perpendicular a cada parej)a de planos; pero el numero de
parelas de planos que se pueden formar es:

#ipare jas de planos=C§
- pero por cada pareja existen dos caras paralelas del zonoedrc de donde:
ﬂcaras=2C§=G(G-1 )

Dado el nimero de caras es sencllle calcular el nimero de aristas; en
efecto, cada cara se forma por cuatro aristas pero cada arlsta se comparte
con dos caras de donde:

¥aristas= 2 G(G=1)=26(6-1)

S1 todos los vectores de la estrella miden lo mismo, las arlstas
también serdn iguales entre si; entonces el zonocedro serd un poliedro
regular pudiéndose aplicar la conoclda férmula de Euler:

#carag+iivértices=#aristas+2
encqntrandose que ¢l nimero de vértices del zonoedro es:

#vertices=2G(G-1)-G(G-1)+2=G(G~1)+2

Con estas formulas se generaliza el problema de conocer el numero de
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caras,

vértices,

aristags y celdas elementales de un zonoedro.

A

continuaclén se presenta un tabla que resume las caracteristicas de los

primeros cinco zonoedros:

G | #caras | #vértices | #aristas | #iceldas | Nombre

K] 3 8 12 1 Romboedro

4 12 14 24 4 Dodecaedro R.
S 20 22 40 10 lcosaedro R.

] 30 32 60 20 Triacentaedro
7 42 44 84 35 Tetradiecaedro
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CAPITULO 111

§ 3.1. Motivaclon del trabajo

Desde el descubrimiento de la fase I se han reallzado dlversos
trabajos para determinar su estructura. Graclas a este, actualmente se ha
podido lograr un consenso generallzade acerca del tlpo de estructura de la
face I. Esta consiste en una red cuasiperiédica obtenida por medio del
wmétodo de corte y proyecciéon o MDG utilizando como estrella vectorlal un
icosaedro, Sin embargo, todavia no se ha llegado a una decoracléon de

dicha estructura que sea aceptada totalmente.

Con la fase T atn no se ha llegado este consenso, n! siquiera en la
clase de estreila vectorlal que deba utilizarge. El trabajo hecho sobre
este tema es escaso. Hasta el momento sélo se han propuesto dos
estrellas, una por Tin-Lu Ho {32} y otra por Koopmans [33] et al. . En
ambos ¢asos los autores enfocan el probleme desde el punto de vista de la
indicacién de los patrones de difracclén, mds que desde un punto de vista

estructural,

Esta situacién, es a todas luces,insatlsractorla porque no peralte

estudiar a los cuasicristales desde un punto de vista mds general.

Por otra parte, en el capitulo 1 se mencloné que el modelo dinamico de
crecimlents, llamado modelo R, puede explicar de una manera natural la
existencia de una estructura del tipo de la fase T. Sin embargo, para
garantizar que la estructura llene tode el espaclo, se necesita que la red
de puntos O tenga la simetria de la fase T.

Todo esto suglere la reallzacién una Investigacion de doble
propbsito: estudiar las estructuras generadas por diversas estrellas de
vectores, y, de aquellas que resulten mas interesantes, utillzar sus

correspondientes estrellas para obtener una red de puntos O,

Para llevar a cabo éste propésito, fué necesario escoger un método
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mitematlco que sirviera para generar las estructuras cuasiperiédicas.

El método escogido fué el MDG. La razén principal de esta elecclidn es
que permlte generar estructuras cuasiperiédicas con cualquler estrella
vectorial [25],([26].

AdemAs, ¢l MDG es mis general ya que genera clases e lsomorflsmos no

obtenlbles por corte y proyeccién.

Para aplicar el MDG a las estrellas se hicleron programas de
computadora eJjecutables en una miquina DIGITAL VAX11/180. Una vez
obtenidas las estructuras, se realizé un estudio de sus caracteristicas
principales, lncluyendo sus simetrias, Para completar el estudio se
encontraron los patrones de difracclon de las estructuras mas viables para

servir de modelo para las fases T.

Cabe aclarar que los patrones de difraceién no deben interpretarse
como un intento de reproducir los resultados experimentales, esto se debe
a que en ningin caso se decard la estructura con 4tomos. En camblo, los
patrones deben interpretarse como un método para ldentificar la exlstencla

de los elementos de simelria que aparecen en las estructuras reales.

En  los cuasicristales pertenecientes a la fase T, obtenldos
experimentalmente, se observa que estos crecen en forma de colummnas muy
alargadas, cuya seccldén transversal presenta patrones de difraccién con

simetria rotacional de orden dilez.

Experimentalmente, sc¢ ha observado que perpendiculares a este eje,
aparecen en los patrones de difracciédn dos planos espelo; es decir, la

simetria de los patrenes es del tipo 10/mm.

Para dlstinguir cada patrén de difracclén tomado a lo large de clertas
orientaclones en una estructura pertenecliente a la fase T, se segulra la
notacién de Thangaraj N. et al. [34], que le asigna los nombres

sigulentes:
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Patron A: patrén obtenldo sobre el eJe de simetria rotaclenal

diez.

Patron F: patrén obtende al girar 90° la esktructura en un eje
perpendicular al de simetria dlez. Se observa en este ele simetrla wun
plano espejo. Destacan principalmente sels puntos brillantes en forma de
cruz. Existe una direcclén perlédica y otra cuaslperiédica. Cada patrén F
se repite la girar 36° 1a estructura usando como eje de glro al efe de

simetria diez.

Patron G: patrén obtenido al glrar 18° la estructura en la
posicién F, utilizando como ele de giro al eje de simmetria de orden
dlez. . Se obgerva en esta orlentacién un plano espejo Los puntos

de mayor intensidad forman un hexagono.

§ 3.2 Algoritmos de computo para implementar el MDG

Para apllcar el WDG se confeccionaron programas de computadora
absolutamente generales; es declr, que dada cuaiquier estrella de vectores
se pueda calcular un mosalco periédico 6 cuasiperidédice, utilizande una
rejilla llneal perlédica o cuasiperiddica, slende varlables cada uno de
los pardmetros asoclados al MDG (Tl' o Bl, oy pl).

Los programas bdslcos que sirvieron para este propdsito son tres
{aunque se hicleron dos versiones de cada programa,una tridimensional y
una bidimensional}. A grandes rasgos, cada programa realiza la sigulente

tarea:

1) Calcular todos los puntos de interseccldén de la N-relilla hasta
cierto valor de la sucesién que aparece en 2,19; indicando las coordenadas
ordinales que le corresponden respecto a las curvas o superficles que le
dieron origen.
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Como se vid en el capitulo 2 ,cada linea o superficle de la rejtlla
satisface la sigulente ecuaclon:

< x>=x
q 3

De aqui se deduce que cada punto de intersecclén de la rejilla f con la J

en dos dimenslohes estd dada por el sigulente sisitema de ecuaciones:

< x>=a
q, %=

<|:{‘l,x>=bL
y en tres dimensiones:

< =

qx,x> aK

<q],x>=bL

<q‘,x>=cu

que en notaclén matricial se escribe como:

Hx=f
donde:

N O R

) et

Este sistema puede ser resuelto de dos maneras. La primera de ellas
consiste en aplicar la regla de Kramer. Mediante el uso del dlgebra ue
encuentra que la solucién del sistema es:

1 .
x = = [axuufbl.ujkl*cxuku]' (3.1)

donde el vector de la forma: u , ,vale:

urnl = [q.XQI]
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y el determinante:

b= g 1/4q_,q x2,>

Asi, basta formar las combinaclones llneales de tres vectores para
encontrar los puntos de interseccidn. Este resultado es importante,
porque tal como se dljo en el capitulo II, el mosalco es una decoracion de
una N-relllla; de donde se concluye que esta es una expreslén analftica
para la estructura subyacente del mosalco. Este método no es muy
adecuado para usarse en una computadora porque los errores de redondeo
aumentan en cada paso. La ventaja cs que da una forma analitica para les
puntos de interseccién; lo cual es de suma utilidad ya que el mosajeo es

en realldad una decoraclén de estos puntos,

Otro método para calcular les puntos de intersecclones es utllizar el
conocldo algoritmo de reduccién Gaussiana. Este consiste basicamente en
llevar la matriz aumentada del gjistema a una forma triangular, mediante
operaclones elementales. Para fines de cémputo este método es mas exacto,
ya que los errores no se propagan, a diferencia del procedimiento basado

en la expresién (3.1).

Los puntos obtenldos se eseriben en un archive, que ineluye, para cada
punto, las rejillas que se cruzan ahi, asi como las coordinadas ordinales

con respecto a la rejlila a la que pertenecen.

2) Calcular el paralelogramo dual que corresponde a cada
interseccién,siendo estos proporcionados por el programa 1. Este proceso
se' realiza del sigulente modo: dado que el programa 1 properciona la
especificaciéon de las rejillas que se cruzan en.un punto dado, , la forma
del paralelogramo queda bien determinada, forméndose #ste con los

sigulentes puntos:
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sl 1,f y k son las rejillas que se cruzan en el punto dado.

Solo bagta aplicarles a estos puntos una translacién por el vector
P(I). Esto se consigue calculando las coordenadas ordinales ,distintas de
1,j y k, del punto de Interseccién (las coordenadas ordinales con respecto
a {,f,k no se calculan porgue son proporcionadas por el programa 1).

Para calcular las coordenadas ordinales del punto, x, se puede
proceder de dos maneras. La primera de ellas sdlo se puede apllcar a
rejillas perlédicas y tiene la ventaja de ser muy rdpida. Esta manera de
reallzar el cdlculo parte del hecho de que el producto punto:

(<qr,x>/uqrn) {3.2)
d4 el valor de la proyeccién de x sobre q . donde q. es un vector no
necesarlamente Unitario;
<qr.x>/llqul=llxllcoso(qr,x)

Como en la direccién q las reJillas estan espaciadas una distancla
TquH, basta tomar el entero que se obtiene al divldir (3.2) entre esta
distancla para cbtener la coordinada ordinal deseada :

K =<q ,x>/T (3.3)
T r

de donde:

N
P~ ) {<qr.x>/T]qr+qu+LqJ+MqK
r#d, §rk

Cuando la rejilla es cuasiperiédica, no es posible aplicar el método.
anterior, aunque el procedimiento también- se basa en calcular la
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proyecclén de x sobre 9. La diferencia estrlba en que nc se puede
dividir entre Tﬂqu! para obtener la coordenada porque la rejilla contlene
intervalos de longltudes diferentes .Por esto, es necesario comparar el
producte punto : <x.qr> con los términos de la sucesién a. previamente

generada, L]

Asi,el entero coorrespondiente a la coordenada ordinal, K._. es aquel

para el cual se cumple la sigulente desigualdad:

"’Kr’[“‘r"‘”" qu] <nKr+1

Cuando se cumple la igualdad, se observa que el punto x es uma
singularidad, en cuyo caso se procede a removerla, movlendo los planos{o
lineas) de las rejlllas distintos de I, )],k para las cuales se cumpla la
igualdad. En todos los casos, los planos se mueven en la direcclén del
vector de la rejllla correspondlente.

Al realizar el programa debe tomarse en cuenta de que en una
singularidad puede suceder que el valor aslgnado por la computadora al

téraino entre paréntesis de la desigualdad menclonada sea a, .aunque en
r
realidad el valor del término gea lgual a A by 12 razén de esto es
r

quedado efectos de redondeo al reallzar las operacliones, el término entre

paréntesis puede diferir del valor de ay no cumplléndose entonces la

+17
r
igualdad. Para resolver este problema, es necesario dar un intervalo de

aceptacién alrededor de los términos de la sucesién ay .
r

Hecho esto, s&e proceden a encontrar los nuevos puntos de interseccién
mediante un algoritmo similar al del programa 1}, volviéndose a apllcar el

procedimiento para calcular el dual.

3) Este programa realiza la misma funcién que el 2). La diferencia
estrlba en gque no resuelve las singularidades, sino que calcula el
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zonoedro correspondiente. La estructura del programa es ldéntica a la del

2}, hasta que se detecta una singularidad.

Entonces, se aplica un procedimiento que va recorriendo cada regién
con coordenadas ordinales diferentes en una veecindad del punto;
aplicdndole 1la transformacién dual a algin punto arbitrarico de cada
reglén. El procedimients consiste en muestrear la veclndad de la
interseccién con una estrella de vectores normalizados a un radlo (e).
Para asegurar que efectivamente se mnuestrea cada Interseccién, los
vectores de la estrella se escolen de modo particular, segin las rejillas
que generen la Intersecclén. La eleccién en dos dimenslones es muy
sencilla; primero se construyen vectores en la direcclién de las lineas que
se cruzan en la regidn ; y luego se forman, por cada pareja posible de

vectores, las slgulentes combinacliones llneales:
r=a+a ; r.Fa ~a ; C =~a +a ; r =-a -a
171y 2y Ty s 1) 4 17y

donde ay a] son dos vectores, con la misma norma, en la direccién de las
lineag de Jas rejlllas { y . Estos cuatro vectores, son, por
construccién bisectrices de cada uno de los cuatro &ngulos formados por
las lineas de las rejillas I y J (ver la flgura 3.1). Posterlormente,
estos cuatre vectores se normalizan al radlo épsllon. Formandose todas
las combinaciones posibles de los vectores 8, perteneclentes a cada
rejilla que cruza en el punto estudiado y replitiéndose el proceso, es

poslble muestrear todas las reglones.

El proceso tridmensional es andlogo, aunque la introduccifén de un
grado mas de libertad complica bastante la situacién, El primer paso es
construlr, por cada terna posible de planos de las rejillas que se
intersectan, tres vectores : a. aJ, a.

Estos vectores son vectores unitarfos en la direccidn de cada una de
las lineas formadas por la nterseccldn de los tres plangs tomados de dos
en dos, es decir, las lineas formadas por la Interseccién de los planos de

la rejilla f con f, f con k y J con k (estos vectores se encuentran
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calculando todos los posibles productos vectorlales contre los vectores
q‘,q’,qk : es decir: qlxqj, q,%dq, . q’qu). Construldos estos vectores se
generan las sigulentes combinaciones lineales de ellos:

=a +a 4a ; F=a +a -p; r.=a -a+a ; r=a-a_-a ;
ry ,\ak’rz lajak'ril Wy B S M S TN

= + +a ; rs=-a+a -a ; rS-a-a ta ; r s-a -a-a;
T3 73yt 0 Tmm37a,ma s RS TATA TR TR TR

(fig 3.1 .Construcclidn de cuatro vectores que bisectan las cuatro reglones
de la vecindad de una intersecclén)

Estos vectores se normalizan después al radlo &; y por construccliédn
son vectores que estidn contenldos en cada una de las ocho reglones que se
encuentran en la vecindad del punto, El radlo e debe ser tal que no
contenga dentro de 1la esfera definida por €1, otros puntes de
interseccién. Para ello se utilizé un programa que indlca la separacibn
minlma entre un conjunto de¢ puntos de Interseccién proporclonados por el
prbgrama 1); asi, basta tomar a ¢ mAs pequefio. Esto ultimo no es
estrictamente vélido para rejillas periédicas; en ellas pueden encontrarse
puntos arbitrariamente cercanos [26] (como en la pentarejilla periédica).
Sin embargo, esto sucede para puntos situados muy lejos del origen (en el
caso de las rejlllas que se utilizaron), por lo cual esta situaclén ne

representa ningin probiema,
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Este método es muy general permitiendo encontrar el zonoedro dual de

cualquier punto de intersecclén singular,

§ 3.3 Pardmetros del MIG

Como se vié en el capitulo II, el MDG tlene varios parédmetros.
AdemAs, se pueden formar varios tipos de MN-re)illas dada una estrella
vectorial. Por esto, es necesario dar algunos criterios que permitan
selecclonar adecuadamente el tipe de N-rejilla y los pardmetros a
utilizar. Para el trabalo presente se decldié utlilizar dos tipos de
N-rejilla por cada estructura: una X¥-refilla llneal periddica y una
N-rejilla de Flbonaccl. La razén de escoger ambos tipos es que
representan las dog varlantes princlpales del MDG: K-rejlllas periédicas y
cuasiperlédicas, Se escogié la re)illa de Flbonaccl porgque aparece de
manera natural el pardmetro T, el cual se encuentra en los patrones de

difraccién experimentales {34].

Al trabajar con la N-rejilla lineal peritdica se necesltan dar los

parémetros ¥ para cada upa de las H-rejlllas ,adends de darse T,

Como el parémetrc T corresponde a un reescalamiento de la H-rejllla,
ya que determlna la separacliédn entre planos, se observa que su valor no
afecta el tamafio del mosalco dual; por lo cual puede escogerse igual a
uno, La seleccidn de cada 7, o es tan senclilla. Sin embargo, se observa
que la maxima simetria rotacional que tiene en la N-re}illa es cuando
todas las 7, son lguales; slendo esta la razén de que se hayan escoglde
todas las 3*‘ iguales. Asi, el problema se slunplifica a darle un valor al

parametro que representa a los N pardmetros 7.

Flpalmente, como el caso excepclonalmente singular es el de maxima
simetria, se le ha escogldo para generar estructuras con las estrellas
dadas, Asi, para N-rejillas lineales periédicas se han escogido los

sigulentes valores de los pardmetros:

71=72=...=1"=0; y T=l
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Para las N-rejillas cuaslperiSdicas, se escogleron los paradmetros de

modo que se tuviera una N-rejilla de Fibonacci, con la mayor simetria

posible:
Bl=ﬁ2=...=BN=O; ax=a2=..‘=aﬂ=0; 0‘=¢z=...=¢uzr; p1=p2=...=p"=r
y T=1.
§ 3.3.1 Elecclon de las e¢strellas vectoriales

Las estrellas que fueron escogldag para aplicarles el MDG, aparecen en
la figura 3.2. En dicha figura se observan las dimensiones de cada
estrella, apareciendo a la izqulierda de cada una, su correspondiente vista
en perspectiva. Se observa que todas contlenen vectores que definen
anillos con forma de pentdgono en algin plano paralele al eje de simetria

cince, al cual se le llamard de aqui en adelante z.

Estas eBtrellas fueron escogidas de acuerdo a dos criterios
principales: en primer Jlugar se consideron estrellas derlvadas de las
semilla propuesta por el modelo R (estrellas: a), c), d), f)). Estas se
obtlenen aplicéndole una transiacién a la semllla basica. La idea fué ver
que efectos tenja en la estructura el realizar dichas translacliones,
porque aunque la semilla que d4 lugar a una estructura del tipo fase T por
crecimiento decaedral estd determinada, esta‘no necesariamente tendra que
coineldir con la estrella vectorial que dé lugar a la estructura formada
por puntos O. En segunde lugar se consideraron aquellas estrellas
propuestas por la literatura; estas estrellas son la h) (propuesta por
Tin-Lu Ho [32]), la g) (propuesta por Koopmans et al. [33]).

Las estrellas derivadas del modelo R tienen una caracter{stica comin:
contienen slempre los sels vectores de un lcosaedro, pero a dlferenclia de
éste, el vector sltuado a lo largo del ele de simetria rotaclonal cinco se
encuentra ligeramente comprimido, de modo que su norma sea lgual a la

proyecclén de los vectores restantes del icosaedro sobre el eje de
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simetria clinco. La compresén mencionada permite que la estructura sea

conmensurada sobre el eje z.

El segundo criterio apllcado se deriva del hecho de que la fase T
presenta un planoc espejo perpendicular al eje de slmetria dlez. Por
ello, se decidlé inclulr esta simetria en la estrella misma, apllcéndole a

cada estrella una reflexién por el eje z=0.

Asi, Junto a cada estrella de las mencionadas aparece una estrella
gimilar, con la diferencia de que a cada una de éstas se les aplicé una
reflexién por el plano espejo z=0; exceptuando un caso, el de la estrella

de Xoopmans,

La razén de esto es que dada la forma de la estrella (un anillo
pentagonal en 2=0 y un vector de norma uno sobre el eje z), el resultado
neto serd que el vector sobre el ele z queda Invertido,pero como la
rejilla se construye conslderande indlces negativos y positlves de planos,
slempre existird un gemelo especular por cada plano de la rejilla. Esta
estrella es muy interesante; desde un principlo puede esperarse que el
MDG generc uha estructura formada por mosalcos de Penrose apiladoes unos
sobre otros. Esto se debe a que los cinco vectores en el plano generan un
mosalco de Penrose, tal como se estudié en el capitule II, mientras que
la funcién del vector sobre el eje z consiste en levantar los vértlces

del plano z=0.

a) b}
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¢} d)

{ f1g. 3.2, Estrellas estudladas. Las estrellas a), c), e) se derivan de
las estrellas propuestas por D. Romeu [24); b), d}, f) se obtienen al
aplicar un plano espejo a a), ¢) y e) respectlvamenté. h) y 1) son las
estrellas propuestas por Tin-Lu He {32); y la g} por Koopmans {33]).
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§ 3.4 Resultados

Esta seccién se divide en tres partes; en las dos prlimeras se
presentan los resultados obtenlidos al aplicar los programas menclonados
previamente a dlversas estrellas bl y tridimenslonales; variando los
pardmetros del HMDG. El objetivo de estas secclones es mostrar la
generalldad del método, as{ como reproducir algunas de las estructuras que

frecuentemente aparecen en la literatura.

En la tercera parte aparecen los resultados del estudlo realizado

sobre estructuras que pudieran servir para meodelos de la fase T.
5 3.4.1 Mosalcos bidimensionales

Al utillizar los programas se reproduleron algunes de los mesalcos gue
comnunmente aparecen en la llteratura; otros mosalces fueron calculados
partiendo de estrellas de vectores y pardmetros arbltrarios. De hecho,
estos mosalcos han servido a lo largo de 1laz presente tesis como
llustraciones; por esto, a manera de resumen se muestra a continuacién una
lista de los mosalcos calculados. En este resumen se especifican todos
los parémetros de estos, as!i como el numero de la figura correspondlente,

referida al texto.

Estrella pentagonal, rejilla periéddica, 71=0 v =0,...,5 ({Caseo
excepclonalmente singular ;T=1. En este mosalco se han removido las
singularidades). Figura: 1.2., pag. 11.

Estrella pentagonal, reJilla periédica, 1120 v i=0,..,,5 (Caso
excepclonalemente singular) ; T=1. La diferencia con el mosalco anterior
consiste en que aqul se muestran los zonoedros sln decoracién. Flgura:
2.12 , pag. 51.

75



Estrella pentagonal, rejllla peribdica. 1‘=l/2 v §=0,...,5. T=1,
Figura: 2.9 a), pég.46.

Estrella pentagonal, rejilla cuasiperiédica (pentarejilla de
Fibonaccl}, alﬂﬁl=0 ¥ 1=0,...,5 ;: T=1. 77Ty 1=0,...,5.
Flgura: 2.9 b) , pag.46.

Estrella pentagonal, rejilla cuasiperiddica. a‘=0, ﬁ1=1/2' p‘=2—
a~‘=3 3y ¥ 1=0,...,5. Flgura: 2.9 c), pag. 47.

Estrella nonagonal, rejtlla perlédica. 7l=0 v i=0,...,8. T=1., Figura:
2,10 4), pag. 47.

Como complemento, en la figura 3.3 a) aparece: un mosaico derivado de

L ;r
ﬂ" ¢. ’ .
b CNOATTT
“#y‘,@’
NN
R

y;

c\

(fig. 3.3 a) )
§ 3.4.2 MWomaicos tridimenslonales y 1a estrella icosaedral.

En esta seccién también se referird a las llustraclones del texto.

Dichas \ilustraclenes han correspondido a mosalcos ‘tridimenslonales



obtenldos a partir de una estrella icosaedral, la cual, como se mencioné
en el capitule I, ha servido para modelar la fase 1. Los resultados que

se han incluldo son:

Zonoedros que aparecen en el mosalco de Penrose tridimensional:
~Dodecaedro rémblco
-Icosaedro rémbice
~Triacontaedro
{estos poliedros corresponden a las flguras 2.15 a), b) ¥y ¢)

respectlvamente, pag. 56).

Mosaico de Penrose tridimenslional, rejllla periédica, 7‘=0 vV 1=0,...,6
(Estrella lcosaedral). Fste mosaleo es  anflogo al obtenido
independientemente por J.L. Aragdn usando el método de corte y proyeccién.
Flgura: 2.14 , pag. 56.

Como complemento se presenta un mosalco tridimensional (sélo los
zoncedros), correspondiente a una rejllla de Fibopacel (fig, 3.4), La
estrella usada para calcular este mosalco no fué un lcosaedro, sino un
pentagono sobre un plano {z=0) mas un vector perpendicular. Nétese que el
mosalco consiste en un apllamiento de mosalcos tridimensionales (la
comparaclén puede efectuarse con el mosalco en 2D de la figura, en el cual

aparece e] andlogo bidimensional sélo que con decoraclén)

( fig. 3.4. Mosalco tridimensional)
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§ 3.4.3 Estudio de la fase T

En esta secclédn se presentan los resultados obtenides. La forma en
que estos se presentan es la sigulente: primero se di una descripclén de
la estrella, cuyo dibu)o aparece, con la numeracién correspondiente, en la
figura 3.2, pég. 74. Luego se presenta una breve descripcién de las
estructuras obtenidas, asi como las simetrias observadas; dependiendo del
tipo de ia N-rejillla. [ado que las N-reJjillas perlédicas han sldo las que
contienen las simetrias mis adecuadas para la fase T, segun se pedré ver,
se Incluyen también los patrones de difraccién en las orlentacliones A,F y
G (figura 3.5),

a) Estrella: un anillo pentagonal,en el plano z=b, y un vector de largo

2b gobre el eje =z.
Estructura

ReJjllla periédica:

-La estructura tlene un centro de inversién con coordenadas: (0,0,-1.57).

~No tiene planos espejo perpendiculares el eje z.

-Estd formada por plsos perpendlculares al ele z y separados sobre este
niszo ele una distancia b. Cada piso tlene un gemelo glrado 72°, situado
en el plso (-2-1.75), (donde z es la altura del plso); debido al centro de
inversién.

-La estructura no es periédica a lo largo del eje z.

ReJilla cuasiperiédica:
-No tiene planos espejo sobre z.
-No tiene centro de lnversién.
-Se forma por pisos perpendiculares a z y separados por una distancla b
sobre z.
~Cada piso tlene simetria rotaclonal pentagonal.
~Los pisos se acomedan por parejas lguales, aunque una esti girada 72°
respecto a la otra.

-La estructura no es periédica a lo largo de z,
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b) Estrella: Estrella obtenida al reflejar la estrella a) por el plano

espeto 2=0.
Estructura

Rejilla periédica:
-No hay centro de ilnverslén
~Tiene un plano espejo en 2=0.
-Se forma con pisos perpendiculares al eje z separades una distancla b,
~En los pisos 220 y z=%0.95 aparecen decagonos.
-Cada plso es diferente (exceptuando los plsos obtenibles por
reflexién).
-La estructura no ¢s periédica a lo largo de z.

Rejilla cuasiperliédica:

~No hay centro de inversién

~Hay un plano espejo en z=0.

~Se forma por plsos perpendiculares al ele z, separados una distancla
b.

~-Sobre €1 eje z aparecen decagonos.

-En algunos pisos aparecen pentégonos.

-Aparecen pentégonos, de diferentes tamafios, con la misma orientacién,

en cada piso.

-lLa estructura no es peribédica a lo largo de z.

c) Estrella: un anlllo con forma de pentdgono cuya coordenada z vale0;

un anillo pentagonal en z=b, y un vector sobre el eje z de largo b.
Estructura

Rejilla periddica:
-Tlene un centro de inversidn en {0,0,-1.35).
~Carece de plano espe jo.

-Se forma por plsos perpendiculares al eje 2, separados una distancia b.
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-Cada plso tlene simetria rotaclonal pentagonal.

-La

estructura no es periédica a lo largo de z.

Rejilla cuasiperlédica:

-=No
-No
=la

tiene centro de lnversioén.
tlene plano espejo.

estructura se forma por pisos perpendiculares a z,

separados una dlstancia b.

~Cada piso tiene simetria pentagonal.

~La

d)

estructura no es periédica a lo largo de 2.

Estrella: Es obtenida al reflejar en el plano espejo 2=0, la

estrella ¢),

Estructura

Rejilla periddica:
~Tiene centro de inversién en (0,0,-4,94).

-Tiene un plane espelo en z=0.

-Se

forma por plsos perpendlculares a el eje z, separados una

distancia b.

-En
-La

el plano z=0, asi como en los z=%b, z=%2b aparecen decégonos.

estructura no eg perlédica a lo largo de z.

Rejllla cuasiperiédica:

-No

tiene centro de lnversién.

—-tiene un plano espejo en z=0.

-Se
-La

e)
z=3b.
2b.

forma por plsos separados una dlstancia b,

estructura no es perlédica a lo largoe de z.

Estrella : un anllle pentagonal con coordenada sobre el eje z,

Un anillo pentagonal en z=b, y un vector sobre el eje z de largo

Estructura
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Rejilla periédica:

-No tiene plano espejo.

-Se forma por plsos perpendiculares al ele 2, separados una distancla b.
~Cada plso tlene simetria pentagonal.

-La estructura no es perlédica a lo largo de z.

Rejillla cuasiperlédica:

-No tiene centro de inversién

-No tiene plano espelo

-Se forma con plsos perpendiculares al eje z, separados una distancla b.
-Cada piso es diferente a los otros.

~La estructura no es perlédica a lo largo de 2.

£) Estrella: Estrella obtenlida al reflejar a la estrella e), por

medlo del plano espejo z=0.
Eatructura

Rejilla perlédica:

-Tiene centroc de inversién en (0,0,0).

~No tiene plano espejo

-La estructura se forma por plsos sobre z, separados una distancia b.
-En el plano z=0, aparecen dos decaedros, glrados sntre si 18°,
-Algunos pisos tienen simetria pentagonal.

~La estructura no eé periddica a lo largo de z.
ReJilla cuasiperiédica: .
-La estructura es ldéntica a la obtendla con la reJilla periddica.

£) Estrella: un anlllo pentagonal sobre el plano z=0; y un vector
sobre el eje z de large 1,

Estructura
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Refilla peridédlca:

~Tiene un centro de inversién en el punto (0,0,0)

-Tlene plano espelo, a saber 2=0,

-Toda la estructura gse forma por plsos separados una distancia 1.
~Cada plso corresponde a un mosaico de Penrose slngular.

-La estructura es perlédica a lo largo del eje z.

Rejilla cuasiperiédica:
~Tiene un centro de inversién en (0,0,0).

—

~Se forma con pisos perpendlculares al ele 2z; separados una distancia
~Cada plso es un mosalco de Penrose.
-la estructura es periddica a lo largo del ele z.

h) Estrella: un anillo pentagonal en el plano z=b.
Estructura

Rejilla periddica

~Tlene un centro de lnversién en el punto {0,0,0).

-~Ho tiene planos espejo.

~la estructura se forma con pisos separados una distancia 2b.
~Cada piso tlene simetria pentagenal,

~La estructura no es perlédlca a lo large de z,

Rejilla cuasiperiddica:

-No tiene centro de inversion

~No tiene planos espejos.

=-Se forma per plsos perpendiculares al eje z separados una dlstancia b,
~La estructura no es periébdlica a lo largo de z.

1) Estrella: esta estrella se obtiene por una reflexién de la‘estrella
h).

Estructura
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ReJilla perlédlca:

-No tiene centro de lnversion

~No tiene plano espejo.

-Se forma por plsos perpendiculares al eje 2, separados una dlstanciab.

-La estructura no es peridédica a lo largo de z.

ReJjilla cuasiperiédica:

-No tiene centro de Inversién

-No tiene planc espejo.

-Se forma por pisos perpendiculares al eje z, separados una distancia b

~La estructura no es periédica a lo largo de z.

{a)

{b)

(c)

(d)
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{e}

(f)

(g)

(h)

(i)

( fig. 3.5. Patrones de difraccion obtenldos)
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CAPITULO IV

§ 4.1 Discuslén

Para llevar a cabo una seleccién de las estrellas que sirvan para
modelar la fase T, es necesarlo estudlar las simetrias coptenldas en las
estructuras obtenidas a partir de ellas. Algunas de ellas, tales como las
simetrias rotaclonales pueden ser encontradas de los patrones de
difraceién A,G y F.

Para determinar si las estructuras contenian centros de inverslén o
plancs espelo se recurrid a una andlisls directo de la estructura; es
decir, se verlficé s1 cada estructura era congruente consige misma

al aplicarsele una inversién o una reflexién.

Primero se anallzarén las estructuras obtenidas a partir de rejillas

perlédicas, recurriendo para este fin a los patrones de difracclén.

En la pesiclén G, los resultades experlmentales muestran gue los
puntos de mayor Intensldad forman un hexdgono; el cual posee como
elementos de simetrfa, dos planos espejos perpendiculares entre si.
Observando todes los patrones G presentados en esta tesls, se concluye que
sblo los correspondlentes a las estrellas b), d4) y g) contienen dlchos
planos (en la flgura 4.1 se exhibe un patrén G tipico, sefialédndose en él1
los dos planos espejos}. En la estructura perteneclente a la estrella gl,
existen varios puntos de la mlsma Intensidad que los perteneclentes al
menclonade hexdgono; sin embargo el patrén de difracclén correspondiente

todavia contiene las simetrias adecuadag de las fases T.

Las posiclones F y G contienen las mismas simetrias para todos los
patrones obtenidos, variando de un patrén a-otro la intensidad de los
puntos. Sin embargo, el mero estudio del patrén G permite discriminar las
estrellas a utlliizar.

Dado que-estas estrellas son 14as mds significativas, se lncluyen aqui
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( fig. 4.1, Patrones de difraccién b), d) y g), donde se sefialan los

planos espejo ¥y los pardmetros que se menclonan en el texto.)
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los valores de algunos pardmetros que son comunes a los Lres patrones en
las posiciones A, Gy F. Estos pardmetros corresponden a la distancia en
Angstroms reciprocos entre el origen y los puntos de mayor Intensidad.
Es necesarlo aclarar que los patrenes G y F correspondientes a la estrella
g) contlenen puntos muy anches, a diferencia del patrén A. Esto se debe a
que la estrella g) tlende a crecer mucho miés sobre cada plane
perpendlcular al eje z que a lo largo del efe z; por esto, la estructura
es mucho menos cxtensa a lo largo de dicho ele, por esta razén se presenta
un ensanchamiento de los plcos de difracclén por el tamafio finlto de la
estructura difractada ( el ensanchamlento de los plcos debldo a este
efecto es de 0.045™).

Estos pardmetros se han obtenldo bajo la suposiclén de gue en cada
vértice de las estructuras se encuentra un Atomo de Aluminio; para lograr
esto, las estructuras se reescalaron por un factor de 2.314; de modo que

la dlstancla entre los dtomos de Aluminio fuecra 2,864,

La numeracién con la cual se ha ldentiflcade cada punto intenso en las
pesiclones A, G y F puede verse en la figura 4.1; todas las distanclas que
se presentan estdn en ZAngstroms reciprocos; tamblén se incluyen las
razones entre los pardmetros {estas razones fueron calculadas midlendo 1la
distancia en pixeles de los puntos de mayor intensidad; es decir, ne
fueron obtenidas dividiendo entre si los paridmetros en Angstroms

reciprocos).

PATRONES DEL TIPQ A
Estrellas| 01 02 03 | 03/01} 02/01] 0302
b) 0.50) 0.60) 0.95] 1.93] 1.20] 1.60
d) 0.50{ 0.60| 0.95] 1.83f 1.20| 1.60
g) 0.46| 0,53} 0.87] 1.89] 1.16f 1.63

87



PATRONES DEL TIPQ F

Estrellas 01 02 1 03 03701] 02/01| 03/02
b} 0.61| 0.97| G.97{ 1.61 1.61 1.00
d) 0.61; 0.97; 0.97| 1.61 1.61 1.00
g) 0.53] 0.857 0.85] 1.61; 1.61 1.00

PATRONES DEL TIPO G

atrellas 01 02 | 01702
b) 0.974 0.58) 1.71
d} 0.97] 0.58] 1.71
g) 0.97{ 0.58| 1.71

(N6tese que t=1.618...)

Algo importante que hay que anotar es que , para el caso de mosalcos
tridimensionales obtenidos a partir de rejillas singulares periédicas,
usando estrellas de vectores que he contenfan por construcelén un plano
espejo, todas las estructuras presentan un centro de {nverslén; no

conteniendo planos espejo.

Asi, de las estrellas analizadas, prevalecen las b), d) vy g). Las
estrellas b) y d) contienen por construccién un plano espejo.

Los patrones de difraccién que se han mostrado hasta aqui son
cinemitlcos, sin embargo, cabe la posibilidad de que se presenten en log

patrones experimentales efectos de doble difraccisn.

Para mostrar el efecto de la doble difracclén, se Ilncluyen aqui los

patrones de difraccién dindmicos en las posiclones F y G, correspondientes
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a la estrella d) ({fig. 4.2). Al comparar estos patrones con los
cinemitlicos, Se observa que aparecen nuevos puntos, ademds de que la
Intensidad de cada plco se modifica. Estos patrones de la fase T se
parecen mucho a los reportados por Fung et al. (36], obtenidos a partir de
una aleaclén de Al-Fe. Para comparar,se presentan aqui algunos de los

resultados obtenldos experlmentalmente por Fung et al..

Las tablas sigulentes contlenen las relaclones entre las posiclones de
los plcos wids Intensos; la numeraciédn de cada plco es simllar a la dada
para las tablas precedentes. Estas relaclones fueron medidas sobre los
patrones reportados por Fung et. al.[36). Las distanclas en KAngstroms
reciprocos no se Incluyen, ya que en dicho trabajo no se menclona la
escala de los patrones

Patrén A

03/01 | 02/01 | 03/02
1.9 1.2 1.6

Patrén F

03701 | 03702 | 02/01
1.6 1.0 1.6

Patrén G

01/02
1.8

(El error méximo en estas medidas es de 4.5%)

Se observa que estos coclentes corresponden a los obtenidos para las
estrellas b), d) y g) ,dentro de los linlites de la precisién,

En el trabajo de Fung. et. al. {35] se menclona que los patrones de la
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fase T pueden obtenerse al reflejar, por medlo de una plano espejo
perpendicular al eje de slmetria diez,una estructura del tipo de la fase
icosaedral. Slgulendo esta idea, se reflejé la estructura obtenida de la
estrella a) utilizando el plano z=0. Como resultado se obtuvo un patrén

similar al de la estructura obtenida de la estrella b).

Con reJillas cuaslperidédicas, y para los parameiros escogldos, sélo
las estructuras obtenldas con las estrellas b} y d) tuvleron un plano

espejo. Las restantes no tuvieron nl plano espejo nl centro de inversion.

( fig. 4.2 Patrén de difracclén dinimico de los patrones F y 6

correspondlentes a la estrella d)
Cabe declr, que la forma de la sucesién escoglda no favorece las

simetrias en torne del origen; en upa rejilla dada y cerca del origen, los
plancs se encuentran a las sigulentes distanclas del orlgen (medidas sobre
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el vector q‘) .

m et
()
e /e
Para futuros  estudios, convendria trabajar con rejillas

cuaslperiédlcas simétricas respecto al cero.
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§ 4.2 Conclusioncs

En el presente trabajo se ha utilizado el MDG para calcular,
utilizando una computadora,estructuras cuasiperidédicas partiendo de
diversas estrellas de vectores. Tamblén se han expuesto los algoritmos
computaclonales que resultan convenientes de adoptar para usar el MDG; con
estos algoritmos se reprodujeron la mayoria de los resultados que se
reportan en la 1literatura. Ademés, se desarrollaron férmulas para
estudiar las configuraclones dec los zonoedros que aparecen en las

N-rejlllas singulares.

De las estrellas estudladas, las mis adecuadas para formular un modelo

de la fase, segtin este trabajo son:

- Un pentdgono (cuyos radlovectores tlenen norma unol, scbre
el plano 2=0
El vector de coordenadas: (0,0,1)

- Un pentigono sobre ¢l plano z=0.
Dos pentégonos sobre los planos z=ib.
{Ambos con radiovectores unitrios)
Dos vectores a lo large del eje z: {0,0,%b)

- Dos pentédgonos sobre el plano z=tb
(Ambos con radlovectores unlitarios)

Dos vectores a lo largo del eje 2: (0,0,%b).

Los patrones de difracclén correspondientes a las estructuras
generadas con estas estrellas contienen los elementos de simetria que
presentan los patrones experimentales. La estructura generada a partir de
_la segunda estrella reproduce algunas caracteristicas cualttativas de los
patrones experimentales de Al-Fe. '

El método empleado en este trabajo (GDM), resulta ser una herramlenta
analitica muy inmediata para generar estructuras cuasiperlédleas, Sin
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embargo, por su sola utilizacién no es posible obtener un modelo
atomistico de las fases T. Para ello se requlere de otras consideracliones

que permitan encontrar las posiclones de los ftomos en la red.
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