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En este trabajo se hace el estudio de las
condiclones necesarias para que las solucio-
nes de un circuito no lineal que contiene
diodos de tunel sean estables, ésto se logra
aplicandole a una determinada "funcién de po

tencial" la 1dea de estabilidad de Liapunov,
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ESTUDIO DE LOS CONCEPTOS BASICOS DE LA -
TOPOLOGIA DE CIRCUITOS
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1.1 Teoremdispﬁfé;Aigehﬁa“liheal.

Sea A una matrfz de orden ‘s X'r y rango k < rj enton-

ces existe una matrfz X de orden v x L; =71 ~ k; con

rango mdximo tal que satisface las siguientes condiclonest

(L

(2)

1. S1 x es un vector de dimensidn r " que satisface

la ecuacién
Ax =0
entonces existe un vector y-dimensidén A tal que

x = Xy

2, 81 y es cualquier vector de dimensién A entonces

el vector x definido por (2) satisface la ecuacién

(1); ademés:

a) AX = 0 y las columnas de X. forman un conjunto
completo de soluciones linealmente independientes
de (1).

b) Para cada par de vectores xj y, que satisfagan (2)
la equivalencia x # 03 y # O es verdadera,

c¢) X puede ser cualquier matrfz, cuyas columnas for
men un conjunto completo de soluciones linealmen-~

te independientes de la ecuacidn (1),




m2=

1,Q,prbldgiaf&gﬁafiableé'de ﬁna malla ‘.

Una malla es ﬁn,conéepto idealizédo en la teorfa de los
circuitos que puede ser definida como un conjunto de puntos,
llamados nodos y un conjunto de lfneas .que los conectan, 1lla
madas ramas. No es de nuestra atencién especial cuando no-
dos y ramas estén en un plano o cuando las ramas puedan ser

descritas por lineas rectas,

CLASIFICACION DE LAS MALLAS,- Las mallas pueden constar'ﬁni—
camente de un elemento R, L, 6 C; de dos RL, IC 6 RC 1y el

caso general en el cual existen los tres elementos R, L y C,

GRAFICA DE UNA MALLA.-~ Dejando a un lado las clases de elemen
tos que existen en una malla, es importante saber como, de

acuerdo con su geometrla, los elementos estdn agrupados e in
terconectados en sus terminaless asf dibujamos un esquema de
élla sin tomar en cuenta la clase de elementos que intervie-.

nen en la malla. A este esquema lo llamamos grifica de la

malla, -

GRAFICAS ORIENTADAS.~ Definicién, Seg H = {hl’h22‘°”hr}
un conjunto finito, no vacfo de elementos llamados ramas,

Sea U = {ul,uz,.a.,us} un conjunto finito, no vacfo de
elementos llamados nodos.

Sea T wuna funcién de H en el producto cartesiano U xU

tal que si hyeH, entonces



T(hy) = (uil’uiz) uileU , .

u, €U con wu, A u
iz B !

Nota., El producto cartesiano U X U es el conjunto ce todas

las parejas ordenadss (ui,uj) tales que uisU y u’eU.

Los nodos uy ,u12 se llamardn nodo inicilal y nodo termi-
i
nal respectivamente de la rama hy. Decimos que hy estd
orientada de u; a u, .
1y i
incidentes si uy es el nodo inicial o el nodo terminal de

La rama hieH y €l nodo uJeU son

hi' Dos ramas distintas hi’ hjeH son adyacentes si existe
w, €U  tal que iniciada en hy ¥ ep hj. .La terna (H,3,1) =G
serd una grifica orientada si para todo ujeU existe hieﬂ
tal que uj Yy hi sean incidentes, En este caso hi y u‘1 se
rdn una rama y un nodo de la grédfica orientada respectivamen~
te. Una grédfica G = (Hl,Ul,Tl) se llamar4d una subgrifica
de G = (H,U,T) si HyeH, U;eU y Tl(hi) = T(hi)' En este

caso escribimos GlCG.

r
CICLOS .~ Definicién. La expresién K = 5 cyhy donde ¢, =
121

nimeros complejos. se llama l-complejo.

81 K!' = i;cihi es también un l-complejo, se define
i=1 '

r ,
aK + a'K! = Z(aci + a'eddny
1=1



b

donde a, a', ¢4, ¢j son nfimeros complejos. K. es cero si §

y solo si ¢y =0, 4 =1,2,..4,T. ‘Losylécompléjos

Ky 3KpyesspKq Son linealmente independientes si ) a;Ky=0
' : i=1
implica ay = 0, 1 =1,2y00.,4.
s
La expresién L = )} c Yy donde cy son ndmeros complejos
i=1

se llama O-complejo. Las nociones de oL + a'L'y, L - 0 e

independencia lineal se definen en forma anfloga.

En el sistema de todos los 1l-complejos definimos la opera-

cibébn 8 por medio de la relacidén oK = c,dh; donde
: i=1

oh, = u, - u

i 12 il

si T(h,) = (u; yu; ) si K * O para algin l-complejo,.en-
1 1,7%, ,

tonces K se llamard ciclo.

MATRIZ INCIDENTE,- Definicién., Matrfz incidente o matirfz de

incidencia a = [aik] es una matrfz con R filas y S co-

lumnas construida de acuerdo con:.

a4y = +L si oy = u12 es decir, si la rama 1k tiene
el nodo U, como final
aqy = -1 si uy = uil si la rama 1k tiene el nodo
u,  como inicial
a;, =0 si w, #Au, Au, .
ik il k 12

La matrfz a = [aik] tiene R renglones y S columnas y

en cada renglén solo hay dos elementos distintos de cero +1,




-1 ya que cada rama une dos nodos cxactamente de acuerdo ‘con
la definicién de grafica orientada r 21y 82 2 y por 1lo

tanto rango de a es 2 1.

Lema 1. Hagamos

h' = [hy,hy,... sh 15 hyel

1]

u' = [ugsusyeeeyugds uyet
si K = [K4 ] es cualquier matrfz cuyos elementos son l-cop

plejos definimos 8K = [#&K;, ]. De estas defThicioncs obteng

mos el Lema 1,

8g = au,

Demostracién. Sea au = [bi] entonces

bi=2 Ay = By - uy = 8hy

1

de donde @h = au = [ahi].

Lema 2. Si K es l-complejo podemos escribir X = c'h
donde c' = [cy,c5,heuye,] con cy(i = 1,2,.00yr) ndmeros
complejos.

Lema. Sea K = c¢'h; K es un ciclo si y solo si at'c = 0,.




Demostracidn. 8K = c'ah

por Lema 1: c¢'8h = c¢'(au) = (c'a)u.= (a'c)'u entonces:

si a'c = O obviamente 8K = (a'c')u = 0, sl aK= (a'e")'u = O

de la definiciédn de L = O se siguc

f(r

Teorema 2., Rango de ‘a. niimero de renglo-

nes de matrfz incidente),; h a'y sea X la matriz

del Teorema 1.

Teorema. Los elementos del vector X'h forman un conjunto

completo de ciclos linealmente independientes,

Demostracidn., 8X'h = X'ah = X'au = (a'X)'u
por el Teorema l: a'X = O entonces 8X'h = O,

Supongamos que hay un vector a tal que a'X'h = 0 de la de-
finicién de l-complejo igual a cero, Sse Sigug de la dltima
ecuacidén que a'X' = 0 de donde Xa = O,

Como X tiene rango mdximo, entonces o« = 0 y consecuente
mente los elementos de X'h son linealmente independientes.,

Ya se demostré que los elementos de x'h son eciclos lineal
mente independientes. Se demostrard ahora que cualquier otro
clclo se puede expresar como una combinacién lineal de estos,

Sea c¢'h un ciclo cualquiera, por el Teorema 1, existe un
vector y tal dque c¢ = Xy, pero esto implica que c'h=yX'h
de donde se ve que ese ciclo queda expresado como una combina
cién lineal de los elementos de X'th,

r

MALLAS .~ Sea K _,Z, ¢;h, un l-complejo con ¢ = 0y1,-1
1=

ey 7res e e



dnicamente., Sea Gy una subgréfica de G (H,U,T) con'la

siguiente propiedad:
hyel  es una rama de Gy siy solo si ¢y £ O,

Sea Gﬁ una gréifica la cual se obticne de GK cambiando

la orientacidédn de hi siempre que cy ='=1 un 1-complejo
T

K = E:cihi con cis{ 0,1,—1} se llama una cadena si G%
i=1
tiene la siguiente propiedad:

Las ramas hieH para las cuales cy £ O pueden ordenarse

para formar una sucesién hijeeeyhy o Siendo el nodo termi-

nal de hy el nodo inicial de hi 33 = 1,29000yp=1 un
3 1
nodo U‘.j de G = (H,U,T) serd de orden n si Uj es inc}
dente con exactamente n ramas de H . ) ‘
Una cadena X es elemental si cada nodo de la grédfica co-
rrespondiente Gﬁ es, a lo mds, de orden 2, esto es, si ca-
da nodo de K es incidente con a lo mis dos ramas de XK .
Una cadena elemental que es simultaneamente un ciclo se lla-
ma una malla,

De las definiciones anterlores se deduce que el nodo ini-

cial de la primera rama de Gi coTncide con el nodo terminal

de su dltima rama,
Lema 3. Una comblnacién lineal de ciclos es un ciclo.

Demostracién. Sean los ciclos K17K27""Kq° Sea ilaiKi’
i=1



o

donde a4 son complejos, una combinacidén lineal de los ci- L

clos Kl,Kg,...,Kg entoncess |

q q E
E;aiKi = i'ai(cih): por Lema 2, :
i=1 i=1

Aplicando la operacidén a1

a q a
3 2 ayKy = 2 ai(c:{ﬁh) = 2 ajci(aun)
i=1 i=1 i=1
Q q
= E‘ai(cia)u = E’ai(a'ci)‘u

i=1 i=1

como K;(=1,2,.44,4) son ciclos, a'c,; = 0, entonces

a _
) z Ky = O.
1=1

Lo que significa que % “1K1 es un ciclo,
i=1

"Lema 4, Sea c'h wun ciclo con c¢ tal que sélo dos de
" sus componentes sean distintas de cero. Entonces c'h = yK
donde vy es un ndmero y K es una malla,

|

Demostracidn. Seg c'h wun ciclo coh ' tal que sélo cy

Yy cy sean distintas de cero, la condicién a'c = O se pue-



de escribir . ' j

(1L ©oaycy *+ ajcy = 0

donde ap representa el renglén K de la matrfz aj como

c; ¥ ¢y #Z 0 de (1) se sigue ques

aym = 0 === a =0

im

si ay, =1 ¥y ay, =2 1 en?o?ces de la ecuacién (1) op—
tenemos

(2) ¢y + c;j =0

si ain = X 1 v ajm =5 1 tenemos

(3 ey - ¢y =0

asf obviamente las ecuaciones (2) y (3) represehtan todos
los casos poslbles, -

En el caso de la ecuacién (2) existen dos nodos u, v el
. ) 2
tales que cada uno de ellos es el nodo inicial o terminal de
ambas ramas h1 ¥ hj‘ Obviamente en este caso

cth = + ci(hi - hj)' En el caso de la ecuacién (3) obtenemos

andlogamente c'h = #* ¢;(hy + hj)' Estas dos dltimas igual-

dades prueban el lema,

Teorema 3. Un ciclo se puede expresar.como una combinacidn




~10-

lineal de mallas,

Sea K = E:cihi un ciclo, entonces existen mallas
i=1

Tr
Ky = E ey gy 1= 1,2,4.0,4 tales que
J=1

P
K = E:dixi’ ademés €53 A0<==>c, + 0O para

J
i=1
. i =l’2’lli’x
- J = 1y2,004,T
. . ‘ ’ T
- Demostracién., Sea K = E:cihi un ciclo, Sea
i=1 '

H= {hl’h2"'°’hr}’ sea ha,; la primera rama del conjunto
H tal que eqy A0, Yaque c'h es un ciclo existe ‘ha,
con ca, # 0 tal que es adyacente a hay . Prosiguiendo de

esta manera se encuentra que un nodo de la rama hap es in~

tddénte con alguna ramaﬁ;ham para alguna m = 142,,e.9p~1e
A paftir del conjunto {hum...hdp} el cual denotaremos

{haé’ haé“'} podemos fo?mar la malla K = iieijhj dando

| 3=1

valores apropiados a 8y 4e i

Anhora formemos el ciclo K - c ,K, = § clh,, (ver Lema 2)
, aj 1 At
i=1
de manera que éste no contenga la rama h_ = hq.. A partir
m .

< de éste l-complejo formamos andlogamente la sucesién

. %2375"

.{haf’hag"'} y la malla K = 5
J=1
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Ahora construimos el ciclo K - ¢ ,K. - cl,K de modo due
a1 a2
no esté contenido en é1 la rama ha”' Prosigulendo de esta
1
£=2°

manera obtenemos el ciclo K = ca{Kl - c&§K2 —coon cq{n1 Kg-a

el cual tiene dos ramas,
Por el lema 4 podemos escribir
-1 ¢

- - 9 - e o -
K Ca{Kl ca?KZ wee cal-a L-r YK,(

Despejando X obtenemos

2
- 1 -2 -
K = YKX + co‘.{Kl + (:&.;,.K2 + eee + ¢ 1 Kx—l = 2 diKi
o3 i=1
donde
A=2
= 1 = o =
Caf T 912 Caz T G2reenaC, TG YT G

de la forma en due hemos copstruido las mallas se deduce que

eij = 0 === cj = Q.

DEFINICION DE ARBOL.- Una subgrdfica G de G es un 4rbol,

r
81 para toda malla E:cihi existe al menos un Indice
~i=1
@y @ = 132544057 para el cual h ' no es una rama de G. Brg
vemente (aunque en forma imprecisa) se puede decir que un 4r-

bol de G, es una subgrdfica sin mallas.



FORMULACION DE LAS LEYES DE KIRCHOFF EN
RELACION CON LA TOPOLOGIA DE CIRCUITCS
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Ley de nodos. La suma algebraica de todas las corrientes

que entran a un nodo es igual a cero.
a'i = 0

‘ .
de donde a' es la matriz de incidencla,



Ley de mallas, La suma de las fensiones eléctricas adecua=

damente orientadas en cada circuito ?s igpal a cero,
De muestra definicidp de ciclo
efh, =0
¥ por el Lema 2 .
K =c'h es un ciclo si y solo si a'ec = 0,

nos queda

entonces



ESTUDIO DE LAS FUNCIONES DE LIAPUNOV Y SU
APLICACION A LA ESTABILIDAD DE PCUAC IONES
DIFERENC TALES ORDINARIAS
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3,1 Sistema autdénomo de ecuaciones diferenciales

En cuaiquier aplicacién posible se nos presentan dos clases

de ecuaciones diferenciales. El primer tipo es una ecuacién

de-orden n

*) ) = r(x,%,...,x() b

(k)

en donde X es la k-ésima derivada de x respecto al.
tiempo.

El segundo tipo es un sistema de n ecuaciones de primer

orden

= Xl(xl,xa,...,xn,t)

o
=
1

(**)

%0
n
|

= Xz(xl,.n. ,Xn’t)

%n = Xn(xl’ e ,xn’t)

- En realidad el primer tipo puede ser reducido al segundo in
troduclemio las nuevas variables Xy 9s009X, por medio de las

relaciones:

Xy =X, Xp T X, Xy = Ryoowsx, = x(n=1)

ééta substitucién hace posible reemplazar al sistema (*) por

|
i
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Mo
|

i

%
N

%%d. Xn

que es ﬁn caso especilal del sistema (**),

- 81 en segundo tipo nosotros interpretamos XypeesyX, comO

las componentes de un vector X con n componentesj y

Xi3e0eyX, como las de un vector X j obtenemos un aspecto mds
simple _

(3.1.1) £ = X(x,t)

Es posible que X depende de x unicamente y no depende

del tiempoj entonces la ecuacidn (3.1,1) toma la foma

(3.1.2) 2 = X(x)

un sistema de esta naturaleza se llama Mauténomo®,

3.2 Estabilidad de sistemas auténomos -

Tenemos el sistema auténomo (3.l1.1) y el estado de equili-

brio x = a cuya estabilidad se tratard., BEs conveniente
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para principiar tomar come punto fijJo par nuestra discusidn
al origen; esto requiere hacer una transformacién simple’de
coordenadas X* = X-a hacemos esto reemplazendo despuds x*

nuevamente por x Yy tendremos el sistema bdsico
(3.2.1) £ =X(x) X(0) =0

y nuestro tema de discusién se reduce a la estabilicac del

origen,

CONSIDERACIONES .~ Denotaremos pﬁr S(R) 1la reéidn esféri-
ca fx} <R y por H(R) 1la esfera ixk = R,

La regién esférica cerrada anular, r § Mxfj < R por Sg.
Supondremos qué en una cierta regidn esférica abierta '
Q:fjx|| < S(A) el teorema de existencia vale para (3.2.1) ¥y

en particular nosotros notamos que las derivadas parciales

X ' : :

. existen todas y son continuas en (. También hacemos
j .

notar Que a través de cada punto x ‘de a para una trayectig
ria ¥nica g del sistema (3.1.1). Designaremos por - g 1a
parte descrita por x(t) cuando tlz O3 y por g 1la parte
descrita por x(t) cuando t g 0. o

Entonces diremos que el origen es: Estable siempre y cuando
para cada R < A existe una r X R tal que si una trayecto-
ria (un movimiento) g+ se inicia en un punto x°® de la re-
gién esférica 8(r), entonces él1 permanecéré en la regidn es-
férica S(R) desde ése momento en adelantey es lo mismo que

si una trayectoria empieza en S(r) nunca .alcanzard la esfe-
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‘ra vecina H(R) de S(R).

ASINTOTICAMENTE
ESTABLE

H{A)
" ASINTOTICAMENTE ESTABLE.- Cuando es estable y ademés cada
trayectoria g+ que empezando dentro de algin 8(Ro), Re>O0

tiende al origen conforme el tiempo, crece indefinidamente,

INESTABLE.,- Cuando para alguna R y cualquier r, no ime
porta que tan pequeno sea, siempre existe en la regifn esfé--
rica S(r), un punto x tal que la trayectoria g+ a través’

de x alcance a la esfera veeina H(R).

3¢3 Un tipo especial de funcién

Decimos dque la funcién escalar V(x) siendo positiva*) de-

*) Positiva definida quiere decir qie todos sus valores son

positivos menos en el punto cetoy donde su valor es cero,
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finida y con las siguientes propledadest '

a) V(x) 1y sus primerss derivadas parciales son continuas
en una cierta regidn abierta 0N al rededor del origen,

b) V(O) =0

c) Fuera del origen (y siempre en Q) V(x) es positivo.
En otras palabras, V es no-negativo y se anula sola-
mente en el origen, El origen es un minimo aislado de

V. Bs muy importante para nuestro estudio.

Como V +tlene primeras derivadas parciales, tiene un gra-

diente, grad V, y a lo largo de las trayectorias de (3.2.1)

tenemos:
¥ = X grad V

si ademds V £ 0 en O, entonces V es una Funcién de Lig
puhov, .

3.4 Interpretacién geométrica de la funeidén V(x) .

Introducimos una nueva Z = V(x) ¥y consideramos la natura
leza de este lugar en el espacio (xl,...,xn,Z) 6 (x42). Por
facilidad tomamos n = 2 ¥y en lugar de denotar a las coorde-
nadas por Xy 9% lo hacemos por X,y, queddndonos Z= U(x,y)
y sabemos que es positiva definida cuando estd cerca del ori-

gen,

Como V 2 O para X,y pequenas y V = 0 sélo cuande

¥ =y = 0, la superficie tiene el aspecto de un espejo para-

BESeTRCA oovrmuny
8. 1A,

B bz s




bdlico apuntando hacia arriba, S1 V es negativa definida
1o Ynico que sucede es que apunta hacia abajo.
En el caso n-dimersional, la situacién es exactamente la

misma y tendremos n-dimensionales espejos parabdlicos,

"V"V (x,9)

Una segunda representacidn geométrica de 1la funciénv vV(x)
es igualmente interesante tomando nuevamente n =2 y x,y
como las coordenadas cartesianas usuales, las curvas de ni-
vel Vix,y) = k representan un conjunto de évalos alrededor
del origen, Puedetpensarse como secclones del espejo para—
bélico intefsectadés por planos horizontales proyectadas sg

bre el plano x,y (el plano Z = 0), Para n > 2 1la situa

cidn es idéntica, i
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3.9 Teoremas de estabilidad de Liapunov '

Los teoremas de Liapunov son la generalizacién de la idea
de que si cerca.del estado de equilibrio de un sistema ffgi-
co, la energfa del sistema siempre es decreciente, entonces
el equilibrio es estable. Las funciones de Liapunov son sip
plemente una extensién del concepto de energfa, La ldea cen
tral del método de Liapunov es detectar la estabilidad para
un sistema auténomo'por medio de las propiedades de una fun-
cién V(x) de Liapunov y hacer esto no directamente del co+

nocimiento de las solhciones, sino directamente del sistema

(3.2.1).

I, Teorema de Estabilidad. 831 exlste una funcién V(x) de

Liapunov en alguna vecindad Q del origen, entonces el orie-

gen es estable,

II. Teorema de Estabilidad Asintética, Si =¥ es igual=

mente positiva definida en Q, entonces la estabilidad es

asintética,
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Los dvalos V(x) = k son dlbujados con lleas llenas y ias
esferas A(R) con lineas interrumpidas. Dado R < A y
H(R), se puede encontrar una constante k tal que el évalo"
C definido por V(x) = k queda exactamente dentro de H(R)
" ¥ entonces hay una r > O, tal dque A(r) queda dentro de C,
' Tomamos ahora cualquier trayectoria g+ cuyo punto 1nicial
x° estd en S(r), el interior de H(r). En x° tenemos
V(x°) < ky ahora como V es no-creciente a lo largo de las
trayectorias, g+ munca alcanzard C y por lo tanto nunca
alcazard a H(R)., Entonces cualquler trayectoria que empieza
en S(r) debe permanecer en S(Rs. Y ésto signifiéa astabi-
lidad., Dado R 1la exlstencia de r es clara. Como V es
positiva y coqtinua sobre A(R), se deduce de la compacidad
de H(R) due V tiene un mihimo positivo k sobre H(R)*),
esto es, V(x) > h sobre H(R). Ahora V(x) es continua y
se anula en el origen. Por lo tanto, para r suficientemen-
te pedquena V(x) < k¥ para x en 8(r). Proposicién I se
conserva. ) ‘

Bajo las condiciones de II; V(x) decrece a lo largo de.
g+. V no puede encerrarse arriba de algtn valor = > O, por
que sl se pﬁdiera -1 deperia tender a cero pues de clerta
esfera H(rl) lo cual estd fuera de lo establecido por el hg
cho de que es positiva definida y por lo tanto tiene un mfni-
mo positivo m en la regidn anular +S§1; entonces V(x)

*) Un conjunto en R, (espacio euclidiano n~dimensional) es

compacto si ¥y soloAsi es cerrado y acotado.
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tiende Firmemente a cero a lo largo de g+ v ésto puede sug*ri~
ceder solamente si g+ tiende al origen, ésto es estabilidad'l'

asintdtica.,

CONJUNTO CERRADO,~ Un conjunto cerrado’ F es simplemente .. -

el exterior de algtn conjunto abierto U. i -

CONJUNTO ABIERTO,- Es un conjunto U con la propiedad que
sl un punte C esta en U, entonces la totalidad de la re-

gidén esférica S(c,r) para alguna r, esta también en U,

LIMITE BU DE UN CONJUNI'O ABIERTO U. La totalidad de los

puntos C que no estan en U, pero que cada regidn esférica

S(cyr) contiene puntos de U,

PROPIEDAD DE LOS CONJUNTOS COMPACTOS.- Sea A compacto y.
sea f(x) una funcién (éscalar) continua sobre .A. Pueden
encontrarse dos nimeros a y B tal que « < £{x) £ B para
cada punto x de A, Ademis si _f(x) es positivo en cada
punto de A entonces se pueden elegir a Yy B de tal modo

que sean positivos,




3.6 Extensién de la estabilidad asintética

En aplicaciones es oﬁvio que la estabilidad asintética es
més importante que la estabilidad., La semejanza deseable es
‘estabilidad asintética a lo largo o como si tuvieramos esta-
bilidad completa, Si no lo podemps asegurar se puede dejar
con la aproximacién de dque cuando las perturbaciones no son
demasiado grandes el sistema tiende a regreaar alvequilibrio
queriendo decir que necesitamos saber algo acerca del tamano
de la regién de estabilidad asintética.

Agqui tenemos la diferencila bésica entre sistemas lineales
¥ no lineales: Para determinar estabilidad préctica, las

aproximaciones lineales son insatisfactorias, definitivamente,

En sistemas lineales la estabilidad es siempre completa, mien

tras que solamente en los sistemas no lineales puede no exis-
tir, En otras palabras, para determinar las posibles restrig
- clones a la estabilidad asintética, debemos examinar las noli
nearidades,

Definiciones., CONJUNTOS LIMITE.- Si x(t) es una solucién
de (3.2,1) su conjunto 1fmite positivo TV si siempre la cur
va x(t) tiende a la solucién con tiempo infinito o p estd

~en TV si existe una secuencia creciente de tiempos tﬁ——é‘oo
con n vy tal qué Ex(tn) —3>p con n—> oo, S1 x(t) es
limitada, eﬁtoncesé x(t) se acerca a su conjunto 1lfmite ﬁosl
tivo Tt conforme; t —> oo ésto es, dado cualquier e > 0O

sl N(eg) es la e-vecindad de f+, entonces hay un tiempo T
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tal que para t > T, x(t) estd en N(e).

CONJUNTO INVARIANTE.- Un conjunto invariante G es caractg
rizado por la propiedad de que si un punto Xq estd en G
entonces su trayectoria completa (hacia atrds y adelante) eg

'té. en C".

PROPIEDAD IMPORTANTE.- 51 x(t) es limitada para ¢ > 0
entonces su conjunto 1lfimite positivb r* es un conjunto no
vacfo, compacto e invariante,

De la definicién de conjunto 1iﬁite se deduce también esta
propiedad: ‘ -

81 x(t) es limitado para t 20 vy si un conjuhto M con
tiene rt, entonces x(t) tiendea M como t —> . Con
estas definiciones estableceremos loé'siguientes teoremas pa-

ra determinar la extensidn de la establlidad asintética.

Teorema, Sea V{(x) una funcién escalar con primeras deri-
vadas parciales continuas. Sea Qy, 1la regidén donde V(x)< [f,

Supongamos que Ny es limitada y que dentro de 0,

(a) Vv(x) >0 para x #0
(n)  Hx) g o

Sea R el conjunto de todos los puntos dentro de Q, don-
de V(x) = O, ¥y sea M el conjunto invariante mas grande en

" R. Entonces cada solucidn x(t) en Q, tiende a M confor
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Teorema, Si 1la condicién (b) en el teorema anterior es reem
plazado por V(x) < O para toda x 20 en 0 (b)), enton-
ces el'origeﬁ es asintéticamente estable, y lo mds importante
" que cada solucién en Qg tiende al origen conforme t-%+oo
(1a 41tima conclusién tiene mds alcance'que el teorema de

Liapunov de estabilidad asintética).

ESTABILIDAD COMPLETA,- Cuando la regién de estabilidad asip
tética es todo el espacio, decimos que tenemos estabilidad
completa, Los argumentos generales son vdlidos aquf,

X En lugar del teorema primero daremos el siguiente cuya prug

ba es practicamente la misma,

Teorema, Sea V(x) una funcién escalar con primeras deri=
vadas parciales continuaé para toda x, Supongamos que
V(x) >0 para todo x A0 ¥y 6(x) $ 0. Sea E el lugar
Qonde 3 = 0 y sea M el conjunto invariante mds grande cop
tenido en E,., Entonces todas 1as'soluciones limitaﬁaé para
t >0 tienden a M como t —> co.

Ademds sabemos que V(x) —> co como W} ~~> oo entonces.
cada solucidn és limitada para t ; 03. ¥y podemos concluir que
'todas las soluciones se acercan a M como t ~—> . S1 M

es el origeh, tendremos estabilidad completa.

.
¢
iz
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i
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~ ANALISIS DE LA ESTABILIDAD DE SOLUCIONBS
' ESTACIONARIAS DE CIRCUITOS CON
~ ELEMENTOS NO LINEALES
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4.1 Elementos no lineales

Las propiedades flsicas de los elementos en las ramas de
un circuito obedecen restricciones que relacionan corrientes
de ramas con voltajes en las ramas, aparte de ébedecer las
" leyes de Kirchhoff, consideraremos elementos puremente resig
tivos, capacitivos o inductivos,

El nombre resistor usualmente se refiere a dispositivos 1}
neales pasivos, dque tiene una resistencia R tal que la co-
rriente y el voltaje en sus terminales estdn relacionados
por v = -Ri, Un concepto mis geheral es obtenido consideran
do un resistor como una funcidn continua tal que la relaciédn
f(i,v) =0 Qalga, €sto define una curva continua en el pla-
no (i,v) ¥y lo llamaremos 1la cafacteristica del resistor,
De f(i,v) = O pudimos resolver para 1 & v como funéidn
de la otra, no es necesario pedir que alguna funcidn de las
dos sea sinmple-valuada. Por ejemplo, un diodo de tdnel es
un resistor que tiene la caracterfstica mostrada en la figu-
ra en-donde vemos claramente dque v @8s funcién de 1 ¥y no
es simple valuada. Tampoco es requisito gque la caracterfsti
ca pase por el origen, es decir, due el elemento sea pasivo,
- Un generador de volta)Je o de corriente es por lo tanto un
tipo especial de reslstor para el cual la caracterfstica es
paralela a uno de los ejes,

Haremos la suposlcidn siguiente para garantizar la solu-
cién del problema de equilibrio: Existe B > 0 tal que pa-

‘ra |i}, |v] > B 1la caracterfstica del resistor esté en el



primer y tercer cuadrante y sea mondtona creciente ahf., -

Una relacidn entre 601taje y qprriente puede expresarse

por ejemplo comot

L P -1 0= (v = 1lyeeeyb
(. ) " qu u) " ’ ]
Es de gran Ilmportancia verificar que estas relaciones son
compatibles con las leyes de Kirchhoff y que si existe una
solucién simultédnea de las ecuaciones (4,1.1) con las de

Kirchhoff, entonces existe equilidbrio,

Teorema. S1i en (4.1.1) suponemos que gu es una funcién

continua de Vu y

v

" . :
Jo gu(u)idu —> e para |vu\ —>®@3 1= 1y..44b
|
entonces existe una soluclén de las ecuaciones (4,1.1) y las

leyes de Kirchhoff,



b v,
Demostracidén, La funcidn G(v) = E‘I g (u)du, en donde
p=1°

v = (v,...,vb), es una funcién continua diferenciable que
tiende a oo como |v| tiende a oo en no importa que di-
reccién., 81 restringimos el vector v al subespacio, v da
" do por la ley de voltaje de Kirchhoff (Qv = 0), G tenderd
a infinito aquf ﬁambién, 81 v =+v° corresponde a un extre

mo de G sobre v, entonces el gradiente

ag(v)

ov

=g (vo)’ 11 = l,cog’b
» o

(o}

=y

estd en el complemento ortogonal ;5 de v, La condicién
Bv = O 1la podemos escribir en la forma (b,,v) =.0, en don-
de b, son los renglones de P. De acuerdo con el método
multiplicador de Lagrange, encontramos los extremos de

a(v) - ) Av(bv,v), que nos dan la condicién G(v) =

v=1

-E; Avbv = 0, ya que G, estd en el espaclio generado por

byyeesyb,y digamos en.q) « En efecto, esta‘propiedad.es ne-
cesaria y suficiente para un extremo de G en 7V, asf que
sélo tenemos que demostrar la existencia de un extremo de la
funcién G restringida a V, pero como G ~—> @ como
‘v‘ —~—> ® en V entonces seguramente G posee un minimo
en V, lo cual completa la demostracién,

Leyes para los inductores y capacitores que pueden ser
igualmente no lineales. Un inductor es una funcidn que rela

clona el flujo magnético a la corriente



$ = -r(1)

en términos de la corriente y el voltaje,

vl =) $

en'donde L(1) es la inductancia que es no-negativa,

Un capacitor es una funciénh que relaciona la carga y el vf,a-

voltaje
g = -f(v)

"diferenciando ob@enemos

1= g{ = -f'(v) -3-{ = -c(v’) %%

en donde c¢(v) es una capacitancia no-negativa,

4,2 Conjunto completo de variables para una malla

Un conjunto de variables 1y9ecerdpy VopyseeeyVy,, €3 cop
pleto si ellas pueden ser escogidas independientemente y sin
violar alguna de las leyes de Kirchhoff y se determinan en
cada rama, al menos una de las dos variables, sea la corrief}
te o el voltaje,

Ahora descriﬁiremos.un sistema.completo de variables para
iuna grédfica dada, Si qQueremos obtener un conjunto completo
de variables formado de voltajes (r = 0) escogemos un
drbol miximo ¥ en la gréfica, asignamOS'aqui'1§3 voltajes ar
bitrarios sin violar las leyes de mallas de Kirchhoff ya queT
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_'“fno.contiene alguna mallaj falta ahora encontrar los voltajes
en los eslabones, anadiéndole a T los eslabones' formamos -
una malla y los voltajes en los eslabones los determinamos

en funcidn de los voltajes escogidos arbitrariamente de la

ecuacidn de mallas de Kirchhoff,

i=£(T)

81 queremos un sistema coiipleto de variables formado de co
rrientes unicamente, éseogemos un 4rbol mdximo y éus eslabo~
nes, descomponemos la gréfica en méllas independientes y com
probamos dque un conjunto completo de variables lo forman las

corrientes (r = 4, s = 0).

Construiremos el éonjunto completo de variables en el caso

"mixto®, -es decir, cuando los voltajes y corrientes sean am-

bos distintos de cero,

Escogemos un 4rbol méximo ¢ , con sus eslabones & , un



sub-4rbol ' de T con sus eslabones W' que forman unha ma
1la con ramas de <T' solamente. Entonces X’ est4 contenida
en £ yT' es un 4rbol miximo de la grdfica €' + L. B
ndmero de ramas en ¢',€' serdn denotados por t', £, res=

pectivamente. Entonces decimos que las corrientes 11,...,1r
' en las ramas de &£ ~-¥ junto con los voltajes \AVETRUUTS S
en €' forman un conjunto completo de variables
(r = 4= L, s = t'), ya que ®' es un 4rbol mdximo de T'+L.
Los voltajes VygpreeosVpyg SON independientes y determinan
todos los voltaje:s en ©! +x'. También tenemos que las co-
rrientes il"“’ir’ siendo las corrientes en 165 eslabones,
son independientes, falta mostrar que las cérrientes, en las
ramas que quedan fuera de T' + I', son también determinadas,
para esto formamos las r mallas a través de los eslahbones
I-— L' siendo sus corrientes de mallas il""’ir' como todas
las A corrientes de mallas determinan completamente a todas
las corrientes de las ramas il,...,ir Yy las mallas formadés
a través de &' estdn completamente en ¢! + X', se deduce
Que las corrientes de todas las ramas que estdn afuera de

t + X' son independientes de las corrientes de malla /' y
por lo tanto estdn determinadas por las r = f-I corrientes
de malla il,...,ir. ]

Vemos que el caso mixto contiene los dos primeros casos,
si ' es vacfo, tenemos s =0 y r =1 due es el caso del
cohjunto de corrientes dnicamente si ' =T tenemos
r=1-1'=0, s = t, que es el caso de un conjunto de voltajes

puros.
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Es decir, en el caso mixto a la grdfica total M la subd}

" vidimos en dos: m, = T + X' que es la subgrdfica en cuyas

ramas los voltajes pueden ser determinados de Ver120e9 Vg

por la ley de mallas de Kirchhoff., Y la subgrdfica m; en
cuyas ramas las corrientes pueden ser determinadas de

il"“’ir por la ley de nodos de Kirchhoff,

4,3 Dos Teoremas sobre Redes

Consideramos una gréfica.orientéda con b ramas y n no-
dos, el conjunto de corrientes en las ramas 1 = (11,...,1b)
y el conjunto de voltajes en las ramas v = (Vy,...,V) son
vectores en el espacio vectorial euclideano Eb de dimensién
b. .

El producto escalar es definido por dos vectores x,y € eb
como '

b .
(x,y) = 2 xuyu
p=]

Sea .h el conjunto de todos los vectores en tb tal que
si x ¢ é, Y las componentes de x son tomadas como las cg
rrientes en las ramas de la grdfica orientada, entonces 1la
ley de nodos de Kirchhoff se cumple para cada nodo. Similar
mente si V denota el conjunto de todos los vectores en éb
tal que si x e V y las componentes de x son tomadas como

los voltajes en las ramas, se cumple para cada malla la ley
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de mallas de Kirchhoff. w& y V son subespicios de &b ya

gque ellos son definidos a través de ecuaciones. lineales,

Teorema., Si 1 ecs y ve V, entonces (i,v) = O, es decip
Q-y V son subespaclos ortogonales de Lb'
Demostracidn. Como v satisface la ley de mallas de

Kirchhoff, existe un conjuntoc de voltajes de nodos (%!...,z)
tal que vu es la diferencia entre los wvoltajes del nodo
final y del inicial. S1i la corriente fluye del nodo k al

noéo A se denotard por ig » si la py~8sima rama une a los

nodos k y £, tenemoss

vio= (- i = (Vg = Vi

el producto escalar lo podemos expresars

b

_ _1

(1yv) =), LV, =3 Y Ny - Yy,
p=1 k,‘

W) = 3 [ % ), ) - ;"x( L tia?)
K- 1 Ko

como z;ikl =0 y z;ik‘ 'Oy ya que se cumplen las leyes de

Kirchhdff, tenemos (1,v) =0

Teorema,



b b

Ir ‘zlvudiu = Ir “Z‘liudvu =v )

Demostracién, Como di = (dil,...,dib) es el 1fmite de la
diferencia de dos vectores en x§ y como es un sub-espacio,
entonces di e& y por el teorema anteriord

b o
(v,di) = va.diu. =0
w=1

integrando a lo largo de T obtenemos:

integrando por partes

e

1

b ' b
vaiL = (1,v - 1 dv
Jlr 5:“ w BV Ir‘ Z W
w=L r B
‘como (i,v) = 0 por el teorema anterior

b
| 1dav =0

PR TRt

4.4 18 Funcién P

A la funcién P la llamamos el potencial mixto y tiene 1a
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propledad

Lp_d".r"diﬂ (ﬂz 1,.0.,1‘)

av
Co, 'ETtQ = - '5?‘_’2" (U = I‘+l,..-,1‘+5)
’ g

..que son las ecuaciones diferenciales que describen a un cir-

cuito RIC.
A P 1la definimos:

P(1*,v*) = ' EL
val + iv
J u>Z;s W ow 0=+l Too

]

en donde i* = (iy,...,1,) es el conjunto de corrientes a

través de los inductores y v* = (Vr+1""’vr+s) es el con-
Junto de voltajes a través de los capacitores, Como vu' dg

pende solamente de iu para u> r+ s, podemos escribirt:

: ’ r+s
%K e 3 =
P(1*,v*) Y, ‘[r v aL ¥ R
wor+s o=r+l T

la integral J vudiu estd bien definida como integral de
r !

1fnea atin si vu no fuera una funcién simple-valuada de 1
Tomado como una integral de linea, la trayectoria de integra
cidn es a 19 largo de la caracterfstica del resistor, a esta

integral la llamaremos "“Potencial de corriente® del elemento

en la rama po

i
§
i




La integral de 1linea J iudvu se 1lamard el %Potencilal de
T ‘

voltaje® y vemos que

[ 4 av +J'vd1 = 1iv
v r"'u ThHh » B ou
r

la interpretacidn de la potencial de corriente o del voltaje
" es una grédfica de un resistor con una funcidn simple~valuada
de una de las variables, por ejemﬁlo: Si 1u es una funcién
simple-valuada de vu, entonces el potencial de voltaje es
una integral ordinaria representada por el 4rea asciurada de

la figura, si suponemos que el punto fijo inicial de la tra-

yectoria ocurrié en v =0
W

DIRECCION DE LA
CORRIENTE INDUCIDA
=
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becimos que la potencial de corriente de una malla es la
" suma de las potenciales de corriente de sus resistores, ande
logamente lo decimos para el potencial de voltaje.

Acerca del signo de las caracterfsticas de un resistor, 4}
remos que la corriente inducida a través de un resistor 1li-
neal R es en la direccidn de la cafda de voltsje, Es de-
cir, fiuye de + a =3 supongamos que la direccidn asignada a
esta raﬁa de la griAfica orientada es de E a tierra, entone
ces de acuerdo con la convenoidn de que 1 es negativa si
flu&é‘en sentidO'contrario al escogidé'y_positivo si fluye
en el ﬁismo Sentido, asf el sign& del voltaje lo tomamos, el
voltaje‘en el nodo final menos el voltaje en el nodo iniecilal
d§ la rama, La corriente en la rama es iu = 4 (la corrien
te ‘inducida, mientras que el voltaje en la rama es v, © B,

Sabemos que v“ = -Ri“ ¥ la potencial de corriente es

- % Riﬁ. De todos modos debemos obtener el mlismo resultado
si a la rama le asociaramos una direccidn opuesta, pordue en
tonces vu = E, 1u = =l, ¥ vu = -Riu nuevamente,
Asf la potencial de corriente dg una baterfa E es +Eiu.
Para construir P directamente del circuito necesitamoss
a) Determinar la potencial de corriente para cada resis-
tor,
b) Determinar el producto iuvu para cada capacitor,
¢) Formar la suma de estos términos y expresarlos en téyp

minos de el conjunto de variables completas,’

81 el circuito no contiene capacitores, la segunda suma de

saparece.y P Qquedas



p(if) = “[r' >§+S v,aL,
W

que es la potencial de corriente, y las ecuaciones diferen-

‘clales quedan: ‘ .

at
_ P -
Lp 3¢ = CEW L= LreeeyT

" andlogamente si no hay inductores:

s - :
Py == [ e,
' =1

que es el potencial de voltaje, y>1as ecuaciones diferencia-

les nos quedan:

c —8 = _ 0P

g t v g = 1‘+1,°..,I'+s
g

Ejemplo. Considefemos el circuito de 1a figufa con diodo
de thnel, la corriente que fluye a través del rectdngulo pe-

queno en la direccién mostrada es dada. por la funcidn no 1i-

neal f(v) ~~ L |
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m
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la potencial de corriente del resistor est

P(1) = j 24 v, ai

W
r w>2T+s

v
- I va(£(v)) = -vi(v) + j f(v)dv
T o

1a corriente a través del capacitor es 1 - f(v) ¥y como es

en direccidn opuesta de v, el producto iUvor es -(i-£(v))v,

quedédndonos el potencial mixto

P(1*,v*) = Ei + I f(v)dv - iv

que nos d4 las ecuaclones diferenciales

di _ 8P _
L Gt T af * E~v

av _ _ 8P ., _
Ca-g—-—av—i—'f(v)

La funcidén P para circuitos completos

Decimos que un circuito es completo si el conjunto de va-

riables il,...,ir, VeppoerosVppg ©S completo donde las

1,9+04y1, denotan las corrientes a través de los inductores

Y VippsesesVy,s el voltaje a través de los capacitores,

Veremos como construir P para este caso, recordemos que un

circuito completo puede ser dividido en dos sub~redes:




m Yy T, tal que la corriente en las ramas de my ¥ los vol
tajés en las ramas de m, Sson determinados por el conjunto
completo de variables, mi contiene todos los inductores y

p todos los capacitores,

De nuestra expresién para P

t
* _y¥ = . .
P(1%,v*) = ) IF vai Y Vlg
u>r+s og=r+l

= 2; Ir val z Ir v ai o+
p>rts uorts
™y

el primer término es simplemente la potencial de corriente
de mi ¥y como 1i* determina todas las corrientes en las ra

mas de @M,;, podemos expresar éste término como una funcidn
de i* y la denotaremos por F(i*),

Por lo visto antes

vdi = vi | - i dv
p>Z;S IF wow u)%@s[ WRT IP " u]
My

quedando



P(i* ,v*) = B(4i*) + - '
(,v%) = F(A) + ) v ’r S ‘{r 1 av,
v worts

slendo 1a potencial de voltaje el dltimo término en ™, V¥

1o denotaremos por G(v*) asf que:

P(i*,v*) = F(i*) = G(v*) + E‘v i
g%uur
el Yltimo término puede expresarse también en términos de el
conjunto completo de vgriables Fygeeasdy Viqreeas Vo
para hacerlo necesitamos el siguienle

Lema. Existe una matrfz vy =

fO'

=+1, =1, O de orden

r X s tal que
Tesg

vuiu = Z Y/m-' ipvx-t-a = (1% ,yv*)
p=l,0=1

La demostracidén puede verse en 1a‘pérte IT de la referencia 1.

Ejemplo, Trabajaremos con el circuito mostrado en la figu
ra i Ly Ry




~la grifica para el circuito

! 1 13
i | amn -

¥

12

10

escogemos un 4rbol miximo o
{ o T}

’ : e

12

10

un sub-4rbol




siendo ;p!

y -7 - ‘

¥y 11’12’13’Vh’v5’v6 forman un conjunto completo de variables.

Construimos la po%encial de corricnte de m& en donde sdélo se

debe a. las ramas resistivas unicamente,

1 13 :

? . —e
|

12 3 1 |
|

|

|

10 - |
. .|

2 ° !

; v = _ L 2 - 1 22 -1 o .
F(il,12’13) = - "é‘ Rziz + E212 - ‘é‘ R3l3 - '2' Rll




ahora determinaremos la potencial de voltaje de 9 debido

a las ramas resistivas

Vi, v

- 3
G(vy,V5iVg) = - fo £,(v)av - Io £, (v)av

\

 falta determinar el término (i*,yv*) 1o cual lo haremos

considerando las mallas

Ay
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¥ sus intersecciones con Tt,
El signo correcto lo obtenemos determinando de que modo las
corrientes de mallas 11,12,13 fluyen a través de los volta-

jes Vi, 955 Vg de T 1lo0 que nos da

(1% ,YV*) = il(-Vl’_+V6) + 12(-V6'V5) + 1.3(‘76)

51 tenemos el potenclal mixto para el circuito es

I

: : o2 1o a2 1o .2
P(i*,v*) E111_+ Eyly - 5 Blil - 5 Ryls = 5 R313 +
h'4

4 Vy
f.(v)dv + t,(v)dv -
Io 1V v J.o 2V v

+

11Vk + ilv6 - 12”6 - 12v6 - 12v5 + 13V6

¥y vemos dque se cumple,

L ] = - Ryi, = v, +'v, = 2
138 =B - Ryl - v, =3 N
' dai
2 . 8P
L, gt = E2 - R212 - Vg = v5 = BTE
ai
— - QP
L3 a = "R313 + V6 = GV]_*_
dv
- — P
Co gt = 1 = filvy) = - 3y
dvé_ ap



4, Circuitos no-oscilantes

oP
9x _ —(x) , ox
(+.1) ~IE =% 3 ~Jgg = erad P
- i -L O
donde x = ()3 v J = es positiva definida,
0 C 3P
Los puntos estacionarios de P(x), esto es donde —x) 0

ax
son los puntos de equilibrio de (4,1) y veremos bajo que con

diciones todas las soluciones se aproximan al equilibrio co-

mo t —> oo diferenciamos P(x) a lo largo de las solucig

nes (&.1)

dp
—(x) _ (x',Px) = =(x',Jx"')

Si el circuito no contiene inductores nos queda:

%% = —~(x',Cx")

ya que J =C vy obviamente P decrece a lo largo de las sgo
luciones excepto en el equilibrio; ya que P(x) —> 05 como
Ix{l —> o y con el criterio de Liapunov decimos qué cada
solucién tiende a un punto de equilibrio como t —> oo,

Similarmente, si el circuito no contiene capacitores
é%%?l = ~(x',Lx")

Ahora veremos como describir el sistema (4.1) por otro par

J*,P* ecn lugar de J y P, tal que

~J* =
J*x P;(x)



y que J* sea positiva definida ya que =-x! = J"lpx(x) es
una condiéién necesaria y suficiente para due un nuevo par .
J¥p* describa las ecuaciones diferenciales en la forma antg é
rior es J*J'lpx = P; tenemos que eﬁcontrar al par J*P*,

tal que (x',J*x') sea positiva definida y P*(x) —> @

como |x|~—~> .

si (Jl’Pl)"(Jz’Pz) son dos pares que describen a (4,1)
entonces una combinacidén lineal de ellos también lo represen

tardn

"(agdy + BJys aPy + BPy)

.51, M es una matrfz simétrica constante entonces el par
J* = P, MJ P* = % (P,,MP,) puede ser una buena seleccién
ya que
Py = (P )Py
y por lo tanto
-1 -1
* = £
J*J Px PXXMJJ Px P§
y obtenemos finalmente
] |
A = = 1
J (A1 + PeyM)Jy PX = AP + 5 (‘PX,MPX)
en donde A es una constante arbitraria.

Ahora veremos un teorema muy importante para la estabilidad

en donde P tiene la forma
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P(1,v) = = & (1,A1) + B(v) + (1,yv=a)

"en donde A es una matriz simétrica constante; y a es un
vector constante tal que las primeras r ecuaciones corres-
pondientes a los inductores sean lineales,

L = L(1); € = C(v) pueden ser no lineales pero tienen que

ser positivas definidas.

Teorema, Si A, es positiva definida, B(v) + vl = o
como [[vff —> o 'y
L2 e te Y2y <1 - 85 >0

para toda 1, v, entonces las soluciones de (%.1) tienden

al. conjunto de puntos de equilibrio como +t —> .

Demostracibén, Escogemos My A del modo sigulente:

an”t o
M= . A:l
0 0
entonces
[ L o
J*=J+PXXMJ= !

]'-ZYTA- 1L C



en donde YI = transpuesta de y Yy
Y(x1,T*x1) = (y,y) = 202, Y20 "4y 4 (2,2)

en donde: y = Ll/2 %% Yy z = Cl/2 %% con K = LL/2‘71704/2

tenemos

(x',J*x'") = (y - Kz, y - Kz) + (z,2z) - (Kz,Kz)
y K|l £ 1~ % ‘entonces

(xt,3*x') > |y - kz|% + 81212 2 0
lo cual es cero sl y solo si %% = %% = 03 entonces

Px = P + (P;,A"'p))

es mondtona decreciente excepto en el equilibrio y nos falta
probar que P*(x) —> o como [|x||—> oo para hacer esto‘'a

P 1la escribimos en la forma
P(a,v) = = % (a,A-la) + U(v)
en donde a = P1 = ~Al + yvea ¥y

U(v) =% [(a - yv), A73a - )] + B(v)

entonces



P*(a,v) = % (a,A" a) + U(v)

como A es positiva definida y B(v) + {yv] —> @ como
vl —> o es claro que U(v) —> o como |v| —> oo
 falta ver que |a| + |v| —> o como |i} + |v| —> oo para

esto tengamos la matrfz

a=a B Y N i
o ) o I v
6
y = 8x

va que (y,y) = .(8x,8x) > O, Pero como 8 es no-singular y
su valor propio es acotado despues de cero tal que (Sx,3x)>0
para x £ O, Com (Sx,5x) > A; (x,x) en donde A,, es el

valor propio mas peduefio de STS 'tenemos

.(y,y) = (Sx,5x) > /\l(x,x)

en donde )\1 > 03 esto nos da



le+al® | 122 M2+ D

lo cual implica |a| + |v] —> oo para |i| + {v] — o
‘ aplicando lo visto ahteriormente en 23 concluimos que cacda
solucidn de (4,1) se aproxima al conjunto de puntos de equi-

" 1ibrio como t —> oo,



APLICACION DE LOS RESULTADOS ANTERIORES A UN
CTIRCUITO BIESTABLE CON DIODO DE
TUNEL, EMPLEADOS EN MAQUINAS

COMPUTADORAS DIGITALES
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CIRCUITO CON DOBLE DIODO USADO EN MAQUINAS COMPUTADORAS

La funcién potencial mixto para el circuito mostrado en la

figura,
-} 1 ) v“
p(i,v) = 2 - 5RE + L (v, - W)+ f g(v)dv
k=l o O

= -2 RiZ2 - L2 RIZ+ 1,(B- v,) + 15(BE- v,) +

v i Vs -
1 3
+ [etvpav + [ etviav
o) 0
la cual escrita en forma vectorial queda:

p(1,v) = - 3 R(1,1) + (1,yv) + B(v) = (a,1)

-1 0 6]
en donde «y = y a=
o -1

=




-5k~

v V.
vy B = [ tetvav + [ Telvadav
o] [o 2

con nuestra funcidn p establecida, veremos que sucede de
acuerdo con muestro teorema. El circuito tiene un nimero fi-
nito de soluciones de equilibrio,

L.as ecuaciones de equilibvriot

v, - 2V + E

[

glvy)
R

VQ bad V,. .,
Blv,) = —=

geométricamente las soluciones las encontramos por medio de

la figura en donde 1 = g(v) es la caracteristica del diodo,

fag(v)

v
SOLUCIONES DE EQUILIBRIO PARA EL CIRCUITO -
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se ve que tiene tres intersecciones y por lo tanto el ndmero
de puntos de equllibrio serdn cuando mds 3® en nuestro caso
32 = 9 puntos de equilibrio, ésto no es lo deseable.y lo so-
lucionamos al restringir los parédmetros del circuito de acuer
do a las condiciones establecidas en nuestro teorema,

Vemos que B(v) —> o .como |v| —> . A es positiva
definida ya que A

it

RI (I matrfz idéntica) K = LY/3 Al V8
L2

en nuestro caso K = y.
RC V2

i

vemos que fly{|®’=1 v por 1o

tanto K| < ﬁ};e- el teorema establece que la condicién

para que no haya oscilacién es HK“' < 13 ¥y en nuestro caso

ﬁia <1 es la condicién para que no exista oscilacién.,
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