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En este trabajo se hace el estudio de las 

condiciones necesarias para que las solucio

nes de un circuito no lineal que contiene 

diodos de tunel sean estables, ~sto se logra 

aplicandole a una determinada "función de p~ 

tencia1 1 la idea de estabilidad de Liapunov. 



ESTUDIO DE LOS CONCtPTOs BASICOS DE LA 

TOPOLOGIA DE CIRCUITOS 

1, 
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1.1. •reorema sobré Algehi·it lineal 

Sea A una matríz de orden s x r y rango k < r; enton

ces existe una matriz X deorden rx1; 1=r-k; con 

rango máximo tal que satisface las siguientes condicionest 

(1) 

(2) 

l. Si x es un vector de dimensión r ·que satjsface 

la ecuaci6n 

Ax = O 

entonces existe un vector y dimensión 1 tal que 

X= Xy 

2. Si y es cualquier v~ctor de dimensi6n 1 entonces 

el vector x defihido por (2) satisface la ecuación 

( 1); además: 

a) AX = O y las columnas de X forman un conjunto 

completo de soluciones linealmente independientes 

de (1). 

b) Para cada par de vectores x; y, que satisfagan (2) 

la equivalencia x F o; y F O es verdadera. 

c) X puede ser cualquier matriz, cuyas columnas fO!, 

men un conjunto completo de soluciones linealmen

te independientes de la ecuación (1). 
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1.2 Topología y variables de una malla ' 

Una malla es un concepto idealizado en la teoría de los 

circuitos que puede ser definida como un conjunto de puntos, 

llamados nodos y un conjunto de líneas que los conectan, llA 

madas ramas. No es de nuestra atenci6n especial cuando no-

dos y ramas est~n en un plano o cuando las ramas puedan ser 

descritas por líneas rectas. 

CLASIFICACION DE LAS MALLAS.- Las. mallas pueden constar úni

camente de un elemanto· R, L,. 6 C; de dos RL, LC 6 RC y el 

caso general en el cual existen los tres elementos R, L y c. 

GRAFICA DE UNA MALLA.- Dejando a un lado las clases de eleme,n 

tos que ex:i.sten en una malla, es importante saber como, de 

acuerdo con su geometría, los elementos están agrupados e iQ 

terconectados en sus terminales; así dibujamos un esquema de 

élla sin tomar en cuenta la clase de elementos que intervie- . 

nen en la malla. A este esquema lo llamamos gráfica de la 

malla. 

GRAFICAS ORIENTADAS.- Definici6n. Sea H = {h1 ,h2 , ••• ,hr} 

un conjunto finito, no vacío de elementos llamados ramas. 

Sea U = { ul' u2:,. "°, us} un conjunto fihito, no vacío de 

elementos llamados nodos. 

Sea T una funci6n de H en el producto cartesiano U x u 

tal que si hiEH, entonces 
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Nota. El producto cartesiano U x U GS el conjunto de toélas 

las parejas ordenadas (u1 ,uj) tales que u1EU y ujEU. 

Los nodos ui ,ui se llamarán nodo inicial y nodo termi• 
1 2 

nal respectivamente de la rama hi' Decimos que h1 estd 

orientada de 

incidentes si 

ui • La rama hiEH y el nodo ujEU ion 
2 

es el nodo inicial o el nodo terminal de 

hi. Dos ramas distintas h1, hjEH .son adyacentes si existe· 

ukEU tal que iniciada en hi y en hj •. La terna (H,U,T) = G 

será una gráfica orientada si para todo ujEU existe h1EH 

tal que uj y hi sean incidentes, En este caso h1 y uj s~ 

rán una rama y un nodo de la gráfica orientada respecti vamen

t~. Una gráfica G1 = (H1,u1 tT1) se llamará una subgráfica 

de G = (H,U,T) si H1 EH, U1 EU y T
1
(h1) = T(h

1
). En este 

caso escribimos n1 e G. 

r 

C ICLOO .- Definición. La expresión K = l" c1 h1 donde c1 = 
i=l 

números complejos. se llama 1-compl~jo, 

Si K' = f clhi es también un 1-complejo, se define 
i=l 

r 

aK + a'K' = l {ac1 + a•cph1 
i=l 



donde a, a 1 , ci' ci son nmneros complejos~ K. es cero si 

y solo si ci =o, i = 1,2, ••• ,r. Los 1-complejos 

K1 , K2, ••• , Kq son 11 nealrnent,e independientes si f a1 Ki = O 
i=l 

implica ªi =o, i = 1,2, ••• ,q. 
s 

La expresi6n L = 2., ci u1 donde ci son m1mcros complejos 
i=l 

se llama 0-comple;Jo. Las nociones de aL + a 11 1 , L = O e 

independencia lineal se definen en forma análoga. 

En el sistema 1e todos los 1-complejos definimos la opera

ci6n a por medio de la relación 8K = f ciohi donde 
i=l 

si T(hi) = (ui ,u1 ) si K =O para alg~n l-complejo~.en-
1 2 

tonces K se llamará ciclo. 

MATRIZ INCIDEN'l'E.- Definici6n. Matriz incidente o matr!z de 

incidencia a = [aik] es una matriz con R filas y S co

lumnas construida de acuerdo con:. 

ªik = +l si uk = ui 
2 

es decir, si la ramo. ik tiene 

el nodo uk como final 

ªik = -1 si uk = ui si la rama U: tiene el nodo 
1 

uk como inicial 

ªik = o si ui f. uk f. ui 
1 2 

La matr!~ a = [aik] tiene R renglones y S columnas y 

en cada rengl6n solo hay dos elementos distintos de cero +1, 

·:.\ 
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-1 ya que cada rama une dos nodos exactamente de acuerdo ·con 

la definici6n de gráfica orientada r ~ 1, s ~ 2 y por lo 

tanto rango de a es ~ l. 

Lema l• Hagamos 

si K = [Kik] es cualquier matriz cuyos elelllentos son 1-com 

plejos definimos élK = [élKik]' De estas d~.t'!fiíriiones obten~ 

·mas el Lema 1, 

6g = au. 

Demostraci6n. Sea au = [bi] entonces 

s 

b =1 ªikuk = ui ui = 8hi i 
K=l 2 1 

de donde élh = au = [ élhi]. 

Lema g_º Si K es 1-complejo podemos escribir K = c 1h 

donde c 1 = [c1,c2,; •• .,cr] con c1(i = i,2, ••• ,r) n6meros 

complejos. 

Lema. Sea K = c1h; K es un ciclo si y solo si a•c = o ... 
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Demostraci6n. aK = c 1 ah 

por Lema 1: c'ah = c'(au) = (c'a)u = (a'c) 1u entoncP.s: 

si a'c = O obviamente aK = (a 1c 1)u - o, si aK= (a'c')'u = O 

de la defi nl.ci6n de L = O a 1 c = o. 

de rengle-Teorema. g. Rango de a 

nes de matriz incidente), 

del Teorema l. 

a', sea X la matriz 

Teorema. Los elementos del vector X'b forman un conjunto 

completo de ciclos linealmente independientes. 

Demostración. BX 1h = X1 oh = X 1au = (a 1X) 1u 

por el Teorema 1: a'X = O entonces aX 1h = Oe 

Supongam.os que hay un vector a tal que a 'X 1 h = O de la de

finici6n de 1-complejo igual a cero, se sigue de la última 

ecuación que a 1X1 = O de donde Xa = o. 
Como X tiene rango máximo, entonces a = O y consecuent~ 

mente los elementos de X1h son linealmente independientes. 

Ya se dernostr6 que los elementos de x 1h son delos lineal 

mente independientes. Se demostrará ahora que cualquier otro 

ciclo se puede expresar como una combinación lineal de estos. 

Sea c 1h un ciclo cualquiera, por el Teorema 1, ex:!. ste un 

vector y tal que c = Xy, pero esto implica que c1h= y'X 1h 

de donde se ve que ese ciclo queda expresado como una combinQ 

ci6n lineal de los elementos de X1h. 

r 
MALLASº- Sea K = 2., c 1hi un 1-complejo con ci = 0,1,-1 

i=l 
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únicamente. Sea GK una subgráfica de G = (H,U,T) con'la 

siguiente propiedad: 

h1eH es una rama de GK si y solo si ci f:. o. 

Sea 
ª* 

una gráfica la cual se obttcne de GK cambiando 
1 

la orientaci6n de hi siempre que c1 = -1 un 1"."complejo 
r 

K .= I cihi con cie{ 0,1,-1} 
i=l 

tiene la siguiente propiedad1 

se llama una cadena si G* K 

Las ramas hieH para las cuales c1 f:. O pueden ordenarse 

para formar una sucesi6n hi' ••• ,hi • Siendo el nodo termi-
p 

nal de hi el nodo inicial de h • j = 1, 2' ••• 'p-1 un 
j ij+1' 

nodo uj de G = (H,U,T) será de orden n si uj es inc1 

dente con exactamente n ramas de H • 

Una cadena K es elemental si cada nodo de la gráfica co

rrespondiente GR es, a.lo más, de orden 2, esto es, si ca

da nodo de K es incidente con a lo más dos ramas de K • 

Una cadena elemental que es simúltaneamente un ciclo se lla-

11la una malla. 

De las definiciones anteriores se deduce que el nodo ini-

cial de la primera rama de 

de su última rama. 

G* K co¡ncide con el nodo terminal 

~ 3,. Una combinaci6n lineal de ciclos es un ciclo. 

Demostraci6n. Sean los ciclos 
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son complejos, una combinaci6n lineal de los ci-

q 

l ai(c!h): por Lema 2. 

i=l 

Aplicando la operaci6ti a: 

q q 

8 l ªiKi = l ªiCcph) 
i=l i=l 

q 

q 

= l ªicl(au) 
i=l 

q 

= L ai(cla)u = 
i=l 

\ a (a' e ) 'u l i i 
i=l 

como K1(=1,2, ••• ,q) son ciclos, a'ci =o, entonces 

Lo que significa que I. a1K1 es un ciclo. 
i=l 

· Lema ~. Sea c 1h un ciclo con c tal que s6lo dos de 

sus componentes seap distintas de cero. Entonces c 1h = yK 

donde y es un nilln'ero y K es una malla. 

Demostraci6n. 

1 
1 

1 Sea c 1h un ciclo coh e' 

y cj sean distintas de cero, la condici6n 

tal que s6lo c1 
a 1 c = O se .pue-
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de escribir 

(1) = o 

donde ªK representa el renglón K de la matriz a; como 

ci y c1 F O de (1) se sigue que: 

= o 

si y = + 1 entonces de la ecuaci6n (1) ob-

tenemos 

(2) = o 

si ªim = + 1 y ªjm = ~ 1 tenemos 

(3) = o 

así obviamente las ecuaciones (2) y (3) representan todos 

los casos posibles. 

En el caso de la ecuación (2) existen dos nodos u ,u . eU 
ª1 ª2 

tales que cada uno de ellos es el nodo inicial o terminal de 

ambas ramas hi y hj. Obviamente en este caso 

e 1 h = :!: cj_ (hi - hj). En el caso de la ecuación (3) obtenemos 

an,logamente c 1h = :!: ci(h1 + hj)º Estas dos dltimas igual

dades prueban el lema. 

Teorema}. Un ciclo se puede expresar.como una combinación 
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lineal de mallas. 

r 
Sea K. = l c1h1 un ciclo, entonces existen mallas 

i=l 

r 

K1 = l, e1jhj' i = 1,2, ••• ,1 tales que 
j=l 

J. 
K = L. diKi' además eij fi O < ::;:. cj + O para 

i=l 
i = 1,2' ••• ,1, 

j = 1,2, ••• ,r 

r 
· Demostraci6n. Sea K = l, c1h1 un ciclo. Sea 

i=l 
H = {h1 ,h2, ••• ,hr}' sea ha1 la primera rama del conjunto 

H tal que ca1 f. o. Ya que c 1h es un ciclo existe ha2 

con ca2 f. O tal que· es adyacente a ha1 • Prosiguiendo de 

esta manera se encuentra que un nodo de la rama· hap es in

ddente con alguna rama _.ham para alguna m = 1,2, ••• ,p-1. 

A partir del conjunto {ham•••hap} el cual denotaremos 

{ha~, ha~,,.} podemos r'ormar la malla K = Í. eijhj dando 
j=l 

valores apropiados a eijº 

Ahora formemos el ciclo K - ca
1
,K1 = f clhi' (ver Lema 2) 

i=l 
de manera que éste no contenga la rama h = h ,. A partir 

ªm ª1 

"' de ~ste 1-complejo formamos análogamente la sucesi6n 

{haf ,ha~, •• } y la malla K = t e2 jhj, 
j=l 
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Ahora construimos el ciclo K - caiKl - e 1:aK2 de modo que 
ª1 

no esté contenido en él la rama 

manera obtenemos el ciclo K -

Prosiguiendo de esta 
J-2 

c•:a~ -•••- e K,(_1 
ª1 a..(-1 

el cual tiene dos ramas. 

Por el lema 4 podemos escribir 

- ... ·- ..l-1 K e -J-:a J..-r 
ª1 

Despejando K obtenemos 

donde 

c' aª 1 

••• 

1 

de la forma en que hemos construido las mallas se deduce que 

DEFINICION'DE ARBOL.- Una subgráfica G de G es un ~rbol, 

si para toda malla 
r l cihi existe al menos un :l'.ndice 

i=l 
a, a= i,2, ••• ,r para el cual h no es una rama de G'. a 
vemente (aunque en forma imprecisa) se puede decir que un 

·-· bol de G, es una subgráfica sin mallas. 

Br~ 

ár-



FORMULACION DE LAS LEYES DE KIRCHOFF EN 

RELACION CON LA TOPOLOGIA DE CIRCUITOS 
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Ley de nodos. La suma algebraica de .todas las corrientes 

que entran a un nodo es igual a cero. 

a 1i = O 

de donde a' es la matriz de incidencia. 
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Ley de mallas. La suma de las tensiones el~ctricas adecua• 

damente orientadas en cada circuito es igual a cero. 

De nuestra definición de ciclo 

cf ht = O 

y po.r el Lema 2 

K = c'h es un ciclo si y solo si a 1c = º• 

nos queda 

c 'a. = O 

c 1av·= c 1v 
' 

entonces 



ESTUDIO DE LAS FUNC ION!S DE LIAPUNOV y su 

APLICAC !OH A LA ESTABILIDAD DI :n:!UAC IONFB 

DIFERENCIALES ORDINARIAS 



3.1 Sistema aut6nomo de ecuaciones diferenciales 

En cualquier aplicación posible se nos presentan dos clases 

de ecuaciones diferenciales. El primer tipo es una ecuación 

de·orden n 

(*) (n) ( o (n-1) ) X = f x,x, ••• ,x .. ,t 

en donde x(k) es la k-ésima derivada de x respecto al . 

tiempo~ 

E1 segundo tipo es un sistema de n ecuaciones de primer 

orden 

(**) 

En realidad el primer tipo puede ser reduci~o al segundo i!J: 

troducierrlo las nuevas variables x1 , ••• ,xn por medio de las 

relaciones: 

o = x, oo = x<n-1) x3 = x, ••• ,xn 

esta substitución hace posible reemplazar al sistema (*) por 



que es un caso especial del sistema (**). 

Si en segundo tipo nosotros interpretamos x1 , ••• ,xn como 
1 

las componentes de un vector X· con n componentes¡ y 

x1 , ••• ,xn como las de un vector .X 1 obtenemos un aspecto mds 

simpl~---

(3.1.1) i = X(x,t) 

Es posible que X depende de x unicamente y no depena.e 

del tiempo; ent'onces la ecuaci6n (3.1.1) toma la fbnna 

' (3.1.2) ~ = X(x) 

un sistema de esta naturaleza se llama "aut6nomo•. 

3.2 Estabilidad de sistemas aut6nomos 

Tenemos el sistema aut6nomo (3.1.1) y el estado de equili

brio x = a cuya estabilidad se tratará. Es conveniente 
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para principiar tornar como punto fijo par nuestra discusidn 

al origen; esto requiere hacer una transforrnaci6n simple'de 

coordenadas x* = x-a hacemos esto reemplazando después x• 

nuevamente por x y tendremos el sistema b~sico 

(3.2.1) ~ = X(x) X(O) = O 

y nuestro tema de discusi6n se reduce a la estabiJ.iclac del 

origen. 

CONSIDERACIONES.- D~notaremos por S{R) la regi6n esf~ri

ca ftx~ < R y por H(R) la esfera ftxft = R. 

La región esf~rica cerrada anular, r ~ ftx ft ~ R · por 

Supondremos que en una cierta regi~n esf~rica abierta 

o:Uxll < S(A) el teorema de existencia vale para (3.2.1) y 

en particular nosotros notamos que las derivadas parciales 

ax 
_J:. existen todas y son continuas en o. Tambi~n hacernos axj 
notar que a través de cada punto x de n para una trayect~ 

ria 15.nica + g del sistema (3.1.lh Designaremos por · g la 

parte descrita por x(t) cuando t LO; y por g• la parte 

descrita por x(t) cuando t ~ Oo 

Entonces diremos que el origen es: Estable siempre y cuando 

para cada R < A · existe una r ,S. R tal. que si· una trayecto

ria (un movimiento) g+ se inicia en un.punto xº de la re

gi6n esférica S(r), entonces él permanecer~ en la región es

férica S(R) desde ése momento en adelante, es lo mismo que 

si una trayectoria empieza en S(r) nunca.alcanzar~ la esfe-



•" --- -- - - -----· 
·17-

ra vecinu H(R) de S (R). 

-- ' ESTABLE 
__ -x ASIHTOTICAMENT! 

'\ 
SCr} \ 

1'.HUt) 
',,~ __ .)_,.,/ 

S(R)r· 

ASINTOTICAMENTE ESTABLE.- Cuando es estable y además cada 

trayec~oria + g que empezando dentro de algilll S(Ro), Ro>O 

tiende al origen conforme el tiempo, crece indefinidamente. 

INEBTABLE.- Cuando para alguna R y cual'quier r , no irn~ 

porta que tan pequeno sea, siempre e_xiste en la regi6n esfé-

rica S(r), un punto x tal que la trayectoria g+ a trav~s· 

de x alcance a la esfera vecina H(R). 

3.3 Un tipo especial de funci6n 

Decimos ciue la funci6n escalar V(x) siendo positiva*) de-

~) Positiva definida quiere decir que todos sus valores son 

positivos menos en el punto ceroJ donde su valor es cero. 
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finida y con las siguientes propiedadest 

a) V(x) y sus primeras derivadas parciales son continuas 

en una cierta regi6n abierta n al rededor del origen. 

b) V(O) = O 

c) Fuera del origen (y siempre en O) V(x) es positivo. 

En otras palabras, V es no-negativo y se anula sola

mente en el origen. El origen es un m1nirno aislado de 

v. Es muy importante para nuestro estudio. 

Como V tiene primeras derivadas parciales, tiene un gra

diente, grad V, y a lo largo de las trayectorias de (3.2.1) 

tenemos: 

~ = X grad V 

si adem~s ~ < O en O , entonces V es una Funcidn de Li~ 
= 

puhov. 

3.4 Interpretación geométrica de la función V(x) 

Introducimos una nueva Z = V(x) y consideramos la natur~ 

leza de este lugar en el espacio (x1 , ••• ,xn,Z) 6 (x,z). Por 

facilidad tomamos n = 2 y en lugar de denotar a las coorde

nadas por x1 ,x2 lo hacemos por x,y, quedándonos Z= U(x,y) 

y sabemos que es positiva definida cuando está cerca del ori-

gen. 

Como V ;: O para x,y pequenas y V = O s6lo cuando 

X = y = O, la superficie tiene el aspecto 

IWlliWtik:A ~ 

de un espejo para-

6.N.A.fvl, ,..-
----------mr-.~, ''i-::::C•:'.';:?:'.·.c;i~: ,7' ·::::.:.,;;~··;.;;:Z'i.;;c:,~·C·"!'••·:<;\•; ·~· i.~-:-w--------· 



-19-

bÓlico apuntando hacia arriba. Si V es negativa defin:l.da 

lo único que sucede es que apunta hacia abajo. 

En el caso n-dimensional, la situaci6n es exactamente la 

misma y tenaremos n-dimensionales espejos parab6licos. 

Una segunda representaci6n geom~trica de la función V(x) 

es igualmente interesante tomando nuevamente n = 2 y x,y 

como las coordenadas cartesianas usuales, las curvas de ni

vel V(x,y) = k representan un conjunto de 6valos alrededor 

del origen. Puede pensarse como secciones del espejo para

b6lico intersectadas por planos horizontales proyectadas SQ 

bre el plano x,y (el plano Z = O). Para n > 2 la situ~ 

ci6n es idéntica. 
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3.5 'l'eo.remas de estab:l.lidad de Liapunov 

Los teoremas de Liapunov son la generalizaci6n ~e la idea 

de que si cerca del estado de equiHbrio ele un sistema f:fs'i

co, la energía del sistema siempre es decreciente, entonces 

el equilibrio es estable. Las funciones de Liapunov son sim 

plemente una extensi6n del concepto de energ:ta. La idea cen 

tral del método de Liapunov es detectar la est~bilidad para 

un sistema aut6nomo por medio de las propiedades de una f.'un

ci6n V(x) de Liapunov y hacer esto no directamente del co~ 

nacimiento de las soluciones, sino directamente del sistema 

I. Teorema de Estabilidad. Si existe una función V(x) de 

Liapunov en alguna vecindad O del origen, entonces el ori• 

gen es estable, 

II. Teorema de Estabilidad Asintética. Si -f es igual.:. 

mente positiva definida en o, entonces la estabilidad es 

asint6tica. 
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Los chalos V(x) = k son oibujados con lieas llenas y l:as 

esferas A(R) con lineas interrumpidas. Dado R < A y 

H(R), se' puede encontrar una constante k tal que el 6valo 

C definido por V(x) = k queda exactamente centro de H(R) 

y entonces hay una r > o, tal que A(r) queda dentro de c. 
Tomamos ahora cualquier trayectoria + g cuyo punto inicial 

xº está en S(r), el interior de H(r). En xº tenemos 

V(xº) < k, ahora como V es no-creciente a lo largo de las 

trayectorias, + g nunca alcanzará C y por lo tanto nunca· 

alcazará a H(R), Entonces cualquier trayectoria que empieza 

en S(r) debe permanecer en S(R). Y ~sto significa estabi

lidad. Dado R la existencia de r es clara. Como V es 

positiva y continua sobre A(R), se deduce de la compacidad 

de H(R) que V tiene un míhimo positivo k sobre H(R)*), 

esto es, V(x) :f h sobre H(R). Ahora V(x) es continua y 

se anula en el origen. Por lo tanto, para r suficientemen-

te pequena V(x) < k para X en S(r). Proposici6n I se 

conserva • 

. Bajo las condi·ciones de II, V(x~ decrece a lo largo de. 
+ g • V no puede encerrarse arriba de algún valor > o, . po.r, 

que si se pudiera -~ debería tender a cero pues de cierta 

esfera H(r1 ) lo cual está fuera de lo establecido por el h~ 

cho de que es positiva definida y por lo tanto tiene un míni

mo posi'tivo m en la región anular +S~ ; entonces V(x) 
l 

*) Un conjunto en Rn (espacio euclidiano n-dimensional) es 

compacto si y solo si es cerrado y acotado, 
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+ .. 
tiende firmemente a cero a lo largo de g y ésto puede su~ · 

+ f ceder soJ.amente si g tiende al origen, ésto es estabilidad 

asintótica. 

CONJUNTO CERRADO.- Un conjunto cerrado' F es simplemente 

el exterior de algún conjunto abierto u. 

CONJUNTO ABIERTO.- Es un conjunto U con la propiedad que 

si un punto C esta en U , entonces la tota:!.idad de la re

gi&n esférica S(c,r) para alguna r, esta también en u. 

LIMITE BU DE UN CONJUNTO ABIERTO U.- La totalidad de los 

puntos C que no estan .en U, pero que cada región esférica 

S(c,r) contiene puntos de u. 

PROPIEDAD DE LOS COHJUNTOS COMPACTOS.- Sea A compacto y . 
.. 

sea f(x) una funci6n (escalar) continua sobre .A. Pueden' 

encontrarse dos n'l1meros a y p tal que a á f(x) ~ ~ para 

cada punto x de A• Además si . f(x) es posi t'i vo en cada 

punto de A entonces se pueden elegir a y ~ de tal modo 

que sean positivos. 
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3.6 Extensi6n de la estabilidad asintótica 

En aplicaciones es obvio que la estabilidad asintótica es 

más importante que la estabilidad. La semejanza deseable es 

estabilidad asintótica a lo largo o como si tuvieramos esta

bilidad completa. Si no lo podemos asegurar se puede dejar 

con la aproximación de que cuando las perturbaciones no son 

demasiado grandes el sistema tiende a regresar al equilibrio 

queriendo decir que necesitamos saber algo acerca del tamano 

de.· 1a regi6n de estabilidad asint6tica. 

Aqui tenemos la diferencia básica entre sistemas lineales 

y no lineales: Para determinar estabilidad práctica, las 

aproximaciones lineales son insatisfactorias, definitivamente. 

En sistemas lineales la estabilidad es siempre completa, mie~ 

tras que solamente en los sistemas no lineales puede no exis

tir, En otras palabras,. para determinar las posibles restri~ 

ciones a la estabilidad asint6tica, debemos examinar las nol1 

nearidades. 

Definiciones. CONJUN'l'OS LIMITE.- Si x( t) es una soluci6n 

de (3.2.1) su conjunto limite positivo r+ si siempre la cu~ 

va x(t) tiende a la solución con tiempo infinito o p está 

en r+ si existe una secuencia creciente de tiempos t ~ oo n 

con n y tal que 'x(tn) --? p con n---? ex:>, Si x(t) es 

limitada, entonces; x(t) se acerca a su conjunto límite pos! 

tivo r+ conformei t--? oo ésto es, dado cualquier e >o 
si N(e) es la E-vecindad de r+, entonces hay un tiempo T 

... 
L . 
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tal que para t > T, x(t) está en N(.E). 

CONJUNTO INVARIANTE.- Un conjunto invariante G es caract~ 

rizado por la propiedad de que si un punto x
0 

está en G 

entonces su trayectoria completa (hacia atrás y adelante) e§. 

tá en ª• 

PROPIEDAD IMPOR'l'ANTE,- Si x( t) es limitada para t ,f O 
:¡. 

entonces su conjunto límite positivo r es un conjunto no 

vacío, compacto e invariante, 

De la definici6n de ponjunto límite se deduce también esta 

propiedad: 

Si x(t) es limitado para t ~o y si un conjuhto M con 

tiene r+' entonces x(t) tiende a M como t ~ oo. Con 

estas definiciones estableceremos los siguientes teoremas pa

ra determinar la extensi6n de la estabilidad asint6tica, 

Teorema. Sea V(x) una funci6n escalar con primeras deri

vadas parciales continua3. Sea ~- la región donde V(x)< J. 

Supongamos que n1 es limitada y que dentro de íll : 

(a) 

(b) 

V(x) > O para x F O 
o 
V(x) ~ O 

Sea R el conjunto de todos los puntos dentro de n J don
o 

de V(x) = o, y sea M el conjunto invariante mas grande en 

R. Entonces cada solución x(t) en íl) tiende a M confoK 
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me t ~ + oo. 

Teorema. Si la condic16n (b) en el teorema anterior es re~ 

plazado por V(x) < O para toda x !- O en n (~), enton• 

ces el origen es asint6ticamente estable, y lo más ilJl>ortante 

que cada solución en o1 tiende al origen conforme t~-+ co 

(la ~ltima conclusión tiene m~s alcance que el teorema de 

Liapunov de estabilidad asintótica). 

ES'l'ABILIDAD COMPLErA.- Cuando la regidn de estabilidad asin 

tótica ·es todo el espacio, decimos que tenemos estabilidad 

completa. Los argumentos generales son v~lidos aqu!, 

1 
En lugar del teorema primero daremos el siguiente cuya pru¡, 

ba e~ practicamente la misma. 

Teorema. Sea V(x) una función escalar con primeras der1· 

.vadas parciales continuas para toda x. Supongamos que 
o 

V(x) > O para todo x F O y V(x) ~ o. Sea E el lugar 
o 

donde V = O y sea M el conjunto invariante más grande con 

tenido en E. Entonces todas las soluciones limitadas para 

t > O tienden a M como t --l) co. 

Además sabemos que V(x) ----:, oo como 1\xU---) oo entonces. 

cada solución es limitada para t ~o; y podemos concluir que 

·todas las soluciones se acercan a M como t ~ oo. Si M 

es el origen, tendremos estabilidad completa. 

,·: 
L 
¡. 

1 
(· 

l. 

' f.·, , .. 
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4.1 Elementos no lineales 

Las propiedades físicas de los elementos en las ramas de 

un circuito obedecen restricciones que relacionan corrientes 

de ramas con voltajes en las ramas, aparte de obedecer las 

leyes de Kirchhoff, consideraremos elementos puramente res11 

tivos, capacitivos o inductivos. 

El nombre resistor usualmente se refiere a dispositivos 11 

neales pasivos, que tiene una resistencia R tal que la co

rriente y el voltaje en sus terminales están relacionados 

por v = -Ri. Un concepto más general es obtenido consideran 

do un resistor como una función continua tal que la relacidn 

f(i,v) = O valga, ~sto define una curva continua en el pla4 

no (i,v) y lo llamaremos la caracter!stica del resistor. 

De f(i,v) = O pudimos resolver para i 6 v como funcidn 

de la otra, no es necesario pedir que alguna función de las 

dos sea sirrple-valuada. Por ejemplo, un diodo de tdnel es 

un resistor que tiene la caracter!stica mostrada en la figu

ra en donde vemos claramente que v es función de i y no 

es simple valuada. Tampoco es requisito que la caracterf st,1 

ca pase por el origen, es decir, que el elemento sea pasivo. 

Un generador de voltaje o de corriente es por lo tanto un 

tipo especial de resistor para el cual la caracter!stiea es 

paralela a uno de los ejes. 

Haremos la suposición siguiente para garantizar la solu .. 

ci6n del problema de equilibrio: E::ciste ~ > O tal que pa .. 

ra lil, !vi > ~ la característica del resistor est~ en el 



primer y tercer cuadrante y sea monótona creciente ah!. 

~1 

Una relaci6n entre voltaje y C\orriente .puede expresarse 

por ejemplo corno: 

(4.1.1) 1 =q(v) µ=l,.,.,b 
µ µ µ 

Es de gran importancia verificar que estas relaciones son 

compatibles con las leyes de Kirchhoff y que si existe una 

soluci6n simultánea de las ecuaciones (4.1.1) con las de 

Kirchhoff, entonces exi.ste equili'brio. 

Teorema. Si en (4.1.1) suponemos que gµ es una función 

continua de v y 
µ. 

V 

J 
µ. 

g (u)'au ~- para o µ. : 
1 

1 

i 

lv 1 -~~; µ.= 1, ••• ,b µ. 

entonces existe una soluci6n de las ecuaciones (4.1.1) y las 

leyes de Kirchhoffo 
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Demos traci6n. La funci6n G(v) 
b V 

= Í f" g (u)du, 
-]_o µ µ-

en donde 

V= (v, ••• ,vb)' es una función continua diferenciable que 

tiende a oo co~o lvl tiende a oo en no importa que di-

recci6n. Si restringim?s el vector v al subespacio. v d~ 

do por la ley de voltaje de Kirchhoff (~v =O), G tenderá 

a infinito aquí tambi~n. Si v = v0 corresponde a un extr! 

mo·ae G sobre v, entonces el gradiente 

6P(v) 1 = o V . 
IJ.. v=vº 

g (vº)' µ = 
µ ~ 

1, ••• ,b 

está en el complemento ortogonal j. de v. La condición 

~v =O la pod~mos escribir en la forma (bv,v) =;O, en don

de bv son los renglones a.e ~. De acuerdo con el m~todo 

multiplicador de Lagrange, encontramos los extremos .de 

G(v) - f Av(bv,v), que nos dan la condición G(v) 
v=l 

h 

-L A.ybv = o, ya que Gv está en el espacio generado por 
v=l 

b1 , ... , bn' digamos en . J. . En efecto, esta propiedad es ne

cesaria y suficiente para un extremo de G en V, así que 

s6lo tenemos que demostrar la existencia de un extremo de la 

función G restringida a V, pero como G ~ oo como 

'vi ~ co en V entonces seguramente G posee un mínimo 

en v, lo cual completa la demostraci6n. 

Leyes para los inductores y capacitares que pueden ser 

igualmente no lineales. Un inductor es una función que rel~ 

ciona el flujo magn~tico a la corriente 
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+ = -f(i) ·' 

en t~rminos de la corriente y el voltaje, 

V = §t ::e ·f'(i) * = •L(i) * 
en donde L(i) es la inductancia que es no~negativa. 

Un capacitor es una funci6n que relaciona la carga y el 

voltaje 

g = -r(v) 

· diferenciando obtenemos 

i = ff = -r•(v) %{ = -c(v) ff 

en donde c(v) es una capacitancia no-negativa. 

4.2 Conjunto completo de variables para una malla 

. =--~1' 

Un conjunto de variables i1•···,1r, Vr+1••••tVr+s es coa 

pleto si ellas pueden ser escogid~s independientemente y sin 

violar alguna de las leyes de Kirchhoff y se determinan en 

cada rama, al menos una de las dos variables, sea la corrien 

te o el voltaje. 

Ahora describiremos un sistema completo de variables para 

una gráfica dada. Si queremos obtener un conjúnto completo 

de variables formado de voltajes (r = O) escogemos un 

árbol máximo r= en la gráfica, asignamos ·aquí· los voltajes ~ 

bitrarios sin violar las leyes de mallas de Kirchhoff ya que~ 
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no cont~ene alguna malla; falta ahora encontrar los voltajes 

en los eslabones, anadiéndole a ~ los eslabones 1 formamos 

una malla y los voltajes en los eslabones los determinamos 

en fuhción de los voltajes escogidos arbitrariamente de la 

ecuación de mallas de Kirchhoff. 

1 
-~ 

1 
y 

o ¡ .... 

Af=f(Y) 

' 
l •f (t:) 

--------

Si queremos un sistema coñlp.feto de variables formado de CQ 

rrientes unicamente, escogemos un árbol máximo y sus eslabo

nes, descomponemos la gráfica en m~llas independientes y com 

probamos que un conjunto completo de variables lo forman las 

corrientes (r = 1, s ~O). 

Construiremos el conjunto completo de variables en el caso 

"mixto", ·es declr, cuando los voltajes y corrientes sean am-

bos distintos de cero. 

Escogemos un árbol máximo z: , con sus eslabones 't. , un 

' r 
1: 

L 
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sub-árbol -e' de 'C' con sus eslabones "'1' que forman una 'm!! 

lla con ramas de ~' solamente. Entonces X' está contenida 

en ';/. y '?:'' es un árbol máximo de la gráfica t:' + t' • El 

número de ramas en ?;' 1 , ~· serán denotados por t•, /ª, res

pectivamente. Entonces decimos Que las corrientes 11 , ••• ,\. 

en las ramas de 't. -'t.' junto con los voltajes vr+l' ••• ,vr+s 

en ~· forman un conjunto completo de variables 

( r = .t-1', s = t 1 ), ya que ~· es un !ir bol mé1:ximo de 1:1 +;t~ 

Los voltajes vr+1 , ••• ,vr+s son independientes y determinan 

todos los voltajes en r• + t'. Tambi~n tenemos que las co-

rrientes 11 , ••• ,ir' siendo las corrientes en los eslabones, 

son independientes, falta mostrar que las corrientes, en las 

ramas que quedan fuera de t:1 + -:l', son tambi~n determinadas, 

para esto formamos las r mallas a través de los eslabones 

'i.-t' siendo sus corrientes de mallas i 1 , ••• ,ir' como todas 

las 1 corrientes de mallas determinan completamente a todas 

las corrientes de las ramas i 1 , ••• ,ir y las mallas forl!Rdas 

a trav~s de t' están completamente en e• + 'L' , se deduce 

que las corrientes de todas las ramas que esté1n afuera de 

1 + ~· son independientes de las corrientes de malla J' y 

por lo tanto están determinadas por las r = 1-J' corrientes 

de malla 11 , ••• ,ir• 

Vemos que el caso mixto contiene los dos primeros casos, 

si fül vacío, tenemos s = O y r =.J... que es el caso del 

conjunto de corrientes únicamente si · r• = t: tenemos 

r = 1- .l'= o, s = t, que es el caso de un conjunto de voltajes 

puros. 
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Es decir, en el caso mixto a la gráfica total !lJl la subd! 

vi dimos en dos: !!Jlv = t:' + 't' que es la subgrlifica en cuyas 

ramas los voltajes pueden ser determinados de vr+1 , ••• ,vr+s 

por la ley de mallas de Kirchhoff. Y la subgráfica !ll!1 en 

cuyas ramas las corrientes pueden ser determinadas de 

i 1 , ••• ,ir por la ley de nodos de Kirchhoff. 

4.3 Dos Teoremas sobre Redes 

Consideramos una gráfica orientada con b ramas y n no

dos, el conjunto de corrientes en las ramas i = (11, ••• ,ib) 

y el conjunto de voltajes en las ramas v = Cv1 , ••• ,vb) son 

vectores en el espacio vectorial euclideano tb de dimens16n 

b. 

El producto escalar es definido por dos vectores x,y E lb 

como 
b 

(x,y) = l 
µ=1 

xy 
µ µ 

Sea J. el conjunto de todos los vectores en lb tal que 

si x E J, y las componentes de x son tomadas como las C.Q 

rrientes en las ramas de la gráfica orientada, entonces la 

ley de nodos de Kirchhoff se cumple para cada nodo. Simila,t 

mente si V denota el conjunto de todos los vectores en ¿b 

tal que si x e V y las componentes de x son tomadas corno 

los voltajes en las ramas, se cumple para cada malla la ley 
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de mallas de Kirchhoff, J y V son subespAcios de ¿b ya· 

que ellos son definidos a travds de ecuaciones. lineales. 

Teorema. Si i e:J y v e: V, entonces · (i,v) = o, es aecill 

J y V son subespacios ortogonales de tb. 

Demostraci6n. Corro v satisface la ley de mallas de 

Kirchhoff, exlste un conjunto de voltajes de nodos (V1, • •• , VJ 

tal que V es la diferencia entre los voltajes del nodo 
11 

final y del inicial. Si la corriente fluye del nodo k al 

nodo 1 se denotará por ik.l , si la µ-~sima rama une a los 

nodos k y l , tenemos 1 

el producto escalar lo podemos expresars 

b 
(1,v) = \ i V 

/_, 11 µ. 
µ=l 

o 

como l ikJ = O 
J. 

Y l ikl =·o, ya que se cumplen las leyes de 
k 

Kirchhoff, tenemos (i,v) = O 

Teorema. 



-35-

b 

J l V di 
r -1 P. µ µ-

b 

= J l i dv = o 
r 1'"" \.\ µr:;= 

Demostración. Como di = (di1 , ••• ,dib) es el límite de la 

diferencia de dos vectores en J y como es un sub-espacio, 

entonces di E~ y por el teorema anteriort 

b 

(v,di) = l V di = o 
11 \.L 

µ=l 

integrando a lo iargo de r obtenemos: 

integrando por partes 

b 

I \ V di = (i,v) r l µ µ 
µ=l r 

b 

J l i dv 
r -1 µ µ µ-

como Ci,v) = O por el teorema anterior 

b 

J '\'idv =o 
r L µ µ 

!Jo=l 

4.4 La ·Funci6n P 

A la función P la llamamos el potencial mixto y tiene la 

(; 
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di' ~p 
L - v ( n= l, ••• ,r) ~dt - dif r 

= - é.\P 
a.v <1 

(<r = r+l, ••• ,r+s) 

que son las ecuaciones diferenciale~ que describen a un cir-

cuito RLC. 

A P la definimos: 

P(i*,v*) 

en donde i* = (i1 , ••• ,ir) es el conjunto de corrientes a 

través de los inductores y v* = (vr+l'"""'vr+s> es el con-

junto 

pende 

de voltajes a través de los capacitares. 

solamente de i para µ. > r+ s, podemos 
µ 

P(i*,v*) = I J vµdiµ + 
µ>r+s r 

Como V 
µ. 

escri birt 

la integral J V di 
r"" µ. 

está bien definida como integral de 

d,! 

línea aún si v no fuera una funci6n simple-valuada de 1 • 
µ ~ 

Tomado como una integral de línea, la trayectoria d~ integr! 

ci6n es al? largo
1
de la característica del resistor, a esta 

integral la llamaremos '~otencial de corriente" del elemento 

en la rama µo 
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La integral de línea J 1 dv 
r u µ 

se llamar~ el 'Potencial de 

voltaje" y vemos que 

J i dv + J V di = 1 V 1 r µ µ r µ µ ll u r 

la interpretación de la potencial de corriente o del voltaje 

es una gráfica de un resistor con una funci~n simple-valuada 

de una de las variables, por ejemplo: Si i 
µ 

es una funci6n 

simple-valuada de v , entonces el potencial de voltaje es 
. ll 

una integral ordinaria representada por el drea asciurada de 

la figura, si suponemos que el punto fijo inicial de la tra• 

yectoria ocurri6 en v = O 
µ 

<v,-;> J '•~ 

-1 

V 

OIRECCION DE LA 
COARIEN TE INIXX: IDA 



Decirnos que la potencial de corriente de una malla es l& 

suma de las potenciales de corriente de sus resistores, aná

logamente lo decimos para el potencial de voltaje. 

Acerca del signo de las caracteristicas de un resistor• d! 

remos que la corriente inducida a trav~s de un reslstor li

neal R es en la direcci6n de la ca:fda de voltaje• Es de

cir, fluye de + a -i supongamos que la direccidn asignada a 

esta rama de la gráfica orientada es de E a tierra, enton• 

ces de acuerdo con la convenai6n de que i es negativa si 
. '· 

fluye en sentido·contrario al escogido y positivo si fluye 

en el mismo sentido, as! el signo del voltaje lo tomamos, el 

voltaje en el nodo final menos el voltaje en el nodo inicial 

de la rama. La corriente en la rama es i = 1 (la corrie.a 
\.t 

te·inducida 1 mientras que el voltaje en la rama es V :; •Eo 
u 

Sabemos que v = ·Ri 
~ .. 

y la potencial de corriente es 

- ! Ri
2

• De todos modos debemos obtener el mismo resultado 
µ. 

si a la rama le asociaramos una direccidn opuesta, porque eD 

tonces v = E1 i = ·i 1 y v = •Ri nuevamente. 
µ µ u ~ 

Así la potencial de corriente qe una baterta E es +E1 • 

" Para construir P directamente del clrcuito necesitamost 

a) Determinar la potencial de corrient~ para cada resis

tor, 

b) Determinar el producto iavCJ para cada capacltor, 

e) Formar la suma de estos t~rminos y expresarlos en t~I 

minos de el conjunto de variables completas.· 

Si el circuito no contiene capacitares, la segunda suma d,! 

saparece y P queda: 



P(i*) = Jr I V di 
µ. µ 

µ>r+s 

que es la potencial de corriente, y las 

ciales quedan: 

di¡ élP 
L¡; dt = élif ;°= l, ••• ,r 

análogame~te si no hay inductores: 

s . 

PCv*) - -·J ¿: i
11

dv
11 r cr=l 

ecuaciones diferen-

que es el potencial de voltaje, y las ecuaciones di_ferencia

les nos quedan: 

cr = r+1, ••• ,r+s 

E.jemplo. Consideremos el circuito de la figura con diodo 

de túnel, la corriente que fluye a través del rectángulo pe

queno en la dirección mostratja es dada_ por la función no 11-

neal f(v) 

+ 
E -=-:-

L 

~ 

i 

e 
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la potencial de corriente del resistor es: 

P(i) I V di 
µ. \Jo 

µ.>r+s 

V - J vd(f(v)) = -vf(v) + J f(v)dv 
r o 

la corriente a través del capacitar es i - f(v) y como es 

en dirección opuesta de v, el producto irrv~ es -(i-f(v))v, 

quedándonos el potencial mixto 

P(i*,v*) = Ei + J f(v)dv - iv 

que nos dá las ecuaciones diferenciales 

L di = aP = E -v 
'dt a1 

e dv m: = - aP = av i - f(v) 

L~ función P para circuitos completos 

Decimos que un circuito es compl'eto si el conjunto de va-

riables 11 , ••• ,ir' vr+l'º'º'vr+s es completo donde las 

11 , ••• ,ir denotan las corrientes a trav~s de los inductores 

Y vr+1 , ... ,vr+s el voltaje a través de los capacitares. 

Veremos como construir P para este caso, recordemos que un 

círcuito completo puede ser dividido en dos sub-redes: 
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9lli y ~ tal que la corriente en las ramas de 9lli y los vol 

tajes en las ramas de ~v son determinados por el conjunto 

completo de variables, mii contiene todos los inductores y 

!D\r todos los capacitares, 

De nuestra expresión para P 

P( i*, v*) = I J V di + r µ. µ. 
µ>r+s 

= l 
µ>r+s 
~i 

cr=r+l 

J V di + l J V. di + r µ µ r µ. µ 
¡.i.>r+s 

el primer término es simplemente la potencial de corriente 

de mi1 y como i* determina todas las corrientes en las r~ 

mas de mi1 , podemos expresar éste término como una función 

de i* y la denotaremos por F(i*), 

Por lo visto antes 

l J 
µ>r+s r 

· quedando 

V di 
µ. µ 

= \ [v i 1 - J i dv J l µ µ r r µ. µ_ 
µ>r+s 

9ll1 



P(i*,v*) 
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= !<,( i *) + ¿ V i 1 
\J. ll r 

IJllv 

siendo la potencial de voltaje el último término en IJJly y 

lo denotaremos por G(v*) as! que: 

P(i*,v*) = F(i*) - G(v*) + I vi l 
!'Ulv ll µ, r 

el ~ltimo términq puede expresarse tambi~n en términos de el 

conjunto completo de variables 1·1 , ••• ,ir' vr+l''"''vr+s' 

para hacerlo necesitamos el siguiente 

Lema. Existe una matriz = +1, -1, O de orden 

r x s tal que 

\ Vi 
l \J. IJ. 

!lllv 
= 

r•s 

l Yf'<J if vr+a = 
f =1,a=l 

(i* ,yv*) 

La demostraci6n puede verse en la· parte II de la referencia l. 

E.iemplo. Trabajaremos con el circuito mostrado en la figJd. 

ra 
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la gráfica para el circuito 

.'· i . 1: 
1 1 

112 

10 

.... -·---~---·-· .. , .......... .__ ., .... -............ . 
13 

2 9 

escogemos un árbol máximo ..... :._, ........ ·--"'-"ff 

' 12 11 

6 

10 

9 

un sub-árbol 

6 

. ... "-·--·-- ¡ 

·-' 

4 

5 

4 

/ 
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siendo 'f' 

7 

8 

t • • 

3 

-~ 

• • 2 

y i 1 ,i2 ,i3,v4,v5,v6 forman un conjunto completo de variables. 

Construimos la potencial de corriente de !mi en donde s6lo se 

debe a. las ramas resistivas unicamente. 
1 13 

12 3 

10 

2 9 



-45'-

ahora determinaremos la potencial de voltaje de 91\r' debid.o 

a las ram~s resistivas 

' 
·falta determinar el tér.mino (i*,yv*) lo cual lo haremos 

considerando las mallas 
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y sus intersecciones con -e'. 
El signo correcto lo obtenemos determinando de que modo las 

corrientes de mallas i 1 ,i2,i
3 

fluyen a trav~s de los volta

jes v4,v5,v6 de r;' lo que nos da 

Si tenemos el potencial mixto para el circuito es 

1 2 1 2 1 2 
P(i*,v*) = Elil. + E2i2; - 2 ~lil - 2 R2i2·- 2 R3i3 + 

V4 V5 
+ J r1(v)dv + J t 2{v)dv -

o o 

y vemos que se cumple. 

di 
L ~~3 - R i + V = ..Qf.. 
3 dt - - 3 3 6 élV4 

= -

aP 
- 6V5 
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4. Circuitos no-oscilantes 

(4.1) ax ~ ax 
- J at ~ ax ; - J dt = grad p 

donde 
i -L O 

x=(v);y J= es positiva definida. 
o e 

Los puntos estacionarios de 
aP,..,., 

P(x), esto es donde -rx= O 

son los puntos de equilibrio de (4.1) y veremos bajo que con 

diciones todas las soluciones se aproximan al equilibrio co

mo t --7 co diferenciamos P(x) a lo lar~o de las soluci2 

nes (4.1) 

dP(x) = 
(x',Px) = -(x',Jx') 

Si el circuito no contiene inductores nos queda: 

.9.E = - (x' ex' ) 
dt ' 

ya que J = C y obviamente P decrece a lo iargo de las SQ 

luciones excepto en el equilibrio; ya que P(x) --7 co como 

l\x \1 --7 co y con el criterio de Liapunov decimos que cada 

soluci6n tiende a un punto de equilibrio como t ---? oo. 

Similarmente, si el circuito no contiene capacitares 

d (~:) = - (X 1 , LX 1 ) 

Ahora veremos como descrihir el sistema (4.1) por.otro par 

J*,P* en lugar de J y P, tal que 

-J*x' = P* (x) 
X 
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"¡ 

y que J* sea positiva definida ya que es 

una condfoi6n necesaria y suficiente para que un nuevo par 

J*P* describa las ecuaciones diferenciales en la forma ant~ 

rior es J*J-lp = P* tenemos que encontrar al par X X J*P*' 

tal que (x',J*x 1 ) sea positiva definida y P*(x)--? en 

como !xi~ oo. 
Si (J1 ,P1), ·(J2,P2) son dos pares que describen a (4.1) 

entonces una combinaci6n lineal de ellos también lo represen 

tarán 

Si. M es una matriz simétrica constante entonces el par 

J• = PxxMJ P* = ! (Px,MPx) puede ser una buena selección 

ya que 

y por lo tanto 

y obtenemos finalmente 

1 

J* = {,'U + PxxM)J, P* = ~p + ~ <_Px,MPx) 

en donde ,\ es una constante arbitraria, 

Ahora veremos un teorema muy importante para la estabilidad 

en donde P tiene la forma 
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P(i,v) = - ~ (i,Ai) + B(v) + (1,yv-a) 

en donde A es una matriz simétrica constante; y a es un 

vector constante tal que las primeras r ecuaciones corres

pondientes a los inductores sean lineales. 

L = L(i); C = C(v) pueden ser no lineales pero tienen que 

ser positivas definidas. 

Teorema. Si A, es positiva definida, B(v) + llrvll ~ oo 

como nvn ~ 00 . y 

para toda i, v, entonces las soluciones de (4.1) tienden 

al conjunto de puntos de equilibrio como t ~ en. 

Demostraci6n. Escogemos M y A del modo siguiente: 

M = 
o :] ~ = 1 

entonces 

o 

e 



en donde yT = transpuesta de y y 

en donde: y = L112 * y z = c 112 ~ con K = Ll/ 2 A.-l~-112 

tenemos 

(x',J*x') =(y - Kz, y - Kz) + (z,z) - (Kz,Kz) 

Y llKll 5- 1 - b ·entonces 

lo cual es cero si y solo si ~ = ~ = O; entonces 

es monótona decreciente excepto en el equilibrio y nos falta 

probar que P*(x) ~ oo como llXll__,. oo para hacer esto· a 

P la escribimos en la forma 

en donde a = P1 = -Ai + yv -a y 

U(v) = l [(a - yv), A-1 (a - yv)] + B(v) 

entonces 



.51 .. 

P*(a,v) = ~ (a,A-1a) + U{v) 

como A es positiva definida y B(v) + lyvl ~ a> como 

lvl -7 oo es claro que U(v) ~ oo como !vi ~ oo 

falta ver que lal + !vi ~ oo como lil + lvl ~ oo para 

esto tengamos la matr!z 

que es no singular y nos da la transformación 

. 6 

y= Sx 

ya que· (y,y) = .(Sx,Sx) 2. o. Per.o cooo S es no-singular y 
su valor propio es acotado despues de cero tal que (Sx,Sx)>O 

para x /; ºº Corro (Sx,Sx) > ).1 (x,x) en donde A1, es el 

valor propio mas pequefio de sTs !tenemos 

(y,y) = (Sx ,sx) > A, (x ,x) - ... 

en donde A1 > o; esto nos da 
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lo cual implica \al + \vi -7 oo para \il + lvl -7 oo 
aplicando lo visto anteriormente en 2¡ concluimos que cada 

soluci6n de (4.1) se aproxima al conjunto de puntos de equi-

. librio como t -7 OOo 



APLICACION DE LOS RESULTADOS AN'l'ERIORES A UN 

CIRCUITO BIESTABLE CON DIODO DE 

TUNEL, EMPLEADOS EN MAQUINAS 

COMPUTADORAS DIGITALE3 
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R L R 
lo --i 2 --

.¡., 

V~ J E:::=: g(v2) ! e g(v1) e 

CIRCUITO CON DOBLE DIODO USADO EH MAQUINAS COMPUTADOOAS 

La función potencial mixto para el circuito mostrado en la 

figura. 

p(i,v) = l [- ~ Ri~ + it (vk 1 - vk) + J
0
vk g(v)dv J 

k;ol. 

+ J
V:a 

g(v)dv 
o 

la cual escrita en forma vectorial queda: 

p(i,v) = - ~ R(i,i) + (1,yv) + B(v) - (a,i) 



y J
Va 

g(Vg)dv 
o . 

con nuestra función p establecida, veremos que sucede de 

acuerdo con mestro teorema. El circuito tiene un número f'i-

nito de soluciones de equilibrio. 

Las ecuaciones de equilibrios 

g(Va) = 
R 

geométricamente las soluciones las encontramos por medio de 

la figura en donde i = g(v) es la característica del diodo. 

'· 

l •g(v) 

V 
SOLUCIOHES DE EQUILllRID f·ARA !L CIRCUITO 
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se ve que tiene tres intersecciones y por lo tanto el nrunero 

de puntos de equilibrio serán cuando más 3n en nuestro caso 

3ª = 9 puntos de equilibrio, ésto no es lo deseable y lo so

lucionamos al restringir los parámetros del circuito de acue~ 

do a las condiciones establecidas en nuestro teorema. 

Vemos que B(v) ~ oo . como lvl ~ oo. A es positiva 

definida ya que A = RI ( I rnatríz idéntica) K = ti/a A-1 re l/a 

K 
Viª en nuestro caso = y ~ vemos que 

Rcl/a 
y por lo 

tanto "K"ª < L R 11 RªC el teorema establece que la condici6n 

para que no haya oscilación es ffK~ª < 1; y en nuestro caso 

~ < 1 es la condición para que no exista osciléi'ci6n. 
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