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Prélogo

Es de gran inter&s ganar la confianza del estudiante, y ha--
cer que pierda el temor que luego le provoca la Matemdtica, trato
de compenetrarme en sus actividades con este cuaderno de trabajo,
que mucho ha de ayudarlo porque esta encaminado a. todo aquel estu
‘diante con problemas en la materia, haciendo ficil y atractiva la
iniciacién, quiero entender las dificultades que &é11os tienen en
la realizacidn de sus estudios y aprovechar su experiencia, orien
tindolo y aprender juntos el mecanismo que presupone un cambio en
los procedimientos geométricos como serfa observar, apreciar, com
prender y utilizar algunas ideas bdsicas del fascinante mundo de
la Geométria; es menester subrayarlo, porque cast siempre olvida-
mos que hay diferentes concepciones encontradas de enfoque en -su
c¢lima cultural y pedagdgico, también puede estimular o inhibir la
labor de algunos a toda contribucifn original que se le pueda. --=-
ocurrir, mutilando asi la exploracién de sus ideas en el campo de
las aplicacifones, busco la mejor manera de motivarlos a entender
Tos conceptos bdsicos de la asfganatura con este material, donde
é1 aproveche su beneficio y pierda el miedo en su introduccidn.
Es ‘también, la invitacién para todo aquel profesor interesado ‘en
€1, para escoger los ejémplos que considere importantes y adabta-
bles para su curso, up trabajo cotidianc que por experiencia lo -
‘conocemos; como dar un curso, hacer y apiicar exdmenes parciales,‘
extraordinar{os, asesorias, étc., en donde el profesor logre ffag
mentar su curso segin lo considere pertinente.

Gran parte del material recopilado para preparar este traba-
jo, procede de 1ibros ya conocidos y autores de gran prestiglo --
académico en sus investigaciones y publicaciones, dedicadas algu-
nas de ellas a estudiantes de Bachillerato. Algunas obras son
accesibles at alumno, y las menciono.al final, son indispensables
‘para retroalimentar la informaciﬁn,‘sugerenciés del andlisis de -
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estas cuestfones tan importantes, ademds se recomiéndan para en-
riquecer su bibliotaca personal e incrementar su acervo an mate-
ria geométrica d&ndole priaridad a invertir mis tiempo para la -
fuvestigacién de complementar: artfculos, comentarios y proble--
mas abiertos para su divulgacidn.

Para los autores con todo respeto mi afecto, mi agradeci---
miento, mi reconocimiento, por reunir tedos los atributos en la
formaci8n de este cuaderno de trabajo y formular asf, “una parti
cula de la geometrfa euclidiana® con apego a les libros donde ~
hemos tomado el saludable concepto de cultura. :

Un enfoque agradable que reline varias expresiones, comenta-
‘rios y problenas acccesibles, donde el planteamiento en algunos
de é11os se dd, adelanto procedimientos en otros probiemas que -
poseen mis realidad o dificultad, el trato no suele a la postre,
ser un flan, pere si tenemos 1a esperanza de aumentar.la presen-
cia de nuestro esfuerzo sin perder riger cientifico, ante los au .
tores y criticos que ya ocupan un lugar famitiar en Yo académico.

México, D. F,, a2 23 de Enero de 1990,

BT OE N T AMENTE

BENJAMWIN LOPEZ SIETE
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COMO UTILIZAR EL TRABAJD

En este cuaderno de trabajo se recomienda mucho pensar en las activida--
-des, cuestiones y problemas que en &1 se plantean. Y Jo cual, para el lector
debe proporcionar una particula de elementos bdsicos, necesarios e indispensa
bles para poder asi, hacer una Tabor individual o colectiva al presentar un -
examen, preparar algin tema, alguna practica, etcétera.

{os ejercicios son variados en el estilo de respuesta, Tos puede encon--
trar de opcion muitiple, por completar, abiertos, de trazo, para investigar,.
de hacer cdlculos, conceptuales, etc.

. En los de opcién multiple solo hay que buscar la respuesta analizando todas
1as que se le presentan.

Los ejercicios por completar, se tiene que algunos ya estan empezados, solo
faltaria concluirlos.

Los ejercicios abiertos, considero lo de siempre, hay que dejar algo al es-
tudiante para que su trabajo también cobre su esfuerzo y dedicacién.

En los ejercicios para investigar, habra que consultar en la bib]iografia -
Ta ¢laridad de los conceptos, definiciones. téeminos técmicos, etcétera y -
procurar retenerlos.

Los ejercicios de trazo tienen por asi decirlo que hacerse con regla y com=
pds, para disfrutar de la teoria euclidiana en los mis remotos tiempos; al-
qunos se prestan para ser practicados en el taller do: costura, herrer\a. -
carpinteria, pintura, etc.

Los de cdlculo, tendrd gque plantearse algunas ecuaciones u operaciones para
darle solucidn al problema. ’

Si se pide memorizar los postulados y nociones comunes. "higalo, e5 la idea
fundamental para demostrar teoremas,
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. Los problemas conceptuales caerian en el terreno de Ja fnvesti-
gacién por ejemplo: punto, plano, recta, étc.

Las proposiciones o teoremas, que empiezan en la pédgina 119 es
tén mids claras sus indicaciones para cfimo abordar esta original
manera de trabajarlas, solo recuerde que las Titerales numera--
das tl‘ Dl, P3 son la etiqueta de un teorema, definicidn, no---
cibén comiin o postulado segdn el nimero que tenga.

E! manejo de este cuederno debe ser labor del estudiante-pro-
fesor avalar la concepcidn descrita y cuidadosamente elegida para
su curso, dado que el estudiante tiene que reforzar sus ideas en -
la bibljografia sefialada por el profesor de su curso y esto puede
ser, diccionarios, enciclopedias, textos, guias, programas, folle-
tos, apuntes tomados en clase, asesorias, pricticas, trazos, y to-
do aquello que pueda ayudarlo a trabajar con la Geometria Euc}i---
diana.

$i encontrara dificultades en }a labor de preparar su examen
o tema, pienso que algln profesor del drea podrd asesorarlo; natu
ralmente implica haber Jeido, para tener Ja minima idea de lo que
es el complicado arte geom&trico para ajustar ideas muy vagas qui-
28, pero muestran el deseo de hacer las cosas con armonia obligato
riamente,

En el apéndice de mi trabajo se apaxaun comentario sobre algu
nas cénicas y veintitres definiciones de 1os elementos. de la Geome
tria de Euclides de las cuales, algunas tendrin que ver con las ««
respuestas de Tos ejercicios y las demostraciones de s6ic aigunos
teoremas propuestos, con 1os cuales puede usted y el profesor adap
tar o armar un minjcurso, y dentro de las reglas de la razén si --
asi 1o requiere hacerio progresar confirmando vesultados en este -
trabajo y su bibliografia, pero aqui radica precisamente la expli-
cacifn e investigacién de cada concepto, problema o figura, para -
con esto atrevernos a decir aue es una "Particula de T1a Geometria
Fuclidiana®, precisamente por Yo reducido gue es la profundidad en
torno a 105 temas del cuaderno; esto es pensando en el estudiante de Bachillera
to. : :
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“EUCLIDES, LA TRASCENDENCIA DE UN PUNTO"

Rpunte biogrdfico con una -~
particula de sy vida y abra, dos
aspectos por conocer de un modo -
jgual y no estdn mis al14 de la -
disputa.

Se registra en la historia -
de las Matemdticas escasas refe-~
rencias del mas famose gelmetra «
por naturaleza "Euclides®, siendo
sy nombre sinénimo de la Geome---
tria Elemental, &1 osteata las --
ideas caracterfsticas con la re--
gla y el compds, sin perder actua
lidad, vierte e] pensamiento geo-
mtrico de sus antecesores dindo-
te cuerpo y forma en la ohra ma--
gistral 1Tameda “tos Elementas".

Su obra, ejemplo de una cuasi perfeccidn, fue modelo y guia gque fiumind mdlti
ples pensadores tales come psicdlogos jurisprudentes, artistas, cientfficos,
etcétera durante mds de 2000 afics. Ha dado el sustento abstracte en su pen-
samiento pero nadie puede participar completamente en el debate sin estar fa-
miliarizado con el sistema auclidiano.

Griegos y drabes discuten en tormo 2 su vida, pero tanto 105 primeros cg
wo los d1timos na poseen fuentes definitivas. La Viteratura critica {,..)-=
muestra una interpretacidn clara y precisa de sus jdeas.

Las fuentes de inveétigacién (...) sefialan que Euclides el gedmetra fue
Hijo de Néucrates y Berenice, niets de Zenarco, todos ellos griegos: natural-
de la ciudad meridional de Tiro,localizada a las orillas del Mar Meditervdneo -
{hoy pafs de Libano) y domiciliadn en o que conocemos camo la giudad de ~ ~--
' Damasco.
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Fue educade en Atenas y posteriormente vivié an Alejandria, otra ciudad cue --
se encuentra en el delta del Nilo. Esto ocurre alrededor del afio 295 antes de
1a era cristiana, aunoue uma fecha concreta d2 sy nacimients ro se comoce de ~
- manera exacta.

Al amparo de todas las probabilidades y como el frute del esfuerzo de -~
los comentaristas Pappus (300 d. de C.} y Proclo {410-485 d. de €.} bizantino
este (iltimo, su FieY sequidor y comentarista, nos permiten valorar mejor  sus

opinfones en el terrend de 1 qeometria. o g4 demuestra sus comentarios con

un valor puramente histérico, sin contar con lo dudoso de su origen, Fué mds
Joven a los alumnos de Platén y mis viejo a frat8stenes {275-198 2, ¢e C, ) ¥
Arquimides {287-212 a. de C.). Se dice wue fue un hombre de estudio genial, ~
modesto o incandicionalmente honrado, afable y con afecto de reconocer el tra-
bajo original de otrns: con los cuales mostrd amabilidad y paciencia. Podria-
mos decirlos ast; que estuvo en uma situacin de privi legin, ademis de favera
ble y con la tutela del Rey de Alejandria Ptolomes, su hijo el joven Princi-
pe Ptolomeo I, le pregunté al maestro que si no habia una manera corta y ficil
de aprender geometria, a cuya pregunta replica el maestro: "Oh principe, no
hay camino real que conduzca a la qeometria®,  €5to por supuesto en un torno -
afable v bondadnsa, perc no pueds entenderse gue &1 fuera por ello servil y -
adulador con Yos poderosos. (...)

Se cuenta tambi@n que ensefaba Metem&ticas en el famoso Museum, lugar ---
destinado a las nueve musas oue protegian Tas ciencias y las artes,'acadcmia -
dotada de ampliias instalaciones e insert;da en el palacio ptolomeico en Ale--
jandria; y el pionero de la {lustre Escuela Alejandrina donde se mantuve mu~--
cho tiempo. AJ parecer recihiS educacifn matamitica en la escuela Platlnica
de Atenas, Se advierte que los historiadores de la MetemStice ariega no dan -
cabal crédito a todos los datos apertados por los drabes, ya aque Bstos tuvie--
ron Ya propensién de rellenar inevitables lagunas de la historia con noticias
inconexas en este animado ajetrec, y enlazar su cultura con la de los griegos
y pueblos orientales: pero, adn asi, no hay que negar credibilidad a sus apor-
taciones y aproximacidn de las diversas posiciones gue intentavon definir la ~
vida de Euclides. La base de esta afimacitn radica en el silencio de sus co
mentarios que guarda Procle referentes at gefmetra, donde no hubjera pasado:=---

¢...) 10. 18



#a

por alto esta consideracidn al referirse a la escuela Alejandrina, siendo ¢r~
mo era el transmisor de sus tradiciones. Y algo mds, segdn datos capturados
por Proclo, Euclides tuve ideas platdnicas puras como razdn de ser y ilevar -
aportes metodoldgicos a la Matemdtica en donce es indudable of idealisme pla-
ténico con 1a filosofia del maestro

Toda ests expansién fug 1levada dentro de un clime de ambiente progresi-
vo y desenvolvimiento cientifico; gractas a los esfuerzos y dedicacidn de sus
pradecesores de fuclides, como Tales de Mileto (640-546 a. de C.}, Pitdgoras
(560-500 a. de €.}, Eudoxo. de Cnido (403355 a, de C.), Platén  (428-347 «
a. de C.). Este iiltimo se interes§ por la geometris a1 grado de poner una ing
cripcifn en el aula que decia: “Hadie traspase esta puerta sino sabe geome- -
tria®, as era el nopbre de la Academia, singularmente imporiante, por que,
para Platdn, la Matemitica se caracterizaba por su aspetto intelectual - ~ ~
“apoydndose en ideas puras por 1as que empieza, procede y concluye la demos-~
tracién, dirfamos un anilisis regresivo que se determina 8 través del conoci-~
miento; es decir, demostraciones rigurosas, preparando 21 camino que Fuclides
habfa de transitar. Y que el mismo Euclides pose por objete Tinal de sus ele-
mentos 13 construccion de las figuras platdnicas {cuerpos regulares).

. Déntro de sy vida y obra se dan otros factores permanentes; que ordena ~
varios trabajos de Eudoxp de Cnido, que mejora Tos de Teteto (7}, que reunig
y did demostraciones de todo 1o que sus predecesores no habian probado con sy
ficiente rigor, componiends asi los “Elementns de Geometria", que hoy comenta
mos, adniramos y analizamos especialmente por el orden que alli reina, por la.
eleccién de teoremas y problemas tomados como fundamentales, ys que no inser-
ta todos.los gque podia dar, sino solamente squeilos gue som aptos para los- -
Elementos, y también por 1a variedad de razonamientos, los cuales tienen un -
valer eterno por sus vigorosas corrientes, dado que convence unas veces par--
tiendo de los hechos, otras de 1as causas, pero siempre son irrefutables, - -
exactos y dptadcs‘de ung experta disciplina de cardcter cientifico. (...)

La multiplicada obrz euclideana identificada en griege ¢on e} nombre de
HTtois™" y en latin “elementa”, la cual conocemos actualmente por Tos "Ele-
mentos", palabra con la que los antiguos griegns designaban las colecciones -

(?) Matemdtico (...} 15, 18, 19
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de teoremas y problemas de geometria que se deducian unos de otros a partir -
de ciertos principios. Todavia muchas soluciones que did Euclides a problemas
esenciales en la geometria, han provecado “consecuencias dtiles® para el pen-
samiento abstracto de ayer y hoy; la persistencis de los teoremas matemdticos,

~que se mantienen inconmovibles hace ya mds de 20 sigles: no hay duda que se--
guirin siendo durante mucho tiempo el ejemplo mds cumplide que se pudiera -
citar de una "teoria deductiva" con el aparato 16gice que 1a sostenia, no era
en modo aiguno irreprochable.

Provoca el malestar de los filésofos la primera impresidn que produce el
sistema: es ser frigil en su vinculo unitario, el grado de evidencia ya no es
el mismo, las proposiciones se refieren a construcciones, otras a propiedades
y el quinto postulade tiene todo el aspecto exterior de un teorema.

Y bien, el proceso histdrico que dié lugar a Ta critica principia, a pe-
sar de la claridad de un problema, el recurso 16gico es! buscar un resultado
extrafio  para nuestra intuicidn, que no rifia con la légica. Es claro que hoy,
después ae mis de 2000 aifos de critica, no valoramos igualmente ese esfuerzo
y la admisin tdctica e implicita de otros postulados. Por lo tanto, esa sen-
sacion de majestar desaparece si se-analiza el sistema a fondo, reconocer en
el sistema, 1a base de las construcciones geométricas y por tanto la existen-
cia de las figuras.

De esta manera, aunque no vacila el gedmeira, tiene el ovroblema de con--
vencer, que mucipas proposiciones eran conocidas antes de é1, pero faltaba or-
ganizarlas ldgicamente, que fue 1o que hizo finalmente. Su contenido, provie-
ne en gran parte de los pitagdricos, Eudoxo,' Platon y Aristételes, por los -
cuales Euclides era adepto, y fue por ellos que adquirid poderosas ideas, Y
su trato con filsofos mejora, aunque pierde algo de sionificado por el quin-
to postulado, pero gana el interés de sistematizar la geometria de aquel tiem
po; hay varios teoremas en los “Clementos", a bien decir, que no son de ély
repito; su verdadera grandeza radica en la ordenacién de la geometria de su -
época con un sistema deductive. £} encuentra pocas propiedades geométricas -
sencillas y se propone a demostrar todas las restantes como una consecuencia
16gica de 2llas, les Jlama axiomas o postulados, también definiciones y axio-
mas. La distribucion se da en dos grupoes: postulados y nociones comunes. Ho



da demostracion alguna para estos. Euclides €1igid como postulados a proposi-
ciones que tuvieran sus raices en la experiencia comin; lus imagind como cier
tos y evidentes de acuerdo a la realidad.

Impregnado por la filosoffa que tuvo Euclides de los diferentes sofistas
de casi todas las escuelas principales del Mediterrdneo come son Samos, Quios,
Atenas, Rodas, Alejandria, etc. Da un nuevo auge para las bases en los proce
dimientos de 1a dialéctica y sus viscisitudes; 1a intencién principsl es que -
hay entre las ciencias, grados diversos de abstraccidn y racionalidad, que .-
permiten ordenar en serie hechos, ideas y palabras; esta consideracidn da a -
su-vez, la posibilidad de una nueva lectura abstracta, racional, concreta, em
pirica y material; y por 1a simplicidad ganada, podemos emplear las palabras
de 16gica formal. Por que, también fue considerado el Padre de la Ligica Mate
matica, por que compendia y abarca el panorama de la realidad fisica con su -
libre pensamiento,. donde una simple abstraccifn explica con desacostumbrada -
claridad la idea de “concepto” o “término® para punto, recta y plano y conju-
ga a la vez estos objetos en figuras o esquemas, problemas profundos y super-
ficiales, verdades o absurdes para algqunos pensadores, provocando asi 1a des-.
confianza de los matemdticos. Por eso, 105 "Elementos" estan lejos de alcan--
zar la perfeccidn aspirada por Euclides, pero han merecido ia admiracidn de -
1a' humanidad estableciendo un modelo de demostracidn rigurosa en su procedi--
miento axiomitico, que tanto bien le ha hecho a la Matemitica Moderna.

Hablar del "quinto postulado” seria caminar y tocar la piedra con ia . -
cual tropezaron los mas doctos precursores de Euclides, 1a piedra que cimenta
en la actualidad toda la geometria y que, sGio la critica constructiva tenia
el derecho a obscurecer el gran monumento de su obra, pues todos aguellos in-

. tentos por demostrar dicho postulado a través de veinte siglos fracasaron{de,
ahi, la firmeza de esa vieja geometria, wodelo e arte, y hoy sin duda es el
antecedente de las nuevas geometrias. Y segdn los criticos, el axioma de las
paralelas jamds fue susceptible a una demostracién para eliminarle como postu
lade y poder asi Timar la cresta natural de aquella piedra del camino.

Su obra se formé por trece Tibros cuyos temas son conocides, se abren -
con una serie de definiciones (claro es, en el vocablo utilizado por Euclides
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¥ son mds bien "terminos”) de tal manera que su funcifn consiste esencialmente
"en fijar 1a existencia, de modo dnfco, de 10s entes fundamentales: punto, rec-
ta, circunferencia y poder asi construir su geometria. los libros I, II, IV,
y VI, tratan de 1ineas, dngulos, dreas y figuras planas regulares, tienen ----
caracteristicas pitdgoricas, el libro I11 habla de circulos, el libro V y no -
muy conocido, justifica propiedades de las proporciones atribuidas a Eudoxo, -
y el VI habla de Tas figuras semejantes, es decir, la aplicacidn de esta teo--
ria a las magnitudes geométricas; los libros VII, VIII y IX son aritméticos y
dan una descripcidn bdsica de 1o que hoy conocemos como la Teorfa de Himeros.
€1 1ibro X toca el tema de la irracionalidad del ndmero, muy importante para
los analistas; es clave puntualmente para el método exhaustivo; después del --
1ibro X! de geometria elemental del espacio en donde se estudia algunas propie_.
dades de las rectas y planos; el XIf, que trata de cuestiones planas y del es-
pacio, incluye los teoremas para cuya demostracida se hace uso del método de -
exhaucidn y finalmente tenemos el Vibwe XIII, que comprende una sewrie de pro--
piedades de geometria plana y del espacio, trata de la construcién y compara--
cibn de Yos cinco poliédros regulares inscritos en una esfera y con la demos--
tracidn de que no pueden existir otros, de los cinco conocidos como reguiares
de Pitdgoras y alabados por Platdn, asf pues, se cierrvan los "Elementos" de --
Euclides. En uno de los trabajos mds ldcido y bellos que sg haya escrito en
Ta Matemdtica, una obra geomética de la fuclides habia tratado abundantemente
con su disponibilidad caracteristica y es Gtil recordar 1a consecuencia obteni
da al haber recogido suficientes datos especificos y arregiarlos con admirable
orden para exponerlos, fendmeno muy interesante conforme a las exigencias de-~
mandadas por la cultura griega. Es tanta la substancia derramada, que de - -
acuerdo a Tos cdnones de la historiografia cientffica, se inici6.a desentrafiar
al material técnico ya construfdo, algunos fragmentos han 1legado hasta noso--
tros para los.cursos elementales que tuvimos.en aguellos afios mozos y preesco-
lares en donde indudablemente nunca se nos mencion6 la procedencia de ‘IA geome
trfa que estamos trabajando y que perdurd en la ensefianza durante mds de dos -
milenios.

#0Th: Antes de continuar, la sefal {,..) significa la referencia .
a Yos 1ibros niimdéracdos de esta bibliografia que tiene el cua
derno. Por ejempio: {...) 24 , 10 , 1t ., g



Sin embargo, sin esta obra tal como nos la presentd seria imposible en--
contrar verdades nuevas, ademds no se 1lega a éstas combinando ciegamente los
resultados obtenidos, como ya desde 1a antiguedad, y quizd en el seno mismo -
del recinto glejandring se ocuparon de revisar otros trabajos en su extructu-
ra original,  en donde decenas de problemas poco o mal asistidos cientifica-
mente fueron intervenidos y esto caracteriza varios hechos, antes de Euclides
y después de &1 como acaese, por ejemplo con el teorema de Pitdgoras, proposi
cidn nimero 47 de los Elementos Tibro I.

Todos los que de algin mado hemos te-
nido la oportunidad de estudiar el teorema
pitagdrico, pensamos o creemos que fue el AN
propio Pitdgoras quien lo invento, pero la
historia muestra cosas diferentes.

En un caso particular esta es la de--
mostracion griega del teorema para un tri-
dngulo isbsceles. Donde Socrates en el Me-
non de Platén, usa el esquema que sefiala -
la figura (eo } para convencer a un joven
esclavo de la verdad de un teorema. Fia. (eo)

Criticos contemporineos y entre ellos Arthur Schopenhauer en su tratado
de filosofia, "The World as Will and Idea" lanza sin razdn aparente, un fuer-
te atagque a la demostracidn euclidiana del teorema, segin la cita dice "esta-
mos obligados a admitir que )a conclusidn es cierta, pero nos sentimos estafa
dos de alguna manera", al no digerir esta verdad, somos como un médico que co
noce Ta enfermadad y como curaria, pero no comprende el por qué de la cura re
sulta efectiva. Resulta exagerada su especulacidn, sin embargo, con esta es--
tructura espacial un lector puede decirlo pragmiticamente como & lo sefala -
eludiendo et camino recorrido por tuclides, e ir alli directamente. Pero, no
obstante, estamos hablando de conocimientos matemiticos y su observacidn ca--
bria si analizamos la profundidad del comentario diddcticamente en la actuali
dad, y siento- sinceramente que no estaba equivocade Schopenhauer; camo tampo-
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co resultaria mala la aportacidn de otro M
personaje tal como fue un Presidente de
los E.E.U.U. James A, Garfield con una
de tantas demostraciones de la propoesi--
cifn 47 tomo 1 de los Elementos, donde -
aparece por primera vez un Semanario en
Boston Ylamado “The Rew Englad Jornal of

Educatifn” - lo. de Abril de 1876. Vea - p
figura (el).

Esta es su demostracidn; recuerde - fig. (EL)
el drea de un trapecio con base mayor y menor; si duda que AEZD no es rec--
tidngulo, trace un punto medio M en ED y construya una semicircunferencia con:
radio MD, 1o cual es seguro que contenga al punto B y £, luego entonces por
el teorema de Tales el EBD es recto.

El drea total es igual a el drea del tridngulo EBD mds 2 dreas de los -
tridngules ABE y BCD que son rectdngulos por construccidn, en donde resulta-
ron estos Uitimos ser congruentes. Digo que, al igualar dreas obtengt:

Jx+1)2(x+‘y) . z.dz +2 X-Y

2 2 A
x4y, '"é_ fx.y Multiplicamos por 2 toda la -

igualdad, al fin estamos en -

o pteno siglo. XX.
2 _ 2
(x +¥)° = z°% + 2xy

2 2yt v = 2% 4 2y

& + y2 = 2% resultado esﬁerado.

Demostraciones da. este importante teorema con poco esfuerzo aparente, -

de u'naylarga cadena de razonamientos deductivos con un sélos objetivo de 1l
gar a la comprensian, y tenemos bastantes, usted lector decide cual ha com--
prendido mejor después de hacer visto una tercera ~de estos personajes. que
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he citado; la griega, mostrada por S0crates, y la de un aficionado presiden-
te 0 la deliciosa demostracién de Barvalle.

Las preferencias de 1a obra euclidiana pueden ser tan grandes como se -
desee, pero la armonia es increible e interesante cuando esculpen su forma -
de pensar en los contrastes artisticos, psicolfgicos, cientificos y demds, -
de estas diversas almas que simpatizan con la delicia geométrica en su res--
pectiva época, como pasatienipo e investigacidn.

No menos hermosa, elegante, sutil y dindmica, puede ser otra demostra--
cifn que Ta presentada en cinco pasos y publicada en 1945 del teorema pitagd
rico y pertenece a un matemdtico de Mueva York, Herman Barvalle, es quizis -
1a mds bella para mi gusto, por lo elocuente, Vea figuras (ez). {...)
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En unas cuantas palabras sencillas, delicadas y narrativas, Euclides re-
sumid la situacidn y dis 1a férmula plagada de detalles en forma sensitiva y
suave para los matemiticos que le continuaron.

Muestra algunos principios de concepte, veintitres definiciones para 1la
geometrfa plana, cinco tmportantes postulados entre otros, cinco nociones co-
munes y empieza a conjugarlos deductivamente y esto es el chispaso de una fla
ma que nunca mds se. apagard, y €sto es lo que yo llamo "URA PARTICULA DE LA
GEOMETRIA EUCLIDIANA", los comentarios, demostraciones y las consecuencias --
quedan ‘en una lista muy corta de problemas domdsticos gque encontrard en el --
resto de este cuaderno para alumnos del Bachillerato, como el Colegio de Cien
cias y Humanidades, y especialmente del plantel sur, acorde con sus programas
actuales.

Sin duda alguna, hoy dfa el producto de su trabajo provoca, motiva e --
inspira a otros a seguir su método; y as{ destaca uno de los triunfos cientf-
ficos jamds escritos.

Un hombre del que casi no se sabfa gran cosa, sélo su inmortal obra, sin
embargo, sus postulados expuestes en los primeros ejercicios de esta tesis so
bre todo el quinto, donde otros estudiosos 1o sintetizan diciendo "Que por-un
punto exterior a una recta sélo puede trazarse una y s610 una recta paralela
a la primera®”.  Confundian las criticas ¥ los ricos comentarios de sus prede
cesores, y una vez recopilada su obra, &1 presupone la deduccién material que
le da forma, y ésta exige trabajo inductivo previo a reunir el material que
organiza al encontrar un sistema minimo de principios conceptuales que se pue-
dan deducir en su funcionamiento a falta de una demostraciGn propiamente. di--
cha. Y para los 1¥mites trazados de objetividad 1leva un caricter cuasi-me-
cdnico en nuestros razonamientos, pero aidn asi tenemos conciencia que la gen-
te dedicada, aficionada, artista ; cientifica prometen resultados en las di---
versas geometrias se 1lamen como se 1lamen, a partir de ésta, ademds somos en
seflantes hoy dfa-potencialmente y alin no queda satisfactoriamente acentuada -
la conformaciGn de la Geometrfa con la cual nos iniciamos.
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INTRODUCCION

E1 sentimiento de 1a evidencia es engafioso y su dominio varia segin el -
temperamento intelectual de cada uno en el curso mismo de una demostracidn, y
para necesidades de 8sta, donde la experiencia en nuestra escala de la deduc-
cibn geomética cldsica se revela defectuosa en muchos puntos, no sin poder --
Justificarla, sino por una suerte 1lamada la evidencia intuitiva, tanto por -
st uso propiamente cientifico como por sus implicaciones filosdficas, para --
1egar a ser una ciencia racional. De ahi el papel pedagdgico privilegiado --
que tiene la Geometria, y desde entonces no ha dejado de reconocérsele. Si se
le nace estudiar a los nilos, es menos para ensefar algunas verdades, que pa-
ra disciplinar un espiritu sano, considerando que su prictica da y desarrolla
el nabito del razonamiento rigurozo. (...)

Una demostracidn o una definicién no es mas buena o wala, es solamente -
mejor o menos buena que otra; y esta cualidad, a su vez, varia segin el lec--
tor o el oyente. Pedagdgicamente, la buena definicifin, 1a buena demostracidn,
es la que el alumno comprende. Esto puede Ylevar lejos. Para un estudiante, -
1a verdadera definicidn de la recta, triingulo, elipse, etcéteras no es.la --
que aprende de memoria, sino algo como: "una Tinea hecha con regla", "una £i-
gura de tres Jados rectos", “un circulo alargado”, etcétera, etc. La buena de
mostracion no es 1a que escribe en el cuaderno, es la figura que la acompafia.
Si solamente la buena demostracidn es el argumento eficaz édonde nos deten---

.. driamos?

Se discute aln para saber si la consideracidn de las figuras es esencial
a la especulacién geométrica. Eminentemente que si, por que se observa que -~
Jas demostraciones geométricas cldsicas son tomadas como modelos; entonces es
verdad que la intuicion, contemplacidn y adn su construcciGn deben’intervenir
ahi,



Esto nos hace pensar que un concepto entre 1os primera principios como -
recurso a proposiciones primeras invoca a la imposibilidad de demostrar-tedo,
y las razones que valen para la demostracion, valen evidentemente para la de-
finicion. Se define un término mediante otros términos y estos a su vez me---
diante otros, de suerte que para evitar la regresidn al infinito es necesario
sin duda detenerse en algunos "t@rminos no definidos" los cuales dan un tipo
de alfabeto geométrico, que sirva para deletrear, es decir entran como elemen
tos para componer las definiciones, pero ellos mismos son indefinibles, Estos
indefinibles son los que conviene enunciar a la cabeza de una teoria deducti-
va y no las definiciones, estos intervendrdn posteriormen;e. para justificar
proposiciones nuevas con la ayuda de las proposiciones primeras. Definir "tér
mino" que también puede traducirse a "concepto" o “deficinién" y como defini-
ciones no tienen mds que su apariencia se reducen a simples descripciones em-
piricas, comparablés a las que daria un diccionario, son propiamente "“DESIG--
NACIONES", esto podria pensar alguno de nosotros, pero para Aristoteles y ---
Platdn, "término” desde su punto de vista, tiene un significado REAL antes --
que NOMINAL, esto es, nos indica el objeto al cual se le atribuye de cual----
quier mode la “EXISTENCIA™ fuera de nosotros en un mundo inteligible. Asi el
pensamiento une conceptos elementales para engendrar conceptos mis elevados.
Por otra parte, 1a mds notable definicién Euclidiana aparece a menudo como ==
"fénnﬁ]a recdpﬂativa" de un desarrollo nistdrico de Yos conceptos y precisa-
mente a travas de la historia, reciben una explicacidn plausible. (...}

Por ejemplo, punto, recta, plano carecen de una definicidn precisa, pe-
ro 1o que.se puede asegurar. es que cada uno de ellos es una nocidn abstracta
y para manejarta se requiere de una representacion concreta de ellos, de.aqui
la importancia de-las figuras:

Toda materia cualquiera que sea implica tener herramignta propia para --
Mevar a cabo investigaciones, practicas o pruebas.de estudio; asi por ejem--
plo: un bidlogo necesita principalmente un microscopio, probetas, mechones y
demds. Un astronomo requiere de un teléscopio, cémara fotogréfica, bdsicamen-
te, y otras cosas.

Las herramientas en geometria son: el 1dpiz, regla, compis, transporta--
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dor, juego de escuadras, etcétera, etc. La wtilizacidn asecuada de esta herra
mienta garantiza y di facilidades en un intento por definir, postular, trazar
alge auxiliar y hacer una que otra demostracién sencilla etc.

Si deseamos que se detecten problemas que recuieren de asesoria matemdti
ca, sin duda nuestros recursos propios son hiscar y dar ta solucidn a proble-
mas simples en las diversas necesidades fundawentales.

Lo cierto es que, en el desarrollo auténtico de estudiar se recomienda -
tener capacidad de lo concreto, para comprender el cambio controiade que nos
proporcionan los simbolos, 1os nimeros y las figuras. Valorar las perspecti-
vas de un largo desarrollo que permitid diferenciar niveles de experiencia y
optar por recopilar informacion diversificada en la extructura. formal para --
que coadyuve a formular 1a participacidn en ¢l dmbito geométrico y observar -
formas que satisfagan un criterio complementario.

Por ejemplo, es de interés, si con-
sideramos como Tineas rectas los rie-
Tes de una via en un tramo plano, al
observar 105 rieles éstos son parale-
los sin duda alguna, sin embarge el -
paralelismo de los rieles de via dej-
tren, "cambia" al verlos en sentido -
perpendicular con respecto al horizen
te, estos aparentan cortarse en algdn
punto, fig. {eg}; pero la realidad .en
Ta Gegmetria Euclidiana muestra que -
no puede ser.

Fig. (93)

Esta forma de verlo asi, busca acceso debajo de toda evidencia entregar
una {dea.mis al postular "el punto al infinita", y poder.asi argumentar, o --
deslizar la sospecha de que las lineas paralelas se cortan en un punto, ase--
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gurarlo por naturaleza. La cual ya existe en otras geometrias, las 1lamadas -
no. euclidianas; comprender dicho postulada en una primera impresidn, parecéria

una exposicidn espectacular, e iacluso ante nuestros ojos, bajo nuestros pies

pude darse tal autenticidad, como mediacidn de la realidad,

Soio 1a reflexidn proparciona Ta justa medida, y al mencionar la tenden-

cia a nuevas geometrias esto implica
dar crédito a que en éstas existen -
cuadrildteros con seis vértices en--
tre otras variedades; si partimos de
la idea de abstraer lo siguiente, --
prequntédndonos:

iCon cudntos puntos trazames una ---
recta? ;____

iCon cudptas rectas determinamos un
punto?
Y ahora icon cudntas rectas formamos

un cuadrildtero ?

.

4
Va3
v2
v5
Fig. (a)

De estas cuestiones primjtivas, puede verse en 1a figura (a) un bosquejo

de tal cuadrilitero.

Seguramente estard preguntdndose {Qué sucede con un cuadrade o rectdngu-
10?7 51 se combina 1a caricatura (53 ) y las figuras (a) (b) y {c), obtendrs

sus respuesta.

,’- 00
\
Y
A Y
Xes
Fig. (b)

4

:S{;v‘h
) ~

S,
\

-
'e

Fig. (0)

Ve
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Mis adin, pongamo$ una idea en exceso,
exploremosla de acuerdo a lo  que miramos,
es decir, si pudieramos prolongar la via -
del tren sobre 1a superficie del planeta -
se podria afirmar que la Tinea recta no --
existe, . Estaria usted de acuerde
con esta triviatidad de que la recta es --
una circunferencia isi 0 no? , pe-
ro antes analice la figura (d). Esto seria
condimento para otra geometria cuyos orige
nes fueron la criticapermanente da una ex-

tructura creativa a la Geometria Euclidiana. fig. (d)

$i usted duda de los efectos anteriores también dude en este principio de
cardcter universal y puede constatarlo.

Convenzace o proteste sobre esto gue
mira ¢n la figura (e), que su ldpiz se do-
bla al ser introducido al recipiente con -
liquido agua, {Por qué ccurre esta e inves
tiguelo?

Su argumentacién no efimina 1a posibi
Tidad de tener hoy dia 1a clara idea de --
constituir una verdad evidente.  Como aca-
ese con la definicién nimero 7 euclidianma,
mis en sus efectos podemos responsabilizar .
e involucrar otras verdades. fig. (e)

0y “Una superf_ic_i_e es plana Asi podemos trazar sobre ella.uma linea recta .en
cualquier posicidn”.

si apreciamos este principio que caracteriza a la geometria Euclidiana,
y sin entrar en una discusidn detallada de los pormenores, 1o cual se podria
dar cominmente de manera sofisticada hoy dia en la matemitica moderna, conlle
varia a plantearnos con estudiantes de otros niveles escolares diferentes p}g




" . mos la superficie, develviéndola a su posi--
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guntas recreativas con sentido critico de una forma de apoye en la simplici--
dad, sencillez para estimular una actividad esencial, no dafie la wadurez de -
quienes se han entregado al conocimiento pro

fundo de la Geometria.

Al trazar una recta sobre 12 superfi--—-
cie‘, la admitimes como tal; vea !J7 y figuras
(f}, (g) y (h}, pero si sobre ess superficie
encimamos una alfombra, papel o un mantel en
donde estos toquen todos los puntos de dicha
syperficie, es claro que, esta seguird sjen- fig. {f)
do plana, y es mds podemos trazar otra v ~--
otras rectas sobre ella, sin embargo al arry
gar la alfombira, papel etc., una vezr traza-~
das las rectas, ocurre un fenBmeno muy extra
fio, la 1inea existe, pero ya no es recta, y
por ende la superficie tampoco es planma y e§
to nos plantea algunas preguntas: (COmo po--
driamos explicar lo sucedido? iNo serd que
1a linea recta es algo relativo? &(En los an
gulos también esta sucediendo algo comiin a -
la anterior pregqunta?, éCdmo es que el punto
de interseccidn P permanece invariable? ¢Se-
rd qué todo depende de Ja superficie sobre -
1a que se trabaja? llos puntos que forman és
tas- 1ineas disminuyen o aumentan? 51 estira

_¢ibn original, el disefio de Jas lineas se re fig. (h)

. cuperara? ¢Como alojariamos un razonamiento;
el de tener en la mano una haja de papel hecha bola, desdoblarla y sobre eﬂa
trazar lineas rectas? iSerd que estamos jon iendo entre dicho la geometria «-
plana? ¢Qué serd un dngulo? Qué serd un punto? iQue serd una Tinea? (Qué se-
ré el plano euclidiano? iQué consecuencias acarrea alterar reglas ya estable~
¢idas en un sistema geométrico formalizado? atcétera.



Pero, al momento que el lector deba entrar en los detalles, significa po

ner gran cuidado con su experiencia, ser

razonable en 1o ya observado, que su

herramienta sea compatible con la Tista de términos apropiades. El problema,

como todos sabemos no es apremiante, la intuicidn es una facultad eldstica co

mo criterio de verdad, los axiomas fueron afirmaciones verdaderas con respec-
to al plane y a1 espacio, pero si alteramos ¢l plano, en nuestro caso {la su-
perficie), dudosamente 1os postulados, definiciones, nociones comunes, teore-

mas se cumplen.

Pongamos mis ejemplos, a fin de dar
tudiantes, por ejemplo en un articulo de
de la facultad de Ciencias, encontre una
configuracidn para demostrar que la suma

de los dngulos interiores de un tridngulo

es igual a dos rectos (180°), (.-.)

Los conocimientos e imaginacién que

ideas al quehacer de los jdvenes es-
la revista "Matemdtica y Epsefanza"

140"

é‘ >

- a b

requerird el estudiante son pocos al res--
pecto, Primero gque conozca la medida de un

dngulo 1ano, segundo que los dngulos ----
opuestos al vértice formado por dos rectas
sean iguales, tercero y Gitimo tener imagi
nacion, para aceptar el siguiente recorri-

do sobre las lineas rectas del tridngulo

ABC, si avanzamos de A a B8 en linea recta
salimos y llevamos una direccidn al 1legar

al vértice B giramos sobre nuestro eje y

apuntamos hacia (3 %=~), pero en esto, gene
ramos un angulo b, igual a 'k; Si recorre-
mos en reversa la 1inea BC, en la posicidn
que ya teniamos, al 1legar a C, hacemos --
otro giro generando ¢ y quedamos apuntando

en direccidn al vértice (A<—), luego racorremos el lado CA con esta direc--
cidn y al 1legar al vértice A giramos y generamos el ‘angulo a, terminando asi

{—94=—) nuestro recorrido. £Qué sucedio en la direccidn de salida y de re-

Gt

v




greso?. Simplemente gire 180°, es decir £+75 + % = 180".N

Pensando macroscopicamente y abusan
do de nuestra imaginacidn, si este reco-
reido se pudiera realizar para un tridp-
gulo L U # de enormes lados sobre nues--
tro planeta, hipotéticaments partiends -
del hecho que pisamos una superficie pla
na, concepcidn que se tenia en la Edad -
Media, obtendriamos un resultado intere-
sante, al tomar 1a octava parte de la Sy
perficie terrdquea segiin muestra }a Figu
ra, resultarian giros de 90° en cada vér
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tice del tridngulo, y el efecto de 1a trayectoria de acuerde a esto, sobran -
. Lo cual contradice la anterjor demostracidn; dige entonces, que 1a super
ficie que pisc no es plana, luego l1a tierra es redonda.

En fin, formular asi declaraciones pueden suministrarnos tfnformacidn im-
portante a desarrollar en uyn sistema formal de las formas sin sentir la nece-

N T

sidad de los mayores argumentos. Simplemente
1levar a cabo la percepcidn de las formas, -

hasta 1legar a cbtener conceptos de naturale
za geométrica, entre distinguir curvas cerra

das y abiertas, intervelaciones entre dngu--
‘los recte y'obtuso, superficies, cuerpos es-
féricos, cilindricos, etcétera. Estos con—-
ceptos se adquieren de manera expentdnea sin
necesidad de que nadie nos las ensefie.

Por que, ya siendo obedientes al disefio

abstracto que posee una extructura determina

da, con reglas expresas y bien establecidas
en sy campo, no podemos alterarlo; y si lo -

hacemos, podrdn empobrecer o enriguecer nues

tro t'iempb libre. Por ejemplo en los eésque--

5

\

figs.

-~
=

(e q)

5



#24

mas {e4). Algunos sabemos que en un juego “¥ existen ciertas reglas bisi--
cas, legales y expresas dentro de una drea, administradas por A, B8 & C perso-
nas, para llevar a cabo el evento deportive. 5in embargo, nos dames cuenta -~
que existe este mismo deporte en un terrenc irvegular, lo denominamos "la cas
carita' e imita estas reglas, sin importar 1a irregularidad de la cancha, {no
sé, si usted lo haya jugado alguna vez?

Esto significa que las deformaciones no alteran las reglas, puede ser un
destello isomorfo y no es casual. Pongamos mds ejemplos de innovaciones ya --
adaptadas a comprender, novedosas experiencias; hacer notar que una idea cla-
ra y distinta, es Jo real. <Debemos otener

var iones tu?

Podemos disponer de ldpiz pa- w
ra hacer las grdficas, un curvigra
fo, tela, papel, una liga, globos,
un montén de plastilina y obtener

formas. vea figuras (i), (i)} y -~
{iii).

LAS FORMAS.

CON LA LICA :

CON EL CURVIGRAFQ : Fig. (i)

S /é Loy

CON LA PLASTILINA : flg. (ii)

=0~ - &ﬂ&zﬂ#.@

qu.(ill)
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Como actividad y usando su ldpiz o pluma, trace sobre la tela, papel o -
un globo desinflado, las figuras descritas por el curvigrafo o la liga; luego
infle su giobo, doble el papel ¢ tela. Debe observar variaciones.

iDe dinde obtuvd las formas hechas con la plastilina?

Problema, se tiene un bote ya construide, de -
manera tal, que la cara lateral del mismo al despe-
gar sus. tapaderas y hacer el corte me queda un rec-
tingulo de lados p y q. Es decir vea las figuras -

Liv) y (v}

Diga que drea tiene &ste rectdngulo .
Pero si usted ubiese tomado la misma parte

P del bote y le hace un corte en la forma --

que indica la fig., {v). ¢E1 drea formada -

serd 1a misma? .

(Y los lados, los dngulos del rectdngulo ~

fig. (iv) *" permaneceran invariantes?

. fig. (y)'
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- Es automdtica la distincidn
de este par de plangs, uno
de allos es euclidiano, don-
de para cualguier tridngule
se cumple gue la suma de los
angulos interiores es igual
a dos rectos, y el otro cur-
vo, en donde esta misina pro-
piedad es wvariable, ademds
ya no son vdlidos los prin-
cipios de Euclides, pero
quiero darle un perfil orien~

tador dentro de un comenta-
rio mds estirable,

{11}

Desde luego, al hacer ¢l diseiio para un paraguas trazade sobre lo ya plano

y recortando 1Tneas en caso de ser tels, manejarfamos otros materiales adecua;
dos como varilla cspecisl que la hardn tensa despuds, todo esto es cierto.’
pero es precisamente que estamos deformando el planc en otre al ser estirado,
luego, su comportamiento de las figuras que grafiquemos una vez terminadoe ¢l
trabajo resultarfa increible reconocerlas, y demuestiran estos entes ser una
labor tangible, el ejempleo en sf es un desaffo para nuestra dptica, Ver Figu-
ras {e . ) en su respectivo fncisa.

i) figs. {eg) ()
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Tomar en serio esta flexibilidad del pensar geomdtrico nos permite com--
prender las reglas impuestas por la mente, y pone de manifiesto una caracte--
ristica para el costo de la éptica, con ciertas relaciones en comin hoy a la
luz del.dia; responsablemente seguiremos buscando elementos tangibles, mode~-
los algebrdicos .actuales asi como herramientas para justificar las nuevas ---
ideas, para un acceso mds efectivo en el desarrollo contempordneo de sus pro-
pésitos o logros interpretativos y modernos. Ideas que nunca dejarén de ser
un desprendimients de 1a substancia original implementadas por gente anterior
a Tales de Mileto entre otros pensadores como: S6crates, Platén, Aristételes,
Pitigoras, Etudoxo, Eratéstenes, Hipdcrates, Arquitas de Tarento, Erén, Eude--
mo, Demdcrito, Arquimides, Apolonio de Pergamo, Diofanto, etcétera.  Imposi
ble detenernos aqui con 1a 1ista de innumerables pensadores que ayudaron a --
desentrafiar algunas verdades matem&ticas. “Euclides el gedmetra" personifica
Tos ideales y el esfuerzo intelectual de sus antecesores en un esquema racio-
nal, elabordndose asf, 1a geometrfa que hoy 1leva su nombre,

1} Ejercicio correspondiente al pdrrafo anterior. Trace uma recta en diago-
nal y coldque esta pequefia lista de hombres ilustres unos son anteriores
mientras que otros son posteriores a Euctides, sobre ella ubfquelos crong
13gicamente.

2) Diga tambtén: LQué es el plano en las materias de Ffsica, Biologfa y As-
troromfa? (D8 un punto correspondiente en cada uno de estos p1anb5? y
tCu§1 ser§ ta herramienta indispensable para trabajar en el plano de la ~
Fisical. } ) s



PARTE I



3)

4)

5)

6)

EJERCICIOS Y PREGUHTAS

¢Qué proposiciones se admiten sin demostracidn en geometria?

Busque para cada uno de las siguientes- conceptos 3 diferentes
definiciones de: punte, recta y plano.

Aprendersa muy bien estos postulados:

P o1.-

P 2.~

P 3.~

P 4.-
P 5.~

P 6.~

Hacer

NCY.-

CN2. -

CH3.~

Che .-
CR5.~
NOTA:

Una recta puede trazarse desde un punto cualquiera has-
ta otra.

Cada recta finita puede prolongarse contfnuamente ¥ ha-
cerse up3a recta limitada o indefinida.

Una circunferencia puede describirse con un centra y --
una distancia.

Todos los &nguios rectos son iguales.,
S{ una recta que corte a otras dos forma com &stas, &n-
gulos interiores del wmismo lado de ella y sumados sean
menores que dos rectos las dos rectas, si se prolongan-
indaefinidamente, se cortardn del lado en que dicha suma
de dngulos sea menor que doS rectos.

Toda figura puede hacerse cambiar de posicién en el pla
no sin alterar su forma ni sus dimensiones,

To mismo con las Neciones Comunes.

Las cosas que sean iguales a la misma cosa también son
iguales entre si.

Si a cantidades iguales se suman atras también iguales-
tos totales serfn iguales.

Si se restan rantidades iguales a otras también iguéles;
los residuos serfn iguales. -

Las cosas que coinciden entre si son iguales eatre sf.
El todo es mayor que una parte.

P-3 significa postulade nimero tres.
NC2 significa Nocidn Comin. nimero dos.
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Segun Euclides en su definicidn nimero 8: dngulo plane es la inclina
cidn entre s{ de dos 1ineas en su plano si &stas se cortan y no e§
tin en la misma recta, Por cierto podemos marcar diferencias en -
distintos tipos de Yineas y dngulos por ejemplo:

Oioy

) \}\f\/m “ \(d)
(9)

(e) {f)

Todas, son lineas, pero s4lc una de ellas es recta lcull es?

DA

(a) (b) - (c)

Los ¢inco. son dngulos pero sdlo uno es rectilineo écudl es?

"La definicién 15 euclidiana de sus elementos indica a la letra.
Un circulo es una figura plana contenida en usa 17nea, 1lamada
circunferencia, tal que todas las rectas que van desde un punto

particular hasta puntos de ella, quedando dentro de la flgura -
son iguales,



93

10)

11)

#31

tC&mo se l1lama el punto particular?

Fig. (eg)

‘Marque con una regla sobre la figura (e, ) todas la lineas rec -

tas importantes; tales como radio, didmetro, ete.

Problems. {imaginativo) si es-
tuviera usted en 1a playa mi -
rando el horizonte en una tar-

de ¥ cuando el sol se va ocul-

tando cree que todas las 19 --Q @
neas ya mencionadas en el pro-

blema anterior {9) puedan re -

producirse en 1a figura (ey ).

De ser asi higalo en los res - . B
tantes esquemas calocando el ;
sol en cada grifica. i R

X

Fia. {e;)
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12} icéme se forma un Sngulo?

43) iQué herramienta usa para medir wun dogulo?

“14) &Cémo se 1laman las unidades que usa para medir los 6n9u‘os?




15)

16)

'd)

{Cémo se clasifican Yos dnoulas?

iCudntas dngulns conoce y que caracteristics tieme cada uno?
por ejemplo.

a) Agudo; &ngulo menor que un dngulo
recto.
b) ! ~ Complementarios, saon aquellos &n-

dulos adyacentes Cuya suma €5  ~~
igual a un dnqulo recto.

As{ como estes ejemplos grafique y defina otros cinco mds.
¢) / _Adyacentes:

e}

£}

9} '
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- La recta se define como una 1inea gue tigne todos sus puntos en una mis-
ma direccibn,

17) La unicidad de &!1a 1a podemos constatar con una regla. ¢Cémo?

18) iQué significa geomdtricamente 1a conocidisima frase: "completar cuadrados"?

19) DNumina tu respuesta.con algin ejemplo que consideres adecuado, mientf‘as -
use éste: B

2

X7+ 10x = 39

20) . ‘éCudnto vale x2 y yz‘ si A = 1000y donde y=-2- x-d? ved el -
esquema, : 3 )



21

22)

23}

24)

A -~
3 con
-~ S
3 con T
o~
$ con 4
-~
T con @ -
”~ - M
T _con. T - _opiestos al wértice
E~d
® con ¥
¢ con § —
o
T con AR
”~
“h con 2 : :
~ '
i e

#3%
i ‘dos &nguios tiemen un miswo vértice y un Tado en comin y son
exteriares el uno al otre ifcAimo se 1laman? yza inciso ¢ problema 1p
§E§ -

a——l P—
ten color ¥y Yiterales localice %
y marque algunos dngulos que - L
aparecen en la figura f{e N

y d& el nombre de algunos de -
ellos.

¥\
b5

'
~+
.

Eioal

Fig, (eg)

Haga otro esquema mis rico con dngulos, estas pueden ser diferen
tes en su amplitud y que relacione astas ideas que usamos en 1a
vide cowmiin, margue & indique su nombre de cada angulo.’

Si dos rectas en una superficie plana son cortadas por una terce
ra, dé€ Tos nombre de las relaciones que guavdan algunos dngulos
en la figura (eg } ¥y que ya estdn seialadosy vea ejemplo:
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-~ ~ o,
d con @ b con ¥
~ ~ ~ ~
e con- h a con
-~ A
f con T b con f
ol 3 ~
d con f T con §
”~ o) ~
T con B d con h
”~ N ~
con h . c con ¢
~ : -~ ~
4 con h a con g

25) Si dos rectas son paralelas y las corta una tercera en el plano,
diga iéqué Adngulos son iguales y cudles suman dos rectos (180°)-

de Jos sefalados en la figura (em )?
X ///; §ngulos que son iguales por sar:
z t '
a =
Cad -~
X =5 - alternos - externos
fig. ( e)y) o

5ngﬁ1os que suman-180° =

con . con =

ey

con con =

“los




26)

27)

28).

29}

30)

a1

A437

con con =
can con =
con caon z

Vea los ejemplos y termine - =

de: completar la Tista.

${ ya definid y entendis lo que es una recta, entonces
definir las siguientes cuestiones:

{Qué son rectas paralelas?

procure

LC6mo define rectas perpendiculares?

¢Qué es una diagonat en un poligone?

L€omo define la bisectriz de un dngula?

tQué 1ineas importantes tiene un tridngulo trazadas de
ce a su Yado opuesto?

Mencionélas:

un yerti-co

altura

{Chmo se 1laman los centros de 2igunas circunferencias
por estas lineas rectas? NVea uno de sus ejemplos.

Incentro,

‘formadas
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#38

En los siguientes tridnguios, trace para cada uno, un ejempla
concreto de estas circunferencias, nombre el centro y las 1i-
neas- rectas que usé para figura (ey; ) en los renglones de -(a),

(b) ¥ (c).

figs. (e}, ) ~(b)

(a}) . : . -~ formado por las ‘ )
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1)

35)

36.) iPuede &1 lado de un tridngulo ser altura?

3 LComo 1e 1lamariamos a) éusndicho tridnguio?

#39

(») formada por las

{c} farmade por las

iComo se define la base y la altura de un tridngulo?

iCudntas alturas tiene un tridnguio?

Trace las alturas de cada tridngule de 1os que estdn en la fi-
guras{eqp).

(c}

figs. ( ey, )

ST TG



#40

y cémo se 1lama ese lado?

37) iPuede construirse un tridngulo, si damos tres lados cualquiera?

SI NO

En una hoja aparte haga algunos intentos con estos segmentos.
En los siguientes casos, recuerde, use splo reqla y compds:

i) a

b Los tres ladas ijguales

c
ii) . 3
b Les tres lados desiguales
y cuya suma de dos sea ma-
c. yor al tercero,
ifi) a
b Los tres lados desiguales
y cuya suma es mepor al =--
¢. . tercero.
iv) a
' b - Con dos lados iguales y'cu
ya suma es iqual al tercero.
c
v} a
b Con dos lados desigquales y
. ; cuya suma ‘sea igual.al ter
c  caro.

©38) .En determinados. tridnqulos es muy comiin los term1nos cateto a -
hipotenusa; coléquese sobre el tridngule (a) vy (b) el nombre -
que -corresponda:



39)

,4,0).

Bal

fig. (913)

el problema niimero 37 de este cuestionaric resulta una {mpor -
tante propiedad para tode tridngulo icomo se 1lama?
exprésela algebriicamente

LQué c1a51f1cac10n tienen los tridngulos segdn sus lados? mos G
trar:esto con ejemplos grdaficos y dé o1 nombre correspond1ente

“a cada tridngulo.




B2

41} Hacer una gr§fica para cada definicidn, para complemen -
tar el ejercicio { 32 }, en un trisngulc.

i} . Barijcentro: Punto de interseccidn de 1as wedianas de
un tridnguio.  Dista de cada vértice los
dos tercios de la mediana correspondiente.

i1} Circuncentro: Punte de interseccidn de las mediatri -~
ces de un triéﬁgulo cualquiera y de Jos
radios de un poligono regular. f£s el -
centre de ta civcunferencia circunscri-
ta a cualquier tridngule.

.i11) Incentro: Punto de interseccidn de las bisectrices. de
yn tridngulo cualquiera y de las apotemas -
de up polfgono regular. Es al centro de 1la
circunferencia inscrita en estas figuras.

iv) Ortocentro: Punto de interseccifn de Yas alturas de
un tridngulo.

v)  Centro de gravedad: Puntu, de aﬁlicacién de la resul -
tante de Yas fuarzas y que 14 grs
vedad ejerce sobre los distintos
puntos de uma figira.
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42) - IC6mo clasificarfa Jos tridngulos seqiin sus dngulos? hacer es-
quemas y colocar en cads uno el nembre correspondiente.

43} iQué nombre recibe el controno de un tridngulo?

44) Defina en su lenguaje verniculo los esquemas de los .problemas -
(40 ) vy {42 ). Por ejemplo:

Tridnqulo equilitero: es aquel tridngulo que tiene tres lados -

iguales,




4s)’

" 46)

47)

48)

#44

LCopaciendo séio tres lados de un tridngulo, se puede calcular
su &rea?

ST NO

La notable formula de un sabio de alejandria es 12 siguiénte

=Vs(s-a)(s-b)(s-c) en donde

s = % (a +.b + c) semiperimetro y se atribuye a: -
A) Pitédgoras C) Euclides E) René Descartes
B) Tales D} Pascal F) Herén

En hojas aparte grafique y muestre que efectivamente las propie
dades principales de un tridngulo cualquiera son las siguientes:

i} Un lado cualquiera siempre es menor que la suma de los --
otros dos y mayor que su diferencia,

ii) Un @ngulo externo es igual & 1a suma de Jos dos anqu]os -
internos no adyacentes a él,

ii1) La suma de los tres &ngulos interiores suman dos rectos -

(180

iv)- Al mayor dnqulo se opone mayor lado;-y -al mayar Yado-se--
. opone mayoer -dngulo,

v) E1 &rea es igual a un medic de la base por su altura.

vi}) Lla suma de sus ingulos exteriores al prn]ongar Sus tres -
lados es igual a 4 rectos, es decir 3560°.

Las- seis prop!edhdgs ya expuestas en el ejercicio.anterigr, tie
ne-una clasificacidn de esta lista: definicién, teorema, posty<

1ado. axioma .0 corolario; coléquese lo cnrrespond1ente para ca-
da \nc1so, por ‘ejemplo:

1) ) ii)

i) iv)

v) vi) |
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#45

La geometria utiliza varios conceptos, de cardcter técnico, -~
entre ellos, contamos con:

A) Abstraccidn C) Definicién E) Hipdtesis

B) Deduccién D} Axioma F) Tesis

Coléquese 13 letra que corresponda en las siguientes acevera--
ciones, vea el ejemplo:

Permite generalizar aspectos observa-

dos en casos particulares,

Proposicidn que permite explicar el -

significado de los términos técnicos
utilizados,

Accidn que nos permite destacar los -

50

aspectos esenciales de una situacidn
dada.

£ Permite argumentar apoyéndose en he -

=

chos aceptados.

La figura w Ymuestra tres caminos y.tiene -la forma de un --
tridngulo. %n 1a vida cotidiana, {qué camino serfa mis cor-
to para ir a la escuela partiendo de su casa sobre el contor
no del tridngulo, cuyos vértices se {lustran?; aunque sea. -
vastante obvio esto tiene relacidn con la pregqunta nidmero -

47 y 37 LQué lado es?. @
CASA

,

ESCUELA




_Ha6

Tambi&n 1a figura (ejy) cumple con las siguientes mediciones:

cay)

2,)

a3)

a4)

“que .toman.observariamos -

Al medir cada dngulo con un transportador la suma de los
tres dngulos interiores ser§ fgual a dos rectos (180°).

Cualquiera de sus dngulos exteriores del tridnqulo, debe
dar el valor de la suma de los dos interiores no adyacen-
tes a é1. CAsA :

S§ el tridngulo estd for
mado por Ta CASA, CINE ¥
ESCUELA, diga como inter
pretaria el Sreca en fun-
cién de sus tres lados -
con la formula de Herdn

de Alejandria. CINE ESCUELA

La suma de los dngulos ex
teriores de un tridngulo
o0 cualquier otre polfigo-
no es de cuatro &ngulos
rectos (360°).

Ponga atencidn a esto:
"Si pro]or)gamos_sus tres --
lados y miramos la forma-

lo sigviente.en el drea -
del tridngulo desde una -
altura suficientemente --
nuy ?rande", ver figuras

{els s (A y (A5). :

(Ay)

“rigs. {eg)
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Quedarfa 1a propiedad {vi) del problema (47) bisicamente ilus-
trada., con un versdtil cardcter intuitivo.

En cuanto a un poligono de un mayor nimero de lados, el efecto
sigue siendo el wismo, cuando prolongamos sus lados, la suma -
de sus angulps siempre sera
igual a cuatro rectos, por

ejemplo: vea las figuras --
{eyg) en sus respectivos ip
ciéos: A3, Ry AS’ Ag .

Cuadrildtero ’ : :

(A,)
Efecto

(2g)

Efecto”

figs. ( epe)

(Ag)

Exdqono
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51) i comprara un terreno con forma de polfgane de doce lados y -
convexo, cudnto sumarfan sus dngulos exteriores?

[

y élos dngulos interiores?

52) Oibuje un tridngula cuvalguiers
en una hojs de papel y haga -~
tos dobleces siguientes: a, b
y ¢ como lo indican las figu -~
ras {e17); Ya suma de los tres
ingulos es Jgual a dos rectos-
es decir 180°.

iSerd vdlido ésto?

51 RO

180°

figs. { e17‘)

En caso de No Zen qué falla?

53) Exprese algebrdicamente las propiedades que tiene un triingulo.
es decir interprete el ejercicio {47 )

1) iv)

1) v)
i)

vi)
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C i) iComo definirfa un: tridngu

#49

Haga la grdafica del tridngulo y coldquese los simbolos gue ten-
ga que llevar,

En un rectdngulo cudnto miden cada uno de sus cuatro fagulos?

"E5td usted de acuerdo gque si trazamos una diagepal, el rectdngy

1o quedard dividido en dos tridngules jguales y ademds la suma
de sus dngulos, interiores de cada uno es igual 3 dos rectes -~

ST O

tos tridngulos iguales se lYes llama tambifn CONGRUENTES y la -
palabra es aplicable a segmentos, dagulos y poligonos.

As{ por ejemplo, para practi-
car con la palabra congruente,
definamas algunas cosas:

1) Los radios y didmetros de
un cfrcule son todos ellos
congruentes.,

1o equildtero?.




jii) Un trifngulo {sfsceles est

iv} iComo definiria un rombo?

v) El cuadrado es:

vi) Un rectingulo esi

vii) Un sector cireular es:

Vea 02().* 021’022 del apéndica,
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55 e lés figuras que aparecen en esta pigina cudl de cllas es equilatera: ~

circulo tridngule cuadrado rectinaulo

(m 2) 0 ()

Elipse rombo

(s} : (6}

pentdgono requiar trapecio ‘ trapezfide .

(7) (8) (9}

- 4Cudles Fueron?
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56) Para continuar manejando y oracticando la palabra congruente, sciiale en las
siguientes grdficas las caras aue resultan congruentes con alain color
y de ser posible amplifique la gr&fica en cartén o papel y drmela; resulta-
rd un polfedro regular de cada uno de los incisos de las figuras (e3g)

i) El cubo

/u—o-- . preeEs = -y
,
LY

\ -

\-—— [p———

/ | 4

O ks

i) E1 tetraedro

¥
»,

b e e e =



ii1) €1 icosaedro

fv) Pirimide trisngular

figs. (vem)
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57) La congruencia en cuerpos prismiticos es muy uswal, sobre todo en sus caras
laterales se ve diariamente esta relacidn, en construcciones antiguas y mo-
dernas, asi coro un simple aviAn comercial, Ver figuras (EIQ sus respecti
vos -incisos, e identifica en alounos cuerpos, la congruencia de figuras y -
mirouese con alqin color sobre #l1as. '

Edificio Avign

(3)

Piramides

NO R
. e _Construccidn
figs. §e19 ) . :
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5g) S1-dos tridngulos tienen sus tres &ngulos respectivamente congruentes pa--
driamos decir que los tridngulos son jguales &ST o 0?7 __

- En ¢aso de decir “si" haga Ta -
grifica de otro tridngulo equi-
15tero mis grande que {a} y com
pare con el otro, Estd de acuer
do que cada unc de sus dngulos
en los dos tridngulos mide 60°-
i5T.0 NO? &Y chmo son Jos tri-
dngulos? . (a)

59) ¢A qué se refiere el teorema de Tales? Ver figura gezo) investigue y haga
un intento por enunciarlo, cologue Jiterales adecuadas en la figura porque
asi 1o requiere.

fig. {eyy )

.60) Las figyras geométricas expuestas en cada inciso a continuacisn tienen la
misma forma, y por tanto son SEMEJAHTES algunas.de ellas; pero otras son ~

CONGRUENTES, indique cudl es cudl en las figuras (621), respecto- de Jos -~

 tridngulos. :

O

(a) : {b)






- #57

Por ejemolo; écudles fueron?

a) E) SEMEJANTES c)
d) a) f)
g) h) i)

61) La palabra hom§logo es muy comin cuando se trabaja con la semejanza o con-
gruencia de tridngulos, Llados homdlogos, son aguellos lados de la figura
que se oponen a sus dngulos -iguales con 13 que estd comparando,

Por ejemplo:

(a)

figs. 922)
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- Ejemplos para la figura (EZZ) en sus respectivos ncisos con la palabra ho,
méloge, compltételos.

a)

b)

T e) Les triéng_ulos ABL v ABD son congruentes y sus lados homélogos son:

AC con fiD, AB con AB vy B con BC.

q)

62) En el siguiente esquema tenemos un
tridngulo LMN y una recta paralela
AB a uno de sus lados; de acuerde,
can el tradicional teorema de Ta--
les 1a siguiente relacidn de sus ~
lados homélogos es establecida por
ana de estas tres relaciones; diga
cudl de ellas es correcta:

B

k PO L0 k ‘ fig. { eyy)
L2 v B

c){%s PQ + it



63 )

64 )

En el siguiente tridngulo rectdn-

gulo, trazamos una perpendicylar /

desde el vértice en donde se for- 1
ma el dngulo recto a su Tado - - - 1
opuesto, lo gque se tiene son dos “); {23
tridngulos fambos serdn semejan-- ‘
tes? Sl o W0 .
_ A L ]

~ Identifique sus ladss homGlogos de los tridngulos {1} y (2} respectiva—-
mente con respecta al trifngulo ABC en caso afirmative.

- Por ejemplo, el AAALC tiene un dngulo recto y comparte el misme dngulo A
del trifngulo ABC, razbn suficiente para decir que son semojantes los -- o
dos. Y por tanto , AL es a AT como AL es a AW,

Expresélo algebr§icamente, camo uma proporcidn de sus lados homSlogos:

~ Andlogamente para esto dltimo, relacione tridngulo {2} con ABC y expré-
selo albebrdicamente:

£l antiquisime y tradiciona teorema cuyo enunciado dica: "EY cuadrado de -
12 hipStenusa de un tridngulo rectinquio es igual a la suma de los cuadra-
dos de los catetos"

g5 atrituido a:

A) Dicfanto C)‘ Arquimides E) Pitdgoras
B) Sécrates b} fuctides F) Ptolomen
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Regresande al problena {63) y rea-
1izando algunos ¢flculos, tendria-
mos ya una de tantas demostracio--
nes pava el probiema (64), (...)

fig. (524 )

Es decir, trazamos 1a perpendicular TL desde el vértice € de1 tridngulo --
recténgulo ABC y sumando miembro a miembro las iqualdades T =M . ABy

= {B ., AB, que es el resultado de la semejanza de trifingulos el (1) y
(2). Se tiene:

ReE + T8 = (AL + [6) A6 = AE2, es decir

T Bl teorema del ejercicio (64). ver fioura (eza)

- ITustre el resultado colocando
dreas sobre tridngulo ABC cue
es rectingulo.

Los egipcios para trazar perpen-
diculares dividian uma cuerda --

con nudos separados entre si.a -
distancias de 3,4 y 5 unidades -
separadas entre si. Después en

forma proporc ional du:hos nime--

ros quedaron (3n) 2, {4n ‘an+16n2 25n2.
1o que es igual a (5n)°, alao ya més -
- general, y cuyas aplicaciones son imu-
merables.

BETS
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- Experimento.

Recorte un tramo de cuerda y haga los nudds de acoerdo a la figura (eyg) -
formando un trifngulo, Tos nudos serdn 10§ vértices de dicho tridngulo, ==
convenzase usted mismo aue uno de Tos dngulos os recto.

- §i le damos a n el valor de 4, verifique que este importante teoremg -
se cumple. (3n)2+ (4n)d= (Snj2 es decir:

si n =4 tenemos (3‘4)2+ el - e

{ ) que es igual a { )2; To cual cumple con { )2 +{

¢ 2

Por ejempla:

Qué altura tieng?,

Hdga un intento por aplicar el teorema y claclilese 1a ‘a'ltu‘r‘a' del “papalo#ef‘;'_
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Lo ya establecido en este cuaderno. serd una buenea ayuda para la ocupacién
breve de algunos teoremas o propesiciones de la Geometria Euclidiana, que
estardn al término de los ejercicios pricticos. Los cenceptos, se deducen,

unos de otros a partir de ciertos
principios, como seria: el punto =
P, el segmento rectilineo AB y la
regibn Plana A,

‘Con tales conceptos, y mediante un

esfuerzu mental, surgen sbélc en a-
pariencia expresiones importantes
para explorar el proceder capricho
s0 de efectos naturales que irra--
diardn procedimientos para forjar
log términos indefinibles, por - -
ejemplo al prolengar indefinidamen
te P, el segmento AB de derecha a
izquierda y esta 1inea en-todos --
los sentidos se tendria construida
mentalmente la "Recta" y "E1 Plano"
incluso si e pensamos.un poco, ge
nerariamos un s61ido. Ver figuras
(226).

Estas fdeas primitivas de 1a Geome
tria no se definen por no haber --
ninguna definicifn que sustituya -

la observacién directa y repetida

de . ciertos objetos del mundo exte-
rior, carecen de evidencia inmedia
ta, el material que contienen es -
empirico, ‘1o que implica vecurrir
a los datos. de los sentidos, y sé-

lo.se les exige que sean compati-- -

bles e independientes.

3
(a)
A i 8
(b}
A : B
3
A

()

tigs. {eg.)
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66} éQué‘ rebresentan las figuras (926)?

(a) le)

(v} {d)

67 } Toda demostraci6n de un teorema en geometria, y para ello ya es un acuerde
general . autigue no sea explicito en el ambiente académico; consta de las si
guientes partes:

a) Esquema o Figura

b) HipGtesis

¢} Tesis

d) Razonamiento 1dgico
e) Conclusitn

Lo recomendable es que investigue estas cuestiones y las escriba a conti--
nuac ién:

[

a)

b}

)

w.d)

e)
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TE8) . e e “CALCULAR EL AREA DE LA LINEA RECTA AB"
;\‘
Ay
2y A Mg

A =t HE— e
™ | N 1 : |

1 .

fiqg. (e27 )

Hagamos una construccion geométrica sobre AB, y tomemos el drea de los -
primeros rectdngulos y uno de los ultimos de 1a coleccién sabrepuesta, note -
como cada drea respectiva disminuye en forma considerable. Dado. que por cons
truccion en cada rectdngulo se hizo variar la altura respectiva enseguida del
primero, disminuyendolo en 1a mitad del inmediato anterior y asi sucesivamen-
te, solamente la base de estos rectdngulos es constante y vale 1.

Resulta pués, que al calcular su drea de cada uno siquiendo Ta regla ba-
'se por altura obtenemos:

- N TP S U | .
A=l Mg, A g At A g - - - Ans

Cotdquese en el cuadro el término correspondiente a A, .
La sospecha es que su valor sea cero, mas no es tan evidente.

sin esforzarnos demasiado en el concepto de 1imite, y aunque no nos dice
exactamente por el momento que vale cero el drea de uno de fos Gltimos rectdn
gu]os, significa pués que si construimos mds rectingulos con la misma ley, su -
valor de drea para cada uno serd casi cero y se dard el momento en algin Tu--
gar de la recta que su irca vale cero, por lo tanto el problema esta resuelto.

Es.una labor dificil de entender y sofisticada 1o comprendo, mis adn, 1o
invito a "calcular el drea de un punto"; basese en la construccidn de estos -
cuadrados donde el punto quede dentro de cada cuadrado cuyas medidas por lado
son: 1, -1, 1, 1, etcéteru, con estos pocos datos ya puede darme e n-esimo

e 8 I

lado de uno de los @ltimos cuadrados
‘Y ademds el drea de cada unoy hagalo B E Wb, g,
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- Cuando termine el proceso argumente estas preguntas, iporgué fue dificil
de entender? LEn qué resulté sofisticado el problema?

Aunque no se le haya ocurrido pensarlo jamds la versdtil idea con este a
parato que puede darnos el conjunto de todos los puntos sobre una recta, en -
1a cual podriamos

-decirle o llamar-
1e, el conjunto -
de los ndmeros -
reales positivos
donde AB es la -
unidad, puede te-
ner tualquier al-

tura el rectingu- g (2, )
To ABCD, A es el cero y B el uno, etc. Segln vewos Afa punto de Ja diagonal
AC le estamos haciendo corresponder otro de la recta AE; pero antes, 2 AC le
estamos haciendo corresponder un punto de AB; es decir; que cuando pase por -
todos y cada uno terminard el problema, piense un poco esto; tenemos segiin la

figura (EZG Yy ( 859 ).

Esta relacidn entre puntos de cada
segmenta, cuando agote el primero A8, -
_habre agotado AC, que a su vez habra a-

tado AE. :
goaoE e Y

]
J

o

G

Quizds sea mis elocuente a la con- 7~
~figuracidn aritmética, pero es abstrac- o'
ta y seguimos jugando con el infinito, )
an sin saber nada de un concepto mate-
matico capaz de desbordar 1a imagina- -
cién humana y 1o sabia Zendn, Aquiles,
Gaus, Cantor, etcétera, por ejemplo;

tig. (@ 44)

. E
La paradoja del griego Zeidn de Elea, donde en una carrera desigual, - -
Aquiles compite con una tortuga que lleva 10 metros de ventaj'a. pero nunca la
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alcanzard pués cada que Aquiles di un pase er su plano, la tortuga dard cire

en el suyo, pero riguresamente praporcional al ya recorrido sacando ventaje -
siempre 1a tortuga. y segin esto se perpatuaria nasta lo infinito por minima

que sea esa ventaja.

s AE-', °s:’a"

EQué es el infinito?
iExiste si o no? 3 S -

&C6mo 1o representamos en.la actualidad? .

69) E1 cuadrade y rectdngulo como test psicolégico.
Esta es una ilusidn sensata de una -cuestidn elemental alimentada por !as :
ilustraciones de un ingenioso truco; tal es'el caso para este par de - -
ireas a1 compararlas una contra otra, y relacionar parte por parte,-es - -
obvio que, 51 una drea esta formada con las otras a'los curiosos ojos de
8 ~ nosotros, se antoja decir que las dreas resuitan

- iguales a partir de los ditos disponitles, -pero
1 si surge una duda razonable, evite esta jgualdad
] 0 - 1. 13
8 . AY 8
= - T
1
l A\ 5 > 5
B8
AL

A2
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70 ) Problema Mitemdtico, necesariamente auxitiado por 1a fiqura neométrica
-de cuatro lades y dngulos congruentes.
“Divida, un cuadrado en cinco cuadrados iquaTes®.  Cudndo logre hacerlo

dé una descripcidn de lo sucedido, ¢

71} St ABED es un.cuadrado y ta lomgitud por lada
es 10 cm. haciendo centro en cada vérifce y ra
dio 5 cm. trazamps arcos circulares.  Hallar
el &rea de 1o sombreado.

72 ) ' Hallese el drea de la parte sombreada di este
semicircuto cuyas medidas para cada cuerda son
4 m, 3m. respectivamente.

fig. (ii)
73.) En el esquema de la figura ( ¢ ), el radio OB

Y
_es fqual a AR, Demuéstrese que el &nguio COD
es igual al triple de A.
' ’x -

Vea figuras{ esn ) en su respective inciso.

74

€ drea de un cfrculo s 1007 -, H}lese - A
el drea del tridngule equildtero fascrito, fig. {i91) -

figs, ( e30')
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Los nimeros sdlo pueden ser captados por el pensamiento, son objetos de -
cileulo y medicidn, mis la verdad es que eltos mismos maravillan nuestro -
esfuerzo de producir un efecto al mejorar por lo menos Ja armonfa de la ep
sefianza.

e

a
. . ia s I 42
—— P ..:
— 3 ‘:l
H
. ) g
p I
.
I 4 g+ 1

fig. (e31 )

En este prablema como en muchos otros, al medir los sngulos en radiangs re

“sulta ser una medida angular de un arco circular que nos expresa la longi-
~tud de arco en unidades lineales; donde "r" es el radio de nuestro cfrculo

" que es un lado del poligono; “a" es Ia longitud de arco que subtiende elis

~-8ngulo central de 60° en-este caso, y esta en las mismas unidades ]inea]es‘

que "r". - Esto S'lgnlf'lca entonces, que "p" es la longitud dal perimetro A
dal exdgono, "q" la longitud de la circunferencia de cfrcuio, vea figupa -
{ 831 )., Pero, si nos fijamos atentamente vemos que la 11nea gt mide PP

tres didmetros y un pedazo .a) hacer redar el cfrculo, resulta curioso asf Lo i

como 1o atestiguan vlsual y en palabras otrgs ensayos enla. observac16n.
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- la situacién es comin
si tomamgs un disposi
tivo nuevo para peder
conjeturar nuestra in
ventiva que no es si-
no el perfeccionamien
to logrado por la bds
queda de la armonia - fig. (1)
numérica, anticipando
nos a efectos claves.
Fiqura (1)

Por ejemplo tomemos una -~
corcholata de un envase de
refresco y contemos las --
puntas de su alrededor, -
son 21, localicemos el cen
tro del circulo dela cor-
cholata y traze todes Vos

radios posibles, también -
si unimos todos 1os vérti-
ces tendremos un poligono

requiar de 21 lados, si --
Tos circunseribimos tomard
una forma cada tringulo -
como la figura {if).

fig, (i1 )

Tendremos entonces que: R = radio, k = uno de los lados del poligono, a =
Tongitud de arco que subtiende el &ngulo 9, en unidades Tineales, Luego en
tonces,si hacemos rodar la corcholata se tiene: el perimetro del poligono
21 lados inscrito, wds un exceso. para.la otra 1%nes, 1o cual seria la lon- -
gitud de su ci‘rcunferbenr.ia, e; decir -, ) Perimetro = kS y uin.ﬁm’ereg

cia = ag.-




76

#70

)

,..
L.
-

De hecho, se reafirma aue tenemos tres didmetros y un pedazo,

En fin.los variades valores de T se remontan a tiempos inmemorables, aigu-
nos 1o empleaban como 3, otros ( 1642 3 Arquimides To tonsideraba entre -
3 Ty 3 7-(1'1 y alqunos de nosotros usamos 3.14159 o 3.1416 o incluso 3,15,

.pero los criterios de verdad misteriosemente se unifican y evoca una medi-

cién facilmente materializada por la construccitn humana en su empleo es -
expontdnea.

Se puede confirmar la presencia del nimeroT para todo aguel objeto que --
describa una circunferencia, por ejemplo, tome un corddn y enrclle el cuer
po redondo, del tamafio aue guste, luego desenrollelo, y tome el dismetro -
del cuerpo en cuestidn como unidad, para entonces nuestra observacifn cone
juga 1a idea de precisar que efectivamente
se cumple esta caracteristica.

0, 134'15
DIAMETRO ., . DIAMETRO. . . DIAMETRO

bk

JHabrd? y un

Higa otros experimentos con otros tamafos circulares.



77) {Cudnto vale un radian en grados?

Para medir Tos dngulos se utilizan dos tipes de unidades:
RADIANES ¥ GRADUS.

) GRADOS:

Un circulo esta dividido en 360 dngulos iguales, es decir 1= y ca-
360°

da grado a su vez esta dividido en 60" (mlnutos), cada minuto a su vez esta -
div1d1do en 60" (segundos) etc.

1) RADIANES

Es una de las unidades que mds se utiliza, entonces

78) Problema: Un circulo tiene 360°icuinto tiene en radianes?
Sabemos que Ya longitud de la circunferencia es:

=W 30°% - = 2TY . oqr padianes

s ° _ 2T rad
1.radian. = e~ ¥ (1= S

Con esto puede resolver el problemz.{ 77.).



" ra, sBlo busque el dngulo “¥" de cada -

472

Debe ser un encanto enterarse gue 1a “trigonametria” surge como una de -
tantas propiedades de los tridngulos rectdngulvs y aunque no sea un tema espe
cifico puede cotejarse como algo Gtil en
el medio, mis lo que describird agui con
un punto y una distancia y un par de rec
tas perpendiculares busca acomodo para -
poder ensamblar da palabra funcida trigo
nométrica, si se vale; e identificar es-
tas distancias que chservamos en los es-
quemas con su respectivo nombre trigono-
métrico: seno, cosenc, tangente, etcéie-

sen

A 4

una y colfquese en cada zigura de esta -
Tista,

/‘

Np)
s

v




 PARTETL
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"CONSTRUCGTIONES

79) Actividades con la regla y el compr‘ﬁ de figuras cldsicas a través de la-

historia utilizando 13 teorfa euclidiana.

Por un punto dado M en la recta AB, levantar una perpendicular} Ta rec-
ta AB mide 3 cm.

En el extrema de una recta AB que mide 6 cm. levantar una perpendicular.

Por un punto P situado fuera de la recta LW, trazar una perpendicular a
1a recta; LM mide 5 cm.

Por un punto P situado fuera de la recta RS, trazar una recta paralela;'
RS mide 8 cm. A

Dado un-dngule ABC construir otro con la misma
amplitud,

Construir un tridngulo en que dos de sus lados =«
sean iguales al segmento rectilineo AB, que mide 6 cm.
&¢Como se 1lama el tridngulo?

Dividir un segmento dado QR en dos -partes iguales.

Trazar dos tridngulos equildtaros por: separado, cuyas medidas para sus - -

lados de cada uno sean: 5 y 6 cm.

Construir un tridngulo isdsceles en donde dos de sus lados miden 5 em.
y el dngulo comprendido sea igual a ABC del problema ( ).

~X) Construir un tridngulo cuyos lados son 1guales ‘a tres rectas dadas: 8

6'y.5 cm. respectivamente.



A
x1) Por un punto L dado de una vecta, trazar ~
una recta que forme con Ya primera un dngu
1o dado. Higale también para el dngulc ob- ¢
tuso.
f
e R
xi1) Dividir una recta dada AB en cuatro partes jguales.
xit{) Tricese una bisectriz de tos tres dngulos -
dados. A (
B - o 8 T

xiv) Trazar un tridngulo rectdngulo, cuyes lados que forman el dngulo recto
mtdan 4 y 8 cm. respectivamente.

xv) Vrazar un cuadrado que mida por lado 7 cm.

xvi) Construir un tridngulo recténgblo, dado la hipotenusa y un cateto,
i
c
xvii} Por separade construya dos cuadrados de diferente tamafio, em uno inseri

ba una circunferencia que togue sus cuatro lades, y en el otro circuns~
cribir una circunferencia al cuadrado que pase por 1os cuatro vErtices.

xviii) Trazar cuatro circulos concéntricos, cuyos radios de cada uno miden: 3,
) 4, 3y6 e

xix) Dados dos lados de un trifngule y ol dngule comprendids, construir el - -
tridngulo. :

w

P SN———
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xx} Construir un tridngule conociendo un lado y dos dngulos,

.

xxi} Por dos puntos dados trazar una circunfernecia de radio dado.

xx1i} Dados tres puntos no coolineales A, B y C, construys una circunferencia
que pase por elles.

xxiti) Insceibir un circulo en el tridngulo dado.
xxiv) Circunscribir un cireulg a un tridngulo dado.

wxv) Por un punto dado, trazar una tangente a un circulo dado, Se dan dos ca
sos {a) y (b):

{a} Cuando el punto P estd en circunferencia

{b} Cuandc e} puato P estd fuera de la cir--
cupferencia,

xxvi} Se dan dos segmentos de 1inea recta del mig (a)
mo tamaiio, ambos se intersactan en el punto
medio M, si une los extremos iserd un rec-
téngulo? si esto ocurre circunscribalo en
una'circunferencia,
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xxvii} Trazar una tangente comin a dos circulos dados.

-0 O

(a) (b)

{c) ) )

' RC

(e) 1
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xxviti) Trazar un pentigono regular que por lado tenga el tamafie de un palille,
cerillo o 1o que guste, use 1a regla ¥ el compds, luego vea 1a forma de
colacar en serie doce caras , y arme un dodecaedro {poliedro regular).

xxix) Inscriba un circulo en el pentdgono del problema anterior que toque sus
cinco lados,

xxx) Construir los restantes poliedros regulares y que midan de arista el ta
mafic de un palilio, complementands asi el ejercicio 56.

xxxi} Construya estas figuras, una se deriva de la otra, hdgalas mis grande,
si los recursos Te alcanzan hagase su wantel.o estimpelo en uma camiseta:

@@

xx%ii) Dado el perimetro de un tridngulo equildtero, construir el triénéulo. )

xxxi11) Construir un rectingulo, dadosun Jado v el Znaula de tas- diagonales. .

xixiv) Trécese una recta de 6 cm. de longitud y dividala

’ en doce partes iguales e imite la figura que se 1@
presenta, o alguna combinacién que pueda derivarse
de ella, si puede haga so mantel.o decare Ja figu-
ra en una playera.
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xxxv) En la construccién de ventanas gdticas, se em-
plea constantemente la figura que esta a un g
do. Haga tres muestras de diferente tamafo, y
si los recursos le alcanzan hagalo con varilla
y solde.

.

1 L
xxxvi) Con regla y compds solamente trazar y amplificar las siguientes figuras.
No importando que se noten los trazos.

..
XN

deaimene]

Conjugar toda esta gama de ideas de los sefiores Wentworth y Smith, ello
da lugar a  jdvenes y adultos para explorar con eficiencia: en lo artistice, -
_técnicas de disefio, artesanal, oficios, etc. ¥ claro esta, es una Vbor miy -
iﬁportante compenetrar gradualmente en lo esencial como maestro,” pero adn. asi
1a divulgacién de la geometria se encuadra dentro de su propdsito el hacer -
ciencia.
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EJERCICIOS PRACTICOS

80) La compresi6n de estos conceptos bisicos tendrd una interpretaci6n geométri
ca, mostrando en distitntos problemas su apticacibn correspondiente y favo-
recer la participacidn activa en la lectura de este trabajo, por ejemplo "~
Jas figuras (esz):

A la derecha de las figuras (eag) encontramos las dreas calculadas de las -
mismas, en 10s espacios en blanco, cologue los incisos correspondientes.

A) 2.5 l ] A= 3h
3
4
: :
B) b A=1LE
14
t
]
7 !
S0 ) 3.4 A =-12.5668
D) h A =12.50

E)

figs. (egp).
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81 ) 51 el cvadrado ABCD mde por lade 2 + b, y el cuadrade LMNP uno de sus la-~
dos mide c; podemos demostrar en otra forma el teorema de Pitigoras; st ab-
sarvamos la figura (e33) tenanos lo siguiente:

D H €

!
i p
|

#
A y £ig. { egy )
- E1 drea del cuadrado grande es igual: la * b)z
—‘El 8rea del cuadrady peauefo es igual: C2
- £\ area de casa uno de los yrifngulos es: ab/2

~ Interprete en lenguaje aloebrdico fo sisuiente y haga tas simplificaciones.
respectivas: “El drea del cuadrado grande, es fgual a el &rea del cuadrado
pequefio mds cuatro veces el drea de uno e ios triénoulas”,

82 )-La placa trianqular es {issceles)
o mostramos en la fioura (egq).
Establecemos una relacidn de seme-
Janza de trifngulos é{udl es?




D)

83‘ )

A)
B)
)

D)

84

~

Pt
Ho- P, H
e T
H a
2 2.

Sobre una placa circular estamos
aplicando ¢l teorema de Pitdgo--~
ras, para obtener el valor de lk'.
iqué relacibn es?

—_
it

0y

EY

K veomam

‘=

Para calcular el vojumen de un co-
no, tenemos una retacién con sus--
lados hom6togos en la semejanza de
unos tridngulos, que aht se presen
tan; -sefialela, 1a figura le ayuda-
r.

#83

e el R e -

B

R

fig. (e35)
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A) "o H
n -
HEMISEERIN e R

BY _KH r
" K
LR
n
oo x }

n

o ¢ ki

85) Si se quiere calcular el volumen
de una esfera nuevamente tendria-
mos que usar el teorema pitagori-
Co en uno de Jos hemisferios, de
acuerdo a los datos puestos en la
f1quras(e37) tCtud! seria?

A KR + v = R

2.2

2Z-R =r

B} kR
€) {kR = r)? = p

0 el 2R

86

-51 un lado.de un terreno trifngu--
lar es la cuarta parte del perime~
tro, ‘el sequndo mide 7 metros.y el
tercero es dos quintos del perime-
Ctro, iCudl es el perimetro?
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A) 40 m,
B} 20 m,
) 140 m.
D)y 80 m.

87 ) Encuentre las dimensiones de un terreno rectangular que tiene 84 metros de
perimetro, si su ancho mide 2 quintos de Targo, ver figura \eaé).

X
A0 ylEm
B} I0yi2m )
¢)20y4m i
Dy3y2m
fig. { eqq)
88 ) Antes de contipuar calculando. dreas, diremos que, el drea de un cuadrado la

podemos definir como lado al cuadrado; para con ésto, poder demostrar que --
el drea de un rectdngulo es largo '
par ancho, es decir base por alty
ra. Férmula que hemos manejado -
desde hace ya mucho tiempo coti--
dianamente.

St tenemos cuatro rectdngulios co- ()
mo el que se muestra en (i1} for-
memos un cuadrado con elles, en - }
1a forma de {111) de la figs.(e4q) A




89

90

- E) area del cuadrado mayor es:

- El rea mayor menos el &rea menor

{8+ b)

E) drea de! cuadrado menor forma-
do por dentro es:

- es igual a:

Como s6lo quiero el drea de un s§
o rectinguio, divido el resulta-
do en cuatro. y queda: A =

(111)

f19. (e4)

b

Con un pequefio razonamiento y basado en el

“resultaao del problema (87) muestre que --
puede obtener 1a tan conocida formula del : 7"
tridnguio, para calcular su drea: "base --
por altura sobre dos",

Escribala como una férmula:

LC6mo 1o haria para un trapecio con dos lades paralelos?

- Use los resultados de (88) y (89). -~
serd de gran nterés }legar a ta for-

mula (B +b) h
2
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91) Yo “PETROLERA SEVEN" hage entrega al chofer y su ayudante, de un carro -
pipa cilindrico completo con liquido para su jornada cotidiana de surtir dife
rentes clientes; al devolvermela, hacemos
cuentas y medimos el Hqui‘do sobrante con
una vara que di el didmetro del cilindro
al introducirla. La pregunta es éHabrd -
alguna férmula practica para calcular el
liquido sobrante? Si o .

Observo cuatro casos naturales, un quinte
seria estar vacio.

1):Cuando el tanque esta lieno.

i) Cuando el tanque esta a 1a mitad exactamente.

'i11) Cuando sobra mds de 1a mitad.

iv) Cuando sobra menos de la mitad.

Figs. (e, )
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Las dimensiones del tangue pipa.son;

N H
_—
g

fig. { 40 }

H= ‘Altura del cilindro
D= didmetro
r= radio

k= profundidad de sumersidn

La vara tendrd n unidadés y serd igual al &ia’metro D:mis su r_nanija:. vea
figuras { gy Yy la figurg { €2 }. ’
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92) Con una placa de Tdmina de 10 x B pulgadas se quiere hacer un recogedor re
cortando de las esquinas, cuadrados
de 2 pulgadas por )ado; ver la figu
ra (e“). Hacer dobleces a y b.

La cantidad de 1dmina para cada uno
debe ser de:

A) 64 pul.2

) _l120 pu].k

c) 80 pu].2
0; 72 put.2

fig. (e'yy)

~

93 ) £-Qué valor toma la arista 2 7 ‘Vea figura { EM)'
A)7 pul.

B) 7.745pul.

) 7.101pul.

D)7.35pul.



494 )

CA) 216 em

. C) 222 cm

#90

Con una placa de cartén de 30 por 20 cn. ¥ recortando cuadros fquaies de --
longitud x, tal como se observa en las figuras (":IS)' ve quiere hacer una
caja tapada, con un poco de imagi-
nacién, y haciendo ios dobleces -~
que se indican con !as tineas pun-
teadas al formarla, dard el segun-
do esquema.

Qué expresidn algebrdica deben te
ner sus aristas, para con ello ob-
tener el volumen? Pdngaselas a un 30

Tado. ______l__[ ——————

-

fir_zs. (e45 )
$1 %" es Tgual a 4 e, ﬁaga el ciiculo de su volumen,
3 .
B) 466 cm
3
3

D) 844 cm




95 ) En el caso ce querer construir una carretilla, @sta es la idea.
Tendriamos que dar una placa ’
de 1imina en forma de trape-

cio, recortar de las esqui--

nas tridngules rectdngulos - T
en la forma que se muestra -
en Jas figuras (846)'
Como 1a parte delantera debe
. d .
ser mis alta una vez formada 1.70

Ta cuchara los tridngulos se
rin en altura mayores, aue -
fa trasera., (Cudl serd la sy
ma total de lamina que reste
mos, dadas las medidas de la
18mina?

Obtenga usted mismo el cilcy [RRSRNED By, NN
To.

i, (egg ).




A} A 7 35°, B = 81°% C= 90°
B) A = 45°, B = 92° (- 82°
C) A =53°, B=192° C(=88°
D) A=43° B=92° (=

97 ) En el crucero de tres -

carreteras se ubican -
las esquinas A,B, y C.

105 datos obtenidos se

dan en la figura (e47)

marcados en ella misma:
35°, 887 iCuales serdn

Tos valores de 10s dngy
los A, ByC?

8e°

9g ) En el caso de nuestro pla-

neta -tierra al ser ilumina
do, nos indica que los ra-
' yos solares caen cn Tinea
recta, quiero decir perpen
diculares; el caso es gue
no es asi, por tal motive
en la medida que nos-aleja
mos hacaa el norté sobre -
la suberficie, tenemos una
" ciertz inclinaci6n suponga
mos Ta figura- (e ) 1o su-
" cedido considerando K el -
el centro de la Tierra - -
£C6m son los &ngulos 7 y
b?

fig. {ey;)
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A) IGUALES

B) DIFERENTES

C) PERPENDLCULARES

D) ANGULOS ALTERNOS - EXTERNOS

99) Resuelva Tos siquientes proble
rmas que estdn puestos en Ja sy
puesta pantaila:

-8 a=40"yb=93°

¢Cufnto miden los restantes dn
gulos?
Haga el cdlculo.

- Ahora si varjamos un poco la
figura y asignamos otros valo-;
res para los dngulos a .y by -
por ejemplo: a = 69° 58'

b = g2° 49"
éCudnto medirdn los restantes?
ver figuras (949)_

- Supéngasé que se-tiene otra
figura en donde: A, B y C son
Tineas rectas y x = 73% con -~
y t.x = 329 :
Digase si las rectas A ¥ B son
paralelas, &SI°0 NO?.
Cualguiera que sca su respues-
ta arquméntela. :

figs. (e‘zg )
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100°) En caso de tener una circunferencia
3 A'I e
con un dngulo inscritoy "y* un &n-
. -~
gulo central Z cuyos lados compren
den el mismo arco que ? iPor qui
el Sngulo ¥ es igual a 1 ()
2

AN
\(\!&' )

Ovserve: E1 trifngulo CNL es isésceles.
luego X + 2 =2 R ..oiviea..,, 500 suplementarios
X+ 2y = 2R uieevenneanald suma de 1os dngulos interfores deun tri ;
gngulo es iqual a 2R,
X 42y = x# T ......... Nocibn condn #1 (NG, )
y=1 ..............(uc3) A
% %_ (2}, o sea y é’

101 -} Si movemos sobre 1a circunfernecia el punto L un poco a la izquierda dejan-
" do My N fijos Seré igual el resultado?

¢S1 o ND? .. Por ejenplo,
Cudnto mide Y ?

A} T80
B) 48°
c) 3/
D) 38°
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102 ) De acuerdo a la figura (eso)

&Podriamos afimmar que - -
=1 T2

&St o o7
Obseve: - a = - 2, N
(Y b= by- b2 Haga sus
diferen-
cias.
3y )
(i) a1=71- b1 Por el -
' resulta-
do del - .
fige { eqq )
problema, (100 .. 50
{til)a=ay-ap bt =ty )= i complezeto!
) B M W e S . P i

103) Con esto se querfa decir due dada la circunfernecia y-su dimetro, ‘cualeenm
quier &ngulo inscrito A en :
€11a con lados en los ex--
tremos del didmetro es:

A) AGUDD
B) UBTUSO
) ReCTU
D) LLANO




104 )

105

106y

S1 el radic de 1a circunferancia es
4 cm, y ta cuerda menor mide 4 cm.
¢Cudl es el perimetro y drea del --
tridnguio ABL.?  figura tegy).

#) p=12+VT o, 5 As 608 m

B) P=a(2+ B, ; p= 83

€) P= 20,8 m. : A=10.25 mP

D) P =18m ;A 698 o

Calcutar el &rea de la escuadra aue
mide por los lados de afuera 6, 8 y
10 putl, y uno de los lados de aden-
tro mide 5. Ver la figura 1e52)
Haga su cdlcuio,

Area = pulz.

LComo Jocalizar el centro de una me
sa circular? ver:figuras “’53)

fig. (eg, )




1) Serfa correcto si traze dos cuer-
das cualquiera AB, €D, trazamos -
8D y AC, y donde se intersectan -
&serd el punto que busco?

&SI o NO?

(1) O también si trazo las mismas ~ -
cuerdas A8, CU. Y de cada una ob~
tengo su punto medio My M', -~
ademds, por estos puntos trazo -
una recta perpendicular en cada -
unp la interseccibn éserd lo que
busco? LSI o NO?

_ L414) Si trazo dos cuerdas AB y BC que
tengan un extremo en comin, si ob
tengo la bisectriz 8D del dngulo
8, supongo gque pasard por e} cen-
tro y serd el didmetro, luego, sa
co el punto medio M. cSerd este -
el centro que busco, SI o NO? - -

_..107').Busque el centro de una moneda -
circular,

108 ) ¢0uE altura alcanza un cono recto cu
yo didmetro de su base.mide 8 m, y
la longitud de sit cara lateral mide
15m, ?

Ver figura (e541.

#97

(1'11) -

fiq. (e53)

fig. {eg,)
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Ay 16.2m., BINIGEm., C)NzZa0m., 0)YZ00 m.

109} L1 cordén suelto se sostiene en F y E,
" al ponerlo tenso con un 14piz se puede
describir una curva cerrada, que no es
propiamente una circunferencia.
LCOmo se 1lama?

Y, si F y £ coinciden ¢Cmo se 1lamard
la curva?
Ver figuras (ess).

S1 obtuviera los perimetros de cada --
uno de Tos tridngutos (FEP) 2Qué obser
varfa?

110) ¢Cudl es el &rea de los trifngulos ABC
y LMQ? use 1a f6rmula de Herdn de Ale- figs. (egg )
Jandrfa. Ver (i), (i1} y figuras

(esg ). '

8

(ii)-

figs. (ESE )
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111} "Calcular el &rea de una corneta®.

£) raducido texto del problesa buscs ser concebido, por ciéric, no muy
f8cil su aspecto inconfundible en su sentids tradicional, si gueremos hacer
un intento per modelarlo aunque se muestre tan desfavorable su distingidn -
en los esquemas.  Indudablemente debe conservar hoy dfa un valor polémico,
con argumentos propios le ya indicado en las figuras { 259 }, pero la sola
idea al respecto busca acomode en el gusto del lector segin nuestro esbozo,
en caso de llamar la atencidn mds l"r
quizd resulite ser un nodelo comin
de la esencia de nuestra intui--~
ci6n geométrica, digna para ser -
retomada convenientemente estas -~
consideraciones, con una buena -~
aproximacidn, y no muy fuera de ~
la realidad; quiero decir con es-
to, que la trompa esta hecha y --
puede ser calculada su drea, el -
resto se mide como 1a altura de -
un cilindro de radio "r“, "a" es
el apotema del exdgono.
En nuestro problema la idez que ~ Y,
tengo al respecto y las medidas -
que se dan en el esquema, se tie- \V‘v/
ne: tres pétales formadas por los S
seis segmentos circulares:
(AR - A} = 3 patalos, luego -- figs, { eg; )
2 (AOR - Ap) = 6 pétaltos, por lo tanto A = (AGR - Aer) -2 (AeR - Ap) es de
cir, esto dd el drea de la trompa, solo habria gque sumarie 12 parte con 12
cualyfﬂmarfamos un cilindro de radio “v". Donde kQR es e] drea del cfr'cg‘
1o mayar, Aer el menor, A drez del poligomo y A e} drea de la trompa. HE
ga ta simplificacidn, ademds de sumarle la parte larga y dé una fémula -~
con esta idea.

=

IXLL
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112) Existe un postulado Euclidiano, que precipita el curso de la geometria en -
todos sus Grdenes y aplicaciones decisivas de las ciencias. Y gue, han pro-
ducido considerables avances en la humanidad .

LCudl es?

Lué dice?

<Ser§ el germen de todas las geometrias actuales, gue hasta hoy conoces: SI
o NO¢

113) Termine el dibujo en perspec

tiva, tomando el segmento AB — o D

comu horizonte, ademis el --
punto P, iDiga le relacidn -
que guardan los dngulos: @ -
cnBycanty®

-Yer figura \,esa). ?

o

B |
B B

Z

0 g0 5

N
ag@gapfE

fig. ( fag )
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{)a conb ¥ ‘son

i1)c cund ¥y son

114 } En caso de mover el puntu P a la fzquierda y wds arriba. Fodria hacer un di

bujo diferente al anterior 2SI o NO? ; Ademds si‘a = 150° ¢Cuinto
P medird b= .
< |
b : d=
b o2
c

I El que se le ocurra !

115) Intente hacer otro ejemplo para el cual use mis de un puntos de f'uga.

116 ).¢Cud) es el ancho de una -
Yaguna con las dimensiones
qiie se dan en la fig. (es'gl,
‘planté ) problema y rasuél
valo.

18400 m

fig. €59 )



#102

117 ) Qué didmetro tiene el crdter de un
volcdn en base al modelo y medidas
que se dan. Ver Fig;.(eéo) en su -

respective inciso. /
¥,

118} ¢ Cudnto miden los segmentos que falten

marcados con x en los tridnguios ~-- '

correspondientes en los incisos, de -
misma figura?
F

I0m
15 16 20
3 4
60° 60°
~ Y- (i)
"\\
A=
% -
X o h

Figuras (660) .

119) .Calcular la altura de un edificio a cierta hora del dfa, en la cual un poste . .

que mide 10 m. de altura y el edificio proyecta una sombre de 12 m,.y 80 if. =~ -
respectivagente, Ver Fig. (v) :

T
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120) {Cual serd el ancho que ticne el

ry
i1
ci
A)
B)
€)
0)

Si

0? £1 modelo geométrico 10 ~v —Asrerionry
ustra la figura (961) y propor =
ona algunas valores. o~
g N —-
-
e
11 m AR
12m
13m

fig, {eg )

a usted e qusta naveqar, le daréd la fdea para que haga su lancha; pero

antes, algo de la definicidn de esta curvi muy importante, ta pardbola; es

al

F

n

lugar que tienen Tos puntos de un plano que equidistan de un punto fije
tlamado foco y de una recta fija "1"
amada directriz.

Construya una paribola se divertird,
FP siempre serd 1gual a AP hdgalo,-
varian AP y FP al deslizarse.

Hay una diferencia entre esta grafi
ca y la presentada en (109}

tCudl es?

Esta es la fdea, Haga su maqueta, recorte las partes obscuras y doblece
(a, bya)s el resto depende de soldar 1&mina y darle forma, vyea figu -
ras |{ €62 ). ’
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figs. gz )

122) En un tridnquio isésceles de lado ¥, 1a altura en funcidn de sus lados:

"
N3
B 1

3.
¢)N3 &k
LIRS
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123 ) Para el mismo trifnguiv &Ludl es su lado en funcidn de su altyra?

LY
3"

83N 3I h

[
{7

DN
z

124) §i el tridnguio ABC esta inscri
-~ to y es equildtere iluinto miden
los dngufos x yy 7 P es el cen

tro de la circunferencia ver fi-

qura (.e63}.

A x =17y = 40

8 X =1200 y = 30°

€3 x = 130° y = 200 Fig, ( ggq )

D} x = 140° y = 10°
' 125) 4Queé. férmuta de las que aparecen le seria Btil par;a,caﬂcular‘ % suma de -
Tos &nqutos interiores de un poligono de n Tados tonvexo? R = 90°,
A} £(n} = {n-1} R/n
BY f.in) = 2nR/n
€} f in} = 2(n-2} R/n

D} f (n} = {(n-2} ZR



126 )

127)

128 )

129)

130)

#106

Cada &ngulo de un poligono reqular de n lados es igual a uma de estas --
dos férmulas:

() T 360 (nl) (g T 1807 (n:2)
n n

LLudl es?

En un cubo de azucar de 1 cm, de arista, una hormiga recorre de vértice a
vértice, segln se muestra en 1a fioura (egq) ¢Diga cudl fue su recorride?

Ay NZT© L en :
By 2V3 i
Ly 2N ):__ P Q.
D /,
fiq. (e64)' d

tCudntos lades tiene un poliqono reqular en gque cada &nquo es de 156°?

R= lados.

Los dngulos de un cuadrilitero son x, 2x, 2x.y 3x. 2Cudles son sus valo--
res?, L

LCudl es el valor de cada dnquio en los siguientes poligonos requlares: el
pentdgono, el exdgono y el octigono?
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131)  Los Poligonos. iDefinase qué son, y cdmo se clasifican?

- EV nimero total de diagonales en un poligone convexo de n lados esta da
do por la féemula n {n-3)/2.

Una forma de mostrarlo seria:

EY nidmero de lados del poligono es n, .tengo entonces n vértices; luego,
n-1 serian las lineas que se pueden trazar de un vértice a todos los restan-
tes; (n-1)-2  es el nimero de Yineas diagonales que salen de cada vértice,
por que, dos Tineas rectas no cumplen con Ja definicidn de diagonal, esto su
cede en cada vértice, como son n, se tienen n [(n-l)-zj diagonalesy luego,
una Tinea recta se puede trazar dado dos puntos, entonces si divido entre -
dos obtenga 1o que necesito.

) Resuelva estos ejemplos; icudntas diagonales tiene un: tridngulo, cuadra
do, -pentigono, exdgono, eptigono, octdgono, poligons de 12 lados? todos -
ellos son convexos, haga su grifica con todas sus diagonales,

132) Sitrazamos todas las diagonales posibles
en estos tres poligonos, dejando un vértice fi
Jjo, el nimero de tridngulos que apareceria se-
ri jgual: "al nimero de lados que tenga dicho
poligono menos dos, "y obtendriamos una férmu-
1a muy comoda para cada poligono convexo que -
se presente al calcular su suma de sus dngulos
interiores es igual a 2R (dos rectos) es decir:

n = nimero de lados °
n-2 = nimero de triingulos
ZR = 180°
(n-2)2R = suma de dngulos interiores tad
Vea figuras (eﬁs), termine de trazar las -
diagonales y cuente el nimere de tridngulos en
cada muestra. - ‘




" fes
A .

# Ay 4 8
A
Ay Ay 1 Ay
3 A
{b) figs. { ggg ) A

Como una consecuencia del problema anterior; si buscamos el valor de ca-
da dngulo en un poligono regular lo que hariamos seria dividir la suma de dn-
gulos ‘interiores entre el nimero de lados, obteniends alge asi;

Cfs gn-znz 2R ; donde ? representa uno ¢e los afgulos interiores.

133} 2El tridngulo se puede considerar-un poligone?  Si o No

ZEstas Férmulas se pueden aplicar al trﬁngulo? St o No

Si A. representa un conjunto de angulos tales como:
1A G R Ry v B BT v 12 expreston ZA1, 1a sum de estos
Angulos; tendriamos entonces la expresidn siguiente para la suma de los angu— -
10s interiores de un pentigono i‘.m: {5-2) ZR &Cudl seria el valor en grados?
hagase el calculo

s, En un poligono de 20 Tades, su suma de éngulos interiores seria:
Ai= (20-2) 2R; higase el cilculo y dé su valor en grados

51 el poligono fuera de #i lados ¢Qué formula le pondriames para calcur
Tar 1a suma de sus dngulos interiores? F,A= terminelo.

En'un exdgono regular, la busqueda de uno de sus dngulos interiores se-
rh practicamente 1o sigufente: T = {6-2)  y resulta que T = 1202

: 3
. También podriamos usar @ ., 3, -
1= k=1 Ak_

6-2) 28
B
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132) Por ejemplo, en caso de querer calcular un dngule interior de un poligo-
np de 30 lados tenemos 1o siguiente:

T X . _(30-2) 180° | . ' concluya
30 30

el cileulo.

135 ) S{ un dngulo interior.de un poligono regular mide 140° iCuintos lados . -
tiene dicho poligono? . )

136 }  Cinco de-Tos dngulos -interjores de un exdgono son de 100°, 120°,.130°, - ¢
150° y 90° -respectivamente. Hillese el valor del otro. .. ‘
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1?7) iCudnto suman los dngulos interiores de un exdgenc?
A) 1080°
8} 1200°
cy 1w

D} 580°

138) ECudl es el ninero de lados aue tiene un roligono regular en donde uno de -
sus angulos es igual 108°7

~ LQué férmula va a usar?

- Reatice el cdiculo.

R = _lades

139} Qué cantidad de vari-
a se usard para for-

mar el esqueleto para ’~ ry

una Jaula de tender, - /}/fﬁ(%

con forma de un cubo - . "'/”l/ 7L L
cuya arista mide 2 m? _ V L \ 1.60
Vea figuar {egg) tha- 30 [ 4t T | ‘
bré atouna férmula que ’ 3
generalice.esta, para o 0.40

un valor k cualquiera

de arista?. . 2m

fig. { e )

R m._ fermgTa: a ()= -



140)

141)

#1111

¢Cufinto suman las longitudes de las varf-
11as que sostienen una placa cuadrada per
pendicular al piso de un anuncio comer---
cial que mide 12 m. por lédo y 61, dela
placa al pie de la varilla? ver ( e IR

fig. { €57 }

8 .
) Encontrar la fltura de) faro, utilizando
jm para ello ios datos que se dan en la fi-
:CE qura (eEB).

::l[_-_

Sl

e

s .
130 m 50 m— -
fig. ( ega}

142) Uno de los dngulos externos de un tridngulo es de 130°, y uno de Tos Engu---",
tos internos opuestos de 32°. Hillense 1os dnqulos del tridngulo.




143) Tantas ideas colectivas que subyacen en el am
biente geométrico, de 1os trazos, con auténtica im
formacifn simple, si nos disponemos separadamente
explorarlas encontraremos ejoemplos como "la de un
circulo circunscribiendo un cuadrado y ademds estd
inserito un cuadrade de lado k", cue parece no de-
cir nada a simple vista, pero si usted observa 1o
siguiente, entre otras cosas cuando trazamos més -

1fneas, surge 1a idea de como hacer tablas, un bat,

v es la de tener una viga en forma prismitica como
to sefialan las figuras (esg) To cual al desperdi--
ciar alquna madera, el sobrante se utiliza en ha--

#112

\r

cer palillos, - §i esto se hace en serie se obtendrian tablas, bats y palilloes,
todo esto oracfas a el secreto de adelantarnos como muchas .o han hecho.
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'144) En tas §reas sombreadas, cada cual ﬂh
tiene una fémula para ser calcula ﬁ
da, indique ¥ coloque en el parén- ‘
tesis la A que corresponda,
ver figuras {ey).
A-="3ra

Ay = d.D/j2

I3

Ag = /2 (Treeza)

145) iCud! serfa el volumen de estos -~
cuerpos? ver los datos en fiquras
(e“), Ya, Vb, Vo y Vd,

" figs. (

71
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146} ¢Qué altura tiene la torre segin
datos que muestra la figura (e;z).
Realice el cdlculo.

147) &Cudl serd 1a longitud lateral de
un edificio que tiene esta forma
y las medidas sefialadas grafica--
mente? Ver figura (ers).

fig. |{ ey3 )

0m
TORRE ‘TLATELOLCO :

148) Un terreno cuadrangular con las -

sigu'ie’r:tes forma fig.(eu). con
3 = by medidas correspondien-
tes. iCudl serd: el valor del lado

X 7. 10m




.149) ‘Una chica oe 1.46 m de estature co

loca su espejo sobre el suelo y se
situa de modo que pueda ver la par
te superior de un drbol, (Qué al-
tura tiene el drbol gue se muestra
en la figura (e75) ?

Ataiatac

o o Serilo

AAARIAN

=
a—S- "

Q‘Q'éﬂ,‘ﬂﬂ"uﬁﬁﬁ"q‘ bl 'uu’u“&agﬂugga V

epC o

(A 5= m 22

150) El ancho de Ta barranca estd dado por la proporcwn

8
(©) = 15

LCudt fué? . Ver figura (976)

- Hagase el cdlculo y dé& el ancho de 1a barranca. . '
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161) iSahe clmo se podria medir la circunferencia de la tierra?

- En el afio 240, A. de C.,
Eratdstenes 1a mid{i6 tasdndose en
1a curvatura terrestre.

En Siena, Eqipto {ubicada en el -
Trépico de Cdncer), los rayos del
so} eran precisamente perpendicu~
lares, al medio dfa {12:00 hrs,)
en el dia del soisticio de verano,
Al mismo tiempo, en Alejandria, -
poblacifn situada a 800 km., al -

norte, los rallos solares cafan - TPAPICO E CANCFR ; /
en un angule de 7.5°, respecto de (— (7.5)°

la vertical, Con esta informa---

cidn y con rudimentos de geome--- ECUADOR

tria, vease figuras (e.”), Eratds
tenes logr§ caicular la circunfe-
rencia gracias a la siguiente pro
porcién: 7.5° es a 360° 1o aue -~
800 Km, (500 millas) es a 1a cir-
cunferencia de la tierra.

Obtenga usted mismo el cSiculo de Eratéstenas,

~1Cudl fue? Km,
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VAZANN

Si ya tenemos el racurso aportado por Eratfstenes
de haber calculado la redondes de la Tierra, es decir
su circunferencia, donde utiliza el método mds rdstico,

aunque aproximado del actual, seria oportuno usar—la’ for-
mula muy conocida de C="ND " y calcular el radio de la esfe~
Haga el cdlculo scgin el resultado obtenido pov

ra terrestre.
Eratjstenes.




~ PARTE IV ’
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DEMOSTRACIONES *

Con el fin de formalizar algunos resultados, a continuacidn encontrafa --
una lista de enunciados de algunos teoremas y problemas muestra, también,
concretizar tres de nuestra lista y busco ajustarlos a cualguier proposi-
cidn geométrica con estas caracteristicas: esquema o figura, hip6tesis, -
tesis, razonamiento 1dgico ¥ conclusibn. Partes fundamentales en una de
mostracidn.

En el apéndice encontrard los restantes. tecremas y la demostracién de so-
10 unos cudntos, éstos estardn etiquetados con alguna letra mayiscula del
alfabeto, coloque 1a que correspanda en el paréntesis vacio que estd an--
tes del enunciado del teorema; a su vez, se tiene etiquetado su enunciado
con una letra mintscula "t" con indices, ésta servird para justificar al-
glin paso en la demostracidn con ellos mismos. '

Mis aclaraciones:

Ser&n mis los enunciados de los teoremas que las demostraciones hechas, -
con el fin de provocar yn grado mds alto de dificultad, )

Busque 1a letra de su demostraciGn y coidquela en el listado de teorémas;
0, st esta trunca la demostracién terminela, y colocar su letra respecti-
va en la lista

Han~de significar 10 mismo: Teorema o Proposicifn en este cuaderno.

Cuando 'se tenga iniciales ya sea para semejanza o congruencia de tridngy
los como; L,A,L.; AJAAG ALALAL, ... estas'significan: lade, angule,
Yado; dngulo, dngulo, dngula; dngulo, lado, dngulo; y asf, segin sea el
€aso.

Se sugiere hacer todo lo posible por demostrarlos, luego, serfa (til co-
piarlos en su cuaderno destinado a matemiticas, con el propdsito de che-
car y rgbasarlos. Podriamos aprovechar esto para iniciar Ja técnica de
eséas demostraciones e ilustrar el manejo de ellas apoyados por el ejer
cicio (67). )

Ejerbicio (156) de) apéndice.



£
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1) DAMDARMC B Por tener L.A.L. respectivamente iguales.
S i1y M=K ; De 1a congruencia de trifnguios.
(e) Conclusibn O = MC, D

156 ) Ejercicio.

e A C
"Si, AB = AD y CB = CD.
Demudstrese que AC es la bisectriz
de los dngulos BAD y 0CBY,
{a) ®
ESOUEMA

{b) HinStesis: Sea €1 cuadrilatero ABCD, con AD = AB y €8 = D : AT recta.
{c) Tesis: AT es bisectriz de BAD y BCD.

{d) RAZONAMIENTO 1.0GICO

i) En e1TYABCO se forman dos tridngulos: ABC y ACD,- Por Hipbtesis.

14) AT es comin 2 Y05 405 «cvvvieuevvenesnsananenss POr ?

98] DABEZEAACD +.evtrrienineeaneeaanainienaen.. Por serfhs congrdentesr'
Lok, ’

iv) Oe la igualdad de tridnguios resulta oue AC es la bisectriz de m ¥

)

{e} tonclusifn: . AT es bisectriz de BAD y BCD.
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PROPOSICIONES:

Anora actiée, Jea estas proposiciones localicese su letra mayGscula que tig
ne su demostracibn y péngase en el paréntesis vacio,

Yoty )

bit,)

Loty

bl

Co b L)

holtg)

Yilty)

Un dngulo exterior en un trifnqule es {gual # la suma de los
dos no adyacentes a El, y por tanto mayor que cada uno de los
dos.

Si dos paralelas son cortadas por un transversal, los dngulos
correspond ientes son iquales,

Si dos lados de un tridnguic y el dngulo comprendide son res-
pectivamente congrientes a dos lados y el dngulo comprendids
de otro trisngule, Jos dos tridngulos son cangruentes.

Pos tridngulos rectdngulos son congruentes si Ja hipotenusa y
un cateto del uns son respectivamente congruentes a ta hipote
nusa y un cateto dal otro,

La suma de os tres dngules de un trifngulo es igual a dos -
rectos.,

Dos dnqulos opuestos por el yértice son iquales,

57 dos paralelas son cortadas poruna transversal les dpgulos

alternos-interncs son iguales,
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£ b g s ) Dos rectas situadas en un misme plano y perpend fculares a una
tercera no pusden encontrarse, por mis que se profonguen.

1s g 9 ) i dos paralelss son cortadas por una transversal, los 5ngu~-
los alternos-cxternos son iquales.

i_...m% La suma de los dngulos interiores de un paligono de n lados - -
convexo, es igual a dos rectps multiplicende por {n=2), £1 ni
mero de trifngules que se formardn al trazar todas las posi~-
bles diagonales a partir de un vértice fijo.

{ 3ot 13 ) El cuadrado de 1a hipatenusa de un tridngulo rectingulo es <=
{gual a la suma de los cuadrados de Yos catetos,

{ Yo Y12 } _El niimero de triSngulos que se forman en un poligono, al tra-~
zar todas las posibles diagonales a partir de un vértice fi-~
Jo, s igual al némerc de Jados megnos dos. ) ’

(. ), ( 3 Toda dnguld inscrito en una circunferencia tiese por med\da ~
1a mitad del arco comprendido entre sus lados.

£ Yo d tM ) Cada ﬁnguio externo de un peligono regular de n 1ados es « -~
- {gual a 2 rectos por (n—2) tados; dividido por el nlmerp de
lados,  E£s decir: 2R jn -2) donde m es el nimero de 13

dos del mligone Y R Sngulo recto.
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{ ) Y15 ) Er todo tridngulo isbsceles los dngulos opuestos a los lades
fguales son iquales,

{ ) ! ‘lﬁ ! La suma de Jos §ngulos exteriores de un tridngulo es igual 2
cuatrg rectos.

tl? En todo cuadrado, demusérese que sus diagonales son tguales.

{ }o tlS ). Demostrar que dado un segmento de recta siempre se puede ~--
construir un trifngulo equildtero.

{ ) $t19 ) Denuestre aue e drea de un rombo e5 igual al semiproducto de
la diagonal menor d con la dizgonal mayor 0.

{ . a0 "La circunferencia y el circulo como Timites",

. La circunferencia es el 1imite del perimetre de un polfgono -
circunserito o inscrito cuyo nimers de lados aumenta indefini
damente. = (Considorablemente).

.o E1 &rca de un circulo es el 1imite de! drea de un poligono --
inscrito o circunscrito cuyo nimero de ados aumenta conside-
rablemente.

S it 3] }.. La relacién de la circunferencia a1 difmetro es un ndmaro - - -
) constante 1lamado ~ (letra griega). '

{ Ja{ 2 } Puesto cue C: 2r =% , se sigue que €= 29 r. .

)s g 3 ) El drea de un poligone veguler es iqual a la mitad del pruduc
to del per)metro per el apotena.

Vs g 4 ) El drea de up circulo es taual a Ja mitad del producto de-la’
circunferencia por: radto.

{ Yot tog } . E) &rea de un circulo es igual Wr?'
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DEROSTRACTIONES

L
156) Ejercicio (A) //,//},
, 3 2 8

HipStesis: Ses M//C0 y IR
Transversal que corta en P y @

o~
Tesis: MQC = MPA C b
ESQUEMA
RAZOMAMIENTO LOGICO
A A
i) MPA = 1LOD Par ser dngulos alternns—internos........(_t7)
-~ ~~ . .
it).HQC = LaD Por ser dngulos opuestos al vertico......(tﬁ)
111) M€ = 7Pk Ne, L .
Conclus iGn: ﬁ)‘c = MPA, A / B . )
: R i

157} Ejercicie {B)

Hipitesis: Sea AR // (D y

LM transversal que corta c Q ) N
en Ry @ respectivamente,

! ESQUEMA
A :
Tesis:- ARL = BQM
RAZONAMIENTO LOGICO
IO “1 - .
i) ARL = Cf Par ser dnguloes corresnond)entes.........(tz)
oy -
11) CQL = DM Por ser &ngulos opuestos por el vértice..(ts)

i) ARL = BQd ne

Desde este problema dejo da poner “1a conclusifn® para no ser refterative.
Tenemos que darnos cuenta de To que buscamos, o sea 12 tesis. )
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158) Ejercicio (C)

Hipdtesis; A8 // CD y LM per- b
pendiculara & ambas, y cortas &
Ry O
en Ry R ~ o
L P
L

Tesis: AB y [D no se cortan - P
por mds que se prolonguen.

¢ q D
RAZOMAMIENTO LOGICO: M

ESQUEMA

Supungamos. AB X TD y proiongamos el lado derecho, de manera que se corten
en.up pungo P, esto significa oue formariamos un trifnaulo QPR con R +ﬁ+
P =20 i Lo cual contradice 1a hipbtesis y a tg ! Como-la mentira no se

acepta entonces es verdadero, AF y TD no se cortan.

- fue una demostracibn por deduccidn al absurdo negué la tesis y

Tlegud ar
gumentando a una contradiccifin, entonces acepto que es verdad.

c
159) Ejercicio (D)
{
Hipftesis: Sea el tridngulo ABC isGsceles [
donde AT es igual BC. |
: i
Al |
Tesis: A =8
rest - A
v]
YA TENTO LOGICO:
RAZONAMTENTO LOGICO: | ESQUEMA

i)} Trazar 1a bisectriz T0 de ﬂ
\H) Se forman dos tridngulos con un lado en comin (B, As ADC .y BDC. #
iu)@—@. C e e e e s ww v e aoa . . Definicidn de bisectriz,
iv) ARDC =ABCD .. Ll e e e Por (t,) .

v) De 1a igualdad de los tmsnﬂu\os =8, ’

# “Consecuencia del trazo,
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160) Ejercicio (E)

Hipstesis: KB y TU se cortan en
el punto P ,

S~~~
Tesis: APC = BPD

Haga el esquema
RAZONAMIENTO LOGICO:

R ras P . -

i} APC + CPB = 2R.......... Por ser ingulos suplementarios.
ii) CPB + BPD = 2R......... . Por ser dnjulos 'suplenentarios.

- P
1i1) APC + 9B = TPB + A0 ....... .-PortiC,. L
A A
iv) APC=CPB.................PorNC3.
C

161) Ejercicio (F)

Hipotesis: Sea el AABC con AB pro
longado -hasta L.

~
Tesis: ﬁi\l. = A+’C\

A B L
RAZONAMIENTO LOGICC: “ESQUEMA

GR+F+C =i <eniPor (tg)

11) '€+ ﬁ;?. = 2R..uiis. iseiedyesl PO ser suplementarios

~
PR +B+ T =T+ .. n e RN
) BT = Bl o g
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162 ) Ejercicio (G)

Hipbtesis: Sea el-tridngulo ABC con
N
sus tres lados prolongados; a, b y e Ixe
~ !
¢ dngulos exteriores.

A b

a B
ESOUEMA
RAZONAMIENTO LOGICO:

NR+d-m
R - -
8+b = 2R treeiiennasaeansea POr ser dnaulos suplementarios.
T+e=m
W R+ 8 €e oo (1)
H) M+ F+F+= R ..o see.e..Suma de (1), ¥ toda cantidad puede ser

. sustituida por su .igual.
SRR R | PRI 1

163') Ejercicio. (H) ~ N

Hipbtesis: ~SeaAABC y ALM con:
B=M K=y f=-T
Tesis: OABC = ALHN. A ot "

ESQUENA-
RAZONAMTENTO LOGICO:

i) Colocar HASC sobreALMN de manera aue A caiga
sobre L, B sobre My C.sobreN..........ouooh . POF Pe

11} Por tanto: R =T, A = T y AC. = TN, ... .. 1.....PoOr hipbtesis

i11) Como’ terminan en punto los lados iguates
se tiene que B = Mllocoeueiiniii i Por By

v} ARG =AM,
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164 ) Ejercicio {1}

’ C
Hipbtesis: Se el AABC y I recta L DS To "
paralela a A que pasa
por el vértice C.

Tesis: 7\' +B8+T= m.

A
RAZONAMIENTO LORILO: ESQUEMA
. ‘
NA= cennPOr (£}
=%
P PSS N
fiyt=17 ..... e rareaieas ....Propiedad de identidad,

} Termfnelo ! .

© 165) Ejercicio (J)

B I 3

N AN
Tesis: AQL = DPM

¢ 5 ' 0
I Complete lo que falta ! ’ / . :

L

. 166') Demuestre los restantes teoremas.
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TEQREMA DE PITAGORAS

N
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R X s

Proposicion 47 de los Elementos Tomo I

En los tridngulos rectingulos, el cuadrads construido sobre el lado™ ‘-
que subtiende el dngulo recte es igual a los cuadrados construidos- .
sobre los Tados que forman el dnqulo recto.
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Hipétesis: Sea ABC un tridngulo rectdngulo con C dngulo rec-
to.

Tesis: AS = AP + BN; es decir el cuadrado AS es igual a la-
suma de dos cuadrades AP y BN,

Razones:

i} Trazar CX//AE, y también lineas rectas (R y Bg ---{Pl)

Py )
1) GAC = FAB ---soe-- (P,). ademds A,Cy N estin en la . -
misma recta.

jii) Como AR = AH; AT = AG -------- Definicién de un cuadra
do.%

~ '
jv) GAD = GAC + R=RAT esto implica que el B AQE =AARC ---
{Congruencia de tridngulos L.A.L.) y por ende el
DAX=2hARC.

(Tienen una misma base AR y una misma altura K%)..

v} As{ mismo e} cuadrado CQ = 2AABQ = 2AARC

Oe tgual manera se demuestra que [BX es equivalente -
al cuadrado BN. (Hagalo). o

TAS =tax +0BX 5~ AS = BN +. CQ







#1243

ALGUHAS CUMICAS

A grandes rasgos "las secciones de las curvas conicas", concuerdan -
undnimemente algunas especulaciones con la duplicacicn del cubo en forma ex«=~"
traordinaria, ademds su intento tiene cualidades que se divulgan en algunos =
manuales,

La misteriosa y anecddtica carta de Eratdstenes al rey Ptolomeo, en don-
de narra la metamorfésis de un problema primitivo cuya construccién geométriﬂ-
ca apenas si tiene interés en agrel moménto, sélo por el hecho do obtener la
duplicacidn de la tumba del rey Glauco conservando s¢ forma cibica al dupti-
car cada 1ado, resultaba evidente conocer las carateristicas del comportamien
to tanto para figuras planas como para las sélidas al ser graficadas, umas -
quedan cuaériplicadas y las otras octuplicadas. Ver figuras (em).

Ciertanente el capricho de Minos, rey de Creta, genera la idea como una
cuestidn de Geometria plana para trabajarlo con regla y compas, cuyos inten--
tos en el proceso fueron inutiles al intentar resolverlo. También ocurre en -
1a Isla Delos al querer duplicar un altar; y no por esto guedaron prensados
tos motivos geométricos para la respuesta, al proponer a los gedmetras la = -
cuestion: de dupHcar una figura solida. dada, conservando su forwa, y al.pro--
blema se le 1amé “duplicacion del cubo”. ‘
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Todo esto fue tema de estudio en
la Academia, surge entonces la necesi- 1
dad de comunicarse con Platén y la gen |
te que lo rodea para resolver 1a cues-
tion. E1 problema es atacado, las So-
luciones se atribuyen a Eudoxo, Menec-
mo, Hipdcrates de Quios, Arquitas de -
Tarento y el mismo Platdn.

— ]

mw g -

Hipocrates reduce el problema, al
mostrar la forma de encontrar dos me-- . -
dias proporcionales en proporcidn con- -
tinua entre dos lineas rectas; esto -

aminora la situacidn cientifica para - fig, (e5p )

el problema de "insertar dos medias en proporcién continua" lo cual significa

dar la triple igualdad {#},2a : x = x : y = ¥y i b, donde "a" y "b" son tos -~

segmentos dados y "x" € "y" los pedidos, es decir, tenemos 1o siguiente:

%— = % = —{7 con 1o que deducimos tres. igqualdades:

(1) x2 = ay, {ii) y2 =bx y (iii) xy = ab, de donde conjugando dos de las

expresiones anteriores en este caso (1) y (iii) resulta un curioso resultado
%7 =a%b (**}, de 1o cual x es el lado de un cubo, equivalente a un para

lepipedo rectangulo que tiene por. base un cuadrado de Tado "a® y por altura -

"b"; Juego si, hacemos b=2a, .Ja igualdad (**) se traduce en PR , donde -

"x* es-el lado del cubo doble de "a".

son varias soluciones algunas padecen.de claridad en nuestra vida coti--
diana como la'de Eudoxo mediante ciertas lineas curvas que se cortan; lalhipo_
- eratica que transforma el problema en otro, como habia hecho para cuadrar el
¢irculo por el nétodo de reduccidn, original suyo. Arquitas con el semicircy
lo y una de las mis claras que se aprecia en este dato {Siglo' IV a. de C.}, -
&1 ofrece una atreyida construccién en tres dimensiones determinando un cierto
_punto_como )a ‘interseccidn de tres superficies: un cono recto, un cilindro y
un toro cuyo didmetro es cero; ésta interseccidn de las superficies dadas nos
dice Arqtntas, es-una cierta curva (estc es, una curva de doble ‘cyrvatura), y
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e punto requerido esta establecido como el punto en el cual el cono intersec

ta esta curva. En esta construccidn se advierte enseguida el empleo de los lu

gares geométricos, la determinacidn de Jos puntos, para ampliarlos al espacio

_fi‘.l‘ (979 )

o

y hacer el transito de
tos problemas "planos"
2 “sélidos“. corraspan-
dientes. [ .y
Vea figura (e79).

" Fueron demostracio
nes apodicticas que re-
basaban la infraestruc-
tura matemdtica de - -
aque} tiempa, pero adn’
asi tocaron el terreno
conjetural.

Segln se observa en Arquitas al. adentrarse mds en su. demostracidn; dice
que al reunir AP al semicirculo BQE Yo toca en q,'donde AC' es la linea que -
intersecta a e} didmetro BE en N. Ahora ambos semicirculos. estin en dngulo --
recto a‘el plano del circulo ABC, por 1o tanto.esta linea de interseccitn QN
esta en dngulo recto a ambas BE y AM; asi que' QN sigue estando en dngulo rec-
to. en BE, de donde se tiene: QN.Z = BN . NE = AN . NM To cual significa que el
dngulo AQM es recto. Pero, el angulo APC' también es recto, por lo tanto QM -

es paralela a PC'.
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As? que per semejanza de tridn p
gulos y haciendo un desdeblamienta
en. serie dejando para dstos un tri-
gngulo fijo, resulta en. la configu-
racidn dal problema, un magnifico -
pretexto coma recurse al relacionar A
la flexibilidad que muestra esta ex
tructura espacial y geométrica, po-
co familiar en algunos cursos inter
medios donde las construcciones se
‘basan en la especulacin extricta -
de la Matemdtica pura.

Los triingulas semejantes son:
AQM, AMP y APC', y vea las expresi-
vas figuras (e

80)‘

; )

Asi que tenemos C' A _ AP LA M

Es decir AL, AP . AN (k) ™
AP AW AB

: - figs. (agy )
Luego AM y AP son medias proporcionales entre AB y AC,

Combinando los radios, tenemos A C { AM }3 . Por o tantc ef cubo -
descrito con AM como lado es 3 el AR i

- cubo de lado AB, como AC es a4 AB.

En el caso particular donde AC = 2AB, AM3 = 2AB, y el problema esta re--
suelto,

La aventura-en los estudios de Menecmo al respacto-de la duplicacidn del i

cubo, y que para ese entonces las referencias cronoldgicas decretan que Memec -

no-fue alumno de Eudoxo, y prdcticamente la evolucidn sus conocimientos tuvie
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ron a bien, que ofrecer mis al respecta sin quitar el dedo del rengién con el
principio eudoxiano donde demandaba, que ciertas curvas se cortan; y efectiva
mente, si.nos ubicamos en la actualidad con el plano carteciano y las ecuacig

nes de la triple iqualdad () de este comentario (i}, {ii) y {ii1) al resol-~
Y

o<
ad

f{gs. {eg )

(...} 16

verse simultineamente pardboia.- ~
hipérbola y pardbola - pardbola -~
que son 105 dos cas0s expuestos. -
o pienso poner los detalles, por

tal motivo puede adentranse en el

ejempto para poder desinteresada--
mente participar en Yo que 1lama--
ron "a triada de Menecmo®.

¥ finalmente & espectacylar de~
mostracion atribuida a el enigmdty
co Platdn dande use un “gnomno" y
una escuadra despuds de haber tra-
zady dos rectas -perpendiculares 1,
¥yl y sefialando a 0 como el pun-
te donde se intersectan las rectas,
ademds marca 0A=a y 0B=2a y desli=
za la escuadra sobre el "gnromno" «
como nos indica la figura resultdn

- donos el fabuloso resultado al pa-

sar por Ay 8, que.a ;% ._y »don '
3 3 % r‘¥ Y :
de x™ = 22, vea figurds { eg; )-
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Y asi se perfilaba un rico pilén a) combinar das tres razones: dos pard-
bolas y 1a hipérbofa. Ver figuras { &gy 3.

En terminos actuales estas curvas se definen como lugares geométricos de
puntos; las pardbolas tienen vértice en el origen y son lineas curvas cuyos -
~puntos- equidistan de uno fijo (Focos) y una recta fija (directrices).

La hipérbola curva cdnica formada por dos ramas abiertas que se aproxi--

man indefinidamente a dos rectas. ry 4

-3

figs. { ego )

Lo cual significa que cuatro siglos antes de Cristo ya se sabia algo de
las secciones de sendos conos y algunas de sus propiedades, muy a.pesar del -
esque_ma' de conocimientos matemiticos de entonces.

Se duda si Platén tuvo la sorprendente idea de duplicar el cubo, expues-
to como hasta ahora se ve con un par. de escuadras. Y al respacto las opinio-
nes se hayan divididas, unas por 1o mecdnico del modelo, perc también, Démo--
nos cuenta que "una idea nueva y limpia saca de apuros”, examinado:asi; la. -
disputa no terminard nunca porque ‘lo mecdnico de otras demostraciones como -
fueron-1a de Menecmo, Eratdstenes, Hicomedes y 'Diocles que le trabajaron en -
esto y pertenecientes a la época alejandrina lo hicieron con grandes esperan-
zas sin preveer 1a utilidad que hoy dia nos presentan sus resultados.

o menos importante fueron otros dos problemas griegos de polémica muy - .

caracteristica y soporte extravaganie que preocuparon las explicaciones de -

¥
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los cientificos de aguellas &pocas por su naturaleza cotidiana en el departa-
mento de 1a Geometria Plana y fueron: “La Cuadratura del Circulo" y “La Tri--
seccidn del dnguio".

- Adéntrese en este par de problemas como una actividad complementaria ~

{a) (b) (e}

figs. { eg3 )

168) La posicidn del sol posee caracteristicas invielables para las cuales cal’

- querer traspasar un objeto esférico le luz, &sta se desvia ¥ proyecta uma- =
sombra dando la sensacifn de ser una curva clnica, pero tambitn 1a curva --
descrita-al choue con el objete produce otras curvas. ~ Anilize bicn cada
cual, de nombre correspond fente en 135 fiauras (e 8 Y incisos {a).. (b} ¥
(e).

169 ) Grifigue tomando como referente un relej do arena e intente con &) imitar -
las curvas clnicas, . ) :



170}

171)

172)

173)
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~ Este_es un problema para ser presentado en forma de titeres, obra teatral
pelicula, video, etcétera, etc.  Con un evento de mucha trascendencia y
ser coordinado par alumnas ¥ profesores del Area de Matemdticas de la co-
munidad del Colegio dv Ciencias y Humanidades y otro Bachillerato y mos--
trar facultades en forma adecuade protagonizado por los wmismos estudian--
tes con un materiatl que considero de imnostergable .interés para dguellos
que se inclinan por ¢l arte dramdtico.

£n un pasaje de las obras completas de Platdn se relata en varios prra~--
fos {de los cuales dare }a referencia-a un tradictonal problema) lComa du
plicar el drea de un cuadrado?. Esto cs con el fin de mostrar la verdad
de un teoremz. Los que intervienen en estos didlogos son Menfn, S6cra--
tes y un Esclavo, y la referencia estd en: la pdgina 446 a 1a 449 del li-
bro "PLATON OBRAS COMPLETAS" (...)

De este par de segmentos, diga cual de étlos tiene mayor nimerc de pun-~-
tos; analicdlos y muestre su explicacidn,

iQué es un rectdngulo dorado?

iCusntas columnas tiene el Partendn?

..) 23
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DEFINICIONES EUCLIDIANAS

Un punto es 1o que no tiene parte o dimensién.

Una 17nea es una longitud sin anchura.

Los extremos o 17mites de una linea son puntos.
Una recta es una 17nea que tiene todos sus puntos en la misma direccidn. ‘
Una superficie es 1a que sélo tiene lonaitud y anchura.
Los extremos o 1imites de una superficie son 1ineas.

Una superficie planz es la que contiene a una recta en cualquier posi--
cibn,

Un dngulo plano es la inclinacidn entre si de dos 1ineas de un plano si
@stas se cortan y no estdn en una misma recta.

Cuando las lineas que comprenden el dngulo son rectas el Engul'o se dice
que es rectilineo. )

Cuando uma recta se 1eyan€a sobre otra formando 3nqulos adyacentes igﬁé_

les, cada uno de 13s dngulos igquales se 1lama &ngulo recto, y l1a recta

que se eleva sobre Ta otra se:1lama perpendicular a é&sta otra,
Un §ngulo obtuso ‘es mayor aque un recto.

Un @ngulo agudo es meror que un recto.

Un Hmité es lo que constituye un extremo de alguna cosa,

Una figura es 1o que esta contenido en un'limite o varios Hmites.‘r :
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Un circulo es una figura plana contenida en una }Tnea, 1lamada circunfe
rencia, tal que todas las rectas que ven desde un punto particular has-
ta puntos de ella, quedindo dentro de "2 figura, son iguales.

El punto particular {de 1a definicién {)15) se Vlama centro de 1a circun
ferencia o del circulo,

Un difmetro de un ¢irculo o de una circunferencia es una recta que pase
por su centro y termina, en ambos sentidos en la circunferencia. Dicha
recta biseca ademds a 1a circunferencia y al circulo.

Un semicirculo es 1a figura contenida entre un didmetro y una semicir--
cunferencia, o sea, la mitad de la circunferencia cortada por &1, E1 -
centro del semicirculo es el mismo que el del circulo.

Figura rectilinea son las contenidas entre rectas, figuras trilaterales
(o trifngulos) son las contenidas entre tres, cuadriliteras (o cuadrﬂi
terales) las contenidas entre cuatro y las multilaterales (o poligonos)
las contenidad entre mds de cuatro rectas.

© De las figuras trilaterales, un tridnqulo enuildtero es aauel chyos - -

tres lados son iguales, un trifnguio isésceies tiene dos de sus lados -
iguales y un tridngulo escaleno tiene sus tres lados desiguales.

Mdemis de Tas figuras trilaterales, un triingulo rectingulo es la que -

. tiene un dngulo recto, un tridngulo obtusingulo la que tiene un dnqulo

obtuso y un tridngulo acuténgﬁlo lo gue tiene sus tres dngulos agudos.

De las figuras cuadrilaterales, un cuadrado es la que es equildtera y -
sus §nguios son rectos; un cuadrilongo es Ta que tiene todos sus dngu--
To$ rectos pero no es ecquildtera; un rombo es 1a equildtera pero sin dn
gulos rectos, ¥ un romboide la que tiene sus lados y dngqulos opuastos -
iguales unos a otros pero no es equildtera ni tiene dngulos rectos, los
cuadrildteros distintos de los anteriores se 1laman trapecios o trape--
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zoides, seydn tengan un par de lados paralelos o no fengan ninguno.

- Rectas paralelas son Jas que, estando en el mismo plano y prolongando«-
las indefinidamente en ambos sentidos, no se cortan ni en uno ni en el
otro sentido. - (...)

23’

Estas 23 definiciones, son sin lugar a duda; Yas raices, en cualquier -
1ibro de geometria elemental plana, que alguna vez tuvimos el esmero y la dedi
cacidn de estudiarlo en nuestro primer contacto con 1a escuela; lo que sucede,
es que, en aquel tiempo no se nas menciond su procedencia de todas las ideas -
escritas y traducidas con figuras, sin embargo, el provecho de-haberias adqui-
rido deja ya una huella imborrable en nuestra formacidn aescolar.

Significa entonces, que esto es solo una oropuesta para ponernos a .-=--
crear material accesible par todo aquel estudiante que adolesce de principios

bdsicos de Geometria plana, muy a pesar que tengamos que iniciarnos con los -~
viejos principios, ideas, 1a reqla y el compds, problemas a su-alcance, aprove
char 1a tecnologfa que hoy poseemos, recopilar si usted qusta en un diskette -
este material que hoy les brindo, procurar mejorar las irregularidades de los
cursos recibides, hacer una buena 1abor estucﬁnte-profesor al trabajar juntes,
inclusa estudiante-estudiante, y podrfa decirlo asf estudiante-padre-profesor,
slempre con la esperanza firme de lograr hacer una buena labor culturaimente -
porque, la Geometrfa también es cultura.

) “MNuestro pafs hoy dia, tiene la mis alta responsabilidad de dar servicio
_educativo a las nuevas generaciones de ciéntificos, fildsofos, artistas y tée-
nfcos, para su desarrollo econdmico-social para tomar yna iniciativa de cam--=
bio, provocando asi reflexiones de.conciencia social en un esquema racional -~
- donde 1a esquematizaci6n impore un debate. ' k

(...) 14
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HOJAS DE RESPUESTAS

3.~ Definiciones y Postulados 46.- F

7.-4d 47.- }i). Eiii) y (v} teo {iv) Def,
g i1),{vi) Corolarios
.- €

49.- En orden: O, C, A
9.~ Lentro

50.- x
12.- Con 1fneas

51,- 36071300
13.- Transportador

) 52.- llo en general
14.- Grados y Radianes
54 .- 907 Si
15,- Vea Dyp-Dqiq4D
e §5.- {2}, (3), (8) y (7)

16.- Upuestas por el vértice

suplementarios, etc. 53.- Noj semejantes
20.- 130 y 3900 59.- A 1a semejanza de tridngulos
" 26.- Ver Dy, Apéndice 60.- Semejantes (a) (b),(f),(q) y (I)

Congruentes (cj,(d}, (e} y (h)

61.- €n (b) DE en homélogo a KB. Por-
¢8.- Linea recta que une dos ejemplo. .
vértices no consecutives. 62.- B

29.- Lfnca que divide el angu- . AL _ AC

G3.- Sigm= =2 =t

1o en dos partes iguales. AC AB

27.- Ver 0]0 Apéndice

30.- Vea ejercicio 41 64.- E

33.- Base es donde descansa la ) .
figura; linea recta perpen®®+~ PuUnto, recta, superficie y sglido
dicutar de un vértice a ~ 63,
su lado opuesto.

3. 3 .- 2504 -3
72.-  p2:5)%.4
p2.5)7-4

- 1/2"'], cero

36.- Sf, Rectdngulo Lateto

37.- No 74, - 131300
39.- Desiqualdad del tridnguio 2
ath = ¢ 76.- 3 didmetros y un pedazo

40.- Ver Dy, 77.- (57.29)°

42.- Ver Dy 80.- B3 C3 £ 8¢ D
43.- Perimetro 02.- ¢
a5, 5§ o 243:e D



84,-
8§.-
8b6.~
87.-
8y,-
92 .~
83.-
94, -

85,
47.-
98.~
99,-
101.-
102,-
103.-
104~
105.-
106.-
108. -~
109.-

112.-
114.-
116.-
118.-

119.-

¢

40°, 47°y 93°continde
Siy €

Si

c

B

18 put.2

(i)
VU

es polémico

E!fpse; cfréunferencia; la

suma de dos ‘lados siempre-

es una constante.

Ho es trifngulo ABC lpor qué?

Calcule el ALMG.

Ver P5

b=30°, ¢=150°, d=150°
306L6.666

120~
122.-
123.-
124, -
125.-
127.,-

5148
12 m.
D
c
B
0

B

128.- 15 lados

129.-
137.-
138.-
140, -
141.-
142.-
144.-
148.-
149.-
150.-

-151.-

152.-

156. -
167.-
158,

HQ

159,

160.-

En(ii) 2.5; en (111) 5, con- 101~

tinge.

200/3

162.-
163.-

45°, 90°y 135°
c .
5 lados

2y 180

135 m
93°, 50° 32¢

A3.A5;A2.A];A4

10.770 m

S5.6m

¢

38400 km

6111,730065 km

%g%ggfgsLA t RESPECTIVA VEA
(A) 1y

)

()
()
()
I
()
(y

H
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1e4- ()
165.- ()
166.- ( )} .
187.- (Proposicifn 47} Tome I de los Elementos. t Cémplétese.

La cultura no es de nadie, es de tddds; i estudiemos .t
ATENTAMENTE

BENJAMIN LOPEZ SIETE
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