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C.APITULO t.NO 

INTRODOCClON 



INTROOUCOON 

U OBJETIVO DE LA TESIS 

En eait.a t.cmi• so ctDt.udl• al t.t.omo do hidróceno .confinado en 

un ... pac10 sem1-1nf1n1t.o limit.ado por W>a 11uper1'1c1• parabololdal, 

como un modelo de un 6t.omo •n la superficie de un sólido. La 

:iuperflcle parabololdal l'tlpreaent.a la &Cdón quo los át.omos 

vecinos •Je:r-cen sobre oJ At.omo de lnt.ori:!r. Est.o t.rabajo f'orma 

part.e do una linea de lnvestJcad6n en 1a cual so pret.endfl 

explicar la elllildón de elect.l'ones por roc:aa comprimidas. Los 

e:iqierl111Gnt.coa que han dado luear al est.udlo de ••t.• f'en6m<tno han . 
Dido reallzacto. princ:Jpa1-nt.e por crupooa de la U.Jt.S.S., de 

Est.adois Unidoe y de China. A cont.lnuzod6n - hace una brove 

dcntcrlpclón dio ...t.o. exporlment.c. y t.ambl6n ,.., presont.a un t.rabajo 

en el cual 11e formuló un mecanhnno b-..do on modelos dio 6t.omos 

confinados en un volumen e<>mo una pollible explicación de dicho 

Cenómeno. Uno do Jos punt.os que en ose t.rabajo se hace dost.acar os 

que para un est.udlo mú compJet.o de la oxpulslón do eloct.rones de 

muest.ras de rocas al •er comprlmldml , y en cenera! para un mejor 

ent.endlmlent.o do 1- propiedades que manlflest.an 1- 6t.omos en 

superficies sólidas, es necesario const.ruir y est.udlar modelos de 

át.omos conflnad08 en ospaclosr soml-lnflnl t.os, iu'ea en la que cae 

el t.ema de est.a t.esls. 



l.Z ANfECEDENfES Y MOTIVACION 

La presencia do ulect.J-ones Ub....,. en muest.ras dct rocas 

sometJdas a pros:iones -del , ordon do clent.os d9 MPa, ha sido 

report.ada desde hace ya alc<mos por varios grupos 

expe:rlment.ales. El grupo de Shevt.sov et.. al.m est.udl6 Ja 

elect.rificaclón de muest.ras de feldespat.o al defo:rmarlas por medio 

di> comp:reslonas unirudales hast.a el mom<>nt.o de la f"ract.u:ra, 

alcanzando presiones del <>I'oon dt> 80 MPa. Ellos encont.raron ca:r.;as 

eléct.I'icas posit.lvas en t.oda la superficie de la muest.ra, Jo que 

indica que en un moment.o dado hubo emis16n dct olect.rones. Ad9mú, 

midle:ron Ja corrient.e asociada con el 1110vilftient.o de e11t.am carg.,.., 

al conect.ar elect.rodos en la muest.ra con un cll'CUit.o externo. Aa1 

hallaron quo Ja corrlent.e - lncrtt-nt.aba a -.ilda que Ja prell!ór; 

sobre las rocas aument.aba, alcanzando su valor mA.xlmo en el 

inst.ant.e en •I quo •• producla la fract.ura. 

Con el nn dct dlsc:rlminar do ent.re los posibles mecsnlsmos 

que podrlan originar Ja emisión de lu:z: asociada a Ja fract.u:ra de 

rocas en minas y en t.emblorea, Brady y Rowell•Z>, realJ:i:aron 

varios experiment.os con muest.ras de basalt.o y do gran1t.o en 

at.mósfe:ras cont.roladas de argón, de helio y de ecua. Ellos 

lograron Jdent.Jficar en caso, medtant.e t.écnicas 

espect.roscopla at.6mica, la Ju:z caract.arlstJca de los gases nobles 

mencionados, asI como del hldróceno at.6mico y molecular, durant.e 

Ja fract.u:ra de las muest.ras que se t.enlan. Est.e g:rupo expertment.al 

no observó radiación conWnua, t.ampoco Ju;r; caract.erist.ica de los 

element.os pNtsent.es en las muest.ras, ni omlsJ.onos en el especLr-o 
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de las microondas. Por ello se desca.rt.6 que las posibles f°UE1nt.<>=• 

rosponsables de la emisión do luz du:rant..e la f.ract.ura de las roca..-: 

:rue.ran: ol calent.amient.o producido po.r la f.rlcclón de Ja .roca 

hast.a la incandescencia, los plasmas producidos por el .rápido e 

lnt.enso calent.amiont.o de la roca, o bien desea.reas eJect.rost.át.Jcas 

debido a Ja def"ormaclón de mat.eriales plezoel6ct.ricos o causadas 

po.r la sepa.ración de las cargas on supo.rrlcies rract.uradas. B.rady 

y Rowoll concluyen que debe habvr ei<oolect.ronos con energlas del 

o,.dan de una unidad a~mica e 'Zl .2 o V ) en' el moment.o de Ja 

:f.ract.ura, que excit.an las at.mó.sferas en las que se encuent.ran las 

Por et.ro lad<> <3uo ot.. al."'' det.ect.aron elect.ronea en el 

moment.o de la rract.ura de muest.ras del cranit.o de Hualyuan a 170 

MP• uaando det..ecto.res Geiger•Mueller y det.ect.orea de pllist.ico de 

Cent.elleo. Los det..ect.o:res Geicor so oncont.raban dont.ro de un 

est.uche do alwnlnlo delcado para prot.og•rlos de loa darl04I que les 

hubieran podido causa.r los rracment.os llberados de la :fract.ura. 

Además de prot.ocerlos, al est.uche servia para olimina.r cualqule.r 

er<>et.o •lect.ro~nét.Jco asp(lreo. Es impo.rt.ant..e hacer not.a.r que el 

grosor de la mica de la vent.ana do Jos de\.ect.ores Galcer era t.al, 

que sólo los elect.r-ones con energias mayores a los O.O!J MeV podlan 

ser det..ect.ados. La cuent.a de los elect.r-ones permaneció en el rondo 

dW'ant.e el· periodo de la compresión de la muellt.ra de granit.o ant..es 

de Ja rract.ura, y el cont.eo aumant.6 conslderabloment.e en el 

lnst.ant.e en el que ést.a t.uvo luga.r. 

En al t.rabajo de Ley ICoo et.. al."', se p.resent.a el anMlsls 

cuaUt.aWvo de los experlment.os 

s 
ant.er.iore:s, asi como Ja 



proposición do un m<>canlsmo como una posible explicación do est.os. 

Est.os aut-ores hacen not.ar que del experlment.o clt.ado en la 

re,r::are~a tu, se s.ir;uo que Jos eJttct..ronos so pl"'oducen ant.es de 

g»e suceda la f"ract.ura, pues desde el Inicio se pudo medir la 

corrlent.e dé descarga de la muest.ra. Por ot.ro J.ado, en el 

oxpel"Jment.o cit..ado en Ja Ntf°eNtncia ca), los elect.l'Onos son 

det.ect.ados en el moment-o mismo de la f"ract.ura, &.In embru-go es 

posible que algunos ya se hayan producido a presiones menores 

aunque no hayan sido dot.ect.adaa, debido a los lnst.rwnent.os de 

medición que se emplearon. Est.o Qlt.lmo podrla descart.ar cualquier 

lncoi;islst.e'ncla ent.re los result.ados obtenidos por est.os 2 grupos 

oxporlment.ales Sln embarco, on la rof"eronda w t.amblén se haca 

not.ar que sJ se t.omaban en cuent.a los result.ados de la rof"erencia 

<2>, surg:lan algunas preg:unt.as que aCln no han podido ser 

cont.est.adas. Por ejemplo, sJ se considera la pos:lblUdad de que 

hubiera elect.rones uro-es present.es ant.os de la f"ract.ura, deber!a 

de haber además Iones poslt.svos de Jos consUt.uyent.es de la roca 

en la muest.ra y se esperar!a que est.os produjeran sus propias 

radiaciones elect.J-omagnét.lcas. En los axperlment.os realizados 

haot.41r. ol moment.o, eat..a l"ad1aat6n no uo ha dot..oct..ado a pe1ui\I'" do 

habérselo buscado. Sin embarco, se reconoce que en t.odosi est.os 

experlment.os es común el hecho de que hay elect.rones que ost.án 

saliendo de las muest.ras rocosas que se comprimen a presiones del 

orden de clent.os de MPa. En 1.m lnt.ent.o por comprender Ja emisión 

de elect.ronos por rocas comprimidas, Ley Koo et.. aL proponen como 

posible expllcac:l6n, un mecanismo basado en Jos modelos de át.omos 

encajonados en volfunenes. Concr<>t.ament.e ut.lUzan un modelo de 

Al.orno conf"lnado en una caja con paredes penet.rables, s.lt.uaclón que 

se simula con la presencia do un pot.endal escalón'"'. En el 
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rnecartlsmo propuesW se roconoco qua alg\lnOs do los eloct.ronos, cla 

los At.omos comprimidos, puoden cambiar sus onergias de nega\.lvas a 

posit..Jva.s y que los electrones que se producen a presiones menores 

que la presión de f'ract.ura, se liberan con energ!as clnét.!cas muy 

pequeflas, cuando sus enerpas Igualan a la alt.ura del pot.encla! 

escalón que los man\.lene confinados. Por su part.e, los elect.rones 

que so producen en el moment.o de la f'ract.ura, con onerglas del 

orden de una unidad at.ómlca, sa llboran repent.lnament.e cuando ol 

ef'oct.o de compresión cesa sed>lt.ament.e y el pot.encla! escalón 

desaparece. Est.os corresponden a los exoelect.rones responsables do 

la loni:zadón de la at.mósf'era que rodea a las mues\.ras en el 

mon\ént..o de la fract.ura. As.1 pue:&, est..e mecanismo es cons!st.ent..o 

con los órdenes de magnl\.ud de las enerr:las de los exoelec\.ronos y 

las presiones de f'rac\.ura qué se 

c:v. Por o\.ro lado, si se t.rat.a 

han report.ado en la ref'erencla 

de explicar con es\.e mismo 

orden de HeVs de los elect.rones mecanismo las enercla.-. del 

det.ect.ados en la rof'erancla ca>, se t.lene las muest.ras de 

las rocas deberlan de est.ar soinet.ldas " presiones quo result.an 

lrraallst.as. As1 pues, Ley Koo et.. al. roconocan la necesidad de 

realizar en un f'ut.uro experlment.os con ol equipo apropiado, 

encaminados a med1J' las energl*8 da los elect.ronos en un ln\.ervalo 

que vaya desde Jos eVs hast.a los MeVs, para obt.ener Wl panorama 

c.laro del orlcen de Jos alect.rones qua se esu.n det.ect.ando. Por su 

part.e, Ja elect.rlf'lcaclón de las mues\.ras de f'eldespat.o de las que 

se habla en la referencia Ci>, podrSa ent.enderse como el l"'1&u1Lildo 

de la llberaclón de elect.rones de los At.omos comprimidos. Tal 

liberación puede llevarse a cabo a t.ravés del volumen de t.oda la 

muest.ra. Sln omhargo, los elect.rones que est.:.n saliendo no pueden 



-r mas que de Jos pert.enoclent.es a Jos ál.omos superficiales, pues 

la probabilidad de det.ect.ar eJect.ronee do Jos át.omos más lnt.ernos 

ea práct.lcament.o nula. Por est.a ra:z:ón Ley Koo et.. al. hacen 

resalt.ar el hecho de que, ad<>máa de omplaar JOB modelos de át.omos 

con1'1nados en volúmenes, hay que desarrollar y hacer uso de Jos 

modelos de át.olJIOS con1'1nados en espacios seml-ln1'lnlt.os. 

Los modolos d9 át.omos con1'Jnados en espacios seml-1n1'inlt.os 

sa han desarrollado y han oncont.rado apUcaclones dent.ro do Ja 

· Flslca del Est.ado Sólido. En part.tcuJar, Levine"" ost.udió ol 

comport.amlent.o de un át.omo donant.e localizado on la superficie <o\\ 

un semlcornluct.or, como por ejemplo un llat.omo de f'ósforo en una 

superficie de silicio, con el modulo de un At.omo con1'1nado en un 

espado seml-ln1'in1t.o limlt.ado por una pared plana, en Ja cual se 

encont.raba ost.át.lcament.e el nClcloo del át.omo. Las propiedades que 

est.e t.lpo de át.omos manlrlest.an en Ja superflcla son dlf'arent.es a 

Jps qu<> se pueden present.ar si est.os est.uviaran on el lnt.erlor del 

semlconduct.or. EJ anállllls da est.as proplt>dades podrla ser crt.Jl en 

la f'ormaclón de pellculaB del¡;adas, en la cat.Allsls y en clert.os 

dlsposit.lvoa elact.rónlcos dominados por efect.os de superf'lcla. Por 

ot.l'o lado, para llK>Juclonar de nuinern oxact.a ol pl'Oblama do Ja 

obt.enclón de oic;onost.ados de ~ "xc.lt.ón de Wannlor cerca de 

BUpel'f!cles semlconduct.or-, Sat.pat.hy1
.,, empleó el modelo de un 

At.omo de hldJ'ócono con1'lnado en un espacio seml-ln1'in1t.o Umlt.ado 

por una pared plana, en el cual oJ núcleo de un át.omo se 

encont.raba est.át..lco a W>a dert.a dlst.ancla do Ja par-ed. 

La dlf'erencla exist.ent.e ent.re los modelos ref'erent.os a 

espacios seml-!nf'lnit.os clt.adoa en ías ref'erenclas '"' y "" y el 
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:aesnt-lnflnit.o aaW. rapresent.ando al Jnt.orlor del sólido , mJont.ras 

que en al modelo quo aqu1 se propone, el espacio saml-lnflnit.o 

hace las veces del ext.erlor del sólido. Además, en el modelo 

p:ropuest.o, las rront.eras ya no son planas sino que son 

parabololdales. 

1.3 CONTENIDO 

Además de est.a lnt.:roducclón, est.e t.rabajo consta de ot.ros 4 

caplt.ul~s y de un A¡><lndica. En el caplt.ulo 2 se rormula el modelo 

del lit.orno de hidrógeno. confinado an un espacio seml-lnflnlt.o 

linút.ado por una superficie parabololdal,. so explica la separación 

y aeparabllldad do la ecuación da Sch:roedlncer en coordenadas 

parabólicaa para el 6t.omo de hl<f:rós<>no confinado, 11e const.ruy<>n 

las soluciones para ¡.,,.. elgenfunclonea y los elgenvalo:res, y se 

calcula la fW>CJón de densJdad de probabilidad parabólica. 

En el caplt.ulo 3 se presant.an loa :result.adoe nwn<!'ricos de las 

energlas, de la compon<mt.e "' dol voct.or do RW>go-Len:z: para 

dlf"erent.es aat.adoa, a"1 como los de la f"Wl<:lón de densldad 

de probabilidad parabóllcai para .. 1 estado base. 

En el capft.ulo 4 se calculan la const.ant.e de est.ruct.ura 

hlperflna en sus componant.es fsot.róplca y anisot.rópfca, el moment.o 

dlpolar eléct.rlco y el efect.o de la p:realón quo ejerce la pared 

sobre el elect.rón del 6t.omo de hidrógeno. El desarrollo que en 

est.e caplt.ulo se hace sobre Ja presión ... dff"erent.a al que 

hicieron Mtchels et.. al '"' .. pues loa ctuculos hechoa se 
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l'9st.:r1ngiel'on a los est..ados s y además so t.en1a slmet.:r1a esférica, 

dando luga:r a una p:reslón uniformo. En nuest.:ro caso, la presión !l2 

ea' uniforme, sino que varla para cada punt.o de la superficie 

pa:rabololdal. 

En el caplt.ulo 5 a inanel'a de conclusiones se hace 

:rosalt.ar que el át.omo de hidl-ógeno en un aspado seml-lnrtnit.o 

Umlt.ado po:r W>a superficie pa:rabololdal, os un p:robloma que 

adnút.e una solución exact.a. e¡.ac1aa a ost.o so pudieron calcula:r 

algunas propiedades at.ómJcas como la enerc;la del sl:st.-ema, Ja 

const.ant.e de ost.ruct.ura hlperfina, oJ moment.o dlpolar y Ja 

p:res16n. En partJculax- so haco not.a:r que los result.adoa obt.enldos 

para la lonlzación y la presión pueden relaclonarse con las 

observaciones »<•feront.es a Jos eJect.l'ones emlt.idos por rOCllS 

comprimidas, t.ema que mot.tvó Ja :reali:z:adón del p1'1>•ent.o t.rabajo. 

Todos Jos programas de cC1mput.ac16n reques-ldos se :M>allzaron 

en Fort.ran y en Pascal y se cos-r1eron en la comput.adora VAX U/'lSO 

deJ Inst.lt.ut.o de f'lmca de Ja U.1f.A.M. !)Ichos pror;ramas so 

muest.ran en el Ap6ndice que ost.A al final dol t.rabajo. 
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CAPITULO Z 

FORMULACION DEL MODELO 

y 

SOLUCJON PARA LAS ENERGIAS Y EIGENFUNCIONES 

ZJ INTRODUCCJON 

Como os 00 nuest..ro Jnt.er&s oJ est.ud.Jo del comport.amlonto de-

át.omos en Ja suport"Jcle de sólidos, en Ja seccJón 2.2 s& defJn& el 

modeJo d1>l át.omo confinado en un espacio 

s&mf-lnflrút.o limitado por tma f"ront.era paraboJofdal. Ya quo, en 

t.érmlnos práct.lcos, el est.udlo de ost.e niodoJo m> t.raduce en 

resolver Ja ecuación de Schroedlnger para oJ át.omo do hJdr~eno 

conf"fnado, en Ja sección 2.3 - anallza la separación y fa 

m>parabllldad do ést.a. En Ja sección 2.4 .,. da la soluclón al 

problema de ef~nvaJoros y <>n Ja se<:ción 2.!3 ,... p....,...nt.an las 

elpnf"unclones normalizadas con .las que post.erJorment.e se 

const.ruye la f"unción do denmdl!ld de probabllldad parabólica. 

22 FORMULAOON DEL MODELO 

Loe modoloe d9 át.omos on el Jnt.erlol' de tJn sólido com:Jd<>ran 

al át.omo conf"fnado en un volumon f"frút.o, .. 1 cual queda cl&fJrúdo 

por los át.omos vec.lnos que se t.Jonon ,.n t.odai dJN>ccfones. En ul 

caso el& át.omos en la superficie de Jos sólidos, est.& Upo de 

modeJos ya no va "' ser de ut.IUd<>d porque ahora no S•• t.&ndrán 

vecinos on todas dlrecciones. Por olJo, est.a sJt.uadón s& modela 

r.omo un át.omo en un espado semJ-JnfJrút.o Unút.ado por una 
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rront.ora curva, la cual queda doflnida ún\camont.e por JO!il vecinos 

qu.g Pe t.ionon on gJ tnt.erior deJ sólido. En ost,e t.rabajo, ei át.omo 

do lnU.rés us el át.omo da hidrógeno y la front.era '"' Idealiza como 

una superficie parabololdal ya que de est.e modo, el modelo¡¡ 

resul'La ser sencillo, puest..o quo adm.it..e una solución ex.act...a. EJ 

n(Jcleo del át.omo de hidrógeno se supone fijo en la posición del 

foco del paraboloide de revolución, como se muest.ra on la flg:. 1, 

t.omándose est.o punt.o como el orlg:en del slst.ema d<> coordenadas. 

:11 

flg. 1 A\omo 1# hLdr69ono confinado •n un 
••poci.o ••mi-i.níinl.lo Umllodo por poro6"1 

po.rciboloi.dcile• 

E\ mode\.o qu• en o-et.o lee\& e• ó&-eGl'ro\\o. 01\d. muy 
con o\ lJ'oba.jo r•f•ronl• o\. álomo d• h\.drO;•no conf\..no.do 
fr<ll'Obo\oi.dcl\.•• ' 

9 
> - yo quo 1111.. Of'I ffl• ú\.\lrno hoce 

ro\nclono.do 
•n cojo.a 

\•~r Ul'Ml 

o\. mode\.o d9 \.a.a •up-erf\.c\... pntobo\ol.dot.. o \.nf\nl.\o, obll•n. 
qu• o.qut pr.-e.•nla.. Aunque cuo\\lo\.\.vam.nl• ••lo• 2 rnod.\.o• •on 
d\.f.,-on\oe, \(Ut eo\uc\.o,.,., cuon\.\lo\.\.vna H\drt bo.eo.dcul \~ 

m\.•mo• ecuoc\on•• y rt>4\odo9 óe t"o\uc\.6n. 
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La :i:cna sombreada repM>sent.a oJ hecho de quo el elect.rón d<!J át.om<> 

sit.uado en Ja sUJ>erficie, t.enca una probablUdad casi nula do 

invadir la reglón ocupada por Jos voclnos y Ja :i:ona Z quo es Ja 

perm1Wda para el eJect.rón, lnt.roduce Ja poslbllld"'d do quo .,J 

át.omo puada tont:z:a.rso al ser eom9t.ido. por ojompJo. a grandes 

presiones. La r<>gJón 1, que queda de JrunedJat.o excJuJda al 

int.roducJr una pared parabololdal, podrla !-ornarse en cuent.a en un 

modelo f"ormado por una pared como la do la fig. z. Sln omhargo, en 

est.e caso Ja solución a Ja ecuación de Schroedlnger no serla 

exact.a y el análisis del problema se volverla compllcado. 

De hecho en realidad no import..a excluir a est.a región en el modelo 

pues Ja probabilldad de encont.rar aJ eJect.rón en ast.a :i:ona es muy 

baja. 

I / 
/ 

/ / 
/ 

/ 

/ // 

/ 

/ 
7 / / 

! / I / / i 
/ / I 

! I 

/ / I / / 
I / / / 

fJr;, 2 A&omo de Mdróg•no c:onftna.do •n un 
••pnci.o ••mi--i.n!i.nUo ti.mlladc> por pQTedos 

paroboloidol•• y por par•~• plano.a:. 

1t 

// / 
/ / 

I 

/ 
I 

/ 
I 

I I 

I I // 

/ 
1 

I 
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con: 

Las cooJ'donadas parabólicas ost.An oofinidas como: 

- z 

~ X ª+ y 2 + Z 
2 + Z 

9 • t,an -1Y/X 

o :S 1) < \l) O:Sp<2fl 

en donde Ja coos-denada ~ ropresent.a la mit.ad del lado roct.o del 

paraboloide de :revolución. 

En est.as coos-denadas loa fact.oros do oscala puedan 

esCl'lblrse de la slcutent.e mane!'a"0
': 

h~ • t I h..,. t h .. 

As1 pues, Ja ecuaclón de Sc::hroedingeJ' paS'a eJ moviml<>nt.o re!at.lvo 

deJ elect.J'ón a.l:rededoJ' del núcleo adquiere 1a forma: 

{_,..a [ 4 ~ ., ., .,~ 1 .,z 1 2Ze" r -- --- ~·- + --TI- + -- - - --- T: ,71,p> • EoPC( ,71,ft) (2.1' 
2µ t: + 71 T: 8( itl} " t:11 ""ª ~ + r¡ 

El espacio semi-1nf1rút.o de nuest.ro int.el'és queda definido 
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por la posición ~ li4 { 
0 

Qe su front...ora paraboloidal. As1 puos, el 

conf'inamient..o del át.orno on eso espacio so t..r¡:sduco 0n imponer las 

siguient..es condiciones 00 front.era: 

(2.2) 

<2.3) 

Z.3 SEP ARACION Y SEP ARABILIDAD DE LA ECUAOON DE SCHROEDINGER 

E.s de nuest.ro lnt.erés la rosolQción do la ecuación de 

Schroedlni;er para Jos ost.ados Ui;ados del ftt.omo de hld!-ógeno dada 

por la oxprestón <2.D, sujet.a a tas condiciones de rront.era <2.2) 

y (2.3). 

Sabemos que la ecuación de Schroedlng0r para un pot.enclat 

cenLral siempro s:e pll&de separar en coordenadas es.f"óricas. Est.o es 

debido a que los operadores asociados a las cant.ldad<>s ftslcas que 

se conservan, a saber la energia, el cuadrado do la ma&"nlt..ud del 

vect.or de momenl.o aJ"'-Cula.i.- y Ja component.e z del ve<:t.or de moment.o 

anc;ular, conmut..an ent.re s.1. En ol problema de nuestro 1nt.erés, 

t.rabajar con est.e L!po do coordenadas no es muy convontent.e porque 

bajo ost.e conwxt.o las condiciones de rront.era que ahora se t.lenen 

no se sat.!s.facen t..an :facilment..e. En el e.a.so ospoc1al del pot.encial 

coulombiano, la degeneración accident..al qua so t.iene es un 

indlcat.lvo de que hay ot.ra const.ant.o d<> movlmlent.o, dando lugar 

as1 a que la ecuación de SclU'O<>dlni;er puada separarse t.ambién en 
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ot.ros sist.emasi de coordenadas, ei) pa:r-t.1cuh""lr 0n coorOOnada....:; 

para.bólJcas y en coordenadas es1"ero1dalcs prolat.as. 

En al problema do Kepler, adom"" de Ja anerr;la y do Ja 

component..o z dol vect.o:r de mo.ment...o angular, so t..iene al vect..or do 

Runge-Lenz como cof\.St.ant.e de movimJent..o. Clá:sicament.e est..e vect..or 

est.a dof"inido como:'m 

A• P " L 
Zo

2 
-

- --r 
µ r 

Cu.Wlt.icament..o, es necasnrlo const.ru1r el operador asociado a 

est..e vect..or, para lo cual se t.oma su forma simet.rizada, a sabe:r: 

,.,. ,... ,.,. 
Escribiendo a p , L y r expllclt.am.int.e como operadores y aplicando 

al operador A a una f"unc:lón .P, despoos do desarrollar Jos 

product.os cru:z, set llega a que: 

En t.érmJnos de coordenadas parabólicas y t.omando sólo la 

compon<>nt.o z se obt.ian9 Jospués d9 hac&r toda el álgebra que: 
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Ahora blen, on parabóllc= 

ham.fJt.onJano que aparece en Ja e.cu.ación de Sch.roed.Jngor, oxp:resJón 

C2.t>, conmut..a no sólo con e1 cuadt-ado do la componont.o :z doJ 

vecl-ot- de momento afll:ulat', sino t.ambJén con Ja componenl-o z del 

vector d<> Run«:e-Lonz, por Jo qu& ost,os 3 operadoN>s poseon do 

est.acfonarlos; 

íf.p .. ta• <2.5) 

'.12>1< .. t.2m">1< (2,6) 

:r 

~" • A.P (2.7) 
2 

Observamos que ahora, on "º"' daJ operador asociado con gJ cuadrado 

d& la ma&nitud del voct.o>' da momenl-o atlf;u.la.r-, so t.Jon& al opot-adot-

asociado con Ja component.e z d<tl voct.o>' dt> Runc.,...L&n:i:. 

Cománm&nt.e Ja separación <t.. Ja ecuac:.lón de> Sclu-oGdln.i;•>1• se 

lleva a cabo a 1->'avés del método ch> separación de varlabJ,.s, 

pt-oponJondo a >P como: 

<2.8) 

<>n donde e os la const.ant& de normallzaclón. Su:s:t.J t.uyendo en Ja 

<>e'-'>Ción <2.1), d&spu*s de al€unos cálculos s:e obt.len&n las 

15 
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siguient.Gs ecuaciones d.if"oroncfaJes: 

(2.9) 

{-r..' [~d -;: ] - .¡~, } Z<t:> • E:::<,P 
2µ r; dt; di: ' ' 

<2.10) 

<2.11) 

La ocuac::lón <2.9) se ldontlf"Jca con Ja <><:uac.lón da elgenvalo.res 

para ~ dada poi' Ja &XJ>l'oslón <2.6), cuya soluclón noNnalJzada es: 

(2.12) 

La condlclón de unlcldad de la función § con respecto a la 

varJabJ& Jnd&pend.Jont.e perfócltca p, conctueo a que n.-0,± 1,± 2, ... , 

Jo que. defJne respect..Jvament.o Jos estados a,'IT,fJ,... y corresponde 

a Ja cuantl:zaclón do Ja compon<>nte "' del vector de momento 

angular. Por ot..ro .lado, fao: constantes de separación oo las 

ecuaciones <2.Hl) y C2.l1', no son Independientes entre s1, sfno 

que deben S<>llsfacar la relaclón 

<2.13) 
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Pat'a saber qué es lo que Ki y /ú represent.an, ana!Jcomos la 

&euadón (2.4) do eli;envalores para Ja component.e z doJ v&ct.or de 

Runi;e-Lenz, Jnt.roduclendo en ffl.a Ja forma p:ropuost.a para .P dada 

por Ja expresJón (2.8). Asl, apart.e ti<> 1a ecuación <2.9), se 

obt.ienen las mtsmas ecuaciones dlferenclalos para SCI,') y pa.ra 

H<n>: 

tflt!-~--{d -mz ] - Zez A 
} :EX() • O:::<P 

2µ I,' di,' di,' ~z t: t: 

(2,14) 

{ fl' [ 4 d d 
m-.r: 

] + 
Zeª ~ } ecn> • BH<n> 2;;- n dn ndn - ;· n 

q.t!l) 

Comparando lc.D cor-J"'ogpondJQnt..or:i eau..aoiona.g dlCer-enaiA.lGa C3.10) y 

C2.l1) quo se obt.lonon al separar la m:uaclón do S.:hroodlnger, con 

las ecuaciones (2.S4) y C2.15) quo result.an do 1'> separación oo la 

ecuación eJgonva1ores para A: 
% 

se observa quo ahora 

const.ant.e de separación B rosult.a ser la energ;la. Ademá:o JJe hallan 

las coneldones ent..re las conat.ant.os K
1 

y K
2 

con el elg;envalor A 

para la component.e z del voct.or d9 Rungo-Len:z: y con Ja lnt.onsida<I 

del pot.enclal coulomblano: 

A+ Ze
2 

• 'IK 
1 

A - Z..
2 

• -4K z 

sumando est.as 2 expresiones t.enemos c'¡ue 

17 
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Asl pues, el eicenvalor /\ para 1a cornponent.e z dol vact.or do 

Runge-Lonz est.á relacionado con lasa c.:onst...aJ1Las do sapa.r-adón K
1 

y 

K
2 

que so obt.ienen al separar Ja ocuación d9 Schroodtnger. SJ 

ahora se rest.an (2.16> y <2.17> so ob\.lone mrovarnont-e la condición 

<2.13) a la que os\.án suj<>t.as las corwt-ant.<is K, y K
2

• 

Por ot-ro lado, do la .forma propues\.a para '11 dada por la 

ecuación <2.0), las condiciones de fron\.era (2.2) y <2.3) so 

t.raducen en que: 

:::e~·~º' • o 
ff(l} .. a>) • o 

<2.19) 

(2.20) 

Las formas <>xpilclt.as da ost.= soluciones se prosant-nn on la 

siguJont.o sección. 

ZA SOLUCION AL PROBLEMA DE EIGENY A.LORES 

El propósit.o do est.a sección es el do resolver las ecuaciones 

di!'orenclales <2.10) para :;:ci:) y (2.11) p..ra HCI)), en las que se 

sopa:ró la ecuación de Schroedinger. Corno est.as &euaiones pose<>n la 

misma f"orma mat..erm.\t.!ca, se pued9 t.rabajaro con ellas de manera 

.simult.4.nea, como lo hlcie~n los ...,,ut.oro:a 00 la roforanc1a ts."'), 

lnt.roduclendo una va.i•labl" lndeP<>ndient.e q ( y Ja .función o, con 

t • 1,2 , en dond<> q• • i:, q
2 

• r¡, o, • :;: y Q
2 

• H. Además. ya que 

ambas ecuaciones poseen Wla sincularldad removlble en q( • o, so 

puede t.omar a o,cq,) corno: 
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(2.22' 

Int.roduclendo esto últ.imo on (2.10) o Pn <2.1D se liei>a a que, 

d<>spués do alcunas r&dU<:ciones, t"<q
1
> cumple con Ja ecuación: 

Expresando la oruw¡;la en t.órminos doJ radio oo Elohr ("o "' E 2) y 
µ& 

de un parárnet.ro :real v : 

(2.2ll) 

Sust.it.uyenclo est.a rorma de la ener¡;1a an (2.22) y h&<::iondo oJ 

cambio de varlablo: 

<2.24) 

JI¡ 
en donde pi es una varlablo adimenslonal, pues q{ !.leme unidades 

do a , so obt.ienG la ecuación: 
o 

(2.25) 

inLroduc\r od\.mor.a\.Or>o.le-s quo 
qu~ e\mp\\f\con nolo.bl•rn.nt.• lo• cdlculo., da mcu"t•ra 
fn.:lc·r'-2.on la.. d\..,..n•\c~ <t. lGa c<U"IH.~ t\e\ca• 

q..,.• •Go .. \d lrabojondo. 
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D• e:srt.a expresión se sugl .. •• que ¡..,. Ki ,.,. paramet.rlcen como: 

<2.26) 

ent.onces, sust.lt.U)l'Dndo los valores dado= p>U'a K
1 

y K
2 

<k> <Z.Z<S> en 

<2.13), t.enemos qua so debe cwnpllr que : 

(;!Z{) 

Ahora t..amblén so puade o~crlblt' .:tl. oi~onvaior- do la componont.a z 

d<>l vect.or do Rung:o-Lon:z, expl'oslón <2.ltl) como: 

(... - ... ] 
A•Zez~ <2.28) 

La resolución de Ja <>=clón <2.25) pued<> llevars<> a cabo 

,....parando ol compopt.amlent.o aslnt.ót.lco do la fW'lclón t<pi)' o bien 

,.,. puedo t.omar a ést.a como una seria J.. potcncl,,.... En el prime.!' 

SusUt.uyendo en Ja expresión (Z.25), ést.a se t.ransforma en 
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C2.:l0) 

cuya solución .ro,utar en el orige-n os la función hJperr;&emét.rlca 

con{luenL&: 

<2.31) 

Por lo t.ant,o sus U t-uyendo C2.3D en (2.29) y ést.a a su voz en 

(2.21), haciendo ol cambio de P.¡ a qi' 
\\¡ se obt.leno l;:, solud6n 

g-on<>ral: 

lml/2 
~ 

[:·J 2a µ 

,P,( -vi' Zqt ) O/q.¡> ,, e o lml + ! <2.32) 
a ,, 

o o 

Tomando ahora a la función f<p.¡> como una serio do powncias: 

y sus1At..uyendo on l<Ji ocu~1ón <2.2'3), se haUan las s1c:uient..es 

fórmulas de J"eCurr-'9ncJa p~.I"a los coeficientes: 

lndtaL\.nla~l'\le 

rrnp\{c\lo;r.~ril• 

:uoe\.ón Cl. 2,), 

adc>lor1l•. el CQm\:t\..o dtl va.T\ab\• deo q qu• ropr..,;i"'nlci a 

' la corr••pon<fi•nl• vl•cover-1110, .. hard 

\.o \.CU'go lo&:>a \oa &.sitat"ro\.\oe. 
•oto..rd r..c,Jrr\.•rOO lo 
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e 
o 

e'''""' • 

• 1 

2vt + lml + 

lml + 1 

c<m,i> ,, .. < 2v, + lml + 1 >C'~' ~ > ± c<m, i. > 
ti N-t 

H + 1 HN + I m I + 1 ) 

con H a 1,2,3, ... 

<:Z.Ma) 

<2.34b) 

<2.S<lc) 

En Jas expr1~sionos ant..orfora5 Jos superfnd1ces Cm,D indican 

qtJtl los cooficiont.es CH son funciones de- m y OOpendlendo do quéo 

se t.o.mG, során Jos coeffc1c-nt.os do un potlnomio solución par1\ { o 

bien para lf· 

Con f dada da acuordo a Ja ª"'Proslón <2.33J, J.-, solución 

(2.21) adquiere 1a f or1nJ11: 

1 1 "' [ )" O < ' m /2 L e""·'' Zq t 'qi • qi • --
- 2a "' a ::o o 

(2,35) 

De la ecuación ci.19) '"' sabe que una vez que se imponen las 

O, por lo 

t.ant.o la solución pru-a S<P os la que osW. dada en serlos dt> 

pot.encias, as1 que la expresión <2.19) se t.r&duce on encont.raI- los 

coros de la ecuación <2.35) : 



"' 
t<p¡º' • ¿ a;m·"p~º - º 

11 =o 

en donde las a~m,I> qu<>dan det..eJ>núnad<\s poi' las t'óJ>mulas de 

rocurroncla (2.34a), (2.34b) y {2.34c). 

Para 1) sa t..orn.a 1.a solucJón f:.'n Ja cual ol comport.am.ient.o 

aslnt..ót.lco ha sid<> f"acwrlzado, ya que al !mpon<>I' las condlclonos 

do .fJ>ont.el'a, da Ja ocuacJón C:Z.20) t.enomos qua JJ<n--=)u-0. Hac.fondo 

en la OClk-.Ción {2.32) y a nmclón 

hlperf;OOmát.rJc.<i ccnfJuant.f' en t..érm!no-3 de Jos s1mbo1os 

Pochh~.mmoI' tonQffio~: 

-·p ¿"' <-v 2 ),,<Zp.>" 
e t • 

n:o <m+i)n "l 
(2.3(1) 

confluent.o as La misma que- en ol e.as-o ""°º .quo se da-.sarr-olla en 

c,g.xponencialnhlnte cJ~Jent.o conforme- p ~ 
2 

oo . Para 

cumpla 1a condJcJón & f'ronl.tH'<4 (.2 . .:C.0) y como so ospvr.a t..enor 

í'unc-Jones bJon comport..adas a-n ln.fJnJt.o, hay que cortar- la se-rto 

que apar-oc& en Ja acuacJón 0.36). Est.o (JJt.Jmo '5~ Jo"ra sJ -J,,
2 

os 

un ant..ero neeat.Jvo, es: de-cJr sl J.J
2 

:a O, 1, 2, 3~ .... obt.eniéndoso 

d9 ost.e modo pollnonúos de grado P
2

• As! puos, Ja condición (2.20) 

rost.1•1n€a a J> a s&r cero 
2 

o un número y debido a Ja 

pN~sc·r··":"Jcl de la eA-ponancJal decJ'-&e.Jent..e so g-arant.iza que sJ p
2 

.. oo 

entonces HCp
2

) ... O. 



Por lo t.ant.o, Ja ooluclón para H<~) rosult.a sor Ja dada pol' 

la ocuaclón <2.35> con í•I, para fl<r¡> la <2.32> con \=2 y para 

ltCp> Ja (2.12). De est.e modo la f'unclón de onda 'I', oxproslón 

(2.9), adquiere la rorma: 

~ 

"
2 "o" F (-µ ,¡m¡+J;2T) >e"'"" C.!.37> 

1 J 2 ~ 
8

0" ..¡ 2n 

En el ost.ado base so t.Jene- m 1:r O y v 
2 

... O, y en esto ca"'JO la 

G-Cuación (2.37) so roduc~ sirnpJement.o a: 

-º--
¡;;-' 

-~ 

20 " e o (2.$ll) 

Para llevar a cabo t.odos Jos cálculos nt.unéricos requorJdos, 

por cuos:tiones me.ramont.& práct.Jcas, prJmoro se fijaron los vaJorns 

00 m )' de JJ 
2 

y una VQZ hecha ost...a elección so ruaron tomando 

dl.ferentes va.loros arbJtf'ar-Jos r-ealo::;: para v
1 

Do est.1> modo se 

pudieron obt.onor los valores da J.) a t.ra\•ós de la ~ladón (2.27) y 

por consicuiont.o Sff obluvJer-on Jos corrE'spond.Jent.&s valores para 

Ja ener~ia con A:sinúsmo, sa pudieron 

con.CJ"t..ruJl' Jos coe-fJcient.os: dados po!' las e-cuaclonlJs (2.34.a), 

(2.3{!.l) 

ecuación. <2.35) con 1a precisión requerida. t.omando un número 

t"Jn!t..o 00 t.órmlnos. De e-nt.r& todas 1a..s r-alces posJbJas, soJament.o 

son de 1nt.e1"és las ra1ces reaJos postt.lvas ya qu@ O S { S oo. En 

part.Jculru-, por ejemplo al t.omar la primer raíz poslt.lva, Jo que 

se est..á dicJendo es que la p.ar-ed va a ast...ar colocada preclsam&nte 

en la posición "º Ja que so encuont.ra el primor nodo de Ja f'unclón 
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2(~), en donde además se t.Jono un det..ernúnado valor da Ja energ1a. 

Si se t..oma la set:unda .r-a1z posH .. Jva, Ja parc--d va & ost.a~ ahor&l 

localizada en el sei;tmdo no<lo do la funclón :;:cp, en donde k•mbién 

so Wene eJ núsmo valor do Ja enerc1a y ;.J..SI para Jos di.f~r·ent..eos 

nodos quo se t,omon. Ahora bion,. para d.Jst..Jnt.os \•aloros do v
1

, 

mant.erúendo f"ija a la v
2 

y a la m, en cad<'"l caso so pua-den 

const.l"ui:r dif'orenLos .funclonos 2<~) pal"'a Ja.s cua.Jos .sJempro se 

puodQ ast.aJ" t.omando el primor nodo, o el sa&undo, o el qua se 

desee,, y así acercar o rtlejar a 1;;¡ parod paPaboloidal d~J núeloo 

del átomo, a la voz que so con.-:;t.ruyon disWnt.os. ('St..ados. Por 

ejemplo, sJ so val"1n a Ja v
1 

y :'JO t.om.a siompl""i..~ ol pr!muro noOO 

para mmO y para un c10:t~t.o vaJor f'Jjo da ¡; 
z se 

const.ruyendo o:;t.~c...~ e que son dJfo~nt.e-s do Jos qua se obt.&ndrlan 

para m=O tom.>ndo el segundo nodo, aunque se considerara el mismo 

valor- para J.J
2 

y se variara a lJ.t de la núsm.a m.anéra que en ol caso 

an\.erior. De manera csqu<>maWca en la fli;. 3 se ha repN'lsont.a.do el 

ca.so en eJ cual s:e Loma el primer nodo pa:ra dU'orent.es valores de 

v y v
1 

mant.onlendo a u
2 

fija. 

rJg.3 ••pret•enlación •111quemdLi.ca dol pri.tn8'T 

nodo <No lo. (unción :re.(. J en cada urKl d. loa 
por~ 1~2. y 3 pe.Ta dif•r•ntoo valoreJJ do 

.., 
1 

monl•ni.•ndo o ,.. 
2 

y o m liia 
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F.:s: import.an\-o hacor not.ar qu<> para una ciert.a poslcJón t: 
0 

de 

Ja par-ad y de unos vaJor-a:e dados ~ J.J
2 

y m> Ja ecuacJón <2.35) tillO 

satJs.face soJamont..e píU'a det.er.nJnaóos valeros do J.J
1 

, pu ... ~st..o quo 

t..ant-0 el parámet.ro v as1 como Jos coeJ'Jclent.cs dependen 

expllclt.ament.e da "• Est..o da como consecueru:Ja Ja obt.onción de 

valares d.Jscrot.os para Ja enori;1a resolviéndose do ost.-o modo el 

poblema do elgonvalores. 

Por ot.ro lado, si se comparan Ja oxp.f'esión (2.23) P•U';.' Ja 

al át.omo hluró¡;cno confj~o, con las axprosion~·::;. 

correspondlont.es pa:r:a el át..omo do hidl'ócono libro en coordenadas 

y n .. n
1 

+ n
2 

+ lml + 1 

donde el númeN> cuánt.lco prlnclpal n t.oma Jos valores i,2,3,."', 

s. ve ciar-amont.e quo v ost..á haciendo Jas voces do n, sin emh.ar,¡:o 

debido a condiciones: .fN>nt.era impueGt.as:, no 

necesariarnent.o sionipra t.Jano- que Loma.I' vaJoI"'os ant.oros. pos.Jt..Jvos. 

u
1 

t.ampoco t.ien& por qué sor un únt..ero p.os.it.lvo. Do hocho" t.'1aW µ 

como son númef"Os l'eales pos1Wvos. única variahlo 

rest..rJngida a .ser cero o un nÚJOOI'O nat.uraJ es v 2 y en analog-ia con 

el r;rado del pollnonuo de Laguarr-o aaoctado con Ja 

solución on la coor-donada T), J.> es 
2 

el r;rado daJ polonJnúo 

l'9sult..ant..e aJ coJ'>t..ar Ja sor-ie col"respond..lent...e a Ja f"unción 

hipergoomóLrica confJuent.e que apare-ce en la solución para n- como 

se ve de Ja ecuación <2.36). Por- su parl.ea la m que aparece t..ant..o 

en la expresJón p.aJ'a u como para n, es oJ númer-o cuánt.tco 



m<?gnót.Jco orblt.al y gJ uno 'quo t..;unbJ6n !!1" v-ncuont..ri;, 9n ~ 

expresiones .. ., ol nodo quo la fW>Clón t..lone on lnflnlt.o. 

Ahora bfen1 en el caso llm1Lo en oJ cual el át..omo se ioniza 

se t.iene E • 0 1 lo quo correspondo a t..ener v .. ro en la ecuación 

<2.23), lo quo Implica que µ 
1 

oo on la expr-t>sJón <Z.2{l>. Para 

encont.rar la posicJón do la pared para est.e valor do Ja onerg!a so 

prosiguió de la slgulent.e manera. SI v 
1 

y por conslg:ulont..o 

v ex> ent.onces de las <>euaciones <2.13) y <Z.2<1> t..enemos quo 

Zeª y que K
2 

2 

O. SI se hace el e.amblo oo var!ablo 

:Í< • 2/: en la ecuación <2.10), óst.a se t.ransforma en Ja 
o 

·ecuación or4!narla de 0..SS"Gl: 

[ .x
2 

::. + x :. + < f - m
2 

) ] S<p • O <Z.39) 

cuyas soluciones son preclsamont..e las funciones de Bessel de orden 

m, a saber; 

J (X) " m 

°' (-.1) L 
n• 

CVIO) 

Imponiendo sobre est.o result.ado Ja condición d& front.era <Z.19), 

so obt.ien<> quo: 

<Z.41> 



o sea que las ralees quedan on t-érmlnoa de los c:eros oo Ja:; 

funciones do Bessel de ordon m. 

Para las dlforent..es comb1nacionos nm.• posibles, un.a voz 

fijada m queda bien d<!flnldo un ost.ado y Jua¡;o como n'•l,2,3, ... 

se gst.aJ.án buscando en cada caso las correspondienLos posiciones 

de Ja pared par,a c1.1ando se hayan t.ornado rospect.lvament.o el 

primero, el segundo, el t.ercero, ..• nodo de la función <2.39>. 

Por ot.ro lado, para dusig:nar- los esLados del sistema, se ha 

empleado la not.aclón <n, n
2 

m) en t.érminos d<el orden de exclt.aclón 

de los respocUvos grados de llbert.ad. n• esW. asociado con el 

g.J'ado de llbert.ad para ~ y adtclonal.ment.e da C!l n(Jmero de nodo de 

la función que s• t.om<>, excluyendo el que se t.lene on la pared, o 

sea n
1 

• n!'.smero de nodo - 1. n
2 

esW. asociado con ol r;rado de 

liber\.ad para 11 a t.ravés de vz Finalment.o cuando se ha fijado un 

valor para m, se t.lene un estado et, rt, ó, ... bien definido. Por 

ejemplo el est.ado baso es el < O O e1 ), est..a. not..aci6n nos lndlca 

qua la posición do la pared est.<11 dond<i se encuent.ra el primer nodo 

de la .flIDC!ón ser.>. por ello n. a 1 - 1 a º· t.ambién nos est.á 

indicando que v
2 

a O y que m a O, puest.o que ost.amos en un est.ado 

o. Además so observa qu& Jos cero:s aucesivos de .las funciones de 

Bessel para n' • :1, 2, 3, ·- corresponden a los sucesivos ól"dones 

de exclt.aclón do! i;rado de llb<trt.ad asocl"'1o con la coordenada ~, 

asl se ve que n• eat.á haciendo las veces de n, Por ot.ro lado, la 

sit.uac.lón llmit.o ooscrlt.a por la expresión <2.41) os inde,pendlent.e 

del orden de e""Cit.aclón d<>l grado de llbort.ad asociado con Ja 

coordenada '11· Lo ant.erlor se t.raduco en que t.odos los elgenest.ados 



'PnJJ
2

m con valores fijos da n y m pero dJst.int..os valores de v
2 

t.Jendan a fonJ:rarse a un.a misma posición da- L.--. par13-d. 

Z.5 EIGENF1INCIONES NORMALIZADAS Y DENSIDAD DE PROBABILIDAD 

PARABOLICA 

Ahora bien, las ecuaciones <2.37> y (2.38) quedan t.ot.a!ment.e 

det.&rmlnadas una vez que- se conoce la 

normalización. Para calcularla j>9dlmos que: 

• J I 'I' 1
2 

dV 

E•pcicLo 

const.ant.& e de 

Usando la ecuación <2.39), Ja condición ant.erlor qu&da como: 

:1. 

I 
2 

-º--hn dV <2.42) 

Para poder calcular la int.er;ral que aparece on esW. expresión es 

necesario lnt.roducir el element..o de volumen. a ab 
C13) 

s er 

L.:..:!?. ~dr¡, que fácilment.o se puede calcuia:r con los fact.ores de 

4 

escala lnt.oducldos en Ja sección 2.2. Con est.o y o:scribjendo t.odos 

los t.érmlnos de la ecuación (2.42) obt.Atnemos: 



Int.e.rcamblando el orden de las su.m.aLor tas y las lnt.er;.ralos se 

obt.tene: 

¿fe'º·'' 
( 2:º"r· ({º( 

-~ 

¿ a " ... 
1 - e'º·º e o (~+>)) ~ d~dl) 

sn • l 

•=O t=o o o o 

Al evalua.r las lnt.egrales qu& aparecen en est.a expresión y 

haciendo p • t. + s se llega a quo: 

¿. 
(2.43) 

p+! ] P,o 

p+1 

de donde se observa que la const.ant.e de norma.U:z:acl6n al cuadrado 

t.lene unldddes de l/a: . Como ya se sabe Ja manera prAct.lca en la 

qun se pueden calcuJar los coef1c1ent..As c~o,u y que la 

p
10 

es slmplement.e la ralz oo 1" <>:><presión 0.35) que da la 

posición de la pa.red respect.o del núcleo y que la 1.1 os el 

parámet..ro de energia correspondient..e a la posición p
10 

enf.,oncos 

los valores de C2 de la ecuación <2.43) se pueden calcular 

r.:.cllment.e. De est..a forma la solución a la ecuación de 

Schroedinger plant..eada. par-a el caso en que m • O y v 
2 

• O pal'a 

3D 



energtas nogat..Jvas, queda dada por" la expl"esión <2.30) en donde la 

const,ant..e de normallzación ost.á det.erminada por la ra.t::z. cuad.r-ada 

de la ecuación (2.43). 

SI de manera general se hubiera normalizado Ja expresión 

C2.37) y no Ja <2.38), Ja const.ant.e de normalización hublora 

quedado en t.érminos de m y de v 
2 

, as1 pues para cada conjunt.o de 

valores da m y de v
2 

, hay una const..ant..e diferent.e. 

Por et.ro lado, como ya se t.lene Ja solución <2.38) para Ja 

f'unclón de onda 'P se puede const.rulr adlclonalment.e la función de 

densidad de probabilidad parabólica recordando que . 
p • 'Wi dV da Ja probabilidad de encont.rar al elact.rón dent.ro de 

un volumen dV, asi pues: 

[ 
280 " ]ª ¿ 

p• --- --
z 2n 

'\ c.'º•i> p•, '\ Clco,t> P,' e-2pz d-'- dp L L Cp,+p.> ,..,..,..., z 
•=O L :o .. 

lnt.eg:rando con respect.o a p y haciendo como ant.es p • t. + s se 

obt.lene que: 

p. 

31 



Por conslg;uient.e la donsidad de probabilidad parabó!lca qu<>da 

como; 

p - ¿ <2.44) 

p:o 

Para una posición f"ija P1.o' P, se va a encont.rar acotada por 

o s P, :s pto y P, por o :S P2 s "' ent.onces como ya se conocen los 

coencient.es c<o.u 010,J:) y el valor del paramet.ro V . p-• 
correapondJent.e a se puede calcular sin mayor 

problema. 
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CAPITULO TRE.S 

RE.SULTADOS NUMERICOS PARA ENERGIAS Y EIGENFUNCIONES 



CAPITULO 3 

RESULTADOS NUMERJCOS PARA ENERGIAS Y EIGENF'UNCIONES 

3J ll'[fRODUCCION 

En est.a cap1t.ulo sa present.an Jos resUlt.ados numérJcos 

obt.enJdos para Jas onel"'gtas~ para eJ eJgenvaJor de Ja component.e z 

del voct.or do Runce-Lenz y para Ja runclón de densidad d<i 

probabilidad parabólica del át.omo de hidróceno en al espacio 

s&mi-inf"init.o, a medida que Ja front.ern paraboloidal 

núcleo. 

se acerca al 

3.Z ENERGIA Y COMPONEl'[fE Z DEL VECTOR DE RUNGE-LENZ 

Algunos de Jos valores nwnérJco:s: más .r-epresent.at.Jvos par-a Ja 

energ1a y pnt"a el eigenvalol" de Ja component..e 2 deJ vecU>r <W 

R~e-Len.z para Jos est.ados cr, se muast.ran en las sJguient.es 

t.abulaclonos. En est...s t.ablas t.amblén se dan el parrunet.ro v de Ja 

energ1a con Jos correspondJent..es paros v
1 

, v
2

• La designación ds 

Jos est......"\.dos, como ya se vJó en Ja sección 2.4, est.á en t.érminos 

del orden de excit.aclón do Jos res¡:>oct.ivos erados de llhal't.ad d<'f 

sist.ema. Las dlst.anclas se dan en wúdades del radio de Bohl' y las 

ene.rg1as en Rydberg:s. En est.a sección, además de present.aJ" Ja.s 

grMJcas que con esLas Labul.ac.iones .se obt.Jenen, se mu-est.ran las 

g.rMJcas: correspondient...es a los ost..ados n y ó. 
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TABLA 1 
EHEROJA Y PA.JtANl:TJl:OS DE ICHE'"OIA l'AffA LOS ESTA[)0$ C' 

DEL ATOM'O DS HIDltOOCNO EN UN J:Sl"ACJO SENJ-JNf"INITO 

uwnA.oo POJl DJTICJttcNTCS SVPCRTICIE':I PARABOLOlDALCS 

(n , n , in) 

((J (J U) 

t(l <7) 

((1 2 Q') 

({J 3 Q) 

·-1. Q(1r)OO 

-0.99981) 
-0.998::0 
-(1, OQ8(1(1 

-o. 99()(17 
-0.98224 
-o. 907 1)3 
-o.841!>8 
-0.27701 
-o. 17::<~1 
-(1. 01 '384 

(). (>(1('10(• 

-0.250()0 
-0.24752 
-(1. 23795 
-0.22893 
-0.2'::676 
-o. 18904 
-o. 11891 
-o. 09183 
-0.06575 
-o. <J40<JO 
-o. o 1208 
.0.00•)00 

-o. 11111 
-0.11<J74 
-0.11045 
-o. 10750 
-(•. 10473 
-0.07716 
-o. 06250 
-(). 04:2'16 
-(1.0:.(1(14 

-ci. 01929 
-(1, 01(1(>0 

(1, (J(.l(':(l(J 

-0.062:S(l 
-('.o.!:188 
-0.06097 
-~·. 05978 
-o. 0594" 
-(1, '"'1978 
- /"f.':~., ! 65 
-·:1. (;:'845 
-••,(t:',;j41 

·-( • (11 ~:'.: 

:\<tCj"'"." 
-.,·,<~< 

1. 0001 
1. (1009 
!.OC>! 
! • 005 
1. 009 
l. 05 
1.09 
1.9 
2.4 
8.5 

00 

2 
2.01 
2.03 
2.09 
2. 1 
2 .. .3 
2J9 
3.3 
3.9 

5 
9.1 

00 

:!. 005 
3.009 
3.05 
3.09 
3.6 

4 
4. 8'1 
5.77 
7.2 

!() 

ro 

~ 
4.Q: 
4. •)':í 
~. 09 
J. 1 
4. t.· 

~.9 

5. 1 
6.4 

1 7 

o o 
o. 0001 o 
0.0009 o 
(•. (l(•l (l 

•). 005 o 
(). 009 o 
o.o~ o 
o. o~ 1) 

<>.9 o 
l. 4 o 
7.5 o 

"' (l 

o 
O.O! 
o.os 
0.09 
0.1 
o. 3. 
•).9 
1.3 
l. 9 

3 

IJ _,, 

• • 
" o 

0.0001 
0,()!)•:ñ­
o. 00(89 
0.0(;498 
0.00892 
0.04762 
( 1 • (18257 
r;,4TS68 
v. 5e::.:; 
0.88235 
1. 000(11) 

-0.50000 
-0.49254 
-0.46342 
-0.43541 
-o. 4::057 
-0.3043::i 
-(l.03448 

0.09091 
0.23077 
o. 4000(1 

7. 1 
ro 

1 o. 6707-3 

o 
0.005 
0.1)09 
(), 05 
0.09 
0.6 

1 
l. 87 
2.77 
4.2 

7 

o. <:2 
(1, •:·~ 

(1, (ir¡ 

). 9 
!. 1 
- . !'1 

QJ 

2 
2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 

1 1. OCJO(HJ 

··•:>. 66667 
-0.66::'.89 
-o. 66168 
-0.63934 
-0.61812 
-o .. 30889 
-0.251100 
-C.02669 
o. 1:;345 
0.3(1556 
0.5000(l 
1.000<1(1 

-··.1. J5(l(lt) 

-('. -.¡ 129 
-. ! • 72839 
·(;, ·¡ 11 ·i '., 

-0.7077-: 

..• -¡ •• ;:3:; 7 
,:,, :.7_:,~ 

.;,667 
• 4615·1 

{ Ca J 
o o 

QJ 

11. 5565 
'l. 0922 
8.9721 
7. 1164 
6. 4312 
4. 4636 
.'3.f~345 

2. 0475 
l. 8678 
1. 5381 
1. 4458 

"' 12.:5540 
8.7146 
7.3524 
7.1144 
4.8310 
3.1251 
2.7182 
2.3824 
2JJ789 
1. 7335 
!. 4458 

"' 21. 278~ 
19. 1787 
1::. 9656 
10.87(13 
5.(1834 
4.0000 
: .. 0137 
2.5702 
2.:22s 
1. 't:.04 
1. 4458 

., 
:Cl.6861 
17. ::.1.60 
1·1. :.se: 
1: .. 891)(1 

-, • lO~LJ 
·:;. :::o._,4 
..¡. _,,,_. 

:.7'244 
1. ::a.:,_ 
: . -i458 



TABLA 1 
KNJ[Jt0I4 .,. PAJtAU["TJIOS pr J:'N'EAOIA l'A.kA LO:O l:STADOS " Dl:L A TONO º" llIDROOUIO CN UN F.'51'Ar:lo srHI-JNFINITO 

LJNJTAPO PO.R Drral:"NTE"S SUPERrICIE'S PA1'ABOLOIDALl!:'S 

en ,m) [ ~z ] e,, , n .E -- )J µ "• µ - )J r,o J 
2a ' ' a o 

o 

" 
(1 (1 ol -o. 25(10(1 2 o o ro 

-o. 24876 2.005 1.oo;:s o 0.50125 24.6928 
-o. 22676 2.1 1. 1 o o.s2301 16, 01'16 
-0.20661 2.2 1.2 o o. 54546 J4.034'i 
-o. 17361 2.4 t. 4 o o.59333 12. 217(1 
-0.1:75~ 2.8 t. 8 o o. 64286 J0,1..,677 
-0.08163 ~ .. 5 2.5 () o. 71429 9.572~ 
-o. 062!50 4 3 o o. 7~l000 9. J771 
-0.03690 5.2 1.2 o ü.80769 8. 6604 
-0.02"170 6 5 o 0.83:::33 G. 4tíO·i 
. .,(l,(''11876 7,3 6.3 o 0.86301 ü.2858 

(• • (JO(•(J\.' "' O> o J.ººººº 7.bJ79 

(1 ol -(J. 1JJ11 3 -0.50000 ro 
-0.104(16 3. 1 1.1 o.o32Z6 23.634/ 
-0.09766 3,2 l. 2 0.06250 20.4144 
-0.09183 3,3 l. 3 0.09091 18.~7:o 
-0.06575 3,9 l. 9 o. 2::;077 14. o::.J<1 

-0.04938 4.5 2.5 0.33333 12. ::;:(;/(> 
-0, Q4l)(H) 5 _, 0.40000 11.4714 
-O.Ol2(l8 9.1 7. 1 o. 6'1(133 9.2171 
-(1, 00826 11 9 o. 72727 8.8794 
-o. (10691 12. OJ 10.03 o. 77.307 8.7501 
-O.Q(l346 17 15 1 ,,, 82353 8.3758 
0.00000 Q) ro 1 1.00000 7.6t7r; 

(1 2 o> -0.06250 "l 2 -0.66667 "' -(), 05408 4.3 J .. 2 -0.16:.C79 24. 202<) 
-0.04938 4. '5 !. 5 2 -~~/. 1 1 1 l 1 21 .r.f::f;6 
-0.04216 4.87 1. 87 2 -o. 1).:;669 17. 8221~ 
-o. 0~95'2 5. c)3 ~. í)3 2 0.0)596 16.914'? 
-(').(J::.(104 5, --, 2.77 " (J. J 3345 14.29(.'1.) 
··•). 0:· 7 79 " 3 : o. 16667 13.765? 
-r1. 01.-::9 7.-: ~ . ..; " o. :::1)556 12. ei.:1:. ~· 
-··1.fJJ":.S~ 8 5 2 o. ::;75(10 J 1. 307:<. 
-(J. (1} :,...,, 1 8.8 5.8 :2 0.43182 1(1. 805(• 
-r:1, (•(•l.~'l t::: 9 2 0.58333 9.6866 

), (h . . :1(1. Q) ro .. J. <JOOOü 7.6179 



Eteho.l 

:-...T 
~~~~~""-~~~~~'z.z_ 

•I 

t'ig. 4a curvo.a CS. energi.G po.ta. toe eota.do9 
•\gma. eomo fune\.6n de ta' poei.:ci.6n 

0.5 

o 

-o.s 

-1 

A 

ze' 

º" 
Dl1l llO 

D:JJ 

~la 1 
o o "' 

!O 15 -~o 25 ----------

.. 

f"Jr;. 4b curvo.a di>\ •\.g•rwa\or d. \o. cornpon.nl.• 2 

cS.l v.c\or ct. Ru~-lAr.2. como función do- \o. 
poeidón pal"G los •¡alo.do9 •igma. 
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Efel'zo.J 

o 15 

º" 8ff 
121 
111 

2.0.!.._ 

20 

-------~1T 

·~, 

CJg, 6a C\IJ'VClll do -rg(ci J><UG los .. IGdoto 
pl como luMLón deo ta po•lct6n 

A --z; • 

. 0.5 

o 

-0.5 001 

º" '" 
"" "' 
031 "' -1 

l'Jg. 5b curva. d.l •ig•nvalor et. la compon•nl• 2 

d.l v•clor d• Rung•-L•n:t como funclón et. la 
poai.ci.ón para lOll Nlacto. pi. 



rte. 6a QJ.rvQ.ll do &Mor9\<1 p<U'Q \Oil ff\(\Ó09 

0.\t.a. como fundón ck \a. posi.c\ón 
A 

Z.· 
1 

o.s 

o 

·0.5 
ooz .a 
ou "" 022 "' º"' .,, 

-1 

(Jg'. 6b curva..9 c:Hl •i.Q'•"valor <U la. compon•nt• 2' 

c:Ml v•ctor d. Jlung•-L•nZ" como tuncl6n ~ la 
po.Leión paro lo• ••lado. d.\to 



Pai~a discut.Jr Jos resu.Jt. .. ados obt..e.-nidos p.ai~a .las aner,;Jas, 

p.as·t..imos del át.omo de Wdroc:eno Hhr~. stt.u...'"-\Ción quo SQ presont.a 

cuando Ja front.ora par-aboJoidaJ est.á muy Jejos. En ost.o caso so 

Ueno al número cuánt.Jco n = n
1 

+ n
2 

+ 1 m 1 + y Ja de~onoraclón 

accldent~ n
1 

+ n
2 

+ 1 para cada vaJor do rn. Tomando en cuent..a 

t..odos los posiblos valores pal"a m, se obt..icne la bien conocida 

degeneración accident..al 2 n. A modlda quo la supet'flcio 

parabololdal so aproxima al núcloo da! áU>mo de hldrór.;eno, os 

declI' conforme ~o t.ama valores más p-equef'Sos, la do~oneración 

accidont.al se pierde y las onorgia.s aun10nt..an monot.óntcament.e 

debido al ef'ect.o de conflnamlent.o. Cuando Ja f'ront.ora parabololdal 

llo;;a a las posiciones d<>flnlcl=J por Ja ecuación <2.41), los 

ost.a<:Sos cor:rcspondlcnt..os t.Jenon onarg:Ja coro, y por consJguient.e 

ol át.omo Uoi;a al umbral do lonl:z:ación. Ya que :ioJ eli;envalor le 

corresponde más do una oigonfunclón, ent...oncas so present.a w-ia 

deceneraclón 00 Jos ost.ados en ent.e ca:so. 

Por ot..ro lado, en Jo ref"erent.e a las r;rMJcas quo muest.ran la 

variación del eJgenvalol" do la component.e z del vect.or de 

Runge-Lenz, se observa que cuando la f"ront.era para.boloJdal ost..á 

muy !ojos, so obt.leno de la ecuación <2.26), el valor 
n -n 

j z 

co.rrespondient..e a1 átomo llbr,., Cor.forme la 

superfJcJe paraboJoJd.--U se acore.a a1 núcleo, 105 valeros 00 A 

aument..a.n monot.óntcament.&, siendo negat.ivos cuando v 
2 

vj , coro 

JJ • Para los dtferent.as 
2 

es~dos las curvas ~~ su valor máxlmo 1, ~n al mom~ot.o da la 

ionl:zaclón. 



3.3 FUNCION DE DENSID1\D PARABOLICA 

En las g:riúicdS qua se presant..an en Ja sit;uJent.e p:iigtna; se 

ap1·c•cia la variación do Ja runción 00 densid~d da pr-obabíltt1ad 

p¡,rabóllca para eJ est..~do hase conforme Ja parod se acercc' aJ 

núcleo del át.omo de hidro~~no. En al plano horizonk'°\J s~' 

enc~nt.r-an &r-aficadas 

ver\.lcal Ja función 

Jas 

da 

coordenadas 

densidad de 

parabólicas y 

probabilidad 

en el eje 

parabOJJca, 

ecuación <2.44). La parábola del!mit.adora · en el phmo correspond<> 

al valor ~ • f.
0

• 



p(¡;,nl 

el ~. = 3.8345 a0 

f"ig. 7 vor\o.e\.ón do- to runelón do o.noldo.d 
de pro'oob\\.\óo.d p01c.bó\.\co a mfl"(l\.do qu• \o. 
po.r~ eo opro>Cl.MG al. núc\•O de'\ dlomo O. 

h\dr6gert0 pa.fG •\. .. ala.do boa• 

41 

dl ~. = 2.7306 ª· 

f) ~. = ¡,7811 ª· 



En &l át.omo do hldr6f;ono llbN>, la prol>abllh!ad do hallar al 

eJocLrón de un lado o del OLJ'O del núcleo es la mJsma. Cuando se 

1nt.roduco la supaf'f'icie parabolo1dal, Ja probabilidad de encontrar­

a! olect.rón €'nt..re óst..a y ol núcleo, va disminuyendo con.forma la 

front.era sa aproxima a dJcho núcleo, y conr;ecuont.ement..e aumont..a Ja 

probabllldad do hallar al oloc\.rón dol ot..ro lado dol núcloo, como 

Jo muest..ra la fli;. 7. 

Las gráftc~ que a cont.inuación se muost..ran~ corrospondon a 

·Wl <;:orU. Jong.lt..udinaJ do Ja función de donsldad de probabilidad 

parabólica sol>N> el eje ck> !""' parábolas, en <>I quo so t.lono do un 

ladO dlferent.os valol"Os de i; con 11-0 y del et.ro (-O barriendo 

varios valores. de JJ. De ost.as g:ráf"Jcas ne aprec:Jan Jos valores 

rn¡mérlcos qua la función va adquiriendo para ¡..,. dlfeN>nt.os 

posiciones de Ja front.ora pal"abololdal. 
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P(( ,11) o.m 
2 IJ 

°'' 
0.07 5 ' 

Q,Q!IO • 

o.o za 

o a 

P(( , 'I'/ )0.12~ 

2 11 

0.1 ! 

0.07.5 -

o.o~o 

(=9;7584 ª· 

a 
f {fJ=O) .,, (~ o 

(. 4.46 3 6 º· 

º·a L----IC-----'-----1-.-_;:::::,,,,¡.-_,0, 

o ) O) 

f'ff;. 8 Corl• tor.gi.tudLl"H.'ll 0. la vanac~én d. la 
tunclón d• doneidad d~ prol>abíhdQd po.rat>ÓllCO 

PoJ'O •l ••lado boa•, para cuando la .PQJ'Od oald 

•n ~ 0= P. 7504 a
0 

y on ~ 0= •· 40!lld a
0 
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p ({ '7J ) 0.1 z ~ ( = 3. 8 345 ª· 
·2v 

·O·l' 

O.O T~ 

0.0$0 

0.025 

o _L 
e • 

~ ( 1J = o) 'TJU = 0) 

P(( , 17 )o.1 •~ 
_2_v_ 

(= 2.7306 

0.1 

0.01~ 

0.0~0 

0.02~ 

.,,({=O) 

fJg. 9 cort• \onqltudinat d• la VCU"lcu:L6n do la 
tunc:\ón d• d•naii.dod d• probabthdod porabólica 

paro •\ ••lodo bo••, paro cuando lo pa.r•d ••ld 
t = a. 834!1 a y •n t = 2. 730d a o o o o 

ª· 



p le •'1) 0.12 5 
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0.1 

0.07 ~ 

o.o~o 

0.02~ 

o 
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e 
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0.075 

Q.O!)O -

(• 2..04 75 ª· 

4 

n 1) = o) '? u o) 

(, = 1 • 78 7 1 Q, 

ec'l .. º' 11 ( e o ) 

fJg.10 Corlo longitudinal de- lci variación d• la 
función de &;.n•idod dQ' probobilldad porabóllca 

pa.ro •l ••lodo baJ10, paro cuando la pared 1>9ld 
~ = 2. 04-r.J o y on ~ = l. 787f o 

o o o o 
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De las flgUJ"as 8, Q y 10, nuevamont.e se apl"octa Et! hecho du 

que conf'ormo Ja supor-flcie parabotoidal se aproxima a.1 núcJeo deJ 

elE>ct.rón del ot.ro lado del 11úcl&o. Adon~ se obsorva quo Cl part.tr 

de Ja posición { 
0 

u 2.7306 a
0

, es nol,ablo que Ja ÜCoJaÜ do Ja 

f"unclón do donsidad da probabllldad parabólica, so va aJar¡;ando en 

la ración en Ja cual r, • O, ya que do est..e lado T) ... oo. Adom..As, los 

máximos aJcanzados por- la función I!" •2.0475 a 
o o 

en la zona en que f. • O, son menores que los valor-os: alcanzados 

.::!1_ 

para posiciones mayar-es, debido a la presencia del f"a.ct.or "·" o que 

aparece en la expresión <2.44). 



CAPITULO CUATRO 

PROPIEDADES DEL ATOMO DE HIDROGENO 

CONF1NADO EN UN ESPACIO SEMI-INFINITO 

LIMITADO POR PAREDES PARABOLOIDALE.S 



CAPITULO 4 

PROPIEDADES DEL ATOMO DE H!DROGENO CONFINADO EN UN 

ESPACIO SEMI-INFINfO LIMITADO POR PAREDES PARABOLOIDALES 

4.1 INfRODUCCION 

En ost-e capitulo '"' usan las funciones de onda obt.onidas on 

los cap1t.ulos 2 y 3 para calcular la const.ant.o de ost.ruct.ura 

túpor:fina, en sus compononWs t::sot.rópica y anisot.x-ópica, eJ 

moment.o dipolar el~ct.rlco y la proslón del At.omo d<> hldrói;•mo en 

el espacio s0m!-infin1t.o. El est.udlo so Umlt.a al est.ado base, 

prosent.Mdose en cada caso la varl<>ción de est.as proplodades a 

medida quo la pared se va acer-car><:lo al núcleo del At.omo d<> 

hidrógeno. Es Jmport.ant.<> hacer notar que el desarrollo que aq\11 se 

hac<> sobre la presión, es dlfer-ent.e a los que ya se han hecho en 

la lit..erat.ura(B>, ya que en oJ caso analizado en est..a LesJs, Ja 

presión !lQ es unlform<>, sino que varia para cada punt.o do Ja 

superf"lcie parabololdal. 

4.2 CONST ANrE DE ESTRUCTURA llIPERFINA 

int.oracción dlpolar magnét.lca ont.re el mom..nt.o macnét.lco del 

eloct.rón y el campo magnét.lco tktbido al núeleo. Est.a lnt.eracción 

da lugar ai desdoblamlent.o de cada una de las componont.es 

individuales de un muJt.lplot.o at.ómlco, siendo oi orden de 

sepal'aclón ont.re las l!n..a:s result.ant.es, 3 órdenes de macnJt.ud 

menores quo Ja separación ent..ro las Jjneas de Ja est.ruct.ura fina. 
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El hamilt.onlano oo la lnt.orncclón ent.re el momont.o 11l3gnéUco 

d<>l elect..rón y el campo ~t.lco dobldo al núcleo es"•': 

en donde: 

ii 
N 

an 
3 

íl 
mog 

En t.eoria de pert...lll"bacJón a primer orden, Jos corl"'inúent.os 

hiperf"inos de la enorgia est..An dados por el valor esperado del 

hrun.Ut...oni;mo H Ent..onces escribiendo en la experslórl para ést.o 
mag 

a los moment.os mar;nét...icos da! elocl.rón y del nficloo 

rospectivament.e como: 

en ,donde c.. os el fact.or giroma&;néWco dol e.lect.rón, e:,, es •l 

fact.or glro""'C'nét.lco do! núlceo, (3 ol macnet.ón do Bohr y flN el 

macnet.ón nuclear, se llega a que: 

En ol prlmer t.érmlno se reconoce la presencia del t.érmlno de 

:onLact.1.> de Fermi, que es la part.e Jsot.rópfca rJo. la const.ant.o de 
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eost.rucut..ura hJ.porfina, a saber: 

A (4.1> 
'"º 

La ocuaclón <4.D i;:oneralmont.o so da en w>ldades oo momont.o 

mat;nótlco nuclear, o sl?a en w>ldados do fl,_,tH· En tal caso A 
'ºº 

posee d.lmons:iones de campo magnét..ico, es 00-Clr 00 r;auss, o io quo 

es más común oo núllteslas. En el so¡;undo t.érm.lno, las component.es 

anJsot.róplcas de la mat.rlz del desdoblam.lent.o lúperflno, ost.án 

dadas por el valor osporado del operador Dipolo-Dipolo dado por: 

(4.2> 

en donde los indices l,J • 1, 2, 3 se refieren a Jas component..es 

corrospondlent.es de las cool'denadas cart.eslanas. Además el cero 

que apat-ece como sup<>rlndico Indica pN>cisament.e que la traza de 

la mat.rlz es ~ro. 

Sust.lt.uyendo la ecuación <Z.38) para P,•p
2
-0 en (4.t) se 

t.lene que: 

A. 
'ªº (4.3) 

Como ya se conoce e', ent.ooces la ecuación (4.3) fAcllment.e se 

puede calcular, a medida que la pared se acerca al núcleo. 
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Por ot.r-o Jado, como so t.Jen9 sJfTlQt.rla de rot.acJón a.lrodv-dor 

dGJ eje :z., do la oxpI'OGión <4.2> so siguo inmodiant.ament.o que: 

A~J •O j ¡t j «l . .f) 

<4.5) 

y por consiguiont.e se noceslt..a calcular expllcit.ament.o sólo una de 

Jas component.es dla(;onalos. Asl pues, la componont.o axial para el 

est.ado base os: 

El lnt.et¡"rando do la t.rlpl& Jnt.oi;ral qu& apareco <>n la e>cpreslón 

cont.ribuclón: 

k k 

lim Jdp, p~ J 
k .. o o 

Ó p,O 
(4.6) 

6 

ont.onces, ahora se procede a rosoJVEtr Ja inWe;raJ: 
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int.e¡;rando primero con respect.o a f' y haciendo p • s + t., daspUés 

do al¡;unos cálculos S<> t.lene que: 

resolviendo por part.es las 3 fnt.e¡;rales 'l'.19 est.án en el parént.esls 

y slmpUfcando t.érminos, se lle¡;a a Jo sl¡;ulent.e: 

"' ¿ 
p=o 

p [ 4 p+t 
\ 0 co,uC~O.i> ~ + 
~o • p-a p + f 

"•o 
+ J <- 2-12p -ap2 > ' . 

o 

haciendo el cambio de variable a t. • 2p
2 

+ 2p
1 

se obt.lene 
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"' ¿ 
p:o 

~ c'º· 1 'c<o.~) [ L ª p-u 
e::ll 

4p=~· 4p~~x 
----+ 
p+1 p-+2 

] 
en donde se reconoce que en el últ.lmo t.érmino aparece la int.ogral 

ell)>Onenclal definida como"º': 

"' 
J .. u-u du • E,<x) 

• 

con· est.o Se uer;~ a que: 

(D 

¿ <4.7) 

p:o 

expresión evaluada a t.ravós wia cuadrat.ura 

Gauss-Legendre '"". 

As! pues, Wllendo Jos result.ados <4.6) y <4.7), tJnalment.e se 

t.Jene que la parte anlsot.róplca do Ja const.ant.e de est.ruct.ura 

hlp&rflna adquler& la forma: 



c.'º..t> e( 0 .i> T fp > ) 
p-• p 10 

(4.tl) 

do.nde T P <f\,._) est.á dada de acuerdo a Ja expresión <-1.7>. 

A cont.inua~ion se presenLan t.abuJados aJ(unos 00 Jos valores 

más represent.at.Jvos 'Lant.o para Ja part..e isot.rópJca, asi como para 

la part,e anlsot.J'6plca de la const.ant.e de est..ruct.ura lúperfina, a 

medida que la pared me acel'Ca al nCtcleo del át.omo de lúd.r6g:eno. 

También se muost.l'an las curvas que con est.as t.abulaclones se 

const.ruyeron. 

TABLA ll 
CONPONS:NTE'S JSOTROPICA. Y AHISO'l'AOPJCA DS LA CONSTANTE DE 

ESTRUCTURA HI1'S:RFJNA PA.R4 EL ATONO Dk HIDJlOOl:'NO CONFIN400 

ICH UN ESPACJ'O SEUI-JNP'JHITO LJMJTA.DO POR &UPl:JIJ'JCJl:O 

PA.RABOLOJDALES 

A. Aº 
t; fa J '"º fmTJ _!!._ fmTJ 

o o 
r:.(J r; .fJ 

tO.OfOO 50.8918 0,0000 
9.7505 50,9826 0.0000 
8.9721 Bt.22%2 0.0000 
7.1164 42.4005 0.0000 
6.4312 53.4366 0.0000 
4.4636 69.1818 0.0000 
3.8345 61.BS36 0.0402 
2.0476 42.3291 2.3571 
1.8678 30,3262 2.7634 
1.7871 23.9069 2.4672 
1.7018 16.4188 :il.2173 
l.6ó31 13.0:266 2.1811 
1.6064 8.1465 1.7051 
Ul814 6..2662 1.431>:1 
1.5548 4.3488 1.1144 
1.5381 3.2633 0.6999 



1 A1so_i¡11TJ 
j9eJ3l. -

601 

40 

20 

fl,, U VC>rioci6n e» \o co,,_....me '9ol.r6p\co d9 lo 
coMionl• CS. .. truct.ura. hi.perf\.na. conlornt9- \.G par.d 

•• GPJ'ox\ma Gl hlcleo d.\. diomo et. hldró;eno. 
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2 

o 2 4 6 8 

f'ig. 12 Va.r\.oc\.ón <S. la compor.onl• anl•olrópl.co O. \a 
COf\tlLa.nl• de aolruc:\\U'Q. hif>*rh.n.G, COÑOT1'ft• lo pored 

•• o.proxima o.\. ndc\.eo dol cU.omo - h\.dr0g:•no. 
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De la t:rAfica l'-Oferent..o al desdoblamlont.o hlpcrflno 

isot.r6pico 1 se obse:rva que p.ara posicJonos muy J~janas da la 

pal'ed, l.e. del orden de 13 a 15 a
0 

ao t..iene ol valo:r da 

00.762 mT correspondlent.e al l!lt.omo de lúdrógeno Ubr<>. A m<>dida 

que la pared ne va acercando aJ núcloo. se t.tenen J!tent..os 

'inCl"ement.os 90 est..a component...e. Sin embargo, hay cambion má$ 

apreciables corúorme la pared se va aproximando al valor de ~ 
0 

5a
0 

, hast..a quo ovent..ualment.o se aleara.a un máximo, pr<tsonLl.i.ndose 

después W>a calda brusca. As1 pues, ol incromant.o on Ion valores 

de la component.e lsot..róplca rene jan el aumont.o on. 1'111 probabilidad 

de ha.llar al elect.rón on la posición <k>l nOcloo, quo debido al 

ofoct.o de corúinamlent.o, la preaencla do la pared int.roduce. El 

hocho que después de haber alcanzado un ~"'°• la curvn prosent.e 

. una calda brusca, signlflca que una vez que el elect.rón est.á del 

ol.I"o lado del núcleo, la probab!Udad de hallarlo on la posición 

de ést..e va a lr decreclondo, hasta qua llega a ser caro, sit..u.aclón 

~ corresponde al caso en el cual ol át.omo ha quctdado ionizado. 

Po.. su pas-t.e, 1a páf'lca rof'erent.e a 1• component.e 

anlsot.s-óplca, muest.:ro que pat'a posiciones de la pared de alrededor 

do 4 a
0 

, loa val.o~ de A:. me van T"•ptdament.e a coro. S1 la 

pal'ed se acerca de 4 a 
o 

obse .. va que los valorea de la component.e anlsot.róplca pas-a est.os 

casos cs-ecen rápldament.e, hast.a 'I'"' alrededor dlt 2 a
0 

,.., present.a 

un rnAxlmo. SI la pared so acerca aún más al nOcl&o del át.omo de 

hidróceno, es apNtclable el hecho de quo la curva Uene una calda 

brU"1ca, ha.."Ot.a que en In posición para ia cual se ioniza el át.omo, 

est.a component.e se anula. El signo pos!Wvo que los valores de A:, 
t..lenen, es una indicación do que la dlst.rlbuclón elecl.rónlca º" 
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pr~ferentomanf...9 proJat.a. Quo oJ sJgno saa po.si~.ivo o nHcat.ivc_. 

d<>pondo oo quó t..órnúno sea mayor en la exproslón <4.2), si 3><;"¡ o 

rz6 ... ,, 

4.3 MOMENTO DIPOLAR ELECTRICO 

En ol At.omo do hldrói;ono Ubre, ol cent.ro de cari;a dol 

elect.róñ coincide con la posición d<tl núcleo y por ello no se 

t-lone un mament.o dipolar olé<:t-rlco. Sin <>mbarg:o, on el c"so dol 

át-omo de hldrói;ono confinado, el cent.ro de '"'"'ª del elect.rón, no 

ost.á en la poslc.lón del núcleo y por lo t.ant.o so t.lone un momont.o 

dlpoiar eléct.rlco. 

SI r es ol v<><:t.or do poslclón relaUvo quo va desdo el núcleo 

al eie<:t.rón, ent.on<::es < ; > • < l< > 1 -+ < y > 'J -+ < z > k y el 

moment.o dlpolas- eléct.rlco se puede esc:rlbit- como: 

a • -e < l' > (4.9) 

Debido a la s.lmot.ria de :rot.ación a1red&do:r del eje 2 <><> • o 

y <y> • O, ...,¡ que solament.e es nt>eesarlo calcular < z >. Ya que 

z• entonces se Uene .que: 



tntAgrando con respect.o a f> y a 1::· sa llega a quo: 

e "o" dl') ~] 

resolviendo .las lnt.egrales que quedan, reconociendo 1a prosencia 

de la fw.cl6n gamma en el primer t.érmino y haciendo p t. + s, 

después de algunas slmpllflcaiones se obt.1ene finalment.o quo: 

as! que el moment.o dipolar, expresión <-4.9), quada como: 

;¡ -ke<z> <4.U> 

con <z> dada por C4.10). 

De la t.abulacl6n y la grilflca que a conUnuac!6n se muest.ran, 

es clara la variación monot.6n1ca del moment.o dipolar el6ct.rlco del 

lit.orno de hidl'óc:eno confinado, desda su valor asint.ót.lco nulo, 

hast.a su valor !nflnlt.o confor""' ~., se va haciendo más pequella. 

Esl..a variación es un reflejo del hecho de que la probabilidad de 

acuerdo con Jos res u! l..ados Ja sección 3.3, dando 
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como consecuencia un aumont.o en los valores dol moment.o dJpolat"". 

TABLA lll 

MOMENTO OJPO~A~ PAAA ~L &'STADO BASt D~L ATOMO DE HlDROOENO 
J:.N UH JtSPAC10 .SEMJ-INJl"JN.rro LIMITADO POR Dlf"!:JUtNTJCS surs:Rncn:s 

PAllADOLOIDAUCJJ 

10.0100 

9.758!! 

8.9721 

7.U64 

6.4312 

4.4636 

2.0475 

U1679 

t.7871 

1.7018 

1.6631 

1.60'34 

t.5548 

t.5381 

59 

d r-ea J 
o 

0.0041 

0.0101 

0.0219 

0.0693 

0.1026 

0.3976 

1.47Z8 

2.0061 

2.4199 

3.1358 

3.6430 

4.8540 

5.6586 

6.9636 

8.1669 



1 

d[-eaJ 

1 ! 

8~ 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

6 

4 

1 
1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 2Ll 

2 

o 'º 
\QT ccnfor~ 

. deo\ mom.nlo dtpo o CS. hulr69•no 13 va.r\oc~6n . \o-o de-\ d\om f'ig. roxlma a\ nue por*'<! •• C1P 

4 6 

60 

8 



4.4PRESION 

En lo refgrenLe a prosJón en ~t.omos coruinados, es Jmport..ant.e 

sei1alar <JUtl on el t.rabajo da Ja ref9ronda is>, el análisis que 

sobre li\ presión se hace ún.lcament..e se desr\rrolJa para est.,ados s 

en cajas esféricas. sit.uación en la cual la presión es unJforme 

debido a la slm .. t..-!a que s" t.l<m<> de la caja y del 0st."do ele,ldo. 

Sin emba.r,;o, si en vez de considerar est.ados s. se t..oman ost..ados p 

on la caja esférica, es not.able el hacho de que la presión Q.Q es 

unJf"orme, y que se anula en el nodo del ecuador, aument.ando hacia 

los polos, conforme lo det..ernúnan las variaciones ancuJares 00 la 

donsldad do probabllid<>d do! el...:t..-ón. 

En el modelo que se est.á vst.udiando en est.a t.esis, la presión 

Q2 es uniformo <>n Jos dlfe.-ent.es punt.os de Ja pa:red paI'a.bololdal, 

asi quv es necesario evaluarla punt.o a punto. Para ello se 

int..-oduco la densidad oo onergla c<~ 0,l),p>ATJÁP asociada con un 

ehament.o en forma de cilindro, alrededor de Jos punt..os Cl),.p) con 

un área t.ransversal h.
0
h.,Anllp qu<> va desde { R O l>ast.a ~ • {

0 
• 

est-o es: 

(.f.12) 

El cambio en la energ.ia dada por la ecuación <4.12) corúorme la 

pared se va acercando al núcleo Jnfinil.esima1menLe, dividido ent..re 

ol área de la sección t.ran.svef'sal del element...o, da la presión: 
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PC~ 0,t),~) • - -----
h h />Y¡/:.f' h ,, .. ~ 

Para calcular expllclt.ament.e la e<:uacJón C-f.23) se tnt.l'Oduc .. 

2n 

Recordando de la e>q>N>S1ón <2$) qu<> H.P • ¡:;.¡., haciendo J>"' s+t. e 

tnt.ecrando sobre {, "'" lleca a quo: 

z.2 
~(~ 0 ,r¡,p)AY)/:.f> • - :2:• ..,z 

o 

e" __ ,. 
1ón 

-~ 
O V 

Q 

Sust.lt,,,,....ndo est.a '"'Pl''>S-lón on .la ecuación <4.13) y poniendo los 

cor....,spondlant.es- f"act.or&s de &:scala, despoos de ~ cál<:uloa 
:!i19 Mane que la presión adqular& Ja J'"orma; 

p • l>H ]} + p ;,:1 <4.14) 
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Lei dorJvada rospoct.o ti9 pi
0 

quo apare-co en Ja EJcuación (4.:14), so 

calculó numóricamonLe, f"ijando en cada caso un valor para pz Y 

variando p
10

, en baso a la dofin.ición: 

A!&W>Os do Jos pWlt.os que ,,,.. ut.Jllzaron para const.ruir Ja 

curva en la que se aprecia la variación de la presión conform<> SE> 

acerca Ja pared, se muestran en Ja sJtulent.e t.abulac!ón: 

TABLA IV 
PllESION DJ:L ATON'O DJ: ffJ'D•OOlfHO COHFZNA.l>O 1Dl UH S.l:"Wl-l:SPACIO 

INFINITO LDIJTADO POR SUPD,.J'CJl:S PAAABOLOJDA.LES 1 .EN' LOS Vl:RTICl:'S, 

\., •· p
2
:o, Y J:N' LOS JIUHTOS :S:N LOS QU&' p

2
':'J. 

{ Ca J 
o o 

10.0100 
9.7585 
8.9721 
7.1164 
6.4312 
4.4636 
3.8345 
2.0475 
1.8678 
1.7871 
1.7018 
1.6631 
1.6054 
t.5814 
t.!!548 
1.5381 

1.6200 
1.7192 
1.4350 
0.2599 
0.0614 
0.0217 
0.0164 
0.0074 
0.0051 
0.0032 
0.0018 
0.0009 
0.00014 
0.00013 
0.00012 
0.00011 
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0.2700 
0.2688 
0.0251 
0.0068 
0.0045 
0.0030 
0.0039 
0.0023 
0.0020 
0.0011 
0.0007 
0.0005 
0.0002 
0.0001 
0.00009 
0.00005 
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con!ormo la po.red •• ciproxlma ol núcleo del ólomo de h\drógeno 
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De la gráfica an'Le.rJor su observa que ya desde posicJones d'I"' 

alredodor do 14 el ef'ecl.o Ja presión es aprociablo Y que 

aument..a hast.a llegar a Wl vaJor máximo para 9.rgs5 a
0 

, para despuós 

dlsmlnulr ráp!dament.<>. El orden do ma~nit.ud do los dat.os 

experhnent...alos que se t..ivnen sobrv prosionus :apllcadé.\S a muast.ras da 

rocas es de clent.os de MPa. As! que el mod..lo aqul est.udlado, es 

constst.enLe con el orden do magnit.ud que se ha roport.ado, cuando Sl:t 

t..oma en cuent..a ol fact..or- do lnt..enslficacJón de osfuerzosu.n. Est.e 

stmplement,.e nos dice la Jlk"")J')9ra en la cual respondo o se comport.a, un 

de\.ermlnado mat.erlal, frent.e a clert.os <>St.lmulos ext.ernos. Por 

ejemplo, cuando so le aplica una ctert.a presión a un f'luJdo, ést.a 

se t.ransnút.e uniformement.e a t.ravés de t.odo su volumen, por Jo que 

en cada punt..o de ést.e la presión os la misma. Sin embargo, en el 

caso que se ost..á est.udiando, la prosión es dlfe:r-ent.e para cada punt..o 

de Ja superficie parabolo1dal, como Jo Indican las :Z curvas 

mostradas en la flg. 14. El que ol efoct.o do la presión no presente 

su variación máxima alrededor de 2 a o do 4 a • como las ot.ras 
o o 

propiedades at.ómlcas quo se han est.udlado aqul, es un reflejo d<ol 

hecho de quo para estas posiciones, la probabilidad de encontrar al 

elect.rón del ot..ro lado del núcJeo es mayor que la de encontrar al 

electrón ent.re ést.e y Ja pared. SI el olect.rón ya está prácticamente 

del ot.ro lado del núcleo, "ni.onces la presión quo sobre ést.e puedan 

ejercer losa át..omos vecinos es menor que la presión quo sobre éJ se 

ejerce cuando se est.á ent.re el nCICJeo y la pared. 
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CAPITULO Clr-.K:O 

CONCLUSIONES 



CAPITULO 5 

CONCLUSIONES 

En est.a t.esls se demost.ró que el át.omo de hldrói;eno conrlnado 

en un espacio seml-Jn1'ln1t.o llmlt..ado por una superflclo 

paraboloidal, ad.mit.e una solución e>«•ct.a. Esto pormlt.ló el cálculo 

de ali;unas pr-oplodades at.ónúcas como la eneri;la del slst.ema, la 

const.anLe do est..ruct.w"a h.lperf!na, en sus component.es Jsot.rópica y 

anlsot.róplca, el moment.o dlpolar eJ&ct.rlco y Ja presión. 

En part.lcular, la loruz:aclón y Ja presión del slst.ema at.ómlco 

como f"W'lCiones d0 Ja posición de Ja front.ora parabololdal, dan 

información fisica de ut.llldad para el ent.ondlmlent.o de la emisión 

de eJect.rones por rocas comprimJdas. Est.e análisis se llevará a 

cabo en ot.r-o t.rabajo. Por su part.e, la comparación del 

desdoblamJent.o hlperflno y del moment.o dlpolar eléct.rlco del át.omo 

de hl~eno en un espacio seml-inrlrut.o, con las propiedades del 

át.omo libre, o del át.omo at.rapado dent.ro do un sólldo, da una 

rorma de precisar y de caract.erlzar los erect.os de la superflcle. 

Por ot.ro lado, el present.e t.rabajo permlt.ló a L<>y-Koo 

reconocer que en el At.omo de hJdrór;ono en un campo magnético muy 

lnt.enso, el campo mismo conf"lna de manera nat.ural aJ elect.rón 

dent.ro de un paraboloide. Por ello os mejor formular est.e problema 

en cool"<ktnadasi pa.r-abólicas en ve:z do coordenadas cilindrjcas, que 

son las coordonadas que usualment.o se han empleado. El que el 

elect.rón se confine en un paraboloide da por result.ado el 
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romplmient.o de Ja sJmet.rla de parldad, ya que las soluciones para 

z > O son Jndopondlent.os de aquéllas para z < O, por lo qu<> no 

t.lene nlniún sent.ldo mezclarlas. 
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APENDICE 



_, , .. ,~.' Fl~~l;:::oLA (l.',:: ... :r' C1UTF·.:·:' \; 
~~*~~~Ah~~h~~~~·~~-~~~hA~-·~·-••r~~~Ah~~~·~~4~~~~~~~*-··•~•~·~~~~~~~~-***) 

ESTE PP.OGR • .0...':A .:ALCl'::,,\ L0S c:J":-::::NTSS DE UN P<::.:!WHic· ,;-_::: ::~ 2C·::.:_:::1)~l ¡, ! 

DE LA ECU/\.,: ION üE SCHROESIN1~a :::' CüORC•E!:.;;:.,!,3 2.>.= :'.BC'. E1\S. .;~EK:\S C'.L- • i 

CULA LAS RAICE:~·DE DiCHO c·:::1:0Mi•), Ll-. ;::¡;::;;¡c~A c=:<.E.3~·)N[::::tEE A,31 0:0- Al 

MOlEL V/\LOR CE ::'J EN •:.~D~. :.'.c.j, ~, 
-~~~~A~~••**•-ftA~~~ft*~·~~~~~~~·r•A•~~A-~•~~~·~~ft·•·-~••···~~·••·•~_•r~··~~*) 

:1NST 
~osITIVA ='E'': 
::EGATIVA= 'N': 
t:.:~,'TAM 1 . = 10 0 ; 
MAX'IAM21= 200: 

TAHAllOi 
TF..'!Jl.Nvc' 
ZT."Ml 
ZTM12 = 
POL Il = 
POLI2 = 
ZPOLYl 
ZPOLY2 

•.r.:._~ 

~ . o .. V..'~·:T A.'11 ; 
= O .. K!.:·:TAM2: 
l ..... :;.;.:TAMl: .~ 

1 .. Mi\X?AM2'f, 
l\RRAY [T."J-!AllOlJ OF DoUBLE; 
ARPA'l CTNWI02J OF DOUIJLE: 

AI'H'l CZTAMlJ OF DOIJBLE¡ 
1\rt?.A'{, EZ1'AM2J üF [<·;JóLE; 

DAT, S/\L. : TEIT: 
;.-.. •. ·8, D. R, K, J, 1', S, Q, Vi, CN ,/\UX, CNMAS, CllUNO, CNMENOS 
'J, Vii. VE', ENERGIES : DO!JBL:::: 
IEP.l, m, CONT•, N, H: INTECER: 
E!~ERGY : Ct-1.AR; 
?·)L!COEFS, POLIEXFS : POLil; 
.~.l ZPOLYl: 
Zl : ZPOLY2: 

FROCEDTJRE ZRPOLYl < A ZPOLYl; IORD 
IER : INTEGER > : 

FORTRAN; 

c:::.::;rn 

IN1'EGER: VAA Z 

!PEN t DAT, 'PAHABOLA.DAT', OLD,, SEQUENTIALl: 
RESET f DAT 1 : 

ü<SN < SAL.' ?ARABOL/'..OUT' ,NEW,, SEQUENTIAL1; 
REHRITE ! SAL l : 

Zt>OLY2; 

DOUBLE; 

1-:CITELN SAL,'DAME EL VALOH DE "m", RECUERDA QUE DEBE SER UN NUMERO ENTERO'l 

~-E..;:. ;~:·J e DAT, rn l ; 
:RITt::..N e 2.~.m:2 ); 

'P.IíEUl ( SAL,' FIJ .>, TJN VALOR PARA "Vi"' l; 
.i:ADLN < DAr, 'Ji 1 ; 

• .. ffiITELN < SAL, 'Ji: 6 1 : 
:/RITE':; i SAL .. FIJA IJll VALOR PA.".A "Vii"' >; 
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RE.ADLN < J.;T, Vi i ' : 
WRlIELtl 13¡.,L,Vii:>O:: 
;.;~.I'i'EU; SAL.· [ '.1-'.E ''.'./TA c .. ;;>.L COEFIC!EN'I'E QUIERES CA'..CULAR' l 1 

F.S;DL~l 1 C11; :', H J ; 

W?l::-EL:I < ~:AL, ;1 : 3 l; 
:·:F:TE:LN 1 ~·AL. '51 LA E:::;: .• ;rA ES PC•SITI.vA TECLE:A P. SINO TECLEAN '); 
R:':.'\.DLN < - !<T, E!JE:é.G'/ I : 
t·;·: : :;::~.:·; ,., ;...:,, • f:\C:::.1G'l l ; 
;~;.::-::..:; ' .:.;L;; 

N :=. 0: (* PF.IMEF<.r; SE !NICil'.LIZAN LAS Vl'.RI1\BLES l<l 
CN : = 1; (' CALCULO DEL COEFICIENTE CERO i. l 
CONT := N; 
POL!COEFSCCü~;TJ : = CN 1 
FOLIEXPSCCONTJ := N; 
WRITELN e SAL, 'EL COEFICIEtlTE O ES ', POLICOEFS(CONTJ l ¡ 
CNMENOS : = O:· 
CONT := N + l; 

D := N + ABSlm1 + l; 
Rz=N+l; 
E := D " R; 
AA := 2 " Vi + ABS(m) + l; 
J := - (AJ;* CNl¡ 
CNUNO := J t E; 
HRITELN (SAL, ·EL COEFICIENTE l ES ',CNUNOl; 
POLICOEFS CCONTJ := CNONO; 
POLIEXPS CCONTJ :cR: 
CNMENOS := l; 
CN,. : = CNONO: 

WHILE CONT <= ( H - l DO (h CALCULO DE LOS DEMP.S COEFICIENT~S "J 
BEGIN 

IF ENERGV 'P' THEN 
BEG!N 
AUX : = CNMENOS: 
END 
ELSE 
BEGIN 
AUX := - CNMENOS; 
END; 

R:=R+l; 
N := N + l; 
CONT := CONT + l; 
T : = - (AA " CN + AUXl: 
S:=N+l; 
Q := N + ABStrnl + l; 
K:=S*Q; 
(:NHAS := T 1 K: 
íEITELN e SAL.'EL COEFICIENTE '.CONT: 2,' ES ',CNMASI; 
F•)LICOEFS(CONTJ : = CNMAS: 
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END: 

POLIE:<PSCCONTJ : • R; 
CNMENOS : : Ci: 
CN :.• CNHAS: 

WRITELN SAL l: 

i * PREPARA EL ORDEN DE L03 COEFICIE:lTES P."-'lA :RPOL.Yl, QUE USA ZRPOLY 'IMSLI • 1 

FOR CONT : • •) TO H DG 
Al cc.:•NT • 1 J , • 0·-:.:.:CjEFS rn - C"NTJ, 

IERl := O: 
ZRPOLYl i Al. H, 21. :E~:l 1: 

FOh C1:,tIT : ; 1 TO H + ~ [1i'1 

WP:TELN '.SAL, Al [ . ::•NT - 1:2, J =· Al CCONTJ:l4. 
Zl [', 2 • ·:ONT ..... J , 21 C2 • :CNT - lJ:l4, 

·z: [', 2 * CONT - 1:2. ') ;;', Zl e: "'COtITJ:l4. ) ; 

vlf<ITEL.N : SAL ': 

! ~ CA:.CULO DE LA ENERGIA ~ l 
V : ' Vi + V J 1 + ABS i m) + 1 ; 
:·JP !:'EL!; 2AL > ; 
t~t-. ITELN , SAL, ' :~t.1 ·;,ri,t,E ' • V) ; 
WRITEC.N 'SALl ¡ 
VP : : V • V: 
ENERGIES := l/VP: 
IF EriEPGY " ' P' THEN 
WRI'.:'EU; ' S.".L, 'LA E:-i:::RGii\ ES · .ENERGIESl 
ELSE 
WRITELN 1 SAL, 'LA E1iERGIA ES - .ENE?G!ESI; 

WRITELl'I 1 SAL 1; 

WRITELN 

CLOSE 1 DAT 1 : 
CLOSE 1 SAL 1; 

END. 

SAL,'YA TERMINE 'l1 
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SSTE Ff«)GRML~ CALCUi,.', LA CONSTMl::'S :JE :;ORMA:,::~.CION :\;. CUADRA:C , 
:.A CONSTANTE =·E í::S·;·¡;tJCTl_lt<A Hl?Et<FINA "{ EL MC'c::::¡·o c:lHLAR 

:JOUBLE PRECIS l ON Al.":/;:. ct\R. ::·:. s:. :'.::~A .R?. ;:SSUL:· .FIN~.: 
DOF:SE ?RECIS:r:·\' RAI ..":l .RA~32. R:;R, FF, OTRC, -:..AIZ?. .S22, 311 
:.Ct;E~E PRE:ISIJ~; ~~Jt' . .SNTO 

DIME.NS ION C:'.)E:Fi 1~: : .. 1 

C :.E::TURA DE ;:,c.; '~C'ITl'~IENTES 
Rc:ADI 5:, • 1 ::OEF' :~;:,' , fND=O, 30 1 

C CALC'..!éi) DE LCS COSFICIE:JTES .¿lJE SS NECSSITAN 
Sl•O 
Sll=O 
WRITE f.:,." I . DAME F.'.:. VALOR es Ll'. RAIZ' 
REA!:I 15.•1 RAIZ 
WRITE 1 6. 'l ' DAME EL VALOF\ DE 'J 
READ 15,"' i V 

DO P=0,30 
32=0 
522=0 
DO S=O .P 

ICONT=P-3 
IS=S 

AUXILIAR= COEFIICONTl•COEFIIS> 

FINAL•SUMA•AUXIL I.~R 

SZ=SZ+F:NAL 

RAIZ3=1 -ll"'RAIZ••IF+3l l1(p+<1 

::NODO 

Sl=Sl+S2 

Sll=:5li+:322 

::N:iDü 

LA ESTRLT':TrA HrFF.RFINA EN SU FAiiTE ISOTROPICA 
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WRITE( 6, • >' LA SUMA DE TODO ES , Sl 
REJULT=l/CSl~!V~•3)l 

V.1UTEC 6, "'il ' LA CTE ES , RESULT 
Rí;=I RESULT•4) / 3 . 
R~R·RR•C5.5852)•rS.05D3BE-23) 
ff=RRR/CCS.291':~-091••3> 
l·:P!TE 16,n) 'CTE. DE E'.oTl'TJCTURA Hiffl'.iFIN~. EE'' .FF 

CALCI::o DEL MC•l'.E:r::o DIPOLAR 

MOMENTO;PESULT" 1 VH4.l "Sll 
WRITEi i; .• A 1 'EL MWJCNTO DIPOL!>.R ES ' , MOMENTO 
END 



r~ ESTE p:.:i0G? .. ~MA C!\LCULA LA ?Af.:IE ANISOTRDF'~,~:\ !:1E LA -~~~::sT.;:¡-:-::-: 
e ESTRUCTU2A HIPE:Br::;.; 

DOL'BLE PRECISION SLSP.COEFI·~EX~E.3,,:o.:::.ro (;3,RESTJLTlillO 
DOTJF::.E PRECISiúN UNAPAf(fE, OTF.A?AEIT, INTEGi'.', ,COMFLE:'fA 
DOU::i:..E PR:CC:SION ACUP.ULA, PARTE. COP.ChE'l.'E. M~C Ll1FG, El 
INTEGER L ILIII ,P ,S, ICü/IT. IS, ICPT, IER' 

DIMENSION COEFC0:3Cl .PSSOZC 1 :40l ,'.'.I 1:40J ,RAIZI 18l ,AISOl l~l 
DIMENSION R01C1:40l 

e "DATA RAIZ" GUARDA LOS VAf.ot.:=:3 DE LAS R.'.ICES QUE SE VMI A U2.'Vi 

DA'¡'A RAIZ 1 5.0CJ0:)31,4.87680ó~l.4.3419E':0,4.~81570B,·l.0807266, 
i J.s4os10J,J.l86SS1J.:.12ss1~0.1.1ss9c3s,o.s3sa:s9s,o.3e91319, 

2 o.J1?119a1.o.21!1:1:~.o.201ss12e.o.1s435051,o.1J11so16, 
3 0.!0649034,D.0~04~3816 I 

C "DATA AISO" DA LOS VALC<RE3 DE L.' FAR':''; ISOTROPICA R::':;'.'EiHDA 
DATA AISil iS0.89:71,:.0.98265,5:. ":l57,ci.:;2220,51.5ii557,52.·180-\~. 
1 53.45660,59.lBlBJ,6}.85364,4~. ¡go1,,o.32511.2J.aoGB9,J6.41878. 
2 13.02647,8.14654,6.26624,4 .. ;.;,J ·J,3.26JZ·t I 

e RE!w( lU.', ( PESOZ< !I) . II=O, 14) 
,: READI 116,• J CPESOZ( II l, II=l, 481 

READ< 2 ·"') e PESOZi II l, II =l.4rj 1 
C READ<O,•l IPESOZCIIl ,II=l,20l 
C READC34, 'l CPESOZC U 1, II=l, 36 l 
e READC 114." 1 i PESOZ( rr) ,II=L 3 2) 
C READCB,•l IPESOZCII> ,II=l,28l 
C REA:JC12,AI iPE30Z<IIi,II=l.24l 
C P.El\.DC14,"> CPESOZCIIl .II=l,l6l 

C READllll,•l CZCIIl,IT=0,14> 
C READ!ll7,AJ CZCIIi,II=l,48l 

REAJ<4,•I <Zt :11 ,II=l,40l 
C READC7,,i CZ1IIl,rI•l,20l 
·- RE.l\.DC35,"l CZ!IIJ .II=l,36l 
e ~EAD< 115.•J rz< IIl .II=l.32) 
C ~.EAD19,•l IZ1IIJ,II=l,2.9l 
C READ< 13,"J <Z< Ill ,II=l.241 
C RE:.'>:•115,•r IZII!l.II=l.16> 

OPE!Hl,FILE='R0140' .STATUS= OLD') 

DO I=l ,18 

READI ltl0,'<i 1COEFCINDl .IND=0,30l 
READ; l.•.) r R: '. ( r r:;: J • II l =l. 4 o) 

SI=O 
DO P=0.':.1 
íffiITE; 11..... 1.-'Cl .:: . .o P:: ,, 

~.Ct7!'·f~'L.;=O 
0:) : ¡;; ~ • .¡. 

·:~;~;F:.:-._·::E:~il· ,:--::..1 '.- ._; ... ¡;,;..:~(I~;·~ ... :1): ... ,;.')lcIIl)**'~ 



IOPT=2 
ARG=2•ROU rn 
El ::MMDE: \ :JPT ,ARG. ~ ~¡~ l 
üTR/\F/\RTE=•~<P•~•"::1II >'*El 
INTF..;RP.L=tESOZ 1 I:' •IJ:Uü'AF<TE•O':"RAPARTE 
r1F'.TE:l6,rl '.~"CEG;;.11::.- .::i"l'EGRAI. 

EN DO O 

COMPLET.~=ACl!M';;,.;• 1-11 •RAIZI I i 

C CALCULr: OE L•jS COEFICIENTES QUE SE NECESITAN 
SP=O 

.DC S=O,P 

IC·:•::-;:=P-S 
IS=3 

COF!•:ID!TES=COEFI ICONT 1 •COEFI IS l 

TQ[d)S =CORCHE'I'E• CO Et"lC IENTES 

SF=SF•TODOS 

ENDDO 
Sl=SI+SP 
WRITEI 11. • l 'SI=. ,SI 
ENDDO 

RE21.1LTADO=AISO 11l*1 O. 5+3. •SI l 

C EL ARCHIVO FOROlO.DAT GUARDA 48 DATOS;EL FOROll.DAT 40; EL 
C i\Ri:HIVO FOR099. ;)AT GUARDA 20;EL FOR098, 36 ,EL FOR097, 32 ; 
<: EL AW:HIVO FOF•i%.D/\'::, 28; EL FOR0'?5.DA'T. 241EL í'OR094.DAT 
::; TIENC: 16 

~ffiITE!ll,·1• Ati:SO PA;:,\ LA RAr::· .R.~IZ1I1,· ES ',PESUL'::ADO 
EN;_{oi) 

END 
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ESTE rnoGFAJ-t; :.;vr; :..A LA rr- SS I •JN 

RE!\L RL12,C'lI:.FA¡z,r.A::P,RAI::l-: 
DC''.~t:2 PPE·.: lS :oN ;:tEr :\'ADA, :\F1.'E?.A. RE3ULT, F' 1, f: ,COtNEP 1 , NiJ. PA! 
;..¡:~:_:;¡2 ;oN r:'OEF' .·: :•~ 
-~·t-JJ1~i:.A_-:u; :;;..:.~El""l>7 .. ~t.:M .... :..NAME2*115 

~tlF :TE r 6, -1r i -:1RDSN [·E: LA FA I'.3' 
ACCi::PT :: ,;,!_ ~~ 

25 FtJRHATI A2 1 

ENCüct:l ll,JO,rlAMEl 1u:;M 
:, : fij~MATl 'CUSA~·,' .A'2 ~' . DAT' l 

!JF D: l .N:\Y.E>NAME'.. ST:'.7!JS= · ij[.D .RE:l\DONLY J 
SNC1;1DEf 1~,: l ,NA~·;t:2, ~lr.¡M 

3. F:R!-'.AT< 'C'j3A.3P' .. l\2,' .L-\I" i 

•)PE:N 1 2, NAMf>NA.'·IE2, f:TATIJ:! = JLD' .READONL'l 1 

READr 1 .• lRAlZ 
R EAD e l. • l CTE 
READc l. Al ICOEFC LNDI, IND=1J, 301 
Fl =DE_EVALUACIONC RAIZ.F02 ,CTE;coEF'I 

READ< 2, • 1 RMZP 
READc <: 1 •1CTE 
f<EADC2,•lrCOEF'CI~1Dl .IND=0.301 
READl2,Al)IU 
CLOSEC 1 l 
CLOSE12l 
F'2=DE_EVALUACIONIRAI2P,R02,CTE,COEf'l 

DERIVADA=CF'l-F'2l/CRAIZ-RAIZPI 
HRITE16,Al 'Fl.F2,DET-IVADA =' ,Fl,F2.DERIVADA 
RAIZV=IRAIZ+RAIZP112 
WRITE 6,•l'RA:ZM=· .PAIZM 
AFUi::RA=EXPr - 2 •RC•2" t 1 r NU•• 21 '" RAIZM+R02 l l 
RESULT=AF\JER.; • DER ¡\,'ADA 
WRITEr6,~1 'RESl''..'.'." .RESULT 
HRITEC6,•1 LA PRES:ON EN UNIDADES ATOMICAS E3 
WRITEC6,SOIRE21JLT 

:;.n F'ORMATI El 5. 6 1 

1:0NVER1 =PESIJLT· : . C•:: ' 
WP [TEI 6. • 1 'LA FRC:.; :•:.N EN !"P.2•:ALES ES 
;.;¡; '.TEI b, 200 · .-nN\·:~: 

- . O ;e·. F.MAT' Sl:. ~ · 



0(,l1ól.E PRECISION CGEr,CEN':"ES .. :·:~O-íETE.SI ,SF .AlJ'.·: 
D:MENSIGN COEF ·: Jü 

Sl=O 
D(. p::!,~.(l 

3F=O 

ICONT=?-S 
IS=S 
COEFICIENTES=COEF' 'CON'.!:'l*COEF: IS! 
CORCHETE~1RAIZ••1p.:¡J/IP+2) + R02•1RAIZ••tP+lll11P+l> 
AUX=CORCHETE•COEF!CIENTE" 
SP=SP+AUX 
ENDDO 
SI=3I+SP 
Q;QDO 
DE EVALUACION=CTE•SI 
?.ET'JRN 
DIO 
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;··~ICl'~'N ::: '! :·.~ 
;-:_~.: ~E~JI:10 1.:~-! 1 ~ ··~"-' 

?·)R ::;:;,;::1:r.F ::··.: 

- .l .. :=:- F . .\P .. ~. ·J::·Af: 1 :.~,;: =~: ::'. r1:~1E:i :o~~ES 
~;: :-·:i:~:' \' J< ~ :'), 7.!.,~:<~_;; :.\~. : . :; !JNT1JS 

:1GUELE FR~:::.::: ~:: _:'.~.::'.~'.~.;c.:--:=~ S~~TE/ .':'OE:~ ,?,z..F-::·::,,,:(1 ~~?LETO 
:orJBLE FP.E~ l~ :e~~ IE~Y~NOE!:?'l.2. ~ERM:NORO l.~'~~ :~INORt:I::. 
REPi.L RAIZ .ROl, RO:', ~!~J. V ,X,XP 
INTEGER ? • S, :'-2N".'.: ~,. 3RAFICA 

NU=l.09 
?Aiz=¡.-::39.;3:: 

ViP.ITE!&,•¡'!JA ~r.3 DIMENE:ONS2 ::N LAS QUE QUIERES '.,A GRAFICA' 
READ!5,•l GRAfl:A 

rF 'Gf/AFICA.EQ.cl THEN 

ccr::·:ccccc:r::ccccccccccccccccccccccc,xccc 
C SRAFEA EN 2 Dl~ENSIONES ,. 
cr::c·~·~r:cc::•:cccccccccccccccc•:cccccccccccc 

C CALCULO PARA ROl=O 

ROl=O 

DO P02=0, 10.0. l 

Y=Nll•!R02-RC'l• 

IF tR02.EQ.01 ".':!EN 

TERMINOROl=O 

ELSE 

~IDIF 

?.02=0 

.,,. 



DO 'ROl =0 ,P.l\IZ,:. ''l 

Y=NU• íR02-ROl: 

IF IROl.EQ.O> G0TO 200 

SI=O 
DO P=0,20 

SP=O 
DO S=O,P 

ICONT=P-S 
IS=S 

COEFICIENTES<1:>EF! ICONTl l<COEFI IS l 

PAPTE=COEFICIENTES•tlROlll<*P) 

S?'=SP+PARTE 

ENDDO 

sr='sr+sP 

ENrDO 

20ü TERMiNOR02=0 

':ERMINOR02= 1ROl*SI¡,2,43700 l 14 

¡.;RT1T' 68,•1 Y, TfllMINOR02 

"1F.:TE<68."1 'JOIN' 

ES::'E 

·:ccccccccccc·~c·:.:ccccccccr.ccccccr:ccccccc 
C 'JRAfIC'A EN ;. D!MENS:::'~1NES C 
ccc1:c{;::ccccsccccccccc':'i:cccccccccccccccc 

r: (',Zi..LCULO P.\I\l-. F.(·. -: 0 

D,) F'l>,l.6.0.: 

'7R 



Y=NU• 'RG2-R01 l 

'I'ERMINORO l =O 

ELSE 

TERMINORC•l = < R02 • ( EXPC -2•R02) ) •2. 4 3 700 l / 4 

SNDTF 

WRITEC 68, • 1 O. OOOO•lOOE+OO, V, TERMINOROl 

ENDDO 

C ·~ALCULO P.'<RA R02=0 

R02=0 

DO ROl=O,RA:Z,O.l 

V=t-.1J•tR02-RO"i. 1 

IF (ROl.EQ.Ol GOTO 300 

SI=O 
DO P=0,30 

SP=O 
DO S=O.P 

!CC~1T=?-S 
IS=S 

C"OEFIC: SclTES=C~Ef( ICONT 1 *COEF e IS l 

p.;¡:¡TE=COEF!C!ENTES• 1 IRO\ l HP l 

2P=SP+?lS-:TE 

ENDDO 

,-., 



DJDDO 

t1R:TEC68,•; ·.JOIN' 

C :ALCULO P/..RA LOS DEMAS PUNTOS 

po RC•:=O. l .RAIZ.0.1 

HRITEI 68, • l 'JOW' 

DO R02=0.1,6,0.1 

X=2"Nl1"< SQRTI R0ll<R02))' 

XP=-X 

Y=NU1<!R02-R01 l 

SI=O 
DO P=0,30 

SP=O 
DO S=O,P 

ICONT=P-S 
IS=S 

COEFICIENTES=COEFCICONT 1 •C0EFIISl 
TER!'INOENFY~=COEF'cCIENTES*I ROl •l<Pl 
SP= SF+TERMI:·«)ENF'!S 

ENDDO 
SI=SI+SF' 

ENDNl 

HP:TEI 68, • lXF', Y, ·:·:>MPC.:::::'0 

2~!~DC 
E:ND[11:1 

ENDIF 
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