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Sean k un campo algebraicamente cerrado y h una k-álgebra de 

dimensión finita, básica y conexa. sea Q = QA el carcaj ordinario 

./: de ntonces h = kQ/I pa=a alqún ideal admisible I de kQ, [15]. 

Su~on· ~mosque hes dirigida, i.e., O tiene ciclos orientados. 

E objeto principal. de estudio en la teoría de representacio

nes de álgebras es la categoría mod h de A-módulos izquierdos fi-

genera.dos. 

Se dice que h es de tipo de representación Cinito si existe 

Jlo un número finito de el.ases de isomorfía de A-módulos ineacin-

dibles. 

El caso en que A es de tipo finito es el más estudiado. A la 

fecha se cuenta con criterios para saber si h es de tipo finito y 

clasificar módulos. Luego, el problema actual más relevante ea 

el caso en que h es de tipo infinito. 

Las álgebras de tipo infinito pertenecen dos clases ajenas: 

las de tipo manso y l.as de tipo salvaje, [ 10], [ 12]. A reserva de 

dar la definición formal en (2.1), diremos que A es mansa si sus 

módulos inesc.indibles se pueden clasificar. 

A.ce.ualmente se desea encontrar invariantes asociados a h de 



forma que caracterizen e1 tipo de representación de A. En este sen

tido, el invariante aritmético que más prome~e es la forma de Tics 

qA de h (ver (1.2)). Se sabe que si A es mansa entonces qA es dé

bi1mente semipositiva (i.e., qA(Z)~O si z es un vector con coorde

nadas enteras no negativas), (24). Se espera que en muchas ocasio

nes éste sea un criterio para tipo manso. 

E1 primer resultado importante de esta tesis da un inverso 

parcia1 del resu1tado anterior. Se dice que A Cíene proyect.ivos 

acepCabies si 1os h-proyectivos inescindib1es están en una compo

nente preproyectiva o en tubos insertados-coinsertados estándar y 

éstos están ordenados (ver (2.6)). Obtenemos el siguiente: 

Teorema. Si A tiene proyectivos aceptab1es entonces A es mansa si 

y sólo si qh es débilmente semipositiva. 

Ademas este caso determinamos la estructura de h (tubular ite-

rada) y la del carcaj de Aus1ander-Reiten rh de h. Estos resulta

dos han dado ya 1ugar a una publicación, [27). 

Consideramos después el caso en que qA es semipositiva. Supo

nemos además que A es buena, esto es, A es Schurian, A-1ibre y sa

tisface la condición (S) (ver (3.1)). Probamos e1 siguiente: 

Teorema. Supongamos que h es buena y que rh tiene una única com

ponente preproyectiva sin inyectivos P ~a1 que hay un proyectivo 

inescindib1e que no está en ~- Si qA es semipositiva entonces A es 

mansa. 

T 



Además si qh es semipositiva determinamos 1a estructura de A. Este 

teorema provee con una buena cantidad de ejemplos de á1gebras man-

sas que no tienen proyectivos aceptab1es e 1o que comp1ementa en 

cierto sentido al otro teorema). 

Herramientas muy útiles en este trabajo son las técnicas de 

inc1inaci6n, extensiones en un punto, categorías de espacios vec

toria1es, conjuntos parcialmente ordenados y á1gebras torcidas .. 

Para 1a mayoría de estos temas recomendarnos al lector el 1ibro de 

Ringe1, (30) .. 

A continuación presentamos un breve bosquejo del contenido de 

tesis. 

El Capítulo 1 es meramente introductorio. En e1 introducimos 

la forma de Tits qh de h y las nociones esenc~ales de extensiones 

en un punto, categorías de espacios vectoriales e inclinación. 

En 1a primera mitad del Capitulo 2 darnos 1a definición de á1-

gebra mansa, ejemplos de las álgebras mansas tratadas en este tra-

bajo y un resumen de algunos de los resultados presentados en (30] 

y [24] que facilitan la comprensión del resto de1 material aquí 

presentado. 

La segunda mitad del Capítulo 2 comprende los resultados de 

(27}, a saber: la caracterización de las álgebras tubulares domés

ticas por medio de su forma de Tite, la caracterización del tipo 

de representación de una extensión tubular de un álgebra mansa 



ocu1ta por medio de su tipo de extensión y 1a construcción de ias 

41gebras tubu1ares iteradas junto con la prueba de1 primer teorema 

anteriormente citado. 

En el Capitulo 3 probamos el segundo de los teoremas antes 

mencionados. Incursionamos también en el caso en que hay dos pro

yectivos inescindibles que no están en la componente preproyectiva 

P. Damos una prueba parcial de1 teorema en este caso. Obtenemos 

varias familias de álgebras con forma de Tits semipositiva. Para 

probar que son mansas, en algunos casos pedimos la hip6tesis adi

cional de que la característica de k sea distinta de 2. 

Finalizamos esta introducción con un comentario acerca de la 

notación. 

A lo largo de este trabajo, k será un campo algebraicamente 

cerrado y las álgebras a considerar serán k-álgebras de dimensión 

finita, básicas y conexds. De hecho, la palabra álgebra será usada 

siempre en este contexto. 

Sea h una de tales álgebras y sea O = Qh el carcaj ordinario 

de h. Escribamos h - kQ/I para algún ideal admisible I de kQ. 

Como dijimos al principio, con mod h denotamos a la categoría 

de A-módulos izquierdos finitamente generados. 

Con P. (resp. I,., S,.) denotamos al A-módulo proyec-:..ivo ines

cindible (resp. inyectivo, simple-) asociado al vértice x E Q
0

• 

4 



Si M ~ mod A en'C.onces d..im M s: (dim.Homh(P.,Mll ... E
00

• En par'C.i-

cu1ar, 

de z
00 

1oa vectores e. • Q.im s. x E Q
0 
~orman l.a base 

Con K0 (A) denotzunos al. grupo de Grothendieck de A. 

canóni.ca 

Con lh denotamos al. carcaj de Ausl.ander-Rei'C.en de h. Conside

ramos a los vértices de rh como módu1os inescindib1es. Con TA de

notamos a la trans1ación de Auslander-Rei'C.en. 

una el.ase de módulos M en mod A es una subcategoria plena de 

mod A cerrada bajo sumas directas, sumandos directos e isomorfis-

mas. Dadas dos el.ases de módulos ..M y ... mod A, deno'C.amos por 

M V ,•r a 1a clase de módulos generada por .M.. u .... 

Para la no'C.aci6n no explí.ci'C.amente introducida remitirnos al 

lector a [ 30) y [ 28 l. Suponemos que el. l.ector está familiarizado 

con {30). 

s 



CAPITULO 1 

PRELIMIMAR.ES 

1.1 EXTENSIONES EN UN PUNTO 

Sean A una k-álgebra de dimensión finita y R un A-módulo. La 

~ón en. un. p,u.nLo de A por R es el álgebra A[R] - ( ~ ~ ) con 

la suma y la multiplicación usuales de matrices. El carcaj de A[R] 

contiene a Q" como subcarcaj pleno y un vér-c.ice adicional u, 

llamado el vertice de extensión de A(R], que es fuente y tal que 

R • rad Pw • La categoría mod A(R] puede describirse como sigue: 

los A(R]-módulos se identifican con las ternas (M,V,7), donde M es 

un A-módulo, V es un k-espacio vectorial de dimensión finita y 

7:V -- Hom"(R,M) es k-lineal. Un A(R]-homomorfismo de (M,V,7) a 

(M',V',7') ea un par (f,g), donde f:M _.,, M' es un A-homomorfismo, 

g:V __,. V' es k-lineal y 7'9 - Hom"(R,f)7. 

Dualmente se define la ~án en un. punto (T]A. 

Hay dos inmersiones plenas distintas de mod A en mod A[R): 

dado M e mod A, podemos enviarlo en (M,0,0), o bien, podemos 

enviarlo en M = (M,Hom" ( R,M), lHo•tR,MI). Siempre identificaremos 

mod A con la subcategoría plena de mod A[R) dada por las ternas 

(M,V,7) con V= O y denotaremos a (M,O,O) simplemente por M. Si 

6 



O - X -.-.!__ Y --5L.... Z -.,. O 

una sucesión de A:..lslander-Reiten en mod A entonces 

o -x 
(g,0) 

(Y,Hom.(R,X),Hom.(R,f)) ---------- Z ---4> O 

una sucesión de Auslander-Reiten en mod A[R], [30,2.5]. 

Para trabajar con extensiones en un pun'eo son útiles l.a.s 

técnicas de categorías de espacios vectorial.es, [21], [29], [30]. 

Una ca.L.eq.cvl.t.a de ~~ ~ K es una categoría de Krul.l.-

Sctunidt (i.e., una k-categoría aditiva en l.a que l.os idempotentes 

se escinden) junto con un funtor aditivo l·l:K ___,. mod k. La 

de una categoría de espacios 

vectorial.es K tiene como objetos l.as tern_as (X,V,T), donde X es un 

objeto de K, V es un k-espacio vectorial. de dimensión finita y 

'l':V \X\ un k-monomorfisrno. un morfi.amo de (X,V,T) 

(X' ,v• ,T') es par (f,g), donde f:X X' morfi.amo en K, 

g:V - V' un k-homomorfismo y T'g - lf\T. 

Dado A-módul.o R, HomA(R,mod A) es l.a categoría de espacios 

vectoriales cuyos objetos son de la forma Hom.(R,X) con X E mod A 

y cuyos morfismos son del.a forma Hom.(R,f):Hom.(R,X) ---- Hom.(R,Y) 

con f:X -- Y un A-homomorfismo. !Hom.(R,X>I es el. espacio vectorial. 

subyacente a HomA(R,X). Hay una equival.encia de representaciones 

(i.e., un funtor pleno, denso, que refl.eja isomorfismos) entre l.a 

categoría de subespacios U(Hom.(R,mod A)) y l.a subcategoría pl.ena 

de mod A[R] que consca de las ternas (X,V,7) sin sumandos directos 

no nulos de la forma (Y,O,O) con Hom.(R,Y) ~O ó (O,k,O). 



1. 2 POR.MAS CUADRATICAS 

Sea A. una k-álgebra de dimensión finita, básica y conexa. 

Denotamos por c.., a la nuitrU¡ de t;QJ"t.tan de A con coeficientes c
1

J -

dim ... Hom..,(Pl,PJ). Si dim gl. A < - (por ejempl.o, si O.., no tiene 

ciclos orientados) entonces la matriz de Cartan de A es invertible. 

En este caso obtenemos una forma bilineal (no simétrica) definida 

por <x, y> ... xc:"yt., para x, y E Z 
00 

La forma cuadrática asociada 

x.., ( z) = <z, z> se llama la l.ortJTI.a d.e e'u.le."l de A. Para cualesquier 

dos A-módulos X y Y se tiene: 

<d..i.m X,d..i.m Y> =1~0(-1) 1 
dim ... Ext:(X,Y). 

Sea A - kQ/I con I un ideal. admisible de kO y supongamos que 

O no tiene ciclos orientados. La f.ovn.a. cua.drt.á.t.i.ca de '!JU.O. q.., de A 

está definida por 

para z E Sea 

L Z(i)
2 

- I: z(i) Z( j) 

L z(i> z(j) dim ... Ext!cs 1,SJ), 
l,JE00 

L e 1 , J~Qo I ( i, j ) un conjunto mínimo de relaciones 

que generen a I y sea l(i,j) = (L n l(i,j)\ para cada par i, j E Q
0

• 

En ( 5) se demuestra que para z E z 
00

, 

q.., e z > = L z e i > 2 
- L z < i > z e j) + L te i, j > z < i > z < j >. 

tE0
0 

O~JIE01 1,JEQ
0 

La forma bilineal simétrica asociada a qA se denota por c-,-)A. Si 

dim gl. A :S 2 entonces ::t:',, - qA. 

Dada forma cuadráeica q: zn --+ z, diremos que q 



~~ua (resp. dé&.t..lm..e.n.Le ~) si para todo z zn 

(resp .. z E "n>, q(z) z. O. Además, si con (-,-) deno-camos a l.a 

forma bil.ineal. simétrica asociada a q entonces para x, y E zn, 

(x,y) 0 q¡x+y) - q(x) - q(y). 

1.3 MODULOS INCLINADOS Y ALGEBRAS INCLINADAS 

sea A una k-á.l.gebra de dimensión fi.ni-c.a. Un A-módul.o T se 

lla.ma un módulo i.ncl.inado si Ext:('l',-) .. o, Ex-c.:(T,T) = O y el. 

número de sumandos directos inescindibles no isomorfos de T es 

iqual. al rango de K
0
(A). 

oual.mente se define l.a noción de un m~ ~-

Dado un A-módul.o M con B = End ... (M), consideraremos a M como 

B-módul.o derecho. 

Un A-módulo inclinado T con End ... (T) .. B define una teoría de 

torsión (7(T),G(T)) en mod A y una eeoría de torsión (Y(T),X(T)) 

mod B como sigue: 

"'M : Hom ... (T,M) o l "J(T) = 

Y(T) = BN : Tor~(T,N) = o 

"lT) -

7(T) 

"'M : Exe:(T,M) - o 

{ 8N ; T ai 8N = 0 

Por [9), ET=Hom ... cT,-):~(T) __... ~(T) y E;=exe:cT,-):~(T)-.... 7(T) 

son equival.encias de categorías exactas .. Además l.a transformación 

l.ineal. aT:Ko(A) - Ko(B) dada por CTT(d..im M) = .d..i..m l:TM - si1m l:;M 

es un isomorfismo. si dim gl. A < -, aT preserva l.a forma bil.ineal. 

<-,-> definida en (1.2), esto es, <x,y>"' = <crTx,crTy>
8 

para todo 

9 
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par x, y e K
0
(A), ( 30, 4. 1 l .. 

Un ál.gebra ~ es un ál.gebra de l.a forma End,.(T) con A 

hereditaria y T un A-módul.o inc1inado. 

Si B - End,.(T) es un álgebra inc1inada entonces mod B - 7 V Y. 

Como consecuencia, Y(T) es cerrada bajo predecesores y 7(T) bajo 

sucesores. En particular, Y(T) es cerrada bajo -c
8 

y 7(T) bajo "C;, 
[30.4.2(1.) J. 

10 



ci.pxTULO 2 

ALGUllAS Al.GEBkA.S MAllSAS Y SUS CATEGORXAS DE MDDULOS 

2.1 DEFINICION DE ALGEBRA MANSA Y ALGUNOS EJEMPLOS 

Sean k un campo algebraicamente cerrado y A una ~-ál.gebra de 

dimensión finita, básica y conexa. 

de si ex!.s-c.e una 

infinidad de el.ases de isomorfía de h-módul.os inesc!.::d!..bl.es. Las 

ál.gebras de tipo i.nfi.ni.i:.o pertenecen a dos fa.rni.l.ias ajenas: l.as 

mansas y l.as salvajes [~O), [12). 

h es m.an..:i.a. si para cada dimensión d existe una =~~ia finita 

de h-k[x)-bimódulos H 1 , que son l.ibres finitamente generados como 

k[x)-módulos derechos, tal que cada A-módul.o inesc!.ndible de 

dimensión d es isomorfo a M
1 

e"''"'k[x)/(x-1\) para al.e;-:.~ i y al.gún 

A E k. 

Si. A es mansa enconces qh es débilmente serniposi.ti.va [24,1.3). 

A continuación da.moa al.gunos ejemplos de álgebras mansas: 

·+--·--+· 
J. J._,· .i. .i. 

heredlt.ar1a cz.z) 

11 
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-~--~./'-

-~/ "'· 
( 3. 6) 

A es ~ si existe un A-k<x,y>-bimódu1o H que l..ibre 

finitamente genera.do k<x,y>-módu1o derecho y ta.1 que 

M •11.<•.Y>- :mod k<x, y> ----+ mod h preserva inescindibles y refleja 

isomorfía. 

También para categorías de espacios vectorial.es distinguimos 

l.os distintos tipos de representación. Una categoría de espacios 

vectoriales K de tipo de representación finito si 'U( K) 

finita (i.e., tiene s6l.o un número finito de objetos inescindibles 

hasta isomorfía). K es salvaje si existe i.runersión exacta de 

l.a categoría de representaciones del. carcaj O: =:;.:. -~ en 1.l(K) que da 

una equival.encia de representaciones con la categoría imagen. Si K 

es finita, K ea mansa si para cualquier dimensión d hay un número 

finito de A-k[x)-bimódu1os M
1 

que son libres finitamente generados 

sobre k[X) y tales que todos 1os objetos inescindibles de dimen-

sión d de 1J(K), sa1vo un número finito, 

para algún i y a1gún k[X]-módulo inescindib1e M. Una categoría de 

espacios vectoriales arbitraria K es mansa si. cada subcategoría. 

plena finita es mansa. 

En vista de lo observado en el. último párrafo de ( 1 .1), el 

álgebra A[R] es mansa si y sólo si el álgebra A y la categoría de 

14 



subespacios U(Hom.(R,mod A)) son mansas. 

2.2 ALGEBRAS HANSAS OCULTAS Y EXTENSXONES TUBULARES DE ESTAS 

En esta sección presentamos un resumen de a1gunos resultados 

conocidos. 

Teorema [ 1.3). Sea A un álgebra hereditaria, conexa y de tipo 

infinito. A es mansa si y sólo si A es el álgebra de caminos de un 

carcaj Q con gráfica subyacente An (n~2), iln (nZ;4) ó En (n-6,7,8); 

el. caso ~n se excluye la orientación cíclica. 

Sea Q un carcaj con gráfica subyacente Q - An, Dn ó En y al 

menos una fuente. Definimos el Upo ~ de Q como sigue: para 

Q - i>n (n~4) el tipo tubular es (n-2,2,2), para Q - En (n•6,7,B) 

el tipo tubular es (n-3,3,2), para Q - An el tipo tubular depende 

de la orientación. Si 0
0 

= {0,1,2, ... ,n} con aristas i ~ 1+1 para 

osisn (rn6dulo n+l), sea p el número de fl~chas i -- i+l., sea q el 

número de flechas i --. i+l. y supongamos que p~q, entonces el tipo 

tubular de O es (p,q). El tipo cubul.ar (n
1

, ••• ,n'") puede represen-

tarse gráfica.menee ""' árbol con sól.o un vércice de 

ramificación y una rama de longitud nl para i-1, ... ,r. Así, para 

los carcajes antes mencionados, un diagrama de 

Dynkin. 

Sea A un álgebra hereditaria, conexa y mansa. Se tiene el 

siguiente teorema de escructura para rnod A: 

l!'> 



Teor....a {30.3.6(S}). Sea A el á1gebra de ea.m.inos de un carcaj con 

qr4.fic~ subyacente • .. , iin, E
6

, i:.
7 

6 E
9 

y con a.l menos una 'fuente y 

eipo tuhular. 2ntonces r
4 

consta de una 

componente preproyect.iVA P, une componente preinyectiva ~ y una 

P'l(k)-famil.ia eubul.ar esta.ble separante ~ de tipo (n
1

, .... ,nr) que 

separa 'P de 1 ( 30, 3. l}. 

En este caso q_. = X
4 

es semiposi.tiva y el. radical. de q
4

, 

{ '2. E Z"' q• ( z) • O } , tiene un generador positivo 

mínimo sincero to. Además 1as clases de módulos P 1 ~, 9 estan dadas 

por los A-módul.os inescindibl.es M que satisfacen <~,Q...Un M> <0 1 -o, 

>O, respectiva.mente. 

Un ál.gebra de la forma B - End.(T) con A hereditaria, conexa, 

de tipo infinito y T un A-módulo inc1inado preproyectivo se 11ama 

un ~ oeuU.a... Si además A es mansa, B se llama un .Qú¡e.l..-"la. 

S~ a • End
4

(T) es un Algebra mansa oculta, definimos el tipo 

tubu1ar de B como e1 tipo tubular de A. Luego, éste es de la forma 

( n,, ••. , nr) con T n
1

, ..... nr un di.agrama de oynkin. 

Teore-. (30,4.3(3)]. Sea a un álgebra mansa ocu1ta de tipo tubuiar 

(n
1
,. ~., nr). Entonces r 8 consta de una componente preproyecti.va P 

con carcaj de órbitas de tipo in,, ••. ,n/ una componente preinyec

t~va ~con carcaj de órbitas de t~po Tn,, ... ,nr y una P'l(k)-fami1~a 

tubular estable separante ~de tipo (n11 ••• ,nr) que separa~ de J. 
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En este caso dim gl B :s 2, q
8 

= r
8 
e~ semipositiva y ra.d <ta 

ti.ene un generador positivo mínimo sincero ""· Como en e1 caso 

hereditario, 1as clases P, '5, 9 están dadas por 1os B-módu1os 

inescindib1es M tales que <w,d.J...m M> <O, =O, >O, respectivamente. 

La c1asificación de 1as álgebras mansas ocultas aparece en 

[ 17 J y [ 6]. 

Ur. álgebra B se llama 111'-n....m.a. d.e Upo ~ si B es de tipo 

infinito pero B/BeB es de tipo finito para todo idempotente e-o. 

En [ l 7] se prueba que un álgebra B componente preproyec-

ti.va es mínima de tipo infinito si y sólo si B es el álgebra de 

caminos de un carcaj · --+ · con dos vértices y al. menos dos flechas 

o B es mansa oculta. 

Sean A
0 

un álgebra, E
1

, ••• , Et. A
0 
-módulos y B

1
, ••• , Bt. ramas 

(usualmente no vacías) [30,4.4,4.7]. La extensión A0 [E 1 ,B 1 ]~. 1 
define inductivamente: A

0
( E

1
, B

1
] se obtiene de la extensión un 

punto A
0

[E
1

] con vértice de extensión w
1 

agregando l.a rama B
1 

w
1 

Y A 0 [E
1
,B

1
):=, (A0 [E

1
,B

1
):::>[Et.,Bt.l• Sea w 1 el vértice común 

a l.a. extensión A
0
[E

1
) y a la rama B

1
• Ll.amamos a w

1
, ••• , wt. los 

vértices de exeensión de A0 [E 1 ,B 1 )~ ... 1 • 

Supongamos que existe una familia tubular separante '!/' en r..,
0 

que separa 'P de :J. El álgebra A0 [E 1 ,B 1 ]~ .. 1 

tu.t.u.la..'l. de A
0 

u..oaru1.o mód~ de '5 si E
1

, 

en~ ortogonales por pares [30,4.5]. 
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Teor ... [30.4.7(1)). Sea A
0 

un ál.gebra con una fami.1.ia eubul.a::-

separanee '5 que separa 'P de 9. Sea A - A0{E 1 ,B 1 ]~. 1 una ex.tensión 

'C.ubul.ar usando módul.os de '5. Definimos el.ases de módul.os P 0 , ~e' 

3
0 

en mod A como sigue: sea 'P
0 

= 'P, sea !f
0 

l.a el.ase de módulos 

dada por todos los A-módulos inescindibl.es M tales que M \ 4
0 

• O ;:..· 

pereenece a '5 o bien, con el. soporee de M contenido en al.guna rama 

B
1 

y <l
81

, d...1.m M> < O (l
81 

es l.a función l.ongitud de rama [ 30, 4. 4)); 

sea :1
0 

l.a clase de módulos dada por todos l.os A-módul.os inescind~

bles M tal.es que M\._
0 

• O y pertenece a :J o bien, con el. sopor-e.e 

de M contenido en al.guna ra.ltla B
1 

y <l
81

, d..i.m M> > o. 

Entonces mod A = P
0 

V '5
0 

V :J
0

, con '5
0 

una famil.ia tubul.ar 

separan-e.e que separa 'P
0 

de :1
0

• Además '?1
0 

4.6(4)]. 

sea A
0 

un ál.gebra mansa ocul.-c.a y sea A = A
0
[E

1
, B

1
) ~ .. 

1 
una 

extensión i;.ubular de A 0 usando módulos de l.a I-famil.ia tubular 

esi;.able separante '5 con tubos TP, pe I. sea rp el rango de Tp. E: 
t.i..po de ~á.n. de A ~e A

0 
está dado por l.a función n: I ---t tt 

tal. que n ~ p escribir el. tipo de extensión, 

anotamos sólo 1. Si A tiene 'C.ipo de extension 

Sea A
0 

un ál.gebra con una famil.ia tubular separante ":f. La 

famil.ia !f , que consta de los módul.os c;iual.es en mod A~P, 

eambién una famil.ia tubular separante. Llamamos a A = 
1 
.. ~[B 1 ,E 1 }A~~ 
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una coe..d.en.4i.ón. ~ a.e A0 ~ ~ d..e '!I si AºP 

A~P[DEl,B7Pl~ ... , es una extensión tubular de A~P usando módulos de 

"3 • En caso de que "3 sea una familia tubular estable, el Upo de 

c.oe.rten-:M.ón de A ~ A
0 

A~P. 

el. tipo de extensión de AºP sobre 

Sea B una extensión tubular de un ál.gebra mansa ocul.ta y sea 

tipo de extensión. Si T es un diagrama de m
1

, ••• ,mt. 

oynkin, B se llama una ~ón ~ d.olnéoU.ct:i. 

Teorema ( 30, 4. 9 ( l)). Si B es una extensión tubul.ar dómestica de 

un álgebra mansa oculta B
0

, de tipo de extensión (m1 , ... ,mt.) y A 

cual.quier ál.gebra mansa ocul.ta de tipo tubular (m
1

, ••• ,mt.) 

entonces existe un A-módulo inclinado T .... T
1 

e T 2 con T
1 

prepro

yecti.vo y T
2 

regular tal que B
0 

"" End..,(T
1

) y B = End..,(T). 

Consecuentemente, dim gl B s 2, q
9 

= x
9 

es semipositiva y el. 

rango de rad q
8 

es 1. 

Teorema {30,4.9(2)). Sean B una extensión tubular doméstica de un 

álgebra mansa oculta B
0

, (m
1

, ••• ,mt.) el tipo de extensión de B 

sobre B
0 

y ( n
1

, ••• , nt.) el. tipo eubul.ar de a
0

• Entonces r 8 consta 

de una componente preproyectiva 'P con carcaj de órbitas de tipo 

V , una componente preinyectiva ~ con carcaj de órbitas de 
"1' ... ,nt. 

tipo Tm,, ... ,mt. y una P
1
(k)-familia tubular separante ~de tipo de 

extensión (m
1

, ••• ,mt.) que separa T de ~- La componente preproyec

tiva -P está. dada por los B
0
-módulos preproyec'ti.vos. La familia 
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tubu1ar '3' se obtiene de 1a P
1 
(k)-famil.ia de todos l.os e 0-módu1os 

regu1ares por inserción de rayos. 

El concepto dual es el de una c.o.ed.ai.:Mán tu..A.u.la.1'1. domé.o.U.e.a. 

Sea A una extensión tubul.ar de un á1gebra mansa ocu1ta. A se 

l.l.ama un átqe.&tl.a. LulM.d.art si su tipo de extensión es T - ( 2, 2, 2, 2), 

(3,3,3), (4,4,2) ó (6,3,2) 

El. álgebra A se llama ~ si AºP es tubu1ar. 

Teorema (30,5.2(3)). Cual.quier ál.gebra tubular ea cotubul.ar. 

Ya que para un ál.gebra tubul.ar el rango de K
0

(A) determina el 

tipo de extensión, el tipo de extensión y el de coextensión 

coinciden. Este se llamará el tipo de A. 

Teorema [30,5.2(4)). sea A un álgebra tubul.ar de tipo T. rA cons

ta de las siguientes componentes: una componente preproyectiva ~o' 

para cualquier T e o• v {O,•}, una lf\(k)-famil.ia tubu1ar eeparante 

'!1
7

, siendo todas, salvo 7
0 

y ':l ... , estables de tipo T, y una 

componente pre inyectiva J.... La familia tubular '37 separa 

de 6~7'36 V :1_ 

Los A-proyectivos inescindiblea pertenecen a ~o V '3
0 

y los 

A-inyectivos inescindibl.es a ~- V :1_. De hecho, si A extensión 

tubul.ar de A
0 

y coextensión tubular de A
00

, con A
0 

y A.. mansas 

ocultas, entonces "P
0 

es la componente preproyectiva de r.
0

, ff
0 

se 



obtiene de la P 1 (k)-fa.milia tubul.ar establ.e separante de r ... 
0 

por 

inserción de rayos, '!reo obtiene de la P 1 (k)-fa.milia tubular 

estab.le separante de r,..co por inserción de corrayos e .Jm la 

componente preinyectiva de r,..co La dimensión global de A 2, 

semipositiva y rad q"' tiene dos generadores, z
0 

y z:z::, 

que son los generadores positivos sinceros de rad y rad 

respectivamente. 

2.3 EXTENSIONES EN UN PUNTO DE ALGEBRAS MANSAS OCULTAS POR 

MODULOS REGULARES 

álgebra mansa oculta y Sea A
0 

tubular estable módulos en add !7
0 

se llama:i 

~.e.:¡,. Como add '5
0 

es una categoría abeliana, podemos hablar 

de la longitud regular de un módulo en '5
0

• Sea R E ~o y formemos 

la extensión A= A
0
[R). Entonces R = rad Pw, donde 

de extensión de h. Ya que dim proyhR - 1, dim gl h 

es el vértice 

2. Supongamos 

que A
0 

no es de tipo An, entonces el tipo tubular de h
0 

está dado 

el rango del 

tubo donde está R. Si para algún j E {l,2,3}, tomamos 

para i•j y mJ=nJ+l. Si n-1, tomamos m.-n
1 

para i-1,2,3 y m4-2. 

Decimos que A tiene tipa de ~~ (m
1

, ••• , mr), donde r:s4. 

(Esta definición coincide con la dada en (2.2) cuando R es simple 

regular.) 
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Propos~~ión [24J. Sean /\.
0 

y /\. como arriba. Supongamos que la 

forma de Tita qA de A es débi1mente semípositiva. Entonces: 

1) Si R no es simple regu1ar, R es de 1ongitud regular 2, A
0 

es 

de tipo D. y n - m-2. 

2) Si. Tm
1

, .... mr no es oynkin 

Eal · 

entonces 

Sean A0 un ál.gebra mansa oculta d.e tipo D .. y R un 1\0-módul.o 

i.nesci.ndi.ble regular de l.ongi-cud regul.ar 2. La c.a::t.en.b.ió.n A "" A
0

tR1 

&e ll.ama 2-.t.u.&utan. si. su tipo de extensión es (m-1,2,2). Oualmente, 

una coe.xtcn...:W.án /\ l T)/\
0 

se 1la.rna 2-t.u.6.u.l.a"l. si Aºt> es una ex.ten-

sión 2-tubular. 

Lema 1 {23}. Sea. h = .l\
0
(R) una extensión 2-tu'bul.ar. Entonces 11\ 

tiene una componente con módulos estables no periódicos. 

Oemostrac~óni Supongamos que R está en el ~ubo TP de rango n ~ 2. 

Usando propi.edadea de las sucesiones de Ausl.ander-Rei.ten para. l.a 

extensión en un punto /\. = A0 lR] y el hecho de que n ~ 2, obtenemos 

en TP: 

en rA: 
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donde~ • (M 11 ,Hom/\.
0

(R,M11 ),l) y MN 

cindible cuya restricción a h
0 

es M 0 N. 

el único A-módul.o ines-

Como Pw es el. único proyectivo en l.a componente de R, M11 

"Ch-estable y ya que M
11 

;a M
21 

y Mu ... ~ para i E ~, M 11 no 

"CA-periódico.o 

Ejemplo: 

Sea A el álgebra dada por el siguiente carcaj con relaciones: 

Entonces A - A
0

( R), donde A
0 

carcaj 

el álgebra de caminos del 

Y R .. ~Otl~ (por comodidad representaremos a los módulos por sus 

vectores dimensión). 

La componente preproyectiva de r,. es la de r.
0

• La componente 
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preinyectiva de r. es 1a de r8a, donde B
0 

es e1 á1gebra de caminos 

de1 carcaj: 

A continuaci.6:;. dibujamos e1 tubo de rango 4 de r.
0

, e1 tubo 

de rango 3 de rªo y la componente de r ... donde está Pw. 

M 11 ~~001~ 

1// 
1 
~ / ~ / ~ / ~---

M., R - M M,, M,, 
'2 

:~ / ~ / ~ / ~ / 
M,, M., M,, M,, 

E =ºo 1 E - 0
10° E,, ' 

'' o 2 t o o ' 
/~ /~ / "'-

1 E,, E,, E32\ 

I~ / ~ / ~ / 
1 E,, E,, E,, 

Para dibujar la componente de r . donde está Pw (fi.g. 1). 

observamos que en mod A hay morfismos irreducib1es 1
6 

E
31

, 

I7 - E31 Y que M.:1 "' Eu' Mu :a: Et2' M2:1 = E,3, M3t ~ E2t' M32 "" 
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Leaa 2. Sea A - End
8

(T) con T un B-módu1o inc1inado, ~ 

Hom8 (T, -) y R = 1:X con X e ~(T). Entonces exisee un B[X)-módu1o 

incl.inado Tº tal. que A(R) = End81 x 1 <Tº>· 

De11tostraci.ón: Sea w e1 vértice de extensión de B[X) y sea Pw el. 

B(X]-proyectivo inescindible con rad Pw - X. Probaremos que T' 

T a1 Pw es un B(X)-módul.o inclinado y A(R) -= End81x
1
(T'). 

Claramente, dim proye¡xJT' s 1 y el. número de sumandos ines

cindibl.es no isomorfos de T' es igual al rango de K0 (B[X)). Ahora, 

EXt~lXl(T' ,T') = Ext~lXl(T,Pw) il DHome1x1<Pw,-.:BIXJT). 

Pero "CBIXIT - -.:BT - -.:(tT ya que HomB(X,-ceT> .. DExt~(T,X) o pues 

X e g(T). Luego, Ext~ 1 x 1 (T',T') O. Finalmente, 

Lema 3. 

Ende1x1 ( T) 

HomBIX) (Pw,T> 

Hometx1(T,Pw> 1 = 

EndBIX 1 <Pu> 

Sean h '"' h 0 (R) una extensión 2-tubul.ar 

: ) - A[R). 

vértice de 

extensión w y E el soclo regular de R. Entonces qA es semipositiva 

y rad qh tiene 2 generadores: z 0 , el. generador positivo mínimo de 

rad qh
0 

y d...i..m Y + ew, donde Y es un h.0-módulo preinyectivo tal que: 

1 
2 si M es simpl.e regular homogéneo o M = R 

1 si M es simple regular de periodo 2, H = E 
dim Homh

0
(M,Y) • o M - "C~ 0E 

O si M es ~impl.e regular de periodo rn-2 y 
M '"" E, -ch

0 
E 

Demostración: Sea A el á1gebra de caminos del carcaj: 

__. ... - m-1( 
m~l 
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Ya que A
0 

es mansa ocu1.ta de tipo ii., existe A-módu:Lo 

inclinado preproyectivo T tal. que A0 = Enda..(T). Sean '!/"' y '!1
0 

1as 

fami1i.as 1:.ubul.ares separant:.es de r. y r 11.o' respectivamente y :;;. = 

Hom.(T,-). Entonces L:ra..X "" -ch
0

:i:.X para X E '5,. y l'.:::'5 .. -- '5
0 

es 

equivalencia [30,4.1,4.3]. Asi, si Tp es el. tubo de '5 0 donde está 

R, existen un t:.ubo T p en ':!.. y A-módul.o inescindibl.e R• E T' 
p 

tales que l:::Tp -- Tp es un isomorfismo de carcajes con transl.ación 

y ~R' "" R. Por lo tanto, A(R'] es 2-tubular. Por el. l.ema anterior, 

A = End•lR' I (T'). Luego, qA _ q•lR' I. Entonces, para ver que q/\. es 

semi.positiva, basta que qa..tR'l lo Ya que cada funtor 

reflexión s: es una inclinación (1,2.3] y que -c. a e• (8], podemos 

suponer que ~ R' ~o ... ou~ (existe un inescindibl.e en l.a 

-c.-órbita de R' con este vector dimensión [13)). Como 

q/\. semi.positiva. 

Probaremos ahora que el. rango de rad qA es 2. De las tabl.as 

(131 se ve que existe un inescindible Z en la -ra..-órbita de R' 

tal. que dim Hom• ( Z, 1 3 ) = 2. Por lo tanto, existe 

Y' en la -c.-cirbita de I 3 t:.al. que dim Homa..(R' ,Y') 

inescindibl.e 

2. Se sigue que 

Y = :;;.y• ea 11.0-preinyectivo y dim Hom/\.
0

(R,Y) = 2. Por otro l.ado, de 

la relación entre l.aa matrices [30,2.5] &e 

obtiene que 1 :$ rango rad qh :$ 2. Ahora, ya que ew • d..i.m I"' 

27 



<Ü.JD P.., - <Ü.JD R y dim proyAR - 1, 

qA(<l..i.m y + e..,) = 2 + ( <Ü.JD Y,ew>A = 2 + <<l..i.m Y,ew> + <ew, gj.m Y> 

= 2 - <<Ü.JD R,s;Um Y> 2 - dim HomA
0 
(R,Y) = o. 

Sea z 0 e1 generador positivo mínimo de rad qA
0

. Entonces : 0 y 

s1.i.m Y + eu generan a rad q/\. 

Para ver que Y satisface las demás propiedades enlistadas 

e1 enunciado del lema, basta observar en las tablas de [13) que s~ 

S es el soclo regular de Z entonces: 

¡ 2 si X es simple regular horno ge neo 

l si X es simple regular de período 2, X = s 
dim HomA(X,I3) = o X = -r:s 

o &i X es ~imple regular de período m-2 y 
X . S, ". s 

Concluimos esta sección con el siguiente teorema: 

Teorema [ 24) .. Sean A
0 

un álgebra mansa oculta no de tipo ~-' R u~ 

A
0
-módulo regul.ar inescindible y /\. - J\

0
[R). Eneonces son equiva

lentes: 

l) A es mansa. 

2) qA es débilmente semipositiva. 

3) A es un álgebra tubular domestica, tubular o 2-t:.ubular. 

2.4 CARACTERIZACION DE LAS ALGEBRAS TUBULAR.ES DOMESTICAS POR 

MEDIO DE SU FORMA DE TITS 

Sean A un álgebra. y T un ~ubo en r /\ ( 30, 3. l.]. Un vértice 

T llama ~ si ninguna flecha que apunte ha~~3 
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infinito (30,4.6] termina en Para cua1quier vértice ~ E T hay 

un único vértice atrasado u y camino secciona1 finito: 

..:. = tj[1] - "-"[2] - ••• - u(s] 

En tubo insertado [ 30, 4. 5) 1os vértices rayo [ 30, 4. 5] son 

vértices atrasados, pero inversamente. 

oua1mente se define 

Proposición (27). Sea T tubo insertado en rA y sean M1, 

1os vértices atrasados de T. Entonces para cua1quier M en T 

¡; d..i.m M • 
l - t J l 

Demostración: Introducimos un orden parcia1 :s en T. Si no ha.y 

f1echas M ~ M' que apunten hacia 1a boca de T [30,4.6], toma.:::os 

W(M) = { M ). Supongamos que M ~ M' apunta hacia 1a boca de T y 

que M = M
1
(s] para a1gún j E {1 1 ••• ,n), entonces tomamos W(M) 

W(M') V { MJ[i] : iss } . Decimos que M .:5 N si ME W(N). 

Sea M N una flecha que apunta hacia infinito. Por 

ind~cción sobre el orden probamos que mono y q:.:.e 

N/Im a: a MJ para algún j E {l, ... ,n). De aquí se sigue e1 resul.

t:ado. 

Si W(M) = { M }, l.a afirmación es el.ara. De otra manera, 1a 

sucesión de Auslander-Reit:en que empieza en M tiene la forma: 

N &> N' 

Por hipót:esis de inducción, ~· 

i {l, ... ,n). Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y 
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exacto: 

Se sigue que 

-o 

0 ----+- N 1 -=-J!..:...- T M - H 1 --+ 0 

mono y ')' isa.o 

Corol.ario .. Sea T un tubo insertado y H en T. Entonces 

(Q.i.m T-n M)n~ crece a lo más linealmente con n. 

Una componente preinyectiva 3 de rA 

inyectivo inescindible pertenece 

campLeta si cada 

J no tiene módulos 

proyectivos. Ejemplos de álgebras con componente preinyectiva 

completa son las álgebras tubulares domésticas. 

Supongamos que 3 es una componente preinyectiva completa de 

rA. Entonces di.m gl 11. .::5 2 [30,2.4(1)]; además A es inclinad.a 

[30,4.2(3)]. Sea T un módulo rebanada en :7, entonces A_. Endh(T) 

es hereditaria. Sean I:' HomA(T,-), Ext~(T,-), y 

u:K
0

(1'1.) - K
0

(A) como en (1.3). sean f/J"'" -e-te la matriz de coxeter 

de h y ~. la de A, entonces f/JCT - Uf/JA. 

La siguiente proposición generalización de [3,1.3]. 

ProposiciOn [27]. Sea 3 componente preinyectiva compl.eta de 

rA tal. que el. carcaj de órbitas 0(3) es sal.vaje. Sea M e f"h\J, 

entonces (gj.m T-~)n~o crece exponenci.almente. 

De111ostraci6n: Conservamos l.a notación dada antes de la proposi-

ción. Aplicando [30,2.4(3)) obtenemos: 
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d...1m -e-~ - (gj.m M)4'-n - ,L.:.a(~ P,>q.i-l, 

donde P ! es un /\.-mód-..ilo proyecti.vo.. Ya que -r-~ E ~ y P J e ~, 

ap1ícando u se tiene: 

n-• 
d.im I:º"t'.-~ - (~ l:'M)41:n - 1~0 (dJ.m ~·PJ)iti':J. 

Est:.o es, 

dJ.m l:*-r;-~ - dj.m -c:~·M ""- JL:oWJn -r:1
l:'PJ i?: O. 

Como ~·M no es A-preinyectivo, por (3), (d...i.m -c:"l:'M)nl!:O crece 

exponencialmenee. Por lo tanto, (d.J.m E'"t:"-"'M)n~ crece exponencia1-

men~e, de donde (sti..m i:-"'M> ... ~ tambi.én.o 

Teorema {2?). supongamos que rA t~ene una componente preinyect~va 

completa. En~onces son equiva1entes: 

a) A es un atgebra tubular doméstica. 

b) h = End.(T) con A mansa hereditaria y •T inclinado. 

e) h. es mansa. 

semiposi.tiva. 

débiimente semipositiva. 

f) rh está formado por componentes preproyectivas, preinyectivas 

y tubos insertados. 

g) rh. tiene un tubo ~nsertado. 

DemostraciOn: a) ... b) es [30,4.9(1)). b) - d) es clara ya que 

q/\ == "X.h" b) ~ e) es clara. 

clara. 

a) ~ f) es [30,4.9(2)}. 

e) .. g) Por ( 10,Cor. Fl, rh tiene un tubo estable. 
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f) - g) Por ( 30, 4. 3 ( 6)), A tiene un cociente h que es mansa 

ocul.ta. Sea M A-módulo regular, entonces H no puede ser 

A-preproyectivo ni preinyectivo. Por l.o tanto, r A ti.ene un tubo 

inser-e.ado. 

e) - b) Sea ~ una rebanada en l.a componente preinyectiva 3 de r/\.. 
Por ( 30, 4. 2 ( 3)], exi.se.en un álgebra hereditaria A y un A-rnódul.o 

incl.inado T tales que h ""' EndA ( T) y ~ = 

~ - Hom.(T,-). ;upongamos que A es salvaje. 

o ... } , donde 

Sea T - "'T '•l 1 

inesci.ndi.bles. Ya que 

A-prei.nyec-eivo. 

descomposición de T di.recta de 

no tiene proyectivos, ningún T
1 

Sea M un A-módulo inescindible preinyectivo, er.tonces X = 
D-1 E :J y -rnX = l:T'.:M para cualquier n~O. Sea n E tN y consideremos 

el. vector zn = s;;lj.m -cnX - dJ.m X. Por [30,4.1(7)1, 

z"' = (Q..im -r~ - Q.i.m M)cr = (dim Hom,,,,<T,,-c",:M> - dim Hom.-,(T
1
,M))

1
• 

Si T, es preproyectivo (resp. regular), la i-ésirna coordenada de 

zn posie.i.va por (14) (resp. [3,1.3]). Por oe.ro lado, 

qA(zn) "" q,..(Q...i.rn -e~ - dirn M) = 

2 - (dim Hom,..c-c'.:M,M> - dim Hom,..C'l:~- 1 M,M)). 

Por (14], las coordenadas de (dim -c":M>.~o crecen exponencialmente, 

por lo tanto, existe n E ~ tal que qA(zn) < O. 

g) • b) Supongamos que AT es un módulo rebanada con A - EndA(T) 

hereditaria salvaje. Sea M un módulo en un tubo insertado de rA. 

De las dos proposiciones anteriores ob'C.enemos una contradicción 

con respecto al. crecimiento de (fti.rn -c-"M>nz:o·c 
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coro1ario. Supongamos que r/\ tiene una componente preproyectiva 

comp1eta y una componente preinyectiva comp1eta. Entonces 

equivalentes: 

a) A es mansa oculta. 

b) qA es semipositiva. 

c) rA tiene un tubo estable. 

2. 5 CARACTERIZACION DEL TIPO DE REPRESENTACION DE UNA EXTENSION 

TUBULAR DE UN ALGEBRA MANSA OCULTA POR ?-"..EOIO DE SU TIPO DE 

EXTENSION Y DE SU FORMA DE TITS 

Sean /\.
0 

un álgebra mansa oculta, /\. una extensiór. tubular de 

Aº y (m1 I ••• , mr) el tipo de extensión de A sobre /\o En e 2. 2) 

vimos que si 11'" m
1

, ••• ,m. Dynkin o Dynkin extendido entonces A es 

mansa (Y q/\ es débilmente semiposi~iva). En esta secc~ón probamos 

la afirmación inversa. Empezamos con algunos lemas. 

Lema. Sea A un álgebra mansa hereditaria y sea 

A-módulo inclinado con T
0 

preproyectivo y T
1 

regular. Sea A = 

EndA(T) el álgebra tubular doméstica correspondiente con componen

te preinyectiva J. Entonces r/\,1 e Im ~, donde L = HomA(T,-). 

Oemos't.ración: El conjunto { LI. : x E QA } es una rebanada en 3. 

Sea M E r /\. ,.1, entonces M un predecesor de algún LI,. Por 

[30,4.2(1) ], Im L cerrada bajo predecesores.o 

Lema 1. Sean A, T y A como en el lema anterior. Sea R E r /\. 

Supongamos que A[R) extensi.6n tubular de A0 = End ... <T0 ). 
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Entonces: 

a) Existe un A-m6dulo simple regular R• tal que R = ~R·. 
b) Si A(R' l es salvaje entonces A[R] salvaje. 

Demos~ración: 

a) Por el lema ante~io~ R = LR' para algún R' E r •. Utilizando el 

hecho de que cual~J~er ~ubo homogéneo de rA va a dar bajo I: en 

tUbO homogéneo de r /\ Y que la familia tUbUlar estable de r A 

separante, es fác~l ~ue R' debe ser regular. Probaremos que 

simpl.e regular. 

Como h{R] extensión tubular de hay s6lo 

morfismo irreducib:e R ~ X que empieza R. Luego, a es ~o~o. 

Supongamos que R' simple regular y R' .._f!_. Z un epi 

irreducible. Ya que R' e !i(T), Z e G(T) y R = ¿R' ~ LZ res~>t.a 

irreducible. Por lo -:.a:-:.~o, T fo;/\ -i::-R "' T ®A cok Lt3 .i. cok f3 = .J. 

Esto contradice q~e r-~ ~ rm L. 

b) Sea la co:r.por-.e:-:.t:..e preinyecti.va de í A. "la que Al R' ~ 

salvaje, la catego~.:.a de espacios vectoriales 'U(HomA(R' ,J)) es 

salvaje. Construirnos ~~a i:-i..mersi6n exacta plena: 

Si. X 

F:'U(Ho::-.,.(R',l)) --- 'U(Homh(R,mod /\)) 

A-preinyectivo, Y. ~ ~(T} y Lx:HomA(R' ,Y.) Homh ( R, EX) es 

isa. Definimos F(Horr.,.(R' ,X),V,7) 

mente en rnorfismos. 

(HomA ( R, l:X), V, ¿x7) y simi:.a:::--

Es~o prueba que A:Rl es salvaje.o 

Proposición (27}. Sea h una extensión tubular de un álgebra ma~sa 

oculta fl.
0

• Sea (m
1

, ••• , :n,) el tipo de extensión de /\ y suponga.:-:.cs 



que Tm
1

, ••• ,mr no es Dynkin ni Dynkin ex-c.endido. Entonces: 

a) qh no es débilmente semiposi.t~va. 

b) h es salvaje. 

oemosT.raci.ón: Es suficiente probar el resultado para el caso er.. 

que ir sea mi.ni.mal no Dyni-:.i.n ni Dynkin extendido. ?o::-m1, ••• ,mr 

[30,4.4{4)), podemos suponer que h h • [ R) , donde /\' 

extensión tubular de /\.
0 

de tipo d.e extensión Dynki.r.. 

extendido y RE r/\,. Distinguimos estos casos. 

l) Supongamos que el tipo de ex~e~sión de h' es Dynkin. ~~ter.ces 

h' es tubular doméstica y h' mansa 

hereditaria y T = T 0 e T 1 un ;...-~ódulo inclinado con T 0 prep=o-

yecti.vo y T
1 

regular. Sea ~ = Hom,,,(T,-). Por el lema anterior, 

existe un A-módulo simple regular R' con LR' = R. Sea t el vé=~~ce 

en O,,.uel -:al que rad pt. R'. Afi.rr..a..'T.os que: 

a') Existen V
1

, ••• , v. A-módulos preinyecti.vos y a e~ tales q~e 

qAIR'l{1~1dim v, + aet.) 

b') A(R') es salvaje. 

< o. 

Esto implica a) y b). Cierta~ente, seas el v~rtice 

que rad PM e R. Entonces: 

q,,,{l~1Q.,im VI) - ª1~\dim Hom,,,(R',VI) + a
2 = qAlR"1(1~\Ql,,m v, +a.et.) <o. 

Que h es salvaje se sigue del lema anterior. 

La afirmación se prueba caso por Para probar a' ) 
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usan 1aa tab1as de (13] y para b") [29]. 

2) Supongamos que e1 tipo de extensión de h" es Dynkin extendido. 

Entonces h' es un álgebra tubular y 

rnod h' - P v ':1 0 V 7~0 .. '3 7 
V ':!...,V .J. 

Ya que h es una extensión tubular de /\
0

, R E ~0 • Entonces existe 

~n módulo X E ~ 1 con qh,(dim X) =O y Homh 1 (R,X) ~o. Por lo tanto, 

q/'.<29-im X ~ e .. > = l. - 2 dim Homh, (R,X) < O. 

Tomemos una farni l ia { X,, : l:sn~5 } de ladrillos ortogonales 

por pares en 'J 
1 

[ 30, 3. l} tal que Homh, ( R, X") ~ O para l:sn:s5. Hay 

inmersión plena de la categoría de espacios vectoriales 

ü ""' U(Homt.' (R, {X...}
0
)) rnod /\. Sea S el conjunto parcialmente 

ordenado que consta de cinco puntos no comparables entre sí. Hay 

~nme~sió~ plena de la categoría de espacios vectoriales 

U(add kS) en u. Por [21}, S es un conjunto parcialmente orde~ado 

de tipo salvaje. Po: lo tanto, 1-as categorías 'll y :rnod /\ sor. 

salva) es.e 

Obtenemos entonces el siguiente teorema: 

Teorema. Sea h una extensión tubular de álgebra mansa oculta 

/\0 y sea (m11 ••• ,mr) su tipo de extensión. Son equivalentes: 

a) h es rr;ansa. 

b) qh es debilmente semipositiva. 

C) V es Oynkin o oynkin ex~endido. 
mi' .•• ,mr 

Demost.raci6n: a) b) [24,1.3). b) "" C) la proposición 

anterior. Cl .., a) es [30~4-9(2),5.2;(4)).c 

3ó 



2.6 ALGEBRAS TUBULARES ITERADAS 

En est:a sección construimos una familia de álgebras /\. para 

l.as cuales el hecho de que /\. sea mansa es equivalente a que su 

forma de Tit:.s ql\. sea débilment:.e semiposit:.iva. Ya que la cons

truccción de estas álgebras es una it:.eracicin del proceso dado por 

Ringel en (30] para definir las álgebras tubulares domésticas y 

tubulares1 llamamos a est:.as álgebras ál,qek~ u..d..uial'l.~ Ueuzda.::i.. 

Decimos que las álgebras tubulares domésticas, cotubulares 

domésticas y tubul.ares son átq~a.o. tu.t.ulal'l.e.:i. 0-U.e"tada.::i.. 

sea /\
0 

un álgebra cotubular doméstica o tubu.lar. En ambos 

casos J\0 coextensión A.0 1 ,.~[B 11 E 1 )A0 de un álgebra 

oculta A 0 y mod /\0 - P 0 
V '5° V :J

0
, donde j

0 
la componente 

pre.inyectiva de r/1.
0 

y de r,.
0 

y '?1° es una famil.ia tubular separante 

que separa P 0 de Sean E~, 

rayo ortogonales por pares y 

t 

ramas. Supongamos que A
0 
[E~, B~] 1 ~1 es un 

un conjunto de A 0 -rnódulos 

B~0 conjunto de 

álgebra t:.ubular dornést:.ica 

o tubular. Entonces decimos que la ext:ensión A.
1 

= /\0 (E~,B~)~:1 es 

ál.qcf...'ia l.ut...ula'l J. -uen.acta . 

t 
Por [30,4.7(1)], mod A

1 
'P

0 
V '?I

0 [E~, B~] t ~1 V :J. , donde 

::rºrE~,B~]~~1 es una fami.lia tubular separante que separa 'P
0 

de :J'. 

Queremos describir :J•. 

Sea mod A.0 = J>
0 

V ~o V :1
0

, donde '!10 .la fami..lia tubular 
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estab1e que separa ~ de , . Entonces 

Lema. Con la notacicin anterior. j• = i. 

Demos~raci.ón: Sea A
1 o o to 

Ao[E,,B1] t•t" Sea X E y Pb un 

A 1.-proyectivo inescindible con Hom,.1 (Pb, X) "" O. Ya 

existe un tubo insertado T 

que 

e 
:7'"o{E~,B~] t~1 

e:;, 

con 

Hom"1 (T,X) .. O. Entonces existe un tubo T' ::1°[ E~• B~) ~~1. que 

obtiene de T por inserción de corrayos y ta1 que Homh
1

(T',X) 

Luego, X E J •. 

~ o. 

Sea X E .J. y sea b un vertice Oh '\O,. . El f\
0 
-inyect:i vo 

o o 

inescindible I~ es -c.ambién /\
1
-inyectivo y está en ~ 0 { E~, B~) ~~ 1 , 

por lo tanto, Homh
1 

(X, I~) = o. Luego, X E mod A
1 y X E ;J por ur. 

argumento similar al anterior.e 

e 
Sea /\

1 
= /\0 (E~,B~) 1 ~1 un álgebra tubular 1-iterada como antes. 

Supongamos que A
1 = A0 [E~,B~)~~1 es un álgebra tubular con 

e 
mod A

1 = P 0 V :7 0 [E~,B~) 1~ 1 V T~O .. ~~ V ::r.!, V j 1 • 

En mod /\
1 

definirnos P 1 rº V y 

Entonces mod A1 = F 1 V ':1
1 V :J 1 

de rh
1

• 

:1
1 

es la componente preinyect.iva 

Lema. Con la notación introducida arriba se tiene: 
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a) 7 1 
es una fami1ia tubu1ar separante que separa ~1 de ~1 • 

b) Para cada 7 E Q•, :/'~ 

separa P
0 

V ::rº[E~,8~]~~1 
fa.."Tlilia tubul..ar separante que 

Demostraci.ón: 

a) 5 1 es 

Sean X e P 1
1 

V V :1 1 

ó<7 
6 de 

familia tubular estánda: y 

Y E J 1 y 0 • f E Ho;n /\: (X 1 Y) • 

= o. 

Si X E f se 

factor iza 

factor iza 

través de cualquier ti.:.bo de :7 1
• Si X E 'Pº 1 f 

través de cualquier t:.;_!:>o de '3' 0 [E~,B~) ~~1 . Fina1mente, 

y ;.: e mod A 1 por 

l.o tanto, f se fac't:.oriza a traves de cualquier tubo de :7 1 • Si 

X ti! mod. ;..
1 

entonces se tiene un diag::-ar..a conmutativo: 

X __ f __ y 

~/;' 
x'-x1 A1 

con X
1 '3 0 (E~,B~J ~~1 • Ya que f

1 
factor iza través de 

cual.qu~e= tubo de '3
1 , f también. 

b) Se pr~eba simil.armente.o 

Sea A
1 

el. álgebra ocul.ta de 1a cual. A 1 coext:.ensión 

tubula:. Sean E:, E~ 1 un conjunto de A 1 -módulos rayo orto-

gonales po= pares y B~, B~ 1 un conjunto de ramas tales que 

á.1.gebra tubular doméstica o tubular. La 
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Como antes, mod ", - ,,2 V 
,,, 

V ~,. donde '1 
2 

es l.a componente 

pre inyectiva de r", y ,,2 famil.ia tubul.ar separante que 

separa 
,,,, 

de ~ ,. Más aún, si mod A, }' 

' 
V ,, 

' 
V 1

1 
y A 2 es un 

á1gebra tubu1ar con 

mod A 2 
., 'P 

1 

entonces 

Por inducción definimos las á~-i.a<l. LJ..J.f..J..J.la-i..e.::. n-U~. 

Proposición 1 [27]. Sea h un a1gebra tubul.ar iterada. Entonces: 

a) h es mansa. 

b) qh es débil.mente sernipositiva. 

Demostración: 

a) Se sigue de ia descripci6n dada para mod /'!... 

b) Se sigue de a) y de [24,l.3).o 

Ejemp1os: 

a) tubular n-iterada. 

T 1 
T T 
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"2 
~ 

~ -

"• 

- -T 1 ,.., 

T 

T -
----T, __:___ i . -

~.Y·~ 
A~.A 

r·~y~ 
~/a~·~A 

~y~~y·~ 
A.0.A.~A 

~ 

T 

T -T 
.. 

- - T 

/º 

a~/3~a: 

a:~J3!a ! 
13!a!l3~ 
ra.d 4

/\
1 

a~J3!a! 

J3 ! a:!l3~ 
a:!a~a~ 
rad4 J\.

2 

--+ +--- +---,, 
--+ , -

T 

~ 7 

- A,a~J3~a: i•l., 2 

- >. 1 o:~¡;?~a! i-1., 2 

- >. ,P!a:~/3~ i•l., 2 

- o 

>. 1 a~tJ~a! i-1, 2 

1'.1/3!a~J3~ i .. 1, 2 

µ.,a~l3~cr:~ i•l,2 

o 

Similarment:.e podemos definir An tubular n-iterada para cual.quier 

n:=3. No':.amos que en el único tubo insertado y coinsertado de r h
1 

hay un inescindible X con Q.i.m X = 1 

e) tubulares 1-iteradas a6l.o tubo 

inse~tado y coinsertado en su carcaj de Auslander-Reiten. 
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semipositiva • 

. -- -~:? '" '- :/' /" '-, 

e- -

,,., ! 

J_ 

Para X en el tubo insertado y coinsertado de rA
1 

con s;1j.m X -

q.h
1 

cdim X) • 2. Para X en el eubo insertado y 

<ilm X -
' ' 

2 otro 

coinsertado de r /!..:-. 

lado, q.h
2

Cd.iln X> -

O ó 1 para 't.odo inescindible X en el tubo insertado y coinsertacio 

de r A.2. 

d) Las siguientes álgebras son tubulares !-iteradas. 

1 ! 1 
J_ 

11, 11, 

_! ! -- - -- +--
! ! 

! ! 

A1 , A
2 

y A 3 tienen un tubo insertado y coinsertado en su carcaj Ce 
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A~s1ander-Reiten. es semipositiva. 

<-

"· 
l 'l "· 

J, 'l l J, 
<- <-

, __ 
<- <-

l J, 

J, 

A~ y A5 tienen un tubo insertado y un tubo coinsertado 

carcaj de Aus1ander-Reiten. qhs no es semipositiva. 

En e1 Capítulo 3 estudiamos álgebras con forma de Tits semi

;>oSitiva. La siguiente proposición da una condición necesaria mas 

no suficiente (ver álgebra A
3 

del ejemplo C)) para que un álgebra 

~ubular iterada tenga forma semipositiva. 

Proposición 2. Sea /\ = .h0 [E~,B~]~~1 un álgebra tubular 1-iterada. 

S.i qh semipositiva entonces h 0 1 .~(B 1 ,E 1 }A0 cotubular 

c!oméstica y A "" A
0

( E~, B~) ~~ 1 es tubular doméstica. 

Demostrac.i.ón: Supongamos que h
0 

es un cilgebra eubular, extensión 

de 3
0 

y coextensión de B'"' = A
0

, con B
0 

y s ... mansas ocu1tas. Como 

(2.2), escribimos mod 11.
0 

= P
0 

V '!./
0 

V 

el generador positivo mínimo de rad M B
0
-módulo 

s~~ple regular homogéneo. Sean a un vértice de extensión de A, E~ 

el sumando inescindible de rad P. que pertenece a mod A
0

, A1 

A.:i(E~] y A1 
- /\0 [E~). Entonces A1 es tubular doméstica o tubular, 
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A" es -c.ubul.ar l.-i.t::.erada y dim gl. /\.1 :s 3. Además A 1 es convexa en 

h; luego, q es 
A' 

1 y calculemos: 

semi.positiva. Sea n > 

ql\1 (Q.j.m P.,, - nz0 ) = qA1 (dim P.> - n(Q...im P.,z0 )A1 

Ya que di.m proyl\1M = dim proyh
0

M - 1, 

(Q...i__m P .. ,z0 ) A' ~<fil.ID P
0
,z0 > + <z0 ,Q.__i_m P.,,> = 

dim Hom/\1 (M,P.) - dirn Ext:.~ 1 (M,P•) = dim HomA0 (M,E~). 
Como E~ E 'fl m' '5 

0 
es separan-e.e y Hom/\

0 
( P •,E~) s O para algún vér-eice 

E~ pertenecer ia a :1 0 ) , HomAO(M,E~) ~ o. 

< o' lo que contradice el que 

semipositiva. Por lo tanto, /\
0 

es cotubular doméstica. 

Supongamos ahora que A = A.
0 
{E~, B~ 1 ~~ 1 es un álgebra tu bu lar, 

coextensión tubular del álgebra ocul't.a Am. Sea el 

generador positivo mínimo de rad q,.m y sea M un Am -módulo sirnple 

regular homogéneo. Sean b vertice de coextensión de /\
0

, E J el 

sumando inescindible 

l\ t [E~, B~] ~~t -

de I
1
/St> que 

Entonces /\ 1 

pertenece a mod A 0 , /\ 
1 ~ 

cotubular doméstica, 

tubular 1-iterada y dim gl /\.
1 

s 3. Además A es convexa en /\.
1 

y ~ 1 
convexa en /\; luego, semiposi-c.iva. Si mod /\.

1 

'P1 V '!1 1 
V :J

0 
y rnod A J'

0 
V '?1

0 
V 

7
';_

0
.":1 7 V '!J.,.. V :Jc:c entonces 

t 

mod/\l- P
1 

V "'CE~,B~)l~t V 'J~Q·:J'J V -:1 ... V :J<D. Sea n > 11.) ~ 

::t"/\.
1 

<d..im It>) = 1 y calculemos: 



qh,. e~ Ii:o - nz,..) - qA,. (~ 'Ii:o) - n(d.im xi:o,z.l,._,.. 

Ya que dim iny,._
1

M s 1 [30,2.4(2)], 

<<U.m -t- <z_,d..i..m It>> = 

dim Horn/l.
1

(Ib,M) - dim Ext~ 1 (ID 1 M) = di.m Hom.,(EJ,M). 

Como E 1 E ':1 0 , :T_ es separante y Hom.,(E 1,I,.) • O para algún vértice 

X e o ..... (en caso con~rario, E
1 

perteneceria a !'!,..), Horn.,tE
1

,M) • o. 

Luego, - nz"°) < o, lo que contradi.ce e1 que sea 

semiposi.ti.va. Por lo tanto, A es tubular domésti.ca.c 

sea /\ un álgebra diri.gi.da (i.e., Oh no tiene ciclos orier:.

"C.ados). Oeci.rnos que /\ ti.ene ~~ 0 cep 1 0A.t.e=,, si. el carcaj de 

Auslander-Rei.1:.en r h de /\ tiene componentes P, C
1

, 

que: 

el tales 

1) Cualq:.1ier /\-módulo proyectivo inescindi.ble está en P o en 

alguna ci. 

2) P es una componente preproyecti.va sin inyectivos. 

3) Cada e
1 

es un tubo insertado-coi.nsertado estándar. 

4 ) Si Hom h ( e i , C 1 ) .. o entonces i. s j . 

Las álgebras tubulares iteradas tienen proyectivos aceptabl.es. 

Supongamos que el ál.gebra /\. tiene proyectivos aceptabl.es y 

Gl como arriba. Supongamos que t:l "'"' Ci[V,B], 

donde B es una rama y V es un módulo rayo en e1 tubo i.nsertado

coi.nsertado C t . Sea b el vértice en Q/\ tal que V un sumando 

direc-::.o C.e rad pt. (llamamos a b el vértice raíz de B) y cons.ide-



remos e1 a1a W(Pb) de Pb en C:t como se definió en (2 .. 4). Sean 

y X - htheA. 

Proposición (27]. Con la notación introducida arriba se tiene: 

a) A os 1\.[V,B). 

b) h tiene proyectivos aceptables y et es una componente estándar 

de r-¡:;.. 
DeMos~ración: Consideremos a W(Pb) como en la siguiente figura: 

---------~X~ /-X,.. Y 

~/ 
Consideremos los módulos atrasados X y Y. Obtenemos que X(i] 

( - X[il\x) = V[i) y~ Y[i] = V[i), donde~ es la translación de 

Auslander-Reiten rh. .. , Sean s E. °'A y t en Q/\. , entonces t E. O¡\• En efecto, si 

t E B, ya que Hom/l..CP.,,P.) • o, P. E el. Pero como P" E. W(Pb) y 

P. • W(Pb), H.omA(Pi.,P.> = o, lo cual es una contradicción. Por lo 

tanto, A es convexa en A y h tiene la forma: 

00 
Para probar que h - X¡V,B] bas~a probar que no hay relaciones 

cero entre los vértices de B'{b} y los vértices en °'X· Para el1o 
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es suficiente demostrar que para cualquier camino dirigido 

b.----. ••• ---+ b1 b 

en B se tiene que Pb
1 

= V (""' ra.d Pb). Pero esto es c1aro ya que 

cada Pb
1 

está en e1 camino secciona1 que une a Pb con X en '€l. 

b) r:l es componente de ri\:. Proba.remos que es estándar. 

Supongamos que el - C[V
1
,B

1
J:.

1 
con e un tubo coinsertado, Vt. = V 

y Bt. - B. Entonces ~ es una componente de rha' donde /\.
0 

- /\.//\.e0/\. y 

e -o I: e •• 
xeue

1 

J\0 [V 1 ,B 1 )::~. 

Como en a) , obtenemos que /\. 

Por construcción, dim iny.h
0

C: - 1. Supongamos 

r:• un tubo estab1e. oua1mente, r:• 

componente de r /\.~, donde /\.~ 

y h 

que r: -

además 

HomA¿(X,P~) = HomA
0

(X,Pz), donde P~ y Pz son proyectivos inescin

dib1es en mod A¿ y mod /\.
0

, respectivamente. Luego, dim inyA¿r;• - 1 

y por (30,3.l], e• es estándar en mod A¿. Por {30,4.5], r: es 

estándar en mod J\
0 

y el - C(V
1
,B

1
]: .. , es eseándar en mod X. 

Ya que 'P, C
1

, e,_,. r; i. son todas las componentes de rx 
que contienen proyectivos, h tiene proyectivos aceptables.e 

Teorema (27]. Sea A un á1gebra con proyectivos aceptab1es. Enton-

a) /1 

b) " 

equivalentes: 

tubu1ar iterada. 
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e) qA es débi.lmente semipositiva. 

Demostración: a) • b) y a) • c) ya se demostraron. 

Sean P, ~1 , ••• , et como en .la definicioñ y el y X como en .la 

proposición anterior. Procedemos por inducción sobre e.l número p 

de proyectivos en los tubos insertados y ca.insertados ~1 , ~l. 

C) • a) Si p=O, P es una componente preproyectiva comp.leta. Por 

(2-4,Teo.), A es un álgebra cotubular doméstica. 

Supongamos que p>O. Como X es convexa en h, qh débilmente 

aem.ipos.it.iva. Por h.ip6tesis de inducción J\ es tubu.lar n-iterada. 

Sea mod X = "P V ~ V 7, donde 7 es la componente preinyectiva de rh 

y ~ es la familia tubular separante que separa P de 3 en rX. Con 

J.a notación .introducida al principio de sección, 7\ = l\n 

á.lgebra tubu.lar cn-1)-iterada, 

un á..lgebra tubular 

doméstica o tubular C sin pérdida de general.idad, n~l). Entonces 

mod A" - P• V ~· V 7, donde ~· ea una familia tubular que separa 

P' de 7. 

Por un argumento similar al dado al inicio de la parte 2) de 

la prueba de la proposición de (2.5), podemos demostrar que €; se 

obtiene de un tubo en ';] • por inserción de corrayos. Si A" 

tubular doméstica entonces por (2.5,Prop.), A"(V,B] es un álgebra 

tubular doméstica o tubular pues q n 

A IV. DI 
semipositiva. Luego, 

1\ .,,, J\[V,BJ tamb.it:?n tubular o-iterada. 

Si Aº es tubular entonces A" es una coextensión tubuiar de un 

álgebra oculta An. Por (2.5), An[V,B] es tubular domés~ica o 
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tubu1ar y por io tanto, h ea un á1gebra tubu1ar (n+1)-iterada. 

b) •a) se sigue, como e)• a), de 1a proposición de (2.5).c 
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CAPJ:TULO 3 

A.LGU.-AS ALGEBRAS co• FOlllilA DE TJ:TS SEMIPOSITIVA 

3.1 DETERMINACION DE LA MANSEDUMBRE DE UN ALGEBRA POR MEDIO DE SU 

FORMA DE TITS 

Sean k un campo algebraicamente cerrado y A una k-álgebra de 

dimensión finita, básica y conexa. Sea Q = QA el. carcaj ordinario 

de A y kQ/I para algún ideal. admisible de kQ. 

Supondremos que A es dirigida ( i. e., Qh no tiene cicl.os orien

tados). Sea qA la forma de Tits de A. En (2.1) hemos dicho que si 

A es mansa entonces qA es débilmente semipositiva. La afirmaciór. 

inversa, aunque no cierta en general [5], ha sido demostrada para 

al.qunas familias de álgebras, a saber: 

a) álgebras inclinadas [18) 

b) extensiones en un punto de ocultas no de tipo A" [24] 

c) álgebras tubulares iteradas (27). 

El. álgebra A es 1'chura.i..an si dim ... e,.Ae" :s 1 para cada par de 

vértices x, y E Q
0

• A es A-t.i..&rt.e si no existe ninguna subá.lgebra 

plena A' de A tal que A' = kQ', donde Q' es un carcaj con gráfica 

subyacente O' - A" (n~l). Decimos que el A-proyectivo inescindib:e 

Px tiene '1.ad.lcal a..epatl.ada si los soportes de cualesquier dos 

sumandos inescindibles no isomorfos de rad P. están contenidos e~ 
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distintas componentes conexas de 1os subcarcajes Qx de Q que se 

obtienen quitando todos l.os vértices y tal.es que existe un camino 

dirigido de y x. h. ~ to can.cU.ci.ó..n (S) si todos l.os 

A-proyectivos inescindibl.es tienen radical. separado (4). 

El. ál.gebra h es t.u.ena. si es Schurian, A-1.ibre y satisface l.a 

condición lS). Se conjetura que si A es buena y qh es débil.mente 

semipositiva entonces hes mansa (25]. En este trabajo se dan l.os 

primeros pasos en el. caso en que qA es semi.positiva. Probarnos el. 

siguiente resul.tado: 

Teorema. Sea h 

única componente 

un ál.gebra buena. 

preproyectiva sin 

Supongamos que r h tiene una 

inyectivos 'P y que hay un 

proyectivo i.nescindibl.e que no está en 'P. Si q/\ es semiposi-eiva 

entonces h es mansa. 

Además, darnos una prueba parcial. del. teorema anterior el. 

en que hay dos proyectivos inescindibl.es que no están en l.a 

componente preproyectiva 'P. En este caso supondremos que l.a carac

terística de k es distinta de 2. 

3.2 RESULTADOS AUX1L1ARES 

El. siguiente resul.tado es parte de una situación más general. 

considerada en {26). 

Teorema 1. Sean A
0 

un ál.gebra, T un A
0
-módul.o i.ncl.inado y A -

Endh
0 

(T). Supongamos que l.a 't.eoría de torsión asociada a T en 
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mod A se escinde. Si h
0 

es mansa entonces A también 1o es. 

Para 1a demostración se requerirán a1gunas consideraciones de 

á1gebra homo1ógica. 

Sea A - k{X] y sea M un A 0 -A-bi.módulo que es libre :inita

mente generado como A-módulo derecho. Consideremos la s .iquien'C.e 

transformación natural: 

L.eaa. 

4'Y.x:Homh
0

(Y,M)•,.X --- Homh.
0

(Y,M•,.X) 

~Y.x(fsx) (Y) = f(y)caix 

l.) t>v.x es monomorfismo para todo Y E mod /\
0 

y tcdo X E mod A. Si 

X es libre o Y es proyectivo entonces l'l'y,x es isomorfismo. 

2) s:.. Ma,.X E S'(T) entonces 4-IT,x es isomorfismo. 

3) S.i M•,.X E 7"(T) entonces Ext~0 (T,M)it.,.X Ex-i:.~o(T,M..,AX) 

isomorfismo. 

Demos~rac.1.ón: 

1) Observemos que ~Y,,.n es isomorfismo para nz:1. Como A es un 

dominio de ideales principales, existe una presentación proyectiva 

de la "forma: 

Co~o M,. es libre, obtenemos la sucesión exacta: 

O __,. Me,.Aª --. M•,.An --to M•,.X --+ O 

Aplicamos Homh
0
(Y,-) a esta sucesión para obtener un diagrama 

exacto y conmutativo: 
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HomAO (Y ,M)•,.A· 

. - l .. Y,A 

Homh
0

(Y,M)•"'An 

. " l .. Y, A 

HomA
0

(Y,Ml>•.x _...,.O 

f/ly' X 

o ---- HomAO(Y,M~AA-) --- HomAO(Y,M®·A") ~ Hom/\.o(Y,M•,.X) 

Por el lema de l.a serpiente, <flv.x es mono. 

2) Supongamos que Me,..X e g(T), es1:.o es, EXt~0 (T,M•,.X) - O. El. 

siguiente diagrama es exacto y conmutativo: 

Homh
0

(T,M•AA") !:!..... HomA
0

(T,M•..,X) ~ Ext~ (T,Me Aª) 

o l ... ~ o 

Ext;..,o(T,M)- Ext~ 0 (T,M)" - O 

Como A-módulo, Ext~0 (T,M) es finitamente generado. En efecto, 

si O --+ P
1 

--+ P
0 

--+ T --+ O es una presentación proyectiva de T y 

P 1 GJ Q = A~ entonces HomA
0

(P1 ,M) --- Ex"C.;..,
0
(T,M) -- O es exa.c1:.a 

y HomA
0

(P
1

,M) es sumando directo de Mª, que es A-l.ibre finitamente 

generado. 

Como es exacta y A dominio de ideal.es 

principales, rn~n. Entonces obtenemos: 

Ext~0 (T,M)• ~ Ext~0 (T,M)" ~ EXt~0 (T,M)• 
donde 7 es el rnorfismo canónico. Por [31,3.6], 7v es iao. Luego, v 

es iso y cok u = Im O - ker v = O. Por lo tanto, µ, y ~T,x son 

epis. 

3) o. Por 

1), Hom/\
0

(T,M)®•X =O. 

Sea O --- P
1 

--to P
0 

--- T ~ O una presentación proyectiva 

53 

'1 
l 



de T. Obtenemos sucesiones exactas de A-módu1os derechos: 

O---+ HomJ\
0

(T,M) ~ HomJ\
0

(P0 ,M) ~ K ___.O 

O ___. K - HomJ\.
0 

(P1 ,M) ---+ Ext~0 (T,M) ---+ O 

Luego, O Homh.o (T,M)®AX K•AX - o es 

exacta y 

Homh <Po,M>•AX ... K•AX 

:P 0 ,X l • 
Ext~o(T!M)•AX - o 

l q; 

HomA
0 

(P 0 ,M• "'X) 

es exacto y conmutativo. Por lo tanto, el morfismo inducido ~ 

iso.c 

Demostración del Teorema 1: 

v-.i•, donde e1 rango de K
0

(J\.). Deseamos 

parametrizar la variedad indd
1

A [10). Sin pérdida de generalidad, 

existe un h.-módulo inescindible z
1 

ta.1 que d..i.m z
1 

- d
1

• Ya que 

cr:K
0

(h
0

) ___. K
0
(h) es isomorfismo, existe un único d

0 
E K

0
(/\.0 ) tal 

que u(d
0

) = d
1

• Como la teoría de torsión asociada a T en mod h se 

escinde, o existe Y
1 

E !';(T) tal que Z
1 

= Homh
0
(T,Y

1
) o existe Y

1 

:f(T) tal que Z
1 

= Ext~0 (T,Y1 ). Supondremos que Z
1 

= Homh
0

(T,Y
1

) 

con Y
1 

e S'(T) (el otro 

o-(a.im y 1) Y do :m !i1.im y1 · 

similar). Entonces d
1 

= d.J.m Z
1 

"" 

Como /\.
0 

es mansa, existen J\
0
-A-bimódulos M

1
, Mn tales 

que M1 es A-módulo derecho 1ibre finita.mente generado y para cada 

J\.
0
-módulo inescindible Y con '1i.m Y = d

0 
se tiene que Y .. M

1
8

4
S 
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para a1qunos i E {1, ••• ,n} y s un A-módu1o simp1e. 

sea Z un A-módulo inescindib.le con .d..im z - d
1

• Co::10 anees, 

z • Ho=h:;,(T,Y) con Y S'(T) z Ext~0 (T, Y) y !l'(T). 

Suponga...7.os que sucede .lo segundo, eneonces d
1 

• d.i.m Z • u ( -sii.m Y); 

pero no posib.le que -s;ü.m Y - d
0 

- d..i.m Y
1

• Luego, Z - =::o:-. .l!.
0
(T,Y) 

con Y E ~lT) inescindible y dim Y - d 0 . 

Sea:-;. j {l, ••• ,n} y S un A-módu1o simp.le tales ::;-..;e Y o. 

por 2) del 1ema anterior, z .. Hom.l!.r:. ( 7,?-!;.41.AS) 

Además un A-módulo derec~o fini-Homh
0

(T,H.1> a,. s. 

tament.e generado, pues es submódu1o de que es ;.-¡ibre 

finit~~ente generado. 

Asi., { Hom.l!.
0

(T,M1), Ext~0 (T,M1 ): i - l, ••• ,n} es un conjun'C.o 

de A-A-b~rr.ódulos que son A-módu1os derechos finitamen'C.e ge~erados, 

de forma que todo A-módulo inescindib1e Z con Q.irn Z - d es de 

1a forma. z • Ee ... s con s A-módulo simp1e y E E 

Ext:.:...
0 

(T, Ml} 

mansa.o 

i - 1, •.• ,n }•Por (11, Prop. 1, Lemas 2 y 3:, A es 

Para facilitar la comprensión del siguiente resultado recor

damos que los módulos sobre .la coextensión en un pun-:.o [ R]A -

( ~ D~) de A por R se identifican con las ternas (V,M,7), donde V 

es un k-espacio vectoria1 de dimensión finita, M es un A-~ódulo y 

T:M - Hom-.CDR,V) es un A-homomorfismo, o bien, por med.!.o de .la 

cadena de ~somorfismos: 
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Hom .. (M,Homia(OR,V)) 111 Hom .. (M,Homia(DV,R)) ª 
Homia(DV ,Hom .. (M,R)) a Homia(DHom .. (M,R) ,V) 

con l.as ternas (V,M,T), donde -V es un k-espacio vectorial., Mes un 

A-módul.o y T:DHom.(M,R) ---. V es k-l.ineal.. 

Teorema 2. Sean i.ncl.inado, l: • 

Hom
00 

( T, - ) y R "" ~ con :X. E 9. Entonces existe un (X 1 B
0 
-módul.o 

i.ncl.inado T' tal. que (R]Ao = EndlXIDO (T'). Más aún, si l.a teoría 

de torsión asociada a T en mod A
0 

se escinde entonces 1a teoría de 

eorsión asociada a T' en mod (R]A
0 

se escinde. 

Demost.ración: Sean B e1 vértice de 

coextensión de a. Probaremos que T' '.!, 1 donde '.! 

B-rnódu1o incl.inado tal. que A 

End 0 (T'). 

a) Para ver que dim proy
0
1: ::s 1, por ( 30, 2. 4 ( 1)], debemos probar 

que Hom9 (D(B0 ),-ceT> •O. Sea 

O ____, -c
00

T _.-!_ Z -.E_ T --to O 

una sucesión de Auslander-Reiten en mod B
0

• Entonces 

o--+ "CªoT ~ (Z,DHomºo(T,X),DHomBO(g,X)) ~ '.!'.. - o 

una sucesión de Ausl.ander-Reiten en mod B. Por l.o tanto, L 9 '.!, = 
L

90
T. Luego, Hom

9
(D(B0 ),-c

80
T) 

DEX'C.
1 

(T,X) = o ya que X E !J. 
"o 

b) Ext~(T' ,T') "'" Ext~(!_,Pw) &l Ext~(1: 1 1:) = O ya que Ext~('.!,Pw) • 

DHom8 (Pw,-cu'.!> - O y 
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Ext~0(T,T) - O. 

e) E1 número de sumandos direc~os inescindib1es no isomorfos de 

T' es igua1 a1 rango de K
0
(B). 

Esto prueba que T' inc1inado. Fina1mente, 

O y Hom
8

(Pw,1".> = Hom .. (k,OHom
80

(T,X)) 

Dl:X - DR como k-A
0
-bimódulos. Luego, End8(T') =A. 

Supongamos que la teoría de torsión (Y,:r) asociada a T 

mod A0 se escinde. Sean(~',~') 1a teoría de torsión asociada T' 

en mod B, ("::/' ,:r•) la teoría de torsión asociada a T' en mod A, l:,., 

- Hom0 (T',-) y :E.~. - Ext~(T',-). Queremos probar que (Y',X') 

escinde. 

sea N = un A-módu1o inescindib1e. 

Consideremos primero el caso en que Nw - O, esto es, N o N
0 

es un 

A
0 

-módulo inescindible. Ya que (Y', 7) 

Observemos que para z e mod B
0 

se tiene: 

'E,.,z - Home<Pw•T,Z> = Homªo(T,Z) - l:TZ y 

escinde, N e :r V '!:l. 

l:~,z ... EXt~(PWGl~,Z) = Ext~(:!:,Z) a DHomB(Z,-ro'.!:> ""' DHomB (Z,"C'B T) 
o o 

Ext~0 ( T, z) - :E~ z • 

Así, si N e r, N - :E;Y para algún B
0
-módulo inescindib1e Y E ~ 

~ o ¡. Por lo tanto, N ""' 'E~, Y con Y e ':J • 
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{ •" : Hom
8
(T' ,M) - o }; l.uego, N E :r•. Si.m..i.l.armente, si N E '!I 

entonces N e. '!l.' .. 

Consideremos ahora el. caso 

inescindibl.e, T O; l.uego, 

que Nw .. O. 

- o. 

Ya que N 
' = e N 

\ •\ l 
una 

descomposición de N
0 

en suma directa de inescindibl.es .. Por ser N 

inesci.ndible, Hom,.
0 

(N 1 , R) s O para todo i E {l., ••• , t}.. Así, para 

se tiene q~e N
1 

= >::y 
T ' 

para alqún B
0
-módul.o i.nesci.ndibl.e 

ei B-módulo Y = (Yw,Y0 ,T' :0Hom
80

(Y0 ,X) donde Yw : Nw Y T' 

es la composición DHom
80 

(Y0 ,X) 

que Y E g ' y :ET' Y "'" N. 

;. DHom,.
0

(N
0
,R) ---!.- Nw. 

y g• ya que Ext~(T' ,Y) EXt~(:;'. 1 Y) 

Afirmamos 

:ET,PW es el. A-simple proyectivo y :ET,:!'._ es la suma directa de los 

restantes A-proyectivos inescindibl.es. Entonces zw es el k-espacio 

vectorial. Hom8 (Pw,Y), Z0 es el. A0-módulo Hom8 (I,Y> y 

~:Hom8 (I,Y> ----- Homk(DR,Hom8 (Pw,Y>> 

está dada por la composición. Además existen un isomorfismo de 

k-espacios vectorial.es a:Hom8 (Pw,Y> a Yw = Nw y un isomorfismo de 

A 0-módulos f3 :Hom8 (:!:, Y) a Hom
80 

(T, Y 0 ) 

7DHom(f3,R). Luego, z = :ET,Y a N y N E Y•. 

Por l.o tanto, la teoría de torsión (Y' ,:r•) se escinde.o 
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Como consecuencia de1 teorema anterior y de1 1ema correspon

diente para extensiones en un punto e 2. 3 # Lema 2) # obtenemos e1 

siguiente resultado. 

corolari.o. con T B
0
-módulo inc1inado# l:: -

Hom
80

(T#-)# R =EX y U= LZ con X# Z e~. Entonces: 

a) Existe un (B0 (X])[Z]-módu1o inclinado T• tal que (A0 [R))[U] -

EndlBOIXJ) (ZJ ( T' ) • 

b) Existe un (Z]((X)B
0

)-módulo inclinado T' tal que (U]((R]A
0

) 

EndlZJCIXJBO)(T'). Más aún# si l.a teoría de torsión asociada 

T en mod A
0 

se escinde entonces la teoría de torsión asociada 

a T' en mod [U]([R]A0 ) se escinde. 

e) Existe un [Z] (B0 [X) )-módulo inclinado T' tal que [U] (A0 [R]) = 

End1z1 'ªoLXJ' ( T' ) • 

Demostraci.ón: Los procedimientos dados en el lema y en el teorema 

pueden iterarse ya que en ambos casos los :funtores l:T' y L.;_, 
extienden a los funtores LT y L;# respectiva.mente.e 

Sean A un álgebra tubular doméstica y T un tubo insertado en 

rA. Diremos que l.os módulos rayo de T son de nive.l. 1 y que un 

módulo M e T es de nivel. n>l si existe un ca.mino secciona! en T de 

longitud n-1 

M - Mn - Mn-I - ... - M 2 - M 1 - E 

con E un módulo rayo. 

Sean B un álgebra mansa ocul.ta# T = T 0 e- T1 un a-módulo 
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inclinado con T
0 

preproyectivo y T
1 

regular y A EndB(T) el 

álgebra tubular doméstica correspondiente. Sea¿ - Hom8 (T,-) y 

R un A-módulo inescindible en un eubo insertado de r.. Por los 

lemas de (2.5), R = I:X para algún e-módulo inescindib1e regular X. 

Lema 1. Con la notación introducida arriba, R es de nivel n si y 

sólo si X es de longitud regular n. 

Demost.raci.ón: Probaremos primero que R es módulo rayo si y sólo 

si X es simple reqular. En (2.5,Lema 1) vimos que si R módul.o 

rayo entonces x es simple regular. Supongamos entonces que X es 

simple regular. Sabemos que existen un módulo rayo E y un morfismo 

no nulo E - R. Ya que E = I:Z con Z simple regular, t:.iene un 

morfismo no nulo Z __,, X que debe ser iso. Luego, R es módulo rayo. 

Sea n>l y supongamos que X es de longitud regular n. Entonces 

existe una cadena de epis irreducibles entre inescindibles 

X = Yn - Yn-1 - • • • ---+ Y2 - Yl = Z 

con Z simple regular. Luego, Yn-l, Y
1 

E '§'(T) y se tiene una 

cadena de morfismos irreducibles entre inescindibles 

R - ~ -- I:Yn-t ~ ••• - I:Y 2 - I:z ""' E 

con E módulo rayo. Supongamos que ¿y 
1

•
1 

- -cl:Y 
1 

= ::E-cY 
1 

para algún 

i E {1, •.• ,n-1}. Entonces hay un mono Y
1

•
1 

- -cY
1

, lo cual es una 

contradicción. Por lo tanto, el camino es seccional. y R es de 

nivel n. 

supongamos ahora que R es de nivel n y sea 

R -= E
0 

- En-t --+ . . . --+ Ea -to E 1 - E 

camino seccional. con E módulo rayo. Sea E
1 

- ::EY
1 

para l:si:sn. 
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Entonces hay ur.a cadena de morfismos no nul.os entre inescindibl.ee 

Z. • º{Q - Yn-1 -+ • '" .. ~ Y2 __..,, Yl - Y 

Y simple =e~~:ar. Ya que Y
2

, .... , Yn están en el corrayo de Y, 

l.os morfismos s:~ epis propios .. Por lo tanto, 1a l.ongitud regular 

de X es ~n. El ~=~...:..:nento anterior prueba que es n .. c 

Concluimos e-s-=.a sección con el. siguiente resultado. 

Lema 2. Sean ª= e: ál.gebra de caminos del carcaj 

1.....,_ 
3 

/'m 
-... .... - m-1~ 

2? m+1 

con mz:s, z -·· 3.:-módul.o simpl.e regular de· período m-2, X 

B 0 -módul.o inesc.:..::d!.bl.e regul.ar de período m-2 y de nivel. 2 en el. 

á.l.gebra tubula::- doméstica B - B
0
(Z1 y B

1 
= B(X]. Entonces existe 

una extensión 2-::..¡Dul.ar C - C
0
[Y) y un C-módul.o íncl.inado T tal 

que B 1 - Endc('r) y la teoría de torsión asociada a T en mod B 1 se 

escinde. 

Demos"t..raci.ón: Sea w. el vértice de extensión del ál.gebra tubul.ar ... 
doméstica B - s~:ZJ. Entonces S -J~lIJ • Tiw es un m6dul.o rebanada 

en mod B (calc~:.ese l.a componente preinyectiva de r
8
). sea C

0 
-

End
8
(S), ent:.onces C

0 
mansa hereditaria de tipo tubul.ar 

(m-1,2,2). Por lo tanto, existe un C
0
-módul.o incl.inado T ~ T

0 
• T

1 

con T
0 

preproyec-c.ivo y T 1 regul.ar tal. que B = Endc
0

(T) (30,4.9(1)]. 

Sea 'E - Por el. l.ema anterior, X - 'EY para algún 

C
0
-módulo inescindible regu1ar Y de 1ongitud regular 2 .. Ya que ET

1 

= Pw, T
1 

es simple regular de período m-1. Se sigue que Y es de 
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período m-1. Luego, la extensión e = C
0

[YJ es 2-tubular. Por (2.3, 

Lema 2), existe un e-módulo inclinado T' tal que B
1 

- Endc(T'). 

Dualizando la demostración de1 Teorema 2 se ve que la teoría de 

torsión asociada a Tº en mod B
1 

se escinde ya que el. único ines

cindibl.e en 1.a componente preinyectiva de r
8 

que no está en ~(T) 

rw y Hom
8

(X, rw> - O .o 

Cuando m-4, 1.a demostración anterior es vál.ida sólo en el. 

caso en que 1.os dos simples regulares en I.a boca del tubo donde 

está X tengan vectores dimensión !1: y ~1~. 

3.3 UN PROYECTIVO INESCINDIBLE FUERA DE LA COMPONENTE PREPROYEC

TIVA 

Supondremos que A es buena, qA es semi.positiva, rA tiene una 

única componente preproyectiva sin inyectivos ~ y hay sól.o un 

proyectivo inescindibl.e P. que no está en ~. Sea A
0 

- A/he.A y sea 

R • rad P •• 

L•••· /\
0 

es cotubular doméstica, Res inescindible y/\= A
0
(R). 

De•os~r•c~ón: si hay una flecha 

De aquí 

y en QA con x E QA entonces 
o 

convexa en 

semipositiva. Como A
0 

tiene componente preproyectiva compl.eta, 

A
0 

es cotubular doméstica (2.4,Teo.). Por otro lado, a es fuente 

en QA; luego, A - 1\
0 

( R) . Además, ya que /\ es buena, R debe se:.

inesc.ind.ible. o 
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Supongamos que A0 - ,,,.~[B 1 ,Et)A0 ea una coextensi.ón tubular 

doméstica del. álgebra mansa ocul.1:.a A
0 

y que mod A
0 

- '.P
0 

V !1
0 

V 9
0

• 

Entonces mod A
0 

- 'P V '3 V 9
0

, donde :T es una fami.l.i.a tubular 

separan~e que se ob~iene de 1a ~ami1ia 1:.ubular eat.ab1e separante 

~o por ~nserción de corrayos. 

Le••· Con las hip6tesis anteriores, R E ~. 

De•oatraeión: supongamos que R E 90. Ya que dim proyAOR :s: 2, 

d.i.m gl h s 3. Sean 2
0 

el generador posítivo mini.mo de ra.d q,.
0 

y E 

un A 0 -módu1o simple regular homogéneo. Sea 

XA(!lii.m P.> ... 1 y calculemos 

qA(Q..i.m P• - nz0 ) - qh<d..im P.> - n{d.i..m P. 1 z 0 )h. 

como dim proyhE • 1, 

(gj.m P .. ,z 0 )h ii:. <!il.m P •• z 0 > + <z0 ,d..i.Jn P•> 

... <z0 ,d.J..m R'> + <z0 ,lii.m I.> 

= dim HomA(E,R) - dim Ext~(E,R) 

- dim HomA(E,R). 

Como '3 es separante, dim HomA(E,R) > O, luego, qh(d,j.m P. - nz0 ) < o, 

lo que con~radíce ei que qA sea semipositi.va. Por 1o tanto, RE~-º 

Sea R
0 

- R1 .. 
0

• Hay tres situaciones que considerar: 

1 ) Ro - o y Ro - R ~ i . e . , R E tnod Aº. 

2) R.
0 

• O y R
0 

• R. 

3) R
0 

=o, i.e., RE mod B 1 para algún i. E {l, ••• ,t}. 

l) Supor.c;a.."':'ios que R E mod A
0 

y consideremos l.a extensión A -
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A0 [Rl. Como h es buena, A
0 

no es de tipo An y ya que A es convexa 

en A, q• es semipositiva. Luego, la longitud regular de R es l ó 2 

y A es tubular doméstica, tubular ó 2-tubular (2.3,Prop.). Trata-

por separado cada uno de estos casos. Notamos que si A0 es 

mansa oculta (i.e., todas las ramas son vacías) entonces h
0 

- A0 y 

A - A es un álgebra mansa (2.3,Teo.). En lo que sigue supondremos 

que A
0 

no es mansa oculta. 

a) La longitud regular de R es l. 

En este caso el álgebra A - A
0

[R) es tubular 1-iterada y por 

lo tanto, mansa (2.6,Prop. 1). Además, como qA es semipositiva, A 

no puede ser tubular (2.6,Prop. 2). 

b) La longitud regular de R es 2. 

En este caso A
0 

es de tipo D. y Res de periodo m-2. Además, 

A es buena, m>4 (si m=4, d..i.m R = ~2~ [ 17), [ 13]) • Probaremos 

que h - End
9
(T), donde Bes un álgebra 2-tubular, Tes un a-módulo 

coinclinado y la teoría de torsión asociada 

escinde. Ya que B es mansa, A también lo es. 

T en mod A 

Lema. Sean A0 una coextensión tubular doméstica del álgebra mansa 

oculta A
0 

de tipo D. con m>4, R un A
0
-módulo inescindible regular 

de longitud regular 2 y período m-2, E el soclo regular de R y A ~ 

semipositiva entonces es un módulo corrayo en 

mod A
0 

y dim gl A - 2. 

Demostraci.ón: Sea b un vértice de coextensión de A
0 

y supongamos 
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que el sumando directo inescindible de Ib/Sb que pertenece a mod A0 

es H - 't: E. Consideremos el. á1gebra A -
~ . (M]A. Ya que dim gl. A = 

2 y dim iny,,M - 2 (30,2.4(2)], di.m g1 A
1 

... 3. Además, como A
1 

es 

convexa A, q.,,
1 

es semiposit.iva. Sea s1J.m Y + e. uno de l.os gene-

radores de rad q.,, (2.3,Lema 3) y cal.cul.emos q
61

(eb - 2(d..i.m Y+ e.>>· 

Como dim iny,,
1

H = 2, se tiene: 

(eb,d.i.m Y + e.).,,
1 

k (eb,d..i.m Y),,
1 

e <d..i.m Y,eb>,.
1 

- <d..i.m Y,.d...i..m M> 

- dim Hom,.1 (Y,M) ~ dim Ext~l (Y,M) - di.ro Ext:, (Y,M). 

Sea P(Y) la cubierta proyectiva de Y en mod A1 y sea 

O --.. K ----+ P(Y) --.- Y ----... 0 

exacta. Como A
1 

- ((M]A
0

)(R] y Y es A0-pre.inyectivo, l.os sumandos 

directos .inesc.indibl.es de K y P( Y) pertenecen a l.a componente 

preproyectiva de que es 1a de Luego, 

Ext~1 (K,M) =O ya que [M)A0 es cotubular doméstica. Así, 

= dim Hom.,,
0
(E,Y) ~ 1 

y por lo tanto, q
61

(eb - 2(.Q.im Y +e.>> < o, 

trad.icción. 

l.o cual es una 

Del hecho de que "r ,.
0 

E sea un módul.o corra yo en mod A
0 

se 

sigue que d.im proyA
0

R - 1, de donde dim gl. A - 2.a 

La siguiente proposición caracteriza esta famil.ia de 

álgebras. 

Proposi.ción. Sean A
0 

una coextensión tubul.ar doméstica de un 
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álgebra mansa ocul.ta A
0 

de tipo i)• con m>4, R un A
0
-módul.o ines

cindible regul.ar de l.ongitud regular 2 y período m-2, E el. socl.o 

regul.ar de R y A= A0 [R). Entonces qA es semipositiva si y sól.o si 

el tipo de coextensión de A
0 

sobre A 0 es (n-2,2,2) con n>m y E, 

"C~0E y -r,.
0

E son módul.os corrayo en mod A
0

• 

De•ost.raci.ón: 

•) Dada un ál.gebra mansa oculta B
0 

de tipo tubul.ar el. tipo de 

coextensión de h
0 

sobre A
0

, existe un 8
0
-módul.o coinclinado T -

T
1 

e T
2 

con T
1 

regular y T
2 

preinyectivo tal que A
0 

= End
80 

(T) 

[30,4.9(1) J. Sea I: ... DHom
80 

( - , T). Por los l.emas de (2.5), R - I:X 

para algún B 0 -módulo inescindible regular X. Sea B ;.. B 0 [X]. Por 

( 3. 2, Teo. 2), existe un a-módulo coincl.inado T • ta1 que A 

End
8
(T'). Como dim gl A - 2, qA _ q 8 . Por lo tanto, q 0 es semipo

sitiva, de donde la l.ongitud regular de X es menor o igual que 2 

(2.3,Prop.). Si X fuera simpl.e regular, por (3.2,Lema l), R sería 

módulo corra.yo en mod A
0

• Luego, l.a l.ongitud regul.ar de X es 2 y B 

es 2-tubular, esto es, B 0 de tipo V
0 

con n>m. Además, por (3.2, 

Lema l), R es de nivel. 2 en mod A
0

, de donde E y -r~0 E 

corra.yo en mod A
0

• Por el l.ema anterior -c'oE también l.o 

módulos 

•) Por ( 30, 4. 9 ( 1)], dada un álgebra mansa oculta B 0 de tipo D
0

, 

existe un B
0
-módul.o coinclinado T - T 1 e T 2 con T 1 regul.ar y T 2 

preinyectivo tal que 11.
0 

""' End
80 

(T). Sea E - DHom
80

(-,T). Como E y 

-c~0E son módul.oe corrayo en mod A0 , R ee de nivel. 2 en mod /\.
0

• Ya 

que además R es de periodo m-2 en mod A
0

, R - ~X para al.gún B~-rr.ó-
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du1o inescindib1e regular X de 1ongitud regular 2 (3.2,Lema 1) y 

período n-2- Luego, 1a extensión B = B0 [X] es 2-tubu1ar. Por (3.2, 

Tea. 2), existe un B-módu1o coincl.inado T • ta1 que /\. = End8 ( T') • 

Ya que dim gl /\. = 2, q/\. _ q 8 que es semipositiva.o 

Como consecuencia obtenemos que el rango del tubo de r"o 

que está Res mayor o igual que 4, i.e., A 0 es de tipo D. con m~6. 

Teorema. Sean A
0 

una coextensión tubular doméstica de un álgebra 

mansa ocul.ta A 0 de tipo D. con m~6, R un A 0 -módulo inescindible 

regular de longitud regular 2 y período m-2 y A 

Supongamos que qh es sernipositiva. Entonces existen una extensión 

2-tubular B = B
0
(X] y un e-módulo coincl.inado T' tales que A -= 

End8 (T'). Más aún, /\.es mansa. 

Demostración: Tomando 9
0 

hereditaria l.a prueba de la 

proposición anterior obtenernos que h = End8 (T'), donde B .. B 0 [X] 

es una extensión 2-tubular, T' es un e-módulo coincl.inado y l..a 

teoría de torsión asociada a T' en mod A se escinde (3.2,Teo. 2). 

El. que/\. sea mansa es consecuencia de (3.2,Teo. 1).o 

Ejemplos: 
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2) Supongamos que O • R
0 

- Rl-.
0 

•R. Por (30,4.5(1),4.6(4)], R
0 

un A 0-módul.o inescindi.ble que pertenece al. tubo de r "'º en que 

está R. Sea A - ;...
0

(R
0
]. Ya que A es convexa en A - h

0
[R], q"' es 

semipositiva. como h es buena, se sigue de (2.3,Prop.) que la 

1ongitud regu1a= de R 0 

tipo O. con m>4 y R
0 

menor o igua1 que 2 y si es 2, A0 es de 

de período mayor que 2. En este 

obtenemos los siguientes resultados: 

Lema. Sean A.
0 

= ,.~[B 1 ,E 1 ]A0 una coextensión tubular doméscica de 

un á1gebra mansa ocul.ta A
0

, R un h
0
-módu1o inescindible en la 

familia tubul.ar separante "° de mod A.
0 

tal. que O • R
0 

• R y /\ -

h
0
[R]. Si qA es semi.positiva entonces Rea de nivel menor o igual. 

que 2. 

Demos-c.raci.ón: Dada un álgebra mansa oculta 8
0 

de tipo tubul.ar el. 

tipo de coextensión de /\
0 

sobre A
0

, existen un B
0
-módul.o coincli-

nado y un B 0 -módulo inescindible regular X 

tal que I:X - R, donde I: - DHom
80

(-,T). Sea B - B 0 [X], entonces 

existe un a-módulo coinclinado T' tal que h - End
0
(T'). 

Si dim proyA
0

R - l. entonces di.ro gl " -
tanto, q

0 
es semi.positiva y la longitud regular de X es menor o 

igual que 2. Por (3.2,Lema l.), Res de nivel. menor o igual que 2. 

Si dim proyh
0

R = 2 entonces existe b E vértice raíz de 

alguna rama a, tal que HomA
0 

(Ib,-rR) O y Homh
0

(R,Ib) O. No 

perdemos generalidad si suponemos que i-t y tomamos A~ 
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~::ce 1 ,E 1 ]A0 • Entonces R E mod A¡,, di.m proyA¿R - 1 y el nive1 de R 

e1 mismo en mod A;, que en mod A
0

• Además A• = A¿[R] es convexa 

A, por 1o que qA• es semipositiva. Por el caso anterior, R es 

·de nivel menor o igual que 2 en mod A¿.a 

Proposición. Sean A0 , A0 , R y /\. como en e1 lema anterior. Si R es 

de nivel 2 y E el soclo regular de R
0 

entonces qA es semiposi-

tiva si y sólo si A
0 

es de tipo D_, e1 tipo de coextensión de A
0 

sobre A
0 

es (n-2,2,2) es módulo cor rayo en mod A
0

• 

En este caso, dim proyA
0

R = 1. 

Demostración: 

.. ) Sea b un vértice de coextensión de A
0 

y supongamos que el 

sumando directo inescindible de Ib/Sb que pertenece a mod A0 M 

• L .,

0 

E. Podemos suponer que b es el vértice raíz de la rama Bt. y 

tomar A;, = ::~[B 1 ,E 1 ]A0 • Entonces A¿ ea cotubular domestica, R es 

de nivel 2 en mod A¿ y M es módulo corrayo en mod A¿. Luego, dada 

un álgebra mansa oculta B
0 

de tipo tubular el tipo de coextensión 

de h¿ sobre A
0

, existen un B
0
-módulo coinclinado T tal que A¿ • 

End
80 

(T), un 0
0
-rnódulo inescindible regular X de longitud regular 

2 tal que l:X • R y un 0
0
-módulo simple regular Z tal que l:Z - M 

el soclo regular de X). 

Sean B • B
0

[X] y /\.' - A~[R], entonces existe un a-módulo 

coinclinado T
1 

tal que A• • End8 (T
1
). Como dim gl A' - 2, q

8 
_ qA, 

que es sernipositiva pues/\.' es convexa en/\.. Por (2.3,Prop.), B 

2-tubular. Sean B
1 

[Z)B y A
1 

(M]A', entonces existe 
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con a a 

los vértices de extensión d~ By A 1
, con b a loa vér~iees de coex-

tensión de a, y h, y cal.euiemos qh\ {eb - 2a{gj.m Y + e.,)), donde 

s!.im Y+ e., es uno de los generadores de rad q 8 (2.3,Lema 3). Como 

di.m gl A' • 3" o-{QJ.m Y + e.,) ... o-(gj.m Y) .... e., y et> • Si,m Pt> 

tU.m ib - Q.jJn M &e ~iene: 

(eb,o-(Qi..m Y T> e.))A'- O!:. (e",u(Q..im Y))A,. z: <u(!!i:m Y),eb>J\
1 

a -<a(gj..m Y),Q..imM>A.
1

"" -<Q..im Y,stiJD. Z>
81

• 

Como en el lema del caso anterior, 

-<gj.m Y,SUJ:n 2.>
81 

~ d:i:m Homa ("'.t; Z,Y) - 1 .. 
o o 

Por lo tanto" qJ\
1

(et> - '20-(Q.i.m Y + e.)l < o, l.o cual. ea una contra-

dicci.6n ya que ql\
1 

es semi.positiva pues h
1 

es convexa en h. 

Concluimos que M es un módul.o corra.yo en mod /\.
0 

y que /\. -

End
8
(T

1
), donde B ea un.e. extensi.On 2-tubular y T

1 
ea un B-módulo 

coinc1inado. Se si.que que el. tipo de coextensi.ón de h
0 

sobre A 0 es 

(n-2,2,2) y A
0 

es de tipo D. con n>m~~~ 

•) Las hipótesis implican que existen un ál.gebra mansa acuita s 0 
de tipo iB

0 
y un B

0
-módulo coinclinado T tal.es que h

0 
• End9 (T). 

o 

Además exíste un B 0-módul.o i.nescindib1e regu1ar X d.e l.ongi.tud 

regular 2 y periodo n-2 tal que R .. l:.X .. Sea a ... 'B
0
[Xl, entonces 

existe un a-:módul.o coincl.i.nado T' tal. que /\. = End.8(T'). Como "'C" E 
o 

1, de donde dLm gi A -

2 .. ~si, qh _ q 8 que es &emipoaitiva pues B es 2-tubul.ar.a 

7l 

1 
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Teore-.... Sean A
0 

una coextensión tubu1ar doméstica de un á1gebra 

mansa oculta A
0

, R un J\
0
-módulo inescindible en la fa.mi1ia tubular 

separante ~ de mod /\
0 

tal que O • R
0 

• R y h =- A
0
[R]. Si qJ\ es 

semipositiva entonces h es mansa. 

De•ostrac~ón: Sean B
0 

un álgebra hereditaria de tipo tubular 

el tipo de coextensión de /\
0 

sobre A0 , T el B-módulo coinclinado 

tal. que /\.
0 

"'" End
80 

( T), X el B
0
-módulo .inescindibl.e regular tal que 

¿x - R, B - B
0

(X] y T" el e-módulo coinclinado tal que A - End
8
(Tº) 

y la teoría de torsión asociada a T' en mod h se escinde. 

Si dim proy A
0

R ""' 1 entonces dim gl A -= 2 y q.h _ q
8

• Por lo 

tanto, q
8 

es semipositiva y Bes un álgebra mansa (2.3,Teo.). Por 

(3.2,Teo. 1), A es mansa. 

Si dim proyJ\
0

R - 2, se sigue de los dos resultados anteriores 

que R es de nivel 1, esto es, X es simple regular. Un anál..isis 

caso por caso muestra que B es tubular domestica o tubul.ar. Sea A~ 

como en l.a prueba del lema. 

t.lpo t.ubul•r t.lpo de coext.cn•l.;n 

de Aco do 11. ~ aobre A
0 

( :t, 3,21 
(2, 2,21 

12. 2,2) 
l2. 2 ,21 

( 2. 2,2) 
( :t, 2 ,2) 

e :t, 2,21 

e 3, 2,21 

( 3, 2.21 

C• 0 2,2J -~4 

l 4.3,21 
( 3,3,2) 

(3 0 3,21 

( 4,3,2) 

c •• 2,2) •>2 

( 4,3,2) 

( 3,3,21 

e 3.3,21 
'3, 4,2) 

ln,2,21 n>• 

Por (3.2,Teo. 1), A es mansa.o 

t. 1 po t. ubu 1 • r 

de e
0 

(s. 3 ,21 

( '· 3,21 
15 0 3,21 
IS, 3,21 

l n. 2, 21 n > .. 
(s. 3,21 
1 3, 4 ,2) 

13, s ,:!I 
( 3, S,21 

lp,2,21 p>n 
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3) Cuando R es módulo sobre a1guna a, obtenemos resultados 

simi1ares a los anteriores, a saber: 

Lema .. Sean A
0 

,.. 1 .~[B,,E 1 ]A0 una coextensión tubular doméstica de 

un ál.gebra mansa oculta A
0

, R un .h
0
-módu1o inescindib1e tal que 

RE mod 8
1 

para algún i E {l, •.. ,t} y A= A0 [R]. Si qA 

sitiva entonces R es de nivel menor o igual que 2. 

semipo-

Demost.rac.lón: DAda un álgebra mansa oculta B0 de tipo tubular el 

tipo de coextensión de /'!.
0 

sobre A 0 , existen un B0 -módul.o coincli-

nado y un B
0
-módulo inescindible regular X 

tal que LX ""' R, donde L ... See entonces 

existe un e-módulo coinclinado T' tal que A - End8 (T'). 

Si dim proy Ao R = 1 entonces dim gl /\. = 2 y qA _ q 8 • Por lo 

tanto, q
8 

es semipositiva y l.a longitud regul.ar de X es menor o 

igual que 2 (2.3,Prop.), de donde Res de nivel menor o igual que 

2 ( 3 • 2 , Lema l ) • 
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• o. 

Si dim proy A
0

R - 2 entonces existe x E Q
81 

tal. que Homl\.
0 

( i., -cR) 

Sea b maxi..rnal. con esta propiedad y sea e • L ex, donde x E Q 8 l 

depende de b [30,4.4). Sea A~ - A
0
/A

0
eA

0
, entonces RE mod A~, dim 

proyA;,R 1 y el. nivel. de R el. mismo en mod /\~ que en mod J\.
0

• 

Además h' - A~[R) es convexa en A, por l.o que qA, es semipositiva. 

Por el. anterior, Res de nivel. menor o igual. que 2 en mod A~.o 

Proposición. Sean A
0

, A
0

, R y J\. como en el l.ema anterior. Si R es 

nivel. 2 entonces qA es semipositiva si y sólo si A0 es de ~ipo D., 
el. tipo de coextensión de J\.

0 
sobre A

0 
es (n-2,2,2) con n>me4 y dim 

proy/'J..
0

R - 1. 

Demostración.: 

-> Supongamos 2 y sea b E 

Hom/\.
0 

( Ib, -cR) • o. Sea E el. módul.o corrayo tal. que hay un rnorfismo 

irreducibl.e E ~ R. Entonces M = -cA
0

E es sumando directo 

Sean e - L e,., donde x E 0
8

, depende de b y /\.~ - /\.
0

//\.
0
e/l.

0
• h~ es 

cotubul.ar doméstica, R es de nivel. 2 en rnod /\.~ y M es módulo 

corrayo en mod A~. El resto de l.a demostración 

proposición del caso anterior. 

igual. al de la 

•) La demostración es l.a misma que l.a de l.a proposición del. ca.so 

anterior.o 

Teorema. sea. /\
0 

= h~[B,, E 1 ]A0 una coexeensión i=.ubular domés"C.ica 

del. ál.gebra mansa oculta A
0

, R un J\
0
-módulo inesci.ndibl.e tal. que 

RE mod Bl para al.gún i E {l, •.. ,t} y h - /\0 [R]. Si qh es semi.pe-
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s~~iva entonces A ea mansa. 

De•ostrac1ón: Sean B
0 

un ál.gebra mansa hereditaria de tipo tubul.ar 

e: -=-~po de coextensión de h
0 

sobre A
0

, T el. B
0
-módul.o coincl.inado 

~a: que A 0 "" End
80 

(T), X el. B 0 -módul.o inescindibl.e regul.ar tal. que 

LX• R, B = B0 [X] y Tº el. s-módul.o coincl.inado tal. que A - End8 (T') 

y l.a teoría de ~orsión asociada a Tº en mod h se escinde. 

si dim proy AR = l. entonces dim gl. h = 2 y qh _ q 8 • Por l.o 
o 

t:.an~o, q 8 es semipositiva y B es un ál.gebra manea. Luego, h 

:::.ansa. 

Si dim proyh
0

R - 2, se sigue de l.os dos resul.tados anteriores 

q\le R es de nivel. l., esto es, X es simpl.e regul.ar. Un anál.isia 

caso por caso muestra que B es tubul.ar doméstica o tubul.ar. 

l2,2,2) 

l3,Z,21 

~-.2.21 .~ .. 

·. 

Luego, h es 

Ejemplos: 

t.\po de coext.enal ;n 

/'.
0 

aobre A 

l S,3,2 1 

( 3,5,2) 

ln, 2,21 n>• 

.·~---

t.lpo de 

e 
ext.en•l;n 

aobre e 
0 
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3.4 DOS PROYECTIVOS INESCINDIBLES FUERA DE LA COMPONENTE PREPRO

YECTIVA 

En esta y l.as siguientes secciones supondremos que A es buena, 

qA es semiposi-eiva, rh -eiene una única componente preproyectiva 

sin inyectivos P y que hay dos proyectivos i.nescindib1es P .. y Pb 

que no están en P. 

Sea A 0 - A/he .. h+Aebh. Como en el. caso anterior, /\0 es una 

coextensi.ón tubul.ar domés-eica de un á1gebra mansa ocul.ta A
0

, sólo 

que en este caso admitimos la posi.bi.1i.dad de que l.as ramas sean 

vacías. Ya que A es conexa, podemos suponer que hay fl.echa del 

vértice a a algún vértice de Qh
0

• sean R = rad P. y U - rad En 

este caso hay que considerar las sigui.entes situaciones: 

1. Hay una flecha a entre a y b. 

1) de b a 

2) de a b. 
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2. No hay ninguna f1echa entre a y b. 

1) rad P. • rad Pb. 

2) rad e. a rad Pb. 

1. Nos restringiremos a ana1izar e1 caso en que e1 soporte de R 

está contenido en 0,..
0

v {b}. 

1) Supongamos que hay una f1echa b __.!!.._.a. Entonces h = (h
0
[R))(U). 

Como A es buena y qA es semipositiva, R es un A
0
-rnódu1o inescindi

b1e en la familia tubular separante de rnod A
0

• Supongamos que R E 

rnod A0 y consideremos la extensión A• A0(R]. Entonces ia longitud 

regular de R es 1 y A es tubular doméstica o tubu1ar (sólo si las 

ramas son vacías) o la longitud regular de R es 2 y A es 2-tubular. 

Proposición. Si a no es 1a única f 1echa que sale de b entonces A 

es tubular doméstica, U = R(2) - ~:R y el tipo de extensión de A 

sobre A
0 

es (n-2,2,2) con n~6. 

Daremos la prueba de la proposición varios lemas. 

supongamos que hay otra flecha b -1!.... 

buena, U es inescindible. De hecho, o,..º y existe un vértice 

x e sop R tal que hay un camino dirigido no nulo de z a x y una 

relación de corunutatividad de b a x. Luego, U e rnod A, por lo que 

u A[U), 

entonces dirn g1 A
1 

:s 3 y q,..
1 

es aemipositiva. 
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Le.-. Si A es -eubular en-eonces a es la única flecha que sale de b. 

Demost.ración: y sea U 

como arriba. Ya que P
0 

e '5
0 

y Hom,.(P.,U> • o, U E '5
0 

V :J, donde 

j -

posi-eivo mínimo de rad simple regular en un 

tubo homogéneo de di.m proy,.1.E 

separanee, obtenemos: 

1, u -o o y 

> o. 

Luego, si n > q,.
1 

ld...im Pb) 'E x,.
1 
(s;tim Pb) = l, q,.

1 
l2.i:m Pb - nz

0
) 

lo cual es una con-eradicción. Por lo tanto, U e ~ 0 • 

< o, 

Sean Am el álgebra mansa ocul-ea de la cual A es coextensión 

-eubular, zm el generador positivo mínimo de rad E 

A_-módulo simple regular en un tubo homogéneo de '5_. Ya que 

dirn proy,."U 1, Horn,. (U, I.,) o y separante, 

obtenemos: 

leb,z_),.
1 

.. <eb,z .. ,> - - <d.J..m u,z_> - - dim Hom,.(U,E) < o .. 

Por lo tanto, q,.
1

leb + 2z_> <O, lo cual es una contradicción.e 

Lema. Si A es 2-tubular entonces a es la única flecha que sale de 

b. 

Demostración: Sea U
0 

- 1 ~1u 1 una descomposición de U0 en suma 

directa de inescindibles y sea mod A
0 

- ~o V '50 V J
0

• Ya que U es 

inescindible, Hom,.
0 

( R, u,) • O para todo i • 1, ••• , n. Corno R E "5 0 , 
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0
1 

E :T
0 

V 9
0 

para l:si:sn. Sean z
0 

e1 generador positivo mínimo de 

y E simple regu1ar homogéneo. Ca1culemos 

Pb - nz
0
), donde n > q.,

1 
(d.J..m Pb) e 1. Como di.m = 1, 

"C'..,E • E y Hom ... (U
0
,E) .. O, tiene que: 

Cd..i..m Pb,z
0

).,
1 

z::: <z
0

,s;l,j.m Pb> - <z.:i,d...i.m U> -

dim Hom.,(E,U) - dim Hom..,(U,E) - dim Hom.,
0

(E,U0 ). 

Si U
0 

tiene sumandos preinyectivos, dim Hom.,
0

(E,U0 ) > O, de donde 

CJ.,
1 

( d.i.m P b - nz
0

) < O, lo cua 1 es una contradicción. Luego, todos 

1os sumandos inescindib1es de U
0 

estan en ~o el tubo de R. De 

hecho, si O - E 1 R - E 2 - O una sucesión de 

Auslander-Reiten en mod A
0

, 1os sumandos inescindibles de U0 están 

en el. rayo de R o en el rayo de E
2

• Como sop E
2 

e sop R y /\ es 

Schurian, U
0 

debe ser inescindibl.e (de long~~ud regular menor que 

el rango del tubo de R). 

Recordemos que rad q., tiene dos generadores, z
0 

y Q.i.m Y + e., 

donde y A
0
-módulo pre inyectivo dim 

dim Hom ... 
0

(82 ,Y) = 1 y dim Hom,.
0

(Z,Y) - O para todo simple regu1ar 

Z s 8 1 , E 2 en el tubo de R (2.3,Lema 3). 

Cal.culemos q.,
1 

(eb - 2z
0
). Como dirn iny ... 

1
E "" 1, se tiene que: 

(eb,zO)A Z::: <eb,zO> = - <d...i.m U,zO> • 
1 

- dim Hom ... cU,E) + dim Hom.,(E,U) = O. 

no es semipositiva. Supongamos entonces que 

< o. 
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tiene que Ext:
1 

( sb, S J) = o para todo 

O --+ K -- P. lit P --+ U -- O 

exacta, donde P. $ P la cubierta proyectiva de U (PE proy A0 ). 

l:ntonces Ext:
1
(K,SJ) ., Ext:

1
cu,SJ) Ext:

1
csb,SJ) O para todo 

j E 0.
0

• Luego, Ext;0 (K,J~0•0sJ) ... O, de donde K E proy A 0 y por 

lo tanto, dim proy.u - l. 

Así, dim gl A1 - 2 y 

(eb,d.i.m Y).a. • <eb,d.i.m Y> - - <.s2.im U,si.i.m Y> -
1 

- <d..i.m uº + ª·, .d..i.m Y> """ - <.Q..im uº, d.i..m Y> + <.Q.im R,a..i.m Y> 

dim Hom.
0

(U
0

,Y) + di.m Hom.
0

(R,Y) ""O ó l, 

dependiendo del rayo en que esté U0 • Pero si. 

1 - (eb,.d..im Y)AJ = - <gj,,m U,'51.i.m Y> = - dim Hom.(U,Y) + di.m Ext!(U,Y) 

entonces Ext~(U,Y) •O, de donde Ext~0 (U0 ,Y) •O, 1o cual es una 

contradicción. Por lo tanto, ""' O y (eb,sii..m Y + e.>. 
1 

= -1, de donde q"
1

(eb + 2(.Q.J..m Y+ e.>>= -1.c 

.0..os~ración de la Proposición: 

según los lemas anteriores A debe ser tubular doméstica. Sea 

mod A = }'
0 
V~ V 3. Como en el primer lema, U E ~ (en el tubo de R 

y en el rayo de P.>· Entonces di.m proy"U = 1, de donde dim gl A
1 

2. 

Ya que A es tubular doméstica, dada un álgebra mansa oculta 
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B0 de tipo tubular el tipo de extensión de A sobre A0 , existe un 

B
0
-módulo inclinado T - T

0 
s. T

1 
con T 0 preproyectivo y T 1 regular 

tal. que A [30,4.9(1)). Sea I: = Hom
80

(T,-). Por (2.5, 

Lema 1), U = l'.:X para algún inescindible regular X. Sea B - B 0 [X), 

entonces existe un B-módul.o incl.inado T • tal que A 1 = End0 e T • ) 

(2.3,Lema 1). Luego, q
0 

_ q•,' de donde q
8 

es semipositiva. Por lo 

tanto, l.a l.ongitud regular de X es menor o igual. que 2. Por (2.5, 

Lema 1), P
4 

"":EE para algún simple regular E (de hecho, E= T
1
). 

Ya que Hom
80

(E,X) a Hom.(P .. ,U> • O y X il E, la longitud regul.ar de 

X es 2 y B 0 es de tipo ii n. 

Lo anterior prueba que el tipo de extensión de A sobre A0 es 

(n-2,2,2). Como hes A-libre, A
0 

es de tipo D. con mz:4; luego, n~s. 

Sól.o falta probar que U - R[2]. La sucesión de Auslander-Reiten 

O - E -- X _.,. -r;
0

E - O 

está en g(T). Por l.o tanto, l.a sucesión 

O - P 4 

exacta en mod A. Sea M = E-r;OE, entonces -r ... M = 

Por lo tanto, M = T-P = "C- R 
A a AO 

y ya que dim 

-r E-e- E -= I:E -• •o 
Ext:c-r:P.,P.> 

dim Hom""(P
0
,P

0
) :::1 1, U a R(2] .,. -r:R. De aquí se sigue que mi!-5 y 

por lo tanto, ni!-6.o 

Proposición. Si a no ea la única flecha que sal.e de b entonces el. 

tipo de coextensión de /1
0 

sobre A
0 

us (n-2,2,2) nz:s y R, -r;OR 

Y -r,.
0

R son módulos corrayo en mod h
0
[R]. 
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Demostración: Por 1a proposición anterior, A 0 es de tipo D. 

m~s y R es simple regular de período m-2. Como en la prueba de la 

proposición an'C.erior, sean B 0 el álgebra mansa oculta y T el 

so-módulo inclinado 'C.ales que A SE Endeº (T), l: = Home (T,-), 
o 

X e1 

B
0
-módul.o inescindible regular tal. que I:X "'' U, B - B 0 (X] el álge

bra 2-tubular y T' el. a-módulo inclinado tales que A1 - ~nd8 (T'). 

Ya que dos generadores, w 0 y ~ Y + eb, 

rad q
41 

tiene también dos generadores, z
0 

- CT ( w
0

) y Q..im l:Y + eb 

U(dim Y + eb). 

Sea z un vért:.i.ce de coextensión de /\.
0 

y sea M el sumando 

directo inescindible de I..,/Sz que pertenece a mod A0 . Super.gamos 

que M es de período 2. Entonces M = ¿z, donde Z es un B 0 -simple 

regular de período 2. Consideremos el álgebra A
2 

= [M]A1 • Ya que 

dim gl A
1 

= 2 y dim inyA
1

M - 1, dim gl A
2 

= 2. Además Az 

A semipositiva. Pero 

- <Q..i..rn ¿y + eb,Q....im M>Al = - <9-im y + eb,Q..i.m Z>e = 

- <QJ..rn y, Q..im z > + <s;::Ll,.m X, gjJg Z > = dim Hom
80 

( '1';;
0 

Z, Y) 1. 

Luego, M no puede ser de período 2. 

supongamos ahora que M = R Como dim 

a 2, dim gl A
2 

- 3. Como antes, q 4z semipositiva. Sea P• = LE, 

con E 8 0 -simple regular en el rayo de X, como en la prueba de la 
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proposición anterior. En este caso, 

(ez:,~ l:Y + et.)•
2 

z: (ez:,d...i.m l:Y)•
2 

z: <gj.m l:Y,ez>•
2 

= 

- < s;LJ.m I:Y , Q.i.m R> ., 
Ya que dim iny ... 

2
P .. = dim iny."iPª = 1 y di.m iny ... 

2
s .. - l, obtenemos: 

<d..im l:Y, !:1i.m P ... > ª2 = <d..i.m I:Y, !1i.m P • > ª1 = <'1.i.m y, d.j.m E> e 

Y <d..i.m I:Y,e.>ª
2 

- dim Hom ... cI:Y,s.,) = l. 

Por lo tanto, 

= 1. 

Luego, qa
2
(ez - 2(~ I:Y + eb)) <o, .lo cual. es una contradicción. 

Supongamos enseguida que M = Y:
0

R y sea A = . Como mz:S, 

di.m inya
1
M = 1 y por lo tanto, dim gl A 2 - 2. Además M = I:.Z, donde 

Z = -c;
0

E es el B0 -simple regul.ar en el corrayo de X. Por lo tanto, 

(ez,d..j.m ¿y + eb)•2 = <g_im I::Y + eb,ez>A2 

- <i;Ll.m EY + eb,ru.m M>Al - - <d..im y + eb,gj.Jn Z>e -

- <dj._m Y,d..im Z> + <!iÜJD X,Q..im Z> - di.m Hom
90

(X,Z) - l. 

Luego, qa
2 

(e,. - 2 ( d..i.m LY + et>) ) < O, lo que contradice e l. hecho de 

que q• sea semipositiva. 
2 

Finalmente, supongamos que M - Ya
0

R y sea A 2 - [M]A1 • Ya que 

di.m inya
1
M = 2, dim gl A2 "" 3. Además M = :EZ, donde Z ""' Y!

0
E y qa

2 

Como m.z:.s, 

l. Por otro lado, Cd..i.m :EY)(a) 
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- dim Hom4 (P.,EY) - dim Hom
80

(E,Y) 

a Ext: (R,M) a Ext: (R,M) ~ O. Entonces 
2 o 

(ez,2..i..m EY + eb)"z z: (e:&,gj,Jn LY),.z > <gj.m l:Y,e2 >,.z 

=- - <d..i..m LY,d..i..m H>,.~ = - <d..i...m Y,d.j.m Z> 8 = O. 

Por consiguiente, q"z(e
2 

- 2(dJ.m EY + eb)) < O, 

contradicci.ón.o 

lo cual es una 

Veremos a continuación que la condición anterior caracteriza 

a estas álgebras y además que son mansas si car k - 2. Para ello 

probamos e1 siguiente resultado. 

Proposi.ci.ón. Supongamos que a no la única flecha que sale de b 

y sea h =- (h
0
[R])[U}. Sea (n-2,2,2) el tipo de coextensión de h

0 

sobre A
0 

con nz:S y sea B
0 

un álgebra mansa hereditaria de tipo iin. 

Entonces existen un 8
0
-módulo simple regular X de periodo n-2 y 

(B
0
{X])[Z]-módulo inclinado T, con Z X(2], tales que A 

Además la teoría de torsión asociada T 

mod h se escinde. 

Demos't.raci.On: Por [30,4.9(1)], existe un B
0
-módulo coinclinado T 

Sea L .. Ya que R un módulo corra yo mod h
0

, de 

período m-2 en mod .A
0 

(A
0 

es de tipo D. con mz:S), R - EX para 

algún B
0
-módulo simple regular X de período n-2 (2.5,Lema 1). Sea 

B - B0 [X]. Por (3.2,Teo. 2), existe un a-módulo coinclinado T' tal 

que A
0 

= End
8
(T') y la teoría de torsión asociada a T' en mod ~0 [R] 
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se escinde. Observamos que h
0
[R) es tubu1ar 1-íterada. 

Sea P: e1 B-proyeceivo i.nesci.nd.ible 

sucesión exacta de a-módulos en g{T') 

rad '!?~ - X.. La 

O --+ X - P: -. 1: ~ O 

va a dar, al aplicarl.e I:T" = OH.om
8
{-,T'), a la sucesí.ón exacta de 

ti..0 ( R }-módulos 

O ___, R--+ L.T.P: ---+ I.,, ~ 0. 

Como "t"h_
0
[RlR""' R(2] •U pues -c:

0

R es módul.o corra.yo en mod A 0 {R], 

di.~. EXt:.~o(R)(I.,.,R) 'S c:iim Ho:mf\o(R)(U,l....,) = l. Por lo tanto, ~T.P: -

P •• Co~sideremos l.a sucesión exacta de B-módulos: 

o ~ P: ---1o X'[2"] -- -c;
0
x --+ o 

O pues R es 

t:1.ÓC."..::.o corrayo en mod /\0 , 't:~0X E g(T). Luego, la sucesiOn anterior 

es-:.á en ~(T•) y al. aplicarle ~T' va a dar a l.a sucesión exacta de 

/\~:x.j-rnód.ul.os: 

O ---. 1?
6 

Como -c:
0

R y R son módulos corrayo en tnod J\.
0
[R], 

dim Ext:.~o lRl ("C:OR, p.> ... dim Ext~ol R.] {-e;..º[ R ]p •• P.> 

¡_·..;.ego, l:T.X[Z] _.. R[2.) a U. 

Sean z = X[21' y B
1 

= B[Z). Simi.l.armente. exisce un B
1
-módu1o 

co.:.:oclinado T'' tal. que/\= (/\.0 [itl)[U} - End
91

(T'') y 

~O~$~Ón asociada a T• • en mod h se escinde.a 
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Coro1ar.i.o .. Si ex no es l.a úni.ca fl.echa que sal.e de b y /\ -

(h
0
(R)) (U) entonces ql\ es semipositi.va si y sól.o si el. tipo de 

coex'C.ensión de /\0 sobre A0 es (n-2, 2, 2) 

son módul.os corrayo en mod h 0 tR). 

Demostración: 

•) Ya se probó. 

•) Como en la proposi.ci6n anteri.or, h = EndelZl (T' •), donde B -

un álgebra tubular domésti.ca de tipo de ex"C.ensión 

(n-1,2,2) sobre el. ál.gebra mansa oculta B0 de tipo 6
0

, Z = Xl2) y 

T' • es un B[Z)-módulo coinclinado. Además dim gl h = 2, por lo que 

ql\ _ qalzi· ?or (3.2,Lema 2}, existen una extensión 2-tubular C = 

Ce[ Y) y un e-módulo inclinado T tal.es que B(Z} = Endc(T). Luego, 

qh _ qblZI _ qc' de donde qf\. es semipositiva.o 

Según la proposiciór:. ar.-:.erior y (3.2,Teo. l.), para ver que/\. 

mansa necesitamos probar el. siguiente resultado. 

Proposi.ci.ón. Sea B
0 

el. álgebra de caminos del carcaj 

n 

.... - n-1( 
n+l 

con n~s. Sean X un B
0
-módulo simpl.e regular de periodo n-2 y z • 

K['2]. Si car k • 2 entonces el ál.gebra B - (B
0
(X))(Z) es mansa. 

Demostraci.én: Ya que cada f'.lntor reflexión s: es una coi.ncl.ina-

ción (1) y que e+ a DTr (Sj, por (3.2,Cor.), podemos suponer que B 

es ei áigebra dada por ei carcaj con rel.aciones: 



b-a 
!" ¡--n 

n-2 --n-1( 
n+1 

sea g el. automorfismo de B dado por g(l)==2, g(2)=1 y g(i)=i 

para i•l,2. Consideremos el álgebra torcida B[g]. Por (28,2.3], 

B[g} es Merita equivalente al álgebra A dada por el. carcaj con 

rel.acionea: 

o 

3 

/ 

b~a 
! !~ - n 

- 4 - ... - n-2 - n-1( 
n+1 

~,.___, 4'---+ ••• ~ 

(n+l > • 
(n-2) •_, (n-1) ,? 

i - i ':-n• 
b,.._a .... 

Sea h el. autornorfismo de A dado por h(i)=i', h(i')=i para i,i•so y 

h(O)-O. El. álgebra torcida A[h) es Merita equival.ente a e. Por 

[26,3.3], A[h) es mansa si y sólo si Al.o es. Así, para ver que B 

mansa basta ver que A es mansa. 

Sean A1 el álgebra dada por el. carcaj con rel.aciones: 

b ~ .. 
! ! -/n 

3 --- 4 --- ••• ---. n-2-----... n-1 
~n+l 

A
2 

el. álgebra dada por el carcaj con relaciones: 

89 

·¡·--



3•___,. 4'- .•. -

?(n+l)' 

cn-2) ·~ _cn-1 > ·, 
; ___ - j n• 

b•-a• 

A - A
1 

x A
2 

y R"" rad P
0

• Entonces R = P 3 .:. Pr y A - A°[R]. Ya que 

A
1 

y A
2 

satisfacen la condición (S) y tienen forma de Tita débi1-

mente positiva, por [5,3.3), A1 y A 2 son de tipo finito; 1uego, A 
también lo es. De los carcajes de Auslanrler-Reiten de A

1 
y A 2 

vemos que (Hom¡(R,mod A)) es el parcia1mente ordenado asociado al 

diagrama: 

Por el criterio de Nazarova [21], [29}, ·ucHorr.¡(R,mod A)) es 

Por lo tanto, A 

Como corolario obtenemos que si a no es !a única flecha que 

sa1e de by car k - 2 entonces A= (A
0
[R))[U) es mansa. Resumiendo 

los resultados anteriores obtenemos: 

Teorema.. Sea A un álgebra buena tal que qA es semipositiva y rA 

tiene una única componente preproyectiva sin ir.yectivos T de forma 

que hay dos proyectivos inescindibles P.., y Pt> q:"..le no están en P. 

Sean R = rad P
4

, U = rad Pb, A0 el. ál.gebra coeubular doméstica 

dada por A
0 

= A/Ae3 /\.+Aeb/\. y A0 el álgebra mansa oculta de la cual 
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AD es coextensión tubular. supongamos que R e mod AD y que hay una 

f1echa b ~a. Sea A= A
0
[R). Si a no es 1a única f1echa que sale 

de b entonces A
0 

es de ~ipo IDm con m~5, A es tubular doméstica de 

tipo de 

tensión 

extensión (n-2,2,2) sobre A
0

, donde n~6, el tipo de coex

de /\
0 

sobre A
0 

es (n-2,2,2), donde n~s, R, -r.:
0

R Y -r..,
0

R son 

módulos corrayo en mod h 0 tR1 y U - -c~0 (RlR. Además, si car k ~ 2, 

h ~ (/\
0
[R))[U) es mansa. 

Ejempl.os: 

¿· 
/' .'- ¿º',. 

·;;:..: -/-:; .'-

/_·~~ 
_¿"_ °"' 

/' '-
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Cuando b a es la única flecha que sale de b, obtenemos: 

Lema. Supongamos que a la única :lecha que sale de b. Entonces 

no hay ninguna relación de b a al~n vértice en el soporte de R. 

Demos~raci.ón: Supongamos que eY.iste una relación de b a j e sop R. 

Sean A1 = A[U] y z 0 el generador positivo míni~o sincero de rad qA
0

• 

Entonces 

Esto es una contradicción ya que debe ser semipositiva por ser 

A
1 

convexa en A.o 

Proposición. Supongamos que a es la única f~ec~a que sale de b. 

Entonces la longitud regular de R es 1 y h es 

Demos~ra.ción: Por el lema anterior, rad P r "" ? ~. Supongamos que 

Y2 



l.a longitud regular de R es 2. Entonces A "" A
0

(R] es 2-tubular y 

rad q.._ tiene dos generadores, z
0 

y Q.i..m Y + e. ( 2. 3, Lema 3) • Sea 

A 1 = A(P•], en~onces dim gl. A
1 

= 2 y es semipositiva. Pero 

G,,
1 

(et.. + 2 Cd..i.m Y • e.)) = -1 ya que 

<eb,gi.,m Y + e.> "" <eb,e•> -l. 

Luego, la longitud regular de R debe ser l. 

Cuando :a ::...ongitud regular de R es 1, A
1 

= A 0 [ R, B) con B la 

rama dada por a.. Como q,.
1 

semiposi.tiva, por ( 2 . 5, Prop. > , A 1 

tubular domés<:.ica o tubular (sólo si /\0 = A 0 ) y /\. - /\0 [R,B) 

tubular 1-iterada o tubular. Por (2.6,Prop. 1), hes mansa.o 

Corolari.o. Sean A "" A 0 [R], R = rad P. y A1 = A[P.). Si. A es 

2-tubular entonces q,.
1 

no es semipositi.va y A
1 

es salvaje. 

2) Supondremos ahora que l.a flecha entre a y b va de a a b. En 

este A 0-módulo inesci.ndi.bl.e 

regul.ar. 

Proposi.ción. Si hay flecha a ~ b entonces la longitud 

regular de R
0 

es 1 y /\ es mansa. 

Demost.ración: Supongamos que la longitud regular de R 0 es 2- Sea 

serniposi.tiva. Pero q,,
1 

(eb + 2(Q.im Y + e 0 )) = -1 ya que 

(eb,O_j.Jfl Y + e..,),.
1 

= <Q.im Y + e,.,et>> = <e,.,eb> = -1. 

Por lo tanto, la longit:.ud regular de R 0 
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donde B es la rama dada por a. Como en la proposición anterior, h 

es mansa.o 

3.5 CUANDO NO HAY MORFlSMOS ENTRE LOS DOS PROYECTIVOS INESCINDI-

BLES FUERA DE LA COMPO:-:ENTE PR..EPROYECT!VA 

Consideremos ahora el. caso 2., en que no hay ninguna f. lecha 

entre a y b. Ya que h es buena y qh es semipositiva, R y U son 

1\.
0
-módulos inescindibles en la familia tubular separante de mod h

0
• 

Nos restringiremos a anal.~zar el caso en que R, U e mod A
0

• 

l) Supongamos que R il! U. Aquí hay esencialmente tres casos que 

considerar: 

a) La longitud regular de R y de u es l. 

b) La longitud regular de R es 2 y la de u es l. 

C) La longicud regular de R y de u 2. 

.. , En este caso A ~ (A.
0
(R]) [U] una extensión tubular de Ao y 

' 
ya que q., semiposi."t:.iva, A, tubular doméstica 

(sólo si /\
0 

= A
0
). En c~alquier caso, /\ = (h

0
[R]) [U) 

iterada y por lo tanto, mansa. 

tubular 

tubular 

b) Ya que la longitud regular de R es 2, A
0 

es de tipo iñ. (rn>4), 

el tipo de coextensión de /\
0 

sobre A
0 

(n-2,2,2) con n;i:m y si E 

el soclo regular de R entonces E, son módulos 

corrayo en mud J\.
0
[R]. Además dim gl J\.

0
[R] ""'2 (3.3,Prop. 1). 

Lema. St."an l\
1 

un álqE:b:ra mansa ocul.ta de 'Cipo lfi., m-es, R un 
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A
0
-módu1o inescindible regular de longitud regular 2 y período m-2, 

E el soclo regular de R, U un A0-módulo simple regular y A 1 
Entonces semipositiva. si y sólo si U es de 

periodo rn-2 y es distin"C.o de E y -r;:
0 

E. 

Demostración: 

•) Sean A= A0 [R], a el vértice de extensión de A, bel de A 1 = 
A[U} y Q..irn Y e. el generador de rad q• descrito en (2.3,Lema 3). 

Eneonces: 

dim l 
2 si M es simple regular homogéneo, 

Ho (M Y) = 1 si M es simpl~ regular de periodo 2, 
mAº • M = E o M = -r;,. 

0 
E, 

O si M es s i.mple regular de periodo m-2 
y M s E, -r:

0 

E. 

Supongamos que q,.
1 

semipositiva y calculemos 

qA
1 

(2(Q.im Y..- e .. > ... eb) "' 1 + 2(º-1.m Y• e 4 ,eb)A
1

• 

Ya que dim proyA
1

U = 1 y Y es preinyectivo, se tiene que: 

(Q.im y ... = <eb, QJ,,m Y • e.> = 

- <Q.i.m U,Q.lin Y> - - dim Hom,.
0 

(U, Y) • 

Por lo tanto, si q,.
1 

es semipositiva entonces U es de período m-2 

y es distinto de E y r:
0 

E. 

•) A
1 

= (A0 [U] )(R), donde A0 [UJ es tubular doméstica. de tipo de 

extensión cm-1,2,2) sobre A
0

• Por lo tanto, dada un álgebra mansa 

ocul-:.a B0 de tipo D ... i' existe un 9 0-módulo i.nclinado T tal que 

Sea ::r: = Ya que R es de nivel ·2 en 



mod A
0
(U], existe un 8

0
-módulo inescindible regular X de 1.ong.itud 

regular 2 tal que ~ s R (3.2,Lema 1). Como el tubo de R es de 

rango mayor o igual que 31 el. tubo de X también lo es. Luego, 

2-tubular. Por (2.3,Lema 2) existe 

inclinado T • 

donde q,.
1 

es semipositiva.o 

Corolario. Con las hipótesis del lema anterior, es débilmente 

semipositi.va si y sólo si q,.
1 

es semipositiva. 

Lema. Sean A
0 

un álgebra oculta de tipo D. cor. mi=5, A
0 

una 

coextensión tubular doméstica de A
0

, de tipo de coextensión 

(n-2,2 1 2) con n>m y U un A
0
-módulo simple regular de período m-2. 

Supongamos que qA
0 

(U l semiposi.tiva. Entonces ¡; es un módulo 

corra.yo en mod A
0 

o la rama que se pega en U en !A
0 

tiene longitud 

1 (.i.e., U - 1~(2] para al.gún vértice z en Qh ). 
o 

Demostración: Supongamos que U no es un módulo corrayo en mod A
0 

y sea z el vértice de coextensión de A
0 

tal que el suma~do directo 

inescindible de Iz/Sz que pertenece a mod A0 es U. Queremos probar 

que la rama con vértice raíz z (2.6) tiene longitud l. Supongamos 

lo contrario. No perdemos generalidad si suponernos que la rama 

tiene longitud 2 y que es la rama espacio cociente (el otro 

similar). Sea el vértice de QA
0 

ta 1 que I .. /s,. = I
2

• 

Consideremos la extensión tubu1ar doméstica A
1 

Entonces existen álgebra mansa oculta B
0 

de ti.pe D..,.
1 

y 
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B
0
-módul.o incl.inado T tal.es que A

1 
- End

80
(T). Sea l: - Hom

80
(T,-) .. 

Ya que U es de nivel 2 en mod A
1 

y de período m-2 en mod A 0 , 

exis'C.e un B
0
-módulo inescindible regular X de l.ongitud regular 2 y 

período m-1 tal. que LX= U. Sean A 2 = [U]A
1 

y B = (X]B0 • Por (3.2, 

Teo. 2> exis'C.e un a-módulo incl.inado T 1 tal. que A
2 

= End
0
(T'). 

Como dim iny.
1 
u = 1, dim gl A

2 
= 2. Así, 

dim gl A
3 

- 2. 

Por o'C.ro lado, si deno'C.amos 'C.a..mbién con 

coex'C.ensión de B, l.a sucesi.ón exac'C.a de B-módul.os· 

O - P~ ___,. I~ ___,.X - O 

al vértice de 

pertenece a G'(T'> y al aplicarle Lr, = Hom8 (T',-) va a dar a la 

sucesión exacta de A
2
-módulos 

0 -- P z - :ET' I ~ ___,. U - 0. 

Como d im Ext :
2 
(u, P z ) = dim = dim - 1, 

[I;JB. Por (3.2,Teo. 2), existe B
1
-módul.o 

incl.inado T' • tal. que A 3 .. End
81 

(T' •). Ya que dim gl A3 = 2, 

Además, como es semi.positiva y A
3 

es convexa 

~0 [U], q•
3 

es semipositiva. Sin embargo, vimos en e1 segundo coro-

l.ario de (3.4) que q
81 

no lo es. Luego, la longitud de l.a rama con 

vértice raíz z tiene longitud l.o 

Como corolario de l.os dos l.emas anteriores obtenemos l.a 

siguiente proposición. 

Proposición. Sean A 0 un ál.gebra mansa oculta de tipo D. con m~s, 
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A
0 

una coexeensión tubular doméstica de A
0

, de tipo de coextensión 

(n-2,2,2) con nEm, R un A 0 -módulo inescindible regular de longitud 

regular 2 y período m-2, E el soclo regular de R, U un A 0-módulo 

simple regular y h = (A
0
(R))(U]. Supongamos que qA es semipositiva. 

Entonces U es de período m-2 y es un módulo corrayo en mod A
0 

distinto de E o bien, la rama que se pega en U en 

tiene longitud 1-

Teorema. álgebra cotubular doméstica, coextensión 

tubular del álgebra mansa oculta A
0 

de tipo D. con mES- y (n-2,2,2) 

el tipo de coextensión de A 0 sobre A 0 , donde Sean R un 

A
0
-módulo inescindi.ble regular de longit;.ud regular 2 y período 

m-2, U un A
0
-módul.o simple regular y A - (h

0
(R])(U]. Si qA 

semiposi.tiva y car k ~ 2 enconces A es mansa. 

Demostración: Dada un álgebra hereditaria B
0 

de tipo iñ
0

, 

existe un B
0
-módul.o coinclinado T tal que A

0 
""'" End

80 
(T) - Sea l: = 

DHom
80

(-,T). Ya que qA es semiposi.t:.i.va, R es de nivel 2 en mod /\
0 

y existe un 8c,-módulo inescindible regular X de longitud regular 2 

y período n-2 tal que LX - R. Sea S el soclo regular de x. Si U es 

un módulo corrayo en rnod A
0 

entonces existe un s
0
-módulo simple 

regular z de período n-2 y distinto de S y de ~~s tal que ~Z - u. 

Si U no un módulo corrayo en mod A
0 

entonces existe un 

e 0 -módulo inescindible regular z de l.ongitud regul.ar 2 y período 

n-2, distinto de -c;
0

x y de -c
80

x, tal que EZ = u. Observamos que 

en el primer caso n~m~s, tanto que en el segundo, n>m~6. 
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Sea B
1 

= (B
0
{X)){Z), entonces existe un B

1
-módulo coi.nc1inado 

':' • "Ca1 que /\. = End
81 

( T • ) y l.a teoría de torsión asociada o. T • en 

~od /\.se escinde (3.2,Cor.). Para ver que A es mansa, basta ver 

que B
1 

l.o es (3.2,Teo. 1). Este es el. contenido de los siguientes 

:-esul.tados.o 

Lema. Sean B0 el. álgebra de caminos del. carcaj 

con m~s, X un B 0 -rnódul.o inescindibl.e regular de longitud regular 2 

Y período m-2, E el socl.o regular de X y Z un B
0
-rnódul.o si.rnpl.e 

regular de periodo m-2, discinto de E y de -e-E. Entonces B
1 

(B0 [X])[Z] es mansa. 

OemostracLón: 

y X de nivel. 2 

Ya que B
1 

= (B
0
{Z])(X] con B

0
[Z) tubular doméstica 

mod B
0
{Z], se sigue de (3.2,Lerna 2) que existen 

extensión 2-tubular C - C0 {Y] y un e-módulo inclinado T ""e.al. 

que B
1 

- Endc(T) y la ceoría de torsión asociada a T en mod B
1 

se 

escinde. Por (3.2,Teo. 1), a, es mansa.o 

Lema. Sean B
0 

el álgebra de caminos del carcaj 

rn 

__,. ... -- m-1( 
m+i 

con m~7 y X y Z dos B
0
-rnódul.os inescindibles regulares de l.ongitud 

regular 2 y período m-2 cal.es que z es distinto de ~-x y de ~x. Si 

car k ~ 2 entonces B
1 
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oe.ioatración: Supongamos primero 

perder genera.l.idad podemos suponer 

!ilm z o o ' ' y ' ' 0
o ... 0110

0
, 1 l. •• 121 121 ... 11. 

por el carcaj con relaciones 

i-..,. 
3 --+ ••• 

2/" 

donde J:cj:sm-4. 

que z 
que Q.im 

As.i B, 

-.,, X, -rx y -.:"x. Sin 

X - o o 
0°··· 0110· Entonces 

el. ál.gebra 

a-:-.- - --m 

m~ --- m-1./" 
'-:.m+l 

dada 

Sea gel. automorfismo de B1 dado por g(l)=2, g(2):al y g(i)•i 

para i~l,2. Por [26,2.3], el álgebra torcida B
1
[g] Merita 

equivalente al álgebra A dada por el carcaj con relaciones: 

3 

/ 
o 

.?-.- - - - -. 
-- J --+ J+l --+ J+2 

m• 
/' 

•. ·- j~b'~:•-1) ·- (J+2) '--+ •• ·- (m~) '--+ (m-1)_ ·~ 
a• ..... __ -____ (m+l)' 

Sea h el aut:.ornorfismo de A dado por h(O)~O, h(i)-i' y h(i')-i para 

i,i•-o. El álgebra torcida A(h] es Morita. equival.ente a 8
1

• Por 

[26,3.3], para ver que B
1 

es mansa basta ver que A l.o es. 

Sean A
1 

(resp. A
2

) el. ál.gebra dada por el carcaj con rela

ciones con vértices {3, •.• ,m+l,a,b} (resp. {3', ••• , (m+l)•,a 1 ,b 1 )), 

A • A
1 

x A
2 

y R ,.. rad P
0

• Entonces R - P
3 

111 P
3

, y A • A(R]. Por 

(S,3.3], A, y A
2 

son de tipo finito, l.uego, A también lo es. 

Además, por el criterio de Nazarova, U(Hom¡(R,mod A>> es mansa ya 

que Hom¡CR,mod A) es un parcialmente ordenado de l.a forma: 
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?·~ /'~ ?·~ 
-·........_ ./ -·~ ./ -·'-:.. _? 

•-3 v:rt.lce• •-~ v;rt..tc..-.. a-5 v;rt.1C•• J-2 .,;rt.lcea 

?·~ ./'·~ ?·~ ·-· ... -·'-:.. /·-· ... -·"'::.. ,,,.... ... ·-· ... -·"'::.. ,,,,,;"'·-· ... -· 
a-3 v:rt..Jc•• • a-4 .,.;rt..lco• . •-5 .,;rt.1;..-a • J-2 v;rt.leo• 

donde l:sj-2:sm-6. 

Supongamos ahora que Z "t"
2Y... No pe-:-demos generalidad sí 

suponemos que Q.i.m z ~o ... 01100~. Entonces Qj.m X - ~o ... 011~ y B
1 

una de las álgebras consideradas el pr.imer 

Con estos lemas queda completa la demostración del teorema. 

Ejempl.os: 

~ .,,--'----- ?·~ . -- . ____,.- . - - - - . 
? .e"_~/-. 
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'-
_¿'_ ·-"= . 

b > 2~--:..:: -.- 0 -~-). 
_¿'_·~. 

Observamos que algunas de estas .álgebras t:.ienen tres raices 

nulas linealmente independientes. 

e) Como en el. caso anterior, A 0 es de tipo iB. con m>4, el tipo 

de coextensión de fl.
0 

sobre A
0 

los soclos regulares de R y U, 

(n-2,2,2) con n~m y si s y T son 

respectivamente entonces TAOS, 5 1 

102 



son módu.l.os corrayo en mod A.
0

, por .l.o que 

dim gl (.h0 [R))[U] = 2 (3.3,Prop. 1). 

Lema. Sean A
0 

un álgeb::-a mansa oculta de -e.ipo ID,., X y Z dos 

A
0
-módulos inescindibles regulares de longit~d regular 2 y periodo 

m-2 y A
1

,. (A
0
[X])[Z]. Entonces q,.

1 

es semipos:..tiva si y sólo si Z 

es distinto de "t',.
0 

X y T:
0 
X. Consecuentemente, :Tt~6. 

Demos~ración: 

•) Sea A ~ A
0
[X], entonces A es un .ilgebra 2-tubular. Sean z

0 
y 

Q.i..rn Y+ e. los generadores de rad q• descr:..t:.os en (2.3,Lema 3). 

supongamos c;ue z - T,.
0
x. E:-:.tor:.ces + eb) = -1 ya 

que 

(dim Y + = - <~ Z,dim Y> 

-l. 

Similarmente, si Z = T:
0

x er:tonces q.,
1 

(2(Q.l,.m Y .... e
0

) + eb) "' -1. 

•) Existen un álgebra 8
1

, corno las descritas el último lema de 

b)' y B. -It'6du lo incl ::.:-:.ad.o T tales que .-.. 

qt.:.e es semipos:..t:..va ya que 

qBl(X) ~ ic2xl-X3)2 + l<2x.;:.-X:;).;: - ~(X3-x4)2 + ••• - ~(XJ_l-XJ)2 -

!cx,-xJ .. 1 -xb)
2 

- ~lx_,. 1 -xJ·.:?-xb) 2 
-+ ~<x, ... -x,. 3 )

2 
+ ••• + 

~cx,.._ 3 -x,.._2 ) 2 + ~cx .. -.:-xs_ 1 -x.> 2 ~(x,._ 1 -x .. -x •• 1 -x .. >2 

~<x .. -x..,. 1 )
2

.c 

:03 

Así, 



Coro1ari.o. Con l.as hipótesis del. lema anterior, es débil.men-

te semipositiva ai y sólo si qA
1 

es sernipositiva. 

Teorema. Sean h
0 

un álgebra cotubula.r domestica, de tipo de 

coextensión (n-2,2,2) sobre el álgebra mansa oculta A
0 

de tipo ID., 
donde n~m~7, R y U dos ~0-módulos inescindibles regulares de 

longitud regular 2 y período m-2 y h = (h
0
[R))[U). Si car k ~ 2 y 

qh es semipositiva entonces h es 

Demostración: Dada un álgebra hereditaria B
0 

de tipo i5
0

, 

existe un a 0 -módulo coi.nc1inado T tal qi..;e h 0 = End
80 

(T). Sea l: "" 

DHom
80

(-,T). Entonces existen dos B0 -rr.óc:..J.los inescindibles regula

res X y Z de longitud regular 2 y periodo n-2 tales que EX ~ R y 

l:Z =U. Sea B
1

"' (B0 (X}l~=1· Por (3.2,Cor.), existe un B
1
-módulo 

ca.inclinado T' tal que ,\. la teoría de torsión 

asociada a T' en mod h se escinde. Por ~o tanto, h mansa si B
1 

lema anterior, l.o es. Ya que semi.positiva. Por el 

mansa.o 

Corolari.o. Sean h
0 

un á:&.geb=a cotubular doméstica, coextensi6n 

tubular del 6lgebra mansa ocJlta A0 de tipo D. con m~6, R y U dos 

A 0-módulos inescindibles regu:ares de l.ongit.ud regular 2 y período 

m-2, S y T los soclos reg~~ares de R y U, respectivamente y h = 
(A

0
[R])(U]. Entonces qh semipositi.va si. y sólo si el ti.pe de 



T..,
0
T, T y T:

0
T son módulos corrayo en mod h

0 
y U es distinto de 

T/'i..
0

R y Th_
0
R. 

Demostración: 

•) Con l.a notación in-c.roduci.da en 1.a demostración del teorema, 

sólo es necesario observar que TA
0

R = LX
80

X y T~0R - l:T;
0
x. 

-> Las hipótesis implican que A 

álgebra como las descritas en el úl.timo lema de b) y T' 

B
1
-módulo coinclinado. Luego, qh _ q

81 
que es semipositiva.o 

Ejemplos: 

\>,,.. - - - • 

~. _...:_.- -~ 

_¿:_~. 

"" ./ -- ./ - . __....-. ---+ . 
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ObservCL~os c;-~e estas álgebras tienen tres raices nulas 

linealmente independientes. 

3. 6 CUANDO :.e~ =os PROYECTIVOS INESCINDIBLES FUERA DE LA COMPO

NENTE PR.EPROYECTIVA TIES~N EL MISMO RADICAL 

2) Finalmente, supongamos que R • u. Sean A - A0 (R), A1 • A(U) y 
A - (h

0
(R))(UJ. Recordemos que si qA es semipositiva entonces o la 

longitud regular de R es l y A es tubular doméstica o tubular 

(solo si h
0 

- A~) o la longitud regular de R es 2 y A es 2-tubular. 

Lema. Si A es tubular entonces qh no es semipositiva. 

Demostración: Si A es tubular el tipo de extensión de A sobre A0 
es T = (3,3,3), (4,4,2), (6,3,2) o (2,2,2,2). 

Si. 'f .._ (), 3, 3 J entonces A.
0 

es de tipo tubular ( 3, 3, 2) y R 

de periodo 2. Sea au el ál9ebra de caminos del carcaj: 

106 



En-c.onces exis"C.en B 0-módulo incl.inado preproyec"C.ivo T "C.al. que 

A
0 

""' End
80 

(T) y un B 0-módulo simple regul.ar .X de período 2 -e.al. que 

l:X .. R. Sea B\ -. (B
0
[X))[X). Por (3.2,Cor.), existe un a

1
-módulo 

inclinado T' 

Por lo eanto, semipositiva si y sólo si. l.o es. No 

perdemos generalidad si suponemos que gj,,m X -= Así, B\ 

es el álgebra asociada al carcaj con relaciones: 

Sea z -

ti.va. 

Los otros 

1
, en"C.onces q

1
\ ( z) 

f:J1.a\ - CT 1. - f3 26 1 

~zª2 = CT2 = 13162 

< O. Luego, q.._ no es semiposi-
1 

-c.raean similarmente. Simplemente indicarnos 

el álgebra B
1 

y el vector z que sirven para ver que q.._
1 

semipositiva. 

Para 1í = (4,4,2), B
1 

es el. ál.gebra asociada al carcaj con 

relaciones 

107 



y z - 1 2 l 

' 

J. 

-~· 

Para T • ( 6, 3, 2), B 1 es e1 álgebra asociada al. carcaj con 

rel.aciones 

yz=123432 

Si T = (2,2,2,2) entonces A no es buena, ni qA semipositiva.o 

Lema. Si A es 2-tubul.ar entonces qA no ea semipositiva. 

Demostración: Si A es 2-tubul.ar entonces A0 es de tipo D. y R es 

de longitud regular 2 y período m-2. Como A es buena, m~s (si m-4, 

qA no es semipositiva). Sea B
0 

e1 á1gebra de caminos del. carcaj: 

1'-. m 
3 ---+ ••• ----+ m-l? 

2/' "- m+l 

Como en el. l.ema anterior, A0 donde T es inclinado 

preproyectivo y R EX, donde X es inescindible regular de 

l.ongitud regular 2 y periodo m-2. Si B
1 

= (B
0
[X))[X] entonces A

1 

End"
1 

cT• >, donde T" a,-módulo inclinado; además 
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Sin perder generalidad, podemos suponer que B
1 

es el álgebra dada 

por el carcaj con relaciones: 

Para z = < o. Por lo tanto, serniposi-

ti.va.o 

Como consecuencia de los dos lemas anteriores obtenemos: 

Proposición. Si qh es semipositiva entonces A es tubular doméstica. 

En este caso obtenemos: 

Lema. A
0 

es de ti.pe D., R es de peri.oda m-2 y el tipo de 

extensión de A sobre A
0 

es (rn-1,2,2). 

Demost.raci.ón: Ya que A es tubular doméstica, existen un álgebra 

mansa oculta B
0 

de tipo tubular el tipo de extensión de A sobre A
0 

y un B
0
-rnódulo incl.inado T = T

0 
e T,,, con T

0 
preproyectivo Y T

1 

regular, tal.es que A= End
80

(T). Como R es de nivel 2 en rnod A, 

existe un B
0
-módul.o inesci.ndible regular X de longitud regular 2 

tal que ~X = R (X es la única extensión de T
1 

por ~80T1 ). Entonces 

A
1 

""' End
8

(T' ), donde B = B
0
(X] y T' es un a-módulo incl.inado (2.3, 

Lema 2). Ya que dirn gl A, = 2, que es semipositiva. Por 

lo tan Lo, B es 2-tubular, est:.o es, B0 es de Li.po 5., y X es de 

per~odo r:-2. Como A es buena, A0 de tipo 6~, donde m~4. Luego, 

;"'! eJ de: ;~-c~r iodo :n-2 y el tipo de eX:'Cens.ión de ;~ sobre A
0 



(m-1.2,2).c 

Proposición. El tipo de coext.ensión de h
0 

sobre A
0 

es (n-2,2.2) y 

R y "CA
0

R son módul.os corrayo en mod h
0

• 

De•os~~ación: Como en la prueba del l.ema anterior, sean B - B 0[X] 

el. ál.gebra 2-tubul.ar y Tº el B-módul.o incl.inado tal.es que A
1 

-

End
8
(T'). Sea L - Holt\t ( T' , - ) , entonces R - 'I:X y rad qA

1 

tiene dos 

generadores: el generador positivo mínimo de rad q•
0 

y d.im l:Y + eb, 

donde Y es el B
0
-módulo preinyectivo inescindibl.e descrito en (2.3, 

Lema 3). 

Sea z un vértice de coex.tensión de h
0 

y M el suznando 

directo de Iz/Sz que pertenece r 
'o 

Supongamos que M es de 

período 2 y que no está 

Entonces M se EZ, donde Z 

el. tubo de R en caso de que m-4. 

B 0 -simple regular de período 2. Sea 

A 2 '""' [M]A1 • Como dim gl A 1 "'2 y dim iny .. 
1
M = 1, dim gl A 2 = 2. 

Además A
2 

es convexa semipositiva. Pero 

qA
2 

(ez - 2 (Q...im l:Y + eb)) < O ya que 

(ez,film 'EY + et>)A
2 

= <film l:Y 

- <Q.im l:Y + eb,.Q..i.m M>Al - - <QJ...m y + eb,Q..i.m Z>e = 

- <fÜJ!! Y,Q..i..rn Z> + <.Q.im X,film Z> = dim Hom
80

(-r;
0
z,Y) - 1. 

Por l.o tanto, M está en el. tubo de R, esto es, el tipo de 

coextensión de A
0 

sobre A
0 

es (n-2,2,2), donde n~rn. 

Supongaraos ahora que M = R y sea A 2 = f R)A.1 . Como dim iny ,,
1

R 
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- 1 pues L:
1 

R = P.,R[2) (2.3,Lema 1), dím 91 A 2 = 2. como ant:es, q
62 

debe ser semipositíva. Sin embargo, q,.
2

(ez - 2(d.i.m ~y• eb) < O ya 

que en es'Ce 

= dim Hom
8 

e-e; X,YJ 
o o 

Fintt.lmen-c.e, supongamos que M = "r"o R. Con l.a. 

ducida. en l-a prueba del. 1.ema a.ncerior, M • l:-c::
0 

T
1

• 

notación 

Como dim iny.
1 
M = 2, dim gl A

2 
= 3. Así, en este e.aso 

(ez,.gj,Jn 'ZY + e
0

)•
2 

~ (ez,.d.i.m LY),.
2 

<jj,im LY,ez>A
2 

= - <gj..m ~Y,s;lj.m M>..,
2 

- d.im Hom.1 (.I:'Y,M) + dim Ext:~i (I:Y ,M) - ditn Ext:2 (l:Y,M). 

.i.nero-

[MJA,. 

Veremos que Ext:
2

(l:Y,M) =O~ Ya que A~= (((MJA0 )[R])(t1], los pro

yectivos inescindibles de mod A
2 

son .loa proyectivos inescindibles 

del álgebra cocubular doméstica fM]A
0

, P. y P~- Como LY E mod A y 

dim Hom,. C P.,,ZY) a dim ~ 1, la cubierta proyectiva de 

LY en mod A
2 

es de .la forma P. s P con P E proy (MJA0 • Considere

mos l.a sucesión exacta: 

No es difícil ver que K debe ser (M)A0 -preproyectivo, por lo que 

Ext:
2

(l:Y,M) • Ext;
2

(K,M) .,,,_ Ext;MJA
0

(K,M) ""' O. Luego, 

(ez,d.im l:Y -r- eb)A
2 

e - <.d.im l:Y,.dJ..m M>40ii! 

- <Q.i..m EY, d...i...m M>"1 • - <Q.i.m y ,d.i.ro -r;o TI >IJ .... 

-. dim Hom
8 

('r
8 

T
1

, Y) 
o o 
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l.o cual. es una con-

tradicción pues qA debe ser semipositiva por ser A 2 convexa en A.e 
2 

Teorema. Sean /\
0 

coextensión tubul.ar doroés'Cica del. ál.gebra 

ocul'Ca A
0

, R un A
0
-módul.o simpl.e regular y A= (h.

0
[R))[R). 

Si qh es semipositiva entonces A = A
0
[R) es tubular doméstica, A

0 

es de tipo D. con m1:4, R 

coextensión de h.
0 

sobre A
0 

de período m-2 en mod A 0 , el tipo de 

(n-2,2,2) 

módulos corra.yo en mod h.
0 

Además A es mansa. 

t>e•ost.raci.ón: Sólo falta probar que A es mansa. Dada un álgebra 

mansa hereditaria B
0 

de tipo Dn, exis'Ce un B
0
-módul.o coincl.inado 

T tal Sea ~ = DHom
00 

( - , T) , entonces R = 

donde X es un B
0
-módulo simpl.e regul.ar de período n-2. Sea 6

1 

(B0 [Xl) [Xl, entonces existe un B
1
-módul.o coi.ncli.nado T' 'Cal que /\ 

l.a 1:.eoría de torsión asociada a T' mod /l. se 

escinde. Por l.o tanto, /\ es mansa si a, lo es. A continuación 

veremos que B 1 ee mansa.e 

Lema. Sea a 0 el. álgebra de caminos del carcaj 

1~ 3 m 
_.. ... - m-1( 

2/ _, 

con mi:4 y sea X un B 0 -módul.o simple regular de período m-2. El. 

ál.gebra a
1 

= (B
0
[X]) [X) es mansa. 

Demost.raci.ón: Por (3.2,Lema 2), existen extensión 2-tubular 

112 



1a teoría de torsión asociada a T' en mod B
1 

se escindeª Por (3a2 1 

Teo. 1), B
1 

es mansa.e 

Ac1aramos que si m=4, la demos~ración anterior só1o se aplica 

en el caso en que los dos simples regulares en la boca del tubo 

donde esta X tengan vectores dimensión >~ y ~'~· 

Corolario. 

tipo D. 

(n-2,2,2) 

Sean A
0

, /\.
0

, R y /\. e1 teorema. Si A
0 

es de 

m~4, el tipo de coextensión de /\.0 sobre A 0 

con n<=-m y R y -r:,.
0

R son módulos corrayo en mod /\.
0

, de 

período rn-2 en mod A
0 

entonces q/\. es semipositiva. 

oemos~raci.ón: Ya que L,.
0

R es un módulo corrayo en rnod /\.0 , di.m 

proy /\.
0

R = l., de donde dirn g l. /\. = 2. De las pruebas de l. teorema y 

del. lema obtiene que q.h 

semi.positiva ya que C
0
ti"l es 2-tubul.ar.c 

Ejemplos: 

'-,, ,,,_..- '. /' .'- .,....; .,....· 
/'. 0,·.;::;: .? .'- ~ ¿ 

b '-,, 
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"' -~! 

. /'1 
-::'' !- -
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·--_-?..·-~ . 
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