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INTRODUCCION

Sean k un campo algebraicamente cerrado y A una k-algebra de
dimensidén finita, basica y conexa.

Sea Q = Q, el carcaj ordinario
de ntonces A = kQ/I para alqin ideal admisible I de kQ, [15].
Supon " *mos que A es dirigida, i.e., Q no tiene ciclos orientados.

E objeto principal de estudio en la teoria de representacio-
nes de dlgebras es la categoria mod A de A-médulos izquierdos f£i-
nitame generados.

Se dice que A es de tipo de representacidn finito si existe

2lo un nimerc f£inito de clases de isomorfia de A-médulos inescin-
dibles.

El

caso en que A es de tipo finito es el mas estudiado. A la
fecha se cuenta con criterics para saber si A es de tipo finito y
clasificar sus médulos. Luego, el problema actual méas relevante es
el caso en que A es de tipo infinito.

Las algebras de tipo infinito pertenecen a dos clases ajenas:

las de tipo manso y las de tipo salvaje,

{10}, (12}. A reserva de
dar la definicién formal en

(2.1), diremos gque A es mansa si sus
médulos inescindibles se pueden clasificar.

Acrtualmente se desea encontrar invariantes asociados a A de



forma gue caracterizen el tipo de representacidn de A. En este sen-
tido, el invariante aritmético que mis promete es la forma de Tits
da de A (ver (1.2)). Se sabe gue si A es mansa entonces q, es dé-—
bilmente semipositiva (i.e., qA(z)EO 5i z es un vector con coorde-—
nadas enteras no negativas), [24]. Se espera gue en muchas ocasio-

nes éste sea un criterio para tipo manso.

El1 primer resultado importante de esta tesis da un inverso
parcial del resultado anterior. Se dice que A tiene proyectivos
aceptables si los A-proyectivos inescindibles estdn en una compo-
nente preproyectiva o en tubos insertados-coinsertados estdndar y

€éstos estdn ordenados (ver (2.6)). Obtenemos el siguiente:

Teorema . Si A tiene proyectivos aceptables entonces A es mansa si

y sdlo si q, es débilmente semipositiva.

Adema&s en este caso determinamos la estructura de A (tubular ite-
rada) y la del carcaj de Auslander—-Reiten FA de A. Estos resulta-—

dos han dado ya lugar a una publicacidén, [27].

Consideramos después el caso en que d, es semipositiva. Supo-
nemos ademas qﬁe A es buena, esto es, A es Schurian, A-libre Yy sa-

tisface la condicidén (S) (ver (3.1)). Probamos el siguiente:

Teorema., Supongamos que A es buena y gue FA tiene una dnica com-
ponente preproyectiva sin inyectivos P tal gue hay un proyective
inescindible que no estd en . Si g, es semipositiva entonces A es

mansa.



Ademas si d, ©s semipositiva determinamos la estructura de A. Este
teorema provee con una buena cantidad de ejemplos de dlgebras man-—
sas gQue no tienen proyectivos aceptables (lo gue complementa en
cierto sentido al otro teocrema).

Herramientas muy Utiles en este trabajo son las técnicas de

inclinacién, extensiones en un punto, categorias de espacios vec-—

toriales, conjuntos parcialmente ordenados y &lgebras torcidas.

Para la mayoria de estos temas recomendamos al lector el libro de
Ringel, [30].

A continuacidén presentamos un breve bosquejo del contenido de
esta tesis.

El Capitulo 1 es meramente introductoric. En €1 introducimos

la forma de Tits 9, de A y las nociones esenciales de extensiones
en un punto, categorias de espacios vectoriales e inclinacidn.
En la primera mitad del Capituloc 2 damos la definicidn de &l1-

gebra mansa, ejemplos de las dlgebras mansas tratadas en este tra-—

bajo y un resumen de algunos de los resultados presentados en (30]

¥ 1(24) que facilitan la comprensidén del resto del material agui
presentado.

La segunda mitad del Capitulo 2 comprende los resultados de
[(27), a saber: la caracterizacidn de las &dlgebras tubulares domés-—
ticas por medio de su forma de Tits,

de

la caracterizacidn del tipo

representacién de una extensién tubular de un 4&dlgebra mansa



oculta por medic de su tipo de extensidén y la construccidn de las
Algebras tubulares iteradas junto con la prueba del primer teorema

anteriormente citado.

En el Capitulo 3 probamos el segundo de los teoremas antes
mencionados. Incursionamos también en el caso en gue hay dos pro-
yectivos inescindibles gue no estan en la componente preproyectiva
P. Damos una prueba parcial del teorema en este caso. Obtenemos
varias familias de &Algebras con forma de Tits semipositiva. Para
prebar gue son mansas, en algunos casos pedimos la hipdtesis adi-

cional de gue la caracteristica de k sea distinta de 2.

Finalizamos esta introduccidn con un comentario acerca de la

notacidén.

A lo largo de este trabajo, k serd un campo algebraicamente
cerrado ¥y las &lgebras a considerar seradn k-dlgebras de dimensidn
finita, bédsicas y conexas. De hecho, la palabra dlgebra serd usada

siempre en este contexto.

Sea A una de tales dlgebras y sea Q = QA el carcaj ordinario

de A. Escribamos A = kQ/I para alqin ideal admisible I de KkQ.

Como dijimos al principio, con mod A denotamos a la categoria

de A-médulos izquierdos finitamente generados.

Con P_ (resp. I_, S‘) denotamos al A-mddulo proyectivo ines-

cindible (resp. inyective, simple asociado al vértice x e Q-



Si M € mod A entonces dim M = (d.i.m_HcmA(P_,H) Yo - ER parti-
cular, los wvectores e = aim S‘ con x € Qo forman la base candnica

Q
de z °. con K, (A denotamos al grupo de Grothendieck de A.

Con l‘A denotamos &l carcaj de huslander-Reiten de A. Conside-

ramos a los vértices de T, como médulos inescindibles. Con T

A Ge-
notamos a la translacién de Auslander-Reiten.

Una clase de médulos 4 en mod A es una

mod A cerrada bajo sumas directas,

subcategoria plena de
mos .

sumandos

directos e isomorfis-
Dadas dos clases de mddulos M vy

A4 en mod A, denotamos por
M VvV ¥ a la clase de moddulos generada por M v

~

{30} y (28}).

Para la notacién no explicitamente introducida remitimos al
lector a Suponemos que el lecror esta familiarizado
con {30).



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 EXTENSIONES EN UN PUNTO

Sean A una k-algebra de dimensidn finira y R un A-médulo. La
ertenaién en un punto de A por R es el adlgebra A{R] = [ g i ] con
la suma y la multiplicacidédn usuales de matrices. El carcaj de A[R]
contiene a Q, como subcarcaj pleno y un vértice adicional w,
llamado el vértice de extensidn de A[(R]}, que es fuente y tal que
R = rad P, . La categoria mod A(R] puede describirse como sigue:
los A{R]-médules se identifican con las ternas (M,V,7), donde M es
un A-méduleo, V es un k-espacio vectorial de dimensidn finita y
¥:V -— Hom (R,M) es k-lineal. Un A[(R}l-homomorfismo de (M,V,7v) a
(M*',Vv',7') es un par (f,g), donde £:M — M' es un A-homomorfismo,

g:V — V' es k-lineal y 7'g = HomA(R,f)1.
Dualmente se define la caextenaldn en un punta [T]A.

Hay dos inmersiones plenas distintas de mod A en mod A[R]):
dado M € mod A, podemos enviarlo en (M,0,0), o bien, podemos
enviarlo en M = (M,HomA(R,M),lun_m_m). Siempre identificaremos a
mod A con la subcategoria plena de mod A[R] dada por las ternas

(M,V,7) con V = 0 ¥y denotaremos a (M,0,0) simplemente por M. Si




60— x—f vy 9 .2 L0

es una sucesidén de huslander-Reiten en mod A entonces

OE, I ) (g,0)
0 —— X ——lTMetmX, (v, Hom, (R, X),Hom (R, £)) "

Z —>» O

es una sucesidn de Auslander-Reiten en mod A[R], ([(30,2.5].

Para trabajar con extensiones en un punto son lUtiles las
técnicas de categorias de espacios vectoriales, [21)}, {29), {30].
Una categonia de eapacias wsectonialea K es una categoria de Krull-
Schmidt (i.e., una k-categoria aditiva en la que los idempotentes
se escinden) junto con un funtor aditivo |:|:K ~—— mod k. La

categonia de subespacios U(K) de una

vectoriales K

categoria de espacios

tiene como objetos las ternas (X,V,7), donde X es un

objeto de K, V es un k-espacio vectorial de dimensidén finita y

¥:V —— |X| es un k-monomorfismo. Un morfismo de (X,V,7)
(X*',V*',7') es un par (f,g), donde f:X — X*
g:v — v

a

es un morfismo en K,
es un k-homomorfismo y 7'g = |£f|7.

pado un A-mdédulo R, Hom, (R, mod A) es la categoria de espacios
vectoriales cuyos objetos son de la forma Hom,(R,X) con X € mod A
¥y cuyos morfismos son de la forma HomA(R,f):HomA(R,X) —— Hom, (R, Y)
con £:X — Y un A-homomorfismo. |HomA(R,X)| es el espacio vectorial
subyacente a HomA(R,X). Hay una eguivalencia de representaciones
(i.e., un funtor pleno, denso, que refleja igsomorfismos) entre la
categoria de subespacios U(Hom, (R,mod A)) y la subcategoria plena
de mod A[(R] gue consta de las ternas (X,V,7) sin sumandos directos

no nulos de la forma (Y,0,0) con Hom (R,Y) = O S (0,k,0).



1.2 FORMAS CUADRATICAS
Sea A una k-algebra de dimensidn finita, basica y conexa.

Denotamos por C, a la mathii de Gauan de A con coeficientes <,
dim.HomA(PA,PJ). Si dim gl A < = (por ejemplo, si Q, no tiene
ciclos orientados) entonces la matriz de Cartan de A es invertible.
En este caso obtenemos una forma bilineal (no simétrica) definida
por <xX,y> = xCZ"y", para X, Y € ln° La forma cuadrdtica asociada
x,(z) = <z,2> se llama la {owna de Bulexr de A. Para cualesguier
dos A-mddulos X y Y se tiene:

-
<dim X,@im ¥Y> = T (-1)' dimExt (X, ¥).
=5

Sea A = kQ/I con I un ideal admisible de kQ y supongamos gue

Q no tiene ciclos orientados. La fowna cuadndtica de Jita g, de A
estd definida por
q,(z) = L 2(i)® - ¥ z(i) 2(j) aimExel(S,S,) +
1€, 1.1€9,

T 2(i) z(j) dim Ext’(s ,S)),
1,)€0 n £y Y 3
* o
Q

o PR : < s
para z € I . Sea L <, ,\é‘qx‘(l'J) un conjunto minimo de relaciones
. o

gue generen a I y sea 8(i,3j) = |L n 1(i,j)| para cada par i, J e Q-
o
En (5) se demuestra gue para z € Z °,
az) = L z(iy - £ oz(i) z(3) + L 21,3y z(i) =z(d)-
rea, Gosrea 1. i€0,

La forma bilineal simétrica asociada a q, se denota por (=,=),- Si
dim gl A s 2 entonces x, = q,.

Dada una forma cuadratica q:2" —— Z, diremos gue q es



demipasitisa (resp. désitmente aemipoaitiaa) si

para todo 2z e 2"
(resp. z € WN"), g(z) = O.

Ademds, si con (-,-) denotamos a la

simétrica asociada a g entonces para x,
(x,y) = dix+y) - q(x) - q(y).

forma bilineal vy € 7%,

1.3 MODULOS INCLINADOS Y ALGEBRAS INCLINADAS

Sea A una k-dlgebra de dimensidn finita. Un aA-mddulo T se
llama un mdédulo inclinado si Ext:('l',-) = 0, Exc:(’!‘,'r) = 0 y el

nimero de inescindibles no

sumandos directos isomorfos de T es
igual al rango de KD(A).

Dualmente se define la nocidn de un mdduta cainclinado.

Dado un A-médulo M con B = End, (M), consideraremos a M como

un B-médulo derecho.

Un A-mddulo inclinado T con End,(T) = B

define una teoria de
torsidn (F(T),S(T)) en mod A y una teoria de torsidén (¥(T),X(T))
en mod B como sigque:

F(T) = { ,M : Hom (T,M) = O }
Y(T) = { N : Tory(T,N) = 0 } ,

. S(T) = { M : EXTi(T,M) = 0 }

»
A(T) = { N : T @N = 0}

Por [91, E ~Hom (T,-):¥(T) — VY(T) y TL=EXT.(T,-):F(T) —s I(T)
son equivalencias de categorias exactas.

Ademas la transformacidn
lineal U-r:Ko(A) — KO(B) dada por o',r(d_j_m M) = dim ETM - dim E;M
Si dim gl A < =, o, preserva la forma bilineal
<—,-> definida en (1.2),

es un isomorfismo.

esto es, <x,y>, = <o x,0.y> para todo



par x, Yy € K (A), (30,4.1].

Un é&lgebra inclinada es un &lgebra de la forma BndA(T)

con A
inclinado.

hereditaria y T un A-médulo

Si B = End,(T) es un dlgebra inclinada entonces mod B = I V VY.
Como consecuencia, Y(T) es cerrada bajo predecesores ¥y X(T) bajo
En particular, Y(T)
130.4.2(1)1].

sucesores. es cerrada bajo T, ¥ I(T) bajo t;

10




CAPITULO 2
ALGUNAS ALGEBRAS MAMNSAS Y SUS CATEGORIAS DE MODULOS

2.1 DEFINICION DE ALGEBRA MANSA Y ALGUNOS EJEMPLOS

Sean k un campo algebraicamente cerrado y A una x-dlgebra de

dimensidén finita, bdsica y conexa.

A es de tipao de nepnesentacian indinito si existe una
infinidad de clases de isomorfia de A-mddulos inescindibles. Las
Algebras de tipo infinito pertenecen a dos familias afenas: las
mansas y las salvajes [10], [12].

A es mansa si para cada dimensidn d existe una faxzilia finita
de A-k{x]-bimédulos M., que son libres finitamente generados como
k[x}-médulos derechos, tal gue cada A-médulo

dimension d es isomorfo a M,

A e k.

inescindible de

@ i KIX1/(x-2) para algsi

i ¥y al¢in

Si A es mansa enctonces q, es débilmente semipositiva

{24,1.3].
A continuacién damos algunos ejemplos de Algebras mansas:
ey — s ey —— - C m— ey -
i L A
- e o
i 4
mensa hereditaria (2.2} mansa ocults (2.2;

11
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>
N

(3.6)
A es osalsaje si existe un A-k<x,y>-bimddulo M gque es libre
finitamente generado como k<x,y>-médulo derecho
M

Yy tal que
®en.y>-iMOd Kk<x,y> —— mod A preserva inescindibles y refleja
isomorfia.

También para categorias de espacios vectoriales distinguimos

los distintos tipos de representacidn. Una categoria de espacios

vectoriales K es de tipo de representacidén finito si U(K) es

finita (i.e., tiene s8dlo un numero f£inito de objetos inescindibles

hasta isomorfia). K es salvaje si existe una inmersidn exacta de
la categoria de representaciones del carcaj Q: _-_ . en U(K) gue da

una equivalencia de representaciones con la categoria imagen. Si K
és finita, K es mansa si para cualquier dimensién d hay un numero
.finito de A-ki{x}j-bimdédulos M, que son libres finitamente generados
sobre K[X}] y tales gue todos los objetos inescindibles de dimen-

s8ién d de U(K), salvo un numero finito, son de la forma Hneule

para algin i y algin k[x]-mddulo inescindible M. Una categoria de
espacios vectoriales arbitraria K es mansa si cada subcategoria

plena finita es mansa.

En vista de lo observado en el ultimo parrafo de (1.1), el

&lgebra A[R) es mansa si y sdlo si el élgebra A y la categoria de



subespacios U(Hom‘(R,mod A)) son mansas.

2.2 ALGEBRAS MANSAS OCULTAS Y EXTENSIONES TUBULARES DE ESTAS

En esta seccién presentamos un resumen de algunos resultados
conocidos.

Teorema [13]. Sea A un &lgebra hereditaria, conexa y de tipo
infinito. A es mansa si y sdlo si A es el dlgebra de caminos de un
carcaj Q con grafica subyacente in (nz2), B (nz4) S En (n=6,7,8);
en el caso in se excluye la orientacidn ciclica.

Sea Q un carcaj con grafica subyacente @ = R, B o E y al
menos una fuente. Definimos el lpa whwtan de Q como sigue: para
Q@ = D (n=4) el tipo tubular es (n-2,2,2), para QO = E  (n=6,7,8)
el tipo tubular es (n-3,3,2), para Q = in el tipo tubular depende
de la orientacidn. Si '60 = {(0,1,2,...,n} con aristas i — 1+1 para
Osisn (médulo n+l), sea p el numero de flechas i «— i+l, sea q el
numero de flechas i — i+l y supongamos Que p=q, entonces el tipo
tubular de Q es (p,q). El tipo tubular (n ,...,n) pPuede represen-—
tarse graficamente por ‘I'n,, ceeun,

arbol con sdlo un vértice de

ramificacién y una rama de longitud n, para i=1,...,r. Asi, para

los carcajes antes mencionados, Tn n es un diagrama de
RN

Dynkin.

Sea A un &algebra hereditaria, conexa y mansa.

Se tiene el
siguiente teorema de estructura para mod A:

15



Teaorema [30,3.6(5)}.

Sea R el algebra de caminos de un carcaj con
grafica subyacente in, ﬁn, Eﬁ, E,'
sea (n,.-.,n)

6 € y con al menos una fuente y
549

tipo tubular. Entonces I consta de una
componente preproyectiva $, una componente preinyectiva 2 y una
P (k)-familia tubular estable separante 3 de tipo
separa P de ¢ ({30,3.1].

(M, +..,n ) gque

En este caso q,

= x, es
rad q, =

. semipositiva y el radical de gq,,
{ = € ¥ = g,tz) = 0 1}, tiene un generador positivo
minimo sincero w. Ademas las clases de mddulos P, T,

3 estéan dadas
por los A-mdédulos inescindibles M que satisfacen <w,gim M> <0, =0,
>0, respectivamente.

Un algebra de la forma B = End‘(‘r)

con A hereditaria, conexa,
de tipo infinito y T un A~médulo inclinado preproyectivo se llama
un algebna occulla. Si ademés A es

mansa, B
manaa acwudia.

se llama un

algebna
Si B = End, (T) es un Algebra mansa oculta, definimos el tipo
tubular de B como el tipo tubular de A. Luego,
(n‘, . ,nr) con Y

éste es de la forma
Risee-an, un diagrama de Dynkin.

Teorema (30,4.3(3)]. Sea B un algebra mansa oculta de tipo tubular
(n‘,...,nr).

Entonces I, consta de una componente preproyectiva 7
con carcaj de d&rbitas de tipo ¥

, una componente preinyec-
NDirs--un
tivea 3 con carcaj de Srbitas de tipo in

n Y una e (ky-familia
17y
tubular estable separante ¥ de tipo (n‘,.. .,nr) gue separa P de J.

16



En este caso dim gl B s 2, q, = x, es semipositiva y rad qg
tiene un generador positivo minimo sincero w. Como en el caso
hereditario, las clases #, 9, % estédn dadas por los B-médulos

inescindibles M tales que <w,dim M> <0, =0, >0, respectivamente.

La clasificacidn de las 4dlgebras mansas ocultas aparece en
[173 y (6},

Unr. dlgebra B se llama minima de tpa infinita si B es de tipo
infinito pero B/BeB es de tipo finito para todo idempotente e=0.
En [17) se prueba que un &lgebra B con una componente preproyec-—
tiva es minima de tipo infinito si y sdlo si B es el &dlgebra de

pu—

caminos de un carcaj - - con dos vértices y al menos dos flechas

o B es mansa oculta.

Sean A, un algebra, E «.., E An—mo'dulos y B,, ..-., B ramas

1’ t
(usualmente no vacias) ([(30,4.4,4.7). La extensidn }\‘,[E‘,B‘]';_l se

define inductivamente: A,(E ,B ] se obtiene de la extensién en un

punto AD[E‘] con vértice de extensidén w, agregando la rama B, en
v -1 - s -

w Y AO[E.,Bl]‘;‘ = (AO[E‘,B.]‘")[E‘,B(]. Sea w, el wvertice comun

a la extensién AQ[E‘] Yy a la rama Bl . Llamamos a W, eees W los

vértices de extensidén de AO[EI,Bl]"“_’.

Supongamos gue existe una familia tubular separante 7 en ',
o

[

que separa P de ¢. El1 dlgebra A LE,,B, 1, se llama una extenaién

tublustan de A, usanda médulaa de F si E,, -... E_ son médulos rayo

en 7 ortogonales por pares [30,4.5).
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Teorsma (30.4.7(1)]. Sea A, un dlgebra con una familia tubular
separante 7 que separa P de J. Sea A = A[(E,,B, ]:_‘ una extensidn
tubular usando médulos de .

Definimos clases de médules P,
3

J

o
° en mod A como sigue:

sea ?o = P, sea !n la clase de mdéduios

dada por todos los A-médulos inescindibles M tales gque Ml‘ = 0 v
o

pertenece a 7 o bien, con el soporte de M contenido en alguna rama

B, ¥ <LB @im M> < O “a es la funcidén longitud de rama [30,4.41)
1 1
sea ?,  la clase de médulos dada por todos los A-médulos inescindi-
bles M tales que Ml‘ = 0 y pertenece a 3 o bien, con el soporte
o
de M contenido en alguna rama B v <lB y8im M> > 0,
1

Entonces mod A = Pn v 50 v 90,

separante gQue separa ‘Po de 2
4.6(4)].

con J, una familia ctubular

2 [
o+ Ademds J, = J(E,B) _, [30,4.5,

Sea A, un dlgebra mansa oculta y sea A = AQLE‘,B‘]:‘_I una
extensidén tubular de A, usando modulos de la

I-familia tubular
estable separante 3 con tubos Tp, p € 1. Sea ¢

el rango de Tp. El
tipa de extlensidn de A sabne A, estd dado por 1la funcidén n:I —> N
tal que n = r + T B 1. Al escribir el tipo de extension,
[ e Eer_ !
L =

anotamos sdlo aquellos n,

=n, = 1. Si A tiene tipo de extension
L}
-
(n‘,...,nr), el rango de KO(A) estd dado por 2 - r + ¥ n, .
1=1
Sea A, un dlgebra con una familia tubular separante 3. La
familia :I., gque consta de los

médulos duales en mod A, es

también una familia tubular separante. Llamamos a A = l_:[B”E‘}A,

18



una coertensién  tubutan de A, uwsanda mbdulos de J  si AT =
A:D[ DE,, B‘:" ]:n es una extensidén tubular de A;’ usando médulos de
5’ . En caso de gue 5 sea una familia tubular estable,

el Upa de
coestenaién de A osabne A,

es el tipo de extensidn de A°F

sobre
AP,
Sea B una extensidén tubular de un algebra mansa oculta y sea
(m‘,. ,m‘) su tipo de extensidn. Si 'I’m A es un diagrama de
Dynkin,

B se llama una extenaién tubulan doméotica.

Teorema [30,4.9(1)]. Si B es una extensién tubular doémestica de
un algebra mansa oculta B, de tipo de extensidn (m,-..,m) vy A
oculta de tipo tubular

entonces existe un A-méddulo inclinado T

es cualquier 4&lgebra mansa (m‘, .. ,m‘)

= T, @& T, con T, prepro-

yectivo y T, regular tal que B, = End, (T,) ¥ B = End(T).

Consecuentemente, dim gl B = 2, q, = x, es semipositiva y el
rango de rad q, es 1.

Teorema {30,4.9(2)}. Sean B una extensidn tubular doméstica de un

dlgebra mansa oculta B

o (m,...,m) el tipo de extensidén de B
sobre B, ¥ (n,,--.,n) el tipo tubular de B,- Entonces I‘B consata
de una componente preproyectiva P con carcaj de Sorbitas de tipo
~n n ¢ Una componente preinyectiva 7 con carcaj de drbitas de
A
tipo i’m m Y una P‘(k)—familia tubular separante ¥ de tipo de
1ttt e
extension (m;,...,m ) que separa P de 7.

La componente preproyec-
tiva P estd dada por los

B,-médulos preproyectivos. La familia
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tubular 7 se obtiene de 1la Pl(k)—familia de todos los Bo—médulos

regulares por insercidén de rayos.
El concepto dual es el de una coertensidn tubwlan daméstica.

Sea A una extensién tubular de un dlgebra mansa oculta. A se
llama un digebra tubulan si su tipo de extensidn es T = (2,2,2,2),

(3,3,3), (4,4,2) & (6,3,2)
El dlgebra A se llama catubiZan si A®P es tubular.
Teorema (30,5.2(3)]. Cualquier dlgebra tubular es cotubular.

Ya gue para un algebra cubular el rango de KO(A) determina el
tipo de extensién, el tipo de extension y el de coextensidn

coinciden. Este se llamard el tipo de A.

Teorema [30,5.2(4)]. Sea A un dlgebra tubular de tipo T. I, cons-
ta de las sigquientes componentes: una componente preproyectiva Por
para cualguier ¥ € © v {0,=}, una P (k)y-familia tubular separante
!7_’, siendo todas, salvo 70 Yy 7,, estables de tipo ¥, y una
componente preinyectiva J_ . La familia tubular 51 separa a
PV VT de v I, Vv 3 .
o S<¥ - s>y -1 ©

Los A-proyectivos inescindibles pertenecen a P, V T, Y los
A-inyectivos inescindibles a J_ Vv 3, De hecho, si A es extensidn
tubular de AD Yy coextensidén tubular de A, con A, Yy A, mansas

ocultas, entonces ¥, es la componente preproyectiva de I, , 9, se
o
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obtiene de la P,(k)-familia tubular estable separante de I‘A por
o

insercién de rayos, 9 se obtiene de 1la Pl(k)—familia tubular

@
estable separante de I, por insercidn de corrayos e J_ es la
=

componente preinyectiva de I'L . La dimensién global de A es 2,
Al's

q, = x, es semipositiva y rad q, tiene dos generadores, 2z, Y 2.,
que son los generadores positivos sinceros de rad a, Y rad a, .

o =
respectivamente.

2.3 EXTENSIONES EN UN PUNTO DE ALGEBRAS MANSAS OCULTAS POR

MODULOS REGULARES

Sea A, un dlgebra mansa oculta y sea J, la P (k)-familia

tubular estable separante de I', . Los médulos en add J, se llaman
o

es una categoria abeliana, podemos hablar

negulanes. Como add 7°

de la longitud regular de un mdédulo en 9,- Sea R € 7, y formemos

la extensién A = AO[R). Entonces R = rad P, donde w es el vértice

de extensicén de A. Ya gue dim Proy,R = 1, dim gl A = 2. Supongamos

que Ao no es de tipo in, entonces el tipo tubular de Au estd dado

- 5 3
por (nl,nz,nz) con rn‘,nz,n: Dn, Es, E_, S E,. Sea n el rango del
tubo donde estda R. Si n=n  para algin j € {1,2,3}, tomamos m =n,

para i=j Y mJ=n’+1. §i n=~1, tomamos m =n, para i=1,2,3 y m=2.

Decimos que A tiene tipo de extensidn (m’ seeaesm ), donde rs4.

(Esta definicidédn coincide con la dada en (2.2) cuando R es simple

regular.)
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Proposicién (243,

Sean A, ¥ A como arriba. Supongamos dgue la
forma de Tits G, de A es débilmente semipositiva. Entonces:

1) Si R no es simple regular,

de tipo l’)_ vy = m-2.

R es de longitud regular 2, A, es
2) S5 ‘m“...mr no es Dynkin entances Tm“...,mr < (D‘, Ea’ EM
El.

Sean A, un algebra

mansa oculta de tipo B, ¥ R un A -médulo
inescindible regular de longitud regular 2. La extensién A
se llama 2-tubulon si su
una cgertensidn A

=
=

AIR]
Ttipo de extensidn es
LTIA,

{m—-1,2,2}. Dualmente,
se 1llama 2-tubutar si A es una exten-
sién 2-tubular.

Lema 31 {231}.

Sea A = A {R] una extensién 2-tubular. Entonces I,
tiene una componente con médulos estables no periddices.
Demostracidén: Supongamos gue R estd en el tubo Tp de rango n & 2.
Usando propiedades de las sucesiones de Auslander~Reiten para la
extensidn en un punto A = AO[R] Y el hecho de gque n = 2, obtenemos
en Tp:

M

1)\- /‘le\ /‘MJI\ /‘Ml\\‘
R . ™ PP
\z\' - 22\ - 32\ A
HX:I\ /MZJ\ /.MIIJ\'
Mll MZl M
en F,:

3a




n L M.a Mo M

NN SN 0N e
M Py MM, M, M Moo M M, M -

\\s ,/’ \\» //’ \\, ,/’ \\s
Mg MiAMZI M15“22 Tt

\\\ //) \\\ ,/’ \\»
M. M,.Ma, .
\ /'

~

donde }i” = (M, ,Hom, (R,M, ),1) y MN es el tdnico A-médulo ines-
°

cindible cuya restriccidén a A, €8 M o N.

Como P, , es el dnico proyectivo en la componente de R, M es

11
tA—esr_able Y ya gue M“ * Mz‘ b4 ™M

2 M <
M para i € N, M no es
':A—peri.odxco.n

Ejemplo:

Sea A el Algebra dada por el siguiente carcaj con relaciones:

1 we---6
~ b
3 s, 5<:
27 7
Entonces A = AD[R], donde AD es el algebra de caminos del
carcaj
1 6
~
3 — 4 — 5<:
27 7
Y R = zung (por comodidad representaremos a los médulos por sus

vectores dimensidn).

La componente preproyectiva de I es la de I, . La componente
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preinyectiva de I'L es la de I‘a . donde B, es el dlgebra de caminos
o
del carcaj:

1 w
\' /
3 — 4\
27 “s
A continuacion dibujamos el tubo de rango 4 de r, . el rtubo
o
de rango 3 de FB Y la componente de I‘A en donde estd P
o
i M, ‘x = ODI oxo ° o? |

‘\ N R/”‘”\ /\/:

] 001‘ °10°

N /\E
~ N

Eas
|

32

|
|
|
1
|
1

Para dibujar la componente de I' en donde estéa Pw (f£ig. 1)y,
observamos gque en mod A hay morfismos

irreducibles I — E,,.

I_' —_— EJ‘ Y que

= B M, = B M, = EL M, = B, M, =
Eypa ¥ M, = B,y
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Lema 2. Sea A = End (T) cen T un B-médulo inclinade, T =
HomB(T,—) y R = ZX con X € $(T). Entonces existe un B{X]-médulo
inclinado T*' tal que A[R] = Endg ,(T*).
pemostracidn: Sea w el vértice de extension de B[X) y sea P, el

B{X)-proyectivo inescindible con rad P, = X. Probaremos que T' =
T & P, es un B(X]-médulo inclinado y A[(R] = Endslx’('r‘).
Claramente, dim Proy,T' = 1 vy el nimero de sumandos ines-
eindibles no isomorfos de T' es igual al rango de K, (B[X])). Ahora,

1 . . = 1
EXCBI“(T 2T ExCBU”(T,Pu) B DHomBl‘,(Pu,th‘T).
— , 1 _
Pero tlelT - tBT = th va que Homs(x,ts'r) - DExtB(T,X) = 0 pues
X € ¥(T). Luego, Exc;l“('r','r') = 0. Finalmente,
Endm"('r) HOma(xl(T'Pu) A
Endy ,(T') = = [ o ] = A[R].
Homg 4y (P, T) Endﬂlxl(PU) o
Lema 3. Sean A = AO[R] una extensién 2-tubular con vértice de

extensidén w y E el soclo regular de R. Entonces q, €8 semipositiva

¥ rad qa tiene 2 generadores: Z,, el generador positivo minimo de

rad LV 4 dim ¥ + e, donde ¥ es un Ao—médulo preinyectivo tal que:
o

2 si M es simple regular homogéneo o M = R
1 si M es_simple reqular de periodo 2, M = E
dim Hom, (M,Y) = o M= T, E
AO AO
0 s8i M es simple regular de periodo m-2 y
M = E, Ta
o
Demostracidn: Sea A el Algebra de caminos del carcaj:
1\ A"
3 —_— ... — m—l'\‘
27 mel
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Ya que A, es mansa oculta de tipo I_J_, existe un A-mddulo

inclinado preproyectivo T tal gue A, = End (T). Sean 3, y 7, las

familias tubulares separantes de I'A b4 I‘A . respectivamente y I =

HOmA(’I‘,-)- Entonces }:tAx = ':Antx para X e 3A v 2:3‘ —_— ’o es una

equivalencia [30,4.1,4.3]. Asi, si Tp es el tubo de ?o donde esta

R, existen un tubo T": en 7. ¥y un A-médulo inescindible R' € T&

tales que }::Té —_ Tp es un isomorfismo de carcajes con translacion

¥ ZR' = R. Por lo tanto, A[(R')] es 2-tubular. Por el lema anterior,
A = Endun-x(T')' Luego, An - Yaip - Entonces, para ver dJue a, es
semipositiva, basta ver gue Dyine lo es. Ya que cada funtor

reflexidn S, es una inclinacidn (1,2.3] y que T, = C° [8], podemos

suponer gque dim R°* = Z°~~»°HZ (existe un inescindible en la

t‘—érbita de R' con este vector dimensidén [13]). Como

= 1 - 2, 1 - 2, 1 - 2 1 - 2
uupey (XD = 5 (2%,7%,)7% ZU2X,=% )% S(Xmx )T+ oo (X 57X, ))

X e o ox 03,

1 - - 2,1 -x -
ML K THGY Z(X-—i Ka %, a Tmel

-2 T .

q, es semipositiva.

Probaremos ahora que el rango de rad g, es 2. De las tablas
en [13] se ve gue existe un inescindible 2 en la tA—érbit:a de R
tal gue dim HomA(Z,I:) = 2. Por lo tanto, existe un inescindible
¥' en la t,-drbita de I, tal gque dim Hom (R',Y¥') = 2. Se sigue que
Y = £Y*' es Ac-—preinyeccivo y dim Hoon(R'Y) = 2. Por otro lado, de

la relacidn entre las matrices asociadas a x, Y a x, (30,2.5) se
o

obtiene que 1 = rango rad ¢q, s 2. Ahora, ya que e, A6 = Qim I, =
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dim P, - dim R y dim Proy,R = 1,
Apfdim ¥ + e,,) = 2 + (dim Y,e,), = 2 + <dim Y,e, > + <e ,dim ¥Y>
= 2 - <gim R,dim Y> = 2 - aim Hom, (R,Y¥) = 0.
©

Sea z, el generador positivo minimo de rad 49, - Entonces =z, y
o

dim ¥ + e, generan a rad g,-

Para ver gue Y satisface las demds propiedades enlistadas en
el enunciado del lema, basta observar en las tablas de [13] gue si
S es el soclo regular de Z entonces:

2 si X es simple regular homogéneo

1 si X es_simple regular de periodo 2, X = S
dim HomA(x,Iz) = o X =TS

0 si X es simple regular de periodo m-2 y

X = 5, tAS o

Concluimos esta seccidn con el siguiente teorema:

Teorema [24]). Sean A, un dlgebra mansa oculta no de tipo i_, R un
Ab-médulo regular inescindible y A = A,[R]). Entonces son eqguiva-
lentes:

1) A es mansa.

2) q, es débilmente semipositiva.

3) A es un algebra tubular doméstica, tubular o 2-tubular.
2.4 CARACTERIZACION DE ILAS ALGEBRAS TUBULARES DOMESTICAS POR
MEDIO DE SU FORMA DE TITS

Sean A un &lgebra y T un tubo en TA (30,3.1]. Un vértice

v € T se llama atrasada si ninguna flecha que apunte hacia

N
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infinito [30,4.6] termina en «. Para cualgquier vértice w € T hay
un utnico vértice atrasado s y un camino seccional finito:

¢ = G{1l] — 6[2] — ... — o[5] = w
En un tubo insertado {30,4.5) los vértices rayo {30,4.5] son

vértices atrasados, pero no inversamente.
Dualmente se define un uéntice adetantado.

Proposicion [27}. Sea 7 un tubo insertado en I‘A y sean M’, c e Mh

los vértices atrasados de T. Entonces para cualquier M en T

existen 3j,j,,....3, € {1,...,n} tales que M = Mi[8] ¥ dim M =
.

L dim M .

i=1 1

Demostracion: Introducimos un orden parcial s en T. Si no hay

flechas M —%» M' Que apunten hacia la boca de T [30,4.6], tomanmos
W(M) = { M }. Supongamos que M &, M apunta hacia la boca de T ¥
gue M = M)[s] para algin j € {2,...,n}, entonces tomamos W(M) =
W(M') v { Mj[i] : iss }. Decimos Qque M s N si M € W(N).

Sea M -2, N una flecha que apunta hacia infinito. Por
induccion sobre el orden s probamos gue a es mono y g:Ze
N/Im @ a M] para alqun j € {1,...,n}. De agqui se sigue el resui-
tado.

Si W(M) = { M )}, la afirmacién es clara. De otra manera, la

sucesidn de Auslander-Reiten que empieza en M tiene la forma:

@
0_.,”_&’_.)_.N5,u'__‘.gl_g'_)__;t_”__.o
Por hipdrtesis de induccidn, B' es mono y T M/Im B*' a M, para algin

i e {1,...,n}. Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo 7
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exacto: )
M——% s N-— coka — ©

o | [ 7%

=B, ™M M —— O

0 —~—— N°*

Se sigue gque a es mono y ¥ iso.o

Corolario. Sea T un tubo insertado y sea M en T. Entonces

(dim " M)nzo crece a lo mas linealmente con n.

7 de I‘A es campleta si cada

Una componente preinyectiva
inyectivo inescindible pertenece a 7 e J no tiene médulos
proyectivos. Ejemplos de &lgebras con componente preinyectiva

completa son las algebras tubulares domésticas.

Supongamos gque J es unha componente preinyectiva completa de

[{30,2.4(1)); ademds A es inclinada

I‘A. Entonces dim gl A s 2
{30,4.2(3)). Sea T un médulo rebanada en 7,
P> - Ex:A(T,—),

entonces A = EndA(T)

es hereditaria. Sean £ = Hom,(T,-), (%,5) ¥y
o':Ko(A) -— KO(A) como en (1.3). Sean ¢ = ~-C™*C la matriz de Coxeter

de Ay @, la de A, entonces @¢o = a‘o‘.
La siguiente proposicidn es una generalizacidn de [3,1.3].

Sea 9 una componente preinyectiva completa de

Proposicidén [27].
I‘A tal que el carcaj de dSrbitas O(?) es salvaje. Sea M € FA\J,
entonces (dim t'“M)ﬂto crece exponencialmente.
Demostracion: Conservamos la notacidon dada antes de la proposi-

cién. Aplicando [30,2.4(3))] obtenemos:
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n=-1
dim M - (dim M)¢™ = ¥ (gim Bye”,
=0
donde P es un A-médulo proyectivo. Ya que T™M € ¥ y P, e F,
aplicando o se tiene:

n=1
dim £'rT7M - (dim E'Mie)” = ¥ (dim = P et
1=a
Esto es,

a~1
dim T'TT™ ~ dim TE'M = L dim "‘:’z"’, = 0.
. s
Come Z*'M no es A-preinyectivo, por {3), (d4dim r:")’:‘M)n20 crece
exponencialmente. Por lo tanto,

(dim Z‘t"‘M)ngﬂ crece exponencial-
mente, de donde (dim z™™M)__, también.o

Teorema [27).
campleta.

Supongamos que I'y tiene una componente preinyectiva
Entonces son equivalentes:

a) A es un dlgebra tubular doméstica.

b) A = End (T) con A mansa hereditaria y ‘T inclinado.

c) A es mansa.

) q, ©s semipositiva.

e) q, es débilmente semipositiva.

£3 FA estéd formado por componentes preproyectivas, preinyectivas
Y Tubos inserctados.

g) T, tiene un tubo insertado.

Demostracion: a) » b) es [30,4.9(1)}. b) e d) es clara ya que

Qp = Xp- ) = c) es clare. aj) =» £) es (30,4.9(2)1. d}) = e) es

clara .

<y gy

Por (10,Cor. Fj, FA tiene un tubo estable.
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£) = g) Por (30,4.3(6)), A tiene un cociente A gue es mansa

oculta. Sea M un A-mdédulo regular, entonces M no puede ser

A-preproyective ni preinyectivo. Por 1lo tanto, T, tiene un tubo
insertado.
e) = b) Sea ¥ una rebanada en la componente preinyectiva 2 de I‘A.

Por [30,4.2(3)), .existen un &lgebra hereditaria A y un A-mddulo

inclinade T tales gque A = End (T) v ¥ = ( ZI_ : x € Q, }, donde

E = Hom‘(T,-). Supongamos que A es salvaje.

Sea T -‘;‘T‘ una descomposicidn de T en suma directa de
inescindibles. Ya que J no tiene proyectivos, ningin T es
A-preinyectivo.

Sea M un A-médule inescindible preinyectivo, entonces X =
M e 2 y TR = ETiM para cualquier n=0. Sea n € N y consideremcs
el vector z, = dim T"X - dim X. Por [30,4.1(7)],

z, = (dim 'I.':M - dim Myog = (dim HomA(T‘,t:‘M) - dim Hom (T,,M)), .
Si T, es preproyectivo (resp. regular), la i-ésima coordenada de
2 es positiva por (14} (resp. [3,1.31). Por otro lado,
qalz,) = q,(dim TiM - dim M) =
2 - (dim Hom (T{M,M) - dim Hom (T} 'M,M)).
Por {14}, las coordenadas de (dim t:‘M

)azo Crecen exponencialmente,
per lo tanto, existe n € N tal que qA(zn) < 0.

g) = b) Supongamos que ,T es un médulo rebanada con A = End, (T)
hereditaria salvaje. Sea M un médulo en un tubo insertado de Tpe
De las dos proposiciones anteriores obtenemos una contradiccidn

con respecto al crecimiento de (dim t-nM)nzo'
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Corolario. Supongamos que [, tiene una componente preproyectiva
completa y una componente preinyectiva completa. Entonces son
equivalentes:

a) A es mansa oculta.

b) g, es semipositiva.

c) I‘A tiene un tubo estable.

2.5 CARACTERIZACION DEL TIPO DE REPRESENTACION DE UNA EXTENSION
TUBULAR DE UN ALGEBRA MANSA OCULTA POR MEDIO DE SU TIPO DE
EXTENSION Y DE SU FORMA DE TITS

Sean A, un algebra mansa oculta, A una extensidn ctubular de
A, ¥ (m,...,m) el tipo de extensidén de A sobre Aa' En (2.2)

vimos gue si T
1

m €5 Dynkin o Dynkin extendido entonces A es
P
v

mansa (Y q, es débilmente semipositiva). En esta seccidén probamos

la afirmacidén inversa. Empezamos con algunos lemas.

Lema. Sea A un &dlgebra mansa hereditaria y sea T = TD @ T, un
A-médulo inclinade con ’I‘o preproyYyectivo y T, regular. Sea A =

End (T) el algebra tubular doméstica correspondiente con componen-

te preinyectiva J. Entonces FA\.'I < Im £, donde Z = Hom (T,-)-
Demastracidén: El conjunte { }:I_ : X € Q, } es una rebanada en 7.
Sea M e I'A\J, entonces M es un predecesor de algin I . Por
[30,4.2(1)]1, Im ¥ es cerrada bajo predecesores.o

Lema 1. Sean A, T ¥ A como en el lema anterior. Sea R € I‘A.
Supongamos gque A[R] es una extension tubular de A, = E:nd‘('I‘o)‘



Entonces:

a) Existe un A-médulo simple regular R' tal que R = ZR°'.

by Si A(R'] es salvaje entonces A[(R] es salvaje.

Demostracion:
a) Por el lema anterior R = IR' para algin R' e r,. vtilizando el
hecho de que cualquier tubo homogéneo de FA va a dar bajo & en o
tubo homogéneo de FA y gue la familia tubular estable de I, es
separante, es faci

R' debe ser regular. Probaremos que es
simple regular.

Coma A[(R] es una extensidn tubular de A

a

o hay sodlo
morfismo irreducible R —— X gque empieza en R.

Luego, &« es mnono.
Supongamos que R' rno es simple regular y sea R*‘ _E.. 2 un epi
irreducible. Ya que R' e

S(TY, 2 € $(T) y R = ZR' —§&~ ZZ resuclta
irreducible. Por 1o =<—anto, T N TR 5 T @, Cok IB = cok B = 2.
Esto contradice gue T X € Im IT.
by Sea J la comporente preinyectiva de FA. Ya qgue A[R'] es
salvaije, la categoria de espacios vectoriales u(HomA(R',J)) es
salvaje.

Construimos una inmersion exacta plena:

F:'U(Ho:'.A(R' EAD)

U(HomA(R,mod A))
Si X es A-preinyectivo, % € $(T) vy X‘:HomA(R',X) —_— HomA(R,ZX) es
iso. pefinimos F(Horm (R’,%),V,7) = (HomA(R,ZX),V,Eiv) Yy similar-
mente en morfisﬁos.

Esto prueba gue A R] es salvaje.o

Proposicion [(27]. Sea A una extensidn tubular de un élgebra mansa
oculta A,. Sea (M, ...,m) el tipo de extensidn de A y supongamcs

%
i



que ‘l'm m no es Dynkin ni Dynkin extendido. Entonces:
L A r

a) q, no es débilmente semipositiva.

b) A es salvalie.

Demostracidn: Es suficiente probar el resultado para el caso en

que T o sea minimal no Dynkin ni Dynkin extendiceo. Por
. 3ttt r e

[{30,4.4(4)), podemos suponer gue A = A'(R}], donde A"’ es

“na
extensidén tubular de A de i

o tipo de extensidn Dynkin o Dynkin
extendido ¥y R € I'A, . Distinguimos estos casos.
1) Supongamos gque el tipo de extensidn de A' es Dynkin. Entonces
A es tubular doméstica

v A = EndA(T) . donde A es mansa
heredicaria y T = T, © T, es un A-médulo inclinado con T, prepro-
yectivo Yy T‘ regular. Sea Z = Hom (T,~-). Por el lema anterior,
existe un A-médulo simple regular R® con EZR' = R. Sea t el vértice
en Q“R,] tal gque rad P, = R'. Afirmamos gue:

a') Existen Vir e V_ A-médulos preinyectivos y a € N tales gue

.
G € Eim v, v ae) < 0.

b') A[R'] es salvaje.

Esto implica a) y b). Ciertamente, sea s el vértice en Q, Tal

dque rad P, = R. Entonces:
m - = 2

pl ¥ dim Z\IA + ae ) = qA'( ¥ dim ZV‘) - a ¥y dim HomA,(R,Dll) + a® =
iel TR Y 1=

q,(

1

L

= -

dim V) - a £dim Hom (R',V) + a® = Ay ( T Qim V, + ae) < O.
1 1= 1=

Que A es salvaje se sigue del lema anterior.

La afirmacion

se prueba caso por caso. Para probar a') se



usan las tablas de [13] y para b') [29)].

2) Supongamos gue el tipo de extensidn de A' es Dynkin extendido.

Entonces A' es un Algebra tubular y

mod A* = P V TV v 3 v 7 v o3,
o reQ” ? o

Ya gue A es una extensidn tubular de Ay R € iu. Entonces existe

un médulo X € 3‘ con qA.(dim X) = 0 y HomA,(R,X) = 0. Por lo tanto,

c_‘,.(zg_i_m X+ en =1-2 dim Hom, ,(R,X) < O.

Tomemos una familia ({ Xh : 1=sn=5 } de ladrilios ortogonales

por pares en 7: [30,3.1] tal que HomA.(R,xn) = 0 para 1=ns=S5.

Hay
una inmersién plena de la

categoria de espacios vectoriales

u = u(Hom,.(R,{mﬂ“)) en mod A. Sea S el conjunto parcialmente

ordenadoc que consta de cinco puntos neo comparables entre si. Hay

una inmersién plena de la categoria de espacios vectoriales

U(add kS) en uU. Por [21], S es un conjunto parcialmente ordenado

de tipo salvaje. Por 1lo tanto, las categorias U y mod A son

salvajes.o

Obtenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema. Sea A una extensidn tubular de un algebra mansa oculta

AO Yy sea (m‘,...,mr) su tipo de extensién. Son equivalentes:
a) A es mansa.

b) q, es débilmente semipositiva.

<)

To m ©S Dynkin o Dynkin extendido.
NEERRE N

Demostraciodn: a) = b) es {[{24,1.3)]. b) = c) es la proposicioén
anterior. ©) » a) es (30,4.9(2),5.2(4)}.0



2.6 ALGEBRAS TUBULARES ITERADAS

En esta seccidn construimos una familia de &lgebras A para

las cuales el hecho de gue A sea mansa es eguivalente a gue su

forma de Tits q, sea débilmente semipositiva. Ya que la cons-

trucccidén de estas &algebras es una iteracidn del proceso dado por

{30) para definir las &Algebras tubulares domésticas y

llamamos a estas dlgebras dlgelras wluwlanea iteradaa.

Ringel en
tubulares,

Decimos que las &lgebras tubulares domésticas, cotubulares

domésticas y tubulares son 4algebnaa tubulanes O-itenadaa.

Sea A, un dlgebra cotubular doméstica o tubular. En ambos

casos Ao es una coextensiodn Ao = .,:[B,IE.]“O de un &lgebra mansa

oculta A, y mod A, = P° v g° v J,, donde J, es la componente

preinyectiva de 'y y de I', ¥y 7° es una familia tubular separante
o ©

que separa F° de .‘Io. Sean E?, “eey Eg un conjunto de Au-mo'dulos
o
o -
rayo ortogonales por pares y sean B?, +--, BZ un conjunto de
o
tu

ramas. Supongamos que 1\3[5?,8?]‘&x es un algebra tubular doméstica

t
s i 2 o
© tubular. Entonces decimos gue la extensidn A‘ = I\Q[E“’,B?]“x es

un digebna tubufan 1-itenada.
o o, 0 no. To
mod A‘ = ¥ v 7[E‘,B‘] v o3, donde

Por [30,4.7(1)]., 1=1

®a

1wy €8 una familia tubular separante gue separa 7% de 2°*.

-] -0 o
THE,B]
Queremos describir 7°'.

v 7, VvV 4, donde 7  es la familia tubular

Sea mod A =
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estable que separa P de 3 . Entonces

t T -
o _o. o _ © o0, O
mod A [E],BS),S = #, v 9 (E],B0),2, v 3.

Lema. Con la notacidn anterior, 4' = 3.

- 1 o _o.%o . 3
Demostracidn: Sea A = AD[E‘,Bl]‘_‘. Sea X € &% y sea P, un
A'—ptoyec:ivo inescindible con Homl(Pb,X) = 0. Ya que P, estd en

Qa o tO * o O :D
Po v ﬂo[E‘,B‘]“‘, existe un tubo insertado T en 50{!5‘,15‘]‘_x con
€,
Hom‘(T,X) = 0. Entonces existe un tubo T' en ﬂo[E?,B‘:] © gque se
s

(31

obtiene de T por insercidén de corrayos y tal que HomA (T*,%) = 0.
1

Luego, X e 7°'.

Sea X € J*' y sea b un veértice en Qa \QA . El Ao-inyectivo
o o

t
inescindible 1) es también A -inyectivo y estd en 50[5?,8?]lf‘,

or lo tanto, Hom (x,ID) = 0. Luego, X € mod al Y X € J por un
P A, 8

argumente similar al anterier.o

t

Sea A‘ = Ao[E?'B?];; un Algebra tubular l-iterada comoe antes

©

131 es un Algebra tubular con

®a 1 3

v ¥ V’7.’ V57mV3‘.
7€Q

Supongamos que A' = A [E°,B°
pong o ' )

1 . 3 o o
mod a' = » v 7 (E7,B))

t
En mod A, definimes r' = P° v 3°%&?,m7) v v .57; y 7' = 3.
7€Q
Entonces mod A = v V J, e ? es la componente preinyectiva
de [y .
1
Lema.

Con la notaciodn introducida arriba se tiene:
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a) 7' es una familia tubular separante gue separa P! de ".

b)) Para cada 7 € Q°, 3,; es una familia tubular separante gque
t
o

separa »° v 7""[!-:?,Btl’]‘=1

vV vg, de VvIrvavs.
S<7 s>7

Demostracion:

a) 7' es una familia tubular estandar Y

HomA,u‘,P") = HomAl(.‘Il,i’) = HomA‘(5',3’x) = 0.

Sean ¥ e P', Y e J‘ Yy 0 = £ € Ho.‘nA (X,¥). Si X € v '5;, f se
B TEQ
factoriza a través de cualquier tubo de g'. Si X e TD, £f se

€,
‘:‘ . Finalmente,
tO

§ =1

factoriza a través de cualguier tudo de VO[E?,B?]
T
(2]
1a1 y por

si X € :TJLE?,B?] Yy % € med aA' enzonces X e 7015?,571

lo tanto, f se factoriza a través de cualgquier tubo de J'. Si

a1 ; 5 5
X « mod A entonces se tiene un diagrara conmutativo:

o

1=t

con X' € HQ[E?,B?] Ya que ! se factoriza a través de
cualquier tubo de 7‘, f vambién.

b) Se prueba similarmente.o

Sea A el dlgebra mansa oculta de la cual A' es coextensidn

tubular. Sean E:, [RPOPO E:__ un conjuntoc de Al-mddulos rayo orto-
1
gonales por pares Y B:, PP B; un conjunto de ramas tales due
1
2 1 1 cl

a? = a=',B

: B 0

h) es un 4&dlgebra tubular doméstica © tubular. La
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1S
extensisén A, = A‘[E:,B:]‘:l se llama un &lgedia tubulon 2-itenada.

v 3

Como antes, mod Az - p* v g2 2

donde 32 es la componente

preinyectiva de FA v 9° es una familia
2

tubular separante gue
separa P° de 3,. Mas adn, si mod A = PV IV Iy A% es un
dlgebra tubular con

T
mod A = P v 9 {E',B'] ' v v 92 v givy
1 1 i 1 t=1 1€Q‘ K § @ 2
k=
entonces ®° = ' v g'(g},8ly ! Vv vQ_s; y 9% =92 .
TE

Por induccidn definimos las digebnraa tubulaires n-itenadaa.

Proposicidon 1 [27]. Sea A un dlgebra tubular iterada. Entonces:
a) A es mansa.
D) qs es débilmente semipositiva.

Demostracion:

a) Se sigue de la descripcidn dada para mod A.
D) Se sigue de a) y de (24,1.3].0
Ejemplos:

a) A, es tubular n-iterada. d, no es semipositiva.
1

e e
T - T

Ao ./ Al .
T, T

R RS DU

1 T Tt
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T T
I\2 . A:! .
7 T
JURPEN P N
- - LNt -
SO SRR DRI N T -
— e T— - — . — -—

b) Sean Ai'Az'“’x'“z € k' distintos por pares.
: 1 a1 . o
\a." ﬁ/‘ \,‘
01 1 Ont 1 -
Ao \ ) a‘B)a‘ = A‘azﬁza‘ i=1,2
1 L1 o
_/‘2 B 'A

2 : 1 1 : o a 1 1 0.1 1 s
= o =
o, V N: nr‘Blcx‘ Alaaﬁz N i=21,2
A . - 2

11

&
1 1,2 s
1 \ ~ N B x B, = A BB, i=1,2
2 |y o .
[ /-(2 rad®a, [+]
0 1 1 _ o1 1 -
\a‘" o, Ba, = AaBog i=1,2
1 1 a2 11,2 i =
B, xB] = AB B, i=1,2
2 1,2 2 1,2 2 s
2 \ 1 T a @, Blal = B e Ry i=1.,2
az B «; B “a a
- rad’a, = 0

Similarmente podemos definir A  tubular n-iterada para cualqguier

n=3. Notamos que en el UGnico tubo insertado y coinsertado de T,
hay un inescindible X con dim X = 1 ; a ; 1Y g, (dim X) = 3.

1
<) A, A, ¥ A, son tubulares l1-iteradas con s86lo un tubo

insertado y coinsertado en su carcaj de Auslander—-Reiten. q, ne
3
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es semipositiva.

A — . o —
S o N
A, e A, N A . N
"/' \" 1 1
AT - — —_— - — s — - o T — - e—
L ~o 4
2 s s 1 2’
Para X en el tubo insertado y coinsertado de FA con dim X = 2% -
1 1
7Y (dim X) = 2. Para X en el tubo insertado y coinsertado de FA
1 3
1
con gim X = 2 + Gp (dim X) = 2. Por otro lado, g, (dim X) =
12 3 1 3 2
1

0 & 1 para todo inescindible X en el tubo insertado y coinsertado
de I, .
AZ

d) Las siguientes dlgebras son tubulares l-iteradas.

Bl i
sy - Ay )
‘\l \l
1 i
A,
Ny
1

A:' Az b4 A3 tienen un tubo insertado y coinsertado en su carcaj ce



Auslander-Reiten. 49, no es semipositiva.
3

>
-
-

a Ag

-
— -

-

A, ¥ A, tienen un tubo insertado y un tubo coinsertado en su

carcaj de Auslander—-Reiten. g, no es semipositiva.
S

En el Capitulo 3 estudiamos &dlgebras con forma de Tits semi-
positiva. La siguiente proposicién da una condicidén necesaria mas
no suficiente (ver Algebra A, del ejemplo c)) para que un &lgebra
Tibular iterada tenga forma semipositiva.
tﬂ

Proposicidén 2. Sea A = AD[E?,B?],;,

un Aalgebra tubular l-iterada.

si q, es semipositiva entonces A, = 1-:[51'E|]Au es cotubular

t,
doméstica y A = AD[E?’B?]\SI es tubular doméstica.

Demostracion: Supongamos qgue A, es un algebra tubular, extensiodn
ce BD Y Coextension de Ew = Ao, con Bn Y Bﬁo mansas ocultas. Como
en (2.2), escribimos mod Ao = ;’Pc v ?o v 7\510.&77 v I, v Sm. Sea Zq

el generador positive minimo de rad g, Y sea M un B, -médulo
o

: - - - s = o
simple regular homogéneo. Sean a8 un vértice de extension de A, EJ
el sumando inescindible de rad P, que pertenece a moad Ay Al =

ALLE™) A' = A_[E°). Entonces A' es tubular doméstica o tubular,
3 3 Y o ]
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A' es tubular l-iterada y dim gl A' = 3. ademds A' es convexa en
A; luego, q es semipositiva. Sea n > g _(dim P ) = x (dim P ) =
Al AI - AX -

1 ¥y calculemos:

a.(dim P, - nz,) =

Ya gue dim proy M = dim proy, M = 1,
h -]
(dim P-'Zo)A: =z <dim P.,zD> + <z°,gjm P.> =
dim Hom | (M,P) - dim Ext;\‘(M,P-) = dim Hom, (M,E)).
c

Como E‘: e I, 10 es separante Yy i«lomA (Pi,EC;) = 0 para alqin vértice
o

x € Q

s (en caso contrario, E‘; perteneceria a 570), HomA (M,E?) = 0.
o o

Luego, q ,(dim P, - nz ) < 0, lo que contradice el que g , sea
A N
semipositiva. Por le tanto, Ao es cotubular doméstica.

Supongamos ahora gue A = AO[E?,BC:]:‘ es un Aalgebra tubular,

coextensién tubular del dlgebra mansa oculta A_. Sea 2z el

generador positive minimo de rad g, y sea M un A _-mddulo simple
o

regular homogéneo. Sean b un vértice de coextension de A, E, el

sumando inescindible de Ih/sI> que pertenece a mod Ay A = iEx”‘
€

‘Zi. Entonces A' es cotubular doméstica, I\l es

Ademds A es convexa en Ay A

o
y A, = Ael,B)

tubular 1l-iterada y dim gl A s 3.

1

es convexa en A; luego, es semipositiva. si mod A =
A
1

pl 1 - P 5
P Vv 3 v o3, Y mod A = P,V I,V v .7, Vv I, V 4, entonces
7€Q
T
1 1,0 J0. "0 R 3 3
modA = P Vv T (E‘,BI]“‘ v v ..77 v I v .‘in. Sea n > Qp (dim 1.,) 2
1 7€Q 1
X, (dim I) =1y calculemos:
1



q, (dim I, - nz) = q, (dim I) - nldim I.,2.), -
1 1 3
Ya que dim inyAM = 1 [30,2.4(2)),

1

(dim Ih.z,)A‘ =z <dim I ,2 > + <z_,dim 1 > =

dim Hom, (I,,M) - dim Ext;)(lh,ﬁ) = dim Hom, (£ ,M).

Como E, € EID, F es separante Yy HomA(EA,I‘) = 0 para algun vértice

X € QA (en caso contrario, E, perteneceria a 57‘), HomA(E),M) = 0.
=

Luego, g, (dim I
1

®

- nz) < 0, lo gue contradice el que g, sea
1
semipositiva.

Por lo tante, A es tubular doméstica.o

Sea A un 4&dlgebra dirigida

(i.e.,
cados).

Q, no tiene ciclos orien-
gue A tiene proyeclicca aceptables
Auslander-Reiten I'y de A tiene

Decimos

si el carcaj de
componentes P, G‘, o ey Gl tales
Ggue:

1) Cualguier A-médulo proyectivo

inescindible estd en P o en
alguna €, .
2) 7P es una componente preproyectiva sin inyectivos.
3y Cada € es un tubo insertado-coinsertado esténdar.
4) sSi HomA(E‘,C,) = 0 entonces i = J.
Las algebras tubulares iteradas tienen proyectivos aceptables.
Supongamos gque el &dlgebra A tiene proyectivos aceptables y
sean #, C:' PP Gl como arriba.

Supongamos gque Gl = l‘:iiv,B],
donde B es una rama y V es un mdédulo rayo en el tubo insertado-
coinsertado C‘;. Sea b el vértice en QA tal gque V es un sumando
directo cde rad P, (llamamos a b el vértice raiz de B) y conside-

as



remos el ala H(Ph) de Ph en Gl como se definid en (2.4). Sean

e = T e Yy B = A/AeA.
P _EWP )
= b
Proposicion (271. Con la notacién introducida arriba se tiene:

ay A = K{v,B}.

By A tiene proyectiveos aceptables y €} es una componente estandar

t
de I'g.

Demostracién: Consideremos a W(P ) como en la siguiente figura:

x\ /t'x = Y

Consideremos los médulos atrasados X y Y. Obtenemos que X({1i]
= X[i3lg ) = Vi) vy T ¥Y[i] = V{i), donde T es la translacidn de
Auslander-Reiten en I'z.

a) Sean s € QK Y 8 — T en QA ;, entonces t € QR En efecto, si
t € B, ya gque HomA(Pl,P-) = 0, P- e GL. Pero como P-. e W(Pb) Y
P_ € w(Ph), HomA(P‘,P_) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto, A es convexa en A y A tiene la forma:

Para probar que A = A[{V,B}] basta probar que no hay relaciones

cero entre los vértices de B\{b} y los vértices en QT' Para ello
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es suficiente demostrar que para cualguier camino dirigido
b, — ... — b — b

en B se tiene gue Pb = Vv (= Tad Pb). Pero esto es claro ya que
'

cada P, esta en el camino seccional que une a P, con X en §,.
1
b) €; es una componente de I'zg. Probaremos qgue es estandar.

Supongamos gue Gt - G[Vl,Bl]:_‘ con € un tubo coinsertado, V‘ = Vv
y B, = B. Entonces 6 es una componente de I‘A . donde Au - A/AeoA Y
Q

[%

e, = T e - Como en a), obtenemos gque A = Ao[v\’B|]|=x y A =
=€EUB
1
AO[V‘,BI]::. Por construccién, dim iny, € = 1. Supongamos que & =
o
1:;[3; ,v; 16 con G un tubo estable. Dualmente, G es una
componente de I'A,, donde Aé = Ao/AoeéAu Y eé = ¥ e ; ademas
G xeum; X
A, = ::;‘B:'V:JAE' Sea X € €' y sea z un vértice en Qa. s entonces
o

HomA(,’(x,P;) = Hoon(x,Pl), cdonde P; b4 Px son proyectivos inescin-
dibles en mod Al y mod A, respectivamente. Luego, dim inyA_G' = 1
o

y por (30,3.1), €' es estdndar en mod Aj. Por [30,4.5]}, € es

v

., es estdndar en mod A.

estdndar en mod A, ¥ G = G[V‘,Bl]

Ya gque P, © Cees G‘_l, Gt' son todas las componentes de l‘K

a
gue contienen proyectivos, A tiene proyectivos aceptables.g
Teorema [271]. Sea A un algebra con proyectivos aceptables. Enton-
ces son equivalentes:

a) A es tubular iterada.

b) A es mansa.
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g, es débilmente semipositiva.

<)
Demostracidn: a) = b) y a) » c) ya se demostraron.
Sean £, &, ..., € como en la definicion y &; y A como en la
proposicidn anterior. Procedemos por induccidn sobre el niumero p

5‘.

de proyectivos en los tubos insertados y coinsertados l‘:‘,

e e ey

c) - a) Si p=0, # es una componente preproyectiva completa. Por
(2.4,Teo.), A es un dlgebra cotubular doméstica.

Supongamos gue p>0.
Por hipotesis de induccidédn A es tubular n-iterada.

Como A es convexa en A, 9y es débilmente

semipositiva.
Sea mod A = P v 5 v 7, donde 7 es la componente preinyectiva de Tz
y T es la familia tubular separante gue separa 2 de ¥ en I'z. Con
la netacion introducida al principio de esta seccidn, A = A" -
Algebra tubular (n-1)-iterada,

+
An_‘[El,B‘J._‘, donde A"_x es un
A _, ©s mansa oculta y A" = An_‘[EI,BAI:.‘ es un algebra tubular
doméstica © tubular (sin pérdida de generalidad, nzl). Entonces

mod A" = P' v 7' v ¥, donde 7' es una familia tubular que separa

P de F.
Por un argumento similar al dado al inicio de la parte 2) de
la prueba de la proposicidén de (2.5), podemos demostrar que €,

insercidén de corrayos.

se

obtiene de un tubo en J* por si A" es
tubular doméstica entonces por (2.5,Prop.),
q ., es semipositiva. Luego,
a%tv. 81

A"[V,B)] es un algebra

tubular doméstica o© tubular pues

A = A{V,B) es tambien tubular n-iterada.
si A" es tubular entonces A" es una coextensién tubular de un
Por (2.5), A [V,B] es tubular doméstica o

dlgebra mansa oculta A -
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tubular y por lo tanto,

A es un dlgebra tubular (n+l)-iterada.

b) = a) se sigue, como c) = a), de la proposicidn de (2.5).0
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CAPITULO 3

ALGUNAS ALGEBRAS CON FORMA DE TITS SEMIPOSITIVA

3.1 DETERMINACION DE LA MANSEDUMBRE DE UN ALGEBRA POR MEDIO DE SU
FORMA DE TITS

Sean k un campo algebraicamente cerrade y A una k-algebra de
dimensidén finita, basica y conexa. Sea Q = Q) €l carcaj ordinario
de A y sea A = kQ/I para algin ideal admisible I de kQ.
Supondremos Qque A es dirigida (i.e., QA no tiene ciclos orien-
tados). Sea qp la forma de Tits de A. En (2.1) hemos dicho gue si
A es mansa entonces g, es débilmente semipositiva. La afirmacidn
inversa, aungue neo cierta en general [5)], ha sido demostrada para
algunas familias de &algebras, a saber:

a) Aalgebras inclinadas [18])
b) extensiones en un punto de mansas ocultas no de tipo in [24)

c) dlgebras tubulares iteradas [(27}.

El &algebra A es fchunian si dim_eyAex = 1 para cada par de
vértices x, Yy € Q,- A es A-tibne si no existe ninguna subdlgebra
plena A' de A tal gue A' = kQ', donde Q' es un carcaj con grafica
subyacente Q" = in (nzl). Decimos que el A-proyective inescindible
!?,r tiene nadical oepanada si los soportes de cualesquier dos

sumandos inescindibles no isomorfos de rad P estdn contenidos en
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distintas componentes conexas de los

subcarcajes Q_  de Q que se
obtienen guitando todos los vértices y tales gue existe un camino
dirigido de y a x. A oaticdace ta condicién

(S) 51 todos

los
A-proyectivos inescindibles tienen radical separado {(43.

El Algebra A es buena si es Schurian, #-libre y satisface 1la
condicidn (S). Se conjetura gue si A es buena Yy q, €S débilmente
semipositiva entonces A es mansa (25). En este trabajo se dan los
primeros pasos en el casc en que Gp ©°5 semipositiva. Probamos el
siguiente resultado:

Teorema. Sea A un &algebra buena. Supongamos gue fA tiene una
\inica componente Ppreproyectiva sin inyectivos

P ¥ gue hay un
proyectivo inescindible gue no esta en P.

Si g, es semipositiva
entonces A es mansa.

Ademas, damos una prueba parcial del teorema anterior en el
caso en gue hay dos proyectivos inescindibles gue no estdn en la
componente preproyectiva P.

En este caso supondremos que la carac-
teristica de k es distinta de 2.

3.2 RESULTADOS AUXILIARES

El siguiente resultado es parte de una situacidn mias general
considerada en [26].

Teorema 1. Sean Ao un éalgebra, T un A;m@dulo inclinado y A =
End, (T). Supongamos que la teoria de torsidén asociada a T en
©
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mod A se escinde. Si A  es mansa entonces A también lo es.

Para la demostracién se requeriradn algunas consideraciones de
algebra homoldégica.

Sea A = k(xl] Yy sea M un AO—A-bimédulo gue es libre £inita-
mente generado como A-médulo derecho. Consideremos

la siguiente
ctransformacién natural:

o"!:HomAD(‘I,M)oAx — Hoon(Y,Mo‘x)

¢y x(F8XI(Y) = fly)ex
L.ema,

1) Py.x €% monomorfismo para todo ¥ € mod A, y tcdo X € mod A. Si

X es libre o Y es proyectivo entonces o,.‘ es isomorfismo.

2) Si Ma X e $(T) entonces oTJ es isomorfismo.

3) 53 Ms‘x € #(T) entonces Exc;\a(T,H)d-‘x — Exc‘,‘\ (T,Ms‘x) es
°

isomorfismo.

Pemostracidn:

1) Observemos gue 01 o es isomorfismo para nzl. Como A es un

dominio de ideales principales,

existe una presentacidn proyectiva
de la forma:

0 —» A" — A" — X —> 0
Como M, es libre, obtenemos la sucesidn exacta:
0 —» M® A" — Me A" —— Mo X — O
Aplicamos H°"‘A°(Y") a esta sucesidn para obtener un diagrama

exacto ¥y conmutativo:
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HomAD(Y,H)oAA' o HomAO(Y,M)IAA" — Hom, (¥,M)e X —> O

@ - a @

-
Y.a ¥v.a® Py, x

0 —— Hoon(Y,MoAA-) — Hoon(Y,MeAA") NN HDmAu(Y,MoAx)

Por el lema de la serpiente, @, , ©8 mono.

2) Supongamos que Me X € Y(T), esto es, Ext;\o(T,MoAX) = 0. El
siguiente diagrama es exacto y conmutativo:
HomAO(T,MOAA") g, Hoon(T,Man) 2, ExtAo(T,MoAA?) - Ex:Au(T,MeAA") -
- -
Ext, (T,m)" s Bxe, (T,M)" ——
o o
Como A-médulo, Exc}\ {(T,M) es finitamente generado. En efecto,
o

si 0 —-P — P, — T — 0 es una presentacidn proyectiva de T y

P, ® @ = A} entonces Hom, (P,,M) — Ext, (T,M) —> O es exacta
o o
Y I-!omA (P),M) es sumando directo de M®, gue es A-libre finitamente
o
generado.
Como 0 — A® — A" es exacta y A es dominio de ideales
principales, m=n. Entonces obtenemos:

Exty (T,M)" s Excp (T,M" L Exx, (T,M"
o o o

donde 7 es el morfismo candnico. Por [31,3.6)], 7V es iso. Luego, Vv

es iso y cok u = Im 8 = Kker v = 0. Por lo tanto, 4 Yy @, 4 son
epis.
3) Supongamos que Me X € F(T), esto es, HomA (T,MoAX) = 0. Por
o
1y, Hoon(T,M)an = 0.
Sea O — P — Po —— T — O una presentacidén proyectiva
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de T. Obtenemos sucesiones exactas de A-médulos derechos:
Q0 — HomA {(T,M) — HomA (PO,M) ——t K —— O
Q o
0 — K — Hom, (P,,M) — Ext, (T,M) — O
o o
Luego, 0 = Hoon(T,H)oAx —_— HomAD(PO,M)an e chx - 0 es
exacta y
Hom, (Po,M)® X « Ke X — Hom, (P,;M)s, X — ExtAO(T,ZM)oAx — 0
= = 3
°pa,x o":"‘ 1°
1
Hoon(PD,Mo‘x) —_—— HomAD(P‘,MoAx) —_— ExtAD(T,u.‘x) —_ 0
es exacto y conmutativo. Por lo tanto, el morfismo inducido @ es

iso.o

Demostracién del Teorema 1:
Sea d‘ < n", donde m es el rango de KO(A). Deseamos

parametrizar la variedad ind A (10]). Sin pérdida de generalidad,
1

existe un A-médulo inescindible z, tal que dim z, = cll . Ya que
G‘:KD(AO) g KO(A) es isomorfismo, existe un udnico du € Ku(Ao) tal
que o(d;) = d,. Como la teoria de torsidn asociada a T en mod A se

escinde, o existe Y‘ € (T) tal que z‘ = Hc:mA (T,¥,) © existe Y‘ €
o

F(T) tal que 2z = Exc‘:\o(T'Y'). Supondremos que 2, = HomAO(T,’x")
con Y‘ € $(T) (el otro casc es8 similar). Entonces dI = dim z, =
o(dim Y‘) ydong_j.m‘l‘.

Como A, es mansa, existen AD-A—bxmédulos M, Sees M tales
que M, es A-médulo derecho libre finitamente generado y para cada
A,-mSdulo inescindible Y con dim Y = d; se tiene que Y = M s S
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para algunos i € {1,...,n} ¥ § un A-médulo simple.
Sea Z un A-mdédulo inescindible con dim Z2 = d,. Como antes,

Z = Ho=, (T,Y¥) con Y e S(T) o 2z = Ext)(T,¥Y) con Y e S(T).
> o

Supongatos que sucede lo segundo, entonces c'll = dim ZzZ = o(-gim Y);

pero no es posible que -dim Y = do = gdim ¥,. Luego, Z = :—:o:r.A (T,Y)

Q

con Y € $(T) inescindible y dim Y = do‘

Seann j € {1,...,n} Yy S un A-médulo simple tales zZ=e Y a

JS) =

M]-AS. Entonces, por 2) del lema anterior, 2 = HomAn(T,!{‘_a
Hoon('x‘,.V.)) s, S. Ademas Hoon(T,MJ) es un A-modulo derecno fini-
tamente generado, pues es submédulo de HDon(Po’M;) gque es A-libre
finitamente generado.

AsZ, { Hom, (T.M,), Ext}\o(T,M‘) :i=1,...,n } es un conjunto
de A-A-bimodulos gue son A-mddulos derechos finitamente generados,
de forma que todo A-médulo inescindible 2 con dim 2 = <. es de
la forma 2z = Eo‘s con S un A-médulo simple y E € ({ Ho:r.A‘(T,Hl),

Ext;\ (T,H‘) :i=1,...,n }. Por {11, Prop. 1, Lemas 2 y 3., A es
o

mansa.a

Para facilitar la comprensidén del siguiente resultado recor-
damos que los mddulos sobre la coextensidén en un punte [R]JA =
[ g Di ] de A por R se identifican con las ternas (V,M,7), conde V
es un k-espacio vectorial de dimensidn finita, M es un A-mddulo y
TN — i—:om_.(DR,V) es un A-homomorfismo, © bien, por medio de la

cadena ce isomorfismos:

5%



HomA(H,Homh(DR,V)) - HomA(H,Homk(DV,R)) -

Hom, (DV,Hom, (M,R)) & Hom‘(DHOmA(M,R),V)
con las ternas (V,M,7), donde ¥ es un k-espacio vectorial,

MM es un
A-médulo ¥ ¥:DHom (M,R) — V es k-lineal.

Teorema 2. Sean Ao = Ends (T) con T un Bo—médulo inclinado, £ =
o

Hom, (T,-) y R = ZX con X € Y. Entonces existe un (x]BD—médulo
o
inclinado T' tal que {RIA;, = End ., (T')- Mas aidn, si la teoria
o

de torsidn ascciada a T en mod A se escinde entonces la teoria de
torsidén asociada a T' en mod [R}A, se escinde.
Demostracidn:

Sean B = [X)BO, A = [R]AQ Y w el vértice de
coextensidn de B. Probaremos que T = Pu ® T, donde T =
(DHomﬂD('r, X),7T, lnnonn.n Y., es un B-mddulo inclinado tal

que A =
End (T').

a) Para ver que dim proy,T s 1,

por (30,2.4(1)],
que Hom, (D(B,),T,T) = O.

debemos probkar
Sea

06— g, T —f 0z S 0 o0
s

una sucesién de Auslander-Reiten en mod B,. Entonces
0 —s T, T ££:0), (z,pHom, (T,X),DHom, (g,%xy) <22, r —\ o
o o o

es una sucesidén de Auslander-Reiten en mod B. Por lo tanto, T,T =

'x:B T. Luego, l—ic:»mB(D(BH),tB T) = l-lomﬂ(:[m,‘v:B T) = x—u:m8 (x,'l:B T) a
o o o o o

DExt) (T,X) = 0 ya que X e 5.

o

b) =

EXt (T',T') = EXti(T,P_ ) @ EXt)(I,T) = O ya que ExtL(L,P ) =

DHom (P, T,T) = O y ExXt}(T,T) & DHom(T,T,T) = DHom, (T, T, T)
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Ext! (T,T) = o.
uﬂ

c) El nmimero de sumandos directos inescindibles no isomorfos de

T* es igual al rango de K,(B).

Esto prueba gque T®' es inclinado.

Finalmente,
E"ds(Pu) HomB(Pw,'E)
Enda(T') -
Homa(z,Pu) Enda(g)

Ahora, EndB(PU) = k, Ends(_'g) = End’o(T) = Ao Y Ya que P, es simple
proyectivo, HomB(E,Pu) = 0 Y HomB(Pu,g) = Homn(k,DHomB (T,X)) =

o
DEX = DR como K—A°~bim6dulos. Luego, Enda('l") = A.

Supongamos gue la teoria de torsidén (VY,X) asociada a T en

mod Ao se escinde. Sean (¥',%') la teoria de torsidén asociada a T*
en mod B, (Y',X') la teoria de torsidn asociada a T' en mod A, }:’,
- HomB(T',—) b 2;__ - Exf_;('r',—). Queremos probar gue (Y',X') se
escinde. '

Ssea N = (N, N, 7:DHom, (N, ,R) —» N_) un A-médule inescindible.
o

Consideremos primero el caso en que N, = 0, esto es, N = N, es un
Ao—médulc inescindible. Ya gque (¥Y,X) se escinde, N € X VvV VY.

Observemos que para 2 € mod Bn se tiene:

£..2 = Hom (P oT,Z) = Hem, (T,Z) = Iz Y

£:,2 = Exti(PeT,2) = EXt;(T,2) & DHom/(Z,T,T) = DHom, (Z,%T, T) =
Ext;o(T,Z) = £:2z.
asi, si N € I, N = Z;Y para alqin B -mddule inescindible Y € ¥ =

{ E‘Dz : Homno('l‘,z) = 0 }.

Por lo tanto, N = 2;,‘[ con Y € F' =
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{ .H F3 Hom.('r',ll) = 0 }; luego, N € X*. Similarmente, s8i N € VY
entonces N € Y'.

Consideremos ahora el caso en gue N, = 0. Ya

que N es

+

luego, HomA (ND,R) = Q.
°

Sea N, = e N una

descomposicién de N, en suma directa de inescindibles.

inescindible, 7 = 0;

Por ser N
inescindible, Hom, (N ,R) =* 0 para todo i € {1l,...,t}. Asi, para
o

1sist, se tiene gue N = I Y para algin B -médule inescindible
Y, € §. Sea Y, =‘;‘Y‘, entonces Yo € 5 y era = N,. Consideremos
el B-médule Y = (Yu,Yo,'t':DHomao(Yo,X) — Yu)' donde Yu = N,y 7'
es la compesicién DHom, (Y ,X) % DHom, (N,R) —I— ¥ . Afirmamos
o o

queYES"yirY=N.

Y € $' ya que ExXt(T',Y) = EXT)(I,¥) & DHom (Y,T,T) =
DHomBD(YD,tnDT) - x-:x:;o('r,yn) = 0.

Sea 2z = (2.,,Z,9:DHom_ (Z,,R) -— 2,) = E_ Y. Es facil ver gue
o
ST-P‘.; es el A-simple proyectiveo y £, T es la suma directa de 1los

restantes A-proyectivos inescindibles. Entonces Z , es el k-espacio

vectorial HomB(Pu,Y), z, es el Ao—médulo Hom, (T,Y) ¥

$:Hom (T,Y) ~——— Hom (DR,Hom (P_,Y))
estd dada por la composicidn. Ademds existen un isomorfismo de
k-espacios vectoriales u:HomB(Pu,Y) a Yu = Nu Yy un isomorfismo de
Ao—mo'dulos B:Hom (T,Y¥Y) = HomBD(T,Yo) = E¥Y, = N, tales que ap =
¥DHom(g,R). Luego, Z = ZT,Y = Ny N € Y,
Por lo tanto,

la teoria de torsién (¥',X') se escinde.o
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Como consecuencia del teorema anterior y del lema correspon-

diente para extensiones en un punto (2.3, Lema 2), obtenemos el

siguiente resultado.

Corolario. Sean A, = End, (T) con T un B, -médulo inclinado, I
o

Hom, (T,-), R = EX y U = ¥Z con X, 2 € ¥. Entonces:
o

a) Existe un (B, [(X])[2Z2]-médule inclinado T*' tal que (A {R])LU) =
E"dmoxnuzl (T

b) Existe un [z]([x]Bo)—médulo inclinado T* tal que [U)((R)A,) =
End e, (T')- Mas ain, si la teoria de torsiédn asociada a

a

T en mod A, se escinde entonces la teoria de torsidén asociada
a T' en mod [U]([R]Ao) se escinde.

c) Existe un [z](BQ(x])—médulo inclinado T' tal gue [U](AOIR]) =
Endlzl(aole)('r' )

Demostracidén: Los procedimientos dados en el lema y en el teorema

pueden iterarse ya gque en ambos casos los funtores IT_ Yy }:;,

extienden & los funtores I y I;, respectivamente.a

Sean A un Algebra tubular doméstica y T un tubo insertado en
C,- Diremos que los médulos rayo de T son de nivel 1 y gue un
médulo M € T es de nivel n>l si existe un camino seccional en T de
longitud n-1

M =M — M —_ ... —m—™ M, — M =E
n n-1 2 1

con E un médulo rayo.
Sean B un &lgebra mansa oculta, T = T, © Tx un B-médulo
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inclinade con T, preproyectivo y T, regular y A = End (T) el

dlgebra tubular doméstica correspondiente. Sea £ = Hom,(T,-) y sea

R un A-médulo inescindible en un tubo insertado de I,. Por los
lemas de (2.5), R = ¥£X para algin B-mddulo inescindible regular X.
Lema 1. Con la notacidén introducida arriba, R es de nivel n si y
sélo si X es de longitud regular n.

Demostracidn: Probaremos primero gue R es mddulo rayo si y sdlo

s8i X es simple regular. En (2.5,Lema 1) vimos que si R es mddulo

rayo entonces X es simple regular. Supongamos entonces gue X es

simple regular. Sabemos que existen un médulo rayo E y un morfismo

no nulo E — R. Ya que E = T£Z con 2 simple regular, se tiene un

morfismo no nulo zZ — X que debe ser iso. Luego, R es médulo rayo.

Sea n>1 y supongamos gue X es de longitud regular n. Entonces

existe una cadena de epis irreducibles entre inescindibles
X=Y — Y —_ i, — Y — ¥ = Z
n n-1 2 1

con Z simple regular. Luego, Y

a1t v e Y‘ € S(T) y se tiene una

cadena de morfismos irreducibles entre inescindibles

R =S58 — EY _ ~—> ... —> EY, —> £2 = E

con E médulo rayo. Supongamos que }:Y“‘ = -:ZYI =

i e {1,...,n-1}). Entonces hay un mono Y _

£tY, para algun

i s T ':Y‘, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto, el camino es seccional y R es de

nivel n.

Supongamos ahora que R es de nivel n y sea

R =E — E — i —» E, —3 E, = E
n n-1 2 1

un camino seccional con E moédule rayo. Sea EA = }:Yl para 1sisn.
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Entonces hay una cadena de morfismos no nulos entre inescindibles
=Y —> Y —_—F e ™)@ ¥ — Y = ¥

B n=1 2 1

con Y simple

Ya que Y,, ..., ¥ estédn en el corrayo de Y,
los morfismos sc=

. €pis propios. Por lo tanto, la longitud regular

de X es =n. El arzumento anterior prueba gue es n.o

Concluimos esta seccidn con el siguiente resultado.

Lema 2. Sean B, el dlgebra de caminos del carcaj
1 m
™~ 3 — ... — m- 1<
2/ m+31

con mz5, 2

3_-médulo simple regular de periodoc m-2, X un

B,-mdédulo inescindiblie regular de periodo m-2 y de nivel 2 en el

algebra tubular coméstica B = B (2] y B, = B[X].

AL S|

Entonces existe
una extensidén 2-tubular C ¥ un C-médulo inclinado T tal
que B, = End (T) y la teoria de torsién asociada a T en mod B, se
escinde.

Demostracidén: Sea w. el vértice de extensidn del Algebra tubular
-l

doméstica B = B, {2)- Entonces S =1211,\ @ TI , es un médulo rebanada

(calcilese la componente preinyectiva de Ty -

End (S5), entonces S, es mansa hereditaria de

en mod B Sea C, =

tipo tubular

(m-1,2,2). Por lo tanto, existe un C,-médulo inclinado T = T, @ T,
con T, preproyectivo y '1“ regular tal gue B = Endca(T) {30,4.9(1)3.
Sea I = Homco(T,—). Por el 1lema anterior, X = ZY para alqin
Co-médulo inescindible regular Y de longitud regular 2. Ya que T,
= PU, T‘ es simple regular de periodo m-1. Se sigue que Y es de
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la extensidn C = C (Y] es 2-tubular. Por (2.3,
= End_(T')-

periodo m-1. Luego,
Lema 2), existe un C-mddulo inclinado T*' tal que B,
Dualizando la demostracidén del Teorema 2 se Ve gue la teoria de
torsidén asociada a T' en mod B‘ se escinde ya que el uGnico ines-

cindible en la componente preinyectiva de Iy, que no estd en Y(T)
es Iu Y Homa(x,xu) = 0.0

Cuando m=4, la demostracidén anterior es valida sdélo en el

caso en gue los dos simples regulares en la boca del tubo donde
11 oo

eatd X tengan vectores dimensién s Y olae

3.3 UN PROYECTIVO INESCINDIBLE FUERA DE LA COMPONENTE PREPROYEC-
TIVA

tiene una

Supondremos qQue A es buena, q, es semipositiva, FA

dnica componente preproyectiva sin inyectivos P y hay sélo un

proyectivo inescindible P, que no estd en P. Sea A, = A/Ae_A y sea
R = rad P_.
-
Lema. A, es cotubular domeéstica, R es inescindible y A = AL{R].
Demostracion: Si hay una flecha x — y en Q4 con x € Q, entonces
o
Y € Q, - De aqui se sigue que A, es convexa en A y que q, es
o o
semipositiva. Como Ag tiene una componente preproyectiva completa,
A es cotubular doméstica (2.4,Teo.). Por otro lado, a es fuente
en Qu; luego, A = A IR] . Ademds, ya gque A es buena, R debe ser

inescindible.o
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Supongamnocs gue Aa - h';[B‘,E']AO es una coextensidn tubular
doméstica del Algebra mansa oculta A, ¥ que mod A = PV I VvV 3.
Entonces mod A, = PV 7 v 30,

donde J es una familia tubular
separante gue se obrtiene de la familia tubular estable separante
7, por insercidén de corrayos.

Lena. Con las hipdtesis anteriores,

R € .
Demostracion:

Supongamos gue R € "n‘ Ya gue dim proyAR = 2,
o

dim gl A = 3. Sean 2z, el generador positivo minimo de rad g, v E
a
un A -médulo simple regular

homogéneo.
Xpldim P) = 1 y calculemos

Sea n > q.(dim P) =

Qaldim P - nz ) = qu(aim P) - n(dim P, 2.),.
Como Aim proy,E = 1,

(dim P,,z,), = <dim P_,z,> + <z, dim P >
= <2.,4im R> + <z _,dim I >
=

Qim Hom,(E,R) - dim EXt,(E,R)
daim HomA(E,R).

Como J es separante, dim Hom,(B,R) > 0, luego, qA(dim P, nz.y < o,
lo gue contradice el gue q, sea semipositiva. Por lo tanto, R € J.o
Sea R, = R}, .

Hay tres situaciones gue considerar:

1) RO*OyRD-R, i.e.,RﬁmodAO.

2) R, = 0y Ry = R.

3 R, = 0, i.e., R € mod Bl para algin i e {1,...,t}).
1)

Supongawos que R <« mod A, y consideremos la extensién A =
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AD[R]. Como A es buena, A, No es de tipo in Y Y& que A es convexa
en A, q, es semipositiva. Luego, la longitud regular de R es 1 & 2
¥ A es tubular doméstica, tubular & 2-tubular (2.3,Prop.). Trata-
remos por sepat;do cada uno de estos casos. Notamos que si A, es
mansa oculta (i.e., todas las ramas son vaciasg) entonces A, = A, Y
A = A es un algebra mansa (2.3,Teoc.). En lo gue sigue supondremos

que A, no es mansa oculta.
a) La longitud regular de R es 1.

En este caso el Algebra A = A,[R] es tubular 1l-iterada y por
lo tanto, mansa (2.6,Prop. 1). Ademds, como q, es semipositiva, A

neo puede ser tubular (2.6,Prop. 2).
b) La longitud regular de R es 2.

En este caso A, es de tipo ﬁ_ ¥y R es de periodo m-2. Ademéas,
como A es buena, m>4 (si m=4, dim R = :% (271, (13)). Probaremos
que A = EndB(T), donde B es un &dlgebra 2-tubular, T es un B-mddulo
coinclinado y 1la teoria de torsidén asociada a T en mod A se

escinde. Ya gque B es mansa, A también lo es.

Lema. Sean A, una coextensidén tubular doméstica del dlgebra mansa
oculta A, de tipo ﬁ_ con m>4, R un Ao-médulo inescindible regular
de longitud regular 2 y periodo m-2, E el soclo regular de R y A =

A (R]). si q, es semipositiva entonces T, E es un mddulo corrayo en
o
mod A, y dim gl A = 2,

Demostraciodn: Sea b un vértice de coextensidén de A, Yy supongamos
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que el sumando directo inescindible de 1,/S, que pertenece a mod A,

es M = T E. Consideremos el &lgebra A, = {M]JA. Ya que dim gl A =
o

2 y dim iny‘M = 2 [30,2.4(2)], dim gl A = 3. Ademds, como A, es

convexa en A, g, es semipositiva. Sea dim Y + e, uno de los gene-~
1

~ 2(dim Y + e )).

radores de rad q, (2.3,Lema 3) y calculemos q, (e,
3

Como dim iny M = 2, se tiene:
1
(e, .Qdim ¥ + e ), = (e, dim Y), = <dim Y,e, > = - <dig Y,dim M>
1 1 1
= - dim Hom, (¥,M) ~+ dim Ext} (¥,M) - dim Extl (Y,M).
1 ) 1
Sea P(Y) la cubierta proyectiva de Y en mod A, Y sea
0 — K —» P(Y) —» ¥ — O
exacta. Como A‘ = ([M]JA)[R] ¥ Y es Ao—preinyectivo, los sumandos
directos inescindibles de K y P(Y) pertenecen a la componente
preproyectiva de l“ que es la de r‘“"‘ . Luego, Extf (Y,M) a*
1 o 1

Ext: (K,M) = 0 ya que [M)A, es cotubular doméstica. Asi,
1

(e ,dim Y + e ), = dim Ext) (Y,M) = dim Hom, (E,Y¥) = 1
1 a o
Y por lo tanto, a, (eh - 2(dim Y <+ e.)) < 0, lo cual es una con-
1
tradiccidn.

Del hecho de que T, E sea un médulo corrayo en mod A, se
o

sigue que dim proy, R = 1, de donde dim gl A = 2.0
o

La siguiente proposicidén caracteriza a esta familia de

algebras.

Proposiciodn. Sean A, una coextensién tubular doméstica de un
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dlgebra mansa oculta A, de tipo I—)_ con m>4, R un An—nx‘)dulo ines-
cindible regular de longitud regular 2 y periodo m-2, E el soclo
regular de R ¥y A = A, [R]. Enronces q, es semipositiva si y sdélo si
el tipo de coextensidn de A, sobre A, es (n-2,2,2) con n>m y E,
t:DE b4 ':AQE son médulos ceorrayo en mod A, -

Demostracion:

-y Dada un 4dlgebra mansa oculta B, de tipo tubular el tipo de
coextensidn de Ay sobre A, existe un Bo-mo‘dulo coinclinado T =

T, @ T, con T, regular y T, preinyective tal que A, = End, (T)
o
[30,4.9(1)). Sea I = !;:l—it::mB {(-,T). Por los lemas de (2.5), R = EX

para algin B -mddulo inescindible regular X. Sea B = B,[X). Por
(3.2, Teoc. 2), existe un B-médulo coinclinado T* tal que A =
End (T'). Como dim gl A = 2, dp - 9,- Por lo tanto, g, es semipo—
sitiva, de donde la longitud regular de X es menor o igual gque 2
(2.3,Prop.). Si X fuera simple regular, por (3.2,Lema 1), R seria
médulo corrayo en mod A,. Luego, la longitud Tegular de X es 2 y B
es 2-tubular, esto es, B, es de tipo ﬁn con n>m. Ademas, por (3.2,

Lema 1), R es de nivel 2 en mod Ao, de donde E y ‘C; E son mdédulos
o
corrayo en mod A,. Por el lema anterior T, E también lo es.
o

-) Por [30,4.9(1)), dada un Algebra mansa oculta B° de tipo En,
existe un B -médulo coinclinado T = T, ® T, con T, regular y T,
preinyectivo tal que A, = Endn (T). Sea £ = DHom, (~,T). Como E y
o o
t: E son médulos corrayo en mod Ao' R es de nivel 2 en mod A,. Ya
o

que ademds R es de periodo m-2 en mod Ay R = IX para alguin B:-mé—
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dulo inescindible reqular X de longitud regular 2 (3.2,Lema 1) Yy
periodo n-2. Luego, la extensién B = B,{X] es 2-tubular. Por (3.2,
Teo. 2), existe un B-médulo coinclinade T' tal que A = End (T').

Ya gue dim gl A = 2, G, g, que es semipositiva.o

Como consecuencia obtenemos gue el rango del tubo de I', en
o

que estd R es mayor © igual que 4, i.e., A, es de tipo Iﬁ_ con mz6.

Teorema. Sean A, una coextensidn tubular doméstica de un dlgebra
mansa oculta A, de tipo \5_ con m=6, R un A -moédulo inescindible
regular de longitud regular 2 y periodo m-2 y A = A ER].
Supongamos que a, es semipositiva. Entonces existen una extensidn
2-tubular B = Bc[x] Yy un B-médulc coinclinado T' tales que A =
End,(T'). Mas auin, A es mansa.

Demostracion: Tomando a B, hereditaria en la prueba de 1la
proposicién anterior obtenemos que A = Ends('x"), donde B = Bn[x]
es una extensidén 2-tubular, T' es un B-mddulo coinclinado y la
tecoria de torsidén asociada a T' en moed A se escinde (3.2,Teo. 2).

El gue A sea mansa es consecuencia de (3.2,Teo. l).o

Ejemplos:

« T- . 2N

~
B — .
A
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2) Supongamos que 0 » R, = RlA = R. Por [30,4.5(1),4.6(4)], R
o

°

es un Ao-médulo inescindible que pertenece al tubo de l‘A en que

estd R. Sea A = AQ[ROJ. Ya que A es convexa en A = AO[R], q, es
semipositiva. Como A es buena, se sigue de (2.3,Prop.) gque la

longitud regular de R, es menor © igual que 2 y si es 2, A, es de

tipo 5_ con m>4 y R, es de periodo mayor que 2. En este caso

obtenemos los siguientes resultados:
Lema. Sean A, = l-:[Bl'EI]AD una coextensidn tubular doméstica de

un 4algebra mansa oculta A,, R un Ao-médulo inescindible en 1la

familia tubular separante 9 de mod A, tal que 0 = R, = R y A =

AJIRY . Si q, es semipositiva entonces R es de nivel menor o igual
gque 2.
Demostraciodn:

Dada un Aalgebra mansa oculta B, de tipo tubular el

tipo de coextension de Ao sobre Ay existen un Bn—médulo coincli-—

nado T tal que A, = End, (T) y un B,~médulo inescindible regular X
o

tal gue X = R, donde I = Di-lomB (-,T). Sea B = BO[x], entonces
o

existe un B-mdédulo coinclinado T' tal que A = End (T*) .

Si dim proy, R = 1 entonces dim gl A = 2 y g, _ dq,. Por lo
o

tanto, q; es semipositiva y la longitud regular de X es menor o

igual gue 2. Por (3.2,Lema 1), R es de nivel menor o igual gque 2.
Si dim Proy, R = 2 entonces existe b e Q, vértice raiz de
o o

alguna rama B, tal que Hom, (I ,TR) = O y Hom, (R,I ) = 0. No
o o

perdemos generalidad si suponemos gque i=t y tomamos LY -
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:::[B‘,El]ho. Entonces R e mod A!, dim ptoyAéR = 1 y el nivel de R

es el mismo en mod Al que en mod A,. Ademds A’ = Al[R] es convexa
en A, por lo gque Gp. €8 semipositiva. Por el caso anterior, R es

‘de nivel menor o igual que 2 en mod Aj.c

o R y A como en el lema anterior. Si R es

Proposicién. Sean Ao’ A
de nivel 2 y E es el soclo regular de R, entonces q, es semiposi-
tiva si y sdlo si A, es de tipo 5_, el tipo de coextensidn de Aj

sobre A, es (n-2,2,2) con n>mz4 y T, E es mddulo corrayoc en mod A

o
o

En este caso, dim proyAR = 1.
o
Demostracién:
-) Sea b un vértice de coextensidén de A, Y supongamos que el
sumando directo inescindible de I /S, que pertenece a mod A, es M
= T, E. Podemos suponer que b es el vértice raiz de la rama B, y
o

tomar Al = ::[B.'EIJAQ‘ Entonces A! es cotubular doméstica, R es
de nivel 2 en mod AL Y M es médulo corrayo en mod Al . Luego, dada
un dlgebra mansa oculta B, de tipo tubular el tipo de coextensidn
de A} sobre A,, existen un B,-médulo coinclinado T tal que A} =

End, (T), un Bo—médulo inescindible regular X de longitud regular
o

2 tal que IX = R y un B -méduloc simple regular 2 tal que X2 = M

(de hecho, T,z es el soclo regular de X).
o

Sean B = Bu[x] Y A' = Aé [R], entonces existe un B-médulo
coinelinado T, tal gque A' = Ends('r‘) . Como dim gl A" = 2, dp — 9p-
que es semipositiva pues A' es convexa en A. Por (2.3,Prop.), B es

2-tubular. Sean B‘ = fz2)s y A: = (MlA", entonces existe un
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B‘—médulo coinclinado T, tal que A, = End (T,). Denotemos con a a
1
los vértices de extensién de B y A',

con b a los vértrices de coex-
tensidén de B‘ Y A‘ ¥ calculemos g (e, - 2o(dim Y + e‘)), donde

3
dim ¥ + e, e€s uno de los generadores de rad 4q, (2.3,Lema 3). Como
dim gl A* = 3, o(dim ¥

- e.) =
Qim I, - €im M se tiene:

o(dim Y)Y + e, ¥y e = dim P =
(e ,o(dim ¥ + e)), = (e,0(dim ¥)), = <oldim Y.e,>,
1 3 3
= -<o(dim Y),qim M>, = -<dim Y,dim Z>, .
kY 1
Como en el lema del caso anterior,
~<dim Y,dim 2>, = dim Hom, (T, 2,¥) = 1.
3 o o

Por lo tanto, Qp (eh - 20(8im Y -+ e.)) < 0, lo cual es una contra-—

- 3

diceidn ya que G, €S semiposiviva pues A, es canvexa en Al
1

Concluimos que M es un médulo corraye en mod Au Y que A =
Bnd (T},

donde B es una extensidn 2-tvubular y T, es un B-mddulo
coinclinado.

Se sigue que el tipo de coexXxtensidn de A, sobre A, es
(n-2,2,2) y A, es de tipo B_ con n>mz4.
-) Las hipdtesis implican que existen un Algebra mansa aculta B,

de tipo E')n ¥ un Bn-médulo coinclinado T tales que A, = End, (T).
o

Ademds existe un B ~médulo inescindible Tregular X de longitud

regular 2 y periodc n-2 tal que R = EX. Sea B = B, {X1,

tal gue A = EndB(T‘).

existe un B-mddulo coinclinado T Como T, E
es maddulo corrayo en mod AD, dim proyAR = 1, de donde dim gl A =~
©

enronces

2. Asi, dp ~ Qg que es semipositiva pues B es 2-tubular.a
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Teorema. Sean A, una coextensidn tubular doméstica de un &lgebra
mansa oculta A,, R un Ao-médulo inescindible en la familia tubular
separante 7 de mod Au tal gue 0 = R, = R y A = AO[R], Si qd, es
semipositiva entonces A es mansa.
Demostracién: Sean B, un dlgebra mansa hereditaria de tipo tubular
el tipo de coextensidén de A, sobre A, T el B-mdédulo coinclinado
tal gue A, = End, (T), X el Bo—médulo inescindible regular tal que
o

TX = R, B = B {X) y T' el B-mddulo coinclinado tal que A = End (T')
Y la teoria de torsién asociada a T' en mod A se escince.

si dim proonR = 1 entonces dim g1 A = 2 ¥y g, _ q,. Por lo
tanto, q, es semipositiva y B es un dlgebra mansa (2.3,Teoc.). Por
(3.2,Tec. 1), A es mansa.

Si dim Proy, R = 2, se sigue de los dos resultados anteriores
o

gque R es de nivel 1, esto es, X es simple regular. Un andlisis
caso por caso muestra gue B es tubular doméstica o tubular. Sea l\'s'7

como en la prueba del lema.

tipo tubular Lipo de coextension tipo tubular tipo de extenslin
de A de A' mobre A de 8 de B sobre B
o a o o °
¢3,3.2) ta,3,21 s, 3,2 (6,3,2)
2,2,2) €3.3,2) e, 3,21 ts,3,2)
2,2,2) €3,3,23 (s,3,2) t6,3,2)
t2,2,2) (e.3,2) ts.3,2) t6.3,2)
(2,2,2) (w, 2,2) m>2 tn,2.2) n>m tne1,2,2)
(3,2.2) t4,3,2) ts, 3,21 t6,3,2)
€3,2.2) «3.3,2) €3, 4.2) ¢3.5,2)
€3,2,2) €3.3,2) €3,5,2) (3,6,2)
3, 2,2 13,4,2) (3, 5,2) 13,6, 2)
(m,2,2) m=4 tn,2.2) nom tp.2,2) p>n (pe1.2,2)

Por (3.2,Teoc. 1), A es mansa.o
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3) Cuando R es médulo sobre alguna rama Bl obtenemos resultados

similares a los anteriores, a saber:

%

1= [B,.EJA, una coextensidn tubular doméstica de

Lema . Sean A,
un &dlgebra mansa oculta A,; R un Ao-médulo inescindible tal gque
R € mod B, para alqin i € {(1,...,t} y A = Aj[RY. Si g, es semipo-
sitiva entonces R es de nivel menor o igual que 2.

Demostracidn: Dada un dlgebra mansa oculta B, de tipo tubular el
tipo de coextensidén de A, sobre A, existen un Bo-médulo coincli-

nado T tal que A, = End, (T) y un B,-médule inescindible regular X
o

tal qQue ZX = R, donde T = Dl-lomB (-,T). Sea B = Bo[x], entonces
o

existe un B-médulo coinclinado T' tal gue A = EndB(T').
Si dim proy, R = 1 entonces dim gl A = 2 y g, . q,. Por 1lo
o
tanto, g, es semipositiva y la longitud regular de X es menor o
igual gque 2 (2.3,Prop.), de donde R es de nivel menor o igual que

2 (3.2,Lema 1).
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Si dAim Proy, R = 2 entonces existe X € Q, tal que Hom, (I_,TR)
o 3 o

= 0. Sea b maximal con esta propiedad y sea e = Y L donde xX © Qa

'
depende de b {30,4.4).

Sea Aé = AO/Aoer, entonces R € mod Ac‘,, dim

proyA.R = 1 y el nivel de R es el mismo en mod A‘; que en mod Ao‘
o

Ademas A' = AB(R] es convexa en A, por lo que Qp. e85 semipositiva.
Por el caso anterior, R es de nivel menor o igual que 2 en mod Aj.no

Proposicidn. Sean A, Ay R y A como en el lema anterior. Si R es

nivel 2 entonces d, ©8 semipositiva si y sélo si A, es de rtipo 5_,
el tipo de coextensidn de Ao sobre Ao es (n-2,2,2) con n>mz4 y dim
PTOoy, R = 1.

o
Demostracion:

-y sSupongamos gue dim proyAR = 2 y sea b € QB maximal tal que
o 1Y

l-lomA (lh,tR) = 0. Sea E el médulo corrayo tal gue hay un morfismo
°

irreducible E — R. Entonces M =

TpA E es sumando directo de I /S .
)
Sean e = Y e, donde x € Q  depende de b y A: = A/Aeh,. Al es
1
cotubular doméstica, R es de nivel 2 en mod Al Y M es médulo

El resto de la demostracidén es igual al de la
proposicidén del caso anterior.

corrayo en mod Ag.

-) La demostracidn es la misma que

la de la proposicién del caso
anterior.o

v
Teorema. Sea Au = ‘“[B‘,E‘]An una

coextension tubular domeéstica
del &lgebra mansa oculta AL,

R un A -mdduloc inescindible tal que

R € mod B, para algin i € (1,...,t}) ¥ A = A IR]. Si a, es semipo-
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siziva entonces A es mansa.

Demostracidén: Sean B, un dlgebra mansa hereditaria de tipo tubular

el tTipo de coextensidn de A, sobre A,, T el B,-mdédulo coinclinado

zal gue A, = EnciB {T), X el Bo—médu].o inescindible regular tal que
o

£E¥ = R, B = Bu[x] Yy T* el s8-médulo coinclinado tal gue A = Endn('r')

¥ la teoria de torsidén asociada a T' en mod A se escinde.

Si dim proy, R = 1 entonces dim gl A = 2 y dp - G- Por 1lo
o

tanto, dq, es semipositiva y B es un Algebra mansa. Luego, A es

mansa.
Si dim PYOY 5 R = 2, se sigue de los dos resultados anteriores
a

gue R es de nivel 1, esto es, X es simple regular. Un andlisis

caso por caso muestra gque B es tubular doméstica o tubular.

tips tubuler de A tipo de coextensian tipe de extonsicn
de A sowbre A de B mobre B
° o ©
2,22y 15,2,2) t6,3,2)
,2,2) (3,5,23 13,6,2)
(m.2,2) »Z4 in,2,2) n>w tne1,2,2)

Luego, A es mansa.o

Ejemplos:
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3.4 DOS PROYECTIVOS INESCINDIBLES FUERA DE LA COMPONENTE PREPRO-

YECTIVA

En esta y las siguientes secciones supondremos gue A es buena,
d, es semipositiva, FA tiene una uUnica componente preproyectiva
Bin inyectivos P y que hay dos proyectivos inescindibles P, ¥ P,

que no estan en P.

Sea I\° = A/Ae_A-'-AebA. Come en el caso anterior, Ao es una
coextensidn tubular doméstica de un algebra mansa oculta Ay. sSlo
que en este caso admitimos la posibilidad de gue las ramas sean
vacias. Ya gue A es conexa, podemos suponer que hay una flecha del

vértice a a algin vértice de Q, . Sean R = rad P y U = rad P_. En
Ao a [

este caso hay qgue considerar las siguientes situaciones:

1. Hay una flecha a entre a y b.
1) a va de b a a.
2) a va de a a b.
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2. No hay ninguna flecha entre a y b.

1) rad P, *# rad P _.
2y rad P, = Tad P,
1. Nos restringiremos a analizar el casoc en que el soporte de R
estd contenido en Q, v {b}.
o
1)

Supongamos que hay una flecha b —Z5 a. Entonces A = (AIR])[U].

Como A es buena y q, es semipositiva, R es un Au—médulo inescindi-
ble en la familia tubular separante de mod Aa. Supongamos que R €
mod A, Yy consideremos la extensién A = A,{R]. Entonces la longitud

regular de R es 1 ¥ A es tubular doméstica o tubular (sdlo si las
ramas son vacias) o la longitud regular de R es 2 y A es 2-tubular.

Proposicién, Si @ no es la iunica flecha gue sale de b entonces A
es tubular doméstica, U = R{2] = ‘I’.':R ¥ el tipo de extensidn de A
sobre Ao es (n-2,2,2) con nzb6,

Daremos la prueba de la proposicidn en varios lemas.

Supongamos que hay otra flecha b £, Z con z € QA . Como A es
o

buena, U es jinescindible. De heche, 2z € Q‘ ¥y existe un vértice

x € sop R tal gue hay un camino dirigido no nulo de z a X y una
relacién de conmutatividad de b a x.

Luego, U € mod A, por lo que
u = (Uo,k,-l:k — Hom, (R, U, donde Uo = 0. Sea l\l = A[{U]},
o

entonces dim gl A s 3 Y g, es semipositiva.
1
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Lewma . Si A es tubular entonces a« es la tnica flecha gque sale de b.
Demostracidén: Sea mod A = P V F_V v 7 v gV 3 y sea U
o Q 1EQ. T @ -
como arriba. Ya gue P. € 50 Y HomA(P_,U) =
1‘;'0‘51 v I v 3“‘. Supongamos que U e $.

0, U e ‘.70 v 2, donde
F

Sean z, el generador

positivo minimo de rad g, ¥ E un A -médulo simple regular en un
o

tubo homogéneo de T

Como dim proy, E = 1, U, = 0 Yy 50 es
1
separante, obtenemos:

(dim Pb.zo)A‘ z <2z ,dim P > = <z ,dim U> = dim Hom (E,U) > O.

Luege, si n > q, (dim P)) = x, (dim P) = 1, q, (dim P, - nz,) < O,
1 1 1
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, U € 70.

Sean A_ el Algebra mansa oculta de la cual A es coextension

tubular, z, el generador positivo minimo de rad q, Y E un
w

A -médulo simple regular en un tubo homogéneo de J

dim proyA‘U =- 1, I, € 3‘”, HomA(U,I_) - 0 ¥y Ha es separante,

obtenemos:

. Ya que

(eb,z_)A‘ = <e_,z > = - <dim U,z > = -~ dim Hom‘(U,E) < 0.
Por le tanto, q, (e, + Zza) < 0, lo cual es una contradiccidn.a
1

Lema. Si A es 2-tubular entonces a es la idnica flecha gue sale de
b.
Pemostraciodn:

n
Sea UD = 1 el'J\

una descomposicién de U, en suma

directa de inescindibles y sea mod A = P Vv I VvV J,. Ya que U es

inescindible, Hom, (R,U/) = 0 para todo i = 1,.,..,n. Como R e 7,
o
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U‘ € 5° v 7° para 1si=n. Sean Z, el generador positivo minimo de

rad q"o Y E un A, -médulo simple regular homogéneo. Calculemos
q"(djhm P, - nz,), donde n > q"(m P) = 1. Como dim ptoy“s = 1,
'C‘E = E y HomA(UD,E) = 0, se tiene que:
(dim Ph,zo)A‘ = <z, ,dim P> = <z, ,dim U> =
dim Hom (E,U) - dim HomA(U,E) = dim HomAO(E,UO).

Si U, tiene sumandos preinyectivos, dim Hom, (E,U;) > O, de donde
o
Q, (dim P, - nz,) < 0, lo cual es una contradicecidn. Luego, todos
1

los sumandos inescindibles de U, estdn en 3, en el tubo de R. De
hecho, si o — E — R — E, — O es una sucesidn de
Auslander-Reiten en mod AD, los sumandos inescindibles de Uo estdn
en el rayo de R o en el rayo de E,. Como sop E, ¢ sop R y A es
Schurian, u, debe ser inescindible (de longitud regular menor que
el rango del tubo de R).

Recordemos que rad q, tiene dos generadores, Zo ¥ dim ¥ + e

donde Y es un Ao-mo'dulo preinyectivo con dim Hom, (E,,Y¥) -
o
dim HomA (Ez,Y) = 1 y dim Hom, (Z,Y) = 0 para todo simple regular
o o

zZ = E,, E, en el tubo de R (2.3,Lema 3).

Calculemos q, (eh - zzo). Como dim inyA E = 1, se tiene que:
t 1
(eh,zo)hl = <e ,z,> = — <gdim U,z,> =
- dim Hom (U,E) + dim Hom (E,U) = 0.
Si (e, ,2), > 0, q no es semipositiva. Supongamos entonces gque
1

7y
1

~ 2(gim Y ~ e)) < O.

(t=_lb,z°)ﬁx = 0. Veremos gue en este caso q“'(e=
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Ya gue 0 = <e_,z> = (e,,Z,) + }J: Z,(3) 4dim F.'xt:l(sh,sj), se
tiene que Ext:l(sh,sJ) = 0 para todo j e Q‘o' Sea
0 — K —» P & P —> Uy -— 0

exacta, donde P, © P es la cubierta proyectiva de U (P € proy Aa,).

Entonces Ext:’(K,S)) = Exf_f‘(u,sj) a Ext:‘(Sh,SJ) = 0 para todo

1
j € Q‘c. Luego, EchO(K'Jgo S,’ = 0, de donde K « proy A, y por

o
lo tanto, dim proy,U = 1.
asi, dim gl A = 2y
(e, dim Y), = <e ,dim Y> = - <dim U,dim Y> =
1
- <dim U, + e ,dim Y> = -~ <dim U,,dim Y> + <dim R,dim Y>
= - dim Hom, (U,,Y¥) + dim Hom, (R,Y) = O é 1,
o o
dependiendo del rayo en gue esté U,. Pero si
1 = (e,,dim ¥), = - <dim U,dim ¥> ~ - dim Hom (U,Y) + dim Ext:(U,Y)
3
entonces EXt)(U,Y) = O, de donde Ex:: (U,,¥) = 0, lo cual es una
o

contradiccién. Por lo tanto, (eh’m Yy, = 0oy (eb,g_;m Y +e), =
1 1

(eh,e.)Al = -1, de donde qA‘(eb + 2(dim Y + e_)) = -1.0

Demostracicn de la Proposicidn:

Segin los lemas anteriores A debe ser tubular doméstica. Sea

mod A = "u VvV 3 vV 7. Como en el primer lema, U € 7 (en el tubo de R
Y en el rayo de P, ). Entonces dim proy‘U = 1, de donde dim gl A =
2.

Ya que A es tubular doméstica, dada un &lgebra mansa oculta

82



B, de tipo tubular el tipo de extensién de A sobre A,, existe un
Bo-médulo inclinado T = T, e T, c€on T, preproyectivo y T, regular
tal gque A = Ends (T) (30,4.9(1))}. Sea T = Hc)mB (T,~). Por (2.5,
o a
Lema 1), U = ZX para algun inescindible regular X. Sea B = B,(X]1,
entonces existe un B-modulo inclinado T* tal que A, = Endy(T')
(2.3,Lema 1). Luego, 9y, . 49, , de donde q, es semipositiva. Por lo
1
tanto, la longitud regular de X es menor o igual gque 2. Por (2.5,
Lema 1), P, = IE para algin simple regular E (de hecho, E = Tl).
Ya que Hom, (E,X) = HomA(P_,U) = 0 y X # E, la longitud regular de
o
X es 2 y B, es de tipo I_)n.
Lo anterior prueba que el tipo de extensidén de A sobre A, es
(n-2,2,2). Como A es A-libre, A, es de tipo ﬁ_ con mz=4; luego, n=5.
Sélo falta probar que U = R[(2]. La sucesién de Auslander-Reiten

0 — E — X — T E — 0
o
estd en ¥(T). Por lo tanto, la sucesidén

0——’9.———bU—>Zt;E———>O

es exacta en mod A. Sea M = }Zt; E, entonces T.M = 1:‘21:;5 = TE =
o o

= - - - 5 1, -

P_. Por lo tanto, M = T, P = t‘oR Y Ya gue dim Ext‘(tAp.,P_)

dim Hom (P_,P ) = 1, U = R{2] = ‘E:R. De aqui se sigue que m=5 ¥y

por lo tante, nz6.o

Proposicidén. Si «@ no es la iudnica flecha que sale de b entonces el

tipo de coextensidn de hr, sobre A, es {(n-2,2,2) con n=% y R, 'C: R
o

Y T, R son médulos corrayo en mod A LR] .
o

83



Demostracién: Por la proposicidn anterior, A, es de tipo 5_ con
m=5 y R es simple regular de periodo m-2. Como en la prueba de la
proposicién anterior, sean B, el dlgebra mansa oculta y T el

Bo—médulo inclinado tales gque A = EnclB (TY), & = Hom, (T,-), X el
o ©

B,-médulo inescindible regular tal que £X = U, B = B [(X]) el dlge-
bra 2-tubular y T*' el B-mddulo inclinado tales que A = End_(T').

Ya que q, - 9 Y rad dg tiene dos generadores, W, Y dim Y + e,
1

rad q, tiene también dos generadores, z, = 0(wW,) ¥y dim IY + e =
1

o(dim Y + e.)-

Sea 2 un vértice de coextension de A, ¥ sea M el sumando
directo inescindible de I_/S, que pertenece a mod A,. Suporgamos
que M es de periodo 2. Entonces M = XZ, donde Z es un Bo-simple
regular de periodo 2. Consideremos el &lgebra A, = [M)A,. Ya que
dim gl A, = 2 y dim iny M = 1, dim gl A, = 2. Ademas A, es

2
convexa en A = (AD[R])[U], por 1lo que q, es semipositiva. Pero
2

q, (e, ~ 2(dim TY + e,)) < 0 ya que
2

z

te_.dim Y + e")‘z = <dim Y + e ,e > =

- <dim TY ~+ eb,d;m M> = - <dim Y + eb,dim z>, =
1
- <dim Y,dim 2> + <dim X,dim z> = dim Hom, (‘C; zZ,¥Y) = 1.
o o

Luego, M no puede ser de periodo 2.

Supongamos ahora gque M = R y sea A, = [R]A,. Como dim inyA R

2

= 2, dim gl A, = 3. Como antes, q, es semipositiva. Sea p, = ZE,
2

con E B, -simple regular en el rayo de X, como en la prueba de 1la
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proposicidén anterior. En este caso,
(ex,g';m ZY + e“)‘\z = (ex,d_‘;m zY)‘z = <gim zy,ex>A2 =
- «<dim TY,qQim R>‘z = - <dim TY,dim P'>“z + <dim zy,e_>Az.
Ya que dim iny‘zp_ = dim inyAlP_ = 1 y dim iny‘ s, = 1, obtenemos :
2
<dim ZY,dim P>, = <dim IY,dim P_ >, = <dim Y,.dim E>,
2 1

¥ <dim 2Y'e‘>‘z = dim HomA(ZY,S_) = 1.

Por lo tanto,

(e_,dim TY + ey, = - <dim Y,dip E>;, = dim Hom, (T, E,Y) = 1.
2 o o
Luego, q, (ex - 2(dim ZY + e)) < 0, lo cual es una contradiccién.
2
Supongamos enseguida que M = 1:: R y sea A, = [H]A‘. Como mz5S,
o

adim inyAM = 1 y por lo tanto, dim gl A, = 2. Ademdés M = ¥z, donde

1
z = t;oE es el Bc—simple regular en el corrayo de X. Por lo tanto,

(e_,dim TY + eh)A2 = <gdim ZY + eb,ex>A2 =
- <dim &Y + eb,gm M>A = - <dim Y + eh,gj._m z>B -
1
- <dim Y,dim Zz> + <dim X,dim 2> = dim Hom, (X,2) = 1.
o

- 2(dim EY + e )) < 0, lo que contradice el hecho de

Luego, q‘z(e
que q, sea semipositiva.

2z

Finalmente, supongamos que M = T, R y sea A, = [M]A‘. Ya que

)
aim inyA‘M = 2, dim gl A, = 3. Ademds M = Xz, donde 2 = t:‘,E y qu
es semipositiva., Calculemos a, (e - 2(dim =Y + eN). Como mz5,
2

tzE & ‘E; £, de donde dim proy, ZY = 1. Por otro lade, (dim ZY)(a)
o =1 2
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" 3 2
= dim Hom (P_,EY) = dim Homan(E,Y) = 1 y EXtAz(S.'S;) - ExtAz(R,Sx)
= Extl) (R,M) = Ext) (R,M) = 0. Entonces
2 o
(e ,dim EY + eb),\2 = (e _,dim SZY)Az > <dim 5:1r,ex>,‘z
= - <dim EY,dim M>, = - <dim Y,dim 2>, = O.

1

Por consiguiente, q, (e - 2(dim Y =+ e)) < 0, lo cual es una
2

contradiccidn.o

Veremos a continuacién qgue la condicidén anterior caracteriza
a estas &algebras y ademds gue son mansas si car k = 2. Para ello

probamos el siguiente resultado.

Proposicidn. Supongamos que &« no es la unica flecha gue sale de b
y sea A = (AQ[R])[U]. Sea (n-2,2,2) el tipo de coextensidén de Ay
sobre A, con n=5 y sea B, un dlgebra mansa hereditaria de tipo ﬁn.
Entonces existen un B, -mddulo simple regular X de periodo n-2 y un
(B [X])[2]-mSdule inclinade T, con 2Z = X{2), tales que A =

End'B (xnlzx(T)' Ademas la teoria de torsioén asociada a T en
a

mod A se escinde,
Demostracion: Por [30,4.9(1)], existe un Bo—médulo coinclinado T
= T, & T, con T, regular y T, preinyective tal que A, = End, (T).
o
Sea £ = DHomB (-,T). Ya gque R es un médulo corraye en mod AD, de
o

periodo m-2 en mod A, (A, es de tipo ﬁ- con m=5), R = ZX para
alguin B,~mSdulo simple regular X de periodo n-2 (2.5,Lema 1). Sea
B = B [X]. Por (3.2,Teoc. 2), existe un B-méddulo coinclinado T*' tal

que A, = End (T') y la teoria de torsidn asociada a T*' en mod ALTR]
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se escinde. Observamos que A iR]) es tubular l-iterada.
Sea P; el B-proyectivo inescindible con rad P, = X. La
sucesidn exracta de B-médulos en S(T')
0 — X — P: — I: —_— O
a la sucesidn exacta de

al aplicarle ET, = DHoms(-,T‘),

va a dar,
AO(Rl-médulos
0 ~» R —>> Z_P* ——> I —= O.
T a a
R = R{2] = U pues '::R es médulo corrayo en mod AD[R],
L=
= 1, Por lo tantao, ET‘FL -

= dim HomAO(R](U, RN}

Como T;\QIR)
zxr_l‘\o(R}(I_,R)
P, . Consideremos la sucesidn exacta de B-mddulos:
G ——r P! = X[2] —= T X ~— O
o
Ya gue DExt;o(t;DX,T) - Homan('r,x) = HomAD(DAQ,R) = 0 pues R e8
méclo corrayo en mod Agr ‘c;ox € $(T). Luego, la sucesidn anterior
esTta en ${(T') Yy al aplicarle Zr_ va a dar a la sucesidn exacta de
IR;-modulos:
0-—»P.———~2T_§_(—2'T—~1::°R——~0 .

Como t: R y R son médulos corrayo en mod A [R],
o
N 1 - . 1 -
aim EXCAQLR)(tAOR'P-) = dim Echu[R](tAD[R]PUP-)
= dim HomAB[R](P-,PA) = 1.

existe un B -médulo

Laego, ET,X[Z] & R{2) = U.
Sean 2z = X[{23] ¥y B, = B{2). Similarmente,
coinclinado T*' tal gue A = (AO[R})[U) = Enda (T'') y la teoria de
1
T'* en mod A se escinde.o

N asociada a




Corolario. Si @ no es la idnica flecha gue sale de b y A =
(A IR]) (U] entonces q, es semipositiva si y sdlo

si el tipo de
coextensidn de A, sobre A, es (n-2,2,2) con nz5 y R, T, R y T, R
o

son médulos corrayo en mod AO‘R].
Demostracion:

-)
-)

Ya se probd.

Como en la proposicidén anterior,

7Y
B°[x1 es un

= Endmzl(T' R
doméstica de

donde B =
dlgebra tubular tipo de extensidn
(n-1,2,2) sobre el dlgebra mansa oculta B, de tipo f)n, 2 = X[(23 y
T*'* es un B{z)-mddulo coinclinade. Ademas dim gl A = 2, por lo gue
existen una extensidn 2-tubular C
C.1¥) y un C-mddule inclinado T tales que B(Z)

G - Gz POT (3.2,Lema 2),

= End (T). Luego,
A ~ %z - Ger

de donde Sp €8 semipositiva.o
SegQuin la proposicidn anterior y (3.2,Teo. 1),

para ver que A
es mansa necesitamos probar el siguiente resultado.

Proposicidn. Sea B el adlgebra de caminos del carcaj
1 n
~
3 e s n1D
~ ~
2 n+1
con n=s.

Sean X un B, -médulo simple regular de periodo n-2 y 2z =
®(27.

S§i car k * 2 entonces el algebra B = (B, {X])[2] es mansa.

Demostracién: Ya que cada funtor reflexidn S; es una coinclina-
cidn (1] y que c' = DTr (8;, por (3.2,Cor.), podemos suponer dgue B
es el algebra dada por el carcaj con relaciones:

U
3



27

Sea g el autcomeorfismo de B dado por g(l)=2, g(2)=1 y g(i)=i
para i=1,2. Consideremos el Algebra torcida Bf{g]. Por [28,2.3),

Bl{g] es Morita equivalente al &lgebra A dada por el carca)j con

relaciones:
b ——— a
i .L"/‘,n
3 — 4 — ... — n-2 —— n-10
\'n+1
[+]
(n+1)"*
3'——r 4t— .. — (n-2)'— (n-1)°*
T - T T

pi— 5 a¥
Sea h el automorfismo de A dadeo por h(i)=i‘', h(i')=i para i,i'=0 ¥y
h(0)=0. El1 algebra torcida A[h] es Morita eguivalente a B. Por
(26,3.3), A[{h) es mansa si y s&lo si A lo es. Asi, para ver que B
es mansa basta ver gque A es mansa.

Sean A, el Algebra dada por el carcaj con relaciones:

3 — 4 —— ... —> n-2 — 'n-1

A, el Algebra dada por el carcaj con relaciones:
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(n+1)*
A

3'e—— 4'— ... — (N-2)'——> (n-1)"
T -7 n
bBf————— a°

A=A x A, y R=rad P,. Entonces R = P, & P,, v A = A[R]. Ya que

A Y A, satisfacen la condicidén (S) y tienen forma de Tits débil-

mente positiva, por [5,3.3}], A, Y A, son de tipo finito; luego, R’

también lo es. De los carcajes de Auslander-Reiten de A Y A,

vemos que (Hom;(R,rnod A)) es el parcialmente ordenado asociado al

diagrama:
N ~
e _.-< —y— ... _+-<: e e, —e
a3 vircieer 27 ala virtices -7 nes virvicas
AN AN
R ~ . N A -
n-3 wertices - n-3 vertlces . n-3 vertices

Por el criterio de Nazarova [21])], {(29], ‘U(Hon‘.;(R,mod A)) es mansa.

Por lo tanto, A es mansa.o

Como corolario obtenemos gue si a no es la unica flecha gue
sale de b y car kK = 2 entonces A = (AQ[R])[U] es mansa. Resumiendo

los resultados anteriores obtenemos:

Teorema. Sea A un &algebra buena tal gue qa, es semipositiva y X‘A
tiene una dnica componente preproyectiva sin inyectivos P de forma
que hay dos proyectivos inescindibles P, y P, Gue no estén en »F.
Sean R = rad P, U = rad Py A, el dlgebra cotubular doméstica

dada por A, = A/AeJA~Aebl\ Y A, el algebra mansa oculta de la cual
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Au es coextensidén tubular. Supongamos que R € mod A, Y que hay una

flecha b 2, a. Sea A = BQ(R]. Si @ no es la unica flecha que sale

de b entonces Ao es de tipo n—)‘ con mz%, A es tubular doméstica de

tipo de extensidn (n-2,2,2) sobre A,, donde nz6, el tipo de coex-

tensién de A, sobre A, es (n-2,2,2), donde n=5, R, t:R ¥y T, R son
o k=3

médulos cerrayo en mod AJiRY Yy U t;\ [R]R' Ademas, s8i car k = 2,
o

A = (AJ(R]){U] es mansa.

Ejemplos:
L P J | JNENET
. l" .- 1. 1
LT -~ ~~ _ L
e ~ el >
i
R
v a - 1 a
® o 2 P
~t _'_;\+_‘,».Z‘__\_-.~/\-; \./_..__,+;;+/
e S AT .
>~ el
-~ P
Ble—
~ i AT A
[ I Y — s e— -
Rt} S
2
R ~~
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B - B
v, = s ¥
Nt LA 2 N ' \i/‘
ST T TN A LT TN
g iy
RS
LTS
P JUEE ';:j;' | S
e l\- i - . . 1~ RS
Ny el Lo S N L
N ~ 4 s ~.
~ -
P

Cuando b ~%-, a es la unica flecha que sale de b, obtenemos:

Lema, Supongamos que a es la iinica flecha gue sale de b. Entonces
no hay ninguna relacidn de b a alguin vértice en el soporte de R.
DPemostracidn: Supongamos gue existe una relacidén de b a j € sop R.

Sean A, = A{U] Y 2, el generador positivo minimo sincero de rad qAO.
Entonces
q, (e, - 2z2) = 1 - 2(«2",20)"I =1 - 2:°(j) < 0.,
Esto es una contradiccidn ya que q, debe ser semipositiva por ser
1

A, convexa en A.o

Proposicidn. Supongamos que « es la tdnica flecha gue sale de b.
Entonces la longitud regular de R es 1 y A es mansa.

Demostracion: Por el lema anterior, rad P = P . Supongamos que
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la longitud regular de R es 2. Entonces A = A‘,(R] es 2-tubular y
rad Q, tiene dos generadores, z, Y dim Y + e,

entonces dim gl A =

{(2.3,L.ema 3). Sea

A, = A[P.], 2 vy g, es semipositiva. Pero
1

q, (e, + 2(dim ¥ - e.)) = -1 ya que

1

(e _,gim ¥ + e, = <e,,gdim ¥ + e,> = <e ,e > = —1.

Luego, la longitud regular de R debe ser 1.

Cuande la longitud regular de R es 1, A‘ = AD[R,B] con B la

rama dada por a. Como g, es semipositiva, por (2.5,Prop.)., A, es
1

tubular doméstica © tubular (sdlo si Ao = Ay Y A = AO[R,B) es

tubular l-iterada © tubular. Por (2.6,Prop. 1),

A es mansa.o
Corolario. Sean A = A [R], R = rad P, ¥y A = A[P,]. Si A es

2-tubular entonces g, no es semipositiva y A, es salvaje.
1

2) Supondremos ahora gue la flecha entre a vy b va de a a b.

este caso rad P = R & P ,
- ] ©

En

donde R, es un A -médulo inescindible
regular.

Proposicion. Si hay una flecha a -2, b entonces 1la longicud
regular de R, es 1 Yy A es mansa.

Demostraciodn: Supongamos gue la longitud regular ce R, es 2.

Sea
A= [IG]A, donde A = AD[RQ]

es 2-tubular.

Entonces dim gl AL = 2
Y qA‘ es semipositiva. Pero qA‘(eb + 2(dim Y =+ e )) = -1 ya que
(e ,dim ¥ + eB)A‘ = <dim Y + e_,e > = <e_,e > = -1.
Por 1o tanto, la longitud regular de R, es 1 Yy A = A(R,B],
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donde B es la rama dada por a.

Como en la proposicién anterior, A
es mansa.o

3.5 CUANDO NO HAY MORFISMOS ENTRE LOS DOS PROYECTIVOS INESCINDI-
BLES FUERA DE LA COMPONENTE PREPROYECTIVA

Consideremos ahora el caso 2., en «que no hay ninguna flecha
entre a ¥y b. Ya gque A es buena y d, es semipositiva, R ¥y U son
A -médulos inescindibles en la familia tubular separante de mod Aj.

Nos restringiremos a analizar el caso en gque R, U e mod A.

1) Supongamos gue R 2 U. Aqui hay esencialmente tres casos gue
considerar:

a) T.a longitud regular de R v de U es 1.

b) La longitud regular cde R es 2 ¥y la de U es 1.

<) La longitud regular de R Yy de U es 2.

a)

En este caso A = (A lR]1){U] es
Ya dque g Vv,

una extensién tubular de A Y
" es semipositi
1

a, A, es tubular doméstica o tubular
" (s6lo si Ao = Ay En cualguier caso, A

iterada y por lo tanto,

= (A IR]){U) es ctubular
mansa.
b) Ya que la longitud regular de R es 2, AD es de tipo f)_ (m>4),

el tipo de coextensidn de I\O sobre A, es (n-2,2,2) con n=m y si E
es el soclo regular de R entonces E, 'c:E y T, E son mddulos
o o
corrayo en mad A IR . Ademdas dim gl A LR] = 2 (3.3,Prop- 1).
Lema. Sean A un dlgebra mansa oculta de tipo Iﬁ_. con m=%, R un
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A,-mddulo inescindible regular de longitud regular 2 y periodo m-2,

E el soclo regular de R, U un Ao—médulo simple regular y A 0=

(A [R]>[U]. Entonces gq, es semipositiva si y sdélo si U es de
1

periodo m-2 y es distinto de E ¥ T, E.
o

Demostracidon:

-) Sean A = A [R], a el vértice de extensioén de A, b el de A,
A[U} v dim Y = e, el generador de rad Q, descrito en (2.3,Lema 3).

Entonces:
2 si M es simple regular homogéneo,
N _ 1 si M es simple regular de periodo 2,
dim HomAu(M,Y) = M=E o M=r1,E,
a

ple regular de periodo m-2

0 si M es sim
N E.

Y M= E, T

o

Supongamos gque g, es semipositiva y calculemos
1

q“(Z(d_i.m ¥ + e ) v e) =1+ 2(dim Y - e_,eb)A‘-

Ya que dim Proy, U = 1 y ¥ es preinyectivo, se tiene que:
1
(dim Y + e_,e ), = <e ,dim Y + e > =
1
- <dim U,dim Y> = - dim Hom, (U,Y).
©

Por lo tante, si g, es semipositiva entonces U es de periodo m-2

y es distinto de E y T, E.

o
-) A‘ = (AO[U])[R], donde AO[U] es tubular doméstica de tipo de
extensidn (m-1,2,2) sobre Ao. Por lo tanto, dada un Algebra mansa

oculta B, de tipo If)_d, existe un Bn-médulo inclinado T tal gue

AUIU] = Enc‘]’s (T). Sea X = HomB (T,—-). Ya que R es de nivel 2 en
o o



mod A,[{U], existe un B -mddulo inescindible regular X de longitud

regular 2 tal gque &X = R (3.2,Lema 1). Como el tubo de R es de
rango mayor o igual gque 3, el tubo de X también lo es. Luego,
BD(X] es 2-tubular. Por (2.3, Lema 2) existe un Bo[x]-médulo

inclinado T°® tal gue A= Ends l,“('r'). Luego, g,
o

1

- qso(xl’ de

donde es semipositiva.o
" P
1

Corolario. Con las hipétesis del lema anterior, G, es débilmente
1

semipositiva si y sélo si q, es semipositiva.
1

Lema. Sean A, un &lgebra mansa oculta de tipo 5_ corn mz5, A, una
coextensién tubular doméstica de A, de +tipo de coextensidn
(n-2,2,2) con n>m y U un Au-médulo simple regular de periodo m-2.
Supongamos gue ch'[ul es semipositiva. Entonces T es un médulo

corrayoc en mod AD © la rama gque se pega en U en FA tiene longitud
1 (i.e., U = 12[2] para alquin vértice z en QA Y-
o

Demostracidn: Supongamos que U no es un mddulo corrayo en mod A,

Yy sea z el vértice de coextensidn de A, tal que el sumando directo

inescindible de I_/S, que pertenece a mod A, es U. Queremos probar

que la rama con vértice raiz z (2.6) tiene longitud 1. Supongamos

le contrario. No perdemos generalidad si suponemos gue la rama

tiene longitud 2 y que es la rama espacio cociente (el otro caso

es similar). Sea x el vértice de QA tal que I /S = I_
a

Consideremos la extensidén tubular doméstica Al = AQ[U].

Entonces existen un &algebra mansa

oculta B, de tipo D, Yy un
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Bo-médulo inclinado T tales que A, = End, (T). Sea L = Hom, (T,-)-.
o (-]

Ya que U es de nivel 2 en mod AI Yy de periodo m-2 en mod A,
existe un Bo—médulo inescindible regular X de longitud regular 2 y
periodo m-1 tal gue X = U. Sean Az = [(U)A, ¥y B = (X]B,. Por (3.2,
Teo. 2) existe un B-médulo inclinado T* tal que A, = End (T').
Como dim iny, U = 1, dim gl A, = 2. Asi, si A, = [I_JA, entonces
1

dim gl a, = 2.

Por otro lado, si denotamos también con z al vértice de
coextensidén de B, la sucesidn exacta de B-médulos

O — P, —» I —= X —> 0

pertenece a S(T') y al aplicarle 21_ = Hom,(T*',-) va a dar a la
sucesidn exacta de A,-médulos

¢ — P — Z_I' —>» U — 0.
z Tz

Como dim Exf_:z(U,P:) = dim Hom‘z(P"t"zu) = dim Hom‘z(t‘zU,Ix) = 1,
21_1; = Iz. Sea Bl = [I;]B. Por (3.2,Teo. 2), existe un Bl—médulo
inclinado T'* tal gque A, = EnclB (T*'*). Ya gue dim gl A, = 2,
1
Q, . 9 - Ademds, como QA (U] es semipositiva y A, es convexa en
3 3 o

AO[U], 9, es semipositiva. Sin embargo, vimos en el segundo coro-
3
lario de (3.4) gque g, no lo es. Luego, la longitud de la rama con
13

vértice raiz z tiene longitud 1.o

Come corclario de 1los dos lemas anteriores obtenemos 1la

siguiente proposicidn.

Proposicion. Sean A, un algebra mansa oculta de tipo ﬁ_ con mz5,
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A, una coextensisn tubular doméstica de A,, de tipo de coextensidn
(n—-2,2,2) con nzm, R un Ao-médulo inescindible regular de longitud
regular 2 y periodo m-2, E el soclo regular de R, U un A -médulo
simple regular y A = (A,IR])[U]- Supongamos que q, es semipositciva
Entonces U es de periodo m-2 y es un médulo corrayo en mod A,

distinto de E y 1:: E, © bien, la rama qgque se pega en U en l‘A
o -3

tiene longitud 1.

Teorema. Sean A, un Algebra cotubular doméstica, coextensidn
tubular del &lgebra mansa oculta A, de tipo 5_ con mES-y (n-2,2,2)
el tipo de coextensidén de A, sobre A,, donde nzm. Sean R un
A,-médulo inescindible regular de longitud regular 2 y periodo
m=-2, U un Ao—médulo simple regular y A = (A {R])[(U]). 8i g, es
semipositiva y car k # 2 entonces A es mansa.

Demostracidn: Dada un Algebra mansa hereditaria B, de tipo

existe un B -module coinclinade T tal que A, = End, (T). Sea E =
o

DHomB (-,T). Ya gue q, es semipositiva, R es de nivel 2 en mod Ao
o

y existe un B -médulo inescindible regular X de longitud regular 2
Yy periodo n-2 tal que EX = R. Sea S el soclo regular de X. Si U es
un médulo corrayo en mod A, entonces existe un B,~médulo simple

regular Z de periodo n-2 y distinto de S y de 'L'; S tal que Zz = U.
o

Si U no es un mddulo corrayo en mod A, entonces existe un

Bo—médulo inescindible regular 2z de longitud regular 2 y periodo

n-2, distinto de -:;x y de Ty X tal gue EZ = U. Observamos Jue
o o

en el primer caso nzm=5, en tanto que en el segundo, n>m=6.
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Sea B, = (B,(X1)12],
-

entonces existe un B -mddulo ceinclinado
tal que A = End (T') Y la teoria de torsidén asociada a T' en
1

mod A se escinde (3.2,Cor.). Para vVer gue A es mansa,
que B‘ lo es

basta ver
(3.2,Teoc. 1).

Este es el contenido de los siquientes
resultados.o

Lema. Sean B, el algebra de caminos del carcaj

m
\'3——9 -

cee = m—1
e ~

m+1
con me5,

X un B,-médulo inescindible regular de longitud regular 2
Y periodo m-2, E el soclo regular de X y Z un B,-médulo simple
regular de periodo m-2, distinto de E y de T E. Entonces B, =
(Ba[x])[Z] es mansa.

Demostracidn: Ya que B, =

(Bo[z])[X] con Bu[z] tubular doméstica
¥ X de nivel 2 en mod B,(2), se sigue de (3.2,Lema 2) dque existen
una extensidén 2-tubular C = Col¥l y un C-médulo inclinade T tal
Gue B, = End (T) Y la teoria de torsidén asociada a T en mod B8,
escinde.

se
Por (3.2,Teoc. 1),

B‘ es mansa.o

Lema. Sean B, el dlgebra de caminos del carcaj
1

m
SMa L m—1<
2 m+1
con m=7 y X y 2 dos B -mddulos inescindibles regulares de longitud
regular 2 y periodo m-2 tales gque Z es distinto de T™X y de TX.

Si
car kK = 2 entonces B‘ = (BO[X])(Z] es mansa.
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Demostracion: Supongamos primero que 2 = T X, TX ¥ 2%x. sin
perder generalidad podemos suponer gue dim X = ';o‘ . .ouz. Entonces
dim 2z = :o...onog, :1.‘.x2: Y :z:.u::. Asi B, es el é&lgebra dada
por el carcaj con relaciones

1>3—0 —.j/—b;jli_-:.‘j*z—» e g "

2

donde 3=j=sm-4.
Sea g el automorfismo de B‘ dado por g(l1)=2, g(2)=1 y g(i)=i
para i=1,2. Por [28,2.3}, el 4&lgebra torcida B [{g] es Morita

equivalente al dlgebra A dada por el carcaj con relaciones:

- Ao - - -m
3 e — 3§l DTz — L. — m% — w1
>m+1
o]
me
“3rm Ll ' (FFL) ' (I+2) = ... (M=2)'—> (m—1)"'
TR A r\a' _____ - - Z(m+1y

Sea h el automorfismo de A dado por h(0)=0, h(i)=3i' y h(i')=i para
i,i'=0. El a&algebra torcida A{h)] es Morita equivalente a B,. Por

(26,3.3]), para ver gue B, es mansa basta ver que A lo es.

Sean A,  (resp. A,) el algebra dada por el carcaj con rela-

ciones con vértices {3,...,m+l,a,b} (resp. {3',...,(m+1l)',a’',b'}),
E = A x A, ¥y R = rad P_,. Entonces R = P, @ P, y A
(5,3.3], A, Y A, son de tipo finito, luego,

= A{R]. Por
A también lo es.
Ademds, por el criterio de Nazarova, U(Hom_(R,mod A)) es mansa ya

que HOm;(R,mod A) es un parcialmente ordenado de la forma:
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AL L _
N TN

=t .. =t

— . T

m-2 vertices

et L.
a-5 verticenm J-2 vaertlcas

m-3 vertices

Pl AN 2N
[ SEENEE Tt L. = rm—— L. mde L. e
~N ‘/. ~ ./‘ ~N L~
m-3 vértices m-34 vertices a-5 vertizes J-2 vertices
donde 1=3j-2sm-6.
Supongamos ahora que 2 = %%, No perdemos generalidad si
suponemos que dim 2z = :o. . .onoog . Entonces djim X = go. ..ot xg Y Bx

es una de las algebras consideradas en el primer caso.o

Con estos lemas gueda completa la demostracidén del teorema.

Ejemplos:
‘b-
AN e NP L S
e . I
~No A/ ~ 2L ~
AN, A SN T A
TN ~. NS N
AN LA
TN AT ~.
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Observamos que algunas de estas &dlgebras tienen tres raices

nulas linealmente independientes.

<) Como en el caso anterior, Au es de tipo ﬁ_ con m>4, el tipo
de coextensidn de A, sobre A, es (n-2,2,2) con n=m y si S y T son

los soclos regulares de R y U, respectivamente entonces r, S, S,
o
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‘l.':S, T, T, T ¥y r:'r
o o o

son mddulos corrayo en mod Ao, per lo gue

dim gl (AO(R])[U] = 2 (3.3,Prop. 1).

Lema, Sean A, un dlgebra mansa oculta de <Tipo n")_, X y 2 dos
Au-mo'dulos inescindibles regulares de longitud regular 2 y periocdo
m-2 y A, = (Ao[x])[Z]. Entonces g, es semipositiva si y sdélo si Z
1

es distinto de T, X y t: X. Consecuentemente, mz6.

o o
Demostracién:
-) Sea A = AO[XJ, entonces A es un &lgebra 2-tubular. Sean 2, Y

dim v + e, los generadores de rad Q, descritos en (2.3,Lema 3).

Supongamos gue 2 = T, %X. Entonces q, (2(dim ¥ ~ e ) + e = -1 ya
o 1
que
(dim Y =+ e.,eb)‘\1 = {(dim Y,eb)AI = - «<gdim Z,dim Y>
= - dim HomA (':AX,'x') = =1.
o o
Similarmente, si Z = 'r: X erntonces g, (2(dim ¥ ~ e} + e = -1.
o 1
-) Existen un dlgebra B , como las descritas en el iltimo lema de
b), Yy un B -médulo inclinade T tales gue & = End, (T) . Asi,
)

g9, . 9, Qque es semipositiva ya que
1 1

Q, (%) = F(2x,-x)7 « j(2x,
)




Corolario. Con las hipdtesis del lema anterior, q, es débilmen—
3

te semipositiva si y sélo si q, es semipositiva.
1

Teorema. Sean Ao un 4algebra cotubular domestica, de tipo de

coextensidén (n-2,2,2) sobre el dlgebra mansa oculta A, de tipo |+

donde n=m=7, R y U dos Ac—médulos inescindibles regulares de
longitud regular 2 y periodc m-2 y A = (A IR1)[U}. Si car k = 2 y
d, es semipositiva entonces A es mansa.

Demostracidn: Dada un &algebra mansa hereditaria B, de tipo ﬁ“,
existe un Bo—médulo coinclinado T tal gue Ac = Endso('x‘). Sea T =

DHomB {(~,T). Entonces existen dos Bo—mo'c:ulos inescindibles regula-
o

res X ¥y 2 de longitud regular 2 y periodo n-2 tales gue ZX = R y

£2 = U. Sea 13{l = (BD[X}){"l. Por (3.2,Cor.), existe un B‘-médulo

coinclinado T°* tal que A = EndB (T*) ¥ la teoria de torsidn
1

asociada a T' en mod A se escinde. Por 1o tanto, A es mansa si B‘

lo es. Ya dgue d, . 9pr 49, €s semipositiva. Por el lema anterior,
1 3

z = T, X, t;x. Del Gltime lema de b) se sigue dque B‘ es mansa.o
a o

Corolario. Sean A, un aigebra cotubular doméstica, coextension
tubular del dlgebra mansa oculta A, de tipo ﬁ_ con mz=z6, R Yy U dos
Aa-médulos inescindibles regulares de longitud regular 2 y periodo
m-2, S y T los soclos reguiares de R y U, respectivamente y A =
(A [R]1)(U). Entonces d, ©s semipositiva si y 8dlo si el tipo de

coextensidn de A° sobre Ao es (n-2,2,2), donde n=m, T, s, S, T, S,
o

v
(9
1



T, T
% o
T, R Y Th R.
AO AD
Demostracion:
=)
s6lo es necesario observar que T, R = ET X y 1:;\ R = Zt; x.
o o ) o

-) Las hipdétesis implican gque A = EndB {(T'), donde B, es
1

dlgebra como las descritas en el dltimo lema de b) y T*' es
B‘-médulo coinclinado. Luego, d, . 9y 9gue es semipositiva.o
1

Ejemplos:

- | SR .. -
N T Tl P ~ « S
C— T — L —F  —— -
e ~, e
\'.
.
e ®_ - .
N L Tl Tl AN
L e T I T
Ve N~ AN
\.
. 2. - SR
~N T T b P
P — T ¢ ——
e T, ~ .
i
- ~

i0s

T ¥ t:'r son médulos corrayo en mod A, ¥ U es aistinto de

Con la notacidn introducida en la demostracidédn del teorema,

un

un



- L -
\‘x_, . __,;.\:;r- __.-‘/_4\‘/
el ~
P
A~

Observamaos gee estas dlgebras tienen tres raices nulas

linealmente independientes.

3.6 CUANDO

5SS PROYECTIVOS INESCINDIBLES FUERA DE LA COMPO-
NENTE PREPROYECTIVA TIENEN EL MISMO RADICAL

2) Finalmente, supongamos que R = U. Sean A = AD[R], A‘ = A[{U]) ¥y

A = (A{R]){U). Recordemos que si d, es semipositiva entonces o la
longitud regular de R es 1 y A es tubular doméstica o tubular

(solo si A, = Ao) © la longitud regular de R es 2 y A es 2-tubular.

Lema. Si A es tubular entonces q, no es semipositiva.

Demostracidén: Si A es tubular el tipo de extension de A sobre A,
es ¥ = (3,3,3), (4,4,2), (6,3,2) o (2,2,2,2).
Si ¥ =~ (3,3,3) entonces A, es de tipo tubular (3,3,2) Yy R es

de periodo 2. Sea B, €l dlgebra de caminos del carcaj:
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L
i

—_ — . e—— -

Entonces existen un B, -médulo inclinado preproyective T tal que

A, = End; (T) y un Bo—médulo simple regular X de periodo 2 tal que
o
EX = R. Sea B, = (B, [X])(X]). Por (3.2,Cor.), existe un B‘-médulo
inclinado T' tal gue A‘ = E‘.nda (T*). Como dim gl A = 2., q, . 9 -
1 1 1
Por lo tanto, q, es semipositiva si y sélo si
1

q, lo es. No
B)
°
perdemos generalidad si suponemos gue dim X = 1 . Asi, B,
11 RN Qo
es el Algebra asociada al carca3j con relaciones:
¥, ‘L 7,
P SV S - -
o« l\é'\c ry l « B, €7, 8,3,
1 2 Tl 2 =
. . . T, . Bzaz €F¥, = Bisz
Bl BZ
1
Sea z = 12 , entonces g, (z) < 0. Luego, g, no es semiposi-
12 1 2 1 *
tiva.

Los otros casos se tratan similarmente. Simplemente indicamos
el Aalgebra B, ¥ el vector z que sirven para ver que a, no es
3

semipositiva.
Para T = (4,4,2), B

, €8 el &lgebra asociada al carcej con
relaciones
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o
Y 2 =12101 21.
1 1
Para ¥ = (6,3,2), B, es el &dlgebra asociada al carcaj con
relaciones
1
e o - ey ¢ e —  —p

Y Z =1 2343222,
1 1

Si T = (2,2,2,2) entonces A no es buena, ni ap semipositiva.o
Lema. Si A es 2-tubular entonces g, no es semipositiva.
Demostracion: Si A es 2-tubular entonces Ao es de tipo ﬁ- Y R es
de longitud regular 2 y periodo m-2. Como A es buena, m=5 (si m=4,

g, no es semipositiva). Sea BQ el algebra de caminos del carcaj:

1 m
~ A
/3 —_— ... — m—l\
2 m+1
Como en el lema anterior, A, = Ends (T), donde T es inclinado
L=}

preproyectivo y R = ZX, donde X es inescindible regular de

longitud regular 2 y periodo m-2. Si B, = (B,[X))[X]) entonces A, =

End, (T*), donde T' es un B -mcédulo inclinado; ademds q, _ q, -
1 1 1
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Sin perder generalidad, podemos suponer que B,

es el Algebra dacda
por el carcaj con relaciones:
1\‘ ae—:-——/-‘m
3 — « — m=-2 —— m-17-
27 Dol mel
Para z = :z.”z:ag . qn‘(z) < 0. Por lo tanto, qA‘ no es semiposi-
tiva.o

Como consecuencia de los dos lemas anteriores obtenemos:

Proposicidn. sSi q, es semipositiva entonces A es tubular doméstica.

En este caso obtenemos:

Lema. A, es de tipo B_, R es de periodo m-2
extension de A sobre A, es {(m=-1,2,2).

Demostracidn:

Y el tipo de

Ya gue A es tubular doméstica, existen un algebra
mansa oculta B, de tipo tubular el tipo de extensidn de A sobre A,
¥ un BD—mo'dulo inclinado T = T, e T,, con T, preproyectivo y T,

regular, tales gque A = EndB (T). Como R es de nivel 2 en mod A,
o

existe un B -médulo inescindible regular X de longitud regular 2

tal que EX = R (X es la \inica extensidn de 'x“ por T, T,). Entonces
o
A, = End(T'),

donde B = BO[X] Yy T' es un B-mddule inclinado

(2.3,
Lema 2). Ya que dim gl A, = 2, 9, . 49, 4Que es semipesitiva. Por
1
lo tanto, B es 2-tubular, esto es, Bo es de tipo 6" Y X es de
periodo 7 . Como A es buena, Aa es de tipo 5=, donde mz4é. Luego,
2 es de ricods m-2 y el

tipo de extensidn de &~ sobre A es




(m-1,2,2).0

Proposicion. El tipo de coextensidn de A° sobre A, es (n-2,2,2) vy

R y T, R son médulos corrayo en mod Aj.
o

Demostracion: Como en la prueba del lema anterijior,

sean B = BD[X]
el &lgebra 2-tubular y T*

el B-mdédulo inclinado tales que A,

EndB(T'). Sea & = Hom (T',-), entonces R = EX y rad q, tiene dos
1

generadores: el generador positivo minimo de rad q, Y dim =Y + e,
o

donde Y es el Bn—médulo preinyectivo inescindible descrito en (2.3,
Lema 3).

Sea 2z un vértice de coextensidén de A, y sea M el sumando
directo de IX/S: que pertenece a X“ . Supongamos gue M es de
o

periodo 2 y gue no estd en el tubo de R en caso de gQue m=4.
Entonces M = T2, donde Z es Bo—simple regular de periocdo 2. Sea
A, = [M]A,. Como dim gl A = 2 y dim .'\.nyA‘M = 1, dim gl A, = 2.
Ademas A, es convexa en A, por lo que q"z es semipositiva. Pero
q"z(e’ - 2(dim IY + e )) < 0 ya que

(e_,dim ZY =+ eh)Az = «<dim Y + eb,ex>A? =
- <dim Y + eb,dim M> o= - <dim Y + eb,d}:‘r_r; z>B =
1
- <dim Y,dim 2> + <dim X,dim 2> = dim Hom, (1:; Z2,¥) = 1.
o o

Por lo tanto, M estd en el tubo de R, esto es, el tipe de
o €5 (n-2,2,2), donde nzm.

Supongamnos ahora gque M = R y sea A, =

coextensidn de A  sobre A

fR]A . Como aim .‘LnyAR
1
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= 1 pues 'r: R = P R[2) (2.3,Lema 1), dim g1 A, = 2. Como ancres, q,
3 2

debe ser semipositiva. Sin embargo, q, (e, - 2¢dim =Y =+ e} < 0 ya
2

que en este caso
(e, dim TY + e""z = dim Homso('c;nx,l') + dim Hom%(x,X) = 2.
Con la notacidn intro-

Finalmente, supongamos que M = T, R.
o

ducida en la prueba del lema anterior, M = zt: T, - Sea a4, = [M]Al.
o

Como dim inyA M = 2, dim gl A, = 3. Asi, en este caso
1

(e, dim ZY + &), = (e, din =¥), =
-
2

<dim TY.e >, = - <dim EY.dim M>,
2

- dim Hom, (ZY,M) + dim Ext] (£Y,M) - dim Exti (ZY,M).
1 2 2
Veremos gue Extf (ZY,M) = 0. Ya qgue A, = (([MJAO)[RJ)(UJ, los pro-

2
yectivos inescindibles de mod A, son los proyectivos inescindibles

del &algebra cotubular doméstica [M1a,, P, ¥y P . Como ZIY e mod A ¥y

dim Hem (P,,XY) = dim Hom, (T,,¥) = 1, la cubierta proyectiva de
o

LY en mod A, es de la forma P, & P con P € proy {(M]}a,. Considere-

mos la sucesidn exacta:r
O—-——D‘K—OP-.P—’ZY-—‘bO

No es dificil ver gue K debe ser [MJAo—preproyectivo, por lo gque
Ext? (SY,M) = Ext] (K,M) = Ext) . (K,M) = 0. Luego,
2 2 )

(e ,dim XY + e ), & ~ <dim TY,dim M>, =
2 2
- <dim TY.dim M>, = - <dim Y,dim T, T,>, =
1 o

dim ex:,’,ory,rja'r‘) = dim Hom, (T, T,,¥) = 1.
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Por lo tanto, q, (e, + 2(dim XY + e))) < 0, lo cual es una con-
2
tradiccidén pues q, debe ser semipositiva por ser A, convexa en A.o

Teorema. Sean A, una coextensidn tubular doméstica del 4&lgebra
mansa oculta A,, R un A,-modulo simple regular y A = (AL(RIIIR].

entonces A = AQ[R] es tubular doméstica, Ao
es de tipo ﬁ_ con mz4, R es de periodo m-2 en mod Ay el tipo de
coextensién de A

8i q, es semipositiva

sobre Ao es (n-2,2,2) con n=zm ¥y R Yy tAR

)
mdédulos corrayoc en mod AD. AdemiAs A es mansa.
Pemostracion:

son

Sélo falta probar que A es mansa. Dada un &algebra

mansa hereditaria B, de cipo ﬁn, exisce un B -mdédulo coinclinado

T tal que AD = E‘:nd‘a {T). Sea Z = DHomB (-,T), entonces R = ZX,
o o

donde X es un B,-médulo simple regular de periodo n-2.

Sea B, =
(Bo[x])ixl, entonces existe un B‘-médulo coinclinado T' tal que A
= End, (T') Y la teoria de torsidén asociada

1

a T' en mod A se
escinde. Por lo tanteo, A es mansa si B, lo es. A cenctinuacion
veremos gue B‘ es mansa.d

Lema. Sea B, el dlgebra de caminos del carcaj
1 m
SMa L mel
27 m+l

con mE4 Yy sea X un Bo-médulo simple regular
algebra B, = (Bo[x])(x] es mansa.

Demostracion: Por

de periodo m-2. El

(3.2,Lema 2), existen una extensién 2-tubular
C, (Y1 ¥y un CO[Y]—médulo inclinade T' tales que B = Endccl“('r‘) Y
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la teoria de torsidén asociada a T' en mod B, se escinde. Por (3.2,

Teo. 1), B, es mansa.o

Aclaramos que si m=4, la demostracidn anterior sélo se aplica
en el caso en gue los dos simples regulares en la boca del tubo
donde esta X tengan vectores dimensién i}

oo
1t Y oloe
Corolario. Sean A ., A, R ¥y A como en el teorema. Si A, es de
tipo ﬁS_ con mz4, el tipo de

coextensién de A sobre A, es
(n-2,2,2) con n¥m y R y T, R son médulos corrayo en mod Ay, de
o
periodo m-2 en mod A, entonces q, es semipositiva.
Demostracidn: Ya que T R es un médulo corraye en mod A, dim
o
proyAOR = 1, de donde dim gl A = 2. De las pruebas del teorema y
del lema se obriene que q, _ qB, - qco‘“. Esta Gltima forma es
semipositiva ya que C,{Y] es 2-tubular.o

Ejemplos:

e Sy
'/‘T:\,'"' ;—.;;—./' ™
H
N~ LA S
ST TS S
o \"-
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