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PROLOGO 

C118D4o •e e•t' real1zan4o el eetud1o toposr'f 100 de una -

vta de comWlicaoidn como lo eon laa oarreterae 1 loa ferroca­

rrt,lea, Hpecialmente en lo que H r1tiere al proyecto reaU~a 

do •n el gabinete, t1n111oa que la vla de co~un1cac1&n conata -

de •arioa trtllfto• r1ctoa, •tang1nt1a•, con diferentes direcc1o­

nH, lu oúl.H ee 'Utlltll que unir, Hta unicSn 11 realisa me-

4imte UD& cuna para 1v1 tar que tl 'Hh!culo paat 41 una tan­

gente a otra oOA oambioe bruecos dt dirtcci&n. 

ta o\ll'"fa circular 11 la m&s aeacilla que puede uaarat, pe­

ro tUn• la gr& d.eaventa3a d.1 que la tuersa ce11trlpeta ta a­

plicada 'bru9c1aente ou.1114.0 loa vehlculoa •alen de lae tancen­

tea produciendo en el vehJ:culo que circula por e1taa v! .. una 

•acud.1da violtda; tato H evita oon la introduoo1&i entre J.u 

tangentH 1 la ouna circular de 'UDa8 CV'VU que Utnen la Pat 

ticularida4 de permitir reducir gradualaente el radio de Curt! 

tura entr. laa hngentta 7 •l arco circular, logrando con eato 

la aplicaci&a gradual de la tuerza centr!peta; eatae cUJ"Vaa -

•on ia. lJ•N'u cuna• de tranaici&n. 

Bl ob~eto 4• eate traba~o ta tratar 4e moetrar al&uraaa de 

laa cauaae para el u.o 41 laa cUl"'Y&e de traaeicUn en 11 truo 

4e carretera•, bacitndo eeptcial entúb en la l.lMada cuna -

1 



olotoide. 

tambi'-i •• pretende aoatrar 1 corregir uno 4• loe error•• 

ª'ª comunes encontrados al estudiar este tema eo los libros de 

topografía, de vfas de comunicaoi&n, 1 en general en los que -

hablan sobre 11 7 •• el 4• utiliaar lo• tlrmlnos fuerza y ace­

leraci&l centr!tuga en lu¡ar d• fuersa r aceleraci~n cantrlpe• 

ta qu• como •• muestra deberfan 4• ••r loe correctos. 

Se trata de eintet1car en ••t• trabajo, accldn ouy Yanido• 

ea de ml parte, laa f6rmulae da coanmaeDt• \&sadas parn el tra 
so de eate tipo de CUl"Ya•, la deduoc16a. 4• las m's importante• 

J la eimbologfa generalmente usada en caminos 1 en ferrocarri­

le•. 
En el tnasa4o de la olotot.cl• H explica brevemente tl tra-

10 por d•flexiones 1 por coordenadas rectangular••• 

Se mueetrmD ~miab1"1 loa elemento• 4e la curva circular •1a 
ple con ••piralee de tr.na1clln 1 loe de la curva circular 114 

pl• ooa ••piralae aaialtric••• 

2 



O A P I ~ U L O 1.-

G B R B a i L I J) A J) B S. 

l.l lntroducci&n. 

Ouaado un veh!culo pasa de un tramo en tangente a otro en 

curva circular, la.a fuerzas que act~an sobre este sufren alte• 

rac1&n como •• vtr4 m4s adelent1, por lo teAto eete cambio lo 

requiert bacer ~~ torma gradual, tanto por lo que •• refiere -

al cambio 4e 41reco1&n como a la eobreelevec14n 1 a la 91Dpl1a­

o1&i DHe.ar1u. Para lograr esto ee utUiHn la• curva• de -

tranei.ci&:a. 

Al pa•ar el vehlculo de una al.1neac1&n recta a una curva, 

recibe otra tuerca aparte 4e la• que v1m actuando sobre 11 que 

•• la que bao• que ••te pueda aeguir la curva 1 no •• ~aa1'& -

por la tanf;tDte", e1ta tueraa H la fuero oentrlpeta. 

lel U mcw191ato ctroular p!form•. 

ID realic!-4 ouan4o a vafoulo oircula •obre una cuna lo 

que Ht' reaUMDdo H un movimiento circular uniforme, q11• H 

el c1Hor1 ~o por a m&vil OUJa t1'a7totor1a ea UDa circu.nteren­

oia, en el. o"'1 el cuerpo deaorib• 41oha tnQ"eotoria oon velo­

o14a4 anguJ.al- oonateAte, ea dtcil" que a 1nterval.oa igual•• de 
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~illlpo reoorre arcoa i¡ual.ea. 

Oab• menoiODar que eete movimiento c1rcular H uniforme en 

cuanto al Yalor abaoluto 4e la Telooidad 11'8 no en cuanto al -

eentido vectorial de esta 7a que la! dietanc1ae ee recorren a 

:lo largo de una circunferencia 7, por lo tanto, la direccicSn -

de dichas distancias no ea constante sin~ que var!a de punto a 

punto, eeta direcoi~n del vector velocidad es siempre tangente 

a 1• oircun!trencia 7, por lo tanto, perpendlcular al ra41o 4• 

1• mima. 

(a) 

15m1seg 

15m1seg 
(b) 

11¡. lo. 1 

V=Vo+tN 

11&• No. 2 

Cona14ertmoe un autom~vil que mal'Cha a una ••looid84 4• -

15 11/Hg. hacia tl 0Hh, 1 luego toma una curva 1 conUnda a 

15 m/••&• pero ahora Yia~ando lt.acia el s.r. 
Loe vectoree de Yeloc1da4 respectivoe eat~ repreeentadoe 

en la Pig. No. 1 (a) 1 (b) 1 ~ la Pig. lo. 2. 
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IYident .. entt tl Ttotor Yelocidad ba sido cambiado 1 debe­

aoa 4etel'lllinar el Teotor •eloo14&4 6,v para que muaa4o a vo -

(Yector ••locidad. origin&l) nos de el vector velocidad final -

(V); esto se logra mediante la expresi~n que noe permite cono­

cer la aceltraci&l media, que ea por detinici~n: 

• • J;.!.. 
t 

1.3 Ie {\!•r•t ctgtrfpeta. 

• • • • • ••••••••••• (l) 

Ahora con•i4eremoa UA objeto ~u• •• mueve •n una oirow:it•-

renc1a (Jig. lo. 3) 7 veamos lo qu• 1uced1 cuan4o este se mue­

ve de ua punto A de la ct.rcUAf1rencia t wi punto B de la -

mi .... 

Pil• lo. 3 Pig. lo. 4 

~••to que la Ytlooida4 411 ob3eto ha o81Db1a4o •n 41reco16n 

pero no e upita4, el c•bio d• velooi4a4 H como H muHtra 

en la ria. lo. 4 1 la ao1lereo1dn del objeto ••r't 

5 



a.~ ••••• • • • • • ••••• (2) 
ót 

DOD4• ót =tiempo invertido por el objeto al desplazarse -

de A a B. 

Si tomamos el límite cuando ót se aproxime. a cero la le-

tra a 1imbolic&nt l• ac1leraci6n illetant4nea. 

Si V •• la velocidad dtl ob~tto y • la distancia reco-

rrida (Pi¡. No. 3), •l ti••po iDTert14o e11 

ót. 1 --y . • . . •..••••..• (3•) 

SuetitUJendo en la ecuaci&n (2) 

a• v4v • • • • • • • • • • • • • ( 4) 

• 
De la8 figura• loe. J 1 4. 

Bl tri~o OAB 1 el tri~o 4• la tig. no. 4, ion •! 

··~.Dt•• .,.. ,u •• 
Bo l V 1 ii lÓY 

1 por lo tanto pod .. 01 ••oribir '1&•• 

~­
' 

••••••••••••••••• (5) 

pero 111 ót- O, H clecir, 111 11Upon .. o• que A 1 B eetú -

6 



...... 
lo -'• ·cerca poa1ble, entonoee el arco A B tiene aproximada· 

aeate la ai1ma longitud que la cuerda que une a l 1 B o • 

..... -•••que s • l B • il, 1 entonces 6v • ..!!._, al bit- O 
r 

1uetituyendo en la ecuacidn 4: 

• • ' <-11-> • v2e •_L.• a (6) 
er r • • • • • • • ' • 

que •• la aoelerac14n centr!peta 1 tinallllente de la segunda -

Le1 4t tfew\oaa 

•••• 2 ' • ..!!.. •••••••••••••• (7) 
r 

de 4on4e •i w •• el peso del veh!culo 1 11 

••me . . " -
' 

4oad• 1 •• la aceleraoidn debida a la gravedad, ee tienes 

1 • wv2 - • • • • • • • • • • 
gr 

P • tuersa.centrlpeta (•n J[ga,) 

w • peao 4•1 Tthfoulo (en J[ga.) 

Y• ••looldad del Yth!oulo {en a/seg.) 

• • acelenoi4n de la gravedad (•n m/Hg. 2) 

••• (7') 

1 



r • radio de la curva e en 11) 

IAI ezpreei&n anterior noa pel'alitt conocer el valor de la -

fuerza centrípeta (del latín eentrum, centro 1 petere, ir, 4ir1 

gir), que ea la que origina el movillliento circular uniforme 1 -

como su nombre lo indica es una tuersa dirigida hacia tl centro 

de la circunferencia. 

1.4 Motivos para el ueo de las curvas de trana\ci&a. 

1.4.l Aplicaoi~n gradual de la fuer~a centrtpeta, 

Como ae puede observar la e:xpres14n dt la fuerza centrípe­

ta eet& en funcidn de el radio de la curva (r) entre otros e­

lementos, lo que illlplica que si un cuerpo en movimiento cambia 

inetant&neamente dt una tra7ectoria en línea recta a otra en. -

una curva de rad~o finito, la fuersa centrípeta (P) ••r' aplic! 

da inetantAaeamentt 1 •l outrpo •obre tl cdl. H aplica recibi­

r' una sacudida. Pero ei 11 radio 4• curYatura •• va reducitn­

clo gradual:lle11tt 4tt4t el 1.DtinUo tn la lhea recta huta el T5 

lor (r), la m88JUtu4 de 1 (fuerza ctntdpeta) que actda 10-

brt el cuerpo aumentar' gradualaentt 1 la aacudicla que recibir' 

••r' !1111 li¡era, 

1.4.2 lfectoa pa1col&6icoe en el conductor. 

8 



~'°.. •• ..... •l•lMr •1 ., .. ,. ,.1..01.... ... ., ..... 

ria al eouw:tor al ,..... 4• • all.a1al.•to en lt••• "º'ª a -

aao • oana, 1• ... aa mi.la 4• 1na olUe, 11.a aroo el•,..__ 
•l.el.&a, aparee• ._o aa oo4o ... 1 _ .. aanmlo, ..... la .... 

altd 4el racllo •• ov.natura, teatro I• la per.,.oun •l..al -

p al ooa4aotor a at•••ur la ••lool.Ald •t1 la .,.....,1 üfl• 

nl.UA. 

1.4.3 9991•,,..\fa 411 ""'º lftt!ly• f!l •11••1. 

Sl OOU1411'MO• a aD ••f01&10 ... •I Ya llfl'Hfnmte a .. 

olll'Ya 4•1.• .. l.ao, 11 oOD4actor, •• •1 aomea•o •• eia•l'lll' a 1na, 

o 411pab, l.ahUlna•t1, por ft pl"Ofla o•ctlla.4 o Hatl.4o 4• 

aol'llal a la •h••1 41nlMl&a, N4ul•4o ut la .. a414a 111"1-

duoto •• la taeru omtrfp1ta, ut o•• •1 o-..1pl•t• ftl•la 

r .. u1,•t1 J tldellola al IHlimml•to, rlcla.o1ta4o •f la pre­

llalt11lclai •• •oloar•• 

0• 111ta w11'a IJ'Mual 411 •olat• el •*'-lo tatm re¡ 

li .. clO ft propla 09"& 11 trm•lolla, 7 11 la IVTa OCIDMftl • 

en ua seo 41 ofroalo ... anwaoa 41 ... tuc•t1, 11 Yilttoalo 

''" o1roula tor d 1no1at .. o latv11r t•I•~ a •allrH 411 .... 

lllao, 1 el "'1 olroula por 11 aolat .. o 1ner1or ta41" a •oo¡ 

ter• la ouna, 4Mto ooao l'H1&1'e40 .-• 11 uollo 1f10'1•0 del -

9 



camino quede cooaiderablemente reducido, pero si oolocamoa our­

Yae de trans1ci6n entre •l principio 1 •l final de la curva cir -
cuJ.ar, loo conductor•• conolliardn el cambio de direccidn que -

corresponde al camino con •l de la marcha y mantendr&l as! el -

ancho efectivo de este, tra7endo consigo wia m&J'Or seguridad P! 

ra ellos. 

1.5 Curvu de transici41!. 

1.5.l Definicidn. 

Una curva de transicidn es aquella que liga una tangente -

con una curva circular, teniendo como característica principal 

que en au longitud se efectda, de manera continua, •l cambio en 

el valor del radio de curvatura, deedt infinito para la tangen-

te basta •l que corresponde para la curva circular. 

1.5.2 Condioiones geomltricaa que deten de cum~lir. 

Lo m4s importante en una curYa de traaeicl6n, es que el -

cambio tD tl radio dt cunatura ee real~ct de u.Da matra conti-

nua, prtci11111ente. Is decir, qut Y&Ja deortcitndo dtedt tl in­

tin1 to para la tangente haata tl Yalor m!ni.lllo prtciao tn la cut 

Ya circular, s1en4o este valor el radio dt dicha curva. 

Ea decir, si se obserYa la tcuaci&l (6) que nos permite 

obtener el valor de la ac1lerac1&n oentr!peta, podemos ver como 

10 



Hta H invtr11amente proporcional al radio 4• curvatura para -

una velocidad determinnda, entonces reeulta, que la traneici~n 

ha 4• tener un radio 4• curvatura inversamente proporcional a -

eu desarrollo desde el punto de partida. 

Eato quiere decir que si la aceleraci6n centr!peta de un -

vehículo que se mueve a velocidad uniforme vale a = ~ , 
r 

ta variar' desde cero para la tangente hasta L para la 
He 

va circular de radio Re. 

Por lo tanto la curva de transici~~ debe p=oyectarse de 

ea-

tal manera que la v&riaci6n de la curvutura, y, por lo ta.~to, -

la variaci6n de la aceleraci6n centrípeta sean constantes a lo 

largo de ella. 

1.6 La clotoide o esniral d! Euler. 

1.6.1 Deducci6n de 8U ex~re3i6n. 

Si la longitud de la curva de transici6n es Le ento~ce11 

la variaci6n de la aceleraci6n centr!peta por unidad de longi-
2 

tud ser4 _...1.._ • En un punto cualquiera de la curva situado -
acLe 

a una distancia L del origen de la tranaici6n, el valor de la 

v2L aceleraci~n centrípeta ser' y si la curvatura 1n el -
He Le 

punto considerado es ...1-.. entonces •l valor de la aceleraci6n 
R 2 

centr!pera ser' tamb14n --t-- entonces igualando: 

11 



•• v2t-L 
Re r.. a 

7 por lo cuila &L • RcLe 

7 COlllO Be 1 Le eon de una mngnltud constante para una curva 

determinada entonces podemos escribir qu•r 

2 RcLe • K • • • • • • 

donde K eer4 una magnitud oonetan.te. 

•••••••••• ,(8) 

Entonces: 2 RL •E ••••• , ••••••••• , ,(8') 

La expreei6n anterior ee la ecuaoi~n de la cur-t'a conocida 

como clotoid• (del gr. kloth6, hilandera y de eidoa, ee, eem•-

~ante a, parecido a) o espiral di Euler; qu• cumple con la con 
dict&i de que el producto del radio en un punto de la curva de-

terminado 7 la longitud del origen a eee punto •e aiempre cons-

tante, por otra parte al aU!llentar o reducir el par,~etro ~ tg 

das las medidas _linealee varimi en la miema proporc11Sn, penami• 

ciendo loa elementos que determinan eu forma sin cambio alguno; 

lo que eignifica que todae las clotoldee tienen la misma tonaa, 

1 dnioamente ditieren entre ei por su longitud, esto quiere de­

cir que todas las olotoidee son eeme~-.it•• entre a!. (71g. No. 

5) 

Por 4efilú.oi&i, la clotoid• o Hpiral de Buler, ta w:aa cu¡: 

12 



y 

Fig. No. 5 Conjunto de clotoides. 
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va tal que los radios de curvatura de cada uno de sus punto• 

eet6n en ra&&a. inveraamenh proporcional a loe dH&rrollo1 -

d• 1us re1pectivoe arcoa, ea decir, a la1 longitudes de la -

c\lJ'Ya entre el origen de la trBllsicidn 1 cada uno d& eetos -

2 pWltos, eiendo K la constante de proporo10lllll1dad. 

La figura No. 6 nos muHtra una vista de con~unto de la 

cloto1de, en ella ee observa que est' compuesta por dos esp! 

ralee quF." '!.e enrollan alrededor de 101 puntos aeintltico1 J1 

, J2 • 

1.6.3 Ventajas al utilizar la clotoide como curva de trsnei-

~. 

Beta ee la curva m's apropiada para efectuar transiciones, 

7a que para conseguir una marcha regular 1 c&loda se necesita 

que el radio 4e la ourva V&J& decreciendo en una forma inver-

aamente proporcional al deaarrol1o 4• dicha ourva; desde su -

ptll'lto de partida, cumpliendo eeta curYa cori dicha coucUci6D. 

l. 7 Otras curva• que H pueden utilizar como transiciones. 

IXistan otro tipo de curvaa que pueden eer.1r para el -

mismo fin, cuando el Ao,gu.l.o de detleXidn ( Qe ) ea pequeño, 

como la partlbola cd.bica, cu;ra cunatura H proporoion&l a la 

proyecoidn de la lon&itu4 d• la taacent• • au origen, o la -

14 
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Fig. No. 6 La clotoide .. 
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lilamhcata ele Bemoul.U, OUJ& curvatura ea proporcional a la -

dia,anoia polar. (111. Ko. 7) 

l.8 Lf• curvae espirales. 

&xieten taai'bUn otras curvas ll81118das curvas compuestas de 

trana1c1.6n o espirales que oon 1as curvas compuestas de arcoa 

oiroular•• de lonaitudes constantes, cu,os grados van aumentaa 

4o gra4uallllente, desde la ta.~ge~t• hasta la curva circular sim 

ple, de cero grados hasta el de la curva circular simple. (Pig 

Ro, 8) 

In el campo no se trazan realmente estas curvas compuestas 

tino \11108 pollgono• de ladoe oonatantea inscritos en ellas. 

1.9 Ventajas al utilizar ourvas de traneioi~n • 

.llgunae de las ventajas que ae obtienen al utilisar ou.r. .. 

de tranaioi6n aonc 

a) In una curva de traa.aici~n, en la que la aceleraoi6n -

oentr!peta va aumen,ando gridualJ!lente, la eensaci6n -

del coa.ductor l• infol"l!lar' perfectamente cu9ndO va d•· 

aaaiado aprisa 1 aa! puede e1te reducir la velooidad a 

11edida que 411111.mqe el radio de curvatura • 

.. b) La fuersa oentdpeta var!a grad.ualraente al en tirar 1 •! 

16 



cúbica 

.Fig. No· 7 Curvas de transici6n. 
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Fi g No. S Curva espiral. 
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llr 4• una auna lo que reduce la ia.Taai&n del oarril 

pr4simo a\lllea.tsndo lA seguridad 4•1 camino. 

o) La 10n&1'u4 4• la curva de ~ro.n1JicicSti provee un arre­

cio oonveni&nte para aumentar gl'aduablente •l peralte 

• 1r aplicando asi poco a poco la fua~a centr!peta. 

4) Ouando exiete la necesidad de enaancb.ar la carpeta 8! 

fl.l.tica en oUl"fa, la curva de tronsioito facilita el 

e1U1anoh"'1lliento gradual. 

•) Se me~ora la apariencia del camino en lo referente al 

alJ.lleiwiento como a la sobreelevaoi&n. 

1.10 La fl¡trsa 1 la aceleraoi~9 centr(f1!>1$a• 

In eata parte mencionar& el porgu& utilizo el t~rmino fu•r 

1a ceptr!p~ta Y no tuerza oentrltu~a. 111 como taml1~n con •1 

tf!'lp1a.o acel!rscic!n oentrbet& 1 no aoelerac16n centr!fus::1., 

m 'ºª loa csmumaente usados en. la mqor(a de loa libros gu ... 

l!abl19 •obre tete te19. 

0cm•14ero 4ue •l peral te con que ae coa:aetnQ"en la• curn.a 

•n J.aa oarret•n•, 111 loa tenocarr1les, eto. t ea •'• que nada 

para aJUdar a loe oouductoru a tomar m4a o-'.modamente laa cur­

•u, 1• qu• 11 la carretera eatA inclinada proporcS.oua una 

fQ•rza oentr!peta adioioual que junto con 1aa fuer•.. 4• trio• 

19 



oi~n 4e lae llantae del veh!culo con el paYimento noa propor­

cionan la tuerza que ea la que hace que el vehf culo •ip un •! 

Ylmlento circular uniforme 1, por lo tanto ••ta fuer&& •• le -

que se tiene que ir aplicando gradualmente al ee quiere eYitar 

que el veh!culo sutra una sacudida violenta. 

Ahora, ... sabe, que en movimiento circular unltorm• la aos 

leraci6n de el mdvil siempre va a tetar dirigi4a haoia el cen­

tro de la circunferencia 7 de aqu.l que eea la aceleracl&n oen­

trfpeta (del lat. centrum, centro 1 pttere, ir, dirigir) 7 no· 

la aoeleraci~n oentr!tuga (del lat. centrum, centro 7 fU«ere,­

hutr) la que et tieoe que ir aplicando tamblln gradualaeDte. 

T 

Pig. lfo. 9 

In efecto, eupongamoe que en un instante dado el m4TU .&, 

cuya velocidad, como ee ea'be •• t1111C9Ate a la olrcunterenaia, 

tenga una aceleraci&n dirigida, por e~emplo; eegdn la llnea ii 

(11&. 110. 9). 
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Si se descompone dicha actlaraci~n en dos componente• una 

AC en la direcci&n -AO del radio da la circun!erencia 1 la 2 

tra en la 4irecc16n d• la tangente -AT a la clrcunterencia en 

el punto .l (componente ii3), podemos observar q,ue el vector 

- -AD como eat! en la misma direcc16o que el vector velocidad V 

no puede hacer otra cosa que eumarae a eeta y aumentar en cada 

segundo la velocidad oou que •l m6vil ligue la curva1 pero eD­

tonces el valor absoluto de la velocidad no serta ccnatante 1 

por lo tanto el movimiento circular 1• no serta uniforme. 

Bn conoecuenola para que el movimiento sea de este tipo, • 

dicha eceleract&. t808enoial4•b• de ser nula. 

Por lo tento de las doe componentes del vector aceleracl~n 

ii, e6lo queda la AC, •• decir, la dirigida hacia el centro 4e 

la circunferencia, 7 por lo tanto corrobora lo dicho anterior-

Adtm&s, la tuerza oentdtuga de que una tuerza ee una "&!! 

senoia" de la fuerza centrípeta por o 111 la persona que la -

llUf're. 

En realidad la "tuerca• qut sentimos nos lanza hacia atue• 

ra cuando vamos en 1111 autom6vtl 1 ••t• toaa ima curva, no •• -

m4e que ua efecto dt la let de inercia, 1 ee comparable ooa •1 

que e1enhn loa paaaJero1 ele un utoWa sl ser lanudo• beola 
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a4elant• ouando el Ythfoulo trena bruaot111ente. 

lll •••• oa•o el pa•a~ero cae bacia adelante porqul, 1egdn 

la primera ter de "ewton, continúa en eu movimiento uniforme -

rectil!neo mientras que el auto~s ea aocionndo por una fuerza 

el frenazo ) hacia atr41 • 

.An&logamente, la persona que va en el autom~vil "cae" ha­

o1a afuera de la cur?a porque no participa del frenazo hacia -

a4entro, •• 4•oir, 4e la tuerza oentrfpeta que afecta al auto­

a&.11, •olo que en este caso se acostumbra decir que lo hace -

4eb14o a una •anti-tuerza centr!peta", ea decir, a una tuerza 

o•ntrftuga. 

1.11 ?•ralte o aobreelevaat&n • 

. como 1e menc1on6 anteriormente una 4e laa cauaae para el -

u•o dt 1&1 oui-ru el.e tran1101&n H la apllcaci&n gra4ual de la 

•obrHl•nc1&n. 

lita 1obreelnao16n o peralte ooa que et constnqen la• -

OurTa1 •• aeoeeario, 'ª que •1 la carretera 'ª'' oomplett111ente 

borisontal, la dziica fuersa centrfpeta ee la friooi&n, 1• que 

la reacci&i 4e1 suelo sobre el veh!cul.o ea vertical. 

Pero 11 la carretera ••'' inclinada un 4aguJ.o dttel"lllillado 

(c:c: ), (Ytr f18Ql"a No. 10) la reaooi6n del piao que, como 1e -

1abe, •• 1ie11pr1 perpendicular a 41, puede deaocaponer1e en -
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Fig. No. 10 Peralte o !.Obreelevación. 
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itoa componenh•s v.aa nrUoal c¡ue tqu.1.llbra •l pHo del Teh!c~ 

lo, 1 otra horisontal c¡ut •• la que proporciona la fuersa oeo­

trtpeta adioional, ite tal manera que unida a la producida por 

la tricci~n permita tomar la curva con la facilidad 1 comodi­

dad requeridaa. Tllllb1ln podemos observar que aunque el m~vil 

ee muna a lo largo de la curva cozi una velocidad angular coq 

tmite la fuer1a centr!peta es una tuerza no equJ.librada. 

In efecto, de la seawida 'Le7 de lewton podemos ver que 

P • ma 1 como r ~ O entone•• m 7 a deben de ser diferea 

tea de cero t91Dbiln. 

:La aoeleraoi4n predicha anteriormente debe tener la miema 

4irecc16n 1 aentidO que la tuerza 1 por lo tanto, debe estar -

dirigida A&cia el oentro del círculo, teta aceleraoidn es l• -

aoeleraoi6n oentr!peta 7 su T&lor como 1• se vi6 ea 

1.11.1 Batab111da4 en curyas. 

Un Tth!oulo •• ••table cuando no tiene la tendencia a ••-

llrse 4• la tra,ectoria que l• tl~a el conductor por aedlo del 

la 11leatabll14ad 4•1 vehfculo procede generalmente de i .. 

fuer1-. tZ'9Dev•rsale1 a que ••t' eu~eto, ya eea por asllletr!a• 

internas tales como carga mal distribuida, neum4tiooe deainfl! 

doa 7 aeoallieaoe 4• e"8peno1an detectuo101, o bien cuando la -
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tuerza oentrfpeta ea ma1or que la necesaria para mantener el -

Tehfculo en la tra1ectoria circular. 

La inestabilidad debido a la tuerza centrípeta puede mani-

testar•• de dos maneras: por deslizamiento o por volcamiento. 

Cuando lae tuerzas que tienden a hacer deslizar ~l vehículo -

aon me.7orea que las tuerzaa que mantienen al veh!oulo en su -

trarectoria, el veh!culo desliza; cu11ndo la realll.tante de laa 

tuerzas qua actdan sobre el Teh!culo sale fuera del pol!gono -

formado por los puntos de contacto da las ruedaa con el pan-. 

mento, el vehfculo vuelca. 

1.11.2. Cuantía del peralte o aobreeltvaci4g~ 

Bxiaten varioo m&todos para la determ1nac16n del peralte, 

•l&linos de ellos son loe 1i¡uiente1r 

a) Conociendo el radio de la curva, la velocidad (depen­

diendo del tipo de camino) promedio, asf como el peso del ve­

h!culo podremos obtener el valor de la fuersa centrfpeta. 

, • .v2 
gi 

De la figura lo. 10 podamos ob1ervar quet 

Tan ex: • sobreelevaoi&n • S 

wv2 
s. =r • 

" 
S• V

2 
() - ••••••••• 9 

• Jl 
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..... 
s • eobrt•l•ft016l • ta ce. 

'f • ••loo14a4 a lo iarco •• la curva 

1 • radio d• l.a oUl"'la 

s • aoel1raol&n debida a la grav1da4 

b) Oon914•r•H un .,.h.(culo que se mueve oon \&Da .,•looici.4 

V (11/HI) aobre uaa oQna hort.soa.t&l 41 radio r qu• f oraa un 

"2gulo alta oan la hor11ontal (ver figura lo. 10), Lae fuer• 

su que aot\\an eobr• •l veh!culo eoo. el peso w(tg. ), la fuer­

• octrfp•i• p ere> 1 la tuersa d• frioc1c5n 111tr. llantas 1 

p&Tiaea.to - (Z.•) 

La ooa41oi&n 1110 .. aria 1 1uf1.0Uuh para que no H pro4us­

oa •l TUeloo .. qu• •1 llQIHA'tO 4•1 pHO l'Hp•oto al ·~· en •1 

pUR•o O ••• aeoor q~• •l mom•n'o 4• la fuersa c111tr!p1ta r•t 

peo•o al ai•o ·~·· Si el nhfoulo tiene 1.111 en'reda iV F 

la al'u.ra 4• 1u centro de ¡rave4a4 •• h, •• tendr'a 

fX a WHll~ + 1 ooa a;• (w tu~+ P) 001 cC 

a h • -n· ...!L. 
2 

1'(w tan a:: • 1) • ...!!.. ( w - P tan a:: ) 
. . 2 

26 



deepe,1andos 

Si Pama 

S• sR (EV) ! 2hV2 

2giill • V (EV) 

• m=-g 

. . . . 

s 

• • • • • • ( 9. ) 

Si el radio y la sobreelevaci6n están fijos la v~locidad 

máxima de seguridad para que no ocW'ra volea.miento e.:::-'i: 

V ¡f oi:R w> - 2giihS ' 
""V' s (EW'> • 2b 

la condici6n necesaria y suficiente para que el vehículo 

no se deslice al transitar por la curva eas 

rx • o 
entonces 

Dondes 

~ =/t " 008 a:. 

Siendo /"' el coeficiente de fricoi~n lateral. 

Como el valor de fX ya ae defini6, se tienes 

( W tan ~ + p ) 001!1 ~ + r W C08 cC • 0 



ptrot 

, • .v2 .. 
por lo ouil1 

T&lOl"S 

a • 0.00185 • • • • • • • • • • • • (9") 

Sl el radio, la eobreelevaoi~n 1 •l coeficiente de tr1cci6n 

lattral. ••tM ~12oe, la velocidad múima Hgura para que 110 •­

xi•t• 4telicamiento ••r'• 

t.12 ptilizacl§n de la Clotoide como curva de enlace. 

La 010•014• puede ••r empleada para tnlaots ~. 41vereoa, 

talH oomot 

·a) J.t gvrya 4• tregsiol~a1 ••un arco 4• clotoidt desde el 

radio <P (unidn a una recta) basta .i radio dtl arco -

circular siguiente. (lisura Bo. ll) 
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b) La cloto14e de vlrtlces representa la tranaicidn entre 

do• recta• 4• direco1oae• distinta•· Se compOD• de 401 

cuna• olotoldH OCID •1 •i•o re41o 4e cunatura 1 tan­

gente ooardn ea su punto de contacto o de ealaoe. (Pigu­

ra 1'o. 12) 

e) La C'IU"Ta de i11fl•J1§p1 ea una cuna n S , que ue a -

dos drouloa ele curvaturu OplHtu, •ill aepento reet! 

lineo 1Aterme41o. Couta 4• clo• 1"IZIU 4• olotolcle, ov.-

70 punto ele origen •• coadn, •1•ndo •n e1t• punto •l r¡ 

dio ro 7 la tangente es connfn pllZ'a uboa. (Picur& Ho. -

13). 

el) La o•old.es u una aucea16n c!rculo-clotoide-o!rculo, -

•1endo d•l miemo aentido la curvatura 4• ia. tr•• our­

Yu. Bl arco 4e clotoicle tiene en loa punto• de con.ta¡ 

to COA 101 ctrculoa, t111&t11tea camun•• 7 radi.01 igual•• 

reepectivemente. (J~gura Ho. 14). 

e) La serit de clotoid••• •• UD& •uo•a1&>. 4• aroo• 4e clo­

toide, en 101 que, aien4o di.tintos loa p~etro• 4• -

cada uno, las curvatura• esté dir1cidaa'. 1 ean oreoien­

tH en el mismo aentido, con. tancent•• eQ!lllDes 1 l& m11, 

ra& curvatura, para cada ~o• arcos nce111voa, en au pllll­

to de oontaoto. (Plsur• No. 15). 
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F;g. No. 11 CLotoide como wrva de transición. 
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Fig. No. 12 Clotoide de vértice. 
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Fig. No. 13 Clotoide como curva de inflexión. 
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J:ig. No. 15 Serie de c[otoides. 
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O A P I ! U L O 2.-

2. IOUAOlClflS J>I LOS ILDIUTOS llOESAIIOS PARA IL !RAZO -

DI L& CLOfOlDB Y DBDUOCION DB LOS MAS IMPOR~.AlfTBS. 

2.1 B1em•nto• de la ••p1r•l de Buler o clotoide. 

Lo• elemento1 dt la clotoid• o ••piral de Buler, 10D los -

•ilUi.•DtH (-.er figura No. 16), haclendo la aolarac16n que 11 

uU111& la •la'bolosia ¡1ner&llll1nte wia4a en caminos, a1111que -

aqut •• ooloca una columna con 101 •!ID.bolo• ueado• generalmente 

en ferrocarril•• para loa mismoa elementoa. 

OAllilfOS 

, 
o 

10 

Ge 

S I • B O L O G I A. 

PUKOOAUlLIS 

r 

o 

10 

• Punto oualquiera aobre la clotoid• 

• Paa.io donde •• 1Alc1a la clotoide 

• Ju.Dto 40IUSe termiAa la olotoid• 

• Deflexi&n total 4• la clotoid• 

• Deflexi&n 4• la olotoid• en un punto P 

• AncuJ,o de la cuerda larga 4• la oloto14e 

• ADguJ.o lle la cuerda a u puto P 

• Anculo r11pecto a la taaaente en P, de -

aa cuerda anterior qui nbtiead.e ua. ar­

oo de eepiral. de Euler 6 oloto14e JP, -
41 longitud L¡p. 

• Angulo r••pec"to a la taacent• 111 P, 4• -
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L 

e s 

Rp Rp 

I,Y X,Y 

una cuerda poeter~or que subtiende ua 

arco de espiral d• i\ller o cloto14e lP 
de longitud L¡p 

• Longitud d• la cloto14e del origen al 

pw:ito P. 

• cuerda de la clototde deede el origen 

al pUAtO P. 

• Radio de c\ll'Yatura de la clotoide en el 

punto P. 

• CoordeDadu del punto P 

• Taa&eate larga al punto P 

• Tangente corta al punto P 

2.2 Deduocidn de el m1U10 de det'lex16n e o ) de la clotoid• 

en cualquier punto de la mima. 

De la tcuaci~n dt la clotolder 

• 
R • L . , .. • .. , • • .(10) • • 

¡, 

y 

X 
Pie. lo. 17 
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De 1• flg. lo. 17 a1 oonaideramoe un de ee tiene quei 

• 
1 49 • 4L , • • de • ~ • • • • • • • • • • • • (u> 

a 

Sl n1Utuiaoa ID la ecuaoi&n anterior la ecuaoi&n (10) tt 

DlllOl!I qutl 

• • • • • • • • • •••••• (12) 

IDtllJWldO en uboa miem'broe de la expreai&zu 

J>.J:~ 
• 2 

e-~·. 
' ll 

• • • • • • • • • • 

Y ai •• aab• ele la 1cuacidn 4• la olotoid• qua 

au1Utu11n4ot 

•••• (13) 

2 
1: • Re Le, 

.. ~2 'lll'. _ .. !!-- .. • • • • • • • • • • • • (13.) 
2Ro Le 

Donclet 

L a Loa«itucl 4• la olotoid• dee4• 8U 1Aioio haeta el pwato 

oorr••pOD411nt1. 

ao 1 18410 4• la cuna circular 

L• a LODl1'114 41 la oloto14• 

ID la ezpr11l&n 1mterior el valor de e eet' ezprHado en 
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ra4i"1e•; para expresarlo en grado• muJ.tipliquemoa por 180<}1'1', 

• • • • • • •• (14) 

Ahora, 11 lu cuerda• con que ae ya a trazar la curva cir-

oular •On de 20 •· como norm&lllente 111 acoatumlara en caminoa, -

ten•Oe que1 

Si Go • Grado 4• la cuna ciroular 

7 P • 211Ro • Per6aetro 

Po4emo1 establecer la •1eui•nte relaoi&aa 

Go • 360°(20) • 
2jjRc 

Simpliticu.<101 

Oc • 1145.9156 • • • • ••••••••••••• (15) 
lo 

lo • 1145.g¡st 
Go 

• • • • •• • • • • • • • • • • • (16) 

Qat •OD lu ezprH10llH que D08 penaitea Oaloular tl ll'ÜO 

(Ge), el• una curva ciroular ul como eu ratio (He), cuando -
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lae ouer4al •oa 4• 20 •· 

aora, n•U'ur•D4o u la ezprHi&l (14) la eouac1&n IA• 

8 • go0
L

2 

íT 1142, 9156 Lt 
Go 

• goºL2 G • 
ll45.9156lfl) Le 

e• • • • • • • • • • • • (17) 

.Doad••· 

L • LODlltu4 4• la cloto1d• d••d• •u iniclo al punto corre¡ 

pon41ente. 

Ge • Grado 4• la cuna circular, para ouer4u 4• 20 •• 

Le • Loncitu4 4• la cloto141. 

2.J Dt4uoo1m 4• ¡aa eouaot.onu1 para obtener la.e ooor4en.1 

da• reotansularH (X e Y) de up Punto oualgui•ra 

•e la olotoU•. 

2.3,1 lp f»aq1fp 4e L 1 e. 

De la fipl'& Ho. 17 

U• 4L 001 e}: 
en• cU. ••e 

• • • • • • • • • • • • • (18) 
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1 

f 4L oo• e 

f dL Hll 9 

• • • • • • • • • • • • (18.) 

La• ou'l•• no tienen aoluoi6n directa; para poder integrar 

desarrolleaoa en serie de Me clauren el seno e y el coeeno e. 

Para esto •• tiene que: 

t(z) • f(O) + ~·(o)x + ~ t•(o)z2 + -1.. t"' (O)x3 + ...l.. 
21 31 4& 

Para z. e 

f(O) • •en(O) • O 

t•(x) •cose 

t"(x) • -Hn e 

t'" (x) • -coe e 

t 1V(x) • sen e 

fv(x) • oo• $ 

t'1(x) • •HQ 9 

tV11(s) • -001 9 

• • • • • • • • • 
• • • • • • • • • 

1 

• • • • • • • 

t(x) • Hn e 

f'(O) • COI (O) • l 

t"(o) • -Hn lO) • o 

t"'(O) • -001 (O)• -l 

fl V ( 0) - Hn (O) • 0 

t'Co) • co• (O) • l 

fYl(O) • -een (O} • O 

fVll(O) • -COI (O) • ·l 

• • • • • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • • • 

• ( 19) 
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&hOI'& para f(z) • COI 9 

f(O) • COI (0) • 1 

f'(x) • -••n (e) 

f 11 (:1) • -COI (e) 

•• t (zl • 11n (e) 

t 1'Cz) • oo. (e) 

t'<s> • -•• (e) 

t'1 (z) • -001 (i) 

f'(O) • -1en (O) •O 

t•(o) • -coa (O) • -1 

t"'(o) • sen (O) •o 

flV(O) •COI (0) • l 

t'<o> • -een (O) •o 

fVl(O) • -COI (0) • -1 

Y entono•• de la exprtei&i (19) 

Hn e • e - ..1..... e3 + ..L e5 - _.__ e7 + • 
31 5l' 7' 

• • 

2 4 
ooe e • i - .l- o • .L.. e · - ..l... 

21 4: 61 

6 e • • • • 

SutitUJtDdO ID l&I exprH10DH (18) 

4X•dLC1-.i!... • ~ -L•···> . 21 41' 61 

L • ..L -L· 
71 

. ) } ••• (20) 

dY ª 4L ( & - 31 51 • • 

Ahora ele la txprH1~n (13) 11 b&etaoe a 2 r.2 • canatmte 

• C para ma curva 4tterm11la4a entoncees 
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lnt•!l'ando 1 •uatituyendo en laa expreaione• (20) 

X .JL(l • L4 + L8 - ¡12 + • • • ) 4J, • 
o c2 21 c4 4J c0 6: 

• [L - L5 + L9 
502 21 9 c4 41 

Ll3 + • • •] LO • 
13 eº 61 

X• L ( l - L4 + L8 4 - L12 + ' • .) 
502 21 9 X 4J O 13 1 61 08 

All'1.ogamente para Ys 

y.J~_;,;_ - L6 + LlO L14 + •• ) 4L • 
o e c3 31 c5 5: º' n 

·[ L) 7 Lll Ll5 . J:-- _¡. + + • 
3 e 70J· 31 ll º' 5: 15 el 7t 

Y• L ( 
L? L6 .. LlO Ll4 . . . . ) 
3 e 7IlJ el imi º' 15 X 71 el 

finalmente expreean4o lo• rtsul.tadoa anteriores en tunoidc de -

e • ••d1a11t• la expreai4111 

,2 + ,4 
5 X 2~ 9 X 41 

,.6 __ y._,_.. . } 
13 X 61 

97 

. ) 
e - e3 + e5 

y • r. ( -r- 7 X 3 ! 11. X 5 ~ ~15~X~7!!"!1- + 
1 1 

• 

• (21) 
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4oa4• e ••t' en 1'1Mli8D••· 
81 •••re11oa txpl'tAl' t ID grado• mulUpU.quemo• tn lU • 

1Zpr••ion•• ant1r1or1e •l valor de e por _!!_ 1 multipliqu1 
~ 

mo• 1 41vidamoa por 100 can el !in de obtener el mayor ndmero -

41 dtgito• poaible: 

' • -L- ( ioo - ioo <e Jb-) 2 • 192 C e & > 4 -
100 5 X 21 9 X 4J 

- 100 (& &->6 
•••• ) 

13 X 6& 

t • _¡__ C ioo <9 ~> - ioo <9 rt&-> 3 
+ 100 (e ñfr->5 

-
100 3 7 X 3& 11 X 51 

- ioo <e tiQ:)7 
+ • • • > 

15 X 71 

Hacitza4o operaciozae1 1 ailllpllt10111dos 

X • ~ ( 100 • 0.304617 e2 (10)-2 + 0.429591 o4 (10)•7 -
100 

6 ..12 - 0.301987 o (10) + •••• ) 

} • (22) 

t • ~L_. ( o.581776 o - 0.126585 e3 (10)·4 + 0.122691 e5 

100 

<10)-9 - o.652558 o7 (10>·15 + ••• ) 

.. ,.. eo'lla01oaH •Gil lu 1111trala1nh uH4aa •ll la prjc)Uoa. 
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En laa txpr•aione• ant•rior•a, aegdn la aprozilllaci&n de••! 

da podremos elegir trabajar oon el ndmero de t'1'111inoe que mejor 

noe convengan, bastando para tinee prfcticoa de trazo la elec-

016u hasta el segundo t'rmino •n cada una de las ecuacionea. 

2.J.2 Breve descripci&n d• loa elementos que las conformen. 

Tamb14n de las ecuacioaea anteriorea tenemos que: 

X,Y 1 Coordenad .. reotangula:"es (abscisa 1 ordenada, rea­

p•ct1v111tnte) de un punto oualquitra aobr• la oloto1d•. 

lataa ooordtnadu, H miden oonaiclerando como •l •3• de -

las X'• a la l.!nea tangente a la clotoide en el inicio de eata, 

(o aea en el punto TI o I!, ver P111U'• No. 16) ta decir, a -

la prolongaci&n de la tangente que H une al arco de c!rculo m!. 

diante tata ourra, en •l atntido del oaclen1miento. Bl origen -

de tate aistema carttaiano •• preciammente el punto TI o JI!. 

11 ej• de laa Y'• ••r' una perpendicular a a1cha tancent•, 

micliendo haaia la iaquierda o hacia la derecha de la tangente, 

••cdn el aentido de la curva 1 del oa4ensa1enio. (Ver Pie. No. 

16). 

•'8 aclelante ae de1oribir' con -'a detall• el traso de la 

olotoide por este m4todo (el de coordenaclaa) 7 adtlll'• por el de 

dtfleziODHo 

T•bi'-a H tiene fl1l81' 
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/ 
I 

L a I.on&t.1:ud 4• un aroo d• clotoide deede un punto detenq 

D&4o a otro oualquhra, 11endo ID Ht• oa10 uno de loa 

pUDtoe 11 TB o el ST. 

G1111ralment1 111 Perrocarriles y Caminos se aco1tumbra 

d1Yiclir las curvas en 10 partes, a excepci&i de cuando 

ion D\Q' grand•• o m~ peque~aa. 

Cuando 10D •Ul grandes •• pueden dividir en ds partea 

oon •l objeto de lograr un mejor trazado al tener mAs 

punto• d• la oUl""ll'a, en caso contrario, cuando son m\Q' 

pequeftae, ai laa necesidades lo requieren tambi'n 1e -

pueden dividir 1n 10 partes, si no a cada 5 m. •• 8Ut1 

Ciente. 

U. -.cl•lat• H muestra tm 11od1lo aat1dtico que no• -

p1rmit1 obtener la longitud dll arco de una clotoid• -

4e14e Ull punto oon11derado P a otro punto cual.quiera 

l, •1 4ividlao• la curva m lf pu-tes igu.&111. (Ver -

inciso 2.4.1) 

Ahora •• tiene tambiln quia 

1 1 Def1ez16A 4• la oloto14• en UA punto cualquiera (P). 

lita detlezi&a. •• el ~C\&lo comprendido entre 1a lfnta 

tana•nte a la clotoide en el punto P 1 la llnta t1111-

c111t1 en el illicio de 11ta o Ha en 11 punto ~I o -

IT. 
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Su vaior ee puede calcular mediante las expresiones (13') 

1 (14) 1 si uaallloe cuerdaa de 20 m. para •l trazo de la curva -

circular, podemos utilizar la expr .. 1& e 17). 

2.3.3 En funci6n de z: l e. 

De la defil11cidn de curva clotoide que nos indica que ea -

una curva tal que el arco de c'IU'Va"tura recorrido e• proporcio-

nal a la curvatura, se puede decir ques 

L • conutante • e • • • • • • • • • • • • ( 23) 

dondes 

L s Longitud del a.reo 

C 1 Curvatura 

Bata constante ta una constante de proporcionalidad. 

Pero ea~emos que la curvatura es igual ar 

e• ..L 
R 

. . . . . . . . . . • • • • • • ( 24) 

40114•1 

a• Radio de curvatura. 

De la figura No. 17 podemos nr que: 

R•~ 
49 

• • • • • • • • • • • • • 
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4oD4ea 

e 1 Deflezi&A 4e la ol1Jtoide en ua pmato cualquiera (1'). 

Si deei1D911oe por I 2 a la constante de la expreeidn (23) 

'6 11 IN&tituirloa la eouaoidn ( 25) en ella, hnemos que a 

d L L • ¡:2 di • , • , • • • • • ( 26 ) 

Qlle e1 la ecuaci&n dit•rencial 4• la olotoide. 

La intesraoidn de la tdran.ala anterior nos proporciona la -

longitud del arco d• la clotoid• an funcidn de su ~lo de de­

fltld.&a, tntoacea: 

• • 

JL 4 L • J J! 49 

2 
Jt_ • r.2 e s L

2 
• 2 IC

2
8 

2 

'1 1n.tono•11. 

L•JCi{i"e. • • • • • •• 

11 ••bello• que 1 

a • oo• e u 
4?: •HA e c!L 

• • • • • • ••• {27) 

Deepe~lllido en la ezprHidn (26) a dL 1 w1tUU1'•ndo en -

lal ezpre11oaea anterior••• 
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u • 0011 8 

4f • Hll 8 1
2
ff 

L 

Sustituyendo en la• e:xpreaiones anteriores la expresi&n -

(27) 1 hachudo operacioneaa 

,,. 0011 e 48 
dX•~ 

V2i' 

dY • _¡___ ••n e 49 

i[2e 

Aplicando integral•• en ambos miembros de las expr11ion•• 

anhriorHa 

X• _L_ I: coa e d9 

lf2 Ve 

de 1 J: •••••••• (28) 
y.__¡_ •!!li 

f2 Ve 
A lu t&1'11Ulu ( 28) •• lH oonoc• con el nombre 4• •Int .. 

eral•• de Pr111ne1• 1 para reaol•erlall aplicamos tl m111110 altoclo 

utilJ.zado para re•olTer las 1xpre1ionts (18'), ••decir, por•! 

dio de la strit 4• lo olauren, podemo1 obtener loa Talort• para 

X t Y, oon la aproz.illaoidn d••••da, dependiendo del ndaero 4• -
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X • E ffe' (1 .. !2 + e4 96 
ll X 6: 

. . . . ) 
5 X 2l 9 I 41 

, '-" e - e3 
+ e' 

y • 1: ~ ~V ( T 7 X 3' 11 I 'l _ ... e ... 1_ + •• 
15 I 7: 

Dondet 

e 1 l•t4 1n radianes y si •e requiere introducir su valor 

1n gradoe •• aplica el mismo proa1dJ.miento deecrito en ho~ae ea 

terior••· Y•r 1cuacionea (22). 

Ahora pod1mo1 ver 41 la expr1eian (27) qutt 

• • • •• • • • • • • • • • • • • • • 

e• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

.1xprHi6n m'1oga a la t&rmu.la (13). 

Si hactmoe la 1igui.ut1 rllaoi&n: 

• __14.... • __ e_ 
Le •• • • 

SutU1171114o • la eouaci&n (30' ). 

• 2 

• (30) 

( 30') 

2 • • t.2 • • •• ( _¡,__ ) e. .••••• (31) 
Le .. 

50 



Que H la exprHi&l que noe permite calcular e en tunci&a 

de L, ee 1 Le, lo cdl ea m117 conveniente para realisar loe 

°'lculoe en forma tabulada, 7a qut el dntco valor qut va v11ria¡ 

do es L, permaneciendo Le 1 ee constantes para una curva -

2.4 Deducci6n de lae expreeionee para obtener lo~ &ngul.oa en -

grados entre la tangente en un punto P de la olotoidt 1 

una cuerda cualquiera pj, adelante o &r'•· 

~ la figura No. 16 tambi'n puede deducir•• quer 

e • \Íx2 
+ t

21 
.. Y cec ~· • I ••e ¡j• • • • • • (32) 

~1 •. X - Y cote •••••••••• , • • • • (33) 

T2• Y CIC i • , • o • • o • • • • • • o o , (34) 

Tambiln: 

-· • aog tan ..L • • • • • • • • • • • • • • • • ( 35) 
X 

In la pr4ct1ca •• ha llegado a que poniendo el valor 41 ~· 

m tuno Un 41• e se tita.e que: 

-· • ..!- - z: • • • • • • • • • • • • • • • (36) 
l 

Donde ~· 1 e est"1 expresados en gradoa 1 Z te una -

correcoUn dada para la Hprtei&l anttrior1 
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z. 3.1 s io-3 e3 + 2.3 x lo-8 e5 •••••••• (37) 

Donde 6 tat' exprH&dO en gradoe 1 l en H¡undos, 

Para valoree menores que 16° el valor de Z es tan peque-

~o que suele de1preoiar11. 

Para fines de trazo es dtil contar con expresiones que noe 

permi tao obtener el valor de el ~gulo que forma 'lma cuerda 

cualquiera 4• la olotoide respGcto a la tangente en un punto -

cualquiera P, de la misma, tanto para cuerdas apoyadas en ese 

punto 1 otro punto atr's (ingulo ~· .lT), como para cuerdu • 

apo7ada1 en ese punto 1 otro adelante ('1lgulo ~· .lD), lo ou'1 -

se puede obeervar •n la figura No. i6. 

Para poder deducir las expre1iones de ~'AT y de P'AD ee 

0011114•ra la aiguiente propiedad de la olotoid•i 

R!finici5n: 

La clotoide diverge de un arco d• c!rculo tangente a ella, 

en la misma proporci&n que lo hao• con respecto a UD& recta t8Q 

cent• a ella en el origen. 

i-ue•to que la recta 1 el ofroulo tienen ou.rvatura oonet111-

te 1 la olotoid• varfa 1u OQJ"fatura desde o en la tangente al 

origen, ll&ata. ..l.. , en •1 pUAto en donde •• tangente al ciroulo1 

ªº ••cdn teta propie4a4, 11 5' 1 5 eon loa puntos medios d•l cfro¡ 
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lo 1 la olotoide, reepecti'Hmente, la cli1tancia normal a la 012 

toide ----- •• igual a la distancia normal a la tangente ----r 
5.5' 5.5" 

asimismo, para el arco de longitud Le del c!rcul.o y la cloto! 

de, la dietancia nor:nal a la taneente en el punto TE entre -

tangente 1 clotoide ee nula e igual a la di1tanoia normal a la 

clotoide entre 4sta 1 11 c!rculo, en el punto ET. 

De la figura !o. 16 puede verse t11111bifn que para un arco -

de longitud Ljp 1 

~'AT • J1 - p• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • (38) 

1 sabemos que1 

91' • -!L - z 
l 

~ 1 .Ulgulo de la cuerda que subtiende un arco de clrculo -

de radio ap 1 longitud Ljp. 

~logamente1 

• • • • • • • • • • •••••• (39) 

2.4.1 Lonsitud de un arco de espiral de .Euler (elotoide) entre 

2 pUAtoa cu!lquiera J 1 P. 

Si dividimos una elotoid• en 1 parte• iguale•, 1 •• enu-
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aeran. loa puntos obtenidos en orden creciente& 0,1,2,3, ••••••• , 

J, •••• ,P, •••• N, •• tendr'; que la longitud de W1 arco de clo-

toid• entre 2 punto1 J,P cualquiera de este, aer4 11JU&l a el 

valor absoluto d• la diferencia entre J 1 P, dividido entre R 

7 multiplioado por Le, esto es: 

• • • • ••••••••••••• (40) 

Donde a 

Ljp 1 Longitud del aroo de clotoide desde el punto consid! 

rado P a un punto oonsiderado cualquiera J. J 7P 

eon los ndmeros de orden de los puntos Jyp7_a 
H 

•• la longitud de un arco de los N de la clotoide. 

2.4.2 Deduoci&n dt las ecuaciones os.ra obtener el valor de 

@'Ap t f'~T en tunoi6n de J. P, N y 6e. 

Tambiln de la def1n1ci6n de clotoide se tiene ques 

• 
RoLe • Rp Lp- • • GpLe • Go Lp 

Lp • .-L. Le • 
1' Le Le.-¡-

Gp •_¡,¡_Ge 
Lt 
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Sustituyendo.-

-L 
Gp • lf Le Ge 

-L1. 
K 

Donde: 

Gp•_LGc 
N 

Qi:.: la •l grado de curvatura en el punto N o sea ea el -

grado de oarratura de la curva circular. 

g¡a Grado de curvatura en el punto P. 

fambiln aabamoa que: 

__f.. Gc.IJ·Pl~N 1 1 Gp Ljp • _.N.._ _____ ...__ • P · J-P 
40 40 N2 

1 ai.-

Qe ~ Ge Le2 - Ge Le 
40 Le 40 

entone ea.-

• Ge Le 
40 

- • P \ J.p\ 
NZ 

e. . . . • • •• • • • • • • • • ( 41) 

t ai aabeaoa quea 

2 
9 ·e~> e. 
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2 

-· • ...11.. e ...bUL.> -z • ...!!-3 te 3 [ 
1.r-KpLl

1

, Le J 2 - z.. •• ,42) 

Pinal.llente sustituyendo las ecuacionos (41) 1 (42) en las 

expreaionea (38) 1 (39) se tiene que: 

Donde.-

ee 
3If2 

- z 

••••••• (43) 

+ z 

i'AD, ~'A! a Angulo en grado3 entre la tangente en el punto P -

-1 una cuerda oualquitra PJ, adelante o atr,s. 

P , J : Ndmero de orden del pwito P tn donde se est' midiendo 

-·AD o ~·AT, 1 ndaero 4• orden del otro extremo de la cuerda, 

J, r1epeotiT111ente. 

! 1 Bdmero de cuerdas o arcos en que se ha dividido la espiral 

de Buler o clotoide. 

! a Correcci&i dependiente de e, si 9 es menor o igual que 16° 

1Uel1 d••preoiar••• 
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2.5 Deduoci~n de la ecuaci6n para obtener la longitud de la -

clotoid• (Le}. 

Para poder deducir esta expresi~n consi~eremos a la cloto! 

de como una curva espiral, es decir, como una serie de cu.rvae -

compuestas de transici&n. 

Batas curvas eon lae clll'Yae eompuestaa de arcos circulares 

y como se dijo anterio:nnente lae longitudes de dic~os o.reo• eon 

constantes ;¡ sus grados de curvatura Yin aumentando gradualaen-

te, desde la tangente hasta l& curra circular simple, esto ee, 

desde oº hasta el grado de la curva circular simple. 

En la !igura No. 18 se puede obeerTar que la primera de-

e _...v..__ o 
l. 20 

Para las eiguitntes de!lexiones (e2 , e3 '· ••• 8n ), t~ 

memos en cuenta que de la de!inici&n, lae longitud•• 4• estos -

arcos deben ser conotantes, por lo tacto tendr~ el mismo valor 

1 baetar4 con multiplicar a --!.. e 
20 

por 2,3, ••• n, para -

obtener el valor de 92 , e
3

, • • • 88 re•peotiY811lente, por lo -

tantos 

•2 • ~...t... e 
20 



1 •i ·-

Como •• 

entone••·-

e. 

t3 • 3 ...!...- o 
20 

• • • • • • • 
• • • • • • • 

ll • Oc - 1 -y 

•_;t_C+_n_C + ...l!.. e 
20 20 20 

+ • • o+(!!L• 
V 

• y c[1+2+ ) + • (Ge .. 1~ • - • • • + v 
20 

Pero ooao •• pu•d• obaerT&r •1 .-

l) ...Le 
20 

o ol44) 
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PC 

Le• longitud de la clotoide• ne 
Qe. lngu.lo central de la cloto­

ide• ae1~2+ ••• 

Ge• grado de la curva circular 
v- variaci6n del grado de Cllr!a 

tura por arcoe. 

2~ • lngu.lo central del arco C,2 
rrespondiente a un metro -
de cuerda. 

~ C= Angulo central del arco -2 
correepondiente a C metros 
de cuerda. 

C• longitud de la cuerda. 

-!!s.. - l • ndmero de cuerdas .,. 

·Fig. No. 18 Longitud de la clotoide. ·'' 



PARA 

1 + ..!,¡,_ - l • l + D • • • • • • e • • 1 
T 

2+n•l•l+n • • • • • • • • • • • 2 

3+1l-2•l+zi • • • • • • • • • • • l 

• • • • • • • • • 

• • • • • • • • • 

! + (u - ¡ + l) • l + ll • • • • • • • • ¡ 
2 2 2 

Podemoe ver que el segundo factor del e1gundo miembro de -

la ecuaci&n (44) lo podemoo representar como la 8Wll& de Q 
2 

t'rminoa 4• la forma n + l, entonces podemos eacribir: 

9• • .:!,_ e ( D + l >a 
20 2 

• -L- a ( 1 + !!L - l) 
!iL - 1 

V 

20 T 2 

Ge - - l. 
• ..:&... j!L T 

20 T 2 

e. • _g_ _g¡_ ( -2L 
20 2 T 

- 1) •••••• • • •••• (45) 
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Pero aabeao• que.-

1 ademút 

L• • na • ndmero de cuerdas de arcoe circular•• de grados 

orecientH1 

Su•tituyendo en la expresi&i {45) 1 

ee • ~ (n) 
40 

9e • Go X. 
40 

JA • :\O h 
Go 

• • • • • • • • • • • • • • • • (46) 

Donde.-

Le 1 Longitu4 4• la clotoi4• 

e. 1 Detlexi&n total 4• la olotoi4e 

Go 1 Ol'84o 4• la cUJ"'ra oiroulal' 
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2.6 Longitud m!nima de la clotoide. 

Muchas veces no es posible aplicar la longitud teór1 

ca de la clotoide obtenida con la f6rmula (46), por lo que 

a contin.uación se describirán algunas f6rmulas empíricas -

que nos permitirifu obtener esta longitud, con estas f6'rmu­

las se trata de obtener la longitud mínima de la clotoide. 

Como se dijo antes lao curvt1e d,;i t:ran::iiui6n tienen co­

mo objeto permitir la aplicaci~n gradual de la aceleraci6n 

y de la fuo:Jr.~a centrípeta as! co1~10 de la sobreelevación y 

ampliaci6~ necesarias, esta nplicaci6n es mds repentina -

comforme la longitud de la clotoide es más corta. 

La longitud mínima de la clotoide será aquella que nos 

permita a9licar gradualmente la fuerza o la aceleración -

centrípeta, o en su caso la sobreelevaci6n y ampliación,­

de tal manera que no excedan de un cierto valor límite, -

marcado este por el método que se este usando. 

En 1909, w. H. Shortt, .dedujo la primera f6rmula para 

calcular la longitud m!nima de la clotoide para curvas de 

ferrocarril, basándose en que la variaci6n de la acelera­

ci6n centrípeta debe ser constante cuando se recorre la -· 

C\U'Va a w1a velocidad wú.!orme. 

Si tenemos que la aceleración centr!peta en un punto 

cualquiera de la curva vale: 

62 



&• 

Si t ts el tiempo que necesita el veh!culo para recorrer 

la olotoide a velocidad uniforme V¡ en un punto cualquiera de 

la curva se tendr4 que 

•• 

L • Vt, suetitiqendot 

v2vt • v3 t 
aoLe Ro Le 

Y como la variaci6n d• la aceleraci~n centrípeta (con res-

pecto al tiempo) es una constante, entonces1 

da • ...L 
dt dt 

y3 • o -Re Le 

DODde.-

C.o .... > .. c 
RcLe 

• • Le • 1 v3 --e Re 

Le • Longitud m!llima de la clotoid• (m) 

V • Veloc1da4 del 7.th!culo (...!!.. ) 
seg 

Ro • Radio de la curva circular (m). 

• • • • • • • (47) 

e • Cotfioiente de variaoi&n 4• la aceleract&a. centrípeta, 

Otll 

cotf1c1ente de comodidad ( m ) ,..,3 

Si expre1amos •l valor de la velocidad en km/hr., enton-
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Le • l e-

Le • 46.656 ~ 
CH.e 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 47') 

El coeficiente C es un valor emp!rico que indica el gra-

do de comodidad que se desea proporcionar. Para ferrocarriles, 

se acept6 ei valor de 0.305 m/seg3, en caminoe et emplea un -

valor que va de 0.305 hasta 0.915 m/seg3, En 1938, J. Barneit -

propuso un valor de 0,61 m/seg3, valor que ha sido empleado ... -

pliamente. 

En 1949, lsi. •¡. Smirnoff propuso una f6rmula semejante a -

la de Shortt, pero corrigi,ndola psra tener en cuenta la sobre! 

levaci6n. ral t6rmula es; 

Le • 46,656 V {__¿ - 127S) 
e Re 

• • • • • • • • (48) 

Donde ... 

Le s Lon¡itud m!niaa de la clotoide (m) 

V 1 Velocidad del Teh!culo (Jaa/hr) 

Re 1 li&diQ de la curva circular (•) 

s 1 Sobrtelevacidn de la curva circular, en valor absolu-

to. 
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O a Ooetioiente de comodidad, fijad.o empir!oamente entre -

0.305 y o.610 m/seg3• 

Por su parte, otras asociaciones recomiendan otra manera -

de calcular dicha longitud, con base en el aspecto est,tico del 
' 

a .. ino; consiste en igualar la longitud de la clotoide a la lo~ 

gitud necesaria pa.ra dar la sobreelevaci~n correspondiente a la 

CurYa circul~. Se establece que la clotoide debe tener suti-

ciente longitud para pennitir que la pendiente loagitu~nal de-

la orilla de la calmada con respecto al eje del C81111no tenga un 

valor m~i~o P. Bas6ndose en consideraoionea emp!rioas y to-

mando en cuenta la apariencia de las transiciones, establece -

que para caminos de doa carriles 1 velocidades entre 48 y 1.12 -

Km/hr, el valor de esta pendiente eer' de 1/150 y 1/250, rea-

pectivamente, de lo anterior: 

dond.11 

P'. __¡_ 
m 

1 a • 1.5625 V + 75 

P • Pendiente longitudinal de la orilla de la calzada con 

re•peoto al eje 4•1 camino, en valor absoluto. 

a • ialud de la orilla de la calzada respecto al eje del -

camino. Be igual al rec!proco de la pendiente. 

Y • Veloo1da4 de pro1ecto (kll/nr) 
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ln'onc11 la loa¡i tud m!nima de la clotoida para caminos de 

401 carril•• ••r': 

donde.-

Le • ...![_ • m as , , , • • • •• , • • (49) 
p 

Le • Longitud m!niaa de la clotoide (m) 

a • Semi.ancho de la calzada en t&n&•nte para camillos de -

do1 carril•• (m). 

S • Sobr••l•TaC16n de la curY"a circular, en valor abeolu-

to. 

Un criterio dt•arrollado en M&xico por la Secretaría de 0-

brae Ñbllcu, para calcular dicha longitud, fi~a un valor con! 

tant• a la velocidad con q,ue •l veh!culo a1ciende o desciende -

por la clotoid• de trans1ci6n, cuando circula por ella a la ve­

locidad de pro1ecto, Si el conductor m1nt11A• 1u veh!culo en -

el c~ntro de 8U carril, el 411111J.v1i tu• sube o ba~a •l vehlculo 

al circular por la tru1101&n H 1 

40D4•·· 

4 • DHllivel (•) 

" 



a • S•mianoho d• carpeta o ancho d• cerril (m). 

s • Sobr••levac16n (m) 

Si el veh!oulo r~eorre la olotoide de lon&itud t. a la -

velocidad d• pro7ecto V, emplear' un tiempo t de: 

t • Le 
o. 277 '{ 

t 1 Tiempo (seg.) 

Lea en m 

V t en ( kll/hr) 

Entonces la velocidad (Vt) en el aactnso o descenso de la 

transic16n expresada en ra/eeg. Hr'z 

Vt • _!l.. • ...... a~S~/~2..._ • 0.138 V 9 a 
t Le/0.277V Le 

Esta velocidad debe aer de una magnitud tal, que p•l'llita -

circular al conductor de una manera c&aoda 1 at¡ura. 

Pa:-a UA& v•loc1da4 de proftcto de 112 lal/hr. at recC11ien­

da una ptndiente de 1/250 entonces reoorrert 250 m. tn 8.04 ••I• 

~ubiú el dtaninl 4• la orilla de la oal.sada rHpeoto al 

•3• del cuuno ••r' en 250 •· 4• l metro 7, por lo tanto, •l -

4••Divel del e~• ••rt de la mitad, o ••& de 0.50 m. con lo 

•• l'1 .,.loo14a4 dt UO•DIO o dHoeuo nrts 
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Ve • 0.50 • 0,062--5.. 
a.04 seg 

Admitiendo, ••cdn experiencias, este valor como seguro y -

cómodo para altas velocidades de proyecto, entonces.-

Va • 0.062 ~ 0.138 vas 
Le 

le • .2.!,138 vas 
0.062 

• • Le = 2.22 Vas 

En la expraei6n anterior la longitud de transici6n te di-

rectamente proporcional al semiancho de la calzada, lo ctál aua 
que no influye en la comodidad y seguridad del usuario, propor-

ciona una apariencia desagradable. Entonces se recomienda que 

la expresi6n anterior ee multiplique por un eemiancho de caiza-

da de 3,65 m. y se aplique para cualquier semiancho da calzada, 

•• decir: 

Le • 2.22 X 3.65 V S 

Le m l:S V S , • • • • • • • • • • • • • , ( 50) 

donde.-

Le • Longitud m!nima (11) 

V • Vtlooidl4 dt ~ro7ecto (~) 
hr 

9 • Sobreelevaci&i, en •alor ab•oluto. 
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2.7 04lculo de la longitud m!nima de la olotoide en funoi6n -

de el peralte te6rico 1 la eobreelevaci~ o peralte m~i~o 

permitido. (lr1hodo de cálculo para. fnrroce.rril o metro). 

Para el o4lculo de la clotoide se parte de la conoidera.-

ci6n de que la pendiente m&xima de enlace para las eobreeleva-

ciones o "peraltes", no debe ser mayor de 4 mm/m, quedando esta 

conoideraci6n definida por la expreei~n siguiente.-

Sm ~ ~ • • • •••••• • • • • ( 51) 
V 

V = Velocidad mlixima permitida para la cuál se calcula la 

curva de tre.neici6n. 

Por lo que en caso extremo ee tendría.-

Sm • ..J&Q • 4 llllll/m 
45 

Establecida la condici&i para el c'1culo de la pendiente -

mú:ima ee calcu1a tambiúi la nlocidad. mbima en funci6n del rg 

dio nominal (Bn) por medio de la exprHi~ .-

V• 5,¡3i{i.;", • • • • • •• •••••.• (52) 

El valor obtenido por medio de la f&rmula ee redondeado a 

•u •alor 1.Da•diato 1nf'tr1or, ·~•mplo: 
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Si 8a • 150 a. V • 5.13 (í50 • 62.83 

Por lo que •• 4tja la velocidad des V• 60 JEm/hr. 

LA aplicaci6n de la mencionada f6rmula es para radios 

de 250 m. 

Por razones d• orden pr4ct1co 1 de acuerdo a eetudioe rea-

lizados en pa!sea donde la 1nvest1gaci6n de este tipo de medio 

de tranaporte es m'• avanzada se considera una velocidad m4xima 

de 80 km/hr. 

Una vez que se tiene conocida la velocidad se calcula una 

sobrealevacidn o peralte te6rioo (Ht) por medio des 

Ht ,. 11.8 v2 

Rn 
. . . . •••••••••• (53) 

Valor a1 cu41 se le resta 30 mm. para encontrar el valor -

del peralte o sobreelevac16n pl'tctica (Hrc), calculado este se 

redondea a eu valor 1.Dllediato superior para conocer el valor del 

peralte pr'ctico (Hr) que ae va a aplicar. 

Cuando el valor 4el peralte priot100 oalcula4o ea mayor de 

160 llllll. se considera un peralte prictico de 160 .... que e• tl -

valor al.ximo d•l peralte que ae puede considerar por eepecitic! 

cion.ee dt la construcci&n de loe convo1••• 
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• 
• • 

Ej. 

~ • 150 ll 

V • 60 km/hr. 

Ht • U.6(60J2 

150 

Ht = 283.2 mm. 

Hrc • 283.2 - 30 • 253.2 mm ":? 160 mm • 

Hr • 160 mm. 

Rn .. 500 m. Ht "' ll.8,8o}2 = 151.04 mm. 
500 

V "' 80 .J2L Hrc • 121.04 mm. 
h 

Hr = 122 mm. 

Establecida la velocidad m'xima ee calcula la pendiente de 

enlace Sm ~ ~ conocido •ete valor se calcula la longi­
V 

tud te6rica de la clotoide requerida (Le) utilizando la f6rm~ 

la 1 

Le • .J!L- • • • • • • • • . • • • • • • ( 54 ) 
Sm 

Para nuestro ejemplo anterior: 

180 
Sm= '-a3 = 2.25 mm./m. 

Hr= 122 mm. 

y¡_ 
Les 2.25 = 54.222 m. 
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C A P I T U L O 3·-

3, LA. CURVA CIRCULAR SlMPLE CON CLOTOIDES SIMETRICAS 

3,1 Elementos de la curva circular con clotoidee sim~tricns. 

En la !igura No. 19 podemoe observar los elemtntoe de la -

curva circular simple con clotoides sim&tricae; las literales -

que se usan son las correspondientes a la simbolog!a generalmea 

te ueada en caminos, coloc4ndose tamb1'n otra columna con los -

símbolos utilizados generalmente en ferrocarriles para los mis­

mos elementos. 

S I M B O L O G I A 

CAMINOS lERrtOCARRILES 

ill PI = Punto de intersecci~n de las tangentes 

TE CT • Punto donde termina la tangente y empis 

za la clotoid•· 

EC ce • Punto donde termina la clotoide y empi!:, 

•• la curva e iroular. 

TC • Punto don~e termina la clotoide y· empi! 

•• la tangente. 

PSC PSC • Punto e obre la curva circular. 

PSI PSI • Punto sobre la clotoide. 
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P9!e 

6 

~o 

Qe 

~·o 

Ste 

Xc,Yo 

k,p 

'fL 

TC 

O Le 

Be 

Re 

Le 

Le 

P'.rc • Punto sobre la subtangente 

6 • Angulo de deflexi6n de las tangentes. 

D.c • ~lo central de la curva circular. 

e: • Deflex16n de la clotoide. 

c..J • Angulo de la cuerda larga de la clotoide 

Te = Subta.ngente. 

Xc,Yc •Coordenadas del EC o del CE. 

Xm•t , B • Coordenadas del PC o del PT (Desplazamiento) 

TL • Tangente larga 

TC•H • Tangente corta 

s • Cuerda larga de la clotoide 

Ec • Externa 

Re • Radio de la curva circular 

LcL • Longitud de la clotoide de entrada o salida. 

Le = Longitud de la curva circular. 

3.2 Deacripci~n de al.gunos de estos elementos 1 deduoci6n da a! 

iWlªs de laa expresiones para obtener su valor. 

l. Grado de curvatura de la curva circular (Ge). Ee el &n­

¡ulo que subtiende UD& cuerda unitaria, (la cuerda unitaria que 

normalmente •• emplea ea de 20 m), en la curva circular. 

De la ezpreei&l ( 15). 



Donde a 

Ge • 1145.9156 
Ro 

Ro s Es el radio de la curva circular, (en mte) 

Ge 1 En grados eexageaimales. 

2. Lo!YSitud de la clotoide o esniral de Euler (Le).Es la 

longitud medida eobre la curva entre el Ti y el 30 1 o del -

C! al BT. La erpresi6n que nos permite obtener eu longitud -

te6rica se deduce en el inciso (2.5) y su longitud m!nima la 

determinamos mediante las r6rmulas pr'°ticas mostradas en el i!!, 

Ci!O (2.6) y (2.7). 

3. Par'2letro de la clotoide (I). Es la magnitud que d•!! 

ne las dimensiones de la olotoide. 

De la expree16n ( 8) s • 

x: .yac Le 
4. De1'lex1&n de la curva ( C;;i). Es el &ngulo comprendido 

entre las normales en TB 1 ET. Su valor ts igual a la de1'l! 

xi~n de las tangentes y se representa por D. • 

D.. 29• + D.o •••••• • • • • • • • • (55) 

5. Deflezi&n a un punto cualquiera 4e la cloto1de (e). i• 
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el '1lgulo comprendido entre la tangente en TE o ET y la t~ 

gente en un punto cualquiera PSE. 

De la expreai&i (13) 1 

Y tambi&n de la expresi~n {3l)s 

e .. C 
L 2 r:¡- ) Oe 

6. Qeflexi~n de la clotoide Cee). Es el 4ngulo compren-

dido entre las tangentes a la cloto1de en sus puntos extremos. 

De la expreaidn (13'), si.-

L • Le ; e • 6e 

ee. Le2 :a ----- Le 
2 Re 

. . . . . ••••••• (56) 
2.Rc Le 

Con la expresi6n anterior se obtiene ea en radianes; si -

la expresamos en gradoe; tomando en cuenta que; 

En'toace•1 

ac .. 1145.9156 
Ge 

ee. te 
t z 114~. 9156 

Ge 

(expresi6n (16) ) 

180 

rr 
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Qe •Ge Le •••••••••••••••• (57) 
40 

7. Longitud total de la curva (Ll· Ea la 1waa de lae l~ 

gitudea de laa dos clotoides de trans1c1~n y de la longitud de 

la curva circular. Para curvas circulares con espirales sim&-

trie•• •• tiene que• 

L•2Le+Lc 

Considerando lae cuerdas unitarias de 20... 1 sabiendo de -

la expreai6n (46) quea 

1 que 

Le • 40 Qe 
Ge 

Le • 20 !:::::. e 
Ge 

Sustituyendo en la expresi6n anteriors 

pero.-

L • 2 ( 40 Qe) 
Ge + 20 Ac 

Go 

• 80 Qe + 20 6 o 
Go 

~e• 6- 2 e. 

.,., 



1 111 

entonces.-

L • 80 ee + 20~ 
Ge 

• 40 ee + 206 
Ge 

Le = (0 ee 
Ge 

L • Le + 20A 
Ge 

- ~o ee 

. . . . . . . . . . . . . (58) 

Lo cu41 nos indica que si insertamos clotoides al princi-

pio 1 al final de la curva circular, se incrementa la longitud 

total de la curva en Le. 

8. Coordenadas del EC y del CE de la curva (Xc, Ye). 

De las ecuaciones (21), tomando hasta el segundo t~rmino 

para finee pr4cticoss 

Xo • Le ( l - 9e 
2

) 
10 

Ye • L• (.-.!!.. - 9e3 
3 (2 

In donde ee eet' en radian••• Si queremos expresar a ee 

en grados, de la ecuaci&n (22), •• tendr'' 
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2 
lo • ...l!!.. ( 100 - o. 304617 ~e ( 10 )-2 ) 

100 

9. Coordenadas del PC de la curva circular (p,k}! 

De la figura No. 19 se tiene que .-

p • Yo - PC-M 

-Para obtener PC-M conaideremoa el tri&ngulo EC-M-0 s 

iO .. coa Qe Re 

pe:¡ • Re - MO ~ Re - Re oos ee 

.. Re (l - coa 9e) 

Pero l - coa ae • sen ver ee 

entonces PC-M • ac een ~er ee 

1 por lo tanto: 

p • Ye - Re sen ver ee • • • • • • • • • • • (59) 

otra manera 4e calcular p H.-

p • Yo - tac - ao ooa ee) 
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2 4 
COI Qe • l - ee + __!!... + •••• 

2 24 

2 2 

~·. Le • Le -~ 2K2 2Rc Le 2Rc 

Tomando hasta el 20. tlrmino de la serie de Me clnuren que 

nos define a coa ee, y sustituyendo la expresidn anterior: 

( Le 
2 Le2 

cos ee = l - ~q¡) • l - 4Rc
2 

- l - Le
2 

2 --L 8 !lc2 
l 

o sea <iues Re - Re coa ee • Re - Re (1 - Le
2 

) = Le2 

aacz- 8 Re 

Si ademú Ye • Le2 

6Bc 
(de la expresi6n (21), tomando ha! 

ta el ler. t4rmino) y sustituyendo a ee • Le 
2 Re 

Sustituyendos 

p. Le2 

6Rc 

2 2 2 
Le • 8Le - 6Le • 
8Rc 48 Re 

2Le2 

48Rc 

• • p • x.e2 • • • • • • • • • • • • • • • • • (60) 
24Rc 

Ahora para la coordenada k d•l. PC, tenemoet 
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lt • Xc - 11-EC 

Nuevamente del trUngulo EC-1-0 a 

-11-EC • Re een ee 

y por lo tanto: 

k • Xc - Re sen ee . . . • • • • • •••••••••• (61) 

lOo S~btangente (St•~· Es la distancia entre el PI y 

el TE o BT de la curva, medida sobre la prolongaci6n de la 

tangente, se denomina aqu! co~o Ste. 

De la figura No. 19 

Ste • k + N-PI 

Pero del tri4ngulo PI-N-0 se tiene que: 

Ñ-PI • (Re + p) tan J1_ 
2 

1 por lo tanto: 

va. 

Sta • le + (Ro + p) taa .1:._ ••••••••••••• (62) 
2 

11. Bxterna (Be), Es la distancia entre el PI 1 la CU!: 

Dt la figura No. 19, ae tiene que: 
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del tril.ogulo PI-M-Os 

Be • M - Re 

-1 PI-O • (Re + p) eec .J:¡_ 
2 

entonces.-

Ec • lRc + p) eec ..1l:.__ - Re ••••••• , • (63) 
2 

l2. ~uerda larga (CLe). Ea la recta que une el TE y EC 

o el ET y el CE. De la expresi6n (32). 

CLe • l/xc 2 + Yc 2' 

13. Angul.o de la cuerda larga (0'c). Ea el lingulo compren 

dido entre la tangente en TE 1 la cuerda larga. 

De lae ecuaciones (35) 1 (36). 

P'c • 6e 
3 

- ~ ••••••••••••••• (64) 

donde.-

Cabe recordar que •i ee .::::::__ 16° la correcci6n Z au~ 

le deapreciarae. 
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14. 'lfDl!D'e larca {'l'L). Ea tl tramo de subtangente cogi 

prendido entre •l 'l'B o B'? 1 la 1nteraecci6n con la tU1Bente 

a EC o CE. 

De la !igura No. 19 

TL • Xo - QR 

iQ • Yo cot ee 

y entonces.-

TL • Io - Ye cot ee •••••• • • ••••• (65) 

15. Tangente corta (TO). Be el tramo de la tangente a -

a CB o iC. Comprendida entre uno de estos puntos y la intet 

secci&n con la aubtangente correspondiente. 

In la figura No. 19, del tr14nguJ.o R-Q-iC: 

!9. • aen ee 
'rO 

1 entonces.-

cec 91 • ..!SL 
Yo 

!C •Yo o•c ee • • • • • • • • • • • • • • • (66) 
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16. Radio nominal (Rn). Es la ewna obvia de el radio de 

la curva circular y la ordenada del PC de la curva circular -

(p). 

Rn•RC +p • •••• • • • • • • • • • • • • (67) 

3.3 Ejemplo numlrico. 

3.3.1 C'lculo de la loneitud m!nima de la clotoide <:::: funci6n 

de el peralte tecSrico y de el peralte mlximo ~crmitido o 

Datos. -
sobreelevacicSn. 

Rn • 460 m. 

De el inciso 2.7 tenemoe que.-

a) C'lculo de la velocidad mixima.-

V • 5.l) "VR; • 5 .13 yf 460° • 110.026 > 80 

• 
• • V • 80 lcJD/hr. 

b) C'1culo de la pendi•nh mbima de enlace. 

Sil • 180 • 2.25 <. 4 
8o 

• 
• • Sil • 2.25 ../ato. 
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e) C'lculo del peralte te6ricos 

Ht • 11.8 V2• l1.8 (8o) 2 • 164.174 
Rn 460 

• • Ht • 164.174 mm. 

d) C'1.culo del peralte pr4ctico calculados 

Hrc • Ht - 30mm • 164.174 - 30 • 134.174 mm. 

e) C'lculo del peralte práctico (Hr). 

Para obtener este valor, el valor obtenido en el pera1te -

prl.ctico c&lculado se redondea a su valor entero inmediato eup! 

rior. 

• • Hr • 135 < 160 

• • Hr • 13 5 11111. 

t) Cl.lculo de la lon¡itud m!ni.ma de la clotoide.-

Le • ..!!L. • .lJ1.. • 60 
Sil 2.25 

• 
• • Le • 60 •• 
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).3.2 C'lculo 4• loe elementos de la clotoide neccaarioe para 

eu trazo. 

DATOS -
PI • 2 + 428.184 

Rn • 460 m. 

~. 30º 2a' 40" 

Le • 60.000 m 

e • 20 m. 

3.3.2 (a) Utilizando las t6rmulas: 

lo) º'1eulo de ee .-

9e • Ge Le 
40 

la) C'1culo de Ge.-

Ge • 1145.9156 
Be 

lb) C'1culo de Ro.-
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lo.-) ª'loulo de P•-

p .. (Le)2 
24Ro 

Para aplicar esta f6rmula coneideremoe a Re • Rn y enco~ 

tremoa el valor de p por aproximaciones sucesivas, esto es.-

Si 

P¡ • 

Ro • Rn - p 

(60) 2 • 0.3261 
24(460) 

ªº1 • 460 - 0.3261 • 459.674 

(60) 2 • 0.3263 
24(459.674) 

ªº2 • 460 - 0.326) • 459.674 

p = (».)263 111. 

• • 
Ro • 459.674 m. 

BntODCHI 

Go • 1145 • 9156 
459.674 

• 
• • 

o 
• 2 .49219TG 
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ti.Dalmente.-

9• • (02º 29' 3() (60) 
40 

• • Oe • 03º 44
1 

21• 

2.) C'lculo de las coordenadas Xc e Ye. 

2a) C'1culo de Ic.-

Xc • Le (100 - 0.00305 ee 2 ) • 
100 

• 

Xc • 59.9744 m. 

2b) C'1culo de Ye.-

Yo • 1.3053 m. 

). ) C'1culo IS• ~e: 
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o ' • Óca 22 59 58 

4,) C'1.culo de Ste .-

ste • k + (Re + p) tan J;¿_ • le + Rn tan _!;;._ 
2 2 

4a) C'1.culo de k •• 

k • Xc - Ro sen Qe • 

• 59.9744 - 459.674 sen (03° 44
1 

21") • 

• • k • 29,9970 m. 

4b) C'lculo de p .-

Podemos comprobar que el valor de p es •l correcto, cal­

culdndolo de eeta manera: 

p • Ye - Re sen Ter e. 

• 1.3053 - 459.674 sen ver (03° 44' 21•.) • 

• 0.3268 m • • p • 0.3266 11. 
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que di!iere 5 diezmil!metroe del obtenido anteriormente lo que 

nos indica que eet' correcto el cilculo. 

Entonces.-

ste • 29.9910 + 460.tan (30º 28
1 

40") = 
2 

;. ) c'1culo de Le ·-

6.) 

Le a _f::.s... X 20 
Ge 

1 • 22º :& 52 ~8 
020 29' 34" 

C'1culo de St ·-
. 

!:.e St • Re tan • 
2 

• 459.674 tan ( 

Ste = 155.3l2 a. 

(20) 

Le = 184.529 m. 

22º '3 • • 58 ) • 

St • 93. 519 m. 
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St • Subtangente de la curva circular 

7.) C'1culo clt lu ooordtaadae rectangularte (X, Y) 1 polarH 

(d, 6) para eu trazo en el campo.-

FORMULAS a 

'°"-o - c..!s...) 2 ee -n Lt 
dn • lj Xn2 + '!n 

2 
1 

• diatancla • 
polar 

en. erad. e0 
. n _n_ 

180 

Ó.n • tan-1 .:J._ "' defiexi6o. 

1n = L ( l - _L 
10 

Yn • L ( ~ 
3 

X 

Tomando cuerdas a cada 10 m., para tl trazo de la clotoide a 

Para L • 10 m. 

o • .. ..lL 3 
810 • 00 06 13 • 9 ( 180 ) • 1.81279 z 10-

e2 
'10 • 10 (1 - --ro> • 10.000 
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e 
T10 • 10 ( ~ ) • 0.006 

Par& L :a 20 m. 

e20 • 7.25 119 X 10 - 3 

a. 
120 - 20 ( 1 - ,.!gQ_ ) = 20. 000 

10 

Y20 • 20 ( Q~O ) • 0.048 

Para L • 30 m. 

o o 1 • 

930 • ºº 56 05 • .2 

e30 • 0.0163151 

x30 • 29.999 

Para L • 40 m. 

o o 1 .. 
9 40 • Ol 39 42.. 7 

/\ ·-1 ( 0.006 o 1 
" 

u 10 • tan 10.000> • oo 02 04 

6 
20 

• tan-1 ..!l.Q... .. ooº 08' i9" 
X20 

o ' .. D. 30 • 00 18 41 
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o • • 
~40. 00 33 16 

Para L • 50 m. 

o o ' " e50 a 02 35 48 

Q50 • o. 045 3199 

x,0 • 49.990 

'f 50 • 0.755 

Para L • 60 111. 

O 1 • 
e. • 03 44 21 

e60 • o.0652607 

Ye • Y60 • l.3052 

Como podt~os ver la8 coordtna4ae enteriores no var!an p1'4s 

ticamente 111 nada. oomparadu oon lae obttn1du tG x
0 

1 

lo que demueetra la confiabilidad 4• 11u11tros c'1.oulos. 

Y,­o 
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Loe datoe que eon pueetos en loe planoe de proyecto de 

trazo eon loe eiguientees 

DATOS DE LA CURVA CIRCULAR CON CLOTOIDES SnIETRICAS. 

ie• 03°44'21" 

Xc• 59.9744 m. 

Ye• 1.3053 

Le• 60.000 

Pl• 2+428.184 

/:::.. 30°28 1 40" 

/:::.e• 22 59 58 

Ge• 2~4928176 

Ste• 155.3~2 •• 

Lc•.184.529 

Sta 93.519 

Re• 459,674 

Hn• 460.000 

(i}e• 03 ° 44' 21" 

Xc• 59.9744 m. 

Ye• 1.3053 

Le• 60.000 

La• coordenadas rectangular•• 1 polares para el trazo 

de la clotoid• lae podemos ordenar como •• muestra en la -

tabla I.3.3 

El kilometraje del T! ees 

PI• 2+428.184 

-ste •l55.:n2 

'l'B• 2+27 2.87Z. 

+Le• 60.000 

ie• 2+332.872 
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3,3.2 b.-) Utilizando tablae.-

I.-) Utili~ando las tablas contenidas en las p'8inae 342 1 343 

de el w1anual del proyecto geom,trico de CarreterasM, edi 

tado por la Secretar!a de Asentamientos Humanos y Obras -

Pltblicas {SAHOP) , Ed. 1977. 

Estas tablas que en el mencionado llanual están marcadas -

con el nlimero 7-C en laa p&&inoa 3(2 y 343 y que en ~ste tra­

bajo se insertan tal cul.l en las P'«inae 99 y l::lO: nos permi­

ten obtener directamente loe elementos de una clotoiee de lOOm. 

de longitud. 

Si queremos obtener los eltmtntos para una curva de longi­

tud te, los valores tabulados deben multiplicarse por el fac­

tor Le/100. 

Estas tablas nos permiten obtener ee, p , k, Ye, Xc, TL, 

TO 1 ~·e dirtetam.eate. Loe dem'8 elementos de la curva, as! -

como las coordenada• necesarias para su trazo loe podemos cal.e~ 

lar en la forma como se obtuvieron en el ejemplo anterior. 

El valor de ee r ~·e e1 proporcionado directamente. P ... 

ra nuestro ejemplo anterior tenemos que: 
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Si p•0.3263 

F.ntonces f p( l~~ ): 0.3263( 1~g )= 0.5438 

Con eete valor entramos a la tabla y vemos que& 

Para Qe, 

Qe 

03º 40' 

50 
10 

X 

?ara k; 

?ara Yo1 

Yo 

2.133 

~ 
0.096 

X 

inter"Polando: 

• • • 

p 

0.53 

~ 
0.03 

0.0138 

p 

0.53 

~ 
0.03 

0.0138 

• • • 

10(0.0138) -
x::a 0.03 -

' x= 4.6 

Qea 03° 44' 36" 

k= 29.996 m. 

X• 0.096(0.01)8) = 
.J.J3 

X• 0,04416 
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Para. Xc: 

99,959 

99,955 
0,JJ4 

X 

p 

0.53 
0.56 
0.03 

0.0138 

Xc= 99,957( 1~~ 
Para TL: 

uiooª 66,681 
60 

l'L= 66.681Cí00' 

Fara TC: 

?ara ~·e 

~·e P 

01º 13
1 

1978 0.53 

01 i6 39,e o.56 
03 20.0 

1 

3.33 0.03 
X 

3.33(0.0138) 
X• 0.03 

1 

X• l.53• 01 1 3119 

0.0138 

~'e• 

Ye= 1.3062 :n. 

- 0.004 {o. 0138) 
x- 0.03 

X'"' 0,00184 

99,959 
- 0.002 

99. 957 

01º 13' 19~8 
+ 01 31.9 
01 14 51.7 

Xc= 59,974 m. 

TL• 40.009 m. 

:'C= 20, 008 m. 
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II.-) Utilizendo lae tablas de las plginas 299 a 302, conteni­

daa en el libro "Topograf!a II" de el Ing. Alfredo Sala-

car torree. 

Una de estas tablas se inserta tal cuál en la p4gina 108 y 

es la que vamos a ocupar para resolver nuestro mismo ejemplo as 
terior. Esta tabla es la "Hoja No. 6-8", de la p'8ina 300 en -

•l libro mencionado. En estas tablas ee considera a la clotoi-

de como una curva eepiral, que como ya se dijo anteriormente, -

su radio y su curvatura van variando gradualmente punto por PU!l 

to; aon curvas compuestas de arcos circulares de longitudes 

constmit11, cuyos grados van aumentando gradualmente. 

En Hte cuo a cada punto de la curva compuesta se le Ua-

ma ( ce) con su n&n1ro de orden como aub!ndice (l,2,3,4,etc.). 

El grado puede ir aumentando según una ley que nosotros podemos 
. 
escoger como mejor nos convenga; uzia ley serla por ejemplo que 

los grados vayan aumentando de grado en grado. 

X.a tablas nos proporcionan los datos para que el traco de 

la curva s• realice como si tracaremoa curvaa aimples, cuyo pr! 

cedimi1nto de trazado se aupone conocido. 

Las tablas noe proporcionan varios elementos de la clotoi-

de, 101 cuil1a 1001 

101 



SihlBOLOOIJ. SIMBOLOOIA. 

CAMINOS TABLAS 

Rn D Radio nominal 

k T Abscisa del re o del P'l' 

~e .6 Deflexi~n de la clotoide 

p d Ordenada del PC o PT 

CLe PC-PCC Cuerda larga de la cloto1de 

' Xc, Ye X,Y Coordenadas del EC o del CE 

TE PC Punto donde termina la tangente 

1 empieza la clotoide. 

(Ver figura No. 19) 

Estas tablas son para diferentes variaciones de los grados 
t 

de curvatura, vienen para variaciones del 0°15 , para variacio-
o • o 

nes de O 30 , y para variaciones de 01 , siendo estas variacio-

nes para cuerdas de 10 m., ee decir que en cada 10 m. de longi­

o ' tud el grado va aumentando O 30 , por ejemplo. 

Adem4s nos proporcionan los valorea de las deflexiones ne­

cesarias, segdn la variacidn que estemos usando, para poder tr~ 

zar la curva como si fuera una c\U'V& circular simple, ya sea -

con el aparato instalado en el TE o bien en algt&no de loa ce. 

'l!ambih las tablu nos proporcionan tl logaritmo de an, 

con el !in dt poder verificar por logaritmos nuestros c'1.culoe. 

102 



Bl aiguient• ajemplo se har4 con la simbolog!a que s• vie­

ne utiliaando, toda vez que se hiz6 una analog!a entre la simbg 

log!a uaa4a en caminos 1 la uea4a en las tablas. 

La variaci~n de los gradoe de curvatura ser' de 30' para -

cuerdas de 10 mte. 

Entonce a se tiene que.-

PI • 2 + 428.184 

~- 30º 28 1 40• 

Ge • 02º • .. 
29 34 

variaci&l de )0' por 

arco de 10 m. 

l.-) OIJ.cu1o de Ste.-

Ste • k • (R + p)· tan ~/2 • le •Rn tan Ó/2 

Para obtener Rn ae tiene.-

Ge 

2° oo' 
• 30 

30' 
29' 34".:2!:H5ó7 

Ahoras 

Rn • D 

573.098 
458.617 
114.481 

X 

~ • 15º 14' 20• -2 

X • 29 1 567(114,481) • ll2,827 30' 

573.098 
- 112.821 

460.271 

• • 

tan D./2 • o. 2724229 

( Yalor obtenido por tablu trll.2. 
nomltricaa o cualquier otro mi­
todo). 
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• • .!in tan Í':i./2 • 

• 460.211 Co.2124229) • 125.J88 

Para obtener k se tiene.-

Ge 

2° 00 • 
30 
30' 

29.567 

k = 'l 

14.999 
19.Q97 
4,,,8 

X 

X• 29.567( ~.9~8) = 4.926 
30 

14.999 
4.926 

19.925 

k • 19.925 m. 

como •• puede observar k tiene distinto valor y ea que usando 

••tas tabl .. , la longitud de la curva depende exclusivamente de 

la variaci6n del grado de curvatura. 

Entonces.-

Ste • 19.925 + 125.388 

Ste • 145.313 m. 

Verificando el c'1culo por logaritmos para tener mayor se-

S\&riclad.-

Log Rn • 2.663014 

loa tan 15° 14
1 

20•. 9.435244 
2.098258 

jntilogari tmo • 

Je • 

125.)86 

l9.92t; 
145.31" 
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Como ae puede observar el c'1culo eet' bien, 

2.-) C'lculo del k1lometra3e en el TB 

'rE • PI - Ste 

.. 2 + 428.184 
145. 31'3 

TE= 2 + 282,87j 

En el TE 1 EC como loa puntos son obligados, no ee co! 

pleta la eetac16n de 20 m. como nonnal:ncnta se realiza el pr1n-

cipio de las curvas, sino que se va lle7P.ndo l~ !raccidn, y se 

completa la estaci&n de 20 m. hasta el EC, o sea en la curva -

c1rcular simple, por lo tanto para el priiner punto visado, le -

agregamos lJ m. al kilometraj~ del TE. 

3.-) C'1culo de la longitud de la clotoide.-

Le • 4oet, 
Ge 

De las tablas se tiene que.-

Ge ee 
2° oo' iº )0 ' 

lO 
30

1 2 lº 
01° oo' 

29.567 X 

X• 29:567~01º} • 0~9855666 
30 

o • • 
X• 00 59 08 

o • 
01 )0, .. 

59 08 

o ' • ee • 02 29 08 
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Le • 39.884 m. 

Finalmente podemos or~ene.r lae detlexiones que obtenemos -

de la tabla en la fonna que sigue: 

a.-) Si las deflexiones las medimos a partir del TE, se 

toman loa elementos de la parte donde dice deflexio-

nea, de el ler. rengl6n, o eea tr4nsito en PC (TE). 

ESTi\CION P.v. DEFLEXIONES OB:i:!:RVACIONES 

ooº ' " CCl '!!E 2 + 428.184 438,184 07 30 

448.184 00 18 30 CC2 

458.184 00 35 15 CC3 

468.184 00 56 12 EC 

teniendo el inicio de la curva circular simple (EC) esta se -

puede trazar por el :&t~do tradicional. 

b,-) Ahora supongamos que por necesidad se tuviera que c2 

locar el trdnsito en cc2 ; entonces lae deflexi.onee 

se tomar!an de el 3er. rengl6n o sea tr~sito coloca 

o ' do en ce 01 30 • 

ES'U.CIC4' P.'I. DEPLEXIO!fES 

ooº 26
1 )o" 

00 15 00 

OBSERVACI01'ES 

TB 

CCl 
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cc2 2 + 448.184 CC2 

ooº 
1 • CC3 458.184 22 )0 

ooº 48 
1 • 468.184 en EO 

La clot oide de salida aa calcula en forma an'1.oga. 

.. , .... ,"'"r>"""" 
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OAPI!ULO 4 •• 

4, OTilS POBllAS DE UTILIZAR LA CLOTOIDE OOMO CURVA 

DI BtfL&CB. 

4.1 ta clotoid• como curva de intlexi6n1 

La curva d• 1ntlexi6n es wia curva en toma de s, que 

un• doe arooa de cirounterenc1a, de curvaturas contrarias, 

ain alineao16n recta intennedia. 

Coa.ata d• do• ramae d• clotoide, con radio a.oo en Ma 

punto dt origen oomdn, 1 la mlema taneente •n dicho p11Dto. 

Cada rama puede tener par&metro dietinto. Sin embargo, 

generalmente, e• eeoogen paritnetroa igualea. 

Para el º'lculo •• preciso tener en cuenta, tambiln, 

la• olotoid•• exteriores enlazada• con loa c!rculos. Por 

conai¡uiente, el trazado total ee la auceai6n clotoide­

c!rculo-olotoid• d• intl1xi6n-c!rculo-cloto1de. 

fanto loa par'2letroa Xi• ~2 , x
3 

, como loa rad.ioa 

Ro
1

, Rc2 , pueden t1a1r magnitudes oualeaquiera. Ad--'8 

dt loa 1lem1ntoe c1tadoa, obtenido• gr«!icamente, ee pr!. 

ciao que eatl determ.lnado el aegmtnto 1 qut •• introduce 

oocao 1ID T&lor obligado. Ver figura Ro. 20. 

11• ut111••- la a1Da al.llbologf a que 11 ha T•n14o uea¡ 

do a lo lar10 de ••t• trab&~o, pero ahora el av.b!a4loe i¡ 
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dica a que clotoidt se est~ refiriendo, por ejemplos 

'l.• Par&netro de la primera clotoidt. 

Ii• Par'1netro de laa clotoides d• inflexidn. 

r2• ParAmetro dt la segunda clotoide. 

Y adem's se utilizan otros simboloe que m&e adelante se 

ver' ~u• signi~ican. 

Loe datos con que ee cuenta son loa siguientes: 

DA'rOS: 

Coordenadas de los puntos dt intl•Xi~n siguientes: 

Plgt PI12, PI'¡o 1 Pl'¡~ 

Adem4s: 

Ki• ªº1' Xi, ac2, '2• 1. 
Las incdgnitae que debemoe despejar para poder trazar la 

curva en el campo son las siguientes: 

INCOG!ITAS: 

a.) Elementos dt las clotoides para 'l.• K1 7 K2, necesa­

rios para su trazo en el campo. 

b.) Coordenadas de loe vlrticee o punto• de inflexi6n •! 

guientH1 

PI10, PI11 
o.) Magnitud de lu subtan¡entHs 

Tl' St•~1• Ste12~ T2 



Fig. tJo. 20 la clotoide como curva de inflexión. u1 

I 

/ 
I ' PI,. 



d.) :0.1arrollo de los arcos oiroularess 

SOLY9101't 

l. Loe elementos de las clotoides se pueden obtener con las 

f6:nnulas vistas anteriormente o se pueden obtener por m! 

dio de tablas como las descritas en el cap!tulo anterior. 

2. Mediante loe elementos obtenidos en ( l ) , obtener las 

coordenada• del centro o1• 

3. Referir 1119 coordenadas de o1 a la tangente PI12- PI 1

11 

dando como resultado: i 1 y ~l' 

4. Hallar la distancia o1- o2 ·-

De la fisura No. 20 se observa que: 
, L 2 21 

o1- 02•V(Rc1+Rc 2+pi1+p12) + (ki1+ki 2) • • • • • ( .68 ) 

~. Hallar los segmentos a, b y o. 

Nuevamente de la figura No. 20: 

a• (Rc2+p2\ - 'l.1 • • • • • • • • • • • • • • • • • • 69 

i,J-2 2' bll .<o1-o2 ) - a • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( '?O 

e• ~l -11 •11:2 • • . . . • • • • . • • • • • • • • • ( 71 

6. Medi1Ate loe elementos con que se cuente hallar las coor-

d.taadu clt o2• 

7. Hallar el acilllut de la l!nea o1.o ( .u )• mediante lae 
2 o 

ooordtnad.H de o1 1 o2 • Si 11 qui•r• como prueba, 11 P'l! 

) 
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de hallar o1-o
2 

a partir de las coordenadas calculadas. 

8, Hallar el M&ulo ó • 

Nuevamente de la figura No. 20 • 

ki1+ ki2 
tan ó • §'. • • • • • • • • • • • ( 72 ) 

el+ Rc2+ Pi+ P2 

9, Hallar los &ngulos de deflexi6n D.10 1611 • Para esto pr~ 

mero obtenemos los acimutes AZg:¡o, y Az11 ,_12 mediante 

laa coordenadas que se obtienen de estos v&rtioes. 

Ahora obtenemos el acimut de la línea PI10-?I11, que 

ea el acimut de la tangente de inflexi6n, lo designaremos 

como Az1 y vales 

Az1a AZ()t 6 t 90° • • • • • • • • • • • • - • • • ( 73 ) 

El signo de S depende de diversos factores; lo mejor 

es deducirlo de un croquis a escala. 

Finalmente A10 1 A 
11 

se obtienen como diferencias ª!! 

tre los acimut•& ( Az9=i0f -Az1 ) y ( AZ11 ,_12 -Az1 ). El sig 

no de la diferencia se deduce tambi&n mediante un croquis. 

10. Hallar las subtangentes T1 , ste11, ste12, T2 m•diante el 

m4todo expresado en el capítulo anterior. 

11. Hallar los elementos de la pol{gonal PI
9
- PI10- PI11- PI12 

a partir de las aubtangentea N, T
1

, St1
11

, Ste
12

, T
2 

1 e, 

y 1• loe 4ngul.os ~lO y ~11 • De este modo se obti1ne una 

oomprobaoi6n y, al mismo tiempo, lae coordenadas definit~ 
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vas de loe puntos de inflexión PI10 y PI11• SeB'in la expe­

riencia, el error de cierre no debe ser mayor de ! 3 cm. 

en caso contrario existe algdn error en 101 cálculos. 

Las coordenadas de PI 1

11 y PI 1

12 ya no sirven y las P2 

de112os suprimir. 

12. Final.mente hall~nos loe desarrollos de los arcos b1 y 

-b2 

De la figura No. 20: 

Si: 

Entonces: 

Si: 

Entone.es: 

1 

Qe1"' 610 -{ t:.l - llu> 

Qe2• 611 -( 62 -612> 

-º1 Rcl º fT - .. 
Qe1 180° 

• • • • • •• ( 74 ) 

• • • • • • • • • • ( 75 ) 

4.2 Curva circular eimple con clotoides asim4tricas. 

Algunae veces el terreno no permite utilizar la curva 

circular simple con clotoidea simltricaa y ee tiene que ut! 

lizar este tipo de curva, t811lbi4n es debido a que algunae 
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veoee la.a eubtangentee se superponen al introducir lae our, 

vas olotoides y haf necesidad de modificar la 10f18itud de 

una de ellas¡ trayendo como consecuencia que se necesite 

calcular por separado los elementos de trazo para cada una 

de ellas • 

.En la figura No. 21 ee puede observar que para cada 

curva olotoide exietir!Ín diferentes valorea para cada uno 

de loa elementos que las oomfol'lll8l1, oalculandoae cada uno 

de estos en la forma que ~a ae Yi6 anteriormente, a exce¡ 

ci6n de l&l.!I eubtangentes que se calculall como en seguida 

ae expone: 

Se tiene que: 

Para t 1 ya se dedujo en el capítulo anterior como se 

calcula su valor y es igual a: 

Dt la figura lo. 21 ae puede ver que1 

¡:¡. Bnl tu. i 
Y tambi'n se puede ver ques 

¡¡:¡ 11,. 

BP 11 IP 
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Se puede deducir por lo tanto que el cuadril4teroa 

PI-r-P-B ea un rombo. 

Bato debido a que eue lados opueatoe son paralelos 1 

a4emd1 i .. perpen4icularee a estos lados y que pasan por 

el v'rtioe opuesto a ellos, tamb1&n lo son. 

De lo anterior y de la misma figura se puede deducir 

ques 

• •. n:i- {p1- p2)c1cD. 

Yí entoDCHI 

Ste1• le¡+ an1tm+ - (p1- p2)oec b. • • • • • ( 76 ) 

Sabiendo quea 

Ahora para Ste2a 

--Ste2• k2+ H-r+ Pl-P 

k2• Xc2· ª02••n~2 

¡¡:;. an2tan.4-
¡¡:;. (p1- p2)c•o 

Btl Ht• oaao Re• Bo1 • ac 2 

• • • Ste2• t 2+ RD2t-+ + (p1- p2 )o•o~ • • ( 77 ) 

t•blllu RD2• lo+ P2 
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CAPifULO 5.• 

5. !WO DB CURVAS CIRCULARES 00?1 CLorOIDES SIMETRICAS. 

18ta procedimiento de trazo •• tomd del "Instructivo 

para el trazo de las curTae en el campo" qua edita la com-

paflia Mexicana de Aerototo, aunque se le hicieron algunas 

mocUticactoaee. 

Lo• paso• que se deben da seguir para el trazo de 

1ataa o~ .. aosi loe •il\Utnt••• 

1! :Dtbtr'-1 1tr recabado• dt 101 planos d• pro7ecto de tr! 

•o, loa aiguiente• datost 

'lomando loa datos del 1~1mplo anttriora 

eaaOJº44'2l" 
el X r 

Qe•o3º44•21• PI•2+428.184 o.ooo o.ooo o.ooo 

X0•59e97 44a• D..30 o 28' 40• Ic•59.9744 m.10.000 10.000 0.006 

Yo• 1.3053 ~c:•22 59 58 Yo• 1.)053 20.000 20.000 0.048 

Lt-60.0000 o 
Gc•2·4928876 Le-60.0000 30.000 29.999 0.163 

Stta15' .312 m. 40.000 39,997 0.387 

lio•l84. 5 29 50.000 49,990 0.755 

St• 9).159 60.000 59,974 1.)05 

lo•4'9e6T4 

Bll-460.000 
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Donde como ya se vi6 an~eriormtntes 

I e Ys Son lae coordenadas de loe pW'l.toa sobre las clotoidee 

(para el trazo por coordenada•)• 

ds Son lae cuerdas de loe puntos sobre las clotoides (p! 

ra el trazo por de!leXiones), los 4nguloa como ya se 

vi6 anteriormente en el ejemplo numlrico se calculan 

trigonom,tricamente con los "Yalorea de las coordenadas. 

Para loe deaia elemento• se puede consultar la aimbologta 

que H da en la figura 1' o. 19. 

2! Intereectando la• tansent•• se looali•a el punto de infle! 

i6n { PI ). 

3! Centrando el teodolito en el PI 1 Tieando Ull-pv.nto eobre 

la t&a&•nte, se mide ia dietanc1• Ste a partir del PI 1 

eobr• ambaa tangente•• obteD1endo aal loa p11ntoe TE 1 ET. 

4~ A partir de loe punto• fB 1 E!, •• procede a aedir hacia 

•l PI 7 eobre la a1 ... tancent• la 41atancia Xc. 

5! Conocido el punto Xe, proced•o• a medir ao'bre la mi•• 
tanceate 1 en 41reooi&a 4•1 fl la 41•tucia U, oon la que 

obt1neaoa 11 punto Q. 

(Ccmo •• JU•d• ver 1n 1• ~ilUJ'• Ro. 19 U• !Cco•et ). 

&! Centrando el aparato en 11 ,anto Q •• viea el ~I 7 •• mi­

de •l ~o e., oon lo qa• •• define la tua¡eat• eo'br• 
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1& cu'1. H •14e la dietanoia fO para obtener ae! el. punto · 

10 1 a partir de tete la eubtangente de la curva circular. 

o 7• Se traslada el aparato al punto Xc ya determinado coD ant! 

riorida4, viHndo el PI, levantando una normal en direcc16n 

a la curva y midiendo la distancia Ye comprobamos la ubic! 

cidn dtl EO. 

WO'?Aa Si tanto lineal como an¡ularmente coincide este punto 

con el BC ubicado anteriormente (ver punto 62) et procede con 

el traso, 4• lo contrario •• reviean loa pa10• anterior•• de 

trazo o 101 c'1oulo• para encontrar tl error 1 corregirlo. E! 

to1 minao• procediaientoe 1e llevarÚL a cabo aobre las doa ta¡ 

gente1, obteniendo de esta manera los punto• principal•• de la 

cv.rTa (TB, EO, OB, ET~ • 

5.1 lltodo1 de trazo, 

IX11ten do• procedimiento• para etectuar el trazo de una 

olotoid• •n •l oaapo. 

a.) Por d•flexl.onea. 

b.) Por ooordeaad••· 

a.) !raso por d•tl•zionHa 

J.o• uto• aeotHrlo• para realUar el truo por Ht• PI'! 

oetilll•ato 1onl ~o• (defleXS.onH) 1 d11tano1aa ( 11-, 4 -
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Centrando el aparato en el TE visando al PI, medimos ~ada 

una de las cuerdas mediante la deflexi6n y la distancia corre_! 

pondiente, hasta llegar al EC (dltima deflexi6n). 

b.) Trazo por coordenadaas 

Datos necesarios: coordenadas X e Y. 

l~ Conocidas las tangentes TE-PI (Ste1 ) y ET•PI (Ste2), que P! 

ra este caeo son iguales, ubicamos cada una de laa abscisas 

x. 
2! Centrando el aparato en cada uno de e1tos puntoa 1 levanta¡ 

do una normal a las tangentes, medimoa la ordenada Y. 
o . 3- Uniendo estoa puntoa se obtienen cada una de laa cuerdas de 

la clotoida. 

Este procedimientó ee recomienda para el caao en que ae traba­

je sobre un e~e auxiliar 6 cuando se encuentra Wl obat,culo -

que impida el trazo por detltxiOA••· 

El trazo de la curva circular at reali•a de la aanera tra41c! 

onal a partir de lo• pantoe EC 1 CE. 
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AV. ELECTRICISTAS Y PROLONGACION RIO DE TACUBAYA. 

Por Victor Robles A.lmeraya. Tests (ingeniero to~&gr! 

fo 1 geodeata) UNAJI, Pac. de Ingeniería. 

' - ,..-~ .. , .,, ..... , ..... , ... '' . -- --. ,., ... 
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