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BROLOGO

~

Cuando se estd realizando el estudio topogréfico de una -
via de comunicmcién como 1o son las carreteras y los ferroca-
rriles, especialmente en lo que se refiere al proyecto realiza
do en el gabinets, tenemos que la via de comuni.cac\L&n consta -
de varios tramos rectos, “tangentes®, con diferentes direccio-
nes, las ocufles se tienen que unir, esta unién se realiza ne-
diante una curva para evitar que ¢l vehfculo pase de una tan-
gente & otra con oambios bruscos de direccién.

La curva circular es la mfs sencilla que puede usarse, pe-
ro tiene la gran desventaja de que la fuersa centrfpeta es a-
plicada bruscamente cumndo loas vehfculos salen de las tangen-
tes produciendo en el vehfculo que ocircula por estas vias una
sacudida violenta; esto se evita oon la introduceién entre las
tangentes y la curva oircular de unas curvas que tienen la par
ticularided de permitir reducir gradualmente el radio de curva
tura _on'éro las tangentes y ¢l arco ciroular, logrando com esto
la lpno.c.tﬁn gradual de la fuerza centripeta; estas curvas -
son las llassdas curvas de transicidn.

El objeto de este trabajo es tratar de mostrar algunas de
las causas para el uso de las curvas de transiciln en el traso

de carreteras, haciendo especial enffeis en la llsmada curva -
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clotodide.

Tanbién se pretsnde mostrar y corregir uno de los errores
nés comunes encontrados gl estudiar este tema en los libros de
Topograff{a, de vifas de comunicacidén, y en general en 1oz que =
hablan sobre 1 y es el d¢ utilizar los términos fuerza y ace=-
leracién centr{fuga en lugar de fuerza y acelerecién cantripe-
ta que como se muestra deberfan de ser los correctoc.

Se trata de sintetizar en este tradajo, asccidn uy vanido-
sa de mi parte, las férmulas mfs comunmente ucadas para el tra
zo de eate tipo de curvas, la deduccién de las mfs importantes
Y la simbologfa generalmente usads en caminos y en ferrocarri=-
les.

En el trucado de la c¢lotoide se explica brevemente el tra=-
g0 por deflexiones y por coordenadas rectangulares.
| Se muestran taabiln 1los elementos de la curva circular sim
ple con espirsles de transicifn y los de la curva circular sinm

ple con espirales asimftricas.

O



CAPITULO l.~-

GENEBERALIDADES.

1.1 Introduceidn.

Cuando un vehfculo pasa de un treamo en tangente a otro en
curva circular, las fuerzas que actdan sobre este eufren alte-
racidn como se verd mds asdelante, por 1o tanto este cambio 1o
requiere hacer .u forma gradual, tanto por lo que se refiere -
al canbio de Adireccién como a 1la sobreelevacién y a la amplias=
0idn necesarias. Para lograr esto se utilizen las curvas de -
transicién.

Al pasar el vehfculo de una alineacidn recta a una curva,
recidbe otra fuerza aparte de las que van actuando sobre 61 que
es la que hace que este pueda seguir la curva y no se¢ “salgs -

por ls tengente®, esta fuerza es la fuerss centripeta.

1.2 [l sovimjento circylar uniforme,

I realided cusndo un vehfoulo circula sobre uns curva 1o
que estf realissndo es un movimiento c_l.fculu‘ uniforme, que es
el desorito por ua mévil cuya trayectoria es une circunferen~
oia, en el cufl el cuerpo describe dicha tmocforin con velo=

oidsd mngular constante, es decir que a intervalos iguales de
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tismpo recorre arcos iguales.

Cabe mencionar que este movimiento circular es uniforme en
cuanto al valor sbsoluto de la velocidad mfs no en cuanto al -
sentido vectorial de esta ya que las distancias se recorren a
lo largo ds uns circunferencia y, por lo tento, la direccién -
de dichas distancias no ea constante sino que varfa de punto a
punto, esta direccién del vector velocidad es siempre tangente
& la circunferencis y, por 1o tanto, perpendicular al radio de

1la niena.

(a)

15MY/seg

VaVo+dV
15M/seq ©
(b)

Pig. No. 1 . rig. No. 2

Rdeaplos

Considerezos un sutomévil que marcha & una velocidad de -
15 a/seg. hacia ¢l Oeste, ¥y luego toma una curva y continda a
15 n/seg. pero ahora viajando hacia el Sur.

Los vectores de velocidad respectivos estén representados

on la ’180 No., 1 (.) h 4 (b) yea ia n‘o No. 2.



Bvidentemente el vector velocidad ha sido cambiado y debe-
2os determinar el vector velocidad AV para que sumado & Vo -
(vector velocidad original) nos de el vactor velocidad final -
(V); esto se logra mediante la expresilén que nos permite conoe

cer la aceleraciln media, que es por definicidn:

.-_A!_vooooooocooo.oo.(l)
%

1.3 la fuersy ggtr‘ggta.

Ahora considerez:0os un objeto que se mueve en uga circunfe-
rencia (Pig. No. 3) y veamos 1o que sucede cuando este se mue-

ve de wn punto 4 de la circunferencia a un punto B de la -

io
R A\/ VaVo + Av

Pﬂ.‘. No. 3 ’t‘o No. 4

nisma.

Puesto que la velocidsd del objeto ha camdbisdo en direcoién
pero no en megnitud, el caabio de velocidad es como se muestra

en la ﬁ‘. No. 4 ¥ la acelerscién del objeto ur‘g



.-_M_oooooooc-.ootoo(Z)

Donde At =tiempo invertido por el objeto al desplazarse -
de A a B.

Si tomamos el limite cuando At se aproxims a cero la le-
tra a simbolizard la aceleraciln instanténea.

Si V es la velocidad del objeto y s la distancia reco=-

rrida (Pig. No. 3), el tiempo invertido es:

Ot =

'To.oouo-oocoono(})

Sustituyendo en la ecuscifn (2)

.-VAV..........---(“

De las figuras Nos. 3} y 4.

Bl tridngulo OAB y sl tridogulo de la fig. no. 4, son se

ne jantes ya ques

B0 lv y AR lAv

Yy por lo tanto podemos esoribir ques
'%'_'. —L‘B-.-‘o-oooooo.oooooo(S)

r

pero si At—— 0, es decir, si suponemos que A y B estén -



~~

1o mds cerca posible, entonces ¢l arco A B tiene aproximada-
mente la misma longitud que la cuerdaqueune & 4 y B o -

SeA QU S = ABa Ii, y entonces AV = gV , st Jt—=0

r
pustituyendo en la ecuacién 4:

‘-V(_g_V__) a Vs = Vz

s or r"oovoooso(s)

que ¢s la aceleracisn centr{pata y finolmente de la segunda =
ley de Newtons

l.na;!-mvz...-..........('f)
r

de donde si w es el peso dal vehfoulo y si

wang ; n=
5

donde ¢ e# la aceleracién debida a la gravedad, ee tisnes

P-WVZ.........‘....(T')
- &r

Donde:
P = fuerza centripeta (en Egs.)
% = peso d¢l vehfoulo (en Kgs.)
¥ » velocidad del venfoulo (en m/seg.)

& = acelersciln de la gravedad (en n/ng.z)




r = radio de la curva (en m)

Ia expresiSn enterior nos permite conocer el valor de la -
fuerza centripeta (del lat{n centrum, centro y petere, ir, diri
gir), que es 1la que origina el movimiento circular uniforme y =
como su nombre lo indica ee una fuersa dirigida hacia el centro

de la circunferencia.

1.4 Motivos para el ueo de las curvas de transicifn.

le4.1 Aplicacién gradual de la fuerza centripeta.

Como se puede observar la expresidn de la fuerza centripe-
ta estd en funcién de el redio de la curva (r) entre otros e-
lementos, 1o que implica que si un cuerpo en movimiento cambim
1natant£neamente‘do una trayectoria en lfnea Tecta a otra en. -
una curva de radio finito, 1a fuerza centripeta (P) serd aplica
da instantfneamente y el cuerpo sodre el cufl se aplica recidie
rd una sacudida., Pero si el radio de curvatura se va reducien-

do gradualzents desds el infinito en la 1{nea recta hasta el va

lor (r), la magnitud de P (fuerza centrfpeta) que actia so-
bre el cuerpo sumentard gradualmente y ls sacudida que recibird

serd auy ligera.

le4.,2 BEfectos psjcolégicos en el conductor.



Tanpoco se debe olvidar el efesto peicollgico que afecta~
rfa al conductor al pasar de un alinesmiento en 1fnea rects & -
uno em Curva, ya que una unién de esta clase, sin arco de trem-
sioién, aparece eomo un 0odo mfs o menos sareado, segin la meg-
aitud del radio 4e curvatura, dentro de¢ la perspectiva visual -
del conductor, Jy um 6040 detiene la vista on su marcha y odli-
&8 al oonductor a 4immimunir la velocidad -to_ 1s sparente 4ifi-
culted.

1.4.) gongervecils de) encho efeqtive de) semiae-

31 oonsideramos & un veh{foulo que s¢ va aproximende & was
ourve do:l.__ caaino, el conductor, en ol somento de entrar a esta,
© después, intuitivemente, por su propia comodidad o seatido de
1a seguridad, girard ¢l volmmte graduslmente desde 1la posieibe
noreal & le afxins desviseiln, reduciendo asf{ ls secudids pro-
‘duoto de la fuersa ceatrfipeta, asf como ¢l ocomsiguiente vaivéa
resultante y tendencis al deslisemiento, reduciendo asf l1a pre-
babilidad de voloarse.

Con esta vuelta gradual del volamSe ¢l veh{culo estard reg
14sendo su propis ourve de¢ tramsioiln, y sl 1a eurva oconsiste -
on un arco de ofreulo que arranca 4e¢ una tangeante, ol vehfoulo
que oiroula p.or el encintedo imterier tenderd a salirse del oa~
mino, y el que oirouls por el enointado exterior tenderd a “cop

tar® le ocurva, dando ocomo resultedo que ¢l ancho efeotivo del -

9



camino quede comsiderablemente reducido, pero si colocamos our-
_vas de transicién entre el principio y el final de la curva oir
cular, los conductores conciliarén el cambio de direccién que -
corresponde al camino con 9l de la marcha y mantendrén as{ el -
ancho efectivo de este, trayendo consigo una mayor seguridad pa

ra ellos,

1.5 Curvas de tranaicgég.
1.5.1 Definicién.

Una curva de trangicidn o8 aquella que liga una tangente -
con una curva circular, teniendo como caracter{stica principal
que en su longitud se efectia, de manera continua, el cambio en
el valor del radio d4de curvatura, desde infinito para la tangen-

te hasta sl que corresponde para la curva ciroular,

1.5.2 (Condiciones geométricas gue detem de ocumplir.

Lo més importante en una ourva da transicién, es que el -
canbio en ¢l radio de curvatura se realice de una manersa conti-
nua, precisamente. BEs decir, que vaya Aecreciendo desde 8l in-
finito para la tangente hasta el valor m{nimo preciso e la cur
va circular, siendo este valor el radio de dicha curva.

Es decir, si se obaerva la ecuaciém (6) que nos permite

obtener el valor de la acelerscidn centr{peta, podemos ver como

10



eata es inversanente proporcional al radio de ourvatura para -
una velocidad determinada, entonces resulta, que la tranesicién
ha de¢ tener un radio de curvatura inversamente proporcional a -
su desarrollo desde el punto de partida.

Eoto quiere decir que si la aceleracién centrfpeta de un =~
veh{culo que se mueve a velocidad uniforme vale a = _!E_ y €8=

r
ta variard desde cero pora la tangente haste v para la cur

Re
va circular de radio Re.
Por 1o tanto la curva de transicién debe proyectarse de -
tal manera que la variscidén de la curvatura, y, por lo taanto, -

la variacién de la aceleracibn centrfpeta sean constantes a lo

largo de ella.

1.6 La clotoide o es»iral ds2 Zuler.

l1.6.1 Dsduccidén de su sxoreaién.

Si la longitud de la curva de transicién es ILe entonces

la variecién de la aceleracila centrfpeta por unidad de longi-

s -
tud serd 3-%;- . En un punto cualquiera de la curva situado -
c
e uns distancia L del origen de la transicién, el valor de la
2
aceleracién centrfpeta serd ;020 y si la curvatura en el =

punto considerado es é entonces el valor de la aceleracién

e
centr{pera serd tanbién ; » entonces igualando:

1l



¥ por 1o cudl:s BRL = Rale
Yycomo Re y Le eson de una magnitud constante para una curva

determinada entonces podemos eacribir que:
2
RCL"K.oo-oooooonooooon(a)

donde K serd una magnitud conetante.

Entonces: RL » !2

ono-ooo-ooooooooo(sf)

La expreaifn anterior es la ecuacién de la curva conocida
como clotoide (del gr, klothé, hilandera y de eidos, es, seme~
jante a, parecido a) o espiral da Euler; que cumple con la con
dicién ds gque el producto del radlio sn un punto de la curva de-
terzinado y la longitud 3al origen a eee punto es siempre cons-
tante, por otra perte al aumeatar o reducir el pardmetro K tgo
das las medidas linesles varian en la mitsma proporcién, permsns
ciendo los slementos que determinan su forma sin cemdbio alguno;
lo que significa que todas las clotoides tienen la nisma forma,
y dnicamente difieren entre si por su longitud, esto quisre de-
gir que todas las clotoides son sezasjmntes entre sff (P1g. No.

5)

1.6,2 mfiaﬁlgo

Por definicién, la clotoide o espiral de Buler, es una cugp

12
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Fig. No.9 Conjunto de clotoides.

13



va tal que los radios de curvatura de csda uno de sus puntos
estén en razén inversamente proporcional a los desarrollos -
de sup respectivos arcos, es decir, a las longitudes de la -
curva entre el origen de la transicién y cada uno de¢ estos =
puntos, siendo K2 la constante de proporcionalidad.
La figura No. 6 nos muestra una vista de conjunto de la

clotoide, en ella se observa que est compuesta por dos espi
ralees que <e enrollan alrededor de los puntos asintéiicos I

y J2 .

1.6.) Ventajas al utilitar la clotoide como curva de trsnaji=-

ci.Gn.

Eata am la curva mée apropieda para efactuar transieiones,
Y& Que para conseguir una marchs regular y cémoda se necesita
que ol radio de la curva vaya decreciendo en una forma inver-
sanente proporcional al desarrollo de dicha curva; desde su -

puato de partida, cumpliendo esta curva com dicha comndicién.

1.7 Otras curvas _gue se pueden utilizar como transiciones,
Bxisten otro tipo de curvas que pueden servir para el -~

mismo fin, ouando el 4ngulo de deflexisn ( Q¢ ) es pequerio,

como la pardhola cébica, cuys curvatura es proporciocnal a la

proyeccién de la longitud de ls tangente em su origen, 0 la -

14



Fig. No.b La clotoide.
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Lsaniscata de Bernoulli, cuya curvatura ez proporcional a la -

distancie polar. (Pig. No. 7)

1.8 las curvas espirsles,

Existen también otres curvas llamadas curvae compuestas de
.trnnslcldn o eapiralas que aon las curvas compuestas de arcos
“ciroularoa de longituldas constantes, cuyos grados van aumeatan
do gradualmente, desde la taangente hasta la curva clrcular sim
ple, de cero grados hasta el de la curva circular aimple. (Pig
No, 8)

En el campo no se trazan realmente estas curvas compusstes

#ino unos polfgonos de lados constantea inscritos sn allas.

1.9 VYentajas al utilizar gurvas de transicién,

Algunas de las vontajas que se obtiensa al utiligar curvas

de transicidn aons

a) En una curva de transicién, en la gques la mcelerssilén -
centripeta va sumentando gradualmente, la sensacién -
del conductor le informard perfectamente cuando va de-
n@-i‘do aprisa y as{ pusde este reducir la velocidad a

medida gque disainuye el radio de curvatura.

-b) la fuersa centr{peta var{a gradualnente al entrar y sg

16
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.Fig. No- 7 Curvas de transicién.
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Fig No. 8 Curva espiral.
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1ir de una curva 1o que reduce la invasidn del oarril

préximo sunentando la sogurided dsl camino.

0) 1La longitud de la curva de transiciéa provee un arre-
£10 convenisnte para sumentar gradualments el peralte

e ir aplicando asi poco a poco la fusrza centrfpeta,

4) Cusndo existe 18 necesidad de ensanchar la carpeta as

f4ltica en curva, 1la curva de transiciln facilita el

ensanchamiento gradual.

e¢) e mejors lm apariencis del camnino en 1o referente al

alineaniento cono a la sobreelevacién.

1,10 la fuerzs y ]s aceleracién centrffuza.

Bn esta parte mencionard el porqud utilizo el tfrmino fuer

ge gentripsta v no fusrze centr{fuzs, msi como tamdién con el
t no aceleracidn centrfpeta v no acaleracién centrffucs -

0 08 ante ussdos en la mayorf{a ds los libros gus

\-} gsobre este tema,

Considero gue el psralte con que =8 construysn las curvas
o las cu?ntorn.u. en los ferrocarriles, etc.) es més que nada
para ayudar & 1os conductorss a tomar mis ofmodamente las cur=
vas, ya que si ls carreters esti imolinada proporciocnm una =

fuersa ceatripeta adioional que junto con las fuersss de fric-
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cifn de¢ las llantae del vehfculo com el pavimento nos propore
cionan la fuerza que es la que hace que el vehfculo siga un 1]
vimiento circular uniforme y, por lo tanto esta fuerza es la -
que se tiene que ir aplicando gradualmente si se quiere ;vitnr
que el vehfculo sufra una sacudida viclenta,

Ahora, se sabe, que en movimiento circular uniforme la ace
leraciln de el mévil siempre va & estar dirigida hacia el cen-
tro de la circunferencia y de aqui que sea la aceleracién cen-
tripota (dal lat. centrum, centro y petere, ir, dirigir) y no
la aceleracién centr{fuga (del lat. centrum, centro y fugere,-

hufr) 1la que se tiene que ir aplicendo tamdién gradualmente.

I v

rig. Ko, 9

En efecto, supongamos que en un instante dado el mévil 4,
cuya velocidad, como se sabe es tangente a la oircunferencias,

tenga una aceleracidn dirigida, por ejemplo, segin la l{nea AB

(rig. No. 9).
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Si se descompone dicha aceleracilm en dos componsntas una
AC en 1a direceidn K0 del radio de la circunferencia y 1a 9
tra en la direccién de la tangente E a la circunferencia en
el punto A (componente aD), podemos obaarvar que el vector
AD como estd en la misma dirscciba que el vector velocidad v
no puede hacer otra cosa que sunarge a esta y aumentar en cada
segundo la velocidad con que el mévil sigue la curvz, pero en-
tonces el valor absoluto de la velocidad no serfa ccnstante ¥
por lo tanto el movimiento circular ya no serfa uniforme.

Bn consacuencia para que 8l movimiento sea de sste tipo, =«
dicha aceleracién tangencialdebve de ser nula,

Por 1o tanto de las 408 componentss del vector acelesracifn
B, sélo queda la aC, o8 decir, 1a dirigida hecia el centro de
la circunferencia, ¥ por 10 tanto corrobora 10 dicho anteriore
mente.

AMends, la fuerza centr{fuga mfs que una fuerza es una "au
sencia® de la fuerza centripeta por o en la persona que la -
sufre.

En realidad la "fuerza" que sentimos nos lanza hacia afue-
ra cuando vanos en un automdvil y este toma una curve, no e -

mis que un efecto de la ley de inercia, y es comparabls con el

que sienten lo8 pasajeros de un sutobds al ser lanzados heoia
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adelante cuando el vehfculo frena bruscamente.

En este caso el pasajero cae hacia adelante porqué, segin
1a primera Ley de Newton, continia en su movimiento uniforme -
rectilfneo mientras que el autobis es accionado por una fuerza
( el frenszo ) hacia atrés.

Anflogamente, 1a persona que va en el autombvil "cae" ha-
‘oia afuera de la curva porque no participa del frenazo hacia -
adentro, es decir, de la fuerta centripeta que afecta al auto-
mévil, solo que en este caso se acostumbra decir que lo hace =

debido a una “anti-fuerza centripeta®, es decir, & una fuerza

centrifuga.

1,11 Peralte o sobreelevacién.

Como se mencioné anteriormente una de las causas para el =
uso de las curvas de transicién es la aplicacién gradual de la
sobreslevacifn.

Bsta sobreelevacién o peralte oom que se comstruyen las -
curvas @s necesario, ya que si la carretera esté completamente
horigontal, la dnice fuersa centrfpeta ¢s la friccién, ya que
1a reacciln del suelo sobre el vehfculo es vertical.

Pero si la oarretera estd inclinada un éngulo determinado
(ac )y (ver ﬁsura No, 10) la reaccién del piso que, como se =

sabe, es siempre perpendicular s 61, puede desoomponerse en =

22



Fig.No. 10 Peralte o sobreelevacion’
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dos componentes: una vertical que equilidra el peso del wvehfou
1o, y otra horisontsl que 83 la que proporcions la fuerza cen-
tripeta adicional, de tal meanera que unida a la producida por
la friccién permita tomar la curva con 1le facilidad y comodi-
dad requeridas. Tanbién podemos observar que sunque el mévil
se mueva 8 10 largo de la curva con una velocidad angular cons
tante la fuerza centripeta es una fusrza no equilibrada.

En ofecto, de la segunda ley de Newton podemos ver que -~
Pans ycomo P A O entonces m y a deben de ser diferen
tes ds cero también.

" La sceleracién predicha anteriormente debe tener la misma
direcoiln y sentido que la fuerza y por lo tanto, debs estar -
dirigida hacia el oentro dsl cfrculo, esta aceleracién es 1ls -

2
aceleraoiln centrfpeta y su valor comoc ya se vid es a = v

1,11.2 gstebdilidad en curvas.

Un veh{oulo es estable cuando no tiens la tendencia a se-

lirse de la trayectoria que le fija el comductor por medic del

volente.

Ia inestabilidad del vehfoulo proceds generalmsnte de las
fuerzas tfuuvors.lu a que estf sujeto, ya cea .por asinetrias
I.nto‘rnvaa tales como carga mal distribuida, neumdticos desinfls

dos y mecanismos de suspencidn defectuosos, o bien cuando ls -
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fuerza centr{peta es maycr que la necesaria para mantener el -
veh{culo en la trayectoria circular.

Ia inestabilidad dedido & la fuerza centripeta puede mani-
festarse de dos maneras: por deslizamiento o por volcamiento.
Cuando las fuerzas que tienden a hacer deslizar el vehfculo -
son mayorss que las fuerzas que mentienen al vehfoulo en su -
trayectoria, el vehfculo desliza; cuando la resultante de las
fuerzas qus actdan sobre el vehfculo sale fuera del polfgono -
formado por 1os puntogs de contacto de las ruedas con el pavi-

mento, el ven{culo ﬁolcn.

1.11.2. Cuant{a del peralta o aobreslsvacidy.

Bxiasten varioo métodos para la determinacilén del peralte,
slgunos de ellos son los siguientes:

a) Conocisndo el radio de la curva, la voloctda-d (depen=-
diendo del tipo de camino) promedio, msf como el peso del ve=

hfculo podremos obtener el valor de la fuerza centr{peta.

P e "2

&s
De la figura No, 10 podemos observar ques

Tan oc = sobreelevacién = 8

3-_'.'&2-- 2 e 2
—-"';—. 3‘—?—.0.0."‘0(9)

v wgR cR
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Dondet
S = sobreelevacidn = tan <«
 { -lvol.ool.m a 10 largo de la curvs
R = radio de la curva

& = aoelermolén dedida a la gravedad

b) Consideress un vehfculo que se mueve con una velocidad
v (n/_nc) sobre una curve horigoatal de¢ radio r que forma un
fngulo alfs oon la horisontal (ver figura Ra. 10). Ias fusre
sas que aotfdan acdre el vehfculo son el peso w(Xz.), la fuer-
sa centripeta P (Kg) y 1a fuerza de friccién entre llantas y
pavimeato # -(""

1s condiciln necesaris y suficiente para que no se produs=
on 8l vuelco e» gque el aomento del peso Trespecto al eje en ol
punto O ses memor que ¢l momento de la fuersa centripets reg
pecto al mismo eJe. 3i el vehfoulo tiene un entrevia ,ﬁ 4

1a alturs de su centro de gravedad es h, se¢ tondr(:
fXs monx ¢+ o0BC = gu tanc+ P) cos

f¥ e Feox = w 008 = (=% + Ptan< ) cos <C

THomfY B ¢ fXh w0 ; fIh = -fY RV
' 2 2

Awtanae + ) w BV (w-P tancc )
: T2
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despe jandos o
w .g! - hP
tacs e FE -
2

Vz w
m——

KN g

S-EHSETIE-E&VZ .-.......0(9')

2gkh + V- (EV)

5t P=ma H a=

Si el radio y la scbreslevacidn estén fijos la v:locidad

méAxima de seguridad para que no ocurra volcamiento gori:

— A
V’V 2R £EV2 = _2&RNhS

5 (EV) «+ 2n

la condicidn necesaria y suficiente para qus el veh{culo

no se deslice al transitar por la curva es:

fX = O
entonces
X + =0
Donde:
¢a/(.w.Y s ¢=/*1wcoscx,

Siendo /«4 el coeficiente de friccidén lateral.

Como el valor de fX ya se definié, se tienes

(wtana::o-?)coaccf/\«wcosq: s 0



peror

Ps -vz

por lo oufl:
““¢+Jﬁ_ﬁﬂ'-°
&R

Bxpresando la velocidad en Xm/h y sustituyendo & ¢ por au

valors

2
a = 0.0WBS V - ® & @ o & & 0 ¢ 0 o o (9' .)
- M A

S$ el redio, la sobreelevacilm y el coeficiente de friccifn
lateral estén fijos, la velocilad méxima segura para que no e-

xista deslizamiento serd:

h 2 -_\/( S + M ).R
1.12 Utiliracifén de la Clotoids como curva de enlsce.
La clotoide puede ser expleads para enlaces muy diversos,
tales oomos

'a) 1e gurve de transjoifn: es un arco de clotoide desde sl
redio @ (unién & una rects) hasta el radio del arco -~

cireular siguiente. (Pigurs No. 11)
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b)

c)

a)

o)

Ia olotoide de vértice: representa la transicila entre

doas rectas de direcciones distintas. Se compone de do0s
ocurvas clotoides con ¢l nismo redio de curvaturs y tan-
gente comfn em su punto de contacto o de enlace. (Figu-

ra No. 12)

le curva de inflexifn: es una curve em S , que uae a -

dos cfroulos de curvaturas opuestas, sin segnento rectf
lineo intermedio. Consta de dos ramas de clotoide, ou-
y0 punto de origen es comdn, siendo en este punto el rg
4100y la tangente es comin para ambos. (Pigura No. =
13).

Ia ovotde: es una sucesiln c{rculo-clotoide-cf{rculo, -
siendo del mismo sentido la curvatura de las tres cur-
vas, Bl arco de clotoide tiene en los puntos de coatag
to con los cfrculos, tangentes comunes y radios iguales

respectivamente. (Pigura No. 14).

la seris de clotoides:s es uns sucesifn de arcos de clo-
toide, en los gque, sisndo distintos los pardmetros d¢ -
cada uno, las curvaturas estén Airigidas y son or;cim-
tes on ol mimmo sentido, con tangentss eoﬁmnea Y la mig

ma curvatura, para ceda d0s aroos sucesivos, en su pun-

to &8¢ contacto. (Pigura No. 15).
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Fig. No. 11 Clotoide como aurva de transicich.
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Fig. No. 12 Clotoide de vertjce.
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Fig. No. 13 Clotoide como curva de inflexion.
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Fig. No. 14 Clotoide como ovoide.
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15 Serie de clotoides

Fig. No.
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CAPITULO 2.-

2., NICUACIONES DR LOS BLEMENTOS NECESARIOS PARA EL TRAZO -

DB Lk CLOTOIDE Y DEDUCCION DE LOS MAS IMPORTANTES.

2.1 Elementoe de _la espiral de Buler o clotoide.

Los elementos de la clotoide o espiral de Buler, son los -
siguientes (ver figura No. 16), haciendo 1la aclaraciln que se
utiliza la siabologf{s genoralanente usada en casinos, sunque =
aquf se coloca una coluhna con los si{mbolos usados generslmente

on ferrocarriles pars 1os mismos elementosn.
SINBOLOGIA.

CAMINOS FRAROCARRILES

P P = Punto cualquiera sobre la clotoide

0 o = Punto donde se intcia la clotoide

10 : 10 = Punto donde termina la clotoide

Qe z = Deflexiéa total de 1a clotoide

op Zp = Deflexién de le clotoide en un punto P
#'o A = Angulo de la cuerda larga des la clotoide
g Wpe = Angulo de la cuerda s un punto P
AT W AT = Angulo respecto s la tangente en P, de -

une cuerda anterior que subtiende wn ar-
co de espiral de Euler § olotoide JP, -
de longitud 1"JP.
g'aD W ap = Angulo respecto s la tangente en P, de -
35
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una cuerda poasterior que subtiende um

arco de espiral de Buler o clotoide JP
L

de longitud “JP

L L a Longitud de la clotoide del origen al
punto P.

c s = cuerda de la clotoide desde el origen
al puato P,

Rp Rp = Radio de curvatura de la clctoide en el
punto P,

XY XY s Coordenadas del punto P

'l‘l 1‘1 = Tangente larga al punto P

T | T = Tangente corta al punto P

2.2 Deduccilm de ol #ngulo de deflexién Q ) ds 1la clotoide
on_cualquier punto de la misma.

De 1a ecuacién de la clotoide:
RL.IZ. ooR‘_ﬁoo-ooococon(lO)

Y

rig. No. 17 )
7



De 1a fig. No. 17 si consideramos un 46 se tiene que:

R 40 = 4L Y ¢ o de-_d_Loooooonaoooo(u)
' R

31 sustituinos en la ecuacién enterior la ecuacidn (10) te

nemos quet

de-mLQOOQCOOOOOOOOOO
<7 (12)

Integrando en ambos miembros de la expresilni

° Jx.
a0
) 0o Yo :E

2
.o 'o-_pﬁ_...............(n)
Y si se sabe de la ecuacién de la olotoide qua 2 = Re Le,
sustituyendo:
Om B e e e (13
2Rc Le
Donde:

L 3 Longitud de¢ la clotoide desde su inicio hasta el punto
correspondients.
Roc 3 Resdio de¢ la ocurva oircular

Le : Longitud de la clotoide

B la expresidn anterior el velor de 9 esté expresado en
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radifnes; para expresarlo en grados multipliquemos por 180°/1-rt
2 0,2

0= L 10-20; o-....oo(l‘)
2Rc Le TT TiBe le

Ahora, si les cuerdas con que me¢ va & trazar la curva cire

cular son de 20 m. como normalmente se acostumbra en caminos, -

tenemos ques

Sfi Go = Grado de la curva cirgular

Y P = 2TTRc = Perimetro

Podemos establecer la siguiente relacida:

B¢ = _260° _ 160°
20 P 2TTRe

Go = _360°(20) = _3600°
' 2TRe TIRe

Simplificando:

Gcnllgzig;iG 00-001000-0.000001(15)

y anfloganente:

Rc-m.-.......-.......(16)

Go

Que son las expresiones que nos permites ocalcoular ¢l grado

(Ge), de una curva circular asi como su radio (H¢), cusndo -
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las cuerdas son de¢ 20 m.

aAhora, sustituyendo en ls expresifm (14) 1a ecuscién an-

Serior:
s __90%° = __90°2 Ge = _ 1%
- 11520,2;26 Le 1145,9156(f7) Le 40 Le
o
O.Lzac 0..0‘0000.0(17)
40 le

Dondes

L = Longitud de la clotoide desde su inicio sl punto correp
pmdi..nto.
Gc = Orado de la curva circular, para cuerdas de 20 m,

Le = Longitud de la clotoide.

2.3 Dedugojln de las ecumciones para obtemer las coordeng

das rectan ares (X o Y de to ocualquiera
on_la clotoide.
2.3.1 Eafunciép de L y 0.

De la figuras No. 17

4X = 4L oos O . o
}...04..'.0....(“’
4dY = 4L sen 9 g -

Integrando en anbos miembros de las expresiones anterioress
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Idx - Jdl. cos @

4 ..o....-....(la')
Jd‘!- fdx.uno

Las cuflesz no tienen soluoién directa; para poder integrar
desarrollemos en serie de Mc clauren el seno 8 y sl coseno 9,

Para esto se tiene que:

£(x) = £(0) + £(0)x + A £"(0)x% + "'%T £ (0 » o

2(0)x* o ..., «-_i...t“(o)z‘ e v e e e e (19)

Para xX =9 y £(x) = sen 9

£(0) = sen(0) = O

£'(x) = cos &
£"(x) = -sen @
£°'(x) = —cos @
£1V(x) = sen 0
!v(x) » cos 9

t"‘(x) = -gen O

£°(0) = cos (0) = 1

£"(0) = -sen (0) = 0

»r"(O) = -gos (0) = =1

£1Y(0) = sen (0) = 0
£9(0) = cos (0) = 1
:“'(0) = -gen (0} » 0

£'11(x) @ -cos ® ; f'u(O) s =cos (0) » =1

L [ ] L] L] L ] L] L4 . *® . L L] L] [ ] L L] L L[] L] * L
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Ahora para f(x) = cos @ } e @

£(0) m cos (0) = 1

£'(x) = -sen (0) £'(0) = =sen (0) = O
£°(x) = ~con (@) £(0) = -cos (0) = -1
£7(x) = son (9) £"'(0) = sen (0) = O
£¥(x) « cos (8) £2Y(0) = cos (0) =2
£9(z) = -sen (0) £7(0) = -cen (0) = 0
‘Vl(x) = -cos (0) fvl(o) = -cos (0) = =1

Y entonces de la expresién (19)

i*ooo)

20 4T 61
3 5 7 )}oo-(ZO)
L - ® o o
weal(0-3 *— "

Ahora de la expresién (13) si hacemos & 2 K2 = conatsnte

= C pars uns curvs determinsda entoncess

2
0--L.c
42



Integrando y sustituyendo en las expresiones (20)
‘ 4 12
X l - L + L - +.+0)AaL=
o rwE TET T w

L
- IJ - x‘s I‘g L13 + o 0 o} .
5¢2 2! 9 c? 43 13 CC 6! 0

4 8 12
b 4F TN l- L A4 __2 - ‘é * 4. 0)
( 5221 9X416' 13x61¢°
Anflogamente para Yi
L
.| (I - o+ ¥ - 1 . )ara
A ¢ c’ 3! co 5 ot (H
L
1‘15 + 5 o 0 =
* 3c 7033! 1055 15 ¢T 7t 0

Y= L ( Lz - LG * Llo -
3¢ TX34 ¢S 11x5: ¢° 15X 7: ¢!

finalmente expresando 10s resultados anteriores en funcidn de -

8 , mediante la expresidn:
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donde O estd on radisnes.

834 queremos expresar O en grados multipliquemos en las -

expresiones anteriores el valor de © por Iy_ ¥ oultiplique
0

mos y dividamos por 100 con el fin de obtener el mayor nimero =~

de dfgitos posidle:

' 2 TT y4
"15‘7,-(1“' 00 ( 7o) ¢ 300 ¢ © %)

Xz 9 X 4
.]] 3
-100(0]&0) * oo e )
13 X1 6¢
3 5
Yo g (200 @) | 300 (0, 100 (0 Y
300 3 TN 11 X 5¢
7 .
- (o )*'”)
15 X 72

Haciendo opersciones y simplificandos
L 2 -2 4 -7
Lla <55 ( 100 - 0,304617 ©° (10) " + 0.429591 ©" (10) =

- 0.301987 8° (1002 4. . .. )

} o
Y o ko ( 0.581776 © - 0126585 8> (10)™4 + 0.122601 o°
100

(100~ - 0.652558 o7 (10)™** + . . .)

Estas scuaciones son las generalasnte usadas en la prictica.
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En las expresiones anteriores, segin la aproximescién deses
da podremos elegir trabajar con el nimero de términos que aejor
nos convengan, bastando para finee prfcticos de trazo la elec-

cién hasta el segundo término en cada una de las ecuaciones.

2,3.2 Breve descripcifn de los elementos que las conforman,

Tamdbién de las ecuaciones anteriores tenemos quse:

I,Y : Coordenadas rectangulares (abscisa y ordenzda, rea-
pectivamente) de un punto cuslquiera sobre la clotoide.

Bstas coordenades, ss nidqn oonsiderando como a8l eje de -
las X's & la 1fnea tangente a la clotoide en el inicio de esta,
(o sea en el punto TB o BY, ver Pigura No. 15) es decir, a -
la prolongacién de la tangsnte que se une al arco ds cfrculo me
diante esta curva, en el sentido del cadenmmiento. Bl origen -
de eate sistema cartesiano es precisamente ¢l punto T8 o BT,

Bl eje de las Y's serd una perpendicular a dicha tangente,
midiendo hacia la izquierda o hacia la derecha de la tangente,
segin el sentido de la curva y del cadenanmiento. (Ver Pig. No.
16).

Més adelante se describird con mfs detalle el traso de la
clotoide por este método (el de coordenadas) y ademfs por el de

deflexiones.

Taabién se tiene quer
45



L1

’

Longitud de un arco de clotoide desde un punto determi
nado & otro cuslquiera, siendo sn este caso uno de los
puntos e1 TE o oi BT,

Generalnente en PFerrocarriles y Caminos se acostumbra
dividir las curvas en 10 partes, a excepcién de cuando

son muy grandes 0 muy pequeflas.

Cuando son muy grandes se pueden dividir en mfs partes

con sl objeto de lograr un mejor trazado al tener mis
puntos de la curva, en caso contrario, cuando son muy
pequefiss, si las necesidades 1o requieren tamdién se -
pueden dividir en 10 partes, si no a cada 5 m. es sufi
ciente,

Mds adelante se muestra un modelo matemdtico que nos =
permite obtener la longitud del arco de una clotoide ~
desde un punto considerado P a otro punto cumlquiers
J, 4 dividimos la curva en N partes iguales. (Ver -
inciso 2.4.1)

Ahors se tiene tanbién que:

Deflexién de la clotoide en un puato cualquiera (P).
Bsta deflexién es ol dngulo comprendido entre la linea
tangente a la clotoide en el punto P y is li{nea tan-
gente en ol {nicio de esta 0 sem en el punto TE o0 -

3T.
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Su valor se pusde calcular mediante las expresiones (13')
y (14) y si usamos cuerdas de 20 m. para el trazo de la curva -

circulsr, podemos utilizar la expresién (17).

2.3.3 En _funcifn de K y 8.

De la definicién de curva clotoide que nos indica que es =
uns curva tal que el arco de curvatura recorrido es proporcio-

nal a 1la curvatura, se puede decir que:
Lsconotante * C . ¢« ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o & 0(23)
donde:

L + Longitud del arco

C ¢ Curvaturs

Bsta constante ¢s una constante de proporcionalidad.

Pero sabemos queé la curvatura es igual ar

C-_%_.-.»-.-.-......-.(?‘)

dondes

R = Radio ‘do curvatura.
De 1la figura No. 17 podemcs ver que:

R.&
a0

y entonces:

c-_&_o___oo-ooooooo.u.noo(as
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dondes
8 s Deflexién de la clotoide en un punto cuslquiera (P).

81 designsaos por k2 a 1a constante de la expresién (23)

y si suatituimos la ecusoién (25) en ella, tenemos que;
;.;2% i AQLL=E2d0 . ¢ v o s oo . .(26)

Que ¢s la ecuaciln diferencisl de la clotoide.
La integrecién de la férmula anterior nos proporciona la =
longitud del arco de la clotoide an funcién de su éngulo de de-

flexién, entonces:

JLQI.- ffde

So2 o ; =21

y entoncess
L=K 26.........-..-....(27)
3i sabenos que:

4X = cos 8 4l

4Y = sen 6 dL

Despejardo en la expresiln (26) a 4AL y sustituyendo en =

las expresiones anteriores:
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u-coue%

ar-uno..!.:JL

Sustituyendo en las expresiones anteriores la expresifn -
(27) y haclendo opermcioness
ax = £ cos & 40
\/20

ay = -E sen & 49
Vze
Aplicando integrales sn ambos mieambros de las expresiones

anteriores:

o
x= L —co8 9 4o

o Ve

V7
e ........(28)
Y=_Lk 2808 49
V2 Jo Ve

A las féruulas (28) se les oonoce con el nombre de "Inte-
grales de Presnel” y para resolverlas aplicamos el mismo método
utilizado pars resolver las expresiones (18°), es decir, por me
dio de 1a serie de Mo clauren, podemos obtener los valores pars

X ¢ Y, con la aproximscién dessads, dependiendo del ndmero de -

téruinos usados:
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RBetos valores son:

2 4 6
Xek20 (1-8 _ ¢+ __90 -_8 +...)
( 5 X 21

3 o5 }(29)
e + - -] * 46 s
Texy2e (- X7t

Dondes

@ : Betd en radianes y si se requiere introducir su valor
en grados se aplica el miemo procedimiento descrito en hojas ag
teriores. Ver ecuaciones (22).

Ahora podemos ver de la expresilén (27) que:

LGlzﬂo................o-..(30)

6.222 ooooao.c‘.o.llooolca(30.)

EBxpresién anfloga & la férmula (13).

S1 hacemos la siguiente relascién:

- (-] _LI Le

Le Qe * ] o

y sustituyendo en (30).

2 [2 - -Ez_.
O
Sussituyendo en la ecuaciln (30°).
o 2
2
- o s 0-( ) 0.......(31)
°- iz =
v ,
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Que es 1a expreailn que nos permite calcular @ en funciém
de I, oi Y Le, lo cufl es muy conveniente para realizar los
cflculoe en forma tabulada, ya que el dnico valor que va variasp
do es I, permansciendo Ie¢ y 6e conastantes pars uns curva -

determinada.

2.4 Deduccifin de las expresiones para obtener los 5.1:5\_}_103 on -

ados entre la tangente en un punto P de la clotoide

una cuerda cualguiera PJ, adelante o grds.

De la figura No. 16 también puede deducirse que:

C-\’x‘?f!z:chcﬂ'-Ilocﬁ'..... (32)

T-.x-Ycoteo-ootOO0.0looovo (33)

1

TZOYCUGOQ..coto.oouloolo (34)

Tambidn:
ﬂ'-mgtm..;..'-""'°°'°'°'°' (35)
En 1, préctica se ha 1legado a que poniendo el valor de g'

an funcibn de & se tiene que:

ﬂu-e -tuaooo-ooo;oooo..(JS)

Donde ' y O estdn exprescados en grados y Z es una -

correcoién dada para la expreeién anterior:
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8 5

2-3.1110-303#2.3310-0 ooooooc-(}?)

Donde 9 eatd expresado en grados y 2 en segundos,

Para valores menores que 16° el valor de 2 ea tan peque=
fic que suele despreciarse.

Para fines de trazo es §til contar con expresiones que nos
permitan obtener el valor de el éngulo que forma wuna cuerda =
cualquiera de la clotoids respocto a la tangente en un punto -
cualquiera P, de la miema, tanto para cuerdas apoyadas en ese
punto y otro punto atrés (4&ngulo @' AT), como para cuerdas -
apoyadas en ese punto y otro adelante (é&ngulo g' AD), lo cuél -
se puede obmervar en la figura No. 16.

Para poder deducir laa expresiones de J'AT ¥ de J'AD se

considera la siguiente propiedad de la clotoide:

Definicién:

1a clotoide diverge de un arco de cfrculo tangente a ella,
en la misma proporoiln que 1o hase con respecto a una rects ten
con“to & ella en el origen,

Puesto que la recta y el cfroulo tienen curvaturs constan-
te y 1a clotoide varfa su curvaturs desde 0 en la tangente al
origen, hasta i%- , en 6l punto en donde es tangente al c{rculos

segin este propiedad, si 5' y 5 son los puntos medios del cfroy
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10 y 1a olotoide, respectivamente, la distancis normal a la ol

575 es igual & la distancia normal a la tangeunte s

asimismo, para el arco de longitud Le del cfrculo y la clotoi

toide

de¢, la distancia normal a la tangente en el punto TE entre -
tangente y clotoide es nula e igual a la distancia normal a la

clototde entre ésta y ol cf{rculo, en el punto ET.
De la figura No, 16 puede verse también que para un arco -
de longitud Ljp
ﬂ’AT‘ﬁ‘”'o.rl.o...lo-llc0..0(38)

y sabemos que:

- _0_23-?.

# 1 Angulo de la cuerda que subtiende un arco de cf{rculo -

de radio Rp y longitud Ljp.
Anflogamente:
ﬁ'm-ﬁtbﬂ'.....-..-._......(39)

2.4.1 Longitud de un arco de espiral de Buler gclatotdo[ entre
g puntos cualguiers J Jy JP.

Si dividimos una clotoide en N partes iguales, y se enu-
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meran los puntos obtenidos en orden creciente: 0,1,2,3,4000000)
Iy seeesPpeeeel, ne tendré; que la longitud de un arco de clo=
toide entre 2 puntos J,P cualquiesra ds este, smerf izual a el
valor absoluto ds la diferencia entre J y P, dividido eatre N

¥ multipliocado por le, esto es:

LJP-IJ'PIL; .'..'°°'°'Oo..ooo(4°)
Dondet

Lip s Longitud del arco de clotoide deade el punto conside
rado P a un punto considerado cualquiera J. J yP

son 1os némeros de orden de¢ 103 puntos J y P y .Eﬁ.

es la longitud de un arco de Xos N de la clotoide.

2.4,2 Deducciln de las ecuaciones para obtener el valor de -

g'AD _y @'AT en funcién de J, P, N y Se.

También de la definicidn de clotoide se tiene que:

Role = Rp Ip . . Ople = Go Ip Gp"-?}-ac
Yy 8ie=

e

Yy

I‘--—g—- Le
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Sustituyendo.-~

- P__ Go
Gp = : le Go ; Gp-—ﬁ-—
e

Donde:

Ge: Be el grado de curvatura en el punto N o sea es el -
grado de curvaturas de la curva circular,

Gps Grado de curvatura en el punto P,

Tanbién sabemos que:

- Ge.|s-p|-2-

p = 643 B 40 i P'l::ﬂ"g'c'ia&
y 8i.- |
90 s _Gc Le® = G Ie
40 Le 40
entonces.-

ﬂ-PJ;P 0..-..0.-00.-?0.-(41)
N

A
3

sdends:

S N -
4 3

Y 81 sabemos ques

0-(__5%}_)2 % |
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ontonoes.=

2 [J-zl 2
B'= 98 ( Lip) =2 = Qe [ N 'I“J -2 .. (42)
3 Le k) Le :

Pinalmente sustituyendo las ecuaciones (41) y (42) en las

expresiones (38) y (39) se tiens que:

B'AD = [3? (J=P) + (J-r)z] gy -z

L ] . o [ ) L] L] [ ] (43)

FAT = [31» (P=3) = (a-p)z} oy oz

mnd‘ o

Q'AD. Q'AT 1 Angulo en grados eatre la tangente en el punto P -

¥ una cuerda cuslquiera PJ, adslants o atrés.

P, J : Nimero de orden del punto P en donde se astd midiendo
f'AD o g'AT, y nfmero de orden del otro extremo de la cuerda,

J, respesctivanente.

N & Némero de cuerdas 0 arcos en que sé ha dividido la espiral

de Buler o clotoide.

Z 1 Correcciln dependiente de 6, si © es menor o igual que 16°

suele despreciarse,
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2.5 Deduccifn ds la ecuacién para obtener la longitud de la =~
clotoide (le).

Para poder deducir esta expresidn consideremos a la clotoi

de como una curva espiral, es decir, como una serie ds curvas -
compuestas de transicién.

Estae curvas son las curvas compusatas de arcos circulares
y como se dijo anteriormente las longitudes de diches arcos son
constantes y sus grados de curvatura van aumentando gradualmenw
te, deade la tangente hasta la curva circular simple, esto es,
deade 0° hasta el grado de la curva circular simple.

En la figura No. 18 se puede observar que la primera de-

flexidn (61) serd igual a:

Para las siguientes deflexiones (62 ’ 03 v 0 « 8y ), to
memos en cuenta que de la definicién, las longitudes de estos -
arcos deben ser constantes, por lo tanto tendrdn el mismo valor

y bastard con multiplicar a _.2.%'_ ¢ por 2,3, . + » n, para -

obtener el valor de 02 N 93, S en respectivamente, por lo =

tanto:

=2 vy C
20



’.‘-.- n--G—c--1

Como .-
00.01002*03’-.0"0.

entonceg.~

Oe = ¥ CQ-ZICOIV c*..."(i&‘l)__v—c
: 20 20 20 v 20

-_!_ 0[102’3000000(%’--1{]ol'(‘t‘)
20 '

Pero como se puede obgservar si .-

S -len
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APCC

pr longitud de 1a clotoides nC
Qe= fngulo central de la cloto-

ide= Q¢ 00029 oo

Ges grado de la curva circular
ve variacién del grado de curva
tura por arcos,

55- = éngulo central del arco co
rrespondiente a un metro -
de cuerds,

L c= érgulo central del arco -
correspondiente a C metros
de cuerda,

C= longitud de la cuerda.

-25— = 1 = nfimero de cuerdas

'Fig. No. 18 Longitud de la clotoide. .89



PARA

10_04_-1-1+Btoocoooco 1
v

203-1-1#n----nonoooo 2

Jen=2m)+¥B s 000060005 000 k|

o & ¢ 6 o » o o

go(n-g+1)-1+n........ 8
2 2 2

Podemos ver que sl segundo factor del segundo miembro de -

la ecuacilén (44) 1lo podemos repressntar como la suna de n =

2
términos de la forma n + 1, entonces podemos emcridbir:

= v C(n+l)n

20 2
Go. -1
= v _0(1le0g =-1)_v
20 v 2
e -1
u v Go v
20 v 2

=y G (%_-1)
20 v v
“'_c—__oﬂ..(_gg_ -1)-oonocoooono(45)

20 ~ 2 v
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Pero sabemos que.=-
ns= Og -1
v

y adends:
Le = nC = ndmero de cuerdas de arcoe circulares de grados

orecientes:

Entoncen.~

ns=_Je
c

Sustituyendo en la expresién (45) @

e = _CG¢ (n)
. Ta0

s _CGe Ie

40 c

S = _Go l»
40

I‘-‘Q” 000-000000000;3-0(46)
Go

Donde.-
Ie 1 Longitud de la clotoide
Qe ; Deflexién total de la clotoide
Go & Grado de 1a curva ciroular
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2.6 Longitud mfnima de la clotoide.

Muchas veces no es posible aplicar la longitud tedri
ca de la clotoide obtenida con la férmula (46), por lo que
a continuacidn se describirdn algunas fdérmulas empf{ricas -
que nos permitirdn obtener esta longitud, con estas férmu-
las se trata de obtener la longitud mf{nima de la clotoide.

Como se dijo antes las curvas de transicidn tienen co-—
mo objeto permitir la aplicacién gradual de la aceleracién
y de la fuerua centripeta as{ cono de la sobreelevacién y
ampliacLGn necesarias, esta aplicacién es m&s repentina -
comforme la longitud de la clotoide es mds corta.

La longitud mfnima de la clotoide serd aquella que nos
permita aplicar gradualmente la fuerza o la aceleracifn =
centripeta, o en su caso la sobreelevacién y ampliacién,-
de tal manera que no excedan de un cierto valor limite, =
marcado este por el método que se este usando.

in 1909, W. He Shortt, dedujo la primera férmula para
calcular la longitud mf{nima de la clotoide para curvas de
ferrocarril, basédndose en que la variacién de la acelera-
cién centrf{pete debe ger constante cuandoc se recorre la -’
curva a una veloéidad uniforme.

Si tenemos que la aceleracidén centrfpeta en un punto

cualquiera de la curva vale:



a= sza

Bc e

SL t es el tiempo que necesita el vehfculo para recorrer
la olotoide » velocidad uniforme V; en un punto cualquiera de
la curva se tendrd que L = Vi, sustituyendo:

ae VU = VO &

RclLe Rele

Y como la variacién de la acelsracilén centrfpeta (con res-

pecto al tiempo) @3 una conztante, entonces:

da = _4 (v )ac

at at "Role
V3-0 . @ o= ] V3 ¢« o o o o o @ (47)
Rele c Re .
Donde.-

Ie = Longitud mfnima de la clotoide (m)

<
[ ]

Velocidad del weh{oulo (;%E )

Ro = Radio de la curva circular (m).

Q
[ ]

Coeficiente de varisoién de la aceleraciém centripeta,

coeficiente de comodidad ( -;%Zg )

Si expresamos el valor de la velocidad em km/hr., entone

cess
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(e2y) 3 '
Le = 1 (viewz’') - 1 V¥ mo 3 1 Km 3 : 3
c Re T “Re ( Geg )7 ¢ Tooom | ¢ 1§9§;%=g)

L°=46.656 V3 .-.1'00000000.00000(47')
CRe

El coeficiente C es un valor empfrico que indica el gra=-
do de comodidad que se desea proporecionar. Para farrocarriles,
se aceptd el valor de 0.305 n/sog3, en caminos se emplea un -
valor que va de 0.305 hasta 0.915 m/seg>, En 1938, J. Barnett -
propuso un valor de 0,61 m/aegB, valor que ha sido empleado sa-
pliamente.

En 1949, K. ¥V, Smirnoff propuso uns férmula semejante a =
la de Shortt, pero corrigiéndola para tener en cuenta la sobree
levacién. Tal férmula es:

2
Iow 46836 y (W -1218) ., .., (48)
Re

Donde .~

Le : Longitud m{nima de la clotoide (m)

V s Velocidad del vehfculo (lm/hr)

Re s Badio de la curva circular (sm)

S 3 Sobreelevacién de la curva circular, en valor absolu-

to.
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¢ 1 Coeficiente de comodidad, fijado empirfcamente eatre -

0.305 y 0.610 m/aeg3.

Por su parts, otras asociaciones recomiendan otra manera -
de calcular dicha longitud, con base en el aspecto estdtico del
camino; consiste en igualar la longitud de la clotoide & la lon
gitud necesaria para dar 1a sodreelevacidén correspondisnte a la
curva circular. Se establece que la clotoide debe tener sufi-
ciente longitud pars permitir que la pendiente longitulinal de -
la orilla de la calzada coun respecto al eje del camino tenga un
valor mfximo P. Baséndose en consideraciones empiricas y to=
mando en cuenta la spariencia de las transiciones, establece =
que para caminos de dos carrilss y vslocidades entre 48 y 112 -
Xm/hr, el valor ds esta pendiente merd da 1/150 y 1/250, res-

pectivamente, de 1o anterior:

P=s_) y == 15625V + 75
n

donde:
P = Pendiente longitudinal de 1la orilla de la calzada con
respecto al eje dsl camino, en valor absoluto.
2 = Talud de la orilla de la calzada respecto al sje del -
canino, Bs igual al rec{proco de it pendients.

V = Velocidad de proyecto (km/nr)
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Entonces la longitud mfnima de la clotoids para caminos de

dos carriles serd:

Le = a3 -mas...........(49)
P

donde.=

Le = Longitud mi{nima de la clotoide (m)
a = Semiancho de la calzada en tangente para caminos de -
dos carriles (m).

S = Sobreslevacilén de la curva circular, en valor absolu-

to.

Un criterio desarrollado en M&xico por la Secretarfa de 0=
bras Piblicas, para caloular dicka longitud, fija un valor cong
tante a la velocidad con que sl vehfculo asciende o desciende -
por la clotoide de transicién, cuando circula por ella 2 la vee
locidad de proyecto. Si el conductor mantiens su vehfculo en -
el cpntro de su carril, el desnivel que sude o baja el vehfculo

al circular por la transicién es:

as a3
2

dondee~

L WY POla;vol (m)



a = Semiancho de carpeta 0 ancho de carril (m).

S = Sobreelevacién (m)

Si el vehfcoulo recorre la clotoide de longitud Ls a la =
velocidad de proyscto V, empleard un tiempo t da:
t = Le
0,277 V
t: Tiempo (seg.)

Lest en

Vi en (m/mr)

Entonces la velocidsd (Ve) en el ueiuso o descenso de la
transicién expresada en m/seg. serd:

Ve = d_= _a5/2 = 0,138 VS a
] Le/0.277TV Le

Esta velocidad debe ser de una magnitud tal, que permita =
cireular al conductor ds una manera cémoda y segurs.

Para una velocidad de proyecto de 112 lma/hr. se recomien~
da una pendiente de 1/250 entonces recorrerf 250 m. en 8.04 seg.

También el desnivel de la orilla de la calsada respecto al
eje del canino serf{ en 250 m. de 1 metro y, por lo tanto, el -
desnivel del eje serd de la nitad, o0 sea de 0.50 n. Con lo -
gue su veloocidad de ascenso o descenso serd:
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Ve = 0.20 = 00062 m
8404 seg

Admitiendo, segin experiencims, este valor como seguro y -
cémodo para altas velocidades de proyecto, entonces.-

Ve = 0,062 = 00138 vasd
Le

le = 0.1}8 V!S e Le = 2.22 YVaS
0,062

En la expreeién anterior la longitud de transicién es di-
rectamente proporcional el semiamncho de la calzada, 1o cuél aun
que no influye en la comodidad y seguridad del usuario, propor=-
. ciona una apariencia desagradable. Entonces se recomienda gue
la expresién anterior se multiplique por un semiancho de calza-

da de 3,65 m. y se aplique para cualgquier semiancho das calzada,

es decir:

Ib‘- 2:22 X 3-65V )

L.it’VSo-caoooooo-oo.0(50)

donde .~

Le = Longitud mfnima (m)
V = Velocidad de nroyecto (%E.)

S = Sobreelevacién, en valor absoluto.
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2.7 Célculo Ade la longitud mfnima de la clotoide en funcidén -

de el peralte tedrico y la sobreelevacibn o peralte méximo

permitido, (Método de cdlculo para ferrocarril o metro).

Para el odlculo de la clotoide se parte de la considera~
cién de que la pendiente méxima de enlace para las sobreeleva-
ciones o "peraltee™, no debe ser mayor de 4 mm/m, qusdando ecta

concideracién definids por la expresién siguiente.~

Smé 160-0:o.o-o-..-|(51)

V = Velocided mdxima permitida para ls cufl se calcula la

curva de transicién.
Por lo que en caso extremo se tendrfa.-

Sm = 180 = 4 mm/m
45

Establecida la condicién para el cdlculo de la pendiente -
mnéxime se calcula también la velocidad mfxima en funcidn del ra

dio nomipal (Rn) por medio de 1la expresiln .-
V-5.13u3n.-...........,.(52)

El valor obtenido por medio de la férmula es redondeads a

su valor inmediato inferior, ejemplo:
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Si an - 150 Re V = 5013 150 = 62.83
Por lo que ee deja la velocidad de: Ve 60 km/hr.

La aplicacién de la mencionada férmula es para radios é;t
de 250 m.

Por ragones de orden prédctico y de acuerdo a estudios rea-
lizedos en pafses donde la investigacién de este tipo de medio
de transporte ez mds avanzada se considera une velocidad méxima
de 80 km/hr.

Una ver que se tiene conocida la velocidad se calculs una
sobreelevacién o peralte tedrico (Ht) por medio de:

Ht=11¢8v2o'000000000000(53)
Ra

Valor al cuél se le resta 30 mm. para encontrar el valor -
del peralte o sobreelevacién préctica (Hre), calculado estie se
redondea a su valor inmediato superior para comocer el valor del
peralte préctico (Hr) que se va a aplicar.

Cuando el valor dol peralte préctico calculado es mayor de
160 mm. se considera un peralte préctico de 160 mm. que es el -
valor méximo del peralte que se puede considerar por especifice

ciones de la conatrucci&n'do los convoyes.

EjllplO- -
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By = 150 @ At = _11.8(60)°

150

V = 60 km/hr. Ht = 283,2 mm.

Hre = 283.2 = 30 w 253.2 mm = 160 mm.

. ° Hr = 160 mm.,.
Ej. By = 500 m. Ht = _11.8(80)° = 151,04 mm.
500
V= 80 Yem Hee = 121004 om.
h
Hr = 122 mm.,

Establecida la velocidad mdxima se calcula la pendiente de

enlace Sn ﬁé; 180 conocido eete valor se calcula la longi-
v

tud telrica de la clotoide requerida (Le) utilizando la f£érmu

la ¢

LOOH!‘ ..............-(54)
Sm

Para nuestro ejemplo anterior:

180

Sm= =35 = 2,25 mm./m.

B
]

122 mm.

Lex %%%3 a 540222 me
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CAPITULO 3~

3, 1A CURVA CIRCULAR SIMPLE CON CLOTOIDES SIMETRICAS

3.1 Elementos de la curva circular com_clotoides simétricas.

En la figura No. 19 podemos observar los elementos de la -
curva circular simple con clotoides simétricas; las litereles -
que se usan son las correspondientes & la simbologfms generalmen
te useda en caminos, colocédndose también otra columme con los -
g{mbolos utilizados generalmente en ferrocarriles para 1los mis-

mos elementos.

SIMBOLOGTIA

CAMINOS PERROCARRILES

PI PI = Punto de interseccién de las tangentes

TE cT = Punto donde termina la tangente y empie
za la clotoide.

EC | cc s Punto donde termina la clotoide y empie
ga la curve ciroular.

ET TC = Punto donce termina la clotoide y empie
sa la tangente. |

PSC psC = Punto sobre la curva circular.

PSE PSE = Punto sobre la clotoide.
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P3Te

Do
de
Bo
Ste

Xe,Yo
k,p
L
Ic

Cle
Be
Re
Le

Le

To
Xe,Ye
Xm=t , B

TL

TC=H

Ee
Re
Lel

Ie

Punto sobre la subtangente

Angulo de deflexién de las tangentes.
Angulo central de la curva circuler,
Deflexién de la clotoide.

Angulo de la cuerda larga de la clotoide
Subtangente.

Coordenadas del EC o del CE.

Coordenadas del PC o del PT (Desplazamiento)
Tangente larga

Tangente corta

Cuerda larga de la clotoide

Externa

Radio de la curva cirocular

Longitud de la clotoide de entrada o salida.

Longitud de la curve circular.

3.2 Descripcién de algunos de estos elementos y deduccidn ds al

gunas de lass expresiones para obtener su valor.

1.

Grado de curvatura de la curva circular (Gc). Es el fn-

gulo que subtiende una cuerds unitaria, (la cuerda unitaria que

normalmente se emples ¢s de 20 m), en la curvs circular.

De 1a expresiln (15).
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Re

Donde:
Re : Es el radio de la curva circular, (en mts)

Ge : En gradoe sexagesimales,

2. longitud de 1a clotoide o espirml de Euler (le).Es la

longitud medida sobre la curva entre el TE y el REC, o del -
CE =1 BT. La expresién que nos permite obtener eu longitud -
tedrica se deduce en el inctso (2.5) ¥ su longitud mfnina la

determinanos mediante las férmulas précticas mostradas en el in

cisa (2.6) y (2.7).

3. Parémetro de la clotoids (K). Es la magnitud que defi
ne las dimensiones de la clotoide.

De la expresibn ( 8) : .

K= VRC Le

4. Deflexidén de 1a curva ([\). Es el 4ngulo comprendido

entre las normales en TE y ET. Su valor es igual a la defle

xién de las tangentes y se representa por 4,

A.ze.fAO..o.otuootoooo(55)

S. Deflexién a un punto cualquiera de la clotoide (9). Bs
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ol dngulo comprendido entre la tangente en TE o ET y la tan
gente en un punto cualquiera PSE.

De la expreaién (13)

Y también de la expresién (31)s

2

- -3%—- ) Ge

6. Deflexifn de la clotoide (8s). Es el £ngulo comprenw

dido entre las tangentes a la clotoide en sus puntos extremos.

De la expresién (13%), si.-
Lmle ; © = 0

Qe = L.23Le .o-ooo-oncoo(SS)

2Re Le 2 Re

Con la expresidn anterior se obtiene 6e en radisnes; si -

la expresamos en grados; tomando an cueata que:

Re = 1145.9156 (expresién (16) )

Ge
Entonces;
s = Le_ 180
2z 1145.9156 “'?f"
Ge
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00-GcL.................(57)

40

7. Longitud total de la curva (I). Es ls suma de las lon

gitudes de las dos clotoides de transiclién y de la longitud de

la curva circular. Para curvas circulares con espirales simé-

tricas se tiene quet

Lu2Le+ Lo

Considerando las cuerdas unitarias de 20m. y sabiendo de -~

la expreailn (46) ques

Le = 40 _0e
Ge
Y que
Ie = 20 Aec
Ge

Sustituyendo en la expresién anterior:

L=2 (____40600) . 20@ e
c -]

= 80@e ¢ 20 ¢
Go

pero.~ De=s N=-20e
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L= 800e + 200 - 40 0e
Ge

= _40 6e_+ 20Q
Ge

y sl Le = __40 Oe
Ge
entonces.~

L-Le#?OA -...........-(58)
Ge

Lo cudl nos indica que si insertamos clotoides al princi-
pio y al final de 1la curva circular, se incrementa la longitud

total de la curva en le.

8. Coordensdms del EC y del CE de la curva (Xe, Ye).

De las ecuaciones (21), tomando hasta el segundo término

para fines précticos:

Xo = Lo ( 1 - _0e%)
10

Ye = Le ( 3; - 9:2 )

En donde 8¢ estd en radianes. 5Si queremos expresar & e

on grados, de la ecusciém (22), se¢ tendrd:
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2
e = _Le_ (100 - 0.304617 8 0)~2
105 ( 304617 94 (10)7°)

3
Yo = _Le_ (0.581776 0, - 0.126 585 @, (10)~%)
100

9. Goordenadas del PC de la curva circular (p,k).

De la figura No. 19 se tiens que .-
p = Yo = PC-NM
Para obtener PC-M consideremos al trifngulo EC-M-0 :

¥0 = cos Oe Re

PC-Y = Rc - MO = Re - Rc cos Qe
= Re (1 - cos 8e)
Pero 1 = cog fe = 3en ver 8e
.ontonccs PC-¥ = Re sen ver Qe
¥y por lo tanto:

p-!c-RcBOnvorei.-......... (59)

Otra maners de calcular p e8.-

ﬁ = Yo - (Rec = Ra cos Oe)
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8i

2 4
cos Qe = ]l - Qe ¢ 08 ¢ ...
2 24
2 2
Ge = _le = Le = _Le
K< 2Rc le 2dc

Tomando hasta el 20. término de la serie de M¢ clauren que

nos define & coas 9¢, y sustituyendo la expresién anterior:

Lo 2 Le®
cos €8 = 1 = ( ggg) 2] - 4Rc2 =1l = Le2
2 2 8 rce
1
0 sea que: Re - Re cos Qe = Re « Re (1 - Le? ) Le?
BRc? 8 Re
S84 ademds Yc = Lez (de la expresién (21), tomando hag
6Re
ta ol ler., término) y sustituyendo a 98e = _ La
2 Re
Sustituyendos
| 2 2 2 2 2
p= e - le° = Ble - 618" = 2le
6Re 8Re 48 Re 48Re
P ) = Il.zc-ooooccooo.uool.(GO)

24Re

Ahora para la coordenada k del PC, tenemos:
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k = Xo - IFEG
Nuevamente del tridngulo EC-¥<0 1
“M-EC = Rc sen Oe
¥y por lo tanto:

k-Xc-RcsenQe.........'.........(51)

10. Subtangente (Sto}. Es la distancia entre ¢l PI ¥y

el TE o ET de la curva, medida sobre la prolongacién de la

tangente, se denomina aquf como Ste.
De la figura No. 19
Ste = k + N-PIL
Pero del tridngulo PI-N-Q sae tiene que:

N~PI = (Re + p) tan Q
2

¥ por lo tanto:

”.-k#(Rc#p)tnﬂ_'A__.....ol, o<ooc-._(62)

11, BExterns (Ec). G&Es la distancia entre ¢l PI y la cur

va.

De 1lm figura No. 19, se tiene que: 8
1



del trifngulo PI-N-0
Ec = P1-0 - Re
y PI-0 = (Re + p) sec _{)
2

entonces,-

Ec = {Re + p) sec D =~ BRC v v oo 0 o0 o (63)
2

12. Cuerda larga (Cle). Es la recta que une el TE y IC

oel ET yel CE., De la expresiln (32).

Cle = Xcz + Yc2

13, Angulo de la cuerda larga (@'c). Es el dngulo compren

dido entre la tangente en TE y la cuerda larga.

De las ecuaciones (35) y (36).
p.c. de -1-00000000-0-1003(64)‘
3

donde.-

Zw3.1 % 107 8,0 + 2.3 x 1078 6e®

Cabe recordar que si @e ég;= 16° 1a correceidn 2 sue

le despreciarse.
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. % nte _largs (TL). Es el tramo de subtangente com

prendido entre el TB o ET y la interseccidn con la tangents
a EC o CE.

De la figurs No. ‘19
TL = Xo - QR
Del trifngulo R-Q-BC
RQ = Yo cot 9e
y entonces.-
TL = Xo=Yecot 88 « o o o s s 0 ¢ o ¢ s s o (65)

15. Tangente corta (TC). Es el tramo de la tangente a -
a CE o EC. Comprendida entre uno de estos puntos y la inter
seccién con la subtangente correspondiente.

Bn la figura No. 19, del tridngulo R-Q=B0:

Ig = sen 8o { c¢sc 8o = _TC
IC 1o

y entonces.-

'TGIYOO.CO.QQooooooovooaoo(66)
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16, Radio nominal (Rn}. Es la suma obvia de el radio de

la curva circular ¥y la ordenada del PC de la curva circular -
(P)o

B.DSRCOPQ.-oo..oooooacn30(67)

3.3 Ejemplo numérico.

3.3.1 Célculo de la lonpgitud mfnima de la clotoide ¢ funcién

de el peralte tedrico y de el peralte méximo nermitido o

gobreelevacidn.,

Rn = 460 m.

De el inciso 2.7 tenemoe que.=-
a) Célculo de la velocidad méxima.-

V e513VRn = 5.13Y460 = 110.026> 80

e o V= 80 km/nr.

b) Cfleulo de 1a pendiente méxima de enlace.

Sa = 180 = 2.25<4

0

. 0 S| '. 2.25 -/-tOC
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¢) Célculo del perslte tedrico:

11 2- _]=_1.8 (80)2 = 164,174
Rn 460

Ht = 11,8 V

+ o Ht = 164,174 mm,
d) Célculo del peralte prdctico calculados
Hre = Ht ~ 30mm = 164.174 - 30 = 134.174 om.
e) Céleulo del pefnlte prdctico (Hr).

Para obtener este valor, el valor obtenido en el perslte -
préctico calculado se redondea & su valor entero inmediato supe

riore.

o o Hr = 135<C 160

*

[ ] Hr-l35MO

£) Célculo de la longitud mfnima de la clotoide.-

le = Hr = _135 = 60
Sa 2,2%

e o Le = 60 m.
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3.3.2 Cdlculo de loe elementos de la clotoide necesarios para

sy trazo,

DATOS
aczmus

= 460 m.

0 L "
= 30 28 40

¥ p B 8

60.000 m

20 m.

0
[}

3.3.2 (a) Utilizando las férmulas:
1.) Célculo de Oe .-

98 = Ge Le
40

1la) Célculo de Gc,.-

' Re

1b) cdlculo de Ro.-

Be s Rn - p
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10--) 0‘10010 de Pe-

] - ‘L‘!z
' 24Re
Para aplicar esta férmula consideremos s Rc = Bn y encon
tremos el valor de p por aproximaciones sucesivas, esto es8,-
= ___(60)2
24(460)

pl - 003261

34 Ro = Rn - p

Rcl = ‘60 - 003261 = 4590674

= ‘6022 L 0-3263
24(459.674)

Py
Bcz = 460 - 0.3263 = 459.674
p = 003263 m.

RO = ‘59.67‘ M.

Entonces:

Go = _1145.9156 _ = 2°.4928976
, 459,674

o L "
e GomQ2 29 M
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finalmente.=

o ] »
% =« (02" 2 60
40

0 ] n
L) Os = 03 44 21
2.) Cdlculo de las coordenadas Xc s Ye.

2a) Célculo de Xe.=

Xe = Le 2
100 (100 - 0.00305 9¢° ) =
=_60 0 44" 01"\2
100 (100 - 0.00305 (03 44 21 )¢ ) =

Xe = 59.9744 m.

2b) C4leulo de Yc.-

Yo = -%%5 (0.582 8¢ - 0.0000126 8e>) =

[* 4]

22 (0.582 (03° at’ 217) - 0.0000226(03° 24" 217)3)=

Yo = 1.3053 m.

3.) Céleulo de Ae:



Ac w2090 =
e 30° 28" 40" = 2(03° 44’ 217) =
Dec= 22° 59" 58"
4.) Célculo de Ste .-

Ste =k ¢ (Re + p) tan _\ =k + Rn tan _[}
2 2

4a) C4loulo de Xk .-
k f Xc ~ 3¢ sen 96 =
= 59.9744 - 459.674 sen (03° 44' 21") =
... k= 29,9970 a.

4b) Célculo de p =

Podemos comprobar que el valor de p e3 el correcto, cal-

culdndolo de esta manersa:
p = Y¢ - Rc sen ver 9¢
o [ ]
= 1,3053 = 459,674 sen ver (03 44 21 ) =

- 003268 -} s ° p= 003266 M
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que difiere 5 diezmil{metros del obtenido anteriormente lo que

nos indica que eetd correcto el célculo.
Entonces.-

Ste = 29.9970 + 460.tan _ (30° 28’ 40°) =
2

St. & 155-312 Me
5.) Célculo de Io .=

e = _Qe X 20
Ge

22° 52; 58"
: 029 297 34 (20)

6.) Chlculo de St .-

St = Re tan _ Ac =
: 2

0 ’ ]
= 459,674 tan ( zL:g_zs_ ) =

S5t = 93,519 m.,
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St = Subtangente de la curva circular

7.) Célculo de las coordenadas rectangulares (X,Y) y polares

(d, ) para su trazo en el campo.-
PORMULAS

dn = \/ an + ‘ina = distancim -

polar

ennerlds.ﬂg ”

180
An = tm-l X = deflexibn
X

X, =L(l-_0> )

Yn"I‘(-%—)

Tomando cuerdas a cada 10 m., para el trazo de la clotoides
Para L = 10 n.

[ 2 [ [ ] » [+ ] »
910.(—19-601 (03" 44 21 )= 00 06 13 .9

o [ ] [ ] -3
0,5 = 00° 06' 13 .9(1180)-1.81279::10
o2 2 2
X, = 10 (1 = —2=) = 10.000 a,, =22, + Y2 = 10.000
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.-1 ( 00006

'1°('§—)’°°°°6 Ao = ™ (55500

10 1

Para L = 20 m.

0

2012 (020 22" 01" o 0 .M
62°=-( oo ) (037 44 21') = 00" 24 55. 6

-3
920 = T.25 119 x 10

2 2

2
‘20' 20 (1 = Qig } = 20.000 dzo = xzo + Yzo = 20,000
820 -1 ° 08’ 10"
120-20( 3 ) = 0.048 Ao = tan 1;;8 = 00" 08 19
Para L = 30 m.
0 ] ' "
030 = 00" 5 05.2 d” = 30,000
630 = 0.0163151 /
0 8. »
130 = 29,999 A 30 = 00 18 41
YJO = 00163
Para L = 40 o,
o 0 [} »
940 =01 39 4.7
940 = 0,0290047 . d‘o = 39.998
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() ] [ ]
39.997 Ato = 00° 33 16
Y‘O = 0,387

"Para 1 = 50 m.

0 [y 4 L]
050 = 02" 35 48

Og, = 0:0453199 85, = 44,996
Xy, = 49.990 b= 000 52" 55"
Ygo = 0:755
Para L = 60 m,
9. =03 ()2 esa0® 4 21°
95, = 00652607
Xo = Xgo = 59,9744 8g, = 59.999
Yo = Ygq = 103052 D60 = 01° 14" 48"

Como podemos ver las coordenadas snteriores no varfan priéc
ticamente en nada comparadas con las obtenidas en xc y Yc' -

10 que demuestrs la confisbilidad de nuestros cdlculos.
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Los datos que eon puestos en loe plancs de proyecto de
trazo son los siguientes:

DATOS DE LA CURVA CIRCULAR CON CLOTOIDES SIMETRICAS.

Qe 03%44021" Pls 2+428.184 Ge= 03%34721"
Xem 59.9744 m. A« 30°28¢ 40" Xem 59,9744 m.
Ye=  1,3053 Dew 22 59 S8 Yc= 11,3053
Le= 60.000 Ge= 204928976 Le= 60.000

Ste= 155.312 u.
Ic=.184.529
St= 93.519
Res 459.674
Rn= 460.000
las coordenadas rectangulares y polares para gl trazo
de la clotoide las podemos ordenar como se muestra en la -
tabla I.3.3
El kilomstraje del TE es:
Pl= 2+428.184
-Ste  «155.312
TBe 2+272.872
+Low 60,000

EC® 24332.872
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3,3.2 b.-) Utilizendo tablas.~

I.-) Utilizando laa tablas contenicas en las péginas 342 y 343
de el "Manual del proyecto geomftrico de Carreteras™, edi
tado por la Secretarfe de Asentamientos Humanos y Obras -

Plblicas (SAHOP) , Ed. 1977.

Estas tablas que en el mencionado Msnuml estdn marcadas =
con el némero 7-C en las pdgi&nl 42 y 343 vy que en zste tra-
bajo se insertan tal cudl en las phginas 99 ¥ 1303 008 permi-
ten obtener directamente loe elementos de una clotoiie de IOOm;
de longituad.

Si queremos obtener los elementos para unag curva de longi-
tud ILe, los valores tabulados deben multiplicarse por el fac-
tor le/100,

Estas tablas nos permiten obtener 9e, p , k, Ye¢, Xe, TL,
TC y #'c directameats. lLos demés elementos de la curva, asf -
como las coordenadas necesarias para su trezo loe podemos calcu
lar en la forma como se obtuvieron an el sjemplo anterior.

El valor de Q¢ ¥ #'c es proporcionado directamente. Pa~

ra nussiro ejemplo anterior tenemos que:
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54 p=0,3263

Fntonces ¢

100
pl " )=

100
0.3263( €0 )= 0.5438

Con este valor entramos a la tabla y vemos quet

Para Qe, intermnolando:

Qe
03° 40

50
10

X

Para k¢

k1o

Para Ycs

Ye
2.133

2.229
0.096

X

P
0.53 e 1000.0138) _
0.56 0.03
0,03 %= 4:6
0.0138
. o = 03° 40’
. 100 +_04.6 .
23 44.6 Qex 03 44' 36"
o* 49.993
k= 49.993(322 k= 29.996 m.
D
0.53
256 .096(0.0138)
553 xm 2:0 2.3301 )
0.0138
x= 0,04416
. Yc = *20133
v 100 0.044
2.177 .
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Yc= 20177(100 )
Para Aot
Le P
99.959 0.53
2,204 0.03
b4 0.0138
{e= 99. 957(100 )
Para TL:
o _60
Para TC:
TCygon 33346
C= 33, 346(100
Para f'c
gle P
L} L]
01° 13 19.8 0.53
01 16 39.8 2.56
03 20.0
]
3.33 0.03
x 0.,0138
x 0.03

x= 1.53= 01' 3199

Yc= 1-30b2 D

- 0.004(0.0138)
0.03

99.959
99.957

= 0.002

Xe= 59,974 m.

. =3
i

= 400009 Qe

0= 20. 008 Me

01° 13+ 19.8

p.c’ +* 01 11.2

01 14 51.7

#'cs 01°145107
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11.-) Utilizendo las tablas de las pdginaa 299 a 302, conteni-
das en el lidro "Topograffa II" de el Ing. Alfredo Sala~

zar Torres.

Una de estas tablas se inserta tal cudl en la pégina 108 y
98 la que vamoOg a Ocupar para resolver nuestro mismo ejemplo an
terior. BEsta tabla es la "Hoja No. 6-8", de la pégina 300 en =
el libro mencionado. En estas tablas se considera & la clotoie
de como una curva eepiral, que como ya se dijo anteriormente, -
su radio y su curvatura van variando gradualmente punto por pun
to; son curves compuestas de arcos circulares de longitudes -
constantes, cuyos graedos van aumentando gradualmente.

En este caso a cada punto de la curva compuesta se le lla-
ma ( CC) con su nimero de orden como subfndice (1,2,3,4,etc.).
El grado puede ir aumentando segin una ley que nosotros podemos
;eoogor como mejor nos convenga; una ley ser{a por e jemplo que
los grados vayan aumentando de grado en grado.

las tablas nos proporcionan los datos pars que el trazo de
la curva se realioce como si trazaramos curvas simples, cuyo pro
cedimiento de trazado se supone conocido,

Las tablas nos proporcionan varios elementos de la clotoi-

de, los cudles sons
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JI¥BOLOGIA SIMBOLOGIA

CAMINOS TABLAS
Rn D Radio nominal
k T Abscisa del PC o del PT
de & Deflexién de la clotoide
p d Ordenada del PC o PT
Cle PC-PCC Cuerda larga de la clotoide
Xe, Ye x.; Coordenadas del EC o del CE
TE PC Punto donde termina la tangente

y empieza la clotoide.

(Ver figura No. 19)

Estas tablas son para diferentes variaciones de logs gradoe
de curvatura, vienen para variaciones del 0°15', rara variacio-
nesg de O°30., Yy para variaciones de Olo, siendo estas variacio-
nes para cuerdas de 10 m., es decir que en cada 10 m, dé longie
tud el grado va aumentando 0030'. por ejemplo.

Adends nos proporcionan los valores de las deflexiones ne-
cesarias, segin 1a variacidn que estemos usando, para poder tra
gar la curva como si fuera una curva circular simple, ya sea -~
con el sparato inatalado en el TE o bien en alguno de los CC.

Tanbién las tablas nos proporcionan el logaritmo de Rn, -

con el fin de poder verificar por logaritmos nuestros cflculos.

102



Bl siguiente ejemplo se hard con la simbologfa que se vie-
ne utilisando, tods vez que se hizd una analog{a entre la simbo
logfa usada en caninos y la usada en las teblas,

La variacifn de los grados de curvatura serd de }0' para -

cusrdas de 10 mts,
Entonces se tiene que.-
PI = 2 + 428,184
A= 30° 28° 40°
0 ’ ]
Ge = 027 29 34
variscién de 30' por

arco de 10 m.

l.=) Célculo de Ste.-

Ste sk + (R + p) tan 8/2 = k +Bn tan O/2

Para obtener Rn se tieno.-

Ge Rn = D
X = 22'26'”;11:581!
;o 00' 57%.298 30° 112.827
2 30 458,617
30 114.481 573.798
29" 347=291567 x - _112.827
460,271
o.o h - 460.271'0
Ahoras
O =15% 140 200 i tanl/2 = 0.2724229
2 }

(valor obtenido por tablas trigo .
nométricas o cualquier otro mé-
t°d°)o
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. Bn tan /2 =

= 460.271 (Q.2724229) = 125.368

Para obtener k me tiene.- X = 20.567( 4.998) = 4.926

30
Ge k=17
2° 00 14.999 14.999
20 19.997 4.926
30 4,998 19,925
29.567 x

k = 19,925 m.

como me puede observar k tieme distinto valor y es que usando
estas tablas, la longitud de la curva depende exclusivamente de
1la variacién del grado de curvatura.

Entonces.~-

Ste = 19,925 + 125,388

st. = 1‘5'313 m.

Verificando el cdlculo por logaritmos para tener mayor se-
mid‘do-

Log Ra= 2.663014

10g tan 15° 14' 20"=_9,
2.0982%8

Antilogaritmo = 125.388

k = _19.925
145,313
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Como ae puede observar el célculo esté bdien,
2.-) Céloulo del kilometraje en el 1B

TE = Pl - Ste

2 + 428.184
1B = 2+ 282,871

En el TE y. EC como los puntos son obligadoe, no se com
pleta la estaciln de 20 m., como normalnente se realiza el prine
cipio de las curvas, sino que se va lleyondo 1a fraccién, y se
completa la estacién de 20 m. hasta el EC, o sea en la curva -
circular simpla, por lo tanto para el primer punto visado, le -

agregamos 10 m. al kilometraja del TE,

3.=) Célculo de la longitud de la clotoide.-

Le = _409e
Ge

De las tablas se tiene que.-

' o o
Ge O¢ X = 22056!‘01 z - 009855666

2° 0o 1° 30’ 30

30 2_30

307 91° 00 | x a 00° 59° 08"
29,567 x

0 L]
o1 3,
59 08

02" 29

ge = 02° 29° 08"
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0 [} [ ] -

02" 29" 34

Pinalments podemos ordentr las deflexiones que obtenemos -

de la tabla en la forma que sigue:

a.-) Si las deflexiones las medimos a partir del TE, se
toman los elementos de 1la parte donde dice deflexio-

nes, de el ler, renglén, o asea trénsito en PC (TE).

ESTACTON P.V. DEPLEAIONES  OBSIRVACIONES
TE 2 + 428,184 438,184  00° 01 30 cc1
448,184 0 18 30 cc2
458,184 00 3% 15 ¢c3
468,184 00 56 12 >4

teniendo el inicio de la curva circular simple (EC) esta se =

puede trazar por el método tradicional.

b.~) Ahora supongamos gue por necesidad se tuviera que €9
locar el trdnsito en 002 ; entonces las deflexiones
se tomarfan de el ler. renglén o sea trénsito coloca

° [ ]
do en CC 01" 30 .

ESTACION Pa¥e DEPLEXTIONES  OBSERVACIONES
428.184 00° 26° 30 T8
438.184 00 15 00 ce1
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CC, 2 + 448,184 cc2

2

458.184 00° 22' 30" cc3

468.184 00° 48" o" EC

La cloteoide de salida se calcula en forma anéloga.
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CAPITULO 4. -

/

4. OTP2AS PORMAS DE UTILIZAR LA CLOTOIDE COMO CURVA
DB ENLACE.

4.1 Ia clotoide como gurva de inflexifén,

la curva de inflexién es una curva en forma de 3, que
une dos arcos de circunferencia, de curvaturas contrarias,
sin alineacién recta 1ntenmed1a.'

Consta de dos ramas de clotoide, con radio Raoo en su
punto de origen comin, y la misma tangente en dicho punto.

Cada rama puede tener pardmetro distinto. Sin embargo,
generalmente, se escogen pardnetros iguales.

Para ol oflculo es preciso tener en cuenta, también,
las clotoides exteriores enlazadas con los c{rculos. Por.
coﬁliguinnto, el trazado total es la‘Qucoai6n clotoide~
c{rculo-clotoide de inflexidn-cfrculo-clotoide.

Tanto los pardfmetros xl, ‘2' x3 , como los radios
Ro,y Re, , puodon‘tonor nngn&tudoi cuslesquiera. Adeads
de los elementos cltidoo, obtenidos grificanente, es pre
ciso que esté determinado el segmento N que se introduce

com0 un valor obligado, Ver figura No. 20.
Se utilisa la aisas eimbologfa yue se ha venido usag

do & 10 largo de este trabajo, pero ahors sl subfndice ig
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dica a gue clotoide se estd refiriendo, por ejemplos
Zi- Parémetro de la primera clotoide.
Ki= Parémetro de las clotoides de inflexién.
12- Parfimetro de la segunda clotoide,

Y ademds se utilizan otros simboloe que mde adelante se
verd que significan.

Los datos con que se cuenta son los sigulentes:

DATOS:

Coordenadas de log puntos de inflexildn siguiantes:

PI_, PI

9
Adeunds:

120 Py ¥ 1Yy

1
Ki» Reys Ki, e,y Ka, N.
las incégnitas que debemos dempejar para poder trazar la
curva en el campo son las siguientes:
INCOGNIPAS:
a.) Elementos de las clotoides para xl. Ky Ka, necesa~
rios para su trazo en el campo.
b.) Coordenadas de los vértices o puntos de inflexién sji
guientes:
PIlO' lel -
c.) Xagnitud de las subtangentes:

T), Steyy, Ste,,, T,
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Ple

Fig. Ho. 20 La clotoide como curva de inflexidn. m



d.) Desarrollo de los arcos ciroulares:

1.

2.

3.

4.

5

6.

7.

DR A )
SOLUCT ON

Los elementos de las clotoides se pueden obtener con las

férmulas vistas anteriormente o se pueden obiener por me

dio de tablas como las descritas en el capf{tulo anterior.

Mediante los elementos obtenidos en { 1 ) , obtener las

coordenadas del centro 01.

Referir las coordenadas de 01 2 la tangente PI .- PI'

dando como resultado: P‘Ll ygl.

Hallar la distancia Ol- 02 o=

De la figura No, 20 se observa que:

12 11

01- 025V43c1¢Rc2+p11+p12) + (kil+k12) .

Hallar los gegmentos &, b y ¢C.
Nuevemente de la figura No. 20:
a-(Rcd-pz\-q‘l......-...o.
b-\l(O-O)Z-az....-....;..
ce £y <0 <k,

Mediante l0s elementos con que se cuente

denadas de 02.

1

. (68)

......(69
.000..(70

oooonn(?l

hallar las coor-

Hallar el acimut de la l{nea 01.02 ( Azo). mediante las

coordensdas de 0, y 0, « Si e quiere como prusba, se pue



de haller 01-02 a partir de las coordenadas calculadas,
8. Hallar el éngulo & .

Nuevamente de la figura No. 20 .
k11¢ k12

tan&:g;-l+Rc'2'*pl+p2 ..n.--oo'l.(72)

9. Hallar los &ngulos de deflexiénf,, yA,, . Para esto pri

mero obtenemos 1lo0s acimutes Azg-lO' h'g Azll'-l2 nediante
laas coordenadas que se obtienen de estos vértices,

Ahora obtenemos el acimut de la lf{nea PLyg=PIyq» que
en ¢l acimut de la tangente de inflexién, lo designeremos

como Azl y vale:

0 .
AzlnﬂzogszQO ootoc-o.olooo’oo-(73)
El signo de & depende de diversos factores; lo mejor

es deducirlo de un croquis a escala.

Finalmente AlO y A se obtienen como diferencias emn

tre 1os acimutes ( Azg 157 -A ) y ( Azll' Tl 1 ). E1 sig

no de la diferencia se deduce también mediante un croquis.,

10. Hallar las subtangentes Tl' St°11’ St'tz' T2 mediante el
método expresado en el capftulo anterior.

11. Hallsr los elementos de la polfgonal PI.- PI

9~ Plio= I3y PIp,
a partir de las subtangentes N, Tl' St'il' ;tgiz, T2 ¥y S,
y de los 4ngulos Alo y All' De eate modo se obtiene una

comprobacién y, al miemo tiempo, las coordenadas definiti
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vas de los puntos de inflexidn PIlO v PIll. Seglin la expo-
riencia, el error de cierre no debe ser mayor de + 3 cm. ;
en caso contrario existe algdn error en los célculos.

Las coordenadas de PI'll Y PI'la ya no sirven y las po
demos suprimir.
12, Finalmente hallamos los desarrollos de los arcos‘;i y

b2 :

De la figura No. 20:

Si: e, = AlO =( Al -Ail)

90,2 0y (8, =0y5)

] . 0 0 2 L] L4 ( 74 )

Entonces:
sS4 bl . Rcl.TT
G, 180°
Entonces:
— RCy e Qe
b.= —l—n—J
1 180°
y l’o--no.'l(75)
— Rczoﬂ.%z
b,= °
180

4.2 Curva circular simple con clotoides asimétricas.

Algunas vecee el terren¢ no permite utilizar la curva
circular simple con clotoides simétrices y se tiene que uti

lizar este tipo de curva, tembién es debido a que algunas
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veces las subtangentee se superponern 2l introducir las cur
vag clotoides y hay necesided de modificar la longitud de
una de ellas; trayendo como consecuencia que se necesite
calcular por separado los elementos de trazo para cada una
de ellas.

En la figura No. 21 se puede observar que para cads
curva olotoide existirdn diferentes valores para cadia uno
de los elementos que las comforman, calculandose cada uno
de estos en la forma que ya se vid anteriormente, & excep
cién de las subtangentes que se calculan como en seguida
se expone:; '

Se tiene que:

Ste

1™ &y AB~ PI-B

Para kl ya se dedujo en el capftulo anterior como se

calculs su valor y es igual as

k.= Xc

1 1 -Rcls-neo

1

Ds la figuras No. 21 =e puede ver ques
A=DB= Rnlt.ﬂLéi
Y también se puede ver gues
PI-B || rp
BP |1 IP
IN= P, ~Po" M
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Se puede deducir por lo tanto que el cuadrildtero:
PI-.P-P-B es un rombo.

Esto debido a que sus lados opuestos son paralelos y
adends las perpendiculares a estos lados y que pasan por
el vértice opuesto a ellos, tamdién lo son.

De lo anterior y de la misma figurs se puede deducir

que:

P PP <S8 TR " eer R

[ 2
ot Pl-Be (pl- pz)cacA
Y entonces:

81;01- qu- Rnltm-e- - (pl- pz)oao A v v {16)

Sabiendo ques

» Bnl- Rc1+ P

Abora para Stozs

stozc k2¢ He¥F+ Pl=F

k2- xcz— Rcznenéoa

B-Fe anztm‘g.
Plufm (pl- pz)elc

En este caso Ros Rcln Bc2

. ¢ ., Stemk.e mztm—e- + (pl-‘pz)Olc”A e (T7)
Tanbién: Rn,= Ro+ p,

17



CAPITULO 5 .-

S5« TRAZO DB CURVAS CIRCULABRBS CON CLOTOIDES SIMETRICAS.

Bate procodtQionto de trazo se tomd del "Instructivo
para el trazo de laﬁ curvas en el campo® qus edits la Com=
pafiia Mexicana de Aerofoto, aunque se le hicieron algunas
modificaciones.

Los pasos que se deben de seguir para el trazo de
estas curvas son loeg siguientes:

12 Deberén ser recabados de 1os planos de proyecto de tra
80, los siguientes datos:

Tomando los datos del ejemplo anterior:

[ X ¥
00-03044 *21* Pl=2+428.184 0.:03°44 21" 0,000 0.000 0.000

Xow59,9744m. Lm30°28'40" Xo=59.9744 2.10.000 10.000 0,006
Yo= 1.3053 Acm22 59 58 Yomw 1.3053 20.000 20.000 0.048
16w60.0000 Gcm2.4928876 Lew60.0000 30.000 29.999 0.163

Ste=155.312 n. 40.000 39.997 0.387
lo=184.529 50.000 49.930 0.755
St= 93.1%9 60.000 59.974 1.305
Row439.674
Rnw460.000



Donde como ya se vid anteriormmentes
X e Y;s Son las coordenadas de los puntoe sobre las clotoides
(para el trazo por coordenadas).
ds Son las cuerdas de los puntos sobre las clotoides (pa
ra el trazo por deflexicnes), los £ngulos como ya se
vié anteriormente en ¢l ejemplo numérico se calculan
trigonométricanente con los valores de las coordenadas.
Para los dends elementoe se puede consultar la simbologfa

que se da en la figura No. 19.

22 Intersectando las tangentes se localiza el punto de inflex
i6o ( PI ).

32 Centrando el teodolito en el PI y visando un punto eobre
1a tangente, se mide la distancia Ste a partir del Pl y
sobre ambas tangentes, obteniendo asf los puntos TE y ET.

422 partir de los puntos TB y ZT, ee procede a medir ﬁutc
el PI y sobre la misuns tangente la distancia Xc.

52 Gonocido el punto Xe, | procedeacs a medir sobdbre la misma
tﬁguto y en direccidn del T2 1a distancia U, con la que
obtensmos el punto Q.

(Como se puede ver en la figura No. 19 U-v!cco-Oo )e

62 Centrando ol aparato en ol punto Q ss visa el PI y se mi-

de ol £ngulo Ge, con lo que se define la tangenmte scbre
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la cufl se mide la distancia 70 para obtener as{ el punto '
BC y a partir de este la subtangents de la curva circuler.
79-. Se traslada el aparato al punto Xc ya determinado con ante
rioridsad, visando ¢l PI, levantando una normel en direccién
a la curva y midiendo la distancia Yc comprobamos la ubica
cién del EC.
NOTA: Si tanto lineal como angularmente coincide este punto
con el EC ubicedo anteriormente (ver punto 62) se procede con
el trazo, de lo contrario se revisan los pasos anteriores de
trazo o los cflculos pars encontrar el error y corregirlo. Es
tos mismos procedimientos se lleverdn a cabo sobre las dos tag -

gentes, obteniendo de esta manera los puntos principsles de la

curva (7B, EC, CE, ET) .

5.1 Métodos de trazo,

Existen dos procedimientos para efectuar el trazo de una
clotoide en el caapo.
a.) Por deflexiones.
b.) Por coordenadas.
a.) Traso por deflexiones:
1os datos necesarios pars realisar el trazo por este pro
cedimiento soni fngulos (deflexiones) y distancias (A y 4 -

respectivaate ).
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Centrando el aparato en el TE visando al PI, medimos cada
una de las cuerdas mediante la deflexifn y la distancia correg
pondiente, hasta llegar al EC (§ltima deflexién).

b.) Trazo por coordenadass

Datos necesarios; coordenadas X e Y,

[
]

2 Conocidas las tangentes TE-PI (Stel) y ET-PI (Stez), que pa
ra este caso son iguales, ubicamos cada una de las abscisas
I.

22 Centrando el aparato en ceda uno de estos puntos y levantan

do una normal a las tangentes, medimoes la ordenada Y.

w
]

2 Uniendo estos puntos se obtienen cada una de las cuerdas de
1a clotoide.

Este procedimiento se recomienda para el caso en que se traba-

Je sobre un eje auxiliar § cuando se encuentra un obstéculo -

que impida el trazo por deflexiones.

El trazo de la curva circular se realisa de la manera tradicj

onal & partir de los puntos EC y CE.
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