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PROLOGO

Hiétdricamente hablando, los principios fundamentales de la-
resistencia de materimles se desarrollan casi totalmente deg—-—
pués de las leyes de la estdtica, dsta considera los efectos ex
ternos de una fuerza sobre un cuerpo {cambiando su estado de mo
vimiento). Mientras que la resistencia de materiales trata de =
los efectos internos, es decir, los estades de eafuerzo y defor

macién producidos dentro de los limites del cuerpo.

Al elaborar ésta tesis se penso en la importancia que tiene-~
ésta materia como base para el disefio en. ingenieria. Una buena-
parte del trabajo se preparé con notas tomadas de eclase y de ——
las prdcticas de laboratorio correspondientes al cursc de Mecd-
nica de Materiales I, Por esta razén, se ha escrito teniendo en
cuenta principalmente el pﬁnto de vista del estudiante. Como se
proporciona suficiente materiél ¥ ajercicios, el fexto puede ——
servir para estimular a los alumnos & que continuen sus investi
gaciones en espta drea de la ingepieria. Tombién se espera que -

pueda servir como libro de consulta o de referencia.

Bl capitulo I relaciona los conceptos bdslcos més importan—~'



tes del curso. El estudiante debe de comprender a fondo le ter=
minologfa empleada y analizar las formulas que daran por resul-
tado los valores requeridos. Pero més importante es "visuali-w—
zar® el comportamiento de los cuerpos sujestoas a cé.z-gas. Los @——
Jercicios numéricos en este capftulo se colocan hasta el finsl,
con el objeto de gque primero conozcan los conceptos expuestos.—
Egta dispesicidén no se continda en los siguientes capftulos, de
bido a que la mayoria de los lectores habrén pasado las dificul
tades inicizles con el nuevo vocabulario, técnicas bdsicas de -

investigacién y objetivos del curso.

En la realizacidén de esta tesis influyeron los profeéorea de
eata asignatura de la B.N.E.P. Arzgdén, los compafieros de la es-—
cuela y el trabajo (Subdireccidn de Iaboratorios de la D.G.S.T.
de la S¢T), asi como los libros consultados y reseflados en la =
bibliograffia, Bn partfcular expreso mi gratitud al Ing. Pablo -
Garcfa San Martfn, por su apoyo en la seleccidn de grificas ¥ -
figuras, ¥y en la reviesién del original,
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CAF. I. INTRODUCCION Y CONCEPTOS BASICOS

I-1, OBJETIVO DE IOS CURSOS DB MECANICA DE NMATERIALES

El objetivo de estos cursos ©s proporcioner al estudiante de .
ingenierfa, los conocimientos que le permitan investigar las ——
relaciones que existen entre las fuerzas exteriores (cargas), =~
aplicades a una estructura de ingenierfa, con la naturaleza de-
las fusrzas internas (eafuerzos) y las deformaciones resultan--—

tes,

Es préctica comin denominar a la resistencia de materiales —
como. "Mecdnica de los 861idos deformables" y considerarla como-
una rama de la mecédnica tedrica, debido a que se basa en las le
yes de la estdtica, sin conocirciento de lus cuales el estudio -
de la resistencia de materiales seria imposible. Sin embargo, -
no debe preocuparnos mucho el titulo de esta materia o 1la forma
en que se expongan los conceptos, lo importante es ' comprender -
loa métodos analiticos que nos permitan determinar la resisten-

‘cia, la rigidez y la estabilidad™ de los diversos elementos que

* Estabilidad. Bg-la propledad del sistema de mantener su. esta-

do de equilibrio durante laes acciones exteriores.

1



soportan cargas.

Como podemos inferir fdcilmente, todos los sblidos, en cier—
ta medids, tienen las propiedades de resistencia y rigidez, es-—
to quiere decir que, dentro de ciertos limites son cépaces, sin
sufrir grandes variaciones en sus - dimensiones geométricas y ain

llegar a la rotura, de soportar cargasS.

Por otro lado tenemos gue, la resistencia y la rigidez de —-—
una pieza estructural dependen de =sus dimensiones, de su forma-
Y tembién de ciertas propiedades fisicas del material de que es
td constituida. Estas propledades de loa materiales estdn gene-~
ralmente determinadas por el estudic experimentel de su compor-
tamiento en una mAguina de ensaye., Bl estudio de la resistencia
de méteriales tiene por objeto predecir precisamente de qué mo-
do influirén estas propiededes geométricas y fisicas de la es;—

tructura en su comportamiento en las condiciones -de servicio.

En resumen, en este curso se estudian las caracter{sticas —-
del comportamiento mecénico de los materiales y los concepfos =
bésicos paera el dimensionamiento de elementos estructurales, —-
Ademés, se-incluyen numérosos ejercicios que nos permiten cono-
cer el diseflo de miembros sujetos a carga axial, flexibdn, tor—-

8ibn, etcs, empleando cualquiera de los materiales comunes en -

construccién.

1-2, EL PROCESO DEL PISERO ESTRUCTURAL. SOLICITACIONES. RESPUES
TAS.
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En este trabajo, el término ESTRUCTURA se usa en el sentido—
de que nos permite representar edificios, puentes, mdquinas y -
realmente cualgquier cosa que se disefis para soportar cargas a--
plicadas. Todas las estructuras de ingenieria, se construyen en
samblando diversas partes, generﬂlmehxe llamadas MIENBROS, pars
formar el producto terminado.

La resistencia de materiales no es un curso de disefio estruc
turnl (o de disefio de mdquinas), pero proporciona las bases pa-
ra un dimensionamiento cientifico en estos cursos. El objetivo-
del disefio consiste en determinar lms dimensiones y caracteris—
ticas de los elementcs de una estructura para que esta cumpla -
cierta funcién con un grado de seguridad razonable. Debido 2 eg
to en preciso conocer las relaciones que existen entre las ca-—-—
racterfsticas de una estructura (refuerzo, tamafio, etc.), las -
solicitaciones que debe soportar y los efectos que onroducen en-—
ésta. En otras palabras, es necesario conocer las caracterfsti-
cas ACCION-HESPUESTA de la estructura.

Las principales solicitaciones o acciones exteriores son: el
pesc propio, las cargas vivas, las presiocnes por viente, las a-
celeraciones por sismo y los asentamientos. la respuesta de una
estructura o de un eiemento; es su comportamiento bajo una ac——.
cién determinada, Fuede expresarse como deformacidén, agrleta—f—
‘miento, durabilidad, vibracién. Desde 1&930 la rgépueéta'es-fug
cién de las carzacteristicas de la estructura ¢ del elemento es—

tructural considerado.



En 168 prodedimientos de disefio, el dimensionamiento se lle~
va &8 ¢abo & partir de las scciones interiores, calculedas por -~
medio de un analisis de le estructura. Dete noteErse que, para -
digefiar satisfactoriamente no sismpre es necesario obtener las-—
acclones interiores inducidas por las solicltaciones esteriores.

Nuchos diserios han sido desarrolludos directamente a partir del
estudio de modelos estruciurales.

En general en &ste campo de estudio el ingeniere sa enfrenta
con dos tipos de problemas, DIVENSIONAMIENTIC y REVISION. los -—-
problemas de dinmensionamiento son aguellos sn los qus as necesa
rio determinar, de la menera méds econdmicm, el material, forma~
y tamafio que debersa tener un cuerpsc para resistir la aceidn de;
las fuerzas externas. En los probelmaa de revisidén los datogs ——
que se conocen scon el tipo de material, la forma y tamafio del —
cuerpo, asf come las cargas que este debe resistir y el pto—~
yectista tiene que calcular la magnitud de las fuerzas internas

.{esfuerzos) gue se originan en dicho cuerpo, parz decidir si au
tamafio es suficiente o no,

173.‘RELACIONES CARCA~DEFORMACION. MATERIALES DUCTILES Y FRAGI-

LES. COMPORTAMIENTO BLASTICO (LINEAL Y NO LINEAL) & INEIAS
TICO. ’

Carge. (P). Se dice que existe una carga, cuando se tiene una
fuerza aplicéda a ung estructura de ingenieria.

Deformacidn total ( AL 6§ u). B8 1la alteracidn o variacidn de-’

la forma, en este estudic nos referimos al incremento longitudi



nal, siempre y cuando no este referenciado a la unidad de longi
tud.

P b P

. L 4 AL

b

FPig. I-l. Croquis de una probeta sometida a la carga (P) y -
su deformacidn total (AL).

La barra de la figura I-1, se alarga 11geramente'debido a la
aplicacién de la carga. En resistencia de materiales, estos cam
bios de longitud también se conocen como elongaciones, contrac—

ciones o bien, deformaciones totales,

Los laboratorios de ensaye de materiales estdn equipados con
miquinas apropiadas que producen ciertas deforuwaciones tiplicas-
de las probetas o muestras de ensaye, tales como las de tensién,

compresidn, torsidén y flexidn.

De todos los ensayes mecédnicoa de loa materiales de construg
‘cién, los que mds ampliamente se utilizan son los de tenéi§n. -
Para permitir una comparacién de los resultados de los ensayes-
sobre'un material, con los obtenidos & partir de ensayes sobre-
otxro material,.los procedimientos y las proporciones.para las. -
probetas (dependiendo del mﬂterialvque se este muestreando).'—-

han sido normalizados,



Relaciones carga-deformacién. Ordinariamente las mdquinas de
ensaye a tensidn, eatan provistas de un dispositivoe que traza -
automdticamete, a cierta escela el DIAGRAMA DE ENSAYE represen-
tando la relacién entre la carga (P) y la extensién (AL} de 1la—

muestra.
P

AL ,u

FPig. I-2. Diagrama cérga—deformacién total para el acero al-
carbono.

En la PFig. 1-2, eatd representado el diagrama cafga—deforma—
cidn total tfpico para el acero al carbono, veamos algunas parti
cularidades ssenciales de gate tipo de diagramaes

La zona de elasticidad (OA). Trabajando en esta zona, el ma-
terial recobrard su forma original una vez retirada la carga, -

es decir que, se comports segiin la ley de Hooke.

la zona de fluencia generai (AB). Agquf tiene lugar un aumene
to considerable de. 1n longitud de la probeta, sin el aumento —— -
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apreciable de la carga. la existencia del eacaldén de fluencia -
(tramo AB del diagrama) no es caracterfstico de todos los meta—

les,

Ia zona de endurecimiento (BC), En esta zona el alargamiento
da la probeta va acompafindo del correspondiente asumento de la -
carga, pero de manera mucho mds lenta (cientos de veces) que en
el tramo eldatico. En la etapa de endurecimiénto en la probeta-
gse vislumbra el lugar de la futura rotura y comienza a formarse
lo que generalmente se denomina CUEiLO, estrechamiento local de
la probeta (Pig., I-3). Si se observa cuidadosamente la probeta-
durante el experimento, se nctard que mientras el espdcimen sge-

estd elargando, su didmetro también se va reduciendo.

(a) (b)

"Fig. I-3. Antea (a) y despuds (b} de la carga.

la zona de fluencia local (CD). Aquf el alasrgamiento de la —
probeta transcurre simuiténeamente & la disminucién de la fuer—:
z&, a pesar.de Qué el esfuerzo (promedio) eﬁ'la seccidn trans——
versal del cuello_aumentﬁ. El alargemiento de la probeta tiené,;

en este caso, un-ecaracter local.

El punto (D) corresponde o la rotura de, la prohéta._Eh'el oa



8o de muchos materiales la rotura ocurre sin la apreciable apa-

ricidn del cuello.

Si el espécimen sujeto a tensidn se carga dentro de los 1imi
tes correspondientesa la zona eldstica y despuda se deacargu; -
loe puntos traszados en el diagrama durante la descarga quedaréﬁ
sobre la recta original (0OA). Sin embargo, =i el eapécimen Be -
carga por encima de esta zona, como es el caso del punte (K), -
en la Fig., I-2, entonces durante el proceso de descarga, la de-
pendencia entre la fuerza (P) y la extensidén (AL) se representa
rd por la recta KI, El ensayc demiestra que esta re¢ta es para-
lela & OA. Al descargar el espdcimen no dessaparece completamen—
te el alargamiento, sino que disminuye sélo en una hagnitud i--
gual a la parte eldstica del alargmmiento (segmento IM). El seg
mento OL reprecenta el alargamiento residual y se dencomina ALAR

GANIENTO PLASTICO. Asi pues,

Od = 'ALgjis + Alres

Al cargarla de nuevo, ol diagrama de tensidén ird por la rec-
ta IK y después segin la curva KCD (P;g. I—z), como si no cais—
tiera descarga intermedia alguna

Para dar una valoracidén cuantitatiVva de las propiedades del-
maferial, construimos de nuevo el diagrama de tensién, pero en-
el sistema de coordenadas ¥ y £. Para ello, dividimocs entre —-
"A"‘las ordenadas y entre “IL'"las abscimas, siendo A y L, respec
tivamenfe, el dres da la seccidn transversal y la longitud de -



trabajo de la probeta antes de ser cargada. Puesto que estas -
magnitudes gon constantes, el diagrama U= f{ £) de la Fig.,I-4
tendrd el mismo aspecto que el diagrama de tensién P = f (AL) de

la Pig. I-2,

P 4
T == = S
A Zona
pldstica
L .
Zona
eldatica
o AL ~ u
E=3 =7

Pig. I-4. Diagrams esfuerzo-deformacidén unitaria para el acg

ro al carbono.

Katerialeas ductiles y frédgiles. los materiales metdlicos usg
dos en la ingenierfia ge clasifican generslmente en ddctiles y -

frégiles.

Un material es ddetil y maleable si puede soportar grandes —
deformaciones pldsticas (residuslea) antes de 1la rotura. La‘dﬁg
 ¢ilidad est£ asociada con los esfuerzos de tensién (por ejemplo;
un material puede. ser estirado en alambres); la maleabilidad es
td asociada con los esfuerzos de compresién (por ejemplo, un ma
terial puede ser laminado en hojas delgadas)}. La mayoria de loa

. materiales que son ddctiles tambidn son maleables,
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Ia frdgilidad es la propiedad opuesta a la ductilidad, y.cog
Siste en la capacidad del material de destruirse sin deformacig
nes residuales apreciablas. Entonces un material frdgil (o0 me--
jor dicho, quebradizo) se fracturard a deformaciones relativa-—
mente bajas. En estos materizles el ALARGAMIENTO A LA ROTURAY —
(d) no supera el 2-5% ¥, en toda una serie de casos, es del-

orden de centésimos de por ciento.

Ia ductilidad y la fragilidad pueden ilustrarse fdcilmente -~
mediante dimgramesesfuerzo~deformacidén unitaria, tales comé los
de la figura I-S5.

g

(a) mat. frégil

(b) mat. ddetil

1
i
i
! l
1 |
1 1
| |
! I

|
: |
€ &

[o]

! &

R R

Pige I-5. Diagramas esfuerzo-deformacidén unitaria para mate—
rial frégil (a) y material ddctil (b).

La grdfica (a) muestra el diagrama esfuerzo-deformecidén uni-
. tarie pars un material frégil o quebdradizo. Puede verse que la-
‘elongacidén total antes de 1z rotura es considerablementg menor-—
que la del material ductil, representado por la grdfica (b).

+fVéase la sec. I-4, donde se ddfine el alabgamien;o a la roturs,
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Ia divisidén de los materiales en dictiles y frdgiles es con-~
vencional ¥ no solamente porque entre unos y otros no existe un
1{mite bien definide del alargamiento a la rotura (d ). Segin -
-gsan lasg condiciones del ensayo, muchos materimles frdgiles san
capaces de comportarse como ddctiles y viceversa. Precuentemen—
te se toma como linea divimgoria entre las dos clasea de materia
les un alargamiento arbitrario (deformacidén unitaria) de 0.05 -
cm/cm; es decir, si un material ge fractura a una deformacidn —
unitaria de 5% o menos, se considera como quebradizo.

Blasticidad, Es la propiedad que tienen los materiales pars—
recobrar su tamafio y forma originales, cuando se retiran lag -~
fuerzas a que han eatado sometidos. Esta propiedsd es muy varig
ble entre los diferentes materiales, ya gue algunos nNo ITOCUDE~-—

ran sus dimensiones originales, mfds alld ds cilerto esfuerzot

Comportamiento eldstico. En este caso nos referimoa al com~-
portamiaﬁto de los matariales que estdn sometidos a un cierto -
nivel de carga y/o esfuerzo, que unlcamente les producen defor-
maciones eldsticas {(deformaciones no permanentes). El material-
trabajado en eate rango eldstico, es capaz de recuperar por com
pleto sus dimensiones iniclalea, despude que se han ratifado -

‘1as. fuerzas deformadoras.

* Este easfuerzo se conoce como Limite de elasticidad y se. estu~

dia detalladamente en le seceidn I;4, en "Diagramas esfuerzo-de

" formacidn unitaria®
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Comportamiento eldstico lineal. Es el comportamiento de los-
"Materieles eldsticos" (materiales gue presentan un rango elds~
tico amplio, en comparacidn con su rango pldstice), cuyo diagra
ma esfuerzo-deformacidn unitaria estd representado por una 114-
nea rects (Fig. I-6(a)), esto quiere decir, gue entre la carga-
aplicada y la deformacién que se produce, existe uns relacidn -
directemente proporcional,

o Ty
Carga Cargsa
j/ Descarga
Descarga
£ €
(a) (1)

Pig. I-6. Comportamiento de los materiales en el rango elds-
tico: (&) lineal, (b} no 1inenl, :

Comportamiento e¢ldstico no lineal. Es ¢l comportamiento de .=
1los "Materiales eldsticos"™ que presentan una curva en su diagra
‘ma esfuerzo—deformacidn unitaria (Pig. I-6(b)), esto quiere de—
eir.que, la relmcién existente entre la carga aplicada y ia de-
formacidén que se presenta, no es directamente proporcional, pﬁp
.diendo ser parabélica o expomencial. . )
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Plasticidad, Es 1ls propledad opuesta a la elasticidad, Un ——
"NMaterial perfectamente pldstico™ as el que no recupera sus di-—
nensiones originales una vez gus se retiran las cargas que cau=
‘earon esta deformacidén., Probablemente no exista ningin material
perfectamente pldstico, Ejemplos de estos materisles son el bae
rro y el plomo,

Se considera como medida de 1la plasticidad el alargamiento -
en el momento de la rotura (d ). Cuanto mayor sea d tanto mds—
pldsticoserd el material,

Comportamiento ineldstico (plédstico). En este caso nos refe-—
rimos al compartumiento de los "liaterimles Pldsticosn", es de—-
cir, materiales gque cuasndo se les aplican cargf responden con -
una deformacidn ingléaticé (también conocida como deformacldén -
pldstica o permanente). Por lo tanto, hay que tomar en cuenta -
que trabejando el material en esta zona pldstice subsistirdn de
formaciones permanentes en el elemento {o la estructura ) al ——
descargarlio., Véase la Fig. I-4,

I-4. ESFUERZO0 NORMAL Y DEFORMACION UNITARIA. HOUULO DE ELASTICL
’ Dab. e ‘

Traténdose de problemas planéres la notapién Yy representaQQ-_‘A'

cidn esﬁuemétida,de las componentes de fuerza y momepto que se— -
.. emplean en este texto, se indican en la Pig. I-7.
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i z A Adrea)

Pig. I-7. Definicidén de componentes de magnitudes relaciona-
das con fuerzas y momentos, en la seccidn transver

881 de un cuerpo.

) Por tanto observames que, en la seccidn transversal de una =
viga pueden ser necesarios tres elementos de un aintema de fuexr
zag ‘paras mantener el segmento en equilibrio. Tales elehentos —
son una fuerza axial (P ¢ Pn), una fuerza cortante (V & Pv) Y -

un momento flexionante (M).
Esfuerzo®. K1 esfuerzo es una funcidn de la fuerza interior-
en un cue}po, que a su vez se produce por la aplicacidén de fuer

zas exteriores.

Para entender la composicidén y distribucidén de las fucrzas -

* En algunos textos se utiliza el término TENSION en lugar del-

de ESFUERZ20.
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interiores, consideremos una barra simple sujeta a una carga --

axial (P) en cada extremo, como se representa en la Fig. I-8.

P T~ :
¢i><§\\\r7 - P.

P =S

Fig., I-8, Carga axial e intensidad de la fuerza en una barre

‘simple.

La fuerza interior tota) en la barra es 1la resultante de to-

déa las fuerzas en las fibras y es igual a (P). Sin embargo, no-
es codﬁn hablar de la fuerza total en la barra, sino mds bien -
. dé'la intensidad de la fuerza en laz fibras. Esta "inténsidad -
 66 la fuerza" ae llama. BSPUERZ0 o ESPUERZ0O UNITARIO,. y se defi~

ne como la fuerza por unided de drea. En términos algebraicoa,

Esfuerzo = (an./Long?) ;(I,l)

|
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51 separamos de un cuerpo sometldo a cargas exteriores, un -~
cubo de dimensiones infinitesimales, figura I-8°'. Todos los es~

fuerzos que actdan en €1 se pueden identificar perfectamente.

5’1 LA
(]
' T
L
1 ¥z
[\ ": - -r” Ty
”~ -
x4 — =y T2y H o
P -
. Tz
' ZX
T SO s MO L . x
z .
a” il
‘,’ ‘—1
:7
K
z
¥

Pig, 1-8°. Estado m4s general de esfuerzo que -puede actuar -~
en un elemento, ‘

El primer subindice de los esfuerzos cortantes (T ), los re-
laciona con un plano_perpendicu.iar a2 un eje dado; el segundo deg
signa la direscién del esfuerzo. Sobre 1las caras cercanss del -
cubo, o sea, sobre las caras mids alejadas del origen, los sént_:g._ '
dos 'de los esfuerzos se consideran positivos si coinciden con -
169 sentidos poasitivos de los ajes, Sobre. las caras proximas al
origen y a partir del concento de equilibrio enire accién y -——
reaccién, los esfuerzos positivos acmfan en sentido contrario a
lo# positivos de los ejess En el caso de 1o§ eafuerzos normales

es suficiente un sélo subindice en ¥ parae definir, sin ambilgle
" dad, este valor,
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"ios esfuerzos normales se definen y se investigan en esta sg¢
cidén, mientras gque el concepto de esfuerzo cortante se proporcio
na en la seccidn siguiente ( I-5).

51 aislamos un cubo infinitesimal, a partiz de una barra so-
metida unicamente a carga axial (carga aplicada a 1o largo de -
su eje), como se muestra en la figura I-B", La unica clase de -
esfuerzos que aparecen en este cubo son los esfuerzos normales-
de tensidén sobre dos caras del cubo. Tal estado de esfuerzo en-
un elemento se denomina ESPUERZ0 UNIAXIAY. En la préctica.réra—
vez Be emplean vistas isometricas del cubo; mds bien se utiliie-
zan diagramas simplificados como los de la figura I-8"(b). No -
ohstante, es importante due no se pierda de viste el aspecto ==
tridimensional del problema.

Yo umef
]

L.

[l

-3'7 A
v lV 7 Io'
“(a) (v)

Fig. B8". Estado de esfuerzmuniaxial, Bn este caso se repre--

sentan esfuerzos de tensidén.
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EBsfuerzo normal ( U). Partiendo de la dsfinicién de esfuerzo
que acabamos de dar, tenemos que el eafuerzo normal, o el eg~—m

fuerzo que actia perpendicular a la seccidn, es:

P 2 : .
- s (Fza./longsy) (x.2)

T= — H

donde Fn - es la fuerza normal en la seccidn transversal,
A - ea el 4rea sobre la que actda la fuerza normal.

. Dependiendo de}l sentido gque tenga la fuerza normal, en el ~w
drea de la seccidén transversal, el esfuerzo normal puede ser de
tensién” (positivo) o de compraeién (negativo), como se indica-

en la figura I-9,

¥ Fa

e}

Tenaidén (=) Compresidn

Fig. I-~9. Signos convenclonales para el esfuerzo normal.

También se utiliza el térm1no TRACCION en luger -de utilizaer -
el de TENSION.
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Deformacidn unitaria o simplemente deformacidn (€ ). Parga —-—
obtener la deformacidén unitaria, se mide el alargamiento total-
AL ( Fig, I-1), en 1a longitud inicisl I de la probeta, para—
cualquier incremento predeterminado de carga; y hallamos B par—
tir de estos valores el alargamiento por unidad de longitud.

€= Ak ; (Long./Tong.) (1.3)

Epta expresidn nos permite calcular la "Intensidad de defor-
macidén™ o deformacidédn unitaria. Es importante hacer notar qus -

esta cantidad es adimenaional.

Ahora bien, consideremos que un cuerpo se deforma en Airecws
ciones perpendiculares, como se muestra en el Plant xy de la -

-figura I-10.

Y v
4
av
v+a—,_-dy
B A
i i
! ia
. ‘_| ----- ___I y
v! i ‘; -
oo Tal T +'%‘£~dx
[s] B R 1 F Y
dx

Fig. I-10. Elemento deformedo en su posicidén inicilal v final,. ,



En estos casos tenemos que utilizar subfndices en la deformn
¢ién unitaria € , para indicar las direcciones de éstas. Por -—
la miama razdén es necesario cambiar las derivadas ordinarias ~-—
por las correspondilentes parciales. Por consiguiente, si en un-
punto de un cuerpd W, vy W Bon lasg tres componentes de despla
zamiento que ocurren, respectivamente, en las direcciones x, y-
y 2 de los ejes coordenados, las definiciones bdsicas de DEFOR
MACION UNITARIA se convierten en,

. |
TR I - (1.4)

Diagramas eofuerzo deformacién unitaria., Como so indicd en =
la seccién anterior, al constulr esta gréfica, localizemos los-
valores del esfuerzo (B/A) como las ordenadas yvlos vieloregs —e=—
correspondientes a la deformaciém unitaria (AL/L) como las abs
cisas. El diagrama ¥ =f(£) tiene el mismo amapecto que el dia——
graema de .tensién P = £{AL), pero ceracterizard ya no las propie

dades de la probeta, gino las del material,

Una ventaja de este tipo.de representacidn, es el hecho de —
que ' nos permzte comparar las propiedades de un material con-las
“de otro, si reducimos los valores observados a unos puntos ‘de =

referencia comunes.

Ia figura I-11, muestra una gréfica eafuerzo—deformacidn uni'
Ctaria tfpica pars el acero de estructuras,
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Fige I-11. Pimgrama esfuerzo-deformacidn unitaria tipico del

: acero dulce.
Un andlisis cuidadoso de esta curva ilustra varins definicio

nes y propiedades importantes que debemos conocer cuando estu——

diamos resistencia de materiales.
. I{mite de proporcionalidad ( Vb). Ea el esfuerzo mdximo has-
Normalmente este-

ta el cual el material sigue la ley de Hooke.
limite estd situado, entre 2100 y 2 600 Kgf/cm2 para el acero-—

dulce o de bajo contenido de carbone
Ia longitud del lfmite de proporcionalidad depende de la _—
exactitud con que el tramo original del diagrama se pueda consi

_ derar recto. E1 Oongreso Internacional para Ensaye de Materia—-—
les reunide en Bruselas (1906) definid el lfmite de proporciong
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lidad como el esfuerzo (de tensidn) en el que la deformacidén es
de 0.001%.

Limite de elasticidad (0Ty). Es el esfuerzo méximo hasta el-—
cual el material no reclbe deformacicnes permenentes (residua-——
les), es decir, las propledades eldsticass del material se man--
tienen hasta diche asfuarzo.

Generalmente, la deformacidén residual correspondiente al 1i-
mite de elasticldad se considera aproximadamente de entre (1 a-

5)x10°, es deecir, 0.001% a 0.005%.

El 1{mite de proporcionalidad y el limite de elasticidad son

muy diffciles de obtener y cambian bruscamente los valores se-—
' gin 1la tolersncia convencional. Por esc, las magaitudes de V'p y
Vé no figuran en los manuales donde estdn dadas las propiedades

de los materiales.

Limite de fluencia (G&). También conocido como limite aparen
te de elasticidad o punto cedente, este valor se obtiene felcil-
mente y constituye una de las caracteristicas mecdnicas funda--—

mehtales del material.’

Se -entiende por limite de fluencia, el esfuerzo bajo el cual
tiene lugar un sumento de las deformacilones sin un apreciable -
uaﬁmento de la carga. Un punto de fluencia agudamente definido -

es unA caracterfstica no 361lo del mcero estructural sino tame—-—
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bién de otros materimles tales como el bronce y el latén. En ——
cambio, otros materimles (como por ejemple el concreto) no tie-

nen un punto de fluencia pronurciado (Fig, T-12).

T
Limite de /
fluoncia./ﬂ'qy 7/~ Punto de fluencia
! para una -
I’I ‘ deformacidn unitaria
! de 0.2%

"/ /L_ Desplazamiento de 0.002

Fig. I-12. Método del desplazamiento para determinar el pun-
) to deé fluencia de un material.

Cuando en el diagrama no aparece bilen definido el escaldpvdé
fluencis, se entiends por limite de fluencia, convehcionalmenf_é,
cel esrfuerzo pare el cual la deformécidn residual es: £ =0.002 -
§ 0.,2%, Hay que tener presentes. que el punto de fluenciz defini
“c_‘io de esta manera no rep:z;esenta una caracterfstica ffsica dei_-

‘material,’ sino que depende”de 1la de.fomcidn”'pem‘aneﬁté arbitra -

riamente elegida. BEn a.lgunos casos se establece como lim:l.te el— S

“valor da S 0.5%,

Sz. es necesario distinguir el 1imite de fiuencia a la 1;en——----1 L

s:.dn del limlte correspondiente a la compx‘esién, ‘en la notaclén S

BE introduce el subind;.ce suplementarlo ngn et segin sea—

el ecaso. .
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Limite de rotura ( 0;). También conocido como esfuerze Wlti-
mo; es la razén entre la fuerza mixima que es capaz de resistir
la probeta y el drea inicial de la seccidn transversal de ésta,
b4 se denota por O;t para ensayes a tensién (en el caso de com—-—

presién por V;c).

Es importante advertir que V;t {punte € del diagrama conven-—
cional) no coincide con el esfuerzo que surge en el momento de-
la rotura (punto D del mismo diagrama) de la probeta. Si se re-—
fiere la fuerza de tensidén no el drea original de la seccldén —-—
transversal del espécimen, sino a la seccid: minima en el momen
to dado, entonces se podrd observar que el esfuerzo promedio -
en la seccién mds estrecha, instantes amtes de la rotura (punto
D' del diagrama real), es mucho mayoxr que V;t . Asi pues, el es
fuerzo Ultimo o LIMITE DE ROTURA es tembién una magnitud conven
cional, pero que debido.a la sencillez de su determinacidén se -~ .
introdujo adlidamente en la prdctica como la caracteristica fun
damental relativa de las propiedades de resistencia del mate-—-

rial.

Alargamientc de rotura (J%) Es el valor medio de la defor-
macién residual que se desarrola en el momento de la rotura y -
que se mide sobre una longitud "estandar" de la probeta. Antes-—
dgl ensaye, en 1a superficie de la probeta se hacen una serie -
de marcas que dividen a la longitud de tabajo en paftes iguales.
Una. vez ensayada y'rota la probeta, se Jjuntan las dos partes co

mo se muestra en la flgura I~13.
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PigeI-13, Fotografia de una probeta de verille ensayada y ro
ta por esfuerzos de tensidn.

A continuacidén, por medio de las marcas hechas se determina—
el alargamiento medioc correspondiente a la longitud vestahdar".

La determinacidn de (d'#) se lleva a cobo medisnte la expresién-
slguientes

1 H (cm/ cm) (1.5).

Para ofros materiales diferentes al acero dulce, pueden tra-
zaxrse disgramas esfuerzo-deformacidn unitaria de manera saméjhg
te a la ya descrita. ILa figura I-14 puestira la forma tipica de
~los dimgramas esfuerzo-deformacidén unitaria para diversos mate-

riales usuales. Numéricamente havlando, cada material tiene su~
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_propia gréfica, que representa sus propiedades peculiares; las-
curvas mostradas en la Fig. I-14 difieren considerablemente de—
la correspondiente al acero, mosirada en la figura I-11,

[vg

Acero de nlta resistencis

Aluminio

Bronce

Pierro colado (compresidn)

[ €

Fig. I-14. Diagramas esfuerzo-deforuacidn uniteria tipicos -~

para diferentes materiales,

Tambldén se pueden cobtener los diagramas esfuerzo-deformacidn
unitaria para ensayes a compresidén axial, de loa diversos mate—
riales y asi mismo se pueden determinar sus esfuerzos. caracte—-
risticos, tales como el limite de proporcionalidad, el limite -
aparente de elamticidad (1£ﬁ1te de fluencia) 7 el easfuerzo ds -
rotura. En el caso del acero se‘encuentra que, las caiacteriati'
cae & compresidn tienen aproximadamente los mismos valores que—
a tensidén, véase el diagrama simétrico de la figurs I-15.

Ios ensayés a2 la compresidn de materiales tales como el con—.
creto, la roca y el hierro colado indican qﬁe estos materiales—
tienen un lf{mite de proporcionalidad muy bajo. Rebasando. este —
limite, 1la deformacién aumente mds rapidamente que 1a carga y ~
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y

- Tye : - o
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Pig. I-15. Grdficas U~ B {e¢n tensidn y en compresidn) para—’

el acero de estructuras.

el dimagrama de ensayo a la compresidén tiene 1a.forma reprasentg‘
da en la figura I-16.

T
4
’
7
£l --= 4
I
I'é
Id
7/
) 7
olf s - .
[ 4

Fig. I-16. Diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria pargvel;-%

concreto.
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Disgramas T~ £ idealizados. Para un estudic analftico del -
comportamiento de un materiel, es conveniente idealizar los dia
gramnas eafuerzo-deformacidn determinades experimentalmente. A —
continnacidén se muestra un grupo de diagramas ampliamente utilji

zados para el estado uniaxial de esfuerzo.

En la Fig. I-17, se representa de nuevo la relacidn para un-—
material linealmente eldstico. Como .se puede observar &sta em =~
1z base de la ley de Hooke, Muy pocos materiales so comportan —
de esta manera hasta su resistencia dltima. Sin embargo, para -

"casi todo material esta relacidn se verifica tratdndose de de~-

formaciones pequefias.

Pig. I-17. hateriml linealmente eldatico,

Una deformacién ilimitada o fluencia a esfuerzo constante de
fineﬁun material ideal o perfectamete pléstic&. Un material gue
presenta una respuesta linsalmente eldstica segulda por una per
fectamente pldstica se indica en la figura I-18. Si el interva-
io_elﬁsfico eg despreviable en comparacidn con el inter&alo ——
pldstico, se emplea la idealizacidén de un material rigido per—--
fectamente plgstico, figura I-19.
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£

Fig. I-18, Haterisl eldstico y perfactamente pléstico;

q"A

£

Pi_g. I-~19,., Material xigido y perfectamnte pldstico,

Para muchos materiales los diagramaé asfuerz9~daformaciép -
pusden ser idealizados por diagremasbilineales como el de la f£i
gura 1-20. En tales idealizacidnes es comin llamar e la primera.
etapa intervalo BLASTICO, y a la segunda, Lntervélo de EHDUREC;
HIBNTG POR DEFORMACION.o por ESFUERZO. En el hiagrama eé utili~
za el término mim general de ENDURECIMIENTO LINBAL. :
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[

Fig. 1I-20. Material eldstico con endurecimiento lineal.

Médulo de elssticidad (E ). Bl diagrama esfuerzo-deformacidn
unitaria indica también la rigidez de un material, Considerando
la porcién recta de la curva (Fig. I-11), se encuentra que la =
pendiente de dicha recta es igual a 1la variacidn en el esfuerzo
unitario dividido por la variacién en la deformacién unitaria.-
Ia expresidén para la pendiente puede eacribirse como:

tan @ = variacidn de esfuerzo

variacién en deformacidn

Esto es tambidn la definicidn de mdédulo de an..\ng+ o médulo -~
de elasticidad,

+ Se llama médulo de Young en honor a Thomes Young, un cientf{fi

co inglés, Sus articulos publicados en 1807, contienen unas defi;
cién del médulo de elasticidad.
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E = -% (Pza./ Long?) (1.6)

Este médulo eldstico es una constante fisica del materisl, -
obtenido experimentalmente y ze mide en las mismas unidades que
el esfuerzo, es decir, Kgf/cm%

Una indicacidn del médulo de elasticidad (o rig;dez relati--—
ve) del material puede obtenerse observando 1o pendiente de lda—
porcidn inicial de la curve {(Fig. I-21). Entre mayor es 1= pen-—

diente de la curve, mayor es la rigidez relativa (o médulo de -~
- elasticidad) del material,

[
(a) mayor rigidez relativa
(b) menor rigidez relativa
0 .

&€

Fig, 1—21. Diagrama esfuerzo—deformacidn, (a) mayor pendien-
' " te mayor rigldez, (h) menor pendiente menor rigi-
dez relativa.

fof definicidn, el mSdulc de elasticidad, E, representa el -
esfuerzo que produciris un alargameinto de tensién € = 1, & =
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sea el eafuerzo de tensidn (U} ) bajo el cual una barra serfa—

axtendida hasta el doble de su longiltud inicial =i el material-
permaneclera perfectamente eldstico durante el proceso de tal -

deformacidn excesiva ( vdase la figura I-17).
Si hacemos que, & = 1

Entonces, E = U

Como se desprende de esta observacidn, el médulo de elastici.
dad es una cantidad muy grande para la mayoria de los materims.a
less A continuacidn se da el méddulo de elaaticidad para los ma-

teriales da meyor uso, en Kgx/cmg;

we E= (2.04 2.1)-106‘

COBT@® 4 . v e 4 e e e e s e s e s e E=(1.2).10°
Lot & o v v ¢ s o s 4 s e s + e = «» E= (1,028 1;2)-106

ACBID & ¢ o o . v s 2 « 8 o o s o o »

Alumﬁnio ¥ sua aleaciones con magnecio B = (0,7 & 0.8)-10

(0.08 & 0. 12).106

-

Kaderas (& lo-largo de las fibras) . .. E

Comc ya se indicﬁ,'el médulo de elésticidad es la pendiénte—
./ dal tramo recto del diagrama esfuarzo deformacidn—unitaria. Sin
embargo, existen materiales’ como el concreto, que no: presentan—
. una porcidn recta inicial (Pig. —16). En estos casos, el mddu—
lo.de elasticidad se- toma generalmente ya sea como ‘la pendienta
de: la tangente inicial a Ja curva (Mddulo de elasticidad tangan‘
.te), o como la pendiepte de una linea que une el origen s algun:
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esfuerzo unitaric arbitrario (Médulo de elasticidad secante), —
que, en general, esa el esfuerzo de disefios, Ia figura I-22 ilus-
tra grdficamente estos médulos de elasticidad, -

0'-4
/ //
!
/ 4
7/ S Médulo tangente
/ /
/ /
1] //
I
M¥Médule secante
iV,
/d
0

£
Pig. 1-22. lkddulos de eldsticidad arbitrarios, pafa‘materia-

les que no presentan una porceidn. iniciel recta en

su diagrama esfuerzo-deformacidn.

. I-5., RELACION DE FOISSON. LEY DE HOOKE.

Ya se han discutido dos de las definiciones mds impoftantes-
Ty bdsicas de esta materia -las que corresponden ai ésfuérzo ya
la deformacidén unitaria--de igual importahciﬁ’es 1a #él@éidn ég"
tre estos términos. 7

Nunérosas observaciones del comportamiento de los sélidos de
muestran que, en la inmensa mayorfa de los casos, los desplaza-
hientos, dentro-de ciertos 1fmites, son proporcionales & lag ~=

cgrgae'que‘actdan. Esta ley fue expdesta poxr primera vez en el-
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afio de 1678 por el cientifico inglée Roberto Hooke al afirmar -
"segin es la fuerza asf serd 1la deformacidn',

Sin embargo, la interpretacién moderma de la ley de Hooke es—
tablece las dependencia 1lfneal entre el esfuerzo y la deforma——=—
cidén unitaria, y no la dependencia entre la carga y el desplaza
miento, Matemdticamente puede expresarse como;

T=EE (1.7)

Para un material cuyo diagrama esfuerzo-~deformaclién unitaria
es similar al de la figura I-11, resulta evidente que la rela--—
cidn entre el esfuerzo y la deformacidén es lineal, para los va-
1ore_s bajos de la deformacién. Por tanto, para describir esta —
zona {eldetica) del comportamiento, recurrimos a la ecusmcién --
(1.7).

Relacidén des Poisson, Otro tipo de deformmcidén eldstica ea la
variacién de las deformaciones transversales que acompafian a tg
da compresidén o tensidén aximleas. Esto quiere decir que sl se so
mets un cuerpo sélide a compresién axial, se ensancha lateral-—
mente; por el contrario, si se le tensa, el material se contras’
lateralmente (Pig. I-23). Bste efecto, llamado ESTRICCION, es.— '
particularmente notable en el caso del acero dulce, Ios materig
.les frdgiles no presentan tal efecto a temperatura ordinnriéa,—
g aungue tambien se contraen un poco jtransvérsalmente en un ehga—
‘ye a la tensiydnAy se expanden en uno a la éompresidn.
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Pig. I-23. Contraccidn y expansién lateralea de cuerpos 561;

dos sometidos a fuerza axial (efecto de Poiamson).

Para una teorfa general, es necesario considerar estas defor-
maciones laterales con base en la deformacién por unidad de lon
gitud de la dimensidén transversal, es decir, con base en las dg

formaciones unitarias transversales.

deformacidn lateral
Relacién de Folsson = Toformacidn nxial

El matem#tico francés S. D. Poisson comprobé. experimentalmen
te, en el afio de 1828, que le reladi’n entre las dsformsciones—
unitariaa en eetas'direcciones es constaﬁfe, porvdebajo_del 11~
mite de proporéionalidad. BEn recuerdo sﬁyo se ha'dadé Su nombre

a esta relacidn, que pe anota con la letra M, Yy esta definida-—
por: ' :

M=

X

»®

€ g, o
L =~ 5 : N o (1.8)
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donde Ex on 1la deformacidn debida solamente & un esfuerzo en -

le direccidn del eje x de la pieza; &y ¥ E;; son las deforma

ciones unitarias gque ge manifiastan en 1las direcciones perpendl
culares, Bl signo menos (~) inddca un acortamiento en las direg
ciones transversales cuando £, es positiva (+), como ocurre ——

coh un alargamiento producido por esfuerzoes de tensidn.

La magnitud M caracteriza las propiedades del material y se
dbtermina sxperimentalmente. Se sabe que este valor fluctlds pa-
ra los diferentes materiales en un intervale relativamente esg—-
trecha. Por lo general esta en la vecindad de 0.25 a 0,35, pa-
ra el acero es aproximadamente de 0,30; en casos extremos 86 —-
tisnen valores tan dajos como 9.10 (en algunocs concretos) y tan
altos como 0.50 (en el caucho). Bste Witimo valor es el médximo~
posible para materiales iaotrépicos. El efecto de Poisson, pre-
sentado por los materiales no origina ningin otre esfuerzo adi-~

cional ademas de los que se consideran, o menos que se impida -~

la deformaecidén traneversal (véase los ejercicios éorrespondien—
tes al final del capftulo).

Un. materirl se considera homogéneo,_éuﬂndo cualquier parite -
de éi tiene. las mismas propiedades 1ndependientemen£e de su vo-=
lumen. Se entiende ﬁue estamos habvlando a nivel macroscopico, -
es decir, estructuras cuyas dimensiones son superiores, no sdélo

‘a‘la de los dtomos, sino tamblén a la de loa ceristales.

Gensralmente al cuerpo continuo se le considera isétropo (o=

isotrépico), es decir, se admite que las propiedades de cual--—
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quier parte de éste son las mismes en todas direcciones. Por —-—
tanto, para materiales ismotrépicos homogéneos, y considerando —
1la relacidn de Poisson, podemos plantear el sistema de ecuacio~
nes que constituye la "ley de Hooke generalizada', considerada —
asf en el sentido de que es una generalizacidén de la retacidn -
iniclalmente sugerida para la condicién de esfuerzo uniaxial,

Ley de Hooke generalizasda, pera materiales isotrépicos y ho-
mogdneos:

EEy = T - M (T, + T,)
BBy = T, - M (T, + T) (I.9)
£E, - AT+ Ty

[
o

Todas las expresiones anteriores son igualmente vdlidas cuan
do uno o varios de los esfuerzos son de compresidn, sin mds que
aplicar signos positives a los alargamientos y a los esfuerzos-
de tenaidn, y signos negativoe a los acortamientqs j e los eg~-- -
fuerzos de compresidn. ' ' :

I-6, ESFUBRZO CORTANTE Y DEFORMACION ANGULAR. MODULC DE ELRSTIF
CIDAD BN CORTANTE.

Aparecen esfuerzos cortantes siempre que las fuerzas aplica-
das tiendan a hacer que una parte del cuerpo se corte o deslice
con respecto a le otxa.
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[¢]
="

———&—b

Fig. I-24. Condicidn de carga que produce esfuerzos cortan——
tes,

Este tipo de esfuerzos es producido por la componente tangen
cial de la fuerza, es decir, la componenete paralela al plano =

de la seccidn que la soporta (Pig. I-24),

Es importante observaf que, como la distribucidn de esafuerzo
. cortante en una seccidn, tal como la abed de 1a,figuré.i—24. -
no es uniforme prdctcamente en ningin caso, la expresidn matemd .
‘tica para el esfuerzo cortantes, s8élo nos dard un valor promedio,

es decir,

(Fza./Llong>) (1.10)

]
#|<

< =

Supongamos ahora que disponemos de un estado de esfuerzo, én

< el cual, sobre las caras del elemento elegido, aparecen solamen
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‘te esfuerzos tangenciales o cortantes (FPig. I-25). Dicho estado

de esfuerzn se denomina DESLIZAMIENTO PURO o DISTORCION PURA™,

N Y
Tyx,
dz _¥Yx
7 | ]T,- ‘
a ! ; Itw -cxy xy
¥ & A e A— X POt
o ——al ty‘x
= ol x

2

Pig. I-25, Blemento infinitesimal de un cuerpo en esfuerzo

cortante puro,

E1l necho de que los subindices, en los esfuerzos cortantes
de la figura I-25, sean conmutativos significa que, en planos
perpendiculares entre sf de un elemento infinitesimal, dichos -
esfuerzos son numéricamente iguales. O sea,

T‘yx = -uxy - (1.11)

En situaciones subsecuentes, rara vez actuardn simultdneamen
te en un elemento mds de dos parejas de esfuerzos corbtantes, —-—
Por tanto, son superfluos los subindices utilizados aﬁteriormeg
te para identificar los planecs y las direcciones de los ésfuer;

* Une definicién mds rigurosa de la distorsidén pura se da en la

tegria general del estado tensionals
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zo8 cortantes. En tales casos los esfuerzos cortantes se desige
nardn por % ein subindices. Sin embargo, hay gue recordar gue-
los esfuerzos cortantes sismpre occurren por parejas. La conven-—
cién de signos pars este tipo de esfuerzos se de en le Pig., I-26.

pv‘ Viga lr., Fy Viga Fy

Positivo (+) NRegativo (+)

Pig., I-26. Los esfuerzor corxrtantes siempre ocurren por pare-

jas.

Deformaeién angular o tangencial (¥ ). Laa fuerzas cortentes
producen una deformacién angular o DISTORSION, Uﬁ elemento some
tido n este tipo de fuerzas no varia 1a longitud de sus iados -
(como en. el caso del esfuerzo axial), sino que‘manifipsta un  —-

cambio de forma, de recimngulo a paralelogramo, como 8e obéerva

en la Pig, Y-27,

Pig; I-27. Deformagién tangencial o distorsién en una soia_—‘
‘ direceién, por ejemplo X.
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Ia deformacién tangencial promedio o distorsidn se obtiene -
mediante trigonometria, es decir, tan ® = u/L, Fig, 1I-27; aho
ra bien, como (el dngulo gamz) ¥ es siempre muy pequefio, enton
ces‘podemos hacer tan ¥ = ¥, con lo que,

¥- 2 (Long./Tong.) (I.12)

Con mds precisidén, podemes decir, que la distorsidn es la va
riacién experimentada por el dngulo entre dos oaras perpendicu-

lares de un elemento diferencial,

Este estudio podemos generalizarlo para cuando se analiza la
distorsién en dos direcciones, como es el casd que se indica en
el plano xy, de la figura I-28. la deformacién tangencial in--

clinard ambos lados del elemento, en relacidnconlosejes x y'y.

¥V

dy 7

Tdx

. ‘ %, ‘
Pig. I-28. Elemento deformado en su posicién inicial y fi-—: "
Y npsl. ' s S
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Puesto que v es el desplazamiento en la direccién y, & me-
dida que se avanza en 1la direccidn x,. av/dx ea la pendiente—
del lzdo inicialemente horizontal del elemento infinitesimal. -
De igual manera, el lado vertieal se inclina un dnguleo dw/dy.
Con base en ello el dngulo ESE. inicialmente recto se reduce -
en la cantidad (3v/dx) + ( du/dy). Por consiguiente, para cam
bioa de dngulos pequefios la definicidén de la DEFORMACION ANGU-—

LAR, relacionada con las coordenadas x . ¥y, es:

- v du
Yay = ¥yx = 35 * oy (1-13)

Las definiciones para las deformaciones angulares correspon-
dientees a los planos xz y Y& se obtienen de manera semejante a

la del plano xy .

El signo negativo (~), para la deformacién angular, se apli-
ca cusndo el elementos se deforma como se muestra en la figura-—
‘I—28 y¥a que eata deformacidn corresponde a la convencidn de es—

fuerzos cortantes negativos (véase la figura I-26).

Por otro lado tenemos gque, si la ley de Hooke tambilén es vé-

lida en la cortedura, existe una .relacién lineal entre la defor

. macidén angular (distorsidn) y el esfuerzo cortante aplicado da-
da por:

T:GK (I"'14)
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Podemos graficar los valores del esfuerzo cortante va. defor
macidn angular y obtener, para el rango eldstico, el dimgrama -

que se muestra en la figura I-29.

©

Q
[}
el

0 3
FPig. I-29. Relacidn lineal {en el rango elastico) entre la -

distorsién ¥ y el esfuerzo tangencisl .

Hédulo de elasticidad &l corte o mddulo de rigidez tranver—-—
sal (G ). Este médulo tiene una interpretacidn seme jante 5 la —
del médulo de Young ¥y las mismas unidades,

G = % ; (an./Long?) (1-15)

Una importentisima relacién entre las constantes eldsticas B,
G y M, para materiales isotrdpicos, €s la que se expresa me——
diante la ecuacidén siguiente,

B

¢ = FUTTRAY ‘ : (1-16) .
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I-7. PROPIEDADES MECANICAS DE 103 MATBRIALES MAS USUVALES EN -——
CONSTRUCCION.

Continuamente se estdn produciendo diversos materisles para-—
satisfacer la nuevas y diferentes aplicaciones de ingenierfam, -
qué constantemente surgen en nuestras tecnologfas en evolucidn.
Cada uno de estos nuevos materisles, junto con los materiasles -

comanes que. ya estén en uso, tieren sus propiedades fiasicas.

Ademds de las propiedades mecdnicas, los materiales posean -

" propiedades quimicas, eléctricas, épticas y otras. Aungue estas
otrae propiedades son de interds entre los requisitos de diseflo
especializado, las propiedades mecdnicas son las que mds intere

zan &1 ingeniero proyectista.

Las propiedades mecdnicas, tales como la resistencia, la ri- -
gidez, ductilidad, fragilidad, por nombrar algunast describen-
el comportariento del material cuandec se somete a cargas. En ég
ta seccidén se da una breve descripcidn de estas propledades, =--
con el fin de entender los factores que conducen a la seleccidn
de un material para la fabricacidén de un miembro de un siatéma—

estructural.

La.primera propledad mecdnica que se considera es la RESIS——

TENCIA, que se ha definido como el esfuerzo miximo que un mate-

* Al comentar los diagramas esfuerzo-deformacidn se estudiaron-

otras importantes propiedades meéénicas, ver la sec. I-4.
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riaX pusede soporiar antes de qus ocurra la fallat BEsto puede =~
deberse al esfuerzo Ultimo en los materiales frdgiles que no se
deforman grandeﬁente antes de la fractura, o puede ser debida -
al esfuerzo de fluencia para los materiales dilctiles que ae de-
forman plédsticamente una gran cantidad antes da que sa aloance-

el esfuerzo dltimo,.

Otra propiedad de interdés, particularmenta con respecto a ~-—
las condiciones de flexibilidad, es la RIGIDEZ. Una parte es—-—-
tructural se dice que es rigida si soporta un grsn esfuerzo con
unia deformacidén ryelativamente pegudin, Bl médule de alasticidad-

de un materiml es una medidea de la rigidez relativa de éste.

Propiedades adicionales de gran importancia en la seleccidén-—
de los miembros que soportan cargas son la DUCTILIDAD, MALEABI~-~
LIDAD y FRAGILIDAD. Un material es ddctil y maleable ai pueds —
sBoportan grandes deformaciones ineldsticas (pléstiéas) antes de

la fracturs.

Como Be indicé en la seccién I-3, una linea divisoria usual=-
que separa los materales dictiles de los frdgiles es una defor—
macidén unitaria de 5% ; es decir, si un material se fractura a—
una deformacidén unitaria de 5% o menos, se considera como que;
bradizo. El concreto y la fundicidn son ejemplos de materimles—
riégiles, el acero estructural Yy el alumino son ejemplos de ma-

teriales ddictiles,

+ Este concepto Ba define en la seccidén I-=8.
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Bsto es importante en el diseflo por dos razones principales,
Primero, antes de la fracturs, un materisl frdglil prdcticamente
no avisa, misntras que un material dfctil se deforma una gran -
cantidad antes de fallar. Un segundo factor mAs significativo -
ea que un material ddctil, debido a su gran elongacidén despuds- -
de la fluencia tiene la cualidad de redistribuir esfuerzos en -

Jugares de concentraciones de esfuerzos altos.

Los materiales usados en miembros que estdn sujetos sl impac
to de cargas dindmicas deben ser capaces de absorber la energia
Y el choque de las cargas., La RESILENCIA y la TENACIDAD son las
propledades que describen la capacidad de un material para ab-—-
sorber energfa. La resilencia de un material es la capacidad de
absorber energfa en el intervalo eldstico de eafuerzos, mien-——
tras qus la tenacidad es su capacidad de absorber energfa en el
intervalo indlastico de esfuerzos=s, '

Otra propiedad de 1nteréa‘en conaideraciones de disefio es 1o
PUREZA, que as una medida de la capacidad del materimsl para ra—
sigtir identacién. Ia dureza de un material puede wodificarae -
grandemente mediante varios procesos de manufactura, tales como
tratamientos térmicos, trabajo en frfo, templade y revenido,

Maguinas de ensaye. Para ejecutar los ensayes gue dardn por=-
roauitado las. cantidades numéricas que miden las: propiedades me
canicas, uno debe tener espéecimenes disponibles, medios para mg
dir dbformaciqnes unitariau y miquinas de ensaye. Ias mdquinas-
de eﬁeaye ejecutan dos funciones principales: aplicgn la earga-
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al espdcimen y luego miden la carga aplicada.

Bxisten por supuesto, muchos y diferentes tipos de mdquinas-—
para efactuar los diferentes ensayesa., Algunas mdquinas, llama~-—
das par un fin particular estdn disefiadas para efectuar solamen
te una funcidn, tal como el ensaye por dureza o el ensaye por -
impacto, Otras mAquinas se disefian para ejecutar un cierto mime
ro de ensayes diferentes, itazles como tensidn, comnresidn y fle-
xidn. las méquinas de este tipo se llaman mdquinas de ensaye —-—
UNIVERSAL. La figura I-~30 muestra una miquina de ensaye univer-
sal que es capaz de aplicar carga hasta de 200 Ton.

Fig. I-30. Potografia de una mdguina de ensaya_univeréal.
(Del laboratorio de la D.G.S.T. de 1la S5.C.T.).
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Laa figa, I~-31 a I-33 muestran mdquinas de ensaye por impac-

to, por torsién y para determinar la dursza.

Fig. I-31. Fotografia de una mdquina de ensaye por impacto,
(del laboratoric de la D,G.S.T, de la S.C,T.).

Por supuesto, es imperativo que una mdquina de ensaye apligue
la carga con el alineamiento adecuado y a una velocidad unifor-
me y controlable. la mdquina también debe ser capaz de medir -=

exactamente la carga aplicada en las etapas necesarias de car-—
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ga. Es igualmente importante para el laboratorista, el ser ca--
paz de medir los pequefios cambilos de longitud con la exactitud-
requerida. Para este fin, se usa un medidor de deformacién. ——
Existenn muchos tipos de medidores de deformaciones. Su opera-——-
cién puede estar basada en principios mecdnicos, dpticos o elédc

tricos.

Pig. I-32, Fotografia de una mdquina de ensaye por torsidn.

(del laboratorio de la E.N.3.P. aAragdn.).

Como ejemplo del primer grupo tenemcs los EXTENSOMETROS (con
su correspondiente comparador de cardtula); el extensdémetro es-
44 unido al espécimen mediante un aditamento de sujecidén y me--
diante dos patas colocadas directamente. sobre dste. Ia distan--

cia entre las patas se llama distancia de escantillén, o longi-
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Fig. I-33. Potografia de una mdquina de ensaye de dureza. ~—-—
(del laboratorio de 1a D.G.S.T. de 1la S5.C.T.).

tud de escantillén, y aungue puede variar, son valores comunes-
los de 0.5 em, 10.0 cm y 20,0 cm.

Bl comparador de cardtula no estd ux;d.do directamente al eapd
cimen, sino al extensdémetro, el cual presioma al husillo, y es— .
to es 1o qQue nos pamiyte medir las deformaciones, Cuando el hu-~
8il1lo se mueve hacin dentro, 1la aguja que indica la deformacidn
se mueve mediahte una cremallers y'piﬂén ¥-un mecanismo de en——
granes. Se pueden leer directamente deformaciones de 0.0l mm Y
pueden estimarse deformaciohas de 0.001 mm. Ia figura I-34 mie
tra un extensdmetro con cardiula, colocado sabre un espécimén -
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de varilla corrugada.

Pige 1-34. Potografis del extensdémetro y su comparador de ca
rdtula, {(del laboratoric de la D.G.S.T. de la S.0.T.).

. los medidores de deformacidn que operan sobre sl principio -
de que la resistencia eldetrice de un alambre cambia cuando és—
" te se deforma han llegado & ser muy comunes recientemente, Uno-
de ellos es el medidor de deformaciones SR-4, que eatd hecho de
un alasmbre miy delgado arreglade en una serie de lazoa, como sa
miestra en la Fig., I=-35. El alambre estd pegado entre un papel-—
de respaldo (para unirse al espécimen) y una cubierta de fiel-—
tro (para proteccidn de los alambres). El alambre de) deformime
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tro es de solamente une milesima de pulgada (0.001 pulg) de aid
metro y su fabricacién, composicidn ¥y propledades se controlan-
cuidadosemente. Se suelden al alambre del deformfmetro alambres
de mayor calibre de modo que se puedan hacer las medidas eléc—-—
tficas sin romper el alambre.

Fig. I-35, Esquema de un medidor de deformaciones -SR-4 .

Bl deformimetro se pega tan firmemente al espécimen que se -
eatd. ensayando, gue cuande el espécimen se deforma los slambres
del deformimetro sufren la misma deformacidén, Cuando el didme--
tor de los slambres cambia debido e la deformacidn, la resisten
cia eléctrica cambia. Este pequefic cambio en la resistencia ==
eléctrica se mide mediante un indicador del deformimetro, tdl —~
como el que se muestra en la figura I-36.

El indicador convierte lag medidas eléctricas en los cambios
co'rrespondiehtea de longitud del espécimende modo que las defor .
maciones unitarias pueden leerse directamente sobre la cardtula
del indicador de deformimetro. »
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Pig. I-36. Fotografis de un indicador de deformaciones unita

tarias, (de) laboratorio de la D.G.S.T. de la S.C.T.).

Los medidores de deformacidn dpticos operen sobre el princi-

pio de la interferencia de 1as ondas luninosas. Ios deformime—-

tros
cidn
tros

pilos

puramente {pticos se usan rara Vez parz medir la deformam—
de un espécimén. Sin embarge, &6 usan algunos deformime——-—
cuya operacidn estd bhasada en una combinacidn de princle—-

mecdnicos y Spticos., Como estos deformimatros no son tan -

comunes como 108 mecdnicos o los de rasistencis eléectrice, no -

se comentan sus principics de operaciénﬁ

* Para mayor informacidén acerca de los métodos experimentales -
de investigacidén del estado de deformacidn, véase V. I. FEODO--

SIEV,

rial

“"Resistencia de materiales',. 28 edicién. (losed: Editd——f
MIR, 1980.), pigs. 536 a 563.
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Ensaye de loa materiales. El ensaye de los materirles se rea
liza para determinar las caracteristicas mecdnicas tales como -
el limite de fluencia, limite de rotura (esfuerzo Wltimo), mddu
lo de elasticidad, etc. Puede realizarse tamblén el ensaye con-~
el propdsito de investigar, por ejemplo, las condiciones de re-
sistencia en los estades de esfuerzo complejo o, en general, pa
ra establecer las propiedades mecdnicas del material en las di-

versas condiciones.

Los resultados obtenidos de loa ensayes hechos sobre un mate
rial dado, son afesctados por cierto némero de factores, tales =
como la rapidez de aplicacién de la carga, el temafio y la forma
de los especimenes, y la disposicidn del aparato. Para permitir
une comparacién de los resultados de ensayes sobre un material,
con loe obtenidoe & partir de enséyea de otro material, los pro
cedimientos de prueba estdn normalizados. Ia American Society -
for Testing Materials (abreviada ASTM) es una organizacidén que-
establece normas para llevar a cabo los ensayest Ademds, en ~—
nuestro pafs en las entidades federativas se cuenta con regla——
menfos de construccidn y en las dependencias gubernamentales —-
existen Normas Técnicas de Construccidén (o manuales de disefio)-
en las que s¢ detallan tipos de mdquinas, procedimientos que de
Ben seguirse en los laboratorios para llevar a cabo las diver—-—
sas pruebas y también se establecen especificaciones de calidad

y comportamiento de los materiales

* Esta organizécidn ha redactedo especificaciones que gon de ——
uso comin en USA y numerosos paises de América y Europa.
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Se prescriben varios tipos de probetas pars materianles metd-
licos8 y no metdlicos, tanto para ensayes de tensién como de com
presidén, como sjemplo sélo mencionaremos dos de ellos, uno para
placas metdlicas de espesor mayor de 3/16 de pulgade (unos 4.7 -
mm) que aparece en la figura I-37(a), y otro para metales da es
pesor mayor de 1.5 pulgadas, Fig. I-37(b).

-
_l,_ AN

Pig. I-37., Tipos de probetas para chapa metdlica.

Ias dirensiones indicadas en estas provetas, son las ‘espaci-~’
ficadas por la ASTM, pero los- extremos de las probetas pueden -
teﬁar cualquier forma que se adapte a las mordazaé de ‘18 mé_d\ii-
na de ensaye que aplica la carga axiel.

Cuando se elige un material pars la construccién de un adifi i
cio .0 wna miguine, debemns conocer sus propledades, y también -
su capacidad para soportar esfuerzoe. las diversas propiedades—
mecdnicas de un material =se defeminan. como ya se. indicéd, me--
digmffe una serie de pruebas de 1aboratorio‘, de las cuales se co

mentan algunas a continiecidn,
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Ensaye 8 la tensidén. Un ensaye a tensidén para un material, -
puede desceribirse sencillamente, come sigue. Se ¢oloca una pro-
beta de dimensiones conocidas entre las mordazas de una mAquina

de ensaye universal, tal como se muestra en la figura'I—SS.

Pig. I-38, Potoarafis de un toron. sometido o una pruebe do -
tensién, (del laboramtorio de la D.G.S5.T. de la §5.CG.T.).-

Ia mdgquina de ensaye ejerce una fuerza sobre esta probeta, -~

qué puede medirse .en cualquier tiempo durante el ensayé. 5@ ———
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ediere al espécimen un extensémetro { con su comparador de card
ratula), que nos permite medir cambios de longitud con exacti—-—
tud, Despuds se va incrementando la carga de tensidn laentamente
hapta que se presenta la fractura, A ciertos intervalos durante
el ensaye, se hacen medidas simultdneas de la carga y la defor-
macidén, a partir de estos datos se traza la grdfica esfuerzeos -
contra deformaciones unitarias, como ya se explico con detalle=-
en la seccién I-5.

Ensaye a la compresidén. Se practice usualmente el ensaye a -
la compresidén para materiales quebradizos tales como la roca, -
el concreto y el hierro colado. ILas muestras o probetas emplea—~
das en este tipo de ensayes suelen estar preparadas en forma cd

bica o cilindrica, como las que se muestran en la figura I-=39,

ROCA

" CONCRETO

Fig. I-39. Muesiras de concreto Y roce para ensayes & compfg
. sién.
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Al comprimir las muestras éntre las puperficies planas de la
méquina de ensaye (Fig. I-40), se admite normalmente que 1la =~-—
fuerza de comprefién esta uniformemente repartida en la seccidn
transversal. Sin embargo, debido al rozamiento en las superfi--—
cies de contacto entre las muestras y los cabezales de la mAqui
na, la expansaidén lateral que acompafia a la presidén se impide en
estas superficies y el materisl de esta zona estd en una condi-

cidn de esfuerzo mds favorable.

Pig, I-40. Fotdgrafia de un cilindro de concreto on compre-—
sidn. ‘ S )
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En los ensayes a la compresidn de materiales ddctiles la ——-—
fractura se obtiene raras veces, La compresidn va acompafiada de
expansidn lateral y un cilindro comprimido hasta la rotura toma
la forma de un disco aplanado. Yéase la figura I-41, que es una
fotografia de un apoyo integral de neoprenoc (material ddctil),-
sometido a compresién, Observese que sobre la placa de carga se
han colocado extensémetros, que nos permiten determinar la de--~

formacidén para cualquier ineremento de presidn.

Fig. I-4l1. Fotdgrafia de un apoyo integral de neoprenc some—
tido a compresidén. .

Otro tipo de ensayes mecdnicos son las PRUEBAS TECHOIOGIcAS-
que nos permiten odbtener caracteristicas que no son abietivas,-
sino solamente comparativas de/los materiales y que también se-
llevuan a cabo en condiéionas sevefamente reglamentadas, A esate-

tino .se refiare ia determinacidn de 22 dureza, tenacidad-y 6-e—
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tros. Bn clerta medida a las pruebas tecnologicas se refieren -

también los ensayes para la determinscidén de 1la fatiga,

BEnsaye de dureza. También se entiende por dureza, la capaci-
dad del material de oponerse a la penestracidén mecdnica en &1 de
cuerpos ajenos, Durante 1a penetracién de un cuerpo agudo, en -
el material aparecen deformacionas pldsticas locales que veEn —-
acompafiadas, al aumentar la cargas, de destrucciones locales, --~
Por eso, el exponente de la dureza estdi relacionado con los ex-
ponen  tes de la resistencia y la plasticidad y depende de las -

condiciones concretas del desarrolle del ensaye,

Loa ensayes mds difundidos son los de Brinell y los de Rock-
well. En el primeroc, la superficie de 1la pieza que se estudia,-
es penetrasda por una bola de acero de 10 mm de didmetro; en el~
segundo, ls punta aguda de un pedazo de diamante. Por las dimen
siones de 1a huella obtenida, se juzga sobre la dureza del mate
rial. El laboratorio de ensaye de materiales dispone generalmen

te de tablag obtenides experimentalmente que permiten, de manera
' aproximada, determinar el limite de resistencia del material en
funcidén del exponente de dureza. De esta manera se consigue, =--—
sin destruir la pieza, determinar sus carascteristicas de resis-
teﬁcia¢

Ensaye al impacto. Se utilizan los ensayes al impacto en el-~
estudio de la tenacidad de los materinles, es decir, la aptitud
del material para absorber energia durante la deformacién plds-
tica.
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Patiga de los materiznles, las piezas de las miquinas esatdn -
sometidas frecuentemente a esfuerzos variables y es importante-
conocer la resistencie de los materiales en tales condiciones,-
Es de todos conocido que los materiales Be rompen bajo el efec—
to de carges y descargas reiteradas o de inversidn de esfuercos,
a esfuerzos més pequefiog que el de resistencis a la rotura (o -
dltime) del material bajo cargas estdticas. La megnitud de los~
esfuerzsos necesarios para producir la rotura disminuye cuando -
de ciclos de esfuerzo aumenta, BEste fendmeno de dismi
la resistencia de un material para esfuerzos repeti——
que s8g denomina "fatiga” y el ensaye de un material -

el nudmero
nucidn de
dos es lo
por la aplicacidén de tales esfuerzos se denomina "prueha_de b=

guante”,

Ensaye de las esiructurag, Cuando ge habla del ensaye de una
agtyuctura se tiene en cuenta la determinacidn de la resisten~-
cia de todo un sistema (por ejemplo una mdguina o un edificie),
de sug nudos pox separadso o de modelos, Rste ensaye tiene 2l -
propésito, por una parte, de comprobar ls exactitud de los cdl- i
culos realizadoes y, por otra, de comprobar los preocescs tecnold
,gicoé.admitidca para la elaboracidn de los nudos y el montaje,—
puesfo que en el ceso de procescs tecnoldgicos insuficientemen~—
te correctos puede ocurrir una debilitacidn local da la estruc-
tuia. El ensaye de las estructuras eatd ampliamente desarrolla~

"do en las ramas de 1& técnica como la construccidn de aviﬁnes ¥
le construccidén de cohetes donde debido a las necesidades de e-~
conomizar el peso, los problemas de la resistencia son fundameg

tales.
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Al crear una nuevﬁ mdquina, sus diversos nudos uﬁa vez elabo
rados se someten a ensayes estdticos hasta obtener la rotura ——
completa para determinar la, asi denominada, carga de rotura. -
Esta carga se compara después con la cbtenida por el cdlculo. =—
A parte de los ensayes estdtico con frecuencia surge la necesi-
dad de realizar ensayes dindmicos. Por ejemplo, son muy difundi
dos los ensayes ds los dispositivos que trabajan en las condi--

ciones de vibraciones.

Los métodos mctumsles de investigacidn experimental de las es
tructuras esforzadas se reducen, de una u otra manera, a la me—
dicién dirscta de las deformaciones que surgen en el objeto gue
88 ensaya. Los esfuerzos se determinan de manera indirecta a —-
través de las deformaciones, basdndose en la ley ds Hooke, En -
el caso de deformaciones pldsticas, la determinacidén de los es—
fuerzos, al ensayar la estructura, generalmente no sc lleva a —
cabo y ge determina exclusivamente la carga de rotura.c el va--
lor de la fuerza cuando aparecen sintomas de la mparicidn de de

formaciones pldsticas.

Parse medir las deformaciones se empleen varios métodos, Pue-
de hacerse mediante dispositivos basados en principioe'de medi-~
cidn mecdnicos, eléctricoe, Spticos, de rayos X, de las fran—-

jas de muard y de recubrimientos con barniz

o 31 estudio detallado de eatos métodos esta fuera del alcance-
de este trabajo. Véase Por ejmplo, V. I, FEODOSIEV, "Resistencia
de materialesn®, 2% sdicién. (Momei: Editorial MIR,‘1980); pdgo.—
538 a 548,
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I-8. ESTADOS LIMITE. FACTOR DB CARGA. COBPICIENTE DE SEGURIDAD.

El término "falla™ frecuentemente me entiende como sindénimo-—
de ™fractura™. Sin embargo, en el estudioe da resistencia de ma-
teriales este no es el significado usual, Se dice que ocurre la
faella cuando un miembro cesa de reallzar satisfactoriamente la-
funcidén para la cual estaba destinado. Por e jemplo, si una par-—
te de una mdquina se deforma excesivamente de modo que dota se-—
vuelva inoperante, se considera que el miembro ha falla¢o, aun-
que loa esfuerzos puedan ser bastante mencres que loa del punto

de fluencia.

Bstados limite! Ra agquella etapa del comportamiento a partir
de 1a cual una estructura o parte de ella deja de cumplir con -

alguna funcidén para la cual fue proyectada.

de fella frdgil
de falla

} de falla dictil
. Categorias de

estados 1imite

de servicio

ILos estados l1imite de falla corresponden al agotamiento deri

nifivo de la capacidad de cérga de la eatructura o de cualquis-'

* Véase o1 Reglamento de Construcciones para el Distrito Fede——-

ral.
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ra de sus componentes, o al hecho de gque le estructura, sin ago

tar su capacidad de carga, sufra dafios irreversibles que afeQ.-

ten su resistencia ante nuevaa aplicaciones de carga,.

Se considera que los estados limite corresponden a la falla-
ddctil cuandce la capacidad de carge de la seccidn, elemento o -
estructura en cuestidn se mantenga para deformaciones aprecia--
bplements mayores que las exiastentes al alcanzarse sl estado LI~

mite, Por otro lado, se considera de falla frdgil cuando la ca-

pacidad de carga de la seccién, elemento o estructura en cuas—-—

tién, se redusca bruscamente al alcanzarse el estado limite.

iog estadon limite de servicio tendréin lugar cuando la eg-———
tructura llegue a un estado de deformaciones, agrietamientoé, -
vibraciones ¢ daflos gqus afecten su correcto funcionamiento, pe-
ro ne su capacidad pars soportar cargas.

Veamos ghora el problema sobre el emplea de los resultadoe —~
obtenidos de los ensayes, en los cédlculoe pricticos de la reais
tencin de las construcciones. los métodos de cdlculo se»escogén
teniendo en cuenta las condiciones de trabajo de las estructu~—
rag. y las exi geneims que se plantean. ‘

Bl proceso de dimensionamiento mds cominmente utilizado en -
la actualidad es el denominado‘método PLASTICO, dé RESISTBNC;A—
o de RESISTENCIA ULTIMA. Los elementos o secciones se dimensio-
nan para tener una resistencia determinada, o
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El procedimiento consiste en definir las acciones interiores,
correspondientes a las condiciones de servicio, mediante un ang
lisis eldstico y multiplicarlas por un factor de carga, que pue
de ser constante o variable segiin loa digstintoas elementos, para
asl obtener las resistencias de dimensionamiento. Bl factor de-
carga puede introducirse también incrementando las acciones axw
teriores y realizando despuds un andlisis eldstico de la estruc
tura. El dimensionamiento ee hace entonces con las hipdtesis de
comportamiento inaléstico.

Ios factores de carga (Fc) a emplearse segdn 1l0s casos, S80N.-
determinados por empresas constructoras importantes, asi como -
por autéridadeﬂ urbanas, estatales y federales, quienes prescri
ben y recomiendan esatos valores. Por ajemplo, en el Reglamento-
de Construcciones para el Distrito Federal se proporcicnana los
siguientes valores para los factores de carga:®

1.4 = ©Para combinaciones de caArga que incluyan exclusiva-

mente accionss pormanentes y variables,

1.5 = Cuando se trate de estructuras que soporten pisos -
‘ en lo# que -pueda haber aglomeracién de personas o =

que contengan equipo sumamsnte valioso.

1.1 -~ Para combinaciones de carga que incluyan una accidn
acidental, ademds de las acciones permanentes y va-—
riables, o

0.3 — Para acciones o fuerzas internas cuyo efecto 3ea fa
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vorable a la resistencia o estabilidad de la estruc

tura.

1.0 - Para todos los caso en due 84 haga una revisidén de=-
los estados l1limite de servicio.,

Para el disefioc por sismo y por viento se requieren en algu—=-
nos casos factores de carga distintos a los especiflicados en --—
los parrafos anteriores.

Por otro lado tenemos gue, el método de cdlculo fundemental-
y mde difundido es el basado en los esfuergos. Segin este méto-—
do, el cdlculo de la resistencia se realiza por el esfuerzo —---—
médximo que surge en cierto punto de la estructura molicitada. -
Este esfuerzo se denomina esfuerzo méximo de trabajo (0;51) -
noe debe superar cierto valor propio del material ni de las con-
diciones de trabajo de la construccién. '

Bl c4dlculo basado sobre los esfuerzoe se realiza seguin el esg
quems 1

VL : :
vmé.x = 5= . (1-17)
donde, U;éx — Esfuerzo mdximo de trabajo, es decir, el esfueg;

zo real que soporia el material bajo la accidn-~
de cargas. ‘

T

L - Cierto valor limite del esfuerzo para el mate——
rial dado. ‘
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n - Es un coeficiente de seguridad.

Para el caso en que las dimensiones de 1la estructura son co-~
nocidas y estdn determinadas, digamos, partiendo de criterios - -
de REVISION (o mantenimiento), el cdlculo tiene caracter compro
batorio. Se determina la magnitud de Upg, ¥ se hallavel coefi-
ciente de seguridad efectivo,

(1-18)

Si este coeficlente satisface al constructor, se considera -

que el cdlculoc comparative dio un resultado positivo.

Ahora bien, ¢uando la estruc¢tura se encuentra en 1a'etapa de
disefio, ciertas dimensiones caracterf{sticas deben determinarse-
directamente de la condicidn de resistencia. E1 procadimieﬁto -
tradicional, basado en esfuerzos de‘trabado, consiste ‘en deter-
minar los esfuerzos corraspondientes a acciones interiores obtg
nidas de un andlisis eléatico de la estructura, bhajo eupuestas-
asolicitaciones de servicio. Estos esfuerzos se comparan con és-

fuerzos ndmisiblea™ ( adm);

Yosx £ Yadn » ( 1-19)

* También es frecuente utilizar el término eafuerzos permisi—-f

bles en lugar del de admisibles. .
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El esfuerzo admisible se define como el esfuerzo mdximo al -
que puede ser gsometido un materiml, con un cierto grado de segu
ridad en la estructura o elementoc que se considere, Bate tipo -
de esfuerzos estdn especificados como una fraccidén de la resige
tencia de loe materiales; la magnitud de "n"™ se fija previamen-.
te,

7, )
Cradm = (1-20)

No queda mds que resolver el problema de que esfuergo consi-—
derar como limite (0’;) ¥ como fijar el valor e ‘"n", Loa valo-
roe del esfuerzo limite serdn diferentes para los materiales -—
ddctiles y para los materinles frédgliles.

En el caso de los materimsles dictiles, como el acero al car-
bono, entendemos por esfusrzo limite (V}_,)r el esfuerzo corres-—
pondiente al limite de fluencia (V;, )« Por tanto, el esfuerzo -
admisible constituird la n-ésima parte de CT; s Pig, T=42,

ﬁ/

" adn v L

[s} 4

Fig. -42. Represontacién gréfica del ‘esfuerzo admisible pa-
TR un naterial ddctil.
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El coeficiente en este caso se dsesigna por ng ¥y se denomina
COEPICIENTE DE SEGURIDAD REFBERIDO AL LIMITE DB FLUENCIA.

A3 Iy
a = H n, = (1.21)
- adm n, £ a.adm

En el caso de materiales frégiles (tales como el hierro cola
.'do, concreto y varias clases de roca), y en algunos camos cuan-—
do se trata de materiales de plasticidad moderada (incluyené& -
la madera) entenderemos por eafuerzo limite (T'L » 8l esfuerzo.co
respondiente al limite de resistencia (o esfuerzo de rotura) —-
7. . Por tanto, el esfuerzo admisible constituira la n—ésima par
te de T., Fig. I-43. ’

vt
=T
0-‘:il.c'lm
0 €

Fig. I-43. Representacidén gréfica del esfuerzo admiaible pa- :
ra un material frdgil.

En este caso designamos con n. al COBFICIENTE DE ,SSGURIDA;D—
‘REPERIDO ‘AL LIMITE DE ROTURA. ) s

= Te (1-22)
(15 RS Sy : Ny = I-22
adg np Yaam ]
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La prdctica comin de basar 1los esfuerzos admisibles y los ca
eficientes de seguridad en algin esfuerzo caracterfstico tal co
mo el 1imite de fluencia del acero o el easfuerzo de rotura de -
1a fundicidén es algo peligrosa y equivocada. Ya que, cuando se-
tiene una gran variedad de cargas, esto puede significar, en el

~ caso de una estructura de acero, €l colapsoc debido & fluencia -~
del material en alguno © alguncs de sus elemantoa, 0 an el caso
de una estructura de concreto, a que alguna barra este al borde

de la rotura.

Bn el casc de sistemas estdticamente determinados (isostdti-
cos), los eafuerzos en aus mismbros aumentardn proporcionalmen-
te a las cargas aplicadas aunque sean excedidos los limites de-
proporcionalidad, Asf{, en tales sistemas, ol uso de un esfuerzo
admisible que esté determinado por alguna de las scuacionas an

teriores conduce g1 objetivo propuesto,

Para el caso de sistemas estdticamente indeterminadosa {hiper
estdticos), los esfuerzos existentes en sus diversas plezes de-
penden de -sus deformaciones. Asi, pues, 108 métodos de andlisis
basados en 1la ley de Hooke no serdn aplicables mds alld del 1i-
mite eldstico de proporcionalidad. En tales casos, el uso de e
fueréos admisibles como los definidos por 1la ecuacidén I-20 ser‘
mde o menos imprudente.

Ia magnitud del coeficiente de geguridad depende en gran par
te de 1la exactitud con que sean conocidas las fuerzas externas-
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que actiien sobre una estructure, de la exactitud con que puedaﬁ
ser calculados los esfuerzos existentes en los elementos de la-—
estructura, y tambidn de la homogeneidad de los materisles em-—-—
pleadoa. For e jemplo, para materiales como la madera, en los ~—
que puede existir imprebisibles faltas de homogeneidad (tales -
como los nudos) se deben comsiderar coeficientes de seguridad -
maydres. Jos efectos dindmicos de las fuerzas aeplicadas brusca—
mente requieren tambidn un mayor coeficiente de seguridad. Es—
tpd, como vemos, no van a estar normalizados, ya que no son =
siempre los midmos, y los esfuerzos admisibles han de ser elegil.
dos de acuerdo con la experiencia del proyectista relativa a —
los diferentes materiales y condiciones en que vaya a ser utili

zada la estructura o elemento corraespondiente,

A continuacidn se dan algunas de las consfderaciones mds im-
portantes y necesarias al elegir un factor de seguridad (y por-
consipuiente un esfuerzo admisible):

i). Conccimiento y exactitud de las cargns aplicedas,

it). Tipo de falla.

1ii). Naturaleza de las cargas. Cuando se elige un factor de—

seguridad, sl proyectista debe considerar las carges es= -

tdticas, dindmicas, cfclicas y variables.

iv). Efecto de la corrosidén y deterioro.
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BJEMPIO I-X,

Una barra de seccién transversal variﬁble Yy empotrada en uno
de sus extremos estd sometida a tres fuerzas axiales, como se =

inuestrs, en la figura. Determinar el esfuerzo normal mdximo.

25 em 12,5 cm2 Cdleculo de la reaccidn,
P
35 Ton IF =0 ; i
5 4 -P + 35 - 10+ 20 =0
20 20

) _ (+) P =35-10 + 20
: D.E.N. P=55-10 ; P=45Ton.
1.8 148 1.6 1.6
! _ S e (9]
- D. T o.@(-) 0.8 o

cdlculo de los esfuerzos;

- »V'la —%SL = 1.8 Ton/cmz =. 1800 Kegtfom? - {Befuerzo ’nov‘.!"ma.i n}é:‘__-)

. =10 ... 2 2
¥,= 375 =-0.8 Ton/cn 800 st/cm‘

- - - I 1.67’.Edn/cm2= 1.600 kg'f/cm2,
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PROBLEMA I-2

Determine los esfuerzos de aplastamiento en A, B ¥ G que pro

duce la fuerza aplicada a la estructura que se muestra en la fi
gura, ‘

Cdlculo de reaccilones,
3 Ton .

15 X 30 em l 3o em M, =0
D

NEE=E s Jiff

¢ 3(1.8) - Rg(1.8+1.2)= 0

. }577577_55% . S
10 & / 5 R = Af(2.8) 3
cm (o] A
/\h B
: 15 X 15 ‘”’)‘,‘ R, = 1.8 Ton
'}
"3
3 = o
'y E¥,= 0 .
Aor  R(1.8 + 1.2) - 3(1.2)=0
1.8 m l.2m a g 2
I 'll" 'l RA= 51'2 H
C4lculo de los esfuerzos: Ry = 1.2 Tonm
- T oo k2 0.008 Ton/cm? = 8.0 Kgf/cm?
A 10 X 1% - * .
- V1o

B 5% 15 = 0.0133 Ton/cn?= 1,33 Kgf/cm2

1.5 U
¢ =‘“f§“ii]__’§_'=‘°'°°7 an/cma = 1.0 Kg.-.t‘/c:m2

.
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PROBLEMA I~3

En la figura se muestira un mecanismo de palenca que se utili
za para levantar los paneles de un puente portatil militar. Cal
cilese el esfuerzo cort'ante que produce en el pagsadox "A"™ una — ,
carga de 250 Kgf.

Cdlcule de 1a incognita .
P =7 H M, =0 '3
P(1.5) - 250(con 8)(0.45)a0
P(2.5) - 250 (4/5) = O

(" P(1.5) = 90

250 Kef. I\ Disnetro dsl  F=1.5/90 ;P = 60 Kef

¥ A pagador = 10 mm
Calculamos las reacciones en el apoyo "A",

IF_ =0 : -250 + R, = 60{com ©) = O
Ryy = 258 + 60 (4/5) = 298 Kef.

LF =0 ; RAx + 60 (send) = 0O
R, = 60(3/5) ; R, = 36 Ket.
Obﬁenemos 1a fuerza resultante; Ri = .(36)24- (?98)2
R, 2 300 Kef.

Determinamos el eafuerzo cortante, considerando dos.dreas —-

, P i T R

- §e1 ‘pasad.or,‘ T = 5 P g= ____m___ =101 l(gf/cm?‘

" K R n 2' . - »,' - H
2[4}




PROBIEXA I-4

Calcule 8l esfuerzo cortante en el pasador ‘A de "bulldezer",
81 todas las fuerzas que actdan sobre la hoja son como se indi-
ca en la figura. Observese que hay un pasador de 40 mm de didme

tro a cada lado del "bulldozer®™, y que cada uno trabaja en cor-

te simple.

Crogquis del sistema de fuerzlaa.

4 Ton V. O A

Obtenemos el valor de las incognitas, 2 Ton
sz:O ; T(com@) -2 =0 .= 0 ;
?{2/5) =2 = QO 4 - P, + T{sen8) =0

A
T=_z.éil ; T = 5 Ton 4 ~F, +5(1/5) =0 ;

,FA~=4+1= 5 Ton

Caleulamoe e} esfiierzo cortante en el pasador "A", tomando en =

-~ cuenta que estan colocados uno a cada lado del bulldozer.

F . .ooo
< = A = g

= . - -
Z (A} 2[:1-’(_4)2‘] H < = 199 Kgf/em
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‘PROBLEMNA I-5

Un poste de madera de 15 cm por 15 cm e jerce una fuerza de =
6.4 Ton en una zapata de concreto, véase la figura,

2).- Determine el esfuerzo de aplastamiento de 1le madera sobre

al concreto.
b),.~ Si 8l esfuerzo permisible sobre el tarreno es de 10 Ton/m%

determinar las dimensiones que se requiersn en planta de una zg

pata cuasdrada. Desprécie el peso de la misma.

6.4 Ton
‘"\ -
/f‘ 15 X 15 Cn a).~ Vaplastamiento = ?
Ifrl--—‘—- %
‘ - 8490 .
e, (U ap = 15 X 15 ’
III )
- Top = 28.44 Kgt/om?
b).~ Azapata = ?
r . . 6.
V= v - 42 = oo
2

A, = 0.64 m

Esta dvea se cumple para una dimensidén de 0.80 m X 0,80 m,



PROBLEMA I~6

Determinar el esfuerzo en el poste de la gria que aparece en
la figura. Todos los miembros estdn en el miemo planoc vertical-
¥ son unidos por pasadores. E1l poste estd hecho de un tubo es—-
téndar de acero de 200 mm que pesa 40 Kgf/m, (Consultese tablas
correspondientes a tuhod de acero). Desprecie el peso propic de
de los mieabros.

Deterrinamos la tensidn en-

el cable, por, EMA= [¢] H
3m °
5(1.5) - T{cos 45" )(6) = O
1 poo 5
0.7071 (&) !
5 Ton im T = 1.768 Ton.
——

A
CTTTVIT7F777777% £/ Ra,
1
r

: A
im i 1.5m

'Bmi
Calculo de las reacciones en el punto "A“,

™
)
It
[+]

-

o]
% RAx—— T (cos 45°) = O
R, = 1.768(0.7071) ; R, = 1.25 Ton.
Ax Ax B
try:o ; -T(aen45)—5+RAy=0

- 1.768 (0,707} - 5 = R, i R, = 6.25 Ton
: Yy
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Alslamos el nudo "A" para determinar la fuerza que actva en-

el poste,

| TF, =0
BA 5/ |2 1.25 - CA(cos 8) = 0 ;
1.25 Je 1.25 - CA (1 /J5) =0
§
BK = 1.25({5)
6,25
TA = 2.8 Ton
IP, =0 ; 5.25—_%‘5—55(sen ) =0 :
6.25 - BA - 2,8(2/{5) =0
BA = 6.25 - 2.5
BA = 3.75 Ton

En 1la tabla correspondiente a tubos de acero tipo estdndar -

(V¥éase, E. Pépov, “Kecdnica de sdlidos", (béxico: Editorial Li-

musa, 1978), Pdg. 643), obtenemos el 4rea para un tubo de este-—

tipo, de 203,2 .de didmetro y con un peso porvmetroylineal de -

42.49 Kgf/m ; de donde, A = 54.19 em2. -

'v.'= Fza -~ 3750

Por tanto, A = 54,19

=-69.2 Kgt/cn?. -
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PROBLEMA I~7

Calcule la carga méximg (Pméx) que ge puede aplicar a la es-
tructura, que se muestra en la figura, sin que se excedan los -
valores de los esafuerzos admisibles correspondientes. Vo = 1000
Kg:t’/cmz ¥ Vgo= 13500 Kgf/cm®. Considere el valor E= 2 x106 Ket/

cm2 ¥ la seccién transversal de 1las barras es A= 5.0 cmz.

Cdlculo de reacciones,

IF_ =0 ; R, —P =0
x

P=7 —f Ax
R, = P
Ax
2.0m i ris - ‘
¥, =0 ; P(2) - RBy(3)=O
R ! B R, = 2p
A 77 e By 3°
1 3.0m _:
RA, . R}; My =0 ; -aAy(3)+_P(2)=o
v v
2
RAY_ 3v>P‘

iios valores de las reaccilones resultan positivos
debido a que se han dibujado correctamente. los sentidos
dé las fuerzas. .

Cédlculo de las fuerzas en las barras:

Primero aislamos en nudo "A", para analizarlo,



— IF =0 ic = £p
AC ¥
I E IFX = 0 H AB = RAx= P
2
3 P
2 2 -
1 a npy Lo - —P=
fuglamos el nude "B", ):Py =0 ; Bc(Jﬁ‘) + 3P o
BC = 1,2 P
~ Tabulamos los datos obtenidos:

Barra Fuerza Esfuerzo Area Fzé. ‘Cdlculada Carga :
iB + P +1500 . 5.0 7500 7500
BC -1.2P - 1000 5.0 5 000 4167
TR 2p +1500 5.0 7500 11250 -

3

‘Obtenemos-"_e‘l valor de l1la carga P para cada barra;

P, = 7500
_ 5000 _ . _ "
Pyo =~ 5— = 4167 So Pyg, = 4167 Ref
P . _1500 11250 "( carga mdxima que .'puede soportar
ca (2/3) <= la estructura, antes de que fa-

1le la barra BC)
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BROBIEMA I-8

Dos placas de 25 cm de ancho por 1.9 cm de espesor estdn uni
das por dos cubreplacas atornilladas de 1.3 cm de grueso. cada =
una, ¥y con el ancho que se indica en la figura. Tres tornilloa-
de 1.27 cm se utilizena cada lado de la junta en agu_jerroa de -—-
ajuste exacto, Si esta unidén se somete a una fuerza de. tensidn-
P = 4 Ton, encontrar: a). El esfuerzo cortante en los tornilloes,
b). Los esfuerzos de tensidén en las placas principales en las —
secclones 1~-1 ¥ 2-2, ¢) . El esfuerzo mdximo de tensidn en las-

cubreplacas. Suponga que cada perno trensmite 1/3 de la fuerza-—

eplicada., . "
4 .
OP = 6" x3ur9® PL=10"X‘3'
N TCD
af o
4 Ton B S ° = 4 Ton
o f -] .
* @
v-B@ .

“a), Pare determinar el esfuerzo cortante en los tornillos obte—

z;emo‘s la carga correspadndiente a cade uno de ellos: '
6f = 4000 Kgf H f = 4000/6

.f = 666.67 kgt
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de 1la férmula del esfuerzo cortante se tiene,
666.67

£ . ; T = 526.3 Egf/cm>
A b 2
I a.en

T =

b). Cdlculo de loe esfuerzos de tensién en las placas principac
‘les:

- 4 000 - 88.7 Kgf/cm®
Yer " (EBX1.9) - (1.27X1.9) -

: 4000 ~ 4000/3 - 2
V'PL2= (Z5X1.9) = 2 (1.27 X1.9) 62.5 Kgf/em

c¢). Eafuerzo wmdximo de tensién en las cubreplacas:

) 2000 - 2000(2/3) _ 2
Usp,® ~X7.62 = 1.27)0.95 110.5 Kgf/em

_ 2000 - s D
Vo, = (762 - 2%1.27)0.95 414.4 Kgt/cm
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PROBLEMA I-9

En la figura se muestra una estructura que esta sometida a -
las cargas que se indican. a). Seleccionmar un perfil estructu——
ral, de drea minima posible para NO exceder los esfuerzos admi-
sibles del material: V;_‘ = 1 300 Kgf/cm2 ¥ V'c = 800 Kgf/cma.
b). Calcular el didmetro comerclal minimo del perno en "C™ para

N 2
un esfuerzo}gort&mte médximo de Toax = 1 000 Xgf/em®.

) \2.0 Ton

TP a 1.50 m B

. Naed

Determinamos el velor de las incognitas (.z , P), tome en -

cuenta que esta armadura se asémeja a un triangule de proporcio

nes (5-~4-3).

2z _ 4. z.= 0.72 m

Y por la ecuacién de equilibrio, ¥og= O ;
2.0(L,2) - P(z) =0 ; 2.0(1.2) - P(0.72) =0  ;

P = 3,33 Ton.
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Cdlculo de las reacclones en el apoyo "“Cv,
fF e =0 ; ch.' 3.33 (cos 8) = 0 ;

R, = 3.33( 4/5) = 2.67 Ton.
e

EF_, = O ; R, ~ 2,0 + 3.33(senB) = O ;
. v

R, =2.0 - 3.33(3/5) = O Ton.
yl

Entonces 1a barra AB esta a tensidn (+3.33 Ton), la barra BC ~
esta a compresién (-2,.67 Ton) ¥y la barra AC no trabaja,

BARRA FUERZA ESPUERZO AREA CALCULADA

+ AB 3.33 Ton 1.3 !l.‘/cm2 2,562 cm?
2 2
- BC 2.67 Ton 0.8 T/com 3.337 om (Amin)

a)s. Por tato, el drea minima es {(la mfs critica), A = 3.337 cma.

b). Para determinar el didmetro comercial minimo del perno en —

ncn'

? P 2.6
T.=Zx 7 tTEg T ZLGy = 1335 on’
. 4(1.335)
..»-%E—DZ=1.335 ;o =y ;

el difmetro que resulta es, £ = 1l.3 cm .

y el diasmetro comercial mde proximo:

o = == : 158 om




PROBLEMA I-10
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Para soportar una carga P = 500 Ton, se ha construido la si-~

guiente estructura; desprecie el peso de dsta y suponga que las

'junta.s son de pasador. a&). Seleccionar un perfil estructural de

drea minima posible para no exceder los esfuerzos admisibles ‘;

T = + 1300 Eaf/cn®

t y

~ 800 Egf/cm=. b). Obtener el -

didmetro minimo comercial del pasador en "C" para un esfuerzo =
cortante mdximo, .cmé.x = 1000 Kgf/cma.

F—3.0 m——i-l.54m

. Aislamos el nudo "“C",

CA

Calculo de las reaciones,
E¥,= 0 ;  -Ry(3)+500(4.5)=0
Ry = 750 Kgf
E¥p= 0 ; Ry(3)+500(1.5) =0
RC= 250 Xgf
IF.=0 Cialeen8) — 250 = o
ca(4/5) ~ 250 =0 ;

CA= 312,5 kgt )

312.5(sen®)-~CB. = 0

312.5(3/5) = €B'= O ; CB=187.5 Kaf
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Aislamos el nude "B", EPy= o ; ~BA(sen8) + 750 = 0
BA -BA(4/ 17) '+ 750 =0
18 ma= —2LT0  ma-773Ker
750} Kt

Dabulamos los datos obtenidos y determinamos las dreas, median—
te la expresidn A= F/V. '

BARRA PUERZA BSFUERZO ) AREA CALCULADA

- aB 773.0 . 800 0.966 cm”
- BC 187.5 800 0.234 cn?
+Ca 312.5 1 300 0.240 cm?

a). Por tanto, el 4rea minima es (la mds critica) 3

A = 0,966 em?

‘min

~'b)," Determinamos el didmetro’comercial del pasador en “C", pri-

‘mero calculamos la fuerza resultante en dicho punto,

B3 = (312.5)% + (187.5)% ; Rg = 364.4 Kef

e " , ‘ , L S
. - S, - 64 204 X 2
Se 2a= = A = ?%ﬁ'oﬁﬁ = 0,182 ¢n hrad A
g = 0.48 cmzy : El‘diametro='cem‘erc'ialﬁﬂc I 0.636 cm -

a4
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PROBLENA I-11

Considérese un cuerpo deformado axialemnte, tal como un. tubo
de seccidn circular con presién en su interior. Suponga que en-—
tal cuerpo Bdlo ocurran desplazamientos radiales, demuestre que -

en. coordenadas polares lag deformaciones radiasl y tangencial —-
’ du u .

son, respectivamente. £, = —ar v 89 = -
-]
T
N -
\
AY [}
T, Y
% u+ au
[-]

Por la definicién de deformacidn unitaria obtenemos directa-

mente la componenete radial, € = 1lim Lu+hu)-u ;

A r—0 Ar
- Au_ ; - Su
8r 1{n Ar ! er T dr

A r-e0

Para determinar la componehtc tangencial, partimds de ia‘,de-f

finicién de SECTOR CIRCULAR, . 5 = r O, L €y _é_ei ;
£ (r +u)(29) = x(29r) .
e 29L r H

r+u. =1 u B o

Bg= ———¢ ; o= —4 _1.. Q. Q. D
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PROBLEMA I--12

Una placa ‘de mcero de 5 cm por 25 cm por 1 cm  estd sometida
a esfuerzos uniformemente distribuidos a lo largo de sus bordes
(véase 1a figura). a}. Si Px= 10 Ton y Py= 20 Ton gcudl serd -
al cambio de eapesor debido a la aplicacidn de estas fuerzas? -
b). 2Cufl deberd ser la magnitud de P# para que esta sola fuer—
za produzca el mismo cambio de espesor que en (a)?. Considere =~
que E = 2X 10° Kef/em® |, M=0.25 .

¥
P Py:- 20 Ley de Hooke generalizada,
/_\—A—d_—.\
Tttty v M
H [ Sl .= - TG+ T
T e T, M
25 cm J Ey= 5 - Fh T
o
M
5 82= _éi - B (V; * U;)

a). Como primer paso determinamos los esfuerzos,

R T R NI |
V;:r —:—g—-%gf—' = 8 x 102 Kgt/cm> .

En este caso es suficiente con sustituir en la Wltima eipiesiéﬁ'
de la ley de Hooke, : :

- (e} 0.25 2 3
E.= ZX105 ~ 7 x100 (8x10° + 2Xx107)
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g =~ 3.5)[10-4 cm/cm

z

de la definicién de deformacidén unitaria tenemos,

vl
]

Az = Ez,

S AZ=-3,5%x20%(1.0) = = 3.4%107% cm.

b). Cudl serd el valor de Px= ? para producir el mismo cambio-

de espsesor,

Bn este caso sustituimos en la dltima expresidn de la iey de
Hooke generalizada los valores de esfuerzo que satisfacen la —--

. condicién de carga, es decir, V’z= 0y Vi, =0 .

7
) I . __M%
EZ_ E B (o +U;:) ¥ 82— B
de donde, v = A __ 2x10%(-3.5x10™
* M , 0.25

Y. U= 2.8 x20° Kgf/em .
y de la definicidn de esfuerzo normal teneimos,

P = O a ; P = (2.8x203)(5x1)

x x

W
It

14 000 Kgf = .14 Ton.




PROBLEMA I-13

Un bloque rectangular de aleacidn de aluminio tiene las di--—
mensiones gque se indjican en la {figura, Las resu ltantes de es——
fuerzos uniformemente distribuidos son Px= 20 Ton, Py:s 24 Ton,-
Pz= 18 Ton. Determine la magnitud de un sigtema inico de fuer-—
zas de tensién actuando adlo en la direcclén x, que produciria-
1a misma deformacidn en dicha direccidn que les fuerzas inicia-—
les. Considere aue E = TX10° Kef/cm® g M=0.25.

P
b
T.5cm Cdlculo de los esfuerzos,
5cm
'
3 206 000 2
1 I em———
- : P, U'x = Sxi0 = 400 Kgf/cm
10 cm 1
i 24000 _ 2
Pz‘/ ”",___ =" > V-y = SXT.5 640 Kgt/em
l T = =28000 _ 545 xer/om?

z T.5Xx10

Es suficiente con suatituir directamente en la primera expre

raién de la ley de Hooke generalizada, y obtener la deformacién:

400 0,25

£ = 5 - 5 ( 640 + 240) = 0.000 257
x TX10 TX30
pero como; - V'x = .ExE ‘.; V’x= 2.5'7][10-4 ( 7x105) = 180 Kgf/cm2
- ademds, Po= 0'x A, H P_= 180 (5 x10)

Px = 9000 Kgf = 9.0 Ton.



AP, IX. CARGA AXIAL

IT-1l. BSFUERZOS ¥ DEPOBMACIONEBS EN EL RANGO BLASTICO EN ELEMEN-
T03 SUJET0S A GCARGA AXIAL. EFBCTC DEL PRSO PROPIO.

Befuerzo normal (U ). De acuerdo con la definicién de esfuer
zo, que se da en la seccidén I-4, el ESFUERZO NORMAL o el ESFUER
20 QUE ACTUA PERPENDICULARMENTE A LA SECCION, es:

T = (Pza./Long?) (11-1)

En una seceidn transversal determinada por un corte, el sig-
tema de esfuerzos de tensidn expresados por 1?1 ec, II-1l propor-
" cione una equilibrante a la fuaréa extericrmente aplioada, PFig.
'II-i. Cuando estos esfuerzos normales: se multiplican por 1lag -
dreas infinitesimales correspondientes y se suman luego eobre -
el drea total (A ) de la seccidn, la fuerza serd igual a la ——n
fuerza aplicada Fn» For tanto, el sistema de esfuarzos es estd
ticamente equivalentg a la fuerza Fu. Adends, la resultante de

esta suma debe actuar pasando por el centroide de la seccidn., =
Reciprocamente, para tener una distribucidn uniforme de esfuer-

91
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z08 en una barra, la fuerza axial aplicada debe actuar pasando-

por el centroide del drea de la seceidn transversal.

F,=0A -
’F o) ~ r\ N
T t
I ——— __.._1...5--. :‘-4- et 4 - Fn

oY L—b?, ~ \_\

F
r- =

Fay

Pig. II-1. Andlisis de esfuerzos normales en un cuerpo.

Deformaciones en miembros cargrdos axiaslmente. En este cﬁso,
1a deformacidén longitudinal de una barra se trata como'un'pro-;
blema unidimensional, es decir, se sﬁpondré gque.-losg desplaza-—=
mientos de todos los puntos a través de su sececidn transversal-

son los mismos.

(a’f)' B

]
-t

- ' (v}
dx + du
B R i B P
Fig. II-2, Barra cargada axjialmente.

-
' b ]
1 3

P(x) == =~ P(x)
L
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En la filgura II-2 observumos que, una seccidn inicialmente -

perpendicular al eje de la barra se mueve axialmente una disten

eia "u" en forma paralela a si misma.

En esta barra el drea transverssl varia a lo largo de su lon

glitud, y fuerzas de diversas magnitudes se aplican en variaos --—

puntos. En este problema lo que sSe busce es determinar el cam--

bio de longitud de 1la barra entre los puntos A v

B;

notese que

la cantidad por calcular es la sume (o acumulecidn) de las de--

formaciones que occurren en elementos infinitesimales de longi-—-—

tud de la barrae, Pig.lI-2(b).

u = J‘du+cl

De 1a definicidn de deformacidén uniteria tenemos;

-

aw -
€x=-a-x— du_Exdx

sustituimos - en la ecuacién II~2,

u = j.sz:dx + Cl

(11-2)

donde .C ~ es une constante de integrﬂcldn y representa el des

1
plazamiento inicial dado en la frontera.

Para materiales linealmente eldsticos, de acuerdo con la ley.

‘de Hooke para esfuerzo uniaxial, la magnitud . de la‘déformécién— 
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'gx depende de la magnitud del esfuerzo Uy,
a,
x
E, = =

ademas se sabe que,

Sustituyendo estas expresiones en la ec. II-3,

P{x -
““Axajxn(x ax + -G, ( I1=4)

Esta es la ecuacidn para calcular la deformecidén total de una - .
barra cargada axialmente.

: Para el caso de que la barra este sometida a unsa cérga axial
P constante, en la cual no varia el drea transversal 4 a lo —
 largo de su erjer ¥ sin desplazamiento en su frontefa. Clr -_—70, al
momento del estudio. La ecuacidén para la deformacidén total se -
aﬁota de la siguiente manera, -

R S (11-5)

Entonces, paera el extremo B (Fig. II-2(a)), cuando x = L;
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u = AX = == {11-6)

Esto deberim ser razonable, ya que a mayor carga, mayor de-—-—
formgecién (ley de Hooke), ¥y a mayor longitud de la barra, mis -
moléculas se presentan en cada fibra. Por consigulente, la elon
gacién acumulada de cada fibra deberd ser mayor. La deformacidn
es inversamente proporcional al Adrea ya que & medida que aumen—
ta ésta, se presentan mds fibras para soportar la carga, y cada

fibra soportard una menor parte de esa carga.

EJEWPIO II-1.

Para la barra AB de la i‘igura, determine la deformacidén en—
el extremo libre, causada por el peso nropio, Dicha barra tiene
una 4drea transversal constante A ¥ el peso propio por unidad-

de longitud se representa por Py .

PoL , D.C. D.C. L. VD-F.N.
U P, o
i N{x) -
L } (+)
l“'Po X - N{x)= P X
st ! o |
o Y Py 5 ()

C4lculo de la fuerza normal, N(x) = ?

por el equilibrio de 'fuerzas. verticeles, IF, =0 3
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N(x) -P x= 0 ;

N(x) = Py x (1la variacién del diagrama es lineel),

Valuamos esta ecuacidén en los extremos de la barra, con lo ecual -

trazamos el diagrame de fuerza normal (D.F.N.).

L

1Y

Para el extremo "A", x= L, .. N(L) Py

]

Para el extremo "B", x= O S N(O) P {0)

Determinamos la variacidn de 1la deformacidn total,

[

B
u = 4X = E]'Aju(x) dx = _E:%\_j(Po x) dx
A L

Integrando entre los puntos A v B de la barra,

P, ?
2 _ [+] 2 2
TEA [x] = spx (0°-17)

N
ts
S

E:L aigno negativeo, en esta dltima exnresién, sélo 1ndica que o
1os limites de la integral se tomarén en sentido contrario al -

del eje X .



PROBLEMA 1I-2.,

Para la barra mostrada en la figura, trace el diagrama de —-—
carga y el de fuerza normal, Coneidere el sistema da referencia

establecido y la carga por unided de longitud, w = [ F. L-lI -

R=WL D.C. b. C. L. D. P, K.
1 x
N WL
!
1 N
L i . (+) 1
1 [
4 (o)
¥ L *
Cdlculo de la reaccidn,
£F_=0 R-WL= 0 R=WL

Cdlculo de 1la ecuacidn do. la fuerza normal,
IF =0 N-WX=0
o N=WX (1a variacién es lineal)

- Obtenemos los valores extremos del diagrama de fuerza normal -

(D. P. N.), sustituyendo los valores correspondientes,

N°= N(0O) = O

vNL= W(L) = WL



PROBIEMA II - 3.

Para la barra del ejemplo anterior, trace el diagrama de ——=

" fuerza normal, tomando en cuenta el nueve aiatema de referencia.

D. C. L.,
R=WL
- WL D. P.N.
Q o : .w . I WL
} X =1
l I [
L
i " (+) &l N=W(L-X)
1
x o w 0

Qdlculo de la ecuacidén de la fuerza normeal,

ZF_= O
x

-

N + WX - WL = O

N=WL - WX = W(L = X) (1a variacidén es lineal) )

- Obtenemos los valores extremos: dal diagrama de fuerza normal
(D. P. N.),

austituyendo los valores’ correspondientes,

N°'= W(L-0)= WL

N = W(L - 1) =0




PROBLEMA ITI -4,

La barra mostrada en la figura, esta sometida a la accidn de~
una carga uniformemente distribuida (debida a peso propio) de -
W = 20 T/m, a la accidn de

dos cargas concentradas de 20 Ton ca
da una y y otra de 40 Ton.,

Obtenga el diagrama de fuerza normal.

R=140 Ton 140 140 D. F. N,
1 . 20 ¥ I I o 140
i i
4 i i
]
+) ] 21 |f° -
1 'l 20
1 N, - 60 ,-
20 N 40

Cdleculo de la reaccidn,

T?_ =0
Y

R - 20(7) -— 20 - 20 + 40 = O
s R = 140 Ton.

A 4,0 m del empotramiento se tienen dos valores diferentes -
’ Para la- fuerza normal, N]_ ¥ N2 .

ZF, = 0O
y

140 ~ 20(4) - N o

)=



100

e N, = 140 — 80 = 60 Ton,

Por otro lado, tenemos,

LF_ = O H .
y
140 - 20(4) - 20 -20-N, =0
N,= 140 - 80 - 40 = 20 Ton.

A 7.0 m del empotramiento se tiene que llegar con el valor -
de 40 Ton (igual que la carga aplicada), para mantener el equi-
librio. )
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BJRUPLIO II-5.

Una barra cuadrada de acero y otra similar de aluminio tie-
nen las dimensiones indicadms en la figura. Calcule la magnitud
de la fuerza P que hard que la longitud total de laus dos ba———
rras disminuya en 0.025 cm. Suponga que en todas las secciones—
transversales de ambas barras la distribucién de eafuerzos nor-
males es uniforme y que &§stas no pueden sufrir pandeo lateral.-
Trace el diagrama de deformacidén axial, By o” 2::].06 Kgf/cmz Y -
B, = 0.7x10° Kgf/cn®,

a;
D D. Pa(Ton) D. 7. (Egf/cmd) D. u. (em)
o
acero —2Y 3T -853,6 0.02
30 lt'.'m A5 x5 ) ’
(=) -853.6 0.012
40 cm aluminio
L 4-10x 10
- — ]
i 21,3 4 -21. o
P
ut‘.ot Zu = uac + ual
" P Lac . P I'a],
tot EacAac EalAal
L L
ac 'al
Wiot™ PO E + E-a)
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Despe jamos la fuerza P,

tot
P =
Lac + I'al
Em:"\ac 1;alAal ) R
P = 0.025
30 40
6 * 6
2x10°(5%5) 0.7 x 107(10 x10)°
0.025
B o= =7 =7
6x 10 + 5.7143x10
P= ——2:020 . . 2.1341x10% ker
1.1714 x 10°

o P = 21.3 Ton.

Cdlculo de la deforwmacidén en el aluminio,

w = I”:"al
al .
- B-Aal ] .
u = 21 41_20 = 1.22x10,_2 cm.
0.7 x10" (100)
u_. = 0,0122 cm.

al
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II-2. DIMENSIONAMIENTO ¥ RBVISION DE EIEMENTOS DE ACERO SUJBE—~
TOS A TENSION AXIAL.

Como se indicd en la seccidn 1-~2, la resistencia de materia-
les no es un curso de disefio estructurzal (ni de disefio Ae mAqui
nas), pero proporciona las bases para un disefio clentf{fico en -
esos cursos. Por tanto, en este estudio, el interes principal es
el de conocer los principios gue respaldan la seleccidn adécua;
da de materiales y dimensiones. Otras consideraciones pricticas
¥ econdmicas solamente pueden aprenderse a partir de una expe~—
riencia real de disefio en la industria.

Cuando hablamos de dimensionamiento, nos refe;imos a la par-—
te del disefio, cuya finalidad es determinar el tamafio y la geo-
metria de 1los miembros estructurales.

BJBMPIO II-6.

Una ménsula estd formada por dos barras AC v BC de seccién-—

“rectangular, como se muestra en la figura. En el punto C se —-—
: épiiéa una carga P = 19000 1b. Disefiar la barra AC , usando un-—
- esfuerzo permisible de tenaidén O;Brm= 20 000 lb/iﬂz.'Supdngase—

- que las conexiones para la varilla AC no reducen el drea neta—-
de ésta, cuando se somete a tensidn.

C4lculo de las reaciones en los apoyos,

(zug=0 i = Rg(45) +:19000 (60) = 0



. _19000(50)
45

- R, (45)

_. .19000(60)

45
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Rp, = 25333.31b.

+ 19 000(60) = O

R, = 25333.3 1b.

Alslamos el nudo "G",

P=19 000 1b.

Por suma de fuerzas verticales,
EF =0 ;
y o !

Al y = 19000 = 0

AC, =

pero, v

AC sen® = AC(3/5)

S. AC (3/5) = 19000

ac = 13000(5)

3

A8 = 31666.7 1b..
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Determinamos el drea de la seccidn transversal requerida pa-

8 la barra AC, medimnte la ecuacidn del esfuerzo normal.

V= % B Areguerida = P/Vperm-
31 666.7 2
AI‘ = 55 000.0 1.58 in

Por iiltimo, se dabe escoger una barra cuyas dimensiones pro-
porcionen una drea de seccidn transversal de por lo menos 1.58=

in% Algunas dimensiones gque serian satisfactorias son las Qi——

guientes:
2in X 7/8 in, A = 1.75 inZ;
2Z1inX 3/4 in, A = 1.87 in%;
3 inX 5/8 in, A =1.88 in%;
3% inx 1/2 in, A = 1.63 in°.

Cualquiers de estas barras seleccionadas o variaes otras po—-
drfan usarse satisfactoriamente. Es decir, que seria factible -~
ﬁsar_éngulos 1 otros perfiles estructurales, Muchos factorcs‘;—
entran‘en‘la decisién de la forma y dimensiones adecuadas, y mg—

chas. soluciones pueden ser correctas.

El proyectista aeberia entonces considerar otros factores Pa

ra elegir la "mejor" barra para reanlizar el trabajo.
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I1I-3. DIMENSIONAMIENTO ¥ REVISION DE ELEMENTOS DE MXKDERA SUJE--
TOS A CARGA AXIAL SIN CONSIDERAR EFECTOS DE ESBELTEZ.

BJEMPIO II-7,.

Un pilote de madera de seccidén transversal constante A, que
ha side hincado haste una profundidad I en un terreno arcillo-—
80, soporta una carga P aplicada en su parte superior. Tal car
ga eg resistide enteramente por la fricciém £ qxf\e se e jerce a-
lo largo del pilote; dicha friceldn o rozamiento varfia en. la -~
forma parabdlica que se indica en la figura. a) Determine vofl -
acortamiento total del pilote en funcidén de P, L, A ¥ el médu
lo eldstico BE. b) Si P=50 Ton, L=12m, A= 625 cm2 y B=1X

5 Kgi’/cm2 squé tanto se acortard el pilote?

P
xH

o
—

a).Por el eq.ullibrio de las fuerzas verticales, obtenemos 1a va
riacidén de la carga en un elemento del pilote,

_ZFX;O H -dP+fd;v:=0
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integrando 1a cerga a lo largo del pillote,

L L B‘L
P=jfdx=j(l{x2)dx ; P=—K—-’§—
0. (-]

o

S1i sustitulmos los limites de 1la integral, podemos despejar el-
valor de la constante, ’

Cdlculo de la deformacidn total mediante la férmala, u = ﬂé‘-i-d—)s

L
wolela o x (3, . xxt o xa
- 3 BA 3B A T 12B A T 12EA
° (] o

sustituyendo el valor de la constante K, se tiene;

\ .
- ARL . R 2 '
v YREALS i "= FEA

5). Pare determinar el acortemiento del pilote, suqtituimoé 'en,—
1a Wltima exprésién loe datos proporcionades, - - S

(50 000} (120)

¥ = 7 (100000) (625) }

]

&
it

0.024 cm,
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EJEMPIO II-8.

Para el pilote de madera que se muestra en la figura, con ~—-—

una drea A= 0,1 m2 y un médulo de elasticidad & =1.2 X106 —

Ton/mz. Daterminar el acortamiento total, ugget= %

50 Ton. D.C. D.P.N. D. u.
e 1.4 5.6
10m x
1'7:1-;- Imr
BT
10p I ; £ = Kx
+* '._f -
Q £

Obtenemos 1a variacidén de la fuerza normal, para el tramo su
perior (AB). Para esto aislamos una parte del pilote y mediante
la condicidén de equilibrio de fuerzas verticales, se tiene,

sz-:»O H N - S50 =0
50 ‘ . N’:SO

Para trazar ¢l diagrama de ——-
-+ fuerza normal (D.F.N), determi
namos sus valores extremos,

N. = 50

Nag Ny, = 50

]
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Obtenemos la variacidn de la fuerza normal, para el tramo in

ferior (BC). Para lo cual aislamos un elemento del pllote.

Del equilibrio de las fuerzas -

N verticales,
(I -0 - Kee ()
f1 4 fx ZFx =0 ; N + ] )
N = K x2
- 2
S No = O 3
N,0 = 50

Determindmos el valor de la constante, K, del equilibrio de='
fuerzas verticales en tode el tramo,

EP_ =0 ; J-fdx-50=0
jfdx: 50 H J-(Kx) dx = 50
10. . 10
K[xdx: 50 ; [Kan_ 50
2—|= 50
A .

sustituyendo los limites de. la integral,

.Kalq = 50 A K = 1.0 Ton/m2.



cdlculo de 1la deformacidén en el tramo superior (aAB),

a = PX - Q 10
AB © B A T 25105 (0.1)
Ug = 0.0042 = H g = 4.2 mm

Calculo de la deformacidén en el tramo inferior (BO),‘, '

" _ P dx _ @xz)dx .
BC B A . 2 EA ’

R S . _k_ =3
Mge = TER X ¥ T TER 3 i

suﬂtituyendo el valox de la constante y de los datos proporcio—

nados, obtenemos el valor de la deformacidn,

(1.0) (10P . i
- = 0.0014
B¢ T 5 (1.2x210%)(0.1) o
“Bc = ls4 mm

~ La deformacién de toda la barra es la suma de 15. d'eféxmaci‘,ér.x e
en en el tramo AB mas la deformacién en el ‘tramo BC,

Yiotal ~. “aB ¥ UG

Uy = 4.2 4+ Lo4 = 5.6 mm
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II-4. DESCRIPCION DEL COMPORTAMIENTO DE COLUKMNAS CORTAS DE CON-
CRETO REPORZADO SOMETIDAS A CARGA AXIAL (CON ESTRIEOS Y —
ZUNCHADAS) . DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS COR—-—
TAS DE CONCHETO REFORZADO. ’

Entre las secolones de columnas mfe frecuentemente ussdas se
cuentan secsiones circulares o cuadradas con varillas vertica—~
les colecadas en circulo y amarradas entre s{ por medio de espl
rales (zunchos) poco espaciadaas, y secciones rectangulares con-
varillas verticales colecadas paralelamente a los lados, unidas.
entre s{ por medio de eatribos de forma fectangular.

Las columnas pueden estar cargadas udnicamente por fuerzas ~-—
aplicadas colinealmente a su eje, pero en la mayoris de los ca-
s0s estdn presentes ademds momentos flectores. Bn el primer ca-

s0 se llaman columnas cargadas axialmente.

Las ecuaclones que se desarrollan en esta seccidén son vdli-—-
das 8i no hsy peligro de falla debide al pandeo a causa ds gue-~
la columia mea sabelta. Cuando la longitud ds una: columna ‘as ~-

- grande comparada Cen su menox dimcnsidﬁ lateral, es posibla una
filia debida al pandeo. Se consideran columnas cortas aguellas-
cuya relaciém de esbeltez cumple comj 2 LL/b gglz.

Comportamiento, modos de falla y resistencla de elementos su
jetos a compreaidn axial. Bn 1la Pig, II-3 =a representan curvas

carga-deformacidén unitaria, para tres tipos de elementos de.cog
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creto sujeto2 @ compresién axial. Las curvas son tipicas de las

que se obtienen de ensayes de columnas relativamente cortas.

Py
Ca
S —
c .
3
5 i
A Tlo.as foAg
T gl
Conereto A B E
simple N ) —
Estribos Hélice

Pig. II-3. Curvas carga-deformacién unitaria de columnas cox
tas bajo compresidn axial.

La curva "A'", corresponde a un espécir'nen de concreto silmple,
¥ representa la caracteristica carga-deformecidn unitaric de —-
una columna con relacién de esbeltez 2 KI/b-K12. Como en el -
caso de cilindros de control, la cargs méxima se alcanza cuando
se llega a una deformecién unitaria del orden de 0.002 .

Partiendo dé 1o definicién de esfuerzo, tenemos que P = VA,
. de donde 1la resistencia de un elemento de concreto simple suje-

to a compresidn axial puede estimarse, mediante lam B:!.guiente' ox
" presién: ‘
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Py = 0.85 £ A, { I1-6)

donde, 0.85 - es un factor de reducoidn, obtenido del prome--

dioc de los resultados de ensayes en miembroa co
lados verticalmente,

f4 - esfuerzo de rotura medido en un cilindro de con
trol, ensayado en las mismas condiciones de tra
bajo. En Kgf/cmz.

g — érea total de la seccidn transversal del concrg
to,

L& curvse "B™, corresponde & un espdcimen al cual se adiciona
refuarzo longitudinal y se utiliza el refuerzo transversal neca
sario para mantener las varillas en su posicidn durante el colg
do, la carga méximm se obtiene bajo las mismas condiciones que-
en el prisma de concreto simple, es decir, a una deformacidn —-—

unitaria de 0,002, Ia falla, como en el caso anterior se produ

ce B una deformamcidn unitaria de 0.003 & 0,004,

la resistencia adicional sobre lz de un prisma de concreto -
simple es debido a la contribucién del refuerzo longitudinal en
compresidn. Se puede estimar esta condribucidn come el producto
del 4rea del acero ( Ay ) por el eafuerzo de fluencia (fy). Por
tanto, 1la resistencia o carga mixime que un prisma de concreto~

con refuerzo longitudinal y estribos transversales es capaz de-
alcanzar, esta dada por: ’

Py = 0.85f5 A, + ATy _ (I1I-7)
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donde, Ag - @8 el drea total del conereto’ sin descontar el -

4rea ocupada por las varillas.

Las curvas "C*, corresponden a un elemento que ademas de re-—
fuerzo longltudinal, tiense refuerzo helicoidal continuc a todo-
1o largo. Injcialmente su comportamiento es similar al de un —--—
prisma con estribos, hasta llegar al primer méximo (P°1 ), B -
una deformacidén unitaria del orden de 0,002. Aproximadamente a—
esta deformacidén el recubrimiento de la hélice o zuncho empileza
a desprenderse y, por tanto, la capacldad de carga del elemento
‘disminuye. Al deformsrse lateralmente el concreto en forma apre
ciable por el efecto de Poisson, 1la hélice se alargs, producien—
do como reaccidn una presidén confinante en el nicleo de concrg
to limjitado por el zuncho, De acuerdo con las carscteristicas —
de 1a hélice, la recuperacidn en capacidad de carga del espéci-.
men serd mayor © mencre. 31 el confinamiento proporcionado poxr -
el zuncho as suficiente, pusde alcanzarse una segunda Cerga mé—
xima (Poz) auperior a la alcanzada iniclalmente pero a deformg._
ciones considerablemente mayores, como muestza la curve Cp e ==
Por el contrario, si el confinamiento no es suficiente, nunca -

se alcanzerd une carga como "la del primer méximo ( 03 ).

Es posible evaluar la contribucidén de la hélice o espiral en
funcién de las propiedades mecdnicas del acero y del porcentaje
volumétrico del refuerzo helicoildal. Este Wltimo se define como j

* para porcentajes de drea de acero mayorss del 5% del total -

de la seccidn, A, se cambla por A3 Ap = Ag - Ag's.



_ - volumen del acero en un paso de hdlice
Ps = volumen del miicleo de concreto en un
paso de la hélice

Con referencia a la figura II-4, denominamos "d" al didmetro
del micleo, centro = centro de la hdlice, A, al 4rea del alam—
bre helicoidal, y "s" al paso,

»
H

o
o

A

il

T

>
(o]
y

y

Pig. II-4. Diagrama de cuerpo libre de una seccidén con héli-

ce,

Por tanto, el porcentaje volumétrico de refuerzo helicoidal-

.en funcidén de estas ca.nt:ld_ades, es el siguiente:

' IL & Ag 4 Ag . o
Ps = o a2 = "sa o : (,II-_B)'
' 8

4

En la prdctica, conviens que el megundo méximb, de la curva—-'
cafga—deformacién unitaria para une columna de conereto con re=
fuezjzo helicoidal, sea poxr lo menos iigeramente mayox c‘lue‘el -
pi-ipner miximo, ya que de esta manersa se deearrolla la curva V‘BOE

"pleta y el elemento tiene mayor ductilidad, lo cual es muy .con—
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veniente desde el punte de viasta. estr‘\ictural. Para que esto su-
ceds, la contribucidén de la hélice, 2 p, fy Ay, debe ser ligers
menta mayor que la contribucién del recubrimiento de concreto -
que se desprends al alcanzarse el primer mdAximo.

Poy = 0.85£2 Ag + Ag fy (Primer médximo) (1I-9 )

Bop = 0.85£ 4, + Ay + 2p £ A, (Seaundo méximo) (II-10)

donde, A, - ez el drea del ndcleo,

Refuergo transversal en columnas. El refusrzo transversal en
columnas puede consistir en estriboa o en hélices {zunchos). Hn
el caso da estribos, estos deben de colocarse de tal manera que
restrinjan el pandec lateral de las varillas longitudinales. --
Por ejemplo, el Reglamento ACI (Instituto Americano del Concre
to) recomienda que todas las varillas de esquina y cada varilla
alternada estén restringidas por el doblez de un estribo,. el =~
cual debe tener un dngulo intesrnc no mayor de 135%, Cuando laa-
varillas eétdn colocadas en la periferia de un circule, se pue—
de usar un estribo circular. En 1a Fig. II-5 se ﬁuestrqn distig )
: tos’arregloa de eatribos, Como en el caso de las vigas de con--
creto reforzado, los estribos deben estar anclados adecﬁadamen-
te en sus extremos,

Ia separacién mdximn de los estribos debe cbnservarae en la-

:Lntarsecci&n de la columna con los elementos del. é:l.stem‘a,de pl- -
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<ricm >iEcMm

B T
Ligem PiScm

X AN

Pig. II-5., Detalles tipnicos de estribos en columnas,.

80. Esta separacidn de estribos estd regida por recomendaciones

del r_eglamento H
— ﬂA é 16 ﬂﬁs

as ( 48 Be
la menor dimensidn de la columna.’

‘donde ﬂA as el didmetro del drea de la varilla (o paquete de -
vvarillas) longitudinal, y ¢ es el dié.metro del estribo.

h Adémaé, debe checarse la siguiente desigualdad;

fa80 = 0.02£ Ay (1guate)



donde, fs = @sfuerzo de fluencia del refuerzo transversal.

Los reglamentos recomiendan didmetros minimos de estribos, -
de acuerdo con el tamafio de las varillas longitudineles o pagque

tes de varillas que restringen, a continuacidn se da una tabla-
con estos datos,

Varille longlitudinel #£3 e g4 _#8 e #£10 #12
Proponer estribos del £ #3 #a

1]

En el caso de hélices {(zunchos), éstas deben anclarse en sus .
axtremos mediante una vuelte y media. Ia separacién mdxima o pa

g0 de la hélice se cdlcula mediante la siguiente expresién,
1.5 THA (cm) < 5 < 7.0 cm.
y debe cumplirse con la siguienté desigualdad,
£, <" 4200 Kg/ em®
1.3
Ad_exﬁns; deben respetarse cilertas limitaciones establecidas en =~
. loms reglamentos, que tienen por objeto asegurar una aceién con~ i

finante efectiva y, al mismo tiempo, permitir la correcta cbl_o_
cacién del concreto.

* Es el tomafio miximo del agregado (r¥A), en centimetros.
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BEJEMPLO II- 9.

Proponex las dimensiones y el refuerzo (longitudinal y trana

versal) para una columna de seccidén cuadrada, como la que se ==

nuestra en la flgura, y qﬁe soporta una carga axial de 500 Ton.

Datos: f
¥

]

4200 Kgf/em®

' 200 Kgf/om>

£, = 2100 Kgf/ewm®
As/Ag = 2,5%
. *
Férmula: P, = 0.858, T, + A4 fy
cdlculeo de lme dreas;
A, = a i A, = 0,025 a?
a8 ' 8 ¢
Sustituimos en 1la férmula de la resisteneia;

500000 = [0.85 (200) + 0.025 (4 200)] a?

P a = 43 cm
obtenemos el valor mimerico’ de ‘las‘ dreas,

Ag = 1859 om” i A= 0.025(1849) = 46 em” -
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Conociendo el drea de acero raquerida, proponetos el refuerzo -
longitudinel,

4 2

6 #10 i Ag = 4T7.52 cnm

El refuerzo transversal se propone seguin el didmetro del refuexr

Czo longitudinal, en este caso proponemos estribos del #3,

B30 (3.18cm) = 41.64 cm
4 200

sk 48 (0.95) = 45.6 cm

De min, = 43 cm,

Por tanto, consideramos una separacién s = 40 cm.

Por Wltimo checamos la desigualdad, £o Ay > 0.02 fy Ag

(2100)(0,71) = 0,02 (4 200) 7.92

14'91 > 665.28

Seccién de la columna indicando el refuerzo,

“42 e (por lado)
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BJEMPLO II- 10.

‘Proponer dimensiones y refuerzo para la columna de seeccidn =

rectanguliar gque se muestra en la figura.-

Datos; P = 700 Ton.
£~ 4200 Kef/cm®

d=1.25% £&= 250 Kgf/cm®
fo= 2100 Kef/ om®
f—
TMA = 2.0 cm

AE/A5= 2.54

. . N . .
 Pérmula: Po = 0.85% As + Ag fy

Cdleulo del drea total;
2
Ag = (1.25 »)b 5 Ag= 1.25 b

Sustituimos en la férmula de la resistencia,

700000 = 0.85 (250) (1.25 b2) + 0,025 (1.25 ba) (4 200)

de donde e obtiene uha. acuAacidn de segundo grado, cuya B0lum=—=

cidén en:

b £ 42 em ; ¥y par tanto, ¢ = 1.25(42) = 53 cm.
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Calculamos- el drea de refuerzo longitudinal,
Ay = 0.025 (42X 53) ; Ay = 55.65 om®

Coniociendo 8l 4rea de acero requerida, proponemos el refuerzo -
longitudinal,

8410 3 Ay = 63.36 cm”

El refuerzo transversal se propone de acuerde al diametro del -

refuerzo longitudinal, Por tanto, proponemos estribos del # 3.

-850 (3.18 cm) = 41,2 cm
4 200

s£< 48{0.95) = 45.6 cn

D.min. = 42 cm Se 8 = 40 em,
Por dltimo checamos la dosigusldad, fgA,  0.02f A, 3
(2100)(0.73) 0,02 (4 200) 7.92 - § 1491 . 665.28

Seccidn de 1a columna indicando el refﬁerzq,

53 oem
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BJEMPFIO II-11l.

Para la columna circular AB de la figura, proponer el refuer

zo (longitudinanl y transversal), y determinar el segundo mdximo.

s 1 600 Ton 30 Ton
C Seceidn transversal de la =
columna, '
A D
2.5 om 2.5 cd”
- 1
Ry

Datoms f, = 200 Kgf/cm2
fy = 4 200 Kg;f/cm2
£, = 2100 Kgf/on

THMA=2,0 cm

' 041lculo de la reaccidn en al. Bpoyo‘ A. -

EE =0 ; R,(5) - 600(2.5) - 30(4) = O
1,500 4120 1 380
RA= 5 B s

R, = 3124 Ton.

Pérmale pars el primer wdximo,

P = 0.85£5Ag + Agfy
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Cdlculo del #rea total de la columna,

Ag = _l_-144_15 (30)2 = 706.86 cm®

Cdlculo del 4rea del nidcleo, : '

Ay = -i‘>—'14—"’1i(25.)2 = 490.88 en®

Sustituimos en la férmula del primer méximo,

324000 = 0.85(200)(706.86) + A4 (4 200)

2

AS = 48,53 cm

Por tanto, determinamos el porcentaje de 4rea de acero,

A

] 48.53 .
A, = T106.86 6.8%

. ?onociendo el drea de acero requerida, proponemos el ;Qf@er—
. 'zo longitudinal, ’

10 #8 5 Ag = 50.7 ca®

".Observamos que el porcentaje de drea de acero es ‘mayor al 5%,
por tanto, utilizamos el drea neta en lugar del Area total;

A, = 706.86 - 50.7 ' A, = 656,16 cm®

- Entonces, sustituyendo en 1a férmula para el primer mdximo,
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.
Poa= 0.85f, Ay + Ag f, ) -,

P,, = 0.85(200)(656.16) + (50.7){(4 200) = 324 478 Kg > 324 Ton.

Para calcular la contribucidn de la hélice, hacemoa POJ_é Pop

Bop

= 0.85F A, + 2P, A, Ty
sustituyendo tenemos,
324 847 % 0.85 {200)(490.87) + (50.7)(4 200) + 2}5 (2100)(490.87)

. 4 A
despejando, P, = 0.0136 o 3 de = 0,0136

s8i proponemos -un zuncho con var. #3 , entonces podemos calcu-=-

lar el paso de 1la hélice,

- 4(0.71) . -
® = {5.0136)(25) 3 s =83cm
Checamol los limites del pasc de la hélice, 1.5TMA < 8 <L 76m
sustituyendo; 1.5 (2.0) a 7em Por tdnto, 2 =7.0 cm

Calculamos el porcentaje volumetrico del refuerzo helicoiéal,

_ _4(0.71) _
Po = Foo(eEy = ©-0162

Determinamos el segundo méximo real,

P

02 = 0.85(200)(490.87) + (50.7)(4.200) + 2{0,0162) (2100){490.87)

Py, = 329 786.7 Eg > Poy . :
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Ii1-5. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONEBS. SISTEMAS HIPERESTATICOS,

Hiperestaticidad, Si para una estructura dada, el ndmero de-—
incégnitas (variables no determinadas) ea mayor al mimerc de —-—
ecuaciones de equilibrio independientes, el problema eas "Estﬁt;
camente indeterminado o hiperestdtico™ y el grado de redundan--—
ciz o indeterminacidén es precisamente el nimero de incSgnitas -

en exceso de las que se pueden calcular por estdtica.

En todos los problemas hilperestdticos son vdlidas las ecus——
ciones de equilibrio estditico. Estas ecuaciones son necesarias-—
pero no suficientes para resolver este tipo de problemas, las —
ecuaciones complementarias se establecen partiendo de considersm
ciones de la geometria de lm deformacidn {compatibilidad de de—
formaciones). En sistemas estructurales, sometidos a carga a——-—
xial, por necesidades fisicas, cisrtos elementos o partes deben
alargarse juntos, © bilen, permanecer fijos. Formulando tales ——
observaciones cuantitativamente se obtienen las ecuaciones adi-
cionales requeridas. Tales ecuaciones cinemdticas son indepen—-
dientes de las propiedades mecdnicas de 1los materiales Y, por -~
tanto, no estdn limitades 2 'la respuesta eldstice lineal,

J.os procedimeientos necesarioca para determinar la deforma——Q’
cidén lineal de barras cargadas axialmente, fueron desarrollados -
en la seccidn II-1l. Ahora se aplican los miemos procedimeienfos
excepto por la designacidén de las fuerzas que actdan en tales =

- miembros como incégnites haciendo uso de simbolos alsebraicos -

apropiados,.
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Bn eate saccidén trataremoa problemas con un grado de hiperes

tdticidad, ya que tan sélo contamos con otra ecuacidn mds, la -

que sa obtiene a partir de la compatibilidad de deformaciones.

EJEMPIO II-l2.

Si una earga de 900 1b se aplica a una barra rigida suspendi

da de tres alambres como se muestra en la figura. JQué fuerza -

resistird cada alambre? Los de los extremos son de aluminio —-—

(B = :!.07 psi) y el ds en medio es de acero (30x10
a

cialmente los alambres estdn bien extendisos.

ILLLLLLLLLLLL LY,
é Agero
B_ = 107 psi oy
a L=p0"
Ay = 0.3 in? Alupinio Alumfinio
L= 25° L={25"
RIGIDA ]
‘800 1b
‘ Diagrama de Cuerpo Iibre ( D.C.L.)
Fa F

6 psi).  Ini-

& omi

s
n

30x10
Ay = 0.2 in?

Posisecidn:
inicial



| For la ecuacién del equilibrio vertical,

=0 2F, + Py = 900 1b

Por compatibilidad de deformaciones,

' FaIn
wAO 4 wa=vWy 5 e
B (Ly) F_ (2L,)

107¢3) - 30 x10%(0.2)

. Planteamos el sistema de ecuacliones,

2f, + F_ = 900 “mm(1)
F, - F =0 ——=(2) ‘
3P, = 900 F] F, =900 /3.

Sustituyendo . en la oc.r(é),

300 - By =0

B, = 306 16,

128

S—

_ra_,s' 300 1b.

e
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EJEMPLO II~13.

"Para la barra que se muestra en la figura,
fuerzos en cada trame,

R

determine los es-
considere E= ctte,

2 D.F.N. D.T.
Y 2 ) o,
40 &m 40 cn? T
70 tm 30 cm® ~(—:L
— -860
[ lao zon. —
100 tm 20 cn?
777 /I 7 “soo—°
By

Por la condicidn del equilibrio vertical se tiene,

ZFy= o]

o
F
+
w
[
B
(o]

(1)

. Por compatibilidad de deformaciones tenemos que,

ru =0

; - uA + uB + ﬁc =0
sus?;tu\yengo los valoreé,
R, (100) R, (70) RBV(40)
E(20) * (3@ ' EGo) - °
_.-.5RA '+-}RB+ %‘RB =70 H

oo 15 R, + 10R, =0 f--fﬂ(z) .



Planteamos el sigulente sistema de' ecuaciones,

10R, + 10R, = 400 ——— (1)
15 RA - lORB = 0 @ eme—— (2+)
25 HA = 400 H R = 16 Ton.

Sustituyendo en la ec. (1),

16 + R_ = 40

B R_ = 24 Ton.

B

Cdleulo de los esfuerzos, en cadas tramo;

Tramo @ H ‘VB = %g& = 600 Kg’.t‘/o::u:\2
Tramo @ H 0'2 = 2—43?& = 800 Kgf/.c:m2
Tramo (@ ; 0= %’— = - 800 Kgf/cm2

Para el tramo @ se anota ol aigno negativo, ya quo se ob-—r )
ser‘ba que 26 trata de un esfuerzo . de compresién, véase el dia—-— T

'gz'ma de esfuerzos.



CAP: JII. FLEXION

IIT-}. FLEXTON BLASTICA: BIOQUE DE ESFUERZOS. FORMULA DE LA ES-
! CUADRIA Y MODULO DE SECCION ELASTICO. FIEXION BIAXIAL. -
PIBXION ALREDEDOR DE BJES NO PRINCIPAIES.

BEn este capitulo se estudia el momente flexionante interno -

que puede presentarse en una seccidn transversal de una viga.

Flexidén pura. -Se dice que exiate flexidn pura, cuando un seg
mento de viga eata en equilibrio por la accién de un momento -—
flexionante, es decir, una viga en la cual no 53 presentan eg-— '
fuerzoms cortantes, ni éarga axial,

En este eatudio se considera tanto el comportamiento lineal-

mente eldatico como el ineldstico (pldstico) de las vigas y la- .
" relacién entre el momento Flexionante interno con los esfuerzos
que causa en éstas.

Considéreas una viga prismdtica horizontal que tenga una segi
cién transversal con uh eje vertical de simetr{a, Pig. III-l, = '
adends la recta que pasa por el centroide de todés 1éa seccio—~
nesa transversales es el eje de la viga. Cuando tal viga se sdhg

in
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te a la accidén de momento positivo, ¥, se flexiorna como se mues
tra en la figura III-l.
v Eje de simetria

I
!

B .
I_ ;7_9 de lat
viga

Eje neutro

Pig. III-1. Viga horizontal antes y deg;{ués de aplicarie,el—‘
momento flexionante. '

Hipétesis fundamental de-la teoria de la flexidn. Ias ,A'Veeqc.i-g".' o

'nés planas de una viga normales a su eje, pémanecen planas .deg
‘puds ‘de que la viga se samete a flexidn.

En 1# figura IXI-1 se .Obgerva que- las fibras o "filamentos"
da la viga & lo largo de: una suparficie tal come la a—b no - ca.m ‘
bian de 1ong1tud. Tales fibras esta.n en la’ SUPERPICIE NEUTRA (o
eje neutro) de la viga, Uno‘u otro términe implice,‘ ‘una Z!.t'n:s\].i.zgl
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cidn de esfuerzo cero o deformacidn cerc en un miembro sometido
a flexidn.

51 estudiamos una fibra tipica e-f paralela a la superficie
neutra y localizada & una distancia (-y) de ella, tenemos que -
durante la flexidn le fibra se alarga la cantidad Au. S$i este-
alargamiento esta dividido entre 1la longitud inicial de la fi--

bra ( Ax ), obtenemos la deformacidn unitaria;

Au du
Ex = Um —— = ——
Ax+ O Ax dx

3in embargo, puesto que los alargamientos totales de fibras-—
diferentea, inicislmente d¢ la miema longiltud, varian en forma-
1fneal desde el eje neutro, Fig. IIX-1, 1la hipdétesis fundamen-—
tal se puede enunciar de la manera siguiente: En una viga some-
tida a flexidn, las deformaciones unitarias de sus fibras son -
directamente proporciorales a sus distancias respectivas = la -

superficise neutra.

_Sabemos que de acuerdo con la ley de Hooke, \T','r = B Ey ; por-
‘consiguiente, para una viga eldstica los esfuerzos normales Ty
. que résuitnn de 1a flexidén tambidn deberdn variar linealmente~

en proporcidn directa a aus_diatmcias respectivas sl aje neu-
tro, Pig. III-2. lLa expresién matemsdticn es como sigue:

T =Koy o 7 (II1-1)
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donde K, es una constante. ILa variable y puede tomar valores -

positivos y negativos.

La constante Ky se. pusde relacionar con el momento flexio--

nante aplicado y con las propledades de la seccidén transversal-

de la viga.

e
L
1
' dA | .
Eje : =iy 4——— € (compresidn)
“neutr | +y AR
1]
—& x
[
' - —E=f(y)
A ! kméx =0 T (tensidn)
1 — f—
Ejelde . ™
! Endx Tmdx
simetria

Fig. I1I-2, Segmento de viga eldstica en flexidn pura: SeC=-

cién transversal, diagrama de deformaciones y -

distribucién de esfuerzos.

Por:la condicidn de ¢quilibrio, que la suma de todgs log mo-

mentos respecto Ag.l eje z es igual .a cero. Para el segmento de-—

viga de 1lda figura III-2 obtenemos 1la acuacién siguiente;

o EMy =0 3

M+I(V’di)y=0
A

. Sustituyendo 1a ecuacidén III-1 en la ecuacién anterior,
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va-J-(XoydA)y : H=—Koj—,y2dA
A A

donde, J.yz dA = I -~ que es ol momento de inercia del £rea-
A de la meccidén transversal, con respec-

to al eje centroidal.

Con esta notacidn tenemos que,

Ms-—KoI H K°=_-—i——

U = - RE (111-2)

La ecuacidn III-2 se conoce como ecuacidn general de la --
flexién o FORNULA DE LA‘BSCUAD.RIA, ¥ nos indica que para un mo-
mento flexlionante positive, N, y valores positivoe de Yy log "~
esfuerzos normales '(T gon de compresidn, para valores negati—-—

voa de ¥y los esfusrzos son de tsnsidn, Fig. I1X-2,

Blogue de esfuerzos. Es una vista ‘igométrica que ilustra 1a-

distribucién de esfuerzos en la seccidn tranaversal de una’ vi--
ga. Ademas, el volumen de dicho bloque de esfuerzos es huméricg_.
ménte 1gual al valor de la fuerza resultante. En la fig\m III-3
' se representan ambos bloques (de tensidn y de compresidn )y sa--

liendo de la viga, pero ge indiea el sentido de las fuerzas.‘
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Superficie

neutra

Bjie

neutro

simetria

Pig. ITI-3. Bloque de eafuerzos: de tensidn y de compreéién.

Para localizar el eje neutro en una viga, btasta con determi-
nar el centroide de su seccidn transversal.

. Por otro lado, en una seccidn tranaveraal de una viga tanto-
¥ como I son constantes, entonces el eafuerzo normal Uy 8l-—
canza su valor médximo cuando el valoxr absoluto de y es miximo,

Se acostumbra designar el valer Yy 4y por ¢, Fig. III-2, For-
- tanto, : !

Tosx = ~F— (‘III-;)

Wddulo de seacidn eldstico.( 8 ). Parsa una seccién transvére—'
sal dade, 1los valores de I ¥y ¢ s=on constantes, por tanto po-

'demos hmcer S= I/c, que se conoce con el nombre de MODULO DE
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SECCGIONR ELASTICO. Empleando esta notacidén la ecuacién III-3 ge—
puede escribir de la siguiente manera:

Vodx = = (III-4)

Las secciones mds eficientes para resistir flexién tienen el
mayor médulo de seccidn eldstico S posible para una cantidad -
dada de material. Esto se obtiene haclendo que la mayor canti--—
dad de material quede lo mAs lejo2 gue sea factible del eje neun
tro.

Plexidn asimetrica o biaxial, Las mismas formulas, para vi--
gas eldstices con un eje de simetria, se pueden utilizaer pera -
cualquier viga (asimetrica) en flexién pura siempre que los mo-—
mentoa flexionantea se apliquen a un plano paralelo B uno 1 o~=
tro lado de los ejes principalea+ del 4drea transversal, figura-—
IXi-4.

Centroide.

~Pig. III-4, Viga de seccién transversal ssimetrica.

f Bjes principales son aquellos com respecto a lom cuales el mo
mento de inercia es mdximo o minimo. Tales ejes sdn_éiempre mu=
tuamente perpendicul&fes;'un eje de simetrim ea siempre un eje— '
ﬁrincipal. .
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Ios esfuerzos varia:q linealmente desde el eje neutro que pa-—
sa por el centroide, tenemos que como antes, el esfuerzo en una
drea elemental dA, Pig, III-4, ee;

&sz Ky ) 7 o

Por tento, la fuerze infinitesimal que aotua en un elemente:
= (K, y).aa

la suma de 108 momentos de estas fuerzas internas con respec.
to al. eje 2z produce el momente flexionante .interno. Adeuiis, 'dg'
bido a la falta de mimetria, tales fuerzas internas pueden ori=
&inar un momento con respecto al eje ¥, cuyos brazos, de momento
son iguales & . Bntonces un posible momento M_'con re_spectd -al
eje ¥ es; .

= J(Eo YaA) = KO Jyz [.¥.%

(Y
¥Ia ultima integral da el ‘PRODUOTO DB INERGIA del dres trans— ’
- versal, Ea igual a cero si los ejes ‘que se selaccionan son loa-'
) principalea del Area. Como ta:l.aa e Jjes son los que 5a u.t:llizan -
aqu.f., ly - O, Yy por tanto las formulaa deducida.s a.ntes Be e.pli‘

" can a una viga con cualguier foma. de seccién tra.nsversa.l.

Plexién a.lredgdor ,d.e ejes no principales, Un. caso inégi'gone;—}
‘rel.del problema:de.la flmxidén es como’ el que se indica en la =.
figura III-S, en la cual podemod observar como ‘el plano del mo-
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mento aplicadeo M, puede estar inclinado con relacidn a los de -
los ejes principales. Este plano de flexidn se localiza por un
dngulo oc que es positivo cuando se mide del eje y hacia el —-

eje z en sentido contrario al de las manecillas del relod,.

M ecos o

M gen oc

Fig, ITI-S5. (a) Momento flexionante gque no pasa por ningin =
eje principal; (b) compenentes del momento fle—-—

xionante en los planos de los ejes principales.

Para resolver este tipo de problemas, el momento aplicado M
se descompons en su3l dos componentes que actian en los planos -
de los ejes principales, Para el dngulo o« negativo que =se 1'nd1..
ca en la figuras II1I-5(a), son positi%ras las componentes dei mo—
mento flexionante que actiua con respecto a los sjes z y ¥ (ver—
la figﬁm I-T); La compqnente que actida con respecto al: eje =-—

es Mcosoc , ¥y 1la que lo hace con respecto al eje y es MsenoC.

La férmila de la flexidn e;l.éstiqa obtenida anteriormente se-
" puede aplicar a cada una de 1as componentes de momento que &C--—

tdan con respecto a un eje principal, y ek esfuerzo combinado. -
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se obtiene por superposicién. Un ejemplo de esto se tiene en 1z

figura I1I-6, donde ae indica para simplificar, una seccidn rec
tangular. :

. S — "
I, x 3 *TI 0'x_0’x+qx
Fig. I11-6. Superposicidn de esfuerzos por flexién eldsticos.

Resultados anflogos se verifican en general y se tiene‘;

M.y M 2
T = - Z PR S { 11I-5)
x I T
z y

donde los subfndices Yy 2 en Mg X se refieren a los ejes prin
cipales respectivoa de le_s_ncccidn transversal con respecto & —~—

Y Es poeible, de manera anﬁliti?:a, deducir la férmila de la fie
xién para ejes y y 2z arbitrariamente dirigides, en la cual ge -

conaidera el producto de inercia, Que para los ejes princi:palés
es. iguasl a cero. ’ )
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los cuales se produce la flexidn.

Si en la mayor parte de los problemas se piensa en funcidn ~
de la accidén fisica que ocurre en el miembro, se puesde asignar-
directamente el signo de cada téruinc de la ecuacién XIXI-5, aun
que e3 deseable utilizar una convencidn de signos previamente —
aestablesida {como en la figura IXI-6).

Bn resumen, si el momento aplicade K actdia en un plano gue-

forma un dAngulo posifive of con &) eje y, las componentes de mg

mento flexionante son M = ~ Maenoc ¥y uz= Meos oc , ¥ la scus-

ciédn ITI-5 se puede expresar asi:

O = - M ( X-cosoc +
x Iz

Iz sen o¢ ) (111=6)
¥y

De esta relacidén spe puede hallar una ecuacidn que sitis al ~
eje neutro haciendo V‘x’= 0. Bsto da,

y=-z(1'z/1’)1'ano: { T11-7)
~Bn-la flexién asimdétrica al eje neutro no es perpendioular -~

al plano del momento aplicado. Sin embargo, dicho eje 88 una: ~—

recta ¥ l1la seccién ‘pla.na gira alrededor de 4l.. Como en el caso-

de le £lexién asimétrica, el mayor esfusrzo. se presents en el -
‘punto mds mlejado del eje neutro. . o
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EJEMPIO ITX~1.

Determine por integracidn la fuerza desarroliada por los es—
fuerzos por flexidn y su posicidén en el drea rayada de la sec——
cién transversal de la viga que se muestra en la figura, si es-
t4 sometida a un momento flexionante negative de 37 500 Kgf-cm -
que actua alraededor del aje horizdntal.

7.

Determinamos el volumen del bloque de esfuerzos,

V.—.—.fdv = J-V'ldﬁ =J‘(Tldy dz

Pero el esfuerzo es funcidén de ¥y,

T = - Ay =-—,‘—‘~3%5—%9-)-x=76.4y
m(s) ,
a
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Sustituyendo en la primera ecuacidn,

S -z
V= 5 j(76 4y)ay
25-z
? = 76. dz[y ]
-5 o]
5 5 s
38.2J' (25 - 22 )dz = 955[(12 - 38.2j 2? az
s -

P =
-5 5
5 23, 5
¥ = 955 2 - 38,2 -—3—-
-5 -
p=955(5+5)-—-3%=2—(125+125),

g
]

6 367 Xgf. ( que equivale al volumen dal bloque de es

fuerzos que se tiene en esta zona.).

o vien, P = 6,37 Ton.,
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III-2, DIMENSIONANIENTO ¥ REVISION DE VIGAS DE MADERA Y DE ACE-
RO SIR PANDEO.

La scuacidn III-4 es particularmente conveniente para el di-
sefio de vigas, Una vez que se ha obtenido el momento flexionan-
te médximo de una viga y decidido un esfuerzo permisible, puede—~
despejarse de esta ecuacién sl médulo de seccidn requerido. Es-—

ta informacidén es suficiente para seleccionar una viga.

Para facilitar el empleo de dicha ecuacidén se tienen tabula-—
dos en manuales los médulos de secclén de muchas secciones de —
elementos fabricadoas., Véarse la tabla correspondiente al final =
del texto.

EJBMPIO I1I- 2.

Iz viga "T' que se muestra en la figura estd hecha de un ma-
terial cuyo comportamiento puede ser idealizado, asigndndole un
iimite de proporcionalided a la tensidén de 200 !(g'.i.’/cm2 ¥ uno a=
la compresidn de 400 Kgf/cmz. Con un factor de 1.5 a la inicia~
cién de la fluencis, halle 1a magnitud de la fuerze vertical ——
mé.xima que- 8e pusde aplicar a esta viga tanto en sentido hacim-
arribs como hacia abajo. Base las respuestas adlo en 1a. conaideée

racidn de loa esfuerzos mdximos por flexidn originados yor F.

Datos: ‘Tt = 200 Kgf/cml ; U, = 400 Kef /om2
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PI 10 em

vé}‘ﬂ 2.0 " 1.0’%7“
Pab 2
Hmé.xs T = 3P=.S7P
(+)

Cdlculo del momento —-

(_/ flexionante mdximo,

Mmé.x= 0.67TP M = _P_ab____ l‘.}—x_g)_

max 3 3
Localizacién del eje neutro,
M = 0,6TP
- EQy Evy Ay méx ~ *
y = -—-—-AT = TAL
; = 10x 2, 205 +1.2 + 2.5 x20.5 (10,2 14.0 em

10x2.5 + 2,9 x 20.5
Por medio del teorema del eje paraleo, cdlculamos el momento

de inercie de ‘toda la meccidn,

12 12

3 ;0
T - AL25)T |, 25 (g - 1.25)2 + 223(20:9)° 5 5420.5

(14 - 10.25)% = 4030 om®
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a),- Considerando la fuerza vertical hacia arriba,

ail).~ Para las fibras

400 = 0.00349 P

as2).- Para las fibras

200 = 0,002244 P
b).~ Considerando & la

bil).= Para las fibres

400 = 0.002244 P
bi2) .= Para las fibras

. ¥M(l,
Tgm=- —p 0

© 200 = 0,00349 P

en compresidén,

..400=_1.5.L"—0-.3-§1—P.l.

4030 (-14)

s P = 114570 Kgf

en tensidén,

(~-0.6T P}

; 200 = - 1,5 =i

(9)

P = 89110 Kgt

fuerza vertical hacie arriba,

en compresidén,

e (0.67 2)
400 = - 1.5 L6530

(9)
i P= 178220 Ref '

en tensidn,

£0-61F) (_34)

4030

=200 - ‘;1‘5

i P =57285 Kef - Py




PROBLEMA III - 3.
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Determinar las dimensiones minimas de 1la seccidn transversal

de la viga mostrada en la figurm, de manera que no se excedan =

los eafuerzos admisibles normales, V’ = 100 Kgf/cm ¥ V‘ = 70

Kgi‘/cm ; ni el esfuerzo cortante T =
1.0 Ton 4.0 T/m 1.0 Ton
Y 3
cexderrmoeenan v
' B Hr
plaOm p 2.0 m _ . 1.0m,
4.0
(+) 1.0
D. V. ; \ ]
1.0 -
v L 4.0
me=l
D. M. (+)

w \V
150 - 1e0 .

2

20 Kgf/cm®.

Seccidn transversal ,

——

Las reaciones son,

R, = 5 Ton

Ry = 5 Ton

. €dloulo del momento de inercia de la seccién transversal, ~— :

con respecto al eje neutro,

ond _ m(2v)3 _  8pt
12 12 12

I'=

= 24
I= 5w
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De 1a seccldn transversal cbservamos que,
¢ =Db H

El médulo de seccifn eldstico para éata seccidn es,
2,4 '
S R S, T 23
S=—F =% =73°"
a).- Sustituyendo el esfuerzo admisible de tensidén, en 1la £érmu

la de la escuadria,

1.000
b3

M

: 100 =

M
Uy =5 = 3
1:)

Wi
win

de donde,

3, 2(1000) _ 30 _ ,,

b 2( 100) 2

b = \3/ 15 = 2,466 om

b).~ Sustituyendo el esfuerzo admisible de compresidn, en 1a —- B
férmila de la escuadria, - ’

. 2,3 2,3

3 4 3
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de donde,
3., A€1000) _ ;
b 2(70) 21.43 ;

b = 9’21.43 = 2,78 cm

¢)s—~ Para el esfuerzo admisible en cortante, sustituyendo en la
ecuacidén correspondiente,

v v

T= i " F({vl{zoNn

-

20 = 4 000 2 4 000

2 12 i v = 3%%

v = /100 : b = 10 em

Por lo tanto, el 4rea minima de la seccién transversal de la
viga, estard 1imitada por el esfuerzo cortante; '

) b = 10 cm
20 e ‘

h=2b =2{(10)= 20 cm
10 ¢m :
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I1I-3. PLERXION EN VIGAS DE SECCICN NO HOMOGENEAS., SECCIOM TRANS

PORMADA., FIBEXION EN VIGAS DB MATERIALES BELASTICOS NO LI~
NEALES.

Ias vigas de madera se suelen reforzar per tiras o placas meg
¢talices, las de concreto se refuerzan con varillas de acero; la
teorfa fundamental para el andlisis de vigars hechas de varios —
materinles se estudia a continuacidn.

En las superficies de contacto de dos materiamles me tiene una
interrupeidn en la intensidad del esfuerzo. Aunque en dichas su
perficies es igusl 1la deformacidn en ambos materiales, se pro}d-g_
ce un esfuerzo mayor en el material mds rigidb. Por tanto, si -

31> Ez entonces V"1> \T'2 s como se muestra en la Pig, III-4,

Eje de
simetria

Ao

Eje neutro

Gl

Seccidn thansversal I e
TF” : €indx _

) Tndx
compuasta

Fige. I1TI=7., Viga construida con dos materiales.

Método de la sgeccién transformada. Este método consiste en &«

determinar la secoién equivalente de un matsrisl, en 1a que. 1as

fuerzas resistentes sean las mismas que en la seccidén original.’
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La transformacidn se realiza cambiendo les dimensiones, para
lelas al eje neutro, en la relecién de los médulos eldsticos de
lonm materiasles,., Por ejemple, s8i la seccidn equivalente se desea
de material @, las dimensiones correspondientes a2 dicho mate-—
rial no caembian. Ia dimensidén horizontal del material @ BE ——
cambia en la relacién n, donde n= 32/1_31.

Parsa el casc contrario, es decir, si se desea 1a seccidn ~-
equivalénte de material @, el cusl no cambia; 1ia dimensién ho
rizontal del material @ se cambia en la razén n-ls Bl/E2 , =
obaeﬁamos que la relacidén n es la reciproca de n—l.

Ios esfuerzos calculados de la manera usual son correctos pg
ra el materinl del cual estd hecha la seccidén transformadm. Pa-
ra el otro material el esfuerzo calculado debe multiplicarse ——

por la relacidn n 6 “—1 del drea transformada a la real.

Hipotesis de cdlculc para las vigas de concreto reforzadc., -
1°).- Se considera que el concreto no resisic esfuerzos de ten-
a8ién (por tento, no se dibuja en la seccidén tranaformadal).
2°).~- Bl conecreto sélo mantiene en su lugar al refuerzo de ace-—
ro en la zona de tensidn’ de la viga, 7
3%9).- R’ eje neutro coincide con el gue pase por el centroide -
de la seccién transformada.

40).—31 momento eatdtico del drea a un ladoe del eje centroidal

e igual al momento estdtico del drea en el otro lado,
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PROBLEMA IITI = 4.

Calcular los esfuerzos mdximos, en el concrete y en el acero
de 1a viga cuyn secciédn transversal se muestra, para cuando se-—
tiene aplicado un momento positxivo de 105 Kgf-cm, ¥y una rela~—-—
cién de médulos elasticos n= -f&- = 10 .

c

20 om~y
N AL E
5 AN o}
Lo kd=18 om N \X
AR . N 4 cm
o CAEN PR S A\xl_*g -
25 ¢ LT
oL d-kp=1Tem
- 3#4
s g0, ECLAAAAA VA AL RSN T
o s omt n A =10(3x 1.27)=38.1 ca®
De 1la 4° hipdtesis de cdlculo, se sabe gque,
Q= %
sust iﬁzyendo N

20xka () = 38.1 (25 - ka)
2
kd” + 3.81kd - 95.25 = O
. cuya solucidn es,

kd = 8.0 om
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Por 1o tanto,.
d -kd = 25 - 8 = 17,0 onm

Calculamos el momento de inercia de la nueva seccidén, con —-

respecto al eje neutrc.

: 3
1= i‘li(zél_.. + (20 x8)(2)2 + 0% 381 (172

I = 14424.23 om?

Determinamos el esfuerzo mdximo de compresidén en el conereto
{de la parte superior),

5
. LS - e E
(T gy * =~ ~ T~ ° = - 33454, ¢8)

(T, dpey, = — 55:46 Kat/cm®

Para el esfuerzo miximo de tensidn (en el "acero") de . :La Bec:
cidn transformada,

v 10 :
(Ve duge = Vg = -0 5 © =~ (10) gaggzy (-7

Tog = 1178.57 Kaf/em>

* Bl momento de inercia dal drea trausfomada. reapecto a au --

centroide se puede despresiar.



- 154

PROBIEMA IXY -5.

Calcular 1la carga (por unidad de longitud) méxima que es ca-—
paz de soportar la viga que se muestra en la figura, 8in que se
excedan los esfuerzos admisibles U = GOKgf/cmz ¥ (Tt= 1350 —-=

Kgf/cm2.

w
pamoccooogomcl tdlculo del momento =

774>IT 4.0 m 7797;7 mdximot .
w1’ w(200)?
odx™ "8 *

mdx 8

Do b

I M = 200007
Seccidén transversal de 1ls viga,

kd|=15.4 Vﬁ 1
d=40 ¢
d-Kd= 24,6
248
o o ssirrrarsssississeiasaisissirisi i
5 cm MA =12 (2x5.07)=121.68 cm
25 cm . .

Para una seccidén equivalente de concreto, con una relacién de

] By
f‘mddulos, n=g- = 12
: [

Por la 4% hipétesis de cdlculo, sabemos, Q = Q

25 x ka (-%) =121.68 40 - kd)
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Simplificando y agrupando términos obtenemos una ecuacidn —-—
cuadratica,

ka® + 9.734%4 — 389,376 = 0
cuya solucién es,

kd = 15.4 em
Y por lo tanto,

d -kl = 40 - 15.4 = 24,6 cm

Cdlculo del momento de inercia de la nu.evavse‘ccién, Tespecto
del eje neutrb,

3 4 '
. 2 112.4 + (25x15.43(7.T)% + 0 + 121.68 (24.6)°

I = 104071.4 ca®

" @).- Para 1as fibras en compresxén (en 8l concreto de’la parte-;[
superior) .

. 7 sustituyendo,

' 20 000 W
- 60 = ~ 02 0TL.4 (15 a).
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Déspe:}a.ndo la carga por unidad de longitud, W.

(603 (104 071.4)

W = 115.4)(20000)

-

W = 20.27 kgf/cm

D).~ Para 1as fibres en tensidn (en el “acero") de 1a seccidén =
txansformada,

M
V'ta-q ¥ ¢

-

sustituyendo, -

20000W(

1350 = -(12) T57577.4

-~ 24.6)

Deeype jando la carga por unidad de longltud, W .i

W = —$1350)(104071.4)
(12)(24.6)(20000) :

W= 23,79 Kgf/cm

mmoncea. la carga mdxima por unidad de 1on.gitud’ que ‘88 ca= .

paz de ec:portar la viga, ees

w fx = 20.27 Kef/cm
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PROBLEMA IIX - 6.

Para la viga, cuys seccidn traneversal se mmestra en la fi-~
gura, determinar: a)., Bl momento positivo m#ximo, de manera qua
" no se excedan los eafuerzos admisibles, Vc =-110 Kgf/cm2 ¥ -
v, = 1800 kgf/cm2 « b), E1l momento Wltimo o pldstico, para un -

+
f;r- 250 Kgf/cm2 (en el concreto) y fy= 3 000 Kgf/cmz (en acero).

. 75 em " p———d5 em =
10 cm l »
¥ kd = 18.5 . . _Bje.
______ —_———— - — =~ - Neutro
30 cm
4= 55 kcm
de=kd = 36.5
3410
5 em coo Cresrreyessrrszeres = ~
nA =13 (3x7.92) = 308.88 cm -
30 cm

Para una seccidn equivalgnte de concreto, con una relacidén -
de médulos eldsticos, n = 2_ =13

E
[+

Pa.ra determinar la posicién del aje neutro, partimos de la -
4° hipdtesis de cdlculo, Q; = Q
suetituyendo,

kd 10

75x10 (kd-.5) + 30 (kd ~ 10)( ) 308. 58(55- ka)
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Simplificando, obtenemos una ecuacidn cuadratica,

xa® 4 50,6%a — 1282,6 = O

cuya solucién es,

kd@ = 18,9 em ) s ’ .
¥ por tanto,

4 — kd = 55 = 28.5 = 36,5 om

Cdlculo del momento de inercia, de ia. seccidn transformada, -~
respecto al eje neutro,

3 ‘ 3
I = .Zi(.lﬁ}._ + 75x10(15.5 _5.0)2 + MMQL +*

= 12 12

+30x8.5(22 )%+ 0 + 308.88 (36.5)2 ;
= .560 584 cm4

) a).— Célculo del nomento poaitivo mé.ximo en el rango elastico, -, :
" “mediante la férmula de la eacuadria, :

’ vr
¥ RVRE

q
[
]
|
0
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"a3l).~ Paxa las flbras en compresidn, sustituimos los valoreas -

corregpondientes,

M- L= 110)5.5550 284)  _ 3333 202.2 Kef-em

@a32) .- Para las fibras en tensidén, mediante la seccidn transfor

mada, tenemoss

£ o1

T =~-n I e ; " .. _ L
= — £1.800)(560 584) _ _

" (13)(~-36.5) 2126 556.8 Egf-am

Entonces, el momento mdximo positivo que soporta esta viga,—
eas
M fx = 21.26 Ton ~m

b)+~ Cdlculo del momento Wltimo (pIdsticol,

Experimentalmente se sabe que, com el momento \iltimo. los. es’
 fuerzos de compresidén se pueden representar aproximadamente por "
“un bloque ractangular de esfuerzos (ver 1a figu.ra siguiente). =

‘Se acoatnmbra suponer. que en este bloque de compreaién el en———
‘fuerzo medio es de 0.85 f' » ©3 decir, . :

c}ilt’ 0.85 f;(k'd) b
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Por otro lado, cusndo ¢l acero de refuerzo comienza o ceder-
{en su punto de fluencia), se inician las grandes deformaciones.

A 1a fuerza respectiva se le llamas CAPACIDAD ULTIMA a la tensién
del acero, por tanto;

¥
~
w
a
8

Por 1la condicién de equilibrio horizontal, i?xz 0O, se tiene
Jques Cre” Taag ‘ '

- Sustituyendo los valores correspondientss,

0.85(250)(x'a)(75) = (3 x7.92)(3000)
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Deapejando el valor de la incognita es,

. 1 280 _
k' = GaRtE e = 4+47 em

Para determinar el momento Yltimo, recurrimos a la otra con-
dicién de egquilibrio, i“x.n." o,

© kv
T ld= =) = Mg =

o]

Sustituyendo los valores correspondientes,

- 4.47
Mg, = 71280 (55 - 5 )

H\i].t = 3761089 Kgf -cm
0 bien,
M = 37.6 Ton-m
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IXII-4. MORBNTO PLASTICO. MODULO DE SBCCLON INRBEASTICO Y FACTOR-
' DE FORMA, DIMENSIONAMIENTO POR RESISTENCIA DE VIGAS DB -
ACERO SIN CONSIDERAR PANDEQ.

En este articulo =e exponen los conceptos que nos permiten -
comprender el comportamiento de una viga en flexidén, mds alid -
del 1lfimite eldstico. La teoria GERNERALIZADA DB LA PLEXION se bs
sa en la.h!.pdtesis cinemfticae bdasica, en los requisitos de squi
librio y en las relaciones no lineales entre el esfuerzc y la -
deformacién, Para la flexién ineldstica (pldstica) el sje neu~-
tro de la viga pueds nc coincldir con el eje centroidal de sBu -
seccidn tranaversal. Coincide sélo cuando dichm drea tiene dos-
ejes de simetria y el dlegrama esfuerzo-deformacidn, pﬁra el ma
terial correspondiente, es el mismo en tensidn y on compresidm.

Como ejemplo importante de flexidn Ilneldstica considérese --
una viga de seccidn rectangular (con dos ejes de simetr_ia.). -
construida de un material elastopldstico y cuyo dlagrama esfuexr

zo—deformacién se representa en la figurs III-5,
7

T .
o (Tenaidn)
€

(Comprenién)

Pig. III-B. Diagrama esfuerzo deformacidén de un material e—-
' lastopidstico. : )
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En la figura I11I-6 se representa la vige mencionada, en la -
cual es posible una separacién bien definida del elemento en zo

nas eldsticas y pldsticas,
(a) () (c) (0) Vvp

el - L Ea
JEH» =B [

P T

S——
b———
b——

b V}p

FPig. IIXI-9, Viga elastopldstica en diferentes etapas de de-—
formacién,

Como podemos observar, existe fluencia en las partes supg—Q-
rior e inferior de la altura h, para un determinado nivel de —
deforhacidn, Fig. 1III-6(a). Para una cilerta magnitud del momenw.
to aplicado, ¢on deformaclones mayores se reduce la Zona © n--

cleo eldstico.

- Momento plédstico. Ias deformaciones que puedeh ocurrir duran
te la fluencia son mucho mayores que la deformacidn eldstica nd
xima (15:3720 veces mayores que. esta ﬁltim&).'Por'tanto,'puesto
que caﬁbioa de forma inaceptablemente grandes de la viga 56 Prg )
ducen junto con deformaciones ‘lineales muy grandes, el MOMENTO-
PLASTICO (ﬁp) puade tomarse igual al MOMBNTO ULTIMO (M,).

BEntonces, la distribucidn de esfuerzos que se indieca en 1la -
figura IIT-6(4), se aplica después de que ha ocurrido una graﬁ?
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deformacidén general de la viga. Esta idealizacidn de 1la distri~
bueidn de esfuerzos es sdmisible y tiene un significado fisico-
simples Toda la mitad superior de la viga estd sometida a un es
fuerzo de compresidn u.;liforme (Vyc), en tanto que la inferior-
estd toda bajo un esfuerzo de tensidn uniforme (V'yt).

.

En resumen tenemos gque, al aumentar progresivamente ¢l momen
to externo, las deformaciones son mayores, refuciendo asf la z0,
na o ndcleo eldstico y aumentando la plastificacidn.

En la zona eldstica: El momento flexionante resistente de «
una viga (de seccidn rectangular) cusndo las fibras extremas ——
llegan justamente al 1fmite de fluencia (U'yp), estﬁré dado por-
la férmuls de la flexidn eldstiea,

1
= — = -
v‘yp 3 uy vyp 5 (I1Y-8)

donde, M - Momento flexionante resistente

Vyp - Eafuarzo de fluencia

S — KSdulo de seccidn eldatico

El esfuerzo eun las fibras extremas, caleulado 'con»baagen‘la‘.'
férmula de la escuadria para el momento flexionante Yltimo de——
terminado experimentalmente, se llama médulo de rotura del mAte

rial en flexidén. Es mayor que el esfuerzo real. Para materié.ie_é
cuyo‘_'diagrama U~ £ de saproxima a una linea recta nastu; el pun-
%o de reaistencia ﬁltimé, es pequeila la discrepancia entre. el. -~
asfuerzb‘inﬁxh'no ¥ 81 médulo de rotura.
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En la zona pldstica: El momento pldstico o dltimo de 1a viga
estardi dado por la férmula siguiente,

M M
T = T " T : B ] vz
-s = = -
¥p o N wp & (I11-9)
donde, Mp = M - Mozento pldstico (dltimo)

0;p ~ Bafuerzo de fluencia
Z ~ lIGdulo de seccidn ineldatico

Unae aplicacién muy importante de estva expresidn es cuando se
trata de cargas eetdticas, como lus que se presantan en‘edifi——‘
cios, entonces las capacidades ultimas se pueden determinar uti
lizando MBTODOS PLASTICOS {de snAlisis o de diserio). Para este—
método se define el Mddulo de saccidn 1nelésticaﬁ Z. Que tiene-
ﬁna interpretacidn seme jamte y las mismas unidades que el médu-
lo de seccién slédstico.

Factor de Forma (F,.F.). ElL factor de forma se define -como el
cociente del momento pldstico entre el momento flexionante re-—-
sistente en una viga. Esta relacidén depende unicamente de las =
- propiedadaes de 1a seccidn tranaversal -de un elemento. dado.

M 7 (2) z - o
F.F. = —lmy = --n-—-v.yp(s) 3. PFL = = ( II11-20)

¥ Los vaiores del médulo de seccidn ineldstico para muéhdé'per—

files de acero eatructdral, se encuentran tabuladés-(?ég. 298);
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PROBLEMA IJXI -~ 7.

Para la seccién rectangular obtenga el factoxr de forma P.P,,
considerando que el materinl de que esta conatruida la viga tie
ne un diagrama U — £ simétrico.

Z(b
<) L SRV J 3(2)
n/3

-.—F—f

Debido a la simetrim de la seccidén el eje neutro coincide —-

con su centroide; ¥y = h/2 . Ademés se cumple la condicidn de -

equilibrio horizontal (ZPx= 0 ), de donde,

Fza = V_ =V

c T
Entonces,
¥ (n/2) )
. - - _Y_.___. = ——-.bh .
cCaf={ 3 Jo 2 v‘y

a).= Cdlculo del momento flexionante en el rango e;l.dético,""

¥} bh 2
B, = (c)(a) = ‘(T)(d) =03 T 05h)

" bh
!y:l 4

T
¥y
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o bilen, mediante la férmula de la escuadria,

M oI
V’y = _LI c H My = _Lc
sustituyendo,
3
bh
wo- —wtz2) w - bnd o
¥ Lzl_ y 6 'y

Yy como Hy-: S U} y deducimos que el médulo de seccidn elastico

para un rectanguleo es:

bh2

6

Debido a que no cambia la posicién del eje neutro en la plag
tificacién, se sigue cumpliendo la condicidén del equilibrio ~—
horizontsl,

BFza = Vc = VT

Entonces,

h bh
C=r=(V . (3))e = 50

b)a~ Cdlculo del momento iltimo o pléstico;en‘elrréngo inelds—-
" tico, ) C )
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2
bh h bh
x, = (0)8) = (TNQ) = ( 5~ T (5) = —— T

Por andlogia, determinamos el méduloc de seccidn 1naléatico-—;
para el rectangulo, ' ’ .

Y el factor de forma es:

¥ bhzv
FoPo = —2 = 4_ ¥ . ;
" 3
u bh T
6 Y.

Por lo tanto,

P.P. = 1.5

= 6.
F.F. = 3

Esto quiere decir, que para la kviyg'a'de' sac¢eidn recta.ngular =
el momento . ¥ltimo (l“ )} Be puede exceder en.un 50 % ’ antes de="
. que se alcance la capacidad dltima de tal viga. o
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PROBLEMA III- 8.

Paxa la viga, con la seccldn transversal que se mueatra en -
la figura, determinar: a).- E1l mdximo momento que soporta an el
rango eldstico (M )}, suponiendo un esfuerzo de fluencia del ma-—
terial, U‘;r = 2 500 Kg/cme, b) «~ E1 momento pldstico, c).- El fagc -
tor de forma y d).- El momento Lll cuando sélo s han plaptifi- -

cado los patines.

o v v v
10 cm . bs ¥ ¥,
1 edl| ] ccl 4-—.-—(:1
7.5£m 2 4_.._,:2 .
14 —_—— - — - ——f— EBen._Y_ i --
- 1 em — — sty —T" 2
S —
1 cr I ] '—’tl “’tl

Debido a la simetria, el eje neutro coincide con el centrod~
de de la seccidén; ¥ = 8.0

Cdlculo del momento de inercia respecte al eje neutro,
: ) 3 3
1= HAO5, L o200, oxa)(s - 0.5)7)

I =1355.3 em®

a).,- El momento mfximo en el rango eldstico,

M _ ¢ T 1
e

<
2]
«
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x - 2500013550 | 423537.25 xereca

¥

B) .~ Para detormlnar el momento pldetico, primexro cdlculamos

las fuerzas normales,

o
]

(,0; x 1)10 = 10 U'y = 25000 Kgf

- = )4 ) : ‘
(v, =71 T T, = 17500 Egf =

[¢]
n
'

o
#

(Vyx'() 1 = 7U'y==17soox:gf

0 @ = 25000 Kef

]

%

]

'g
(yxl) 10

Observamos gue se cumple el equilibrie horizohté; (ZFx- o),
Entonces podemos calcular el momento pldstico, ' : :

25000(2=x7.5) + 17500 (2x 3.5) = L

' -"é = 497 500 Kgf-cm

.¢).~ El factor de forma,

P ‘P = _’_EB_. = .—M— ';.V
i K, 423537.25. !

PR = 1017
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d).- El momento ll1 cuando sdlo se han plastificado- los pati~

nes,

00T o
cl=(V;xl)xlO 1o T, 25000 kgf

1

GxT
c2==( > Y)x1 = 3.5 Vy= 8750 Kgf
Por andlogia,

ta = 8750 Kagf

t, = 25000 Kgf

Dédo que e cumple el equilibrio horizontal (Z!'x = 0 ), pode

mos calcular entonams, &l momento Hl. .
25000 (2x7.5) + 8750(2x 7/3) .,‘ My
H}_ = 375000 + 40833.3
M, =415 833.3 Kgf-cm

o'b:l.en, '

li = 4,15 Ton-m
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PROBLEMA IIX -~ 9.

Determinar el factor de forma para la viga cuya seccién ~—=

transversal =e muestra en la figura, considere un diagrama U'- §
gimétrico.

q; '
Y h4
c - c
Tem 5.8 cm .

4.2 I tl

Jem +2co —t— T —— t2
e ]
2 4cm 2

Tocalizacidén del eje neutro (desde la base),

(8x10)(5) = €4x7)(3.5 + 3)
(8x10) + (7 x 4)

¥y = = 4.2 cm

Por medioc del teorema del sje paralelo, cdlculamos el momen—
to de inercia totaml, con respecto al ejo neutro,

S 3 3 : o
1= B21 ., (8x10)(0.8)%- [ AZT- 4+ (ax7(2.3)%]
I = 666,67 + 51.2 - (114,33 + 1_48.12)

I = 455.4 om®
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Aa)e— Calculo del momento flexionante en el range eldstico,

w ooyl 455 o
¥ 5.8 ¥

= 178,
Hy 8.4 0;

b)._ Determinamos las fuerzas normales, euponlendo la misma po-~

sicién del eje neutro.

= (<I‘y (5.8)Y)( 2+ 2) = 23,2 Ery

ty = (v‘y(4.2_3))(2 +2) = 4.8 U‘y

t, = (9,030)(8) = 24,00,
o T = 28.8 0‘;

Sin embargo, con esta poeicidén del eje neutro no se cumple -
el equilibrio horizontal (ZF* = 0 ), por tanto, no podemos cal-~-
‘cular el momento Wltimo. '

Para obtener la nueva posicidén del eje nautro, partimos del=
‘supuesto de que el drea en compresién es igual al drea en ten—-
8ién, :
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En la siguiente figura se representa la nueva posicién del -
eje neutro y el bloque de esfuerzos correspondiente a la plasti
ficacidn total,

b oy ——f
UV 1
10 = y.= 6.5 P L
7e 1
R 3.25 em A
- = - = —] '_t"" 0.5 cm
= 2 L
3¢ .Y1—3-5 ] cm tz’

C4lculo de lasm 4reas, . . : o ‘

Ao =2(2(10~y,})= 40 - 4y,

Ap = (8 x3) +2(2(y; - 3)) =24+ 4y, - 22

Igualando,

-e

A0 - 4y) =24 + 4y, - 12
,»_8y1 = 28 s ¥y =73-5.

Por comsiguiente, ’

10 -y, = 6.5
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b’).~ Determinamos las fuerzas normales, partiendo de 1a nueva-—
posicidn del eje neutro,

¢ = 2((0"yx6.5)x2) e zsv'y
tg =2 ( U x (3.5 ~-3.00x2) = ZV’y

: I‘==26‘7"y
tz-(Vyx 3)x8 = 240;

Observamos que se cumple el equilibrio horizontal, (ZFI= Q)

Para determinar el momento pldetico, recurrimos a la segunda
condiecidn de equilibrio, (ZHB .= o).

C(3.25) + t1(0-5) +t5(2) - M =0

Sustituyendo,

M, = 26\'1‘3,(3.25) + 20’y(o.25) + 240} (2)
M, = (84.5 + 0.5 + 48) V'y i hgl = 1\33\7‘y

Por tanta, el factor de forma es:

: 1330
TEs g AT,
My 4,

P.P. = 1.7



CAP. IV. DESPLAZAMIENTO EN VIGAS

"IV-1l. DIAGRAKAS CARGA-DESPLAZAMIENTO Y MOMENTO-CURVATURA EN VI-|
GAS

Freduentehente, el proyecto o digefio de una viga queda deter
minado mds por su rigidez que por su resistencia. Por tanto, -
haj dos razones importantes poxr las cuales pusde ser necesario-—
el conocimiento de la deflexidén de una viga, la primera es msim—
plemente para poder predecir la “flecha" de una viga bajo car——
ga. En edificios y partes de mdquina, las especificaciones y --
otros requisitos limitan, a menudo, la deflexidn que puede tole

rarge.

Una segunda, y posiblemente aiin mds significativa razdn para
calcular las .déformaciones es que para la solucién de 1la vigaa—'
* estdticamente indeterminadas se necesita la deflexidén de la Vi-

ga‘y‘sus caracteristicas giratorias.

Se utilizan varios métodos para daterminar la deformacidn de
las vigas. Aunque basados en los mismos principios, difieren en

au técnica'y en sds objétivosrinmediatés. En este~cap£tulo>se -

176
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estudian tres de estos métodos, los cuales son:

a) El método de la doble integracidn.
b) EL método del drea de momentos (teoremas de Mohr).

c) El método de la viga conjugada (pesos eldsticosm),

pDaflexidn o flacha (v). Es el desplazamiento (desviacidn) de
un punto @ituado sobre la curve eldstica, que presenta una viga
con respecto & su posicidén inicial sin carga, este desplazamien
to se debe precisamente & 1la accidn de momento flaexionante o ——

fuerzas aplicadas a su ¢je, como se indica en la fig. IV-1.

Curva eldstica (o simplemente eldstica). Bs el nombre que re
cibe el aje flexionado de 1ia viga, el cual se muestra sumamente
exagerade en la fig. IV-1l, Podemos obtener su ecuacidn en térmi

nos de las coordenadas x y Vv tal como v = f(x).

v, " Viga cargada
w
L * r
x -
v 4 )
L . -Curve eldstica
}- - +

Flg. IV-1. Viga cergada y su curva eldstica (represntacidn -
_exagerada),

51 aislamos un segmento de la viga cargads, como se mueétra«
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en la figura IV~2, y consideramoe gque los elementos mecdnicos —=

que se pres‘entan tienen signo positive, podemos deducir ecumcio

nes diferencialea importantes.

€N

e It
+

ax

Fig. IV-2, Segmento de viga cargada y sue elementos mecénicos

Por la condicidn de equilibrie vertical, tenemos; EF); =0

V-WAX~ (V- AV) =0
¥ - WAX=- ¥ + AV) =0
- WAX+ AV = O

AV

=

S Tomando el lfmite cuando AX ~» O

av_ . : R
W= 5% : v

Por la condicidén de equilibrio IMp = O, tenemos que,
M+ vax - wax 2E - (x4 aH) =0

. E e VAXZ wuc-"‘T";_);u AM' = O
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vax -wax 25 - am
v _ MAX _ _AM
2 T AX

Tomando el 1fmite cuando AX - O

a M : ) : g
Vo= 3% » , ; , (zv-2)

Continuamos con las relaciones entre curvatura-deformacidén y

entre curvatura — momento flexionante. . ‘ :

Ia hipdtesis cinematica fundemental, de que las secciones -
planas de una viga, sometida a flexidén pura, permanecsn planas—

despuds de la deformacidn, proporciona la base de 1a teorfa.

Sdx t!'au

- Pig, IV-3. Deformacién de un segmento de viga en' £lexidén,
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Do la figura IV-3 tenemos que,

de =~ es la longitud inicial de todas la fibras y
‘du < es un incremento paxa valores de (-y)

Esta deformacidn total se obtien¢ mediante,
du = -y de
multiplicando ambos miembros de 1la ecuacién por (1/ das)

du -y 48 ————re( 1)
és as .

" de 1a misma figura IV~3, obtenemos fdcilmente,

ds
ae

ds = pas : pP=
y. de geometria analitica se sabe que el inverso del radio de --
curvatura ( 1/ p) es precisamente la curvatura (K),

ae
ds

Loax -

- Aplicendo ls definicidén de deformacién unitaria, ‘tenemos;

dui

L TR )



81
Sustituyendo las ecs. (2) y (3) en la ec. (1),

€= -y (1/9)

Con base en lo anterior, se puede expresar la relacidén fun—-
demental entre curvatura de la eléstica y la deformacidn unite—

ria como sigue:

Como en le deduccién de esta expresidn no se emplearon lag ~
propledades del materiml, se puede utilizar tanto en problemasg-

ineléaticos como elésticos.

Recordemos que para el rango eldstico, la deformacidén lineal
as:

B = —— : E——" R
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Por dltimo suatituimos la expresidn (7 ) en la ( 4 ),

Esta expresidn relaciona el momento flexionante ( ¥ ). en una
seccidén transversal de una viga eldetica cuyo momento de iner-;
cia respecto al eje neutro es (I ), con la curvatura (1/p) de-
la ‘eldstica.

IV-2, ECUACION DB LA EIASTICA. CONDICIONES DB FRONTERA, CONDI~-
CIONES DE CONTINUIDAD. OBTENCION DE ROTACIONES Y DESPLAZA
MIENTOS POR INTEGRACION.

En geometria analitica la curvatura en cordenades rectangula

res se define por;
dzv

dx2 hadd

3/z T . wwa2y3/2
[2 557 (1-+ (¥

2
I3

Puesto que. son muy pequefias las deflexiones (flechas) que se—
toleran en la gran mayoria de las estructuras de ingénieria,z——
también lo es la pendiente dv/dx de la curve eldstice. Por tan—
t0, el cuadrado de dicha pendiente '(v-)?‘eg une cantidad q}aaprg
ciéble comﬁarada con la unidad,.y la ecuacién de la‘curvéfgré"—

en el plano cartesiano { x, v ) se aproxima a:
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L s d2v

P a x2
donde; X - .88 la distancia que localiza un punto de la curva~

eldstica

v - ea la deflexidn o flecha de tal punto.

Sustituyendo esta ecuacién en la expresidén ( 8 ), obtenemos =

ecuacidn diferencial correspondiente 2 la deflexidn de una viga
eldatica, ’

2
d v H
a2 ® TBI (1v-3)
x

Para una condicidn de carga dada, una viga adoptara una poai
cidn deformada particular. Cada punto situado sobre la eldstica
tendré una deflexidn (v }, ¥ una pendiente ('dv/dx ¥. Segdn.al -
material presentado hasta aquf, la viga tendrd +también valores
" de la carga, fuerza.cortante y momento flexionante, en cada:§u5
) to. Bstas'cinco cantldades asténrrelaciopadas‘y es dhilydarso —
. cuenta que lo esatdn en una forma derinidé.'Su feiacién deberd -

comprenderse tanto en términos fisicos como matemdticos.

La figura IV-4 muestra las relaciones grdficas entre estas -
cantidades. ' :
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e W 2 2
%maémnq Carga w=i¥ . 4 {BI LV-)=(EIV") "

Tax T ax? ax2
Al 1:3 .y
11
. = AV 2
t BA ag 4 av,y . '
. Cortante V= %" % {EY ? ) =(BIv")

Al

Momento M=EI Tz = EI V;"
dx

= v

] 5 = 4¥
Pendiente & = 3%

gi:j Deflexién v = £ (x)
Avp,

PFig. IV-4. Bcuaciones diferenciales de las vigas eldsticas.

1o anterior aignificé. que si se conoce la ecuacldén para la ~
eldstica, las ecuaciones para ia pendiente, momento flexionante, .
fuerza cortante y carga aplicada se nueden determinar pof deri—

’ vadé.s sucesivas. V
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Condiciones de frontera y de continuidad. Para la solucidn =
de problemas de deflexiones en vigas, ademas de plantear lag --
ecuaciones diferenciales, €3 necesario conasiderar las condicio-
nes de frontera y de continuidad que nos permitan dar valores a

las constuntes de integracidn.

Las condiciones de frontera pueden ser no homogéneas o bien-

homogéneas.,

Las condiciones de frontera no homogéneas son - aquellas en ==
las que se prescribe un valor para la fuerza cortante, momeato-
flexionante, rotacidn y desplazamiento en la fronteré. de la pie -
za estructural. Dicho valor se sustituye en Y23 ecuaciones aprg

piadas,

Las condiciones de frontera homogéneas mds utilizadas en es-
ta artfculc se dan a continuacidén y dependen del tipo de apoys—
que se tenga. )

" } . ) )
a) ENPOTRAKIENTO ( O APOYO FIJO). En el extremo que se conside~ -

ra, tenemos que X=a,

Ia deflexidn o desplaza—--—

vt miento ‘es cero, v{a)= 0
,‘Viga la pendiente de la eldsti-~
4 L ca es cero.
Q A, -
) - S —— x :
-l______—+ . N
Sa e(a)=v'(a) =0
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"b) ARTICULACION (0 APOYO DE PASADOR). En el extremo que se con-—
sidera tenemos que X=a. :

La deflexidn o desplazamien

t0 es cero. vi{a) = O

4 a I El momento flexionmante no —

(o] o | existe, por tanto.

¥(a)= EIv* (a) = O

c) EXTREMO LIBRE. Para cuando X=a.

v :
La fuerza cortante es cero.
_Vige V(a)= EIv"* (&)= :
;
r_____i _— ;
| T x El momento flexionante no exis~—
42 te. ¥(a) = BIv"(a) =0 o

d) AYOYO GUIADO. Para cuando X=a. o ' . o

v : .
Ia fuerza cortante es cero.

Rodilloe

,—v:L
ga

V(a)= BIv* (a) = ©

SE impide la rotacién dél'extrg
mo, O sea que la pend_ienta“ea -

ceroc. © (a) = v' (a) = O




Condiciones de continuidad.

que en cualquier unién
viga deben ser iguales
la curva eldstica, sin

re el punto comin. Ios
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Estas condiciones se refieren a-
o junta de des zonas o regiones de una -
tanto la deflexidn como las tangentes a-
importar la dirececidén en que ae conside-

requisitos de equilibrio de fuerzas y mo

‘mentos estfn contenidos implisitamente en las ecusciones de con

tinuidad. Véase la figura IV-5.

P fw
3" lB (e v
i N H
od
A
D.V. O (+)
(=)
#y (x) Brp(x) Brrg(®)
D.M. O )
8,40 Oy#0
(=)
D. e, [+] —
(-) 8,=0
8,40
D.v, -0
. VA=°
Pig. IV-5. Condiciones de continuidad de una viga cargada,
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En la figura IV-5 observamos que existen tres intervalos ——-
bien definidos (debido & que cambian las condiciones de carga),

¥ sus ecumsciones correspondientes;

0 fX =X xlsxsxz X251§X3 !
1 (x) Mrg(x) Myyp(x)
or{x) ‘ Oyy(x) Oyyr(x)
v(x) Cvrglx) vyrz(x)

Entonces, podemoe pla.ntéar las ecumsciones de continuidad pé.—

ra el punto B, cuando x= xl

|
2

MK ) = B (X)) = My Ecusciones de gomento

]
=

05(Xy) = or4(xy) B ‘ o
Condiciones de continuidad

\/

i
<

V(%) = vgpin)

Bito quiere decir que el célculo de los. va.lofea OB. ¥ v'B pae- .
de hacerse con cualq_uiera de las dos ecuacionea (la del lado’ —-
:quuierdo o la del lado derecho, del punto en eatudio), eiempre.

y cuando se sustituya el valor adecuado de 1a abscisa..
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De igual manera procedemos para establecer las condiciones -

de continuidad en el punto C, cunado x= Xz.
611¢X;) = Or14(X,) = &g
vir(Xp) = vipp(X) = vg

Obtencién de rotaciones y desplazémientos por integracifn. -
En la mayorfa de los casos se conocen la forma de apoyo. de lav—
viga y las condiciones de carga. El cortante y el moménto rue——
den determinarse medlante los. procedimientos discutidos ante---
riormente, y el problema consiste en encontrar la eldstioca de =
la vigs.

La ecuacidén de la eldstica se determina mediente la aplica--
cidén de la ec. IV-3, don&e la ecuacién para el momento flexio-~
nante de 1la viga se expresa en terminos de (x) y de las condi-—-
ciones de carga. Esta expresidn se sustituye para M en la ecua
cidén IV-3;

Integrando la .ecuacién IV-3, Suponiendo EI1 constante,’

. ‘ ‘ : o
EI%: EIv =7E19 =fm(x)ax+ oy - (Iv=a)
(-]
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que es la ecuscidén de la pendiente (8 ), y que permite determi-
nar el valor de la mipma, o dv /dX en cuelquier punto. Conviene
obgervar que en esta ecuacidn 01 es una constante de integra---
¢ién a determinar por las condiciones de frontera,

Integrandoe de nuevo la escuacidén IV-3,

- x
EIv = fdxfm(x) ax + clx + C,
o (

Gue es la ecumcién de la eldstica de l&z viga y que permite cal-
cuiar el valor de la ordenada v a cualquier valor de X . 02 es
otra constante de integracidén a determinar tambidn por las conw

diciones de frontara de la viga,

Si las condiciones de carga varfan & lo largo de 1a viga, la°
ecuacidn de momentos tembién tendrd la variacidn correspondiens-
te. Esto requiere una ecuacidn de momentos entre cada dos ﬁun—;
tos sucesivos de discontinuidad de.carga (carga aislada, coﬁieg
Z0 O teminacidn. o cambio de forma en las cafgas repartidas), -

" lo que dard lugar. a. dos integracionas para cdda  tramo Y, pPOr —~ : 
consiguiente, dos conata.ntes de :Lntegra.cién ‘pera, cada tramo “tam
bién. Ia determinacidn de aetas constantes sa haca poxr. medio de e

. las condiciones de continuidaa.
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PROBLEMA IV-1.

Obtenga por medio des 1a ecuaéidn’. diferencial de segundo’ or-- -

den los disgramas de pendiente, O(x) y de curva eldstica, w(x);
rara la viga que se muestra en la fligure. Consideré que la xrigl
dez a la flexién es EI= Ctte.

Cdlculo de reaccionesg, -~

200 Kgf
( ﬁl TP =0 ; Ry -200=0
b 3.0 m ;@[;’?'2.0 m RB= 200 g#. s i
By
200[-———] 200 M, =0 i
o ' o
D. V. M - : = 0
| g~ RG(3) + 200(5)':— o
S DaE Q. 2 M = 200(5) - 200(3) |
- 400 <400 W, = 400 Kgf-m
. K.. o O‘ ’ ' ‘. . L
: ; Para el tramo -(I) O x 3 °
= 400/B1 Z7400/EX . ) e
My = - 400 "(momento)

D. 0. » I
: . Sustituyendo en la ec, 1v_3' 0
' dav , - : ‘
5/*1 BL —— = - 400 (curvatura)

. dx - s

-2 933.3/EX
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Integrando,

(&) BISY - Bre.= -400x + C (pendiente)

dx I 1

Integrando nuevamente,

(b) EIv=—200x2+ C.x +. C

1 X A (curva eldstica)

Para el tramo (II), 3 x 5 . . .

Miy=- 400 + 200(x = 3) = = 400 + 200x = 600

Myp=- 1000 + 200x (momento)

Sustituyendo en la ecuacién IV-3, 3 i - R

2 . ) . "
x-S -_ 1000 + 200x * (ourvatura)
dx .
Integrando,
(c) E1-$X . Rro_ =-1000x + 100x° + ©, .(‘énaiente)
dx 11 " Y3 o ipendd .

Integrandc nuevamente,

() BIvyg=- 500 x> + %2.13 + G3x + €, (e .amstiég)"
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Valuamos las constantes de integracidn, por medio de las con

diciones de frontera y de continuidad,

1°).— Cuendo x = 0 8(0) =8, =0

o » —
2%)e~ Cuando x = 3 3 0.(3) =8,,(3) =8

o
3")e= Cuando x = 3 H VI(_B) vn(3) =v

Por medio de 1la 1° condicidn y de la ecuacidn (a), tenemos,

EIBI(O) = — 400(0) + Cla o]

e C.= 0

" Por la 2° condici6n, igualamos 1as ecuaciones (a) y (c), pa—

ra

cuando x = 3,

- 400(3) + 0 = —1000(3) + 200(3)% ey

03=7- 1200 + 3000 - 900

as . 03—-: 900

- Por 1a 3° condicidén, igualamos a cero la ecuacién (d), cuan-

do.

x = 3,
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2 100 3
BIvr(3) = = 500(3)% + 537 4 03(3) + ¢y = 0

~4500 + 900 + 3C. + C, = O

3 4

Sustituyendo el valor de 03= 900 y despejando 34 N

G, = 4500 ~ 900 — 3(900) = 4500 - 300 - 2700

e G4= 900

Por l1a 3° condicién, ;Lgua.lamos las ecuacionea (h) y (a), pa,—
ra cuando x = 3,

- 200()% + 0(3) + y= - 500(H? + 233 4 200(3) 4 o,

- 1800 + C,= — 4500 +. 900 + 2700 + c,

02=—4500 + 900 + 2700 + 900 + 1800

LX) . 02= 1800

Sustituyendo los wvalores de las conatantes de 1ntegrac:|.6n. -
en las ecuacionas correspondientes, obtenemos. ’
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(a*) BIO = ~ 400x + O

1
(b)  BIV = - 200%x% + (0)x + 1800
(et) EIO = - 1000x + 100x% + 900
(ar) - BIvpy= = 500x2 + -1(—;9::3 + 900x + 900

Cdlculo de algunos valores necesarios para trazar el diagre-
ma de pendiente, 6 (x).

Cuando x = O

BIGI(O) = EIQA= - 400 (0)
e EIO, = o]

Cuando x = 3 H

xxyel(sv) = EIOg= ~ 400(3)"
e EieB= - 1200

Guando x = 5

X0 (5) - Br 0 = - 500(5)° +" 1,;‘;.9-{5)3 + ‘gpol(ﬁ) + :gé'o-: -

Seo EI8,= — 4733.33
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Cdlculo de algunos valores necesarios para trazar la curva —
eldstica, vi(x).

Guahdo x=Q

BIV (0) = EIv, = - 200(0)2 + 1800
. EIv, = 1800

A
Cuando x = 3 3
EIvy(3)= BIvy= — 200(3)% + 1800
BIv,= ~ 1800 + 1800
EIvy= 0
Cuando x = 5 H

 BIvii(5) = BIvy = - 500(5)° + '-1%(5)'35{ 99'0(57)' ’-+--"9‘o’o_i
BIvg= = 12500 + ,4166;67 w4500+ s00

Y - BIVc- - 2933.33
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EJEMPIO 1V - 2,

Para la viga cargads como se¢ muestra en la figurl_a, ~determinar
la pendiente en B, 6
la eldstica en C, 6

B la deflexidn en B, vy ¥ la pendiente de

Ia rigidez a la flexién aes EI = Ctte,

c*
2 T/m
@t ©
| = 3 Cdloulo de reacciones,
70 B, ﬁ,—
Ry=210.5 . 1.0m 1 1
5 BRa=% M, = O H
6 .
De V.
N ]2 2(0.5)(2£2) ~ R, (1.5) = 0
M : 6 |
I z
0.25 _ 2
m Rc.. 1.5 = 6 Ton
D, M, | K 4

¢
-
n

(=3

/_\ °
b.x. | 2(0.5)(0.25+ 1)=R,(1.5)=0

R = 2223 _ 5 pon

. 0,059/EX A" 1.50 5

: 0. 024/E o :
- oDie. g A , : : P
. : . I).0<£x€0.5.
. o 085‘1‘{ : Para el tl‘&m? (1) %<0 5
- - . 2 .
w8 (2T
] M= E X 2

CoDave Y

M. = —ijx -xZ * (momento) "




198

Sustituimos en la ecuacidn IV-3,

2

EIv" = BI 4 ; = %x - x2 (curvatura)
dx ’
Integrando,
2 3 ' .
av _ 5x x )
(a) E; ax = BEI 8= 33~ - =5 ¢ e, .(pendianﬁle)
Integrando nuevamente,
(v) BIv =_§_xi__ —5-4—-+ C. + C (curva eldstica)
I 36 12 1 2 .

Para el tramo (II), de 0,5 x <l1l.5

Mo, = -Gix - 2(0.5)(?: - O—é_i)'z %-x - (x - 0.25)

M= - %" + %" (m?menm)

Sustj.tuyendo en la ecuacidn IV-3,

2 . : - ’
-~ UBTwte BISY o .l X (curvatura)
, Tl 3 o : X
x : S .
Integrando,
- : av . 2 - : _ : .
(c) BIgr= BI@y;=- F5 + 2=+ 0y : (‘pgnd:_i.fant?)., :
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Integrando nuevamente,

3 2
(a) BIvpp= - i;-s—- + _xe_ + ch + 04 (curvae eldstica)

Vdaluamos las constantes. de integracidén, por medio de las con

diciones de fronters y de continuldad.

19).- Cusndo x = O ; v (0) =v, =0
2%) .~ Cuando x = 0.5  ; vp(005) = v (0.5) = vy
3%).- Cusndo x = 0.5 ; 0,(0.5) = 0.,(0.5) = oy

4°).- Cuando x

1.5

vig(l.5) = v, =0

Por medio de 1a 1° condicidén y de la ecumcién (v), tenemos’,‘

3 4
= 2£0)7 (o) - .
EI (0) = e - T cl(o) + "2_‘ o} S
e 02 = 0

Por medio de 1a 4° condicién y de la ec. (4a), deterknirisunoa,
. 1.5y3 1.5)2 T
BI (1.5) = - 1—5-)—'36 + -(——iL'B + c3(1.5) +C, =0

) 1.5_634. 04'=—0.1875 _.._..__...'.'....."_ (1)
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Por medio de 1la 3° condicién, podemos igualar las ecuaciones
(a) v (¢}, para cuzndo x = 0.5,

2
S€0.5)% _ (0.5)3 , , . _ (.53, (0.5) , .
36 3 1 12 4 3
o Gy = Cy = 0.084167 -~ - -~ -~ (14)

Por la 2° condicién, igualamos las ecuaciones (b) y (4), pa—
ra cuando x = 0.5,

3 4 : 3 2 ‘
5(0,5)° _ (0.5)" - - 0.5 (0.5)" :
36 + e+ 01(0.5) + Cy 36 + 3 + 03(0.5) + 04

o 0.5C, = 0.5C, + G, = 0.01563 - - = - - (1dd)

Con estas expresiones, planteamos un sistema de ecuéciones -

simultdneas, para determinar el valor de las constantes,

o - 1.501 + C4 = =0.1875

G, - €, + O = 0.0416

= 0.01563
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Cuya solucidén es,

- 0,0868

Q
"

C. = = 0.1284

C~4 = 0.,0051

Sustituimos el valor de las constantes de intes;récidn en las

‘ecuaciones correspondientes,

(a')  EIO = -5-1—";- - —’533 - 0.0868
3 4
(b')  EIvy= -%"—6- - X - 0.0868x + 0
2~
()  EBIe; ==~ 3z + -3~ - 0.1284
3 2 o ,
(ar) EIvy = = —"—6- + ie— - 0.1284 x + 0,0051

Para qaleglar el gire en B, GB » hasta sustituir el valor de-"l -

x = 0.5, en cualquiera de las ecuaciones (_g')' S (e').

o . 2 3 '
BXo (0.5) = Exoy = 24320 _ L0:3)° _ 00868

EI BB = 0.024
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' Para caloular la deflexién en B, Vg

de x = 0,5, en cuslquiera de las ecuacionas (b') ¢ (a+).

sustituimos el valor -

3 4
BIv, (0.5) = BIvy = -5-1-93:62)—- - 1—°—i—§)— - 0.0868(0.5)
BIvy = - 0.031

Para calculaxr el giro en C, ec » sustituimos el valor de  ——

X = 1.5, en la ecuacidn (c').

: 2
. (1.5) (1.5)
EX8, (1.5) = BIB = - - e 0.1284

BI 90 = 0,059
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Iv-3. TEOREMAS DE MOHR. OBTENCION DE ROTACIONES Y DESPLAZAMIEN-
TOS KEDIANTE LOS TEOREMAS DE MOHR.

El método del 4ree de momentos’ es escencialmente gréfico y-
nos permite calcular giros (8) y deflexiones {v) en puntos par-
ticulares sobre el eje de 1a vign, que puede ser de seccidn y/o
rigidez variable.

Este métode esta constitulde por dos teoremas fundamentales,
los cuamleg se basan en la geometria de la eldstica, en el drea-
del diagrama M/EI y en el momento estdtico de dicha drea,

Para deducir los teoremas, la ec. IV-3, dzv/dx2= M/EI se ~ .
puede escribir en las dos formas alternativas sigulentes:

a’y - 4 (4v, a(e) _ M
ax® ax = d4x ax E1
de donde, . . .
: »
= : RIS ¢
as 5 ax . (1)

De acuerdo con esta ecua.cidn, el érea infinitesimal (M/EI) ax o .
en. el diagrama M/EI es igual al ﬁngulo entre doe ta.ngentes con
eecutivaa, como se muestra en la fi.gu.ra V-6, '

* En 18»6.87, Otto Mohr, de Dresden, Alemania, ided un métodé simi
lar péra calcular rotaciones y deflexbnes de 1la eldstica.
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Si. el dngulo pequefio, d8, parz un elementc, se multiplica ~=
por su distancia, x, & un origen arbitrario, se obtliene una ——
distancis vertical dt, figura IV=6. Como sdlo se consideran de-
flexiones pequefias, hay una diferencia dempreciable entre sl ar

co .DD* y el segmento vertical d%,

at = a6 (x) = —pdx (x)  m———eeee (11)
. M/1BE
// ) . B i
g * 7/ S
ol . g //%15 - S
I A 4 Axj— B B . ) K
ol o i
a3 By R
—-tit - : e ~— Eldstice . PR
tasn| o R +AQ, i

—

Fig. IV-6. Relacidn entre el diagrama de W/EI y la cp;?a:jfé’
) eldastica. ’ B )
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Integrando las ecuaciones (1) y (ii) entre doa puntos cuales
quira, tales como. A y B, de la figura IV-6, se obtianen log --

dos teroremas del drea de momentos.

1° TEOREMA
B B
® . )
jde =65 ~8, = A0, =)gr dx (;v-j-ﬁ)
A A

Bl primer teorema indica que la integral del drea del diagra
ma M/EI, comprandida entre las ordenadas en dos puntos de la ——
eldstica, da la desviacidn anguler entre las tangentes correas—-—
pbndientes. Entonces, la expreaidn anterior dice que el dngulo-
(medido en radianes) entre las tangentes a dos puntos A y B de
la curva eldstica, es numéricamente igual al drea (Q) del dia=

grama de momento flexionante M/EI, por tanto,

485, =
Ahora bien, si se conoce la pendiente de la eléatica on un -~
runto, como &1 A, wse puede determinar lsa pendiente en - otro ——

punto como el B:
0, =0, + M0, =0, +§

Si la suma de lag dreas elementaleé entre dos puntos cuales-:
quiera, como A ¥ B, es poaitiva, la tangente de la derecha en~
B ha girado en gentido contrario al de las manecillas del reloj

con respecto a la tangente en A; si dicha suma es negativa, 1a
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donde é - eg el drea total del diagrama M/EI entre los —

doa puntos considerados

X - 8s 1a distancia horizontal del centroide de eg—

ta Area al punto A. Fig. IV-7.

Por analogia, la desviacién tangencial de un punto B ‘con res

pecto a la tangente en el punto A es,

ts/a = ¢ %
donde il — ge mide dende la verticél que pasa por el pu.n#-
to B al centroide del drea considerada. Figu~
ra Iv- 7, ‘ .
M/EI§ - - w/erf
x xy al 4 o,y
4] //’ ! » X
A : B -
v, .
8] _ - X
~ Eldetica
+
A B/A

Fig. IV=T. Significado de los signos de la desviacién tangen.
cial i : ‘ )
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En las ecusaciones a.nteriores.‘ las distancims x ¥y 21 se con
sideran siempre positivas, ¥y como E e I son también cantidades
positivas, el signo de las desviaciones tangenciales deponden -
del signo de los momentos flexionanates, Un valor positivo de =
la desviacidn tangencial indica que el primer punto estd por en
cima de la tangente a la eldstice trazads por el segunde punto-
¥ por el contrario, un valor negativo indica que el primer pun-
to estd por debajo de la tangente que pasa por el segundo (figu
e IV~T). .

Diagrama des momentos por partes, Para utilizar los teoremas—

del drea de momentos, cuando se tienen aplicadas caréas mis com
plicadas, recurrimos al método de DIAGRAMA DE MOMENTOS FPOR PAR-
TES, en el cual se considera a la viga fija en algsin punto con-
las partes restantes actuando come vigas en voladizo; 1o que =--
nos permite trazar un diagrama de momentos separade para cada -

carga.

. Nuesti‘o proposito es sustituir lass integraciones, por cdlcu-
.'los seguros y sencillos del dres de cualguier. parte del disgra- i
ms de momentos, y del momento estdtico de dicha drea respecta -

de un eje cualquivera.

Cuando se trazan los dlagramas para todas las cargas que ac~
tian sobre 1la viga, la suma algebraica de todas las ordenadas —
en cualquier lugar tendrd el mismo valor que la ordenada correg_

-~ pondiente del diagrama compuesto.
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Mediante la ecuacién M= KX® podemos yepresentar, el efecto

de cualquier carga individual, en el disgrama de momentos por -
partes, figura IV-8.

’ .4

P,
|

Pig. IV-8, Diagyama de momentos flexionantes,

El drea comprendida entre dos ordenndas cualquiera (A y B)-

¥ la poeicién del centro de gravedad se determinan mediante las
sigulentes expresiones:

__bh
Area = =05

b
n o+ 2

X =

] Pox edemplo, una ménsula que sopor’ta un par M5 en el extremo
tiene ung ley de momentos del tipo Xx" donde X = Ky ¥y n= 0 =
-1 decir, Ha= uox «  BEn otras palabras, un par da 1ugar a una-
ley de momentos de grado cero, Andlogamente, una carga. concen—-,
Ctrade dae origen 2 una’ 1ey de momentos de grado uno, M = PX 3

una carga uniforme, ley de momentoa de’ grado dos, M = %xe ete.
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En la tabla siguiente se presentan alguncs diagramas y su co
rreaspondiente ley de momentos.

Ley de Diagrama -
momentos grado de momentos Area x
I -
b
M o= (o] . I bh -
Ho * ]-E =M, 2
—— b= L ——
5 |
[} : . E
= < n=prL Rh -3 :
M= PX 3 e I > 3

o0 = L———

=
! 2 N R
W 3 o f wL bh B-RN
M= Fi ¥ 3 o PmE rt 5

Db =L —n
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PROBILEMA IV - 3,
Para la viga cargada como ge muegtra en la figura, determi--—
nar por el método del 4rea de momentos, la pendiente en B, (O.)

le deflexién en B, (VB) ¥ 12 pendiente de la eldstica en C, —-
(Bc). ‘Lz rigidez a la flexidén es EI = Ctte.

Conoccidas las reacciones.-—

1 .
Rc= - lTon H
R,= —2~ Ton.
Despuds de trazar el difi-
D. #. :
grama de momentos por par-—
ées, calculamos las 4dreas,
1. 5
§__ (3N zE) _ 5
s M 1 2 _ 48 EI
< ET
' 1 .
;- P (D) ol
2""‘ 2.,.1 .7 J24BXI

1 L
, § (1)(4 BT 1
. 2 = 32E1
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Cdlculo de la desviacidédn tangencial tAC M
t, .= (§ X +_§ X, + %, )
AC 1 1 2 2 §3 3

5 1 1 1 5
tac= (ZEE) (@ - (2431)(%) + (5@

1

£ = =2l
AC 576 BI

a).- Por medio de trigonometria, determinamos la pendiaxite -
de la eldstica en C, @,

c’
o - —AC 51 L34
¢ 1.5 ~ S576BI(1.5) 576 ET
O bvien,

84= 0.059 /EI
D).~ Por medio del.1° teorema del 4rea de moxﬁen_‘tos, determ-j.f-

namos la pendiente BB ,

83c=9% - 8 = §3

_Despe Jjando GB H

34 1 34 .- a8

®p= 9 - §_3 = ST6EL  ~ “12EBI “576 BT
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14
83~ ~ B76EL

O bien,
GB=— 0.024 / RI

).~ Para determinar la deflexidn, v

B?* primero calculamos -

desviacidén tangencial, th H

; = 1, (ly_ _2
t1ac=‘¥3"3= (33E7(3)? JE BT

Por medio de trigonometrfa obtenemos,

l"al + l“sc‘

c” 1.0
.. VB = Qc (L.0) ~ th
Vo == 34 - 1 _ _34 - 16
B~ S576EI 36 BT - 576 EX
S 18 -
B 576 BI.
0 bien, .

vp = 0.031/EI
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“Para la viga cargada como se muestra en la figura, determi--

nar las pendientes QB y eA ¥y la deflexién de la eldstica en el-
punto C, (vc). Ya rigidez a la flexidn es EBI = Ctte.

1T/m Ik
A ¢
B
74 _2.5m 1.5uﬂ5r°n
10.625/EL
3.125/B1
12.525
EI

Cdlculo de reacciones.-
™, = 0 :
2.5R; ~2.5(1.25)-5(1.5)= 0

RA’ 4.25 Ton
EPY = 0O H
4,25 « 2,5 - HB +5=0 3

RB = 6.75 Tén

Despuds de trazar el diagra-—
ma de momentos por partas, -

calculemos las dregs.

10.62
(2.5) (32523,

§_ _ 13.28
1 .
A -3.12 B
§ (2.5) (57 E»?__ 2.60
. 241 =T R

andd
%;‘ 2 T BT o
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CAlculo de la desviaecién tangencial tAB .
tp= (% + § %)
AB 1 1 2 2

13,28 2.60
t,_ = (—-3}?)(1.667) - (=7 (.875)

AB
t = 17.25
AB BX

a).~ Por medio de trigonometria, determinamos la pendiente -
de la eldatica en B, (GB) H
*an 17.25

8= Z.5 = BI(2.5) ;

ep= 6.9/EI

b)e— Pox medio del 1% teorema del drea de momentos, determi- .

namos la pendiente 6, y la pendiente &

A c?
46, .= 0 - 9 =.§ + §
S T
..' 9=9 — — =
A B %1 %2
6.9 13.28 2.6
6, = - (= 5

8,= - 3.87/5I
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Cdlculo de la pendiente ec »

ABBc= ec - OB = §

3
. ' 5.625 6.9
oo °c=§3 * 9 = “gr- t* TE1L
o = -12:325
o EIL

Cdlcule de la desviacidn ta.ngex_xcial th »

tpg= 5.625/EI o B
¢).~ Para determinar la deflexién ¥+ obtenomos por trigono.
metria la siguiente relacidn, : S

B™ 1.5 : - e

CB

T ee vc-=l.5(eE) ¥t

6.9 5,625
Vo= 1.5 (g7 ) + %y

- :

Vg = 15.975/EI
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PRdBLB‘MA V-5,

Empleando el método del drea de momentos, para la viga carga
da como se rm.xes;tra. en la figura, determfnese la pendiente y la-
deflexidén de la eldstica en el punto "A". Supongza que sl mddulo
de eldsticidnd es B = Ctte.

Cdlculo de reacciones.-

. a1 ©
‘ )u IM = O ;
moone oy 7w mR o+ =0 ;
Rg=Tli e

. .3
R

M
e % —, /1 2ET " Después de trazaxr el diagra
‘| 5 4 ail- ma de momentos por partes,
%’- AoT calcula.mos las areas
Y N N N '
EI R T 1 -)( )
» ‘4~L . d ) § = ZEI = ML
-7 2 ] -8 EI
" SL 1 ) )
: §= (2 Tayany) S T
: 2 2 3281

: Iy By . _EL.
§3=7c2><8m) - Tewt
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Cdlculo de la desviacién tangencial tho

t. = (% X, + § X, + x
BC 11 22 §33

ML 2 L ML SL ME 31 S
tpe= FEI(373) * 32rite ) * TEEIVE ) :
11 mr?

Por trigonometria, determinamos la pendiente 80;

. 11 m1?
6 . —BC _ 96 BEI .
c L = L ’

1

B, = Som

)
Ve
]
wix
Pl

a).~ Por medio del lo teorema del 4rea de momentos, det§£m14

namos la pendiente eA,

Sustituyendo los valores correspondiehtes,

11 ML L ML

97 e kT ) - 3ewr - I6mL
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- ML
®1= 48ET

Calculo de la. deaviacidn tangencial tAc

t0= (L;‘? + §322)

_ ML 5L ML\, 31
tae= (32er )06 )+ (e (g)
+ IMI
AC~ 96 EI

“B)e~ Cdlculo de la deflexidén v, ; mediafte trigonometria ob-
tenemos la siguiente relacidn: C

ItAC' IVAI

o=

%

I L,21 ML 7 x 52

- Vo= (35185 = t,o = 5 (55 FF ) ~ 3EET
v n1? .
Va {93 BT ;

M2
‘V




220

Iv-4, PRINCIPIO DE Li& VIGA CONJUGADA, OBTENCION DE ROTACIONES Y
DBSPLAZAMIENTOS MEDIANTE EIL METODO DE LA VIGA CONJUGADA.

Como se indicd en la figura IV-4, derivendc cuatro veces la-

ecuacién de la eldstica se obtienen las siguientea relacioness,

BIv = Deflexidn ( ordenada de la eldstica )

dv
EIL el Pandiente

dzv
EX > = Momento = M

dx

d3v dm
EI = PFuerza cortante = V = —

3 dx

dax

4 2
EIdZ=Carga=—gTvc—=e§-—;—

ax - dx

Resulta evidente que las relaciones engz{e ordénadae.; pend.ﬂ.eg“
te Yy mbménto son las mismas que 1&: que ‘evxiat'an“-ex"xrtre 'momentd,—_
fuerza cortante y carga. Esto sugiere que puede apliclarsve el mg'
todo del 4Area de momentos para determinar el momento flexionan—

“t{e, partiendo dei diagrama de ‘carg‘as, de 1a misma manera q}lé-ae

ha emplead6 para determinar las ordenadas a ﬁartir del diagfa’nia
de momentos. - .

- asf, pﬁés. el método de le viga. conjugada o de los pesos —-—
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eldsticos, utiliza la fuerza cortante y el momento flexicnante-
de uwna carga ficticia M,/ EI para determinar la pendiente y la -
ordenada de 12 curva eldstica, aplica realmente los mismos cdl-
culos que el método del drea de momentos, pero con el inconve——
niente de no poner de manifiesto el slagnificado fisico de die—-—
chos cdlculos. Este inconveniente es aun mayor cuando se aplica
a las ménsulas y a las vigas con vaoladizos, en las que hay que-

cambiar las condiciones de sujecidn de la viga conjugade.

pe aqui que, en general, la viga principal y 1a con jugada no
podrén tener lay mismas condiciones de apoyo. En vigam estdtica
mente determinadaa, en las que la viga conjugada también lo es,
las reglas de transformacidén de apoyos son las siguientes:

l. Un extremo empotrado de la viga principal (6 = v = 0O} ha-.
de trensformarse en un extremo libre en la viga conjugada (Vfic

= Mpjo = o).

2. Un extremo libre en la viga prinéipal ha de tranformarse-—

en un extremo empotrado en 1a viga conjugada.

3. Ura articulacidn en la viga principal ha de transformarase

en un'apoyo intermedio de la viga conjugada

4. Un apoyo intermedio en la viga principal ha de transfor--—

marse en una articulacidn de la viga conjugnda

5. Un 8poyo extremo en la viga princihal (v = Q) ha de trans
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formarse en un apoyo simple (Mfic= 0} en 1la viga conjugada.

Aplicando, puda, a una viga cargeda con el dimgrama de ¥/BEI-
loas principios estudiados para la determinascidn de la fuerza ~-

cortante y momento flector se tienes s
a). Pendiente real = fuerza cortante ficticia
b). Ordenada real = momento flector ficticio
El método es directamente aplicable a las vigas simplemente apg
yadas. En otros cesos, tales comc ménsulas, vigas con voladizos

ect., hay que aplicar las condicionea artificiasles de sujecidn-

o apoyo y& discutidas,
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Determine las pendientes QB y GC, y la deflexién Vai por el

método de la viga conjugada, para la viga cargada como se mues-

tra en la figura. Considere que la rfgidez a la flexién es El =
Cttes

=4.5Fh
-~ VIGA CONJUGADA -

Cdlculo de reacciones,—

™M
|
il

(=]

™
-4
1]
[«

-, + 2P(n) + P(2.5hn)=0
M = 2Ph+ 2.5Ph

’Jn= 4.5Ph

Obtenemos el momento en B,

cuahdo x = h,

Mp= - My + R,(h)

MB= -~ 4.5Ph + JPi\

HE= ~ 1.5Ph
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" - N
a).~ Ia fuerza cortante de la viga conjugada en una seccidn-
Cualquiera es igual a la pendiente de laz tangente de 1la

viga real en ese punto" N

Cdleulo del gire GB ’ : . .: -

‘4.5Ph 1.5Ph

+
EI EI 6 Ph
0y = ( 3 (n) = 231(1:)
2
o 3Ph
B T EX

Cdlculo del giro Qc R

2 (222P8 405 op)
o am? | BT
c F1 3 —
o - 3ph° . 2.25pn°
¢ = TEr S RL
2 2. SRR ‘ : L
o - am®  1.25%n « SRR CNE S lan ey
c 33 BI L T e e
6. - 4,125 Pn°

c EI
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. b)e~"El momento flexionante de la viga conjugada en una sec-—
cién cualquiera es igual a la ordensda de la curva elds-
tice (deflexidén) en ese punto',

Cdlculo da la deflexidn v ;

Bl
2
(22 mEn)
1.5 Fh By _
v = (- B2R - 3
1.5 P> Pn® _ -1.5Pn3 - 2@n’
Yg =~ TZEI " "EI ZEI

’ 3
v. o _ Ll.75Phn
B BEI

Cdlculo de la deflexidén v, ;

c'
1.5Fh *lg%(h) 2
Ve =~ _%“(h)(o‘shfl'5h) = 3 (3B + 1.5n)
1.5Ph
5T (l.sn)(l_Sh)
i 2 3
, ‘ -
v = __}___ - 3_-3531! _ 0.5625Ph7> \

[ EI . . BI-

Ll 6.8125 Ph
Yo = - BI



CaP. V. CORTANTE ;

V-l. BSFUERZ0 CORTANTE PROMEDIO, RELACION ENTRE EL BSPUERZ0 COR
TANTE VERTICAL YT HORIZONTAL EN VIGAS.

Como se indicé en la seccidén I-6, aparecen esfuerzoe cortan-.
tens slempres que la resultante de laa fuerzes aplicadas. tienda a

hacer que una parte del cuerpo sa corte o deslice con raspecto-
a la otra,

— WJ
v X
L 1’2=<'1 ——> v
N
" I= T
Vie—4+ %—[dll v é
| o i

Pig. V;l. Plano de corte m-m pera deterxrminar el esﬁxerzb-eo_x: ‘
‘ tante o tangencial. g . :

Befuerzo g_crtante promedio ('Cm Ye A diferencia del eafuei'zo”

normal, la distribucidén del esfuerzo cortante en una seceidn, -

226
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tal como la m-m de la figura V-1, no es uniforme prdcticamente
en ningin ceso, por tanto, la expresidén matemdtica sdlo nos da-

un valor promedio,
v 2
Tm = H (Fza, /Long. ) (v=1)

Relacidn entre el egfuerzo cortante vertical y el horizontal

en vigas. Ia consideracidén del esfuerzo cortunte vertical, co-
mo tal, se hace muy pocas veces en el andlisis y disefio de vi~--
gas, debido & que en este caso los ssfuerzos cortantes vertica-
les se relacidnan con los esfuerzos cortantes horizontales, y -
esto es de gran importancia. Por ejemplo, cuandoc el material —-—
usado para la viga tiense baja resistencia al esfusrzo cortante-
_en una direccidn (generalmente la horizontal), como ocurre con-

la medera.

0 bien, cuande se construyen vigas afladiendo cubreplacas a -
las seccidnes laminadas o ensamblando vigas de madera. En estas
aplicaciones, se deben calcular las fuerzas cortantes horizonta
les para determinar el ntmero requerido de clavos,:emachee. per’
nos o la longitud de soldgdura necegsaria paré que la sesccidén —-

compueBta trabajs como una unidad.

La ncecidn de los esfuerzos cortantes horizontales se obtiene
obsgervando el comportamiantb de una vig&lcompuesta de variag ~~
placas delgadas, colocadas una sobre otra, pero sin estarunidas -
de ninguna manerea. Cuando se aplica una carge a la viga y ocu--—
rre la deformacidédn, las superficies de con tacto qntre iasvpla-
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cas se deslizardn, y sus posiciones finales serdn como se indi-

ca on la figura V-2,
P

AW
i
N )

Pig. V-2. lLos tablones no unidos entre al se deslizan uno --

respecto a8l otro cuando se cargan.

51 estas placas estuvierdn unidas por algin medio antes de - -

que ss apligue la carga (por ejemplo, por medio de pernos), 1la-
viga actuard como una unidad,., Estos medios de conexidn impedi-—

rén el deslizamiento de las superficies individumles. Por consi:

guiente los pernos estdn ejerciende fuerzas cortantes horizonta

les.

'Y-2. PLUJO DE COHTANTE. SEPARACION DE CONECTORES EN VIGAS.

Considere dos sécéiénes'adyaeentas (A) ¥ (B) de una viga, =8

paradas una diﬁtancia diferencial, dx, como se indica en la fi-
_gura V-3. Si observamos la distribucidén de esfuerzos, debidos a

flexidn, en esta parte diferencial de la viga prismética (éon -

igual drea en sus extremos) ¥y recoxrdando que el producto de un-
esfuerzo por una édrea nos da una fuerza, entonces podemos deter
minar la magnitud de las fuerzas gque actdan perpendiculares a -



las secciones (A) y (B).
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FPig. V=3. Elemento diferencial de una viga, para deduclr ;La—

exprasidn de flujo de cortante.

Si IA no es igual a I!.B » como siempre ocurre cuandc hay fuer

za@ cortantes en secclohes consecutivas, o mes,

que los momen—-—

Los flexionantes en estas secciones sufren un cambio infinitesi
mal, Asf mismo en la distanecia dx 1as fuerzas longitudinales -

FA ~y PB var{an en una fuerza infinitesimal 4P,

As Ao
dP = MB;M JydA: %y-'j‘yu
o A
= P q .
donde, Q=J’ydA=‘A°5’

(v=2)
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la integral Q es el momento estdtico (o de primer oarden) del —
drea parcial en estudio, A,, con respecto al eje neutro, Por -
definicidn, ¥ es la distancia desde &l eje neutro hasta el cen
troide de A, . La fuerza longitudinal que actda normalmente & -
- ‘eualquier parte seleccionada del drea transversal, se obtiene -
mediante la ecuacidn V-2, :

Sin embargo, en vez de trabajar con uns fuerza AF que s6 —-—
desarrolla en una distancia dx, es mds saignificativo obtener —
una fuerza similar por unidad de longitud.

% =a (Pza. / Iong.) (v-3)

Esta cantidad recibe el nombre de FLUJO DE.CORTANTE y se dg..
signa por ' q « PFPisicamente tal cantidad representa la diferen-
cia entre FB Y FA para un elemento de viga de una unidad d‘e—v'
largo.

=4r. . g5 1 g
T="3x T dx 1

- Tomando en cuenta la ecuacidén IV-2, dM/dx = V, se obt_iene la-

siguiente expresidn para el fiujo de cortante en vigas:

q=-2 ‘ (v=4)

donde, V —-'es la fuerza cortante total en la seccidn:
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I - es el momento de inercia de toda el drea tranver-
sal con reapecto al eje neutro, exactamense como-

en la férmila de la flexidn de Ia cual proviene,
Q - es el momento estdtico del drea parcial con reg—-

pecto al eje neutro. Y se determina mediente la -

integral de (ydA) o por el producto AgY .

Separacién de conectores en vigas. En al andlisie de los —-

efectos de la flexidn se ha puesto de manifiesto (Fig. V-2), --
que los distintos elementos que constituyen una viga compuesta-
tienden a deslizarse unos sobre otros.

A continuacidén se estudia como determinar la éeparacién 0 es
pacimmiento ‘de los roblones o remachas, que en una viga compues
ta unen sus elementos, para que resistan esta accidn de desliza

miento.
Partiendo de la definicidén de flujo de cortante podemos cal-~
cular la geparacidn (8), entra conectores que resisten una fuer

za (F) ,' 2 un nivel en que conocemos el flujo de cortante,

_Plujo de cortante; Q=5

Separacidn; S = —:' . : (v- 5)7
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PROBLENMA V-1,

Se va a fabricar una vige de B plg X 12 plg con secciones de
madera como se muestra en la figura. Yos clavos deberdn espaciar
8¢ a cadn 3 plg ¥y la fuerza cortante ea, V = 10001b, { Cual sg
r4d la magaitud de la fuerza sobres cada clave ? '
2’! 4" N 2"

3
¥ t

Por la simetria de la sec

\;
\
A

cidén transversal de la vi -

~J g 6" ga, sabencs que el aje -~
neutre pasa por el centro.

-1 .

s §I‘= &"

8w ,_\\1_ — - = BeN:

Lk Calculamos el momento de- .
2"
e ,/ inercia de toda la 8@C~—~

LS

8" cidn, con reaspects al eje
neutro:

. 3 3

1

Determinamos el momento sstdtico de 1a seccién, al nivel que
necesitamos conacer el flujo de cortante,

Q= 4,(F,) = (8x2)(5) = & pig

‘Bl flujo de cqrtanta 68 la fuerza cortante pbr p\ilgada.de -
longitud y se calculs como:
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4= 43

T

Sustituyendo los valores cortespondientes,'

. {1.000)(80)
1 981

-]
n

81.8 ‘1b/plg

Como los clavos estan espaciados 3 plg, la fuerza sobre cada.
par de clavos est )
B
s —— b4
=3 a H

qx8
F = (81,8 1b/plg)(3) = 245.4 1b

La fuerza cortdnte sobre cada clavo es la mitad de P, ‘_oi_a‘é_a:’

P 245.4 1b .
clavo 2 . *
Ferave = 122.7 1p
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PROBLENA V - 2.

Determine el espaciamiento de loe clavos, asagurar que la vi
ga de seccién "T" construida de dos secciones de madera de 2 ——
plg X 6 plg mostrada en la figura actue como una unidad., La ~=-
fuerza cortante es constante e igual a 125 1b ¥y la resistenoia—:
permisible pare cortante horizontal de un olavo es deé 94 1ib.

125 1b
L] 6" 1
N T
2
125 16 10° , L W/éﬂ 3n
] " L _E.N. |
125 125
D. V. (+) 6“ 5n
s} a_
1 i

—
271
Ioéalizacidn del eje x_leutro H

7= 29,‘ - £51.2“6+12 + (2x6)(6/2) = gn

Ap (2X6) + (6Xx2) - ..

Cdlculo del momento eatdtico, Al nivel an que se requiere g:g_lr-

nocer el filujo de cdrta.nte; .

Q= (2X6)1v1) = 24 pled
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Determinacidén del momento de inercia de toda la saccidn, con w-—

respecto al eje neutro;

3 3
r= 80287, gxo.1? . 2B L (2xe)(s - 3)?

12 12

I =136 plgt

Célculamoe el flujo de cortante,

. ¥GQ _ _125(2a)
a T = 136

q = 22.1 1v/plg
Como se debe obtener una resistencia al esfuerzo cortante de-

22.1 1b por cadae pulgada de longitud, el espaciamiento. de los -

clavos eB:

s - B _9431v
q 22,1 1bh/pleg

-~ % 3= 4.25 plg
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"V-3. ESFUERZQ CORTANTE EN VIGAS. CENTRO DE CORTANTE,

La férmula del esfuerzo cortante en vigee se puede obtener a
partir del concepto de flujo de cortante.

Eje

neutro

PFig. V-4. Deduccidn de los esil’uerzos cortan?ea Tyx ¥ Z xy

en ung viga.

Una vista en isomdtrico de un elemento diferencial, de una —
viga que sopoi‘ta cargﬁs transversales, se muestra en la figura-—
V-4, en el cual 8¢ ha hecho un corte longitudinal a una distan-
cia Yl del eje neutro. Aﬁemﬁs, se puede observar gque la fuerzg-—
equilibrante dF 'se desarrolla precisamente en el plano de la -
aseceldn 1ongitudinal; tomada: pamielamenté al eje de la viga. _—
Poif tanto, suﬁoniendo ‘que el esfuérzo cortante esta distribuido
uniférmemente a través de la seccién de ancho ‘b, podemos deter
minar su valor eﬁ el plano longitudinal ‘dividiendo dF entre el
‘ére‘a bdx.

dar
T Yyx ® Zxy * Tpax




237

Este es el esfuerzo cortante horizonta141;yx. Sin embargo,-
puesto que en un elemento infinitesimal esfuerzos cortantes nu-
méricamente iguales actdan en planos mutuamente perpendiculares
(véase la sececidn I-6), se determind también e; eafuerzo “ny -
en el plano de la seccidén vertical,

Y de la ec, V-3, sabemos gque,
dF = q-dx

Susfituyendo este valor en la expresidn anterior,

" 3 . ye 6y
Tyx " Cxy = % T TTv A e
Esta es la férmula para. determinar los esfuerzos cortantes -
en 1as‘vigasf Yy da aus valores en la seccidn longitudinal,

Ios esfuerzos verticales actiden en el planc de la seccién -
‘tranaversal de la vigs, produciendo la‘fuefza c@rtante vertical -
v y,“'pbr tanto, se satisfacé el requiSito_defla‘eatéticgiiqyg-»
‘dice, EF_ = 0. :

g Fy =

=3
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Centro de cortante, El centro de corte de una seccidn trans-

versal este sobre una lfnea longitudinal paralela sl eje de la-
viga. Toda fuerza transversal que se aplique pasando por dicho-
centro no producira torsidn de la vigae. )

Para secciones transversales con un e je de simetria, el cen-~
tro de corte siempre se localiza sobre tal eje., En el caso de =
lasbque tienen doa eje de simetria, el centro de corte coincide

con el centroide de la seccidn transversal,

Considere una viga de seccidn {ransversal "C" o perfil}de ca
nal, que resiste una fuerza cortante vertical, Fig, V-5, Ia vaw
riacién de q y "G s parabdlica arde largo del alma, y a8 lo ‘=
largo de los patines horizontales dichas cantidedes varfan 1i--—
nealmente desde el borde llbre.

& b ; Ta 129
T |, =
P
= l
f } n

- 9 v=rp

4-edp —+

T

ikt

3 ——_

,A__“;ﬁ;J HIHHFI’ L___—JV""— .'

Pig. V-5. Anflisis para determinar el centro de corte de un-

perfil canal.

Bn el patin: Rl esfuerzo cortante medio Gg/2 multiplicado
por el 4res transversal del patin da una fueyza .

By= ('r.a/a)bt,
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En el alma: Ia suma de los esfuerzos cortantes verticales -1

bre el drea del alma es igual a la fuerza cortante, V,

+h/2
v =J T tdy
~h/2
Estas fuerzas cortentes Fl y V que actian en el pla.np de =~
la seccidén traneversal se muestran en la figuxa V-5(c), e indi-
“‘can que un par F.+h y una fuerza V se desarrollan en 1la aeé—

1
cidn de la canal.

Ahora considdrese el segmento de viga voladiéa de peso deg~-
preciable gue se muestra en la figura V-6, al cual se le aplica
una fuerza vertical P paralelamente al alma a una distancia —
"e" de la linea central de la misma., Para mantener esta fuerzaw:
aﬁlicada. en equllibrio, se debe desarrollar en el alma una fixe;'_ .
z& cortante igual y opueata, V. As{ mismo, rara eliminar la -

torsidn de 1la canal, el par Pre debe ser igual al Fl- h.

/§L
\y

Fig. V-6. Centro de corte del perfil canal, :

-'Es posible obtener una expresidén pera la distancia. e
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lizando el plano en que se debe aplicar la fuerza P para elimi
nar 1a toraidn de la vign canal.

Tenlenda en cuenta, que; P=¥ v P.a = Fl
oo a® . (/2)Ta vy :
P - P

-h

sustituimos el valor del esfusrzo medio Ty .

bth ¥Q (. bh
ZF Tt = 2P

vV bt (h/2) 3
It

2. 2
e = 2 B T

(V-1

Obgervaemos que la distancia “e” es independiente ds la magniw=
tud de la fuerza aplicada P, asl come de su locallzacidn & lo =
largo de la viga. ILa distancia "e" ea una propledad da una sec—

cldn recta y se mida desde el centro del alma haste la fuerze 8
plicada . ’

Podemos hacer una investigacidn similar para localizar el =
planc en que las fuerzas horizontales se deben aplicar para ell
minar 1a torsidn de 1a canal. No obstante, para el perfil €, o
g cana,l considerado, en virtud de su simetric ae pusde ver que e¢g

te plano coincide con el plano que contiene 21 eje neutro. m -
intersaccidén de estos dos planos perpendicularées entre ai con -
el plano de la seceidén transversal localiza un punto que‘ en el—'

centro de corte y se designa con la letra "O" en la Pig. V-5,
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PROBIEMA V-3,

Utilizando la expresidn del esfuarzo cortante, determine su-
distribucidén en una viga de seccidn transversal rectangular ma-

ciza qﬁe transmite una fuerza cortante vertical, V.

v
' L‘-—tmeds =
n/2 Y3 ' <
. n _I_y
[ N N
4 v Tndx™ 27 R

p—Dh

De la ecuacidn V-6,

yQ, _ vV - —v.
T= Tu In |y = Bydy

Integrando,

2 h/2
= — | X - X
o 1

2 .2,' Lo
{5

Entonces, en este tipo de vigas tanto los sefusrzos: cor!:g.‘n‘—{
tes hofizontglea como . loa verticales varian parabdlicamente. Y-
el valor méximo se obtiene cuando ¥, =0

.. _vn2
Tpdx = 81
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En el plano de la seccidén transversal de la figura, lo ante-—
rior se representa ssguemdticamente por tm&x en .2l eje neutro—
de la viga. A distanclas crecientea desdes el e]je neutro, los es
fuerzos cortantes disminmayern graduslmente. En los limites supa-
rior e inferior de la viga, los esfuerzos cortantes desaparecen

cuando yy= * n/2,

Determinamos sl momento de inercis para esta seccidn,

bho
12

=

Sustituimos en la expresidén del esfuerzo cortante mAximo,

+. - yni12 3 v,
wix = T8 ppd 2 %n
es decir,
v

Ttz = 2 A

Partiendo de la definicién de esfuerzo cortante promedio te~

nemos que,

Tﬁé.x = 1.5 Tnea
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FROBLEMA V- 4,

Para la vige de madera cuya seccidn se puastra en la figura,
determinar el diagrama de variacién del esfuerzo cortante, T.
Para un cortante V= 2000 Kgf . Ademds; calcule la separacidn —

méxima permisible de los claves, si cada uno resiste 375 Kgf.

F—20 cm—+

Cdlculo del momento de inercia, con respecto al eje centroi~
dal (eje neutro),

3 3 ~
20(30)° _ _2(7.5x(20)7) _ 4
I = 1> 12 3 I 35000 cm

. Sustituyendo en la formula del esfuerzo cortante,

o o . 2g8dQ . o 2.8
.= TS T 35e s - T= 35l

Para calcular de manera ordenada el valor del esfuorzo aorh—" :
tante, en 105 diferentes nivelea de la meccién tranlvornll do -
1a viga, -elaboramos la eiguienta tabla,
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Nivel A (em?) ¥ (cm) Q=Y A b T= 32;('%')
@ 100 12.5 1 250 20 1.57
100 12.5 1 250 5 14.28
@ 100 12.5 1250

' 50 5.0 * 250
1 500 5 17.14
©)] 100 12.5 1250 5 14,28
100 12.5 1250 20 3.57

‘Para determinar la separscifn mdxima permisible de lo8 ~—
clavos, determinamos el flujo de cortante al nivel (2},

A_demé.a sabemos que,

a=Tb ; q = '%(_-)95-) (ﬁ)_
. .2
S 4= 5 (Q)
' Sustituyendo; q = -'3%5-(1 250) = 7T1.4 Igf/"“,’
Por tanto, § = ZE o -2L380) -, S % 10.5 cm

q TLl.4
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V-4, REVISION POR CORTANTE EN VIGAS DB MADERA Y ACERO.

El ssfuerzo cortante debe considerarse an el disefio de cual-
quler viga. Como el esfuerzo cortante fracuentememte no es tan—
er{tico en ol diseiio de las vigas como 1los eefuerzoa‘dﬁ flexidn
el procedimiento normal consiste en dimensionar la viga sobre -
la base de los esfuerzos de flexidén, y verificar que en esa sec.

cidén no hay esfuerzos cortantes exceaslvos,

BEn la prdoctica, los esfuerzos cortantes nunca controlan el -
digsefio de las vigas de acers, & menos que se apliquen grandée -
cargas concentradas cerca de los apoyos. Es recomendable que al‘
lector iébestigue las especificaciones de disefio ‘en el raro ca-
80 en que seé apliquen cargas concentradas  grandes cerca de un -

APOYyOe

Para las vigas de madera, cuya capacidad para resistir'fuer—
zas cortantes horizontales es may baja, los esfuerzos cortantes
~ controlan frecuentemente el disefio. Como se indico anteriormen-—
te, el procedimiento usual consiste en disefiar la viga sobre la
base de los esfuerzos de flexidén, ¥y deapuas revisar para los es
fuerzoe cortantes horizontales. Si el cortante ‘horizontal es i
excesivo, ‘debe incrementarse el tamafio’ para reducixr el asfuarzo

_cortante hasta 1imites parm;eiblea.
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PROBIEMA V-~ 5.

Una viga .de seccidn transversal en cajén como la mostrads en
la figura, soporta una carga uniformemente distribuida de éOO -
Kgf/m y una fusrza concentrada P. Considerando unicamente la-
accién de la fuerza cortante; determine el mfximo valor de P -'
que puede sexr aplicado si ol esfuerzo coriante permisible eg. ——

Tp= 30 Kgf/cma.

P
200 Egf/m g4 3
r T ey 5 cm

P a 12:5n ,\
R, i ——’{—\— ® ¥4 20cm
‘ P~2-m——|‘-—2L+—LL-|RB " \
[\%-mo 400 S 5 e
P
2, 300f (0 "\
2 5 +) ) ‘
£-+1100 (- P
£ 4 s00

Mediante las ecuaciones de estdtica obtenemos el valoxr de -

lasa reaciones,

By

ml'd

+ 300 ;

= £ + 900
RB 2
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En el diagrama observamos cual es el valor de la fuersa cor-—

tante mdxima,

—
V{=2 500

Cdlculo del momento de inercia de toda la seccidn,

3 3 :
20 (30) 14 (20) 4
Ia= 12 - 15 = 35666.67 cm

Detarminamos el momento estdtico en la seccidn median {(que co
rresponde al cortante mdximo), de la seccidn trensversal,

Q= 3A,;F, = 5x20(12.5) + 2(10x 3 (5)) = 1550 em’

De la ecuacidén del eafuerzo cortante tenemos:

vq C. _ TIb
T =Ty - v = Q

Igualando con la expresidén de la fuerza cortante,

P . TIb .
V=-5-+500 o P:2[-——a——--.500]

Sustituyends los valores correspondientes,

: 30 (35666.67)( 3+ 3) _ 3
P=2[-~ 1550 500 ]

P 4% = T283.87 Kaf
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PROBLEMA V — 6.,

Una viga simplemente apoyada tliene una secclén transversal -
que se compone de una canal 12 ° 20.7+y una viga de patin ancho
18 WF 50 +, unidas por tormillos de 19 mm de didmetro colocados —
longitudinalmente con une separacidn de 15 cm en cada fila, co-—
mo Se muestra en la figura, Si esta viga se carga con una fuer—
za concentrada vertical hacia gbajo de 50 Ton en el punto medio
del claro, scudl serd el esfuerzo cortante en los pernos? Dag—-—
precie el peso propio de la viga., Bl momento de inereia, I, de-
la seccidén total con respecto al eje neutro es = 46 600 cm4.

[ PO A
f= g =19 4=38.9 co®

B =0.71 cm

x 120 20,7 alma
1.7BI _ Peral= 30.48 cm
17.2 cm I=162.3 cm?
46.43 cp
29.2 cm 2
A=94.9 cm
E =0.91 em
alma
X 18 wr 50 Peral = 45,72 cm
I=33323.8 cof
+

Las canales (o0 perfiles 5'0" o "U") y las vigas WP de acero _— )
ncrfaamerica.nas se designan anunciando primero un numere que in
dica su peralte en pulgadas, luego el sfmbolo (correspondiente)
vy a continua_.cidn otro mimero que indice su peso en libras por =

piev lineal. Ver las tablas ,corresbondientea ai final del texto.
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localizacién del eje neutro de toda la seccidn,

7 . 38.9 (46.43 ~ 1.78) + 94.9 (45.72/2) .

v 38.9 + 94,9 ¥ = 29.2 em

Determinamos el momento de inercia de toda la figura, respeg

del seje neutro,
I = 162.3 + 38.9(17.2 - 1.78)% + 33333.8 + 94.9(6.34)% ;
I % 46 600 em?

Obtenemos el momento estdtico a nivel que requerimos conocer

flujo de cortante,
Q = 38.9(17.2 = 1.78) : " Q %600 cm’

Cdlculo del filujo de cortante,

1= - 592200&1)/ 2)(600) ; . . 321.89 KG£/ca®

Por otro lade sabemos,

a=4 ~ P = qS = 321.89 (15) = 4828.3 Kef

'El drea de un tormillo, A = —?'"(1,9)2 =..2,835 cnm

El esfuerzo-cortante en cada tornillo;

__F__ ., _4828.33  _
T= Z(A) . 2(2.835) = 851.56 kgl
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V-5, INFLUENCIA DE LA FUERZA CORTANTE EN LAS DERORMACIONES EN -~
VIGAS SUJETAS A FLEXION Y FUERZA CORTANTE.

De conformidad con la ley de Hooke las deformacicnes por cor
te deben estar asociadas a esfuerzo cortante (ec. I-13). Por =

consiguiente, loa esfuerzos cortantes dados por la "expresibn —

para la distribucibn de 1yx N 1xy en una viga" deben causar
deformaciones angulares. Como se indica en la figura V-7, las -

distorsiones por corte mhximas ocurren en en y= 0 .y ninguna =

digtorsidn tiene lugar en y = s bh/2 . Eato alabea la seceidn ini

cimlmente plana de la viga y contradice la suposicién béisica as

1a teoria técnica de la flexibn: "Secciones planas de una Viga—

normales A su eje, permanecen planasdespuds de que 1& viga ge -~

flexiona".

WLITERRTERATRRRRASRATAY

Sin

distorsidén \

Seciones planas

Distorsién médxima en el eje neutro

Fig. V=T. m,stora_ién'pox" corte en una viga.

Por los métodos de la eldsticidad se p\iegle'dsmostrar que es— .

tas- distorsiones. por corte de las. secciones planas son despre~—.

~ ciables en’ el ‘easo. de -elementos delgados; la teoria. técnliég‘: ea-

coihpletamenta’ adecunda si 1a longitud de un eiementorres 8l me-—
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noo dos ¢ mde veces mayor que su peralte total. Eeta conclusidn
es de gran importancia, puesto que significa que la existencia-
de una fuerza cortante no invalide las expresiones para 1los as-
fuerzos por flexildn deducidas en el capitulo IIXI . También es =~
importante observar que, en el punto de aplicacidn de una cargs,
asf{ como en un extremo empetrado se producen alteracicne$ adi-—

cionales localss de los esfuerzos.




CAP. VI. TORSION

VI-1l. TORSION ELASTICA EN BARRAS DE SECCION CIRCULAR. ESFUER --
205, DEFORMACIONES ¥ ANGQUIO DE ROTACION. DIMENSIONAMIENTO
Y REVISION DE BARRAS DB SECCION CIRCUILAR.

En eate articulo se estudisn elementos con seccidén tranaver—
sa). circular maciza o hueca, sometidos unicamente a un momento-
que actda con respescto a su eje longitudinal, es decir, un mo--

mento o par que produce torsidn al elemento.

En este capfitulc 1las barras ejJe se supondrdn "ain peso" o sgs
tenidas a intervalos suficilentes para hacer deaprecilable ely 6——
facto de flexidén. Por ahorsa se excluirdn las fuerzas axiales ——
que puedan actuar simulténeamente en el miembro,.

Para andlizar miembros sometidos s torsidén se sigue el pmcg'
dimiento indicedo & continuwacidén:

a). Revisar el equilibrio del sistema en conjunto.

). Pasar un plano de corte perpendicular al eje del mismbro.

252
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¢). Eliminar todo lo que esta a un lado de la seccidn y de=-—

terminar el momento resistente intermo necesario para mantener-—
el equilibrio de la parte aislada,

d). Para calculsr ests moments torsionan. te, en miembros es—
tdticanente determinados sélo se requiere una ecuacidén de estd~
tica

M, =0, estando el eje x dirigide a 1o largo del elemen
to.

Por otrs parte, para establecer una relacidn entre el MOMENTO
TORSICNANTE INTEBRNO y los ESPURRZOS CORTANTES en miembros de -~-

seccidn circular y tubos redondos es necesario hacer varifs con
sideraciones;

1.~ Una seccidn transversal plsmna, perpendicular al aje de -~

un miembro de seccidén circulsar, permanece plana despuds de la -~

aplicacidn de un momento-de torsidn.

2.- En miembros de seccidn circular gque se gometen a un mo--

mento torsionante la deformacidn angular ¥, varfa linealmente-
desde su eje laongitudinal, Fig. VI-l.

¥ -
¥ mdx %
Yig. VI. Variacién de la deformacidén angular en un migmbro -
) eircular sometido a torsién.
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3.= En el caso eldstico, puesto que "el esfusrzo es propor--
cional a la deformacidén” y "esta Ultima varia linealmente des-—
de el centro", loa esfuerzos variardn lineslmente desde el eje-

longitudinal o centroidal de un miembro circular.

Los esfuerzos inducidos por las deformaciones supuestas son—
esfuerzos cortantes y actian sn un plano paralelo a la seccidn.—
¥ normal al eje de la barra, Ia variacién del esfuerzo cortante

' se ilustra en la rig. VI-2,

Fig. VI-2. Variacidén del esfuerzc cortante en el intervalo -~
eldstico (miembro circular).

Tomando en cuenta dicha variacidén lineal del esfuerzo', pode~
mos calcular en cuaslguier punto arbitramic a una distencia P -
desde "0O", el valor del esfuerzo cortante-

Tmdx
[+3

- L
P

T= _5' Dmdx . - ‘ = . ~(VI‘-1V)
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Una vez establecida la distribucidn de esfuerzos en una mec-
cién, ge podrd expresar la resistencia al momento de torsién -—
aplicado en funcidn del esfuerzo. Ia2 resistenciaz a dicho momen-
to asi desarrollada debe ser equivaleate al momento torsionante
interno, miembro derecho de la ecuacidén VI-2,

=(f%zm)(am(p) (vi-z)
A

En una seccidén transversal dada Tp4x Y © 8Son constantes,-

de aquf que la relacidn anterior se puede expresar por:
T mdx 2 ’ )
T = _Q— P 4dA ( VI-3 )
A .

Como Pz dA = J es une constante para una drea particular-
recibe el nombre de MOMENTC POLAR DE INERCIA.

Utilizando el simbolo del momento polar de-inercié, J, e8-m
eribimos de nuevo la ecuacidén general de la torsidn’,

Tmix = g o (v1-4)

La ecuacidn vI-4, expresa el esfuerzo cortante mziximo en sun',
cidn del momento de torsidn reaiatenta ¥y las. dimensiones del —
‘elemento.

M Egta fdrmula fue deducida por C. A. Coulomb, un 1ngeniero _—
fracéa, alrededor de 1775-
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Une relacién mds general que la ec, VI-4, para el esfuerzo -

‘cortante T en un punto a una distancia S del centro de la seg
¢idn tranaversal es:

T =

P
o Cmdx =

P Tc Tf
< (5= 5 (VI"5):

Ias ecuaciones VI-4 y VI-5 son aplicables con igual rigor a
los TUBOS de seccidn circular, puesto que se aplican las mismas
hipétesims que se utilizan en la deduceidn anterior. Sin embar——
g0, e8 necesaric modificar J,.

Relacidn de férmulas para calcular el momento polar de iﬂer-

cla de las diferentes secciones:

Momento polar de inercia para una seccidn transversal circular,

Irc4 ifd4

d= =5~ = T3 (vi-s)

donde d es el didmetro de la barra de seccidn transversal maci
za. Por tento, c = 4/2,

llomento polar de inercia para un tubo ecircular,

4 .=

3= (et 3 (vi-7)

donde ‘b es el radio 1nteribr de un tubo.
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Momento polar de inercia pars tubos de espesor delgado, o sea —
que b es aproximadamente igual a ¢ y ¢~ b = t,
del tubo,

el grueso -—-—

J & 29e" ¢ (VI-8)

Angulo de yrotacidén (& ). En este artfculo estudiaremos el ~
ndtode para hallar el édngulo de torsidn de ejes sometidos a car

gaz torsionantes. A continuacidn se mencionan algunas aplicacio
nes; B

i). Para prever el torsido de una barra, ya que no bagta di-~
sefiarla sélo para una resistencia suficiente, sino que no se de
e déformar exceaivamente.

ii). La deformacién anguler por torsidn de miembros es nece—
saria'para tratar problemas torsionales estéticamente indetermi
nados.

1ii). las magnitudes de 1las rotaciones anguléres de loa e jes
son necesarias en el andlisis de la vibracién torsional de maw-

'quinaria.

En e1 elemento que ase representa en la Pig. VI—3, una : 1inea-
o "fibra" como AB inicialmente 'es paralela al eje de la. barra.

Despuée de aplicar el momento de torsién. asume la nueve posi——:
‘cién AD.
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Fig. VI-3. Elemento infinitesimal de una barra sometida a —--

torsidn.

Representando el dngulo pequeﬂo@ por xméx, por geometria

podemos obtener el arco ﬁa. de las dos formas siguientes:s
arco BD = (ax ) (¥ pdx )
arco BD = (c)(ag)

Por consiguiente,

ax (¥pmax) = ¢ (ag) B o (VvI-9)

Considerando el comportamiento del mé.t'ez'*ial‘“er; él’réngo* “elé.g, -
_tico, es aplicable la ley de Hooke;

¥ max = E%L | s ('vx-lo,)_.v

. Ademda, de acuerdo con la ec, VI-4,
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Tec
Tmdx = <7
sustituyendo esta expresidn en la ec. VI-10,

T
& wdx = J(g)

sustituyendo este valor de Kméx en la ec, VI-9 y simplifican~
doj

dx( = ¢ (ag)

Te " vz

Para hallar el dngulo total &e torsidn, ¥,

entre dos. @pc-——
ciones A

y B de una barrd eje,

se deben sumar las roteciones .
de todos los elementos ) i

T{x) :
@ 35.]'(_1:) G ax + G {vI~12)
o :

Bata es la ecuacidn general para obtenre " el Angulo de tar———

pidn en una ssccidn cuslguiers de una bs.rra. de material lineal-
mente eléstico. En la que}

P ~ es &l gngulo de toraidn ekprasado en md‘i»anas, ¥. su . men- . _'

tido coincide con el del momento de torsidn 'aplica;io._
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T - es el momento torsionante interno, que puede variar a lo
largo de la barra.

J — es el momento polar de inercia, el cual también puedes va
riar a lo largo de la barra.

,Cl- es una consetante de integracidén y representa el dngulo -
de torsidén en el origen.

Para uns barra que transmite un momento de torsién constan—-
te, T. Con el momento polar de inercia, de su seccién transvexr
sal, constante, J. ¥ sin rotacién en su frontera, C. = 0, la —

1
ecuacién VI-12 se anota de 1la siguicnte manera,

T
g = I (VI—l; )

Uxia aplicacién muy importente de esta ecuacidén, es la que nwm
permite calcular el médulo de elasticidad al esfuerzo cortante,
G, o sea,

Egto se logra aplicando un womento de torsidén conociﬂo Ty a
una barra eje, el valor de J se caleula 2 partir de les dj_.men-'
“gionas de la probeta, -en la que puede. medirse la rotacién rela-

“tiva, ‘@, entreé dos secciones planas .a una distancia L.
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Dimensionamiento y revisidén de barras de seccidn circular so

matidas a torsidn. En el disefic de miembros por RERSISTENCIA se—

deben selecionar esfuerzos cortantes permisibles. Estos depen——
den de la informacidén experimental disponibla ¥y de la aplica—-—
cién proyectada.

Una vez que se sabe el momento de torsidén que va a transmi-—
tir una barra eje y que se selecclona el esfuerzo cortante'maxi
mo, las dimensiones del miembro guedan determinadaa. rorxr tanta,r
de la ecuscidén VI-4, ' o

T
“Cméx

J

= = (vi-14)
donde J/c¢ es el pardmetro del que depende la resistencie eléé—
tica de un eje. En el caso de una barra cargada axialmente, tal

parametre es el Area transversal del miembro.

Para el caso de una barra maciza, J/c = iIc3/2, donde "c' es
el radio exterior. Utilizando esta expresiép.y 1a ec, ‘VI-14, se
‘detérmina el radio que se requiere en un eje. Si .se trata'dq.—-
una. barra hueca, tubos de diversas dimensiones puedén proporecig
nar el mismo valor’ numérico ‘de’ J/c ; de manera cue el problema—huz
tiene un nﬂmaro infinito da soluciones.

En el disefic por RIGIDES la ec. VI-i3, es una relacién muy ;ﬂl;f?

importante,
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L]
La}

@ =

oy
[~]

Esta expresidn nos permite limitar la magnitud de la torsién —-
gque puede ocurrir en la longitud de una barre eje. Para tal a--—
plicacién T, L y ¢ son centidades conocidas y la solucién de la
acuacién VI-13 da J. Basto fija el didmetro de la barra requ.ei‘i—
da (véase las férmulas para obtenr el momento polar de inercia). .
Obsérvese que, por 1los requisitosz de rigidez, J, ¥ no J/¢ del
raquisito de resistencia, es el pardmetro significativo. Bl téxr
mino JG se 1lama RIGIDES A LA TORSION del eje.

EJEKPIO VI-1L

Para la barra eje que ae muestra en la figura, con un didme-
tro § = 1.0 cm, obtenga el valor del esfuerzo cortante mdximo-
desde A hasta €.

300 Egf-cm

Cdlculo de 1le reaccidn
- 1Y ﬁ\L *N\C !
4 !)———x o . .
mﬁaw 3 = IM_ =0 ; Mp+100 - 300=0
’ 100 Kgf-cm .
Kp = 200Kgf-em
300 El momento mdximo es;
- 200

Tpdx = 300 Kgf-cm

p.T. © o
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Cdlculo del momento polar de inercia,

4 4
nd I(1.0 4
J = 3z = 35 = 0.098175 cm

Sustituyendo en la ecuacidén general de la torsidn,

Te _ _300 (1.0/2) _ L, 2
G mdx = E; = T0.098175 = 1527.9 Kgf/ cm

EJEMPIO VI-2
Para el tubo largo que se muesira en la figura, de 2.5 cm de

diametro exterior y con 2,3 cm de diametro intérior, determinar
los esmerzos cortantes en el interior y exterior de la pare‘d,

400 Kgf—cm . =
vii YR ~ My, = 400
© B SR T L
M o 4 R . :
e 800 Kgf-cm N Calculo de la reacecidn,
I, =0
400 . :
. ’ 2406+ 800 = Mg =0
D. T. o} 0 . . :
g = 400 Kgf-cm
=400 ' )

Datos: d = 2.5cm ; d4 = 2.3 em’ .y  Tpdx= 400 kgf—cm -
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Cdlculo del momento polar de inercia de 15 seccidn transver-—
aal del tubo,

I
32

4 I

32

J = (p?- a%) = (2.5%- 2.3%) = 1.09 ca?

Cdlculo de los esfuerzos cortantes;

Text= jfi
Teoxt = J&C{%_é_g_-‘é&)_ = 458 Kgf/cm®
-cint = J%Ai
Ging = —A9QUEIR) L 425 ker/en®

EJEMPIO VI-3

a’; Determinar el esfuerzo cortante méximo en 1a barra soma-‘r"
tida' a los momentos indicados en la figura. b) Halle el éngulc
de. torsi6n en grados entre los dos extremos. Tome G = 0. 84xiufé

Kgt/om?.
Datoss dg = 5.0 cm

d; = 2.5 ¢m
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450% 2109 1357 3751 .
| bt ot Sy cod
f i — === £GP

Cdlculo de la reaccién.

450 — 450K = i H
- 37 g M= ° -
D. T. ' '
2101 : 10T ¥, - 2101 + 1350
o i o] -
- 375 = O ;
Para el intervalo O £ x < 2.5 3 Mp = 450 T Kef-om .

Determinames el momento polar de inercia,

e (5= 1953

Sustituimos eatos valores, en las expresiones de esfuerzo cbrtn&
te y de fngulo de torsidn:

ASOE(5/2) _ ' 2. - 4509 ( 2.5)
T = . = 57.6Kgf/em” ;  P= ——=T
oo 19T : 1 (19.53m (0. 84 1 10°)
T = 57.6 Kegf/cm® _ g, = 68.57X107° mad;

Para.el intervalo 2.5 < x £ 4.0 ; con ol mismo valor de "J"

. _240T (5/2) SR _ 240% (2.5) .
T T19.53 H 2,

© (19.53W)(0.84 X 195)

T = 30.72 Kef/cm>- 8, = 21.94 X120 Rad.
, : , 2 Rad.
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Pare el intervale 4.0< x =< 5.5 , determinamos el momento =
polar de inercis,

J = —‘;—12- (s* - 2.5%) 3 J =18.31 ¥ em?

Sustituyendo en lae expresiones correspondientes,

o f{2409m)(5/2) 4. = (240T)(1.5) .
18.31 ¢ ’ 3 7 18.3111(0.841305) ’
T = 32.77 Kefiem® gy = 23,4x10™° Rad.

Por @ltimo, para el intervale 5,5= x = 8.0, utilizamos -
el mismo valor del momento polar de inercia,

$ = 3BIE2) 8, = —375T(2.5) . .
18,31 ; 4 T T18.317| (0.84 x10°) !

‘g = 51.20 Kgf/om? #, = 61.0x107¢ Raa.

Entonces el esfuerzo cortante mdAximo, esta en el primer in--
tervalo y es igual a, <4 = 57.6 Kg'f/cma.;

Bl dngulo de torsidén, entre lom extremos de 1la barra se ob-- :
‘tiene sumando los. d&ngules en todos los intervalos,.

=6
g =f) + %+ Py + P = 174:88X10 ~ Rmd.

0 vien, @ = 0.01°



267

Vi-2, SOLUCION DE PROBLEMAS HIPRRESTATICOS SENCILLOS MEDIANTE —
COMPATIBILIDAD DE DEFORMAGICHNES.

En todos los problemas hiperestéticos* son vdlidas las ecua—
ciones de equilibrio estdtico. Estes ecuaciones son necessrias-
pero no suficientes para resolver este tipo de problemas. ILas -
ecuaciones complementerias se establecen partiendo de considera
c¢iones de la geometrydia de la deformacién. Bn sistemas estructu-’
rales, sometidos a momento torsionanate, por necesidades fisi--
cas, clertos elsmentos o partes debe torcerse (girar) juntos al
mismo tiempo, o bien, permanecer fijos. Pormulando tales oEaer-
vaciones cuantitativamente se obtienen las ecuaciones adiciona-

les requeridaa,

En estg seccién se estudian los procedim. ientos para el and-
lisis de sistemas estdticamente indeterminadoes éplicablen a ma-—
teriales de respuesta eldstica (lineal y no linesl). En el and-—
lisim ineldstico (pldstico) de los sistemas hiperestdticos ta——

les pfocedim ientos pueden llegar a ser complejos.

las expresiones necesarias para determinar la. deformacidén an-—
gular y el éngulo de rotscién de barras sometidas a torsidnm, <
'fuerén desarrolladas én la seccldn anterior. Ahora se aplican —,‘
‘las mismas relaciones excepto por la designacidén de loas momeﬁ-—
tos que actdun en tales miembroa como incégnitas, haciendo uso-

de siﬁboloe algebralcos apropiadoa.

* En la sec. II-5a8e define Hiperestaticidad. :
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PROBIEMA VI=~ 4.

Una barra redonda de drea tranaversal constante estd empotra
da por ambos extremos y bajo la accidén de un momento de torsidn
Tl , como se indica en la figura. Determinense las reacciones,-
suponiendo un comportamiento linealmente eldstico del material,

Por 1m condicidn de equili-

4, T, w, Ui Ty =0 ;
ety
. o o
g B Ba~=Ty*7p=0 -(1)
[ Yu a oy b .
]L o L -,L PSymmla para obtene el dngu
M. lo de torsidn,

D. M, l 2 = "%-_(&L)“

L Igualando 1los dngulos de —-—
torsidn en el punto "C",

MAga) - HB(b)
D. g. FI- E-

‘de  donde,

M,(a) = My (b) ~m—m—mm—m——— (II)

despe jando, '
a .
My = M, . (1x ,);
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Sustituyendo en la ecuacidn (I),

a
M- T, + 5 M =0 ; (1 + )MA-TJ_:o
T. b
b+ a . 1
( Yu =Ty i Yp™ T ia
perc como, b+as=1L
T. b
1
My =~

Para determinar la otra reaccidn, sustituimoe eete "ltimo VB
lor en la ecuacidn (II ),

u _.i( le)
B~ b ‘'b+a
T, a

Sustituyendo el valor, L =Db + a
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Umi\ barra redonda con dos secclones itransversales estd empo-
frada per ambos extremos y bajo la accidn de un momento de tor-
sién T, » COmo se maestrae en la figura. Suponiendo un comporta-
miento linealmente eldmtico del materiael, determinense las reac

cienes an lop apayos. Tracese los diagramas de momento tarsio-:--
nante T(x) y de dngulo de toreidén F(x).

T
Tq P
Tg X
~ -
R S
C 3 oJ | J b N
S AU S
ja- e 4] ﬁ;[:

]

De la copndicién de equiliw—-
brio, II,P = 0 H

T, + Ty = Ty ——em (1)

Por las condiciones de apoyo
sabemos gue el dngulo de tor
9ién en ambos extremos 68 —
cera, 55& = ﬂb = 0

De 1s suma ds los 4ngules do
torsidn, de un extremo ' a Ow~—

tro, obtenemos otra ecuacidn,

2 T 3 ‘
B0+ 8"+ 8P = 0 —(2).

Suatitu&ando los valoresg correspondientga, fenemoas

'.['o(a) +. Tb (2)

T, (b}

GJ&

('SJa

qu

= 0



De dende,
T n e T (e
Ja' Jb : Ja'
T a
a b o
T = + —) =
-] ':I"1 Iy Ja.
Despe jan(lo'xfu-a
. . Ja . Toa (Jb)
k-] Jba + Jab Jba + Jab
Jan

Para determinar la otra remccidn, sustituimos e8te valor en la— ,
ecuacidén (1), '

Ty
Ta,+( —37 ) =T,
+ 2 -
an,
T 1'
T =T - 2 = ¢ (1< )
a L) 1 ° :
* e T 1o+ B
b : a
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Obteniendo el inverso en ambos miembros de la ecuacién,

1 1 1 1 ady
——— +1) = _._( —_— 1)
T, T, b dg T, B3I,
a Jb

Simplificando, determinamos el momento rasist;nte en el apoyo -

izquierde,
T .
o
bd




273

VI-3., TORSION BLASTICA EN BARRAS DE SECCION NO CIRCULAR. ANAIQ-
GIA DE LA MEMBRANA.

Cuando se aplica un momento torslonante a4 un miembro no cir-
cular macizo, las secclones perpendiculares a su eje se alabean,
esto quiere decir gue las suposiciones bAsicas enunciadas pera-
miembros de seccidn circular no se cumplen.

Ademés, paras la seccldédn circular el esfuerzo es médximo en el
punto més alejado, mientras que para una seccidn rectangular el
esfuerzo es cero en dicho punto y méximo en los puntos medios —
de los lados de mayor longitud. En la figura VI~-4 se muestra la
distribucidn de esfuerzos cortantes, para una seccidén rectangu—
lar, a lo largo de tres lineas radiales que parten desde el cen
tro. T mdx

o

3

o o o

Fig. VI-4. Distribucidén de esfuerzos cortantes en una barra-

de seccidén rectangular sometida a torsién.

El tratamiento analitico de estos problemas es cpmpliqado, -
2in embargo, se han deserrollado férmulas para el qafuerzo-corq
tante méximo (Fig. VI-4) y para el dngulo de torsién, vdase las
ecuaciones VI-15.



274

T -
© mdx = —— ¥ & = TI:; (VI-15)
xbe Bbc G

donde, T - es el momento de toraidn aplicado i '

b - es el lado mayor de la seccidn rectangular

¢ - es el lado menor de la seccidn rectangular

oy B ~ son parémetros que dependen de la relacidén b /e,
Algunos de astos valores se presemtan en la tabla

siguiente.

b/c 1.000 1.500 2,000 3.060 6.000 10.000 -]
< - 0.208 ©0.231  0.246  0.267__ 0.299 0.312  0.333
ﬁ 0.141 0.196 0,229 0.263 0,299 0. 312 0.333 -

TABLA DE COBEPIGIERTES PARA BARRAS EJE RECTANGULARES

Analogia de la membransa. rara casos que no sa pueden r8801-ww

ver matemiticamente en forma conveniente me ha ideado el métof_lo ’
denominado "analogia de 18 membrana”. Ademds de su valor en a-- :
Plicacionea experimentales, es un instrumentoc mental muy dtil-
para visuslizar esfuerzos y capacidades de: momento 'borsj-.onanta‘

de miembros .
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Resulta que la solucién de la ecuscidén diferencial aue debe-
resolverse an el problems de la torsidn eldstica es matemdtica-
mente igual al de la ecuacién para una membrana delgada (tal co
mo una pelicula de jabén), formada y ligeramente estirada sobre
un agujero de geometria semejante a 1la seccidn transversal de -

la barra en eatudio,
T (esfuerzo)

|
i
memérana estirada

Pig., VI-5, Analogia de la membrana

En esta figurs se pueden observaer los siguientes puntos;

1. E1l esfuerzo cortante en un punto es proporcional a la pen--—-

diente de la membrans estirada en el mismo punto,

2. Ia direccidn de un esfuerzo. cortante particular en un punto-
-es perpendicular & la de la pendiente de la membrana en el mis- -

mo punto.

3. El doble del volumen encerrado por 1a membrana es proporcio—

nal al momento torsionante que resiste 1a séccidn,
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BJBMPIOC VI - 6.

Uns barra rectangular de un materisl linealmente eldatico y-
cuya seccidn transversal tiene las dimensiones da a y 28 ==
(vea la figurs) ha de ser sustituida por ofra barra circular ma
ciza del mismo material., Determinar el didmetro minimo dpyey, de
esta barra, de mAnera gque para un momento de torsién aplicado -
ni el esfusrzo cortants mdximo ni el dngulo de torsidn excedan~
a los valores correspondientes al d&.agﬂo original.

Determinamos la relacidn b/¢ ;3
2a

de 1la tabla, obtenemos el valor de

—— los coeficientes,

o = Q246 v A= 0,229
sustituyende en las scuaciones VI-15, se tiene;

: I B T . S T
Twdx * Kbe? = G.246(2a) az  °* Tndx ™ 0.492 a3
PR 3 S Ty ; @ = L 3
- Bre’G 0.229 (2a)a3¢C 0.458 a G

Para la sececidén circular tenemos gue la ecuzcidn ééners_.l -da~
la torsidén ee la siguiente: ' -

O |
Tudx

]
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sntonces podemos anotar le sigulente relacidn,

T 3
—— = 0,492 &
Tmdx

¥ partiendo de la definicién de momento polar de inercia para -
una seccién circular, escribimos la siguiente relacidn:
J 3

d a_FeT

[} 2

Igunlando éstas expresionea tene-—

mos;

, .
L2 = 0.492 o3

De donde;
. . 3 S
3= _2_(9;%22‘_&_)_, 0.3132 a3

Por tento, el radic minimo necesario para no exceder el esfuer—
'z0 médximo es igual a; ¢ = 0.,68a

Poxr otro lado, J.a. expresidn para el é.ngulo de torsién Ade \ma. .
. barra de seccidn circular es la siguiente. :

Ly el ve.lor‘dbl‘ dngulo de rotaclidn que no debemos éxced}er eg: -
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T
0.458 a%c

igunlando estas expreslidnes, tenemos:

i

L. __ 2L ; L. 1
B o.a58a%c g 0.458 a%

sustituimos la expreaidn del momento polar de inexcia,

1 1
— = i 2(0.458 a% ) = are?
I e 0,458 a
T2
a 4 4 .
e donde, e’ = 0.2915 a H e = 0.735 a

8ste valor del radio nos asegura que no exederemos sl valor dsl

dngulo de rotacién especificado.

Si comparamos los dos redios obtenidos, observamos gue esta-—
dltimo valor nos garantiza que no excederemos ni los eat-‘uerzos-r
: cortantes ni el 4ngulo de rotacidn, por tanto, determinamos el-.
kdiémetro minimo ( dmin) de la barra circular, partiendo de ests
dato, : : s T

= 2(0.735 a)

a = 1047 a
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VI-4. TORSION ELASTICA EN BARRAS DE PARED DELGADA. ESFUBR2Z0S Y~
DEFORMAGIONES.

Ios tubos de pared delgada (de cualquier forma), se pueden -
analizar de manera senclilla para determinar la magnitud de loa-
esfuerzos cortantes y el éngulo de torsién producidos por un mo

mento torsionante aplicado.

las formas tipicas de los perfiléé laminados, dobladoes, esti
rados y prensados se dan en la Fig. VI-5., ILa particularidad geo,
métrica de estos perfiles consiste en gque 8l espesor as muy in-

ferior a las otras dimensiones lineales.

Pig, VI-6, Secciones ti{picam de barras de pared delgada.

Aislemos una superficie diferencial da un tubo aomatido a ——' :

'toraidn, como la. que ‘se indica a una eacala mayor en la figura
VI—7. Tal elemento debe estar en equilibrio por. la aceidn de -
las fuerzas 7y, Fs 33 Y P4_ Estas fuerzas son igualoa al pro-—

:ducto de los esfuerzos cortantes por laas dreas respectivas,
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Fig. VI-7. Elemento diferencial de un tubo de pared delgada-

gometido a torsidén

Del aquilibrioc de fuerzas, If, = O H 1"1 = 1’3
pero, Fl = T,atadx y F3 =‘51tldx
Por tanto, '52 tzdx - '511: dx

Como los planos de ameccoidn longitudinales fueron tomados coﬁ
una separaoién arbltraria, se deduce de las relaclones anterios
res que el producte del eafuerse cortante por el espesor de la- .
pared no cambia, ea decir, es constante, en cualquiera de tales
planos. Esta constante em el flujo de cortante y se representa- -

~poxr "q", Véase la seccidn V-2.

'Glt1= 'cztas‘(,t = g » . 7 (VI-ls)
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Como los ssfueraos cortantes en planos mutuamente perpendicu
lares son iguasles en una esquina ¢ vértice (ver secc. I-6, ecusn
cién I-11). Entonces, en un punto como el "A"™ de la fige VIw7,-
—(,2 = —53 Yy —cl - ‘54 « Por conslguiente;

Tty =Tytp =Tt = q (vi-17)

Este resultado es muy importante ya que nos permite concluir
que el flujo de cortante, también es constante en el plano de -
una seccién perpendicular al e je de un miembro.

Anoxra bien, si multiplicamos este valor del flujo de cortan-—
te por la longitud elemental ds del perfimetro, obtenemos una -
fuerza elemental (qds), El producto de dicha fuerza infinitesi
mal qds por la distancisa, T, desde cierto punto conveniente,-—
tal como el "OQ", Fig. VI-8, da la contribucidn de un elemento &
la resistencia sl momento de torsidn aplicude T.

Fig., VI-8, Contribucién de un slemto infinitesimal, de un tu
: ’ bo de pared delgada, a resitir la torsidn.. -
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Integrando queda,

§rqu = T

El procedo de integracién se efectdn mlrededoxr del tubo y a lo~—
largo de la lfnea central de la seccidén transversal de la pa—--
red;

q&rda = P { vIi-18)
Sin embargo, se sabe que la integral completa a2 el doble del -«

drea total, A, limitada por la linea central de la seccidn de—
1la seccidén de la pared del tubo, es decir,

§1‘ ds = 2A

sustituyendo este valor en la ec. VI-18,
q (2a) = 1

Por consigulente,

r ‘ ;
q= EYY ’ . ‘(VI-lg)

Esta ecuacién’ se aplice 86lo a tubos de pared delgsda, ElL ~

* %a ecuncién VI-19 gs 1lama a veces "férmula de Bredt" en ho—-
nor del ingeniero alemé.n'que la -oxrigino, :
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érag A es aproximadamente el promedic de las Areas transversa-
les limitadas por las superficies interior y exterior del tubo,
o como se indicd anties, es el drea limiteda por 1a 1fnea cen=—--—
tral de la seccidn de la pared.

.

Bsfuerzo cortante en un tubo sometido a torsidn. Para detar-

minar el valor de oste esfuerzo en un punte de un tubo, donde -

el ‘espesor de la pared es "t", partimos de la definicidén del -~
flujo de cortante,

T = 3 ‘ (vi-20)

B el intervalo eldstico las ecuaciones VI-19 y VI-20 son =
aplicables a cualquier forma de tubo,.

Angulo ds torsién en un tubo. Fara un material linealmente =
elédstico, el dngulo de torsién de un tubo. se puede hallar apli-

eando el principic de consewaclidn ds la energfa.

ag . _T_ 4o , (vi-21)
dx 4r’c t - .

Ia ecuacién VI-21 nooda el valor del dngulo de torsidén por -
u:nid.a.d'da‘longitu_d. s : ' :
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PROBLEMA VI - 7.

Para el elemento sometido a torsién, cuya seccidn transverw—
sal se mueatra en la figura, hdllese el esfuerzo cortante mdxi-
mo y el dngulo de torsidn por unidad de longitud, debides a un-
momento torsionante de 1 250 Kgf-cm. Despreciense las concentra-

clones de easfuerzos,

0.15 cm Sabemos que,

¥

10 cm T
1= 3
B

10 cm 8 cm 30 cm I 1::-—%—-

Por tanto, obtenemos une expresidn del esfuerzo cortante en fun
cién ds "g",

7
T= ZFax

Detezminamos el drea de la seccidén tranaversal,

0 {20 2

(10 2 = 617 om

2
A = o + 20(8) +

: ‘Sustitnyendo en la expresién mtérior, ‘los valores correspon-—-—

dientes,
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Ts= —2230 = 6.75 Kgf/cmz
2 (617)(0.15) :

Para determinar el dngulo de torsidn por unided de longitud,

tenemos la aiguiente expresidn. '

2 _ X ___ 5
L aac t

Caloulamos el perimetroe, S.
S = (D)2 + 2(8) + 30 + / (30)2+ (20)2
§ = 3-3—'-3—;_'—5)—(-1—0)-+ 16 + 30 + V1300 = 97.76 cm

Suponiendo un valor de G = 0.84110'.'6 Kgf/cmz, ¥ suatituyendo
en la fdrmala, ‘ '

2 - 1250 97,76
L ae1m3(0.84x10%%y 0,15

6

"i—' = 0.63X10 ° Rad/cm
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VI-5. TORSION INELASTICA: ESPUERZOS Y DEFORMACIONES EN BARRAS -
DE SECCION CIRCULAR. ANALOGIA DEL MONTON. DB ARENA.

Ahora 1a solucidn al problema de la torsidn se ampliard has-
ta inclulr el comportamiento ineldstico (pldatico) de un matew—
rial. ILa suposicidn de variacidn lfneal de 15. deformacién desde
el eje del elemento siguw siendo aplicable. Sélo la diferencia-
en las propiedades del marerial afectard dicha solucidn.’

Algunas propiedades mecdnicas poasibles de materianles en cor-
te, obtenidas, por ejmplo en experimentos con tubos de pared ——

delgada a torsidn, se muestran en la Pig. VI-9.
TGa

Twmdx
(A)

(B)

(cy)-

L -3
Pig, VI-9, Diagramas T - ¥ y distridbucidén de esfusrzos (cor -

tantes) en barras circulares.
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Ios esfuerzos se determinan & partir de la deformacidn. Porxr-
ejemplo, s8i en un elemento anular interior la deformacidn es ——
"a", FPigs. VI-9(A) ¥y (B), el esfuerzo correspondiente se halla-

por el diagrama esfuerzo-deformacidn.

Una vez conocida la distribucién de esfuerzos, el momento de

torsidén T transmitido por estos se halla como sntes, O sea,
T = j('c(cm))p (vi-22)
A .

Tanto el procedimiento analftico como el grdfiico se pueden -

utilizar para evaluar esta integral.

Aunque no es lineal la distribucidn de esfuerzos cortantes -—
despudés de mobrepasar el limite eldstico y no se aplica la fér-—
mula de la torsidn eldstica, ecuacién VI-4, algunas veées g8 ——
utiliza’an el borde extremo de una barra eje para calcular un -~
esfuerzo ficticio correspondiente al momento torsionante Blti--
mo, {vémse la linea de trazos de las Pigs, VI-9(B) y (C).

En el caso de un tubo de pared delgada, la distribucidén de -
esfuerzos es aproximadamente la miama cualquiera que aean las: -
propiedades mecdnicas del material, Fig. VI~16. Por esta razén,

~los-experimentos con tubos de paréd délgadarsa utilizan mucho -

phra'determinar los diagrams esfusrzoe-deformacidén al corte,
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Distribucién eldsti-
(ca de esfuerzoe

s
%istribucién pldati-
ca de esfuerzos

"Plg. VI-10, En el caso de tubos de pared délgada ea pequefia—
la diferencia entre los asfuerzos cortantes plds
ticos y elédsticos. ‘

Para determiner el grado de tor=idén de una barrs o tubo cir-
cuZar, se puede utilizar la ecuacién Vi~9 en la sigulente forma

¥

®n este caso se deba emplear la’ deformacidén méxima por corte
an. "c¢", o blen la deformacién en "™ Pu" ‘determinada a partir del

diegrams esfuerzo-deformacidn.

Analogia del monton de arena. Eata analogia ha sido desarro-

llada para enslizar los problemas de torsidn pldetica. Y consis
-te en vertir arena seca sobre una superficle plana levantads o-—
en alto, gue tiene la formz de la peccidn trmunsversal del elmen

to sometido a torsidn. la superficie del monton o pila de arensa.



289

asi formada toma una rendiente constante. Por e jemplo, sobre wun
orificio ocircular se forma un cono y sobre una base cuadrada —-—
una piramide cuaedrangular. La pendiente mdxima constante de la-—
arena corresponde & la superficie limite de la membrana en la -
analogia anterior. Bl volumen del monton de arens, ¥y por consi-
guiente su peso, es proporcisnsl al momento torsionante comple-
tamente pldstico resistido poruna seccién. Todos 168 otros deta
lles relativos a la superficie de mrena tlenen la misma intere-

pretacidén que los de la analogia de la membrana.




" CAP. VII. CONCIUSIONBS

Es frecuente gue al iniciar una carrera profesional), o una -
actividad cualquiers, se parta de bages no muy firmes, lo que -
trae como consecuencia que la superestyuctura pueda resultar zx_z
comprensible, ¥y no tanto por que se trate de conceptos o proce-
dimjentos analiticos realmente dificiles, Entonces, para que es
te trabajo cumpla su cometido, es necesardo que el alumne al —-—
hacer uso de é1, haya aprobado todos sus cursos de matemdticas,
de mec#nico y de ostructuras isostdticas, y lo mfs importante;-
que mane je con facilidad los conceptos fundamentales qu‘e 56 ex=

penen en estas materias,

Para deduclr la mayorfa de les formulas en este curso, se re
curre al Cdlculo Diferenciasl e Integral, sin embargo, 10 regl--—
mente importante es que se comprends el "efecto" o comportamien
to del material que se ésta estudisndo.

En este tipo de asignaturas no =6lo es indispenseble la pa.x*'—‘

ticipacidén en clage; es todavia mfs importante que el alwmo rae
curra a los textos editados. Asf como a los laboratorios de re-

290
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sistencla de maturialesﬁ esto con la finalidad de que vaya nor-
mando su propie criterio, acerca del comportamiento de los mate,
riales mfis usuales en construccidn, bajo las diferentes condi--

clones de carga.

Tomando en cuenta que la E.N,E.P. Aragén es una institucién-
que tiene ralativamente poco tiempo de haber iniciado sus acti-
vidades, sin duda esu prestigio y aﬁortes a la comunidad univer—
sitaris en particular, ¥y en general al pafs son funcidn directa
del trabajo gue desarrollemos los estudiantes y los- profesionié

tas que de ella egraaamos.

Los principalen laboratorioa de resistencis do materiales ae—:'

encuentran en la SCT, SARH, GFE, IMP, IPN, UNAM y en algunaa imV ,1s

portantea empreaas conatructoras.



TABLAS

1.~ Didmetros, pesos y dreas de varillas.
2.~ Vigas I tipo estdndar de acero (propiedades para disefio).

3.— Vigas WP de patin ancho de acero (propiedades para dise
fio).

4.~ Canmles tipo estdndar de acero (propiedades para disefio).

5.~ MSdulos de seccién pléaticos.
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Nimera Glamates
da rominal NUMERO DE BARRAS
desigra Paso
eién puls  mm | ka/m T 2 3 1 RG] 7 8 v ]
2 e 64l 0,248 0,32 0.64 0.6 1,28 1.60 1.92 224 2.56 2.88 3,20
2.5 8% 7.9 0.8 0.49 0.98 1,47 1.9 245 2.94 3.43 392 4,41 4,90
3 Vs 9.5 0.559 0.7) 1.42 2.3 2.84 355 4.24 4.97 548 6.9 7.20
4 vz 12.7] o993 1,27 2.54 3.81 508 6,35 7.62 0.69 10,16 11,43 12,70 f
5 8 5.9} 1.552 1,98 .95 5,94 7,92 9,90 11.88 13,86 15,84 17,82 19,00 &
4 ¥4 w.o| 2.8 2,85 570 8.55 11,40 14,25 17.10 19.95 22.80 25.65 26,50 §
7 /8 22.2| 3.042 .88 7.76 1164 15.52 19.40 Z1.28 Z7.16 31.04 .92 I8.80{ 4
8 1 25.4| 3.972 5.07 10,14 15.21 20.78 25.35 30.42 35.49 40.56 45.61 50.70| §
ol
9 t /e 28.8) s.028 6.41 12,82 19.23 25,64 32.05 3B.46 44.87 5128 S7.69 64,10
o V4 3.8l s.207 7.92 15.84 20.76 31.68 I9.60 47.52 55.44 61,34 71.28 79.20
" T a 39] 7511 9.58 19.14 78.74 30,32 47.90 57.48 47.05 74.64 £4.22 95,80
12 ty2 381 8.938 11,40 22.80 34.20 45.40 57.00 48.40 79.80 91,20 102.40 114,00
Tabla 1. Diédmetros, pesos y £rees de varillas.
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Patln | Esp. Eje X X Eje Y- 1
del
Tamato nominsls | o | A [ressiee (22 Fews. |aima | ¢ we | or B
pig mm xgm | oemt | mm mm]mm | mm ] cme cm® [ cm cmt | em* | em
4704 | 096« 2003 | 17838 ] 226,65 | o096 [ 204 | 280 203 | 125319.¢ {41105 | 2352 133338 | 2438 [ 200
19760 [ 19947 ¢ 60964 200 { 28.0 | 159 11170244 { 33)9.5 | 242 } 33841 ] 3ITT | 400
EITR 6096 1778 [ 14882 18871 [ 6096 ) 1841 221] 190 | 9872253238t | 2299 20146 2196 228
133,93 | 10908 | 6096 | 181 [ 221 | 15,8 | 928243 | 3044.7 [ 22.3% {18939 | 2008 { 3035
118,91 | 150,52 | 609.6 [ 178 ] 220 [ 127 | RoB?6.5 | 24487 | 2401 | 17ase | 1999 | yas
0=17 508~ 1778 | 141,38 ] £78.97 | 5080 | 1831233 203 | wosssy {20220 | 1928 | 21020 | 2204 3.3
126,49 | 160.00 [ 508.0 [ 179 [ 23.3{ 16,6 { 62500.0 | 24610 | 19.7¢ [ 19%.3} 209 [ 150
Za6%6 [ WB1SAB{ 11161 {14129 5080 ) 162|200 163} 52591.3] 2069.7 | 1930 | 12529 ) 1340 | 297
97.33 { .10 | 5080 | 159 200 127 ] sAo7Bs [ 19157 | 3989 [110e3 | 1458 [ 207
inag 457321524} 10417 | 632001 45231 189 | 178 180 | 381895 { 10008 [ 17.02 10108 { 1218 | 27
8140 | 10284 | 4572 [ 157 | 376 | 107 | 0118 | vesmo | 4790 | 8824 | 1163 | 292
18- 506 | 11a1397| vaar | sers| swo| ] sa | 1as | 2008y ros2i [ress | eso| ana|aer
6364 | DOSE! 3510 1407 158} 10.4 | 183893 [ 9353|2501 | 077 a8 )2
129504 [ 30480 1334) tast ] sopf 30487 439|567} 195 ] 125506 ] 8243 {1150 | es0] 00| 287
60.721 el 30AB1 A3 | 167] 107 ] e | I {212 | SHa| sAlIn
2= Wepe 137 | 5209 e581| M0A8[ 129|138 109 94485 { 619.4 {1199 | 4r62} 619 251
4192 sera| sus|an i el a9 | mesas| 3499 | s227 ] des<] er3|ase
t0edtg | 23441578] 5208 | engd| 1s<0] 26 125[ 151 | woemr| 47as| es0 | 3s3af ss7f2m
e aret] ymo) s 29l soaza| e o | 2] w2248
LXX] 0324100 3473 129 2012|108 mE iz 263y 222 7as | o] 304200
joaTas o Masy 2 {0rp sl 68 ramay N2t a2l assz] nagzn
T, vrracant! smre) vierd s w) sai ] el senl s 1ol palim
ILIT] MM 1AL Wi vey ea] dMwa Tyl T ioanral Melgos
AR ISRASHSTY 2587 | 3209 | 4574 4] 9| 00wy 20A22 4 a2} $794 57 NI
1460 ] 23290 1824 Asl 9a| s wia = | 28] ta] wofiey
543 17-702f nes| el 170] sl 83} i3e o4 | 98| 435} o8] 104 160
1488 | 18821 1210 | M3 53 so3e} 18r| 523 ) soo) 1xafes
4020 1010~ 66.T{ 1484 [ 1781 F 106] Tl Ta) 8] 278917 41} 396 37.9] 106 tay
1eae ] 1436 ] j0ne| | Ya| 48 297 9| aar] ana| esiix
Je2eg Tole 03| (118] 1400 T82] 64} el 89 12074 3 ] 192 el 1T IR
Ba9 1 1058 | 73] 59 o6 43 whi|ore ) 2| sz eS|l
i
Y
L Tabla 2,  Vigas I tipo eatdnder
de acero. ’
p.S X
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Patin [ Esp. Eje X-X Ep Y-v
[

Tamido nominale Peso [ Area [Porane (A8 | Esp |ty [ 1 ife ’ 1 el o

Pie mm wgim | em? | mm Jmm] mm ] mm| eme et lem | emt | emt | am
954424191 | M228 143097 [ 9114 {418 220|194 [623609.2 [02691.3{ 37.79 |36 2409(e 7321 | 92

94,47 2048 | 229.23 | 28409 | 9103 [ 04| 24.0] 139 3751149 8240|3600 [10422.5] 6830 | a0

3315%¢ (838244001 129764 1079.29 {8382, | 400] 292 182} 4s9nsa4i100728 ) 3082|2101 438n | &1
33m10 06 (838222921 193,06 ] 2e6.84] 8407 | 292 217 147 [27a8356| 46305 30,60 | BIBLO] ST26 | s22
2.5 76293810 185,97 [J26.78 | 7590 [ 381} 27| 166 | 1284716 A65.T| 2170228971 1028 | 838

'

3021004 [761 2657 [150.721204.97{ 7574 | 264] 19.3] 12.9 (1884823} 4900.0) 3040} Sa123] 4228 | sy
bLERT 685.8x 3386 | 21579 | 275.36 | 6222 | 1581 248} 15212253620 66014 2860 [16R36.6] 0454 | Tas
1710 HASBe 1540 {13989 [ 17039 ] 6835 [ 254 190 1251359704} 39Ta ] 2761 | 47900] 3769 | sam
2414 oo%a s 3580 (19846 ] 24853 [ a100 {3361 229] 104 [1e6809.3] S92} 2601 (186278 ) BB | 798
2412 60962 304 8 {14882 | 189.87 | 60948 {308| 19.7] 11,9]124341.8] 40788 2560 | B470.4| 8585 | sea
4.9 60962 2286 {11210 1 14432 607.) | 228} 12.3 11.2| 87250.4] 3874.3) 2430] 3imd2[271308 | 470
na13 S31ee3x02 [1tnea§ 21243 5304 1330 220f 12.4]109078.5] 4080.2] 2288 |12058.3] 7309 | 757
=9 $33.40 2386 | 12207 ] 154841 2598 {227 002) 127] 779a10] 27800} 20.67) ATHS| 37T | a0
2 n8vE [833esaw | ozar|uTed | s |209] 18.6] 102] s52200) 20713 2e7| 22002 At | 297
EBu EI 2§ 145722048 [UAZAY (18208 | 4al3 12941 21.1] 130 437058) 30218 19,56 | BaD7.7] ST68 | 688
18 aBAf  [4572.2223 1 OS24 (121294009 [225] 174} 102} 435298) 1917.31 1895 29263} 2438 490
1RaTVE |€37221008 | “441) 0490|4552 [190] sas| 9 233208] 1asas]1875] 15484 1622 | 40
164104 (400242921 [100m | 100901 4105 12928 202} 128| soesa9| 24794 1764 77087 5227 | a8
10« Bof 4004239 | 8637110954 | 4028 1204 16a] 103F 10261] 1 5020)] 1081 25582 2343 | 478
w7 o4+ 1778 | 04| sawa]airs 139 1s0] 97) 272800[ 102241097 raans] 0 | 2o
sisnl 68327 s02e [177] 160] Tof mstee| orrejre4s| o130 1032 des

1410 3550« aona {211.02127000 ] 3147 13938 270l 173] 090028} 3150 3005274757139 2 | 1608
ATH 2 €0%.23 1 4270 {424 532§ 466117239197 80756 | 16.84 |68 0585122070 | 10.59

140405 £3556- 383 (12947 ] 15400 | M36 [ 368] 178] 10.7] w02457| 23608 {1862 14558 7] Mea ] san
14412 335604 3063 | 12501 [159.42{ 36021303 ] 198] 115 Mea32{ 21451 {1837 O30 1} o148 | 787
11610{ 140.00 [ 3870 [304] 102] 109] 1342991 19645 1347 | Bol19| 5654 | 762

14410 353625 11101314039 | 204 [256] 19.9] 11.4] 221656) 18603]3837] 552a.7{ 43| 620
101.26 ] 129.03] 3s7.t 12881 18.2) 06| 201398| 1657.9] 18.20] S04a8] 39493 8328

9078 | 118,74} 3533 284 ] 163 98| 2070151 15109 1849 | adee2| I523Y &N

Y
Tabla .3, Vigas WP de patin ——
ancho de acero.
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Fatin ?pl. Ele X-x S dd
e
Tamaks somlnal® Fess | Arve [Peraba “";; Esp. falma) - 7 £fe ’ I Ie | -
e mre kpm| emt | mm {mm]mm | mm] emt ] cmi | em | ome | et [ em
4l 3584 % 2002 TEAT F100.58 | 3540 | 208} 16T | 9.4 (32584 12749 | 1409 23933 | 2304 | 408
63.99 ) B0.03 | M7.5{203| 134 | 7.8 |178%.5 10275 | 14.78 [1677.2 | 18847 { 480
3s8.6= 1708 | %6551 76.06 {586 | 172] 120§ 79 hisodts | 8947 | et | 1029 | 11948 | 37
SO0 | ¢4.32 | 385.6 { IF1[ 1L ) T3 [14018.7 | oA |14.81( 8864 | 103.24 | 31y
4488 sas4 {1530 J271] 97| 69120542 | 88501483 T4 | 8521 3e
1212 24853048 | 12650 | 161,54 § 275 | 207{ 20.2 {126 [30106.3 {18960 | 1367 [ 98023 | 637,48 | Tl
.73 (1202 | 3078 | 304] 154 | 99222000 [reans [12.41 | 72678 | 42607 | 147
12«10 2048 ~ 23 7807 | 100,58 | 206.3 | 254 ] 140 | 8.8 (177400 | 11586 | 3228 [ 40000 | 354.63 | 430
128 0452032 | 595 | 7894|3033 {200 {101 7.5[12%%a | asos | 1303|1038 | 18026 [42
124614 (2048 wl6st | 50.57( 883213109 J167{ 137 ] 771516879 | 7522 )1308] 988.5]117.99 |Im
4033 ] sama 3070 [160] 18| 67] 99230 | ess7iizem| s1a3] weelam
4008 | 31423038 |168] 102 | 41| 849 5408|1288t WG] 4357 |Léh
1010 2842 254 26668 | 21239 | 289.5 {2681 317 ] 19.2 | 299148 [2049.7 [ 1186 {07003 | 740.% | 678
148,82 | 189.87 { 282.4 | 263 | 284 [ 174 [ smoraz {18419 | 1011 fasesa [ 68305 |6
10245 [ 168.97 (2764 261 | 25.3 1136 {225786 (16338 ] 1156 | 7517.2{ 576.83 | 6.68
3400 | 14636 | 209.7 1 259 | 220 | 13.6 | 190200 | 14109 [ 1100 [0 3850 | 49325 | .00
7201 | 92.90 | 254.0 | 2841 142 8.6 ]113300 | 8347 11.08| 38710 | 20480 | 64
nen 1542 2032 0697 8542|2570 {20 85103470 | A6 | 1009 [ 22144 [ 21793 (508
SA04| 74072518 | 203 LR - 615 | 10.64 | 1858 | 18254 {500
4991 6285 ) 2477 L 202 74 7nss | s13ef1eat|ise] 15078 |49
0.5 | 184340t el 2502|2506 faari 23] T st | 04710901 6227| 2871 (a0
N2 Josalzsrs|iae] se| a4 4azas | ds23|sos3] w037} 38123
') 03242002 | wo|2ni0] zzse J ool 27500 | 9s9a| 9ar|IaTa|33049] 538
a0 ) n007] 2223 | o) s 130) 9sern | asas| w27]2147.6 ] 29028 |43
74| atoa| 2189 faosf 1723 109 Tedea | TOTO[ 94728349 24881 (538
s983f 75.07] 2096 1 208| 10.2] 93| somes | 87| 80720098 | 10821 |88
SLID| 6643} 20621 204| 12.5] 80| 32054 5006| 8.89{17690,1 173,70 {516
46331 5804 | 2032 [ 00| 1.0 T jA20n2 ) 490 841 IH00 TR |51
[ PYSY] 2032181 | 4187 5390f 3047 | 1] 118] 7.2) 4008 ] 2083| a7} 99e1 10818 442
35.77] 4sss| 2004 faesf 1o e2) 3eaet 240.9( 8u5] 1575 29824 { 409
BxS g 2002-13%4 | 2998 drea 2047|134 98| 63| 28803 rme| am| 3331929308
. 2500 Jz26 213} TE( 341 2378 3| B33 [ 2789 {10974 [ 298
Tabla 3. Vigas WP @e petin ancho de acero {continua-—

cién). -
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Patln Ewp, Eje XY Exc Y-V
del
Tamado nominal® Peso | Acca JPeratic{ Aee | Eap. d G He - r e ¢ 2
¢hol med)
olg mm wem| em* | mm {mm] mm | mm | omt em® | em [ em¢| em®f cm | em
18aat  [437.201006 | hadr ) 10955 [ 452.2 | 107 1959 | 178 {27916 9 |1 2208|1598 rroa ] e1e | 2es | 22
77.24) 97,94 | 4572 | 104 1459 | 182 (258940 {1 0324|4630 | Tan.8 )| 809 209 | 22
8806 | anaz {4322 ] 102 {188 | 127 [13870.1 {10439 | 1664 | 4827 | 336 | 277 | 238
6385 ( 8082 | 4577 | 100 | 150 | 10.4 [22859.6 | 99%.6 | 16870244 | 803 J 279 | 22
150386 | 3804857 {7eq1] caas 800 %41 ies [ 82107077 | #7400 | w02 623 | 1aa |20
s9s3) 15eatoaro | 89 165 | 122 1aa2 | ISP | 1282|387 S8 f 220 | LA
045§ 6387 | 3800 | 881185 | 1021130118 [vemx3 | 1e27 a3 sz fann |20l
123 M4saTe2faans) a7 was ] M Y127 ] 129 67007 | aoalioarined] a1 tn
23] araa]does | 97{127 ) on] semo | 2907 [ 0028] 1873 210 f200] 17}
30.81] 1800 [ doam | 75 1127 | 7] S320 ] 1071 0.7 | 1623 17.5 | 208 | 1.7
10,284 [254.607 lades| sa]2sa0]| »ina bzl amr2) s7a| nesfiessi o)) Les
sra| ar2o| a0 | 73] faa] avis2 | 2986 | mod | ans] s frna] e57
1976 37N 240 To ]tk | 96 Jawre | 2573( 9301508 B3] 78] 18y
2277 842540 | 66 |30 [ e | 77Ben | 298| @83] 957 107|182 1ed
el [2MeabdS (2970 3785 [ 286 | 67 [ 105 | 134 23224 | 2202 BA8| 99.9) 19.7] 163 | 530
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Perfil z Pe'ml z
plg. Iv/pie em, kg/m cms plg, 1b/pie cm. kg/m cem?
36 WF 20 94 WF 342,28 154482115 1429 381 16184 11242
33 WF 200 83.8 WF 297.64 12 362.5|16 WF36 40.6 WF 53.57 10471
30 WF 172 76.2 WF 255.97 9717.6{12 150 305 17441 9947
27 WF 145 68.6 WF 215.79 T407.0{10 WF45 25.4 WF 66.97 901.3
24 WF 130 60.9 WF 193.46 6050.1{14 WF34' 35.6 WF 50.60 893.1
30 WF 108 76.2 WF 160.72 5661.8[12 1408 05 160.72 860.3
24 1120 609 1178.58 48834[12 WFJ 30.5 WF 53.57 B42.3
21 WF 12 53.3 WF 166.68 4’55561 8 WFa48 20,3 WF 71.43 802.9
27T WF 94 68.6 WF 139.89 45507114 WFX 35,6 WF 44.65 7718
14 WF 142 J35.6 WF 211,32 41754110 WFJ9 25.4 WF 58,04 770.2
24 1 % 0.9 11303 3611412 1318 305 14132 681.7
24 1799 60.9 11iB.9% 33266 8 WF40 20.3 WF 59.53 653.6
24 WF 76 60.9 WF 113.10 3279.1 |10 135 254 152.09 576.8
21 WF 62 $3.IWF 92.27 23614110 125.4 254 123780 458.8
20 1654 50.8 197,33 22500 8 WF28 20.3 WF 41.67 444.1
14 WF 78 35.6 WF 116,08 21959 8 WF24 ‘20.3 WF 35.72 3785
10 WF 100 254 WF 148.82 21320 8 123 203 13423 J14.6
14 WF 74 35.6 WF 110.13 2088.2] 8 WF20 20.3 WF 29.76 130
16 WF S8 40.6 WF 86.31 17403] 8 WFUI7 20.3 WF 25.30 258.9
10 WE 77 25.4 WF 114.59 16010] 7 120 178 129.76 236.0

Tabla 5. MSdulos de seccidén pldsticos.
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