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IHTRODUCCIOH 

La llec;Jnica de fluidos es la ciencia en la cual se aplican 

los pr-lno:lp!os rundamentales de la mecan1ca gnner·al a los llquidos 

y a los gases. Estos pr-1nc1p1os son los de conservación de 

energía, conservación de masa y las leyes de! mov~m1ent,o de 

Newt.on, cuyo uso ayuda a prer1ec1r el compor-t.am1ento óe los 

fluidos somet.1dos a un conJunt..o de condictones espec!f1cas. 

La Mec&nica de fluidos se ha dividido en t.res ramas: t::st,át.1cit 

de f'llndos. que est,udia la mecanica de los fluidos en reposo; sus 

prohlemas son mAs sencillos y las soluc1ones 

pueden Sf;-!• exact.as: <:ínemdt.icn de lt..s fJ111dos. que t.r-at.a la 

ve loe í.dad y Lr.1yect.or·1a de é'st.os sin c0r1s1der • .,,r la nterza 

energla q11e las provocan: " llidrod1nám1ca. que se l"ncar·ga de Ja 

r·t?-1;\Cl(tn de i.-, veloc1dac1 }' dCeterac16n cori las r·uerz;.js eJerc1das 

por o snht·e los rlu1dos e11 mov1m1ent,o. 

En nn esfuerzo por encont.r·ar soluciones Q 1~-., problemat.1t..a de! 

M1J\.'tmtt•11t.t:t df> t'l1ttd0s. se de.sarro11ó un <:ampo de co11oc1mlenLos que 

~h L.1 ~1•·:t.11.tl 11J.-1d st: J tam~ Hidr-odi.n.:.m1ca t:l01s1ca. la cual se basa 
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f.'ri 1.1 f:1:i11;'!:1di:-1·~1.:1(1fl 11f" t' l u td(IS 111f."·:1lt-$ que (:ft1·ecen de ..:1lg1t11os 

11t~1·1bul.os dt-.: lo!-, rJ uidús r·e;J!e.s; en part.icular de· la \•1scos1r.tadl 

pe1·0 d pt;os;.u- dt: t-:llo lds d&~t..:1·1µcll1nes de: su comport.am1cnt..o dados 

~nr la Htdrodinamlca Claslca no esL~n desprov1sLas de valor, en 

espec1:-jl ~11 ?Jqtlf} l los l'enómer10s en que las propiedades qtJe se han 

Uespr·ec 1 a.do t.1er1e11 poco e,fect..o sobr-e e 1 compor-t.am1ent.o de 1 1· 1 u1do 

1·eal. 

:>urgió la Hidraul ica como resultado de ln exper1menLac1on y 

des::tf'rollo de t'órmulas emplrlc<-'s papa li.l solución de problemas 

1-:.specfr11:os. Est . .--1 disc1pl1na enrocó y l1m1t.ó su est.udjo al agtJa, 

pero co11 los ;ivances en Aer·or.aut1ca, lngen1eria Qu1m1ca e 

[n<J11st.1·L:t Pf'>t.t·oler·;,, surg-1<'í- l;t ner.es1r1ad de ampliar su campo y al 

combinal' 1.1 Htdr·orlinánilca Clásica con el est.udio de los l'luidos 

r·e.1le:'.: 1 n;1ció l<t Mecánica. de fluidos. 

combinan Jos principios basicos de 

por lo que en 

la Hidrodinamica 

t..é-cn1cas exper1menLales de la Hl<l1·ctulicd. 

La ver11"ic;,ci611 de la t..eor1a por medio de 

ést..a se 

con las 

resulLados 

expertment,:des le da susl.ent.acl6r1 a la misma y proporciona 

J nrorml'IC l6n adlc tonal a los anallsis mat.emat.icos. 

El r·esult.ado rinal es una serle unif1r;ada de principios 

btisicos de la Hecl)nica de Fluidos, apltcables a la solución de 

problemas de fiUJO de fluidos de 1ndole ingenieril. 

Por ot.ra part.e, debido a que la mayoría de ios aparat.os de 

medición y control de rillidos Lienen especil'icac1ones y escalas en 

el Sistema Inglés de Unidades, se debe dar mayor import..anc1a a 

est.e sistema y relac lonarlo con el Sistema InLernac1onal. 
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CAPITULO 1 

PROl'H;DADES DE l.OS FLUIDOS 

1.1 DefJ.nición de fluido. 

lln l'luido es una subst.anc1a, ya sea liquido o gas, que se 

det'orml\ cont.!nuament.e c11ando se le somet.e a un es!'uerzo cort.ant.e, 

por muy pequer10 que ést.e sea. El est'uerzo cort.ant.e ( r J se den ne 

como el cocient.e ent.re la ruerza cort.ant.c, que es la componente de 

la fuerza <F> t.angent.e a la superficie y el •rea de la superficie 

considerada (A): 

T 
F 

A 
<l.l.lJ 

De acuerdo a lo ant.e1·1or, cualquier !'luido, sin import.ar lo 

"espeso" o viscoso que sea, comienza a t'lu1r, aunque en rorma 

impercept.ible, bajo la acción de la mas leve fuerza de cort.e que 

se le aplique. La derormac1ón que sufre el !'luido se produce en 

rorm& cont~inua m1ent.ras se est.a aplicando la t'uerza de cor-Le. pero 

st ésl.a d"Jª de ;,plicarse, cesa la derormactón y al no ex1st.1r 

1'1Jr•r·z~1s lnt.ern.,s qu" t.1endan hacer volver las part.lculas del 
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rl1111J1:. •:t ~11:-s: pc>Slcl1J(lt-s r·t:-li:'.t.LV;'S 1H•1g1nales 1 el r1u11Jo conser·v.:. 

la cü11figurac1ñn rt.dqu1rida. 

F -
Fluido 

?7777777 7/777i;>7;;';r;;77777)7 .,,;,.?;..> 

f'lg 1. 1 Nomenclat.11ra del concepto de esr·uerzo cortant.e 

1.1.1 Distinción entre un sólido y un rluido. 

Las caract.erist.icas diferentes entre un sólido y un !'luido 

provienen de las dit·erenclas ent-re sus estruct.11ras moleculares. 

Las moléculas que integran a un sólido t.lenen un movimiento muy 

leve, apenas una v1l>1·aclón de pequel\a amplitud, y la ruerza de 

at.racc1ón molecular es tan grande que no se produce con l'ar.il1dad 

1111 mov1m1ent.o t·elat.!vo entre el las, por lo q1ie el sólido t.1ende a 

mantener su l'orma. Poi· el contrario, en un !'luido el mov1m1ent.o de 

s•1s moléculds es mayor debido a que la atracción molecular es 

menor, lo que origina que 110 t.en¡;a l'orma propia, suw que adopt.a 

la del rec1p1er1t.e que lo contenga. En un 11qu1do, aunque las 

ruerzas de af,racc16H eht.1·e las moléculas perm1t,e que se mé1nt.enga 

"•mido", pueden moverse más alla una de la otra; debido a est.o, s1 

se apllca una ruerZ·"l a tJn liquido no confinado, provoca que sus 

mol.X:ulas deslicen unas sobre ot.ras, hasta que la fuerza deje de 

aplicarse. 
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Pueden ex1st,ir con!'usiones con sólidos piast.1cos que !'luyen 

l>a.10 c1crt,as condiciones, o con algunos met..ales qUf~ t:scut·i't;n <ll 

est.ar· somet.iúos a alLas presiones y !'luidos muy v1scusos. La 

diferencia ent..re ést.os es que tas sust.anc1as viscosas t'luyen con 

el t.iempo cuando se les aplica un l 1gel'o es!'uet·zo; por eJemplo, s1 

colocamos una muest..ra de alguna sust.anc1a viscosa en el suelo, 

ést.a 1'1111I·a. qulza con m11cha 1en1,1t.ud, per·o terminara por 

extenderse sobre el piso debido a la acción de la ¡;raveditd. ~·or el 

contrario una sust.ancla s611da plast.ica reque1·1rá de un es1·uerzo 

de cierta magnitud para empezar a l'luiI·; las capas que componen al 

cuerpo se desplazarán una de otra, pero sólo en c1ert.a cantidad . 

. ".;in embargo, cuant.o mas se desplacen est.as capas con respec:t.o a su 

¡:.1os1c tón or1g1na l, t.ant.o mayores seran las t'11er·zas int.ernas que se 

oponen al deslizamiento. Por lo tant.o s1 la f'uerza cortant.e es 

permanente, llegará un momento en que las ruerzas 1nt.ernas 

equilibraran a la t'uerza ext.erurli y el mov1m1ento no podra 

cont,lnuar; si ent.onces se deJa de apllcar la n1erza ext.erna, las 

ruerzas internas t..eHderán a rest.it.u1r al cuerpo a su rorma 

or1g1na1. 

1.1.Z Distinción entre un gas, un vapor y un liquido. 

Como yn se dijo ant.eriorment..e, t.ant.o los ~ases como Los 

Uquidos son los !'luidos. 

En Jn:r:o fri=\SP.S, el movimiento de sus moléculas es mucho más 

intenso¡ ademéis el n\lmero de moléculas contenidas en un mismo 

espacio def"in ido es mucho menor y por lo t.anto una molécula 

recorre una d1stanc 1 r. m.1yor antes de aproximarse a ot..ra. Todo est.o 

or1g1na que al aplicar una fuerza ext.erna al gas, éste se 

comp1·1ma consuif:"t'ablement..e y cuando t:fsl.d ruerza de,1a de apl ir.ólrse, 

el ga:s t.1 e11rJ•1 t1 expanderse 1rider1 n idament.e, por lo que un ~as 
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est.ara en equ1libr10 sólo cuando se encuent..re confinado. 

Por el cont..rario, en un liquido, sus moléculas se encuent..ran 

mur.ha más unid;is: é~t.ñs c;e ~t.rr1en y rechazan cont.inutlment.e y se 

mueven en t.rayecLor1as curvas y onduladas mas bien que rectas. ~us 

ruerzas de cohesión son lo bastante grande como para mantenerlas 

formando el liquido y a pesar de que no se le aplique •rna presión 

ext.erna, a excepción de su presión de vapor, éste puede present..ar 

una superricle libre definida. 

Por ot.ro J ado. un vapor es un gas el cual detndo a sus 

i::ond1r.tones de presión y t.emperat .. ura, se encuent. .. ra muy cerca de 

t,ra11s1·ormarse en liquido. 

En r·es11men, las direrencias basteas ent..re un l lqu1do y un 

g;is, son que el primero es práct.1cament..e incompresible, present.a 

•rna supert'lcle llbr·e y un volllmen derinldo, en t.ant.o que el 

seg1Jndo es muy compresible y siempre ocupa t.ot..alment.e el rec1pent.e 

que lo cont,iene. 

1. Z Viscosidad <µ>. 

Se l l.•ma viscosidad absolut..a o simplement..e viscosidad a la 

resist..encia de un fluido al esruerzo cort,ante. 

La viscosidad se debe a dos causas: la primera es la l'uerza 

de cohesión que exist.e entre las moléculas de los fluidos las 

cuales dil'icultan el desplazamient..o relat..i vo ent..re ellas; la 

segunda es la cantidad de mov1mient..o entre "capas" del !'luido que 

no se mueven .a la misma velocidad 

Por lo ant.er·1or, la v1scos1dad depende de la presión y la 

t..emperatura: 

µ • µ tT.PJ . <1.¿.lJ 

Al aument.ar la t~empP.rat.ura a prP.sión r:onst#ant.P., la v1scosuJad 
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rlP. un 1 frp1irln rl1:"m1n11yP, m1Pnf.rrt<: 'JllP J;¡. v1sr.n~1r1~rt r1P un gr1s 

r111fl1Pnt.:"I f~f.() c;o¡.. ~'l<pl 1r;>i r1PhHtn -"' l'}llP Pri In.e; 1 fq111<10~ prrr:lom1nau 

li!s rucrzas de cohesión y ést.as dism1n1Jyen al aumentar l'J 

tempeN1t.ura. 

Por otra par·t.e, los g.:.ses deben su V lSCOSHJi.td 

predominantemente a la tNrnsl'erenc1a de cantidad de mov1m1ento 

molecular y ésta aument." con la t,emperatur·a. 

En e! caso de los hidrocarburos en un yac1m1ento se t.1ene una 

mezcla de Uqutdo y gas; ést.a cambia considerablemente su 

viscosidad al varlar la preslón y/o la temper.;t.ura; la variación 

de la viscosidad es máS fuerte con la t.emperatura. 

Las dimensiones de la viscosidad absoluta son: 

µ [f 1 L- 2 T 1 l ; µ Cl't 1 L- 1 T- 1 l . 

En el sist.ema cgs: 

µ [H 1 L- 1 T- 1 J µ Cgm..-cm segl . 

LAi unidad [C,.,./t:íll se~J se denomina po1se, pero generalment.e se 

usa el centipoise <icp ~ 0.01poiseJ. 

En el sistema HKS: 

µ CH 1 L- 1 T- 1 J ; µ Ckgm/m seg] 

En el sistema fPS: 

µ CH 1 L-•r-•¡ µ llbm..-p1e segJ . 

Conversiones: 

centipoise • 0.001 kgm..-m seg , 

cent.ipoise = 2.419066 lbm/pie seg 

96 poise 

1.3 Ley de Newt.on de la viscosidad. 

La viscosidad es una propiedad del !'luido la cual provoca que 

éste ol'rezca rcslst.encia a los esruerzos cort.ant.es. 

3e porfrf.i rfet'lnlr un !'luido ideal como aquél en el cual no 
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f."XlSl .. t-- f'l'lC::c::i(Íll ~llÍ.l't" Sll8 po11·t.1c11las: 1) St)o.1 de VlSGOSldcid nula, 

aunque este !'luido ideal no ex1st.e en la realidad. Todos los 

f' luidos real es se oponen a cualq11ier· f'11e1·za que t,1e11da a hacer· que 

una de sus capas se mueva sobre otra; esta res1st.encia se ot·rece 

c11ando existe movimiento del !'luido, debido a la v1scos1dad del 

mismo. 

Go11sirier·e ~ un t'lui•1o aloj'ldo ent.r-e dos placas lo 

sul'icient,emente grandes de La l suert.e que se puedan despreciar las 

condiciones en los bot·des; ambas placas t.1enen una area lA) y 

est.an separ-adas por una dist.ancia m11y pequel'ia ( D, Fig 1. 2. Si se 

supone que el sist.ema est.a in1cialment.e en reposo en 

t. • O ; la pl<1c;i s11per101· se pone en movimiento en la 

del e.Je X, con 11na velocidad constante V debido a la 

de una f11erz<1 const,ant,e <f'¡ la c11al origina 11n esl'uerzo 

<r a f/AJ (a). El fluido gana cantidad de mov1m1ento 

transcurre el tiempo, y al final se establece el 

velocidades en régimen esLaclonario lbJ. 

el t,iempo 

dirección 

aplicación 

corLante 

con!'orme 

perfil de 

El l'l11ido que ésta en cont,acto con la placa inre1·1or t.1ene 

una velocidad igual :l cero; es declr, no hay deslizamiento del 

!'luido sobre est.a pJ;,ca Se ha clemost.rado experimentalmente que 

la velocidad del fluido varia desde cero en la placa inferior en 

reposo, hasta la velocidad V en la placa superior. 

Si. l ... s oLNtS niagni. t.udes se mant,ienen const,ant,es, r es 

rllrrrt.~mPnt.P prnporrinn~I Al fl.rp;:ii A y il J;¡ VPlor.ic1"c1 V , P. 

t nvrr.~rimPnt.P prnpnrr. I nn~ 1 ~ Y , rtP. manPr" íJllP: 

A V A V 
F ª I' et :i. I 1 

y 

donde µ es el !'actor de p1·oporc1onalidad que hace lnt,ervenir· el 

ef'ect.o del 1·1uido de que se t.rat.e, llamado v1scos1rlarl. 

Debido a que el esl'uerzo corLant.e es r = f/A se t,1ene: 
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r ,. µ 
V 

y 

o en forma dil'erencial: 

dv 
r .. µ 

dY 
u.:i.;n 

el gradiente de velocidad dv/dY puede ser considerado como el 

cocienl.e de la velocidad con que una capa de !'Luido se mueve en 

relación con la capa adyacenl.e. 

Esta dl 1-ima expresión es La "Le>· de Newton de la v Lscosidad" 

y los fluidos que la cumplen se llaman newl.onianos; en éstos 

existe una relación lineal entre el esfuerzo cort.anl.e CT) y la 

velocidad de deformación <dv/dY) por lo que la viscosidad es 

consl.ante. 

V 

y Fluido 

X 
V valor parl-Lcular de v. 

Y valor parl-icular de y. 

F'ig 1. 2 Disl-ribución de velocLdades en un l'lUJo 

estacionario. 
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Probleaas 

l. :J.1 Una pluca qu<: dista o. 5 mm de otra plac11 1'1Ja, se 

m11eve a una velocidad de 30 cm/seg, requiriéndose para mantener 

esta vP.locldad una f'uerza por unidad de área de 0.2 kg/m 2 . 

Determinar la viscosidad del !'luido que ocupa el espacio ent.re las 

placas. 

Solución. 

De la Ec . 3 . 2: 

y y 
/1 " 

V 

1.3.¡¡ Un cuerpo de 40 kg de peso resbala sobre un plano 

lubricado e inclinado 30° con la horizont.al, apoyándose en una de 

sus caras planas de 1800 cm 2 de área. Para una viscosidad de 

poise del !'luido lubricant.e y una velocidad del cuerpo de 1 m/seg, 

determinar el espesor de la pelicula de lubricante. 

Solución: 

30° 

fo componente del peso que ar.Lúa pendiente abaJo. 
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De la figura: 

Fe = \1 sen :mº = C<iO kg> s"n 30° = .W kr; . 

De la Ec 1. 1. ¡, 

F (20 kg> 
U. 0111 kg/cm 2 T s 

A 

De la Ec 1. 3. 2: 

V 
y= µ 0.0918 mm. 

T 

1.4 Clasificación de los fluidos. 

Los fluidos se pueden clasit'icar en newt.onianos y no 

newtoniannos. 

En los newt.on1anos, existe una relación lineal ent.re el 

esfuerzo cort.ante aplicado C Tl y la velocidad de deformación 

result.ant.e <dv/dYJ, por lo que, la viscosidad es constant.e; est.o 

da lugar a una !!nea recta que pasa por el origen, en una ¡;ral'ica 

de esfuerzo cortant.e contra velocidad angular de deformación 

<Fig 1.3). 

En los no newt.onianos no hay relación lineal ent.re T y dV/dY. 

Un cuerpo plástico ideal requj ere de un esfuerzo cort.ant.e inicial 

de cedencia para producir en él una deformación cont.inua; después 

de este esfuerzo inicial se comporta como un !'luido newt.oniano, es 

decir, hay relación lineal •>ni.re r y d\'/d'l. 

Existen dos t.1pos de comport.am1ent.os no newt.onianos en base 

al cambio de Ja viscosidad cuando se está aplicando eJ est·uerzo 

de corte; si la viscosidad aumenta con el es1·uerzo. se llaman 

sust.<1nc1as reop4ct.icas; por el cont.rario, si 

vlscnsidad se llaman sustancias tixot.rópicas. 

- 11 -
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Los gM•e,;: y los ltqnldos 11ger(ls ""' i!prox1mari " los t'l11i<Jos 

newt.onianos: por ot,ro larlo, los l1quidos pesados y los ¡;-ases 

cercanos " sus puntos críticos son no newt.onianos. 

En mllchas ocasiones para simplicar el es1.udiu de un r111ido, 

se considera que su viscosidad es cero, lo cual, imp11cn que el 

esfuezo cort.ant.e t,ambién es cero para cualquier mov1m1ent.o del 

flt1ido. Est.e !'luido de viscosidad cero denominado !'luido ideal, 

est.á represent.ado por el eje de las ordenadas de la Fig 1. 3. 

A - 1·1u1do newt,oniano 
B fluido 110 newt.oniano 
C - subst.anc1a reopéc1-1ca 
O plásl-ico ideal 
E - subst,ancla 1-ixot.rópica 
F - t"luido Ideal 

'dv/dy 

¡...- E!ifut-rzo --t 
inicial 

Fig 1.3 Clasificación de los fluidos. 

- L! -



1.5 Densidad y densidad relativa. 

1. 5. 1 Densidad. 

La densidad de un l'I u1do se det"1ne como su masa por unidad 

de volumen: 

masa m 
p - (1.5.1.1 

volumen V 

Ahora bien, mediante el lJmit.e hacia el cual tiende la 

densidad cuando el volumen conslderado tiende a cero se de1·1ne a 

la densidad en un punto: 

MI dm 
p • lim ,w,o !J.V dV 

Las dimensiones de la densidad son: 

p CH 1 L- 3 1 • p CF 1 L- 4 T2 l 

ll.5.2) 

y sus unidades en el sistema HKS, c:;s y FPS e l'oot.-pound-secondJ 

son respectivamente: Ckgm/m 3 1 

Conversiones: 

kgm/m 3 a 0.001 'm/cm3
, 

lbm/pie 3 
• 16.018 kt;

0
/m 3

• 

De acuerdo con la Segunda Ley de Newton <Fa m aJ, el peso y 

la masa se relacionan como: 

W • m g 

En la superficie terrestre: ¡; 

W • 9.1!07 kgm m/seg 2 

9.!!07 m/seg 2 

9. 607 N. 

Por lo tant.o, el peso de una masa de 1 k¡:m en la superricie 

t,errest.re es de 9. BOT N " 1 kg . En la luna el peso de una masa de 

l k~m es menor -1 l kg 

- l:J -



1.5.?. Densidftd relfttiva. 

La densidad reJat.iva (pr> dP. una s11st.anc1~ es PJ r.oc1ent.e <1P 

lo. densidad de ésta con la densidad de nt.1·a sustanc1rt. 

f'ara el caso de los Uquidos y sólidos la sustancia que se 

uLil1za como ref'erenc1a es invariablemente el agua, a 4°C y 

a t.mósl'er·a de pr·es 1ón: 

p 
pr • -­

P~ 

U.5.3> 

f'ara el caso de los gases la sustancia de ret'erenc~a es el 

aire de bióxido de carbono; algunas ocasiones se utillza el 

concepto de "gravedad espec11'ica" en lugar de densidad relativa. 

[I(' la relación ent.re la densidad y el peso molecular (H) se 

puede demostrar que: 

M g'O'll 

pr • <1.5.0 
tt 

Para el caso del aire: 

1.ó Peso especifico y volu11en especifico. 

1.ó.1 Peso especifico. 

El peso especifico <r> de un fluido se define como el 

cocient.e entre su peso y la unidad de volumen y representa la 

f1tP.r?J~ '1•1~ e-J-:Orce la aceleración de !a :ravedad sobre 1:::: m:::!;.l de 

un !'luido por unidad de volumen: 

r .. 
l'uerza de gravedad 

volumen 

Sus dimensiones son: CF 1 L- 3 J. 

i4 -

peso 

volumen 

11 

V 



Se puede relacionar la densidad con el peso espec1!'1co 

utilizando la segunda ley de Newton: 

'rl,. m g Cl.6.2J 

'rl m ¡¡; 

y y 

por lo L<rnLo: 

r • P g u. 6. ~l) 

Esta es una propiedad conveniente cuando se t..raLa con la 

estáLica del fluido e con l!quidos con una superl°1cie libre. 

A part,ir de las relaciones ant..eriores se puede demosLrar que: 

r p 
pr " U.6.4> 

po. 

donde ra y pa son el peso especirico y la densidad del agua o del 

aire. 

En unidades 111;s, cgs y fPS se tlene i·espect..i vam!!nLe: 

r CF 1 L- 3 J ; lkg/m 3 l, fg/cm 3 J. llb/píe3 J. 

1.ó.Z Volumen especifico. 

El volumen espec.lrico <Ys> de un fluido es el volumen que 

ocupa por unidad de peso del rluido: 

Vs ,. 
volumen 

peso 

V 

'rl 
U.6.5) 

Como se observa el volumen especit'ico es el inverso del peso 

esper.lrico de un fluido y es un término que por io general se 

aplica a los gases: 

Vs = U.6.6) 
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ot..ros illJt.oN:s ,~011sidera11 •ll volumen espec1r1co o;omo ul 

cociente de! volumen er1t..re la masa, es decir·, conio el lnverso de 

la densidad: 

Vs =- <J.O.D 
p 

Sus dimensiones son: [f- 1 L3 l, y sus unidades en los sistemas 

HKS, cgs y FPS son respectivamente <para el caso de Vs ~ l/yJ: 

Vs !F- 1 L3 J ; Cm3 /kgl, lcm 3 /gJ, !pie3 /lbl. 

Conversiones: 

m3 /kg a 1000 cm 3 /g . 

1 m3 /kg ª 16.033 pie3 /lb 

1. 7 Ley de Boyle <para rases l.deales a t.e•perat.ura const.ant.e>. 

La ley de Boyle es una ley relat.iva a los gases, 1a cual 

indica io siguiente: el volumen de un gas con1·inado en un 

1·ec1piente varia en razón inversa con la presión que eJerce sobre 

las paredes del recipient.e, siempre que su temperatura permanezca 

constante. Es decir, cuando se comprime una masa gaseosa, al 

disminuir su volumen, aumenta el valor de la presión que el gas 

eJerce sobre las paredes del rec1p1ente que lo cont.1ene; 

recíprocamente, cuando una masa gaseosa se expande y aument.a su 

volumen, el valor de la presión. disminuye, siempre que la 

temperatura no se altere en ambos casos. Si P, es la presión que 

e.jerce un gas cuando su volumen es v, y P2 es la presión que 

adquiere cuando su volumen es v2, se t.iene, de acuerdo a esLa ley: 

con temperatura const.ante, U.7.1' 

o Cl.7.2) 
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La ley de Boy le P.S poco exact.a cuando las moléculas del gas 

se encuentran muy pr·óximas entr-t:: si. .:;in embargo. esLll ley 

const1 t.uye una muy buena .:prox1mac tón. principal ment..e para gases 

de bajo p1rnt.o 'Je ebiillición, )' para gases a presiones y 

temperaturas baJas. 

1.8 Ley de Charles <para gases ideales a volu111en constante). 

La ley de Charles también es relativa a los gases y establece 

que la presión ejercida por una misma masa gaseosa es dlrectament.e 

proporc1onai a las temperat.uras absolutas, siempre que su volumen 

permanezca constante, es decir: 

con volumen constanLe, ll.IJ.lJ 

donde T
1 

y T
2 

son temperaturas absolutas. 

La comprobación de esta ley puede lograrse t'ácil1nent..e 

ca.lent.ando el gas contenido en un rec1pient.e met.<1l1co y midiendo 

la presión interior antes y después del calent.amient.o. 

De la combinación de los conocimientos establecidos a través 

de las leyes de Ooy le y de Citar les, se obtiene la Ley llenera! del 

Estado Gaseoso: las presiones ejercidas por una misma masa gaseosa 

son directamente proporcionales a sus temperat.uras absolutas e 

inversament.e proporcionales a los volúmenes que ocupa, es decir: 

U.IJ.D 

la <::ual es la Ecuación General del Estado Gaseoso. Est.a relación 

es correct,a para cualquier mezcla de gases o para cualquier gas. 

Guando un gas est.a muy próximo a su temperatura de licueracción, 

•m pequefio aunien~o de presión licuara ei gas 

tremendamente slJ vol11men. 

- 17 -
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1.9 Eouaoión de los gases ideales. 

lln gas ideal no ex1st,e en la r·ealirfad, aunque e11 muchos casos 

las pr·opiedades de los gases reales se aproximan mucho a las 

cor·respondientes " •m gas ideal o perrect,o. Este se define como 

una sustancia que satisface la ley de los gases per1·ectos: 

p Vs • R T , U.9.1J 

y t,iene calores espec11'icos constantes. 

La P.C•Jac ión anterior es la "ecuación de estado de un gas 

perrect,o", que también se puede expresar como: 

r•r\RT, (1. '), .),} 

usando la definición 1. 6. 7. 

Cuando los gases se encuent.ran a temperaturas y presiones 

bajas se compor·tau aproximadamente de acuerdo a est,a relación 

mat.emátlca. El aire, por ejemplo, en condiciones normales de 

presión y temperatura se acerca a un gas pert'ecto. Por el 

conf,f'ar·io, los gases que se encuentran cel'ca de su punt.o de 

lic11el'accló11 (vapores!, se alejan mucho del comportamiento de un 

gas perl'ecto o ideal. 

Se pueden determinar ias unidades de las constantes de los 

gases ideales <JO a partlr· de la ecuación anterior cuando se 

t~ienen las nt.ras uni d~des; si p P.n ( kg/m 2 I' f> PO r IJTH/ftla' y T ~n 

CºK •ºC + 273.161: 

R • 

R [ 
kg 111~ 1 ] [ kg rn ] 

-;;;z UTH 0K m UTH ºK . 
U.9.3> 
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] • [ ::~ :K ]. ( 1. 11' 4) 

El valor de R usando unidades UTH es 9.807 veces mayor que 

usando unidades kilogramo masa (kgml. 

El volumen CV) de una masa Cm> es lm Vsl, por lo que: 

(1.9.5) 

Ahora con referencia al nún1ero de moles, en donde se llama 

mol <molécula-gramo) de un gas al número de gramos masa del gas 

igual a su peso molecular <H>; s1 Y• es el volumen por mol 

<volumen molar>, la ley ant.erior queda: 

p ve • t1 R T (1.9.0) 

En general, si "n" es el número de moles de gas que hay en el 

volumen V: 

pV•ntlRT, (l.\i.'() 

donde n t1 • m 

De acuerdo a la expresión ant.erior, el product.o H R debe 

ser const.ant.e ya que pV/nT es igual para cualquier gas perf'ect.o; 

a este producto H R se le conoce como constante un1 versal de los 

gases y su valor depende de las unidades empleadas: 

por lo que: 

R • 
8316 

11 

N m 

kgmºK 

o en unidades t.écn icas: 

<1.9.B) 

154.5 lb p1e " . (1.9.9) 
i'I 
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8311'.> kg m 
R • <.1.'J.1UJ 

11 urn ºK 

poi' lo t .• ant.o, conociendo el peso moleculaI' <ti> se pu,,de deLe1·n11nar 

la const,ante R. 

1.10 Condiciones adiabáticas. 

Los cambios de volumen o de densidad se pueden dar como 

resultado de un cambio de presión o de un cambio de LemperaLura; 

si el primero se lleva ~ cabo manLeniendo constante la 

t.PmpPrAt.11ra, se le llama proceso isotérmico; por ot.ro lado, si el 

se¡;1111d(• se hAc;, ., presión const.ante se 1 lama p1·oceso isobárico. En 

ambos casos debe haber una t,ranst'erenc 1 a de ca ior hac la, o desde 

el ¡;as para mantener las condiciones descritas. 

Si el cambio de densidad ocurre sin 1,ro11sl'crer1c1a de calor 

h~cia o desde el gas, el proceso se llama adiabático. Si además, 

dentro del ¡;as no se genera calor, por l'ricción por ejemplo, 

entonces ta densidad y la presión absolut.a de un gas pert'ecLo se 

relacionan por medio de la expresión: 

donde: 

p 
-----,..- • consLante . 

p..., 

Cp 

Cv 

siendo Go y Cv los calores espec1!'1cos 

consLanLe, respectlvamenLe. 

(!.10.lJ 

presión y volumen 

Para el aire y ot.ros gases diaLómicos, las "./'." usuales 

oscilan alrededor de l.. • 1. 4. <adim>. 
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1.11 l'ló<luJo de elasticidad volullléLr1co; co•presibil1dad. 

A un cambio en el esfuerzo d;, compresión aplicado a cierta 

cantidad de sustancia, le corresponde cier-t..o cambio en el volumen 

de ésta. En muchos casos, un liquido puede considerarse como 

incompresible, pero si hay cambios de presión grandes o muy 

rápidos, se debe considerar la compresibilidad, la cual se expresa 

por ei módulo de elast..icidad volumétrico. ::;1 en una unidad de 

volumen V de un fluido, la presión aument.a en dp y el volumen 

disminuye en - dV , entonces el módulo de elast.icidad volumétrico 

K se define como: 

dp 

dV /V [ :. ]· 

Para el agulo\ a t.emperatura y presiones ordinarias: 

ll.11.1' 

Al comprimirse un liquido aumenta su res1stP.nc1a a la 

compresión, por lo que K aumenta con la presión. 

Como la densidad se det'ine como la masa ent.re el volumen 

(m/V) , el módulo de elasticidad volumétrico t.ambién se puede 

definir como: 

K • P 
dp 

dp 
ll.11.Z> 

f'ara un ~as la ecuación de estado se puede escribir como: 

p" p <V.,TJ ll.11.3) 

Derivando una función de dos variables: 

dp "' ( :. )T dVe + [ c1r ] dT , 
v. 

0.11.4.) 

i:le don.Je, para t.empr,!'atura const.ante ldT • O>, se t.iene el módulo 

de el;1st.i.cidi'.1d volum&t.rico 1sot.érmlco: 
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K • - Vo 
dp . - ( ll.11.5) 
dVs 

El coeficlent.c de -::ompres1bilidad isot,érmico de un !'luido se 

del'ine como el cambio en volumen cor. la presión, de ia unidad de 

volumen, es decir: 

c " ll. 11. 0) 
V 

Las unidades del módulo de eiast..icidad voiumét.r1co en los 

sis1,emas lll:S, cgs y fPS son respectivamente: 

lkg/m2 1 lg/cm 2 1 , !lb/pie2 J . 

Conversiünes: 

kg/m 2 
• O .1 g/con 2 , 

lb/pie 2 • 4.SH kg/m 2 

Probleaas: 

1.11.1 Para un m6dulo de eiast..icldad volum.;t..r1co const,ant-e. 

¿cómo varía h densidad de un !'luido con la presión'? 

Solución: 

De la Ec l. 11. 2 

¡; • p 
dp 

donde K • constante , 
dp 

K I 
dp 

• I dp integrando: 
p 

K in p. p 

p/K 
p • !! 

Oe acuerdo a esta expresión la densidad varia en !'arma 

exponencial con ia presión y con un módulo tle eiast.1c1dad 

voluméL1•ico const.ant.e. 

- 22 -



1.11. ¿ Se aplica una presión de 10 kg/cm 2 a ¿tJu dm 3 de un 

liquido, lo que da lugar a que el volumen se reduzca en o.56 dm 3
, 

¿cual es el módulo de elast.icidad en kg/cm 2 , y su compresibi l 1rlad't 

Solución: 

De la Ec 1. 11. 1 

K • -
dp 

dV /V 

c • 

lU k¡;l'cm 2 

• 5000 kg/Cm 2 . 
(- 0.56 dm 3 /2BO dm 3 > 

1.12 Presión de vapor; punt.o de ebullición. 

Una sust.a11cla liquida t,lende a evaporarse debido a que en su 

superficie libre exlst,e un movlmicnt.o con1.1nuo de moléculas hacia 

el ext.erior. Estas moléculas ejercen una presión parcial sobre el 

liquido¡ a est.a preslóu se le llama presión de vapor. 

Al t.ranscurrlr un cierto t.iempo, el numero de moléculas que 

ret.ornan al liquido es igual al número de moléculas que escapan, 

alcanzándose un equi llbrio. Est.e renómeno se debe a la act.1vidad 

molecular, y ésta a su vez depende de la t.emperat.ura; por lo 

t.ant.o, la presión de vapor depende de la t.emperat.ura, aument.ando 

con ella. 

Cuando la presión de vapor es igual a la presión que se 

eJerce sobre el liquido, se tiene el punto de ebul llción, es 

decir, el liquido comienza a hervir. En est.e renómeno, pnmero se 

!'arman en el seno del l1qu.tdo burbujas de vapor, las cuales luego 

suben a la superl'lcle. 

Si la presión externa a la que esl.á sometido un ilqu1do se 

r€>d11ce, €>11t .. onces ¡,, eb11ll1ción comienza a un valor de temperat.ura 

menor; poi· e.iemplo, se puede hacer hervir el agua, atln a la 
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t.emper·1.1t,1u•" 1.1mbient.e, sl se r·ed11ce la presión lo sur1c1ent,e. 

En diversos fenómenos l'(slcos que involucren mov1mient.o de 

11quidos, ,.., pued"n present-lr- lugares donde existan presiones muy 

bajas, las cuales pueden ser iguales o menores a la presión de 

vapor del 11qu1do. Si esto ocurre, el liquido se vuelve vapor; a 

este l'enómeno se le llama cavit-ación; es decir, se forman 

cavidades de vapor las cuales son arrastradas por el movimiento 

del liquido y al llegar a zonas donde la presión es mayor que Ja 

p1•esión de vapor, dichas cav 1dades se colapsan. 

La formación y colapso de burbUJaS de vapor disminuyen el 

r·endlmlent.o de las bombas y t-urbinas y pueden ocasionar erosiones 

en las part.es metallcas en la re¡pón de cav1t.ac1ón. 

1.13 Tensión eqperfioial; capilaridad. 

En la 1nt..erl'ase entre un liquido y un gas parece f'ormarse en 

el liquido una pelicula debido a la at..racción de las mol&culas del 

liquido sit..uadas por debajo de la supert'icie. Se puede observar 

cómo algunos insect..os se mantienen soport.ados por la supert'icie 

del agua en reposo. Esta propiedad de ejercer una tensión se le 

llama t,ens1ón superficial Ca> y es la t'uerza necesaria para 

mantener la unidad de longit.ud de la peiicula en equ1l1br10. 

También puede considerarse como la energfa por unidad de area para 

llevar· las moléculas a la supert'icie. Al fenómeno ant.er1or entre 

dos Uquidos t inmiscibles> se le llama t..ensión int.erl'acial. 

La tensión superl'iclal laJ varia con !a temperai.uril ddlido " 

que aument-a el mov1mient..o molecular del liquido; por eJempio, la 

tensión super1'ic1al para el agua varia de U.0074!:> kg/m a ¿Oº<.: 

hast.a 0.00596 kg/m a 1ooºc . 

La presión dent.ro de una r;ot.a de liquido aumenta debido a la 

t..ensión superf'iclal. Para una got,a esl'érica de radlo r la 
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pr·es1ón p necesaria para equ1llbrar !a presJ.ón deb1da a la 

t.ens1ó11 superl'1c1 al o , se obt.1ene considerando las 1·uerzas que 

actúan sobre •m cuerpo Ubre sem!esl'ér1co: 

p n r 2 
• J n r a , u. l:J. 1J 

2 o 
p • 

Se observa que al disminuir el radio de la i;ot.a, aument.a Ja 

presión. 

La capilaridad se debe a la t.ensión int.erfacial, a la 

adhesión ent.re 11quido y sólido y a la cohesión del liquido. 

Las l'uerzas de at.racción molecular dan lugar a la cohesión, 

es decir, a la t.endencia de un l1qu1do a mantenerse unido y no 

expanderse indefinidamente como un gas. L.is fuerzas de adhesión 

ex1st.en entre 1as moléculas de un !'luido y las moléculas de una 

superflcie sólida. 

Si las fuerzas de adhesión ent.re un llquido y un solido son 

mayores que las l'uerzas de cohesión, el líquido mo,)ará al sólido y 

la tensión superf'iclal causará que el Hquido se eleve dent.ro de 

un t.ubo pequello al sumergirlo en el mlsmo <Fig 1. 4-. b; se muest.ran 

dos tubos capilares de dil'erente diamet.ro>. 

Si el líquido no moJa al sólido, es decir, s1 son mayores las 

f'uerzas de cohesión, la t.ensidn superl'ic1al hace descender el 

menisco en el tubo pequeno <Pi:; 1.~.aJ. 

Tomando en cuenta la alt.ura que alcanza un liquido denLro fle 

un Lubo capilar, al ser introducido ést.e en el seno del fluido y 

con base en la Estat.ica de fluidos <Gap Z >, se llega a la 

s1guianLe "><presión de capilaridad: 

2 o cos e 
'1.1:i. :JJ 

r; p l' 

donde: 



'" t.ens16n st.1pert"lG1dl, 
a i'.lngulo de cont.act.o enLre .,,¡ l !qu1do y la p"rerl del 

Lubo (fig 1.4.b> 
r : radio del t.ubo capilar. 

Las unidades de Id t.ens1ón superl'icial en los s1st.emas tll:.S, 

cgs y fPS son respectivamente: 

o Cf L- 1 1 ; lkg/mJ , lg/cml , Clb/piel . 

Conversiones: 

kg/m m 10 g/cm • 

lb/ple m 1.4895 kg/m 

Tubos de v1dr10 

Aire-

Hg 

<a> Líquido no moJante (bJ Liquido 

fig 1.~ fenómeno de capilaridad. 

Proble.as: 

/ 
I 

I 
¡9 Airt> 

H20 

moJante 

1.1~.1 ¿Cuál es la presión en el rnter1or de una gota de 

agua de 0.05 mm de diámetro a lOºC, s1 en el exterior de la gota 

existe la presión at.mos1'érica nor·mal de t. U33 kg/cm 2 '( 

Solución: 

De la Ec 1.1:3.:l 
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p • 
2 o 

r 

(2 X 0.0074~ kg/m) 

0.025 X lU- 3 m 

p~: presión en el tnt.Artor c1e la ~et.a. 

P, • 0.0569 + 1.033 • 1.0926 kg/cm 2 

1.13. 2 ¿Cual sera el ascenso capilar del agua en cont.acto 

con el aire <tensión superl'lcial o. 073 N/m) en un 1.ubo l1mp10 de 

vidrio de 5 mm de diámet.ro? 

Solución: 

DelaEcl.13.3 

2 o cos ti 
h • 

g P r 

considerando que el ángulo de cont.act.o ent.re un t.ubo complet.ament.e 

limpio y el agua en cont.act.o con el ~lre es cero (0 ~ 0°>: 

2 < o.073 N/m > cosoº 
h • 

lUUO kg/m3 ( 9.Hl m/seg 2 J U.U025 m 

• 0.005953 m • 5.953 mm . 

1.13. 3 ¿Cual será el ascenso capilar del mercurio <densidad 

relativa l:j. 56, tensión interfacial 0.377 N/m, ángulo de cont.act.o 

aproximado de 140°) en contacto con agua en un tubo l!mpio de 

vidrio de 6 mm de diámetro? 

Not.a: Al moverse el mercurio desplaza agua, cuya densidad no 

es despreciable. 

Sol11ción: 

DelaEcl.1a.:i 
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h .. 
i o cos e 

g P r 

donde ahora o corresponde a la t.ens1on i11t,ern1c1aJ y 

diferencia de densidades de los liquidas: 

2 < 0.377 N/m ) cos 1~0° 

p 

h • 
<13.56 - 1J <1000 kg/m3

J <9.81 m/seg 2
J <U.UU3 m> 

• - 0.001563 m • - 1.563 mm. 

El signo negativo indica que existe una depresión capilar. 

- lB -
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CAPITULO l 

ESTATICA DE LOS t'LUIIJOS 

l NTIWDUCCION 

La rama de Ja ttecánica de fluidos que esL•1d1a los l'i111dos "" 

reposo es la Estática de los fluidos. Esta rama abarca tanto el 

P.sl.11rllo de Ja presión y sus var1ac1ones a t.ravéS del !' Ju11.lo, como 

PI 11>c;;:t.11t1to rlP IA~ fHP.r?.-=sc; ciPhtrtns ;,. la presión snhre rtrP.as 

1·11111.as. Como no exist.e mov1m1ent.o de una capa de !'luido en 

l'P 1.,.r.1 tin r:nn 1 A :.rly.ArPnt.P, nn PX i ~t.Pn Psf11Pr?.O:ri r.ort.flnt.es; t.nna.s 

las ruerzas debidas a la presión del f'lu ido son normales a las 

superl'ic ies sobre las cuales actúan. 

Los !'luidos que al moverse se comportan como sólidos, también 

se incluyen dent..ro de esta rama, debido a la semejanza de est,os 

fPn<Smenos. 
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Z.1 Presión en un punt..o. 

Se dM'lne a la presión media como el cocicnt..e de la l'ucrza 

normal que act..tla sobre un area y dicha area. Se puede cnt..onccs 

eutender a la presión en un punt.o como el límit..e de la t'uerza 

normal ( f> a una super!' ic1e e11t,pe el apea de esa superl'ic ie CA>, 

cuando ést.a t,iende a cero: 

tim f 
p = A.CJ --A-

Como s61o existen n1er-zas normales a las supert'1c1es 

sumPrg:idas en un t'luido en reposo, en un punt.o cualquu~ra existe 

ia misma presión en cualquier direcc1on. Est..o sign11'1ca que s1 un 

element,o diferencial de area <dAJ es sumergido tot..aiment..e en un 

fluido en reposo, act..uara una ruerza cuya magnit.ud es const.ant..e en 

cualquiera de sus caras, ind,,pendient.ement..e de la or1ent.ac1ón que 

t,enga dA. 

Est.o sP demu~st.r~ cotts1<1Priln'1o un element.o de fluido en l'ormét 

de cu~a en el punt..o <x,y>, de espesor unitario y lados dx,dy y ds, 

(f'ig 2.1>: 

vf 

!X/l'--~-+---'d~x'--~~~ 

t Pvdx :Fy 
w:'Ul&.d:t, 

2 

-x 

fig 2.1 Diacrama de cuerpo libre de un elemento 

de fluido en 1·.,poso. 
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Tomr.tndo eu c:ur.-nt.-'1 qr:- S(Hü e,,;1~r.r::u t'lter·z~s no1·1t1ttles }' d~ 

gravedad, las ecuac io11es de equ1! ibr·io en las direcciones "x" y 

"y" son las s1gu1ent.es: 

if. • P.dY - p
0
ds sen e • o 

dx dy 

¿ 
• u • ( z. t. J) 

donde p><,pY y p
8 

son las presíones medias en las t.res caras y }'el 

peso especfl'ico del fluido. 

Tomando el !Imite cuando et elemento de !'luido tiende a cero, 

conse!'vaudo el angulo e y usando las relaciones geomét.l'1cas: 

ds sen e • dy 

ds cos ~ • dx 

se obt.1ene: 

P, dy - P. dy M o 

py dx - P. dx - r 
dx dy 

l 
• o . 

(¿,l.4! 

(l. 1. 5J 

(¿,J.o> 

(~.!.{) 

!Jesp!'ec!ando el t.el'Cel' t.ér·mino de la Ec ¿, 1. í', por ser muy 

pequel\ú compa!'ado con los ot.ros dos, y dividiendo entre dy y dx 

respectivamente, se tiene: 

(¿,i.11> 

Esto demuest.ra que la pr-esión en un punto de 1m !'luido en 

r-eposo es la misma en cualquier- dirección. La comprobación pM·~ .. ¡ 

caso rte tres d1nHH1siones. correspondería a un tet.raedro de t'lutdo 

con t~res carns en los planos coordenados y la cuarf.a cara 

lncllnada y se r-ealizar-!a en for-ma s1m1lar. 

En J'luidos ideales <de viscosidad nula> no se or-iginan 

esl'uer-zos r:or-t.ant.es <lur-ant.e el movimiento del !'luido por- lo que 

tambli!-n 1'1 pr-es!C.n en 1m p1rnto sP.ra la misma en cualquier 
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z.z Variación de la presión en el seno de un fluido en reposo; 

fluidos co•presibles y fluidos incompresibles. 

Considere •rn elemento en reposo de !'luido en rorma de 

par·alelep1pedo rect..angular, como el most..rado en la f1g l. l; est..e 

element.o est..á en equllibrio y las fuerzas que act.úan sobre él son 

las t'uerzas de superrlcie (debidas a la presión>, as1 como las 

fuerzas másicas. Puest..o que la única fuerza mas1ca que act..úa sobre 

el element.o es la de gravedad, ésta se puede expresar como 

-r dx dy dz. 

Si la presión en el cent.ro C<x,y,zJ del element..o es "p", la 

t'uex·za de superl'ic1e que act.1la en la cara superior es: 

p + ~~ ~~ dX dz , 
[ 

dp dy ) 
ay 2 

en t.ant..o que, la 1·uerza que act..úa en la cara opuest..a es: 

dp 

ay 
dy 

2 
] dx dz . 

Debido a que el element..o est..á en reposo, la sumat.or1a en 

cualquier dirección debe ser igual a cero. Tanto en la dirección X 

como en La Z, las únicas ruerzas que actúan sobre las caras 

verticales son las de presión y como éstas son de 1gual magnit.ud 

pero de sent.ido cont.rar10 se t.iene que: 

Lf X • L.f X Jll u ' 

por lo t..anto: 

• o ' 

que sq;nil'ica que la prestdn no varia en un plano hor1zont.al. 

Sumando las fuerzas que act\Jan sobre el element,o en l;i 

di rece ión 't, se t...iene: 
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¿f 
y 

dp 

dy 
dx dy dz - ¡ dx dy dz n U 

div1diendo ent.re el volumen "dx dy dz": 

clp 

dy 

Como se observa, la presión "p" es sólo !'unción de "y", por 

lo que se puede escr1bir: 

dp • - r dy (;¿,¿_5) 

El signo negat.ivo indica que la presión disminuye en ia 

dlrecc1ón en la cual "y" aumenta, es dec1r, hac1a arr1ba. Esta 

eXpl"esión es Yállda tanto pal'a !'luidos compresibles como para 

incompl"esibles. 

1-- dx 

z 
)__, 

(P•.2.f dy)dxdZ 
oY 2 

T 
dy 

<x,y,zl I I 
1- -----/ 

dz 

• 
l(P _ aP dy) dxdz 

--1 3Y 2 

flg 2. 2 Dl:1gl'am.1 de cue1·po llbre de un e!ement.o de l'lu1do 

en reposo. 



z.z.1 fluidos inco~presibles. 

lnt.egrando la Ec 2.2.5 para t'l1Jidos incompresibles y 

homogéneos, es decir, con peso especifico constante, se obtiene la 

stg11lent.e !'elación. 

p=-yy+-C (2.2.0> 

donde C es una constante de integl"ación. 

Generalmen!.e la variación de la presión hidrasti!!.ica se 

expresa como: 

p • r h 

donde h se mide verticalmen!.e hacia aba Jo 

supert'lcie libre del liquido. Por lo t.an!.o, 

rorma lineal con respec!.o a la prol'undldad, 

del recipiente que con!.1ene el Hquido. 

z.z.z fluidos coapresibles. 

(fl • - y) desde la 

la presión aumenta en 

sin importar la l'orma 

Para un !'luido compresible la densidad varia al variar la 

presión, por lo que la Ec 2.2.5 no se puede integrar a menos que 

se conozca la f'orma de esta variación. Con los gases, se puede 

emplear la ecuación: 

p 
~~- • constante , 

pº 

donde p es la presión at .. oluta. p la densidad y n es una constante 

c11yo valor depende del proceso involucrado. Por eJemplo para un 

gas ideal a !.emperatura constante: n • 1, por lo que: 

~Pp • Po • constante . p;-
UespeJando p: 
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Sust1l.uyendo r por "p g" en la Ec 4. 2. 5 y sustituyendo la ~;e 

2.2.10 se obtiene: 

dy • - Po dp p;;g-p-

integrando entre limites: 

y p p 

Jy dy • - --¡;2-g- f p 
o o o 

de donde se obtiene l'inalment.e: 

dp 
-p-

c¿,¿,11J 

la cual corresponde a la variación de la presión con la elevación 

para un gas & temperal.ura constante. 

PRODLEHAS: 

2. 2.1 El recipiente de la l'igura contiene agua y aire, como 

se indica. ¿Cual es el valor de la presión en los punt.os A,ll,C, y 

D, en libras sobre pulgada cuadrada ( lb/plg2 )'i' 

aire T . o· 
aire 3 pie 

+ 
1pif' 
+ 

e 1 pie 
T 
3 pit' 

A l 
ag. u a. ·agua· 
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Solución: 

[Je la Ec ¿. 2. 7: 

P • r h 

p A • C6:.! . .¡. lbrpie 3 J c.¡. pies) e 24-!I. 6 lbrpie 2 = J. 'l3 lbrplg 2 • 

Por ot.ra part.e: 

Pa • PA - P~olumna aQua • por lo t.ant.o: 

Sust.1 t.uyendo: 

Oesprec.vrndo los e1·ect.os de la columna de aire: 

y por últ.1mo: 

P0 ª Pe - r h • 

p
0

"' - ::l'i4.4 lb/pie2 = - .l.o lbrplg2 • 

¿.2.2 Suponiendo que en la at.móSl"era prevalezca la condición 

lsol.~rmlca, c-llcúlense la presión y la densidad a 0000 pies de 

altura, s1 al nivel del mar p • 14..7 Jo/pJg2 absolutos úe presión 

Y p • U.077 lbmrp1e3 . 

Solución: 

Oe la Ec 2.2.12: 
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Por l.llt.imo de la f:c 2.2.10: 

p 
p. ~Po 

(11. 82 lb/plg2 J 
(0.077 1bm/pie3 > • 0.062 lbm/pie3 

• p .. 
<H.7 lb/plg 2 J 

Cuando la presión se expresa co1110 la dif'erencla entre el 

valor real de dicha presión y el vacío COlllplet.o, se le llama 

presión absolut.a. Si la direrencia que se det.er•ina es la que 

existe entre la presión real del rluido y la presión atmosrérica 

local, se le den0111ina presión 111ano111étrica. 

Coillo se ilustra en la Ftc 2.3, si la presión manométrica del 

rluido 8e encuentra por debajo de la presión atmosrérica, se le 

llama presidn de vacío, de succidn o negativa. Las presiones 

absolutas siempre son positivas y las manOiMétricas son positivas 

cuando son Mayores a la at.ftKlsrérica y necativas cuando son menores 
a ésta. 

ne la fic 2.3 se puede notar que: 

La presidn atmosrérica estándar es la presión media al nivel 

- 37 -



del mar. La pr·esión que se denota por medio de una columna de 

Uqu1do se refiere a la ruerza por unidad de <!rea que se eJerce 

sobre la base de la columna. 

La Ec 2. 2. 7 se puede rehcionar también con la densidad 

relativa expresarla en la Ec J. 6. ~: 

P = } ..., Pr h , <2.3.2J 

donde el peso 

62.4 lb/pie 3 o 

especifico de agua <r~> se puede tomar como 

9607 N/m3
. Por eJemplo, si se desea la presión en 

unidades de lb/plg2
, se divide la expresión anterior entre 144: 

62.4 

lH 

donde h se utiliza en pies. 

(2.3.3) 

-----------•-----! Presión atmosférica est<!ndar 

1 
Pres1ónlmanométr1ca 

--- ----------------- ---------------ft~§.~D-~~WQ§t~tl~~-!Q~~i __ _ 

14.7 lb/plg
2 l Sucl1ón} 

2116 lb/ple 2 Presión Negativa m~~~;~~~ica 
:JO pl~ HP absoluta De vacio 

to -.. Lectura i 
:J4 p1e H2 0 

1 atm r 
barométrica ----------

local 

760 mm llg l Presión absoluta 

l 
cero absoluto lvaclo completo> 

fig 2. :.1 lllagrama de pres10nes. 
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Z.4 Medidores de presión. 

Z.4.1 Barótoet.ro. 

El barómet.ro es un inst..rument..o que sirve para 

det.erminación de la presión at,mos!'érica local: para ello se puede 

ut.111zar un bar61Ret.ro de mercurio o un barómet.ro aneroide. 

El barómet.ro de mercurio est,á const.it.uido por un t.ubo de 

vidrio cerrado en uno de sus extremos, lleno de mercurio de t,al 

t'orma que su ext.remo abierto permanezca sumeriido en un recipiente 

con mercurio, como se ilustra en la fif 2.4. 

~1 no existe aire en el interior del tubo, sólo actuará sobre 

la superl'lcie libre del mercurio la presión de vapor de éste, por 

lo que, si la presión (hv) de este vapor se da en cent.imet.ros de 

mercurio y la a!t.ura de la columna (y> se mide en las mismas 

unidades, la presión en el punto A se obtiene como: 

(2.4.1' 

La presión de vapor del mercurio es muy peql1el'ia a temperat.ur-a 

ambient.e l2.32 x 10- 5 lb/plg 2 a 2oºc>, por lo que se puede 

despreciar-: la presión bardmetrica dependerá de la elevacldn sobre 

el nivel del mar y las condiciones del tiempo. Por tant.o, la 

presión atmosférica se puede obtener con la expresión: 

(2.4.;.0 

El barómetro aneroide consiste de un l'uelle de metal dentro 

del cual se ha hecho un vacío; ést.e se cont.rae o exp.uide de 

acuerdo con las vanac1ones de la presión atmost'énca; el 

movimiento se transmit.e a un indicador sobr-e una escala. 
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T 
y 

A l 
Hg 

fig 2. 4 Barómet.ro de mercurio. 

z.~.z l'lahóttet.ro de 8ourd6n. 

Este man6met...ro consta de un t .. ubo met.ál ica hueco, aplanado en 

s11 spr.r.1 fin t.r-;\n~VPt"s~ 1 y c:llT"Varfo Pn su long 1 t.ud; c:f!rrado en un 

ext..remo y el otro comunicado a la presión a medir. AJ aumentar la 

presión en al interior del tubo, éste t.1ende a est.1rar-se y acciona 

una manec1lla, fa ct1al indica en 11na caratula graduada la presión 

f:.'Xlst.ent..e. La manectlla indi8ara una lectura de cero cuando !as 

presiones 1 nt.er-na y externa al tubo sean tgua !es, no 1mport.ando su 

valor. Si se lP rtpl ica una pl'esJ.ón mayor· a! tubo que la maxima 

para la cual está pr-oyect.ado, puede deformarse más a.lla de su 

l1m1 te elástico y ent.onces impos1bil l t.arse su callbrac lón. 
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Fit; 2. 5 llan6met.ro de [lourdon. 

z.•.3 tlanótoetros. 

Los manómet.ros son inst.rumentos en los cuales se ut.1llzan 

columnas de un liquido para medir la dil'erenc1a de presión ent,re 

un punt.o y la atmósfera, o ent.re dos punt.os cuyas presiones pueden 

ser dil'erent.es a la at.mosl'érica. El más senc1llo es el llamdo 

Piezómetro <fl¡; 2. ó), el cual nnde una pres!ón mayor a la presión 

atmosrér1ca. <.;onst.a de un t.ubo vert1cal conectado al rec1p1ent.e 

del !'luido. ést.e se l<:-v.::tr1t.~ " !<1 li1rgo del t.ubo t1ast.a una alt.ura h 

la cual va del menisco h;:1st.a un puut.o de Lnt..erés. 

J1 . 

() . 
. 
. 

T 
h 

l 

Flg ¿.ó Piezómetro. 
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El piezómetro mide presiones manomét.r-icas baJas y positivas. 

Para la medicidn de presiones baJas positivas o negativas, en 

1Iqu1dos, se emplean mant>mt"Lros con un t.11bo en "U" como los de la 

Flg.2.·1. 

f'ara el manómetro del caso <.aJ, se t.1ene que: 

7' h • U.4.~> 

o pe h , 

rionde r y pr corresponOen al liquido cont.entdo en el manómetro, y 

hA esta en unidades de longitud rJe columna de agua. 

Para presiones mayores pos1L1vas o ne,at.1vas se usa otro 

liquido en el t.ubo en "U" de mayor densidad e rnmisc1ble con el 

del recipient.e, como el del caso ( bJ: 

o 

donde h" est.á en unidades de longitud de columna de agua. 

J 
taJ lh> 

~lg 2.7 ~andmeLros 
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Para obt,enez- la dil'erenc1a de pres1ones desconocidas entre 

dos puntos, se emplean los manómet.ros d1terenc1ales, f1g 2.IJ; para 

ello se empieza el procedi1n1enlo de ~nai1s1s de c11aiqu1era de 

ambos puntos. f'ara el caso <aJ se t..1e11e que: 

6 Cl.4.7J 

En unidades de longitud de columna de atua: 

U.4.ID 

Para el caso CbJ: 

(2. 4. Y) 

o en unidades de columna de agua: 

<2.4.10) 

Por 01 timo, para medlr peque!las dit'erenc1as de presión, se 

t.lenen los m1cromandmetros. En eiios se cuent.a con peque!los 

telescopios provistos de ret.1culas hor1zont,a!es pat•a medir la 

d11'erenc1a de altura entre dos meniscos, la cual se lee en un 

vernier. 

T T T hz Y, er, 
t h¡ 

h, hs 
l 

~ 
l. T -(:)1 ... 

1 
'"2 

.L 
'f 1 er, 

'C3 er, y 2 er2 

c.aJ <bJ 

F'l¡¡; 2.ll Hauúme t ros. 
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Z.5 Aplicaciones. 

~.5.1 Oeterm!nese ia lectura de h en la fig ¿,7(aJ para 

p A • 20 kf'a de vacío, s1 el Uquido es queroseno (pr • O. U3). 

::>oiución: 

De la Ec 2.4.3: 

p .. - ,. h o ... P.-. • - pr r~ h ' 

de donde: 

PA ¿Q X 10 3 rvm 2 
h " pr rv (U. 63> <91:107 N/m3 > 

h .. 2. 457 m de queroseno • 1:1. 06 pie 

2.5.2 En la fig 2.óCbJ, pr
1

• O.BO , pr
2

• 1.U, h2 • B.3 cm y 

h
1

• 17 cm. Determ!nese la presión manométrica pA en mm de 

mercurio. Si la presión barométrica es de 29.5 pig de llg ¿cual es 

el valor de pA absoluta? 

Soluc1on: 

De la Ec 2.4..5: 

susti Luyendo: 

17 B.J 
p e f<--- pleJ (1.0> - <--- p1eJ (0.86>) <62.4 lb/pie3 >, 

A 30.~B 30.~U 

Para \-;onv':!rt.ir esta preslón a una eq111valenLe col11mna de 

merc11i-io, se puede 11t..ll1zar la Ec 2.J.:J: 

h • 
A 0.433 pr 

o. uo¿ 
------- • tJ. 02~H:l ple Hg • O. 2U5 plg Hg , 
<0.433)(1~.Ó) 

hA • 0.285 plg + 29.5 plg ~ 2~.7B5 pl~ Hg . 
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2. 5. 3 El t>ec1p1ente de la. t'1guI'a cont-iene &gua y el !'luido 

manométrico tiene una densidad relativa de 2.94. Cuando el menisco 

de la izquieI'da ocupa la posición cero de la escala, pA• 10 cmH 20. 

Encuént.rese la lectura del menisco de la derech;i par-a pA .. tl kPa . 

Solución: 

Analizando la t'ir;ura anter1or cuando: 

se t.iene que: 

por lo tanto: 

PA + pr, Yv h 1 • (20.47 lb/pie2 > + (1)(62.4 lb/pie3 )C2 pieJ 

P• 2 '1'v <2.94) <62.4 lb/pie3 > 

h
2 

• 0.792 pie• 24.14 cm • 

Cuando en el recipiente se tiene una presión mayor 

ce kPa • 169.34 lb/pie2 >, la colu•na de agua dentro del tubo en 

"U" aumenta "x" unidades de longitud, en tanto que el t'luido 

manométrico del menisco de la derecha también aumenta en la mis•a 

cantidad, como se muestra en la figura s1guiente: 
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En esta 1·1¡¡;ura se observa que: 

Despejando a x: 

X • 

X • 
¿ pr~ rv - pr1 i'..., 

109.~4 lb/p1e2 +<o2.4 lb/p1e3 x2 pieJ-(2.94x62.4 lb/p1e3 x0.792 p1eJ 

¿ <2.94><62. lb/pie3 > - <t>to2.& lb/p1e3 J 

x • U.4H9 pie• 14.90 cm 

Por t.ant.o, la lectura del menisco de l<.t derecha es: 

L • h
2 

+ x • 2&.14 + 14.YO • 39.04 cm 

l.6. 1 fuerza9 sobre superrloies planas. 

La presión de un !'lu1do, ejerce un empuje sobre cada parte de 

una s11perl'ic1'.' con ia cual est,é en cont.acto, por lo que se L1ene 

11n;, serie de ruer·zas dlstr1bu1das en dicha super1'1cie. E¡;Las 
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i·uerzas distl'ibuidas t.1enen una resultante equivalente, la cual 

puede ser calculada. 

Superficies planas horizontales. 

Para superl'icies planas horizont.ales dent.ro de un J'iuido 

est.<it.ico, la presión que act.úa sobre ellas es const.ant.e. La J'uerza 

equivalente que actúa sobre dichas superl'icies tiene la siguiente 

magn1t.ud: 

f P dA • P f dA • p A Cl. O. l> 

puest.o que las t'uerzas individuales son paralelas ent.re si y dei 

mismo sir;no. Su dirección es perpendicular a las superl'icies y 

est.á dirigida hacia ellas si p es pos1t.1va. 

Para localizar la posición de la l'uerza resul t.ante, se 

selecciona arbit.rariament.e un par de eJes XY, Fig 2.9; el momento 

de la result.ante es igual al moment.o del sist.ema de fuerzas 

distribuidas respect,o " r.ualquier eJe. 

Tomando al eje Y se tiene: 

p A X • f X p dA t2.6.:.l) 
A 

donde x es la distancia de la result.ante al eJe Y. Como p es 

const.ant.e: 

X " 
A 

donde x
0 

es la abscisa del centro1de de la superl'1c1e. 

Se obtiene un resultado sirnilar para el ot.ro eJe: 

1 
V • AJ y dA = Y, 

Por lo tanto. la l'uerza resul t.ante se local iza en el cent.ro de 

dicha superl'icie plana horizontal. 
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y 

A 

X 

f'tg ¿, 9 Cent,roHle de 1Jna superficie. 

Superficies f>l <mus inclina dos. 

En el caso de superl'icies planas inclinadas, la pt"esHln que 

ejerce el r1u1do es variable. 

o 

\ 
\ 

º> ,. 

f'ig ¿.10 Fuet"za result.ant.e sobre una supel'l"tc1e 

plana 111cllnada. 
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f'ara anallzl1r est.e caso, se supone 11na super1'1c1e como la de 

la fig 2.10, la cllal se encuent.ra incllnada un ángulo uº con 

respecto a IA hor1zonLal. El eje X co1nc1de con la 1nLersecc1on 

del plano de la superf1c1e y la superr1c1e libre del 11q•udo, eu 

\.ant.o que el eJe Y est,á en el plano de la s11perl"ic1e; es decir, el 

pl1.triCt XY se enc11ent,ra en el plano de dicha superr1c1e. t::n la 

l'igura, ademas de la nomenclat.ura ut.1 hzada, se muest.ra una 

proyección en un ¡pro de YOº de la sllperl'icie. 

En cada element.o de área dA, slt.llada a una profundidad h, la 

magnit.ud de la l'uerza df es: 

df • p dA s r h dA a r y sen O dA (l.0.4) 

Como se t.raLa de un fluido en reposo, no hllY esl'uerzos de 

cort.e; Ladas las t'uerzas elemenLales SOi\ normales a la super1·1cie 

y paralelas enLre si; por Lant.o, la suma de Lacias ellas da la 

fUPrzn t.nt.1'1 en el lado de la $11perl"ir.ie expuP.st.a al t"lu1do: 

f = f p dA ~ J 1· y sen e dA " r sen o J y dA ; u. o. 5> 

pero f y dA es el primer momenLo del arca alrededor del eJe X 

que es igual a y e A , donde A es el área t.ot.al y 

ordenada del cent.roide C; por t.anLo: 

(2.2.6) 

donde P.; n 1' he es la presión en el cent.rolde » he: .. Ye SP.n a. 
Asi, la fuerza t,otal que e,¡erce un fluido en reposo sobre una 

s11perflcie inclinada es igual al product.o del área por la presión 

en $\l Gt711t.1·oide. Como t.odas las t'nerzas elementales son normales a 

la superricie, la linea de acción de la resulLant.e Lamb1én es 

normal a la supertici.e. Cualquiex~ superr1i.;it: pu2dc 

alrededor de un eje que pase por su cent.ro1de, sin que cambie el 

mód•!lo de la res11lL.int.e, siempre que la superl'1c1e permanezca 

t.ot.almenLe sumerg tda en el 11qu1do en reposo. 
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Cent ro de presión. 

La f'uerza t.ot.al o result.ante que acL1la sobre una superl'icie 

plana inclinada no pasa por su cent.roide, sino a t.ravés de un 

punt.o de coordenadas <xP, yP> llamado cent.ro de presión. Para 

det.erminar CxP, yP> se igualan los moment.os xr f , yP F de la 

r·esult.ant.e con los momentos de las 1·uerzas dtst,ribuidas respecto a 

los eJes r y X respectivament.e: 

de donde: 

f X p dA , 
A 

y f a 
p f y p dA , 

A 

X =(1/f) 
p 

Yp • < 1 / f > 

f :< p dA , 
A 

f y p dA 
A 

e.Lo. 7J 

C.!. O. ll) 

(2.6.9> 

(2.6.10> 

Para areas de geomet.ría sencilla, xP y yP se pueden calcular 

como sigue, part.iendo de la Ec 2.0.9 

X 
p 

f x y y sen e dA • 
r y 

0
A sen a A 

lxy 
(.!.O.llJ 

donde Ixv es el product.o de inercia dei area con respecto a los 

eJes X y r. 
Ut.1l1zando la relación de lxy con el producto de inercia con 

respect.o a los ejes cent.roidales paralelos a los eJeS X, Y <I•v': 

la Ec L.6.11 queda como: 

X 
p 

+ X <:.!.o.12> 

Si uno de los eJes cent.roidales, x = xc o y • y~ es un eJe de 
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s1met.ria, el product.o de inercia Íxy es cero y el cent.ro de 

presión Llene por abscisa x • x
0

• 

<:orno en general lxy será pos1t.1vo o negat.1vo, el cent.ro rJe 

presiones esU1rá a •m lado 11 ot.ro de x • x
0

• 

SusLit.uyendo la Ec 2. 6. 6 en la Ec l. l'J.10 se t.1ene: 

Cl,O.l:!J 

donde Ix es el se,undo momento del area o momento de inercia con 

respect.o al eJe X. 

Aplicando el t.eorema de los eJes paralelos: 

li< • le + Y! A 

donde le es el seiundo moment.o del área respect.o al eJe horizont.al 

que pasa por su cent.rolde, en la Ec 2.6.13: 

y • 
p 

le 

Se observa que el cent.ro de presión s1en1pre est.á por debaJO 

del cent.roide de la superl'ic1e, puest.o que l
0

JO. 

La generallzac1dn del t.eorema de los ejes paralelos est.ablece 

que el momento de inercia de un area con respect.o a cualqut.er eJe, 

es igual al moment..o de inercia con respecto a un eJe paralelo que 

pase por su cent..ro1de, más el área por e! cuadrado de la dist.auc1a 

entre Jos dos eJes. 

Prisma de pres'ioues. 

Pilra c<1lculat· la magnitud y co!ocac1dn de la l'uerza 

re~Ul Lolnt.e se p11ct.ie uL11 l;¿¡¡r t..:ambién ""!' 1 1-:nnc~pt.o de prisma de 

presiones, el 1,:Ual supone .1. la 5t1perf'ic1E• incltnada r.omo la bdse 

del pt·t.<;ma. 

Ue dCllf-""rrto ,, la f1g .l. 11, La <;ara superior del pr1sn1a est.a en 

P.t pl.:mo r:uy._,, t.r.iza es la linea UM. En un area. elemental dA se 
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ejerce una ruerza: 

df • r h dA = dV , tZ.ú.15> 

<londe dY es un element.o de volumen del pnsma que t.1ene como 

al tura en cada punto a la prestón ¡· h Al integrar: 

f = V , C.L ó. lbJ 

o se1:1, que el volumen del prisma es igual a la magnitud de la 

ruerza resultante. 

A pat·t..ir de las Ecs ¿,(J. 9 y 

coordenadas Cx p' yp ) del cent .. ro 

cent.rotde del prisma de presiones, 

l 
X = - f " dV 

p V V 

Est.e mét.odo se recomienda 

sencilla. 

h 

\ 

¿, ú.10 Se demuest.ra 

de presión co1nc1den 

es decir: 

yp = 

para 

hl 
J.. ......... 

1 
y dV -J 

V V 

supet"'t'1c1es 

-/ 
o -;y 

/ 

\ 
\ 

\ 

de 

fig 2.11 Prisma de presiones. 
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z.6.Z Fuerzas sobre superricies curvadas. 

Las 1·uerzas element.ales <fue act.úan sobre una super1'1cie 

curvada, cuando ést.a se encuentra dent.ro de un fluido en reposo, 

difieren en dirección, por t.ant.o, no se puede hacer una suma 

al,ebraica de ellas. Para calcular la result.ant.e se det.erminan las 

co•ponent.es del vect.or fuerza en c1ert.as direcciones y se combinan 

vect.orialment.e. 

Co11tponente Horizontal. 

Se considera una superficie curvada, la cual se proyecta 

sobre un plano vertical como lo muest.ra la Fig 2.12; las líneas de 

proyección horizontal est.án en la dirección X. El element.o de área 

dA t.iene una fuerza normal dF formando un ángulo O con la 

horizontal. La componente horizont.al en la dirección X de la 

fuerza que actúa sobre una cara de dA es: 

dF K • p cos 6 dA . 

Su•ando todas las component.es horizontales: 

F. • f p cos 6 dA , 
A 

(2. 0.11:1) 

donde cos 6 dA es la proyección de dA sobre el plano vertical, y 

p cos 6 dA es la fuerza elemental que actúa sobre el area 

proyect.ada. El proyectar todos los elementos de área dA equivale a 

proyectar toda el área curvada sobre el plano verticai: por tanto, 

la componente horizontal de la fuerza de presión sobre una 

superficie curvada, es igual a la fuerza de presión que actúa en 

la proyección de la supert'icie sobre un plano vert.ical. 

Para áreas curvadas cerradas, como las de los cuerpos 

sólidos, las c0tnponentes horizontales son nulas, debido a que su 

proyección sobre cualquier plano es siempre cero. 
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pdAcose - -x 

fig 2.12 Proyección de un elemento de area de una 

supert'lcie curvada en un plano vertical. 

La linea de acción de 1" 1·uerza horizontal sobr·e la 

s11perl' lc ie curvada es la misma que la de la l'uer·za sol;>r·e la 

proyección vertical. 

Se procede en l'orma slmilar para determinar otra componente 

hv1·1zont.a1, que rorme tJn .a:ngu lo rect..o con la ant..er1or. 

C:omponente Vertical. 

En t'orma análoga al anéil1s1s ant.er1or. la component.c V~l'l.1cal 

de La t't1erza eJerc1da sobre u11a super1·1c1e curvada se obt.iene 

s11mando t.ocias Las nierzas vert.icales sobre las areas elementales 

de lü o:;11p•~r-t'tc1e. De ;1cucrdo a la Fig 1..1:.i, 1.:t compnnent.e vert.1cai 

q1Je act .. úa sobre el •.:H"ea element.al es: 

dfv = p cos e dA , 

donde ahora e es el angulo que forma df con la vertical. 

Por t.ant .. o la component..e vel't.Lcal tot,al sel'éi: 

f'., = f p cos e dA . 

" 
:>usLlt.uyendo a p por y h , donde h es la d1sLa11c1~ desde. 

la supr,rt'icie libre hasta el elemento de <>rea y t.omando en c•tf!nl.a 
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que cos O dA es la proyección del element.o de área sobre la 

superricie libre, se t.iene que: 

Fv = r JA h cos e dA • r IV dY a r V = w l.l.0.20> 

o sea que la component.e vert.1cal sobre una supernc1e curvada es 

igual al peso del liquido arriba de ést.a. La linea de acción de 

la componente vert.1cal pasa por el cent.ro1de del volumen de 

liquido confinado arriba de la superric1e curvada. 

Superficil' 
":§' 1 

librl' 

1 
1 h 

I~ 1 ~ 
.· 0 

....... ::~~ 
.... :·.· .. ·. 

1 

... 1: 

Fi¡: 2. 13 Componenl.e verL1cal que acLt!a sobre un element.o 

de área curvada. 

Para el caso cuando el liquido esta por debaJo de la 

supe1·r1c1e curvada y se conoce la presión en un pui.l.o, por eJempJo 

en o, se puede const.Puir una superficie libre ima¡1nar1a (X-X> a 

una al\.1Jra P/f' por ill"1·1ba del punt.o o, de rorma tal que el 

p1·od11ct.o) de la dlsLancia vertical a cualquier punLo del tanque por 

el peso especii'ic(1 del rluido SP.rt La presión en dicho punt.o. 

f-'01· t...a1it.o, r•l p•~so del volumen 1m;}g1nar10 del liquido que se 
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encuentr-a por- encima de la supeI'l'icle cur-vada, es igual a ia 

componente ver-tical de la fuerza debida a la presión. 

Debe construirse la superficie libre imag1nar1a con un 

liquido del mismo peso espec11'ico que el liquido en contacto con 

la super-ficie curvada, para poder representar correctamente la 

distribución de presiones sobre ella. 

La presión en un punto de la superI'icie curvada es igual en 

ainbas caras (bajo una superricie libre), pero las t'uerzas 

componentes elementales en la dirección vertical son de signos 

opuestos. Por ello, el sentido de la componente vertical de ia 

fuerza esta inver-tido cuando el l'luido imaginario esta por encima 

de la superficie en cuestlón. 

La linea de acción de la componente vertical para este caso, 

tar~bién pasa por- el cemntroide del volumen de liquido imaginario 

arr-iba de la superficie curvada. 

PI'( 

Fig 2 .14. Supert'icie libre imaginaria en una superl'icie curvada. 

PROBLEHAS. 

2.6.1 Determine la resultante y los centros de presión de 

las fuerzas debidas al agua en ambos lados de la compuerta de la 

figura, si el nivel en el lado derecho llega hasta A. 

56 -



Or - __,.X 
1 
1 
1 
p 

_,_.O_:_;:_s_:_:_I_:_~u_:_re_t_ª __ .__ __ __,6p_ies __ - - - - _ O 
1- 4 ..¡ 

Solución: 

Se calcula la ruerza resultante a cada lado de la compuerta. 

De la Ec 2.6.6 : 

P • r ye sen 6 A 

pi • (62.4 lb/pie 3 ) <7 pie) <sen 90°) <24 pies2 ) m 10483.2 lb, 
<hacia la derecha) 

F
2 

• (62.4 lb/pie3 > <3 pie) <sen 90°) <24 pies2> • 4492.B lb. 
<hacia la izquierda> 

Deter~inación de los centros de presión: 

X 
p 

+ X 
e 

donde el producto de inercia r.y es cero en este caso, ya que 

existe simetría de la superricie con respecto a un eJe centroidal. 

Tomando el lado izquierdo de la compuerta: 

Ie 
y • ----- + Ye ' 

P Ye A 

donde Ic en este problema es el momento de inercia centroidal de 
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llrt r-e1;t .. 'fr1gulo y t;-S ign • .J " tJ h 3 /l¿. f'ol' t.ant.o: 

b h:' (4. " C>
3 p1es" J 

Y_. . + y . 
p~ez) 

+ 7 pie 
¡¿ Ye A ' (!;!) ( 7 pie> <G4 

7 . . ¡¿9 µ1e . 

Por t.ant,o, el cenLro de presión de la ruerza hacia la derecha 

<f
1
> esta en <O, 7.429>. 

Para el lado derecho <y P se toma desde la superl'icie libre>: 

<4 x 6 3 p1es" J 
y • + 3 pie • 4.0 pie . 

P <12l <3 pie> <24 pie 2 > 

Por t,anto, el centro de presión de la 1·uerza hacia la 

izq11 lerd;, e f' 
2
> esta en <O, 4), 1 a cual se toma desde la superficie 

libre del lado derecho. 

¿, 6. 2 Determinar la z·uerza ejercida por el agua sobe una cara 

de la supel'l'1t.:ie anular vertJcal mostrada en la l'lgura, <a> por 

!'órmnla y <b> por el método de prisma de presiones. 

agua 

2m 

----~ 
.• S'. . l 

" q. " . . .,,.. .-
...... ~ . 

¡_ ____ _:_: :. 

Solución: 

aJ Para este caso, se cal cu la primero la fuerza que act.Ua en 
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t.odo el circulo de r • m ¡ a est.a fuerza se !e resLa ia que 

acLda en el c!rculo de r • 0.5 m , obLenJendo asl la que acLda 

s6lo en el área anular. 

De la Ec 2. 6. 6: 

F • y ye sen e A , 

Donde F es la l'uerza result.ant.e que eJerce el ar;ua sobre 

una cara de la superficie anular. 

bJ Debido a la variación lineal de la presión con respect.o a 

la profundidad, cada c!l·culo concént.r1co t.1ene un "prisma de 

presiones" que corresponde a un cilindro Lruncado recLo, por lo 

que, para obt.ener el volumen del "prisma de presiones" de la 

supert'icie anular <V), se i-est.a el volumen del cilindro t.runcado 

int.er-no <V
2

J al volumen del cilindro truncado ext..,1·00 <V,). 

A 

@= 
8 

Para el cilindro t.r1Jncado externo: 

-;-· t.,.. 9607 rvm 2 , 

- 59 -



. L + L VB07 + 2U421 N 
V 1 • A1 ( 

1 

2 
.. ) • 11 x 1 2 m2 

( 
2 

-,;;z) " 6162U l'L 

Par·<> el cilindl'o truncado lnt.erno: 

( 
L, + L~) • n x O 'i 2 m' (14711 + 24518 ~) " 

V 2 • A, 2 2 m2 1 ~405 N, 

Po!' lo q1.1e la l'Uel'za !'esul t.ant.e sobre una de las ca!'as de la 

supeI'flcJe anula!' es: 

f •V z V
1 

- V
2 

• ~ó215 N • 46.215 kN. 

2. 0.3 PaNI la compuel't.a Ntdlal de la rigul'a, det.el'mlne las 

component.es horizontal y Vel't.ical de la ruerza eJer·cida pal' el 

agua, así como su linea de acción. 

A f3 
= 1 

1 
3m ag.ia 1 

l _ --
1 

compuPrta 
dr 2m dt> 

ancho 

Solución: 

La component.e horlzo11t.al es la ruerza que act.úa sob1·e la 
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proyección de la superficie curvada sobre un plano verLical; est.a 

proyección es un cuadrado de 2 m de lado, cuyo cent.roide esLá a 

4 m abajo de la superficie libre. EsLa componenLe est.a dirigida 

hacia la derecha. 

De la Ec 2.6.ó: 

f H • i' he A , 

f 11 • C9B07 N/m3
) <4 m) <2 X 2 m2

) • 156. 91 kN • 

Su línea de acción pasa por el cent.ro de presión de la proyección 

verLical, por lo que: 

y -p 

y • 
p 

Ic 

+ 4 • 4. 0833 m • 

La componente vert.ical hacia arriba es igual al peso del 

volumen de agua lmaginario AIJCD, por Jo que: 

fv • y V , 

a (9807 N/m 3 > (2 X 2 X 3 + 
n X 22 X 2 

> " 179. 30 kN. 

Esta !'Uet':<a pasa por el centrolde del volumen imaginano de agua, 

que se pue<le encontrar tomando momentos con respecto a IJC: 

A 
f X dA . 

Cuando .~P conoce la local1zaci6n del cent.roide, el momento de 

primer orden del drea con respect,o a cualquier eje se abt.1en'?" con 

el product.o del área por la dlst.ancla desde el centro1de al eJe; 

p~ra f.•st.c ca~n ~e t. iencn dos .áreas Al • ABOO y A2 • ODC , por 

Lant,o: 
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X 
e 

X 
e 

ll m x 6 m2 + 
4 

'
2 

m> "m2 J • U.Y&U m. 
<3 x 2 + n x 2 2

) m2 J n 
--¡--

La componente vertical esta a 0.946 m, contados a la 

izquierda a partir del eje BC. 

2. 6. 4 Una barrera cilindrica contiene al ae;ua como en la 

figura. El contacto entre el cilindro y la pared es muy liso. 

Considerando una longitud del cilindro L • 1 m, calcular: a) su 

peso, b> la fuerza ejercida contra la pared. 

Solución: 

a) El peso del cilindro es ie;ual a la componente vert,ical de la 

fuerza ejercida sobre él por el agua. E::n el equilibrio: 

(-
rr r

2 
L ) 

fvBCO • r V • 2 + ¿ r r L ra . 
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Fv AD • r V • - (r r L -

. - ( -

Wc\l • - 8418.4 N + 140075.2 N • 131656.B N m 13425 kc. 

b> La fuerza ejercida contra la pared es igllal a la fllerza 

horizontal sobre ABC menos la fuerza horizontal sobre CD. Pero 

'"ec • - FHCD debido a que la proyección de BCD sobre un plano 

vertical es cero. Por tanto: 

FH - FHAB • r Apv he • r"' <r L> <r /2) 
' 

donde Apv es el area de la proyección de A.a sobre un plano 

vertical y he es la distancia vertical de la s11per1'ic.ie Ubre al 

centroide de dicha proyección. 

FH • <9807 N/111 3
) <2 m><i m> <2 m/2) • 19614 N • 2000 kc, 

Z.7 Tl-aAslaoióa y ro~aoióa de tl~idos oonCinados. 

En alcunos casos se puede osar la Hidrostática para estudiar 

el comportamiento de los fluidos en movimiento. Por ejemplo, si 

todo el fluido bajo estudio se mueve unifoI'lllemente en linea recta, 

no existe aceleración y tampoco fuerzas de corte; por tanto, se 

pueden aplicar las ecuaciones de la Hidrostatica, sin nincún 

caMblo. 

Se estudiarán los fenómenos de aceleración lineal uniforme y 
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de r·ot.1.1c1on 11n1f'orme respecto a un eJe vert.1col; los f'l111dos q11e 

1.ienen est.a clase de movimient.o se dice que est.an en equli 1br10 

relat.ivo. 

z. 7.1 Aceleración lineal uniforae. 

Un Uquido que esta SUJel.o a una aceleración lineal 11nirorme 

se mueve como si fuera un sóltdo; no hay mov1m1ent.o relat.1vo entre 

"capas" adyacentes y, por tant,o, no ex1st.en es1·uerzos cortant.es. 

Considere un liquido en un recip1ent..e abierto, con 

aceleración lineal uniforme, donde el vector aceleración esta en 

el piano XY; no hay component.e en la dirección Z lFlg 2.15); para 

1111 elemento de volumen dx dy dz , en cnyo centro se tiene una 

presión p con coordenadas <x, y, zJ: 

dp dx 
(P - - -)uydz 

cix ;¿ -

dx 
ydxdydz 

dy 

¡_ 

( 
dp dx 

p + - -Jctydz 
dx ;¿ 

1 ( 
dp dy 

p - - -)dxdz 
dy ;¿ 

Flg 2.15 Aceleración lir1eal unil'orme de un l'lu1do 
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tp -

por 

Cp -

En la Q1recc1on X: 

.l:f )( ,. m a . 
dp ª" dp d)( 

J dy dz - <p + } 

dx 2 cJx 2 

t.ant.o: 

dp r 
a 

dx t: 
X 

Para la dirección y se t.iene que: 

dp dy dp 
-->dxdz - (p + 

dy 
-->dxdz 

cJy 2 

dp 

dy 

cJy 2 

a • - r <1 + __ v_ ) . 
r: 

r 
dy dz "' 

t: 

- r dxdydz • 

Análogamente, para la dirección Z se tiene que: 

.. o ya que ª~ • o . 

La derivada t.ot.al de la pres1dn de acuer-do al 

coordenadas es: 

dp dp dp 
dp .. dx + dy + dz 

dx cJy rJz 

Sust.it.uyendo las Ecs 2. 7 .1, 2. 7. 2 y 2.7.3, result.a: 

dp -- a 
a 

dx - r tl + ~ > dy 
g . 

Integrando y suponiendo un fluido incompresible, 

p ~ -
r 
g 

a 
X 

a 
u-r<l +_x....>y+c. 

g 

dx <ly dz a 
'' 

{2.7.1J 

r 
-- dxdydz 

t: 

(2.7.2> 

(2.7.3) 

.s1st.ema de 

Suponiendo p e P., p~ra x • y • O, result.11 C • p0 , por- lo tanto, 

r 
g 
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DespeJando a y : 

y m - ~-ª-•- X + 
ay + l: 

(2.7.0J 

Para presión constante se tiene una rect.a con pendiente 
a - -¡r-:'1:--g , ést.a recta es paralela a la super·l'ic1e llbre, por 

y 

lo que ésta tiene la misma pendiente. La intersección de Y con la 

superricie libre es p
0 

/'}' <1 + ay/i;J. 

Se pueden estudiar ali;unos casos particulares a partir de las 

i;eneralidades anteriores: 

a> Aceleración l ineat constante con a s U. 
y 

En este caso, se acelera el llqUldo dnicamente en la 

dirección X, por lo que de la Ec 2.7.0: 

y t2.7.Ci.a) 

Por tanto, la superricie libre y todas las superficies 

horizontales con presión constante, tienen una pendiente: 

a 
• • t.an O • - --' , 

g 

donde e es el ángulo que forma la superficie libre con el plano 

horizont,al. 

De la Ec 2.7.5 se tiene que la variación de la presión a lo 

largo de una lfnea vert.ical <x a OJ y suponiendo que P
0

" O: es: 

p•-ry, 

la cual, es la misma que para un liquido en reposo. 

b> Aceleración lineal constante con a - o. . 
En este caso, el líquido se acelera verticalmente; de la 

Ec 2. 7. o: 
Po - p 

y m 

r (1 + a /gJ 
y 

t2.7.o.b> 
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Por tanto, la superficie ilbre <si existe) permanece 

horlzontal e• O> y la presión es constante en planos 

horizontA J es. 

Cuando un recipiente r¡ue contiene un liquido cae en l'orma 

libre: ay• - g por lo que, de la Ec ¿.7.0.b : p
0

• p; es 

dec1r, la presión es constante en toda la masa del liquido que cae 

en forma libre. 

c) Gas ideal a telitj>eratura constante. 

Para el caso de un gas ideal a temperatura constante: 

r • r
0

p / p
0 

integrando la Ec 2.7.4 con p • p
0

, r • r
0 

x • y • O, se tiene: 

~ p a . a 
ln X - Cl + ~ ) y ' 

ro Po ¡; g 

despeJando a I> 

+ a /g) y 

para 

p • Po exp [ - x a,/t; + et ] <2.7.7J 
pº/rº 

Donde p y p
0 

son presiones absolutas. 

2.1.Z Rolacidn uniroree respecto a un eje Yertical. 

IJn liquido dentro de un recipiente se mueve como un sólido s1 

et recipif;nte o;ira a una velocidad antular constante alrededor de 

un eje vertical; a este movimiento se le llama de vdrtlce !'orzado. 

No hay esfuerzos cortantes en el liquido y la lln ica aceleración 

ex.tst.ent.P f'!St.1 di:tlt,.idd raa1alment.e hacJa el eje de rot.ac16n. Aquí 

t.ambién se apl tc,1 l;> hidr·ost<!Uca, es dec1r, la pl'es1dn en un 

punt.o sel'iJ igual ai producto del peso espec11·1co .Y la prorundidad 

del mismo; esto l'esulta del ani!lisis de la ecuación de movimiento 

en di recc1dn vert.ical. 
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Analizando ahora la ecuación de movimiento en dirección 

radial sobre nn elemento de 1·1u1do de loncit.ud di' y área 

tr-ansversal dA la presión en r es p y en la otra cara la 

por lo tanto, en ia dirección radial 

se tendrá, aplicando Lfr 0 m ar 

p dA - <p + 

donde - 112 r es la 

volumen dr dA 

élp 

dr 

élp 

iJr 
drJ dA • 

aceleración 

r ,.2 r 
e 

dr dA r 
----- e- "2 r.> , (2.7.8) 

radial. Oiv1di<.mdo ent.re ei 

C2.7.9J 

Ahora, la dit'erenc1al tot.ai de la presión se expr-esa como: 

clp dp 
dp .. -- dy + -- di' ; 

(Jy ar 

sust.ituyendo dp/dy r y la Ec 2.7.9 

r 
112 dp • - y dy + r dr . C.?.7.10> 

g 

integrando para un Uquido : 

r ,,2 
r> 

p • - r Y + e . 
e 2 

Evaluando a p • p
0 

en r ~ y • O , entonces C • p
0

, t.en1éndose: 

P " P,,_ + r - r Y (2.7.llJ 

seleccionando el plano horizontal para el cual y • IJ , p
0 

" O 

se tiene: 

P .. r 
2 g 

dividiendo entre r ' 

h • 
p 

Cl.7.12J 
y ¡, g 

por lo que, se tiene que la superl'icie libre al ig;uai que las 
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superficies de lf;ual presión, t.ienen forma de parabololdes de 

revolución; la concavidad dei paraboloide depende de la velocidad 

angular <Fig 2.16>. El liquido confinado en un cilindro que gira 

alrededor de su eje, desarrolla un paraboloide de revolución, el 

cual tiene un vol•1men igual a ia mitad del vol1Jmen del cili11dro 

que io c1rcunscr1be; por lo tanto, el volumen arriba del plano 

horizontal que pasa por el vértice del paraboloide <Fig 2.16> es: 

V 11 rr r~ 
w2 r! 

2 2 g 

La altura del liquido cuando está en reposo será desde el vértice 

original hasta la superficie libre: 

,,2 r2 

h - ---º- (2.7.14.J 
2 2 g 

Para el caso de un gas, se supone una superficie llbre 

imaginaria en l'orma de paraboloide de revoluc1611 <Ec 2. 7. i2J; s1 

se t.rata de un gas a temperatura constante r • p y
0
/p

0 
, por lo 

que la Ec 2.7.iO queda: 

-
p

0 
_dp 

.. - dy + dr . 
p 

Integrando con p • p
0 

para y • r • O se tiene: 

p 
= - y + t'1nalmcnt.e, 

2 € 

2 g 
- y >] . (2.7.15> 
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1 

1 .. 
w2 r~ T-::-.---1---.~. 

.. g l - .·:..· .'.:...._ 1"' - . - . -
..... ¡ ..... 

""" ... j.'.'.'.' . . .. . > :- 1-.!.-o' .: 
'.'.'.'.'I' dr 

T w2 r 2 
--º 

l 29 

flg 2.16 Rotación de un cilindro que contiene un liquido. 

2.6 Apl1oac1ones. 

2.6.1 En la figura mostrada, ª• • 8.05 pie/seg2 y ay• O. 

Bnc11&ntrese la superficie libre imaginaria del 11quido y la 

presión en: C,O y f. . 

3pie 

Solución: 

f ay 
1 

·. · ace"it<.> 

1-- 3pie 

E 

T 

1 pie 
l. 

ax -

Oeb1do a que el líquido esta cont'inado y no p1·esenta una 
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superficie libre real, se supone una superficie imaginaria, la 

cual pasa por el punto expuesto al exterior CA); dicha supel'ficie 

tiene una pendiente de: 

ªv + g 
- t.an e ~ 

8.05 pie/seg2 

32.2 pie/seg 2 
• 14.036° • 

por lo tanto, la superficie llbre imag1naria cruza el lado 

izquierdo del recipiente a una altura de: 

e 
T 

t -=--- --- ~-·A ¡...... - - - -

ha 

l o E 

h
2 

• 2 ples+ 3 tan 6 • ¿./5 pies 

La presión manométrica en los puntos C,O y E será: 

pe • - y h
1 

• - C62.4 lh/pie3 J<O.BJ<U.25 ples> 

• -12.48 lb/pie 2 • - 0.0866 lb/plg2 . 

• 137.28 lb/p1e 2 
• 0.953 lb/plg2 

pE • ( ól.. 4. ll•...-pie" H o. 8 H 2 ples> • 99. 64 lb/pie2 
• O. 693 lb/plr/. 

- 71 -



2.8.2 Un tanque con un lfqu1do de densidad relat.1va U.86 se 

acelera un1rormement.e en una direcclón hor1zont.al, de t.al modo que 

la presión dentro del liquido disminuye en la dirección del 

movimlent.o a razón de 1 lb/plg2 /pie . Oet.ermfnese !a aceleración. 

Solución: 

Considerando el sist.ema mostrado en la r1g;ura, y aplicando la 

Ec 2.7.6 : 

0.86 ax -
0 --+X 

donde ªv •O , p
0

- p • 1 ib/plg 2 para ~" • 1 pie 

Tomando a p
0 

en el origen, al ,;ust.i tuir en la expresión 

anterior se tiene: 

a Po p 
o " - X 

" + ¡; r 

(po - p> g UH lb/p1e 2 H32. 2 p1e/seg2 J 
p1e/seg 2 • a .. • tJó.-l 

K 

" i' 
(1 p1eHU. 86)(02. ~ lb/p1e 3 J 
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2. 6. 3 Una caJa cúbica de 30 cm de ládo esL<l llena con un 

liquido de densidad relaLiva O. 65 y sufre una aceleración hacia 

abaJo de 2.45 m/seg 2
. Calcular la fuerza resulLanLe f sobre una 

cara verLical del cubo debida a la presión del liquido. 

Solución: 

De la Ec 2.7.6.b y con p
0

• O: 

p • r (1 + ªv /rJ y 

- 2. 45 m/sec:: 2 

• <9607 N/m 3 J C0.65) (1 + J <0.15 mJ a 717 N/m 2 . 
9.61 m/seg 2 

Por lo tanto: 

f • p A• <717 N/m2 J t0.3 2 m'J • 64.53 N • o.5B kg. 

2. B. 4. Un recipiente que contiene un 11quido de densidad 

relaLiva 1. 2 se hace girar alrededor dP. un eje verLical. La 

presión en un punto siLuado radialmente a 2 pies 

igual a la presión en otro punto a 4 pies del eJe y con una 

elevación 2 ples mayor que la del primero. Calcule ia velocidad 

de rotación. 

Solución: 

Aplicando la Ec 2.7.11 para cada punto A y D de acuerdo a Ja 

figura: 

tY 

T 
1 rb:4pie 
t-------" B 
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w2 1"2 

Pe • P
0 

+ r ~~~e- - r ty + 2> 
2 ¡; 

Igualando ambas expresiones puesto que p" • Pe y s1mp111·1cando se 

tiene: 

w - /-

" .. 1- ' <32.2> p1e2/segz
1 

C2 2 
- 4 2 > pie2 • 3. 270 rad 

ser 

z.9 flotaoión de cuerpos en el seno de fluidos en reposo 

<Prinoiplo de ArquiaedesJ. 

Un fluido en reposo ejerce una ruerza resultante dirigida 

hacia al'r-iba sobre cualquier- cuerpo que se sumerja total o 

par-c1aiment.e en aquél; a ést.a se ia llama l'uerza de 1·1ot.ac1ón. 

Dicha ruerza se obtiene de la dil'erencia entre la ruerza que actúa 

en la part.e superior· del cuerpo y la que actúa en su part.e 

inferior. 

Considere el cuerpo PQRS de la fi¡; /,, 1'(, para el caso de •m 

Uquido; la fuerza dirigida hacia arriba que act.1fa en la part.e 

lnf'erior es tgual al peso del !Iquirlo real o 1mag-1nario 

cor-respondient.e al volumen contenido en PSRNM. La fuerza vertical 

hacia abajo suLl'~ la parle superior del CIJP-rpo es igual aJ peso 

del liquido contenido en f'QRNM. Al restar esta t'ue!'za de la 

primera, se obt.iene una l'uerza resultante hacia arriba i¡:ual al 

peso de ilquido correspondiente al volumen desplazado por el 

cuerpo, es decir, al volumen PQRS. 
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M N p 

a 

íl 

5 

Fíe; }.. lí" Flot.actón de cuerpos en l"lutdos est.at.tcos. 

El result.ado ant.er1or se conoce como f'rrnc1p10 de Arquimedes, 

y se expresa como: 

Cl.\l. lJ 

donde F D es la fuerza de I' lot.acidn, V el volumen de liquido 

desplazado y r su peso especil"ico. 

Para obtener la linen. de acción de la t'uerzél de 1"lot..:u::1ón se 

calculan momentos con respect.o a un eJe "O" y se ie;ualan al 

moment.o t•esult..ant.e: 

X 
e V 

de donde: 

f" d\' 

que corresponde a la coordenada del cent...roide del volumen; por lo 

t.ant.o. el cent.raid~ del volumen de 11quu1o desplazado es el lugar 

por donde pasa la LU1t.""a de acción de la l'uerza de 1·10Lac1ón; esLn 

es vdl 11h> pür.:;. cuerp0..:: t.nt.-" 1 o pare ia1ment..e sumergidos. 

Al cent.route del volumen de t'llJido despla.1,Jdo se le 1 lama 

centro de flnt.ación. 

:,'e obl,ieilé el mismo result.~do para ol caso de un gas, pero no 

P.Xís1.e s11pP.rf'1c1t"'!' l 1l~rP.. 
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:>1 el cuerpo l'lota en la lnt,ert'ase de dos rlu1dos estat1cos, 

de acuerdo a la flg 2.18, la fue1·za de rlotac16n que actúa sobre 

dA es: 

Integrando: 

f • r, f h, dA + r, f h
1 

dA • r, v, + r, V 
B l 

t:.l. \l. 3) 

T-
h, 

ntli'rfase 

h2 

o 

fig ;.!.1fJ Nomenclatura para un cuerpo sumeri;ido, que queda 

en la interfase de dos !'luidos. 

El momento con respecto al eJe "O" ser<!: 

donde xc 
1 

y xc 
2 

corresponden a los centro1des de V 
1 

y V 2' por lo 

que, los centros de 1"1otac1ón de estos volúmenes no se encuentran 

sobre la rnisn1a Unea vertical y. por lo tan Lo, la 1·uerza de 

flotación no pasa por el cenLroide del volumen t,ot,al. 
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Para que un cuerpo sumergido se encuentre en equ1l1br10 

vert.lcal, el volumen del mismo debe ser t.al que proporcione una 

fuerza de rJot,aclón lt;ual al peso del cuerpo. 

Para det.erminar el peso y ei volumen de un cuerpo irreguiai·. 

se mide el peso que tiene éste ai sumergirlo dentro de dos 

l!qu1dos de densidad relativa conocida. De acuerdo a la F1g 2.19, 

las fuerzas para equilibrar ei peso del cuerpo sumer,;1do en los 

11qu1dos con pesos especll'icos r
1 

y 

y V
2

, de t.al forma que: 

'}" 
2 

Resolviendo para V y para el volumen del 

"'. v1 {' 2 - .. 
2 r, 

"• - {' 1 

w, - v, 
V • 

'1"2 - r, 

"!!'"' ""!!" ""!!!'" 

W2 

son respect.!vament.e 

cuerpo V : 

c;¿.Y,5J 

(;¿, \1, 0) 

'"'="' 

Fi¡; 2.1'-' Oia¡;-rama de un cue1·¡..o 11Lre en equ11lbr10 

sumergido en dos 11qu1dos. 
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Z.10 Aplicaciones. 

2.10.1 El hidrómetro o densímetro se utll1za para medir el 

peso especifico de líquidos; s1 éste se sumerge en a¡;u••, la 

supert'ic1e libre coincidirá con la marca 1. O en la escala, que 

corresponde a su densidad relativa. 

a qua v."(.., 

w 

en este caso se tiene: 

Cl.!U.lJ 

donde V
0 

es el volumen sumergido del hidró<netro y ~ el peso del 

mismo. 

Par·a otro i1qu1do como el de la 1'1gura, se tendrá que: 

IJ.V a A IJ.h 

donde A es el 1!crea transversal del tubo del hidrómetro, pr la 

densidad relat.iva de dicho liquido. Por tanto: 

Ah m ~ P• - 1 ti.. tu. ;l.) 
A pe 

Por ejemplo, •m hidrómet.ro pesa O. 0079 lb y tiene un t11bo de 

5 mm de diámetro. IJet.ermine la dist.ancia entre las marcas 1. O y 

1.1 para la densidad relat.iva. 
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De la Ec <i.10.1: 

V 
o 

ESTA IESIS WJ D 
SAiJ\l ·r¿ lA BIBLIOTECA 

0.0079 lb -------,,,= 1.266 X 10-4 p1e 3
, 

62.4 1b/pie3 

Sustituyendo en la Ec 2.10.2: 

( 
1.266 X 10-

4 
pie

3
) ( 1.1 - 1.0) 

Mi• -------..,.---~ a 0.0545 pie 2 10.59 mm. 
n <2.5/304.8> 2 pie2 1.1 

2.10.2 Dos cubos del mismo tamal'io Cl m3 > , uno con densidad 

relativa O.BO y el otro con i.1, están conectados por un alambre 

pequel'io. Si se colocan en agua ¿ qué parte del cubo mas ligero 

estará por debaJo de la superficie libre y cuánto valdrá la 

tensión en el alambre·~ 

-=-=---..----1--- - - --.¡;¡:-

Soluc16n: 

h 

_L 
J w, 

F11 

La tens1on que se L1ene en el alamb1•e es igual al peso del 

cuerpo sumer~1do en el agua <..\i2), por t.ant.o, haciendo un análisis 

de fuerzas en eJ cubo inferior: 
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i12 ª (1 m3 J tY807 l'Vm 3 > l1.1 - t.0) = \180.7 N. 

Ahora haciendo un analls1s de l'uerzas en el cubo superior: 

donde V es el volumen sumergido del cubo superior y 

volumen t.otal del mismo: 

Pero V • A h por lo t.anto: 

h • V / A • 0.9 m3 
/ 1 m2 

• 0.9 m • 90 cm . 
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CAPITULO 3 

AHALISIS DIHEHSIONAL Y TEORIA DE LOS l'IODELOS 

3.i Análisis dil9eh9ional. 

Uha t.é<::nica muy tJt.il para I'educ1r al min1mo ei hllmero de 

experimentos reque1'1dos en un pl'oblema es el analis1s dimensional; 

aunque no produce soluciones anal1t.1cas del problema, pl'oporc1ona 

infoN11ac1ón acerca de la forma de las relaciones que conect.an 

ent.re sí las variables y su~1ere el mejor modo de agrupar estas 

variables. La tfk:n1ca se basa en el csLudio de las dimensiones y 

tiene particular uso en la 11ecanica de los nu1dos, ya que en ést.a 

se tienen frecuentemente relaciones complejas, no suscept.ibles de 

un análisis del Lodo t.eór1co. El ana!isis dimensional se puede 

cons1dera1· como l.!n P.st.udio de !as r-est.rJ.cc1ones tmpuest..as sobre !a 

t·orma de una runc1ón algebraica por- los h~·qu1s1t.oi:; de la 

homogeneidad dimensional. 

Los result..ados ohteniúos con est.a técnica depender'1n de las 

cant.idades consideradas al pr1nc1p10 que afect.an al fenómeno en 

est,.udio. Si no SP. 1ncluye u11<t cantidi'td que sea 1mport.ant...e. el 
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resultado del análisis será equivocado; por el contrario, si se 

incluye una cantidad que no influya realmente en el problema, es 

posible que sea rechazada por el propio analisis. Por lo general 

sólo la expenmentación indicara si la llst.a de 

or1g1nales es demitstitdo cort.a o larga. 

variables 

Se dice que una ecuación es dímens1onalment.e homogénea cuando 

las dimensiones fundamentales en cada uno de los términos de la 

ecuación son las mismas. Est.e concept.o se puede ut.1l1zar para 

poder def'inir una ecuación funcional, como es el caso del mét.odo 

de Rayleigh. 

Hétodo de Rayleigh. 

Este método se basa en la homogeneidad dimensional para 

obtener ecuaciones; es recomendado cuando ex1s~en cuatro a menos 

variables. Para presentar el método se tomara como ejemplo la 

fuerza de arrastre (f'o> que actúa sobre una esfera que se mueve a 

través de un liquido viscoso: 

1. Se det.erm1nan las variables que 1nt.erv1enen. Se sugiere 

considerar una longit.ud caract..er1sL1ca. una velocidad 

característica y las propiedades del fluido. Para el ejemplo: 

ctiametro de la esfera, velocidad de la esl'era, densidad del !'luido 

y la viscos1dad del mismo. 

2. Se hace una list.a de las variables con sus dimensiones. 

fuerza <fo> CM L T- 2 1, 

long1t.ud (D) [L 1, 

velocidad (VI lL T-t 1, 

densidad <p> [11 L-3¡' 

viscosidad <µ> [11 1.-•T-t J. 
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3. Se del'lne una relación 1·11ncional de las variables en un 

sistema dimensional; para el ejemplo se usará tt L T . 

fo = f (0, V, p, µ>; (;J. 1. l) 

de acuerdo a la homogeneidad dimensional: 

(3.1.2) 

donde e es una constante adimens1onal. En términos de las 

dimensiones: 

4. Se satisface la homogeneidad dimensional, por lo tanto: 

• e + c1 

• a + b - 3 c - d , 

- 2 b - d 

resolviendo el sistema en términos de "d", debido a que se tienen 

3 ecuaciones y 4 incógnitas: 

b " ;¿ - d 

e • - d 

B. Se sustituyen las ecuaciones anteriores en la Ec 3.1. 2: 

agrupando las variables: 

p V [) 
Fo --µ--

donde <p v DJ/µ es el número de Reynolds <NRJ: si ademas, se 

def111e al cuet'ic1ent..e de arrast..re como: 
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Co • G <NRJ-d , 

entonces, finalmente la expresión queda como: 

fo m Go p v 2 0 2 • 

la cual es una ecuación derivada de la homogeneidad d11nens1on<!l. 

El coel"icient.e Go se determina en J'orma experimental. 

3. 2 Grupos adi...,ns1onal.,s. 

El cociente de dos ruerzas que actúan en 

manera más común de expresar· a los parámetros 

valor de este coc1ent.e indica lit 1mportancla 

respecto a la otra. Mediante Jos parámetros 

un fluido es 

adlmensionales; 

de una fuerza 

ad1mens1onales 

la 

el 

con 

se 

pueden reducir las variables que int.ervleneri en un problema y 

;:tpl icar estos result .. .ados a casos s1m1lares. 

3.2.1 Hdsocro de Reynolds. 

En muchos casos de l'lUJO de fluidos sólo act1Jan ruerzas 

viscosas. de presión y de inercia. Por ejemplo, s1 el t'luJo es e_n 

un conduct.o. t~ot~aJ ment,e cerrado, la gravedad no at'ect.a el patrón 

de flujo; la t.ens1dr1 .sHpt'rficli.11 t .. anipoco dt"ec1.a, ya que no ex1st.e 

superl'1<:1e libre. Adem.1s, a velocidades de l'lllJO por debajo de la 

velocidad del sonldo, los efectos de compresibilidad pueden 

despreciarse. Por lo tant..o. con las t.r·es primeras fuerzas existen 

t.res posibles pares de fuerzas a relacionar; para el mfmero de 

R~ynold~, se t.0111<:1 la relac1ón de la fuer'la de 1nerclit con la 

fuerzn viscosa; 
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f m a 
~-

fµ µ <dv/dy>A 

p v L --µ--

<p L 3 HL T- 2 J 

µ Cv/L> L2 

V L 
--u-

jJ (V/LJ µ 

<3.1.:JJ 

donde v es la viscosidad c1nemat.1ca. Est.e parametro ad1mens1onal 

ayuda a disttngu1r entre el régimen laminar y el turbulento en un 

t'lUJO en part-tcular. La longl t.ud L de la expres16ri ant-er1or es 

sust-1t.u1da por el dlámet.ro. para un t.ubo de sección circular 

completamente lleno de f !uido; la velocidad v se t.oma como ia 

velocidad promedio dei fluido. 

3.Z.Z Hú..,ro de fraude. 

El ndm<>ro de fraude se obtiene del cociente entre la fuerza 

de ine!'cla y la l'Uel'Za de gravedad: 

f' nr a 
~-

f'Q'C'1V l!l g 

<p L 3 HL T- 2 > 

P L" ¡i; 

v2 

¡; L 

A veces sP 11t.li1za Nf'I' .. v /~. 

(3.1.4> 

En los casos de escurrim1eonto con una superf1c1e !1hre. la 

tiat.uraleza del rluJo ya '~ea ra¡ndo o lento <f111Ja en can;,ies 

ablert.os1 la determina si el número de Frou<le es mayor- o menor a 

la unidad. En cualquier rluJD que tenga un;. supcr:ru.ae l1br·P.. 

además úe r.11J:!lquiBJ· perturhactón en r.lla como el movim1eut.o de 

olas, son unportnnt.es 1.:t:'> l'uerzas de gravedad. Con la ayuda de 

est.e paramet.1-0 se ptt1'de det.erm1nar, por ejemplo, la 1·es1st.ericia de 

ttn bat·r.o debi.-.l(t a la acc.:.ón de las olas. 
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3. 2. 3 H1hoero de ltr.ber. 

Se de1'1ne como el cociente entre la f11~rza rle 1nerc1;¡ y 1 rts 

t'uerzas de tensión superficial: 

f' m a p L2 y2 

~ 

f'a a L a L 

p v" L2 
Nv (3.1.5) 

a L 

A veces se utiliza Nv ~ v /~. 

En algunos casos son importantes las fuerzas de tensión 

superficial; por ejemplo, en aquéllos en que se forman ondas 

p~r¡11Pf'i;¡c;: <nnrl;,,s r;rtpi l~rP~>, lo'>O ,:.J r.nmpnrf.ilmi~nt.n rlP rhnrrn9 

pequef'ios rormados bajo la acción de cargas pequelias, y en el l'lUJO 

de una "lamina" delgada de liquido sobre una supert'ic1e sólida. 

3.2.4. Hú11ero de 11ach. 

Este parámetro adimensional se relaciona por el cociente 

de la fuerza de inercia y la fuerza el<ist1ca: 

f' 
~ 

m a P L2 v2 v2 

f' •lae K A K L> K /p 

v• 
fü¡ a veces se uU ltza NM" 

K /fl TT7i5 

V 
(3.1.óJ 
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propa1;ac1dn del sonido en un t;as perl'ect.o, siendo k la relación 

de calores especif lcos, T la temperatura absoluta y 

cor1stante del ,;as. El denominador de la segunda 

represenLa la propagación del sonido en un liquido, donde 

el módulo de elasL1cHlad volumét,rica del liquido; v 

velocidad característ.ica del l'lttJO. 

K es 

es una 

Si el nllmero de 11ach es igual a la unidad, ei flujo se llama 

sónico, y s1 es menor o mayor a la unidad se llama flUJO subsónico 

o supersónico, respect.1vamente. 

Cuando la compres1bil idad del t' luido es 1mport.ant.e o cuando 

la velocidad de fluJo es cercana o super.tor al l'lUJO sónico, el 

nllmero de 11ach es sumamente relevante. 

Existe otro par<llnet.ro adimens1onal llamado número de Cauchy, 

el cual se basa en la misma relación de fuerzas y se expresa como: 

Ne • (3. l. 7> 

3.2.5 MUDeto de Euler. 

Este nllrnero relaciona la fuc1rz» de inercia con la fuerza de 

presJón: 

f' m a (p L3 ><L r-2> p L 2,..,.2 p v2 P v2 v• 
~ 

f' p A p L2 p p r h g h 
p 

\12 

NE = <3.1. l.IJ 
g h 

/\! t"'ecLproco <lt: t-:;t.c ni1m..,rn se le conoce como coet'l.CLent.e de 

presión. 
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3.3 Teoreaa íl de Buckínghaa. 

Este método para obtener parámetros adimens1onales se deriva 

del an<llisis dimensional; el método reilne l;,s rnagni tudes de un 

problemñ l'!sir.o en grupos adimens1onales independientes. S1 se 

tienen "n" magnitudes las cuales contienen "m" 

fundamentales. entonces se pueden determinar n 

adimens1onales, los cuales se denotan por la 

dimensiones 

m parametros 

letra griega 

mayúscula "pi" <íl>; el teorema de Buckingham ori¡pna una ecuación 

de la forma: 

r Cílt, 02, fi3, ... , íln-mJ .. O , (J. 3.1) 

para el problema considerado. 

Los parámetros adimensionales en.) se for·man con "m" 

variables repetitivas <las cuales involucran entre ellas todas las 

"111" dimensiones funiJamentalesJ y en cada par<!metr·o una de las 

variables restantes. Se puede tener más de una selección de 

variables repetitivas y cada juego de ellas producirá unñ 

diferente colección de paramet,r·os ad lmens1onales (íl, J; las n, 
obtenidas de un juego de variables repetitivas no son 

independientes de las íli obtenidas de otro JUego. 

Cada par<!metro en.) se resuelve de tal manera que resulte 

ad1mensional. Este mét.odo no provee poi· sí solo una solución 

completa a un problema, sino una solución parcial que orienta para 

obtener la cantidad maxima de información con el menor número de 

experimentos. 

Para ilustrar este método, se resolver<! el mismo problema 

analizado con el método de Rayleigh: 

A. Se analiza el problema t'!sico y so seleccionan las variables 

que intervienen en él. 

Para el ejemplo en cuestión seran: 
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t1nrinblP 

Diámetro de la esfera 

Velocidad de la esfera 

Densidad del fluido 

Viscosidad del fluido 

fuerza de arrastre 

En t.ot.al 5 variables (O a 5). 

B. Se define Ja reiacidn l'unc1onal: 

r (fo, o. v, p, µ> • o . 

slmbo/n 

o 
V 

p 

p 

Ft> 

dimenstnnes 

L 

L r-• 
H L-:' 

M L-1 r-• 
11 L r-2 

C. Se se1ecc1onan las variables repef.1t..1vas, las cuales deben 

tncluir lodas las "m" dimensiones fundamentales; no se escoge a la 

variable dependiente como repet1t.iva \fo). Por lo general, se toma 

una. variable concernl.ente a la geomet.r·ia del pr·oblem.'.I., ot.r·a 

concerniente a las cond1c1ones cinemat.ic.:t.oS y en su caso, ot.ra que 

t.ome en cuent.a a las t'uer-zas o masa del s1stemn. 

Para el ejemplo. SP l.omaran D. v, y p 

dimensiones fundamentales L, T y 11 Cm = :o. 

que incluyen las 

D. Se establecen los n - m paramet.ros adimens1onales (ftt), 

los CtJa.les se forman con la.s variables l'l.'pnt.itivas y con una de 

las vartahles restantes, y se 

fundament.ales. 

sustit.uyen sus dimens10nes 

E. Se .. 1-') . .:')tablecen !as 1:;-cuac1ones en térm1noti1 <le los ~>i:ponent.es, 

de t..al rc,rma que la suma algebraica de cada dimensión sea cet'o. 

lHª Lº TºJ :::::: inzt+J L>tl"'yl-3:tt+l T-yt-21. 
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par·a íl2 : 

z1 + 1 • O 

x1 + yt - 3z1 + 1 • o 

- y1 - 2 - o 

z2 + O 

x2 + y2 - 3z2 - = O 

- y2 - = o 

f. Resolver el sist~ema de ecuaciones de cada 

adimensional. 

parámetro 

Para ílt 

Para íl2 

Z1 

Z2 

yl 

y2 

- 2 

1 

x1 - 2 

x2 = - 1 

G. Se sustituyen los valores de los exponentes en las variables 

de los parametros del paso O. 

ílt = 0- 2 v- 2 p- 1 fo 

n2 • 0- 1 v- 1 p- 1 µ 

fo / (p 0 2 
V

2
) , 

µ / tp [) V) " 1 / ifa . 

K. Se establece la relación l"unc1onal, f(ílt' íl2, ... ' íln-m) .. o, 

o se puede expresar un parámet.ro en 1·unc1ón de los 

íl2 -f (íl1, ... , lln-m). En el ejemplo, se expresara: 

ílt " r <íl2) 

fo 
( 

µ 
) 

e 
• e -p 02 v2 p o V NR 

d(lnrle e es una constante adimensional y 

coeficiente de arrastre: 

Co = e / NR 

fo = Co p 02 v 2 
• 
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Ejemplo: 

3.3.1 Utilizando Q, O, 6h/l, p, µ y g como variables 

apropiadas para el !'lujo en un tubo llso, duterminense los 

paramet.ros adimensionales correspondient.es, seleccionando .1 Q. p 

y µ como variables repetitivas. 

Solución: 

La relación l'uncional en este caso es: 

P CQ, D, 6h/l, p, µ, r;> = O . 

Como se tienen 6 mar;nit•ides en> y 3 dimensiones fundamentales 

(M), se tendrán 3 parámetros adimensionales n,, <n - m>: uno de 

ellos será el coc1ent.e 6h/l, por io que: 

ílt • Q" 1 pyt µzt 0 

íl2 • g•2 py2 µ•2 g 

CL 3 T- 1 1" 1 CH L- 3 ¡• 1 IH L- 1 T- 1 1' 1 !L J, 

CL 3 T- 1 1' 2 111 L- 3 ¡Y2 111 L -i r-t 1• 2 [L T- 2 1, 

íl3 • 6h/l . 

Para ílt CHº Lº TºJ • [Hyt•zt L~Kt-3y1-z1+1 r-xt-ztJ. 

yl + z1 • O 

3x1 - 3y1 - zl + 1 • O 

- XI - Zl ~ 0 

donde resol viendo el s.lst.ema x! - l , yl • -1 , Zl • 1 . 

Para n2 CHº Lº TºJ • CHy2•z2 L3x2-3y2-z2•t T-x2-z2-2 11 

y2 + z2 • O 

3x2 - 3y2 - z2 + • o 

- x2 - z2 - 2 • o 

I>esolviendo x2 • 3 , y2 • 5 z2 • - 5 

Sustituyendo en las var1ables de los parámet.rn$: 

ílt = Q- 1 p-• µ 1 o 

íl2 Q 3 p" µ-r; r; 
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por t.ant.o: 

o µ Q3 15 Ah 
( 

p ' ) = (1 ' r --- µ" Q p 

D µ 
- f ( 

Q3 p'5 ¡; Ah 
) o --- µ" Q p 

3.4 SeDCJanzas geoltét.rica, cine.at.ica y dináaica. 

Muchos fenómenos físicos t.ales como vert.edores de las presas, 

cont.rol de inundaciones en los r1os, comport.amient.o de t.urbinas, 

bombas, propulsores y al.ras máquinas, se est.udian en det.alle con 

modelos pequenos. Gracias a esLo se ~ienen ahorros en costos como 

en t.iempos. Las pruebas se pueden llevar a cabo con un !'luido 

Cagua, por ejemplo> y aplicar los resultauos a s1tuac1ones donde 

se tengan ot.ros fluidos, como aire, aceit.e, etc. 

Para poder asociar el prot.ot.ipo con el modelo, es necesario 

que ést.os sean fisicamenle similares. La sin1ili t.,ud 1'1sica abarca 

diferent.es clases de similit.ud: ¡;eomélrica, cinemál1ca y dlnámica. 

3.4.1 SiDilit.ud geoMét.rica. 

La si mil it.ud ¡;eomélrica quiere dec1 r s1mll it.ud en !'arma. 

t:ualqui.,1· lon¡;ltud del prot.otipo CL0 > con respect.o a la lon¡;i t.ud 

correspondiente en el modelo CLm>, deberá cumpllr con la "relación 

de esenia" <Lr>, la cual se expresa como: 

Lo / Lm . ( 3. 4-. 1) 

La ;•u¡;osidad también debe sal.J sracersc en 1 a s1mi 11 t.ud 

geomét.r1ca, aunque ést.a sera más d11'icil de alcanzar en los 
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modelos peque~os. 

Si por alguna causa la relación de escala no es igual en 

t.odas part.es, entonces se tendra un modelo dlstorsionado. Por 

ejemplo, se puede tener similitud de dimensiones geom6t..ric1>s ent,re 

el prototipo y el modelo, pero sus rugosidades pueden ser 

diferentes; por esto y más, en diversos casos es dificil obtener 

la similitud geométrica. En consecuencia, el erado de similitud 

geométrica que debe lograrse, dependerá del problema 

estudio y de la exact..it,ud requerida en la solución. 

t-- bp -i 

1 ... bm--t 

D T 
Lp Lm 

1 l 

Prototipo ~odelo 

Fig 3.1 SlmiliLud geométrica. 

físico en 

De acuerdo a la flg 3.1, para que exista simil.itud geométrica 

se debe cumplir: 

bp Lp 
u Lr . C:l.4.lJ 

bm Lm 
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3.~.2 Siailitud cineaatica. 

La s1m1 l J.1.11<:1 cinemat1ca s1gn11"1ca s1mi 11 t.ud de mov1mient.o; 

por t.anto, se debe t.ener simil1t.ud de loncit.udes <,eomét.rlca) y 

t.ambién similit.ud de int.ervalos de t.iempo. Las velocidades en 

todos los punt.os de flujo correspondientes; deben cumplir una 

relación fija de mai;nit.ud a tiempos correspondient.es, entonces, la 

relación de velocidades es: 

Vp 
(3.4,.3) 

Vm 

También, las aceleraciones de las part.iculas, t.ant.o del 

prot.ot.ipo como del modelo, deben ser similares. 

L, 
(3.4.4> 

Los movimient.os d.; los fluidos son cinemat.icament.e similares, 

si las lineas de corriente del prot.ot.ipo y del modelo son 

t;'eomé-t,ricament.e si mi lares. en los tiempos r.:orr~spondient.es. 

Prototipo Modelo 

Pi¡; 3.2 S1mii1tud cinemat.ica. 
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3.4.3 Siailitud dináaica. 

La s1m1lit,ud dinámica s1gnil'ica s1m1l1t.11d rJe r·uerzas; est.o 

implica que las relaciones de los dil'erent.es t.1pos de ruerzas 

deberán sel" iguales en puntos ~or-respondient..es. l·~s rJec1r. que 

t..ant.o en el modelo como en el µrnt.ot.ipo. los númer·os de keyuulds, 

de l!ach, de F'roude y de lleber, serán iguales s1 ex1st.e s1mi t itud 

dinrtmica. 

En un sist.ema de rluidos, las fuerzas pre&entr.!s pueden sef' de 

viscosidad, de diferencias de presión, de at..racción grav!Lac1011al, 

de elast.icidad, de l.ensián superficial y otras. Por lo cual, es 

difícil co11seguir una similit..ud dinamica plena; al'ortunadament.e en 

muchos casos, algunas ruer-zas pueden despreciarse) pop lo que la 

at.encidn se enfoca en la si mi 11 t.ud de aquél las que son mas 

import.ant.es. 

La dirección que Loma cualquier p<irtlcuJa de l'luido se 

determina por ¡., 1·uerza result.anl.e que ncf,1Ja sobre: el la; por Jo 

t .. ant.o, Ja similit,1¡d r:ompleta ent.re dos f'JuJos se t.tene cuando 

sobf'e Las part.ículac corrnspondient ... es act.lfan ruerzas resu1 t..ant.es 

con la misma dirección y estJ~1n en una relación de nH:\@:'íllt..Udf.!S 

consLant.e. Si las ruerzas que acL1lan son fG, FP, f{t y FE. se debe 

cumpl1r: 

fop Fµp 

Ffim 
<3.4.!:D 

La si.mi 1 i t.ud dinámica implica simil 1 t,udes ¡!;'eome-t.ric;, y 

cinemát...icu. 
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Fúp 

Prototipo ttodelo 

Plg 3.3 Similitud dinámica. 

3.5 Aplicaciones. 

3.5.1 Flujo en tuber!as. 

fü1 .;;! fllJJO !l f,NtVo'!S de l .. 11bi:;r!as, las l"uerzas de importancia 

son las'de inercia y las viscosas, por lo cual, tanto el prototipo 

como el modelo deben tener el mismo n~mero de Reynolds para 

cumplir con la similitud din~mica: 

Vp PP Lp Vm pm Lm 
(3.5.U 

µp µm 

Yp Lp Ym Lm 
o (3.5.2) 

Up Um 

Ejemplo: 

Para determina1' las pérdidas totales de carga en el sisLema 

de tubertas de una estación de bombeo de ar;ua, se ha de utilizar 

un modelo a escala 1:5. Se dispone de aire a 25°C y kg/cm 2 de 
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prPstrln «hsolut.a. Para una velocidad de 50 cm/seg clel agua a 15"'G 

en una sección de 4 m de diiimet..ro en el prot.ot,1po, det.erm1nense el 

gasto y la velocidad del aire necesarias en el modelo. 

Solución: 

De la Ec 3.5. 

Vm = 

De tablas, para el 

µm .. l. 035 " 10-IS N 

PP .. 999.1 kgm /m3 

Lp 

Lm 

aire 

PP 
µp 

a 25°C y 

Vp , 

1 kg/cm 2
ab9 

seg/m 2 Asimismo, para 

µp m 1.139 X 10-3 N seg/m 2 

pm = L. lll5 kgm/m3' 

el agua a 15ºG 

Sust.1t.uyendo: 

1.185 
Vm " (5) ( 

999.1 
)( 

1.835 X 10-!> 

) t50 cm/seg> .. 3395.B cmrseg, 
l. 1:l9 X lU - 3 

Para det.erminar el gasto de alre en el modelo: 

Qm • Vm Am , 

3.5.2 Estructuras hidráulicas abiertas. 

Los sistemas t.ales como vertederos de excedencias, tanques 

amorl.lgi.iadorcs y t.r<'lnsiciones en canales, están somet.idos a 

fuerzas de gravedad debido a dil'erenc1as de ni ve 1 de 1 l iqu1cto, y .-i 

fuer-zas de i.nercia. Para que exista simili.t.ud d1nan11ca, es 

suficient.e que el número de Fraude sea igual en el prot.ot.1po y en 

el modelo: 

Vrn2 

(3, "i. 3J 
gp Lp 
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donde gm • gp y sustituyendo la Ec 3.4.1: 

Vp • Vm ~, (3.5.4) 

Los tiempos correspondientes también se pueden relacionar: 

Lm Lp 
Tm a Tp • resultando: 

Vm Vp 

Tp " Tm ~. <3.5.5) 

Para la relación de gastos: 

QP Lp3 / Tp 
3 s <Lr )!5/2 

' Qm Lm / Tm 
(3.5.6) 

y para la relación de fuerzas <por eJemplo en compuertas>: 

fp 

Fm 

donde h es la carga. 

Proble-. 

r hp Lp 2 

r hm Lm 2 • Lr 3 
, 

La velocidad en un punt.o del modelo de un vertedor de 

excedencias de una presa es 3.3 ple/seg. Para una relación de 

escalas del prototipo al modelo 10:1, ¿cuál es el valor de ia 

velocidad en el punto correspondiente del prototipo, en l;,s mismao: 

condiciones? 

Solución: 

De la Ec 3. 5. ' : 

Yp • Vm "('"¡:;- • (3.3 ¡:.ies/sc¡;J (.,,.-ro- l "'tU.436 pie/set;. 
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3.5.3 Haquinaria hiráulioa. 

Las máquinas hidráulicas requief'en un parámetro ad le ¡011al, 

que relacione el gasto a través de ellas y la velocidad de sus 

paf'tes móviles. Existe similitud dinámica, si los diagramas 

vectoriales a la entrada o salida de sus partes móviles son 

similares. 

El ndmero de Reynolds puede discrepar de dos a tres poi' 

ciento en la eficacia entre el modelo y prototipo, ya que es 

imposible obtener el mismo ndmero para ambos. El ndmero de Hach es 

importante en compresoras de flujo axial y en turbinas de gas. 
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CAPITULO 4 

ECUACIONES FUNDAMENTALES 

4.1 Conceptos fundamenta.les. 

El l'ltlJO de fluidos es un fenómeno l'!s1co muy complejo y, por 

lo ¡;eneral, su anál1s1s mat..emát..ico se l'acilit..a mediant..e ciertas 

suposiciones que s1mpl1t'ican el problema. Una de las principales 

es que se tenga uri I' luido ldeal; es dec1r, srn t·r1cc1ón e 

incompresible; ot..ra puede ser que el l'luJo no va1•ie con el puso 

del t..1empo. 

Anl.es de realizar el analls1s del l'lUJO de t'lu1dos, se 

explical"<íll t.:at!1·l.os coucept..os básicos para su desarrollo. 

Se def'ine a un s1st.ema como a una masa bien determinada de 

dlglln mat..er1al o cuerpo, el cual se d1l'erenc1a del resto que se 

llama medio amb1ente. Ue acuerdo con el pr1nc1p10 de la 

conservación de la masa, dent.ro de un sistema~ la masa permanece 

consLanLe con el L1empo: 

dm 

dt.. 
u . 

El volumen de cont..rol o sistema abierto es una región en el 
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espacio, por cuya t'ront..era, t..ambién llamada superl'icie de control, 

ent..ra y sale un l'lu1do. 

Los parámet.ros to J que 1nt.ervienen en el comportamiento de 

un fluido, como la velocidad, la presión y la densidad, en ceneral 

no son constant.es; pueden variar en el tiempo o de un punto a 

otro, o pueden variar en ambos casos. 

Se det'ine un l"lllJO permanente a aquél en que los parámetros 

en cualquier punt..o no cambian con el t.iempo: 

d a 

d t. 
D o • t4..1. ;!) 

En realidad ocurren pequefias rluct.uac1ones en las propiedades 

de 1m fluido a t.ravés del t.iempo; en presencia de t'luJo 

t..urbulento, por lo t..anto, el concepto de flUJO permanente se debe 

genera1Lzar al hecho de que, el valor promedio temporal de una 

propiedad no cambia a t.rav~ del \.lempo. 

El flujo no permanente es aquel en que las condiciones en 

cualquier punt.o cambian con el tiempo: 

d a .,, o . (4.1.:JJ 
d t. 

El fluJn es un1t'orme si en cualquier punt..o del t'lUJO, el 

vect.or velocidad tt.ant.o en ma¡;n1tud, como en direcc1611 y sent..ido> 

es idént.1co en un inst..ant.e dado: 

dv 

ds 
D 0 • (4,. 1. 4.) 

Este concepto se puede "l'licar al !"\•!JO de un !'luido real, a 

pesar de que ei vector velocidad es cero en la t'ront.era, siempre 

y cuando las secciones tansversales paralelas del conducto sean 

iguales y ld velocidad media en cada una de ellas sea la misma en 

011 insL.:int.e darlo. 

El flllJO c:s no un11'orme c11ar1do el vect..or velocidad varía de 
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un punto a otro en un instante dado: 

- o 

Un !'lujo uni!'orme permanente es el flujo de un liquido en un 

Lubo largo con un gast.o constante; s1 se tlenen las mismas 

condiciones, pero con gast.o variable, entonces sera un flujo 

uniforme no permanenLe; el flujo con gasto constante a través de 

un t.ubo cónico es un rlujo permanent.e no uniforme y el t;asl.o 

cl'ec1ent.e o decl'eciente a través de •ln t.ubo cónico es un !'lujo no 

permanente no uniforme. 

El flujo laminar es aquél en el que las partículas del !"luido 

se mueven en t..rayect.or1as en forma de laminas o capa5 paralelas. 

Este flujo se rige por la ley de Newt.on de la vlscosidad <Ec 

1.3.2) y es inestable cuando se tiene baJa viscosidad o alta 

velocidad de tlujo, ya que éste tiende a ser turbulento. 

El flujo turbulento es mas comllu y en él las partículas del 

fluido se mueven sin un orden aparente, desarrollándose mayores 

esfuerzos cortantes y t.e1'1éndos!'> más pérdidas o irreversibilidades 

de enel'g1a mecánica. Esf.as pél'didas var.ían con la segundo potencia 

de la velocidad. 

El flujo de un fluido es en genel'al tl'idimensional; es decir, 

que los pal'ámetr-os de flujo como la velocidad, presión y demas, 

varían en las tres direcciones de las coordenadas. 

El análisis de flujo de fluidos se simplil".ica si se 

seleccionan una o dos direcciones. en las que lu var1ací6n de los 

pal'ámetl'os sea mayo?'. En el flujo unidimensional, los par-ámetros 

de !'lujo se pueden expl'esar en función del tiempo y de una sola 

coordenuG~. !~ cual es por !o general) 

una linea cent.t'al de un conduct.o. Eh 

la distancia a lo lal'go 

c"l.P tipo de f!UJO 

de 

se 

utilizan los valores pr·omedio de los parámet.ros P.n cualquier 

sección perpendicular al !'lujo. Un ejemplo de ello es el flujo en 

tuberías, en donde se desprecia la variación de la velocidad en la 
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sección t.ransversal, t.omandose el valor promedio de ella <Fig 

4 .1), 

Flujo unidimensional Flujo real 

Fig 4.1 Perfil de velocidades. 

Debido a la viscosidad, en el perfil real de velocidades, la 

velocidad es nula en las paredes de la t.uber!a. 

En el flujo bidimensional, los paramet.ros de flujo est.<in en 

función del t.iempo y de dos coordenadas rect.angulares; por lo 

tant.o, las part.!culas de fluido fluyen sobre planos paralelos al 

rlujo y con el mismo pat.rón de lineas de corriente, con lo cual no 

hay variación de los parametros en dirección perpendicular a los 

planos. 

Las lineas de corr1ent,e son lineas continuas cuya dirección 

en cada punt,o es igual a la dirección del vect.or velocidad en 

dicho punto. A t-ravés de las lineas de corriente no existe l'luJo 

de f'luidos. Est-<:>s no cambian con el tiempo en flujo permanent.e, 

debido a que el vector velocidad no cambia de djrección en un 

punto: poi· lo t.anto, como una part.ícula de rluido siempre se mueve 

en forma t.flngencinl a lB línea de corrient.e, la l..rayect.oria de la 

p<Arl!r:ulb es una línea de corrient..e en flujo permanent.e. 

En flu.Jn no per-man~11t.c- las lineas de corrient..e cambian con e! 

t,ienipo. 
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Un Lubo de cor-l'ient.e es un conduct,o formado por- lineas de 

cor-r-ient,e, a t.r-avés del cual l'luye un 

cor-r-ient.e sólo puede ent.rar- o salir 

extremos ya c¡ue sus paredes est.an 

corriente. 

fluido. En IJO t.ubo de 

fluido a través de sus 

limiLadas por lineas de 

Fig 4.2 Tubo de corr1ent.e. 

4.2 Ecuación de continuidad. 

l.a ecuación de cont.inu1dad es una expresión mat.emática del 

principio de conset·vación de .La masa. En ella se est.ablecc que la 

la cant.idad de masa que enLra menos la cant.idad de masa que sale 

de un volumen de cont..rol es igual al cambio de rnasa en dicho 

volumen de conLrol, en un intervalo de t.iempo. 

La ecuación de continuidad se puede expresar en las formas 

rl1fPrPn~i~l e int.egral. 

Forma dt /ercncial. 

Se considera un volumen de cont.rol element.al Ax L\y Az (fig 

4. :¡ >. cuyos lados son perpendiculares a los ejes de un sist.ema de 

r.nor'1~ni\rl.1s <:o1f'1.P.~iclnas. En el centr-o del volumen de cont.rol 

e <x. y, zJ •::-1 t'luir1o t.íene una veloci<iarf v rte componentes cv)I. 
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vy, vz> y una densidad p , las cuales var1an en f'orma continua. 

)-, 
y 

e. 

e. - - - -
/,....J.---

/~/ 1 
1 
1 

Fig 4.3 Volumen de control. 

T 
A, 

----V 
Y' 

t:.y 

Para un intervalo de tiempo 4t , la cantidad de masa que 

entra en la di 1·ección X es: 

<p v>x 11.y 11.z M .. 

en l'orma analoga, la cantidad de masa que sale en la cara opuest.a 

<x + 11.x>, en la misma dirección, es: 

Por otra parte, el cambio de masa en el volumen de control i:s 

icual a la masa en el tiempo t .. + &t. menos la masa al t.1empo t .. : 

Haciendo un balance de masa en las !.res direcciones: 

((p Y)> - (p V)••·• 

C<p V)z - (p V)z•.z !pt •.t - pt 

Dividiendo ambos miembros entre 4x 11.y 4z 4t 
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-[ <p 
V)x•e)( 

tix 

Tomando 

- (p V). Cp V)y• .. y - <p V)y 
i· 

pt •.t - pt 

dl 

Umi t.es cuando 

iJ(p Vy) 

iJy 

t.y 

AX, óy, 

éJ(p V%) 

éJz 

Az 

+ 

y ót. 

iJp 

iJt. 

<p V)z.•a.Z - (p Vh] 

AZ 

t.ienden a cero: 

<4.2.1) 

la cual e~ la ecuación de conservación de la masa en forma 

diferencial. 

Papa un fluido incompresible, pe const,ante y iJp/iJt. "' O , 

por lo que se tiene: 

<Jv >< dv y CJv-¿ 
+ + a O . (4..2.2) 

La Ec 4..2.1 tambi~n se puede expresar en forma vectorial: 

dp 
- 'l • (p V) "' --;:;;:- ' <4..2.3) 

donde el operador nabla "</ " se del'lne como: 

rJ iJ iJ 
" • 1 + j + k 

iJx iJy iJz 

e i, j y l~ son los vectores un1t..arJos en las direcciones X, Y, 

Z, respectivanient.e. AdemáS el vect,of' velocidad ~ esta dado por: 

~ u V)(l + VyJ + Vzk . 

Por· lo 1,anto: 

"l • ( p t>> m (i 
d 

dx 
+ j 

<) <) 

+ k ~) 0 (Cp V)-. + (p V)y¡ + (p Vhk) 
dy ve. 

iJ d 
(p V)() + 

dy 
<p Vy) + (p Vz) , 
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lo que dem11est.r·a la validez de la Ec 4. 2. 3 Para un fluldo 

incompresible: 

~ .. o ' (4.2.4) 

donde al prod11ct,o escalar <7 • ~ se le llama diveq;encia del 

vect.or velocidad ~ , el cual sign11'ica el gast,o neLo que sale por 

unidad de volumen en un punt.o. 

Forll!a in 1egra1 . 

Supóni;ase el flujo de un 1·1uido, un sistema y un volumen de 

cont.r·ol. En el tiempo t la masa cont,enida en el sistema ocupa 

tolalmenle el volumen de control (fig 4.4J. Para el t.iempo t. + bot 

el sistema se ha movido debido al flujo, pero el volumen de 

cont.rol permanece fijo en el espacio. La masa del sist.ema es 

const.anle y en el t.iempo t es igual a la masa conlenida en el 

volumen dP cont..rol (mvct), por lo que: 

mvct s; mvc + 6.meal 
L •.-.t 

- Amon , 

donde mvc 
l • .. l 

es ld 111asa contenida en el volumen de control en 

el t.iempo t. + bol.. : b.m•ul es la masa que sale del volumen de 

cont..rol en el intervalo ht y dmon es la masa que entra al 

volumen de cont.rol en bot. Por t..anto: 

mvc - mvc 
l • ... l t <4.2.5) 

Analizando el primer miembro de la Ec 4.2.5, se observa que 

expresa el cambio de masa dent.ro del volumen de conlrol en un 

intervalo de t.iempo. Tomando el limit.e cuando bol. t.iende a cero: 

p dV = f 
ve 

dp 

,;t. 
dV , (4.2.6) 

donde p dV es la mas.a en el volumen de control a un tiempo 

t. ; dV es u11 e tement.o del volumen de cont.l'ol. 
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Para el segundo mJ.embro de la Ec 4. 2. 5 , \.amando el 11m1t.e 

del segundo término cuando t.t t.iende a cero: 

cAn11 a t 
m J p Vn dA•al m J p l~I COSO dA•al , (4.2.7> 

dnnd" vn es la component.e normal de la velocidad a la superl'icie 

de •:ont.rol tsc) y es posit.iv11 sl est,;¡ dirigida hacia el ext.erior 

del volumen de control; a es el ángulo entre el vecLor velocidad 

ti y el Vf.:'ct.or normal al volumen de cont.rol. 

dA 

Liempo L 

dA V 

Volum~n 
dt> control 

Liempo L + 61, 

fi¡r; i. ~ SisLer.ia y volumen de cont.rol en el !'lujo de un fluido. 

Paz·a ln masa que ent.ra al volumen de cont.ro l 

t..omando el l !mi te cuando 6.t. tiende a cero: 

dmon 
3 - J p ¡t¡ CDS O dA,n 

A•n 
<4.2.8) 

El signo es debido a que el cos a es negativo cuando ~l 
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flujo es hacia el interior del volumen de control, po1· Lo t.ant.u: 

~on drn1111al 

f p I~ 1 cos et dAT z:i - f p ~ . d~ (4.2.9) 
dt. ó't. AT oc 

Donde d~ es el vector normal al elemento de area, cuyo mddulo es 

i~ual a éste y es positivo si est.a dir1tido hacia afuera del 

volumen de control. La inte¡;ral de superficie se extiende sobre 

toda la superficie de control. 

Sustituyendo las Ecs 4.2.6 y 4.2.9 en la Ec 4.2.5 

dp 
fvc dl dV ~ - f p ~ <L2.W> 

Esta es la ecuac1ón de continuidad en t·orma rnt.e~ra!. 

La ecuación anterior expresa que la rap1dr>z de var1ac1ón de 

la masa dentro del volumen de control es igual al g-asto mas1co 

net.o que pasa a través de la superrlcie de control. 

Para un !'lujo permanente la Ec 4.. 2. to se s1mpl1rlca a: 

s p t. • d~ • o . (4.2.llJ 
•e 

Para el flujo de un fluido incompresible <p • constanteJ: 

f t . d~ • o . o f ¡t¡ cosa dA o (4.2.12) 
9 i: oc 

Si ~~ aplica esta expresión a un tubo de corriente, en el 

cual el volumen de control esta lJinitado por la pared del tubo y 

por las <ir·eas t.ransversales A
1 

y A
2 

<f'ig 4.5>: 
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Volumttn dtt 
control 

fit 4.5 Tubo de corriente con flujo de un fluido incompresible. 

Sustituyendo en la Ec 4.2.12 : 

J I~ 1 cos a dA ., - v, A, + v2 A2 - o .. 
Por tanto A, v, . A2 v2 (4.2.13) 

o o, m Q2 <4.2.H> 

Para un !'lujo permanente, al hacel' un an~llsis s1m1l.>l', se 

t.iene: 

«f •. 2. l5> 

Donde v, y v2 son las velocidades medias en cada una de las 

secci.ones A, y A2 respect.1 vamenle; son gastos 

volumétricos y .n es el gasto másico. 

l'robleaas: 

'. 2. 1 En una t.uber la por donde !'luye ace 1 te de dens t dad 

relativa O.Bó, la velocidad es de 2 m/se~ en una sección de 20 cm 

de diámetro. Calcule la velocidad en ot.ra sección cuyo diametro es 

5 cm; calcule arlem•iS el gasto masico. 
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A, 11 

_v, 

Solución: 

De la Ec 4.2.15: 

De la misma ecuación: 

V A 
V = --'--'-2 A 

2 

<2 m/seg) <0.2 2 x n/4 m2 J 

C0.05 2 x n/~ m2 J 
a 32 m/scg . 

4. 2. 2 Verifique si la distribución de velocidades sat1sf·ace 

la ley de conservación de la masa pat•a un :·luido incompresible. 

\. a l <t!X) + j <5y) + k <-lOz>. 

Solución: 

De la Ec 4.2.~: 

V o V = ü • 

+ j + k 
d 
<>z > e i <5x> + J <5yJ + k <-lOz». 

rl <) 

dx d)I 
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d 

iJx 
C5x) + 

d 

a 5 + 5 - 10 • O , 

<5y> - C!Oz> , 

con lo cual cumple con la ley de la conservación de la masa. 

4..2.3 Para la flr;ura, v
1 

a 3 m/ser;, v
2 

• 4 m/Seg', el flujo 

es permanent.e e incompresible. Encuenl.re v
3 

aplicando la ecuación 

de cont.inu id ad en f"orma integra 1. 

1 
dA 1 ---, 

!--..v, 
01::1m ! 

Solución: 

0 1:0.Bm 
v, 

dA1 

Aplicando la Ec 4.2.12 en cada una de las areas t.ransversales 

A
1

, A
2 

y A
3 

: 

J v 1 cos a 1 dA 1 + J v 2 cos o 2 dA 2 + J v 3 cos a 3 dA 3 =U • 
•e ~e •e 

donde, o
1 

• 180° a
2 

• o
3 

• 0° y además considerando las 

ve lacidades medias const.ant..es en cada una de las áJ'eas: 
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V • 
3 

V -" 

4.3 Ecuación de cant.idad de IDOViDicnt.o. 

La segunda ley de Newton del movimiento, se puede expresar 

para un sistema como: 

Lf"•mli•m (4..3.1) 
dt dt 

donde LF' es la resultante de t,odas las ruerzas externas que 

acttlan sobre el sistema de masa constante m 

gravedad se mueve a una velocidad \.. 

Para la dirección X se t.endNi: 

dvx d 

y cuyo cent.ro de 

d n·. • m a>< • m <m v.J = Hx 
dt. dt. dt. 

donde 11 • m \, es la cantidad de movimient.o del sistema. 

Analizando la fig 4..4., en la direcció11 X: 

En el tiempo t. 

En el tiempo t. + t.t <H><t•.t)•i• ""<Pf><t•.t)vc:: ... óHic.,.o.l - ó.H)(gn' 

donde H. es la cantidad de movimiento en la dirección X; Mlx
00

l 

es la cant.i•lad de rnovlmie11t.o que sale del volumen de control en 

el int.ervalo de tiempo t.t. y t.Hx •n es la cant.1dad rle movimiento 

que ent.ra en t\t~. 

El aumcnt.o de la cant.idad de mov1mient.o en la dirección X 

d~11l~1·u th:l :-,.isLcmtt es: 
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Dividiendo ambos miembros entre ~t. : 

(r'fxl ... l - l'fxt )!!ll 9 

ht 

{M:xt ... l - Hx\)vc + AHIC•o.l 

ht ht 

Tomando el limite cuando ht tiende a cero: 

( 
dl'lx ) EFw • ~~- • 
dt 8lA 

( 
dl1x J dl'lxaal 

dt ve+ dt. 
<4.3.2) 

De acuerdo a la sección anterior, el gasto masico que pasa a 

través del área dA Cfig 4.,> es : p l~l coso dA . 

Por tanto, la cantidad de movimiento en la dirección X por 

unidad de tiempo a través del área dA es : V• Cp 1~1 cos n dA>, 

entonces la cantidad de movimiento neta que pasa a través de toda 

la superficie de control en la dirección X es: 

dl'fxeo.l - dl'fJiC•n 
~~~~~~~- • J P V• l~I CDS a dA ª J p V• ~ • d~. 

dl se •C 
C4.3.3) 

Por otra parte, la cantidad de movimiento en la dirección X 

dentro dei volumen de control en cualquier tiempo es 

donde dV es un elemento del volumen de control. Por tanto, la 

variación con respecto a t de la cantidad de movimiento en el 

volumen de cont.rol es: 

( 
dHx ) 

dt. ve 

d 
dt Jvc p V• dV . 

St1st,.! t_..11yendo las exprc~ioncs .::mter1ores &lt lu, Ec ,¡.. 3. 2: 

ZPw 111 

d 
dt Jvc p Vx dV + f

90 
p l~I Vx COSO dA , <4.3.5> 

obteniéndose en la misma forma, expresiones análogas para las 

direcciones Y y Z, por lo que: 
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d 
zr m dL fvc p ~ dV T f.c p ,~, ~ coso dA • U.3. O> 

Est,a ecuación expresa que la fuerza resulLanLe que acLúo 

sobre el !'luido de un volumen de conLroi, es igual a la suma de la 

variación con respecto al Liempo de la cantidad de movimiento 

dentro del volumen de control y el flujo neto de cantidad de 

movimiento que sale de este mismo volumen de control. 

Para flujo permanente Cdo/dt a 0), la Ec 4..3.ó resulLa: 

zr • f P l~I ~coso dA 
oc 

o ffx • f P l~I Vx COS a dA . <4.3.B> 
oc 

Probleaas. 

4.. 3.1 El salto hidráulico es una corriente 1•ápida de un 

liquido en un canal abierto, el cual cambia repentinamente a una 

corriente lenta con un área Lransversal mayor y una superficie 

libre con mayor nivel. Si se Llene un salto hidráulico como el de 

la figura, donde 0
1
= 1 pie, v

1
a ~O pies/seg, v

2
= -L44 pies/seg, 

B • 5 ples Cancho del canal) y aden1ás se tiene flujo permanente; 

determinar la altura 0
2 

con la ecuilción de cantidad de movimiento. 

D, A, --

dA1-;--v1 
L 

o, 
1 

r:an" 1 rect .. angulat" 
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Solución: 

De la Ec 4.3.B: 

Ef, - J p l~J VK COS Ct dA 
•e 

a p V 1 y l cos (160°) Al + p v2 v
2 

cos t0°) A
2 ' 

.. - p V 2 
1 B 01 + P v,2 B 02 

Ademas las fuerzas que act.\lan sobre las áreas transversales, 

también se pueden obtener de la manera siguient.e: 

o 

r 
2 

B 0 1
2 

-
r 
2 

B D,2 

Igualando ambas expresiones: 

r 
g 

' 2 

r 
g 

r 
2 

B 0 1
2 

-
r 
2 

Resolvlen,jo la ecuación de segundo grado y Lomando sólo el 

val•H· pos1t,ivo ya que el valor negat.1vo carece de sig111J'1cado 

f!sico: 

D2 • 4.51 ples . 

4. 3. 7. Desde una boquilla mont.ada sobre un bot.e, se descarga 

horizont.alment.e un chorro de ai:•1a de B cm de dlamet.ro con una 

velocidad de 40 cnvseg. Si se t.iene !'lUJO permanente, ¿cuál es la 

t·uerza necesaria para mant.ener el bote en reposo? 
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X 
dA1 1 

r------J.¡'v 
l I '-.... 
1 're 
1 ~ 1 
1 / 1 
1 I 1 
L ___ _2' ____ _J 

/ 
Solución: 

Al seleccionar el volumen de control mostrado y de acuerdo 

con la Ec '· 3. 8: 

Lf'w • J p ¡t-1 V• cos o dA . 
oc 

• J p V v. cos <Oº> dA - p v2 A 
ec 

f'• • (1000 kr;/m 3 > C40 m/seg> 2 C0.0!1 2 X rv' m2
) " 80'2 N. 

Se requiere una fuerza de 80(2 N en la dirección X, para que 

el bote se mantenga estdtico. 

,,3.3 ¿Qué fuerza f se requiere para mantener la placa de la 

figura en forma fija, si el flujo es de 1m aceite de densidad 

relativa 0.83 con velocidad vo • 20 m/seg y flujo permanente? 

T j 

5cm0 ~Vx 
..L 1 

X 
F 
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Solución: 

Considerando el volumen de control mostrado y de acuerdo a la 

Ec 4.3.6: 

Zfx = f p l~I Vx cosa dA , 
•< 

• f p V
0 

V
0 

COS (180°> dA • - p Vo 2 A , 
•< 

Lo cual indica que se requiere una !'uerza de 052 N en sentido 

cont.rar10 a la dirección X, para mantener la placa t'1Ja. 

4.~ Ecuación de conservación de cncrg1a. 

El primer principio de la Termodinamica est.ablece que la 

transferencia neta de calor suministrado a un s1st.ema <AH>, menos 

la transre1·enc1a neta de energ-1a desarrollada por éste como 

l.r·abaJo < llllT>, es tcual al incremento neto en la ener¡;-!a CllE> del 

sistema, la cual es una propiedad de éste: 

1111 - h llT m llE . (~. 4..1> 

Análogament.e a la deducción de las ecuac1ones anteriores y 

con r•el'erencia a la fig 4.4: 

En el tiempo t. Eoi ªt "' Evc 
l 

En el t.iempo l. + M, : E•i •t +.,t 
D Evcl +.l + l\E:¡al - AEen 

La variación de la energ1a en el sistema por unidad de 

l.iempo: 

+ 
ht 

Tomando limites < il.t tiende a ceroJ e il':uatando con la Ec 4 .. t.1 

- lHJ -



dE 

dt. 

dH 

dl 

d\IT 

dt 

dE 

dt, ) ve+ [ 

dE 

dl 

Como ya se vio, la masa que cruza el elemento de área dA por 

unidad de tiempo es p 1~1 cos o dA . Se define a e como la 

energía por unidad de masa (E/mJ, la cual incluye vartos tipos de 

energía: energía potencial, energía cinética o de movimiento y 

energía debida al movimiento molecular o energía lnterna, la cual 

es independiente de la at.raccidn grav1tacionai o movimiento de la 

masa del sist.ema <u). Poi· lo tanto: 

E 
+ lL • 0.4. J) 

m 2 

De esta forma, la energía que cruza el área t.ot.al del volumen 

de control <superficie de control) por unidad de t.iempo es: 

dE 
( -- ) m f e p I~ 1 cos a dA . 

dt.. •<: !'C 

Analogamente, la energía en el volumen df' control en un 

instante es J vce p dV , donde dV es un elemt:'.!nt.o de volumen, por 

t.ant.o, la variación con rcspect.o al t.iempo de la energía dcnt.ro 

del volumen de control es; 

dH 

di. 

d 
( 

dE 

dt ).,e dt f vc e p dV • 

Sust.1t.uyendn las ecuaciones ant.eriores en la Ec .t. 4. 2: 

d\IT 

d\. 

d 
J e p dV + f 

dt... ve ~e 
e P 1 ~ 1 cos o dA . 

<~-~.5) 

El t.raha.10 t.ol..<-tl <'tJT) re;:il1zndo por el s1st...ema en sus 

alrededores. se puede dividir en el trabajo realizado por las 

ruerzas rk f>l'< . .'Silin l \lp) más el t.rab;:,Jo real izado por ru .. r-:zas 

r.ort.ar1t.l'-)S <Ws>, como el p-'.\r que se eJercr..~ en unQ. flecha, por !o 
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tanto: 

'o'T " \IP + \Is o 
d\IT 

dt 

d\lp 

dt 
+ 

d\ls 

dt 

de ncuerdo cori la de!'1nició11 TrabaJo • fuerza x dist.anc1a 

h'o'r • f p dA •¡t-f coso ht, 

d\IP 
o .. J p f\.f CDS a dA 

dt •e 

d'o'T d'o'P 
,. I p ft- f cos o dA + 

di, oc di, 

Sust.iLuyendo la Ec 4. L 7 en la Ec 4. 4.. 6: 

(4.4.7) 

dH 

dL 

d\ls 

di. 
d fvc e p dV + J

00
<e + .!:__; p f\.f cos a dA, l4.4..6J 

dt. p 

la cual P.s la ecuación de ia conservación de energía, que expresa 

que la cant,idad de calor ne1.a suministrada por un1dad de tiempo, 

m•mos el t.N.1baJo !'e~ 1 tzado por fuerzas cortantes por unidad de 

tiempo, es igual a la variación de la energ.!a dent,ro del volumen 

de control por unidad de tiempo, mas el trabaJo N,allzado por 

fuerzas de presión, m!ls el flujo neto de energ.!a por unidad de 

Uempo a t,!'avés de la superficie de conLrol. 

Si se aplica la Ec 4.4..6 al flujo permanente: 

dH 

dL 

d\ls 

dt 
• I <e+ 

•e 

Ecuación de Bernoulli. 

.!:__) p 1 t- 1 cos (\ di\ . 
p 

(4..4.V> 

i.;011,;iderando PI sistema mostrado en la f'ig 4.6, en donde se 

tiene un l'l•tcdo 1nco1npresible <p • constant.eJ y t'lujv pcrman,.nLe, 

al aplicar la Ec 4. 4.. 9 a los p1mt.os 1 y ¿ del sistema, se t,1ene: 

- 120 -



dll dlls 
( ~ 

V 2 

+ u 1 ) p VI . - + r; z, + 
__ ,_ 

A, + 
dt. dt. p 2 

V 2 

+ ( 2 + t: z2 + 
2 + u,) P v2 A2 ( 4. 4.. 1 ll> 

p 2 

T 
T 

Pig 4. 6 Volumen de cont,r•ol con l'lUJO perpendicula• a la 

superficie de control. 

Si se sust.it.uye la ecuación de continuidad para las m1srnas 

condiciones: Q • A, v, 1:11 A2 V Z en la Ec 4.. 4..10 

i V 2 V 2 

' (~ _ dWs) [.!.l. + ¡; + u1) (~ -- - z + l + + r; z + -·- + U2J • 
p Q dt. dt. l 2 2 

~ p p 

!lividiendo ent,re ¡; y además considerando r m p r: 

_1 (~ _ dl's) 
1' Q dt dt, [ 

P. -- --· .. 
r 

V 2 
l 

2g 
_'.'.!.) .. (~ + z,+ v2 2 + 2J. 

r; r 2g ;; 

U.4.11> 

Si se define '' li> energía que cnt.ra al sistema ent.re los 

p•tnt.os 1 y 2 como: 
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dtt 
h• - h· CL l 

r Q dt 

y además a la energia que sale del sistema entre ambos puntos 

como: 
d\o's 

h• .. hs ; (L J 
r Q dt 

Al sustltulr las ecuaciones anteriores en la Ec ,.4.11 

p V 2 U p V 2 U 
~-t + zt+ ~'- + ~-' + h• "~-2 + z2 ~ ~•- + ~-2 +he • 
r 2r; r; r 2g g 

(.1.J..11) 

la cual es la ecuación de Bernoulli. 

La energ1a requerida para vencer las ruerzas viscosas del 

!"luido c .. rricción .. ), se t.ransl'orma en energía térmica, por lo que, 

la temperat.ura del fluido aumenta y por lo tanto, la energl<i 

lnt..erna aument.a, as! como también, la cantidad de calor 

transferido al ext.er1or por unidad de masa <qJ. 

Ve esta rorma, s1 se considera a las pérdidas de ener¡;ia út.11 

de un sistema, expresada en unidades de carga como: 

y sustituyendo finalmente en la Ec 4. L 1'1: 

C4.4.13J 

Ecuación de Bernoulli para fluido incompresible y 

permanent.e, en la cual cada término está expresado como ener,;l.a 

por unidad de peso o "carga .. : 

energ1a 

peso 

f L [-f'-]"' lL l. 

La pérdida de potencia CPLJ se det·1ne como: 

PL • y Q :Et1L , PL ; 
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ecuación de Torricelli. 

Est.a ecuación se utiliza en t'lUJOS a trav.:s de or11'lc1os. Se 

considera un sistema como el de la F'ig 4.7; el or11'1c10 tiene el 

borde biselado, de tal modo, que el contacto con el 1'i111do sea 

m1nimo y, por lo tanto, los efectos de "l'r1cc1ón" sean mínimos. 

El liquido sale del orificio como un chorro libre y, por 

tanto, sometido a la in!'luenc1a de la gravedad. Este chorro tiene 

forma c1lindr1ca debido a la presión atmosférica y la pres1on a io 

largo de su linea central se considera igual a la presión 

atmosférica. 

T 
H 

F'i¡; 4.. 7 Descarga por un or11'1c10 de un depósit.o. 

Si el rlujo es permanente y los et·ectos de l'r1cc1ón 

despreciables, al aplicar la ecuación de Bernoul11 en los puntos 1 

y 2 se t.iene: 

p V 2 

~+ z. + --·-
r 2 g 

Pal ni V 2 + z2 + __ ,_ 
r 2 i; 

So?' supnnP un depósi t.o lo bastante grande, de tal s1.1ert ... e que 

Ja v 
1 

se r.u1Jsl•lere despreciable y adem<is de acuerdo a la 1'1¡;ura 
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V 2 • < ¿ g 11 J l /2 • ( 4 . 4. l ~. J 

la cual es la ec.11ac1dn r:1e TorrLcell1, q11P expresa que la Vf!loc1rlad 

de descarga del Uqu1do es igual a la velocidad de catda 111Jre 

desde la super!'icle Ubre del depósi Lo. 

Factor 1-te correcr.1ón d< .. la ene-rgía c1n&t 1ca. 

En la ecuación de BernDUl l 1, el t.érm1no v 2 /l~ representa la 

energía cin~t.ica por- unidad de peso del t'lu1do. La velocidad en 

una sección t.ransversal no es uniforme. Oebido a la v1scos1dad del 

rtu.tdo; por t.i1nto, es necesario at'ect.ar a este t.érm1no de un 

ract.or de corrección <aJ, de l.al manera que o yi/¿g- se-a Jgual a 

la enere;ta cinót.1ca media poi- unidad d<:> peso a t..ravés de una 

sección t.ransversal, doride V representa la ve.toc1dad promedio. 

El peso de t"luido por 11n1dad de t.1empo que pasa por dA se 

expresa como r v dA : al multiplicar por v 2 r¿g e 1nt.e~rar se 

obt.1cnt- la encr;;-fa c1nétic.:t por unidad de L1empo que pasa ;i t~raves 

de toda la st~cc1dn transversal: r J v 3/i€ dA . Oc igual manP-ra, !a 

energía ctn&t.ica media por untdad de t.1empo se expresa como 

(o v2 /2¡p<r V A) • donde " es el <!rea 1,ot,al de la secc1ón 

t.ransver·sal. l~u.:ilando: 

r J dA • o 1' ¡.A 
¿ ;; 

por t.ant.o: 

A 
J [ 

V 
)

3 
dA. (4. ~. 1 ()) 

V 

Pi.•1· le..: ¡_mt.Pr101-. la e<:uac16n de fiernoul l l se expresd como: 

.!J.._ r ... z, + n1 
l. r; 

{4.LlíJ 
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Para t'lujo laminar en una t.uberJa, a -= l para t'lHJO 

turbulento, 1.01 ~as 1.10. Por lo general se t.oma a m ya 

que el término de ener,ía c1néL1ca por unidad de peso represent.a 

un porcent.aJe pequer;o delll.r·o de la ecuación de Be1·no11l l 1 

Representación geométrica de los cambias de energía. 

El término de "carga", o sea, energia por unidad de peso de 

un !'luido de densidad const.ant.e, es de suma ut.il i dad para 

represent.ar en t'orma grarica los cambios de energía. 

Gons1derando la fig 4.8, en la cual, se tiene una t..uberia que 

conduce un liquido provenient.e de un depósit.o, y ademi!S est.<tn 

conect.ados t.ubos piezomét.ricos en el conducLo. 

r 
H 

-- - -- - l -- -1 - ---- Line>a de 
V2 2¡2 9 

v3 2¡. 
r;ía total 

T r p2 /Y 

~ 
Z1 

'( 

Z2 
E <3l F (, 

Plano her iz ontal 
deo r<.>fe>r~ncia Z3 

1 

f1g 4.H Represen~ac1ón t:ráf1ca de los cambios de energia 

para un fluido ideal. 
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En el punto (1>, el cual est,a alcJado de la descarga, la 

velocidad del líquido es pequefia y se desprecia; por lo tanto, de 

acuerdo a la ecuac1ón de Bernoulli: 

---· 2 g 

<la carga total en la linea de corriente del punto <1> es H ). 

Para un rluido ideal, en el cual no se disipa energía por 

fricción, esta carga total es constant,e a lo largo de la linea de 

corriente, represent.ándose con una lfnea paralela al plano 

horizontal. 

Para el punto C2), la car~a piezométr1ca o estática 

<p 2 rr + z
2
> la indica el nivel del liquido en el tubo 

piezométrico. La direrenc.ta de alturas entre la carga total y la 

carga estát.ica corresponde a la carga por energía c1nét1ca v~rlg. 

Para el punto (3), se t.ienen las mismas condiciones, aunque 

la velocidad v3 es mayor que v
2 

debido a que la sección 

transversal es menor. 

En la realidad, la rricción produce pérdida de energía por lo 

que linea de energfa o carga total no es horu:ontal sino que 

desciende a lo largo del rlujo. 

La linea que une los niveles de liquido en los tubos 

piezométricos, se llama linea de gradiente hidráulico o linea de 

presión. 
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H 

z, 

z, 

Cero carga 
de VP!oc;_id~d. 

' fflf!'QÍa ' 

' potc>nciat 
' 

11) A B C 

~~r~ía_ t~t~t • ___ j _ • _ 

(2) o 

1mPr9ia cinPtka 

E 

ent'r9la 
dc> 

prHi6n 

<3> F ú 

F'ig 4. !> Representación cual! tat..iva de las dil'erent..es energías 
pa1-a un l'luido ideal. 

f'roble11>as. 

4.4.1 Despreciando las pérdidas, det..erm1nese el gasto de 

descart;a por la boquilla en el depósito de la figura. 

T 
3 pie 

.L 

.. ·.·.·aceite·.'.'.·.·."· 

.'·>>.er::o, 1s ·.· · ·. "·.· 

1 
agua 4pie 

1 
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Solución: 

La presión que eJerce el ace1t.e, se conv1ert.e en una columna 

de agua equivalent.e: 

po • r h. (0.75J l62.4 lb/pie 3 J (~ plesJ - 140.& lb/pie 2 • 

hv • 
po 

De la Ec 4.4..15: 

140. 4 lb/pie2 

~~~~~~~~ • 2.25 pie . 
62.4 lb/pie 3 

v ... -.í27H .. ! 2 (32. z pie/seg 2
) (2. 25 + ' piesJ a .w. 06 pie/seg • 

( 
4. 2 

O • v A• <20.06 pie/segJ ( -¡-:;} n 

4..4..2 Para obt.ener el gast.o en una t.uber1a, se emplea el t.ubo 

Vent.ur1, q11e const.a de un conduc t.o convergent.e seguido de un t.ramo 

rle diámet.ro const.ant.e y después un conduct.o gradualment.e 

rlivergent.e. DeLermine el gast.o de aceit.e de densidad relat.1va O.U 

que !'luye a t.ravés del t.ubo Vent.ur1 s1 P, - p
2 

• 2. O lb/p1g 2
. 

15pl9 10plg 12) 
(1) 
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Solución: 

Aplicando la ecuación de Bernoull1 

V 2 __ ,_ 
2 g 

p V 2 
= --2 - + z 2 + - 2

-- + LhL • 
{' 2 g 

tomando como nivel de referencia la linea central del tubo 

Vent..url, z 1 "' z 2 • O y despreciando las pérdidas de energía: 

De la ecuación de continuidad 

Q - A, v, • A2 v2 

i6 Q2 
V 2 = 10 Q2 

V 2 • 
1 "2 o .. 2 "2 D " 1 2 

8 Q2 
( 

1 
) ' ~ º2 .. o, .. 

2 X 144. lb/pie 2 a Q2 (( ~~ r- ( :~ n. "2 (32.Z pie/seg 2J 

Q • 11.74 ple3 /seg . 

<t.'· 3 El sil'ón de la figura está lleno con agua, Llene una 

boqu 11 la de 6 plg de long1 tud unida en el punt.o 3, medi"n t.e la 

cual se red11ce el di<lmet,ro hasta o plg •>n el punt,o 4 de descarga. 

Calcular el gast,o de descarga si las pérdidas de a 2 son 

1.r v 2
2 /2g , de 2 a 3 0.9 v

2
2/2g y a través de ia boqu1lia, 

ü. U(> V .. 
2/"l<; 
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T 
8plg rp 

g pie 

t -== 
4pie 

3 1 
Agua .. -- \-Plg 

1111 

Solución: 

Aplicando la ecuación de energía entre los puntos y ' y 
tomando como nivel de referencia a este último (Ec 4.4.13>: 

V 2 

--·-
2 ' 

-

P4 V 2 
+ z~ + --4~ + LhL , r ~ 2 , 

t.omando las preslones en los puntos y 4 como cero manométrico y 

despreciando la velocidad en el punto 1: 

V 2 V 2 
~.5 m 1.06 __ +_ + 2.6 - 2--

2 g 2 g 

De la ecuación de cont.inuidad <Ec 4.2.13>: 

v .. m 16 Q /rr 

L5= 
1. 06 

2 ' 
rr J2+ 

16 Q 

Q • 2.436 pie 3 /seg 
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4.4.4 En el sistema mostrado en la figura, la bomba BC debe 

proporcionar un gasto de 160 l/seg de aceite (pr • o. 76) 

t.anque O. Si la pérdida 

entre e y o es 24. 6907 

suministrar la bomba BC 

de velocidad, potencial 

A 

15m 

Solución: 

de energ1a ent.re A y B es 9.573 

v2/2g a) 

? b} Oibujar 

y cinematlca). 

¿Qué potencia en 

la linea de cargas 

Jm 
1 

o 

hac1a el 

v 2 /2c; y 

Hf' debe 

(t.oLal, 

1 
60m 

a } Aplicando la ecuación de energía <Ec 4.4.13) ent.re los 

punt.os A y O; además desprec1ando las velocidades 

considerando las presiones en los mismos puntos como 

maoomét.r·iGo: 
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O+ 15 +O+ hbomba •O+ 60 +O+ 34..4.637 

hbomba = 4.5 + 34..4.637 

De la ecuación de continuidad <Ec 4.. 2.13>: 

A 
_n_x_0_._1_5_•~m-2~ • 2. 264. m/seg V • 

Sustituyendo en la expresión anterior resulta: 

por tanto: 

Pot.bombo.• 

hbombo • 54 m , 

{' Q hbomba 
1000 

(9806 N/m3 )(0.76)(0.16 m3 /seg)C54. m) 

1000 

Potbomba• 64..4. kW • 86 HP 

b ) La pérdida de energía entre A y B y entre C y O es: 

hLAB • 9.573 

2 ' 

• 2.5 m , 

hLCD • 24..8907 • 6.5 m . 

Por tanto, la linea de carga total en el punto A tiene una 

altura de 15 m sobre el nivel de referencia; en el punto B tiene 

una altura de 12.5 m ya que entre ambos puntos existe Z.5 m de 

pérdida de energía. La bomba proporciona una carga de 54. m por 

lo que, la altura en Ces de 66.5 m , y por tllt1mo, la altura en O 
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es de 60 m ya que entre e y D existe una pérdida de carga de o.5 m. 
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CAPITULO :l 

f'LUJO EH CAHALES 

B.1 Per111et.ro aojado. 

El flujo en canales abiertos present.a una superl'icie libre, 

la cual est.á sUJet.a a la presión ::>t.mosférica. Debido a est.o, su 

análisis result.a, en general, más complicado que el del flujo en 

conduct.os cerrados. 

La Unea de gradiente hidráulico coincide con la superl'ic1e 

libl'e del !'luido y su flujo a través del canal est.á arectado pOI' 

los efectos gravit.ac!onales a lo largo de su pend!ent.e. 

El flujo permanent.e y unil'ol'me en canales se present.a en 

canales lai·gos, inclinados y de sección t.I'ansversal constant.e; el 

t.lrant.e en este Lipo de flujo se llama t.1rant.e nol'mal, el cual es 

const.ant.e, al igual que el gasto a lo lal'go del canal. 

El fl1ljo permanent.f! no uniforme se tiene en un canal re¡ular, 

en el cual, el t.irant.e y pol' ende la velocidad media, cambia de 

una sección transversal a otra. También se t.1ene en canales 

irregulares, si el gast..o es const.ant..e a través del tiempo. Un 

ejemplo de este t.ipo de flujo en canales es el salto hidráulico. 

El fittJO no pt::J·manent.a no unit"orme es dificil de analizar y 
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el flujo no permanent.e unirorme casi no se present.a en canales. 

El per1met.ro mojado <P) se del"1ne como la part.e del per1met.ro 

de la sección transversal del conduct.o que est.á en cont.act.o con el 

fluido; poi· t.aC&t.o, no se incluye ld superrici., llLr·e. 

De "cue1·do " la Fig 5. i, t:l per1met,ro moJado c01·responde a la 

long i t.ud de A a B, por la curva. 

B.Z Radio hidráulico y Ecuación de Chézy. 

El radio hiraulico (R) de un conduct.o se def1ne como el 

cocient.e ent.r·e el <!rea t.ransversal del fluido <A> y el per1met.ro 

mojado: 

R • 

A 

(a) 

A 

p 

8 

( b> 

Fig 5.1 Sección t.r-ansversal de canales abiert.os. 

(5.2.1) 

Par-a un conduct.o circular de radio r, t.ot.alment.e lleno se 

t.iene que R :n r/2 o R • 0/4 . Al s11st.it.11ir 4R ~n Jne~r ri~ f) 

en el numero de Reynolds se t.iene: Nn • ~ p v k /µ : por lo t.ant.o, 

s1 para una t.uber1a, el NR cr1t.ico es de 2000, para el caso de 

•m canal, el NR cr1t.1co, es declr, donde hay cambio de 1'luJo 

laminar· a t,urbulent.o, es de 500. En general los l"lllJOS en canales 
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abiertos son turbulentos. 

Por medio del análisis dimensional se puede obLener una 

expresión para el esfuerzo corLante CTJ en la pared de conducLos 

de sección Lr-ansversal constanLc y con rlUJO turbulent.o p"rmanente 

y unlforme Cf'lg 5.2): 

r = r 
p 

B 
y2 

) [ ;- ] . (5.2.2} 

donde f es un coeficiente adlmens1onal, T se toma como ei 

esfuerzo cortanLe promedio ya que en canales abiertos y en 

conductos cerrados de sección no circular, ést.e no es const.ant.e 

sobre la pared del conducto. 

Al aplicar la ecuación de cantidad de movimiento al volumen 

de control Cvc) el resultado es cero, por io que existe un 

equilibrio de fuerzas en la dirección del movimiento. Haciendo un 

balance de fuerzas: 

donde ó.z • L sen e y P es el per1metro moJado. 

YAL 

f'ig 5. 2 fuerzas sobre un elemento de l' luido en un canal. 
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Sust.it,uyendo las Ecs 5.2.l y 5.2.2 en la expresión ant.erior y 

haciendo Ap ª p
1 

- p
2 

: 

ó.p + 1' Ó.Z 

L 

r p v 2 

ll R 
(5.2.3) 

Dividiendo ambos miembros entre y y haciendo h1• <Ap + r Az)/]', 

donde h 1 son las pérdidas por unidad de peso: 

r 
¡;¡ 

<5.2.3.aJ 

S represent.a las pérdidas de ener¡;ia por unidad de peso y por 

unidad de longitud, o la pendlent.e del rondo del canal <plant.illa>. 

la cual es la ecución de Chézy, donde 

coeficiente de Chézy. 

(5.2.4) 

es el 

Para el caso de t..uberlas se t.1eue que R ~ 0/4- . pnr lo que. 

sust.it.uyendo en la Ec 5.¿.3.a: 

L v2 

(5.2.5) 
o 2 ¡; 

r¡ue se conoce como la ecuación de Oarcy-Weisbach, donde l' es el 

1·act.or de fricción <adimensiona D. 

Para flujo en canales abiert..os, se tiene: 

(5.2.ó) 

en el r.ual se usah valores de 1' obt.en1dos con exper1ment..os en 

t.uber(;1s. 

Par;,. t~I caso de f'lUJo en ré~imen permanent.e. con t..1rant.e 

const.:.mt.e, vo un canal de t'orma pr1smrit.ica C.Fig 5. lb>: 
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Cm 
c = 

n 

donde Cm es el llamado coel"iciente de Hanning y es igual a 

1.'9 pie 1 " 3 /sei:; o 1.0 m1 ,.3 /seg en el sistema 111r;lés y en el sr, 

respectlvamente; n es un coe:t'iciente que depende de la rorma y 

tamal'io de la secc16n transversal; se obtiene experimentalmente y 

se le llama :ractor de rugosidad de Hanning <Tabla 5.1). 

Sustituyendo la ecuación anterior en la 

considerando Q • v A 

Cm 

Ec 5.2., y 

Q a A R2/3 s'"2 , t5. 2. 7) 
n 

la cual se le conoce como la l"órmula de Hanning. 

Tabla 5.1 Valores de "n" para varios materiales de pared 

en canales abiertos. 

/1aterial 

Madera cepillada 
ttadera sin cepillar 
Concreto acabado 
Concreto sin acabado 
fierro rund ido 
Ladi-il lo 
Acei-o para remaches 
ttetal corrugado 
Piedra de cantera 
Ticrr" 
Tierra con piedras o hlei-vas 
Grava 
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0.012 
0.013 
0.012 
o. 014 
0.015 
O.OlC> 
0.018 
0.022 
0.025 
0.025 
0.035 
0.029 



5.3 Aplicaciones. 

5.3.1 Un canal t.rapezo1dal de concret.o s1n acabado conduce 

a¡;ua con un t.irant.e de 6 ples; el ancho de la plant.11la es de 

8 pies y la pendlent.e de los lados es de 1 horlzont.al enLre 1 1/2 

vert.lcal. ¿Cuant.o vale el gasto s1 la pendient.e de la pla11t.1lla es 

de 0.004.? 

1--- 8 pie --l 

Solución: 

De acuerdo con la 1·1gura y de la t:c 5. 2.1: 

A = 6 x 8 + 6 x 4. a 72 pie2 , 

P s B + 2 -f"5"Z m 22.4 pies , 

A 72 
R "' p 22. ~ 

3. 2H pies . 
.. ___ .. 

De la Tabla 5.1, n = 0.014 Sust.Huyendo en la Ec 5. 2. 7: 

Cm 

Q - n 
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5. :J. 2 Oetei-minese el t.ii-ant.e en el canal de la l"igui-a par-a 

un ¡:asto de 12 pie3 /sec . El canal est.<1 hecho de acero r-emachado 

con una pendiente de 0.02 . 

Q -

1- X --j 

Solución: 

El ár-ea tr-ansversal del canal es: 

x • y tan 30° , 

A ~ y 2 tan 30° 

El pei-fmet.ro ftlojado, de acuer-do a la l"igur-a es: 

z • y / cus 30° ' 

P e 2 y / COS 30° 

Sustit.uyend" en la Ec 5.2.1: 

R • 
A 

p 
"' o. 25 y . 

De la Tabla 5.1, n • 0.018 , y de la Ec 5.2.7: 

Cm 

n 

1. 49 

0.010 

Q • 2.otl22 y6
/

3 
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y • ( 
Q 

2.6822 

12 pie3 /seg 

2.6822 

3/8 
) • 1.75• pie. 

5.3.3 Determínese la velocidad para un cana! rectangular de 

1 rw de ancho, pendiente en la plantilla de 0.006~ y coeficiente 

de Chézy C • 60 , por el que fluyen 1 m3 /sec de agua. 

T 
y 

l 
1-- 1m 

Solución: 

Expresando el área tr·ansversal y el perímetro moJado en 

runclón del tirante "y": 

p • + 2 y 

A ª y 

Pot· t.anto el radio hidráulico R sera: 

A y 
----p + 2 y 

El gasto a través del canal es Q : v A , por tanto: 

Sustlt.uyendo las expre:;lones ant.er1ores en la Ec 5.2.4.: 
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( 
y ) 1 /2 ( y ) , ,.2 

Q • e s 1 n y 
1 

• 
2 

Y • cóO) ca. 0064>u
2 

y --+-
2
-Y • 1 • 

( 
y ) 1/2 

0.2083 • y • 
1 + 2 y 

Para es~e caso, es necesario proceder en forma iterativa. 

Despejando a una de las "Y•" 

y • 0.2063 y )-1/2' 
+ 2 y 

Iteración yk .Yk + l 

1 1. o 0.3608 

2 0.3606 o. 4550 

3 0.4550 o. 4268 

4 0.4266 0.43U 

5 o. 4.341 0.4321 

Por lo Lanto, el valor del tirante es: 

Y X 0,4321 m 

V • 
o 
y 

1 m3 /SB¡;' 

--o-.-,-3-2_1_m~2- a 2. 314 m/seg . 
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CAPITULO 6 

fLUJO EN TUBERIAS 

6.1 flujo la111nar y flujo turbuient.o; n1f...,ra ele Reynolds. 

En un t'lllJO lam111;ir el !'luido se mueve en "ciipas" o "lil<111nas", 

desUzándose unas sobl'e ot.ras y t.en1enclo só.lo int.ercamb10 de 

cant.1dad de movLm1ent.o molecular ent.re elias; las fuerzas viscosas 

de cor-te se oponen a! movun1ent,o 1~nl,,t..1vo dt: "capas" de t'1u1do 

adyaccntl.·S. Por el cont.t·ari.o. on 1m f1UJo t.urbulenL0 1 las 

part.Jt.~ttitt!.: úe í'.hudo se mueven 12-n rt1ve1~sas direcciones }' hay 

intet·camb10 transversal intenso de can~ttiad de mov1m1er1to . 

Parn deLer-m111ar- s1 

Lurbu1ento. se ut1!1za 

el nu.¡o 

el rulmero 

de 

de 

un r1u1do es 

Reynolds; est.e 

.lamll\tll' o 

paramntr·o 

1nd1ca la t.crndencu.\ del t'.1\1,}0 lannnaf' hoclü ~"u t'iuJo t.urbuicnlo, y 

se dPt'tnc cu1uu; 

NR = 
V ¡ p 

µ 

es una longitud 



caracter!st1ca, p es la <lensidad del !'luido y µ su viscosidad. 

Para interpretar su signi1·icado, el invest.1gador Reynolds 

rea11zó experimentos en un d1spos1t.1vo como el most..rado en la Fig 

o.l . el cual const..a de lln t..ubo de v1dr10 con una v~lvula en un 

extremo, conectado a un dep6si to que contiene un liquido. Ademas 

cuenta con un dispositivo para inyectar una corriente l'ina de 

tinta en la entrada del tubo, la cual tiene forma de campana y una 

supert'1c1e muy ltsa. 

Fig ó.1 Aparato de Reynolds. 

Reynolds cons1rier'ó u v como la velocidad promedio y a! 

c.hamet.l'O del t.ubo O como la long1t.od caract.erist.1ca, por lo que: 

V 0 p 
NR = 

µ 
l0.1.2) 

La n1>t.11raleza del !'lUJO la determinaba con la ayuda de la 

t.1nt..a que inyect.aba al t..ubo de v1dr10. S1 la t.1nt.a rluia cumu un 

delgado !'ilament.o a lo largo del Lubo, se tenia un t IUJO l.1m1nar; 

este se presentaba para gasLos bajos. Al aumentar el gasto y por 

LanLo la velocidad de nu.10. el n1amento de tinta empezaba a 

use t lar hast.a romperse y d11·und11·se a lo ancho rle l t..ubo; en est.as 
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cond1c1ones se t.enia !" lUJO t.urb11lent.o. 

Reynolds det.erminó que un l"luJo laminar pasaba 

t.urbulent.o para valores de NR • 12000 tnumero crit.1co 

de ReynoldsJ; est,e valor carece de s1gn11'1cado pract.1co 

a ser 

superior 

debido a 

que en tuberías ord1nar1as hay 11·re¡;ular1dades que provocan que e1 

cambio de régimen laminar a t.urbulento se produzca para valores 

mucho menores del 

det.erm1nó que el 

valores de NR 

NR . Al realizar e1 proceso en forma inversa, 

!'1UJO t.urbu1ent.o pasaba a ser laminar para 

menores a ¿ooo tntlmero crlt.ico inferior de 

Reynolds>. Debido a est.o, en t.uberias convencionales, el cambio de 

régimen de laminar a turbulent.o, se t.1ene cuando el ntlrnero de 

Reynolds esta ent.re ¿ooo y <lUOO Para el"ect.os pract.1cos se 

considera que el cambio ocurre cuando NR a ¿ooo. 

6.Z Flujo con pérdidas de carga. Ecuación de Darcy-Weisbach. 

En un l'lu.10 de 1·1u1dos, los esn1erzos cortant.es son 

ocasionados por !a v lscos1dnd; esl.n~ esfuerzos, Q su vez. son una 

de las causas por las qlJe se present.an ias pérdidils o 

lrrevers1b1l1dades. Para ur1 t'lllJO incompresible permanent.e a 

t.raves de una t.ub&r la, 

pérdidas de carga o 

p1.ezomél.1·icas. 

las irrever-s1b1l1dactes se expresan med1ant.e 

por la calda de la linea de cargas 

Como SP vio en el Cnp 4 , 

del"lnida por los valores 

la linea 

de z + 

de cargas p iezomP,t.r 1 cos 

lo largo del 

conduct.o. Est,a linea va cayendo en la d1recc1ón del l"luJo debido a 

las pe-rdtdas o irrevers1b1l1dades. La d1sm1nuc Lón en z + p/]-' 

r~prPs~nt..a 1,rab..:1Jo desorrol lado sobre el rlu1do por unidad de 

peso. el CtJ<:tl se conv1ert..e en pérdidas lleb1do a la acción dP la 

t'uerza cort.ant~e v 1 scosa. 

L<1 F:c •; .• :.:J . .:>, expresa las pérdidas de carga por unidad de 
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peso l11 r J para cualquier a rea t..ransversal del conduct.o: 

L L v2 

hr . .,. m ,. 
R r R ll g 

(0.l.lJ 

donde I' es un coef' ic ient..e ad1mens1nnal y R, e.1 radlo 

hidráulico; r es el peso espec!l'1co del liquido. f'ara t..uberias de 

sección clrcular y t..ot.alment.e llenas se det.erm1nó que R • D/4 y 

además def'lnien<lo al l'acl.or de 1·r1cc16n U'J se tiene que: 

L v 2 

(0. 2. :.!) 
D 

Esta últ.1ma expresión se conoce como la ecuación de 

Darcy-lleisbach para l'iuJO permanente uniforme, ya sea t..urbulent.o o 

laminar; L es la longit.ud de t.ubería considerada, D el diámet.ro 

interior y v la velocidad promedio de l'luJo. El ract.or de 

t'ricción U'J es adimensional y depende de varios par<lmetros. 

Todos los parámet.ros de la Ec ú.:l.<!, a excepción de I' se 

pueden obtener mediante med1c1ones. Coloc.:indo un tubo de Vent.uri 

en una t.ubería <fig o.LJ se puede obt.ener el gast.o y con la 

medición del diámetro int.erno se puede calcular la velocidad 

promedio; en tan1.o que las pérdidas de carga entre dos secci.ones 

separadas una C:ist.anc1a L se pueden obt.ener con un man6met.ro 

di1'erP.nc1al. C:l t.ema de medidores de !'LUJO se est.udia en el 

t.;ap 'f. 
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f'ig o.¿ lfed1c1ones del l"lUJO en una tubería. 

<S. 3 Eouao16n de· lla1ren•Poiseu1Ue. 

De acuerdo con el pro~rama de la asignatura, en esta parte 

corresponde estudiar la ecuación rfo Bernoulll mod1J'1cada. Sin 

embargo, kta ya rue tratada en e.l Cap 4 , por lo que en su lugar 

se cons1der-a más conven1 ente 

Hagen-Po1se1u 1 le. 

desarrollar la ecuación de 

Como se v 10 en el Cap 4 , para un !"1UJO laminar permanente, 

la ve loe 1dad t.1ene un perr 11 como el mostrado en la Fig o. :3 . 

~J sP con~1dera ü r como la d1s~anc1a radial a partir de! 

eyJ de simetría de la tuberla, la veloc1<1ad max1ma se tend1·a en 

r = O y la velocidad cero se t~endra sobre la pared de.l conducto 

<.r- :: r.:>J. 

Por ot.ro part.e, ei esfuerzo cort~ant.e en e1 eje de s1met.r!a es 

r.Prn y en 1.::. part-J del conduct.o t.1ene su valor max1mo. < r 0 J, de 

ac1Jerdo rnn la relacton: 
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T : T 
o 

r 
to . .i. 1 > 

f'1,; o. J l>1st1·1b11c1ones rte veloc1dad y esf'uerzo cort.ant.e para 

un t"lUJO laminar en una t.uber1a. 

A vart.i.r de ia ecua.c1on de Newt.on ae ld v1scosulad l Ec 

l.;; . .t>; 

ctv 

dy 

donde la ct1st.anc1a y se m1dc a part.n de la pared del con<luct.o: 

y = r
0 

- r , siendo el rango de valore~ de y: U s y $ r
0 

además dy • - d1, ; sust,.1t.uyendo en la ecuación a11t.er1or: 

dv 
T ~ - µ 

dr 

El ~i¡:;r-o ne:,:at.1 vo indica que la velocidad V 

aument~dr r :>ust.1t.uyendo la Ec o.;;.¿ en la Ct. C . ..!.t y 

cons1del'ando ademéis que a una dist.anc1a r-ad1ai 

c1!1ndro concént..I'1co donde R.• r/.i! : 
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Oespe Jan do a 

V • V y 
max 

de donde 

V - u 

V f max 

o 

V 
max 

dv ¿ L 
(0.J.:J) 

dr r r 

dv/dr e integrando entre los l1m1t.es donde 

o h1 r 
dV D - f r dr 

r 
o 

¿ µ L 

(O. :J. 4.J 

t:omo Jil d1st.r1buc1ón de veJoc1dades est.á dada por un 

paraboloide de revolucion <fi¡; o. :l>, Cll)'O volumen es igual a la 

mitad rJel volumen rJel c11rndro que lo c11·cunscr1be, por lo t.ant.o, 

la velocidad promedio v es lgUa.t a 

mdx1ma. As! 

v = 

Despejando a 

o 

hr 

h = r 

hr r r 2 
o 

8 ~I L 

hr y considerando 

:J2 ,, v (, 

r o" 

lll.l µ Q (. 

" r o .. 

la mitad ¡fo la velor.1dad 

(ó.J.5J 

que r .. o.ri 
o 

(O. :J.{) l 

Las dos dlt.1mns (•xpres1ones se conocen como la ecuación de 

Hagen-1•01seu11le, que es va 1 Hla para t'IUJO lam1 nar incompresible y 

permanente o t.ravés de t.11her-ias ctrcularPs. Se obsP.rVrt que la 

perdida de car·ga es independiente de la rugosidad de la pared del 

con<111r::t.o y Vrtt·f~ rnn !rt primera pot.cnc1a de la velocidad. 

ic11;i1<1n110 las fr.:.s o. A.;. y 6. :i. í', y despeJnndo a r· : 
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µ ¡; 
1· = 04 to. :.l. tl> 

r v o NR 

Por t,anLo, s1 se t,iene un t·luJo laminar, tNR s ;wOOJ, se 

pueden obt.ener las pérdidas de car¡;a por medio de la Ec o. 3. 6, o 

bien con la Ec o.¿. 2 uLillzando el valor de r obt.enido con la Ec 

(). 3. ll . 

6.4 Pérdidas de carga por fricción para flujo lurbulenlo. 

Para !"lllJO t,urbulent,o incompresible y permanente, el t'act.or 

de t'rLcc1on no se puP.de obtener en t'orma t11rect.a mediante ale;una 

expresión t::omo en el caso de 1'1UJO laminar. Para obtenerlo es 

necesario recurrir a datos experimentales. De acuerdo 

experiment,os, las pérdidas de car¡;a par·a t'lUJO turbulento: 

- var1an directamente con la lon¡ptud de la t.uber1a; 

- var·ían aprox1madament..e con el cuadt·ado de la velocidad; 

- varlan aproximadamente con el inverso del d1~met.ro; 

a 

- dependen de la ru¡;osidad de la pared lnt.er1or de la tuber1a: 

- dependen de Ja densidad y viscosidad del !'luido; 

- son independiP.nt.es <'lprox tmadament.,e de la presión. 

En lo coricern1ent.(~ a la l'tJC!;OS1dad, ést. .. a involur:ra los 

s1gu1ent..es parametros: ·•e", el c11al es una medida riel t.amano r1e 

las proyecciones de la rug-os1dad¡ "e'", el cual es una medida de 

la d1st.r1buc16ri o espac1am1ent.o de las rugosidades, < ambos 

p.arame~ros tienen 01mens1011t:~ Yt: long l t.udJ /' "rn" , par·f!w~t.rn 

.-\d1mens1ondl que depend<:- del aspecto o rorm<i de la rugnstdad. 

Por t..ant..o, e! factor ad1mensional f depende •le l,odos los 

par·ame1,ros ant..er1ores agrupados 

n•Jmero de Reyno!ds agrupa a la 

viscosidad; los términos e y 

en t.érmtnos ad1mens1onales. El 

velocidad, chamet.ro, densidad y 

e~ se d1vuien ent.r-e el diamet..ro 
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interior de la tuber1a tDJ, por lo que: 

" e· 
!' " !' tNR , ' m > . (6.4.l) 

D O 

Para tuberías !isas e • e' • m • O 

Blasius obtuvo una expresión por medio de experimentos para 

t'lUJO tur·bulento en tuberlas lisas: 

0.310 
(' . 

NR
1

"
4 

(0.4.:lJ 

Para tuber1as rugosas el análisis experimental es mucho más 

complicado. Nikuradse experimentó con tuberías de rugosidad 

artificial, es decir, pegó en su pared interior granos de arena de 

tamal'lo casi constante te • diamet.ro de granoJ. Determinó valores 

de !' para diferentes valores del NR y de la rugosidad relativa 

<c,.D>, con lo que vino a demostrar la valldez de la relac tón 

t'uncionnl entre el !'actor rle l'ri.cción y 

adimensionales. 

6. 5 Diagraaa de lioody. 

estos parámetros 

Al igual que Nikuradse, L. f. Noody construyó un diagrama que 

''xpresa ñl ractor de rricción en !'unción de la rugosidad relativa 

y del n•lmero de f:eynolds, pero basado en estudios sobre tuber1as 

comerciales limpias, por lo cual constituye la base para el disel'to 

de t.uberias. 

C. f. c;olebrook determinó una t'órmuia emp1r1ca P<H"d ¡., 

tNrnsición entre el !'lujo en tuberías lisas y la zona de complet.a 

t.urbulencia en t.uber1as comerciales; esta ecuación de hecho es la 

base para el diagrama de Moody tfig o.4J: 
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,rr= -u.eo 111 ( 
/,. 51 

NR YT 
(0.5.lJ 

Si se determinan en t'orma exper1ment..a1 los valores de t" y 

de NR , se puede ut.1lizar la l"órmula ant.er1or para obt.ener los 

valores de la rugosidad absolut.a (E) de t.uberias comerciales, 

mismos que se enlist.an en la Tabla o.I 

En el diagrama de Hoody, la linea rect.a con pendient.e -1 en 

escala logarlt.m1ca, corresponde a la Ec D.3.8, por lo cual, est.a 

linea se ut.1l 1za en problemas de l'luJo laminar en t.uber1as, para 

cualquier rugosidad de pared int.er1or, ya que las pérdidas de 

carga no dependen de ést.a en t'luJo laminar (NR :S <!000). 

Para valores menores a e/O• U.001 . las curvas t.1enden a 

caer sobre la curva para t.uberlas 11s;¡s cuando el ntlfTiero de 

Reynolds disminuye. Est.o se debe a que ex1st.e una pellcula de 

!"luido en la pared del conduct.o, la cual aumenLa al disminuir ~1 

número de Reynolds, hast.a cubrir por complet.o I~ rugosidad de la 

t .. uber-1a; debido a esto, el ract..or de t'r1cc1ón llega a ser- igual al 

de una t.uber 1 a l 1sa. 

Al aument,ar el número de Reynolds. la pel1cula de rluido 

c.llsm1nuye y la rugosidad se empi.eza a descubri.P, ocas1onanc.Jo mayor 

t.urbulencta y por t.ant.o mayor pérdida de r.ar¡;a: ya en la zona de 

complet.a t..urbulenc1a. la pel icula de t'lu1do es pract.1carnente 

despreciable, por lo que la rugosidad inJ'luye en tbrma casi total 

en la t..urbulenc1a. Como se observa, las curvas en est..a zona son 

hor1zont.ales. es decir, no hay cambio del t'act.or de t'r1cc1ón al 

variar el número de Reynolds. por t.anto, la vtscos1dad ya no 

int.ert'iere en la pérdida de car·ga. Las pérdidiJs varian 

d1rect.ament.e con el cuadrado de la velocidad. 
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Tabla 6.1 Rugosidades absolut.as. 

Hatertal e; {plt>J r: lmm) 

Acer·o para remaches lJ. oua-u. u:l O.Y-Y 
Concreto U. UUt-0. O! o. 3-::S 
Hadera cepillada U.0006-U.003 0.111-0. \1 

f'lerro rundldo 0.00085 O.l5 
f'ierro calvan1zado 0.0005 0.15 
f'lerro l'undldo asl'alt.ado U.0004 o. i.¿ 

Acero comercial o 
t'ierro rorJado U.00015 o.04o 
Tubería est.1rada o. 000005 0.0015 

6.6 P&rdidas 11enores. 

Las p&rdidas menores de carca las provocan alcunos 

dJspos1t.1vos presentes en la t.uber!a, t,ales como codos, válvulas, 

Junt.as, et.e. En la mayorla de los casos, las pérdidas menores se 

obt.1enen en 1·orma exper1ment.al. 

Para el caso de la pérdida de carca deb1110 a una expansión 

brusca en urrn t,uber!a (f¡¡; 0.5l, en un l'1 UJO turbulento 

tncompres1ble y permanent.e, se puede aplicar Ja ecuación de la 

cant.1dad de mov1nnento entre las sec.c1anes 1 }' ¿ del volumen de 

control: 

Por otra parte, aplicando la ecuación de Bernoull1 en ::.mtios 

punt.os, con o a y considerando las p&rd1das de carca h• 

de ambas ecurtc1ones e ig1udando y 

considerando además la ecuación de cont.1nu1dad v
1
A

1 
= v

2
11

2 
: 
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V 2 - V 2 y 2 
- y2 v, 2 1 + he se 2 

¿ g g 

y 2 

~ 
2 

l rr he • --·- ( 1 - r- l ( 1 - ( ¿ g A2 ;¿ g u. 

Det'1n1endo a k como coel'lc1ent.e de pérdida de carga: 

la Ec 6.o.1 result.a: 

y 2 

he• k --1 -
¿ g 

) 2] 2 . 

2 

1 
I~ 
1 
1 
1 

~[]"""·~ P6 : : : :· ... : . ~ : !'.t 2 

v1 . • . . . • V2 -.·· ..... -
,· ..... . 

F1g o. 5 Expansión brusca en una t.ube1·1a. 

{0.0. lJ 

{(J. o.¿) 

Pnr1;t, el c.1so en que la expansión brtisca en una Luberia sea un 

depósito, ,;e t.1en,. '!"" 0
1
/Dz ;; O , por lo que, la pérdida de 

c .. 'u·ga es tgt1<ll a la carga por enet·gla c1nét.1ca. 

A. H. Uibson mediaut.e exper1ment.ac1ón obt.uvo una ¡;rat'1ca para 

determinar el coP.t'1c1ent.e k en expansiones ,raduales cónicas 
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La Tabla 6. 2 muestra valores del coel·iciente k para al&unos 

dispositivos utilizados en tuberías. 

Tabla 6. 2 Coeficientes de pérdlda de carga para alg•mos 

d1spos1t.1vos. 

Accesorio 

Válvula de &lobo (totalmente abierta> 
Válvula de án&ulo (totalmente abierta> 
Válvula de retención tt.ot.alment.e abierta> 
Válvula de compuerta tt.ot.almente abierta) 
Codo en "U" 
Conexión en "T" estándar 
Codo a 90° estándar 
Codo a 90° de radio medio 
Codo a 90° de radio lar&o 

1.2 
/ ""';o.J. 
~1 

-03 ·i .,, - 'lr,'=1.5 / - Q.¡_: 3 
'/ o, 

1.0 

0.8 

-
K 

0.6 

o 4 

02 

t. 
f 

1 1 

~ 
,__ 

--
.... 

o 
Oº 

/ 1 l 
1 1 
1 1 

40° 80° 120° 1600 

e 

Fi,; 6. 6 Gral" lCa de Gibson. 
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5.0 
2.5 
0.19 
2.2 
1. ll 

U.9 
0.75 
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[le manera análoga al anál1s1s ante1'1or, la pé!'dida de cat·ga 

debido a una contracc16n br11sca thc > se puede e>epresar ·~orno: 

((). (). ;i) 

donde Ce es ei coet"ic1ente de contracc16n 

A
0 

col'responde al área del chorro más cont.ra!da (vena cont,i-act.aJ. 

La Tabla 6.3 muestra valores de Ce pal'a agua, determinados 

por julius ~e1sbach. 

Tabla 6. 3 Coef1c1entes de cont.racc16n pai-a agua. 

A /A 1 0.1 1 O.l 10.3 1 O.& 1 U.5 1 O.o 1 U.7 1 U.H 1 U.9 1 1.U 2 

Ce 

1 

Q.óU Q."032 Ci:(;43 iJ.659 D.081 o.m Q.755 Q.ITT3 ü.fi29 Ll 

v, - '-+--- 1 

1 1 
... -+-~~ 1 

r , .. , 

F1g fJ. 7 t:ont.racc16n brusca en una t.uber·!a. 

Para el caso de una depó~1to que descarga a travéS de una 

r.11bP.Tfa. si 1~-' ent.P~da de ést.a es cu.adrada, !as pérdidas de cargoa 
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son 0.5 v 2
2 /2g : para entradas redondas, las pérdidas est.an entre 

0.01 v
2

2 /lg y 0.05 v
2 

2 /¿C ¡ s1 la t.uberla es de paredes delgadas 

y ent,ra un tramo de el la &n e! dep6s1 t.o, las pérdid<ts se !-<)man 

como 1.0 v 2
2 /2g 

Igualando la ecuac16n de Darcy-l(eisbach tEc ó. 2. :.o con la 

Ec o. 6. 2. se puede expresar a las pérdidas menores como una 

long1t.11rl equ1valent,& rle tuber!a CLoJ que ocasione !a 

1·es1st.enc1a <il fluJo o pérdida de carga: 

L• y2 vz 
l' • k 

(l ¿ g ¿ g 

despejando a L• 

k 1) 

L• = ¡· 

El coe!'1c1ent.e k t.amb1én pu<?de ser la suma de 

misma 

(0.0.~J 

varias 

pé-t>d1das menores, Si !as pérdidas menores son 1nrer1ores .:l! 5% de 

Las pérdidas por fricción, Las primeras se pueden despreciar: o 

t.amb1e.n s1 los accesorios se encuentran en promedio separados una 

long1t.ud de 1000 veces el dl«met.ro de la tubería. 

6.7 Aplicaciones. 

llent.1·0 de los problemas que se t.1enen en el rluJo de t'l!Hdos 

.. 1 través de t.ubcr!t'l.s, se pueden ident~1ricar tres casos simples, 

los cna1es t·eqrueren !a ecuación de co1It.1nu1rf1id. !a ecuación de 

{l;,rcy-\/etsbach y e! •:hagrama de Hoody para su solución. 

Casos lncóf!,nita 

l. (), L, n, V, {; 

II. hf, L, D. IJ, {; 

rr r. hf' Q. L, u, e 
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I. Para el primer caso, se calcula dlrect.ament.e el ntlmero de 

Reynolds y la rugosidad relat..1va; con P.st.os v~lorPs se dP.t.erm1nil 

,.¡ valor del !'actor de l'riccion en el d1ag!';ima .¡,, llomJy y pnr 

•ll timo de la ec11ac 1ón de Darcy-\/e1sbach se det.erm1 na h
1 

. 

o.·¡ .1 Se desea bombear un gast.o de 60 lrseg de agua a :wºu 

<u• 1.003 x 10- 6 m2rseg> a lo largo de un kilómet.ro de una 

tubería de :.m cm de diámetro, hecha de !'1erro rorJado. ca1cular la 

pérdida de carga y la potencia necesaria. 

Solución: 

De la ecuación de cont1nu1dad: 

A 
-(-

11
-,.-.-,-<-0-.-

2
-

1
- 2,,-n-,"2- = 1 . 111 mrseg . V = 

Ualculando NR y crD 

V U 
NR • 

u 

tl.91 mrsegJ tU.:.! mi 

(1.003 x 10- 6 m2 /segJ 

e U. 04.0 mm 
m o. uoo2:J . 

O ¿oo mm 

JB0657 , 

lle la f1¡; 6.4., media11t.e interpolación: 1·" U.0105 • por t.ant.o 

de la Ec 6. ¿, .!.: 

L 

D ¿ t 
2 IJ.0105 

lUOO m 

0.02 m 

Por tllt.1mo, de la Ec 4.1.11: 

N m 

(1.111 mrseg> 2 

¿ <11. fll nvseg2> = 15 
· :l4. 

vu:m = •J. 03 kw . 
seg 

- l!)Q -
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rr. Para el segundo caso, la velocidad y el !'act.or de l"riccidn 

son incógn1t.as, por lo que> se deben usar el diag-rama de l'foody y 

la ecuación de Darcy-lieisbach en 1·orma simultánea para poder 

determinarlas. Con la ayuda del valor ;;/O y la Fig o.~ se 

supone un valor de f <se recomienda usar el valor de la curva 

donde fes const.ant.eJ; por medio de la ecuación de Darcy-lieisbach 

se obt.lene un valor tent,at.tvo de v y con él se calcula un valor 

t.entaUvo del NR . Por lo t.anto, con este valor del se 

obtiene otro valor de r más aproximado y as1 iterativamente 

hasta obt.ener un valor del factor de fricción correct.o. 

Por último, se obtiene el valor de v y se calcula el valor 

del gasto Q . 

o.7.¿ A través de una tuber1a de 1¿ plg de diametro, hecha 

de fierro fundido, !"luye agua a IOºF <u= 1.059 x 10-" pie 2 /segJ, 

con una pérdida de car-¡;a de 15 pie en una lon¡ptud de 500 pies. 

Solución: 

~e deLerm1na el valor de la rugosidad relativa: 

e 0.00085 pie 
= 0.00085 . 

o 1 pie 

De la Flg 6.<I. se supone un valor de 

1' n 0.019 . De la Ec 6.2.2: 

f para este caso: 

500 pie 

1 p1e 

{V p1e/seg> 2 
15 pie n r 

1. y;;¡¿ )1/2 J 

sustituyendo el valor de f se obtiene que v = 10.083 p1e/seg. 

por tanto: 

V 0 
NR • 

u 
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Con este valor de NR y con la flg 6.4. : l' 0.01Y3 el 

cual es muy próximo al anterior, por lo que finalmente: 

v • 10.005 p1e/seg 

Q • v A• (10.005 ple/segJ (n/4 ll p1eJ 2 J • 7.80 pie 3 /seg . 

III. f'ara el tercer caso, el ract.or de 1·ricc1ón, el dlametro 

interior y la velocidad son incógnitas, por lo que, la ru¡;osidad 

relativa lc/D) y el ntlmero de Reynolds no se pueden determ111ar 

direct..ament.e. Es necesario en est.e caso, s1mpl11·1car las 

expresiones comúnmente usadas. 

De acuerdo con la ecuación de continuidad: 

(0.í.lJ 

sustituyendo en la Ec 6.2.2 y despe_¡ando al diámetro: 

o" • r = e, r : lO. 7. ;¿) 

el valor del coeflc1ent.e e 
' 

se puede calcular directament.e de 

los datos ori¡;inales. f'or otra parte, sustituyendo la Ec O. 7.1 en 

el ntlmero de Reynolds: 

V [) 4 Q e __ 2_ (0.7.3J 
V "ll [) o 

el valor o1el coeficiente C
2 

también se puede obtener en l'orma 

directa. 

Para resolver est.e caso. se procede como sigue: 

1. Se supone un valor de r . 

l.. Con la Ec 0.7.2 se obt.1ene D 

3. Con la Ec 6. l'. 3 se obt~iene NR 

.¡,, Se <l&t.0-l'llllfld la rugosidad relativa C/D 

5. Con los v:l lore~ ant.er1ores y con la fig ó.4. se obt.íene un 
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nuevo valor de f . Se replt.e el procedim1ent.o hast.a que I' 

no cambie sus dos pr1meras c it·ras s1gn11'1cat.1 vas, con lo 

cual el problema est.ará resuelt.o. 

Los diáttlet.ros nom1nales de t.ubertas son: 1/8, 1/4, 3/8, l/Z, 

3/4, 1, lt/4, 11/2, lt/2, 3, 31/2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, u, 10, 111, 

¿4 y 30 plg. Aunque éstos valores no corresponden a los diámetros 

int.er1ores, se t.omaran como t.al para erectos de est.e capit.uio¡ por 

t.ant.o, se tomará el diamet.ro nominal mayor s1gu1ente al calculado 

con el procedimiento anterior. 

Los tres casos anteriores se pueden resolver medlant.e un 

programa de comput.adora; para t.al el'ecto se ut.1lizar1a la fórmula 

de Colebrook cEc 6.5. lJ en lugar del diagrama de Mooi:ly, o bien se 

puP.dP. ut.1lizar' la correlación de Oon J. lt'ood, la cual es muy 

aprox1mada para valores de NR > 10000 y 1 x 10-15 < &/O < 0.04 : 

b 
t'=a+--­

NR< 

k e .c/D , 

b = 86 kº' •• 

l0.7.4> 

ó.7.a Se l.iene un i;~st..ü úe J.0 p1e".;se, a través de una 

t.uberia de 6000 pies de lone";1t.ud con una pérdida de carga de 

50 lb p1e/lb El flu1do transportado es agua a ouºc 

<u= t.l17 x 10- 15 p1e 2 /seg>. Determinar el diámetro de la tuber1a 

s1 ésta es de l'ierro fundido asl'alLado. 

Soluc1ón: 

De la Ec 6.7.2: 

015 .. 
B (0000 pieJ llU p1e 3 /segJ 2 

(50 p1eJ <32.2 pie/see";2 J n2 

- lól -
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Oe la Ec 6.7.3: 

NR • 
o 

1046211 

o 

8uponiendo que !' • O. OZ y sus ti t11yendo en las expresiones 

anteriores se obtiene : O 1. 433 pies, NR 730034, ademas 

c/D • 0.00026 ; con estos valores y de la fig 6.4 se obtiene que 

t' • O. 016 . En t'orma analo¡;a: O 1. 370 pie NR 7o3CJ57 

c/D • 0.00029 ; de la fii; 6.4: !' ~ 0.010 por lo tanto, el 

d1ametro de la t.uber1a será: 

0 • 1.37 X 12 • lb.44 plg, 

con lo cual se utilizarla una t.uberla de lH pi¡; para este caso. 

6.8 Golpe de a~iete. 

t:uando se tiene un t'renado o una acelerac1on en el l'luJo de 

un 11qu1do a t,ravés de una t,uberla complet.amente llena. se puede 

p!'esent.ar un guipe de ariet.e tleb1rlo a la casi rncompresibilldad 

del liqu1do, el cual consiste en el colapsamrnnto en forma 

violent.;:, de cavidades de vapor que se produr:en por la disminución 

de la presión en el u1t.erior de la t.uber1a. Un eJemplo de esto 

puerle ser el cierre brusco de una v<11v•1la en una linea de 

conducción. 

Si se considera que la linea de cont111cci.ón pr·uv1ene de 1m 

t.:rnqu& de almacenamiento (fig 6. ti) y desprer:iando la fricción, se 

pueden ldent.u·icar varios eventos que ocurren al cerrar la valvu!a 

en forma brusca. 

En el inst.an~e en que se cierra la válvula (t. ~ O>, la capa 

de liquido lnmediat.o se compi'lmt: y su velocidad se reduce a cero; 

este proceso .«e 1•ep1 t.e con las capas subsecuent.es a¡;uas arr1ba. 
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Debido a esto se produce una onda de a!t.a pres1on que se mueve de 

la valvula ai depósit.o, la cual frena el t'lUJO y comprime al 

líquido, provocando que las paredes de la tuberla se exp<H1Llan. 

Cuando la onda de presión llega al t.anque en el t.iempo 

t, • L /v , la presión del !'luido en la tubería es mayor que la 

presión en el t.anque la cual no 

cinética se ha convertido en 

ha cambiado; t.oda 

energia eiásLica. 

la energía 

En est.as 

condlciones, ei fluido comprimido en la t.uberla empieza a 1·1uir en 

sentido opuest.o con una velocidad - v ; en t,ant.o la presión en la 

t,uber!a v11el ve a su valor original <ant.es del cierre de la 

Válvula> y la pared del conduct.o recupera su t.amallo. 

ahora se tiene una onda de presión menor que viaJa a !a 

del sonido hasta la valvula. 

Por t.ant.o, 

velocidad 

l,;11ando la onda liega a la válvula en el \.lempo t. • ¿ L /v 

en t.oda la t.uberia existe la presión original y una velocidad v 

hacia ei t.;,nque, pero debido a que la V<Hvula sigue cerrada se 

empieza a producir una pres1dn negativa y una onda de presión m41s 

baja se propaga en dirección de la valvula al tanque, provocando 

que el !'luido se !'rene y expanda al tiempo que las paredes del 

conducto se contraigan. Si la presión en la tuber!a desciende por 

abaJO de la presión de vapor, el liquido se vaporizará en !'arma 

parcial y seguu·á moviéndose hacia el tanque en un pel'lodo mayor. 

En el tiempo t. m 3 L /V la onda de presJ.ón nei;ativa llega 

al t.anque; el !'luido en la t.uberia esta en reposo, a •ma pres1on 

menor a la or1g1nal y menor también a la p1,es1ón del t.anque; por 

lo tanto, el fluido empieza a !'luir del tanque a la valvula con 

una velocidad v , 1.n·ovocando q11P. t.ant..o en el liquido como en la 

tubería se restablezcan las condiciones or1g1nales. 

En el tieMpo t • 4 L /V la onda de presion llega a la 

vaivula. por lo que, en ese 1nst.ant...e las t;ond1c1ones en el s1st.ema 

son ig-uales a las or1t1na1es, es decir, a las que se t.enian en el 

instante del cierre de la válvula, por io cual, se ha completado 
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un ciclo. 

Debido " los efect.os de fricción en el l'lu1do y a la 

elast,1c1dad io1perfect.a del mismo y de las paredes del conducto, 

despreciadas en el análisis ant.erior, los ciclos no se suceden e11 

forma inde1'1n1da sino que ést.os van perdiendo fuerza llast.a que el 

!'luido alcanza ei reposo permanente. 

Si la válvula se cierra en un tiempo menor a ¿ L / v , se le 

llama cierre rápido, en caso cont.rario se llama cierre lent.o. 

H O !q !: Llv Llv~ t f. 2L/ v 

l v- --V 

<al lb) 

2Llv f. t = 3L/v 3L/v ~ t ~ H /v 

--1/ v- · v:O 

1 e) Cdl 

fig 6.6 Ciclo completo después del cierre brusco de una 

válvula en una tubería. 
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6.9 Aplicaciones. 

En los casos simples en t.uber1as an<slrnados en la sección 

o. 7, se resolvieron problemas sólo para tuberias horizont.ales en 

las cuales la pérdida de cargo a se rel'leJaba en una disminuc 1cln 

gradual de ia presión a lo largo de la tubería. 

Para problemas no horizontales se aplica la ecuación de 

Bernoulli, suponiendo que los f'act.ores de corrección de la energ!a 

cinética son iguales a la unidad y tomando el término de pérdidas 

como las debidas a la t'r1cción incluyendo las pérdidas menores. 

0.9.1 Para vaciar un tanque de aceite <µ o. 10 p 

r • 8 kN,m 3 J se usa una tubería de acero comercial de 12 mm de 

diámetro y 15 m de longitud. Calcular el g-asto cuando el nivel de 

aceite en el tanque se encuentra a ¿ no por encima de la sal ida del 

tanque hacia la tubería. 

Solución: 

Aplicando la ecuación de Dernoull1 entre la supe!'J'ic1e llbre 

del r luido en el tanque (punt.o l J y ia sa 1 ida del mismo por la 

tubería <punt.o 2J; y despreciando ademas la pérdida menor debida a 

la contracción brusca del riujo: 

p V 2 

~-·- + --·- + ztn r ¿ g 

P, 

r 

2 

o + o + H = o + -2__ 
¿ g 

Sustituyendo valores conoc1do.c; )' 

V 2 
+ __ 2_ + z 2 + hr . 

¿ g 

L v, 2 

+ o + r 
o ¿ g 

dco::pOJ<oflÚO la V2! 

V " 2 

JIJ.1.4~ ) 1/2 . 

( l + 1250 l'J 

Por ot.ra par1.e: 
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u • 
p g 

r 

Este 

problemas 

V D v, lO. 012 m> 
NR • "97!:1.793 v, 

u l. /.26 X iu-" m2 /seg 

problema se resuelve como el segundo t.ipo de los 

simples en t.uberlas. Por t.ant..o, de ac11erdo a: 

e 0.046 mm 
" o. 0038 • 

D 12 mm 

y con la fig 6. 4 se supone que r • O. 027 ; susti t. u yendo en las 

expresiones anteriores result.a: v2 = 1. uoz m/seg , ll'R L039 

l:omo NR < 2000 se t.1ene !"lUJO laminar, por lo que, para 

determinar r se puede usar la Ec 6. 3. !l: 1· = (J. 062 . 

Con est.e nuevo valor de f' : v 2 = O. 0701 m/see; , rlR = O!lO 

de la Ec 6.3.6 : r = U.093 Renl1zando 7 iLerac1ones mas. hast..a 

que el valor de r no cambie en sus dos pr imer·as e i t'ras 

s1gn1t'1cat.1vas, se obtiene que r o. 1419 con la cual 

v
2 

= U.469 m/seg ; finalmente el e;ast.o será: 

Q • 0.053 lit.ros/seg . 

o.9.2 fJet.erminar el gasto de descarga del depósito de la 

n;;ura, s1 sP. t.iene en la t.uber(a de L/4 plg una válvula de globo 

•1bierta. Sllponer que µ = o. 01 P y que el t.ubo es l i.s(..1. con un;, 

entrada bien redondeada. 
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'.'."f:55(b/pit>1.· 

20pie-5 

16 pil"S 

1/4P19 -
2 

Soluc16n: 

Aplicando la ecuac16n de Bernoull1 entre ambos puntos, 

despreciando el peso de la columna de 1H¡111do corr-espond1ente al 

t,r-amo de tuber1a sumer-g1da en el rJep6s1to de abaJo y cons1der-ando 

todas las pérdidas: 

~+ 
r 

V 2 

o+ o+ 20 ¡lle a O+ 1:.!.01 --2 - .. 1· 
¿ ¡; 

1268 

12.01 + 768 t' 

Por ot.r-a par-t.e: 

L 

D 

V 2 V 2 

--
2

- + lU.01+1U+lJ --2 -
l. g :¿ g 

UO p1eJ V 2 
-------- __ 2_ 
<0.2~/11. p1e> 2 g 

) 1,., ' 

µ ¡; <0.01,.47Y lb seg/pie'> C.l2.2 pie/seg 2 J plei 
-------------------- ~ 1.222 X 10-

5 

55 lb/p1e3 se¡; 

V D 
NR 1705 V 

2 
• 
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Este problema se resuelve de acuerdo al segundo caso simple 

en tuberfas; por lo que, usando la curva para tuberlas lisas de la 

fig 6.4, se supone un valor de r • 0.02 sustituyendo en las 

expresiones anteriores y haciendo una tabla de los result.ados de 

las iteraciones: 

v2 <pie/segJ NR 1' Cfig 6. 4.J 

6.86 11696 0.0265 
0.308 10755 0.0285 
0.104 1U51U 0.02\10 

Por t.anto, con el valor de r 0.029 se tiene que 

v, • 6.129 pie/seg y por último el gasto será; 
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CAl'ITULO '( 

l'fEDIDOkES DE FLUJO 

7.1 Presión estática y presión de estanca-.tento. 

En un rluJo de r1u1dos se pueden medir diversos parámet.ros 

t.ales como presión, velocidad, gast.o, viscosidad, et.e. Para ello 

se cuent.a con di versos mét.odos: directos, que cons1st.en en la 

medición directa del paramet.ro deseado; indirect.os, que consisten 

en la medición de otro(s) paramet.rotsJ para calcular el paramet.ro 

requerido; grav1mét.r1cos, por medio de balanzas; volumét.r1cos, por 

medio de t.anques de at'oro y elect..rón1cos, elect.roma,nét.icos y 

óptico,;. 

La presión es uno de los parámet.ros mas comúnmente medi<lú en 

un flujo de fluidos. 

La presión est.at.ica es la 

flutdo; la velocidad de flujo 

presión debida a la columna de 

no debe afect.arse al hacer la 

medición. La variación de la p1·esi6n, en t'ormn normal, en un flUJO 

laminar se rige pot' la llidrostatica, por lo que la det.erminac1ón 

de La presión en un punto permite conocer la presión en cualquier 
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otro punto de la misma sección transversal. 

La presión de estancamiento, es la presidn que se presenta en 

un punto <llamado de estancamiento> donde la velocidad del !'luido 

es cero <flg 7.1) y la linea de corriente que une el punto con 

el 2 se divide en este dltimo punto y prosigue alrededor del 

cuerpo. 

Aplicando la ecuación de Bernoulll en ambos puntos: 

p v2 P v2 
~-·- + ~-·~ + z, - ~-2- + ~-2~ + z, 
r ¿ ' r i ' 

de donde, la presión de estancamiento es: 

t7.1.1J 

Se consideran despreciables las pérdidas por 1"ricc16n entre 

los puntos 1 y 2 . 

.... t:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::.:::-_-.;c2c 

f ig 7. 1 -Punto de estancamient.o. 
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7.2 Medidores de presión. 

La presión est<!tica en un !'lujo, se puede medir por medio de 

una abertura piezométrica. Esta abertura se hace en la pared del 

conducto; debe ser pequelia, sin rebabas en la orilla del oril'icio 

para evitar remolinos que alteren la medición. 

La rugosidad en la pared del conducto es un factor que puede 

ocasionar considerables errores en la medición de la presión. Por 

ello, se pueden tener varias aberturas piezométr1cas alrededor del 

conducto y conectarlas a un solo anillo piezométrico; también se 

puede limar la superficie alrededor de la abertura. 

L ... 

fig 7.2 Abertura piezométr1ca. 

El tubo est.át.ico se emplea cuando se t,1ene una pared in'Ler1or 

del conducto muy rugosa. Consta de un t,ubo cerrado en un extremo 

y puesto contra la corriente Cfig 7.3>; cuenta con oril'icios 

pequel\os en el cuerpo del tubo. Se desprecian los efectos 

ocasionados en el flujo debido a la presencia del cuerpo del tubo 

estático. 
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El error que se comet,e deb tdo al desa1J.neam1ento del t.ubo con 

el flujo <hasta 15''>, es muy pequel\o. 

Fir; 7. 3 Tubo est,at,1co. 

7.3 Disco de Ser. 

El disco de Ser es un dispositivo que se utiliza para 

la presión f?sf . .;H.lr.a en un r::onduct.o, cuya pa1·ed interior 

f'IJf{OSiJ. Const..-i df'..' 11n m"1t1f5metro cuyo ex.t.r·emo está unido a un 

o pl;H:a circular· rfe muy baJa rugosidad. 

medl1· 

es muy 

disco 

El <Jisco se coloca en rof'ma pa1·,.lela a las lineas de 

corr·ient,r: y aparent,;, ser una pared de conducto. El disco de SE'r 

"""Vtt.a los f~r-rores r¡ue se comet.erian debido a la pared l'Ugosa del 

c.ond11ct.fJ. 
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fi' 7. 4 Disco de Ser. 

1. 4 Tubo de PlLot.. 

El t,11bo de f'I t.ot. es un disposil.1 vo qui> permi t.e obt.ener la 

pl"esión de est .. ,1ncam1ent.o y, con base en ella. calculilr la 

velocidad de t'llljo dent..ro de un conducto. 

Const,a de un t.ubn de v1dr10, dob1;lr10 en -'tnt;nlo recto, cuyo 

extremo ;1bterto se coloca cont .. r-a la cor-r-1ent.e <f!.g 7.')>. El nJve1 

dr. Jíq11tdo se !f:"vant .. 'l ~h sobr·e el nivel de !a super·t'1r.1e 11hr.:· 

en '111 canal Jlbte1·t..o, r:::1J;)ndo la pres1ón en el iu1,er1of' <1el t.uho 

resiste..,¡ lmpact.o •le la velocidad de rt11.10. L.1 veloc1da<l en .,.¡ 

punt.o <1f~ est.<'lnr::•,m1ent.o <2) P.S cero, por In que, apJ icanrto la 

ecttflc 1Qn d~ ne1·no1I111 en los punt.os y l. 

.!.L V 
2 

_!2_ = h., + t.h 
~- l, ¡; ,v 

Ademrís fl,/r h~ por lo c¡ue: 

V 
t.h ( í" . .t. l J 

.~ !; 
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V• 12 g 6hl 1' 2 . <7.4.¿J 

l.~ presión de estancamiento esta cons1.1t..uid<-t por la pres1on 

est;ít.1ca que corrPsponde a 

corre5ponde a Ah 

ho y la presión din.1!111ca que 

1 
ho 

_ ¡_ _ -- _2 .. ____ _,- l 
V 

F1g 7.5 Tubo de Pit.ot,. 

Al combinar un t.ubo de f'lt.ot con una abertura p1ezomét.r1ca en 

un manómetro dil'erencrnl <Fig 7.6), se puede leer mas !'ácilmenl.e 

la rllferenc1a de niveles en dicho manómetro. 

Aplicando la ecuación de Bernoulll en los puntos J y .2 

2- + 
r 

V 2 

(7.4.3l 

La pres1dn en el manómeLro, expresada en columna de at:;ua. es: 

~ ~ r pr 1 + k pr 1 + y pr 2 - ( k + y) pr 1 • ')' pr 1 ' 

= y [ 
(Jr 2 

tJr; - 1 J 

,j1J5t.1 t.uyenrto J ri ecu:Ji; tón :111t.er lar nn la Ec í~. 4. ~I y dA-spP.Jdlll1n 



ta velocidad: 

V 

er, 

- 1 Jf''' . 

2 
T 
k 

F'ig 7. 6 Combinación de un t.ubo de Pi t.ot. y una 

abertura piezomét.r1ca. 

<7. 4.0 

También se pueden combinar un t.ubo esf.ilt.tco y un t.ubo de 

Plt.ot, al cual se le conoce como t.ubo de P1tot. estAtico. 

Analizando est.e disposlLivo de manera análoga al anterior, se 

llega a la misma expresión <Ec 7. 4.. 4.). pern F>P -::t::r~e:=a un 

coeficierit.e de corrección (C) debido a los erectos que ocas1onf\ -_;on 

el flUJO el extremo del dispos1t1vo y su parte vertical: 

t"/.4.5) 

El t.ubo de Pr;;ndLl es •m t.ubo est,111.lco, cuyo rxt,1·emo "" 

P.nr.uent.ra desp11nt~ado, de t..aJ maner;. que C • 1 ; par ... 1 ot.rn f.1 po de 
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t.ubo de Pit,ot est.atico, "C" se det.ermina por cal1brac1ón. 

V 

fig 1.7 Tubo de Pitot est.atico. 

l'robleaas: 

7. 4. t Un cuerpo es tac 1 on.1f'lO s11merg1do a 5. 4 m 

superric1e l1bt·e del agua de un r-10, experimenta una 

máxima de 69 KPa. Calc•llese la velocidad dei agua 

pl'Ofundidad. 

SolllCtón: 

de la 

presión 

a esa 

Se convier·t.P. l;) pres1ór1 máxima a una columna de agua 

equivalent.e: 

h m 
p 

{' 

óQ X 10 3 l'Vm 2 

9807 N/m3 = 7. 04 m • 

dt1 =Ji - ho. 7.04 m - 5.4 m a t.64 m 

De la Ec 1. 4.?.: 

- 17í' -



7.4.2 En la Flg 7.6, el fluido que !'luye es aire 

<p ,. 16 lb/plg2
abe y t. z .ioºn y el !'luido n1anomét.r1co es agua. 

Calcúlese la velocidad del aire para y m 1.¿ plg. 

Solución: 

De l.ablas, para las condiciones del aire: pr 
1

• t. .!724 x 10- 3
• 

De la Ec 7.ol.4 

v • 71.10 pie/seg. 

7.B Tubo de Ven~uri. 

- i )]"". 

1. ¿ 

12 

1 
ple) e -1-._¿_7_¿_4 _x_t_U __ :l ] 

1/2 
1) • 

El t.ubo de Vent.uri es un instrumento con el 1ue se obt.iene ei 

gast.o a través de un conducto. Est<I const1t,uido por varias 

secciones: la primera P.n el sent.ido de flUJO, es del mismo 

diametro que el conduct..o y t.iene varias aberturas piezomét..r1cas 

unidas a un áíll ! lo de bronce para medir la presión est.át .. 1ca en 

dicha se.-:<::1ón.¡ la seg11núa es una ser.ción cónica conver:;ente; la 

tercera es una sección de menor diámetro, también con un anillo 

p1ezomét.r·1co; y por último una sección cónica r;radualment.e 

di ver¡;eut.e hast..u el diametro de la tubería. 

f'dl'ª tener mayor prec1s16n en la lectura t.1el manómet.ro 

dit'crcnc1:d. que cst.<1 concct..:¡do a los an1llo.s i>l&Z•-Jiii.:::t.1·lGúS, 

d!:>spués riel t.ubn dr Vent.ur1 d('be haber un tramo de t,uber1a 111.Jre, 

de por lo menos diez veces el diamet.ro de la t.uberia. 

La vt.':>locidad en la sección de menor diámetro es mayor y la 

prflsic'1n d Lsm 1 o u ye. cnn respecto a la pt· tmt'!'ra secc ton. 

- lí'll -



Las 

mientras 

presiones en ambas secciones son 

~ue las ve l.oc tdades obt.enidas con 

presiones reales, 

la ecuación de 

Bernoull i <a menos que se consideren !as pé-rdidasJ son ve !tJC id ad es 

t.eór1cas. 

f.l coef1cíent.e de velocidad tCvJ, se define como el cocient.e 

ent.re Ja velocidad real tvaJ y la velocidad t.eórica lVtJ: 

Va 
Cv = <7.5.D 

Vt 

Por lo t,ant.o, al mul t, ipllcar la velocidad teórica por el 

coeríc1ent.e de velocidad y por área real del conduct.o, se obt.iene 

el casi.o real que pasa a t.ravés del mismo. 

fig 7. !l Tubo de Vent.uri. 
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Aplicando la ecuación de Bernoul11 en ambos punt.os: 

~ + 
ri, 

+ h -s_ + ...2 
2 g r ¿ g r 

De acuerdo a la ecuac1on de cont.iuuidad u:c 4.2.i:J) 

y2 __ ,,_ 
:.! g 

o, 
o, 

( í'. ~5. ~) 

Sust.it .. uyendo est.a expresión en la Ec 1. 5. 2 y despejando: 

V 21 " ( _2_r;_l_h_+_t_P_:.1 _-_P.;:2_'_"_r __ J 1 /, . 

- lD, / U
1

J 4 

De acuerdo a la Ec 7.5.1 

_l.._r;_l_h_+_<_P_, __ P_,_'..,,"_r __ ] 1 /2, 

- ll>, / º• >4 

( í. 5. ::JJ 

por lo t.ant.o, ei ¡;asto real es: 

Por ot.ra pat·t.e, de acuerdo ill manómet.ro <1it'erenc1al y en 

t .. érm1nos de columna de ª'°Ud: 

y ( ..!:'.2_ - 1) = h + 
P•' 

S:ust .. 1 t.uyP.ndo Pn La Ec í". ~. 4 : 

<) = Cv A, [ 
¿ ¡; Y (< pr 

2 
/ P• 

1 
>- 1 ] 

l - (u, / lJ 1 >"' 

- um -

P, 
·r pr L • 

] 1/2. t'l. 1).5J 



En es1,a ecuac 1 ón, La cual se valida para liquides, no 

int..erv1ene h , por lo que, el ~asto no depende de la posición del 

tubo Vent.11r1 Chor1zont.al, vert.1cal o inclinada>. 

La pérdida de energía es del 10 al 15% del cambio de carga 

ent.re Las secciones de los puntos 1 y 6. 

El coet·1c1enLe Cv se obt,1ene por callhración del tubo 

Venturi, o sea midiendo el gasto real y la diferencia de presiones 

y despejando de la Ec 7.5.5 a Cv . 

'(. 6 Orificios. 

El orificio es ot,ro dispos1t,1vo que permüe obtener el gasto 

que descarga un depósit.o o que rluye en una tubería. 

7.6.1 Orificio eft un depósito. 

Para el caso dP. depós1t.os. el or1r1c10 se s1t.t1a por Jo 

general en una pared riel mismo y de 1·orma circular. :>e recomienda 

que la arista del or1t'lcio sea "fllada, para que el liquido t,enga 

el menor cont..act.o con P.sta. 

Para este t.1pn rJp or11·1cios, el r.:horro de fluido se contrae 

después de 1 a atJPrt.ura, es rlec l r, es menor e L a Pea t.ransverso:i J del 

chorro en comparación con el .r:trea del or1t'1c10. a est.o se le 

conoce como chorro cont.rairto o vena cont.ract.a; en donde ademas, se 

t.ienen lineas de corriente paralelas y presión atmost'ér1ca. 

Ct.1ns1derando la f1:; 7.º y suponiendo que !:t vPlor.ld~ri dF.-! 

1'lu1do en el punLo ~s ce-ro y 'lUe la presión en ambos punt.os es 

la at,most'énca, de acuerdu a la ecuación de Uernoulli: 

~+ 
¿ b 

P, 
)' 
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o . H • 
V 2 

2 

De acuerdo con la Ec 7. 5.1 : 

( ... ú. 1) 

Cl.o.¿i 

El coeficient.e de contracc16n (C.:c), se define como el 

coc1ent.e del <!rea de chorro (A,> entre el <!rea del or11·1c10 tA
0

> 

C.:c . A2 
( 7. (). ;I) 

A o 

Por lo t.ant.o, el ¡;ast,o real del ahorro es: 

o., . Cv C.:c A u ¡; hJ l/2 : o 

al producto Cv Ce se le conuce como coet'1c1nnt.e de descarga (<!<iJ: 

Cd ::1 Cv t:c 

Qa = Cd A
0 

(2 ¡; hJ 1/ 2 . 

H 

J_ _____ ~--------1-+-
I --~... 1 1 ,. 

~-------, -~-
1 
1 
t--- x. 

1-·1g '1'.<1 Or1r1cn• "º depós1t.os. 

- 1U2 -
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Para obtener el coel'lc1ente Cd se mide el area del 

or1t'icio A
0 

• la carg" U y por medio de un método volumétrico o 

g-rav1mé-lr1co se mide el gasto real (}a 

7.6.6, se calcula dicho coeficiente. 

sust u.u yendo en la J::c 

Para obt,ener Cv o Ce se puede emplear uno de Jos métodos 

s1r;u1entes y mediante la Ec 7. 6. 5 determinar los tres coencientes. 

ffétodo de la trayectoria. 

;:>e toma un punto abaJO del chorro como rel'erenc1a e punto JJ y 

se mide su pos1c1ón con respecto al punto ;¿, La componente 

horizontal de la velocidad es constante, por tanto 

("t" es el t.1empo de recorrtdo de una particula del punto ;¿ al 

punto 3). La componente vertical en el punt.o ¿ es cero, por tant.o 

y
0 

• r; t 2 /2 , donde "t." es el mismo tiempo al ant.el'lor, lo que 

resulta: 

V m 
2a 

Por dlt1mo, con la Ec 7.6.l se obtiene el coe1·1c1ent.e Cv . 

ffc•dicidn directa de v . 
2a 

Est.o se puede hacer, colocando un t..ubo de Pit..ot.. eti ld vena 

cont.ract.a e punto 2 l. 

l1ed1ct6n directa del thiimetro fle chnrro. 

Est.o es posible med1ant.e un comp;is de punLas, aunque este 

Par<'\ oUt.ener la pérdida de carga o Pnergi<t a t.raves de un 

or1t'ic10, se ¡¡plica la ecuación cie Bet·nou.l J l entre los punt.os 1 y 

¿ : 

V '..!. 
1 o 

¿ g 

p V 2 

+ ~-'- + z1 ~ ~ + 
r ¿ r: 

ll.1:1 -

P, 

r 
+ z

2 
+ p&rd1das . 



V 2 

pt>rdidas • ti - ~ s H <1 - <:v2 J . 
l. g; 

1.6.Z Or1f1cio en una Lubcria. 

l'l. 6. ti) 

Siguiendo un anál1s1s •;im1lar al del t,ubo de Vent,uri y de 

;icuerr1o a la fi.g í'.10 qae m11r•st.ra un or1!'1c10 en una t..uberia, 

conectado además un manómpt.ro rh 1·erencw l, se llega a la s1gu 1ent,e 

expr·es1ón: 

/. g y [< p, 2 / p, 1 ¡- 1 ] 

l - Ce 2 t O Q / O 1 1 4 
] 1/2, t'(. O. Y.> 

donde Cd y Ce son los coe1'1c1ent..es de descarga y de cont.racc1ón, 

t·espect. t vnment.e. 

Como ambos coet' ic ient.es son d11· 1c t les de obtener por separado, 

es recomendable nt.1l1zar una expr·PSlf)r1 m<1s s1mplp: 

( 7. o. lll) 

donde: 

G ( 7. C!. 11) 

El valor del coel'1c1ente e se dr.t.erm1na de la F'ig í.11 . 

- ll:l4. -
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_)/ 
-· o, oJ ·2 02 

V 

)\ e r, 

} 

er 2 

f'ig 7.lU Or11'1c10 en una t.uberla. 

.... 
-

0.80 
,_ 

....... 

0.76 
t-,, 

" "t--.;._ 0.72 

['.,_ 

¡-..._ 0.68 
~ 

0.64 
t--.._ 

~~ 

--

& 
A, 

0.70 

0.60 

0.50 

0.40 

O.JO 

0.20 
O. 10 
0.05 

Fig 7. ll UriJftr..) de coe1"1c1ent.es 1je itescdr·ga. 
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7.7 Aplicaciones. 

í.7.1 Un or-11'1c10 de 4 plg lle di""'"'·"º descai-i;a !.óO p1e
3/se11; 

de 1 lqu1do baJo una car-ga de 11. !J p1.-. Ned1ant.e un r:ompas <lt' 

puntas se rn1d1ó el diametl'o de la sección contra!da del chorrn, 

r-esult.ando 3.47 plg. Calcular- Cv, Ce y Cd 

.::loluc1dn: 

De la Ec 'i'. 6. 6 

1. 6 pie 3rseg ------,,.----------,,.-----..,...,= g o. ó05 
<n/36 pie 2 > <2x32.2 pierseg2xl1.!J p1eJ 1/ 2 

De !a Ec 7.6.3 

De la Ec 'i'. 6. 5 

Gd 
Cv • 

Ce 

3. 47 2 

(--4-) = o. 753 . 

0.665 

0.753 
"' o. tlB:l . 

7. 7. 2 Calcúlese el gasto a t.ravés del or11'lc10 de la 1·1gura 

si Cd • O. 85 ¡ s1 ademas, t·..- :s O. 93 , deLerminense las pér·d idas 

en Joules sobre Newton. 

aír• aire 

30 kN I m2 

r 
( 1) .,,. 20kN/m2 

H:2m 
""agua 1 

1 1m 
j_ l 10cm• 

agua l T<2l 
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$oluc1ón: 

Apl 1cando la ecuación de Bernoull1 ent.re ambos puntos sin 

considerar J;..i~ péorrfidas y supon1enúu que la veloc1dnd en el punt.o 

1 es cero: 

¿oooo N/m 2 + <9807 N/m 3 J<l mJ v 2 
+ __ 2_1 

¿ g 

H + 0.01\107 m 

2 

~ 
¿ g 

De la Ec ·r. 6. o : 

De la f.c 7.5. 

Cons1derando ahora las pi<rdidas de energía en la ecuación de 

Bernonll1: 

v2 
H + 0.0190'1 m == ~ + pérd1da!:o . 

¿ g 

p•rdidas • <2 m + U.O!Y67 mJ -
(tl.B54 m/seg> 2 

¿ (9. Bl m/seg 2 J 

: 0.27:JO lm 1 o [ NNm ] o [-JN ] 
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TAflLA.5 

PfWPIEOALlES f"ISICA$ DEL AGUA, EN UNIDADES INOLES-\:S 

Peso Viscosidad 
Temperatura espec 11' i co Densidad c1nemélL1ca Viscosidad 

ºF r p lJ X 10-15 µX 10-" 
lb/p1e3 !slug/pieªl pie2 /seg lb seg/pie 2 

:J2 62.42 1.940 1.1)31 3. 740 

'º 62.43 1.9<40 1.664. 3. 229 
50 62.41 l. 940 l. 411l 2.735 
60 62.37' 1.938 1. 217 2.359 
70 62.30 1.1)36 1. 059 l..050 
80 6:.!.U 1,934 o. 9;30 1. 799 

90 62.11 1.\131 0.626 1.595 
100 62.00 1. 927 0.739 1. 42' 
110 1>1. IJ6 1. 923 0.067 1. 264 
!.W 61.71 l. Yl!l 0.609 1. 161l 
130 01.55 1.Yl3 0.558 l. 0011 
HO 61.38 1.\IOU 0.514 0.981 
150 t>l.W 1.V02 0.476 U.905 
160 61.00 1.89() U.H2 O.IJ38 
17'0 oo.uo 1. ijlJ!) o. 4 t:l 0.7BO 
180 00.58 l. IJU:J O.:J85 0.7:/.6 
1'10 00.36 1.!176 0.302 0.678 
200 ()!J.12 1. !168 U.341 0.037 



PP.OPfEDADES fISICAS DEL AIRE A PP.ESION ATHOSPEP.ICA ESTANDAP., 
EN UNIDADES INGLESAS 

Peso Viscosidad 
Temperatura especfrico Densidad cinemat.ica Viscosidad 

~f i )( 10- 2 p )( 10-" u )( 10- 4 11 " 10- 7 

lb/pte3 Csluivpie3 J pie 2 /seg lb seg/pie 2 

-40 Y. to ;¿, 94 1. Uó 3.12 
-¿o 9. o:i 2.80 1.16 3.:.!5 

1) 1:1.62 l. 61J l. ló :i. 38 
JU B.46 ¿.o3 l. 31 3.45 
21) B. 27 2.57 1.36 3.50 
30 8.11 2.52 l. 4.2 3.58 
40 7.94 2.47 l. 46 3.62 
50 ·,-. ''l9 l.42 l. 52 :J. 01:1 
60 7.63 2.37 1. 56 3. 74 
70 7.50 2.33 1. 64 3.62 
!JO 7.35 2.26 l. 69 3.1:15 
90 7.23 2.U l. 74 3.90 
100 7.09 2.20 1. 80 3.96 
120 6.64 2.15 1. ll9 4.07 
140 6. 6~l :l.06 :.!.O! 4.H 
160 0.41 1. 99 2.12 4.22 
HlO 6.21 1.93 ;¿_¿5 4. :¡4 
200 6.02 1. 1:17 :l.4.0 4.4<,1 



CENTílOIOE5 

Arco de circunlertnd.i 

Cu.ldr1n1c y 1ernldrcunfrnnc1.1 

Su~rl\cie 1r.1pooid.tl 

g ... I_ ~· ~·.?_111 
:J /J¡ + .,, 

Volumen de un cono o pi1.fo11Jc 

h v - -·I 

Volumen de un.11 H~m1t1lcr1 

,, 
' --' 

L.~ ,• 
-- ............... 

--------·· --

41¡ 
L3 



MOMENTOS DE INEílCIA DE SUPERFICIES Y SOLIDOS 

RecUngulo 

1, ... ~1~ 
!, ... ~, 

] - ~ (b' + ,\') 

Trlánaukl 

1, - 'ti 
1,-~ 

J,. - ~r 

Clrculo 

l .• l. - ~· 

} -~-' 

EliP'Mt 

1.-~~ 
1 51"!._" . .,, . ~ 

i-Ttnt+b1) 

Edera 

l.• 1"4r' 

Stmlcllindro 

1, • \(j X 1,,.•¡ 

• 4mr1 

1, • 1, • \(!X 1 .. r') 

• 1rnr1 

,---w, l - .. -~.I \ • 1 

1 :º 
L-

L I ; 

- b-- J 

·Q--. 
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