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INTRODUCCION 

Pretendemos presentar el concepto de Esperanza Condicional con un enfoque 
un poco distinto a los usuales, tratando de estuduia.r los casos elementales para familia
rizarnos con el concepto, hasta llegar al caso en que se define a la Esperanza Condicional 
a.través del Teorema de Radon-Nikodym. 

Luego estudiamos las Cadenas de Markov hasta llegar al teorema Básico del 
Límite. En nuestro tercer capítulo simulamos caminatas aleatorias estudiando algunas 
de sus propiedades vistas en el capítulo anterior. 

Estudiando finalmente el modelo de Ehreníest en donde se juntan estos tres 
capítulos, ya que encontramos la distribución límite de la manera usual y también lo 
hacemos usando la Esperanza. Condicional. Hacemos también una simulación de este 
proceso y estudiamos su comportamiento. 
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1.1 Introducción 

Lo que se desea hacer en este capítulo es estudiar en detalle el concepto de 
esperanza condicional. Queremos hacerlo en un enfoque un poco distinto a los usun.· 
les ya que en general en los textos elementales de probabilidad sólo se estudia el caso 
discreto sin ver sus propiedades, y en los textos avanzados sólo el caso en el que la pro
babilidad condicional y la esperanza condicional quedan definidos através del teorema 
de Radon-Nikodym y no aparece en detalle la relación entre ambos conceptos y sus 
rclncioncs. 

Así se estudiaran: 

a. Si X y Y son variables aleatorias discretas. 

b. Si X es variable aleatoria definida en (O, !.l', P) espacio de probabilidad y BE !.\'. 
c. Si !.l' es una a-álgebra con partición numerable. 

d. Si l!l es una suba-álgebra de !.l'. 

e. Si !.l' = o(X). 

Es decir trataremos de estudiar primero casos elementales para familiarizar
nos con el concepto demostrando así algunas propiedades de la esperanza condicional 
tratando de usar en cada caso la herramienta más simple. 

1.2 Esperanza Condicional para X, Y variables aleatorias discretas. 

Cuando estudiamos la probabilidad de un evento A podríamos preguntarnos por 
la ocurrencia del evento A dado que ya sucedió un cierto evento D, a esta probabilidad 
la definiremos a continuación: 

1.2.1 Definición.- Sea (O, !.l', P) un espacio de probabilidad y sean A, B E !.l' conjuntos 
tales que P(B) > O. La probabilidad condicional de que A suceda dado que B 
sucedió la definimos como: 

P(AID) = P(AnB) 
P(B) . 

donde esta cumple con las propiedades de una probabilidad : 

i.2.2.- P(AID) ~o ya que 

Demostración.- P( Al B) = P~1gf) donde P(A n B) ~O y P(B) > O 1 
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1.2.3,· l'(íl!B) = 1 

Demostración.· 
P(OIB) = P(íl n B) = ~(B) = 

P(B) P(B) l 

1 

1.2.4.· Sean A1, A2,. .. E íl con A¡ n A; = O donde i f ;" entonces 

Demostraci611.-

f: P(AklB) = f: P(Ak n B) 
k=l k=l P(B) 

por ser P una probabilidad tenemos que lo anterior es igual a: 

1 
1.2.5 Definición.- Sean X y Y dos variables aleatoria.• discretllB en un mismo espacio 
de estados 11 ; tales que: 

X:l1 _. SxCR 

Y: 11 _. Sy e R 

donde S x es el conjunto donde toma valores X y Sy es el conjunto donde toma valores 
Y. Definimos a la probabllldad condicional de Y = ¡¡¡ E Sy dado que X = x; E S x 
con i' = 1, ... , n ¡ J = 11 ••• , m, c01no: 

{ 

P(Y=v;,X=:¡) = P(fY=v;Jn!X=:¡i) 
P(Y = y¡JX = x;) = P(X=•;) P(X=•;) 

o 
si P(X = x;) >O 

si P(X = x¡) =O . 

Esta definición de probabilidad condicional podemos generalizarla condicio· 
nando con respecto a varillB va.ria.bles aleatorillB como sigue: 

1.2.6 Definición.- Sean X, Y y Z variables aleatorias discretas con los coajuntos 
Sx, S¡» Sz definidos análogamente como en 1.2.5, definimos la probabilidad candi· 
cional de Y = y¡ E Sy dado que X= x¡ E Sx y Z = Zk E Sz como: 
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{ 

P(Y=y;,X=:r¡,Z=Zkl si P(X = x
1
-,Z = zk) >O 

P(Y = y¡IX = x¡, Z = zk) = O P(X-<¡,Z=~ 
si P(X = x¡, Z = zk) =O 

donde ambas definiciones 1.2.5 y 1.2.6 cumplen que la probabilidad condicional es una 
probabilidad, como se demostr6 anteriormente en 1.2.2 a 1.2.4. 

Dado que estamos trabajando en los coujuntos Sx, Sy y Sz los cuales son los 
conjuntos eu donde toman valores las variables aleatorias X, Y y Z rc•pcctivamente, 
podemos dejar de considerar los casos para los cuales 

P(X = x¡) =O y P(X = x¡,Z = zk) =O. 

Ahora bien nosotros podríamos preguntarnos por la existencia de una esperanza 
condicional, basandonos en la misma idea de la definición de esperanza de una variable 
aleatoria la cual es el valor que toma por la. probabilidad de que lo tome, podríamos 
en este sentido hablar de una esperanza condicional de una variable aleatoria. la cual 
definiríamos como el valor que toma la variable aleatoria por la probabilidad condicional 
de que lo tome, y este sera su valor en el conjunto sobre el que se está condicionando 
obteniendo así una nueva variable aleatoria discreta. 

De acuerdo con las definiciones 1.2.5 y 1.2.6 definimos a la esperanza condi
cional como sigue: 

1.2. 7 Definición.- Sean X y Y dos variables aleatorias discretas en un mismo espacio 
de estados O con los conjuntos S x y Sy respectivamente definimos a la esperanza 
condicional de Y dado X= x; E Sx con j = 1, ... , m como: 

E(YJX = x¡) = E y¡P(Y = y¡JX = x¡). 
v;ESy 

1.2.8 Definición.- Sean X, Y y Z variables aleatorias discretas en un mismo espacio 
de estados O con los conjuntos Sx, Sy y Sz respectivamente definimos a la esperanza 
condicional de Y dado X= x¡ E Sx y Z = Zk E Sz como: 

E(YJX = x¡, Z = zk) = E y¡P(Y = y¡JX = x¡, Z = zk) 
y¡ESy 

Observemos que E(YJX = x;) y E(YJX = x¡,Z = zk) son números reales y 
son distintos de la E(YJX) que definiremos a continuación. 
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1.2.9 Definición .... Sc:\n X y Y dos vari<ibles aleatorias discretas, denotaremos a la 
esperanza condicional de la variable aleatoria Y dada la variable aleatoria 
X como E(YIX) definiéndola como una variable aleatoria que toma el valor 

ªi = ( L y¡P(Y = y¡IX = x;)) 
&r1ESy 

sobre el conjunto 

A;= {w E O,X(w) = x;} para i = 1, .. .,m. 

es decir 

Definimos análogamente a E(Y\X, Z): 

1.2.10 Definición.- Sean X, Y, Z variables aleatoria.• discretas denotaremos a la es· 
peranza condicional de Y dado X y Z como: 

E(YIX,Z) 

y la definiremos como una variable aleatoria con valor: 

sobre el conjunto 

ªik = ( L y¡P(Y = Y;\X = :z:¡, Z = zk)) 
Y;ESy 

} == 1, ... ,n 1 k = 11 ••• ,r 

Veamos ahora las propiedades que podemos obtener para la esperanza condi
cional definida aquí: 

Darlo que E(Y\X) es una variable aleatoria podemos preguntarnos acerca de 
su esperanza: 

1.2.11 Proposición.• 
E(E(Y\X)) = E(Y). 

Demostración.·. 

E(E(YIX)) = L . L y¡P(Y = Y;IX = :z:¡)P(X = :z:¡) 
%jESx y¡ESy 
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= L L y¡P(Y =¡¡¡,X= x;) 
g¡ES1~ x;ESx 

= L y¡P(IUx¡ESx(X = x¡)I, Y= !I;') 
y¡ESy 

L ¡¡¡P{O,Y =y¡)= L y¡P(Y = ¡¡¡) = E(Y). 
y¡ ES y y¡ESy 

1 

1.2.12 Proposicl6n.- E(E(Y/X,Z)) = E(Y). 

Demostración.-

E(E(Y/X, Z)) = L L L ¡¡¡P(Y = 11;/X = xj, Z = zk)P(X = x;, Z = zk) 
z1;ESz :;ESx tJ¡ESy 

= L L L ¡¡¡P(Y =¡¡¡,X= x;, Z = zk) 
r1;ESz 'l:jESx Jl¡ESy 

= I: 11;P(Y =u;. /Ux¡ESxx = x;J.[u •• ESzz = zkll = I: ¡¡¡P(Y = ¡¡¡) = E(Y). 

-~ -~ 

1.2.13 Proposlcl6n.-E(E(Y/X,Z)/X) = E(Y/X). 

Demostracl6n.-
Conocemos el valor de E(Y/X, Z) el cual es: 

sobre el conjunto 

tomemos 

L y¡P(Y =¡¡¡/X= x;, Z = zk) = ªik 
V;ESy 

A;k = {w E 0/X(w) = x;¡ Z(w) = zk} 

W=E(Y/X,Z) 

Entonces E(W/X) toma el valor 

Ag = L a;¡,P(W = a;k/X = xg) 
a;tESw 

sobre el conjunto {X= x9} desarrollando el término A9 tenemos: 

_ ~"°' . P(X=x;,Z=z¡,,X=x9) 
Ag - ~~ªJk P(X- ) 

k j -Xg 

- 5 -
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donde 

por lo que 

• { 0 si j of g 
(X:'xj,X=xg)= (X-) .. _ - Xg SI J - g 

=°"'°" . P(X=x;,Z=zk>X=xg) _ _. P(X=x9 ,Z=zk) 
Ag L..L .... ªik P(X - ) - ¿_, ªgk P(X - ) k j - Xg k - X9 

sustituyendo el valor ªgk 

""(""" (' I' ) P(X=x9 ,Z=zk)) Ag =L., ~ y¡P 1 =!Ji X = Xj, z = Zk X P(X =X ) 
· k y;ESy g 

=I:( L YiP(Y=y¡,Z=zk,X=x9 )P(X=:g,Z=zk)) 
k y¡ESy P(X = x9 , Z = zk) P(X = x9 ) 

_ _. . P(Y =y¡, [U,.esz(Z = zk)J,X = x 9) 

- L., y, P(X - X ) 
y;ESy - g 

= L y¡P(Y = Y;IX = Xg)· 
y; ES y 

y esto es exactamente el valor de E(YIX) sobre el conjunto (X= x 9 ). 

Por lo tanto sobre el conjunto (X = x 9) el valor de · 

E(EYIX, Z)JX) 

coincide con el valor de E(YIX). Hacemos lo mismo para cada valor posible de X y 
obtenemos el resusltndo. 

. E(Yl¡x=•·Il 
1.2.14 Proposlc1ón.- E(Y[X = xj) = P(X-%¡j . 

Demostración.-

E(YIX = Xj)P(X = Xj) = L y¡P(Y = Y;IX = :z:;)P(X = :Z:j) 
V;ESy 

= I: y¡P(Y = y¡,X = :z:;) = E(Yl¡x=%¡¡). 
Y;ESy 

1 

1.2.lli Proposición.- Si a y b son constantes entonces 

E(aY + bZIX = x;) = aE(YIX = x;) + bE(ZIX = x;). 

- 6 -
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Demostración.-Como E(aY + bZIX = x¡) toma los valores 

L (ay¡+ bzk)P(Y =y¡, Z = zklX = x¡) 
v1ESy,>,ESz 

" " { )P(Y=y¡,Z=zk,X=x;) 
= ¿_, ¿_, ay¡+ bzk P(X ) 

V¡ESy z;,ESz = Xj 

_ '\' 

0

P(Y=y¡,[U,.ESz{Z=zk)J,X=x;) 
-a ¿_, l/, P(X=x·) 

lf¡ES¡~ J 

" P(Y = u;,X = x¡) " P(Z = zk,X = x;) 
=a ¿_, !/¡ + b ¿_, Zk--'----'----'-'-

V;ESy P(X = x;) z;,ESz P{X = x¡) 

tomando todos los valores de X tenemos aE(YjX) + bE(ZjX). 1 

Veamos la relación que hay entre la esperanza condicional y la probabilidad 
condicional: 

1.2.16 Proposición.- P(Y = u;IX = x;) = E(lfY=v;!IX = x¡). 

Demostración.· 
Usando la proposición 1.2.14 tenemos 

y es claro que 

por otra parte 

P(Y = u·IX = x·) = P(l' = y¡,X = z;) = E(l¡Y=v;!n(X=%;!l. 
' 1 P(X = x¡) P(X = z;) 

Por lo tanto la proposición se cumple. 1 

1.2.17 Proposición.- Si Y es una variable aleatoria constante, Y = a entonces para 
toda x¡ E Sx 

E(YIX = z;) =a. 
- , -



Demostración.- Tenemos que 

E(YjX = x¡) = aP(l' = ajX = x¡) + 2: y¡P(Y = y¡jX = x¡) 
y¡"l-o. 

como Y :::: a entonces parn. y¡ # a 

P(Y = y¡jX= x¡) =O 

y por otro lado sabemos que la probabilidad de que [Y = aj no depende de la probabi
lidad de que IX= x¡j por lo que 

P(Y = ajX = x·) = P(Y = a,X = x¡) = P(Y = a)P(X = x¡) 
1 P(X = x¡) P(X = x¡) 

=P(Y= a)= 1 

por lo tanto 
E(YIX = x¡) =a. 

1 

1.2.18 Definición.- Diremos que X y Y son variables aleatorias Independientes si 

P(Y = y¡,X = x¡) = P(Y = y;)P(X = x¡) 

1.2.19 Proposición.- Si Y es independiente de X entonces: 

E(YJX = x¡) = E(Y). 

Demostración.-

'°"' P(Y = y¡,X = x¡) 
E(YjX = x¡) = L., y¡ P(X = x·) 

y; ES y J 

Usamos la independencia de X y Y en la segunda i.gualdnd entonces 

P(Y = y¡)P(X = X·) 
= L Y; P(X = x·) 

1 
= L y¡P(Y =y;)= E(Y). 

y;ESy J u;eSy 

1 

1.2.20 Proposición,- Si Y es una variable aleatoria no negativa entonces E(Y!X) es 
también no negativa. 
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Demostración.- Probaremos que parn toda Xg E S X se cumple que 

E(YIX = Xj) ;:: o. 

Tenemos 
E(YIX = x;) = L y¡P(Y = y¡IX = x¡) 

y¡ESy 

tenemos que por ser P un11 funci6n de probabilidnd 

P(Y = y¡jX = x¡) ;:: O 

y para toda y¡ E Sy y y¡ 2 O. 

Luego entonces 
E(YIX = x¡);:: O. 

Esto se cumple p11ra toda xg E Sx por lo tanto 

E(YIX);::o 

1 

1.2.21 Proposición.- Si Y y Z son variables aleatorins tales que Y ;:: Z entonces: 

E(YjX = x;) ;:: E(ZjX = x¡). 

Demostración.- Tenemos que 

Y ;:: Z entonces Y - Z ;:: O 

entonces por la propiedad 1.2.20 tenemos 

E(Y-ZIX = x¡);:: O 

y por la propiedad
0

1.2.15 

E(Y - ZIX = x;) = E(YIX = x;) - E(ZIX = x¡) 

teniendo así que 
E(YIX = x¡) - E(ZIX = x¡) ;:: O 

E(YIX = x;);:: E(ZIX = x;)· 

1.2.22 Proposición.- Si a, b E R tales que a $ Y $ b entonces: 

a $ E(YIX = x;) $ b. 

- 9 -
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De111ostración.- Usando la propiedad 1.2.20 para l' - a?: O y b - Y ?: O tenemos 

E(YjX = x;) - E(ajX =xi) ?: O 

y 
E(bjX = x;) - E(YIX = x¡)?. O 

por la propiedad 1.2.l 'T tenemos 

E(aJX = Xj) =a E(bjX = x;) = b 

obteniendo entonces 
a ::; E(YjX '-' Xj) s; b. 

1.2.23 Proposición.- Si X es una variable aleatoria constante entonces: 

Demostración.-

E(YIX = x;) = E(Y). 

E(YIX == x;) = L v;P(Y = v;IX = x¡) 
y¡ESy 

como X es constante, el valor de X no depende del valor que tome la variable aleato¡:ia 
Y entonces: 

P(Y = !l¡)P(X =X·) ¿: y¡P(Y=u;IX=x¡)= L: !Ji PX-x· 1 

y¡ESy y¡ESy ( - ,) 

L y¡P(Y =y¡) = E(Y). 
fl¡ESy 

1 

1.2.24 Proposición.- Si </i es una función convexa tal que </i : R -> R entonces: 

<fi(E(Y!X = x¡)) s; E(</i(Y)jX = x¡). 

Demostración.- Como </> es una función convexa entonces para cada xo E R hay 1in 
número .\(xo) tal que 

<fi(x) .!:: <fi(xo) + (x - xo).\(xo) con x E R 

tomamos x0 = E(YIX = x¡) y x = Y(w) tenemos 

</>(Y);:: efi(E(YjX== x;)) +(Y - E(YIX = x¡)).\(E(YIX == x;)) 

- 10 -



obteniendo la esperanza condicional de esta expresión y usando !ns propiednce 1.2.15 
1.2.11 y 1.2.21 tenernos 

E(<f>(Y)IX = x;) ~ tf>(E(YIX = x;)). 

• 
1.2,25 Propoelclón.- Sean X y Y variables nleatorin.s tales que 

E(XY) < oo y E(Y) < oo 

entonces: 
E(XYIX) = XE(YJX). 

Demostración.- Probaremos que este resultado es valido para toda x; E Sx 

E(XYIX = x;) = E E xky¡P(X = "'k• Y= y¡IX = x;) 
xkESx u;ESy 

""" "' P(X=xk 11"=y¡,X=x;) 
= L,, L,, XkYi P(X - X·) = A; 

xkESx u;ESy - 1 

en donde observamos que 

{
0 sikfi 

(X= xk,X = x;) = (X= x;) si k = i 

entonces 
A "' P(Y = y¡,X = x;) 

; = ¿_, y¡x; P(X = x ·) 
y¡ ES y J 

= x; E y¡P(Y = Y¡IX = x;) 
V¡ESy 

= x;E(YJX = x;) 

Esto se cumple para toda x; E Sx por lo tanto 

E(XYJX) = XE(l'JX) 

- 11 -
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1.3 Concepto de Probabilidad y Esperanza 
Condicional dado BE~. 

Definamos ahora In. esperanza condicional de cualquier variable aleatoria dcfi~ 
nida sobre (O,~,P) pero condicionada a BE~ tal que P(B) >O. 

En toda la sección 1.3 (O,~. P) es un espacio de probabilidad y BE ~ tal que 
P(B) >0. 

1,3,1 Definlclón.-Sca X una variable aleatoria defnida sobre (O,~. P) t.al que 

E(IXI) <oo 

bajo estas condiciones definimos la esperanza condicional de X dado B como: 

E(XIB) =fo XdP(·IB). 

Como tenemos que X es integrable con respecto a P entonces X es también 
integrable con respecto a P{·ID) ya que ésta es una medida finita tal que 

P(·) 
P{-IB) < -=cP(·) - P(B) 

1.3.2 Proposición.- Sea X una variable aleatoria. definida sobre {01 ~. P) entonces: 

Demostración.-

E(XIB) = E(lnX) 
P(B) . 

Tomemos X= IA donde A E 9' 

1.3.2.1 

P(AnB) 1 r 1 r 
= ""P(B) = P(D) lo IAnndP = P(B) Jn lAdP 

=-
1

-E(lnX) 
P(B) 

con lo cual tenemos que la proposición es cierta para funciones indicadoras por lo cual 
por propiedades de la integral te.nemos que también es cierta para funciones simples. 
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Ahora bien si X es una función medible positiva sabemos que existe una succsi6n 
de funciones simples {X,.} tal que Xn 1 X y us11ndo el teorema de Convergencia 
Monótona tenemos: 

{ XdP(·IB) = lim { X,.dP(·IB) lo n-ooln 

. ,;,, ,.li.'llo P~) f8 X,.dP 

usando nuevamente el teorema de Convergencia Monótona 

Luego entonces para cualquier función 1ntegrable X esta igualdad tiene sentido 
ya que es cierta para x+ y x- esto es: 

E(XIB) = J
0 

XdP(·IB) = fn(x+ - X-)dP(·IB) 

= { x+dP(·IB)- { X-dP(·IB) = E(x+is) - E(X-lB) 
Jn Jn P(B) P(B) 

= P(~) [E((x+ -X-)ln)] = P(~)E(Xlsl·• 

1.3.3 Corolarlo.- Bojo las mismas hipótesis que en 1.3.2 tenemos que: 

P(AjB) = E(!AIB) 

Demostración.-

Se puede observar en la relación 1.3.2.l. 

1 
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1.4 Esperanza Condicional de Y dada una 11-álgebra 
generada por una partición de n. 

1.4.1 Definición.- Sea (O,S',P) un espacio de probabilidad y {Dn;ri 2: l} una par
tición medible de O tal que P(Bn) >O para toda 11 ? 1 y sea U la a-álgebra generada 
por {fl,.;n? l} definimos la probabilidad condicional de A dado U como: 

P(AJU)(w) = P(A\D¡) si w E D¡ 

En donde tenemos las siguientes propiedades: 

1.4.2.- Para cualquier w fija la P(·\Ul(w) es una probabilidad. 

Demostración.-

Sea A E S' entonces 

P(A\U)(w) = P(A\D;) si w E B,· 

en donde sabemos que P(A\D¡} es una probabilidad. 

a. Como para toda i? 1, P(B¡) >O y la P(A n B;) 2: O tenemos 

o< P(A n B¡} = P(A\B·) si w E B,· 
- P(B;) ' 

=P(A\U) 

b. Análogamente P(O\u) = 1 

P(O\U) = P(O\B;) si w E B¡ 

P(O n B;} = P(B;) = l 
P(B¡) P(B,·) 

c. Sean Ai. A2, ... ES' con A¡ n A;= 0 para i 'f j 

P (Q
1 

A;\11) (w) = P CQ
1 

A1o\B¡) =ti P(A;\B¡) si w E B¡ 

= f; P(A;\U}(w) 
¡"=! 

esto es 

( 

oo ) { oo ) P([ Ufa.1 A;] n B¡) 
p ¡~1 A;\u (w) = p ~~l A¡\B; = P(B¡) 
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por ser P probabilidad 

si w e ll; 

= f: P(A; n B;) = f: P(,1;IB;) 
i=l P(B;) i=l 

00 

= L P(A;\ll)(w)· 
i=l 

1 

1.4.3.- Parn cada A E ~ fijn P(Alll)¡.¡, es una función borel-medible con respecto a ll 
Esto es debido a que ya que pnrn cacla B; tenemos 

P(AID;) = b; E R 

CX> 

P(Alll)(w) = L b;lB¡ 
i:::::l 

en donde tenemos que lB¡ es una función medible ya que: 

lB;(-oo,a) = {:¡ 
en donde O, B¡ y 0 estan en 11. 

si a> 1 
si O< a::; l 
si a:::; O 

Por otro lado In multiplicación de funciones mcdiblcs por una constante es una 
función medible y la suma de funciones medibles es medible. n 

1.4.4 Proposición.- Para cada B E ~ fijo y para todo G E 11 tenemos 

Dc1nostración.-
oo 

Ya que O E 11 entonces 1 G = .U B¡; donde B;; E {B¡; i;::: l} para toda i;::: 1 
¡=l 

Así tenemos 

P(G nB) = P ( (g
1 

B;;) nn) = P (g(B;;n n)) 
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debido a que los conjuntos B1j pertenecen a. ln partición enton~cs por ndit.ividad nu· 
merable tenemos: 

p (.u (B;; n ni) = ~ P(B n B1¡) 
¡=l ¡=! 

como P(B¡¡) >O para toda j y por definición 

I: P(B n B;;) = I: P(JJ)B¡;)P(B;¡) = l P(B[11)dP. 
f=I f=I O 

1 

Ven.mas la definición de la esperanza condicional correspondiente: 

1.4.5 Definici6n.- Sea (O,~. P) un espacio de probabilidad y 11 una a-álgebro. generada 
por la partición de O como {B;; i 2'. 1} y sea Y una variable aleatoria integrable definida 
sobre el mismo espacio definimos n la espcran~a condicional de Y dado il corr;o: 

E(YJll)(w) = E(Y[B;) si wE B¡ 

la cual es una. función tal que: 

E(Yjll)(·) : O ___, R 

y se cumplen las siguientes propiedades: 

1.4.G Proposición.- La E(Y[ll) es una función borel-medible con respecto a ll. 

Dcmostrnci6n.-

La demostración es análoga a In demostración hecha en 1.4.3. 

1 

Recordando la esperanza condicional definida en 1.2.9 observemos que 

E(YIX) 

es una función medible con respecto a la a-álgebra generada por el conjunto 

{X= x¡} 

donde este conjunto genera una partición ele O. 

1.4. 7 Proposici6n.- Sean X y Z variables aleatorias y a, b E R entonces 

E(aY +.bZj11)(w) = aE(Y\ll){w) + bE(Z[ll)(w) 
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Den1ostraci6n.-

E(aY + bZlu)(w) = E(aY + bZ\ll¡) si '"re JJ¡ 

de acuerdo con la proposición I.3.2 

E((aY + bZ)ln) 
E( Y+ bZIB·) = • ª ' P(B¡) 

y como la esperanza c.s lincn1 

E((aY "- bZ)l11.) aE(Ylo.) bE(Zln.) 
l'(B¡) ' = P(B¡)' + P(B;)' -

usando de nuevo la proposición 1.3.2 

aE(YIB¡) + bE(ZjB¡) = aE(Yjil)(w) + bE(Zju)(w) 

siw E B¡. 

1 

1.4.8 ProposicJón.- Si Y es unn variable aleatoria constante, Y= a entonces 

E(Yjil)(w) = a. 

Dmuostraclón.· 
E(Ylil)(w) = E(YjB¡) si w E B¡ 

usando In proposición 1.3.2 

E(Ylfl¡) aP(B¡) 
E(YIB;) = P(B¡) = P(B;) =a. 1 

1.4.9 Proposición.- Si Y es variable aleatoria no negativa entonces 

E(Yjil)(w) ;:: O. 

Demostración ... 
E(Yj11)(w) = E(YjB¡) si w E B¡ 

por la proposición 1.3.2 
E(Yln.) 

E(YIB;) = P(B¡)' 
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en donde sabemos que si Y¿ O entonces E{Yln
1

) 2 O y lu E(YIB;) sólo esta definida 
si P(B;) >O. 

Luego entonces 
E(YJB;} e O. 

• 
1.4.10 Proposiclcln.- Si Y y Z son variables aleatorias tales que Y 2 Z entonces: 

E(Ylil)(w) 2 E(Z!il)(w). 

Dcn1os trnci6u... / 

Coino Y 2 Z entonces l' - Z e O y por 1.4.9 

E(Y- z¡u) e o 

)'por 1.4.7 
E(Ylli)(w) - E(Zlü)(w) 2 O 

entonces 
E(Ylil)(w) 2 E(Z!li)(w). 

1.4.11 Proposición.~ Si a, 11 E R tales que a :S Y ::; b entonces 

a$ E(Y!li){w) :S b. 

Demostrncicln.-

Como tenemos que a :S Y S b por 1.4.10 y 1.4.8 

E(ai")(w) :S E(Yjil)(w) S E(b!il)(w) 

a :S E(Y!li}(w) :S b. 

1.4.12 P1·oposición.- Para toda A E il tenemos: 

Demostración.-

- 18 -
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Tomemos Y como una vaxinble aleatoria. no negativa, como A E U cntour.es 
A= U~1D¡¡ donde B¡¡ E {D¡; i?: 1} tomemos fn = lu¡=,ll;¡ teniendo así q11" 

con lo que 

{ lAE(Yjll)dP = f ( lim fnE(Ylu))dP Jo Jn n-oo 

Observemos que O::; fn::; fn+l y como Y?: O por 1.4.9 E(Yjll)(w) ?: O por lo 
que podemos usar el Teorema de Convergencia Monótona: 

{ ( lim fnE(Yj.U))dP = lim { fnE(Yju)dP Jo n-oo n,...oo Jn 

Sustituyendo fn tenemos lo siguiente 

= lim f lun n,.E(Yjil)dP n.~oo Jn ;::=1 1 

= lim { t ln-.E(Yju)dP 
n-ooJn j=l '' 

= lim t. ( ln .. E(Yju)dP 
n-.oo j=l Jo '' 

= f: /
0 

ln;,-E(Ylu)dP 
1=l 

por otro lado observemos que: 

{ 
E{ln E(YjB· ·)) 

E{lB;¡E{YIU))(w) = o ;; '1 

con esto tenemos: 

QO 

=E E(ln;1E(YIB;¡)). 
j=l 

si w E B;¡ 
siw E B[¡ 

De acuerdo con la definición de esperanza tenemos que 
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toma el valor 

con probabilidad 
P(B¡¡) 

teniendo en cuenta este hecho es igual a 

f: E(lB;;E(YIB;¡]) = f E(Y!B;¡)P(B¡¡) 
i~I j~l 

por la proposición 1.3.2 esto es igual a 

00 

E E(Yln,;l 
i=l 

usando el Teorema de Convergencia Monótona de nuevo 

es decir obtuvimos para Y variable aleatoria no negativa que para toda A E 1l 

E{lA(E(Ylit})(w}) = E(YlA). 

Ahora si Y es cualquier función medible tenemos Y = y+ - y- donde por 
1.4. 7 se tiene 

y por propiedades de la esperanza 

E{lAE(Yl11}) = E(lA!E(Y+¡11} - E(Y-¡11)]} 

= E{lAE(Y+l11)) - E(lAE(Y-111}) 

en donde sabemos que para y+ y y- se cumple 

1.4.13 Proposición.- Sean X y Y variables aleatorias tales que E(IXYIJ < oo y 

E(IYI) < oo . Con 
X: (íl,11) --t (R,O(R)) 

.entonces: 
E(XYl11) = XE(Yl11). 
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Demostración.-

Seo. X = lA donde A E .U usando 1.4.12 

también por 1.4.12 

con lo que tenemos 

Luego entonces 

es cierto para funciones indicadoras por lo que también es cierto paro. funciones simples 
también, debido a las propiedades de la integral. 

Ahora tomemos X variable aleatoria positiva entonces existe una sucesión de 
funciones simples {Xn} l X tomemos también a Y no negativa aplicando el Teorema 
de Convergencia Monótona 

f XE(Yl11)dP = f lim XnE(Yl.U)dP Jn Jnn-+oo 

= lim f XnE(Yl11)dP = lim f E{YXnl.U)dP 
n-.oo Jn n-too Jo 

= lim { YXndP n-ooJo 
volviendo a usar el Teorema de Convegencin. Monótona 

lim Í YXndP = Í lim XnYdP = f XYdP 
n-co Jn Jn n-tX) in 

Ín E(XYIU)dP 

entonces XE(Yl.U) = E(XYl11). 
Ahora para cualquier varia.ble aleatoria X, 

E(XYj11) = E((x+ -X-)Yj.u) = E(x+y¡11) - E(X-Yl11) 

"'x+ E(Yi11) - X- E(Yl11) = (x+ - X-)E(Y!U) = XE(Yi11) 

sabemos c¡ue es válido pa.ra cualquier variable aleatoria X hacemos .lo mismo para 
cualquier variable aleatoria Y 
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E(Xl'!U) :o E(X(Y+ -Y-)IU) = E(.yy+¡u) - XE(Y-¡u) = XE(Y!H) . 

• 
1.4.14 Proposición.- Sea X una variable aleatoria para la cual esta defini<ln E(X) y 
X indcpen<licnte de la a-álgebra il entonces 

Demostradón.-

por 1.3. 2 tenemos 

E(X\il)(w) = E(X). 

E(Xlll)(w) = E(XIB¡) si w E B¡ 

E(lE,X) 
E(XIB;) = P(B;) 

como X es independiente de la a-álgebra 11 esto es que es independiente de· cada función 
indicadora l!J;• D; E .il entonces 

E(le,X) = E(lBJE(X} 

por otro lado 

E{lB,) =fo lB;dP = ln, dP = P(B;) 

luego entonces 
E(XIB·) = E(X)P(B¡) = E(X) 

1 P(B¡) . 

1 
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1.5 Concepto General de Probabilidad y Esperanza 
Condicional dado X=x. 

Observemos que en todo lo anterior estamos definiendo la probabilidad condi
cional para los conjuntos D tales que P(B) >O, sin embargo por lo general las variables 
aleatorias más interesantes o m~ frecuentes tienen la propiedad de que: 

P(X = x) =O para toda x 
(Caso continuo o absolutamente continuo), 

Podríamos, para definir estos casos, tratar de tomar el límite de la siguiente 
manera 

P(AIX = x) = lim P(A,X E (x-h,x+ h)) 
h!O P(X, E (x - h,x + h)) 

1.5.1 

Esto en general no es correcto ya que el hecho de que P(X = xo) = O , no 
garantiza que en la expresión 1.5.1 el límite existirá para 

X= XQ. 

por más condiciones que le demos a P y a X. 

Ahora bien mirando a 1.5.1 como una función de :r se podría pensar intuitiva
mente como la derivada de una medida con respecto a otra. Es por esto que resulta 
natural la utilización del teorema de Radon-Nikodym para definir la esperanza condi
cional en este caso. 

1.5.2 Teorema de Radon-Nikodym.- Sea (O,~) un espacio de medida y sean µ1y 
dos medidas finitas en este, con 1 absolutamente continua con respecto a µ ('1 < < µ) 
entonces existe una función fo ~ O con 

tal que 

1) 

fo: (O,~)-• (R,B(R)) 

1(A) =JA fo(w)µ(dw) para A E~-

2) Si f es integrable con respecto a 1 entonces (!fo) es integrable con respecto a 1• y 

/n f d7 = /n (! fo)dµ. 

Además la función fo(w) es única excepto en un conjunto de medida cero, es 
decir si h es otra función ~-medible tal que 

1(A) =JA h(w)µ(dw) Á E ~ 
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('ntonr.es 

¡1{w: J(w) f h(w)} =O. 

Nota.- La función /o es llamada In derivada de Radon-Nikodym o la der.sidnd de la 
medida '1 con respecto a /L la cual denotamos d7/dµ. 

La demostración del teorema de Radon-Nikodym • no la veremos aqu( ya que 
lo que nos interesa de este son sus aplkncioncs a nuestra teoría. 

Conociendo el teorema de Radon-Nikodym, ya podemos condicionar con even
tos de prob1.1hili<lad cero, como por ejemplo condicionar con respecto a 

{X =x} 

que como se sabe es muy usual que tenga medida cero. 

1.5.3 Definición.· Sen .•1 E Q< y X: (O, Q<) -+ (R, B(R)) una variable aleatoria definida 
sobre (O,~. P) definimos a la probabl!lclad condicional ele A ciado {X= x} como 
una función g: R ..... R+ borel medible e integrable tal q11e · 

P( {X E B} n A) = fn g(x)dPx(x). 

con D E íl(!i). La demotaremos 
P(A\X=x) 

Con esta definición tiene sentido la expresión 1.5.1 la cual es 

P(A\X = x) = lim P(A,X E (x - h, x + h)) 
hlO P(X E (x - h, x + h)) 

en donde tratábamos de dar una definición para el caso 

P(X=x) =0 

Veamos por ejemplo que sucede con este límite cuando tenemos una función g 
continua y suponiendo que X tiene función de densidad contin11a /: 

tomemos I¡.(xo) = (xo - h, xo + h) 

r P(A,XE(x-h,x+h)) r fihg(x)dPx(x) 
~io P(X E (x - h, X+ h)) = ~io Px(Ih) 

= lim p 
1
(1 ) r g(x)f(x)dx 

hlO X h }¡h 

4 llobert G.llinlle. 1'he Elcmtnh CJÍ lnhgrallon, Jobn Wiley &!. Son1,lnc, 19GG. 
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por el teorema del valor medio esto es igual a: 

= lim g(th) f¡, f(x)dx = lim (t ) = (x) con th E Ih 
h!O Px(Ih) h)Og h g 

Vemos con esto que la definición dada. de probabilidad condicional en 1.5.3 
coincide con la expresión 1.5.1, con la cual tratábamos de definir a esta. 

1.5.4 Teorema.- Sea X: (íl,U-) -• (R,B(R)) una variable aleatoria sobre (íl,U',P) y 
sea A Wl conjwito fijo en ~ entonces existe una función real 

g: (R,D(R))-+ (R+, B(R+)) 

tal que para cada BE B(R)) 

P({X E B} n A)= f
8

g(x)dPx(x). 

Ademús si h es otra función con esta propiedad entonces g = h Px-c.s. A 
esta fwiciones g y h las llamaremos versiones de In probabilidad condicional de A 
dado X=x. 

Demostración.- Tomamos 

1(B) = P({X E B} n A), BE D(R) 

donde 'Y es absolutamente continua con respecto a Px ya que 

O $ 7(B) $ P(X E B) para toda B E D(R) 

y aplicando el Teorema de Radon-Nikodym vemos que existe 

g: (R,B(R))-> (R+,e(R+)) 

tal que 

1(B) = j
8

g(x)dPx(x) 

que es lo que queríamos probar. 

Tomemos 
1(B) = P(A,X E B) 

1 

para A E ~ fijo, observemos que g es la derivada de Radon-Nikodym de 1 con respecto 
a Px, es decir 

d7 
g=-

. dPx 
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1.5.5 Definición.- Sea Y variable aleatoria integrable definida sobre (íl, ~. P) y 

X: (íl, ~) _, (R,U(R)) 

una variable aleatoria definamos la esperanza condicional de Y dado que (X= x) 
si para toda B E ll(ll) tenemos 

fl IYdP = r g(x)dPx(x). 
Jixen Jn 

y la denotaremos 
g(x) = E(YIX = x). 

1.5.6 Teorema.- Sea Y 2: O wia variable aleatoria extendida sobre (íl, ~. P) J' 

X: (fl, ~) _, (ll, B(ll)) 

una variable aleatoria. Si Y es integrable entonces existe una función 

g: (R,ll(R)) _, (R+,n(R+)) 

tal que para cada D E B(R) 

Í YdP = { g(x)dPx(x). 
J¡xeBI ÍB 

si h es otra función con esta propiedad entonces g = h Px c.s 

Demostración.- Sea 

1(B) = fixen¡ YdP =fo Yl¡xenJdP = E(YlJxenJl 

1.5.6.1 

demostraremos posteriormente que ¡(D) as( definida es una medida. Ahora bien para 
toda B E B(R) tal que · 

P(XEB) =O 

tenemos entonces que 

l¡xeBI =O 

luego entonces 
Yl¡xeBJ =O 

obtenindo finalmente que 

fo Yl¡xen1dP = o 
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es decir 1(B) = O por Jo tanto 1 es absolutamente continua con respecto a Px, ni ser 
Px y 1 medidas en (R, D(R)) entoncca podemos aplicar el teorema de Rndon-Nikoclyrn 
por lo que tenemos que existe una función ~ 

tal que 

r YdP = '7(B) = r g(x)dPx(x). 
J¡xEBJ Jn 

Ahora demostraremos que 1(D) definida en 1.5.6.1 

1(D) =! ' YdP 
(XEBj 

es una medida veamos que es numcrablcmcnte aditiva, tenemos 

lixEBJ y dP =fo Yl¡xEnjdP = E(Yl¡xEBj) 

como E(Y) < co entonces E(YI¡xen¡) < oo. 

1 

Sean D¡,D2, .. talca que D¡ n D; = 0 con i ! j y B = u~1 B¡ entonces 

en donde tomando 

con lo que 

tenemos 

-y(D) = E[Yl¡xen¡) = E[Yl¡xEu:':,n;JJ 

= E [~ Yl¡xeD;J] 
•=1 

IYI¡xEu~=1 n;¡I :S JYloJ 
y como Y es integrable podemos usar oJ teorema de Convergencia Dominada teniendo 
cfltonccs 

E [E Yl¡xen;J] =E E(Yl¡xeB;Jl 

= f [ Yl¡xen;¡dP = f [ YdP 
i=I Jo i=I J¡xeB;I 
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teniendo así 
00 

1{U~¡D¡) = L 1(JJ¡) 
i=l 

es decir es numcrnblemcntc aditiva. 

Además también cumple que 

1(0) = { Y dP = O 
JxEO 

por lo tanto ·¡(JJ) es una medida. 

1 
1.5.7 Corolario.- Si Y es una variable aleatoria integrable <lefini<la sobre (íl,~,P) 
entonces existe 

h: ll -> R 

tal que 

{ YdP = { h(x)dPx(x) 
i(XEB) Jn 

Demostración.- Podemos escribir a Y de la siguiente manera 

y= y+ -Y-

sabernos por teorema 1.5.6 que existe g¡ y Y2 tales que 

{ y+dp = f g1(x)dPx(x) 
i(XEB) Jn 

{ Y-dP = { a2(x)dP,X(x) 
}(XEB) Jn 

tomando h = g¡ - 92 tenemos 

j
8 

h(x)dPx(x) = j
8

(g¡ - g2)(x)dPx(x) 

= j
8 

h(x)dPx(x) = j
8 

g¡(x)dPx(x) - j
8 

a2(x)dPx(x) 

r y+dP- r y-dP 
J(XEB) i(XEB) 

r y+ - y-dP = r Y dP 
J(XED) J(XED) 

1 

Da<las estas definiciones tenemos nuevamente.In siguiente relación: 
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l.ú.8 Corolario.- Si X es una variable aleatoria sobre (!l, !;'¡, P) y .·1 E \! entonces: 

E(lAIX == x) = P(AIX = x) Px c.s 

Demostración.· Por clcflnició11 tenemos que pnra A E ~ 

f E(l,¡IX = x)dPx(x) = { lAdP 
}!) J¡XEB) 

= [ dP = P(IX E n¡ n A) 
}fXE!JjnA 

y por otro lado 

P(IX E Bj n A) = fv P(AIX = x)dPx{~) 

por la unicidad 2: 

P(AIX = x) = E(l;1IX =:e) Px-c.s. 1 
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1.6 Concepto Genernl de Probabilidad y Esperanza Condlcimml 
dada una suba-álgebra de ~. 

Así ya hemos definido P(,llX = x) y E(YIX = x) ahora vamos a definir otro 
concepto de esperanza condicional mús general. Es decir se tornara unn 13 C ~ suhCT
álgcbra de ts', donde no necesariamente Y es e -medible. 

1.6.1 Definición.- Sea (íl, '.!", P) un espacio de probabilidad y 15 un:. suba-álgebra <le 
~~. Definirnos a la probabilidad condicional de ,\E'.!" dada 15 

P(Al15) 

com.o una variable aleatoria definida en este cspncio de probabili<llld tal que 

l'(C n A)= fe P(Al0)dP para toda GE e; 

para toda G E 0. 

1.6.2 Teorema.- Sea (íl, '.!", P) un espacio de probabilidad y(!) una suba-álgebra de'.!" 
y A E '.!" fija entonces existe 

P(Al0): (íl, S') _, (íl,O(R)) 

llamada probabilidad condicional de A dado (!) tal que: 

P(O n A)= fe P(Al15)dP para tocio O E 0. 

Si existe otra funeión Z con esta propiedades entonces Z es igual a la probabi
lidad condicional P-c.s. 

Demostración.- Tomamos 1(e) = P(G n B) y como 

o::;P(GnD)::;P(G) 

esto es si P(C) =O entonces 1(0) =O con lo que 1 es absolutamente continua con 
respecto a P podemos aplicar entonces el teorema de Radon-Nikodym con lo cual es 
inmediato el resultado. 

• 
1.6.3 Definición.-Sea Y una variable aleatoria extendida definida sobre (íl, '1', P) un 
espacio de probabilidad y sea 15 una suba-álgebra de \;\'. Definimos a la esperanza 
condiciOnal de Y E !ir dada 15 

E(Yl0) 
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como una variable aleatoria definida en este espacio de probabilidad tal que 

fe Y dP =fe E(Yll'l)dP para tocln C E l'l 

1.6.4 Teorema.- Sea Yunn variable aleatoria e.xtendida definida sobre {íl, S, P) , ~on 

!!\ e ;l' una a-álgebra y sea Y integrable. Entonces existe unn función 

E(Yll'l): (íl,l'l) _, (11,11(11)) 

llamada esperanza condicional de Y dado l'l tal que 

fe Y dP = fe E(Yil!l)dP para. toda C E l'l 

y cualcscíuicra dos funciones con estn propicdád coinciclcn P-c.s. 

Demostración.- Tomemos a. 

7(C) =fe YdP 

y tenemos que si P(G) =O entonces 7(0) =O ya que estamos integrando sobre un 
conjunto de medida cero, y Y es integrable podemos aplicar el teorema de Rnclon
Nikodym, teniendo que se cumple así el teorema. 1 

1.6.5 Propos!c:ión.- Sea. A E ti' y e; una suba-álgebra de S entonces 

P(Al0) = E(l,ill'l) P-c.s. 

Demostración.- Tenemos que para toda CE <!l se cumple 

r E(lAll'l)dP = r lAdP = r dP 
Je Je JenA 

= P(AnG) 

y también tenemos 

P(G n A)= fe P(Alc;)dP para toda GE e; 

por la unicidad 2 tenemos que P(Alc;) = E(IAl<!l) P-c.s. 

1 

Como caso particular importante tenemos que si 

X: {íl, ti') -• (11, ll(R)) 

2 Ver 11pfodkr: 11 
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y '5 = o(X) entonces pnnL 1( variabk alcnt.oria escribimos: 

I'(Aia(X)) := P(AIX) si A E\} 

)' 

E(Yla(X)) := E(YIX). 

HemnH 1lcfini<lo los siguientes conceptos: 

P(AiX '= x): ll -• R tomando a A E \!'fija y X: (0,\1') -• (ll,!l(R)). 

E(Y!X ;= x) : B ..- H donde Y es una variable aleatoria integrable y 

X: (0,\1') ·-• (fl,D(R)), 

P(.·\IX) : n -• !l caso particular de P(1\ll!l) donde A E '1' es fijo y l!\ es unll suba-
álgcbra de ~ y, 

E(YIX) : O ~ fl caso particular de E(Yll!l) donde Y es una variable aleatoria 
íntC'grahle y Ges uua suha~álgcbra de~-

\'C'nmos la relación que existe entre P(11IX = x) y P(AIX) y entre E(YIX ~ x) 
yE(YIX). 

1.6.6 Teorema.- Sea X : (O,~) ~ (R, !l(R)) una variable aleatoria definida sobre 
(O, ;1-, P) y sea A un conjunto fijo en \!' entonces 

P(A!X) = P(AIX = x) o X. 

Demo!-lt.rnción.- Denotemos a. 

g(x) = P(AIX = x) 

y denotemos n 
h(w) == g(X(w)) 

tomemos ll E U(ll) 
{ h(w)dl' = f g(X(w))dP(w) 

l[XEIJI l¡xeIJ) 

=fo g(X(w))ln(X(w))dP(w) 

usando el teorema de cambio de variable tenemos 

Jn g(X(w)) ln(X(w))dl'(w) = k g(x)ln(x)dl'x(x) 
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como B E íl(fl) entonces lo anterior es igual 

Jnv(x)ln(x)dPx(x) = j
8

a(x)dPx(x) 

y por ln <lefinki<\n 1.5.3 obtenemos que 

[ y(x)dPx(x) = P({X E B} n A) }[! . 

Observemos por otro lado que 

[X E Dj = {w E fl;X{w) E B} 

esto es 
!X E Bj E \!(X) 

entonces tomando 
G =!X E Bj E \!{X) 

tenemos ahora. que 

ln9(x)dPx{x) = P({X E B} n A)= P(G n A) 

y por la definición 1.6.l sabemos que tonmndo <!l = ~(X) pnra tl E\! fijo y parn toda 
GE~(X) 

P(G n A) =fe P(A\<!l)dP 

con esto tenemos que 

{ h(w)dP == [ P(A\e)dP 
l¡xEBJ le 

teniendo entoncc,s por unicidad 2 que 

P(Ajei) = h P-c.s. 

1 

1.6.7 Teorema.- Sea Y una variable aleatoria extendida definida sobre (fl,\!,P) 
donde E(Y) < oo y 

X: (fl, \!) -t (R, O(R)) 

entonces 
E(YIX) = {E(YIX = x) o X). 

Den1ostraci6u.- Denotemos por 

g(x) == E(YIX = x) 

.. 
"'Vt"t .,,,~ndice ll 
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y 
h(w) = g(X(w)) 

entonces pllrn D E n(f!) se tiene que 

Í . . h(u.•)dP ~ Í g(X(w))l¡¡(X(w))dP(w) 
f¡xoJ 1 Jn 

usando el tcorcn1a ele cambio <le variable tenemos 

jr¡ g(X(w))l¡¡(X(w))clP(w) = k g(x)IJJ(x)r!Px(x) 

como n E B(H) 

fr
1 
y(x)l¡¡(x)dPx(x) = JlJ a(x)dPx(.T) 

y sabemos por la definición 1.5.5 que 

Í g(x)dPx(x) = { Ydl' 
]¡¡ }\XElJ\ 

obteniendo firn\.lmcnte 

lixELJ\ h(w)dP = lixEBj y dP DE n(H) 

Ahora bie11 rccordn.ndo que 

¡x E DI= {w E n;X(w) E B} 

es decir 
[XEBI ES(X) 

entonces podemos tomar a 
C= [XEBj 

es claro que 
CE S(X) 

y tomando S(X) =<!;\podemos aplicar la deflcinión 1,6,3 teniendo así 

Í V.dP = f h(w)dP Je iJ le 

entonce~ por unicidad 2 

h = E(Y!X) P-c.s. 

i Ver apl!ndic~ 11 
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Ahora veremos las propiedades correspondientes: 

a. Si Y = k donde k es unn constante entonces 

E(l'll!l) = k P-c.s. 

b. Si Y1 y Y2 son variables aleatorias integrables y Y1 5 Y2 entonces 

e, Si a, b E R y Y¡, Y2 son variables aleatorias integrables entonces 

E(aY¡ + bl'2!1!1) = aE(Y1!1!l) + bE(Y2!1!1) P-c.s. 

d. Si Xn 2'. O para toda n y Xn j X e.a. entonces 

E{Xn!l!l) 1 E{X!l!l) c.s. 

e. Si if; es una función convexa, X y ,P(X) son integrables entonces 

ef;{E(X!l!l)) 5 E(,P(X)!l!l). 

f. Si !Xnl $Y, con Y integrable y Xn-+ X c.s. entonces 

E{Xn!l!l) -• E{X!l!l) c.s. 

g. Si ~o= {0,0} tenemos que E(YIU-o) = E(Y) 

h. E(E(Y!l!l)) = E(Y). 

l. Si Y es l!l-medible entonces 
E(Yll!l)=Y. 

j, Si l!l¡ e 1!12 entonces 

E(E(Yl1!12)J1!11) = E(Yl1!11) P-c.s. 

y 

E(E(Yl1!11)1~) = E(Y!l!l1) P-c.s. 
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k. Sea X una variable aleatoria <!.\-medible, y Y otra variable nlerttoria tnl <¡ue 

E(IYI) < oo y E(IXYI) < oo entonces 

E(XYlt!I) = XE(Ylt!I) p -c.s. 

Ln.s cuales llcrnostrarcmos n continuación: 

a. Demostración.· Por In definición 1.0.3 tenemos que para toda C E t!1 

fe E(YIQ))dP =fe Y dP =fo kdP 

por unicidad 2 tenemos 

P-c.s.1 

b. Demostración.· Por propiedades de la integral 

f Y¡dP < f Y2dP para toda CE(!) le -Je 

por la definición 1.6.3 

luego entonces 

j~ Y¡ dP = fo E(Y¡ l©)dP 

fe Y2dP =fo E(Y2l©)dP 

feE(Y1l'8)dP s foE(Y2l18)dP 

Como E(Y1I©) y E(Y2l'8) son <!.\-medibles e integrables y le desigualdad es válida 
parn todo G E © 3 tenemos 

c. Demostración.- Para toda G E ©tenemos que al hacer uso la definición 1.6 •. 3 

2 Ver a~Ddlce 11 

3 Vu npendke 111 
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= a fo Y¡dP + b fo Y2dP = a fo E(Ydo)dP + b fo E(Y2 JO)dP 

== f
0

aE(Y¡JO)dP + f
0

bE(Y2Jo)dP =fo (aE(Ytl0) + bE(Y2J<!!))dP 

por unicidad 2tcnemos 

P-c.s.ft 

d. Demostracl611.- Por la dcfiuíci6n 1.6.3 tenemos 

lim { E(XnJG)dP"' lim f XndP 
~ n-coJA. n-.co]A 

pll.?a toda A E .IJ. Como se cumplen las hipótesis del teorema. de Convergencia 
Monótona tenemos ' 

Jim { XndP= ( XdP 
n-oo)A ÍA 

Por otro lado observemos que debido a la propiedad e) 

E(XnJ0) :S E(Xn+1Jt>} :$ E(XJei) 

formando as{ E(XnJl?l) una sucesión creciente, por lo que el siguiente Hmitc 
existe 

nli.llJo E(X,,Jel) = h 

nuevamente podemos aplicar el teorema de Convergencia Mon6tona ya que 

E(X,,J(!I) 2:0 

y E(XnJI!>) i h entonces 

lim j E(Xnl(!l)dP = ( hdP .y_ n-oo A ÍA 

para toda A E ~. Por las igualdades anteriores y por la definici6n 1.6.3 tenemos 

~ 
L E(XIG)dP == L XdP =L. hdP 

para toda A E ~, por lo tanto 

E(X,.jl!>) i E(Xlt>) P-c.s.1 

e. Demostración.- Como 1' es una Función ~onvcxa entonces para cada zo E R 
Jrn.y un número >.(zo) tal que 

.f(zo) + >.(zo)(z - zo) :S ,P(z) 
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tomamos "xo = E(XIG) y ax= X sustituyendo tenemos 

,PE(E(Xll'})) + .\(E(X(G))(X - E(X\l'l)) :5 ,P(X) 

Suponernos que E(X\l'l) es acotada, con lo cual podemos ver que cada uno de 
los términos de la última desigualdad son integrables tomando la esperanza 
condicional con repecto a l'l y usando los incisos a), b), e) 

.P(E(X\l'l)) + .\E(X\l'l)E{(X -E(Xil'l))\l'l) :5 E(</>(X)\<!1) 

de donde 
</>(E(Xll!I)) :5 E(,P(X)\G) 

Hagamoslo ahora para cualquier E(X\1!1), para la cual definimos 

Hn = {\E(X\l!l)\ :5 n} 

entonces 
E(lu.X\l!l) 

es acotada por lo que la desigualdad en este caso es válida 

trabajando con la parte derecha de la desigualdad 

por d) 

E(</>(lu.X)\1!1) = E(Iu • .P(X) + 1¡¡~,P(O)\CI) 

= E(ln.<P(X)\CI) + lu~<P(O) -· E(</>(X)\1!1) 

Por otro lado debido al continuidad de </> 

finalmente obtenemos 
,P(E(X\el)) :5 E(</>(X)\CI). 1 

f. Demostración.• Sea Zn = SUPm;::n \Xm - X\ como Xn --> X c.s. entonces 

Zn LO c.s. 

corno E(X,.) y E(X) son finitas, aplicando los incisos e) y e) tenemos 

\E(X0 je1) - E{Xjl!l)j = \E(Xn - X\t!l)\ 

:5 E(\Xn '- X\10) :5 E(Zn\CI) 
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Como E(Zn+dci) :S E(Zn!Cl) c.s. entonces el si¡:uicnte límite existe 

nl.!..llJ., E(Z,,jci) = h 

por lo que 

O :S fn hdP :S f n E(Zn!Cl)dP 

como O :S: Z,. :S 2Y y -como Y es integrable podemos aplicar el teorema de 
Convergencia Dominada obteniendo 

Ín Z,,dP ~ O cuando n .... oo 

por lo tanto 

entonces 
h=O 

luego entonces 
E(X,.jci) ...., E(Xjci) e.e. 1 

g. Demostración.- Sabemos que las funciones \.1'o son co!Ultante•, por lo tanto la 
E(Y) debe ser constante. Y además se debe cumplir por la dcllnicón 1.6.3 qun 

In E(Yl\.1'o)dP =fo y dP 

teniendo así 
E(Yl\.1'o) x P(íl) = E(Y) 

obteniendo que la constante es E(Y). 1 

h. Demostraclón.-Por definición 

In E(Y!ci)dP = Ín YdP 

ya que (l E Cl 
E(EY!ci)) = E(Y).1 

J. Demostración.- Por Ja definición 1.6.3 tenemos 

f, E(l'lllldP = f YdP 
A ,¡ 

por unicidad 2 

E(Yjlll} = Y.1 

2 Ver af)t!ndice 11 
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j. Demostración.· Sea A. <=: !51 por la definición 1.fl.3 tcnc1nos 

J E(YjG¡)dl' ~ j YdP 
A A 

como l!I¡ C <!12 entonces A E <!12 por lo tanto 

por lo tanto 

j E(E(YIG2)1Gt)dP ~ 1 E(YIG¡)dP 
A A 

para tod" ,[E S· es decir 2 E(E(Yl<!12)l'1l-1) = E(Yji!l¡) P-c.s. 

• 
Demostraremos In segunda igualdad. La E(Yl<!11) es G¡-medible entonces es 
1!12-mediblc que para toda A E l!l¡ por d) 

luego entonces 4 

P-c.s.a 

·k. Demostrnción.-.Sea A E <!l tomemos X= lA demostraremos que 

Tenemos para toda D E 6 

comoAnDEG 

por lo tanto 

fv lAYdP = faE(l,1Yl6)dP 

LnB YdP = JAnBE(Yl<!l)dP 

J E(Ylt!l}dP = { lAE(YIG)dP 
Anll ÍB 

es cierto para funciones indicadoras por lo que también es cierto para funciones 
.simples, debio a las propiedades de las integrales. Tenemos entonces 
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Sea X una variable aleatoria positiva, existe entonces una sucesión de funciones 
{Xn} tal que X,. l X. Como 

¡x,.Yl:S IXYI 

y IXYI es integrable, aplicando el inciso f) tenemos 

por otro lado 

luego entonces 

Siendo válido para cualquier variable aleatoria X yn que es válido para x+ y 
x-, por lo que es cierto para 

x+-x-=X.1 

Observemos que todas las definiciones estan relacionadas entre si, en donde las 
siguientes propidades son análogas: 

a - 1.2.17 - 1.4.8, 

b - 1.2.21 - 1.4.10, 

e - 1.2.15 - 1.4.7, 
e -1.2.24, 

g - 1.2.19 - 1.4.14, 

h - 1.2.11 - 1.2.12 - 1.4.12, 

j - 1.2.13, 

k - 1.2.25 - 1.4.13, 

L2.14 - 1.3.2 

1.2.16 - 1.3.3 

1.2.20 - 1.4.9 
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Cadenas de Markov 

2.1 Definición.- Un Pror.cso Estocástico es una suscción dr variables aleatoria:-; 
X 1(w) , ! ET definidas en un mismo espacio de probabilidad (O, '.'t, P) ,en donde T <!s 
llamado usualmente e.'pacio deparametros (T suele ser el tiempo). 

2.2 Definición.- Una Cadena de Mnrkov con espacio de paramctros T discreto es un 
proceso estocástico en donde el espacio de estados S es un conjunto finito o númcrablc 
de los valores de las variables aleatorias y cumple con la propiedad: 

2.3 Definición.· Llamamos Probabilidad de 'l'rnnsición en ·un paso a: 

donde i,i E S. 

La probabilidad de transición en un paso es la probabilidad de pasar del estado 
i al estado i en una uniadad de tiempo. 

Si la cadena es estacionaria entonces PF,.'n+I = P¿!2 para toda n . En tal ca.so 
denotaremos de aqul en adelante como P¡; sola.mente. 

Haciendo variar i y i encontramos In matriz de proba.bilidndes de transición o 
matriz. de transición en un paso la cual satisface: 

a. 

b. 

Para toda 

Para toda 

i,j ES 

iE S 
P¡; 2: O. 

l:f=o P¡¡ = 1 
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P¡o P11 
p = P20 1'21 

(

Poo Poi 
Peo "·) P12 ··· 
P22 ··· 

Si S tiene k elementos entonces la mntríz de transición es de k x k. 

Denotaremos n la matriz de transición por: 

p = l\Pi,i\\i,jES 

2.4 Proposicl6n.· La Cadena de Markov está totalmente determinada por !ns proba
bilidades de transición en un paso y por ln probabilidad del estado inicial 

Demostraci6n,· 

P(X10 = xo) =l. 

P(X10 = xo,Xi, = x¡, ... ,X¡n = Xn) 

= P(Xtn = Xn\Xto = xo,Xt, =X¡, ... ,X¡n-1 = Xn-1) 

X P(Xio = xo,X1, = x¡, ... ,Xtn-1 = Xn.'..1) 
2.4.1 

usando la propiedad de Markov y la fórmula de probabilidad total tenemos: 

P(Xtn = XnlXto = xo,X1, = X¡, •.. ,Xtn-l = Xn-1) 

X P(Xto = xo,X1, = x¡, ... ,X¡n-1 = Xn-1) 

= P(Xtn = Xn\Xtn-I = Xn-1) 

X P(Xtn-I = Xn-dX10 = Xo, X¡ 1 = x¡, ... X¡n-l = Xn-2) 

X P(Xt0 = Xo,Xt 1 = :z:1, ... ,Xtn-"2 = Xn-2) 

continuando de la misma manera obtenemos finalmente que: 

1 

Esta proposición nos garantiza que la distribución conjunta de 

se puede encontrar a partir de las probabilidades de transición. 
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Veamos un ejemplo: 

Se tiene una rata en un laberinto como el de la siguiente figura: 

l 

4 

En donde el espacio de estados es 

s = {l,2,3,4,5,6}. 

Suponiendo que la rata se mueve de casilla en cada unidad de tiempo, y que todas las 
salidas posibles son equiprobables,tenemos que la matriz de transición es: 

(

o i o i o º] i o ! o ! o 
P= O 4 O O O 4 

1 o o o o o 
o ~ o o o ~ 
o o ~ o ~ o 

-Podrínmos preguntarnos que sucede en dos tiempos, es decir la probabilidad de 
que en el tiempo n esté en el estado j dado que en el tiempo 11 - 2 está en el estado i 

P(Xn = ilXn-2 = i). 

Por ejemplo 

P(X3 = 2jX¡ = 5) = P(X2 = llX1 = 2)P(X3 = SIX2 = 1) 

+ P(X2 = 21x1 = 2)P(X3 = s1x2 = 2¡ 
+ P(X2 = 3IX1 = 2)P(X3 = SIX2 = 3) 

+ P(X2 = 4IX1 = 2)P(X3 = 5IX2 = 4) 

+ P(X2 = S!X1 = 2)P(X3 = SIX2 = 5) 

+ P(X2 = 6IX1 = 2)P(X3 = SIX2 = 6) 
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La respuesta general a esta pregunta nos la da la ecuación de Chapmnn-Kohnogorov 
denotemos 

p(n) = llP;}lli,jES 

a la matriz de transición en n pasos. Aqf Pl'j es la probabilidad de ir del estado i al 
estado j en n pasos. 

2.5 Teorema.- Si la matriz de probabilidades de transición de una cadena de l\forkov 
es 

p = llP;;lli,jES 

entonces tendremos que la ecuación ele Chapman-Kolmogorov se satisface, es decir 

co 

P¡} = L P[kPki 
k=O 

para cualquier par de enteros positivos fijos r y s que satisfacen que r + s = n donde 
definimos 

o {1 i=j 
P;; = O i # j, 

Demostración.-

Si n. = 2 tenemos 

P(Xo = i). P(X2 = ilXo = i) = P(X2 = j,Xo = i) = P(X2 = j,X¡ E S,Xo = i) = 

L P(X2 = j\X1 = k,Xo = i) · P(X1 = k,Xo = i) = 
keS 

por la propiedad de Markov y por la fórmula de probabilidad total 

I: P(X2 = j\X¡ = k,Xo = i). P(X¡ = k,Xo = i) 
keS 

I: P(X2 = j\X¡ = k). P(X¡ = klXo = i). P(Xo = i) 
keS 

en resumen obtenemos que 

es decir 

P(X2 = j\Xo = i) = L P(X2 = ilX1 = k) · P(X¡ = klXo = i) 
kES 

p!~I = " pJ,1) pkl9 
'J ~ .,.. ºJ 

kES 
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La demostración para n es semejante tenemos 

P(Xo = i)P(X,. = jJXo = i) = P(Xn = j,Xo = i) 
= P(Xn =j,X, E S,Xo = i) = l:kES P(X,. =j,X, 0= k,Xo = i) 

= L:kc;S P(Xn = jJXr = k)P(X, = k,Xo = i) 
= fai:;s P(X,. = jjX, = k)P(X, = kjX0 = i)P(Xo = i) 

es decir 

00 

P(X,. = jJXo = i) = L P(Xn = jJX, = k)P(X, = kJXo = i) 
k=O 

p!?l = ~ pk(~-r) prk. 
1) L- ) 1 

k=O 

2.6 Corolario.~ Si P" es In matriz de transición de n-pnsos entonces 

Demostración.-

pn = P X p X • • • X P. -----------n veces 

Por la ecuaci6n de Chnpman-Kolmogorov tenemos 

00 

P¡; = L P¡kPk¡ 
k=D 

1 

en donde haciendo variar i y j obtenemos P 2 y esto no es más que el producto de la 
matriz de transición por elln misma. 

Ahora demostrando por inducción tenemos que es válido paran = 2 suponemos 
que es válido paran y demostraremos que es.válido paran+ 1 

P¡'j,+1 = L P¡'),P¡1¡, 
kES 

en donde haciendo variar i y j observamos que no es más que el producto de la rnntriz 
l'" por la matriz P por lo que In matriz de transición en n + 1 pasos es la multiplicación 
(le esta mis1nn 11. + l veces. 1 

Para Jn clasificación de estados tenemos las siguientes definiciones: 

2. 7 Definición.- Diremos que el estado j cs accesible desde el estado i si existe n ?: O 
tal que P¡'j > O y lo denotaremos i -• j. · 
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2.8 Definición.- Diremos que Jo<; estarlo~ i y j son con1unicantcs si 

y lo denotaremos 

1~1 

j -ti 

jHi, 

Es decir <le i podemos llegar a j y de j podemos llegar a i'. 

2.0 Proposición .... Los esta<los comunicantes son una relación de equivalencia en ci 
conjunto de estados. 

Demosti-ación.-

n. i ~-* i ya que PR :::::. 1 

b. i <t-• J entonces } ·H i es por dcfinici6n 
c. i H> j ,j ~-+ k entonces i H k 

Sabemos que existen n, m E N tal que P¡'} > O y P}k > O entonces 

00 

r,.i+m = L P;'}P;'k > o. 1 
j=O 

2.10 Definición.- Llamaremos clases de estados a las clases de equivalencia forma
das por la relación de ser comunicantes. 

2;11 Definición.- La cadena es Irreducible si la partición es singnlar 

{S,0}. 

2.12 Definición.- Definimos el periodo de un estado i por 

d(i) = mcd{n 2". 1: P;i >O}. 

Si pnrn toda i ES d(i) = 1 la cadena es aperíodlca. 

2.13 Proposición.- El período es una propiedad de clase es decir si i H j entonces 

d(i) = d(i). 

Dcn1ostración ... 
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Pnra i = j es inmediato 

Si i f j 
Sen s tal que P/¡ > O In cual existe yn que existe m tal que P¡''J > O ya que 

i --> j y existe n tal que Pj; > O ya que j -• i consideramos 

p¡,.+•+m = L P1~P¡';P¡j >O 
. ¡ 

Como P;~ >O entonces P¡~' >O y por la ecuación de Chapman-Kolmogorov ( 2.5) 

P}'/2•+m? p¡¡np{;'P;"/ >O 

en donde tenemos que 

n. d(i)l(n + s + m) 
b. d(j)l(n + 2s + m) 

entonces d(i)is, pero d(i)ls y por definición de d(i) 

d{i) ?: d(i) 

Análogamente se prueba que d(j) ?: d( i) con lo que obtenemos que 

d(i) = d(i). 

1 

2.14 Proposición.- Si el estado i tiene un periodo d(i) existe un entero N que depende 
de i (N¡;j) tal que para toda n E Z , n? N 

. P;~d(i) > O. 

Demostración.- Usaremos el siguiente lema: 

Si 11 es un conjunto de enteros positivos con mcd=d, entonces existe un sub
conjunto finito de A con mcd=d.4 

TomllÍldo este subconjunto finito tenemos: 

Sean ni,. . ., nk talo.s que P;.; > O j = 1,. . ., k 

d(i) =mcd{n1,. . .,nk} 

sabemos que por ser d(i) el máximo común divisor de las n¡ se puede escribir como 
combinación lineal de estas es decir 

4. La. Jemo1lra.c.l6n 1e encuentra en t-1 apfo•1ke JY 
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donde Cj ( Z j 
parte ncgnti\'a. 

11 ... , k podemos escribir a d{i) sepn.rando su pnrte posit.iva r su 

d(i) =M-M' 

donde ¡\f y J.'1' son enteros positivos y tomarcntos n .'V tal que satisfaga que 

(M')2 
N?:: d(i) 

teniendo así que para todo r.ntcro n ;::_ 1V podemos escribir u. nd(i) como 

nd(i) = a1W1 + bd(i) 

donde a, b E z+ )' a ?:: M 1 > b 

P¡7d(i) = P;~M'+bd(i) ?:: P;/M' p~d(i) ?:: P¡1f' P¡~(i) > O. 

2.15 Corolario.- Si Pj'/ > O entonces 

p'.':+nd(i) >O 
JI 

para todo n E z+ suficientemente grande. 

Demostración.-

1 

Escogemos n ?:: N con N como en la proposición 2.14 y usando In ecuación de 
Chapman-Kolmogorov 

p?;+nd(i) > p'!; p?.d(i) 
JI - JI JI 

y PJ'i > O por hipótesis y P;d(i) > O por la proposición 2.14 por lo tanto P;7+nd(i) > O. 

1 

2.Hl Definición.- Un subconjunto de estados G no vacfo es cerrado, si no se puede 
llegar a ningún estado que no este en C. Es decir 

parn toda i E G 

L P¡; = 1 
jEC 

_ En donde observemos que la submatriz formada por C es estocástica. 

Diremos también que la cadena de Markov es irreducible, si no existe ningtín 
otro conjunto cerrado que no sea el total. 
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2.1 'T Definición.- Si C es una clase de esta.dos cerrada con período d > 1. Pam io E C 
definimos 

Go = {j E CIP;~i >O implica n =O mod d} 

G¡ = {j E CjP;~j > O implica n = l mod d} 

Cd-;-1 = {i E OIP;~; >O implica n = d - 1 mocl d} 

en donde llamaremos a estos G; (j =O, .. .,d- 1) subclases cfcllcns de C. 

Observemos que 
d-1 

G= U C; 
i=O 

2.18 Teorema.- Si k E Ct y Pk; >O entonces j E Út+t• Es decir empezando de un 
estado i E Co la. cadena se mueve de Co a G¡ a ... a Úd-t regresando n Co, yn que 
Oo = GJ, cd+l = G¡. 

Demostración.- Sean ta.1 que P¡'j, > O entonces 

n = ad+t 

por la ecuación de Chapman-IColmogorov tenemos 

P¡;.+1 ~ P¡"¡,Pk¡ > O 

ya que G es cerra.da. j E G y como 

n = t mod d 

entonces 
n + 1 = t + 1 mod d 

por lo que j E Ct+I· 

1 

Con la ayuda de estas subclases cíclicas podemos encontrar el período de una 
cadena finita de la siguiente manera.: 

- so -



Obscn·cmos Ja siguiente cadena~ la cual es irreducible 

partirnos de un estado por ejemplo 1 y sea Co la subclase cíclica que contiene al 1, 
por el teorema 2.18 formamos a C¡ por los estados donde llega el estado 1 en un 
paso, obtenemos que 3 esta en C¡, ahora formll.IIlos a C2 por los estados· donde llega 
el estado 3 en un paso, repitiendo este procedimiento hasta que alguna subclase cíclica 
Ck contenga algún estallo de las anteriores subclases cíclicas C; con j < k. 

Co C¡ C2 C3 C4 

3 5 7 1,2 

Observemos que Can C4 = 1 por definici6u de las subclases cíclicas tenemos 
Co = C4 

Tomemos a C4 como la subclase cíclica inicial y hagamos el mismo procedi
miento 

Co C¡ C2 Cs C4 

1,2 3,4 5,6 7 1,2 

como C0 = C4 y como C0 U C1 U C2 U C3 = C tenemos que el período de la cnilcna es 
4. 
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Rccurrencia 

Denotaremos a la probabilidad del primer r<!{\reso al estado i saliendo del estado 
i en n pasos como 

f!/ = P(X,. = i,X¡ f i j E ¡1, n -11\Xo = i) 
y la probabilidad de estar en el estado j por primera vez saliendo del estado i en n 
pasos con10 

flj = P(Xn = j,Xk f j k E ¡1,n -11\Xo = i) 

)'definimos 

IR =O'. 

2.l!J Teorema de la Primera Entrada.-

Sea Pi; Ía probabilidad de ir del estado i al estado i en n pasos y !/'; la proba
bilidad de salir del estado i y regresar por primera vez al estado i en k pasos entonces 
se cumple la siguiente igualdad: 

n 

Pi; = L f/';P;(-k n :<:: l. 
k=O 

Demostración.-

Tomamos Ak como el siguiente evento 

Ak = {w E O; Xn = i, Xk = i, X; f i j = 1, .. ., k - 1 dado que Xo = i} 

tenemos que 

P(Ak) = P(Xn = i,Xk = i,X¡ f i,j = l, .. .,k - l!Xo = i) 
_ P(Xn = i, Xk = i, X; f i, j = 1, ... , k - 1, Xo = i) 
- -----·- P(Xo = i) 

P(Xk = i,X¡ 1i,j=1, ... , k- 1,Xo = i) 
X P(Xk = i, X¡ f i, j = 1, ... , k - 1, Xo = i) 

_ P(Xn = i,Xk = i,X¡ f i,j = 1, ... ,k -1,Xo = i) 
- P(Xk = i,x,. t i,j = 1, ... ,k - 1,Xo = i) 

P(Xk = i,X¡ f i,j = 1, ... ,k-1,Xo = i) 
x I'(Xo = i) --
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= P(X 11 ,., iJXk = i,Xj i i,j"" 1, .. .,k - 1, Xo = i) 

xP(Xk '°' i,X¡ f i,j = 1, ... ,k - IIXo = i) 
usando la. propiedad de l\1nrkov y por definición de /,~ esto es igual a 

en donde como los conjuntos A¡/s son ajenos tenemos que: 

1';? ~ P( LJ Ak) = t P(Ak) = f: l,~P,~-k. 
bo k~o k~co 

Análogamente podemos obtener 

11 

P/j = L l;1P;'j-k i f j ">O. 
k~o 

2 .20 Proposlción.- Si d( i) es el período del estado i, entonces 

d(i) = mcd{n 2: ljl/l >O}. 

Demostración.- Sea 
e(i) = mcd{n 2: l)I// >O} 

y supongamos que e(i) i d(i), con lo que tenemos 

1;/il >o 

por el teorema de la primera entrada tenernos 

de la cual 
P!;(i) >0 

obtenemos d(i) = e(i)n donde d(i) >O y e(i) >O, es decir d(i)::; e(i). 

1 

Si d(i) < e(i) y nuevamente por el teorema de la primer entrada. tenemos 
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existe ko :<; d(i) tal que 

Í¡~º >o 
lo cual contradice al hecho de que e(i) sea el máximo común divisor, por lo tanto 

d(i) = e(i} 

• 
00 

2.21 Dcfinlci6n.- El estado i es recurrente si y s6lo si ¿; f¡'¡ = l. 
n~l 

00 

El estado i es transitorio si .'f t fil < l. 

Es decir tendremos que el estado es re'currente si saliendo del estado i la pro
babilidad de regresar a éste en un tiempo finito es uno. 

2.22 Teorema.- Un estado i es recurrente si y s6lo si 

00 

L, P,7::: OO. 

n=l 

Dcmostraci6n.-

Como i es recurrente sabemos que ¿;~1 f¡'¡ = 1 como esta serie converge apli
caremos el teorema de Abe! 5 ( a) ) tenemos que 

usando la siguiente igualdad la cual se demostrará posteriormente con !si < .1 

2.22 

Demostraremos que la igualdad 2.22 es cierta en la cual tenemos que si ¡ .. ¡ < 1 

S Vu apendke V 
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Dctnostrnción.
Llamcmoslc 

donde 

00 

P;¡(s) = L snP/j para l•I < 1 
r.=O 

00 

F¡¡(s) = L sn Ji} para JsJ < 1 
n=O 

F¡¡(s)P,·¡(s) = 'f: sn(f: J/;P;'¡-i¡ 
n=O j=O 

como IR = O y usando el teorema de la primer entrada 2.19 

~ "('!:._J.ipn-i)- ~ "P" ¿_, 8 ~ ii 1"i - L.. 3 ii 
n=l j=O n=l 

en resumen he1nos obtenido que: 

00 

F¡¡(s}P¡¡(s) = L s" P;i 
n=l 

Por otro lado 
00 00 

P¡¡(s) = L P;(sn = L P¡'(sn + P;~sº 
n=O n=l 

00 

L P¡'(s" + 1 
n=l 

que por 2.22.1 tenemos: 
P;¡(s) = F¡;(s)P¡¡(s) + 1 

y 

Con cstll igualdad tenemos que 

ya que P// ;:: O y 

1 
P¡¡(s) = 1- F;¡(s)" 

00 

2: P¡~sn = oo 
n=O 
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podemos aplicar nuevamente el teorema de Abe! teniendo 

Probaremos la segunda implicación por contradicción supongamos que el estado 
i es transitorio es decir 

00 

L:!;i<t 
n=l 

usando nuevamente el teorema de Abe! 

y usando la igualdad 2.22 tenemos que 

00 

lim E Pijs" < co 
,_ .. ¡- n=O 

aplicando ahora del teorema de Abe! tenemos que 

00 

l::Pt~<oo 
n=l 

lo cual es un contradicci6n por lo tanto el estado i es un estado recurrente 1 

2.23 Proposición.- Recurrencia es una propiedad de clase. Si i ~. j tenemos que si i 
es recurrente entonces j es recurrente. 

Demos traci6n.-

Por la ecuaci6n de Chapman-1\olmogorov tenemos 

00 

Pj}+n+p = L PJ'/P¡'iPf,· ~ P¡"jP¡'}P,~. 
i=O 

entonces 

"p?!+n+p > ~ p'!!p.~p?. 
L.,,¡ JJ - L,_, JI ti t} 
n=l n=l 

00 

= P?tP!; L P;i = 00 

n=l 
por lo tanto 

00 

L Pj/m+p = oo 
n.=l 
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es decir j es recurrente. 11 

Veremos ahora que sucede con la.• caminntns nleatorias. 

2.24 Definición.- Sean€¡, E2>' .. varinbles aleatorias con valores enteros independien
tes e idcnticrunente distribuidas. Sea Xo una variable aleatoria que tGma valores en l 
y que es independiente de E¡ para toda i = 1, 2, ... si 

Xn = Xo + E1 + · .. + En 
la sucesión de X,. , n ;o: O es llamada una caminata aleatoria. 

En nuestro cR.so consideramos para cada i 

P(E¡= 1) = p 

P(E; = -1) = 1- p 

La caminata aleatoria describe el comporta.miento de unn partícula cuyos movi
mientos toman valores enteros es decir, en la recta la partícula se mueve en los enteros, 
en el plano se mueve en los puntos con coordenadas enteras. 

Veamos si existe recurrcncia en la caminata aleatoria en la recta. 'l'omcmos 
como punto de estudio el cero. 

2.25 Proposición ... En una caminata aleatoria en la recta tenemos que el cero \!s 
recurrente si y sólo si p = ! = q. ' 

(donde p es la probabilidad de que se mueva la partícula a la derecha y q In probabilidad 
de que se mueva a la izquierda) 

Demostración.

Tenemos que 
p~+l =O n =O, 1,. .. 

es decir la probabilidad de que la partícula parta del cero y llegue al cero en un número 
impar de pasos es cero, ya que si la partícula se aleja del cero. n pasos para regresar ni 
cero, tenemos que realizar el mismo número de pasos, moviendose ss( la partícula un 
número par de pasos. 

Ahora bien 
p,2n _ (2n) n n oo- n pq 

Supongamos que p = ! = q teniendo asl 

p,2n = (2n) (!)"(!)" = (2n)! p"q" 00 n 2 2 n!n! 
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usando la fórmula de Stirling 

tendrernos : 
(2n)211+~c-2"V:fi 

PifJ'-(pq)" .1 ~---.,----
(n"4 2c-"v2rr)(n"4 2c-n,J2;i) 

(pg)"22n (4pq)" 
.foñ = .foñ 

00 00 00 (4 )" '°' R" ~ P.~" ,,.... pq -
~1 OO ,..., ;:1 OO ~ n~l .¡iñ - 00 

Ya que supusimos que p = i tenemos que pq -~ :\ con lo que tenemos qúe el 
Ct'rO es recurrente. 

Ahora para demostrar la otra in1plicación 1 tcnctnos que el cero es recurrente 
por lo que 

f P." f (4pq)" -
n=l OO - n=l ..¡im -

00 

Sabemos que esta. serie diverge si pq 2: ~ si considerarnos el ca.so pq > 1/4 nos 
encontramos 

4P{l - p) > 1 

p2-p+~>0 
4 

1 2 (p-2) <O 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto la serie diverge por las propiedades de p y q 
sólo si se cumple p = ! = q. 1 

2.20 Ejemplo.- Veamos ahora la camino.ta aleatoria en el plano, con movimientos 
sobre las coordenadas enteras, en donde paro. pasar de un estado o. otro tendremos 
movimientos hacia arriba, abajo, a la derecha o a lo. izquierda. Cada movimiento tiene 
la misma probabilidad. En esto. camine.ta aleatoria el cero es recurrente. 

Análogamente como en el ejemplo anterior tomemos como punto inicial al origen 
teniendo asi para toda n E N 

Calculemos PJ¡j en donde: 

X 1 = # de desplazamientos hacia arriba. 
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X2 = # de desplazamientos hacia abajo. 

Xa = # de desplazamientos hacia la izquierda. 

X.¡ = 1fo de desplazamientos hacia la derecha. 

Si 

11¡= (X1 = i) 
entonces 

y 

y 

A1 = (X4 = n - i) 
donde n - i = j. 

Tenemos 2n resultados con cuatro resultados posibles cada uno 

P (ú A¡)= P(A1)P(A2JA1)P(Asi
1

ó A;)P(A4jió A;). 

= P(X1 = i)P(X2 = ilX1 = i)P(X3 = ilX1 = i,X2 = i) 

P(X4 = jJX1 = i,X2 = i,Xs = j) = 

2n! (2n - i)! (2n - 2i)! (2n - 2i - j)! 32n-iz2n-2i 
i!(2n - i)! (2n - 2i)!i! (2n - 2i - j)!j! j! 4i42n-i3i32n-2i2i22n-2i-j = 

teniendo así 

(2n)I 1 2n 
1'1'i1(4-) 1.1.J.J. 

2n (2n)! 1 2n 
Poo = 1: 1'f1'j(¡) = 

i+i=n 1.1 J•J 

n!n! (2n)! (1) 2" 
·+l;:: nin! i!i!jlj! 4 
' 1=n 
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sustituyendo d valor de j tenemos: 

n n!n! (2n)! (¡)2n 
i~ n!n! i!i!(n - i}!(n-i)! 4 = 

" (2n}! n! n! (1) 2" 
~ n!n! i!(n - i}! i!(n - i)Í 4 = 

(
2
") (~t t (~) ( ~ .) 
n 4 i:::O i n t 

usando la fórmula de Stirling 

tenemos 

Así 

(2n)! (2n)2n+~e-2ny'27í 22n 
n!nl ~ n2n+Ie-2n2,,- = ,¡¡rñ 

por lo tanto el origen es ~ecurrente. 1 

2.27 Ejemplo.- Ln caminuta aleatoria en tres dimensiones, donde los movimientos 
serán hada arriba, hacia. abajo, a la derecha, n. la izquicrcÍn, hacia adelante o hncin 
atrás. Los movimientos son igualmente probables. 

Tenemos las siguientes variables aleatorias 

X¡ = fl de desplazamientos hacia arriba. 
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X2 :-;,· ff de desplazamientos hacia nlnijo . 

.. X-3 ;;:;: # de desplazamiento:;. hada In. izquicr<la. 

X.1 = N de desplazamientos hacia la dcrcdia. 

X5 ""# de dcsplaznmicntos hacia adelante. 

X6 = -/! de desplazamientos hada ntriis. 

Para toda n E N tenemos PJQ+1 = O ya que el número de 1novimicnto!-:> que 
haga la partícula. alcjnndo:-;c del origen también los tenernos que hacer para nccrcnrnos 
a c!itc, siendo imposible regresar en un número impar de pasos. 

Ahora bien para toda n E N 

PJ(,' = L P(X1 ~ i,X2 = i,X3 =j,X4 = j,Xs =,, _ i-j,Xa = n-i-·j) 
1$:i+j$'.n 

L P(X¡ = i)P(X2 = ijX¡ = i) 
1~,·+j~n 

P(X3 = jjX¡ = i, X2 = i)P(X4 = jjX¡ = i, X2 = i, X3 = j) 

P(Xs = n - í -ilX1 = i,Xz = i,Xs = j,X4 = j) 

P(Xu =n- i-ilX1 = i,X2 =i,X3 =j,X4 '='i,Xs = n-i-j) 

(
2n - 2.i - ~j) (~)n-i-j(~)n-i-i 
n-1-1 2 2 
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decimos que para toda n E N sea 

con lo que 

{ n! } 
Cn =II\11,lC 'l'I( ' ')1 1,J t.J. n-s -; . 

' 2n < 1 (2n) 1 
Poo - Cn22n n 3ñ 

usando el hecho de que Cn se maximiza cuando io = 9 y J'o ::::= -3- tenemos que 

2n < (2) 1 1 ( n! ) 
Poo - n 22n -3n n.111:1''1 

. ' "!!·~·!" 

y utilizando la fórmula de Stirling tenernos 

00 3\1'3 00 1 
L:P&l=-3L3<0o 
n=1 2"'} n=1 n} 

por lo tanto la camina.ta aleatoria en el espacio es transitoria. 1 

Llamemos N;(n) al número de veces que el estado i es visitado en la.s primeras 
n trn.nsicioncs, e.s decir: 

N¡(n) = s 

donde s es el número de enteros u que cumplen: 

y tendremos que : 
Jlm,N,·(n) = N¡(oo) 

sera el número total de veces en que estamos en el estado i. 
Usando esta notación definiremos: 

a. La probabilidad <le visitar el esta.do i una infinidad de veces dado que el estado 
inicial es i. 

Q¡¡ = P(N¡(oo) == oolXo = i) 

b. La probabilidad de visitar el estado j dado que el estado inicial es i. 

Q¡; == P(N;(oo) = ooiXo = i) 
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c.. La probabilidad de visitnr el estado i a lo más l\1 VCCl'S dado que el estado inicial 
es i. 

Q{t = P(N;(oo) :S NIXo ~' i) 

Análogamente 

d. Ln. probabilidad de visitar el cst"do j a lo más N veces dado que el estado 
· inicial es i 

Q~ = P(N¡(oo) :S NIXo = i) 

En ciertos casos potlemos encontrarnos que : 

P(Xo = i) ""º 
definiendo entonces Q;¡ para las Xm que tenga sentido 

Q;¡ = P(N¡(oo) - N¡(m) = oolXm = i) 

pnra rn tales que P(Xm = i) f O. 

2.28 Proposición.- Sean Q¡1., Qii y f¡} como se definieron anteriormente entonces 

00 

O;;= I: !['¡Q¡¡-. 
n==l 

Demostración.-

Definamos los siguientes conjuntos 

A;= {N¡(oo) = oo} 

es decir A¡ es el conjunto de pasar una infinidad de veces por j 

A'J = {N¡(oo) - N;(n) = oo} 

~'J es el conjunto de pasar una infinidad de veces por el estado j después de n transi
ciones 

Bj={Xn=ilXm'fi m=l, .. .,n-1) 

D}' es la primer visita al estado;' .en n transiciones 

B¡ = {Xn = j para algún n > 1 n E z} 

teniendo así que: 
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tal que 
Dj n n•¡' = 0 Vm f m' 

Cuya relación entre estos conjuntos es como sigue: 

A; n B; =A; ya que Ai e Bi 

y 
A;D'j = A'JB'J ya queA; E Aj 

teniendo ns( 

Q;i = P(A;!Xo = i) = f; P(A¡Bj!Xo = i) 

en donde 
n=l 

P(A;Bj!Xo = i) = P(AjDJIXo = i) 

_ P(AjBj,Xo = i) P(Bj,Xo = i) 

- P(Xo = i) P(Bj,Xo = i) 
- P(AjBj,Xo = i) P(Bj,Xo = i) 
- P(B'j,Xo = i) Xo = i) 

= P(Aj!B'j,Xo = i)P(B'j!Xo = i) 

por la propiedad de Markov 2.28.l es igual a 

P(Aj!Bj)P(Bj!Xo = i) 
con lo que obtenemos 

Q;; = f; P(AjlBj)P(BjlXo = i) 
n==l 

y de acuerdo con la definición de cada conjunto 

Q;¡ = f; f[}Q;;· 
n==l 

2.29 Proposición.-
00 

Qii = L P;kQkj· 
k=O 

2.28.1 

1 

Demostración.- Se hace análogamente que la proposición 2.28 definiendo ahora los 
conjuntos 
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B" = {Xn "'k para nlgÍln k ES} 

teniendo nsí 

tal que 
BknBJ=0 'efkl-J k,jES 

teniendo nut;Vamc.ntc las rclat:iones 

A;B" =A¡ ya qneA; e B¡ 

y 
A¡B'J = A'JB'J ya que A¡= A'J. 

2.30 Teorema.· Si el estado i es recurrente entonces Q¡¡ = l. 

Si el estado i es transitorio entonces Q¡¡ = O. 

Demostración.

Tenemos 
"' 00 QI'[ = I: JllQI'[-1 = q¡¡-1 E I!: 
n~l n=l 

1 

00 2 oo 3 co N-1 

= Q[f-2
( I: m) = Q{f-3

( I: m) = · ·· = Qf;( l: m) 
n=l n=l n=l 

pero por definición 
00 

Qf,= E m 
•=1 

teniendo así 
oo N 

q{'f =(E !li) 
n=1 

obteniendo entonces que si el cstado i es recurrente 

y •Í el estado i es transitorio 

00 

L !;'l = 1 entonces Q¡; = 1 
n~l 

oo N 
lim ( L f;i < i) =O entonces Q¡; "'O. 

N-+oo n.:::1 
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• 
2.31 Teorema.- Si i t-> j y la clase es recurrente entonces 

Q¡; =l. 

Demostración.-

Por la proposición 2.29 podemos escribir a Q;; de la siguiente manera: 

también sabemos que 
00 

l=L;Ppk 
k=O 

con lo que restando estas dos expresiones tenemos 

00 

1 - Q;; = L Plk(l - Qki) 
k=O 

como la clase es recurrente tenemos 

Q;; = 1 

teniendo as[ 

O= f; P}'k(l - Qk¡) 
k=O 

cada uno de los términos del lado derecho es mayor o igual que cero, por lo tanto debido 
a la igualdad anterior tenemos para cada término de la sumatoria que 

Si j <-> k entonces sabemos que existe m E Z tal que 

P;'í: >0 

tomando k = j y como 
O= P¡'j(l - Q¡¡) 

entonces 
Q¡; =l. 

1 
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2.32 Corolario.~ Si i ~-~ j y In clase es recurrente entonces: 

00 

I:Ji}=l. 
n::::l 

Demostración.-

Por la proposici6n 2.28 podemos expresar n Q;¡ de In siguiente manera 

00 

Q;¡ = I: !;''¡Q¡¡ 
n=l 

y como la clase es recurrente tenemos 

Q;¡=l, Q¡¡=l 

por lo tanto 
00 

¿/¡";=l. 
n=l 

1 

Con este corolario aseguramos 'que al salir de cualquier estado do la clase visitar 
a todos los demás estados de la clase recurrente. 

2.33 Teorema Básico del Límite para Cadenas de Markov. 

a. Sea una cadena de Markov irreducible, recurrente y aperiódica. 

P;~ = {Xn = ilXo = i} 

en donde 

y sea 
/¡~ = {Xn = i,Xm fd m = 1,· .. ,n-llXo= i} 

donde 
t8=0 

las cuales cumplen 

2.33.1 
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entonces 
lim p!! = --

1
--. n-oo u oo 

n~O nfll 

b. Dajo lns mismas condiciones que en inciso a) tenemos 

lim P~·= lim P~. 
n-co Jt n-.oo " 

e<> 
Nota.- A E nf¡~ se le llama el tiempo medio de recurrcncla de i y representa el 

n=O 
tiempo promedio de retornos al esta.do i dado que el esta.do inicial es i. 

Demostración.-

Demostraremos el inciso a). Tenemos que 

n n 
P¡l- L ¡¡¡-k P,~ = P¡i - ¿: J~P,~-k 

k=O k=O 

2.33.2 

Sabemos que la sucesión formada por {P;7}ni=N es acotado, por lo tanto sabe-
mosque 

es finito. 

Ahora tomando una subsuccsi6n {P~;} donde ni < t12 <•··y tal que 

lim p.~;=.>. 
;-oo " 

y usaremos el hecho que pam cualquier entero d tal que 

tenemos el siguiente resulta.do que demostraremos posteriormente 

2.33.3 

Sea ahora 
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en donde 

por lo tanto 

00 00 

I: kJt= I: ª" 
k=O n=O 

!/; = ao - a1 

!{; = a1 - a2 

ahora sustituyendo en la ecuación 2.33.2 
n 

P¡( - [(an-1 - an)l'¡~ + (an-2 - ªn-1)1'¡} + "· + (ao - a1)P,r1 + (a-1 - ao)Pf;j = 1 

de ncuerdo con la definición de a,. tenemos 

teniendo 

Sea 

00 

ª-1 = 1R-t- ¡,} + 1?. + · · · = I: 1,~ = i 
k=O 

n 
1'¡( + P8an + l'¡~ªn-1 + • · · + Pn-1ª1 +l'ffao 

= 1 + P;~ª•-1 + P,·\an-2 + · · · + P1't1ao + l'f¡ 

" P¡~an + P¡}an-1+···+1',r1a1 + l~ao 

= 1+P;~ªn-1+1'¡\an-2 + · · • + 1'¡(-1ao. 

An = l'¡(ao + · · · + P;~ªn 

con lo que podemos escribir a 2.33.4 como 

observemos que 

Ao =aoP& = (E !;~)P& = (1-JR)P¡~ 
k=I 

es decir 
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es lo. ecuación 2.33.2 para n = O realizando lo mismQ para An 

1 " 
A,,= (1 - Jf;}P;i + (1 - L f¡~)P¡¡- 1 + ... + (1 - L f¡~)PR. 

k=O k=O 

Agrupando tenemos 

n n-1 
= P;i - L ¡f;p,¡-k + P;ri - L !;~P;~n-1)-k + ... + pg - J~P.~ = t 

k=O k=O 

ya que por hipótesis la ecuación 2.33.1 es igual a uno si 7l = O y es igual a c~ro si n f O 
ahora para cualquier N > O fija y j > O 

hacemos aj tender a infinito usando así el resultado 2.33.3 para Jf.. > O , no tendremos 
problemas ya que para las /¡1 =O 

y 

d n·-d 
/~';;, /¡¡P¡/ =O 

(ao+a1+ 00 ·+aN)A$l 

1 
>.<-N--

- í.:k=oªk 

y co1110 N es arbitraria. tenemos 

si E kff; diverge es decir si 
k=O 

.\<-1-=_1_ 
-oo 00 k 

E ªk E kf, .. 
k=O k=O 

11 

00 k ¿: kf¡¡ = oo 
k=O 

entonces tendríamos por la desigualdad 2.33.6 

lim p.~=.\ =O. 
n-oo 11 

Ahora bien tomemos 
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nnálogamcntc como en el ca.so anterior tomamos unn subsuccsión { P¡:i} tal que 

lim p'.'.i =µ, 
j-oo n 

teniendo también por 2.33.3 

para cada d E z+ U {O}. 

Supongamos 

entonces 

ton1cmos 

con lo que 

00 

lim p~i-d = /l 
f-oo u 

f, kff¡ < 00 

k=O 

¿: ªn < oo 
k=O 

00 

limN-oo L: an =O 
k=N+l 

de acuerdo con lo obtenido en la relación 2.33.6 

1 $ aoP;;; + a1P¡~;-i + · · · + ªNp;;;-N + M f, a,, 
n=N+l 

dom le 

haciendo tender j a infinito 

M = supP!! 
n~O n 

00 

1$(ao+a1+ .. ·+aN)/l+M 2:: an 
n=N+! 

y ahora hacemos que N tienda a infinito 

1 
-;;o-$/l 
Í: ªn n=O 

1 
~$µ 
k"f.okf¡¡ 
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es <lccir obluvitnos que 

>. s J• 

y por definición tenemos 

¡t-5,>. 
por lo tanto 

y existe el límite 

¡•=>. 

b) Ahora demostraremos que por 2.33.3 

' 
lim P~; = lim p.~;-d 

;-oo u j-oo u 

para cada. d E z+ U {O} y tal que tt > O. Lo demostraremos por contradicción. 

Supongamos que 

y 

y por definición tenemos 

liin P~; = ,\ 
j-+oo u 

lim p~i-d = µ donde µ. f ,\ 
;-oo n 

p;;i-d < µ. 

para un número infinito de j 's y µ. < >. ahora. como / 11 > O tomamos 

y 

y detcnninamos N tal que 

t.<f..(>.-µ.) 
E:=-·-·---

4 

supP!! =M 
n;;::,o n 

n E: L ¡!<. > 1 - - si n 2: N 
k~o " J.f 

escogemos j lo suficientemente grande ta.l que 

n; > N, P¡~; > >. - o 

P¡~j-d < JL.< ,\ 
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P/) < >.. + e: \In > ni - N 

usan<lo estas dcsigual<la<lcs tenemos de 2.33.2 

ya que nj >O 

n; k n·-k 
:5 L f;;P;¡' + e: 

k=O 

./!-.. k n¡-k ~ k < ¿_, /¡¡P¡¡ + M ¿_, f¡¡ + " 
k=O k~N+l 

usando la <lcsigualdnd 2.33.'T con n = N obtenemos 

con esto tenemos 2.33.9 

N k E ¿ f¡¡> i-¡¡ 
k=O 

f!._k.fj...k ~kE I: h1 > ¿_, f¡1 + L, !;; - -¡;¡ 
k=O k=O k=N +l 

€ 00 k "i k 
-> I: fu<= I: la 
M k=N+l k=N+l 

n· N k n·-k 
P¡/ < L /¡¡P¡/ + 2E 

k=O 

lo cun! usando la desigualdad 2.33.8 tenemos 

2.33.8 

2.33.9 

< UR + · · · + 1f;-1 + t;~+i + .. · + t;f )(>.. + 0l + 1.11' + 2. 

00 

usando el hecho de que L: fil = 1 tenemos 
n:;;.0 

en resumen. obtuvimos que 

:5 (1 - ff¡)(>.. +e:)+ Jf;¡• + 2E 

< ,\ + 3e - f;1(>. - µ) =-\ - E 
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lo cual es una contradicción ele acuerdo con 2.33.8 por lo tanto 

µ=.\. 

1 

Demostraremos ahora el inciso b} tenemos por 2.33.2 

Sea 

y como 

r. 00 

P¡'j :-: 2: /
3
'!/ P¡'¡-m = l: f,~-m P{i 

m=O m.=O 

o6 
L,f.~=l 
u=O 

por ser cadena recurrente. Tenemos 

n 
PJ~ - 1Ti = L J,~.-m P¡'f - rr¡ 'E J,~ = 

m=O u=O 

n oo 
L, f,~-m(P¡'i' - 11'¡) - 11'¡ L f(¡ 

m==O u=n.+1 

Ahora para g > O podemos encontrar m(ó) tal que 

IP1!'-ir·I<: 
" ,, 3 

para toda m > rn(g) teniendo a..( 

m(<) n oo 
P1~ - 11'¡ = 'L, fj;-m(P¡¡ - 11'¡} + L fj;-m(P[i' - ir¡} - 11'¡ 'L, [¡"¡ 

m=O m=m(<)+l v=n+I 

tomando 

tc1wmos 

m(<) n oo 

l p~. _ ,,..¡ < M " ¡~.-m + : "° ¡~.-m + ¡,,..¡ "° ¡~. J1. 1 - ~ JI 3 L.,,, JI 1 L.,,, u• 
m=O m=m(<)+l v=n+l 

Escogemos también N(g) tal que para toda n ~ N(ó) satisfagan 
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y 
m(e) u 

"""' r.-m = """' r· < _!_ ¿_, J• ¿_, J• 3Af 
m=O u=:n-m(e) 

l p~. - ir·I < :: + :: + :: = ó ,, ' - 3 3 3 

por lo tanto 

2.34 Corolario.· Sea una endona de Markov irreducible )' rernrrente con período d 
entonces 

lim pnd = __ d __ 
n-•oo 11 ~ nfli 

n=O 

Demostración.· Sea {Xn} la cadena de Markov irreducible, recurrente con período d 
tememos la siguiente subcadcna 

tcnt;!mos que esta es una cadena irreducible y recurrente cuya matriz de transición es 

veamos que esta cadena es aperfodica 

mcd{m!R¡i >O} = mcd{n!P;7ª > O} 

1 
= dmcd{nJPf¡ >O} = 1 

Por lo que podemos usar el teorema 2.33 teniendo 

lim pnd = lim R~ 
n-oo u m-•oo 11 

2.35 Corolario.• Si í es una clase aperíodica y recurrente y si 

• 



entonces 

para todo j que este en la clase de i. 

En este cn.<o llamaremos a la clase positiva recurrente o fuertemente 
erg6dica. 

Y si ir¡ = O donde i está.~ una clase recurrente le llamaremos dase recurrente 
nula o débilmente ergódlca: 

Demostraci6n.-

Corno i •-• j existe m, n 2'. 1 tal que 

PJ't > O, P,,-'} > O 

por la ecuación de Chapma.n-lColmogorov tenemos 

P;"J+•+• 2'. PJf P¡iP;"; 

'Jf; =u~ P,PJt P¡~Plj 
= P}iir;Pfj > O. 

• 
2.36 Teorema.- En una clase nper!odica recurrente positiva C, con estados j 

00 00 

nl!!llo Pj¡ = "i = L tr¡P¡j L ?r¡ = 1 
i=O i==O 

y las " 's estan únicamente deterrninadll!I por las ecuaciones 

'Ir¡::: o f: ir¡= 1 
i=O 

00 

Yi 1tj =E 1f¡Pij· 
i:::::O 

A cualquier sucesión ( 7r;)~0 que satisface estas condiciones se le llama d!strlbucl6n 
de probabilidad estacionaria. 

Demostración.-

Sean i,j E O entonces para toda .WN E Z 

oo N 
1= LP;j2'. í::P;j 

j=O j=O 

sí tomarnos el límite cuando n tiende a infinito por el teorema 2.33 

j~ P;j = n'LOJo PJ'; 
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teniendo entonces 
N N 

1 ;::: L .1.LIIJo P}'¡ = L "i 
j=O j=O 

para toda N E Z 

Es decir la desigualdad anterior es independiente de la N por lo que podemos 
hacer que N tienda a infinito 

00 

L"i:::: 1 
j=O 

Ahora bien por la ecuaci6n de Chapman-Kolmogorov 

N 
P;}+l ;::: L P¡'/.Pk; 

k=O 

hacemos tender n a infinito y de acuerdo con el teorema 2.33 obtenemos 

N 

"i;::: 2:: "kPk; 
k=O 

nuevamente esta desigualdad es independiente de la N por lo que hacemos que N tienda 
a.infinito 

00 

"i;::: L 1fkPk; 
k=O 

Ahora multiplicando por P;; 

00 

. ";P;¡;::: L "'kPk;P;¡ 
k=O 

Ahora sumando sobre las j y aplicando 2.36.1 tenemos 

, ir¡;::: f; "';P;; ;::: f; "'k f: Pk;P;; = f; "'kPf; 
j=O k=O j=O k=O 

00 

"i;::: L "'kPÍ; 
k=O 

2.36.1 

esto se cumple pnra cualquier estado i en particular para algúi¡ estado j 
00 

'líj;::: L 1fkPl;· 
k=O 

Ahora suponiendo que esto se cumple para n 
00 

";;::: 2:: "'kP:,.. 
k=O 
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" ~ . ~ .. - ,, . . ~ ... , 
Por demostrar que se cumple para. n+ 1 multiplicamos por Pii y sumn.mo~ sobre 

ln.s j obtenemos .1• ' ~ ,· •1 " ~·~; 

00 00 00 00 00 

L ";J>f; 2: L L "kPr,·P;¡ = E "k L Plc~·P;¡ 
j=O i=O k=O k=O i=O 

y como sabemos que se cumple parn. n 

00 00 00 00 

7f¡ 2: E "ip¡~ 2: L "k L Pi:;P;¡ = L 1fkPi:/1 

j=O k=O j=O k=O 

es decir 

tr· > ~ "kpkn.+l 
' - L.., ~ ' 

k=O 

por lo tanto 
00 

"i 2: L trkPi:; 
k=O 

es cierto para cualquier n. Ahorn. bien suponiendo estricta esta desigualdad tenemos 

lo cual es uno. contrndicci6n. 

Luego entonces 
00 

"i. = L "kpr,. 
k=O . 

para cualquier n.. 

Tomando el límite cuando n tiende a infinito tenemos 

00 00 

11i = L "knl_i..~Pkj = "i L "k 
k=O k=O 

_lo cual sucede pnra toda j por lo tanto como tenemos unn. clase recurrente positiva 
"i > O entonces 

f; "k = 1 
k=O 

Supongamos que existe una sucesi6ri de {xn} que satisfacen las relaciones 

00 00 

x¡ 2: O L x¡ = 1 Y x¡ = L x¡P¡; 
i::::O i=O 
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como dcmostrnmos n.ntcriormcntc tcnf~mos 

00 

E.SU tlSlS ID DEBt 
SAUD DE lA .BflWUUCA 

x¡ = L xkPf¡ 
k=O 

ahora tomando el límite cuando n tiende a infinito 

00 00 

x; = L Xk nl!moPk~·::: 'Ir; L. Xk = 1fk 
k=O k=O 

Por lo tanto las ;r 's quedan \mica.mente detenninadn.5 por estas relaciones . 

• 
Hemos visto qt1c si i,j cstu.n en una mismn clase recurrente apcríodica 

P,~· -• rr¡ ~O 

cuando n tiende a infinito. 

Veamos que sucede cuando el estado i es transitorio o cuando c.1 estado i es 
transitorio y el estado i es recurrente. 

2.37 Teorema.- Sea G una cadena de Markov irreducible y j un estado transitorio, 
j E G entonces se cumple 

00 

L P;;· < oo 
n=l 

para toda i E S y 

Demostración.-

Si suponemos que existe i E G tal que i es recurrente demostraremos que el ser 
recurrente es unn propiedad de clase, pero esto es una contradicción ya que j E G y j 
es transitorio. 

Por otro Indo tenemos que 

n 

P;'j = L f;jPjr" 
v=l 

f: P;} = f t f¡~·P,r" = t Ji¡ f: P,r" 
n=l n=l v=l v=l n==l. 

00 

:S L P}'J 
m=O 
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Por ser j transitorio tenemos 

00 

L PJ'J<oo 
m=D 

por lo tanto 
00 

L:P,'}<oo 
n==O 

ahorn usando el teorema de Borel Ca.ntelli *que dice que si Ln P(An) couvcrge entonces 
P(limAn) =0 

entonces 

00 

L P;''; < 00 
n=O 

lim p.".= o. 
Jl-t(;O ,, 

1 

2.38 Proposición.- Si tenemos una cadena finita e irreducible entonces la cndeun es 
rccú.rrcntc. 

Demostración.- Supongan1os que no hay estados recurrentes en la cadena cntOl-1ccs 
por el teorema 2.30 

Q¡¡=O 

esto es la probabilidad de visitar el estado i una inlinidad de veces partiendo del estado 
i es cero. Entonces existen paro. la. cual se visito. el estado i por última vcz,·cotno los 
estado.'i son finitos, visitaríamos un número finito de cstdados a partir de esta n sin 
regresar al estado i, por lo cual formariamos una clase de equivalencia con estos estados 
lo cual contradice el hecho de que la cadena es irreducible. Por lo tanto i e.s recurrente 
y por la proposición 2.23 tenemos que la cadena es recurrente. 

1 

2.39 Ejemplo.- De acuerdo con la siguiente matriz de transición obtendremos la.. 
distribuciones límite 

(! ! o 
1 
3 
1 
2 
1 
2 

j] 
.,Palrkk Billintt"ley. ProbaLilUy and MU!iure .pp "46. John WUey k Son•, lnc. 1979 
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cuya ~ráfica. es: 

en Ja cual podemos observar que la clase de estados es npcríodica y por In proposición 
2.38 4-!S recurrente cumpliéndose ns{ In proposición 2.33 por lo que podemos encontrar 
la distribución límite de cstn cadena de Mnrkov 

rro 1TI il"2 
1T¡ = 2··1- 2 + 3 

1T¡ 1T2 1T3 
7r2 = 3+2+2 

"2 1T3 
" 3 =5+2 

con In condición de que 
"º+ir¡ + ir2 + 1T3 = 1 

resolviendo esto tenemos: 

"1 = 31To "2 = 31To 
1 

1T3 = ¡¡ 

obteniendo la siguiente matriz de transición límite. 

ll 11 ll 
1 

"º = ¡¡ 

Lo cual quiere decir que la probabilidad de salir de cualquier estado y regresar 
al esta.Jo cero en n - pasos, al hacer que n tienda a oo sera con una probabilidad igtial 
a k· Análogamente para los demás estados. 

2.40 Ejemplo.- Consideremos 1'1.¡siguiente matriz de transición: 

1 o o o o 

¡] 
o 3 1 o o ;¡ 4 
o 1 7 o o g g 
1 1 o 1 3 
;¡ ;¡ g ¡¡ 
l o 1 1 1 
! ~ ~ ! 
o o o o o 
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Veamos su comportamiento en In. siguiente grídica: 

s~~~~'?~J. 
\!:l_J ~4 ~Vó ~Y& 17'5' y~ V'f '-'! ~,) 

'fi~2 1,-, 
nuestras clases de estados <'.Sta.u fo~adas por: y, 

{O}, {1, 2}, {3,4}, {5} 

cada unn de estas clases son aperfodicas, observemos que la el a.se {3, 4} no es irreducible 
por lo que de acuerdo con la proposición 2.38 no <'.S recurrente, pero observemos que In 
dasc de estados {1, 2} si es irreducible y por la proposición 2.38 es una da.se recurrente 
tenemos que se cumplen la.s hipóte5is del teorema 2.33 por lo cual podemos encontrar 
la distribución límite de esta. clase de estados tomo sigue: 

1 7 
7r2 = 7r1P12 + .-2P22 = 4,,.1 + S,,.2 

resolviendo este sistema tenemos que: 

.. 2 = 211'¡ 

como se debe de cumplir <¡uc Í:¡ 71"¡ = 1 tenemos 

2 .. 1+11"! = 1 

1 
11"1=3 
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2.•Jl Ejl~tnplo.~ Consi<ler~moc; \JHit producciém en linea donde cnda arlírulo tir.nr: la 
probabilidad p < 1 de ser defectuoso. Suponc1nos que las conrliciont:~s lle c1ida nrtícnlo 
no dependen de otro. Usemos el siguiente plru1 de muestreo: 

n.. Inicialmente todos los artículos son probados conforme van sit~n<lo producidos 
uno por uno hnstn que encontremos io artículos consecutivos no di~foctuosos. 

b. A partir de io artículos no defectuosos cn1pc1.amos a tomar 1nur.stras de tamaño 
r y probamos solo un artículo de cada m11cstra seleccionado nl azar. Esto será 
realizado hnsta que uno de los ntrículos S('a clefoctuo~o, en t.loncle inicinreiuos 
nuevamente el plan de muestreo. 

Llamaremos Ek (k ==O, 1, ... , io) al estado que indica que han tiido cncont.rados 
artículos consecutivos no defectuosos. Esto es nl inicio de nuestro muestreo si el 

artículo es defectuoso estaremos en el estado Eo con probabilidad p1 o si el artículo es no 
defectuoso estaremos en el estado E1 con probabilidad (1- p). Del estado E1 podemos 
pasar al estado E2 si nuestro siguiente artículo es no defectuoso con probabilidad (1- p) 
o bien pasaremos al estado Eo con probabilidad p ,si el artículo fue def~ctuoso. En 
general de un estado Ek podemos pW!ar ni estado Ek+l si el artículo es no deíectuoso 
con probabilidad (1 - p) , o bien pasaremos al estado E0 si el artículo es defectuoso 
con probabilidad ¡>. 

Llamemos E¡
0
+ l al estado que indica que el plan de muestreo estlL en la segunda 

fase, es decir permaneceremos en este estado si se toman muestras de tarnnño r y el 
artículo probado es no defectuoso, si el artículo probado es defectuoso regresaremos al 
estado Eo, es decir volveremos a empezar con nucstro'1lnn de muestreo. 

La probabilidad de obtener un artículo defectuoso en una muestra de tamaño 
r será también p. 

Veamos esto para r = 2 nuestros posibles resultados son 

Denotamos: 

D-nrtículo defectuoso, 

N- artículo no defectuoso. 

P(N,D) = p(l - p) 

P(D,N) = p(l - p) 
P(D,D) = p2 

P(N, N) = (1 - p) 2 

En donde la probabilidad de que nuestro artículo seleccionado se defectuoso en 
los p~imcros dos casos es Í en el tercero es 1· y en el cunrto caso cero. 

P( de obtener un art(culo defectuoso ) = p2 + p(l - p) = p 
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En general para. una muestra de tamaño r == n también tenemos que la prob:1-
bilidad de obtener un artículo defectuoso es p. 

Con estos hechos podemos obtener nuestras probabilidades de transición de IR 
siguiente formn: 

P;k = P( estar en el estado Ek después de m + 1 observaciones / estamos en el 
estado E; después de m observáciones). 

{ 

p si k = O, j = O, 1, ... , i, i + 1 
= (1 - p) si k = j + 1, j = 0, l, ... , i 

O en otro caso 

Observemos el comportamiento de esta cadena por medio de la siguiente gráfica: 

en donde podernos observar que la cadena es irreducible y aperlodica, verificaremos 
ahora si es recurrente. Como recurrente es una propiedad de clase como se vió en la 
proposición 2.23 bastara que veamos si es recurrente el estado O. 

Tenemos 

en donde 

denotemos 

¡Jo =p 

J6o = (1- p)p 

!& = (1-p)'p 

loo= (1 - rln-1 - (1 - p¡n-1(1 - r) 

_ { (1 - p)n sin> O 
Sn - 1 sin= O 

por lo que podemos escribir a /{};¡ de la siguiente forma: 

f f{};¡ = f (sn-1 - sn) 
n~l n--=-1 
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= (! - s¡) + (s¡ - sz) + ... + (·'m-1 - s,,.) 

esto es 

fHfo=l-sm 
n::::l 

en donde el 

ya que (l - p) < 1 por lo tanto 

por lo tanto el cero es recurrente luego entonces por la proposición Z.23 la cadena •» 
recurrente. Teniendo así que se cumplen las hipótesis del teorema 2.33 obtendremos 
ahora la distribución límite de probnhilidad. 

Veamos lu m11triz de transición de esta ca<lena 

o o 
p o (1-p) o 
p o [' (HJ o (1-p) 

p o o o 
p o o o 

en donde obtenemos las siguientes ecuaciones : 
i+l 

"º = p I: "k 
k=l 

ir¡= (1- p)iro 
ir2 = (1 - p)ir1 

"i = (1- p)7r,·-1 

"i+l = (1 - p)(7r¡ + "•+il 
poniendo las ecuaciones en términos de ir i+ 1 tenemos: 

1f¡=R1ri+1 

"•-1=~"i+l 

"2 = (1-:)•-t"iH 

"1 = (l!p¡• "i+t 

líO = [P
2 L:i=I (l:p)• + Pl "i+l 

- 85 -

JI] 
(1- p) 



i+l 
luego como I: "k = l tenemos: 

k=O 

( 
i 1 ) i 1 

P
2 ¿ (1 - )k + p "i+l + p ¿ (1- Jk"i+l + "itl = 1 

k=l p k=l p 

"i+l = p ¿;~=! ~(p + 1) + (p + 1) 

1 
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En este capítulo si.Innlarcmos dlstintas caminatas alcatoriM, y ul modelo de 
r~hrcnfcst. 

Empezaremos con la caminata aleatoria vista en la proposición 2.25 reprl~scn
tada por medio del siguiente juego: 

Supongamos que tenemas dos jugadores ;1 y B, y el juego consiste en realizar 
una secuencia de lanzamientos con una moneda honesta de tal manera que si el resultado 
del lanzamiC11to es sol el jugador A gana una unidad de la fortuna del jugador ll, y si 
el resultado del lanzamiento es águila el jugador B gana tina unidad de la fortuna del 
jugador A. 

Tomemos la varia.ble aleatoria Xi con t =O, 1, ... como los cambios de la fortuna 
del jugador A. 

Supongamos lo siguiente: 

a. Xo=O 
b. P(X1+1 = n + l!Xi = n) = P(Xi+tlXi = n) = 4 

y consideremos que nuestro juego termina. cuando el jugador A vuelve a tener 
su fortuna. original, es decir Xi =O para alguna. t. 

Ahora bien partiendo de estos hechos, veamos cual es el tiempo esperado para 
que el jugador A obtenga su fortuna original conforme el número de juegos crece. 
Sabemos que In. caminata aleatoria que estudiamos forma una Cadena de Markov irre
ducible, recurrente y con período 2, por lo que podemos usar el corolario 2.34 en donde 
se tiene 

lim P& = --
2
-

n-oo f nflJo 
n~o 

mediante esta igualdad podemos encontrar el valor esperado de que el jugador A ob
tenga su fortuna original conforme el número de juegos n crece, 

00 2 
¿: nf&= r ~" 
n=.O tmn-oo 00 

Recordemos que cu la proposición 2.25 habíamos obtenido 

PJó'= (2:) G)2n 
y haciendo uso de la fórmula de Stirling obtenemos 
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y al hnccr tender n n infinito tenemos 

lim PJ!J ~ lim ~ = O 
n-.oo n-oo y 7rn 

Luego entonces el tiempo medio <le rccurrcncia nl cero tiend~ a infinito, cuando 
11 tiende a infinito, es decir 

00 

I: nfEfo = oo 
n=-0 

El siguiente programa simula la caminata aleatoria que hemos descrito. Este 
programa consiste en lo siguiente: 

Se genera un número aleatorio u con distribuci6n uniforme U(O, 1) y si u es 
menor o igual a p el cambio de fortuna del jugador A aumentará en 1, (el cambio de 
fortuna esta representado por In variable cambfort), si u es mayor que p entonces la 
fortuna disminuye en 1, se continua este proceso hasta que la caminata régrcse al cero 
es decir hasta que In fortuna del jugador A regrese n su estado inicial. Cada uno de 
estos procesos sera considerado como un juego, y se simularon 1000 juegos. 

Pnra cada juego observamos~ 

a. El número <le lanzamientos requeridos en un juego, es decir la longitud ele! 
juego. 

b. El promedio de retornos al cero. 

En el caso de p = 1/2, tomamos tres semillas difcrenntes para poder observar 
que en circunstnncias distintas, se tiene el mismo comportámiento. 

En las siguientes tablas se muestran los resultados para cada una de las tres 
semillas utlizadas. En cada una se anota en la parte superior el tiempo en que se 
inician y el tiempo en que se acaban los 1000 juegos. En estos observamos como se vio 
anteriormente que el valor de E nfEfo va creciendo n medida que o,l número de juegos 
aumenta. 

NOTA.-Para permitir números mayores al número límite man<\iado por el lenguaje 
Pascal hemos multiplicado por 10-5 los valores para obtener el promedi~. Por lo que 
los valores reales se. obtienen multiplicando por 105 los valores obtenidos en !ns tablas. 
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[..; -:.:~m1J 1:1 •"S lfllHl 357'1 

H1>r;,, ~n 1.~ q111:> ir1 ici:_, 

11 :;1~• l7 71 

llora en ¡,, 111111 t.t--rmina 

11 ~6 75 rn 

N P1·omt-~dio Lanzam. V 

l 2. OOOOOIJOOOOE-ll'i ¿ o 

2 6. OOOIJOIJOIJIJOE-ffj 10 () 

3 .t. 666661i666íE-05 2 ll 

! 4. OllOOOUOOOJJE-05 2 o 
5 6.400001JOOIJOE-05 16 o 
6 6, ::i:3:1:J:{:l~J3:~3E-115 6 o 

7 5. íJ.t28'5'il43E-ll5 2 o 

u 5. 2:•oounonooE-05 2 () 

1) 5.1111111111E-05 -1 n 

10 4. ll!JOOOOO!JOOE-Oc; 2 o 
20 3. 6001JOOOOUOE-05 2 o 
~io 6, 3'}1 J:13:i:1~1:1E-0:1 .i o 
40 4. l:Ul201JOOOOOE-O:J () () 

50 :J. IJJlt.•.tllO!JOOUE-O:J 2 o 
60 :J. '.{.llJOUUUOOllE-l):J t¿ o 
70 2. O'i5'i14.lR5;·E-03 12 o 
RO 2. t.;'!)25001)01)[-0:J l. () 

<)() 2. :J'IHot.l'.>M1(•6E-O:l 12 o 
101.l ¿. 21 21J(l(IQOOIJE-ll'.J 21. () 

200 5. 07'.i1001JIJUIJE-IJ:t ;¿ () 

:)()1) :3. :;:.~.tf)tJl)óf.,6t•E-0:1 t. 1) 

rno '.!. Hfl2t4'N·J1Nf:-O:J ;¿ o 
.',il)IJ :~. t9).1";•:•1)•J1) 1)[-0:f .! ll 

f.IJIJ ,., . n·:1 ;-;!:.n:-::t:.~.!E-n:.1 ! n 

·:110 .~. ·.i.:i0''14)H·.i,-.E-(i:t 2 ll 

llllll !.. t:~·5;·991J•>1J-JF.-o:: /.() 1) 

IJIJ(' 2. 6!.0t"1';';~~: :-1,E-o:t l.l 
1 O!ilJ "~, ij()Q)..tiJ1;QIJHf.-(J:} 2 (] 



L-t ..:.•:·mill.t ·-·~ : 1: :~ ··n 1: r, · · n 

H111·:1 PIJ ¡,, ·111•;, t!•J»J.i 

11 17 ,¡¡: Ht1 

H1.11·;.1 •:-11 i.,, q 1lt: t.1;'1·111111;1 

11 1U 70 

~ f'!'(11Tl~'.·c 1 i(• L.1r12:1111. V 

l. 2.llOOUlllllJUIJE-04 u (J 

¿ 'i.!lt)OOIJilllllOIJI::-llC> ., !) 

:3 1.1:.l:J:J:;:1:1:n::iE-!l-I ªº u 
'.~. 2'fül10000!H)E-!l-\ l)h o 

5 2. 720lllJ!l!J!lOOE-IJ4 I• o 
6 2. :3t:16f.!6t1t16fJíE-04 f., o 
7 2.. l-12B')~'U2';'f.-04 f( o 
fl 1. •JOOIJIJO!lOOOE-04 2 o 
e¡ 1.9llllllll!E-04 20 o 

!O 1. -;4oounuoouE-o-1 2 o 
21.1 2. 1 '3001.ltJ!Jll!lllE-04 11 ll 

:m l. •)7:3:-1:;~1:::::1:nE-04 () 

.lt) (,. fll>'iOllílfHJOUE-IH 2 1) 

50 'i. Ml}OIJOUOUOE-04 2 u 
óO 1. 1::126r1út1f)1'i7"C-o;¿ J!JH 1) 

'º r¡. 87Hl357 H2•:ic-o:J 2 o 
IJQ_ o. 1i:;<501111111E-o:,1 2 IJ 

90 ll. H<::1::i:-1:J:J:llE-n:l 2 o 
!111) -;·. 58'jQfJ{l[Jl)lllE-IJ'.I 2 o 
21.lll 1. 10-l-'·'.!51lll011F-ll!. !) 

'.)1)0 ;- • 3220'.l:J::l:J:l;ff-fl'.l 12 o 
HIO ~.i. V~l4f,'t ~ 'J'J'>BE-O:·l 10 o 
soo l. O>W.!l.ll,lllfllJllE-02 (> u 
600 tJ, 5.¡r.i:ri::.:.1:~:mE:-O:·t 2 11 

71111 o. :·il);lf.">71 l~ff-ll'J }_j ·O 

BOIJ 7. -lO~l) 1 .'iJ 1J•:•J(,E-n:·1 ~ () 

•)111) :1. 1J~:tv:·:_; ·¡:~--; il r:-o··: \IJ t) 

!IJUIJ h, .!ll:.:t;-'.")'.'l.-:_,f:-(l:"; [) 



L. •• '!''7"111i} l.-i t:·..:.: IJ.l t';"~i·,·r.i¡h 

H~.11· .. , "'" 1 .. lfl¡t' l111:·l·' 

22 t:i rn ·;u 

il<Jl'" t:-11 ¡,, r.p 11.~ l.1;>pm11\o1 

22 s:_i ::¡ i;.io 

N Pron11.:-di1:-i Lnnz::un. V 

2. OOiltltlllllOOOE-ll') ¿ lJ 

2 .~. lJ!JilO!IUl)llUOE-tlS 2 ÍI 

::: 1. lllltlllO!)ilOUDF.-UJ '¿/J () 

•J. ciíJllO!ltJIJOOOE-O'i fl 11 

;3 A.OOOOOtJUllllOF.-ll"i 2 o 
(• í.fll)llllOOllllllllE-O'i 2 lJ 

7 3. '.J-12857112fJE-U·l- 1'12 o 
fl 2. 'iSOOOOO!JllOE-IH 2 o 
r¡ 2.641~444111E-01 2 () 

lll ¿. 5/.0lltJUOllllllF.-ll-1 H o 
20 1. 16lllJOO!Jll(lllE-lH o 
:in 1 . '3í20UOOOOllE-O::: 2 o 
IO 1. IH•llOOOllOOE-0:1 ). o 
51) t. lloé12lJOOOOOE::-ll::J 2 o 

"º 'J. 8'.i'J'>09'Jl)f)';E-04 1/. o 
;n 1. u2:J;·112057E-O:l 2 !) 

80 ·). ':fNB1;t41;111J5E-Ot 2 o 
!)() :>. l ll>(>BU4-IOF.-lll 2 11 

lUO .t.. ó:.t~2¿7Q•)1/t,E-ltl. 2 1) 

200 ;.?. 322(,<):J<)CJ'}[,f.-ll[ 1-12 o 
300 1. 55n1:3-lóM::1E-llt l• o 

'ºº l .1H:~'.:i452-l 1:1/E-IJ1 fl IJ 

~il)ll ». l'ió:-.12::;1¡;¡·¡1_1E;-l)¿ 2 ll 

Fjó5 :1. '"14:>R1';·rcm:-n1 2:·fii7 :Jr1rJ 

1>110 2. ¡-;-:1H~!1 ')''~ [-01. '.!(J () 

100 /. 1í"f¡:J).f.171:<r.f.-t)l :l [) 

1100 ;¿, nr.12 1.·~~HQ¿.r-:L-Ul 2 IJ 

•mn 1. ffj.t 1:i(ltfi.:; ! UE -1)1 !. IJ 

l!JOO J. /1(1'J/(1l)l-!t)•J:·t1~-111 ) 11 



Las siguientes gráficas ilustran el cmnportnmicnto de la caminata cuando p i 
q, en las cuales observamos que no se regresa al cero.(Esta discuci6n se hizo en la 
proposición 2.25). 

4S 

\' ..... . 
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Ahora hien modificnrcmo::i n:1rstra cnrninatn nlcatoria oU.scrvnndo nut.!V<tffif~nte el 
1 :Pmpo esperado de recu~r~ncia ;d cero. Para P.stas modifkacioncs daremos lu siguiente 
1idinición. 

3.1 Definición.· Untt Barrera Reflejantc se define como un estado el cual, cuando 
es cruzado en cualquier dirección, se pennancccra en este estado hasta que se pue<ln 
pasar al estado anterior reanudando el proceso. 

!v!odificaremos la caminata aleatoria en los siguientes dos casos: 

a. Colocaremos dos barreras rcílejantes, unn. en el estado cero y otra en el estado 
n en las cuales permaneceremos con probabilidad (1 - p) y las abandonaremos 
con probabilidad p. 

b. Colocamos dos barreras refiejantes una en el estado cero y ln. otra en el estado 
n estas serán abandonadas con probabilidad l. 

3.2 Caso 1.- Consideremos 2 barreros rcflcjantes en nuestra carninatn aleatoria, una 
en el estado n y otra en el estado cero. 

Asi tenemos las siguientes probabilidades: 

{ 

p si j = i + 1 o i = j = n 
P(Xú1 = i!Xk = i) = q si j = i - 1 o i = j =O. 

O en otro caso 
con q = (1 - p), cuya matriz de transición es 

o 2 n-2 n-1 n 

T 
p o o o o 

ll 
1 q o p o o o 
2 o q o p o o 

" o o o o o q 

Pnra la cunl encontraremos la distribución de equilibrio, mcdillntc las •iguientes 
ecuaciones: 

rro = q(rro + rr¡) 

"k = Ptrk-I + qtrk+I k = 1, ... ,n -1 

trn = p(trn-1 + trn) 

escribiendo las ecuaciones en términos de rro obtenemos 

rr¡ =iro~ 
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entonces 

obteniendo en general 

k=O, ... ,n 

.. 
y como í: "k = 1 tenemos 

k=O 

Ahora bien observemos que si p = q tendremos que 

1 
"O= n+ 1 = "k 

y tenemos que es una cadena irreducible, aperíodica y recurrente, por lo cual aplicando 
el teorema 2.33 tenemos que cunndo n crece 

por Jo que el valor esperado del tiempo medio de recurrencin ni cero tiende n infinito 
cuando n crece, es decir 

f nt&i = oo 
n=O 

Ahora c5tudiaremos el ca.o;o en que p i q 

n n ( )k L"k =:E ~ "º 
k=O k=O q 

entonces 

1f - 1- ~ (~q)k 
o- l - (~r+I 

k::::: o, ... ,n 
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Bn el caso de que p < </ tendremos qne cuando u. crece 

la cual es una distrihucuón geométrica. 

En este ca.so tendremos que 'lrk decrece geométric~mente desde la barrera rellc
jnnte n. 

En e] caso de p > q tendremos <1ue 'lrft decrece gcmétricamcnte dc!'ldc }a barrera 
rcficjante cero. 

Análogo al caso anterior simulamos la caminata aleatoria con nuestras bnrrerns 
relicjantcs. El procedimiento es el mismo sólo que ahora cada vez que lleguemos a 
alguna de las barreras permaneceremos en ella si el número aleatorio generado u es 
menor que p y saldremos en el caso contrario. Recordemos que nuestros juegos empiezan 
en cero, y que ahora consideramos como un juego el caso de ir del cero al cero en un 
paso , por lo que el número total de jugadas disminuye ya que tenemos juegos más 
cortos. 

Tomamos una de las semillas c.<tudiada en el caso anterior, y ponemos n In 
barrera reflejante n en tres lugares distintos. En las siguintes tablas mostrarnos que el 
vnior esperado de retornos al cero crece conforme los juegos aumentan. 

Colacnmos la barrera reflejante en 100, 200 y 300. Es claro que para visitar 
la barrera reflejante en 200 al menos se debe visitar la barrera reflejante 100 en un 
número de veces igual a la distancia que hay entre estas dos. Análogamente para 
visitar la barrera 300 se debi6 de visitar a la barrera 100 en al menos un número de 
veces igual a la distancia entre estas. 

NOTA.- Tenemos que multiplicar por 105 para obtener los valores reales de las tablas. 
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Reflr.·j.mt.e IUO 
Rt"f'lejant.1.• O 
La semiJla es : 33190f!<'50 
llora 1!11 1~1 qnt~ se i ne i ,., : 
12 1 2 72 
Hora en 1.:1 qne se t.errnina: 
12 1 5 68 

La probahilid.vJ d•' alJ."Jndonar 11na b;'lrr·era r<-f lej.1nt.e 
L.1 probabili<!.Jd con 1.1 que pier-de es: 0.50 
Número de visit.•1s a .la relejatit.P. 100 PS; 734 
Númef'O de visitas a ,la rel'lPjant.e r:ero es: 1000 

N Promedio Lanzam. V 

1 1. OOOOOOOOOOE-05 1 o 
2 1.ooooooooooE-oCi 1 o 
3 1.ooooooooooE-05 1 o 

"' 1. 250001JOOOOE-05 2 ,o 
5 2.9000000000E-OA 140 o 
6 7. 2166666667E-04 288 o 
7 6.5000000000E-04 22 o 
B 5.R125000000E-04 10 o 
9 5.17777777í8E-O~ 1 o 

10 4.6700000000E-04 t o 
.20 2.5000000000E-04 1 o 
30 2. 2200000000E-04 144 o 
4Ó 7.34000000!l!lE-04 1 o 
50 5.9780000000E-04 1 o 
60 5.0716666667E-04 1 o 
70 4.3757142B57E-04 2 o 
80 3. 0637500000F.-0-1 2 o 
90 8.6200000000E-04 2 o 

100 3. 5M6000000E-O::I 1 o 
200 1.9678000000E-03 l o 
300 2.1367666667E-03 1 o 
·tOO 1.600201JOOOOE-IJ3 l o 
500 L 5257200000E-0::1 3·1 o 
600 1. 283Ci500001lE-O:l 1 IJ 
700 1. t.!OlOOOOOOE-0::1 1 o 
800 1. U40Bt2~000E-0:3 1 o 
1)0() 1. 04 ~; lOOOOOOE-o:i 2 n 

1000 C). 6553Q•N990E-(l1 1 o 

es (1-p) 



kel'h~ja11I.•, /.l)!J 
P.et'leja111.., O 
L;, semi J la "s : :i:l790tffo0 
Hor.-1 Pn 1.1 q111.• si:· inr.i:i: 
12 (• 7 12 
Hora en L:l q,11 .. si: t.et·min:1: 
1?. ,, 13 5,1 

La prob.>!Ji lid.1'1 .¡,, .:ib.'\J1(k1ri.Jl' 'lll.1. 
L;, probab i.l id .. HJ (;l)fl t., que pir.>r1l~ 

Número rle visi t . .as ;i; ·L~ rf.•lt?j.1nt.e 
N1ímero de VÍ5-Ít..'\S ,, 1.:1 rP.l' lt;• j.--\1\t.(• 

N Promedio L;.triz;:im. V 

t 1. OOOOOIJOOOIJE-IJS 1 () 

2 1. OOOOOOOOll!IE-0:5 l n 
3 1.UOOOOOOOUOE-05 l n 
4 1.2500000000E-05 ;¿ 'o 
5 2. 90000000!JOE-O·I 140 n 
6 7. 2166M66<>7E-01 2fJ8 u 
7 6. 5000000000E-O•t 22 o 
ll 5.8125000000E-IJ4c 10 o 
9 5. 1777777'/71JE-tH 1 o 

to 4. 6700000UOOE-!H 1 1) 

20 2. 50000000ll!lE-tH l u 
30 2. <1200000()01lE-tH 1H () 

rn 7. 3400000000E-0·1 1 1) 

50 5. •>7$0000000E-04 1 o 

"º 5. Oílóll661J6íE-04 1 n 
70 4. 3757H2H57E-04 2 () 

00 3. H637500000E-Qol. 2 o 
90 7. 53·1333:l333E-O:J 2 o 

100 6. 78-l9000000E-():J 1 o 
200 3. llH3500000E-o:J 2 (J 

300 2.622tOOOOOOE-03 1 o 
400 2. 07 69000000E-O:J 2 o 
500 1. 6757llOOOOOE-03 1 o 
600 2. 27128333~J:]E-!l'.;l ;¿ o 
701) 2.0113057142E-03 1 o 
son 1 . 7711.t (J99!N8-0:l ?. o 
900 1. 6152111110E-O~l ?. o 

1!100 2. 2156899•l<NE-113 B o 

l"<tt·r·er.-i rel'lej;_tnt.•~· es (1·-p) 

l~S; o.5o 
200 l:'S; NO 
cero t;>S: 1000 



~1:-f' l r: j.-tfll.t? ~.mo 

Rt-1'1 E· J"" te O 
l.a <;-;t;>mÍ ll.1 PS : ~~~~jVOft~"-)0 

f{flJ'.l 1:•fl J.·, q11.:o SP. Ütf":"J.t; 

12 H 7 ófl 
Hor.-:t ~:-n la f11Jr:· s•:- t.F"~t·min.1. 
12 8 15 4¿ 

[ .... prol1.lbilj <l.,d d~ .1b.,wl•'Jnar 'lTl·'l 
La rirob."'\'b i lid ad COI\ J ,, qne p1erdt:~ 
~1jmf.•r·o ch" visit.:t~ a l .. , relejant.1;-
Ntimef'i:1 de visiL'l~ " l;:i r+:of' }i:> j."lHL(l 

N Pr0nwdin L:H1zam. \' 

1 1. fJOOUIJllOOOOE-0'3 1 o 
2 1 . ºººººººººº 1::-05 1 o 
:J \ . 000001.l!JOOOE-Oc> 1 (J 

.¡ 1. 2500UOOOOCIE-05 2 o 
-, 2. •monooonnoc-04 140 (J 

" 7. 21óti6óóóó'lE-O·l 2BH o 
7 i>. ~>ooonooooor.-tH ).!. u 
n 5. fll2'.iOU00fJOE-fH 10 o 
9 S. 1 Ti'~·í .. 17"~·7HF.-tH l () 

10 4. 6700000t.lt)llf:-04· t () 

20 2. 5000flU0001.JE-U4 l n 
:JO 2. 2200000llOOE-fJ4 1.1.1 o 
rn 7. '.HOOOOOOOOE-04 l o 
50 5. 071:f00IJOOOOE-il·I 1 1) 

(10 5, 071J)ti{)MÍ(1'i"F.-()4. l o 
'º 4. ~1;·57H2fJ57E-04 2 () 

tlO 3. 0637500000E-04 2 o 
Of) 8~ .to.i::.>5555:itJE-O:l 7880 fl 

100 ;·, (1518UOOOOOE-0'.) BO o 
200 '.l. B58800001 tOE-O:l t u 
300 2. r:u i'OOOOOIJE-O~l 4 o 
400 2. 01)17250000E-03 1 o 
500 2. O!~i80!10000E-03 H o 
600 2. 3ó058:¡:1:J:i:JE-O:l l o 
700 2. 07:349'1\l<;<NE-0'.l l 1) 
1)0() '.l. 02ó224<l•J9!JE-u:l 1 ll 
'IOU 2. 95,¡-;5,;•.:;c;5.¡ E-O:l 1 o 

10ur1 ?. • 6MIJ'.1')•NWE-03 2 o 

bar1·?.-1·;:s. ruf l.ej.:1nl.<":' <'S 0-p) 
f.•S; n.:rn 

'.jlJQ es; :366 
cero t::'S; 1000 



3.3 Caso 2.- Tomemos nuevamente barreras refiejantcs en los estados cero y n de tal 
forma que al llegar a éstas no se les permita pennancccr en ellas, es decir 

{ 

1 si i = n,j = n - 1 

P(X = ·¡x = ·¡ = p si j = i + 1,j f O 
k+! 1 1 1 

q si j = i - 1,j ! n 
O en otro caso 

la cual tiene la siguiente matriz de transición 

o i =0,j = 1 

o 

[_, [l 
2 3 

1 O,. O 
o p o 
q o p 

n-2 
o 

n-1 n 
o 

ll o o o 
n O o o o 

o 
o 

q 
o 

o 
o 

o 
1 

Para encontrar la distribución de equilibrio tenemos !ns siguientes ecuaciones 

,.o= qir1 

1<¡ = "º +q:n-2 

"'n-1=P1"n-2+7rn 

7r"=PKn-1 

escribiendo !ns ecuaciones ·en. términos de ira: 

en la primera 
1íO 

1<¡ = -
q 

sustituyendo el valor de :ir¡ en In segunda 

desarrollando 

obteniendo finalmente 

1<2 = p:>r¡ +qlf3 

..;"º = ~"º + qlf3 q q 
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En general 

n 
y como 2: 1ik = 1 tenemos 

k=O · 

entonces 

observemos el caso p = q 
1ik = _P_ =7ro 

n+l 
como la cadena es irreducible, recurrente y con período 2 por el corolario 2.34 tenemos 

nll,Dfu PJ\' = O . 

por lo que el tiempo esperado de regreso ni cero tiende a infinito cuando n crece 

00 

2: n/00 = oo 
n=O 

En el caso p f q tendremos 

,,. - 1-i (~q)k 
k - l - (~r+I k =O,. .. , n 

Simulemos la caminata aleatoria para el caso de estas barreras rellejante5. 
Tomemos la misma semilla seleccionada en el caso anterior. Recordemos que en este 
caso 

p~(n-1) = 1 

estos pasos forzados por las barreras reflejantcs los contaremos como un lanzamiento, 
es decir cada juego tendrá longitud mínima de d~s. 

Debido a estos pasos forzados iniciaremos nuestra caminata aleatoria en 1, 
contando el paso que se dá en esta salida. 
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Nuevamente tenemos las barrerns reflejn.ntes en 100, 200 y 300. Teniendo 
también que el número de visitas a lo. refiejantc 100 debe ser al menos igual o. In 
distancia que huy entre las refiejantes 200 y 300 para que éstas sean visilada5. 

Y también que no necesariamente cuando la berrera rcflejantc se aleja el n\uncro 
de visitas disminuye. Ya que mientras la barrera esta más cerca del cero nue!ros juegos 
son más cortos. Es decir la barrera más cercana al cero en este caso 100 1 podc1nos 
terminar nuestros 1000 juegos más rápidamente, y como en nuestra barrera más lejana 
200 nuestros juegos pueden ser más largos, continuaremos jugando, permitiendo así 
más posibilidades de visitar más veces a la barrera 200. 

NOTA.- Nuevamente para obtener ios valores reales tenemos q11e multiplicar los va
lores obtenidos en las tablas por 105. 
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l?el'lej<H11..e 100 
Re!' le jan le O 
La semill.1 es :¡:J790f.1750 
12 19 12 77 
12 t9 17 49 

La probabilidJd <le permanecer en una b.:trPera reflc.~jan1~t;o es certJ 
Número de visil.1s " la rel•:janLe 100 es: 1168 
Ntímero de visiLas a la reflejant.e cero es; 1000 

La probabilid"d de qu.., pierd.1 es: O. 50 

N Promedi1.1 Lanzam. V 

1 2.0000000000E-OS 2 o 
2 2. OOOOOOOOOOE-05 2 o 
3 2.ooooooooooE-05 2 o 
4 1.1750000000E-03 464 o ' 5 9.4400000000E-04 2 o 
6 B.1000000000E-04 u o 
7 ti. 97142857HE-04 2 () 

8 6.3250000000E-04 1H o 
9 5.6444444444E-04 2 o 

10 5. 1000000000E-04 2 o 
20 1. 40200000001::-o:i 8 o 
30 1.029333::l333E-03 2 o 
40 1. 9385000000E-O~J 2 o 
50 7.140BOOOOOOE-03 4 o 
60 6. 506333333:JE-03 2 o 
70 5.5837142857E-03 24 o 
00 4.8902500000E-03 2 o 
90 4.3642222222E-03 2 o 

100 3. 9U2000000E-O'.:l 6 o 
200 3.3610500001E-03 4 o 
300 2.5713333335E-03 2 o 
400 2. 0898000002E-O~I 4 o 
500 1.8981400002E-03 86 o 
600 1. 7476666660E-03 18 o 
700 1.87624285731::-03 2 o 
800 1. 713<l625001E-03 1fJ o 
900 1.503788UBIJ'IE-03 2 o 

1000 1. 6R2MOIJOOOF::-O~~ 2 o 



f:ef'leJ""t"• 200 
;:.et'1eJ.1nt.(• U 
[.;·, Sf..-'m iJ J d P..S :;:l7 !Jl)H~- :ill 
1 ;~ !.1 :)() !. 
}), !.1 5(1 15 

L.1 pt-ob;.tbi lid.:-td ª'' l)t::•f"/Jl,)fl"'!OO:•l' '"" N°tÍffiPl'O d1'- vi~it..1s .. l~ I'l ... lejanf.,:· 
;\'1¡fllt'}l'O dt.· \'isi t .. 1s ,, J.. t·(·l' lt:·jdnt.P 

L.1 J_1roh~1hil id ad de íJ110 µierd.:t es: 

N Pron1P.dio L.1nz;:im. V 

1 2.00IJOIJOOUOOE-O'> 2 IJ 
2 2. OOOOUIJllOOOE-rn 2 1) 

3 2.ooonoonoooE-os J. o 
~ 1 • 17éiOOOOOOOE-o:J 4M 1) 

5 Q. 4.1ouoooooor:;-04 2 o 
{J ll.lilOIJOOOOOOE-04 1·1 1) 

7 r,, 9714285í"14E-04 2 (1 

B f.•. 32501JOOOOOE-íJ.l 111 u 
9 5.6444144444E-04 2 o 

10 5. !OIJOOOUIJOOE-0·1 2 o 
20 1. ·iH200001JOUE-O:l B o 
30 1. 02•J33:~3'.i3:JE-O:l 2 n 
40 1. fJ'N>1251lOOOE-IJ2 5'Jll 1) 

50 1. '.J580f.1001JOOE-02 2 () 

60 1. l'.f30500000E-02 116 o 
70 9.15357142B7E-o:J 2 o 
80 8. 5'1:Jfl750002E-l):J 1/i o 
íJO 8 . .JfJ.f /~7;-779E-o:~ 2 1) 

100 7. ,,91:moouo2E.:.o:¡ 10 o 
200 4.16~W500002E-IJ:J 2 () 

~lOO 4.54ll73:333:J5E-03 6 o 
400 3. 55081J00001f.-U::l 4 ll 
501) 4. 'l26921JOOUOE-IJ:J 2 o 
hl)() 4. 043233:J;J~J:1E-O:J 2 o 
;·un 3. 1311fl2H5713E-IJ'.~ 2 1) 

IJOCJ 3. 5•ll3174')<)f)<)E-O:J 2 !J 
900 3. 21H444443E-O~I 2 o 

1000 2. 9351¡30<.199f!E-O:l 2 o 

IJJld bo.1rrt:-r-;, ri:•t'Jej:wt""' t."~ C~I·O 

200 r•s; 4')8 
c1.·r·1.> 1:•s: JllOll 

o. '.:iíl 



Ref'lejant.e 300 
Ref' lejant,e O 
La semilla es 3'.l7908"i50 
12 2:3 24 71 
12 23 34 5 

L.a pPobabilidari de perm.lnecer· ~n una barreril refJej.:tnl.e es cero 
Número de visit...1s a la relejaut.e 300 es: 29fJ 
Númr~r·o de visit.:.ts ::t J;i reflt:'jant..e cero es: 1000 

La probabilidad de q11e pierda es: O. 50 

N Promedio L.:tnz<"lm. V 

1 2.0000000000E-05 2 o 
2 2.0000000000E-05 2 o 
3 2.ooooooooooE-05 2 o 
4 1.175tJOOOOOOE-O'.J ·IM o 
5 9. 4·iOOOOOOOOE-O·l 2 o , 
6 B.lOOOOOOOOOE-04 14 o 
7 6.9714285714E-04 2 o 
B 6.3250000000E-04 10 o 
9 5. M4H44•144E-0·1 2 o 

10 5. lOOOOOOOOOE-0·1 2 o 
20 1.482000000tJE-O'.J 8 tJ 
30 l.. 02933333'.J:lE-O:~ 2 o 
40 1. 9100500UOOE-02 788-1 () 

50 1.5370HOOOOOE-02 H o 
60 1. 28183:J33:J:3E-02 2 o 
70 1. 0999U2A57E-02 46 o 
80 9. 6420000001 E-03 2 o 
90 8. 57BBB!JRB91 E-0'.J 2 o 

100 7. 7:!46000002E-o:~ 4 o 
200 4.193501JOOIJ2E-03 2 o 
300 4. í3103:13:l:J4E-03 4 o 
400 6. UéWB251JOOOE-03 2 o 
500 5. 3:J.l5'.J'i'J999E-03 2 t) 

.600 4. 7275499•199E-O:J 2 o 
700 4.1299857Ul E-O:J 2 o 
800 3. IJl'.170'.lí4/NHE-03 2 o 
'JOO 3. 604HUH2E-03 581 () 

1000 :1. 3Mo9tJ•N•N!IE-o:1 2 o 



Observemos que estos dos casos de cnminntn.s aleatorias no tienen relación al
guna entre el número de visitas a las barreras reficjnntcs, aunque se han generado con 
lo. misma semilla, esto es ca.da vez que se tira se tienen los mis1nos nltmeros aleatorios. 

De acuerdo con la semilla estudiada obtuvimos: 

Darrcras Caso l Caso 2 

Reflcjnntes 

100 868 734 

200 

300 

498 

298 

940 

566 

Veamos que sucede para el caso de 3 juegos, colocando nuestra barrera rcflejnnte 
en 2 y la barrera reflejnnte en cero. La caminata que de color rojo representa el caso l 
y la negra el caso 2. 

,~~, .......... _ ... ~,.__i_";:-'··_ .• "' ...... _1_G_ .. _· ___ ~ __ .. _·,.,_ __ ::;;~.o 
'-'¡ ... 1, ... 

Las visitas hechas a la barrera reflejante 2 fueron mayores por la caminata negra 
que por la caminata roja. 

Observemos el siguiente caso en donde sucede lo contrario, la caminata roja 
tiene más visitas a la reflejnnte 2 que la negra. 

e.ero 
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o bien el número de visitns puede ser igual, 

coro 
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Modelo de I~hrenfost 

En el siguiente ejemplo encontraremos la distribucuióu límite de dos maneras 
diferentes, en la primera usaremos el concepto de esperanza condicional por n1c<lio de 
la función generadora de momentos. La. scgun<la la haremos por el método tradicional. 

3.4 Ejemplo.- Modelo de Ehrenfcst: 

Considcrernos dos celdas A y D que contienen en conjunto o: tnoléculn.s de gll.s. 
A cnda instante se elige al aiar una molécula de las O'. como sigue: 

si la molécula elegida está en la celda .. t se cambia n. la celda B y si esta en In celda D 
se cambia a la celda A. 

Donde estudiaremos la variable aleatoria .. Yn como el nínncro de moléculns en 
la celda 1i al tiempo n, y nuestro espacio de estados el conjunto: 

S = {O, 1, 2,. .. , a}. 

Observemos que la probabilidad de que la molécula sea escogida de la celda A 
en el instante ri + 1 es ~ donde i es el número de moléculas en la celda A en el ir.stantc 

ri, y la probabilidad de que sea escogida la celda B si en A hay i moléculas es ";;i 
obteniendo as( las probabilidades de transición como: 

{ 

i. si j = i - 1 
P(Xn+l = jjX,, = i) = 0~;;i si i = i + 1 

en otro caso 

con la matriz de transición: 

o 2 3 n-1 n n+l a-1 
o o o o o o o o 

1 o a-1 o o o o o ii " 2 o l o a-2 o o o o 
Q " 

n o o o o !! o a-n o a " 
a o o o o o o o 

"' o 
o 
o 

o 

o 
Otra de las muchas interpretaciones que se le da al modelo de Ehrcnfest, es 

el intercambio de temperatura de dos cuerpos, en donde la temperatura repre.•enta el 
número de bolas en Ja urna y el intercambio de calor no es un proceso ordenado. 

Por otra parte para encontrar Ja distribucu6n de equilibrio usaremos la función 
generadora de probabilidades *. Supongamos que en el estado cero hay i bolas en la 

*l{n.l Lal Ohung, Teorla Elemental de la Pwb1LbllldaJ y de lot Proce101 E1tocútkot,Revert~,1983,pp'207 
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celd" A, esto es: 

Observemos que: 

P(Xo =i) = 1 

E(uXnn¡x0 = i) = t uiP(uXn+l = uilXo = i) 
j=O 

~ ·P(uXn+i = ui Xo = i) X 
=¿_,u/ '. =E(u•+1 ) 

j=O P(Xo = •) 
esta última es la función generadora de probabilidades de Xn+l• denotemos por 

En donde la variable aleatoria 

toma el valor 

t uk P(Xn+1 = klXo = m) 
k=O 

sobre el coajunto 
{w E O;Xo(w) = m} 

y como hemos partido del hecho de que en el estado inicial la celda A tiene i nioléculns 
esta variable aleatoria tiene sentido s6lo si m = i ya que 

es decir 

toma el valor 

P(Xo = m) =O para toda m fo i 

t uk P(Xn+1 = klXo = i) = E(uXni·I IXo) 
k=O 

con probabilidad uno. 

Luego por otro lado tenemos por la proposici6n 1.2.13 que: 

en donde la variable alearoria 

E(uX•+'iu(X,., •.. ,Xo)) 
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Toma el valor 
" ¿ uÍP(uKn¡.¡ = uilXn = Ín, .. .,Xo = i) 

j=D 

sobre el conjunto 
{w E O;Xn(w) = Ín, .. .,Xo(w) = i} 

debido a la propiedad de Markov 

a " L uf P( uXn+l = uÍIXn : i,., ... , Xo = i) = ¿ uÍ P( .,Xn+I = uÍ IXn = in) 
00 00 

sobre el conjunto 
{w E O;Xn = i,.} 

es decir que: 
E(uKn+i¡u(Xn, ... ,Xo)) = E(uX•+ 1 !Xn) 

así resumiendo hemos obtenido: 

Ahora bien denotemos 
h(k) = E(uXn+1¡x,. = k) 

donde si k = O quiere decir que la celda A esta vacía en el insta.nt~ n por lo que: 

P(Xn = ilXn =O) =O para toda j f 1 

teniendo así que 

E(uXn+i ¡x,. =O) = uP(Xn+l = l!Xn = O) = u 

si k = a: tonemos análogamente que 

P(Xn+I = ilX,. = a:) = O para toda j f a: - 1 

con lo que 

si O < k < a: tenemos que 

P(Xn+I = ilXn = k) =O para todaj f k + 1,k - 1 

entonces 
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k+l(ª-k) k-l(k) =u -- +u -
C< Q 

esto es: 

{

u k =0 
h(k) = !uk-l + a-k.,k+t k = 1, 2, .. ., a - 1 :a-1 a k::: Q 

obteniendo una expresión general para h 

h(k) = (l - u
2
) kuk-l + uk+l k =O, 1, ... ,a 

o 

Con lo cual podemos ver que la variable aleatoria 

toma el valor 

sobre el coI\iunto 

usando el teorema 1.6. 7 

tenemos que 

donde 

k=0,1, ... ,a 

{w E O;Xn(w) = k} 

(h o Xn)(w) = E(ux•+I !Xn) 

Xn(w) = t kIAt 
k=O 

Ak = {w E O;Xn(w) = k} 

generando las Ak'• una partici6n de O esto es sí w E O entonces existe k tal que 
X,.(w) = k es dedr 

h(X,.(w) = h(k) si w E A.1; 

teniendo entonces 

(hoXn)(w) = h (t klAt) = t h(k)lA¡, 
k=O k=O 

t [(l: ,,2 kuk-1 + uk+IJ IAk 

k=O 
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hemos oUtenido 

E(uXn+llXn)"" 0._:::__::?Jx,.uXn-1 +uXn+l 
a 

regresando a nuestro problema original y usando la proposición 1.2.15 

(1 - u
2

) ( d X ) X =---E -(u' ")IXo = i + uE(u "IXo = i) 
a du 

esto es 

Fn+1(u) = ~(1- u2 )F~(u) + uF,.(u) 
a 

aF,.+i(u) = (1- u2 )F~(u) + auFn(u) 

Ahora haremos otra suposición,quc 

nl!."Jo Fn(u) 

existe y es una función generadora. de probabilidades y vale F00 (u), también su¡iondrc-
mosque: 

existe y vale F.{,,( u). 
Usando la existencia de estos límites tenemos que cuando n tiende a infinito en: 

obtenernos 
aF00 (u) = (1 - u2)F.:0(u) + o:uF«>(u) 

o:(l - u)F00 (u) = (1- u2)FC:.,(u) 

Foo(u) = {l :u) F.:C,(u) 

Ahora resolviendo esta ecuación diferencial 

obtenemos 
F00(u) = c(l +u)" 

Para u = tenemos que F00 ( u) = 1, con esto podemos calcular el valor de 

c=(ff'y 
1 1 Q (ª) Foo(u) = 2<'(1 +u)"= 2<' E k uk 

k=O 
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en donde tomando 

OQ ("') 1 Pk = k Za 

esta es una distribución binomial con parúmetros (oc, 1/2). 

Foo = 'tvruk 
k=O 

teniendo así que In distribución de equilibrio es: 

(~)~. (~) 2~"'"' (~) ~ ... ., (:)~· 

Ahora bien como In cadena es irreducible y finito. por la proposición Z.38 la 
cadena es recurrente y sabemos que el período es 2 por lo que cumple !ns hipótesis del 
corolario 2.34 por lo que podemos encontrar las distribuciones límite. 

De acuerdo con la matríz de transición tenemos las siguientes ccm1ciones: 

Esto es: 

"º= ~"1 
"1 = "º + ~"2 
"2 = ª;;1

"1 + ~"s 
7í3 = ª;2

7í2 + ~71"( 

11'"0 = ~71'¡ 

"k = a-(;-l)"k-1 + ~"k+l 
7ra = ~1ra-1 

k = 1, ... ,a -1 

Ahora bien escribiendo estas ecuaciones en tértninos de 7ro tenemos: 

"1 = "'"º 
a oc( a -1) 

"2 = 2("1 - "o)= --2--"o 

a ( a-1 ) a(a-l}(oc-2) 
lf3 = 3 "2 - -(l-1'1 = 2. 3 "º 
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en general tenemos : 

Q 

como í: ir j = 1 tenemos 
j=O 

u(u - l)(<r - 2)(u - 3) 
'iT.¡ ~ ----- rro 

2·3·4 

<r(<r - 1} ···(u - (k - 1)) 
"k = - k! iro 

~ a(a - 1} .. ·(a: - (k -1)) 
q+q¿_, =l 

k~l k! 

observemos que 

Luego entonces 

~ a(<>-1) .. ·(a-(k-l)) 
2° = {1+1)" = 1 + ¿_, 

k~l k! 

y sustituyendo tenemos que 

ir¡= a.fa 
_ a(n

2
-1} 1 

ir2- ~ 

' _ a(a-1)"·{<>-(k-1)) l 
1rk- 1 ~ 

en donde entonces podemos expresar o. !ns ir; de la siguiénte manera 

iro= (~)~,ir1= (~)~, ... 
en general tenemos 

"k = (;) ~ po.ro. k =O, ... , ri: 

Las cuo.les coinciden con lo.s "k '• encontradas por el método anterior. 

Retomando la función generadorc de probabilidades obtenida 

Fn+1(u) = .!_(1- u2)F~(u) + uF,.(u) 
a 

para a partir de esta calcular Ja esperanza y varianza de X,., ya que sabemos qtte 



P..+1(1) = E(Xn+i) 
F~+ 1 (1) = E(X~+l - E(Xn+i 

Denotaremos E(Xn) = µ,. y Var(Xn) = o~,. Cnlculernos la primern derivndn 
de la función generadora de probabilidades 

entonces 

sustituyendo µn 

1 ) 1( 2 11 2 F..( / () Fn+t(u =a 1- u )F,. - au n u)+ uFn + Fn u 

l'n+l = 1+ (1-;) (1,+ (1-;) µn-1) 
= 1+ (i-;) + (i-;)2 µn-1 

En general tenemos 

n ( z); ( z)n+l 
µ,.+! = ,~ 1 - ª + 1 - ª l'o 

a [ ( 2)"+1 2 ( 2)"+1 ] =2 1- 1-a +a 1-;_; l'O 

Hemos obtenido 

a [ ( 2)"+1 2 ( 2)n+l ] 
µ,.+l = 2 i - 1 - ª + ª i - ª l'o 

y si n -t oo tenemos 
a 

µ,. _, 2 

3.3.1 

es decir a medida que n crece, el número esperado de.bolas es igunl en las 2 urnas.(0 
bien en términos de la temperatura de dos cuerpos , lo que dice es que a medida que n 
crece, los cuerpos tienden a tener la misma temperatura.) 

Calculemos ahora la segunda derivada de la función generadora de probabili-
da des 

F,t+l (u)= ~(1- u2)F~(u) - ~F~(u) 
a a 
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-;F~{u) + uF~(u) + 2F~(u) 

Si hacemos E(X~+tl = rn+l· Como 

F::+a(l) = E(X~-¡-¡) - E(Xn+il 

tenemos 
F~.¡.¡(1) = Tn+l - ¡<n+i 

sustituimos en la exprcmi6n obtenida anteriormente 

Tn+l - µn+l = -~(Tn - µn) - ~l'n + (Tn - Jtn) + 2µ,. 
" " 

Tn+l - /tn+l = Tn (1- ;) + l'n (1 + ;) 

Ahora bien para obtener la. varianza tenemos 

<1~+1 = Tn+I - µ~+l = l'n+l -1'~+1 + Tn (1- ~) + J1.n (; + 1) 
sustituimos /<n+l 

<1~+1 = (1 + (1-;) ,,.]- [1 + (1- ;) ,,.r + r. (1-;) +-,,. (; + 1) 

[1 + (i- ;) ,,.] - (1 + (1 - ;)2 ,,~ + 2 ( 1-;) ,,,.] + r. (i - ~) 1 +µ. (1 + ;) 

= 1 + (1 -;) µ,. + (1- ~) (rn -µ~,) -1- ~µ~ -2 (1- ~) l'n + (1 + ;) l'n 

(1 - ~) o2 - (1 - ~) l'n + (1 + ~) µ,. - i_µ2 a n o: o: a2 n. 

( 1 - ;) <1~ + 1 ( 1 - i:;) l'n 

Finalmente 

<7~+1 = (1- ~) <7~ + ~ ( 1- µ:) J1.n 

en donde si tomamos el límite cuaodo n-> oo 

lim o2+1 = (1 - !) lim u2 + i (1 - ~) ~ n-•co n a: n-+oo n o: 2 2 

lim un2+1 = (1 - i) \im <7~ + 1 n-co a "-•oo 
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Simulemos ahora este modelo de la siguiente manern: 

a. Se da el número total de bolas,. y el número inicial de holas en la urna A, 
seleccionando aleatoriamente las bolas que estarán en esta urna, anotando que 
bolas quedaran en A. 

b. Generamos un número aleatorio u con distribucuóu uniforme en { 11 21 ... 1 ah 
que identificará a la. bola que se va a selecionar. De tal manera que si en el 
instante n tenemos k bolas ,esto es Xn+l = k - 1, si la. bola selecionada. esta 
en la urna A nl instante n, si la bola seleccionada no esta en la. urna tendremos 
que será. agregada a al urna, XnH = le + 1 

c. Generamos m de estas cadenas de longitud n 

Z1 = X11,X12, •.. ,X1n 

Z2 = X2i.X22 •... ,X2n 

Zrn = Xm1tXm~h···1Xmn 
para poder estimar a Pk y ol mediante 

1 m 
Pk= -Ex;k 

mi=l 

para toda k = 1, 2, ... , n 

y "'2 1 ~ 2 "k = - L.. (X;k - µ¡) 
mi=l 

d. Repetiremos r veces el inciso b) para encontrar r estimadores de Pk y o~ 
(veremos ver que tan buenos estúnadorcs son Ílai ~! con respecto a. µno~). El 
fin de hacer esto es que en Estadistica Clásica el criterio para definir buenos 
estimadores es el error cuadrático mcdiq • definido como E(M (OJ) = E( 0- 0n) 2 

donde O es lo ~ue se quiere estimar y Jn = O(Xi. ... , Xn) con lo que se estima 
y se dj;e que Bn es "bueno" s~ E{M(On)) es mínimo. Esto es debido a que si 
E(M(On)) -> oo, entonces Dn ->O. 

En lugar de calcular E(M(Ba)), basandonos en la. ley de los grandes números 
podemos hacer la. siguiente aproximaxión: 

A2 l~A 2 
E(O-On) - - L...(Bn; -0) 

n k=l 

y así veremos que tan buenos estima.dores son Íi-n y :;~ 

t Kitndall.MG. Ir: Shua.rt, A. The Adnnctd Tli.eory o( St&li.tics Vol. 2. Londoa:Griffin.1973) 
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e. Tomaremos lns últimas variables aleatorias generadas en cada <adcna ya que 
nos interesa ver que tan rápido nos aproximamos n µ 00 (obtenida en 3.3.1) 
para lo. cual calcularemos 

y 
a . 2 

2 
1 "'( 2 a 2 E(4-u200) ~;; ¿_, u200 - ¡) 

Y" que si E(On - 0) 2 ->O entonces O,.!, O. 

En las siguentes tablas mostramos los resulta.dos obtenidos y observamos <¡ue 
¡;,. -+ ! rápidamente, y u~ -+ ![ de manera un poco más lenta. No fue necesario hnc<.r 
a parte el inciso e) ya que comoµ. y o~ tiende rápidamente a ! y lf, y estos cálculos 
fueron hechos en el inciso d) 

Por otro lado fln se empieza a parecer a µ,. aproximadamente para n = 80, 
mientras que el comportamiento de '1~ tiene mucha variación. 

Los valores que se muestran en la tabla del error cuadrático medio mucstrar. 
que µ. y ~~ son buenos estimadores. 
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E! 

El 
El 

t. .. 'lt11;-tJi(1 

111ímero 

niim(~r·o 

de 
.¡,, 

d, .... 

[., r.1111 00 11;1 

lll11';>St.r·,:tS 

mu~.·~1.1·.1-:: 

1'."S; :JOO 

dt-• vecl.01·i':·s ·1. l+:-._tt.nr· 111~;: es: 

1}e vr-·cLor r:·-~ 11rome~IJ11s i:>o.;:;; 

El nlimer-o t~ot.a l ch:- lio1.t:-:-: 60 

1 
2 
~I 

·I 
5 
(, 

7 
ll 
f) 

!O 
20 
30 
.(O 

50 
60 
70 
llO 
90 

1UIJ 
200 
'.JOO 

¡J 
k 

2. OOOIJfl(lílOOOE +oo 
2. 91Jóó741Jí41E+01 
2. •!•1•J1Ja<11:J5RE+o1 
2. 9•J•1•)96:Jo.r:;r.+01 
2. QW)')9t)H'í60E+Ot 
2. ?9•i<J•Jf)•JIJ5•!E+01 
2. 99999999</'JE+Ol 
3.0000000000E+O! 
3.0000IJOOOOOE+ot 
3.000000000UE+O! 
3. OOIJOOOOOOOE+OJ 
:~. OOOOOOOOOOE+ll! 
3.0IJOOOOOOOllE+Ot 
:J. (lll(IOOOIJOOIJE+Ot 
:::.oouoooooooE+o1 
3. Ol)IJOUIJOOOOE+IJJ 
:i. oooonoooooE+n1 
:J. OIJOOOOIJOOOE+!J! 
:~. OOOIJ!JOOOOOE +01 
'.l. OOOOIJ!JOOOOE+O! 
:l. QOOOlllJOIJOOE+ot 

z 
'";. 

O. OOOIJIJOOIJOOE+IJO 
1. ;¿8fltllli3fll:ll!'IE-01 
1. 120295Mí2E+oo 
?..04560!l72fiOE+oo 
2.9ov2~1s12eE+ou 
~{. Ti5;1.85H253E+oo 
4. ló76001036E+oo 
5. l'>'Jí6009tJ7E+oo 
5. 02511J'J.i 2:J<,c+oo 
6 • .t36í 61J~95:~c+oo 
1 . Oi0.l5!J1965E""01 
1. 21W53ó75 t <;>E+o1 
1 • 3'>1 ~·:U OfJWE+n1 
1. H5<f~1.::1~l!)1E+01 
1. 17~1805íflME+OJ 
1. 4H63590610E+r.Jt 
1. 4931575437E+fll 
1. ~%51\7í0i:JOE+o1 
1. 4-9f.l27R83•J:JE+Ot 
1. 40'J<)<JfJ2~37E+01 
1. 4 11<J•N•19<>f.l2E+n1 

!J(J 

?,O 



µk o:. 
1 2.ooooooooooE+oo O.OOOOOOOOOOE+OO 
2 3.ooooooooooE+oo o.ooooooooooE+oo 
3 3.75ooooooooE+oo 4. 3'750000IJOOE-01 
4 4-. 575oooooooE+oo 6. 6937500003E-01 
5 5.4000000000E+Oo 1.0400000001E+oo 
6 6. 27soooooooE+oo 1.22437sooo1E+oo 
7 7.1000000000E+oo 1. 7900000000E+oo 
8 7.72soooooooE+oo 2.224375oooor.+oo 
1) B.3251lOOOOOOE+oo 3.0443750001E+OO 

10 l).32500UOOOOE+oo 3. OH:i750001 E+oo 
20 1. ·l í"OOOOOOOUE+01 7.5100000000E+oo 
30 1. 9175000000E+01 1.0019375001E+01 
40 2. 2225000UOUE+01 1. 1A49:J7500tE+Ot 
50 2. 5050UUOOOOE+01 1.131J7500001E+01 
60 2.6500000000E+01 1. 76499Qt)9QQE+Ol 
70 2.0175000000E+01 1. 566Q'l750CJ1E+Ol 
80 2.0700000000E+o1 1. 47101100001E+o1 
90 2.8075000000E+01 1. 1434374999E+o1 

100 2.9650000000E+01 1.3077500000E+ot 
200 2.9500000000E+o1 1. 6649999')99E+Ot 
300 3.0200000000E+Ot 1. 11560000001 r.+01 

µ 
k 

2 o 
k 

1 2.ooooooooooE+oo o. OllOOOOOUOOE+oo 
2 2.8750000000E+OO 2. 3437500llOOE-01 
3 3.8750000000E+OO 2. 3437500000E-01 
( 4.0750000000E+oo 2.3437500000E-01 
5 5.6sooooooooE+oo 6. 7750000005E-O.I 
6 6.4750000000E+OO 8.743750000tE-01 
7 7.a750000000E+OO 1.059a7sooooE+oo 
8 B.1500000000E+OO 1.2775000001E+oo 
9 B. 9750000000E+OO 1.4993750on1E+oo 

10 9.7500000000E+oo ?..137500UOOOE+oo 
20 1.6025000000E+Ot s. 791)37 .i 9'JQQE+oo 
30 1.9900000000E+Ot 1.239000000IE+01 
40 2.2900000000E+01 1. :u9ooooooor.+01 
50 2.4.700000000E+O! 1. 2010000001 E+Ot 
60 2.6400000000E+01 1.234ooonoo1r.+01 
70 2.7675000000E+o! t.1394.37500tE+o1 
80 2. 84 OOOOOOOOE+01 1.1B10000000E+ot 
90 2. Q4.250001JOOE+01 1. 2869:f?'JOOtE+01 

100 2.9850000UOOE+Ot 1. 6.f77~i0000.!E+1Jt 
200 2.9650000QOOE+Ot 1. t,77í'C.OOOOOE+Ot 
300 2. Q<J~:;oooooooE+Ot 1. 2907'i00001E+Ol 



Error Cu .. 1dra t ico Medio 

de Mu. 

1 o. OIJOOOOOUOOE+oo 
2 7. 3HW:n65\IE+u2 
3 6. 8705319:H7E+o2 
4 6. ·i02·13H240E+02 
5 5. 9782243976E+02 
6 5. 60244154c30E+02 
7 5. 23346437'13E+ll2 
8 4.9223828125E+ü2 
9 4. 573H75000E+02 

10 4.2763756250E+o2 
20 2. 2517<1812501::+02 
30 1. HOOIJ.13750E+02 
40 6. 111ll937500P.+01 
50 3. 099559'.l750E+01 
60 1. H00031250E+01 
70 6. 867031250oE+oo 
ao 3.901656250oE+oo 
90 1.96225oooooE+oo 

1 oo 1 . 35·l 7187500E+oo 
200 2.5543750000E-01 
300 1.0284375000E-01 

E.1·ror- Gu.1dr· L i.:.o Me<i io de 

de Sigma. 

O.OOOOOOOOOOE+OO 
1 . 6303Hl7:J99E-IJ;! 
5.885525820~E-01 
2.111202s663E+oo 
4. ·lf.1~1295 7901E+OO 
6. 935326MOtE+oo 
•). 593133818tE+oo 
t. 1517782.U3E+01 
1. 40527581.l90E+01 
1. 61J70237945E+01 
2. 54'156~~201ac+o1 
1. 2956918(•18E+Ot 
1. 1!)92U944A<lf:+ot 
5.8678490481E+oo 
6. 240·15'?1182E+Oo 
5. 81<14568262E+OO 
5.0520989795E+OO 
4.8832099805E+Oo 
4.5463454386E+OO 
4.0001163625E+OO 
a.a9~B976914E+oo 





APENDICE 

1 Prposición.- Sea. {Bn; 11 ~ 1} una partici6n de O y sea U la a-álgebra generada por 

esta partici6n. Si GE U entonces G = .U B;; donde B;¡ E {Bn; n ~ 1} 
1~1 

Demostración.- Si G E U entonces G es de alguna. de las siguientes formas: 

a. C =· Di para alguna i debido a que lns Bn forman una partición tenemos que 
G = UkBk con k f i. 

b. G = Un B; y como las B¡ forman una partición tenemos que íl;B; = 0 por lo 
tanto e= 0. 

c. G = n U B¡ análogamente al ser la.s B¡ una partición de O tenemos que G = 
U;B;; donde B;; E {Bn; n ~ 1} para toda. j. 

II Teorema.- Sean /, g : (O, !J", P) --> (R, B(R)) funciones integrables y 

JA fdP =JA gdP 

para toda A E !J" entonces 

Demostración.-

Como 

para toda. A E !J" entonces 

tomemos para. todo " E N 

y sea 

f = g c.s. 

l f dP - l gdP =O 

JA(!- g)dP =O 

An = {x,f(x) -g(x) > 1/n} 

00 

B = LJ A,.= {w E Ol/(x) > g(x)} 
n=l 

1 



tenemos 
P(An) $ n jA(g(x) - J(x))dP =O 

por lo tanto 
P(An) =O para toda n 

C() 

P(B) $ L P(An) =O 

tomamos análogamente para toda m E N 

y sea 

por lo tanto 

C,n = {x;g(x) - J(x) > 1/m} 

00 

D = LJ km= {w E Olg(x) > f(x)} 
m=l 

P(Gm) $ m L (g(x) - f(x))dP =O 

P(Gm) =O para toda m 

P(D) $ f: P(Am) =O 
m:;:;l 

como difieren en un conjunto de medida cero 

f = g c.s. 

1 

IJI Corolario.- Sean f.,¡: (O,\l',P)---. (R,B(R)) funciones integrables y 

JA fdP $JA gdP 

para toda A E \l' entonces 
f $ g c.s. 

Demostración.· Como para toda A E \l' tenernos 

entonces 

f, fdP < { gdP 
A -JA 

j fdP -f gdP <O A A -

jA(f-g)dP$0 

ü 



pnra to<la .4. E ;.1. Tomemos el siguiente conjunto con n E .. 'f\' 

An = {x, J(x) - g(x) > l/n} 

00 

B = U An = {w E Ol/(x) > g(x)} 
n=l 

pnra el cual 

P(A,.) '.S n j (J(x) - g(x))dP ::; O para toda n 
,¡ 

Obtenemos 
00 

P(B) '.S L P(An) =O 
n=l 

por lo tanto 
J(x) - g(x) ::; O 

J(x)::; g(x) P- c.s. 

1 

IV Lema.- Sea A un conjunto de enteros positivos con máximo común d,ivisor d, 
entonces existe un subconjunto finito de A con máximo com1ín divisor d. 

Demostración.- Tomamos n1 E A entonces 

n¡ = r¡d. 

Sir¡= 1 entonces {n1} es el subcoajunto buscado. Sir¡ i 1 entonces tomamos nz E A 
de tal forma que n1ln2. Tenemos que 

entonces 
mcd(n1,n2) = mcd(r¡d,rtdJ = r2d 

pnrn algún r2 E z+ tal que r2 ::; r¡. 

Si r2 = r¡ entonces n1ln2 lo cual contradice In forma en que se escogió n2, por 
lo tanto r2 < r¡. 

Observemos que si n2 no existiera entonces n¡ = d y esto se reduce al caso r¡. 

Nuevamente si r2 = 1 el conjunto buscado es {n¡, n2}· Si r2 i 1 buscamos 
n3 E A tal que r2dln3. Bajo los mismos hechos de que existe nz tenemos que n3 existe; 
y 

entonces 

iii 



Anó.Jogruncntc se tiime que r3 < r2 y si r3 = 1, {n1,n2,n3} es el conjunto buscado. Si 
r3 of 1 repetimos el proceso, obteniendo así una succsi6n de enteros positivos decreciente 

r¡ > r2 > r3 > ... 

la cual termina en un número finito de pasos, los cuales producen el conjunto b11Scado. 

1 

V Teorema de Abel 

00 

a. Si L: a.1: converge entonces 
l:=O 

b. Si a.1: ?:O y 

entonces 

Demostracion.-

a. Tenemos que 

00 

Como E a.1: converge podemos encontrar que para toda<> O existe N(<) tal que para 
k=ll 

todaN' ?:N 

I' 
separando de Ja siguiente forma tenemos: 

oo N oo 
1 E a.1;(:i:.I: - l}I = 1 E a.1;(~ -1) + ,E a.1;(:i:.I: - 1)1 
l:=O l:=O .l:=N+l 

N oo 
S 1 L a.1;(:i:.I: - 1)1+1 L a.1:(xk - IJI 

.1:-.0 .l:=N;·l 



si tomamos 

y con O S x :5 1 tenemos 

N 
1 L ak(xk - 1)1 S MN(xN -1) 
k~o 

por lo que teniendo x lo suficientemente cercana a uno, tenemos: 

Por otro lado si tomamos 

tenemos 

1 ~ ak(xk - 1)1 = 1 E (Ak - Ak+1)(xk - 1)1 
k=N+I k=N+l 

= IAN+I (xN+l - 1) + f: Ak(xk - 1) - Ak(xk-I - 1)1 
k=N+2 

= IAN+i(xN+! -1) + f Ak(:i- x•-1)1 
k=N+2 

usando 11 tenemos que 

obteniendo que 

1 f; ak(zk - 1)1 < e 
k=O 

para x suficientemente cercana a uno. 

Con lo que hemos demostrado que 

1 



b, Tenemos que para O < x < 1 que: 

por lo que si a = oo tenemos que 

ahora bien si a < oo tenemos 

de aqui que 

f: ak:i < a con O < x < 1 
k=O 

n 

f(n) = L ªk:::; a para toda n 
k=O 

como f(n) es una función monótona creciente y acotada, tiene un límite finito 
llamcmosle a1 pero por el inciso a. tenemos que 

a1 =a. 

1 
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1 

1..aaud1a c. lturr1a~a VeJazquez. 1 
"PfH.x.:a{AMA CAH!NAfA ALJ::ATUtHA" 1 

l:d f'rograrna gen~ra caminatas a1eator.ias di:: ia s1~u1ente ma~era ¡ 
Tenemos dos Jugadores A v B con c1ertas lortunas v se real1- 1 

za el siguiente Juego: 1 
!:ie lanza una moneda que esta balanceada con c.1erta probab1l1dad si 1 
obtenemos ci.gu11a el Jugaaor A gana una unidaa de la fortuna del Ju
gador 8 si. sale sol E:$ fJana una unidad de la tortuna de A terminan 1 
e~ Jue(!o cuando ameos 1ugaaores vue1van a obtener sus fortunas ini
ciales. 1 

Nuestras cam1natas seran ~eneraaas con respecto a los cambios ¡ 
de la fortuna del }UgaOor A. / ., 

Program Regresou; 
Uses Crt. Uos : 

TYPE 
into = Record 

promedio keal: 
veces. 

lanzam1en lnteger: 

VAk 
proba. 
t:irada, 
tlanza. 
lanza2 

ENO' 

n. 
cambfort. 

lanza. 

vez. 

vtort, 

maxiort. 
modl .mod2. 

f(eal: 

lnteger: 

1 • tJuarda los siguientes valores: .. J 

t • fimpo promedio de regreso al u • J 
t • veces que los lanzamintos reba- • f 
1 • za J:.!,UUfJ lanzamientos. • J 

l • f-'robabi l idad de la moneda. • 1 
1 • kesul tacio del lanzamiento. • 1 

i • Nurnero total de lanzamientos. • J 
1 • Numero de lanzamientos de cada • 1 
1 • Juego multiplicado por u. 00001 •) 
1 • Numero de Juef!o. • 1 
1 • cambios de la iortuna del JUgtJ,-• 1 
1 • dOr A. 1 1 
I '- ffümero de lanzamientos dei juc-• 1 
t • ~o n. • 1 
1 • lnd1ca si el numero de veces • 1 
1 • que los lanzamientos pasan ae • 1 
1 • ~i:¿,oou. • 1 

l .. Nu111ero de veces que se revasa • 1 
1 • la t ortuna max1ma. • 1 
1 • Fortuna max1ma. • 1 

.guarda Arrav ll. .tuuuJ .:>finto: 

resp, respl 
arch1 

semilla 

nora .minuto. 
se~undo. scc 

<.,;nar: 
1ext: 

lOOJ#lOt: 

Wl'.lrd: 

t • i>uarda la i.nformac1on de cada • 1 
1 • JUe,!:;'o. 'J 

1 • Arctn vo donde se 1;uardan los 
1 • resu1 tacios. 
1 • Almacena la cemilla para la 
1 • íunc1on ramdon. 

., ., ., ., 



, • -----¡ 
Lanzamiento.- lle acuera0 con la ttraaa ot:>teni.oa ia tort.una del 1u- 1 
~actor se incrementa en unC> o d1sr.nnuve en uno •:ste proced1mient.o 1 
se repite nasta que la tort.una ael 1ugador sev igual a la tortuna 1 
inicial. es decir nas ta que nue!itra varlatile qui.:! indica el cambio 1 
de la fortuna 1carnbfort1 sea igual ·a cero. 1 

Procedure Lanzamiento: 
HEGIN 

HEPb.A1 
INC 1lanza1: 
1 F lanza ) );¿Quu IHEN 

t>egin 
lanzu: =ú: 
IN~tvezt: 

ena; 
lNCi camblort 1: 
t.irada:=random: 
li' tiraaa e =proba rHEN 

cambf ort: =cambí ort - :¿; 
H' cambt ort ,maxfort then 

begin 
lnctvfortl: 
cambíort: ::cmaxiort: 

end: 
UtHlL camblort =U: 

ENO: { • 1~anzam1ento • 1 

,. 
Henu.- !Ja un menu que permite elei!lr entre la func1on random de la 
maquina v Hand nuoestro generador de numeras ale~tor1os. 

Procedure Menu: 
i:U~.tJ!N 

t,;lr:icr: 
Wr1teL.n1 'Oame el numero maximo de la tortuna: 1mtixomo ~:i:t,uuu1' 1: 
1<eadL.n1 maxt ort 1: 
1..!lrScr: 
Hepeat 

WritcL.nt 'lYuieres dar la semilla'? t:::>tNI' 1: 
respl: .. FieadKev: 
respl: =UpVasel respl J : 

Unt.11 respl in t ·~·, 'N' J: 
lt resp1='N' then 

be¡?ln 
Handomizc: 
Writel...nlarcn1,'La semilla es : ·.liand8eedl 

enct 
else 

begin 
L!lrticr: 
Wr1teLn1 'Uame la semilla ~ · 1: 
HeadLn 1semi1 la 1 : 
Wr11:eLnlarchi. 'La semilla es : '.semilla 1: 
WriteLnlarchi 1; 
1<andtieed: =semilla: 

end: 

h'.NU: 1 • Henu • 1 

'> 

., 



BE~!~tgn 1 ~;chi~~~~:~d~~~~~~~~l • 
1 

ReWritelarchi 1; 
Henu: 
ClrScr: 
Writ.eLnt •¿cual es la probabil1dad·t• J; 
ReadLn 1proba1: 
t.lanza: =O: 
Wri t.eLnt archi. 'llora en la que inicia' ) : 
GetTimel hora .111inuto. segundo .sec 1 : 
Writ.eLnlarchi,hora,' •.minuto.' ',segundo,' '.secJ: 
FOR n:al t.o 1000 00 

begin 
lanza:aO: 
cambf ort: "'º: 
vez: =O: 
vfort: =O; 
lanzamiento: 
lanza2: .. lanza •o. 00001; 
lf vez >O then 

1o·or j :=l to vez do 
lanza2: .. 1anza2 + o. ::J2000; 

tlanza: =tlanza + lanza2: 
WlTH guardalnl DO 

begin-
prome-110: =tlanza/n: 
lanzanuen: e lanza; 
veces: =vez: 

end; 
end: {fort 

OetTimel hora ,11inuto ,segundo, sec 1; 
WriteLnlarchi, 'Hora en la que termina' J: 
WriteLncarchi.hora. • ',minuto.' ·,segundo,· ',sect: 
Wri teLn 1archi1 : 
WriteLntarchi, 'N' :4,' Promedio ', 'Lanzam.' :5.' ','V' :2): 
Wr 1teLn1archi1 : 
FOR n: al to 1000 DO 

begin 
•odl: .. n •od 10: 
aod2:• n aod 100; 
IF ltn<= 101 or ltnt•lUOI and (JD,Odl =OllJ 

or t tn>lOOI and tmod2 =011 THEN 
WlTH guardalnJ 00 

WriteLntarchi,n:Lt,' ',pro111edio, · '.lanzamien:5,' '.veces:J); 
end; 

Close ( archi t : 
WriteLn«#7.'Ya termine!!lt'1; 
WriteLnt 'El numero de veces que la fortuna revasa a • ,mi)xfort,' es: • ,vfortl; 
ReadLn: 

ENO. 



,. 
1 Claudia C. 1 turri.aga \fE:iazquez. ) 

1 
"PkUliRAMA CAMltlATA ALEATúítlA" 1 

l
l erniocre. ~r·e

0 
genera la caminata aleat.oria ae manera analoga a la ante- 1 

!:iera tratado el caso :¿ teniendo aos oarreras ref le:itlntes una 1 
v otra en n con probabilidad de permanecer en la berrera de 

~ v aoandonarlas con probabi.Lidad p. ¡ • ¡ 

Program H~gresoO: 
uses Crt, Oos: 

CUN~T 

H~FLE = O; 
TYPE 

1nio = Record 
promedio : Real: 
lanzamien, 
veces : lnteger; 

VAK 
proba. 
tirada. 
tlanza. 
lanza2 

ENO: 

n. 
cambfort, 

lanza. 

vreílel. 

vref le2. 

retle1. 
vez. 

modl .mod:t. 
J 

Real: 

lnteger: 

l • Barrera Ret"lejante en cero. ., 
l • Guarda los siguientes valores: •) 
l • Timpo promedio de regreso al O • J 

l • numero de veces que los lanza- • 1 
1 • mientos rebasan a 32, 000. • > 

( • Probabilidad de la moneda, •) 
e • resul -cado del lanzamiento. • > 
l • Numero total de lanzamientos. • J 

t • Numero de Juego. • 1 
1 .. Cambios de la fortuna del juga- • 1 
1 • dor A. , • 1 
1 • Numero de lanzamientos del Jue- • J 
t' go n. • 1 
'• Numero de veces que llega a la • 1 
t • reflejante uno. • 1 
t • Numero de veces que llega a la • 1 
t • reílejante en el cero. • 1 
1 • Reí lejante. • J 
t • lndica -::1 nuraero de veces que • 1 
t • se rebasan los 32. UlH> lanza- • 1 
t • mientes. • 1 

guarda Arrav (1 .. 10001 ot inío: 

resp 
archi 

setailla 

nora, 1111nuto. 
segundo. eec 

C:har: 
rext: 

longint; 

Word: 

1 • Guarda la inlortAacion de cada • 1 
1• }1.1ego. • 1 

1' Archi.vo donde se guardan los • 1 
t • resul t.ados. • 1 
1 • uuarada el valor de la funcion • 1 
t • ttamdon. • 1 



'. r ------------·---------------------·--·----, 

1 
Lanzamiento.- l>e acu....,n10 con ta tiradil obtern<la lci ton:una del Ju- ¡ 
gador se incrementa en uno o dism1nuve en uno este pror.:F..:d1m1ento 1 

\ se repite hast.a que la iort.una del Jugador sea igU.:J1 a la fortuna 1 
l inicia~. es decir h~sta que nuestra vari.abl•:? que i.nd1ca el cambio ¡ 
1 de la tortuna 1carob1ort1 sea igual a cero. 

1 
::>1 el punto toca una élarrera keíleJante permanccera en est.as 

~ s 1 la tirada es menor o lF!Ual a pro tia v las aoandonara s1 es mavor. ¡ 
1 

J 

Procedure Lanzamiento: 
~EGlN 

Hf.;f'I'!.Al 
1NC1lan::a1: 
!F lanza > ~¿uuu 1HEU 

beg1n 
lanza:"'º: 
HlClvez1: 

end; 
t 1 rada: .,.random ~ 
l F t l rada < aprot'la THEN 

lJECl cambfort J 
ELBE 

lNC..: 1cambfort1: 
lI' cambfort>=reflel 'fHEN 

beg1n 
lNCI vret lel 1: 
ca111bfort: =rei lel: 

end: 
ir· cambfort < O THEN 

cambl'ort.:=O; 

UN'fIL cambt"ort. =U; 
INC1vrefle2t: 

END: t .. Lanzamiento • 1 

Henu. - Lee el valor dela E:larrera Hei le)ante refle:t v da .La opcion 
de dar la semille que qenera la tuncion random. 

Proceaure Henu: 
BlfülN 

ClrScr: 
WriteLn1 'Dam.e la prtmer retleJant.e: · 1: 
H.eadLnlreflel 1: 
WriteLnlarchi. 'RefleJante · .retle11: 
WriteLntarch1. 'l<efle1ante • .REFLEI; 
ClrScr: 
ttepeat 

WriteLnt •¿uuieres dar la semilla~ 1S1N1' 1; 
resp: aReadKev: 
resp: .:Upcase 1resp1: 
Untíl resp in ( '!:i'. 'N' l: 
u· resp=. N. THEN 

begin 
Kandomize; 
Wr1teLn1archi. 'La semilla es '.Hand~eedJ 

end 
EL~E 

begin 
clrScr: 
...... t ...... , .... '""""'~ '"' ........... 11 .. 

., 



Writ.ei.n('Dame la semilla: 'I: 
Reae1Lntsein11la1: 
HandSeed; =semilla: 
WriteLntarchi.'t.a senu.lla es : '.HanaSeedJ: 

end: 
i::NO: (• Henu ~ f 

BEG1N l • Programa f'nnc!pal • 1 
Assignf archi, •guarda. pas' 1 ; 
H.eWrite1archi1; 
Henu: 
ClrSct': 
WriteLnt •¿cual es la. probabilidadr' ¡; 
tleadLnt proba 1 : 
WriteLn<archi. 'Hora en la que se incia: · 1: 
Get1'i11tet hora .minuto. segundo, sec 1 ; 
Wri teLnl archi. hora. • • . minuto. ' • ,segundo. ' '. $ec J : 
t!anza: =O~ 
vrefJ.el: =O: 
vrefle2:=fJ; 
ca•bfQrt:=O; FOR n:=l. t:o 1000 ..00 

begtn 
lanza: .. o: 
vez:,.-tl: 
Lanzamiento: 
lanza2: silanza•o. uuoú1: 
lF vez > O THKN 

f'OR J: =l to vez Oú 
lan2a2: =lanza:t • o. 32000: 

i:.la.nza:=t.lanza +- J.anzaZ: 
WITH guarda{nJ 00 

begin 
pro11ed.io: ""tlanzatn, 
J.anza1nien: "'lanza: 
veces: =ve;:; 

end: 
end: (fúR> Getf.1..me1nora..ra,inuto.aegundo.sec: 1: 

WriteLncarchi. 'Hora en la qtJe se ter1una!',: 
WriteLntarchi,hora.' '.1t1inuto.' '.segundo.' • .sec1: 
Wri tel..n e archi > : 
Writet..ncarchi. 'La probabl.lidad de abandonar una barrera reflejante es l l-pl' t: 
WriteLntarchi. 'La probab11ictad con la que p1erde es: ',proba:2!:ll: 
Wrl. tel.n( archi. 'Huaero de visitan a la releJante ' • reí lel. • es: •. vret !el); 
WriteLncarchl. 'Numero d~ visitas a .t.a reíleJante cero es: • ,vreí.t.e:¿t; 
Wri tel.nl arch1 >: 
WriteLnlarchi.'f'f':4,' ·.• Pro112e010 ','l.anzam.':5,' ','V':2J: 

Wr1teLntarchu: 1-UR n: =l to HIVu lxJ 
beg1n 

modl:= n mod lOt 
llOCS:t:= n mod l(HJ; 
H' tln<=: 101 or cfn•=lUVI ano 1111od1. :rtJIJJ 

or 1tn11ou1 anCI imoa:.t o:Ult THEN 
WlTH guardalnl 00 

Wri. tel.n~ arc:hi. n:". ' ' , promedio. · •. lanzan:iien: ~. ' ' • veces: J ! : 
end: 

t::lose1arcru1: Writelnf/IJ,'Ya. ter1une!ll!'t: 

keacu .. n: 

Íl.NL>.KtH.J. 



,. 
.--~~~~~~~-~~~~~~~~-~~~~~~~~-. 

t..:1aud.ia c. Iturriapa Veiazquez. ¡ 
"PRWkAHA GAHlNAfA ALb:ATúlHA" 1 

se ~enera de manera ana.loga 1a caminata aleatoria. v en este 
caso cenaremos z oarreras ret ie 1antc.s que. una en cero v otra en 
refle:.:!, lan cur •.es se abandonaran con prooablldao 1. ., 

Prograrn liegresoo: 
Uses Crt:. Dos: 

CON~·¡ 

R¡.;r·LE ::;: ú; 
TYFE 

inf o ::. Record 
promedio : keal: 
lanzamien. 
veces 

END: 
VAR 

proba. 
tirada, 
t:lanzil. 
lanza~ 
n. 
cam.bfort. 

lanza, 

vref lel, 

vrefle2. 

rel lel. 
vez. 

11001.11.0<12. 
) 

lnteeer: 

keol: 

tnteger·: 

1' aarrera Het le jan te en cero. .1o) 

< • Gua roa los siguientes valores: ~ 1 
'" fimpo promedio de recreso al o ' 1 

<' Numero de veces que lo!'; lanza- • J 
i • mientes reoasan a J2,000. • 1 

(' Probabilidad de la moneda. •) 
( • kesulta.do del lanz.amient.o. * 1 
1 • Nuni.ero total de lanzamientos. "1 .. ,. ,. ,. ,. ,. ,. ,. 
" ,. ,. ,. ,. 

Numero de 1uego. • 1 
cambios de la f ort.una del JUJJa- • J 
aor A. •t 
Numero oe lémzaanentos del Jue-' J 

n. •' 
NUJDero de veces que Uer.a a .la • 1 
refleJante uno. • 1 
Numero de veces que llega a la •) 
reflelante en el cero. • ~ 
kef J.ejante. • 1 
lndica el numero de veces que • 1 
se rebasan los J:t.UúO !anz.a- •} 
mtentos. .. 

guarda Arrav l l .. Hlllv t oi l nt o: 

resp 
are ni 

seailla 
hora, ainuto, 
segundo. sec 

Cl'lar; 
rext: 

loni;;1nt: 

Word: 

1 " (Juarda lts UH ormacion cte cada • > 
1 • .rne~o. • 1 

1 • Archivo donde se gu.:fraan loe '1 
1 • resuJ. taóos. • ) 
t • !:ienaU.a de la funcl..on randozn • 1 



" L-::tnza11u.ento. - Lie acu€::rO(' ::nr1 1.::s t..1 raaa octen:t.aa la fort1m"' 01.~1 ju
!;ador se incremcnt:a t:n onc. o dif:;m1nuve en uno eote proce•JHucnto 
se rep.i te nas ta que 1a tor'tuna OiH )Uf!ador oca 1gua1 a .t~ iortunil 
1n1c1al. es decir hnnta que nuestra variablü que 1nd.tca el cambio 
ae .la. iortuna 1 car:ibfort ¡ sell l-{!Utll a cero. 

Si el punt.o toca una Barrera Re:." l~ Jant.e sera re~n'.!sado l.nme
ólatamcnte al cotado anter1or. 

f->roceour!:! Lanzal!l1ento; 
BEtllN 

kE.PEAT 
uu...:1lanza1; 
li 1anza 1 .J;!Uuú tl1i=n 

oc gin 
lanza: =O: 
1HG1 vez¡: 

enó: 
tiraaa:..,-ranctom: 
1¡.- tirada c=proba ntEN 

LlECtcambfortJ 
.EL5~ 

U-4<.:: t cambt ort 1; 
!fi cambfort=reí l.e1 'JH.t:.N 

begin 
lNCcvref lel 1: 
OEt.:fcambiort 1: 

end: 
UN1 !L cambfort "º: 
lNCtvretJ.e2t: 
INCI canibfort) : 

imu: ( • l.anzamient:o •' 

Menu. - l..ee e! va.tor ae!a ~arrera f<et le.iante rei le2 v da la opc1on 
de dar la aem1lla que ~enera la iuncion random. 

Procedure Menu: 
~EUlN 

t.:lr.ticr: 
WriteLnl 'Oame la primer refleJant:e:' 1: 
keadLn' ref lel 1 ; 
Wn. teLnl arch1. 'Ref le jante ' , ref lel t: 
Writel.n1archi, 'keflejante '.k~H.1:.1; 

<..:lr::>cr: 
li~PEAT 

Writ:el.nl 'iuuieres dar !a semillal' 1s1NJ • 1: 
res p: =ReadKev: 
resp: =Upt.;ase< resp J: 
UN'l 1~ resp lO í '5', 'N'}: 
li" resp:s'Ji' THEN 

beg1n 
Handoraize: 
wri tel..n 1 archi. 'La semilla es : • . kanoseed 1 

., 



end él.SE 
beg:1n 

ClrScr: 
WriteLnl 'Oame la neiitilla : '1 ~ 
HeadLn1selllilla 1: 
RandSeed: =semilla: 
WriteLn1arch1.'La se11illa es : ',Hand!::)eedJ: 

end: 
~NO; 1" Henu 'J 

BEGlN t ª Programa Principal • 1 
Ass1gnlarch1,'guarda.pas' I; 
ReWritetarchi 1: 
Henu: 
ClrScr; 
WriteLnl •¿cual es la probabilidad·(• t; 
ReadLnlprobal; 
GetTime( hora. •inuto ,segundo ,sec 1 : 
Wri teLnc archi, hora, ' ' , 111nuto, ' ' ,segundo,· ' , se<:: 1; 
tlanza: .. o; 
vref lel: •O; 
vref le2: ""º; 
lanza: ;o¡; 
ca•bfort:=l: FOR n:=l to lOUO DO 

beein 
vez:•O: 
1.1nzamiento: 
lanza2: =lanza'O .00001: 
lF vez ' O then 

For J:•l to vez do 
lanza;¿: =lan2:a2 • o. J:lOOO: 

tlanza: •tlanza + lanza2: 
WJTH guarda(nJ 00 

begin 
promedio: =tlanza1n: 
lanzamien: o:ilanza; 
veces : =vez: 

end; 
lanza:•l; 

end: (forJ 
GetTiaef hora, •inuto, segundo, ~ce J; 
Writ:eLn1archi,hora,' '.minuto.· •.segundo.· '.aec1; 
WriteL01archi1; 
WriteLntarchJ.. 'La probabilidad de permanecer en una barrera reflejante es cero' J: 
Wri teLnl archi. 'Nu•ero de vis! tas a la relejante ' . ref lel. • es: ' , vref lel 1: 
WriteLntarchi, 'Numero de visitas c. la refleJante cero es: ',vrelleZJ; 
WriteLn1archit; 
WriteLn1archi,'L.a probabilidad de que pierda es: ',proba:2:2t: 
Wri teLnt archi 1: 
WriteLn(archi.'N':4.' '.' Pro11edio ','Lanza:lll.':5,' ','V':2'; 
WriteLn1archil; FOH n:=l to 1000 DO 

begtn 
raodl: .. n 110d tú: 
•od2:• n •Od 100: 
IF 110'• lOJ or ltn•=tOUI and taodl =úJ)J 

or 110•1001 and 1aod2 11 u11 THEl'f 
WITH guarda(nl 00 

Wri teLnl archl., o: q. • ' • pro11edio, ' · , lanza•ien: 5. ' • . veces: J J: 
end; 

Close1 archi J: 
WriteLn1#/,''ta ter11inel!!!'1: 

HeaaLn: 



Pro@ra• Ehrenfeat: ~ 
uses 

Crt: ~ 
Tvpe 

rangbol 1 .. LOO: 
Var 

ali a. 
alfaO. 
nuaval. 
OU•LlJts.· 

nuanu. 

•odl ,llod2. 
k.c.n.•.i 
nuabol 

integer: 
rangbol_: 

1 • Ran~o de bolas permitido. • 1 

1 • Numero total de bolas. • ¡ 
1 • Nuaero da bolas en la ca.la A. '1 
t • Numero de variables aleatorias. • l 
1 • Numero de muestras. " > 
1 • Numero de muestra de los vec- • 1 
( • torea mu tmax 101 •¡ 

1 • Numero de bola selecciondada. • 1 

bola Array( 1 .• 100 J of inte:ger: 1 • Ca)a en la que ce encuentran ca• 1 
e• da una de las bolas • 1 

sua.sumc 
se•illa 
seai 

Arrav 11., lCJOOJ of real; 1 • Cadena de Harkov '1 

Array t1 .. ~0UJ ot longint:: 1• =>e111illa de numeres •1 
longl.nt.: 

11u1 .sigaal 
•u.sigaa 

Arrav (1. ,lUOO) of real: t • la media de la variable i "' 
Arrav( 1 .. lOOOJ oi real; 

.... 2v.sigma2: 
conjbol 

Arrav (1 .. 1000) oí· real: 1 • el estimador de la media "I 
set of rangbol: 1 • con Junto ae bolas en la ca Ja A • 1 

resp 
aux.auxt 
exte.s1.s2 
h.lec.hZ 

char: 
real: 
st:ring(lO) ~ 
Text.: 

Proeedure lnic1.bolas: 
Var j : int:e¡?er: 
begin 

For j: =1 to alta do 
bola(JJ ,:o, 

end: (Inicibolas} 

Proccdure Inicializa: 
BEGIN 

FOR n!=l to nu•val do 

E.NO: 

be gin 
sua[nJ :=O: 
suac(nJ:=O: 
•U(O) :=0: 
s1gaafnJ :=O; 

end: 

f • Inializa que las bolas no se • 1 
t • encuentra en nin[?una ca.la. '1 

lunct:ion Potenfr:real:k:inte~erJ:real: 1• Calcula el valor de un numero "J 
\lar 1 • real r elevado a la k. • 1 

temp:real: 
1 :integer: 

becin 
temp:=l: 
For i:=l ·to k do 

t:e.p: =r • te.p: 
pot.en:=teap: 

end: if'otent 



P11Je loe valoreEJ nec:eaar1oe. 
1~e('1n 

i.ir1teLnl 'Eccr1t.1':' ··~l t,JrJ.'lfiO tic lu caoena: cmaxir;o l1JUUJ'1: 
f"{eadLn 1numva1 1 · 

wr1reLn!h, 'l:.l tar.1c1110 (Je: l<.i i:,,1•1•:na es: ·.nunval1~ 

., 

wr1teLn1 '1-..E<..r1t1•~ ~J num.,,rr:- O.:! mueBtras de v~toreo aleatorios 1maximo lt1uu1' 1: 
HcndLn 1nummue;.1: 
l-:r1t.eLn1t1. '1::.l tHJlllCt'o .-Je rnuf.•sT.:·as rJ~ veccores aleatorios es: '.nummues1: 
\.lr1teLn1 • Escr1b~ el num.-:ff1) a·~ mu~stra~ ae vectores promed1os es: 1ma>cil1lC• 10001 • 1: 

ReadLn c nunimu J : 
Wr1teLn1h.'El nu1acro df: muestrds d•1' vectores pro11ed.ios es: ·.nummuJ; 
writeLn! 'Ezcrl.t>E!- -..:.i. n11m~.;.rc totill CF..! OQ.las debe ser par:' 1: 
ReadLn1<iltrt1: 
wr1teLn1h. 'El nu1ccro toral de: bolds es: ·.alfal: 
wr1teLn1'El ntrn1ero d-:! t)c:das ln1.:-1ales e.te 1a caJ.1 A es~'•: 
fteildLn1altaú1: 
Wr1tcLn1 't.iuJ.eres dar la s0m111a para cada •uestrai' 1; 
resp: =keadK"=v: 
resp: ... upease t resp i : 

lt resp ::: '!:i' then 
bcg1n 

ClrScr: 
WrlteLnr'La semilla sera leíaa ael arch1vo semilla.txt'I: 
Ass1gn1 lec. • sen11.l la. r xt' 1 : 
Reset 1lec1 : 
111:::::1: 
While not EuF i lec 1 do 

beg1n 
HeadLn 1 lec. scm11: 
sett1lJa1m1: :.seml ~ 
1nc1m 1: 

end: 
Closec lecJ: 
lf 111 -11 1' nummu.<:.>s th•:!.n 

t>e¡:in 
Wr1 teLn1 'EfHWH El numero de se•illas no corresponde al tamar\o de la rnuestr 
Hal te l 1: 

enci: 
end: 

end: (ttenu1 

Procedure Llenat:a Ja• 
begin 

1-·or l:=.l to altau d<• 
bet!.10 

kepeat 
nu•b0l:=rando111etlta1 •l: 
tiol;,( nut1bolJ: :.l: 

untll Not1nu1tbo! 1n \. .. onJboll: 
conJbol: =con.H>0l + 1 numbol J: 

end: 
end: iLJena1.:a.1a• 

t • Hace la distribucu1on in1c1al • J 
1 • de las colas. con a1faú bolas • 1 
fª en la caja A. •1 



f'r-i::1ced1Jre t:;enerVec: 
biZ!g!ll 

For m:=l to nummu€?a cto 
bef¡!in 

k: =alfaO: 
if respu'N' then 

begin 
Randomize: 
semilla{ mi :==RandSQed 

end 
else 

HandSeed: =s~milla [m}: 
conjDoi :=( i: 
s1Jm { 1 1 : ==-k • Sltm [ l 1 : 
sume { l} : "'k .. k + sume 11] : 
lnici~olas: 

Llenaca;a: 
For n: =:O:: to numval do 

be!!in 
numbol: ==random1alfa1 + l; 
lf bolafmtmboll•l then 

beg10 
bola( numbol J: =O: 
Oec1k1: 
sum(n) :=k + sum{n): 
sumc{nJ:caumclnJ + k"lt:: 

end 
else 

begin 
bola{numbolJ :=l: 
1nc1Kt: 
sumtnl:=k + sum[nJ: 
sumcínJ:=sumclnJ ... k~K;. 

end: 
end:1'fOf(n•1 

end: 1• r·or m"'J 
su·1c,e)(te1: 
s2:=Concatt 'sem' .ext.0::1: 
s:t:sCOOCi!l:tfS2 .•. t:xt. 1: 
Assilj!Olh.S2J: 
itewritefhl: 
r·or m: = 1 to nurnl!'lues do 

beg1n 
Write1h.semilla[mJ.' '1: 
ii oda• m 1 then 

Wr1teLn1 h >: 
end: 

C.losethl: 

end: 1 GenerVec ~ 

Genera la Cadena de MarKov de • 1 
! • tamano numval. l" la ~t.mera "'1 

1 • "numrnuea:" veces. ~ 1 



BEUW 
ClrScr: 
Ase ign 1 h, 'EHRF. TXT' t : 
ReWr1te1h1: 
Henu: 
t.:lOElelhl: 
i.:1rscr: 
GoToX'il lO, llll: 
WriteL.nc 'Estov haciendo los calculoa' 1: 
auxl: •l-2/alfa: 
ABBil~nth2,'limit.tXt' I; 
HeWrite1 h2 l: 
mulll J: =aHaU: 
slgmal(l} :uO; 

Wr1tal..nlh2. '1' :b.mul(l J :20,sigmal{l l :201; 
For n:•;¿ to numval do 

beg!n 
aux: "POtt:n1 1-auxl. n >: 
rau1lnl: =lalfa/:l. 1•11-aux 1•t2/alia ~ •aux•mut {1 l: 
mu1tnl :=multn}: 
sigmal[n)::s:tl- ,:,,/ aHa 1 •s1gmalln-l) • (4/aliel'll-111u1{n-1)/alfa)•mu1ln-1}; 
s1gma1ln1: .. sigmal l n}: 
modl := n mod 10: 
mod2::i: n mod 100: 
u· 1 tnc= 101 or 11n1=lúúJ and \modl a:OJ 1 t 

or l tn>lUOJ and 1mod2:UI1 THEN 
WriteLnl h2. n:6,mu1 lnl :ZO.s1gmallnl :201: 

end: 
Closet h21: 
to'OR n: :s::l to numval t.>O 

begin 
mu2vlnl :•ü: 
s1gma2{ n 1: =O: 

end: 
For e: =l to nummu do 
Beg1n 

Inicializa: 
oenerVec: 

sl :=conr;at1 'ehr' .P.xte1: 
sl: "'concat 1 sl.'. txt' 1: 
Assignth.sll: 
t-ceWritelhl: 
Wri teLnt h.' ValOt' Esperado Varianza • 1: 
for n:•l to numval do 

begln 
muln):•sumlnl I numaiues; 
sigma(n):•lsumclnJ/nunuaues1 - sqr1111ulnJI: 
mu2v[n) :smu2v(n) + sqrtmulnJ - mul{n] 1; 
s1gma:tlnl: •eigma2[nJ + eiqrl sig11a(n}-sigmalfn) 1: 
modl: .. n mod 10: 
modZ:= n mod 100; 
lF lln(ia lOl or 11n(s:100J and 1mod1 2 0J11 

or t ln>lOOI and tmod2 .. 011 THEN 
WriteLnt h.n;b.mulnl: 20.si.gma[nl !20J; 

cnd: 
Closethl: 

end: { io1' de cJ 

Assi1n1 h, 'prom. tXt' 1 ; 
keWritelhl: 

. WriteLnlh.' Error cuadrat.1co Medio Error Cuactra"t.ico Hedio de' I; 



l1C Mtl 
F,-;- 11:;.;! t:·J numval ~·:, 

t:<?gl.n 
1t1C>d l : = n mot1 1 V: 
ITlOd..l:"' n mod lúU: 
lF \lOl= 1Ul or ltn•-=10•.ll <1n<'.I 1mr .• HJl "'u.11; 

or 1!n•l\Jü1 and 1mod.2 "'Úll THCN 
Wr1 <:..cLni h n :!:'> ,tnu:~vt n l tnummu: .~l) .s1r,m~21nl1noo.mu: ;¿u 1: 

end; 
C\OSC\hl: 

(JO'i ox 'i. 1 1 ú. ZIJ t : 

t..JriteLnl 'Ya t<Z!rrouv-.:! ! '1: 
f:.nd. 
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