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- Introduccién

Los objetos con los cuales trabajaremos en esta tesis son haces vectoriales com-
plejos C™ sobre una superficie de Riemann compacta. Sobre estos nos interesan
dos tipos de estructuras: las conexiones y las estructuras holomorfas.

La idea general del trabajo es presentar la correspondencia biyectiva que existe
entre las conexiones {uniterias) y las estructuras holomorfas de un haz vectorial £
con métrica hermitiana.

En el caso particular del haz § X € se establece una correspondencia uno a uno
entre las clases de equivalencia de estructuras holomorfas y clases de equivalencia
de conexiones unitarias planas.

PFinalmente se identifican estas dltimas con las representaciones unitarias del
grupo fundamental de la superficie y, como conclusién, se tiene que las estructuras
holomorfas en § x € pueden parametrizarse por un toro de dimensidén 2g donde g
es el género de la superficie.

La tesis se divide en tres capitulos. FEl primero es de cardcter meramente
introductorio. Aquf revisamos rdpidamente ¢l concepto de superficie de Riemann
y, en general, de variedad compleja. Exponemos, de forma resumida, la nocién de
estructura casi compleja de una superficie de Riemann asi como la descomposicién
que ella induce en los espacios de formas complejas. Presentamos el concepto de hax
vectorial (diferenciable y holomorfo) junto con las definiciones bisicas relacionadas
(secciones y marcos de un haz, formas con valores en un haz, métricas hermitianas,
ete.).

Las dos estructuras mencionadas en el primer pdrrafo las tratamos en el segundo
capftulo. Ambas estructuras se enfocan desde el punto de vista de operadores
lineales que actdan en las secciones del haz y devuelven 1-formas con valores en el
haz. Presentamos los conceptos de conexién plana (aquella cuya curvatura es cero)
y de conexién unitaria (o compatible con una métrica hermitiana dada). Cémo



resultado principal se obtiene la correspondencia sefialada en. el segundo parrafo.

Este resultado se utiliza en el tercer capitulo para establecer la biyeccién en-
tre clases de equivalencia de estructuras holomorfas y y de conexiones unitarias
planas. La equivalencia se d4 en términos del grupo de automorfismos del haz, en
el caso de las estructuras holomorfas, v, para las conexiones, se utiliza el grupo de
automorfismos unitarios del haz.

El propésito de la tesis fue llegar a los resultados por el camino més directo
posible. Esto se refleja en la ausencia del uso de las poderosas herramientas em-
pleadas en el estudio de haces vectoriales y superficies de Riemann, tales como, por
ejemplo, la cohomologia de gavillas, con excepcién de un lema del tercer capitulo
en el que aparece, de forma implicita, un resultado bdsico de cohomologfa. Sin em-
bargo, si hacemos referencia a algunos resultados no triviales cuyas demostraciones
utilizan fuertes técnicas del andlisis funcional.

Como gufa seguiremos las cuatro primeras lecciones del curso “Gauge theory on
Riemann surfaces” dictado por N.J. Hitchin en Trieste en el “College on Riemann
Surfaces” en noviembre de 1987.
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1

Haces vectoriales

Nuestro propdsito central en este capitulo es presentar el concepto de haz vec-
torial sobre una superficic de Riemann asi como exponer brevemente la herramienta,
terminolog{a y definiciones bésicas que aparecen en el estudio de los haces. En la
primera seccién revisaremos someramente el concepto de superficie de Riemann.

1 Superficies de Riemann

Una Superficie de Riemann es una variedad compleja de dimensidn 1, y aunque
estamos interesados principalmente en superficies de Riemann, ocasionalmente nece-
sitaremos el concepto de variedad compleja de mayor dimensién por lo que recor-
daremos aquf la definicién general.

Definicidn.- Una estructura compleja (holomorfa) en una variedad diferenciable M
de dimensién 2r, es una familia de cartas z: U;—C"™ = R?®" tal que los abicrtos
U; cubren a la variedad y los cambios de coordenadas son biholomorfismos. Una
carta de M es holomorfa si 2l anexarla a la familia anterior seguimos teniendo una
estructura compleja. La variedad M junto con una estructura compleja es una
variedad compleja de dimensién (compleja) n.

Dos cjemplos bien conocidos— e importantes — de superficies de Riemann son
la esfera y el toro. Consideremos la esfera 8% = {(z1, 23, 23) € R® / 23412342} = 1}
v tomemos las proyecciones estereogrdficas

zy + 1z (Ia # 1) 2 = Ty~ 1Ty

= £ -1
1~z 14z (0 7 —1)

Z =
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Fig. 1

El cambio de coordenadas estd definido en €* = C — {0} por el biholomorfismo
z3 = 1/21; por tanto {z,2z;} determina una estructura compleja en $2.

~ Otra manera de dar una estructura compleja a la esfera es identificando S%con
la recta proyectiva complesa P'(C). Recordemos que [Pl(C) es el espacio cociente

€ = {0} / 2wy rtem)

La clase de equivalencia de (z,w) se acostumbra denotar por [z : w]. Si tomamos
las cartas

n=zfu (w#0) s=wfz (:70)

el cambio de coordenadas nuevamente estd definido en C* por el biholomorfismo
z3 = 1/, por lo cual {z1, 22} también determina una estructura compleja en la
esfera.

4

WA

T >z

Fig. 2

Ain podriamos dar otra estructura compleja a la esfera, identificando los dos
espacios anteriores con la compactificacién a un punto C U {co} del plano com-
plejo. Sin embargo, cabe destacar que, salvo equivalencias,sélo hay una estructura
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‘compleja en S?. Este hecho es una consecuencia inmediata del teorema de uni-
formizacién de Koebe-Poincaré. ! (ver [A])

Es bien sabido que el toro T2 es el cociente R?/I' de R? por una ret{cula T
generada por dos vectores linealmente independientes, La proyeccién al cociente
7:R?~T? es un homeomorfismo local vy podermnos tomar sus inversas locales como
cartas de T2, Los cambios de coordenadas son traslaciones por elementos de T' v, por
tanto, son biholomorfismos, de manera que estas cartas constituyen una estructura
combpleja en el toro,

Fig. 3

Observemos que dos reticulas distintas siempre pueden ser llevadas una en otra
por un difeomorfismo pero no necesariamente por un biholomorfismo, Este hecho
implica que distintas reticulas T' determinan, en general, distintas estructuras com-
plejas sobre la misma variedad diferenciable. De hecho, se sabe que el conjunto de
estructuras complejas en el toro se puede parametrizar por un pardmetro complejo
{ver [B]).

No daremos mdis ejemplos explicitos de superficies de Riemann pero men-
cionaremos agqui el hecho de que toda superficic orientable con métrica riemanniana
admite una estructura compleja >— y siempre podemos construir una métrica rie-
manniana en cualquier superficie. En particular, toda superficie orientable y com-
pacta es una superficie de Riemann. A lo largo de este trabajo entenderemos que
una superficie de Riemann ¢s compacta.

! El teorema de uniformizacién afirma que una superficie de Riemann simple-
mente conexa es equivalente al disco D2, al plano complejo € o a la esfera de
Riemann S

? La construccién de la estructura compleja usando las llamadas coordenadas
tsotermas pucde encontrarse en [Chl, cap.1 y la existencia de coordenadas isotermas
puede verse en [B].
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2 Estructura casi compleja de una superficie de Riemann

La definicién que dimos de superficie de Riemann concuerda con el espiritu con
que se estudian las variedades complejas: a partir de estructuras diferenciables se
obtienen las estructuras holomorfas. Por otra parte, la idea bdsica para clasificar
estructuras holomorfas consiste en hacerlo mediante ciertos “operadores globales”
que se definen con base en la estructura diferenciable de la variedad. Daremos ahora
una definicidén alternativa de superficie de Riemann, quizds menos natural pero si
mais acorde con esta idea y mds util para nuestros fines.

Dado que una superficie de Riemann S estd modelada por el plano complejo,
es natural pensar que cada plano tangente TpS adquiere una estructura compleja
cuando tomamos en cuenta la estructura compleja de la superficie. De hecho, si z =
T+ 1y es una carta arbitraria de § alrededor de p, podemos definir un automorfismo
lineal (sobre R) en TS por las siguientes relaciones:

d aJ
JP("a‘z ) = &

0 P
JP(% ,,) ez

Definiendo X, = J,(Xp) para X, € TS et = /=1, obtenemos una estructura de
espacio vectorial complejo en el espacio real T,8. Ahora bien, si utilizamos exclu-
sivamente cartas holomorfas, esta estructura compleja es independiente de la carta
y podemos juntar todos los automorfismos Jp, en un automorfismo J de la variedad
tangente T'S a la superficie (la independencia de las cartas es una consecuencia
inmediata de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para el cambio de coordenadas
de dos cartas holomorfas). Este automorfismo satisface la propiedad J? = —1rg
y recibe el nombre de estructura cast compleja de la superficie. Cualquier auto-
morfismo J:T'S—TS de la variedad tangente a una superficie diferenciable S con
la propiedad J? = —17s induce una estructura compleja en S cuya estructura
casi compleja coincide con J.® Esto nos permite definir una superficie de Riemann
como una superficie diferenciable en la que se tiene un automorfismo de este tipo.
La razén por la cual se antepone el adverbio “casi” es que, en dimensiones mayores,
el automorfismo J debe, ademds, satisfacer ciertas condiciones de integrabilidad
(ver p.6) para poder determinar una estructura compleja en la variedad.

P

il

En lo que sigue denotaremos por 5"(.5') el espacio de k-formas diferenciables en
Sy por £%(8)e su complejificacién. * El operador diferencial (o derivada exterior)

3 Este hecho es esencialmente equivalente a la existencia de coordenadas isoter-
mas en una superficie con métrica riemanniana(ver [Ch},cap.3 y la nota anterior},
1 La notacién la tomamos de [W].
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7'd:775i‘7[75)"—->5k+1(5) se extiende por linealidad a las respectivas complejiﬁcaciohes ¥
lo denotamos igualmente por d.
Veamos ahora con més detalle la forma en que la estructura casi compleja de
una superficie de Ricmann § interviene en el haz tangente.
Definicién.- Una transformacién lineal £:T,§—C, esto es, un elemento de la com-
plejificacidn {T,S)¢ del espacio dual de T,S, es C-lineal, si {{JX,} = 124{X,) vy
C-antt lineal si £(JXp) = —iJ(X,).?

Un elemento £ € {T,S) puede escribirse en la siguiente forma:
1 . 1 .
€= E(Z— iloJ)+ E(E-{-onJ)

y un cdlculo sencillo muestra que el primer sumando es C-lineal y el segundo C-anti
lineal; mds adn, el iinico elemento que es C-lineal y C-anti lineal al mismo tiempo
es.el cero y, por consiguiente, podemos descomponer (T,5)¢ en la siguiente suma
" directa:

(Tp8)% = (Tp8)"* B (T,S5)™

donde (Tp5)9 y (T,5)%! son los espacios de transformaciones C-lineales y C-anti
lineales réspectivamente. Se verifica ficilmente que la conjugacién establece un
isomorfismo lineal (sobre R) entre (T,5)4® y (Tp5)%1.

Aplicando esta descomposicién en cada punto de la superficie podemos, asi
mismo, separar el espacio de 1-formas complejas {diferenciables) en la suma directa:

£1(S)e = £M(S) B £>(8)

donde £4%(S) consta de la 1-formas complejas C-lineales en cada punto y £%1(S)
de las 1-formas complejas C-anti lineales en cada punto. Esto nos lleva, a su vez, a
una descomposiciéon del operador diferencial

E(S)e-DEM0(S) @ EM-5e%(S)g,  d=d' +d"

donde d' ¥ d” son las proyecciones de d a cada sumando en la primera aplicacién,
¥, en la segunda,

g#'=]0 en £19(8) g =]d en £19(8)
d en £%1(5) 0 en £%Y(S)

® La terminologfa se debe a que con la estructura de espacio vectorial complejo
inducida por J en T, S, una transformacién C-lineal es lineal sobre C.
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Pé‘demos éxpresar estos operadores en términos de una carta holomorfa z = -+ :'y'
- deS: 8l f € £(S)e entonces la diferencial de f estd dada por :

1o 2L,

V=55

y expresando dz y dy en términos de dz y dZ obtenemos:

of 8f 4z
df— d z4 <2d
oz ‘:
donde
RS/ 1(_£+ _f)
dz dz dy 9z 2\0zx Oy

Una comprobacién directa muestra que dz es de tipo (1,0) (debido a que z es una
carta holomorfa) y, por tanto, dz es de tipo (0,1),% v, en consecuencia,

dlf_—a-f' "f afd‘.

El operador diferencial d"f:&(S)e¢—E(S)e nos permite caracterizar a las fun-
ciones holomorfas en 3: la ecuacién 8f/8% = 0 es equivalente a las ecuaciones de
Cauchy-Riemann por lo cual f es holomorfa si y solo si d'f = 0. Los operado-
res d' y d” satisfacen, al igual que el operador diferencial, la propiedad de que sus
cuadrados se anulan. Convxenc hacer la observacién de que en una variedad diferen-
ciable M en la que se tenga una estructura casi compleja J:TM—T M, es posible
.descomponer los espacios de k-formas complejas en una suma directa del tipo

@ £PA(S)

p+a=k

donde £P(S) involucra p términos de tipo (1,0) y ¢ términos de tipo (0,1) y los
operadores d' y d" sc obtienen proyectando el operador diferencial en los sumandos
adecuados. Las condiciones

d*=d™* =0

son las condiciones de integrabilidad a que nos. referimos anteriormente, que debe
satisfacer J para poder determinar una estructura compleja en M.7

€ Debido a esto dz y dz generan localmente a £1/°(S) y £%!(8S) respectivamente.
7 Ver, por ejemplo, [Ch},cap. 3
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3 Haces vectariales

Definicidn.- Un haz vectorial complejo C° de rango r sobre una superficie de Rie-
mann S es una variedad diferenciable E junto con una aplicacién #: E~§ diferen-
ciable y suprayectiva con las siguientes propiedades:

a) Para cada p € S la fibra E, = 7~ !(p) es un espacio vetorial complejo de
dimension 7 ¥
b} en torno a cada punto de S existe un abierto U de § y un difeomorfismo
hy =W U)-U xC" tal que hy (E,) < {p}xC  parape U,y hy: Ey— {p} xC"
es un jsornorfismo lineal {sobre C). '
A la variedad E se le identifica como el espacio total del haz, § es el espacio basey 7
la proyeceidon del haz. Las funciones hy de la condicidn (b) se llaman trivializaciones
locales del haz. En general nos referiremos a un haz vectorial F sobre § por la
notacién E-5S o, simplemente, E— 5.

El haz vectorial mas sencillo sobre una superficie de Riemann § es el producto
$ x C" tomando como proyeccidn del haz la proyeccién al primer factor.Un haz es
trivial si podemos encontrar una trivializacién global h: E—S x €', La condicién
(b) de la definicién indica que la estructura local de un haz vectorial siempre es
trivial puesto que una trivializacién hy da una representacién de 7 ~1(U) como un
cilindro I X €" que tiene la misma estructura diferenciable y la misma estructura

algebraica fibra a fibra.
<7
€a {e}x Gr \

T {v) r
ho c
—_— s
| - |
v
U 5
Fig, 4

Si hy ¥ hy son dos trivializaciones locales, tenemos dos representaciones distintas
para x 1 {UNV) y las fibras {p} X €" en ambos cilindros se relacionan por medio
del isomorfismo

guv(p) = (hy 0 k') lp} x

que puede considerarse como un elemento del grupo lineal GL(r,C).



Suv (P}
Fig. 5

Las funciones de transicidn gyy: U NV ~—GL(r,C) proporcionan una idea de cémo
se conforma la estructura de un haz vectorial: comenzamos localmente tomando los
cilindros U x C" y entonces usamos las funciones de transicién para “pegar” fodos
los cilindras a lo largo de las fibras comunes. De hecho podemos construir un haz
vectorial sobre § partiendo de una cubierta abierta {U,} de S y de funciones C*
gap: Ua N Ug—GL(r,C) por cada par de elementos de la cubierta. Para asegurar
que las identificaciones dos a dos de tres o mds cilindros concuerdan, debemos pedir
que las funciones gnp satisfagan las identidades:

a) goa =1
_b) gapypy = Gay

<
-3
ur er '
L
Up

(\w/
Fig. 6

Ve

Las funciones de transicidn en un haz vectorial satisfacen esta propiedad, Una
descripcién més detallada de esta construccién puede hallarse en [W].

Definicién.- 8t E—5 es un haz vectorial sobre S, una seccidn (local) del haz sobre
un abierto U de S es una aplicacién diferenciable o: U—E tal que o(p) € B, para
p € U. Un marco {local) de E sobre U es un conjunto {o;} de r secciones sobre U,
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linealmente independientes en cada punto (fe: {o;{p)} es una base de Ej).

Esencialmente, un marco local es lo mismo que una trivializacién: si
hy: s Y (U)—U x €"

es una trivializacién, las secciones o;(p) = k! (p,€5), donde {e_,} es la base canénica
de C", constituyen un marco sobre U. Reciprocamente, si {o;} es un marco so-
bre U, definimos una trivializacién hy por hy(d) = (p, (A\*...A7)) donde A =
25 Ajaj(p) € E,. Dados dos marcos {0;} y {p;} sobre U y V respectivamente,
expresamos uno en términos del otro por las relaciones:

=Y gj(poilp), pEUNV
f
La matriz g = (g;) es una funcién diferenciable g: U NV —GL(r,C). Ahora, si hy
y hy son las trivializaciones del haz construidas a partir de estos marcos, entonces:

guv(p)(p,e5) = (kv o k') (p, &)
= hy (PJ' )

— ZgJ hy 0; )) ’
=Zg,~ p)(pses)
= (p,a(p)e;)

Por tanto, el cambio de coordenadas g coincide con la funcién de transicién gyy.

En términos de un marco local {o;} —o de una trivializacién— sobre U, pode-
mos representar cualquier seccién & sobre U, de manera tnica, como un vector

fl
fr
de funciones 0™ de valores complejos escribiendo:

=% 1(no;(p)
F

Si f es la representacién dé ¢ en términos de un marco {p;} sobre V, entonces en
UNV tenemos f! =g~ !f.
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El conjunto de secciones del haz sobre un ablerto U, £ (U, E), tiene una estruc-
tura natural de espacio vectorial complejo operando punto a punto. La correspon-
dencia o + f es un isomorfismo entre este espacio y £(U)%.

Como ejemplo de haz vectorial veamos la recta proyectiva compleja P(C). A
cada punto p € Pl(C) le asociamos la recta compleja L, C c? parametrizada por
este punto (es decir: todos los miltiplos no nulos de un representante de p).

Le

wh(a)
Fig. 7

¥l conjunto de todas estas rectas puede describirse facxlmente por el subcon.]unto‘
de P}(C) x C? dado por : S
L'":-{(p’w /weLP}

Tenemos una proyeccién natural
L—P!(€)

y la fibra sobre cada punto es, bésicamente, el espacio vectorial Ly, "Para hacer
de L un haz vectorial sobre P'(C) investiguemos cudles deben ser las funciones de
transicidn.

Dos marcos naturales de I se obtienen al intersectar el haz de rectas por el
origen en C? con las rectas z = 1 yw=1.

WS

Y ox-

Fig. 8

Sip=|z:w]#|0:1], L, intersecta la recta z = 1 en el punto (1,w/2) y para
p # [1: 0] la interseccién con la recta w = 1 es el punto {#/w,1). Obtenemos asf
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dos-r’narc.OS | e o S |

a(p) (p, (1 w/Z)) ’;' T(P) (. (2/w, 1))

'deﬁmdos en P —{[0: 1]} ¥y P {(1 0]} respectwamente En Pl - {[1 0] [0 1]}
tenemos: S

| 1) = ((2/0,)

(p, (1 w/z))

-:-,d(p)

Por tanto, para dar la construccién precisa de L debemos tomar la cubierta {Pl,—
{[0:1]},P' ~ {[1:0]}} y las funciones de transicién

g2{p) =z/w gnlp) =w/z p=|z:v)

Vale la pena notar que este haz es topolégicamente no trivial. A continuacién
exponemos un argumento sencillo de por qué esto es asi.

Una seccién de L se determina por una aplicacién diferenciable f:P!(C)—¢€?
tal que f(p) € L, para cada p € P}(C). Si L fuera trivial podrfa encontrarse una
seccién global que no se anule en ninguna parte. Por tanto podemos suponer que
/ toma valores en §% c €? (dividiendo por la norma de f). Pero entonces, la
aplicacién p: P! x §1—53 dada por

e(p, ) = Af(p)

serfa una aplicacién continua y biyectiva (como se verifica fa.cilrnente) Y, por tanto,
un homeomorfismo. Una inspeccién a los grupos fundamentales de P! x§* = §*x §!
y 83 (Z y el trivial respectivamente) muestra que esto Gltimo no es posible,

Este haz recibe el nombre de haz candnico lineal sobre P*(C).

Otro ejemplo de haz vectorial se obtiene al considerar la variedad tangente T'S
a una superficie de Riemann imponiendo en cada plano tangente T,,5 la estructura
de espacio vectorial complejo inducida por la estructura casi compleja de S (ver
p.4). Si z = z + 1y es una carta holomorfa de S, una trivializacién local de T'S se
obtiene definiendo

i)
'3:cp

= (p,1)

[and (Pl 7’)
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y extendiendo por linealidad. Fécilmente se comprueba que esta trivializacidn es
lineal sobre € en cada plano tangente.

N

Observemos que si S es la esfera S2, el haz es topolégicamente no trivial (la*
esfera “no se puede peinar”) mientras que si S es el toro T? el haz es trivial (puesto _
que T? es un grupo de Lic). ]

4 Formas complejas con valores en un haz

Una 1-forma compleja en S con vaelores en E es una correspondencia w que
asigna a cada punto p € § una aplicacién lineal (sobre R)

w(p): TyS—E,

y, andlogamente, una 2-forma compleja 1 con valores en E asigna a cada p € S una
aplicacién bilineal y alternante )

0(p): TS x T,S—F,

En términos de un marco local {o;} sobre U, representamos una k-forma w con
valores en V por un vector
¢t
s=1:
S»"
de k-formas complejas en U al escribir:

w=Z§J.®dJ.
7

Si¢’ es otra representacién vectorial de w, entonces ¢’ = g~'¢ donde g es el cambio
de coordenadas (o funcién de transicién).Decimos que w es diferenciable si las ¢/
son k-formas C®. El espacio de k-formas (diferenciables) en U con valores en E lo
denotamos por £*(U, E). Al igual que las secciones, & *(U, E) es un espacio vectorial
complejo.

Al igual que con las 1-formas complejas, podemos hacer uso de la estructura
casi compleja de la superficie para descomponer el espacio de 1-formas con valores
en E en la suma directa:

EY(S,E) = E1(S,B) @ £%(S, E)

%

s
i
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RN
Ll w(p)(JXp) =1

para X, € T,S siwe EVO(S, B)y

WP X) = ~iw(X,)
siw € E%1(S, E). ’ ”

5 Haces holomorfos

Si en la definicién que dimos de haz vectorial sobre una superficie de Riemann
S reemplazamos el espacio total E por una variedad compleja y pedimos que la
proyeccién # sea holomorfa al jgual que las trivializaciones locales entonces 5—§
es un haz vectorial holomorfo. En este caso ] cambio de coordenadas entre dos tri-
vializaciones hy y hy es una funcién holomorfa gyv: UNV —=GL(r, C). Este cardcter
holomorfo de las funciones de transicién no depende de la estructura de variedad
compleja de E, y de hecho podemos dar a un haz C°, E—§, una estructura de
haz holomorfo partiendo de una familia de marcos o®* = (og,...,6%) que cubran a
la superficie, con funciones de transicién holomorfas. Para ello construimos cartas
po de F mediante la composicién:

A Ua) 22 U x ¢ P2 e x cr =g

donde k., es la trivializacién correspondiente a 04 ¥ 2q:U,—C es una carta holo-
morfa de S. Los cambios de coordenadas ¢, o p;l estdn dados, en &l factor C,
por el cambio de coordenadas z, o 25! que es holomorfo, y, en el factor €7, por
la funcién de transicién g.p también holomorfa segiin la hipétesis. Por tanto, la
familia {5} es una estructura compleja en E y es inmediato probar que tanto
la proyeccién como las trivializaciones ko resultan holomorfas en términos de esta
estructura. Esto nos lleva a la siguiente definicidn.

Definicidén.- Sea F un haz vectorial 0™ sobre una superficie de Riemann §. Una
estructura holomorfa en E— S es una familia de marcos locales del haz que cubren
a la superficie y cuyas funciones de transicién son funciones holomorfas.

Notemos, sin embargo, que para nosotros ésta es una definicién provisional.
En el signiente capftulo veremos la definicién correspondiente en términos de un
“operador global” sobre la estructura diferenciable de la superficie.

Por supuesto el ejemplo mds sencillo de haz vectorial holomorfo es el haz pro-
ducto 8 x €7 con la estructura holomorfa usual del producto. Sin embargo hacemos
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- notar que un haz holomorfo puede ser topoldgicamente trivial mas no trivial en su
estructura holomorfa, esto es, podemos dar 2 § x C" estructuras complejas distintas
a la usual. De hecho, en el tercer capitulo vamos a clasificar todas las estructuras
"holomorfas en el haz lineal § x C.

Otro ejemplo de haz holomorfo es el haz canduico lineal L sobre P!(C) que
construimos anteriormente: las funciones de transicién gyo ¥y g21 (ver p.11) son
funciones holomorfas en P*(C) ~ {[1:0],[0: 1]}.

6 Meétricas hermitianas

Definicién.- Una métrica hermitiana (, ) en un haz vectorial E sobre una superficie
de Riemann § es un producto interior hermitiano ( , ), en cada fibra E, del haz,
que varfa diferenciablemente con p € S en el sentido de que si £ y » son secciones
del haz, la aplicacién

P (E@)n(p)), €C
es 0,

En el haz trivial §xC” hay una métrica hermitiana natural definida en términos
del producto interior hermitiano usual de C":

((p,(zl,...,z,.)), (p, (wl,...,w,.))>p = Zz,-u‘),-

En general, sea £E—S un haz vectorial. Si O es una cubierta localmente finita de
S y tenemos una trivializacién local hy por cada elemento U € 0, podemos definir
una métrica hermitiana { , )V en cada #~!(U) tomando la métrica usual en la
representacién “cilindrica® U x €" de #~!(U). Usando entonces una particién de
la unidad {@y} subordinada a O, “pegamos™ estas métricas definiendo

()= wul, )Y

veo

y obtenemos asi, una métrica hermitiana en E. Vemos entonces que las métricas
hermitianas siempre existen.

Si {o;} es un marco cualquiera del haz, damos una descripcién matricial de
una métrica hermitiana de la siguiente manera: Si § y 7 son secciones del haz y

¢! 7'

é g n.'
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'son sus rgp;esentaciones vectoriales, entonces:

(&m = <Z f’.Uj,Zf)'.G:‘>
7 :
=Y 7hiiel,  hiy={oj00)
ny
=7'hé, k= (ki)

y as{, la matriz h representa a la métrica en términos de {d_,-}. Si k' es otra repre-
sentacién matricial correspondiente a otro marco {p;}, tenemos la relacién:

R =gthg

donde g es el cambio de coordenadas entre {07} y {p;}.

Un marco {o;} del haz es unitario si {crj(p)} es una base ortonormal de
E, para cada p € §. Localmente siempre existen marcos unitarios puesto que
podemos tomar un marco cualquiera y normalizarlo mediante el proceso de Gram-
Schmidt. Las funciones de transicién gop entre dos marcos unitarios son funciones
C® gap:Us NUg—U(r) con valores en el grupo unitario de orden r. Podemos des-
cribir el haz vectorial por una familia de marcos que cubran a § cuyas funciones de
transicién tomen valores en U(r). Esta descripcién es similar a la que dimos en el
caso de haces holomorfos, pero observemos que las funciones de transicién holomor-
fas y las unitarias son diametralmente opuestas: si gog: UoNUg— U (r) es holomorfa,
entonces §' también debe ser holomorfa puesto que coincide con g~* (la notacidn
signiﬁca:g;p1 (p) = (gap(p))_l).Pero la conjugacién no es una aplicacién holomorfa
¥y, en consecuencia, go5 debe ser constante. Por tanto, en un haz holomorfo, un
marco holomorfo, en general, no es unitario y viceversa.
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Conexiones y estructuras holomorfas

En este capitulo estudiaremos los dos conceptos que dan nombre a esta tesis:
conexiones y estructuras holomorfas.Bdsicamente, una conexién en un haz vectorial
es una forma de “diferenciar” secciones del haz, mientras que una estructura holo-
morfa nos permite hacer del haz un haz holomorfo segiin lo definimos en el capitulo
anterior. Ambos conceptos, g prieri, de naturaleza distinta estdn, no obstante,
fntimamente relacionados y nuestro objetivo serd establecer, de rmanera precisa,
cudl es esta relacién.

1 Conexiones

Definicidén.- Una conezidn en un haz vectorial E sobre una superficie de Riemann
S es una aplicacién lineal (sobre C):

D:E(S,B)—E&YS, E)
que satisface la regla de Leibnitz:

D(pt)=dp@E+pDE  parap €l(S)ay € E(S,E)

El ¢jernplo mds sencillo de conexién estd, desde luego, en el haz producto. Una
seccidn en S x € se determina por un vector

fl
r=q:
fr
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de funciones complejas ¢ en S {0, lo que es igual, una funcién €™ en S con valores
en €’). La diferencial ordinaria de f, df, satisface la regla de Leibnitz usual para
funciones y es, por tanto, una conexidén en § x £". En este sentido, una conexién
generaliza el concepto de diferenciacidn.

Localmente, todo haz es trivial y se puede saber “qué tan lejos” o “qué tan
cerca” estd una conexidn arbitraria D, en un haz F—S§, de ser una diferenciacién
ordinaria en cada trivializacién local. Si {o;} es un marco local del haz podriamos
pensar en aplicar la conexidn a cada seccidén del marco y eseribir:

Do; = 20; ® o;
¥

para ciertas 1-formas complejas 0;-, y entonces aplicar la regla de Leibnitz para en-
contrar la expresién local de la conexién de una seccién cualquiera £ = ZJ- ff 0.
Pero hay un problema técmico: la expresién Doy, en principio, no tiene sentido
puesto que las conexiones se aplican a secciones globales del haz. Por tanto,
quisiéramos tener, para cada abierto U C S, una conexién

Dy: (U, E)—ENU,E) |

de manera que si £ es una seccidn global entonces (D¢)|y = Dy(€ly). Esto es
posible y la construccién se basa en el hecho de que el valor de D€ enunpuntopen §
depende solamente del comportamiento de € en una vecindad de p. Estableceremos
esto con ayuda del siguiente resultado.

Lema 1.- 8i £ € £(8, E) es una seccién que se anula en un abierto U C S entonces
Dé¢=Q0enl.

Demostracién.- Tomando un punto arbitrario ¢ € U construimos una funcién 0%
f:5—R tal que f =1 en una vecindad V' C U de g y cuyo soporte esté contenido
en U (el soporte de f, supp f es la cerradura del conjunto {p € S/ f(p) # 0}).
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“'La seccxén fé sg anula en toda la superficie v, por tanto, D{f¢) = 0 pu:estoiciw_.i'é'D;
es lineal. ‘Aplicando la regla de Leibnitz y observando que df = 0 en V, tenemos:’

0=D(f€)=df@ &+ fDE=DE enV
Dado que ¢ es un punto cualquiera de IV vemos que D£ se anula en todo el abierto

vh

Ahora, st £ y n son dos secciones que coinciden en U, aplicamos el lema anterior
a £ —ny concluimos que D = Dy en U.

Podemos ahora construir la restriceidn Dy de una conexién D en E—S a un
abierto U C § como sigue:

Bea £ € £(U, E) una seccidn sobre U y p € U. Con la misma técnica que
la usada en la demostracién del lema anterior vemos que podemos construir una
seccién global £ € £(8, E) tal que £ = £ en una vecindad V C U de p. Definimos
(Duf)(p (Dﬁ) (p). La definicién no depende de cudl extensién de £ usemos
pues cualesquiera dos coinciden en una vecindad de p y, por tanto, las conexiones
correspondientes coincidirdn en una vecindad de p.

Regresando a la descripcién de la conexién D en términos de un marco {o,},
calculamos la conexién de £ = 3 f/o; como sigue:
7

D¢ = D(Z fioy)
= Z(df’ ® aj + fI Day)
= de’ ®0; + Zf’(Ze' ®a,)
= Zdj‘ ® 0; + Z(Z f’ﬂj) ® oy
= Z(df‘ + Zo;iff) J@ oi
= i(df«rw;‘@a.- )
donde ' p

.
.

fr'

'-.,,’
1l
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y 8= (0;) Entonces df + #f es la representacidn vectorial de D¢ en términos de
{g;} v, asi, la conexidén D se describe por medio del operador d + § que actiia en
vectores. La matriz de l-formas complejas @ es la matriz de conezidn asociada al -
marco {o;}. :
Esta descripeidn local de las conexiones nos muestra que I difiere de la dife-
renciacién ordinaria (valga la redundancia) por una matriz de 1-formas complejas.
Pero esta discrepancia podria ain deberse a una seleccidn “incorrecta” del marco
local y nos preguntamos si existird un marco adecuado respecto al cual la matriz de
conexién sea cero. La respuesta es negativa en general, pero las conexiones para las
cuales esto es clerto constituyen un caso importante que trataremos més adelante.

Para darnos una idea mds concreta de las conexiones, veamos un ejemplo no
trivial de una conexién en el haz canénico lineal L sobre P'(C) que construimos
en el capitulo anterior {ver p.10). Dado que cada fibra L, del haz L es una recta
compleja por el origen en C?, una seccidn de L estd dada por una funcién G,
[:PHC)—C? tal que f(p) € L, para p € P}(C). Si X, es un vector tangente a
P(C) en p, df,(X,) es entonces un vector en €%, Proyectando ortogonalmente
sobre L, obtenemos una aplicacién lineal T,P'(C)—L, dada por:

Dfp(Xp) = Ry o dfp(X,)
donde Rp: C*— 1L, es la proyeccién ortogonal de €2 sobre Lp

T 3%, (%) d:').

RpY

Fig. 2

El operador D es una conexién en L puesto que d satisface la regla de Leibnitz y
R, es lineal, 8ip = [z : w), la proyeccién R, estd dada por:

_ (u,v) - (2, w)
Bl v) = S e

donde (u,v) - {z,w) es el producto interior usual en C*. Para describir localmente
a D tomemos el marco de L determinado por la funcidn o(p} = (1,w/z) definida

(= w)
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bara p#[0:1]. La conexién de o es:

— dop(Xp) - (2, )

Depls) = wpp Y
— _dU_P(_‘XP) (z,w) 20
= eap -
La 1-forma compleja 8 definida por i
\
_ d"n(Xp) - (2, w) :
%(Xe) = =R

es, entonees, la matriz de conexién asociada a ¢. Tomando la coordenada no ho-
mogenea ¢ = w/z de P!(C) — {[0: 1]}, podemos expresar a § en la siguiente forma:

- z2dop(Xp) - (1,¢)
22(1 4+ ¢¢)
_ doy(Xy) - (1,5)
14¢¢

" Como o(p) = (1,w/z) = (1,¢), entonces do, = (0,d¢p). Por tanto:

(0: dfp(Xp)) -(1,¢) -
1+¢¢
_ §dgp (Xp)

1+¢¢

ap(Xp) =

Finalmente, eliminando los argumentos, tenemos que

gdg

0=
1+¢¢

2 Curvatura

Dada una conexién D en un haz vectorial E— S podemos construir una apli-
cacién lineal (que también denotaremos por D):

D:EY(S,E)— €S, E)
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* forzando la regla de :Léibniﬁﬁz_

Dlw®E) = dv® é‘—”-"‘w /\D£ paawe '(S)e 1y tee(s,8)

donde w A D¢ se define por _
(w A DEJp(Xp, Yp) = wplXp) (DE€)p(Yy) — wp(¥p) (DE)p(Xy)

Usando esta extensién de la coneccién definimos la curvatura Fp de I como la
composicion:

Fp=D*=DoD:£(5,E)—E?S,E)

A diferencia de la conexién, la curvatura es lineal sobre el anillo £(S)g:

F(0€) = D(D(0¢))
= D(dp® ¢ +0DE)
= D{dp ® £) + D(pD¥¢)
=—dpADE+dp ADE+ wD(DE)
= pF(£)
Por consiguiente, el valor de Fp€ en un punto p € § depende exclusivamente del

valor de ¢ en p. Entonces Fp determina una 2-forma con valores en el haz End(E)
(cuya fibra en p es el espacio de endomorfismos en Ep) definiendo:

Fp(p)(Xp,Yp)Ep = (Fp&)p(Xp, ¥p) € Ep para Xp, Y, €T Sy € B

donde £ es cualquier extensién de £, a una seccién en £(5, E). Si 4 es una matriz
de conexién de D y f un vector de funciones, tenemos:

(d+0)%f = (d+0){df +8f)
=d(0f)+0Andf +(OAD)S
= (d0)f ~ONdf +ONdf +{0A8)]
= (d0+6A0)S )
Asf, la matriz {1 = d0+0 A¢ de 2-formas complejas describe localmente la curvatura
F. N esla forma de curvatura asociada al marco dado.

La siguiente proposicién muestra como cambian la matriz de conexién y la
forma de curvatura de una conexién cuando efectuamos un cambio de marco.

Proposicién 2.- Sea D una conexién en un haz £—S. Sean {o;} y {p;} dos
marcos locales del haz y sean 0, ), ¢ ¥y (1 las matrices de conexién y las formas
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de curvatura asoc1adas a los marcos {o;}, {p;} respectxvamente Entonces tlenen
'lugar las siguientes relaciones: PR IO o

Do,
||
w
{
o,
& &
+
=
-
=Y
oy
e
SRS

~'donde g-es el cambio de marco entre {0;} v {p;}.

Demostracién.- Por un lado tenemos:

Dp; = Zé; ® p; :
D
=Y dio (3 dkor)
{ k
(o) o
k i

y, por otra parte, aplicando (1) al vector

9

Py = :
r

95

tenemos:

Dpy=3. (dg;-‘ + 01-‘9;}) ® o
-

Igualando coeficientes obtenemos:
gf = dg + 0g

que prueba (3).

Diferenciando la expresién anterior tenemos:
dg A0+ gdl = (d0)g — 0 A dg

y sustituyendo )
dg = g0 - g

llegamos a: o N ) R
gING—0gAG+gd0=(d0)g—0Agd+0NDg
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“finalmente: " S A’fi,a Lt S
RS “g(dd+ A0y =(d0+0N0)g

"

o bien:
‘ : g§1=1g
¥ esto implica (4)

] rd e . b . .
Definicién.- Una conexién D en un haz vectorial E — S es una conexién plana si
Fp =0,

Veremos en un momento que las conexiones planas son aquellas para las cuales
es posible encontrar trivializaciones locales en donde la matriz de conexién sea cero.

Para darnos una idea de lo que sucede cuando Fp = 0 consideremos primero
una estructura plene en el haz, es decir, una familia de marcos {0']‘3} del haz, sobre
abiertos U, que cubran a la superficie y cuyas funciones de transicidn go5: Uy N
Ug—GL(r,C) sean constantes. En cada representacién “cilindrica” U, x C" del haz,
una seccién horizontal (fe: dada por una funcién constante) es lo que intuitivamente
considerariamos como una seccién plana. Como las funciones de transicién gag son
constantes, en el “proceso de pegado™ para construir el haz, los “cilindros” U, x C"
son unidos por g.p a lo largo de secciones planas de manera que, intuitivamente,
podemos pensar al haz como un haz “plano”.

Esta nocién de estructura plana es independiente de cualquier conexién. Sin-
embargo, una estructura plana {a;?} determina de forma natural, una conexién
plana en el haz. Para ver esto comenzamos localmente construyendo una conexién
Dgq en 77 1(U,) definiendo Dao} =0y forzando la regla de Leibnitz, esto es, si

£€=Y flog
J

entonces ) . )
Dot =) (7 @of + ['Dooc) = Y dff @ o
7 §)

Ahora, si ¢ € £(8, E), definimos una conexién D en el haz por

(Dé)|v. = Da(€lu.)

La definicién no depende del abierto U, pues en U, N Us tenemos:

Dot = D tap)jet ) = L ldlausl} & of] = 0 = Dy

[y s
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" puesto que d(gap) = (. Para esta conexidn es clarc que Do} =0 de manera que
" las matrices de cone*clon asociadas 0, son cero y, por tanto, también las formas de
curvatura {1, se anulan y la conexidn es plana.

Reciprocamente, quisiéramos construir una estructura plana en un haz par-
tiendo de una conexién plana D. Para ello basta mostrar que la ecuacién D¢ = 0
admite suficientes soluciones locales (“suficientes” significa que exista una base de
soluciones locales), porque si {o;} ¥ {p;} son dos marcos solucién relacionados por
funciones de transicién g5 entonces:

0=Dp;=D (Z g;ro,-) = Z(dg;- ® o + g;'-Da,') = Z dg;- ® o;
i E [y

de donde ng‘.- = 0 que, a su vez, implica que las g_,f son constantes. Por lo tanto, las

soluciones de D¢ = 0 constituyen una estructura plana en el haz.

Proposicién 3.- Sea D una conexién en un haz vectorial £—S8. En torno a cada
punto p € S existe un marco local {o;} del haz cuyas secciones satisfacen la ecuacién

D=0

Demostracién.- Localmente, la ecuaciédn D€ = 0 puede escribirse en la forma
df +0f = 0 donde ¢ es una matriz de conexién de D y la incégnita f es una funcién
C™ en un ablerto U C S con valores en €". La idea de la demostracién de que
esta ecuacién admite soluciones es usar el teorema de integrabilidad de Frobenius
(ver por ej. {S], p.293) para encontrar las secciones solucién como las subvariedades
integrales de cierta distribucién de dimensién 2 en U x C”.

Sea w la carta usual de € y n = dw 4 dw considerada como un vector de
1-formas complejas en U X C". Si # se separa en sus partes real e imaginaria por
§=a+ifyw=u+1{v entonces n = p + tv donde

p = du + (au — Bv)
v =dv+ (ev + fu)
Las 2r 1-formas reales p/,v? son linealmente independientes (esto es inmediato)

"y, por tanto, generan una distribucién A de dimensién 2 en U x C" dada por 1a
correspondencia;
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Ahora, S .
- dn = d(dw + fw)
, o  =diw-0Adw
y usando el héch'o de que'dd 4 0 A 0 =0 tenemos
dnp=-0A0w—0Adw
=—-0An

-y separando las partes real e imaginaria

du=—ahp+fAv
dv=—-BAp—anv

que, entrada a entrada nos dan
df ==Y "o ap*+ ) plavk
k k
T LY Y.
k k

Estas son las condiciones de Frobenius para que la distribucién A sea integrable.

Sea (po,wo) € U x C" y (Xp,,a) un vector tangente a U x C" en (po, wo).
Entonces 7(pg,wo){Xp,) = @ + 05, (Xpe ) wo

N

wl A

Xe,

A

Fig. 3

En particular, si Xp, = 0, (py,w,)(0,8) = @ =0 sélo si @ = 0. Por consiguiente,

A (pa,wo) = k€T 7(py,w)

no es paralelo 2 T,,C" y, entonces, la subvariedad integral de A que pasa por
(poswq) es (en una vecindad de (p, wo)) la grafica de una funcién C= f:V C U—C"
donde V es un abierto alrededor de py. Finalmente, como 7 se anula en esta



'CONEXIONES Y ESTRUCTURAS HOLOMORFAS 26

gréafica podemos concluir que df + 0f = 0. Como la condicién inicial we = f(po)
es. arbitraria, podemos escoger wl,...,w] € C" linecalmente independicentes, y las
correspondientes soluciones f! ... f" sern linealmente independientes en py ¥, por
continuidad, en una vecindad de po.l}

3 Estructuras holomorfas

Recordemos que en el capitulo 1 definimos una estructura holomorfa en un haz
vectorial a partir de una familia de marcos con funciones de transicién holomorfas.
Como toda funcién constante es holomorfa, vemos entonces que toda estructura
plana en el haz es también una estructura holomorfa; en consecuencia, segiin lo
que describimos en la seccién anterior, toda conexién plana en un haz vectorial
determina una estructura holomorfa en el haz. Lo anterior es un caso particular del
hecho mds general de que toda conexién en un haz vectorial sobre una superficie
de Riemann (no necesariamente plana} determina una estructura holomorfa en el
haz. Con miras a establecer esto, daremos ahora una nueva definicién de estructura
holomorfa que, en su forma, es muy similar a la definicién de conexién.

Definicién.- Una estructura holomorfa en un haz vectorial E sobre una superficie
de Riemann S es una aplicacién lineal (sobre C)

D":£(S,E)—&%(S, E)
que satisface la siguiente regla de Leibnitz:

D”(CPE) = d”(p@ 6+§0D”E

Todo lo que dijimos acerca del cardcter local de las conexiones es aplicable
a las estructuras holomorfas y podemos encontrar representaciones locales de una
estructura holomorfa D” en términos de un marco local por medio de un operador
d” + 6" donde ahora 8" es una matriz de 1-formas complejas de tipo (0,1). Dos
matrices 8" y 6" que representen a D" se relacionan por la férmula:

é"l = g—ldflg +g—lgllg ‘ (5)

donde ¢ es la correspondiente funcién de transicisn. Esta relacién se deduce de
manera similar a como se dedujo (3)

Al igual que con estructuras planas, podemos construir una estructura holo-
morfa en un haz vectorial E—~S a partir de una familia de marcos {07} con funciones
de transicién holomorfas definiendo localmente D"o of =0y forzando la regla de
Leibnitz, y luego “pegando” estos operadores para obtener una estructura holomorfa
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D¥, La diferencia es que la compatibilidad del “pegado” en el caso de estructuras
planas se basa en que d(ga,,) = ) porque las (gag) son constantes. En este caso

la compatibilidad descansa en el hecho de que d”(g,,g) . = 0 porque las (gag)j son
holomorfas.

Anilogamente, si {o;} ¥ {p;} son dos marcos solucién de la ecuacion D¢ =0
para una estructura holomorfa D", y g es el cambio de coordenadas, enfonces:

0=D"p; = D"(Z g;o,-) = Z(d"gJ Q0o; + g.,D”o, = Z d"_t,y;j ® o4
i R i

de manera que d”g = 0 por lo cual las gt son holomorfas.Por tante, a partic de D"
podemos construir una estructura holomorfa (en el sentido del capxtulo I} partiendo
de las soluciones de D”¢ = 0. La demostracién de que esta ecuacidn tiene suficientes
soluciones puede encontrarse en {Atiyah). ! Nosotros nos limitaremos 2 mostrar la
existencia de soluciones para el caso en que el haz es lineal.

Proposicién 4.- Sea E—S un haz vectorial de rango 1 sobre una superficie de
Riemann S y sea D” una estructura holomorfa en el haz. En torno a cada punto
de S existe una seccién no nula que satisface la ecuacién

D”f = O
Demostracién.- La ecuacidén D"€ = 0 es, localmente, de la forma d"f + 0f = 0
donde # es una 1-forma compleja de tipo (0,1) sobre un abierto U € S, y f una

funcién C* de valores complejos. Si z: U—C es una carta holomorfa de S, entonces
0 = adz ? donde a:I/~C es una funcién €. Entonces la ecuacién que queremos .

resolver es: P
(Frer)ee-

3f

o, simplemente:
+ ef =0

Come f debe ser una funcidén que no se anule, podemos pensar en encontrar una
sclucién del tipo [ = e?. La ecuacién se transforma en:

39 4 9
-a-ge +ae? =0

0y ' Y 171
! Para esta ecuacién no necesitamos una condicién como D? = 0 porque D" =0
siempre
? Ver la nota 6 del capitulo I, p.6
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y, dado que ¢9 £ 0 en todo punto, esto equivale a:

9g
ET =@
donde v = —a. Como este es un problema local, podemos suponer que U es un

disco A en el plano complejo y p es C°° en A. Multiplicando a » por una funcién
adecuada podemos suponer que suppy C A de manera que ¢ se anule en una
vecindad de [a frontera de A

Fig. 4

La férmula integral de Cauchy para funciones C*,® aplicada a ¢ nos da:

s«>(f«’)=i/ij efw) 4 i/ 8p(w) dw A dw

278 Jga W — 2 w+27r1' o w-—=z

_ /f dyp dedw
omi w—z

puesto que © = 0 en @A, Sea

g(z)=ﬁf/p(w>%§?

Como supp ¢ C A podemos escribir:

o) = _/f dw/\dw
2
o}
1 / du/\du
&[]

[}

% Ver, por ejemplo, [F]
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~haciendo u= w—z Exﬂ:on_ces

e 69___// Bp(u + 2) du A d

2z u

duAdi
(v +2)

w u

Con esta definicién de estructura holomorfa es inmediato que toda conexién D
en un haz vectorial E— S determina una estructura holomorfa en el haz. En efecto,
la descomposicién de £1(S, E) en la suma directa:

‘EYS,E) = EVO(S, E) @ £Y(S, E)
induce una descomposicién de D en dos sumandes, D = D' + D" donde
D":£(8, B)—£M0(S, E)
D":£(8,E)—E% (S, E)

son aplicaciones lineales. Sip € £(S)e vy € € £(S, E), la regla de Leibnitz para D
nos da:

D'(p¢) + D"(€) = D(p¢)
=dp® ¢+ pDE
= (d"p +d"p) ® £ + (p(D'€ + D"¢)
= (d'p ® £+ pD'€) + (d"p ® £ + pD"¢)

e igualando las partes (0,1) tenemos:
D"(p€) = d"p @ £+ pD"E

As{ que D’ satisface la regla de Leibnitz y es, por tanto, una estructura holomorfa
en E. Claramente, si 0 es una matriz de conexién de D y § = 8 + 0" es la
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_;.descomposmlon de  en sus partes (1,0) y (0,1), entonces d"”"+0" es la representacxon g
‘de D" :

Como ejemplo consideremos la conexidén D quc construimos en el haz lineal L
sobre P!(C). La matriz de conexién asociada al marco o(p) = (1,w/z2)

6= —-—-d =w/z
1+¢¢ ¢ ¢ /
es de tipo (1,0). Esto significa que D”o = 0 puesto que §” = 0y lo mismo sucede
para el marco 7(p) = (z/w,1). Por tanto, la estructura holomorfa inducida por -

D coincide con la estructura holomorfa determinada por las secciones o y 7. Esta
conexioén no es plana pues:

do = d(ﬁ‘-&) A dg

(L+¢8)d5 - d(1 +¢5)S
i N
d§ + ¢§dg ~ £d(¢§)
(14 ¢9)?
d§ + ¢¢d§ — ¢dg — ¢SdS )
(1+¢¢)?

#0

) A dg

Ad¢

I
~— ~— —~—

_ diAde
(1+¢¢)?

4 Conexiones unitarias y estructuras holomorfas

Hasta ahora hemos visto que toda conexién en un haz vectorial E— S determina
una estructura holomorfa en el haz tomando su parte (0,1). Es cierto también que
toda estructura holomorfa es la parte (0,1) de alguna conexidn {esto quedard claro
en un momento) pero tal conexidn no es dnica, Por ejemplo, en el haz trivial SxC",
una conexidn se determina globalmente por una matriz de 1-formas complejas en S
y es claro que cualesquiera dos matrices cuyas partes (0,1) coincidan, determinan
la misma estructura holomorfa atin cuando sus partes (1,0) no sean iguales. Con el
propésito de establecer cierta unicidad, introducimos una métrica hermitiana (, )
en el haz. Si ¢ € £1(S,E) y € € £(8, B} definimos la 1-forma compleja en S, (s, £)

por:
(¢, 6p(Xp) = (p(Xp), 6p)  Xp €TS8

Con esta extensién de la metrxca decunos que una conexién D en el haz es unitaria
(o compatible con la métrica) si:

d(f,ﬂ)=(Dfm)+(stﬂ) E,ﬂE&(S,E)
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En términos de un mﬁrcb"zg{d,- del 'haz tenemos que e
>7 (20E®dk,0.) + (a,,ZG ® crk)
= Za ke + Zokhkg

= (h0): + (@' h)
= (h0+7 h)j

<Da,,a. >4 <0,,Da,

donde h = (hi;) es la matriz de la métrica asociada al marco {0;}. Como dhy; =
d < 0j,0; > vemos que la conexi6n es unitaria si y sélo si

dh=ho+T'h (8)

para cualquier marco {a_,-}. Si nos restringimos a marcos unitarios entonces h =1
y la condicién se reduce a:

0+7 =0 (7)

Si 07 y 0" son las partes (1,0) y (0,1} de 8, entonces (6) puede escribirse como:
o = -7 (8)

Esta Gltima expresién muestra que una conexidn unitaria se determina una vez que
se conoce su parte (0,1). Esta expresién nos permite construir, de manera t{nica,
una conexién umnitaria a partir de una estructura holomorfa.

Proposicién 5.- Sea F—S un haz vectorial sobre una superficie de Riemanny D"
una estructura holomorfa en el haz. Dada una métrica hermitiana en el haz, existe
una vnica conexién unitaria D cuya parte (0,1} coincide con D",

Demostracién.- Sea §” la matriz asociada a D' en términos de un marco unitario
del haz. Definimos la conexién D, localmente, haciendo

B=0’+H"

donde ¢’ estd dada por (8). Para ver que D esta bien definida globalmente debemos
verificar que 0 se transforma segin (3) cuando cambiamos de marco unitario. 8i
§" es otra matriz asociada a D" en términos de un marco unitario, ciertamente se

satisface:
0!! = g—ldflg +g—10IIg
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VComo estamos usando marcos unitarios, la funclon de transmlon g toma valoresen = -

Ufr) por Io cual g=! = 5t. Entonces:
5‘:; = §'d"g + _(_7‘0"9

Trasponiendo y conjugando de ambos lados:

et

(@) =(d9) 0 +3 0N g

o bien: A
§' = —(d"g ) g+3itg

Igualando las partes (1,0) en la expresién dg = dg obtenemos que d"’g = d'g.

tanto,

et

(d"g) ¢ = (d'g")g
Dado que §*g = I vemos que:

0= d’I — d'((]tg) — ﬁ‘d'g + (d:gz)g

esto es:
(¢79 = -1'dg

sustituyendo en (#) llegamos a
ﬁl = gldlg +§lolg
=g 'd'g+g7'0'g

Finalmente:

g~'dg +g 89 = (g7 d'g+ g7 0'g) + (97 d"g + ¢710"9)
— 5: + 0“/1
=0

(0
Por

Obtenemos asi, una conexién unitaria cuya parte {0,1) coincide con la estructura
holomorfa original. Esta conexién es dnica puesto que si dos conexiones unitarias
coinciden en sus partes {0,1), en virtud de {8), también coinciden en sus partes

(1,0) v, por tanto, son iguales.

Para enfatizar la importancia de los resultados obtenidos los englobaremos en

el siguiente teorema.
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Teorema 6.- Sea F un haz vectorial con métrica hermitiana sobre una superficie
de Riemann §. La correspondencia

D — DII

que asigna a cada conexién unitaria D su parte (0,1} D", es una corresponden-
cia uno a uno entre el conjunto de conexiones unitarias del haz y el conjunto de
estructuras holomorfas de! haz, En términos de un marco unitario del haz, la co-

rrespondencia estd dada por
0 —_— alr

y la correspondencia inversa por
L o' — (0/:)

Es interesante observar que este resultado nos proporciona una parametrizacién
de un conjunto que depende de la estructura compleja de la superficie (las estruc-
turas holomorfas), por un conjunto que se determina solamente por la estructura
diferenciable de la superficie (las conexiones unitarias).
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El haz trivial lineal

S

) El resultado del capitulo anterior nos permite estudiar las estructuras holomor-

fas en un haz vectorial a partir de las conexiones del haz. En este capitulo veremos
un ejemplo de esto al considerar las estructuras holomorfas en el haz trivial de rango
uno sobre una superficie de Riemann. Lo que haremos de hecho, es dar una nocién
de equivalencia de estructuras holomorfas y estudiar entonces el conjunto de clases
de equivalencia.

1 Automorfismos

Definicién.- Un automorfismo de un haz vectorial F sobre una superficie de Rie-

mann S es un difeomorfismo
A:E—FE

tal que A(Ep) C B, para p en S y, en cada fibra E,, A es un isomorfismo lineal
sobre C.

Denotaremos por §(E) al conjunto de automorfismos de un haz vectorial E— 8.
Obsérvese que §(F) es un grupo bajo la composicién de funciones.

Un automorfismo A de un haz vectorial F— S induce aplicaciones lineales
£%(5,B) X €¥(S,E)  k=0,1,2
definidas puntualmente de la manera natural. Es ficil ver que si ¢ € £(5,E) es
de tipo (1,0} (resp. (0,1)), entonces A¢ también es de tipo (1,0) (resp. (0,1)). En

particular, también tenemos una aplicacién lineal

£0Y(S,B) & £01(S, B)
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En estos términos, si D'': £(S, E)—£% (S, E) es una estructura holomorfa y
A es un automorfismo, la conjugacién A~1D"A de D" también es una estructura
holomorfa puesto que si ¢ € £(S)e y € € £(S5, E) entonces:

(471 D" 4)(¢6) = 47 (D"(A(¢9)))
_I(D"(d)AE))
= A7 (d"p ® AL + ¢D"(AL))
'—'—'A—l(d'Ié@Af)+A_1(¢D"(AE))
=d"¢ @ AT AE+ 9ATH (D" (AQ))
=d"$ @ ¢+ 447 D"A)¢

que es la regla de Leibnitz. De hecho, si ¥ (E) denota al conjunto de estructuras
holomorfas en E, la correspondencia

(A, D"y AT'D"A A€ G(E),D" € ¥(E)
define una accién (por la derecha) del grupo G(E) en X(FE). Diremos que dos

estructuras holomorfas DY y DY son equivalentes si estdn en la misma §(E)-érbita.

En el capitulo 2, seccién 3, vimos que una estructura holomorfa D' en un haz
vectorial E— 8, sobre una superficie de Riernann, determina una familia de marcos
locales del haz, {o§} con funciones de transicién holomorfas. Esta familia, a su vez,
determina una estructura compleja {@a} en E (ver cap.l, secc.5). Ahora bien, un
automorfismo A € §(F) lleva soluciones  de la ecuacién

D' =0
a soluciones A~'y de la ecuacién
A™'D"AE =0

de manera que obtenemos otra familia de marcos {p§ = A~ 1 "‘} con funciones de
transicién holomorfas. Si {1o} es la correspondiente es'cructura compleja en E, un
cdlculo sencillo nos muestra que la aplicacién

A (B, {¢o})— (B, {#a})

es un biholomorfismo. Esto indica que la nocién de equivalencia de estructuras
holomorfas en E bajo la accién de G(E) corresponde con la nocién de equivalencia
de estructuras complejas en E.
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Dado un haz vectorial E—S, el grupo §(E) también actda en el conjunto de
conexiones del haz. Mds atn, si D es una conexién plana y 4 € §(E), la conexién
A~1DA también es plana puesto que:

(A7'DA)? = AT'DAAT'IDA = A71D?4 =0

¥, por tanto, también podemos considerar G(L)-érbitas de conexiones planas.

Ahora, si en el haz tenemos una métrica hermitiana, no podemos esperar que
las conexiones unitarias se preserven ante automorfismos ya que la métrica es una
estructura adicional en el haz. Para conservar el concepto de equivalencia debe-
mos considerar automorfismos unttarfos, esto es, automorfismos que preserven la
métrica:

(A, An) = (&,n)

Si D es una conexién unitaria y 4 un automorfismo unitario entonces A~1D4
también es unitaria:

{(A7'DAYE,n) + (6, (A7 DAY =(47*(D(4¢)), A7 (4n))
+(473(48), 471 (D(4n)) )

= (D(A¢), An) + (A&, D(An))
= d{A¢, An)
=d(¢,n)

Denotemos por U(E) C G(F) al subgrupo de automorfismos unitarios de E
y por F(E) al conjunto de conexiones unitarias planas del haz. Por lo expresado
arriba vemos que la correspondencia

(A,D)— A™'DA A€ lU(E),De F(E)
define una accién (derecha) del grupo G(E) en #(E). Como en el caso de estructuras

holomorfas, diremos que dos conexiones unitarias planas son equivalentes si estdn
en la misma U (E)-6rbita.

Veremos en la siguiente seccidén que los espacios de érbitas
¥E)fgm) v FB) u(E)

estén en correspondencia biunfvoca.
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En términos de un marco local, un automorfismo de un haz vectonal E-—BS es",;: :
una aplicacién C* :

0:U € 5—§(r,C)

y la condicién para que dos conexiones D4 y Dp sean equwalentes ‘es que sus” '

matrices de conexién 8 y 0 se relacionen por la férmula
0p =97 'dg+ 97 0ag

de manera que, localmente, en virtud de la proposicién 2 del capftulo anterior (ver
p.22), podemos considerar que las dos conexiones coinciden si interpretamos a g
como un cambio de marco en lugar de un automorfismo. Si el haz es trivial| la
identificacién puede hacerse globalmente.

H

De forma ansloga, dos estructuras holomorfas D'{ y DY son equivalentes si,

localmente, sus matrices se relacionan por la férmula

0% =g7'd"g + g7 0%

que es andloga a la férmula (5) del capitulo anterior (ver p.26).

Finalmente, si tomamos marcos unitarios, la condicién de que el automorfismo
A sea unitario es que la aplicacién g: U— §(r, C) tome valores en el grupo unitario
U{r). Recordemos que esta es la propiedad que satisfacen las funciones de transicién
entre dos marcos unitarios,

2 Parametrizacidn de estructuras holomorfas

Una vez establecido el concepto de equivalencia nos concentraremos ahora en
las estructuras holomorfas del haz trivial § x €, Dividiremos el problema en dos
partes: primero identificaremnos las estructuras holomorfas con las conexiones uni-
tarias planas y entonces veremos que éstas se pueden identificar con un objeto bien
conocido.

Antes de enunciar el siguiente tecorema, mencionaremos algunos conceptos y
resultados que utilizaremos en la demostracién.

En primer lugar utilizaremos el operador de Hodge definido en el espacio de
1-formas £'(S)¢ por
W = l'(fll "‘(:I)Q)

donde w; y wy son las partes (1,0) ¥ (0,1) de w respectivamente. Una propiedad
importante de este operador es

d+df =2d'd"f



-Con éstc;"’ope‘i"adof sepucde introducir una norma en EI(S)(,- definida por- -
ol = [onu
S

El que |||| asf definida es, en efecto, una norma, asi como lo concerniente en general,
al operador de Hodge, puede encontrarse en [F).

Un resultado importante y no trivial es el siguiente,
Teorema 1.- Toda 1-forma w en una superficie de Riemann compacta puede es-
cribirse de la manera:
W =W + *df
donde w, es una l-forma cerrada y [ una funcién C*.

Una demostracion, utilizando téecnicas de espacios de Hilbert, aplicadas a la
completacidn de £1(S)¢ (en términos de la norma definida), puede encontrarse en
[AS]. También puede mostrarse este resultado utilizando herramientas de topologia
algebraica y un demostracién puede hallarse en [FF]. El teorema es un caso especial
del teorema de descomposicién de Hodge (ver [F] o [GH] p.ej.)

Teorema 2.- Toda estructura holomorfa en el haz trivial § x € sobre una superficie
de Riemann es equivalente a la estructura holomorfa inducida por una conexion
unitaria plana y esta conexién es tnica salvo automorfismos unitarios del haz.

Nota: tomamos la métrica hermitiana usualen § x C

Demostracién.- En términos del marco unitario o(p) = (p, 1) una estructura holo-
morfa puede escribirse globalmente como

DA" — d” + UA”

donde 04" es una (0,1)-forma compleja en S. Una estructura equivalente Dp" es

de la forma
DBH = g—lDAIIg

donde g es una aplicacién C* en § con valores en G(1,C) = C*. La (0,1)-forma
asociada a Dp" es

03” — g—ldllg + g—lgAHg — g—ld”g + OA"
y entonces, la conexidén unitaria correspondiente es

Dp=d+0g"— 05" =d+0p
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Lo que debemos hacer es encontrar un automorfismo ¢ tal que la conexidn Dy sea
plana. Como g no puede anularse, podemos pensar en encontrar una solucién de la

forma

g=¢

donde f:§--C es €%, La (0,1)-forma 05" se transforma entonces en
05” = d”f + UAI/
v la conexién Dy es
Dp=d+(d"f+04")~(d"f+064")
=d+(d"f+04")— (@ +04")
=dt (" +04") (&' +047)
rbg es plana si y sélost dfg + 05 A g = dfg = 0, esto es
0 =d((d"f +04") ~ (&' + 04™))
=dd"f +d94" —dd'f — do ;"
=d'd”f +d0AII —cl"d'f—dﬁ
Ahora, como d? = 0 tenemos
(d’ +d")2 - dﬂ + d'd"+ dlldl+ d:r2
— d’d" + dlldl
=0

entonces d'd" = —d"d" y la condicién para que Dy sea plana es:

d’d”(f + f) +d(0AII - 0,4”) =0

Segin lo mencionado antes, e} operador d'd" es igual a {1/2i}d * d. Usando el

resultado del teorema 2 aplicado a la 1-forma 2i(0," —~ 04"} tenemos:
20d(04" — 0,4") = dwe + d * df = d * df

Ahora, d * df debe ser una 1-forma real puesto que 4" ~ 04" es imaginaria pura.
Entonces:

dxd(Ref) = Redxdf =d «df
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AT - 0,") = ds d(f + J) = 2 (f + )

: 7 d'd”(f + f'-') + d(gA” - 0/1”) =0
yg= el es el automorfismo buscado.

Para la unicidad debemos mostrar que si D4 y Dp son dos conexiones uni-
tarias planas cuyas estructuras holomorfas son equivalentes entonces D4 y Dpg son
equivalentes por un automorfismo unitario.

SiD4=d+0,y Dp =d+0p, entonces existe un automorfismo g: S—C" tal
B
que 05" =g~ 1d"g + 04" o, equivalentemente:

d”y + (oAII . 0Bll)g - 0
Podemos escribir esto en la forma:
Dcllg = 0

donde D¢ = d+0¢ = d+8, — 0 es una conexién unitaria plana (porque D4y Dp
lo son). La condicién Dgg = 0 indicard que D4 y Dp son equivalentes. Por tanto
debemos mostrar que D'y también se anula, Para ello consideremos la norma de
Dc'y

1D's1? = [ De's A +(De')

s

Como D¢'g es de tipo (1,0) tenemos:

Dc'g AxDe'g =iDc'g A De'g
Entonces

10¢'sl* = [ D' A DT
s
Un cdlculo tedioso pero sencillo nos lleva a que:
(Dc"Dc'e)g — De'g A De'g = d(G(d'g - 905))

y el teorema de Stokes nos d4:

f/Dc’g/\Dclg = f/(DC”DC’g)g
S S
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] .Ahora como 1a conexlon Dc eés plana tenemos:

0 - DC — (-DC + Dcn)a _ DCIDGII +DG”DGv

‘Ademas ‘dado que D¢"g = 0, entonces Dc'Dc"g =0. Por tanto Dc”Dc g = 0 y
concluimos que || Dc'gll? = 0 de manera que Dg'g =0 : ’

Ahora bien, el automorfismo ¢ no tiene por qué se umtano Sln emba.rgo como
la conexidén D¢ es unitaria tenemos: e R

d(g,9) = (Dcg,9) + (g, Dog) =0

por lo cual ||g|| es constante. Por tanto,

g 1
eli) = 7 Deg =0

loll” Nl
y entonces g/||g|| es un automorfismo unitario que lleva D4 er Dpll

La consecuencia de este teorema es que la aplicacién

/ U(E —4)1 (F) / G(E
o] — ID"]
donde [ | denota las cotrespondientes érbitas, es una correspondencia uno 2 uno

entre el espacio de érbitas de conexiones unitarias planas bajo la accién de U(E) y
el espacio de érbitas de estructuras holomorfas bajo la accién de G{F).

Estudiaremos ahora el espacio F(E / U(E)- Para ello consideremos una cone-
xién plana Dy =d+04en S xC. La 1- forma 04 es cerrada por locudlsiy y 72
son dos curvas en S con los mismos extremos y homotdpicas, entonces:

/OA =/0A
n Y

En particular, si fijamos un punto pp en S y 7 es un lazo en S basado en pg, la

integral
/ 04
5

depende sélamente de la clase de homotopia de 4. Podemos definir entonces una
aplicacién
Ly:T(8,po)—C"
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del grupo fundamental dc S (basado en po) en cl grupo multlph .ativo. C*
correspondencia: :

fyHef A

Si v, ¥ v, son lazos basados en py, la adn‘:wxdad de la. tegral de linea nos dé’y i

[0A~foA+[oA'

T173 .

donde 434, es el lazo obtenido al recorrer primero 7, ¥ luego 42. Tomando la expo-
nencial vemos entonces que toda conexién plana D4 determina una representacion
del grupo fundamental de la superficie en §(1,€) (esto es, L 4 es un homomorfismo
de grupos).

Si la conexién D, es unitaria, la 1-forma §4 es imaginaria pura (pues 84 0, =
0) v el homomorfismo L4 toma valores en S* = {z € € / |z| = 1} = U(1). Por
tanto la representacién de II;(8, po) correspondiente a D4 es unitaria. Veremos
ahora que dos conexiones determinan la misma representacién precisamente cuando
son equivalentes.
Proposicién 3.- Sean Dyg =d+ 0,4 y Dp = d + 0p conexiones unitarias planas en
S x C. Las representaciones correspondientes L4 ¥ L g coinciden si y sdlo si D, es
equivalente a Dg.
Demostracidn.- Si D4 y dg son equivalentes, existe una funcién ¢ g: §— 8! tal
que

05— 0p =g 'dg

Sea ~:[0, 1}— 5 un lazo basado en pg. La integral de 84 ~ g se calcula como sigue:

1 1
Y R . 1 O) P R )
'/‘011-’03—/9 ldg-—[m)—-dt-b/--]j(—t—)-dt

a1 v 0

donde k& = go~. Definamos la funcién

i) = :((s)) ds

Por el teorema fundamental del cdlculo tenemos que f'(t} = k/(t) /A(t). De esto con-
cluimos que la derivada de e~/{t)A() se anula en todo [0, 1] v, por tanto, e~ /(A (¢)
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es constante, Por tanto, e/(1) = h(1)/h(0) = 1 de donde f(1) = [, 04— J fpesun
miiltiplo entero de 271, Esto implica que La{y) = Lg(y).

Recf{procamente, si La(y) = Lg(y) para todo lazo v basado en po, podemos
definir una funcién g: S—S* por

g(p) - efﬂ 84—0p

donde a es cualquier curva que una pg con p. Si § es otra curva que une pg con p

" entonces
f Oa-—0p
=48 =La(le—p)Lpla—-p)"'=1

.. puesto que L4 = Lp por hipdtesis, de manera que g estd bien definida. Supongamos
que U C S es un abierto simplemente conexo. Sea p; € U y o una curva de pg a

P

Fig. 1

8i f:U—C se define por f(p) = fp 04 — 05 donde § es cualquier curva en U de p;
a p {f estd bien definida porque U es simplemente conexo), entonces [ es C% y

g{p) = of. 0495 o1tp)

Esto muestra que g es C® y g~'dg = df = §4 — 5. Como podemos cubrir a § con
abiertos simplemente conexos, vemos as{ que D4 y Dg son equivalentesf]

De esta proposicién es claro que la correspondencia
-DA s d LA

sélo depende de la clase de equivalencia unitaria de D4 v, por tanto, define una
aplicacién inyectiva del conjunto de clases de equivalencia de conexiones unitarias
planas médulo automorfismos unitarios, en el conjunto de representaciones uni-
tarias de grupo fundamental I1; (S, py). Mostraremos ahora que esta aplicacién es
suprayectiva, Para ello necesitamos el siguiente resultado.(Ver {F],p.100)
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Lema 4.- Sea {U;} una cubierta abierta de § y supongamos que para cada par
. ordenado (f,7) de {ndices tales que U; N U; # 0 tenemos una funcién ¢
hip: U NU;—C

con la propiedad de que
hiy -+ hyr = hag

“en U; N U;j N Ui cada vez que esta triple interseccién sea no vacia. Entonces, para
cada j existe una funcién h;: Uy—C C* tal que

hi —hj = hij

en U; N Uj.
Demostracién.- Sea {¥;} una particién de la unidad subordinada a {U;}. La
funcién ;h; estd definida y es C* en U; N U; y como suppy; C U; podemos
extenderla diferenciablemente a todo U; definiéndola como cero fuera de su soporte.
Sea h;: U;—C definida por
hi=3_ bihi
3

En U; N U; tenemos:
hi—hj = khi =) Prhi

k k

=Y te(hix — hjx)
k

= Z lpkhij

k

= hi;}]

‘Teorema 5.- Sea L:T[1{S, po)—C un homomorfismo del grupo fundamental de §
en el grupo aditivo €. Existe una 1-forma cerrada ¢ en S tal que

/0 = L(v)

para todo lazo « basado en pg.!

! Este teorema se debe a Behnke-Stein y un tratamiento amplio acerca de 1-
formas con periodo dado se puede encontrar en [F].
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Demostracién.- Sea p: §— la cubriente universal de S con la estructura diferen-
ciable inducida por p. Supongamos que U C S es un abierto tal que

p HU) = U Vi

A€A

donde los Vj son abiertos disjuntos y p: Va—U es un difeomorfismo. Sea Ap € A.
Para cada A € A existe un dnico v € TI1 (S, po) tal que T,{Va,) = V) donde T, es
la accion del grupo fundamental en la cubriente universal definida a partir de un
punto fy € p~!{py). Entonces p~!{U) se puede escribir en la forma:

F='0) = | Tvh)
el

Definimos h: U—€ por: .
h(p) = L{x)

sipel, (V. )- hes C® en U puesto que es constante en cada Vy. La funcién h
depende del indice Ap que hallamos escogido pero lo importante es que para cada
4 € 11,(S, po) se cumple: _ B

hoTy—h=L(4) ()

En efecto, si f € p~}(U) estd en T, (Vi) se tiene:
T’! (ﬁ) €T, (T'm (Vt\u)) =Ty (Va\u)

Entonces,

R(T(7) - k() = L{710) — L(0}
L(%) + L{~e) — L(Yo)
=L(v)

Lo que queremos es buscar una funcién definida en todo § que. satisfaga esta
propiedad.

Sea {U;} una cubierta abierta de § tal que cada U; es como el abierto U de
arriba. Podemos definir entonces en cada U; = p~!(U;) una funcién C*°

I

hjU—C

que satisfaga (*) en U;. Para cada par ordenado de indices (,5) con U; N U, #90
definamos h;; en U; N Uy por:

hij = hi = hj
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‘Estas funciones son C° y satisfacen:

para 4 € I, (S, po). Esto significa que las hi; son invariantes ante las transforma-
ciones de cubierta T’ y, en consecuencia, determinan funciones C*°

hij: Ui nU;—C
tales que h;;0p = f.z,-_,u Estas 1iltimas funciones satisfacen la condicién:
| hij + hjr = hix
‘y’.po‘rrel lrémrai‘anterior, existen funciones = h;:U;—C tales que:
A 7 | hij =hi — hj
en U, nUj..

Definamos ahora funciones f;: l'?,--—»C por:

Ahora bien, - R .
fioTy—- fi=hioTy~hjopoTly—~h;+hiop

=hi+ L{7) —hiop—hi+hiop
=L(v)

Ademis, en U; 0 5’,- {enemos:

f.’*ij: .'-—hfop—;t,'-l—hjop
hij = (hi = h;) o p

;h'j - ha’j op
0

fl
et

Por tanto podemos juntar todas las funciones f; en una funcién C°
f:SuuﬁC

que satisfaga (*).
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Sea ahora § = df, Para cada E I, ( ,pu) tenemos:
T = Ty () = df o ) = (T 4 5io) =

De esta. invarianza de § ante las transformaciones de cubierta T'r concluimos que
existe una 1-forma cerrada 0 en S tal que p*8 = 4.

Es facil mostrar que si w es una 1-forma en § y o una curva en S entonces

/w=/p'w

donde & es cualquier levantamiento de a. Por tanto, para cada N E 1'[1(.9, Po)

. tenemos: /0=/o=/df=f(ﬁ(l)) - f(5(0)

Tomando el levantamiento 4 de 4 a partir de gg es sencillo ver que
F3) = F(3(0)) = 1 o T (o) ~ flBe) = L")
Corolario 6.-La aplicacién
Dy+—>s Ly

es suprayectiva,

Demostracién.- Supongamos que L: T[1 (S, pg)—S! es un homomorfismo. El hecho
de que II; (S, po) estd finitamente generado nos permite construir un homomorfismo
M:T11(8, po)—C tal que L = M. El teorema anterior nos proporciona una 1-forma

cerrada 0 en S tal que
/ 0=M(1)
7

para 4 € I1; (S, po). Por tanto
et - L(y) e s!

Ahora, si § = 0, + 10, donde 0§, y §; son 1-formas reales, entonces f 61 = 0 puesto
que f 0 es imaginaria pura. De esta manera, §4 = 70, es una 1- forma cerrada
imaginaria pura tal que

e = L(y)
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para v € II; (S, pg) por lo que la conexién asociada Dy = d + 4 es una conexién
unitaria plana tal que Ly = L. Por tanto, la correspondencia Dy +— Ly es
suprayectiva.]

Si la superficie de Riemann es de género ¢, se sabe que el grupo fundamental
T1,(S) estd generado por 2¢ gencradores ay,Bi,... &y, B, con la relacién

—-1p-1 -1p-1
a1 fray By )"')agﬁgag By =1

L .
Todo hemomorfismo IT;(S) % §! se determina por los valores de L en los gene-
radores y, dado que S! es abeliano, cualesquiera 2g puntos en §' determinan un
homomorfismo. Como conclusién tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7.- Si S es una superficie de Riemann compacta de género g, el espacio
de érbitas

){(SXC)/Q(SXC)

de estructuras holomorfas, se puede parametrizar por un toro §! x ... x §?! de
dimensién 2g.
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