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INTRODUCCION 

En 12' t.eo\"'Ía do srupos i ol est.ud::io t~c los ~rupos ~imph~s os 

do ~r.an import.';<ncia ya quG 1.odos los gru:pc.s .rinit.os e.!-;t.án 

con.st.it.uidos de hloquas olemaon'f . .r\Jes. tos cu:-d~s son los :;rt1po:s 

,.imples. 

Un ~rupo simple es uro ¡;K•upo qua no cont.icno suh-:;rupos 

normales qua no sa.an ei ntis:mo o el f"orm.ado por la idunt.idad, 

ent.endiendose como subr;rupo normal, aqt..1el subgrupo que bajo 

aut.omor-f'ismos: il\ter-nos per-manece invariante. 

Act.ualment . .:t se creo que la: clasiCicación do los grupos 

simples Cintf.os ha sido t.erminada, Es t::onocido que un grupo Cini't.o 

simpla no cíclico es o un grupo Alternante, o un ~l'upo del t.fpo 

de Lie, o uno da los 26 grupos simples ospor¡:\dfcos 

<Hantados así popqua no pert.enecen a ninguna Camilla inClnit.a). 

El Últ.imo paso da dicha cl.a.sif"icación so hizo en Cobroro de 1981 

cuando Simon Nort.on, most.ró la unicidad del gr-upo espo1 .. ~dico 

Fisher-Griess F1 ~ conocido como el monst.ruo por- su ¡;:ran orden : 

809 ,017 >424 ,794 ,512,875 ,866 ,459 ,904 ,961,710,757 ,OOS,754 ,269 10001 

000,000. <apro,dmádament.e tO:s4 >. 
Al encont.& ... arsa el Últ..lmo de los 'irupos simples 

t:ts:porádicos el problema de la clasií"icación de los grupos 

simples había t.ernúnado, Calt.ando solamant.e escribit" con det.allo 

eJ. t.rat.ado sobre dicha cJ.asiCicación, que se(;Ún estimaciones de 

al:;unos mat.em.3.t.icos ocupados en t.al probloma serian necesarias por

aquéUa &poca alrededor de 5,000 pá~inas. 

Así pues los grupos finit.os simples ost.án clasit.icados en 

lCLS f'amilias inClnit.as de : los ~rupos cíclicos de orden primo, 

los grupos alt.ernant.es An, n ~ 5 , los llamados brupos del t.ipo de 

Lie eni .. ro- tos cualos se oncucnt.ran los grupos Lineales Especiales 

Proyect.ivos PSL(n,q> y la coiección de los 26 ~rupos que no 

pertenecen a f'a.milfa inCini'la alG:una,. denomina.dos g"upos 

simples: esporádicos. 

En el pri.mer c.apítulo de! present.e t .. r•abajc se demuest.ra la 

~implicidad de los Grupos alt.ernant.as Ari. n 2:: 5' y la de los 

.;rupos lineales especiales proyectivos PSL<n,q),. con (n 1q) .,: <2,2> 



y <n,q'J ;J'! <2,3>. 

Los ~r"<.tpos Alt.ernant.es Ar-, es1.án 1·or·tn:::tdos por- l.as 

permut.aciones p<:tres et:ect.uad..;s sobr-e n objet,os. 

Para. n. > 1, e1 grupo Linval Especial SL(n.,q>, e-s e1 :;t"l.lpo do 

<.rans:Cornmciones linl'.!'rl!ücs invert.ibtes di<?l espacio vect.orial dl3 

dimensión n sobre el crlm¡10 F' con q eoloment.os, cuyo dot.ermin.ant.e os 

1, y el gr-upo Lineal Especial Proyect.ivo PSL<n,q>, es el grupo 

cocient.e SL<n,q>/ZCSL<n,q>>, donde Z<SL<n,q)) es el cent.ro de 

SL<n,q), 

En el segundo capít.t.110 se rlemuest.ra que sólo e>eisten t.r•ies 

casos en que grupos lineales especiales proyec1.ivos diCei~ent.es 

1.ienen el mismo nt.Ímero de element.os, de los cuales en un sólo caso 

no exis1.e isomorí'ismo entre dichos brupos 

1 PSL<2,4 > j = 1 PSL<2,S> j 

j PSLC2,7> j jPSL<3,2) 1 

jPSL(4,2>1 = IPSL<3,4)j 

y 

y 

y 

PSL<2,4 > ;:; PSL<2,5> 

PSL<2,7> ;;: PSL<3,2> 

PSLC4,2) ;. PSL<3,4) 

lf' de seis ca.sos en qua grupos lineales espociales proyoct.ivos 

tienen su ordon ig:uaJ C'\l do algún gr•t.tpo Alt.ernant.o Am t 

jPSL<2,3> I IA•I PSL<Z,3) ;;: A• 

j PSL<2,4> j = jPSL<2,5> j IA~I PSL<2,4 > ;;: A~ = PSL<Z,S> 

I PSL<2,9>1 a IA<>I PSL<2~9> ~ Ao 

1 PSL<3,4 > j = jPSLC4,2> 1 = IA•I PSLC3,4) ¡l! Ae :lt PSL<4,2> • 

Est.a. cuast.ión de qua t.odos los grupos PSL<n,q) t.ienen dif'erent.es 

Ordenes ent.re dos dist.inf.os grupos PSL<n,q>. o ent.re un ¡;rupo 

PSLCntq> y algt.Ín grupo alt.ernant.o Am, salvo los casos 

ant.eriores, se mant.uvo abierta por mucho tiempo, hast.a que Emil 

Art.in <1898-1962> lo probó. 

Con e.si.as excepciones se confir·ma que tos grupos lineales 

especiales proyectivos forman una Canúlla. infinita diCeranto a la 

de los grupos Alt.ePnant..es Ar:'I y que son dif'eren~es ent.re si. 
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CAPITULO 

SIMPLICIDAD DE LOS GRUPOS ALTERNANTES An Y LOS GRUPOS 

LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS PSL<n,q> 

NOCIONES BASICAS 

Un GRUPO, como se sabe, es un conjunto •G ~ ú, con una opti!raciOn 

binar•ia definida en él, t.a.1 que 

i) Para t.odo gt, g-
2

, ,g
3 

.:;;: •t:, <g
1
•g

2
>•g

3 
= g

1
•<.g

2
•g

3
> 

U> Exist.c un element,o e ..:; •&, t.al que pat'a t.odo :; -::: •G,. 

c;•e e e•~ = ~ . 
iii) Para cada e; -a 11?-, exis1,e un etement.o s-1 ~ 1L~, f,.t\I que 

_, -1 

g•g " :!; ·~ • e ' 

DEFINICION. Un gr•upo •G es ABELIANO, si g
1
g

2 
= g

2
g

1
, pa1'a t.odo 

r;1, ¡;2 '5 •é-. 

DEFINICION. Un SUBGRUPO Q-1 de un ~r·upo •&, es un subconjunt.o D-1 S <l:, 

t.ai qua H es un grupo con la misma operación • deJ~inida en c.G. 

NOTACION. Si 01 os: subgrupo da cG, so escribir.a. rM < ,J:;,, 

OEFINICION. Un sub~r-upo 01 do un grupu ·G, es un suh~rupo NORHAL en 

·J.:- 1 si par·a todo n E: 04 y t.o<.10 

Esta deCinición t.iene varias f'ol'ln.as equivaler1t.es, por ejemploJO Ot 

es nor•ma.l en •& si y soló si ~iNg = 91, pat·a t.oc.Jo ~ ..; i:., o si y sólo 

si t;N = NgJO para t.odo e; .=.;;: •G. 

NOTACION. Si l}I es un subgrupo normal de 1G, se escribir•á lN '4 ,¡;. • 
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OEF'INICION. Un grupo •G es SIMPLE, si los t.inico::: suh:;r·upos normales 

que contiene •C· son él mismo y el sub:;rupo t..riviat, f'ormado por ol 

e-lament.o idant.idad. 

En ost.o t.ra.bajo sdlu so consider•an grupos :fini't .. os. 

Es inmodiat.o del Teorema do L.agrango que los grupos 

ciciicos do orden primo son simples. Así so t.iene una t~a.milia 

iní'init.a do @;rupos íinit.os simples, uno por cada nlÍmero primo quo 

exist .. a. Cabe hacea· ta Ob!:iervación de que est.os son Jos Unicos 

grupos Cinit.os simples y abelianus. 

OTROS RESULTADOS. 

NOTACION. p siempre denot.ará un número primo. 

NOTACION. I <& I • denot.ará el orden del grupo •G. 

PRIMER TEOREMA PE SYLO'W. Sen,¡; un gPupo con !•C·! • pnm, donde 

t"'I ~ t, <p.in> = t, ent.unces 

i) 1G con'Liene un subgrupo de 01•do11 p' pa1~a. Célda t, 1 ::; i ~ n. 

ii) Todo subg:1~upu Q-1 de 1G > de ot'den P
1 
~s un · subgrupo normal de 

al~tln subgrupo de ,e; de orden p t•t pa1'a 1 ::;. i < n. 

DEFINICION. Un p-SUBGRUPO DE SYLOW DE <G, es un subgrupo de •!,; de 

orden p' , donde p'I ¡•Gt y p'.'n•&¡. 

SEGUNDO TEOREMA DE SYLO'W • Sea p t.al que p 11<& I • iH
1

, iH
2 

p-subgrupos 

de Sylow de un t;rupo •&, entonces Q-1
1 

y 01
2 

son subgrupos conjugados 

,Je 1G, es decir, existe g: <S •.G t.al que !H
1 

= :;-1 D-1
2
g. 

TERCER TOREMA DE SYLO'W, SI G es un grupo y p ¡ ¡ .r· 1, ont.onces el 

nUmero s de p-subg:rupos da Sylow es t.al que s: s 1 <mód p) y 
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PROPOSICION 1. Si ~'. 1 <S y ai < •G ent.onces <G .. n i)1) < 111 • 

DEMOSTRACION. Sea IH • ll- n 01 

conS'iderando n1 ..;:: CH, h "= !l-l,. .. 
Cll- • •L') 

m-:: ·t:, h ~ rr-.: 

m-
1
hm "" a.·. 

m-
1

h111 -= CM [l1 QS subg1•upo 

Si Ul < •& y l nx J n " 01 l se llama CLASE LATERAL 

DERECHA de IN en •G. 

Las clases lat.eral&s derechas do Q~ en ·1?-, forman una part,lción de •G. 

Si O~ "4 &,, el produc:i.o de Ohc por ll~y es: una clase laf~oral dorocha, 

9s1.o es, íUxiJ~y = íHxy. 

11:/0{ es el conjunt.o de clases lat~erales derochas de !J~ en 1(!.. 

·t-/(N es un grupo con el product.o ant.eriot• de clases lat..erales. 

Si 1& y it~" son grupos, 'C : -C· i--r •G' es un HOMOMORFlSHO, si 1>ara 

todo x, y, ta •C-, C<xy> • 'f(x)f"(y). 

NUCLEO de t: o Núc C • { x G 1G J f(x) :a e ~ :z N, N <4 •&, 
inversament.o cada subc;rupo Oí '4 1[; es el n.Úcleo de ut'\ homomorfismo 

f-•<x> • ü-ix, llamado el homomorCismo CANONICO. 

Un homomorí'ismo rp de oS sobra •Í:' so dice q\.1e os un EP~MORFISMO. 

Un homomorf'ismo ~ do G en a• se dice ser ISOMORFISMO,, si y sólo si 

1' es fnyect.ivo y "P os sobre. 

NOTACION. Si exist.e un isomorfisnto do I[,; en •G• se dice quo •G y ·(.~• 

sun ISOMORFOS y se escribo •& =t. 1r;• • 

PRIM_ER TEOREMA DE lSOMORF'lSMO. Sea ttJ t •& t-->- 1&• un homomorClsmo 

con núcleo N y sea 'P N : •& .._,... •G/N el homomorfismo canónico. 

En.Lances oxis1..e un Único ison10rf'ismo 'I' : •G/N '-->- 1,(.J:) t.al que 

.pút) = (<p·~\..¡>(x) para t.odo x E •l~. 
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SEGUNDO TEOREMA DE ISOMORF'lSMO. Sean !J y C"" subg1·upos de ::-~, t.alc!: 

que JI <f ·~·, en.t.onces C'"' t1 ~1) 111 ~-, :;-~: es Ul'I Sllhgt•upo de :¡. y 

~ ,/ (:--0 íl 21) ;: =~~; / 1::1 • 

TERCER TEORl-:MA l>E ISOMORFISMO. Si :~/'.!I es un suh:;i'ur>o not·mal de.:;..'}: 

con. n1 .,; J1 , eni.onces U! «< ·G y ·!:-/iJ"' ~ ( f_:./~l}/C:•/Jd, 

La damostr-acidn de los 1·0~1.11t.;..dos ant.e1•ioros se puaden consult~~r· 

en cuahtuiara de l<'ls rofer-encias l4l, 151, 161, 191 O ltOJ. 

LOS GRUPOS ALTERNANTES An, SON SIMPLES NO,AllELIANOS SI n ¿ 5, 

DEFIN[C!ON. Una PERMUTAC!ON ~ohre un conjunt'-' f'init.o C, es un:;:. 

Clll"ICiÓn bf.yect.i.va ;.- : e ->- c. 

DEFINICION. EL GRUPO SIMETRICO de orden n, es el g1·upo de 

pe1~muf~.acionos sohr-e un conjuni~o de n elemenf.os, con la 

opar.aciOn de composicidn. 

DEFINICION. Un CICLO de longif.t1d k, P.s una permut.acidn ··; de un 

conjt.111f.o fini1.o c, si exisi.en c1 ~ c.?, ... , 0:1: -= e t.al que 

:·ce,) = c
2

, ~-<c 2 > = c
3

, :-Ce") c
1 

y 

::(e) = e \.'e .:; e - (cl,c2:, ••• , e¡, 1 • 
Se escribirá -:: = (ci, c

2
, ••• , e,:>. 

•:::ad.a perrnutacidn as: un p1•od1.1ct.o <lt.L ciclos ajenos. 

DEfJNlCJON, Una TRANSPOSlCION, es un ciclo de longit.1_1d 2. 

Cad<'l ciclo es 1_111 pt~otluci.o de t.r.""lnsposiciones. 

Cada per·mut.acidn ~s t.ttl pr·oduct.o de t.r-nnsposic:iones, 
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DEFINICION. Una PERMUTACION ES PAR, si s& puede ex:pr-esa~"" como el 

pr·oduct.o de un nUmero par- de t.ransposiciones. 

DEFINICION. t:l GRUPO ALTERNANTE An, es el grupo f"ormaclo por las 

permutaciones pai--e:s: soi:n;•e, un conjunt.o de n ele1nent.os. 

Ahora observando los pl"imeros valoras do n, so t.iet'le 1 A.2, es el 

grupo Cor,n.ado pot."' la identidad~ As~ es el grupo ciclico de orden. 

pt·imo 3, por.- ~.anto simple. 

A.a no as un ¡;rur;o simple-, contiene un subgrupo 01 <! A.,, de o!'"den 4, 

Q~ D { e, ({,2)(3,4» (1,3)(2,4), {1,4)(2,3) ) 

La demost.racidn de que Ar., es simple para n :!: 5 so desarrolla por 

inducción, pr-1.mero su demuest.1~a que A':). es simple, después que An 

lo es para n. ) 5. 

TEOREMA. Ao es simple. 

DEMOSTRACION. Supóngase c¡u<> exl:ot.e 0'1 4 A<:J, con 

al >< A~. y Dl "' <e> 
como IA• ¡ ., 60 .. 2 2 c3H5> , 

los: posibles Óf'dones para !?"l son : 

pu 1 = ao, s, to, 1s, 20, 3, 6, 12, 2, ó 4. 

CASO 1. Consideresa iN ,. A'3, con ¡o~ 1 = 30 • 

sea íE = ~ -:.• e A5 1 o<xL) iu XL t < A5, 

8 es el grupo de! permut.aciot'les par·os sobra un conjunto de cuatro 

elementos. 

01 n 13 ~ lil 

por el se«,u1nd.o 'teoirent.a de isomor•íismo, 

ent,onces llB / CIB íl OD 1 :5 2, es decir· 

7 

como 1~~1- 2
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f}I = !B Ó llB n N 1 u 6 



ya que .)1 ~ rE, ent.onces :: n :--1 es un subgrupo rle orden 6 <le e, 
pero [E ~ A.¡ y A4 no t.iene suh¡;rupos de 01~den 6, 

1~ii " 30. 

CASO 2. SI ¡01 ¡ = 5, 10, 15 d 20, ent.onces- 5 I IQl I • 
Por el primer t.eor·ema de Sylow i?-1 co\"lt.ianc un sub:;rupo p d.:: 

o 
orden 5 

sea 

como t.odos los p-subgrupos da Sylo~./ son co11.jug:ados, 1::1 cont.ie1,e 

t..odos los 5-sub~rupos de Sylow de A-;., en p:t1·t.icul¿:\1• Cl debe 

con1.ener t.odos lt)s ciclos de 01·den '5 de A-:-., 11".11·0 ,;s1,11s ~on 24, 

es decir ¡~: 1 ~ 24 

con:tr·adie.:iendo que fl!I 1 ::a 5, 10, 15 O 20 

poi• lo t.anto l~l I " S, !O, 1.5 y 20. 

CASO 3. Si j~iJ = 3, ó O t2, entonces 3 f J:;q, 
Por al primc1" t.eorema do Sylow C'1 t,iene un subg1~upo p

3 
de orden 3 

P, :: :J1 -=- A5 

sea a e A'!l, a-1p
3
a = a·l~la = t.-i 

J¡ cont.iene a t.odos los 3-suh.grupos de Sylow de A'!J, ya que son 

conju~a.dos. 

Ji cont.iene f,odos ios ciclos do longit.ud 3r que SOi'\ 20, es decir 

2.1 , cont.r·adicción. 

¡cq " 3, 6 y 12. 

CASO 4. IClj = 4 

·.1 a e, <t,2)(3.4), <1,3)(2,4'>t (1,4)(2,3) } as: \.11"1 

subgrupo de A-:, ele or·der1 4. 

~ no es n·ormal en A-s, por-ciuo si :; =i: <t,5,2') -= · A."J 

Ct,5,2)(1,2)(3,4)(1,2,S> = C2,5H3,4> "' 

por el segundo t.eoren~ de Sylow t..odos los subgpupc.s de orden· 4 de 

A.5 son isomorfos a :; y 1')01· consiguient..e nin&uno ele ellos es nor·11tal 

en A!I. 

1~'1 " 4. 
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CASO 5. 1~· 1 = 2 

Si 21 C"S: un s.ub,;:1·1.1po de or·den. 2, ~1 1 deho? l"'S1.;:u· forma.lo pot· la 

irfC"nt.id.<=1d y por• un.!\ pe1·rnut.acidn C<Juivalent .. e .-"\ <1,2l<3,4), P"'l'O 

(1,5 ,.l )( 1 ,Z)C3 ,4 )(1.2 .5) <2,5><'.3,·t> lo qt.re ii11pJica q11c ~1 no e-;; 

norma.! en ;\:;, 

Por· t;-.1nt.o A..., no cont.j ena suh:;r-upos nor·m.rtl~s de ordf3'n dos. 

Se si~ue que A~ es simple. .. 

NOTAClúN. < ... , :· >1 <lenaL.é\ el suh:;r·upo :;cnet"ado pop U C· . 

PROPOSTCION 2. Si :-, n J :: l < .• 

llF.MOSTRACION. S"'a :·, es suhg1·t.1po Jé . , 

sea :~. = :., U :x U ... U .ix 
2 ' 

COI') .:; • ..:·"z' .... .fx~ 

las dií'erent.es clases lcif.e1-.ales de :.1 i?-n ~-1 , 

eni,onces las clasas laf,crales } e. ~ xz' ... , ~· x~ son dit'al'ent.os: 

clases lat,erales de ~ en <·~, J >. 
Pues si J x. = 1i x j ::.:= i, ent.onces x = kx co1"ll k -=::: 

pero X!, >\ ..; ~ ... , por lo C(UG k O: ~-, y k ..:::; ::~ íl 5 :: J.1 

luogo .... x " :~x t.ionen un elem'?nf.o on comtin x = kx • 
j ~ ¡ . 

cont.parliciendo el hecho de que Jx , .;.,x son ajenas. 
' : 

1. 

Por lo t.ant.o, exist.13n al menos f.ant.as cl~ses lo::ii'f.era}(!'S dU~erent .. o!: 

do) _en <~ . c...1> como las hny de ·:-l. n f.: a-n :-. esf,o es. 

[ <C·. J > : l ] ?. [ "°' : C• (l Q • 

l'EOREMA. Ar. es simple, para n > S. 

DEMOSl'R,~ClON. Sea <e> ~ .... 
t !: i ~ n. 

considérese A •• , = { :· .;¡ A· j .:Ci> = i 1 ~ 11, 

A.•-.-i el g1·upo ele pe1•mut.acionos p.ai•as sobro el conjunt.o 

{ 1, 2 •... , i-1, i+1> ... , n 1 con n-1 ohjof.os:, 
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·'' 
5 S <n-t) ( J"\ y por- hi1>ót.esis do inducciOn '\ .. ,_

1 
es simple. 

,,. 
por la proposición 1, Ql íl Al".-1 • Ar.-1. 

"' 
n1 n A,._, = A,_, ó iJl n A n-1 = <o> . 

{\1 

CASO ~. Si Ar,-1 = t?l íl Ar.-t ·= Cl 

sea i ;.: t, 'IJ i: A.r, t..al que 

l\j •i• 

•¡:(1) a i, ent.ot'l.ces 1¡t
1

A1"1-11// PI A,.,_¡_ 

A 
r.-1 

para. t.odo i ~ 1 

por lo t.ant..o 
'., 

<A , A > e N 
n-1 1"1-1 

.. 
(i) 1\) 

<A~-1, An-1> ~ 

-------- ·= , \. ) e \ ' 
Ar,- i Á?"t-1 

"' 1\.) 

A~~:] [c1 '"] do aquí [<An-1, Ar.-1> ~ Ar>-1 

ti.1 '11 u .. \1 

por otra parte An-1 n Ar.-t An-z es el @;l'UpO de 

per·mut.aclones pares de n-2 elerment.os, 

y el orden de los grupos alt~cf'nant.es es 

11,1,.1 . " 
jAr.-z =1 l Cn-2) l 1Ar.-•1 = f <n-1) ! 

que al consider·a•" el indice 

[ '" ""'] Ar,-1 ~ /\r.-2 
! <n-1) 1 

• f"(n-2) 1 • n-t 
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y aplicando la proposición 2 a Ar.·1~ An-1, s:& t.\er.e t 

"' como Ar\-1. e D4 e An, n m ( "] Al""l-1 a [An 1 01) [01 A.r.•J. "'] 
(" 

Ar..-1 ] !! n se· sigue que ~ "') LOI : Ac.-1 ¡n, 

ent.onces {An:INJ= por consi~uient.e,. ~¡ • Ar, • 

Cont.radicciOn. 
( il 1\, 

Es decir, no pi.Jede suceder· que An-1 íl Ol u A,.,-1 

(i,1 

CASO 2. Supónsase IN n Ar.-1 ,. <e> 

Cost.o es,. si e ~ e E íH, ent.onces .:;(l) ~ i) 

sea VJ .e An ,. to.al que 1p(i) i=1 j ,. i "' j 

(l) <l> !p 
(e) • .'l'(IN n Ar,-1) >p-1 

• (>¡1 IN >p-
1

) íl <'i' An-1 •p-1
) •. 01 íl An-1 

es decir, si a .,: O~,. a ...: o, ent.onces :::: no Cija nin~ún: oieinent.o. 

SupOngase Qa ;it <e>,. sea e ;I!: 'P e n4,. con 

p(i) ,. j j "" i 

¡<(h) "' k h "" j 

sean 1, m P= i,. j, h, k,. t.ales elemont.os e>eist.en porque n ~ 6 

se t.lene que y.i .p 'P-J.(i"> a lJJ 1¡:-(i) • i~·(j) " j 

V' 'P V' .. 1(1') a '¡J -p(h) • :,:1(k) = k 

ademas pOl"'qUe 01 ~ An 
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y 'P-1,11 P ;,,-1<l> .. "J.~-1.,., ,,:<D • ·P-1 1r<:J> • 'P'-1<.P • i 

•¡..'-1'/J p •;•-1<1> a .p-t•µ t-•(h). • ·p·1~,1(k) • 't-'-:L('k) • h 

es decir~ f.'-t,~, ·P 1,..-
1 es un element.o que dej.a Cijo a un element.a 

!, .. ·:::--
1

1¡• 1' •p-
1 

es di:ferant.a do la !don.U.dad poi• enviar 

1 en h. 

Cont.radicicndo <e> ~ (N n A1"1-t 

Por lo ~ant.o o~ = <e> y Ar. es simple. • 

LOS GRUPOS LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS 

PSL<n,F). 

11"TRODUCCION 

Sea F un campo, V un F-espacio vect.orial de dhnensidn n, 

GL<n,F> es el ~rupo Jg t.ransCor~ciones lineales lnvert.iblos de V 

<m V, denominado GRUPO LINEAL GENERAL DE ORDEN n sobre F, es 

decii~ GL(n,F> es el r;rupo de aut.omorCismos de V en V, con la 

operación de composición. 

La función Det. t GLCn,F> 1--->- F• • F-{Ot es un epimorí"ismo y por 

el primer teorema de isomoriismo se tiene t¡ue 

GL<n,F> 
<.:on N<Det.) "' Núcleo de Del.. 

N<Det.> 

El núcleo N de la Cunción det.erminant.e son las t.rans:formaciones 

lineales de V en V cuyo det.ermlnanf~o es t y se lo denomina el 

(;RUPO LINEAL ESPECIAL SLCn,F>. 

DEFINICION. Saa O un grupo, el CENTRO Z de O, est.á. def'inido como 

~1 subgt•upo Z = { z e G 1 'ZX = xz 'Vx -a O }~ 

Ahora se hará ver que el cent.ro del r;rupo lineal :;eneral 

est.á. íormado por las mat.rices escala.res, esi~o es por las mat.rices 

tle la 1-orrna aE, con a ~ F
41 

y E la matriz ident.idad de n X n. 

1:>. 



TEOREMA t. El cent.ro del r;r-upo lineal ~oneral GL<n,F>, 

Z = Z(GL(n,.F)),. est.á !'orrn.ado por las m.at..r·i.ces escalar·es. 

DEMOSTRACION. Sea T E j aE 1 a .o F
0 

f, 
es inmediato que T .-:= Z,. sG demost..rar•á quG :Z. .:: T. 

Sea base de V 1 

t.a.1 que m '\ e V 1-:f, kl u 

y A "' SL<n,F> t.al que 

A(VJ) • Vt. + V j ,. i ""- j, 

A<vk) =r vk si k o'll! j, 

si 1 "' j XA<v l > • X<v l) y 

AX<v,> • A(,_l cklvkl ... 

como XA 111 AX, ent.onces cJl • O, si j ?t 1,. 

.. X es dla~onal, XCvl) m cu vl • · 

Además XACv.) a XCv. + v > a XCv.) + X(v .> 
J " J " 1 

AXCv .) • A<c .. v .> • c. A(v > = c .. <v + v) 
J JJ J JJ J H " J 

e •e 
1.i Jj 

Por lo Lant.o si X conmut.a con la transver·sión A, 

im1Jlica que X es escalar. • 

TEOREMA 2. El centro dal grupo lin9a! especial es Z n SL<n,F> • 

DEMOS'IRACloN. lnmedlat.o d<>l anterior. 

DEFINICION. Al l;rUpo cociente SLCn,f> / Z n SLCn,F), se le denomina 

el GRUPO UNEAL ESPECIAL PROYECTIVO, y sa denot.a por PSL<n,F>. 
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SL<n,F) 

Z íl SL<n,F> 

Si P es un e.ampo f'init.o con <t a: ¡>n e!emant.os CJ> pr-imo)t 

se escribirá SL(n,q>, PSL<n,q>, en cada caso 

respec1,i\famant.e 

TEOREMA 3. Si 1F1 • q ai ¡>,., t ent.Ol)Ces 

L) jGL(n,q> 1 11: Cq ... _t)Cq-.-q> , .. (q'" -q ... - 2 >Cq ... '-q "'1-t > 

U> ISLC'n,<t> 1 • <q""-1>«:{'-q> •.• (q'"'-t{- 2 >qr-t 

iiD IPSL<n,q>¡ = <Vd>ISL<n,q>¡, <l = (n,q-t> 

DEMOSTRACION, 

D Sea et - ~ -:-r,, ·~2' ••• , ;ti"\ un.a base ordenada do V. 

sea A io= GL<n,q>, .. { Ar.;;<
1

, A-::.i
2

, ••• ,. Aci'"' ~ es baso ordenada 

da V,. es dacit" a cada A -s GL<n,q) so le asocia una base <AC·='>;. 

Inversament..e si (: a ~:11 , t?
2

,. ••• ,. :11". ~ es una base ordenada. de V, 

exist..a una t.'rnica A E 6L<n,q> tal que A«:\> a f?,_. 

Est.o muest.ra que hay una hiyección de GL<n,q> en el conjunt.o de 

bases ordenad.as de V • 

IGL<n,q> 1 • nümoro de base ordenadas de V. 

• l'\.timei-·o de bases ordenadas de Fn :;;: V • 

IF 1 • q• implica quo exist.on qr'l vect.or•es distint..os en Y. 

Así para. seleccior1ar- t1
1 

hay q""-t for-m.as. Una v-az: seJoccion.ndo :1
1

, 

para escot;et" 112., no debe est.ar en ol subespacio generado por 

¡?
1
, y se puede escoger de qn-q í"ormas. 

De esta Corma. t.eniendo seleccionados a {?,, ... , l\ t,. !a 

r·est.ricción para t\ ... t es que no est.é en el subespacio g(!nerado 

por { :? , "'t f? }, ent.onces hay q"-q;_, Cormas de esCoger- t? • 
l. \ n '"' n ~-l t.•l 

E1'l consecuencia se Lienen Cq -t><q -q> ... (q -q > basos 

urdenadas de V y 

IGL<n,q> 1 • <qn-1)(qn-q) "' Cqn-qn-1) • 

ii) GL<n,q) 

N<det.> 
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!GLCn,q>j 

!SL(n,q) 1 
w-1 • q - 1 

Porquo el g;rupo rnult.iplicat.ivo de un campo do q elomcnt.os, es el 

grupo cíclico da q-1 elementos. 

!SLCn,q> 1 
!GL(n,q> j 

q - 1 

y por i>, !SL<n,q> 1 • (1/q-n<q"-n<q
0
-q) 

iii> Z<SL<n,q» = { G j Cl "' ZCGLCn,q)} y dct. G = 1 } , 

de donde se si{!';ue que el orden do Z<SL<o,q)) es: el numero de 

soluciones de la ecuación n • o • t en F. 

Por- ot.ro lado los elementos do F• f'o1·man. un grupo cíclico de 

01 .. den q-1, y t.odos ellos sat.isí'acon x·:¡-i s:i 1 

Sea d . Cn, q-1>, exist.e1-. ent.er•os r, s t.ales que d . nr + Cq-t>s . 
i ' ·::< 0

r.r•1.:¡-11• (.:.'"'r)(.;/':¡,-J.ls) cc.r•r <ci'"') 

d -i 
r. .. i n . <(t. t. 2. .. ·::< ... '" porque . "' 

por lo t.ant.o bast.a encot'\t.1,ar el nümero do soluciones de la 

ecuación .:,r:i • 1 , col"a d = <n, q-1). 

Como x :i.-•-1 i..iene q-1 ratees dlf'ere1'\t.es en F, a s.ahet' t,odos los 

element..os de F+, x~-1-t se descompone en q-t C'act,01•es Lineales 

dif"erent.es. 

El polinomio x~-1 diviJe a x 1- 1-1, lo q1..1e imtllica qt.1e xd.-1 se 

descompone en d dif'er·ent~es f'act..ores lineale.s, lo que quiere 

deciP que el orden de Z<SL(n.,q')) es d. 

Así, 
jPSL<n,q> j 

¡sr-<n,q> 1 

jZCSLCn,q) 1 

1.5 

jSL<n,q> j 

d 
con d 

a 

<n, q-1> 



En lo subsacuept,e :;a considcwa l;. .simpUcid.oul de PSL(n,q>, 

con <n,q'l ~ <2,2) y <n,q) ~ <2,3), par.:-.¡, )o cual sa hl.Ls·oducen 

lo~ e1eir.ar1t.cs necnsarios, 

Saa V un espacio vact.ori.al de dimensidn n> sohre el C.Alll[lO finit.o 

F. Un HlPERPLANO H du V, os un subospacia do V, de diinon$lÓn n-1. 

OEFINlClON. Una TRANSVERSION de V segt.in al hiper11lar"to H, os una 

Cuncidn lineal T : V 1-->-- V t.al qua 

j) TCv) = v para t.odo v ~ H 

ii) T<v>-v ..;¡ H para t~odo V .: V. 

DEFINICION. Sea V un F-es1)acio voct.orial, el ESPACIO DUAL v• de V 

es: el espacio vect..orfal do la t.ransf'orm:.ciones lineales, 

,:..l V ~>- F' , llamadas f"uncionalos • 

LEMA 1. Sea T una t.ransvorsidn dif'erent.o de la ident.idad E, según 

* ol hiperplano H y sea. µ --: V una f"unciona.l lineal do V, con 

H a NÜcleo do µ, ent.oncos e><.ist..o O ~ a -=a H tal qt.10 

TCv> = v-µ(v)a, para t.odo v E V. 

Inversament.e, si µ e v·, µ ~O cara O ~ a -a V y ,u<a> .. O, 

ent.onces e><ist.e una t.ransvof'sidn T ; V i---r V. sec;ún H i:: NUc f1 t.al 

que T(v) m v-µCv)a 

DEMOSTRACION. 

"* > V = H e <w> con µ<w> :s 1 para alc;Ún w e V 

sea a = w-T(W), a -e H por deí'. de t.ransvorsipn 

a. ~ O ,. ya que si a = O TCw) a w .., T = E cant.radicclÓ1'l. 

sea v .;;. V, _. v = h + cw con h e H ::a Nt..ic µ. 

,u(v) = µCh) + c.u<w> = O + c.1 = e 

asi, T('Y) = T<h) + cTCw) = h + µ(v>T<w> 

= h + µCv><w-a) 

= h + ¡...·Cv>w - ,:;CvJa 

= h + cw - µ('\/)a :i;; v - .u<v )a.. 
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...,) Saa T t 'I/ _,_ V t..al que T(v) :r: v -z...<v)a 

coma u .:; V , µ. ..: U y O ;I!: a ..:: H = NÜc u 1 T qs- Unaal . 

Si v .;: H = Nt.'1c: 1.:. , ent.oncas T<v) "'' v_. 

además TCv> - v -= µ<v)a. ..::: H • \f v ~ V, 

por lo t.ant.o 1' es t.t"an.:sversién de V sc~ún el hiporp1.ano H • q 

Sl T es: una transvet•sión s:e~ún ei hiperplano H y µ ~ v• con 

H = Núc ;; y O ~ a -e H, se ascribir·á T = <:.1, a). 

LEMA 2. Soa H un hiporpJano da V y O ~ _u -::. v• t . .al que NUc .u .. H. 

Si u' e!a· ot.ra Cuncional lineal de V con Núc u' ;9 H, el\LQnces 

DEMOSTRACION. Sea V e H -:o <w>, w -=: V, 1.al que µ.(w> ~ o, ent...onces 

si ,:t = u'(w)/;..:(w), sea h • µ'-.::µ, la "funcional linea! sobre V, 

Si v .;;:: NÚc µ 1 h<v> a µ'<v> - 'JJ..!(V) m O, poN¡ue H • NUc µ 1
1 

además h<w> e J.J'Cw> - oµ.<w> = O 

es decir h es cero en V u H s <w> 
h. D Q 

LEMA 3. Sea H un hiperp1ano de V y TCµ, a) ~ E una t.ransvet•sión.. 

de V seg:Ün H, si T • T<µ' , a'>, entonce~ µ' • <:.tµ y a! • '.:t'a . 

DEMOSTRACION. 

T(v) a v-µ<v>a 

ant.onces, ¡..t'(v)a• • µ<v>a 

y poi· el lema a.nt.erior ·.:~w<v>a' z=i. .w<v>a 

luet;o a croa' 

LEMA 4. Sea H un hiper-plano de ta.tes q!-Je 
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Núc .u ,'= Núc ;.t' n H, 

Si Z ~ {T<.u, a) 1 a <i 11 ~ y Z' = {T(µ' ~ a) I a "':i H ~ 

DEMOSTRAl:ION. Sea TCµ, a> ~ ,e 

como µ' • ~"'u papa algún <.."f .¿ F, ..¡.. T(µ> a> • T<u', ·~ ~ 1a> ..,; 2' • 

Inversamel'l.t..&> TCµ', a) a T<.u, •.:·a) .; ;;;,· 

.. 

LEMA 5. 

{) T<µ, a.
2
)1T(p, a

1
) a T(µ, a

1
+a

2
), 

ii) T<.u, a) ·T<u, -a> A T<µ, a> a E. 

DEMOSTRACION. 

i) (T(u, a2>•T<1~. a
1
> J<v> a T<µ, a

2
><v-µCv)a.

1
> 

a f{, 

• v-J..:(V)a
1 

- µCv - ;-<v>a
1
)a

2 

" v-µ<v>a
1 

- (µ<v> - µ<v>µ<a.,> )a
2 

= v-µ<v>a
1 

- µ<v>a
2 

a v-µ<v>(a
1
+a

2
) 

a: T<µ, 3 1+a2). 

U> T<.u, a>•'f<,u, -a> 111 T<µ, a-a> =- T<.u, O>. ·• 

Si H es: un hiper1Hano de V y µ. -s v'° t.al que H • NUc µ, ent.unces 

Z<H> = { TCµ, a> 1 a s H ~ 

es el coujunt.o da t.oda.s las t.ransversiones do Y sogún H • 

Del i~osult.ado ant .. erior se desprenda- quo ..Z<H> as un grupo 

abeJia.no, atlentás isomor("o a H, en ef'ecto : 

Sea .,_) : H 1-->- ~ t.al que ~(a) a T<µ, a), se t.iene 

'P(a
1
+a

2
> = T<µ, a

1
+a

2
>-= T(.u, a

1
>·T<µ, a

2
> = -:.<a

1
>'P<a.,_? 

lUe#;O •p es homomorf"isino. 
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Sea T un.a t.ransve.,r·sién de V segU:n H" por el lama 1, eJdste 

a.,¡ Núc u im H con ,u -= vº t~éi.tl qua T(v} • v-.:...(v)a 

es decir p as sobrt+. 

.. ~<a> = E ~ T(:..:,. a) 

TCu, a>Cv> 111 v para t.odo v -a V 

~4 v-u(v)a, de dunde se t.icne qua 

para t.odo v -a v. 
así, p es iuyect.tval' 

de donde se sigue que- ·;.."' es un ls:omor-Cismo de H a ~ 

LEMA 6. Sea .a. .;¡¡ V, µ
1

, µ
2 

.¡ v• con .a -s Núc ,:.:
1 

n NÚc µ
2

, o&nt.oru.:es 

T<i..:l., a>·T<µ.i, a> ca TCµ
1
+,u

2
, a>. 

DEMOSTRACION. 

f TCµ" a>•T<µ,o a) j<v> n ( TCµ
1

, a) J<v-µ,Cv>a> 

a v-µ
2

<v>a - uJv-µ
2
<v>a)a 

• v-µ
2
<v>a - (.u/v> - µ

2
<•->µ,<a> )a 

• v-u
2 
<v>a - µ

1 
<v>a 

• v-(µ
2

Cv) •· .u,<v> )a 
a v-( J.1

2 
+ µ 

1 
)Cv)a a TCµ

2 
a> • • 

Considérese J' a a { T<µ,. a) I µ. -=. v• y µ(a) a O J, por· eJ lema 6, 

dado TCµ, a> su fuver•so es T<-µ, a) y el elemento neut.ro es 

T<µ•, a) donde .u. es la !"uncional nula, así se tiene : 

LEMA 7. es un subgrupo de GL(n,.q>. 

LEMA 8. Si T es una t.ransversi<ln, ent.or..ces: r .a SLCn_,q). 

DEMOSTRACION. Sea T una t.r-ansversión, 

y f~ ·ca { f\ 1 (f
2

, ••• , (1n-t} una base úe H • 

si w s H,. r;1 = { ¡1
1

,. ¡"?1;,. ... , (?r.~s. , w t es base de V 

'I'({3\) = t\. para 1 :S: i $ n-1 
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TCw>-w e H o+ 
n• l 

T<w>-w =.E at1~1., 
n. 1 

l'(w) = w + I: a t! 
' ' ' . ' ' . ' 

( T ](1 M [~.~.:::.~;] 
00 ... 1 

y 

por lo t.ant.o T G SL<n,q). m 

LEMA 9. Sea .r el sub<;rupo de SL(n,q> generado por las 

t.ransversiones, ent.onces l' es: normal en GLCn,q>. 

DEMOSTRACION. Sea T una t.ransversión de V según H y O s GL<n,q) 

(GTO.')(v) • <OT)<G"'<v» 

a O( o"'<v> - µ(0. 1Cv))a] 

con H = Núc µ, a E H 

• v-,u(o"'<v> )G<a> 
• v·(µG.')<v>G<a> 

GT0-
1 

• T'(µG-
1

, O Ca)) es t.ransversiOn set;Ún 

NÜc µG- 1
, bast.a ver qua G<a> e Núc µG- 1

, 

¡>ero µG. 1
( G<a>) • µ<a> a O • • 

TEOREMA 4. Las t.ransversiones Generan a SL(n,q). 

DEMOSTRACION. La demost.raciOn se hará por inducción sobre n • 

Primero se demostrara. que para t.odo G .e SLCn,q), 

exisf1G X e J"G t.al que XCv
1
> = v

1 
con O ;e vl s V. 

sea O :f! v e V y sea v' = G<v>, v• :it. O 

Caso 1. Supdngase que v, v' son linealment.e independientes 

en.t.onces v•, v'-v t.ambidn lo son. 

sea µ E: v• t.al que µCv') a 1" µ(v'-v> • O 

consid~rese T = TCµ, v'-v), así 

CTG>Cv) ::i: T<v') ~ v'-.u(v"){v'-v) = v"-(v'-v) = v 
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es decir TG y XCv> v. 

Caso 2. Supóngaso quo v, v'-v son line<'t!ment.a deponclient.es

ent.oncas v, v' lo son ~ G(v) = ·v1 i:.c cv. 

sea. w .;z V con w ~ <v> y . 
sea µ' .¡;: V con µ 1 (V) cr i, µ'(w) -= O 

considérese T' e TC,1 .. /,w), se t.ianc qua

GT1(v) :;z G(v-µ'(v)w) :: GC\J-w) 

v,, v-w linealmente independiontos,, G inyect.iv.a,. inlpUc.an 

que G(v) y G(v-w> son linoalment.e indepondicnt.es:. 

Es decir, GT'<v> = G(v··w) -e <v>, lo cual lleva al pi~irnor

caso, por lo t.ant.o e>dsto X -s .7.GT' t.al quo X<v> = v 

para al~ún O ;'11!' v e V. 

lue~o X E .JGT' = 7"T"G pal"'a algU:n T" puos .J· < GLCn,F') 

X E :r T"G ~ .JO 

Ahora considorando V = V/(v >, donde X<v ) = v 
l 1 l 

X induce una 

transf'oNnación lineal X 1 V.,._>- V def'Jnfd.n por 

XC v + <v > > " XCv> + ('7 > 
' ' sea(?=- v

1
,.v

2
, ••• , vn> una baso de V , 

entonces i v
2
+ '.:v

1
>, v

3
+ <v

1
>, ... , vn+ <v.a? >es baso de V/(v? 

y dhn V/(v > a n-1 

' 

1 = det. X " t.det. X 

a .. 
a,. 
a 

r.2 

y 

•.. a ] lr, 

... a 
Zn 

..• a 
r.r, 

Si n = 2, dim V ~ 1 y X w E ya que 

SLCn-1,q) , 

det. x :t 
ademá.s Xcv+ <v > > ""' XCv> + <v > e: v + <v > 

l l 1 

.. XCv) - v E <v > 
l 

es decir,. X es t.ransversión sa~ún ol hiper-plano <v? 
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como X .a .TG~ X = <n~T)<.1, T\ ..;¡ ·' 

luogo, c-:>rr.Q X os t.r:;p.nsvo1•sidn, ont.oncos G os product.o do 

t.rans:vars:ion..,s. 

Sea n > 2, X.~ SLCn-t, q) y supóngase que 

con t..; ..:z V • y 

sea íl : V .....__:-- V, íl(v) ::= V ~· (y? el homOmOf'•f"fSll\O canónico. 

y sea '"'~ 6 V t.al quo íl<wi.> = 'rl 

definiendo w\ -= v· t.al que 

....! (y ) = o, 
'· ' 

si v ..; V,. 

~ (v > 
'•. J 

;:; (y) 
'· 1 

j 2, 3, ... , n 

o + " µ cV ' + ••• + .:.f µ cV > 2: l. 2 ,., \ ri 

'j:;i.c.:.12V:t ....... + ,;.il'\Vr,> = !3'1.cV> 

:ii::: t, 2, ... , n 

est.o es, para 1,odo v <a V se 1.ieno quo .ui. <v> = ;:i't <'V> 

y µ Cw.) 1::1 ;i. cW ) = o, 
\ t. ... " 

.•. µ.1.,. w~, definen una transversión 

y X<v,>= v, 

V + 0 

' 
V 

' 
para todo i. 

se t.iane KCv
1

) a ( íl, T<µ ... w,> f 1
X <v

1
) a v

1 

.ahora 

v - µ cV>W 
' ' 

=i: V - u.,_<v>W~ :a v - :....,_ <v>w~ 

=::T(,.JL' ..,:¡~ 
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por lo t.ant.o 

por- deCinición de X ,. XCV) + <v? = X<V> = n. Te;:;._, wl. ><V>, 

ont.onccs 

ó X<v> ,.. íl~ T<u .. ' w1. ><w> + cv 
1 

do modo que 

K<v> • e n, T(µ .. • Wi) f' X <v> 

• e n, T<.LJ1.• w,> r'c íl T<µ. w )(v) 
' ' ' 

~ Cn,T<µ,, wi.> f'(n,T<u,, '\/1.) )<v> ... 

;s V + CV 

' 

da aquí K<v> - v e <v > 
1 

es basa da V,. y 

K<v) 1:11 V - a V 
~ " 1. l 

y por lo ant.erior 

cunsidorando ahora, una baso dual de {?, 

TCo,. a v ><v.) 
J J l \. 

si 
si 

l J:ll j, 

i "' J. 

V -¡;¡.<v. )a.V = V - ó a V 
\. J \. J t. \ iJ '1 

23 

para algún e ~ F, 

+ cv,) 

Cn,T-
1 '"< W) )<cv > 

' 1 

y 

XCv > • " 
1 ' 

K<v) = v . ' 

donde ó . . = 0,.1. 

" 



= ( íl T<;..·, a.
1
11

1
>)Cvt - ª .. v

1
) 

j·l J 

y como para. cada j > 
(l'C,oJ,. alv 1 >)Cv~ .. alv

1
) 

por lo t.ant.o K 

= ,, - a v - ::· <v -a y >a v 
t. l J \ "l l 1 

= v\ - a,v,, = K<vt> 

es decil• K es JJr•u<luct.o de t.ransver-sioues 

ya que J<'. = ( nit(ut, wi.>,f 1
X se t.iene X• n,_1'<:...1,_, "'t) K 

y como X .::: ,x·o, X = T'G, con 'f' -= r 
ftnl.011ces T'G = íltT(µt., w,) K 

U • <T')-
1 

íltTCut, w,) K 

t.ts decir,. las -f.ransversiones ~eneran a SLCn, q). 11 

LEMA 10. Sean H, H' hipcrplanos de un F-espacio vectol'ial V 

de dimerlSidn n, y sean O ;¡é a e H, b -s H, O r:= a.' e H",. h' -e H'. 

Ent.unces exisf.o A s GL<n,q> t.al que A<H> 

y A<b> ~ b', 

Si n ~ 3, A se pueúl! uscog:er on SL<n,.q ). 

DEMOSTRACION. 

Sean { a
1 

=a, a.
2

, ... ,. a,.._
1

} y { h
1 

=a', b
2

,. ... , h,.,,_
1 

Uases de H y H" respect.ivament.e y 

{ ª1' ªz~ ... , ª!"1-t' ªn = b }- y 
bR.sos tlo V 

S~a A : V .....__>- V 

A<:";\) = b,. 
' ' 

i = 1, 2 .•..• , n. 

es ituuatHat.o que A -a GL(n,q), atlomás ACa) = a', A<b> = b 7 
• 

Si n ~ 3 sea C : V 1--r V dt:t.Cinida por 
r a 

C(at) .u t <~et. A>-'a2 

"2 

l n 2 
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A'<ri > f\C(.ct) = A<.-=t) .,. 
ACCbl ~ A~b> = b' 

/\' . -· AJ :: 1. 

.. 

t..F.MA 11. "fod~s l.rts t.t·.:'lusve1·sion.P.s de V~ son con Jll~:~d;.ts en 

(';t_(·n;'l) y si n !!. 3, t1antl>i~n S:QO i;:onjug~rla..s en Sl.<'n,tt >. 
~i n. s l., los ~··up .. .:>s ~{({) snn cnr-ju:;~do.~. 

DEMOSTR/\CinN. 

Se.:::tn las t..ransv~r·sion':ls T = TC.•, ,,.) y T' = T 1 <t"
0

, ¡::\') 

h' -= Y, ~·1.b•> =i 1. ~nt.onriots b ..:= 11. h' """'U', 

,':\sÍ ror e-1 l~rn~ rtnf.Brior, ~xis-t .. e U -= (lL<n,q) 

t.y si n ~ 3, <3 +.: SL<.n,q) > 
1";(.b) :e b' 

•=onslrler:-:l.ndo V = H' .;, <b'), se t.['(!ne que d'imost.1•<:\1• 

<•TG'-1 f H .. I' IH 

... y 

c:onl'.> G(l{) = 11', si x' -= fP. axist.e x ~ H , t,::.1 t.pJe \."1(;-c) x' 

1'i X '" (.j-l{X' ), 

<ü'f0- 1 ><x'> .. •Jff.0-J.<x'>>,.. «j'f(x) • Gtx-·.« .. XHt} = G<x) 

t, 

y T"'<:-c') = x' puesi.Q q'Je x> .;: H•, y T' t-s t.t·ansve1•siÓn se:;Ü:o H~. 

(G't'(:- 1 ><x') - G<x"> • X' ;,t p,- ... ') 

.;r.ho1•.fl (0TIJ-i.)c.h 1 ) • <.(;''1')<.b> ;-a ü(b-.:..<l.ht) • (i<h>-C.~<;,.),.,. I)'-~' 

y T'C:h'J :ir. bp-1.J'(h')a' = h~-;.-t' 

1!°"" •Jo1tdlo3 t<;'fO~i)ll>'> • T'C.b') 

;?<H> = { TC1J, J..a) f-0 ;it. ;'t.;;. H, ... .=. F} 

:r.:<lt') :ir. { T<: .. l, ~~a') I O ;c. a' .-: H', ' -1- F ¡. 

b e H. con w(b) = 1 y b' -e U. 1 con _w'(b') = 1 

i5 



~nt.oncA:s: exíst.e G .¿; SL4.n,qJ t.al que Gc..aJ = ca', G<.l.J) = u~ 
se- t.iene- l.IUl;:!' 

(f;T<t..., •C:t)t;-
1)<a.') = [ur<...,, .1.~ü)<c- 1 a> • ú(c-1a - •.·(c-1c:..>>.ét) 

e (i<c- 1
-.::,;J 1:z c- 1G(d) a. a" 

.-Je •~ misma ior-ma 

(GT«•.! 1 •aHt- 1 )c.h') = (OT<'._., •.aJ )<b> :o; l{b - ·-'<.bJJ·.a) = G<U>-.·.G(aJ 

:::: b'-.•.ca' 

T<--·', .•ca'><b') = h~ - ._.:ch 1 >-.ca' = h'-·.ca" 

·~nt~o1·1~as: c..(~Tt;.:, ~_aJt( 1 )<..h') ~ T< ... 1', \cai')(L') 

(·¡'f(,:.~, .• . .c:t)f,-
1 

a T<.·.1', ·,~a' 1 

Aul.es da cu11\..inua1> con nuesLr•os r•esutt..atlos,. s~ 1•1:1c;uur•<lcu1 ot~ros 

r.:oncopt.os. 

OEF'INICION. Seari a. b ~ {·, con •C~ un 1;;ru110, e :r Ca,bJ w. a.- 1 1.J -La.U, 

;,os el con111ut .. ado1• de a y h. 

OEF'INICION. El sub~r·upu ·G' de ·G, ~en~r::-tdo pot" los conmut~aUores dH 

,;, se .Jenom.ína SUDGRUf'O CONMUTADOR o SUBGRUPO DERIVADO dG •C·, 

OEFHJICJON. El St:;t~unúo ~:fe1•ivado de •C•, 1L:.·.".' ~s <C~'>,. y en Co1•1na 

i1)d1Jcf,iva se puet.J~ Cl~finit• e! n-ésimo Ü~l~ivatJo tJ~ {•. C(Jll\Q 

('t·"·-·· )'. 

TECREMA S. Se:.\ ·L:O un ~t·upo y 1i < {., ent.onces l.as si~uienf..t'S 

o:"Ondiciones i) y ii> s:on aqu1v¡:ilent..os 

ii J ti-t ,. 'L~ y •G/Q; es ;:l.bcliano. 

DEMOSTRACION. 



por ot.p;<\ po.rt.e se~n :;, k ·!l .(. 

(~,k] = t;-
1
k-

1
c;k -'i ~' = Ll.4 

tii:- doru..te 

y 

:;J<"fri:: kg•}·I 

g:~kíl1 p: k\!!:; 1r 
P.S det:ir ·(;/(H e~ ~bPiiano. 

R 

Ahor.:'l se derine lo q11P. es un ~pupo s,,luhle. 

OF.FJNLCJON. Un :,t,;Pupo •G es SOLUf<LE, si G:Xist~en :;.ubi;rupos 

(• = Ül :.; 11~ ::.. ~~ =- .,, ::- HI 
.. , !. z 

es ab--=-Ji A n.o. 

1'E:OREMA 6. IJn. gPup~ •& es solublo, si y sdio si •$ i., 

.algún k. :: t. 

PEMOS'!RAC!ON. 

1.N / l'l abt;!'!i1-tno 
" ' 
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~I / ~I aheliano 01' e 
' 2 ' 

OP e 
2 

Ol / Ol abe liana 
2 ' 

s:ucesivament.n 

.. ) Si ..r;'b • <e> pat"a alc;ún k. 

ent.onces, 

por el t.eorema 5, 

l1.1ego 

Dl -!:·'2' 
2 

Ol of:,'31 
9 

Oli-t/ IU\ ª l'G"·-1'/ (¡;.'u ª .¡:.11-11/ (if/·-u J:1 

por lo que 01~_ 1/ ~\ es aLeliano 

pur lo t.ant.o <& es soluble, 

e 

e 

C~' Ol 
... .- ill' -= y <!:· 

' 2 2 

OP e Ol ir.'·'º e Ol' • 3 • 

• 

El siguient.e result.ado muast.ra qu& es el subgrupo derivado de 

GLCn,q> y de SLCn,q> para Cn,q> "' <2,2) y Cn,q> 

post.erior-mcnt.e se analizarán est.os casas. 

TEOREMA, 7. Para n ~ 3 y <n = 2, q > 3), !:e t.ieno que 

(GL<n,q> )' = SLCn,q> = (SLCn,q> )'. 

DEMOSTRACION. Como GL<n,q)/SL<n,q> ~ F• 

abollano, pu.it" el f.oorema 5, so t.ione que 

Ahora., :¡¡ (SL<n,q> )' = SL<n,q), 

y este Ült.imo es 

( GLCn,q) )' ::;; SLCn,q). 

como ( SLCn.q> )' ~ ( GLCn,q) J', ent.oncos se 1.endrá. 

(GLCn,q) )' e SLCn,q> = (SL<n,q> )' <.: (GL<n,q) )' 

y SLCn,q> = (GL<n,q) )' = (SLCn,q> )'. 

Poi· la t.ant.o l.Jast..a cJemoslrar que (SL<n,q> )' = SLCn,q) 

Caso 1. Sea n ~ 3 

sean. T y T' dos t.!~ansversiones, por el lema 11,_ exist.e G e SLCn,q) 

:is 



t.ul que GTG- 1 
;ai T', ... GTo··tT-1 

Sii T'T- 1 
tE ($l.(1s,q) )• e SL<n.q> 

T. T' est.án en La núsm.a cla~e lat.erai darecho da (SLCn .• q} )' en 

SL(n,q>, en.t.onces t..odas las t.ran.svers.:\one.~ est..d.n ori la misio.a clasa 

lat.er•al derecha. 

Sea H un hiper•plano de V y TCµ, ~\>, TCµ, a'ó!) transvcrsd.on<?s :s:e~Ún 

H, como u 2. 3, dim H ~ n-·1 ~ 2, 

sean ª.i' ª:z -s H, Ldlas que a
2 
~ O, O ;:e a

2 
~ -a

1 
así TCµ, .a

2
)•TCµ, a

1
> = TCµ, a

1
+a

2
) ;;rt E puesto qua a

1 
+ ª..: oc O 

es decir en (SL<n,q) )" exist.e al menos una t..1·ansversidn diCercnt.e 

de E, como t.odas las t.ransversiones son conjugadas en SLCn,q) por 

el lema 11, si T' es ot..ra tr·ansver·sidn, existe G ~ SL<n,q> t~l 

qua G- 1TG rm T' 

y T' ~ GTG e (SLCn,q> )' porqu<> (SLCn,q> )' ~ SLCn,q) 

Por lu t.ant.o LoUas las t.ransversiones ost.án en (SLCn~q) Y 

y 

Caso 2. q > 3, 

SLCn,q> •= (SLCn,q) )' 

SLCn,q> e (SL<n,q> )' • 

n = 2, 

considérese V cr. <v 
1 
,v 

2
>, sea T una t.ransversión 

con TCv
1

) a v
1 

T(v
2

) = v
1 

+ v
2

, Tes lnvert.ible 

es decir T -e G'LC2,q) 

q > 3 o+ exist.e d E F, con O ~ d 2 
;r= 1 

por•que F• es un ~rupo cíclico de orde111 (q-1). 

ahu1 .. a sea G ~ GLC2,q) con G<v 
1

) n dv 
1 

y 

G E SLC2,q) 

se t.ieno GTG-1 Cv 
1 
> 1:11 GTCc.l ... 1v 

1
) ci G<J- 1v 

1
) :ca v 

1 

GTCUv ) n G(<lv + dv ) • dzv ... ,, 
2 t 2 l z 

y 
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-as d-ecil·, 

¡.. V - V 

" . 
1'-lG'J'ú~J(V2 ) - V;> - .... ~/1-<12 ) (V

1
) 

}>or lo t.~nt.o 'l'. 1 G'l'(J-J es '.tna t.ra.1'lsVt-P.sidn dii.t&Pent.a- .Je F:, se-~1jn 

H .. <v,>, y r· 1 G·n;- 1 -= (~:L<ri..-p )' = E, 

C<'tuo 1.od.a.!; 1.:=is t1•ansve1·sionos <l~ V son conju~adas E.-n. l•LC. n,q- >. poi· 

~I lema 11, y (~L<.n,qJ )~ 1 <JL<.n,•..¡), o?1·,1.onces $L<11,4) cont.ione .a. 

t "'JO f'tl ~l·upo :;•.Hl.~rad\J por eUas, que es SL<n,q>~ se~lrn el 

ifiL<?.,;!) 1 

fSL<.;¿,2) f 

!\ (1 '} = Lt o y f< = ["1 Cl"J " Gl.<:!,2) 
.t !J 

pe1·0 Afl ;e OA,. por t.A.nto GL<2,2> no r.:-s ~b~li.ano y 

<t.1.<2,;.n ~ SL.<.~,2> =: .S~. 

(GL<"2,2> )' = (.SL<2,.2.> )'= Aa, an o:!l'o•.::•.Q: 

s~a 1H =- ((l, 2,. :;J)> 

'font.o!lC'lS S' < C-1 
J 

l' 

s• . 1, por<¡uP. Sa no es abeLiano, 

(<H.<.2,2> j' :z (SL(2,?.) )' ~ A3 ·.: S# = SI.u .. ;.~,7.> , 

¡m.<Z,~> f • <:i
2
-t><:J2 -3> = -tu 

¡sLc~.:n 1 .. <:1
2-1><:1> • ;¿.~ 

Stl U\OSt.1•d1'á que (GL<2,3) )' = $LCl,!~>. 

GJ..'2,3) 
= ~ t, 2} • :;rupo rnult.iplícativo d~ f' { IFJ 

:m 

3). 



( GL<2,3) )' SL<2,3) 

como {!, :q 

n 
GL<2,3) 

( (lL<2,3) )' 
{ 1, 2 f GL<2,3) -...>- -----

Sean T , T t.t•ansversiones, ent.ouces 
• 2 

GL<2,3> 
porque ------ es abelia110 

( GL<2 ,3> )' 

l' .,{íl<Tz') a ·;{íl<T
1
>) = <l 

Sea T a: TCu,. a) ~ E. a -= Núc µ, 

T<t.:,. a> 11 TCµ, a) = T<µ, 2a> ;.! E porque 2a oc: o,. car F a 3. 

(·i'íl )(T<µ, a> )(•píl )(T<µ, a)) = ll'íl(TCµ, 2a>) 

y .. <l • 1 

f1<T> "' (<JL<2,3> )' T -: (GLC2,3) )' 

y como las t.ransversiones seneran a SL<ntq>,. ent.01u:es 

SL<2,3) e (GL<2,3) )' (GLC2,3) )' n SLC2,3). 

Ahora se har-á ver quo (SL<2,3> )' ~ SL<2,3>. Sea 

K .:; (SL<2,3> )' 

" . [: ~) b - (: :} a-1b- 1ab • [~ ~) 

" m 
(• ~) b • (~ ~) a- 1b-1 ab 11:11 e ·1 l,2 • 2J 

... , l:l r: :} b • (~ :) a- 1 b-1 ah l~ •1 
•) 

""' (: º1 b .. (~ :) a- 1 b-a.ab a (: :) 2) 
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Lt • e :J b a (: ~J a-1b-1 alJ • ("1 
2 •J 

a~ (~ 1) b = (.: . ) a -tb - 1ab = (: z) 
•) iJ oJ 

a• (z •) b m [7 :J a-1 l.t- 1 ab • (~ ~) l• •) 

Se veriíica que K es un subgrupo de orden B y es el Único 

2-sub:;rupo de Sylow de SL<2,3), puast.o quo los eJement.os de 

$L(2,3> - K son de orden 3, como : 

o bién de or~den 6 1 como 

K ~ SL<2,3) y como JSLC2,3) / KJ m 3, 

SL<2,3> / K es abeliano 

(SLC2,3) )' :S K, (SLC2,3> )' = K 

y ( SL<2,3 > )' " SLC2,:)), 

DEFINlCION. Si n es un conjunt,o y <J3. un g-rupo, entonces íl e~ un 

'G-CONJUNTO, si existe una Cunción 

• : •& X n 1-->- 0 dcnot.alla por· ... Cg, ><) _,_ g><, t.at que 

i > 1x = x,. 

il) t><hx> = <:~n>x 

p~r·~l todo x ..:¡¡¡ O y Lodu g, h -S •l~. 

Si n es un .f:-conjunt.o , se die~ que ~t:o act,ú::.. sobre n, 

DEFINICION, Sea V un espacio vec'torial <n+t>-dimensional sobre un 

cQn1po f" cualesquiera dos vect.ores v, w 

EQUIVALENTEMENTE PROYECTIVOS si o>cl.st.o un 

t.;on w = rv. 
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De est.a manera so f.iene dof'injda. una rel::ad.ór.. de equivalencia 

en v'"·· 1
• 

El vect.or nulo CoT'ma uoa clase de equivalencia por- sí mismo. 

La clase do equivalencia quo contiene al vect.o\ ... v, sero-l denotada 

por fvJ y ovidént.ement..a. !vi -= lrvJ par-a t.odo r ;;it! O, 

OEFINICION. Cada clase dif"erent..e de lOJ, as llamada un PUNTO 

PROYECTIVO, 

DEFJNICION. El conjunto de todos los: puntos pt-oyectivos et'\ vri•tJ 

es el ESPACIO PROYECTIVO DE DIMENSION n, sobre F, denot.ado por 

IP 0 <F>. 

AhoraJ considerando el ~rupo PSLCn,q) y el espacio proyectivo 

(P,.,_,,<F>, se tiene que • : PSLCn,q) u ¡p'"'-1 CF) 1->- í?'"'- 1<F> dada 

por (r;Z<Sl.n,q)1 a) = <i;<v>>·, c:on ~ <=: SLCn,q) y a -= <v>i es una 

.función. 

En ef'ect.o si 

(:;Z, <v>) = (r;
1
Z, <u>) (e;Z = g

1
Z y <v> ~ <u>). 

entonces ¡;-1g
1 

G Z y u 1111 rv, r- ~ O 

<g:
1
Z><u> = <c/O u: <s

1
<rv>> = <rg-

1
v> = <g

1
v> = (g-h(Y)) para 

algún h. .;: Z. 

per-o Z ,. (.,E 1 o "' F• f 
<g

1
Z><u> = <ccrv> zz. «::i-Gv> :.:: {g(v)> = <~Z)<v> 

De hecho cada c;-Z es una per~mut.acidn sob.t·e !P~- 1 <F>. 

Sean a a <v>, b • <u> '!i IPr'-'<F> t.alos que (f:»Z)<a» "' (:;Z)<J», 

ent.onces <~<v>> :; <:;(u)> 

... y .. u= av y <v> <u>, a• b. 

Sea b • <u> .; a=-11
-

1 cF>, u <'!: V~ existe v ...,;;- V tal que g<v) = u, 
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cnt.oncus <cZ)<v> = <u>, 

por lo t.anto gZ es ua).C\ pe1'mut.aciún sobre ~-·- 1(F). 

DEF'INICION. Sea. ·G un gr>upo do per·mut.aciones sobro un conjunt.o O. 

·G es TRANSITIVO sobro O, si dados x, y -a O, existe ·;1 e 1(; con 

,;,<x> = Y· 

DEFINICION, Sea '!· un grupo de permutaciones sobre un conjunt.a n. 
'"G es k-TRANSITIVO sobre n si, dados <x

1
r x

2
_, 

<y
1

, Y
2

, ···• yY.>.: n\: con>\ ?! x
1
, yi. fil! y

1 
para 

i ;.!! j .s {1, 2, •.. , k ~, oxist.c o .:a lf, tal qua .-::::<x1.> =- y\·, 

para 1 ::: 1, 2, ... , k. 

TEOREMA S. PSLCn.,q> es 2-t.ranslt.ivo sobre f?Tl-t<F>. 

DEMOSTRACION. 

Sean (.i\ 1 a
2

) y <a~, a~) -:: [p!'l-
1
(f) x í?"'"1 <F) 

con a ::e: a 
l 2 

y a' ~ a' 
1 2 

t.alas que a = 
1 

<v > a = <v > 
2 

a' ua <v') a' = <v'> 
l 2 1 1 2 z 

con v
1

, v:, v
2

, v~, "'= V 

{v
1

, vz} , ~v~, v;~ son conjunt.os linealmente independient.os 

¡?' -::: {v~, v~, ... , v~) bases de V 

se con.st.1,uya g: ..; SL<n,q> ~al que gCv 
1
) = v~ g<v 

2
> = cv~ , e E f' .. 

pua' ejemplo si A .=. GL(n,q) tal que A<v \.) = v~ y 

B -=: GL<n,q) t.al que B<v ) PI r V: si ' l «Jet A>-' v' 
2 

si 1 • 2 

entonces e; = B. A cumplo con las condicionas necesarias porque 
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g<v
2
> .a: B(A<"v

2
>) • B<v;> = (dct. A)- 1 v~ 

g<vj> ::s B(A<v
1
>) = BCv? = v~, si J ~ 3 

del. ¡; • dot<B·A> • dat B det A 

.• r; -e SLCn,q> 

y (;(V 
1

) = V~ g<(V 
2

) ci cv' 
2 

<si n ¿ 3 se puede t..omar e: ;.; i) 

CgZ>a
1 

= <t;v
1
> = <v/> = a

1
' 

pero det. B 1::a (det. A>-l 

<g:Z>a
2 

<c;:v 
2
> = <cv z'> = <v 

2
'> ::: a •. 

gZ induce en !?'"·-1cF> una pe1'111utación quo Ueva a
1 

en a~ y ~\ en a~ 

por lo t.ant.o PSL<n,q> es 2-t.r•ansit.ivo sobr·e (Fr-
1 CF). a 

Exist.e un monomorCismo \.U de PSLCn,q> en Sr?.-,-i(F) dondo i;C~Z> es 

la pet'mutación. inducida por- gZ en 0:: .. __ 1 CF>, por Jo tanto PSL<n,q) 

es de hecho un subgrupo de So:'n-1<F> • 

DEFINICION. Un BLOQUE de un 11:-conjunt.o X, es un subconjuni,o B ·= X, 

tal que si ~ .o: 1(., ant.onces ¡;B = B o c;B n B ~ o. 

EjeJnplo ~ B = O, B = X, son bloques llamados bloques t.riviales. 

DEFINICJON. Sea .& un. (;r>upo do per·mut.aciones de X t.al quo ~ es 

transit.ivo sob.re X, se dico que •& es PRIMITIVO, si y sólo si X 

cont..iene Ünicamont.e bloqua.s t.1,iviaJes. 

DEFlNICION. Un ~rupo o.G do pe"f'.'mut..aciones de X es IMPRIMTTIVO, si no 

es primitivo. 
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Ejemplo s Sea X ;:::; ~1, 2, 3, 4 ~ los vérLices de ura cuadrado sobre 

el plano y G1 = D"' el 6rupo de simet.r-ias del cuadra.do, ent.onces D 
4 

es iniprimft.ivo : 

sea s ;:::; <1, 2., 3, 4) y t. = <2,4>, 

o .. = <s,t..> donde s
4 

a 1, t.
2 

e 1, t.s: • s
3
t., 

Saa ll = ~ 1F 3} ..= X ent..onces, 

sB={2,4} 

.:'a= {3, 1} 

s
3

B 11:1 12, 4} 

LB • { 1, :; } 

st.B = {2, 4} 

s
2 t.B: {3, 1} 

s
3t.B a {2, 4} 

s
4

B = {1, 3} 

B ;.: ü, B ;t X y para cada g -s D _. , t;B B ó ~B n B = 0,. por lo 

t.ant.o B os un bloque no Lrivial de X, del núsmo modo se puede 

vcr-iCicar que C = ~2~ 4} es bloque no trivial de X, además, ést.os 

son los Únicos, por lo t.ant.o O 
4 

es imprimitivo. 

LEMA 12. Supóngase quo iS es imprimit .. ivo sobre n c¡n¡ > 1). Sea 

~ un bloque no t.rlvial, sean g
1

, r;
2 

~~ 1$, ent~oncc-s gt..\. ::ir ~2.o. Ó 

r;," ns," = o. 

exist.e " e s," n s," 

" = S
1

Y = s t. 
2 

y, t. " " -· ;;1y "' t. = " y <s, -· g ü) n""' o ll', 1 

s, 
_, 

¡;ü a " y s" = r; " .. 
1 • • a 

LEMA 13. Sea {; imprinút..ivo sobre n y ~ un bloque no t.rivial. Las 

imágenes de ~ mediant.e las permu1:aciones de iC., forman una 

par•t.ición da n. 

DEMOSTRACION. Si y -=. n, x "ii ..\, exist.r.! 6 -= •G con y r;x, 
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puost.o quo ·G es: t.ré\nsit.lvo sobr·o O, es decir- y ..¡¡ ¡;.1 

o = u :rE>C· 
¡;.1 y como ¡; .1 = ;;, .l ó g"~ n r;, .l = o 

l. 

y 6~ ~ o para todo g ., ¡; 

POI" lo tanto { ¡;ó. t lormat-. una part.ición dn o. 
"' , ~·.i<G 

Se obse1•va que si ~ es un bloque, g~ t.a1n.ble'n lo es y además 

si O es í'lnito, IOI r. r.,,..Gli;-'I y Ir;::>! 1-'I implica que 

Jíl1 = m(6.I, donde mas el número de clases de equivalencia. 

DEFINICION. Al conjunt..o do t.ran.for·mados do ..\ mediant.o las 

per·mut.aciones do ·.C·, so le llama al SISTEMA DE lMPRIMITIVIDAD 

generado por ~ 

DEF1NICION. Sea t& un ~rupo y n un it~-conjunto, a -e O. El 

ESTABILIZADOR do a eri té, es el suh:;:rupo SªCa> de {·, def'inido por• 

S
0

<a> = { ~ e •G 1 ~a = a ) • 

TEOREMA 9. Si ..& os un grupo de permutaciones t.ransit.ivo sobre O, 

ent.onces •G es primit.ivo. si y sólo si. para t.odo a e n, 

S <a> < •G. 
O m= 

DEMOSTRACION. 

.. > Supdn¡;ase que exist.e 

s Ca> < IH < ,¡;, 
o 

considérese A. e D-la = 
supónc;a.~e {;~ n ~"' º· 
así qua .. 

a -E º• t.al que 

ha 1 h .. ¡¡.¡ } .. gh'a = ha, 

luego ó. = fr-!a ~ O puesto que a -:=: ~f 

exist.c 

h, h' 

S <a> 
" 

IH 

~ IH 

·= !H 

Adenüis, si ~ = fria = n, sA escoge g .. ~-~ y ¡;a • n 
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es dncir> ga = ha para algún h -a C-i, 

h-
1sa • a, h~1g ~ S~/a) r.: !H 

cont.radicc:ión con g 5 ·~-!H 

~;; ü-!a ;e. O 

g "' iH 

Finalmente ~ = C"-!i'\ no es sin:;ular, pusst.o que S
0

C.a.> < fri, es decir~ 

oxist.o h -e (H t~al que ha ;.e a. 

En res:urnen ~ es un bloque no trivial, lo que implica que t.(; es 

impriuú t.i vo (cont.radiccidn ). 

4-) Supón;;ase que •G es imprinút.1.vo y sea A un bloque no t.r-ivial, si 

a .::; ~ se most.ra1 .. á que S
0
(a) c.: A 110 es- maximaL 

Sea CH = {g -= ·G 1 '5~ = ~ ., fri es un subG"rupo de 1(; y es 

t.ransit.ivo sobre ~. 

En ef"ect.o si 

exist.e k G <(; 

ª1' ªz "= .ó., 

tal qua ka =a e kA 
' z 

ª2..;;; A íl k~ ""'° 

así que k .;¡; lH, 

~ = k~ ya quo .l es un bloque 

CH os transitivo ~obre 6.. 

Por ot.ra pa1•ta, si g ii A u S,/a>, gCa) = a así quo ~ n g~ ;w: O 

* ~ = g-..l y g -<Ei IH 

pero Ui ;1t A porquo !H es t.ransit.i·vo sobr·o .il.l' núentras quo A no lo 

""· 
!H 7- •J:; porque I!'; es transitivo sobre n, m.ient..ras quo (H lleva a A i O 

en ~, por lo t.ant.o A < Gi < <r:. 

Cont.radiciando el hecho de qua A e S
0

Ca> es maximaL • 

Si <,G es transitivo sobro O y C'1 '4 i&, en s:eneral (!-¡ no es t.ransit.ivo 

sobra O. 

Ejemplo v 

VIT a V··{OJ, V un F-espacio vect.artal, GL<V> es: t.r-ansit.ivo sobre 

v"', s! IH • Z(OLCV>) es t'ácil ve.-.if'lca1• que IH no es transitivo 

•' sobre V • 
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TEOREMA 10. Soa <G t.rn.n.sit.ivo sobre O, ¡o 1 > 1 y E ~ :1: <C <So, 0-4 no 

t..ransit.h•o sobre n, cnt.onces las órbitas: d~ Qt son bloques de O con 

rcspect.o a ·.& y Corrnan un sist.ema da imp~il"U.t.ividad p.a.ra 1G Jo es 

decir (. es impritnl"t.ivo y cada Órbit.a de O~ es un bloque no t.f'iviaL 

Aduni.ás t.odas las Orbitas tienen la núsm.a lon~i f.ud. 

DEMOSTRACION. Sea T una órbit.a do 01, con JT 1 
Existe una tal T porque !l"l x E. 

Si t; .o;:: •G, n -s !H se tiene que g--
1
ng- • n' ~ Ol y 

por lo t.an.t.o nr;T ::e: t;n'T = ~T 

se sii:;ua que nCgT) ::":: gT para cnda n -=: ~l 

sean e; ,. s -s gT r <i, j -e T>; 
' 1 

oxist.e n '5 a1 t.al que ni = j, 

que i:;J = gni 

t. 

de donde so sigue 

y <sns-'>si .. i;J, . . gi, gj s c:;T son !H-equivalont.es: 

sT es una órbJ.t.a de Ol lo que implica que 

¡;T T ó por lo t.ant.o T es un bloque n.o t.rivfal 

}'a que T ;a: n por que O~ no es transitivo sobre O, 

{; es imprimlt.ivo 

C3da ór-bit.a de OJ es do !a Corma c;T para algún ~ _ ..r--, en ef'ect.o si 

Y es una Órbita do Ctl 

si y ~ Y, x -e T, axist.o f; .,; t.& t .. ai que gx = y 

y ¡;T ('\Y"' O gT =y 

las órbit.as de DI f'orman un sistema da lmprinút.!vidad • 

COROLARIO 10. Todo subgrupo norma! propio de un br·upo p1'hnit.ivo es 

t.J'•ansit.ivo. 

TEOREMA 11. Un ~rupo IJ.1 do pormut.acfones 2-transitivo sobre o. as 

pr•imit.ivo. 

DEMOSTRACION. 

Supóniase que •G es imprimitlvo 11 sea A un bloque no t.r-ivia.1, es 

decir fAf ) 1 A "' n, 
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sea:.• .a~ b e .::i. con .a ;;;I! b y 

como 1S es 2-tr·ansit.ivo,. existe ¡:.;: -e: <[· t.al quo r;<.a, b) = <a, c>t 

~ n f;~ ~ 0 lo que OS' Ui"\ abS:t.tf'dO 

Fer· i~ Y.arlto 1.5 es prif'tit.ivo. .. 
Obsérvese: que si un s:ru¡)O es k-t.ran.sit.ivo, i,amhién es 

Ck-1 )-t.r•ansi t.ivo. 

COROLARIO tt. Un ~t'upo de permut.aciones k··t.t·ansit.ivo; k ~ 2, C!; 

prirni t.i va. 

LEMA 14. Sean U/ • <G, IP. < <&, ent.011ces: (QllP. )'''.= QllP'"· 

DEMOSTRAClON. Por inducción. 

r ,. i IP.' • IR UHR' • U/IR 

como IlHR .. (~llP.' )IP. 

así DllP. (QllR')IP. IP. 

Ul!R' Ql!R'() IP. 

como !R' e 3HR' () IR, por el t.eorerna 5, 

IP. 
es abeliano 

UllP.'íl IR 

OHR 
luego es abeli.ano 

O/IR' 

y por el t.eorema 5, también, (OllP. )' <: 

hipdt.esis de inducciOn ~ (!WF' yri e OH?..'r-•,. 

P. D. (IJHR )'r•u e Ol!R:
1
r•1

' 

UHR' 

LEMA 15. Sea !i; prilnit.ivo sobr·o n t.al que 
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ii> Exist.e a.;;; n 'f.-.al que s,,<a>. contiene un sub(;rupo R • S
0
(a) con 

i? solublo y t.a.l quo Jos elementos: conjusadr,.s da P.: en J.:°• ~eneran 

a. ~-

Ent.oncas t& es simple. 

OEMOS'fRACION. Sea Ci • •G, ~I >' E. P. D. ª' = IS 

Como 1G es prim.it.ivo por ol coPo!ario 10, il'I es tr·.-1.nslt.ivo. y si 

a ..; •G. S
0

Ca> es max.itna.l. segt.Ín el teorema 9. 

01 = s.J(a) puesi.o que ª' es t.ransitivo sobro n y s • .;¡<a) no lo os 

OlS
0

Ca> =- ·.G porque S
0

<a> es un. subgrupo m.aximal de ,r,. 

!?. ~ i(".. porque íR <f S
0

<a),. en. eCecto 

:;-
1ri:; = (ns)-1r-ns:"" s· 1n-1

1•ns m s·
1
n-

1
tu,

1
s = S-

1
P

1
:: -=: G', 

y corno nt ~ tS ent.onces CJ!R • ¿; 

V g s •&,. si r ~ !R -::: !HI?, implica g- 1rg -:: [tl!F. 

a.demás como los conjugados de tR &n 1& g:enaran '° (¡>01• hipót.osis) 

se t.iene que "6 .:: !111P ilill? = <&. 

Como IR es soluble, exist.o un ent..epo k ~ 1 t.al que tP.·J:) = <o> y 

por el lema 14 so t.lene que 

!.&'b sa <UHR>1kJ ~ !UlP..o~) ~ L'~e a al 
;: como ·.[;-'" = i&. ent.onccs (, .iia c.G;b e 01 

•& = ª' y !& es simplo , • 

LEMA 16. Sean [N '4 tb, ~ < IÓ, ent.onces 

DEMOSTRACION. i<.Ul es suh¡;rupo de ,¡; 

considerando el homomórf"ismo canónico n : ;;:.a~ ~>-· .!;;~~/[H 

fl( <1:.UI>') e ( -'iUl/UI )' en eí"ect.o : 

<-'.DI>' < .!:>IN 

si la,bl "' ( l:.Dl )' 
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como 

.!:>' Ol _ <.!;.Oj' >Ol .- ("-~!)' 
-fi- - ---¡¡;¡- ·- ól-J 

es decir ~ITTrt}_ e (?irt}_)' 

inve1~sament.e 

" "' .'<, ... ·= ~'ª' .. 
,MJ/~I 

así es a.bella.no 
~ 'a~....-o~ 

y 

"' (l 111•0¡ 

[~~r 
~'!}j 

y e 
Ol 

TE'ORE:MA~ PSL<n,q) es simple si n ~ 3, o si n 

))EMOSTRACION. 

es abeliano 

• 

2 y q > 3, 

O Por el Teorema a, PSL~n,q) es 2-tral'\sit.ivo sobr-o IF'n-1 CF> y por· 

el Teorema 1.1, PSL(n,q> es primitivo. 

!i> (PSL<n,q> )' = PSLCn,q) , en erecto 

SLCn,q) SL<n,q)Z 
PSL<n,q) e = ----

SL<n,q> () Z Z 

r:L<:z• q~~], (PSL<n,q) )' ~ r - --
(SL<n,q) )'Z 

z 
·12 

por- el tema 16 



(SLCn,q> )Z 

z 

SL<n,q) 

SLCn,q> n Z 

iii) Sea w ::. V~ w ~ O y 

po!" el Loor-ama 7 

PSLCn,q> 

saa .r = { T 1 T<v> et v - i.:<v>w. o :w: .:..J .$ v· y LJ(w) :a- o 

por ol lema 6, es .abeliano y por Jo f_.anto soluble. 

ahora se deanl.icstra quG 

< g,~..,c;-'fs..: Sl.Cn,q) >a< 7¡..,fg <i SlCn,q) > = Sl(n,q) 

n) Soa T .e .r ..,• os decir T<v> = v - µ(v)w con .:..Cw) 

~nt.oncos 

corno 

a.sí 

¡;Tg-1 Cv) a <sTHc;- 1 v> n s(g-1 v - µC¡;-'v>w) 

a v - <~g- 1 )Cv>g<w> 

(ug - 1 )(gw> = µ<w> a O 

- -· gJ ... g ·.: "' ..... 

o 

b> sea T .¡¡ . .r , os decir T<v> = v - µ(v)t;w 
So .... 

con ~(f;w> e O 

ontonccs 

g-1 Tg<v> a Cg- 1T><cv> " c;-1(¡;v - 1.'Cgv)gw) 

= v ... <~g><v>w 
y como <µs><w> .es .i..:<:;w> Q' o 

así 
por lo t.ant.o 

por t.ant.o 

e> Sea T una t.r-ansvorsidn, T<v> = v - .~<v>w' 

as{ T .z :r ..,. 
como Sl~<n,q) es t.rans::it.ivo sobre V. existo g -=: SL<n.q> t.al que 
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.. T.¿ .J ,V 
es decir toda tt"'ansversión está cont.cnida en un. subgrupo 

.r
9

.., " G·r..,g-
1 

con w í'ijo y ~ conveniente y como las t.1•ans:ve1•sionos: 

'1i:erieran a SL(n,q) 

< g.7"'..,g
41 1 g "'= SLCn,q)> u< :.r

9
..,I i; €. SL<n,q) > = SL(n,q>. 

como ,j"..., .:: SL<ntq).- por al t.eoroma da la corr-uspo1-.dcncia, y ol 

hcimo1noríls:mo canónico 

SL<n,q> 
íl : SL<n,q> i--->-

z.{SLCn,q)) 

de.Cino una corraspondoncia. uno a uno ont.re el conjunto do 

subgrupos de SLCn,q> que contienen a Z(SLCn,q)) y el conju1'lt.o de 

t.odos los subg:rupos de 

de modo tjua 

SL<n,q) 
~ PSLCn,q>, 

z.{SL<n,q)) 

J" Z(SL<n ,q>) 

J"w >-->- K • -'='-z(sEcn 7<i>T 

y come los conjugados de "-,,, on SLCn,q> generan a SLCn,q), los 

conjut;ados: do K en PSLCn,q> gener: .. an a PSLCn,q). 

Co1"lSidérese a • <w> os iPr'-1CF) 

S(a) a { t; '" PSL(n,q) 1 g(a) = a } 

PS:Ltn. =ti 

:r Z(SL<n,q>) J-

K a --~z(SL<n -;-;¡T5-- ~ :r V n zf~L<n:qs-r-' como 

K e S(a") 
PSLtn ,•:¡1 

puest.o que si T E K, so t.iene 

f<a> = T<w> a (Tw> ~ <w - µ<w>w> = <w> = a 

es: decir, T .e S(a) 
PSL<n,qJ 

además .r.., es abeilano y Z n SL<1'l,q) es el cent.ro de SLCn,q), 

ent.onces K t.ambién es abeJJano, por lo t.ant.o soluble. 
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y K < S(a} 
i'S1- t n .q~ 

Hast.a aquí so cJemos:t~rÓ qua PSL<n~q) cumple con t.od.as las 

condicionas del loma 15, y se puede concluir que PSLCn,q' os 

simple si n ~ 3 a n = 2 y q > 3. .. 

Ahora analizando a PSL<2,.2) y PSL<2,3>, se tiene 

1PSLC2,2>1 • 2C2
2
-t> • <2><3> m 6 

por lo t.ant.o PSLC2,2> ;; SL<2,2) _ S1, como SI'.:! vio ant~ariorm&t\t,e, 

asi que PSL<2,2> no os sin1ple. 

IPSLC2,3) 1 ~ i 3<32
-1) a 12 

PSL<2,3) es un ~rupo Ue permut.aciones 2-1.ransit.ivo sobre el 

ASpacio pr·oyoct..lvu ü=<i,3) de cuat.ro element.u::¡, y como PSL<2,3> 

l.iena 12 element.us, por lo t..ant.o PSL<2,3) es isomorí'o a un 

subgrupo de s .. ,. ds orden 12, pei•o nl Único ~ub.g-r•upo do orden 12 da 

$4 us A.t. pol"' lo t.ant.u PSLC2 13) ;;:: A.t. 

y PSL<:2,.3) no es simple. 
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C.~PlfULO I! 

C:ASOS EN QUE GRUPOS LINEAL!;S ESPECIALES PROYECTIVOS DIFERENfES 

PSL<n,q) Y PSL<n,,q
1

l rIENEN LA MISMA CARDINALIDAD. 

Co1no se plr\nt.co an un pr•incipio, esr.a part..a del t.raLJaju 

<f~1t11Just.1·a que sdlo hay t.1·es casos top.to t;TU(JO~ lineaJ.es 

P.!';¡>PcjnJes p1•oyect.iVtJS c.lifcr'";!'nt.os t.1enen !a misma ca1•dina1iúatl, un 

dos d•?- es1.o~ cc'.'.!sos los gr•upos cor•rospondi~nt.~s rl!sull.a.11 isomort·c1s 

y C?I'\ t?l ~"">t.ro ~.rtst.> no axisi..e isomor·fi~JrtO a.lf;•U10 ent.re los !;t'Upos. 

A~i, SiA t,h~OA : 

y PSL<?.,4 > .::::;. PSL<2,5) 

1l'Sl.CJ.,7)1 = i PSLC:<,;.<) 1 y PSl.<Z,"F> ,;;; PSL<3,2) 

IPSL<3,4) 1 = if'ST.<4,Z>I y PSL<3,4> 7! PSL<4,Z> 

SP.a N = N<n, q> P.J orrJer'\ (.ial c;rupo lint;1al aspeci<-1 proyoc:t.ivo rle 

lll\ P!-'ip:lc:io v~ct.01•iaL V de dhnensión n ::: .l. sobro un campo F con 

'( • J/ P.!ein~uf.os, J> ¡n•Jm<J 1 y s~·a d • (n~ q-1), JJOI• f=fi t.eur~&ma ~ 

tfe l capí t.uJo l. 

N • N<n, 4> = (1/JHq ... -1)(\{'-q> •.• ú{-.,{'-7.)<t-1'"·-1
) 

(1/\.n«{'-1)•1«r"-1-1> ...•• -.-2<1¡ -t)(,.r;-l) 

Si PSf .. (n.
1

• q
1

) es· ot.J•'J ~r·upo lineal c-:r.pP.CÍ;:\J ,,,.,_,yec1~ivo con 

q
1 

• t~· J. ~~ int.ent.a 1•ec:onoc1?r aquellos casos en 4uu 



procodim.iunLo qua consist~a en r·ecor·rer• t.odo!O: !os posiblus valu1·tts 

d'? 14,,'\S' O\ÁllKlf'OS n. p,. r-, '\: 1'1' r, . 

1--;1 sig-r.Jient.e (fsquema considera los corr·respondient .. es subca:;os : 

¡fc:::7-=-;-:-;----------------... -=----~-~~-=-= ... _ ... _E~-¡¡ 
1 !I 1. 1 , .• n •• r-r1 1¡ 

J 1.z 2 '..: 1·n <. 1·tu,. 1·lnJ--= o Jl .2 :
1 

~ 1 • ~ 2 :.::: i~ n < 1 • 
1 

n 
1 

, r 
1 

11
1 

= o p = 2 ~ 
11 ~., " • 3 ¡1 
l/ b) n ,.,. 4 P~L(:l,-t>, PSLC4,?) ¡ 

e) n e. 5 H 
:¡ !¡ 
::---------------------------~------------------\/ 
;¡C •. tso I l }) 1 X p n • ¿ n 
lt ;\) ll f.: t 3 " 
11 n : !.) q

1 
= .'. f'!>L(:) ,;¿>, P$LC~ ,7) 1/ 

!! 1 11 ·• n1 .. a i:t._ , ;, U 

~ , .. ) '-i ·~.- 1 ó l l > :1 li 
n d n ~?. • n 
;¡ l !\ 
J: <t •f t 1 !ttpAt·~s- !/ 
:• p~I' ti 1! 'l 1 in'lpal" q ... 11 
jf 'i 

1 
• 'I + 1 P~LCl .•t), PSL(2 ,S> J\ 

lf u 
P 'l e q - 1 íl 
·i ' 1 
¡r-----------------------------------------~ 
~C.:l1~1> 1!1 1'

1
;..i:: p n zz :; 11

1
:;;, ~l ! 

L q < 7 
q ?' 7 1 

" ----~---------------------~---:-------~-----------i~ 
! 1 1 J 1 

1íl1C..1.s-•-. fV p = p mint·n , n) ~ 4 r• -11np~1· 

t AJ q > 5 'I 
1¡ b) q = "' 1 
\1 e) q = :i !I 
il <f) q = 2 íl 
\6-....--------------·~--------------------------

CASO l 

Supón~a$e que P 
1 

=i r> 

COJW.> d
1 

y d san pr•imos ;J t>. se t.f9n4 

,.. n <n -t > :1r r·n(r,-t) 
' ' 1 

r.1 StJf,dngase- r 
1
ni = rn, por (t ), 
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al !::Ust.i1..uir en r n = rn, .. r
1 

= r. qua t•osult.a al caso t~rivial 

~n quo t.ados : P• n., r son igu.alns pal•¡:\ los: dos gr•upos. 

1.2 Supón:;ase 

y Si l'J.OJ. X 6, 

2 :=.. rn. < r 11 .. 
p :r= 2 

aplic~nd.J el t.eo1·ema 2 del apcind.ico con a = µ ~ 2, 

k=r·n ~6 

k 
' 1 

r n 
' ' 

2 pal' hipdtesis, 

antonces exist.a un prima p~ tal que 

p~Jp:1 ... 1 ·· t • cr:1 - t y p2-r p·-1 con i < ... n .. 
e~ dcciP p:.-r q 1-1 y por t.ar1t..o p: i' dl 

rccscribiondo <•) 
d

1
q-,\r,-s•.·z <c{'-t) ... (q::-1) a dq:·1·r\-1··· 2 (q:1-t) ... (q~-t) 

se Obsor·va que p: divide al lado derecho de ost..a iguald.ad pero 

pz no dividü al lado izquierdo, lo cual no puade seP posible. 

En ot..ras palabras este caso de valor•es 110 es f"act.ible. 

I.3 Si 2 :.:: rra < r n 
' ' Y [' L 1'\ = Ót p = 2 

e:nt.oncas rn < 6, si n 
1 

(1~-t)Crn) ~ <n ... t><rn.) 
1 

- 1 '2:, n-1 

<n -t)<r n) 
1 ' ' 

n
1
-1 < ra-1 y 

que contradice a C1) 

n < n 
1 

así 2 ::. n < n :$ rn ~ 5 
1 

Subca~o a> 

Si Ll = 3,. rn ~ 5 

l' n 

n < n. 
' por (1) 

.. ll = 2 
1 

r <2> = 3<3-1) • 6 
1 

.. r = 3 
' y al sust~it.uir est.os valores en <•>, se obt.iene 

q D 2J. :r 2 d(3, 2-1) - t 

2' ""c2'-1'c22-o " <S><7><3> • t6s 
1nlent.~as que 

q.l. :m zª = s d <2, s-n ~ 1 . 
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es decir, c~t.0 caso tampoco es posible. 

Subcaso b) 

Si n :: 4. r·n ! 5 

.. ,... = 

por <t> 

n.t -1 = 2 y '\ = 3 . . ª\ = 2 

al sust.it.uir e~t.o.s valores en (•), so obtiene 

q • 2.1 l:l 2 d(4, 2-1) = 

y 

5 4 3 ', 2 ./2 )(4 3-1)(4 2·-1) Q (64)(63)(5) Q 20160 

Esto es uno de J.os casos cont.omplados en que dos grupos PSL<3, 4) 

y PSL(4, 2> t.ienen la misma cardinalidad. 

Subca.so e) 

Sin• 5 

.,. r :: 1 

por (1), 6<n.,-1> = 5<5-1) = 20 

aiquí 6 divido al lado t:z:quiel"•do mJent.t".as que al lado det"ocho no 

lo Jivide .. por lo t.ant.o ost.e caso da valof'es queda excluido. 

CASO U. 

Supdngase 

Subcaso a>. 

f1 =r 2 .. 
q :.-; 13 

)' q s 13 ... 

y n:: 2 

Ci/d)q(q+1)(q·t> ~ <1/d)C13)(14)(12) • (i/•.DC2J)(3)(7)C13) 
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que no <?$ Uivísil>J.e por• 1a sext.a poC.ancic.\ de .aJ.g'l.°111 prime» 

de .'lqui que '\ ::::: :i 

t:r.Jtno u = )., ant.oncas <.t = 7 

r¡1m l'eS"uJt.~ ~er el ::a~ 1..1ndo e.o.so excepcional ent.l'C P!>L<.3, ;!) y 

PSI.()., 7). 

Si n, "::i; a y 11
1 

?.. :t 

iJ
1
<n

1
, iJ

1
-t> = c.J 1 <:.~. cr,-1) 

~SÍ JlUt*~ 

y 

Jnf~nf.t•as q1uc t?i va:Jor mayor pa,..a <1 :S 13 &s 

q(q-1>«¡+1> :; <13)(12HM) = .!~84 
N m ~ qt"q•f ><q+t) ::. 10V.2, 

poi' i.:int-o cst.e C;\So t:ts ties,:'.!-chado. 

Subc.,.so bJ. 

N . f!/ff " t ) ~? 1 1 

. ., .'2 < q ·, ' 
_, 

1 

y d~ GD 

l°l D;;: .. 

'l : ' 16, 11 ,! 3 

' 
r, -u 

<?.( .. )~ 1 - ' - 1> ' 1' r.--, t 

, .. , _, 
' 

_, 
lf ~ 1 = 'lr1 "·' ·~, 

' 
z 

(t/t1>q<'q-t)<4+1J < 'I> ·1 

c:·o 

f <.f
1
(1 - 1/q)<t + t/4) - ~ qú¡-J)(q+t> 

:::; (1/JJ1t«1-1'1(q+t) < q
1:t 
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Si P, 2, ent.onc:as p es impar y d = 2,. en cualquier caso 

:"! ·n -1: .. ·z 
q ' ' ' 

divido a q-1 O q+t 

(-!) 

por- o"tra part..e, como n ;:: 3, 
' 

2n ;, 6 
' 

Sn .! ón + 6 = 6Cn +1) . . . 
Gn ;:..; 2<n. +t) 

' 1 1 tJ 2: 2<n
1
+1)/n, C:5) 

olevando (4.) a la pot.encia 2Cn
1
+1)/n

1 
~ 8/3 

por transitividad 

t q 3 (1 - t/qH1 + 1/q> < Cq+t>
0

'
9 

" •.. J(~+t)º,., 
q l •l J 

a q 8
/

3 C1 + 1/q)8 ·::J 

dividiendo est..n desic;ualdad por q 9 
... 

3 y multiplica1\do por 2,. 

q" 3c1 - t/q}c1 + t/q) < 2c1 + 1/q)•··• 

asi 
2<1 + 1/q)~-· 

•• 3 
q < 

1 - 1 .. '."'q 

cotno q 2:: 16, .. 1 + 1/q ~ 1 + 1/16, 1 - 1/q ~ 1 - 1/16 

y :::: ----
1 •• 1/q 1 - 1/16 
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2(1 + 1/16):;,, 2<17/16)º·"' 
--1---1?_1_0 __ • ---15/-¡-¡r-

elevando al cubo, 

q 

2(17)'"' 

15'(16>2· • 

2' 11"' 

15
3

16
2 

qua es una contradicción a q :'.'.:. 16, 

por lo t..ant.o est..o caso no es posible. 

S:ubca.so e> n = 2 
1 

17° 

• 2~153 • 13.15 < 14 

all<>ra se tiene (1/d,) q
1
Cq

1 
+ t><q

1 
- D = C1/d)qCq + 1'Cq - 1) 

Sl q y q
1 

son impuros, entonces d = d
1 

:i 2 

como q
1 

no puede dividir o q+1 ó q-1 pol'que son pares,, 

por- lo t.ont.o q
1 
¡q, .. q

1 
= q 

Si q
1 

'3S impar y q es par ent.onces d" = 2 y d = 1, por- lo tnnt.o 

<1/•I, + 1>Cq
1 

- 1) m 2qCq + 1)(q - 1) 

Si q =: q,, entonces 

cont.r.:idicción.. 

por tanto q < q
1 

adcnm.s q
1 

divide a q + 1 ó q - 1, 

Si as i1;ual a al¡;Ún !'act.or, sólo puedo ser a q + 1 

ont.oncus q
1 

+ 1 ::r q + 2 q
1 

- == q 

y Cq + 1'<q + 2.)q = 2q(q + 1)(q - t> .+ 

q ... 2 = 2q - 2.. .... q = 4 y q.l = 5 

que resulta el ot.ro caso ospectal entre los ,;rupos ~SL<2,. 4> y 

PSLC2, 5). 
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Si q
1 

es divisor propio da q ·t- 1, como q
1 

> O y q + 1 > O 

q + t ::1 t~q 1 pn.ra al~tjn t. > o 

t.. q + ::r q
1

, ya considerado 

t, ?.. 2, y 

q
1 

:S. ~ (q + 1) así que q < q
1 

< 
ent.oncos q < 1, quo n.o es posible, 

CASO !II. 

Suponer 

.ahora se t.ione 

n = 3 n ;::: 3 
1 

(q + 1) 

(1/Jl)q:1·1
\-

1•·· 2cq:1 -1) ..• (q~ -1) a (1/d)q.,(q3 .... 1)(q2-1) (6) 

• <1/d)q 3 <q2 +q+1>«t+1J(q-1>2 

luugo d(3, q-1 > :S: 3 y 1/<l ;,::; 4, así 

q'<q2+q+t)<q+t)(q-1>2 5 C1/d)q'<q 2+q+1)Cq+1)(q-1)2 

• <1/d)q0 c1 + 1/q + t/q2>c1 + t/qHt - t/q>2 <7> 

por t.r:insit.tvidad de (7), (6) y <3>, se t.iene 

~ q°Ct + t/q + t/q2)(t + 1/q)(i - 1/q)2 ::: N ..-:: q'\z··J. 
1 

2 

además ~ q
8Ct - 1/q)z < q:1 - 1 (8), 

po1•qu.. 1 < <t + 1/q + 1/q'lct ·• 1/q), 

observándose los primeros valores para q : 

q • 2 dC3, t> • 1, N a 2'<2"-nc22 -t> " 2
3
<7)(3) 

q .. 3 d(3, 2) a t, 

q - 4 d<3, 3) • 3, 

q • 5 d(3, 4) .. 1, 

N • 3 3 <3°-tH32-t> • 2'33 (13) 

N • ~4 9 <43-1><42-1) • 2"32 <5><7> 

N a s'cs·'-ncs2-t> a 2'C3)53 C3t> 

como p:1 1\fnt.-U/Z debo ser Ja cont.ribucidn. exact.a de P
1 

a N,. ei 

cxponent.e do p 
1 

debe sor divisibla por 

~ n
1
<n

1
-1) = 3, 6,. 10, 15, 2.1, 28 .... 

que on cada caso so t.iene lo siguient,e : 

q = 2 p = 2, 7 ó 3 
1 . 

y el e:xponent.e do p
1 

debe sor divisible 
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pal• 3, 6, 10,, ••• p
1 

• 2 1111 p
1 

q = 3 con ol núsmo argument.o 

y sucosivamon~a para los casos 

cont.r·ario a la hipót.esis : p 
1 

';ti! p 

Así est.os casos quodan exclt.XÍdos. 

q ?:: 7 • 

P, = 3 = µ 

q = 4, 5 se llega a 

Sea t: el orden d:::.i q en :z.;
1

, es deci~ el nÚr\imo valo¡-. de n t.al 

quo q'' ¡;¡¡ 1 (mód p
1

) 

an et.ras palabras p
1 

¡qf-1 

como 

y si n < !' 

divide el lado d.arecho de (6) 

ent..oncas: e !::. 3, usí so t.leno, 

sl t: '" 3 1>, lq'-1 .. c.:¡• + q •· 1)Cq - u 

y como p
1
-!'q··1 

si t: a 2, p
1 
lq'-t 

si t: .. 1 y P, 
si t: = y P, 

Cq+t)(q-t> 

.. 3 .. p
1 

¡q-1 

= 2 .. p
1 

¡q-1 

además p
1
¡q-1 = q+i-2, 

.. p
1 

(4Cq+t) 

si t .. = t, .. 

y 

ya qua p 
1 
-tq-t 

y 3 l3Cq-D' 

y 2 ¡ 2cq-n' 

p
1 
¡q+t 

claramerlt.O el t..érmino 3(q-t>2 es ltta').'Ol" o igual a los et.ros casos, 

pueo: si q ?:: 7 

.¡• ?:: 7q 

y 2Cq'+1) q 2+1 

2Cq'+n > 7q 

2q2 + 2 - 7q > o 

aq' - 6q + 3 - q' - q -1 > o 

3q' - 6q + 3 > q
2 + q ... 1 

3cq• - 2q + t> > q• + q + 1 
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z 3(q-t>;: > q + q + t 

y pat"a oJ et.ro término 

q ::: 7, 3q 

3q - 10 

q(3q - 10) ::: 77 

3q 
z - 10q 

3q 
z - 10q - 1 

3q 2 - 6q - 4q + 3 - 4 

3q' - 6q +3 

3<q' - 2q + 1) 

3Cq-D2 

poi• lo tanto q"\''\-1l,.'2 
1 

.adern.ás n :::: 3 
l 

~ 3(q 

::: 
::: 

> 
> 

> 
> 

-

21 

11 

1 

1 

o 
o 
'1q + '1 

4(q + 1) 

<l(q + 1) 

n• 

~n ::::; 6 
1 

2n + 6n :::. 6n + 6 
1 1 1 

th1 ::!. 6<n + 1 "> 
1 l 

B/3 ::: 2<n, + 1)/n
1 

(9) 

así que olovando (9) a Ja pot.~ncia 2Cn
1 

+ 1)/1\ .... 3/3 

se tiene 

aplicando t.ransit.ivamont.o <S> y e:.t.a. Ult.ima dusii;ualdad 

• i qª<t - t/q)2 < q:.1 -1 ~ 311. J(f. - t/q)l~- 3q1~-'l 

mult.tpUcando poi' 3 
quCl _ t/q )z ( 3 u.-·3 Ct _ t/q)J.;;:- 3 q1d,·:.1 

dlvidl<>ndo por <1 - 1/q)2 

qº < 3"'ª<1 - !/4>1º 3 1~. J 
q 

<l!viJit.:tndo por• q 1
C" ... :J 
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y 
r---

3~2 'U = _a3. ·2, ::; 1' 27 ( Ó 

conl.r~l'·io al hecho do que q ~ 7,. 

así. 4ue est.os c~scs sou desechados. 

CASO IV. 

Supan~r pl :;,,: p, 

-· sua f ~1 urden. Jo tt en ...:.i:. 
1 

~s c.Jech•. qi ~ t <mCd l\) ó p
1

fq1-1 y a. hh,guna.. ot..t."'a poL~nci~ 
nieL'\<Jl' 4uo c. 
Por· kt proposición 3 del .;;l.pCÍndice 

P,J•{'-1 CJn 

luego, si 1\ ll(l:-1 con n ~ k > f" 

enLunces C 1 k y k = Ci pa1•a algún l. 

:;1 J. ~ &v'T,. k ~ fi :S l'\ -=· l n/!" l , ol m.d.xhno ont.er•o 

manor u lt;ual que n/f. 

E~ Uecit" pueda haLct' a. lu tll.á.S: r n/f' J hUUltlt•OS k. t.ales quo P.l l "l):-1, 

Por al loma 1, t .. e) del -1péodlco~ 

ord (qk-1) = Ol'd «tíi-1) o u1•J CqC-1) + 01•J i 

puest.u qt..u:! ord k = orc.1 <Ci) = ord. C + urd i = O + ord i 

SU$l.Íl.uyundo su Llcu.o 

56 



ln = 1n p': < In 
( 

puesto 
.:.1 

:.:.· ,/-1 < ! y " q qua I', q 

li> " 1n 
( 

q 
por lo t.aut.a 

rñ~ < Tñ'"°P; 
(in l', > O) 

<-i{-1) 
ll !I) <JI 

y f 1vTju1·d < r. Tñp-· 
' 

adcn..á!. 

q! ln<q 1 ) 
r. í 

n Ir> lnCq t-,) t: ln 
r. 

In <t 
,, 

<t 
-- --- = ---- Q ---- = -----r ln p l e ln p l [' 111 I' 1 f: ln. p 1 = rn¡;~ 

por" ot.r·a. p:;.u•t.e e! or·den de !,.. C<Jll i = 1. H., r n/!" }, e.:; menor• o 

h;ual .a e,. donda €t es el m.ayot• exponont.c [et"". 31 t..al qua 

como 

Qntonces 

por lo 

P; 1 fn/t:j! 

[~f ] = ~ rl_~-:- ] < i _i;_ • 
p .s. t. = 1 f'p 1 ~ = 1 f'p ~ 

·"' 
n ¿ 1 

f l.= l l>: 

,, 
"' ,t t .. P, . .¡. \ l. 

\ 
!> -1 \.?1 ' " p 

1 ' ' 
"' ¿ 1 . 

' 
JJ 

--'-- - 1 . 
\.=' p P, - 1 P, - 1 

t..ant.o 

1 

.:t < ~f_1_) ,. 
t: l.P 1 -1J 

la pot.-anci~ 

tn ·~ 
P, 

n 
¡;-::1 

1 

de 
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apih:.a.11tJo Ja propusic1cin .. f1 del apénUi<.:.cJ con x :i::- p
1 

.:... ~ 

:Jl '3•·1 ~ p:· 'f!l-1.' 

r,· .. ¡:: -1 

p 1 1 

y .:H.fom.c:is como fr\ q / ln p J. ::i lo!!;.... q 
e 1 

!'Oi z ~ lo~ q.., es decir 
e, 

P; = 4 , cnt.on<.:cs 

d~ moUo qua 

por- !o t.~nt.o 

ahoi•a, como 

2(1 

,, .,., .;:, 

P, ::, = p~:·)i:.1 '-! = p; a ll,., 

t ... 

<.¡:·,''\ ·.1· 2 < q- 3 ,. ·z 

4 ~ n 
' 4 + ..... ~ ll + •In 

' ' 4(1 + n > "- Sn 
1 ' 

1 

2(1 + n > :>: 5/2 (n) 
1 ' + n )/1-. " 5/2 

' ' 

<10) 

y etevando (10) a la pot.encia 2<1 + n )/n ::; 5/2., stot t.Jcne 
' l 

puest~o que 3~ ( ·t"' (243 < 256), se t.iene 

, 
N ( q:·l -1 ( q'!lr. 4!4r, 

ya qth'.1 

N " <<i -1) 

59 



;; . 
1 - .1 < 1 - \ 

·~ 
·. tfz q 

como O :S 1/qL :5: t,. por la p1•oposición 9 dal npén.dicn 

1 - ¿ _.!."' n <1 - u"1") 
t ::.:: q ~ ;. i:z 

t.r·ausit..ivamcnt.a t -

que al su.st.it.uir en N,. 

n ,_,, . 1/t.4 \) 
~ :. :? 

" , 
''<1 - ~~ -· n <1 - 1/q;> > <v<1-. .. t 

•. i-'2 '·I t 

se sabe quc- 1 .¡. 

1 - 1/q 

0) 

" 4+1 
de .aqul 1 q ' q-1 " q(q-t> 

t - \ m 1 - ' (13) y 
'{., q ' "«.¡-1) 

por <11>,<12) y (13) 

(1/d)q"
2
-'(I - 1/q(t¡-1)) ( 4~"·• 2 4" 

mult.ipUcando pOi' q 

• 
C1/•l>q" (1 - t/qCq-0) < q''•" • '.1"· 

mu!t.ipUcando por d y dividiendo poi• 1 - 1/q(q-1) 

., r, ,... Z 
(q ) D q ( 

d 
... .l 4"• 

1 - 1/qCq-D 
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ex.1 ... r·ayendo raíz n··és1ma 
• •l 1 •l"' 

q ... < 4 t~qú.1=t>) .. ,~ 
pues1.o que u !!. 4, se suslit.uya 4 pur n en Ja d«!r•echa 

'-1: < 4 

<:!-!:f~a ÚJ.t.intJ.,i r·eJaciún se analizará para los difer·ent.cs valof'es 

do '-l• 

a) q .:. 5 

r.omo 

1/q ., 1/5, 

1 r..~:1J :; 1 r 5". '1 

- 1/q(c¡-1> 

1 

< - • 
20 5 

... 

1 
;¡ 

'rt " ... t/q-t ~ 1/4 

] = 
1 

w ... 
~~(q-1) 

s 
1 - 1/20 

1. 

- 1/?.11 1 - 1/5 

p(lf• lo t.3.llt..O 

• r---
-1 '3%0 ~:¡ • (4.:.!~'\q_~ 

pr:ir• to 1.ant.o n < 4. Cont..1·a.t.licción (n :! 4>. 

F:si.e casQ no es 1·actible. 

b> Si q = 4, d ~ 3~ 

1 
:;¡: 1 (. 1 ] 

;¡ rr 1 
14 

60 

:..:. 
1 

20 

(d '· q-1 < q) 



12 

1 
< -

4 t - 1/12 

1 - 1/qCq-1) 

< 
1 - 1/4 

1 - 1/4 3/4 3 

lue:;o ·i'"' e: e{ < 4(3C-t/3) )1 '1 3
-} = 4(4!) 4 3 -~ = f 4 

a.si que u < 4. Con.t.rat.liccidn. 

e> Si q = 3, pue:a:to qur. PJ o:; impai· diCor·-=-nt.c de: P. p :!. 5 
l 

SI so inLerctunbinn los l'-"POl<Js ele q con Cf, en .>! caso ,\). 

q ¡?; 5 . 
d) Si q = 2, d 

d 

y 

1 - 1/qCq-1} 
= 2 

y qrl D 21"'1 ( 4(2!)(2!1-1) Cl! •{(23 ) ~ 2~ 

.. n < 5, n = 4 

~ 2dC3)<5><7><3) = 2QC3,)C5)C7) 

ninc;ün primo iiup::ir 11¡ tiene pot.oucia n
1 

;, 1 

por t.:.tnLo~ no e:: posible este caso. 

De cst.a .forma so han recoi•r·ido todos los posibles valo1•es par-a 

p, p
1

, n, n
1

, r~ r
1

, lo cual demostró quo s¿lo ho.ty t.r·es: casos 

posibles en que g1~upos: <lif"o1•\H'll.es PSL(n,q> tieuen la m.i!:11ta 

c;;i1~din.¡:a,Udad. 

Ahor.u se procoda .a ostudial' si existen o no iso11101•.f'ismos e.n(.1·0 Jos 

grupos PSL<n,q> quG t.!onan la misma cardin.:J!idC:td. 

TEOREMA. Se.o G un t;l'Upo simr1Je de 01•den 60, ent.oncc:: G :;: A:. • 

DEf.IOSTRACION. 
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P1,ilnaro se prol>ar·o:l que G cont.iot1a un sub¡;rupo H du ÍtnHce 5. 

IOI = 22
<3lC'D, :::aa i1 = l2· 3, G~ 

.ci p ·.=: n sea U el IH.Ímero Je p-suU~rupos du Sylow do G • • 
ent.ouce~ NP .a 1 Cmód p) Nv = [G : N

1
)(0) J .• 

dundo B es un p-sul.Jt;rupo de sylow de G y 

N
0

<B> = ~g t: G 1 G~ 1 Bg- = B ~ os el ést.abiliz~do~ c.lt:! B en ú. 

Ahora :::a dumues:t.ra que f G : N,
3
(8) J = 5 par;:t al~Úu p-~ubgrupo dt..!' 

syiow a. 
Supónbasa k = ( G : t.t,;, <B> j < 5 parn. al~l'1n p-!;ul>r;1•upo d~ Sylow B~ 

Si X e~ el conjunto e.fe c.:!.asos l.:i:l.or·ale~ der-ocho.u::: du N,/B> e11 G, 

el grupo SJ: = Ss' con k < 5~ 
~c~ún Ca.ley exist.u un homo111or.fho111u .p : G i-:- SI·, 

cnmo ¡sv.1 = k! y k ! ( óO, <i G j = 60) 

cnt.onccs .;; no es lnycct.ivo, 

por lo t::.nt.o <e> ,,e. Núc r¡.. <C G 

entonces G no as simple (con.t.1,adicciÓn). 

De .o.qui. qua NP ;:;. 5 

Ahora supóngase que k == Í G ~ Nt)(B) j > 5 p.:w.a Lot.fo B, 

,'":nn B un p-::r.ub;;rupo de Sylow. 

Ana.Uzando los vaJor·es de N 

N = 5t. + 1, 
" 

p 
N

0 
l22

C3)(5> .. L ~ 1 y N D 6 

' 
t~ = 1 Ó t. = 3 ent.onces N a: 4 & 10 

3 

N
3 

= 4 no puode sucode1· poi"' lo axpuest.o ant.er•iormeut.o 

.. N = 10 
l 

N.l = 2t. + 1, t .. = 1, 2: d 7 e11t.onces N
2 

= 3, 5 O 15 

N
2
= 3 ó 5 no est.a.n cont.emplados en la hipótesis Ni! > 5 

•·. N
2 

= 15. 

Ahot•a sean 8
1

, 8
2 

dos 2-:;;ubr;f'upos de Sylow, B
1 

;¡e 8
2 

$1 B~ (l 8
2 

= 8 ~ <u>, como B os .abeliano i = 1, 2, 

B <( <B,i-- s.? = T ;::t: G, 1>orquo G es -:::huplu 



4 < l"fl < 60, y fT i = 12 ó 20 

ent.011ces [ G : N
0
<'f) J = 5 <contradicción> ó 

[O : N,
3
<'f) J = 3 (coot..radlcción>,. 

D
1 

n B:: = <e>) así que N
2 

= 15'. 

Por· Jo Lant..o en G e>cisL~n. : 

N
2
<4-t> = 4S elemon1.us ÚG 01•den una potencia de Z,. 

N
3 
(3-1> = 20 elemento:: dt1 u1•deu 3 y 

N (.5-1l =t 24 ele111ent.us do or•dun 5. , 
cout.radiccióu,. JG 1 • 60. 

Por• Ju Lant.o G t.fane un subr;r•upo H de indlcu 5, el cual es '-tl 

no1·1nalizador da un p-subt;;t•upo de Sylow de <J. 

Sea t>Ues H < G da Íudlce 5, 

y X = ~H, Hx
1

, Hx
2

, Hx
3

, H:-c.~ h enf.onco~ Sx 111 S::s 

extst.e un homomornsmo lHy,.,ct.lvo •;.- : G "->- $:¡: 

·p\U) ( S'!J y ~((;) ~ A:;, 

Si K < S~, 1 K f • 60, ent..unces J< ;; A~, 

( s~ : K} = 2,. entonces K <C S:i: 

si K ;¡.: A~,. ant.oncos:: KA!S a $:1 

120 -
IKI IA~ 1 

IKA51 "---
IK n A~I 

.. 2: a-----
fK íl Aof 

ent.unces K íl A:1 ~ A:i Ccont.radicción>. 

a 

COROLARIO. PSL<2,4> y PSLC2,S> son isomort"us a A.!I. 

'fEOREMA. PSL<2,7> ;:; PSLC3,2). 

DEMOSTRACION. 

PSL(2,.7) us simpl& de 01-·dan 168 • 2 9(3)(7) • ~ 7<7 2-t) • 

si el ·número de 7-subgrupos do Sylow de PSL(2 17) , entunces 
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s = 1 (mÓd 7> y S'-;- 1 2"(3)C7) 

cerne PSL(2.7) us situple,. entonces s 

s, 
= il. 

m 1 Ó '3. 

PSJ.(2,7) es un t;rupo dg permutaciones sobre los 8 conju~ados- du 

un ·1-subg:rupo de Syluw B • 

Por un 1.eo1•ema de Fr•obllnius PSL<2l7> e-; 21 t..'1nico .;rupo s:implr-> de 

ot·do-n .¡ 7(77.-n . 

Por lo t.ant.0 1 comu PSLC3,2) es sintple <lo Ol'den 1 7C7? .. 1) r impil<:a 

PSLC3,2> ;;; PSLC2.,7) 

Ahora corrospcnde observar qua PSLC4i.2) y PSL<3,.4) ~on gr•crpos 

no isomorCos, asi se 1.jenet'l dos g:r•upos simpiqs con la misma 

c:;u•dinalidad, 20160, los cuales no son iscmorCos. 

TF.OREMA. PSL\4,2> ¡¡! PSJ.<3,4). 

DEMOSTRACION. Se obsepva que F: es un ~l"upo cíclico de 01·úen 3 1 

se sí¡g;ue qua s{ t; "i Z((if..(3,.q.) ), enLonce:s g: 
3 = t 

sea o € PSJ..(3,4) t.al qt..te ::; 2 = 1, 

s~a ';J -s: SLC3,4). t.al que o ..a- :; 

a z = 1 • Z(SL<'3,4>) si¡;niClcA quu <,2 °" Z(SLC3,4}) 

a" • 1 

ei elemont.o o~ caa en la cias~ ;;. ':t .,, i:." 

s.,.· consider-a1·a .-::r
3 

en lu~.a1• de 'Ji por• Jo 1,a.nt.o t;i
2 a t. 

Tom8.ndu la t~[·ans.l'"ormación lin~al oi(x) = x + x .::. V, 

$'i~ H = Nl..'1c ~. ent.unces V/H ~ ·l(V), 

óe aqul que 3 = úim V = dim H + úiut ·l(V), 

Si dim H. = 3, ont.on.ces •I'(V) • O y x + -:.•x = O 

(!)( :a: x Ccaract.eri:z:t.ica 2>, por lo t.ant..o I'~ =:. 1, 

· coni.rario a lo supuest.o, ur-den ? = 2. 

S'°' sic;:ue que dim H ::S 2. 

V ><..;;V, 

.. r.rx r: x,, est .. o es H consist.a de 

lns e!ement..us: 1~ijos pur Ja izquierda pur -:->. 
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Los aiemant.os "1'n ·I·(V) s.on fijos por la izquierda por f'J, puest.o 

ql.1~ o(x -t< ,.._.,() .,. ':"X + o 2 x n (_•x + x, ertt.onces '1(V) '.: H 

c.Hm •lCV) $ dim H. 

Es:f.o dej.a dim H =< 2 cu1il<.l \~nica posibilidad, es decir, H os un 

l1ir1~rp lar.o. 

x <i H si y sdlo si~ ox ;:. )( 

si x..::: V, I·(-::"<x> - x) = c<x> - x + ~(-=-<i.c> - x) 

""' C'(X) - X + 0'
2
()(} - ..;<()(.) 

= ~(X) - X + X - a(x) = o 
decir· a-<x> - )( .:: H 

·-• e:; una t.ransversiÓfl se~•.in H, ·:J .-: E. 

Pu~slo que n = 3, cu:.da:s:L{\Jiera dos: t.ran.s:versiun.es üif"e1•ent.es de la 

i<lent.i<lad son conj\Jgadas, de aqt.ti quo los elen.ent.os de orden 2 en 

PSLC3,4) for·man un Unlco conjunt.o de clement.os conju;:a<los. 

SA observa que OL<4t2> ;;. SL<4,2) ,;;:;: PSLC4:2> • 

. se;¡ ~v 1 , v
2

, v
9

, v..,~ u11a base do V 

En1.re los- olcnnent.os de 01•den .l. t.el"t~n1os p1~ime1~0 : 

T : V 1-r· V tal que 

T(vt) =vi., T<v
2
> e v

1 
+ v

2
, r<v

9
> • v

9
, I<v

4
) • v

4 

T es t.1•a.nsvarsión~ T ;.: E y 'T
2 

• E,. la cual Corma una clase de 

eleime11t.os conju~ados. 

aho''ª si T : V 1->- V es la funciOn lineal 
2 

Sfd' f.i~na · que poro 

T <v ) = v .. 
2 9 ~· 

T no es t.ransver•siOn. 
2 

Por lo t..ant.o los el*:!mant..os de orden 2 íor•méu'\ al ntenos dos 

conjunt.os de elument.os conjugado~. 

PSL<3,4) y! PSL<4,2). • 
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t:ASOS EN QUE GRUPOS LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS PSL<n,q) 

TIENEN LA MISMA CARDINALIDAD OE ALGUN GRUPO ALTERNANTE An~ 

D n : 2 

;o n ~ 2 

3) n 2 

'l 3 

e¡ = 4 

... ~--1· /'1 rr.•r-o,•:z 
c..¡ • p 

N = -} 41 

N :i f 51 

N = f 51 

·•P n~z 

5> n 3 

(j} rt u 4 

es la potencia exac'ta de p que divide a N,. 

q 9 

q = 4 

q = ¿ 

N 

N 

i 61 

i 81 

N = ~ or 

como se mencionó an(.eriorment..e,. si p es primo y n es un ent.ero 

posit.ivo, el uaayor• expone¡'l.t..e 9 t.~1 que p-!:f ni est.á. dl'ldo por 

a * ¡: ( n/p' J 

de aquí que prr.'.1"1-11 
"Z • p ~· 1 mi es ~.al ~rue 

"' .;; = ~ r-n<n-1) m ¡: r nt/p • 1 .. [ nt/p 1 + [ nvp' 1 + ..• 
t.:: 1 

si p r:é 2,. l>e 1 i ta\ f. 

para p " 2 2., 1 m 1 ;; u r m/2 j ... r 11./2' 1 + ••• 

m t • k2 '3 • k:z1
'"''.-a.-L• p. a. k en t. ero 

mi • k2<2~1 ) 
! n• 1 11111 k2~-t 

es decir la máxima potencia de 2 que divide a 

¡ rn<n-1> m ~ - 1 

+ .¡ rt'l.(t'l-1) • .¿¡, • ( n\/2 J + 1 m/Z
2 J + ... 

.,, 
f-:l "' "' 

.,, 
In 

\' < ¿ -- . m \' -- a 

'· {-, LP' J 
\ .. f1 • p-·1 ~ = 1 p p 

r·n<"n-1) < m/p-1 

<l6 

mt es 



luag:o como n ::, 2 .. 3n ::! 2n + 2 

3n 2. 2<n + 1) 

3 ?:: 2<n ~ i)/n 

olov::indo (13) a la po!.encia 3 ::! 2Cn+1)/n 

2 
pucs1.o que i m 1 i. U < l.\" -1, ant.oucc:::;: ~ 11\ ! < p:Jw,. ¡:-l {l4) 

Por la pi•upustciJn 11. Jul é:iptlru.lic:<:: 

in"'e."'' < 113nvp-1 

cxt.rayendu r.o.íz m.-ésima 
1/n1 1,.·r;, 

<m°'e-m) < (p;Jm.··p-1) 

hie-1 < pJ,.s:-l 

< ! % Ut ! 

(15) 

usando .. est..a Uesigualdad, :;e cunsider.arán t..o<los lo~ posibles 

valores del numero p primo, en :Cot"uia decrccient.e, con. los 

corrospondienl.9s subcasos que se 1uue!it.1•:..:tn an la t..allla 2. 

Caso a) p :! 7. 

se c1,.unple que la 1"'unctón x 1 ···~- 1 f;l'S tleci•eciunt,.t) 

c-nt.onces poi· C15> 

y P ~ m lll = (1 = 7 

rnCn-1) 

r = 1 n = 2 

N 7-=·· 2 c7~-1) a 7<24 > • 163 -" ~ 7 ! = 2520. 

us clecil· .. est.v caso no es posible, 
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i;P------~~---------~-------------------------~-----~ 1:caso a> p .2: 7 !I n--------------------...-----------------------,¡¡ ;¡e.aso b) p = s PSL<2 .5>, A<:. 11 
1¡;:-------------~-----~--------------~.1 
¡1 Ca~o e) p = 2 U 
U n ~ 3 ;: 
~\ 1' 2 P=•l,5 !! 1 l PSL<2,3>, A• ! 
j1 2 PSLC2,9), Ai:1 ,1 

~...--------~----------------------------------------= --:! ;¡C<.ISO d) p = 2 

'
1 u > 6 
:
1 i>5!.:n~ó 

'.l il)n:.:4 111..:..11 
:J i i i) tl !. 4 
Jj 111 ~ 5 PSL<2,'D .• A:. 
il 6 ~"' e: 10 
d 11 = 4 r 1 PSLC·i~2), Aa 
11 u e 3 r t 
~ 11 e 3 2 PSLC3,•1>, Au 
JI n e 2 l' = 3, 6 , 7 

ti...-.---------~-----~---------------------TalJla 2. 

p3. ¡:.-1 a 53··•, m < e(:iª .... ) Có.:\SO l>) IJ = 5, 

m:::. 9 t't1(n-D ,. [ 9/!l J + l. !1/25 J + ··• 

= 1 

n = 2 que rcsult.a ser al caso OS(.lecJal 

Na! 5<5z-1) = j 5<24> m 60 = 5! 

de PSL<2..G> y A:::. 

Caso e) p = 3, pJJ .. ·¡:.-t = 33·~2, m < e(33 '·.:), 

m J ... - 14 ! 1.2.3.4.5.6.7.S.?.10.11.12.13.14 

IU ·~ 14 

1, 2, •l, 5 sou l.a.s poLenclas uxact.as de 3 que puudan 

dividir• a -¡ m 1 

si n ;.:. 3 .¡ n<n-t> = 3t 6, .•• no us: posiblo 

n = 2 n<n-1) = 1 y r- == 1, 2_,. 4, 5 

Na t Hit ... ~ 3r(3z:-_t> =- ~ 3 1'c3r ... 1)(3r-1) 

el hecho da que con 1• = 4:- 5, 

3" + 1 1tZ 02~ 3:'> + t ~ 244 

~ón divisiblas pop 41 y ói respect.ivamenLo y m t no lo 
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AS, deja como Ünicas posihilida.de:; a r = l, 2 qu~ 

vuelvan a result.ar· úos casos especialss : 

2 a d '* (q-1, u) aa (3r-1 .. 2) 

N • f 3!3:-1) • 12 ;111 f 4 1 

N - l 3'
2
(3

4
-1) ti: 360 • ~ 6 l 

cor·respondiont.cs a PSL(2:3> y A.i~ PSLC2,9) y Ao. 

Caso J) t> • 2, IU ( e(.$) < 21 

+ f i·n<n-t> ~ L 21/2] -> [ 21/4] + [ 21/3 ! + 1 21/16 j + •.. 

10 + 5 ·• 2 •t· 1 = 18 

t rn(n-1) ~ 17 

s:i n > 6, 

n:::: 6 

, 

nCri-1} ) 21 no us: (Jósiblo 

(Pr> - 1 a. q".1-1 as tJn f'aci~ot• d'.t 

N ( 1/d )qr.1r.-1:.·?.(qn ... 1) 

• 2 -1 .. 311 í 1111 

ot..ro caso imposible. 

ii>nS4, m ~ 11. 

«/-1> 
lHtJ•o lll ( 21 

tmo t.le los t"ºact.ores 4 1 -1 a 2r•-1 es divisible vo•• 11, 

poro 2 es una. raíz primlt.lva módulo 11, est.o es 

2.1"' 111 
• 2.lU E 1 (mÓd 11). 

tOJ r:; 

.:1rit.oncas, 2ª-1 • 2
1
ºt-1 par•a .U.lf&Ül'l 1~ 

• (2:Sl + 1)<.2-:JL ... 1) 

y 31 . 2 5 -1 1<2">'- 1" ~ 2°' -
:.112" - 1 31 I i nd 

impusible (m < 21>. 

Ui> n i 4, In !: 10. 

m ! :ó. 10 1 = 1.2.3.4.5.6.7,8.9.10 

dividiendo por 2 : 1.3.4.5.6.7.8.9.10 

l'n<n-1) =- 2, 3, ó o 1. 
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si m::: 5 2z 1 l' m t '! rn(l"l-1) * 2 

n < 3 r =i: 2, n ~ 2 

obt.eniendose el ot.ro caso especial con PSL<2,4) y A~ 

si m ~ 6 l.>.;;. 4. S ¡.6.7.B.9.10 

con las pot.encias 

t rn<n-1) = 3, 6 ó 7 p puede div.ldil .. a i: m 1 

ul~uuos t..érminos de 2rt-1 deben se-r· divisibles por 5, 

qnt.unces 4 1 r~s 

(2 es f'~"\ÍZ prinút.ivk m0du1o 5~ 2r 7 
E i(mÓd 5) .. ~«5) lr•s) 

al analizar valores de ~ rn(n-1) para n S 4 

nm4 ~r(4)(3)=ór=61 rmt 

n 3 

n = 2 

~ r{3)<2> = 3r = 3 ó 6, 

t r<2> = r = 3, ó Ó 7 

quedando excluidos- los casos 

n -3 r . 1 <2•-1><22
-1) 

z 
n • 2 r a 3 <2') -t 

z 
n• 2 r . 7 (27

) -t 

y obsot•vando 

n = 4 r = 1 da el case PSL<4,2) y A• 

r = 

N • 2•i:::r ... 2'c2"-1><23-t><22-t> .. 20160 • l e 1 

ó 2. 

n a 3 r = 2 so obtiene el caso PSL(3 14) y Ae 

[\! • 4;'
2

"'
21

(4
9
-t)C4

2
-t) • 20160 • f 9 t 

n s: 2 r = 6 se obtiene un f'act.or 
z 

<2..,) -1 a 21Z-1 • <26 -1)(2°+1) 

pero 13l2
6
+J y 13.f' i 1nl lo cual no e~ posible .• 

Ahora se verá si exi:st.en isomorf"ismos o no ent.re los 

grupos PSL<n 1q> y Arn correspondientes 
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1} PSL<2,3) = A• no es 1;rupo simple. como se an.<=\liZÓ 

antal'io1·ment.e. 

2) Se ha <lamosi.Padu que t.uJu g-i·upu simple do uNlen 60. es 

h:omo1·1'0 a A-:,, por lo t..anto A:i ~ PSL(2,4) ~ PSL(2 15). 

:n PSLC2,9) ;:; Ao. 

DEMOSTRACION. 

PSL<2,9) contiene un sub~rupo B isomorfo a A~, se;;1:1n a.13 úe l5J. 

B es d" índice 6 : ¡ PSL<2,9> : e¡ ~ 360/ 60 = 6 • 

Sea. X = ~B, Bx
1 

, Bx
2 

, Bx
3 

, Bx .. , Bx:; }· el cunjunt.u de lns 

c:lases 1at.ora1os derechas du B en PSL(2.9), ont.oncf;!~ S:-.. = S.-;. 

Por Caley axis:t.e un ho1110111ur!"ismo ·P : PSLC2,9) ~>- Só, si .;;- no es 

inycct.ivo, enf;oncos NÚc .p ~ <o>, y f~Úc 'P <t PSL<2~9>, lo cual 

cont.1·adico la simplicidad de PSLC2,9> " 

•·• ¡: es inyoct.ivo. 

ent.onces •?(PSL<2,9>) < So y 1 ;( PSLC2,9> ) I = 360. 

Como ei Único s:ubgrupo de S"; de indice 2 es Af1, cnt.onces 

PSL<2,9) ;:; ·¡;(PSLC2,9>) ;:; Aó. 

4 > PSLC4 ,2> ;:; Ae. 

DEMOSTRACION. 

¡oL<-t,2> ¡ = c2•-1>c2•-2>c2"-22>c2"-2"> = 201c:;o = a 1 

l ~L<
4~1 . IF· ,· ~ 1 GL<4,2) ;:; SL(4,2> 

SL<4,2') ' 

SL<4.2> 
además PSLC4,2) ª Z{SL<-1;2)} 

por lo t.aut.o PSL.C4,2> ~ GLC4,.2). 

Aho1·a considerándoso 

G a r: 1 1) 1) 

• o 

·' 

o • 

~J • <> 
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O _ GL<4,2>, i !;'. .~ _e; 6 

r-slacioncs G'll -:i: G'z ~ E 
' e 

(O O ) 3 
;::; E 

'· ~ •1 

[

Q " 

o ' 
' o 
1) () 

y so pued9'n. va1--iftcozr )as si~t.a!ent.os: 

(2 ~ i ~ 6) 

(! :::: i ~ 5') 

<i + ¡ < J> 

t1nt..onces <3
1

, ..... 0
6 

¡t;ener-an An ssgún el t.aorem .. "'>t. 19.R l51. 

Sea G = <G
1

,. ••• , 0
6
>, snt.onces G < GLC4"'";!), 

cs:t.o es Ae < GL(4,2> 

!GLC4,2>I = IA•I• implica quo Ao = GLC4,2) 

As ;;; GLC4,Z) ;;; PSLC4,2). 

5). Como PSL(4,2) ~ PSL<3 14) y JJOl .. 4), eni.onceS" PSLC3,4) pi A.o. 
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APEtl'UICE 

En esta par·t.e del traba.Jo~ se d.e.sar1f·0Uan lo.:. conce-pt.os ~, 

\""esult.ados q1.1e se usar-on en al capit.ulo 11. 

0& aqui en adelante se cons::irlerarán enteros a, b t.aies: que 

<a, b> :.¡ ·¡,. f~I ~ jhl ·:. i.~ 2,. y p un nt.Í:mnro primo" a 1nenus que 

se espocif"lqua ct..ra cosa. 

PROPOSlCION t. Si p ¡an-L/
1 

paN.'- alG;Un n., entonces p· .¡- a y 1~ .f b. 

l>EtfOSTRA.CION, Suponer que p ¡a,. es dacir a a rp p. a. r entero 

así que p. a. k ent.~ro 

e p<k-r) 

o bn n ¡ifr-k>. do aqui pjb" 

contradicción, <a,. b) a l. 

En í"ur·1n~ análoga P1 b. 

PROPOSICWN 2. ¡>ja"-¡," si y sólo si (a/b)" " i <mód ¡». 

DEM05TRACION. .. a"'··t./' s O (m0d p> 

a" :;.. lJ"' C:mó<l p>, y por pr•op. 1 p{b 

a."',,br' • (a/b)") e t <mód 1)> 111 

DEFINICION. Sea t" el orúe!.l úa a/b en 2r: ·, es'tc ~S't (a/b)r = 1 

(niÓd pJ )' si (a/l>)"' E 1 (mÜd p>, entonces f '!:: na 

Si f' es eJ. 01•cJ-en de a,....·b en. .:Zp • y puesLo <(UO- Xr.r es el gr•upo 

cjc:lico de ordt="n p-1, eut.onces í" ¡p-1 • 

PROl'OSICYON 3. PI an-b" si y sólu si f'I n • 
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ui;MOSTRACl.ON • 

.. > Si 1> \a0
-bn .. 

como C es al mínimo t'lÚmcro 1.a1 que 

(a/b)( :::! 1 CmÓd v>, t" :.:. n. 

4-µl'op. 2> 

1Ut3;.>0 (a/b)1
·, i:t ln/b):;!•r ;. 1 (mÓJ p), 0 - 1• ( C 

.., (.a/b)-:;: 1 (a/b):- _ (anóc.J p> 

Je aquí (a/b)r :: 

n = qf' y .. } Si r¡n, n = qf.", 

por pro p. 2 

ar'-b" n a-:¡!_b1f 

1 Cmó<l p> 

1"\n 

y 

p.a. q cnt.cro 

' 1 p \o.'-b, así 

( <af-bl > bl) " . -

f' 'C o 

et/> 

UE::f'LNlCION. Sea rp r. el n-ásinw polinomio mónico en •LCxJ úe.t"inido 

pc1• ? :"\ (."<> a n(x-o.>, .:t -a Un, úonde U·n es el conjunt.u de t.odas las 

1•ai..:e!: n-Jsima.s: pri1n.it.ivas de la unidad. Est.e l'ulinum.lo es el 

llamado n-ESl.MO POUNOMIO ClCLOTOMICO. 

La corr~spondio1\t.e l-'OPJ·tA. HfJMOGENE/\ ASOCIADA. al t,oiinondo 

cic!ot..Óndc:u es: 

dende .,..-<n> es la t'unci&n de Euier aplicada a n • 

PRúPOS!CION 4, Si n es un ent..ero posit.ivo,. "2'nt.oncos 

)t!"t-1 - n ?.¡<x> 
:\n . 

ll1':MOSTRAC!ON. leí". 31.11 

Ln. propo::;ición 4 pernd't.e calcula~· lus polinondo!; ciciot.Onúcos 

t•cctJt•si~1antent.-o por división 
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da modo que 

x-1 = .;:. <x> 
1 

x
2
-i • '•\<x>,;.-

2
<x> 

x"-1 • :!IL(X)~·:/>c.) 
,.,"-1 • 'f.·

1
(x>-:-2Cx)-?4Cx) 

x"-1 .. ~ 1 <x>;t·5 ()() 
x..s-1 • -ti

1
(x}t,t·

4
/u),p

3
<><>',!'

6
<x> 

·P, Cx> -)( -
1P Cx:> m " + .. , 
<f· Cx> -)( ... " + l • 2 
1' <x) a )( + l . . , 2 
1· Cx> a X + " + " + X + , 
;-J• ()() 

2 
)( - " + 1 

~ 

1 

Por la p1·oposíción 4 s:e t.iena qua para. n un ent.ero vusit.ivo, 

y si r(n, 

b'"' íl4¡".prJ(.a./~~ .. 

1:' n,,,-P,.<a,,b) 
bn-r n ?~(a/b') 

din •.fr 

PROPOSICION 5. Si P('l•"<a, b) enLonce" t>la"-¡,~ 

DEMOSTR ... CION. a'""-bf\. bn n tp::l(;a/b) 

di~ 

si Pl·í\.,<a, l.J>, 

poi• C1) 



COROLARIO 6. Si p{-t-'°l<a, b) ent.uncas fin. 

UEMOSTR..ACION, So sigue de l.a.s pa•oposiciun&s t3 y 'J' • • 

Dl:F'INICION, EL ORDEN de m, respect.o al primo p,. es el ·oxponent.e de 

Ja ni.dxim . .a. po·tf!-ncia t.le p 4ue divide n. m • Es <Jecil· p·~:--="'~ trn y st 

111
=¡m pa1•a a!;-Un k, ~11t.onces k.-.::. ot•tl JH. 

/\ part..ir- de las ecu~ciunes (1) y (2) so oht.iecuJn r·espect.ivament.o, 

y si r· ¡n, 

Como 

:....,<WL»I a-.-h:-. 

a.r--.-br-' 

-:.· .... {.a/L>)f -,--,.
"-l.! 

ord ~...,<a,. l» uro. -:.r.(a/b) 

(3) 

C4 > • 

PROPOSICION 7. Sea f e.l orden do a/ben .:Ze:·, st ord -;-"<.a/IJ) :-=O 

nnt.r:tnc9s 1· { n • 

DEMOS'fRACION. ord t. r.<.:J./b) ?t O,. 

urd 4ir-. (a, b) ~ U pof' (5), 

P(·~,.<a, u> y t"jn por cor. ó. .. 

LEMA 1. Sea 1· a! ord<tn.. do a/b en 2'p "". Ent..on:ccs se cu1n)Jlo J.o 

~ii;uien.t.e 

1. Si p es impar, 

a) \lr•c.J 4'/ª' fJ .> > O. 
h.> or•d .;-f¡: .. <a, b>·= 1. i! 1 • 
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e) urd ~l"I <a, b) = O, para. cuaiquiel' ut.ro J\ :..: 1 • 

d) or-c.! <a"'-br.> a:1 O, si 1·.r n. 

si 1· ¡u . 

2. a) urd "t:~l(a, lJ) = 1, para i ~ 2 • 

b) Si ;\<u, b> = a-b s; O Cmód 4>. ent.oncu~ urd .:,.~<.a:, h> = 

e> Si ~ <.:i., b) = a + b =O (mÓd 4), eut.onces Ol'd ·'!·(a, h) -= 1. , . 
d> ord ;,"'I <a, b) = O, p.a1·a n = 2'·1, 1 ::: O~ l ;.:.: 3· impaP. 

DEMOSTRACION. 

1. a> (u/t»' = t Cmód p > .. ord («Vl»1 - 1) > 1) • 

Además,. (a/b)i - 1 = n .;•"Ca/b) = '; 
1 

C.a/b) i1 -: .i<.a./b) 

, 1 r - ., 1' º"'' -

!ii d 1 e y d ¡;r. f', ent.onccs: d < f' y 

urd ;:i~<a/b) = O por la prop. 7 

Ol''d (Ca/b)f - 1) ª OA"<l Of(a/b) 

ord .~fCa/b> > U 

y por (5), or·d i;:.,<a, b> > O • 

r = rp'-· 1
, l ;:; 1 • 

-~onto ri··· .. p \a:'-br por ppop. $ asi 

n -b •. ... ,., 
PI " ¡>{b 

¿ a -!J 

r 
y ... p 

a -b' ~r-br 

ord = 1 • 
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por ot.t-a par·t.G 

ent.onccs \ Ot'd ·.:-·/a/U) i:: 1 

d I*' J{r 

PcH' 1~ t..:.,nt.o exist..o un. divisor d de n t.al qua d{r y 

or·ú .;:-i<a/b) = 1~ 

ot•U -;·
1
<a,t» = ord ~ .. /~/b) ::e. 1 por· (5) 

y pot" el carol.arío O, 1" jd 

~ll.f1L>UCeS d tn~ d{r y l'l ,_ t•p·, r P !'p"-~l htt['JliCa d • n 

urd .:'i(::\/b) = or-tl f.;:-
1
(.a/b> = os•t.I .;;, ... <a, b> = 1 

_.,. º• p;l, 

~,.·-h: • a"t-L>~ tl (<ar-b~-=-~~~~ a 

a.r-!.lr 3 r_l.>r ar-b:-

par• fo t.ant.u 

a1'\t.onces 

ar'-bt'' 

p~ -
ar-l/ 

U) $1 C-tn ent.oncos 

u) Sl C( t\, 

fJOI' (4), 

o. 

prop. <3> 

b~-í n ..... (a/b) 

~1·· ~f;:~ 
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de 6'st.o y la pr·op. 7 

Ol•d n.'"'-o:= '\ ord:,, ·.<a/lJ) 
n { - b ( f ft j t'< f F 

1 > \) 
d ::ir !"p" ...,. ot·d :-..- .:1 ta/b) ~ o. 
Por ta obsarva.ción de que f'l p .. t. eni .. onces pfC 

Ent.oncos los vafoi•es: de i cor·1·en. sob1·e todos los v.,101·es 

y por o.J inciso b>, 

2. Si p :: z. f' = 1 y .a/b ::: 1 <mócl 2> 

b;:·,z\··.:.· tCa/b) 
2 

• b!'· .. :?··-' <.a/b>z·_ 
n~~--- ;,1. <a?E> 

•) ~ )! ::. .... 1 '"' 

~ - 1 .. - l 

1:/-2·-·~~~~=--~/l.>), ... t ) 
~ • L 

(a/b).? - 1 

•.-1 ~~ l 
az + h~ 

como a/b s 1 <ITtdd 2>. 

:q.::t/b - 1 y z (.n/b - 1 .. 2 u a/b + 1 

41(.-v'b - t)(a./b + 1),. (a/b)°- 1 
,_, 

~q<"a/b)=: - 1 para i ~ ·1 

t-J. 
y ('-'/!> )' = 1 <móJ •t> 

-.-1 

(a/b}' + 1 = z cmdJ 4>, 

.. 
·!'.:?.\. <a, !J) .. 2 = 4k,. p.a. k ent.e1·u 

7') 



·?
2

t. <a, b) = 4k -f· 2 = 2C2k + 1) 

Zfrf
2

'. (a, b> per•o 2
2

.f·p<l\ (at b> 

or·c.! .p
2

1. <at b) cr 1. 

h> Si ~(a, b> = a - b s O (n.0d 4) . 
4 la - b, 

lue:;o ''P z (a, b > =- a + 1J :a a - l.J + 2b 

4k + 2h, p.:. .... k ent.e1•0 

e> Si r·
2
<a, l>> = .a + l> = O <rndd 4> 

4 I ~)2 <a, b) a a + b 

·PL<a,. b) • a-b z:t a + b -21J = 4k - 2b, 

~nt.onces: ~l-ti1 <a, b) y 

2
2 

f1•
1 
<a, b) po•"que .2{b 

.. ord ~,<a, b) m: 1 

i ~ o, 

r.:011101;>1'\(a/b) 1 

or·~J q,,.., (a/b) $ ord 

aduna.as 

\ -' 
~~: b~ a (a2~_b2\) 
az -b2 

2 .¡-

l in1par, 

so 

put•<jU& 2~ U 

p.a. k ent.c.H•o 

~ 3. 

' b2 + ... +. 



y ord z,.,., {.a/b) ord ;::''"'Ca, b> o. • 

Ahora sa procederá a encontrar una est.imación da ¡-:i <a,. b) 1 

t.omando a,. h sobre t.odas las parejas do nt.imeros complejos que 

sat.isf"acen ¡a¡> lbJ .¡. t?; 2. 

DEFINICION. Dado n 

L<n> 
O un ~nt.er•o, sea 

inC { l;-
1
5a, b>I: a, b _ ·C }. 

Anf.os da demost.1•a1• eJ si~uient~e r·esutt..ado se obt.iencn 

unas: pK""opiedades Út.iles. 

J. Si pjn,. L(np> ?.:: L(n) y L(np) ~ (1 + µ)¡:: .. 'r,i. 

poi• la proposición 4, 

donde k es el mayor divisor de np t.al quo k ~ np, esto es, k 1 np, 

k ~ np y !:i k' lnp t.al quo k' ,,,:.. up,. er~t.uncas k' :!:. k. 

como 

<h~)~·n G!::.::bp j~_::.!. 
n ~ .. (a" /l>p) 
.. ¡('):t 'r'I 

.. b ~r~ri1 ~~ f'F -i 

(a"/h~.)~ -1 

donde m es el mayor divisor de n 'Lal que m ;.::. n. 

se t.ieno que 

donde d = <n, p) = p 

k = pm, puest.o <¡ue es el mayor divisoi· de np y mp ~ np 

pop lo lant.u .,:·,.,~<a, b) a 9..,, (.a,P, bp) C21) • 
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Ahot·o., 

~ 1~ .. .<""• 1.'>f: a,¡,"' .i:. -~ 1 i" . .<"• b)I, a, 1> ., -~ 1 

poi• <21) 

."lSi L<n> ~ L(np> si pjn. <22), 

ror· ot1•a p::.u•t.e 

1':
0
<3 , !»f ~ p,''"" . .:,,,(a/h)I = ¡i,''" 11 (.,_,¡, - <>i 

t: ' •• ~ -; 1 

11 ¡ .. - "<.1 
1, ....... t 

por• lo t.ant.o 

11 i" - bo~I - n (lal-lhl)"' llal-11>1/" 
•,k, l'I'=' ~ k, ni= l 

l.uego como fa I 2 lb 1 ... 1 }' 

lnl"-lblp • (inJ-lbl • Jbl f -Jbl" 
"° (lal-11>1/ + p(lal-Jt..J/"' 11>1 
> l ... p 

A:d qu" i'''~/ª• 1>>1 = it·_<:a•, ur>i 

<.( la'1-pl¡ )"'"'· p<>••Q3> 

!l2 



U. Si p ~ 5, L<p > > 2p • 

DEMOSTRACION. 

So t,iena qua por- pr-op. 4. 

.. ~----
¡a-b 1 la 1 + lb 1 

---- -2: ----- & -----

¡a-bl lal+lbl ¡a¡+¡b¡ 
r-· p 

xP- y' f af- lbl 
y i;>F <a, b) 1 " ------

la( + 1 b( " + y 

donde X= 'ª'· y = '"' xo'!y+1~2 

(><P-yFHt + 2y> a x<t+y>(xF"'-<t+y>r-"1
) + y(><r--<t+y)P) + 

+ y"(x-<i+y)) + <x+y)((t+y>' - y') ?. 

" (><+y>(<1+y>'-y') 

COIUO y a 1b1 ?. 1 
P F F 

(1+y)P-2P • ¡ (~)/ -¡ [~J • ~ [~] <y'-D <_ 

y 
p p 

(t+y>"-z"y - 6 rnyk - YG (~) 
:ulf'tn&.ás 

3<1+y¡P - :¿P(1+2y> ?. yp - 1 + 2<y'·y) " 3y' - Ct+2y> .. 

'l(t+y)P - 3yp ~ 2p(1+2y> - C1+2y> a <2p - 1)(t+2y) .. 
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!!!. Si p ~ 5, 

DEMOSTRACION. 

: .. (1+yJr- Y; 
--,-~--

L<2p> > 2p . 

Prfmgrr.> !:e 1>robaP3 que 

G!;.:·· 1J(1+2y> 
~<. J+J;y) 

.. 

;
2
n(x) z in<-x) , ~i n e!i impar y n) t. 

2¡::- 1 
-3-

So u~&rá ta igua..h!ad : x
1

'·· .. 1 • -úc'" -1 >( <-x>'"'-t ), p::.u~i.-t n illl(JCU' & 

induCr.:idn. 

~~- ne<-"~: .. U 
<x'-1)(-:>,<x>) 

hipót.esi:s Ue ind\.1cción si n = 2!-1 con 2 '!.. _ k 

z. 21:. t} 
X -1 

~~~·J·.•t:x> n ñ ¡:'..:/X' 
oJ. t l < 2 k .. 1) 

'! ~ :: ' :;: !~. 1 , 

.. ~. <x) 
'1,1'\ 

-ex''"' -1. )(•-~>"'-' -1) 

n ;,./x.,-;;:.~(X) íl ;··.¡f.X) 

: I') i:. J .... "-1~ :.::1= .. t •• 

::1 S.. 2 I; • t ..,,.~ •. t ;_ ::' 1 : '1' .i"" :l-:-s 

(-x)zk•1 -1 c-x>:-.t•1 -1 

2°at-:.i<":-:.i l:l -p
2

<.:<>n_
1

;o <.><' ª~\ <-x>n:1 ';.· c-x> 
e;: ,,. <.-'t) 

"?I: • t 

; ¡212>.•11 '12-;· 
'l't•j l t t. p l-';: '! ~ Q ·:I<:: j. j 21: ... 1 

IH 



Ahora, 

1' <x> 
7., 

.z.r;< ... x> si n es impar y n > 1 , 

;!•:?:p (-.., h) • bl"" 2P,<P::r (a/h) • l:)~'="z:~·::-ií'r. <-..-.../b) 

(.25> 

p01" <2!3) 

y (26) 

como 

inf" { !?/ª• b>i a, b E <C f S inf" l l;>P(a,·b)I : a, b "•C 1 

= inC { l~2F'<a, b)I a, b o:;:: •.C 

y por 11, si p ~ 5, 

L<p > ,; L<2¡» 

2p < Ll2p) • .. 
IV. Sl t>{n,. ent.onces: L(np> ~ L<n>p-i . 

<27> 

por· <26) 

DEMOSTRACION. Sea et una raíz prlm.i.t.iva p-ésima do Ja unidad, 

entonces 

ríl .Pn <a., cb> • l!J"' (a, cpb>.:P,.. <a, c:b) ..• 1'',.., (a, .c:-1
b> 

~ :1. 

n 

" SP.A .C ~ l"J 1 
F- l"lf' 

sust.it.uyendo 
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íl <.a - hr;.·:·;.FI:) n <.a - b-:.:i"::··FI°) ... íl Ca -
< I; ... ,,= i • •:, !".)= 1 'I'., r •: 1 

cada fact.or t..ienn t.ant.os t.érminos como ·.c<n) y son p··t fa.et.ores es 

decir son -;<r.>Cr~-1) ::: -p(n)·;:(p) = 1C·(np> , ya que <n, p> = t 

además <in+ \lk, np) = 1, puost.o quo si d >I! 1, tal que dfin + pk, 

y dl np> ant.onces: dfn (dfp) y <ilpk implica d\k. cont.radiciendo 

<n, k> = i. 

b> ;:; n -t- '""' ~b) 
!'F' = 1 • !'.,::' 1"" 

por t~ant.o, si pfn I "'./ª· b> 1 = n 1 ;>-."" ,.b., t 
r¡."= 1. c:.L1 

LCn> iní 

!. inf 

considérese 

fT ... <a, b>I i a, b s ·C ) 

\?
0
Ca, cb>f 1 a, u 'i •C 1 

íl \""~'ª• .-1>>\ : a, b .;¡ •C .t:·t llt 1, 

L<n>•-• !: inr 1 11 \•;\<a, &b) 1 : a, b E •C } • L<np) 

DEMOSTRACION. 

eut.onces 

si y "- 3, 

s:l X ;!; 3, 

.. log 

" 

lo¡: x ~ log 3 

x(xy-z> > 3 > t 

~'(y) > O, as decir g e~ cracien1.e 

lt.1.•.?t:)O g-<3>. - x
7
-3x, como )( ~ 3t X?. ?!. ax,. il"pllca <;(3) 2. O, 

si y -?;. 3, f):(y) ~ gC3)" cst.o es, xy-1-xy ?!. x?.-3X ~ O 

Sel 

• 



><y • 

\'l, Si n es divisible por el cuadrado da un primo p~ ont.011ce~ 

L<n> "° L<n/p > • 
OE:MOSTRACION. Stiit siguo de l. po .... quo p j~ • 

LENA 2. Pura n ~ 1,. 2,. 3 y 6 se t.iono que L(n) > íl p 
;. 1-

DEMOSTRAC!ON. <Por inducción> 

J.) Si n os divisib.t.o por el cuadr~do de un pf'itno p y 

n/p = .11' 2,. 3 ó 6. <n ~ p,. 2p,. 3p ó óp> 

.. 

como pf n/p, Jas ún.icas posibUid--.dos:: s:on : n = 4, 9, 12 ó 18 , 

Pero por !a segunda af"lrmación de I. 

L<4 > • L<2.2> ~ (1 + 2>¡:."?'• 3 > 2 

L<.!J> • L(3,3);: <1 + 3>·-~·J~ • 4;! a 16 > 3 

L<12) • L<6,2> ~ (1 .f.. 2>(."Ql • :;,Z • V ) 2<3) 

L<t&> a L<ó,3) ~ <t + 3)(."cs: • 4;: • 16 ) 2<3> 

hlaor•u, .s:i n .2:: 4t 9,. 12 y 19,. y p~fn 

hipótesis de inducción : si hl < n. L<in> > n p 
t ,., 

P.O. par-a n. 

sea 

r.:orno 

2 
n • pJ.q ,. 

P,I~- .. P,<t 
1 

q un ent..ero positivo. 

por r.,. L<p 'q>,. 

L< Pi q > > íl p' • n2- p 
i=' 1 F J.:¡ ,: l r. l ~ 

e:: decir L<n> 

ti) Supóngase que- n os libr-e da cuadrado, est.o os, n no os: 

divisible ~o,.. el cuadrado de algún pr-ímo p. 

Soa p el número pr-irno nm.yor divisor dfi:f n y SQ'"--4 u = pin. 

pur l1ipdtesis p ~ 5 , 
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Si m = t, ent..onces pO\"' U. L<p) > 2p > p 

y se cumple Ja af'irmación. 

Si m = 2 1 ent.oncas: pO\"' Ul. L<2p> > 2p. 

Si m = 3, n = 3p y 3{p por IV 

LC3p) " (L<p., )' > 4p' [>OI' JI, 

> 3p • 

Sl m • 6, L<6p> • L(3C2p>) ;,: (LC2p) ) 2 
, 

(L<2p> )' > -tpz > 6p 

LC6p> > 6p • 

hipót..esis de inducción 

P.O. pai·a n. 

si m < n,, L(m) > íl p • 

P jm 

sea na mp, 

n libro de cuadrada implica p.fm 

e1'lt.onces L<mp) 2: L<m>r-i por IV. 

como L<m> ~ 3 y p > 3, aplicando V. con x = L<m>, y = ¡>, 

L<m>¡:-i ~ pLCm> 

á 

LCmp> 2: pl<ru) > P íl p" 
p• 1~ 

L<n> > íl i> 
pjn 

11 

TEOREMA t. Si n > 2 y a,. b son ent.eros t.ales que Ca, b) • 1, 

1a1 :::: 1b1 + t ~ 2, enLui>ces exisl.e p primo t.al que p ja "-b" y 

l'i' at-b'·, si 

b = + 1 ó 

< i < n • a excepcicin de n • a, a a :!:. 2, 

n • 6, a ª ± 2 / b = ± 1 • 

Adamas p.f'n y (a/b)r' s 1 (mdc.l ¡J). 

DEMOSTRACION. 

Supdnsaso quo 

t.aJ que p ja'-h' 

En part..icuJar-

¡>é\t-a t..odo t>l"imo p t.al que p f a"-br", exist.e O < i < n, 

• b' n P,<a/b) . 

• I' 
si p l·P"'I <a/IJ), como a -l>,.., • lJr- íl 1> Ca/b) 

"'" " ent.onces exist.e d !:: i < n t.al que 

[' 11'/'l/b) . 
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Sea f' el orden do (a/lJ) módulo p , 

Como or-d ;::-" (a./b) ) O,,. y ord ?!•:f(i\rb> O 

So sit;:uo doi pr·imer- loma quo si p > 2, n • {'p~: y d ~ Cp 1 donde 

O :!: j < k, a:;i que p (n, 

t.ambién por el Joma 1, ord ~:'\ (a/b) = 1 . 

Si p i=. 2 y Of'd -:i,., Ca./b) > O,. del lema 1,,. 2> n a:aii 2'· y si n > 2 , 

ord "'~,., (a/b) :11 1 . 

Por lo t.ant.o, en cua!quiar caso si n > 2 

y 

!o cual cent.radica el lema 2, si n :z: 11 2, 3, 6. 

ahora analizando los casos n • 3, n = 6 

si ¡aj ~ 3, 

~3<a, b) • az + a.b + b 2 
a ~ali! + ab + b 2 + 1a.2 

• <fa + b)z + ¡a2 

y 

?,<a, b> O!. Z7/4 > 6 

con lo cual so t.iene que 

n p Q 3 < 6 s LC3) a in<j 1~,ca,u>I 
p I • 

mien~ras: que para !al = Z 

si a :=i 2, b ea -1 

11,<2, -1> • ~<.'2>2 + ( f<2> + c-t> )-.: i:a 3 f 3, 

~i ~ = 2,. b 12 1 

Ca.Ha. 

.pgC:2,..1) Q 1<2)z + e i<2> + 1 )
2 

• 3 ... 4 • 7 > 3 

~i cumple el lema .. 
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~i a = ""2, b = 1 

;!•
9
(-2, -1) :s 1<-2)~·. + ( i<-2) 1· 1 ) 2 

a 3 t 3 1 

si a = -.z,. b = -1 

:;-
0
<-2, -1) a ~(-;.'!):;: + ( ~(-2) - 1 ) 2 

• 3 + 4 u 7 ) S 

~i. cumple el lama. 

aderná:: como ·'Zl (a, b) = -;./ªt -b> por· <25) ,, 
el lema no so cu111ple pal'a •f.o <2. ., 1) y 1:. ..... < ... 2, -t) 

Por• lo t.ant.o salvo las oxc:epcionos do n = 3, a = :;: 2, b = :;: ó 

n ª <i,. a = = 2, b i:a !. 1,. siempre se cont.1,adico .al lema 2, por lo 

•~ant.u exist.e p tal quo:t p ja '"'-1./' y p.fa
1·-b\, si o < i < n. 

De est.a C'orma n es el orden de a/b módl.llo p 

y por t.anLo n 1 p-1 y p{n • • 

TEOREMA 2. Sl a > t es un entero y n > 2, entonces existe un 

pr•imo p t.al que p lan-t y p-ra'"-t si < n, a lllenus: quo n • 6, 

¡,-ta 2. 

DEHOSTRACION. Aplicar el TEOREMA 1 con b • l. • 
OTROS RESULTADOS: 

PROPOSICION 8. Si x > 1, la Cunci<.~n x 1
·':<-t es decrocient.e. 

DEHOSTRACION. 
1,...x-1 t."-.:-1 (1 n ><) 

í'<x) • >< · a exp<ln >< > • e><p l-;=¡ 

f'(x) .. (
1º "), exp [!~~) • ~:..!:~~...:......!.~ r,_axp (!',.'- "1·-)] 
x-1 x-1 <x-t> z 

ahora sea t;<x> • x:i - In x 

s_i, ·x > 1, t-x < O, """ g'<x> < O, 

esto es , g .es decrecient.e y como c;<1"> = o,. e:<><> < o,· 
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:;<x} r (1 ) J f''(x) =i --- exp -~ 
<)(-t>2.L x-t 

< o, 

y t"<x> es decrecient..e. 
"' 

PROPOS!C!ON 9. Si O :; x., :,; l, ent.onces 11 <1-x., > "
., c: 1 

DEMOSTRACION. Inducción sobre m. 

' m f n <1-x,) 

'"' 
hipótesis de inducción In = k, T1 <1-x. > 

P.D. 

m = k + 1 n <t-x ) )<1-x,,_') 

l· 

~ et - l: x._>Cl-x>.-<> ...... 

u 1 - r: "'., - )(k ... 1 + )(~ .... 
•. = 1 

~ 

XJ:-1 E "'•. Z: o ya que 0!:->< ~t. 

- r: '".. 
... = 1 

• 

PROPOSIClON 10. Para t.odo ent.ero posit.ivo m, t 1 + t/m)m < e . 

' 
01".MOSTRACION. In x • J, ~·· 

J .... 1.·:"!"'; 

se t.iene que In (1 + 1/mJ "' J
1 

1.•J 

l<u> = t/u es continua en ( t, + 1/m J, por el t.eorenra. del valor 
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medio par·a in.t.ograles, exis1.e t. € (1, 1 + 1/m) t.al quo 
1 .. 1.~'l'\ 

f, du u 1/m(!'<L>) D 1,/m(1/0 a 1/mt, 

< L < 1 + 1/m ,. m < mt. < m + 1 

< 1 
ln <"t + 1/m> < m+r iñt:' m 

y 

entonces m In (1 + 1/ni) < 1 

aplicando la exponencial la cual es ero ciente 
emlri't - 1 .. ..,,1 < 

0 

<1 + 1/m) ~ < o 

PROPOSIClON 11, Para i.odo entero positivo m, 

DE:MOSTRAClON. Poi' inducción. 

m • t -+ e- 1 < i <e > 2> 

HipOt.esis de induccicin : 

P. D. para rn + 1 

~ -'71 
m o 

como (1 + 1/m)m < o poi• la proposición 10 

multiplicando por m+t la desi~ualdad 

~:!:.!~T'"\"'
1 

< e<m+t) 

'" 
y 

multiplicando por la hipót..esis de inducción 

<.m+1>rn•s.nt--.e- 1 <m~e-.,,) < (m.+t><f mi) 
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