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INTRODUCCION

£n Ia teoria da grupos ; el estudic dz los grupos simples os
de gran importmncia ya que todos las grupos finitos estan
constituldes de bloques elementales, los cuales son les grupos
simples,

Un grupo simple 6% un grupe que ne contiene subgrupoes
normales que no segan ¢! mismo o el formado por la identidad,
ent.endiendose como subgrupo normal, aque! subgrupec que baljo
autamoriismos internos permanece invariante.

Actualmente sa cree que Ia clagificacidn de los grupos
simples finitos ha sido terminada. Es conocido que un grupo finito
simple. no ciclico es o un grupo Alternante, o un grupo del tipo
de Lie, o uno de loxs 26 grupos simples esporadicos
(llamados asi porrque no pertenecen a ninguna familia infinitad.
El dltimo paso da dicha clasificacidn se hizo en febraero de 1981
cuando Simon Norton, mostrd la unicidad del grupo esporddico
Fisher~Griess F;’ conocido coma el monstrue por su gran orden :
808,017 ,424,794,512,875,866,459,904,961,710,757,005,754,268,000,

00,000, C(aproximddamente 10>,

Al encontrarss el dltine de les grupos simnples
usporadicos el problema de la clasificacidn da los grupos
simples habia terminado, faltando solamente escribic con detalle
el tratade sobre dicha clasificacidn, que segdn astimaciones de
algunos matenuticos ocupados en tal problema serian necesa.r-ias'por
aqudlla eépoca alrededor de 5,000 paginas. )

Asi pues los grupox finitos simples estAn clasiricados en
las familias infinitas de : los grupbs ciclicos de orden primo,
los grupos alternantes Ar, n 2 5 , los Ilamados grupos del tipo de
Lie entre los cuales se encuentran los grupos Linealex Especiales
Proyectivos PSL(n,q) y la coleccidn de loxs 26 zrupos que no
peri.enéc&n a f{amilia infinita alguna, denominados grupos
simples esporadicos.

En el primer capitulo del presente trabajc se demuestra la
simplicidad de los grupos alternantes An, N2 § vy la de  los

grupos linealas especiales proyectives PSLIn,q), con (n,qd = <2,2)
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y Cn,q) = (2,33

Los grupos  Alternantes Ar, esthan focrmados por las
perimutaciones pares efecltuadas sobre n cb jetos,

Para 5 > 1, el grupo Lineal Especial SLin,qg), s el grupo de
‘ransformaciones lineales invertibles del expacie vectorial ds
dimensidn n sobre el campo F con q elomentos, cuyo determinante os
1, 'y el grupo Lineal Especial Proyective PSL(n,q), es el grupo
cociente SLIN,q)/Z{SLn,q)), donde ZELI(n,g)) es el centro de
SL<n,q).

En el zegundo capituio se demuestra que sdic existen tres
casos en que grupos lineales especiales proyectivos diferentes
tienaen el mismo ndmero de elementos, de los cuales en un solo caso

no existe isomorfismo entre dichos grupos :

|PSLCZ,4)| = |PSLC2,5)| y PSLC2,4> = PSLC2,5)

|PSLC2,7)| = |PSL(3,2)| 4 PSL(2,7) X PSI€3,2)
[PSLC4,2>] = [PSL(3,4)| y PSLC4,2) # PSL(3,4)

Y de sefs casox en que grupos lineales especiales proyectivos

tienen su orden igual al deo algun grupo Alternantae Am:

|PSLC2,3>] = |A+] PSL(2,3) & A+

[PSLC2,4>| = |PSL(2,5)| = |As| PSLC2,4> 3 As = PSLC2,5
|PSLC2,23 | = [As] ) PSL(2,9) X A«

|PSLC3,4>| = [PSLC4,2>| = |Ag] PSLC3,4> # As X PSLC4,2> .,

Esta cuestidn de que todos los grupos PSLCn,q) tienen diferentes
ordenes entre dos distintos grupos PSL<(n,q>. o entre un grupo
PSLNn,q) ¥y algin grupo al!;ernanto Am, salvo Ilos casos
anteriores, se mantuvo abierta por mucho tiempo, hasta gue Emil
Artin (1898-1962) lo probd.

) Con estas excepciones se confirma que los grupos lineales
especiales proyectivos forman una familia infinita diferente a 1a

de los grupos Alternantes Ar y que son diferentes entre si.



CcCAPITULO I

SIMPLICIDAL DE LOS GRUPOS ALTERNANTES An Y LOS GRUPOS
LINEALES ESPECIALES FROYECTIVOS PSLIn,q>

NCOCIONES BASICAS

Un GRUPQO, come se sabe, es un conjuntae & = 0, con una oparacidn
binaria = definida en &}, tal que
i? Para todo 8, 8, 85, = b, (gltgz):gz = g‘:(gzxga) .
i1) Existe un elemento e < 'f, tal que para tode g = &,
g*xe = exg = g . '
11> Para cada g = I}, existe un elemento 5'1 2 ¢, tal que

-1 -

geg m gleg = e .
NOTACION. Si 5,8, © & se escribicd €,%6, " 5,5, *

DEFINICION. Un grupo ¢ es ABELIANO, si 8,8, = §,6,, para todo
51» 52 ~=- i,

DEFINICION. Un SUBGRUPC H de un grupo [, es un subconjunte H & &,

tal que H e¢s un grupo con la misma operacicn » definida en &,
NOTACION. Si B1'as subgrupo de ©; se escribiva H < 5,

PEFINICION. Un subgrupo 0l de un grupo 6, es un subgrupo NORMAL en

&, si para todo nm el y para toedo g <= &, gng-' = M,

Esta definicidn tiene varias formas equivalentes, por ejewplo, 8
es normai en » si y soid si glg = ¥, para Lodo g = 4%, o si y sdlo

si gN = Ng, para todo g < &

: NOTACION. Si [l es un subgrupo normal de §, se escribiva N ¢« &,



DEFINICION, Un grupo ¢ es SIMPLE, si los unicos subgrupos normales
que contiene - son €f mismo y el subgrupo trivial, formado por el

elemento identidad.
En este trabajoc sdiv se consideran grupos initos.

Ezx {nmediato del Teorema do Lagrange que los grupos
ciclicos de orden prima son sinples. Asi se tiene una familia
infinita deo grupes finitos simples, uno por cada ndmero prime quo
existe, Cabe hacer la obxervacidn de que &stos son los dnices

grupos [initos simples y abelianos.
OTROS RESULTADOS.

NOTACION. p siempra denotari un nudmero primo.

NOTACION.. |[©|, denotara el orden del grupo .

PRIMER TEOREMA DE SYLOW, Sea s un grupo con |G| = p"m, donde
n =1, (pad = 1, entunces

i & contiene un subgrupc de orden p‘ para cada 1, 1 S 1 € n.

it) Todo subgrupo H de % , de orden P es un "subgrupo normal de

algtin subgrupo de € de orden p“’ para 1 %1i<n.

DEFINICION. Un p~SUBGRUPO DE SYLOW DE ¢, es un subgrupo de b de
orden p° , donde p'} |G| y ST IR

"SEGUNDO TEOREMA DE SYLOW . Sea p tal que P !t5|, D-’l, in p-subgrupos
de Sylow de un grupo ', entonces D'I‘ Yy "Hz son subgrupos conjugados

de &, es decir, existe g = ¥ tal que ‘H‘ = 5-’0-125.

TERCER TOREMA DE SYLOW. Si @ es un grupo y p||&|, entonces el
numero s de p-subgrupos de Sylow es tal que s = 2 ¢mdd pry
s| D]



PROPOSICION 1. Si " 4 & y ¥ < & entonces (. &) ¢ M.

DEMOSTRACION. Sea H = & NN

considerandc m = M, h = H, = ms F, h sl
mhm = b a5y
wthan = 06 M es subgrupo
wihm o2 K n -

Sill« B y * & &, tix ={ nx | n 30l } se lama CLASE LATERAL
DERECHA de N en &,

Las clases laterales derechax dc {{ en ¢, forman una particion de G

Si M 4 f, el producto de Dix por lly es una clase lateral derscha,

asto es, HxlNy = HNxy.
/N es el conjunto de clases laterales derechas de N en .

/N es un grupo con el producto anterioc de clases laterales.

Si & y ¢ son grupos, € ! ¢ s 3 ax un HOMOMORFISMO, =i para
todo x, y, &, flxy) = (CxIfCyd ’

NUCLEO de f a Nl £ = { x g & } f<x) = e } = N, N4 &
inversamente cada subgrupo H 4 & es el ndcleo de un homomorfisma
3 & —— G/H, #$x> = %, llamade al homomorfismo CANONICO.

Un homomnorfisme ¢ de & sobre ¢! se dice que es un EPSMORFISHG.
Un homomorfismo 2 de G en G’ sae dice ser ISOMORFISMO, si y sdlo =i

2 es inyectivo y ¢ es sobre.

NOTACION, Si existe un isomorfismo de G en ’ se dice que & y 7
sun ISOMORFOS y se escribe £ = @' .

PRIMER TEOREMA DE ISOMORFISMO. Sea @ t 6. +——» {' un homomorfismo
“con _nidcleo N y sea p ¢ & &/N el homamorfisme candnico.
‘EnLnncés existe un unico isomorfismo i t G/N - 2B tal que

#Ex) = C(pp Ix3 . para todo x e &,
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SEGUNDO TEOREMA DE ISOMORFISHO. Sean ! y ™ subgtrupos de 3, talexz
que M ¢ L, entonces (X 1) ¢« &, M es un subgirupo de &y

Bl Gy SD B A E 1IN
TERCER TEOREMA DE ISOMORFI1SHMO, Si /% es un subgrupa normal de &)
con M M, entonces ' ¢ &y TN x (oD, ‘

La demostracidn de los resultados anteriores se puaden consultar

en cualquiera de las veferencias (41, 151, 161, 191 & (101

LOS GRUPOS ALTERNANTES An, SON SIMPLES NO ABELLANOS SI n 2 S,

DEFINICION, Una PERMUTACION - sobre un conjunto finite €, es unx

funcidn biyectiva - 1 C =——» C,

DEFINICION. EL GRUPO SIMETRICO de orden n, es .el grupo de
permutaciones sohre un conjunto de n  elementos, con la

operacidn de composicidn.

DEFINICION, Un CICLO de longitud k, es una permutacion =, de!un
conjunteo finite ¢, si existen € Cop s & F € tal que .
) . :'Cc‘) = ¢, ;'(c:z) R r(c‘) =€ Yy
#g) = ¢ Yo = C - {cl,cz, vy ch} .
Se eseribira = = (c‘, Cyr :‘_).

Cada permutacidn es un producto de ciclos ajenos.

DEFINICION, Una TRANSPOSICION, es un ciclo de lox.igi(.ucl 2.

Cada ciclo ex un producto de transposiciones,

Cada permutacidn es un producto de transposiciones: ..



DEFINICION, Uria PERMUTACION ES PAR, =i 5o puede expresar como el

producto de wn ndmero par de transposiciones.

DEFINICION. £1 GRUPCG ALTERNANTE An, ex el grupc formado por las

permutaciones pares sobve un conjunte de n elementos.

Abhora observando fos primeros valores de n, se tiene : A2, es el

grupo formado gor la identidad; As, es el grupo ciclico de orden

primo 3, por tLanto simpla. .

A4 na as un grupo simple, contiene un subgrupo N 4 Ay, de orden 4,
H = { g (1,2203,4), (1,532€2,8>, 1,4>€2,3> } V

La demostracidn de que Ar, as simple para n 2 5 se desarrolia por
induccidn, primero se demuestra que'As as simpla, despuds que An

le es para o » 5.

TEOREMA, As es simple.

DEMOSTRACION. Supdngase que exliste 4 As, con
N = An, y N = <Le>

como [As] = 50 ~ 2%¢aresd »

los posibles drdenes para M zon

[#] = 30, 5, 10, 15, 20, 3, 6, 12, 2, S 4.

CASO 1. Considérese N ¢ As, con |[H| = 30 .

sea B = { «-e Az | afx ) = x } < As,
2 es el grupc de permutaciones paras sobre un conjunto de cuatro
. ele;nentos. . l
por la proposicidn i, B«

por el segunde tearenta de lsomorlismo,

B

) BH A
ET]—M = l:-gi— —a— » <Como Ié% -2,

entonces |B '/ (B 8| <2, es decir =3 & |B'adf = 6
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ya que ! = B, entonces £ M es ur subgrupo de orden 6 de &,
pero E = A4y Aa no Liene subgrupos de ovden 6, '
jn| = 30,

CASO 2. Si || = 5, 10, 15 & 20, entonces 5| [N,
Por el primer teorema de Sylow Ui contiane un subgrupo p_ de

orden S p, =N = As
5

sea =z & As, a"psa 2 a'ha w

como todos los prsubgrupes dae Sylow son eonjugados, Ui contiene
t.‘odos los  S-subgrupes da Sylow de Am, en particular §- debe
conl.ener tLodos lns ciclos de orden 5 de A=, pavo astus son 24,
es decir || = 24

contradiciendo que [Dlj = 5, 10, 15 & 20

por lo tanto [t‘lf = 5, 10, 15 y 20,

CASO 3. Si l'.’i} = 3, 6 6 12, entonces 3[ o,

-Por el primer teorema da Sylow ¥ Liene un subgrupo P, de arden 3
P, = N T As

sea a € Az, a_‘paa = atMa = O

3 cantiene a Ltodos los 3-subgrupos de Sylow de A3, ya que son

conjugados. .

2 contiene todos los ciclos de lomgitud 3, que son 20, es decir

11] 2 21 , contradiceidn ) '

[©f =3, 6y 12

CASO 4. |L‘l[ = 4 .
7 om [ e, (1,2)(3,4), €1,37¢2,47, <1,43¢2,3Y } eas un

subgrupo de As de orden 4. i

% no @8 normal en Az, porgue si ¥ = (1,5,2) = As

€1,5,23C1,23(3,47¢1,2,5> = (2,37¢3,4> =

por el segundo teorema de Sylow Lodos los subgrupos de orden 4 de
As son isomorfos a ¥ y por consiguiente ninguno de ellos es normal
en An. ‘ .

Ao ] = 4



caso 5. N = 2

Si- 3 es un subgrupo de ormiden 2, Y dehe estarr formaldo por Ia
identidad y par una pet-mulacidn equivalente a (1,23(3,4Y, pero
€1,5,2241,23C3,432C1,2.5> = (2,53(3,44) lo que implica que & no . ec
normal en As,

Por tant.o A5 no contiene subgrupos normales de orden dos.

Se migue que A3 es simple. "

NOTACIOMN, € &, 2 >, dennta el subgrupe senerado por = U .

PROPOSICION 2. Si =, & 2 [, f2s-ne Jsf <=8 002 ]

DEMOSTRACION, Sea nt = es subgurupo de -

sea : ~ = Ja U :,'xz Uy.ou '.Exr ) con .,
las diferentes clases lateralas de 3 an &+,
entonces las clases laterales e, ixz. o Ex son diferentas
clases laterales de 1 en <&, 1), )

Pues si Ix = Ix, 3 = i, entonces x = kx can k =
. .

'

pere x, x =, por lo que k = =, y keHpd =28

luego Sx, ix tisnen un elemanf.o en comun u = kx .
H B g
cantradiciendo ¢l hecho de que Jix, Jx son ajenas.
N I8 5 .
Por le tanto, existen al menos tantas clases laterales differentes

de .} en <7, > como las hay de #. Nt en T, esto es;

[ <t 3> Y&t ] -

TEOREMA. Ar as simple, para n > 5.

DEMOSTRACION. Sea o4 An, {e¥ = % = Ar

sel i, {1 £ n

considerese A= {r = A acid =i ] oz A-

A es el grupo de peprmutaciones pares sobre ] conjunto
s > ’ : -

{ 1, 2, w0 i-i', i+1, v, 1¥ )} com n-1 obhjetes,



PRl
5 € (n-1Y ¢ n y por hipdtesis de induccidn A , es simple.

tay e
Pt
por la praposicion 1, U A.h_‘ L .
{1 tr (23]
t.ant 3 ™ .
por lo tanto N on Ar._‘ = Ah_l L] Hon An-:l = Lad
L LR ¥
CASQ 1. Si A =0nA a
=1 -1
sea i = 1, ¥ = Ar tal que
. -t iR “1i
(1> = i, entonces vy An_‘v«' L] A‘_I_‘
RS i) - -
tuego Ar-l. - oyt ALY Sy 2y o M para todo 1 = 1
por lo tanto
t1y (R
€A LA >l -
neg n-1
(1) tir
£Ar-3, An-1d> N
L] = LI
Ar-1 An-1
. by (A8 ] i (38}
de aqui [(Ar\-.l, Aret?> An-x] < [L‘l : An—l]
. tir 1) tdavy . ) .
_por otra parte An-1 | Ar-t = An-2 es el grupo -de-

permutaciones pares de n-2 elementos,

y el orden de los grupos alternantes es :

id,4 ('L)
jAr-2 | = § <n=2>1 {Are1] = & n~1)

que al considerar el indice

1 iy Vi (XS] [ ) 2 (n-1)t
An-t ¢ Ar-t Ar-1) ® FAR-1 1 An-2 ] = ——— = i
[ A ] [ ’ TTRTEST
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Ly T
y aplicando Ia proposicidn 2 a An-1, An-t, s& tisne t

43 12y (RN} {13 (8] i} try
[An-x t An-1 () AV--I] < [(An-l, An-d @ A.n'l] < [ﬂl : An-l]

(A%
n-1 = [[N : /‘.ﬂ-l]

vy (4 B AR B4

‘como An-s « M = An, n o= [Aﬁ t l\h-l] = [An [ 94] [ﬂl H Ar‘-x]
L (8%}
se’ sigue que [m H Ar.-x] | [QI t An-a ] £ n
[3¥]
[D-l ¢ An—l] - n

entonces [An t N} =1 por consiguiente, o= Ar .
Contradiccidm.

(8] (%]
Es decir, no puede sucsder que Ar-1 (| I = Anos .

i

CASO 2. Supdngase N ) Aret = <e>
(esto es, sl e ¥ ¢ ¢ M, entonces oCi» # 1>
sea y 4 An , tal que w({id = j , P |

R (1% _ _ o : [(E1}
Ce¥ = YN [} An-d ¥t wm Cw NOwTNY () € Aner wThY ml B Aney

es decir, si o =0, o ® @, entonces ¢ no fija ningdn elemento..
Supdngase M = <ed, sea ex ¢ cli, con. ‘
elid = § j=1
ghd =k hxi, hax®j _
sean I, m # 4, j, h, k, tales elemontos oxisten porque n = 6
we= Ch, 1, m) = (h, 12Ch, m> = An ¥

se tiene que v p iKY w y pdd m yCf) w
Lo YD m o pth) m o kY = k

ademds oy e vy el porque M 4 An

i1



Y Pl e @D m Ty e 2T T g

P e Wt @ 0Ty Kkl x Tk m pTRekD = b
es decir, 1:‘"’,'- ] w? es un elemento que deja fijo a wun elemento
i, e ‘;‘—.'}' P ';f-l es diferenlte de la identidad por enviar

1 en h.
LR
Contradiciendo <e> = Ny Anm1

Par lo tante N = Ke> vy An  exs simple.

LOS GRUPOS LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS
PSLN,F).
INTRODUCCION
Sea F un campe, V un Feaspacio vectorial de dimensldn n,
GLCn,FY es el grupo de transformaciones linealss invertihles ae \
en Vv, denominade GRUPO LINEAL GENERAL DE ORDEN n sobre F, as
decir GL(Nn,F> es el grupo de automorfizmoxs de V en V, con Ia
operacidn de composicidn. .
La funcidn Det 1t GLGL,FY — F. = F-{0} es un epimorfismo y por’
el primer teorema de isonorfismo se tiene que
GLS,FY

—_——x F, con NCDet) = Nicleo de Det.
NCDet.>

El micleo N de la funcidn determinante son las transformaciones
lineales de V en V cuyo determinante es 1 y se le denomina el
GRUPO LINEAL ESPECIAL SLCn,F).

DEFINICION., Sea G un grupo, el CENTRO Z de G, esta definido como
el subgrupo Z. = { z & G | zx = Xz Wx a G h -

Ahora se hard ver que el centro del grupo lineal general
esta formade por las matrices escalares, esto es por las matrices

de la Tarma aE, con a = F y E la matriz identidad de n x N
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TEOREMA 1. El centro del grupo lineal general GL(N,F),

Z = ZCGL(N,FY), estd formado por las matrices escalares,

DEMOSTRACION, Sea T = {aE | a=F 1},
es inmediato que T £ Z, se demostrara que 2 = T.
Sea { Vo Vor e Vo } base de V,
n
X.& Z tal que XCv> 'vZ.C"‘v"“ iz1isn,

y A = SL(n,FY tal que
-A(v)sv-f-v,ix_j,
A(v.) = v, sli k = 4,

st 4= 3 XA(vl) L] )C(v\') Y

n

AXCYY = AC T e v )-Ec ACv)>

-
Ay
= é' Ve + (:‘i‘.vL - X(vl) + c’_lvi
come XA = AX, entonces c)l a0, st 3=1,
X es diagonal, X(v >m SV
Ademds XA(V) = X(v + v’) = X(v 3 + X<v ) = ¢ v, + c‘JvJ, s
AX(V)-AQ:V)-cA(v)ﬂc(v v ) :

i

3 c.oo= C ..
i h31

Por lo tanto si X conmutz con la transversidn A,

implica que X as escalar, =

TEOREMA 2. El centro dal grupo linsal especial es Z SL(ﬁ,F) N

DEMOSTRACION. Inmediato dal anterior.

DEFINICION, AL gzrupo cn;iente SL<N,F) /‘ Z n SL{n,F, se le denomina
. el GRUPO LINEAL ESPECIAL PROYECTIVO, y se denota por PSL_(n,F‘).
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SLOn,F)
PSLANFY & e
Z n SL<n,F)

5i F es un campo finitoe con q = pn elemantos (p prime’,
sa escribira GLCn,q ¥, SLGh,q 2, PSLAnNn,q3, an cada caso
respectivamente .

TEOREMA 3 Si |F| =g = pﬂ, entohces
1

L) {GLanq)| = Cq-12¢q g w 4 =q g -q " s

10 (SLend] = <q-13¢q ™) g -4 gt

#i1) |[PSLCn,qY| = U/d)|SLEn,q) |, d = Cr,g-1) .
DEMQSTRACION.

i) Sea oo | 4:1‘, -:«z, ey :ln } una base ordenad=z de V.

zea A < OLOn,g), - { Ar.xx, A.:tz, ey Ac:h } es baso ordenada

de V, ex decir a cada A ¢ GL(n,q)? se le aszocia una base C(AC»)).
Inversamente =i 7 = {,"!*, 1?2, oy "?.—.’ es una base ordenada de V,
exizta una dnica A = GL{n,q) tal que A(':<‘) - 5?.'.
Esto muestra que hay una blyeccidn de 6L(n,q> en el conjunto de
bases ordenadas de V.. '
|GL¢n,q)| = nimero de base ordenadas de V,

= niimero de bases ordenadas de F~ = V.,
|F‘| = g, implica que existen q vectores distintos en V.
Asi para saleccionar {‘ hay q "-1 formas. Una vez seleccionndo x
para escasei- ;?z. no debe estar en el subespacia generado par-
i'?‘, y se puada escoger de q"-q formas.
De eosta forma teniendo seleccionados a | J?‘, ey 17?‘ $H la
r-estl‘iccidn para (?i_‘ as que no extd en al subespacio generado
por { 8, = # } entonces hay q"~q" formas de esdoger 1?\_".
En consecuencia se tienen (qn-l)(q"-q) (q"-qﬁ-‘) bases
uvrdenadas de V. y ‘

. [SlCnqr| = q-13¢q™-q> .. ¢q"mqg™ .

1> 6LCn,q3

i
]

Nddat?
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J6Len,q0 | .
—_————— n IF I g -1
{SLen,q) |

Parqﬁo el grupo multiplicativo de un carspo de g elementos, ex el

grupo ciclico de g-1 elementos.

jGLG,q? |
[Stanypd) » ————
q - 1

r-1

Y por: 3, |SLAmaY| = /g-1q™-1¢q - q> w (qT-q" g 4"

= (q“—i)(q"—q) - cqr._qr.—z)qr.-l

i) Z(SLnqd) = { G | 0 = ZGLIn,qY> y det G = 1 }, .
de donde se sigue que el orden de Z(SL(n,q)) es el ndmero de
soluciones de la ecuacidn 5" =1 en F.
Por otro lado los elementos de F forman un grupc ciclico ‘de
orden (-1, y todos ellos satisfacen x?~ Yag
Sea d = (n, q-17, exisban enteros r, s tales que d = nr + (q-tis ,

;xi - arr-tq-u- - (.; )(, (q—nl) o unr - (ar.)

-:td - 4 o g porque n = dt , t 2 2,

por lo. tanto basta encontrar el nimero da soluciones de la
ecuacidn a2l m 1, cond = (n, q-1% ' v
- Como x7"'-1 tiene q=1 raices diferentes en F, a saber todos los
elementos de F*, x7 1 se descompone en -1 factores lineales
. diferentes.

El polinomio x ~1 divide a x? -1 lo que implica que x'i-‘l sea
descompone en d diferentes factores lineales, lo cque duiere
dec'ixf que el orden de Z{(SL{n,q?> es d.

Asi, o |Sten,ad | |SLen,a3|
|PSLen,qd | = e con d = (n, q-1)
[Z(SL(n,q)[ d

15



En lo subsacuente se considera la simplicidad de PSLdn,gd,
con <n,g) x (223 y (n,gy * £2,3), para Jo cual se introducen

los elemaentos necesarios.

Sea ¥ un espacic vectorial de dimensidn n, sohre el campo finito
F. Un HIPERPLANO H de V, es un subespacic de ¥, de dimenszidn n-i,

DEFINICION. Una TRANSVERSION de V seguin el hiperplano H, es una
funcidn lineal T : V > ¥V tal que

i2 TCey = ¢ para todo v 5 H

11> TC¢vd=v a H para todo v = V.

DEFINICION. Sea V un F-espacio vectorial, el ESPACIO DUAL v do v
aes @l espacio vectorial de - la transformaciones linealas,

2 1V v—> P, llamadas funclonales .

LEMA 1. Sea T una transversidn diferente de lar identidad E, seédn
el hiperplano H y sea u < v® una funcional lineal de V, con
H = Ndicleo da u, entonces existe 0 # a 5 H tal que

Ty = v-plvia, para todo v < V.

Inversamente, sl u < V., MH®0 €on 0= azV y néad = 0,
entonces existe una transversicon T.: V +—» V. segin H = Nic u tal

que Tyl = v=pudvda .

DEMOSTRACION,
AYV = H B <w> con plw) = 1 para algdn w e V
sea a = wrTC(w), a 2 H por def, de transv'orgi;c'n”
a®0, yaque sia=0 Tw = w » T = £ contradiccidn.
seavaV, » v=h+ow con h € H a Ndc p.
v = uh) + culwd) = 0 + cd = ¢
asi, TL{v? = Th) + cTCwd = h + p(vdTCw)
= b b pCwICw-ad ‘
e VW = uvda

=h + cw .~ plvia = v = olvyda,

16



w) Saa T 1 ¥ w—m V tal gua T¢v? = v ~n{via
comc,ue\ﬁ,yzs)y 0= ae i s Nde u; T es lineal .
Siv e H= Nic 1 , entoncas TCv) = v,
ademas T¢vY - v = udvda <= H , V v 2V,

por lo tantc T esxs transversidn de Y segin el hiperplano H ., "

$1 T ¢ una transversidn segdn el hiperplane H y u = v® con

H= Nidg z y 0= a < H, se ascribirda T = (2, a),

LEMA 2. Sea H un hiperplano de V y 0 * u « v otal que Ndc o = H,
Si 4’ es obra funcional lineal de V con Ndc o = H, entonces

Bow o, 3 Fo

DEMOSTRACION. Sea V = H = <w)>, w 3 V¥, Lal que u{w) # 0, enlonces
sl o = M wi/ulw), sea h = -0, la funcional lineal sobre VY,
€1 v & Ndc u, hev) = L2¢v> « wudvd = 0, porque H = Ndc i,
ademas hdwd = 22Cw) - ocufwd = 0
ey decir h es cero en' V o H @ <w

h =0

LEMA 3. Sea H un hiperpiano de V y TCu, @) ¢ E una transvaersidn.

de V segin H, si T = T¢” , a”, enloncex Eeoay Yy a'wm orla

DEMOSTRACION,

Tlw) = y=r2C¢vda’ , TCv? = v=plvia
aentonges, <via’ = ulvia

y por el lema anterior auCvia’ = p(vda

luege . plvX(oa’~a) = 0 = a = o0a’ - n

LEMA 4. Sea H -un hiperplane de V, u, w = v™ . tales - que -

17



Si 3={T<,u,a)lasl!} ¥ = {T¢’, ad | asH )

=

entances < = &

DEMOSTRALION. Sea T€Cu, ad ¢ £
come ? = ou  papra algn o < F, & TCu, ad = T, o tad e
Inversamente, T¢u*, ad = TCu, cad < & ‘

- -
P PCAIN a

LEMA 5.
1y T<u, az)vT(;.', al) = TCu, al*'az), a, a0 & H
i1) TCu, adeT(u, -a> = Tlu, G = E,

DEMOSTRACION,
i3 fT(_u. az)-‘.l‘(;_-, a‘)[(v> a TCu, az)(v-:_z(v)a‘)
= v---;..-(v)al - pulv - ;.(v):.nl):a2
= voudvia, - (uCv> - pCvIca y )az :
= v-u(v)a! - ,'.z(v)a2 R ;_A(ax) =0
- +
a v /.(V)(a1 az_)
= Ty, al+a2>.

i1 TCu adTCu, ~ad) = Ty, a~a) = TCu, 03,

Si'H es un hiperplano de V y p ¢ v® tal que H = Nde u, entonces
ZCH> ='{ TCL, a) | a < H } :

ex el conjunto de todas las transversiones da V sagtin H .

Del rosultado anterior se daesprende que E(H> aes un grupo
[ abeliano, ademdas isomorfo a H, en efecto : ’
Sea ¢ t H > F tal que ofad = T¢u, al, se Liene

E <Ca faz) = T<o, al+az) = TCu, al)-T(p, az) = ;(a‘)»p(ag)r
luego » es homomorfisino.

18



Sea T una tLransversidn de ¥V segun H, por el lama {, existe

a3 Ndg v =« H con w = V° tal gua TCws = v-:..*(v)e‘: ¥a
as decir » as sobra.
Sea a = Nuc g, = z{a) = E = T(u, a’
TCu, a)lv) = vy para tode v ¢ V
= v-ulvla, de dounde ss tiene que
ulvda = Q para todo v = V, x = 0

- asy » es inyectiva,
’ L5

de donde se sigue que » es un isomorfismo de H a =

* '] .
LEMA 6. Saa a = V, B H, = v con  a g Nue £ n Nudc M1
T(u‘. a)-TCyz, a) = T(y’.-i',uz, ald.

DEMOSTRACION,
[TCr, a)eTCu, a2 [Cvd = [TCu, a [Cy-p vdad

v-,ul(v)a - u]ﬁv-;az(v)a)a

entonces

- v-yz(v)a - (,u](v) - yz(v),ut(a))a

= v—u2(v)a - yl(v)a potrque ;.Jl(a) =0

- v-cyz(v) 1-;,4‘(\;))3
n v--(:,uz * Jvoa = T, * )

) Considépese Ta @ { TC, &) | = v y - pu€a> =0 }, por
dado TC(p, a) su fnverso es T(~n, ad) y el elemento

T(,-.;., a) donde u, es la funcional nuia, asf{ se tiene :
LEMA 7. d.a es un subgrupo de GL<{n,q).

LEMA 8. SiI T es una transvel_*sién, entonces T = SLin,gq).

3

DEMOSTRACION. Sea T una transversidn,

y = { [‘.'l, '?2’ wny ,fiﬂ_i} una bave da H .
si waH, ¥ o= ,l?‘, /?z, oy ,'?‘_\_x s, W } ex bagse de V
T¢Iy = 3 para. . 1 £ 1 £ n-1

19
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TCwi~-wa H =

n-i n-1
TCWI)Iw = L a 1% T<w) = w+ L a
iz N L1 v

10...31
01..a

T = 2 det [T = 1

[ ]ﬁ womanimry s y l ]:'?
0.1

-por ‘lo tanto T & SLn,qD. o

LEMA 9. Sea J el subgrupc de SL(n,qY generado por Ilas

transversiones; antonces 7 . es normal en GL(n,q>.

DEMOSTRACION. Sea T una transversidn de V segtn H y G = GL{n,q>.
CGTG '3V = COTICE 'Cvd) ‘
= 6[o7 vy ~ peaievara]
con H=Nidc u, aeH
= v-u(G7 v JoCad
= v-(uG T )CvIGCad
‘ GTG™" w T'(uG™", GCad) es transversidn segun
Nde 4G, basta ver que G(ad> ¢ Nde nG™",
pero HGTY(GCad) = pcad = a .

TEOREMA 4. Las transversiones generan a SLdn,q).
DEMOSTRACION, La demaostracisn se hard por induccidn Schre n .

Primero se demostrara que para todo G = SL(n,qi,

existe X & JG tal que XCVI) = v, con 0 = v, = V.

sea 0 veV Yy sea v = GCv), v = Q

Case 1. Supdngase que v, v’ son linealmente independientes
entonces  v*, v'-v tambidn lo son.
Lea U € v' tal que v’ = i, LCv?=v) = 0
considérese T = TCu, v"~v), asi

CTGICYY = TCv?) = v'=-lw?dv?~v) = v>’=(y’-y} = v

20



es decir TG = X = 76 v XCvd = v,

Caso 2, Supdngase que v, v’-v son linealmente dependientes

entoncas v, v’ lo son , G{v) = ¥ = qv,

sea w I ¥V ocon w a {v> y

sea o< v® con Wiy =2 1, 1/Cw) = 0

considdrese T’ = T(,w), se tisae que

GT?Cw) = GCv= ' Cvdw) = GCu-w)

v, vw linealmente independientes, G inyectiva, implican

que GCv) y G(v=w) son linealmente independientes.

Es decir, GT'(v) = GCvrw) = <v>, lo cual lleva al primer’

caso, por lo tanto existe X s JGT’ tal que. Xv) = v

para algtin 0 = v e V,

luego X € JGT' = J7T”G para algtin T pues J { GL{n,F>»
X e 7 T'3 = JG

Ahora considerande V = V/<vx>, donde X(v‘) =V X induce una.’
transformacidn lineal X 1 Vs V definida por

X(v+<v> >=X(v)+(\r>
seaP=(v.v,...,v} unabasedev,
entonces { v+ 4dv >, v+ <vd, ., v+ <vd> } exs basg de V/<v >
2 1 3 L n 1 . L

y  dim V/(vl) s n=9

a e &
12 ir
[X](_? w0a, . oa,
o a1'.2 o ar-n
1 = det X = Ldet X . y X & SLn-~1,q) .

Sin=2,dimVes y X=E yaque det X =t
adends  XCv+ v = XYY 4 v o=y Ky

- X(v)-ve(v)

es decir, X es transversidn sagin el hiperplano (v >
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como X & JG, X = (TG, T = &
N
lusga, como X o transversidn, ontonces G os producto ds
Lransversionss.
Sea nd 2, X sz SL(n-1, q)> y supdngase que
Xompqfed, v can o eV 'y Tdwr=o0
=1 L3 L t ~ AN

sga [1:V e—> ¥, vy = v + (vl> el homomorfismo candnico,

y sea w,‘ a V tal que fl¢w. ) = \'-:r,
1 1

definfendo uo= v© oLal que

4wy =0, unlv)y= :~<;;> i=23 . n i=s1,2, ., n

sivayV,

vnal\rt+ozv2+...+czv » Ve oV, +av 4.+ ayv

HOVY = 2 Cu )+ v )+ o+ Cv )
1 R SN [} 2 2

O+ v * .o + 2 (v
'Ltz,.ll(vz) enp‘ vn)

_3.(-:1; L R TI BT C 1))
i 22 [ 1

esto es, para taodo v = V se Meﬁe que Au_‘(v) = E\(’\;)
Yy ;_z‘(wt) - yi(w“l = 0,

4 gy W, definen una transversidn T, w2 .

“sea - K = (1 Tz, w) )_-l)( , como

TC,:.", wL)Cvx) i A ;.-t(vl')wl = v + 0 = v, para todo i.

y )((v‘)=-vl )

se tleme Ky s ([ T, wd )'X G e D)
- 1 " L 1Y 1 1

ahora

T(E‘, NV = v - LW



por le tanto n T(}:l, ;LXU) = T(,u\,

es decir X&) = m T(;;' w\)(J? =, T<u,

2 IL2)
L

s W AWDd 4+ Ly D
T i

por definicidn de X , XCv> + v > = X = T, G‘yci-'),
~ T

entonces X<v) + (v > = H‘T(“ W Iyl & v >
3 t * N

X<y - 1 TCu, wiIvd e <v >
" A . 1
- XCv) = mn. T, wIlw) + v
T . . i

de modo que
Kevd m (1 Teu, w2 ) X cw

-1
= { M, TCH, w02 b ¢ n TCu w‘)(v)
-4
- (nt’r(,ul, w2y ) (niT(u", R Jev>» +

=y ¥+ cv
1
de aqui KCvd » v & <>

2= {vl, Yy e ,vn) es base de V, y

z
Yy por lo anterior K(v‘) =v - av
considerande ahora, una base dual de 3,

-
o= ‘Px, Pyr s P}

i si &= §,

P vy = { 0 si i=§.
T¢o, aviv.) = v -alviav =v = &5 av
) 3t 3 L v o t i1 31

para algln ¢ & F,

ey, )

-2
anT (/_;‘, W )(cvl)

X(v ) = v
1 t

y K(v‘) =v,

donde é,lj= 10,1..

n
§] T(p,,‘a"vRCv‘) ‘= (n T(p). a.’vl))'l‘c,:vl, a_lv">(n TCPE’ ajle)(vi>

=2 PR

Jar

= 1 T(pj, a)vL)T(p[, a;v1><vi)

isi

= (n T(a‘, ajv‘))(v'. —pi(vl)z\,.vl)

Ik
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= (j[:l‘T(;.-}, a0y )J(V‘- - a'.v‘)

y como para cada j > i

(1<, avI)(v. ~ av)=v - ay - (v ~aviav
) [EY i [SF} v [ F Y Loy

= v = av = K(v?2

LS 1

n
por lo tantoc K =1 T¢s, a’ux)‘ '

es decir K es producte de Lransversiones
ya que K= ( T, w> Y*'X . se tiene X = Mz, w2 K
y como X « JG, X = T'G, con T? = &

entonces T'G = n‘TCy\, w\) K

-t
- ’
G = T e, W) K

ax decir, las transversiones generan a 3L(n, q). ™

LEMA 10, Sean H, I’ l)i[)orpianos de un F-espacio vectoriatl Vv
de dimenstdn n, vy sean 0 # a &« H, b a H, 0 = a’ & H', b* = H.
Entonces existe A a GLn,yg)> tal que ACHY = H’, Ada) = a’,

y ACb) = b2

Sin % 3, A se puede escoger en SLin,g).

DEMOSTRACION,

z . 4 . 13
Sean { a = a, a, . an_l)' vy { h‘ = @', bz’ ¥ bn_‘.

bases de H y H’ respectivamente y

2
bAases da V

- . o by
q{ Ry By B, A = b } y | L", bz’ wr b , b b»,

Sea A1V peo= ¥ la transformacidn tineal tat que
AC:\\) = h‘, i =1, 2, w, 1. '

ex inmediatu que A = GL(n,q>»; ademds ACad = a’, AcCh) = b’ .

Sin2 3 sea € : V—r ¥ definida por
¢ A, P2
€22 = { cdet a>a, i=2
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C oz Ghingg>, luegn A = AC <= GLON,g)
ACAY = ACCRY 5 ACAY = A7
A7) = ACCDL)Y = AtD) = b’
Al = 2
H

vodet A’ = dat (ACY m det, A det C & dal A (dat AD | & 1

A = SEGrg . o

LEMA 11, Todas las fLransversiones de VYV, son conjugzadas en
GLin,g) ¥ si 1oz 3, tambidn son conjugadas en 5l<n.gd

%in = 1.; los grupos  ZUH) son con jugados,

DEMOSTRACION,
Sean las transversiones T = TCu, a2y T = T'(0f, A7
conn M = Ndc g, W s Ndc L0y consid€panse b = VvV, o(h) = 1,
N e ¥V, D) = 1 entoncas b o= i, b o< i,
sy reor el lema anterior, existe U .= GLND)
ty sin = 3, Ga SLangld ) tal que GCHY = §1?, Udad = a' 'y
G4 = h?
onsiderando V = H’ 3 b, sa tiene que damosliar
2 SRS

como GCHY = 1f7, si x? ¢ ', axiste x <« H , tal que G(x)> =

LK
<

4 s om sy,
LG M) = GTCE™HNI m GTOxY = GEx=wl3Da) 3 GEXD
y TN = &' puesto que x* = H7, y T' es Lransversicon segdn W7,

SES __(G'l":i-‘)(x') ® CGCx) = % =3 T'Cx’D

ahowra (GTG™UY) = WYICh) = Ghwsthda) = GUD=GCa) = bi=at
Y . T'CLY & br=wrChIa’r = -’
de donga (GTG LYY = TPCL*)
per 1o Lanto GrGT a T
pAra n o= 2 .
2Ly = { T, Aad l—O za =W, ~ =F}
ECGHD = { T, ka™ | 0= at s W, N = Fi

sean L a2 H con'wb?» =1 ¥y b 2 W con ub?) = 4
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entonces existe G < SLin,g? tal que Glal) = ca’, Gb) = b7

se tien? que

(uTee, cas”t J<a’> = [ores, Aa)](c"a) - C-'Cc-’a - L-(c—'a)la)
= Gictar & ¢TMGCa) = oa”

Yy TCL, wea’da’) = al - w'(ayca’ = a”

asi que (6T, .-a)(-'-")('a') w TC!, rea’ Y at)

de la misma forma
(GTC, ~adG Jh?) = (UT¢s, ad NbhY = G(h - tbila) = G<bI--GCal

= hi-sca’l

y TEL, 2eal 'y = B - D ea’ = b'-rea’
sntonces  (GTCs, ~a2G ) = T, Seadil’)
GTC, a0 & Tew, e

ex decin, GianG™t m SeHy .

Antes de continuar con nuestiros resultados, s recuerdan otrous

conceptos,

DEFINICION. Sean a, b < &, con > un grupo, ¢ = {a,bl = a vt an,

«s el conmutador de a vy b,

DEFINICION. El subgrupo &' de -l}.'generadu potr los conmutadores de

1},’ se denomina SUDGRUPO CONMUTADOR o SUBGRUPO DERIVADO de T,

DEFINICION, El segunde devivado de G, B oes )y y iy Forma
inductiva se puede definit el  n~dximo derivado de &, como

g ¥

TECREMA. S. Sean & an grupe y H < L, entonces las  siguientes
condiciones i) y ii) son equivalentes :
£ e =

i) B4 ¢y bsH es abeliano.
DEMOSTRACION.
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Do

i» 2 ii) Sean hh = 5 o B, g =
antonces f[h,gl = h_g;;qh;; = b o2 H

luegao hih g e = g—‘hr: <5 M, es Jecle H 4w
por otra parte sean g, K &4 -

Ixkl = gk Tig 2 0 s b

de dorde 2K Pk e e
ZWiH = kg
¥ gHKMH = khim

e decir /M es abeliano.

i1 » i) Nean g, k =%
ki = ghiklit = kHgiH = kg
gkt = kgH v gk akH = M

+ g 'k'gk = H

REMENCEN L ™

Ahora so define lo que es un grupo soluble.

DEFINILCIOM. Un grups & ez SOLURIE, si  existaen subgrupos
Gl s ol il = e talas qua 4N y  H AN

. ] 1 2 T . e ) =1 Y
es abeliano.

TEOREMA 6. Un grupo & es soluble, si y sdlo si & "z <e> para

algdn k = 1.

PEMOSTRACION.
=) Si d: es soluble, existen subgrupas
L= N - s U oz o o= Led donde Jcada W4
o0 s 2 s * -1

!}JL 7 N o= abefianc
- N

pare 2l tecorema 5, M " 2, egto ex
s N
N/ abelane o 02 o= & < W y A
3 £ < L 1



.
I'H‘/ Nz abeliano - UI: < DJZ N G < W < L‘lz y & < BI;

. n m’?’ . ‘1.4)
DJZ/ L‘|3 abeliana rt DJZ I ﬂ{g ’ T < DJ; < Dlz - ifs < W2
sucesivamente
ka) < DI‘_ a <a>, de aqui que G‘k) n <ad>
oy

«) ST &
sea mo a 0, [N‘ = &, .., ULK e & u <e>

= <e> para algdn k,

entonces, GaMl =N N =2 .>3N = <>
o 1 2 14

por el teorema 5, Dl‘ 4 [.'IL_1

luego

T T A Rt )
t-2 \
por lo que le re L‘J‘. es abeliano
-i

por lo tanto ¢ es soluble,

£l siguiente resultade muestra qué es el subgrupo derivado de
Glin,g?> y de SL(ngq) para nq> = 2,2 y <(ng) -= 2,3,

posteriormente se analizaridn eslos casos,

TEOREMA. 7. Para n 2 83 ¥ ¢n = 2, g > 3> se tiene que
(6LCn,q> )’ = SLCn,q> = (SL{mqg> ).

DEMOSTRACION. Conw GLID,qd7/SLen,y> = F. y este dltima es
- -abeliano, pour el tecrema 5, se tiene que (GLn,q> ) = SL(n,q).
V}I\horar, =i (SLCn,qd) = ﬁL(n,;]), ’
como  (SLin,q? )’ « (GL(n,q>)’, entonces se tendrd
(GLn,q> ) < SLOnyd> = (SLdn,gd ) < (GLCn,q> )
Yy SLen,gd = (6LCn,q) )" = (SLnqd> )%
Por le tanto basta demasirar que (SL{n,q?)’ = SL(ny>

Caso 1. Sea n 23

sean T vy T’ dos transversiones, por el lema 11, existe G < SLCn,q)
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tul que GTG™" = T, » GTG'T" = T & (SLin,ad ) < Siing?

T, T* estdn en la misma clase lateraik darecha de (SL{ng2) en
SLn,g?, entoncas todas las transversiones estin en la nisna clase
lateral derecha. )

Sea H un hiperplano de V y T(u, a‘), TCu, az) transversionss segdn
Hy cono n 2 3, dimt H = n~t 2 2,

sean a, a, < H, Lales gque A, = 0, 0= a, = ~a

1
asi  TCu, az)tTCu, at) = TCu, a:az) = E puestoc yus a +a = s}

luego T ¢y, al)‘<T<_u, al+az)) a TCu, az) = (SLinyd )

es decir en (SL(n,g? )" exista al menocs una transversion diferente
de E, como todas las Lransversiones son conjugadas en SLin,qJ por
el lema 11, si T’ es otra tronsversidn, existe G @ SLCng) tal
que G7'TG = T*
y T’ = GTG < (SLCn,q) )’ porquae (SL(n,q) ) 4 Sidn,g>
Por lu‘ tanto Lodas las transversiones estin en {(SLin,qY )

SLin,yd> < (SLAn,q)» )

y SLin,gd = (SL<n,gd ) .

Caso 2. . q > 3, n = 2,

icunside'rese Vo= (v‘,v2>. ‘sea T una transversidn
con T(vl) = v, T(vz) = v, + Vo T es Invertible

es decir T € GL(2,q )

t.(>3>-b existe d =2 F, con 0= d¥ =1

porque F‘ es un grupo ciclico de orden (q-1).

ahora sea G < GL(Z,q) con Gy D wdv y Glv) = q"vz
G & SL(2,q>

se tiene GTG"’(V‘) = GT(dqv‘) = GV = v,

GTG ™ '(v.> = GTCdV ) w GCdv + dv.> = d°v + u
2 2 s 2 A z
-1 ~1 . e 4
T GTG v > = T (v) u v
1 1 i

T6TG ™ v > = T % + v.> u d®v + v = T v
2 H 2 3 2z 4
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= 4’ F v - v o= v -u-dT> 1-d”" = o
f PR 2
es deci,
T'GTG v 3 = v = ey (1=d) = Cv >
. 2 2 1 1

2 gy : - >
por lo tanto ¥ *are™! es unma transversisn diferente de F, segiin

Tz (sSkanap ) = E,

U o=cv>, y Tery”
Como todas las transversionaes de Y son conjugadas en GLin,gl,. por
el lema 11, ¥ (814n,q72 ) 1 Glanyg)d, entonces ZLAiy) contiene a
tndo el srupo generado por ellas, gue es SLing?, segin el
toarema 4.

Por In tanto SLAnug) < (Shang? ) v (SLung) )? = SEdng) =

Para el casn (n,g? = 22>

[aLe2 | = 2P-1302%-20 = e = 8
fsLez,2yf = 202 = s = o

sesn A= 0'11 y B [P s sLe
1o 11

paro Al = BA, por tanteo GL(2,2) no as abeliane y
G1LC2,2) 2 SLa2,2) = S, '
(GLe2,2) ) = (SLC2,2) )= Az, en aFaeoto:

Sz H = <1, 2, 3>

se obszapva que 4 4 S3 b4 S3-H  ec abetiano,
#ntoncaes §7 < i}

5:' = 1, porque 53 o exs abeliano,

(m,(z.Z))’ = (SLC2,22 ) &2 As o Sz o= SLOGL2)Y

fn et rnaso (n,q) = (2,3) :

[51.02,33 | = a-15¢5%-33 = a3
[Ste2, 23| = 37-15¢3> = 23
Se mostrara que (GLCZ2,35 ) = SL2,3).

GLEZ,3)

SLC2,3).

% {1, 2} = grupe multiplicative de F 4] =3
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(GLCZ,32 Y = SL<Z,3)

. GLC2,3D SL(2,3> . GL£2,3)
sewme  TreE, 3y 7 (G, 33y © Sezay o it 2t
n +

GLC2,33
TGLAZ2,3Y b [I— ‘1, 2}

(GL€2,33 )
Sean T‘, 'I'2 transversiones, entonces
T, = s“'r‘s para algdn § = GL2,3)

GLCz,3
H(Tz) = F:CT‘) porqu@ —————— . ex abeliano

(6Lc2,3d )
yo o{IKT)) = o(ICT D) = d
Sea T a TCy, a} = E, a < Ndc o,
T, ad » TCu, a) = TCu, 2a) = E porque 2a = 0, <ar F = 3,
(el (T ad )(e )Y (TC ad) = eN(TCu, 2ad2)
y d*=d o d=1 '
CT> = (6L¢2,3>) - T = (6L<2,3>»y
vy como las transversiones generan a SL(n,q, entonces
SLC2,3) = (GL,D) (GLC2,3) ) = SL<C2,3),

Ahora se hara ver quo (SL(2,3)) ® SL<2,3), Sea

S 0 TR R O T 0 T TR A4 N A TR o

: (SL€2,3> ) ¢

[

Fa
i

2]
n

{1 Q} b= {" 2:] a ‘b tab = [‘ 1]

lz 1 Lo 12§
a = [: Y} b o= {:, f] a ‘b lab = [2 f)]



u = [: ':J Vb = {T :J at'p™tab = [: :J
aw E :} b = [t :} a'stab = [‘: ::}
e ) el e

Se verifica que K es un subgrupo de ardsn 8 y es el dnico
2-subgrupe de Sylow de SL(2,3), puesto qua los elementos de

$1¢2,3 - K son de orden 3, como :

Y I Y T S I ) A Y S I W R

o bién de orden 6, coma :

z20) {zu 2 4 2 2 FONE Y o 2z 1 2] x:‘x]
L z} [z 2) [o z] [0 z] [‘t u] [1 xJ [x o} [z 1)
& K 4 SL€2,3> 'y como  |SL(2,3) ~ K| = g,
SL€2,3) # K ¢s abellano
‘ (SLezady s K, - (SL2,33) = K
Yy (SL(Z,G))’ & SLC2,3%

DEFINICION, Si ft es un conjunto y ¢ un grupo, enLoﬁces 11 es un
L-CONJUNTO, si existe una funcidn
1B ox I o>~} denotada por + (g, x) > gx, tal que
i) 1x = %, 1 = b
ii) gthx) = Cghdx
para Ltodo x s 0 y todo g, h =

${ N es un G-conjunto , se dicu que ¢ actda sobre 0,

DEFINICION. Sea V ui espacio vectorial (n+id~dimensional scbre un
canmpo. P, cualesquiera dos vectores Vv, w de yt son
EQUIVALENTEMENTE PROYECTIVCE si existe un escalar ¢ x O

LONn w8 NV,

32



De esta manera se tiene definida una relacidn de equivalencia
reg

en V' .
El vectar nulo forma una clase de equivalencia por si mismo.

La clase de equivalencia fque contiene al vector v, sera denolada

por {vi y evidédntemente Ivl = irv] para todo r = 0,

DEFINICICON. Cada clase diferente de [0}, es llamada wun PUNTC
PROYECTIVO,

DEFINICION. El conjunto de todos los puntos proyectives en v,
es el ESPACIO PROYECTIVO DE DIMENSION n, sobre F, denotado por
FCF. :

Ahora, considerando el grupo PSL<n,g) y el espacio proyectiva
P CFY, se tlene que = 3 PSLCn,qd x P"F> > P"'F> dada
por {(Z¢(SLn,g), a) = <glv?* con g < SL{h,q) ¥ a = <v», es una
funcidm

En efecto si

(g2, <¥v>) = (glz, <ud ) + (g2 = ng y Lv> = <ud),
entonces g_"g1 s 2 y umpy,r*0

(gx2><u> = (slu‘) a2 (gl(rv)> = <:~ng> = <51V> = {gh(v)> para
algdn h = Z

pero 2 m {0E | a = Fry

(g‘Z)<u> = Cgov> = ogvd = {glvid = (gZICv>

De hecheo cada g2 es una permutacidn sobre GRS 3 .
Sean a m <v>, b = <ud> = P7TCFY  tales que (g2 )cad = (g2 )b,
entonces <g(v)> = <gCud> ' :
- a<uw) = agdvd Yy g"(g(u)_) = :—;-‘( g v}
= O = av v <y> = LuX, a = b, ‘

Sea b = <u> ¢ PUNFY, u = V, existe ¢ = V tal que glvd = u,

32



aentonces (gZiCvd = (w>,

por lo tanto gZ es una permutacidn sobre FNR.

DEFINICION. Sea & un grupo de permutaciones sobre un conjunte f.
' es TRANSITIVO sobre (1, si dados x, ¥y = 0, existe o <« & con

=2(x) = y.

DEFINICIONM, Sea & un grupo de permutaciones sobre un caonjunto .
£ es k-TRANSITIVO saobre 0 si, dados (x‘y Hys e xk) Y
3
< [l ~
(y‘, yz, > yk) : 1 con x‘ x’, y‘_ ~ y) para
i=2jeiL 2., k}, existe & < &, tal que a(xl) = y“,
para I = 1, 2, .., k.

TEOREMA 8. PSL(n,q) ez 2-transitive sobre F R,

DEMOSTRACION.
Sean (a, a) y €al, a5 P CFY x @7 CF)
r ’
con a ®a,  y al =®al
tales que a = <v> a = <v.)> af = Cuid> A = Cu'>
‘ t 2 # t 3 z z

con v, v:, v, v, =V

2" T2
{v‘, vz}- , {v;, v;} son conjuntos linealimente independientes
% o2t
porque a = a, al # al
.Sean 7w {vl, Ve e v“} P {v", v;, ey v:\} bases de V
se construye g = SL{n,q) tal que g(v‘) = v: g(uz) = cv; , € € o

~pur ejemplo st A = GL{n,g? tal que ACv\) = vi ¥

5i i~»2

. (v
B 2 6Ln,q> tal que B(v > = ve "
t Cdet AD vy, siit=2

entonces g = B.A cumple con. las condiciones necaesarias porque
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= = o= g

g(vi) B(A(vt)) B(vl) v

gCv > = B(ACV D) = Bw> = ¢dot AY 'v?
2 2 2 2

g(vj) B B(A(vl_)) E B(V;) = v ,si §j2z23
i

det g = detCB<A) = dat B det A pero det B = (det A"
KA g = SL{n,q) ’

’ »
y ngx) = v, g(vz) = cv) can ¢ « F

(si n 2 2 se puede tomar < = i) -

(gZ)a‘ = (gvx) = (vl'> = a"
gZlia

~

= (gv > =z lev D> = (v > =2 a’
2 2 z 2 z
gZ induce en PUFY una permutacidn que lleva a en a: y a en a;

por lo tantoe PSL(n,q> es 2-transitivo sobre F R, a

Existe un monomaor{ismo v de PSL{n,q en S?r,-x“__)_ donde <2 es

la permutacidn inducida por gZ en U"'-ICF), por lo tanta PSL{n,g>

es de hecho un subgrupo de SPn-x<F) .

DEFINICION, Un BLOQUE de un ¢-conjunto X, es un subconjunto 8’z X,
tal que si g < ) entonces gB = B o . gBnB=o0

Ejemplo : B = O, B = X, son bloques llamados bloyues triviales.
DEFINICION, Sea & un grupo de paermutaclones de X tal que & - es
transitivo sobre X, se dico que & es PRIMITIVO, si y sélo si X
contiene dnicamente bloques triviales,

DEFINICION, Un grupo & de pevmutaciones de X es [MPRIMITIVO, si.no

es primitiva.
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Ejemplo 1 Sea X = {1, 2, 3, 4} los vértices de un cuadradc sobre
el plano y G = 94 el grupco de simetrias del cuadrado, entonces D‘
es imprimitivo ;

sea s =1, 2,3, 42 y bt = (2,42,

D‘ = <s,t> donde st = 1, 2 = 1, ts = s:t..

Sea P = {1, 3} o X entonces,

=B = {2, 4} stB = {2, 4}
"B = {3, 1} s*tB = {3, 1}
B = {2, 4} stB = {2, 4}
LB = {1, 3} s'B = {1, 3}

B:‘G,BXXypar-acadageD4,gB=Bd sB B = 0, por lo
tanto B es un bloque no trivial de X, del mismo modo ‘se puede
verificar que C = {2, 4} es bloque no trivial de X, ademds, dstos

son los dnicos, por lo tanto D‘ ex imprfmmitivo.

LEMA 12. Supdngase que & es imprimitivo sobre n cinj > 1) Sea
A un bloque no trivial, sean g B, = &, entonces g!_\ = ng ¢

2
gIA n ng = Q.
R - .
DEMOSTRACION. g, ‘g‘ =F =+ 5 53 =48 & (g ‘5."" na=o
si gza ] g’A = 0 =

existe x « gtA n gz_A

x = g‘y = gzt Y, t €A
-1 -1
- = : A o
g, 3y = t = A y (gz g‘A) na [¢]
-1 ;
gz gla LA y E‘A ng . o

LEMA 13. Sea § imprimitivo seobre Q2 y A un bloque no trivial. Las
imdgenes de A& mediante las permutaciones de &, forman una
particidn de 0.

DEMOSTRACION. Si v & N, x < 3, existe g = 6 con y = gx,
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puestae que L es transitive sobre €, es decir Yy = g3

n = U_:et- gd y come gA = g 3 sANES=0

Y gA =20 para todo g = &

por lo tantoc { ga ,\3_:‘5 forman una pacticicn de N

Se observa que si & es un blogue, & tambidn la es y ademds
si ft es finito, [A] = E;_:.Elg.li y {gal = [a]| implica que
111 = m{a|, donde mn 6s el ndmero de clases de equivalencia.

DEFINICION. Al econjunto de tranformados de A mediante las
permutaciones de T, se le llama el SISTEMA DE IMPRIMITIVIDAD
generado por .

DEFINICION, Sea & un grupo y ! un fH-conjunto, a = f. El
ESTABILIZADOR de a en €, es cl subgrupo SuCa) de &, definido por

Sa(a)H{;e'Giga=a).

TEOREMA 9. Si & es un grupo de permutaciones transitive sabre N,
entonces G es primitive, si y sdlo si, para todo a & Q,
S ) < .

a max

" DEMOSTRACION.
%Y Supdngase que existe a < N, tal que existe H < & con
' S ta) < H < 6,

considdrese A=MHa=s{ha|h=H}

supdngase eana=x=o, = gh’a # ha, h, h’ = H
-

asi que h'gh'a = a - Kl = S Cad = H

- g=H ¥y gA = gHa = Ha = &

luega A= Ha =2 0. pueste que a = A,

Ademzds, s1 A = [Ha = N1, se escoge g = L-H y gaen
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es decir ga = ha para algun |k = &, -

o
=

h'gama, nlege s a> = M - &
contradiceidn con g s G-H

- A= Ha =0

Finalmente A = Ha no es singular, puesto que Sa(a) < H, es decir,
gxiste h ¢ H tal que ha = a. )
En resumen & es un bloque no trivial, lo que implica que ¢ es

lumprimitivo Ccontradiccidn).

«) Supdngase que b es imprimitivo y sea A un blogque no trivial, =i
a 2 A se mostrard qua Su(a) = A no es maximal

Sea H=d{g <25} 3= } Hes un subgrupo de & y es
transitivo sobre A

E£n efecto =i al, az = 4,

existe kK s G tal que ka‘ =a e kA

aze.ﬂnki\ = A = kA ya que A es un bloque
asi que k = H, -~ H es transitivo scbre A
Por otra parte, si g & A = Su(a), g€a) = a asi quo & nsa =0

“ A= g y 8=H
pero H ® A porqus H es transitive sobte A, mientras que A no lo
as.
_!H = G porque  es transitivo sobre N, mientras que H Ueva-a A gn
en A, por lo tanto A ¢ M < @,

Contradiciendo el hecho de que A = Sa(a) es maximal, ™

8f & es t(ransitivo sobro 1 y H 4 &, en general M no es transitivo

sobre .

Ejempla 3

v’ o= v-{0}, V un F-espacio vectorial, GL{V) es transitivo sobre
V'-", si M = Z2(GLVY) es Fdcil verificar que H no es transitivo’
. . - o

B
. sohre V.



TEOREMA 10. Sea & transitive sobre 0, {A] > 1 Yy E = 2 ¢ &G, H no

transitivo sobre N, entonces las drbitas de N son bloques de O con

respectec a & y forman un sistema de imprimitividad para &,

as

decir ¢ es imprimitivo y cada drbita de ¥ es un bloque ne terivial.

Adends todas las drbhitas tienen la misma longitud.

DEMOSTRACION. Sea T una drbita de 0, con |T| > L

Existe una tal T porque H = E.

Sl g =0, n el se tiene que g_‘ng; =’ =Ny

por lo tanto ngT = gn'T = gT

se sigue que n¢aTY» = gT para cada n <= H

sean g, g] s gT, i, j « T

existe n =0 tal que ni = j,

da donde so sigue que g = gnl

y (gng")gi -3 PR giJ, s} & 6T son [H-equivalentes
&T es una orbita de I lo que impliea que

g = T 4 eT T =20 por lo tante T es un bloque no trivial

ya que T = Q por que N no es transitivo sobre 0,

6 e= imprimitivo .

Cada drbita de ! es de la forma gT para algdn g s &, en efecto si°

Y exs una drbita de M
sl y s¥ xeT, existe g s & tal que gx = y
y=gT y gTnY=0 . gT=Y

s las drbitas de N forman un sistema de_ imprimitividad o

CORCLARIO 10. Todo subgrupoe normal propio de un grupe primitivo es

transitivo.

TEOREMA $1. Un grupo & de permutaciones 2-transitivo sobre f1, es

primitivo.

" DEMOSTRACION.
Supdngase que G es imprimﬂ;i{'o, sea & un bloque no
dacir [.’1[ >1 Aa=0

triviai,

es



sean a b & A con n X b Yy c o= A
coms B es 2-transitivo, existe g = ¢ tal que gCa, b) = Ca, &),
- gAa = A, Anegr= 0 lo que es un absurdo

Fer i tante & es primitivo. w

Ohsédrvese que si un grapo es  k-trangsitivo, tambidn es
Ck-13~transitivo.

COROLARIO 11, Un grupo de permutaciones k-transitivo, k
primitiva.

> 2, es

LEMA 14, Sean DI 4 G, B ¢ &, entonces (MR )"z 2p".

DEMOSTRACION, Por induccidn, '

r.a i R « R » OIR” 4« R

came NR = (R’ )R

asi MR MRHR jizd ) .
-— = = 2do. teo. de isomorfismo
ME* oIR’ NE'n B :

como [R> g WR’ n B, por el teorema 5,

i L
es abellano
NEN R N
NR
luego — es abeliano.
R

-y por el tecrema 5, tambidn, ‘((NE Yy = Uk’

hipdtesis de induccidn : (BR)" < NE",
P. D (MR )7V o mRTTY

(E)YY = (ERTY < (ET) e B(RT) = nRTY L

LEMA 15, Sea § primitivo scbre 22 tal que
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12 & =

ii) Existe a < @t tal que So(a‘), contiene un subgrupo & ¢ Sa(a> con
 soluble y tal que los eslementos conjugados da F an & generan
a &,

Entonces & es simple,

DEMOSTRACION. Sea 0! « G, 21 = E, P.B N =26

Como G es primitivo por ol corolario 10, H es transitive, y si
a = 6, Sc(a) es maximal. segun el tesrema 9.

o= S.J(a) puesto que N es transitivo sobro 01 y S.J(a') no lo es
msac:n = 5 porque So(a) es un subgrupo maximal de &

R ¢ & porque R 4 Su(aﬂ, en efecto

-1 -1 -1 -1 -1~ -2
g rg=€(ns) rns = s N rMMS® s n nes = s 'S e F,

y como H 4 & entonces JIR ¢ &
¥ ge€ sirsR < NP, implica g 'rg s NE,

ademds como los cenjugados de F en b generan & (por hipdtosisd>
se tiene que & <« iR .. DE = ¢

Como [ es soluble, existe un entero k z 1 tal que ®Y = <ed> y
por el lema 14 se tiene que

&% w @@ = P = ple = m

y como 5 = &, entonces & = &E"m < Mt

L= y G ez simple . "

LEMA 16, Sean W ¢« 6, § < §;, entoncas
am a3’ &
—_ =
L o 2]
DEMOSTRACION. A es subgrupo de &
considerando el homomdrfisme candnico N : &N > SHA3
(<A’ ) < (AN/H ) en efecto :

AN < AN
si {a,bl = (AN)
Mabl = N(a™b™ab) = (Ma)™(Mb)*(Ma)(Mb) = (Na, Mb! = H}j]
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2 Iz
pera N(CANY* ) = E:Qi%_d

ollao g4 5

CLM DN (ANY
] [" ]

cemo A < AM, & < (AK)  y AWM < (AN

80N _ LB {.te_q'

COTRT T TTTH ")
LN L0y
es decin ~§- € [ﬁ—-]
A/MN-0L A RCANHY 8
inversamenie ETH70 x VO T CETh O TROETH
.f\n'
A= /R, A o A = es abeliano
L am

AT ANYT A
asi ~m——w @5 abeliano y Rl B L]

StHIN o M

TEOREMA. PSLCn,q) es simple si n 2 3, e st n=2 yv q > 3,

DEMOSTRACION.

1) Por el Teorema 8, PSL(Nn,q) es 2-transitivo sobre IPn-l(F) y por
ef Te.or-ema 11, PSL(n,q> es primitivo.

i1» {PSL(n,g> )" = PSL(n,qd , en efecto :

. SL¢n,g) SLCn,qYZ
PSLLn,q) = =
SLingr N Z Z

1L, qZ)’
Z

(PSLingd> ) = [S-——-——-

(SLin,q) Y2

=.- por el lema 16

z
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{(SLCn,gd> jZ

por el teorama 7
z

SLn,g2
X e = PSLCn,q>
Slin,g> n 2

iili> Sea w = V, w2 0 ¥y

sea J“={T|T(v)=v-u<v>w.or¢'y-‘=~v‘ y Wwd = 0 }
por el lemz 6, Fv es abeliang y por lo tanto soluble.
ahora se demyostra que .

<87 &8 2 SLn@ > = < T [8 € SLin > = SLind.

a) Sea T = J‘v, es decir TCv) = v = 2 Cvdw con nC(w) = 0
entonces
sTg ' ewd = gTXCg v = g(g™'v - y(g“'v)w)
a v e Cug HCvdgiwd

como (_ug—‘)(gw) = uCw) = 0 g’l‘g-‘ = T'(;.ngﬂ, glwdd = ‘?:u
 oeh = -

.a;i el g = Ny

b)Y sea T = f_v. as decir T<v)Y = v ~ nlvigw con ulgwl = O

entances - )

' Tetv? = (57 TXCgv> = g7l (5v -~ wigvigw)
2y« (ugllviw

y como  (Ladlwd = Llgwd = 0 &' Tg = T'Cusg, w ) = T,
asi ’ gf‘fgvg =

por. lo f.a-nto

T mes T g8 ssi gt 2T

[ aw

por tanto

c) Sea T una transvoersidn, T(v) = v = ulvdw’ con wCw’d = 0
asi T = 7 o . \ . . '

- L™ B . - . .
como SL(n,q) es transitivo sobre V., existe g <« SL(n> tal que
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gl{w? = w’, = T = J‘g

es decir ¢{nda transversidn esti contenida en un subgrupe

J‘gv u g]"vg"' con w fijo v g conveniente v come las transversiones
generan a SL(n,q?

<gr gl & = Skn,@> = < 7.,\,' & @ SL(n,qY > = SLCn,q).

coma J‘v z SLin,q), por 2l teorema da la correspondencia, y el

tomomarfismo candnico

SLin,q?)
M SLGn,g> —-

Z{SLIn,q?)

define una correspondencia uno a uno entre el conjunto de:
subgrupoes de SLin,q) que contienen a Z(SL(n,q)) y el canjunto de

todos los subgrupos de

SLin,qd

2(SL<n,g3)

a PSL(n,q>,

‘ 7, 2Z(SLin,q3)
de modo que JW K = TTE{SLn g3y

y como los conjugados de 7, en SL(n,q» generan a SL(n,q?, los

conjugados de K en PSLCn,q) generan a’ PSL(n,q).

tonsidérese  a = <w> = P ¢
SC¢ay = { g = PSL(n,q> | gCa> = a }
PSL(n .30
7, Z(SL(n,q>) v
come K e = ol

Z{SLtn,qY) 7, Z(SLdn,a5) L -

K < Sty , puesto que si T s K, se tiene
PRLn
Teay = T<wd = <Twd = <w - pdwdwd> = <wd = a

es decir, T & St

PSL(N, - Lo

ademds J ~es abeldano y Z n SLhgY es el centro de SL(n,q), :
o

entonces K tambidn es abeliano, por lo tanto soluble,
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y K 4« Sc<a>
psSLin.g
Hasta aqui se demostrd que PSL(n,gY cumple con todas las

condicionaes del loma 15, y se puedes concluir quas PSLAD,q) es

simpla si n 23 cn=2vyq> 3. a

Ahora analizando a PSL(2,2) y PS51(2,3), se tiene :

[PSLC2,2>| = 2¢2%-1> w €22¢3> = 6
por lo tanto FSL(Z,2> = S1C2,2) & S3, como. ze vio anteriormente, -

asi que PSL(2,2) no es simple.

|PSLC2,35 | = & 3¢a®-1) = 12 ‘

PSL{2,3) es un grupc de per~1:tut.acione§ 2-transitivo sobre el
aspacio proyectivo F¢4,3) de cuatro elementoux, y como PSL(2,3)>
Liene 12 elementous, por lo tanto PSL(2,3) es isomorfn’ a un
subgrupo de S4, deo orden 12, pero el unico subgrupo da orden’ 12 de
S4 us A4, por lo tanto PSL(2,3) 2 Al

y PS1L(2,3> no ex simple.
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CAPITULO QI

ANOS EN QUE GRUPOS LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS DIFERENTES
PSILCngy Y PSL(n‘,q‘) TIENEN LA MISMA CARDINALIDAD.

Como =e plantec en un principio, esta parte del trabajo
damiestira que wdlo hay trex casos en que grupox lineales
especiales proyectivos diferentes tienen la ndsma cardinalidad, en
dog de estos casos los grupos cor-respondienués resultan isomortos
Yy en al otro caso no existe isomorrismo algwuno entre los grupos.

Asi, se tiape :

|PSLe2,43 | = |PSIA2,5) | v PSLEC2,4) 3 PSLK2,5)
{PS1L2,72 | = |PSLeR,2)| v PS51C2,7) = PSLC3,2>
|PSLe3,4> | = |PSLC4,2) y PSI(3,4) % PSLC4,2)

Sea N = N(n, q) el orden del grupo lineal especial proyeutivo de
un espacic vectorial ¥ de dimensidn n 2 4, sobre un campo F con
q = p' elementos, p primo, ¥y sea d = <n, q-1>, por el teorema 3
del capftulo I :

N = Nen, g = Clrdidg =16 =q) w ca =g g™
/g ~acqg™ -1 L ul"‘z(q —l)(’\ln""

#

BV LI O RS PRSP T S e R

£ PSICn , q ) ex otro grupo lineal especial proyectivo con
1 1 .
= p“x ce intenta raconoccaer aquellos cazsos en que
Tar= ) ‘2 '

Cad I TR S VLT =13 L1

TR ('q:l 1%t g 1)
s

= ('lfdl)q:\l 3
Se usarin resulitades expuestos en el apendice en el .':i;,‘uin?n_t-e‘
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procedimienta que consiste en recorrer Lodos los posibles valores

de los nduneres n, p, ©r, N, B,
2 ’

El siguiente esquema considera los corrrespondienfes subcasos

4 i
‘,!Ca-.:u i p,o=p j
[ 1.1 L\ = N
; 1.2 2 % < e, rn 6 p&2
H [ Ly
i 1.3 2 = ran < - no, o eono= 6 p =2
EI a3 o= 3 . )
f! B> N ow PRLCE, 4y, [ilce, 2 :
d cP n a3 :
il i
i - |
i{C..qsu i p.o=p n o= 2 f
it Ay q = 13
{} n = 3 a, = ELLC3,2), PSLCR2,7D
i
(] - 2
" n . 3 q!
',} hY = 16 o z !
|i =)n = 2
o 13
4 q . impares !
I ! i
it b1 . fmpar s par |
l‘ q, - g + 1 PRLC2, 4>, PSLC2,%) f
E i)
| q, € a-= 1
i
! -~
Icaszo J LT rEp oNno= 3 on . = ]
]
q< 7
q > 7
- - J
- i
Casn IV r, P omintn .’ n’ = 4 P, tmpapr ’
, ’ :
arq = 8 |
B q = 4 |
e q = 3 |
d} q = 2

CASO X

Supdngase que p, =D

como d‘ y d son primos a p, sa liene )
e n‘(n:t) = rntn-1> <1y

[ § Suhringase' rn = prn, per (1), nl;‘l = n~1, N .=n
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al sustituler en r‘nl = rn, r‘ = r, qua resulta el caso trivial

en quo tedos @ p, 1, 0 Son iguales para los dos grupos.

[2 Supdngase 2 £ rn < rh
y si |\Lnx=6, p*2
aplicando el teorema 2 del apeéndice cona=zp = 2,
k=rn =56
L 4
k = rn > 2 por hipdtesis,
19

entonces axiste un primo p_ tal que

r [a] r Y
pzlp.' 1t ta g i y p,r p-t eoni < DI
es decir p ¢ q‘—t y por tanto p_ dl
reescribiendo (x)

RALCES S ™ 2
dl (q‘x 19O . (ql 1

'se obsarva que p, divide al lado derecho de esta igualdad pero

G =1 w (q°-1> = dq:'{"‘l““'z

P, no divide al lado izquierdo, lo cual 1o puede ser posible.

En otras palabras este caso de valores no es factible.

L3 S 2 <l ron
= pe
y r.wn =6 p-=
entonces  rn < &, =i n‘ -1z n=1
(n=12Cpnd = (n‘—l)(pn)
< (n‘-n(rln Y que contradice a (1>
L
n‘-l < n~t v n <n '
asi 2in <n3irmni5
Subcaso a) : P

Sin=3 rm<5

= PRI §

n<n - n =2

1 . 1

por (1Y 1 (23 = 331 =6 r =3

y al sustituir estos valores en (%), sa obtiene 3
q=2=2 4@ 2 =1
s 27 F 13251 = (@MY = 168
mientras que .
q =2 =8 d.€2, 8-> = 1
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201,33

3 ¢8%-1> = €8YC53> = 504

es decir, este caso tampuco es posible.

Subcaso b))
Sin=4, rn £5
- r=1i
por {13 4¢3) = 12 = r‘nxfnl-t) = G(nl-i)
- = . .= a
n, 1 =2 'y n, 3 KX v, 2
al sustituir estos valores en (=), s¢ ohtiene .
q =2 =2 dcq, 2213 = 1
3 . )
24Pt 13¢2%-13¢2%-1> = 2% U5ICTICEY = 20160 y
y, = 22 m g 4,63, 4=1> = 2
4 AT P 10¢a?-1> = €643¢637¢5) = 20160

_Este es uno de los casos contemplados en gque dds grupos PSLC3, 45
y PSL{4, 2) tienen la jisma cardinalidad, )

Subcaso c? l

Sinax§g

‘-P rsot

por <1, 6_(!\‘—1) = 5¢(5-17 = 20 . ) .
aqui 6 divide el lado izqguicirdo ndentras. e al lade dercche n_é

lo Jivide, por lo tanto oeste caso deo valores guada excluido/;

CASO0 [I.

Supdngase PP Yy n=2
Subcasce ad. g = 13
=2 s L DqCET~1) m (1/d)q€qe1d(qm1D
. LRIV IR RS TA MIVEEE R L @25
y a's i3 - T .

€1/d5q€a+1I¢q-12 § C1/dIC13NH4IC12) = /€273 CTICAY -
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que ho es divisible por la sexta potencia de algun primo,

do aqui que n,o=3#

si n o= 3 Y q, = 2, sustituyondsa low valeres en el lado
daracho de (4> se obtians

2321w 27CTICE) = 16

N =2
eoms 1y o= 2, antoncas = 7 .
que resulta cer el smegundo easo excepcional entre PSLC3, 2> vy

PSIC2, 7O,

Sin =3 vy q 2

1
u'(n‘. qx-” = dl('s. ('1-1) R d 3 y lt‘dl z 4
asi que

e EL I SN 2
N = (1/11‘)-.!‘ (‘qt !)(q‘ 1>
3 2 a1

= 3%z’ 2 1872

mienteas que e1 valor mayor para-q % 13 es
Qg1+t 3 ARIAU2IL) = 2184 -
N = & qeg=1)Cq+t) = 10v2, = ¢d. < 2)

por tant.a este caso axs desechado.

Subcasa b q o 16, n 23

N = "!/dl )l}.:tlr’l-“.

LA R NS 1 - COR ] L L | -
a1 2
< a1t q,r 1 1, = At R
™ Z‘&
y de (23 1/d rq<Cq-1)Cy+1) < 1
meE 2o X , .
£ g1 = 1egdCt + 1/g> = 4 gCy=12CgH>

T2
LA MY~ 1IC+) € q':: -

S p es impar de‘, p2.= 1 ya que dxlp::. -1
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a7 debe dividir & g 1 8 q¥1

Si P, = 2, entonces p es impar y d = 2, en cualquier caso

q:x'hx.“"z- divide a q~1 o6 g+
gl MR 5 qu 15
por cetra parte, como n, =z 3, Zn‘ > 6

Bn‘ x tSnL +6 = 6(n‘+t'),
B & 20n +1>

1 «
8 2 dn ¥/ n 53

elevando (4> a la potencia Z(n‘*i)/nL .83/

LR $ 2 )
1

(q:\"(n‘-l)/‘z) 4 = (q + 1)5.3

o _ q'l‘lz“ s ¢q + 107
por. transitividad
: 7 - 1o+ 1oq) € o™
' FUSTCET i
La)
= ¢ %1 + 1rg?

3

dividiendo esta desigualdad por q"'3 y multipticando por 2, . .. -

1 ’ .
a3 - 1A 12q) < 2CL o+ g™

: wa 2¢t + 1ot
asi- q < -
1~ 1.7q
‘como. q 2 18, = i +1/q <1+ 1716, 1~ /9 21~ 1/16
1 1
v =
1~ 17 1 = /46

st



a3 2¢1 + 1,165%77 acirr16d” ]

< 1 - 179 h f - 1716 15716

.3 2¢1 + 179>
o g

2¢17>%7?
07—
15¢16>% 7

elevando al cubo, - I .
217 2t17t 177

15716 2%15° 215

q < - 13.15 ¢ 14
que es una contradiccicn a q = 16,

por lo tanto este caso no es posible.

" Eubcaso ) n = 2

alwra se tiene (1/d1) q‘<q1 + 1)(qx - 1> = (1/dXqlq + 1X{q - 1D

St qvy q, son impares, entonces d = d:. = 2

cume q no puede dividir o q+1 & q-1 porque son pares,
por Jo tanto q‘[q, a =4q
Si qx as impar y q es par enionces d‘ =2 y d=1, por lo tanto'.

q‘(ql + 1)(q‘ = 1) = 2q€q +*+ 1XCq - 1>

si 9 2 q, entonces qCq+1d¢q-1>» 2 qltq‘ﬂ)(q‘-l)
contradiccidn.

por tanto ¢ < q,
. adomds a, divide a g+1 4 q-1,

'Si es igual a algin factor, sdlo puede ser a q +1
on‘!‘.oncus ql+1=-q+2 q1~1=q ‘
¥ q + 13¢q + 323q = Zq(q + 10Cq -~ 1> -+
q+32=2q~ 2, -+ q=4 y q‘>=’5
que resulita el otro caso aspecial entre los grupos PSL(2, 1>y
vrp'sr_cz, S ' ’
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si q‘ es divisor propio da q *+ 1, como c{l >0 y q+1>0
g +1= tq para algin t > ©

Lt =1 q+1=-qx, ya considerado
Lz 2, ¥ q'+‘1=!t.q‘?_2ql
a, £ 4 ¢q + 1 asi que 9 <q <} Cq+1y

entonces q < 1, que no es posihle,

CASO IIlL
Supoener P, = p n =3 n ]
ahora se tione

A 297N G Dl - m rdda’ig gD o)
' . (12d3G7 CgP g H ICg 157

luego d€3, q=1) £ 3 y 1/d = ¢, asi
4 qPqieqe1rCq+1dq=1>" £ rddg Cqi+q+1<q1ICq-1>F

= (rddq"Ct + 17q + 12479 + 1293 - 1oq0° s
por transitividad de (73, (6> y (32, se tiene
2
£ a’d + /g + 1295A + 1 - 1T N 2 gl

2
-3

ademas 4 q°(1 - i/q)z < q:'x 8>,

porque 1< (1 + 179 + 17853 + 1/,

absorvandose los primeros valores para q :

q= 2 des, 1 = 1, N o= 2'2?-13¢2%-10 3 2% e3>

q=3 dcs, 2> = 1, N = 2%¢a7-13@E% -1 = 2'3%a

d=4  dE, 8 =38, N = 24%4%-1¢a’-1 = 2% s

Q=5 d<s, 4> = 1, N = 5%57-13¢5%-1> = 2%¢a335%¢31y

comeo p:tht‘nt-n/z debe ser la contribucidn exacta de Ex a N, ei

exponente de P, debe saer divisible por
_ # n¢n-1> = 3,6 10, 15, 21, 28. ...
que en ¢ada caso sc tiene lo siguiente :

q =2 p, = 2,763 b4 allaxponenme da P delbe ser divisible
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por 2, &, 10, .. po= 2= p1 = g

q=2 con ¢l mismo argumento P, = I =p

Yy sucesivamente para los casos q=4,5 seo llega a P =P
contrario a2 la hipdtesis : I I

Asi estos casos quodan excluldos.

q 7.

Sea f el orden dz q en Z;L, es decir el minimo valer de n Lal

quo q” = 1 ¢mdd pl')

on otras palabras pL|qf~1 ¥y B, {q"—t si n¥¢f¢
como

q:n‘nn""'z = p::":mfn'z divide el lado derecho de ¢8>
antonces f < 3, asi se tiene,

st fa3 = u‘[qa—t = ¢q° + g+ 10¢ - 1)
Y como plqu--i -+ pllq2+q+‘l Yy p, & qz+q4~1
sl £ =2 pllqz-i = (q+1ICy-1> ¥ p‘lq-"‘l ya que -p fq-1

stf=1 y p =3 » plat y 3|3¢q-1>*

stf=t y p =2 5 plat y 2|2¢q-1>°

ademds pl[q-i = q+i=2 , p‘[q-(-i
P, [4Cq+1>

si’f =11, P, = 2,3 - - p‘{(q-l)z

claramente el tdrmino 3(:;-1)2 es mayor o {gual a los otros c;aso's. E

pues si g = 7

9’4t > ¢° y 2¢g 1) > q°Ht
asi que 2¢q®+1d > 7q
‘ 2¢°+ 2 ~7q 50
2q° - 6.+ 3 -q° - q-1>0
32 - 6q + 3> q vy + 1
3¢q* - 2q + 1> > q° +q + 1
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aca-13° > q* 4+ q + 1
"y para el otre tdrmino
q 27, 3q > 21
3q - 10 2 11
Qf3q - 10> 2 7?7 >
3¢ - 109 >
3¢ ~ 10g - 1> 0
3¢ - 6q=4g +2 -4>0
3q* - 6q +3 > 4q + 4
3Cq® -~ 2q + 1) > 4Cq + D
ICq-10° > d4¢q + 1

[

(TN

por’lo’ tante q:f"f“"z < 3¢q ~ 1° (&)

ademids n, >3 -+

an =6
. 2n + 6n X 8n + 6
1 : L
qn- 2 6<n ¥ 1>
. 4 1

8-/3 = 2(nl + 1)/n‘

asi que olevando (9> a la potoncia 2(n‘ +‘1)/nl < 8,3

se Liene
PREPRPS z-‘r'."oxl"r.‘t 2 8.3
[q‘x Pl = (3¢q-1>7)

ar acq_i):.d. 3

n 2'1
qt = 3
aplicando transitivamente (8) y esta Gltima dusigualdad

N 2 -
g% - tgtc qs s 3% Yt - Lot g ?

nultiplicandoe por 2
ql.l(x - l/q)z < 311r'3 €1 - 1/q)16—3 qtd—".lr
dividiendo por <1 - 1/q>z
qn ¢ attdey - 1/(')1\::.- =q‘°"u'

1.0

dividiendo por g
. 10,3

g% T ¢ 3 - 1o
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FINER-]

come (I~ 1 g2 <8, - Wt

v LR q ¢ e d®t vt s Y27 <6
contrario al hecliv de quoa g =

.
asi yua estos cazes son desechados.

CASO IV.

- Supaner P, = P, m.in(n‘, n x4 y saea P, impar.
N ex dividido exactamente por pi:.“x"";""z y este ndmero dabe

por lo tanto dividie a <q™=13¢4" 1> . <qF=1dCq~13

-
sea £ el vrden de g en pr

. . .
es deciv, q' = 1 Ondd pL) o p‘lq'-l y a ninguna otra patencia -
nencr gquae f.

For la proposicidn 3 del apdendice ,

pqun—i - Tin

luego, st p‘lqk—l. con nT k>f

entunces fik 'y k = fi para algin 'L

vl 1 2 asf, ko= fi 2 oo t £ |nsr] , el mdxiwo antero
mener o igual que n/f. . :

Es decir puede haber a lo mds [n/f ] ndmoros k- tales que P [ q -l,
Por el lema 1, f.e) del apandiuop E

ord (q ~13 = ord <q 0 = urd [<7] fgy s oxd 3

puestu que‘ ord k = ord (i) = ord. £ + ord i = 0 +ard i

sea ordlq'=1) = o, esto ew, « e¢s ol mdximo exponente de p, tal’
Yl p'?["i—i
N q

sea p;: a % & equivaldntomente lugp % = .= nx / la p“
L . .

sustituyendo se tlene ard (qi-i) = Ll ox s In B,
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-]

v In X = in p‘f < lx q( puesta qua p"‘ 2 q(-l < qi

{
In x ing
par lo tanla TFAT: £ T‘-‘—ol;:- Cln v > Y

X ‘ noln qf
¥ [orcford ¢g-1> < & TE'T:":"'
ademads
! i " A ! ™ re
n g Incq’ D ndg > £ 1n g In g

i‘lnplgf in pl“r T p*nf lnpkgln B,

' inyq”
{nsflord g -13 & o

in v,
por otra parte ef orden de i, con 1 = f, ., [0/}, ag menor o
igual a 5, dende & os el mayor exponcate fof. 31 tal qua
5 :
o7 | forr)t

W g ax ®
nstr n T n o 1
il 21 ¢ LI .

L)l ¢

1Y 1y
L2 £ 50 p
1 1

coOmo )
A &)

r
..1 = — - 1 + z -:‘-
. & [ - 4
iFaop p‘ 1 L,
@ 1 » 1
s9 Llene z —— L - 1w
E ~ 1 -op, =1
v ¢ P, .
antonces sl Y . 0 ya que 1 2 £, -

filp,~1) ~p 1
par - lo tante la potencia de p, - Qque. divide “a

qu'-jx)(qn"d) we €g-13, o5 menor gue

»
Clng s e Wop -1
P, Lpot

ST



.aplicanda la propesicion § del apéhdiuc cohl X = P, )
L3et Lo er
3 = p y
T
“Z [ S
gque elevanco a lan, I S
'
y adomas como g - In P, = log, q"
[
1
si z = log q es decir p: = 4, entonces
Pl
)5 2l i L = ’L,q ';'-‘ = )- a (',
[EH PR, t i
v , R
L 2 1843 - L . L o3
de modo que pt Fa ) B qte
1
. 12 P
por lo tanto q Pt < q728" <193
ahora, como 4 < n,

4 + dix =t dAdn

3 1 1

41 + nl) = Sn'
2¢1 + nl) ¥ 5/2 (n‘)

2¢1 + nl)/‘nl z 572

y =2levande {10) a la potencia 2¢1 + n’)/nl & 5/2,13@ Licne

K ENE 5.2

2
d -2 I -
(q:t‘nl 1 J 1 i < (q|3n/s)

2 ;
qr;. s < qsm 236-,/4

puesto que 3° < 4% €213 < 256), se tiene
cn e LRI ’
N < q;n <q e : 316!
ya qua

N2 rddg ™Y g cq T L gt

P T SR PPt Y

Aradg R - g g < tAg™h

r.(n-:.).f.‘.qr.(nﬂ)/z - 1(1 - I/qn) e 1/({2).

i

C1rddy

= (1 adq” i . 1297 L - teg™
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X ™ oL . e
1uego z -1‘? > z ,_1 - 1 - z _:1_ <1 - E ._.::
. 52 g T2 oq 52 oy T2 g

como ¢ = 1./q‘l £ 1, por la proposicidn 9 del apendics

"

‘ o . - B
-T2 0 Ci 174"

a
i
) 3

LI o Ve 2
A »
transitivamente 1 - T 1 < ey~ i/q"')
g2 gt a2

que al sustituir en N,

z

n B Fz -
Nom rddg” TPt - 12gTy > asdyg” ta -

tTa .

Pt g
i
1

At 1 q )

v
se sabe qua z — e B e ] R - 4 ?—--
1Eo q‘ 1~ 17/ q~1 q L¥2

. Py q q+1 1
de aqui z - @ e ¢ e R emam———
(] q‘ q-1 o qig-12

"

._:1. m - S 13>

2 g yoy~1>

o
-~
'
"IN

L

por (12,(12> y <13d

Arddq” TNt - 1oglqrd) < g E 4"
- multiplicando por q

TroR o+ g

2
(rdq” (L - 1/9Cy-1) < g 1"
“multiplicando por d'y dividiendo  por 1 = 1/qCq-1>
4 N d : .
q"> = q" < ——————— g ST
: “1'= 1/qCq~1) .

-39

>
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extrayendo raiz n-ésima
f

N 13
-~ G2 e tin
R P e ) I

puesto que n 2 4, se sustituye 4 pur n en la dececha

o

d

e

. N . ] .
JR— ._,__] P R SR JO l
R VSIS 1 - 1r/q<q-1))

o

" 1 s
q < 4 q’l

ehta Gltima reiacidn se analizara para los diferentes valores

de (.

ar q 295

;‘.{“1_ 2R (LA U K. A |
3 4,,,-11'5[4 Z0 ! q<q-17 = 7 20

"

1 1 1 1
como _—C -, -3 <
29 ] 1~ 1720 1 - 175

o Lo .t:n to ! < ! L]
po -an (P T ey W N V-

]

C - & _4 12 -4 E
luwgo o < 4¢5dr4)7 g7 F < 4K5-407 g1 g7 a4 i q-1.€ q>

1.4 2

q" € ass! Wy e (4
yq q

E]

4 ! .
e V320 4% = ca23q® ¢ 547 % qq” =y’

por lo tante n < 4. Contradiceidn <n 2 4).

Fsie cazso ne es tactible.

BYSL 4= 4, o= 3,

F-i123
AR
']
&
Pt
A
e
"
et
L
e
K-




1 1 1 1
—_— - <
12 4 1 - 1712 1 - 171

1 1 1

1 - 1.7qCq-13 1 - 1r4 374

r e . 4 3-d
luego 4 =g < 4(3C1/32)1 47 ¢ = 4¢4
asi que 1 < 4. Contradiccidn,

c) Si q = 3, P‘ 25 puesto que P] ez lmpar Vdifex-enl.c de P.
$i se intercambian los papelus de q con q. an efl caso od.

4 =5 y q:'x < ‘4: - n <4, eonLriadiceidn,

d) Si g =2, d=1

d
e e e = 2
1~ t/q<q~1D
n " i 3-4 ) -
y q m2 < AC243C27 ) = J(27) = 27
- n <5, n =4
pero N oa 28 Pt n-ne-n

= 29C35¢53(TICR = 2355y
ningun primo impac it tiene potencia o = 1
por tanto, no es posible este casao.
Do esta forma se han recorride todos los posibles valores i)ara
Py Py B, R, 1T, lo cual c!pmostx’-d gue scle hay iLres casos o
posibles  en que grupos diferentes PSL{nh,q> tienen la nisma
Ceardinalidad, ‘

Alora me procede o estudiar =i existien o no isomorfizmos entra los

grupocs PSL(n,q) que tienen la nisma cardinalidad.

TEOREMA. Sca G un grupo simple de orden 60, entonces G =7°As .

DEMOSTRACION.
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FPrimero se prob:\r':i que G contiene un subgrupc H do indice 5.
[6] = 2°¢3)¢5>, sea i = (2.3, 5}

sip el sea N el ndmero de p~subgrupos de Sylow de G.
¥

entonces Np z 1 (mdd pd N =[G : N'](B)]_.
A i
donde B as un p-subgrupae de sylow de Gy

HO(B) =4{g ¢ G | s_lBg =B } es el estabilizadeor de B en G,

. Aheora se demuestra que (G : N'_(B)j = 3 para algtn p-subgrupo de
syiow B. 0 7
Supdngase k = [G: N-:(B)J < 5 para algv;'xn p-:ubgl-upurde Sylow B,
Si X ez ol conjunto dc clases lalaraleus dercchas de N.J(B) en G,
el grupo Sl: = Sx' con k < 5,
segidn Caley existe un homomorfismo o : G +—> Si,
como |Sk| = k! y k! <60, (|G} = 60)

" entonces ¢ no <5 inyectivo,

por lo Lanto <e> 2 Ndc ¢ « G

antonces G no es simple (coniradiccidnl.

De aqui que N 2 5

Ahora supdngase que k =[G 1 N‘)(B)l > 5 para todo B,
aon B un p~zubgrupo de Sylow. ‘
Anatizando los valores de N :

N o=5L+1, N {29335 4 tat1 y N =6
s 5 s

‘Na =3t + 1, t =1 & t =3 entonces. Na = 4 g 10

Na = 4 na puede suceder por lo expuesto anteriormente

. N = 10
3
Nz = 2L .+ 1, t =1,2 0 7 entaonces I‘lz = 2,5 4 15
N2= 3 ¢ 5 no estdn contenplados en la hipdtesis N_ > 5
o N = 15,
a

Alcra sean B*, Bz dos 2Z-zubgrupos de Syiow, !3l > Bz

s B; fal B2 =R = {g>, como 87 es abeliano i = 1, 2,

B4 <B‘, B> =T = 6, porque 6 es simple
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~ 4 < T} < 60, y IT| =12 & 20
-entonces [G : NU(T>] = § <(contradiceidnd &
[G: N'J(T)] = 3 <{contradiccidn’,
B1 n B: = 8>, asi que Nz = 15,

Por 1o Lanto en G existen @

N2(4-1) = 45 elementos de orden una potencia de 2,

Na(3-1) = 20 elementos de oveeden 3 y

NﬁkS-l) a 24 elementous de orden 5,

contradiccicn, [Gf = 60,

Por 1o tanto G tiene un subgrupo H de indice 5, el cual es el

nox-.lnalizador de un p-subgrupo de Sylow de G.

Sea pues H < 0 de indice 5,

v X = {H, Hxl, sz. Hx3; H.\‘ + entonces Sx = S
existe un homomortismoe Inyectivo ¢ : G —- Sz
#EUY € Ss y |zt63| = &0, +{G) = Az,

en atecto

Si K < Ss, [K| = 60, entonces K = As,

[S5 : K| = 2, entonces K ¢ Ss

si K = As, entonces KAs a S»

Ikf|as] [4=]
120 = |KA5| B ————— 3 e
. |X ny As| K n as|

entunces K ] As ¢ As . (contradiccidn).

K 33 (U = As

COROLARIO, PS1(2,4> y PSLC2,5) =son isomorfus a As,

TEOREMA. PSL¢2,7) = PSL(3,2).

DEMOSTRACION. .
PELE2,7) es simple de onden 168 = 2%(3X7> = H 7_(72-1) .

'si- s_ - el ndmero de 7-subgrupos de Sylow.de PSL(2,7) , eht’cjxndés
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5, =1 (mdd 7> y 5| 2'@rery . s, =148

comao PSLA2,7> vs smimple, entonces s, = 3.

PS1C€2,7) es un grupo de permutaciones sobre los 8 conjuzadus de
un 7~subgrupo de Sylow B . )
Por un teorema de Frobenius PSL(2,7) es =l Unico zrupo simple de
orden § 7¢7-10 '

Por lo tanto, como PSI(I,2) ex simple de orden % 7¢? 1 » Implica

PSLC3,2> = PSL(2,73 a

"Ahora correspende cobservar que PSLC4,2> vy PSLCI,4) son grupos
no isomorfox, asi se tienen d¢os grupos simplos con  la misma

cardinalidad, 20160, los cuales no son iscmorfos.

TROREMA. PSL(4,2) g PSIL(3,4),

DFEMOSTRACION. Se observa que F: es un srupo ciclico de orden 3,
se sigue que si g = Z(61.43,3)), enlonces g’ = 1

< PSL(3,4> tal que 7 = = 1,
sem v & SLC3,4Y Lal que & 5 T

z 1 Z(SL(3,4) ) significa que P z'(st;ca.n)
a =1

k] — —_
el elemento o' cae en la clase = o

. . 3 2
s« considerara ¢ en lugar de », por lo tanto 27 = 1,

Tomando b teanstormacidn lineal I0x? = x + sx. x =V,
Sea H = Ndte I, entoneces V/7H = 1CV),

de aqui que 3 = dim V = dine B + dim ICVD,

Si dim B = 3, entonces I¢V¥) = 0 y x + ox & 0O ¥ o =V,

o = x (caracteriztica 2, por lo tante o = 1,

- gontrario a lo supuesto, uvrden o = 2,

Se sigue que dim H S 2.

! . L.
Para x = H, #{x? =0 v« x + ox, - mx = %, esto ex H consiste de

los elementos rijos por la izquierda poc o)
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Los clemantos en ICY) son {{jos por la izquierda por ¢, puesto
que ciX * Ty = X o+ crzx m aox + x, entonces ICVY ~

dim $CVY3 = dim H,

Esto deja din H = 2 come dnfca posibilidad, es decir, H oy un
hiperplane,
* & H ei y sdlo si, ox = x
si ®x 2V, Tox> =~ x) 5 elx) = x + o(olx) ~ x)
w OCX) = % + 2°CuY = a0
= o) " X * R = (N =0
aes decir g(x> ~ x g H
¥ es una transversidn segun H, v < E.
Puesto que n = 3, cualesquiera dox transversiones diferentes de la
identidad sun conjugadas, de aqui que los elementos de orden 2 en
PSL(3,42 forman un tUnico conjunte de elementos conjugados,
Sa obuerva que GL(4,2> = S1(4,2) = PSLC4.2),
sea {v‘, Vo Ve v‘} una base de V
Entre lay elementos de orden 2 tenhemos primaro :
T : V¥ —» V tal que
TCv‘) = v, T(vg) =V, v, T(vs) =V, I‘(v‘) =V,
T es transversidn, T = E vy ¥ = E, la cual forna una clase de
elementos con jugados. '
ahora si "l.'2 1 ¥ ==V es la funcidn lineal )
th'v‘) ‘== v‘, TZCVE) = v‘ + v_‘, Tz<v9') « Ve I‘ZCV‘} - vs + v
se tlene que ng = E pero 'l'2 no es transversidn.
Por lo tanto los elementos de orden 2 forman al menus dos

conjunios de elementos conjﬁgados.
~ PSLEA,4Y # PSLCGA,2) T
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CASOS EN QUE GRUPOS LINEALES ESPECIALES PROYECTIVOS PSLIn,q)
TIENEN LA MISMA CARDINALIDAD DE ALGUN GRUPO ALTERNANTE Am.

1} n =3I q=3 N = & 41 4 n= 2 q=9 N =461
2 n=2 q=4 N ={cy 5 n=3 q=4 N= 28t
3 n =2 q = 5 N =4 51 6 n = q =2 N = 4 8t

Su demaxtrari que son lox Unicoy cusos.

WPr=1 -2

Saz N = 1rddq” a1 . €a®~1¥ = L mt

ML AR I =132
- [)
ey la potencia exacta de p que divide a N,

como se menciond anteriormente, si p es primo y n es un entero

positive, el mayor exponente 2 tal que pfl n! esta dado por

w

o= [np']

=1
de aqui que p’""VE o p° | mt  es tal que
+ = 4 rokn-L) = }: frep’] = [m/p] + [m/p I+ -
Lt
sip =2, p"’ | 3 mb
para p m 2 2=| mi s u [mr2] + fm/Z Jo+ o
mi o= k2o = gzt P a. k' entero

mi = k2¢2™t
a4 T om k2™
es decir la mixima potencia de 2 que divide a i mioes
3 radn=1d = 2 = 1

< 1+ 4 rndne1) = 2w (mo2] + pme2’) -
o o ™
S m 1 m
como E [ ] < —_— = m ? —_— e
i p 5 p VS p-1

trn¢nm13 < mopet
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- prr.an»n,-: - qr,f.r.-a,»'z < p"\«r»-s 13y
luego coma n 2 2, 3 2 2n + 2

3n 2 2(n + 1)

3 z 2(n 4+ 1O/n

elavando (13> a la potencia 3 2 2(n+1d/n

PSang Tl

(prn:r--.\-/ Z) < (l)m ¥ x)
i g
L. p']' F%
2

pucsto que 4 mt = N < q" 7Y, entounces  + omt < plt ot 14>
Por la proposteidn 11 del apdndice mTe™ ¢ 2 inl

m_ - Ime -k
m e < pmE

extrayendo ralz n-esima
N i-m .

] b
a™e™ < (p'm"p 1)

-1

me™t ¢ pTFTt

m < e(p®™ ™) sy
uzande. . esta desigualdad, se cunsideraran Lodos los posiblas
valores del _ndmeru p primo, en forma decrecienta,  con - los

correspondientss sulbicasos que s¢ muestran an la tabla 2

‘Casoc ad p 2 7.

se cumple que la funecidn x”xq es decreciente
e = 75“6 ] T“z, ‘entonces por 15>
m < ut:?l"z) =7
Yy opESm - =g =7
3 rncnmi> = 4 + 0 4w + S raln=1Y = 2
LR N n=2

N om 2 757%r-1) = 7¢24> = 168 = £ T1 = 2520,

us decir, este caso no es pusible,



F - -
"Caso a> p = 7

i s . e e A B e e

tCasa b)Y p =5 PSL2,53, As
J

1 - = d
i%Caso cy p =2 i
H no23 M
I n=2 »r=4,9 i
"} r+ = L PSL(2,3), A« ]
i r = 2 PSL(2,9}, Ae p
i - 1
T “
iCuso dY p = 2 i
# n > 6 |
H i253 =2 n 6 ]
i i £ 4 mz 1l !
B iii> n 2 4 i
1 mg< 5 PSL(2,41), A= i
'| & I m ¥ 10 E
1 n =4 r =t PSLCt;2), Aa
] =323 =1
i n =3 v a2 PSL2,4>, A
;I] - n=2 pr=323,6,7 . [
Tahla 2.
Cuso DY p = 5, p;"r’" = 53"‘, m < 9(55“)
mz 9 N 4 raCnm1d = | 0s5] + {9/25] 4 ..
= 1

=1, n = 2 que recsulta ser el caso especial
N =% 561 =  5¢24) = 60 = } 3

de PSL(25) y Az

Caso ). p = 3, pF = g7

1, 2, 1, O son las polenciay exactas de 3 que pueden

dividir a £ mt
i nz 3 2 ndn-1) =
n-=a 2 3 nin-13 =1

e < e(3a"z), AP ]
Tm! 2 141 = 1,2,3,45.6.7.8.9.10.11,12.13.14

3, 6,
4

na us posible
r= 1,2, 4,5

N = § e $ 371> = 3"@"+13¢3"-13

el hecho de yue con 1+ = 4, 5,

3* + 4 =82, 3% +1=

E-1+1 divislvhlus por 41 y 61 respeclivamente y ‘m1no o

244
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as, deja como dnicas posibilidades a r = 1, 2 quu
vuelven a resultar dos casos especiales :

2 ads= Cq-1, ) = (3°-1. 2>

N =} 823°-1> = 12 = § 4
N = { 3%¢3*-1) = 360 = £ 61

correspondientes a PSL{2.3> y As, PSL(2,92 v Aa.

Caso d3 p = 2, PPt a2 2 g, m ¢ edd> ¢ 24

14 3 rncne1) € | 2172] + {2174 ] + [2L/8] + | 20°16 ] + ..
10 + 5 + 2+ 1 = 18 :

3 radn=1> £ 17
sin Y 6, = 4 ndn-1> > 21 ne es posible
n==4o
3 -
i n'z2 5 (PF™S = 1 m q-1 ©s un factor du

N ow AZd g™ M g™ 1) e (g1
2%-1 = 31{F i pere m < 21

otro caso imposible.

i n 4, w14 :
tmo de los factores 4'-1 = 2°"~1 es divisible por ‘11, 2
pere 2 es una raiz primitiva modulo 11, esto es
2w 2" = 1 (udd 1,

10] r= ' : : ’ T
antonces, 271 w 271 para algon B

w 2% e D™ -

y o8t o= 270 @™ e 2™ - g
o sfR™ - A 3113 i
impustbié v < 210,

1) 0 2 4 m s 10,

. mi. £ 10t = 1,2.3,4.5.6.7,8.9.10
dividiendo por 2 3 1.3.4.5.6.7.8.9.10
P emen-1d = 2,8, 6 8T,
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si mzE 5 2213‘ mi 3 rodn-1) w 2 rodn=1)> = 4
n <3 =2, naZz
obteniendose el otro caso espzcial con PSL(2,4) y Ax

B 2.2

N = ¢2° >¢4’-1> = 60 = 4 51

simzé 1.2.3.4.5{.6,7.8.9.10
con las potencias

4 rn(n~1) = 3, 6 § T p puede dividir a 4 m!

algunos tdrminoes de 271 deben ser divisibles por' 5,

antunces 4 |rs

T

€2 ex ralz primitive mdduio 5, 2 = 1(mdd 5> @ ¢<5)(rs)

al analizar valores de 3 rn(n-1) paran £ 4

n o= 4 §r~(4)(3)=6r\=6, [T §
ns=3 1 r¢3%(2) =3r = 3 0 6, r=106 2
n= 2 4 r2)= =3, 6c 7.

quedando excluidos jus casos

‘ne3d rat <z*-13¢2% 1>
2
n®=2 ra3 «2® -1
z
n=: 2 re? (‘27) -1

y ohset-vando
n‘= 4 P =1da el case PSL(-I,Z) y Asm

N o= 2YT 0t 502" 132% 1) n 20160 = 4 81

n= 3 r = 2 se obtiene el caso FPSL(3,4)> y As -
L TN = 20160 = & 81
n=2 r =46 se oblienea un factor
2
2™ -t = 2% = %12 +1>
pero £3|26+l y 13+ § ml lo cual no ex posib!e..

- Ahora se vera si existen isomorfismes © no entre los

5t'upos PSLin,.2 y An correspondlentes H
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1) PSLC2,3) = As ne es grupe  Simple. come se analizo
anteriormente.

2) Se ha demostrado que todo grupo simple de orden 60, es
izomorfo a As, por lo tanto As X PSL(Z2,4> X PSLC2,5),

3> PSLC2,9) = As.

DEMOSTRACION.
PSLC2,9) countiene un subgrupo B isomorfo a A3, segun 8.13 de 5]
B es dv indice 6 : [PSL(2,9) : B| = 360/ 60 = 6 .
Sea X = (B, Bx‘ , sz » Bxa ) Bx‘ ’ Bx5 } el L:ux{junbu de las
clases laterales derechas de B en PSL(22), entonces Si = Sa
Por Caley existe un howwomuwrfismoe ¢ : PSL(2,9) —»- So, i v no es
inyecctivo, entorces Nuc ¢ = <Ced, y Nde o 4 PSL2,9, lo cual
contradice la simplicidad de P3L(2,9) ,

. ¢ es inyectivo.
enLonces. r,:('FSL(z,?)) < Ss y |#(PSLC€29>)| = 360.
Como el dnico subgrupo de Ss de indice 2 es As, entonces
PSLC2,9) = ((PSLC2,97) = As

4) PSLC4,2) = Ae.

DEMOSTRACION.
j6Lc4,2> | = 2*-1ac2*-23¢2*-2%2"-2"> = 20160 = ; 3|
lg!i_gz_i_; = [F¥] =1, =  GLC4,2> 2 'SLE4.2)

¥

ademds PSLC4,2> = itéx%% - SLC1,2> X PSLC4,2)
. T » . '

por lo tanto PSL(4,2) = GLC4,2).

" Ahora considerdndose :

1o1oa 1) 0 .10 1) w4 1}
G = 000 g =.|° 10 G e UtV 1
[t s 00 2 o1 00 3 t 10 uj
e 1o 1o Lo 0o 1}




(s o 1 o] o u 3 o] 31 a4
¢ = 10 t0o0® g w5 toe G «|5°t0®
. im [ = t 0 ¢co “ B oL oD
DL a xJ "o IJ fe 1 1 o)
Q= GL4,2>, 1 £ 3 £ & Yy se pueden varificar jas. sigulentes
relaciones U: N ) 2 =i % 83

@a > s E  1xiLB

m‘alf - E o+l P

entonces Gt, ws GG generan Aa sggdn el teorema 19.8 I5).
Sea G = <G:’ voup GdD, antoncas @ € GLC4,2),
osto es As < GLC4,2)
{GLC4,2>| = |Asj, implica que Ap = GLC4,2)
g As = GL(4,2) = PSL(4,2).

5} Como PSL<4,2) # PSL(3,4> y por 4), entonces P5L(3,4> & Ap.




APENEBICE

En esta parte del trabajo, sz dezarrollan  los conceptos v
resultados que se usaron en el capitulo IL

Da aqux’ en adelante se considerardn enteros a, b tales que
€a, b)Y = 1, |a| 2 (]| + i‘Z 2, Y p un namero primo, a menus gue

sa aspecifiqus clra cosa.

PROPOSICIGN 1, St pla™L" para algin n, entonces p 4 a y ¢ 4 b,

DEHOSTRACION. Suponer que p[a, es docir a = rp p. & r entero
asi que “b" @ ca b Mra = kp-vp p. & k entzro .

’ = plk*r>

é n" = pe-k, de aqui p[b" y pibk

contradiccidn, (a, b)Y = 1,

En forinz andloga pi by

PROPOSICION 2. p|a™b" si y sdle si <asbd” = 1 (mdd p>

DEMOSTRACION, a™i” =0 Gndd p> v
- a” = 1" <andd p>, 'y por prep. 1 p{b
- a" b - (a(b)“ =1 <mdd p> a

. DI.-:FINIC;IONA Sea t el orden dz arb en .Zp‘, estoc es, '<a/b>[ = 1

<mdd p? y si Carbd” = 1 (mdd p), entonces £ £ n.

i 1" es el orden de arb en Zp. ¥y pueste que Zp° es el grupo
ciclico de orden p-i, entonces |p-1 .

PROPOSICION . P|a™b". siy sdlo sl fin .
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DEMOSTRACION.
-) St p‘an-bn - Cazid™ = 1 (Gudd p> (prop. 22
como f es el minimo ndmers tal que
Caspd' = 1 amda po, ' Zn
ego  Cartd” a ¥ =1 cudd po, 01 < 1
= Casb)casny = 1 audd pd>
de aqui Carsbd' = 1 (mdd pd Yy r= 0
n = qf vy in

«) 81 fin, n = qf, p.a q enteroc
por . prop. 2 plaf—bl, asi
3 3
atep™ w a¥ap e (af-phy L n'y - ah

= cal-p" a-pHY T 4 qeal-pTy IR L gnEY)

pla™-n" -

DEFINICION. Sea o el n-dsimo polinomio mdnico en 'Lix} detfinido
pow p_‘(x) = [x-o?, a2 € Un, donde Un es el conjuntu de todag las
raices n-dsimas prindtivas de la untdad. Este polinondo esx el

ilamado n-ESIMO POLINOMIO CICLOTOMICO.

La correspondiente  FORMA  HBOMOGENEA ASOCIADA al  polinomio
ciclotdmnico es:

rave

g-‘(x,y) -y '}n(.\‘/y) s

dende y<(n) es la tuncidn de Euler aplicada an .

PROPOSICION 4, Si n e= un enters positivo, entoncas

x™ = e x

]
i'r.

. DEMOSTRACION. [cf, 3Ly

La bxjoposicién 4 permite calcular lus polinondos ciclét.o'mic_os

recursivanente por divisidn :
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x=1 = -:~‘(x)
wiol o (g O

3
Rl o= &l(x)rpz(x)

< -

- 2 Yo Cxdyp €
u-, 1 = 1‘&x Az x)p+ M)
x"=1 = »;‘(x);:»s(x)

s .
) ¥ =1 = "y-.c")""'z‘”)""a(")'psc")
de modo que

.pl(x) m ox - 1
fpz(x) = x + 1
q'va('x) = %
H

+ x + 1
rp‘(x)v + 1
A

x
] 2

1.»_)(x) x X+ X+ =+ 1.
2

x

B Ex) = - x -+ 1
o

Por la proposicidn 4 se tiene gque para n un enterp positivo,

a™b" = B (Carbd” - 1) = BT [ g Carbd (4}
: 2n
y si rin,

Ny n "~
a ~-b - 3 ﬂd ln'prJ(d,h)

. - w b . # Carpd 2>
T 4
a-b b na];"”d(a/b) din d4r

PROPOSICION 5. SI p(z_¢a, b) entonces pla™b" .

DEMOSTRACION, a™-b" = " n » ,Cas/bd por (1> )
: afr ) ; X
= 7T R Casbd T a2 Casbd)
A amn
- Y z &a B 1 3 Casbd
Afn a=n
. st plr,’:m'fa, B, p'a“-hn . "

(&)



COROLARIC 6. Si p['ﬁ_\(a, k) entunces  fin .

DEMOSTRACION, Se =migue de las proposfcionhas 5 y 3. 0

DLEFINICION, EL ORDEN de m, respecto al primo p, es el expuonente de
1a mdxima potencia de p yue divide a m . Es decir p " {m y st

I8 ' .
nfm . para alguin k, entonces k = ord m .

A partir de las ecuaciones (1% y <2) se obtienen respectivamente,

2. Carby| at=b™ 33
" .
y =i r(n, a " -p"
2_{as/bd| ———m .
=~ r
a -
Camo ¢n“(a, b)) = l:pm"ryn(a/b) y pf b, ‘entonces
ord c.'_\(a, LY = ard r:v,_<n/b) <57,

PRCPUSICION 7. Sea { el orden de asb en Z", siard ;'n(a/b) =0

entoncss £n .

DEMOSTRACION. ' ard z Carbd x 0,
. s urd caﬁ(.'j.\, b)Y = 0 por (37,
» pt-ﬁr(a, 13 y fin . por . cor. 6 . Yo '

LEMA 1. 'Sea T el orden de a/b en Zp . Entonces se cumble lo
sigutente : ‘
1., Si'p es imp':-w,

‘a) ard --zvl(a, LY > 0,

1) ord :."“x(a, by =1, 21 .




¢} ord ER <a, b = 0, para cualquier otroe n 2 1,
d3 ord ¢a-b™ = o, i £f B . )

) ord a™=L"% 3 ord <a~b> + ord n, st .

2. a) ord 2 Ca, b) = 1, para i > 2.
‘b) Si ;‘(a, B) = a~b = 0 (mdd 4). entonces ard v, Ca, b)) =1

€) Si > Ca, b) = a + b =0 (mdd 4), entonces ord f.'.'l(‘a, 1) = 1

d4) ord ;‘“(a, by = O, paran = 2"1, {2 0,1 2 3 dmpar,

DEMOSTRACION.
1oad sty =1 amdd P’ - ord ((a/h)! -1) >0,

Ademds, tarbs - 1 = n =, a7 = ':',(a/h) i z Cashy
i ° afr ser T

sl d[f y ¢ = f, entances d < y +d, awi,
ord ;afa/b) = Q por La prop. 7 ‘
s ord (Carbd - 1) = ord g asb)
ocd -',‘./{(a/b) >0

v por (35), ord ¢r(a, L) > 0,
b)Y Sea n w l'p“, r = l'p;'"", e 1,

13 ® LF R
Talab™ o ca’y s’y _(ca'tb’y 4 bT) - uTF

af-n’ : a’=pf at-n’

B e . -2, ": K AT IP rg Ly
w ¢a"u" e paal-n O e L +{2J(ar-b‘)br‘r' Fa phlEt

‘como f]'z-, -+ p'la:"h’ par prop. 3 asi que
. h) il 5 . "-- ™
|2z T ,—'2;_.'—1_; ,
af=b’ a-b
. a™-p"
. erd =1
I

=
~



vl

por otra parte - - = b 0 :'_l(u/b) por (23,
a'-b In 2fr
entonces Y ord £ asbd = 1.,

dF afr

Por i¢ tanto existe un divisor d de n tal que dir y
ard -;'-i<a/b) = 1. '
ued -.‘-i(a,bb = ord :3(:1/11) = 1 por (I
¥ por el corolario o, r{d
enttonces din, dir 'y n =& 1, row rptt implica d = n
urd :i(a/b) = ord ;__‘(a/b) = aprd -'.:.fa, Py = 1.

w? Sea ‘n = ip'l, t 20, pel, 121,

o
saa 1 = i'p,

-, 1
LSS ar\_brl ((ar_br) . ). - brl
- = -
a“-n’ a'~nt a’ep’

-2, r

v o
a a6 M e nH T +[2J<a'-b‘ T

3 s
a’-b
per jo tanto : 24 i
af-b
Lt
rerd o tarhy es divisor de aza por 43,
B afeb’
en(-ronces ard -:n(a/b) = ord :zr(a, bY = Q.
43 81 £in . entonces pt a"'-b"‘, prop. <30
oL eed "™ = 0.
. g rn_.hn '1-(‘ . 7‘,
uy St £} n, . :‘,—-T w b =, Carb) por €2)
k a’-h oA sl : :

8.



de dsto y la prop. 7

ord ath_ . % erd :r“:;(a/h)

i*»8 o fp=drf,
d =t e ovd s, tas/by = O

Por la observacidn de que ] p-1, entonces pif.

Entonces los valores de 1 corren sobre totdos los valoves

1212 ard n y por el inciso b,
srd Ca -67) - ord Ca'~b') = ond n .

28 p=2 =1y arb =1 Cmdd 2)

‘v’-\‘
d) 2 ka, b = b""'-;-z;(a/b)

- h:"-a"," Carbd? « 4
n ;ﬁ). Cas
LA L
L et RN B
2 -z (Carbr” -~ 1¥carby®  + 1)

=

BN 3
Carpo?® -1

13 "“-‘— L
1) = a" -+ b

§ -

a'e
a ¥ z

T
(Carb>®

Jcomo asb = 1 Gmdd 20,
‘2larbh - 1y Zlasb - 1 4+ 2= asb 1
« 4l(arb = 1)ash + 1) = (arb ) -1
.'\"J.
) AfCarhd” ~ 4 para § 2 Z
.y (arsby =1 mdd @

{ars)  + 1 = 2 cnda 4,
s at o+ = 2 Ca, b = 2 (mdd 4>

P
2

. ':).“.“ Ca, L) = 2 = 4k, p-a. I entery
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Py Sy DY = 4k + 2 = 22k + 1D
zl'r"z" Ca, b) pero 22(-;-2‘ Ca, b»
ord 2« <&, b)Y = 1,

> Si ':‘(a, b = a =~ b = 0 C(mdd 4>
» 4[;1 - b,
luego !;:2(a,h)=a-t-b=a— b + 2h
= 4k + 2b, p.a k entero
2 ','\z(a, b pero Z:fr,rz(a, by potque 24 L

ord rpzca, b> = 1.

<> Si ;-zCa, DY = 2+ b = 0 Cmdd 4>
4| ¢ Ca, b)=a +b
-,:»t(a:b) » a-bh = a+ Db -2b = 4k - 2b, p.as k entero
antoncaes 2|¢1(a, by ¥y
2244»1(:;, b? porque 24b
. opd ¢i(a, hd m 1

d> Sea n = 2'), iz o, 1 impar, L 2 3.
n_.br.'
come p Casbd | Larn
[a} 1 i
- 2 2
a” =h

oral ¢ﬁ(a/b) < ord -2

adoemas
t-1 L~z
a- p" 2t 2t 2t 2t 2t
S = (a7 b ) + I{a" -b" ) b 4 .+
PR ' .
a’. b
. . t-2 -1
3 ot 2\ 1\. 2\.
+ l=)J(a” -b" )BT ) + Kb D
2 op"
24—
E 2
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Yy ord z (ash) = ord :.n(a, by = 9,

Ahora se procedera a encontrar una estimacidn de [2 Ca, b2|
- g
tomande a, b sobre todas las parejas de niuneras complejos que

satisfacen |a| > |b| + 1 2 2,

DEFINICION. Dado n Y 0 un entero, sea
Leny = inf { |:'|_(a, bY| :a, b= £ 4

Antes da demostrar el siguiente resultado se obtienen

unas propiedades Utiles.

L S1 pin, Lenp> 2 Lnd  y  Lenpd 2 4« pdF™

DEMOSTRACION. . .
2 < B> w BETE (AZh) CFe1 b Casby R
2 . platal LA S tarhz2 L
3 n p\(a/h) (a/b)k—l
virpitang

por la proposicidn 4,
donde k es el mayor divisor de np tal que k % np, esto es, kilnp,"

k = np vy si k'|np tal que K’ < ap, entunces kK’ = k.

coO Mo .
=R ¢af, bFy = oy P)’"”L Zb” .)..._:...‘.. a b PP a_/_l_z‘):_';_-i___.
(af 7)) (a¥ u¥)" -

'.ih.l."\

donde m es el mayor divisor de n tal que m = n,
se Lieno que

Penp) = Ande(p)(d/y<d??  donde d = <n, p> = p
. = 2HkndplpXHprepdd = pudnd

& = pmy puesto que es'el. mayor divisor da np y mp = ap-
por fo tante ¢ Ca, b) = ¢'\(aP, 6Py 21>,
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Ahora,

{ l::’.‘.(“:' b‘)[ ta, boe L) o=t ];_’(u, byy ra, bz L |}
it { 2 <a, b)| :a, b < } 2 inf | |f;-r(a‘:, IJF)! ta, b oa Lo}
= it | I:"F(:.s._ b)| ra, b =L} por (‘21)
asi L(nY £ Llnp) siopin, 223,

Por otra parte

[z €8, b2 = (6572 carby| = (b7 1 Cack - 2ty

ER Y

3 - Wk
I

YR

ademds fa = b37| 2 [|af - (L[] = | Jaj-|B] | = {aj~|p]
por la tanteo

ke -
nm s = be | :

zm Clal=[e]) = (af- (o)
dr,mr=a tle, M=
[#.8a B3| 2 (Jaf=[B] )™ azs)
Luego como [af 2 [b| + 1 y., b} 21,
[al"-[Bf" = (lal=[b] = [b])F <{n)*
. F -t
(lal=0]) + p(al=|u ) (b
T 1+p ) '
ClafF=ipF)™ o a v "™ 2
Azl que

|,,,:4n<a, b = |,-,'._>¢:a."', L

W

( ]aF |--=.hF | ¥ por €23

w

o+ p)"l‘r"' por w24

RS B p')mm

LEnpl. = ing’ {['pr Ca, b)[ : a, b Ll s piin g
3
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1I. Si p 2 5, L<py» > 2p .

DEMOSTRACION,
ap-bpl
Se tiena que |2 (& bY] & c———— por prop. . 4.
P {a~b |
1 1
0z Ja~b| 5 |a| + |b} - Ea
[a=b{  fa] + [b]
R E F . F
| a-07 | ([al™ b4 fa|P-(b]
| a-b | [af* {b] {al + [b]

[ N
[a]=b] x= oyt
=

y [» <a, b2| 2
F faf = |bl  x +y
donde x = ja|, vy = |bj
X2y +1 22
GF-yFatt + 2y a xctepd(xFlactey T ) y(aFctey ) +
+ yT(mCayd ) + Gk d(Ct4ydF - pTY 2
2 Oekyd(CarydFayF )

" P F FoyP 54, + Fo,F
[p capdf 2 xToyt o axTeyToaezy) | COx yI(CitydF-y™ Yy
1

x +y Ux+yri42y)> 7 (x+piC1+2y)

¥ 1
w SAtydT-y”

142y
cono y = [b| 21

P
Ci+ydP-2P = S [:]y}: -
SN

Yy

LAY
T D
fom
[ —
o)
<
1
-
[
v
o
—
~
~
‘5
i
-
v
a
&
j
)
-

(-

3 F ’ .

1

: <1+y>?;zf’y - i l;}y" 9 m v [ﬁ]fy"-w 2 {i]cy"-w = y*-y 5:

3 (0]

- ademnds
Ty F-2F )+ 20clHy )2y ) = 3ctiy b - 2R a2y

3C14yr® = 2PCie2yd 2 YT - 10+ 20yFoyd = 3yF - C1ezy)
ActysP ~ayP 2 2Pars2yd - cge2yd = 20 - 1M1y e
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=

ey dF -y = & <2F - D2y

. C1eyrf= yF  cxfe aycre2ys | 2F- 1
[::F(a,h)l 2 — :

2y : 3CI+2yD 3

Qo kgpd 2 4 2
y para p & 9, L<p> > 2p.

{1, St p 2 9, LC2p) > 2p .

DEMOSTRACION.

Primoro e probara que
oCx) = oz (%) , ui n eg {mpar y n > 1. )
2n n n - R

Se usard la iguuldad : % =1 =& =(x =1)(<=x)> -1}, para n Lnpa e
induceidn

x”-1

Jr—— ———re o prop. 4
T ANID_ (XI5 (N0 ! .
yx(\r X ¢3 ~

'
o

] 3

€= 130m (x0)

(R LR U VS S S SV e

- = (=3 ‘=
TR -R=1 ER]
hipdtesis de induccidn :si n = 20-1 con 2+ 1 2k
boCN) =op o texd )
N n "
2.0, para n & 2k+1
22k~ Pl . WP h=1
w?rERTe S CIRREE B ) -1)
EE SN = - - - .
2020 ) Faix? w0 s 00N st
tlacakess ER ] ESERE TN
1 4 Ti{Thets 12 2kt maltint zr s dox
- .)zl:~x 1 ¢ Y):'_l;~1 1
LRAR A x( 5 3 RS T S Tar. 7Y
- o o3 - = - t -
R Tpest Pa MNP #TN et
Co flzczren ERELEE
miltvplez de’ dis 1'!21;‘1
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;v?“(x) = .j;/n(-x} s5i nes iniparr Yy n > L. €25>

Ahora,

P, Ca, by = hp'zp)?a <ark> = h"'yzw:ml,:-;("a/b) por (25)
2p o

= b"wp:’JJP(-a/b) = &P(‘a,-h)

y I”"za(a' bX| = | ta,~by| 26>
como

{ |¢P(a,-b)[ ta, b= € o |¢P(a, b>| i a,:b = }

inf { [f;ap(a, b)Y ta, b e } = ind { |-;-p(a,-b')| ta, b =L}

= inl § [',:vzp(a, bBY| v &, bs £} pot €287

Lip> = L2p> €27y

y por I, si p.2 5, 2Zp < L{Zp> . ®

IV. S1 pin, entonges L<np> .2 L<ndF

'DEMOSTRACION., Sea £, una raiz primitiva p-désima de la unidad,
anltonces )

. .
< 15 < blp Ca, € b . ¢ Ca, 57D
"g, ¢n |a, £ = '9" a, rp .'&n a, tp #.03 "F b

<

£y

= 1 ta- urF-;:i) n <a- b:ZO:) w 1 Ca - ey

ek, teEg th,nr=¢ th,m=

donde se tienen la retacidn ¢ 1 = (o D

P T
n -
san £ =T o = 2
:d np n np
‘sustituyendo
: . k 2= gk,
M 2 > = ] Ca=-bu 2l 1 .<a- bal w5
ePay kL=t . PP ey FoTR
EXL : ' .



gk Beeph mepear = Pk
= ea - b TFH f¢a = b FRy oL Nea - b F7 £k,
. re g

charo=g chira=y ‘harrst

cada factor tiene tantos términas como =(nd y son p-1 Tactores es
decir son 20 (p=1) = 2 (pd = «lnp? , ya que n, p> = t
ademds «In + pk, np? = 1, puesto que si d * 1, tal que dlin + pk,
y d| np, entonces d{n C(dsp) y d|pk implica d|k, contradiciendo
in, kY = {,

de aqui que > Ca, by = n ¢ Ca, chd
°F §F=l . f‘lq
por tanta, si pin {7 _€a BY} =1 |» Ca, sbY)
Fay, e

{ |s.ta, b2 s, b a0 o |pCay b ia, b s |

L(n}Y = inf { ]q\_\(a, ) ta, b =T}

In

) inf { |7 <a, | ta, b )
considérese

i f{e e b3 ta, b s L} e a1, p o1

L™ £ inf { [ (¢, ebY| ta, b e € } o= Lenpd L g

V.St %38,y 23, entonces x° - & xy.
- DEMOSTRACION.
“Sea geyd w xany mowex™E -y, x = 0,

' entonces &'Cyd 8 x(log w7y - 1)
shoy 283, y-2z1 o x7 e x 23
s % 23, log x 2 log 3 > 1
' tog x¢x¥ 7 > 35 1 _
’Cy? > 0, as decir g es éreciéni.e
'1-;1-:&;0‘ g(-’!)_-'x,—‘.ix', como x .2 3, x 2 .Sx, implica g4 2 0,

si vz 3, gly> 2 g(3), esto es, x¥ -xy Z x"-3% 20"
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Y1, .Si n es divisible por et cuadrado da un primo p;, entoncas

f(n) 2 Lans/p) .
DEMOSTRACION. Se sigue de L porque p '1'-3 . s
¥ .

‘LEMA 2. Para n = 1, 2, 3 y 6 se tieno que L{n» > 1 p .
IS

DEMOSTRACION. (Por induccidn)

i) Si n ez divisible por ei cuadrado de un primo p Yy -

n/p =1, 2,3 ¢ 6. n = p, 2p, 8p S 6p
como p| nsp, las tinfecas posibilidades son :n = 4,0, 12 & 18 .,
Pero por ia segunda atirmacidn de L

CEC4d m €22 2 (1 + 2>%%a 3 > 2

Lew) = 133> 2 1+ DT o a¥ w1633
LC12) m (6623 = <1 + 2F? m 3% m v 3 203

LC8) = £06.3) 2 <1 + 337 ¥ m 4% w16 > 2¢
x\&\hor-n, sinx4,9, 12y 18, y p=|n

hipdtesis de induccidn i si m ¢ n, LGm> > 1 p
' .o 2l
B0, para n

sen n -,pfq . q un entero positiv
come plfg— =p.q por: I, L(p q) 3 L(p q),
. .

pa<n Lip q> > R nz g
le 3 wle)

3

es dedr L<n) 2 ne -
. NILEE

i) Supdngase que n es libre de cuadrado, este s, 1. no
divisible por el cuadrado .de algun primo p. .
Se'\ B el numnho primo mayonr divisor de n y Sea u & pPin o,

pur hiputesis p 25,

es



Sim = 1, entonces por [L. LC(p) > 2Zp > p
y se cumple la afirmacidn.

Si m = 2, entaness por III. LZpd > 2n.

Sim=3, n=3py 3{p por IV
L<dpy = (Leps ) > 4p° por II.
> 3p .
Si m'~ 6, L&6pd = L(3(2p3) = (Le2p> )2 » porque 3¢{2p 'imrfIV. )
(Lezpd ) > 4p® 3> 6p :
L(6p> > 6p .
hipdtesis de induccidn:t simdn, LG > [p.

glm
P.D. para I

sea n = mp,
n libre de cuadrado implica pim
entonces Lémp)? 2 Law™ por IV,
como L{n) 2 3 .y p > 3, aplicando V. conn x = L(m>, y = p,
Lomdft pLCm)

LCmp>» 2 plind > p ne

o m -
-1 LG > ngp. &
ln

TEOREMA 1, Si n » 2'y a, b son enteros tales que (a, b) a 1, )
[af 2 [b] + 1.2 2, entonces existe p peimo tal que’ p|a"-l§“ y

rd a‘-b, sig€<id<n,a excepcidn de n = 3, ‘ana + 2,

h o= ¥q [ nm=6 as 2 ,b=3 1.

Ademds pin. vy (a/b)f' =1 Gndd p

DEMOSTRAGION. -
bupongasn quae para todo primo p tal que p‘a -b"”, existe O < i< n, .
o tal que p'd“h =Bt n ',f.v Carb) .

En particular si pl ‘(a/b), como a' -b" = b7 n *;.v (a/b)
entonces existe d £ i ( n tal que

rl gﬁd(a/b) B
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Sea f el orden da Cas/b) mddulo p .

Co_mo ord p_\(a/b) >0,y ord ;-,(a/b) > 0.

. Se sigue del primer loma que =i p > 2, n = f‘pk y d = fp" donde
0 £ j < k, asi que pin,

también por el lema 1, ord w Casbd = 1.

Stp=2 y ord 'pn(a/b) )6, del lema 1, 2> 1 = 2 y sin> 2,
ord /n’.(a/b) =1 .

Por lo tanto, en cualquier caso si n > 2

crd Grast

lo Carbd)f =1 p™" ™ e

AT GRS Fin
y {2,€a, b3 = | Sasp>| ¥ 1 p
: £ 1=

lo cual contradice ei lema 2, =i n = 1,2, 3, 6.

ahora analizando los cases n=.3, n =6
si jaf 2 3,
2o b3 2 +oab + 1T e 42”4 oab o+ BT+ da7
- Cla + b» * fagﬂ
y laj =3 e @ z9,  fa®z 30 = 27/4,

como  Cfa + 1Y 20

?3(3, b> 2 2774 > 6

con lo cual se tiene que .
NP =3<6s L3 = inf t;y(a,b'ﬂ $posi ja[“?. 3
el -

- mientras que para jal = z

sia=2, ba=-1

7,62, <1> = 2207 + (42> + 1) P a3} 5, ralta
sia=2 b={

2,2, 1> = 327+ (D +1 )P =23+ 4m7T>3

si cumple el lema.
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(S
M
1

= -2, b=t
2,62, -1 = 362" 4 (3¢ + 1) =3} 3, falla

st a=«2 b=-1
5,62, S m 2T A (-1 P uF+ 4TS

=i cumple el lema.

ademdu como @ La, by = 2 Ca, =b) por €25)

el lema no ze cumple para -p6(2, 1> y "",,,“2’ -1> ‘

Por lo tanto salvo las excepciones de n =3, a=* 2, b = 3 1 -,’5
n=-¢ a=3:32 b= 31, siempre se conlradice al lema 2, por lo
tanto existe p tal qua pla™-b" y  pia-b’, si o< i < n .
De esta forma n es el uvrden de asb mddule p

_y por tanto n|p-1 y pin. -

TEOREMA 2. Sl a > 1 es un enteroc ¥y n > 2, entonces existe un’
bri.mo p tal que plan-l y pra-1 si i< n, & menos que N = &,
a= 2,

DEMOSTRACION. Aplicar el TEOREMA 1 con b = 1, -

OTROS RESULTADOS:

‘PROPOSICION 8, S1 x > 1, la funcidn x* ** es‘decmcm‘nc?. .

DEMOSTRACION.
1/%-1

Sea f(x) = % a explin P exp {.l.:__’ﬂ

P = [ln x]' exp [ln x}  Xoisx - In x {exp [h\ x H

x=1 x=1 Cx-1>. 2 x~1
- x=1
_abora sea gl{x) = e In x .
Cerexd .=_§._'.'__¥12.- 1. 1:.32‘.
: %" x- X

stk 1, 1%, < 0, = gitx)>.< o,

‘esto es , g es decreciente y como g1} = 0, gCx3 <0,
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glx)

3

70 = ,rexp [“‘_’; ]] < 0,
(x—i)"-L x

y '{x} es decreciente. g

bl "
PROPOSICION 9. Si 0 £ x 2 1, entonces ] (I=x ) 21 ~ I x .
: vy ) vzt
DEMOSTRACION. Induceidn sobre m
4 1’
m = {1 n(i-x}):i-xi =1 = x,
. =t v sy
e I
hipdtesis de inducecidn : m = k, ne-x221-~- 5§ X, .
vt . vea
P.D.
[ . |
m=k +1 i (t-x‘.) =(n (!—xt) )(1~xh_‘)
LN ) [ 3 .
1 )
2C1 -~ T x~.)(l-xk~1.)
Leg
k b
BI-}:X'XP‘t*x}‘_‘Ex.‘
LRE- ) =1
E I
21~ 5 x
LR S -
B i’
X, x}E‘X;' 2z 07 ya que B IS x . = | O e

PROPOSICION 10. Para todo entero positivo m, (1 + l/m)m <.e..

DEMOSTRACION., In x = _j‘l' i
: h 1= Lem
ze tiene que In €1 + 1/m) = .f. o

r<ul = 17u es continua en [1, 1 + 1/mJ, por el teorema del Qalor

s}




medic para integrales, existe t < (1, 1-+ 1/m)} tal qus
L - tem i
r u

i a

o o /(0D = 1oml L) = L,
1<t <1+ 1/m

» m< mt ¢Cm+ 1
1 i 1
cowt fEe SR Y
entonces

in (1 + 1/m» £ =
min <1 + 1/m2 < 1

< e

aplicando la exponencial la cual es creciente
wminig - g

e

t+1/m” < e

PROPOSICION 11, Para todo

entero positiva m,
DEMOSTRACION. Por induccidn.

me "¢ dml o
m= 1 - et < 3 e > 2>
Hipdtesis de induccidn : m’e™"
P. D, para m + 1

< 3 mi
como <1 + 1/m" < e

multiplicando por m+1 la desiguatdad
em+1y" "t '

m

por la proposicidn 10
— <. elm+td

y oD ™' Me ™ < 1
m : :
multiplicando por la hipdtesis de induccidn
a1 m e P am™e ™ ¢ ki dCE mid
™Y ¢4 et o
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