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RESUMEN 

Análisis y síntesis de las técnicas estadísticas 

usadas en aprovechamientos hidráulicos con particu

lar atenci6n a su justificaci6n y aplicaci6n. 

Al hablar del uso de alg6n modelo de generaci6n de 

muestras sintéticas para generar esturrimientos, ha 

blamos de una herramienta poderosa en el diseño y -

análisis de sistemas de recursos o aprovechamientos 

hidráulicos. En general (planeaci6n, construcci6n 

y desarrollo) representa un campo de aplicaci6n pa

ra el enfoque y las técnicas de la ingeniería de 

sistemas por el carácter multiprop6sito (suministro 

de agua industrial, municipal, agrícola, navegaci6n, 

hidroelectricidad, control de inundaciones, etc.) y 

multiobjetivo (desarrollo econ6mico regional, pro-

tecci6n del ambiente, maximizaci6n del bienestar so 

cial, etc.) del sector hidráulico. 
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INTRODUCCION 

El agua es elemento de vida para la humanidad, tanto para su 

desarrollo industrial, afrícola, médico, animal, etc., como 

su expansi6n demográfica va en incremento; que los ciclos hi

drol6gicos han variado, se hace necesario cada vez hacer un 

mayor uso de !~ misma, ya sea mediante la recirculaci6n, des

contaminaci6n, mejorando los sistemas de aplicaci6n y sobre 

todo saber en el momento y época de la disponibilidad real 

que tenga una obra de almacenamiento para que con ello, se 

pueda hacer una distribuci6n 6ptima l segura, que permita 

posteriormente (sí es el caso) aplicar cualquiera de los sis

temas de recuperaci6n del agua que he mencionado anterior

mente. 

Actualmente, se dispone de procedimientos matemáticos, tales 

como la estadística no-paramétrica y paramétrica aplicables 

a casos de diferente índole, permitiendonos con ello pronosti

car la disponibilidad del elemento, para un mejor aprovecha

miento futuro. 

Estando en operaci6n a partir del año de 1949 la presa denom! 

nada Feo. r. Madero dentro de la cuenca del río Conchos en el 

.Estado de Chihuahua, se encontr6 que había fallas en la dis

tribuci6n del agua en los programas de riego, por no disponer 

de antecedentes que les permitiera saber 

dades probables de agua en el futuro 

2 
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siembra, para tratar de corregir ésta anomalía, y previo el 

estudio de modelos clásicos y no clásicos de generacion de 

muestras sintéticas que permiten tener un antecedente de los 

volúmenes de escurrimientos en la obra que puedieran aprove

charse en el tiempo requerido en la agricultura, mediante la 

operaci6n más segura y correcta de aportaciones y demandas, 

que en última instancia estas estarán regidas por el uso que 

se haga del elemento agua. 

Los capítulos que consta este trabajo son como sigue: En el 

capítulo 1, presenta algunas definciones básicas sobre esta

dística paramétrica. En el siguiente capítulo se desarrollan 

conceptos relacionados con la estadística no-paramétrica. A 

su. vez los capítulos 3 y 4, se refieren a generaci6n de mues

tras sintéticas clásicas y generaci6n de muestras sintéticas 

no-clásicas, respectivamente y en nuestro último capítulo 

ofrecemos una aplicaci6n a un problema de pron6sticos de escu 

rrimiento a la presa Feo. I. Madero, utilizando la técnica de 

Box y Jenkins. 

Como punto final de dicho trabajo, se presenta la conclusi6n 

del mismo así como su respectivo apéndice y bibliografía. 
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C A P I T U L O 1 

ESTADISTICA PARAMÉTRICA 

l. INTRODUCCIÓN A LA ESTADÍSTICA PARAMÉTRICA. 

El propósito del capítulo, es presentar algunos conceptos 

sobre estadística paramétrica, que son una herramienta 

útil en la planeación de aprovechamientos hidráulicos. 

Se habla de estadística paramétrica, ya que se conoce de 

antemano o se supone que las observaciones o datos (por 

ejemplo escurrimientos}, se comportan de acuerdo a una 

distribución conocida. 

En este capítulo se introducen conceptos tales como el de 

variables aleatorias y función de distribución de una so

la variable. Se presentan los conceptos de ~ espera

do y momentos. El importante tema de estimación de >Jará-

metros. Se define también la idea de máxima verosimili-

tud y por último algunos ejemplos. 



1.1 CONCEPTOS BÁSICOS 

Definición 1.1.1. Una variable aleatoria~ es una fun-

ción de valores reales definida en un espacio rnuestral. 

Se utilizarán letras mayúsculas, corno X, para denotar varia 

bles aleatorias, y minúsculas corno x, para indicar valores 

particulares que puede tomar una variable aleatoria. 

Frecuentemente las variables aleatorias encontradas en pro-

blemas de aprovechamientos hidráulicos se pueden clasificar 

corno variables aleatorias discretas o contínuas. 

Definición 1.1.2. Una variable aleatoria es discreta si so-

lamente puede tornar un conjunto numerable (finita o infinita} 

de valores. 

Definición 1.1.3. Una variable aleatoria continua es aquella 

que puede tornar cualquier valor entre todos los contenidos en 

un intervalo de la recta. 

Definición 1.1.4. La función de distribución de probabilidad 

de una variable aleatoria X se define corno la probabilidad de 

que ésta no rebase a x, es decir: 

P (X < x) , xe: R. 
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A F(x) se le conoce también como funci6n de distribución 

acumulada ~ acumulativa. 

Propiedades de F(x). 

a) F(-ro) = O y F(oo) = l 

b) Sea no decreciente, si x < y entonces F(x) ~ F(y) 

c) F (x) es continua por la derecha, si xn-•x con xn > x 

entonces: 

F(x), 

Definici6n 1.1.5. Si X es una variable aleatoria discreta se 

define a la funci6n de probabilidad de ~como: 

x.) 
J 

si 

si 

X= xj para algún j. 

X# x. para toda j. 
J 

La función PX(x) debe cumplir con las siguientes propiedades: 

1 

Sea X una variable aleatoria discreta, entonces la funci6n 

de distribuci6n F(x) tiene la siguiente forma: 

6 



Definici6n 1.1.6. Sea F(x) la funci6n de distribuci6n de una 

variable aleatoria X. Entonces f(x), dado por: 

dF(x) 
f (x) = fx(x) = dX F' (x), 

siempre y cuando exista la derivada, se denomina la función 

de densidad de probabilidad de ~· 

Se deduce de la definici6n anterior que F(x) se puede escri-

bir de la forma siguiente: 

F(x) f f(x)dx + c, o bien 

X 

f(x) f f(u)du. 

Propiedades de la funci6n de densidad f(x). 

a) f (x) .:_ O 

b) f f(x)dx 1 

La.probabilidad de que~ se localice en el intervalo cerrado 

[a,b] está dado por: 

P(a < X< b) F(b) - F(a) 

7 
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en donde, f(x) es la función de densidad de probabilidad pa-

ra X. 

Las definiciones desarrolladas anteriormente, se pueden gene-

ralizar, para el caso de n variables asociadas a un cierto ex 

per imen.to. 

Previamente, se definió la función de distribución ya que 

juega un papel muy importante en la formulación de modelos es 

tadísticos ya que hay una función de distribución asociada 

con cada variable aleatoria. 

1.2 VALOR ESPERADO Y MOMENTOS, 

En lugar de especificar la función de distribución (o la dis-

tribución de probabilidad, o la función de densidad) de una 

variable aleatoria, frecuentemente es necesario describir es-

ta función por una "cantidad típica". Una cantidad que es 

bastante sugestiva en el valor esperado (o esperanza) de una 

.variable aleatoria. 

Definición 1.2.1. Sea X (v.a) y g(X) una función de X. Defi

na E[g(X)], el valor esperado de g(X), como: 

¡ ¿ g(xj)P(xj), si X es discreto. 
j 

E[g(X)] 

f g(x)f (x)dx, si X es continuo. 
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La media y variancia son casos particulares de cantidades más 

generales conocidas como momentos (parámetros). Es decir: 

l k 
P (xj)' si X es discreto. X, 

j J 

E[Xk] 

('xk f(x)dx, si X es continuo 

A esta cantidad se le llama el k-ésimo momento de la variable 

aleatoria. 

Si K=l, entonces el primer momento ~ la media. 

Ahora si hacemos g(X) = (X-µ)k, se tiene: 

l (x.-µ) k P (xj)' si X es discreto. 
j J -

k E ((X-µ) ] 

r (x.-µ)k f(x)dx, si X es continuo. 
..:.oo J . 
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Esta cantidad se llama el K-ésimo momento central de la varia 

b1e aleatoria ~ o de la distribución correspondiente. 

Si K = 2, entonces el segtmdo momento central se conoce como 

1.a variancia. 

= ¡ ~!··."' cr2 = cr 2 = VAR(X) = E [(X-µ) 
2

) = X 

(x.-µ) 2 P(x.) = E[X2 ) - µ 2 , 
J . J 

(x-µ) 
2 

f(x)dx = E[X2 ] - /. 

Definición 1.2.2. El sesgo~ asimetría de~ (o de la distri-

bución correspondiente) , como una medida de asimetría de las 

distribuciones, es decir; 

conviene señalar que: 

a) Si y=O, se tiene una distribución simétrica. 

b) Si y>O, la distribución tiene una gran cola en el lado 

derecho. 

e) Si y<O, la distribución tiene una gran cola en el lado 

izquierdo. 

Otra cantidad que mide el grado de variabilidad en la variable 

aleatoria X es el coeficiente de variación: 

CV 

10 
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El coeficiente de variación, se utiliza para comparar la va

riabilidad relativa entre dos conjuntos de datos. 

1.3 ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS, 

De una manera muy breve se estudiará uno de los principales 

problemas de la estadística matemática: La teoría de la es---- - - -
timación de parámetros. La necesidad del estudio de éste te 

ma, se puede resumir someramente en el siguiente párrafo. 

Una. vez que se ha construido un modelo estadístico para nues-

tra población bajo estudio, se desea conocer los parámetros 

que dicho modelo envuelve. Por ejemplo, si dicho modelo es-

tadístico es la distribución Log-Normal, entonces se desea co 

nocer estimadores adecuados de los parámetros o de funciones 

de los parámetros ~L y cr~ de que depende esta distribución. 

Considere una distribución F que depende de un parámetro des-

conocido 8 y suponga que se tiene una fórmula para calcular 

un valor aproximado 8 del parámetro e, a partir de una mues-

tra dada. Esto es, si la muestra es x1 , ... ,xn' 8 se puede 

escribir como: 

Suponga que x
1

, ... ,xn son valores particulares den variables 

aleatorias x1 , ... ,Xn independientes e idénticamente distribuí 

" das, entonces e es un valor particular de la variable aleatoria 

11 



La variable aleatoria ® se llama un estimador de ~ y el núrne 
A 

ro 8 se llama una estimación de 8. Por ejemplo, si 8 

la media de F, entonces 8 podría tomarse como 8 = x 
µ es 

!(x + 
n 1 

Los casos usuales son de estimaciones puntuales y estimacio

nes por intervalos. En el caso de una estimación puntual, 

se tiene un número e dado.por e 

es una aproximación al valor real de 8, no sabernos que tan 

buena sea tal aproximación. Por otro lado, una estimación 

por intervalos es un intervalo cuyos extremos se determinan 

usando la muestra y tal que con una cierta probabilidad dada 

(el "nivel de confianza") contenga al parámetro. Las estima 

ciones por intervalos también se conocen con intervalos de 

confianza. 

A A 

Sea® un estimador de un parámetro 8. Decirnos que® es un 

estimador insesgado de 8 si: 

A 

E[®] 8. 

A 

En caso contrario, decirnos que® es un estimador sesgado. 

La media muestral es un estimador insesgado de la media de la 

población, en cambio la variancia rnuestral es un estimador 

sesgado de la variancia de la población. 

Conviene señalar: 

12 



a) Aunque E[S 2 ] = n~l o2 + o2, esto es, S2 es un estimador 

sesgado, vemos E[S 2] + o 2. Por este motivo decimos que 

S2 es un estimador asint6ticamente insesgado de o 2 • 

A 

b) Si® es un estimador sesgado de 8, se define el sesgo 
A 

de® como: 

E[®] - 8. 

Por ejemplo: el sesgo de s 2 es: 

E[S2] - º2 = n-1 o2 - o2 º2 
n n 

A A 

Sean ®1 y ®2 dos estimadores insesgados de un paráme-

tro e. 

A 

Decimos que ®1 es más eficiente que ®2 si: 

A 

VAR[ ®1 < VAR[ ®2 ] , 

es decir: 

A 

E[ ®1 - 8] 2 ~E[ ® 2 - 8] 2
• 

Para estimadores sesgados, si se satisface lo anterior deci-
A A 

mos que ®1 es más eficiente que ®2 • 

Un estimador ®~ es absolutamente eficiente si es nás eficiente que 

cualquier otro estimador, esto es: 

13 



a) Aunque E[S 2
] = n~l a 2 + a 2 , esto es, S 2 es un estimador 

sesgado, vemos E[S 2 ) + a 2 • Por este motivo decimos que 

S2 es un estimador asint6ticamente insesgado de a 2 • 

" b) Si® es un estimador sesgado de e, se define el sesgo 

" de ® corno: 

" 
E[@) - 8. 

Por ejemplo: el sesgo de S2 es: 

" " 

n-1 
0

2 _ 
0

2 
n 

Sean ®1 y ®2 dos estimadores insesgados de un paráme-

tro e. 

" " Decimos que ®1 es más eficiente que ®2 si: 

" 
VAR[ ®1 < VAR[ ®2 ), 

es decir: 

E [ ®1 - e J 2 < E [ ®z - e J 2 • 

Para estimadores sesgados, si se satisface lo anterior deci-

" mosque ®1 es más eficiente que ®2 • 

Un estimador ®~ es absolutamente eficiente si es más efieiente que 

cualquier otro estimador, esto es: 
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~ 

E[®* - 8) 2 < E[® - 8) 2
, 

A 

para todo estimador ®· 

A 

Un estimador® es un estimador consistente de e si: 

E[® - BJ 2 +O cuando n + 

Por ejemplo, X es consistente si: 

VAR(X) 

en donde, var (Xl 

cr 2 
E[X - µ] 2 = - +O cuando n + oo, 

n 

cr2 

ñ' se le conoce como error estandar de X. 

1.4 ESTIMADORES DE MÁXIMA VEROSIMILITUD (E.M.V.) 

El método de máxima verosimilitud fué propuesto por primera 

vez por el matemático alemán C.F. Gauss en 1821; sin embargo 

el crédito es generalmente dado al estadístico inglés R.A. 

Fisher quien redescubrió la idea en un artículo escrito en 

1922 y fué el primero en investigar las propiedades del método. 

Una de las técnicas más útiles para obtener estimadores pun-

tuálés es el método de máxima verosimilitud. 

Sea F(x) la distribución de una característica X de los elemen 

tos de una cierta población, y suponga que F depende de m par! 

metros 8 1 , ••• , Bm. Si X es. continua, denotamos su función de densidad por 

14 



f{x); si X es una variable aleatoria discreta, f{x) denota 

su función probabilidad, f(x) = P(X = xk) = Pk si X = xk. 

Sea x1 , ..... ,xn una muestra aleatoria de la población, se de

fine la función de verosimilitud como: 

Puesto que el muestreo es independiente, L es la "probabili-

dad" de obtener precisamente la muestra observada. (En el 

caso continuo, la probabilidad, será f(x1) 6x1 .... f(xn)6xn). 

L 

El método de máxima verosimilitud consiste en tomar como es-

timadores de los parámetros desconocidos, aquellos que maxi-

mizan la probabilidad L = f(x1 )f(x2l ... f(xn) de obtener la 

muestra observada. 

Por lo tanto, la estimación de máxima verosimilitud de los pa

rámetros e1 , ... ,om se definen como las "soluciones del siste

ma de ecuaciones": 

o i 1, ... ,n. 

15 



Nota: Obsérvese que las soluciones de ~~.= O, en general, 
l. 

no dan un máximo de L, ni tampoco son únicas, por lo tanto, 

para determinar los estimadores se debe verificar que efec-

tiv:amente las soluciones son máximas. 

Sean e1 , ... ,em las soluciones de 31 O, aei 

i 1, ... ,n. 

Si x1 , ... ,xn son valores den variables aleatorias x1 , ... ,Xn 

independientes e identicamente distribuidas con distribuci6n 

F, entonces: 

i 1, ... ,n, 

se llaman estimadores de máxima verosimilitud. 

Para "facilitar los cálculos" en lugar de los máximos de L, 

se calculan los máximos de logL, es decir: 

él ae. (logL) 
l. 

16 
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l. 5 EJEMPLOS. 

Ejemplo l. (Distribuci6n binomial). 

En la planeaci6n de sistemas de protecci6n contra inundacio

nes originadas por los flujos de agua en un rio o canal es 

usual aplicar el denominado criterio del "flujo de cien años" 

que equivale a la estimaci6n estadística del flujo máximo que 

puede ocurrir en un rio o canal en un periodo de cien años. 

Dicho criterio es una estimaci6n del 0.99 cuantil (o bien 99 

percentil) de la distribuci6n de los flujos de agua de un rio 

o canal en un año dado (cualesquiera) . Esta estimaci6n es 

utilizada como parámetro de diseño y sirve de base para la 

evaluaci6n de riesgos de sistemas de protecci6n. En relaci6n 

con esta estimaci6n es usual suponer que los flujos que oca

sionan las inundaciones en distintos años son estocásticamen 

te independientes. 

a) verifique la probabilidad de que ocurra al menos un 

flujo del tamaño del "flujo de cien años", en un periodo 

de cinco años, es 0.049 . 

. b) ¿Cuál es la probabilidad de que ocurra al menos un "flujo 

de cien años" en un periodo de cien años?. 

c) Suponga que en un año ocurren inundaciones independientes 

en 1000 lugares distintos. Hallar la probabilidad de que 

17 



ocurra, al menos un flujo del tamaño del "flujo en cien 

añosº. 

Solución. 

a) Denote por X al flujo de agua en un río o canal en un año da-

do (cualesquiera) . Sea x
0 

el "flujo de cien años" y ob

serve que x
0 

es una estimación del 99-percentil (o bien 

0.99 cuantil), esto es, P(X ~ x0) = 0.99. Considerando el 

evento: ocurre un "flujo en cien años" como una variable 

aleatoria Bernoullicon probabilidad de éxito p=0.01, se 

procede a calcular el evento: Ocurren Z "flujos en cien 

años" en un periodo de n años, utilizando la distribución 

Binomial con parámetros (n,p). Entonces: 

P(Al menos un "flujo en 100 años" en cinco años) 

1-P(Ningun "flujo en 100 años" en cinco años) 

1-(~) (0.01) 0 (0.99) 5 = 1-0.950099 = 0.049 = 4.9%. 

b) P(Al menos un "flujo en 100 años" en 100 años) = 

1-P(ningun "flujo en 100 años" en 100 años) 

1- [l~O) (0.01)º (0.99) 100 = 1-0.366 = 0.6339 63.39%. 

c) P(Al menos un "flujo en 100 años" en alguno de lÓs 1000 

lugares en donde ocurren inundaciones) 

1-P(ningun "flujo en 100 años" en alguno de los 1000 

lugares en donde ocurren inundaciones) 

l-(1ºgº) (0.01) 0 (0.99) 1000 = 1-0.00043 

18 
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Ejemplo 2. (Maximizaci6n del valor esperado) . 

El encargado de e~tablecer el precio del agua en un cierto 

distrito de riego tiene la siguiente problemática. El precio 

unitario del agua puede ser 10 6 5 unidades monetarias por 

mill6n de metros cúbicos. La demanda de agua depende (como 

es de esperar)del precio del agua y tiene un comportamiento 

probabilístico que está resumido en el siguiente cuadro: 

Volumen demandado dado p. 

Precio P 30 55 BO 100 120 

5 0.00 0.15 0.30 0.35 0.20 

10 0.20 0.30 0.40 0.10 º·ºº 

ai Determinar el valor esperado y la variancia de los benefi 

cios obtenidos de la venta de agua para cada uno de los 

precios 5 y 10. 

b) · Determine el precio que maximiza beneficios esperados de

rivados de la venta de agua. 

c) Suponga que existe 0.6 de probabilidad de que el precio 

escogido sea 10 y 0.4 es la probabilidad de que el precio 

sea 5. 

Determinar el valor esperado de los beneficios derivados 

del agua bajo esta situaci6n. Compare el beneficio obte

nido con el calculado en b) y determine cual es mayor. 
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La manera de resolver el problema es hacer: 

a) E[Bjp=5] 456.25 

Ahora para el precio de 10. 

E[Bjp=lO] = 

10[(30)(0.2) + (55)(.3) + (B0)(0.4) + 100)(0.1) + (120) {O)] 

645. 

VARIAIICIAS 

VAR[Bjp=5] = 

( 30x5) 2 (O)+ ( 55x5) 2 
(. 15) + (BOx5) 2 (O. 3) + ( 100x5) 2 (O. 35) + 

+(120x5) 2 (0.2)-(456.25) 2 = 10679.75 

Similarmente 

VAR[Bjp=lO] = 48700.00 

b) El precio que maximiza beneficios esperados, es p=lO, 

ya que tiene mayor variancia. 

c) E[B] = (0.4) (456.25) + (0.6) (645) = 569.5. 

Nos conviene tener el precio p = 10. 
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Ejemplo 3. (Función Beneficio). 

Considere que un consumidor de agua puede retirar agua de un 

ria, y la función de distribuci6n de probabilidad F
0

(q) del 

gasto disponible Q es conocido. Calcular objetivo del reti-

ro T que maximizará el valor esperado de los beneficios netos 

del uso del agua dado por funciones de beneficio a corto-pla-

zo, especificados a continuación: 

a) Los beneficios del gasto Q cuando el objetivo T ya 

sucedio son: 

¡ B0 + BT + y(Q-T) 

B0 + BT + o (Q-T) 

Q > T 

Q < T 

En donde ó > B > y. En este caso, el objetivo 6ptirno T* pue-

de ser expresado como una función p*, la probabilidad que la 

. variable aleatoria de gasto Q será menor o igual a T. De-

mostrar que p* es igual a (B-y)/(6-y). 

b) Los beneficios de gasto Q cuando el objetivo T sucedi6 es: 

B(Q!T) = BO + BT - ó(Q-T) 2 

Empezaremos por observar que: 
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Agrupando 

Aplicando: 

en donde 

b) . 

"' 
E[B(QiTll fT[B 0 + BT + y(q-T)]fQ(q)dq + 

f (B-y)fQ(q)dq + fTIB-6)fQ(q)dq 
T -oo 

f'(T) = f hT(q, T)dq, 

E[BCQITll f(T) 

B - y + (y-6)FQ(T) = o 

••• P(Q ~ T) B-y/6-y • 

B(QiTl = B0 + BT - 6(Q - T) 2 

B(QiTl = B0 + BT - 6Q 2 + 26QT - 6T 2 

dE[B(QjT)] = B + 26E[Q] - 26T =o 
dT 

T* B + 26E[Q] B E[Q] = 26 = 26 + 

••• T* = B/ 20 + E[Q] • 
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Ejemplo 4. (Distribución Exponencial Doble). 

Los modelos de predicción de la calidad de.l agua se describen 

en algunas ocasiones por medio de la función de distribución 

exponencial doble, cuya función de densidad es: 

__ ~-e alx-BJ f (x) 
2 

, -oo < X < "' 

en donde, a y B son los parámetros a determinar. Proporcio-

nar los estimadores de máxima verosimilitud. ¿Es siempre úni 

co el estimador B? 

HECHO: 

¡-11 
~B lx-BI= 

X > B 

X < t3 

Demostración. 

Sea: 

f (x) f(x'. Bl - ~ -ealx-SI a, - 2 , -co < X < oo 

L L[a,S; x] 

lnL 

n a -ealxJ..-BJ = 
JI 2 

i=l 

n 

n 
n ¿ !x.-sj 
~e-a i=l J. 
2n 

- a }. 
i=l 

!x.-SI + n lna - nln2 J. 

n 
a~l~Ll = - l lx.-BI + n o 

i=l J. ª 
n a = n 

¿ Jx.-s ¡ 
i=l J. 
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Ahora: 
() (lnL) n d _a_s __ - a. l d8 !x. -si o 

i=l l. 

n d l d~ lxi-sl o 
i=l 

Sean k las observaciones tales que xi < 8, y {n-k) las obser

vaciones cuando xi > B 

k-(n-k) 2k-n o 

n 2k; k = O , 1, ... , n; K i es la mediana. 

Sean x1 , ... ,xn observaciones y xi 1 ••• ,x~ observaciones orden~ 

das (menor a mayor), es decir, xi~ xz < ••• < x~. Suponiendo 

que no haya dos observaciones iguales: 

a) Si n es impar, B es único, f3 = xk+l con n = 2k+l. 

b) Si n es par, n 2k, B no es única, xk < f3 < x'k+l 
• 

Ejemplo 5. {F6rmula de Taylor). 

Un problema usual en el manejo y manipulación de datos es aquel 

en donde se recopilan observaciones en parejas, digamos {X,Y), 

en donde X puede ser el flujo en un rio, mientras que Y repre-

senta la concentración de un contaminante. Suponga que se co-

nocen los parámetros estadísticos: la media, variancia y coe-

ficiente de correlación de X con Y. Suponga que se forma una 
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nueva variable aleatoria g(X,Y), en donde g(·} es una funci6n 

real cuyas derivadas parciales de primer y segundo orden exis 

ten. 

Efectúe una expansi6n de series de Taylor de segundo orden 

alrededor del punto (µX, µY), en donde µX, µY son las medias 

de las variables X, Y respectivamente. Especifique una expr~ 

si6n para el cálculo de la media de g(X,Y) en funci6n de sus 

derivadas parciales así como medias, varianzas y covariancias 

de X, Y. 

Demostraci6n. 

Entonces, alrededor del punto (µX, µY) y haciendo g 

en la f6rmula de Taylor resulta lo siguiente: 

Pero: 

g 

O y E[Y-µy] o 
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E[X-pX) 2
] = VAR(X); E[(Y-py) 2

] 

E[(X-µX) (Y-µy)] = COV(X,Y). 

VAR(Y) 

Aplicando las propiedades anteriores y el operador esperanza 

a ambos miembros de la funci6n g(X,Y) se obtiene: 

Para la variancia se utiliza una aproximaci6n de primer or

den, es decir: 

Por medio de la linealidad del valor esperado aplicados a 

g(X,Y) y a [g(X,Y) - g] 2 obtenemos que: 

E[g(X,Y)]: g. 

VAR[g(X,Y)] = E[(g(X,Y) - E[g(X,Y)]) 2
] 

NOTA: 

al si Pxy O, VAR[g(X,Y)] [gX] 2 VAR(X) + [gy] 2 VAR(Y). • 
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ESTADISTICA Nü-PARAMÉTRICA 

Las pruebas que se utilizan para la planeaci6n de aprovecha

mientos o recursos hidráulicos bajo el caso de incertidumbre 

son: Las pruebas sin distribuci6n, Erueba de distribuci6n 

libre~ pruebas no-paramétricas*, las cuales permiten aceptar 

o rechazar una hipótesis nula, sin tener conocimiento de la 

distribuci6n de la población, o de sus parámetros, simpleme~ 

te asumen que los datos corresponden a una variable aleato

ria no-paramétrica que más se aplican en el campo de la pla

neaci6n de recursos hidráulicos son las llamadas la prueba 

del signo (1710) y la prueba de Wilcoxon (1945). 

Este capitulo consta de los siguientes puntos: Primeramente 

ventajas l desventajas de la estadística no-paramétrica. Pos 

teriormente, la prueba del signo, la cual depende de los sig

nos de las diferencias entre observaciones aparejadas y no de 

magnitudes de las diferencias. La segunda prueba, es decir, 

la de Wilcoxon, sirve para comparar dos distribuciones pobla-

. cionales, ordenando las observaciones combinadas de las mues

tras obtenidas de cada población y sumando el orden asignada 

las observaciones de una de las poblaciones según la posici6n 

que ocupan. 

*(A4buthott 1710 en Lond4e~). 



Por otro lado, se tratará una de las pruebas de la bondad de 

ajueste de la distribución empírica, llamada la prueba de 

Kolmogorov-Smirnov, y en la última sección incluimos algunos 

ejemplos. 
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2.1 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA ESTADÍSTICA 

NO - PARAMÉTRICA, 

l. Hay una gran abundancia de pruebas no paramétri~as, y a m~ 

nudo se puede elegir entre varias, dada una situación; sin 

embargo, muchas pruebas no-paramétricas tienen curacter es 

pecializado y se adaptan a un trabajo específico. 

2. Las técnicas experimentales son rápidas y fáciles. Los 

cálculos suelen ser muy simples (cuando los hay) y, las 

condiciones peculiares ó características de los datos ne

cesarios se obtienen sin grandes costos. Esta facilidad 

de uso las convierte en id6neos para el trabajo de cumpo, 

en donde resulta imposible utilizar calculadoras y compu

tadoras. Son además muy prácticas para obtener resultados 

preliminares antes de aplicar las pruebas paramétricas. 

3. Las suposiciones necesarias para utilizar técnicas no pa

ramétricas contienen habitualmente menos restricciones que 

las pruebas paramétricas. A menudo, la única restricción 

consiste en una suposición de simetría en la distribución. 

4. Los datos pueden ser atributos, ordenados u otra informa

ción difícil de cuantificar. 
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DESVENTAJAS. 

l. La naturaleza de las hipótesis probadas tiene carácter mu-

cho más general que en el caso de las hipótesis sometidas 

a las pruebas paramétricas correspondientes. A menudo, se 

probará una hipótesis, como "la distribución de las dos p~ 

blaciones es igual" en lugar de "las medias de las dos po-

blaciones son iguales". 

2. En una prueba no-paramétrica se suelen requerir de un ta-

maño muestral más grande que la versión paramétrica co-

rrespondiente, cuando se establecen ambos tipos de prue-

bas en el conjunto de condiciones experimentales (el ni-

vel de a, f3) 

3. Los métodos no-paramétricos suelen desperdiciar informa-

ción. Muchas veces, lo Gnico que importa es la jerarqui-

zación (el orden) de los datos, de manera que el tamaño 

solo tiene relevancia en un sentido de posición relativa, 

con esto, "el tamaño" de los datos se pierde un poco en la 

aplicación. 

Comparando la prueba de Wilcoxon con la prueba del signo, 
~~~ ~ ~ ~~~ ~~-

ésta es menos sensible que la prueba Wilcoxon, puede uti

lizarse solo si no es posible suponer simetría. 
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2.2 PRUEBAS ESTADfSTICAS NO-PARAMtTRICAS BÁSICAS, 

Se definirá a continuaci6n el concepto de cuantil, éste pro-

porciona informaci6n acerca de la localizaci6n y variaci6n de 

datos, es decir, es una medida de variabilidad. Dicha defini 

ción, será utilizada para la prueba del signo. 

Definici6n 2.2.1. El número x para un valor dado de p
0 

en 
Po 

O < p0 < 1, es llamado el p0-ésimo cuantil de la variable ale 

toria _x, si P(X <X ) <Po y P(X >X ) < 1-Po· 
Po Po -

Es decir, X es menor que x con probabilidad p0 6 menor, y X 
Po 

excede a x con probabilidad l-p0 6 menor. La mediana es el 
Po 

cuantil 0.5, el tercer decil es el cuantil 0.3, el cuartil su-

perior ~inferior son los cuantiles 0.75 y 0.25 respectivamen-

te, y el 63 percentil es el cuartil 0.63. 

a. LA PRUEBA DEL SIGNO. 

Posiblemente la más sencilla de todas las estadísticas de dis-

tribución libre no-pararnétricas, son aquellas basadas en las 

contabilizaciones de si un evento en particular sucede en 

.cada una den pruebas independientes. Sean x1 , ... ,Xn varia

bles aleatorias independientes, tal que Xi tiene una distribu

ción continua con funci6n de distribuci6n acumulativa Fi(x), 

i=l, ... ,n. Asuma que Fi (8) = p0 , O< p 0 < 1, para i=l, ... , n 
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y alguna e desconocida (es decir, cada xi tiene la misma e, 

pero con el p0-ésimo cuantil desconocido) . Suponga que e0 es 

un número real conocido y defina las estadísticas: 

1, ... , n, 

en donde, 

si t < o 

1jJ (t) 

si t > o. 

Teorema 2. 2.1. Supongamos •Pi, ... , V'n es tan definidas como 

ljii = 1jJ(Xi - e0J, y sea S(1jJ 1 , ... ,1jJn) es cualquier estadística 

basada en ip1, ... ,~n son variables aleatorias de Bernoulli in

dependientes e idénticamente distribuídas con parámetros l-p0, 

y S (ip1 , ... , v1
11

) es distribuci6n libre sobre la clase no-paramé

trica R4 , consistiendo de todas las distribuciones conjuntas 

de variables aleatorias continuas independientes, cada una con 

p 0-ésimo cuantil igual a e0 . 

Para la demostraci6n ver la referencia [27]. 

En relación al teorema 2.2.1., una función particular de las 

ljii-ésima, que es útil en la situación de prueba de una sola 

muestra es: 

B 
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absolutos de las diferencias, asignando el orden 1 a la más 

pequeña, y el 2 a la siguiente, etc. Si dos o más valores 

absolutos de las diferencias empatan para un mismo orden, 

entonces se asigna a cada miembro del conjunto empatado el 

promedio de las ordenes que habrían asignado a estas diferen 

cias, denotando a Riel orden con signo de las zi. Las R. 
1 

pueden pensarse como una representación estandarizada de los 

z1 , ... ,zn, la cual preserva la relación de orden en cada la

do de O y con respecto a O. Por consiguiente, la suma de 

las Ri es un estadístico de prueba natural. Un equivalente 

y forma conveniente de éste estadístico es el estadístico de 

Wilcoxon de una muestra W definido por: 

s 
l 

i=l 
T. 

1 
T, 

en donde, T1 < ••• < Ts son las Ri ordenadas positivas y ses 

el número observado de Zi positivas. 

Para calcular el valor crítico necesitado para la prueba a, 

la cual rechaza para valores grandes de w, necesitamos la dis 

tribución de (R1 , ... ,Rnl bajo H0 . Aqui también, si H0 es ver 

dadera, la distribución de las ordenes con signo no depende 

de la distribución simétrica continua subyacente. Para obte-

ner la distribución de orden con signo definimos las variables 
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en otro caso. 

Teorema 2.2.2. Suponga que F es continua y simétrica alrede-

dor de O. Entonces: 

(1) Los vectores (!R1 ¡, ... ,¡Rnll y (1 1 , ... ,In) son indepen

dientes. 

(2) P [ 1 R1 1 = l r 1 1 , • • · l Rn 1 = 1 r n 1 l = 
1 

nl' para toda permuta-

(3) I 1 , ... ,In son variables independientes B(l, ~). 

(4) P [R
1 rl, ... ,Rn 

1 

2nn! 

(5) 

n 
en donde S = L 

j=l 
y t 1 < ... <ts es 

Tl' .. • ,Ts 

I. es el estadístico de la prueba del signo 
J 

algún conjunto de valores posibles de 

La demostración se incluye en la referencia [2). 

El método desarrollado anteriormente, es aplicable al caso de 

muestras cuando se tiene n < 16. Pero, si se trabajan con 

muestras grandes (n > 16, entonces Wilcoxon se puede aproximar 

a la forma de una distribución normal. 
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No hay que olvidar que la prueba !:!_ de Mann-Whitney (1947) y 

la prueba de suma de orden de Wilcoxon son equivalentes, es 

decir, se llega a la misma conclusión. 

Comentario. En lu práctica los valores de l< (ver apéndice 

tabla de Wilcoxon) , son pruebas de dos colas y una cola (por 

la derecha e izquierdu) respectivamente. La región de recha-

zo para esta prueba, siempre tiene la forma siguiente; recha-

zar H0 si T ~ T0 , en donde, T0 es el valor crítico de T. 

El siguiente cuadro describe el uso apropiado de las pruebas 

estadísticas no-paramétricas desarrolladas anteriormente. 

DESCRIPCION ¿IMPORTA LA PRUEBA 
DE LA MAGNITUD DE APROPIADA. 
MUESTRA ElATOS? 

Una Signo 

1 

No Signo 

Dos independientes 

Si Wilcoxon 

¡ No Signo 

Dos aparejadas 

Si Wilcoxon 
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En la sección 2.4, se refieren a ejemplos de las pruebas desa 

rrolladas en Asta sección. 

No hay que olvida~ que existen otras pruebas no-param€tricasy· 

las cuales reciben el nombre de prueba H de Kruskal-Wallis 

para~ diseño completamente aleatorizado (1952), prueba de 

Friedman para diseños aleatorizados de bloques (1949), prueba 

de rachas: una prueba de aleatoriedad, .!.._<:_ prueba de Quade 

(1972, 1979), coeficiente de correlación de rangos, la prueba 

Durbin (1951), etc. Las pruebas antes referidas, se encuen

tran en las referencias [8] y [27]. 

En la sección siguiente tratará sobre la prueba Kolmogorov

Smirnov de bondad de ajuste. 

2, 3 LA PRUEBA KOLMOGOROV-SM! RNOV. 

Siempre que una curva ideal de frecuencias, sea normal o de 

algún tipo, se ajusta a una distribución real de frecuencias, 

lo que se hace es comparar la teoría z la observación. Una 

verificación de la concordancia existente entre los dos (esto 

es, de la bondad de ajuste) se puede efectuar a simple vista, 

pero tal prueba es evidentemente inadecuada. Se consigue pr! 

cisión empleando la prueba de Kolmogorov-Smirnov (1933). 

Sea x1 , ... ,Xn una muestra aleatoria de una distribución con 

función de distribución acumulativa F(x), y sea Fn(x) la 
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función de distribución acumulativa empírica para la muestra, 

es decir: 

1 [número de X. < t], - oo < t < oo. 
n l. 

El siguiente teorema, se le conoce como Glivenko-Cantelli, 

cuyo significado es que Fn(x) converge uniforme a F(x) con 

probabilidad uno. 

Teorema 2.3.1. sea Fn(x) una función de distribución acumulá

tiva empírica para una muestra aleatoria de tamaño n de una 

distribución con función de distribución acumulativa F(x). 

Entonces: 

P[lim{ sup !Fn(x)-F(xl!} 
n~oo -oo<x<oo 

o ) l. 

Ver la demostración en la referencia [27). 

Corolario 2.3.2. Sea Fn(x) una función de distribución acumu

lativa empírica para una muestra aleatoria de tamaño n de una 

distribución con función de distribución acumulativa F(x). 

Entonces la variable aleatoria sup !F (x) - F(x) 1 converge 
-oo<x<oo n 

(n~~l en probabilidad a cero. 

La demostración se incluye en la referencia [27). 

Daremos con cierto detalle el procedimiento para el caso de 
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~muestra por medio del problema de bondad de ajuste. 

Sea Fn(x) la función de distribuci6n acumulativa empírica pa

ra una muestra aleatoria de una distribución continua con fun 

ci6n de distribución acumulativa F(x). Se interesa en probar 

H0:[F(x) = F0 (x) para todo x], contra la hip6tesis alternati

va H1 :(F(x) ~ F0 (x) para al menos una x], en donde, F0 (x) es 

una funci6n de distribución acumulativa compleamente especi-

ficada. (Por esta razón, el nombre del "problema de bondad 

de ajuste"). se define el estadístico como: 

sup 
-oo<x<oo 

1 F (x} - F (x) 1 
n O • 

Entonces se rechaza H0 al nivel de significancia a, cuando 

Dn > wl-a' en donde, w1_a es el cuantil, cuyos valores se en

cuentran en la tabla de cuantiles del estadístico de prueba de 

Kolmogorov-Smirnov (ver apéndice). 

Como último teorema de esta sección es el siguiente. 

Teorema 2.3.3. La distribuci6n Dn bajo H0 es la misma para 

todos los F0 continuos. 

Demostraci6n ver referencia [2]. 

Existe un método que no será tratado aquí cuando, se considera 

que Ko(x) es discreto (vea (8)). 
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También la prueba de bondad de ajuste, se puede establecer 

cuando se tienen dos muestras independiP.ntes, el método es 

parecido al tratado anteriormente (ver [8]}. 

Esta técnica se debe a Kolmogorv en el año de 1933, pero hubo 

otros científicos que se dedicaron a desarrollar pruebas de 

ajuste no-paramétricas como: la prueba de Lilliefors (1967), 

la prueba de Shapiro-Wilks (1960), prueba de Smirnov (1939), 

prueba de Cramer-Von Mises (1966), prueba de Birnbaum-Hall, 

la prueba Chi-cuadrado (1900), etc. Esta última prueba de 

bondad de ajuste, la cual es bastante conocida, se puede de

cir que no es tan buena como la prueba Kolmogorv-Smirnov, es 

aplicable a una clase mayor de problemas, o sea, es aplica

ble aun cuando F0 (x} no se especifica completamente. Puede 

usarse para probar la hip6tesis de que una variable aleato

ria X tiene distribución normal, gam.~a, Poisson, etc., sin 

especificar el parámetro de estas distribuciones. 

Asimismo en la secci6n siguiente, se considera un ejemplo, 

utilizando la prueba de Kolmogorv-Smirnov. 
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2.4 EJEMPLOS 

Ejemplo l. (Prueba de los Signos) . 

Considere un sistema de aprovechamientos hidráulicos de 

un vaso de almacenamiento de agua (millones de metros cúbi

cos) en una cierta regi6n del país. Suponga que se efectuan 

técnicas de simulación al vaso de almacenamiento, para deci

dir cual de las dos políticas de operación producen mayor b~ 

neficio. 

De acuerdo a los siguientes datos, establecer si la política 

1 produce beneficios más altos que la política 2, por medio 

de las pruebas del Signo y Wilcoxon respectivamente. 

BENEFICIOS 

SIMULACION POLITICA 1 POLITICA 2 

1 6.27 4.20 

2 3.95 2.58 

3 4.49 3.87 

5 5.31 4.02 

6 7.15 6.75 

7 6.90 4.21 

8 6.03 4.13 

9 6.35 3.68 

10 6.95 7.45 

11 7.96 6.85 
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PRUEBA DE LOS SIGNOS 

sean x1 y x2 los beneficios de las políticas 1 y 2 

vamente. 

HIPOTESIS. 

NIVEL DE SIGNIFICANCIA 

a=0.05 5% 

CRITERIO 

respecti:_ 

Si x es el número de signos positivos, rechazar la hip6-

tesis nula cuando la probabilidad de obtener x o más signos. 

positivos es menor o igual que O.OS. 

CALCULOS 

.Reemplazando cada par de valores por un signo más si el 

primer. valor es mayor que el segundo 6 por un signo menos si 

el primer valor es menor que el segundo, los 11 pares mues-

trales de beneficios proceden: 

+++ - +++++ - + 

Asi, x = 9, de la tabla de la función de la distribución bino

mial B (x; n, p) = I (~)pkq,n-kconn=llyp=q= 0.5, la 
k=O 
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probabilidad de que x > 9 es 1-0.9941 0.0059. 

DECISION 

Dado que 0.0059 es menor que 0.05, la hip6tesis nula deber~ 

chazarse; aceptando la hip6tesis alternativa, es decir, la 

política 1 produce beneficios más altos que la política 2. 

Ejemplo 2. {Prueba de Wilcoxon). 

Prueba de Wilcoxon de Orden con signo para muestras 

aparejadas. 

Nuevamente considerando los datos anteriores sobre la simula 

ción del vaso de almacenamiento de agua. 

HIPOTESIS 

ESTADISTICO DE LA PRUEBA. 

a) Para una prueba de dos colas, utilizar: 

T 

en donde 

+ -min(T , T ) , 

T+ suma del orden de las diferencias positivas. 

T- suma del orden de las diferencias negativas. 
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DECISION. 

Como T- = 3 y T0 = 14, entonces 3 < 14 se rechaza la hipót~ 

sis H0, aceptando la hipótesis alternativa, se obtiene la 

misma conclusión de la prueba del signo. 

COMENTARIO. 

Para decidir sobre la alternativa unilateral de que la dis-

tribuci6n de las x1 está def asada hacia la derecha de las 

x2 , utilizar T , rechazando H0 cuando T- ~ T0 . 

Analogamente si x2 está hacia la derecha de x1 , entonces se 

debe utilizar T+, rechazar H0 si T+ ~ T
0

. 

PRUEBA DE WILCOXON PARA MUESTRAS NO APAREJADAS 

Escribir los datos del problema original en orden creciente 

con sus respectivas ordenes. 

1 2 3 4 5 6 7 
2.58, 3.62, 3. 87, 3.95, 4.02, 4 .13, 4. 70. 

2 2 2 1 2 2 2 

8 9 10 11 12 13 14 
4. 21, 4.49, 5.10, 5.31, 5.20, 6.03, 6.27, 

2 1 1 1 2 1 1 

15 16 17 18 19 20 21 
6.35, 6. 75, 6.86, 6.90, 6.95, 7.15, 7.45 

1 2 2 1 1 1 2 

22 
7.96 

1 
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ORDEN POLITICA 1 POLITICA 2 

1 2.58 

2 3.68 

3 3.87 

4 3.95 

5 4.02 

6 4.13 

7 4.20 

8 4.21 

9 4.49 

10 5.10 

11 5.31 

12 5.70 

13 6.03 

14 6.27 

15 6.35 

16 6.75 

17 6.86 

18 6.90 

19 6.95 

20 7.15 

21 7. 45 

22 7.96 

SUMA DE ORDEN W = 155 98 

HIPOTESIS 

HO xl = x2 

Hl xl > x2 
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Por otro lado 

z 

en donde: 

W - E(W) 

/VAR(W) (Distribuci6n normal) 

n1 = 11, n2 = 11 y W = 98 (Menor suma) 

E(W) 

VAR(W} 

z 

11 (11+1) + (11) (11) 
2 2 126.5 

~ (11) (11) (11 + 11 + 1) 

98 - 126.5 

./ 231. 92 
- 1.87 

z - l. 87 

231.92 

Con a = O.OS, rechazar H0 si Z ~ -1.645, entonces se tiene 

que -1. B7 < - 1. 645, aceptar la alternativa H1 . (Ver apéndice B). 

Ejemplo 3. (Prueba de Kolmogorov-Smirnov) 

Considere un registro de flujos máximos observados en una es 

taci6n de aforo. Ajuste la funci6n de distribuci6n normal 

a los datos y utilice la prueba de Kolmogorov-Smirnov, para 

determinar la bondad de ajuste. 
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FECHA 

26-03-33 

11-12-33 

17-11-34 

13-03-35 

18-12-36 

15-12-37 

08-04-39 

04-02-40 

21-02-41 

25-02-42 

20-12-43 

29-02-44 

21-12-44 

24-1:2-45 

15-05-4 7 

11-05-48 

11-05-49 

01-01-50 

30-12-50 

26-01-52 

20-10-53 

FLUJO 
11 3 /S 

445 

1410 

475 

978 

461 

362 

530 

350 

1100 

980 

575 

694 

612 

540 

381 

334 

670 

769 

1570 

512 

613 

FECHA 

13-03-54 

27-02-55 

08-04-56 

03-01-57 

15-12-58 

2 3-12-59 

16-01-60 

26-01-61 

24-03-62 

07-01-63 

21-12-63 

02-03-65 

23-02-66 

11-10-66 

01-04-68 

28-02-69 

13-01-20 

04-04-71 

18-01-72 

16-02-73 

FLUJO 
M 3 /S 

750 

603 

880 

485 

812 

1420 

4090 

976 

90.4 

4120 

1740 

973 

378 

827 

626 

3170 

2790 

1130 

437 

312 

Para poder aplicar el método de bondad de ajuste definimos 

las siguientes funciones y parámetros, esto es: 

La función de distribución empírica Fn(x) es: 

Fn(x) ¡;· 
. 1 
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l. 

xi 2 x < xi+l 

X < X 
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Donde F 
0 

(x) es la función de distribución normal con paráme-

tros µ = 1005m 3 /s y o= 931 m3 /s, entonces: 

F0 Cxl = <P ( x-µ 
o 

i x. Fn (x) F
0

(xJ D = IF (x) -F 
0 

(x) 1 
l. n n 

1 312 0.02 0.23 0.21 
2 334 0.05 0.24 0.19 
3 350 0.07 0.24 0.17 
4 362 0.10 0.25 0.15 
5 376 O. l,.2 0.25 0.13 
6 378 0.15 0.25 0.10 
7 381 0.17 0.25 0.08 
8 437 0.20 0.15 0.05 
9 445 0.22 o. 27 o. 05 

10 461 0.24 0.28 0.04 
11 475 0.27 o. 28 0.01 
12 485 0.29 o. 29 0.00 
13 512 0.31 0.30 o. 01 
14 530 0.34 o. 31 0.03 
15 540 0.37 o. 31 0.06 
16 575 0.39 0.32 0.07 
17 603 0.41 0.33 0.08 
18 612 0.44 0.34 0.10 
19 613 0.46 o. 34 0.12 
20 . 626 0.49 0.34 0.15 
21 670 0.51 0.37 0.14 
22 694 0.54 o. 37 0.17 
23 750 0.56 o. 39 0.17 
24 769 0.59 0.40 0.19 
25 812 0.61 0.42 0.19 
26 827 0.63 0.42 o. 21 
27 880 0.66 0.45 0.21 
28 904 0.68 0.46 0.22 
29 973 o. 71 0.49 0.22 
30 978 o. 73 0.49 0.24 
31 980 0.76 0.49 0.27 
32 1100 0.78 0.54 0.24 
33 1130 0.80 0.55 0.25 
34 1410 0.83 0.67 0.16 
35 1420 0.85 0.67 0.18 
36 1570 0.88 0.73 0.15 
37 1740 0.90 0.79 0.11 
38 2790 0.93 0.97 0.04 
39 3170 o. 95 0.99 0.04 
<10 4090 0.98 0.99 0.02 
41 4120 l. 00 0.99 0.01 
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Cuando el flujo toma el valor de x = 980, Dn = sup IFn(x)-
-oo<x<oo 

-F0 (x) 1 27, considerando el nivel de significancia a=0.05, 

w0. 95 = 0.21, entonces 0.27 > 0.21, rechazando la hipótesis 

H0, es decir, los datos de flujo máximo no se ajustan a una 

curva normal 6 de Gauss. (Consultar apéndice B). 
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CAPITULO 3 

ALGUNOS METODOS CLASICOS PARA 
GENERACIÓN DE MUESTRAS SINTÉTICAS 

En este capítulo se describen algunas técnicas ~lásicas para 

generacion <le muestras sintéticas 0 generación de registros 

hidrológicos sintéticus, la cuál en oaasiones es necesario 

estimar a priori la frecuencia con la que se presenta una 

condición de operación de una presa, la probabilidad de que 

no pueda entregarse en un momento dado el volúmen de agua d~ 

mandada, la magnitud y espaciamiento de fenómenos que pongan 

en peligro de inundación una zona o región, etc. En estos 

casos, sobre todo cuando el fenómeno natural es manejado a 

través de estructuras de control o sus consecuencias son sim 

plemente prevenidas por medio de un sistema de predicción, 

es necesario simular el comportamiento de las diversas alter 

nativas de políticas de operación o de sistemas de predicción. 

Por tal razón es conveniente generar una serie larga de regi~ 

tros, aún cuando con las mismas características que el his 

tórico, que ¿or su longitud pueden contener condiciones espe

ciales que no han sido registradas en el pasado. A esta for

ma o tipo de series de datos simulados, se les llaman regis

tros sintéticos o muestras sintéticas. 



En dicho capítulo se hacen notar las siguientes secciones: 

En la primera secci6n, se describen los conceptos básicos. 

La segunda consta de algunos modelos clásicos para generación 

de muestras sintéticas, asimismo en la siguiente sección y en 

la última sección incluimos un ejemplo. 
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3.1 CONCEPTOS BÁSICOS, 

Se le denomina registros sintéticos o muestras sintéticas, 

aquella que genera una serie larga de registros que, por su 

longitud pueden contener condiciones especiales que no han 

sido registradas en el pasado. Entonces, para tomar decisio 

nes a futuro que sean objetivas, es importante una predicci6n 

eficiente. Por tal raz6n, se han desarrollado métodos de 

predicci6n los cuales por su enfoque pueden ser clasificados 

en: métodos de predicción basados en modelos estructurales y 

no estructurales (según Nelson (1973) y Trivedi (1975)). 

Debido a que en México la recopilaci6n sistemática y verídica 

de datos es un hábito poco extendido, lo cual hace difícil el 

empleo de modelos estructurales, en donde se requiere de va

rias variables, es conveniente utilizar el modelo no estruc

tural. Esto es, por necesidad se tiene que recurrir al aná

lisis de variables aisladas, para lo cual las técnicas de g~ 

neración de muestras sintéticas tratadas aquí son las adecua 

das a modelos no estructurales. 

Los modelos estructurales tienen la característica de que e~ 

plica la estructura del sistema, esto es, es un conjunto de 

funciones matemáticas que nos dan la relaci6n causal de las 

variables que intervienen en el sistema. 

Esquemáticamente: 
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Es decir 

c CAUSAS > SISTEMAS 
DINAMICOS 

EFECTOS 

Et "' CE (x1 (t), ... ,xn (t)), tal que t 

E > 

tiempo. 

Por otro lado los modelos no estructurales no tratan de encon 

trar una explicación causal de la variable bajo estudio, solo 

tratan de ajustarse al comportamiento de la variable. Es de

cir, los valores de una variable se analizan de una manera 

aislada. 

Esto es: 

CAJA 
NEG~A 

EFECTO > 

{x1 (t), ... ,xn (t)} 

Por otro lado, encontrar .el modelo más adecuado para generar 

muestras sintéticas, depende del intervalo de tiempo de inte

rés, es decir, en términos generales se pueden clasificar en 

anuales o estacionales, mensuales y diarias. 

En este trabajo se hace la siguiente consideración de que la 

muestra histórica de la variable hidrológica o de la serie de 
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tiempo, es un registro del escurrimiento. 

No hay que olvidar que cuando se elige un modelo de escurri

miento o flujos de agua superficial, deberá reproducir adecu~ 

damente las características estadísticas más importantes del 

registro histórico o muestra histórica. 
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3.2 MODELOS CLÁSICOS. 

Sea xt una variable hidrológica o un valor de la serie de tiem 

po en el tiempo t, f(t) una función determinística de to com-

ponente determinista de t y F,t una variable aleatoria o compo

nente probabilística en el tiempo t, en donde, las F,t son va

riables aleatorias normales distribuidas de manera idéntica e in-

dependiente con media E(F,t) = O y variancia V(F,t) = a~. El mo 

delo básico para generar muestras sintéticas es el siguiente: 

La función f(t) se puede estimar generalmente utilizando el mé 

todo de análisis de regresión. Además: 

n 2 

jil (xj - xj) 

n - 2 

El modelo de Thomás z Fiering (1962) sirve para generar mues-

Este método se aplica a datos de escurrimientos mensuales ya 

que se toma en cuenta la posible correlación entre datos o va-

lores consecutivos. Por otro lado, los ~~ de escurrimien

'.!:2§ mensuales ~ se disponen ~ México, tienen generalmente 

funciones de distribución asimétricas. 

Considere la serie de tiempo x .. , en donde, j es el mes del 
l. 1 J 

año i, f(i,j) es una componente determinística o función 
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deterrninística de i y j respectivamente y sea g(i,j) la com

ponente aleatoria o probabilística. Entonces la serie de tiern 

po, se puede escribir de la forma siguiente: 

x .. = f(i,j) + g(i,j) 
l., J 

(1) 

Haciendo uso de una ecuación recursiva, es decir, para simpl! 

ficar la relación (1): 

x .. = a
0

. + a
1

.x .. 
1 

+ a
2

.x .. 
2 

+ ... +a .x. . +s. . (2) 
l.,J J J l.,J- . J l.,J- mJ l.,J-m J.,] 

en donde, las a . son los coeficientes, tal que, n = 0,1,2, .. 
nJ 

.•. ,m, dichos coeficientes se calculan por medio de regresión 

lineal. 

ción. 

Además S· . es el error que se cornete en la estima
l.' J 

Cuando se trabaja con modelos de regresión lineal, es necesa-

rio utilizar el menor número de términos en (2), dando corno r~ 

sultado una descripción más adecuada a los valores de la serie 

de tiempo x ... El dato de un mes depende únicamente del dato 
l.' J 

o valor del mes anterior, es decir, considerando rn=l de (2) re 

sulta: 

X. , 
l.' J 

ªOJ' + ª·" x, . l + s. , l.J l.,J- l.,J 
(3) 

La ecuación anterior, recibe el nombre de modelo Markoviano o 

de orde~ ~, debido al término xi,j-l' los coeficientes de (3) 

son estimados en ferrninos de los parámetros estadísticos, 
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correspondientes a cada uno de los meses. De acuerdo a los 

comentarios anteriores, el modelo (3), se transforma en el 

siguiente modelo de generación de muestras sintéticas. 

x .. 
i, J 

rj-lsj _ 
X, + (X. . l - X, l) + ~ · · 

J sj-1 J.,J- J- i,J 
(4) 

en donde, x .. es el valor o dato sintético correspondiente al 
l.J 

año i en el mes j, x. es la media de los valores históricos 
J 

del mes j, s. es la desvi~ción estándar de los valores histó
J 

ricos del mes j y r. 1 es el coeficiente de correlación cruza 
J- -

da de orden cero, entre los datos históricos correspondientes 

al mes j-1 con el mes j. 

Suponga que los valores de la serie de tiempo x .. , tienen una 
J., J 

distribución normal o de Gauss, entonces ~. . 
l. ,J 

tiene una dis-

tribución normal con media cero y desviación estándar s~, 
J 

finida por: 

2 o • 5 

s. 
J 

s.(l - r. 1¡ 
J J-

(5) 

de-

Por medio del modelo de Thomás ~ Fiering, es posible reprodu

cir las medias y las desviaciones estándar de cada mes, tam-

bién el coeficiente de correlación cruzada de orden cero, en-

tre cada mes y el que le precede o antecede. 

Es conveniente conciderar registros de doce 2 más años para p~ 

der estimar los parámetros del modelo. 
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Thomás y Fiering desarrollaron modelos para el caso en que se 

tenian diferentes tipos de distribuciones de probabilidad, es 

decir, normal, lognormal ~gamma. Esto se debe a que los da

tos de escurrimientos analizados generalmente son funciones 

de distribución asimétricas, como las antes mencionadas. 

MODELO THOMAS Y FIERING CON DISTRIBUCIÓN NORMAL 

Considerando las ecuaciones (4) y (5) para el caso que se tie-

ne una distribución normal, se requiere utilizar números alea-

torios normales t .. , con media cero y desviación estándar uno, 
l., J 

definiendo el modelo como: 

r . 1 s . 2 o. s 
~ -x. + (x .. 1 - x. 1 ¡ +t .. s.(1-r. 1¡ x .. 

l.J J sj-l 1,J- J- 1,J J J-

Las variables del modelo, se interpretan de la misma manera co 

mo se expusieron anteriormente. 

r1oDELO THOMAS y FI ER I NG CON DI STR IBUC IÓN LOGNORMAL. 

En este modelo se efectuan transformaciones necesarias que peE 

miten manejar a las variables logarítmicas normales como norm~ 

,les y posteriormente emplear el modelo descrito anteriormente 

es decir: 

r cr 
L. 1 L. 1 + 1- 1-

cr 
L. 1 J-

o. 5 

(q. . 1 - u_ ) + t. . º1 (l-r12 ) 
l,J- '·Lj-1 l.,] j j-1 
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Para este problema, los valores de la muestra sintética, se 

pueden hallar por medio de la ecuación siguiente: 

x .. = exp(q .. ) + a1 . 
l., J l., J J 

en donde, x .. representa el valor sintético correspondiente 
l., J 

al año i en el mes j, q .. es el logaritmo del valor o dato 
l., J 

sintético de (x. . - a1 .) , µ1 ., cr1 ., a1 . muestra los paráme-
i, J J J J J 

tres de la distribución lognormal, t .. representa un número 
l., J 

aleatorio con distribución normal con media cero y desviación 

estándar uno y r 1 es el coeficiente de correlación cruzada 
j-1 

de orden cero de los logaritmos de los valores históricos, co 

rrespondientes al mes j-1 con los del mes j. 

MODELO THOMAS Y FIERING CON DISTRIBUCIÓN GAMMA, 

El tipo. de modelo que se utiliza cuando los datos históricos 

tienen una distribución gamma es: 

x .. 
i, J 

rj-lsj 2 o.s 
x. + (x .. 

1 
- x. 

1
) +f. . s.(1-r. 

1
) 

J l.,J- J- l.,] J J-
sj-1 

Nuevamente, se repiten los mismos conceptos para las variables 

que se dieron para el modelo de muestras sintéticas con dis-

tribución normal, la variable f .. representa un número aleato 
J., J -

rio con distribución aproximadamente gamma con media cero, des 

viación estándar uno y el coeficiente de asimetría de los 
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datos o valores históricos correspondientes al mes j, puede 

estimarse mediante la ecuación siguiente: 

tal que: 

f .. 
l.' J 

[ p. t. . p~)J 
1 + J l.,J - ::..J_ 

pj 6 36 
2. 

En donde, t .. es un número aleatorio con distribución normal 
l.' J 

de media cero y desviación estándar uno, g. denota el coefi
J 

ciente de asimetría de los valores históricos correspondientes 

al mes j y finalmente p. es una variable auxiliar. 
J 
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3.3 MODELO GONZÁLEZ VILLARREAL Y DoMINGUEZ. 

Se desarrollará otro modelo propuesto por González Villarreal 

X Domínguez en el año de 1971, en donde, ellos trabajaron pa

ra el caso de muestras sintéticas mensuales independientes, 

considerando los casos siguientes: gamma, normal y lognormal 0 

En este capítulo solo se estudiará el caso de la distribuci6n 

gamma. 

Dicho modelo considera que los escurrimientos sintéticos se 

representan por medio de una suma de variables aleatorias con 

funciones de distribuci6n o probabilidad de la misma clase, 

en donde, los valores de los parámetros sean distintos. Como 

anteriormente, se ha mencionado, los parámetros de los valores 

. hist6ricos, es decir, la media, desviaci6n estándar, correla-

cienes mensuales y la funci6n de distribuci6n deben se repro

ducidas, esto es el significado esencial del modelo propuesto. 

Se define el modelo general como: 

1 

·en donde, Qij es el dato sintético del año i en el mes j, x .. , 
l.' J 

xi,j+l y zi,j son variables aleatorias, cuyas familias de 
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1 

funciones de distribución son las mismas que Q. . • 
J.' J 

El modelo de generación de muestra sintetica, cuando se tie-- --- -
ne una distribución 9.ar.ima es: 

1 
Q .. x .. +x .. 

1
+z .. i,J i,J i,J+ 1,J 

en donde, Q'. . representa el valor sintético en el mes j del 
i, J 

año i, teniendo una función de distribución gamma cuyos par! 

metros (a., l, O); x .. i x. '+l son variables aleatorias J i,J i,J 
con distribución gamma y cuyos parámetros son (cj, 1, O) y 

(Cj+l' 1, O}, respectivamente, en donde, cj y cj+l se selec

cionan de tal forma que se conserve, en los valores o datos 

sintéticos, el coeficiente de correlación cruzada de orden 

cero entre el mes j y el mes j+l; y, z .. denota una variai,J 
ble aleatoria con distribución gamma y con parámetros (f.,1,0). 

J 

Si los da tos sintéticos Q. . , i,J 
ga:n.~a con parámetros (a., B., 

J J 

aleatoria es: 

Q'. . 
1,J 

representan una distribución 

sntonces la variable 

Q •. - tS. 
1, J J 

Bj 

teniendo distribución gamma con parámetros {aj, l, O). 

El modelo de generación de muestras sintéticas queda como: 
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Q. • - ó. 
l. t ~ J = X, , + Xl., 

1 
]' +l Z, • i 

j l.,J l.,J 
j 1, ... , 11 

ya que i 1,2, ... , representa el nGmero de años por generar. 

De acuerdo a las propiedades de la función de distribución 

gamma, se tiene que: 

cj +c. 1 + f. ex. j=l, ... ,11 
]+ J J 

cl2 + el + fl2 ª12 (6) 

cj > o f. > o j=l, ... ,12 
J 

De acuerdo a las ecuaciones anteriores es posible estimar c. 
J 

de acuerdo a: 

o. 5 

c. r. l(cx. 1 a.) j=l, ... ,12 
J J- J- J 

en donde, r. 1 denota el coeficiente de correlación cruzada de 
J-

orden cero entre los datos del mes j-1 y los del mes j, si se 

conocen los valores cj, es posible determinar los fj directa-

mente del sistema de ecuaciones anterior. Si todos los f. son 
J 

no-negativos, se dá por concluido el cálculo de los parámetros. 

Ahora, si los f. son negativos, se tiene que considerar otro 
J 
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método para ajustar los parámetros, es decir, el de modificar 

los valores de a. de manera que f. tome un valor igual a cero. 
J J 

En tal caso se reemplazan las variancias a. por la relación si
J 

guiente: 

' a. a.+e. 
J J J 

en donde, e. representa una 
J 

variable de error que se tratará 

de minimizar de manera que garantice que c. > o y f. > o para 
J - J -

todo j. La función que realizará tal proceso está dado por: 

T 
12 
2 

j=l 
1 - c. o sj2+ K 

e. 1 J (a. + e. lJ · 
J- J J -

y ,-~ ]2 
j=l - ªj 

ya que K es una constante arbitraria que se utiliza para dar 

distintos pesos a las distorsiones. De acuerdo al uso de los 

errores calculados por el procedimiento anterior, es posible 

modificar los parámetros originales B. y o. de la función de 
J J 

distribución gamma, de manera que se respeten la media y la 

variancia de los registros históricos. Por tal razón, los p~ 

rámetros modificados se pueden escribir como: 

1 

o. 
J 

1 

a. B. 
J J 
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1 1 1 

y (aj' Bj' oj) constituyen los nuevos parámetros de la distri-

bución gamma que genera las muestras sintéticas. Con esto, el 

procedimiento original (cuando todas las f. >O) se repite con 
J -

la seguridad de que al calcular las constantes c. y las corres 
J 

pondientes f. éstas serán no-negativas. 
J 

No hay que olvidar 

que en el año 1883, Rippl estudió el análisis de curva de ma-

sa para examinar el almacenamiento requerido y para satisfacer 

cierta demanda, basándose en los registros históricos de los 

escurrimientos. Asimismo, Fiering en 1967 y Fiering y Jackson 

en 1971 hacen uso de los registros históricos. 

Hazen en 1914 utilizó un método de análisis para obtener una 

estimación de la probabilidad de fallas asociadas con cualquier 

diseño o criterio operacional, pero no fue hasta que la compu-

tadora digital fue perfeccionada que su aplicación se hizo a 

gran escala y en forma práctica. Mas tarde Fiering en 1961; 

Hufschmidt y Fiering (1966); Fiering (1967); y Jackson en 1971 

describieron las aplicaciones de este método al diseño de un 

sistema de recursos hidráulicos e indicaron su simplicidad en 

términos de interpretación y análisis ue los resultados. 

Otros modelos de generación de escurrimientos se deben a Mandel 

brot y Wallis en 1969; Askew, Yeh y Hall en 1969 y uno modelo 

para el caso de multisitios desarrollado por Matalas en 1967. 

No hay que olvidar a Sulder en 1927. 

Considerando ciertos comentarios acerca de los modelos expuestos 
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en la secci6n 3.2 y 3.3 de éste capítulo respectivamente, am

bos métodos generan muestras sintéticas mensuale~, pero cuan

do se tienen valore~ estacionales es semejante el método. 

Cuando se dispone de ~ diarios X anuales, se tiene un mé

todo de generación que reproduce las características importa~ 

tes de este tipo de registros. La manera de lograr muestras 

sintéticas anuales, es sumar los valores mensuales generados. 

El concepto de asimetría es muy importante cuando se escoge 

el modelo, de acuerdo a la función de distribución de los re

gistros históricos, si éstos indican asimétria pequeña, es p~ 

sible trabajar con una función de distribución normal, reali

zando posteriormente cualquier transformación lineal, sin al

terar la función de distribución original. 

El modelo ~~ Tomás ~ Fierin.3_ es aplicable generalmente para 

determinados problemas en México, pero como todo tiene sus li

mitaciones e inconvenientes, por ejemplo, cuando la correla

ción entre los valores de meses consecutivos es importante, 

también se tiene el caso de la distribución lognormal, debe co~ 

siderarse en cuenta que dicho modelo reproduce media, varian

cia, coeficiente de correlación y de asimetría de los logarit

mos de los datos. Estos dos últimos parámetros, se pueden o 

no conservar al generar las muestras sintéticas . 

. Para el caso en que se trabaja con una distribución gamma, se 
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tiene inconsistencia en la transformaci6n que debe realizar-

se al modificar las variables aleatorias normales a variables 

aleatorias con asimetría. Hay varios métodos que se han lle-

vado a cabo al respecto, como el de Kirby que modific6 la 

transformaci6n de Wilson y Hilfirty empleado por Thomas y 

Fiering, y encontr6 que la transformación utilizada por 

éstos últimos autores, es satisfactoria para valores del coe-

ficiente de asimetría cercanos a 3. 

Se ha notado que el método ª~ mínimos cuadrados produce mejo-

res resultados que el de ajuste de momentos, para estimar los 

parámetros de las diferentes distribuciones del modelo de 

Thomás y Fiering. 

Al generar una secuencia de valores hidrológicos, utilizando 

dicho modelo, es necesario iniciar la secuencia con algún va-

lor, cifra que afectará significativamente a los primeros va-

lores de la muestra sintética. Por tal razón, es importante 

que estos primeros valores no se tomen en consideración en la 

evaluación del diseño. Un valor conveniente podría ser la me

dia x, en el caso de la distribución normal o de la gamma o 

µL para la distribución lognormal. 

Si en la generación se obtiene algún valor o dato sintético n~ 

gativo de x .. , se utilizará esta cifra, para obtener el dato 
1,] 

sintético xi,j+l' apartando el valor xi,j' como dato para la 

simulaci6n. 
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Ahora, el modelo de González Villarreal l Domínguez con 

distribuci6n gamma, considera una transformaci6n particular 

por medio de la cual es posible pasar de una funci6n gamma a 

otra función gamma. 

El método es aplicable en lugares, en donde, la funci6n de 

distribución de los datos es muy asimétrica. Un inconvenien

te, en el supuesto caso de que fuera necesario distorsionar 

los parámetros de la distr_ibuci6n, es que se pueden introdu

cir errores grandes para satisfacer las ecuaciones (6), oca

sionando que no se respete el coeficiente de correlaci6n. 

Existen programas de computo para los modelos que se han des~ 

rrollado anteriormente, posteriormente se considera un ejem

plo. 
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3.4 EJEMPLO, 

Ejemplo l. (Generación de muestras sintéticas utilizando el 

modelo de Thomás y Fiering). 

La cuenca del río Fuerte es la más importante de la región hi 

drológica N2.!0, tanto por su extensión como por los volúme

nes de escurrimiento que se generan en ella. Dicho río co

mienza en el estado de Durango, se interna rápidamente en Chi 

huahua, en donde recibe diversos afluentes, entre los que se 

encuentra el río Urique que transita por la Barranca del Co

bre y que se une a él poco antes de entrar a Sinaloa por don

de transita hasta desembocar en la bahía de Caracol en el Gol 

fo de California. 

La planeación del ~uso y del manejo de los recursos hidráulico~ 

la construcción de nuevos aprovechamientos, el control de ave

nidas y la predicción de sequías, son problemas que requieren 

tener tipificados perfectamente las características de los es

currimientos de la zona. Una cuestión importante es que en la 

mayoría de los casos es necesario contar con registros hidro!~ 

gicos que cubran un periodo mayor que el de los datos históri

cos disponibles en la actualidad. Una manera de solucionar es 

te problema es generando "muestras sintéticas", que conserven 

las principales características de los datos de los escurri

mientos históricos. 
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Los datos se tomaron de la estación San Francisco, ésta esta

ción se ubica sobre el colector principal del río Fuerte. Te 

niendose datos correspondientes al período 1950 - 1973 y se 

necesita generar muestras sintéticas mensuales que simulen 

los escurrimientos para un periodo de 50 afios. 

Comentario: Los datos y resultados fueron obtenidos de la 

referencia [26]. 
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01 
f'hR~lllRIJS EST1il1JS1JCOS [1( LOS VOLU!IEHES ESCUfiRJll05 
ESrnCIQN Fi\N FRMIC!SCO mo-177J 

1 1 24 12 
1?50 751.t 229.7 5311 26.3 !8.5 224.i11s3,4 m.& 3~1.2 137.7 33,9 27.? 
195! 43,2 29 ,3 2~' 1 17,5 l 1.5 lB.7 m.7 5cB,J m.2 33,5 28,3 168.l 
1952 ~5. 7 21.7 113,5 21.2 12.2 121,21045,5 7~0.3 132.0 37,9 69, 7 130, S 
l?;.3 6602 22.B 31.0 13, 5 a. 1 19.s m.a en.1 m.1 41. 1 32.6 25. 9 
1754 ·152, 4 33,0 19.3 13, 8 10 ,3 71.2 ~62.21231.5 517.6 372.l 42,6 29. 1 
lm 923,9 52. ~ 34.0 17' 6 11,6 13,8 3t.B,J1594,1 559,5 361.9 4! ,6 39.2 
1956 M,5 34,3 19,5 l !. 7 15,8 144,S :.31.3 670.5 317,6 45,7 2~,4 "')~ r 

o.J1.J 

1957 53.18 4.l.6 b6,S IB.J 9, 4 13.1 m.o soo.i 357.6 rn.a 33,2 99.B 
1958 68. 9 80, 1 305,B 34.2 39,4 m.o m.71o:s.ams.5 m.o 127,l. 10.3 

. 1959 39,2 201.9 M,J 20. 2 9,2 ~14.3 511.11~10.o rn.s m.2 61.3 321,3 
1960 897,0 HB,5 54,J 25.0 12.5 13.0 5?5.81000,9 570.1 89,4 49,2 ¡59,4 
1961 794,6 104.l 41,8 24.3 12.2 102.5 759,9 707,6 933,9 380. 7 390,9 112.6 
1962 . 190.5 84.6 43.6 21.6 16.5 ia. 1 ssJ.o m. 9 816. 3 536.l 46,5 52.S 
1963 53,0 54,3 23,5 12,6 10,4 23,3 566.m.ss. 1 m.s 176. 7 55,3 106,Q 
1964 87 ,5 46.5 45,5 2b. 7 2?.0 73,7 m.11255.01011.0 121,3 1o.5 1!3.6 
1m 52.0 132.B ss.a 17.9 9 ,4 17.8 395.6 54•\,3 961.7 96.J 39,4 501.3 
19U m.1 28?.3 72.2 21. 9 17.7 142,9 m.om2.0 922,9 m.4 55,5 36. 1 
1967 34,5 27 ,5 23,2 17.9 12.3 130,3tto1.e1201.1 m.o m.o 66.2 677.4 
1169 333,5 765,6 670,6 156.2 62.6 b3.Jt564,6t727,Q 905.B 15l.7 172,5 129,4 
1969 95,B 248,6 59.6 25.6 18 .s 17.51072.7 421.8 303,7 103,! 45.1 187.0 
1970 103,9 47.9 105' 4 31.B 11.1 11.2 m.01225,3 009,7 203.2 53,7 4l.6 
197! 26.5 19,2 18.3 lo.9 8.5 1so.1 767.51m.2 329,e1iao,4 m.s 140,3 
1172 294.6 \3,9 32.3 !?. 9 23,5 243,7 711.71024,71364,3 6M.4 739,2 201.! 
1973 576,61116.4 203,6 54,7 37' 4 76.2 381.51607.7 953,7 85.l 22.4 ¡5,4 

. EJEHFlO DE DATOS DE ENTRADA fil PROüRMA 'MTOES' 
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• EJEKf'LO PE RESULI AOOS PEL FfiOGl¡Allh 'KODtJEW 

mrn11C!OI! [1( llUESTRA S!lllEllCh 
HO[l(LO DE lllOHAS-flERIHG ES!At!Qll 51\ll tR!il/ClSCO 

f•~fiMj[lf;os ESTA[:JSJ!COO Ul ll!ZA[10S f•OR EL HOliELO 
ttEl•IA f1[5'1IAC!Oll ESIM/Mf\ COff, l•E COkf\ElAC!Oll ASitt, 

151.55 213, 45 - ,28440 1.3~ 
123,$4 m.10 , i7~DO 2,77 
79,34 l2B. 71 ,62280 3.31 
26.93 218.48 .wao ~.B? 
17,SO m. 23 .amo 2.JB 
78,67 103.~·I .2mo .Bl 

673' 74 335' 17 ·,29110 1.07 
lJH,92 m.rn , JB5!0 1.46 
663.28 364' 37 .29460 ,37 
225.3~ 2~6.24 ,203~0 2.01 
75.66 95.3? .smo· 2109 

145.06 179 ,73 .05360 2.17 

llUttrnos ALEATORIOS COll DISTfiWUCION llORttAL 

2.02 -l.27 -1,Só -l .J3 -1 .35 106? -,b[ -1.1? -1.07 -.32 115 ,95 
1.10 (,28 .69 .79 '16 1.06 -.35 2.21 ¡,90 151 -1.60 .19 

.03 156 124 -2.~·2 -2126 -1.00 -, 47 -2,89 -,JI 2. 19 -.86 Ú12 

.21 -,28 ,51 -1.18 -.57 -.35 -172 ,13 1142' .ea -1,03 1..10 
-,24 -,51 -.60 t 72 .53 -. 77 -, 47 ,37 , 75 l 12? '11 ~.10 

-1,03 ,37 -,45 .2b ·,B4 .oo -l .b7 ,39 .37 -.s1 ,45 .61 
-1.09 .sa .. 1,51 -,51 '-.51 2.14 .20 -:126 -.31 -,92 .?O -.18 

1.2& 1.20 -,37 -.27 1.7.1 -1.11 -.2? 1.04 ,Q7 -1.48 ,37 2.35 
-t.27 -.s2 -.63 -1,52 • 47 2.26 - .25 -!.33 " ,,, -. 20 .32 ,87 

,54 -.72. .67 -.20 -.os • ?7 .tb ,9¡ • -.59 -.41 .os -.32 
-.87 .02 -.97 .30 1.04 -.33 -1.J? '13 -1.46 .1s 1,95 -,33 

-¡ ,35 ,39 123 .02 1.8? 1.83 -.65 -.71 -l.29 ,70 ,57 !.lb 
~.59 -.. -s ,59 .4? -,]b -,52 -.os .17 1.06 1. lO -.04 .. -.22 
-,02 ,37 1.51 .os 1.30 .07 ~.b2 -l ,09 -1.16 -. 34 2.30 ,59 
.,37 ,52 -1.62 ,23 ,95 .oo ¡ ,94 ,65 -, 93 1.ss -1.~17 ,33 
.17 1,03 .69 .66 ' -,97 172 134 -.~6 -1.59 ,33 .04 .52 

-2.07 -2.06 • b4 l 125 ' -·,so . -2.17 -1.07 J. 75 -,63 -.60 -. 25 ,50 
-,24 1.00 152 -.55 -1.26 .68 12? 2,67 ,71 ,33 .5J -.20 

126 ,34 .3? 1.3a J,BI .20 t .50 -,03 -.27 -1.03 -1.JO 1.11 
-. 46 -.56 2.43 -.73 -1.46 -.l4 -.os -1.43 -.17 -,23 ,37 .1s 
-.3S .17 -.70 1.31 .17 -.34 2.27 l ,03 -.07 -.Jb -1,JJ 1.25 
-.98 1.27 . -.83 -1.30 1.30 ,so J ,07 -.l9 -.10 -1.oa .,49 -, 15 
-.oa .M , 52 1.94 -.30 1. 23 -.42 .b7 1.49 2, 19 .a1 -,97 

-1.81 -.32 .ao .32 ·ª' -.59 .so ,91 -2.17 -1.33 .02 1,43 
1.02 -.19 -,56 ,55 -1.02 -.u .6? .14 -,47 -.07 - ,65 .69 
,17 -.26 1.37 l 125 -1.40 -.s2 -.41 -.n ,47 .66 - '70 -.b4 
.sa -.56 .5~ -1.92 1.86 1.04 -1,55 -,BS -1.69 .40 -1.66 -.13 
,94 -.68 -2.67 .oo .29 -1. 79 • 75 -.65 -.~6 1,22 -1. 75 -,02 

-1.11 -l .99 -l .58 .ss 1.91 l,10 .22 ,]J t.23 - .67 ,35 !.17 
.-1.01 -.67 ,47 ,74· -.13 -.32 -,OJ 1151 -1.77 -2.21 .19 -.02 
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-1.75 -1.01 
-,04 .89 
.02 -1.75 

1.04 . -,72 
1.50 ,39 

,56 2.~o 

-,H ,90 
-1,74 -1.20 
-,22 ,92 
-, 17 ¡,25 
-.71 1.11 

-1.20 -.27 
.os -,33 

-.46 -1., 19 
-,72 -.• 23 

,54 .• 46 
·-,15 -,22 
-1.90 -.17 
1.46 ' .21 
-.9J . -1,J2 

-.10 
1.46 
,64 

-1.00 
-2,71 
1.21 

,07 
-, 19 

.61 
1.67 

,48 
-,72 
-,42 

-1.47 
-1,30 
-,48 

-1, 98 
-1,71 
-1.12 

-.74 
-1, 16 
-,54 
1.26 

-l.15 
-.35 
,37 
.08 

-1.34 
-1.49 
-1.60 
-.12 

-1.90 

-.as 
.12 
'76 
,50 
,73 

-,46 
-1,22 
-1.21 
-1.61 
-,53 

,32 
-.62 

-.73 
-1.00 
-.04 

.41 
J.59 
-. 23 
-.14 
.36 

1.12 
-, 46 
-.32 

,91 

-.so 
1.26 
-.n 
-, 61 
-, 38 
-. 97 
2.10 
1.62 

-1,0·I 
.oo 

-.09 

-.39 

-.93 
-1 ,24 
-1.99 
-. 76 

-1.31 

.01 -,as 
-.15 2,74 

-1.35 .:13~ 
-,04 -,33 
,93 -LIS 

1,57 ,47 
.19 -, IS 
• ?4 1.26 

-1.30 1.66 
-.23 -1.60 
.IS ~.19 

1.5? -,29 
-1.69 -2.28 

.09 2.04 
-J.17 .21 

.12 . -.18 
,55 -,03 
,49 .02 
.22 ;.37 

-,05 -.44 

.~a 

.01 

-.3! 
,73 

-1.10 
-.eo 

.oa 
- .12 
-.61 
-.as 
1 ,JI 
,97 

-.n 
.JO 

1,55 
-.16 
-.53 

f'ARMElROS [JE LA FUliCION (JE [llSTR!BUCION LOGNOf;llAL 
FRIHERO SEGUIWO TERCEf:O COEF .CORR. LOG 

6.1374 
5.5034 
417022 
5.0bBI 
5.2118 
5,9393. 
6,B293 
7.1846 
7.9886 
5,7019 
4.5416 

.mo -351, iB02 
.6828 -197.6880 
,7559 -67.2924 
.8211 -195.6712 
,5955 -199.9216 
,¡594 -313,6024 
,3337 -JOl, 7670 
.mo -m.mo 
11223 -2305193~0 
,5533 -152.b576 
, 7002 -4 M504 

-,3514 
.3546 
.6919 
.9706 
',9105 
,2S{18 
.3071 
.1942 
.3164 
.2;ea 
.6015 

5.5774 ,5637 -168.4278 .0606 

-, 19 1.27 
,?J - .17 

-.65 .22 
-,06 -.~6 

-, 24 , ~I 
1. ?2 .70 

-2;33 -.33 
-1.01 -.12 
1.37 -.96 

-1.53 -1,77 
-.n -.n 

-2,36 -.22 
-1,60 -!.J7 

,54 ·-1,57 
.Ja · 2.16 
,36 -i26 
.13 -1.10 

-,57 1,04 
-,01 ,92 
-,52 -.17 

. -.55 
1.17 

• 1.3tl 
,9¡ 

-.06 
-Í.16 
-.46 

-1.09 
-roa 
-.19 
1.14 

-1.06 
.01 

-2.96 
-,34 

MO!iELO [JE GENEF:AC10ll DE MUESTRAS SlllTET!CAS lTHOMS-FIERHiGI h\RA [1[SlfiJBUCIOll LOGllOR. 

ENE 

1 151.55 
2· 587.98 
3 109.66 
4 161.63 

72.79 
6 -45.28 
7 -49.13 
B 426.42 

'9 -62.04 
10 2JB,3B 
11 -28.47 

m 

-83.09 
182.00 
16s;45 . 

6.59 
,¡4 

212 ,37 
272,5¡ 
203.34 

5,49 
-52150 
121.47 

!•AJOS SlllTETICOS GEi/ERAf'OS 

ABR tlAY 

-46.15 -112.22 -159,54 
142.30 216,82 163.09 
83.37 -150.48 -lH.03 
76.66 -99.09 -79.89 
-2.31 -31.77 2.02 
29.80 -27.42 14.80 

-lB.75 -133.54 -110.79 
34.36 -6a.42 1.1a 
-3.!3 -152. 71 -120.39 
72.23 -271~0 -J0.44 
-6,6? -74.50 -23.92 

JUH 

-66.66 
245.85 

-121.75 
-5.09 
4?. 35 
90. 71 
43.16 
35.67 
31. 46 

112,01 
16.56 

73 

JUL AGO SEP 

356.56 Cl.74 1?3,88 
633.38 3024.08 1534.56 
rn.ss 62.2s m.03 
381.27 954,00 1176.3•1 
479,47 1158.39 935.BB 
24].~ 976.75 768.74 
m.64 937.36 m.03 
516.59 1650.41 727,59 
5n.~1 44¡,57 742.65 
706.0·1 1703.20 501.06 
314,54 ?02.95 152,02 

OCT 

64.89 
m.s9 
n1.54 
501. 77 
571,13 
110.85 
36.03 
2168 

153 '75 
91.77 

118.36 

llOV 

•18.00 
-5.28 
26.44 
13.73 
95;30 
75,41 

102.i;c,; 
52.32 
70.32 
45, 12 

n1.21 

DIC AllUJ\L 

238,62 9~2,50 

16,65 7271.02 
216.95 1634.98 
177.09 3264.29 
127 ,64 3456.04 
233.11 2687.07 
135.15 2421.41 
632.82 4216.87 
270.43 1106.50 
53.12 34Jol. ll 

260 .32 2073 '90 



12 -73.03 2·10.2' 
13 24.19 -/..00 
14 107,41 IZ6.13 
lo• 64.31 17D.l7 
16 HO,JS '7•.i.I~ 

l7 ·l'i9./.8 ·79.63 
I~ 70.49 307.0? 
11 1/.6.Bl n.s, 
20 37.72 Mi 

.. 21 48,02 lll .9B 
22 -30.32 509.97 
23 90.36 193,23 
24 -1:!6154 1~2,22 
25 3b4.6b. -11.20 
26 146,91 12.73 
27 297,40 -46.69 
20 ~32179 

29 ·62.63 
30 -35,JO 
31 -125.23 
32 
33 

-S,86 

34 322.59 
35 473.41 
36 2:0.74 
37 43.4b 
33 -120.60 

Bo.48 
84.30 

n 
40 
41 -15,20 
42 -85,j~ 

43 116.1~ 
4~ !b.09 
45 -12.66 
46 
47 
4B 
4? 

-145.38 
~oo.oo 

·!i~,77 

-9b.2B 
14.21 
-69.~5 
331,92 

-62.97 
37,79 

883.50 
1?S.t9 
-14.79 
275.H 
379.84 
417.12 
101.01 
lo.87 

-55165 
6].62 
98.50 
31.10 

!69>!7 
9.43 

'i'J,?9 17.17 
P0,'.;0 61,J.I 

~!JS.~O 176.1'? 
-76.29 ·10?.34 
l~'i.~l :"JA,7~· 

SI, ?6 171.BI 
l ~2, 18 -'i, 3C 
86. 34 :.s~. 17 

~c·s.ot 1~~.s1 

4.11 56.12 
2~,20 ·l3LlR 

l21.J7 ~·~$.81 

341?2 
21:,i,¡5 
-62.3? 
105.53 
¡.¡~:' i \ 
-~2.31 

M,'.-6 

-Bl.8? 
m.rn 

w.:,J ~1:,,1a 669.46 176.rn rn.J.1 
f/,gg 6(13,81 ll,27,C7 ID'.·l.37 ;.13,3¡ 

:16.2c ~31 •. 11 ~:a.~1 1B·1.01 b[J.67 
~J.92 1J~3. \ 4 J?i:i31~0 40$.M 6(r6,i9 

¡.~?.O~ O~,.OJ US!.60 111.;1 lJJ,40 
~:;.:,7 :.-1:.,~.{l /]4,68 lí'l,26 4!-.11 
D>.70 T!6. IO 306".76 l:?J.'i'l 3~0.JS 

?~9,87 !42t.'.i4 ti·J,:0 s:i1. :J n,t'l 
tt·\.37 bJt.iJ 453,07 w;.:,1 11J.2! 
lü6,H l(ig~.55 24:.s.~'3 737,37 )61, t7 
2t.s1 9'J:,i:·~· 1n11.JJ 612,Ds · n.1~ 

m.41 1.~1 .. 11 1m.J2 1m.n 1210.61 
144,6? 117.03 lJL·~·~ 130.28 fl4~1.7~ 1814.~15 23.~6 ·37.56 
-J.64 -47.10 ·66.21 5.41 781.B·\ llVi.84 417.70 m.~7 
17~.87 451,.11 110.14 17b.b3 m.w m.54 m .. 1a ¡¡4,¡1 
61.ll ·D0.20 ·Bi,96 41.11 )14,90 463.27 27,7) iJJ,Ob 

-51.19 -lbJ.56 -136.71 -IH.36 6'.;J,J.l 740.B3 511.os 424,13 
-4?.9J -113.6? -;.uo 61,bl 61M1 1540,22 1167,88 tJb,46 
74,24 101.04 Tl.73 11?,42 m.65 '21J.31 161.91 ·75.03 · 

9,!iS ~J17,36 p94,~.1 ~35,Jó ~~.J.JO tOé.44 7S~1Bl lbl,{i5 
fü,75 19.42 -7.3? 117.22 534, 79 3é53.0J 849.67 430,45 
43,9'.• -71.05 -75.M -15,75 2\S.35 657.79 J\19,0l 41,26 

·15.84 -34,59 -52,?6 11.11 563.74 341.97 128.02 Bb,53 
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C A P I T U L O 4 

GENERACIÓN DE MUESTRAS SINTÉTICAS 

MÉTODOS NO-CLÁSICOS 

Al hablar del uso de algún modelo de generaci6n de muestras 

sintéticas para generar escurrimientos, hablamos de una herra

mienta poderosa en el diseño y análisis de sistemas de recursos 

~aprovechamientos hidráulicos. En general (planeaci6n, cons

trucci6n y desarrollo) representa un campo de aplicación para 

el enfoque y las técnicas de la ingeniería de sistemas por el 

carácter multiprop6sito (suministro de agua industrial, munici

pal, agrícola, navegación, hidroelectricidad, control de inun

daciones, etc.) y multiobjetivo {desarrollo econ6mico regio

nal, protección del ambiente, maximizaci6n del bienestar so

cial, etc.) del sector hidráulico. 

Considerando incertidumbre en la secuencia exacta del escurri

miento fluvial para años futuros, se debe trazar algún modelo 

de generación de muestras sintéticas que muestren las proba

bles variaciones de escurrimientos y que conserven los princi

pales parámetros estadísticos generados, se llaman operacio

nales ~ sintéticos para distinguirlos de los escurrimientos 

históricos. El área ha sido llamada hidrología operacional, 

y ultimamente se le conoce también como hidrología estocástica. 



Algún modelo de generación de muestras sintéticas no pretende 

desplazar la experiencia de hidrólogos, sino de completar y 

apoyar los resultados y herramientas ya clásicos de esta ma

teria. 

En ciertos casos de hidrología, es necesario enfocar el probl~ 

ma de predicción desde un punto de vista no estructural, este 

no trata de encontrar una explicaci6n causal de la variable b~ 

jo estudio, se puede decir que solo tratan de ajustarse al co~ 

portamiento de la variable. Esto es, los valores de una vari~ 

ble se analizan de una manera aislada. La mayoría de los mode 

los para generar muestras sintéticas pertenecen al enfoque no

estructural que serán analizados en este capítulo. 

4.1 SERIE DE TIEMPO Y PROCESO ESTOCÁSTICO, 

En hidrología se tiene un conjunto finito de observaciones en 

el tiempo, de la variable bajo estudio, se trata de una serie 

de tiempo. Una serie de tiempo ~ serie cronológica ~ un con 

junto finito de observaciones hechas a intervalos iguales de 

tiempo de una cierta variable bajo estudio. Suponga que se 

tiene una serie de tiempo como parte de una realizaci6n de un 

proceso estocástico. Dicho proceso se define como una suce

sión de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio 

de probabilidad. 

El objetivo teniendo como base a la serie de tiempo es un modelo 

estocástico de entre una clase de modelos, que sea lo más 
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simple posible pero sin perder la representatividad de la se-

rie. 

La base en el estudio de series de tiempo es suponer, que el 

conjunto de observaciones, es una realización de variables 

aleatorias distribuidas conjuntamente. 

Esto es, la secuencia de observaciones z1 , ... ,zn formada a es 

pacios iguales en tiempo (discreta) , se supone extraída de la 

distribución de probabilidad, es decir: 

P 1' ' ' . 'N ( z 1' ' ' ' 'ztl) ' 

El objetivo, es usar esta distribución conjunta para inferir 

observaciones futuras, por ejemplo: 

Conocida esta relación permitirá usar z1 , ... ,z~ para hacer 

proposiciones sobre el posible resultado ~e zT+l' 

En la vida práctica este camino es muy complicado y en su lu

gar se trata de establecer el mecanismo que genera las obser

vaciones, y a partir de éste, calcular la distribución condi

cional de observaciones futuras. 

La suposición fundamental para poder pronosticar en base a la 

historia, es que ésta se comparta como lo ha hecho en el pas~ 

do, aunque no necesariamente igual, sino con ciertos valores 

promedio o esperados que séan iguales. 
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sin esta suposici6n este enfoque no tendría sentido. En otras 

palabras, lo que se necesita es que la estructura de probabil~ 

dad de la serie sea invariante con respecto al tiempo t, esto 

es: 

P(zt , ... ,zt ) 
1 k 

P(zt + , ... ,zt +) 
1 m k m 

en donde t 1 , ... ,tk, siendo m y K enteros. 

ci6n se le conoce como estacionaridad estricta. 

- (1) 

A esta candi-

Algo más débil que puede pedirse, es que la media de las obser 

vaciones sea independiente de t y que la covariancia entre zt 

y zt+j depende solo de j es decir: 

- (2) 

A estas condiciones se les conoce como estacionaridad débil de 

orden~, (es decir, hasta el segundo momento es independiente 

de t) . 

La estacionaridad estricta implica débil, esto es, (1) impli-

ca (2) ya que si K=l en (1) se obtiene: 

en donde, la densidad de zt no depende de t, es decir: 
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Por tanto 

E[zt) = f z p(z)dz µ para toda t. 

Para el caso de las covarancias, de (1) con t 1=t, t 2=t-j y 

m=k resulta: 

Por lo tanto la densidad conjunta solo depende de la difcren-

cia de sus índices, en este caso j, esto implica que: 

Por otro lado, para el caso en que se supone que p(zt , ... , 
1 

zt ) es la distribuci6n normal multivariada, la estacionari
k 

dad débil implicará la fuerte, en otros casos no necesaria-

mente es cierto. 

4.2 CLASIFICACIÓN DE SERIES DE TIEMPO, 

En la rama de la hidrología las series de tiempo se pueden 

clasificar de la siguiente manera: series de tiempo univari~ 

das en algún sitio específico, es decir, son series que con-

tienen escurrimientos anuales o mensuales, registrados en una 

estaci6n de aforo. Otro tipo de series son las llamadas 
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multivariadas en diversos sitios ó en un solo sitio pero de 

diversas cualidades, por ejemplo los escurrimientos anuales 

medidos en varios puntos de aforo o todos ellos juntos o al

gunos otros en una sola estación de aforo. 

Además es necesario saber el interval~ de tiempo con el cuál 

se va a trabajar la serie de tiempo. Desde un punto de vis

ta práctico, las series pueden ser: 

1) Series de tiempo hidrológicas continuas, en donde, hay un 

registro constante de datos perteneciente a la serie y el 

intervalo de tiempo puede pensarse como cero. 

2) ~~ de tiempo hidrológicas con intervalo de tiempo que 

se refiere a una fracción del día. Estas tienen interva

los horarios sin exceder a las 24 horas, representan los 

ciclos anuales y diarios en sus parámetros estádisticos 

básicos, considerando las variaciones aleatorias. 

3) Series ~ tiempo hidrológicas con intervalo de tiempo 

aludiendo a una fracción del año. Es decir, tienen inteE 

valos de tiempo diario, semanal, mensual, estacional, etc. 

Ellas contienen los ciclos anuales, además tomando en 

cuenta las variaciones aleatorias. 

4) ~ de tiempo hidrológicas anuales, se refiere a un i~ 

tervalo de tiempo que es anual y las cuales por la inte

gración sobre el año, no existen ciclos. 
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Cuando se trabajan series de tiempo de la forma univariada, 

por lo general se explican por medio de la estimación de sus 

parámetros estadísticos, es decir, la media, variancia, coe

ficiente de asimetría, función de distribución de probabili

dad y la estructura de dependencia en el tiempo. 

Por otro lado, las series de tiempo se representan por compo

nentes cuyas tendencias de año en año y cambio determinísti

cos, cambios cíclicos o periódicos diarios y anuales, los ca~ 

bios cuasi periódicos producidos por efectos de la marea en 

las series de tiempo y los componentes que representan las va 

riaciones estocásticas o aleatorias. 

Teniendo en cuenta la inconsistencia (errores sistemáticos) 

y además la falta de homogeneidad (cambios en la naturaleza 

provocados por el hombre o por causas naturales de la forma 

eruptiva, evolutiva o repentina), son las principales razones 

de las tendencia de año a año y de los cambios determinísti

cos anteriormente mencionados. Para resolver adecuadamente 

las características de las series de tiempo, la inconsisten

cia y la falta de homogeneidad debe ser removidos. 

No hay que olvidar que los ciclos astronómicos causan las pe

riodicidades y cuasi periocidades en los parámetros estadísti 

cos cambian periodicamente durante el año. 

cuando se habla del concepto de aleatoriedad en las series de 
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tiempo hidrológicas, se presenta por la unión de diversas co~ 

secuencias como son: turbulencia, conversión de calor, proce-

sos termodinámicos aleatorios y otros muchos procesos ambien-

tales del globo terrestre. 

4.3 PARÁMETROS ESTADÍSTICOS BÁSICOS DE LAS SERIES DE TIEMPO, 

Considerando que en problemas de la vida práctica sólo se ti~ 

ne una muestra de la sucesión {zt} de una serie de tiempo, 

los parámetros estadísticos básicos son representados de la 

manera siguiente: 

Media de la muestra: 

Variancia de la muestra 

s2 

Coeficiente de asimetría 

g 

Función de autocovariancia 

1 
N 

1 

1 N 
Ñ I zt 

t=l 

N 
¿ (z -t t=l 

N 
-~ (zt 

Ñ t=l 
s 3 

z> 

z) 3 

c. 
J 

1 N.,-j 
N-j I (zt - z) (zt+j - Z); 

t=l 
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Función de autocorrelación (FAC) 

!1-j 
¿ (zt - z) (zt+J' - z) 

t=l 
N 
¿ (zt - Zl 2 

t=l 

en donde, N representa el número de años de registro y el ín-

dice j es el tiempo de retraso. Ahora los parámetros estadís 

ticos de una serie de tiempo de la forma z tal que v=l, .. 
v,t 

... ,N y T = 1, ... ,w son: 

Media periódica 

Variancia periódica 

s2 
T 

1 N 
'(z -zl 2 

N-1 l v,T T v=l 

Coeficiente de asimetría periódico 

N 
1 I (zv,T - z ) 3 

N v=l T 
gT s3 

T 

Función de autocovariancia periódica 

c. 
J •T 

Función de autocorrelación periódica 
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N 
1 l (z - z ) (z . - zm ... l 
Ñ v=l v,T T v,T-J 

u. 
JI 3 

s'.:' 

en donde, N es el número de afios, w es el número de interva-

los de tiempo en el afio, las dos últimas expresiones si T-j<l, 

N se cambia por N-1; zv,T-j se cambia por zv-l, w+T-j y zT-j 

se cambia por zT+ .. W-J 

4,4 TEéNICA DE BOX-JENKINS, 

La técnica de Box-Jenkins (1970) sirve para analizar series 

de tiempo hidrológicas y seleccionar modelos estocásticos que 

son la generación de muestras sintéticas y el pronóstico en 

sucesos hidrológicos. 

Los principales ?bjetivos de la técnica de Box-Jenkins son: 

1) Elegir un modelo estocástico de una clase general de mode-

los, que sea lo más simple con el menor número de paráme-

tros posible (parsimonia) y que represente adecuadamente 

la serie bajo estudio. 

2) Realizar pronósticos puntuales y por intervalos con el mo 

delo seleccionado. 

La clase general de modelos considerados, se le conoce co 

noce como Autoregresivos Integrados de Media Móvil 

(ARIMA). 
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Esta clase general, contiene modelos estacionarios y no. 

estacionarios hallados en series de tiempo hidrológicos. 

El desarrollo de selección para análisis de series de tiem 

po es iterativo, esto es, es un proceso de adaptación o de 

prueba y error. 

Los pasos a seguir en dicho proceso son: 

a) Postular una clase general de modelos útil para los fines 

a obtener. 

b) Identificar una subclase de modelos a considerar tentati

vamente en base a los datos de la serie. 

c) Estimar los parámetros del modelo tentativo. 

d) Verificar si el modelo es adecuado, o bien la forma de mo

dificarlo. Es decir, si el modelo no es apropiado, se re

pite el ciclo de identificación, estimación y verificación. 

A continuación, se representa esquemáticamente los pasos 

expuestos anteriormente. 
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POSTULAR UNA CLASE 

GENERAL DE MODELOS 

IDENTIFICAR TENTATIVA-
-

MENTE EL MODELO, 

' 

ESTIMAR LOS PARÁMETROS 

DEL MODELO 

" 
VERIFICAR 

NO lEL MODELO ES SI 

ADECUADO?, 

USAR EL MODELO PARA 

PRONÓSTICO 
ro 
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La identificación tentativa se realiza utilizando la estima-

ci6n de las funciones de autocorrelaci6n (FAC) y autocorrela-

ción parcial (FAP) de la serie de tiempo. Al mismo tiempo, a 

partir de éstos se obtienen estimados preliminares de los par~ 

metros del modelo para la etapa de estimación, en conclusión 

las funciones FAC y FAP son de gran importancia, en la ident~ 

ficación de modelos. La estimación definitiva de los paráme-

tros se lleva a cabo en base al método de máxima verosimilitud. 

La. verificación, se lleva a cabo analizando los residuales y 

se ve la posibilidad de corregir deficiencias del modelo. 

Además, en este paso se pueden comparar varios modelos para 

la misma serie de tiempo hidrológico. 

Habiendo encontrado el modelo adecuado, entonces se pueden 

efectuar pronósticos puntuales y por intervalo. 

El tipo de procesos a modelar por Box-Jenkins mas apropiados 

son los siguientes. 

A) Proceso de media movil ó promedio móvil "MA" 

B) Pr.oceso autorregresivo "AR" 

C) Proceso autorregresivo-media móvil "ARMA" 

D) Proceso autorregresivo integrado de media móvil "ARIMA" 

A. Proceso de Media Movil MA(q}. 

Se llama un proceso de media móvil de orden ~, definido como: 
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en donde, los valores zt de la serie de tiempo hidrológica es 

estacionaria y son generados por una suma ponderada de las q 

anteriores perturbaciones (o ruido blanco) distribuidas, idén 

ticamente e independientemente con E(atl 

más la media y la perturbación actual. 

Casos particulares: 

PROCESO DE MEDIA MOVIL DE ORDEN UNO. MA(l) 

La media 

La variancia 

Yo a 2 (1 
a - e ~l 

yl -8 a 2 

1 a 

Yj o si j > i 

FAC 

Po 1 

Y1 ª1 
P1 Yo - i+ei 

pj o si j > 1 
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PROCESO MA(2) 

en donde 

FAC 

Yo 0 2 e i + e 2 + e 2 ¡ a i 2 

Y1 
-02 ª1 (1 - e 2 l a 

Y2 
-02 

ª2 a 

yj o si > 2 

Po 1 

8¡(1-02) 

pl 
1 + e~+ e~ 

P2 
82 

1 + ez + 0~ 
l 

p.= O si j > 2 
J 

Finalmente para un proceso MA(q) 

Autocovariancia 

o 2 r e~ tal que ªo 
a i=O l. 

1 

y. o!<-e].+ele].+l+ ... +e .6); j=l, ... ,q 
J q-J .. q 

. ··-· 
o j > q 
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FAC 

Po 1 

-e. + ª1 ªj+l + ... + e 51-j 
e 

J SI pj 
l + e2 + ... + 92 

l q 

j=l, ... ,q 

pj o i > q. 

El correlograma de un proceso MA(q) consiste de picos en los 

rezagos l, ... ,q. 

B. Proceso Autorregresivo AR(p) 

Sea zt una serie de tiempo estacionaria, la cual se expresa 

en termines del disturbio y de las observaciones pasadas, de-

finiendo el proceso autorregresivo de orden E (autorregresivo 

porque estan haciendo una regresión de una variable de si mis 

ma), esto es: 

en donde o es una constante. 

Este proceso es muy útil en problemas de series de tiempo hi-

drológico. 

·Proceso AR ( l) 
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La Media 

covariancia 

Variancia 

FAC 

(J 2 

.pj -ª-
1 l-.P2 

l 

(J 2 

-·-ª-
1-.pz 

l 

4>j 
1 

j O, l, ... 

El FAC decae exponencialmente en raz6n al exponente de .p 1 . 

Si se quiere construir un AR(l) con un proceso MA, se tendría 

que incluir muchos parámetros. Al concepto de evitar trabajar 

con muchos parámetros se le llama principio de frugalidad. 

Proceso AR (2) 

Sea un operador de rezago ~ definido como 

j =:O, l, ••. 
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Similarmente, se puede escribir AR(2): 

y se puede demostrar que el proceso escrito en términos del 

operador es estacionario, si las raíces de la ecuación carac 

terística del proceso 

estan fuera del círculo unitario (en el plano complejo). 

Equivalentemente 

tJ>2 - <P1 < 1 

ya que el proceso es estacionario, la medía es: 

Autocovariancias 

Yz 

j > 2 
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FAC 

El FAC representado por las ecuaciones anteriores se le cono-

cen como ecuaciones de Yule-Walker, éstas sirven para hallar 

las estimaciones preliminares de ~l y ~ 2 . 

La f6rmula de recurrencia para p. es: 
J 

j > 2 

Proceso AR ( p) 

Por medio del operador B se puede escribir: 

Para que AR sea estacionario se necesita que las raíces de la 

ecuación 

queden fuera del círculo unitario. 

Ya que·e1 proceso es estacionario, entonces: 

La media es: 

ó 
µ 
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Covariancia 

+ ... + <P y 1 p p-

Para rezagos mayores a p 

y. = <P1Y· 1 + ... + <ji y. ) J- p J-p 
j :> p 

De las ecuaciones de covar~ancia, se obtienen las ecuaciones: 

qil + ... + cp p 1 p p~ 

De la ecuaci6n para rezagos mayores a p, resulta que: 

En general 

p.=cjJ1P·1+ ••• +cpp. J J- p J-p 
j > p 

ª2 a 
N cr 2 

(N-p) 

p 

(1- ~ cj¡J.rJ.} 
j=l 

Los procesos antes mencionados se pueden utilizar en problemas 

cuando se trabajan series de tiemp~ hidrol~cas ~nuales, pero 
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también se puede dar el caso cuando se llevan a cabo series 

de tiempo hidrol6gicas con intervalos de tiempo menor que el 

anual [9]. 

C. Procesos Mezclados Autoregresivos de Media Movil ARMA(p,q). 

Este proceso es una mezcla de los modelos AR y MA vistos an-

teriormente, es decir: 

A esta clase de modelos se les llama ARMA de orden (p,q). Pa 

ra problemas de series de tiempo en hidrología, la inclusi6n 

de terminos AR y MA resulta un modelo con un número de pará-

metros pequeño en comparación con los que tendría un modelo sa 

tisfactorio, puramente AR o MA. Así se afirma el principio de 

frugalidad. 

Sus condiciones de estacionaridad e invertibilidad del ARMA(p,q) 

son que las raíces de las ecuaciones características 

l - .p1B - o 

y 

queden fuera del círculo unitario. 

La forma general del proceso ARMA(p,q) es: 

<ji (B) zt = 6 + 6 (B)at p o q 
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tal que 

Proceso ARMA ( 1, 1) · 

uno de los procesos con mayor aplicaci6n en el terreno de la 

hidrología es el ARMA(l,1), debido a su simplicidad, es decir: 

La media 

µ 

Ademas: 

Yo 4'1 Y1 + 02 - 81 (4'1 - G ) o 2 
a 1 a 

Y1 4'1 Yo e 0 2 
1 a 

yj = 4>1Yj-l j > 1 

Utilizando y 0 y y1 de las relaciones anteriores en terminosde 

Yo 

Y1 

FAC 

(1 + e 2 
- 2 4'1 81) 1 02 

1 - q,z a 
l 

(1 - 4'1 81) (cjil - 81) 
02 

1 - q,z 
1 a 

1 

(1 - 4'181) {lj'l - 81) 

¡1 + e~ - 2 q, 1e1 > 

97 



j > 1 

El FAC decae exponencialmente desde el valor inicial p
1

. 

En forma parecida se puede modelar para el caso de ARMA(p,q) 

periodicos. 

Comentario 

Cuando se desea generar muestras sintéticas utilizando el mo-

delo ARMA(p,q) es por medio recursivo, es 

p q 

zt l <ji. zt . + a - ¿ e. 
j=l J -J t j=l J 

en donde: 
o o 

ªt 
02 st a 

st = número normal estandar 

Por medio de las ecuaciones de Box-Muller 

s1 = (2n l:..¡~ cos 2ITµ 2 µ¡ 

(2n l:_¡~ SEN 2ITµ 2 
111 

decir: 

ªt-j 

tal que µ 1 y µ 2 son números aleatorios con distribuci6n unifor 

me en (O, 1). 
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Funci6n de Autocorrelaci6n Parcial FAP 

De acuerdo a que el FAC de AR(p) es infinita en extensi6n, no 

es posible por medio de ésta identificar su orden p,de aquí 

que se recurre a la funci6n de autocorrelación parcJ.al FAP de 

finida como: 

1 

pk-1 pk-2 º1 pk 

$kk 
1 pl P2 pk-1 

p 1 p 
1 k-2 

1 

Un proceso MA{q) equivale a un AR de orden infinito y su co

rrespondiente FAP es infinito en extensión. Esto constituye 

el dual del hecho de que a un proceso AR(p) le corresponde un 

FAC infinito en extensi6n. A continuaci6n se expresará un re

sumen del FAP de los modelos vistos anteriormente. 
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FAP de un AR (1) 

Pi 
T <P1 

o k > 1 

FAP de un AR(2) 

Pi _j_L_ 
l-<P2 

1 Pi 

Pi P2 P2 Pi 

Pi 
<P 2 

1 Pi 1 -

Pi 1 

En general, se cumplira que rppp rpp si el proceso es AR(p). 

FAP de un MA(l) 

y por lo tanto 

esto es, estará dominada por el decaimiento exponencial de Jel. 
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FAP de un MA(2) 

Es bastante complicado hallar la ecuación del FAP para MA(2). 

Solo se puede decir que está dominada por la suma de dos ex-

ponenciales (y por tanto un decaimiento más lento que para la 

FAP de un MA(l)) si las raíces de la ecuación l-<P 1 B - 4, 2a 2 == O 

son reales, y dominada por seno amortiguados si las raíces 

de l-1jl¡B - iti 2 B2 = O son complrc:·'.'" 

FAP para un ARMA(l,l). 

La FAP para un ARMA se conduce como la FAP de un MA(l), pero 

después de su valor inicial ~ 1 1 = p1 q, 1 • 

Finalmente, se verá que algunas series de tiempo hidro16gicas 

se comportan como modelos no-estacionarios. Para considerar 

éste tipo de series, habrá necesidad de modificar los modelos 

ARMA. La modificación de dichos modelos reciben el nombre de 

proceso autorregresivo integrado de media móvil, denotado por 

ARIMA. 

D. Proceso Autorregresivo Integrado por Media Móvil ARIMA . 

. Para construir este tipo de modelos, se toman las diferencias 

sucesivas de la serie original, esto es: 

Normalmente en este caso el corrimiento vertical, de la serie 

diferenciada wt resulta ser estacionaria. En general, se toma 
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d 
la d-ésima diferencia V zt wt' se puede expresar por un ARMA 

de orden (p,q) 

- e a q t-q 

Al proceso definido anteriormente recibe el nombre de proceso 

autorreg_resivo integrado de media móvil de orden (p,d,q). 

Existen otros métodos para conseguir estacionaridad, es de-

cir, no es suficiente diferenciar y se recurre a otra forma 

de transformar la serie, por ejemplo, el logaritmo de la se-

rie original [4]. 

El proceso ARIMA, definido por: 

es muy general, ya que contiene tanto autorregresivos, de me-

dia móvil e integrados. 

El objetivo es resolver que proceso de éste conjunto puede re-

presentar a la serie bajo estudio. 

La conexión de un proceso ARIMA con la serie, se logra por el 

método iterativo, es decir, identificación, estimación y veri-

ficación. 

Recuerde que los modelos ARIMA, contienen un conjunto de modelos 

estacionarios y no estacionarios que representan muchas series 

de tiempo hidrológicas. 

102 



4,5 MODELOS ESTACIONALES, 

Esta sección versará sobre las principales propiedades y em

pleo de una clase especial de los modelos ARIMA, encargados en 

modelar series de tiempo hidrológicas que presentan periodici

dades. 

Nuevamente Box-Jenkins considera una clase particular de pro

cesos estocásticos, que representan la conducta estacional de 

las series de tiempo hidrológicas, el cual se representa por 

el modelo siguiente: 

Este modelo recibe el nombre de modelo ARIMA multiplicativo 

estacional, (p,d,q)x(P,D,Q)s' son analogos a los desarrolla

dos anteriormente para los procesos ARIMA(p,d,q), además se 

siguen los mismos procedimientos, es decir, identificación, 

estimación y verificación. 

4,6 PROCESOS AUTORREGRESIVOS n.1LTIVARIADOSDE SERIES DE TIEMPO, 

En el momento que se hacen estudios sobre el campo de la hi

drología son comunmente multivariados en la naturaleza. Por 

ejemplo, la planeación de cuencas de ríos involucra el desa

rrollo de sitios múltiples, los cuales están naturalmente re

lacionados. La operación de un almacenamiento no puede ser in 

dependiente de otros, ubicados sobre el mismo río, por lo que 

es necesario el empleo de procesos multivariados. 
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Proceso AR(l) 

Proceso AR ( 2) 

en donde: 

+ zt = A zt-1 

z(i) i 
t , 1, ... ,n. 

zt = AlZt-1 + A2Zt-2 + Bat 

z(i) 
t 

i = 1, ... ,n. 

A, A1, A2 Y B representan matrices de parámetros de 

orden nxn. 

ªt es un vector nxl variables independientes nor 

malmente distribuídas 

Media 

Variancia 

("l 
E(Z~ )=O 

Matriz de correlaci6n 

i 1, ... ,n 

i 1, ... ,n 
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p2l 
k 

p l 2 
k 

p 2 2 

k 
Pi.n 
k 

ij ji tal que pk y pk son los coeficientes de correlaci6n cruzada 

entre las estaciones (Z(i} z(j)) t , t-k . 

Proceso AR(l) 

si k > o 

si k > o 

Proceso AR(2) 

Para hallar la estimaci6n de los parámetros de los procesos 

AR(l) y AR(2), por medio del método de momentos, 

Proceso AR(l) 
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Proceso AR(2) 

tal que B es una 11\3.triz triangular inferior. 

Para la generación de muestras se puede dar por la siguiente 

relación 

~{i) 
t 

Y
A (i) A {i) + A {i) (i) 

t µ a zt 

4.7 PROCESOS DE DESAGREGACIÓN, 

Los proceso~ ~ modelo~ de desagregación se dividen en dos pri~ 

cipales grupos: 

A.- Desagregación espacial 

B.- Desagregación temporal 

A. DESAGREGACION ESPACIAL. 

Desagregación de serie a la salida de la cuenca estación C, a 

series dentro de la cuenca estación A y estación· B. 
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B. DESAGREGACION TEMPORAL 

Si en una estación cuentan con series de tiempo anuales, se 

pueden desagregar o separar en series de tiempo semestrales, 

quincenales, semanales, etc. La serie de tiempo a la cual se 

le efectua la separación se le conoce "serie de tiempo clave". 

PROCESO GENERAL DE DESAGREGACION 

Y AX + Ba 

en donde: 

Y Subserie 

X Serie de tiempo clave ó serie clave 

a = Serie de tiempo aleatoria 

A y B 

X e Y 

Son matrices de parámetros (relacionado con la estruc 

tura causal) . 

Son normales con media cero y matriz de variancia

covariancia "¿''. 
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Para el caso en que se considere la media diferente de cero 

el modelo o proceso anterior, se puede escribir como: 

y AX + Ba + e 

Como un ejemplo de lo anterior, suponga que se van a separar 

datos anuales de dos estaciones dentro de los datos mensuales 

es decir: 

y24Xl = A24X2 X2Xl + B24X24 ª24+1 

B. PROCESO DE DESAGREGACION TEMPORAL UNIVARIADO. 

Primeramente se analizará el modelo básico. 

en donde: 

Ventajas: 

Y AX+Ba 

Y Componente estacional 

X Componente anual 

l. Garantiza las covariancias entre valores anuales y esta

cionales. 

2. Garantiza las covariancias y las variancias entre los 

estacionales. 

3. Garantiza w2 + w. 
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Desventajas. 

1. Los momentos generados· son inconsistent.es. 

2. Y1 no está relacionado con Y0 . 

3. El número de parámetros es grande. 

PROCESO EXTENDIDO. 

Y AX + Ba + CZ 

en donde, Z toma valores estacionales del año anterior. 

PROCESO CONDENSADO. 

Ventajas 

l. Conserva covariancias entre valores anuales y estacionales. 

2. Conserva variancia y covariancias de retraso unitario. 

3. Reducción importante de parámetros. 

Desventajas 

-1. No es simple 

2. Dado que los datos estacionales no se generan simultánea

mente, éstos al sumarlos no dan los datos anuales. 
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MODELO DE DESAGREGACION TEMPORAL MULTIVARIADO. 

Y AX + Ba + CZ 

dicho modelo es similar al proceso extendido, pero difiere en 

las dimensiones. 

Ventajas 

l. Preserva las correlaciones cruzadas entre datos en varios 

lugares. 

Desventajas 

l. Muchos parámetros . 

PROCESO DE DESAGREGACION ESPACIAL 

Y AX + Ba + CZ 

Ventajas 

l. Conserva los momentos con desfasamiento cero entre sub

estaciones. 

2. Garantiza los momentos con desfasamiento unitario entre 

subestaciones. 

3. Preserva los momentos con desfasamientos cero entre las 

estaciones clave y las subestaciones. 
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ESTIMACION DE PARAMRTROS 

l·lodelo general 

Y AX + Ba 

en donde: 

Syy Matriz de covariancias entre las series estacionales. 

SXY Matriz de covariancias entre las series anuales y las 

estacionales. 

SXX Matriz de covariancias entre las series anuales. 

SYX Matriz de covariancias entre las series estacionales y 

anuales. 

ésto también es válido para el proceso básico temporal. 

PROCESO EXTENDIDO TEMPORAL 

Y AX + Ba + CZ 

·Cuya estimación de parámetros son: 

A 

e 
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PROCESO CONDENSADO TEMPORAL. 

en donde las estimaciones son: 
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PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE 

Por su característica exclusiva los modelos 6 procesos de 

desagregaci6n o separaci6n, afirman que la subserie generada 

es de alguna forma razonable. El proceso entero es fundamen

talmente guiado por la serie clave. En la ocasión de una de

sagregaci6n anual a estacional, si la serie anual está bien 

generada, los datos estacionales automaticamente serán muy l~ 

gicos simplemente porque los datos estacionales deben sumarse 

para dar la serie anual generada. 

Las correlaciones desfasadas para los datos estacionales son 

por lo menos indirectamente garantizadas por la preservación 

directa de las correlaciones anual a estacional, las medias, 

variancias y correlaciones seriadas de retraso unitario son 

por lo menos directamente garantizadas para los datos estacio 

nales. 

Posiblemente, la distribuci6n se conserva adecuadamente por 

transformaciones de los datos. Una ventaja de los procesos 

de datos estacionales es que cualquiera de los errores o de 

los parámetros no adecuadas del modelo se distribuyen entre 

los parámetros estadísticos estacionales más que concentrar

se en los parámetros estadísticos de las series de tiempo 

anuales. 
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RECOMENDACIONES. 

l. Dibujar los datos históricos transformados en papel de 

probabilidad normal. 

2. Dibujar los datos históricos sin transformar en papel de 

probabilidad normal. 

3. Dibujar la distribuci6n de los datos generados en papel 

de probabilidad normal, 

La linealidad de las correlaciones deben ser comprobadas. Por 

tal razón, se sugiere que las series transformadas dependien

te e independientemente sean graficadas una con otra. Se re

comienda las correlaciones preservadas indirectamente que se 

consideren importantes. 

Posteriormente se analizarán algunos ejemplos relacionados 

con la teoría, explicado anteriormente en este.capítulo. 

114 



4.8 EJEMPLOS, 

Ejemplo l. (Variancia de un Modelo ARMA ( 1, 1) ) . 

Deducir la variancia de un proceso ARMA(l,l) en términos de 
2 

cl>11 61 y ºa· 

Demostraci6n. 

Sea el modelo ARMA(l,l) 

Para obtener la variancia del modelo o proceso, note que: 

z = zt 
ó la desviación del proceso con respecto a su t - r=e;:-1 

dia (en donde ó O) , generado por: 

la variancia y
0 

= V(zt) de (2) es: 

-2 

zt = cl> 1 2t zt-1 + zt ªt - 61 zt ªt-1 

Yo E( z: ) = $1 E[ Zt Zt-l ) + E( ~t ªt )- 81 E( ~t ªt-l 

= $iY 1 + a: - 81 E[ Zt ªt-l ) -(3) 

me 

De (3) el término E[ ~t ªt-l ) es la covariancia entre zt y la 

perturbación previa. 

De (3), el último término E(Zt ªt-l), se puede expresar como: 
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Ahora, se probará que E(zt at) = E(zt-l ªt-ll 

estacionalidad. 

De (2) 

2 

zt-1 ªt-1 = $ 1 zt-2 ªt-1 + ªt-1 - $ 1 ªt-2 ªt-1 

ªa' por la 

$1 (O) 
2 

8 i (O) = E(at-1) ª2 + E(at-1) - a 

E (Zat) E (Zt-1 ªt-1) ª2 a 

Sustituyendo (4) en (3): 

2 2 2 2 

Yo = $1Y1 + ªa - 81 $1 o + e1 a a a 

2 
($1 

2 
- (5) Yo = $1Y1 + a - 81 - e i l ªa a 

Pero y 1 $ 1 y0 - 810~, se puede probar, utilizando (2). 
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Concluyendo, es decir, sustituyendo (6) en (5): 

2 2 2 2 2 

<l>1(<hro- 81 ºal + o - 81$10ª + 81 o a a 

2 
<1>18102 + 

2 2 2 2 

<l>1Yo - o - G1$ 1oa + 81 o a a a 

2 2 2 2 

ºa - 2$1810ª + 810ª 

2 2 
(1 + 81 - 2<h81l ºª 

1 - 01 

• 

Ejemplo 2. (Proceso Autorregresivo Multivariado). 

La parte municipal de la ciudad de Nueva York se abastece de agua 

de tres depósitos en paralelo localizados en los más alto de la 

cuenca del río Delawer. La matriz covariancia y la matriz 

covariancia con retraso 1, cuyas estimaciones fueron basados 

en registros de flujos de 50 años dados en (m 3 /s): 

20.002 21. 436 6.618 

21.4.36 25.141 6.978 

6.618 6.978 2.505 
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y etc. para 11 23 y 11 33· Note que b .. = o para i < j, y M debe 
l.] 

ser simétrica, ya 
T 

que en· es necesariamente simétrica. 

sea A = -1 donde, el determinante de la matriz slso ' en s 0 es: 

1so1 = 13.414 

La matriz inversa de so es: 

1.065 -0.560 -1. 253 

I -1 
-0.560 0.470 0.171 so 

-1.253 o .171 3.233 

l. 038 -0.148 -1. 667 

J 
A -1 J.. 44 3 -0.306 -2.226 siso 

0.345 -0.019 -0.586 

Ahora: 

BBT so - AS AT SO - sl 
-1 T 

o so sl 

ml = T 
so - AS 0A 

20. 002 21.436 
6.618 I ,-3.017 3.654 1.158 T 

BBT 21.436 25 .141 6. 9 78 4.477 l. 389 1 1 3.655 

6.618 6.978 2.505 1.15 7 l. 387 0.448 

- 16.985 17.782 5.460 

M BBT 17.782 20.664 
s.590 1 

5.460 5.590 2.057 
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Ej ernplo 3. (Modelo ARMA (p ,q)) 

De la siguiente tabla, se presenta un registro de flujo que 

comprende 60 - años para flujos normalizados del río Gota 

cerca de Sjotop-Vannersburg. 

1898 1.158 1918 0.948 1938 0.892 
1899 l. 267 1919 0.907 1939 l. 020 
1900 l. 013 1920 0.991 1940 0.869 
1901 0.935 1921 0.994 1941 0.772 
1902 0.662 1922 0.701 1942 0.606 
1903 0.950 1923 0.692 1943 0.739 
1904 1.121 1924 l. 086 1944 0.813 
1905 0.880 1925 l. 306 1945 1.173 
1906 0.802 1926 0.895 1946 0.916 
1907 0.856 1927 1.149 1947 0.880 
1908 l. 080 1928 l. 297 1948 0.601 
1909 0.959 1929 1.168 1949 0.720 
1910 l. 345 1930 l. 218 1950 0.955 
1911 1.153 1931 l. 209 1951 1.186 
1912 o. 929 1932 0.974 1952 1.140 
1913 1.158 1933 0.834 1953 o. 992 
1914 0.957 1934 0.638 1954 l. 048 
1915 0.705 1935 0.991 1955 1.123 
1916 0.905 1936 1.198 1956 0.774 
1917 l. 000 1937 l. 091 1957 0.769 

Ajustar un modelo Markoviano autorregresivo para registro de 

flujo anual. 

Se efectuará la gráfica de la serie de tiempo, respecto a los 

flujos anuales correspondientes a los 60 años. De la figura, 

se podrá apreciar que se trata de una serie estacionaria en 

relación a su media. 
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B 

l. 325 

4.315 l. 430 

3.910 

o 

: 1 
Se han calculado los coeficientes A y B del modelo 

AZ + Ba • y y 
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Ejemplo 3. (Modelo ARMA(p,q)) 

De la siguiente tabla, se presenta un registro de flujo que 

comprende 60 - años para flujos normalizados del río Gota 

cerca de Sjotop-Vannersburg. 

1898 1.158 1918 0.948 1938 0.892 
1899 l. 267 1919 0.907 1939 l. 020 
1900 l. 013 1920 0.991 1940 0.869 
1901 0.935 1921 0.994 1941 o. 772 
1902 0.662 1922 0.701 1942 0.606 
1903 0.950 1923 0.692 1943 0.739 
1904 1.121 1924 l. 086 1944 0.813 
1905 0.880 1925 l. 306 1945 1.173 
1906 0.802 1926 0.895 1946 0.916 
1907 0.856 1927 1.149 1947 0.880 
1908 l. 080 1928 l. 297 1948 0.601 
1909 0.959 1929 1.168 1949 o. 720 
1910 l. 345 1930 l. 218 1950 0.955 
1911 1.153 1931 l. 209 1951 1.186 
1912 o. 929 1932 0.974 1952 1.140 
1913 1.158 1933 0.834 1953 0.992 
1914 0.957 1934 0.638 1954 l. 048 
1915 0.705 1935 0.991 1955 1.123 
1916 0.905 1936 1.198 1956 o. 774 
1917 l. 000 1937 l. 091 1957 0.769 

Ajustar un modelo Markoviano autorregresivo para registro de 

flujo anual. 

Se efectuará la gráfica de la serie de tiempo, respecto a los 

flujos anuales correspondientes a los 60 años. De la figura, 

se podrá apreciar que se trata de una serie estacionaria en 

relación a su media. 
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Se encontrarán los siguientes parámetros: 

Media Muestral. 

z 
1 60 
60 I 2 t 

t=l 
0.97 

z o. 97 

Variancia Muestral. 

Autocovariancia o Covariancia 

1 N-j 
z} (zt+j c. N-j l [ (zt -

J t=l 

60 

1 N 
-N l (z - z) 

t=l t 

0.04 

Muestral. 

- z) J tal que j 0,1, ... 

1 = 2,101 = 
eo l [(zt-0.97) (zt-0.97)] 0.035 

60 60 t=l 

eo 0.035 

1 59 0.8403 
el 59 I [(zt-0.97) (zt+1-0.97)] _5_9_ 0.014 

t=l 

el 0.014 

58 0.0986 
c2 

1 l [ (zt-0. 97) (zt+ 2-o. 971] - 0.002 
58 

_5_8_ 
t=l 
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c
2 

= - 0.002 

1 57 
51 I [ (zt - O. 97) (zt+ 3-0.97)] 

t=l 

c3 - 0.003 

1 56 
-56 I [ (zt - 0.97) (zt+ 3-0.97)] 

t=l 

... c4 - 0.0028 

1 55 
c5 = 55 I [(zt-0.07)(zt+5-0.97)] 

t=l 

.·. c5 - 0.006. 

Función de Autocorrelación Muestral FAC. 

0.196 
-~ = - 0.003 

0.338 - --s-5"" = - 0.006 

r. 
J 

j = 0,1, ... ,5. 

0.035 
ro = 0.035 = 1 

0.014 
rl = 0.035 = o. 4D 
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0.006 
- Cf:035 

-0.08 

-0.20 

Como en problemas prácticos no se cuenta con el verdadero FAC 

formado por los pj-ésimos, se hará el análisis en base a la 

estimación de la FAC formada por los r. ésimos, es decir: 
J 

j 1 2 3 4 5 

r. ~.40 -0.06 -0.09 -0.08 -0.20 
J 

Sea: 
q 

: ~ {l + 2 l PJ~}, 
j=l 

k > q. (1) 

En la práctica cr(rk), la desviación estándar de rk, se obtie

ne sustituyendo rk por pj y calculando la raíz cuadrada de (1). 

Además cr(rk) se utiliza como criterio para probar la hipótesis: 

H0 : pk = o para k > q, 

bajo el supuesto que rk tiene distribución normal, la probabi

lidad de aceptar que rk sea distinto de cero, dado que sea 

cero, sea aproximadamente 0.05 está dado por la región crítica: 

Este hecho es de utilidad en la identificación de modelos. 

Si q = O, es decir, que no hay correlación, entonces Var(rk)=~, 

en donde N = 60; Var (rk) = 0.17 y el error estandar cr(rk)=0.13. 

Por lo tanto la región crítica es: 
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JrkJ > 2(0.13) = 0.26 

El único punto que rebasa a 0.26 es r 1 = 0.40. Analogamente, 

para calcular los limites de confianza para un correlograma 

son: 

rk (95%) 
- 1 ± l. 96/N-K-l 

N - K 

rk(99%) 
- 1 ± 2.326/N-K-l 

N - K 

La siguiente gráfica expresa la función de autocorrelación FAC, 

llamado correlograma: 

0.4 

2 4 5 - J 

-0.06 

-o.os 
-o.og 
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La función de autocorrelación parcial FAP. 

1 

1 

pk-1 pk-2 Pi pk 

<Pkk 
1 Pi pk-1 

Pi 1 pk-2 

1 

Entonces: 

<Poo p = o 1 

<Pu 
Po 

0.4 1= 

1 Pi 

Pi P2 2 
P2 - Pi (O. 4) 

2 
-0.06 -

<f>22 2 
(O. 4) 

2 -0.26 

1 
1 - Pi 1 -Pi 

Pi 1 
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1 P1 P1 

P¡ 1 P2 

P2 P1 P¡ 

4'33 0.20 

1 P1 P2 

P1 1 Pi 

P2 P¡ 1 

1 P1 P2 P1 

P1 1 P¡ P2 

P2 P1 1 P¡ 

P¡ P2 P1 P, 

<P44 -0.08 

1 P1 P2 P¡ 

P1 1 pl P2 

P2 P1 1 pl 

Pi P2 P1 1 

Los FAP son: 

<Poo l; <Pll o. 4; <P22 -0.26; 'P33 0.20; <P44 -O. 08 . 
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La gráfica del FAP 

~KK ' 

0.4 

0.2 

1 
2 3 4 K 

-o.os 

-0.26 

Error estandar o desviaci6n estandar para FAP 

pkk O para K > q 

si 

2 para K > q 
(N-a+l) l.; 

en donde, N 60; a O (número de diferencias) 

2 -- = 0.26 
l6T 
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lrkkl < 0.26 para K > 1 

Concluyendo que: 

pkk = O para K > 1 

Aquí con '~ll = O. 40 sobrepasa el valor de O. 26. Por otro la

do, habiendo analizado los FAC y FAP respectivamente, se tra

ta de un modelo ARMA(p,q) con ARMA(l,0) 6 ARMA(O,l). 

Se considerará un modelo ARMA(l,O), es decir: 

en donde 

o constante y ªt ruido blanco. 

El siguiente paso es encontrar $ y o respectivamente. 

El valor estimado para $ es: 

<P 0.40 

corno j0.401 < 1 satisface la condición de estacionaridad 

o z (1 - $) 

o 0.97(1-0.4) 

o 0.582 
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K 

Sustituyendo en el modelo ARMA(l,0): 

Se hará la verificaci6n del modelo, por medio de los residuales 

(at = ªt - zt con t = 2, 3, ... ,) y con la función de autocorrela 

ci6n muestral de los residuales rk(a) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

rk(a) 0.03 -0.06 -0.07 -0.13 -0.06 -0.09 -0.03 -0.10 -0.13 -0.11 -0.08 

Por medio de la prueba de Box-Pierce (1970) 

k A 2 

Q = (N-d) l rk (a) 
k=l 

En donde, d, es el número de diferencias, en nuestro caso 

d = O y N = 60. 

Q = (60) (0.0843) = 5.058 

De la tabla de valores de Ji-Cuadrada con K-p-q = 11-1=10 grados 

de libertad. Los puntos de 10% y 5% para X2 con 10 grados de 

libertad, son 15.99 y 18.31 respectivamente. Es decir: 

x2 (lOl = 15.99 >o= 5.058 0.1 

x~. 05 <10)= 18.31 >a= 5.058 

Entonces, se puede concluir que el modelo es aceptado para un 

90% y 95% de confianza. (Consultar apéndice B). 

NOTA: Todal> tal> e.je.mplol> de..60.MaUa.dal> en tal> c.a.p.Uulo¿, 1, 2 u 4 ¿,andel Texto: 

Vc:uúel.. P. Luc.k..6, JeJLij R. S.te.cüngeJt y Vaug.f.cu A. Hal.th. Wa..teJt RMaUl!.Ce. Sql>.te.m.6 

Pla.roúng · rutd Ma.tyú.6. USA, PJte.n.tlc.e. Ha.U. 
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CAPITULO 5 

PREDICCIÓN DE ESCURRIMIENTOS PARA LA PRESA Feo, I. MADERO 

Para el desarrollo de este capítulo, se considera lo visto en 

los capítulos anteriores de esta tesis, en lo referente a la 

aplicación de un problema real sobre aprovechamiento hidráu

lico, consecuentemente se principiará por dar la localización 

de la obra estudiada y las características hidrológicas de la 

cuenca que lo abastece, características constructivas, carac

terísticas de capacidad y uso que se pretende dar a la obra. 

Partiendo del registro de los escurrimientos de los años de 

1949 a 1982, se desarrollaron diferentes modelos que nos per

miten llegar al pronóstico más óptimo y real de esta presa, 

encontrandose que el más aplicable, es el de Box y Jenkins 

para un modelo ARIMA multiplicativo estacional, descrito en 

la sección 5.2, 

5.1 PRESA FCO. I. MADERO. 

La presa Francisco I. Madero, construída por la Secretaría de 

Recursos Hidráulicos durante los años de 1941 a 1949 sobre el 

río San pedro, forma parte del vasto sistema de obra hidráu

licas de regulación y distribución que integran el Distrito 

de Riego de Delicias en el Estado de Chihuanua. 



El sistema de riego se inicia en el río Conchos con aguas re

gularizadas en la presa La Boquilla, después de un recorrido 

de 105 km., el canal principal descarga en la presa derivada 

del río San Pedro que recibe también las aguas de este río re 

gularizados en la presa Francisco I. Madero, y continua su re 

corrido al norte de esta corriente con una longitud total de 

142 km. 

El distrito de riego está ubicado en una regi6n de clima muy 

seco, con humedad deficiente en todas las estaciones, semicá

lido con invierno benigno, con una precipitación n.edia nual 

de 300 mm. que ocurre en unos 35 días al año en los meses de 

junio a octubre, por lo que el riego es indispensable para el 

desarrollo agrícola, ya que en esta zona se siembra, trigo, 

algod6n, alfalfa, cacahuate, sorgo, maíz, soya, frijo, cebo

lla, vid, nogal y varios. La presa Francisco I. Madero per

miti6 incrementar en 30000 ha. el área de 39700 ha. que se 

riega con la presa de la Boquilla. 

La presa Francisco I. Madero, mejor conocida en la regi6n co

mo "Las Vírgenes", se encuentra ubicada en el estado de Chihua 

hua, al sureste de la capital del estado. Se aprecia en los 

. siguientes mapas. 
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CARACTERISTICAS GENERALES DE LA PRESA "LAS VIRGENES", 

Superficie 

Precipitación media anual 

Escurrimiento medio anual 

Avenida rr.ínima registrada 

Capacidad total 

Capacidad para azolves 

Capacidad útil 

CUENCA 

VASO 

Capacidad para super almacenamiento 

Area máxima inundada 

Altura máxima 

Longitud de corona 

Bordo libre, presa 

Bordo libre, dique 

Volumen total, diques 

Volumen de concreto 

Tamaño máximo de grava 

Cemento de bajo calor 

Contenido de cemento 

Resistencia a los 28 días 

PRESA 

MATERIALES 

136 

10,600 km 2 

450 mm 

324Xl0 6 m3 

4000 m3 /s 

621Xl0 6 m3 

8 5Xl0 6 m3 

340Xl0 6 m3 

196Xl0 6 m3 

3800 ha 

57 m 

236 m 

l. 24 m 

2.84 m 

0.25Xl0 6 m3 

138X10 3 m3 

152 mm 

220 kg/m 3 

350 kg /cm 2 



ESFUERZOS 

Compresi6n aguas abajo 

Compresi6r aguas arriba 

Compresi6n contraventeo 

Esfuerzo cortante aguas abajo 

Esfuerzo cortante aguas arriba 

VERTEDOR DE EXCEDENCIAS 

Avenida de diseño 

Caudal máximo de descarga 

Caudal máximo de vertedor pesa 

Caudal máximo verLedor margen derecho 

Carga 

Caudal máximo descargado 

OBRA DE TOMA 

20 kqlcm 2 

5 kglcm 2 

80 kglcm 2 

10 kglcm 2 

4. 7 kglcm2 

7700 m3 Is 
6000 m3 ls 
2540 m3 ls 
3460 m3 Is 
5.06 m 

2017 m3 ls 

Caudal de diseño 35 m3 1s 

SUPERFICIE REGABLE 

Superficie regable 30,000 ha 

5.2 PRONOSTICO DE ESCURRIMIENTOS . 

. Partiendo de los registros de escurrimientos (millones de m3 ) 

comprendidos de 1949 a 1982 para la presa Francisco I. Madero, 

se consideraron los siguientes métodos de pron6stico para el 

caso ae escurrimiento, es decir, regresi6n lineal, exponencial 
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y Box y Jenkins para un modelo ARIMA multiplicativo estacio

nal, de la forma (l,O,O)X(0,1,1) 12 , encontrándose y dada la 

experiencia en los años en operación de la multicitada presa, 

que el modelo más aceptable para éste problema, es el de Box 

y Jenkins, es decir, (l,O,O)X(0,1,1)¡ 2 • Por tal razón es el 

método que se aplicó para un futuro de 60 años. Se pueden 

apreciar a continuación los registros históricos de escurri

miento de dicha presa, los pronósticos de escurrimientos, y 

finalmente su respectiva serie de tiempo. 
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PRONOSTICO DE ESCURRIMIENTOS (MILLONES DE M3
) 

1983 
1984 
1985 
1986 
1987 
19BB 
1989 
1990 
1991 
1992 
1993 
1994 
1995 
1996 
1997 
1998 
1999 
2000 
2001 
2002 
2003 
2004 
2005 
2006 
2007 
2008 
2009 
2010 
2011 
2012 

6.2116 
5.7733 
5.3145 
6.4389 
5.3759 

15.7590 
59.8040 

109.5236 
164.0807 

31.0651 
7.4826 
6.7490 
6.2116 
5. 7733 
5.3143 
6.4389 
5.3759 

15.7590 
59.8040 

109.5236 
164.0807 

31. 0651 
7.4826 
6.7490 
6. 2116 
5.7733 
5.3143 
6.4389 
5.3759 

15.7590 

141 

2013 
2014 
2015 
2016 
2017 
2018 
2019 
2020 
2021 
2022 
2023 
2024 
2025 
2026 
2027 
2028 
2029 
2030 
2031 
2032 
2033 
2034 
2035 
2036 
2037 
2038 
2039 
2040 
2041 
2042 

59.8040 
109.5236 
164.0807 

31. 0651 
7.4826 
6.7490 
6.2116 
5.7733 
5.3143 
6.4389 
5.3759 

15.7590 
59.8040 

109.5236 
164.0807 

31. 0651 
7.4826 
6.7490 
6. 2116 
5.7733 
5.3143 
6.4389 
5.3759 

15.7590 
59.8040 

109.5236 
164.0807 

31.0651 
7.4826 
6.7490 
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Ahora bien, con los volúmenes pronosticados en la tabla an

terior, los operadores del sistema hidráulico, podran hacer 

los pronósticos del aprovechamiento del agua tomando en cue~ 

ta, ya sea la agricultura, usos públicos urbanos, generación 

de energía eléctrica y otros usos. Estos aprovechamientos 

serán definidos de acuerdo a la evolución demográfica y soci~ 

económica de la región, así como tomando en cuenta la infraes 

tructura hidráulica establecida o que se puede establecer pa

ra atender la demanda y el uso que más convenga a los intere

ses regionales, ya que el elemento agua es primordial para el 

desarrollo de cualquier índole que contengan los conglomera

do humanos. 
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CONCLUSIONES 

Dado el valor intrínseco que tiene el agua en la regi6n del 

río Conchos, se hizo necesario aplicar un método estadístico 

que nos permitiera generar muestras sintéticas o generaci6n 

de registros hidrológicos sintéticos que nos acercaran lo más 

posible a la realidad del medio. En vista de que teniamos r~ 

gistros hist6ricos de los escurrimientos en un periodo de 33 

años, que nos permiti6 encontrar una serie de tiempo del tipo 

estacional; tomando en cuenta ésta, se aplic6 el modelo de re 

gresión lineal, exponencial y Box y_ Jenkins (ARIMA multiplica 

tivo es.tacional), encontrándose éste último el más adecuado 

para éste problema de predicci6n ~ pron6stico de escurrimien

tos mediante la obra hidráulica que se analiz6. 

Las muestras sintéticas obtenidas por el método anterior, son 

para un periodo de 60 años, ésta disponibilidad de volúmenes 

a futuro, no necesariamente es aplicable a la agricultura, 

aunque la obra fué hecha específicamente para riego de terre

nos agrícolas, pues dada las evoluciones que tienen las zonas 

en general, ésta agua puede ser usada o aplicada para otros 

fines que no sea especialmente para la agricultura, es decir, 

domésticos, públicos urbanos, generación de energía eléctrica, 

industril, además de soportar importantes ecosistemas. 
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A p ENDJCE A 

ALGUNAS D 1 STR IBUC IONES 

DISTRIBUCIÓN FUNCIÓN DENSIDAD MEDIA VARIANCIA CoEFICIENTE DE 
ASIMETRfA 

(x-olª-1e-[x-6l/sl, x_:.6,x,$>0 

sªr(a) 
2 

GAMMA as+ o aS 2 .¡e¡-
(Tres parárootros) 

o , x20 

..... 
""' lJl 

xa.-1 e-x/S 
, x>O ¡ s" r (al 

2 
as a$2 .¡ a: 

o , x20 

"' f a-1 -x f(a.) = X e dx 
o 

-(x-µ) 2/2o 2 

1 e , -co<X<oo \1 02 
NORMAL 

o./2'1 



DISTRIBUCIÓN FUNCIÓN DENSIDAD 

IOGNORMAL con x > O, x .:_ é\' cr1 > O 

O, x.s_ ~ 

MEDIA VAR!ANCIA CoEFIC!ENTE DE 
ASIMETRfA 

cr 
V= ·(µ-é\) 



DISTRIBUCIÓN 

BINCJvllAL 

FUNCIÓN DE PROBABILIDAD 
DE t-1ASA 

( 
n J x n-x 
X p q 

con x = 0,1, ..• ,n. 

MEDIA 

np 

VARIANCIA 

np:;¡ 

COEFICIENTE DE 
ASIMETRIA 



APENDICE B 

\'alnr~·\ tk .\' JiJ:.; \,il1>1n dJdu~ ~h· 1.l fu11n1111 de diqrilm;.:1Ún 

·J.111/:p !'1.i, 1.'\IL.B'.••; ¡·l\Jlt·r ( j 1J-51\I, Jl,ifJ f ]i)tilJ. J'\.'Jl\llO r 11.trlfi.::)' ! /4)~.I (Vl't l°I .Jf'l;n. 

1!1;1·}1 

F11)~· 
' ; 

·-·: . : 
X 

t:;cm¡i/11. P,11.1 3 t!l.ld•1\ lk fd:~·n .1.l. F ::o n 0 1 ~ t:UJnd.l .r ~ 11 .. 1 i. 

,-, -. -·¡-·-----~~~~~;;:;~:-~¡~~---------¡ 
/(.< 1 1 1 ' 1 1 . 1 ' ·...:. __ ¡ _ _.:_ ___ -_\_~_¡___= __ ¡_'_· -¡'--'-1-~- _._, -'-º !I 

0.001 l ú.t1(l n.otl ¡ 0.02 ( O.U') ( o.~l 1 O.)~ 0.(lll' O.Só l.15 JAS 
O.CDS: üf:\l O.O! : 0.07 ¡ O.:!: l ü.·U ¡ (l(i) ! 0.9-i J,J.;. J.73 2.16 

1

0.01 · C'.utl O.O.:! 1 0.11 ¡ O.JO f O~:i ¡ 1JS7 1 J.2~ 1.6512.09 :'..56 
O 1)~5 0.UV U.U.' i O,-, 1 ()...;~ 1 O.RJ 1 1.~-l 1 l 61l 2.1 S 2.70 J.25 
005 000 O.lú 1 O 351 0.71 1.1' 1,t,4 ! 21; 2.?3 J.33 3.94 

0.1 0.02 0.21 J o .. io 1.06 ! u.i 2.20 i 2 '.1 j J .19 1 .1.17 4
6 

.• 
7
s; I 

0.~5 O !O O.SS 1.21 1 l.9;. ! 2.67 J.-l5 i -k~; ¡ 5.0i' / 5.'10 ,.. 
0.5 0.45 l.J•I 2.P l.36 4.Jl ~ 1l 1 6 35 '¡ 7.l·I 8.J·l 9.J.1 / 
0.75 l.J~ ~77 -!.IJ 5.JQ 6.6J 7.~·1 9.0.J 10~2 IJ.39 12.5~! 
09 1.;1 461 o.:5 ns J.1.; 10,,.: 1:o:i1n1, 1.:.68 15.9?1 

o.rJ5 J.S~ 599 ! 781 9.49 IJ.071 J:!.59 l !-l(17 l !S.5J J(i.9:!. 18.31 

0975 5.01 7:381 9.35 11.14 12.8) .. 11, __ ,,_~.·"l i Jf,.!11117.5] 119.02 20.481 o.99 1 6 6J 'l.21 1 l.l4 1J.2i 1 i.o·i 16.01 ¡ 1 s .. :8 :0.09 , :1 .67, 2J.21 
0.995 7.HS 10.60 12 8.: 14.86 16.75 13.ll 20.:S 21.96 l2J.59 2l.19 
0.999 1ú S.J lJ.S2 16 27 ISA7 :!0.52 :!:!.4C. ~4.J2 ~G.13. 27.SS 211.59 1 

1 FVi 
Número de gtJdus de JibcrtJd . . ¡ 

'-
JI 1 12 IJ / 14 15 1 16 17 I IS 19 1 20 ------___ ,___ __ ------ --- --- --- ---
1.8) 2.21 2.62 l.04 3.48 J.94 4.42 .1,90 5.41 5.92 0.001 
2.60 ).07 J.5'/ 4.07 4.60 5.14 5.701 6.26 6.84 7.43 0.005 

0.01 3.05 3.57 4.11 4.66 5.13 3.81 6.41 1 ;,OI 7.6J 8.26 
0.025 3.82 4.40 5.01 5.6) 6.26 ó.91 7.56 8.23 8.91 9.l9 
0.05 4.57 5.13 H9 6.S1 7.16 7.96 S.67 9.J9 10.12 J0.85 

0.1 5.58 6.30 7.0-; 7.79 8.55 9.31 10.09 10.86 11.65 12.44 
0.25 7.58 8.44 9.30 10.17 11.04 11.91 12.79 ll.68 1·1.56 15.45 
0.5 10.)4 1 1 1.34 J2.J4 Jj.J4 14.34 15.34 16.34 17.34 18.34 19.]4 
0.75 IJ.70 14.85 15.98 11.12 18.25 19.]7 l0.49 21.60 21.72 2J.8) 
0.9 17.28 18.l5 19.81 21.06 21.)1 2.1.5·1 2.J.77 25.99 27.20 28.41 

0.95 19.68 21.03 22.)6 23.68 ~5.00 16.30 27.59 , 28.87 l0.14 31.41 
0.975 :!1.9.:? :!J.]4 24.14 26.12 27.49 2S.85 

J0.191131.5) 
32.85 34.17 

0.9? 24.73 26 . .!1 2i.69 29.14 J0.58 32.00 JJAl JU! 36.19 J7.l7 
0.995 26.76 28.30 29 02 JI .32 J:!..80 34.27 35.72 37.16 38.58 40.00 

10.99q 31.26 32 ?! 34.53 Jó.12 37.70 )9.25 40. 79 42.31 43.82 45.32 
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Valores de " parl valores dados de la función de distribución 
(continuación) 

F(z) 
21 

'---
0.001 6.4 
0.005 8.0 
O.O! 8.9 
0.025 !0.3 
0.05 11.6 

0.1 13.2 
0.25 16.3 
0.5 20.l 
0.75 24.9 
0.9 29.6 

0.95 32.7 
0.975 35.5 
0.99 38.9 
0.995 41.4 
0.999 46.8 

f(z) 
40 

'-
0.0::1 17.9 
0.005 20.7 
0.01 22.2 
0.025 24.4 
o.os 26.5 

0.1 29.1 
0.25 33.7 
0.5 39.3 
0.75 45.6 
0.9 51.8 

0.95 55.8 
0.975 59.3 
0.99 63.7 
0.995 66.8 
0.999 73.4 

F(<)~ 

~ 
X 

Número de grados de libertad 

22 23 24 25 26 27 28 
29130 ------ --------

7.0 7.5 8.1 8.7 9.2 9.8 1·0.4 11.0 11.6 

8.6 9.3 9.9 10.5 11.2 11.8 12.5 13.1 13.8 

9.5 10.2 10.9 11.5 12.2 12.9 13.6 14.3 15.0 

11.0 11.7 12.4 13.1 13.8 14.6 15.3 16.0 16.8 

12.3 13.1 13.8 14.6 15.4 16.2 16.9 17.7 18.5 

14.0 14.8 15.7 16.5 17.3 18.I 18.9 19.B 20.6 

17.2 18.1 19.0 19.9 20.8 21.7 22.7 23.6 24.5 

21.l 22.3 23.3 2U 25.3 26.3 27.3 28.3 29.l 

26.0 27.1 28.2 29.3 30.4 31.5 32.6 33.7 34.8 

30.1" 32.0 33.2 34.4 35.6 36.7 37.9 39.1 40.3 

33.9 35.2 36.4 37.7 38.9 40. 1 ~1.3 42.6 43.8 

36.8 38. I 39.4 40.6 41.9 43.2 44.5 45.7 47.0 

40.l 41.6 43.0 44.3 45.6 47.0 48.3 49.6 50.9 

42.8 44.2 45.6 46.9 48.3 49.6 51.0 52.3 53.7 

48.3 49.7 51.2 52.6 54.I 55.5 56.9 58.3 59.7 

Número de grados de libertad 
;.100 

50 60 1 70 
80 90 100 (Aproximación) 

24.7 31.7 39.0 46.5 54.2 61.9 l(h - 3.09)1 

28.0 35.5 43.3 51.2 59.2 67.3 i(h - 2.58): 

29.7 37.5 45.4 53.5 61.8 70.1 l(h - 2.33)' 
32.4 40.5 48.8 57.2 65.6 74.2 l(h - 1.96)' 
34.8 43.2 51.7 60.4 69.1 77.9 l(h - 1.64)' 

37.7 46.5 55.3 64.3 73.3 82.4 l(h - 118)' 
42.9 52.3 61.7 . 71.l 80.6 9().1 l(h - 0.67)' 
49.3 59.3 69.3 79.3 89.3 99.3 lh' 
56.3 67.0 77.6 88.1 98.6 109.1 j(h + 0.67)1 

63.2 74.4 85.5 96.6 107.6 118.5 j(h + 1.28)' 

67.5 79.1 90.5 101.9 113.1 124.3 j(h + 1.64)1 

71.4 83.3 95.0 106.6 118.1 129.6 j(h + 1.96)' 
76.2 88.4 100.4 112.3 124.1 135.8 l(h + 2.33)' 
79.5 92.0 104.2 116.3 128.3 Tll0.2 l(h + 2.58)1 

86.7 99.6 112.3 124.8 137.2 149.4 i(h + 3.09)1 

En la \lttima columna, h :::V2m - l, donde m es el númcm de grados de libertad. 
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Distribución normal 

/J('l=•l>(,J-•J.<-,¡ 
1Jt(-:J = 1 - 1!1(:), cJJ{U)::::: 0.5 

T;1b\11~ m.Í\ L':O..lt·n~a~: N11tional Bun:;1u 11f Stand.1rd~ f l 1J5 :n. l\;dd 1 l lJ!i2J. lndict! para otrJ..:; 
t:1blas: GrL'enwC\od and llartl.:y ( 19(1 l t lv~r l'i ap~·mhn'. JJ. 
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~ Función de distribución 

~(z) 

v,;~,-~ 
' <%>(-•) ~·> O(<) ' <!>(-•) ·~(<) D(•) . cf>(-1) tl>(z) V(•) 

¡-----,_ ,___ ------ --------o. o. o. o. o. o. o. o. o. 
1.SI 1655 9145 8690 2 .. 01 0222 9718 9556 2.51 0060 9940 9819 
1.52 0641 9157 8715 2 .. 02 0111 9181 9l66 2.52 0059 9941 9883 
l.Sl 0610 9l70 8140 l.Ol 0212 9188 9l76 l.53 0051 994] 9886 
1.54 .0618 9182 8764 2.IJ.I 0207 979) 9586 2.54 0055 9945 9889 
1.55 0606 9394 8789 2.0l 0202 9798 9596 2.55 0054 9946 9892 -
l.l6 0594 9406 8812 2.06 0191 9803 9606 l.56 0052 994t 9895 
1.S7 0582 9418 8836 2.07 0192 9808 9615 2.57 OOSI 9949 9898 
1.58 0511 9429 11859 l.03 0183 9812 9625 2.58 0049 9951 9901 
1.l9 0559 ?HI RS82 2 .. 09 0181 9317 IJ6)4 2.59 0048 9952 990.t 
1.60 0548 9452 8904 2 .. 10 0179 9811 964J 2.GO OOH 9953 9907 

1.61 OS!l 9{63 89!6 2.11 Jl74 9826 96ll 2 .. 61 0045 9955 9909 
1.62 OS26 9414 89H 2.12 0110 98JO 9660 2.62 1)().$4 9956 9912 
1.6] 0516 948.J 8969 2.ll 0166 98]4 9'168 2.63 0041 9951 991.í 
(.64 osos 9-195 8990 2.14 0162 98J8 9676 2.64 0041 9959 91117 
1.65 04'}5 9505 9011 l.15 OISS 9842 1}684 2 .. 65 0040 11960 9920 

1.66 o.iss 9515 90JI 2.16 0154 '1846 %92 2.Gtí 00)9 9961 9922 
1,61 0475 9525 90ll 2.17 OllO 9830 '170U 2.67 00]8 •N62 '1'124 
1.68 0465 9SJ5 9070 2 .. 18 0146 9RH 1}707 2.68 0037 996] 9926 
1.69 0455 9S4S 9090 2.19 014l 9¡¡7 971l 2.ó9 00)6 99M 91J!il 
1.70 0446 95.54 910') 2.10 01 )9 '1861 9n2 l 10 0035 996S 99]1 

1.71 0436 9564 9127 2 .. 21 Oll6 98M 9729 2.71 OOH 9%6 99JJ 
1.n 0427 957] 9146 2 .. 22 OIJ2 9863 9736 2.72 UOl3 9967 9915 
1.ll 0418 9582 916-1 2 .. 2) 0129 9871 1)74) 2.73 00)2 'J!Jfi8 99J7 
1.74 0409 9591 9181 2.24 0121 ?87S 9749 1.J.l OOJI <¡969 9'119 
1.75 0401 9599 9199 2.lS 0122 9878 9756 2 .. 75 00)0 9910 99-IU 

1.76 01n 9608 n.16 2.26 0119 9381 9762 2.76 0029 ')')71 QIJ-1! 
1.77 0184 9616 92lJ 2.2.7 01 lb 933-t 9i68 2.77 0028 9972 Y•JH 
J.78 0375 9fi2S 9l'9 2.H 01 ll 9887 97H 2.78 0027 1)!}7J 9946 
1.79 0)67 96ll 9265 2.2'} 0110 9il90 9780 2 .. 79 0026 91)14 91N7 
1.80 OJS9 9641 '}2~ 1 2.JO 0107 989) ?18f1 2'0 0026 ')974 994'l 

1.81 0151 9649 92'>7 2 .. JI 010~ 9lN6 9191 2.81 0025 9975 9950 
1.82 0144 9656 9)12 2.J:? 0102 98'1d IJ797 2..82 0024 9976 91l2 
1.Sl Oll6 9fi64 9318 2.ll OJ99 9YOI 9802 2.8J 0023 9917 9953 
1.84 0329 9611 9142 2.H 00')6 9c¡o4 9807 2.84 0013 'J977 995S 
1.85 0122 9678 'lJ57 l.JS 0094 9906 98L? 2.8S 1)022 9978 9956 

1.86 0)1-1 9686 9171 2.36 0091 9909 '1~11 2.36 UOZI ')fJ79 9958 
1.87 0107 1)6QJ 9385 l.J7 OOS9 •n11 i:;is22 2..87 0021 'NN 9959 
J.d8 0301 9699 <))9•) 

1.89 02?·1 9706 1.111: 
1.90 02!J7 9711 'H26 

2.38 0087 ';i'JIJ 'J8!1 
2.J'J 0034 ?'1ití 110)2 
l.40 0081 1Nl8 98J6 

! ;s 1 O<llO 'J'lKO Y%0 
2.0•; UOl'i '}•J81 l)'Jfil 

.?.!JU 0019 '1'181 ;96l 

1.91 0281 9719 94J9 
1.92 0274 q726 9-151 
l.9l 0268 973! 9464 
!.94 0262 97JS 9fl6 
1.95 0256 974.J 9488 

1.96 0250 9750 9500 
1.97 0244 9156 9lll 
1.98 0239 9761 9521 
1.99 •02ll 9167 9534 
2.00 0228 9772 9545 

2"1 0080 9•120 9li-1U 
1.41 0078 Q9.?2 9845 
2Al Oo7S '}!}25 l)/149 
2.-$4 0013 ')9.!7 935) 
2.4l 0071 9929 9851 

2..46 0069 9911 9861 
2.47 0068 9'}J2 9865 
l.48 0066 9934 9869 
2.49 0064 9936 9812 
2.50 0062 9938 9876 

;::~i ¡ ~ci:: 9'J82 IJ9(¡.J 
99;i2 '1'165 

:.•IJ ! 0017 •¡qgj '.l%f1j 
~.'H ! l)(Jlb 9•}.H 

.~:;~; 1 2.'J5 0016 9113-4 

:?.96 0015 t.198S 9'}6•1 

2.97 0015 9985 
99101 2.98 0014 9986 9971 

2.99 0014 9986 9912 
3.00 0013 9987 991] 
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Prueba de Kulrno;ou1 •1V·)1111r.101 
'' "~ fi1lllal10 d·· 1,1 11111.-~tr 1 

--.------r---- ---- ·--· - ----. -- - --· - -·-· 
·¡ n 1 a= 20';~ 

l 
a= 10~: n s::o 5~~ Cl = 2.i~ :t = 1 ~~ 

1 
o. o. o. º· º· 

l 900 950 975 990 995 
2 

1 
684 776 8·1~ 900 929 

3 565 636 708 785 829 
4 493 565 624 689 7.14 

5 447 509 563 627 669 
6 410 468 519 577 617 
7 .181 436 483 538 576 
8 359 410 454 507 542 
9 339 387 430 480 51J 

10 323 369 409 457 486 
11 308 352 391 437 468 
12 296 338 J7l 419 449 
1) 285 325 J61 404 431 
14 275 314 349 390 418 
15 266 J04 338 377 404 
16 258 295 327 366 J92 
17 250 286 JI 8 355 J81 
18 244 279 J09 J46 371 
19 237 271 JOI JJ7 j6J 
20 232 265 294 J29 J52 
21 226 259 287 321 J44 
22 211 - 25J 281 Jl4 3J7 
2J 216 247 275 307 JJO 
24 212 242 269 301 323 
25 208 238 254 295 Jl7 
26 204 2JJ 259 290 JI 1 
27 200 229 254 284 JOS 
211 197 225 250 279 300 
29 193 221 246 275 295 
JO 190 218 242 270 290 
J5 177 202 224 251 269 
40 165 181 210 235 252 
45 156 179 198 222 238 
so - 148 170 1&8 2ll 226 
SS 142 162 180 -201 216 
60 136 155 172 19J 207 
65 lll 149 166 185 199 
70 126 14-4 160 - --179 192 
15 122 IJ9 U<4 173 m 
80 118 135 150 167 179 
85 114 131 145 162 174 
90 111 127 141 158 169 

95 108 124 137 154 165 

IDO 106 121 !34 ISO 161 

Aproximación 1.07/\'; 1.22/V; 1.36/Vn l.52/Vn 1.63/Vn 
paran grande 
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NrntM/\1 D1~·m1mrnoN" 

Sctcctc1f \•alucs: l\.'uiiMt =1-J.?l<JO l\'11111m .. ""' - ~.29fl~ \\1 110~~;.-·\.Witlll 1~·1111 .. """' ·- 1. '1·l.f 1J 

\\'u•r1•1•1= '.1.7191\ .. w.,,,.,.,\ = 3.2911) \Vooi><'""" \,{}/l{HI 11·" ••\ ~· l.'1-1.t'J 

(1.(1(111 o.mil 11.1102 11,1111.1 ll.IJll4 IJ.1Jfl5 tl.fJIJ(¡ 11.11117 11.flllS 11.llll•J 

----------·----·· - - -·-----·· 

·ºº -3.09112 -2.8782 -2.7478 -2.6521 -2.5758 . 2.5121 .. 2.457.1 -2 .. lll81J . 2.J(i5h 

.01 -2.3263 -2.2911·1 -2.2571 -2.2262 -2.1 117.1 --2.17111 -2.1·144 -2.12111 - ~.l\{)(,11 2.111,111 

.02 --2.11537 -2.113~5 -2.0141 -1.'1%·1 -1.977·1 -·1.%1111 -1.•.J.IJI - l.1>:!(18 1.'11111 ·· l .K'l:\7 

.03 -1.8808 -1.Rfi<iJ -1.8:'22 -1.8.184 - 1.82511 -1.XI l'J ·-1.7'1'1 I - \. 7~(,(J . 1.n.1.1 1.7¡,2.1 

.04 -1.7507 -1.7392 -1.7271) -1.71(,•J -1.70(>11 -· l .h954 - l .1iK4'J ·- 1 1¡7.17 . 1 (l(hlh Ui'-lh 
1-' .115 ·- 1.6441) -l.6'.152 -1.6258 -1.6lli4 - J.(11172 -l.5WQ · 1.5XIJJ -1.,18115 1.5718 -1.:''1.'2 
IJ1 

.116 -1.5548 -1.5464 -1.5.182 -1.5.1111 -1.52211 -1.5141 ·-UO!>J - l.'1'18' 1.·1'111" - l .·IX.1.1 w 

.07 -1.4758 -1.4684 -1.4611 -· l .45Jl\ -1.446(¡ - l .431JS -1.4325 - 1.1255 - 1.-1187 ·· 1.4118 

.08 -1.41151 - 1.31184 -1.3917 - 1.3852 -1.3787 -1.3722 -1.J(i58 - l . .15<J5 . 1 . .15.12 ··1.34fi'l 

.09 -1.3408 -1.3346 -- l.'.1285 -1.3225 ·-Ulh5 -Utll(i -\..111•17 l .21l.~.~ 1 21lJll ·· 1.2KD 

.111 -1.2816 -t.2751) -1.271l2 -1.26·111 -·1.2591 - 1.2.5.16 - 1.2481 -1.242(> ···1.2:172 . 1.2.11 <) 

.11 -1.2265 -1.2212 -1.2160 -1.21117 -1.21155 -1.21111.1 ·-1.1952 ·-1.1<1111 - 1. IKSll -1.181ll1 

.12 -1.17.50 -1.171111 --1.1650 -1. lfilll -1.15.52 -1.15113 -1.1455 ··l.1°1117 1.13''1 - l. l.111 

.13 -1.1264 -1.1217 -l.11711 1 -1.112.\ -1.1077 -1.1031 -- l.09XS -1.011:1'1 . 1.m;1¡3 ·· l.llX48 

. 14 -1.11803 -1.0758 -1.071·1 -1.0(1(!9 -1.\1625 -10581 -1.115.17 --1.11.19.1 -· 1.11-1511 -· l .0407 

.15 -1.!l364 -1.11322 -l.0279 -1.0237 -l.01 1).\ -1.01.52 -1.11110 · l.lll1íi9 . 1.111127 -11.91)86 

.16 -0.9915 -0.9904 -0.9H63 -ll.'J822 -ll.'J7H2 -11.9741 -11.'l711 I -11.%61 --O.'lí12 I -0.G581 

.17 -0.9542 :..o.95112 -0.9463 -il.9·12·1 -0.9385 -0.9346 -0.93117 -·11.IJ2(i9 -\l.'12.1\l ·-11.9192 

.18 -0.9154 -0.9116 -0.9078 -0.91140 -\J.<Jllll2 ·-ll.8%S -11.8927 -11.HH<Jll -11.88.,.1 . 11,8816 

.19 -11.8779 -0.8742 -11.8705 -ll.8(1(¡<) -0.8(>33 -0.8596 -ll.85fill -0.8524 -ll.H.J8g . \1,8452 

.20 -0.8416 -0.8381 -O.H345 -11.8310 -0.8274 -0.8239 -11.82114 -11.HllilJ 11.g1.1.1 ·-11.8\l<)l} 

.21 -ll.8064 -G.8030 -0.7995 -(17%1 -ll.7<J26 -0.78•J2 -0.785X 11.782·1 · ll.77'111 -11.7756 

.22 -0.7722 -0.7688 -11.7655 -0.7621 -11.7.588 ··0.7554 -11.7521 -11 7.JX8 -11.7-1~·1 -11.7421 

.2'.l ·-11.7388 -0.7356 -0.7323 -11.7290 -0.7257 -11.7225 - ll.71 '12 -11.111,11 11. 7128 ·-11.71195 

.24 -11.7063 -0.70JI -0.61)99 -0.6%7 -11.(¡IJ,15 · ll.11'Jli] · 11.hH71 ll.f1X.lll ~ll.hHllX -11.6776 



,, 0.000 0.001 0.002 0.003 0.1104 0.005 0.11116 11.11117 0.008 IJ,()(19 

.:!) -11.6745 -11.6713 -11.6682 -IJ.6651 --llH121J -11.6588 -11.6557 -fl.'1."i~(1 -llJ>-l<J5 ll.ii41i4 

.26 -ll.6Hl -0.6403 -0.6372 -0.6341 -11.6311 -IJ.6280 -ll.(12511 -11.621 'J -IJ.(}J~IJ -ll.fd5H 

.27 -11.6128 -ll.lill98 -11.61168 -0.61138 -0.llllllH -ll .. 'i'J7H -11.w.1x -·ll.5'118 -ll.5SHH -11.5858 
-~~ -11.5X28 -11.57\J•J -ll.571«J -11.57-111 -ll.>7111 -11.5()81 --0.~f\) 1 O . .i(122 -11.5~<)2 -11.55«.1 
.~•) -11.5534 -11.5.105 -11.5476 -11,5.f.ll< -11.5-117 -11.5.18.~ -- r1.SJ511 - 11 .. 13.lll - 11.5.1112 11.527.1 
.311 -11.524·1 -ll.5215 -11.5187 -0 .. 1158 -o.:; 129 -11.5101 -0.507:! ·-11.511.J.I -·11.51115 ·-IJ . ..1lJ~7 
.. 11 -ll,.j'J59 -11.49311 -11.49112 -IJ.-1874 -ll .. JX.J5 -IJ.4817 -11.478 1! -11 .¡-,,, -11.-+ 7.13 -11,-t-11~ 

.. l~ -IJ.4677 -11.4649 -11.4621 -IJ.4593 -IJ.4565 -IJ.4538 -11.4.\fii -/1...f...j:--¡_: -11.~~5~ -llA..+2i 

.. 1.l -11.43tJ'J -11.4372 -o.;:1.1.1 -0.4.1111 -0.42H'J -11.4261 - 11.423 1 --11 .. 12117 -11 .. f l 7'! -11.4152 

.. 14 -ll.·1125 -11.41197 -IJ.-111711 -il.·1043 -11.411 l(i -11 .. 198') -11 .. 1%1 -llJ'JJ4 -(J.:\C)117 -11.JKSll 

. .15 -11.3853 -11.3826 -11.3799 -11.3772 -11.3745 -11.3719 -·IJ . .1ú'J2 --11 .. 11165 -ll.3(1]8 -0 .. 1611 

.~ú -11.3585 -11.3558 -0.3531 -0.35115 -11.3478 -11.:14.11 -11.3-125 -0.3398 -1u.r12 -tl..l.145 

.. 17 -11.:n 1c; -0.3292 -11.3266 -0.32.11J -11.321.l -11.3 IKó -!l..11<111 -11 .. 11.1-l -11.} 1117 -IUllSI 

.. 18 -11 .. 111.15 -11.31121) -0.31102 -11.2976. -11.2950 -11.292·1 -0.2tN8 -11.2.~7 I -11.28-t.:¡ -ll.2Sl'J 
Vl .. 19 -0.271J3 -11.2767 -11.27-11 -0.271.1 .. -0.2689 -ll.2ó6.1 -11.26.17 -11.2611 ··0.:25~5 -0.1559 .¡:. 

.411 -11.25.13 -11.2508 -11.2482 -11.2456 -0.2-l.lll -11.2411-1 -11.2378 -11.2.15.1 -11.2.127 -IJ.2.1111 

.-11 -0.2275 -11.22511 -0.22:!-l -ll.21CJ8 -0.217.1 -11.2147 -0.2121 -11.~()lJ(l ·-11.211711 -11.2114.1 

.42 -·11.211 l'J -11.1993 -11.1%8 -11.1942 -ll. l<Jl7 -11.f,WI -0.IH<i<l -11. IK411 -o. 181-l -11.17~•) 

.. J.1 -11.17114 -0.17.18 -11.1713 -0.1687 -0.IM2 -O.l<i.17 -11.11111 ··11.f.I,% -11.1:\(lll -IJ.15.15 

.. 14 -0.1510 -0.1·184 -11.1459 -0.1-JJ.j -0.1-1118 -ll. IJ83 -ll.IJ5K - 11.1.1.12 -11.1.1117 -11-.1282 

.-l5 -IJ.1257 -11.12.11 -0. f 211(1 -11.1181 -11.115(> -11.11311 -11.11115 11.lllSIJ 11. llJ.15 .. IJ. f IJ.llJ 

.·Hl -11.111114 -11.ll'J79 -ll.O'J5·1 -0.11929 -11.ll'Jll-1 ·-11.11878 -0.llK5J ··11.11828 --11.080.1 -11.11778 

.47 -11.075.1 -11.0728 -IJ.117112 -0.11677 -11.11652 -11.11r,27 -11.1111112 -11.11577 -o.o5S'..! -11.11.127 

.-IS -11.115112 -11.11-176 -11.11·151 ··11.042(, -11.ll•Hll -O.IJ.17h -0.11351 -o.OJ.211 -11.0.1111 -11.1127(1 

.4'! -11.0251 -0.1122fr -11.!!201 -11.11175 -11.111511 -11.11125 -11.1111111 -11.111175 -11.1111511 -ll.!!1125 
.511 11.11111111 0.01125 11.IHISll 11.01175 11.111!111 11.11125 0.01511 11.11175 11.112111 0.0226 
.51 0.11251 11.02711 11.0.1111 11.0326 11.11351 0.1137(> 0.11-1111 0.114211 11.0451 11,11476 
.5:"! 11.11502 11.0527 0.0552 0.0577 11.116112 0.11627 11.0652 0.111177 ll.!!7112 11.11728 
.5.1 IJ.075.1 11.11778 11.11803 0.0828 0.11853 11.11878 11.1190-l 11.0<J2<J ll.ll<J5.J 1).(197'! 
.5-l 11.11111-l 0.1030 0.11155 0.10811 0.1105 11.11311 0.1156 0.1181 11.120(, 0.12.11 
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11.45111 
O..t78tJ 
0.5072 
11 .. 1.159 
0.5<>5 I 
o.51J.rn 
ll.(1~:-10 

11.fJ:\.'i"' 
11.M-171 
0.71 1J! 
11.7521 
o,7i-;5~.; 

0.<:211·1 
0.851>11 
0.81)27 
11.9.1117 

O.IJll4 

0.'J701 
1.111111 
1.115'7 
l.IJIJ8'.'i 

l. l ·15\ 
1.11152 
1.2.JSI 
1.:111.17 
IJ<15t-: 
1 .. u1:; 
l.50f1J 
l .)!{!ll 
l.Mi.1 1) 

l .7tJt}I 

i.'J.L\I 
2. ¡.1.¡4 
2.5121 

rJ.tlll5 

11.UHJ 
n.JC1.17 
tl.11)!}1 
0.21.17 
0.2.Jt).t 
tl.26fiJ 
0.21J2.1 
O.JI 81> 
ll.3·151 
IU71'J 
!J.J9X1J 

0.·12()1 

11..1538 
11..1817 
11.51111 
11.5388 
ll.5681 
0.51178 
U.f12Sll 
OA'iXX 
tl.f1 1Jt1.1 
0.7225 
11.755·1 
0.7892 

0.8239 
0.85'!6 
o.<:%5 
ll.lJJ46 

0.005 

11.97·1 I 
1.11152 
1.11581 
1.11131 
1. 15111 
1.21111-l 
1.25..16 
1.31116 
J .J722 
l.-IY>5 
1.5141 
1.s•m2 
J ,(11);)~ 

1.XI 111 
1.1)(100 

2. 17111 
2.5758 

0.0tl(i 

11. 1·1118 
11.1(1(12 

11, l'Jl 7 
0.2173 
0.2-l.10 
0.261-<9 
0.21J50 

llXIJ 
11.3478 
0.]7.t5 
fl,.lO lfi 
tJ .• 12~') 
0.4.%.I 
11 .. 18,15 
0.512'J 
11.5417 
11 . .1710 
!l.(1008 

11.(>31 I 
1Uih20 
O.f11JJ5 
11.7257 
11.7588 
0.792(1 
11.8274 
11.8633 
0.9002 
11.938.1 

0.006 

O.tJ782 
1.019.1 
l.0<12) 
1.11177 
l.15S2 
l.::!fl)'í 

1.2591 
1.31(>5 
1.3787 
1.-1-1(1(1 
1.52211 
1.607.2 
1.711(>11 
l.X2SO 
1.1177·1 
1.1 1J7J 
2.(1521 

11.007 

11.1.1_1.1 
0. !(1~7 

O. llJ.12 
0.21 1JH 

0.2~56 

11.271.I 
0.2lJ7h 
0.3231) 
0.3505 
11 .. 177.' 
11.411°1.1 
11..1311> 
0.45'J.1 
11.487·1 
11.5 ISX 
ll.:'i·l~fi 

0.57·1il 
0.(10.18 
().(1:\-ll 
0.hC>.)I 

0.(11Jf17 

ll.721Jll 
0.7ú21 
0.7961 

0.83 IO 
0.8669 
11.91}.lll 
0.9·12-1 

0.007 

0.9822 
1.11237 
l.U(1h1) 

1.112.1 
l.1!1111 
l .?lll7 
J.2h-l6 
l.J::!25 
l.JXS:! 
1..15.18 
1..13111 
1.616.t 
1.7 lú') 
i.:<JS4 
1.tJIJ,"í .. j 

2.22<i::! 
:!.7478 

..,nuncr:. Adaptcd frnni T:il•k:- J aud .1, l'..:;u-.on ;un! lla1tlq (jll7U), wi1h pl'IJTlJ-.~iun frnm thc lli/Jllll'/11~!1 T1mtCl''-· 

•1 Thc cntric" in 1hi" 1;ihll' ;uc qu:111lik .. w,, 11f ll1c ~1;wd<L1d 11111mal r;1~1dom '"_;1rbhk \\', !<o_ckdcd "'.' l't \\'. -:-=:_w1,l ~ I' ami 
111 \V> w,,I = 1-(I. Note lhat thc \at 11 ~ 111 ¡•lo \\\ll dcdmal plal't!. dc1crn11nl·:-. \\lud1rnw111 u~c: 1hc llmd Jl·cun.11 pl.1L"c uf I' 

dc1crmi11c'i whkh column to u".: 111 fmJ w1, 
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0,(J(IS 

11.1..t:it) 
o. 171J 
O. lllf18 
0.222.i 
ll.:!--Hi2 
0.27~ 1 
O.Jll02 
O.J!hf1 
O.JS.11 
0.:179 1) 

n .. w7o 
11.414-1 
0.4(121 
OA902 
11.5187 
ll.547í> 
0.57<11) 

0.(illhH 

tl.(1J7.2 
tl.M1H2 
\),()IJl)I} 

tl.7.12.1 
0.7(1).'\ 
0.791J5 
0.8;1°15 
11.87115 
o.•Jll78 
O.lJ-H1J 

0.0118 

0.1J8(iJ 

1.11279 
l.117J.I 
1.11711 
l. lfi."O 
l .2lú!1 
1.270~ 

J.:t:!8.'i 
i..1'!17 
l.·11>11 
1.5JK:! 
J .(12:':-: 
l.727tJ 
l.K'i22 
2.01-tl 
2.2:\71 
2.~i:\! 

1/111/•I 

11.Jh.I 

fl. \ 7J~ 

11.llJ•J.\ 
0.:!2:-0 
ll.~511}1 

ll.~i'17 

11 . .'0~ 1 ) 

0.3.2 112 
O .. \:i~:-1 
11.)~~(I 

O,..JOIJ7 

0..1.-:.n 
OAli-JIJ 
11 . ..JlJ,l() 

ll.5:! 15 
11,)."ll.::. 
O.:'i71JIJ 
fl.hlll)}i 

{),(l.1113 

0.fl7 I .' 
0.711."ll 
0.7J:'fl 
ll.7hS8 
11.811311 
11.8:181 
ll.<:742 
fl.tJll<1 
O.lJ~ll2 

ll,(l(J'} 

O,tJIJll-1 

1.11.1!2 
1.117:\X 
1 L'l 'I 

l.li'tll! 
l .:'.212 
l .~75 1.l 

1.:n .. H1 
1 3'J.<.:-l 
l .-lí1S-I 
l.:\.tf1.l 
1.11352 
1.7.111::! 
l .Sflí1.l 

~-~110.i 

.•.1111112. 



HrNn\lf,\I Dl'i'flllltlllhl'.\:
01 

p = .05 .JO 15 .20 .}5 .JO .15 . JO .45 . 

.'!500 .9000 .8500 .8000 .7500 .7000 ,6500 .6000 .5500 
1.0000 1.0000 1.000!1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

.9025 .SIDO .7225 .6400 .5625 .4900 .4225 .3600 .3025 

.9<175 .9900 .•!775 .'!600 .9375 .9100 .8775 .8400 .7975 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

.8574 .7290 .61.JI .51W .4219 .3430 .2746 .2160 .1664 

.9928 .9720 .tJJI).! .8960 .84.18 .7840 .7182 .6480 .5748 

.9999 .9990 .cJ966 .IJIJ.:'0 .'J84.J .9730 .9571 .9.160 .9089 
J.0000 1.0000 l.!1000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

o .8145 .6561 .5220 .4096 .3164 .2401 .1785 .12% .0915 
l .9860 .'!477 .8905 .8192 ,7)8) .6517 .5630 .4752 .39JO 
2 .9995 .9963 .9880 .97ZS .9492 .9163 .8735 .8!08 .7585 
J l.0000 .9999 .9995 .'J9S4 .9%1 .9919 .9850 .9744 .9590 
4 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 J.0000 1.0000 

.7738 .5905 .4437 .3177 .2373 .1681 .1160 .0778 .OSOJ 

.9774 .9135 .8352 .737) .6328 .5282 .4284 .mo .2562 

.9988 .9914 .9734 .9421 .8965 .8369 .7648 .6826 .5931 
1.0000 ,9995 .9978 .99)) .9844 .9692 .9460 .9130 .8688 
1.0000 J.úOOO .9~JCJ9 .9997 .9990 .9976 .9947 .9898 .9815 
l.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 J.0000 J.0000 

o .7351 .SJ14 .3771 .2621 .1780 .1176 .0754 .0·167 .0277 
1 .9672 .8857 .7765 .6554 .5339 .4202 .)191 .2JJJ .16)6 
2 .9978 .98·12 .9527 .9011 .8306 .744J .6471 .5443 .4415 
3 .9999 .9987 .9941 .9830 .9624 .9295 .8826 .8208 .7447 
4 J.0000 .9999 .9996 .9984 .9954 .9891 .9777 .9590 .9308 
5 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9998 .9993 .9982 .9959 .9917 
6 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. 

.6983 .4783 .3206 .2097 .IJJ5 .0824 .0490 .0~80 .0152 

.9556 .8503 .7166 .5767 .4449 ,329.; .2Jl8 .1586 .1024 

.9962 .9743 .9262 .8510 .7564 .6471 .532J .4199 .3164 

.9998 .9973 .9879 .9667 .9294 .8740 .8002 .7l02 .6083 
J.0000 .9998 .9988 .9953 .9871 .9712 .9444 .9037 .8471 
J.0000 1.00-00 .9999 .9996 .9987 .9962 .99JO .9812 .9643 
1.0000 1.0000 1.0000 1.000-0 .9999 .9998 .9994 .9984 .996) 
1.0000 J.0000 1.0000 J ·ºººº 1.0000 J.0000 1.0000 J.0000 1.0000 

"y has lhe binomial úisuihulion wi1h paramt!lcrs /1 nncJ p. The cnlril'" are the v;_ilucs uf 
PC\" ::i yl = Li~n ('¡'Jp;f 1 - pJ" -•. Cor p wnging fmm .05 to .95. 
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-
-
-
-
-
-
-

.'/ 
p =

 .50 
.55 

.60 
.65 

.70 
.75 

.. ~o 
.85 

,9
0

 
.95 

p =
 .05 

.10 
.15 

.w 
.15 

.Jll 
.35 

AU
 

.45 

o 
.5000 

.4500 
.4000 

.3500 
.3000 

.2500 
.2000 

.1500 
.1000 

.0500 
.1678 

.1001 
.0516 

.03 l'l 
.0168 

.01184 
1 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.6634 
.4)05 

.:!7:!5 
.94.::!8 

.8131 
.6572 

JO
D

 
.3611 

.2553 
.16')1 

.1064 
.06J~ 

.2500 
.2025 

.1600 
.1~25 

.O•JOO 
.0625 

.0400 
.02.'.!5 

.0100 
.0025 

.9942 
.961') 

.8•l48 
.796'> 

.6785 
.5518 

.4218 
.3154 

.~:01 
.7500 

.6'l75 
.6400 

.5775 
.5100 

.4375 
.3600 

.2775 
.l'lO

O
 

.ons 
.9996 

.9950 
.97~6 

.•)431 
.8862 

.805'1 
.7064 

j!J41 
.. m

o 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.00llll 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

,99%
 

.9971 
,lJ8l)6 

.9727 
.~J.120 

.8939 
.8:!63 

.
7
~
%
 

1.0000 
1.0000 

.1Jl)!)8 
.99tl.R 

.9958 
.9881 

.9741 
, 1J5Q,'.! 

• 11115 
o 

.1250 
,Q

<Jll 
.0640 

.0-1:!9 
.0210 

.0156 
.0080 

.003·1 
.0010 

.0001 
1.0000 

1.00110 
1.0000 

.9l)!J9 
.9tJ')6 

.9987 
,tl•)64 

.99\5 
.98JlJ 

l 
.5000 

.4:!5:! 
.3520 

.2818 
.2160 

.1562 
.10·10 

.0608 
.O:!SO 

.0072 
1.0000 

1.0000 
1.001)0 

1.0000 
1.0000 

.99
1N

 
.tJt)!))i 

.99
1).\ 

.IJ983 
.8750 

.8.1.16 
.7840 

.7154 
.6570 

.5781 
.4880 

. .1859 
.~7!0 

.1·126 
1.0000 

1.0000 
1.00úO

 
1.01)00 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0lXlO 
.6302 

.3814 
.2~lb 

.1342 
.0751 

.040·\ 
.0207 

.0101 
.0046 

o 
.0625 

.0410 
m

5
6

 
.0150 

.0081 
.003•J 

.0016 
.0005 

.0001 
.0000 

.9288 
.1148 

.sw1s 
.4J62 

.)003 
.J

%
0

 
.1211 

,0705 
.0385 

1 
.3125 

.2415 
.1792 

.1265 
.0837 

.osos 
.0272 

.
0
1
~
0
 

.00.\7 
.0005 

.9916 
.9410 

.85'11 
.1)82 

.6001 
.4628 

.3.173 
.2.118 

.14lJ; 
.6815 

.60•JO
 

.5248 
.4370 

.3483 
.1617 

.1808 
. 1095 

.p52) 
.0140 

,ljl)IJ4 
.9917 

.%
61 

.9144 
.8J.\3 

.7297 
.6

0
3

9
 

.4826 
. .1614 

.9315 
.9085 

.8704 
.8215 

.1599 
.6836 

.5'!04 
.4i80 

.J-lJIJ 
.1855 

1.0000 
.99•Jt 

,1)1).¡.1 
.'1804 

.9;)1 
.l)Q

\2 
.8283 

.73.1.\ 
.6214 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
,IJ')91J 

,lJ91).\ 
,1)96•) 

.9900 
.9747 

• 1J4(i-l 
.'1006 

.8342 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9997 
.9987 

.9951 
.9888 

.9150 
.9502 

o 
.0312 

.0185 
.0102 

.0053 
.0014 

.0010 
.0003 

.0001 
.0000 

.0000 
1.0000 

1.000(1 
1.0000 

1.0000 
.9999 

.99%
 

.9986 
.9%

2 
,9909 

1 
. 1875 

.lJ12 
.0870 

.05·10 
.0308 

.0156 
.0061 

.0022 
.0005 

.0000 
1.00IJO

 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9999 
.Y91J7 

.9992 
.5000 

.406'1 
.3174 

.2352 
.1631 

.1035 
.0579 

.0266 
.0086 

.0012 
1.0000 

l.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

3 
.8125 

.7438 
.6630 

.5716 
.4118 

.3672 
.2627 

.16-!S 
.0815 

.0226 
4 

.9688 
.9491 

.9222 
.8840 

.8319 
.7617 

.6123 
.5563 

,.109; 
.2262 

!O
 

o 
.5'l87 

.3487 
.1969 

.1074 
.O

l6l 
.0282 

.O
IJ5 

.0060 
.0025 

5 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
J.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1 

.'ll39 
.7361 

.54·\J 
.3758 

.24·10 
.1493 

.0860 
.0·16~ 

.0233 
2 

.9885 
.9298 

.8202 
.6178 

.5256 
.l82S 

.2616 
.1673 

.0996 
.0156 

.0083 
.0041 

.0018 
.0001 

.0002 
.0001 

.0000 
·ºººº 

.0000 
3 

.9990 
.9812 

.9500 
.. 8791 

.715'l 
.6496 

.513~ 
.JS23 

.2660 
.1094 

.0692 
.0410 

.0::?23 
.0109 

,0046 
.0016 

.0004 
.0001 

·ºººº 
4 

.9999 
.998·~ 

.9901 
.%

72 
.9219 

.S
4

n
 

.7515 
.6331 

.5044 
.3438 

.2553 
.119:? 

.1114 
,0105 

.0376 
.0110 

.0059 
.0013 

.0001 
5 

1.0000 
.9999 

.9986 
.9936 

.9803 
.9527 

.9051 
.8338 

.7384 
3 

.6562 
.5585 

.4557 
.3529 

.2551 
.1694 

.0989 
.0413 

.0158 
.0022 

6 
1.0000 

1.0000 
.9991) 

.'l991 
.9965 

.9894 
.9140 

.9.\52 
.8980 

4 
.8906 

.8364 
.7661 

.6809 
.5798 

.4661 
.3446 

.2235 
.l 14J 

.O
J28 

1 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9999 
.9996 

.9984 
.9952 

.9877 
.'l726 

5 
.9844 

.9723 
.9533 

.9246 
8824 

.8220 
.1319 

.6229 
.4686 

.2649 
8 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

l.0000 
.9999 

.9995 
.9

n
3

 
.9955 

6 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
9 

1.0000 
l.O

O
tlO

 
1.0000 

l.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9999 
.9991 

o 
.0078 

.0037 
.0016 

.0006 
.0002 

.0001 
.0000 

·ºººº 
·ºººº ·ºººº 

10 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1 
.0625 

.0357 
.0188 

.0090 
.0038 

'.0013 
.000·\ 

.0001 
·ºººº 

.0000 
11 

o 
.5688 

.3138 
.1673 

.0859 
.0422 

.0198 
.ooss 

.0036 
.oo¡.¡ 

2 
.2266 

.1529 
.0963 

.0556 
.0288 

.0129 
.0041 

.0012 
.0002 ·ºººº 

l 
.8981 

.6914 
.4922 

.3221 
.1971 

.1130 
.0606 

.0302 
.0

1
n

 
3 

.5000 
.3917 

.2898 
.1998 

.1260 
.0106 

.03)) 
.0121 

.0021 
.0002 

2 
.9848 

.9104 
.1788 

.. 6174 
.4552 

.3127 
.2001 

.1189 
.0652 

4 
.7734 

.6836 
.5801 

.4611 
.3529 

.2436 
.1480 

.0738 
.0251 

.0038 
3 

.9984 
.9815 

.9306 
.8389 

.1133 
.5696 

.4256 
.2%

3 
.1911 

5 
.9375 

.8976 
.8414 

.7662 
.6106 

.5551 
.4233 

.2834 
.1491 

,0444 
4 

.9999 
.9972 

.9841 
.9496 

.8854 
.7897 

.6683 
.5328 

.3971 
6 

.9922 
.9848 

.9720 
.9510 

.9176 
.8665 

.1903 
.6794 

,5211 
.3017 

5 
1.0000 

.9997 
.9913 

.9883 
.9651 

.9218 
.851l 

.7535 
.6331 

7 
l.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
6 

1.0000 
1.0000 

.9997 
.9980 

.992-l 
.9784 

.9499 
.9006 

.8262 
7 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
.9998 

.9988 
.9951 

.9878 
,9701 

.'ll90 
8 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9999 
.999·1 

.9980 
.9941 

.9852 
9 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

.9998 
.9'193 

.9?18 
10 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

l.0000 
1.0000 

l.0000 
1.0000 

.9998 
11 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 

1.0000 

1-' 
lJ1 
._¡ 



n y 
p = .50 .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95 

o .00.19 .0017 .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 
1 .0352 .0181 .OOS5 .00)6 .0013 .0004 .0001 ·ºººº .0000 .0000 

.144> .ogs5 .041JR .025) .011) .0042 .0012 .0002 .0000 .0000 
J .3633 .260·1 . 17.17 .1061 .0580 .0273 .Ol(ll ,0029 .0004 ·ºººº 4 .6.167 .5230 .4059 .2936 .1'!41 .1 !l8 .056] .0214 .0050 .000.\ 
5 .8555 .7799 .6846 .57:!~ .4482 .3215 .20]1 . 1052 .0381 .0058 
6 .9648 .9368 .8936 .8309 .7447 .6329 .4967 .3428 .1869 .0512 
7 9961 ,9916 .'>HJ~ .9681 .9424 .8999 .8122 .1275 .5695 .)366 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

o .0020 .0008 .0003 .0001 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .0195 ,OO'JI .0038 .00!4 .001).\ .0001 .0000 .0000 ·ºººº ·ºººº 2 .0898 .o.ws .0250 .0112 .0043 .OOIJ .OOOJ .0000 .0000 .0000 
3 .2539 .1658 .099·1 .0536 .0253 .0100 .003! .0006 .0001 .0000 
4 .5000 .3786 .2666 .1717 .0988 .0189 .0196 .0056 .0009 .0000 
5 .7461 .6386 .5174 .39i 1 .2703 .1657 .0856 .0339 .0083 .0006 
6 .9102 .8505 .7682 .6627 .5372 .399) .2618 .1409 .0530 .0084 
7 .9805 .9615 .9295 .8789 .8040 .6997 .5638 .4005 .2252 .0712 
8 .9980 ,9954 .9899 .9793 .9596 .9249 .8658 .7684 .6126 .3698 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

10 o .0010 .0003 .0001 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .0!07 .0045 .0017 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 ·ºººº 2 .0547 .0274 .0123 .0048 .0016 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000 
) .1719 .1020 .0548 .0260 .0106 .0035 .0009 .0001 ·ºººº ·ºººº 4 .3770 .2616 .1662 .0949 .0473 .0!97 .0064 .0014 .000! ·ºººº s .6230 .4956 .3669 .2485 .1503 .0781 .0328 .0099 .0016 .0001 
6 .8281 ,7340 .6177 .4862 .3504 .2241 .!209 .0500 ,0128 .0010 
7 .9453 .9004 .8327 .7384 .6172 .4744 .1m .1798 .0702 .0115 
8 .9893 .9767 .9536 .9140 .8507 .7560 .6242 .4557 .2639 ,0861 
9 .9990 .9975 .9940 .9865 .9718 .9437 .8926 .8031 .6513 .4013 

JO J.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 J.0000 J.0000 

11 o- .0005 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .0059 .0022 .0007 .0002 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
2 .0327 .0148 .0059 ,0020 .0006 .0001 .OOOJ ·ºººº .0000 .0000 
3 .1133 ,0610 .0293 .0122 .OQ.13 .0012 .0002 .0000 .0000 .0000 
4 .2744 .17l8 .0994 .OSO! .0216 .0076 .0020 .0003 .0000 ,0000 
s .5000 .3669 .2465 .1487 .0782 .0343 .0117 .0027 .0003 .0000 
6 .7256 .6029 .4672 .3317 .2!03 .J 146 .0504 .0159 .0028 ,0001 
7 .8867 .8089 .7037 .5744 .4304 .2867 .1611 .0694 .0185 .0016 
8 .9673 .9348 ,88! 1 .7999 .6873 .5448 .3826 .2212 .0896 .0152 
9 .9941 .986! ,9698 .9394 .8870 .8029 .6779 .5078 ,3026 .1019 

10 .9995 .9986 .9964 .9912 .9802 .9578 .9141 .8327 .6862 .4312 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 J.0000 
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y 
p ~.05 .JO .15 .20 .25 .JO .)5 .40 .45 

12 o .5404 .:!824 .14~2 .0687 .0317 .0133 .0057 .002:! .0003 
1 .8816 .6590 .4435 .2749 .1584 .0850 .0424 .0196 .0033 
2 .9804 .8891 .7J58 .5583 .3907 .2528 .1513 .O~H .0421 
3 .9978 .9744 .9078 .7946 .6488 .4925 .3467 .2253 .1345 
4 .9998 .9957 .9761 .9274 .8424 .7237 .5833 .4382 .3044 
5 l.0000 .9995 .9954 .9806 .9.i56 .8822 .7873 .6652 .5269 
6 1.0000 .9999 .9993 .9961 .9857 .9614 .9154 .8418 .7393 
7 1.0000 1.0000 .999') .9994 .9972 .9905 .9745 .9427 .8883 
8 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9996 .9983 .9944 .9847 .9644 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9992 .9972 .9921 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9997 .9989 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

IJ o .5!33 .2542 .1209 .0550 .0238 .0097 .OOJ7 .0013 .0004 
1 .8646 .6213 .3983 .2336 .1267 .0637 .OZ96 .0126 .0049 
2 .9755 .8661 .6920 .5017 .3326 .2025 .1132 .0579 .0269 
3 .9969 .965~ .8820 .7473 .5843 .4206 .2783 .1686 .0929 
4 .9997 .9935 .9658 .9009 .7940 .6543 .5005 .3530 .2279 
s 1.0000 .9991 .9925 .9700 .9198 .8346 .7159 .5744 .4268 
6 1.0000 .9999 .9987 .9930 .9757 .9376 .8705 .7712 .6437 
7 l.0000 1.0000 .9998 .9988 .9944 .9818 .9538 .9023 .8212 
8 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9990 .9960 .9874 .9679 .9302 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9993 .9975 .9922 .9797 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9997 .9987 .9959 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9995 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
IJ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

14 o .4877 .2288 .1028 .0440 .0178 .0068 .0024 .0008 .0002 
1 .8470 .5846 .3567 .1979 .1010 .0475 .0205 .0031 .0029 
2 .9699 .8416 .6479 .4481 .2811 .1608 .0839 .0398 .0170 
) .9958 .9559 .8535 .6982 .5213 .3552 .2205 .1243 .0632 
4 .9996 .9908 .9533 .8702 .7415 .5842 .4227 .2793 .167Z 
5 1.0000 .9985 .9885 .9561 .8883 .7805 .6405 .4859 .337J 
6 1.0000 .9998 .9978 .9884 .9617 .9067 .8164 .6925 .546! 
7 1.0000 1.0000 .9997 .9976 .9897 .9685 .9H7 .8499 .7414 
8 1.0000 1.0000 1.0000 .9996 .')978 .9917 .9757 .9417 .8811 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9983 .9940 .9825 .9574 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9989 .9961 .9886 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9994 .9978 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9997 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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n y 
p = .. 10 .55 ,60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .9J 

12 o .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .0032 .0011 .000) .0001 .0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .oooo 

.0193 .00]1) .0028 .0008 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
3 .0730 .0356 .015) .0056 .0017 .0004 .0001 .0000 .0000 .oooo 
4 .19)8 .1117 .057) .0255 .0095 .0028 .0006 .0001 .0000 .oooo 
5 .387! .2607 .1582 .0846 .0)86 .014) .0039 .0001 .0001 .oooo 
6 .6128 .4131 .))48 .2127 .1118 .0544 .0194 .0046 .0005 .0000 
1 .8062 .6<J56 .5618 .4167 .2763 .1576 .0126 .0239 .00-D .0002 
8 .9210 .8655 .7141 ,6533 .5075 .3512 .2014 .0922 .0256 .0022 
9 .9807 .9519 .9166 .8481 .7412 .609) .4411 .2642 .llO'J .0196 

10 .9968 .9917 .9804 .9576 .9150 .8416 .7251 .5565 .3410 .1 IR4 
11 .9998 .9992 .9978 .9943 .'1862 .9683 .9313 .8578 .7176 .4596 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

13 o .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .0017 .0005 .OOJI .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
2 .0112 .0041 .0013 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
3 .0461 .0203 .0018 .0025 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 
4 .1334 .0698 .0321 .0126 .0040 .0010 .0002 .0000 .0000 .oooo 
5 .2905 .1188 .0977 .0462 .0182 .0056 .0012 .0002 .0000 .0000 
6 .5000 .3563 .2288 .1295 .062·1 .024.1 .0070 .0013 .0001 .0000 
7 .7095 .5132 .4256 .2841 .1654 .0802 .0300 .0075 .0009 .0000 
8 .8666 .7721 .6410 .4995 .3451 .2060 .0991 .0342 .0065 .0003 
9 .9539 .9011 .8314 .7217 .5794 .4157 .2527 .1180 .0342 .0031 

10 .9888 .9131 .9421 .8868 .7915 .6674 .4983 .3(180 .1339 .0245 
11 .9983 .9951 .9874 .9704 .936) .8133 .1664 .6017 .3187 .1354 
12 .9999 .9996 .9987 .9963 .9903 .976:. .9450 .8791 .7458 .4867 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

14 o .0001 ,0000 .0000 .0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 
1 .OOO•J .000) .0001 .0000 .0000 ·ºººº .0000 ·ºººº .0000 .0000 
2 .0065 .0022 .0006 .0001 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 
3 .0287 .0114 .0039 .0011 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
4 .0898 .0426 .0115 .0060 .0017 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 
5 .2120 ,Tl89 .0583 :0243 .0083 .0022 .0004 .0000 .0000 .0000 
6 .3953 .2586 .1501 .0753 .0315 .0103 .0024 .0003 .0000 .0000 
7 .(>047 ·.4539 .3075 .1836 ·.0933 .0383 .0116 .0022 .0002 .0000 
8 .7880 .6627 .5141 .3595 .2195 .1117 .0439 .0115 .0015 .0000 
9 .9102 .8328 ,7207 .5713 .4158 .25E5 .1298 .0467 .0092 .0004 
to .9713 .9368 ,8151 .7795 .6448 .4781 .3018 .1465 .0441 .ron 
11 .9935 ;9830 .9602 .9161 .8392 .7189 .5519 .3521 .1584 .OJO! 
12 .9991 .9971 .9919 .9795 .9525 .8990 .8021 .64ll .4154 .1530 
13 ,9999 .9998 .9992 .9976 .9932 .9822 .9560 .8972 .7712 .5123 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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------
y 

p = .05 ./O .!5 .)5 .JO .15 .10 .45 

15 o .4633 .W59 .0874 .OIH .0047 .0016 .0005 .0001 
1 .8290 .5490 .3186 .0802 .OJ5J .0142 .0052 .0017 
2 .9638 .8159 .6042 .2361 .1268 .0617 .0271 .0107 
3 .9945 .9444 .8227 .4613 .2969 .1727 .0905 .0.12.t 
4 _q1JI).¡ .987) .938) 'B 6865 .5155 .3519 .2173 .1204 
5 .9999 .9978 .9832 ;t. .8516 .7216 .56H ..J032 .2608 
6 1.0000 .9997 .9964 JU .9.tH .8689 .7548 .6098 .4522 
7 1.0000 1.0000 .9994 ·;\ .9327 .9500 .8868 .7869 .65)5 
8 1.0000 1.0000 .99'l9 ,q·· .')958 .'JS.18 .9578 .9050 .8182 
9 1.0000 1.0000 l.OOG-0 '':" .9992 .996) ,9376 .966:! .9231 

10 1.0000 1.0000 1.0000 (+0'1 .9999 .9993 ,9972 .9907 .97.tS 
11 1.0000 1.0000 1.0000 t.· 000 1.0000 .9999 .9995 .9981 .9937 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.C·OOO J.0000 1.0000 .9999 .9997 .9989 
JJ 1.0000 1.0000 1.0000 ),1.1000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 
14 1.0000 1.0000 1.0000 l.GOOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
IS 1.0000 1.0000 1.0000 J.QO{}IJ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

16 o .4401 .1853 .0743 Q"lC" .OIOO .0033 .0010 .0003 .0001 
l .8108 .5147 .2839 . ! ~P: .0635 .0261 .0098 .0033 .OOIO 

.9571 .7891 .5614 .35. ·: .1971 .0994 .0451 .0183 .0066 
3 .9930 .9316 .7899 .5~,.: ! .4050 .2459 .1339 .0651 .0281 
4 .9991 .9830 .9209 -·:. .. .6)02 .-14')9 .2892 .1666 .0853 
5 .9991> .9%7 .'1765 .~lt : j .8103 G; '8 .4900 .J23S .19~6 
6 1.0000 .9995 .9944 .9i .. j .9204 .82-17 .6881 .s2n .)660 
7 1.0000 .9999 .9t)89 ,9'1it) .9119 .9256 .8406 .7161 .5629 
8 1.0(){)0 1.0000 .9998 .tJ·J~5 .9925 .9743 ,9)29 .8577 .7441 
9 1.0000 1.0000 l.OCOO .1J119s .998>l .9919 .9771 .9.tl7 .8759 

10 1.0000 1.0000 1.0000 l.0•J<'O .9997 .998-l .99JS .9809 .9514 
11 1.0000 1.0000 1.0000 fJ]('i)t) 1.0000 .9997 .9987 .9951 .9851 
12 1.0000 1.0000 1.0000 l.OüuO 1.0000 1.0000 .9998 .9991 .9965 
JJ 1.0000 1.0000 1.0000 1.00llO 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9994 
14 l.(){)00 1.0000 1.0000 1.001)1) 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 
IS 1.0000 1.0000 1.0000 l.OC-00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
16 1.0000 1.0000 J.0000 J.Ol;•;o 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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pe .50 .55 .60 .65 .70 .75 .so .85 .90 .95 

IS o .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .oooo .0000 
1 .0005 .0001 .0000 .0000 . 0000 .0000 .0000 .0000 . .0000 .0000 

.0037 .0011 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0<)()0 .0000 .0000 
3 .0176 .0063 .0019 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
4 .om .om .0093 .0028 ,0007 .0001 .0000 0000 .0000 .0000 
5 .1soq .0769 .0338 .01:4 .0017 ooos .0001 .0000 .0000 .0000 
6 .1036 .1818 .0950 .04:!~ .0152 .0042 .0008 .0001 .0000 .oooo 
7 .5000 .1465 .2131 . 1132 .0500 .0173 .0042 .0006 .0000 .0000 
8 .6964 .5478 .3902 .2452 .1311 .0566 .0181 .0036 .000) .0000 
9 .8491 .7392 .5968 .4357 .2784 .1484 .0611 .0168 .0022 .0001 

10 .9408 .8796 .7827 .6481 .4845 .3135 .IM~ .0617 .0127 .0006 
JI .9824 .9576 .9095 .827) .7031 .5)87 .3518 .177) .0556 .0055 
12 .9963 .9893 .9729 .9383 .8732 .7639 .6020 .)958 .1841 .0362 
13 .9995 .9983 .9948 .9858 .9647 .9198 .8329 .6814 .4510 .1710 
14 1.0000 .9999 .9995 .9984 .9953 .9866 .9648 .9126 .7941 .5367 
15 J.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

16 o .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 
1 .0003 .0001 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .oooo 
2 .0021 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .oooo 
3 .0106 .0035 .0009 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .oooo 
4 .0384 .0149 .0049 .0013 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
5 .1051 .0486 .0191 .0062 .0016 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 
6 .2272 .1241 .0583 .0229 .0071 .0016 .0002 .0000 .0000 .0000 

.4018 .2559 .1423 .0671 .0257 .0075 .0015 .OOJ2 .0000 .0000 
8 .5982 .4l71 .2839 .1594 .0744 .0271 .0070 .0011 .0001 .0000 
9 .7728 .6340 .4728 .JI 19 . 1753 .0796 .0267 .0056 .0005 .0000 

10 .8949 .8024 .6712 .5100 .3402 .1597 .0817 .0235 .0033 .0001 
11 .9616 .9147 .8334 .7108 .5501 .3698 .2018 .0791 .0170 .0009 
12 .9894 .9719 .9349 .8661 .7541 .5950 .4019 .2101 .0684 .0070 
13 .9979 .9)34 .9817 .954'1 .9006 .8029 .6482 .4JS6 .2108 .()429 
14 .9991 .9990 .9967 .9902 .9139 .9365 .8593 .1161 .4853 .1892 
15 1.0000 .9999 .9997 .9990 .9967 .9900 .9719 .9257 .8141 .5599 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 •.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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y 
p = .05 .10 .15 .}() .:!5 .JO .J5 .40 .~5 

---~·---------- ··----
17 o .4181 .1668 .0611 .0225 .0075 .0023 .0007 .000:? .0000 

l .7922 ,4818 .2525 .1182 .0501 .0193 .0067 .0021 .0006 
.94'17 .7618 .5198 .30% .1637 ,0774 .0327 .0123 .0041 

J .9912 .9174 .1556 .5489 .3530 .2019 .1028 .04M .0184 
4 .9988 .977<) .')013 .7582 .5739 .3887 .2348 .1!60 .0596 
s .9999 .9953 .9681 .8943 .7653 .5968 .41 'J7 .:?639 .1471 
6 1.0000 ,9992 .9917 .9623 ,81)29 .7752 .6188 .4478 .2902 
7 1.0000 .9999 .9983 .9891 .9598 .8954 .7872 .6-105 .4743 
B 1.0000 1.0000 .99'!1 ,91)74 .9876 .9597 .9006 .SOi 1 .6626 
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 .9969 .9873 .9617 .9081 .8166 

10 1.0000 1.0000 1.0000 .'J999 ,9994 .9968 ,9880 ,9652 ,9174 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9993 ,9970 ,9894 .9699 
12 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 l.0000 ,9999 .9994 ,9975 .9914 
IJ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 l.0000 ,9999 .9995 .9981 
14 1.0000 1.0000 l.0000 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9997 
IS 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
17 1.0000 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

18 o .3972 .1501 .0536 .0180 .0056 .0016 .0004 .0001 .0000 
1 .7735 .4503 .2241 .O'l91 .OJ<JS .0142 .0046 .0013 .0003 

.9419 .7338 .4797 .2JIJ .1353 .0600 .0236 .0082 .0025 
3 .98<Jl .901S .7202 .5010 .3051 .1646 .0783 .0328 ,0120 
4 .9985 .9718 ,8794 .7164 .5187 .3327 .1886 .0942 .0411 
5 .9993 .9936 .'l581 .8671 .7175 .5344 .3550 .2088 .1077 
6 1.0000 ,9938 .988! .9~87 .8610 .n11 .5491 .3743 .2~58 
1 1.0000 .9998 ,9973 .'l8J7 .94)1 .8593 .7283 .5634 .3915 
g 1.0000 l.0000 ,9995 .9957 .9807 .9404 .8609 .7368 .5778 
9 1.0000 1.0000 .9999 .9991 .9946 .?790 .940) .8653 .7473 

10 1.0000 l.0000 1.0000 .9998 ,9988 ,9939 .9738 .9~2.i .sno 
ll l.0000 l.0000 l.0000 1.0000 .9998 .9936 .9938 .9797 ,9463 
12 l.0000 l.0000 1.0000 l.0000 1.0000 .9997 .9<J86 •1N-t2 .9817 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .991)7 .'l987 .9951 
14 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 l.0000 1.0000 .9998 .1JrNo 
15 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 .9'·N? 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 
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._ ____ --·--·· -·--- ·-·-- --·----·-

I' ~ ~r: .SS .60 ~5 -., .7.< /Ju .85 .QO Y' 
------------·-------- --
17 o .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 ,0000 .ouoo .00()(1 .000(1 

l.. .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
2 .0012 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
3 .0064 .0019 .0005 .0001 .0000 .01100 .0000 .0000 .0000 .0000 
4 .0245 .0086 .0025 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
5 .0717 .0301 .0!06 .0030 .0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 
6 .16ó2 .0826 .034R .0120 .0032 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 
7 .3145 .1834 .0919 .0383 .0127 .0031 .0005 .0000 .0000 .0000 
8 .5000 .J374 .1989 .O'l94 .0403 .0124 .0026 .0003 0000 .0000 
9 .6855 .5257 .3595 .2128 ,l().l6 .0402 .0109 .0017 .0001 .0000 

10 .8338 .7098 .5522 .3812 .2248 .1071 .0377 .0083 ,0008 .0000 
JI .9283 .8529 .7361 .5803 .4032 .2347 .1057 .0319 .0047 .0001 
12 .9755 .94()4 .8740 ,7652 .6113 .4261 .2418 .0987 ,0221 .0012 
13 .9936 .9816 .9536 .8972 .7981 .6470 .4511 .2444 ,0826 .0088 
14 .9988 .9959 .9877 .9673 .9226 .836) .6904 .4802 .2382 .0503 
15 .9999 .9994 ,9979 .9933 .9807 .9499 .8818 .7475 .5182 .2078 
16 1.0000 1.0000 ,9998 .9993 .9977 .9925 .9775 .936'1 .8332 .5819 
l7 J.0000 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

18 o .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 ,0000 .0000 .0000 
1 .()()()! .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
2 .0007 .0001 .0000 ,0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
3 .0038 .OOIO .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
4 .0154 ·.0049 .0013 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
5 .0481 .0183 .0058 .0014 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
6 .1189 .0537 .0203 .0062 .0014 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 
7 .2403 .12fi0 .0576 .0212 .0061 .0012 .0002 .0000 .0000 .0000 
8 .4073 .2527 .1347 .0597 .0210 .0054 .0009 .0001 .0000 .0000 
9 .5927 .4222 .2632 .1391 .0596 .0193 .0043 .0005 .0000 .0000 

10 .7597 .6085 .4366 .2717 .1407 .0569 .0163 .0027 .0002 .0000 
JI .8811 .7742 .6257 .4509 .2783 .1390 .0513 .0118 .0012 .0000 
12 .9519 .892' .7912 .6450 .4656 .2825 .1329 .()419 .0064 .0002 
13 .9846 .9589 .9058 .8114 .6673 .4813 .2836 .1206 .0282 .0015 
14 .9962 .9880 .9672 .9217 .8354 ,6943 .4990 .2798 .0982 .0109 
15 .9993 .9975 .9918 .9764 .9400 .8647 .7287 .5203 .2662 .0581 
16 .9999 .9997 .9987 .9954 .9858 .9605 .9009 .7759 .5497 .2265 
17 1.0000 1.0000 .9999 .9996 .9984 ,9944 ,9820 .9464 .8499 .6028 
l8 l.0000 l.0000 1.0000 l.0000 l.0000 l.0000 1.0000 l.0000 l.0000 1.0000 
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y 
p = .05 .10 .15 20 .25 .JO .35 .40 .45 

l'I .37H .IJ51 .O<Ufí Ul.J·I .0042 .0011 .0003 .IJOOI .0000 
.7547 .4:03 .1'185 .082? .0310 .0104 .0031 .Oll08 .000! 
.9335 _;·051 .441) .2369 .1113 .O·lh~ .Olill .0055 .0015 

3 .9869 .8851) .6841 .4551 .:!6JI .1332 .0591 .0230 .il077 
4 .9900 ,1Jci4d .8556 .6733 .4654 .2822 .1500 .0696 .0280 
5 .9998 .9914 .9463 .8369 .6678 .4739 .2968 .1629 .0777 
6 1.0000 .9983 .9837 .9324 .8251 .6655 .4812 .JOS! .1727 
7 1.0000 .9')97 .99Yl .9767 .9225 .8180 .6656 .4878 .3169 
8 1.0000 1.0000 .<J')l}2 .99.13 .9713 .9161 .8145 .6675 .4'140 
9 1.0000 1 0000 .'1999 .9984 .9911 .967·l .91~) .BJJ<J .6710-

10 1.0000 1.0000 1.00110 .9997 .9977 .t>895 .9653 .9115 .815'1 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 .9'172 .9886 .96-18 .9129 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 ,CJ994 .9969 .9884 .9658 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9993 .9969 .9891 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9994 .9972 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9995 
16 1.0000 1.0000 l.OOD<r 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 
17 1.0000 1.0000 J.()()()() 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

20 o .3585 .1216 .0388 .0115 .0032 .0008 .0002 .0000 .0000 
1 .7358 .3917 .1736 .0692 .0243 .0076 .0021 .0005 .0001 
2 .9245 .6769 .4049 .2061 .0913 .0355 .0121 .0036 .0009 
l .9841 .8610 .6477 .4114 .2252 .1011 .0+14 .0160 .0049 
4 .9974 .9568 .8:!98 .6296 .4148 .2375 .1182 .0510 .0189 
s .9997 .9887 .9327 .8042 .6172 .4164 .2454 .1256 .0553 
6 1.0000 .9976 .9781 .913) .7858 .6080 .4166 .2500 .1299 
7 1.0000 .9996 .~n.u .9679 .8982 .7723 .6010 .4159 .2520 
8 1.0000 .9999 .9n7 .9900 .9591 .8867 .7624 .5956 .4143 
9 1.0000 1.0000 .9998 .9974 .9861 .9520 .8782 .7553 .5914 

10 1.0000 1.0000 1.0000 .9994 .9961 .9829 .9468 .8725 .7507 
11 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9991 .9949 .9804 .9435 .8692 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9987 .9940 .97'10 .9420 
ll 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9985 .9935 .9786 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9984 .9936 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9985 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
JB 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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p = .50 .55 .60 .65 .70 .75 .SU .85 .90 .95 

19 .0000 .0000 .0000 ·ºººº ·ºººº .0000 .0000 000[1 .0000 .0000 
.0000 (){l(lO 0000 0000 .nono ºººº .0000 IJ¡l(JO ()(l(){) 0000 
.0004 .0001 .0000 .0000 ·ºººº ·ºººº ·ºººº .OOíl{1 ºº''º .0000 

3 .00.:!2 .0005 .0001 (\()0(1 0!)!)0 .00\lfi lKlilO .OPnp 00(10 ,Q()\)(l 

4 .0096 .0028 .0006 .0001 .0000 ·ºººº .Ol100 .0000 .O()(JO .0000 
5 .0)18 .0109 .OOJI .0007 .0001 OOQ(J {)\~)0 0000 .onoo .0000 
6 .OS35 .0342 0116 .0031 .0006 .000) .00<10 .(1[)00 .0000 .0000 
7 .1796 .0871 .0352 .0114 .OO~S .0005 .0000 .0000 .0000 oouo 
8 .3238 .1841 .0885 .OJ47 .0105 .002) .000) .0000 ·ºººº .0000 
9 .5000 .3290 .1861 .0875 .03~6 .0089 .0016 .0001 .oooo .0000 

10 .6762 .5060 .)325 .1855 .08!9 .0287 .0061 .OOOS .oooo .0000 
11 .8204 .6831 .51:!:! .JJ44 .1820 0775 .02JJ .0041 .000) .00()() 
12 .9165 .8273 .6919 .5188 .3345 .1749 .0676 .0163 .0011 .0000 
13 .%81 .9223 .8371 .7032 .5261 .3322 .1611 .0537 .0086 .0002 
14 .9904 .9720 .9304 .8500 .7178 .5J.l6 .3267 :1444 .0)52 .0020 
15 .9978 .992) .9770 .9409 .8668 .7169 .5449 .3!59 .1150 .0132 
16 .9996 .9985 .9945 .9EJO .tJ5JS .8887 .76)1 .5587 .:!9~6 .0665 
Ji 1.0000 .9998 .9992 .9969 .9S'i6 .%90 .9171 .8015 .5i97 .2453 
18 1.0000 1.0000 .9999 .9997 .'J98Y .9958 .'!856 .9544 .8649 .6226 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.OOl)() !.OOQO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

20 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
.0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 ·ºººº .0000 .0000 .0000 
.0002 ·ºººº .0000 .0000 ·ºººº .0000 _(){\()0 .0000 .()()()() .0000 
.0013 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .OllOO .0000 .0000 .[JO(J{) 

.0059 .0015 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
5 .0207 .0064 .0016 .000) .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
6 .0577 .0214 .0065 .0015 .000) ·ºººº Q(){)Q .OQ(){) .0000 .0000 
7 .1316 .0580 .0210 .0060 .0013 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 
8 .2517 .!308 .0565 .0195 .0051 .0009 .0001 .0000 .0000 .0000 
9 .4119 .2493 .1275 .0512 .0171 .0039 .0006 .0000 .0000 .0000 

10 .5881 .4086 .2447 .1218 .0480 .0139 .0026 .0002 .0000 .0000 
11 .7483 .mi .40.\4 .2376 .1133 .0409 .0!00 .0013 .0001 .0000 
12 .8684 .7480 .5841 .3990 .2277 .1018 .0321 .0059 .0004 .0000 
13 .9423 .8701 .7500 .5814 .3920 .2142 .0867 .0219 .0024 .0000 
14 .9793 .9447 .8144 .7546 .5816 .3828 .1958 .0673 .0113 .0003 
15 .9941 ,9811 .9490 .8818 .7625 .5852 .3104 .1702 .0432 .0026 
16 .9987 .995! .9840 .9556 .8929 .7748 .58SG .3523 .1330 .0159 
17 .9998 .9991 .9%4 .9819 .9645 .9087 .193'J ."151 .3231 .0755 
18 1.0000 .9999 .9995 .9979 .9924 .9757 .9308 .8144 .6083 .264.! 
19 J.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9992 .9968 .9885 .9612 .8784 .641.l 
20 1.0000 1.0000 J.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

For n largcr than 20. the rth quantilc y, of a binomial random variable may he apprm.imatcd mi11~ 
y,= np + w, Jnp(l - pJ, whcrc w, is !he rth quan11Je of a s1a11dard nomrnl rnndom \':trialile. 
ohrnincd from Table Al. 
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(_h ,, t 11 1 ... f 11 1111 f·,flf\1•>1,l/1{11\ ,,, .... ~I \11'111., 

--------- ------·- ·---------- ---- -· ·--------
(11, ... s,.:,..! ,,.,, 

r= .'111 IJ5 ,f175 .<t'I ,<J•J5 ¡•= .'1!1 .Y..I .•1".' ,I,,•/ .'l·J: 

T1111-.\'1,J,·.l l;·1r 
r ==.Sil ,'llJ _115 ,1;s ,,, /' = ,Sf/ ,VIJ .'li .'JS .'J'J 

n= 1 .1,¡)íJ ,!J.'it) .975 .9'10 • 11115 // = 11 .:!{1 .25 1J .:?87 • .i.'.?I .)4.; 
.6fiJ .776 .R-l:? ,t}Ql) .4:!<l 

,, 
.221 ,,ll .281 .J1.; .. i.i7 

) ,5ó5 .6.16 .iOR .785 ,8,9 21 .:!ti .2.n .275 .J(J7 .JJO 
4 ,49.l .565 .(12.: .6SIJ .7.lJ :4 .21:? .242 .269 .)01 .323 
l .447 .SO'J .5fiJ .627 .669 15 .:ms .ns .26J .295 .JI 7 

6 .410 A<iS .519 .577 .617 26 .WJ .2.\:\ .15'} .290 .311 
7 .JBI ,4]6 .483 .5JS .576 27 .200 .2.!9 .25.; .'.284 .JOS 
8 .JSS .410 .454 .507 .5.;2 2S .197 .225 .250 .279 .)00 
9 .JJI~ .387 .4)0 .480 .lll 29 .19J .221 .2.:6 .275 .295 

ID ,J2J ,)69 .409 .457 .489 JO .190 .218 .24:? .270 .290 

11 ,)08 .J52 .)91 .4)7 .468 JI .187 .214 .2.l8 .266 .28S 
12 .296 .)38 .)7S .419 .449 31 .184 .211 .2.14 .262 .281 
13 .285 .Jll .J&I .404 All JJ .182 .:!OS .2ll .258 .277 
14 .275 .)14 • .H9 .)90 .418 )4 .179 .'205 .227 .25-l .273 
IS .266 .JO-l .))8 .. l77 .404 )5 .lii .202 .22.; .251 .269 
16 .258 .295 .327 .366 .J9l )6 .IH .199 .'.221 .2.;7 .265 
17 .250 .266 .)18 .)55 .JSI )7 .172 .196 ,,18 .244 .262 
IR .2H .279 • .109 . .146 .)71 JS .170 .194 .215 .241 .2.SS 
19 .:n .271 .JO! , 137 .)61 )9 .168 .191 -~13 .~JR .:-!53 
20 .232 .265 ,;!!J.; . J~9 .35~ 'º .165 .l/l9 .210 .2JS .:!52 

Appro,imati1.1n J.07 1.22 l .Jó l.52 1.6] 

fnr /1 > 40 \ " \" \ " '" \Ji 

~Oli!HT. ,\J.1p1t.·tl fwm 'Libk nf \lillcr rltJ)hl. 

"Thc 1:n:11c ... in thi ... l:iblc ar1: .. ..:1i:1..·tcd qu;u11ik~ 11·,. <1f lile 1'oln1u¡.:or11\· l•.''I ~tati.,fic:- 1: -r·. and 
1" :.1\ ddi11cd h~ F.qualiPn 6, 1.1 fdr IWil-!>1JcJ tc~t:- 1111d h) b¡u;11ion\ h.1.2 :rnd fl.1.3 for 11111:-~idcd 
IC!<!IS. Rcj1..·c1 H 11 a1 1hc lc\cl tr ír T t:.\cccd<1 !111..• 1 - n quantik· ~íu·n in thf, tahlc. Thc~c ql1an1ik•i., 
ar..: c\1.tCI for 11 ~-l!J in !he l\\O·t:1'1li..·d h·~1. Th1..• 1llht:1 quan1ilc:. ;uc <1ppr1nim.11i1in" that 11rt' cqua! In 

tl;t' c~act qu:uuik~ in 1110~1 i:a~cs. r\ b~ltcr ;1ppn.)\im:ililH1for11 >~O 1c~u11-.. if i11 .... , íiTfü1 1 ~:: i!- U!>cd 
inslt.::id of ,';¡ in th.: d•:nllminator. 
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Valores cri!lcos de Ten la prueba de Wllcoxon 

Valore.\· critico.\' dt• Ten la prudu1 tÍL' ll'i/coxon tft• ran¡:oJ cnn .d¡:m1 pura r:rpe,.j
mrntos parL·ados 

n _,. .05 
a..:. .02.5 
n n .01 
n = .OOS 

n ~0 .JO 
11 ..... • os 
C1"" .02 
11 "- ,01 

// = 5ilJ50 

11 
8 
l 
3 

------1-----1·---- ---------------
Unilalcral Dilalcral 11-= 11 

-----1-----1·---- --------------------
n =.OS 
n ""'.025 
a "".01 
n "".DOS 

n"" ,JO 
(l.,.,, .os 
n = .02 
(l "'.01 

14 
11 
7 
l 

17 
14 
10 
7 

21 
17 
ll 
10 

26 
21 
16 
13 

30 
ll 
20 
16 

J6 
JO 
24 
19 

-----1---·-- ---- -------------------
Unil;ttC'rJ.1 Bi/Jtcral n::=.17 11=18 n,.,19 n"'20 11=21 n=22 

-----1--·--- ----------------------
11 "".os 
(1 = .025 
a =.DI 
n - .OOl 

Unilatcr;il 

n ~.JO 
n,.. .OS 
n= .02 
n:: .01 

BilJ!crul 

41 
ll 
18 
ll 

47 
40 
J3 
18 

l4 
46 
J8 
Jl 

60 
ll 
4) 
)7 

68 
l9 
49 
4] 

7l 
66 
l6 
49 

----~-----!---- -------------------
n =.OS 11"' .10 
n •= .O:?S o ~~ .o< 
n "'".01 11.,,. .02 
o ,... .DOS n"" .01 

El 
7J 
6l 
ll 

92 
61 
69 
68 

101 
90 
77 
68 

l IO 
98 
El 
76 

120 
107 
9J 
84 

130 
117 
102 
92 

-----1-----1---- -------------------
Unilalernl Bilateral 

11 "--.os 
n ,_.._ .025 
n :::: .01 
n = .OOS 

lini/;Hcral 

n:::: .OS 
ll '"'' .025 
11 "~ .01 
<l.,,._ .oos 

nn .10 
1¡"" .os 
n"" .02 
"= .01 

Bih!lera! 

o\ =o- .10 
fl ::.- .os 
n,.., .02 
n'"" .Ol 

141 
127 
111 
100 

IS:? 
ll7 
IW 
109 

163 
148 
130 
118 

17l 
ll9 
141 
128 

!SS 
171 
lll 
lli 

~-·· )S n - 36 n ~ 37 r. "'" )8 n ,_, 39 

214 
19) 
174 
160 

:2s 
WS 
186 
171 

198 
!El 

256 
vs 
:?JI 
IOl 

101 
ISJ 
162 
149 

Unil;11cral n "'- 40 n ·"" 41 n ~ . .:2 n --- .;) n :- 44 n = 4.S 
-----1----- -------

n ""'.O.S 
11 "".025 
'' "".DI 
11 -º .oos 

"~ .10 
",_.. .os 
n =· .02 
"" .01 

257 
264 
lJS 
221 

)0) 
279 
:?52 
:?H 

]19 
211.S 
267 
248 

lJ6 
lll 
281 
:6: 

JS.i 
J27 
297 

Linil:11eral Hil;11cr:.d n =- 46 n ·- 47 n"" 48 n ~- 4Q n ,_, ~O 

~;;-¡~~¡o--~~--¡;-~~ 
n "' ,0:?5 n · OS 361 379 397 41.S 4J4 
n •· .. 01 ti =- .02 329 34.S 362 380 398 
11 , •• 005 11 .01 .'07 J2J JJ9 356 )7) 

JJI 
344 
Jll 
292 

TomadL, de "Somc Rapid Apprl'.xim:llc St;itistk·al Proccdurc," fltJ6~l. ~S. F. \\'ilcoxon y 
R. r\. \\'ilc11~. H.cproducido i.:on la !!L'1llJ/ autl>ri1~ción di: R.:\. \\'i/co."\ y lllS L~horatorios 
Lcdalc. 
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