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Capitulo 1

Introduccidn

Sin duda uno de los aspectos que m4s ha preocupado a los ingenieros encar-
gados de analizar y diseflar estructuras, es el comportamiento de estas ante
excitaciones dinamicas, particularmente las generadas como consecuencia de un
sismo. En estiucturas coiaplejas, sobre todo del tipo industrial, no es posible
hacer suposiciones en cuanto a la distribucién de la masa y rigideces para
lograr modelos simplificados lo que nos lleva inevitablemente a concebir mode-
los estructurales més realistas que Hberen las hipétesis restrictivas de los
modelos tradicionales; que permitan estudiar fenémenos tales como la
flexibilidad de los diafragmas de plso, el comportamiento fuera del plano, la
interaccién del suelo con la estructura, las no linealidades geométricas y del
material, distribuciones irregulares de la masa ...etc, etc.

En est¢ sentido, en las ltimas dos décadas, se han hecho avances importan-
tes principalmente debido al uso del método de los elementos finitos. Este
método ha probado su efectividad en la solucién de muchos problemas
précticos, La generalidad del método de los elementos flnitos y sobre todo la
relativa sencillez con que puede ser implantado en una computadora lo han
convertido en una de las herramientas mds poderosas con que cuenta el inge-
niero para modelar sus estructuras.

La idealizacién tridimensional de las estructuras es otro aspecto que contri-
buye notablemente al mejoramiento de nuestros modelos.

Desafortunadamente el uso del método de los elementos finitos y la modelacién
en el espacio de las estructuras que se desean analizar dan lugar, en la
mayoria de los casos, a modelos de una gran complejldad, lo gue se traduce
en un incremento en el esfuerzo de cémputo requerido para llevar a cabo la
solucién.

En particular en el caso de la solucién de la ecuacién de movimiento de la
estructura por superposicién modal, la determinacién de los eigenvectores es
la fase mas importante y que consume mas tiempo dentro de la solucién.

Los métodos que se han desarrollado para la extraccién de los eigenvectores
se pueden clasificar en dos grupos: Los métodos de extraccién directa, que
para obtener los valores y vectores caracteristicos operan directamente scbre
la matriz de rigideces y de masas del sistema con n grados de libertad, y los
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llamados métodos de reduccibn o subestructuracién dinémica, que reducen el
sistema de n grados de lbertad a otro de menor tamafio pero de tal manera
que los vectores y valores caracteristicos de baja frecuencia se conserven.

Entre los métodos de extraccién directa se encuentran los sigulentes: El cono-
cido método de iteracién inversa®, (tll en el caso en gue se requiera un
nimero pequefio de vectores. Los métodos de Jacobl y Jacobl Generalizado®,
tfransforman la matriz de rigideces a una matriz diagonal: Jacobi se utiliza
para la solucién del problema estandard, esto es un problema de la forma
Kdé=N¢, mientras que Jacobi generalizado se utiliza para resolver el problema
K¢=AM¢, trasformando la matriz de masas y de rigideces simultdneamente,
Ambos métodos han tenido aceptacién por su simplicidad y son utilizados con
frecuencia en conjunto con log métodos de reduccién. EI método de Househol-
der® transforma la matriz de rigideces a una matriz tridiagonal utilizando
transformaciones que adoptan la forma de matrices de reflexién, los
efgenvalores se obtienen posteriormente utilizando los algoritmos QL o QR
basados en transformaciones sucesivas. Quizé el método més importante en
este grupo es el método de la busqueda del determinante, que combina las
técnicas de iteracién inversa e iteracién con el polinomio caracteristico para
obtener los menores valores caracteristicos del sistema.

Los métodos de reduccidén estdn encabezados por el método de Guyan®* que
reduce simultdneamente a las matrices de rigidez y la matriz consistente de
masas del problema en base a la seleccién de grados de libertad maestros,
estos ultimos son aquellos en los que se supone gue esta concentrada la masa
de la estructura. Después de la reduccién sélo los grados de libertad maestros
quedan representados en el modelo. En este método es de importancia funda-
mental la seleccion de dichos grados de libertad maestros lo gque generalmente
depende del juicio del ingeniero, sin embargo se han desarrollado algunos
algoritmos®® para determinar de manera automética los grados de libertad
maestros que deben seleccionarse para lograr buenos resultados. Sigue el
método de iteracién del subespacio, basado en la formulacién de Ritz*‘® y més
recientemente por los métodos de Lanczos’-1* y el método Wilson Yuan Dickens
(WwyD®},

En este trabajo se estudiard el método de subestructuracién dindmica WYD,
con el objetivo de implantarlo como parte de un programa de computadora
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general de \anélisis estructural tridimensional. Para poder comprender el
método, fue necesario repasar las principales propiedades de los valores y
vectores caracteristicos vy luego los principales métodos de extraccién.

El estudio comienza en el Capftulo 2 con la descripcién del problema que se
desea resolver®, se plantea la solucién para sistemas eldsticos por superposi-
cién modal, se hace un breve resumen de las propledades de los valores vy
vectores caracterfsticos*-* que es importante tener en mente y por ultimo se
presenta la solucién modal espectral. En el capftulo 3 se hace una revisién de
algunos métodos importantes para el célculo de valores caracteristicos® =:2-%,
el método de Lanczos entre ellos”-*=, Los métodos que se revisan en este
capftulo introducen las ideas fundamentales que se utilizan en la extraccién de
los valores y vectores caracteristicos. Con estos antecedentes se pasa a la
presentacién del método WYD®., en el capitulo 4. Se hace un extenso anélisis
del método a la luz de los conceptos introducidos en los capitulos anteriores.
En el capitulo 5 se trata el ter3 de la implantacién del método. Se muestra
esqueméticamente la organizacién del programa y se resumen los pasos a
seguir en la extraccién de los vectores de Ritz. En el capitulo 6 se presentan
algunos resultados obtenidos con el programa usando el método WYD v el de
Lanczos, haciendo algunas observaciones importantes. En el capitulo 7 se hace
el andlisis de los resultados y por tltimo en el capftulo 8 se presentan las
conclusiones del trabajo.
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Capitulo 2

Aspectos generales

2.1 El problema
La ecuacién

MO+CU+KII=R .n

representa el sistema de ecuaciones de equilibrio dindmico de un sistema
estructural, donde M, C y K son la matriz de masas, amortiguamiento y rigi-
deces del sistema respectivamente, R es el vector de cargas externas, y U, U
y U son los vectores de aceleracién, velocidad y desplazamiento del sistema.
Se han desarrollado gran numero de procedimientos para resolver la ecuacién
(2.1), basados fundamentalmente en dos métodos: de integracién directa vy la
superposicién modal. Con el método de integracién directa se resuelve el sis-
tema de ecuaciones para incrementos discretos de tiempo At considerando una
clerta variacién de la aceleracién, velocidad y desplazamiento entre los
intervalos de tiempo. Los diferentes algoritmos de integracién directa se dife-
rencian bédsicamente en la forma de las variaciones gue se asumen entre cada
intervalo de tiempo; también de esta forma se derivan las principales
propiedades de estos métodos: tiempo de solucién, estabilidad y precisién. En
general el tlempo de soluclén de estos métodos es inversamente proporcional al
incremento de tlempo considerade y a las caracteristicas de la matriz de rigi-
deces. Estos algoritmos son utilizados casi exclusivamente para sistemas no

lineales.

El método de superposicién modal se aplica a modelos lineales. Primero se
transforma el sistema (2.1} de modo gue se obtengan unas nuevas matrices A1,
¢ vy R utilizando una relacién del tipo

U=PX (2.2)
donde X es un vector dependiente del Hempo conocido como el vector de des-
plazamientos generslizados y P es una matriz cuadrada de orden n no singular

para lograr que la relacién entre U/ y X sea Unica. Sustituyendo {2.2) en
(2.1} y premultipicando por P' se tiene

MX+CX+RX=R (2.3)

donde
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M=PTMP; C=PTCP; R=P'KP;, FR=P"R (2.4)
\

La matriz P se obtiene usando los deplazamientos del problema de vibracién

libre sin considerar el amortiguamiento
MU+KU=0 (2.9)
La solucién de (2.5) puede asumirse de la forma

U= dsinw(l-1y) (2.6)

donde ¢ es un vector de orden n, ! es la variable de tlempo, {, una constante

y w es la frecuencia angular de vibracién del vector ¢. Substituyendo (2.6)
en (2.5) se obtiene el problema de valores y vectores caracteristicos generali-

zado,

Ko=w?Mo (2.7)

de donde ¢ es un vector caracteristico y w? es el valor caraterfstico corres-

pondlente que deben determinarse.
La ecuacidn (2.7) tiene n soluciones (w?,¢,), (w2, 4,),....(w2.4,), escalando
los vectores adecuadamente siempre puede lograrse que

T =] L= /}
¢,M¢,{=O iy (2.8)
Y entonces
¢ Kd=n? (2.9)

donde ¢ es una matriz gue tiene por columnas a ¢,,¢,,83,...,9, ¥ Q% es una

matriz que guarda las frecuencias en la diagonal principal, esto es, Q= wi,
la matriz de transformacién que se buscaba es &, entonces
U=dX (2.10)
Haciendo P= ¢ en la ecuacién (2.4), se obtiene la ecuacién de equilibrio en
términos de los desplazamientos generalizados
X+oTCoX+0%X=¢"R (2.11)

en la que si se desprecia el amortiguamiento se desacopla el sistema
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X+02x=0TR O (212)
esto es, se tienen n ecuaciones de la forma
Xorwix, =T, (2.13)

r,=6/R  i=1,2,..n

Siendo la iésima ecuacién la ecuacién de un sistema de un grado de libertad

con masa unitaria y rigidez w?

la solucién a cada una de las ecuaciones en (2.14) puede calcularse haciendo
uso de la integral de Duhamel

t
x.(t)-al)—-f r(t)sinw,(t-t)dt+a;sinw,t+B cosw,t (2.14)
/0

con condiciones iniciales de la sigulente forma
X (t=0)=¢/MU, (2.15)
X(1=0)=¢] MU,

La integral de Duhamel suele evaluarse numéricamente, para tal efecto, pue-
den utilizarse los métodos de Integracién directa con las matrices ya transfor-
madas. Cuando la excitacién puede representarse por medio de un diagrama de
aceleraciones o velocidades a base de segmentos de variacidén lineal respecto al
tiempo, como es el caso de la excitacién sismica, es posible obtener la solucién
exacta de la ecuacién (2.15). Para obtener la solucidn completa deben calcu~
larse las soluciones de las n ecuacijones (2.14), Yy la respuesta de la estruc-
tura se calcula después como la superposicién de los modos, utilizando la

ecuacién (2.11)
n
U=Y ¢x, (2.16)

La medida en gue cada uno de los términos en (2.16) contribuyen a la solu-
cién depende de la forma del vector ¢, y de la frecuencia de vibracién de ese
modo w, . Lla propiedad fundamental del método de superposicién modal es
que es necesario evaluar un nUmero reducido de vectores en (2.16) para
lograr una buena aproximacién a la respuesta.
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\2.2 Propledades de los valores y vectores caracteristicos.?-*

En esta seccién se describen las propiedades més importantes de los problemas
de valores y vectores caracterfisticos. En las sigulentes secciones se hard
referencia a estas propledades porque los diferentes métodos para la solucién
de la ecuacién caracteristica basan sus estrategias en alguna de ellas. La
mayoria de las propiedades se presentan sin ninguna demostracién formal, sin
embargo se han incluido algunas que son especialmente Utiles para comprender
el sentido profundo de algunas de la propledades que se muestran.

En la seccién anterior se vio que para un anélisis modal se utilizan las formas
modales para desacoplar las ecuaciones de equilibrio. Estas formas modales se
obtienen al resolver el problema de vibracién libre de la estructura sin consi-
derar el amortiguamiento. La forma general de este problema es

Ké=AMS (2.2.1)
con

2

A=w

donde la matriz de rigideces K es una matriz positiva definida o semidefinida
de orden 11, la matriz de masas M puede ser una matriz diagonal posiblemente
con algunos elementos nulog o bien una matriz con elementos no nulos fuera
de la diagonal en cuyo caso es siempre positiva definida.

El sistema (2.2.1) tlene n pares de soluciones (¢,,A,) ¥

<h (2.2.2)

-1 n

0SA, SA,<...SA

DS A, sl K es positiva semidefinida y 0 <A, sl K es positiva definida. Cuando

se arma la matriz de rigidez de una estructura que no tiene ningin apoyo se
obtiene una matriz positiva semidefinida, en ese caso los valores de A, =0
corresponden a los modos de vibrar de cuerpo rigido. Cuando se tiene una
matriz M de masas dlagonal con k elementos nulos entonces existen
AN=AL;=..=MN.p. = Ademés los vectores caracteristicos son vectores

Del problema (2.2.1) puede observarse gque

Kad=AM(xd) (2.2.3)
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y por lo tanto si ¢, es un vector caracterfstico entonces ad, también lo es.

Esto significa que la magnitud de los vectores caracteristicos no queda defi-
nida, sino solo su direccién o forma, por lo tanto es posible escalar los vecto-
res de modo gue

6 Mo, =1 (2.2.4)

se dice entonces que los vectores caracter{sticos son ortonormales con res-

pecto a la masa, esto es
oMb, =8, (2.2.5)
esta relacién conduce a

o/ Ko, =5, (2.2.6)

por lo tanto los vectores también son ortogonales respecto a K.

Es posible que en la solucién se tengan valores caracteristicos repetidos,
diganse m veces, A, =X, =...= A, .., en ese caso los correspondientes vec-
tores caracteristicos no son unicos, sin embargo forman un conjunto de vecto-
res independiente que puede escogerse de tal manera que cumplan con las
propledades (2.2.5) y (2.2.6).

Es importante notar que las condiciones (2.2.5) vy {2.2.6) son condiciones
necesarias para gue un vector sea vector caracteri{stico pero no son suficien-

tes, supongase que p vectores x;,X,,..., X, cumplen con las condiciones de
ortogonalidad

XTKx=D (2.2.7)
Y

X' Mx=1 (2.2.8)
donde X = x,Xx,,...,x, Y D=diag(d,). Los vectores x, no son necesaria-

mente eigenvectores y o, no son necesarjamente eigenvalores, a menos que
pP=nen cuyo caso ¢=X y A =D donde A =diag(A,)

Los eigenvalores A, del problema (2.2.1) son las raices del polinomio caracte-
ristico
P(A)=det(K-AM) (2.2.9)
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propledad que se deduce directamente de (2.2\l1). Reescribiendo (2.2.1) de la
forma

(K-A M), =0 (2.2.10)
se deduce que la relacién (2.2.1) tiene solucién no trivial {con los elementos

de $, no todos nulos) solo si la matriz K - A M es singular, lo que se cumple,
justamente, si el determinante de la matriz anterior es cero.

Por otra parte, un buen nimero de propiedades puede deducirse utilizando el
coclente de Rayleigh® que se define como

(2.2.11)

donde v es un vector de orden n. Este coclente cumple con la importante rela-

cién

A Sp(U)SA, Vu (2.2.12)
ademéds, de la definicién del cociente de Rayleigh se desprende inmediatamente
que

p(o)=\, (2.2.13)
Supongage ahora gue 5‘ es una aproximacién de ¢, esto se expresa asf
b=, +ex (2.2.14)
donde € es una constante y x es un vector del mismo orden que ¢, entonces
p(6) =N +o(c?) (2.2.15)

donde o(e?) significa de orden e?, esto significa que si §=0(e?) entonces

6<be? donde b es una constante. La anterior propiedad indica que se puede
obtener una mucho mejor aproximacién de los valores caracteristicos de lo gue

en general se puede de las formas modales.

La caracterizacitén minimax de los valores caracteristicos es un importante
resultado deducido a partir del cociente de Rayleigh. Antes de definir esta
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vectores caracterfsticos.’ 4]

propiedad considerese lo sigulente: si se varfa y en la ecuacién (2.2.11) hasta
encontrar el minimo p(v), entonces, v=4, vy p(v)= A, esto mismo se escribe de

la siguiente forma

Ay =min(p(v)) (2.2.16)

Supongase ahora que al vector v se le impone la restriccién adicional en la
gue U sea ortogonal a un vector arbitrario w y entonces, variando vy sujeto a
esta condicién se calcule el minimo cociente de Rayleigh. Una vez calculado el
minimo p(v) con la condicién de que v w= 0, se podrfa empezar a variar w y
para cada w calcularse un nuevo minimo de p(v). Se encontrarid que el maximo
de los minimos valores calculados es A,. Este resultado puede generalizarse al
siguiente principio conocido como la caracterizacién minimax de los valores

caracteristicos
. A, =max{minp(v)}
viw, =0 i=1t,...,r-1 (2.2.17)
Para evaluar {2.2.17) se seleccionan vectores w,, i=1,..., r-1, y luego se

obtiene el minimo p(v) con v satisfaciendo la condicién
vTw;=0, i=1,...,r-1. Después de calcular este minimo se varfan los vecto-

res w, slempre calculando luego el minimo. El méximo de los mfnimos es A,.

La propiedad méas importante que puede establecerse en base a la caracteriza-
cibn minimax de los valores caracteristicos es la propiedad de separacién de

los eigenvalores.

El résimo eigenproblema restringido asociado a K¢ = A A{¢ se escribe

K(r)d)(r)=k(r)A4(r)¢(r) (2,2_18)

en donde K v M gon las matrices K y M con las tltimas r columnas y
Qltimos r renglones eliminados.

Se puede demostrar que los eigenvaloras del problema asociado r+ 1 se sepa-
ran de los del problema r, esto significa que

INRESRALE SV EFS WAPTREE 4 SRS 4 SUALE ¢ S48 (2.2.19)
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El hecho que se utiliza en la obtencién de los valores y vectores caracteristi-
cos v que estd basado en la separacién dé los eigenvalores (2.2.19) es el
sigulente: supongase que es posible hacer la descomposicién de la matriz
K-~uM, donde p es una constante, en LD/L7, siendo . una matriz triangular
inferior con elementos unitarios en la diagonal y D una matriz diagonal,
entonces el nimero de elementos negativos en D es igual al nimero de eigen-
valores menores que 1 o alternativamente, si A, <1 <A, .; habré exactamente f
elementos negativos en D. Adicionalmente a la separacién de los eigenvalores
es necesario observar gue una vez hecha la descomposicién de K - uM, tene-

mos segun (2.2.9) lo siguiente

p(u)=det(LDLTY=[] d, (2.2.20)
-1
Yy consecuentemente
py= T d, . (2.2.21)
i=1

donde p'"’ es el polinomio caracterfstico del resimo problema restringido.

2.3 Andlisis medal espectral®

En la seccién (2.1) se vio cémo obtener la solucién de la ecuacién (2.1), des-
acoplando primero el sistema y luego utilizando la integral de Duhamel. Ese
procedimiento darfa como resultado la historia de desplazamientos v
aceleraciones en el intervalo de tiempo que se considere la excitacién, sin
embargo, para fines de disefio, esta historia de desplazamiento, con los
correspondientes elementos mecénicos, no es de mucha utilidad, pues en el
disefio se buscan valores de desplazamiento y esfuerzo maximos probables, mas
gue una historia completa de comportamiento. Ademds el esfuerzo de cémputo
para hacer esta labor es enorme. Es por estas razones que se hizo necesario
establecer un procedimiento que permitiera estimar dichas respuestas méximas
probables. El procedimiento aceptado para calcular dichos méaximos es el la-
mado andlisis espectral.

Se estudiard aqui la formulacién modal espectral para una estructura fija en
una base sujeta a aceleraciones v, sin tomar en cuenta el amortiguamiento, la

ecuacién (2.1) en estas condiciones adopta la forma
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MO, + KUl =0 (2.3.1)
\

donde U, es un vector de desplazamientos totales y [/ en este caso representa
los desplzamientos relativos a la base del sistema. Los desplazamientos totales
pueden expresarse como la suma de los desplazamientos en la base I/, v los
desplazamientos U relativos a la base, la ecuacién (2.3.1) queda entonces

M(UQ+U)+I\'U-O (2.3.2)
y alternativamente

MU+KU=-MU, (2.3.3)
Las aceleraciones en todos los grados de Hbertad [/, debidos a una aceleracién

en la base pueden expresarse como un vector de forma r invariable en el
tilempo por una cantidad escalar v, que depende del tiempo si ademés se leva
a cabo un cambio de coordenadas al sistema espectral tal como se hizo en la
seccién (2.1), la ecuacién (2.3.3) queda como

MO+ KpX = -9 Mri, (23.4)

donde U=dX y d=¢,, i=1l.... n. Esta ecuacién representa a un sistema

de n ecuaciones de la forma

orwin=Lig  i=l,..n (2.3.5)

va que $TMP=5,, wl=¢ K, v I,=-¢]Mr que es conocido como el factor
de participacién del modo i.

La solucién de cada una de estas ecuaciones se present6é en la seccién (2.1)
en términos de la integral de Duhamel que para una aceleracién en la base vy
suponiendo que el sistema esta en reposo antes de la excitacién se puede

escribir asi

I, r )
x,=— | § sinw(t-1)dT (2.3.6)
s

vy la respuesta méixima estd dada por

—~
5\)
w
=~

~s

L~
X, Max = —w—-_S,,\w()
:

donde

sv(w‘)-[[“ﬁqsmm‘(t—r)dr] (2.3.8)
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En la préctica en el caso de excitaciones debidas a sismo se hacen considera-
clones adicionales ya que la respuesta mixima a un evento particular no es
aceptable de ser considerada como "méxima probable" por el contrario un gran
ntimero de excitaciones deben tomarse en cuenta. Otro aspecto adicional es
gue se considera en el modelo de un grado de libertad un cierto amortiqua-
miento £, quedando entonces la respuesta méxima en funcién de este

x(max-'»-(;l;’)‘c(&,,w‘) (2.3.9)

El valor 5,(t,w) se conoce como la pseudo velocidad espectral.

Finalmente para obtener la respuesta de todo el sistema ge habfa planteado en
la seccidn (2.1) el regreso al sistema de coordenadas original por medio de la

ecuacién
U=) t,x,00) (2.3.10)
t=1

donde la sumatoria debe llevarse a cabo en todo el intervalo de tiempo consi-
derado. Con la introduccién de los valores méximos de x, la ecuacién
(2.3.10) no puede aplicarse pues los valores méximos no coinciden en e}
tiempo. Alternativamente, se han disefiado algunos procedimientos fundamen-
tados en la teorfa de probabilidades gque permiten hacer una superposicién mas
realista de las respuesta de cada modo, la més conocida de ellas desarrollada
por Rosenblueth?®, establece que la respuesta maxima probable de la estruc-
tura se puede obtener como la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
las respuesta modales Individuales (SRSS).

n.
R=\/}_Rf’ (2.3.11)
-1

donde R, es la respuesta: desplazamiento, velocidad, fuerzas internas ...efc,

del modo [ v n es el nimero de modos de la estructura. Este método ha side
utiiizado hasta nuestros dias, sin embargo investigaclones mas recientes
hechas por el mismo Rosenblueth®® y otros investigadores*® basandose en la
teoria de procesos estocdsticos, encontraron que este método de superposicién
tlene errores importantes cuando las frecuencia de los modos no estdn sufi-
clentemente espaciadas, este es el caso de estructuras tridimensionales comple-
jas, en donde por lo general las frecuencias de los modos aparecen en

grupos. Wilson et al ** propusieron un método de superposicién conocido
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como el método de la combinacién cuadrética completa {(CQC) y que incluye la
correlacién de un modo con otro. Este\método converge al (SRSS) cuando las
frecuencias de los diferentes modos estdn suficientemente espaciadas. FEl
método propone la sigulente expresitn

R=y[2 S Rip,R, (2.3.12)
[L3WES

donde p,, son los coeficlentes de correlacién modal, funcién de las frecuencias

de vibracién de los modos v de sus relaciones de amortiguamiento; ademés se
supone que la duracién del sismo es muy grande comparada con los periodos
de vibracién de la estructura y el espectro de respuesta es uniforme en un
rango de frecuencias amplio. El coeficlente de correlacién modal se obtiene con

B(EE) 2k, +rE )2
(1=r9)+ 48k, r(1+r*)+ 48¥g5r"
donde “

w/

I

w;

py= (2.4.149)

y §,, &, representan la fraccién de amortiguamiento critico para el modoi v j

respectivamente.

Si £ es constante para todos los modos, entonces

1+ rrd2
pz,=822( T z) (2.3.14)
(1=-re)*+4kr(l+r)

Bscobar® recientemente realizé un estudio de los diferentes métodos de combi-
nacién modal conocidos, haciendo una comparacién de las estimaciones que
arrojan los métodos contra los valores de espectros calculados con un anélisis
paso a paso. Los resultados de ese estudio establecen que el método SRSS
subestima hasta en un 31% la respuesta en suelo duro vy relaciones de amorti-
guamiento critico entre .02 y .05, en el sentido de la excitacién, mientras que
para el sentido perpendicular a la excitacién la sobrestima hasta en un 210%.

En general los métodos estudiados por Escobar, excepto (SRSS) v los que lo
incluyen, no presentan desviaciones muy grandes en la direccién paralela a la
excitacién, hasta un 15%, pero en todos los casos se sobrestima la respuesta
en la direccién perpendicular alcanzando un 387% para el método de suma de
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valores absolutos de las respuesta modales. La excepcién es el método de la
suma cuadréitica completa (CQC) que en la direccién de la excitacién subestimé
la respuesta en un 2.7% y en la direccién perpendicular la sobrestimé en un
37.5%.

En todos los casos estudiados por Escobar el método (CQC) es el que pro-

porciona errores relativos menores.
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Capitulo 3

Revision de algunos métodos

3.1 Vectores de Ritz

Una de las técnicas més generales para calcular aproximaciones a los vectores
caracterfsticos de més baja frecuencia es el andlisis de Rayleigh-Ritz. Las
ideas que Introduce esta técnica se utilizan en gran nimero de métodos para
la solucién de eigenvalores, es por eso que su estudio es de importancia en

este ramo de la ingenieria.
Recuérdese el principio del minimo que dice:
X, =minp() CRIRD

en donde el minimo se calcula sobre todos los posibles v, v p(v) es el coclente

de Rayleigh.
Considerese ahora el vector

o= ix,w, (3.1.4)

te]
en donde v, i=1,...,q, e un conjunto de vectores linealmente independien-

tes que expanden el espacio de Ritz V. En general g <n, entonces I, es un
subespacio de /,, ¢ es un vector gue reside en ese espacio v el vector

x, i=1,..,q son las coordenadas del vector o en el espacio de Ritz. En el
analisis de Rayleigh-Ritz se pretende encontrar vectores especificos «3, que
mejor aproximen a los elgenvectores deseados.

Evallese ahora el coclente de Rayleigh usando el vector ¢ para después utili-

zar el principio del minimo:

By el 3.1.5
p(9) Sq' - = (3.1.9)
2. x,x, 7

donde
Ey=wiKy, (3.1.6)
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\ M= v My, (3.1.7)

La condicién para obtener el minimo del cociente anterior es que
2p($)/3x,=0, i=1,....,q ya que las coordenadas son las tnicas variables.

Llevando a acabo la derivada tenemos:

- zmaxﬁ—zlfnxm
ap(8) _ ,.Zl"’ ,.Zl"’

ax m? (1.8

si en la ecuacién anterior se sustituye a p por k/m, la condicién para obtener

el mintmo de p(¢) queda:

ixl(f?(,—prﬁ,/)-() para i=1,..,q (3.1.9)
Iy

Escriblendo las g ecuaciones anteriores en forma matricial se tiene
C O Rxe~pMX (3.1.10)
Las matrices K y M son matrices de gX ¢ con elementos definidos en {3.1.6)
y (3.1.7), v X es una matriz de orden g X g que guarda los vectores de
coordenadas de Ritz. La solucién al eigenproblema (3.1.10) da como resultado
q eigenvalores p,,...,p, que son aproximaciones a los eigenvalores del sistema
original Ay,....A,, V¥ ¢ elgenvectores, x,,...,x, estos son los vectores coor-
denados de Ritz con los que se puede construir la mejor aproximacién de los
vectores caracteristicos del sistema original contenidos en el espaclo de Ritz
V.. Utilizando (3.1.4) se obtiene la siguiente relacién matricial:

F=VX (3.1.11)

en donde & contiene a g vectores &;,..., ..

3.2 Condensacién estdtica

En el método de la condensacién estética la hipétesis principal es que la masa
del sistema puede concentrarse en determinados puntos sin afectar notable-
mente la precisién en el cdlculo de las frecuencias de las formas modales de
interés. El criterio del ingeniero es el que determina como ha de distribuirse
la masa del sistema. E! problema queda de la forma sigulente:
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Kouu Ky ] ¢ M, 0O} ¢,
- 3.7.1
[Km K“][m] [o OJ{MJ G20
donde ¢, son los desplazamientos de los grados de libertad que tenen asig-

nada masa vy ¢. son los desplazamientos de los que no tienen asignada masa;
M, es una matriz dlagonal. Realizando los productos indicados en la ecuacién

anterior se obtiene

Koabo* Kot =AM b, (3.2.2)
Kb, +K 9. =0 (3.2.3)

Despejando de esta Gltima ecuacién a ¢, v sustituyendo en (3.2.2) se obtiene
el problema de elgenvalores del sistema reducido.
Ko, =AM b, (3.2.4)

donde

Kam Koo~ KoK Koo
El método se vuelve ineficiente a medida que el nimero de grados de libertad
con masa asignada crece, va gue la matriz &, es précticamente llena. La
aproximacién a los vectores caracterfsticos de interés depende en gran medida
del criterio del ingeniero al hacer la distribucién de masa del sistema.
Guyan®? estableci§ un procedimiento para obtener una matriz de masas redu-
cida cuando la matriz de masas es una matriz de masas consistente, como la
que resulta cuando se usa el método del elemento finito para levar a cabo el
anélisis de una estructura.
El planteamiento de condensacién estdtica que se vio en los parrafos anteriores
puede verse como una transformacién de coordenadas, de la forma ¢ =T4¢, con
T definida como

_/‘b“\_ ! & ' 2
$= Vo) -k K., {84} (32.5)

donde ahora las submatrices que contienen el subindice ¢ contienen a los gra-

dos de libertad gue se desean reducir.

La energfa cinética v la energfa de deformacién de la estructura estin defini-

das respectivamente como
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Q=T ME/2 ' (3’.2.6)’ 7

V=bTKe/2 Co@an

sustituyendo la transformacién anterior se tiene
o%ézﬂmm (3.2.8)
- %cb:TTKT«ba {3.2.9)

La matriz de rigideces reducida es claramente K, =7 KT v la matriz de masas

reducida M, =17 M7. Sila matriz de masas se define como

, M Mo
M—-I:Mu1 Mcc] (3.2.10)

entonces la matriz de masas reducida es
Moo= My~ M o K K- (KK o) (Mo - M K K)  (3.2.11)

Este notable resultado convirtié al articulo de Guyan en una referencia cldsica

de la materia.

Con el procedimiento establecido por Guyan, es posible reducir las matrices de
masas consistentes, sin embargo, resta por resolver el problema de cémo
geleccionar los grados de libertad que han de reducirse y cudles dejar acti-
vos. Se ha mencionado que un ingeniero con experiencia puede vislumbrar la
digtribucién de masa de modo que se extraigan los modos més flexibles de la
estructura, pero, imaginar esa distribucién para modos de mds alta frecuencia
es una labor dificil alin para el ingenlero experimentado. Lo anterior a dado
lugar a numerosas investigaciones tendientes a establecer criterlos que permi-
tieran seleccionar de manera automética los grados de libertad ‘maestros' o que
deben mantenerse en el sistema reducido. Destaca por su sencillez, el que
propone Henshell y Ong*®, el cual establece que una medida de cémo un
grado de libertad puede ser m&s o menos excitado es el cociente k,/m, pues
esto indica si ese grado de lbertad tiene mucha masa o bien gue es poco
rigido, en ambos casos, provocando que tienda a excitarse. Con estas ideas,
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el método establece simplemente que los grados de libertad que deben mante-
\nerse son aquellos gue tengan el cociente anterior minimo. En ningin caso de
los ejemplos que estudié Henshell la determinacién manual de los grados de
Hbertad maestros arrojé un mejor resultado, y s{ en cambio se obtuvo un
mejoramiento en las aproximaciones de los modos que se obtuvieron. Otro
aspecto muy importante es que el criterlo es consistente y tlende a compor-
tarse de manera mas o menos uniforme, evitando con esto una omisién grave
que pudiera 'disparar' los resultados.

Este tipo de procedimientos de seleccién de los grados de libertad maestros es
ideal para su implantacién en un programa de andlisis que utflice la reduccién
de las matrices de masas y rigideces.

El principal problema a que se enfrenta el método de condensacién estatica y
la reduccién de Guyan, es que no existe una distribucién de masa que sea
buena para extraer todos los modos que participan en la respuesta de la
estructura, en gensral los primeros modos, de baja frecuencia, podrédn ser
aproximados con buena precisién, pero a medida gue mas modos contribuyen a
la respuesta los errores que se comenten con estos métodos de reduccién son
mayores,

3.3 Iteracién Inversa

El procedimiento de iteracién inversa se ha utilizado con éxito para calcular
elgenvectores y sus correspondientes valores caracterfsticos. Aungue actual-
mente no se usa en forma directa en los programas de andlisis, muchos méto-
dos utilizan estas ideas dentro de sus planteamientos, entre los gque se
incluyen el método de iteracién del subespacio y el método de WYD.

El procedimiento se basa en la siguiente ecuacién recurrente:

KXo =Mx, (3.3.1)
Y
§k~
Yo == -I 172 (3.3.2)
(XiaMxya)
en donde

X4,y =9, cuando k-~
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siempre y cuando el vector x, no sea ortogonal a ¢,con respecto a la matriz

\

de masas, esto es,
xTMé, %0
Para determinar la convergsncia se utiliza el cociente de Rayleigh

- -
. — XiaKx,., i
AL (X ) = e (3.3.3)

xh.lMxk.;

v la convergencia se obtiene cuando

A A

: < tot (3.3.4)
)\(lk 1y

donde tol<£107%, siendo s el nimero de digitos de aproximacién requeridos
para A,

La demostracién de la convergencia es muy ilustrativa. Llevese a’cabo un
cambio de coordenadas haciendo

x = bz, (3.3.5)

donde ¢ contiene a los eigenvectores; sustituyendo en (3.3.1), premultipli-

cando por ¢7, y utllizando las propiledades de ortogonalidad $ K& =A vy
&7 Mo = | ge obtiene

AZp =2, (3.3.6)

donde A =ding(X,). El sistema {3.3.6) es equivalente al sistema (3.3.1),

En estas nuevas coordenadas los valores caracteristicos son los elementos de
la diagonal de A v los elgenvectores son los vectores unitarios e,. Para
demostrar el procedimiento expuesto arriba, escojase un vector inicial x; que
no sea ortogonal a ¢, por ejemplo

2l ={111...1] (3.3.7)

entonces, utilizando la ecuacién (3.3.6) para k=1,..., [, se tiene
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>’|._‘ ;|_.

N~

Zyag=| (3.3.8)

Lo-n_J
si se supone que A, < \,. Para mostrar que z,, converge a un multiplo de @,
cuando [ - ®, ge multiplica a z,., en (3.3.8) por A|{ para obtener

1
(A /Ag)

T _ (3.3.9)
2 W)
de donde se observa que E,,l converge a ¢; a medida en que [ - ®,

Observese que para obtener un vector x, que sea ortogonal a e;, basta con

hacer nula la primera posicién del vector

*T=[011...1] (3.3.10)

Utilizando la ecuacién (3.3.6) se lleqga a

;”l._. o

N~

e ™ (3.3.11)

Se supone ahora que A,<Ag &l a (3.3.11) se multiplica ahora por A, se llega

a
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0 7]

M1

i

(3.3.12)

ez

De (3.3.11) se desprende inmediatamente que ., nunca podrd converger a

e,, esto demuestra lo que ya se habia mencionado, que si el vector inicial x,

es ortogonal al eigenvector ¢,, el procedimiento de iteracién conducird necesa-
riamente a un vector gque no es ¢,, més aln, segin (3.3.12), se llegard a ¢,,
el sigulente eigenvector.

Este hecho sugiere un procedimiento en el que para obtener un nuevo eigen~
vector, se parte de un vector inicial £, que se ha ortogonalizado previamente
con los demds sigenvectores calculados. Esta ortogonalizacién suele levarse a
cabo por medio del conocido proceso de Gram-Schmidt., Supongase que va se
han encontrado q vectores caracteristicos [¢,,$,,...,.9,], ¥ X, es nuestro
nuevo vector inicial, entonces por el proceso de Gram-Schmidt se tiene

2.
fi=x- ) a, (3.3.12)
-1
donde
a,~¢'Mx,; i=1,..,q (3.3.13)

Utilizando a X, como vector inicial de la iteracién se llegard a ¢.., y utilizando
el cociente de Rayleigh a A, ;.

En la implantacién de este procedimiento es necesario calcular los vectores
caracteristicos con gran precisién para que la ortogonalizacién funcione ade-
cuadamente, adicionalmente el vector con que se estd iterando debe ortogonali-
zarse en cada iteracién respecto a los eigenvectores ya calculados.

3.4 Iteracién del subespacio

Se desean obtener los primeros p valores v vectores caracteristicos del sis-

tema
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Kdw AMG (3.4.1)

BEste método utiliza, fundamentalmente las ideas introducidas en el andlisis de
Rayleigh-Ritz y el método de iteracién inversa, adicionalmente se utiliza la
propiedad de la secuencia de Sturm para determinar si los elgenvalores calcu-
lados son efectivamente los deseados.

Los pasos a seguir son los siguientes

a) Se proponen los g vectores iniciales con g > p,
b) sSe hace un ciclo de fteracién inversa y un andlisis de Ritz para obtener la

mejor aproximacién de los valores y vectores caracteristicos en el espacio

I,ql

¢) Se verifica la convergencia: sl no se satisface se utilizan los vectores cal-
culados para efectuar nuevamente el paso (b},

d) se usa la secuencia de Sturm para verificar si los valores y vectores
caracter{st&cos calculados son los que se deseaban.

La iteracién indicada en b) es de la forma

KXL,, =MX, (3.4.2)
las proyecciones de K y M sobre V'!'' se obtienen al hacer
K= XL K%, (3.4.3)

My = X MX . (3.4.4)
Las matrices K,., v M,., son de orden g. El problema de valores caracteris-
ticos reducido queda en términos de estas matrices as{
K’xoxox+x'Mze1Qg.1Ak:; (2.4.5)
donde Q,., es una matriz de gx g que contiene & los vectores caracteristicos

del sistema reducido con los que puede obtenerse una mejor aproximacién a los
vectores caracteristicos del sistema original con la expresién

Yoo = X Quy (3.4.6)

si los vectores en X, no son ortogonales a alguno de los elgenvectores desea-

dos entonces
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A=A ¥y X 9d si koo ) (3.4.7)
\
El proceso de Ritz reacondiciona los vectores X,, haciéndolos perpendiculares

respecto a la masa, lo que asegura que ninguno de los vectores tienda al
mismo vector caracteristico. Este proceso de ortogonalizacién tiene ventajas
sobre el proceso de Gram-Schmidt, porque no solo se logra que los vectores
sean ortogonales respecto a la masa sino que se obtlene una mejor aproxima-
cién de los eigenvectores, ademis numéricamente, la ortogonalizacién de los
vectores por el proceso de Gram-Schmidt puede no ser estable, esto Gltimo
se debe a que durante la iteracién los vectores tienden a hacerse cada vez
més paralelos vy entonces por la precisién finita con que se cuenta en la com-
putadora, en ocasiones, resulta imposible ortogonalizar los vectores. Por el
otro lado, la proyeccién de las matrices al espacio de Ritz es muy costosa
regpecto al de la ortogonalizacién, y se vuelve ineficiente a medida que el
nimero de vectores con que se estd iterando crece. En la implantacién de
este método a la computadora se suele optar por ortogonalizar pyoyectando las
matrices al espacio de Ritz, principalmente por la estabilidad numérica de este
Proceso.

La solucién del problema de valores y vectores caracteristicos reducido puede
hacerse con mucho €xito por medio del! método de Jacobi, este método funciona
muy rapido si las matrices K y M tienen un ancho de banda pequefio, que es
justamente lo gue sucede a medida que se avanza en la iteracién del subespa-
clo.

El nimero de iteraciones requeridas para obtener una buena aproximacién a
los vectores caracteristicos puede reducirse si el conjunto de vectores iniciales
aproximan al subespacio menos dominante, en el caso que los vectores Iniciales
caractericen este subespacio, entonces los p vectores caracteristicos que
corresponden a los p elgenvalores menores, son una combinacién lineal de
estos vectores iniciales y la iteracién del subespacio converge en un solo
paso. Este es el caso cuando en una matriz de masa diagonal existen p ele~
mentos no nulos vy los p vectores iniciales son vectores unitarios e, con el 1
correspondiendo a los grados de lbertad con masa no nula. En ese caso la
iteracién del subespacio se convierte en una condensacién estitica segin se
mostré en la seccién 3.1
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En la prictica el primer vector inicial es la diagonal de la matriz de masa,
para asegurar que todos los grados de llbertad sean excitadok (ver el capftulo
4), vy los vectores restantes son vectores unitarios e, con el 1 en los grados
de libertad que tengan el cociente k,/m, minimo.

Es Importante notar que, como en el caso del proceso de Ritz, para obtener la
convergencia es necesario solo que los vectores aproximen adecuadamente al
subespacio ¥, v no que cada uno de los vectores aproxime a un elgenvector
especffico., Este hecho hace las cosas simples, pues es en general més facil

| E

encontrar p vectores que aproximen al subespacio I'; que encontrar p vecto-
res que cada uno aproxime a un eigenvector.

La convergencia se establece de la misma manera que para el caso de iteracién
inversa.

A=A

—y— S (ol (3.4.8)
I

3.5 Método de Lanczos

El método de Lanczos para obtener los vectores caracterfisticos, ha cobrado
gran importancia en los tltimos afios pues ha mostrado ser muy efectivo com-
parado con los métodos como iteracién del subespacio e iteraci6n inversa
simultdnea.

El método de Lanczos es considerado un método de extraccién directa basado
en las lamadas secuencias de Krylov?, llamado de iteracién inversa minimi-
zada. El método sigue una secuencia muy similar a la expuesta en el método
de Iteracién inversa

Xea=Kx,—a,x, -, %, (3.8.1)
La diferencia entre el método de iteracién v el de iteracion minimizada reside

en los dltimos dos términos de la ecuacién que son los que mejoran las carac-
teristicas del método de iteracién.

En la ecuacién (3.5.1) se selecciona a,; y B,., de manera que el siguiente

vector x,,, sea ortogonal a x, y a x, ;, los coeficientes a, y [, representan
la diagonal y subdiagonal de una matriz simétrica tridiagonal
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Fa, B, ]
\ B, ua, B, 4]
T = B a, r‘?: ' (3.5.2)
0 * ) Bm-
| Bt an

cuyos elgenvalores aproximan a los del sistema Kb = A d:

Aunque la convergencia del método es realmente notable, al igual que los
deméds métodos de iteracién, no es posible escoger anticipadamente que vector
debe obtenerse y en general Ba obtienen log ni vectores de mas baja frecuen-
cia del sistema. Para saber que efectivamente se han obtenido los vectores de
mas baja frecuencia suele agregarse la prueba de Sturm.
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Capitulo 4

\ Presentacién del método WYD

El procedimiento para resolver el problema de valores y vectores caracteristi~
cos que se presenta a continuacién es un método de generacién automética de
vectores de Ritz. Una vez obtenidos los vectores se utiliza el método de
Ravleigh-Ritz para aproximar a los vectores caracteristicos.

Los vectores son generados tomando en cuenta la distribucién espacial ce la

carga, dando como resultado que los modos de baja frecuencia, que son per-
pendiculares a la carga y por lo mismo no participan en la respuesta, no son
calculados, aun cuando la frecuencia de esos modos esté contenida en la de la

carga.

Esta caracteristica del método hace que se requieran, para una precisién
dada, menos vectores para aproximar la respuesta de la estructura que los
necesarios por otros métodos

El método que & continuacién se discute puede considerarse como un método
de subestructuracién dindmica, tal como los algoritmos de Condensacién
BstAtica de Guyan, pero que sin embargo, este se hace en una forma més
racional para hacer la reduccién.

La reduccién del sistema por el procedimiento que aqui se describe puede
manejar los casos de matrices de masa consistentes y los efectos de masas
nulas en la diagonal en los casos de matrices de masas concentradas.

En todos los problemas estudiados por wilson®, se obtuvieron aproximaciones
mejores con menos vectores Ritz, que las obtenidas con la extraccién directa
de los eigenvectores.

Para presentar el método considerese la ecuacién de equilibrio de un sistema
estructural sin amortiguamiento

MU+ KU= Rg(t) 4.1)
donde R es un vector que depende solo de la variable de espaclo y g(t) es
una funcién escalar que depende del tiempo.

Se ha mencionado en secciones anteriores que este sistema de ecuaciones
puede desacoplarse utilizando las propledades de ortogonalidad de los vectores
caracteristicos respecto a la matriz de masas y de rigideces, obteniendose
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STMIY+dTKPX =" Rg(1) (4.2)
\
donde

Kd=AM® (4.3)

Supongase ahora que se han seleccionado un conjunto de vectores de Ritz
VY,,.... ¥, linealmente independientes. Con estos vectores es posible construir
una aproximacién de los vectores caracteristicos

o, =¥z, i=l,...q (+.4)

donde §, es una aproximacién a vector ¢,, ¥ es una matriz de nX g que

guarda en sus columnas los g vectores de Ritz v, v W,y z, es el vector de
coordenadas del vector §,. La ecuaci6n (4.4) en forma matricial se escribe

$=vZ (1.5)

por lo que la ecuacién (4.3) puede escribirse en términos de las aproximacio-
nes a los vectores caracteristicos

Kd=AMe (4.6)

sustituyendo (4.5) en (4.6) y premultiplicando por ¥7 se tlene

K'Z=AM'Z (4.7)
donde

K'=¥YTKV¥ (4.8)

M = VTMY (4.9)

Con la ecuacién (4.7) se calcula A gque contiene las aproximaciones a los valo-

res caracteristicos del sistema original y Z que contiene las coordenadas de
los vectores gue aproximan a los vectores caracteristicos, que sequn el
proceso de Ritz, son las coordenadas de los vectores que "mejor" aproximan a
los vectores caracteristicos del sistema original.

El sistema (4.7) representa un problema de valores caracteristicos reducido de
orden g donde g diffclimente es mayor de 20, por lo que puede resolverse por
algin método de extraccién directa de vectores caracteristicos. Uno de esos
métodos, el de Jacobi, es muy efectivo en problemas pequefios, ademds es muy
simple de implantar en la computadora.
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Ritz)

Con (4.5) es posible encontrar los vectores caracteristicos aproximados \E,

Sustituyendo estos vectores en (4.2) se tiene un sistema de ecuaclones des~-
acoplado gue puede resolverse por cualquier método.

4.1 Obtencién de los vectores de Ritz

Bs claro que la precisién que pueda lograrse con el método de Ritz, depende
en mucho de los vectores de Ritz seleccionados, Es aquf donde entra el
método de WYD para la generacién de los vectores.

Los vectores de Ritz se generan con la siguiente ecuacién recurrente
Kx,=Mx,, i=1,....n (1.1.1)
donde el primer vector de la serie se obtiene de la solucién de
Kx,=R (4.1.2)

y los vectores son ortogonalizados en cada paso mediante el proceso de Gram-
Schmidt con las siguientes expresiones

t-1
X=X~ ) €x, (1.1.3)
j=!

donde

-
c,=x, Mx,
Después de que cada vector es calculado se normaliza respecto a la masa

. x‘ I'd
JL‘=(x.’Mx‘)”2
por lo tanto

xTMx =1

wilson® hace la sigulente interpretacién acerca del procedimiento que se sigue
para generar los vectores: EI primer vector representa la respuesta estitica
debida a la carga R . Las fuerzas dindmicas que son despreciadas en ese
andlisis est&tico son de la forma w?Mx, , donde w? representa una compo-
nente de frecuencia tipica de la carga. Estas fuerzas son‘ aplicadas en el
siguiente paso para generar el siguiente vector de Ritz. Otra vez, esta
nueva solucién estatica, desprecia términos dinémicos que son utilizados como
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vector de carga para obtener el siguiente vector de Ritz. La secuencia terh
mina cuando el nuevo vector obtenido es ortogonal a todos los vectores ante-
riores,

Tamblén se puede entender el método de la siguiente forma: Se puede ver

que la ecuacién (4.1.1) para generar los vectores tiene la misma forma que el

proceso de iteracién inversa, sin embargo como en cada {teraci6n se ortogona-

liza el nuevo vector respecto a los anteriores, es como sl en cada iteracién se

iniciara el proceso para aproximar un vector caracteristico diferente. Este
procedimiento utiliza al méximo el hecho, que tanto se ha enfatizado, que

establece que el proceso de iteracién parte de un vector x|, y converge a ¢,

slempre y cuando x, no sea ortogonal a ¢,. La ortogonalizacién es entonces

para asegurar gue el nuevo vector generado tienda a aproximar un vector

diferente a los ya obtenidos. Es muy importante tener en mente que en esta

primera fase del método no interesa conocer con precisién cada uno de los

vectores caracteristicos, sino solo obtener un subespacio donde los vectores !
caracteristicos que sean de interés puedan representarse adecuadamente. Esto K
significa que los vectores caracteristicos puedan escribirse como una combina-~

cién lineal de los vectores calculados. La aproximacién de los vectores carac-
terfsticos a partir del subespacio va construido es la segunda fase del método

v consiste en minimizar el cociente de Rayleigh por medio del proceso de Ritz.

Es interesante notar que se utiliza el vector R para iniciar el proceso. Para
tratar de visualizar el efecto de este hecho en la generacién de los vectores
imaginese un edificio regular con ejes X y Y en planta, modelado con masas
concentradas, sujeto a una accién sismica en una de las direcciones principa-
les, digase X. EIl vector R es, en este caso, el vector de masas con inica-
mente los términos en la direccién de la excitacién, al aplicar el primer paso
del método Kx,= R se obtendra necesariamente un vector con desplazamientos
en la direccién X vy pequefios desplazamientos verticales en Z, pero los des-
plazamientos en Y se conservan nulos. Al aplicar los siguientes pasos del
método los desplazamientos en Y siempre son nulos, aun después de las
ortogonalizaciones. Para este ejemplo en particular los grados de libertad en
Y nunca son excitados lo que da lugar a vectores de Ritz y luego a vectores
caracterfsticos en el plano XZ. El método no ha extraido un buen nimero de
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modos de baja frecuencia que definitivamente no intervienen en la respuesta
total de la estructura debido a que la forma de la carga es ortogonal a esos
modos, Y lo que es mas, el método es incapaz de obtener esos otros modos.

Se hizo referencia a un edificio y carga sismica solamente porque el efecto de
"filtro" que proporciona la carga es muy evidente en ese caso, sin embargo
los efectos benéficos generados al incluir la distribucién espacial de la excita-
cién en la extraccién de los vectores de Ritz, es de cardcter general.
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Capitulo 5
\ Implantacién

5.1 Consideraciones Adicionales

En la implantacién del método de WYD para la extraccidn de los vectores de
Ritz se hacen algunas consideraciones adicionales para reforzar la conveniencla
de considerar un vector paralelo a la distribucién espacial de la carga.

La forma de la carga puede expresarse en términos de los vectores extraidos
como

Re=ap,+a,y,+...+a, ¥, (5.1)

Esta expansién de R es generalmente incompleta a menos que g = n 0 bien gue
R este totalmente contenido en el subespacio I/, caracterizade por los vectores
de Ritz.

Una vez que se ha obtenido el primer vector se puede calcular la parte de la
carga que aln no ha sido representada asi:

By =R-a,y, (5.2)

R, =MR, (5.3)
para lograr que .73—, guede representado solo por los vectores restantes, es
necesario hacerlo perpendicular a y, esto es

RiMy, =0 (5.4)
sustituyendo (5.2) en la ecuacién anterior se tlene

RTMy, -a, My, =0 (5.5)
de donde
a, = RTMy, (5.6)

con w] My, =1, Bste procedimjento alimina la posibilidad de que R _, tienda

a excitar al mismo vector ¥, .
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Al extraer el siguiente vector con Ky, = R, se puede, de nueva cuenta, obte-
ner el residuo de la carga )

EZ-R—a,w,—oz\pz (5.7)
si se hace como anteriormente que R, solo guede representado por los vecto-

res restantes, entonces debe cumplirse que

oMy, =0 (5.8)
b4
RaMy,=0 (5.9)

operando sobre (5.7}, (5.8} vy (5.9) se obtendré

a,=R"My, (5.10)

a,=RTMy, (5.11)
el nuevo vector K, tender& a excitar vectores diferentes de v,y Y .

Es ahora evidente que si

R™My,_, =0 (5.12)

ql

entonces la carga estaré contenida totalmente en el subespacio V', v el método

no podrd generar mas vectores, por otro lado, no es necesario, pues la res-
puesta podrd representarse exactamente, va que también esta estard contenida
en el subespacio I,.

En el programa se utiliza un procedimiento totalmente equivalente a los
expuesto, pero que resulta mads convenijente, y que consiste simpliemente en
axpresar el siguiente vector residuo en términos del anterior

Ri=Rei-au, (5.13)
donde

a, =R, My, (5.14)
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Bs muy deseable en la implantacién de un método de extraccién de vectoras
caracteristicos el poder determinar si es necesario seguir adelante con la \
extraccién de un nuevo vector o sf se ha alcanzado la precisién deseada para

terminar el proceso de extraccién.

No es diffcil ver que una medida de qué tan 'buenos' son los vectores que se
estén extrayendo, es la capacidad de estos para representar a la carga. Esto
queda axpresado en la siguiente norma

RIR,

5.15
TR ( )

e~

e, representa la parte de la carga que falta por representar después de
haber calculado i vectores de Ritz.

A diferencia de las normas a posferiori que suelen utilizarse, esta norma
puede calcularse después de extraer cada uno de los vectores de Ritz y deci-

dir en base a ella 5] es necesario continuar con la extraccidén del siguiente
vector.

En e}l caso en que la carga sea debida a una excitacién en la base es de la
forma

Rg(t)=MU, (5.16)

donde U, son los desplazamientos e los grados de libertad iguales al despla-

zamiento de la base. U, Puede escribirse como un vector de forma r multipli-
cado por una funcién escalar dependiente del tiempo v,

U g =Mri,
la forma de la carga es entonces
Re=Mr
que puede escribirse como
R-Mi:a,d;l (5.17)
f=1

Si se premultiplica la ecuacién antsrior por ¢! y debido a las propiedades de

ortonormalidad de los vectores ¢, respecto a la masa, se obtiene
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¢ R = iaiiz,TMq)I,-a, (5.19)

11

sustituyen&o este resultado en (5.17) se tiene
R-Micb,riw, (5.20)
=1

finalmente como ¢; R es precisamente el factor Jde parteipacién, la ecuacién

(5.20) adopta la siguiente forma
R=Y p,Mé, (5.21)
i=1

Con base en esta expresién se puede calcular la contribucién de cada vector a
la expansi6n de la carga como

h,=R'p,Mé,/R"R (5.22)

L4

y el error cometido después de calcular q vectores es simplemente

o= -}fh., (5.23)
=1

5.2 Procedimjento de célculo

En la tabla 5.1 se muestra un resumen de los pasos que deben seguirse en la
implantacién del método WYD para la extraccién de g vectores de Ritz.

En la figura 5.2 se presenta el diagrama del sistema que fue implantado. El
programa desarrollado es el RTZ88 que tiene las siguientes caracteristicas:

E]l programa ...

a) hace un andlisis modal espectral de estructuras con excitacién en la base.

b) considera un modelo tridimensional a base de elementos prisméticos de eje
recto o curvo y de elementos finftos como el elemento panel.

¢} calcula los elementos mecénicos y desplazamientos de la estructura en base
a espectros de respuesta especificados para las tres direcclones principa-
les {X,Y,2).

d) utlliza el método WYD para generar los vectores de Ritz que 8se ocupan en
la aproximacién de los vectores caracteristicos del sistema.
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e} es capaz de extraer los vectores caracteristicos para cualquier direccién
de la excitacién, misma que se define en base a sus cosenos directores.

f) puede extrser un nimero determinado de vectores especificado por el
usuario o detener la extraccién de vectores en base a la norma de la
ecuacién (5.15}), en este ultimo caso el usuario especifica un error méaximo
permitido.

g) Efectia la superposicién modal con uno de tres métodos de superposicién
disponibles: a) Suma de valores absolutos (ABS), raiz cuadrada de la
suna de los cuadrados {SRS8S) v la suma cuadrética completa (CQC).

TABLA 5.1 Resumen de la extraccién de vectores de Ritz por WYD

Respuesta estatica

0) Kx=R

b) fi~Mx primera carga dindmica

c) K;[;l - f ’ Primer vector de Ritz
v, Normalizacién

=3
——

Yy = s
(wiMu)'?

- T Residuo estético
Ffo= fr=Cfi My,

o

= Siguiente carga
fa=Mf,

Error con 1 vector

~
- , . . S

el'f;.fz/f{fl

Q

para i=2,...,q

- Sigulente vector
h) K¥.= f, '
R 2 S Ortogonalizacién
i) v B (VT MT v,
=
\ W, Normalizacién
j Y, = e
) CeiMu)'?
- - e Residuo estdtico
k) For=Fo-(F v,

Siguiente carga

l) ft*l-M—f—hl
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Brror con i
vectores

m) ec= [Tl /111 \

h) utlliza un esquema de memoria para la matriz de rigideces en psrfil.

i) La solucién de ecuacicnes se lleva a cabo descomponiendo la matriz de
rigideces K en el producto /.2/'

i) puede hacer uso de la memoria expandida si se tiene disponible en el
equipo utilizando el esquema LIM (Lotus Intel MicroSoft) o bien manejando
directamente las tarjetas de expansién, en cuyo caso deberdn ser del tipo
JRAM.

El programa RTZ88 depende del programa ATL882° para la generacién y des-

composicién de la matriz de rigideces del sistema como se explica en la flgura

5.2.

El ATL88 es un programa para el analisis estdtico tridimensional de estructu-
ras y cuyas caracteristicas son las mismas que las descritas anteriormente,
con excepcién de las que se refieren al anélisis dindmico en si.

5.3 Bsquema del gistema

Flg 5.2 Esquema del sistema

[e]

/

[« (< ATL88 @) N
AL RES
N © S

14
&) MEMORIA
)
() ) e 8]
@ FRC
RTZ88
S’

PROGRAMAS 'Y ARCHIVOS
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a) Programa para el andlisis estdtico
(Anadlisis Tridimensional Lineal)
b] Andlisis dindmico
(Por vectores de RITZ)
c] Archivo de datos para el andlisis estdtico (texto)
- Geometria
-~ Cargas

d] Base de datos del sistema (binario)
Contiene:
- los datos del Andlisis estético,
- datos del andlisis dindmico,
- resultados del andlisis estdtico y dindmico

e] Archivo de datos adicionales para el andlisis dindmico (texto) .
f] Archive de resultados del andlisis estdtico. (Texto)

g] Archivo de resultados del andlisis dindmico. (Texto)

RELACIONES

1) El programa ATL88 lee la geometria y cargas.

2) E1 ATL88 crea el archivo (.DAT) con los datos de
~ Geometria y Cargas
~ Desplazamientos para cada condicién de carpa
- Elementos mecdnicos para cada condicibén de carga,
- La matriz de rigideces descompuesta (L D Lt)
3) RT288 lee la matriz de rigideces (L D Lt)

4) RTZ88 lee
~ Masas
-~ Espectros
- Direccién de la excitacién

5) RTZ88 escribe en el archivo (,DAT)
~ los datos para el andlisis dindmico
~ las frecuencias y factores de participacién
- las formas modales
- desplazamientos
~ elementos mecdnicos

6) En caso de que el problema sea muy grande y que Se cuente con
memoria expandida, el ATL88 no guarda la matriz de rigideces en la
base de datos (ocuparia demasiado espacio) en cambio deja la matriz
yva descompuesta en memoria expandida.

7) RTZ88 al leer los datos del (.DAT) se da cuenta si la matriz de rigideces
esta en memoria expandida, de ser asi, hace uso de ella directamente.

8) ATL88 escribe los datos y resultados al archivo (.RES), con formato
para impresion.

9) RTZ88 escribe los datos del dindmico y los resultados al archivo (.FRC)
con formato para impresién
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5.4 Listado

Se muestra a continuacién las subrutinas utilizadas para la extraccién de los
vectores de Ritz y la rutina para ortogonalizar los vectores. Se aclara el
asquema que se utiliz6 para el manejo de la matriz de rigideces. La rutina
que se lista no muestra algunos detalles del manejo de memoria, con el objeto
de centrar la atencién en el proceso de extraccién de los vectores.

Ortog:

Ortoponaliza el vector 'rx' respecto a rzfl...i-1]

rz: Vectores de Ritz ya calculados

ma: Vector de masas concentradas

rx: Vector a ortogonalizar, se regresa ortoponalizado.
i Numero de vector que corresponde a 'rx'

n:  Nimero de ecuaciones,

Nota: El vector rz[i] se utiliza como auxiliar

——— ——————m e ——— ———— *f

void ortog(
float *rzi],
float *ma,
float *rx,
int i,
‘int )
{
double c;
int ks

for(k=1: k<=n: k++)

rx[kl= (rzli,k]= rx[k]) * ma[k);
if(i==1)

goto normaliza;

for(j=1: i<ii j++)

c= 0.0,
for(k=1; k<=n; k++)
c+= rx[k] * rz[j, k]

for{k=1; k<=n; k++)
rz[i,kl-= c* rz[i,k];

}
normaliza:
c= 0.0

for(k=1; k<=n; k++)

c+= rz{i,k)*malk]*rz[i, k]
e= sqrt(c);
for(k=1; k<=n; k++)

rx{k]= (rzli,ki/=c);
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J e m e e
ritzv:
Genera los vectores de Ritz

Matriz de rigideces, esquema de almacenamiento:

dd:

136 13 1
25 12 2

4 8 11 4

7 10 7

9 9

dp: 1113 1

La matriz de rigideces esta descompuesta en K=LDLt, Kd=F
las siguientes rutinas resuleven el sistema de ecuaciones anterior.

saflx: X= D Lt d, resuelve L X =F calcula X
soxdy: Y= Lt d, resuelve DY =X calcula Y
soyle: resuelve Lt d =Y calcula d
donde F = fm
y K = kp

dd: Diregciones de la diagonal.

dp: Direcciones del primer elemento.

kp: Matriz de rigideces

ma: Matriz de masas concentradas

fm: Vector de carga (se altera)

rz: Matriz de vectores de Ritz (se calculan los vectores)

rx: Vector auxiliar de 'n' posiciones

re: ==0 Indica que el residuo estdtico debe incluirse como vector
de Ritz

n: Nimero de ecuaciones

nr: Ndimero de vectores mdximo (puede alterarse, si no hay suficiente
memoria central)

void ritzv(

long *dd,

int  *dp,

float huge *kp,

float #*ma,

float *fm,

float *r[],

float *rx,

int re,

int n,

int  *nr)

{
int i, k,nospace; -
double c¢,c0,ck;

SOle(dp,ddvfmvkprnyl);
soxdy(dd, fm,kp,n,1);
soyle(dd, fm,kp,n,1);
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if(*nr==1 && re==0) {

obrzmem( 1, nr, n): |* reserva espacio para el vector de Ritz */
c= 0,0;
for(i=1l: i<=n; i) [* calcula el residuo estatico *f

ct= fm{ij*ma{i]*fm[i]);
c= sart(c); /* normaliza */
for(i=1; i<=n; i++)
rz(l,i}= fm{i}/c:
return:
}
for(i=1; i<=n; i++)
rx[i}= malil*fm{il;
c0= 0.0; /* calcula la norma del vector imicial */
for(i=1; i<=n; i++)
cO+= rx{il*rx{i]:

printf("RITZV #... residuo ......cvuvevs ")
for(k=1; k<=#*nr; k++) {
printf(" %3d",k)

nospace= obrzmem(k, nr, n);
if( nospace ) *
break;

/* 8i es el ultimo vector, tomo el residuo estatico */
if( k==%nr &k re==0 ) {
for(i=1; i<=n; i++)
rx{il= fm[i};

else {
soflx(dp,dd,rx,kp,n,1);
soxdy(dd,rx,kp,n,1);
goyle(dd,rx,kp,n,1);

ortog(rz,ma,rx,k,n); /* ortogonaliza */

e= 0.0; .
for(i=l; i<=n; i++) /* calcula el residuo estatico */

ct= fm[il*malil*rx[i];
for(i=1; i<=n; i++)
fo{il-= c*rxlil;
for(i=1; i<sn; i++)
rx[i]= mali]*fm(i});
ck= 0.0;
for(i=1; i<=n; i++)
ck+= rxlil*rx[i];
printf("%3d residuo %14.71e",k,ck/c0);
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Capitulo 6
\ Eiemplos

Con el propésito de estudiar el comportamiento del método WYD, se cal-
cularon las frecuencias de vibracién de cuatro estructuras. En los estu-
dios se llevé a cabo el anélisis con el programa RTZ88 que utiliza el
método WYD en la solucién, vy el programa LNZ88 que utiliza el método de
Lanczos. En todos los casos se comparé el tlempo gque requieren los dos
métodos para extraer los vectores y la calidad de los mismos. Como
medida de la calidad de los vectores extraidos por los métodos se utilizé
la norma introducida en el capftulo 5 (ec 5.23).

Los programas fueron implantados en lenguaje 'C' y ejecutados en una
méquina IBM PC compatible con un procesador INTEL 80286 y una veloci-
dad de reloj de 12 Mhz, La maquina no contaba con el coprocesador
matemético 80287.

A diferencia de Bahram, que utllizé 2-programas como "cajas negras", los
programas RTZ88 y LCZ88 fueron desarrollados especialmente para la
realizacién de este trabajo, cuidando que ambos programas fueran real-
mente comparables. Por ejemplo: Los dos programas utilizan exactamente
el mismo esquema para manejar la matriz de rigideces, utilizan las mismas
rutinas para hacer la sustitucién hacia adelante y hacia atrds, y los
algoritmos para multiplicar un vector por la matriz de rigideces son tam-
bién idénticos, etc. En forma general, toda la organizacién de los pro-
gramas se hizo, hasta donde fue posible, similar. Se cuidaron todos
estos detalles para lograr que las diferencias en comportamiento que se
obtuvieran se debleran, efectivamente, a las ventajas o desventajas de
un método sobre el otro v no debidas a diferencias en la implantacion de

los métodos.

Se incluyen los Marcos de prueba 1 v 2, fig. 6.1 v 6.4 que fueron utili-
zados por Bahram Nour-Omid® en un estudio en el que se comparaban los
tiempos utilizados por los métodos de Lanczos y de iteracién del
subespacio, en el célculo de frecuencias. En ese estudio se hace evidente
la superioridad del método de Lanczos sobre el método de Iteracién del
Subespacio.

A3
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Los otros ejemplos incluidos en el trabajo corresponden a estructuras
reales. Una es un transportador v la otra una palapa ¥igs. 6.7 v 6.11.
Los tres primeros casos son estructuras cuya geometrfa se define en el
plano vy la ltima es una construccién esgpacial.
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6.1 MARCO 1

Se trata de un marco tipico de 4 crujfas v 3 entrepisos. El modelo de la
estructura junto con las propiedades de todos sus elementos se muestra en la
fig 6.1

wo9=woZor

k= 0.101 ton / 2

vz 0,001 ton / &

Az Lot

=104

Nurero de ecuaciones = 45

Yig. 6.1 Narco de prueba 1
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Ritz vs Lanczos
Tiempos de solucion (Marco 1)

Tiempo en segundos

120
| » —m— Rifz
A
100 - i , —¥- Lonczos
80 | ,,"l -
o /’/
/"' ’/
60 e //
Il/ I/
- ,,'I /#
40 | X s e
A
e -/ .
20 “,X /
L E
0 “‘V i t | T S | e S
0 5 10 15 20 25

Numero de vectores caracteristicos

Pig. 6.2 ‘Tieapos para el cdlcelo de frecuencias del Warco de prueba 1,



{8ec. NARCO 1] ] )

Ritz vs Lanczos
Comparacion de error (Marco 1)
Error

1.2
—m— Rifz

K % > Lanczos

0-6 - ‘\ 7N <
| T
0.4 |- \
L \‘
\
0-2 - \-\\
—-_
]
0 ¢ ) A H t ! L H 1 { L
0 2 4 6 8 10 12

No. Vectores

Pig. 6.3 Rrrores caiculados en 13 superposicibn modal, Marco de pruebs 1.
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6.2 MARCO 2

El marco de prueba 2 consta de 5 crujfas v 5 entrepisos.
dades de los elementos se muestran en la fig 6.4.

\
El modelo v propie~

Como era de esperarse los

resultados obtenidos con este marco son cualitativamente similares a los del

marco de prueba 1.

PR

worLes

w Gl

e —

101 toa / az

001 ton / 1

[ Y

[ {1

de ecuaciones = 30

o -

Plg, 6.4 Xarco de prueba ?

S@30m="150m
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Ritz vs Lanczos
Tiempos de solucion (Marco 2)

Tiempos en segundos

200
—mm— Ri{z
s
pd - Lanczos
150
5 -
100 - -
//
<
50 e /_/
-
e
0 I { P DY | L i ‘ | ) { PR | :

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Numero de valores caracleristicos

Pig, 6.5 Tiempos para el cdlculo de frecuencias del Xarco de pruebs i,
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Ritz vs Lanczos

Comparacion de error (Marco 2)
Error

1.2
| ~m— Ritz
L K\fﬁ -~ Lanczos
\
L y
\
0.8 \
- ‘\
TR e
0.6 - T .
TR
i -
« \\\
0.4 » ‘.\
o \\
.\‘\
0.2 F -—
0 PR 1 { 1 i L i L { )
0 2 4 6 8 10 12

No. Veciores

¥ig. 6.6 frrores calculados en la superposicién modal, Marco de pruebs 2.
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6.3 TRAKSPORTADOR
§e trata de uns estructura elevada por la que corre uns banda transportadora de carbén. K1 andlisis de la
estructura se reali26 en el plano debido a que la estructura estd restrinoids en la direccidn perpendicular al
plano de estudfo. £1 wodelo de Ia estructura se presents en la fig 6.7,

5 isportante notar en 1 figura 6.9 que con Lanczot se requirieron 3 vectores para loarar un error menor &
0.025 mientras que con Ritz solo se Tequirid de uno. $i Lanczos extrae los modos en orden de frecuencia esto
significa pecesariamente que el primer vector extraido por Ritz, no se parece al primer modo extraide per Lanc-
205, esto es, 8o & un rodo, sin embargo la respuesta de 1a estructura puede representarse mejor con este vec-

tor que con los verdaderos modos,

Pig. 6.7 ‘Mransportedor
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Ritz vs Lanczos
Tiempos de solucion (Trans.)

Tiempo en segundos

500

| —m— Ritz
400 | r -~ Lanczos
300 r ).4 /-

s
/s
> /s
200 -
¥
X .
100 F x‘i_/‘
7
0 ﬁ N ! . 1 . i A
0 5 10 15 20 25

Numero de valores caracteristicos

Pig 6.8 tiempos para el cilculo de frecuencias del trasportador,
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\ Ritz vs Lanczos
Comparacion de error (Transportador)
Error
1.2 ,
—m— Riiz
1

-3~ Lanczos

0.8

0.6

0.4

0.2

No. Vectores

pig 6.3 Errores calculados en la superposicién modal, trasportador.



. rusrorott

e

5%



[5ec. PALAPA} 56

6.4 PALAPA

La palapa gque se muestra en la filg 6.11 es una estructura espacial axisimé-
trica en la que se presentan los modos, en orden de frecuencia, por pares,
pues habrd modos similares para las dos direcciones principales de la
estructura. En este ejemplo se muestra claramente que, aunque tengan baja
frecuencia, no participan en la respuesta de la estructura por ser estas for-
mas modales ortogonales a la de la excitacién, mientras que con Lanczos, al
extraer los modos en orden de frecuencia, calcula un gran ntimero de vectores
invtiles.

Geonatria:
Didmetros que inscriben & los octdgonos....: 36.249x, 20.898x, 9.26dw.
Altura de los anillos desde el desplante...: 9.000m, 17,000k, 24.000%.
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Naterial: .
8= 21000000 Ton / W2 \
s .3 .
secciones

¢ M M A Iz 1y 1z

(a2} (a2} 113} {nd) nd) (nd)

col.nl J02100 1 .02100 | 02500 { .001085( 001085} 0331000
col.p2-3 ¢ 00094 { 00034 § 01130 [ ,002390f .000163] 0000004
anillos | 00123 § 00023 { 01480 ] .001650) .001650] 0000004

g, 6,11 Palape

Ritz vs Lanczos
Tiempos de solucion (Palapa)

Tiempo en segundos

600 -

L » —=— Rijz
500 |- -»~ Lanczos
400 |-

L IX'
300 | o =

! % -

/,/

200 + ,Efé,( ”/’l'l,,«/

- SN("/ ’..r"/’,lnr”
100 — /,-/

L -

IS
0 RSV IR S SN SR ISR SR NSO SEURS N S | '
0 2 4 ) 8 10 12 14 16

Numero de valores caracteristicos

Fig. 6.12 tempos de cilculo de frecuencias para la Palaps.
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1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

g,

s

Ritz vs Lanczos

Comparacion de errores (Palapa)
Error

—m— Ritz

-¥- | anczos

- \\ ~~~~~ .
- \\\\.

- W
- \\\

=
] S ol gy
I I
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§.13 Brrores calculados en la superposicidn sodal, Palapa
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Fig. 6.14 Palepa, primer modo 1=0.2963%, segunde modo 7:0.2081%

ESTA TESIS WG DEBE
SALIR DE LA BIBLIOTECA

58
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Capitulo 7
\

Analisis de Resultados

El buen comportamiento del método WYD se hizo evidente en los ejemplos
del capftulo 6, en las flguras 6.3, 6.6 y 6.13. Vease en particular el
caso de la Palapa (Fig. 6.13); mientras que el método de Lanczos obtiene
7 vectores practicamente sin lograr ninguna mejora en la precisién de la
respuesta (meseta en la grafica del modo 3 al 8), con el método de WYD
cada vector extraido contribuye notablemente en el mejoramiento de la
solucién logrando un resultado précticamente exacto con apenas cinco
vectores mientras que el método de Lanczos con 11 vectores extraidos
todavia le resta por representar aproximadamente un 25% porciento de la
respuesta.

Es de esperarse que en estructuras tridimensionales complejas con un
gran nimero de grados de libertad se acentie el comportamiento del
método WYD descrito en el pdrrafo anterior, debido a que en general en
ese tipo de estructuras los modos se presentan en grupos de modos que
tienen una frecuencia similar, sin embargo la forma de los modos en
dicho grupo suele ser totalmente diferente (no residen en el mismo sub-
espaclo) esto significa, que para una excitacién determinada, solo uno de
los modos o unos cuantos de esos modos contribuyen significativamente
en la respuesta. Los métodos que extraen los vectores en orden de fre-
cuencia (tipicamente de menor a mayor) no pueden percatarse de este
hecho extrayendo un ndmero grande de vectores que no intervienen en
la respuesta (intitlles), el método WYD, en cambio, al hacer intervenir la
distribucién espacial de la excitacién en el proceso de extraccién de los
vectores logra determinar los vectores que contribuyen significativamente
en la representacién de la respuesta del sistema.

En la presentacién de los métodos se vio que el método de Ritz es la
pieza fundamental en muchos métodos de extraccién de eigenvectores vy
que Incluso métodos como el de condensaciéon estdtica y Guyan pueden
entenderse como procesos de Ritz, que su comportamiento depende esen-,
cialmente del conjunto inicial de vectores seleccionado o dicho de otra
manera del subespacio que caracterizan los vectores de Ritz
seleccionados. Se vio también que el método de WYD establece precisa-
mente un procedimiento para encontrar el conjunto de vectores de Ritz
que definen un subespacio en el que puede representarse la respuesta de

60
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la estructura efectivamente. BEs interesante hacer notar como es que el
método de Guyan define el subespacio al que se ha hecho referencia y
porqué resulta menos efectivo que el método de WYD.

En Guvan al definir los grados de libertad maestros se esté reduciendo el
nimero de coordenadas que se utilizan para expresar la configuracién
deformada de la estructura y la posicién del resto de los grados de
libertad queda en funcién de los grados de libertad maestros, este es el
mecanismo que se usa en Guyan para definir el subespacio de Ritz. Este
sistema parece razonable en estructuras como son los edificios regulares
pues es claro que si la losa es suficientemente rigida, la posicién de los
puntos sobre la losa puede calcularse en funcién del movimiento de unos
cuantos puntos de la misma losa, esto es, no se requieren mas que un
nimero muy reducido de coordenadas para establecer, con mucha preci-
5i6n, la cinemética de la estructura, ademés en este tipo de estructuras
las masas estdn concentradas al nivel de los pisos lo que hace que los
‘efectos dindmicos puedan determinarse igualmente en funcién de unas
cuantas coordenadas. Esta situacién cambia radicalmente en una estruc-
tura en la que la masa v la rigidez de la misma estd uniformemente dis-
tribuida imaginese por ejemplo una tridilosa, en este caso es evidente
que la cinemdtica de la estructura no puede establecerse con precisién a
menos que se utilice un gran numero de coordenadas. En el caso del
método de WYD los vectores son seleccionados de modo que la respuesta
esté contenida en el subespacio expandido por dichos vectores, en este
caso sin embargo, log vectores tienen definidas todas sus coordenadas,
no estdn implicitas hipbtesis cineméticas. En términos del ejemplo de la
tridilosa se tiene que con un solo vector de Ritz obtenido con WYD es
posible obtener una muy buena aproximacién a la respuesta lo que con el
método de Guyan equivaldria a representar la respuesta de la estructura
con una sola coordenada (grado de libertad maestro}.

De las observaciones anteriores se desprende que el método de Guyan se
vuelve incapaz de representar adecuadamente la respuesta de la estruc-
tura cuando se trata de una excitacién que contenga componentes de alta
frecuencia porque en general las configuracién de las estructuras ante
tal tipo de excitacién es compleja v requiere un gran nimero de coorde-
nadas para ser representada adecuadamente. Este no es el caso, al
menos en teorfa, con el método de WYD que alin en el caso de
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excitaciones con componentes de alta frecuencia puede determinar la res-
puesta con precisién slempre y chando la respuesta este contenida en un
subespacio que pueda caracterizarse con un nimero limitado de vectores
de Ritz.
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Capitulo 8

Conclusiones

En los capftulos anterlores se estudiaron las técnicas numéricas mds
modernas para la extraccién de valores y vectores caracter{sticos en el
anélisis dindmico modal espectral de estructuras. Se presenté el método
WYD como un método de subestructuracién dindmica v sus caracteristicas
més sobresalientes, entre ellas, gquizad la méds importante es que el método
toma en cuenta la distribucién espacial de la carga para la extraccién de
los vectores de Ritz. Esta cualidad permite al método discriminar a ague-
llos modos que no participan en la respuesta aunque la frecuencia de los
mismos esté contenida en la de la excitacién.

El buen comportamiento del método se hizo evidente en los ejemplos que
ge estudiaron en el capitulo 6. En todos los ejemplos estudiados el método
de WYD logré, con el mismo nimero de vectores extraidos, una mejor
representacién de la respuesta que con el método de Lanczos, adicional-
mente el método de WYD tomé menos tiempo en extraer cada nuevo vec-
tor.

En suma puede decirse que el método WYD establece una secuencia para
determinar los vectores de Ritz que resulta mucho mé&s racional y efectiva
que la utilizada hasta ahora por los diferentes métodos de subestructura-
cién dinémica.
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