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Cspítulo 1 

Introducción 

Sin duda uno de los aspectos que más ha preocupado a los ingenieros encar

gados de analizar y diseñar estructuras, es el comportanúento de estas ante 

excitaciones dinámicas, particularmente las generadas como consecuencia de un 

sismo. En est.:ucturas co¡,¡pleju.;, sobre todo del tipo industrial, no es posible 

hacer suposiciones en cuanto a la distribución de la masa y rigideces para 

lograr modelos simplificados lo que nos lleva inevitablemente a concebir mode

los estructurales más realistas que liberen las hipótesis restrictivas de los 

modelos tradicionales; que permitan estudiar fenómenos tales como la 

flexibilidad de los diafragmas de piso, el comportamiento fuera del plano, la 

interacción del suelo con la estructura, las no linealidades geométricas y del 

material, distribuciones irregulares de la masa ... etc, etc. 

En estei sentido, en las últimas dos décadas, se han hecho avances importan

tes principalmente debido al uso del método de los elementos finitos. Este 

método ha probado su efectividad en la solución de muchos problemas 

prácticos. La generalidad del método de los elementos finitos y sobre todo la 

relativa sencillez con que puede ser implantado en una computadora lo han 

convertido en una de las herramientas más poderosas con que cuenta el inge

niero para modelar sus estructuras. 

La idealización tridimensional de las estructuras es otro aspecto que contri

buye notablemente al mejoramiento de nuestros modelos. 

Desafortunadamente el uso del método de los elementos finitos y la modelación 

en el espacio de las estructuras que se desean analizar dan lugar, en la 

mayoría de los casos, a modelos de una gran complejidad, lo que se traduce 

en un incremento en el esfuerzo de cómputo requerido para llevar a cabo la 

solución. 

En particular en el caso de la solución de la ecuación de movimiento de la 

estructura por superposición modal, la determinación de los eigenvectores es 

la fase más importante y que consume más tiempo dentro de la solución. 

Los métodos que se han desarrollado para la extracción de los eigenvectores 

se pueden clasificar en dos grupos: Los métodos de extracción directa, que 

para obtener los valores y vectores característicos operan directamente sobre 

la matriz de rigideces y de masas del sistema con n grados de libertad, y los 
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llamados métodos de reducción o subestructuración dinámica, que reducen el 

sistema de n grados de libertad a otro de menor tamaflo pero de tal manera 

que los vectores y valores característicos de baja frecuencia se conserven. 

Entre los métodos de extracción directa se encuentran los siguientes: El cono

cido método de iteración inversa"', útil en el caso en que se requiera un 

número pequeflo de vectores. Los métodos de Jacobi y Jacobi Generalizado", 

transforrnan la matriz de rigideces a un,'l matriz diagonal: Jacobi se utlliz~ 

para la solución del problema estandard, esto es un problema de la forma 

K $ • A.$, mientras que Jacobi generalizado se utiliza para resolver el problema 

K 4> - A. M ij>, trasformando la matriz de masas y de rigideces simultáneamente. 

Ambos métodos han tenido aceptación por su simplicidad y son utill2ados con 

frecuencia en conjunto con los métodos de reducción. El método de Househol

der" transforma la matriz de rigideces a una matriz tridiagonal utill2ando 

transformaciones que adoptan la forma de matrices de reflexión, los 

eigenvalores se obtienen posteriormente utilizando los algoritmos QL o QR 

basados en transformaciones sucesivas: Quizá el método más importante en 

este grupo es el método de la búsqueda del determinante, que combina las 

técnicas de iteración inversa e iteración con el polinomio característico para 

obtener los menores valores característicos del sistema. 

Los métodos de reducción están encabezados por el método de Guyan11 que 

reduce simultáneamente a las matrices de rigidez y la matriz consistente de 

masas del problema en base a la selección de grados de libertad maestros, 

estos últimos son aquellos en los que se supone que esta concentrada la masa 

de la estructura. Después de la reducción sólo los grados de libertad maestros 

quedan representados en el modelo. En este método es de importancia funda

mental la selección de dichos grados de libertad maestros lo que generalmente 

depende del juicio del ingeniero, sin embargo se han desarrollado algunos 

algoritrnos 1 º para determinar de manera automática los grados de libertad 

maestros que deben seleccionarse para lograr buenos resultados. Sigue el 

método de iteración del subespacio, basado en la formulación de Ritz 1 
·"' y más 

recientemente por los métodos de Lanczos7 
• '" y el método Wilson Yuan Dickens 

(WYDº). 

En este trabajo se estudiará el método de subestructuración dinámica WYD, 

con el objetivo de implantarlo como parte de un programa de computadora 
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general de \análisis estructural tridimensional. Para poder comprender el 

método, fue necesario repasar las principales propiedades de los valores y 

vectores característicos y luego los principales métodos de el¡tracción. 

El estudio comienza en el Capitulo 2 con la descripción del problema que se 

desea resolver", se plantea la solución para sistemas elásticos por superposi

ción modal, se hace un breve resumen de las propiedades de los valores v 

vectores característicos'·" que es importante tener en mente y por último se 

presenta la solución modal espectral. En el capítulo 3 se hace una revisión de 

algunos métodos importantes para el cálculo de valores característicos 1 
·" ·" • ", 

el método de Lanczos entre ellos7 
• 

1
". Los métodos que se revisan en este 

capítulo introducen las ideas fundamentales que se utilizan en la extracción de 

los valores y vectores característicos. Con estos antecedentes se pasa a la 

presentación del método WYDº. , en el capitulo 4. se hace un extenso análisis 

del método a la luz de los conceptos introducidos en los capítulos anteriores. 

En el capitulo 5 se trata el terr-> de la implantación del método. Se muestra 

esquemáticamente la organización del programa y se resumen los pasos a 

seguir en la extracción de los vectores de Ritz. En el capítulo 6 se presentan 

algunos resultados obtenidos con el programa usando el método WYD Y el de 

Lanczos, haciendo algunas observaciones importantes. En el capítulo 7 se hace 

el análisis de los resultados y por último en el capítulo 8 se presentan las 

conclusiones del trabajo. 
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2 .1 El problema 

La ecuación 

MO+Cli+ Kll• R 

Capítulo 2 

Aspectos generales 

(? .. 1) 

representa el sistema de ecuaciones de equilibrio dinámico de un sistema 

estructural, donde M, C y K son la matriz de masas, amortiguamiento y rigi

deces del sistema respectivamente, R es el vector de cargas externas, y ü, ú 
y U son los vectores de aceleración, velocidad y desplazamiento del sistema. 

Se han desarrollado gran número de procedimientos para resolver la ecuación 

(2 .1), basados fundamentalmente en dos métodos: de integración directa y la 

superposición modal. con el método de integración directa se resuelve el sis

tem~ de ecuaciones para incrementos discretos de tiempo ó. t considerando una 

cierta variación de la aceleración, velocidad y desplazamiento entre los 

intervalos de tiempo. Los diferentes algoritmos de integración directa se dife

rencian básicamente en la forma de las variaciones que se asumen entre cada 

intervalo de tiempo¡ también de esta forma se derivan las principales 

propiedades de estos métodos: tiempo de solución, estabilidad y precisión. En 

general el tiempo de solución de estos métodos es inversamente proporcional al 

incremento de tiempo considerado y a las características de la matriz de rigi

deces. Estos algoritmos son utilizados casi exclusivamente para sistemas no 

lineales. 

El método de superposición modal se aplica a modelos lineales. Primero se 

transforma el sistema ( 2. 1) de modo que se obtengan unas nuevas matrices ,f.f, 
C y R utilizando una relación del tipo 

U·PX (2.2) 

donde X es un vector dependiente del tiempo conocido corno el vector de des

plazamientos generalizados y P es una matriz cuadrada de orden n no singular 

para lograr que la relación entre U y X sea única. sustituyendo ( 2. 2) en 

(2.1) y premultiplicando por pr se tiene 

ÑLf+CX+KX·R (2.3) 

donde 
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R- pTR (2.4) 
\ 

La matriz P se obtiene usando los deplazamientos del problema de vibración 

libre sin considerar el amortiguamiento 

MU+KU·O (2.5) 

La solución de ( 2. 5) puede asumirse de la forma 

U•<!isinw(l-1 0 ) (2.6) 

donde cp es un vector de orden n, t es la variable de tiempo, l 0 una constante 

y w es la frecuencia angular de vibración del vector q¡. Substituyendo ( 2. 6) 

en ( 2. 5) se obtiene el problema de valores y vectores característicos generali

zado, 

(2.7) 

de donde cp es un vector característico y w 2 es el valor carao:.teristico corres

pondiente que deben determinarse. 

La ecuación (2.7) tienen soluciones CwLq, 1 ),(w~.$ 2 ),. ... (w~.4>.), escalando 

los vectores adecuadamente siempre puede lograrse que 

(2.8) 

y entonces 

<!>' K<l>•f1i (2.9) 

donde <P es una matriz que tiene por columnas a <!i 1 , cjJ 2 , $3 , ... , $. y D 2 es una 

matriz que guarda las frecuencias en la diagonal principal, esto es, n 2 
• w ~, 

la matriz de transformación que se buscaba es <P, entonces 

U•<l>X (2. 10) 

Haciendo P - cj> en la ecuación ( 2. 4) , se obtiene la ecuación de equilibrio en 

términos de los desplazamientos generalizados 

(2.11) 

en la que si se desprecia el amortiguamiento se desacopla el sistema 
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esto es, se tienen n ecuaciones de Ja forma 

i•l,2, .. .,n 

(2.12) 

\ 

(2.13) 

Siendo la i~ sima ecuación la ecuación de un sistema de un grado de libertad 

con masa unitaria y rigidez w ~ 

la solución a cada una de las ecuaciones en (2 .14) puede calcularse haciendo 

uso de la integral de Duharnel 

x ,(t) • __!_ (' r .(i:) sin w,(t - i:)di: + a,sin w,t + [3,cosw,t w) o 

con condiciones iniciales de la siguiente forma 

x,(1•0)·4>TMUo 

:r,(1·0)·4>:Muo 

( 2.14) 

(2.15) 

La integral de Duharnel suele evaluarse numéricamente, para tal efecto, pue

den utilizarse los métodos de integración directa con las matrices ya transfor

madas. cuando la excitación puede representarse por medio de un diagrama de 

aceleraciones o velocidades a base de segmentos de variación lineal respecto al 

tiempo, como es el caso de la excitación sísmica, es posible obtener la solución 

exacta de la ecuación (2 .15). Para obtener la solución completa deben calcu

larse las soluciones de las n ecuaciones ( 2 .14), y Ja respuesta de la estruc

tura se calcula después como la superposición de los modos, utilizando la 

ecuación ( 2 . 11 ) 

u=f41x .__ l l (2.16) 
,_ 1 

La medida en que cada uno de los términos en ( 2 .16) contribuyen a la solu

ción depende de la forma del vector 4>, y de la frecuencia de vibración de ese 

modo w, . La propiedad fundamental del método de superposición modal es 

que es necesario evaluar un número reducido de vectores en (2 .16) para 

lograr una buena aproximación a la respuesta. 
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\2.2 Propiedades de los valores y vectores característicos. 1
• .. 

En esta sección se describen las propiedades más importantes de los problemas 

de valores y vectores característicos. En las siguientes secciones se hará 

referencia a estas propiedades porque los diferentes métodos para la solución 

de la ecuación característica basan sus estrategias en alguna de ellas. La 

mayoría de las propiedades se presentan sin ninguna demostración formal, sin 

embargo se han incluido algunas que son especialmente útiles para comprender 

el sentido profundo de algunas de la propiedades que se muestran. 

En la sección anterior se vio que para un análisis modal se utilizan las formas 

modales para desacoplar las ecuaciones de equilibrio. Estas formas modales se 

obtienen al resolver el problema de vibración libre de la estructura sin consi

derar el amortiguamiento. La forma general de este problema es 

(2.2.1) 

con 

donde la matriz de rigideces K es una matriz positiva definida o semidefinida 

de orden n, la matriz de masas M puede ser una matriz diagonal posiblemente 

con algunos elementos nulos o bien una matriz con elementos no nulos fuera 

de la diagonal en cuyo caso es siempre positiva definida. 

El sistema ( 2. 2. 1) tiene n pares de soluciones ( ~ 1 , A,) Y 

O ~ 'A , si K es positiva semidefinida y O < 'A , si K es positiva definida. e uando 

se arma la matriz de rigidez de una estructura que no tiene ningún apoyo se 

obtiene una matriz positiva semidefinida, en ese caso los valores de JI.,= O 

corresponden a los modos de vibrar de cuerpo rígido. cuando se tiene una 

matriz M de masas diagonal con k elementos nulos entonces existen 

f..,• f..1.¡ • ... • h., •• _1 • ""· Además los vectores característicos son vectores 

reales. 

Del problema ( 2. 2 .1) puede observarse que 

Ka4> = AA.1(a~) (2.2.3) 
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y por lo tanto si <ti, es un vector catacteristico entonces aij>, también lo es. 

Esto significa que la magnitud de los vectores característicos no queda defi

nida, sino solo su dirección o forma, por lo tanto es posible escalar los vecto

res de modo que 

(2.2.4) 

se dice entonces que los vectores característicos son ortonormales con res

pecto a la masa, esto es 

(2.2 .5) 

esta relación conduce a 

(2.2.6) 

por lo tanto los vectores también son ortogonales respec~o a K. 

Es posible que en la solución se tengan valores característicos repetidos, 

diganse m veces, A.,• A. 1.i • ... •A.,,.,_ 1, en ese caso los correspondientes vec

tores característicos no son únicos, sin embargo forman un conjunto de vecto

res independiente que puede escogerse de tal manera que cumplan con las 

propiedades (2.2.5) y (2.2.6). 

Es importante notar que las condiciones ( 2. 2. 5) y ( 2, 2. 6) son condiciones 

necesarias para que un vector sea vector característico pero no son suficien

tes, supongase que p vectores x, , x,. .... x I' cumplen con las condiciones de 

ortogonalidad 

(2.2.7) 

y 

(2.2.8) 

donde X•x 1 ,x 2 , .. .,xP y Dsdiag(di). Los vectores x, no son necesaria

mente eigenvectoree y d, no son necesariamente eigenvalores, a menos que 

p •nen cuyo caso <P ·X y/\ - D donde ¡\ - diag('A.) 

Los eigenvalores A., del problema ( 2. 2 .1) son las raíces del polinomio caracte

rístico 

p("i...)., ctet( K - ;lo..M) (2.2.9) 
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propiedad que se deduce directamente de (2.2~1). Reescribiendo (2.2.1) de la 

forma 

(K - A.,M)Q, •O (2.2.10) 

se deduce que la relación ( 2. 2 .1) tiene solución no trivial (con los elementos 

de $, no todos nulos) solo si la matriz K - t.. ,M es singular, lo que se cumple, 

justamente, si el determinante de la matriz anterior es cero. 

Por otra parte, un buen número de propiedades puede deducirse utilizando el 

cociente de Rayleigh1 que se define como 

( ) 
li

1 Kv 
p V=-

VT Mv 
c:u~.11) 

donde v es un vector de orden n. Este cociente cumple con la importante rela

ción 

A. 1 :>p(v):a .• Vv (2.2.12) 

además, de la definición del cociente de Rayleigh se desprende inmediatamente 

que 

(2.2.13) 

supongase ahora que ~. es una aproximación de <P., esto se expresa así 

(2.2.14) 

donde E es una constante y x: es un vector del mismo orden que 4>., entonces 

(2.2.15) 

donde o( E 
2

) significa de orden E 
2

, esto significa que si fJ • o( E 
2

) entonces 

6 ~ bé, donde b es una constante. La anterior propiedad indica que se puede 

obtener una mucho mejor aproxL'Uación de los valores característicos de lo que 

en general se puede de las formas modales. 

La caracterización minimax de los valores característicos es un importante 

resultado deducido a partir del cociente de Rayleigh. Antes de definir esta 
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propiedad considerase lo siguiente: si se varia v en la ecuación ( 2, 2 .11) hasta 

encontrar el mínimo p (u), entonces, u - <!i 1 y p (u) - A. 1 esto mismo se escribe de 

la siguiente forma 

;\ 1 • min(p(11)) (?.?.16) 

supongase ahora que al vector t• se le impone la restricción adicional en la 

que v sea ortogonal a un vector arbitrario w y entonces, variando u sujeto a 

esta condición se calcule el mínimo cociente de Rayleigh. Una vez calculado el 

mínimo p ( v) con la condición de que u r w s O, se podria empezar a variar w y 

para cada w calcularse un nuevo mínimo de p ( t•). Se encontrará que el máximo 

de los mínimos valores calculados es A. 2 • Este resultado puede generalizarse al 

siguiente principio conocido como la caracterización minimax de los valores 

característicos 

A.,• max{mlnp(v)} 

v' w,= O i=i, ... ,r-1 (2.2.i'I) 

Para evaluar ( 2. 2 .17) se seleccionan vectores tL't. i m l ..... r - !, y luego se 

obtiene el mínimo p (u) con u satisfaciendo la condición 

t'r w,"' O, i • l, ... , r - 1. Después de calcular este mínimo se varian los vecto

res UJ, siempre calculando luego el mínimo. El máximo de los mínimos es A.,. 

La propiedad más importante que puede establecerse en base a la caracteriza

ción minimax de los valores característicos es la propiedad de separación de 

los eigenvalores. 

El résimo eigenproblema restringido asociado a K$• ?-.M$ se escribe 

(2.2.18) 

en donde K''l y M''l son las matrices K y M con las últimas r columnas y 

últimos r renglones eliminados . 

Se puede demostrar que los eigenvalores del problema asociado r + 1 se sepa

ran de los del problema r, esto significa que 

(2.2.19) 
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El hecho que se utiliza en la obtención de los valores y vectores característi

cos y que está basado en la separación d~ los eigenvalores ( 2. 2 .19) es el 

siguiente: supongase que es posible hacer la descomposición de la matriz 

K - µAL donde µ es una constante, en LD L T, siendo L una matriz triangular 

inferior con elementos unitarios en la diagonal y D una matriz diagonal, 

entonces el número de elementos negativos en D es igual al número de eigen

valores menores queµ o alternativamente, si:>-.,<µ<:>-..,.¡ habrá exactamente i 

elementos negativos en D. Adicionalmente a la separación de los eigenvalores 

es necesario observar que una vez hecha la descomposición de K - µ M, tene

mos según ( 2. 2. 9) lo siguiente 

11 

p(µ) • det(LDLT) = fr du (2.2.20) 

y consecuentemente 

<-1 

µVl(µ)• ft el!< 
<-1 

(2.2.21) 

donde p\ri es el polinomio característico del resimo problema restringido. 

2. 3 Análisis modal espectral" 

En la sección ( 2 .1) se vio cómo obtener la solución de la ecuación ( 2 .1). des

acoplando primero el sistema y luego utilizando la integral de Duhamel. Ese 

procedimiento daría como resultado la historia de desplazamientos y 

aceleraciones en el intervalo de tiempo que se considere la excitación, sin 

embargo, para fines de disefio, esta historia de desplazamiento, con los 

correspondientes elementos mecánicos, no es de mucha utilidad, pues en el 

diseño se buscan valores de desplazamiento y esfuerzo máximos probables, mas . 

que una historia completa de comportamiento. Además el esfuerzo de cómputo 

para hacer esta labor es enorme. Es por estas razones que se hizo necesario 

establecer un procedimiento que permitiera estimar dichas respuestas máximas 

probables. El procedimiento aceptado para calcular dichos máximos es el lla

mado análisis espectral. 

se estudiará aquí la formulación modal espectral para una estructura fija en 

una base sujeta a aceleraciones u. sin tornar en cuenta el amortiguamiento, la 

ecuación ( 2. 1 l en estas condiciones adopta la forma 
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MO,+Kll•O (?.:1. 1) 

\ 
donde U, es un vector de desplazamientos totales y U en este caso representa 

los desplzamientos relativos a la base del sistema. Los desplazamientos totales 

pueden expresarse como la suma de los desplazamientos en la base U 
0 

y los 

desplazamientos U relativos a la base, la ecuación ( 2. 3. l) queda entonces 

(2.3.2) 

y alternativamente 

;\1U•KU~-MUg (2.3.3) 

Las aceleraciones en todos los grados de libertad O 0 debidos a una aceleración 

en la base pueden expresarse como un vector de forma r invariable en el 

tiempo por una cantidad escalar u
0 

que depende del tiempo si además se lleva 

a cabo un cambio de coordenadas al sistema espectral tal como se hizo en la 

sección ( 2 .1). la ecuación ( 2. 3. 3) queda como 

(2.3.4) 

donde U "' 4> X y e!> • $,. i"' l ..... n. Esta ecuación representa a un sistema 

de n ecuaciones de la forma 

¡ .. l ,. .. ,n (2.3.5) 

ya que ljlr,~f4>=6,1 , w~=$;K$, y l,=-$;Mr que es conocido como el factor 

de participación del modo i. 

La solución de cada una de estas ecuaciones se presentó en la sección ( 2 .1 l 

en términos de la integral de Duhamel que para una aceleración en la base y 

suponiendo que el sistema esta en reposo antes de la excitación se puede 

escribir así 

l r ! 

x,= __:... / ii"sinw,(t-1:)di: . w,;·o • 
(2..3 .6) 

y la respuesta máxima está dada por 

l 
x rnax - -S (w) t W¿ V l 

(2.3 .7) 

donde 

(2.3 .8) 
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En la práctica en el caso de excitaciones debidas a sismo se hacen considera

ciones adicionales ya que la respuesta máxima a un evento particular no es 

aceptable de ser considerada como "máxima probable" por el contrario un gran 

número de excitaciones deben tomarse en cuenta. otro aspecto adicional es 

que se considera en el modelo de un grado de libertad un cierto amortioua

miento ~. quedando entonces la respuesta máxima en función de este 

(2.3 .9) 

El valor S.(~.w) se conoce como la pseudo velocidad espectral. 

Finalmente para obtener la respuesta de todo el sistema se había planteado en 

la sección ( 2. l l el regreso al sistema de coordenadas original por medio de la 

ecuación 

r. 

U•) <b x,(I) 
~ '. 
!• I 

(2.:UO) 

donde la sumatoria debe llevarse a cabo en todo el intervalo de tiempo consi

derado. Con la introducción de los valores máximos de x, la ecuación 

( 2. 3, 10) no puede aplicarse pues los valores máximos no coinciden en el 

tiempo. Alternativamente, se han diseñado algunos procedimientos fundamen

tados en la teoría de probabilidades que permiten hacer una superposición más 

realista de las respuesta de cada modo, la más conocida de ellas desarrollada 

por Rosenblueth 1 º, establece que la respuesta máxima probable de la estruc

tura se puede obtener como la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de 

las respuesta modales individuales (SRSS). 

r,;-
R=. l l_ R~ 

"V l-J 
(2.3.ll) 

donde R, es la respuesta: desplazamiento, velocidad, fuerzas internas ... etc, 

del modo i y n es el número de modos de la estructura. Este método ha sido 

utilizado hasta nuestros dias, sin embargo investigaciones más recientes 

hechas por el mismo Rosenblueth'" y otros investigadores"' basandose en la 

teoría de procesos estocásticos, encontraron que este método de superposición 

tiene errores 1mp0rtantes cuando las frecuencia de los modos no están sufi

cientemente espaciadas, este es el caso de estructuras tridimensionales comple

jas, en donde por lo general las frecuencias de los modos aparecen en 

grupos. Wilson et al ª propusieron un método de superposición conocido 
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como el método de la combinación cuadrática completa (CQC) y que incluye la 

correlación de un modo con otro. Este\método converge al (SRSS) cuando las 

frecuencias de los diferentes modos están suficientemente espaciadas, El 

método propone la siguiente expresión 

11 

R= (2.3.12) 

donde p ,1 son los coeficientes de correlación modal, función de las frecuencias 

de vibración de los modos Y de sus relaciones de amortiguamiento; además se 

supone que la duración del sismo es muy grande comparada con los períodos 

de vibración de la estructura y el espectro de respuesta es uniforme en un 

rango de frecuencias amplio. El coeficiente de correlación modal se obtiene con 

donde 

(J.) 1 
rm

w, 

y ~,, ~ 1 representan la fracción de amortiguamiento critico para el modo i y j 

respectivamente. 

Si ~ es constante para todos los modos, entonces 

(2.3.14) 

Escobar1
"' recientemente realizó un estudio de los diferentes métodos de combi

nación modal conocidos, haciendo una comparación de las estimaciones que 

arrojan los métodos contra los valores de espectros calculados con un análisis 

paso a paso. Los resultados de ese estudio establecen que el método SRSS 

subestima hasta en un 31% la respuesta en suelo duro y relaciones de amorti

guamiento crítico entre . 02 y . 05, en el sentido de la excitación, mientras que 

para el sentido perpendicular a la excitación la sobrestima hasta en un 210%. 

En general los métodos estudiados por Escobar, excepto ( SRSS) y los que lo 

incluyen, no presentan desviaciones muy grandes en la dirección paralela a la 

excitación, hasta un 15%, pero en todos los casos se sobrestima la respuesta 

en la dirección perpendicular alcanzando un 387% para el método de suma de 
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valores absolutos de las respuesta modales. La excepción es el método de la 

suma cuadrática completa ( CQC) que en la dirección de la excitación subestimó 

la respuesta en un 2. 7% y en la dirección perpendicular la sobrestimó en un 

37.5%. 

En todos los casos estudiados por Escobar el método (e QC) es el que pro

porciona errores relativos menores. 
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3.1 Vectores de RJtz 

Capítulo 3 

Revisión de alRunos •étodos 

Una de las técnicas más generales para calcular aproximaciones a los vectores 

característicos de más baja frecuencia es el análisis de Rayleigh-Ritz. Las 

ideas que introduce esta técnica se utilizan en gran número de métodos para 

la solución de eigenvalores, es por eso que su estudio es de importancia en 

este ramo de la ingeniería. 

Recuérdese el principio del mínimo que dice: 

16 

:\ 1-minp(11) (3.1.1) 

en donde el mínimo se calcula sobre todos los posibles u, y p (u) es el cociente 

de Rayleigh. 

Considerase ahora el vector 

(3.1.4) 

en donde w 1 , i., l , ... , c.¡, es un conjunto de vectores linealmente independien

tes que expanden el espacio de Ritz V •. En general q < n, entonces V q es un 

subespacio de V n• (ji es un vector que reside en ese espacio y el vector 

x 1 i • l , .. , q son las coordenadas del vector (ji en el espacio de Ritz. En el 

análisis de Rayleigh-Ritz se pretende encontrar vectores específicos ~ 1 que 

mejor aproximen a los eigenvectores deseados. 

Evalúese ahora el cociente de Rayleigh usando el vector (iJ para después utili

zar el principio del mínimo: 

(0.1.ti) 

donde 

(3.1.6) 
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\ 
(3.1 .7) 

La condición para obtener el mínimo del cociente anterior es que 

op(~)lox,•0, i• l, .. .,q ya que las coordenadas son las únicas variables. 

Llevando a acabo la derivada tenemos: 

- 2ñl t X ¡Á1¡ - 2Á t X ¡ñ't1¡ 
op($) i-1 J-1 ax:- ---------;¡;;z----- (J.1.8) 

si en la ecuación anterior se sustituye a p por k ! rf¡, la condición para obtener 

el mínimo de p($) queda: 

para i • l , ... , q (J. l .9) 

Escribiendo las q ecuaciones anteriores en forma matricial se tiene 

KX•pNfX (3.1.10) 

Las matrices R y M son matrices de q x q con elementos definidos en ( 3. 1. 6) 

y ( 3 .1. 7) , y X es una matriz de orden q X q que guarda los vectores de 

coordenadas de Ritz. La solución al eigenproblema ( 3. 1. 10) da como resultado 

q eigenvalores p 1 , ••• , p 0 que son aproximaciones a los eigenvalores del sistema 

original A. 1 , ••• , A. 
0

, y q eigenvectores, x, , ... , x 
0 

estos son los vectores coor

denados de Ritz con los que se puede construir la mejor aproximación de los 

vectores característicos del sistema original contenidos en el espacio de Ritz 

V 0 • Utilizando ( 3. l. 4) se obtiene la siguiente relación matricial: 

(3.1.11) 

en donde ~ contiene a q vectores $ ¡ .. , ., $ 
0

• 

3. 2 condensación estática 

En el método de la condensación estática la hipótesis principal es que la masa 

del sistema puede concentrarse en determinados puntos sin afectar notable

mente la precisión en el cálculo de las frecuencias de las formas modales de 

interés. El criterio del ingeniero es el que determina como ha de distribuirse 

la masa del sistema. El problema queda de la forma siguiente: 
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donde $ ª son los desplazamientos de los grados de l.lbertad que tienen asig-

nada masa y <!>, son los desplazamientos de los que no tienen asignada masa; 

M ª es una matriz diagonal. Realizando los productos indicados en la ecuación 

anterior se obtiene 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

Despejando de esta última ecuación a <Pe y sustituyendo en ( 3. 2. 2) se obtiene 

el problema de eigenvalores del sistema reducido. 

(3.2.4) 

donde 

El método se vuelve ineficiente a medida que el número de grados de libertad 

con masa asignada crece, ya que la matriz K ª es prácticamente llena. La 

aproximación a los vectores característicos de interés depende en gran medida 

del criterio del ingeniero al hacer la distribución de masa del sistema. 

Guyan11 estableció un procedimiento para obtener una matriz de masas redu

cida cuando la matriz de masas es una matriz de masas consisten te, como la 

que resulta cuando se usa el método del elemento finito para llevar a cabo el 

análisis de una estructura. 

El planteamiento de condensación estática que se vio en los párrafos anteriores 

puede verse como una transformación de coordenadas, de la forma <l> • T.¡," con 

T definida como 

(3.2.5) 

donde ahora las submatrices que contienen el subíndice e: contienen a los gra

dos de libertad que se desean reducir. 

La energía cinética y la energía de deformación de la estructura están defini

das respectivamente como 
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Q• .pr M<Í>/2 (3.2.6) 

y 

V=4'rK<l>12 (3.2.7) 

sustituyendo la transformación anterior se tiene 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

La matriz de rigideces reducida es claramente K u• Tr KT y la matriz de masas 

reducida M º • ·rT M r. Si la matriz de masas se define corno 

{3.2.10) 

entonces la matriz de masas reducida es 

(3.2.11) 

Este notable resultado convirtió al artículo de Guyan en una referencia clásica 

de la materia. 

Con el procedimiento establecido por Guyan, es posible reducir las matrices de 

masas consistentes, sin embargo, resta por resolver el problema de cómo 

seleccionar los grados de libertad que han de reducirse y cuáles dejar acti

vos. se ha mencionado que un ingeniero con experiencia puede vislumbrar la 

distribución de masa de modo que se extraigan los modos más flexibles de la 

estructura, pero, imaginar esa distribución para modos de más alta frecuencia 

es una labor difícil aún para el ingeniero experimentado. Lo anterior a dado 

lugar a numerosas investigaciones tendientes a establecer criterios que permi

tieran seleccionar de manera automática los grados de libertad 'maestros' o que 

deben mantenerse en el sistema reducido. Destaca por su sencillez, el que 

propone Henshell y Ong 1 º, el cual establece que una medida de cómo un 

grado de libertad puede ser m!ís o menos excitado es el cociente k,Jmu pues 

esto indica si ese grado de libertad tiene mucha masa o bien que es poco 

rígido, en ambos casos, provocando que tienda a excitarse. con estas ideas, 
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el método establece simplemente que los grados de libertad que deben mante-

\ nerse son aquellos que tengan el cociente anterior mínimo. En ningún caso de 

los ejemplos que estudió Henshell la determinación manual de los grados de 

libertad maestros arrojó un mejor resultado, y sí en cambio se obtuvo un 

mejoramiento en las aproximaciones de los modos que se obtuvieron. otro 

aspecto muy importante es que el criterio es consistente y tiende a compor

tarse de manera mas o menos uniforme, evitando con esto una omisión grave 

que pudiera 'disparar' los resultados. 

Este tipo de procedimientos de selección de los grados de libertad maestros es 

ideal para su implantación en un programa de análisis que utilice la reducción 

de las matrices de masas y rigideces. 

El principal problema a que se enfrenta el método de condensación estática y 

la reducción de Guyan, es que no existe una distribución de masa que sea 

buena para extraer todos los modos que participan en la respuesta de la 

estructura, en gen~ral los primeros modos, de baja frecuencia, podrán ser 

aproximados con buena precisión, pero a medida que más modos contribuyen a 

la respuesta los errores que se comenten con estos métodos de reducción son 

mayores. 

3.3 Iteración Inversa 

El procedimiento de iteración inversa se ha utilizado con éxito para calcular 

eigenvectores y sus correspondientes valores característicos. Aunque actual

mente no se usa en forma directa en los programas de análisis, muchos méto

dos utilizan estas ideas dentro de sus planteamientos, entre los que se 

incluyen el método de iteración del subespacio y el método de WYD. 

El procedimiento se basa en la siguiente ecuación recurrente: 

y 

en donde 

Xt+J 
X k+ l • ---1----,.-11"'2 

(Xl+1M.\:l 0 J) 

(3.3.l) 

(3.3.2) 
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siempre y cuando el vector x 1 no sea ortogonal a 4> 1con respecto a la matriz 

de masas, esto es, \ 

Para determinar la convergencia se utiliza el cociente de Rayleigh 

-¡ -
'11. .-1 - X.<.1KX¡.¡ 

1 • P(X,.¡) • -,----
X¡.¡M X,.¡ 

y la convergencia se obtiene cuando 

(3.3.4) 

donde tol ~ 10·•, siendo sel número de dígitos de aproximación requeridos 

para :\. 1 

La demostración de la convergencia es muy ilustrativa. Llevase a· cabo un 

cambio de coordenadas haciendo 

donde <P contiene a los eigenvectores; sustituyendo en ( 3. 3 .1 l. premultipli

cando por e!> r, y utilizando las propiedades de ortogonalidad cj> r K <l> = ¡\ y 

cj>T M<I> -1 se obtiene 

/\Z;.+1 .. z,._ (3.3.6) 

donde :\•rfiag(?-.. 1). El sistema (3.3.6) es equivalente al sistema (3.3.1). 

En estas nuevas coordenadas los valores característicos son los elementos de 

la diagonal de /\. y los eigenvectores son los vectores unitarios e,. Para 

demostrar el procedimiento expuesto arriba, escojase un vector inicial z 1 que 

no sea ortogonal a 4> 1 por ejemplo 

zf •[11 1...1] (3.3.7) 

entonces, utilizando la ecuación ( 3. 3. 6) para k • 1 , ..• , l, se tiene 
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(3.3.8) 

Si se supone que A. 1 < A. 2 • Para mostrar que z 1• 1 converge a un multiplo de e 1 

cuando l -1 "", se multiplica a .'? 1• 1 en ( 3. 3. B) por ;\ ~ para obtener 

., 
.... l+ 1 (3.~.9) 

de donde se observa que z 1• 1 converge a e 1 a medida en que 1 -i "'. 

Observase que para obtener un vector z 1 que sea ortogonal a e 1, basta con 

hacer nula la primera posición del vector 

Utilizando la ecuación ( 3. 3. 6) se llega a 

o 
l 

A.~ 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

se supone ahora que A. 2 < A. 3; si a ( 3. 3 .11) se multiplica ahora por A. 2 se llega 

a 
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(3.3.12) 

De (3.3.11) se desprende inmediatamente que :.: 1• 1 nunca podrá converger a 

e 1, esto demuestra lo que ya se había mencionado, que si el vector inicial x 1 

es ortogonal al eigenvector 4> 1, el procedimiento de iteración conducirá necesa

riamente a un vector que no es ip" más aún, según (3.3.12), se llegará a ip 2 , 

el siguiente eigenvector. 

Este hecho sugiere un procedimiento en el que para obtener un nuevo eigen

vector, se parte de un vector inicial :5! 1 que se ha ortogonal.izado previamente 

con los demás eigenvectores calculados. Esta ortogonalización suele llevarse a 

cabo por medio del conocido proceso de Gram-Schrnidt. Supongase que ya se 

han encontrado q vectores característicos [ 4> 1 , ~ 2 , .... ~.J. y x 1 es nuestro 

nuevo vector inicial, entonces por el proceso de Grarn-Schrnidt se tiene 

donde 

.!1. 
.'i.' 1 s x 1 - 2._ a,4>, 

¡-J 

i-] , ... ,q 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

Utilizando a x 1 como vector inicial de la iteración se llegará a <P •• 1 y utilizando 

el cociente de Rayleigh a A. q. 1• 

En la implantación de este procedimiento es necesario calcular los vectores 

característicos con gran precisión para que la ortogonalización funcione ade

cuadamente, adicionalmente el vector con que se está iterando debe ortogonali

zarse en cada iteración respecto a los eigenvectores ya calculados. 

3. 4 Iteración del subespacio 

se desean obtener los primeros p valores Y vectores característicos del sis

tema 



\ 

(lec. ltemlón del subespaclol 

(3.4.1) 

Este método utiliza, fundamentalmente las ideas introducidas en el análisis de 

Rayleigh-Ritz y el método de iteración inversa, adicionalmente se utiliza la 

propiedad de la secuencia de Sturm para determinar si los eigenvalores calcu

lados son efectivamente los deseados. 

Los pasos a seguir son los siguientes 

a) se proponen los q vectores iniciales con q > p, 

b) se hace un ciclo de iteración inversa y un análisis de Ritz para obtener la 

mejor aproximación de los valores y vectores característicos en el espacio 
Vq, 

c) se verifica la convergencia; si no se satisface se utilizan los vectores cal

culados para efectuar nuevamente el paso (b}, 

d) se usa la secuencia de Sturm para verlficar si los valores y vectores 

característicos calculados son los que se deseaban . . 
La iteración indicada en b l es de la forma 

(3.4-.2) 

las proyecciones de K y M sobre v~· 1 se obtienen al hacer 

-r -
K t• 1 • y t• I K X' 1• I (3.4 .3) 

(J.4.4) 

Las matrices K\•! y M\•! son de orden q. El problema de valores caracterís

ticos reducido queda en términos de estas matrices así 

(2.4.5) 

donde Q k • 1 es una matriz de q X q que contiene a los vectores característicos 

del sistema reducido con los que puede obtenerse una mejor aproximación a los 

vectores característicos del sistema original con la expresión 

. .Yk.•1-Xt,10t11 (3.4 .6) 

Si los vectores en X 1 no son ortogonales a alguno de los eigenvectores desea

dos entonces 
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A,. 1 -+ !\ y X 1 • 1 -+ el> si k-+ oo (:1.4.7) 
\ 

El proceso de Ritz reacondiciona los vectores X•, haciéndolos perpendiculares 

respecto a la masa, lo que asegura que ninguno de los vectores tienda al 

mismo vector característico. Este proceso de ortogonalización tiene ventajas 

sobre el proceso de Gram-schmidt, porque no solo se logra que los vectores 

sean ortogonales respecto a la masa sino que se obtiene una mejor aproxima

ción de los eigenvectores, además numéricamente, la ortoqonalización de los 

vectores por el proceso de Gram-schmidt puede no ser estable, esto último 

se debe a que durante la iteración los vectores tienden a hacerse cada vez 

más paralelos y entonces por la precisión finita con que se cuenta en la com

putadora, en ocasiones, resulta imposible ortogonalizar los vectores. Por el 

otro lado, la proyección de las matrices al espacio de Ritz es muy costosa 

respecto al de la ortogonalización, y se vuelve ineficiente a medida que el 

número de vectores con que se está iterando crece. En la implantación de 

este método a la computadora se suele optar por ortogonalizar pr :iyectando las 

matrices al espacio de Ritz, principalmente por la estabilidad numérica de este 

proceso. 

La solución del problema de valores y vectores característicos reducido puede 

hacerse con mucho éxito por medio del método de Jacobi, este método funciona 

muy rápido si las matrices K y M tienen un ancho de banda pequeño, que es 

justamente lo que sucede a medida que se avanza en la iteración del subespa

cio. 

El número de iteraciones requeridas para obtener una buena aproximación a 

los vectores característicos puede reducirse si el conjunto de vectores iniciales 

aproximan al subespacio menos dominante, en el caso que los vectores iniciales 

caractericen este subespacio, entonces los p vectores característicos que 

corresponden a los p eigenvalores menores, son una combinación lineal de 

estos vectores iniciales y la iteración del subespacio converge en un solo 

paso. Este es el caso cuando en una matriz de masa diagonal existen p ele

mentos no nulos y los p vectores iniciales son vectores unitarios e, con el 1 

correspondiendo a los grados de libertad con masa no nula. En ese caso la 

iteración del subespacio se convierte en una condensación estática según se 

mostró en la sección 3 .1 
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En la práctica el primer vector inicial es la diagonal de la matriz de masa, 

para asegurar que todos los grados de libertad sean excitado~ (ver el capítulo 

4), y los vectores restantes son vectores unitarios e, con el 1 en los grados 

de libertad que tengan el cociente k,/m., mínimo. 

Es importante notar que, como en el caso del proceso de Ritz, para obtener la 

convergencia es necesario solo que los vectorea aproximen adecuadamente al 

su.bespacio v; y no que cada uno de los vectores aproxime a un eigenvector 

específico. Este hecho hace las cosas simples, pues es en general más fácil 

encontrar p vectores que aproximen al su.bespacio V; que encontrar p vecto

res que cada uno aproxime a un eigenvector. 

La convergencia se establece de la misma manera que para el caso de iteración 

inversa. 

(3.4.8) 

3.5 Método de Lanczos 

El método de Lanczos para obtener los vectores característicos, ha cobrado 

gran importancia en los últimos años pues ha mostrado ser muy efectivo com

parado con los métodos como iteración del subespacio e iteración inversa 

simultánea. 

El método de Lanczos es considerado un método de extracción directa basado 

en las llamadas secuencias de Krylov7
, llamado de iteración inversa minimi

zada. El método sigue una secuencia muy similar a la expuesta en el método 

de Iteración inversa 

(3.5 .! ) 

La diferencia entre el método de iteración y el de iteración minimizada reside 

en los últimos dos términos de la ecuación que son los que mejoran las carac

teruticas del método de iteración. 

En la ecuación (3.5.1) se seleccionaª• y 13<-i de manera que el siguiente 

vector x h, 1 sea ortogonal a x h y R x h 1 , los coeficientes a, y ~, representan 

la diagonal y subdiagonal de una matriz simétrica tridiagonal 
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(3.5.2) 

o l3m-I 

13"' l am 

cuyos eigenvalores aproximan a lo,, del sistem11 K <!> m A<!>; 

Aunque la convergencia del método es realmente notable, al igual que los 

demás métodos de iteración, no es posible escoger anticipadamente que vector 

debe obtenerse y en general se obtienen los m vectores de mas baja frecuen

cia del sistema. Para saber que efectivamente se han obtenido los vectores de 

mas baja frecuencia suele agregarse la prueba de sturm. 
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Capítulo 4 

Presentación del •étodo WYD 

El proced1miento para resolver el problema de valores y vectores característi

cos que se presenta a continuación es un método de generación automática de 

vectores de Ritz. Una vez obtenidos los vectores se util1za el método de 

Rayleigh-Ritz para aproximar a los vectores característicos. 

1S 

Los vectores son generudos tomando en cuenta la distribución espacial C.e la 

carga, dando como resultado que los modos de baja frecuencia, que son per

pendiculares a la carga y por lo mismo no participan en la respuesta, no son 

calculados, aun cuando la frecuencia de esos modos esté contenida en la de la 

carga. 

Esta característica del método hace que se requieran, para una precisión 

dada, menos vectores para aproximar la respuesta de la estructura que los 

necesarios por otros métodos 

El método que a continuación se discute puede considerárse como un método 

de subestructuración dinámica, tal como los algoritmos de Condensación 

Estática de Guyan, pero que sin embargo, este se hace en una forma más 

racional para hacer la reducción. 

La reducción del sistema por el procedimiento que aqui se describe puede 

manejar los casos de matrices de masa consistentes y los efectos de masas 

nulas en la diagonal en los casos de matrices de masas concentradas. 

En todos los problemas estudiados por Wllsonº, se obtuvieron aproximaciones 

mejores con menos vectores Ritz, que las obtenidas con la extracción directa 

de los eigenvectores. 

Para presentar el método considerese la ecuación de equilibrio de un sistema 

estructural sin amortiguamiento 

MÜ+KU•Rg(t) ( 4.1) 

donde R es un vector que depende solo de la variable de espacio y g (t) es 

una fW1ción escalar que depende del tiempo. 

se ha mencionado en secciones anteriores que este sistema de ecuaciones 

puede desacoplarse utilizando las propiedades de ortogonalidad de los vectores 

característicos respecto a la matriz de masas y de rigideces, obteniendose 
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(4.2) 

donde 

K<f> • AM<f> (4.3) 

Supongase ahora que se han seleccionado un conjunto de vectores de Ritz 

111 1 , ••• , 111 • linealmente independientes. Con estos vectores es posible construir 

una aproximación de los vectores característicos 

i•l,. .. ,q ( 4.4) 

donde $, es unél aproximación a vector Qi,, ljl es una matriz de n x q que 

guarda en sus columnas los q vectores de Ritz 111 1 , ••• , i¡1
0 

y z, es el vector de 

coordenadas del vector $,, La ecuación { 4. 4) en forma matricial se escribe 

( 1.5) 

por lo que la ecuación { 4. 3) puede escribirse en términos de las aproximacio

nes a los vectores característicos 

sustituyendo { 4. 5) en ( 4, 6) y prernultiplicando por 'V r se tiene 

donde 

K'-'VTK'f 

!vf' • 'Jfr M'V 

( 4.6) 

(4.7) 

( 4.8) 

( 4.9) 

Con la ecuación ( 4. 7) se calcula 7\ que contiene las aproximaciones a los valo

res característicos del sistema original y Z que contiene las coordenadas de 

los vectores que aproximan a los vectores característicos, que según el 

proceso de Ritz, son las coordenadas de los vectores que "mejor" aproximan a 

los vectores característicos del sistema original, 

El sistema ( 4. 7) representa un problema de valores característicos reducido de 

orden q donde q difícilmente es mayor de 20, por lo que puede resolverse por 

algún método de extracción directa de vectores característicos. Uno de esos 

métodos, el de Jacobi. es muy efectivo en problemas pequefios, además es muy 

simple de implantar en la computadora. 
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Con ( 4. 5 l es posible encontrar los vectores característicos aproximados \;p. 
sustituyendo estos vectores en ( 4. 2) se tiene un sistema de ecuaciones des

acoplado que puede resolverse por cualquier método. 

4 .1 Obtención de los vectores de Ritz 

Es claro que la precisión que pueda lograrse con el método de Ritz, depende 

en mucho de los vectores de Ritz seleccionados, Es aquí donde entra el 

método de WYD para la generación de los vectores. 

Los vectores de Ritz se generan con la siguiente ecuación recurrente 
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i=J,. . .,n (1.1.l) 

donde el primer vector de la serie se obtiene de la solución de 

Kx 1 • R (4.1.2) 

y los vectores son ortogonalizados en cada paso mediante el proceso de Gram

Schmidt con las siguientes expresiones 

donde 

t- 1 

x,=x,-Ic,x 1 
1-1 

('l.1.3) 

Después de que cada vector es calculado se normaliza respecto a la masa 

x, 
X.:-----=-= 

' (x"{Mx.)112 
(4.1.4) 

por lo tanto 

x[Mx,- 1 

Wilsonº hace la siguiente interpretación acerca del procedimiento que se sigue 

para generar los vectores: El primer vector representa la respuesta estática 

debida a la carga R • Las fuerzas dinámicas que son despreciadas en ese 

análisis estático son de la forma w 2 Mx 1 , donde w 2 representa una compo-

nente de frecuencia típica de la carga. Estas fuerzas son aplicadas en el 

siguiente paso para generar el siguiente vector de Ritz. otra vez, esta 

nueva solución estática, desprecia términos dinámicos que son utilizados como 
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vector de carga para obtener el siguiente vector de Ritz. La secuencia ter\. 

mina cuando el nuevo vector obtenido es ortogonal a todos los vectores ante

riores. 

También se puede entender el método de la siguiente forma: se puede ver 

que la ecuación ( 4 .1.1) para generar los vectores tiene la misma forma que el 

proceso de iteración inversa, sin embargo como en cada iteración se ortogona

liza el nuevo vector respecto a los anteriores, es como si en cada iteración se 

iniciara el proceso para aproximar un vector característico diferente. Este 

procedimiento utiliza al máximo el hecho, que tanto se ha enfatizado, que 

establece que el proceso de iteración parte de un vector x 1 y converge a 4> 1 

siempre y cuando x 1 no sea ortogonal a 4> 1 • La ortogonalización es entonces 

para asegurar que el nuevo vector generado tienda a aproximar un vector 

diferente a los ya obtenidos. Es muy importante tener en mente que en esta 

primera fase del método no interesa conocer con precisión cada uno de los 

vectores característicos, sino solo obtener un subespaclo donde los vectores 

característicoa que sean de interés puedan representarse adecuadamente. Esto 

significa que los vectores característicos puedan escribirse como una combina

ción lineal de los vectores calculados. La aproximación de los vectores carac

terísticos a partir del subespacio ya construido es la segunda fase del método 

y consiste en minimizar el cociente de Rayleigh por medio del proceso de Ritz. 

Es interesante notar que se utiliza el vector R para iniciar el proceso. Para 

tratar de visualizar el efecto de este hecho en la generación de los vectores 

imagínese un edificio regular con ejes X y Y en planta, modelado con masas 

concentradas, sujeto a una acción sísmica en una de las direcciones principa

les, digas e X. El vector R es, en este caso, el vector de masas con única

mente los términos en la dirección de la excitación, al aplicar el primer paso 

del método K x 1 ª R se obtendrá necesariamente un vector con desplazamientos 

en la dirección X y pequeflos desplazamientos verticales en Z, pero los des

plazamientos en Y se conservan nulos. Al aplicar los siguientes pasos del 

método los desplazamientos en Y siempre son nulos, aun después de las 

ortogonalizaciones. Para este ejemplo en particular los grados de libertad en 

Y nunca son excitados lo que da lugar a vectores de Ritz y luego a vectores 

característicos en el plano XZ. El método no ha extraído un buen número de 
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modos de baja frecuencia que definitivamente no intervienen en la respuesta 

total de la estructura debido a que la forma de la carga es ortogonal a esos 

modos, y lo que es mas, el método es incapaz de obtener esos otros modos. 
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Se hizo referencia a un edificio y carga sísmica solamente porque el efecto de 

"filtro" que proporciona la carga es muy evidente en ese caso, sin embargo 

los efectos benéficos generados al incluir la distribución espacial de la excita

ción en la extracción de los vectores de Ritz, es de carácter general, 
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En la implantación del método de WYD para la extracción de los vectores de 

Ritz se hacen algunas consideraciones adicionales para reforzar la conveniencia 

de considerar un vector paralelo a la distribución espacial de la carga. 

La forma de la carga puede expresarse en términos de los vectores extraidos 

como 

(5. 1) 

Esta expansión de R es generalmente incompleta a menos que q - n o bien que 

R este totalmente contenido en el subespacio V• caracterizado por los vectores 

de Ritz. 

Una vez que se ha obtenido el primer vector se puede calcular la parte de la 

carga que aún no ha sido representada así: 

(5.2) 

y 

(5.3) 

para lograr que R 1 quede representado solo por los vectores restantes, es 

necesario hacerlo perpendicular a 111 1 esto es 

(5.4) 

sustituyendo ( 5, 2) en la ecuación anterior se tiene 

(5.5) 

de donde 

(5.6) 

con 1lJ f M \ji 1 • 1 , Este procedimiento elimina la posibilidad de que R _ 1 tienda 

a excitar al mismo vector 'IJ 1 • 
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Al extraer el siguiente vector con K 111, • R 1 se puede, de nueva cuenta, obte
\ 

ner el residuo de la carga 

(5.7) 

si se hace como anteriormente que R ~ solo quede representado por los vecto-

res restantes, entonces debe cumplirse que 

(5.8) 

y 

(5.9) 

operando sobre (5.7), (5.8) y (5.9) se obtendrá 

(5.10) 

y 

(5.11) 

el nuevo vector R ~ tenderá a excitar vectores diferentes de 111 1 y ljJ 2 • 

Es ahora evidente que si 

(5 .12) 

entonces la carga estará contenida totalmente en el subespacio V" y el método 

no podrá generar mas vectores, por otro lado, no es necesario, pues la res

puesta podrá representarse exactamente, ya que también esta estará contenida 

en el subespacio V q. 

En el programa se utlllza un procedimiento totalmente equivalente a los 

expuesto, pero que resulta más conveniente, y que consiste simplemente en 

expresar el siguiente vector residuo en términos del anterior 

(S.13) 

donde 

(5.14) 
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Es muy deseable en la implantación de un método de extracción de vectores 

característicos el poder determinar si es necesario seguir adelante con la \ 

extracción de un nuevo vector o si se ha alcanzado la precisión deseada para 

terminar el proceso de extracción. 

No es dificil ver que· una medida de qué tan 'buenos' son los vectores que se 

están extrayendo, es la capacidad de estos para representar a la carga. Esto 

queda 13.XPresado en la siguiente norma 

e,-fPi (5.15) 

e1 representa la parte de la carga que falta por representar después de 

haber calculado i vectores de Ritz. 

A diferencia de las normas a po!ileriof"i que suelen utilizarse, esta norma 

puede calcularse después de extraer cada uno de los vectores de Ritz y deci

dir en base a ella si es necesario continuar con la extracción del siguiente 

vector. 

En el caso en que la carga sea debida a una excitación en la base es de la 

forma 

(5.16) 

donde U 0 son los desplazamientos de los grados de libertad iguales al despla

zamiento de la base. O 0 Puede escribirse corno un vector de formar multipli

cado por una función escalar dependiente del tiempo v0 

ü 0 - Mrii 0 

la forma de la carga es entonces 

R•Mr 

que puede escribirse como 

(5.17) 

Si se preruultiplica la ecuación anterior por q,¿ y debido a las propiedades de 

ortonormalidad de los vectores <!>, respecto a la masa, se obtiene 
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i1i;R-f a;i!i;Md;i 1•a, (5.19) 
J-1 

sustituyendo este resultado en ( 5 .17 ) se tiene 

(5.20) 

finalmente como~; R es precisd!Uente el factor Je participación, la ecuación 

( 5. 20) adopta la siguiente forma 

(5.21) 

Con base en esta expresión se puede calcular la contribución de cada vector a 

la expansión de la carga como 

Y el error cometido después de calcular q vectores es simplemente 

5. 2 Procedimiento de cálculo 

P.• 1- f h, 
1-1 

(ti .22) 

(5./.:1) 

En la tabla 5 .1 se muestra un resumen de los pasos que deben seguirse en la 

implantación del método WYD para la extracción de q vectores de Ritz. 

En la figura 5. 2 se presenta el diagrama del sistema que fue implantado. El 

programa desarrollado es el R T ZBB que tiene las siguientes características: 

El programa ... 

a) hace un análisis modal espectral de estructuras con excitación en la base. 

b) considera un modelo tridimensional a base de elementos prismáticos de eje 

recto o curvo y de elementos finitos corno el elemento panel. 

e) calcula los elementos mecánicos y desplazamientos de la estructura en base 

a espectros de respuesta especificados para las tres direcciones principa

les (X, Y, Z ) . 

d) utiliza el método WYD para generar los vectores de Ritz que se ocupan en 

la aproximación de los vectores característicos del sistema. 
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el es capaz de extraer los vectores característicos para cualquier dirección 

de la excitación, miBma que se define en base a sus cosenos directores, 
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f) puede extraer un número determinado de vectores especificado por el 

usuario o detener la extracción de vectores en base a la norma de la 

ecuación ( 5 .15), en este último caso el usuario especifica un error máximo 

permitido. 

g) Efectúa la superposición modal con uno de tres métodos de superposición 

disponibles: a) suma de valores absolutos (AES), raíz cuadrada de la 

suma de los cuadrados ( SRSS l y la suma cuadrática completa ( CQC). 

TABLA 5.1 Resumen de la extracción de vectores de Ritz por WYD 

a) Kx•R 
Respuesta estática 

b) f 1 ·Mx 
primera carga dinámica 

/ 

e) Kiji 1 •11 
Primer vector de Ritz 

d) 1111 
\111 • -T - 1/2 

(11J1 M1j1,) 

Normalización 

\ 
f2•/1-CffM1j11)1j11 (!) Residuo estático 

1) f2·Mf2 
Siguiente carga 

g) a1·f~f-¿/ff!1 
Error con 1 vector 

para i • 2, ... ,q 

Kiii,• f, Siguiente vector 

<-1 

1jl,=ijit-r(;¡;~Mi¡jJi¡¡ 1 
ortogonalización 

¡• I 

Normalización 

1jl1 .. (1j1! Mw,)1n 

f t•t = f, -(j¡ M'tlJi)'W, 
Residuo estático 

Siguiente carga 
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m) Error con ; 

vectores 

h) utiliza un esquema de memoria para la matriz de rigideces en perfil. 

i) La solución de ecuaciones se lleva a cabo descomponiendo la matriz de 

rigideces K en el producto !. f) 1 1 
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il puede hacer uso de la memoria expandida si se tiene disponible en el 

equipo utilizando el esquema LIM ( Lotus Intel Microsoft) o bien manejando 

directamente las tarjetas de expansión, en cuyo caso deberán ser del tipo 

JRAM. 

El programa RTZBB depende del programa ATLBB 10 para la generación y des

composición de la matriz de rigideces del sistema como se explica en la figura 

5.2. 

El ATLBB es un programa para el análisis estático tridimensional de estructu

ras y cuyas características son las mismas que las descritas anteriormente, 

con excepción de las que se refieren al análisis dinámico en sí. • 

5. 3 Esquema del sistema 

Fig 5. 2 Esquema del sistema 

(o) 

[e] ATL88 

(d] p (2) 

(5) _, 
r----L 
: MEMORl.A. i 
·-------.----J 

1 
( (7) 

...---.... 
(e] r~,, 

.RTZ (4) 

1 

RTZ88 

[b) 

'----"' 

PROGRAMAS Y ARCHIVOS 

,.___.., (9] 

.FRC 
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a] Programa para el análisis estático 
(Análisis Tridimensional Lineal) 

b] Análisis dinámico 
(Por vectores de RITZ) 

c] Archivo de datos para el análisis estático (texto) 
- Geometría 
- Cargas 

d] Base de datos del sistema (binario) 
Contiene: 
- los datos del Análisis estático, 
- datos del análisis dinámico, 
- resultados del análisis estático y dinámico 

e] Archivo de datos adicionales para el análisis dinámico (texto) 

f] Archivo de resultados del análisis estático. (Texto) 

g] Archivo de resultados del análisis dinámico. (Texto) 

RELACIONES 

1) El programa ATL88 lee la geometría y cargas. 

2) El ATL88 crea el archivo (.DAT) con los datos de 
- Geometría y Cargas 
- Desplazamientos para cada condición de carga 
- Elementos mecánicos para cada condición de carga, 
- La matriz de rigideces descompuesta (L D Lt) 

3) RTZ88 lee la matriz de rigideces (L D Lt) 

4) RTZ88 lee 
- Masas 
- Espectros 
- Dirección de la excitación 

5) RTZ88 escribe en el archivo (.DAT) 
- los datos para el análisis dinámico 
- las frecuencias y factores de participación 
- las formas modales 
- desplazamientos 
- elementos mecánicos 

6) En caso de que el problema sea muy grande y que se cuente con 
memoria expandida, el ATL88 no guarda la matriz de rigideces en la 
base de datos (ocuparía demasiado espacio) en cambio deja la matriz 
ya descompuesta en memoria expandida. 

- 39 . 

7) RTZ88 al leer los datos del (.DAT) se da cuenta si la matriz de rigideces 
esta en memoria expandida, de ser así, hace uso de ella directamente. 

8) ATL88 escribe los datos y resultados al archivo (.RES), con formato 
para impresión. 

9) RTZ88 escribe los datos del dinámico y los resultados al archivo (.FRC) 
con formato para impresión 
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5.4 Listado 

Se muestra a continuación las subrutinas utilizadas para la extracción de los 
vectores de Ritz y la rutina para ortogonalizar los vectores. Se aclara el 
esquema que se utilizó para el manejo de la matriz de rigideces. La rutina 
que se lista no muestra algunos detalles del manejo de memoria, con el objeto 
de centrar la atención en el proceso de extracción de los vectores. 

/*-------------------------------------------------------------------------
orto¡;:: 
Ortoi;:onaliza el vector 'rx' respecto a rz[l ... i-1) 
rz: Vectores de Ritz ya calculados 
ma: Vector de masas concentradas 
rx: Vector a ortogonalizar, se regresa ortogonalizado. 
i: Número de vector que corresponde a 'rx' 
n: NÚ!lero de ecuaciones, 

Nota: El vector rz[í) se utiliza como auxiliar 
-------------------------------------------------------------------------*/ 
void ortog( 
float •rz[], 
float *ma, 
float *rx, 
inf i, 
int n) 
{ 

double c; 
int .i ,k; 

for(k=l; k<=n: k++) 
rx[k]= (rz[i,k]= rx[k]) * ma[k]; 

if(i==l) 
¡;:oto normaliza; 

for(.i=l; .i<i; .i++) 
{ 

} 

e= O.O; 
for(k=l; k<=n; k++) 

e+= rx[k] * rz[.i,k]; 

for(k=l; k<=n; k++) 
rz[i,k]-= c* rz[j,k]; 

normaliza: 
e= o.o; 
for(k=l; k<=n; k++) 

c+= rz[i,k]*ma[k]*rz[i,k]; 

c= sqrt(c); 
for(k=l; k<=n; k++) 

rx[k]= (rz[i,k]/=c); 
} 

40 
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/*-----------------------------------------------------~-------------------
ritzv: 
Genera los vectores de Ritz 

Matriz de rigideces, esquema de almacenllmiento: 

dd: 
3 6 I3 1 
2 5 12 2 

4 8 11 4 
7 10 7 

9 9 

dp: 1 1 1 3 

La matriz de rigideces esta descompuesta en K = L D Lt, K d = F 
las siRUientes rutinas resuleven el sistema de ecuaciones anterior. 

saflx: 
soxdy: 
soyle: 

X= D Lt d, resuelve 
Y= Lt d, resuelve 

resuelve 

donde F = fm 
y R = kp 

L X = F 
D Y = X 
Lt d = Y 

dd: Dire~ciones de la diagonal. 
dp: Direcciones del Primer elemento. 
kp: Matriz de rigideces 
ma: Matriz de masas concentradas 
fm: Vector de carga (se altera) 

calcula X 
calcula Y 
calcula d 

rz: Matriz de vectores de Ritz (se calculan los vectores) 
rx: Vector auxiliar de 'n' posiciones 
re: ==O Indica que el residuo estático debe incluirse como vector 

de Ritz 
n: Número de ecuaciones 
nr: Número de vectores máximo (puede alterarse, si no hay suficiente 

memoria central) 
-------------------------------------------------------------------------•/ 
void ritzv( 
long *dd, 
int *dp, 
float huge *kp, 
float •ma, 
float *fm, 
float •r[], 
float *rx, 
int re, 
int n, 
int *nr) 
( 

int 
double 

i,k,nospace; 
c,cO,ck; 

soflx(dp,dd,fm,kp,n,l); 
soxdy(dd,fm,kp,n,l); 
soyle(dd,fm,kp,n,l); 
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if(*nr==l && re==O) { 
\ obrzmem( 1, nr, n): 

c= o.o: 
for(i=l: i<=n: i++) 

c+= fmli]*ma[i]*fm[i]: 

c= sqrt(c): 
for(i=l: i<=n: i++) 

rz[l,i]= fm[i]/c: 

return: 

for(i=l; i<=n: i++) 
rx 1 i]= mal i]*fm[ i]: 

cO= O.O; 
for(i=l: i<=n: i++) 

cO+= rx(i]*rx[i]; 

printf("RITZV # ••. residuo 

for(k=l; k<=*nr: k++) { 
printf(" %3d",k): 

nospace= obrzmem(k, nr, n): 
if ( nospace ) • 

break; 

/* reserva espacio para el vector de Ritz */ 

/* calcula el residuo estatico */ 

/* normaliza */ 

/* calcula la norma del vector inicial */ 

"); 

/* si es el ultimo vector, tomo el residuo estatico */ 
if( k==•nr && re==O ) { 

for(i=l: i<=n: i++) 
rx [ i] = fm 1 i] ; 

} 
else { 

soflx(dp,dd,rx,kp,n,l): 
soxdy(dd,rx,kp,n,1): 
soyle(dd,rx,kp,n,1); 

ortog(rz,ma,rx,k,n); 

c= O.O; 
for(i=l; i<=n: i++) 

c+= fm(i]*mali]*rx[i]; 
for(i=l: i<=n: i++) 

fm[i)-= c•rx[i); 

for(i=l; i<=n; i++) 
rx(i]= ma[i)*fmlil; 

ck= o.o; 
for(i=l: i<=n: i++) 

ck+= rx[i)*rx[i): 

/* orto~onaliza */ 

/* calcula el residuo estatico */ 

printf("%3d residuo "14.7le",k,ck/c0); 
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Capítulo 6 

E.ie.wiplos 

Con el propósito de estudiar el comportamiento del método WYD, se cal

cularon las frecuencias de vibración de cuatro estructuras. En los estu

dios se llevó a cabo el análisis con el programa RTZBB que utiliza el 

método WYD en la solución, y el programa LNZ88 que utiliza el método de 

Lanczos. En tocios los casos se comparó el tiempo que requieren los dos 

métodos para extraer los vectores y la calidad de los mismos. Como 

medida de la calidad de los vectores extraídos por los métodos se utilizó 

la norma introducida en el capitulo 5 ( ec 5. 23). 

Los programas fueron implantados en lenguaje 'C' y ejecutados en una 

máquina IBM PC compatible con un procesador INTEL 80286 y una veloci

dad de reloj de 12 Mhz. La máquina no contaba con el coprocesador 

matemático 80287. 

A diferencia de Bahram, que utilizó 2•programas como "cajas negras", los 

programas RTZ88 y LCZ88 fueron desarrollados especialmente para la 

realización de este trabajo, cuidando que ambos programas fueran real

mente comparables. Por ejemplo: Los dos programas utilizan exactamente 

el mismo esquema para manejar la matriz de rigideces, utilizan las mismas 

rutinas para hacer la sustitución hacia adelante y hacia atrás, y los 

algoritmos para multiplicar un vector por la matriz de rigideces son tam

bién idénticos, etc. En forma general, toda la organización de los pro

gramas se hizo, hasta donde fue posible, similar. Se cuidaron todos 

estos detalles para lograr que las diferencias en comportamiento que se 

obtuvieran se debieran, efectivamente, a las ventajas o desventajas de 

un método sobre el otro y no debidas a diferencias en la implantación de 

los métodos . 

se incluyen los Marcos de prueba 1 y 2, fig. 6.1 y 6.4 que fueron utili

zados por Bahram Nour-omid"' en un estudio en el que se comparaban los 

tiempos utilizados por los métodos de Lanczos y de iteración del 

subespacio, en el cálculo de frecuencias. En ese estudio se hace evidente 

la superioridad del método de Lanczos sobre el método de Iteración del 

Subespacio. 
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Los otros ejemplos incluidos en el trabajo corresponden a estructuras 

reales. Una es un transportador y la otra una palapa 'figs. 6. 7 y 6. 11. 

Los tres primeros casos son estructuras cuya geometría se define en el 

plano y la última es una construcción espacial. 
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6.1 MARCO l 

Se trata de un marco típico de 4 crujías y 3 entrepisos. El modelo de la 

estructura junto con las propiedades de todos sus elementos se muestra en la 

fig 6.1 

E,:· 

~~~~+-~~~~+-~~~~1--~~~--1 

r = 0.101 too / 1/ 

111= 0.001 ton / 1 

A=l.012' 

I : LO 1(' 

-· -- -

Humo de ecuaciones = 15 

lig. 6 .1 Kmo de prueba 1 

1 
"4 9 3.0 m "' 12.0 

L 
o 
N 
o 

en 
o 
3 
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Ritz vs Lanczos' 
Tiempos de solucion (Marco 1) 

Tiempo en segundos 

Numero de vectores caracleristícos 

rig. 6.2 fü1pos para el cálculo de frecuencias del Hmo de prueba l. 

--- Rifz 

--~-- Lonczos 
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Ritz vs Lanczos 
Comparacion de error (Marco 1) 
Error 

---- Rifz 

·--~--- Lanczos 

No. Vectores 

llq. 6.3 Errores caiculados en la superposición 1odal. Kmo de prueba l. 
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6.2 MARCO 2 

\ 
El marco de prueba 2 consta de 5 crujías y 5 entrepisos. El modelo y propie-

dades de los elementos se muestran en la fii;¡ 6. 4. como era de esperarse los 

resultados obtenidos con este marco son cualitativamente similares a los del 

marco de prueba l. 

,,.r.T 

• 1 
1 
1 

1 l/l 

1 
@ 

"' 1 1 o 
1 

1 1 1 
1 1 3 1 1 1 

1 1 1 

1 
1 

1 
1 1 
1 1 1 

u 

1 1 1 1 1 
1 o 
1 3 

1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 
1 1 
1 1 

1 1 1 1 
1 

1 
1 

1 1 

_L 1 1 

' 1 _L ~ 

..... .... 
5@ 3.0 m =·15.ú m 

E= 0.101 ton t 1Z 
n= 0.001 ton / 1 
A : l. O 12 
!:1.011 
vuaero de ecuaciones = 10 

Pig. 6.1 Karco de prueba 2 
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Ritz vs La ne zos 
Tiempos de solucion (Marco 2) 

Tiempos en segundos 

150 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 

Numero de valores e aracleristic os 

lig, 6.5 Tmpos pm ei cálculo de frecuencias del Kmo de prueba l, 

50 

----- Ritz 

--~-- Lanczos 
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Ritz vs Lanczos 
Comparacion de error (Marco 2) 
Error 

--- Ritz 

···X--· lanczos 

No. Vectores 

!ig. 6.6 Errores calculados en la superposición 1odal. Marco de prueba i. 



(Sec. mNSPORTAOORI 51 

1.3 TWSPORTADOR 

se trata de una eatructm elevada por la que corre una banda transportadora de carbón. 11 análisis de la 

estructura se realizó en el plano debido a que la estructura está restringida en la dirección perpendicular al 

plano de estudio. El 1odelo de la estructura se presenta en h flq 6.7. 

!& !lportante notar en la figura 6.9 que con Lancm se requirieron 3 vectorei para lograr un error aenor a 

~.m 1ientm que con Rltz solo &e requirió de uno. SI Lanczos extrae los iodos en orden de frecuencia esto 

significa necemimnte que el prim vector extraido por mz, no se parece al pmer aodo extraidv por Lanc· 

zos, esto es, no es un iodo, sin e1barqo la respuesta de la estructura puede representarse 1eior con este vec· 

tor que con Jo& verdaderos iodos, 

Fiq, 6.1 Transportador 
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Ritz vs Lanczos 
Tiempos de solucion (Trans.) 

Tiempo en segundos 

Numero de valores característicos 

fiq 6.8 fü1po1 para el cílculo de frecumias del trasportador. 

53 

--- Ritz 
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' Ritz vs La ne zos 
Comparacion de error (Transportador) 

Error 

1 .2 ~ 

',, 

')f 
0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o 
o 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
~ . 

..___.,, 11-' '_:':W.--L-""'4--l---p·-----1-----J=t----L .... ~ 

2 4 6 8 10 

No. Vectores 

1ig 6.9 Errores calculados en la superposición 1odal. trasportador. 

--- Ritz 

···*- Lanczos 
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6.4 PALAPA 

La palapa que se muestra en la fig 6 .11 es una estructura espacial axisimé

trica en la que se presentan los modos, en orden de frecuencia, por pares, 

pues habrá modos similares para las dos direcciones principales de la 

estructura. En este ejemplo se muestra claramente que, aunque tengan baja 

frecuencia, no participan en la respuesta de la estructura por ser estas for

mas modales ortogonales a la de la excitación, mientras que con Lanczos, al 

extraer los modos en orden de frecuencia, calcula un gran número de vectores 

inútiles. 

.J l ..J. 

Gemtria: 
Dlhetros que inscriben a los octágonos .... : 36.1191, 20.8981, 9.2611. 
Altura de los anillos desde el desplante ... : 9.0001, 17.0001, 21.0001. 
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Material: 
!= 21000000 Too / 12 
nu= .3 

secciones 

e Al 
1121 

col. ni .02100 
col.ol-3 .0009( 
anillos • 00123 

liq. 6.11 Palapa 

AY 
1121 

. 02100 

.0009! 

.00123 

AZ lx !y !Z 
1121 1•11 l11l 1111 

. 02500 . 001081 .00108) .0331000 

. 01130 • 002390 • 000163 . 0000001 

.01!80 • 001610 • 001610 • 0000001 

Ritz vs Lanczos 
Tiempos de solucion (Palapa) 

Tiempo en segundos 

:::l 
400 ~ 
300 

200 

o '---'---'--'--"---"--'---'---'~~~~~~~~~ 
o 2 4 6 8 10 12 14 16 

Numero de valores característicos 

fig, 6.12 Tie1pos de cálculo de frecuencias para la Palapa. 

11 

\ 

--- Rilz 

·--;..;-- Lanczos 
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Ritz vs Lanczos 
Comparacion de errores (Palapa) 
Error 

---- Rifz 

58 

---7-E--· Lanczos 

No. Vectores 

119. 6.13 Errores calculados en la superposición 1odal, Palapa. 
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llg. í.11 Palapa, prim iodo M.29m, 6equndo iodo M.20619 

ESTA TESIS NO DEBt 
SALIR DE LA BIBUO'iECA 

59 



(Sec. AnUlsis de Resultados} 

Capítulo 7 

Análisis de Resultados 

El buen comportamiento del método WYD se hizo evidente en los ejemplos 

del capítulo 6, en las figuras 6. 3, 6. 6 y 6 .13. Veas e en particular el 

caso de la Palapa ( Fig. 6 .13 I; mientras que el método de Lanczos obtiene 

7 vectores prácticamente sin lograr ninguna mejora en la precisión de la 

respuesta (meseta en la gráfica del modo 3 al 8). con el método de WYD 

cada vector extraído contribuye notablemente en el mejoramiento de la 

solución logrando un resultado prácticamente exacto con apenas cinco 

vectores mientras que el método de Lanczos con 11 vectores extraídos 

todavía le resta por representar aproximadamente un 25% porciento de la 

respuesta. 

Es de esperarse que en estructuras tridimensionales complejas con un 

gran número de grados de libertad se acentúe el comportamiento del 

método WYD descrito en el pá,"'!'afo anterior, debido a que en general en 

ese tipo de estructuras los modos se presentan en grupos de modos que 

tienen una frecuencia similar, sin embargo la forma de los modos en 

dicho grupo suele ser totalmente diferente (no residen en el mismo sub

espacio) esto significa, que para una excitación determinada, solo uno de 

los modos o unos cuantos de esos modos contribuyen significativamente 

en la respuesta. Los métodos que extraen los vectores en orden de fre

cuencia (típicamente de menor a mayor) no pueden percatarse de este 

hecho extrayendo un número grande de vectores que no intervienen en 

la respuesta (inútiles). el método WYD, en cambio, al hacer intervenir la 

distribución espacial de la excitación en el proceso de extracción de los 

vectores logra determinar los vectores que contribuyen significativamente 

en la representación de la respuesta del sistema. 

En la presentación de los métodos se vio que el método de Ritz es la 

pieza fundamental en muchos métodos de extracción de eigenvectores y 

que incluso métodos como el de condensación estática y Guyan pueden 

entenderse corno procesos de Ritz, que su comportamiento depende esen-. 

cialmente del conjunto inicial de vectores seleccionado o dicho de otra 

manera del subespacio que caracterizan los vectores de Ritz 

seleccionados. se vio también que el método de WYD establece precisa

mente un procedimiento para encontrar el conjunto de vectores de Ritz 

que definen un subespacio en el que puede representarse la respuesta de 
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la estructura efectivamente. Es interesante hacer notar como es que el 

método de Guyan define el subespacio al que se ha hecho referencia y 

porqué resulta menos efectivo que el método de WYD. 

En Guyan al definir los grados de libertad maestros se está reduciendo el 

número de coordenadas que se utilizan para expresar la configuración 

deformada de la estructura y la posición del resto de los grados de 

libertad queda en función de los grados de libertad maestros, este es el 

mecanismo que se usa en Guyan para definir el subespacio de Ritz. Este 

sistema parece razonable en estructuras como son Jos edificios regulares 

pues es claro que si la losa es suficientemente rígida, la posición de los 

puntos sobre la losa puede calcularse en fUnción del movimiento de unos 

cuantos puntos de la misma losa, esto es, no se requieren mas que un 

número muy reducido de coordenadas para establecer, con mucha preci

sión, la cinemática de la estructura, además en este tipo de estructuras 

las masas están concentradas al nivel de los pisos Jo que hace que los 

efectos dinámicos puedan determinarse igualmente en función de unas 

cuantas coordenadas. Esta situación cambia radicalmente en una estruc

tura en la que Ja masa y la rigidez de la misma está uniformemente dis

tribuida imagínese por ejemplo una tridilosa, en este caso es evidente 

que la cinemática de la estructura no puede establecerse con precisión a 

menos que se utilice un gran numero de coordenadas. En el caso del 

método de WYD los vectores son seleccionados de modo que la respuesta 

esté contenida en el subespacio expandido por dichos vectores, en este 

caso sin embargo, los vectores tienen definidas todas sus coordenadas, 

no están implícitas hipótesis cinemáticas. En términos del ejemplo de Ja 

tridilosa se tiene que con un solo vector de Ritz obtenido con WYD es 

posible obtener una muy buena aproximación a la respuesta lo que con el 

método de Guyan equivaldría a representar la respuesta de la estructura 

con una sola coordenada (grado de libertad maestro) . 

De las observaciones anteriores se desprende que el método de Guyan se 

vuelve incapaz de representar adecuadamente la respuesta de la estruc

tura cuando se trata de una excitación que contenga componentes de alta 

frecuencia porque en general las configuración de las estructuras ante 

tal tipo de excitación es compleja y requiere un gran número de coorde

nadas para ser representada adecuadamente. Este no es el caso, al 

menos en teoría, con el método de WYD que aún en el caso de 
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excitaciones con componentes de alta frecuencia puede determinar la res

puesta con precisión siempre y ci\ando la respuesta este contenida en un 

subespacio que pueda caracterizarse con un número limitado de vectores 

de Ritz. 

62 



(Sec. Con el uslom 1 

Capítulo 8 

Conclusiones 

En los capítulos anteriores se estudiaron las técnicas numéricas más 

modernas para la extracción de valores y vectores característicos en el 

análisis dinámico modal espectral de estructuras. Se presentó el método 

WYD corno un método de subestructuración dinámica y sus características 

más sobresalientes, entre ellas, quizá la más importante es que el método 

torna en cuenta la distribución espacial de la carga para la extracción de 

los vectores de Ritz. Esta cualidad permite al método discriminar a aque

llos modos que no participan en la respuesta aunque la frecuencia de los 

mismos esté contenida en la de la excitación. 

El buen comportamiento del método se hizo evidente en los ejemplos que 

se estudiaron en el capitulo 6. En todos los ejemplos estudiados el método 

de WYD logró, con el mismo número de vectores extraídos, una mejor 

representación de la respuesta que con el método de Lanczos, adicional

mente el método de WYD tomó menos tiempo en extraer cada nuevo vec

tor. 

En suma puede decirse que el método WYD establece una secuencia para 

determinar los vectores de Ritz que resulta mucho más racional y efectiva 

que la utilizada hasta ahora por los diferentes métodos de subestructura

ción dinámica. 
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