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INTRODUCCION 

La Oecfi.s1ca hñ ccnstituido u11a .:tctiv.td.:!d humana desde tiempos n1uy 
antiQl.lO!.; para ) a búsqueda y localización de cuerpos, yacimientos y 
estruct\1res gaolóqica~ del subsuelo, asi como la explicación de 
fenómenos natural~s. 

~n la actu~lidarl ~xiste1\ varias ramas de la geofí~ica, entre ~llas 
la Inqeniezíd G~ofi3ic~, l~ ~u~l ~e desarrolla con una f1i1alidad 
económica. A su vez dentro de la Ingeniería Geofie1ca 5e presenta 
la Prospección Geoel~ctrica cuyos pri11cipios se basan en 1~ teoría 
del potencial desarrollada por James Clérk Hax.well y excendiüa 
ampliamente por los hermanos Shlumberqer principa1ment.e. ::ilo;s. 
embargo la Prosp~ción Geoel~ctrica asi como todas las ramaR de la 
geofisica se ha E'.:Xpa11d1do 1:m ~1 ~1.-o:J.cir.ücnt:: d": !"!1.! ... ,,..,~ m~t.odos y 
recientes algo::-1tmos matemáticos para l!\ Golur.icin cte problemas a 
los que se .;nfJ.-enta. 

En los últimos arios la npi.1caci~u u1;; ....... :-':·::::;e::<:~.-'.'!) r. ..... -~.:.1éctrica 
ha sido E:nfocat.la a la ingenieri.::i civil, locali;:ación de acuifercs 
l' a otros campos en me11or propot.-ci6n. S~!-. embargo, a pesar de s11 
alro desarrollo todavia ex1stet1 obstáculoG que dificultan S\l 
int~rpr • .:tac-11.::n, nur..1 di- los ..:ur1lt?s tis trdb6j,,ct;;-. e.n ezt.:>. 
inv~st1gac1611, úSpera~do dar una ~11o~toc1ón la interpretación 
geoeléctr1c;,. 

'&l prop6s1to d~ er>t:t" trabajo es ~l estudio d.;!. úff?c:"to que ocasior:a 
la to~ogr~!i!\ ... n 1 nF> medidas de res1atividad cuando se elaboi.·a u11 
sondeo Eléctrico Vertical. Est;.e 9roblema ha sido t.r3bdjn..:'!.v IJ'-¡: 
varios autoreF, entre ellos, Fox (lqeo}, Benhu~ea (1984), opli9er 
( l~f\4~, Shi-Zhe-Xu ( 1900), etc.; más sin embilt"CJO, el problen\a ni.1 

~~ ~Pncillo y las soluciones que hau a~ccntradrt n~ ~011 

totalm~nt~ sdtisfactoria~. 

En t:l de~;11rr1:;llo de e:;te r.n:..ba'jo, r.€- .;!lal.ioró un program-! er. 
Fo.>rtran '77 qw;- calcula e1 ~fF.:cto que pt:C'ldut:.:r¿¡. la topoq1·afi..u 
irr?qular en las mect1dan ae r~bi~ti~~~~~ :==~~~~ ~tnún 
dt!Sf'O:Jitivo electródico. Para ello ,;e ~nmularon fU&l\ttls ficticias 
en las c\,&les sus coeficientes estuvieran eu {Úl\t;.ión. ..!e la form~ 
topográf1.:;:a, para loqi-arlo la solución fundamE!ntal de la ('llCUación 
d@ Laplace {1/rL Re t.raba)ó en el dominio del.número de onda eri 
doa d1.rnen" iones, estableciendo un sisl~ma de ecuaciones para 
t:ncontra1· la maqnitud de las fuent.e,; ftcticias. Finalmente los 
-~~~~!=~~~~ ~~n ~i~r,1ttrlo~ 



CAP. 1. FUNDAMENTOS TEORICOS DEL SONDEO ELECTRICO VERTICAL 

t t DEFINICIÓN 

Sondeo Elictrico.- Es el calcule d~ I~nistividade! ~parentes 
obtenidas con un mismo dispositivo y cc1¡ ~~pn1·ac16r1 crccl~hte dü 
elect1·odos. Si las mediciones de campo Gt:' efi:•ct..ut'ln en un-'i misma 
dirección y el c~ntro de los pot~1.ci.1l~n ;~~ v~r1n fta lM <l~nom1nn 

sondeo Eléctrico 'l~rtical. 

12. ECUACIONES GENERALES 

Las ecuaciones que rigen el c0mpot"tam1t:ont.v ... 1\.: 
Eléctricos Verticales están det1nidas por 
electromagnética. para explicarlas, partimos de las 
Ha;;.-no:;;..:! e:; f .. _.rmn diferencial. 

? 

" ¡; a B 
¡¡-t 

? X H - d D 
J + Ft 

J - " E' 

·' p + '1 :> - o rt 

lo:: ~"ndi,oti 

l" teoría 
e.:cul!.cioner. de 

l.;?. l. 

1. 2. 2. 

¡, z .3. 

. l.l.~. 

Para· es~e caso los campos no varian con ~~specto al tiempo y como 
~olo interesa el campo el~ctrico Se tiene: 

?' >< E - O i;~.5~ 

o i.. z .6 ~ 

J ,, E 1 .. 2. 7. 



la d1vergencia de E es: 
1.].. B. 

desarrollando ld ~cu~ciOn anterior ·111ed~: 

7 1. 2. 9. 

?or lo t:i'lnto, 1~~1 '"'.'U·'lr:"!('lnes ti.!; '::!:r.pc p:..r.:. u;¡.:i r.:916u ccs1~11te de 
fuemte ~on: 

7 X E 1.2.10. 

o l.2.11. 

o 1.:?. .12. 

Sin embargo, si consideramofj una fuente puntual donJi;:-_ se esta 
creando la carga, las ecuaciones ~ara la divergencia de E cambian. 

consid€'!remos u.na superflcii! gaussiana que énc1t-rra '.l. una fuente 

sabiendo qué: 

f J· ds f 'l J dv J I ·S (t"') dv 1.2.13. 

entone es 

7.J = I ó(r') 

por lo tanto, las ecuaciones de campo para la req1ón que combina 
... , Q la fuente sel.·án: 

I/« b ( r• ¡ 
7z.-;. - I/•;:t \;. ( r') 

E: ;;:. - '1 .:,. 

1.2' 15 

1,2 .16. 

1.2.17. 



Para encontrar ~l potencial ·t· util1zu:n,.<s l'rl tl•orema d1;i Helml:olt;o. 
que enunciaí 

Prueba 

Si un vector W se compo1:ta como: 

7 X W 
7 " 

entonces 

w - 7 

donde 
l-.p 
.:.~ 

o 

,¡, 

S{X') 

f r(x.x"i"') 
dv' 

S( l<' l dv' 
rf;:-;¡;-} 

lli.:.L dv1 
r(x ,x· l 

l. 2. l fl. 

l.2.19. 

1. 2. 20. 

} 

.como el .operador de campo es función de las coordeÜadas de 
campo ten emes 

~ dv' 
r(x.,x •) = J 7 

_7•W s S(X'}Ó(X') dV' 

3 

~ )·ds' 

S(><'} 

l;q,q.d. 



por lo tl:into. el potenc1~l p1·im.:u~10 esta d3do por: 

l ! ¿;~- dv' _ _!__,. " -.L .•;1 ~ 

41' I ,, r(x,x• ) 
, 

4rf,.' r ~X) - "' :.-{x) 
1. 2.21. 

corno en ~l sondeo F.l~ctrtco Vertical 1~5 fuente~ est6n colocadas 
en interfn::., e.1 potencial ¡.pi serd.: 

;· :. 
1 

~ r{x) 
1. 2. 22. 

debiendose cumplit• las condiciones de f1·ontera, siendo que los 
µotenci.1.l~~ {•,"') y las derivadas con respecto :!. la normal sean 
contin\tos; 

. -;¡,. = rp7. 1.2.23 . 

1.2.24. 

donde 

'" conductividad 

1.3. RESICTl'/ID~.O APARENTE 

La r&si.st.ivtdad i'"tparente (i:'..i.) es un concepto que surg;,6 al 

utilizar lt- t~oria en el m!f'dio práctico de campo, ;:-~-ra ca.lcu1ar la 
resistividad G~ una superficie real, es deC1.i.', obt.un.ai-. la. 
resistividad de un medio betero9éneo calculada con la ecuación 
para un metll•J h.::;:oqóneo ( F t gs. L. J ·.l. y 1. 3. 2. } . 
La rt!SlSt.ividt)d r.pArente .e:· •• se calcula como Pe.= k t.V/1 donde el 

vnlor. de Y.. se_ tienomlnd .r.s .... ~.:.t" ::;:::.::::".ét:-~4rn "?" su .valor_ depende de la 
·iocñli:aé·1on ue--1os ele-Ctrodo& íi"íg. t:<1.1. y ·1.4.'2.-). -
Para el caso general de cudtrv elect.rodor. :::-,l. se y~lculá como; 

"°~ • "" { l/AH • 1/BH • 1/AN + 1/BN ¡'° AV/I 1.3. l. 



A B 

l lol N 

1 ' l 1 

Fiq. l.3.1. /\p11cación del dispositivo Schlumberge.r a un 
semiespacio teórico. 

~~q ... . ~ ..• J_.2. Aplicación del dispositivo Shlurnberqer 
~ un.semiespariio real~ 



1.4. D1spo,m1vus ELE<:TRÓU1cus 

Los disposit-;.vos elect.rodicos son un conjunto de electrodos de los 
cualPs unos son emisores de corriente y otros receptores. Su 
clasificación depende de el nOmero de estos y de la distancia 
i·elativa que hay entre ellos. 
Los dispnsitivos mas utilizñ.Uus en la pri:1spr-occión +.;eoeléctrica 
son: el dispositivo schlumberger y el dispositivo Wenner. figuror. 
1,4.1. y 1.4.2. respectivamente. Estos pertenecen al grupo 
tet~aelectróctico, el cual consii te en dos electrodos de corriente 
(A y B) y dos d.a potencial (H y t1) ¡ pard el p;·imero los cmit».)rf'!i:> 
se desplet:!an de maner,1 equidistante con respP.cto al centro del 
dipositivo, de tal forma ~ue la distancí.;i. f<.O, BO 3 M/2 s~rtn 

iguale-.s, siendo que los receptores que<lariln fijo!.l c<0n una relación 
de MU -:::; A.B/S. La resitividad aparente para este dispositivo se 
C"!!lt;;•J1M' como rorellant'. 1981)~ 

¡f:; 
~·a, s = .rr rZ I 1.4.l. 

Donde 1 E\ es el móUulo del campo el~ctrico y en la prftctica se 
calcula !".."orno 

! El = ÓV/l!N 

&l sequudo dipo:;;iti~10 Wo::1nner, también consiste ~n doG 
de corriente (A y B) y dos de- ¡:.ctencial (M y N} que se 
forma simétrica con respecto al centro del dispositivo 
ln relaciÓ!'\ AM :. MN = NB ; su resistividad aparento 
como lOrella11a 1 1961}: 

C> = lr r .~V.1 I 
a.w 

':'"."~I"\ .r,;p. riuede obs~rvar el ci\lc\üo de los valores de 
aparente.~~ta en función del dispos1c1vo ~id~L4~Ji=~ 
hayan ef1?rt11>'l-:Jo lñs rn-.?d:!ciones 

l.4.2. 

electrodo~ 

abrirán ..ei. 

con.servando 
1';'i! calcnl'1 

l. 4.:?. 

L'eD is t.ividad 



--~1 !, 

'" ,__.~ 

-~~-·------~~------1 

Fig. 1.4.1 Dispositivo Tetra~lectródico Schlumberger. 

¡it 
,. 

:W lA m ,.;; 

i----•----"'-----. ----!---. -----< 

~ig. 1.4.2. Dispositivo Tetraelectr6dico Wenner. 



CAP. 2 EL PROBLEMA DE LA TOPOGRAFlA ABRUPTA EN MEDIDAS DE 
RESISTIVIDAD 

La determinación d'=! :;:edidas de ret;iSt.ividad ha sido ~lahvr.o.d.;;. 

utilizando diferentes métodos y d:i.s:tintos dispositivos Q\Ji! 6e non 
aplicado dependiendo de loe objetivos buscado5 y de la cap~cidad 

y experiencia del intei-pret(>, m~s uin embargo Gon poct\r. las 
personas que cons1der~rn l1ts distot·sione-s que t.ien~n las 
supor[lcies équipotenciales y de cort·!ente en lab l¿~t~r3~ 

efectuadas con los métodos de D.C. y que i;on p1,ovocdd;.1s P'.ff la 
supcr!icie irregular del terreno. 
Les intt:q.iti:tu.::!.:::r.c!: ~·..!-'! r;~ mancjabr.n 90<.Priormente eran de tipo 
cualitativo, !il;! mencionaba que las lineas de isorresibLi,,;ida.! 
apatente tenían la tendéncta de la forma topog-i-dflca del terreno, 
~n ln actualidad cale concepto no es utilizado. ya que eY.isten 
varios trabajos que utilizan ' dife1·entes algoritmos U1ateUláticos 
para el modelado númerico de los efectos que produce la 
irreoul~ridad del terreno, entro los m~s importantes destacan; e} 
elemento finito, la solución de un sihtema de ecuacione5, las 
diferencias f !111tas y una integral usando el t~orema de Green. El 
p¡,~1mero fué introducido por el Dr. Cnggon, J.H. (19il), utiltzedc. 
posteriormente por varios aulort:;s cnt:rc e11..-,.i:~ Fn)(, k., Hohmann, 
G., y Rijo, L. en 1900. El sequndo establ~ce las condiciones 
geométricas conductivas y ét\mpos pot~mr::iales en una malla, pa~a 

adaptar un sistema de ecuaciones y resolverlo en función de los 
poten-::ialctt para c.Jda nodo de mall~. fué introducido por Dey y 
Horrison en 1976, después utilizado por Ishard Mufti en 1978. El 
tercero se deoe a Frede Jepsen en l~~e, el cual introduj~ los 
prin~ipios geocléctricos nl método de relajación o diferencias 
t\nl.t.ab,, l"ui>!..:.r!.:;.::-=·::n~c:!' fu6 traha1ado por Bi::nl--.umea, L.M. en 11194, 
En 1.9ee Shi-Z.he Xu utili::.a una ecttación· intcQral npJ.lGam.i.~.J "'"" 
teorema de Gr~en para el cAlculo del Vfllot~ electrico de t:rontera 
en 30 utilizando una mall~ triangular de 68 nodos. 

22 EFECTOS QUE PRODUCE LA TOPOGRAFÍA IRREOULl\R 

Los efectos q\i.e produce la tvvo9tllf!.:i !rr!:!~Ular iP~ las 1n.cdidas de 
resistividad son oc~sionados por lOs cambios que exper1meñtan las 
lineas equipotenciales y de corriente, como producto de las 

8 



varlacion~s de la superficie topciqráfjca, 85 doc1r, estas rltv~~ge1i 

bajo un alto topogrAfico y s~ concentran en un valle (Fig. :.2.1), 
por lo qu~ este f~n(>~únt;:; oce.tsiona dlfti.rer:c:l . .i;, ·le pc•t·.:nr..,:~: ;;¡ue 
~fectan a los lectura~ obtonidas con algQn di~p0Git1vo de ·~Jmpo, 

!:t:to i';:lpl~-;::i q:t!·~ l:!~ 'l:t:dirfo.s d!IE! r~~i~ti,.r11inrl !"'•·'ilei:; ~.,. ..,.1wu~n1:ran 

alteradas por la ropogr~fia del terrQ110, ·:t1G d1f0r¿nclas =en 
respecto 3 una cupei·ficie plana serún p1,:'1Sl.t 1.vas o n•~gat1vus 

dependiendo del dispo8iL1vo u:tlizado y de la lo,!ali=ación de los 
electrodos en la &l1perf1clo. 
Las consecuencias producidas por un terreno I\•) plano en las 
medidas de resJst.ivic.1aU pi..tt!U"'u ;-,.~L i.:u1u;id"1!."dt:.l..:..; .J.l g::a::ic de ~uc 

se interpreten u11omalías que 110 existen. Los r~tudio~ rcalt~ados 

para la corrección topográf1c3 son ~ocos, y no existe un ~atálogo 

9eneral para diferentes formas topográficas en las cuñles se 
Ob!ierve las al teracionea que p1ud.l.u.:t=u t;:Srt Laó, '1!gu.nv~ ..:.e ......... 
modelos trabajados son calculados con el dispositivo dipolo-dipolo 
para los modelos topo9ráficos tales cerno; un valle, 1Jna loma y una 
superflcie inclinada, los cuales son suficientes para observar la 
variaciór. que existe en Jau lecturas de resistividad aparente como 
re~ultadc del efecto topoqr6fico (Fig. 2.2.2 ~ Fig. ~.2.4). 

Tambien es importot\nte saber que los valor~s de resistividac!. no 
solo dependen de l~ for~a de terreno, sino ademAs del dispositivo 
que se utilice en la medición, esto quiere decir que los valores 
de resistividad en las seudosecciones de las f igurac mencionadas 
serán diferentes, si para la m1sma topoqrnfia, ut111zamYs otro 
dispositivo, debiendose esto a la distribución de las lineaa 
e'l:uipoti:tnctaJ.es y de corriente que ·Ja.ria de acu~rdo a.1- número y 
posición de los electrodos que se ten9an en la superficie 
topo9r.&.fica, en otras palabras los valores de las. lecturai:; rle 
resist~vid&d difieren aún con el mismo dispositivo si este se 
&plica a una misma topo~rafia pero con un despld~amiento de los 
~lec~rodos (Fig. 2.2.5}. 

2.3 CORRECCIÓN DEL EFECTO Túf>OORÁrtcu 

L8 corrección del efecto tOpo9ráfico en el sondeo =:lactr.1co 
Vertic11l consiste en modificar los aalores anómalos de 
resiStividad que se 9eneran como producto de las distorsiones qu'I 
Sufren las superficies equipotenciales y lineas, de corriente 
debido a las variaciones de la topogrnfia. 
Exinten diferentes algoritmos para efectuar e! modelado de los 

9 



efei;tos tl\-Hl se produi:.~en debido a una supez:ficie irregular. Paia 
elaborar la correción tcpc1gráf1c.1, se puede utilizar cualesquier.e 
dé los algoritmou 1\\encionaaos en la s~cción ~.l, así como el 
desarrollado en este trahfijél, pero lo rnás interesante es que no 
impartan loG pasos seqiJ tc.tos para el modelado, YJ. que es ne-~~l'l''!"r1o 

conocer la función de transformación para la <:orr~cc16n 
topográfica (F(x)}, que se calcula eomo la relación de la 
resistividad apare11te para una superficie plana {Fig. 2.J.l. (a)} 
entre la rer;iativida aparente medida en un topografia rugosa (Fic¡, 
2.3.1. {b)J, es decir: 

2 .J. l. 

donde ~ son las aberturas de AB/2 para el caso del 

arreglo Schlumber9er 

Finalmente, la exQresión general 
efecto topográfico es: 

para la corrección 

donde x •. son las áberturas del dispositivo utilizado. 

10 
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!!"lq. 2 .:.. :.. P.fPetc :ic la.a superfic1.es P.r¡uipotel\ciales 
y líneas de corr1ent..c p-.-.-.,::!~i:;t•.-. ctí'.! la t.opo
gi·afia irreqular. 

Fig. 2.2.2. Seudosección.de una loma utilizando 
el 111spostt:tvo .. D1polo-D1polo (Fo><, 1980) 

11 



. ---· ~...__......_..._,_ __ .~· 

Fio. 2.2.3. Seudosecci6n de un valle utilizando el 
dispositivo Dipolo-Dipolo {Fo~, 1980) . 

~·-·-··---· . ' 

-Fi9-. , 2. 2. 4 seudosecci6n de u11tt p~lJJ.l.,,1:.:e uz.:ndo ~l 
dispositivo Dipolo-Dipolo {Fox, 1980) 

12 



al 

¡-:-, ·• ;;;-:;--~c;::o-A__-r---¡-; .. ~·-;-=i 
-~-.--;.,.__..-< ~----~--, 

¡_____ ·~:, __J 

bl 

f------~--~ . , ... ,___--. --- ' , ... , . 
~ ----·...--+·-

1 ... H ,.ol('q 

Fig. 2.2.S. Efectos de la topoqrafiA para un mismo modelo con 
un desplazamiento dE> los eler.trodos, uti!.izando el mismo 
<.ÚbVvbÁ.L.~ ...... ':.!;:.:.:.!::-~!::"'<:-~'"' i>"'r" lft fiaura a) El valot· de la 
re~ist"iv1dad 111dyol.· es de ¡74 (J. m y se localiza a una protundl.d<:J.d.· 
de tres unitlu<lt!s, para la fig\tr,1. b} El Vttlor mayor.es· ¡57 C'l· m Y se 
locali~a li una pro!undidad. de~ l .!l unidades (Fox, 1980). 

13 



(b) 

.. 

A 

14 N 
1 [ 

AIRE 
·-'------ Sup •. Top. 

TI~AAA 

_L_ - .. LB AJRli: 

- "''.l... lt - - - - - -- :S\.lp. TOP~ 
L-- T1r~~~ 

FJ.Q. ;?.3. l. H<>delos para el c.tUculo de la. resistividad 
aparente en una superficie. a) su,.:>ei'·ficie 
teórica plana. b) superficie real 1rre9ular. 

14 



CAP 3 MODELADO DE LA TOPOGRAFíA RUGOSA 

3.1 METODOLOOÍA 

Partiendo de la teoria del Sondeo Eléctrlco Vertical para una 
superficie plana, se iniciará el estudio para una topjqrafia 
irregular. la cual reprP.t:enta el tErrerio real o de campo sobre la 
que se realizan los sondeos tléctricos Verticale~ (Fi~- 3.1.1). 

Sabiendo qu"" la ecu~ción de Laplace .o;e cumple en toda la 
super.f1cie topográfica para cudlquier forma y conociendo su 
solución fundamental, se hará el análisis para calcular el 
potencial en un punto topográfico a partir de una fuente puntual. 
Utili2-Rndo este concepto se calculará la diferencia de potencial 
t?.ntre dos púntos (M y N) usanüo el pt·incipit:i dP superposición. 

Analíticamente la solución fundamental para calcular el potencial 
oel:;í'trico es: 

pI 1 
u~---

21t r 
3 .1.1. 

donde: 
r 

por otra parte la función de 1/r se puede expresar en el dominio 
del número de onda (seción 3.2) co~o: 

" f Ko(2nfr) cos(yf) df 3-1.2. 

Hociendo un anAlisis de lo& dispositivos •ds utilizados en la 

l~ 



práce1ca (Schlumberger y Wenner), se consideró la restricción de 
que no exifit•!n cambios latei.·dles de la tcpograffa, os decir, los 
cambios topo9ráf1cos en la d1r~cciln Y no existen {Fig. 3.1.2.), y 
además, si colocamos ~l dispositivo a lo largo del eJe X en el 
valor Y=O (Fig.3.1.3.), la constante de integroción en Y de la 
ecuación 3. 1. 2. tendrá •.in valor de cero, bajo estas condiciones el 
problema tridimens~onal s~ trabajará ún forma bidimensional, 
quedando 1 d o;:,c. J. l . 2. ccmo: 

J 4 r:o{.;;1fr} df -~ 
r 

3. l. 3. 

donde r = 

Habi~i·1o redttcido el problema de JO ·a 2D bajo lds reat~1~c1ones 

mellci\..:\1adas, se: util 1zará ahora e;. artificio de fuentes ficticias 
de la sección 3.5, por mt:odJ.o del cual se :.-e€!mplazará el efecto de 
!===~c=e q~e se p~~dute ~Qr ~r~ctn& de l~ ~opoax·~fía 1rrc~ular en 
las medidas de resistividad. 
La m:"\.gn1 tud de las fuentf>l" fi!';ticizu; est.f\ en funo:-ión de l~G 

fuentes reales, y para el modelado, éstas !..e cc:;locaron por encima 
de la superficie topográfica, de tal manera que contengan o 
detallen la forma del Lerr~no (Fiq. 3. l. 4.). 

De la solución fundamental de la ecuación de Laplac~ se obt1enen 
las expresiones de los potenciales que pro~ucen las fuentes re&l~s 
(U~} y las fuentes ficticias (U

1
) com~: 

u 
p 

r "'1/2 .. 

l pl/2'? 

ln í r} w = o 

fu (rw) w,. O 

f \. ln(r) w = o 

\!' - 'l 
e'., 11> Crw) w" o 

3. l.4. 

3. J •• 5. 

siendo 
e,= maQnitudea~de las fuentes ficticia& 



Para el c~lcclo del potencial eléctrico en un p11n~o topográfico se 
utiliza el principio d~ superposición, calculando el pote11c1al 
total UT cerno: 

Uond~ 'J. y u, 
p 

3 .1. 6. 

estén d~do, ror las ecuac1one3 
3.1.~ y J.1.5. respectivamente 

Los coeficientes de las fuentes f1cticia!l 6e calcula1·án aplicando 
las condiciones de frontera (ecs. 1.1.23. y 1.1.24.}, en las 
cuales se ::umple que la deriva.da del campo eléctrico con r-e!fp~cto 

a la nort1al es 19ual a cero. 
De l~ rn~$ma manera que el potencial, el campe el6:trico en un 
punto topográfico es la suma de todos los ca1npos eléctricos 
producidos por las diferentes fuentes {F.i?. 3.1.~.). Q~ dfi~ir· 

3. 1. 7. 

donde ET:: Cai=ipo eléctrico normal total en un punto .topográfico 

r: tj. :suma da todos los c:smpos eléctricos producidos 

' por las fuAntP.s pt·!ma?"ias o reales 

r: E, suma de todos los campos eléctricos prorluc-:trlr:is 

P<H 1 as fuentes ficticias 

El campo eléétrico se obtiene ~ partir del potcnci~l primario y 
ficticio, aplicando la ecuación 1.2.17. en las ecs. 3.1;4. y 3.1.5 
se tendrá: 



( z-zo) 

nx +~-

w • o 

w( z-z0 ) (-re, ( rwl l 
·----

n z 

¡· 

" o 

w" o 

( w{:-J<o)K, 1t·w) W( z-zo) K1 ( rw) 

n,. + --r-- w " o nz 

P4ra_ceda: punto de la superficie se cumple que; 

a E 
n o 3.1.10. 

a ñ 

por lo tanto 

m 
¡ . I: il + I: E . o 

'\- P. 

'"' l j::t J 

3.1.1!. 

Utilizando la ec. 3.1.11. se elaborará un sistema de ecuaciones 
pl!ira calcular los coef1.cientes e, quedando cómo: 

' 
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• "in. + ,E + + ,r;n + ,En + ,&n o n, 
"' " • 

2 En. + 2E • + 2En + 2En + 2inn o r., 
"' " 1\ 

E + E 
L ns L. nz 

+ ••• + o 

donde 
,,., = n\lmero de fe.entes fictieie.s 
L = nümero de puntos discretos de la tepooraf1a 
t~ frecuer.c1a a la que se calcula el sistema A 

\ 

El primer renalón d~l sistema J\ se puede representar 
como la fiqura 3.1.5,, ~n la ~ual m=3, L=l y sus 
fuentes reales A y B. 

qráficamente 
respectivas 

Si sustituimos en el sistema A los campos eléctricos normales ;>or 
el gradiente del potencial, usando la ecuftci6n i.2.17., el sistema 
que~ará de la siguiente manera; 

-7u .ñ Ql) . ;; - VU-~ '711 ·n Qu ·n o 
J. f1 u, t. íz u, l fm U1 1 A u, t • u .• 

-vu ·ñ - "'u·ñ - Vu·ñ vu ·ñ "u ·n o 
2 Is. Uz z !z Uz z ftr1 U¡ 2 A U2 • • U¡ 

-7U ·ñ - vu.ñ 'i'U ·ñ - 'i'U ·n - 71.l. nu~ o 
L. !1 ~ L fz u"'" L. '"' u.,., L A U"' ... . 
·s1 ·sust1tu1·moa· las· eca. 3-.1·.e. y 3.1.9: an·e.·1 s1st"ªª anteri.or,
para la frecuencia cero el s1stems quedar&' expre11ad,o como: 
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-7 (C ln! r ) ) · ñ 
n n u .. 

pl PI 
-'1{~ lnü."., }J n -'71-

, 4n 

p"I Pl. 

o 

-7(-¡;;- ln(r, il·n -7¡ :¡-,¡-·lu(r•))·11u O 
2 

-7(c1 ln(i:, ))·:;;.., - "(C2ln(r2 ))· :;;" - -?\cnlnlr"'})·¡:; ... 
w. 

PI Pl. 
-'7!---;;;-

1 
ln(r }) ·:;; -71-- ln(r ) ¡.ñ : O 

.., A '-'01\ 4n a u"" 

-7¡C1 J<.>(r,w))·11
0 

- 7(Cz-Y-o(rzw)) ;.., . 
pl 

-V(-¡,; Ko(r
11

wl}·ñ
0 

: O 
PI 

-7(- Y-0(r w) l·ñ 
4n: A ..¡, 

·-7tr.,x..tr,wll·ñ - 7¡c2 x,,(r2"ll·:;;.., 
7 

~· I f:ll 
-'V<--

4
Jt Kotr.w) )·n -V(- Y.0{1· w))·ñ o 

""2 4.n: " .. : 

-'>' (C1 l(o(r1 w)) •ñu - '>' (C2Ko(r2 W)) ·;u 
~ 

pJ. ex 
-".<4; t:o(rAw) )· n,J"

1

-7(-¡;:;- Jco(r.w)},.n"""' 
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AQrupando té1·minos, mult1plic<rndo por (-1), sumando y rl?Gtando los 
valores de las fuentes reales on ambas partes de laa ~cua:;ioneli ~l 

Glstem.a para la fr.;.t:'!uenei.':i cir..~.1:0 queda como: 

7 (el 1 n r r1 } } n .. 7 'e~ ln ( rz ) ' . ºu + 

" 
+ 7{c,.1:i(r,,)) · ñ1...:. 

1 

;">l 
f7¡ 1n{r })·; •7tln(:- )}·'ñ J~ 

'.i:Tl "' •J l:t u 
' t 

+ '7(C ln(r 1 \ :~..; . 
f7(Jn{rA}),a1.1"t"7tln(r=::JJ.u ... J::: O 

, z 

+ '?(cln(r2 )}·n + z o 

-~ ["7¡1n(r) ;;- +·7(ln(r )J.n o 
A ur:i .9 un• 

normal debido a la !lit:?:.ite fictic.ia ~ ~n t"l punto topográfico L e.l 
sistéme de ecuoc!on~~ se puede nxpresar f~:-::~ :!.g ~a~rices 

como: 

f 
' 

r .f 
1 

'r:n .,. 1En + 1 Enf e, -.is -i&n ¡ 
n • 1 ;, 12 ... 

1 •" .... 2 !: LZ'nt 

1 

C2 -1 E
0 "tEn 

1 "11 " . 
1 

,, 
~ 

A 

1 l 
1 

t 
1 

1 L En E ¡; c .. 
J 

- E - E l 
t. ntz L n

1 
L n L n 

t '• m J .. • J .... 
\.J0"'9.2 ••• .. .-J 

<} 
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donde 
m~ N. de fuent~& fic~icla~ 
1.c N. total de p11ntos di~cretos de ln topGQratlu 
w~;.. sistema t1e ecutacionett LCJ:>ol•..-er p1t1-a las 

frecuencia 

E6te 6iate~a de ecuaciones os raGualto con ül a19oritmo 
deaarrollatlo por &iahop R. y Gladwell o. en 1965 tsocción 3.G), 
con el ~u~1- e~ ~'tiAJ\en l~s maQ11ituden de las fuentes ficti~i~a ( 
e e). 
REHiOlviendo el !:;iBtf.!tnn de ecu4cionf.::L> para cada frt!cUf!ncia del 
potencial se cncontrnron lo~ co~ficlenten de lae tuat\t~~ 

tlCT.J.i.;;.u'°', .~.'!!! ~-11;:.l.;r.; c!t"'n un tunctót~ (le ld forui.;i top0c¡rñf1<::a, y 
ccmo aon cal ~ulados e:n el número att uii~L..> ::!e r1r.ucrd':1 "' la ec. 
1.1.3., ee nAcda~rio.obtener la 1nteg~al p~ra c~lcular la moqn1~ud 
del poLfi'nc ial qne J)rodur.:c e ad.o fuente. 
Habiendo c:al,-:ulildo el potencia.l de cada una de- l .'.ifi fuer.te:.\ 
f1ctic1ae y t&ale::; se llt1.liz6 ~l principio de m1perp(..Hiciún (f!C. 
1.9) pa~a calcular el pot.encial total rn un punto d(! la topoqraffa 
COll\O: 

3.1.12. 

Lta !iqura 3.1.6. reprer.enta 9ráficame11to la afe~tac1.óu del 
potencial de cadct una d~ las fuentes a un ~unte d(:!. ln túpcgrafia. 

función del 
por lo quf:.' 

Lon c/~fic1entee; de las fuentes fir:t1cid:s of::at:ir.6.n 113n 
efet:to que t>roduca la toriografia irre<Jular, 
analiti<."asnente se calcularán los poten.;ialcn en los puntoti 

la resistividad r~ceptores M y H, , ..... .-:. ::-·~":~t-.nrtormente obten~r 

nparer.te \lt111zo.ndo la ccua·-::~6n respect.1vn 1,.;uk'i.:O-:!!~!!o:'ry del 
dispositivo inane)ado. 
Finalmento, para ha~er el alQorlt~o mAs eficiente, fué nec~aar1o 

~alcular el potencial solamente para algunas frecuencias, siendo 
obt~r.idas lai; dema.B ~·Jn c.l "'éto<1o .de 1ntarpt>lación de spli~e. 



,/ 

fir;;¡. 3,1.1 .. 9uperfic11;!! r.<?al del t.errtno con 
vari~cion en todas d1¡ecct6ncu, en la 
cllal se cump~q la f!CUacJé.n de l.ttplnc.i;!. 
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,/ 

b) Pos ditní>naiones 

F1o. 3.1.3. Rc~vreeentaciñn f1ni\l de lo superficie tcpo1ai.·6Eica en 
3D Y ~O. 

0 (:) 

0 0 

-~A . . Sup, Top, 

·: .. ' ' ' ' ' ' ------ ' ' ' ' ' ' ' 

· 0 F"-"'• Flcllc;Ío 

fjg. 3, l. 4, Roprese11tación de las fuentes real ea y 
ficticia& en lo topo9rafia, 



"\ ... ~ 
.0 

~·.·: ... __ -··--- r:---- S"P. Top, 

~ -Qruel'lt' 

Fig. 3.1.5. 

.. 
~ 

Representación gráfico del ca~po 
eléc~rico normal debido a tres 
fuentes ficticias y do~ redles . 

'• 
0 

FiQ. 3 .1. 6 ~ Efecto áel potencial en un ¡.¡unto de la 
topografil.'!.. debido a dos fueontes 
reales mSs tres fuentes [ictici&a. 
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3.2 LA !NTEORAL DE 1/R 

Ld función de 1/r ha sido estudiada por diversos autores: Tejero 
A. en 1990, Nabighl~n H. en 19~4 y Craig H. en 1996 entre otros, 
por lo qué és muy sabido, que la función 1/r se puede expresar en 
el número de onda corr.o func.t.ones de Bes~el de pri~era cl4se. 
La solución fundamt:ntal de la ecuación de: Laplacc pln·a un 
semiespacio de corriente continua es la función l/r (ec. J.2.22) y 
puede expreF.:.tir.!rn en i-!l número de orttla en 2D como: 

,- 4J Ko(2rr(r}tlf - ..., 

La int~gral anterior se obtuvo de tablas matemáticas para 
ingenieros a partir de la !>i~Uiente expréfiión en 3D .. 

s Ko(2nfr)cos(yf) uf = 
...._,, 

dondP. .1...-2 

r = ((X-J<>) 2 T(y-}b) 2 •(z-z.,) 2 J 

Haciendo la re~tricc16n de 20 como se e~plie6 Pn el sP.c~ión 3,l 
se evaluará la inteqral anterior para la frecuencia y;Q por lo 
tonto: 

·1r 

fil\alinent.LÍ-



r 4 J Ko ( ~" fr J df 

donde 
r {(><-><ol" + (z-z.,FJ 

Pa1·a evaluar la intE.".i;,rral anterior se sustir.uyeron los vnlores de 
l.as funciones Feos.sel peir funciones polinomieles (Abram-owito: M~, 

1980} 1 las cuales so mue8tran ~n ~l ~pG1~lce A. asi como la 
rapresentac1.jn gráfica do 1~1 funciór1 l/r 2n él dominic del número 
de onda para diferentes valorEs de r. 



Las funciones cúbica.G spline son un artificio matea'lático de 
1nte~:polac16n. I,a me1::ánica de spline ec obtenida por el 
significado de pesos en los puntoG de interpolación. Spline asume 
qiJe la forma que ~inim1za ta energía potencial es proporciona1 a 
la integral con u:spect.:- n 11' ](vuJitud. de et·co del cuadrado d€' ln 
curvaturd de spline. 
Si spline es una functón representada por P(x} y 51 len;: saltos son 
pequel'los, la se"]unda derivada P' ' (X} es aproximadamente la 
curvatura y id Ji[e;:-.::.•.=!.::.l d~ 1A lonqi~"tlrl de arco es dY., la 
enerqía ba1o una función spline linealizada As proporcLcnal a 

s p t ~ {~e} 2 dY.. 

Cuando lon punto6 (x 1 ,y1 ),(x2 ,y2 ), (x:n,yn} sen dados la 

lineal1zaci6n d~ spline P(x} eA unn función tal como: 

"" P(~)::. yi '.• . .:;:1,2t ••• ,n) y semeje.~te a J (P 1 '(x)) 
2

d>: minimi::ada. 
Xl 

A.sumiendo lu mccó.nice. de F.pline podemos esperar a P ")• P' continuos 
6n lx.. ,>crol. Adic1c1tal a la teoria se sucie.re que P{K) s~.:-.. un 
polinomio cfrb1~~ 80yacente entre cada par de puntos, por lo qu~ 

ser6n unidos contin\lamente por la primera y StH,Jund~ deri v'l.c\.a. 
t.a construcción de un.... spline cübica es un simple proceso 
numárico. consideremos el 11\t.ervalo {x • .x ) entonces~ 

l \.•l 

ht.:;:: XL-t-l - Xt. 

w (><-¡><>!¿> 
q ~ l - w 

como el ranqo de x esta arriba del sub1ntervalo, w va de o a 
y q va de l a o. 
usando uhñ pequeña px.evis16u se decidió representar a spline en un 
subintervalo como : 

P(:x.)~ w'V ... ~ +- qY
1 

+ h, ({w
9

- w)o ... 
1 

+ {q
3

- q}a\. 

donde ._..,t.·u y ""' son constantes l.as cuales serán dt!!tiOr:M1n:i-;1:.::. 
Los Primeros dos termines de la ec. ar.terior representan una 
interpolación lineal estándar y los que est6n entre par~nt6sis ·es 
una corrección de términos cUbicos, ~stos darAn el suavizado 
adic10J1al. 
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Esta corrección de términos desaparecerá ;il final <le los puntos, 
asi tenemos que: 

l'( x,) =Y, 
P(x ) =Y 

l ... 1 ~ ... 1 

Los datos do f'(x) son interpolados como laa C"l son busca.das. 
Ahot~a diferenciando a P ( x) en tres tiempos 1 usanct,':'J la regla de l¿:i. 
cadena '.J' l.:>~ factcre::. w• =1/h l' ~-,,-1/ht 

?'(.x:)=(Yl•l -"Y;, )h\. + h,_ {(3w
2
-l)o ... t - (3q

2
-l)<...\ 

P' 
1 1 {X)~ 6 (O' l .,.

1 
- Y~ ) /h"' 

Se observa que P''(X} es una función lineal la cual interpola los 

= P'' (xl )/6 

y que P' '•(X} es una conste.nt.e para cada subintervalo y la cuarta 
derivada de P(~) desaparece. 
Evaluando P'(K) al final de los puntos los subintervalos. 

+ h (Za 
\. \.+1 

+ o .. } 

donde .~~\ = {Y~ .+i - Yl ) 1 h
1 

usaremos tempot'nlmcnte a P.'txl y P:(x) porque nuestra f6rmul3 P()(') 

csperll solo 'IS.lores d.g. f X\ ; :lit''...,. 1 ] , 

Para obtener la continuiO.&d en P{x) impon'!i:::mos la stquiente 
condición an el interior del intervalo. 
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!'JOr lo tanto 
hL_J.,Ji-& 1- 21}\•j,.+ hL),,_11 + h\f."l•i .= .,\.\ ... ¿~•i \.•-:t •••. ,,'l"l•J. 

Este es un sJ.st~m.i d.e n-2 ecu.ac1•n&s line-aíes y lar. ,:."i liec•nocida• 
don4e , =',. 

si norn.bramc.:> .a 

las constanLes e;' ' 

,\ 2 

' 
y 

;: . 
' 

y e'·' son tll!t~rm::.no.das ctirectan:i~nt"" d~ ,, 

(l.. - l ,., 

~ «,, ~ ',. - ;: 

I {X 

' , .. 
, 

) 

' 
I {\ ,, 

{a, - ª· 

-

-

X 

' 

'\ 

h 
t 

) 

para hacer que el siste~a de ~cuacicncs s~a ~im~tr1co estas dos 

e-cu<!cionr:n debe1·ér. se1· multiplice.d.;i:.:;: por h2 y -1\2 
" f\- :l. 
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y 

h " t'l-1 t\- s. - h e = - h
2 

A 
9 

t\-l n n-t n-! 

para spline con estas últimas ecuaciones de e se qenerari un 
sistema line~l con n ~cu. y n incógnitas. 

r 
-h h o o 

l 
,, , 

1 

h: ~: l . 
\ 

h 2(h, +h, l h, ''. A A 
o 

1 
• 

l 

l h -h J l <J 
1 l. -h' ¿. J 

n-t ~-· • J n- 1 !"1- 9 

Este sistema ser~ re:suelto por elimin•ción con lAs siguientes 
propioda.des especiales: 

La matri~ es tridia9onal 
La matriz es sjmétrica 
Par~ alguna selección de 

~plicundo élim1nac16n g~UEGiana. 

donde f!\ es 

·~ h 2 2 

~ -·h . \ 

X < X < • •. < X 
1 2 n 

a = 2 Ch,_, + h, l - lh,' - l)/fa, - 1) '""'2. '3 ••••• l"l-t 

"'n .=i .... h:_, --(hz )/ün-1 
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y las fl, son 

01. : h: 6: 
L~z.a ••. ~ .f'l-t 

(;,., = -h~-· - (h ;J )/<> 
-r>- 1 r.- S n- L 

al = ml - h\ªt·l )/Ctl 

finalmente es pJ:'efer!ble cal'cul.ar los coeficientes b~ 

t\ para ·~ada intervalo de { x,_ , >\ • 
1 

J 

~c:tos coeficie-rrtes son c~lculados como: 

t X 
1 

+ 
1 

- X l i i~·~ 

"' ) / h 
' ' 

donde l =s. .e, 

e • y 
L 

usando este procedimiento las func1ones spline será.nfácil~ente 
manipuladas tal como sus derivadas e inte9ralen. 

·;;¡ 



3.4 VECTOI~ NORMAL A LA Su~'ERFICIE ToPO<lRÁFICA 

La ohtenc!.ón del vector normal a ) ,, scporficte del te:rr~no se 
obtiene por el método convencional del gradiente, el cual ~l 
aplicnrlo a una fUtlci6n o superficie l'I\ un punto, fisic:1ut1ont.o se 
obt:IP.ne el vector normal a la función en ese punto. 
sea" la funcién que representa la topoqraffa, por lo qutt el 
oradiente de ., será! 

3. 4 .1. 

Pnre. est~ ~aRO 1111 función " está dada pot" la \lnión de p!Jlino;:nios 
cúbicos c:alculados con el método d~ tunc1ones spluae, bitmJ.,,, y.;,r.u. 
cada intervalo discreto del tr;;rreno una función cúbica de la 
s iguilf::nte tnanera: 

.dx.J ~ Y(Il + B(I,l(x-x,1 + C(I)(x-x, )
2 

+ D{r)(x-x,>' 

x : J\bsciaa de la tot:ograf ía 
xL::: Absci:;a par.:'! la cual dest>amos calcular !111 0rdenad,.1 

si sus:tituim<Jr;. la ec. 3.4.2 crl la ec .. 1.4.J. ti~ te1H.ls:ú:· 

2 ~ 

(ll(X) + ZC(I)(M->:,l + 30(1)(><-x,) j' 

1 • V 

~('\_) ~ - k 
"z 

3.4.2. 

EvaltMndo el gradiente en los puntos topográficos, resulta (x-x
1 

)-=O 

Por lo tanto el vector normal para cada punto de la topoqráf1a ed: 
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Il( l:I ' - " 

n !l(Jl 
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Flg, ·J.~~l. Representación d• lus .vectores nor~ales 
a·14 ~uparfici~ topogrAficia en 3Dt 
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3.5 FuENTrn F1011c1A!; 

Lns fuenten f1cticif!S f:JII un ~rti.ficl.tJ thatl!mbticu paira ref·.olver el 
problema de eRte trahaj(.,, Lo f1.mclrtcit!nr.al 1\f:l mét:.odo c~w1:3iSt~ ~n 

reempla1..,_r ~l ~fecto dQ frontera sobre un campo aplicado por una 
dist.ribuci.ón Simple de fuentl:'S por bt.T1ba dt: .i.. .. i .:.1.0pc:·Ltcie rle
fr<mtera n topográfica ( :;tmulandc> f1.1e11t-t:S .rt:-alt:os). 
El potanc1al Ern un punte de lo tcpo¡__.rafia .31: r.ttlculd 1-H)t ~l camiio 
prtmario ( fue11tt"B reales o P.misot'a:1 } y 1.•l campo producido por 
las fuentes ticLiciali. Cl s1n~erna de pot.~i1c1alen pard la 
~up~1·t1cic en el lfmitM Antre los dos Qkm1~~pa~i09, es \JOido por 
laG condi.t:ion.-.~ dé frontet'a. 
La flqu~a 3.5.1. ilustra la posi~i6n d~ laG t11untes !icticinc 
locat1z~dae en el aemléSPRCiO ~\lp~~ior y una fuente re~l on tl 
bttií•ii1Q¡.:..i:.:::.:: :..r.:~!·int F.1 pot.cr.ci.ll en un puntn topoc¡r6fi1":0 ~s!.a 

dado t:"·Ol' la suma de todo:: los potenc:1.:1li!D r~ales mé.s ticrici.cJt-., 
pura el caso do ia figura J.5.1. c:l potenc!al 1:n M (lJMt fa€ffá: 

u 
M 

. i.:ir,.j., 

u 
" " 

u 
''r 

' 

:;t.t 
1 

UM- .u .. 
(•T \ 
·4.=t r 

j,.f;\ 

e ...l. 
' rMf . 

::: ... --r.:c, 
2 

po\•1"1.:-~·.~ M '-''*',tdo <i. \,a !1,¡11nt.• 

r t.·': t.\. e~~ i. 

nnLgn~Lal ~n M d~bLdo Cl l~ fy~ntG 

f \ .: l t >'." ~ •! ~ 

C
1

- y .ci son· coefi .-:,ientes· desconoc:.idos, su .valor se obtiene con 

'prOcttdimiento de la socciófi J .1. 
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Las ~ara~terieticas de las fuentes ficticias son: 

• Sus coeficientes son proporcionales a las fuentes realeo. 
- su posición puede ser cualqui@ra siempre qua no ~sten 

dentro del medio de la solución buscada. 
- El n~m~ro de estas puede sar finito o infinito. GU reHtric-

ción es mAs bien de tipo computacional. 
- Deben satistacer las condicones de fron~era. 
- su magnitud en obtenida par minimos cuadrados. 
- Estaa r~6mplazan el efecto de frontera . 

. ~·· . . 
'.i, 

.... 

·"'• 

'· .. · '• 

F1q ~ 3 - S. l Loe.al izaCión del potencial receptor' M: iri·f ~uericiado ~6r 
u1la fu'ti.nte >..·eal (A) Y.dos fuentes fict.i.ctas fft- y··f:.!). 
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3.6 SoLU•~IÓN DEI. SISTEMA DE EcUACION[$ POR MÍNIMOS CUADRA()(":' 

El mdtodo Utilizado para la e:olucJón del sistema de ~cuacir.ines 0 Aº 
d& la sección 3.1 es min1mos cuadrados con dfoscomposición de 
matrices conocido como I1L' LDL', el ci.;ol ::.e deGcrlbe a 
cont1nuac1ón; 
Cuando la matriz (A) es .s1mé"trica, hay un.) vent.i'lja tomando o 
factorizando lfl m.dtriz como: 

A LL' 3. 6. l. 
o 

3.6.2. 

donde L es baja triailqular y D es díac;iona¡. 

En el segundo caso varían las condiciones suplementarias, que 
pueden ser impuestas en L y D. 
Los el~mPntos de la diagonal de L en la ecuación 3.6.1. son 
~ncontrndos por minimos cuadradus. Para las matrices simétricas 
definidafi pQsitivamente.nunca $e llega a necesitar hacer la raiz 
cuadrada de un número negat.ivo, pP.ro en general 4sto puede 
ocurrir. sí pasa éato, una o más de las columnas de L podrán ser 
ima9inarias. como los correspondientes renglones de L', por Jo que 
envi<il números que no son real!!s o purament& 1mR.9ine:rjos. Los 
elaaento.E. ime1ginarios pueden ser evitado6 completRmente usando la 
factoriiftción mostr~da at' ld ~cuación 3.6.2.. · 
Por ejemplo; la secuencia para la factori2ación de la ec. 3.6.1. 
de una matriz. simétrica de orden J puedt! ser obtenida considerando 
la s!;.miente igua].dad: 

l 
22 

1 •• 

t• 
:.Z 

¡' 
t2 

,. - l 

¡ :· J .. 
¡' •• 

r a 

" l ·' ª21· .. 
' " 

, .. .. 
j a 

22 "•• J ,5; 3. 

" " • • •• 
Para encontrar los valores es mejor calcular a L 1 

•. m~A t?.•.111o !..._ y:,l.!L 
s~cucnci~ dv colculos ea : 
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l • .. l • =(a -l • l • .> ¡ t • 
29 29 1:o! 19 22 3.6.4 • 

y puede ser ~je.=ut~dc por renqlónes o por columnas. Esto, nó 

imp()rtando al., signo para las raices cuadradas ya que ~1 ¿_f~.::tc dei 
siqno desaparecerá multiplicando L por L'. 
Si consider'lmos la ecuación siguiente: 

:1. G .S. 

el problema se puede div1d1r en dog parces, 

LZ: y 3.6.6. 

L'z = y 3.6,7. 

f'•ntonces las ecuaci.:ines son: 

3.6.8. 

", (y -i • ¡: -t 1 - • • • ~l • . :. ) /l • 
r- i 1· 1 2 r r-\ t r-t r r 

= ( z -t • • " )/l' 
1\-:l n-i n n r.-í.f"l-l 
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Las dos er.uaciones o.n.ttH· io:res puedt?n ser coc1prcbadas UBando la 
suma de los renqlones, en la.E; cua1~s las parte~ de Mano dt;;ore-cha 
pu~dén ser incluida!> como~ 

Al + y ::: LL' l _.. t.z. !: t. (t.' l t i..) 3. 6 .10. 

3. 6. 11. 

La ecuación 3.6.10. muestra 11.t surna de (l. 1 ,z) que es rt!lacionaQ.a 
con la suma dt? los renglones de {A, y), de la misma mane1·a como 
alqun1.\ C!.llUmna de L' es relactonada a la C'01U1nna co:i:respond1ente 
de A. Zr.to es, porquP. es U\á.~ ccnvéniente qrabar L' que L, asi la 
comprobación de la S\lma puede sP.r encont.rada our.tai::dCt colo ombos 
renqlones para (A,y} y (L' ,z}. 
La é.;1..1.0.c.:.é'n :i. 6 .11. muestra que bi la rE.<via.ióll J,lera la i:s:uma de 
(L' ,:.} son tratados como UhQ .::~lnmr,a. e:-!tra de mano derei:lHl y se 
usa la sustitución hacia atras, cada uú.mero r~bu~!-:o :;l?rá uno o 
más que f.!l elemento correspondlente de x. 
Si los elementos de la diagonal L BOJn unJ'), h'-"Y varios camino~ 

vara encontrar los fact9res: 
F.l ,µrimel- mét~do Consiste en obtener una factoriz<lci6I', trian9~lar 

<.•rdi':'le.r1a como la ec. 3.6.9. y tomar los elementos de la diagonal 
de U para crear el factor de la d1aonn~l de D. Por lo qu~ esto 
puede ser f ttcilment~ verif ic~do por una prueba de l.'!. ec. 3, G .15.; 
si A es sirnétLic~ ~. 

A Ltl 3.6.12. 
~nt.onceñ 

lJ DL' 3.6.13. 
dende 

o 
3.6.!4. 

E.Gtll fnctorizoción es part:icularment& Usada cuando A es s.inqular-. 
entoúces ocurre qUE": IAl=:o .y por lo tanto,IL•l=l y JUl=O· .pex-o 

3 .. 6.15. 

Y &demás Utlo o más elementos de o sere.n c8-ro. 1tsi la matriz 
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A ::. t,D!..' J.6.16. 

donde L y L 1 son no sinqularcs y D Cfl una matrJz diagonal con 
uno o inás coros. 

cuando A es una rnatri;: :;emi-def1nid.:i positiva. exi&te otro método 
de factoriznción, el cual ~s ccnveniPn~~ u~3tlc al~unas vece~. El 
elcmcnt.o Ur s~rá. positivo o c~ro (r;ól('I st:!rlt cero cuando A '5'b1 
singular). La r:iatr1z D puede ser factor1zad8 en tras matr1cer. 
di.:igona l '!s. 

o cnuc• 3 .6 .17. 
donde 

{ 
ct: "'2 

V2 
d " o ;.. u 

" r 

cr = 
d, o 

3.8.18. 

y 

{ 
d, " o 

" dr= 
o d, o 

3.6.19. 

entonces 
/\ (Ln)U' (C'L') : tP!J>tP 3.6.20. 

donrl~ LV cz un ~4triz d1ayonal compuesta de unos y cercs, y 
Lº y LU 1 son nu singulares. 

cuando los elam~ntos de la diagonal de L son tomados para ner 
unos, existe un tercer caioino para encontrar los factores h.aci'Ondo 
la raí~ cu~drada de éstos. como la ecuación 3.6.1. divide cada 
renglón de 1. 1 por su elemento diagonal, eR entonces, 

l 
22 

l /l ... 1 /!u l .;;i.1 •l. · n.t 

lnz /l>Z 

o o 
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y hacemos que 

f 
l 2 

" 
o =¡ 

l ~ 

Un cuarto método 

a = l udu. l tt " 
a = 1 d l 

12 " u .. 
á = l 

!tdH 
l • 

u 1r 

reco1·da11do qui:! 
encontrar que, 

a 
u 

U· /d ,,. u 

=!' 
" 

ci =a -d Z•
2
-d l 12 

.93 33 t t .1 !! 22 23 

o ... o l t z o •• 
' 1 

o ';.oJ 

e& obtenido de la8 ecuaciones qu~ !!"Cn 

G. = l :adü 
¡. . 1 

22 ª22 
l. 

" " 22 

·a = ¡ d ¡' + l d l' .. .. .. .. l2 22 29 

ª = 1 d l' + l 
nª22 1' 

<r 21 H ir u 

· l, ne puede!l re.solver esta~ ecuaciones y 
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3.7 DESl\Rf~OLLO DlL MUü(LA[)l) 

En este ctpit~lo se explica l~ forma práctica como Ge des~rrolló 

la teoría del moctel~do, pard GQr procesada en una CQr1µutadora, así 
como la 11til1zac~ón de los algoritmos nec~snrtcs para elaborar la 
<:orrecci.'..Sn topogr#ific~1 en los S.E.V. 

Para real1zar lh cocre~ción topogrAfica, prirna1·am~11te se requ1r16 
conocer la forma del t@rreno en el cual se eldbord ~ se elabi>rG el 
S.E.V., para ello fu~ necesario obten~r u~a función o nupPrf:ci~ 

matemAtica que represente la forma real rl~ lil topogr~ffa; ~sto se 
loqró utilizando el algo:.·itmo de iuterpol~1c16n d~ funciones splin.¿. 
{f"or!;yt1l~. 19?7}. El método de spline requ1~re- que lc·s valores 
discretos de la topografiA sean ,~quid1S.tdntes pal'a pcd~l' qe:,era-r 
polinomio5 cübicos entre cada pu~to topoQ~áfica, siendo un total 
de n-1 (unciones polinomiales donde n ~s el total d~ ?untos 
discretos del terreno en el que Sé rA,liz~ el s.E.V. {Fig, J.7.1}. 

Hub1E:-ndo obtenido una superf1c1e que rE>presenta la tL"'>pc.graffa. ce 
utilizo el el9oritmo escrito en la sección 3.4 pAr~ l~ ~~teoc16n 

de les vectores normales a la ~upt,1·i"!!;!..:.. 

:'vL otra pa::te 1 li'\ soluc¡_ón fundnrnental de la t:cJ.:icióH de L•~place 

(l/r}, se puede expresar en el do~1nio del número dd onda como la 
integra J. de la función Be.sscl de primera el afie l'Q {ec. 3. l. 3.}, 
te6rice::it"!nté para loqLar t:>sta reJ.aci6n la int.eoral se ten.dr-á que 
calcular de menos infinito a más infinito; para logr,:'ir resultados 
práct1cos se requirió encontrar la frecuencia de corte para la 
C\1al se obtenc;tb la mayor cantidad de enerqia y por consecue:1~~ a 
errores minirnos E:-n la inteqración. Para la r~ali.z.._tcJ.On de la 
inte9ración se programa:on l.:..::. tunciones pol:incm:tales qUt! 
r~ptes~nt~n la~ funciones Bessel de primera clase iapendíce A}~ 

elaborándose :;us gra:fjcas pa1·a conocer su comp(lz-tamitnt:o en el 
dominio dol número de onda :par.'! difi:.-1.entes valores dP. r. 
Como se pu(!Q~ ob::;~t-var no es pos !ble obtcnc-1· la fr-ecut?.ncia de 
cot"tE" en la escala t.·onw·.!nclonal de m, ya que. para valores pequ#i os 
de r la frecuencia de corte es mu~· grande f Fig. :3. 3. l. a f'ig. 
3. 3. fi. l, asi tatnbién para date:; qranr1es de r la fr-"~·.:~: .... l<:t de 
corte es muy pequeña (Fi9 . .3.3.7. ~ !'!.;. j .. :L9.) •. Por otr<\- parte. 
se pensó en lo,; .,~!:::....-c::.e. cte r qu~ se inan~jan en el s.t.V. que son 
:.-.;.·:,.._a dos kil6met1·os, se hizó el cambio en la escala de 1n a Km, 

.. -además~ como las integrales se obtendrán para calcular los valores 
de loe pot~nciales que producen las fuentes ficticias; hubó la 
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necesidad de crear una restricción pa~a su localizac1ó11, s1~ndo 

esta que lds fuentes no deben local1:arse a una diGtanc1a menor a 
50 m de la topogr"dfia, logrando con ello obtt'ner que lri frt·«~ut:<nc10 

de corte sea lgual a 10, para la cual las funciones ~ tienen la 
mayor cantidad de energia, como se obGerva en las f1gura~ 3.3.10. 
a 3.J.15. (Apend1ce A). 

El s1guiente paso real!zado fu~ la inteqración de las funciones 
mencionad.A~. p.:1r;1 elle r;c: prabilron l~c rulitodc::; convc:ncio!H.t.!~c de 
inte~ración numérica J/8, 1/J SimEon y trapecio, lograndose el 
mínimo error con ~l método trapP~oidal, u~ando un i11tervalo de 
frecuencia de 0.1 se obtuvieron errores m~X!mos entre ~ y 6~ para 
valores de r entre 1000 y lSOOm reopect1v~mente y ~enores al 1.0\ 
para- 1-::>s valores de t' igu.al a 50m y menores a 1. 7'f, para la suma de 
los valores de r. 

Una vez l')bt.enida la inte9rdci6n .Gatisfactoriamente con una 
frecuencia de corte 10 y un intervalo de muestreo de 0.1, hubo la 
necesidad de ut1l1zar el método de 1nterpolac1on de spl1n~ para no 
resl'Jlver el s1steJr1a. de. ecuacion~s ••Aº (eocción 3.1) a cada 
frecuencia de O. l haa:ta 10 ~ r:omputaci.:Jnalmente esto no es 
recomendable por lo que ne real.izaron pruP.:bas con el m~todo de. 
ensayo y e~ror para cAlcular solo algunos valores de frecuencia y 
los demás obtenerlos con el algoritmo de spl i::ie. Las fi·er:uencia.s 
obtenidas con el método mencionado son dos necciones de 0.1, o . .;. 
0.1, 1.0 y de 1.0, 4.0# 7.0. 10.0 par8 los cuales los valores 
inte1·polados con spline son menores e. 4%. para los extt.·emos y 
1J1enorei:; a t.o~ para los valores centrales del 1nt.ervt1lo Cver tJ.bla 
:>.7.11, 
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x 11unt0,,; topogriificoa 1·ea.les 

sup. obtenid/\ con spl 1 na 

P~(x1 Polinomi~ cúbico obtenido 
con Spline 

__ ;,( 

---~---- -
~ -x- -x- p'' (:<) ..,_' ~(X) P:(X) ---_,, ___ •• 

Fi9. :i.1.1~ Repieaenta:ción dn la r.uper.ficic tormc¡rdfica 
continua apartlr de V4loreG d;scr~tóo del 
terreno ••tili=.,,,nd.:. .:.l a.l9or·1tmo de int:arpo
polación de f~nc1onea .spline . 

Fr:ecuencia Error al 
1nterpolar 

.Frttcuenci4 Error a1 
.tnt.erpcltl.J. 

0.1 
anenor al l!l. de J.ll a 0.5 % 

o.t 
mt!'nor '11 Jt. 

de t.o 11 0.2 \ 0.7 

LO 
menor .,1 11.. o de J.~ a o.s "t 

T4bla 3.7.1. Tabla de valores d~ frecuencia para resolver el 
slStema de ecuaciones ••A", cou sus respectivos \ de 
~rroi.~ al intepclar con el alqor-1 tan 
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CAP. 4 OJSCUS!ON DE RESULTADOS 

4.1 ANÁLICJS DLL Mfrunu Dlf;AJ<JWU.Aüu 

El nriAlis.is del mt!':itodo 61" roal1~:ó p::·<'.\ll;:1.nd0 :.rn 11pl1cuclón e1: 
modelos LopogrA!ic08 fi~n~llloa, ¡1nta elll~ ne ut!l1zó ci p1·j11cipio 
d~ reciprocidad, ~l cual conu1~te Pll l•ltercaruhlar ln pnsl~Jón dü 
los ~l~ctrodo:1 d~ corr·i~1iLu por las de pot~nci~l y viceversa, 
deb1endo~e obtener l~ mifim~ J1ferenc1a de pot~nc1al pbrd cualq\1ier 
forma topoqrAf1ca y dispn~1tivo elocLródicc). 

Se obtuvieron rc~ultadofl Shtisfactor10fi con 
error para algunos casoa (:r1u. 4.1.1. 11 
índeseablcs con alto porc<:ntaj1.'I c!e i.'rrot· pa.'r·..l 
4 .1. 10.). 

¡::.oco porc(~nt.aJe de 
4.1.EJ.} y v1tloren 

otros (Fiq, 4.l.~. y 

!O los modélos que 6C preaentnn (FiQ. 4,1.l. a 4.1.10. ) 1 6e nplicó 
eJ fllRpositiV<') schl~mbert;Jer e un m!?dii;, cor. r"'::ict!.vidad Ja 100 n m 
donde se vctricrn la localización de los elt!ctrodoa, la forma dal 
terreno, la diatancia entre 106 puntos topoQráficos discretos V la 
$eparacLm de las íuenteD f icticiaa con xe:;opocto a la tiU(lorf:1t.~iú 

topogritfjc.1_. l"!RtQii a~ dE'ftCl'J.b~n a cont1nucici.6n y De reBumen Pn lns 
tabla• 4. 1. 1. y 4, l. 2 .. 

En las fJouraa 4.1.J. y t.1.2. ce elaboraran unos ~'Jperfic!ea 

tOJ>ocJt'áficau planas digitit.ad.'ta .;ada ~011 y con una separnctón d1! 
la.a Íl':ot•nteH fi.ct:iciaa a la superficie topogrAficn. de 50m; C..sl !a 
primer~ l:l a!JE;rtu:~~ de J\fl.'::'350m ~· P.U-:-;!O::: cbtonicndo;::::o un pcrccnt..:ij.a 
de errtJr m~nor a O. 009'\, en la sequndri se c.am:hio ltt abertur.p d~ 

los electrodos quedando AH;7(!0 y HN.;;40m, loo:--anl10 un error monnr a 
0.13'< . 
Para laa fiqurn& 4.1,J, y 4.1.4. se presentaJl la topoqrstia de un 
valle con 10 y 20ro de profundidad t·eupectivanientd y unn <liatancJ.4\ 
de AB=250m y HH.r;20m pAra lon ,101> casos, obtenisndosE> 0.191. y 0.11% 
de error respectivamente. 
En laa fi~uras 4.1.S. y 4.1.6 • .se mueHtra .la topoQt.'Af!a 

-loma r.on la misma relación de ditlt1:111c:t11R qn~ ll'l!! doa 
anteriores, ohteniandos~ un porcenta1~ d& errnr dP. O.lR?'t 
primera y 1.95~ para la seounda, 

de una 
fiqurn~ 

pnrn l.., 

Para la~ ftguras 4.1.7.,4~1-8. y 4.1.9, se ca~bió la distancia 
equidintante entro los puntos topogr:\ficoG do 50m a lOm, par., la 
primera (sup. plana>. ,el rorcontaje de error es menor a 0.003\, en 



l.4 se9unda ( lomrt) el porce:inta:Jt~ L)(;' erro¡- aumenta h1\ata 2. 86\ y en 
la tarc~ra (l~m.l) ~l porcentuJP de error aumentó cons1derable~ent~ 
alcanzando 91 14.6~ . 
En la FiQ. 4.1.10. &e varió lrl d1stanci4 de las fuentes ficticias 
quudando una separaclón de som ontr~ lan fuentes y la nuperf1cie 
topoQ't'Afica, y un intervalo lOm entre los punt\')$-;> topt')9ráf.1cos 
di:;cretos, para cwte ca.so )a r.olución del sisteini\ de ecuaciones 
no coitveroe (Ttt~l~ 4.1.2.). 

Loa modelo6 topor,¡r-á.!:lcos mot>-t.l'Mk.11; son alqunos <ll'ti lou c:!'jt!mplos q\1e 
se han ej9ct1tado con ~1 proQ:rmnap analizando dot.01.1 y otron {qu~ no 
&e mencionan d~bido a que les anteriores son suficientes para 
ilustrar los resultadon); se lle9ó a l.s conclusión qu<" el motodo 
de solución. del sistema do ecuaciones no es el óptimo, Yo!\ que 11610 
conVt3rc¡;¡u ¡;.ara lVtl C.lU.o&> tn que el sistema es cuadrado t n >e n _ ecs.) 
y que n .nea L:~enor a 20, llS! como la distancia <l~ laa !uttntes 
ficticiae a la t.opoyrafia debe ser ic;ual a l.'\ cquidiat,1.ncia de los 
valores discretos de la superficie, tamhié'ti ~e debe considert\r 
GG.tü .j,i.:;t.:s.r..-.i~ .::UQíollJ aa lta<::~ 

1 
loni .iuL .. ~YJ.. af,,l.iúu <lt' la.~ funci.onos 

potanciales ya que es ::l.mportante pn.ra definir la frecuencia de 
corte como sa explicó en la sección 3.7. 

na.jo estas rE,Htricctonea no fué posible hacer Ul!il 9eneral1:Iación 
del método pflra la interpretación, por lo que el trab4jo tse deja a 
critero del interpret~ y abierto parn que se continue , 1con la 
inveatigAción del rulitodo. : 1 

,'; 
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tiup~·rt l c1e 
(modelo t0p09rAf ic0) 

Plana 

Plan& 

valle 

Loma. 

Loma 

Loma 

Plana 

toma 

Loma 

fi9ui·n 

4. ¡. 1. 

4. l. 2. 

'1. l.4. 

,. .1. 5" 

4.l.6. 

1.1.7. 

4 .1.8. 

4 .1.9. 

4.1.10. 

·t. •h:· t~rror .l·oL"tt1vo 
rn l"c(""iproc~dad 

1). 18 t. 

o .11 't. 

O.JS7 % 

1. 9~ '!. 

2. 78 a 2 .66 '!; 

12.15 a 14.6 \. 

Error en 1~ so11>
c16n del Histanta 
de ecuaciones. 

•raUl a 4 .1. 1. Porcc:ntajes de e.".'ror obtenidos para dife.&.~entt:s 

modelos topouráficoH. 

.Frecuerícia del 
Poi:.encial 

0.1 
0.4 
0.1 
l.C 

Solución del sJ.stem& de ecudcionf.>of'l 
d:t.rec:to reciprocidad 

543528091.179 793594958.1~5 

130047156osss11.ooo 31206620240031~.ooo 

0.21345'< 10" 0.53433><10" 
0.476"H"º 0.24533><102~ 

··"rá:n.ia·4.l.2. Valorea·de la.función pnrehc1.,1·de·:la f1tJ .. .;·.L.10. 
~uando la solucióJl ~el si5terna de ccG. falla~ 
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CONCLUSIONES v RECOMENDACIONES 

1. - L.1.s medidas de resistividad fiOn rt"oalmente afectadas por· la 
forma de la topoqraf ía cuando se elabora un sondeo Electrico 
Vertical (S.E.V.l. 

:?.- Sé debe elaborar siempre la correccjón topográfica cuando se 
elabora_un s.E.V. en una topografía abrupta mediante la 
siguiente fórmula: 

dond"' 

F(X l 
' 

J.- Ex1s~en limite6 computacionales que no petm~ten generalizar la 
teorf~ de la C(..'t"reeci~n tcpo~t"d.fjca. 

4. - El progratüa elaborado se puede utilizar para calcular l.'!'. p<J. 

con topoqrafia abrupta, y como el programa tiene l.1m1.tes. se 
debe hacer slempre la prut-Lft de reciprocidad y cons.íderar 
las siguentes restricciones: 

-Digitiz.a1:" la topogr&.fia con vAlores equid1atañtes y no 
maYor a -20- punto;>&. · 

-Las fuentes ficticias deberan colocarse a Una dintancia 
iqual al intervalo topográfico y deben ser el mismo 
númeró que lo& puntos tc·pog:rA!icói:i di:s..:retos·. 

-Tener presente la distancia minima de las fuentes 
ficticias .Para definir la frecuencia de corte en la 
1nteqrac1ón de las func1ones·potenc1ales~ 
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5.- Si no ea posibln hacer una lnterprct~ción cuantitativa de la 
correcc16n para todo ~l S.E.V., hacerla cualitativamente 
pi'lra a~gunas aberturas con la finalidad de. couocer loa valores 
qué Ge producen por efecto de ln topografia. 

6.- Es importante realiztt1· la cc::recc!0n topográfica para sondeos 
con p~quenas aberturas y más aUn cudndo se elaboran prospectos 
de detalle. 

1.- Con ente metodo se puede in.tet·preta.\"' fácilmente una calicata 
elaborada en una tc¡:1ografia abrup\.u. 

A. - C'-ímbiar el Rl gorl t.mo de la solución del sistema de ecuacicnen 
por uno de descomposiclón s11ir;,1,,ll'l.i. :f ~.:.=~.:- ln·· Aittu1cntcs 
catnbios al pregrama: 

-Utili~ar un sisteu.a FObr~determinado donde·aea ~ayer el 
nü.Iftero de puntos topog1:5.ficos. c.v.ze las fu1?nteR 
ficticias. 

-Digitizar o detalla!· más la topoqro!\fia en ).as p.srtcs 
3.bruptas. 

-In"t.cgr;ii.r l 111r:; funciones potenciale5 directa111el\te con los 
polinomios obtenidos con el ~atodo da &piine. 
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APENDICE A 

Ecuaciones polinomiales que represnntan a las furwlones. Bcssel deo 
primera Cl'dStt Y 6US <]4i!Ílcas para diferenteff valores de.r, 

t =. x/J.75 

-3.15 ::f X -S 3.75 

:ro<x>=1 + J.51s6229 t' + :i.oa99424 t• + i.2os74sz t" + .2659732 t• 
+ .0360768 t,«O +- .0045813 t12 + C 

x''ºZ ,.-x !o(X) 

3.75.:!fx<:..J 

.19994228 + .01328592 t·• +.00225319 t-2 
- .00157565 t-9 + .00916281 t-< - .02057706 t-U 
~ .02635537 t-d - .01647633 t-• + .00392377 t-• 
+ c 

3.75 ~ X~ 3.7S 

x- 1 !, (X) = 1/2 + • 87890594 tZ + • 51498869 t• + .1508034 t." 
+ .02658733 t'I + .00301532 t'º + .00032411 t•• 
+e 

3.75:fX<w 

x'·'•.,¡,;;.x ::r.cx; = .• 39894228 - .039813024 t-• - .00362018 t-• 
+ .00163801 t-• - .01031555 t-• + .02282967 t-5 

.02e9s31z t~6 , -~1101Gs; t-r - .00420059 ~-· 
+c 

1e1 < 2. 2x10- 1 
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~(X) 

0 ~ X S 2 

-ln(x/Zl lo - .57721566 + .42278420\K/2) 2 +.2306S756(x/z)• 
•· .42278420(></2)2 + .23069756(x/2)' • .OJ488590(x/2)d 
+ .00262698(x/2¡• + .000101so(x/2l"" + .00000740(></21" 

2 !f X <. W 

xv• e" l<o(x) = l.2533141~ ·· .07832358(2/><J + .02189568(2/xF 
-.01062446(2/Y.l• + .00587872(2/xl• 

X 1:._(x) 

-.00251540(2/x)"' + .00053208(2/x)" +e 

o < >C.~ 

X ln (X/2) I,(x) + l + .l5HJ144(K/2)2 - .67Z78579(X/2l' 
- .l0156897(X/2)d - .Ol919402(x/2)º - .00110404(X/2)i0 
- .00004686(X/2)l2 + 1: 

\el < ax10-<> 

2 S X < w 

1.25331414 + .23498619(2/K) - .03655620(2/x)> 
+ .01504268(2/xl' - .00780353(2/x)• 
+ .00325614(2/XJ5 - .00068245(2/xl" + t: 

tcl < 2.2MlO""' 
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APENúlC:E 8 

Oerivada de la función Besuel d~ Prl~~ra Clase. 

Dentro del seguimiento del modelado hay ln nt:L:esi.datl dt~ ~valuar el 
can¡po el~ctrico, el cual uc ol>tiene aplicandc la función gradiente 
·a1 -potencial l~léc.tríco. Para ello e.s necesnrto conocer el Vi"JJor de 
la derivada. de 1" función Be:sseJ, ébot: a !iC '~·bt i•:>nf' util1;~ando una 
fórmula de recurrenci?i que Q'C?nera las dc·i.-ivadas a pi!irt.1r de 
conocer una. 

La fórmula de recurre11cia e::; la siquient.e: 

X ~1»(:,CJ == n i\,, {:..;.) ·- Kr.•l {XJ 

para n ::: o 

•. ,...1 1 ;,\ ~ 
ú 

- K.._ (xj 

Utiliz6.ndo esta fórmula, ld aplicamos para encontrar la de.rivada 
de la función K

0 
t rwl, 

1) •~ (rw) 

il r 

donde r : 

~ l\ü !rw) 
/1 X 

,) Ku(rwJ "" 
.; 'I 

como se considera constantie en V se tie-ne: 

i} !(<, ( L-W) 

d X 

,, .. , fiw} o 
" y 

i} n> (rw) 

" z 

z-Zt) 

r 

K (rwl A 

i ' 

'\ !rwl 
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