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CAPITULD 1
INTRODUCCION.

En los presentes mspuntes se hme pretendido cubirir en su totE

" lided el temario del curso de Estftica de la Cerrera de Ingenie-

ro Civil dentro de la Escuele Nacional de Eatudioa Profesicnales

Aragén, para llegar se{ e cubrir el objetivo del curso, que esth
enunclado de ls siguiente farma:

“Propiciar en el estudiante el dominic de los principios --
fundsmentales de la Mec&nica Clésicae, heciendo enffisis en el tra
tamiento vectorial de los siatemas de fuerzes y la solucién de -
problemas ispstéticos de equilibrio, ss{ como dotarlo ge los co-
nocimientos que le permiten resolver problemas de primeros momen
tos, centroides y mompntos Of fnercie de cuerpos geométricos y -
freas planms”.

Stendo el temario de le materla tan extenso, los temas se -
encuentran en varios libros, por lo gue en este trebajo se he In
tentado hacer una recopilacidn, de cas! todos los libroe gque la_
bibliografin recomiendas en el temaric, pare ss{ hacer mhs fhcil _
gue el eatudiante lleve B cabo uns investigacifn o simplemente -
la consulta de cualquiers de lus temas incluldos aqui, parp ha--
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ceria mhs sencilla y completa ain se han consultsdo 1ibros que. -
no gparecen en lé bibliografia.

Se. ha procurado combinar.la teor{s ton las aplicaciones de_
la.mismg en problemas précticos, teniendo as{ un total de 92 pra
blemaa,'tndna resueltos en términps féciles de comprender para -

un_estudisnte gue se inicia en el nivel de ticencistura, se he -

“intentdeo der 1a snluci6n explicandols de la menere mis simple -

positle, dgicha solucifin se ha hecho en un principlo en 1s forme

mfs deserrollade posible pere evitar confusiones sobre los pesos

" sequidos, y conforme va gvanzendo el curso se ven omitiendo algu

nos pasas, principalmente algebrblcos.

1 materisl tefrico se hs reducico nl minimo posible, sin -
de jer por eso de dar le informecién exacts y complets de cads te
ma - tratado.

£stos epuntes se enguentran divididos en 9 capftules, en --
1pe cusles se he tratudo el contenido en 1 forma mha sencilla -
posible pare ls Fhctl comprensién de los wlamos,

£1 capitulo 1 nos presentas la introduccifn de estos apun---
tes. tn el capftulao 1l se introducen los conceptos chaices de -
la Mecénice Clésica, como son definiclones de Mechnica, Eatfiti--
ce, Cinembtices y Oindmica; as{ como los Modelos de Cuerpos y las
Leyes representativeas Ue la Hecénica.

En el copftula 111, se hace une discusién de los sistemas -
de unidades usadna en la Meclnica, es{ comu ce lee dimensiares -
de centicates y expresicnes matemftices y la treduccién de f6rmy
las de un sistems o otro.

tn el cepftulo IV, ge introducen ys los conceptos bAsicos -
de la Esthtica como san: la sure de fuerzes, el concepto de fuer
28 regultante, 1ns principlos en los cue sep beee la Esthtice y -
una breve introduccién el Algetre de vectores, ys tue nos servi-
ra de base pera la solucibn de ruchos protlemas, principalmente_
de los prebleras en tres dirensiones; se erunclan los conceptos_
de momento de une fuerls respecto o un punto y a un ele y el de
coordeneces vectariales de une fuerza.

£n el copltuls V, se proporcioman los elementos indispensa-
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bles pars la salucifn de problemas de equivelencia y de reducci-
&n de alstemas de fuerzas,

En el cepftulo vI, se tratan los elementos cue actban en un
cuerpo aparte de les fuerzes splicades, y la forme de represen--
tarlms por medio de un disgrame, haclendose ademfs un enflieis -
oe las condiciones de equilibrio en loe olversos sistemas de --
fuerzes.

tn el cep{tulo V1I, se tratan los temas de Momentos EatBti-
cos y Centros de Grevedad. En el cepftule VIII, se ds el concep
to de Momento de Inercia de Adreas plenas y lo forma de determi--
nar su valor en casoe précticos y el cupftulo IX, noa presenta =
las conclusicnes de esate trabajo.

Fare ls fBcil soluciln de los proriemas de mecénice, se pug
den seguir los siguientes pasos:

1) Leer gl problems cuidedosamente y enlistaer los datos y -
los resultados regueridos,

2) Trezar los diagremas necesnrios para la solucifin,

3) Enlistar los principios cue nos serén (tiles (en forma -
matemdtica).

4) Relacionar le situecibn fisice del problems con cade ung
de les expresiones matemAtices de los princlpioe.

5) Resolver les ecusciones neceserlas para determinar ls so
lucién del problema,

6) Reviser todo el problems, esegurandose gque las ecuscio--
nes son de dimensiones homdgeneas y cue les unidades de los da--
tos son compatibles.

7) Estuciar la respueste y comprobarla ai es posible, pare_. i

asegurarse nue es la corrects.



CAPITULD II
PFUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA®

11,1 Definiclones de MecAnice, E€stftica, Cinemétice y Dinémics.

Fiaica.- €8 lm clencin qus tiene por objeto el vstudia de =
las cuespos y aus leyes y propladades, mientras no cembia su com
posicifn, nail cowo tembién =l de los ngentea natursles con los -
Pendmencs nue en loa cuerpos produce su influencie.

Pera estudiar im f{sicn éste se he dlvidido an verias remes
le# cuales sl irse deasarrollando se han transforsedo en nuevas -
ciencias coma son:

- Macénics

- Optice

- ReGatics

- FTermologia

- Electricidad

Cada una de ellas con diatintes suhdlvisicnes ya que au cam
po de estudios es muy ampllo y pers su estudio se ha hecho indip
pensable que se hegen subdivisiones que permitan la aimplicldad-
de su estudin.
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Dentro de 1 fisica, la reams que vemos o estudiar es le me-

cénice; le cual comenzeremoa por definir.

Mecénica.- La mechnice se define como ls ciencia uue descri
be y predice les condiciones de reposg o movimiento de los cuers
pos bajo la mccifn de fuerzas, considerendo el reposo de loa mig
mos como un estedo especial) de oichos cuerpos.

Aungue el estudio de 1a mechnice se remonta & los tiempos -
de Aristoteles (38L-322 A.C.) y Arquimedes (2B7-212 £.C.); fué =
Newton (1642-1727) quién formuld les leyes fundsmentales de la -
mechnice y las leyes del movimiento de les part{cules, besando -
sus epreciaciones en numerosos experimentos reelizades por &1 --
mipma, Estes leyes fueron més terde expreseadss en forme modifi-
cada por U‘Alembert, Legrange y Hemilton pera desples ser geners
lizades para la oinémice de loa cuerpos rigigos por Euler,

Le clencie de la mechnice ae civide en tres partes:

- Mecénica de los cuerpos rigidos,

- Mechnice de los cuerpos deformebles y

- Mechnice de loa fluldos,
les que a su vez presentan algunas aubdivisicres cue podemos de-
tallar de la sigulente merera:

Esthtica
Cuerpos kigidas Linembtice
Dinémice
561400 Cinftica
Mechnice Kesistencia de Meterimles
T Cuerpos Deformebles{ Teor{a de la tlesticided
Teorfe de lu Plesticided

Fluidos Ideales
Fluldosl Fluidos Viscosos
Fluldos Compresibles
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Le divisifn de la mecénice cue nos interesa eatudiar es le_

de. los cuerpos rigidos, nisme cue se subdivide en:
-Estfitica
-binémice

que s¢ definen u continuacién:

Catétice.- £ le encergade del estudic de los cuerpos que -
esthn sujetos a fuerzes en eguilibrie, las cuales aceslonen que_
dichoa cuerpes permanezcen en Tepgsd 0 QUE 8 PUCVAN COA Mavi-ee
mientos uniformes, es decir, con une veloclidad constente. Se di-
Ce GuE un cuerpo esta en reposo cuando este ae encuentra en equl._
1ibrio gque se determine cusnda el mismo no tiene eceleracién 11-

neal n} erguler,

Oinfmica.~ ts el estudlic del movimlento de los cuerpus cone
sirerado, tentao cinemhtice como cenéticemente,

8} Cinemftica.- es le encargarts de eatudler la geametris --
del movimiento de un punto material en e! espacio sin determinar
loe ceusms que lo provocen., Se ocups de le pesicién, del desple-
zemiento, de la velocided, de la scelerscifin y del tlempo.

b} Cinética.- tamuién conocids como dinfmica debldo o rue -
vsta ampliamente relacionade con 1s cinemdtice; estudie lamhlln_
el movimiento no solo del punto meterisl) elro de los currpna y -
su relscifn con las fuerzes que I provocan.

Debido o fue Ja cinftice tembifn se conoce como dindmice al
gunus putores emplean la sigulente divlalén pera 1a mechnica del
cuerpa rigido:

Esthtice
Mec@nice del Cuerpo Rigido Cinembtice
Dinémice
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I1.2 Medelas de Cuerpos: Punto, Partfcula, Cuerpo R[glunxv -
Cuerpp Deformeble. )

Rl comepisr & estudier un cuerpo, u metuds dos damos cuente
de nue por sus dimenaiones, por su mese o por su deformablilidad,
no es posible estudiarlo Ficilmente, por la que 20 le meyorfs de
lgs cesos es neceseric ideslizarlo de ecuerdo @ un morelo e ~--
cuerpo gue o resulte ten diffe(l de snalizar,

En la mayarfe ve los cesas se pueden representar metemfitice
mente 1loa fénomenpos Fisicos, utilizendo para ello idealizsciones
con e} fin dge crear mogelos bhstces simplificedas, tste téocnice
permite tretsr con problemes que Ge otra maners seris extremedae-
mente wif{cil o imposible resolver., Le ldeelizecidr y el uso de
dichos mogelos se consideram vllivos, cuando le soluctén ensift}
ch verifico los recultsdds de s experimentecidn o de la otservg
ctbn,

Pare eatoc se han jdeslizaoo cualro madelas de cuerpos:

&) Puntg,

b)) Particula,

c) Cuerpo #igioo ¢
) Cuerpo Deformsble.

B) Punto.- A pate modeln matemfticg se Ie consitera como un
punto en el espacio, el cusl "no tiene dimenstgnes ni maga”.

b) Particula.- S le considere come un modelo matemdtico de
un punio de masm. Este punio *no tlene dimensiones pero sl tle-
ne mesa”, la cusl se supone que acupe un splo punto en el espa-=
cio, Este modelo de cuerpo es muy usado pare ls sclucibn de pro
blemps de Estfitice.

Supbngamos due tenemos ult Cuerpo de mada MY y de Yimensio-
nes descomocioes; al ideslizarlo como une particuls ls meea "me_
seguivd igusl, pero las dimenslones del misma ya ho; puesto dque_

solo ocupsré un punts en el espacio.



- 13 -

Particula

Cuerso IDEALIZACION ./
4 ~
Masa "m"
"

Muso m

c) Cuerpo Kigido.- £8 aguel modelo matemftico que conserva_
su forma y dimensiones al eplicarle un eisteme de fuerzas, por -
fntensab que eatas sean. Un cuerpo rigido este formedo por un -
gran nimero de partfculas gue ocupan posiciones fi jes entre af .
En otrea palsbras, un cuerpo rigido es un sisteme tal que el cam
bio de distancia entre dos cualesgulera de sus particulaes (enten
dido coma: "deformacién deblds & la acci6n de slguns fuerza®)no_
tiene lugsr.

Sutongamoe un blogue de cualnuier material, el cusl este sg
metido a ls accifén ge tres fuerzas de le misma megnitud, el cuel
presents ceformaciones debido e le accifn de les fuerzas, si ne-
cesitomos jdeelizerlo para estudisr el movimiento que pregente -
el cuerpa en conjunto, entonces usemos pata ello el modelo de --
cuerpo rigido, con el cusl las deformsciores existentes producto
de las fuerzes que ectéen sobre &1, no existirfn; solc exlstirh_
el mavimiento que le produvzcan esms fuerzes (en ceso de que lo -

haye, ea decir la resultante diferente de cero).

[ |

mEAUZAﬂON F

I

.._Mavlmllnlo producido —— &

Cuerpo sin Ideslizer Cuerpoe H{gido
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Este modelo em aastisfactorio pera el estudio ce las efectos
exteriores de les fuerzys al obrar sobre un cuerpe, es decir, «-
del movimientn de este,

d) Cuerpo Deformable.- es aquel en el cunl la wplicocibn de
un sistema cualesgulers de fuerzaes, por pequefns que estas meun
provoca camblos en la forme y dimensiones del cuerpo de acuerdo_
con cierts ley.

Supongemos un blogue de un materisl cualqulera el cuel se -
le aplice une fuerze F de una magnitud muy pequefim, cuP es capar
de producir movimiento en el mismo, pero ain una deformecifin apa
rentc (por ln pequefo) al ideallzarlc como un cuerpo deformable_
tendremos rue el movimlento producide per ls fuerza wplicads no_
ae toma en cucnto, pero si se tomurd la deformacién por pequefia_
que este ses.

Idealizacion

L movimiento

Cuerpo sin {doalizsr Cuerpo Daformable

Eate modelo de cuerpo es el Que ae acepta pors estudlar loa
efectos internos de les furrzes el obrar sobre un cuerpo, es de-
cir, de los reecomodos de les perticules que lo constituyen y fe
nomenoca consiguientee,
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Cuanto mis cercana n 1p realidad sea le ley menclanade en -
la dafinicifn, mée metisfactorio seré este modelo, Asf, en ls sc
tuslided, se astpblecen tres tipos de cuerpos deformsbles idesl-
mente;

- cuerpo elfstico,
-« cuerpo pléstico y
- cuerpo elusto-plbstice.

El modelo de cuerpo deformable es comunmente usedo dentro -
de la mechnice de materisles.

Le utillizncién de un modelo de cuerpo permite simplificar -
el anflinls de cuslguier problema; en 1m esthtice los modelos de
cuerpos mAs comunmente usadas son: le pertfevls y el cuerpo ri-
gido,

IT1.3 Leyes de Newton.

Iusac Newton (1647-1727) e8 uno de los f{sicos mée importan
tes de todes lon tlempos, cusndo aln tenfm veintitantos afos, in
ventf le rsma de 1ms matemfitices que se conoce como célculo, tes
cubrié la ley de lu gravitacifin y encontrd cue le luz del Sol ee
una comhinacifn de colores.

£1 movimiento genersl de un cuerpo aujeto a le vccifn de —-
fuerzas na fue conocido hente 1687, cusndo lseanc Newton esteble-
cié por primers vez tres leyee bfsices que rigen el movimiento -
de una partfculs, publicé por primers vez estam leyes en un com-
pendio clézico titulade Principia Methematice Philosophiaee Notu-
ralis, Dichaes leyes se enuncisn de lp aiguiente manera:

3.1 Primers Ley de Newton o Ley de Inercla.

*Todo cuerpc conserve su estedo de repose o de movimiento _
rectilfnen uniforme, & menos que este obligado a camblar Bu cste
do comog cansecuencie de e bccidn de fuerzas gue oe le impongan,
siempre y cushdd ls fuerze resultente que actfis sobre &1 ses di-

ferente de cero®.
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Le resiatencia sl cambio de estado de movimiento @ de repo
ao, es une propiedad de la materis gue ae denomina "fnercig”, --
que no em otra cose que Jp diflcultsd que se presenta para cem--
biasr el estado de movimlento de un objeto.

Eata ley se conpce tembién come Ley de le Inercia.

3.2 Segunds Ley de Newton v Ley del Movimiento.

'Sy 1a fuerzs resultante que asctde sobre une part{culs e -
difurente de cers, ls partfculs edauirirh une aceleracién propor
cionsl a le magnitud de ls resultante y en direccibn de esta -~
fuerza resultante.

tste ley se pscribe de la siguiente maners:

f = ma
donde:

fu- £a In fuerza resultente gue ectla sotre la particuls.

m.~ £ 1a mpse de 18 particule.

#.~ £8 lo aceleracién ge la perticuls.

Eata relscién primeremente propueats por Newton, se llemd -
Segunde Ley de Newtan y se puede exnlicar de le siguiente forme:

“Farm comunicer a una maes *m* una sceleracibn “s%, ae re--
quiere de une fuerze *f* que esta dads por F « ma”.

3.3 Tercere Ley de Newton o ce la Accifin y la Resccidn.

A toda sceidn corresponde una reaccifin igual y bpuseta®; -
es decir gue las Boccliones mutusa O dos cuerpos son slempre lgua
les v en uirecclonea npuestss.

tata ley ae puede restsblecer en términos de dos objetos y_
de las fuerzes gue eferce uno en el otra. En esas términos pode
mos decir:

*cusndo unt gbjetp A ejerce une fuerzs dobre un (otro) cbje-
to 8, £1 objeto 8 ejercerd una fuerze contrariec achre el abjeto
R; ls»s dos fuerzas asn iguales en megnitunt y eentido pero de of-

recciones opuesten”,
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Par ejemplo, supongamos un bloque (objJeto A) que este colo-
cedu sobre el suelo (objeto B), el blogue tlene un peso "P" ejer
cido sobre el suelo (accifn), el suelo ejercerd une fuerza P’ de
la misma magnitud, pero hacla arribe sobre el blogue (reucclﬁn)_
logrando con esto un equilibrio entre el blogue y gl suvelo; sl -
tuvieramos un marco de referencia can P hacie sbajo positive y =
P’ hacle arriba como negotiva entances tendr{amos que P’c -P, --
con lo cual se cumplir{a ls Tercera Ley de Newtaon,

donde: -P = P’
P

Je

3.4 Ley de ls Grevitacién universel.

Con frecuencia la mase se confunde con un concepto totalmen
te diferente; que €8 el concepto de peso, obvismente, loe dos --
conceptos estan relecionsdoe, pero no significan lo mismo.

El eignificado hbsico de peac se esclarecié gracias al des-
tubrimiento de Newton de que cads objeto ejerce una fuerza de =
atraccifin sobre cade uyno de los atros objetos. Newton hizo este
descubrimiento durente sus intentos por entender el movimiento -
de los plenetes en sue orbites elrededor del sol, Este ley de -
la inarcias parecia ser violeds por el mgvimiento de los planetes
ya que éatos siguen trayectories circulsres en vez de rectil{---
nees. Newton puniu explicar tales movimientoa sl supun(a que El_
80l eJer:(a fuerza de atraccifn en cads unc de los planatas, co-
mo se mueatra en la figura,
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Planeta

Sot

La fuerza F stree sl planeta fuers de sy treyectoria recti-
1{nen, segln se muestra. Newton pudo demoetrar que el mavimiento
orbitel de los plenetes mlrededor del sol se debe a la fuerze F
de éate sobre el plenata, con F dads par:

Fatilt_ g
l"
donde "ms™ y "my" son la maae del sol y del planeta, resapecilivi-
mente, y "r" es la distencis entre sus centros, "G es una conn-
tante,

Pero sl el sol atree nl planets, oeglr la ley de occlén y -
reacci6n el planetm debe streer al sol. tata fuerze se mueBlra =
como F°, Dedo que las fuerzas de accifn y resccifn son iguales -
y opuestes, F’ s =F ,

Newton establecio la ley de La Gruvitecién Unlversel como:

"Dos pertfculas con masas "m" y * me" y situsdas & une dis
tancia °r", se atreen une B 1B Otra con une fuerze cuya megnitud
es directemente proporcional el producto de sua mesea, ¢ inversg
mente wl cuadredo de la distancie que medie entre ellun®,

F o BT e W)
!
T

Que pars convertir en une igualded es neceseria introduclr_
una constsnte & ls cual denotaremos por 6, Que conoceremos £omo_
la conatente de atraccifin universal cuyo valar nmérico es:
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G = 6.675 x 30" Nem®/ kg®. Con 1o cual la ecuacién nos aue-
derf:

FaGePl oo (2)

T

un ceso pesrticular de gran importencia es la atraccifin de -
1le tierrs sobre une particule locelizadn sobre au superficie. La
fuerze "F" pjercide por la tierra sobre la psrticula es entonces
definida como el peso "W® de le perticuls (Few).

Si sdemfs introducimoa le conetantc *g" dada por:

g = —Eg— —sememeae 3)

R

donde:

G.~ 88 1a constanta de atraccién;

M.- es ls masa de lg tierres vy

R.- es el redio de la tierra.

.-sustituyenda la ecuscifn (3) en le ecuacibn (2) tendremos:
W= Mg weo-esucawa (L)

donde:

W.- es el peso de la particule;

m.- €8 1p mase de la part{cula y

g.- es la acelerscifn de la gravedsd.

£l velor de R en la férmule (3) depende de la alturs del --
punto cansideredo y de la latitud (debldo e que ls tierra no es_
totalmente esférice. E1 valor de "9", por conslguientg, varfa --
con la posicifn del punto considerado. 31 el punto considerado -
permenece sotre la superficle terrestre, es suficientemente exec
to, en la mayor{s de los celculos ce ingenierf{a, suponer el ve--
lor de "g* igual & 32.2 ft/a’ o 5.81 m/a®.

Ejemplos:

1.~ Calcular el mldulo de la ateleraclén de la gravedao terres--

tre al nivel del mar, conaiderendo que ¢l valor de le constonte_

de 1a gravitacifin universal es de 6.675 x 10'cm’g's?, el del ra-

dio terrestre de 6370 km y el de la mases de 1B tlerra de £.97L x
13

10 g.
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Solucién: Frimero obtenemos lns detos y la incognits nacon-
delos del enunciado del problema.

Dataa
- 6,675 x 10%cn’g' &
= 6370 km
- 5,976 x 10°7g
- 7

2

0o X D0

Une vex obtenldoe los detos y 1a incognits escribsmos la --
fbrruls que nos permite celculsr g .
g _GM
3

R
como vemos tenemos todoa loe dstos necesarios, solemente que el-
velor de R debemos convertirlo e cm (por facllided) punque pode-
naos convertir tambibn el velor de G e mg' a2 .
R = 6370 km , 10000Ccm . = 6370 x 10°cm
Tkm
sustituyendo valores en la férmula tendremoa:
9 _ (6.675 x 10° en’g" &% 35,970 x 10%7g)
(6370 x 10°cm)?
haciendo ocperaciones tendremos:
g = 982.7 omdg
emfga?

e)iminenda unidedes tendremos:

g = 982.7 cm

2
L]

que es el rrsultedo buscado.

2.- El peso de un estronauts en lu superficie terrestre es de --
100 kg-f., Calcule su peso suponiendo que se encuentre en lp —==
auperficle lunar y conslderendo que:

Maea de 1a luna = 7,38 x 1Dzzkg

G = 6.675 x 10 cm! g" s’

Redio luner = 1 736 km,
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Solucifn: Frimero abtenemos el velor de ls masa del astro--
naute con ayuda de su peso en la tierra, ye nue sebemos que:
g = 9.81 m/a’

W = mg despe jando a m tenemos
N sustituyendo valores:
g
t
ma 200X 45 493y kafS
9.81 m/a* m

shore obtenemos el velor e le graveded lunar
g = 16:675 x 10%n’g's")(7.38 x 10" kg)
(1736 km)*
como vemos las unidades no son homogéneas por lo que hay gue coft

vertir M a gremos y R 8 cent{metros
3
M= 7.38x 10°7kg. A9 . 7,38 x 107g
1 kg
0% em
1 km

R = 1736 km » = 1736 x 10%cm

ahora sf sustituimos
83l -2 )
_(6.675 x 10" cmg & )(7.38 x 10" g}
(1236 x 10°cm)
reslizendo cpereciones tenemos

g = 163,L588 5—:"-

a
conviertiendo 8 m/e® tenemos

g = 1.63u6 —=—
E'

shora Bustituimos en 1p férmula W = mg la muna y lg gravnuad y -
obtendremns el peso del astroneuta en la luna.

(10 .1937 kgf —-—)( 1.6346 ——)
m ]
W = 16.66 kgf

Y ese serd e) peso del estronsuta en la superficie lunar.



3.- Considerenda gue el raglo promedlo de le lune es de 1736 km,
que- sy masa vele 7,38 x 1[)?2 kg y que el velor de ls Constante -
de ls GravitaciGn Universal es de 6.675 x 1[1.B cm’u" a2 , caleu--
1nr 1a sceleracién con que ea atrafdo hacie al centro de ls lunu
un cuerpe yue se encuentrs B 1000 km de sltura sobre lo euperfi-

cle lunar.

Solucién: sSacemoe los detos del enunciedo del problemas
Dutos:
He = 1736 km
Mo = 74368510 Ky,
6= 6,675 x 10" cn' g &
g =7
H = 1000 km
Como podemos ver el cuerpo no este en la superficle luner,-
8ino que se encuentre a una distancis de 1000 km de =lla, por lo
cumsl 1n R que debemos user en la férmule eats deds por:
A=y + H« 1736 km + 1000 km = 2736 km
Que convirtiendolos & cm nos queda:
R w2736 x 10° cm
y convirtiendo le mase luner e gremos tendremos:
M o-7.38 x 07
sustituimos valores en le ecuscifin:
9 =0u
RI
y nos queda:
0 = (6,675 x 105 cmg 82 3¢7.38 x W g)
(2736 x 10°cm)’
heclendo cpereciones tendremos Gue:

Q@ = 65.81 cm lo gue resultarfe

2
]

Q = 0.658 m_
i

que es la aceleracifn con gue mer{n atrafde a la lune un cuerpa-
Gue me encontrara 8 une altura de 1000 km sobre la superficlie -~

lunar.



CAPITULD  ITI
* SISTEMAS DE UNIDADES *

111.1 Definicicnes de unidedes.

Cuendo el hombre tuvo necesidad de medir distancies, super~
ficies, pesns, capacidades, tlempn, etc., (es decir megnitudes)_
comenzo s usar patrones Que le permitisn medir dichas magnitu---
dea; entas centidades f{sices ee median comparandolas con un pa-
trfn conocido, & eate patrfn se le conocid como ®unidad*, que se
puede definir de le siguliente manera:

Unidad .- es una maghitud arbitrarle de uns dimenaién em---
pleads como sténdar pars propfsitos de medicién.

Los unidades se dividen en trea tipos:

- Unldades Fundamentales .- son las unidades gue son erbl--
traries y son lss que se toman como base, por lo que tombién ee_
les conoce camg unidades bhaices.

- Unidades Derivadaa .- 2on lea que se forman comblngndo --
les unidedes de bese o fundamentales entre 8f o comblnsndolas --
con las suplementarins.

~Unidadea Suplementeries .- son las que corresponden 8 msg-
nitudes de énguloe, el grado, el redien, el gredlente, etc.

-2y -
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1.1 Gistemee de Unidedee,~ Se define como wn conjunto de unide--
des fundssentalas o hase, los sistemss de unidedes que se usen --
*n ingsnizrie son:

- Sistems Métrico Decimal y { M.K.5. {Georgit

-~ Sistema Inplés {F.P.S. €92, Leegesimot

111,2 Sistemss de unidades Absolutom y Grevitacioneles:
MeMeSey CeReBe ¥ ¢} F.P.5, £l Sistema Internacional de Uni-
dadea.

Los sistemas de unidades Métrico Decimml e Inglés se pueden-
conslidersr como:

®) Sistema Absolutn.- Cuando Bus unidades bésicas son le ma-
om, la longitud y el tiempo, o ;

b) Sistema Gravitecional .~ Cuendo sus unidades bAaicss son-
ls fuerzm, 1s longitud y el tlempo,

En loa sistemas absclutos las unidedes derivsdas won les ds-
fuerze, de velocidad, de volumsn, stc., y sn loe gravitetorios lo
aon las de wess, de velocidad y de volumen antre otras,

£1 mistesn grevitecionel (temblen llemsda técnica) es el més
utilizedo en los problemss de ingenierfam, a pesar de que =l peso-
de un cuerpo represente unae fuerzs due verfs os un luger s otro -
de scuerdo con ls scelerscifn de le graveded. Por sl contrerio,-
la moea del cuerpo es slempre constente y por ests razén el sis--
tema sbsoluto hs sicdo elagido como el sistema cient{fico interna=-
cional.
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Siatame M.K.S. .~ 5us unidsdes bésicua son:

Metro
Kilogremo
Segundo

Toma su nombre da la primera letra de aua unidades bésices:

M (metro); B (kilogramo) y S (segundo) por 1o cusl tenemos M.K.5.

El simtema M.K.S. purs

aer:

- Absoluta.- S1 sus unidades bfsicas son:

- Grevitacional.- 51 sue

Hetra (m)
“ilogramg-mase (kQ)
Segunda (#)

unidades blslcas son:
Metro (=)
kilogremo~fuerza (kgf)
Segundo (=)

Slatemp C.Q.8. .~ Sus unidadea bésicas son:

cantf{metro
oramg
asgundo

Al 1guml que el sistema H.h.S5., el niatems c.Q.8. tORE MU ===

nombire de la primers letra de sus unidades fundsmentsles: ¢ (cen=-

t{metra); g (gramo) y = (megundo) con lo que tanemos c.Q.s.
E1 sistema C.Q.n. también puede eer:

-~ Absoluto.- Si sye unideder béalcas son:

- Gravitecional.- Cusndo

cant{metro (cm)
gramc-maza (Qr)

segundo

sus unidades besices mon:
centfmetro (cm)
gremo-Puerzs {grf)
segundo (e}
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Sistems F.P.5. .~ £} sisteme F.P.5. pertenece al sistema - oL
inglés y también abtiere su nombre de Bus unidades hbsices:
- Ple (Foot)

- Libra {Pound)
: - Segyndg (Second)
F (Foot), P(Pound) y S (Second) con lo que tenmemos F.P.S.
El aiatema F.P.5. puede ser:
- Fbsaluto.- Cusndo sus unidedes bésicues son:
- ple (Ft)
- libre-masa (1b)

segundo (8)

--Gravitecional.- 5S¢ sus unidedes aon:
pie (ft)
libra-fuerza. (10f)
segunda (s)

[

Podemps hacer un resumen de_unlqédes,f

,Euél,ﬁus quedar{a_
de le siguiente manera: ;

Absoluto

(meaa) .
Sistemas Ingiéa 5
de i :
lunidgaden

. : - Decimali-
Gravitaciona :
(fuerza)

Inglés - {r;‘k.é; :‘(rt.,"l_lbry} ey
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2.1 Slstems Internacional de Unidades {51).

Se dgefine como un conjunto coherente Gue se usa pars la me-
dicién or magnitudes fimicas, en el cusl lo urided pare cualqul-
er propledad esta directamente relacionedas con un n'maro pecuefo
de unidedes binrices 8 trovés de un coeficiente unitario.

, En conjunto el sistema internecional de unidedes (n1) cuen-
te con slete u: idedes bésicas, las cumles enlistaremos en le s!l-
guiente tabla.

Cantldet Nombre s5imbola
tongitud Metro m
Hase t4logremo kg
Tiempa Segundo ]
Temperature Grado kelvin ‘K
Corriente Eléctrica Ampere A
Nimero de Particulas Mol mol
Intensidec Luminoaa Cangele cd

UNIOADLS BRSICAS DEL 51

Todos lps magnitudes de los cartidades fisicas mensyrat.lea_
se pueden expressr en funcifn de estns slete unidades basicas --

del 41, las rue se definen de la slgulente manera:

Metro.- E1 metro es la longlitud igual & 1,670,763.73 longi-
tudes de onda en el vacio de la redlacifi correspondiente a ln -
transicibn entre los niveles 2pto y el 5d, del Stomo de kripton_
86.

Kilogremo-muga.- t8 la masa del prototipo del pletino iri--
dlado ganclonpado por la 111 Conferencls General de Pesas y Meqi-
dgas en 1901 y depositsdo en el pebellén ge wretevil, de éures.




ol

Sequndo.--Se. define como el tiempo gque empleoan. en efectuar-
se 9,192,631,770 vlpraciohea exgctamente’ del ‘Stomo de cesio. Tam
bién se define ‘coma’ la 1/686,400 perte uel dfe soler medio.

GradD'hElan.- is el grado de 1a escala termodinAmice de --
les temperatures absolutes, en el cual le temperatura del punto_
triple del agua es 273.1%6 grados, 5e puede empleer la escala Cel
cius, cuyo Qrado.es igual al gredo Kelvin y su punto cero corres
ponde 8 273.16 grados de 1s escale termodinfmice HKelvin,

) kmpere.- £s la intensidad de corriente eléctrice conatente_
que, -mantenida en dos conductores parelelos, rectll!neua} derlnﬂ
gitud Infinita, de seccifn circular desprecisble, y colocados en
en el-vacio m una distancis de un metro uno de aotro, -produce en-
tre estoe dos canductores uns fuerze lgual @ 2. x 107 newton por_
metro.de. longi tud.

Mol.- Se llams mol de una Bustancia & un nimern de gremos -
igual 8 la mesa molecular de elle. &8 lp maeas de 6,022 x 10° .-
moleculas del elemento.

Candela.- Es le intensided luminoasa en une direccidn deter-
minade de una aberturs perpenditular & esta direccién, nue tengs
una superficie de 1/60 centimetros cuadroados y radie como un ra-
diedor integral (cuerpo negro) e la temperatura de solidifica---
cibn del platinoc.

Ltes uridades suplementarise del sisteme !nterngcllwal de -- -

uhideaes son:

Radiarte 0 radien --eeemccomememecann ——— t“&
tstereorradiante o estereoradifin —--—cnawot [:3
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Algunes unidadus derivedms del Sistema Internacional se

indican en le siguiente tabla:

Megnitud Nombre Unidad bhsica
Superficils netro cuadredo w'
Volumen aeiro cubhlico n’
Osnaidnd kllogramo por

metro cublco ~ka/-’.___
Velocided metro por ssgundo m/a
Velocided anguler rhdian por segundo rad/e
Acelerecibn aetro por aegundo
cusdrado n/s
Acalezeclén anguler radian por segQundo
cuadrado rad/s"
Fuaris Kawton (N) kg-m/a
Presifin Nswton por matro N/ut
cusdrado
Trabajo, energle Julia (J) Nem
Hotencim watt (w) s
Cantided de Coulomh (L) Asn
Electricided
Diferencim de
Potencial | voltlo (V) w/A
Intencidad de campo
eléctrico | Voltio por wetro v/m
Resistencis
nléctrice | Ohm (1) /R -
Cspacided eléctrice | Faradio (F) A-msv
Inductancis Henrio (H) Ves/A
Fuerza Magnetamotriz| Amperio (A)
Flujo lumingesn Lusen (Lm) edssr
Iluminancia Lux (1x) 1m/m*

UNIDADES

DERIVADAS (S.1.)
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Actumlmente decimos que las uniondes: del Sl,fﬁrmunr
me sbealuto de unidedes, ya uue podemos usarlas en~bunlhu§er,iua<‘,
ger de la tiertra 0 en cuzlqulier olro plarets, y slempre tendrﬁq;

el mismo significado.

Dentro de} mundo clent{fico se mane j8 el sistema métf{cb[
el cuel tiende a volverse universal. ’

Une venteje del sistems métrico es el uso de prefijos sima-
ples pars denotsr los multiplos de lps unidades bhsices.

Par ejemplo, el prefljo kilo significe 10C0 como sucede én_r
1a pelabra kilémetro (1000 m); el kilogramo, (1000 gramos); el -
kilowstt, (1000 watts), o cuelouiera otra. En forma perecida, -
el prefijo centy significe siempre 1/100, mientres que el prefi-
Jo mill denotm siempre 1/1000.

Dado que nimeros muy grendes o muy peguefos AN Comunes en_
la clencip, con frecuencie se escribirén nimeros en notecién  --
cient{fica. En esta notacifin se utilizan potenclas de 0 pars -
simplificar la escritura y el chlculo.

£n ests notacibn se recurre sl hecho de que el simbolisme -
3.1 x> 1G' significa que hay que multiplicar 3.4 por 10 cinco ve-
ces es decir 3.1 = 10° significa 310,000.

Ejemplos:
0.0563 » 10° aignifica 563
L1.7 x 10° significa 4370 000

5.24 x 10° significa -5 240

“Tambifn en este forma se pueden esErfbiT ndmeros muy- peque-
foa, ai tomamos rn cuentae que 6.15 i~1d'—es‘ln mismo que dividir
" B.15-entre 10 dos veces, es decir 6.1%9°x 1U',slgn1flca 0.0615.

Ejemplue: . B - -
s.2n x 40°. 0 isignifica . 0.00000SZ0
5.60 x 0% .. elgnifice " - '0.000056

373 x-1g® 0.00000373




Fretije.

Velor " Notscléa
. tera -'1.00G 0L 000 Oob 107
“ptgn L4 006 coB o000 16’
“wege 1.000 000 n"
kit 1 aog Tag
hecto 100 90"
. geca 10 e
L 1.0 a0
decs ¢ 8.1 Tant
centi c 0.01
nily " 0.061-
micro A 0.000001
nang A 0.06000090 1
pico P 0.GG0000DA00G 1 0.7
femta r £.000000000000001 10
sta . " - - jp'f’

o ‘PREFIJD‘SV ¥ NOTACION CIENTIFICA
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I11.3 Cantidedes Escalsres y Vectoriales en la Mecénica:
Lengitud, Masa, Tiempo y Fuerza.

Antes de definir les cantidedes bheices en le mecénice:
longitud, mass, tiempo y fuerza; definiremos lo que son cantida-
den encaleres y cantidedes vectorisles,

Centidades Eacelares.~ Son les que gueden determinodas solp
mente por un coeficiente numérico y aimbolo de comparecibn como-
son 1ss Arees, volumenes, langituces, por ejemplo: im®, 2n’, km
etc. Se consideran como cantidedes macalures ls longitud, la ==

masa, y el tiempo.

Cantidaden Vectorislea,- Son equellas en lss que adembs de-
tensr una magnitud y un sfmbolo, tlenen une direccifn y un sen--
tido, Se considera a ls velocided como una centidad vectorisl,

Loa conceptos blaicoe de ls mechnice no pueden ser vetrdede-
ramente dafinidos ellos deben ser aceptsdos sobre lam hases de =
nuestra intuicifin y experiencle, y utilizados como un marco de -
referencis mentsl pore 1 satudio de le mecénica.

Longitud.~ EB el concepto pera definir cuantitstivemente, -
el temoNo de un objeto, comparandulo con otrea dimenalones cono-
cides. El concepto de longitud estf asociado tamblén con la np
ci6n del luger donde acurre un evento.

Le posicifn de un punto, por ejemplo, P ae puede definlr -
por medio de trea longitudes (lx, 1y, 1z) medides deeds cierto -
punta de referencia. Tal como el origen 0, segin tres direccio-

nes nutuamente perpendiculsres.
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Pltx.ly, 12}

PLSICIUN DEL PUNTL *P* DEFINIDA PUR: TRES LONGITUDES

Les lonpgitud se especifica medlante comparacifin con un pa---
trén determinado, contando tanto el nimeroc de veces enteras que_
de este le correspondsn, como el de fracciones del mismo que in-
tervengen en ells.

te unidad intermacinnel de longitud (5I) es el metro pa----
trén,

Les unidadea de longitud en los sistemas sbsolutos y gravi-
tacioneles son:

M.K.53. hhaoluto ---cemm --- metro (m)

€.geB. Absoluto —eececmcae cant{metro (cm} que se define -

como le 4/100 porte del metro.



o

F.B.S. % Absgluto

Ciiaicac pie (fi) que se define co-
mo. ATt = 0:30L8° TR e

H.k.S.. 0 Gravitacionel = metro’(m)

é.g.a.i fGrav;ta:idﬁalf—;é-4-- cent{metro (cm)

[ H Grevitaclonel (=—----- pie (ft)

Mese,- E8 la prupiedéd de la moteria definida por loa resul
todos de ciertos experimentos mecénlcos fyndamentales; se usae Pa
ra determiner y comperer cuerpce. Por ejemplo, dos cuerpos ge -
{gual moee eerén atrafdos por ls tlerre de lg misma manera y --
ofreceran tamblén la misme resistencis al combio en el movimlien-
to de trenslacifn. Tombién se le conaicere o la masa como la me
dida de inercia de un objeto, ya que un ohjeto €ON una musa My
grande presents meyor dificulted a ser desplezado, que un objeto
que tenge una mase muy pequefia.

L menudo se confunde masa con peso, pordue rl peso de un ob
Jetn ea proporcianal & Bu masa.

Las unidades fundamentoles de mase en los aistemas sbsolu--

tos son:
M.r.S. . AbsolutD we--mooo- - kiloyramo-masa (kg)
TiQ.8, ADBOIULD wemcammmn= gramg-masn {gr), el cunl se_

define come-1s.1/1000 perte del kilogremo-mees.
FL.P.S, . AbBOLULD —-eecniean libre-masn (1b), rue equiva-
lea }n = (.4535 kg,

Tiempo.- Ea el concepte que determine la secuenclu de lo9_
ejemplos, e8 decir, establece la nocién de cuando ocurien, ya ==
que para definir un acontecimientn, no es suficlente indicar su_
posici6n en el espacio, dehe conocerse tembifn el tiemps en que_
trenacurren,
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La unidad Snternacional pars medir el ttémpo (51) es el ge-
gundo. £l hlnutu, le hore y el dle se definen de la farms usual
en funcifn del segundo,

: 1 d{s = 86 LOD segundos.
1 hore = 3 600 segundos.
1 minuto = 6D segundos,

te unldad de tiempo, tanta en los sistemas sbsolutos comp -

en los gravitacionales es el segundo.

Fuerzs.- E£w» la ecclén de un cuerpo sobre otro y que afecte
el eastsdo oe movimiecto o de reposo del cuerrpd sobre el cual ac=-
tha, este puede ser ejercive por contacto directo (comu un empu-
Je o jalén) o a distancis (como en el casa de les fuerzas greavi-
taciongles y magnetices).

Las fuerzas pueden ser:

Internas,- Son lee gue tleren lugar sobre las mlgmes partd-
culas oue compomen a un cuerpo, estas estan sometides entre’dal a
uns serie de fuerzes isternns provocedes por le otraccidn molecy
lar,

Externas.- Son les rue sctisn sobre un cuerpo o aistema de_
cuerpos y graducen alterecifn en sus estades de reposp O MOvi~«-
mignta,

Una fuerza se carscterlze por:

a) Su punto de aplicacifin,

b) dw magnitud,

c) Su direccibn y

[+

La fuerzs es una centidad vectorial nue ademfs cuente con -

<

-

Su sentido.

un gunto te aplicactén,
Las fuerzas se clasifican en:
Fuerzes Coplanares.- Son les fuerzes que sctlan en un solo_

planro, tstas Fuerzass pueden ser:
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,‘a) Cpncurreniea‘Q Son ahhelléu,nue Lﬁenen.un punto coménde

‘eoncurso. : L . o
) Paralelas.-’ton equeliss:en gue todos: los puntos de la -

1{nea de- accifn qafcada'uhs de’ las. fuerzes permanecen equidistan .
tes. e Y g B 5 SRR
‘c) Genersles.- Snn‘aquellaé que no’ tienen rgla:lﬁn‘engfe =
o . U o S e .

Fuerzas No. Coplanares.- Saon las.fuerzia‘

pacio.. Pueden ser; : L
‘ a) Concurrentes

/b) Perelelas:
Trg) ngeraies

Fuerzas Colinealesi- Son-aguellasinu niuna misma 1§~ -

nea de- accibn.::

3.1 Sum Unidades Fundamentalea &0 lna Slotemas Gravitacionalea.

=M.K.5, Graviteclonal ------wew kilogramo-fuerze (kgf)_
definido como el peso de un kilogramo-msee en un punto donde la_
sceleracién de la grevedsd tiene un valor de 9.B81 m/a®
1kgf = (1 kg){9.81 m/s?) = 9.81 kg m/a’
1 kgf = 9,81 Neyton
~C.G.8, Graviteclongl --s-ceee- gramo-fuerza (grf) gue_
ae gefine como la 1/10B parte de un kilogramo=-fuerze.
1 grf = 0,0000981 kgl = 9,81 x 10° Newton
1 grf = 9,81 dinss
~F.P.S, Gravitecionsl ~===w-ee- libra-fuerza (1bf) gue_
se define comn le fuerze con que la tierra atree v une masa ( de
une libre-mese) en un lugar donde la mceleracifn de 1as grivediu;-””
tlene un valor ge 32,17 Ft/e’
1 Ibf = 32.47% poundal
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Las unidades de fuerze dentro de los mletemas sbsclutos son
unidedee derivades, lms cumles se puecen obtener por medio de le
relecifin dade por la Segunda tey de Newton:

F =m@ - (1)
Sietemn M.h.5. Abesoluto
m = kg

a = a/d

sustituyendo en le formule (1) tenemos:

F w (ko) (9/8") = kg'm/e’
las unideden de fuerze an &) M.K.5 sbscluto son:

F = ku-n/n! que no @s otra coss que el Newton (N), es decir
la unided deriveda de fuerZe en sl sistema M.K.5. Absoluto es el
Newton (N) (que se define como le fuerla epliceds sobre 1 kg le-
produce una eceleracién de 1 m/at

Sintems C.Qg.8, Abaoluto:

m = gr

s = ca/at
sustituyendo las unidades en la férmuls tenemoss

F o= (gr) (cm/e')

F = grecm/s® < dina

Entoncea 1a unided derlvade de fuerza en el:
sistemp Ce.g.8. Abmoluto ws 1a dine que ee la fuerze gue splicade
sobre un gr le imparte une aceleracibn de 4 cn/a".

Sisteme F.P.5. Abscluto:

m = lb

A= ft/at
sustituyendos unidedes en 1s férmuls (1) tenemos

F o« (1b) (re/s%)

F = 1b-ft/s" = Poundal

Por 1p tanto ls unided deriveds de fuerze en el sistems ---
FeP.S5. Absoluto es el Paundsl (P}, que ee le fuerzs que splicada
sobre 1 1b le da une scelerscibn de 1 ft/a’.
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Oc la misma menera que lams unidedes de fuerzam en los siste-
mes sbesolutos son derivadas, las unldsdes de masa.en log aléte--
mas gravitacionales tembién son derivedas y se oLtienen tamn(én_
con la relacién dade por le Segunda Ley de Newton, solo que aha= "
ra despejandc & 18 mesa: ‘

m = F/8 creeee 2)

Sistema M.x.S, Gravitacional:
F = kgf
a = m/s®
sustituyends les unidedes en la fﬁrmula (2) t nemna
m = (kgf)/(m/s"}
m = kgf sf/m

que es la unidad derivada de masa en el. sistemu M.l H 5. Gravita-—
“ctonal,

Sistema c.g.0. Gravitacional:
F = orf
8 = cm/et?
Aplicando la 3egunda Ley de Newton
fF = grf
8 = cm/a’
sustituyendo en la férmule (2)
m = (grf)/(cm/af)
m = grf a¥/cm
con lo que tenemos que gqrf a'/cm es la unided deriveda de masa -
en el slstema €.g.8. Gravitacional, .

Sistema F.P.5. Grevitecionel:
F = 1bf
B = ft/s®
de la misma menera
m = (16F)/(ft/a")
m = 1of a?/ ft = slug
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.'Con 1o que .18 unided derlvada de mase en el sistema F.P.S.
Gravitacional es el slug.

,Sistema Longitud Mapse Tiempo Fuerzn
H.K.Sy metro kilogramo-mesa segundo Newuton*
Absoluto (m) (xg) (8) (N)
M.K.5, metro xgf 8 /m * segunda (314
Grevitecional (m) (8)

c.g.8. cent{metro] gremo-mass segundo dina*
Absoluto {cm) {gr) (s)

C.Q.B. cent{metro; grf s / m * sequndo grf
Gravitacional {cm) (a)

F.P.5, ple libra-masa aegundo poundal
Absoluto (re) [1:)] (a8} (pdl)
F.P.5. pie slug® segundo 1ur
Grevitacional | (ft) (o)

*Spn unidedes uerivedes.

TABLA DE SISTEMAL Dt WUNIDROES.
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111,4 Cantidedes Dimensionmles.

Cualouler observacién directa de le natursleze, ordinerim--
mente se puede relscioner con ls magnitud de la centidad fiulcu_
medidal cuendo dicha megnitud depende de le unided de medids ele
gfda, 8se dice que le cantidsd tiene dimensiones. Las dimensiones
al iguel aque lss unjdadee pueden ser fundsmenteles 0 derivadas.

Laa dimensaiaones fundementsles son squellas gue estan en co-
rrespondencis con les unidsdes fundamenteles, es decir, Que re=--
preaentan 1B dimensién de la unidad fundsmental,

Laa dimenslones derivadee se definen pertiendo de la meneras
en nue le medide de les centidedes de ess magnitud dependen de -
1s medida df lee centidades de las mognitudes fundementales. Ea_
decir, son une combinacifn de les dimensiones fundementeles y lo
gicamente son les que representsn lps dimensiones de 188 unide--
dea derivedss.

Les megnitudes fisices se cuantificen en términoe de lea -~
unigades derivades.

Lea magnitudee fisicas se cuesntificen en términpe de las di
mensianes fundamenteles, y para ello, se utilizen dos slatemas -
de unidades de medide: el Abmoluto y el Grevitaclonel.

En e)] sistema Abenluto les dimensiones fundsmenteles son:

Cantidad Si{mbalo
Hpaa ]
Longitud [L]
Tiempo [T]

Los corchetes ge utllizan pere ingicar dimensiones.

€n e) sistema Crevitecional las dimensiones fundamenteles -

son:
Centidad s{mbolo

Fuerza [f’ ]

Longi tud {11

Tiempo [I 1
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Como ye sasbemos les unidades fundamentales del Sistema In--
ternacional (5I) son las mismas del Sistema Absoluto en cuanto a
Meas, Longitud y Tiempn, por lo que lss dimensionea fundamenta--
lea del S] son tsmbién [-MJ, [L] y U]. tes demfs centidedes que
se miden dentro de estos sistemss son combineciones de estas of
mensiones fundamentales., Por ejemplo, la velocidad se mide en -
metras por segundo, es decir, la velocldad tiene dimensiones de_
longitud divididas entre dimensiones de tiempo, esto Be pugde_gg_
cribir de le siguiente mengra: ' ’
dimensifin de longitud
dimenslfn de tiempo

Dimenajones de velocidad =

y heciendo uso de si{mbalos tendremos:
(velocided] = -ifg_ =)
T
como podemos ver les dimenalonea ge ls velocidad son dimenslones

derivedas.

Ejemplo 1.- Ubtenga las dimensajgnes derivades de Fuerze y -
Mase en loa sistemas Absoluto y Graviteciovnal respectivamente.

Solucidn:

Fara obtener lss dimensiones derivadas de fuerza debemos de
tomar las dimensiones fundamentales el elstema Abaoluto y apli-
cerlas en la Segunda Ley de Newton dade por:

f = ma
donde les dimensiones son:
() < M) v
[o) = [L77)
entonces suatituyendo en la fOrmuls tendremos:
07 - 0 ()
(- (7™
con lo cunl obtenemos les dimensionee derivadas de Fuerze en el

Siatems Absoluto.
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Pars obtener les dimenslones derivedss de Masa en el siste-
ma Gravitaciorsl procedemos de igual forma, solc cue shora tomen
do las dimensiones fundamenteles del Sistems Gravitacionsl y des
pejando e la mase de le frmule de la Segunda Ley de Newton,

m = Fla
laa dimenaiones son:
F1=0F] v
(e] = [L77)
suatituyendo en lp férmule tenemos:
my= [F17 0y esto nos uueda o :
(m] = [Fc' T E A

que &on dimensaiones derlvadas de masa en el S!atema Gravita:!o--_r :

nal.

Como podemos ver las dimensiones de cualqu!er :antldnd ﬂ ae
pueden expressr como:
(0= W'’ o
[l= [FUr)

dependlenuo de nue se usen como caentidades bhsicas HLT ] FLT.

Elemplo 2,- Indigue las gimensiones ge los sigulentes con-w-
ceptos fisicos considerando los Siatemas fAbsolutes y los Siate--
mas Gravitecionmeles.

o) Acelerscién Lineal

b) Trebasjo c Energfe

c) Potencie

d) Momento de une fuerza

e) Cantided de Mavimiento (Impulso)

f) Masa Especi{fice

g} Peso Especifico

h) Presién

1) viscosidag Cinemftice

§) Viscoslided Dindmica
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Salucifn:

s) Aceleracién linesl.

Como sabemca }os unidades de la aceleraclsn lineal zon me -
tros entre segundas al gundrado, por lo que les dimensiones en al
slatema shaoluto son:

{a)e {H0L1")
y en ul ajlatews Gravitacional

[a]=[F7L1Y)

b) Tratajo o Energia
tas unidades dge Trebejo o Energfa son Julios o doule que es-
tan dados por Newton x wetro, por lo que Bus dimenalones en &l --
alntema Gravitacionsl son:
[trabajo} = [FLT°]
y en el sistems Abeoluta:
asbamos que las dimensiones da Fuurxs an el sistema Rbapluto
mon: [F] e [MT?}, entonces sustituimos [F] en las dimenaiones
de trabajo y tanemps:
{¥rabaje] = 1" LT°},
aimpliflcando nos queds
[trabaje] = [#f 1)
que son lsa dimensiones de trabajo en =1 siatems shmsoluta

¢} Patencia.
Sus unidadea mon Watts o Joule/aegundo, por 10 Quae sus disken
slonen an awl siatemns Graviteclional son:
[Potencie] = [FLT"]
y en al slstema Absoluto
[Fotlnciu] = [HU fj

d} Momento de una fuerza.
Sua unidades eon kilogremo-fuerze x metro, por lo que sus ==
dimenaiones son:
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Sistems Gravitecionsl

[¥omenta] « [Ftl’o] v en el
Sistems Absoluto

[ Momento] = [nC* Y"]

e) Cantided de¢ Hovimiento (Impulso)
Sus unidedes son kilogremo-mese x metro/segundo, por lo que
sus dimensionezs eon:
sistems Absoluto
[18pulec] « [MLT7] vy sn el
Sistema Grevitecionsl
[1mpuien] = [FL°T)

f) Masa especifica.
Sus unidsdea son Kilogresmo-mesas / metroc cdblcen
Slutems Absocluto
[Homa Eepecifica] « [HC* T°]
S5istemn Gravitaclional
[Masa E-pun(ﬂca] - [FE‘ 1’1

g) Pero Especifico.
Sus unidades aon kilogremo-fuerza / mstro cdbico
S{stams Gravitsciocnel
{Pesc Esprcffica) = [FL* T°]
S{stema Absoluto.
[Pasc tepecifico]) » (M 177]

n) Prewibn,
Sus unidedes son Newton / metro cuadrado
Sisteme Gravitacional
[Prl-iﬁn] - [ fetoT n]
Slstema Abmsoluto
[Preatén] « [ Ml T"J
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"1):Viacosided cinembtica
: Sua’ unidades son metro cuadreado/segundo
Siatems Graviteciaonal
[Viscosided cinemStice) = oLt
Sistema Absoluto
(Viscostdaa cinemBtice) & Wt

3) Viecasidad dinémica 5
: Sue unidedes son kilogramo-fuerze x aeéy do Mef
Sistema Gravitacional G
{viscosided dinfmice). = [F‘Ll
Sistema Absoluto P
(viacosided dindmica) = ! 7'
Note: les unidedes que se dan de las magnltﬁhéh eatén en base at
Ststems Internacional.

L,1 Ecusciones Dimensionales,

Son les relacicnes simbflicas cue carecterlzan la humngénei
ded de les fbrmulas. Expresen lp vincularifn de uhe megnitud de-
ds con las megnitudes fundementales (en base a sus dimensiones)_
y permiten peser de un aistems de megnitudes fundementeles a o--
tro.

Una férmule entre magnitudes ffalces es dimensianelmente hg
mogénea, cuendo ambos miembros expresan cantidedes iguales de ls
mieme magnitud, y por tanto de 1guales cimensiores,

Con frecuenclia, el examen de las dimensignes de une eguacl-
én (snélisio dimeneionel), puede suminimtrer informacifn Gtil, -
ya que es{ nos podremas der cuents si le ecuacifn dimenaional es
homogénes o no.
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Por ejemplo, en la ecuscidn: aceleracidn = velacided/tiempo

lga dimennicnes deben ser teles gue:

-2

]
ssbempa que: k N T
LY R a0 I (7 S (S 5 I ) B |
=1 sustitulmos les gimensianes en’ 1s‘ecuacién de scelerscifn ten
dremaa; : i

2 LT"]
6r- &5

"'y vealizendo les opersclenes tendremas:
3. o)
con 1o aue e} anhliele oe le ecusclfn de dimensiones nos demuss-
tre gue la ecuscibn es dimensionalmente homogénes.
ahora al suponemos aue 1a ecuscidn corrects fuere:
velocideg = scelerscifn/tiempa
Entonces el andlisie dimenslonsl nos dirfe:

. Lt

LT
[R8)
por 1o gue tendr{emos:
W'y o)
1o gue results ser incorrecto. E1 snflisis de ls ecuacién dimen-
atonsl nae ingicerfa nue la ecuaclén de la que se partid ers in-
correcta.
Lan ecuaclones dimensionales nos germiten también obtener -
las dimenniopes de algunos de sus miembras en base a les dimen--
piones de los demfs miembros.

Ejempla:
3.- Lo ecuacién de esfuerzoa, pars cterga excéntriza en une colum
na corta eats dade por .
.- P _ Pex
) 1
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Este ecuncifn es dimensionulmente rorrecta cusndo P oes une_
fuerze, A una frea y tanto e como x se miden en unidades de lan-
ultud. iCubles son las dimensiones del esfuerzo v y el momento_
de inercia del érea 1?7

Solucifn:
\Usando las dimensianes fundementales del Sistems Absoluto,-

M,L,T  tendremos que las dimenslones de las varlables son;
) [F] « [Murt)
TH] < [Wt 1% = 1]
] =[] =[]
BRI GORU RS
'si obtenemns los dimensicnes del término H/R tendremos:’
: 81 _ [ard | [Me* 7]
(Al L]

como este térmlnn, se sumo con el término Pex/I entonces deten_

;tener Ias mismas dimensiones, por lo gue podemas igualarlo :un -
‘1les dimensionea [MC' T *] y despejar a (1] para aaf conocer sus al
: menainngg. :
N " P M S RN
e N
realizamus nparuclunes y hos guede:

RCA
™ .
e 1) [l] i

EML ]
]

y.dé;ﬁejanuula 1]

[1] «

‘entonces:

[ - W)

‘Como les unidades de ios dos térmings son [ML l'] entnnces

las dimensinnes de [ @] son:

(al- [ 7]
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Fayra obtener les dimensiones en el slstema Gravitecionsl <}
demos seguir-el mismp procedimiento, sclo que shore con ﬂlmenqla
neg Funnnmpntulen UE ente, 0 solamente-sustituir. les ulmvnslunuJ
dprlvudus de masa en el siatems hruvltaclonnl que song

() = [FO 7] o ,
coma en [I] [ ]’ no-sparecen dimensiongs de moga, entonces es-
‘te Llrn? lau mismos ‘dimensinnes.en el Siatema, Eravltaclunel. \ﬁﬁ.‘,
us( pn laa nlmenuionvq del Esfuerzu, que ui. uparec Yam

, [o] - [reTic r"]
fuedas [0] = [FC‘I"]
foneg. del rsfunrzu

1

g e oy
Vi-vf e |

Ln donde -m es la ndsu, v lp velocidad de una parl(tulu y o

1n velncldad de la luz. 51 esta expresidn es dimensicnalmente -
correcta, determineg les dimensiones de L & partir dc tal pcuaci-
S L P = g R

Solucibn:
Dimensiones de los varlaebles en el Sistems hnsnlutn ' hruvi
tacional.
=[n]=[r %]
(el =[]
[v) =[]
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en el términe (V] - ' por 1o que el término
@ L]

1 -1 rs pdimensional (sin dimensiones),
Vas(rizeh) v

Entonces:
[e]= [mc?]

sustituyendo les dimenniones de cuus siatema tenemon

Sistewa Absoluto P JO

(ed= [0 7"] o [t 1]
Siatema Gravitaclons}

[el-[rct T2I0L%) =(FL)
Por lo tantc les dimensiones pedidas son:

[elem®r?]aFLr]

u4+2 Transformuciones de Expresiones.

Con frecuencis es necemerio hacer tranaformsciones de les -
unidades de uns magnitud en un slatema determinado, 8 las unide-
des de otro. ©€eto se puede hscer utilizando Tactores de convere
ailén que relscionan lps diferentes unidades de la nioma cleee, -
para lo cual es necessric cerclorarse de lss unidudes gue inter-
vienen en le modificacifin de le magnitud fiaica.

Pare hacer le transformecién de unidgdes se utilizen facto-
res de conversifn, #for ejemplo, ssbemos que:

1 Newton = 0.1020 kg-f o 1 kg~ = 9.81 Newton,.
pars hacer uso de setas equivalenclaa, se divide ceda miembro de
la ecescifén entre 1 Newton (o 1 kg)} pera obtener

1 _ D.1020 ¥%g-f a 1_ 5.81 8

1N 1 kg-?

A estaa centidades se les llsma fectorea de conversién. Co
mo pudemos observar el fector de conversibn es igusl e la unided.
Cuundo se multiplice o se divide cualqulier centided por dicho —
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fa:tor unltarin, la cantidad permanece sln camhi "'sol‘iiﬁer{té'ld'a:

~unmaues de 1a cantidad camhlan._

»uluclén. .
Se ;uene qu'e:

"eatu es clertu porque e fa.c?.ur du multlplicac!ﬁn 0. 1020 kgf en
. munl a: la unldadf pern 1a unlden Neut n’ se’ puede cuncelar para

50°N= (50/0 (&MF“E'—w.« kgf

- coma pouemﬁs"' obasivar la unidag, Que queremos :srﬁbinr o transfor

'mnr, {en este cesc el Newton) debe estar wn' el denuminadnr del -

factor de converaifn pera gue al hacer 1a mulupll:a:ién a8 pue-

" .den.canceler, y solarente nos wuede - la unidad B8 lu que estemos.-
trensformando. - En el ejemplo tendrfamos que las un‘\'dades san;

AL x kgf = kgf
N

Algunas de les equivalenciss mls usadas eon le Mechnice.sans

tongitud:

wkilometro (km} = 1000 m = 0,621 my = 3280.84 ft ..~
metro (m) = 100 cm = 1000 mm = 39,27 in = 3.7808 ft- 7
centfmetro (em) = 0.3937 in v
pulgada (in} = 2,54 cm = 25,4 mm

ple (fty = 12 o = 30,48 cm = 0.00018 mi D
mille (mi) = 1000 in = 1.60% km = 1609.m = 5260 ft

EY

2 a2 s a2

.Superﬂ:ie:
1 metro cuadrado (m*) = 10,000 cm® = 10,76, ftlo= 155(] an?
1 kilometro cuadrado (km¥) = 1 x 10° .m? = 0. 3551 mi’
1 pulgeda cuadrads (In?) = 6,4516 cm?
1 ple cusdrade (ft?) = 1bbL in? = 929 cm’i= " 0.0929 m




B TH

\!ulumen- s
1 11tro (n = 1nou cm-
-1 metro- cubico (m
1 pie’ chibieo: (Ftd

F-AH 02 At e 0.03532 T

0.02832 '10* =

”898’ B
i tnnelada-maan (tn)

4 kilugrnmn—masa (kg)' = 2.2
=1 llbra-mana (1b) - !45} 3 g
1°81ug = 32, 474 : m = 1h 59 kg
1 onza (0z) = 28,35 gr = O, DZB;S kg

Fuer!n. & ir
1. Newton (N} ="10° dines = O 1020 kgf D.??",B(Ibf
1 libre-fuerza (1bf) = L,4LE N: = t\ hSJB kgf = 32,17 poundal
1 kilogramo=-fuerze (kgf) = 2.205 lbf =8, 81'N
1.dine = 16° N = 2,248 x 10° 1bf :-[7.233 » 40 poundel

Ejemplo: .
5.« La repidez de ung parth:ula es de 23.6- rt/s trensformele a:
a} -mi/h
b) km/h
c) m/s
so0lucifin: .
o) Como sabemas 1ft = 0.00019 my  y
R e 1hT 3600 8
entonces: : .
23.6 ft . 23.6 Q_X 0.0C015 mi x 360C 8
a L] 1 ft 1h



por lo-que::

‘por ‘1o tanto: C

RS WA IR
a L]

é.- Lﬁ‘energ(e cinética de una partfcule en un instante dado es_
de 32420 ft+lbf, .
¢ Cubl es su valor en kgfem.?

Solucibn:
Sabemos gue: 1.ft = 0.3048 m y
S 110 = 0.L536 kof,

entances: .
0.3068 m - 0.4536 kof
TR T e er

32420 Tt 0f
por -lo que:- -

3L 4482 kgfem




‘702 pfgé:ﬁ
28 1bf/in’,
N/m®;

rmarie s_’kgvf/ cm? sa‘hemuré’*qu
IbFi= 0,536 kgf © vy
= 6.4516 em®

- . 2
1bf X 0.L53E6 kgf N 11in

8807, 28 :
; : nf 1 1bf 6.L516 em*

An
ue:tenemns que:

28 180, 4 97 Kl

- = it em?

““Ppra’transformar & N/m’ sabemos nue:
11b6f = L.LLB N y
1mf = 1550 int

entances:

.
28 inf - 28 pL-1 . L.ul8 N x 1650 1n
1n* tnf 1 1bf 1 m?
con lo que tendremps oue;
28 2L . yoyous I
inf m

A.~ La aguja de un fonSgrafo se pone en contscto con la superfi-
cle de un disco sobre un Ares circular, cuyo radio es de 0.2 mm;
celcule 1a presién en 1bf/in? ~»jercida sobre el disco por el bry
za del fonfgrafo, si el peso que transmite 8 lp sgujs dicha bra-
zo es de b onzes.
s0lucibn:

Datos:

r = 0.2 mm

p = (7) 1bf/in"

w = b onzas
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como ‘sabemos

Aw Ao nove? in) =,q,00019u5,1n‘

’ 0,25 1bf — - 1280 &g f_
({0.0001946 in in®

4,3 ' Traduceién de Férmulas.
Supangamos que tenemos la sigulente expresién:
Wit
a8
que establece el momentu flexionente méximo medido en kgfom de_

M«

una viga simplemente apoyada sujetas a uma targe U dada en kgf/m
donge 1 es e} claro de ls viga mediue en metrog, nos ploen dar_
el momento flex!i:nante en lbf+1n tenfenda la carge en lof/ft 'y
e} claro en Ft.

§1 unalizemos las unideden Ocl sistema métrico tendremos:

kgem = (kgf/m)(m)°
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kpsm = kgfem entoncea tendremns que el factar /B
no tiene unidedes, por lo que es fdciible utilizer las unidagea
del aistems inglée.

Fan « (Ibrreey (re)
10 que nos gueder{n:

1bfein = (Ibf L}
para teneT el momento flexionante en 1bf+in podemas obterer el -
resultada en Ibf-ft y despubs trensformerloc a 1bf-in, lo que re-
sulter{a idgico si tememos gue obtener un solo resultado; pere---
ai noe plden 100, el estar convirtiendo Gage resulteda, resulta-
ré epevte de targedp, tedioso, pero pers evitar eato, podemas --
traducir ls flrmyla, de modo gue ueemoe lop datos en las unide--
des gue nos dsn y obterngsmas el resultedo en las unidades que --
nas piden, con lo cual soln herismos une transformecién.

La que har{smos de la eiguiente menerg;

comp el resultasa lo tensmos en lbf:ft, entonces hay oue conver-

tirlc & lbf«in, sabiendo que 71 ft = 12 ln.
izin

41t
que e» el factor de conversifn por el cusl hemos de multiplicar_

que se puede representer camg

is ecueclén pers obtener el resultado en 1uf-in, a1 lo metemos -
en 1p férmule tendremps:
] 2
Mo (12 l_n> WAL/EL) L) 3t cgnregn)
ft 8 2
1o que nos cueds:
3wt
2
gque es le fltmula esperads donde:

He

M .- Homenta flexipnante, en 1bF-in
W .~ Cergs, en ibf/rt o -
1 .- Claro de }a viga, en ft
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Coma hewus vlstn reaultn més fé:\l tra"uclr lu Férmula una

sola vr.'t Que el resultado

Sulu:yﬁn' Primero enalizemos- las unldanes e
ft/s 4 £t i .
por 1o gue el coeficiente 1.LBE 01~ tlene unldades, lss CuleE <

’sisteha-lnglés:

800 - -
ft/ s = c ft's despejandu c = 1.hn6
s :
C o=
8

entonces convittiendo los ples @ metros para poderle usar en el
sisteme MG, tendremos fue: )

v
weee B L qees It

1, Yy
x (0.30685% B
s

by s
roee 2 L on 22
8 8

por la tanto la férmule de Manning en pl sistema M serfa:
v laneg
n Ll

donde:

n,~ Coeficiente de rugosided sin dimensiones.

V.- Veglocidad media, en m/s

Rh.- Redio hidréulico en m,

5,- Pendiinte sin dimensiones.
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9.~ Para obtener le carge Gue puede supnrtér un’ muelle ﬁe!lcb}-
del -se utilizs la expresifn: o

P. = 0,198 -51 f
r :
donde :
f.- Carga en ibf
d.- Didmetro del olambre en in
f.- Esfuerzo medic permisible en 1f/int
r.- Redio medin del resorte en in oot o mmmm e
téaduzca 18 expresifn pere poder utilizer lss longltudes en cm,

los esfuerzos en kgf/em y ips fuerres en tonelades.

Solucién:  Analizamos les unidades inglesas:

s
Jof = A00 , 16f

in in*
lof = 1of

por lo aue el coeficiente £.196 np tiene unidedes, por 10 que -
podemos usar la férmula en el sistema méiricn sin mod)ficarle.
Ahors enslizamoe les unidedes del sistema métrico:

s
tnfzgm—xkf
cm cm®

tnf # kgf

por lo que hay aue comvertir los kilogremos o toneledas, sabe--
mog que 1 tnf = 1000 kgf entonces el factor de conversifn a -
eplicar en la férmule es:

1 tnf

1000 kgf
3 3
P o= 0,19 d” {cm”} f kgf x 4 tnf
r (cm cn® 4000 kgf

entonces:
dJ
P = 0.000196 — (tnf)
T
por lo tanto nueatra férmula treducida nos queda:
3
P« 0.000196 -
T
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donde:
P.= Earga, en tnr
d.- Diémetra del.alambre, en cm
f.--Esfuerzo permlslble, en kgr/cm

r.= Radio medio. gel resorle, &n°.cm:

e nte: de frlccién (auimenslunal
T Raplaez medla “en Ft/s
R Longl tud de’ 1o’ conduccién, en - ft
d.- DL&metro {nterno del tubo en 1n
g.- 37.7 fi/ot
Hoalle la forms de 1s ecueclén cuando H, 1, v, d y g se mi=

dan en: m,:m, m/a, em, m/s® respectivemente,

Soluciéin: Anelizamoa las unigades inglesas en !a Flrmulas
ry, _fiyst

ft o= .
in ft/g
2
re = L
in

por 1o que hay un Factor de conversifn de in a8 ft con unidades_
in/ft, gue hay uue convertir a cm/m pera obtener H en metrog --
conienm, venm/s, denmy g = 9.8 a/a"

como 1T1in = 2.5 cm y 1 Ffl = 03008 m

in 3 in x 2,54 cm 1ft . §.333 &0

Ft ft 1 in 0.30L8 m m

1



entonces multiplicando a 1

atitenideo. tendremas:”

“dor
donde; :
H.- Pérdids de cerga, en m

F.» Coeficlente e Triccifn (sdimensional)
1.~ Longitud de ls copduccién, en m

d.- Difmetro interna del tubo, en.cm

g.- “.81 m/8"



CAPITULOD v
" CLNCEPTOS BRSICUS Ot Lk ESTATICA ®

Una fuerza representa la occién de un cuerpo cobre atro; -
esth caracterizavs gor: su punto de eplicacién, su magnitud, su
direccibn y su sentido; por lo que puede representarse por me--
dio de un vector, Un vector se define como une contidad due --
tiene megnitud, direccién y sentido y puede ser representedn =
par medio de un segmento de tecte ditujede a racele (con lo gue
s¢ indica su magnitud) en un espacic coordenado, con uwng incli-
nacién pspec{fice (que tepresenta au direcclén) y una flecha -
(-ue epatablece su apntide). Le notecifin de vector se harh de -
le siguiente manera: * V *,

Un vector gue represerts ung fuerze <ue pctda sobre ung -=-
particula dadi, tiene un punta de apllicacifn blen definido, 8 -
este vector se e conoce como “vector fijo" y no puede moverse
sin medificear las condiciones del problema.

ttres centidudes fisicas, como por ejemplo los pures de --
fuerzea se representan por vectares que pueden desplozerse 1i--

uremente en el espacio, 8 estos se les llema "vectores licreua't,

- 60 -
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algungs otras s representan por un vectar gue se puede mover 8
lo largo de una recta dade (1nes de sccibn), colineal con el -
vector mismo, a este se le conoce tomo "vector deslizante™, wun
ejemplo de £) es una fuerza que rctOa gobre un cuerpo rigido --
animado de movimientns de rotacifin.

Dos vectores san iquales solo s tienen le misma direccifn
igunl sentido y ls misma magnitud, tengan o no el mismo punto -
de aplicacifin,

v v

A 8

Dos vectores son eguivalentes segln determinada eptitud si
ceda uno de ellos produce el mismo efecto en tel dispesiclén .
Los vectores igueles pueden ser o no equivalentes y los vecto--
res equivalentes pueden ser o no lquales.

£1 vector negetivo de un vector V se define como el vector
que tiene la misme magnitud de V y direccién 'upuesta e lo de VU,
(-V). Esato en nue los vectores V y -V son iguales y opuestos .
Lagicamente tendremos:

Vse(-n =1

IV.1 Postulado de Stevinus o Regls Generalizeda (Ley) del Para
lelogramo,

Ley del Peralelogruma.

£ate ley establece que:

"Dos fuerzes cue actian sabre una partfcula son equivalen-
tes o una 80le llameda resultente, ls cusl esta ceds por la dig
gonal del parelelogramo que tiene lados iqueles o lus fuerzes -
dadas".
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te ley del perslelogremo se fundamenta en le evidencle expg
rimzntul y no puede ser demostrasds ni deducide matemfticemente.-
Esta ley se puede explicar de la aigulente manera:

Si desde un punto, cualquiers, se trezen dos vectores que -
repreeenten en megnitud, direccifn y eentide & dos fuerzes conty
rrentes Ay B y se conatruye un paralelogramo cuyos lsdos son --
eson vectores, la dimgonal de este parelelogrsmo gue une el ori-
gen con el vertice opueste, ee un vector aue repregents una meg-
nitud, con direcelén y sentldo s cual serh 1a fugrza resultante
W, (R » A + B)que tendré por origen el origen de les dos fuerzes
actuantes, es teclr, el punto en el cual rstén aplicadee las ---

fuerzas concurrentes.

Coms el parslelogremo construido con los vectores Ay B ne_
depende del orden en que se tomen " y E. se concluye que lg suma
de dos vectores es conmutetive, por 1o gue podemos escribir:
EOEIEOE

De 18 ley del paraslelogremo se puede obtener un segundo mée
toda para determiner la suma de dos vectores, este método se co-
noce comp "Ls Regle del Tridngulo®, y cansiste en lo slguiente:

Se trazan dos vectores gue representen en magnitud, direccl
6n y senticdo a dos Fuerzes concurrentes de manera que el extremn
de una A ses el origen de la otra T y se construye un triﬁnguln_
(dos de sus lados serhn ics vectores Ry B) y el tercer lado del
trifngulo, es £l vector yue tiene por origen el de)l vector Ry -
comn extremo el extremo de} vector B, eate tercer lado represen-
ta 1la magnitud, direcclén y el sentido de 1 resultante de lss -
dos fuerzms.
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Lo suma de tres vectores R,B y U ee obtendrd por definicibn- "
sumendo primero 1os vectores A y B y luego awnendo el vector G -
al vector R + B, SR

B

De igusl meneres se puede obtener la suma de L vectores, Bu-
mando el 4@ vector e le suma de los otros 3. Con eato podemos de
ducir oue le authe de cuslculer nimero de vectores se puede Obte-
ner aplicende relterademente le ley del perelelogramo o la regls
del trifngulo m pores sucesivos de vectores. Ahore bien sino es_
necessrio ottener la aume de R + B, podemas aumsr los vectotes -
directemente, es decir, R + 8 + Gy no (R + B) + T,pars esto co-
logcemns suceaivemente el origen de uno de los vectores en el ex-
tremo del otro y por dltimo unlr el origen del primero con el ex
tremo del Oltimo. Este método se conoce como: "Regla del Folfgo-

no",
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491 los vectores dedos son coplanarios (contenidos en un =
miemo plano) Su suma puede Obtenerse gréficamente con fAci1lema
dad.,  En este caso se prefiere la suma repetida de la regle del
triénguloa 1 aplicacién de le ley del paralelouremo, dgbldq,a
nue es m&s sencilla Y réplda. -

“5uma Trigonométrice y Annlftice de Fuerzes en:el Planp.. -
_ Gean.las fuerzas R ¥ B aplicedas en el punto B

podemna encontrar su resultante, usendo métndns Lrigu:nu‘m'éuicos‘;
='ley de’los Senos :

- Ley de lna Coaenos e

o el método englftico, - L o :
Pare los métodos trigonomftricos, primeramente const ruimas.

un trifngulo, siguiends parae ello la ley del trifngulo para - la

guma e fuerzas. T

donde: = 180 « (B +o)
usando lp Jey de los senus tendrfemos:
i___F_ ,_*

LT sen © aen 8
de donde el valor de i serfa:

e Aoeng = Faend

sen =< sen &
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y usende le ley de loe Cosenos tendr{emos:
7' 2T LR - W coa=
B R R - cose
e -i'eg'-zﬁcuug
Pere user el método enflitico principiamos por poner lea --
fuerzes en el sisteme de ejes coordenadoa x,y.

y proyectsmos lwa fuerzes 'y '] B en los ejes x,y y despufs hace-

mos le sume de Fuerzes en coda eje (tomsmos los signos eegdn el
cuedrante).

IFx = Acos 8+

o o

ify = Rpenos

usemos el teorems de Pitagoras y obtenemos el valcr de R
Rie (F) 4 ¢ Fy)'
es decir:

A= \/V(’A- cobe+ B cas)’ + (Roeno-8 sen) L
1s direccifn ce R seré:
Foe tg L . g (R _sen6 - B sen)
Fx (A cose - B cae)
Los nétodon mée exactos entre gr&fices y trigonométrices re
aultan ser los trigonométricos.
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Ejemplos: S N
1.- Determiner gréficemente la magnitud v direceibn de l.a resul-
tante de lem dos fuerzas dades, empleendo.
8) Le ley del paralelogramo,
b) Lo regle del trifngulc.

2000K

N
‘\1{)00N

b R:-3240 N

=<: 49.1°
1500 N

R-3240N
<:49,1°

2000 N
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2.< Dos remolcadures A y T, errestran un barco B. Le tensifin en
el ceble AB es de LOOD1b, y lu resultunte de lee dos fuerzes  --
aplicaden en B esté dirigidm u 1o largo del! eje del berco. De-~
terminar por trigonometrie;

a) Le tenaidn en el ceble HC,

b) La magnitud de la reaultente de las dos fuerzss aplicedus
en B.

Fig. problema 2 y 3

Solucibn:
Usendo ie ley del trifngulo tenemos:

a) eplicendo le liy de laa senos tendremoe:

1 = 4000 1ib
aen 30° sen 45°
y despejendo 8C:
BC _ (4000 in)(sen 30%) _ 2828,43 1b
sen 45°

que ee el valor pedido pers el ceble BC = 2828.43 1b.
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b) splicends nuevsmente ls ley de los senos tenemos; -

T - LOOD 1b o
sen @ Ben 45"

donde ©= 180°- L5 - 30°= 105°
despejando R nos queds
T o L0001b)(sen 1057) SLE4.1 1b
sen L5°
A= SL6L.1 1b

3.- Dos remolcadores A y C arrastran un barco 8. En un instente_
dado le tensidn en el ceble AB es de L50G 1b y la tensidn en el_
cable 8 es 2000 1b. Determiner por trigonometria im megnitud y_
direccifn de la resultante de las dos fuerzps eplicades en B en_

squel} instante.

Solucién:
Aplicendo la ley del trifngulc tendremna:

2000 b

4500 b

calculando @ = 180" - (30" 457) = 105°
y usando la ley ce loe cosenos tenemos:
B uB T - 2R cong
sustituyendo valares y despejandgo N
Rox \/(‘tUDU)D)' + (2000 lb).- 2(4500 1b)(2000 1b) coa 105° l’

R = 5376.69 1b
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pare 1a direccifn de B tenemos que:
o= 30°- b
entances usando ls ley de los senos

R AC

senf aen b
despe jando b tenemos

[— AC srn @
)

suatituyendo

b = mgn'-(2000 1b)(sen 105°)
5376.69

por 1o que «= 30° - 21.05  « 8.95

entonces: R = 5376.69 1p

4 8.95"

= 21.05

1.1 Caoncepto de Resultante de un Sietema de Fuerzas Concurrentea

Conaigeremas una part{cule "0" sobre ls cual acthan vurial_
fuerzma, como todas las fuerzes considersdas pessn por el punto_
"0® se dice nue wson concurrentes, Estes fuerzes pueden ouwmarse _
por la regls del polfgona y el vector F que s# obtlene,represen-
ta la resultsnte de laas fuerzas concurrentes, sa decir,

Reavitante .- es la fuerza Onice Gue produce sobre le purt_[
cula "0* el mismo afecto que ceussn las fuerzea concurtentes da-

dan. i

La resultoante de un sisteme de fuerzna concurrentes en el -
plano puede ser une fuerze © puede ser ciero, entancea ¢l alatemp

da furrzse concurrentes esta en eguilibrio.
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E jemplo:
Ls» Conaidere un punto maaa sobre el cuel actéan dos fuerias, F
y F , cuyes magnitudes eon S0 y LD kgf. reepectivemente. &1 el -
$ngulo que formen entre af{ s de 75 , tel como me muestra en la_

figura.
ESC. 1210 xgt
—

Fyz 40 xgt

75

Fi-50 kgt

a) obtengas gréficsmente la magnitud de la resultante.

b) mediente la ley de lom cosenas obtenga la expresin mate
whtice pars calcular 1a magnitud de le resultante y spliquele al
problems.

Solucifin:

B) Ussmos la regle del tribngulo pere sumar lae fuerzes 0 y

Fr y obtener la resultante W,

Fi- 50 kot

Fez40 gt

Migiendo A tenemos oue es igual s R = 71.7 kgf

b) Como sabemos ls ley de los cosenos nos dice aue:
: ¢’ =2t b* -2mcos C
donde musiituyendo por les variables que tenemos nas quedas:

ALe T TS - T, cone
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con ‘1o aue R nos gueds
Ta/ FF 4 - 2% F cose b

que es.l1a expresifin matemftics para obtemer ls resultente, hay -

que tomer en cuente gue el fnguloo es el opuesto sl lado W.
Aplicandc nupstra expreslﬁn al problems tenemgn:
=/ (50 kary® + €40 kaf) - 2(50kaf ) (LOkgf) cas 105° lf
por lo. que:
R =-T1.66 kgf

jv.2 -Prlnclpip de -la Accifn y 18 Rea:ciﬁq.

Cnmn ya hemos viato este urlnclulu tamhlén es cnnncldu como
la Tercers Ley de Newtan, !a cuel establece que:

“h toda acci6n corresponde une reaccién iguel y de mentido_
contrario”.

Eots ley o principio se utllize grneralmente pars indicaer -
la magnitud y direccifn de la fuerza splicads a un cuerpo, cusn-
do see conoce le fuerzs sobre otro cuerpo.

Clemplo:
5,- Supongsmos gque tenemos un blogque yue esta sobre el suvelo sl
se le quiere imprimir yna aceleracién de 0,60 m/e® . (Cubl debe_
ser 1a tensién de la cuerde ei el blogue pesa 90 N. Conaidérese_
desprecisble le fuerza de rozamiento,

ANANSNRARLRRNGRNN Y NARAY
Solucibn:
Como podemns aprecisr el blonue ejerce une fuerza (hacia a-
bejo) de 90 N debldn a el peso del mismo. S

loow
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shors tamando en cuents el "Principio de la Accibn y la Reaccibn*
(tercera Ley de Newton) podemos deducir que el suelo tendr& una =
reaccifn de sentido contrario y con una megnitud de 90 N sobre el
blogue, psra lograr un estado de egquilibrio. Con lo que tendrie--

mosa:d

I

ioau

Toow

como podemos ver las fuerzaese verticales se contrarrestan entre sf
shore como el blocue se acelerard debido a la tenslfin T de lg ---
cuerds entonces se hace necessrio el uso de ls Segunds Ley de.New

ton,
F=mn
donde FeT
a = 0.6 m/6*
y m estark deda por
—— con g = 9.81 m/af
9
entances:
we —29N_ 5,17 kg
9.81 m/a*

cslculando T tendremos:

T a (9,17 kg)(0.6 m/a’) = 5,5 N
que ee le tensifn necesasria pars imorimir al blogue une ecelerscl
6n ae 0.6 m/a’.

1v.3 Principlo de Tramemisibilided.

Eate principio establere que: "las condiclones de enuillibrio
o de movimiento de un cuerpo rigido permenecerén Lnmodificables -
sl una Fuerza gue actlla en un punto dede del cuerpo rigido es ---
reemplazadn por o*ra de ls misme magnitud e igum! direccifn, pero

que ectle en un punto giferente con le condicidn que les dos fuel
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Las dos fuerzea F y ¥’ tienen el mismo efecto sobre el cuep

po rfgldn, el punto de splicecidn no £5 de importencla, siempre_
v cuando la l{nea de sccibn de la fuerze no cembie, Estas fuer--
zas pueden ser representmdms por vectores deslizantes (l]amados_
sa{ porque se pueden deslizar a lo largo de su l{nes de ecciféin),

IV.4 Principlo de la Superposicibn de Causas y Efectos.

‘£l efectn oue une fuerze elerce sobre une perticula, es in
dependiente de los efectos de las cdemés fuerzes aplicedas s le -
misma partfcule. fm{, para encontrar el efecto final que un ain-
tems de fuerzes e jerce sobre une part{cule, es suficiente Bumer_
o0 superponer loa efectos oe todes y cada une de las fuerzas que_
actlinn sobre dicha psrtfcula®.

IV.S Algebra de Vectores.

Como le fuerze es una cantided vectorisl cue se puede repre
sentsr como:
T aFxl ¢ Fys + Fzk
es necessric hacer enflejs en el Algebrs de Vectores antes de --
ver la compoaicibn y descomposicibn de fuerzes.
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S.1.Representacién de Vectores,

Un vectar se puede representar por medio de un segmento de_
recta dibujedo e eecele (con la cuel indicemce su megnitud) en -
un espacio coordenado, con uns inclinecibn espec{fica (direcci--
6n) y une flecha (sentidn). k !

8(8x,By,.8r)

A (Ax.Ay,Az)

Donde 1a magnitud del vector B estarh deds por.la ecusci--
6n: T . ‘

‘ﬁl- \/_(Bn - Ax)‘ + { By - Ry)' + (Bz - Az)' L
y las componentes escolares del vector 78 son:

Bx = Ax
By - Ry
Bz - Az

5.2 Vector de Foelcibn.

Ses A{Ax,Ay,Az) un punto en el especio de tres dimenaiones,
egntonces el vector de poslcifn del punto A, esta dado por el 8eg
mento dirigido que parte del origen de)l aistems sl punto A,

AlAx, Ay, Az)

vector de posicion

donde Ax, Ay, Az son escalares
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5.3 HMultiplicacifn de un Vector por un Escaler.

Le multiplicacifin de un vector @ por un escelar (entiendsse
coma yn nimero simple} n, ee denots como nA, 1o cual na es otra_
cose que el vector A aumentada, disminuido o Ynalterado, segln -
ses el velor de n. )

Ejemplo:
6.~ See el vector A obtenge le operscién 2R y -A/2,

AV

Como pademos ver el vector 2R tlene por magnitud el doble -~
del mbdulo del vector T dedo y tiene la mismp direccifn y menti=
do que A. El vector -R/2 tiene como magnitud la mitad del médulo

del vector A, la misme direccién peroc sentido contrarlo.

5.4 Cosenca Directores.
Seanet 8, & las fngulos que definen le direcclén de la fuera
za ¥ respecto s los ejes x,y,? Tespectivemente, los cosenos de =
484 ) D€ CONOCER COMD COSENOS directores de 1a fuerza 7 y esten_
dedoBs por:
COB & = ﬁ_"
A
cos ¢ « AL
1=\
cos P = Az

I

Los cosenos directores cumplen con la-ecuacibn:

14

cos~=f+ cos @'+ coa 8 =1
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Primero abtenemoe 1a Iﬁagnit{;ﬂ aerl vectur',:la'f:uul:esta'dadnw

l'\7|-” ux? vy‘~ . vzt |,

austituyendo valores tenemos:
[T1e (=35« ) 227 b - 5.385

shora obtenemos loa cosenos directores del vector v

por:

cos = X .23 _ L p.557
v 5,385

cos @ -—EL-——"—-—-- 0.743
vl 5,385

cos F e« Yo 20374
Wl s.385

y comprobando en la ecuscifn tendremas;
0.557)° » (07637 + (0.,371° = 1
0,310 + 0.552 + 0,138 = 1
1 &1
con 1o cusl queds comprovada ls verecidad de la ecuscién,

5.5 Vectores uniterios.
Lo multipifcecidn de un vector por un ¢scalar ae¢ expresa en

funcién del producto de un escelar y un vector. Se define al vec
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tor de megnitud uniterio como un vectar can cierts direcclién y -
sentido determinados. El vector unitmric @ se puede expreasr en

la direccifn nel vector A como:

Ba =

bllbl

Los vectores unitariocs se pueden definir en cualouier direc
ci6n. Sin embargo los vectores uniterios més usorios man aquellos
rye tienen las direcclones x,y,z, de las coordenades certesianes
rectangulares, a las cuales g2 les da el nombre de vectores coor
denados unitarios y se indicen por medio de les letras 1,J,k; se
gfin las direcciones x,y,z respectivemente,

us{ podemos escriblr los vectores unitarios en las direcee-
ciones x,y,z de la siguiente menere:

1 e . . . K =
¥

I~

~|

17
Haclendo uso de los vectores coordensdoe uniterios podemos_
expreasr el vector A en la siguiente forma:
T‘. = EX + T‘-v + —’Tl
8 1s cunl se le canoce como expresién de un vector en funcién de
sys componentes, ya que Ax, Ay, Az don loa vectores componentes,
que se pueden resolver en un escalar carreapandiente y en un veg

tor coorcenado uniterio:

Ax « Axt ; TRy = Ry 1 : Pz = A2k
por lo gue tenemos:

B = Axl + Ay} + Azk
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Ay}

a

Por ‘definicibn tendremos gue el vectar unitario B0 la di--

reccifin oel vectar W serf:
Pa = JoAAxd ¢ Nyie ﬁzk)r',

O
int S I

Ejemplo: S :
A.~ Tres vectores #, B, T, tienen mupnitudes de Zﬁ, ':b,y 75 uni
datea, y vectores unltarion ©,, Be, €5, respectivamente, 'Exprg_ :
BT e6Los vectores en funcldn de sus vectores uniterios, -

Soluclhn:
Tenemps por definicifin que:
ea B
il

entances gespe )ando A tendremos: B

A= lAte,
Vyrsuﬂlltuyehm:l valores tenemost
A= 208,
de igue) menera pase los otros dos vectores:
T et E’.

T =75 g
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9.~ Coh referencis en la flﬁura’eéqubi; gxprénlungs,&e:tuf-

rinles pare » y b,

bis52}

Solucibn:
Primero obitenemos las coordenedes de los puntos conoclidos -
del vector b que son: B
8,(0,0,4) y B8,(3,12,0)

despuée obtenemas el vector que pesa por esns dos puntos, que se
pueden representar de la siguiente maners como vector de posicl-
6n del origen el punto,

T, = uk i DBe = 31+ 124

T =T, -T0, « (31 +» 123) - (4k)

T =31+ 123 - uk
luego obtenemoa au magnitud

T« Vo s (2« Le
ahore calculemos su vector uniterio

T - 22 23 e U 62345 40,9235 - 0,308k

13

muitiplicemos el vector uniterio e, por e} mAdulo de la fuerzd -
b= 52 y tendremos:
= (52 )(D.2311 + 0,923 - 0,308k)
= 12,011 + L8.03 -~ 16.02k
que es; la expresidn vectoris)l pedida paras b.

)
B
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£1 producto vectoriasl ‘f.len‘er 188 sracterfstices

1) No ES. cunmutatlvn. ya

) Parn los vecto

"] u‘:mblér’\':
‘_ Axiy -k

AR IR S : )

-'5) Para que doa-vectores sean pafulélpa,qé cumple
Bxb=0 ; ET

t1 producto’ vectorlal de los vectores A = (Axl I nyj + Azk)
yB'e (Bx} + By + Uzk) esterf dado por:
I« xB o= ((\yuz ~ hzBy)l ¢ C(AzBx - Axbiz) ) + . (AxBy - nyﬂx)k

_Lamhlén se puede -exprespr en forma de dutcrmlnante.

1 h] k
BAxHa= [ax ny az
Bx By Hz

EJemplo:

10.- Dados dos vectores

o= Bl 5]+ 6k

F-2 + 73 - Uk
T 4wy -k
calcular: e
8). 38 x 26 L
) R <73 WST




S B2 e

Soluciébn:
‘8) Prlmern cntenemus 3R
‘ "3(5:-53.9(

y 28
entonces;:

192-72) 1 v (336 4B0)K

20)1.(100. B
155)k

(27 Z730) % ST < <851 w0y e 2ssk

5.7 ./ Producto Pum.n o Producto Esceler.

€1 producto escaler se denoming asi parque, el maullauu dnr
la multiplicecifn es uns centldad escelar.

For definicibn el products escalar o producto punto de dos
vectores # y E se dennta como:

70 = |38 ccs e
donde:

[71 . 18! .- san las megnitucen de los vectores R y @
& .- La e} fngulo comprendldo entre los dos vectares,
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E ) ela cumple g 81 uientua carscter!sucas
1) Ea cnnvnutat vo

,—l.) Para lns vectnren cuordenadoa unitarios
1l-j_j-k-k=1
‘ tel = Jok = kil » 0
“5y El producto punto de Un vector por- a( mlamu EB

cuadrado de la mngnltud del ve:tur.

6) 51 b =0 y ayb son vectores no nulos
es perpendiculer a . %

mechnice.
1.~ Calculer el ﬁni_quln'roi"
que ae lntersecan. ;

6 = cos™

2.-7 Celcularla proyeccibn de un'vgéibr‘,ﬁ' 1 nrq‘n;derurn- -
ele. - ) o : : o : 2

i

Pruy "B =

& - vectorial’

Bl : P

CProy R/E = ;‘_El-' “eacalar
o . ] . o

. Efemplo:: . :
11.=: 51 e} veclur A esta deda por el punto P (3,2, 1) u
fa-ts,7, 3y y el vector B = 31+43-7k . Obtengs” €1 Engulu"entrc Ko

ambus veclores:

punta -
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Salucibn:
Primero obtenemos el vector A que pess por los puntos P y P
Aom (41473 + 3Kk) = (38 4 23 4+ k) w w71 455 42K
como:
AT A lTleos o
par lo tento
o« #ng cos A8
[N

obtenemon lms magnitudes de los vectores A y B
IRl Ve « ' v @' »e.83
1E1e V' v (0f + (07 | 8.0

TE = (=71a53+2K) (31e41=Tk) = (=71°31) + (53 I-J) .. (2k'-7k)
Y = =27 ¢ 20 =% = =15
sustituimon en la fdrmuls y ohtenemos el valor de &

© = 8ng cos —_— . 101.33°
(8.83)(8.60)
par lo gue:

S« 101,39° ‘

Existen tres tipos de operaciones de multiplicacifn que involu--
cran tres vectores loa cuales son:

1) {(a-b)-c doble producto escelar.

2) a*b xc doble producto mixto.

3) mx{bxc) doble producto vectarial,

IV.6 Compusicifn y Oescompoeicifin de Fuerzms.

6.1 Composicifin de Fuarzsm.

Ls compoaicidn de fuerzes ests deds por ls sums de fuerzas,
ya oue el sumer varies fuerzes nos va 8 dar como resultsdo una -
mols fuerza, & eato se le conoce como composicidn de une fusrza,
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Cuendo se sumen tres o més fuerzes, vesulta muy prhctico -
recurrir 8 una solucifin anal{tice del problema descomponiendo -
cada fuerze en dos o tres componentes rectengulares (dos y tres
dimenaiaones respectivamente).

Como 18 fuerze es considereda como unp centidad vectorial
repreaentade como @ F = Fxl s+ Fyj ¢ FIk
entonces tode el algebre vectorisl es vAlida pers laee operacio-

nes entre fuerzes,

E jemplos:
12.~ Considere una part{cula en la gque ectlsn dos fuerzas, une_
de 60 kgf y ls otre de LD kgf cuyss li{neas de accifin Forman en-
tre 8{ un éngulc de L5 , Introduciendo un sisteme de ejes como

se indice en 18 figure.

Y

\Fel = 40 xgt

\Fil = 80 kgt

x

Obtenga lao expreaiones vectorieles de les fuerzas msf co
mo la de su reaultente,

Solucifn:

Componentes de T
Fxi = ¥i cos 15° = (60 kgf){cos 15°) = 57.96 kgf
Fyr = Fy Ben 15° = (60 kgf)(sen 15°) = 15,53 kgf
por lo gue su expresifin vectariel es:
Te « 57.961 + 15.531  (kgf)
componentes de 7
Fxy = Fp cos 60° = (40 kgf)(cos 60°) = 20 kgf
Fye = Tz sen 60° = (L0 kgf)(sen 60°) « 3L,.6L kgf
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por 1o tanto 1o 'exprenlﬁn vectorisl de (F;l en:
Fp = 201 + 34.64)  (kgf)
Ahors para obtener ls resultante de lsa dos fuerzas sclemen

te sumemos las expresiones vectorisles y obtendremcs le expresi-
én vectorial de la resultante

RaF +Fp = (57.961+15,533) « (201+3L.6L3)  (kgf)

T = (57.96+420)0% + (15.53.34.6W)3  (kgf)

R = 77.961 « 50,173  (xgf)
el médulo de ls resuvltante seré:

IRl (77.98)" 4 (50.17)° [/- 92.17 kgf

y su direcclfn:
0w ang tg <2017 L 32,70 £
96 ———————— =

13.- Considers el sistemo de fuerzes T, y F; qus sctle sobre le_
partfcula del problema anterior. Si shors introduce un sistemn
tridimensionsl de ejes, tml como me indice en la figura.

a) Gbtengs la expresifin vectorial de cede una de las fuer—
zas y la de la resultante del ajatema,

t) Obtenga la wagnitud de lm resultante y los Angulos dires
tores de ensts.
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Solucibn:

a) Tomemos primera ls fuerze F: vy obtengamos sus compo--
nentes, podemos celculer el Sngulo de le fuerzm con respecto al
eje z.

¥= 90° - 15° = 75°
"] con este au componente en z
Fz .« |Fil cos 75° = (6D kgf)(cos 75°) = 15,529 kgf
I

ahora obtengemos le componente horizontesl Fh

Fh = ITi] coe 15° = (60 kgf)(cos 15°) = 57.956 kqf
despuée de esto obtenemos los comporentes Fx y Fy de la fuerza_
Fh,

Fx = Fh cos 60° = (57.956 kgf)(coa A0°) = 28,978 kgf

Fy = Fh sen 60° = (57.956 kqf)(sen 60°) = 50.191 kgf

Entonces la expresién vectorisl de 1Til nos quede:
Tr o= 28,9781 + 50.1913 « 15.529%  (kgf)

sus énguluu directores son:

<= coa’ 28.978 61.12°
&0
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g w GO 50,191 _33.23°

BRI - BRI
¥= cos' _15.529_ _ 75.0°
60

Ahore tomewos 1s fuerza |?',| y hacemoz lo mismo que coﬁ 1n
fuerze - |F,|
éngulo de la || can reepecto el ele z
Y= 90°- 60° - 30°
componente de 17| en z
Fz = |y cos 30° = (4O kg-r) (cos 30°) « 34, 641 kg=r.

obtenemos la componente horizontal Fh
Fh = (4O xg=r) (cos 60°) = 20 kg-f.

y obtenienda los componentes Fx y Fy de la fuarza Fh
Fx = (20 kg-f) (cos 60°) = 10 kg-C.
Fy = (20 kg-f) (sen 60°) = 17.321 kg-f.
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por lo tanto la expresiSn vectorial de {¥:| ros gueda:
Tr = 101 + 17,3213 + 36,641 (kgf)

y los éngulos directores son:
10

== cos" «= = 75,52
Lo
@ - cog' A2 6L, 30°
g T
P cog’ S4=B1 450
40

b) Le resultsnte H de las fuerzas IFi| y [Fu| este deds por 1a
expresifn vectorisl. S

T« (28,9781450.1918+15.529k) + (103+17.3243+34.601K) - (Kgr)

T = 38,9781 1 67.512] + 50,170k (Kgf) S

le megnitud de A es

171 V(36.978) + (67.512)° + (50,1700 |,
IRl = 92,705 kgf

sus fnguloe directores serfn:

<

« = cogt 282208 _ g5 4y
92,708 = oo

¢ = cos E1:912 | 5 56°

52,705
¥ecost 282 59 940
52,705 ————=

14,= Considere que ung pueris puede ebrirse de lss siguientes =
formes: empujandols o jeléndols por el centro. 51 en embos cg
s0e ls intensided de la fuerze fjue se eplice a la puerta es de

0,75 kgf tel camo se muestrs en 1s figure:
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80, :uandn su uunl:lﬂn es la uue se muestra.

b) ¢5e puede conalderar que en nmbns cnaoa lus Erectns pro .
ducidos a la puerte son loa mismos? En case aflrmallvn enuncle

el principlo en que spoys su cunsideracldn.

Solucifn: 5 :
‘a) Como vemos la fuerze |Ti| se ubica segﬁﬁ su”ﬂlfeﬁhldﬁly

sentido en el sequnto cuadrente, vy el &ngule que forme con el -
eje x es de @ = 90" - 30' = 607
sus componentes rectangulares san:

Fx = =(0.,7% kgF)(coa 60°) = -0,375 kgf

Fy = (0.75 kgf)(sen 60°) = 01,650 kgf
por lo cusl su expreaifin vectorinl esta dade por

Fi o= -D.3751 + 0.650)  (kgf)

1a fuerza | 7¢| tendrd la misme expresifn, debido a que presents
ias minmas carscterfsticas (magnitud, direccifn y sentido).

b} 51, de hecho ne debe conelderer os{, yo cue el prinrci.-
pic ge transmisiblllidad (en el cunl nos apoyamos) nos dice: dos
fuerzes tendrén pl mismo efecto sobre un cuerpo slempre y cusn-
do tengan le miama magnitud, direccidn y sentido aunque no ten-
gan el miamo punto du aplicecién pero sy la misma lirew de accl

&n, lo cual se da en el problema.
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15,~ Encuentre 16 resultants en el siguiente ceso:

k4

1Fl= 150 kgr

1Blz100 rgr

Salucidn;
Primers phtenemps las componented rettungulares de cady -«
uns de les fuerres.
rara 73}
Fx; » (150 xgf) cas 60° ~ 75 kgf
Fz, = (150 kgf) cos 45° « 106.066 kgf
pera obtener Fy, hacemps uso de la ecuscifin de la magnitug de -
una fuerza. .
Wl = Fxf o PV, « F28
deape jamas fy : .
Fyr = IR - Fxd S F5 YV = Vs < (797 - (106.088Y |
Fyi = 75 kgf
por lo gue:

8= cas’ 22— . 60°
150

y & expresifn vectorisl
Ti = 751 « 753 « 106,066k  (kgf)
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Pare |Tn|

Fxjo= (100 kof) cos 65° .'t.z.z;az xgf
Fyr = {100 kgf)-cus 257 =:90.631 kof
Fi; = 0 : EEE .

la expresifn vectnrisl_qe I,fyl _nos queda:

Fy = 42,2621 & 90.631]  lkgf)

fara J7,l
Fyy = =78 kgf’
su expresién vectorial es:

Ty« =7B)  Kgf -

la renultante eatarb duda pur.
ReFyi+ Fr+fy e (751&75J01DE Dﬁﬁk)o(h? 2621090 5311)0,
(-781)
R = 117.2624 + 87.631) + 106,066k (kqf)

6.2 Descompoeicidn de Fuerzas.

Como ya hemts visto dos o mhs fuerzas gue actden mohre une
particuls pueden ser reemplazadss por wna fuerza Onice (composl
cién de fuerzems) gue produce el miamo efecto sohre la particu--
la, inversamente una fuerze Onica puede reemplozaree por dos o
mfs fuerzes fue en conjunto produzcen el mismo efectg subre la_
part{cula. Estes fuErzas Se coNCCER cCOMO componentes de las ==
fuerzee y el proceso de reemplazar la fuerze por elles se llema
*descomposicifn de las fuerzes™,

flesults evidente gue para cads fuerzs hebré un nlmero inf}
nito de conjurtos poslbles de compunentea. Los conjuntos de --
componentes que mfia interés revinten son loa canstituldos por -
008 y tres componentes, pero adn paf, el ndmero de formas en --

gue unp fuerzs puede descomponerse ea ilimitado,
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£ Jemplos:
16.- £€n le figura e muestran doe catles y une berre en los que
actGe ls fuerze ¥. Psre encontrar los wfectos en los cables y
‘en le barre es necesario descomponer ls fuerza T en las fuerzos
T, Te vy T que sguf se indicen.

F:760 kgt
~

~
\\c/

Solucifn:

Primerc obtenemos lae expresionea vectoriales de cade fuer
z8.

Pars el cable T,
ia l{nea de accién de este fuerza pasa a través de los puntos a
vy d, v la fuerze ests dirigida de d hacle s, los componentes -
del vector Tﬁ, gue tlenen la miems direccién de la fuerza, son:

dx = b H dy = ~2m H d2 « -im

la distancie totel de ¢ B8 B es:

e o« \[(t.)' e -2 v (-0 Vw6
introducimos los vectores unitarios §,3,k y nos queds 08
Te = bl = 23 = 4k {m)
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obtenemos su vector uniterio
T RN g g7y 0.333) - 0,667
3
por 1o que la expreaién vectoriel de T nas queds
Y, - 1T, = 066701 - £.333( T4 - 0667 Tl (kgr)

Cable T,
eats dirigldo del punto d sl punto b, las companentes del vector
W, con le misma direccién de la fuerza son:
gx = Lm 3 dy & um H dz »  «m
1n distancia totel de ¢ a2 b w8

{51 V@) « )+ otend’ | = 6.928m
intraducimos los vectores unitarios §,j,k o Y

TG e (4m)l + (bm)J ~ (amdk
y 8w vector unlterio nerd:

Ta o Almirlnifo Gk g 5991 40,5775 « 0.577

6.926m

gntonces ls expresién vectoriml de T,nos gueds

Te o« 0.577 Tt « 0.577(T s - 0577 T (kgf)

—

fars le barrs C
la expresién de ls barrs U queds
T eltix  (xgr)

Pars la fuerzs ¥
por sy lines or scclén va del punto o sl c, por 1o gue lew compo
nentes del vector d¢ som:
ax = -3m H dy = Om H dz = -4m
y su oistencie total

@« V(3" 4+ @ ¢ (-0 ) w tm



- 9§ o

metiendo los vectores uniterica tenemus:‘

TC = =31 + 0 = bk - (m)
el vector uniterio seré:

Caex 21 SUMIARLE.L 38 « -0,68 + 0) - 0.8k

5

y 18 expresifin vectorisl de|Finos cuedard:

F e -0.6iFf1 + 0§ - 0.81F|x
sustituyends el valor de |¥| = 7590 kof

o« -0.6(750)1 - 0.68(750)k  (kgf)

T « -4501 - 600k (kgf)

Ahora hacemos la sumatoria de fuerzes en cede eje suponien
do el punto d en equilibrio y tendremos:

£Fx = 0 = 0,667{Vs]+ 0,577]|Te)- 50 (kgf)

fy « 0 = -0,333{Te] + 0.5771T,) (kaf)

£z = 0 = -0,667|Ti} - 0.5771Tel + IT ] - 600 (kof) ,,
cor 2sto tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incogn} | -

Lade
0.667 ITif + 0.577 | Ta} » 450 comemmame (1)
-0.333 ITif + 0.577 1T [+ PP )
-0.667 1Ty} - 0.577 1Tl o {T] = 600 cccmmemn [6))

pere resclver el sistema procedemos de la sigulente manera:
despe jamos Tyl en la ecuacifin (1) : .
P o 480 0570 1Tel | o 663 - 0,865 (Tal Zecm- (1)
0.667
sustituimas JTil en la ecuscibn {(2)
~0.333(674.663 - 0.865 {Tel ) + 0,577 ITel = 0
~224.663 + 0,288 1Tzl + 0,577 {Tel = 0
despe jando a {Tal
Tl o 2206083 ___ | 259,73 wgr
{0,288 + 0,577)
sustituiman {Telen 1o ecuacibn (u) y tenemos:
1Tl = 674,663 - 0.865(255.73) = 450  kgf
sustituimos 1Ti) y ITei en le ecuacibn (3)
-0,667(450) - 0.577(259.73) + |T! « 6CO
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despejando & -\T|

IC] « 600°+ 300.15 + 149,86
IT| « 10%0.01. kgf

entonces la soluci6n buscado es:

ITi| = &50 " kgf
1 Te] = 260 - kgf
IT | = 1050 - wgf

.- Tres caplés se unen en D donde se aplican:dos fuerzas .--
P'x 7003 (1b) "y U = 300L - (1b), "Encontrar la tensibn en ca-
de coble. !

o

Gp

Solucibn:
Tomaremos #1 punto 0 como el origen del sistema de coorde-
nadas y obtengumoe los componentes de cads cable.
Cunle DA
su 1fnes de acclbn, la suponemos del punto O el punto A, por lo
que los componentes del vectar DA son:
dx = 0 H gy = 0 y dz » -2p
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como la distentis total es |OAl = 2p e introduciends 108 veeto- °
rea upitarios 1, }, k tenemas: o s
TR = ~(2p)k
y el vector uniteric
Boa= -1k
entonces
Toax ~IToal &k (31b)

Cable 08 . p
18 l{nea de accifin de este cable la suponemos ge D a R entuncea
las camponentes del vector OB son: '
dx = 2p H dy = ~6p ¥ dz‘ = 3p
la oistancie totsl de O & 8 es: :

1581 = 23 « (cepl « G L « 7
introgucimos los vectores §, 3, & 8l vector BB

BE = (2p)1 - 6p2 ¢ (3pdk
entonces el vectar uniterio de GG es

Ton = S2RUUERIIGRIK | g gagy - 0,857 - 0,625k

i
por lo tento
Tor = 0.2861Toslt - 0.6571Tod) + 0.4291Todk (10

Catile OC
aupanemos que el ceble actOm del punto D =l punta £, por 1o que
tes componentes ael vectar GG san:
dx « -&p ; dy = -6p ;  dz o= 3p
la distarcls totel del) vector es:

(T8 » V 62"+ -6p) + Op¥ b - o
fntroducimpos los vectares 3,3,k sl vector DG
OC = ~<6p)1 ~ (Bp)J + pdk
vy obtenemas su vector unitario

To e ERNEIIOpYe | ces . 0,6671 ¢ D.333k

9p
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por lo que

Toe = -0.6671Toclt = 0.667|Toclg + 0333\ Vel (10D
ahore calculamos 1a aums de fuerzms ®n cade eje, suponiendo el -
punto D en equilibrio, es decir EF = O

TFx = 0 = 0,286!Tosl - 0.6671Toc] + 300 (1b)
TFy = 0 =-0.8571Tosl - 0.667|Toc| « 700 (1b)
IF2 = 0 = 0,429 Tl » 0.333|Toc| -|Voul (1)

hemos obtenido un sistema de tres scueciones con tres incognites
y su solucifn seré le solucién busceds.

0.286 | Thel ~ 0.667 | Tpe! » +300 emeomnme=e (1)
-0.857 | Tos| - 0.667 [Toc| 2)
0.4291Tgel + 0.333|Tc] - {Toul 0 mmmmmmeeee (3)

para resolverlo procedemos de la sigulente manera:
duepejemon 1 Toul de 1o ecuncién (4) :
Yool = 300+ 0:667[%c] | _1nug.951 + 2.332(Toe] --- (1)
0.286
suntituimas |Toslen 1a ecuscién (2)
~D,857 (-1068,95% + 2,332{Toch) - 0.667|Toc) « 700

898,951 ~ 1.999 [Tocl - 0.6671%c) = =700
aespe Jamon | Tocl
[Tocl _ (-700 - 898.951)
(=1.999 - 0.667)
shors sustitumos [Toclen (&)
Toe =« -104B.951 + 2.332{59%9,76) = 9,69 b
suatituimos [Tosl v [Tocl en 1a ecuscitn (3)
=1 Toal + 0.429(349.69) + 0.333(599.76) = O
despe jamga |Tn|
IToul = 150.017 + 199.72
[Toul = 369,76 10

= 599,76 1b
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por 1o gue la solucibn busceds es:
Tosl = 350 18
IToc| = 600 16
1Toal = 350 1b

18.- Una cargs W este suspendids de tres cobles, como se mues--
tra en la figura. Determiner el valor W sl la tensién en el ca
ble BD es de 975 lh. ’

Solucibn:
Tomeremos el origen de coordenadss 8l punto’D.
Carge W ' !
la cerga ¥ tiene solo componente en el eje z y como aCLﬁa‘hnciu

sbajo entontes es negetive

Tw -k (1)
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Cable 08 S
auponemos que actba ue 0 hacia B entancea 1a8 cnmpunenles del -

vector D8 son: - 7
dx = =5p 3 .dy.= Dp i;4 :di -‘ﬂ?p'
le distencia del punto B nl D est: .

581 = st v’ 4 (e L- e ;
introduciendo loa vectores: unitnr!oa l J. el vectnr 35 te- v 
nemos: : : v

BB = (5L 4 (1zp)u*

Vy el vector unitaric serh B
Toe =ERULCZ | g 3p5y 4 g

3p s

por lo que;
Toa= (975 1b)(<0.385)1 + (975°16)(0.923)k -
Yosx =375.3751 + 899.925 . (1b)

Cable DA
suponemps que e} cable nctla del punto D al punta A, por lo ‘-;Z-
cual los componentes del vector DA = serén:

dx = 4p H dy = - 6p H dz = 12p
la distancie de A 8 D es:

57| « V/(AD) + =6p) & C1Zp) L e 1hp
el vector unitario ce 7D
Tou » L21LZ(EP)LI2DIK | g ogpgt - 0.429) 4 0.857K
Lp
entonces tenemoa:
Tos = 0.286{Toul 1 - C.L291Toul § + 0. asv\r,,,\u (1h)

Cable 0C .
auponemos que el ceble ectlda de D hecia C, entontes sus compa--
nentes perén: :

ax = Op H dy = Y9p ”; dz = 12p
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la aisetancia de C hacla D es;

|EPV(%Y’(WM'L-ﬁp

introduciendo los vectores unitarios tendremos:
DT = (9p) 3 + (12p)k
y calculendo el vector unitario tenemos:

(SpyteCizpd | 0.6 « 0.8k
15 p

Bgg ®

entonces tendremas:
Yoe = 0.61Tocly + 0.8]|Toel &

Haciendo la aume de fuerzas en ceda eje tenemos:
Fx = 0 = =375,375 + 0.286]Toal
Fy = 0 = -0. h?gl_fo‘l v 0.6/ Toe!
Fr = 0 = -0} + 899.925 + 0.857|Toa| + 0. eITacI
na{ pues tenemos un sistema de tres ecuaciones con trea

tesa,

0.286}Toa| = 375.375
-D.QZB‘TNI + D.él?ncl =0
-1G |+ 0.8571Toal + 0.8|Toel = -899,925

de la ecuacién (1) tenemca:

\Toul « 2722373 [ 3312,5 10
0.286

suatituyendo [Toalen 1a ecuacién (2) y deape jando |Tnc|

I Tocl = 0.429(1312.5) 938.4L b

0.6
sustituyenao [Toaly [Toel en 1a ecuecién (3) y despejendo (Wi
U] = 899,925 + 0.857(1312.5) + 0.8(938.44) » 2775.49 b,

entonces la solucifin es:

| Tod = 1312.5 11
| Yoc| « 938.5 1b
|T] = 2775.5 1b
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6.3 Vector Eguipolente de una Fuerza,. )
Se define 8l vector equipolente de une fuerza, como el veg

tor que represents s esa fuerza,

Ejemplo: .
19.- Obtenge el vector equipolente de .la fuerze cuys magnitud -
es de 100 kgf y ee encuentra en el segmento A(4,2,3) "y 8(6,5,0)
Solucién: R

Primern obtenemos el vector del aegmentﬁ ﬁﬁ

B w (61 4 51 ) = (bl + 23 + 3k) « 204 33 =
después celculemos la oletencla de A o B )

1w V@ . 0 . ] - e

el vector unitaric de AB es:
Tan = D3I g 2l 4 0463975 - 0.6397k
4,69
egntonces el vector equipolente de le fuerzs esterf dado por:
Fas = IFleas = (100 kgr)(0,4264140.63973-0.6397k)

Fas = 42,641 + 63.973 - 63,97 (kgf)

IV.7 Momento de une Fuerze con hespecto a un Punto. Su Defini--
clén Matemftica e Interpretscifin F{aics. Condleifn Necessaria -
y Suficlente para que el Momento sea Nulo.

7.1 Momento de una Fuarze hespecto a un Punto.

Dada une fuerza F que actla sobre un cuerpo rigidn. un pun
to de aplicecién A ( pars la fuerza F ) el cusl ee define por -
el vector T que une p} punto de referencla fijo "0O" con el pun-
to *A" (vector de posici6n de A). El vector de poslcidn T y 1a
fuerze T definmen £l planu mostrado en la flgura siguiente:

-



17,2  Definicibén Matembtica,

€1 momento de une fuerze T con respecto & un punto D se de

fine camo el producto vectorial de T y F :
Fos=sTxF

€1 momento Fo debe aer perpendiculsr al plsno que contiene
al0ymT; el sentido de Fio 2e define por el eentidc de roteci-
6n que podria llevar el vector T & ser colineal con el vector ¥
(eatn rotecién es la gue T tiende s imprimir el cuerpo); ls di-
reccidén es perpendicular sl plano en el punto O.

54 llamemos ® al &ngulo comprendido entre las l{neps de oc
cibn del vector de posicién T y ls fuerza F tendremos dque el mo.
mento de T con respecto e O es;

o oF F senerx Fd
donde:

d.- Ea lB distancie perpendiculsr gesde O s la lfnes de ac
cibn de F.

7.3 Interpretacidn fisice.

Le interpretecién f{sica del momento de une Puerze respec-
to a8 un punto es: "la tendencis de le fuerza T a Impartir wn mo.
vimiento de rotacién sl cuerpo rigide elrededor de un eje fijo_
dirigido segln Mo. -
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€Jemplos: :
20.~ Une fuerzas de 960 kgf de magnitud t&ene pnr numema direc-
tares (6,2,3) y peee por g1 punta Pa (.2, l. 7))
Celcuies :
a) €1 momento de la fuerzs deda can respecto sl arige

1as magnitus y direccién de este vector. )
) El momento oe eea fuerim cor respecto al puntn Qi

Salucibn: S
n) Lomo los ndmeros directores de ls fuena aon (6 2 )) en‘_ T
tonces el vector de ls fuerzs es: :

VoeBly2)+ 3k de donde su magnnud eé':;

Nl Vsd 4 @« 3 |,. 7

par lo gue el vector uniterio seré:
e s—‘-t?ﬁ‘i- « 0.857% + 0.286] « 0.429%
entonces 1e fuerze F en funcién de sus compunentes serf:. -  :
T« [FIB = 980 kgf (3.8571 + 0,286 + 0.425k)
T = BuDY + 2803 + 620k (kgf)
que es el vectar equivelente de la fuerzn ¥
Ahors celculomos el mamento ¥ con respecta gl origen,
: Mo« T x F
dange T es:
Ta-28 s b5+  (m)

entoncen:
1) K : 5
Fow | =2 & 7] = (1680-1960)1-{~B40~5880) j+(-560-3360)K
84D 280 420 ‘ o

por 1o tentn nos uueds Bl momento:
By = ~2801 « 67203 - 3920k - (kgfem
de donde le magnitug del momento esta dadn por

1ol \i-ze0) + 67200 + (-3520) b « 7284281 kgfim




e v ; - .105 -
Bu direccibn, con réspectu e los ejes x,y,2 es:
vy cos’ 200 _ 92.06°
784,61
g = cos’ 6720 30.32°
1 7784.81
ym cos! _o3320 _ 120.23°
- 7784.81

b) Primern obtenamos e) vector de posicifn gque va del punto
@ (1,1,1(m} 8l punta Po (=2,4,7) (m)
Voo (20+63¢7k) = ( 14J4k) = <34 1 33 +6k  (m)

shora celculemcas el momento de F con respecto sl punto Q

t 1 k| ' R
=i-3 3 & u (1268-1680)1-{~1260-5060) §+ (-BL0-2520)k (kgf-m) '

8L0 280 420 S
Mg = ~4201 + 6300§ ~ 3360k {(kgf-m)

gl

21.- Determine el momento con reepecto & los puntos AyB de lae
dos fuerzas mostrades en la Figura: )

i 1F |2 100 101




L= 106 -

Sulucién:
Fuerza 1Ti|
obtenemos VFil en funciédn de sus componentes rectanguleres.
¥t = 100 1bf (cos 30°% + sen 30" 3§) 86.61 + 503 (1bf)
su vector de posicién con respectoc al punto A
Ta = -61 + B] (in)
realizando e_l producto vectorial tenemos:

1 3
Maow {6 8 |« (-300 - 692.8)k (nf-4n)
86.6 50

#a = -992.8k  (1bf-1n)

vectar de. pasiciée de 17| ‘con respecta !'91"‘ pinta 8 vers
Tam 83 (1n). S N ~
haciendo el producto vectorial:

ool B
Fs = | D B =928k . (lbfim)
86.6 50 ’ B

W, = -692.8k  (lbfein)

Fuerza |Fel
Ponfendola en funcién de sus componentes:
Fe = (100 1bf)(-cos 30°% + gen 30°)) « =B6.61 + S0 “(Ibf) © -
el vector de posicibn de IFy} con respecto a A es:
Ta - -6l 4 &) (im) '
calculando el Ha tenemos

1 J
Fa- |-6 Ll = (-300 ¢ 3UL6.L)k (1bf-4in)
86.6 0

Fx = 66,4k (1bf-1n)

el vector ge poaicién de IT2l con respecto al punto B es
Ty = 4} Un)
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entonces:
1 3 .
L o G| = 366,4  (1bfedin)
1-86.6 c0O

By = 46,4 (lbPein)

22;- Une fuerza P de 25 1bf de magnitud ectla sobre uns vari-=-
lle doblada. Determine el momento de P con respecto al punto C

1

ot

Salucibn:
Primero obtenemos la direcclén de P con reepecto & los  --

ejea x e 2z.

~w tgt Eo . 53030
6

¥e tg' ~Ema 36.87°
8

entonces el vector equipolente de P nos queda:
P = (25 16F)(coe 53.13 1 - cos 36.87 k)
T =151 - 20k (lof)
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obtenemos el vectar de posicifn del punto B :oﬁ reapecto al t
‘T ow =123+ Bk (1)
“ gntonces calculamas el momento de P con respecto s C nos quede:

[ R T
W=l 0 =12 8 | 2401 - 1203 + B0k (lnfeft)
S 0 20

7.4 Condicifin Necessris y Suflciente pare que el Momento sea --
Nulo. )

De scuerdo & la cefinicién del momenta de una fuerza con --
respecto a un punto: M= T x T ; 81 F ¥ 0, entonces el momento -
de la fuerzm reapactc al punto "0° se snularé solemente cusnda T
ses cero 0 paralelo a ¥; sn ambos camos F pass por "0*, Por lo -
tanto:

"El momento de uns fuerze con respecto a un punto se enule_

cuando y soleamente cuendo, su l{nee de accifin pesa por el punto”

E3emplo:
23.- Dade ls fueria

T atbl + 205+ 5% (1p)
que psss por el punta P(9,4,1) (ft) determinar el momento . de T -
con respecto al punto O que es el origen de las coordenades x,y,
z e interpreter ¢l resultado,
Solucidn:

Como sabemos

Tl o+ l3ek  (fL)

Y
1 ) l

FoerxFw| 9 & 1 l- (20-20)1-{L5-45)3+(180-180)k = O
45 20 &

por 1o que se deduce que T ¥ ¥ tienen como &ngulo entre ellos --
© = 0 ; por lo que son paralelom, en esate caso tienen la misms -

1fnea de sccién.
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Iv,8 Coordensdas Vectorisles oe une Fuerza.
) Sen le fuerza F « Fxl » Fyd + Fzk ; y Fo = Hxl + Hyj + Hzk
el momento de ls fuerze F. con respecto sl origen, entonces lns_
coordenadas vectoriales de la fuerza T (tembifn conocidss como
plOckerianes) estén definidss por:

- {trxquyjtflk) o (Mx 3+ My JoMzk ))

£jemplos: .

2u,-:Determine las coordenadas vectorisles ce la fuerza indica
da en' la figura.
S L g =

\630Rgt |

Solucifn:
Primersmente obtenemos el vector director de 1e fdarza, el
‘cuel ve del punto A el punto B. ’ Coen :
B = (31+463) - (Bk) = 31 « 63 - 6k (m)
obtenemos ehora Bu meynitud total del punto R el B

1wBl-yv ) + @) ¢ (-6 badm
entonces el vector unitaric seré:

Tape 222B76% | g 3334 | 0.6664 - 0.666K
3
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por lo gue Lenemos gue el vector equipulente de le fuerze es:

F = (630 kg-r)(0.3334+0,6665-0,666k)

T = 2908 + %203 - 420k (kp-r)
y telculendo e) momento con respecto al origen de lu fuerze T . =
que pasn por el punto B de coordenades (3,6,0)

[ 3 M
fo= | 3 6 0
290 420 -uLz0

Ho = -25201 + 12603  (kgf-m)

w (252001 - (=1260)3 + (1260-1260)k

Entonces las coordenadsa vectorisles de 1l fuerzalFi= 630 -
(kgf) que pess por el punto, 8(3,6,0) son;

T = {(2101.4203-420k) , (-25201.12603)}
donde la fuerza ests expresado en kgf y el momento en kgf-m.

25.,~ bodes leas coordenndas vectorieles de les sigulentes fuerzas
encuentre un punto de sus 1{neas de accién.

T, w {(2101+6203-L20k) , (-25201+12603) J

Tra {(~2701+10803+360k) , (-1080]+3260k)}
Las fuerzes se expresan en tonelsdes y les longitudes en metros.

Solucién:
Pere la fuerza T,
como ssbemos el momenta geta dedo por Mo = ¥ x F entonces:

1 3 k
Mos | TX Ty rz (= (=LZ0ry=710rz){=(~420rx=-20rz)J¢
210 W20 -LZ0 +{(420rx-240ry)k

teneaos gue :
(=420ry=210rz) i + (L20rx+21072) J+(420Tx-210ry)k = -25201+1260)
entonces heclendo la summs de componentes en cade eje tenemas:
ZFx = o} ~ 420ry - 210rz = -2520
¥Fy = L20rx + o} + 20rz = 1260
EZFz = L20rx -~ 2101y + D = 0
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shérs tenemos un slatema de tres ecusciones con tres incognitas,

) cuml procedemos a resclver de lm eigulente msnera:

L20rx + + 290 1z m 1260 memmcmecaa {1y
Q - 290ry - 210 12 « =12601 emcwommcun 2)
0 =~ 420ty - 290 Tz = ~2520 -e-wwom- - (3)

de la ecuscifn (2) tenemos
vy 2260 = 20002 _ gy s ()
210
sustituyendo ry en {3) y cespejando rz
rr - o22520 4 2520
210
ahora sustitulmos rz = 0 en la ecuscibn (&)
ty«6-0=-6 (m)
sustituimos rz = O en la ecuecifn (1)
L20rx + O = 1260

™. 1260 «3nm
420
le solucién del sistems es: s 3w
Iy = 6m
Tt Om

por 1o que un punto de la linee de accifn es:
F_&E,&,D) en metroy.,

Fnra_ﬁﬁl
procedemos de la sigulente nenefs:
1 3 .
Fo - ™ ry  rz |= (360ry-1080rz)i-(360rx+270rz) J+(1080rx
-270 1080 360 +270ry)k

#l hacer ls sums de fuarzes en cags gje tenemos:

£fx = 0 + 360ry + 10801z « 0
EFy = -360rx + 0 - 270rz = -1080
£Fz = 1080rx + 2707y + 0 = 37u0
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“pars resolver el sistens’ Lo bcomadamas de.ln-aiguiente menera:

380rxv. 0 27012 n - 1080 cemmnmmiont (1)
.72 10BOCX -+ 270ry. % 0 .= 3260 -
.36Dry '+ 10807z = . @

“360ry + 0BOTZ

—dg,lbyzcuaclﬁﬂ kk) teneﬁon:

t; : TY = 81rz 'y, (5)
. ) 270

sustituyendo ry en (3) y despejando rz

360(3rz) + 10801z = O
(1080+1080)rz = O
rz =0

sustituyenda rz = 0 en la ecuacidn (S) tenemos:

ry = 3(0) = O
y sustituyendo rz « 0 en (1)
-360rx - 270(0) = -1080

=1080

Ix = =3m
-3t
por lo tanto lm solucifn del sietema es: rx =3 m
rYy =0m
rz=-0m

.entonces un punto de la 1{nea de accifn de lF:l es:
P (3,0,0) en metros.
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IV.9 Momento de une Fuerza con Reupeété 8 un tje. Condicién he

" cesaris y Suficlente parae. que el Morento Sea Milo.

Consideremos: Una fuerzs F que act@m subre un cuerpo rigl
do; y el momento Mo de eea fuerze con respecto a 0, representa-

dos en la siguiente figura.

Sea OL um eje que pasa por O; definimos el momentn H de
F can respecto B UL como 1a prayeccién GC del momentg Fo sobre_
‘el eje OL. Representendo por e el vector uniterioc en le direc-
cibn (L, podemns escribir:

Mo = e*Fo = e~(T x F)

que nos demueetrs que el momento HMou de T con respecto al ele -
OL es el pscelar obtenido sl ejecutar el triple producto esce--
lar de €, T y F.

Podemos expreear Mo. en forms ge determinente:

ex ay ez
MoL = x v 7 B
Fx Fy Fz
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donde;: |
ex, ey, Bz = cosenos directoree del ejle UL
X, ¥y, 1 = coordenadas del punto de aplicecién ce ¥
- Fx, Fy, Fz = componentes de lp fuerze i

Definimos: GQue el momento Mo. de T con respecto a OL mide
1s tendencie de la fuerza F o impartir sl cuerpo r{gido un movi
miento de rotacifn mlrdedor del eje fijo OL.

De este definicién concluimos que: "t] momento de ¥ con --
respecto 8 un eje coordenado es iguel a la componente de Mo con
respecto a oicho eje=.

Suestituyendo suceelvamente cede unc de los vectores unlita-
ries §, §, k por e tenemoa:

Mx = yFz = zfy
Hy = 2Fx = xfz
Mz = xFy =« yFx

Generslizando tenemos, el momento de una fuerza ¥ apliceds
en A con respecto a un eje que no paem por el origen, se obtie-
ne un punto arbitrerioc 8 y determinamos la proyeccién sobre el_
eje BL del momento Me oe F con respecto a B.
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Eata"zs; E
. i Moo o @ He = 8e(T xF)
,nnhdz AT « Ta = Ty representa el vector gue une b 8 can A. st
expresasmas M ‘en forma de -determinsnte:
ex ey ez
Hey = {ax. 8y &2
fx Fy Fz
dnnde’
. ex, By, B2 i~ Cosenos directores del eje BL
Ax'a xai=xa 3. By wya ~ys 3 bz e zi~ze
Fx, ty,irz‘ff componentes oe 1s fuerza F

CEgemplos._ y
26.- L_lvmp fuerza tiene por vector equipolente el :
o Tezte25+k 0N

y su 1fnes de aceifin pasw par el punta Fo(2,3,5) (m). Epcoens-

‘tre sus momentes con regpecto B ires ejes respectlvamenta pnra-

lelon o los caordenpdos que pasen por el punto (1, 7 -2)

Salucibn: :
Primeramenis obtendremus el vector de pusiclén gel g
Pa al origen § de los e les toordensdos

T ow (20433¢5K) = (1074-2k) = 4 ~ 4§ 7
ahors calculamps el momento oe le fuerzs respecto. sl puntg

B 1 3 k
Foej1 b Tl (Sbsi)l ~ (1=30)
2. -2 1

Fo= 1 + 433 « B (tfem)
",y cama ya sshemos el momento de. un|
H o« 2HD s

A0 '~(zr;m)'

K1 o



<116 -

Oe igual menera pars los eles y.y z tenemos:

My“oy W JCA0LLI3S0BK) w13 (tfem)

Mz®=2 = k(101 DJeBk) = 6 _ (tfem)

Resultados:

Mx’ax =10 {tfem)
Hy -y = 93 (tfem)
M2~z = & (tfm)

Con satag camprobamos gue el momenio de una i‘uerl‘a reshéctn‘ s
8 un ele coordensdo (en este caso peraleln) es iquali s ls compo -
nente de Mo con respecto o ese eje. SRR

27.~ £ncuentre el momento de la fuerza indiceda.en le fl‘gum._‘-
con respecta 8 los ejes coordenedos y al proplo OA.

ry

. Solucibng ; o
Primeramente protedemos e obteser laa componenties de la --
‘fuerze |n w 1170 kgf.



e T el

escemos €l vector director de s ru
c). : SRR
Ve 123 ¢ bk} S (31) . o384 R2)
ls longitud de ese usctorkusi puntﬁ‘ﬁ‘al

19 Jent et ot
entonces su vector unitario esta duuu:p\nr:s o

. ————1-—”":§ K 0, 23081 0,92315 ¢ 6. 3077k -
por lo tento:

T = (1170 kgf)(~0,23081 + 0,9231) + 0.3077)

T = -2701 « 10803 + 360k (kgf)
mhore celculamos el momento de 1s furrze F con ruspecto al origen
D, 1 3 k

Ha 3 0 0| = -10803 + 3260k (xgf m)
-270 1080 360

enseguida pbtenemos e} vector director de lm 1fnes GA.

TR = 31 + &k (m)

le magnitud es:

Gl vV (3" ¢ 0 besn

y 8u vector uniterio serf:
Toa = -2 5K L 0,61 4 D.BK
5
y como el momepto de une fuerze Tespecto a un ejle DA ea:
Moa = EoaPo entonces tenemom fue:

Hoam (0.6140.8k) (=10803e3240k) = 2592 (kgf m)

9.1 Condicidn Necesariam y Suficiente paras que el Momento de unae_
Fuerzms Respecto a un Eje ses hulo,

Segln la definicibn de Momento de unn Fuerza Respecto m un_
eje tenemos que: Mov= e+(T x T) de donde aL ¥ # D, entonces el -
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momento de T con tespecto 8l eje UL s> anule solemente cuando su
proyeccibn T* sobre un plana normel al eje OL es cero, o cusndo_
ls dintancis perpendiculer d de 7° a OL es cero. En el primer ca
so ¥ es parelels m OL y en el segundn, Bu l{nes de mccién corte_
s OL. En ambos casos T y OL me encuentran ¢n el mismo plano; por
lo tanto:

*El momento de una fuerza con relacifin @ un eje ee snula —-
cuando y solamente cuendo, la fuerza y el eje son coplaneres™.



CAPITULD V
*ESTUDIO DE LOS SISTEMAS OE. FUERZAS®

V.1 Coordenadas Vectoriales oval Sieteme de Fuerzas. Equivalen--
cia Entre Sistemas de Fuerzss y sus Condiciones Determinantesa.

1.1 Coordenadss Vectaorisles del Sistemn de fuerzms.

Sen &) alatemn de fusrzns conatituidn por Tr, Fr, T3, ou.Fe
y B, Mz, Fs, ..., R los momentos de cads unu de les fuerzas con
respecto a "0"; me dice que sus coordenmdes vectoriales o PlOc-~
kerienas eatén definidas por:

Fa «I¥ y FaaIR

donde:

Fa.- Es la fuerza resultente del pistems,

Mr.- Es 9] momento genersl cel sistema de fuerzas con res-
pecto sl origen de coordenadss.

£ jemplos:
1.- Dados 108 sistemas de fuerzass que se muestruen en lss flgures
determine lee coordenades vectorieles o PlOckerlanas de cada una
de ellas.

- 119 -
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FJ

z
fOm
-~
<,
a0t 5011 / {]
15 agl ﬁo"‘ 20 xgf
10 kgt
iol
fa? 101
Solucionss:
e} Cslculamos primerc le fuerze resultente del aiatemn
T = §7 « -40k ~25k -10k - 50k + 30k “n

Tr = =95k (tf)
ahore celculamos los momentos de cade une de las fuerzae cun res

pecto al arigen.

Meo = O {(tf m)

Fra = (2142)) x (=25k) = <501 + 503 (trim}
Tio = (51+23) x (~10K) =~ ~ 201 + 50} (tF-m)
Fso = {1 +3}) x (~50k) = -15D% + SGJ (tfem)
Hio = (L1+63) x (~30k) = 1201 =12D3 (tfom)

tiacemos ln suma de los momentos
Ha w TR ~ 0-501+501-201 +50§-1501+50 §+ 1201~ 1204

He = =300t + 30} (tfem)
entonces ias _coardenadas vectorjales son:
Fa = -85k (er)
l'ﬁa « ~1061 + 30) (tf.m) .
- co : T 8

b} Procedemos de lgual forme L
Fa = (~301415§~103-20x) = -301 + 53 - 20k - (kgf)

y csliculando momentos tenemos
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S

S (I ) (~10)) =40k T (kgfem)
w (bisbk) x (155) = <601 + 6Ok (kgf-m)
= (10344} x (<301) = -120§ + 300k (kgf.m)
= (103) x (=20k) = -2008 (kgfem)
reslizamos la sums de los momentos

W = -40x-804 +60k~120+300k-2004 (kgPf.m)

Fr = -2601 - 120§ « 320k (kgf-m)
por lo tanto 1lse coordenadss vectorisles de b) son:
Ta = =308 + 53 - 20k (kgf)
He = -2601 - 120§ + 320k (kgf-m)

1 7l 3 3
33

X
~
o

2.~ Lo megnitud del sistems mostrado en le figuram, respecto el -
origen, es Mo « 3500 (xgf.m). ODetermine eus coordenadas vectorig
les,

il

Om

80 kgt

150 kgt

Selucibn:
Primero celcuismos la suma de momentps
Ha = (203) x (1501) + (204+10k) x (F coe 30§+F sen 30k)-
He = 1.34 FL + 3000k (kgfem)
COm0 sabemos
Fe = (1,30 F1)°+ (3o00k)
sustituyendo
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Fn o« 3500 (kgf-m} y denspgjando ¥ tenemos

7. Joson)y - (sao0}
130
sustitoyenso T en He tendremon
Fr ow 1.3601365.35)4 + 3000
Fa = 1802.775 + 3000 (kgfem)
ahors hacemos ls sump de fuerzas
Fa = 1504 -~ BOJ + 1345,35(cos 303 + aen 10°x)

« 1345.35 kot

Tr = 1501 s 085,073 « 672.68k (kgr)

por 1o que laa coordensdas vectorisles del alstema son:
Ta ~ 1501 + 4085.07) « 672.68% *gt)
Fe = 002,778 + 3000k (kgfem)

1.2 Equivelencis Entre Sistemsa de Fuerzes y sus Londlciones De
terminantes.

Dos sistemss de fuerzas Fi , Fr, Fs, ete., y FO, A0, 7S, ete,
son gqulvalentea entre sf, al y solemente sl las sumas de las -=
fuerzone y Isa sumss de los momantos de lss fuerzme con reapecto
8 un punto dado "O0* de dos aistemas san, respectivemente jgQue~--
les,
En consecuencie las condicicnes necessrias y suficlantes pe
I's quUe Ops aistemas de furrzas neen equivelentes san:
1) Que ejerzen la misms fuerze sobre 2} cuerpo en cuslguier
dirscclén para ampujsrlo o jalario.
IF X7
2) gue tengsn iguales momentos respecto s cuslguler punto -
pers girsr o torcer el tuerpo con respectd a dicho punto.
Ihg = IMo”’

£ jemplas:
1.~ Degos los nistemas de fusrzas:
(1) Fi = BL + 53 <7k (kgt); A(0,2,1) (™)
Fr o= <21 <83 « 15k (kgf); 8(0,4,1) (m)
W o= 8L+ 10§ + 12k (kgt-m)
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(I 7y = 61 =kd & Bk (kgf) ; C(4,6,0)  (m)
me = 44 =3) =4k (kgfem)
investigar al son equivalentee entre af.

Solucién:
E€fectusmos la suma de fuerzse pars probsr si se cumple:
27 «£Fn
I77 = 81 « 5) =7k =21 «83 + 15k = 6% =43 + Bk .. (kgf)
Ifp = B1 - 43 + Bk (kgf)
como vemoa se cumple

If; = Ifn
shora probaremoe la ecuacién
5P1 = IR . .
EWr w (234k) x (B1455-7k) + (J+k) x (-21-83415k) +§1_¢1DJ’
12k
EAL « 1L + 16) - 2k (kgf-m) y

IWy « (Lebfelk) x (BL+LJ+8K) +1L1=33-Lk

IWg = 621 + 13) -32k  (kgf-m)
como podemos ver IFr 4 THgpar lo tento loe sistemes I y 11 no =«
son equivalentes entre af.

4.,= Los dos siguientes aistemas de fuerza® son equivelentes. De=
terminanse Fsy ®4 .
(1) Fi e 61 + 75 + 12k (kgf) ; A(0,1,2) (m)
T o« 6 433 -8 (kgf) 3 B(1,0,-1) (m)
W o =74 -6] -7k (kgf.em)
Mz = 158 + 24 + 12k (kgf+m)

DT =7 ; C(o0,0,0) (m)
my = 2§ - Bk (kgf-m)
Ma = ?

Solucién:

abtepemog la euma de fuerzmns en el aistemn I
ITt = 68+73+12k+b1+33-Bk = 104 + D) + bk (kgf)
y coma:



- 124 -
£F, «ZFu = Py
F3 = 104 + 303 + bk (kQf)
pars obtener = , pPrimero hecemos suma de momantos en el sistemn
1.
IHr & (Le2k)n(61+47§+92K) + (1-kIx{L1433~Bk)=71-6§-Tk + 158425412k
IF, = 81 + 125 + 2k (kgfym)
shora hacemos suma de mowentos en 11
SHy = 2§ - 8k + e (kgfem)
iguslamos
THi «ZH,
91 & 12§ + 2k = 2§ - Bk + me
deape jamon me
me » 91 4+ 103 + 10k {kgf-m)

V.2 Los Sistemas Irreductibles.

Cuandn un sistema de fuerzes me splice & alglin cusrpo y es-
te no presents ningén efecto exterlor aobre el cuerpo, se dice -
que el cuerpo y el siatems ce fuerzas se encuentran en equlli--=-
brio, si por el contrario, el sietems de fuerzes produce ub efec
to exterier sobre el cuzrpo (movimiento)} entoncee se dice que el
cuerpo y el sintemn de fueTzee No ae encuentran en equilibrio, -
por lo tenta ae tiene uns fuerzs resultente, que en e} alatems -
mAe senciilo a que se puede tranafarmar o convertir un sletems -
de fuerzan, ® eptos sistemag se len conoce como *sistemas {rre--
ductibles®, los cusles son: une fuerza, un par, une fuerze y un_

per na coplance y £l ecullibrio.

2.7 Una Fuarzas.

£l slatemn mhs sencillo de los eletemas irreductibles es el
de una fuerza, en el cus! se obtierne solamente la fuerza resul--
tonte Oel alstems, teniendo de ests maners une fuerza (inice, ce~
paz de producir los mimmos efectoe que todos lea fuerzas que ec-

tlen o componen el sistemn.
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2.2 un Per.
Evte @n otro de los sistemes irreductiblaes, el cual conata_
de dos fusrzes paralelas, no colineasles, las cusles tiensn la --

migaa magnitud pero sentido contrarioc, gue producen un momento,

2.3 Une Fuerze y un Per no Caplanos.
Otro de los sistemas irreductibles ee el formade por una --
fuerze y un par actusndo en ¢l especio.

2.4 £qulibrio.

Es el 01timo de los sistemas irreductibles, an el cue eu rg
sultsnte es cera, se le define como el estedo de un cuerpo clasn-
do encontredes fuerzaas que gbran en é1 se compensan y destruyen_

mutuasente snulandose.

V.3 Reduccifn de un Sistems de Fuerzas s una Sols Fuerza.

S4 un eistems es, de fuerzes concurrentes, coplenesrea o0 pa-
raleles, siempre puede mimplificarse s une sols fuerze reasultan-
te Fr que sctla & trevés de un punto Gnico P, Esto se debe a que
en cetde uno de estos casos, Fa y Ma siempre serén perpendicula--
res, es decir, Fa'Ma « O: eato sucede solo cusndo sl alstems de -
fuerine se puede reducir s ung fuerza,

i
1Y
Mr
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= Enloa sintemns de fuerzms conCurrentas todes les fueries
sctéan en un punte, por lo nue no hay per reaultante, esf nue el
punto P quede auvtomfticeamente especificeda.

- Lon nistemass de fysrzas coplensres, pueden gimplificaree_
2 una sols fuerzs reosultante, debldo & gque cuando cads fuerzs --
del alstemn sp trenaporta 8 cualquler punto U del plano xy, se -
geners un vector par oue es gerpendicular al planp; es declr, en
1s direccibn th, Asi{ pues, el mowmenta resultsnte ¥Ha «I¢ x F us
perpensicular & la fuerzs resultsnte T,

?y ty

Fs

M

F, Fr
- Los sietemsa oa fuerzas peralelss pueden aimplificerse &_
uns atle fuerze resultente, debido a que cuando Ceada fueria se -
tranaports e cuslguier punto G dal plano xy, se generTn un per --
con . componentes de momentaa solismente cor reapecto o los eles x,
y. As! 2] moments resultanta He =Xt x ¥ es perpendiculsr o la -

fuerze resultente Tr. P
ol 4
P
A =
T
o 1 ' .y
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TLb reductibn requisre le ejecuetdn de los pesos siguientes:
®) La fuerza resultante Fa ea igusl a ls sumz de todss lee_
fuerzas del sintema.
Tn = ¥F
b) La linea de sccidn de Fr se getermina por el principio =
de momantos, que establece gue &l mamento de ¥ con respecto 8l_
puntn U ¢s igual o la sume de los momentos caon respecto el punto
0 de todas las fuerzas.
Fa = IW

3.1 Tearema de los Momentos o d@ Vaerignon,

Un concepto muy uesdo en meclnlico, es el teareme de Varig--
non, Gue slgunes veces a2 wenciona como el principio de Momen---
toa, £ate teorems establece que:

"La suma d¢ los wmomentos de todas las fuerzes s un sistema
de fuerzaa concurrentes Con raspecto s un punto dedo es igual ml
momanto producido por la fuerzas resultante del sistemm, con res=-
pecte al punto®,

Fre aIH w¥T x T

Esta propledar se aplica tsnto al momento de una fuerzs res
pecto &8 un punto como & un eje y ee puede gengrslizar como:

®*El momento de una fuprzs ee iguml a le aume de los momen--

tos de mus componantas”.

3.2 Lje Cantrel como Soporte de la Fuerzes Resyltante.
£p el ele donde se splices la fuerza resultante del sistems,
s este eja se in conoce temblén con el nombre de “eje centrsl®,-
aste 8je se obtiene de 1a férmula:
HauT xTa
en la c!ll se desconoce @] vector F. que estma dedo por rx, ry, -
rz; de la férmula de momentos ee obtiena un sistems de ecusci--
nas cuye solucién noe indica la posicién del eje central que va_
a aoportar o ls fuerzes resultsnta.
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S.- Tres fuerzss paralelea provenientes de columnae ecifian sobre
s loea circuler, Determine la fuerza vesultanls, y especiflique_
su localizecifn (x,y) sobre la losa.

[ 34

Sulucién:
Celculampns primero la fuerzs resulteante
Ta= -0k = 6k = Sk » =23k (kN)
shora calculamos 108 momentos de cedn fuerzae respecto sl origen
Fa = («2.46140.63§)x(-9k) = =22.143  (kN'm)
Ha = (2.351+0.863 n(-6k) w =5,161 + .1]  (ki-m)
Fc = (-2.53)x(-8k) « 201  (kb*m)
hacemOs aumm dw momentos respecto sl orlgen
ZH = -22.143 - 5,161 + 14,13 4+ 208
TH = 14,841 - B.0LJ  (kN-m)
culculamos enors el momento de le fuerzie resultante con respecto
al arigen
Fa = (xleyJIn(=23k) = ~23y} + 23x]
y camo H = Ar  antonces
TaoBlh = B.0LY & =23y1 » 23x]
hecemos suma de momantus en cada e e
IMS = Ve Bl = 223y aeeee (1)
ZHy) = =B.04 = 2Ix ~=e=e (2)
as$ pues tenesas

dr (1) g decBl

=23

= - 0.6L5 m
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de (2) xa 2Bl L g5
23
de sate forsa obtuvimos las coordenauas pediden.
(0,845, -0.35) (m)
come vamom Fa * Ha w O al aiastems Be puede reducir s una sola

fuerzas resultante.

6.« £) poste se ewtabilize en la posicién vertical medlunte fuer
zes de tenaibn desarrolledes en tres cables de retenlda. S lom_
cablea AB y (D suetentan una fuerza de 800 N y 600 N, respectiva
mente, detarmine la locelizacidn reguerics P(x,y) del cable AR y
le magnitud de ls fuwrzn T desarrollads en é1, de tal menera que
le tensibn an todos ios coblea praduzcs yne sole Puerze resultan

te de Fa ={-2161 = 1800k | N, actuando en O,

Solucién:
Obtenemos primero ias &xpresicnes vectoriales de los cables A8 y
co.

Cable AB

tae = 240K L o2y - 0,890k

11.18
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Tia = (BOO)( 0.6L724-0, ngkk) -v-357‘761 295, S?k (N
de iguzl forms psra el cable CD E

Teo = (600) S L Uyg0s ok
5

y el cable AE
Tag = Ty + Tyy - T2k :
hacemos lg suma de fuerims an cadn gie’
TFx = 2360 + Tx = -216 - o (1)
Iy w =357,76 + Ty = 00 rudans (2)
7z = -715.57 -u80 - Tz’ --1auu (J_)

da (1) Tx = kN :
de (2) Ty = 357.76 &
de (3) Tz = 604.LB N -
as{ pues

Tacm i o 357.763 - G0L.LEK (N)
y ln magnitud
Yae w 797.02° (W)
Ahora calculamos el momento oe ceds teneifin raspecto sl ori
gen.
Fane (=53)x(~357,763-715,52k) = 3577,61 (N m)
Feaw (=31)x(-3601-0L80x) = =1LLDY (N w)
Fac= (xleyJ)n(161+357,76 +604.48k) «
Hagw 606 6BYT + 606, LBX S « (357,76x = bhy)k
cumo Fa eots apliceda en O entonces He » O
y heclendo sung de mocmntos en csds eje

IAx w 3977.6 = 604 WBy = 0  =ceaa [C))
TRy =« =D 4 60L.6Bx = O ~ammm (2)
ZHz = 357.76x = W4y = 0 ———— ()

de (1) tenemos que
3577.6
o 2220eh

5.918 m
604 .48
de (2)
20 L zoe2m
600 .48

comprebemes en 1a ecuacién (3)
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157,78¢7,387)-. 146(5:918) '~ 0
. 852,23°%7A52:19 = 0

ndo_

Y hc&lu :
T N LLLE

3.$T‘Conf{bur-qloni- de’ lon Sistemes que Admiten Keduccifn s una
Sola fuerre. .

‘ Los sintemma re fuerzen que pueden ser reducluos m une fuer,
™ l'm.lt:n o resultante, son, aquelian en lom cusles Im fuarie My
y el véctnr del par Mo son perpendicularen entre af. Lote conag-
cifn generalmente no ap satisfece pnor elstamas e furrins en el_
enpacio, a1 ae satliaface por alatemas formedos:

1,- Por fuer:em concurrentes,

2.- Por fuerzas coplanarens y

3.- Por fuerian parmlelnas,
1.~ Las fuprrzas concurrentes, eathn aplicadas al miamo puntn, ~-
por lo tanto, pueden summree directamente pars obtener sy resul-
tante 7T, €n eats furmn alempre se reduten a unp Rnle fuerznm,
2.- Lea fuerznn coplenares, actlen en sl miamo plano, por lo que
Im sums W de las fueries del sintems tamhién entarh contenlidn en
®] mism0 nlano, pero el morente de crn una or lea Puerinmg con -
renpacto a Ui y, por lo tantn, »] momento resultante Ro, serén --
perpendicularen nl plano, ea necir, 7 y %o son peependicularen -
entre n{. L1)n® pueoen reaucirse s una fuerza Gnice R feaplazan
oo & 7 epbre rl plano bante que my mamento cor reejecto s U nen_
fgus! n Fo, La dlatenclus de U a la )inea dw accifin de i es:

Ho

d e =
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3.« Las furrreas parslelas, suponiendo oue las fuerzas son paralg
low 8] ®je z, tendremos Oue Bu Buma F también eerd peralels al_
eje 7. Por otrs parte debido s nue el momento de uns fueris es -
perpendiculer a In fuerzs, el momento ton rempecto » O de cade -
une de las fuerzas cel slsteme, asf como el mamento resultante -
Fo emtarkn sobire el plang =y, £ aleteme fuerra-par an O eetd --
formado de ure fuerze Grica U, La reguccifn del sistema e ung ~-
fuerze Gnice puede efwctusrse trasladande A & un nuevo punto de__
aplicacifn de coordenadas.
-xir « M2 H yRz = Mx

Ejemplos:
7.~ Daterminer In distencias del punto A e la lines de acctbn on_
la resultante de las tres fuerzas indlcedes cusndn:

2) s = 1 m;

b) m = 1.% m;

c)a=2.5m

4 KN
K
Im 2 Pe N
* eyl
0
H L€ o 7Y
H
i/ o2
BKN

Solucifn:
a) Reducimos ¢l alntems mn une fuerza resyltante
Fan = =LJ=PJe2) = =103 &N
ahpre obtenemos los momentos de lam fuerzeas, aablendo cue 8 = im
Hi & (L) (1) = b khem
Hs «=(2)()} =-6 kN.m
Hs m (8)(1) = B kN°*n
TH « b -6 o B« b kNem
como
He = TM
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sntonces
0x » & kNem -
B S W)

-0

(BI(1:5) = 12 kNem

put»lu'tn”iu !

c) Para 2.5 m .
My » (B)(2.5) = 20 kN°m
IM & «2 4 20 = 18 kNem

10x = 18

!ntonéeg
- x= 1.8 m
B.- Pare lw arssduram y carQe mostreades, determinsr la resultante

de lae cargas y la diatancis desce a2l punto A B8 su lines de ec--
cifin,

3 kips 4 kips S kips
c 2] E
6p
A 8
A Fo R
oot 8p - 8p “ ap « 8p

Solucién:
Heducimos e] sistems 8 unm fuerrs resultante
FR & =3 - 4 = 5 = «12 kips
y comg
Ha = 1K
entances:
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S2x 2 (B (=3) '+ (163 (=) '+ (20)(=5)
<12x. . --208 S
por 16 que: TR
’ ) x = 12,33 p

V.4 Par ds Fusrzas.

Su le llema per ul siatema de dos fusrzsa igueles, pestela--
lan y de esntido contrarlo. Une de les fuerzas se designs por r_
y 1s otre par -F, 18 distancis perpendiculsr sntre elles ss de--
signa por "¢®, cuye megnitud ee diferente de cero.

-F

L.1 Momanto de un Par.,

El efscto de un par es el de producir un momanto puro, ea =
decir, una tandencia a la rotacifin en una direccién sspecf{fica--
da.

El momento producido por un per ¢s squivalente sl momento -
Oe coada una de sus fuerzes, cmlculedo con respecto o cumlquier -
punto arbitrario O del eapacla,
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El momento del per con respectc a O as:
Fo e Tax (-F) s+ T xT
Mo« (Ts ~Ta) x F
por le ley del triéngulo de ls sume vectorial, Ta» F = Ts O =~
T «Tse - Ta , tenemon:
ForTx T

El resultado ingice gue e] par es un vector libre ys nue Fo
depande sglamente del vector de pomicidn Ta o T , dirigido del_
punto 0 & lv fuerze,

€n conclusién tenemos cue:

* £1 momentp de un par permanece constante con reapecto 8 -
cunlguier punte *0" del especio, y a cuslquier mjm perpendicular
e au pleno; tenlendo por magnitud el producto de une dx aus fuer
zas por el braza del per®.

M = Fd
donde:
F.= €p 1o mergnitud de une de los fuarIee,
d.- Ea la distencia perpendicular o brain de polanca entre
las fuerzan,

El mantido del momento sv encuentrs medimnte la regle de In
mano dereche, en todos los cesce M actia perpendiculerments al -
plano cue contiene lsa dos fuerisa,

4,2 Propiefindes de los Pares.

1B *f] estsdo de un cuerpo rigido no cembis, el cuelquier
par que obre sobre £1 en un plano dedo, mm subatituye por otro -
par de igQual wmomento mplicedo en el miemo glano*,

20 *Se puede, sin varler el entndo de un cuerpo rigQido, =--
trpnnlader paralelsmenta a €1 miamo en au plano, un par de fuer-
zem que le es aplicado”.

30 *f] estsdo de un cuerpo ri{gldo no cembia, =i cunlquier_
par gue le es aplicedo Qiras alrededor de cualguier eje perpendl-
culmr ul pleno del par®.

0 “f] estado de un cuerpo rigido no se mlters, ni cuslaul



~ 136 -

#r per que le es apllicedo en un plsnc dado st treslads 8 Otro -«
planoc psralelo®.
Estas custro propiededes dan como resuitads uns propledsd -~
gineral:
*Dos pares os igusl moments, situnsdos en planos parsislos y
guardando cumlguiwr pgeicifin wn elloa, son equivalentes®.
Fidy = Feds

4.3 Carecter{sticas de los Pares.

Len cerncterfatices de los peres se obtienen de sua propie-
dades par 12 tanto un gar queds determinsdo con los tres #£lemens
tos siguientes:

1,~ Magnitud y Sentido.- [ el productp ge une de les Tuer-
zen del per por su brazo de palsnca,

2.~ Signo .- Se conviene determinarlo ssgin el sentlde del
momentn del per referido o cierto =3r orientsdo,

3.~ Plano del Per.- Anel{ticements quese determinedoc por --
108 cosenoe dirsctorea de su normel.

Ejemplan:
9.~ Daun un per de fuerzes gunles y apueatps T y -F, donde:
Fa-6f « 8325 (kgf), tal oue ¥ pass por #) punta A(6,8,10)
(n) y -F pase por «) purto B(-8,6,10) {m), encantrar sl momwnto_
de este par.

Selucifn:
Primeranente optensmos el vector 7T = Te - T«
T o= (61eBie - (~BLeBSe 1K) = 161 + 25 (m)
shore calculamos el momenta del par
H oo (108423) x (~B1eB3e5k) = DL - 709 « 126k (kglfen)

y le megnituo del momento es:

e Vo' + 00« (20F L w2 (kgtem
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10.~ Se tienen parss nue ectéen sobre lam cubos cuyos ledos tie-
nen longitud de 3 m, coma B& muestiren en lam Tiguras. 5§ cede --
fusrim es de 10D xgf, determinar jos momentos dw 108 pares €N =-
(n), (b}, () y (d),

z 1
L]
H4 :
: {0 j
G e s LN L S S y
- ) R e
- (s f . rd
’ ) . LY
X A A
r
2
F "
+
s A ) F
P '?'/"'—""' /)"‘ - Y
. .

Sulucionas:
(n) Coma ¥ es perpundicular 8l eje y entonces tenemos que ¢
Te 100) (k9f) y le dimtsncie entre Inm dos fuerzas s Tedk B
entoncen

W o« (3)x(10D)) »
(b) O tqusl meneTn tenemas que I = G

)
y T w31 w3y
(w) por 1o oue

Hoe (34-340x(100%) = 3001 - 3003 (kgf-m)

(c) Temamow aue ¢} vector ce pasicdfn e T ae v » 31+ 33 (m),_
8} obtenemos su magngtug R

e V37 + (30 be a2k m
entances



y Tow 3k
por lo qun nos queda:

(d) De igual mansra pare T tenemos vV

¥y Ve Lot m con lo que
r. (o (ﬂ-—i‘i
L2

yT =34 (m
rntuncn- :
- (34)x(70. 251-70. 75 - Z212.250 % 21225k (kgf-m)

L. . E1 Vmctor Par.

Se considers que nc ss necesario dibujer lss fusrins realss
que forwman un par de fuerzes para definir el efectoc gue producen
sobre un cuerpo rigldo. Besta con dibujsr une flecha igual en --
magnitud y direcciédn sl momento producide por el par.

z

x

€1 s{mbolo _# se usa pars indicar gue es un vector del par.

Al vector cue rapresenta un par de fuerzes se le conoce co-
mo vector par o vector del per, el vector del par, es{ como, el_
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momento del per, es un vector libre, por lo tanto su punto de a-
plicacién se purde tomar en cuslguier punto par ejemplo en el o-
rigen de las coordenades, ademém pueds descomponerds en aus vec-
tores componentss Mx, My, Hr, que representsn los peres de fuer-
rms que ectian en jos plenos yr, ix, xy respectivamente,

4.5 Composicifin de #ares de Fuerzes.

Sesn dos plaros Ty 77° que ae intersacten y dos pares que ac
tGah respectivements eh 7 ¢y 7’ con el par en 7 compuesto por rnv
-Fi, perpendiculeres a lm l{nen oonde me intersectan las dos pla-
nos y gue actbhsn en A y en B respectivemente; de iQual maners ol
par en 7’ compuesto gor Ty Y -Te perpendiculares = ab y que at
tiian en A y B respectivemente,
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Resulta obvic que le resultante R aw 71 y dw Fr y lu rasule
tante % de -7 y de -Fr formen un par.

S1 llemsmsaon T nl vector que une el punto A con el B y ue
do 1w definicién de mamentc de un par, exprrasmos el momento del
par tesultants de le aiguients maners:

FarTxfmTx (The Fr)
y por el teoreéms de Verignon tenemos:
g - ? x Tn * ? x rl

cona el primer término representa el momento del par en MMy el -

segundo térming sl momento del par en T ° gntonces:

FaM + W
con 1o qus ap concluye que la suma de dos pares de momentos M: y
Mt ®s un par de momento H igual » Im suma vectoriel de Hi y e .

Generslizando, podemos decir gue: loa vectorse momentos de_
los pares son vectores libres, Que se pusdan sumer o0 restsr vec-
torialmente, independisntemente de sus pasiclones en el espacio.

Faf tReeWs s ...

Ejemplos:
11.- Obtener la suma de los tres paree mostrados en la figura, -
considerando que se ubican mn los planos cacrdenadom.
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o 71300 rgt:
0 . . .
5m :
w® 300 %9t oy
200¢&0!
Solucibn:
Caleculamos lom momentos ce ceda unc de los peres
pere Fr = 100 kqf vy T=Uu m
Hrm (L) x (00k) « LODY  &gf'm
para T: = 300  kgf y T =51 =
Hie (5)) x {(300k) = 15004 kgf-m
paras Ty < 200! kgf y Te-2) m

Hyw (-2§) x (2001) = LODKk %Qf-m
haciendo ls suma de momantos obtenemos:
F = 15001 « 400§ + OOk (kgPrm)

12.- S% el par resultante de los dos pares que sctlen aobre el -
hidresnte contra incencios ra M = (=151 + 30J) N m, determine la
wagnitud de la fuerio, P considere F = 75 N, 8 » 200 mm y

b =« 150 wm,
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Spluctén:

Primeroc calculemon el momento de T

Fe w (0.2k) x (75]) = =151 N m
ahors el mowmento ge B

o » (0.15) x (P1) = 0.15PF N
cong Fa = 19 entances

{=1514331) = =151 + 0.15P}

hjs)

P o= 200N
Q.15 ==

L.6 Transiscibn d» uns fueris Parslislemente 5 wlls Misms,

Se puede, sin cambinr ) estsdo de un cuerps rigide, trena-
lIndar parsiwlarente »u alls misma unp fusrzs splicads ¢n uno de -
wus puntoa, a otro cunlgqulers, mediants 1ia splicucién oe un nar_
deawnuilitiredn de fuerzss, cuym wmagnitud es ¢l producto de la «-
fuerza por su distsrcia sl punto al cual s¢ le he trensladeds.

Supangemos la fuerrs F spliceds sn el punto A de un cuerpa
rigido (a), Se trmts de trenelader diche fuerza el punto B gel -
mismo cuerpt y con une direccidn parsiele a I» fumrzs origleal,

F
r’ A
A A
] 4 8

o SF
-r .

A

tal et el tal

Frincrﬁ usendo sl principio de transmisiblijdad gueds epli-
carae F en e} punto A, gque of lacslize s unm distancis perpendl-
cular d desde B hesta Is 1{nes de mccidn de ls fuerze (b).

Oengués aplicemos fuerzes igunles y Dpusstas F y ~F en e} -
punto 8, (c), de esta maners les dos fuerzas indlcedss mediante_
fisches cortsdes por paquefas veyes, forman unh per de magnitud -
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Mc = Fd y tiende = hecer girer, ®! cuerpo en agentldo contrario -
al de less manecilins del reloj. Ys que el par es un vector llbre
y pusde eplicarer en cuslguier punto rel cuerpo (d).

Usango estes procedimiento, se hs mantenido un sistems equt-
valente en ceda une de les figurms, ®n otres palabres, cuando F__
actGn en A produciré las mismes reacclones gue cuando ae splice_
en 0 y tambifn ae aplica al cuerpn un vactor par Mc, notese que_
ls magnitud y direccién de! vector pear temblén pueda determinar-
se tomando ! momento de F con respectoc s O cunndc le fuerims ae__
laceliza »n su puntt originel A,

En tres dimensiones se obtiene usendo vectores Ac « T x T .
£l vector de posicién T sm traze desds B a cuslouter punto A Jo-

tnlizada » lo largo de la linea de accibn de la fuerzs.

Ejemplon:
13,~ Suntituye ln fuerza F = (608 - 704 -~ 30k) N Actusndo en el
extramo de 1n vigs por un sistems funrze-par eouivalente, en £l
punto G.

Solueién:
Ubtenemos primero el uvRCtoT T = =21-0,21<0.4k (M),
ahors celculamos 8l per Mo
e » (-2140.23-0.4k)x(601-701-30k)
He = =221 4 J6Y - 128k (N'm)
as{ nueatro sistems fuerzn-par lnu{xp]ent: en el punto U ee:
F w601 - 703 - Ok (N)
Me = =221 4 364 - 128K (N+m)
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RLPC] Sustituya 1a fuerze oue sctis sobre el mnrco rigido por un_
nistema fuerza-psr scuivalente (s) en el punto O; (b) en el pun-
to 8.

0.5m

O.0m

(n) Obtenemoa primerc ¥ en funcifn de sus componmntes

T =« (100)(sen 604 - cos 60)) = 86.6% - 503 (N)

shora obtenemom ®l vector
T = 0.61 + 0.6 (m)

celculamos el par He
Fc = (0.6440.61)x(B6.61-501) = 81,96k (Nem)
T < 86.61 - s03 (M)
'“c = -81.96  (N-w)

(b) Obtenemos el vector T = 1,21 - 0.5) (w)
celculemos el par Ha
Fo = (1,21-0.55)x(B6,61-505) » =16,7k  (New)
el sistens fuerzs-per enuivalente en R es:
T « 86,61 - 50§ (N)
Ho = -16,7% (N'm)

4,7 Par de Tranaporte.
Ses une fuerta T cualouiers y un sistema ce ¢jes coordens--

dos de referencia.
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€1 vectar T s el per de transporie necesario parm llever -
1s fuerze F de O' » 0, slendo perpendiculsr sl pleno formsdo por
la fuerze y ®l punto, y teniendo por magnitud el producto de la_

fueria por mu oistancie el punto, es decir:

Et.iifl mcececms=c Par de Transporte

4,8 Sistems de Pares y Fuerzees gue se Reduce m un Per.

Pers cue un sistemn de pares y dr Tuerzas cuslauiern, spli-
cedo s un cuerpn rigido ses eguivalente s un par es necessrio v
suficiente nue le sums genmétrice de todas les fuerzas del miste
me sen nulm, y que s sume geométrice de todms las fuerzes del -
slatemn (psres de trensporte), y ls de los pares, sce tﬂferenu__
de cero:

TeiTanD
HesHaf(rxT) sT4 0O

€s necesario, pere cue ls fuerza de translecifn no exista,-

y ®s suficlente ys nue las doe fusrzas aue formsn un par tienen_

aumn geométrices nule,

V.5 Par y Fuerze ho Coplanos.
Ll eietems fuerze-per en O conniste en une fuerte Ry un -«
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vector del par M que no son perpendiculsres, y ninguno de ellos
es cero.

[+] 2]

Por lo cusl gl eistema de fuerzes no puede recducirse s une_
aole fuerze o a un simple par. 5in embargo, el vector del par --
puede reemplmzaTse por otros dom vectoree del psr que se obtige=
nen al descomponer ®e en una componente My a lo largo de R y oe-
tre Hr en un plsno perpendicular a A,

R

€1 vector de) per e vy 1o fuerze W pueden ser resnplazades_
por una sole fuerzs H que sctln a lo largo de uns nueva lines de
accifin, De ests forma e) siatems original de fusrias se reduce a
R v a un vector de! par R, es decir a R y & un vector del par -
aue actls en un planc perpendiculsr s A, £ste combinacién parti-
laf fuerza-par ®s llamsdo torwor. Le proyeccién de ¥ esobre 1a -
l{nen de accifn de R es:

As{ puess,

Paso del torsor = __ﬁ_|_ - _R_H_-_
R A



CAPlTULO VI
*ELUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS"

El ecullibrio se define como el estedo de un cuerpo cuando_
encontradae fuerzes nue chran en é1 se compenamn deatruyendose -
nutuemente,

As{ pues decimos que un sistems de fuerise esth on equili~~
brio cusndo sy sistema resultants es nulo.

E)l squilibrio de sistemas de fuerzes av hm dividivo en doe_
partes pers su fhcil estudio: Eaullibrio de Sietemas Plenos y L-
quilibrio de Sletemmn Espacisles; en los cuales se estudierh el_
enuilibrio de loa einteman de fuerzms: Genereles, Parsleles, Con
currentes y Colineelen,

Por otra parte, para hacer mAs fhcll al estudlio del eguili~
brio de los sistemas Oe fuerzas se hace necesaric, s) usp de low
Disgramns de Cuerpo Litre (DCL), es{ miemo loa elementon de u---
nién y de epoyoc ce los cuerpns sobre los nue se aplican los ain-
temas de fuerzas; nin dejar de mencionar lm fuarza de friccibn -
tue se produce entre las auperficles en contacto, cuyn valor tem
bién Influye wn rl poullibrio de loe aletemas de fuerzas,

-7 -
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V.1 friecibn,

Cuando doe cuerpos se deslizan o tienden o deslizsree urg -
sobre otro, ls fuerza tangente 8 le superficie de contacto, nue_
se opone al movimiento reletive o 1o impide, se denomine fuerze
de friccién o de rozamiento.

£n generel pueden ocurrir dos tipos de friccifn entrg lss -
superficies: fFriccién Himeda (Fluide) y Friccifn en Seco (tama--
bifn llsmade de Coulomb), La friccibn himede existe cuando lsw -
superficies en contacto eatén sepersdes por une pelfculs de 11--
aquido, tml como mceite, Cusndo ocurre el movimiento relmtivo en-
tre los cuerpos se desarrcllen fuerras de friccién entre cepas -
del 1{quido, Eates fuerzes dependen de is velocidnd relative de_
les cepsa del lfouido y de la viscosided o Tesistencia del l(nul
do ® 1a fuerze cortente. Por eata razén, los problemss aque invo-
lucran friccibn flulda son estudisdos en mecénice de fluldos,

Le friccifin en seco ae presenta wn situsclones en due inter
viensn cusrpus r{gidos en contacto con superficies no lubticee=-
das, Ln friccibn en seco puede aer por deaiizamiento o por roda-
dura. Le fricecifin por deslizamientoc e produce cuando un cuerpe_
ae dealizs sobre otro. La friccifn por rodedurs se presents en——
tre cuerpos redondos o eaféricos cue hscen contacto con una sue-

perficie pisna; ests fricciéin ew menor cue la de deslizemiento,

1.1 friceibn Estétice.

Ses un bDlonue de peso W colocsdo sobre une superficie plene
horizontel, Les fuerrzne que actian sobre &)1 son: nmu peso U y la
rescelfin de 1l superficie.
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Como W no tiene componente horizontel entonces, la reaccifn
de ‘1a superficle tempoco 1s tiene, por lo tanto la resccién es -
normel n 18 superficie y we representa por N,

fhore epligueros una fuerza horizental P, »l P en uenuvﬂa,_
el blogue np se moverﬁ. por lo cue dete haber otrem fuerzs hori--
tontel oue eruilibre a P, epate fuerzm se conoce cor el nombre de
"Friccifn E£atétice™ oue es la fuerza, nur implide ouf af produzce
e] moviriento relativo entre lms ros auperficles en conrtncto,

"7 La fuerzn de friccién enthtica ra en realirnnd la resultante
de unh gran nOmero de fuerzes ~up actlan sotre ls superficie de

contacto entre el pleno y el bloque,

TENETIETT
N

Conforme 18 megnitud de ¥ ae incrementa, ln magnitud cortes
pongiente de F se Increments heats que msdaoulere un clerto velor_
mirimo Fa, llemado "fuerzm de friccién rotBticn limite®, cuando_
se slcanze eate volnr, el blonue esth en e~ullitrio inestable, -
ya rue cunlouler {rcremento agicinnal en F producirh el movimien
to (Movimiento Inminerte), txperimentslmente se ha determinndo -
nue la magnitud de la fuerzn e friccibn seathticea 1irite Fo en -
directamente propercioral a le magniturd de 1o furrzm resultante_
normel N. Lsto purde pxpreaarar matemfticamente como:

Fe » UsN
donde: fs= corficiente de friccifn rathticn,



Mater!

ales en _,céﬁ.ta,?

Hetal
HMetul
Hetol”
Metal
Madera
Madere
INetra
Tlerra
Cauchn

gﬁbré metal
_nﬁhrn lﬁnm.fra ’
sobre pledre
anbre rcuero
Bobre madera
aabre curro
sobre plindra®

sobre tierrn :

anbre cancreto

Aluminio aohre aluminio

Tabla UI. 1 valores: sproximados de lo cneficientes de Fricctén -
enthtice pera suprrficles secns,

1. 2Friccifn bindmice o Clnétice.

5§ 1o magnitud de P se incrementae, de rote gque llegs & - -
ser mayor que fa, le fuerzn de Friccddn en los auperficies en -
contycto diaminuye ligersmante hastn un velor mbe pe uefo Fk, -
1lamade "furrzo dr friccldn dindmica™. E1 blogue no e montene
arf en equilibrie (P>Fk); en vez dv ello, emplozm & dealizar -
ccn velaclidad creciente (Mavimiento)., La distinucién riodu---~
cldu en ta maynitud de la fuerze dr Fricclén, desde Fa (eathti-
ca) heatp Fl (cinftiem), ae deve 8 qu cuwndo P> Fa, entonces P
“levanta” esencinlmente ol blogue furre de su posicién de repo=
8o y lo huce "flotar” sobre le cimy de 1 crentos en lg super
ficle de contecto. Consecuentemente lesa fuerzen resultentes de
contacte se allnean llgriamente més gue antes e ln dirrccifdn --
varticnl, por lo tssto contribuyen con componenten de Pricelén-
mha pequefies, que cusndo las Irreguluridedes se panen en cuntag

to.




Los experimentos con blooues deslizentee indicen aue ls mng
nitud de 1a fuerza de friccifin resultante (Fk) ea dirsctamente -
proporcionel a is magnltud de ls fuerts resultante N,

Matemhticemente se expresa como:

Fx = MkN
donde: Mk.- Coeficlente de friccién dinbmice.

tos valores tipicoa de Wk mon, sproximademente, 25 % mhs ~-

pequefion oue los de fricclén esthtics Ra.

1.3 Leyes de 1s Fricclfn en Seco.
Oeepués de un gran nimeto de experimentos suficientes para
inferir algunos principios splicables al fendmena de le friccidn
en seco Cerlos Coulomb enuncid en 1784, les leyes de la friccibn
las cunles fuerfn comprobadas por A.J. Mourin’s en sus rxperimen
tos reslizados en 1831,
Sus enruncinsdos son:
1° Ley .- Ls friccidn mAxima que puede generarse es propor-
cionpl o 18 fuerze Narmal,
Frez N

gue puede escribirese en le siguiente forma:
Fr suN

dande 4.- Coeficiente de friccifn,

2° Ley .- Le friccién mbxims oue puede genersrse es indepen
giente dei tamafo del érem de contecto entre 1as superficies con
sideradan.
38
za de friccidn cinbeica.

tey .- Le friccién 1imite (mhx<ima) es mayor due lo fuere

I‘!I

cidad relative de los cuerpos que se encuentran en contacto.

tey .- ta friccidn cinfticn es independlente de Im velo-
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Estaa cuatro leyes han sido modificades y corregides come -
resultedo de lom sxperimentos mfe reclentes pudienda enuncimrse=-
de lo wigulients weners:

" Ley.- Pera presiones suy sltes o muy bajes qus pruduzcen
uns deformacifn excesiva, el coeficiente de friccién estatice se-

incresante ssnsiplemente,

2* Lay.~ Pare velocidedes relativemente wuy bejas el cosfi-
ciente de friccién cinética sumenta sensiblemente y tiende s -=
igualarse con e} valor del coeflciente de friccifn esthtica,

)" Ley.~ Pars sltas velocidades, el coeficienta de friccibn
cinktice dismsinuye mprecisblementes.

W Ley.- Los cembiios ordinerios de temperatura no producen-
efectoa materioles en sl cosfliclents de friccién,

1.k Angulo de Reposa.

Considersmos uUn hlogue sabre une muperficis inclineds en ls
cusl el &ngulo de inclinecién de lm supsrficle hace gue el movi-
aiento de)l blogque mes irminsnta, se dice que =] velor del éngulo
O, correspondiente al movimisnts inminente, se 1lame bngulo de -
TEDUAD,.
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1.5 Deaventesjas y Ventsjea de s Friceifin,

Desventejas .- Como ya sabemos, 18 friccidn produce celor,
que no es aprovechsble, ocasione desgeate y desperfectos en las_
plezes de les mBouines y constituye un obatfculo pars el movive~
mientn, ye que disminuye ) rendimiento en el trabsjo.

Pars contrsrrester ls friccién se hacen 1isas Jes superfi--
cies te contactn de los cuerpos, ¢ ae emplesn cojinetes de boles
v sceites lubricantea.

La rriceibn de une capaula eapecinl en la stméafera, cunndg
retorns & la tierrs, podrim incendinria, &i np putuviera protegi
a8 y sislant con uhs coreim refractarin.

Las mhouinss gasten mAe energfa en sy funciunamientn pare -
vencer 1s friccibn,

Les fricciones u raramientos gestan las muelas de los zops-~
tos, 1m ropa, los pisos, las ilsntsa, etc.

Uentalas .~ tw exiatencie de la friccién impide que se 9?55
then muchoa fenémenca que nus mer{an perjudicisles; en cambio, -
Ja apraovechamos pare nuestru beneficio,

Sin 1a friccidm, 2) caminar estar{amos expuestos a resbplar
non; JApices, plumes y gimes no nos serviefan pore escribir; un_
sutamdvil no tendrfae medioa pers frensr, &4l tgus) que una bici--
cletn, sl ser nule le friccidn de sus gomesa; uns gate de 1luvia_
plcanzaria le velocidsd dge une baele ain la friccifin del ajre, --
las meteoritos cue bombardesn a cmods instante nuestra planets no
nos causen estragos, pornue le friccidn del aire se encarge de «
desintegrerlios.
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V1.2 ¥Tipos de Apoyo, Disgrsma de Cuerpo Libre.

2.1 Apoyo Mechnico.~ Se define nl wpoyo mechnico como el elemen
to aque se utiliza psre liger, fijar o simplemente evitsr desple-

zemienton,

Tipos de= Apoyo.- En un cuerpo se distinguen dos clsses de -
fuerzan: ®"las fuerzes ectivas® y "les fuerzas reactives®) a lna_
primeras se les conoce con el nombre de cergss y s lse sequndas_
con el nombre de reaccionea. Results otvio cue les fuerzes reec-
tivas depenren de e clasz.de spcyo del cuerpo, por lo cuel & ep

tne fyerzes también se les }lpma: fuerzas de sustentacidn,

Apcyo M8vil o Ppoyo Libre.

La sustentacifin sr hace sobre el eje de une rueda, y ls Tue
¢o oe encuentrs sobre un pleno. E1 cuerpo puede girer slrededor
de la rueds y eatc deslizarse e 1o largo del plano,

Ss considers gue no existe fricclén entre el eje y ls ruedm
n{ entre éstes y el plano, sdemés se supone que tanto ls rueds co
mg e)l plano son sbsolutaments rigidom, es decit, no sdmiten de--
formacifin,

Hay un 8010 punto de contecto entre la ruede y el plano, -~
por 1o tanta por dicho punto pasark la reectidn, que deberd ser_
perpendicular sl pleno del deslizemiento.

€1 spoye mbvil se representm de 1a siguiente forma:

vige _ .

Rv



« 155 -

fApoye Fijo.

€1 spoyo fijo se encukntira mobre un pleno al cusl se encuen-
tra fijedo, por 1l que el currpo na tiene wovimiasnto.

£ste tipo de wpoyo prescnts dos rescciones, una rescelfn ver
tical, spliceds sn su ejs, y otra reaccifn horizontsl, splicads -
en el punto en cusl se spoys el cuerpa. Se represents de 1ls ei--
Quiente manera:

Ry

~.

.

Viga arco

N

Ry

Apnyo de Articulacifn

La barre pude girar slrededor de un eje que we encusntire fi-
Js, estendo por lo tsnto impldiendo el deslizesiente,

A memgjanzs con sl apoyo wbvil, teoricaments exts mpoym pue=
da cenwiderarae como un punto por el cusl deberé pemsr le resce--
cifn, y al no heber brazo de palenca de sstes fuerzs ae timns mo-
wento nulo en w1l apoyo.

Este tipo de mpoyo se repressnte ani:

articulaclon arco

VANV ANEEPAN

vigae Qerber
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Empotramiento Perfecto.

Hay un nimero infinito de contactos entre el cuerpo y el --~
spoyo. A el cuerpo no se le permite ninguna clase de movimiento.
Ente apoyo presenta tres rescciones, uns vertical, una horizan--
tal y un momento flexionante, Generalmente se le represents de_
1a slguiente manera.

M/

P
Rh % viga
l Rv

Apoyo Gulmda.

Ests clese de apoyo es poca comGn en la préctica, deblenda_
tener en el extremo contrario de la barre un spoyo de srticule--
ci6n o un spoyo perfectamente empotrado,

-
.

El cuerpo eata impedido oe movimientos angulares pero puede
dealizerae s lo largo de! spbyo.
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Apoyo Eléatico.
Queds determinado por la unifin rigids de varias piezes nera
former una estructurs reticular.
£ate mpoyo puede tener tods clase de movimientos, por lo --
cual se desconncen sus cerescter{aticas mecénicas.

‘Apayn
Eldstico”

2.2 lsostaticidsd e KHiperestmticidsd.

Les estructuras pueden dividirse en "lspsthtices” ¢ "Hipe--
restdticas®, Las primeras son aguellss en lea cusles puede entp
blecerse nu equilibrio externn con conocimientos de la Enthticn,
Eatructurss Hipereatéticen, son mquellaa en las que para eatableg
cer su enullibrio externo necesjtamns de conocimientos que que--
dan fuere de 1a Entétice.

?.3 Diegrames de Cuerno Libre.
L} primer psso en ls resolucifn de un probliems de meclnica,

debe consliatir, en hacer un dimgrama de cuerps lihre, en el cuml
se ldentificen todms 1ss fuerzas que en &) actlen.
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Disgrems de Cuerpo tibre.

Es w) disgrams de un cuerpo ¢ de un Qrupo de cuerpos que sw
represents sislado de un entorno, y en donde me muestran todes -
lss .fuerzes externes gue sctisn, tsles como el pemso, las fuerzas
aplicades, lms reacciones y lm friccifn.

As{ pues Quedan concluidos los momentos extetnos aplscudol_
como los momentos producicos gor reacciones y por las fueries de
fricclén,

Los pesos s Seguir pare hecer un disgreme de cuerpo libre -
se pueden enlistar de 1a siguiente maners:

1.~ S5e decide cusl es el cuerpo libre que se va a usaT;

2.- Se separs el cuerpo de su bsse de sustentscibn, as{ to-
mo de cuajquier otro cuerpo y se dibuje el contorno de este cuer
po enf{ sialndo;

}.- e repregentan todes les fuerzes externaa, Estas fueTee
188 corresponderbn s 1s mccibn ejercida sobre el cuerpo libre --
por la base de austentaclén y por los cuerpos que se han separa-
do; les fuerzms se deben aplicar en los diferentes puntos donde_
el cuerpo libre estuvo spoyado o conectado s otros cuerpos, En-
tre Ias fuerzes externas también se debe incluir el pesp del o-
cuerpe lihre {(ne splicm en el centro de gravedad). Cuendo el «
cuerpo libre esth formado de varies partes, no s¢ deben fnclulr_
entre lss fuerzas externes; les fuerzss que lesa psrtes ejercan -
entre »{ (estes fuerzsa se consideran interras en lo que se re--
fiere al cuerpo libre en conjunto).

Le magnitud y direccién de 1es fuerzes externas conoclideams -
se deben destacar claremente en el disgrems de cuerpo libre, Las
fuerzeas externas ccnpclidme generalmente son el paso del cuerpo -
iibre y las fuerzmse splicadas con un propfsito eapecifico,

Les fuerzns sxtarnes desconocidas son generaimente las tesc
ciones por medlo d¢e las cusles ls beee de sustentacién y otros -
Cuerpos ae opanen & un poaible movimiento del cuerpo libre oblle-
qengdolo 8 permanecer en la misma posicifn,
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Las rescciones ee gjercen en les puntos donde 8l cuerpo libre =
st spoys o conscte s otros cuerpos.

El sentido de una fuerzs desconocide en un diagrems de cusr
po libre, sa puede suponer srbitrarisments, y correglr pasterior
mente, 81 ls megnitud de ls fuerzs en la solucifn del problems «
ts poeitiva, entonces el sentido supueato as correcto, sl la sow
lutién s nagetive, entonces e) eentido correcto se el conbtrerio
8l supuesto. De le misms wanern se proteds pers los mossntss en
un diasgrama de cuerpo libre.

£n el diegremns de cuerpo libre tembién deben eparecer las -
disgnaiones, debldo s que me pueden necesiter en el célculo oe -
los momentos de una fusrza.

tjemplow:
1.- Dibuje los disgremes de cuerpo libre de los cusrpos A, By C
qus se lndicen.

P
A) B)
8
A 8 A %
Tt
SHENENET HSTENE W EERETETSIEIELS
Cc

WETT IS 1111 =7 TT 1T IE
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Beluciones:
A) Sesn Wa, Ws, Wic low pasoce de los cuerpes A,8,C respoctivemen-
te. Hacemas prisero los 0CL de cede components del cusrpe.

B 6. ®
l A Y

El disgrame de)] cusrps en conjunto es:

¢
Fr l"___
!

F,
b Ta,

@) Procedienco de igual Porms tsnemos:
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Entoncas ¢l DCL okl cuerpo an conjunto ss:
I3

) ! F
" .
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2:= S{ el peso de las ;ltructurnl siguientss ss desprscisble, di-

buje sus correspondientes diagramns de cuerpo llbrs.

s /*

s AN

Soluciones:
A) E1 diagrems de cusrpe librs ss sl siguisntae:

- Q
8) D.C.L. ?\
R 4
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3.~ Deturmine el bngula de reposo dwl cusrpo Que e muestrs en -
le figurs y Guyo peso es de 100kg? , considerando que 8l comfi.--
ente de friceibn-liemite vale 0.7,

A
S .
° M=0.7

<
ST IZ=IETEE

Splucién: Trezemps ») diegrasms de cusrpo libre.

100 Kgf

Aph

I3
Oul DCL tenemos que R « 1D0kpf por lo gue:

N« (10DKQry {con &)

F = (100kgf} (ean ©)
por ssr fngulo de repsso, sntonces ¥) movimientc s irminante por
1o que:

F .y L]
suatituyendn velores tenemga

(100kgf) (aenp) = (0.,7) {100kgf) (com @)

1s ecuscibn nos quads entonces:

[T\ :D.T pera  seng Qoo
can D cos o
tg &= 0.7 psr lo tento:

o tn" 8.7
o= 35 gue e ) bngulo de repomc del! cuerpo,
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VI,) €] Equilibrio de los Siatesas de Fuerzes.

‘3.1 Equilibrio de uns Ferticula.
Ses una particuls de msss *a® sujets @ un sistesa de fueries
concurrentes, de tal forse gue ls resultante del sistemss on F,

N
N\

R F

R

Se dice que une part{culs satf en mquilibrio, si me ancuen--
tre an un eatado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme, =
es decir, le Fusrza resultente F debe ssr nula o cero (1" Lay de-
Newton).

F D

En ptras palebrma 1a condicién necessrism y suficisnte pars =
que unm perticule este an equilibrie @s gue me anule is fusrze --
resultante gue sctla wobre la pertfculs.

3,2 €quilibrie de un Sistesa de Part{culas,

See un aleteme de n pertficulas; les condiclones neceanrine -
(sunqua no suficisntes) para que el sistems de part{culas estd en
squilibrio, son que lp fusrza resultante de las fuerzes Que aCe-~-
than sobre las part{culas y el mowanto resultante de eates fyer--
Zue COn respecto e cumlquier punto sean cero.

T asTi =0
Wex(fi x Fi)=0
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3.3 Egquilibrio de un Cuarpe Rigloe.

Considsremos mhors un cusrpo rigido sometido m la accién de
un sistesw de fusrzms constituido por fuarzes y peres, sntoncss,
las condicionas necesaTies y suficlentes pare que un cusrpe ri--
gloe esté wn equilibric son qus le® fuerza resultsnts que actls -
sobre sl cusrpo y el mceento resultants ds les fuerzas y parss -
con respecto s cuslguisr punto ae snulen,

F-,':'_”h-u

FeblfixTallao
donde n es al nlmero ds Tusries F1 y I:l nimero de pares Ta

3.4 Ecusciones Vectorimles pwrs sl Cweo General del Equilibrio.

Les dom condiciones de squilibrio pers un cusrpo rigldo pu_

den expressrse matemdticemente mn fores vectorial como:

tF -0

iW.» 0
donde 57 ws lo sums vectorial de todes lss fusrims wxteriorss o=
que actlan sobre sl cusrpo y SFo ¢s ls sums de los womentos de =
todss estas fuerzss con respecto o cuelquier punto "D* locslizs-
da dantro o fusra del cuerpo.

3.5 Ecuacionss Escalsres Cartesisnes para =] Caso Gengrsl del --
Equilibrioe.

S4 cade unes de lae fuarzes splicsiss o de los wmowentos as -
Express on forms vactorisl certesisns y ss sustituye en les ecus
cionhes vectorisles de equilibrio, se timne:

£V = £Ffxi + S Fyj + £F2k = 0

THO mEMxl « £ Hyj » EMZx = D
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Como las componentes segln i,J,k son entre sf independien-
tes, las ecuaciones anteriores se setisfacen con tal de que:

LFx = 0 KMx = 0
IfFy « 0 Y IMy = 0
IFr =« 0 IMz = 0

Eates aels ecueciones escaleres de equilibrio pueden user-
se pars resclver cusndo mis sels incognitas indicedas en el die-
grams de cuerpo libre.

VI.4 Equilibrio de Simtemas Planoe: Sus Ecuacinnes Escslmres Oe-
terminantes,

Mediante une seleccifn sdecusds de coardensdas y de un pun-
to base, me purde obtener un nimerc min{mo de ecueclones aus nse
guren el equilibrio de un sietems de fuerzme (que puede wstar a-
plicede en el plano o en e) eepacioc). E1 némero min{mo de ecum-
ciones de eguilibric es tembién el mhximo nGmerc de ecusciones -
escalares independientes de equilibrio. De hecho, "el nimero de
ecuaciones de equilibrio® se emplea generalmente paras indicar --
"el nimero de ecusclones eacelares independientes de ecuilibrio!?

4.1 Sistemms de fuerzes Colineales en el Plano.
Eligiendo el eje x sobre 1a lines de mccifn de las fuerzas_
y un punto cuslguiers de dichs 1{nes como punto base psrs el ma-
wanto, results una sole zcuncién de fuerzes pars determiner el -
equilibrio.
IFx = O

L.2 GSistemas de fuerzas Concurrentes en el Plesno,

Coneliderando el origen en el punto de concurrencies y toman-
dolo tembién como punto base pars los momentos, y suponiendo que
el plane xy coincide con el pleno del sisteme de fuerzas,
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El sistems plano de Fuerzas concurrentss estarh en eguilibrio st
se setiafacen las sigulentes ecueciones:

TfFx = 0

ffy = 0

4.3 Sletema de Fuerras Peralelas en e] Pleno.

Sean el eje y parslelo s le fuerzs y el plano xy coinciden-
te con el planc de las mismas. Al tomar cuslouier punto, por --
ejemplo el origen, como punto base pars 1os nomentos, se obtie--
nen dos ecusciones, uns de fuerzas y otra de momentos pnre Que -
el sistema oe fuerzam paralelss en el plano este en eaullibrio:

Tfy m 0
Mz « 0

t.,4 Siatems dm Fuerzes Genersles en e) Hleno,
Hacemos cue el plano xy caincids con el plenc o las Puer-~--

165, #1 orlgen ae ruede colocar arbitrariamente en cualnuler pun
to conveniente y ae puode considersar como purto bmee para tomsr_
momentos, £n wsate forma ae ohtienen dos ecusclonea de fusrzes y
une ecuacién de momentos pars ] equilibrio:

TFx =« O

Tfy « 00

Mg » TMZ « 0

v1.5 Equilibrio de Sistemans Cspacialen: Sus tcuncionea Eacala--
tes Certesianan Determinantes,

%<1 Sistemos Colinesles Qe Fuerzaa en el Espaclo,
De igual manera que pars un slatrme colineml de fusrias an_
e]l plano, le ecumcibn determinante del equilibrio es:
Ifx = 0
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5,2 GSilstemas Concurrentes de Fuerzss en el Espatio.
Seleccionando el punto de concurrencis como origen del ais-

tene de coordensdss y tembifin como punto bese de momentos, resul
tan tres ecusciones de fuerzes pers ssequrar las condicliones de_
equilibrio:

Ifx = D

Ify = 0

£Fz = D

S5+3 Glatemss da Fuerzas PoTealelms en =l Enpnclo.

Considersndo un sistems de referencis elegido srbitrariemen
te, con ln condieifn de nue uno de lom ejes, por ejemplo el eje_
y sea paralelc s las fuerzms, s obtienen una ecusciln de fuer--
zas y odoe ecuscionme de momentos a) tomar un punto base cuslgule
ra, par ejemplo, el origen:

Lfy = O
SMx = O
£M2 « O

5,4 Slatema General de Fuerres en el Eapncio.
Peara el sistemn general de fuerzes en zl espacin ase requie--
ren todas lpa mels ecusciones, es decir, tres ecuacionss de fuel

zas y tres ecuaciones de mpmentos pare esegurar el equilibrio:

£Ffx « 0 H XFy = 0O H £fz = 0
THMx = (1 H fHy =« 0 H £Mz = 0
E€Jemplos:

L.- El huacel tiene une mems de 200 kg y ents sujeto a una fuer
re remalcadora P que actide megéin un fngulc de Z0® con respecto -
o ln harizontal. 5% . = 0.5, determine la megnitud de P pare es-
tar a punto de mover el huacal hacla sbmsjo del pleno inclinedo.



Calculswas primerc el peso del huacsl
W = mg = {(200kg)(9.81m/a’) » 1962 Newton.
hacemos la mume de fuerles en x y en y
EFx = 0,58 - P cos 30" - 1962 sen 10* = O
ZFy = -1962 cos 10° + N + P aen 30' = D
reallzando opereciones tenemon:
0.5 - D0,B66P = 34D, 6977 --
N + 0,5 = 1932,1928 --
de le scuncibn (2) tenemos:
N = 1932,1928 - 0.5P ecvemcmaccnaees (3)
sustituyendo N en la ecuacién (1)
0.5(1932.1928=-0.57) = 0.866F = 3.0.6977
reslizendo operaclones y despe jendo P tenemos
P = 560.39 Nawton,
y sustituyendoa P en ls ecuscién (3)
N =« 1932,1928 - D.5(560.39)
K = 1652 Hewton.
as{ pues @l resultado pedido es:
P = 560.39 Newton.




- 170 -

S.- Uns eacalern de 20 kg tlene un centro de mess en G, S1 lom_
coeficientes de friccidn en A y B son sgas 0,3 y A= 0.2 reapec-
tivamente, determine s fuerze horizontnl més peouehe nue se de-
be ejercer sobre ls escslera en el punta C pere empujer 1= eace-
lera hacis acelante.

Solucifn: . D.C.L.

Fr-0.2Rs .

e
IR‘

VemDa que me trata de un sintema de fuerzes genrrnles &n el

pleno, por lo que tenemos trea scuscionss de equilibrio:
M =0
IfFx = 0
Iy =0
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obtenemos W = mg
U = (20kg)(9.81 m/a') = 196,2 Newton
Hacemas sums de momenton y suma de fuerzem bemsendonoe en el BCL
IMa = f{1m)(men 50°)+(196.2)(2)(cos S0*)-Re(L)(sen 50°)«(0,2Rs)"
*(L}(com S0°) = O
realizando opereciones:

0.766F -~ 2,55R8 = -252,7289 Nem -e--o (1)
Ify = Ra -196,2 - 0.2Hs = 0
Ha = 0.2 Ry 196.2 N =re-rec-re mreme (2)

TFx = =0.304 + F « Ao 3 D mrcmmicmcann &)
aa{ tenemos el aistema de ecusciones algulenge:'
0.766F + 0 - 2.55Hs = =252.2299 -

0 + Ra - 0.2 Ho = 196.2

f - D.3Ha - Hy = 1]
reaoiviendo el sistems tenemos oue:

Rp « 171,07 N

Ra = 230,42 N

F = 2L0,19 N
por lo que tenemos que ls fueTza necesarisa pars muver la escale-
ra hacis adelante es:

F = 260,49 N

6.~ Calcule las reacciones en 1pa spoyos de le migulente armadu-
ra.

S KN

AN -

3m 3m




g L."‘ : ‘llo KN ]Rn
',Téﬁemc‘;u un-sistems de fuerzes generales en el plena por lo tanto
B t.!:n!l_npu_t.r:a ecustlones de equilibrio.

Tomamos _iuna de momentos y sums de fuerzms del D.C.L.

IMa = (10 KN)(3m) « (5 KNI (Imd)(oen 60 ) - Ra(6m) « O
reslirsndo operacianes y despe jando Rs
¢ : Re = 7,16% KN

2fy « Ra = 10 BN 4 7,965 KN = O
Ra = 2,835 KN

Ifx =« -Rua + S KN = 0
Heua = S KN

7.~ La ermadure Howe de puente estd suieta m la accibn del siste

ma de carges indicado. Oetermine les resccliones an loa apoyos.

30 KN 20 KN 30 KN
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Solucidn :-D.C.LL

30 KN - T2OKN

Imy ‘ - o e

Nos- pncontramos con un sistems de fuerzas generales en el -
plano, - o : :
Haciendo eums de momentos y asuma de Tuerzes nos duinn{
THa « (200 mN)(Em) + {30 KNX(Bm) - Ha(16m} =« O

Hp « 20 WN
IFy = Ha = 30 ®N = 20 KN - 30 KN« 20BN = D

Ra_=_60 BN

IfFx = O
Aua_= 0O
f———__
8.- una esfers de 200 lb se apoya en dos plaroe lisos, como ee -
muestrs en ls figura, Hallar les fuerzma de rescclién que acLGnn_

achre la eaferm,




“Solucifn: D.CL.

.- Como’ vemos -se tréte de un sistems de Fueries concurrentes -
en el plens, por ‘lo gue contamos con dos ecuaciones de equili---
brio,

IfFx =« O
iFy = 0
haclendo 1a sump de fuerzas teEnemos:
Ifx =« Ar cos 30° - Recos 45° = 0 -- - (1N

Ify = Ar wen 30° + Re sen L5 - 200 « O
de 18 ecuaciBn (1) tenemos:
Ri = (0.8165 Ry awssrec===(l)
sustituimoas (3) en ls ecuacibn (1)
0.A16% Re(aen 60°) + RAe sen LS = 200 1b
-_R!_-__‘HALL? 1b

y sustituyendo Az en la ecumscifin (3)
By = 1127.1.7 1b

que mon less rteacciornea pjercidea sobre la eefers.

9.- Determinar los tensionen T: y Tz en los elembres AC y BO, --
respectivamente.
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Solucién: 'D.C,L,

T

hacemas sume de fueries en x y y E g 3
CFx w =T/ com L5° + Tr cas 30° a D —emmicammcmmsal (1)

TFy = T asn L5° 4+ Tr nen 30° w 450 = 0 mcencens (ZjT

de la scuscibn (1) tenemos:
Tr = 0,8165 1) —euw
sustituyenda V: en 1s ecuaclén (2)

T 403,48 10

sustituyendo T: en le ecuscién (3)
= 129'“1‘.1!’__

Te

qus san les tenajones pedides.

10,- Datarwine lae reaccionss en los spoyos de 1s viga en equili
brio wostrada en la figurs, despreciando su pwso.

800 Kgt 1200 Kgf
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Solucibn: D.C.Ly

: o ' }ifo Kot 1200 Kgf
at . o 43
‘Rn I Re

hacemas sums de momentos y suma de fueriss.
IMaw (BDOKGY){men 60°)(Lm)+(1200kgf ) (et L57)(Gm)-Re{1Im) = O
Ry = BDD.6Z xqf

Ify = Ha-{80DxQr){ men 6D°)~(1200kgT ) (8en L5°),800.62kgf » O

Aa s 740.73 kgf
IFk = RAua+(B0Dkgr)(cas 60°7)-(1200kgr)(cos 45°) = O

Hra_» L48.53 kqf
11.- Una pinca de unién esth en equilibrio bojo la accifin ae cun

tro fuerzes como er mueatra en lp figurs; halier los valores de_

Fr.oy Fe o

Ft

£ 1900 Kof

!

300 Kgt

80*
30",
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Solucifn:D.C.L.

y
Fe
1000 Kgf
Fr
30° 60° x
1
300 Kt

Hecemos la sumn de fuerzes de amboe ¢ jes,
Zfx » -F; cos 30" + (1000 gf)(cos 60°) = 0 eececcw—ca [§]
XFy « F) men 30" + Fe « (100D kgf)(sen 6N°) - 300kgf - (2)
de le ecuaciéin (1) tenemos:
Fi = 577.3% kgf
sustituyendo en la ecumclfin (2)
(577.3%)Caen 3N*) + e + (66,03 kgf) -~ 300 kgf = O
Fr = -8%6.71 kgf
con este resultado concluimns nue Is fuerze Fe debe ser elercida
en gentido contrario,



CAPITULLD V11
MOMENTUS ESTATICOS. CENTHOS DE GRAVEOAD ¥ DE MASA, CENTHOIOES OE
VOLUMENES ¥ ARERS PLANAS,

\U11.1 Centro de un Sistewma de Fuerzas FParalelss.

Como ya sabemos un aistems de fuerzas paralelss tiene une -
resultesnte, cuands y solemente cusndo, la fuerza aumas no ses ce-
ro. Ahora, nos proponeman situsr ln 1fnes de accibn dr esn resul
tante.

Si ® es un vector uniterio parslelo m las fuerzes ¥i pode--
won escribir que Ti « F1 e, en donde loe pacalares Fi son posi-
tivos & negetivos de scuerdo con nue les T tengsn la misme di--
reccibn u opuests 8 €. La resultsnte del aistems es:

Ta » (ZF1)E

54 Tt mctOon en los puntos Fl, y T1 es el vector de posicl-
6n del punto O sl punto Pi, el momentoc resultante con respecto -
e U ea;

Po = LT x (FL ®) = (EF4FY) x &
ns{ pues tenemos pars el centrolde:
T. LFATY
LF
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en donde T, es el vector de poeicifin del punto 0.a1 punto P, co-
rrespondiente sl centroide de los puntom Pl con los nGmercs aso-
cledos Fi.

Entoncea podemos escribir:

Fo = (SFUT x FeT x (EF1)e = T T

Este reaultado eatmblace nue Mo es igual al momento respec-
to & O de !p ecla fuerze T wctuando en P, En atres palabras, la
fuerza 7 en P tiene la misma fuerza y el miamo momento con res-
pecto o 0 cue el sietema dado de fuerzes paraleles,

Como podemos noter la posieifin de P depende solomente de ==
los puntos P1 y de los nimerps F! y no de la direccifn del veg--
tor ®. Por lp tento le resultsnte de lam fuerzas parsleles Fie -
que acthen en loa puntoe Py pass por P independlentemente de la_
direccifn que & pueda tener, Tomando en cuenta estas propledad, =
P se 1lema el centroc de todos los referidos mistumes de fuerzes_
paralelas.

Giendo les coordensdsa de P:

.« IFix1 R { #1% P, . Ef
£F1 EFL 20

que son las ecuncionee que nos determinen snalfticemente lap -=-
coordenadns del punto de aplicecidn de la fuerze reaultante de -
un siatemn de fuerzan peralelas, pm decir, definen el centro de_
fuerzns parnlelnss.

ODel enflisis de les tres ecunciones nntericres se concluye,
ftue se obtiene el mismo resultedo:

Ye- 51 tooes las fuerzsa rel ajnteme hublerhn girndo un én-
guls cualnuiers, permaneciendo envaristle la posicifn del punto_
de aplicacién de au resultante,

2.- $1 todes lae fuerzas gel niatemm T4, hublerfn sumentndo
o disminuldo su magnitud ergin una misme razén,

3.- 51 se hublerén tomndo momentos te todas ias fuerzas del

sletema con respecto n lan e jes coordenadon,
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Ejenplbu'.
1.« Encusntre ls fusrze resultante y sl punto de splicacifin de «
1s misms en pl siguiente sistema de fuerzee paraleles,

Ston {8ton 50 ton

Sm

Calculemas 1s fuerz; resultante hpclendo sums de fuerisn en
Yo R
fn »EFy = 5 ¢ 18 + S0 =25 ~32 « 28 Ton.
el punto de aplicacifn lo celculemas con la fOrmule:
. ifixy {5200)+€18)(5) +(=25)(9)+{50) (12)«(-20) (17) -
1Fy 28

X = L,LEM !
tenemos as{ que el centro del siateme de fuerzes paralelss se en !
cuentra en x = L,UEm y ln fuerza mplicade en el mlamo es F 26 T. '

i
!

2.- Un paguete ogue contiens 17 letma me encuentrs sostenido como
se muestre en le figurse, Si el peso de le envolture ea despreclae
vle v el de cade une de las lates es de 35 gf. ;

B} Encuentre les coordensdss vectorisles cel sistems de fuer |
rea, poete el sistems de referencla indiceado. i
b) Detarmine 1n ubicacifn de la resultsnte de gicho nistems

de fuerzms.
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10 10 10

Acol. an ¢m.

Salucifn:
) Celculemos primerc la fuerze resultante
Ta « (=35k)(12) » =L20k (gf)
enseguide obtenemos 1a sumas de momentos respecto el origen,

Fa w (101)0€=35k) ¢ (201)%( =35k )+ (104)x(=35k)» (104410 §Ix{-35k)+
(201410 3)%(=35k)+ (20 3Ix (~35k )+ { 101420 1) x(=35k )¢ &
(2044208 (=35 )+ (303 (=256} + (1014 303 )x{=3%k Y+
(2034304 x(~35k) e

Fa = -63001 + L2roy  (gf-cm)

ias coordernades vectoriales son:

Fro= -L20c (gf)

Ha = -63001 + 470N (gf-cm)

b) Para lp ublcacifn de la reaultente en el centro de fuerzms ha

cemon:
X = (=35)(10420¢90+204 1C+20¢M1420) - 10 cm
-420
v (-35)(104+10+10+20.20,20.30+30.30) - 15 en
~420

=3530) | g
=420
vsf obtenemos ls fuertm resultante ublcedn en el punto
pL10, 15,0} (cm)
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Vil.,2 Centros de Grevedad y de Mass de Cusrpom.

2.1 Centro de Gravedad,

S llams centro de gravedsd g2 un cuerpo, el centro de les
atracclones (fusrise) connideradas paraleles , cua ls gravedsd -
sierce mobire cetgs una de las perticulss gque formen el cuerpo.

/! _—
)
\\1//'/
Qnnaa
N0
w/

+ C.A, ccantro de atroccidn)

Cads una de las partes nue farmen wl cuerpo tieren un pesg

WL cuys magnitud es el producto de su mass por au scelerscibn
Wwi «mi g

Pars loa cuerpos o o préctice se conaiders al centro de -
straceibn en el infintta, ton 1o cusl logremos dos casss:

1.~ §1 represantamos » la straccifn por fuerzas, dichee <=
fuerzen san peralelas.

2.~ S we tiene un cuerpo hombgénes todes las particulas de
dicho cuergo sufren la misma atrsccifin, es decir: g = constante,

Cunndo en un aistems ¢ 88 conatente y les fuerzns de atrac-
cifn san paralelas, se dics que es un aistema gravitatorio uni--
forme.

Pars encontrer i centro de gravedsd recurrimos a el cesntro
de fuerzas parelelns, que pate x ap ¢

ZEx Fl » EFixg
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sabemos ademfa que:

Mz = S Ho .
entonces pars el eje x tendrismaos ous, sustituyenda Fi por M} “_

como W = Wi, tendremas antonces: L ‘

X o= Tthxd
despejondo o x nos queda

A 1.3 S P T

u ;

ecuscibn que nom de le localtzacién en el eje x de) centrg de -~
gravedad.,

Ahora s! tomamas partfcules, entonces tendremas que el pean
de coda particula ser{s dw, de tsl manern que sustituyends en 1ia
ecuncién (1) el algno de *sigma® (X} por el de *integrei® (J) -~
nos queda;

gue nos O la conrdensda en x del centro de gravedsd, slempre .
cusnda W = Ow,

Frocediendn de igual manera pera los ples ¢ y 2, tendremos_
las ecuncianea nue nos aan 1 locallzecidn del centro de grove--

dnd.,
e gxdu ; 7_ “du B T . 1dw

W u u

2.2 Ltey ce Simetrin,

5¢ un niatema homogéneo (vniumen, superficlie o linea) ndmi~
te un planc de slmetrin, sje ce simetria, o un centro de aimp--«
tris o figure, su centro de gravedes wstarb sobrg dicho plane, -
eje ocentro de simetrie o figura,

2.3 Centro de Msea de un Cuerpo.

Pera eatudisr problemss relptivos al movimiento de materis
tejo el influlo de fuerzes; ea decSr, provlemen de dinfmice, es
neceaario lacelizar un punto liemado vl “centrp do maaa®. Sabe=~
mos gue dw = omg, sustituypndo este valor en iam pcusciones de -
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centro de gravedsd tendmoe:
. demg - qjxdm . fxdm
Jdmg gJom Jom
y como  dm = M, procediendo de igusl menera pars y vy I obtensmos
T oa !xdm H 7_ J!dm H T= Tdm
H H ]

Estns ecuacicnes nos dan las coordensdss del centro de waes

de un cuerpa.

Cushdo el cuerpo es homogéneo y eata conslderedo en un sia-
temp gravitatorioc uniforme, sus centros de Qrovedsn y oe sess --
coinciden,

VII.3 Momentos Eatétican de volumen y Gentro de Volumen de un --
Cuerpa.

3.1 Momento Esthtico de un Volumen,

Por anslog{s con las fuerzas, @1 moments eatftico de un vo-
lumen con respecto s un plenc Se define como:

"La suma de loa praductoms de lon volumenen elementmles, por

sua distancias nl planc®.

Eato es:
Qx = Sxdu = Tov respecto sl pleno yz,.
Qy = fvdv - yev recpecto ml pleno xz.
Qt = fzdv « Tov respecto nl plenc xy.

Por lo snterior, el momento estAtico de un volumen con res-
pecto n un plenc, es el progucto de dicho volumen por la distan-
cin de su centro de gravedad sl plmno. *£1 centro de graveded es
un punto ¥n el cusl puede considerarse concentraco todo el volu=-
men, por lo tento el momento estftico de un volumen con raspecto
s unh plano que pase por su centro de gravedad, es nulo®.

Las untdades de 10a momentps eatfticos de un volumen son --
unideadea de longitud elevadas = le cuarta potencis: m', ft*, m*,

etc.
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3.2 Centro dz Volumen de un Cuerpc.
£l centro de volumen de un cuerpo este definido por les coor

densdas;
oo Sxay . e du L
v v v

como podemow ver Ixuv; fyuv: Izdu, son loe momentos estéticos del
volumen con respecto a loa plenos y2, xz, xy, respectivemente,

Cusndo un volumen V posee un plenc Ce simetris, el centroide
del volumen esth localizedo zn eate plsno, Cusndo un volumen po--
see dos plenos de sizetr{o, el centrolde dal volumen estd loceli-
zado en este plenc. Cuendo un volumen posae tres planos de sime=-
tris que ss intersectsn en un punto bien definide, el punto de in
terseccién de los tres planos debe de colncidir con el centroide_
del volumen, )

Ests propieded nos permite cdeterminar inmediatmamente 21 cen-
trojde del volumen de esfers, elipsoides, cubos, paralelepipedos-
rectanguliares, etc,

tos centroides de volumenes asimétricos o c¢e volumenes que -
poseen solo uno o dos plence de simetri{s ceben ser determinsdos -
por integracifn. De lo mnterior concluimos que:

*Cuando e)l cuerpo es homogénec y eath considersdo en un sie-
tema grevitatorio uniforme, sue centros de gravedad, masa y volu=-
men colnciden®.

Ejemplon:
3.~ Determine la posicién del centro de grovedad del sflido homa
géneo moatrado,
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Selueidn:
Par aimetri{s observamos cue el centro de grevegesd ae encuen
tra en e} plenc yz, esto es la coordennads x = 0;

como 81 cuerpp es homogénes sntnnces podemos encontrar &) Centro
de valumen, ye que caincide eon el centro de gravedsd.

Primero tomamos un elemento ten delgado como uns lémlra, pa
reielo 51 eje y de espesor oz, entonges el volumen de xaa 1émina
we:

2
gy - Jx

dz

y coma x¥ ~ nf - 7

¥
nos nuede:
Winf ~ ') a2
2
integrendo nos aqueda:
G L 2 FR
vel2 J'(n 2'ar 1t (?'z .2 )
2 e 2 3 /o
sustituyendo limites

v (.‘ -_z'_).__a_’.

av =

4 3 3 - —
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calculando la coordenads del centro de volumen en el efe z .
- a gt a B
vz = sz\l -f z(M—J—L)ux - -ﬁ-f (efz - 2*) oz

° 2 2 7° :
. (._si . _rl>
2 2 2
sustituimos limites y tenemoa

. SN I U TN £
Vz = ( l.———.

2 2 L a
deape fando T vy auatituyendo V
ot
T - ———-P—u,——— - —i— .
——— L R
3 3

Pars obtener V protedemos de iqual vﬁr}era, 8olo’ rue shore -

tomando un elemento dy 2n ver de.dz, . g

:
nu-i‘;—“—ay; donde x! = a® -y

sustituimoa y nos queds:

v 3

dv = ~— (8" - y') oy
?
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usendo la férmuls del centro de volumen

Vy = -ﬁ—jnv(u' - yidy = -ﬁ-—r(a'v - y¥)dy
2 J° 2

o (R ()

2 4 2 2 4 8

despejsndo v
.
v.Nels 3,
Ta*/3 8 :
E)l centro de grevedsd de la figurs se locaiiza en:

X «0
'\T.-J—n
8
Tuuia
8

¥ v ¥ son igueles, debido » rue los ejes de simetr{n en gmbes di
recclones corten en formas igusles sl cuerpo.

L,- Determine el centro de greveded y el momento eatftlico de la_
piramide mostrads en ls fiqurs, suponiendo cue ses homogfnes,

.
piramide rectanguiar
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Selucibn: ) .
Por simgtris el centro de gravedsd se encuentra en el eje 7,
ya que los plenos de simetrim poann por x « B/2 vy ¥ = a/2,

i
a

Por ser homogénec el centro de velumen y el de gravedsd --e
coinciden. Tomemom une delgaca léminm, parelela s la base como -
elemento diferenciel de volumen,

dV = x‘y’d:z

pero por trifngulos semejantes tenemos:
.

A e B s X’aa - 28
h-1 h h
de igual msnera
¢
-y - L ——y Y" [ b_z.
h-2 h h

suastituyendo

[
v = o - zn)b-—-—-m)dz- ab—-—-—zumo——-zsh)dl
h n L n

integrendo

h H]
4 r 3
vaf (a0 - 2801, 280 ) gy L (i, o202l Len
° h h h 3n

o
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sustituyendo limites
V = sbh - abn o 220, 8RR

b]

shora caslculamow z.

— h e 13 3 a\h
v _J‘ . (ab _ 2mpz ah: )dz _(abl _ 2sbr’ - bz ) :
° n h H 3n uh /o

sustituyendo limiten

L ? 2
VT = abh’ _ 2sbh . sbh . 1 abn'
2 3 4 12

coma vemom hemos gbtenido el momento estético Qz
shars deape jamos 7.
= aon'

172
Tme—————ln
A

1

—— abh

por lo tento las coordenades del centro de gravedsd son:

-,
2
[

<l

2
o
[
Los momentos esthticos estsn dsdos por:

Y (_n_)(a_nn) Jaw'n

~|

2 /\ 3 6 |
Qv = (.z_)(sﬂ_") ML

2 3 6
Uz = 7V = .'M‘!_

2

S5.- Determinar el centro de gravedsd y el momento eatftico del -
cong circuler recto mostrado en la miguiente figurs, supaniendq_

aue sea hgmogéneo,



- Salucifn:
:Pnr_ulmetr{u el centro de greveded se encuentra en el eje 7,
vu-nueilua plenos de simetris nue cortsn ml ele x y y respective
mente, oe corten en el origen, dendo por resultadc x = Dy y » O

dz

Supongamos que el cono es ganerado por el triéngulo de la -
figure g\fandn slrededor del eje z, 5% tomamos unm lémine delya-
da, parelels e le bese como elemento de wolumen; tenemos entgn--
ces que:

av =T (e gz
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[ ﬁor tf!éhguluq ueméjpnt.

integrundn

v-«rj(

) uusutuv!ndo limites.

-ﬂ(’h~—-—

share calculamos - T

v?-'ﬂ‘foz(r'-

- rnt 2t 2 -
Vi .qf(ﬁ_"..-.ﬂ'_ﬁ_. ) o oliqrrtn
2 3 4 Sz
que es el momento easthtico Gz,
despejasmos a z y noa queds:
et
12
T e t_
—Lﬁfr'h _.E____
3
As{ pues las coordenagas del centro de grevednd del cono -
aon
x=0
V-0
T=—n
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y. los primeros mamentos:
Ux = xV » 0
jQy = W 0
Qz = TV - 1y s’
1?2

b.~ Loceslice el centro de graveded de una semlesfdra de redic e ~
y calcule las primeros momentos.

Solucién: : S i
Como los plonos de simetria oe cartan ﬂn'ql origen entonces x =« O

y=90 z
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Supongamos que le semlesfera es engendrads por le revoluci-
én del semic{rculo siguiente &n el eje z.

S{ tomamos une delgede lémine peralelm s la bese como ele--
mento diferencisl de volumen tendremos:

8V = Tz
peroc como
vt= 8’ - 2'; entonces
gV = T(a? - 2%)d2
integrande
v -ﬂj‘gu' - 1h)oz -ﬂQx'z - —l-’-)rl . 2’
3 o Do
calculanos 7 . : ; i
U.Z_-‘“'S“l(a' - 2h)dz -TF(-’.—I'—- u 1“7‘
o H 3
shars despe jando 7
T -——“——— e
£ e’ B
3
de donde laa :‘Eﬂ?ﬂ?ﬂw de G son:
x =0
y=0
Te-—8
8
y loa momentos esthticos nos guedsn:
Ux = %XV = D
Uy = YV s D
Qz » ZV = Ta'
4

7.- Locelice el centro de gravedsd del volumen genersdo al hecer
girar el Ares sombiresda alrededor del eje z, £} material es homo.

génea,
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: Solucién. ; et :
R gh‘ur cl bren nnmbrenda alndennr ue] ejz z, ee rurmn ‘un volu
mpn cun das’ ulnnol de ulmnr(n que.ap cnrtun en e ‘Drigen,. hge=<

y- y.= Al
“alm \
dr
. yiraa

Tomemas el fres de revolucién y de ella une Yémina delgeca,
parsiela sl eje y, comp elemento giferencial d2, Su volimen ap--
r&:

av = mwytos
v coma y* « 2z entonces

8y = 2Wrdz
integrando tenemos: B 4
Y = 29 o702 -’"'z'lu . 12,87 m’
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celculemos shora R

V7 . zﬁrjo(m;)uz i &t

despe janda 7. 2 ;
' el e

L7 . 6.76:m =133 m

12,57 m* s R

Am{ 188 coordensdes de G adn;:g

. - ; i
y=0
T=1.33n

x]

3.3 Voldmenes Compueston.

En muchos cesos, un cuerpo, puede seccioharse o d!vlulr:e_
en varies partes gue tienen formas més aimples. Slempre y cusnda
no ar deegonpzce el pesg y le locelizacién del centro de grave--
ded del cuerpo completn. La eplicacidn del principlc ne momentos
a2 ceda una de las partes constitutivas ds por resultado les si-=-
guientes tdrmulms:

T e EXW ; V. Eyw : . E2uw
T AN} Tw

donde: x,y,Z representan laa distsncias algebraicen desde e) cen
tro de greveded de cade perte constitutiva hasts el origen de --
les coordenages, y EW representa Im summ de }oa pescs de cade --
unn de las partea constitutivas.

Cumsndo el cuerpo tiene ung denaslded conatente, el centro de
qgravedad coincide con el centro geométrico o centrolde de Bu vo-

10men y pueden userpe lms aiguientes ecuscionea:

TEV « L%V R Vv «zyv : Tiv « 27V



VOLUMEN




FORMA : | vOLUMEN

Piramide

A |

1 asn
3

Ejemploa: T
‘8.'-_ Localice el centro de graveded del sflido. £} cano truncedo_
A tiene -una densiosd €= 5 Mg/m® 'y el hemisferia tiene upa denaj
ded €aa 3 Me/m’,

L200gm
600mm | - ) A
R 3 >

400mm



Soluctén:
Por stmetris tenemos aue . X

£l cuerpn ue pusne dlvidﬁl:r_ 'lobn ’ia_hjulemeufwil(;m:’nﬁu.:

: £00 mm

400 mm . 200 mm

“anbemos por s tebla cue G se Iocalize PR —ie
; : h "

o« 1200 mm

Camp es un cnng truncado le restamas la parte ne pretbn al__
caong completo. )

@
S'un

Accol. sn mm

m‘l,

Sumamas Ie parte del hemisferio.
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Como & x mg y g ea constonte, lo mass de candp segmento ase -
puede calculsr como m = €V, adembs 3 Mg/m' « 10° kg/me |, enton
ces €as 5 x 107 vg/mm® y Een 3 x w0 kg/me® .

Haclrndo una table tenemos:

Segmenta Yoldmen (med) mefr(kg) | Fimm) | m7 (kg mm)
vt 1/3 Trine 31,0106 x D wons.3 | o300 301597, 09
-2 ~1/3Frtna.2,51327 » 4D “125.66 | 750 ~GLZ47,78
23 2/3 1 . 136061 x 10 402,10 1-150 | -160316, 4%
1201, 12 D76, 66
nsf pues: T« i o J026.85 | 49,7 e
m 281,77

por. la tanto e; centrp tie graveosd ae localizae en el punto:
Blo, 0,116, (rom)

9.~ Locslice el centro de grevedsd de la pleze fundida tue eata
formads- de un €1lindro hueco que tipne una denafdad de €« 9 Mg/w'
¥ un tenfsferio-cue tlere una densioed de 3 Hg/n’ .

| 40mmk

n 20Em

N
y

120 mm

[}
i

2 i

S

atd

N
.
Y
.
]

40 mm




. Solucifn:

Por simetr{a sahemos cue x ',7

pu;én @’rea . _'

partes, un cilindso.con _r:'. Lo

erlj’curul' -

ae resterh y une semiesfer

tnciendo una table y sebiendo que Cae Ix1® kg/mm’ y € e3x1G kg nm'

Segmento | volumen (me®) | me @y (kg T (mm)] T (kgemm
+1 £0318%,79 9.6 60 325.8
-2 -1501796, 45 -1.36 60 -A1.6
23 136061,29 n.u0 -10 - 6.0
boke? 238.2
entonces: 7T« 28l . 63,59 mm
[

asf pues el centro de groveded se logalize en:
G(Q,0,5%3.29) (mm)

10.~ Determine el centro de grovedad vy loa primeros momentoe de
1a miguiente figuro, suponiendo nue o8 de materis) humogéneo.



solucidng : .
Por simetrim tenemos que y = z = 0, por lc-tento QGy:= Qz = 0.
Dividimos ‘lp figurm en apcrionea, o R




w= 203 -

hacemos la table:

Segmento Uotumen fen®y | Fiemd. | ustem)
N 633,97 4 L751.67
' 1107 ~1710,64

Tq558,57
250,12 "

7392701

ViT.¢  Momentos £atéticoa y Centroldea op Aresa Planss.

4.1 Centroides de Arees Planns.,
Por snalogis con los valumenes, el centra de gravedad de un
&res g2 e} puntu que 2ata dBd0 DOT las alguienten expreslcnes

T .f;un i 5. jﬂ!"“
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Estas ecuaciones definen lms coordenadas x y y del centro_
dc gravedad de una plece homogénea, tl punto de coordensdas x v
7 le‘cnnnce tembién como el centrolde 'C; del fres 8 de la pla-e
ca. S 18 plecs no es homogénea no pueden emplesrse estas ecum--
ciones pare determinar au centro de gravedsd. sSin embargo, #l---
guen definiendo el centraolde del bres.

4,2 Homento Esthtico de un Arem.
£1 momento estftico de un Brem con respecto o un gje conte-
nrido en su pleno, ea ia suma de los productos de las fress ele--
mentales por sus distenciss reepectives al eje,
48f puss, la integral xUA se conoce como el momento esth-
tico { del fres A con reapecto sl eje y,
Qv » XdA = %A
de iguml mmsnerws parem el ple x
Ox = ydA = YA
Es decir, el momento esthtlco de un hrem cor tespecto e un_
eje contenldo en asu plano, es igual al producto del Ares por 1s_
distancie de su centro de gravedad sl ejle.
£l centro de gravedsd es un punto en el cuel puede conside-
rarse concentradp tode ) fres, por lo tento e} momgnto eatbtice
de un Aree con respecto a un eje que pama por su centro de grave
dad, ea nulo,
Lap unidades del momento esthtico de un érea son unidades -
de longitud al cubo: m?, ft?, cm?, etc.

4.3 Ejes de aimatria.

Se dice oue un Ares es aimétrics con respecto s un eje BB'_
si a ceda punto F del Arem corresponde otro puntc P’ de le miams
brea, de tB) forms que la 1ines PP’ sea perpendiculer » B88° y el
eje s divida en dns partes iguales, a eate eje ae le llare "t je
de Simetr{a®,
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Ay
VAL
-]

Cuando un frem pomes un eje ce aimetris, el centrojde del -
.Aree debe estnr localizadn sabre dicho ele, sl el Area poaea dos
‘ejes de simetris, el centrolde del fres estard localizeoo en In_

interseccifn oe eatos dos o jea e simetris. iots proptedng permi
te encontrar de tnmedistp #] centrolde de firess tales como c(rcg
lom, elipses, cuntrados, y en general counlnuier figure simétsi--
ca.

- 8

1
1

]
{g
“tos centroides ge Breas asimftrices, § de fhreas con un solo
-efe de simetr{a se deben calcular por integrecifn,

L4 Efem Centrolaales.

Gen U el centro de loa e)es cartesisnos al ae bace cojnci--
¢ir-el punto L can el centrotde del Ares, cualouler pje que neee
por O es un pie crntroidal; loa uns,PjE§ principales el Area --
£on reapecta al centrolde sr cohocen comt los e jes principeles -
centroidales gel fres.
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*el momento estédtico del fres con reﬁpé:toiu 108 ejes cen--
troldsles es nulo’. : R ST

Ejemplos: S R T L
11.- tncuentre los primeros nphéﬁtup'v"egwnentrnide de la sigui-
ente flgurse. ; S

50lucibn:
Escejemos un elemento de Arean, pufnleln ® lp base y calculamos -
su hrea.

oA = xdy

par trifnguloa semejentens tenemos que:
x

[ hey

eatonces

x-h-_ﬂ_
h



<o -

sustituimas . T
aa s K - El) dy.:
N g

integrando nos queds:

»J(-,f

: cnculumnn y

parn ! prn:ednma ne iguel” formn. snlu aue tnmundn ‘un-dR-parale=
lo nl eje v : .

dR =« yOx
pero; b b=x
v

y=h -

x
Iz

R
auatituyendo tenemon:
oA = (h - ﬂ) o
b

celcylamog ¥

P ( -ﬂ) m-‘(-”—"-:‘.-."-'-‘i)b..ﬁ'—
° b e 3./ 6
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despe jancs X

x

:

I~

An{ e} centroide sx locelize en el uunfo CV(

b.,h
Co\3 3
Loa momentas eatfticon son:

Solucibn:

Tomamos un slemantn diferencisl de &res parstelo 8) eje y.

dy

e R
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o o dA - by \nthrunuu )
B fo bdv,-.bh‘. :

calculemon y

ny_-vadv un’}

despe jamos

“de \qunlAﬁéhe;p,p

tomo ponrmau ‘ver hublorn sido’ MG- r&p\dn cbtener el centro de oru

veded por eimetria de lu figura,
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Los momentos esthticos de la figurs son:
Ox = YA = bh
Uy = xA = bh

4.5 Aress Compuestas.

En slgunos camom, el brem se poorh dividir en recthngulos,
trifngulos, circulos, etc. Entonces la sbociss X del centro de -
graveded (i se puede determinar por medio de lss ebaciess X, 7,,
i}, ... de los centros de graveded ce laa diferentes pertes.

51 le plsca es homogénea y de espesor unifaorme, elcentro de
greveded coinclde con el centrolde C del Area. Entonces les mha-
cisas X y ¥V del centroide del hres se celculan con les férmulas:

T £xh H 2 Izﬂ
a . LA
Ejemplos:

13.= Encuentre los primeros mamentos y los centroides de lss Bl-
guientes figurss, en.laoc que las distancias se micen en centime-
tros.




S TR

FORMA

xt

=i

AREA

Area

Teiangular

Cuadrante de
Area Cireular

Area

Semicircular

Cvadrante de
Area Ellptica

Arasa
Semisliptica

Area .
Semiparabdlica

Area

Parabalica

Acartelamiento

Parabatlice

ks
Acartelomiento Lo v
" IR AL I ntl o | ntl g ah
¥
General = — nt2 42 nél
[
S“nc.'or 27 sen= '
' “Sa | ° <r
Circular v -
¥
#—E—r
Arsa Zgob ! ntass)
— _— 22
Trapeclal o~ S ——————

Tabla de Centroides de Areas mds Usuales




Snluclﬁn 5
n) ugllcnmua ln rﬁrmulu de la Lablu nnru 6reu parsbélics.

v-por simetr{a ten

P

calculamon el hres

<6“ em) -M
b) Usamon 1as fbrmulna uaru érru nemlpnrnhhllcu.

Y - —l—‘h -3 (ﬁ) = 3.6 cm

5o g
7 eae 2Ry - 30 em
B .8 o=

calculamos e} brea
28b _ 2(8 cm) (6 cm)
3

A = - 32 cmf

los primeros momentos son:
Ux = VA = (3.0)432) =_96 e
Uy = ¥k = (3.6)(32) = 115,72 em’

c) Tenemos que ls ecuscifin de la figurs es x = VZ?V l{ despe jan
do a y tenemos
Yy = BN
27
3 nue es la fhrmuln de un acartelamientn nnrnbbli:o.
T e e ey vy e e e
IN L p——_
3

Facdna-2(3)«0.9 cn
hit] n ————
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obtenemgs el &rem
R e ar (T cm)(I cm)
3 3

» 9 en'

y celculamos lam primeras momentos;
Ox » yA = (0.9 em}(9 erf )u 8.1 cm?
Uy » xk = (6,75 cm)(9 o )= 60,75 cm?

.« Encuentre el centro de gravedsd de las plscas rue ae Llngican
en ian sigulentes figurea; suponga materisl homogéneo y eapesor -
conatante,

o 1jem

ldem

$Cﬂ;‘$‘

Scm 0em Bem
-2

- Splucifn:
La place es homog€nes por 1@ tanta colnciden el centro de grove~
dad y el centroide. Dividimos la flgure en dos recténgulos y en_
un trifnguln.
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hacemos uns tabla:

Componente Ares{cm?)| x(cm) | yicm) *A(cm?) | yalem?)
1({recténgulo) 9% 9.9 2.5 902.5 237.5
2(triéngulo) 98 9.33 9.67 916,34 | 947.66
I(recténgulo) 70 16.5 12.0 1155.0 8Lo.o
263 2971.84 | 2025.16
celculamos les cnorgensdes
T . 22708Y | 4430 em
263 —_
7 - 2025, 16 em

263

1o® primeros momentos son:
Cx = YA = 2025.16 cn’
S
Oy = %6 = 2971,86 cm’

- 7,70

b) Procedemom de Jgual maners pars 1s figurs 3)




]
A
-

hacemas la tabla,

o

Componente | Ares(cm’) | X(cm) | y(cm) | Xalcm?®) | Yalem®)
4 700 1t 12,5% 8800 BYLL
-2 «50.27 6 .0 =301,62 -703,.78
-3 -50.27 22 W0 -1105%,94 { 703,78
4 7.07 1.73 | 26.27 12.23 1085.73
5 6£6.0 Y 26.5 924.0 17L9.0
3 7.07 26,271 26.27 185,73 18%,73
Fe679.60 959L,LD 9L62,20
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calcularas lss coordensdes

x = EEALRES = 1 cm
679.6 —

7 - 262:29 | 43,97 cm
679.6

los primercs momentos son:
Gx = YA = 9462.29 cm

Qy = XA = 9914 ,40 cm

vil.SHomentos Esthticos de Linems y Centroc de Liness.

5.1 Centroide de una Linea.
Anslogamente & los conceptos de centro de gravedad de un vo
luman y de un bres, el centrolde de uns li{nem viene dado por las

miguientes expresiones:

. St 3 - g
L L

2

~

Se dice que una linen es simétrice respectc a un ele dado,_
ni n cede punto P de lo l{nes corresponde otro punto P’ de la --
misms 1{nes, de tsl farms oue 1o l{nea PP’ ses perpendiculer sl
ele.
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5! le 1fres tiene dos ejes de eimetr{m,.el centroide ente-
ré localizado en ls interseccibn en !a‘lnteru'ecl:lbn de patos dos
ejea de simetris, con esté propieoad noe rraulta sencillo encon-
trer el centrolde de 1{n:es tales como ls citcunferencis, el pe-

ri{metro de un cuasdrado, etc.

conforno de
effcuto

paraleiogramo’ ' conlorne frigngular

5,2 Momentos tathticos de tinews.

Los momentos eathticos de une linre estén dados pnr los e--
cunciones: Mx = YL ; Hy = xL

Lam unideoes de los momentns esthticas de una lines non unf
deden de longitud al cuedredo: m , cm , ft , etc,

Elemplos;
15.- Obtenge par integracién el centrolde ce el nrco de clrcunfg

Tencis cue Be mueatra en la flgure.

v
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Solucién:
Par smimetr{e tenemos que el centroide ae encuentras sobre el ele_
X, por ‘la tento T/' = 0. Tomemos un elemento diferencial de longi-
tud y por integracién cbtengemos le longitud del arco.

= “dl.

D¢ les figure ohtenemos
sen de = S5
T
Y dl. = r gen de
esto es
dL = rde , debido s gue de es ten pequefic gue:
sen de = dp
integrando tenemos
oL « rI:ao- rlof «r(<e (-2)) = 2ree
de le figure tenmemos tamblén
¥ ar cone
entonces
%dL = (r con @}(rde) = r! conede
8l integrer nos nueds:
XL = Lde . r'r cosede = rf (unof_ u 1’ (sen=-pen(—))
FL = rtnenecs sene) = 2rfsenee
despe jamos X
T 2rimen-c _ _r sen-c
2r o -
qus nos indice le locelizecibn de C en el eje x,
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Como I semicircunferencis es un ceas particulur en el cusl.”

ote O0* - fZ
4
entonces: senws gon 307 « 4
sustituimos: X _roaene. v . -2r
™y - i
2
Foims X |y lrongitud
Cunmrio de 2r |zr 1
w hid
arce circular z
e N R
seaicircular x T o ki
-l
Arco {reen< !0 | 24r
cge clreulo -
L

Tabla de Centralde de Liness Comunes,

5.3 Centroide de Lineas Compuestsa.
De lgusl forma que pere los volumenss y las Areas compusstas

ae pueden determiner el centrolde de una 3{nes compurato aivisien

ga a ls J{nun en elpmentos mhe simplen y usando les férmulas,

X Ixi i Y_o3iwn
£y £
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Ejemplos:
16.- Encuentre sl primer momento y el centrolde de ls lines mos-
trade e la ‘fiQure, pare el slatems de referancim indicedo,

Ay

£
x X

Solucifn;
tor ser une 1{nem compuesta, chtenemos los centroides de cude unae

de los l1{neos que lo componen. Y hacemos una tebla.

Acots, en cms,

1
'
1
i
T T
1
1

. H x
A3058]
o 14.50 1
Lines Lang{cm) X(cm) Ficm) Yi(cn') Ti(cm?®)
AB 16 5.65%% 5.655 90,48 90 .48
BC 9 WS B.13 130,50 13417
25 220,98 163.65%




entonces:

X
=

=<|

163.65 _ 6,546 ca
s TR

Loa momanton estbticos non:
Ox = yL = 163.65 ¢
Gy = XL « 220.96

17.- Ubtengm &l centroide de la siguients 1{nes y obtenga los pri-
meron mamentos.

> X

Solucién:
Ubtenemcn les centroldes de cada une de las 1{neas.

11.30 cm




Linea | Long(cm) | X(cm) Vienm) .

A8 8 2 3,065 ) g T 9 me

8C 21,99 6.54 11,39 LB | 2sa.e7
29,99 : 459,84 278419

calculmsmos laa coordenadas:
X _ 159.81 _5.329 c=

29.99
V. 278,19 _9.276 cm
29,99 T ‘

y los primsros momentos:

Uy = ¥ = 159.81 cm! -



CaPITULO VII]
PMOMENTOS DE INEHCIA DE ARECAS PLANAS®

£l momento de inercia de un fres se origine, siempra nue uno
celcula wl momentu de une cargs distribulde gue varf{s linaalmante
n partir del aje de momentos. t1 momento de inercia de un éres -
también mparece cuando uno relscions el enfusr:o normal, o fusrza
por unided de Area, pue act(a aobre unm seccibn tranaverssl de --
una viga slfstice con el womento sxterior aplicado, gue produce -
le flexlén de la vigm.

VII1.1 Concepto Oinkmwico y Concepto HatemAtico de un Momento de -
Inercia.

1.1 Concepto Dinémice,

Se define al momento de inercie de un Area, cosa 1o medids -
de la resistencim nque opone tode &res a poneres en aovimiento de-
rotacién o & canblier de velecided anguler.

- 223 -
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1.2 Concepto Metemético.

E]l momento de inercis C segundn momento de un Arem con res-
pecto a un eje es una integrel de la forme Lx'dﬂ, dongde x es -
el *brezo de pelanca” medido a partir del elemento hasta un eje_
que =8, yn aea perpendicular al Brea, o estd altueda en el miemo’
plsno que #lla.

V1I1,2 Momentos de Inercia o de Sequndo Urden de Aress Planea.
E1l momento de inercia de una res con respectsc m un eje con
tenido en au pleno, ee iguml » la sume de los productos de les -
érees elementsles por el cuadrado Cde sus distanciss al eje.
Ix -Jy'dﬂ B Iy = J!'dn

1

Las unidedens del momento de 1nercie de un dres coan respecto
a un mje de su planc, es una longitud elevede m la cuarta poten-
cin: cm?,pg*, m*, etc.

Ejemplos:
1.~ Mediante integracifn, celcule el momento de inercis de un ==
recténgulo, en funciéh de au base "h" y de su alturs *h* con res
pecto a: .

a) Un sje que colncitde con la base.

b) Un eje centrocidal peralelo e lo bose,
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Y
DU B
.
'
e B L
1
) X

Solucibn: .
a) Tomemaos un elemento diferencial de bres puruleln a la baue. -
ssf{ tenemos gue:
dA = bdy
ussmon ls f&rmule pers el momento de inercles &

h 3 {h 3
l:-,ﬂv‘dﬂ-bjuv’dy-u_ L
S PR KR

b) Tomamos e) mismo elemento diferemcinl de &rem, mnlo cue ehors

al cambisr de posicifn gl eje x, coembion también los limites de_
integracifin deasde -h/2 haats h/?

3 3
1,.bj*vry.uv.ﬁ. [—)QNL)]RL
4y, 3 ? 12
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?.- Calcule por integracién, el mamento de inercis de n tribagy

io de base *H" y slturs *h* con. /r'eanectn'u” un eje cue cainclda -

con lm bhase.

. Snlueibng
‘Tomemae un . elementu diferencisl de Arem pornlelo » la bose.

Y

el Sres del elements es:
dR = xdy
por trifngulos seme jantes oblenemon:
-L‘—.M—-o x --E—(h-v)
b x f
syatituyendo: o TR e

86~ =2 (hay)ay
h
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venndt la firmule de momento de inerclia tenemos:

h 3' awh
Ix _b_.j T theydy o 2o (M2 _L> . bnl
n Jao n 3 O T

2.1 Momento Polar de Inercia.

€1 momento polar de {nercin de un Ares con respecto a un o0
lo de su pleno, ea la suma de los oroductos de las Aress elemen-
teles por el cuadrado de sus distancinn & dlcho punto.

Jo - Srfan
donde T es la distsncia perpendicular o partir del polo (eje 1)
al elemento dA. Hars tods el hres el momento poler de inercie es
Jo = f.r'dn = Ix o ly

La relecibn entre Jo & Ix, Iy ea posible yas que rfe x® o

2.2 TlwoTems de loa E)es Paraleles o de Stelner,

“S1 se conoce el momento de inercis pers un hree con TeRpPC
to m un eje nue paes a través de su centroide, es posible deter-
minar el momenta de inercin del Ares con respecto n un eje parne

lelo correspandiente ussndo el tearema de loe eles parmlelons®.
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<y

Ix =« 1% + 8®A

ly « Iy « bfA

Letas ecuecliones qon inu expresiones del teoreme de low ejes
paralelos, donde:
1x,1y .- Son los momentos de inercis gel Ares con respecto n los_
ejes x,y.
Ix,1y .- Gon los momentos de inercis del Ares con respecto s los_
ejes centroldales X y .
b, = .- 50n las distencion de los ejes x, y a lae e jes %, ¥ res-

pectivemente,

£1 teorema de los ejes paralelos se puede usar tembién para_
determinar el momento poler de inercim Jo con reapecto 8 un ejfe -
perpendicular sl plano xy y que pass a trevés del polo O.

Jo =« I + Ad®

donde:
Jc .- €a e] momento polar de lnercia det Ares A con respecto al -
eje 7 que pase n trmvks del centrolde C y es perpendiculer el pla
na XY,
g ,- £Es la dietsncia entre lom puntos O y L.



=3

3

o
1

2.3 Hedio de Giro.

En mecdntca eetructural con Frecuencie se hece referencis =
sl radio de giro de un &rea plomn y se usa en las férmulas pars_
encontrar la resistencis de uns columna. 41 ae conpeen el Arem -
A y los momentos de inercim Ix, ly, Jo, los radios de giro €x, -
Cy y €a se netetminan s partir oe las saiqulentes ffrmules:

€x .flﬂ i
A

Como 1 esth expresndn pn unldadra de longitud n la cuarts -

potencie y A en unidedes de longitud ol cusdrade, e) radio de gi
ro tienp ynidmdeas de longitud (cm, m, otr), Ea Gti1l muchan veces

pers camparaciones, pera no tiene signiflcads f§sico.

2.4 Praoducto ue Inarcia. .
Los praductos oe inercia ¢e un Ares con respecte a 1ps ejen’
x, y se gefinen cama: -
*La suma dp los productos oe 1as sfens elementples por sunm
gistencies teapectives o los ejea®,

Iny = slyﬁﬂ

Lag uniopden del gregucto fe irercism san unidedes de longl-
tud elevadne 8 la cusartms potencis, y olcho producto puede ser: -
paeitivo, negativo o nulp; a diferencia del) momento up lrercis -~
que no puede ser negativao.



Forma Momento de Inercia {Producto de I. | M. Polar de {.
7
RECTANGULO o
[FEEE L
. 2 uh
torigen deejes [ i ly: 0 J:Tz— i+ 0f)
on ol b ]
- 3 1y =2
centroide) ——— L]
y
RECTANGULD Y. v
3 o
{origen de #jes h " Ixy -'—:—
en una Iy _-st_ .
esquina )
TRIANGULO Y.
736
(origen de ejes ""Te_(b 2¢) J'——(nou -b: +G.
o el bh .2 1
ly s gz 1" -bes
centroide) ¥ g iyoberel
TRIANGULO .,.-_""”
]
1. . [
torigen de vjes h o Ixys 330 - 2¢) J-%ln 30 -3be o)
on un S tys ——l}b =3pecach)
verfice) ol 2
.4-,_1___,..‘1 ] 3
TRAPECIO AT X P RT3
f e Y]
{origen de ejes h
en ol ] iy < hi3aed )
e < -
centroide! b 12

TABLA DE MCOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMUNES
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Forma

Momento de Inercia

Producto de I,

M. Polar de |.

CiRCULO

forigen de sjes

u-u,:f;f—‘

.
ey =0 J:-’-Tz’—-
o0 el Jan s [ 1
centroide? 8 T4 =
SEMICIRCULO - Y 1IN
AL
{origen de ejes s iy -‘-{;—’-
o el .
centraidel '"-'%L
ELIPSE
I P £-¥ )
g
forigen de ejes
e ' _ b’
centroide) 1T
CUADRANTE ’
DE CIRCULD
‘ 4
i 3
(origen de sjes ' ""'1“!,{5—
en ot
centroldel ";—"
SECTOR
CIRCULAR . s 7418 -fsen26)
L
{origen de e)es ]
en ef ' 2 Iy:Lr‘:tH—‘-sznZel
centraide} “_;"“‘ 4 2
CONTINUVACION

- 23 -
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S1.91 brea tiene un eje de simetrin, el producto de inercle
es nulo, asf puea:

"Fare que el producto de inercia de un bree con respecto a_
doe ¢ jes ortogonales contenidos en su plano, ses nulo, es necesa
£10 que cuendo menos unc de estom ejes sen eje de simetriam del -
brea”.

51 eplicesmos el teoremas de los ejen parslelos al producto -
de inercie obtenemgn:

Iny w I%y + &bl

Ejemplon:
3.~ Aplicendo el tecrema de los ejes paralelos calcule el momen-
ta de inercis de un triféngulo, respectoc » un eje perslelo m 18 -
bese y que fnese por el centrolde del tribngulo,

Solucifn:
El teorema de los ejes paralelos nos dice que:

Ix » IX + a’f

despe jemoa: IX = 1x - afA
de lpg tebls tenetos que:
bh?
I w —— pare lon ejes en un vertice,
12
sabemos que: -
-— h
Ay w——
3

y oua: PPl
2
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suatituimon:

m.et ok '(b_h_ Zoont o und e
120 \yf\va ) aroe 36

as{ pues : S 4 G
Ix _'Eﬂi 1o gue se-comgruebe con:'le teble de momen-'
36 tos de lnercla para los ejea en el cantrol

. oo Oe.
. ;1 redio de Qiro es:

L.- Aplicando el teorema de yon ejes narnlelna :nICuia £l momen-

to de inercle de un triﬁnqulu. rasnec!u u un ejs paral!]n a 10
bane vy que pase ror el vertice, ;

S I
- -_lF.J - ;
2
" Al L4 ™ .
Y
Solueifn:
De 1s tobla de momentos de inercis tenemon que:
3
Ix . B
36
como_e) centralde-del trifinguio se encuentra en ne 2. b; enton-
cens: : i )
9 3
],.E’.h_.- ._?))EE PR L PO
36 3 ? 36 9
as{ pues:

bh?

Ix & e
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€1 7edio de ‘gira :fe’sr:" L
Cx w (

S.- E1 bres irreqular tiene un momento de inercis de 20 x 10° !

con respecto sl eje AA. 51 el bres totsl es de 1.2 x 10°mm’, de-
termine el momento de inercis del frem con respecto sl 2je 8O, -
El eje UD pras m través del centroide del Aream,

B8 TN 8
10 mm
0 5 [+ I
40.mm .
A A

So0lucién ; - )
Usnmps ] teorema de lom ejes parmlelon pars obtener primero’el -
momento de inercle respecto sl eje centroidel DO.

Tia = lgo + oA
despe jamos vy nos nueda
Top = Ly - 8%A = 20 x 10°mm*- (40 mm)* (1.2 % 10*mm?)
oo = £l x 10°mm’

fplicamos nuevemerte el teorema de los ejes paraleinn pare_

ohtener 1y
Tae » 8.0 x 10%mm* « (10 m)? (1.7 x 10°mm?) -

lgg » 7.0 x 90 mm

nue es #1 reaultado pedido,
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B.- £} momento poler de inercie del bres es Jo « 15 x m'mm', --
calculedo con respecto ml centroide {, S1 el momento de inercie_
con reapecto 8l eje 'y es 5 x 1[]'m' y ¢l momento de inercla con_
respecto al eje x° es Ix’a 12 x 10°mm' , determinar el érea.

35 mm

Solucién:
Como anbemos:
lc e IX « 1y

despe jamos 1% y tenemoa:

X« e - Iy = (45 x 10%mm' ) = (5 x 10°mm*)

1% = 10 x 0'mm?
y del teorems de los ejes parsielos tenemos:

Ix « 1IN+ a'a
denpe Jamoe e) hrea
. Ix - Ix*

A

(10 x 10" m*) = (12 x 0 I
35 mm)*

As{ ohtenemos:
A .= 1637,65 mm*




- 236 -

VIII,) Momentas de lnercia Principeles.

3.t Ejes Principales.

Pars una superficie plens can un punto definido camo arigen
se puede eatablecer un nimero infinito de coordenadas x,y. Los -
momentas de inercis de eata auperficle con reapecto s los ejes -
x ey, In e Iy, varfanconfarme comblian las coordenndas de lcs e-
Jes x e y. Vor otrs parte, el momento polar de inercis Jo, per-
manece conotante., De )Jo pnterior se concluye que exiate un nlnt_t_
ms de ejes cum produce un momento de inercin mbximo y el otro mi
nimo. €ate conjuntc particuler de ¢Jse coorcenanos define los e-
les principeles,

Pars un conjunto dedo de Ix, ly, Ixy 1o ejus principeles -

se pueden encontrar con la ffrmulae:

el (Y 2y

2 Iy-1x
o también:
[ a, A 1o .illy_
2 2 Ty-1Ix
donde : . -
o= #a £1 Angulo comprendido entre loe ejes x,y y los ejes.prin-
cipolea x*, y’. y
' x
-

Agemhn tensmos cue Ix’y’« O, es decir, ®l producto de iner-
cls con respecto a loa ejes principnles es nulo. Por lo que ss -
concluye que cuelguler eje de simetr{a reprementa un eje princi-
pel de inercie pars e) bree.
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3,72 MHamentgs Principeles de lnercia, v .
Le ecuacifn oue define los momentos principoles de inercim_
méximo o min{mo es: :

Ixely #

Imax =
mi o - \ 2 ;
Dependiendo del signo eacagido eate resultado do e) momento

de inercia mAximo o min{mo pars el brea,

VII1.t Aplicaciones s Figuraa Compueatas.

Un fres compueatn consiste de unra serie de hrens "mha sim--
ples” unidaa, como pueden mer: semicirculom, recthngulom, tridn.
gulas, elipses, etc. Siempre y cumndo ae conoica el momento de -
inercis de cede uns de eams Arers 0 pueda Calcularse con respecs
to a un eje comlin, entoncen e} momenton de {nercie del Ares com--
pueatn ®a igusl m la sump plgebirsico de los momenton de inercia
de lem Aress componentea, ne debe user el teorems de los eles 311

rnlelos pare referir cade momento de inercip ol ele desendo,

E jemploa:
7.~ Oetermine loa momentos de inercie Ix o ly, los radion de gi-
To ex. ey y ¢1 momenta poler de inercin Jo de ls figure. &1 ori-
gen de las coordenadess esth en p) centrolde C. Laneldere m » s0_

mm y D = 20 mm,
y

R . Y
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Snlucribn:' .
Oivigimoe is flgure en tres rectfngulos e Indlcemos sus centroi-
den. :

|
50 ! 50

10
'iio Acots. an mm,

Auxilisndonoe del tecremsa de Jos @jen paralelos y en ls ta
ble de momentos de inercia, calculamos e} momento de inercis de
cad rectfngulo respecto B los ejes centroldales x ¢ y.
Recténgulo @ Ix = Ix + Ad
. Looyezay?

12
. (zm¢aooy’

12
Hectfngulo (:)

1x, - (20201500

12
. Ls0) 0y

12

Ins + (A00)(20)(85) = 1,51 x 10°mm®

Iy, «1.67 x 10°mn*

+ (200 (150)¢0)" - 5.63 x 10°mm*

Iye 0.1 x 10°mm*

Hectfngulo @

Comc em iquel el recthngulo @ y tienc las mismas distan--
cias n loa eles centroldales entonces:

Ing » In;, &« 14,51 % 10° mm*

Iy, = Iy, = 1.67 x 10" wn’
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Aa{ pues el momento de ‘inercie del’ hres total ‘ea:
Ix = 2016.51 x 10°) 475,63 % 10% w 34,65 x 100 mm!
1y = 2(1,67 x 10')001x10’-]kh:10’m

£) &res totsl es:
R = 2(2000) + 3000 = 7000 ma'

entonces loa redios de giro son:

3“65!10 -70]6'““
2000 L ===

H’“""‘ - 22,37 am
7000

y €l momento poler de imercin .
Jo o« In o Ty = 34,65 x 10° 4 3.6 % 10° e 38,00 x 30" met

€ . JJE.HQ: 10 -7)1'7mm
7co0 =

£,~ Determine el momento % inercin del hrea de la eeccibn trang
versal de ls viga con reapecto nl eje XX que pnea B través del -
centroide C de la seccifin transverssl. Desprecle el tamalo de --
188 soldsdurae en 1ps esnuinos A y 8 pare e} chlculo, ¥ =90, 5mm,

r!.':mm

i i A

¢
15mm
60mm

120 mm

xt
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Solucién: i L S ; LT
N1vigimos ialﬂtx:ldh en_dos circulos y.un rectfingulo,

Acofs, en_ mm' .

Lbtenemos los momentos de lnercie pnare cana cumpnnente uel

Arem total con respecto sl eje XX,

Circula O

L)

In, =720, agf . WOT5)
b L

L A28 (ot
In, = 9.13 x 10°mn’ '
Recténgulo

. (sycazoy’

- 2.8 % 10%wm'
12 :

Ix,

Ce{rculo @

- 1”—" Arzs)” (a‘-.s'

Por to nue el momento de- 1nercie ‘r.qytul'ireape‘c!n nl eJe XX -

Dy 40,1350 2484 s 8073 % 10 26,70 % 3P o
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9,~ Determine el producto de jnercin del ﬁyreu de lu néc@lﬁn W{.rnnu-

verdal de la viga con respecto a lou eje

“x 87y nueitienen su ori=
gen locellizade en el centroidve C. Lo - 2

y
_-400 mm
e

b 80mm T e

aolucibn:

Olividimas-1n s_pc@:iﬁﬁ on o LTeN T nl lﬁrvnmnu‘\nrimr-m aua ..

produatos e, inerctn centroldnled i el teasemn we Los




-z
Ixy = IXy + wba i S
Hectfngulo @ .
Ixy = 0 + (150)(300)(L00)(100) = 1.8 x 10 ww'

Hectfngulo @ )
Ixy =0 +0=0

Hecténgulo @

Iny = 0+ (=150)(-300)(L0G00) = 1.8 x 10" mm
nsf{ el producto de inercis total es:

Ixy » 2(1.8 x 10%) 'i’Lﬂ’L"‘:‘.

10.- Para el problems 7 ubtengs ln pusicibn de los ejes principa-
les y el momento de inercls maximo y minfwmo, :

v
10mm: lsmm

So0lucibn:
¥n tenemos Ix « 36.65 x 10°ma' y 1y = 3.46 x 10°mn’, s0lo nos fal-
ta celcular Ixy.

Recténgulo @

Ixy = D

Hecténguie @
Ixy =0

Hecthngulo @
Ixy =« 0
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For ‘1o tanto: -

“)na' eJéaH :

minss

suatltuyenun
(is65.s 3 244)

It

Te 19,065 kg
Imdrs 19,0457 x "0

Imin » 19.0&5 x fl‘ﬂ','

fomn vemos paru lu- ajen nrlncluulv e
e jes centrolnaleq. 1os maomgntos uc lncrcln méxlmn y m{‘ri!rriu aun”-_
son los corredpondientes o los momentos Ix e ly. SN



CAPITULD TX
- CONCLUSIGNES

Al finalizar el presente trobajo, ae ben proparcionada  los
¢lementos neceserins pnre.cubrir el curso de Lsthtice, en declr,
se-exrupierron los. cenceptos téntcon de la Mechnica ClAsica, osf
comp los medios neresarios pars manejar les diferentes  sistemss
ge unligades usnuns en la Mechnirm, Junto con sus dimensiones y -
ap moatrl ate~fs la forme de traducir fOrmulas de un sintema Ue
unideces » atro, se dotd ge los conceptos bésicos e Ya Esthtice
y 8e dierfin las bases pars bscer un tratomiento vectorial de los
afstemps de fyrrzas, se proporclcoonran los elementos necesarion_
para ls solucidn e pro: lemas de erulvalencia y para 18 regucesa
cifin de los aintemns de fuerzas,

Llevamoa n cebo el onf!isis oOe lbs condliclones de equili--
Lrio de los diversss sistemas e fuerzes. oe enuncieron los con
reptns ste primeros momentos y e centrus de gravedsd y of prearn
taron 1pa herramlentes necesarioas para detersminar su valor en --
lon diveruos casgn o oque se apllcen,

Enunciomon el concepto de momento de Inercia de firens pla--
naa y la tteterminacifn de mu valor ep d'versns £AsSas, PO otras -

nalahres se ha cumplido con el ubijetive del curan mencionadn en

- 2ht -
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le introducclén de eate trebejo, guedande eclo le responeablli--
dad del lector pare el estudio de este texto.

Se propush un método de solucién de problemss de Mechnica -
nue se considere es el mhs adecusco, deblido 2 su aencillez,

tste trabajo fué enfocado principelmente psrs le corrern de
Ingeniero €ivll, pero nc por eso deja de ser unes importante fuen
te de cunsults para las otras ingenier{ms (Mechnica, Eléctrice,-
Industriel y Computectifin),
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