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CAPJTULO I 

INTROOUCCION. 

En loe presentes epuntea se he pretendido cubrir en su tot.!!. 

llded el temerlo del curso de Estlitice de le Cerrera de Ingenie­

ro Civil dentro de le Eecuele Nec:lonel de Estudios Profeelonslee 

Areg6n, pare lhger sel e cutir ir el objetivo del curso, que esté 

enunciado de le siguiente rorme: 

"Prop1c1er en el estudiante el domlnlo de loe principios -­

fundamentales de le Mecánica Cléslce, haciendo enf6sls en el tr!_ 

temiente vectortel de loe sistemas de fuerzas v le aoluc16n de -

problemas leost&ticoe de equilibrio, es! cama dotarlo de loe co­

noclmlentoe que le permiten resolver problemas de primeros momt>.!:!_ 

toe, centrotdee y momentos de tnercle de cuerpos geoml!tricus y -

&reas planee". 

~lende el temerlo de la mater1a tan extenso, los ternas se -

encuentren en varios libros, por lo que en este trebejo se ha 1!! 

tentado hacer une recop1lec16n, de cesl todas los lJbrae que le_ 

bibliogref1o recomienda en el temerlo, pera as! hacer más fácil_ 

que el estudiante lleve e cabo una 1nvest1gac16n o sim11lemente -

le c:oneulte de cualquiera de los temas 1nc:lu1das aqu{, para ha--

- 6 -
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cerle mfte sencilla y comple.te aún se han consultado lU:iros Que -

no aparecen en la b1bl1ografia. 

Se ha procuracio combinar la teoría con las apl1cec1om!s de_ 

le misma en problemas prácticos, teniendo as! un total de 92 pr~ 

blemea, todos resueltos en t~rm!.nos fftc1les de comprender pare 

un estudiante que se inicia en el nivel de Ucem:laturo, se he -

1ntentdeo dar le soluc16n exp11cendole de la manera más simple -

poslt'le, dlche aoluc16n se he hecho en un prlnclplo en le forma_ 

m6s deaerrollade posible pare evitar confusiones sobre las pesos 

seguidos, y conforme va avanzando el curso se van omitiendo elg;!. 

nos pesos, principalmente elgellrálcos. 

Ll material te6r1ca se he rE?ducido nl m1nlmo posible, sin -

dejar por eso de dar le lnformec16n exacta v completo de cada te 

me tratado. 

Estoe enuntcs ar encuentren divididos en 9 capitulC'ls, en 

loe cuales se he tretudo el contenido en le forma m6s sencilla -

posible pare le r~c:\ l corriprens16n de los rr1nmos. 

[l capitulo l nos presente la lntroducc16n de estos apun--­

t.es. Ln el capítulo l I se introducen los conceptos o6stcos de -

la Hec{mice Cl~sica, como son definiciones de Hec{jn\ca, Esd1ti-­

ce, C1nem6tlce y Oln&m1ca; asl como los ~odelos Ch! Cuerpos y las 

Leyes representativas de le Hecénice. 

En el capitula II1 1 se hace une discus16n de los sistemas -

de unidades usados en le Mecánica, es! como de les dimenslonl'B -

de cantidades 1/ P.:iq_,reslcnes rr.atemát\ces y la treducc16n de f6rm~ 

las de un sistema e otro. 

i:..n el capítulo IV, se introducen ya los conceptas b6sicos -

de la EstllticA como son: le SU"'!J de fuerzas, el concepto de fue.!. 

za resultante, lns nrlnciplor. en los c:;up sP tJasa le Est6t1ce y -

une breve 1ntroducc16n el 6lget:re lle vectons, ye 4ue nos servl­

ra de llH!•e pE:ira le soluc16n dt> ITtJChcs protJlemes, prlnclpelmente_ 

de los problerras en tres cHrrens1ones; se Pnunc1an los conceptos_ 

de momento de une fuPrza respecto o un punto y e un eje y el ne_ 

coordene~as vectoriales de una fuerza. 

En E'l c11pltulC1 V, se proporc1orien los elementos lndlspensa-
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bles pera le aoluc:16n de problemas de equlvelench y de reducci­

ón de s1etemee de fuerzas. 

En el capitulo VI, se tratan loa elementos c;ue actúen en un 

cuerpo aparte de lee fuerzas epl1cades 1 v le rorme de reprE!sen-­

terlee por medio de un diagrame, hadendose adem6s un en611sla -

CJe lee condlc1ones de equilibrio en loe diversos sistemas de -­

fuerzas. 

t:n el capitulo VII, se traten loe temes de Momentos lst6t1-

coe y Cent roe de Gravedad. En el capítulo VIII, ee da el canee.e, 

to de Momento de Inercia de éreea plemta y la forme de determi-­

ner su v11lor en caeos pr6ctlcoe y el c11p,t.tulo IX, nos presente -

lee conclusiones de este trebejo. 

Pera le fácil soluc16n de loe prol"'lemae de mec~nlce, ee PU!, 

den seguir loe siguientes pesas: 

1) Leer el problema cu1dedoeemente y enl tetar los datos y -

loe reeultedoe nriueridoe. 

i> Trazar los d1egremee neceeerloe pare le ealuci6n. 

J) t:nl1ster loe princ1pios rue nos serán Útiles (en forme -

metem~tica). 

t.) Relacionar le e1tuec16n rislce del problema con cede une 

de lee expresiones meteméticee de loe principios. 

5) Resolver lee ecuaciones neceeeriee pare determinar le B.2_ 

luci6n del problema. 

6) Revisar todo el problema, eeegurandaee que lee ecuacio-­

nee son de dimensiones ham6geneae v cue lee unidades de los de-­

toe son competiblee. 

7) Estudiar la respuesta v comprobarla si ea posible, pare_ 

asegurarse rtue es le correcto. 



CAPITULO 11 

'íUNOAMlNTOS DE LA HfCATIICA CLAS!CA" 

Il,1 Derlnlclonea de Hec6n1ca, (at6tlca, Clnem6t1ca v Oln,111tc11. 

F"1dca.- Ea le clenclo que tien• por objeto •l ~•tudla de -

las cuerpoa y eiua hy•e y prophdedes, mientra• no cti.-.bin au CD!!_ 

poe1c16n, aal co110 tMbl'n •l d• loa agantee netureh!e can loe -

ren61unoa Que en loa cut'rpoa produc• eu lnrtuencla. 

Pare estudhr la Hales ~ate ae ha dlvidldo tn verht• reme.11; 

lea cualea el lree deaerrollando se han transfDTf'ledo en nuevae -

ch!ncha CfllllO son: 

- ~ec6nlca 

- Optlce 

- Acúatlce 

- Terniolog!a 

- Electrlcldnd 

Cada une de ellaa can dlatintea eubdlvhlonee ye que su ca~ 

po de eetudloa l!B .. uy amplio y pert1 eu estudio se ha hecho lndl!. 

pen•eble que 1e hagan eubdlvlaionee qui! peTl'litan 11:1 alrnpllcldad­

de eu estudio. 

- 9 -
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Dentro de le f1e1ce 1 le reme que vemos a estudiar ee le me­

c&nlce¡ le cual comenzeremoe por der\nlr. 

Mec6nlcB.- Le mec6n1ce se define como le ciencia uue deecr_L 

be y predice les condtcionee de reposo o movimiento de los cuer­

pea bajo le ecc16n de fuerzas, conelderendo el reposo de los mi!. 

mas como un estado especial de dichos cuerpos. 

Aunque el estudio de le mec6nlce se remonta e loe tiempos -

de Arietoteles (38lt-J22 A.C.) y Arqulmedee (287-212 '4.C.); fu~ -

Nei.iton ( 1642-172?) qutl!n formul6 lee lr>yee fundamente les de le .. 

meclinice y lee leyes del movimh!nto de lee pertlculee, besando -

sue r.preciecionee en numerosas experimentos rPelizedoe por l!l -­

mlemo. Eetee leyee fueron m6e tarde expneedes en forme madi f1-

cede por D" Alembert, Legrenge y Hem1 l ton pera despúee ner gener!!. 

11zed•e pera le o1n6m1ce de loe cuerpos dg1das por Euler. 

Le c1enc1e de le meclin1ca se divide en tres partea: 

- Mednica de los cuerpos dgidoa, 

- Mec&nice de loe cuerpea deformables v 
- l-lec&nlce de loe fluidos. 

los Que e eu vez presenten elgunee autid1v1s1ol"'ee r:ue podemos de­

tallar de le siguiente manera: 

Mec6n1ce 

S611do 

{ 

lst~t1co 

{ 

r.1nem6t1ce 
D1n&m1ce 

C1n~t1ce 1 
Cuerpos k{g1dos 

i fiee1stenc1a de Materiales 
Cuerpos Deformable Teorle de le tl.-st1c1ded 

Teoría de la Pleat1c1ded 

{ 

f"luldos Ideales 
íluldoe fluidos Ulecoso!'l 

f'lu1doe Compresibles 
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Lu d1vie16n de le mec~n1cA cue nos 1ntrreea eeturUar e!9 le_ 

de lDB cuerpos rfgl110~. nlama l,UL! se subdlvld~ en: 

-Eel6tice 

-Dlnámice 

que BL! derlnen u cont1nuec16n: 

(et6t1ce.- (u le encergeda del estudio Lle los cuerpos Que .. 

est6n sujetos e ruerzes en equl llbrlo, les cueles ocasionen quP_ 

dichon cuerpee permenezcen en reposo o que ee 11ueven con r110vl-­

rnlentoe untronnea, ea decir. con una velocidad conetente. Se di­

ce que un cuerpo este en repuso cuando eete se encuentre en equ!_ 

llbrlo que OP íletermlnu cuenda el mismo no tiene ecelerec16n 11-

neel "' angular. 

Otnfimtca.- le el estudio del movtmlenlu dP. loe cuerpos cnn­

slrleredo, t1mto ctnem!ittce como cen~l1ct1mente. 

e) Clnem6ttce.- e!J lR encerge11fl de Pntudter le geometr!e .... 

del 1novlrnlento de un punto material en el espacio eln determinar 

loe causes que lo provocon. Se ocupa de le pu~tr:t6n, del deople­

zemtento, de la velocidad, de ln uculerr:1ct6n y del tiempo. 

b) Ctn~ttce.- lAmbl~n conoclde como dtn~mlcn debldo u r:ue -

L'ste r1mpl1amente r•·luclonade con le ctnemátlca¡ estudSa lo1r1hlfn_ 

el movtmh~nto no aolo del punto motcrlel e1no dP loe currpn:1 v .. 

ou relec16n con loe íuPrurn QUP ln provm:en. 

Debido a r¡ue le ctn~ttce temblf.n !'le c.unoce como dlnlirl'llce al 

gunoe autores empleDn la algulente divlellin pare le Jlll•clintce del 

cuerpo r!gtdo: 

{ 

[et~tlce 
Mec&nlce del Cuerpo A{gido Clnecn6t\ce 

DtnMilca 
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II.-2 Modelos de C.uerpos: Punto, Pertkule, Cuerpo R{g1do y -­

Cuerpo oerormeble. 

Al comenur a estudler un cuerpo, a. menlJdD nas damos cuente 

de aue por sus dlmenelones, por su mesa o por eu deformab1lidad, 

no ee posible eet1.1d1arlo rlic11mente, por lo Que en la mayoría d2 

loa ceeoa es necesario ldeel1terlo ele ecuerdo o un marelo cie ....... 

cuerpo cue no resulte ten dlf{cil ae onel izar. 

En le meyode de los cenos se pueden representar m&temfi.tic!. 

mente loa f6nomenoe f!eicoe, ut111zttndo para ello ldeal1zac:lones 

con el fin de crear rnorieloa b6elcos a1mplH1cedao. Esta t6cnico 

permite tratar con nroblemee Que de otra manero sedo e;io:tremede­

mente ¡jlftcil o imposible resolver. La ldeal12f:lci6n y el uso de 

dichos mooelos se conelderen \/6.lidos, cuando le ~oJuc t6n ene l hl 
ce verifica los reaultadns de le e .. per1mentac16n o áe la Dbserv.!!_ 

cl6n. 
Pera eato se hftn ldeelizado cuatro modelo9 de cuerpos: 

a) Punto, 

b) µart(cule, 

e) Cuerpo tdg1do 

e) Cuerpo Deformable. 

e) Punto ... A este modelo matemático se lP considera como un 

punto en el espacio, el cual 11 no tiene dimensiones ni masa". 

b) Part!cole.- Se le considera como un modelo matemlitico de 

un punto de rnae•• Este punto "no tlene r11men•;1one:s pero sl tie­

ne mesa", lo cuAl se supone que ocupa un solo punto en el espa-­

cio- Este modelo de cuerpo es muv usado pare la eoluc16n de pr~ 

blemes de Est6tice. 

Supongamos Que tenemca un cuerpo de mmio 11m" y de tHmenslo­

nea deaconoc1óes; al idealizarlo como une part!cule la meaa 1tm'" _ 

aeguit'& 1guel, pero lea dimensiones del m1emo va no~ puesto Que_ 

solo ocupar' un punto en el espac:io. 
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e O IOtALIZACION 
u•rpo -

'Masa "m" 

./Part(eula 

'MaJa "m" 

e) Cuerpo H{gldo ... Es BQuel modelo maternétlco Que conserve_ 

su forme y cUmenslonee el aplicarle un alsteme de ruerzes, por -

1nteneeo que estas sean. Un cuerpo dgldo este formado por un -

gran número de pert{culee que ocupen pcslclones fljes entre s{ • 

En otras palabras. un cuerpo dg1da es un sistema tal QUI:! el ca_!!?. 

blo de cUstancla entre dos cualesquiera de sus ¡.;articulas (ente~ 

dlda como: "deformec16n debida e le ecc:16n de alguno fuerze•)no_ 

tiene lur:ier. 

5ur:ongemoe un bloque de cuelnuler material, el cuel este s~ 

metido e le ecc16n de tres fuerzas de la misma magnitud, el cual 

preeenta deformaciones debido e le ecciln de les fuerzas, el ne­

cesitemos ldeel\zerlo pare estudiar el movimiento que presente -

el cuerpo en conjunto, rntor"cee usemos para ello el modelo de -­

cuerpo r!gldo, con el cuel le9 deformacio,..es ex1strnlee producto 

de les fuerzas oue ectúen sobre l!l, no eid<;tirán; solr ex\stirá_ 

el movlm\entn que le produzcan e<oes fuP.TZBB (en ceso de que lo -

haya, es decl r la resul tentP diferente de cero). 

r i 
~o.__!.. IDEALIZACION Fl. F 

!-MD'lmlonto producido _b.l-
Cuerpo eln ldeellzer Cuerpo H{gldo 
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Este modelo ea set1efector1o pere el estudlu efe loa erectos 

exterlore• de ll!le ruerztil!I el obrar eobre un cuerpo, Pe dectr, -­

d~l MOvlmlento de este. 

d) Cuerpo oerora'leble.- es equel en el cual la opl1coc16n de 

un etet.eme cueleequlerei dp ruerzes 1 por p[>quenos que estas BP.tm_ 

prrivoce cembtoe en lo forme y dlmenetonea del cuerpo de acuerdo_ 

con ctr.rte ley. 

Supongenios bloque de un motPrl~l cuelr¡ulP.re el cun1 ee -

le l!lpllce une fuerzo F de une megnltud muy pequenB, ~UP es capaz 

de prot1uclr rnovlmtento l!n el mhmor pero eln una deformec:16n ªP.!!. 

rentr: (par lo pPc¡ue~•D) al ideal izarle como un cuerpo c1eforrnoblP_ 

t1-1ndremoe r1ue el IT\Ovl1nlento producido por la ruerzu bpl icedil no 

ee toma en cuPnto, pero el se tomtJr6 le deformecl6n por pequer11:1_ 

que eeta AeH. 

ó 
Cuerpo eln tdeelizer Cuerpo Oernrmelile 

Eete mor1elo de cuerpo ea el Que se acepte porn estudler loa 

erectos lnternoa dP. les ruPrzee el abur eohre un cuerpo, PB de­

cir, di! loe reecomodoa de lea pintfoulea que lo constituyen V r!_ 

nÓl'lenoa cons1Qu1entee. 
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Cuanto rda cel'cnne 11 ln realidad eee le ley •endonado en -

la derlnlcl6n, mb satlahctorlo eer& eete oodelo. Aal, en he:_ 

tuellded, ee eeteblecen tres t.lpoe de cuerpos derornaeblee ldeel­

mente: 

.. cuerpo elb1t1co 1 

- cuerpo pl6etlca y 

- cuerpo elueto-pl6at1ca. 

El modelo de cuerpo derormeble ee comunmente usado dentro -

de le mec6nlce de meterleba. 

Le utlllzncl6n de un modelo de cuerpo permite sl•pllflcer .. 

el an6l1a1s de cuulquler problema; en le eat6t1ce loa modelos de 

cuerpee m611 comunmente ueedo11 eon: le pl!lrtlcule y el cuerpo d­
g!do. 

II.J Leyee de Newton. 

lshec Ne1o1ton ( 164?-1727) r.e uno de los rlelcoe rn&a lmportn~ 

tea de todoe lne tlempoe, cuando elin tenlo velntltentoe 11Moe 1 1~ 

ventó le rer1e de hle metem6Ucae que 9e conoce co1110 clílculo, tle!. 

cubrt6 le ley de lu grev1tec16n y encontró oue lo luz del Sol n 

une comhlnnc16n de colorea. 

El movlmlento generel de un cuerpo eujeto a le acc16n de -­

rueruu1 no rue conocido heoh 168?, cuenda laeac Newton e•table ... 

c16 por prhnera vez tres leyee bgeices que rigen el movlrulento _ 

de uns perUcule, publlc6 por prlmere vez eetee leyes en un com­

pendio cl~~lco tltuledo Prlnctple Methemutlce Phllonophlee Nutu­

rel ts. Dlch•B leyee se enunclun de le siguiente manera: 

3 .1 Primera ley de Ne~ton o Ley de Incrcle. 

"Todo cuerpo conserve eu cetedo de repo90 o de movlmlcnto 

rectlHneo unlrorme, e menos quP. ente obllgndo e cembler au cet.! 

do como coneecuencle de le Hcc16n de rucrzee que oe le tmpongen, 

elempre y cuando le ruerze resultante Que ectGe sobre ~l nee di­

ferente de cero•. 
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Le resistencia el cernbio de eetedo de movimiento o de rep.!!_ 

ao, es une propieded de la materia que ae drmamlne •inercia•, -­

Que no ea otra cose Que le dlrlculted aue se presente pare cam- ... 

blar el estado de movimiento de un objeta. 

Esta ley ee conoce temblfn como Ley de le lnercia. 

J.2 Segunde Ley !$e Newton o Ley del Movimiento. 
111 51 le fuerza reaultante que actúe sabre une partlcula ea .. 

diferente de cero, le partlcule edaulrir6 une ecrlerec16n propo!. 

clonal a le magnitud de le reaultaote y en dlrect:l6n de eeta ..... 

fuerza reaul tante 11 • 

Eete ley se eecr!be de la et9uiente manera: 

F • me 

donele: 

F .... Ee le fuerza resultante que ect6e sobre la pertlculo. 

m ... Es le msee de le pertlc:ule. 

a.- Es le acelerecl6n de le pertfoula. 

Esta relecl6n primeramente prcpueeh por Newton, ee llem6 .. 

Segunde Ley de rlewton y Be puede J?)(pllcar de le siguler:te forme: 

•Pnre co111un1car- e une. meee •m• una acelerecl6n 11 e•, ee re .... 

quiere de une fuerza •f• que este dado por r .. mer". 

J.,3 Tercera ley de Newton o de le Acc16n y lB Neecci6n. 

•A toda ecc:.16n corre~ponde una reecc16n igual y opueate•; -

es decir Que lee ecctonee mutuea de das cuerpos son e1empre 1gu.!. 

les y en d1recc1onea opueetee. 

tete ley ne puede restablecer en términos de dos objetos v_ 

de les fuerzas que ejerce una en el otro. E.n esos t~rminos pod!_ 

moe decir: 

•cuando un objeto A ejerce une ruertn sobre un (otro) obje .. 

to B, el objeto O ejercer& una fuerza contrarie eobre el objeto_ 

A¡ h1s dos ruenee aon 1gueles en megn1turl y aentldo pero de d1-

recclonea opuestee". 
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Por ejemplo, supongamos un bloQue (objeto A) Que este colo­

cado sobre el euelo (objeto 8), el blooue tiene un peso •p 11 eje!. 

cldo sobre el suelo (acción), el suelo ejercer& une ruerze P' de 

le m\ema magnitud, pero hecle arribe sobre el bloque (reecc16n)_ 

logrendo con esta un equillbrlo entre el bloque y el suelo; el -

tuvleremos un merco de re fe rende con P hl!lcie ebeje posi tlve y -

P" hacia arribe como negativo entonces tendr!emos que P'c -P, -­

con lo cual se cumplida le Tercera Ley de Newton. 

donde: -P • P' 

J.4 Ley de le Cirevitac16n Universal. 

Con frecuencia la mase se confunde con un concepto totelme~ 

te diferente; que ea el concepto de pesa, obvlamente, loe doe -­

conceptos eeten releclonedoe, pero no elgnlflcan lo mismo. 

El e1gn1f1c:edo b&elco de p!:!BO ee eeclarec16 greclee el dea­

cubrlmiento de Newton de que cede objeto ejerce une fuer za de -­

etrecc16n aobre cede uno de loe otros objetos. Newton hlzo e9te 

deecubrlmlento durante sus intentos por entender el movlmlento -

de loe plenetes en eue orbltes alrededor rtel sol. Este ley de -

la inercia perec!a ser violada por !:!l movimiento de los planetes 

ye que ~etas siguen treyectorlee circulares en vez de rectllf--­

nees. Newton podio explicar te lee movimientos el suponh que el_ 

eol ejerde ruerze de etrecc16n en cede une de los planetas, co­

mo ee muestre en le figure .. 
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' 

Sol / 
) ....... 

La fuerza f atrae el planf'te fuera de eu treyect.orle r(!Ct1-

l!nea, aegGn se mUeatrl!I. Newton pudo demostrar que el movimiento 

orbltel de loe plenetoe elrededor del sol ee debe e le ruerze F' 

de Aate eobre el planeta, con f dedo por: 

f • ...!!!.!!!t._ G 
r' 

donde ""'•" v "m," aon le '"ª"ª del sol v del phinete, reeprc.tl\lf1-

mente, v •r• ee lo d1etenc1e entre aun ceotros, •n• ea une conn­

tl!lnte. 

Pero et el sol etree el plAnP.t.a, oegGr le lt-y de cicc16n y -

reecc16n el plenete debe etruer el sol. l:ata ruerze se mueet.ro • 

con-.o F'. Dedo que las ruerza9 de acct6n y rebcc16n eon \Que lee -

opuP.etee 1 f' .. -f • 

Newton eetableclo la ley de La Gruv1tac16n Unlvereel como: 

"Dos pertlculaa con mases "m 1 n y • m1" y el tuedes u une dle 

tanela 'r", ee e.traen une e le otra con une ruerza cuyo megn1tut1 

es d1rectn .. ent.e proporc1onel el producto dE' eue 111eaan, ~ ln1.1erB.!, 

mente el cuadre do de la d1etenc1a que medie entre ellua• • 

F=~ 
r' 

--------- (1) 

Que pere convertir en une 1Qualdud es neceeer1o 1ntroduc1r_ 

une conetnnte e le cunl denoteremoe por G, que conocer~mos como_ 

le constante de etracc16n unhereol cuyo velar nGmEr1co ue: 
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G • 6.6?5 x 10-11 rt•m' / kg1
• C:cn lo cual la ecuec16n nos oue .. 

• G -!!!!..!!!.!. ---------- (2) 
r' 

Un ceso particular de gran impcrtencle es le strecc16n de • 

le tierra eobre une partícula loceUzedH sobre su euperflcle. Le 

fuerzti "f" ejercida por le tierra sobre la perticule es entonc:es 

definida como el peso •w• de le perticule Cí•W). 

51 edem~s lntroduclmoe le car.atente •g• dada por: 

g • ~ ---------- (3) 
H' 

donde: 

G.- es le consh1nte de etrecc16n; 

H.- es le mese de le tierra v 
R.- es el radio de la tierra. 

sustituyendo le ecuec16n (3) en le ecuec16n (2) tendremos: 

W • mg ---------- (4) 

donde: 

w.- ea el peso de le pert(cule¡ 

m.- ea lo mese de le pnrtfcule y 

g.- es le cicelerac16n de le gravedad. 

El valor de R en le f6rmulo (3) depende de le altura del .... 

punto conelderedo v de le latl tud (debido e Que le tierra no ee_ 

totalmente esíh1ce. El valor de "g", por conslgutent~, varfa -­

con le poslct6n del punto conelderedo. :ll el punto cons1deredo -

permanece eotre le superficie terrestre, es suflclf'ntemente e11.0E_ 

to 1 en la tl'layorh de loe calculas de lngenlerle, suponer el ve-­

lar de 11 g• lguel a 3? .? ft/o 1 o 9.61 rn/s'. 

Ejemplos: 

1.- Calcular el módulo de la acelerec16n de le gravedad terres-­

tre el nivel del mar, conslderondo Que el vnlor de lB conetonte_ 

de le gravl teci6n universal PB de 6.,675 .W: 1Üªcm.J cj1 81
1 e} del ra­

dio terrestre de 6370 km y el de la mase de le tierra de ~.971. 11. 

" 10 g. 
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Saluc16n: Frlmero obtenemos los detoe y le lncognl te eecon .. 

doloa del enunciado del problema. 

D11to.11 

G • 6,675 • 10-ecm3g·1 . ., 
R • 6370 ... 

H • ,,974 • 102TQ 

g • 

Une vez obtenldoe loe detoe y le lncognlte l!ecrlbemoe le -­

r6r111ule que nos perml te calcular 

GH :' H 

co110 vemos te.-nemoe todoa loe deto~1 ncceearlaa, aolementl! que •1-

valor de R debemos convertirlo e cm (por feclllded) ounque pOdl!-

1noa convertir tembUn el valor de G e m3 r/ a·2 • 

R :. 6370 km.~ • • 6)70 x 10!icm 

1km 

auetl tuyendo velorn en le r6rmule tendremos: 

g _ (6.675 x 1Ó8 cm3c·' a·2 )(!:J.97lt JI( 10 27g) 

- (6370 • io'cm)' 

hl!lcitlndo operectonn tendre1MJe: 

o. 962.74 ~ 
cm1 ge 1 

e)lmlnenda unldedn tendremos: 

que ea el rreultedo buecedo. 

2.- El peao de un eetroneute en 111 11up•rrlcle terrestre ee de --

100 kg-f. Calcule eu peso 1upon1endo que ee encuentre en le --­

auperrtcle lunar y cone1derendo que: 

Maee de 111 lunl!I • ?.Je x 102Zkg 

G • 6.6?5 x 1ñ' cm
3 

ri' a·Z 

Hed1o luner • 1 ?J6 km. 
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Soluc16n: Primero obtPnemoe el valor de le mese del estro·­

naute con ayuda de su peso en le tierra, ve nue sabemos Que: 

g • 9.81 m/a1 

W e mg despejando e m tenemo9 

m "'.....!::!_ suet1 tuyendo valoree: 

m .~. 10,1937 ~· 
9.81 m/e' 

ahora obtenemos el valor de le gravedad lunar 

9
• (6.675 >< 108

cmJg-
1
e"')(7.38 x 1011 kg) 

(1736 km)' 

como vemos les unidades no son homog~nees par lo que hay que CD!!, 

vertir M e gramos y A e cent!metros 

H • 7.JB x 10ukg • ~ • 7.JB x 10"g 
1 kg 

R • 1736 km• 
1011 

cm .. 1736 x 1011 cm 
1 km 

ahora a{ euet1 tulmos 

g = (6.675 x 1Ó8 cmlg"'B')(?.38 x 10
13 g> 

( 1736 x 10
5 

cm)
1 

realizando opereclonee tenemos 

g .. 163.t.588 ~ 

•' 
convlertlendo e m/e' tenemos 

g • 1.63•6 ....!!.... 
•' 

ehore euet1tu1mos en le r6rrnule w • mg le mana y le gravedad y -

obtendremos el peso del astronauta en le luna. 

w "'(10 .. 19)? kgf :~)( 1.6JC.6-;,-) 

1 w • 16.fi6 kgf 

V ese eer~ el peso d[?l astronauta en le euperflcie lunar .. 



J.- Considerando que el radio promedio de le luna es de 17J6 km, 

que su mean vBle 7 • .36 x 10
22 

kg V que el velar de h Conetent.e -

de la Grev1 tec16n Univerenl ee de 6.675 x 10·
9 

cm\1-
1 

s·z , calcu-­

lnr le eceleraci6n con que ee etreido hnc1e el centro de le lunu 

un cuerpo 4ue ee E!'ncuentra e 1rro km de nl turn eobre la euperrl­

cie lunar. 

f\_ 

HL 

G 

. . 

Soluc16n: :Jecemoe los datos del enunciado del problema. 

Dato11: 

17)6 km 
2Z 

7.38• 10 Kg. 

• 6,675 X 
-e J -1 ., 

10 cm g • 
g • ? 

H • 1000 km 

Co1no podemo~ ver el cuerpo no este en lo euperrlcle luner 1 -

elno qu• se encuentro e una dletench de 1000 km de •lle, por la 

cual le R que d11brmoe u11er en le r6rmule este dods por~ 

R • hl .. H • 17.36 k11 + 1000 km • 2736 Ion 

que convlrtle11doloe 11 cm nos queda~ 

R • 2736 x 10' cm 

y conv1rt1endo le mees lunar e grrimoe tendremos: 

M • 7.JB >e 10
2
'g 

sust1 tuimoe valoree en le ecuec16n: 

nos queí1n: 
·e l -r -2 ze 

Q • (6,675 X 10 Cll Q 8 )(7.JB X 10 Q) 

(27)6 x 1o'cm>' 

haciendo operéclone11 tendremos GUe: 

g • 65.81 cm lo que reeul tede 

7 

que ea le ecelen1ci6n con que sida etre{do a le lunc un cuerpo­

que ee encontrare e une altura de 1000 km 6CJbre la eupP.rflcle -­

luner. 



CAPITULO 111 

• SIS TEMAS DE UNIDADES ' 

1 II .1 Deflnlclonea de unldedea. 

Cuenda el hombre tuvo necealdad de medir dhtenc1aa 1 auper­

f1c1ea, pesos, copacldadee, tle111pa, etc., (ea decir •eonltudea)_ 

co1nenzo B uaar patronl!a que h parmlt1an 1nedlr dlchea magnltu--­

dea; eahe cantldadea rlaicna ae tHdlan comparandol1!111 con un pa­

tr6n conocido, 11 nte patr6n ae le conoc16 como •unidad•, que ae 

put!de definir de le algulent. manera: 

Unidad .- ea una megnl lud erbl trarle de una dlmena16n eia--­

phl!ldB coftO at6ndar pera prop6al toa de rnedlc16n. 

Lee unldadee se dividen en tres t1poe: 

- Unldadel!I Fundamentales .- aon ha unldadea Que aon erbl·­

trarlae y eon las que ee tomnn como beee, por lo que taiabll!n ae_ 

lea conoce cooo unldedee bhlcae. 

- Unidades OerlV8dBB .- son lee que !U! formen comblnendo -­

lee unldedea de bnae o rundementelea entre e{ o comblnendoha -­

can lea supleinenhrlas. 

-Unldadee Suplementerln .- aon he que corresponden a •ag­

nltudea de 6n9uloe, el grado, el radian, el gndhnte, etc. 

- 21 ... 
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J .l Sht••11a d• Unldadu ... Se define collO un conjunta d1 un1de-­

dea rund-.ntnlea o baH, loa slah•a• d• un1ded•• qua 1H uun -­

•n lnganl•rla aon: 

- Sbtea1 H6trlca Decl•al y { M.t<.S. IGeorg11 
.. Shtir•a lng1'1 {F.P.S. c,g.!I, 1 ce9e~lmol I 

Ill.2 Slate••• de unld11d11 Ab1oluto1 y Grav1tac1on•l••: 

H.K.s., c.g.a. y 11 F .P.S. El• Si•t••• lnhrnaclonal d• Unl­

d11de1. 

Lo• •l•h•a• de unldadea H'trico Oech1al • lnQl~a •e pueden· 

con11d•r•r co.o: 

1) Shtm•a Abaoluto.- Cuando eua unldadn b61icaa ion 11 ••­

••• h longitud y al tleapo, o : 

b) Shte•a Grav1tec1onal .- Cuando aua unidadea b1hlc111 aon­

la ful!rZ1, 11 longitud y el thw.po. 

En 101 alata•a• 1baoluto11 lu unldadn derlvad111 aon laa d•­

fuerza, da valoclded, de volu•an, ate. 1 y an loa gravltatorloa lo 

aon ha di •en, de Vl'loc1dad y de volUllen 1ntr1 otra•. 

El ahtl'•ll gr•vltac1onal (h•blen llamada tfcnlca) 1a el •61 

ut111Z•da 1n loe proble•111 de lngenierie, a p1aar de qu1 11 p••o­

d• un cuerpo repre11nta una ruerza qui varh di un lugar a otra -

de acuerdo con le acallrec16n dt la gravedeid. Par al cantrarla 1-

la •eea dtl CUl'rpo •• 1ll'apre· conatante y por eata raz6n el ala-­

te•• abaoluto ha alda 1llglda coi.o el alah•a c1enttrlco lntern1-

clonal. 
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Shta•e H.K.S •• - Su• unldedl!'a b'•lc•• •on: 

- Metro 

- Kllograao 

- Segundo 

Toae •u no•bre d• le pri111!n1 latre d• aua unidad•• b6elcea: 

H (Metro); K (kiloaraao) y S (•eoundo) par lo cual tene90• H.K.S. 

El ll•t••e H.K.S. pude •1r: 
- Abaoluta .- 51 •u• unidad•• b6sice• aon: 

- Hetra (•) 
- Kllogr1PO-.ae11 (kg) 

- S1oundo <•> 
- Gravltnclonal.- 51 aua unldadee b6elcea aan: 

- Hotro (•) 

- l-Hlogr11110 .. rul!!rZ• (kgf) 

- Segundo ( 11) 

Sl11ter111 c.g.e •• - Sua unidadea bhlcee eon: 

- c1ntl•etra 

- Q?890 

- e1oundo 

Al igual que el ahte1n11 H.K.S. el aleh•e c.g.a. to•e au --­

noabr• de la prl•l!'ra letra dir au• unldadu rund811Pnhl11e: e (c1n­

tíaatro) ~ g (gr~) y • Ceegundo) con lo que teneaoa c.g.1. 

El ahtl!!•a c.g.a. te•bl~n puad~ ur: 

- Abeoluta.- Si aua unldade& b6alcea aon: 

- c1ntf•etro (e•) 

- graM0-.1u111 (gr) 

- a•oundo 
- Gravl teclonel.- Cu1ndo eu• Linld•d•• b~.tc•• 11on: 

- centf•1rtro Ce•) 

- arND-ruerz11 (grr) 

- aegunda (11) 
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Sis teme r .P.!l. .- El slsleme f' .P.S. pertenece al sietE!me -

lngl~s y tembl~n obtiene su nombre de sus unlr1ades tJ§slces: 

- Ple <root) 

- Ubre (Pound) 

- Segundo (Second) 

(Foot) 1 P(Pound} y 5 (Second) con la qut' tenemos F .P .. S. 

El sleleme r .r.s. puede ser: 

.. ~bsoluto.- Cuando sus unidades b6s1cus son: 

- ple Cft) 

- libra-mesa (lb) 

- srgundo (e) 

- Grevitectonel.- 51 sus unidades son: 

- pi• (ft) 

- libr,,-fuerzo ( lbf) 

- segunrlo (e) 

Podemos hecrr un resumen de unidades, ·el Cu~·1 _nos quedaría_ 

de la siguiente manera: 

Sletemoe 
de 

Unldedee 

{ 

{ 

M.K.S. (m, kg, s) 

Absoluto Oec1mel ··c.;g';s• (cm, -gr; a) 
(mese) 

Ingl~s {' r.f>.s .. ·(rt; lb, a) 

Grav:¡~~~~~,J Decimal-+::;::~ ::~.k:;~<) 
l Ingl~a { r.f..s. (rt; lbf, al 



- 27 -

7.1 Sistema IntPrnec1onel de Unldedes bl). 

Se define como un conjunto coherente c;ue se usa pera le me­

dlch~n di! megnltuclea fle1cee, en el cunl la urihler1 pnre cunlqul· 

er propiedad Pste dlrectementP rPlec\onede con un n(meto penueflo 

de unldedee b{1Aices e trfl\d!s de un coeficiente unl ter lo • 

. (n conjunto el sistema lnterneclonel de unlr1edes bl) cuen-

te con siete U! 1de!1ee b&alces, lAs cunlee enlistnremoe 

gulente table. 

Cantidad Nombre !j{moolo 

longl tud Hetro m 

Hes e Ki logremo kg 

Hempo Segundo • 
Temperatura Grado l"ielvln 'K 

Corriente E l~ctrlce Ampere A 

NCimero de Pert!cules Hol mol 

Intl'nelde!J Lumlnoee Conde le cd 

uNJOAULS 8J...SlC~S DE.L 51 

le si-

Todos lB!:i megnt.tudee de lee cnrit.lder1es ffetces mensuret.les_ 

pueden eJ11preser rn funcl6n de eataa slete unldedes básicas -­

del ~I 1 )f,9 cue se r1eí1nt>n de la siguiente manern: 

Metro.- ll metro es le lnngltud igual e 1,fi!",0,7tí~.7J longl­

tudes de onde rn el vndo de le redlect61 correspandlPnte a ln -

trens1c16n entre loa ntvele9 2pt 0 y el ~d, del ~tamo de krlpton _ 

86. 

Kllogremo-maos.- t.H le mHse del prototipo del plntlno 1r1-­

clledo sancionado por le 111 Corirerencte Gen~ral de Peses v ~enl­

des en 1qo1 y deiws1 ludo en rl pabellón Ue bretev11, oe :...~ures. 
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Segundo.- Se define como el tiempo que emplean en efec:tuor­

ee 9, 192,631,770 vibrac:iones exec:tempnte dPl 6tomo de cesio. Te~ 

b1~n se def1ne coma le 1/86,400 parte dPl d{o soler medio. 

Grado helvln.- Es el greda de la escala termod1nllm1ce de -­

les tempen1turee ebeolutoe, en el cual le temperatura del punto_ 

triple del egua es 2?J. 16 grados. Se puede emplear le escala Ce! 

cius, cuyo grado ea igual el grado Kelvin y eu punto cero corre!. 

pende e 27). i6 gredas de le escale termod1n6m1ce Kelvin. 

1~mpere.- Es le intensidad de corriente el~ctrlce constante_ 

que, menten!de en dos conductorPe paralelos, rec:tlltneoo, de lo!!. 

gltud 1nf1n1te, de eecc16n c1rculer despreciable, y colocados en 

en el vedo e una dlstancl¡¡ de un metro uno de otro, produce en­

tre eetoe dos conductorf'e une fuerza igual o 2 x 1rf7 r~ewton por_ 

metro de longl tud. 

Mol.- tie llamo mol de une auetanc\o a un número de gramos -

igual e le masa molecular de elle. é.e le mase de 6.022 x 10° -­

molecules del elemento. 

Cendele.- f.e le lntenslded luminosa en une d1recc16n deter­

minada de una flberture perpendicular e esta dlrecc16n, r¡ue tenga 

uno superficie de 1/60 centímetrou cuarlrodoa y radie como un ra­

diador integral (cuerpo negro) e le temperatura de eol1dtflce--­

c16n del pletina. 

Les ur.1dedee euplementerlee del ststPme lnterr:i_ec11inel J'.I~ --__ 
unidedPB son: 

Aadlente o radien ------------------------- red 

Eetereorradiente o esterporad16n ---------- er 
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Algune• unid•due d•rlv•d1n d•l 51ate1H lnt1"rn11clon•l H 

indicen l!n 1111 algulenh hlble: 

Hegnl tud No•br• Unlded blíslca 

Supert'lcl• J1etro cuedredo •' 
Volu•en aetro cubico •' 
01nmid11d klloor•"° por 

••tro cubico _kg/•' ---
Velocidad aetro por •sgundo •la 

V•locldad enguhr r6di an por •egundo red/e 

Acellrec16n •etro por eegundo 

cuadrado •!•' 
Ac•lltec16n angular radian por segundo 

cu11dr11do rBd/a' 

Fuerza Nawton (N) ko·•le' 
Pna16n Nawton por 111atro H/a 1 

cuadrado 

Trabajo, anergla Julia (J) N•• 

flotencla Watt (W) J/a 

Cantidad d• Ctiulooob (C) A• a 

Elactriclded 

Olterencla de 

Potenchl Voltio (U) W/A 

Intenclded de CB"'Pº 

e1'ctr1co Volt la por ••tro U/• 

R1aiahncl11 

alfctrlca Olw (11.) U/A 

Capacidad e1'ctrlce rerod!a (f) A•B/V 

lnductencla Henrio (H) u.a/A 

fuerza Hagn•to•otrlz A.o.parla (A) 

flujo lU91na•a L-n (L•) cd·•r 
Ilu.m1nanc1• Lux (lx) 1211/•' 

UNIOAOES OERIVAOAS IS.1.1 

1 
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¡.¡ctuelmente decimos Que lee unidades del 51 formun un e~Bt!_ 

me abealuto de unidades, ye QUI? podem1:1e usarles en cuolQuier lu-. 

gnr de le tierra o en cualquier otro planeta, y siempre tcndr~n_ 

el misma s1gn1f1cedo. 

Dentro del mundo clent{flco se mflneje el e1st~ma m&tfico-,_ -

111 cual tiende e volverse universal. 

Une venteje del sistema ml!trico es el uso de prefijos s1m-­

ples pera denotar los mul t1plas de les unidades béslcao. 

Por ejemplo, el prefijo kilo slgnlflce 1000 como eucede en_ 

le pnlebre k116metro <iooo m)¡ el kilogramo, (1000 gramos); el .. 

ldlowett, (1000 watte), o cueloulen:1 otra. En forma perecida, ... 

el prefijo cent1 s1gn1f1ca siel"'pre 1/1r.f'1, mientras r¡ue el prefi­

jo mi 11 r1enote siempre 1/1(100. 

Dedo Que números muy grandes o muy peQuenoe enn comunes P.n_ 

le c1enc1n 1 con frecuencia se escribirán números en notec16n -­

c1entif1ce. ln este noteci6n ee utilizan potencias de 10 pare -

simpl1f1cer la escriture v el cÍllcula. 

En este notec16n ee recurre el hecho de que el eirnbolismo -

J.1 x io' e1gn1í1ce QUt' hey que multipUcar 3.1 por 10 cinco ve­

ces es decir 3.1 x 10' e1gn1f1ce 310,000. 

Ejemplos: 

0.056) lll. 10
4 

e1gnH1ca 

r.iJ.7 x 10
1 

e1gn1f1ce 

5.2L • 10
3 

e1gn1f1ce 

5&3 

4370 ººº 
5 2~0 

Tembti~n en este forme se pueden- -ei>Cdb1t--númeroe muy peque­

t'loe, el tomemoR r-11 cuente Que 6.15 • 1cf'- ee lo mismo que d1v1d1r 

6.15 entre 10 dos veces, ea decir 6.15 x 1cr' etgn1f1ce 0.0615. 

EjeM'lploe: 

5.2n x 1ñª 

5.60 ¡t 10·1 

J73 X 1Ó8 

e,1gn1.f1i:e 

elgniÍt.ce·· 

Bi!~nlflce 

o.~0000520 

o.oooo!j& 
O.OOOC0373 



Pur1Jo Sbbolii Velar Notec16n 

te re 
1 ªºª oco ªªº ººª 10n 

giga G 1 000 ªºº ººº 10
9 

•ega H , ººª 000 10' 

kilo k" 1 000 10' 

hecto h 100 -10' 

d~ca d• 10 10
1 

1.0 10º_ 

dl!C1 d 0.1 10~ 

c~nt1 e 0.01 10 .. 

11111 • 0.001 10-• -

•icro "{ 0.000001 --10-• 

nana n 0.000000001 10-• 

pico p o. 000000000001 10~1t 

fe•to o.ººªººººººªºªºº 1 
10-:tt 

ata 10·111 

PRE:FIJOS Y NOTAClON CIENTIF"ICA 
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III .) Centldadee E•celaru y Vector le lee en le Mec,nicl!I: 

Longitud, M11ae. Tiempo y Fuerza. 

Antee de definir laa cantldedee b~eicea en le mecénica: 

lon9ltud, maaa, t1es1po y rut·rza¡ der1n1remoe lo que eon cent1de­

d•• eBCaleree y cantidades v•ctorielee. 

C•ntldadee Eecel8fl!!l!I ... Son lee que queden detendna~ee aol.!_ 

•ente por un co1rlci11nte nUM~r1co y nfmbolo de comptJrec16n co•o .. 

eon le• 6reae, volu•erne11, longitudes, por ejemplo: 1m1 , 2ni', Jkm 

etc. Se consideran co1110 cenlidedee eeceleree la lont¡1tud, la .... 

mese, y el t1er1po. 

Cent1dadl!!B Uectorhlee.- Son equf! llea en lee que edem6e de­

tenar une meonltud y un •f11bolo 1 thnim une cJ1recc16n y un een-­

tldo. 51 considera a h1 velocidad co110 une centtdad v1ctor1Bl. 

Loe concepto• bl111lcoe de le mec~n1ce no pueden ser VC'rdede ... 

r••enh daf1n1doa ello• dPben ser ACeptedoB sobre lee beaea da .. 

nueetn 1ntu1c16n y exper1enc1o, y utilizados coa.o un marco de ... 

rererench 1umtal ptsre •l 1atud1o de hi mec~nlca. 

Longitud.- Ee el concepto pare definir cuentltetlvemente 1 -

•l ta1tmno de un nbjeto 1 comperendulo con otras d1•enwlonee cono-­

c1dea. El concepto de longitud eet6 eeocledo tembl~n con le nE_ 

c16n d•l lugar donde ocui re un evento. 

LB pos1c16n di! un punto, por eje•plo, P el! pull'!'de derlnlr 

par •edlo de trea longitud•• e b 1 11, lI) !r'edldee deeda cierto -

punto de rerrrencln. Tal como el origen O, eeyún tres dlracclo ... 

nea nutue11ente perpendlculeree. 
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PuSIC!UN DEL PUNTu •p• DEFINIDA Puh IRl> LUNú!TUDb 

Le longitud SP. eepedflce medlonte comparec16n con un pe--­

tr6n determinado, contando ten to el número de veces ente rea que_ 

de este le corresponden, corno el de frecctonee del mten10 Que in­

tervengan en ella. 

Le unlded lnternaclnnel de longitud l:>l) es el metro pe----

tr6n. 

Lee unldedes de longitud en loe otatemi:iB ebsolutoe y grev1 • 

teclonelee son: 

M.K.S. l\bsoluto -------·-- metro (m) 

c.g.e. ;lbsoluto ---------- cent{metro (cm) que ee define -

como le 1/100 porte del metro. 



f .P.S. 

H.K.5. 

c.g.e. 
f .P;S. 
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Absoluto -:--- ... -------- pie (ft) que ee define co-

Gravlt.eclonel .:. ................ metro (m) 

Graviteclo-nel ----~-- centímetro (cm) 

Greviteclonel ------- ple (ft) 

Mese.- Es le propiedad de le materia definido por loe resu! 

tedoe de ciertos e)l(perimentoe mec6nicos fundnmentnles ¡ se usn P,!!. 

re determine.r y comparar cuerpee. Por ejemplo 1 dos c:uerpoe de -

igual mees eerlln atraldoe por le tierra de le misma manera V 

ofreceran tamb1~n la misma reelstenc1B el cambio en el movlmlen­

to de trenelec16n. Tambl~n se le considera o la mase como la m!. 

dlde de inercia oe un objeto 1 ye que un ohjeto con unt1 masa muy_ 

grande presente mayar d1flcultod a oer desplazado, que un objeto 

que tenga une masP. muy pequeiia. 

i. menudo se confunde ma!la con peso, poroue rl pesa de un o!!_ 

jeto eR propcrc:1anal e su meee. 

Lee unidades fundamentales de masa L'n los sistemas ebsolu-­

tos aon: 

H ••• S. 

c.g.s. 

~beoluto ---------- k1 lm.;remo-maea (kg) 

Absoluto ---------- gramo-meen (gr), el cual se_ 

define como le i/1000 parte del k1logramo-maee. 

f" .P.S-. Absoluto ---------- llbre-masn (lb), r:ue eQu1\le-

le a 1 lb • 0.4535 kg. 

Tiempo.- [s el concepto nue determine la !rncurnch:1 de loe_ 

ejemriloe, es decir, eeteb lece le noc lÓn Oe cuando ocur1rn 1 ya -­

Que oara deílnlr un acontecim1entn, no es suf1c1ente lndlc:er su_ 

poelci6n P.n el espacio, debe conocerse tEJmbl~n el tiempo rn que_ 

trrnecurren. 
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La unlded internacional para medir el tiempo (~I) es el se­

gundo. El minuto) le hora y el die se definen de le forma usual 

en funcl6n del 9egundo. 

1 d(a "' 86 itOO segundos. 

1 hnre • J 600 aegunoos. 

1 rnlnuto ., 60 segundos. 

Le unidad de tlPmpo, tanto en loe e1stPmas obeolutos como -

en los grev1tac1oneles ea el gegundo. 

Fuerza.- t:i le er:c16n oe un cuerpo sobre otro y que afecte 

el estado lle movimiento o de reposo del cuerpo sohrP el cual ac­

túa, este puede ser ejercida por contacto directo (como un empu­

je a jal6n) o e distancia <como en el ceso oe les fuerzn!l gravl­

tac1onelea v magnetices). 

Les ft.Jerzas pueden ser: 

Internas.- Son las oue tienen lugar sotire las mlemes part!­

i::ulea aue componen a un cuerpo, estas 1•stan s.omet1C1es entre···a.r· a 

une serie de fuPrres 1nternns provocaoee por le otreccl6n malee.!:!_ 

lar. 

(llternes.- !Jon les r.ue actúan sabre un cuerpo o sletema de_ 

cuerpos y producen altereci6n el"' sus estados de reposo o mov1 ..... -

miento. 

Una fuerza ae ceracterlze por: 

e) Su punto de apl1cac16n, 

b) ~u magnitud, 

e) Su dlreccl6n v 

d) ~u sentlda. 

la fuerza es une cantidad vector1al que odem6s cuente can -

un punto ne apl1cac16n. 

Lee fuerzea se clasl ricen en: 

fuerzea t:cpleneres.- 5on le9 fuerzas Que actúan en un solo_ 

plano. lstes fuerze"9 pueden ser: 
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e) Concurrentes~- Son aquellee Que t_lenen un punta comlsn de 

concurso. 

b) Perelelee.-·. :lon aquella~ en c¡ue todas lo~ puntee de le -

línea de ecc16n de cede une de las. fuerzas permanecen equidiste!!. 

tes. 

e) Generales.- Son equelleB que no.tienen relac16n entre -

e!• 

ruerzee No 'Coplenores.- Son lee fuerzas _q·~~:.e~~ú~n_ .~O e·i-, e.!. 

pecio. Pued1m ser: 

e) 

b) 

e) 

ruerzee Collneeles.­

nee de ecc16n. 

3.1 Sus Unidades íundementeltts en loe 51atemes Grevltaclanelee. 

Grevl teclonel --------- k l logrnmo-fuerze (kgf)_ 

definido como el pe90 de un ktlogremo-meee en un punto donde le_ 

ucelerec16n de la gravedad tiene un velar de tj.B1 m/s' 

1 kgf • ( 1 kg)(9.B1 m/s') = 9.81 kg mis' 
1 kgf = 9.81 Newton 

-c.g.e. Grevltec1onel ---------gramo-fuerza (grf) Que_ 

se define como le 111d~ pertP de un k1 logremo-fuerze. 

1 grf • 0.0000981 kgí .. q.e1 x 1Cf8 Newton 

1 grf .. 9.B1 dinas 

-r .P.S. ürav1tec1onel --------- llbra-fuerze (lbf} Que_ 

BP. define como le fuerza con quE! la tierra atrae 1:t une mesa ( de 

une llbre-maee) en un lugar Clonde lo eccleracl6n de la gravedad_ 

tiene un valor de J2.171t ft/a' 

1 lbf .. 32 .174 poundal 
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Lea unldadee dE! ruerze dentro de 101 eleteMl!IB eb1olutoe son 

unidades derlvedae, lee cualee ee pueCen obtener por •edlo de le 

relec16n dede por le Segunda ley de Newton: 

r • m.e ------ ( 1) 

Slateaie H.h.5. Ab1oluto 

•• kg 

a • •lrl 
l!luatltuyendo 1n le ror111uh (1) tenernos: 

F • (kg) (m/a') • kQ••I•' 

lee unldedea de Fuerza an l!l H.K.S ebeoluto aon: 

F • kg••/a1 que no ea otra cose que el Newton (N), ea decir 

h unidad derivada de ruerza en 11 aleteme H.K.S. Ab1oluto ea el 

Newton (N) (qua ee defln• como le fuerza epl1ceda eobr1 1 kg h­

produce una ec1lerecl6n de 1 l'A/a1 l 

s1et111e c.g.a. ~beoluto: 

,. • Qr 

a • cr1/rl 
euatl tuyendo lne unidades en le f6['111ula tenemo9: 

F • (gr) (ero/e' ) 

r • gr•cn/e1 
e dlna 

Entoncee le unidad derlvede de fuerza en el: 

elele•a c.g.a. Absoluto 1e h dlne que e11 le ruerza que 11pllced11 

eobre un gr le imparte une ecehr11c16n de 1 cri/e
1

• 

Slatem11 f .P.S. Ab11oluto: 

•• lb 

11 • rt/er. 

1ueti tuyendo unldedl!ll en la r6r1nule ( 1) tenemos 

F. (lb) crt/e'> 

F • lb•ft/111 
• Pound11l 

Por lo tanto le unidad der1v8de de ruert11 en el a1etl!l111 --­

f' .P .. S. Absoluto ea el Pound11l (P) 1 que •• le fue ne que •pl1c•dl!ll 

aobr• 1 lb le da uno ecelerec16n de 1 rt/ar.. 
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Oc le misma manera que lea unidades de fuerza en loa eiste­

mef> ebeolutoe son derlvedes, les unidades de masa en loa alate-­

mee grav1tec1onalcs tembll!n son derivadas y se obtienen tambi~n_ 

con le reled6n dada por le Segunda ley de Newton, solo que aho­

ra despejando a la mesa: 

m • F /a ------ (2) 

Sistema H.)<..5. Grevitec:ionel: 

• kgf 

e " m/e
1 

euet1tuyendo lee unidades en le r6rmu_le (2) t~_nemos 

m • Ckgr)/(m/e') 

m " kgf s 1/m 

que ea le unided derivada de mese en el- elstema.M.K.S. Grev1tn-­

c1onal. 

Sistema c.g.a. Grev1tec1onel: 

.. grf 

e "' cm/e' 

~pl lcendo le ~egunde Lev de Newton 

• grr 

e • cm/e' 

sustituyendo en le f6rmule (2) 

m • (grf)/(cm/e') 

m • grf e 1 /cm 

con lo que tenemos QUf: grf e 1 /cm ea le unidad derivada de mase -

en el eieteme c.g.s. Grev1tec1onal. 

Sistema í .P.S. Grev1tec1cnel: 

• lbf 

B ~ rt/e1 

de le m1sme menere 

m • Clbf)/(ft/•'l 

m • lbf e'/ ft • alug 



- 39 -

Con lo que le unidad derlvet:ie de mase en el slateme r .P.S. 

Grevl teclonal e9 el elug. 

Stetema Long1 tud Ml!!!B T tempo íuer?A 

H.K.S. metro k 1 logremo-meeo segundo Newton• 

Absoluto (m) (kg) (e) (N) 

H.l'l.S. metro •gr e /m • segundo •gr 

Grevl tectonl!ll (m) (e) 

c.g.e. cent {metro gramo-mase segundo d1ne• 

AbBD luto (cm) <gr) (9) 

c.g.e. centímetro grf e / m . segundo grr 

Grev1tec1onel {cm) (9) 

F ,P ,5, ple Ubre-maoe eegundo poundo 1 1 

Absoluto (rt) {lb) (e) (pdl) 

F .P .S. ple elug• segundo lbr 

Grevl taclonel (ft) (e) 

•Son un1lledes u~rivede!:l. 

TAblí• 0[ SISTEMAC Dt. UNIDADES. 
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lll.lt Centldadee Dlmenelonalee. 

Cualc:u1er obeervDcl6n directe de le netureleza, ordlnerh-­

mente ee puede rehcioner con le megl"lltud de le centlded rielce_ 

medldel cuenda dicha ml!lgnltud depende de le unlded de medlde el.! 

glde, se dice que le cantidad tiene dlmenelonee. Lee dlmenelonee 

el lguel oue lse unldadP.e pueden ser fundamentales o derlvedes. 

Lee d1mE'nelonee fundamentales eon BQUEllae que eeten en co­

rreepondencle con les unldedee fundamentales, ea decir, Que re-­

presenten le dlmene16n de la unidad fundamental. 

Lee dlmenelonee derivadas se definen partiendo de le manera 

en nue le medida de lea centldedee de ese megnltud dependen de -

le medida CIP lee cantidades de le! magnitudes fundemi:ntelee. Ea_ 

decir, eon una comb1ne.c16n de lee dlmenslonee fundementelee y lE_ 

gicemenh eon lee que representen lee dlmenelonee de loe unlde-­

dee derlvedes. 

Lea meQnitudee r!eicee ee c:uentiflcen en drmlnoe de lee 

unidedee derlvedee. 

Lee megnitudee fie1cee se cuentHlcen en t~rmlnoe de lee d.!_ 

menelonee rundementelee, v pare ello, ee ut111zen dos eletemee -

de unldedee dP. medlde: el Absoluto y el Grevlteclonel. 

En el sistema Absoluto lee dlmeneionee fundamentales son: 

Centldad Simbo lo 

Mee e (M) 
Long 1 tud [L) 
Tiempo [l) 

Loe corchetee se utilizan pare indicar dlmenslonea. 

En el sletrme Grevlteclonel lea dlmeneionee fundamentales -

eon: 

Cimtided S{mbolo 

íuerze [r] 
Longl tud (L) 
Tiempo [r] 
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Como ye sabemos lee lmidedee fundamentales del Siste11e In-­

ternecionel (SI) ean les mlemee del SlBtema Absoluto en cuento e 

Meae, Longitud y Tiempo, por lo que lee dlmenelonee rundemente-­

lee del SI son tembl~n rMJ, Ú..) y (r). Lee demlís centldedee Que 

ee miden dentro de estos slsternee son comblnec1onee de estas d.!. 

menelonee rundementelee. Por ejemplo, le velocidad se 1nlde en -

me trae por segunda 1 ea decir, le velocidad tiene dimenelonee lle_ 

longitud dlv1d1das entre dlmenelones de tiempo, esto se pue_de _e!!. 
crlblr de le siguiente manera: 

Dimensiones de velocidad • d1mens16n de longitud 
d1menel6n de tiempo 

haciendo uso de símbolos tendremos! 

[veloclded] • f~S • [LT~] 
como podemos ver lee dimensiones de le velocidad son dimensiones 

derlvedes. 

Ejemplo 1.- Obtenga las d1menetonee derivados Ce Fuerza y -

Mee o en los elstemee Absoluto y Grev1 teclonel respectivamente. 

Soluc16n! 

Para obtener lee d!menslonee derlvedee de fuerza debemos de 

tomar lee dimensiones funaementeles oel sistema Absoluto y apll­

cerhl!I en la Segunde ley de Newton dedo por: 

F • me 

donde les dlmenelonee son: 

(m] • [H] y 

[•] • [u"'] 
entonces sustituyendo en le r6rmuls tendremos: 

[r] • [H] [u"'] 
(r] • (HL(J 

con lo cual obtenemos lee dlmenelanee derlvndes de fuerza en el_ 

Sistema Absoluto. 
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Pare obtener les dimensiones derlvadaa de Hase en el s1ete­

me Grevitecloriel procedemos de igual forme, solo cue ahora toma_!! 

do lee dlmene1onP!i fundamentales del Sistema Grav1tec1cnel y de!_ 

pejendo e la mase de le r6rmule de h ~egunda Ley de Newton. 

m e f /e 

lee dlmeneiones son: 

(r) • [r] y 
[•] • [u"'] 

sustituyendo en le f6rmule tenemos: 

(m] • [r] / [LT"'J ea to noa ou•da 

[m] • [n:' 1·•1 
Que aon dlmenalonee derlvedea de mese en el Sistema Grev1teclo-­

nal. 

Como podemos ver lee dlmenolonee de cualquier cantidad Q se 

pueden expreeer como: 

(Q) • (H'Lyl 1) o 

(Q) • [F'Lyl 1) 

dependiendo de nue se usen como cantidades b~slces HL T o íl T. 

Ejemplo '2.- Indique lee dlmenslonee de los siguientes con-­

ceptoi:1 fielcoe considerando lo!; 51.<\temee flbsolutos y loe Siete·­

mee Gravl tec1oneles. 

!!) Acelerec16n Uneel 

b) Trebejo o t:.nergle 

e) Potencie 

d) Momento de une ruerze 

e) Cantidad de Hov1m1ento 

f) Hesa EspecH1ca 

g) Peso Eepedfico 

h) Pres16n 

1) Vhcoslded C1nem6t1ce 

j) V1scoelded D1n~mlce 

(Impulso) 
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Solucl6n: 

a) Ac•lerac16n lin•el. 

Como ••beMO• la• unldadH d• la acelerec16n lln••l •Dn •• -

trae entre eegunda& el cuadrado, por lo que h• dl•n•lone• en 11 

aht••• ebeoluto eon: 

[a)•[H
0 tf'J 

V en •l d11tne Grevllectonal 

[•] • [r
0 
ti'] 

b) Trabajo o Energla 

Lee 1.mtdede11 de Trebejo o En1rg!11 ion Julio• o Joult qu• ••­

ten d111doe por r.wton J1C 11etro, por lo que •u• dl•enelonea en •l ...... 

aht .. 11 Gnvltedonel eon: 

[Trobojo] • [ru0
] 

y en el ahh•a Absoluto: 

aeba.aa que la• dl•enatonea da Fuerza an al elate•e A.baoluto 

aon: [F] • [HLr'z], entone•• 1u1t1tutaoa (r] en lea dlaanalon1a 

de trabajo v taneraoa: 

[ T rebojo 1 • [ ML i' L rº J , 
al•plU'luendo noa quede 

[Trobojo] • [M~ r"'] 
qua eon he cllaene1onee de trebejo en el alnh•a ebaoluto 

e) Potench. 

Sua untdedee eon Watts a Joulet/ee\lundo, por lo QU• au1 d1 .. .!!. 
alone11 •n •l ehh•n Grevltncional ion: 

[Pohncla]. [ni•) 
V •n el ahhme AtJaoluto 

[Potoncla] • [ML' T
0J 

d) Ho•ento dP t..1na t't..11rza. 

Sua unidadl!!'B ion k1logn1110-l'u1rz1 M •1tro 1 por lo qua 1u1 -­

dl•1m11ione• aon: 



5ht.ir•• Grevl tuc1onel 

[Ho•en\o] • [rLT 0
] v •n el 

Sht••• Ab•olut.o 

L-•n\o). [Hl1 r·'J 

e) C•nt1d11d d• Hovl•hnto O•puho) 

Su1 un1dedu eon k 110Qruo-11ese " 111etro/aec¡iundo, por la que 

1u1 dl11en•lane1 aon: 

:.hte•B Ab•oluto 

[l•puleo] • [t<LT.'] 
Sht.••• Gnv1 t.eclanel 

[l•puloo) • [rLºT) 

r) "ªªª •apedrlcn. 
Su• un1ded•• 11on K1loQr99'0-flllH / 11etro cúbico 

Shte•• Absoluto 

(Haoe E•p•c!r1co) • (HL' Tºj 
Shte1111 Grevl taclonel 

[Hooo Eopoclflce] • [rl' T 'J 

g) Peeo E1pec1r1co. 

Sue unldadea son kllogre•o-fuerze I ••tro cúbica 

Sl1t11 .. Grev1 tec1onel 

(P .. o E•p•c!flco). ffL' T
0

] 

Slatna Ab•oluto. 

(PHo Lopoclflco) • (HL1 r·'J 

h} Pu116n. 

Su1 unldedea ion Nei.it.on / •11tro cuadrado 

:lle te•• Grev1 taclonal 

(PrHl6n]. [ rl' T 0 } 

Sl1te•e Ab1mluto 

[Proal6n l • [ HL' r·• J 
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1) Vlscoe1ded c1nem6t1ce 

Sus· unidades 9on metro cuadrado/segundo 

Sieteme Grevl tecionel 

(vlecoe111Bd clnem€it1ce) .. [rºL 1 
(

1 J 
Slsteine Absoluta 

[v!ecoeldod c!nem~tlcii) • [H
0
L' ('] 

j) Vhcoalded dln~mlce 

Sua unidades son k1logremo .. ruerze x eegund0/met~D'. cu"üdrñdo 

~istema Grevl teclonel 

(viecoe ldl!ld dln~mlce] . (rLI ') • 
Sistema Absoluto 

(vlecoelded d!n~mlcaJ • (}<C' r''J 

Nota: lee unidades que se den de lee magnitudes eet6n en bese el 

Sleteme Internacional. 

1.i.1 Ecueclonee Dlml!nelonelee. 

Son lee releclonPs elmb6l1ces r:ue cArr.cterlzen la hmnogl!nel 

dad de lee f6rmulae. Expresen le vincular t6n de une '"agnl tud d8-

de con lee niegnl tudee fundemPntF1Je9 (en bese a sus dlll'enslonea )_ 

y permiten peenr dp un sistema de mr .. gnltudee fundamentales e o-­

tro. 

Una fórmula entre megn1tudee f{91ces es dtmene1analmente t'l.e_ 

mog~nea, cuando ambos miembros expresen centtdedee tguelee de le 

m\smtt me¡;¡nitud, v por tnnta de 1guole9 dimensiones. 

Con frecuencle, el exemen de lee d1meneianes de una ecuac1-

6n (en&lhla dlmenelonel), puede aumlnletrar informec16n Gtil, -

Y8 que esl nas podremos dar cuenta el le ecuación dtrnenstonel ea 

tiomog~nee o no. 
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Por ejemplo, en le .ecuec16n: acelerecl6n = veloc1dod/t1empo 

las dlmenelonee deben ser teles oue: 

aebemoa oue: 

[•] • (u'"') (v J • (u"] (t} • [TJ 
al euet1tulmae les d1menslones en le ecuec16n de acelerec16n te!!, 

dreinoa: 

(t r'J • fu.:'.) 
(T) 

y reelhendo les opPreclonea tenóremas: 

(u"')• (t T"') 
con la aue el enlil1e1B de le ecuec16n de dlmens1onea nea demues­

tro cue la ecuac16n ea d1mens1onalmente homog~nea. 

Ahora al suponemos Que la ecuoc16n correcta fuere: 

velocidad • Ecelerec16ri/t1empa 

Entonces el en611a1e d1mene1onel nos dir!e: 

[t r"'). (t r"' J 
(r) 

por lo que tem1ríamos: 

(t r"')/ (u"' J 
lD que resulte eer incorrecto. El enál1s1e de le ecuac16n dlmen­

aionel nos 1nd1car!e Que la ecuecl6n tie le QUe se part16 ere ln­

correcte. 
Le9 ecuec1onea dimenalonalee nea permiten tambllm obtener -

lee dimene1onee de elgunos de sus miembros ett base e lea d1men-­

e1onea de los dem~a mlemtlroa. 

Ejemplo: 

J ..... Lo ecuec16n de esfuerzos, pera cerga E"~c~ntr1c" en uns collJ!!!_ 

ne corta eato d"de: por : 

cr._!:_f.!!. 
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Este ecuar.t6n PS d1mens1unulmentr r:orrecta cuando P es unn_ 

fuerza, A une &rE?e y tanta e como x se midrn en unidades de Ion .. 

gltud. LCu61P.s son las d1men9tnnrs del eoruerzo r y Pl momento_ 

de inercia r!el &rea l? 

Solución: 

Usando les dimenstnnes fundamentales del ~istema Absoluto, .. 

H,L, T tendremos que las dimensiones d1~ las varleb)es son; .. 

[P] • [ML r'J 
(A] [MºL1 Tº) • [L1) 

(e) • [MºL Tº) • [L) 
[x] • [MºL rºJ = [L] 

si obtenemos las dlmenstonea del t~rmino P/¡:. tendremos: 

[PJ • [ML r'J • [MC' r'] 
[A] [L 1 ) 

como .este t~rmlno, se suma con el t~rmlno Pe~/l entonces deben_ 

tener las mismas dimensiones, por lo Que podemos igualarlo con -

les ~lmenslones [Ht."1 f'J y despejar a [ l] pera ad conocer sus d.!. 

menslones. 

[ML' r'] • [ML r'J [ L] [ L] 
[1] 

realizamos operaciones y nos quede: 

[MC' r'J [ML' r'J 
·-[-1]-

y despejando s [!] 

entonces: 

[l) • (ML' r"'J 
[MC' r"') 

[!] = [MºL' Tº] 
Como les un1dede5 de los dos t~rmtnos son [ML1. r"'], entonces 

las dlmenstnnea de [o-] son: 

[ cr]= [ML' r'] 
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f.lare obtener lbs d1n1enslones r.n el ~htlP.mn liruvi tactonrsl 11.!:!. 

demoA SCIJuir el mismo prncedlmiento, ~ola que eihore con dlmensi!!_ 

nes fumlameritales de eate, o solanumtc•-Hu~tltulr lns ctim .. n~luru!u 

r1P.rlvild09 de ·mase en el .:iistemo Gravl teclonol que son: 

(m] • [rC' r'] 
como !-!"JI]_= [L4

] no ·operecr-n dlmenstnnr.s dP mnsa, entonces es-
" " " 

te tl~n_P. _lao_. '!'1~_moa d1men~1nnes en el Sl!Jlf~~a Gravl taclunel. ,No 

osí en loe dimer_i!>lones del esfuerzo, que !JL uporHCP. 1 ·uhl austl-.­

UJt_maa·-·aus·dtm1!mdonee v real1znmos las C?P~r_uCto-~e!l._: ·-· 

[~]. [rC' r'c' r'] 
entonCP.s _nos_·r.u~i:ta; [a] .. (Flzrº] . 
QÚ(( so~ la~---[Úm-~ryslone"J d~l rs-fur.r10 e~· el 5\stt.ma, _Gr'H_VÜai:ia---

- ,:ad~mo~ -resLi~1 r los c~-esul Ú1'n~~}'o-l'iC:Ji~ 
' [o}• [ML1f'l• [rC'rº] ~' ;; 

[!] • [M°l' Iº]• [~L' Tº] 

Ejemplo: 

4 •• ,LB ·ekprP5t6ri rl!luÚv1StO paru 18 enefg{a cln~tlc:ti esta dada_ 

por: 

l = mc'lvHv:lc'l V -
1
] 

ln donde m·es la nasa, v la ve1ocldar1 ch• umi partkule \J e_ 

lp velocidad dP. la luz. :Ji cstu expres16n es dlmenslr.;nelmente -

correcta, determine lea dlmenslanl'S de L ¿j p<lrtir de tal ecuacl­

-6n.-

Soluc16n: 

Olmenslnnett 1le Jns variabler. l'n el Sistema lihsoluto \J Grov.!_ 

taclnnel. 

[m] •[H].[rc'r'] 
[c]•[LTº'J 
[v) • [uº'] 
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en al Urmlno !il. _ [L' r"'J por lo que el t'r•lno 

[e'] - [L 'f'] 

- 1 J u odlmenelonal (aln dl•enalonee). 

Entonce a: 

[E]• [me'] 
euet1tuyendo lea dhl1enoionee de cm.la aiatemo tene11oe 

Slele•e Absoluto 

[E]• [H][L' Tº'J • [HL' i'J 
Slete•e Grovl teclonel 

[E]. [re' r'][L 'r"'l .[rL J 
Por lo tanto lee dl11enelonea pedidos son: 

[E]. [HL'Tº'J. [ru·1 

r..2 Trenaroroniclonea de EJCprealones. 

Con rrecuenciB ea nece•erlo hecer t.ranerorwiaclone• de lea -

unidadea de una raaQnltud en un elete111e deter1nlnedo, a lna unlde .. 

d•a de otro. t:eto ae puede hacer utl l lzendo ractona de conver .. 

a16n que relacionen le• diferentes unldedee de h nla•a cleae, -

para lo cual aa neceeorlo cercloraree de he unldudae Que inter­

vienen en la 11odlflcecl6n de le magnitud r!slce. 

Pare hacer le traneror•uc16n de unidades 011 ut111zen racto­

rea de canvers16n. Por eje11plo, aebemae que: 

1 Newton .. 0.1020 ko-r o 1 kg-r "' 9.81 Newton. 

pera hec:er uso dP. oetee equlvnlE:'nclaa, ee d1ulde ceda mleW:Jro de 

le ecuación entre 1 Newton (o 1 kg) pare obtener: 

0.1020 ~g-r 

1 N 
1"'~ 

, kg-r 

A eet11• centldades ae lae lltsma factores de convers16n. C~ 

mo pode•o• obeeruer el factor de convere16n ea igual e le unlded~ 

Cuundo se •ult1pl1cn a ee dlv1d11 cualquier cantidad por dicha -
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factor uni tar1o, le cantidad permanece 91-n cambio_;·· sol.~·mente -loe 

unidades de le cantidad cemb1en. 

Por ejemplo, .transformar SO-N. e 'kllogra.ml?.-rú.~'rze;.~~ 

Se tiene nuC: 
sa· N ,<_isa _NJ (_·a.102a· kgf) 
- . . - 1 N . 

esto eS c11irto' p~~Que f:!l -r_ector de' mUíuP)1cEú::i~n:·o.1.020 k_gf e~-
1guol e la _unidad, ~efó' le unidad Net.1tan. se- puede cariceler pera_ 

dar: 

so'N S \50/J (º· 1ª~ª,?r )· s.1 kgf 

como podema9· obeerver la unidad, que queremos cembinr o trensror. 

mar, (en este ceso el r-lewton) debe este1· 1.on el denominador del -

factor de convers16n pera Que al hacer le mu} Upl lcec16n se pue­

den_ cenceler, y soleirente nos t¡uede le unidad e lii que estemos .. 

t.rennformnndo. En el ejemplo tl'ndr!amoe que lee unidades son: 

_!!._ • kgf • kgf 
N 

Algunas de les eoulvulenc1as mf'is usadas en la Mecbnlce son: 

Long\ tud: 

1 k 1lometro (km) = 1000 m = 0.621l. mi .. 3280.Blt ft 

1 metro (m) .. 100 cm .. 1000 mm = 3c;;.37 1n = 3.2808 rt-
1 cent!metro (cm) = 0.393? 1n 

1 pulgada (ln) = 2.Slt cm" ?5.lt rntn 

1 ple (ft) = 12 In • JD.•B cm • a.00019 mi 

m1lle (m\) "'1000 1n"' 1.fiO~ km .. 1609 m = S2aci'rt 

...luperflc1e: 

1 metro Ct.JFH1rado (m 1 ) = 10,000 cm' = 10.76 ft 1 ,.. 1-550 _7\~~ 
1 kUometro cuadrado (km1 ) ::. 1 x 109 m' .:·o.jB61 mi' 

1 pulget1e cuar:lrede On '> = 6.lt51G cm' 

1 pie cueurudo (ft') = 11.lt Ln' =- 929 cm'-= 0.0929 m' 
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Volumen: 

1"898! 

1 lltro Ú> ·=- 1noo .cm~: .... 61.C!2.-1n3 .. 0.0-3532 ·ft3 

1 metro cúb1i:~ (~-~·,-: .• :~·1aaá··1 s 35.32 rÍ:' 
1 ple cúbico-: ·(ft 3 ~; • ?~~e{'cJe1Ó~~9 (u.e~B~) .::a.o2B32 1n' 

": "> i.- ·, 2B~J2 1 

1 gel6n (U.\;~_A.) .; 231 I~· ··~ J.'ÍB~ _(. 

•-.-,, 

. _,,e_"·~ •. . )_:~ .. :-

1 tonelade-meee (tn) • .1000, kg ;1> .. ~--·~· 

1 k1 logrema-mee~ (kg.)_-~. ~·~~tt&_ lb --~~-:·a:~,~~-~-S.2::~~-i~g~:~-~, ~ooo· gr 
1 libre-mase Clb) • 453.6 gr ~. o~[¡)i-as·,9¡:iJ.¡-"'' 

- ' . 1.-··. ·-
1 olug • 32.114 lb • 14.59 kg _____ --

1 onza (oz) • 2B.J5 gr• O.C2BJ5 kg• 0:06250 •¡¡.-·-

fuerza: . . 
Newton (N) • 101 dlnes· .. -0.1020 kgf _.~~0.22~8 lbf 

1 libre-fuerza (lbr) • 4.44B N • o.~53G kgf •· 32.11 poundel 

1 kUogremo-fuerza Ckgf) ., 2.205 lbf ~ 9.,81 N 

1 dina e 1Cl 1 N • 2.2t.S x 10·• lbf ··7.233 x 10·1 poundal 

(jemplo: 

5 .... La rapidez de une part!cuh es de ?J.6 -ft/e, trenerormele e: 

el ml/h 

b) km/h 

e) m/s 

5oluc16n: 

e) Como sabemos 1 rt • o.aaa19 mi 

1 h . J6Cíl s 

entonces: 

23.6 .!.!: o 23.6 !!. X 
O.OC019 mi 

X ~ 
1 rt 1 h 
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por lo Que: 

23.6 ll = ·!!!.!. 

b) :.abemos que·-
,.. 

kilt:: 3280.84' 

;.~1'. h = 3600 9 .' 

rt . y 

entoni:ee:" ,(-<: ',/·/ :.-,;-- .:. 
23-.6 :fr:?2úc! .. r.{~. : 1 i:;,; 

· • '''i.a ::iié j~eo.6~' rt 
.• -":~·. ' '"''.[~=: 2 

por lo tanto:·\;·.·,:'-::,·,_,,·~:~:- ,T'::< : __ ,r~,' 
·:iJ.;6/_.f!:·:~' 25.69' .~: .. • 

. --.~ _·9.-,?~-'i:~: --- ~~ '.' h :1X-"· 

c). Sabemos que:=-· 

entonces: 

23.6 ll . 23.6 ll. ~ 
8 1 ft 

por lo tanto: 

23.6 !!. = 7.19 !!!. 

X.~ 
1 h 

6 ... le energ[E! c1n~t1ce de une ·partícula en un 1nstnnte dedo es_ 

de 32420 rt • lbf. 

l Cu61 ee su valor en kgf• m ? 

:loluc16n: 

Sabemos que: 

entonces: 

rt • D.3046 m _y 

1 lbf 0.4536 kgf. 

324 ~{) rt:~Jiir •. 3.z_42g .U.lbLx_ o.3046 m • o.4536 •gr 
-·-, ft 1 lbf 

por lo que: 
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7.- Le nr.e916r¡~del.e1rif:.en·1ó·s ·ne-uinét'l~os~de-un··~-~ut'~ln6~Ú eS de~ 
28 lbf/1~~! tndlque_cuái':dr~'~.-~·~r.le pre~1~n en.~~'~'icri.v en --­
N/m1 ~-

Stlluc16n;- _.,, -. :--~'.'.,' ::· .. 
-:-~ere ~t.ra·~~r'orm.ei-le e_ kg.f/ cm' 9ebemoe que: 

1:· 1br .• o.•536 kgr 

1 ~:tri' .. 6.i.516 cm' 

-· 28 fil ª 28 .!EL x o.t.536 kgr x __ 1_1n_• __ 

, i"n' ln1 1 lbf 6.t.516 cm' 

con. lo ·_que tenemos que: 

211 ill. 1 97 ~ 
1n1 • cm' 

Pare transformar e N/m1 sabemm1 11ue: 

1 lbf • ó,ó4B N 

1 rn 1 = 1550 tn' 
entonces: 

28 l!!.!:. = 28 l!!!. x t..i.t.8 N x 1~50 ln
1 

1n1 ln 1 1 lbf 1 ml' 

con lo que tendremos nue: 

28 .!!!!. = 193043 N 
ln 1 7 

A.- La aguja de uo fonógrafo se pone en contecto con le superfi­

cie de un disco sobre un &rea circular, cuyo radio es de 0.2 mm¡ 

calcule le presión en lbf/1n1 rojerr:lda sohr~ el disco por el br!!_ 

zo del fon6grafo, el el peeo quP trensmlte e le aguja dlcha bre­

zo ea de 1, onzas. 

~1oluct6n: 

Da toa: 

0.2 mm 

(7) lbf/1n1 

tu ,. i. onzas 



como sabemos 

A 

Como w dEibe. ~·st.-ái<~é:n- 11.b-;as __ ~nt~O~en ·io transformemos a 11 

""' ""' :::.~:i!1;l[j~:i,:'n6;:o~:n•·•,~-.-•.2Ls lbf 

'co..-: '""·--,~}.i·f- ---:-- ;- -
. ;;;;.>; . ::·~:;;-¡, 

v el &ree ·~i~ n·e¿~~·i·t~~á~{l!n.-Í~~·:·eilionces trannforrnnmos mm a Jn, 

s -eb 1 é~do ·: óú-{! ,~;_:~~~r;~~~:~1~~lf~'.·.~ ~<~}~?-~ "·-.;m 

'~-~:o.2~:'.~ -~~,~Q~·z·{~ ;~s~.:~ • O.Q078? 1 n 

~a1CU~~nd;~~~-~-l·~~~!~Y::~;!~:~:;':;~1,·:mm-
>'.~~-:~:·. ~ r.' .. 

. _,,_ . : -~; ¡¡·: ~::·-~ (0~0078? 10)1 "' 0.0001946- ln' 

-. euatl tul~o(;~~'!- l'{'.~6~~Úle: 
-'-í> .~ -0,25 Ibr 

o ,00019~6 In' 

4.J Treducc16n de f6rmuJea. 

128~.&9 .!!!!_ 
!n1 

SupangDrnos que tenemos lo sJgolente expresl6n: 

H.~ 
6 

que establece el mamentu rlextonont1~ m61dmo mP.dldo en kgf• m de_ 

una vtga simplemente apoyada sujeta a una cargEJ W dode en kgf/m 

donde 1 es el clero de le vtgn medlrja en mrtros, nas rlrtPn der_ 

el mamPnto flexl: nante en lbf•tn tPnlenda ln cargo en lbf/ft y 

p) clero en ft. 

Sl <malizemos lAs un1~Nfr.~ dr l sJ!Oteme mHrJca tendremos: 

kg•m • (kgf/m)(m)1 
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kg•M • kgf•tt entoncee tendremos que el factor VB 

no tiene unidades, por lo Que es r&ctlble ut1Uzer lee unidades_ 

dl!l alsteme lng!Ea. 

lbf•ln • Clbf/ft) (ft)
1 

lo que nos ouederh: 

lbr.in • Clbf rt) 

pera tener el momento '11x1onante en lbr .. 1n podelllOB cbter.•r el -

reeultado en lbr•ft y deepu6s trenerormerlo e lbr·in 1 lo que re­

sulterh1 16Qico s1 tenemo9 ciue obtener un solo reaultedo; pe11t-- -

111 nos piden 100 1 el eater conv1rtlendo cede reeulteda, reault.e­

r6 aparte de terdedo, tedioso, pero pare evitar esto, podtllDe -­

traducir le r6rmula, de motlo Que ueemoa loe dntoe en lea unld1-­

dea Que nos den y obtengtsrnoa el resultado en lsa un1dad&a que 

nos piden, con la cual solo harhsmae une trenef1Jniec16n. 

La que heriemoe de le s1qu1ente menere; 

co~o el reeultedo lo tenei.aa en lbf·ft, entonces hey oue conver-­

tirlo 8 lbf•lnf aeb1endo que 1 rt • 12 ln. 

que ae puede repre8enter coft'to ~ 
1 ft 

Que ee el factor de conver1116n par el cuel h11111011 de 11ttJltlpl1cnr_ 

le ecuec16n pare obtener el reeultndo en lbr•ln, al la 111eteinoe .. 

en le f6rmuh tendremos: 

H • ( 12 *) WClbf/f~l 1
1 

<rt'J 

lo que nas c:ueda: 

f1•~ 
2 

QUI: l!B le f6t171ula eaperatffl donde: 

M .- t.\omenta r1e)(lonente, en lbf .. ln 

W .- Carga, en lbf /ft 

l .- C:lero de le v1ge, en rt 

. l wi' <lbr •In) 
2 
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Como hemos v\sto resulto m~s f6c11 tre"uc\r ln.r6rmule une 

sola vez· cue et ré.~uÚ.~do ·,no veéeBº o m6e. 
/:"'· - ~. -' . '. .' - -,,' 

Anore su¡iongilmos Í¡ue ~~":~~'• la r6r.n~Je ~,; M~~nlng 
_,~:- . ::·.·v :t·:~·~-"4~~/H~~~~·~.i--

-- -·-:· ::·.::.- ·-
."r':/~- .~.. :::_··:· . -~; 

donde:,. >-::o--. - -,o"·-.·-.->--.-;·_',"/·.·:_):~:·_-.-.'-.._·-·::·. 
n~:. ·caef.1ci'_~nte de r~~oe1d-~d;" ~_in.~.1~~~-S-1an~'é-; 
v.~·.:·ve·1~Cldi1d m·~dle, é'n ri/~ 
Rh-.-~-- i«"~df~ -hl--dr&~-Hc~, en··rt 

s.- Pend\ent.?, sin· d\rÍÍene\onee. 

Soluc16n: Primero enoHzemoe les unida.des en'' 1ü ·s1steiTie lngl~s~­

ft/s 1 rt'" 
por lo oue el coeflclente 1.LtB6 a1 ·· tlerie unldedeá, les c1;1elee -

son: 

ft/ e • e rt'" despejando e .. 1.r.n& 

rt'l:I 
e• --

entonces conv\rt1endo los pies e metros pare porlerle usar en el 

s\ett'me Mt-.S, tendremos rue: 

rt'" rt":t ' 1
'J 

1.486 -- = 1.486 -- x (0.3048Í' ~ 
ft 

por lo tanto lfl r6rmula de Munn1ng en el eistrma Mh~i eerfft: 

V ~ ! Rh
1

1J 511~ 

donde: 
n.- Coeí\c1ente de rugoe1ded stn dlnien~1onP.a. 

V.- Ueloctdad medie, en m/e 

Hh.· fiadto h1dr6ullco en m. 

s ... Pendt1·nte 9ln dlmene1ones. 
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q ... Pare obtener le carga que puede soportar un muelle t'\el 1c01-

del se ut1 liza le expree16n: 

P = 0.196 L r 

donde: 

P.- Corge en lbf 

d.- DUmetro del alambre en in 

f ... Esfuerzo medio permlelole en lbf/1n1 

r.- Radio medio del ·resorte en ln 

traduzca le ellpresitin pera poder ut1Hzor los lor'lgitudes en cm, 

loe esfuerzos en kgf/cm v toe fuerzas en toneladas. 

5oluc16n: Analizamos les unidades ingleses: 

lbf 
tn3 lbf :a::-x-
in 1n 1 

ltlf • lbf 

por lo oue el coeficiente 0.196 no tiene unlc1edee, por lo Que -

podemos ueer la f6rmule en el el.•'ltpmo mhricn sln modlf\cerla .. 

Ahora eneUzemoe lee unidades del sistema mhrlco: 

tnf "" cm' x !:l.!. 
cm cm 1 

tnf ,1 kgf 

por lo que hay nue convertir los lcilogremoa o toneladas, se.be .. -

mos que tnf e: 1000 kgf entonces el factor de convers16n e -

aplicar en le f6rmule es: 

~ 
1000 kQf 

P • o .196 d" (cm"> r !!l!.. x .....1....!!!L. 
r (cm cm~ 1000 kqf 

entonces: 

& o.00019s L r <tnn 

por lo tanto nuestra f6rmule treduc\da nos nueda: 

P • 0.0001% L r 
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oande: 

P.- Carga, en tnf 

d.- 01&metra del _alambre 1 en cm 

r .- .Esfuerzo perm1sible 1 en kgf/cm~ 

r.• Red la medio del resorte 1 en cm 

,. ·:· . . . . 
10 ... _La pérdida de carga d~--.vclfcl_~-~~.\~~:··_/~ ~:,~dl:'.c~-~-6n·.·d~· o~u~ 
por une _tubP.da, o~esloriod~'.-por~Íe-'fl-i'c~i6n·e~t-re·:~·l· ffQu1rlQ--:. ;-: 

l ao perede_e de éste, se puride -caúmBr~~'Pri·'-ft.·- r.~~l~~ó~~~ fu·· r6f~~-
.ó=·..c--=:·- .;~~----- -:oc,·=~~ 

la:_ -::·.,_-:= -
1

. -~:' ·-~,;-~· 

~c.' H.,~> fl -~~~'.: v 1 ·'>:·.-
d - 2(¡. 

rn la cuBJ ! 

r ... ·:coenC:ten-te de rricci6n 

- ~·- _Re-pl_i:tez ní~dte, en ft/e 
1.- Longitud de lo conducc16n, e.n ft 

d.- Oilimetro interno del tubo en ln 

g.- J?.? ft/e 1 

f-telle le forma de le ecuect6n cuenda H, 1, v, d y g se ml­

Clen en: m, m, mis, cm, m/e1 resprctlvemente. 

5oluc16n: Anel1Z1::1mo9 les unldedee ingleses en le r6rmula: 

rt rt~s~ rt·--·---
1n f't/s1 

n .. ± 
ln 

por lo c;ue ney un ractor de col"lvers16n de Jn e rt con unldatles_ 

1ti/rt, oue hay Que ccnvertlr a cm/m pera obtE'nPr JI en metros -­

con l en m, v en m/s, d en m y g • 9.81 m/a1 

como 1 in ... 2.54 cm y 1 rt = O.J048 m 

11!!. = 1 l!:!.ic ~x - 1-rt-& A.33J ~ 
f'l rt 1 in o.mi.o m 
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entonce9 multlpllcando a le r6rmula~·po'r. ·el .raCtor t1e ccriversi6n 

ottenldo te:ndremas: 

H • ~ ~r¡,.r/s1 ) ~ ~.m cm · 
d (cm) ·.'2g (in/s1J'·:· '. in 

entonces: 

por lo· tanto 16 .f6;;¡,~l~' bueCedo ·es: 

.. 
H = 4.166 _!L ..::é._ 

d 

donde: 

H .. - P~rd1da de cerge, en m 

r ... Coeficiente de fricc16n (adlmens1onal) 

l.- loMgltud de le canducc16n, en m 

d.- DU:metro interno del tubo, en cm 

9.- c-•• 81 m/a1 



CAP! IULO !V 

" C:W~Lt:PTOS BAfiICllS Ot u. E5H~TICA 11 

Une fuerzo representa la occ16n de un cuerpo aobrr otro¡ -

cst6 cerecterlzode por: ou punto de aplicaclln, su mngnitud, !1U 

rt1recc16n y su sentido; por lo que puede f('preo;entnrl'IP. por me-­

dlo de un vector. Un vector se define como une conl1ded Que -­

tiene magn1tud 1 dtrecc16n y sentido y puede ser representado -

por medio de un segmento de 1 ecta r11t:ujado e rscP.lo (con lo QUU 

i;e tnrttce su rr.ngnltud) pn un espacio caordeniJdO, con une 1ncl1-

nnc16n rspedrtce (QUP. reprl!eent¡:¡ su r11reccl6n) y una flectie 

(•·up r.str>blece 9u !lP.nttdo). Le notac16n di! vector sr. htlrf! de -

la siguiente manFrn: " V "• 
Un vP.ctor que rrpreser~tu una ruerza •;ur;:> nctúa ~mbre uno -­

pertícula ded1:, tiene un punto de apl lc.acHin t11en definido, e -

este vector se )P. conoce CClmo 11 vector f1 ja" y no puede mover9P _ 

sln modlflcer ln!I cond1c1ones drl problema. 

l tres cent\dudes Hslcíle, como por ejemplo lo!3 pares de -­

fuerze9 ne rcpre~wntan por vectores ílUf' pueden dl!~plazeri;e ll-­

bremente en el espuela, e esto!l se ll's lluma •vectores llt're:.i", 

- 60 -
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algunas otrae se representan por un vector nue se puede mover e 

lo largo de una recta dada O!nea de acc16n), collneel con el -

vector m1smo 1 a este se le conoce como "vector desllzante", un 

ejemplo de ~l ea una fuerza aue rctúa 9Dbre un cuerpo dgldo -­

animado de movimientos de rotec16n. 

Dos vectores son iguales solo s{ tienen le m\sme rHrecc16n 

igual sentido y la misma magnitud, tel"lgan o no el rr.lsmo punto -

de apl1cec16n. 

Dos vectoreR son equivalentes seg{m determinada apt1 tud si 

cede uno de el los produce el mismo efecto en tal dlspos1c16n 

Loe vectores iguales pueden ser o no equivalentes y los vectc-­

ree equivalentes pueden ser o no iguales. 

El vector negativo de un vector Ü se nefine como el vector 

que tiene la misma magnitud de V y d1recc16n opuesta e lo de Ü, 

C-\i). Esto ea riue los vectores V V -V son iguales V apuestas • 

Logicamente tendremos: 

ij • (-v) • o 

IV.1 Poetulada de Stevlnus o Regla GenerAUzede (Ley) del Par.! 

lelogremo. 

Ley del Peralelogruma. 

Este ley establece que: 

"Dos fuerzas c:ue actúan sobre una pertfcula son equivalen­

tes e une sola llamada resultante, le cual esta óede por la dl,! 

gonal del paralelogramo Que tiene ladee iguales e las fuerzas -

dedee". 
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Le ley del paralelogramo u· fundamente en le ev1denc1a exp~ 

r1menhl y no puede eer demoetrede n1 deducida metem~tlcemente.­

(ete ley ea puede e>1pl1c1u de le siguiente manera: 

51 desde un punto, cuelqulere, se trezen dos vectores que -

repreeentim en magnitud, dlrecc16n y sentido a dos fuerzas cene~ 

rrentee A y~ y ee construye un perelelogremo cuyos lados son -­

esoe vectores, la dhganal de este perDlelogremo que une el orl­

gen con el vertlce opuesto, ee un vector aue reprpaente une mag­

nitud, con dlrf'cc16n y sentida la cual aerlt h fuerze resultante 

lf, (Ji• .A + rf)que tendrii par origen el origen dE? lee dos fuerzas 

actuantes, es 1iec1r, el punto en el t'ual l'etán epltcedee les --­

fuerzas concurrentes. 

Como el perelelogremo construido con loe vectores A y 11 no_ 

depende del orden en que ee tomen A y 13, ee concluye que le sume 

de dos vectores ee conmutet1ve, por lo c¡ue podemos escribir: 

A.e.e.A 
De le ley del perelelogremo ee puede obtener un segundo m~ .. 

todo pe re deterrn1ner le sume de doe vectores, e ate m~todo se co­

noce como •Le Regle del Trl~ngulo•, y cone1ete en lo e1guiente: 

Se trezen doe vectores que representen en mogn1 tud, d1recc.!. 

6n y eentido e doe fuerzas concurrentee de manera que el extremo 

de uno A seo el origen de le otra a V Be construve un trl&ngulo_ 

(dos de BU9 ledo<\ eerlin lee vectores A v "9") y el tercer ledo del 

triángulo, ee el vector t¡ue tiene por origen el del vector A y -

como extre11110 el e•tremo del vector lr, este tercer lado represen­

te le megn1tud 1 d1recc16n y el sentido de le resultante de las -

dos t'uerzea. 
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Ar-----¡¡~ 

Le eume de tres vectores A,B y C ee obtendr& por def1n1cl6n 

eumendo primero los vectoree A V ti" V lueoo 1u..itftendo el vector e,_. 
el vector A ... B. 

De lguel 11enere 9e puede obtener le euma de C. ve e toree 1 eu .. 

mando el e.a vector e le sume de loe atrae J. Con eeto podemos d!, 

duclr aue le aume de cuelruli!r número de vectores ee puede obte• 

ner eplicendo relteredemente le ley del perelelogremo o la regla 

del trl~ngulo 8 paree euceelvoe de vectores. Ahora blen elna es_ 

neceeerlo ol'tener h1 flUll'll! de A + a, podemos eunier loe vectores .. 

dlrectemente' ee declr, A+ e ... e V no <A + 8) + C,pere esto ca .. 

lacemos euceelvemente el origen de uno de lo~ vectores en el n·­

tremo del otro y por 6lt1mo unlr el orloen del primero con el e~ 

tremo del último. Este m~todo se conoce como: •Regle del Pollgo-

no•. 
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~1 los vectores dedos son coplllnorloe lcant.enidoe en un -

mlemo plano) eu sume puede obtenerse qr~f1camente con facl H- .. -

ded. En este caso se prer1ere la suma repetida de la regla del 

trUngulo e la epl1cac16n de la luy drl paralelouremo, debido _a 

Que es mlis sene 111 a y r~p lde. 

-Suma Tr1gonom~trtce y Ana1Ít1ca de FuerzeR en el Plano.­

!..iean las fuerzas A y 8 aplicadas en el punto o. 

podemos encontrar RU resul tente, usando m~tndng trlgonométrtcos 

- ley de los Senne 

- Ley de los Cosl'noe 

o el método enelftlco. 

Pare los método9 trlgonom~tricos, primr.ramente c:onstrulmoe 

un tr16ngulo, siguiendo pare ello lo ley del tr16n'gulo pUra lo 

sume llf' fuerzas. 

donde: ~ = ieo - (o + •t.) 

usando la ley de los !'1mus tent.1r~emos: 

--"- • --"- .. _I_ 
sen-. sen e sen ~ 

rle donde el ve lor r1e fl sedo: 

rr. ¡¡••ne. ~ 
sen .,c.. 5en & 
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V uBando le ley de loe Cosenos tenddernos: 
Ji. -· -· 287i coa o<.. - 8 + R -
9• -· • A • 1i • - 2AR cae e-
li' -· • A • 8. - 2AB cae @ 

Pera ue&r el rnfitodo en~l1 t1co pr1ncip1emos por poner lee -­

ruerzee en el sistema de ejes coordenedoe x,y. 

-~· 
y proyectemos lea fuerzas A y 13 en loe ejes x,y y deapu~a hace­

mos le sume de ruerzee en ceda eje (tamaraos 106 signos ePgÓn el_ 

cuadrante). 

rr)(. Acose• 8 coe..t_ 

ffy • Aeen 9 • 8 een..t... 

CFy 

usemos Pl teorPme de Pltaoorea y obtenernos el valer de lf 
R

2 
• ( Fxl' + ( Fy)' 

ea decir: 

R .. J (A coa e ... tí cae .... )z + CA sen o- B een..t.) 
1 ~ 

le dlrecc16n de 1f aer~: 

t .. tg·' ..f.:L_. to·• cA een&- 8 se""'-> 
f'x cA coa g. - B COl!I"'-) 

Loe 11hodoe mée exactos entre gréflcoe y trlgonom~trlcce r!_ 

eulten ser los trlgonom~tricoe. 
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Ejemploe: 

1.- Oetermlner grlif1cemente la magnitud y dlrecc16n de le resul­

tante de lea do!I fuerzas dedes 1 empleando: 

e) Le ley del perelelogramo 1 

b) Le regle del trUngulo. 

bl 

.--------. 
·csc;··1:IOOON 

R: 3240 N 

-<: 4g,,. 

R:3240 N 
-<: 49.1• 
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2 ... Ooe remolcedore~ A y C, erreBtren un berco B. La tene16n en 

el cable AB eB de l.OOOlb, y lll reeultunte de lee dos fuerzas -­

epllcedee en B eet~ dlrlglde H lo largo del eje del barco. De-­

terminar par trlganoraetde¡ 

e) Le tene16n en el cebll! m:. 

b) Le magnitud de le resultante de leo dos ruerzee epllcedoe 

en e. 

cD 

F!g. probl..,a 2 v ' 

Soluc16n: 

Ueendo le ley del trt6ngulo tenemos: 

R 

~ºº'º ~ 
e) epl1cenda le h y de loa eenoo hndremoe: 

-º.!!.....;~ 
aen 30° sen lt5 • 

y deepejendo BC: 

BC (4000 lb)(sen 30°) = 2628.43 lb 

sen 45• 

que ee el velar Jledldo pere el ceil.Jle BC • 2828.43 lb. 
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b) epl1cendo nuevemente le lPy de loe senos tenemoe: 

__ lf_.~ 

een e een i..5• 

donde e-. 1eo·- i.s·- 30•. 10~· 

d1epejendo lf noe Quede 

1f • (4000lb)(sen 105 °) 

aen t.5 • 

A • 5464 .1 lb 

J.- Ooe re1aolcedoree A y C 1urei•tren un barco B. En un 1netente_ 

dedo le tene16n en el ceble AB ea de '450ú lb y le t.ene16n en el_ 

cable BC ea 2000 lb. Determinar por tr1Qonometda le magnitud y_ 

d1recc16n de le resultante de lee dos fuerzas eplicadee en B en_ 

eQuel 1netente. 

Soluc16n: 

Aplicando la ley del tr16ngulo tendremce: 

B 

celculendD~ • 1AC1- 00•+ t.~)) • 105• 

y usendo le ley ca loe coeenae tenefT'IOB: 

R' • A' + 8 ' .. 2AB coa ~ 
euat1tuyendo velares das e ende lf 

2000 lb 

" e 

A• (4000lbl
1 

+ (2COO lb)
1 

- 2(4500 lb)(2000 lb) cae 105° 

A • 5376.69 lb 
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para la cUrecc16n de Jr tenemoe que: 

"'-• 30"- b 

entonces tJ&ando le ley di loe eenoa 

_lf_ • _A_C __ 

aen~ sen b 

despejando b teneince 

b • eeñ'~ 
Jf 

auetl tuyendo 

b • 
.. 

.. n (2000 lbl<••n 105") • 21 •05 
5376.69 

por lo nue u<c 30• - 21.05• • 8.95• 

entonc111: R" • 5376.69 lb 

L.. 6.95° 

1.1 Concepto de Resultante de un 51eh•e de Fuerzee Concurrentp1 

Conelderemoe une pertlcule •o• eobre le cual actGen var1e•_ 

ruerzee, como todlHI ha ruerzae con5lderadu peeen por el punto_ 

•u• ee dlce nue eon concurrentee. (ateo ruer.zee pueden euinerse 

por h reghs del poUgono y el vector R que ee obtlene 1repre1un­

te le resultante de lna fuerzas concurrenhs, Hl decir, 

Reaul t1mte .... e1 la rueru1 Gnlce Que produce aobra h psrt.!. 

cule •o• 11 Mlemo afecta que cauaen 11u ruerzee concurr1nte11 de-

dee. 

,~· 
Le reeultante de un alatema de ruerzne concurrente• en el • 

plnno puede eer une ruerza o puede ser c1,ro, entoncea el eh1te•e 

de ru1·rzea concurrentes este en equlllbrta. 
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Eje•plo: 

a. ... Con•ldere un punto maae sobre el cual ectúan dos fuerzas, f 

y r , cuyea 11u1;gnltudea aon 50 y LtO kgr. nepect1vamente. Si el -

6noulo que for111en entn a! 1a de 75 , tel corno !U! muestra en la_ 

noura. 

fi: 50 kgl 

a) obtenga ~r6f1ce•ente le magnitud de le resulten te. 

b) med1ente la ley de 1011 coeenoa obtenga le e>tpree16n met!_ 

•6tlca pern celcular h magnitud de le reeultente y upl1Quele el 

prooler1a. 

Soluc16n: 

a) Ua""'°e le regle del trUingulo pera eumer lne fuerteu r, y 

r, y obtener la reeultnnte lf. 

Hldlendo 1f tenemoe oue ea igual e..!...:..2-1...:2._~9!_ 

b) Coll'IO aebernae la ley de loa cosenos nos dice c1ue: 

e' • a' • b1 
- 2eb cae C 

donde austltuyendo por lee ver18blea qu~ tenemos noe Quede: 

1f' • r.' • r,' - 2t1 r, coa o 
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con lo oue 1f nos qu;.:•:.::d-"•---------, 
1f.Jr~.r,'-2r 1 r, coso~ 

Que ea la expree16n metem6tlce para obtener le resultante, hey .. 

Que tomar en cuente que P.l 6ngulo g ea el opuesto el ledo lt'. 
Aplicando nuestra expresión el problema tenemos: 

lf • J (50 kgr)
1 

+ (40 kgf)
1 

- 2(50kgrJ(40kgf) cao 105" ¡, 
por lo aue: 

!f • 71.66 kgf 

lV.2 Pr1nclplo de le Acc16n y le Reecc16n. 

Como ye hemos vle to este prlnclplo tembl~n es conocldo coma 

le Ter_cere Lev de Newton, la cuel eetnblece Que: 

•A tode ecc16n corresponde une reecc16n lguel y de eentldo_ 

contrario". 

Este lev o prlnclplc se ut.lllze g1·nerelment.e pero lnd1cer .. 

la megnl tud y dlreccl6n de le ruerze epllcode e un cuerpo, cuen­

da BE? conoce le fuerza sobre otro cuerpo. 

[jeinp lo: 

5.- Supongamos Qul? tenemos un bloque que este sobre el euelo el_ 

ee le nuiPfP imprimir une ecelP.rec16n de 0.60 m/s' • lCu.61 debe_ 

eer la tens16n de lo cuerde el el tilouue peee 90 N. Con9ld~reee_ 

despreciable lo fuerza de roznmlento. 

Soluci6n: 

Como 11odemm1 apreciar el bloriue ejcrc~ une fuerza (hacia a .. 

bejo) de 90 N debida e Pl peeo del mlemo. 
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ehore tomando en cuente el "Pr1nclp1o de le Acc16n y la Reecc16n" 

(tercera Ley de Newton) podemos deducir que el suelo tendr6 une -

re•cc16n de eentldo contrario y con une magnitud de 90 N aol:lre l!l 

bloque, pera lograr un eatl!ldO de equlllbrlo. Con lo que tendrle--

moa: 

como podemos ver lee fuerzee verticales ee cantrarreeten entre et 

ehou como el bloauR u ecelereré debido e le tene16n T de le 

cuerda entoncee ee hace neceeerlo el uao de le Segunde Ley de Ne~ 

ton. 

r • ml!I 

donde f' • T 

a·. n.& m/e' 

y m ester~ dede por 

w ,.._ 
entonces: 

con Q • 9.B1 m/s1 

... -2Q...!!.._ • 9. 17 kg 
9.81 m/e' 

calculando T tendre11oe: 

T • (9. 17 kg)(0.6 m/e 1
) • 5.5 N 

que ea le tl!!nel6n neceearle pare lmorlmlr el bloque une ecelerecl 

6n di! o.& rn/e'. 

JV.J Prlnclplo de Trenamh1b111dad. 

EatP prlnclplo esteblece que: •ie9 cond1c1onee de equlllbrlo 

o de movimiento de un cuerpo r!~ldo permenecer'n 1nmodlf1cebles -

el une ruerza que actCia en un punto dndo del cuerpo dg1do ea --­

reemplezeida por et.re de le m1srne megn1tud e lgunl d1rccc16n, pero 

Qur ectCie en un punto dlfrrente con le cond1c16n QUP lee dos fue!. 
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les dos fuerzas t y f' tienPn el m1sma efecto eabre el cue.t 

po rígido, el punto de apllcec16n no ee de 1mportenc1a, siempre_ 

y cu11ndo le Hnee de acc16n de le fuerza no cambie. letea fuer-­

zas pueden ser representedas por vectores desHzantee (}lomados_ 

as{ porQue ee pueden deslizar e la lerQo de su linee de ecc16n). 

IV.'4 Principio de le Superpoelc16n de Ceueee y Efectos. 

'El efecto aue une fuerza ejerce e obre une pertlculn, ea 1!!, 

dependiente dP loe efectos de lee c1emlie fuerzas epl1cedee e le -

mhrne perdculo. Ad, pera encontrar el ~recto final que un els­

te•• de fueTZBB ejerce sobre une perdcule, ea euricicnta sumar_ 

o superponer loe efectos de tor1es y ced8 une de lee fuerzo~ que_ 

actúan sobre dicha pert{cule". 

IU.5 Al9ebre de Vectoree. 

Como le fuerze ee une centlded vectorlel oue: 9e puede repr!_ 

sen ter corao: 

t • fxl • fyj + fzk 

ee neceser1o hacer enfhla en el Algebre de Vectores antee de .... 

ver la compoa1c16n y descompoe1c16n de ruerzea. 
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5.1 Reprel'lentac16n ele Uectoree. 

Un vector ee puede repreepnter por medio de un aegmento de_ 

recte dibujado e escale (con lo cuel lndlcemoe au magnU.ud) en -

un eepnclo coordenada, con une lncl1nec16n espec{f'ica (dlrecc1--

6n) y una flecha (sentido). 

Sf81t,By,Bzl 

A fAll(,Ay,Az I 

Donde le megn1tud del vector "AS' estar6 dada por le ecu11c1 ..... 

6n: 

liiiii• -/ (B• - A•>' • ( By - Ay)
1 

• !Bz - Az)
1 ~ 

y lea componentea escalares del vector AS eon: 

Bx - A>< 

By - Ay 

8% - Az 

5.2 Vector de Poelcl6n. 

Sea A(Ax,Ay,Az) un riunto en el especia de tres dlmenalonee, 

entoncee el vect.or de paslclln del punta A, esta dado por el ee_g_ 

mento dirigido que parte dPl origen del elateina el punto A. 

ACA•, Ay, Az 1 
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S.J Hult1pl1cac16n de un Vector por un Eacelar. 

La •ult1pl1cec16n de un vector A por un esceler (ant1endsee 

como un nl'Jmero elmple) n, ee denote e.amo nA, lo cual no es otra 

cosa que el vector A eumentedo, dhm1nuldo o 1nelteret1o, eeg6n -

sea el valor de n. 

Ejempla: 

6.- Saa el vector A obtenga le operec16n 2A y .. A/2. 

Como podemos ver el vector 2A tiene por msgnl tud el doble -

del módulo del ve1 ter A dado V tiene le m1eme dlreccllin y eenll­

do que A. El vector -A/2 tiene como megnl tud le m1ted del módulo 

del vector A, le mhme dlrecc16n pero sentido contrario. 

5.lt C:oaenoe Directores. 

Sean.i.. 1 @1 ¡"loa 6naulos que definen le d1recc16n de le fuer­

za t reapecto e los ejel!I x,y,z reepect1vemente, loe cosenos de -

-< 1 ~, t ae conocen como cosenos directores de la fuerza t y ea tan_ 

dados por: 
z. 

coa-'-•~ 
liil 

coa A• 2L 
e \i\I 

Az 

..:01 t • Az 
"jiJ 

,., 

Loa coaenoa d1rectorea cumplen con le ecuecl6n: 

coa..c. 1 + coett'• coef1 •1 



Ejemplo: 

?.- Obtenga lÓ.9 

do en le ·ngure 

Solucl6n: 

Primero obtenemoa la mognltud del vector~ le cuel este ded111· 

por: 

IVl.J vx' + vv'· + vz' ~ 
auat 1 tuy1ndo velares tenem_o_o_: ~-~r< 

Jvl· [C-i>' • \i.>' .m' i . 5.385 

ehoro obtenemos los cosenos d1 rectores del vector V 

coa-'- • ~ • ---3-- • D.557 
l"VI 5.385 

COO ~ • ~ • -"-- • 0.7i.3 
i"VI 5,305 

COB r • ...!!.!..- • - 2--. 0.311 
l"VI 5.30s 

comprobando en la ecuac16n tendremos: 

(0.557)' • (0.7i.3)' • (0.)71)
1 

• 1 

O.J10 + 0.552 + 0.136 • 1 , ¡¡, 
con lo cual Quede comprobeda le veracidad de le PCuoc16n. 

5.5 Vectorea Un1ter1oe. 

Le multlpl1cac16n de un vector por un escalar ee exprese en 

func16n del producto de un escalar v un vector. Se define al ve.E_ 
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tor de magnitud un1ter1o como un vector con clerte d1recc16n v -
sentido detennlnedoa. El vector unitario i se puede expresar en 

le dlrecc16n nel vector A como: 

- ¡¡-e., e-
¡¡-

Loa vectores unitarios ee pueden dE>flnlr en cuelouler dlre.E,. 

c16n. Sin etnhergo loa vectores unl ter los m6e uRndoa son ecwelloe 

rue tienen les dl recclcnes >e, y, z. de lee coordPnadae certealanna 

recteni;iuleres, e les cuohe se les de: el nombre de vectores coa.!. 

denedoe unltarloe v ae indicen por medio de lee letren 1 ,j,k¡ ª!. 
gún las dlrecclonee x,v,z reapectlvemente. 

Así podemos escribir loe vectores unltarloe en las d1rec--­

clonee x ,y ,z de le siguiente mene re: 

1 .. 2-
1•1 

j • ...L 
1v-1 

k • .l... 
lzl 

Haciendo uso de los vectores coordenedae unl ter loe podemos_ 

u:preaar el vector A en le s1Qu1ente forma: 

A. Ax + Av • Az 

e le cual ae lf! conoce como exprea16n de un \lector en func16n de 

eus co11ponentea, ye oue Ax, Ay, Az don loe vectores componE"nleR, 

oue se pueden reeolver en un escelnr correnpcncUente y en un veE_ 

tor coorcenndo unt tario: 

Ax"' Axt 
por lo oue tenemoe: 

Ay • iiyj : : iiz • Azk 

A .. Ax 1 + Ay j + Azk 
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Por defin1t16n tpndrmnos que el vector uni tarlo en le dS-­

rt?ccl6n del vector 'i\ ser6: 

l:'A A (Axt .. flyJ ... Azk) 

"rn1" nq 

Ejemple: 

e.- fres vectorPR A, Ü, e, llenen m\!ljnltudefl de ?O, "•0,y 7~ un! 

daden, y vectorr.s unlterlos i',., i°1 , ec, reapectlvemente. Expr!. 

ser estae vt'ctores en función de sus ver:tan!s unitertos. 

Solucl~n: 

Tenemos par drf1nlci6n que: 

o 
••• liíl 

entonces tleapP.)ondo A t~nitremas; 
A• liil e, 

y sustlt.uyenna valores tenemo9: 

;r • 20 e. 
de 1gu~t1 menPre pare loa otros dos vectores: 

D .. r,o r.. 
f." • 1~ ec 



- 79 -

9.- Con referencle en le f1gure esc.rlblr. laa·expreelon.ea .vecto-­

rlelee pera 11 y b. 

Soluc16n: 

Primero obtenemos les coordenedee de loa puntos conocldoe -

del vector b Que eon: 

8 1 (D,0,4) y B,O, 12,0) 

deepuAa obtenemos el vector Que pese por eane dos puntos, que ee 

pueden representar rle h siguiente manera como vector de poelcl-

6n del origen al punto. 

Ni, • 4k : M, • JI + 12j 

1f • 1'.i1l", - lltr, • CJI + 12j) - (4k) 

1f • JI + 12j - 4k 

luego obtenemoB eu-.-mo_go_n_l_tu_d~----.-. 

tr • vo>' • < 12>' • <-4>' ~. n 
ahora celcuhmoe eu vector unlterlo ... J1 + 12 l " 4k • 0.2J11 + 0.92Jj - O,JOBk 

1J 

multipl1cerrros el vector unlterlo e. por el m6dulo de lo fuerzo -

ií • 52 y tendremos: 

b • (52 )(0.2J11 + 0,92Jj - O.JOBk) 

ií • 12.0H + 48.0j - 16.02k 

oue ea h. expree16n vectorial pedlde pera ii. 

fí~.~r. 
· .. ,~ !!!.': .~:·:~·~~.-;f 
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f'arO fa slglJlente fucrzf1 PrÓ,~eQ.~~as· dPo· Já mhmD rrmnere: 
coardPnacia·s.- d~':-:1as·::i;u.··~i~~-ª--~:,---"- ; ~<·: \··,. _,_- .. _ :·· : 

. - n,·_ .. :· t\-:..·:~1? ;:. :ii> · . ; .. ~:~-~-~-. t~~:{L11·r~:~; > 
vectorPs -dr?-_p~81é16f.··--d~-i/0~-1'g~-fl/á'_-_·cad¿-.;P~~to · ·. ·' · 

""'"·¿;~¡¡¡1~:115i~~Jl=t~.·· "' ···~ 
módu ~ ~.-::}.:'.'.n".:.<~.·-,~.~.-~V~.. -~,-~-~-~.~~-'~.·l·· __ l· : .. ~.:.~:.·.:_::'.' •. ::<.;o~:~,l:-z,_;,. "·'-·,·;1:.: ::\~ ~ ~ ~ \~;;:.._: ~;;;~· 

' ' '.;;i,4);ti. h 
vectori~l,:~=~~:~·0~J{ 4t, .";;{J·.~¡.'.'~ Oj ,· a':ak. 

',( .·., ·5 .·' . ,:' -

~u-i~úl-~\~~~'i6~ ~--d~i_:v~·ritar_:,-~n1 t_er·l-c/~ ,~-~¡:--,;·.r:~~rÍ1Ún cJP la rucr-
ze e ~--25 

e ~ (25 )(-0,61 <. OJ + o.Bk) 

•.• ~151 '• ílj • 20k 

cue es Je exprr.sJ6n 11P.c:tartel d; ~. -

5.6 Producto Vector lo] o Produc~o .cruz;~~- d~~-·. \Jecto-r~S. 
~e le denomlne proaur:to ·vectoiJO_l P.~~q~~~·:.e) resuÚedo de -

le operación ea t1n vector. .-. .:._.· . :::~; :º·::f:·.~·:· 
Por aertn1c16n el producto v.ec_to~to.i _ó'e· ·!os. ~~ctor~e Jr V fi 

Psterli dedo por: 

A X a .. i .. a . s~O e:-. 
donde; A x 8"' vector perpendlciJlar· el plano_ eObre'.el cual se_ 

encuentran A V a 
y & es el ~ngulo rntre 109 vectores A y ir 

&
' 

... 
.. 
A 
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El producto vector1.el tiene_ los· e_1yulente9· ceractedetlcae 

1) No es conmutetivO, ,vB q~·~. .<,· _/; . 
-· 8 Xi]_:· .. ·-~.(~-~~'~)::_ .. -

2) Ea d1etr1but1vo 

e .><<"(~'.~~-;"~----~~--~\-ii_ '._(a'---~º_.i 
3) Cl produc.to; vec~~rl-~Í d-~-~---~~·_.:J~~-t~i~-~~;~:;Í ~!BmD ea- cero 

_· ·_¡ --x-~:¡;:;=~ ::o:-?. · '"f: _"-:~:~·:\.«::"S'-" 

tembUn: 

lt) Pnra loa_ vectoi-~e·· uO-it~l--1~~:·~·6~r-d'~rÚ1~ó·é 

X 1 • j ~ j • k +>' Ó 

X j . r j X . 1 k ,¡ 

X 1 . -k 'k X j . -1 1 X k . -j 

5) Pare que dos vectorea eeen paralelos-~~ cumple ... 

B x b"' o 

Ll producto vectorlel de loe vectores A= (Ax-1 • A\¡j + Atk) 

y B ~ Uhd • Byj • Uzk) eeterli dedo por: 

Ax if • (AyUz - nzBy)I , (AzBx - AxUz)j • (AxBy - AyBx)k 

tembl6n se puede expreeur en forma d~ dctermln6nt~: 

Ejemplo: 

in... Dedos doe vectores 

celculer: 

al JA x 20 

A. 81 - 5J , Gk 

1i • 21 • 7 j - ~k 

e • 1 • 2J - k 

b l -(2'A ~ JIJl -.~ 51:' --
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Soluc16n: 

e) Primero obtenemos JA 
JA • Jcar - SJ , 6Ü _ 241 ·-::. 1s:i:, m• 
2Ü;; 2(21 , '.ÍJ -ik):~;4¡ ; ;_1~J - Bk 

entonces: 

1 ;: 0
:: t·~ 1~,r~r~: 1 '"·"_,,,, . .,,,. ... ,. JA • 2ii • 

JA• iii_. '-1321 } 2~4;}:j9~kc .. _______ _ 
"::e·- - , - •. :::~~:;}~ ;,~C~: ~ 

b) ?ir·~-· ?(81 
- Jü:~ J(21 

~;'5j ~ 6~> ·?61:: .wJ • m 

-:';1 =1rri-;J'-!~j: m~~ i~: se _. 5( 1 

v?;·: 1 ;;":'c161-1~j.~~kl~c~i.i,i12J)·i 1~! - 31J • 24k 

(2A _ Jii) • '~e: .-¡ +>~1~'. ~n-. '<;~;~24~) i~<c~ª~ 120)J.( ,~~;¡, 
<<A -- Jlí> • ·se. -as1 • 11aJ • 2~sk 

5.7 Producto Punto o Producto Esceler. 

El producto e9celer ee denomine es! porque el reaullado de 

le multlpllcec16n es une cantidad escalar. 

For deftnlcl6n el producto escalar o producto pwnlo de dos 

vectoree A V e se denota como: 

A•li • 1 AIJ lil eco <> 

donde: 

IAI , l BI .- ~an las megnltu~ee de loe vectores A y B 
& ... (e el ~ngulo comprendido entre loe dos vectores. 
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El produ_CtO e!lceler'.cump_le ·les ~!~ulentes cereCterhtlces: 

1) fe conmut.eÚvo 
:-::e.tt~-I;;~:_· 

·, ! 

2) Es ~letr~bú_t.lv~·- .-t '. ~ 

--·-e~cil. C> .. :e.iJ .. a.e 
3) (8 'ae~~-1~tiv~ 

;···re ·ab -.::rB<B·il> 
4) Pera los Vectores coordenados unlterloe 

l·l· J•J • k•k • 1 

l•j. J·k. k•l. o 
5) El producto punto de Un vector por e[ mlsñio es ·tgueLel 

cuadrado de le megnl tud del vector. 

¡¡;¡;. ¡¡¡¡' < .. 
6) 51 B·b D o y e V b son •1ectores -no r:'Uio~;.;_el 

pe perpendicular e b • 
:C,o··· 

---- 'o=' <<-:.:.~~;,._:::: 

(1 producto puntual tiene dos 1mPort8rllé5'_;ep11cUCúlóea· .en_ 
mec6nlce. ·:~·:!.__? ·-,-~\-~· 

-, ... Calcular el tíni]ulo·ror~edo- entre ·doe_~y~ct:~~~á;~-,;-~e¿\es 
que se 1ntersecen.· 

&. = caa·1 ñ B o~ & -ÍS:1T· 
liitil 

2.- Calcular le proyecc16n de un vector u lo. la!'go_ de un -

Ejempla: 

Pray ii/li • ii u e, 
ltri 

Pray .. ii/6 • A lf 
liíl 

Vectorial 

encalar 

11.- s1-ei vector .. Aesta dedo por el punto P1 p,2 1 1) lll punto -

f' 1 (~4-;?-~-i) y -e-1 v-eCtor if • 31+L.J-71< • OtitBñgo-_iil linl)ulO entre-·­

embos vec lores. 
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5olucl6n: 

ColflO: 

Primero obtenemos el vector A que peen por lo• puntos P y P 

1\. C-41 +7j + Jkl - Ol + 2j + kl • -71 +5j +2k 

A•ll° •IAillrlcoe e 
por lo tente 

' A B 
<:>- • eng coo !Al!lrt 

obhnernoa he me;n1 tudea de loe vectores A y Ti 

1A1. V (-7)' + (5)' + (2)' ~ • 8,63 

1¡¡1. J Ol' + (4)
1 

+ c-1>' ~ • 0.60 

A"·ll". <-?1+5j+2k) CJ1+4j-7k) • C-?l·J1) + (5j·~jl + C2k•-7kl 

¡¡-.¡¡. -21 + 20 -14 • -15 

auetltuhnoe en le f6t'ftlula y obtenemoe el velar de 9-

&• .Íng CDB ----
1
'-'5--. 101.39• 

(8.83) (8.60) 

por lo Que: 

0-• 101.39• 

Exlaten tres Upas de opirreclones de mult1pl1c•cl6n que lnvolu-­

cren tree vectores loa cuelen ~on: 

1) (a•b)'"C doble producto eacalar. 

2) 11"b x e doble producto mt.xto. 

3) a x (b x e) doble producto vectorlal. 

lV.6 Colll'lposlc16n y Oeaco•poelc16n de fuerzas. 

6.1 Compoaic16n d• fuarzaa. 

La compo1!1cl6n de ruerzee eeta dnde por la suma de ruerz11a, 

ya oue el su•er verlan fuerzas nos ve e dar coima reeultedo une -

sola fuerza, e esto ae le conoce co!Ml conipoa1c16n de une ruwrza. 
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Cuando ae sumen tres o mb ruerzea, resulte muy pr6ct1co -

recurrir e une aoluc16n enelh1ce del problema deacompon1endo .. 

ceda ruerza en dos o tres componentes rectangulares (dos v tree 

d tmena lo ne e reapect l vemente). 

Como le fuerza ea conelderede como una centlded vectorial_ 

representada como : T • fx1 + Fyj + fzk 

entoncee toda el algebre vectorial es v611dil pera lee operoclo­

nea entre fuerzas. 

Ejemplos: 

12.- COna1dere une pert!cule en le que ectGen dos fuerzas, una_ 

de 60 kgf y h otrn de 40 kgf' cuyas llneoa de ecc16n rormen en­

tre a1 un •ngulo de t.5 • lntroduclendo un eleteme de ejes como 

se lndlca en le figure. 

1r11= 4o ,9 , 

Obtenga lea e•preelonee vectorlolee de lee fuerzas es{ C!!,. 

mo le de au reaultente. 

5oluc!6n: 

Componentes de T 
Í>• • °í1 CDS 15' • (60 kgr)(cos 15') • 57,% kgr 

fy 1 • T, een 15• • (60 1c.gr)(een 15•) • 15.53 kgf 

por lo que su e,.pres16n vectorial ee: 

"í1 • 57.961 + 15.SJJ lkgr) 

componen te B de f 
Íxt • F1 CDS 60' • (40 kgr)(cos 60') • 20 kgf 

íy r • T", sen 60' • (t,O kgr)(sen 60') • 34,64 kgr 
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por lo tanto lo expres16n vector111l de 1 r, l ee: 

f, • 201 + 34.64J (kgrl 

Ahora pan obtenar la resultente de lee do• ruerzea eoleme!?. 

tu &Ulliemoa he e•prelllanee vectorlalea y obt•ndUllCIB 111 expreal-

6n vector1 el da l8 reeul tente 

if. 1', + 1', • (57,96t•15.53Jl • !201+34.64Jl (kgrl 

ir. (57.96•20ll + (15.53·34.64)J (kgf) 

if. 77.%1 • so. 17J (kgr) 

el in6dulo de h reaultantw aer&: 

!Jrl. J (77.96>' + ¡50,11>' ~- 92,11 k11r 

y au d1recc16n: 

e. ""º tg ~. n.16· L 
77.96 

n.- Considere el eiah•a de fuerzu t, y t. qut actGa aobre h_ 

pnrtícuh d•l problema anterior. Si ahora introduce un •late•n_ 

trldhnenelonnl de liljiza, tal como ae indice en le flgura. 

a) Ubtenga la expreal6n vectorial de cada une de ha fuer­

zas y la de h reaultrmta del atatema. 

b) Obtenoa l• rt1111gn1tud de ln reeultente y 1011 6nguloa dlre~ 

toree de eata. 
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Solucl6n: 

e) Tomemos primero le ruerze ti y obtenaemoe eue compo ... -

neritee, podemos calcular el 6ngulo de le fuerzo con respecto el 

eje z,. 

r- 90• - 15• • 75• 

con eate eu componente en z 

rz • 1 r"d coa 75• • (60 kgr)(coa 75• l • 15,529 kgf 
l 

Fy 

,/ 
, 

/ 
/ 

ehore obtengamos le componente horizontal fh 

Fh • \r"o\ coa 15• • (60 kgr)(coa 15') • 57.956 kgf 

deepuh de esto obtenemos loa componentes F>c y Fy de la fuerza_ 

Fh. 

Fx • Fh coa 60' • (57.956 kgr)(coa 60•) • 26,976 kgf 

Fy • Fh •en 60" • (57.956 kgr)(aen 60•) • 50.191 kgf 

Entoncee le expree16n vectorhl de \f,\ noe quede: 

r, • 20,9701 • 50.191j • 15.529, (kgr> 

eue 6ngulo11 dl rectores son: 

....c.. cae~' 28.978 • 61.12• 
60 
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~=coa·•~= JJ.23• 
60 ---

'/= coo' ~ = ?s.o· 
60 

Ahorl!I tomamos le ruerZl!I ¡F, J y hecemoe la 11leMO que con 111 

rue1ze Jf,¡ 
&ngulo de le IFal con respecto el ejl! z 

'f· 90• - 60" • 30" 

co"ponent• di! 1 r~1 en z 

rz • 1r,1 C09 30° • (40 kg-r) Ceo• JO") • 34. 641 kg-r. 

obtenemos le componente hori zontnl rh 
fh • (40 kg-r) (coe 60") • 20 kg-r • 

y obteniendo loe componentee f'>e y fy de lo ruerze fh 
r. • (20 kg-r) (coa 60') • 10 ku-r. 

fy • (20 kg-rJ (sen 60•) • 11.321 kg-r • 
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por lo tente le expree16n vector1el de 1 t,¡ nos quede: 

r, • 101 • 11.J21J • )4.641 ck2fl 

loe finguloe directores son: 

-'• coa·• 1º. • ~ 
40 

~ • coa·• .!2.!.E.l • ~ 
40 ---

l· coa·• ~•:Jo• 
40 = 

b) Le resultante 1f de laa ruerzee IT.I y lt'1I e~te dedn por le_ 

expree16n vectorhl. 

1l" • (28,9?81•50.191J•15.529k) + (101+1?,J21j+)4,641k) (kgr) 

H • 38.9?81 , 6?,512j • 50.1?0k (kgf) 

le m8gn1 tud de R ea 

lií\. 1/00.910¡' • C61.s12i' , cso.110¡' l 
IR'\. g2.7os kgf 

eue finguloe d1rectoree eerfin: 

..e• coa·• ~ • 65.14• 
9í'.í'05 === 

~ • cae... ~ • 43.26• 
92. 705 

r • coa.., 2º.!..!L • 5? .24. 
92.705 = 

14.- Considere que une puerta puede ebrirae de lee e1gu1entee -

formes: empujandola o jalfindole por P.l centro. 51 en embaa C.!!, 

sos le intensidad de le fuerzo que ee aplica a le puerta ea de 

0,?5 kgf tal como se mueetre en ln figura: 



+Y 
1 
1 
1 
1 
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: IF,l:o.To·t.gr 

----~-:-~-~· 
n) Empleundo un sistema de i!Jes é'omo- e't l~~lcedÍJ obtenga -

le expree~6n vect~rlal de la fuerza que oc_tGa': e'~n_· .. ~i:i_o·' V _C!t'ro ce­

so, cuando su poelc16n es le· Que se 

b) lSe puede conelderar que en embae caeos los erectos pr2_ 

ducldoe o la puerta son los mlsmoe? En coec er1rmstlvo enuncie 

el prlnc1plo en QUP apoye su cune1tJerec16n, 

Solucl6n: 

e) Como vemoa la fuerza lf'1I se ublce segó~ !JU dlrecc16n y 

sentido en el segunrlo cuadrante, v el &ngulo que forme con el -

eje x ea de O. • 90• - 30' s 60• 

euo componentes rectangulares san: 

Fx • -CO. ?< kgr) (cos 6íl") • -O. 3?5 kgf 

rv • (O. ?5 kgr) (e en 60') • n.6~0 kgf 

por lo cual su e .. pres16n vectorial esta dl'!de par: 

r. • -0.3?51 • íl.650j (kgr) 

le ruerze 1 r ... 1 tendr& la mt9mo expree16n, debido o que presenta 

lee m1amee cerecterfet1ce!'3 (megnllud, dlrecc16n y sentido). 

b) 51, dr hrcho oe debe cano1ocrar anf, ya que el pr1nc1-­

p1o oe trensm1!1lb1 lSdad (en el cuel nea apoyamoe) nos dice: dos 

fuerzas tendr6n Pl mismo efecto sohre un cuPrpc 9lempre y cuan­

do t.engon le mismo magn1 tud, rJl rccc16n y sentido aunque no ten­

gan el m1emo punlu de opl lcecl6n pero el la mlsme lfrlt'u de ec:c.!_ 

6n, lo cual ee de en el problema. 
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1s.- (ncuentre lo resultante en el siguiente coso: 

IF,I: 100 kgt 

Saluc!6n: 

Primero obtpnemos lea componentee rectunguluree de cadu --

une de laa ruerzoa. 

Pera 1 Ti\ 
fx, • ( 150 kgf) coa 60' • 75 •gr 
fz, . ( 1~0 kgr) COB 45' • 106.0G6 kgr 

mire obtener fy 1 hacemos uso de la ecuac16n de le magnitud de ... 

una fuerte. 

!f,I • Fxf .. fy'1 + Fz~ 
deepejemoa f~y _____ _ 

ry, • ./tf,t'- r.f - fz~ ~ • ./ cisoi' - (75)1 - (106.066)1 

Fy, • 75 kgf 

por lo que: 

~ 1• coa-• ...22,_ • 60• 
150 

le expreal6o vectoriel 
r, • 751 • ?Sj + 106,066k (kgr) 
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Pera ltrl 

Íx1· • (100 kgf) CDS 65• • 42.262 kgf 

Fyr • ( 100 kgf) CDS 25° • 90 0 631 kgf 

rz, • o 

la expresión vectorial de 1 f61 nos quede: 

Fr • 42.2621 + 9D.GJ1j Ckgf) 

Pera 1 T,I 

FyJ • -?8 kgf 

eu e1<preel6n vectorlol ee: 

T, • -7Bj kgf 

le reoultente eetar6 dada por: 

R". T, + Fr + T, • (751+75j+106.066kl+C42.2621+90.631Jl+ 

(-78j) 

R. 111.2621 + e7.631J + 10G.on6k (kgf) 

6.2 Deecompoelc16n de Fuerzas. 

r:omo ye hemae vtetc dos o m6s fuerzas Que actGen sobre une 

partlculu pueden eer reemplezadee por unn fuerza 6nlce (campos! 

cl6n de fuerzan) que produce el mismo efecla sobre le partku-­

le, lnvereamente une fuene Gnlca puede reemplazeree por doe o 

mlíe rul!rZA9 oue en conjunto produzcan el mlemo erecto !\ubre le_ 

partícula. Catee rul!rzaa se conocen como componentee de lee -­

ruerzeo y el praceao de rermnlnzar le fuerza por ellue ee llame 

•cteecompoelc16n de lee fuerzoa•. 

fieaulta ev1c1Pnte que pera ende fuene hebrll un nGmero lnfl 

nito de conjuntoo poe1bles de componentes. Loe conjuntos de -­

componentes que máe 1nter~e rev1nten oon loe conet1tuldoe por -

doo y tres compo11entes, pero aún BBÍ, Pl nG'Tlero de fcrmee en -­

que unn fuerza puede descomponerse es lllm1 tena. 
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Ejemplos: 

16.- En le rlgure ee muestran dos cat:lee y une berra en loo que 

actGe le ruerze F. Pera encontrar loe efectos en loo cablee v 
en le barre es necesario descomponer le fuerza t en lee fuerzas 

T,, T, v C que aquí se 1nci1can. 

Soluc16n: 

Primero obtenemos lee expreeionee vectoriales de cadl!I rue!. 

zo. 
Pare el cable T, 

ln linea de ecc16n de este fuerzo pesa e trov6s de los puntos e 

y d, y le fuerza este dirigida de d hacle e 1 los componentes -­

del vector dii', que tlenen la misma d1recc:16n de le fuerza, son: 

dx • 4m dy • ... 2m dZ • -4m 

le d1atanc1a total de d e a es: 

Fa" J (4)' • (-2) 1 
• (-4)

1 ~. Gm 

1ntroduc1moe loe vectores unlterioe 1,j,k y nos quedo d8 
Fa" • 41 - 2j - lk (m) 
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obteneinoa au vector un1 ter1o 

41 • 2 l- 4k • o.&&11 - o.n3J - o.G&7• 
6 

por lo Que le exprea16n vectorlal de T nos quede 

T, • IT,le,.• a.&&1IT,l1 - a.JJJIT,IJ - a.&&7IT.lk (kgr) 

C•bl• T, 
eeta d1riglcro del punto d el punto b, hu' componen tea del vector 

db, con le 1rt1e•e d1recc16n de ln fuerza eon: 

dy .. 4tn dl • -'-"' 

le d1stnnc1ts totnl de d e b f!e 

je;¡; 1 • j (4m)
1 

• (411)
1 

• (•4M)
1 i • G,92!lm 

tntroduclmoe los vac:toree unitarios 1,j,lc: o db 
ifti • (4m)1 • (4m)j - (4m)k 

su vector unltorlo ner~: 

e. • <4ml1•< 4"l 1-( 4mlk • o.~171 • a.577J - o.577 
6.9Z6m 

•rntonc•s le e...:preeión wetlorh1l de T¡noe uueda 

T, • a.snJT,j1 • o.snfl',iJ - a.s11IT,ik (kgr) 

Parn lo barra C 
la 1u::pr!!sl6n de le barre t' queda 

~ .JG"lk <•grJ 

Para la ruerzn T' 
por au l!nl'e d• ecc16n "ª Del punto d el e, por lo que lee conip.a, 
nentes del \lector déi son: 

d>e .... )m dy • °"' dz • -'4• 

y au diatencla total 
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Metiendo loe vectores un1ter1oe tenemos: 

dC • -JI + oj - 4k (m) 

el vector un1 ter lo ser': 

e",.,. ..Ji • O l .. i.k • •0.61 + Oj .. O.Sk 
5 

le expres16n vectorial de IT"Jnoe queder6: 

r. -o.6lr!1 • Oj - o.elT¡k 
euet1 tuyendo el valor de rr1 u '~º kgf 

r . -o.6C?~oH - o.ac15o)k <•gr> 
r . -4501 - 6ook Ckgr> 
Ahora hacemos la eume.tor1a de fuerzas en cede eje eupon1e!!_ 

do el punto d E!n equilibrio y tendremoo: 

:Efx • o • o.667 ¡T.¡+ o. 577 j'f,¡. 450 (kgf) 

s.rv •o. -o.JJJIT,I + o.577IT,¡ (kgr) 

:trz • o • -0.661 ITd - o.s77 IT,I. le 1 - 600 Ckgr) 
cnr. ~eta tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres lncognl 

t.ett. 

o.667 IT,f • o.577 JT, 1 
-o.JJJ ITd + o.577 1T,1 

• 450 --------- ( 1) 

o --------- (2) 

-0.667 IT.i - 0,'m JT, 1 • le 1 • 600 ()) 

pera resolver el aloteme procedrmoe de la siguiente manera: 

despejamos IT,I en le ecuac16n (1) 

IT,I. 45º - 0 •
577 ll',J • 674.663 - o.865 li'1l ---- <4l 

0,667 
eueti tu1mos rr.i en le ecuec16n (2) 

-o.JJJ(67•.66J - o.a6s IT1I > + o.571 IT1I • o 
-?24.663 • o.2aa IT11 + o.577 IT1I • o 

deepejendo e IT 11 

IT1I • ---=2"'2"'"
4

"'•6"'
6
"3--. 259.?J kgr 

<n.2ea • o.577) 
euet1tu1rnoa lTrl en le ecuac16n (4) y tenemos: 

IT.I • 674,663 - o.B65C259.13) • 450 <gr 
sustituimos JT, 1 y IT1I en le ecuación 0) 

-o.667(450J - o.~77C259.13l • 1r1 • &co 



- 96 -

deepejendo e l'CI 
1~ 1 • 600 + 300.15 , 149, B6 

l~I • 1050,01 kgr 

entonceo le eoluc16n buecedo ea: 

IT1J • 450 kgf 
IT,J • 260 kgr 
1~ I • 1050 kgr 

1?.- Tres cables se unen en O donde se epl1cen dos fuerzee 

P • ?OOj (lb) y ~ • JOOl Clb). Encentrar lo tensión en ce­

da cable. 

p 

Zp 

Op 

Solucl6n: 

Tomaremos el punto O corno el origen del sistema de coorde .. 

nades y obtengomoe loe componentes de cade cable. 

Caole Oí~ 

su lfnen de acción, la suponemos del punto O al punto A, por lo 

que loe componentee del vector ÜA son: 

dx .. O dy • o dz • -2p 
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como le 01stencie total es ID"'A'I • 2p e introduciendo los \lecta ... 

res un1ter1oe l, j, k tenemos: 

~. -{2p)k 

y el vector unitario 

eo.a • -1k 

entonces 

C•ble OB 

la línee: de ecc16n de este cable le suponemos de O e A entonces 

lea camponentee del vector 00 ecn: 

dx • 2p dy • -6p dz • 3p 

la dietencle total de o a a es: 

liiiíl • .¡ {2p)' + (-Gp)1 + 0p)1 L • 7p 

introducimos los vectores 1, j, k el vector mr 
1i!f • (2p)I • {Gp)j • (Jp)k 

entonces el vt!ctor uni ter lo de ñ8 ea 

eo1 • 

por lo tanto 

<2pll-<Gp)j+Op)k • 0.2A6i • 0.8S7j + 0.429k 
7p 

To• • 0.2BGl""foal! - 0.857\To.\j + 0.429\Ta.lk Clb) 

Cable OC 

suponemos Que al c:eble actúe del punto O el punto e, por lo (1ue 

los componentes C1el \lector OC son: 

dx • -6p ; dy • -Gp dz • )p 

le distancia tote.l del vector ea: 

\iiCI • V (-6p)
1 

• (-Gp)' • (Jp)
1 ~. 9p 

lntroduclmos loe vectores 1,j,k el vector OC 
OC • ·(Gp)I - (6p)j + (Jp)k 

y obtenemos su vector unitario 

eoc. -CGpll-lóplJ+Oplk • -0.6671 • 0.667j + O.JJJk 
9p 
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par lo Que 

Tot • -0,667\Tocll - o.667JT0clJ + o.3nlToci• Obl 

11hcra CBlculemoe le aurae de fu•rzes In cede eje, eupon111ndo el -

punto O en equ111tlr1o, ee decir r:F • O 

rr. • o • o,2861To•I - o.667\Tocl + 300 

rfy • o ·-0,857IT .. I - o,667\Tocl + 700 

rrz • o • o.429\Toe \ + o,3nJT0 cl -IT0 .J 

(lb) 

(lb) 

(lb) 

hemoa obtenido un alste,.a de tne acuaclonea con tre1 lncoc;¡nltea 

au eoluc16n aer~ h soluc16n buscada. 

0.286 \T0 , I - o.667 \T""I •• 300 ---------- e 1> 

-0,857\Tool - 0,667\Toc\ • -700 ---------- (2) 

o.429\T0 ,\ + o.JDJT.,c\ - JT0 .I o---------- Ol 

pera resolverlo procedemos de la siguiente menere: 

d•epeje1t1oa JT01I de le. ecuación (1) 

IT •• J. -JOO • º· 667 ITocl • -1048.951 + 2,332 JT.cl --- (4) 
0.286 

auatl tulmoa IToslen h ecuacHin (2) 

-0,8'7 (-1048 0 951 + 2.JJ2 IToc\) - 0,667\Tocl • -700 

898,951 - 1.999\Tocl - 0.667\Toc\ • -700 

d1epejemoa ITocl 
JToc J • (-700 - 898, 951) • 599, 76 lb 

(-1,999 - 0,667) 

ehora euatl tumo e \Toc\en (l.) 

T0 , • -1048.951 + 2.JJ2!599,7él • 349,69 lb 

1uatltul1110a ITool v JTocl en la ecuacl6n Ol 

-IT •• I • o.429049,69) • o.n3C599,76l • o 

dupejn9'0B ITo..,I 
IT •• I • 150.017 • 199. 72 

IT •• I • 349.7• lb 
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por lo que le soluc16n buacede ea: 

l'ro, • 350 lb 

l'roc 1 • 600 lb 

l'ru 1 • 350 lb 

18 ... Une cerge w este euependide de tres cablea, como se muee·­

tre en le figure. Determinar el velar W el le tensión en el C.!!, 

ble 80 ea de 975 lb. 

Soluc16n: 

lameremos el origen de coordenedae el punto O. 

Carga w 
la carga w tlene solo componente en el eje z y como actúe hacie 

abajo entonces e!J negativa 

¡¡. -lwlk Obl 
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Ceble liií 
euponemoe que actúe de O hec1e B entonces loe companente9 del -

vector 08 son: 

dx • -Sp dy • Op dZ • 1'-P 

le d1etenc1e del punto B al O ea:· 

lliiíl • J(-5p)
1 

+ (Op)
1 

+ (12p)
1 v. 1Jp 

introduciendo loe vectores unltorloe 1, j, ~ k el' vector mr te­

nemos: 

DB • -(5p)1 + (12p)k 

y el vector un1ter1o ser6 

por lo que: 

-(5p)l.(12p)k 

1) p 
-O, JB5L+ 0,923k 

To•• (975 lb)(-0.385)1 + (975 !b)(0;923)k 

To•• -375.3751 • B99.925k Clbl 

Ceble DA 

euponemos que el cable oct6o del punto O el punto A, por lo 

cual los componentes del vector DA eer&n: 

dx = 4p dy • - Gp dz • 12p 

la dletancle de A e O ea: 

\iiA\ • J (4p)1 
+ (-6p)

1 
+ ( 12p)

1 ~ • 14p 

el vector unitario r1e AD 

00, • C4pll-(6p)J.C 1?plk • 0.2861 - 0,429j + O.B57k 
14p 

entonces tenemoe: 

T., • D,206\"l'o,\ l - e.429\T0 ,\ j , D.857\T0,\ k Clbl 

Ceb le OC 

suponernos Que el cable actúa de O hacia C, entonces eue compo-­

nentee oer&n: 

dx .. Op dy • 9p dz .. 12p 
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le cUatnncJe de C hec1B O ee: 

1oc-1. J c9pl' • e 12pl' ~ • 15p 

lntroduclendo las vectores uni terioe tendremos: 

OC• C9p)J + C1?plk 

celculendo el vector uni ter la tenemoe: 

eac • (9p) 1+(12p)k • 0.6j • o.ek 
15 p 

entonce e tendremos: 

Toe • o.6 ITocl J + 0.0 ITocl k 

Haciendo ]e aume de ruerzee en ceda eje tenemos: 

rx • o • -375.375 , o.286ITOAI 

rv • O • -0.429l"To•I • n.GITocl 

rz •o• -liJI + 899.925 + 0.857l"To•I + o.0ITocl 

eel pues tenemos un s1eteme de tres ecuaciones con tres- lncogn,!; 

tes. 

o.286ITo•I • 375.375 ------------------------- <1l 

-o.429rr •• ¡, o.6ITocl. o ---------------------- <2l 
-lwl. o.0s1rr •• 1, o.0lrocl. -899.925 oi 

de le ecuect6n (1) tenemae: 

!To•I • ~ • 1312.5 lb 
0.286 

suotltuyendo ITOAlen Is ecuación (2) y deepejendo ITocl 

ITocl• 0.429(1312.5) • 938.44 lb 
0.6 

sustituyendo IToA 1 y ITocl en la ecuscl6n (3) y despejando liJI 

liJI • 899.925 , o.e51c1312.5l • o.8C938.44l • 2775.49 lb 

entonces lo soluc16n es: 

ITo•I· n12.5 lb 

ITocl • 938.5 lb 

lwl • 2775.5 lh 
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6.J Vector Equipolente de une fuerz8. 

Se define el vector equipo lente de une fuerza, como el veE_ 

ter que represente e ese fuerza. 

Ejemplo: 

19.- Obtenga el vector equipolente de le ruerze cuya magnitud -

ee de 100 kgr ee encuentre en el segmento A(~ ,2 ,3) y 8(6,5,0) 

Soluc16n: 

Primero obtenemos el vector del segmento AB 

Alí • (61 • 5j ) - (q + 2j • Jk) • 2l + Jj - )k 

deepu~e calculemos lo 111etenc1a de A e B 

IA!r\ • J <2>' + o>' • <·J>' ~ • 4,69 

el vector unl terio de Aif es: 

ª"' • 
21 • 3J-Jk • 0,42641 • 0.6J97j - 0.6J97k 

4.69 

entonces el vector equipolente de le fuerzo ester& dedo por: 

r ... IFT• ... <100 kgrJ(0,42541.o.6J97J-o.6J97kl 

r •• . 42.541 • 6J.97J - 6J,97k 1kgfl 

IV.7 Momento de une fuerza can Heapecto o un Punto. Su Oeflnl-­

c16n Hetem6t1ce e lnterpreteci6n f{elce. Condlc16n Neceeerla -

y Suficiente pare que el Momento eee Nulo. 

?.1 Homenta de una fuerza heepecto a un Punta. 

Dada une fuerza t QUP. actGe eobrr un cuerpo dg1do 1 un PU!: 

to de apl1cec16n A ( pera le fuerza r ) el cual ee define por -

el vector r que une el punto de rererencle fijo •0 11 con el pun­

to "A• (vector de poe1cl6n de A). E.l vector de poelc16n r V le 

fuerza r definen r.l plenu mo9tredo en le figura e1gu1ente: 
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Mo 

F 

7 .2 Oef1n1c16n Metemli.t1ca. 

t::l momento de une ruerze 1" con respecto e un punto O _se d.!, 

r1ne como el producto vectorlol de r v F : 
Ha • r X r 

El momento Ha debe eer perpendlculer el pleno que contiene 

e O y a t'¡ el eent1do de Ha ee define por el eent1do de rotocl-

6n que podría llevar el vector re ser col1neeil can el vector r 
(este rotac16n ea le que t t1ende e imprimir el cuerpo)¡ le d1-

reccl6n ee perpendlculer el plano en el punLo o. 
51 llamemos e el 6ngula comprendldo entre lee Uneea de a_s 

c16n del vector de poelcl6n r y le fuerzo f tendremos que el m.e_ 

mento de r con respecto e o ea i 

He .f f een&. fd 
donde: 

d.- t:e le dletenc1e perpendicular oeede a e le Hnee de ºE. 
cl6n de r. 

7.3 Interpretac16n fie1ce. 

Le lnteroretec16n rle1ce del momento de une fuerza respec­

to e un punto ea: •1a tendencia de le fuerza re impartir un m.!!. 

v1m1ento de rotec16n el cuerpo r!gldo alrededor de un eje rijo 

d1r1g1do según Ha. 6'o -
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Ejemplos: 

20.- Une fuerza de 980 kgf de rnegni tud tl~ne ~or .~~er~_~, c:Urec-

taree (6,2,3} y pase por el punta Po (-2,~,7) (m). 

Calcule: 

o) El momento ae la fuerza dede con respecto al orlgen. __ hella~dD 

le magnitud y Clirecc16n de este vector. 

b) El momento tle eea fuerza can respecto al punto Q(1,-.1~·1f· (m) .. 

Solucl6n: 

n:) Como loa números dlrectorea de le fuerza son .(6,2,)) e!! 

toncee el vector de le fuerza es: 

V • 61 't 2j 1' )k de donde su magnitud ea: 

¡;;¡. J <&>' + <2>' • (J)' ~. ? 

par lo Que el vector un1terla set"~: 

e. 11 
61 • 2 J.t)k • 0.8~71 • 0.286j + O .. f.29k 

? 

entonces la fuerza f en función de eue compcnentee eer6: -

r. 11·1 e, • 9ao kgf <0.85?1 , o.ze&J • o.429kl 

f • 8401 + 280J • 420k (kgrl 

que es el vector equivalente de lo fuerza f 
Ahont celculomoa el momento t con respecto ul origen .. 

Mo.r)(.r 
donde res: 

r. -21 + 4J • ?k \m) 

entonces: 

iio • l 1 J k \ 
-2 4 ? • 

640 280 420 

( 1680- 1%0) 1-(-040-5880) J• (-560-3360)k 

por lo tento nos Quede el momento: 

l'lo • -2801 ; 6?20j - J920k (kgí• mL 

ae donde le megni tud del mamen ta eeta duda por; 

!Mol• Vt-280)
1 

• t6?20l
1 

• t-3920)
1 ~. 7784.81 kgr•m 
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eu direcC16n. con respecto e loe ejee x,y,z ea: 

-'= coe"".....:l.QQ..... = 92.aé• 
7784.61 = 

~ = coa' ...Jili'.Q_ = 30.32. 

7784.81 = 
r = coa' ....::l'WL = 120.23• 

7764.81 ---

b) Primero obtenemos el vector de poe1c16n que ve t.lel punto 

Q (1,1,1)(111) el punto Po (-2,4 0 7) (m) 

ii - (-21+4j+7k) - ( i•J•k) • -31 ' 3j +6k (m) 

ahora celcuhmoe el momento de f con respecto el punto O 

Hq -1~3 
840 

j k 1 

3 6 J · (1260-1660)1-C-126D-5U40)j•(-840-2520)k(kgf-m) 

280 420 

Ho • -4201 + 6300j - J360k (kgf-m) 

21.- Determine el momento con respecto u loe puntos A y B de· lee 

doe ruerzee moetredee en la rlgure: 

4" 

1 
1 4" 
1 A .J __ 

- - -+ 
8 

¡. e" ~ ' 
,1 
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Suluc16n: 

fuerza lri 1 
Obtenemos lf. I en func16n de eus componentes rectangulares. 

r; • 100 lbf (coe Jll' 1 + sen Jll' j) B&.61 + SOJ Clbf) 

su vector de poe1cl6n con respecto el punto A 

r• • -61 + Bj (In) 

realizando el producto vec:tarlel tenemos: 

1 

1 

-6 

B6.6 

~ 1 • (-JOO - 692.B)k 

50 

ti). • -992.Bk Obf•ln) 

vector de poe1c16n de lfil con respecto .el pun_to·B eer' 

r1 • Bj (In) 

haciendo el producto vectorial 

H~ • 1 e~. 6 5~ \ • -692.Bk (lbf• In) 

iíl • -692.Bk Obf• In) 

fuerza rr.1 
Ponlendale en runc16n de eue componentes: 

l'", • ( 100 lbf)(-cos JO'! + sen JO" j) • -86.61 + 50j (lbr) 

el vector de poelc16n de lf,\ con respecta e A es: 

r .... -61 + 4j (in) 

calculando el H... tenemoe 

¡¡: • 1-: 
ü&.6 

p;: • 4ó.4k 

~ \ • (-300 • J<.6,lo)k ,o 
(lbf•ln) 

el vector de poelc16n de IT.\ con respecto el punto B ea 

r, • loj (ln) 
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entonce e: 

¡:;: • 1 ~ J l · 346,4 Clbfoln) 

-86.6 ~D 

22.- Une ruerze "(i de 25 lbf de 111agnitud ectGe sobre une ver1- ... 

lle doblada. Determine el momento de P con respecto el punto C 

Saluc16n: 

Primero obtenemos le d1recc16n de fJ' con respecto a loa -­

ejes x 11! z. 

"". tg·• _!!,_. 53.13' 
6 

r. tg·• -L • 36.87' 
8 

entonces el vector equipolente de P nea quede: 

1T • (25 lbr)(coa 53.13 1 - coa 36,87 k) 

¡r • 151 - 20k (lbr) 
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ObteneMoa el Vlifctor de pae1c16n del punto 8 con respecto al C 

r • -12j • Sk (ft) 

antonc•a Cl!llculamoa el rnomanta d1 l5' con respecto e C nea QtJBda: 

-12 

o 
: ¡ . 2~01 _ 120j • 160k 

-20 

Obf•ft) 

7.r. Cond1c16n r.eceaerla y Surlchnh para que el Jolclmento 11ee .... 

Nulo. 

O• acuerdo e h det'lnlc16n del 1110111•nto di una ruerza con -­

reapacto a un punto: H. f x T ; al T ~ o, entonces el momento -

dR la fuerza J'eapactO al punto •Q• &e anular& l!IOlDIJ\ente cuando 'f 
11a cara o paralelo a f; 1n embae CH101 T pase por •o•. Por lo -

tanto: 

•El MO!Jlento de une fu1rza con r•apecto a un punto ae anule_ 

cuando y 1olarunte cuenda, 1u Un1a de acc16n pasa por •l punto" 

Eje•plo: 

23.- Ol!lda h fuerza 

r . 451 • 20j • 5k (lo) 

QUI! peas por el punta P(9 9'6,1) (ft) determinar el momento di T -
con r1ep1cto al punto O cwe ea el orloen de lis coordenad1111 x,y, 

z e 1ntarpnt11r al re11ult11do. 

Soluc16n: 

Coino •11bP011 

r . 91 .. r.j + k <rt> 

i'\ci.rxf"·I: 
45 20 

k 1 : ¡ · (20-20)1-(45-45)j+(180-160)k • o 

por lo QUI 118 deCluc• QUI! r V 1' tienen COllO 6ngulo entre e lloa -­

Q • O ¡ por lo que eon paralelo•, en eate caso tienen la mhma -

línea de acc16n. 
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IV.e Coordenadas Vectoriales de une Fuerza. 

Sea le ruerze T • Fxl + fyj + fz.k ¡ v Ho • Hx1 + Hyj + f'\zk 

el momento de h fuerza r con reapecto el or1gen, entonces lee_ 

coordenedae vectorhllee de le fuerza 't (teinb16n conocldee como 

plOckerlenae) eet&n definldee por: 

{Cf•1•fyj<f Zk), (HK1'Hy j<HZk)) 

Ejemploe: 

2t..-- Determine les coordenedea vectorlalee de le fuerza ind1C.!!, 

da en le figure. 

Soluc16n: 

Primeramente obtenemos el vector director de le fuerza, el 

cual vo del punto A el punto B. 

iiií • 01•6j) - (6k) • 31 ' Gj - 6k (m) 

obtenemos ahora su meyn1tud total del punto A el B 

\AEil •V O>' • <&>' • H>l' ~ • 9 m 
entonces el vector unlterlo eer~: 

•••• 3l• 6J-G• • 0.3331 • 0.666j - 0.666k 
9 
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por lo c:ue Lenernos Que el verlor equ1pu1ente de la fuerza ea: 

T • (6JO kQ-r)(O.JJJl•0.666j-0.666k) 

r. 2101 • 42oj - 420• (kg-t> 

y calculnndo el momento con reispecto el orlQen de la fuarze t -
que pe1a por el punto 8 de coordenada• (3 1 6 1 0) 

' 1 

Ha·/ J 
210 420 

• (-2520)1 - (-1260)j • (1260-1260)k 

~ • .. 25201 + (kgf-<11) 

Entonen hia coordenadi1e vectorlolea de la fuerza 11"'1· 630 

(kgr) que pala por el punto, B0,6,0) eon: 

T. {c2101+420j-420k) , C-2s201.1260jJ\ 

donde le fuerza este expresado en kgf y el momento en kgr-111. 

25.- Dadas he coordenadas vector1elee de lee sl~ulentee fueruia 

encuentre un punto de sus Hnees de ecc16n. 

r; • {<2101.420J-420kJ , C-25201+126ílj) J 
r;. ¡ c-2101.1oeoj+J60•l , c-10eoJ+J240kJ l 

ln fuerzas H! expresen en tone ladee y lea longl tudee en metros. 

Soluc16n: 

Par., la ruerze 1", 
COINJ •ebe•oa el moniento este dado por Mo • r )( t entonces: 

Ho• I r! rv r~ I · C-420ry-710rz)l-C-470rx-210rz)j• 
210 420 -420 +(420rx-210ry)k 

ten••Da Que : 

(-470ry-210rz J 1 +(420r<+210rz Jj.C42Dr•-210ry )k • -25201+1260j 

entonce• heclendo le eu11a de com~anentee en cede eje tenemos: 

:f;Fx • O - 420ry - 210rz • -25?0 

~fy • lt20rx ..- O ..- 21Drz .. 1260 

rrz • 420rx .. 210ry • o 
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ahdlre ten111t10a un aleteina de trua ecueclonea con trea 1ncogn1t1111, 

•l cual procederr1Da a reaolver de h e1ouhnte manera: 
lt20r>< + • 210 rz • 1260 .... ________ ( 1) 

o - 21orv - 210 rx • -12&n ---------- (2) 

O - 420ry - 210 rz • -2520 --------·- (3) 

d1 la ecuac16n (2) tenetnoa 

ry 12&0 - 2 10rz • & _ rt ---------- ( 4 l 
210 

auat1 tuyenáo ry en 0) d•epeje.ndo rz 

rz • -2520 • 25?0 • 0 
210 

ahora auat1tu1MO• rz • O en h l!Cuac16n (lt) 

ry • 6 - O • e. (m) 

11uat1tu1moa rz • O 1n la ecuec16n ( 1) 

lt20rK + O • 1260 

rx • ~ • J"" 
420 

la •oluc16n del ahte•e. ea: rx • ' • 
ry • 6 11 

rt • O • 
por lo Que un punto de la Unen de acc16n ea: 

p (J,6,0) ~l'.2.!L.. 

Poro f;'",¡ 

P.i • ¡ r~ ry 

-270 1080 

elQulente 11anera: 

r: ¡ • Oe.Ory-1080rzll-Oóor .. 270rz)j+(1080rx 

360 +270rylk 

el hacer le ewao de fuertes en cede eje tene"'°e: 

i'íx • O + 360ry • 10B0rz • O 

Eíy • -)60rx + O - 270rz • -1080 

Zfz • 1oaorx + 2iorv + o • ne.o 
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pera resolver,el eiateme lo scomodemoe de la siguiente memrra: 

-360rx + O - 270rz • -1080 -----"---- (1) 

10BOrx + 270ry + O • 3240 ---------- (2) 

--0- J60ry '+ 10BOrz • o ---------- (3) 

mul t1pl1C:~~do, pár_··l la' ec~ac~6n ( 1) y. aumendole a la ecuec16n 

(2) 
;, ;_, 

'-360¡.;;-. - ·a- - 21orz. "1080 ---------- c1i 

o-.' J. 270_ry_ - 810rz • q ~-
+' J60ry + 1080rz • o ----------

de le ecuac16n (4) tenernos: 

rv • 810rz • Jrz --------- (5) 
270 

suatituyendo ry en (3) despejando rz 

360 ( 3rz) + 1080rz • O 

(1080+1080)rz • O 

rz • O 

suetltuyendo rz • O en la ecuec16n (5) tenemoe: 

ry • 3 (O) • O 

aust1 tuyendo rz • O en ( 1) 

-360rx - 270(0) • -1080 

rx•~•3rn 
-360 

(q 

(3) 

por lo tanto h eoluc16n del eiatems ea: rx • J m 

ry • O m 

rz • O m 

• entonces un punto de la línea de ecc16n de 11'"11 es: 

P (J,O,O) en metros. 
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IV.'J 11omento de une fuerzo can Reopecto e un Eje. Cond1c16n l'4!, 

ceeerle V Suficiente pare que el Ho:nento Sea ~ulo .. 

Cone1deremoe: Une fuerza f que ectGe aubre un cuerpo dg.!_ 

do¡ y el momento Mo de eea ruerze con respecto e O, representa­

dos en le siguiente rlgure. 

L 

See OL un eje que peaa por O¡ def1nlmoe el momento H de 

F con respecto a UL como la proyeccl6n OC. del momento Ha sobre_ 

el eje OL. Representando por "é el vector unlterio en le direc­

ción OL 1 podemos escribir: 

110\. • e·Mo • e ·<'T )( F> 
QUE! 008 demuestro QUE! el momento HOL de 'f con respecto al eje -

OL ee el escalar obtenida al ejecutar el triple producto eece-­

ler de f?, f y f. 
Podemos expresar t101.. en forme de determinante: 

1 

·: HoL • ,.. 

íx 

ey 

fy 
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donde: 

ex, ey, ez • cosenos dlrectaree del eje UL 

x, y, z 11:. coordenadas del punto de apl1cec16n de r 
Fx, fy, Fz • componentes de le fuerza t 

Oef1n1moe: Que el momento HoL de f con respecto a OL mide 

le tendencia de la fuerza r a impartir el cuerpo r!gldo un mov.!_ 

miento de rotec16n elrdedor del eje fijo OL. 

De este def1n1c16n concluimos que: •1:.1 momento de T con -­

respecto a un eje coordenado es igual e la componente de Ha can 

respecto a olcho eje•. 

Suetl luyendo suceel vamente cada uno de los vectores unl te-

r loe 1, j, k por e tenemos: 

Hx • yfz - zfy 

Hy • zfx .. xfz 

Hz • xfy .. yfx 

Generel1zando tenemos, el momento de une fuerza f aplicada 

en A con respecto e un eje QUe no pese por el origen, ee obtie­

ne un punto arbitrario B y determinemos la proyecc16n sobre el_ 

eje BL del momento t'\• de f con respecto e B. 

F 

8 

e 
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Eeto es: 
MaL • e.H ... e.e r x f) 

donde or • r .. - r. represento el vector que une e 8 can A. Si 

expr12eemas H en rorma de determlnente: 

, .. ey 

ez l H" • Ax Ay Al 

fx Fy ÍZ 

donde: 

ex, ey, ez .- cosenos directores del eje BL 

A·x· • ;ic,. .- .. óy "" YA - V• bz • .. - ,. 
F)C:, r_y, ft •. - componentes De lo fuerza f 

Ejemplo: _ 
26.- Una fuerza tiene por vector equipolente el 

r • 21 - 2J • k < 'º 
y su Hneo de ecc16n pesa por el punto !-.lo(2,3,5) {m) .. EnC:uen-­

tre sus momeMtos con respC?cto a trea eje9 respectlvemen,tE!! pnr~­

leloo o loe coordenactoo r¡ue pmum por el punto Q(1,7 1 -2) (m). 

Soluc16n: 

Primeramente obtendremos el vector de paslc16ry·llel·pÚ~·t~~ -
Po al origen U de los ejes toarusmudoe 

r • (2i.3j,5k) - (! •7j-2k) • l - 4j + 7k. '(,;,·j 
ahora calculom0s el momento áe lo ruerze reepec:t~. s.J. P~~'to Q~ 

Mo • I; =~ : \ • (-4.i•H - ( 1-14)j + ~-2+8~k: IS·m) 
y ::m: :~1 a:b:~~a • e~k mom:~::m~e une fuei;~;¿~~ec~o a un eje •• 

M • @• Ho __:___ º~-- ¿.:,:¿·;:·.~-~~~tqL~~-:.::~;·.' 
entonces pero el eje X tenemOB. e».:~'i--': .. ~;~~~._-~:~~-:~-- -~- ·-

Mx' -x • l'(10l+13j+6k) • 101•1 + 1J1•j ;·6¡;·;( /jo ··(tf•mJ 
' ::. ,_.:.<e-, 

ye Que una regle del producto escel~-r -é~': ~-
l•l•j·j·k-k•i 



- 116 -

Oe lguol manera pera loa ejes y -V z tenemos: 

11v·-v. j(10t.13J+6kl. ~~ 

11z'·z. • k(101•13J+6k) • & (tf•m) 

Resultados: 

M11t"-x " 10 (tf•m) 

11v·-v • 1) (tf•lll) 

Hz" -l • 6 (tf•m) 

Con ea to comprobamos que el momento de une ruerze respecto 

e un eje coordenado (en este ceeo peralelo) ea igual a la c_amp~ 

nente de Mo con respecto a ese eje. 

27.- encuentre el momento de la ruerze 1nd1cede en le flgura, .. 

con respecto e los ejea coordenados y al propio CA. 

•' 

Solucl6n: 
Prlmeremente procedemos a obtener lea componentes de la .. _ 

fueue Ir! • 1170 kgf. 
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1ece•oe el vector director de h ruerza Ir\ (va -del P_unto .. e·:al -

C). 

v. < 12J + ••> - 01> • -31 •. 12J:,+ 4k:: . ¡.,¡. 
le long1 tud de eee vector del pu~~o ·B_:~l· c,·!e 

l\i\. J<-3>' • cm' • <•i•Vfu~ 
entonce e eu vector un U ario ea ta dado _por: 

••• -)1• 12J·•• • -0.2)081 • 0.92)1j + 0,)077k 
1) 

por lo ten ta: 

t • (1170 kgr)(-0.2)081 + 0.92J1J + O,J077k) 

t • -2101 • 1ü80j + )60k (kgr) 

ehore celcuhmoe el '"omento de l• rurrre l" con nspecto 

o. 

1.27~ 
j 

)6~ 1 

tic • o • - 10BOj + J240k <•gr 

1080 

eneegu1C1e obtenemos el vector dln1ctor de h linee UA. 

ÜA • 31 • f.k (m) 

1111 mei;¡n1tud es; 

\iíi\\. VD)' + (4)' ~ • 5,. 

eu \lector un1tor1o eer&: 

i"CU\ .~. 0.61 + O.Bk 
5 

v como el momento de une ruerzo respecto " un eje DA ee: 

entonce11 tenemoe que: 

•l oriuen 

~> 

9.1 Condlc16n Neceeerhl y Sur1c1ente pera Que el HoMento da une_ 

Fuerza Re11pecto 11 un Eje aee rru1a. 

SegGn le def1n1c16n de HoMento de unn Fuerza Respecto a un_ 

eje tenetnOft QUI!: McJL • e"• (f X f) de donde el "f 1 0 1 ent.OnCR8 el • 
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1101nento de T con r1111pecto el eje OL 11!:! anule eohmente cu1mdo •u 

proy1cc16n t' sobre un phno nor111el el eje OL ee cero, o cuenda_ 

111 dhitenc1• perpendicular d de t'' e OL ea cero. En el primer C,!!. 

ea T 118 paralele !I OL y en el awgundo, eu linee de 11ccl6n corte_ 

11 OL. En embae ceeoe 1" v OL ee encuentren en el mlemo pleno¡ por 

lo tente: 

•El inomento de une fuerza con relHClÓn e un eje ee anula -­

cuando y aohmente cuando, le ruerze y el eja eon cophmerea". 



CAPITULO V 

'ESTUDIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS' 

V.1 Coordenedea Vectorlaln del 51ateme de Fuerzas. Equlvelen-­

cla Entre S1ete11111a de rueruse y aua Condlclones Oetermlnantee. 

1.1 Coordenadea Vectoriales del Shte"'a de ruerzna. 

Sea el datema de rueruus conetltuldo por t, , T, 1 T,, ••• F. 

y H,, Hz, H.1 1 ••• , 'K. loa 1r101-.entoa de cade unu de lee fuerzas con 

reapecto a •o•¡ ae dice Que eua coordenadea vectorlalea o PlOc-­

kerlanaa eadn definidas por: 
r •• n· "M •• ¿¡;¡ 

dond1r: 

r,. .- Ea lB fuerza resultante del nlstema, 

HR.- Ea el momento general del shtcme de fuerzas con res­

pecto al origen de coordenadne. 

Ejemplos: 

1.- Oadoa los ahteniee de fuerzas que ee muestran en lea rlgurae 

determine lee coordenadas vectorhilee o PlCckerhnee de cada una 

de elha. 

- ,,9 -
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So luc 1 bnee ! 

e) CelculolhOa primero lo fuerte reeultente del ehtema 

.,-, •'ir• -40k -251< ·10k - 501< + )Ok (tr) 

r ••• 95, <to 
ahora celculemoe loe momentoa de cede une de los ruerzee can re!. 

pecto el or19en. 

M.o • o (tf m) 

Hu - (21+2JJ • (-25k) • -501 + 50j (lf•11) 

Mio • ('2:1+(' j) 1't. (-10k) • - 201 + 50j (tf•ID) 

H,o • (1 +)j) • (-50•) .. -1501 ... 50j (tf•ml 

Mio • (41+4j) • (-JOk) • 1201 -12Dj (lf• .. ) 

hecemoa 11!1 sumo de loe inomentoa 

¡¡;, • fil: • 0-50!+50j-201 +50J-150! +50J+ 1201-120j 

H,.. • .. 1001 .. JOj (tr• m) 

ent~i:_~~!-~rden~~-~-ª vectorhles eco: 

lr, •. 95¡._ <tri , 

.j H• • -1~1__~ __ JOJ ___ <tr·~ 

b) Procedemoa de lr;¡ual fol'tl'le. 

r • • <-J01'1sJ-10J-2o•i •• 301 • sJ - 2ok <•vn 

y calculando 111omentoe teneinoo 
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;:r, •• (41) X C-10j) • -40Íc 

¡:¡,, • (41+4k) X (15j) • -601 + 60k (kgr. m) 

;:r,. • (10j+4k) x C-301) • -120j + 300k (kgr.m) 

;:r, •• (10j) x (-20k) • -2001 (kgr·m) 

realizamos le euma de loe momentos 

¡:¡, • -40k-601+60k-120j+300k-2001 (kgr. m) 

¡:¡, • -2601 - 120j • 320k (kgr. m) 

por lo tanto he coordenedee vector1elee de b) son: 

1 r". • -301 + Sj - 20k (kgr) 1 

1 H• • -2601 - 120j + 320k (kgr.m) j 

2.- Le magnitud dt!l e1ateine mostrado en le f1Qura, reepecto el -

ortoen, ea Ha • 3500 (kQf·m). Determine eua coordenedee vector1!, 

lee. 

20 m 

150 kgf 

5oluc16n: 

Primero celcuhmoe le eume tle momentpe 

¡¡, • (20j) x (1501) + (20j+10k) x <f coa 30j+f aen JOk) 

H.1t • 1.)4 f1 -+ JDOOk 

como 11ebemoe 

ii! • (1,34 Í1)
1 

+ (3000k)
1 

euet1 tuyendo 

(kgr•m) 
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H,. • 3SOO (kgf·m) y deapt?Jando T tenemoe 

T • .f05aol' - oooO)'¡. • U45.J5 •gr 

au1t1tuyenóo r en j:f¡i¡ tendre ... oe 

M• • 1.34( 1J45.J5)1 • JOOOk 

H.11 • 1802 .. 771 + J0001it (kgf ... ) 

ahora hacemos le ewne de fuerine 

T. • 1501 - 80j + 1345.JS(Co• Jrfj • sen JO.k) 

1'". • 1501 • 1085.0?j + 6?2.GBk (kgr) 

pe~ lo ·-~!-!~~~-~o~d~.~~~.:c::~.~~~n1ete•o eon: 
~ • 1501 • 1085.07j • 6?2.68k (kgi)ll J.:· . 1802.:..7~1--· JOOOk (kgr•m) -

1.2 (qu1velenc1a Entre Shtemna de fuertes y eue C::cndlclonee O.!,. 

terinlnentea .. 

Dos ah temes de fuerzas t, • Í1, r~ , etc., y fí, f(, f;, etc. 

son equlvelentea entre s{, si y eolemente al la11 eumee de lee -­

ruertot'I y hs eum.ee de loa momentos de loe P'uerzaa con respecto 

e un punto dado 11 0• de dos ahtefftee son, reepectivMtent• louts--­

lea. 

En conucuench ha ccnd1c1one1t neceanrlna y aurtchnha P.! 

re que aos alate•ea da fuerzas aeen eQult.l'elentee ecn: 

1) Que ej1rzen la f¡1sme fuerza sobre al cuerpo en cuelqul•r 

dlracc16n pnra empujarlo o jelBrlo. 

r:T • r)"' 
2) (.¡ye tengen lgueles ntomentoe respecto e cualquier punto -

pera Q1rer o torcer el cuerpo con respecto e d1ctio punto. 

r"Ho • r.Ho' 

Ejemplos: 

3.- Oedoe los e1etemee de fu1:rzns: 

(1) F1 • Bl • 5j -7k (kgr); ~(0,2,1l (ml 

1'"1 • -21 -9J + 15k (kgr); B(0,1,1) (m) 

m1 • 91 • 10j • 12k (kgr·ml 



(11) 1'j • 61 -4j • Bk 

mr • 141 -Jj -4k 

- 12) -

(kgr) ; C( 1 ,• ,•) (~) 

(kgf•.,) 

1nve1t1Qar el son aqulvnlentee entre e{. 

Solución: 

(hctuamoa la ª"""ª de ruerzae para prober al a1 cumple: 

¡:"1'1 ·~Ta 

r r¡ • 81 • 5j -7k -21 -9j • 15k • 61 -4j + Bk (kgr} 

''• • 61 - 4j • 8k (kgf) 

como vemoa ae cumpla 

Hi • If'a 

ehora probaremos le ecuec16n 

I;:\1 • t:Mu. 
:i.H¡ • (2j+k) X (81+5j-7k) + (j+k) X (-21-9j+15k) +91·10j• 

12k 

:i.Íi¡ • 1•1 + 16j - 2k (kgr·m) 

'MI • (1+4j•") X (6\.4j+8k) +141-Jj-4k 

I"Ha • 621 • 13j -)2k (kgr·m) 

co•o podl:!moe ver IRr ~ 'ff\ir.por lo tanto loa e1etem!le I y 11 no -­

ion equlvnlentee entre eL 

4.- LDl!I Ooa alr;;¡ulantea elstemaa de fuerzea son equlvalentea. Oe­

ter11inanae TJ y ii. 
(!) °1'o • 61 + 7j • 12k (kgr) A(0,1,2) (m) 

r, • 41 • Jj - 8k (kgr) 8(1,0,-1) (m) 

•• • -71 -6j -7k (kgr• m) 

m1 • 151 + 2j + 12k (kgf•m) 

(11) '' • 7 C(O,O,O) (m) 

m, • 2j - Bk (kgr•m) 

m• • ? 

Solucl6n: 

obtenemos la aune de ruerzne en el ahteine I 

Ir, • 61.7j•12k+41+Jj-8k • 101 • 10j + 4k (kgr) 

y CDl\O: 
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~"f, • Lí,, • ÍJ 

,I> • 101 • 10J + 4k Ckgr) 

pBr11 obtener • , primero hec1nl'IO• 11Uftl11 de "'Omentos en el 11ah•11 

l. 

Iii, • C1+2k)x(61+7j+12k) + (1-k)x(41+3J-8k)-71-6j-7k+151+2j+12k 

l!í, • 91 + 12J + 2k (kgr1 ml 

ahorn hacemos sume de nioinentos en 11 

~Hu. 2J - 8k + li• Ckor••l 

lguelomos 

J..i11 .'l.Hu 
91 + 12J + 2k • 2j - 8k • m4 

deepejBmoe Íñ• 

m •• 91 + 10j .. 10k (kgf•rn) 

V.2 Los Shte1111u lrraductlblea. 

Cuando un shteme de ruerzue Be 11pllca 11 algún cu•rpo y es­

te no presenta nlno6n efecto ext11rlor aobre el cu•rpo, se dlce -

que el cuvrpo v el 111ate"a de ruarzu ae encuentrnn an 1rqull1--­

brlo, al por el contrario, el •letema de ruerzee produclfl ub ehE_ 

to &Ktarior eobre el cuerpo (mav11Q1ento) entoncea 1u! dlca qu• el 

cuerpo y el a111h:inn tJe fuerz1u1 no ae encuentren en equlllbrlo, -

por lo tente oe tiene une fuerza reeultente, que en el ahte•a -

m&a sencillo e que se puede trnnAfarmer a convertir un 111ete111e ... 

de ruerzan, e P.otue s1etemna ae len conoce como •at•te1nel!I lrre-­

ductlble••, loa cuelea aon: une fuerza, un par, una fuerza V un_ 

par no coplanoe y l'l er:;ulltt:Jrlo. 

2.1 Un11 fuarz11. 

El ehteMn n1Ae aenclllo r:e loe 01e\.en1e• 1rue1uctlbhe ea al 

de un11 fuerza, en el cual 11e otltlene aolamente le fuerza reeul-­

tente dal a1ateme, teniendo de este •anere una fuP.rZl!I Única, cn­

pnz di' producir loa mh11no1 efectoe que todas les fuerzas que 11c ... 

tG11n o componen el l!llatemn. 
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2.2 Un Par. 

Eete aa otro du los e1atemea lrreduct1bha 1 el cual cona ta_ 

d11 doa fu•rzu paralehiD, no coUnealea, las cuele• t1en111n la --

11h•e inegn1tud pero unt1do contrerlo, c¡ut producen un 11om11oto, 

2 .3 Una Fuerza y un Par no Coplonoa. 

Otro de loa aisteine.a 1rnduct1blea as el rormedo por una -­

ruerze y un par actuendo en el eepec1o. 

2.t. (qul1br1a. 

Ea el Glt11r10 de loe •1Bte•as hreduct1bles 1 en el Que su r!_ 

aultente eo cero, se le oef1ne como el estado de un cuerpo cian­

do ancontradu fuerua que obrl!m en El se compensen y destruyen_ 

rnutunaente anulendose. 

V.3 Reducción da un Shtema de Fuerzea 11 une Sale fuerza. 

51 un etatame es, de fulilrzea concurrentea, coplenaree o pa­

rallil'ha, a1ernpre puede a1mpllf1carae a una eale. fuerza resultan­

te r~ qu• actúa e tnv6a de un punto único P. Esto ae deb• a que 

en cede uno d• eatoa cesen, f,. y H11 s1empre eerlm perpendlcule-­

rl!s, •• Cll!c1r, f11•H,. •O; eato euc•de solo cuenda el siateme de -

ruerza1 a• pued11 reducir 1 una fu1trzn. 

1 

~t/f. A 
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- (n los a1oternns ae fuerzee concurrenll!B todne les ruerzae 

actúen en un punto, por lu '1ue no hey per resultante, ee! 11ue el 

punto P Quede: eutom6.ticamente eepircíftce.Cfo. 

~ ¡'· 
yp = 

- Loe e1.ete111nt1 de fuerzea coploneree, pueden slmpl1flcar•e_ 

" una auln ruen• .t('aultentP, debido e que cuando cat.1e ruerza -­

del ahteain ae treneporte e cualquier punto ll del pleno )l:V, se ... 

oener111 un vector par oue 1u1 perpeni:Hculnr nJ pleno; ea decir, en 

111 direcc16n 1k. Aet ouel!, el m01llento reeultnnte H •• fr )11 r •• 
perpendicular o le fuerza reeultente J';.ª 

f' . ' 
r, 

7, 

r, r. 
.. lon aietEmea de ruerzna perelehs pueden a1mpl1'1ceree e_ 

unl!!I aole ru•nn naultante, debido e Que cuando ende flJtrrza ee -

trenaparta n cualquier punto O del pleno KY, 11e qenPre un par ..... 

con componentPS óR ll'lomentoa eoh.111ente con respecto e las ejes ll, 

y. Aa1 •l momento re'lultenta H1t .rr )C r iB peroend1cuhr n h -

fuerze reeul tente f'1t. 

j' 
\i'" _J:....'_,_··-7----------+' 

/( 
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Lts reducc16n requ1ilr~ la ejecuc16n di! loe peeoe ti1guient.ea: 

a) La fuerze naultante T.11 ea 1-;¡uel a la BUlllB de todas les_ 

ru.rzea del a1Bte111a. 

r •• -;T 
b) La llnea de ecc16n da T. ae aeterm1ne por el pr1nc1p1o -

de MOIHntoa, QUB eeteDleCe Que el fDOml!nto Cllll t con respecto al_ 

punto O ee 1ouel a la BUJllB de loe momentos con respecto al punto 

O de todaa las fuerzas. 

J.1 Teore•e de loe Ko1r1entoe o da Varignon. 

Un concepto muy uu1do en aecénlco, es el teonrne de Ver19-­

non, que algunea v•cea ae 1Aencione como el prlnc1p1o de Homen--­

toa. Eete teoreme eateblece Que: 

•La auna da 1011 inomentoe de tod•11 he fuerzas da un l!lletema 

d• fuerzas concurrentea con raapecto a un punto dedo ea 1Qu8l al 

11omanto producido por la ruerza resultante del sietema, con ree­

pacto al punto•. 

H'ia .1:H. 'FT x t 
(eta prap1edar1 ee epllce tanto al momento de une fuerza re!. 

pecto e un punto como a un eje y se puede genernl1zer como: 

•El mo•ento di unn fuprze ae 1gunl n la eumn de loa moinan-­

toa d• nua carnponent11a •. 

).2 (j• C•ntral co1110 Soporte de la Fu•rze Reaultente. 

Ea el eje donde se aplica le fuerza reeult11nte del ehteme, 

11 eate eje ae '' conoce temb1fn con •l noinbre de •eje central•, ... 

e•te •je 811! obti•ne di ln r6nnula: 

M ... r x 1í. 
en ln C~l!il ne di!l5COOOCI el vector r, que entn dedo por rx 1 ry, -

rz: de le r6rfflula da tr10rnentos ee obtiene un ah teme de ecuacia-­

nea cuye aoluc16n nea indica le poe1c16n del ej1 centrnl que va_ 

a aoporhr e h fuerza re1ult11nte. 
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5.- Trwe fuerzeia perelehia proven1!intee de columm1e ecl6en liDbre 

h 10•111 clrcuhr. Oetvrmlne le fu5erUI reeultant.u, y eepeciflqua_ 

au local1zecl6n (}( 1 y) eobre le loae. 

4 l 

Sulucl6n: 

Calculemos prlmero le fuP.rZo reaultonte 

r, • -Ok - 6k - 9k • -2Jk (kN) 

ahora cnlculamoa loe inomRntos de c11da fuerza respecto al orlc;i•n_ 

H• • (-2.461+D.4Jj)x(-9k) • -22.14j (kN'~) 

Ho • (2.J51+0.86j)x(-6k) • -5.161 + 14.1j (kN•M) 

He • (-2.5j)x(-8k) • W1 (krl•m) 

hl!llCemoa eume dv momentos respecto al origen 

IH' • -22.1"J - 5.161 + 14.1J + 201 

"Lii • 11..841 - 8.04j (kN·•) 

c11lculn1n0s ahorn ul 11omento de le fuerzn resultent• con re•pacto 

Dl or1g•n 

H1t • C•l+VJh(-2Jk) • -23y1 + 2JxJ 

y como H • HR entonces 

14.841 - 8.G<.j • -2Jvl • <Jxj 

hnce .. o•, 11u11u11 de inomentue en ende eje 

;¡:Mxl • 14.84 • -2ly ( 1) 

:!:Myj • -8.04 • 2lx ----- (2) 

aa 1 puea tene"'°a 

d• ( 1) Y• ~ • - D.645 • 
-2l 
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X.~. -O.J5,. 
23 

de "•ta ronae obtuv1111oa lee coordeneoee pedidas. 

~~~~ 
coNO v••D• r.- • k11 • O el alete11a ev puede reducir a unei eole 

ruerza reeultente. 

6.- El post.e se ll!1:1tab1 liza en le poa1c16n vertical inedlHnte ruer. 

zes de trnd6n deserrollBdee en tr&e cablee de retenida. Si 101_ 

cublee tl.8 y CD auetenten una fuerza de 800 h v 600 N, reepectiv!!. 

in~nte, detarninE lu loct.l1zac16n reGuerida P(x,y) del cat.ile AP y 

lra mei;inltud de 16 fuwrzn 1 di!IH!llrrolhde en ál, de tel menera Que 

le twnaién an tocos loe coblea produzca une eolH fuerza reuulto!!. 

te de T,. • { -2161 - 1800k } N, actuando en a. 

Solución: 

Dbtenenioa primllrO lee expr~elonee vectorlal~e de los cablee A8 y 

co. 
Ceble AB 

ro • -S l - 1Dk • -o • .-?2j - 0.8944k 
11.18 
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T,, - (800)(-0.44'121-0.8944k) • -35?.?6! - ?15.52k (N) 

deo 1Qual forna pera el cable CO 

Tea• {600) ~ • -JGOI -4BOk (N) 
5 

el cable AE 

T•t• h1 + Tyj ... Tzk 

hecemoe lo 8lftl\B de ruerzee en cede aje 

'r. • .. JDO • Tx . -216 c1> 
rrv • -JS7.76 • Tv • a (2) 

'iÍz • -715.5¡' -4BO - Tz ·-1800 ()) 

de (1) Tx • 144 N 

de (2) Tv - J57. 76 N 

de ()) Tz • 604.48 N 

oe! pues 

T.,. w.1 • J57.76j - 604.4Bk CN) 

ln magnl tud 

y.,• 717.02 (N) 

Ahora cnlcula111011 el mo.iento de codo tene16n respecto al Dr.!. 

c;¡en. 

H••• C-SJlxC-J57.76J-715,52k) • )577.61 {N 11) 

Meo• {-)llxC-J60!-4BOk) • -1440J {N •) 

Mu·• ()(l•yj)x(1441+35?.?bj+604.48k) • 

Hu• -&Ot..4ílyl + &Ol..4tiwj + 0~17.?bx - 144y)k 

curio f°A ~ole epl le ti da en O en tonca e H" • O 

y hacienda suine de roonmntoa en cede ejir 

~Mx • )~77 .6 - 601.o .t.Bv • o 
'!My • -11.40 .. fiOl..t.Aw • O 

7.Hz • )57. 76x - 144y • O 

de ( 1) tenP"'º" riue 

de (2) 

V.~. 5.918111 
604.48 

ll -~- 2.382"' 
604 .48 

co11probomos en lo ecuación {)) 

(1) 

(2) 

{)) 
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JS7. 7817.Jíl?J- 144CS;91S) .• O, 

852.23 - AS2.1~ • 

CT.04 O 

por lo que lee coarderu1dn11.':d1l P"urlto P 11on~ 

• J'~\..~Jª~;;J~~~.L_ (n.i · 

•• i PU!O t•~r:Jsia.2;} ;;l4JB.S7J - n.96~ 
y hec.11f"!dO ··-:· ,, ·. >.- ·.-, ·. ··,· ·· 

r.-ii. ~·11l9oa:.:~· ; :i2w~. ;,~636 <•e N'; .. > 
por lo t.'Brito ~-~_·¡·_ ftf!th1n11 '"!º. ftd•1 lV r1Íd.ucr.i6n a urin 10111 ruwrrn. 

J.) eanrtguucJOrt•• d• loft Sl•l••nt QU• /¡cjlntl1rn U1ducct6n • Utlll 

Sola rwri111. 

Lo• 11i11tema11 f1P ruerrn• Que puerJrn nl!'r nnucl1lu11 " unn 'º'..!: 
111 {rnlcn n rP.nuJtrmte, ion, nr¡u•l ln11 •n loe cunJPll h fu1trz11 Jf y 

y el vector dPl nnr Ha ton p•rpPndlculnrPn Pntra nf. lntn cunrU­

ct6n Qf!nPtnlnu~ntr no ae •nttnrec:P. nor 1l!llf!mn11 r1e ru~rrnn en •l 

e11peclo, nt nP. 1111ll~ff!cr por 11lst1m11" form11drn1: 

1.- Por fupr1na concurrP.ntP11, 

?.- Por ru1r1ne coohn11rP.11 y 

).- ror fuerte!! pnrnh1'1s. 

1.- LllR rt.Jrrzn" conr:urr•nttrn, 1ntAn nplJrfH11111 •il mlnmu punto, -­

por Jo tnnto, puPdPn auml'tr11• dlrrctntH'1lP p1H11 ohtpnpr •u r•1ul­

t11nt• lf, [n e11lf1 rornin ef•"'flrP 9P rpr1Ut:Pn e Unll aall t'UPTll'I, 

2.- ll!IB ruPrl"" caplen1rP1, nctóen pn Rl r11t11ma pJnno, por In QUI' 

le •u'"" 11 rJp lna ru1rz1u1 d•I 1t11trrnn tf11nhUn 11RtarA corit•nldn "" 

"l rrit1mo nJnnn, pPro el mor-pntn di" tl"l·~n i;ne dP lel'I ruPtln11 cnn -

rPnpacta ,. l· y, nor lo tnnto, rl l'l'IO'llPnto r1111ultnntP. J:io, 11er¿n -­

P•rpP.ndtculnrf'" nl pll'tr1n, Pl!I natlr, ii v ~ 11t1n nPrp1ndlcuJ"rr11 -

P.rilfP nf. ll)f'l!I DUPClfl'n TP(JUClr•• l'I tJ'111 fuPTlft Ónlr:n rr r1P1tp)ela~ 

do n 11 nobrP l'l pleno hn1tt111 quP 11u tn0"1Pnlo con TFllll Peto " li """-

lgu11J n Mo, LH d!Htencl'i dr tJ n h Jfnen da 11ccl6n rJP if 11!9: 

d • Ha 
lf 
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3.- La• rurr111• pareleht11 1 euponhndo CJUI' he fuPrt1n ion P•ral! 

h1 al eje z, tendreraoa oue 11u el.Jftla ~ te~l'n nr6 par11leh 111_ 

aj• t. Por atta parU dahido • QUI! el llWJl'lento de una fuirrta Pll .. 

perpe,.,dtcular a 1 .. fuP.rze, l'l 1nomento con nu1p•cto a O di! cada -

º"" de hui fuerue t'el eletema, 11111f colnO el "'º"'ente re!!ultante .. 

Me uter'n 11ohn Pl ph"o •V· [) 11htu111 fuer1e-p11r en O •lt' .. .. 
roM'l"do cu.o una rurrze Gntcn n:. le rirducct6n d•l etehmn e una .. .. 

fuerza GnJca puad" rfectuareir trnahdendo 1r 11 un nuevo punto d•_ 

np l 1caet6n df' coord•rirte1••. 

[jl!!"'Ploa: 

7,- Oater.ilnar la dtalllncla dPl punto A a la lfn1a da ncct6n di_ 

la n•ultant• dr ha trea ruerias tnc1\c9dae cunnd!'l: 

a) 1 r.: 
b) 1.'• 111; 

e) 11 • 2.5 "'· 

Soluct6n: 

11) Reducllf'IOt el 11lnte•1 a un11 fu1rz11 ruultanh 

r. • -~J-PJ•2J • -10J •N 

11horn ohtPnPmoe lon "'°'119nto1 d~ len l"nerrnn, 1abhndo cue a • 1111 

H1 • (4)(1) • • kN•1> 

H• •-(2)CJ) •-& kN•• 

H• • (B}(1) • B kN•• 

tH • le - 6 • 6 • 6 kN•m 

corno 

H• • lH 



•ntonc~• 

- in -

1011 • 6 kN•11 

Í< • -2- • 0.6 11 

10 

b) Pera 11'•'1.5 111 ·' -

1ntoncee 

HJ • (8)(1.5) • 12 kN•11 

1-H • .:.2 + ·12 • 10 kN•M 

10,; •. 10 

H> • (8)l2.5) • 20 kN•m 

J:.H • -2 + 20 • 18 kN•m 

10x • 16 

8.- Pue 11 11J'111edura y carQll 11011tr11d11"• detwrnilner la r•1ult1nte 

d• hit cerg111 y la dhhncln de1d• al punto A e 11U lln1e d• ec--

o>Oo.~ I" 
r• 6p rr• 8p rt* Bp ,.:• Bp ,I 

Soluc16n: 

Heduclmo1 11 1hteme 11 une t't1erz11 raaultentl 

r" • -J - &. - 5 • -12 klp• 

y como 

H1t • tM 

entoncv1: 
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-•2• • (8)(-)) • (16)(-~) • (2~)(-5) 

-•2• • -208 

par lo QU• 

X • 17 .JJ p 

v.r. P•r d• fu•rz11•. 

5• h lleru per el 11ht••• de da11 ruerza11 1gueha, perell-­

h1 V de ••ntldo contrario. Un11 de lH ruerz1111 .. d••lgne por r_ 
v la otra por -T, la dhtancle parpendlcular entn •lh1 •• d•--

1lgna por •a•, cuya 111egnttud e• dlrertmh de cero. 

t..1 Mo•ento de un P11r. 

El •f•cto de un p11r •• el de praduc1r un 11101r1ento P1Jra, eft -

decir, una hndench • h ratac16n en une dlreccl6n ••1J•clrlca-­

d1. 

El raomenta producido por un par va equivalente al mo"9nto -

de ceda unei de aue ruerzea, calculado con nap1rctc tt cuelc:iuhr .. 

punto arbitrarlo O d•l eapaclo. 

-~ ·F.¿-- -~yf 
;,/~A 
/-- r, 
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El mom1mto del p•r con r111pecto a O ••: 

Ha • r ... X <-T) + r. )( T 
Me • (i='• - r .. > x r 

par le lay dll trlf1ngulo da le euma \lll'Ctorlel, 'TA• f • r. O -

r • fl - rA f tenpmoa: 

~. r x T 
El reaultado lncHca Que el pnr eo un vactor llbu ya ou11 Me 

depandl! •ohunente del vector da [J01'11c16n r .. o r. ' dlrloldo d•l_ 

punto O 11 la fuPrzn. 

(n conclua16n tE>nelnO& que: 

• El •omento de un par per•anece conatant• con rtlpecto a -

cunlouhr punto •o• dal ••Pl!ltlo, y o cuelouhr l"jll perpend1cuhr 

e 1u plano¡ hn111ndo por n111r;¡nt tud el producto de una d• "'º' 'º"!. 
zaa por •1 bruo del per•. 

M • Íd 

dondt!: 

F ... Ea hl '""'0"1 tud di une de loa ru1r1a1. 

d.- Ea h dlntench p•rpencHcuhr o brezo d• pohnce entra 

ha ruer1iu1. 

[ l unt ido dp l momento ar encuant re medh1nta h1 TIQ 1 n di ln 

mano r1areche, en toda11 101 canoa H act6a parpendlcularm•nt• el -

pleno oue cont1enp hs do11 ruerzu. 

t..2 Praplednden de 101 Pnre•. 

1c •[l e11tar1a di!' un cunpo r!otdo no cMble, el cu11lquhr_ 

par au• obra 1abre ~ l en un p lnno dedo, •• 1ubnt ituye por otro -

per di lQuel ao1111nto npllc11do 1n •l mlnmo p}ftno". 

20 "Se pu1de, aln vnrler el e"t"da de un cu1rpo TÍQldo, -­

trnn11htdl'lr PftrfllPlnmente n ~l ml111no en Au pleno, un par de ruar­

ze11 au• le Pll npl lcnda". 

JO •u eet11da de un cuerpo dQldo no cr.mbln 1 al cunlauhr_ 

pnr ou• le 111 npllcndo Qlra nlredador de cunlaulwr eje p1rpandl­

cuhr •l plano ~el pe.r•. 

C.D "El aatedo di un cuerpo rfgtdo no •P oltere, nl cunlau! 
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•r par que l• ee apl1cndo tn un plano dado 91! tranhd• n otro -­

plano pare lelo•. 

Eatu cuatro prophd!lde• den cotTIC reaultacJo un• propiedad -

o•n•r•l: 
•001 par•11 d• 1oual inoll'lento, altu11do1 '" phmoe per11lelo1 

Q\JlrdaodO CU•lQuhr po1ic16n tn 11108, 1100 8QU1V11l1nt•e•. 

í1d1 •Ítd• 

lt.3 C11ra:ct•rf11t\ca11 d• lo• Pana. 

l1111 censctlfrhtlcaft d• 101 parea e1 obthnen de sua prop\1 ... 

dt1d11 por lo tanto un par Qu1d1 det1tM1inado con loa tr111 •l11n.n­

toa •1ou1Pnt11: 

1 .... Meon1tud y 51ntldo.- [!!I 11 producto oe une dll! 1111 'u•T­
ze1 d1l par por 1u bruo d• pahnce. 

2.- Slgno ... St con111'n1 dttertntnerlo anoún ll!l aentldo d1l_ 

"'º"anta 011 per r1r1r1do o cierto ejP orhntf!do. 

J.- Phno dt'l Par.- An1111Httce•tmt1 ouede detwr.tnedo por .... 

loa counoa d1 neto na di tu nor-.el .. 

Ejtt1101011: 

9 ... Dedo un par d• ru~rz99 1gueh!1 y OptJe.!ltna r y .. r, dOnd•: 

T' • .. 61 • Bj ~ 51c Ckqf), tal Que f'pua por •l punto A(6,8,10) 

(M) y -r" p•n. por •l punto ec .. e,6,10) (•), encontur 11 aoinento_ 

d• ••t• pu· .. 

Soluc16n: 

Prl••rM11nte obtl•nemoa el \l•ctor f • f1 .. u 

T. (6t.Bj<10k)-(-61+6J•10k) • 1•1 • 2j (•) 

ahora ctdculeao• el ntOtnl!nta del per 

;¡ • c1•t'2J) • l·Gl•BJ•5k) • 101 - 70J • 12H (korora) 
le 11119nltud d•l 1M1•1nto ta: 

R • J(W)':-c---1-0_> _' -.-c-,-2.->-,~~ • 1z.2. 71, e icor· .. , 
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10.- S1 thnen perea Qu• actGen 1obre loa cubo• cuyo1 hdoe tie­

nen longt.tud de J m, coma 11• mua11tren en le• f'igural!I. 51 c1nfn 

ruerza 1a dl' 100 wgf, datrfll'llnar loa 1110m•nto• d• loe per•• •n -­

(a), (b), (el y (d), 

1 el f di 

Soluclon@a: 

Cal CofllO r •• P•tpand1culnr al t!j• V •ntoncea tl'OVIPI08 QUI : 

T • 100J (\cgf) V le d1etenc1e entn ln11 dos roertae 111 f•3k 11 

entonce• 
Ji• (Jk l•< 100j) • .. :}.OQl __ (k_gr.:_~l_ 

(b) Ott tou•l l'lannn twneino11 oue r .. U1o~--CkQf)--~-r • 31 ... Jj 

(•) por lo ou• 

l<. D!-3JJ.C iookJ • _:_J_om _ _;:_,}9Q1~2':'"' 
(e) len.-o• oue •l vwctor r.• poalc16n ne 1' '" V• H • Jj lm),_ 

ll1 cbt•nrlrlOs •u meon1 tud 

IUI • -,("0)'";())'1. 4.2• ., 

•ntonc•e 
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y 'F • Jk (•) 

por 
10 

º~"."~;.~~~~~'.751+70.7Sj) • -212.251+ 21i~25j'> (kgr••) 

(d) O• iouel 11u1n1rl'I pan T ten11no1 V ."ji -,<lk.,' ·-.(•). 

y V • 1..21. " con lo aue 

r • e 100> ('1 - '.:) • 1o~~s1 ': 'm:7s• Ckgrl 
4.24 

v r • Jj (M) 

entone••: 

¡;¡ • Dj)x(?O. 751-70. 7Sk) • -rn!'.251 ~ 212 .25k (kgr. •> 

i..i. El Vector Par. 

Se canaldera Qua no 11 ntce111rlo dibujar la• ru1rru real•• 

que ror..an un par d1 fu1rz•11 para d1rlnlr el efecto QUI' producen 

1obr1 un cu1rpo r{oldo. Beata con dibujar unn nacha igual en -­

"''Qnl tud v dlr1cct6n 111 l'IOmento producido por el par. 

El 1h1bolo J •• uaa para Indicar QUI' 111 un v1ctor d1tl par. 

Al v1ctor oue repnnntB un per de ru11rz1111 •11 11 conoc• ca .. 

1110 vector par o vector del par, el vector del par, 1'1!11 CDlllD, el_ 
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•011Hnto d•l p1r, l'll un vector llbu. por lo tanto •u ounto de n­

pllc11cl6n H puede to1nar en cualQui1r punto por PjP111plo en al o­

r1Q•n de ha coorden11dn11 1 11de1161 puede 11e1co111poneree en 11u• v1c­

torw11 CDMpon1nta1 Hx, My, Hz, oue rfl'pre•wnten lo• peren di ru1r­

ra11 nue ectúftn en Jea p)nnoe yr, zx, w.y r1ep1ctlven11nt•. 

My 

M, 
M1 

r..5 Co•po1tcl~n de Pene dir Fuirrz1111. 

S1t1n do• ol11noB 1T'y ff oue •e lnhrHcten y do• 011rt1 QUI 11E_ 

tGan r•1pectS Vnn'!enh en fr V f'f' con el p11r tn 1'r co111pu11ta por T1 y 

... r;, p1rpendlcul11re11 11 la l(na" dond• ee lntrreecten 101 do1 p)e .. 

nos y oue ect{u,n en A y 11n B reapl!C:l!v&n11nte¡ de touel m1ner11 wl 

P•r en 1T' co1npu1sto por r. y -r, perprndlcuhrae 11 AD y oue •E.. 
t(111n rn A y e uspectl v11n11rntt. 
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R••ultl obvla quw h re1ult11nh 1f d• 71 y d• 1'"1 y la ra•ul­

hnh ... lf de .. r, y d• .:r, rartnen un p1r. 

51 lblrlBllOI i' al v1ctor que unw el punto A con 11 8 y u11n­

do 11 d•rtn1ct6n de Memento d• un p11r, e•pr1111Wo1 11 l901Dento d1l 

par neul tent1 d• 111 liguhnh 1t1nnere: 

H • r • R • r • <r, • r, > 

y por •l tl!on11e de V11rtonon hn1mo1: 

Ji.fxT'1 +Txrr 
co"D wl prtrner tlrnitno r•puunta 11 i.om1nto del par en 1T y wl -

11gundo t'r•dno 1rl lft0•1nto d•l par 1n 1l'' 1ntonc111: 

H • 'R'1 • Jr, 

con lo que IP concluy1 ou• le au1r1e d1 dos paru d• "'º"''"tº" H1 

Hr 11 un par di Moinento H tgu11J n h 1u•• 111ctorl1l di! 111 y Mr 

G1n1r11liznndo, pod11r101 decir quir: loe v1ctor1a -.011ento1 d1_ 

101 p1rira aon v1ctor1• l lbn•, qui 11 pueden 1uiner· a n1tnr w•c­

torlal111nt1, tndep1ndt1ntHienh di' au• podcton111 1n 1tl 11p1cto. 

~. M, ! M, t M1 ! ... 

EJ1111plo1: 

11 .... Obten~r h fllllftll de loe tr•• Pl!lr•• tno•tredo• "" la rtoure, -

coneld•rendo QU! 111 ubican 1n 101 phno1 coordrnedo1. 
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200 tgt 

Soluc16n: 

Calcuhuno1 loa mo11E!nto• d• ende uno d• 1011 p11ra11 

pare 1í • 100 kQf y i' • li. 1 

l!r • (41) • ( IOOk) • 400j kQr•m 

p•r• r, • )[10 ki;¡r r . ';j 

¡¡,. (5j) • ()OOk) - 15COI kQr·m 

para 1"1 • 2001 kQf y T • -2J m 

¡¡,. (-2Jl • ¡2001 l • 4DO• kQr·• 

hnchndo h 1\JWla d• inomanto11 obtenl!moe: 

M • 1~001 • t.OOj • t.001t: 

12.- 51 el p11r ueull11ntp de 101 doa pnn1 Que actGnn aobn tl -

hldranh contrn 1ncendloft •• H • (-15\ + JOj) Nin, dehrm1ne ln 

111111onltud de h ru1ru, P con1lcr1re f • ?!> N, e • 2(10 """ v 

b • 150 ""· 
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5olucl6n: 

Pr1•aro celculn1no1t el ll'Of'fl•nto d• T' 
11, • (0.2k) • (75j) • -151 N • 

ehore: el MO•ento de 7! 
11• • (0.15) • (Pi)• 0.15Pj N 1t 

entone•• 
(-151.JOj) • -151+0.15Pj 

p.llL.zooN 
o.1s= 

r..6 lran1lec16n d• una ru1rza Paralelemttnte e 1lla M11ni11. 

Se puedit. atn cambhlr •l eatado d• un cuerpo rfo100. trena­

hdnr panllle111entl! e •lh 1t1lt!iMft una ru1rz• apllcede •n uno d• .. 

1ua punto•, • otro cuRlqulere, 1-a-rdtnnt• h epHc11c:l6n d• un par_ 

d1'1Hnuillbredo de f'uert111. cuya ••onttud •• •l proctucto de le -­

f"uerze por su dl•tencl• al punto al cual •• 11 he tran!hd11do .. 

Suponoamos h runru r apl tcede •n 1 I punto A de un cu•rpa_ 

rlotdo (e). SP trate: de tunaleder dlche ruerur el punto B del -

fft1eino cu•rpo y can u11e dlrPcct6n par ah 11 e le f'uer-ze ortoln•l. 

la/ 1 ., lcl 1 di 

Prl•erc u1ando •l pr1nclp1o da tran•mlelbl U dad putd• apl1-

cere• f en al punto A, Qu• •P lacel11e e u,,e dl•tenc1e p1rp•ndl­

culer d d••d• e hasta le l{nee de ecc16n de la ru•rze (b). 

Oeepufl ep l lcerno1 fUITllllt 1 QUI\ les V opu11ta1 r y -F' •n • l -

punto e, Ce) 1 d• esta fft8NU'8 les dD• fuerzas 1ndlcedlH 11\ldhnte_ 

'11chae corte.da• por p1Quttna11 r11y1t, fort11an un per de lftaQnltud -
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He • Fd y thnde l!I hecP.t olnr, irl cugrpo "" 01ntldo centrarlo -

111 de h• 11anecl lh11 d•l r1tlaj. V11 QUP- el par 111 un v1ctor l lbn 

y puu1• 11pUc11ra• pn CUl!!llouler punto r1•l cu1rpa (d). 

Uundo l'lltP proc•d1"'1ento, •• hl!I mantenido un 11hte1nn •Qul­

v11l•nt1 en cada una di lee r1gurn11, en otra• p11l11br11a, curindo F _ 

actG11 1n A produc1 r& la• 111a11111 reacctoneB oue cuando a• nplicn_ 

en O v t99bifn a11 apllcn 111 cu1roo un vactor par He, notan Qu•_ 

le inaonltud y dlr•cct6n d1rl v•ctor par tnnibUn puedn det11rMlnttr-

11• tomando wl mor111•nto d• F' con r••P•Cto a O cunndo h ruerza 111_ 

localtza 1n •u punto ort1;1tn11l A. 

(n trea dlntenaton•a H obtiene u11nndo v1ctore1t He • r )( T • 
El vector de po1lcl6n T 11• trua deadtr U n cualQuhr 01mto n }o .. 

cnllu•dD e lo }ftrQo di la lfmta dP ncc16n d• le ru•na. 

EJ•"'plo•: 
1J .... Suntltuv• la ruprzn r • (601 - ?Oj ... )Qk) ~ 11ctuendo en al 

u:tr•No dr l" vtoa por un 11htP1tn fuRrra-par routval,nte, wn Pl_ 

punto o. 

f 

Soluc16n: 

Obt1ml!'mD1t prlm•ro el \l•ctor r • -i'l·O.?j-O.i.k (m), 

•hora c11lcul•mo1 el per Me 
He • (-21•0.2j-O.~k)w(601-70j-J0k) 

He • -221 + J6j - 120k CN•m) 

u{ nue11tro •1Bte"'_~~~B·P!!..._9.~~n_!!_nle en 111 punto U 1111: 

01 - 70j - JOk (N)~ 
721 + )6j - 17Hk (N•m) 
···------·----·----~ 



11..• Suat\ tuv• la fuer u ou• actC.a sobre 11 •,.reo rio1do por un_ 

1late11e fu•ri•-P•r eoulvahnte (11) '" el punto O; (b) 1n 11 pun­

to B. 

,. __ _ 
o.em 

(11) Obt1n1111oa prl111ro Ten funcl.6n d1 IUI componwnh11 

T • ( 100)(un 601 • COI 60j) • 86.61 • 50j (N) 

ahora obt1n1'9M>e 11 vector 

r • o.61 + 0.6j <~> 

celcuhmo• el par 'Re 
¡:¡., • (0.61+0.6j)x(86.6!-50j) • -81 0 96k (N•IO) 

por lo ou• el shtania fu1rze-per 1n el punto O 1u1: 

fr.:-06.61 :- saj <N> 
L¡:¡., • -81.96 (N••) 

(b) Obttnl!ftlOB 11 v.ctor f • 1.21 - D.5j (•) 

calcule~• 11 par l1a 
i'lci • (1.?l-0.5j)•(86.61·50j) • -16.7k (N••) 

el B\lltRTlft 

lt..7 Par d• Trnneportl. 

Sea une fuerza T cualouhn v un e111tt1111 di tJ•• coordan•-­

doe de r1r1nncl11. 
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r---·~ 
: 11tJ/ 
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: 1 ________ J 

1 

El v•ctar ?' •• •l per de tren1tmrt• n1cee11rlo pare lhvar .. 

11 fu•rz11 T d• o" 11 o, etendo perpendlculer al plano rormedo por 

h ru•rze y el punto, y tanhndo por meQnlt.ud trl producto dR la_ 

fuerza por au difltanch al punto, u decir: 

fI.:;-~~rJ ................. Per de Tranaporte 

t..e Sl1tenae de Pnne y ruerzae aue 111! Rrduc1r 11 un Per. 

Pare nur. un shteina de parea v di! ruerraa cualQutern, •Pl1-

cado 11 un cueroo rto1do sen rnulvelente 11 un par 1a nece1u1r1o v 
Duf1Chnte r.Ue h lll.Jf'llfl Ql!Omftrtca di todDB hll rul'flll!I dl'l Bi!lt!,. 

me eee nul11 1 y aue h ªº"'ª Qemn~trlca de todaft ln fuerne d1l -

ate tema (peris di tnnsoorta), y h de 1011 pana, ne diferente_ 

di cero: 

r. 1r • o 
11 • r.11 • r: (r • n . rr ~ o 

Es nec•111rlo, pera c;ue la rueru1 de tran1l11cl6n no extata,­

V •• aurlchnte yn nue h• do1 ru1rz11e ou1 forman un par tienen_ 

numn g10.n~trlce nuh. 

V.5 Par y Fu1rz11 No Coplanoa. 

U e\ete1111 ruerze-pnr en O conntetl en une ru•ru lf y un --



V•Ctor del par M111 QUI no aon perpPndlculare•, y nlnQuno d1 al loa 

ea cero. 

Por lo cual el ahteme de fuerzan no pued• nduc1r11e 11 une_ 

eoln fuer111 o 11 un elmph par. Sln emberoo, •l vector del par .... 

puede r•emplftzeue por atrae doa victoree del par Que 1e obt1•·­

nen al deecompon1r M11 rn une comron•nte Rr a lo !ergo de R v o-­

tre Mr en un phmo perpendicular 11 l'f. 
~ 

o 

~. 

El v1ctor del p1r Fir y h fuerza 'R' pueden aar reaMphzade1_ 

por une 110111 fu1rze H Que ectC.11 e lo leroo de une nuav1 linee di 

ecct6n. Da eete for11n el eletema orlqlnnl d• fuanB11 111 r1duc1 e 

1f v 11 un vector de! par F4r, ea decir e 1f y 11 un vector del par -

Que nctGa en un pleno perpandlcuhr • lf. Eate co111blnacl6n pert1-

1,.r fuen11-per 1n1 lltMn:ado toraor. Ln prov1cc16n de ;:i eobr• le -

llnee de acct6n de it ea: 

Aat puae, 

~. -~ 
¡¡ 

Peeo dP.l torear Mi R•Ffp ·¡¡·7 



COP!TULO VI 

ºEtulLIBRIO or i.os s1s1rHns or ruERZ•S" 

(1 1r:utllbrlo se define como el eatedo de un cuPrpo cuando_ 

1ncontradee ruenu IJUV obran •" fl se compen119n dutruy1tndoer -

l'lUtUlll'l&ntl • 

Ad pue11 declfl'IOll oue un ahteme' de fuwr11u1 t!tt6 1n er10111 .... 

brlo cuando su ahtl!!!'mn re1ulhnte P• nulo. 

El •Qulllbrlo d• 11llte1111 dir ruerzu 811 f1n dlvldldo en do•_ 

p11rta1 prire su fl!icil eatudlo: lau111brlo de Slahmina Plenos y l­

qull1brlo de 51etem"" ERpnchll!a: en loa cuahs u Pstudhr6 el_ 

eQulllbrlo de loe 11hte111nn de fuerznA: Gftn1rnla11 1 Parnleln1 1 Co_!! 

currantn y Collneoha. 

Por otra porte, pnrn hacer m6a r&c\l al estudio é'el rou\11-

brlo d1 101 1htem1111 de runZl'I• Al! hace n•cflanrlo, 11 uao da loa 

0111gram111!1 de Cuerpo Llt.;re CDCL), 1ui! mhl!'IQ loa 1lem1nton di u--­

nt6n y d• apoyo rll! loa cuerom1 scbrP loa Que 1e epltc11n los ail­

te111e• d1 ful!'nns; nin dl!'jnr de mencloner h fuerz~ de rrtcc16n -

eiue se produce entre hft f!up1rf'tcha 1n contricto, cuyo vrilor te!!_ 

bi~n !nfluye wn rl eou1llbr1o dP loe elete11ee d1 ruerzaa. 

- 1~7 -
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v.1 frlccl6n. 

Cul!lndo do• cuerpoa ee dealtzen o t11rnden n de1l1zer11 uno ... 

aobre otro, hi ruerzn tanqenh e le euperflcle de contacto, au•_ 

•• opon1 el llOVlmlento nhtlvo o lo 1•p1dr, 111 d11nonil.ne ru1rt11_ 

de frlccl6n o de rozernhnto. 

[n Ql'n•rel pued1m ocurrlr do• t1po1 de frlccl6n •ntre h• ... 

aup1r'1ch•: f'rlcct6n H~eda (f lulde) y f'rlcct6n en Seco (ti111--­

bl6n ll8"11d11 de Coulotr1b). LB rrtcct6n hGmede e•hh cuenda h1 .. 

euperrtche en contecto e11tbn 1ep1nedea por une p1l1cuh di 11 ..... 

ouldo, tal como ecett1. Cuenda ocuru el ll'ovl•\entc relativo 1n­

tn loe cuerpo• Be deeerrolhn ruerzll!u1 dr rrtccl6n vntrir cepa• -

d1l 'lfouldo. Estee ruerzee dependen dP h velocldnd relativa de_ 

he cepu d•l liauldo y lle h virlcoe\dad o rnlstench d1l ltou!_ 

do • h ru1rus cortenh. Por e1ta ru6n, loa probl1!111ea CJu• ln1,10 .. 

lucr•n rr1cc16n fluldn aon l!'fltucHedoe en 1t11!'C,nlc111 d1 flu1doe. 

L11 frlcc16n en eeco fl• orenPnt111 en a1tu111clonf'11 en Que ltill.! 

vhnen cuerpa1 dQldol!I en cont11cto con euperflch• no lubr1.c1--­

du. ln fr1cct6n pn arco oued1 n•r por denl\tftl'l\pnto o par roda .. 

dur1. l111 rrtcc\6n oor deel\zemlento ee produc:P cuenda un curroo_ 

e11 de1l \1111 •obre otro. L111 rr1cc\6n por rod111dure er prl!'lrnte 1n­

tr11 cu11rpoe redondea o reHr\co1 r"ue hec:Pn contftcto con une eu­

p1rr1cte plflne; e11tn rrtcct6n e11 "'enor cue h d• deelttltftll•nto. 

1.1 ír1cct6n [1t,ttce. 

See un blonue de p110 W colocedo sobre une auperf\ch phn1 

horlzontel. L11111 fuP.rzae riu• nct6nn 1otln •1 aon: su peao W y h 

rl'acc16n de le superrtch. 
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Conio W no t1Pne componente hor11ontel entonces, le rencctl:n 

de 111 11uperf'1cle tr1mpoco le tiene, por lo lento h reecc16n l!lt ... 

nortnel n le superrtcie v ee representl!I por N. 

Ahorn ftrllc1uero9 unn fuerte hor1zr.nlnl P, •1 P ee oenuPt'I&,_ 

el blociue no ae moverA, por lo f".Ur drtlf' hnber otrn ruenn hor1-­

zontnl oue l!f"'ut 1H1re l!I P, rntn fuerin !'!P. cnnor.e en,.. l!!'l nomtlrP dP 

"írtcctf,n Eat~ttce• oue es h fuerzt1, nur \mr.\de nuP nP pror1uzcn 

el movirrtento rrlnttvo entre lee no~ fturierflcleo en coPtncto. 

Le fueun de rrtcct6n pat"tlcn re en reHl!rlnct le result11nte 

de unn gnm número de rueru1a ·:ur ;,ctúnn 1rnt·re le eunPr'lctr de 

contacto pntre el pleno v el blncue. 

Conforme h mognttud de P ne \ncrl'mentn, ln mt1gnttud corrP!. 

pendiente de r ee lncr~mentn hentn nue ednutere un cierto ve1or_ 

rdn1mo fl"I, lh1mndo 11 ruer:r:n r1e frtccl6n rotlitlcn 1tmtte•, cuenda_ 

elcl"lnle rnte vnlnr, el blot1ue est6 rn r"uilH•rto tnP.ntnble. -

Vtl rup cualnu!er \r·r.rf'mento ndlclnne1 f'n i· riror1uc1r~ p\ miivtm\p~ 

to lMovlmtento lnm\nerte). t.Jcper\mpntelmrr1tr. ~e hl"I dPterni\nedo -

nul!' le Meqn1tud dr h fuerzn 11P hiccl6n r atlittcn l lrr1tP Fa ea -

dtrectemente propC'rclonn\ e le mAqn1tur1 r1P h1 rurrzn Tl'l\11ltnntr 

narmel N. lnto purde r11prennrnr mntrrn~tlrnmPntr r.omo: 

fn •){sN 

donde: .4'• corflctrntP. dr frlcc:t6n r!lt~Ucn. 



Hntert élP.!J en ·cOntac .. to 

Meto! oobre metal 

Hetul oohre rñodere 

Hetel oobrl! pledre 

ketnl nnbre r.uero 

Mndern eobre modere 

M"de ro nohrr cuPro 

rledra nohrC' plr.rlrn 

TI erre ool>re t lf'rro 

Ceuch,., snt,re concreto 

AlomlnJo onhrr &lumln1o 

. ·. . o.eo 
. o.Jo - n.60 
o.Jo - o.&o 
o.2s - o. ~o 

Tnhln \JI. I Ueloreo Hproxlrnotlo9 df* lo cncrtclrnt~D de rrlccJ6ri ... 

enthlce pl'!ra m1pl'J r1clfrn ttecne. 

1. 2frlr.:ctlin Otmtrnlco a Ctni!tlcu. 

51 Jn m11gnl l11r1 dr P ae 1 ncrr.rnPnlo, de rr.orJo qur J le1JO n • -

ser moyor QUI' fs, Ja ruerza rle rrtcL16n en 10!• eup .... rrlclee P.n -

ccnlncto dlsmlnuyI? liyeremente hautn un velur m6A PP .uerlo Fk, -

l lornndo •rur!f lU dr írtcc16n dlnlimlcu•. l l hlu4ul' nu Ol' munll!n­

nr~ en equlllbrlo CP>F"k)¡ en vrz d11 ello, Pmpll?Zn e cteeltzor -

ccn v•loc1c1Qd crectrnte (Havlmlento). Ln rlt•plnuc16n rrndY---­

ctd11 rn In rnn¡;nllud flp le rtll'rte dr rrtccltín, rfpsde fe {e11/1t1 .. 

ce) hoote ík (clti~tlcu), ne llP.t1 .. o r¡u cw•nrfo P>fe, enloncee P 

.. levente" Pfwncl11lmente ol bloqu1! rLwre r1r su pon1cl6n r1., r1·po .. 

eo y lo h11cr. "flotor" aobre 111 clmu 1IP 111•1 crr!iluo F<n lu eupt>..t_ 

rtc1P llP cont•cto. ConercuentP.ments lan fuf'rZOn rrftultenl1•11 de 

contncto HP eJln1•nn llgr1f1/Tlpnle m~!J QUP. nntP.o e 111 r11rrcc16n .... 

ve1 llc11l, por to tonto contrlh11yen Ctln r:t·mpnnenteu de rrtcc16n .. 

m;!;e r1P,¡ueMae, Qui! cuundo 1as trregu)fjrldudeo er ponen en Clllllll.E_ 

to. 
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Loa e11perl1t1l'nto11 con bloauee desllzantea lndlcen cue le mn.st 

nltud de h ruerze de fricción rasultantf! (ík.) ee dlnctemente -

proporcional e ln magnitud de le fuerza reaultantl!' N. 

Matamlitlcemenh se e11preee como: 

fk • ){kN 

donde: .u_,k.- Coeflctent• da fr1ccl6n din6m1c11. 

los ve lores t1ptcoa de Ll,,k aon, 11prox1madB1T1ente 1 25 \ m6:s -­

peouel'\oa cue los de rr1cc16n e8t#itlca .U.e. 

1.) leyu de le Fr1cc16n en Seco. 

Oe1pu68 de un Qnn nGmero de u:perllM'nto1 auflclente11 pllrl!I_ 

inferir alounoe prlnclploe apl1cebhs el ren6mena di! 1n fr1ccl6n 

en seco Cnrloe Coulomb enunc16 en 1?81, lee leyes de le rrtccl6n 

las cuBlea ruer6n comprobndn11 por A.J. Mourln"1 .n 1u11 pxpertml!,!! 

to1 nnllzadoa en 1831. 

Sua enunchdoa ion: 

1
9 Ley .- La frlcclÓn 1t1ltxlmn Qua puede Q&nttraru P.8 propor­

cional e la fuerza Norrnel. 

rr ::;;i; h 

oue puede 1H1cribtr111 en le etgulenb rarwiin: 

fr ·~N 

donde"{·- Coertciente de frtcct6n. 

28 ley .- La rrtcct6n mlixit1111 nuP pued1 g1n1rarn ea lndl!PI!!!. 

diente del ta•ano del ltrea di contecto entre laa auperrtche CD!!. 

atderadee. 

38 Ley ... Le frtcc16n l!mlte (m".drr.e) es mayor auc lo fuer• 

za da frtcct6n ctnftlcn. 

lt
8 ley .- La frtcc16n c1n~ttcn ris 1ndP.pendlente de h velo­

cidad relativa de loa cu1rpo11 QUI! 11 encuentren en contacto. 



- 152 -

E•t•• cuatro l1y11 han 1ldo •Ddlr1c1d11 y corr1Qld1• co.o -

re1ulhdo d1 101 •"-P1trl•1nto1 •'- recl1nh1 pudiendo 1nunchr11-

d1 la 1lgulenh •11n1re: 

11 L•Y .- P1r1 prell1on11 •uy alt.11 o muy baj111 qua prudutcan 

une d1rat91c16n rxi::•1lva. el coer1cl1nt1 de rrlcc16n 1at11-tlc1 11-

lncnNnta e1nalblem11nt.. 

21 Lay.- Pera velocld•d•• nlativ ... ntl .uy b1j111 11 co1'1-

cl1nh de fr1ccl6n cln6t1c1 •~•nta 1en1lbl1•1nt1 y tiende a 

1.Qumlana con el velar del co1rlc18nt1 de frlcc16n eat6tlc1. 

31 Ley.- Para alta• velocldadea, el coer1chnt1 de frlccl6n 

cln6tlca dlPlnuye 11precl11bl ... nt1. 

lt8 Ley.- Loe c&Mblae ordlnarloa de tll!9']1ratur11 no produc1n­

ef'1cta1 •at11rlel1a en 11 co1rlcl1nt1 de rrlccl6n. 

1.t. Anoulo de R1po•o. 

Con1ldu1901 un bloqu1 sobre una 1up1rf1cl1 lnclln•d• •n 111 

cual •l 6noulo de lnclln•cl6n de h •up•rrlcl• hace que el .av1-

•1ento del bloque •e• l,..lnente, •• d1c11 qu• •l v•lor del lngulo 

9' corr•epondhnte el 90Vl•hnto lrm1ln•nt•, H ll•• 6ngulo d• -

rl!!'pOID • 
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1.5 DeaventDjft!I y Ventejoe de 1a ír1cc16n. 

Oesventajee ... Como ye sabemos 1 le f'r1cc16n produce color,_ 

que no e11 aprovetheble, ocee1one desonate y deeperrPctoe en lae_ 

p1euu1 de lea infiQu1nee v constituye un obat6culo pere el mov1--­

nthntc, ye Que r:Hemlnuve tl rtndimlento •n el trnbajo. 

Pare contrerreeter h rriccl6n ee hotl'!n lh1us len supern-­
cha da contacto de loe cuerpea, v ae Pl'l'lpleen coj1netee de bolna 

y ec1ttet1 lubr1tentes. 

Le; P'r1cd6n de une cepeuln espriclal en ln etm6ri.ferfl, cuando 

retorne ft ln tiPrre, por1dn 1flr:P.ndSerle, ftl no PStuvlPN1 nrntPQ!. 

CJn y l!laltidf!. con unn corein rerrectnr1n. 

las m6outneft oeatnn m~a energ!e en "u runctunnmlpnto pnrn .. 

venc•r le f'rtcct6n. 

Lee fricctonpe o roromtenton goetnn hft "'ur lnA de loa znpa ... 

toa, le ropa, loe p1eos, lee 11entee, etc. 

Ventnjaa ... Le e.1d11tench di! la fr1cct6n 1mp1<1P. quP. se efe_s 

tGen 1r1ucho1t ren6m·enaa aue nne •U~rlnn perjudlclalea; en cnrnb1o, • 

ln aprovechemos pnre nueBtta bener1c1o. 

Sln la ft1tc:16n, el t.n"1tncn· eetedemoe P•Pueetol!!I e reobBln!, 

noa; lAptceoe, ph.1mes v Qhl"a no nos eervtdnn pnrn eacrlblr; un_ 

eutarn6v1 J no tenddn mecHoa pern rr~ner, el 1gunl que unn btct-.. 

ch:!te, al eer nuln le fr1c:ct6n de eue gomea¡ une Qatn de lluvtn_ 

alce.nznr!e le velocidad de unn beln Ain la rrtcclón rtel e1re, -­

loa "'eteor1toa nur bombardeen rt cedn tnstente nueetro plnnetn no 

noa C8U8en entreooe, perol.le ln rrtcctón d•l nlre se encatQll dt! ... 

ttee t nteqrerloe. 
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vt .2 Hpae de ll.povo, Dlagr&111a de Cul!'rpo Ubre. 

2.1 Apoyo MecAnlco.- Se define nl epoyo ftll!c6n1co co1110 el elefllt!!!_ 

to oue IU! utll1za para llger, rtjer o a\111plemente evitar duphl­

zemlentoa. 

Upes di! Apoyo.- ln un cuerpo se d1et1nQuen dos cle!Hc¡ de ~ 

fuerzas: •la• ruerzea ectlvan• v "lea ruerzns reacllvaa•: 11 lee_ 

prl1r1ens se lea conoce con el nombre de car ges y B ha BPqunda1_ 

con el nombre de reacc\oriei11. Resulta ot::vlo r.ue lea rurrZf'l!I reac­

tives depenr1Pn de le chee de epovo del tuPrpo, por lo cual a R!. 

tea ruerta!! tamb\~n '' le!! l le'll'la: ruerz11!! de austentec\6n. 

tlpoyo MÓvll o P.poyo libre. 

Le suatentacl6n !!lf' hace sobre el eje de une rueda, v le ru!. 

da ae 1ncuentra sobre un plnno. E.l cuerpo puede girar alrededor_ 

di! h rueda V eatc deel1znree e lo lnrgo del p)Bno. 

Se cone1dPTl'!i Que no E.'•1ate rr1ccl6n entre el eje y le ruede 

n1 eritre ~eta y el pleno, edemlm ee auporie nu• tnnto le rueda CE_ 

mo el plano son Bbeolutemente rlg1doa, ea dech, no edni1ten de-­

rormAc16n. 

Hey un eolo punto de contacto entre le ruede y el pleno, .... 

por lo tenlo por dicho punto pe1u1rls le reecct6n, Que deb•rls e•r_ 

perpendlculnr 111 plnno d•l deal1zem1enlo. 

El apoyo m6vl l ee represente de h slgutent.e forma: 
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Apoyo Fijo. 

[l epayo rijo •e •ncu1ntr11 aobn un plano 111 cu•l •• encuen­

tre '1J•da, por la que •l cu1rpo no thne 110vl•l•nto. 

[1te tipa di apoyo pr1unte da• re11cclona1, une r111ccl6n VI.!, 

t1cel, epl1c•d• 1n 1u 1j1, y otra reacc16n horizonte!, •P Ucad• -

en 11 punto 1n cuel H1 apoya •l cuerpo. Se r1pr1aente di 111 d-­

Qu1ente •11n1ra: 

Apoyo di Art1culec16n 

Le barre pude Qlrar elr1dador de un 11j1 Que •• encuentre r1-
..1•, eatendo por la tanto 1•p1dlendo 11 dv1Uz•l•nta. 

A .... jnnze cOn al 11poyo •hvi 11 tear1cll9l!nt1 11 t.. apoya pua• 

de conalderan• collO un punto por 11 cual d1b1r¡ paanr 111 r111c,fl-­

cl6n1 y al no haber brezo de pabnce de 1et11 ruerza H thne ao­

Nnta nulo 1n 11 apoyo. 

[ata Upa de apoya ae r1pr1nnte a1i: 
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Empotramiento Perfecto. 

Hay un nún1ero 1nf1ntto de contnctoe entre l!'l CUl'TPD y el -­

apoyo. A el cu!rpo no se le permite ninguna clase de movlmtento. 

[Ate apoyo presente tree reacclonee, una vertical, une hor1zon-­

tal y un momento rte)(tonente. GeneralrP111nte ae le represente de_ 

la elgu1ente menern. 

MI 

m ~>---~~~~-·'~•·~ 
1Rv 

Apcvc Gul odc. 

E1tn chae de apoyo ee poco común en la pr6ct1ca, debiendo_ 

tener en 11 ew:trenio contrario de le bl!lrre un apoyo de artlcule-­

ct6n o un epoyo perfl!'ctemente empotrado, 

El cuerpo este tinpedldo de movtmtentoe angul!!ree pero pul!de 

deallzarae e lo Jerga del apoyo. 
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Apoyo EH1e1t\co. 

Quede det"rm\nsdo por lo un\lin rlqldn dP vBrhe ptP.zae nnrB 

formar una estructura reticular. 

Cate apoyo ptJPde tener toda clR8e de "'ovlmtentos, por lo -­

cual se desconocen sus cr1recterhttca9 mec6nlcar1. 

2.2 hostntlctded e H1pere11t11t1ctdad. 

Lee ntructurns pueden dtvtcHree en •1ao11tAttc11e" e •utpe-­

re1t•ttcaa•. Lea prtmer1111 11on 11qurl ln8 1n ha cuate& pupde ent.! 

bh!cerap au eQut ltbrto P.•hrnn con conoclrnt1ntna de le [11t6t1cn. 

Estructuree Hlp,.rretlitlcan, iton aQuP.1 hm pn h!I Que pnrn eatnhl!, 

cer eu enutllbrto ewterno necH1llfl'""ª de cnnoE:lmlentos oue our-­

dnn fuere de ln Efltl!ttca. 

?.3 Otngramas de Cuerno Ubre. 

U prtiner paso en le reaoluct6n c1e un problemn de mecllntcn. 

debe con9lattr, en hacer un dlngrn"'n de cuerpo 11hre, en el cul'!l 

ae ldentHlcen t.odl'!!J les ruerzns que en ~l nct6sn. 
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Ohgra•e de Cul!rpo Libre. 

E1 11 d1agre•11 di! un cuerpo o de un Qrupo de cul!rpoa aue •• 

npraaentn a111hdo de un entorno, y en donde Be muestran todas .. 

ha .ruerzlll!I u.ternas cue ectúen, telea como el p11ao 1 ln ruerzaa 

apl1c11dea, ha reecc\onP.a v ln rrlcc16n. 

Aei puea queden conclutdoa loa mo!Tlentoa ew.ternoe epl\cado•_ 

como loa momentoa produddo11 por reecc1onee y por lea t'uerzu de 

rr1ccl6n. 

Loa pinsoa ft fiegulr pare h1cer un diagrame de cuerpo libre ... 

ee pueden enl111tar de h alguhnte manera: 

1 ... Se decide cual ee el cuerpo Ubre que se ve. e uaar; 

2 ... Se eer.are el cuerpo de au base de 11uetrntecl6n 1 ad co 00 

mo de cualquier otro cuerpo v ee dibuja el contorno de 1au cu•!. 

po ad ahhdo¡ 

J ... Se repreeentan todae lea fuerzas externe!!. Ealee ru1r-­

u111 correaponderlin n le acc16n ejerc1dn sobre el cuerpo llbu -­

por h bal!le de 9uetentac16n v por lol!I cuerpea c:iue !!le hen a1tper11-

do; lu ruerzaa se deben aplicar en loe dlfenntea puntos donde_ 

el cuerpo libre eatuvo npoyedo o conectado a atrae cuerpea. En­

tre 1111!1 fuertes e•terna" tlllmbUn ae debe 1nclulr el pll!lo del -­

cuerpo llhr• (fte epltc11 t'n el centro de QrBVll!'dad). Cuenda el ... 

cuerpo llbr• est' rormado de verles part•s, no se deben 1nclulr_ 

entra ha ruenaa exhrneA¡ las ruern<J qu1 lea partl!'I ejerc•n .. 

l'ntr• d (l'1te!\ f'u•rze!'I BP cone1dernn 1nternae en lo 1'1Ull!' et r•-­

rhn 111 cuerpo ltbre en conjunto}. 

La magnttud v dtrecct6n de lea ruerzne hternaa conocldes -

se deb•n r1eetecar cleremente en el dlegramlll de cuerpo llbre. Lea 

f'uerzea l!•tern&e crmoclde!! generelrnente son el peso del cull!'rpo -

Ht1n y lea fuerzea epllcade!I con un prop6e\to l!l"llpectrlco. 

LH ruerzel!I 8)1(ternH denconocldBe eon generelrunte 1111 rea~ 

clon1a por rnedlo de lea cuelen le baee de austentect6n v otros -

cuerpos se oponen e un posible movlmlento del cuerpo llbre obll­

qnndolo 11 pamnnecer en ln mlema PO!llcl6n. 



- 159 -

L•• r&ecclon•• ea •J• rc•n •n le• punto• dond1 al cuerpo llbr• -

H 1poy1 o conecta a otro• cu•rpoe. 

El e+-'.nUdo de una ruerza desconocida en un d1•Qr•• da cu•!. 

po llbre, ••puede auponer 111rbltr1rl.-enta, y corraolr pa•t•rlo.!.. 

••nt1, 11 la •eonltud da la ruarza •n le aolucl6n d•l probl1•11 .. 

es poaltlva, entone•• •l aanUdo 1upu1eta •• corract~o, 11 h ao­

lucldn ee neoat1va, 1ntoncea al 11ent.1do corneta •• el contr1rlo 

el •UQ:ueato. O. la •1-• •enero 11 proceda pare loa a09i1nt•a an 

un dl aor-• d• cu•rpo Ubre. 

[n •l d111gr ... n d9 cu.rpo llbn t•-Ol6n d1bP.n apancar 11a .. 

dl••nalon••, debida a que •• pueden nacaaUar an al c'1culo d• .. 

101 ..-nta1 da una ru1rz1. 

lj.-plae: 

1.- OlbuJ• loa dl1gr-a d• cuerpo l1br1 da loa cuerpos A, B y C 

qua 11 indican. 

Al 8) 

C! 
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S.luc1an•e: 

A) Se•n lllA, Id• 1 Wc 101 P••Da de loe cuarpa1 A,B,C r••pactlv-~ 

t•• H1c..a1 prlura la• OCL d1 c1d1 ca.ponente del cuarpe. 

El dhgr-111 d•l cuarpti 1n conjunto ••: 

B) Procadlando de touel ro1111 tennoe: 
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(ntancae el DCL d1l cu•rpo 1n conjunto ••: 
p 

C) En 1guel ••""••: 

o.c.L. Total. 

p 
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2.- 51 11 pe10 de 111 11tructur11 11gu11ntla 11 d91pnclebl1, dl• 

buje eua corr11pondhnt11 dl1or•111 de cuerpo llbn. 

Soluclane1: 

A) El dllgr•e d• cuerpo llbr• 11 11 11Quhntu 

L. 
r 

91 0,C.L. 
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3.- Oeter-.lne 11 ~noulo d• r•po10 d•l cuwrpo QUI 11! 19U•str• 1n -

le '1gur1 y cuyo pe•o e1 d1 100kgr , con11derencto qu~ •l cawrt--­

•nte de frlcc16n 11•tte vale o .. ?. 

Soluc16n: Trezeaoa el dlaQre•• de cu•rpo libre. 

q" 
' 

01 l OCL t1nl!.ae que R • 100kgf por lo Que: 

H • (100kgf) (CD•<>) V 

f • ( 100kgf) (Hn Q) 

por 11r '"oulo d• repno, •ntanc•• 11 JNJVi•hnto •• 11Win1ntt por 

la QUI: 

f "'( N 

1uet1 tuy•ndo velare• hnema• 

(100kgr) c .. nA-). (0.7) (100kgr) (coo'l-) 

111 1cu11cl6h nos qu1d1 1ntoncea: 

-!!!!.!l.-=º·' pero .!!.!!.!!.. = tg e 
coeet caao 
tg G • 0.1 por la hnto: 

e• to·' 0.1 

o• JS qu• •a el 6ngulo de repa10 d•l cuerpo. 
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VI.) El Equll1br1D de 101 511t1111 di fu•rtea. 

J.1 Equlllbrlo d1 une f'ert!cuh1. 

Sa• un1 p11rt.1culs de a111a •a• 1uj1ta 11 un d11tn1 de fu1r1a1 

concurrant11, d• tal rar.11 que le r11ult11nt1 del 111te•• 11 r. 

S. dice qu1 une partícula 11t6 1n •Qui librlo, •l •• ancuan-­

tra en un e1tado de r1po10 o d• l90vl•l1nto rectll!n.a unlroJ11te, -

P• d•clr, le ru1rz1 r11ulhnt1 F deb• ••r nula o c1ra (1 11 l1y d•­

Nevton). 

" • o 
En otr1a p1lebr11 le condlc16n n1c11arl11 y 1urtchnt1 p1r1 -

qu. un1 parUcule a1te en equl Ubrl• 11 qu• •e 11nul1 11 ruarz• -­

reault11nt1 que 11ctú1 aobn la part!cuh. 

J.2 Equlllbrla d• un Sl1h1u1 de Pert!cuh1. 

S.a un •l•te•e d• n p11rt1cul1e; ha comUclon1a nec111rh1 -

(1unqut1 na 1urtchnt111) p11r1 que 11 1hteae de parUcuh• eat• 1n 

IQUll1brlo, 100 QUI la ru1rz• re•ult•nt• de le• fu•rz11a que •C•-­
tlÍ•n •obre l•• part1cuh1 y el llOMnto r••ult•nt• de ••t•1 ruer .... 

Z•• con re•p•cta • cualqu1•r punt.o 1een cero. 

r .o:r1 • o 
¡; .:i:(f1 • 1'"1J· o 
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J.) Equ1llbr1a d• un Cuu110 Rlgldtt. 

Con•id•reeaa 11har• un cu1rpa d.Qldo aa.1t1do l!I la acc16n d• 

un •1at ... da ruen•• can•\1tulda por ru1n11 y pan•, 1ntanc11, 

la• condlclan11 n1c1a1rl•• y 1ur1clent11 p1r1 que un cu1rpa rl-­
Q1d9 1at6 en equlllbrla ion qui l• ru1r11 reaultanh que actC.a -

110br1 11 cuerpo y 11 .,_nto r11ult.anh d• l•• ru1r111 y pana -

con r11p1cto 1 cu1lqul1r punta 11 anulen. 

r. 'f;, r1 • o 

lf. tt<1 x ni. tt:'1 • o 
dandi n 11 11 nÚMro d• ruarze1 fl y • •l nC..ro de parea fl 

3.&. Ecu1clon1a U11ctorl1l11 p1r1 11 e.a G1n1rel del Equlllbrlo. 

L•• do1 condlclonea de 1qulllbrlo para un cu1rpa rlaldo pu_. 

den expr1aar11 ••t-'t1c~nt1 en foJ'9a vectorlnl co"'o: 

'f:T'. o 
tlf •• o 

dond1 ~T 11 le 11\Jtla v1ctorhl de tod11 la• rue rz11 ucterlon1 -­

qui 1ctCa1n aobn al cuerpo y ~'R'o 11 le 1uma d1 laa •o•enta1 de -

tod•• ••te1 fu•rz•• con r•1p1cto 1 cuelqullr punto •o• loc1llz•­

do dantro o ruin d1l cu1rpo. 

3.5 Ecut1cion11 E1c1l1r•• C1rte111n11 peri •1 C110 G11:n1r1l del -­

Equ111br1a. 

51 cad1 une di! l•• rucrz11 1pl1c1i.:11 o de 101 •o••nt.01 •• -

.,,pr111 en ro~ v•ctorl1l cart•d•n• y 11 1u1tltuy1 en h1 ecu.!. 

c101111 v1ctorl1h1 d• 1qu1 Ubr1o ,· ·~ thn•: 

:!i: T' • '5': Fd + :¡; Fy j + :!: Fzk • O 

:!: Ha • :;; 11"1 + :!i: Hyj + f. Mzx • O 
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Como h1a co"'pon1nte11 segGn 1,j ,k eon entre 11{ lndependhn­

t•a, lea ecuaciones anterlone se l!latlafecen con tel de que: 

1'..íx • a 
J:Fy • o 

:l'Fz • O 

l'Mx • O 

t Hy • O 

Z:Mz • O 

E•t•• 11111 acueclone1 eacelerea de equllibrto pueden u111r-

111 pBra reaolvirr cuando mlia aeh lncoon1t1a lndlc1d11 en el dh­

ora•a de cuerpo libre. 

VI.r. Equll1brlo de Sillhinal!I Phnoa: Sua Ecuacionea Eacehlres Oe­

t1rmlnente11. 

Mediante une 11elecct6n adecuada de coordenedes y de un pun­

to best 1 ae puede obtener un nlfln1ro "'ln{ll'IO dll ecu11clon11 QUI ªª.! 
ouren el 1qull1brlo de un sleteme de ruerzea Cciu• puu1e 11t1r 11-

plit•do en el pll!!lno o en el eapaclo). El número mln!mo de ecu1-

clan1s de eciullibrlo ea tamblfn l'l mlixlmo nGmero de 1cuaclone1 -

eacehn• lndependhntee de eoulllbrlo. De h1eho, 11 11 número di! 

ecu11cSone11 de equl librlo• 1!U! emph11 i;ienerelm•nte pare indlcar -­

•el nGtn1ro de ecuBclonea eacnhna lndepencillnl•11 de eou111br1o: 

t..1 Shte•e11 de ruerurn Col1neele11 en rl Plana. 

tltg1endo el eje x. 11obre le línea de 1!1Cc16n de lu ruerzaa_ 

y un punto cualqu1na de dichl!I linea como punto baee para el "'°"" 
Mento, reeulta una 110111 acuac16n de ruer111111 para del1rminer al .. 

equllibrlo. 

:i:r •• o 

t..2 Shtainee de ruerzae Concurrentes en el Plano. 

Conalderendo el orl1¡1en en el punto de concurrench y tomen­

dolo teinbUn CD"'º punto b11111e para 1011 momentos, v auponliendo que 

el plano xy co1nc1de con el plano del ehtem11 de ruerzat1. 
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El ailte111e plano di ruuz•a concurrent.11 eatar6 en eQul l lbrlo m1 

a• s•Uaracen ln alQulente11 1cunclone11: 

'2".f)C • o 
rrv • o 

c..J Sl•h•e de rueriu Perehlu en el Pleno. 

Sean el eje y parelelo a le fuerre v el pleno •v colnclden­

te con el plano de ln inlnrnM. Al to1t1er cuelou11r punto, por -­

ejt•plo el or1Ql!!n, co1110 punto be11e p!lra loa r:'IQmentoa, ae obth-­

nen da• ecuectonee, una de ruerr1111 y otra d• rnomentoa pare Que -

el ahtl!!sill d• rueriea perehhri pn el plano eete en aoutl\hrlo: 

Tfy • 0 

:C:Mz • O 

i..r. Shtlma de ruerz111 Generalefl en el ~l1uio. 

Hecp111011 cuP Pl pleno xv co1nclde con el phno dr ln!I fuer-­

uss, el orlo•n ne ruede colc1r:11r erbitrnrlnmtr'lte en cuelriuler PU!:!, 

to conveniente y !UP puode conalderer como purito baoe pern tomnr_ 

111omrntoa. ln 1ate ror1t111 ae oht\pnpn doe Pcuactoru!!t de íu•ruu1 v 

une 1tcu11c16n de 11omentoe pare r 1 l!ClUl librlo: 

rrx • o 
r.rv • o 
J'."MQ • 'fHZ • 0 

\/].') [Qu111br1o di!' Shtemne [spectnlu: Sus lcu"ctonee [acnh-­

rea Certeahnea Oeterniinentea. 

~. 1 ShtPmea Coltn11ah11 di! íuerze!'I en rl Eapt1clo. 

O• 1oulll •enera Qu• pnre un al1tPmn collneal dp ruwrzaa en_ 

el ple"º• la ecunc16n determl,,nntw del 1tQull1hrlo ea: 

zr •• o 
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5.2 511te111aa Concurrentee d• Fuerzae an el Eepec1o. 

Sahcc1onendo el punto de concurrench coino or1Q•n di\ l1•­

te1111 da coordenndH y te11bUn como punto beae de 1nomantoe, reeu,!. 

ten tres ecuec1onee de ruenea pnr11 naeourer lee cond1c1on1a da_ 

enul l1br1o: 

tf'x • 

r:rv • o 
Hz• O 

5.3 Shtamee de f'u1rz111 Pen1lellH en al Eepnclo. 

Cons1dernndo un ehteran de rererenclri •hQldo erbttrnrhllflB,!! 

te, con ln condtc16n de nue uno de loe ejes, por ejemplo el aja_ 

v un perahlo n he ruerzr1e, llP obttenpn une pcuncl6n de ruer-­

.zee y doe ecueclon1n d1 inomentoa nl tomar un punto b1111 cualaul.!. 

n, por ejemplo, el or\Q1n: 

<rv • o 
lHx • O 

CMz • 0 

5,4 Stater11!1 Genautl de Fuerzne en el lepncto. 

Pnre al nhtemn Qenernl da fuerzan en zl eapnclo u reQule-­

ran todn• hn neta ecunctonee, ea d1c1r, tria ecuac1on1a dw rue.!. 

ZIH y trua ecuec1onee de momentoe pnra aeegurer el equ111br1o: 

f:í• • o 
~Hx •O 

[jeinplot1: 

:rrv • 
f:Hy • O 

i: F'r • O 

!'.Mz • 0 

t..- El huecel t1ene une inaae de 200 kg y entn eujeto a una rue.!. 

za re1t10lcadore P oue ectÚll!I eegGn un ~ngulo di!! 20• con reepircto -

a le hor1zontel. 51 -4..• 0.5, determine 111!1 m!lgn1tud de P par!! 1!9 .. 

tar a punto de int:Jver el huecel hecle ebeje del pleno 1ncl1nado. 
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Soluclén: D.C.L. 

Cnlcul•.a• pr1 .. ro el peao del huacal 

111 • 9Q • (200kg)(9.81•/1') • 1%2 Nowton. 

h•C••o11 le .,... d• fu•rl•• irn x y irn y 

.rrx • o.5H - P co11 Jo• - 1'362 ••n 10• • o 

xry • -1'J62 coa 10ª + N + P un Jo• • O 

re•llz•ndo operncton•• twne1ttJ11: 

o.5N - o.8&&P • J4o. &977 

H + D.5P • 19J2.1928 

de la acunc16n (2) t.ene90a: 

(1) 

(2) 

H. 19'2.1928 - 0.5P -------------- Ol 

•uet1 tuy•ndo H 1n la ecu11c16n ( 1) 

0.5( 19'2. 1928-0.5P) - 0.866P • J40.&977 

nalh•ndo op1nclon11 y d111p•J11ndo P ten11110a 

P • 5&D.J9 Nowton, 

auall tu yendo P en la ecuac16n (3) 

N • 1932.1928 - 0.5(5ó0.J9) 

H • 1652 Newton. 

aai puea • l rP.aultado pedido ••: 

P • 560.39 He"'ton. 
---------- - --
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s ... Une escelera de 20 kg llene un centro de fl81H en G. 51 101_ 

co1rf1cl1ntes de rr1ccl6n en A v a son ~ 0.3 v J.ú• 0.2 nap•c­
tivamente, dl!termlne h ruerze horl1ontel m6s peauei"le nur u d1-

be ejercer sobre le eacalern en l!!'l punto C per8 empujar h esca­

len hnc 1n 11t1r lente. 

Solucl6n: o.c.L. 

F 

w 

l Fr: O. 2 Ra 

-R• 

Vn1011 nue ae tratad• un n'ntema di! fuerzea oenrrel111 an 11 

p\an0 1 por 10 Que t.•m1n109 tr•a ICUIClon11 de IQUl llbrlo: 

I:P< • o 
rrx • o 
Uy •O 



- ,, , -
obtl!!nemoa W • mg 

w • (21lkg)(q.si 111/e'l • 196.2 Ntowton 

til!lce11101 euma de mornentoa v !IUJllft de fueruu1 b111e1mdonoa l!!n e\ UCL 

1M• • f(1~H•en 50')•\1%,2)\2)\co• 50') 0 R1(4)(oen 50')•(0,2R1)• 

•(4)(coo so·) • o 

reeHnndo opereclone!!i: 

0.166f - 7,55R• • ·252.?299 N•m (1) 

Ify • RA -1%,7 - 0,2H1 • O 

H.t. - 0.2 R1 • 1':16.2 N -------- .............. (<!) 

tfx • -O. JR1. • í .. R1 • O ......................... ()) 

na{ tenemos el sistema de ecueclonee nlguhnte: 

o.166f + O - 2.55R1 • ·252.2299 

0 +- AA .. 0.2 Ha • 196.2 

f .. 0. JH.& .. Ht 0 

reeolvhndo el nhteme tenrmoe oue: 

H1 • 17,,íl? N 

RA • 2)0,;2 N 

• t't.D. 19 N 

por lo Que tenemos oue h ruer1n npceenrln pnre muver le escale­

ra hnc\ e nde lnnte e!'l: 

f • z;0,19 N 

6.- Calcule lea reacc1one9 en lo!I npovoe de h algulente er'"ndu-

ro, 
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Soluc16n: O.C.L. 

R•• ..-~-J..-'-'--~~--'ll-~~~~~ 

1 Rt 

hf1emos un-e111teme de fuerzas generalea en Pl pleno por lo tanto 

_ tl!nemoa tres ecuaclonee de eQul llbr\o. 

Tomamos auna de momerito!I y sume de ruerZBS del O.C.L 

-"H• • (10 KN)(lm) + (5 KN)()m)(oen 60) - R1(6m) •O 

real tzsndo operectonee v despej11ndo R• 

R1 • 1. 11l~ ~N 

1 r y • RA - 10 t\I\ t 7 • i&'5 ..,N • O 

AA • ?.AJr, t\N 

l:íx • ·ANA • 5 t\N • 

ANA • trn 

'1.- La armadura Howe de puente eeté sujeta e h ecc16n del 11l1t!. 

ma de cargas \ndlcedo. Determine les reacclonea 1n loa epoyoa. 
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Solucl6n O.C.L. 

30 l<N 

Nos encontrnmos con un slote•e de ruerz"a oenernlee 
plano. 

tinc 1endo Bl.JfftB de moinenton y numa de fuPruu1 nos 

I~• . (20 KN)l"m) . (JO KN){Pm) .. Ht ( 16m} • 

A! • '20 K.N 

I:íy • AA ... JO t'IN • 20 KN ... )(l t\N • 20 KN • 0 

HA • 60 KN 

~rx • o 

QUIH1n: 

rn el -

e.- unn eafern de '?00 lb ne epoye eo doa phnoo lhon, como ae .. 

muestra en h figura. tial lnr las funrzns de renccl6n Que ect.óen_ 

aotire le esf'ere. 
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Solucl6n: O.CL. 

J~O· .• ."·,,···. 
w 4~· 

R1 Rr 

Como vemos ae trata de un elsteme de ruerzea concurrentes -

en el pleno, por lo c¡ue contamoe con doe ecunciones de eQu1l1-.. -

brlo. 

l'íx • O 

Iry - o 
heclendo le ftutnn de fuerzan tenemon: 

t'í>e • R1 CDl!I :m· - Rt CDB i.s· • a _________ .. ( 1) 

l:fy • R1 ••n 30• + Rt een i.5• - 200 • O ---- (?) 

de le ecuncl6n ( 1) tenemos: 

H, • íl.0165 R1 -·-····--·()) 

11u11tltulmoa 0) en le ecunct6n (1) 

O.P165 Rr(sen óo•) + Hr sen 45º • 2(10 lb 

Ar • ii.i.t.¡i lb 

y suet1tuyendn R1 en le ecuedlin ()) 

H1 • 11i.47 lb 

oue non he f'e1tcc lo nea P jP 1 el dtHt '!!Obre le ~ere re. 

9.- Determinar lns tene\onpe T, y Tt en 1011 alambrea llC y BD, ...... 

rPepect 1 vnmente, 
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Soluc16n: D.C.L. 

T• Ti 

45 

hace...• •!JI• de ruerze• •n • y y 

-Z:Fx • -T1 CDI t.5° + Tr CD• 30° • o --------------- ( 1) 

t:Fy • T1 nn t.5° + Tr a1n JOº - t.50 • O (2) 

d• le •cu!lcl6n ( 1) hneao1: 

h • 0.8165 ¡, ------------ ()) 

euetltuyendo lr en la ecuacl6n (2') 

...!!_~~~~B_!b_ 

eul!ltltuyendo T1 en h ecuacl6n 0) 

Tt • Jzq.•• lb --- ·- . - --·-
que aon lea tenatonea pedldee. 

10.- lleter11ln• 1111 rvacclon•• 1n loa 1poyoe d1 h vlga en 1qul l!. 

brlo aoetrada en h. rtoura, daapredendo eu peao. 
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Solucl6n: O.C.L. 

/ZOO Kpf 

¿,. 
L. 

h&Cetr\09 suine de ll'IOmento• y ewrin de f'uerzae .. 

ll< .. (800kgrJ(een 60")(4,.).{12C0kgf)(un 45")(9'o)-Rt(13,.) •O 

R1 • 1300.62 l(gf 

tfy • H•-IBOO•gr)( orn 60")-( 120Dkgr)(een 45"l•BOD.&2kgr • o 

RA • 740. 73 kgf 

rr •• R ... ceoo•qr)(caa 6D"J-c12nc•gr)"é70• •~·i . o 
~~2!_. 

11 .- Una phlca de unión est& !'n e qui llbr1o tH:ija lB ncc t6n di! CU.! 

tro ruerze15 como el' mueatre en ln ftgure: hnl lur loe vl'!lloree de_ 

r, v r, . 

Ft 

$00 Kgf 
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Salucl6n: D.C.L. 

1000 Kgt 
F1 

eo· 

300 Kgf 

Hecemol!! le IU-""B r1e ruerzae de embae rje"· 

2'.°í>c • -í1 CD8 )0" + ( 1(1(10 k9r) (COR 60°) • 0 ·--------- ( 1) 

l:.íy • í1 l!IPn )Q" + Ít + ( 1000 kQr)(sen 60°) - JOOkgr - (;jJ) 

de le ecuación ( 1) tenP.moe: 

r, • ~7?.3S kgr 

euatttuypndo en 1ft ecuncl~n (~) 

(577.JSl<••n m•) • r1 • p•r,&.r J •gr) - 100 kgr • o 

r, • -8'·4.?1 1.: 9 r 

con e!te rel!lu}tnr1o conclutrnna oue ln rurrzA í1 dPbP Bl'r ejncldn 

en eentldo contrerto. 



CAPITULO VII 

KlHt.NTUS ESTATlCOS. CUHl<OS DE GRAVED~D V DE MASA, CENTHUIOES DE 

VOLUHENES Y AREAS PLANAS. 

Ull.1 Centro de un Shte•e de fuerzas Parelrlna. 

Como ya •ebemon un ahteme de ruerraa pnrelela11 tlen1 una .. 

reaultente, cuando y aolamente cuando, la ruerze aumn no sea ce­

ro. Ahorn, noa proponefM1n altuar la lfnea de acc16n de eaa reaul 
tan te. 

51 8 ea un v1ctor unlhrlo pnrnhlo a ha ruerzna T1 pod•"'­

~11 19CT\blr QUI f't • íl i°, 1n donde loe PBCBlefl!S fl llOM poa\• 

tivoe o negetlvoa de acuerdo con nue ha T1 tengan h 1J1\sma dl-­

reccl6n u OPU!!'!!trl a i'. La resultante del ahte1t1B ea: 

r 111 • ttr1 >P 
51 fl ectGon en loa puntea Pl, y fl ea el vector r1e poalcl-

6n del punto O nl punto Pl, el momento reeultenta con napecto -

e U ea: 
He • t.r1 )( (fl i'> • (lflfl) )( e 

Aai puea tene~a pare el centrolde: 

r • .rr1r1 
:!: FI 
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en donde r, e& el vector de poeicl6n del punto 0 al punto P, CD• 

rnepond1ente nl centro1de de loa punloB P1 con los nGmeroe eao­

cledoe Fl. 

[ntoncea podemos eecrlb1 r: 

Ha • c~r1>r x e. r x c1:r1>H. r ,., r .. 
Este Tll!'eultndo eetebloce 11ue Ha 11'1'1 IQunl el momtnlo reapec­

to e O de le eole ruerzn r nctunndo tn P. En otrtte pftlflbrne, la 

ru1TZ8 r vn p llene le miAme rui!TZB V el m1emo mowitnto con re•­

pecto n O cue 11!'1 eletPme dedo di! ruerus p11relelu. 

Como rmd1rmos noter le pos1c16n de P depende eolamentll!' de .... 

loa puntee Pi y d• loe númeroe F1 v no di lo d1recc16n del vec-­

tor i'. Por lo tenlo le reeultente C1e lnA íuerzee pnrelelee íli° -

ciue 1"1Cl6en en loa puntos Pl paee por P lndepencHentemente de la_ 

d1recc16n que 'é puede tener. Tomendo en cuente este propiedad, .. 

P ee lleme el centro de todos loe rererldOfl Blatemaa de ruerns_ 

paralelas. 

Siendo lee coordenodee ele P: 

I"íh1 
K •---

:Ef! 

H!vl 
v·~ 

T.í 1 
l•~ 

>:f! 

QUI! son ha ecunct.onee aur nos determinen enelítlcornente lee --­

coordenadna del punto de apltr.nr.16n de la ruerzn rpnultnnte de -

un l!lletr.mo dp ruerznn perelrlee 1 P8 ctectr, dPrtnen Pl centro de_ 

ruerz ns perele lee. 

Del en~l1a1e de len treA P.cuocionp9 nnterlcrre se concluye, 

nue se obtlenr el lflhmo rrsultedo: 

1.- Sl todne les ruerzos r1Pl e1ntrme huhierltn g1rndo un ~n­

gulo cuelr.uierl'!, permenrclenda l'!nvnrlet'le ln ponlc16n del punto_ 

de noltcacl6n de su rPsultnnte. 

2.- 51 todee la& fuerzn!'I del eteteme Tt, hubler~n eumentndu 

o d1smt11uido nu mngnttur1 ergún unn mt~me rnzlin. 

3.- 51 !le hublPr~n tomrido momentos t11! todnn ln11 fuPrznl'! dl!l 

eleteme con reeppcto n lon ejPB conrdenedoR. 
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Ejenploe: 

1 ... Encuentra h ru1rze n•ultant1 y d punto d• epl1c1c16n d1 ... 

le l'lhll'le an el •1Qu1ente ehte•a de ru1rzee perahln. 

: .. : :·: ~. . ...: 
s:~m ·;\- · 4 "' 

(º'º" 

3"' 

so1ucl6oi--
c111culamoa le ruerzr resultante hec\endo 11\Jlla di! ruerno en 

V• 

f11 • .[fy • 5 + 18 + 50 -25 .. 32 • 28 Ton. 

al punta d1 epHcnc16n lo celcuhtn011 con le r6rmuh: 

•• ~. (5)(0).( 16) ( 5). (-25) (9)+(50)( 12).(-20)( 17) 

26 

x • t..t.fl m 

teneinoe ed oue el centro del e1etenie de f"uerzns perelell!lle H •.!! 

cuentre en x • i..i.&m y ln fuerzn npl leed e en el r111a1110 ee F •2B T. 

2 ... Un peouetr. oue contiene 12 letu ee encuentre 11oetenido como 

1e Jnueetre en h rlgure. 51 el p1eo de le envoltura ee de1pnc1!. 

bh v el de ceda une de he letee e• de J5 or. 

11) Encuentre he coordenedee vector1elae dRl sistema de fu•!. 

zu, pare Pl e\et11rn11 da rirferench indicedo. 

b) Oehnn1n1 ln ub1ct1c\6n de ln r1nultonte de dicho 111teme_ 

de ruer1e1. 
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~oluc16n: 

a) Celcula11011 primero h ruerts resultante 

r •• c-Js• H 12> • -•20• <gfl 
enaeoutda obtenemos h euma 11e momentoa r1rapecto al or1aen. 

M• • C 101l•C-35k) .C20l Jx C-35k J .C 10j >• C-35k J .C 10l• 10j) •C-35k J • 

( 70l• 10j) x (-J5k) .C 20j)x (-J5k) .C 10\ .;>Oj) x (-}5k) • 

(201 •?Qj)x C-J5k l• ( 30j h C-J5k) .C 1n1 .JOj Jx(-35k J • 

C20l •3íl j l x C-35kl• 

M111 • -6Joo1 .. i.¡iroj CQr~ cm> 

h11 coorde edaa v~~~.!l!..~~~-"-' __ d __ __, 
f, • -420• (Qr) 

+-"-·-·_-_6_J_o_o_l_·_4_7_on_.J __ ~car·cm> 

b) Pare h ub1cac16n de lA reeul tente en el cintra d11 ruenea h!_ 

cemoa: 

V • 

' . 

(-35) e 10+20• 10.2n .. 1c.:m. 10+20> 

-•20 
• 10 cm 

(-35) ( 10• 10+ 10+'20+20+20• JO .. 30+ JO) 

-•?o 
(-35)(0) 

-420 
• o 

• 15 cm 

ae{ obtenemos la ruertn resultante ub1cedo en el punto 

P(10,15,0) (cm) 
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Vtl.2 Centros d• Grev1ded y d• He1e da Cu1rpoe. 

2 .1 C•ntro de Grl!lvednd. 

S1 llanta centro de oreveded de un cuerpo, el centro d1 lea_ 

atr1cclon1e {t'u1rze1) conaidatocht• peral1lea , Que le oravtd•d -

1jerce aotire cede une de ln!1 nert[culee que ro11111n el cuerpo. 

Ceda una di! lee pnrt•u nu1 l"orm.en •l cuerpo thn1n un peeo_ 

Wl cuya meonitud 1!9 el producto d1t eu mean por au ecehrac16n 

WI •mi O 

Pera lon cuvrpoe d1 la pr6ct1ce 11 conaidrre al centro de .. 

etraccl6n en el 1nrinlto, con lo cuel loqnmoe doa coeee: 

1 ... Si r1pr1e1ntamoe e le etreccl6n por rueriiur, dich•• - .... 

fuerz15n son pereleles .. 

2 .... Si a~ t1t>ne un cuerpo homogEneo todel!I lea pertfculee de 

dicho cuerpo aufr@n la rnismn etrecc16n, e• decir: Q • canetanh. 

Cuando en un e1ate11a Q ee conatent1 v lee ruerzna d~ etrec ... 

t16n san parri.lelue, •e dice Que '""un slate1na ore11itatorio unl-­

ron1e .. 

Para 1ncontrer •l i::entro de 9revedad recurrtinoa a el c•ntro 

de fuerte• pare lela•, oue pe re 111; •ª 
:t..M r1. s:r1xt 



sab1a1os edem6a aue: 

H11 • !Mo 

entoncea oere el ejt x tendríamos ous, eust1tuy1ndo ri por W1 v_ 

tDNO w • Wl 1 tendrH10!!I entonces: 

'iW • f:Wlkl 

de8pejendo e " noe aurda 

- lW!:wi ··--- ---------- ( 1) 

"' ecuec16n Que noa de le 1m:ellzec16n en el eje x del centro de .... 

oreveded. 

Ahora el tom&•os pert{cules, entonces tendretnoe Que el peao 

de cada pert{culn n:da dw, de tel menern Que eustttuyendo l!n ltt 

l!tuec16n (1) el elono de "•10111e• {r) ocr el di! •integral- (J} -­

noa nuede: 

oue nos de le conrdPnede1 rn " dll!l C(>ntrc de oreveded, eleinpre y_ 

cuenda W • C1w. 

Procedlendc etc 19uel ftlenere PMB los ejes y v z, tendremos_ 

le1s ecuac1onpa ouP nos ~en le locellrec16n del centro de orove-­
dnd. 

--~ w 

2.2 Ley de 51metdn. 

51 un nhtemri hofTlog6neo (volumen, euperrtc1e o linee) ndmt­

te un pleno da 11metrfa, aje- de e1rnetr!a, o un c•ntro de a1rne--­

tria o flc¡ure, au Cf'ntro de graveded eeter6 sao.re d!r:ho pleno, .. 

ej• ocentro df!' simetrle o figure. 

2.3 Centro de Meas de un Cuerpo. 

Pera eat1JC1ter problemee relativos nl movimiento de meterh 

bajo el influjo de f'ueT1eo; en d•cir, problemee de dln6m1ca, es_ 

neceel'lrlo lacellzer un punto 1115ntedo el •centro de mase•. Sebe-­

Jn.OB que dw • ctrn1¡ 1 au&tttuy1mdo eete velar en lne ecueclonee de ... 
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centro de orav1ded ten1 .. 011: 

-~~~ 
x • J dmg • g J d1a • Í dm 

co1110 d• • M, procediendo de louel 11enere p11r11 V y? obt1n1nt01 

.... ~ v-~ •-~ 
H H H 

Eetee ecuedonee noe den lee coordenedee d1l cintra di •ese 

de un cuerpo. 

Cuenda 11 cuerpo u homoo6n10 y uta cone1daredo 11n un •h­

t1•11 or11v1t11tor1o unUorl'fte, eue centros de Qreveded y d1 •••• .... 

co1nc1den. 

Ull.J Momentos Eatlit1ca11 de Volumen y Centro de VolUlflen de un .... 

Cuirrpo. 

J.1 Momento Eeth1co de un Volumen. 

Por 11nl!lloo!e con hla ruerzea, el momento eetlitlco de un vo­

luapn con reepecto e un ph1no se define como: 

•Le !HJma de 1011 producto11 de lori volumen1!'! elementnh11, por 

sue d1etenc1e• el pleno•. 

Ente 1e: 

Qx • f xdv • X._v respecto ol pleno vz • 
Qy • fydv•y•V respecto ol pleno ., . 
Ql • fzdv·z·v r1epecto ol pleno •V• 

Por lo anterior, el fPIOmento eet~t1co de un voluMen con res .. 

pecto e un pleno, u el producto de dlcho volumen por la dlRtnn­

cln de su centro de greveded el plena. •tt centro d• gravedad e11 

un punto en el cuel puede conaldeuuse cancentrodo todo el volu­

men, por lo tanto el momento eet6tico de un volumen con re11pecto 

e un pleno QUI! pese por eu centro de gravedad, es nulo•. 

Lea unldedea de loe mornentoe eetliticoe de un volumen son -­

unldedea de longitud elevedes e le cuertn potencie: m 4
, ft 4

1 "'"• 

etc. 
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3.2 C1ntro d• Ve h.rm•n d• un Cunpo. 

El c•ntro de volum1n di! un cu1rpo esta dtflnido por h1 COD!, 

da ne da a: 

• • fxdV - JzdV '·---
cOft'lo podent011 ver fxdV¡ JydV; fzdV, son loe 1t10mento11 l!et6t1coa del 

volunien con raapectc a los planee vz, xz, xy, reapect1vaiaente. 

Cuenda un volurMn V posu un pleno d1 •1•etrle, el c1ntro1d• 

del volu-en est~ locel1zedo en eate pleno. Cuenda un volunen po-­

eee doe phnoa de eleetrle, el centroide d1l volumen 1at6 locali­

zado en e•te pleno. Cuenda un volumen peen tres plenoa de al111e-­

trie QUI! a1 lntereectan en un punto bien definido, el punto de 1_!! 

teraecc16n de loe trae planos debe de co1nc1dlr con el centrolde_ 

del volumen. 

Eeta propiedad nea permite determinnr lnrned1etementP. el cen­

troide del volumen de eerera, ellpaoidea, cubae, perrihl1pfpedoe­

rectenQuleire11, etc. 

Los centroidea de volumenn e11lm6trlco1 o de volUftlenl'A Que -

poseen sala una o dos plenos dR eimetde deben eer determlnedoa -

por 1ntegrec16n. De lo enhr1or conclu1rnoa Que: 

•cuando el cuerpo pe homoo~n•o v eat~ conalderedo en un sla­

terria grevltetor1o unlrorme, aua centroa de grnvedad, masa y volu .. 

colncldt!n•. 

Ejeraploa: 

3.- Determine la rioalc16n del centro de grevednd del e6ltdo hom.E. 

Q~neo moatrndo. 
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Solución: 

Por elmetrh obaerveinoa cue el centro de orsvrded 11 e'1c\Je!!. 

tre en el pleno yz 1 esto el!!I la cocrdenede J( • O¡ 

z 

COllllO •1 cuerpo ea ho1neq~neo •ntonce11 podemos encontrar el centl'O 

de volumen, ye Que co1nc1de con el centro de Qravedad. 

Prhnwro tottemoe un elemento ten dalQndo como una llinlne, P.! 

re lelo el eje y da uepesor dz • entoncea el volumen de ese 1'in1ne 

ea: 

dV • ~dz 

y co1110 x' • e' - z' 
nos ouede: 

dV. 'Tí<e' - z•) dZ 

2 

1nhorendo non auede: 

v. : f(•' -z'>dz. 7 (•'• -f ): 
euatUuyendo ll•ltea 

• JL ( •' - -f). ~·· 
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Cl!llculendo le coordenl!lde del centro 

vz • J zdV ·f{TI' (e~ -z'> )d• 

Vz • j!_ (L.!.'._·...!..'..) 
2 2 2 

11u11t\tulrno11 liftlltes y tenemos 

iíz • ~ ( f --f l • 2!L 
deapl!jendo l y "Uatltuyendo V 

~ 

··--·83·1 ~ 

de volumen en el eje 1 

• ..:!L(a.(e'z - t') dt 
2 Jo 

Para obtenl!r V procede1toe de 1Quel ine~era, acle rue ahora .. 

ta11.endo un •lementa dy en vet de dt. 

dV • 1'T'x 
1 

dy 
2 

donde x' • a' .. v' 

euatltulmoa v nea Quede: 

dV • .JL (e' • y 1
) dy 

2 
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ue11ndo le r6r•uh del centro de volUW1en 

vv • .JLíªv<•' - v'>dv • .lLJ.ª<•'v - v'>dv 
2 Jo 2 o 

Vy • .:rL (h' -Y.:).ª. i (..L -~) . ~ 
2 2 "º 2 2" 8 

d•11pejendo Y - ULLB V• • - e 
1Ta'/J 8 

El centro de 9reveded de le flgure ee locellze en: 

X.o 
- J V •-11 

8 

- J l •-B 
8 

V y 1 aon 1Qunlee, d!bldo e rue los ejea de e\metde en elflbee d.!, 

r1cc1onea corten 1m formea 1guelea el cuerpo. 

i. ... D•t•rfllne el centro de grevrded v el momento eet~tlco de h_ 

p\rem\de inoatrede en le figure, eupon1endo aue !ll!a homog~nee. 

pJrGmld• r•ctongulor 
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Soluc16n: 

Por 111metr!n el cl!:ntro de graveded se encuentre en el eje z, 

va que loa planee de 111.metrte pnenn por X. b/2 V V. a/2. 

d1 

Por ser tiomog~neo el centro de volumen v el de grevednd --­

co1nc1den. Tomemoa une delgeu1e l6ni!nA, pnreleh e ln beae como -

elemento dHerenc1el de volumen. 

dV • •'v'az 
pero por trl ~nQuloe ePmejentee tenemos: _._._. ~ 

x'. e - .!.!!. 
h-z 

de 1Qu& 1 manera 

_L_. __!!_ ----. v'• b - !!.!.. 
h-z 

auet 1 luyendo 

dV • (• -7-)(b 
integrando 

V J(•b 2ebz z1 eb) d ( b ebz' i'eb)' --h-+'hf"" 1• ez--h-·~o 
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1u1tltuyendo limites 

U • abh - ebh + ~ • .!.!?.!! 
} 

ahora calculemo1 1 

Vz • z ab - -- + -- dz - jh ( 2ebz ebz') 
o h h 1 

au11t1 tuyendo 1 tmltea 

\Jl. ebh
1 

_ 2ebh
1 

+ ebh
1 

• _!_ ebh' 

2 } 4 12 

colltO VH'\011 helfloa obtenido el "'º"''nto eat6ttco Qz 

ahora despe jel"'Ol!I Z 

_!_ ebh1 

l • _12 ___ • _!_ h 

_!_ ebh 4 

} 

por lo tanto laa coordenedea del centro de gravedad aon: 

- b X•-
2 

• y·-
2 

- h 
z ·-

4 

Loa -amento& eat6t1coa eetan dados por: 

Qx • 7v -(-}) ( •~h) • •b: h 
Qv. yu ·(-;-)(ª~h). a':h 
uz • zv • •bh' 1 

12 

5.- Oetert11nar el centro de gravedad y el 1t10111ento e11t6tlco del -

cono circular recto lf(Jetredo en le a19u1ente figura, auponlendo_ 

nue sea homoglneo. 
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., 

Soluc16n: 

Por almetr!a el centro de grevedDd ne encurntrn en el eje Z, 
ve nue loa phnoa de elmetda nuP cortnn al Pje x y y reopectlv.! 

mente, BI! corten en el origen, dende por rceultedo -; • O y Y • O 

!·· 

Supongamos Que 1d cono eo generado por el tr\Ángulo de la -

figura glrando el rededor del eje z. 51 tornamoa une Umlne delya­

da, peraleh e le bnee como elemento de volumen; tenemos enton-­

cea ciue: 

dV .1T(r")1 dz 
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y por tr16nouloa sem~j.antes 

_r_'_ • ...!....: 
h-z - h 

por lo, tanto 

::c~r;)'.~ ~· ,~ 2r'z •. r'z'. 
'h h 

despejerooe e Z y nea quede: 

_!_1'ír 1 h 1 

12 E Z•--•+h 
-1-11'r1

h 
3 

As{ puee lee coordennde!I del centro de gravedad del cono -

ªº"'[[} •• o 
y. o 

z._!._h 
~ 
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y la• 

6.- Locnllce •l cl!ntro de ornveded de unn Bl!mleerair11 de red1a e -

y ce lcultl los pr1•eros rao•anton. 

Soluc16n: 

CollO loa planos di!!' •l••t.ri• Gt> C"Drten en •l orla1n entonce• X • O 

v • o z 
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Supongemos que le aernlesrere ee engendrede por le rvvoluc1-

6n del eem1clrculo siguiente en el eje z. 

51 tomemos une delgedo Umtne pereleh e le beee corno ele-­

mento dlfl!nnchl de volumen tendremos: 

lntegrP1ndo 

dV .-rr{dz 

v' .. e' - z' ¡ entonce e 

dV • '('t'(B 1 - z' )dz 

•1T 
0
(o 1 - z1)dz .-rr(e'z ¡o - _z' )ª 

\ ) o 

celculflfnoe l 

vz ·'11').zCo' - r 1 ldz ·'!!"(":•' -+): • -rro• 

eharri despejendo l 

~ 

' • --~-- • _2_ • 
_L 1Tn' A 

) 

de donde lee 1··-r~:·· .. r ... 
z •-e 

B ........... ,r::·:f :· ·r .. 
~1f:' 

7.- Locel1ce el centro de greveded del volumen gpneredo el hecer 

glrBr el firett eombreedn alrededor del eje z. U meterlel u hom!!. 

Qfneo. 
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z"' 

Solucl6n: 

Al girar e.Í .-6re1i eornbf.e11dn elrad.l!!ctnr del !!je Z:, ee íotll'IB Uñ vol~ 
men·can',am1 'plano• de e!mrtri:e que sP cortin en Pl nr1QP.n~ hn .. -­

clenáor-: 

_)(. o V V. o 

fomernoa el 6ree de revaluc16n v de ella une )~mine de)c¡eda, 

pare lela el eje y, como eleinPnto di rvrenciol dz. !iu volúrnP.n ee- .. 

r&: 

dV •n'y'cu 

v como y' • tz entonces 

dV • 2'1'1'1d1 

integrando tenemos: 
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calculamos ahora Z 

vZ. 2_1íJ:<z>C.z)dz ·.~z"I' • 16 .. 76 m41
• 

) . 
despejando l 

z-~-1.J)m 
12.57 m' 

Aal lee e oordenedee de G ean: 

•• o 
y • o 
z. i.:n"' 

J.J Volúmene11 Comp\Jl!'Btoe. 

ln muchos ceeoB, un cuerpo, pueele eecclon11ree o dlv1d1rse_ 

en verlas pnrtee oue tienen rormee mAs slmphe. Slemore y cuenda 

no ar deeconozc!I el PfPJO y le locellz11cl6n del centro de Qrl!lvir-­

ded del cuerpo completo. Le epl lcec16n del prlnctoto [fe momentoa 

e ceda unn de lee pintee cam1tttutl\IB8 de por resultado lee et-­

guhntee r6rmules: 

- tMw 
X• ---

IW 
v.~ 

Iw 

T. r'lw 
fW 

donde: X1V,Z repreeenten lee dlstnnche elgebrelcee dende el ce~ 

tro de t;1reveded de cede perle conetttutlve heete el ort1¡1en de 

he coordenee1ee, y rw rerireeente la Bl.1"11!1 de loe peeoe de coda 

une de lne partee comstitutlves. 

Cuenda el cuerpo tiene une denslded conetonte 1 el centro de 

greveeled colnclde con el centro georn~trlco o centrolele de eu vo­

lÚmen y puedpn unerne lAB e19ulentee ecu11c1onee: 

X~v. i.xv V .fV • r..Vv 
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FORMA VOLUMEN 

Ejemplo o: 

8.- Locnllce el centro ne gravedad dpJ s6lldo. El cono truncnda_ 

A tiene unn densidad eh 5 Mg/m3 V el hem\aferlo tiene Ul;IB dene1 
df'ld e •• ) MQ/m3 • 

"ºº'"'" 
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Snluc16n: 

Por !!limetde tenernon eme X;" O y • o 

El cuerpo ee puede ~lvld~.r -~!" lDA ,siquhmtea volúmenes. 

'1P ~r16~Qu108 se·;~jb~l~a tenemo~: 
_.h_. ~ - h .. 1200""" 
400 mm ?Oíl mm 

snbemoa por la table r.uP :¡ m.• lor.:n1 tzn "" .J!.... 
4 

C:omo es un cono truncado 1" rP91AITICHt ln porti" nr. nrT'lbn nl __ 

cono cnrt1rileto. 

··ºj A m }"º Acol. 

-t.gl· 

5umnmos lA parte del hemisferio. 
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Cott10 W • mg y g ee conBtDnte, ln mn~ft dP cede sPqmento ae ... 

puede celtulnr coma m • ev, edrmlis 1 Mg/11't1 • 1W' k.9/m 1 ento_!! 

Ce8 eA• ~ l( 10•• 1-g/rntnS y e •• ) Jll 1Q.e- k[J/l'l'lm.) • 

HacJrndo une toble tenf:>moe; 

s~nmento VolÚtriPn (1'1Wf1 1 ) m•l?t(ko) 

.1 1/J frr 2 ha 1.01f16 JI( 10 1on~.n 

-2 .. 1fJ frr'h .... tJ .. 51327 ' '" - 12~.tó 

•3 213 il'r' . '· 14041 . 'º 4f>('. 1;'1 

1líl1. 17 

e.al puen: {.~.~. 11!..'J"""" 
1291, 77 

<1 ... 1 ml<&.o·nvn) 

3CO )Q11)'J(',.fHji 

7'30 -94247. ?8 

-1~(1 -1&031(~ .. ~C', 

141076.66 

por la tnnto el centro tiP. graveOad ar localizo en el ¡iunta: 

l'{D O 114, 7) (""") 

9 ..... lacel1ce el centro dP Qro\/edao de lA plezPt fundldo r:ue este 

rormatle df! un cillndro hueco r¡ue tiene unn dpnntt1tu1 de t!. q Mg/;j 

v un henteferlo cue tlene unn dPmdrted de J Hg/ni' • 

120 mm 
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Soluc16n: 

Por e1mietr{e onbemos rue x • V ,• 0°:. 0iV1dlmOs-;el.-cÚe.rpo P.n tree 

portee, un c111ndro con r • LO' ""!'r Ot·r~:·'co'~ -r -~-,2o ~-~ el. cu~l- .. 

ae restertí y une eem\eefera~- · ,-: .... ').'.: 
_ .. -\_; .. -_.,.,: .. ) ·)):··· 

Segmento 

+1 

-2 

•l 

entonce e: 

~:- .. : ?;-~;; . 
• :_·;,'.~%· ::·~~Y}:~--

···¡' g@· 40!l)?' 

:. '.·~. ao~m.. ~- •. -·- -.,-- --- •G ti-15mm 

VolumP.n (tm!J) m• ev (kg) -; (ll"lln) zm (kg•mm 

ó[J)18~.7q 5.46 60 J25.A 

-1~P7%.t.5 -1.JG bC -A1 .6 

Dt.Ot.1.79 º·"º .1 ~- - 6,0 

t..1+'7 2JA.2 

Í s~• ~3.79 mm 
i..t.'1 

ee1 puee el CPntro de grnvednd Bl' locnl1zo en: 

10.- Determ1ne el centro de qrovednd v lon primeros mompntoe de_ 

le e1gu1ente í1quro, euponlerido Que ee de meter1el humog~neo. 
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z 

:.iulucl6n: 

Por stmetrh tenernos Que v • z • O, por lo tanto Qy • Ql • o. 

Olv1dlmoa le flgur" PI" '1rr:r.lnnPR. 



tiactmca la tebl•: 

Se mpnto 

-2 

3 

-~ 

-6 

Ae{ tenefttDa 
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Volut11.,n (cm' 

~31.97 

~155.51 

11s.'~s 
36.~IÍ -

-se;90·:: 0 -

Vl l .i... Mo"'1nt.ca (st,tlcoa y Centroldea de Ar.as Plenu. 

i..1 C1otroit1er1 de llree11 Plf!nns. 

Por enalooh r:on loe volumi>nes, el CP.ntro de qrnvecteef dP un 

6res es el punta nur e11tn detio por los nl9uhntee l!"lllPrtelcnes: 

- ~ 
V • A 
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E:atne ecuac1onee dertnen lee coordem1des X v V del centro 

dt gravedad de une plnce homog~nee. ll punto de coordenodlH i v_ 

V ee conoce temb1én corno el cent.rolde •e• del liree A de le ple-­

ce. 51 le pleca no ee homogfnee no pueden empleoree estos acue-­

c1onea para determtner eu centro de grevednd. ~ln embargo, •1--· 

ouen definiendo el cent.rolde del liree. 

t..2 Momento Eatlittco de un Arce. 

El momento eet6Uco de un bee con respecto e un eje conte­

nido an eu pleno, ea le sume de los productoe de lee lireaa ele-­

mentnles por eua dlatenc1e9 reepectivas el eje. 

As{ puu, le \ntegrel wdA se conocP como el momento eet'-

ttco t: d1l ~ree A con respecto el eje y. 

Qy • "XdA • 'XA 

de lguel menere pern el Pje x 

Qx • V°dA • VA 
[e decir, el TTcmento eet6tlco de un lirea cor re11pecto n un_ 

eje contenido en eu pleno, e11 lgunl fil producto del Airea por 111_ 

d1Btanc1n de Au centro da gravednd nl eje. 

(1 centro de greveded ee un punto en el cuel puede con11lde­

raue concentrede tode el ~rea, por lo lento el mom1nto e1t6tlco 

de un Eiren con respecto e un eje Que pe11e por eu centro de grev!. 

ded, ea nulo. 

Lae unldfldee del momento eet&tlco de un Eire a eon unldedea -

de lonr;¡ituct el cubo: m3 , rt'. cm', etc. 

4.3 [je11 de 8\metdn. 

Se dice que un &rea ea eilnhrica con reopecto e un eje 80" _ 

al a ceda punto f" df'\ lirf'~ correeponde otro punto P" de le mla•e 

Eiree, de tal forme oue le l {nee PP" eee perpend\culnr e BB" v al 

eje le dlvlde l!'l"I do!I portee lgu,,lee, e ente ejP ee le llerr.e •lje 

de 51..-etdB•. 
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~· 
B 

Cuenda un liree ponee un eje ~e atmetrfa, el centroitie del ... 

6r•e debe el!ltnr locellzedo eobre dicho eje, si el Ares poeee doe 

ejes de !lltnetr!o. el cffntro1de dl'l 6ren eaterli locn11zHf1o en Jn_ 

1nteraec.ct6n de petoB dos ejrn~ 11e almPtrfe. Lntrt prnolPdnd rierin_!_ 

te encontrar dP tnmedtnto el cpnlroldP de 6rt'nn t1t1P.s como clrc,!;!. 

los, elipses, cunnrndOR, v en qenprnl cufll11uier '1Qure sin-~tr1-· 

ca. 
,e 
' 

'-2JS--' 
!a· 

Loa centro1r!P.9 de &rea?J ttB1mftr1coe, y dP. tirebs con un solo 

eje de simP.tdn se drhl!n celcu1or por 1ntegroc16n. 

4.l. Ejes Centrolc1nlee. 

5P.ft O el ce'nlro de loe ejes cetteeiano!'I ni ne hace: co1'1ct ... -

d1:r- e1 punto L con el r.entrclOP dPl ~reo, cuah:iuler PjP. que paee 

por O e!i un ,.je c:rntroldnJ; loa dos PjP.e prtnctualee rtel 6rea -­
con rertpecto el c;ent.ro\dC' l!Sf' conocpn co1r10 Jos ajes princlpelee -

cpntroil:lslee dl!l 6ree. 
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•el momento eot&tico del 6res con respecto e los eje11 cen·­

troldalea ea nulo•. 

Ejemploe: 

11.- lncuentre loe prl~eroe moineó'toe ·y e~-centro1de de la e1Qu1-

ente noura. 

·].k ;(' P-x --­b 

5olucl6n; 

Eacojenioa un elemento de 6ree, purRlelo e le be!Je y calculn,.oe -

eu ~ree. 

dA • )lldy 

por trl6nguloe eemejonteA tenemoa que; 

..!!..._._ 
h-v 

entonces 

•• b - ...!!L 
h 
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sustituimos 

dA • ~ - ~) dy 

integrando nos Quede: 

A • J:I b - l!ih·) dp 1 by -.·~).· • !>.!!. 
\ \ ' ·.:<2h }~ .2 

c•culomo• y 

Av·• ;cv>(b,-}~)'d; ·(;?:.- ~J:. ~ 
;\:-?-, ,,-. /.:~: -.. : ';, 

·-~~·~:·:e 

pera 'i' procedemos de igual forme·, solo "aue tomando un CIA psrele­

lo al ejey 

dA • yr1x 

pero: b b-x 
--¡;-. -v-

aun tt luyendo tenemos: 

celculemoe ~ 

"" • b (x) \h - ;- ) dx • ( :•' - ::')> ~ 
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d••pej&l'>Ca X 

~ 
x=_&_=~ 

-.!!!!... 3 

•el •l centrolde •• locallzo en el punto e(; . ;) 

12.- Encuentre loe prl•etoe •o••ntoa y •l ceritJ"Olde de le fi9un 

1U. 
Solucl6n, 

lo•n•o• un ele•entc:i dlrerenclnl dr !trae pnrehlo nl •Je y. 
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d~ • bdy \ntegrn"'os 

A • J:.bd~ ~ .bh 

cnlculeit.011 V 
Ay • s: ybdy _!!!f. 

d~npejeinoa 

y.--·-.-~ .. -~-
bh . ? 

dr 1Quel l'llenere_·p~:r,'!I· x 

.. : -- .... · 

:¡·· . . -
. . . 

. 

' d• --­• 
dA • hdll 

A'; • 1: xd-. • ~ 

- b 
X• -

como podP.mcJll ver hub1Prn aido mA• rltp\dn obtenet" Pl centro de or.! 
veOed por e\metrh de le rtgur"'· 
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Loe momentoa eatlitlco1 de le figure aan: 

t..5 Areea Campueetae. 

En elQunoe ceaoe, el 6ree ae podr6 dlv1d1r en rect&nQuloe,_ 

tr1Anguloe, clrculoe, etc. Entonce& la ebec1aa X d•l centro de .. 

orav•dad G se puede determlner por medio de he ebecleee X,, X, 1 

X1 , ••• de loe centros de gravedad de ll!ls dlrerentee per\••· 

51 le pleca ea homm~~nee v de espesor u."'!Horme, elctmtro de 

gravedad colnclde con el centrolde C del ~rea. Entonen le!! abe· 

clene X y V del cent.rolde del lirPe ee calculen con la9 rérmulae: 

Ejemplos: 

1J ... Encuentre loe prlmeroe momentoa y loe ceritroldea dP le!I el­

guhnte11 r1Qure11, en leo Que lee dhtench19 ee inlr!en en cPntlni•-

trae. 



FORMA 

Are a 

Tr /angular 

e uadranl• d• 
Areo Clrcuta.r 

Ar•o. 
SemlC/rcular 

Cuadran'• d• 

Ar•a E/(ptlca 

Are o. 

Seml•J{ptJca. 

A rea 

S •mlparobÓ/lca 

Ar•a. 

Paro bÓllca 

Parabo'llco 

Guura.I 

S ec lar 

Circular 

Tropecla.t 
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y: ••• ~1 ,s--~ .. -~ 

4r 
JiT 

o 

__!!.!_.!__ a 
n+2 

2r ""'°" -~ 

y 

• T 

4r 
J1f 

..J!..!_J_ 11 
411+2 

o 

Tabla de Cen troides cJ• A,.as mcís Usuales 

ARéA 

_E.]¡_ 
n•I 
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Soluc16n: 

a) Aplicamoa h r6rmula de ln teblo paro flree pereb6ltca. 

- J . . J. 
x • -;-;--h •,So (f,);-_ 3.6 cm 

y por almetdn tenemoa que 

y. o .. 
calculnmoeeni-·e~ 

~· ·.: < ,-: .. ·. ::;'_": ·7 '. ~·:. 
A • - (B"cin)(6.-cm) :·•"&·~ cm' ·3· . . . 

en{ PUea loa p_~j"~·l!_;_ri_~·,:~-~~:~~tO'~ "rP11ulten eer: 

Q; ·-.V~~~ .. o- .- ,, : . 
Qy .:);"11.s.:.(}.6 cm)(64 cm._) • ?1P.C. cmJ 

b) Uaninoe lna r6~mulne Par-~-,~ .. ~ -ee~tp-ArntJ6l1c11. 

' 
, 

• _]_ U» . -'- h . ).íi cm 
5 

y . _]_ . . _]_ (R) . ;_.n cm 
e e 

calculemoe el 6ren 

A . ~- ne cm)(ú cm) . l? cm' 
l 

loo pr lmeroa momr.ntoe !rnn: 

LJx • VA • O.O)( }2) • -~1 cmJ 

l,ly • 'i'k • D.6)(32) • 11~.7 cm' = 
e) Tenemos Que lo ecuac1fin de le f1qure ea x • v'27Y'\. ¡ deepejB.,!! 

do a y tenemos 

y • ._l_x' 
27 

Que ee le r6rmule dr un ncertelnmtento pnrnb611ca. 

K • _LB._]_ i.-9) • 6.'7S cm-
4 4 

V • _]_ h • _]_ ()) • 0.90 cm 
10 10 



obteinemoa el ~reft 

- 21) .. 

(9 cm) (3 cm) • 9 cm' 

J 

calculemos loa prlmerae momP.ntne: 

Qjl( • YA • C0.9 cm)(9 crtl )• a.1 cm' 

lJy • ;n • (6. ?5 cm}(9 crl )• &O. 75 cm' =---= 

14.- Encuentre el centro de 9rn:veaed de hls pll!!icnn f;ue ftl! 1Md1con 

en 1An e1Qu1enhn figuren; nuponge meter1el homng,neo y eapeeor • 

constante. 

y 

~.~~-.,-~-... 

HÚm, 

lo) 

Solucl6n: 

/Ocm 

101 

6cm 

ln place es homoq~net1 por lo tonta colnctden el centro dP Qreve­

ded y el centrolde. 0Svld1moe Je rtgurfl en do11 rectAnguloe y l!"n_ 

un tr16ngulo. 
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hll!ICl!rnCJB une hbh: 

Cornpomrnte ArPe(cm') XC cm) y(cm) 

Hract,ngulo) 95 9.5 2.5 

2(tr1Angulo) 98 9. JJ 9.67 

J(rect,ngulo) 70 16. 5 12 .o 
26) 

celculemol!!I ha coordenodee 

2971.At. • 11.)0 cm 

263 

v • ~ • 7.70 cm 
2&J 

Loa pr1meroa momantoe son: 

~· • VA • 20?5. i6 cm' 

qy .. Rl'.4 • 2971.AI. cm' 

'XA(cm') 

902.5 

914. )4 

1155.0 

2971.A4 

b) Procedemoa di! igual manrre pare le f!gura b) 

VACcin 1 ) 

237.5 

947 .66 

840.0 

2025.16 



l BJ
-26.cm ,;. ~· ~ 

CD ... · . .: .... ·. 
- - ,1'- -~---t- -.-

25cm . ------·r .· .. • ···•. · ... ·., .. ·. , 
12.5 _ f · . ' .:- !4cm · _: · _ ~ : _J ~_e_,'. ·. · coc---~~-

r4 cm 6cm IOcm 

GJ;:-~Z.?J.:.%,..0 

l
.o/!1. -- - - -e - - - ~-
~' 1" '"' 1 1 ,. ?e¡27cm J 

20 ZTcm 1 1 

1 J 2e 'º''" 
1 1 
1 1 - -~--.> -

14 cm 

hacellO• h tnbln. 

CO.lllponentl! Area<c•'> "i<c•) y(c•) 'i'ACc•J) V'A(c• 1
) 

1 700 14 12.5 'lllOO 8750 

-z -!>O.Z? 6 14.D -301.62 -70J. 78 

-J -50.27 22 14.0 -1105.94 -70J. 78 

4 7.07 1.n 26.27 12.2) 105.73 

5 GG.O 14 26.5 924.0 1749.0 

6 7.07 26.27 26.?7 16S.7J 1B5.7J 

•·679.óll 9514,40 946?.90 
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calcule111011 les coordenedee 

x. ~.!, • 1C. cm 
6?9,G 

-v-~-~ 
6?9.6 ----

lo• pr111eroe IMlmentoe eon; 

Qx • YA • 91.62 .29 cm 

Qy •KA • 9c.11.i.t.o c111 

VI l.5Jo&.o111entc1 Eet~ticoa de Linees y Centro de Lln111e. 

5.1 Centrolde de una L{nae. 

Anelcoam•nte e 1011 concepto11 de centro da grnveded de un v~ 

lur,..n y d• un Aree, •l centrolde da une linea vi.ne dedo por le• 

Blgulente11 l!)l(preetonee: 

... J •dl y • 

Se dice que une llnee as .i1nhrlce respecto 11 un •j• dado,_ 

s 1 1 ceda punto P di! ln Une e corresponde otro punto P' de h -· 

mh111111 Hn11e, da tel rat1'111 Que h Un•e PP' Hl!I perpendlcuhr el_ 

ej1. 



- 217 -

51 h linee tiene do9 ejes de e\metrle 1 .el cantroide este .. 

r~ locel1zedo en le lntersec:cl6n en le lntereecc16n de estos dos 

eje11 de elmetde, con est' propiedad nea Tl'aulte aenclllo encon­

trar el centralde cie lfn~se teles como le c1rcunrerenc1e, el pe .. 

rimetro de un cuedndo, etc. 

$ 
'º"'º'"º d• 

c/rculo 

parol•looro.mo 

~.2 P"Clmentoa l1t&tlcos de LÍnPna. 

', ,,. 
::: .... ~ ........ 

,,. ' ,,,"" _, 
r•.ct.~t1Qu~o 

·~ 
conlorno trlangolar 

Loe rnoinentoe esttitlcoe de une lfnpe eat6n dedos pnr lns 1--

cuBc1ones: 1'b: • VL Hv • XL 
lns unldAdee de lo A mamen toe eet~tlcoe de une l {ne e 11on un! 

deden de longitud Al cundredo: m 1 cm , rt , P.tc. 

Ejemplos: 

1c; ... Obtenoe ror \ntegrect6n el centrold• ele el nrc:o de clrcul"lr!. 

rencln cue ee mueatre en h '1gure. 

y 
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Soluc16n: 

Por dmetrh tenemos que el cent.rolde ee encuentrei sobre el eje_ 

x, por la tanto V • O. Tomemos un elemento diferencial de long1-

tud y por 1nt.egrnc16n obt.enoemos le longitud ciel erco. 

De 111 Hqure obtenemos 

ª'" d&. !!.h._ 
r 

esto ee 

dL • r een da. 

dl • rd• 1 debido e Que d• ea ten pequel"lo que: 

111n d& • do 

integrando tenemos 

dl • rf:d• • r( aC • r (""'- (-.t.,)) • 2r_,_ 
de le f1Qura tenenioa tembUn 

x • r coa & 

entonce a 

'idL • (r coa &)(rd&) • r' coe&d&­

al 1nteQrar noe 11uede: 

XL. J .. xdl. r 1 r cosed•. r,. (sen&~: • r'lsena(.-aen(-'..)) 

XL • ;; Caen-<.+ s;n.c.) • 2r' sen-<. 

deape jamoe X 
2r1 aen..c.. 

2r ..<. 

Qui nea indice le locellzecHm de C en el eje J1C. 
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Co#tO 1ri ne1nlc1rc:unr•rencta ea un ccHO pnrtlcuhtr en el cuftl. 

90º = ..!L 

entonces: e•n ....-;.. sen 90• • 1 

euat1 tuiaaa: 

Fot•e ¡¡ v Lonuitud 

Cuftrlo di 2r ~r ..1L!:. 
arco c1rcuhr 

Jitl~ 
1T -:¡¡-

2 

Arco 2r 'fír 
o -:rr ~1!'•1c1rcul•r .,.__11.,,,_ 

Arco ~ !.!!!!!:!- o 2~r 

d• el rculo ~ o -

Tl!lbln de Centrold• de LlneFJa Colf'IUnee. 

S.J C•nt.ro1d• dr L{nene Co•pu111tee. 

De lguol ran•a Que pnre loe volu~•n•• y le• br•ft• CDMpu111ta• 

•• purden detl!'r.iner el c:entroldw de une lfn•s co•pueat.o rH vhHe!! 

da • le Hnen en eleaentos mfia t!!lh1plron y ue•ndo lea r6r9Ulee. 

V _ 1 -ye 
z l 
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Eje11plos: 

16.- Encuentre 111 prl••r ta0•anto y el centrolde de 111 lin•n .01-

tradn en la riQuro, para el alete•n de rereranch lndlcado. 

y 

5aluc16n: 

Por aer una l fnea COMJ1UBBle, obt.enell'toa las cent rolde• d• cada una 

da lnn línenn que lo co•ponan. Y hecp11uo une hbh. 

y 

Acoh, en cms. 

Linea Long Ce•) 'i(c•) VCc•> 'iL(c•') 'VL(c•') 

All 1& ~.&~5 5.&55 90 0 46 90.4B 

BC 9 14.5 B.1J no. ~o ?J.17 

25 ?20.96 16J.&5 



entonce a: 

x =~ = B.B39 ca 
2S 

y=~ =6.S~6 e• 
2S 

Loa 90 .. ntoe esthtcoa non: 

Qx • Yt • 1flJ_.6s~ ~·! 

(Jy • :i't • =\~0~9-ª~~~ 

17.- Libtenoe el centrotde ~. la aiouient• Unee y obtenoe 101 µri-

y 

e 

----·" 
Soluc16n: 

llbhne•DH l•s centrnidn de Cl!Hfn una di lee l In•••• 

,-­
s' 

' 1 

' 

' 1 
J.4~c 1 1 

' ' 

11.JO cm 

l 
- : 
-'-----+-- -~-.,>- 1 
2cm 1 ,... ____ ~ 

6.54 cm 
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Lln•a Lono(c11) X(ca) V<c•l 

AB 8 2 J.4&5 

BC 21.99 &.54 11.)9 

29.99 

cal cu ln.oa lee conrdenndaa: 

X;:~.; 5.329 ciw. 

29,99 

v 278.19 9.27& e• =---==-= 
29,99 

y lo• pr1innoa ,.a•entaa: 

U• • YL • ~7!3~ 19 s.~ 

l.ly • i(L • ~~_::-~j c~1 

Xl<~•') '9\.(c•'l 

1& 27.72 

14J.e1 250.47 

159.81 278.19 



CAPllULO VIII 

•IQ1[NT05 DE 1 NEl<CIA DE AREllS PU\NAS' 

El .:Jaenta de tnercle d• un 6re• •• orlglne, ahmpr• 11u• uno 

celcul• •1 .-anta de une carga dhtrtbulde que "er!a llneel•ente 

a pnrtlr del •je de lf0111ento1. ll 'll'O•l'nto de lnerch dR un 6ree -

ta•bl'n ep•rece cuenda uno relacione el 1uruwrzo normal, o ru1rus 

por unidad d• 6rire, que ectG• eabre un• Hcc16n trrinever1•l de -­

una vlQ• 11l6at1ce con el .a•ento u:trrlar epl1cndo, que producl' -

h flexión dr. la viga. 

VIII .1 ConCl'pto OlnA•lca y Concepta Hah·•~tlco de un !l'lo•enta de -

lnercln. 

1.1 Concepto Oln61S1Jce. 

511 de''lne el 111o•ento d• ln1rch di! un Aren, cnll'O le ml!rHda -

di! le rP11htencla QU1t apone toda &ran a pcnere1 en •Dvl111l11nto de­

rot•cl6n a a cenibhr de velocidad angular. 

- 223 -
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1.2 Concepto Hetemlittco. 

El IDOl'fttmto de 1nercle o 11eoundo momento de un 6reB con res­

pecto e un l!!je u une lntegrel de h rorrnn JAlll
1 dA, rlcnde x e• -

el •brezo de palanca" medido e pert1r del elemento heata un ej11_ 

que •11, ve eee perpandlcull!lr el 'rea, o est& e1tuedo en el 111le11tO · 

pleno que alle. 

VIIl,2 Ho11entoa de lnercie o de óegundo Orden de Areee Planee. 

El llOllanto de 1nerc1e de un11 6rea con respecto a un eje CD!.!. 

tenido en au pleno, es lgul!ll e le sume de loe productos de les -

'reee elementehts por al cuadrado de sus dletenchs ol eje. 

l••Jv'dA Iv•f•'dA 

y 

Le• unldede11 del Momento d• Inercln d• un &rea con reepecto 

a un aja di eu pleno .. ee une lono1 tud elevede e le cuarte poten .. 

ele: cm 4 ,pg 4 , m•, etc. 

Ejeinplo11: 

1.- Hedhnte lnteorec:16n, calcule el 1nOmento de lnercht de un -­

r•ct6noulo, "" runci6n de au b11ea "b• v di! su nl tura .. h" con rl!!. 
pecto e: 

a) Un eje que coincide con le b11ae. 

b) Un l!jl! centro1dnl parehlo a h bnae. 
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y 

--x 

Soluc16n: 

e) Taft'lelT\Cla un elemento dHerenclttJ de .6rea perelelo 8 ht bese, 

ea! t.enemoa Que: 

dA • bdy 

uaemoe h f6rmula pera el momento de lnercta: 

lx • J, y' dA • b 1: V' dy . ~1h. bh' 

J • ) 

b) Tomflll'!Dll i!l mismo elemento dHerenchd de 6ree, solo r.ue ahora 

nl cemb\er d• poalc:l6o al eje"• cnmb1on tnmbi~n 1011 llmltea de_ 

1nteorec16n deede -h/2 heetn h/7 

"" bh'i"'• t [("' i. • bJ v'rtv • - • _!_ -) • 
°"Ir .} _,. 3 2 

1, 

bh' 
12 
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? ... Calcule por 1ntrgnci6n, el ·niamento de inercla dt un trUno~ 

la di' bael' •tJ• y nlture •h" con reuoecta·e un ejl' cua coincida -

con h beae. 

Solucl6n: 

T09elll0• un ele1tt1nto d1fercnchl de 6rea peralelo e le beae. 

l 
~X 

e 1 ~ree del e lentemto e9: 

dA • •dv 

por trUnguloe aemejenhs obtenemos: 

_!!...... • ~ _,,.. X • ....!!._ (h-y) 
b h 

eust1 tuy~ndo: 

dA • ...!?.... (h-y)dy 
h 



- 227 -

uaando h ffirmuh de momento de 1nerc1n tenemoa: 

¡. • -É-s· v' (h-y)dy • ..!?.... (~ - ..L)" . bh' 
h o h J 4 o 1~ 

2.1 Momento Poler de Inercia. 

El momento polnr de lnercln de un ~na con renpecto l!!I un P.!!, 

lo de au plena, ee h aumn de loe prnductoa de ha hees elemen­

tl!llea por el cundrndo de aua d\fttencinn e dicho punta. 

y 

Jo • Sr' díl 

donde r 'ª h 111atenc1n nerpendlcuhr n 11ertlr del polo (ejl' r) 

nl elemento dA. Pare todn el 6rea el momento pnlnr de lnercln 

Jo• J~r'dA • lK • ly 

la relect6n entrR Jo e lx, ly ee poethle ya riue r'• 111 1 • v' 

2.2 horema de loR Ej•a Pnrnhloa n dP Strdner. 

•51 ae conoc:e el momento de tnerc1n parn un lirr.e can re!lpPE_ 

to a un eje nue pnae e trev~a de eu centrulde, en poelllle delP.r­

mlnar el mo1rurnto de 1nercle del "refl con resu11cto n un eje pnrn~ 

lelo correepondlenll! uanndo el tr.areme i:1e loA ejes pernlelnn•. 
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y 

h • ¡-;('" + n 1 A 

l y e l'V + b1 A 

[1tna rcul!!lclonr!I "Ion h1:a l!xprl!rllonea del tf!Oreme de len eje! 

pBrn le 101, donde: 

lx, ly .- Son loa momentos d• lnerch del Area con re apee to • lo• -
ejes X tY• 

1X,1y . - !jon loa momentos d• lnerch del Area con respecto • lo• -
P. jea centro 1 de leo ;;- y y. 

b, B .- Son lr1e dletencloe de loe ejes •, y e loe ejeB i', V rea­

pectl vementP. 

El teoremP.1 de loe ejeB pnreleloe se puede usnr temotln pnrn_ 

determlnnr el momento poler de 1nerc1e Jo can respecto e un eje -

perpendlculnr nl rileno "11-V y que peen e trev~e del polo O. 

Jo • JC + Ad' 

donde: 

JC ... En el momento nolnr de 1nerchl del 6ree A con re!lpecto "l -

eje l que pnan n trr1vl!9 del centro1de C y n perpencUcuhr nl Pl.! 

no •Y• 
... En h dhtnncle entre loa puntos O y C. 



?.3 ffndlo de Giro. 

[n 11u~cA.olce estructural con frecuench. se hncP referenc\e • 

fil red1o ~e 9\ro de un ~rea plnne v se usa en les f6rmules nnre_ 

encontrer 111 rr,,tetrnch dr untt columnl'J. 51 fte conoc11n el Areft ... 

A V los mort1entos de 1nrrt\" h:, Jv, .lo, loe fl!H11oe de glro (',,,, ... 

ev V f?o se detprrninnn n Ol'l'rttr Cll! lnft etqulentel'\ ffirmult.-i!I: 

e~ ·[IP ~v ·JI? e0 ·.Jf11 
Como l ent~ ei.:pr~nndn pn un\dedP'l dr longitud n ln cu"rtll ~ 

potencie v A pn un\c1ec1ee de Jongl tud nl cuedrt1do, el rnd\o de 9! 

ro tif'np unldl"ldl!'B dP long\tud {cm,"'• F'tc)~ te GtlJ muchnB vetll!e 

pera comparac1oru~!1, ¡:H•ro no thne n\t;intflcrtdo fhlc.o. 

2.'- Producto di! ln1rthl. 

Los productos de \nercie de un ltrP8 con respecto a loa ejl!n 

x, v 11e definen cama: 

•te numn rte lea oroductol! de left ahntt Plernentnlee por aun_ 

r:Het.enctea Tl!epectlvne n loe ejen•. 

h.y • f xydA 

lea uniOedt>ri. c1Pl proaucto r1e \nercin ean unldndf'l! de lnnql­

t.ud elevadas e le cuertn potent:1n 1 v tUcho PTIHfucto pw~de 9l'r: -

POB1th10 1 negnt1vo a nulo; n dHerericlB di'.') mortientc t11"! Inercia ... 

Qlll! no puede eer rwgelivo. 



Forma Momento de Inercia Producto de ¡, M, Polar de '· 
RECTANGULO .rc§v. ··=~ IZ 

J: ..!!!... torlg•ri dujn 11,:0 01' ... r:a' J 
en el .,. y ••• 1 z 
centroidt I 11:: 12' ,. • ,¡ 

RECTANGULO . b_. h: b3h' 
rh,' J:~ i~'t i> ' 

forn¡tn dt IJU 

11 : ";' 

hy:-4- J ' 
''-

11'1 Ul'ICl 

UQuinG 1 • .,_ 

TRIANGULO 'iffl,. ••• - --

r,: 16 ... 
J: ~~ lta2+b1 -be"•~'J f orlg1n dt tjn "I l•1=721b-2cl .. •I f y • 

ly: ~~ lti
1
-be .. c: 11 

cu1troldt I • 
TRIANGULO 

~ 
l.r: ~~' 

·L6 ••• J: ti- fta
1
+3b1

-3bc +-r!J ror/gtn dt IJU Jry:24f3t>-2cl .. un 17 :~13tl-3be +c 11 .,,.,,,,,, ..-----.-.... 
TRAPECIO s ~· 

I • t'1
3
1íf•4:J!)•b11 

Z· Jl51Hbl 

(orlgrn dt •jn .. •I [ 
' 

l'l'f3o.+bl 
ly 

1 z ctntr oJdt I • r 

-
TABLA OE MOMENTOS DE INERCIA OE FIGURAS COMUNES 
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Forma 

CIRCULO 

lor1gtn dt tjes 

en 11 

ctnfroidt I 

SEMICIRCULO 

lorlgrn de tjn 

"" el 
c1ntrold'1J 

ELIPSE 

lor1g1n de IJIS 

en ti 

cet'lfroide 1 

CUADRANTE 

DE CIRCULO 

lorlg•n dt 1¡u 
en 11 
centro!dtl 

SECTOR 
CIRCULAR 

lorl~en dt tJtS 

'" ,, 
cenff:.i1::11 

C..:NTIN!J.ACI0.'1 

Momento de lnorcla Producto de /, M. Polar de /, 

5!(,' 
lu:-4--

1 
_ t9' -64!r 4 

• - 7 2 ff 

,, : ~,· . 
l11:1ff-

1ftlQ' 
17=-.-

u tr:fy: 
16 
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J: JI..L_ 
2 

J=tr'e-
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51 el &rea t\ene un eje de e1metr1B, el producto de 1nerch1 

ea nulo, eel puee: 

•Pnrn oue el producto de 1nerch de un 'ree con respecto e_ 

doe ejes ortogonelea conten1doe en au plena, aee nulo, ee necee.! 

rlo nue cuando •enoe uno de eatoa ejea &ee eje de elmetrla del .. 

firee". 
51 epllcemos el teorema de loe eje111 pereleloa el producto .. 

de tnerch obtenemoa: 

hy • IiY + ebA 

Ejemp 1011: 

J.- Apllcendo al teoreme de 101 eje9 pernleloa c11lcul• el momen­

to de 1nercht de un tr16ngulo, respecto n un eje perelelo B ln -

bnae V QUI! pese por el centrotde del trl~nQulo. 

y 

Solucl6n: 

El teoremn de loa ejea pnrnleloa nea dtce que: 

lx • t'iZ + a'A 

c1espe ja1noa: IK • h. - e1 A 

de la teble tenemos oue: 

h -~ pare 1011 ej1e en un vertlce. 
12 

aenemoa Que: 

- h 
111 •V• -

} 

v nua: A • !!!?...... 
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euet\tulmoa: 

lx. bh3 
_ (_!!_\ (.!!_.h). bh 3 

_ ~. bn' 
12 ) ) .2 .12 18 }6 . -= 

ee! pues 

1X-~ 
)6 

lo QUI!' eP. compruebe con le toble de momen­

tos de lnercln pere loe ejes en el central 

de. 

El radlo de otro ea: 

'. íll . j(b"'~+(.!!!!\ l · 0.73&h v -;;- ~ )6 1 7 J =='-= 

t..- Apllcendo el tPnremn de Jan ejes _perelelne, calcule rl momen­

to di!' lnercle de un trlfingulo 1 r&!lpecto e un. eje p8relelo e ln -

berie y Que pMe ror el vertlce. 

y 

Solucl6n: 

De le tobln de momentos de lnP.rcln lPnemon que: 

¡-;- • bh' 

)6 

como el centratde dPl tr_~~i:gulo __ ee rnr;uPntrs en n• ..2.._ h; cntan­

Cl!ft: 

e11Í pues: 

h -~­
J6 

h: • bh' 

J 
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[l red lo de otro ea: 

• o. 70?'\h 

5.- El 6re11 lrre9uler tiene un momento de inercia de 20 • io•nn• 

con re1pecto nl eje AA. 51 el 6ren totel ee de 1.2 K io•mmr, dP. .. 

termine el mome11to de lnerclrs del lirel!I con reepecto al eje en •• 
El eje !JO pRBB rs trovh del centroide del 6ren. 

B 

o 

A 

5olucl6n : 

B 

JO mm 
o 

40 "''" 

A 

U111!11'f1oa el leuremn de loa ejen prsrnlelon pera obtener pr\mero·_el_ 

mo11urnto rte \nerc1a renpecto al eje centrolelal UD. 

lu • loo + n
1 A 

denpr.jnmoe v noe nuedn 

100 • 10 - n'A • 20 x io•rnrn•- (t.O rnni)' (1.2 x 10 4
rNn 1 ) 

loo • f\.O 11: 1o'ittn• 
Apltcrimoa nu111vnme1·te i!'l tearemn rte loa ejen pernleln!'t prirn_ 

ohtener lu 

1 1 11 • n.n x io'mm• .. < iCl rnni>' < 1.7 • 10•1M1r) • 

lu • ~~-~--~~~~ 
nue ea el re!lu\t.er1o prdldo. 
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6.- (\momento polar de lnercle del 6rea ee Je• 1!' )( itfmm•, -­

cnlcuhdo con reepecto al centroide C. !il el momento de lnercln_ 

con uepecto el eje y ea 5 x 1a' rrn.' v el momento ele lnercln con_ 

respecto el eje x' e8 I»<'• 12 JC 10•1nn1• 1 determ\nnr el Firea. 

Solucl6n: 

Goma aebemoa: 

le .. 1; tY 
denpejemoo 1;" v t.enemoa: 

¡-;('.le - IV. (15 )( 10
1

mm4
) - (5 )( 101 mm") 

tK • 10 )( io'mrn" 
y del teorema de loe ejee paralelos tenemos: 

h: • fk • e' A 

deRpl! jemoe el lireft 

A ·1-1• :, lx' I ~ 
lle{ otJtenemoe: 

ll • 163?.65 mm 1 

1

(10)(10
8

rNT1
4

) .. (12 • in'mm") I· 
05 mm) .. 
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Vltl.3 Momentos de lnerch Prlnclpelu. 

3.1 Ejes Pr\nclpnlee. 

Pera unn 11uperf'lct.e plena con un punto dertnldo como origen 

ae puede 1111tnblecer un nC.mero \nfinlto de coordenndae -,y. Loa -

rnomentna de 1nf'rc1e de eotn eup1rf1cle con reepecto e loe ejee .. 

" e y, l• e Jy, vadenconrorme co111b1en lna coordenndea de los e­

jea K e V• Por otra pnrte, el momento pohr de 1nPTcle Jo, pu­

manece con11tnnte. Oe lo enterlor se concluye Que l!Jrhte un 11lat!. 

mn de ejes r,ue produce un momento de \nercto mb\mo y P.l otro "'l 
n{mo. Entr conjunto pert\cuhr de ejee conrr.enl!lf1oe dertne loa e­

jn prlnclpnlee. 

Pern un conjunto dedo de tx, ly, h:y los ejn prlnclpelee -

BP. pueden encont rer con ln r6rmul n: 

~ • .! to·1 !..!!:t_ 
2 ly-1• 

o temb\~n: 

.-:,. rí • .1 to·' -11!.L 
2 2 ly-1• 

donde: 

-<·- es el 5nQulo comprend\do entre loe ejee x,y y loa eje• prl!!, 

clpell!e " , Y • 

AdP.ll'l~ft tP.n""ioe nue h~v·· O, ea declr, •l producto de tner­

cln con rrapecto n 101 1je1 prlnclpnlea ea nulo. Por lo Que SP. ... 

concluye Qua cu111ou1er eje 11e 111\mrtda TP.PrP"ente un eje prtncl­

pel de lnercte Pf'Tn el hee. 
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J.2 HomentoB Pr1nc1p11le11 de lnercle. 

La •cuec16n oue deflni! los momentos prlnclpoleB de lnercln_ 

m'x1mo o mlnlmo es: 

l mÓ• • .!.!.!ll ' f(.!!.:b.)' - !~, ~ 
mln 7 .. V\ 2 

Dependlrndo del elgno eacogldo ente reeultndo do el momento 

de lnerchi ml11clmo n mtn!mo pera el ~ree. 

VlJI.4 Apl1c11cloneo a ílgure!I Compuentn!I. 

Un bree CO"'PUP.!lte cone1ete de une !lerh! de hena •m6e etm-­

plee" unldno, como pupden eer: nem\clrculoa, rect~ngulm11, tr\6n­

qulon, elip!!ee, etc. 51emprP. v cunndn !'tf!' conozco 11\ momento de -

tnerc\e de cede une de enn1 6re~n o purde calculArer c:on nnprc­

to ft un eje ccmGn, entonceB l'l momento de tnerc1A t1rl ftrrn r.01?1-­

puentn t!9 lgunl n h numo nlQPt1ndcu 11e loe lftOmenlon di:! lnr.rclo_ 

de h11 6reae componpnten, ne diJhe URIH el teoremtt dr loR t'jP.fl P.!: 

rnlrloe pnrn rererlr cndfl mnmPnlo dr tr1rrrtn nl eje denr.11110. 

E.jeinplon: 

7 ... Determine lon momentoe de \nercte lw: r. ly, loe rndlon de t,Jl­

ro f11, ey y P\ mompnln polnr dP \nerc\n Jo de \o f\gurn. U Orl­

Ql!n de lne coordr.nndea entli en el centro1t1e C. Lnrlfddere n • ~n_ 

mm v t> • 20 IMI. 
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Solucl6n: 

O\vldlmaa la flgurn en treo rect~nguloe e lndlcemoe eue cent.rol­

dae. 

Acot9. en mm. 

AuKlllendonae del teorPme rte loB ejen pereleloe y en h t.'! 
bh di mo"'entoe de lnPrch, celc:ulemoe el momento de lnerch de_ 

cnd r1ctlinoulo respecto n loe ejert centrolr1e1es J1 e y. 

Rect~nQulo G) h. • I'i • l'ld1 

l•r • ( 100 >< 20 >' • ( 100)(20)(85)
1 

• 14,51 • io• ... • 
12 

ly, • (?O)( 100):s •1.&7 x 10• mm• 
12 

HectAni;iula 0 
i., • <2oi< isa>'. 12oic1soJ(Ol' • 5,63 • io• ... • 

12 

ly, • ( 150)(20l'. o., • 10• ... • 
12 

HactAngulo G) 
Como en lQuol nl Tf"Ct~ngulo G) y thnu lao mlamea dhten-­

cle• e lo!! ejes centroldelee enlencen: 

h, • h. 1 • ilt.51 x irfrnm• 

Iv,. Iy
1 

• i.67 x io'mm' 
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Aei puee el momento de lnerclo tlel brea total ea: 

h .... 2( 1lt.51 x 10•) • 5.63 x 1011 
• Jlt,G5 • 10

9 mm' 

tv • 2< 1,67 )C io• > • 0.1 x 10• • J.r.a. • uf1m1" 
El 6ren tote.l ee: 

A • 2(2000) • )000 • 7000 "'"'' 

entoncea loa rnd1oa de otro son: 

e. -~~ • 2º_:~""" 7000 

ev .¡=J.44 A • '(?, 1'7 1'1m 
7000 

y el momento pohr de \nerclu 

Jo • tx •. tv • Jt..65 x io' • ,,r.i. x 10
11 

• _!B.r:?::::~-)~:~ 

ea •~:~o' 10 i-:J~~2~.'."" 

P..- Oetermlne el momento cte lnerch1 del 6ren de ln 1eccl6n tren!. 

versal de la v19e con reepecto nl eje TI Que pnal!I a tn1vAe del -

cent.rolde C de le eecc16n treneverenl. Deeprec:le el tnmnno de -­

lea aoldndurne en lne esou\nnA A y 8 pnrn el c61culo, V .qn,SMm. 
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Soluc 16n: 

Otvlcltmoe le eecc16n en doe círculos ·y·un re_ctftngulo. 

Acot1. •n mm 

Ll.Jlenemoe loe momentos de lnl!rcle pnre cede componente del_ 

l;rea tol!ll con rP.npecto el eje Xi. 
Circula (1) 

h, "'1fr• + Ad 1 .11'( i 7 • 5 >• + 11'(17.~>) 1 (9?/ 
4 4 

Jx 1 • 9. 1) 11. 1n81m1' 

Rect&ngulo 

tx,.. .. ' 1 ~>< 120 >l • 2.et. • io'rrrn' 
12 

Circulo ® 
1~, .11<;1 ~>· • 1'r<2~>' Cfi5-.5)~ -~~t\_.7, __ -~ _ ;_c~·_rrwn'_ - 4 - - -- -- - -- -- --

Por lo nuP. el momento' de· tnercla total reBpecto nl eje ii -
en: 
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9.- Deter111lnl' el producto rJp Jnerch di!) &na de Ju rter:c16n trnna­

veuel de 11t v1Qfl con respecto e loa eje!'I 'x e y f']Ue lle.nen ou ort~ 

gen locel1zedo rm P.1 cP.ntrolde r.:. , 
400mm 

it, 50mm 

~OOmm 

1 IOOmmt 

'f"---
40Qmm 

:JO 1 ucl6n; 

J50mm 

1 }'º o"'"' 

Olvldtmos tn srcct6n 1•n lrns··:·rPc~·ltngulon,- ~t.:t1•nr.rri1rn· nrtm1•rrJ ·iu~ ~· 
produotn!I dr lm•rr:.tn r:1111i.rutrtt'tlr!Í··-V· JU-,;90 111HHuJu i>l t1•orJ1m11 n, loh 

f>je!I onrel1•Jo~1 lo~ uhtt.ri~mne:;r-Úsrie.r.tn_.~i--Joe·eJ1~!1-:ll,y. 

1 1 --150mm 
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Ixv • tXy • ebA 

Hect6ngulo (D 
l•v. o. (150)000)(400)(100). 1.s • 1u' ... • 

HectfinQulo @ 
lxy • o • a - o 

Hectlmoulo Q) 
hy • n • c-1snH-J00)(4auou) • 1.s • 10',..• 

Aal el producto da lne1·c11:1 total ee: 

Ixy • 2( 1.B X 10
9

) • J.~~ 10~~ 

10.- Para el problema 7 01Jteny11 lo poetc16n de lo!I [ljee pr1nc1pa­

lea y el mo11ento de 1nerc\e mLxt1t10 y mtnh,o. 

B!imm 

B5mm 

/Om~mm 

!ioluc\6n: 

Yo tene11110o h • Jl..65 x 1n• .. 4 y ly • 3.ltt. x 10•••, eolo nos rat­

ta calcular Ixy. 

Rect.¡noulo CD 
by • o 

llect6ngu 1f'I 0 
by • o 

Hectlinqulo CD 
i.y • o 
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Por lo tanto! 

l•v • o 
e9{ µuea . _ 

el..~ 1:t~~ •. ~-~. o 
? iv-1• --.,. _, , . ' 

por lo tonto ·toe .eJe:-s-.centrotdele~.~ e'V.eDn lo~ ~jes pr1nc1pe--

lmti.ra 19.045 . ,o·· . 15.605c . 
lm/n • 19.045 . m' --

1<,.6ri5 - . 
Como ve_moe porn 101 eju·prlnci1rnli~~-coi~c1-d_;~tes'-co11-lori-- 0 

PjP.9 centroldales 1 loe mnmentoA tJe t'ncrctn m6dmo -y mlr~!mo eun -

son loe correepondtentee n los momentos he e J_y. 



CAP! TULD IX 

CONCLUSIONES 

Al rtnollzer r.l preriente trabAjn, 9e hun propnrctonnr1o loa 

f'lementm1 necraerlns pnro cutirlr r.1 curso r1e Lstlitlce, t~n r1eclr, 

Gl? l>J1Pl1nleron los cr:nceptos tl~'ilcrrn 1tr In P.lr.c:Ítnlca Cl6nlco, irnf 

como loe mer1Jae ni'r'f!'ABrtog nnrn rnnrrnjer leo r1\fP.rcntl'B slGt~mea 

de unldndea u!JAt1oq en lo MrcfinlrH, j11ntn con flU9 r:llmen~tonr.e v -
Bf' moetr6 mlr"6" le formn dC' trarluclr r6rm1ilne de un etr.tema Lle 

un\dor~re n ntro, !iE' dotfi rlt• lnn cnnr:eptoe b6u\coe 1te la (et6t1ca 

y ee dter6n hw l:Jo~es pnnt f1ucl"'t un tretamlt·nto vectorlril dr los 

!1l!1lrmne t1P. furrzng, tw r1rnrwrr:l1•nurcin los f.•lcmrntoe nl'cesnrlno_ 

pnrn le eoluc16n c1C! pro~ lemn9 rt .. Pr,ulvulcnc:ln y PHtfl le tl•tluc:--­

cl6n r1e los atnt• nina de fu1?rl.Un. 

Llr.vP1moe n coba el on~!\sle de lu~. conr1lclonea rle equlll-­

Lrlo ele lo~ rlivernos sb1tpmos nr r11rrzn<>. JP l'nuncleron lo!J en!!. 

rrptnq rlP nrlmenm momrntmi v 1111 c:rntrmi r1e c1ravelhUI y OP prenf',!! 

tnron ln~ twrraroilf'ntu!:I nL•ceimrl119 pnr., 11f'termlner ou 1.101lcr ['n -­

Ion r11v1•r•111!1 r.n'lon r-n qur se enl Icen. 

Enur1r:lnrnoa f'l conc1•pto 11e mtimpnto tle lnr.rclo di' f1rrnft llln-­

nn!l v la 1IC'termlnncl~n tlr AU vnlnr rn r1 1 vPrsns cesas, 1•n utrns -

pa lahro!l ee hfl cumn 11 r1o con l' 1 t1!1jP t1 vt rte 1 curou mene \rinuoo 
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le 1ntroduccl6n de eete trebejo, Quedando eolo le reepo11eebll1-­

ded del lector pere el eeLudlo de este texto. 

Se propue6 un m6todo de eoluc16n di! problemas de Mec~ntcn -

que se coneldere ee el m'e ndecundo, debido B eu sencillez. 

[ete trebejo rué enroc:edo prlnclpelmente pere le cerrero de 

Jngeniero Clvll, pero ne por eeo deje de eer une lmportente rue!:!_ 

te de cunoulte pere lee otree tngenledne (Her.:lmlce, Ul!ctrlce,­

lnduetrlel y Computec16n). 
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