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INTRODUCCION

s muy dificil construir una dnica teoria capiiz de describir
todo ¢l universo. En vez de cllo, nos vemos forzados, de
momento, a dividir ¢l problema en varias partes, inventando
un cicrio nimero de teorias parciales.

Stephen W, Hawking, "Historia del Tiempo®
Latoma de decisiones ha estado presente a lo largo de toda la historia de la humanidad. Sin embargo la racionalizacion
y sistematizacion de esta tarea en problemas industriales y pablicos de envergadura, solo [ué posible hasta fines de la
Scgunda Guerra Mundial al desarrollarse lo que hoy conocemos como [ de 0. Dos factores importantes confluyeron c
impusicron un ripido crecimiento a la nucva discipling, como base fundamental para la toma de decisiones en todas los
esferas de la sociedad:

El primero fué ¢l progreso sustancial en fa modelacion matemdtica y ta consolidacion def método simplex para
resolver problemas de programacidn lincal, desarrollada por ¢f matemitico G. Dantuig, asi como la programacidn
dinéimica, la teoria de inventarios y la teoriu de colas que estaban relativamente bien desarrolladas antes de finalizar los
afos 1950,

Elsegundo factor es, la irrupcion del computador digital que proporcioné al tomador de decisiones una tremenda
capacidad en velocidad de computo, almacenamicntoy retiro de informacion. Permitiendo la aplicacion y popularizacion
de Ias herramicntas convencionales de la 1. de O.

Estos factores han dejado profunda huclla durante estos primeros 40 aitos de desarrollo de la L de O. El primero
de cllos, sobre todo la programacion lincal, tuvo un papel predominante en las téenicas de solucion de problemas,
micntrasque el iC&,UHdOJll\.L 1un papel de apoyo al primero, al permitir efectuar largos procedimientos de cileulo, Esto
ocasiond una de lus primeras desvirtuaciones que tenemos de 1a 1. de O, la de reducirla a una simple herramienta de
solucion de problemas, mds atin, de confundir Ta investigacion de operaciones con ta programacion lineal, este hecho se
manifiesta en planes de estudio, de maestrias en administracion y diversas licenciaturas donde existe la materia de
. Investigacion de Operacivnes, con programas correspondientes relativos a la programacion lincul,

LaInvestigacion de Operaciones, tuvo sus origenes a lo largo de lo segunda guerra mundial, La ciencia ha contribuido,
desde los tiempos de Arquimedes, a aportar ideas destructoras, y en las dos grandes guerras de este siglo dio su ayuda
téenica para hacer posible el desarrollo de sus principales armas, desde ln amatralladora hasta la bomba atémica. Enla
tltima guerra, los analistas de operaciones militares se encontraron trabajando en lugares extraiios y ¢n diversas
circunstancias. En Burma hubo matemiiticos que discuticron problemas artilleros con soldados britdnicos, en Princes
Risborough, un cuartel seguro fucra de Londres; unos quimicos, en combinacion con colegas economistas valoraron fy
capacidad destructora de una bomba; hubo generales que consultaron fu estrategia de los carros de combate en la
campaia de Ttalia con bioquimicos y abogados; un famoso zodlogo britdnico (ue el hombre clave en el trazado de un
plande bombardeo sobre Pantellaria; oficiales de marina pusicron bajo seereto a estadisticos y eatomdlogos, en realcidn
con las pérdidas de submarinos en ¢l Pacifico. Fue un intenso, irregular ¥ paraddjico intercambio de ideas entre
alicionados y profesionales de fa guerra, que produjo algunos éxitos brillantes, sin embargo hubo ms fracasos que éxitos,
pero el balance final ¢s impresionante.

Lo que aportaron los cientificos a los problemas operativos ~aparte de sus conocimicntos especiales- fue su aspecto
cientifico. D¢ hecho ésta fud su principal contribucion, aportaren ideas nuevas, desecharon conceptos preconcebidos y
obraron sdlo ante b evidencia. Elcdleulo de pmh.)l‘ili(l wdes fud suherramivnta indis 'pu\suhk > hicieron uso de su teoria
mis sutil y de sutéenica mas elicaz, no estuvieron fimitados por axiomas de faboratorio, mu) que su guin inseparable fue
el sistema experimental. Sin embargo a pesar de haber empezado en la guerra, by investigacién de operaciones, se ha
idoextendicndo a b tngenieria, ks comunicaciones, b mineria, los negocios, ls manufactura y otras ramas de laindustria,




En nuestro pais ki Tnvestigacion de Operaciones es realmente muy joven ya que hasta hace aproximadamente veinte
aiios se comenza a trabajar en forma sistematica, El primer paso en este sentido Tue la familiarizacion con las téenicas
bisicas de la L de O, Coman es de esperarse, al principio - y actualmente todavia sucede pero en menor grado- lo que se
hizo fué copiar las aplicaciones desarrolladas sin ninguna creatividad o esfuerzo por usar fas herramicntas de la 1L de
O, por lo que son, instrumentos de trabajo para la solucion de problemas.

Conviene seiialar que fus ideas que mueven ala L de O, hansido seialadas desde hace mucho tiempo, noen el campo
cientifico, pero si en ¢l dimbito artistico, Un cjemplo tipico es la cita del célebre escritor inglés William Shakespeare,
quicn no sabia de fa Investigacion de Operaciones, pero si de sus aspectos mas importantes. El aconseja en Enrique 1V
parte dos que la plancacion de modelos que no corvespondan certeramente a la realidad es perjudicial. Encel Acto 1,
escena 3 ¢l Arzobispo de York y sus allegados deliberan si obtendrin exito al dejar 25000 hombres en batalla en contra
del rey Enrique TV, En este contexto Lord Bardolph dice:

Cuando tenemos la intencidn de construlr, examinamos primero el emplazamiento, después dibufamos el plano; y
cuando vemos la farma de 1a casa. entonces calculimos el costo de 1a construccién. Si encontramos que excede de
nuestros recursos dque hacemaos entonces? Reanudamos nuestro proyecto sabre un plano mencs amgplio 0 renun-
ciamos por completo a construir. Mucho mas es necesario todavia en esta gran empresa, que consiste casi en
desarraigar un reino para elevar otro, estudiar nuestro terreno ynuestro plano. Mos es preciso partir de una base sequra,
consultar a los expertos, hacer [a cuenta de nueslros propios recursos para sater si fa accién en que nos empenameos
podré mantenerse contra ia aceidn opuesta; de otro modo, es formarias tropas sobre el papel y en cifras y emplear la
palabra hombre en vez de hombres reales. Nos asemejariamos al que dibuja el piano de una casa sin recursos para
construirla, y que, abandonéandola a media hacer, deja la paite que ha levantado con grandes gastos como una esclava
desnuda destinada a recibir los llantos de las nubes, como una presa condenada a scportar la tirania del riguroso
invierno.

Shakespeare. Enrique IV Parte 2.

El creciente uso de la I. de O. ha hecho que sus téenicas se vayan desarrollando y diferenciando mds, teniendo un
desarrollo propio cada una de ellas. Entre otras podemos identilicar la Teorfa de Juegos, Teoria de Colas, Simulacién
Digital, Procesos Estocisticos y Optimizacion; la tabla 1 nos muestra esquemiticamente ésta idea, y desagregamos cl
modulo de optimizacidn debido a la importancia para el presente trabajo acuerdo a los diferentes problemas que
resuclve. En forma semejante podriamos desagregar cada modulo de la tabla 1, pero no es objeto de éste trabajo.

En relacién a las téenicas de optimizacion podemos decir que fa Programacion Lincal se ha usado con éxito en Ia
solucidn de problemas referentes a la asignacion de personal, fa mezcla de materiales, la distribucion y el transporte y
las carteras de inversion. La programacion dindmica se ha aplicado con buenos resultados en dreas tales como la
plancacidn de los gastos de comereializacion, la estrategia de ventas y Ja plancacion de la produccion, La teoria de colas
ha tenido aplicaciones en la solucion de problemas referentes al congestionamiento del trifico, al servicio de midquinas
sujetas a descomposturas, a la determinacion del nivel de la mano de obra, a la programacion del tridfico dereo, al diseno
de presas, a la programacion de la produccion y a la administracion de hospitales. Otras téenicas de Investigacion de
Operaciones, como la teoria de inventarios, fa teoria de jucgos y ka simulacion, hun tenido exitosas aplicaciones ¢n una
gran varicdad de contextos.

En cuanto al mddulo de optimizacién es convenicnle puntualizar que algunos problemas reales, exigen que sus
solucioncs scan cnleras, esto es, las variables de decision tienen sentido solo si adguicren valores enteros, Por ejemplo,
esnecesrio con [recuencia asignar hombres, méquinas y vehiculos o las actividadues, en cantidadues que deben serenteras,
Esta restriccion es dificil de mancjarse en forma matenxitica, sin cmbargo, se han hecho algunos progresos en ¢l
desarrollo de procedimientos de solucion para ¢l caso de problemas de programacion lineal, sujetos a la restriceion
adicional de que las variables de decision (lodas o algunas) deben tener valores enteros.

Elorigen de los métodos de solucion del problema de la programacion entera se remonta al ano de 1938, cuando
Gomory propuso una téenica para generar soluciones enteras usando programacion fineal. Como consecuencia de esta
idea se-desarrollaron diferentes métodos y se han eserito diversos codigos de computacion a nivel comercial. Eatre los
métodos de solucion que se dispone se pueden meacionar:
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a) Método de planos de corte

b) Método de Ramificacion y Acotamicnto
) Métoda de Ia teoria de grupos

d) Métodus de Ta programacidan dindmica
¢) Mdtodos heuristicos.

Ef método de planos de corte es poco eficiente computacionalmente para ¢l problema general de programacion
cntera y requicre demasiadas iteraciones, Debido a estas desventajas este método no se utiliza para resolver problemas
grandes de programacion entera,

Los métodos de teoria de grupos resultan tedricamente interesantes pero son poco elicientes. Los métodos de
programacién dindmica y los heuristicos ticnen una eliciencia estrechamente refacionada con cl problema a que se
aplican.

Un enfloque cldsico a tos problemas de programacion lincal entera también conocidos como problemas de optimi-
zacitn discreta ha sido usar ¢l método simplex (iznorando en conseeuencia fa restriccion entera) y despuds, si cs
necesario, redondear los valores no enteros, de la solucidn dptima resultante. Aungue a menudo ésto es adecuado,
existen riesgos en éste enfoque. Uno de cllos es que la solucidn dptima de programacion Jineal no necesariamente es
factible después de redondearla, Asimismo es diticil saber, en que sentido debe redondearse la solucion para mantener
la factibilidad. Incluso pucde ser necesario cambiar el valor de algunas variables en una o mds unidades despuds del
redondeo.

Afin cuando la solucidn Optima de programacidn lineal se redondee de manera satisfactoria, existe todavia otra
ricsgo. No hay garantia de que esta solucion redondeada sea la solucion dptima entera., Por estas razoncs, resulta Gtit
contar con un procedimicnto cliciente de solucion para obtener una solucion Optima entera, lastéenicas de Ramificacion
y Acotamicno han resultado ser muy clicientes en ¢ste sentido.

En éste trabajo sc revisa ef método de Ramificacion v Acotamicnto (R-A), en la solucién de problemas enteros,
lincales y no lincales, y algunas de fas téenicas que implantan este método y se aplican a distintas problenidticas enteras,
Elmétodo de R-A, consiste csencialmente en dividir el conjunto de soluciones factibles de un problema en subconjuntos
donde se buscard la solucion optima, descchando aguellos que bajo un eriterio o una cota no son suceptibles de tomarse
en consideracidn, ahorrando con ¢sto una considerable cantidad de ticmpo y esfuerzo. Actualmente las téenicas de
ramificacion y acotamicnto se estin empleando en varios campos de aplicacion tales como: problemas de distribucion,
secuenciacién de instalacionus, agente vijero,rutas de vehiculos, ¢l problema de L mochila, problemas de programacion
no lincal; el progreso que se ha tenido se debe ongran parte al desarrollo que han tenido lus computadoras, ya que por
su gran velocidad se ticne una solucion mis exacta y rapida sin necesidad de recurrir a métodos aproximados.

Conviene mencionar que se dispone también de paquetes computacionales que usan ramificaciony acotamicnto(R-
A) cn sus procedimicatos de solucion, tales como el LINDO para resolver problemas de programacion lincal y entera
y ¢l GINO para problemas no lincales. Ademds se estdn desarrollando algoritmos de R-A para computacion paralea.

El objetivo de éste trabajo es ¢l andlisis de las bases tedricas, desarrollo, clasificacion, implantacién y comparacion
de las distintas téenicas de ramificacion y acotamicnto, asi como la presentacion de algunas de las aplicaciones clisicas
y otras recientes mas novedosa. Con un enfoque de sintesis y aplicaciones, presentar el estado del arte del método de
ramificacion y acotamicnto.

El trabajo estd organizado de la siguicnte manera. En ¢l primer capitulo, se define el problema y se establece ¢l
método de ramificacion y acetamicnto. El capitulo dos, revisa ol enfoque clisico del método para programacidn entera
mixta, En el capitulo tres, se efecttia ol analisis de sensibilidad. En el cuanto capitulo, se revisa la programacion no lineal.
El quinto capitulu se aplica una téenica de ramificacion y acotamicnto a problemas clisicos. Finalmente se presentan
Tas conclusiones deltrabajo desarrolladoy se agregan tres apdndices que apoyan algunas aseveraciones que se hacena
lodargo del trabajo.
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CAPITULO |

LA TECNICA DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTOQ: ENFOQUE CLASICO

"E1 segundo {principio), era la divisidn de cada una de las
dificultades con que tropicza Ja inteligencia al investigar la
verdad, en tantas partes conto fuera necesario para resolver-
las. Y ¢l altimo (principio), consistia en hacer enumeraciones
tan completas y generales, que me dicran la seguridad de no
haber incurrido cn ninguna omision”

Descarices, Discurso del Método, Vol 11,

Elprocedimicnto de ramificacion yacotamiento (R-A) proporciona una metodologfa de bisqueda de la solucién éptima
en un problema de optimizacion discreta. En ¢l método de R-A, el conjunto de soluciones factibles se particiona en
subconjuntos mis simples (Esto es lo que sz deberia hacer en la prictica, si uno ¢std buscando por ejemplo una aguja
en un pajur. El pajar es grande y es imposible buscar en todo simultancamente, asi que se pucde dividir visualmente en
lado derecho ¢ izquicrdo y seleccionar uno de ellos para buscar la aguja, manteniendo clotro lado en espera para buscar
despudés si es necesario). A contintacion un subconjunto prometedor se selecciona v s¢ hace un esfucrzo para eacontrar
fa mejor solucion actible y se almacena esta informacion, en algunos cusos podria darse por terminado ¢f método, Se
particiona nuevamente ¢l subconjunto en dos o mis subconjuntos mis simples (hajo la operacion denominada
ramificacion) y s¢ repite el mismo proceso

Estc capitulo se desarrolla como sigue: En la primera seceitn se deseribe el problema de optimizacion discreta y tos
clementos biisicos del método de R-A. La segunda seccidn se presenta el algoritmo basico de ramificacion y acotamicnto
yeldrbol de bisqueda que registra el desarrollo del algoritmo. La tereera seecion se describe las distintas opciones que
hay para ramificar y desarrollar la bisqueda de Ja solucién éptima. Finalmente en la cuarta seccion s¢ exponen algunos
cjemplos ilustrativos muy gencrales.

L1 DESCRIPCION CONCEPTUAL DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

El método de Ramilicacion y Acotamicnta (R-A) , surgido hace dos décadas, ha resultado ser una de las mejores
herramicntas pricticas para ta solucion de problemas de optimizacion discreta, Su atractivo radica en fa habilidad de
climinar implicitamente grupos grandes de soluciones potenciales sin evaduarlos explicitamente. A semejanza de la
programiacion dindmica, la 1éenica de ramificicion y acotamicnto es una estrategia, y como tal se debe combinar con la
estructura del problema especifico que se desea resolver, para asi formar un algoritmo de solucion adecuado.

Hay muchos problemas de optimizacion disereta para los cuales los metodos "directos™ o no existen o son ineficaces,
Los problemas pueden ser tales que las restricciones o funcion(es) abjelivo(s) son no convexas, 0 que todos o algunos



de fos valores estan restringidos i vadores diseretos, La téenica de ramificacion y acotamiento nos posibilita resolver
prablemas "dificiles” usando fos métodos existentes para ka solucion de problemas "ficiles™.

Suponga que s¢ desea resolver un problema “dificil” de optimizacion discreta, como e siguiente:
Minimizar C0(x)
Sujeto A
g1 (%)= 0,
g2z 0
-
Zm (x)oz 0
x€ X
donde ¢! conjunto X? denota el dominio permitible de optimizacidn por ejemplo el octante positivo del espacio
n-cuclideano, x denata un veetor (x1, X2,..%n) ¥ £ (x) son ks funciones que restringen el problema. Un veetor x que
satisfaga las restricciones y se encuentre en el dominio de optimizacion se dice que es una solucion fagtible, y uno que
ademds minimiza fa funcion objetivo cs una sofucion dptima.

Existen cuatro razones importantes para aceptar ampliamente los algoritmos de ramificacion y acotamicnto en la
optimizacion discreta: a) El método es conceplualmente simple y ficil de entender, b) Es ficilmente adaptable a un
amplio rango de situaciones problematicas, ¢) ¢s ajustable para su implantacion computacional y d) Los métodos
altcrnativos usualmente no estin disponibles,

La estrategfa de aplicacion de método de R-A se basa en Ja premisa de que el problema que se va a resolver tenga
los siguientes atributos:

a) Naturaleza Combinatoria, Un problema combinatorio ticne como minimo las siguientes propicdades:
a.1)$c da un conjunto finito de objetos
.2)Cada objeto pucde tomar un cicrto rango de atributos.
a.3)Sc desarrolla una solucién al problema fijando los valores de atributos para todos los objetos
a.4)Solo s¢ permiten cicrtas combinaciones de los valores de atributos.
b) Ramificabilidad. Es una propicdad del problema que implica:
b.1)Construir un conjunto finito y contable que contenga todas fas soluciones del problema (6sto se sigue de 1);
b.2)Particionar recursivamente un conjunto no vacio de soluciones en subconjuntos disjuntos.
) Rucionalidad. Un problema racional ¢s tal que:
c.1)Cada solucion ticne un dnico valor caleulado de los valores de sus atributos.
c.2)La "mejor” solucion es aquella con mayor (0 menor) valor,

d) Acotabilidad. Una estimacion ded valor de la mejor solucion contenida en cualquicr conjunto de soluciones se
puede obtener tal que:

d.DElvalor actual de la mejor solucion en el conjunto es inferior o igual a a estimacion (asi la estimacion s una
cota superior};

d.7)Se hace un minime esfueren para obtener dicha estimacicn;



d.3)La estimacion os sazonablemente cereana al valor actual,

Elconcepro de R-A explota éstas propicdades para poder inplicita y explicitamente construir un drbol que describa
todas s operaciones reafizadas cu el problema, y electuar una biisqueda para encontrar la mejor solucion.

1.2 EL ARBOL DE BUSQUEDA,

El proceso de ramilicacion del problema de optimizacion disereta puede representarse por medio de un drbol de
basqueda. Cada nodo det drbol esti asociado a un subconjunte de T, conjunto de todas las soluciones originales del
problema. Sea Ty un subconjunto de T, esto es, una coleecion de soluciones det problema. La Ramificacion es ¢f proceso
de parlicionar un subconjunto Tj ea ot subconjuntos disjuntos v, ¥2,..,vm donde

iU Uwvy =T,
viflv) =, idistinta de j.
Q bica la unidn de cllos es Ty y fa inlerseecion entre ellos ¢s vacia,

El proceso de ramificacion se puede visualizar como la creacion o desarrollo ordenado de ur drbol donde ¢l nodo
inicial representa a T, y los nodos representan subconjuntos Tj de T. A cada nodo N se le asocia un subconjunto Ti.

FIGURA 1.1

Rty et
fifirge s

ITLETER
By

En la figura 1.1 se ilustru un 4rbof que exhithe estos conceptos para el cusom=2. El nodo N =1 corresponde a T, ¢t
conjunto de todas las soluciones. Los nodos 2 y 3 estdn asociados con los conjuntos ajenos Ty y T2 de T. Note que no
hay ramificaciones desde los nodos 3, 4 y 5. La relacion, entre subconjuntos de T y la ramificacion para fa creacion del
4rbol, sc formaliza como sigue:

Ti(N) ¢s ¢l subconjunto T; de T representicdo por ef nodo N.

Un Nodo Intermedio es us nodo N en ¢l cual no ha habido ramificacion,

Un Nodo Final ¢s un nodo intermedio N para ef cual Ti(N) consiste de una solucion Gnica

L(N} es una cot inferior de la funcion objetivo Z(x) en of conjunto de las soluciones asociadas con ¢l nodo N, esto
es, LN} £ Z(x) para toda x €Ti(N).

Una forma conceptual y al mismo tiempo general de describir el método de Ramificacion y Acotamiento ¢s como
siguc,

~



EL ALGORYTMO BASICO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO
PROPOSITO: Encontrar lasolucidn dptima de un problema de optimizacion discreta
DESCRIPCION

Pasa . Se inicia con e conjunto de todas las soluciones factibles del problema en cuestion. Se forma el primer nodo del
arbol

Paso 1. Se procede a ramificar los nodos hacia nodos nuevos, utilizando alguna regla de ramificacion

Paso 2. 8¢ determinan cotas inferiores para los nucvos nodos. Para cada nuevo nodo N se obtiene una cota inferior L(N)
sobre cl valor de It funcion objetivo para las soluciones lactibles del nodo.

Paso 3. Se selecciona un nodo intermedio desde el cual se ramifica. Cada nuevo nodo se excluye o se sondea si: Se
encucntra que ¢l nodo no contiene soluciones fuctibles, 0 se ha identificado la mejor solucion factible en el nodo (de tal
forma que L{N) corresponde al valor de su luncién objetivo);

Paso 4. Reconocer cuando un nodo final contiene una solucion dptima. El proceso termina cuando no existen nodos
restantes (no sondeados) y fa solucidn de apoyo actual es la solucion dptima,( si no existe tal solucion de apoyo catonces
el problema no ticne soluciones factibles). De otra manera se regresa al paso 1.

Siclobjetivo es maximizar solo sc invierten los papeles de las cotas ysc inviertenTas direcciones de las desigualdades.

CONVERGENCIA DEL ALGORTIMO.

Laoperacién de ramificacion del algoritmo garantiza una solucion 6ptima en un niamero finito de iteraciones. Coma
T es finito el proceso de ramificacion conducird eventualmente a una solucion T, como nodo final, a menos que s¢
detenga previamente, El proceso de ramificacion produce una particion de T para la cual cada subconjunto Tj, obedece,
ala delinicion de particion, Asf todos los nodos finales posibles se pucden generar y obtenerse asi la solucion éptima.
Las caracteristicas de la ramilicacion prometen una cnumeracion completa para ¢l algoritmo de R-A a menos que se
pueda encontrar una solucion 6ptima antes de hacerlo. Las caracteristicas de acotamiento del algoritmo de R-A
proporcionan la posibilidad de reconocer una solucion optima antes de completar la enumeracion.

13 ESTRATEGIAS OPERATIVAS EN EL ALGORITMO BASICQ.
Empezaremos primero con las distintas opeiones para efectuar fa operacién de ramificacién. Identificamos tres lormas
distintas de ramificar: ordenada, inmediata det sucesor y ramificacion del sucesor, En aras de hacer mis sencilla la

exposicion plantcamos un problema de permutacion y a través de él se exponen las distintas técnicas de ramificacion.

Se desca ordenar un conjunto de n articulos A = {a1,...,an}, esto es, buscamos un ordenamicnto que sca optimo de
los n articulos bajo condiciones dadas. El conjunto de soluciones factibles consiste de vectores n-dimensionales.

F = {x|xi €Ay x; distinto dc xjsi i diferente de j }

donde ¢l vector x, representa un arreglo de los n articulos. La exigencia de que xi sca dilerente a xj si i ¢s distinto de
j» se debe a que un mismo articulo i, no puede ocupar dos lugares en un mismo arreglo.

A continuacion se discuten las posibles reglas de ramilicacion para cf easo en que n=4y A= {a,b,c,d}



RAMIFICACION ORDENADA

Vamaos a Hamar X al conjunto de soluciones factibles, que conticne los articulos ya sceleccionados, lamaremos R(X) al
ranga de X, es ¢l articulo que vamos a scleccionar para introducir a a solucion factible que se construye, llamaremos
nivel de X, al namero de articulos seleccionados, asi sea R = {ry,..rp} un subconjunto de los indices de los articulos
{1,2,..n} que conticne p clementos distintos, que se han introducido al arreglo, Un nodo X de un drbol de bisqueda
sc determina al imponer las siguientes restriccionces,

Xl =81, Xr2 =)0 Xep = djp

para algin conjunto {aj1,....ap} de p articulos distintos (los seleccionados), de donde, Ja siguiente scleecion de X la
haremos sobre los restantes n-p articulos a ordenar, lo que nos genera una particion de X en n-p subconjuntos ajenos,
al especificar ¢l articulo que tenga orden ¢(X) para alguna r(X) que no esti en R, seleccionamos también ¢l nucvo
conjunto de solucionces factibles a particionar.

La regla de ramificacion ordenada, nos especifica las reglas explicitas de seleecion, para asignar un rango a X: r(X),
de esta forma r(X) se considera solo en funcion del nivel de X (donde p = nivelde X). Por ejemplo: r(X) = p+ 1 consiste
enscleccionar primero, ¢l articulo que ird en primer tugar del arrcglo, después el del segundo lugar y asi sucesivamente,
de ésta forma, si sc tiene un conjunto X = {xq, X2, x3, X3} donde la regla de seleccion es "mayor que” se ticne xixaxaxy, Si
larcgla [ucrar(X) = n-p entonces empezarfamos por seleccionar el aliimo del arreglo, y terminar en ¢l primero, cn ¢l
cjemplo anterior la solucion ¢s la misma pero la seleccion se hace considerando primero a x4, despuds a x3 y asi hasta
X1.

FIGURA 1.2
ARDBOL DE ENUMERACION COMPLETA.

P=0 PARTICIONA EN 4 LAS
OSIBLES SOLUCIOHES DE X,

P=1 PARTICIONA EN P=2 PARTICIONA
3 SUNCOMJUNTOS LAS EN 2 LAS PUSIBLES
POSIBLES SULUCIOKES SOLUCIONES PE X,
pE X.

RAMIFICACION ORDENADA.

La figura 1.2 mucstra un drbol de enumcracian complety, paran=4y A= {a, b, ¢, d} generado por ramificacién
ordenada.



B

Otra regla de seleceion consiste en ir insertando en forma ordenada cada uno de los articulos, de 1a manera siguiente,
al primer articulo le asignamos su lugar en clarreglo sofucion Por cjemplo considere los nodos a, b, cy d en los niveles
0, 1 2y 3 respectivamente. Entonces Z corresponde a la solucion

(bd,a,c) sir(a)=3, r(b)=1 r(c)=4, r(d)=2
(ba,d,c) sir(a)=2, r(b)=1 r(c)=4, r(d)=3
(a,b,c,d) si e(X) = (Nivel de X)+1 paratoda X

(d,c,b,a) si r(X) = n-(Nivel de X) puratoda X

RAMIFICACION INMEDIATA DEL SUCESOR

Sca X un nodo del drbol especificado por p(= nivel de X) relaciones de ta forma rj=ri+ 1 quc puede interpretarse
comoel renglon ajordenado inmediatamente después del rengldn ag). Entonces X se puede particionar en dos conjuntos:

Xk ={x|xEX y n=rx+1}
X(K*) =X-X(kD) = { x | x €X y ndistinto de rx + 1}

Se requicre una regla de seleccion para decidir ¢l par de indices k y 1. La figura 1.3 dé un cjemplo de un drbol de
enumeracion completa paran=4y A={a b, d}

FIGURA 1.3
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RAMIFICACION DEL SUCESOR

Sea X un nodo del drbol especificado por p relaciones rj>ri (que se interpretan como un renglon aj ordenado
posteriormente a un renglon ). Donde X puede particionarse en dos conjuntos

X(kl) = {x|xEX y N>xk}
X(IK) =X-X(kl) = {x|x&X y xx>x1}
Nucevamente se requicre de una regla de seleceidn para escoger la parcja (k,1), k=1, La ligura 1.4 d4 un cjemplo de

un drbol de enumeracion completa,

FIGURA 14

ACOTAMIENTO

Un drbol de bisqueda pucde formarse con una pequeiia arte de un drbol de enumeracion completa (en el cual no se
descarta ningiin nodo, sc consideran todos los posibies), debido al tamaiio tan grande de éste. Para poder hacer esto
escogemos una regla de acotamicnto adecuada. Una funcidn de acotamicato es una funcion g:2° =R que asigna un
ntmero real g(x) a cada subconjunto T tal que si X estid contenido en T entonces la cota g(X) satisface

gX) <I() VsEXNF

(Note que las cotas son todas cotas inferiores ya que estamos suponiendo un problema de minimizacion). Podemos
suponer también que

g({x})=1(x) V x€F (1.4.1)

Cotas para un problema dado P pueden obtenerse relajando alguna de las restricciones, Esto da el problema relajado
Q cuyo conjunto factible Fyconticne al conjunto factible Fp del problemaoriginal P, Sea X un subconjunto de T entonces
g(X)=min f(y) £ min {(y) s {(x) VxEXNF
yEXNFG  yEXNFp

7
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claramente g es una funcion de acotamicnto inferior,

Unaver que hemos establecido las reglas de ramificaciony acotamicnto, describirentos a continuacion las principales
estrategias de desarrollo del algoritmo de R-A, fas mis importantes son:

BUSQUEDA A PRIMER PROFUNDIDAD O REGLA DE LA COTA MAS RECIENTE O TAMBIEN LIFOQ

Es la estrategia de ramificacian del nodo activo mids recieate(un nodo Y es activo dependiendo de que f(S) > g(Y)
donde S es la solucion actual, ¥ Y es algin nodo del conjunto total de soluciones), esto cs, se escoge ¢l noda de mixima
profundidad entre aquellos nodos que adn no se ramilican, Si hay més de uno, entonces se seleeciona aquél que
corresponda al valor de cota inferior,

Esta regla logra que el drbol llegue @ un nodo terminal répidamente. aunque se podrian requerir més cileulos
compulacionales, sc requicre un minimo de memoria, ya que ¢s sulicicnte para acumular problemas correspondicntes
a cada nodo en una ruta de fa raiz del drbol al nodo terminal.

En la terminologia de Ramificacion y Acotamiento esta estrategia de desarrollo se conoce como bisquedaen la lista
de nodos activos, bajo ¢l eriterio que el tltimo cn entrar es ¢l primero cn sulir.

PRIMER ALCANCE O REGLA DE LA MENOR COTA O TAMBIEN FIFO

Esta regla también se conoce como método o regla de separacidn progresiva y cvaluacion, Aqui se escoge
sistemiticamente el nodo con cf valor de L menor cota observanda que es en éste en el que seticne intuitivamente mayor
oportunidad de que contenga una solucion dptima entre sus sucesores, Sin embargo, con este método corremos ¢l ricsgo
de tener que explorar una gran porcion del drbol antes de encontrar una solucion. Nuevamente, la primer solucion que
s¢ encuentra es en general mejor (esto cs, de menor costo) que la que se encuentra por L estrategia de basqueda de
"primer profundidad”.

Esta regla sc usa también en la programacion dindmica y es la opuesta a la de primera profundidad ca la estrategia
de ramificar un "minimo nodo activo recientemente creado™. También se conoce como FIFQ porque si se tienc una lista
de nodos activos ¢s cl primero cn entrar yel primero ca safir.

COSTO UNIFORME
Esta regla consiste en escoger un nodo X del drbol parcialmente expandido, para ¢l cual:
g(X) = g(¥Y) Vnodo Y

los empates s resuclven por alguna regla subsidiaria. Esta es la ramificacion de fa menor cota o estrategia de costo
uniforme (UC) y vs computacionalmente 6ptima en ¢l sentido de que efectivamente requicre un minimo nimero de
nodos a ser desarrollados. Aunque produce drboles pequenos, pucde cacr en dejar un minimo ticmpo de cémputo y
también sufre ¢l defecto de producir primero una solucion factible en o cerca ded fin de los cileulos.

Tres estrategias se describen en la figura 1.5 para ef problema de basqueda para encontrar 1a trayectoria mas corta
de L aR. dela grifica a). En b) sc usa primer profundidad, en ¢) primer amplitud y ¢n d) costo uniforme.

DOMINACION

En algunas aplicaciones de ramificacion y acotamicnto puede suceder que hay caminos fuera de la estructura de
R-A que permiten establecer que para alzin par de conjuntos XY contenidos en T la mejor salucion en X es al menos
tan buena como fa mejor solucion en Y. Entonees se dice que X domina a Y,y el nodo de Y en el drbol no necesita
desarrollarse (S X dominaa Yy Y domina a X entonees uno de cllos puede estar inactivo),



Finalmente, pucde notarse que lis téenicas de camificacion y acotamicnto sonexactas en el sentido de que garantizan
soluciones 6ptimas, Sin cmbargo, ivolucran v cantidad considerable de citeulos v si uia buena solucion sabaptima
s aceptible entonces a menuda es mejor usar ramificacion y acotamicnta “heuristicamente” en donde la mejor sotucion
factible generada, cu un tlicmpo dado, ¢s la que se considera como fa mejor,

FIGURA 1.5

CORTC DERIDO A
DOMIKRTION.

CORTE DEEI0O A or
ACOTAMIERTS,
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LE EJEMPLOS HLUSTRATIVOS.
En los cjemplos siguientes se exhibe la forma en que se pueden emplear las reglas de ramificacion v acotacion. El
altimo ejemplo es el famoso caso de tas cuatro reinas en donde ilustramos Jas reglas de desarrollo a primer profundidad

yde primer aleance

Ejemplo 1.1 (Ramilicacion)

En un experimento de comparacion aparcada sobre los clementos de un conjunto {a,b,c,d} las preferencias
resumen en fasiguicnte matriz, donde Lindica que existe discre panciay 0 que nola hay. Siaceptamos que las preferencias
queden comao (abed) el costo en que se incurre es de 2 calculado como sigue: por preferir a, a sobre las opeiones b, ¢ y

d'se paga umt unidad, por prelerir b sobre ¢ y d se paga otra unidad y finalmente por preferir ¢ a d no sc paga nada. Sc
requicre cncontrar un ordenamicnto que minimice el ndmero de discrepancias,
a b ¢ d- puntuacion total
a- 1 1 0 2
bo - o0 1 1
c0 1 - 1 2
d1 0 o - 1

Empezaremos con ¢l conjunto {a, b, ¢, d} donde a primera decision que se presentard es: Podrfa a ordenarse por
cencima de b, 0 no 2.y aplicamos la regla de ramificacion del sucesor.

FIGURA 16

©

Enla figura 1.6 se muestran tres ctapas del desarrollo del drbol de bisqueda en ésta solucion. Las cotas inferiores sc
muesiran a un lado de cada nodo. De los dos rodos aumentados al drbol de basqueda, o primero con a>b (esto esa
ordenada por encimi de b) es el mas prometedor, donde a > b no implica -inmediatamente- diserepancias. De Ly matriz
de preferencias se observa que ¢, tambien es notablemente mejor que b, y [ segunda ramilicacion corresponde de un
modo uotroa c>b.

Después de tres ramificaciones ¢l drbol de bisqueds desarrollado s¢ muestra en la figura L6¢). Ya que ¢l
ordenamicnto a>c>bd involucra solo umat diserepancia y cualquier solucion correspondicnte al subconjunto de
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soluciones en cualguicr otro aodo implica sl menos una discrepancia, a > ¢ > b > d debe de ser un ordenamicnto dptimo.
En Gt etapa todivia no se demuestra que ésta soluciin optima sca dnica, Para establecer éslo, o encontrar otras
soluciones dptimas, vs necesario desarrollar todos los nodos que consisten de solo una discrepancia,

Esle método proporciona facilmente una solucion para este cjemplo, en cierto modo, debido a la manera juiciosa
de escoger la ramificacion. Otra forma de resolver éste problenia consiste en usar la regla de ramificacion ordenada,
conr(X)=p+1

R cnluncc%xl >x2>x3> ¢ un ordenamicnto, donde X con i = 1,...,4 puede serun clemento cualquiera del conjunto
{ahe,d}. Hay 47 = 256 cuartetas distintas (51, X2, X3, x1) de las que solo 41 = 24 corresponden a ordenamicntos vilidos.
Esto ¢s, de los 256 candidatos a solucion, 232 no son factibles y deben de ser eliminaduos.

La regla de ramificacion serd adoptada de la siguiente manera: La primer ramificacion corresponde a la seleceion
de xi, e} clemento del ordenamicnto mas alio, Ja segunda y tercera ramificaciones corresponden a la scleceitn de xa y
xyrespectivamente (si se especifican xi, X2,y X3 entonces x4 queda antomaticamente delerminada). El drbol de biisqueda

el articuln x sr
ordens en et L-eninag
Jugar

se desarrolta en forma similar que en ¢l primer método, como s¢ mucstra en la figura 1.7. Como vimos anteriormente
a>c>b>d scencuentra que cs 6ptima.

En este caso, ambos metodos de sofucién nos conducen a un ordenamicnto optimo. En general no es éste el caso y
cierto retroceso serd necesario. La solucion que se obticne con ambos métodos es a>¢>b > d con una discrepancia,

Ejemplo 1.2 Problema de Asignacion Lincal (Acotamicnto)

Suponga que se descan usar cuatro barcos cargucros para transportar bicnes de un puerto base a otros cuatro puertos
{numerados 1, 2, 3 y 4). Sc puede usar cualguier barco para hacer cualquicra de los cuatro viajes. Sin embargo, dadas
fas diferencias entre barcos v las cargas a flevar, ¢l costo total de carga, transparte y descarga de bicnes para distintas
combinaciones de barcos y puertos varia. Los costos se mucstran en la siguicnte tabla donde ¢l componente (1,1) de
dicha matriz ¢s 15, que es ¢! costo de transportar carga con elbarco 1 al prerto 1 (desde el puerto base).

PUERTO
B 12 34 minimo por renglon
A1 15595 5
R 2 1714 47 4
cC3 913137 7
O 4 1310 615 6



Se desea asipnar los hareos a los puertos, en una correspondencia uno a uno de mancra que se minimice ¢f costo
total, Sidelinimos T= {\] x= (1] kD cipkle{ 1,234, }Hecomo ¢l conjunto de soluciones posibles., el problema de

asignacion (lincal) P consiste en minimizar
=clit ey +cik + ol

donde cij son los costos de transportar carga con ¢l barco i al puerto j y donde (4.k1) son las permutaciones de
(1,23,
]

Ejemplos de algunas cotas de costo son

2(T) = mincy + mincag + mincs + miney =5+4+74-6=
1ga=<4 1<fsd  1sysd 1=0s4
g(T[i=3}) = c13 + mincap + mincy + mincy=9+4+T+6=26
1<8<4 1<y<d 1=d=4
g(Tli=3]j=2]) = c13 + c22 + mincy + mincsy=9+14+7+6=36
1sy<4 1<d=4
donde T[i =3) denota ¢l subconjunto de T con el indice i fijo en 3. Se pucde ver que si i cs el conjunto cvaluado en

3 podemos insistir que los indices usados en la minimizacion sean 8, y y 8 = 3. Esto permite perfeccionar la funcion de
acotamicnto g’

g(T=g(M=22

g{(Tli=3])=cl3 + min ¢33 + min c3 + min ¢4 =
B=124 y=124 =124

=9+ min{17,14,7} + min{9,13,7} + min{13,10,15}

9+T7+7+10=33

g (T(i=3}{j=2])=ci3+un+ min ¢3 + min ¢4 =

y=124 =124
= 9+14+min{9,7} + min{13,15} =

Observe que g’ satisface la ceuacion (1.4.1) sin modificacion y nétese también que g'(X) 2 g(X) paratoda Xen T,
sc dird que g'es mas fuerte que g.

El siguicnte problema cs un ejemplo clisico del uso de los métodos de tanteo y de los algoritmos de rastreo inverso.
Se dice que fue investigado por Gauss en 1850, pero no lo resolvié completamente.,

Ejemplo 1.3 (El Problema de las Cuatro Reinas).

-iSabes sumar?-le preguntd 1a reina blanca- (Cudnto es uno
Y Unoy uncy unoy unoy ¥noy unoy uno?

-No sé -dija Alicia- he perdido la cuenta..,

-iNo tiene ni idea de mateniticas! -sentenciaron enfitica-
mente ambas reinas a hivee

Lewis Carroll. Aticia a través de! Lspejo,

Cuatro reinas se deben colocir en un tablero de cuatro por cuatro, de forma tal que ninguna reina pueda atacar a
otra. Enotras palabras, la colocacion debe ser tal que en cada renglon, columna o diagonal del tublero, a lomas contenga
a una reina, £l problema puede considerarse como una sucesion de problemas, en donde por cjemplo se coloca una
reina en el primer cuadro del renglon de arriba, entonees se caloca otri reina en of segundo renglon de forma tal que
no pueda ser atacada por la primers, v de igual forma se procede con latercera v la cuarta reina.

Podemos asociar posiciones con nodos de un drbol, donde el nodo raiz T corresponde a la posicidn inicial sin reinas,

los sizuicntes nados cnmﬂpu.ul..n alas posiciones posibles de unarcinaen ¢l pri'mr renglon liciente considerar
a4 que los otros dos dejan posicioncs simdtricas), conectades con

comu posiciones iniciales los priveros dos cusdros, y:
clnoda T, por arcos de longitud cero, lus siguicates ramas del drbol se construyen a partir de Estos nodos, considerando




fus posibles posiciones de una reina en el segundo renglon, sin que ésta ataque a la reina que se ha colocado con
anterioridid, procediendo a unir éstos nodos con areos de longzitud ceroasi se continda hasta colocar a fas cuatro reinas
€0 st posiciones respeclivas,

Resolveremos primero éste problema usando la estratevia de bisqueda de primer profundidad. Numeramos los
renglones y las columnas ded tablero del 1al 4, las reinas tambicn pueden mumerarse del 1 al 4, Ya que cada reina debe
estar en diferente renglon, pedemos suponer sin pérdida de peneralidad que lareina @ debe encontrarse en el renglon
i, Todas s soluciones al problema deben presentarse entonces como cuartetas (x1,52,%3,%4) donde xies lacolumna donde
s¢ pone fareina i, Las restricciones explivitas usando ésta formulacivo son $i={1,2,3,4}, 1 =1 =n. Entonees ¢l espacio
de soluciones consiste de 41 cuartetas. Las restricciones implicitas para ¢ste problema es que no puede haber dos y's
que scan iguales(esto es, todas las reinas deben estar en columnas distintas) y dos reinas no pueden cstar en la misma
diagonal. La primera de éstas dos restricciones implica que todas ks soluciones son permutaciones de los cuartetos
(1,2,3,9). Esta realizacion reduce el tamano del espacio de soluciones de 47 a 4!, Mas tarde veremos coma formular
segunda restriccion en términos de las xi. Expresada como una solucion la cuarteta de fa figura 1.8 se tiene (2,4,1,3).

FIGURA LS

Como una funcién de acotamicnto usamos cl criterio obvio de que si (x1,%2,...,Xi) s la trayectoria del T-nodo actuat
entonceslodos los nodos hijos con etiquetas padre-hijo x4 1 tales que (x1,...,% + 1) representa una configuracion en donde
no se pucden atacar dos reinas. Comenzamos con cl nodo raiz como el tinico nodo vivo, éste es el T-nodo yla trayectoria
es (). Se genera un hijo. Suponemos que generamos hijos en orden ascendente, asf el nodo numerado 2 de la figura 1,11
sc genera y la trayectoria s ahora (1). Esto corresponde a poner la reina 1 ¢en la columna 1, El nodo 2 se convierte en
el T-nodo. El nodo 3 se genera ¢ inmediatamente se muere, El siguiente nodo generado es ¢l nodo 8y la trayectoria se
convierteen (1,3). Elnodo§ sc convierte en el T-nodo, sin embargo se muere yaque sus hijos representan configuraciones
que no producen una solucion. Regresamos al nodo 2 y generamos otro hijo, ¢l nodo 13, La trayectoria ¢s ahora (1,4).
Lafigura 1.9 muestra las configuraciones cu ¢l tablera como procedimicntos recursivos, y muestra grificamente los pasos
que siguce ¢l algoritmo al tratar de encontrar la solucidn, los puntos indican los lngares de una reina que se probarony
rechazaron porque otra reina estaba atacando. En b) la segunda reina se pone en las columnas 1, 2y finalmente se fija
en la columna 3. En ) el algoritmo trata las cuatro columnas y no ¢s posible colocar en ninguna a fa proxima reina.
Regresando sc ticne en d) que ki segunda reina se mueve a la proxima columna posible, la columna 4y se pone la tercer
reina en la columna 2. Estos tableros muestran los pasos que ¢l alporitmo sigue hasta encontrar Ta solucion. La figura
1.10 mucstra fa parte delidrbol que se ha generado usando 1a estrategia de primera profundidad. Los nodos que se han
mucrlo como resultado de las funciones de acotamiento ticnen una M debajo de cllos.

FIGURA 19
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FIGURA 110

" Elarbot completo, usando bitsqueda de primer profundidad y sin considerar las funciones de acotamicnto se muestra
enlafigura 1.11

FIGURA 111
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Otea forma de resolverlo es usando la estrategia de primer amplitud o FIFO. Como ya se decia inicialmente hay un
solo nodo vive, el T-nodo y ahora le asignamos ¢f ntimero 1, (este es el caso en que no se tienen reinas en ¢l tablero),
Este nodo se particiona y sus hijos los nodos 2, 18, 34 v 50 se generan. Estos nodos representan el tablero con una reina
encl renglon 1y columnas 1,23 v 4 respectivamente, Ahora fos nodos vives son los nodos 2,18,34 y 50. 8i los nodos se
generaron en éste orden el proximo T-nodo seria el nodo 2, éste se ramifica y tos nodos 3,8 y 13 se gencran, Elnodo 3 |
se mata inmediatamente usando la funcion de acotamiento, "

Los nodos 8 y 13 sc aumentan 2 la cola de nodos vives. El nodo 18 sc convierte en ¢l nueve T-nodo. Los nodos 19,
24y 29 se gencran. Los nadus 19 y 24 se mueren como resultado de fa funcion de acotamiento, que ¢s la misma que s¢
usd en la solucion por primer profundidad. El nodo 29 se aumenta a la cola de nodos vivos, El proxinio T-nodo es ¢l
nodo 34. La figura 1,12 mucstra ci drbol generado por la estrategia FIFO (primero en eatrar primero en salir).

Los ntimeros deatro del nodo son los mismos se la estrategia de primer profundidad y los ndmeros fucra del nodo
corresponden al orden en que fucron generados por FIFO, en ¢l momento en que se alcanza el nodo solucin 31, los
tinicos nodos que permanccen vivos son fos nodos 38 y 54, Una comparacion de lus figuras 1.10 y 1,12 indican que la
estrategia de primer profundidad ¢s un mejor método para éste problema,

FIGURA 112

SOLUCION
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CAPITULO I}

PROGRAMACION ENTERA MINTA: ENFOQUE CLASICD

“Primero, deben abrazarse de una ojeada todas kas ideas
particulares desparramadas acd yalld. y reunirizsbajo una sola
idea general, para hacer comprender, por una definicion exac~
1a, el objcto que se quicre tratan.®

“Despudés s¢ debe saber dividir de nuevo la idea general cn sus
clementos, como otras tantas aniculaciones naturales, guars
didndose, sin embargo, de mutilar ninguno de ¢éstos clementos
primitivos, como acostumbra un mal cocinero cuando trins
cha®,

Fedro, Matén,

Elorigen de las métodos de solucion de la programacion entera se remonta al aiio 1958, cuando Gomery propuso
una téenica para generar soluciones enteras usando programacian lneal. Como consecuencia de ésto se desarrollaron
diferentes métodos y se han eserito diversos cédigas de computacion a nivel comercial, Entre los métodos de solucion
actuales, estén los de ramificacion y acotamicnto.

El objetivo de éste capitulo es deseribir e desarrollo de los métodos clisicos de solucitn de programacién entera
mixta y fa forma en que se han ido depurando, Bl primer método que se presenta es ¢} que desarrollaron AH. Land y
A.G, Doig, cn 1960. Posteriormente R.J.Dakin propone un nuevo slgeritmo, basado en el anterior pero con modifica-
ciones que lo hacen mas ripido y mas tarde Norman J. Dricheck y Stanley Zionts peesentan un nueva mélodo que plantea
una alternativa distinta a s dos anteriores. Cabe seialar que aungue todos cstos algoritmos se reficren a problemas de
programacioa lincal mixta se pueden aplicar a problemas de programacion entera pura,

2.1 EL ALGORITMO DE LAND Y DOIG.
Considere el problema;

(2.1) maximizar z = cx + dy
sujetoa
(22)Ax+Dy 2b
(2.3) x vector columna con compaonentes ¢oleros no negativos
23) x20
(2.4) y=0

donde z es un eseadar; b es un vector columna de m componentes €, x son vectores columna de ny rengfones; &, y
son vectores coluning de (n-np) componentes; A s unra matriz de orden m g3y D es unamatrizde orden mx (n-m).
Una solucion factible al problema es aqguelia que sanisface {2.2),(2.3) y (24).

Este método usa sistemdticamente hiperplanos paralelos al definido por la tuncion objetivo. Una primcr cola
superior a lu funcida oljetivo se obtivne al resolver o pmblun vsin fas restriceivnes de variable disereta. Y soeesivamente
s¢ van encontrando cotas superinres mas restrictivas 2, 27,2 al vator de L funcion ebjetivo conforme se van aregando
restricciones de variable entera, ab agrepar Cstas rmlnuumu se definen subproblemas subsidinrivg de ku siguiente
manera:

‘



P(): Masimizar 2 sujelo a bus restriceiones (2.2),(2.3') y (2.4) y las restricciones adicionales en el sentido de que j de
las variables son enteros no negativos (j = 1,2,..,n1).

« . . . I .l . .
Sea § el conjunto de todas Jas soluciones factibles a problemas deftipo P(j) y sea § ¢l conjunto de soluciones no

factibles a cualquice problema deltipo P(j), con ésta notacion, la solucion requerida es un elemento de $nt para ¢l cual
se maximiza Z,

ALGORITMO 2.1 Land-Duig
PROPOSITO; Resolver el problema de programacion entera mista,
DESCRIPCION

La solucién se consruird en forma de grifica de drbol cuyos nodos son elementos de uno de los conjuntos §jj=0,
1,...n1 o dcl conjunto S, Los pasos de ésta construccin son

Paso0. Ei primer nodo del drbol es la solucion dptima de P(0), que estd dada por la etiqueta 2%, Si ésta solucion satisface
también P(ny), terminamos sc tiene la solucion 6ptima,

. . . R . -
Paso 1Si 2% no es el valor dplimo se traza un arco a cada uno de los dos puntos en Sy (o posiblerente en S ). Se evalita
Z en ¢sos puntos, si estdn en St Siestdnen S es inmediato que no necesitan caleularse.
Paso 2 §i los nodos 2 2. 2 ya s¢ han ctiquetado, el nodo mds alto no ctiquetado ( de acuerdo al valor de z que no
estien §7) scetiqueta 2,

Paso3 La solucida final se ha alcanzade cuando por primera vez un nodo étiquetado es un elemento de Sai, esto ocurre
tan pronto como todas las variables de una solucion son enteros no negativos. Siz° no es tal salucion se suponc que cs
un clemento de Sj. Se dilqu;a un rucvo arco originando asi ¢l nodo que estd inmediatamente abajo de z° ctiquelado,
que no nccesariamentc 2~ )y terminando en un punto ¢n el mismo subconjunto de soluciones (§)) comoz ocen§ . Si
este nuevo nodo estd en S, su valor 2 es necesariamente menor o igual que 27,

. . " ot . 2
Paso 4 Sc dibujan dos arcos de Zalos puntos en Sj+1 0 en § . Nuevamente, si cs0s puntos estdn en S+ sus valores z
son mcnores o iguales az”™, Los altimos dos pasos aumentan ires nucvos arcos y nodos al drbol y regresamos al Paso 2,

Los nodos ctiquetados forman una sucesion de cotas superiores no crecientes en el valor z de la solucion final,
Ademds ¢l valor z de un nodo no etiquetado del conjunto §j no pucde exceder al del nodo etiquetado y entonces a la
vezque z estd etiquetado, es la mejor cota superior actual en el valor dptimo de z. Asi, el método usado para aunientar
arcos y nodos a la grifica cubre todas las posibilidades, el algoritmo debe aleanzar Ia solucion 6ptima de P(ny), siempre
que Lal solucion exista.

Comao se podrd observar los algoritmos enumerativos son usualmente més sencillos de eateader si s ilustran
geométricamente a través de un drhol compuesto de nodos y arcos. Un nodo también se puede hacer corresponder a
un punto x* y un arco unc a ese nodo ¥ con otra nodo x* ¥, donde definimos el ltimo punto del anterior haciendo una
dessus n-k variables libres igual 2 un entero no negativo, Como una variable libre xe puede tener usualmente varios valores,
es posible tener muchos areos que emanen desde el nodo X, Como se puede ver en L figura 2.1 fos nodos numerados
8,9y 10sc crearon hacicndo xy, una variable fibre en ¢l nodo 3 ignaba 3,4 ¥ 2 respectivamente. Los nodos que no se han
usado para crear otros nodos, o que na tienen arcos se laman activos, Por ¢jemphy, el nodo 3 no ¢s un nodo activo,
También ¢l nimero de nivel Ise reliere al ndmero de variables fijas,
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22 EJEMPLO ILUSTRATIVO

Considere cl problema
MAXZ = 719X; + 768 X3 + 89.6 X3 + 97.1 Y1 + 313V
SUJETO A:
109X) +3.6X2-408X3 +439Y1 +7.1Y2+ Y3 =823
868 X1 + 327X+ 243 X3 + 138Y1-126Y2 + Y4 =773
609 X1 + 689Xz + 69 X3-569Y1 + 225Y2 = 86.5

con X=0, Y20, Xentero
Resolver usando ¢l método de Land-Doig,

ITERACION 1

Paso 0 Resolvemos ¢l problemaoriginal sin incluir Jas restricciones de variables enteras, aplicando el método simplex
y obtenemos:

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 116550600 = 2
Con variables de decision:
X1 = 1496009
X2=0
X3 = 5.021035
Y1 = 6.169743
Y2=Y3=Yya=40
Paso 1. Las variubles no cnteras, son X1 y Xa. Elegimos como variable de ramilicacion la que tenga o valor mis
apartado al cntero mis cercano; Xy es fa mids lejana a un valor entero, Caleulamos el primer valor entero calas [unciones
Min Xy y Max X, es inmediato que 1= Min X3 y 2=Max X2
1.1 Min X1, Sea X1 =1, el valor 6ptimo de la uncién objetivo cs
Z = 1051.89500

con los siguientes valores en las variables

Xi=1
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Xa=0

X3 = 4.408884
Y1 = 5483788
Ya = 1485092
Yi=Yy=0

1.2 Sca Xy = 2, El valor de fa funcion objetivo cs
Z = 770.698300
con los siguicntes valores en las variables

X1=2

Xy=10

X3 = 2.675005
Y1 = 3.864242
Y=Y =

Ys = 132.570900

1

Paso 2 El mayor de los dos valores objetivo ¢s Z = 1051.8952 con X1 =1, y sc le asigna la ctiqucta z!. Para completar ésta
etapa cs nceesario saber los valores de z para los enteros "cercanos™,

Paso 3 Sc calcula cl minimo de X hasta su segundo valor entero: Xy = 0y se ticne que el valor de ta funcidn objetivo
cs:

) Z = §22.845600
Con valores cn las variables

X1=0
X2=0

X3 = 3.174731
Y1 = 4.100841
Yz = 4.479172
Yi=Ys=0

Estos tres valores de z se guardan en una lista en orden decreciente, para cada paso, asi al inicio de cada Paso 2, se
tomard un valor de la lista y a! final de los pasos 3 y 4 sc aumentarin 3 valores (inferiores). Los cdleulos se terminan
cuando todos los valores restantes de la lista son menores que un valor z asociado a una solucién cntera. En ésta ctapa
la lista estd dada por:

z obtenida cn el paso
10518052 7! 1
770.6983 1
822.8457 3

el valor mas alto ¢s 1051.8952 que se ha cliquetado como 2! (Paso 2). La solucion y restricciones en este punto soa
Z!=1051.8052, X1 =1, N2 =0, N3=4.4080, Y| = 54938, Y2 = 14851, Y3 =0

Paso 4
4.1 Se caleula Min X3, Se hace X3 = 4 enlonces

Z = 990638200

con valores en las variables:

20
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Xi=1

X2 = 276776

X3 = 4000000
Y1 .= 5151334
Y2 = 1050713
Yi=Yy=0

4.2 8¢ caleula Mix X3, Entonces X3 = S5,y X1 = 1. Sin embargo se obtiene una solucién no factible.

Nota: Este resultado apareatemente anormal se produce porque max X3 es una funcion fallida de Z, Lo que implica
- , 0 . 03 . .
quc cl punto paracl cual X1=1, X3=5cacen$ , ya que ¢l problema con tales restricciones no cs factible.

La lista de valores de Z es:

Z obtenida en ¢l paso
1051.8052 2! 1
770.6983 1
822.8457 3
990.6382 4

ITERACION 2
Faso 2 El mcjor valor no etiquetado es 990.6382, que serd z?

Paso 3 LLevamos a min X3 un paso mas adclante, Sca X3=3y s¢ obticne ¢l siguicnte valor de la funcién objetivo:

Z = 840.659200
Con valores en las variables

Xi=1
X2 = 948665
X3=3
Y1 = 4.336784
Yi=Y3i=0
Y4 =.331045

Como cn X3 = 3 Z840.8229, cn éste punto la mejor solucidn no ctiquetada es 990.6382 por lo cual la solucién y
restriccionces son ahora: Z° = 990.6382, X1 =1, X2=0.276, X3=4, Y1=35.1513, Y2=1.0507

Paso 4
4.1 Se caleula Min Xz y s¢ hace X2 = 0, con valor en fa funcién objetivo:

Z = 981.602300
Y valores de las variables:

X1 =1
X2=0
Xy=4

Y1 = 5.070157
Yz = 1.692975
Yy=0

Y4 = 18.263330
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4.2 Se caleula Méx N2 v se hace X2 =1 Aqui se agrega otro puntoa S, puesto que s¢ tiene una solucion no factible,
Entonces se tiene una solucion en

Z=981.6023

Xi=1

Xa=0

X3=4

Y1=5.0702

Y2=1.0930

Como ésle valor de Z cs cl mayor de los restantes cn fa lista, ésta es la solucién 6ptima

El 4rbol de expansion que ilustra los calculos anteriores sc presenta a continuacion

FIGURA22
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Algunas caracteristicas importantes de éste algoritmo son las siguientes

Cuando un subproblema en el nivel n es factible, se produce una solucidn al Problema Eatero Mixto, Por latanto el
algoritmo converge, va que en el peor de los casos todos los nodos del sirhol s¢ enumeran explicitamente, y los nodos en
el dltimo renglon representan todas las combinaciones posibles de cateros,

Para reducir ¢l esfuerzo computacional ¢s probable que valga Ta pena introducir expliciiamente la designaldad
ox +dyz7" + €para cada problema lincal PL donde es un ngmero pequeio positivo. Haciendo ¢sto un problema
lincal factible siempre indica un nodo activo y se lienen entonces, mejores soluciones del Problema Entero Mixta,

En éste algoritmo se selecciona para ramificar el nodo con la solucion lineal mayor. Con ésta estrategia se pretende
encontrar cipidamente una buena solucitn entera mista, sin embargo éste procedimiento de seleecion puede requerir

mucho slmacenamiento computacivnal,

Lavariuble que se selecciona para ramificar ¢s aquella con componente myis fraccionario

PR



En éste algoritmo, Ia mayorfa (si no todes) los problemas lineales se resuclven completamente. esto resulta costoso
desde ef punto de vista computacional, especialmente cuando la dnica informacion necesaria en un nodo puede ser el
valor de la [uncian objetivo.

El praceso continuo de ramificar y acotar, sugicre la designacion de Ramificacion y Acotamicato al algoritmo,
Algunos inconvenicntes de éste algoritmo son:

Es posible que un nimero gramde de arcos se pucdan originar det mismo nodo. El problema es que ésto no se puede
predecir por anticipado, lo que complica el drbol de basqueda y puede proporcionar un aumento severo en la memoria
de la computadora,

Si ¢l algoritmo s¢ toma literalmente, serd necesario resolver un problema lincal para cada ramificacion en aras de
determinar la cota superior propia. Esto lo hace aparccer como un métoda costoso, especialmente porque algunos de
los nodos resultantes probablemente nunca se ramifiquen,

La determinacion de una cota inferior sucede solo como resultado de resolver el programa lineal en los diferentes
nodos. Lo que significa que no obstante la importancia de cdleulos truncados, no hay un mélodo sistemiitico que asegure
una cota inferior "estrecha” en una etapa temprana del procedimicnto.

23 EL ALGORITMO DE DAKIN

“A partir del momento en que escnibi esa pdging vi claramente que mi bisqueda
de Ly exactitud se tifurcaba en dos direcciones, Por una parte L reduccidn de
los i ing a eaquemas ab: cen fos gue se pueden
efectuar operacionta y demastear teoremass y por oten, et esfuerza de as palabras
por expresar con Ja mayor precisidn posibie el aspecto sensible de fas cosas®

Itulo Calvino. Seis Propucestas para ¢l Préximo Milenio

"Un algoritmo similar pero mas sencillo de instrumentar que el algoritmo de Land y Doig, fue propuesto por Dakin. EL

algoritmo cs aplicable a problemas tanta lineales como no lineales, sin embargo solo se ticne experiencia computacional
para cl caso de programacidn lincal. Para explicar las bases de tal algoritme considere nuevamente el problema:

(2.1) Maximizar z=cx +dy

sujeto a

(2.2) Ax+Dy=b

(2.3) x vector entero

(2.4) x=0,y=0

Elproblema (2.1),(2.2), y (2.4) (sin la condicion de que x sea ealero) se denomina el problema continuo. Una solucion

al problcma continuo que también satisfaga (2.3) sc Hlama una solucion entera; en caso contrario se dice que cs una
solucidn no cnlera,

Suponga qué cxiste un algoritmo (que Hamaremos subalgoritmo) para encontrar soluciones a los problemas
resultantes del problema continuo con fa adicion de cotas superiores o inferiores en alguna de las variables eoteras. La
existencia de tal algoritmo limita nuestro problema donde 2 ¢s concava y (2.2) y (2.4) se especifican conio una region
convexa.

Se demostrari que si ¢l subalgoritmo es finito, entendiendo por esto que resuclve cada subproblema en cn liempo
finito, y las variables enteras acoladas, entonces se alcanzard una sotucion Gptima entera despuds de un nitmero finito
de cilculos.

Suponga que X cs una variable entera y k ¢s un entero. Dado que ¢l rango k- < <k+ 1 ¢s inaceptable, podemos
dividir todas las soluciones a las restricciones (2.2), (2.3) ¥ (24) en dos prupos separados

i) Soluciones en que xj <k (2.6)

]




i) Soluciones en que 2k +1 2.7

Aligual que el algoritmo de Land y Doig, en éste algoriimo se comienza eon una solucion al problema continuo, $i
Esta solucion es eniera entonees ey la solucion del problenia, de vtra manera al menos una variable entera - digamos Xj-
¢s no entera y toma unvalor by en ésta solucidn. Se divide by en dos partes, entera y fraccional [by] 4 {f respectivamente,
definida por:

bj =[]+ (2.8)
donde [bj] ¢s un entero y O Sustituimos
k=[] (29
en (2.6) y (2.7). Aparentemente no se satisface ninguna de esas relaciones con la actual solucién no entera, por lo que
aumentamos ésta restriccion al problema continuo y resolvemas fos problemas resultantes, Se repite el procedimienta

para cada una de lus dos soluciones obtenidas. La estructura logica de éste proceso es fa de un drbol, come ¢l que se
mucstra ca la figura 2.3

FIGURA 23

El 4rbol sicmpre tcrminard cn uno de dos caminos, puede alcanzar una solucion entera (denotada por "1" en la figura)
o s pucde encontrir que ¢l conjunto actual de restricciones no tiene solucion (denotado por "NS"). La solucién al
problema completo seri lu mejor solucidn entera alcanzada de ésta manera,

El 4rbol -en general- no es Unico para un problema dado, ya que cn cualquicr etapa se ticne libertad de formar la
siguicnte restriccion usando cualquier xj que no sea eatera; la seleecion de diferentes xj producira diferentes drboles.
Como sc podri ver la seleceion puede tener un gran electo en ba cantidad de cileulos requeridos.

Notese que solo hay dos ramas y por lo tanto dos subirboles que salen de cada nodo -cn contraste con el algoritmo
de Land-Doig, donde pucde salir cualguier niimero de ramas.

Se puede operar mas de una restriceion en una variable al mismo tGempo. Por ejemplo, en el nodo 9 de la figura 2.4
st fijan lus restricciones xy 2 1y X2 5 a lavez. El niinero de restricciones que pueden operar al mismo tiempo en una
variable cstd limitado por el rango de valores que puede tomar by variable, Asi, si la restriceian original (2) limita a xj a
un rango de 0 x< v entonces el eatero vacota a §j en &ste rango y es consistenle con Xj = kipor cjemplo

e ZK, gk, =k + 1, xS v-1,




ALGORITMO 2.2: Dakin
PROPOSITO: Resolver ef problema de programacion entera mista
DESCRIPCION

Paso 1 Se resuclve el problema entero por medio del métado simplex de programacion lineal, Si fa solucion es entera,
pare, se ha cacontrado fa solucion dptima.

Paso 2 Se escoge arbitrariamente una variable entera xj cuyo resultado en el Paso 1 sca fraccionario ¢ igual a fj.

Paso 3. Se resuclven dos nuevos problemas simitares al problema original, uno con la restriccion adicional xk, y el otro
con la restriceion adicional xjza+ 1.

Paso 4 De los programas lincales resucltos en el paso 3 se incluyen en ¢l andlisis a seguir s6lo aquelios programas cuya
solucion (entera o fraccional) sea mejor a cualquicra de las soluciones enteras conocidas.

Paso 5 Scleccionese aquél programa lincal que tenga ef minimo valor de la funcidn objetivo. Si las variables enteras
tienen valor entero, se ha encontrado la solucion Gprima. Sino, regrese al paso 2 con la estructura del problema liacal
resuclio en éste paso.

En los programas de computo que se han escrito para programacion lincal, usando el método simplex como
subalgoritmo y guardando el tableau completo, ¢l requerimiento total de almacenamiento de datos es

2y + (m+2)(n’ +2) palabras
donde m es el nimero de restricciones en ¢l problema continuo (excluyendo restricciones de cota superior si se usa cl

procedimiento de variables acotadas), y n’cs el némero de variables no bisicas, vj es el rango de valores que puede tomar
la variable 5, de donde la suma de estos posibles valores acotan los requerimicntos de almacenamiento,

2.4 Ejemplo Numérico
Suponga que sc desca resolver el problema:
MAX Z =5X1 +2X2
SUJETA A
2X1+2Xe+ Xg= 9
3IXi+ Xo+ Ny= 11
Usando ¢f algoritmo de Dakin
ITERACION 1
Paso 1 La solucidn 6ptima del problema continuo correspondicnic ticne como valor de la funcién objetivo:
Z = 1875
Y los valores de las variables son:
X1 =325
X2 =125
X3=Xa=10

Pas0s 2 -3 Se escope arhitrariamente X2 = 1.25 y se resuelven dos problemas lincales distintos, uno con fa restriceion
adicional X25[1.25]) = U y el otro con fa restricaion adicional Xaz[1L28}41=2 Fx decin
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Problemi (1).- Consiste en resolver

MAX Z =5X| +2X;

SUJETO A
2X1 +2Xa 4+ X3 =
IX 4+ N+ Xy =11

X2 + Xs =
cuyo valor 6ptimo de la funcitn objetivo cs
Z = 18.6666700

Y los valores de las variables son:

Xy = 3.333333

Xa=1
X3 = 333333
Xi=Xs=0

Problema (2).- consistente en resolver
MAX Z =5X; +2X2
SUJETO A
2X1+2X24+ X3 = 9
IXp+ Xa+ Xy = 11
Xa-Xs= 2

cuyo valor optimo de la funcién objetivo cs igual a:

Z =165
Y los valores de las vaciables son:
Xy =25
X2=2
X3=Xs=10
X4=15

Paso 4. Como no ha habido ninguna solucién entera en todo el proceso, se incluyen ambos problemas en el andlisis

Paso 5 Comola mejor funcion objetivo hasta ¢l momento corresponde a una solucion no entera (Z = 18.67), se regresa
al paso 2 con ¢ problema (1) como candidato

ITERACION 2
Paso 2 En ¢l Problema (1) se escoge arbitrariamente L variable X =333 y s resuchven dos nuevos problemas. Uno
que es igual al problema (1) mis la restriceion Ni[3.33]=3. El otro que s igual al problema (1) mis fa restriccion

Xi[3.33] + 1 =4, Especificamente:

Problema (3) - consistente en resulver
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MAX Z =5X1 +2X

SUJETO A
2Xt+2X24+ Xz = 9
IXi+ X2+ Ny= 1L
X2 + Xs = 1
X1+ Noe = 3

Paso 3 Se obticnen las soluciones optimas al problema lincal (3). El valor dptimo de la funcion objetivo es:
Z=17

Y los valores de las variables son ¢

X1=3
X2=Xz3=Xy=1
Xs=Xe=10

El problema (4) no tienc solucion factible y no se incluye en et listado.

Paso 4 Por tener una solucidn entera se incluye en el andlisis,

Paso 5 Por ser el mejor valor de la funcion objetivo y ademds, ser entero, cs la solucion optima.
Elarbol que s¢ muestra ¢l desarrollo del método se describe en la figura 2.4

FIGURA 2.4

PROBLIMA NRIGINAL I

21073 121,23 .,

%2r1.23 X3z0 X4:z0

Qeih.67 ¥123.33

x3z1 %4:0.32 -

22163 ¥1z2.3 =
¥2=3
X330

X4z15 -

%143 I

2.5 Comparacion con ¢l Método de Land-Doig

La cercana concccion entre ¢l algoritmo descrito y ¢l propuesto por Land-Doig (1960) cs evidente, La diferencia
bisica es que ¢l algoritmo de L-D forza a lus variables enteras a tomar valores enteros en lugar de aplicar cotas, de tal
forma gue os necesario buscar sobre el rango de vafores enteros para tos cuades 2 es mayor que ¢l valor que toma en la
mejor solugion eatera conocida. Sitodas las variables enteras se restringen a losvalores 0y 1 los dos métodos son iguales
¥ latnica contribucion del método presentado consiste en proporcionar un procedimicnto computacional convenicnte
para llevarlo a cabo.
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La convergencia de ambos métodos depende de fa seleecion de la variable entera que se manca en cada etapa, Sin
embargo hay indicios que hacen suponer una convergencia mis rapida para éste algoritmo en muchos casos, ya que hard
una bisyueda sobre un rango mis pequeno de valores para una variable entera que el algoritmo de Land-Duig, pues
podemos detenernos tan pronto como se alcance una salucion ealera. Mis dun, éste método en algunos casos se saltard
valores que alguni variable entera pueda tomar con clalgoritmo de Land-Doig, y como st havisto, se hace fa ramificacion
en dos ramas y no ¢a mas como cf método de L-D,

A continuacion se desarrolla un cjemplo vsando tanto ¢l algoritno de Land-Doig, como el de Dakin para obscrvar
claramente la diferencia entre ambos

EJEMPLO 4
Considere cf problema entero

(1) MAXZ=-4X;-5X2

SUJETO A
(2) -X1-4X23=-~58
3) -3X1-2X2=s -7
@ Xy, X2 ENTEROS NO NEGATIVOS
@) X120,Xs2 0

Aplique el algoritmo de Land-Doig:

Paso O. La solucién al problema definido por (1), (2),(3) y (4) ticne como valor dptimo para su funcién objetivo:
Z = -11.20

Cuyos valores cn las variables son: Xy = 1.80, X2 = .80

Paso 1, La cota superior de z y la soluzién actual al iniciar este paso ¢s

%= 112
X1=18
X2=08

Se cscoge cualquicra de las dos variables, pues ambas estdn igual de lejanas al entero mids proximo, sca X1 =18y se
hace max X1 y min X1

1.Imin Xy implica X1 = 1, cuyovalor dptimo de la funcién objetivo es igual a:Z = -14.Y {os valores ca las variables: Xy
=1X2=2

1.2 Mix Xy implica X =2, con valor 6ptimo de la funcion objetivo igual a:Z = -11.75, y los valorcs de fas variables
son; Xy = 2, X2 =75

Paso2 Elmayor delos doses Z =- 1175 con X1 = 2, yse fe asigna la ctiqueta Z), Para completar ésta etapa es necesario
saber los valores de z para los enteros que se pucden alcanzar "mas cercanos”

Paso 3. Sc continua con max X hasta su segundo valor enteroy Xy =3y se tiene que cf valor Gptimo de fa funcidn
objetivo es: Z = - 13000000, y los valores de las variables: Xy = 3, X3 = .5

Estos tres valores de Z se guardan en una lista y se tiene



z obtenida en ¢l paso

1175 Z! 1
14 1
-14.5 3

Elvalor mds alto es -11.75 que se ha ctiquetado como Z!. La solucion y restriceiones en éste punto son:
restricciones Ny = 2
solucion  z! = 1175
X1=2
X2=.75
Paso 4

4.1 Min Xz implica X2 =0, no se tiene solucion factible

4.2 Max Xz implica X3 = 1, cuyo valor éptime de la funcion objetivo es: Z = -13, y os valores de las variables son :
Xi=2Xa=1

La figura 2.5 ilustra ¢l drbol de bisqueda asociado a éste problema
FIGURA 2.5
Ahora desarrollamos el mismo cjemplo usando el algoritmo de Dakin
MAXZ =-4X;-5X2
SUJETO A

-Xp-4X2 225
-3X1-2X3 =47

ITERACION 1

Paso 1 La soluci6n dptima del problema fineal correspondiente ticne como valor dptimo de fa funcion objetivo: Z
= -11.2 y con valores cn las variables:X) = 1.8, X2 = .80

Paso 2 Sc escoge arbitrariamente Xy = 1.8, y sc resuelven los dos problemas lincales distintos uno con la restriccion
adicional X1<[1.8]=1y ¢l otro con la restriccion adicional Xiz[15)+1=2.

Paso 3 Sc ticnen los tableaus 6ptimos

Problema (1) Con X1=1, sc ticne que ¢l 6ptimo cn la funcion objetivo es Z = -14. Y con valores en las variables: X3
=1,X1=2

Problema (2) Con X122, se tiene que ¢l aptimo en la funcién objetivo ¢s Z = -11.75. Y los valores de las variables:
X1=2,X2=.75

Paso 4 Hay una solucion entera sin embargo la mejor funcidn objetivo corresponde a una solucion no entera, y nos
regresamos al Paso 2

ITERACION 2

Piiso 2 Escogemos Xa=.73 y se resuclven Tos dus nuievos problemas. Uno igual al problema T mds fa restrecion
Xa{.73] =0y el otro que es igual al problema T mis L resteiceion Naz(7s) « 1 =1 ¢s decir
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Problema (3) X2<0, se ticne que no hay solucidn fuctible

Problema (4) Con N2 21, se tiene que el valor Optimo de la funcidn objetivo cs igual a:Z = -13. Cuyos valores cn las
variables son: X1 = 2, X2 = 1

La figura 2.6 ilustra ¢l drbol de busqueda correspondiente a éste problema,

FIGURA 2.6

PRIKER X2(0
soLucioNn
IHNIERA
ENCONTRADA

SEGUHDA SOLUCION
ENYERA ¥ OPTINA.

2.6 ALGORITMO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION ENTERA MIXTA DE
DRIEBEEK

Este algoritmo, basado cn ¢l método de Land-Doig convierte a todas las variables enteras en binarias (cero-uno). Una
vez realizado eslo se sustituyen cn ¢l problema original y se encuentra la solucion dptima utilizando programacicn lincal
con cicrtos ajustes, que s¢ denominan costos penalizados, Dichos costos sirven para seleccionar la mejor variable entera
que genera una bifurcacion, y por fo tanto aceleran al método de R-A, ¢s decir, lo hacen converger mas ripidamente a
la solucion 6ptima. El algoritmo fue propuesto por Norman J. Driebeck en marzo de 1966 y posteriormente en marzo

+ de 1968 Stanley Zionts propuso algunas modificaciones al algoritmo que permiten considerar una restriceion y n+1

variables para cada variable entera en lugar de n+ 1 restricciones y 2n+ 1 variables como se hacia originalmente. A
continuacién s¢ presenta ¢l algoritmo maodificado por Zionts:

ALGORITMO 23:Dricbeek
PROPOSITO: Resolver ¢l problema entero mixto de programacion lineal.
DESCRIPCION

1. Sc convicrte a todas las variables enteras en binarias de la siguicnte manera: Sca Xj una variable entera, entonces
n
Xi=Xk ak
k=1

donde aix = 0o I, paratoda i, k

Fan=1.
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Siai = 1se implica que kevariable entera es Xi=% y st resuelve of problema no catero, Sise encucntra una solucion

aptiaur eaters, parr,

2, Se ealewdaa fas penalizaciones de la siguiente mancra;

a) Por cada variable ai no bisica, el costo penalizade por alcanzar un valor 1 = 1, es decir Xj =k, es precisamente
¢l "precio sombra’de aik es decir of valor zic-cik det tableaw correspondiente,

by Pur cada variuble ik bisica, of costo penalizado por incrementar wix al valor 1, es decir, hacer Xj=k, es ¢l minimo
incremento en la funcidn objetivo por hacer agk = 1 (o sea, hay que usar andlisis de sensibilidad al hacer el térming X
correspondiente al vector bisico a igial @ uno). El cambio minimo ea el valor de la funcidn objetivo ¢s la cantidad en
la que cawbia la funcidn objetive en fa primer iteracion del métado duad simplex, al hacer ¢f cambio correspondicate
cn cl fado derecho det tableau. Este cambio cs igual a

(Xur1) Max {(g-¢)/ Yol Yq=0}

donde Xy es el valor del vectar bisico aix y Yyj son los valores del tableau correspondicnte

3. Delos costas penalizados caleulados en a) se selecciona el minimo. St hay un empate, se cscogen todos. Se combinan
eatonces con ef costo minimo penalizado caleulade en b) y se selecciona aguella solucion factible cuya suma de costos
penalizados (los calculados en a) y en b)) sea minima.

CONVERGENCIA

La experiencia computacional con el algoritmo ha sido buena, pues ¢l algoritmo busca esencialmente una reduccion
minima en ¢l valor de fa funcion objetivo cuando se activan fas restricciones enteras, Porque Ias soluciones prucha se
inician ¢n labase de las penalizaciones, y porque aquellos puatos que tienen menores penalizaciones se pruchan primero,
se espera que fa mejor o al menos una muy bucna solucién enters, s¢ encuentre ea una de fas primeras prucbas; de los
rpoblemas que se han resucltose ha encontradola solucida éptima en las primeras prucbas. En un problemaque contiene
21 variables cero-uno o (2)* puatas, a solucion dplima se cacontrd en la segunda prueba, Después de que una prucba
s¢ inicia, ¢sta sdlo termina sic

a. En una iteracion dual, of valor de la Tuacisn objetivo disminuge por debajo de Ya solucion encontrada,

b. Sc encuentra una condicion dual no acotado (primal no factible).

¢. Una solucion entera vilida, mcjor que Ia que se cacantrd previamente,

El tiempo total de corrida del algoritmo depende principalmente del nimero de puntos de ky red en el problema y
menos del signilicado de fas variablos eateras, Cuando fas variubles se usan pura representar costos iniciales, la solucidn
s¢ encuentra con mayor facilidad que cuando fas varibles enteras se usen para decidi entre parcjas de variables muy

similares, La nuyoria de fos problemas enteros se haa resuclto de k a 3k teraciones, donde k es cladmero e fteraciones
requeridas parn alcanzar uoa solucion continua,
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EJEMPLOJ

Considere el problema entero-misto
MixZ =5X| + 2X»
sujcto a

2X14+2X2+ X3 =9
IXi+ X2 +X4=11

X1 20,X220,X320,Xy 20
X1, X3 enteros

Resolverlo usando el método de Dricbeck.
Empezamos por hacer:

X1=0xi0 + la +2a 1243 a3 +..
X2=0a 20 + 1a2l +2a2 + 3a23 +...
con
aj=001,

ald +all +al2 +..=1,
a20 + a22 + a2 +.=1

Setienc que como Xy puede alcanzar un valor miximo factible de 3,y Xa de 4, sc toman los primeros cuatro términos
de ajjylos primeros cinco términos de azj, y el problema original s¢ convierte en:

MAX San+10a12+15a13 +2al +4a 22 + 6a23 + 8a24
SWETO A

2a11 tdan+ 6a13+2an+ 4a 2+ 623+ Sy + X3 =9
Jall+6a12+ 9% 13+an+2an+3an+dan + Zd =11

alnta ptaztann = 1
a2 ta nta Brauta 20 = 1

EL TABLEAU

REN (BASIS) a1 a2 a3z azw a2
1ART -5.000 -10000 -15.000 -2.000 -4.000
2ART 2000 4.000 6000 2000 4.000
3JART 3.000  6.000 9.000 LOOO 2000
4 ART LODO 1000 1000 000 000
5ART 000 .00 00 LO00 1000

I REN a23 a4 X3 Xy anw
-6.000 -8.000 000 000 000
6.000  8.060 1000 000 .000
3000 4000 000 Loy O

000 000 000 000 31.000
1.000 1000 000 000 000

(W R P S



[ REN

1
2
3
4
5

awn Xp
RLY] X0
000 9.000
000 11000
0 LK

LK L0

Después de dos iteraciones del método simplex, se obtiene L siguiente solucién dptima no entera:

EL TABLEAU
REN (BASE) a 11
1 ART 6.000
2an -.500
3 ART -1.000
4dari3 1.000
5ART 500
I REN a2} a«24
1 000 000
2 750 1.000
3 000 000
4 000 .000
5 250 .00
I REN a2 Xp
1 000 18.000
2 000 375
3 000500
4 000 1.000
5 1000 625

a 12

3.000
=250

-2.000
1.000
250

N3
1.000
125
-.500
.000
-123

a3 a2 a2
000 000 000
000 250 500
000 000 000

1000 000 000
000 750 500

Xi an
000 9.000
000 =750
1000 -6.000

000 1,000

000 750

El cilculo de costos penalizados al pasar de « ik distinto de 1a @ ik =1 es ¢l siguicate:

« jj no bdsicas

a j

R NANY RN AN

a jjbisicos
a i Xi=j

10
1t
12
21
22
2

Xi=j costo penalizado = (zip-cij)

X1=0
Xi=1
Xi1=2
Xa=1
X2=2
X3=3

DD WD

costo penalizado (Xxfr-l) Mix {7-¢f Y1 Yg<0}
3= Lt

a 13 X1=3 (1-1) Mix {no hay candidatos} =0
an Xa=0 (58- 1) Mix {1 (-1/8)} = (-33)(-8) = 3
az Xa=d (33- 1) M (9361 1L0,3 1) ) =152

Los costos penalizados minimos s obticnen cuando:
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Xi=3yXz=1{ (solucida fuctible) con costo penalizado total 0+0=0
Xi=3yXz2=2 (solucion no fuctible) con costo penalizado total 0 40 =0
X1=3yXz=3 (solucion no lactible) con costo penalizadototal 0+0=0

Como lus dos dltimas soluciones no son factibles, pues violan alguna de las restricciones y la primera sotucion cs
factible, ¢s tambidn Optina por o que fa solucion queda:

Z==17, X;=3, X2=1

Como se podrid ohservar ot algoritmo Jetermina una cota superior (inferior) de fa funcion objetivo en el caso de
maxinizacion (minintizacion), y por medio de los costos penalizados se ajusta con el costo penalizado minimo, la solucion
6ptima del problema entero. Este algoritmo pucde dejar de iterar cuando la solucion factible que se tiene se aproxima
en un 80%6-907 a la solucion Gptima,

Como veremos en el siguiente ejemplo, los costos penalizados sirven para seleecionar la mejor variable entera, Dada

una variable bisica X¢ = Xusr cuyo resultado final debe ser entero, v por ¢l momento tadavia es fraccionario, se tiene
que cleosto penalizado de hacer X = [Xpe] (donde [X] ¢s el nimero entero zmas grande, menoro iguala X

¥ < X > clnimero entero 2 mds pequeio, mayor o igual a X ) es:

(Xne[Xnid) Min ((nz,' -G Y Y 5 20}
j= 1.,
micatras que e} costo penalizado de hacer Xy = < Xpy > es
(1-Xpr + [Xm]),len {;I(Z,' -g)/ - Yy Y4 20}
=L
Entonces, asociada a cada variable bisica X, que atn cs fraccionaria, pero que en la solucién 6ptima debe ser entera,
se tienen dos costos penalizados, uno asociado con el cambio Xr = [Xpe yelotro con X¢ = < Xpr > . Paraidentificacion,
denétese al primer costo penalizado por {CPry al segundo por < CP > . Lavariable que sc selecciona para ramificarse
es aquclla cuyo [CPJr & < CP > cs ¢l nuiximo cntre todas las variables bisicas Xy, descartando por supuesto a las de

holgura, que sicndo abn lraccionarins, deben ser enteras en la solucian éptima. Este proceso acelera al método, pues al
clegir una variablke bisica con costo penalizado alto, se evita aumentar ¢l ndmero de iteraciones al eliminar tmplicita-

. mente soluciones peores o las actuales,

EJEMPLO 5

MAX Z = 5X1+2X2
SUJETO A
2K+ 2X2+Xy . =
IX1+ Xz +Xy =11
20X4-10X2 X5 =5
Xi = 0centeros, i=1,..,5

La solucion dptima del problema lincal asociado tiene como valer éptimo de fa funcidn objetivo

Z = 187500000
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Y los valores de tas vaciubles son:

X1 =325
X2 =125
X3=X4=0
AAAAA X5 =15

El cdlcula de los costos penalizados [CP;, < CP>j,i=1,2 para las variables basicas (xi,%2) es:

[CP);  =(3.25-3) Min {0/1, 1.5/.5} =0
<CP> 1=(1-3.25 +3 Min (-.25/-.25} =75
[CPy  ={1.25-1) Min {0/1,25.75} =0
- <CP>p =(1-1.25+1) Min {1.5/-(-5)} =0.75(3) =2.25

La'variable que se selecciona cs fa X2y las dos nuevas ramificaciones estardn dadas por Jas nuevas restricciones
XzslyXa 22,

1, 8caxa=1
. Lasolucion Optima del problema lincal asociado cs

(BASIS) X) Xz X3 Xis Xs X¢ Xn
ART 000 000 000 1667 000 333 18667
X3 000 000 1000 -667 000 41333 333
Xs 000 000 000 G667 LO00-16.667 5667
X1 1000 000 000 333 000 -333 3333
X2 000 100G 000 000 000 2000 1000

Y clvalor 6ptimo de la funcién objetivo es:

Z = 18.666670
Con valores ¢n las variables

X1 = 3333333

Xz=1

X3 = 333333

Xi=Xg=10

Xs = 56066667

Sc caleulan nuevamente los costos penalizados {CP};, < CP > pura lus variables bisicas Xy Xa
[CPh =(3333-3) Min {0,1.666/333} =0
<XP>y=(1-3333+3) Min {-333-333} = 66666
[CP ={(1-1) Min {0,333/1} =0
< CP>a=(1-1+1) Min { No hay disponibles} =0

Ahora vemos si hay solucion para X2 2 2

2. Con Xz 2 2 no sc tiene solucion factible, entonces escogemos del problema con Xa=1 fa variable, con cl mayor
costo de penalizacion que es Xy, entonees planteamuos los dos nuevos problemasicon X=23y Xy 2 4y se liene

3. Sea X153 cuyo valor aptimo de la funcidn objetivo es @

Z =168

~



Y los vatores de las vitriables:

X1 =3

X3 =90

X3 =120
Xi = L10
Xs =X7=0
X6 =.10

4. Coa X1 2 4, o hay solucion factible

Como ca éste problema no hay solucion factible entonces se tendrfa que ramificar sobre el problema 3, sin embargo
los costos penalizados asociados son iguales a cero por lo que la solucién éptima estd dada por Z=17, X1=3, X2=1

En la figura 2.7 s¢ muestra el drbol de biisqueda asociado a éste problema

FIGURA 2.7

SOLUCION OQPTIMA

Estos costos penalizados tienen la grandisima ventaja que permiten en cualquicr instante del algoritmo de bifurcacién
yacotaci6n (aunque no se haya obtenido aiin la solucion éptima), calcular una cota superior ¢n el caso de maximizacién
y una cota inferior en ¢l caso de minimizacion entre lu diferencia del valor de la funcion ohjetivo de la mejor solucion
entera obtenida hasta esc momento y el valor dptime de la funcién objetivo. Esta cota se calcula de

zj-¢j (XBr[Xue]), para Yy >0 Vr,j
Yy~

P
in <
N

=

Mgt

T

#-¢j (1-Xoe + [Xnel), para Yi< 0

-Yij

donde I es el conjunto de todos los veclores bédsicos en laiteracion en cuestion (cuando se para ¢l algoritma) y Nes cl
conjunto de todus los vectores no-bisicos,
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EJEMPLO 6

Considere ¢l siguiente problema entero

Min Z="Txy+3x3+dx3

SUJETO A

Xt + 2x2
X+ X2

+33-x =8
+ X3 X5=5

X1, X2, X3, X4, x5 = 0, cnteros

Se suponc que despugés de rantificarse como 1o indica la figura 2.8 sc ha obtenido una solucién entera y s paracel
algoritmo, se desca conocer chan alejada se encucentra esa solucion de fa solucion dptima. El tableau asociado al nodo

2es

FIGURA28

veelores en
la basc

Calculando los costos penalizados [CPry <CP> o, para toda variable biisica (sin incluir a las de holgura) (X3) se
- tiene

Max{Min{ (2-2)(5/3), (2-2)(/1)}, Min{ (1-2+2)(4/-(-1))}}

Bt xhe) X2 Kl s

e Jaeay virsoriee
utey

wte

Whatsd, w10)
alneia.e

Z XL Xa X3 X3 X5 X
ZI1s 1 0 0 41.17
X303 1 1 0 -1 2
Xy 0f 8 1 0 1 -3 4
N _J

= Maix{Min (0,0), Min{4}}

= Max{0,4} =4

Lo que quiere decir que la funcian objctivo dptima no puede tener un vator mayor a <17+ 4 =-13 (puesto que seestd
minimizando s¢ obticne una cota inferior, en e caso de maximizacion se obtiene una cota superior, dada por el valor de
L funcidn objetivo al momento de parar, menos el valor del costo penalizado). Es decir 13 ¢s una cota inferior delvalor
optimo de la funcion objetivo del problema entero. De hecho el valor dptimo es Z=15 con Xa=5, X4=2,

X1=X3=NXs5=0,
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CAPITULO Il

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

“la razdn, confundida ¢n si misma, veia enlace ¢n la divisibili-
dad, fa absorcidn del uno ¢n ¢l otro, lo simple y lo compuesto
alavez

Y exclamaba; {{i qué duo verdadero parece éste solo cantol])
La raz6n def amor es que carece de razdn, i asi pusde unirse
lo scparado”

William Shakespeare. El Fénix y 1a T6rtola

En la mayorfa de las aplicaciones pricticas, algunos de los datos del problema no se conocen con exactitud y se ticnen
que estimar Jo mejor posible. En consccuencia es importante poader determinar la solucion 6ptima del problema
conforme se dispone de nuevas estimaciones, sin 1a costosa tarca de resolver el problema desde el principio. Asimismo,
en lus primeras etapas de la formulacion del problema se pueden haber pasado por alto algunos factores. Ental caso vs
importante actualizar la solucion presente de tal forma que se tomen en cuenta éstos factores. Por otra parte, cr muchas
situaciones las restricciones no son muy rigidas. Entonces es descable que, sin tener que resolver el nuevo problema, se
pucda examinar ¢l electo de relajar algunas de las restricciones sobre el valor del objetivo dptimo; éstos y otros temas
relacionados constituyen ¢l anilisis de sensibilidad.

Este capitulo se desarrollard de la siguiente mancra, en la seecion 3.1 se dan algunas consideraciones bdsicas del
problema de programacion lincal y de andlisis de sensibilidad, en la seecion 3.2 se plantea el caso del problema lineal
mixto y como se pucde aplicar andlisis de sensibilidad considerando que se resuelve ¢l problema usando ramificacion y
acotamicnto, en ta seccidn 3.3 se presentan unos ejemplos que ilustran los conceptos que se mangjaron en la scecion 3.2

- y finalmente en la seecidn 3.4 se plantea un andlisis de sensibilidad para el algoritmo de Dricebeck.

3.1 CONSIDERACIONES BASICAS DE PROGRAMACION LINEAL Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD.

Considere ¢l problema entero mixto

n
Maximizar Z ;21ijj
i=

Sujcto a
(4] n
Zajxsb

2]
Xz 0 para jEN={12..n}
yE({0,1} puraJEIN

donde aj y b son vectores columna en R™, Por simplicidad, suponemos que ¢j y los clementos de oy b son ndmeros
racionales,
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Una vez que se ha resuelto ef problema (P), puede darse el easo de que uno o varios pardmetros de la formulacion
original cambicn, dindo origen a un nuevo problema. Afortunadamente no s necesario volver a resolver el problema
desde ¢l principio, ya que existen métodos amados andlisis de sensibilidad, que permiten ahorrar muchas iteracionces,
al resolver el nuevo problema particndo de T solucion optima del problema original. Ahorrar iteraciones implica un
ahorro considerable en los costos de utilizacion de una computadora y tambicn un ahorro en tiempo para resolver ¢l
problema, El nuevo problema puede dilerir del original en uno o varios de los siguicntes cambios que pueden ocurrir
simultdneamente:

a. Cambio en el vector b, To que signilica cambio en la disponibilidad de tos recursos.

b. Cambios en cl vector ¢, lo que significa cambios en los precios o costos unitarios.

¢. Cambios en Ia matriz A, lo que significa cambios en los cocficientes teenoldgicos agj,

d. Cambio en ¢l vector X, lo que significa cambios en el niimero de actividades, cuyo nivel debe decidirse.

e. Cambios cn ¢l nimero de restricciones del sistema lincal a optimizarse.

Con basc en éstas consideraciones cabe hacernos las siguicntes preguntas:

1. Ellado derecho b de (P) es reemplazado por un nucvo lado derecho d ¢Cuil es una cota superior del nuevo valor
de 2?

2. Sc disponc de una nucva actividad a; 0-1 ¢Para cual cota superior en ¢l valor de ¢j Ja actividad aj permancece cn ¢l
nivel cero cn la solucion dplima de programacion entera?

Suponemos que los valores de d y aj no se conocen a priori, y empezamos por sentar las bases conceptuales para
contestar cstas preguntas, N

Recientemente sc ha desarrollado una teorfa de dualidad para programacion entera. Examinamos aqui algunas
implicacioncs ccondmicas de ésta teorfa, en particular fa necesidad de usur funciones de precios en lugar de precios, y
la posibilidad de cfectuar andlisis de sensibilidad de soluziones Gptimas.

Los resultados que se desarrollan a continuacion no sélo se cumplen para programacion entera en geaeral, también
se cumplen para programacién 0-1 y problemas con colas superiores explicitas en las variables, si sc incorporan las
restricciones de acotamicento explicitamente en el conjunto de restricciones Ax b,

Sca '(R™) ¢l conjunto de funciones F:R™ =R, Una funcion FEFN(R™) es superaditivacn A GR™ si

F(d1) + F(d2) =< F(di+d2) Vdi,dadi+dEA

ScaI™={FET(R™) | F ¢s supcraditiva y no decreciente en R™ y F(0) =0}
m
* También sca L™ = {FEMR™) | F(d) =< uidj, uj 20i=1,..,m} cl conjunto de precios.
is

Considérese ¢l problema dual del problema (P) sin la restriccion (2), esto es, un problema cntero puro.
min W = F(b)

(D) sujetoa
Fla)zc j=1..,n
Fer™
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Podemos adoptar la convencion estandar de que Z=- «, si (P) no ¢s factible, y Z= + o si (P) ticne soluciones
factibles de valores arbitrariamente grandes, y una convencion similar para (D),

Teorema | (Dualidad DELIl) ex £ F(b) para todos los vectores de produccion factibles primales x, y todas las funciones
de precios factibles F. Donde F(b) se asocia a la funcion objetivo primal en cadu ramificacion

Corolario
NZ sWwW
it} (P) no es factible si W > —e0

iii) (D) no ¢s factible si Z =+

Teorema 2 (Dualidad Fuerte)

a) i (P") o (D) tienen un valor dptimo finito entonces existe un vector de producein dptimo factible x',yuna funcion
de precios F' optima factible dual paralacual Z=cx =F (b) =W

b)Si (P) no es factible eatonces (D) no cs factible g W -» —
¢)Si (D) no s factible, entonces (P) no es factible 0 Z -+ o

Teorema 3 (Holgura Complementaria) Sean X, F una parcja de soluciones Optimas para (P} y (D) respectivamente.
Scans =b-}2“1ajx i ¥V j=¢-F (a)) j=1,..,n catonces
j=
i) V‘j £0,j=1.,n0 c,'-F'(aj)s Qo= F'(nj) (ringfin proceso en losceeficicntes tecnologicos produce un beneficio
positivo).
i) Sixj>0, entonces v'j=0 o ¢ =T (aj) (todn procese en uso produce beneficio cero).
iii) F es no deerecicnte y supcraditiva (recursos mancomunados nunca pueden ser perjudiciales).
. . a . . .
V) F (b)=F (Zj=19x j)yF (s ) =0 (el precio del actual vector de consumo no cambia por aadir recursos nucvos).
La condicién de superaditividad cn la funcién de precios condleva a una relacion obvia para el concepto de utitidad
““creciente en escala como
n n
j5=: lF(a,‘).\'j SFSE i’lj.\'j) parax z Ocntero

Por otro lado vemos que F no sicmpre ¢s homogénea. Sin embargo debido a lasuperaditividad de T,

n n o . Y .
F'SE: lajyj.) =j§‘c,'_\-' V 0y <4 yjenlero, j =l
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entonces Ly funcion de precios Gptima es homogénea al menos cn Jos niveles de actividad 6ptima, De cualguier modo,
s posible que F (.l,(\, + 1)) > ¢y +1), y se obticae inflormacion 01l en el nivet de una variable activa primal de ta
[uncion de precios dptima F- (lo que es imposible en ¢l easo fincat),

Consideramos aqui los posibles C‘lmhlos en ¢l problema primal (P) una vez que se han cacontrado una pareja de
soluciones optimas (x',F') con F'&€I™, Sean Z', X'el valor/solucion Sptimos respectivamente del nuevo problema

Consideramos brevemente cualro casos:
1. Cambios en los recursos b b

(a)F' permancee dual factible, entonces Z' < F'(b)

®)SeaY ={yir ( Tj=1ay)) = E,-x ¢iyi}. SiF’ permancee Gptima, entonces x* estden Y.
. Cambios cn la funcidn objetivo ¢ -»¢’

a) X permancee primal factible, entonces 2’ 2 ¢ x*

(b)Sicq = F (aj) para toda j, entonces F permancee dual factible, y Z' < F (b)
(c)Si¢y =< F (aj) cuando X =0y =cj cuandoxj* >0 catonces x* permancce dptima.

3. Introduccidn de una nueva actividad (e, a):

(a)x' permancee primal factible, entonces 2 2 Z(b) x* permanece dptima s F'(n) =c

4. Introducci6n de una nueva restriccidn Z‘ hj% < ho:
i=1

(2)Six’ permancce factible, x” es 6ptima

m+1
(b)La funcién de precios F: R =+ R definida por F(d, dm+1)=F (d) ¢s dual factible para el nuevo problema,

entonces Z' < Z=F(b, h0).

Las obscrvacioncs anteriores pumilcn un andlisis postoptimo si se conoce fa funcidn de precios duales Gptima. Se
obticne una interpretacion alternativa si suponemos que cada decision en ¢l valor de un nivel de actividad xj se toma
independiente con respeceto al centro de decision, Entoncees una funcidn de precios F' proporciona una pauta para ¢l
analista, similar al papel jugado por los precios en el modelo finexl,

32 RESULTADOS PARA RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO,

La solucidn para cl problema (P) usando ramificacion y acotamicnto construye un .1rb01 de problemas lineales.
Asociados con un nodo tdel drbol estin ef problema lincal y los precios duales factibles I vt



Q'(b): max Z"'(b) = cx

sujelo a
n
Zpx=b (=)
X =0 para jEN { 6?,‘l )

L' == U parajel  ( p )
donde
le=Uj‘=0 para jEF
L,“=Uj'=l parajer!
Lj‘=0, Uj'= 1 para j&1-Fy'-Fy

Fo', F1' son los conjuntos de variables en I fijados en 0 v 1, respectivamente. Usamos ¢l mismo simbolo, ui* para
g 'L

denotar los precios duades de las restricciones xj 2 Lj'y xj £ UjJ' sin ambiguedad, porque a lo mds una de dstas

restricciones puede cumplirse con cada j. Six; = L' sc cumple, entonces ' 20, de otra mancrazg' = 0, :

$i O'(b) no tiene solucion factible, sca 1%, ;' el vector dual asociado con el objetivo de fa Fase I de maximizar el
negativo de fa suma de infactibilidades.

Sca P'(b) ¢l programa mixto entero obtenido del programa fincal Q'(b) reemplazando las restricciones 0 =41
por 5 €{0,1} para j€I-Fi-Fg'. Sea Z'(b) ¢i valor de la funcion objetivo dptima para P'(h), Mas atin scan C'(d) y BY(d)
fas funciones de acotamicnto superior en los valores de tus funciones objetivo de los problemas Q'(d) y P'(d)
rcs{)cc(ivamcnlc (éstas funciones 1o son otras que fas funciones de precios duales F(d) asociadas a los problemas Q'(d)
y P(d) respeativamente). Suponiendo que el nodo 1 es fa raiz del arbol, nuestro principal propésito s obtener B'{d),
Proponcmios la siguiente formutacion para C'(d) y BY(d):

Suponcmos que Q'(h) se ha resuclto optimamente en la fase 1 o Ia fase If, como sea apropiado (De heche, una
solucion dual factible es satisfactoria),

Para cada nodo t definimos
CH(d) =1T'a + Zjetro-Fi max{0 Hi') +Zjer

Eloperador max toma en cuenta el hecho de que sifa restriceion %= 0 se cumple, cnlonces;lj‘ s0ye! producto it

- yel lado derecho de Q'(d) no contribuye a C'(d)

Para cada nodo terminal con una solucion factible para Q'(b), s¢ define B'(d) = C'(d). Para un nodo terminal con
solucidn no factible sc define

[ -0 si CY(d) <0
BY(d)= 4
{+esiC'(d)z 0
Supongamos que cualquicr nodo no terminal t ticne dos hijos L(1) y R(1). Para éste nodo se define
BY(d) = min{C(d), max{B-(d), 5} }
Teorema 4
Z =< BYd) cuandocl problema (P) se resuelve con ef lado derecho de d.

. . . . t
Prucha. Demostiaremos que BY(d) proporciona una cota superior al valor éptimo de ta solucion de P'(d) para
cualquicr nodo 4, y cuadyuier d.
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Sit vs un nodo terminal, entonees la veracidad de ésta alirmacion s¢ sigue inmediatamiente de fa dualidad del
programa tincal y ka definician de B'(d) para los nodos teeminales,

Ahora supum,.\ que l nn s un nodo terminal, pero que Bm)(d) y BR(I)(L() son funciones gue acnl.m supt.normt.n(c
los problemas pHAy pRe Y respectivamente. Nuevamente de Ia programacion lincal, Z4d) =Z"'(d) = C(d). Dc la

estructura deldcbol de ramificacion y acotamicnto

Z!(d) = max{ZHO(), 28 ()} < max{BYOa), BRO(a)}

Concluimos entonces que
ZX(d) = min{C{), max{B"O(d), BRO@)}},

y por lo tanto Z'(d) =BY(d). Por induceion desde fa rafz, el nodo 1 del drbol, Z < B! (d) y el tcorema se cumple

Teorema §

Si (P) se ha resuclto 6ptimamente y una nucva columna 0-1 o qc .mmcm.l al problema (P) para dar el problema P,
entonces exisle una solucion dptima para P~ conxj=0si¢ < B(b)- B'(b- -3}

Prucba Suponga que la nueva columna aj es una solucion éptima en ¢l nodo 1. Podenios encontrar la solucién dptima
completa fijando xj en 1 y resolviendo (P) con un lado derecho de b-gj. Sabemos que ¢l valor de fa solucion éptima a

éste problema cs menor o iguat a B (b-u).
Setienc que Bl(b) cs compacto, esto es, fasolucidn dptima para (P) Liene una solucién iguala iy (b). Asiunasolucion

con ajen el nodo 1 puede tener una solucion no mayor que ¢j + B'(b-a;), Necesitamos considerar soluciones que tengan
xj=1 solo si cJ +BY(b- -aj) > B(1). Asi, concluimos’ que la solucion al problema original (P) permancee Gptima si

¢ <B (b) BI(b- -ay).
33 EJEMPLO
Considere cf problema:

Maximizar
TIx1+ Gx2 + 3xg + 634 + 33x5 + [3x6 + 110%7 +21xg + 47x9

Sujeto a

TTA%) + T6x2 + 22x3 + 42x3 + 21x5 + 76055+ 8187+ 62xg + 785x9 <1500 (1)
67x) + 2752 4 T94x3 4+ 53xq + 234x5 -+ 32%6 + 792x7 + 9Txg + 43559 1500 (2)

=0o1paraj=12,..9 )}

Scdesca resolver éste problemay establecer cotas que establezcan sohiciones considerando posibles cambios futuros
en el probiema, y evitar con ésto resolver nucviiniente todo ¢f problema, Como vs un problema entero, vamos a usar la
téenica de ramificacion y acotamiento para resolverlo.

Si(3) serelajna £x= 1 paraj=1,..,9 cntonces ¢l problema lineal resultante 0 (b) tiene como valor dptimo de

la funcion objetivo:
2! = 225604600

Y los siguientes valores en las variables con los respectivos costos reducidos:



VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO

X1 0942 m=10
X2 Q n2 = 1576519
X3 348170 =0
X4 1 f4 =-1771140
. Xs 1 15 =-30.673020
Xe ] He = 62.572620
X7 1 H7 =-27.884000
Xa 1 g =-14.738180
Xy ] Hy = 31470290
REN HOLGURA PRECIO DUAL
2) 0 = .099395
3) .0 M= .001024

Donde para el nodo 1 s ticne la siguicnte funcion de cota superior para fa funcion abjetivo del problema o\
Cl(d)=2j E}v’\/lj‘ + Thidy + Tladz = 75.06634 + 0.099395 dy + 0.001024 d2

Ramificamos ¢l problema fijando la variable Xy =1 y sc obtiene ¢l siguiente resultado:

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO
Z = 217842

Y los siguicntes valores en Jas variables asi como los costos reducidos y los precios duales:

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO
Xy 1 =0
X2 4} Ha = 4217274
X3 604508 M3 =0
X4 1 f4 = -351415
Xs ) 1 s =-30.164550
Xé 0 o = §9.162630
X7 718461 K1=0
Xs 1 g =-12.660600
X9 0 o = 58.544860
REN, HOLGURA PRECIO DUAL
2) 1] My = 13422
3) 0 T2 = 000054
4) 4} -27.046420

Para éste problema P:(d) sc tiene fa siguicnte cota superior para fa funcion objetivo 7%
CHd) = 16.13018 + 0134220 + DH00054d:

Sisc fiju ta variable Xy =0 sc liene fa siguiente solucion al problema Py
i 2 p
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VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO

Z = 204.8750

Y los siguicntes valores en las variables asi como los costos reducidos y los precios duales:

VARIABLE VALOR

Xi 0

X2 1

Xa 045355
Xy 1
Xs 1
Xs 0
X7 1

Xg 1

X3 611468

REN, HOLGURA

2) 0
3) 0
4) 0

Para éste problema sc tiene la siguicnte cota superior:

COSTO REDUCIDO

=0
2 =-1492977
=0
f14 =-3421366
#s =-31.264050
16 = 31.665570
7 =-60.295140
g =-17.153060
Hy =0

PRECIO DUAL

48
1453

058680
002152
31 437580

NN

C(d) = 113.61628 + 0.05863d; + 0002151 da

La solucién entera del problema se dd a continuacion:

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO

Z = 176.00

VARIABLE  VALOR COSTO REDUCIDO

X1 0
X2 1
X3 0
X4 1
Xs 1
X6 0
X7 1
Xs 1
X9 0
REN HOLGURA
2) 481
3) 302

77
-6
-3
-6

.33

-13

-110

21

"y

PRECIO DUAL

0
0

RANGOS EN QUE LA BASE NO CAMBIA:
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RANGOS DE COEF, OBJ.

VARIABLE COEF INCREMENTQO DECREMENTO
ACTUAL PERMITIDO PERMITIDO

X 7700 -77.00 INFINITO
X2 6.00 INFINITO 6.00

X3 3.00 -3.00 INFINITO
X4 6.00 INFINITO 6.00

Xs 33.00 INFINITO 33.00

Xs 13.00 -13.00 INFINITO
X7 110.00 INFINITO 110.00

Xg 21.00 INFINITO 21.00

Xs 47.00 -47.00 INFINITO

RANGOS DEL LADO DERECHQ

REN L.D. INCREMENTO DECREMENTO

ACTUAL  PERMITIDO PERMITIDO
2 1500.00 INFINITO 481.00
3 1500.00 INFINITO 302.00
La soluci6n cntera es
Z=176

x| =x3=%=x9=0
x=xXy=x5=x7=x3=1

Un 4rbol de enumeracién de ramificacién y acotamiento para éste problema aparece en la figura 3.1, El indice de

identificacion de un nodo aparcce arriba def nodo. Dentro del nodo se indica que variable se ha fijado en que valor, por
ejemplo 7=0 cn ¢l nodo 4 indica que x7 es igual a cero en ¢l nodo 4.

FIGURA 3.1

ENTERA
Z=143

ENTERA
2176
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et

Las funciones de cota superior C'(d) asociadas con el problema linead en cada nodo en los dos primeros niveles del
firbol se listan « continnacion. Esta informacion indica la informacion adicional que se debe tener en cada nodo de la
figura 3.1

Funcion de Nodos
1 Cl(dy = 75066 + 0.099395 dy + 0.001024 d;
2 CHd) = 16.13018 + 0134422 d; + 0.000054 dp
17 Cl(d) = 113.61628 + 0.05868 di + 0.002152 d2

Una mucestra de anilisis de sensibilidad aparece en la Tabla 3.1 para las combinaciones de los nueve diferentes valores
de dy y da. Aparecen tres nimeros en cada celda, Elndmero mas grande es la cota que usa la funcidn de precios lincales
duales, 75.0066 +0.099395 dj +0.001024 da asociada con ¢l problema lincal refajado del problema original, El nimero
de en medio es la cota usando la funcion de precios lincal a trazos B'(d) del drbol estructurado y que se describio
anteriormente, El nimero menor es la solucion Z al problema entero cuando se resuclve con di y da asociadas con la
celda. Para éste cjemplo se puede concluir que cualitativamente la funcidn de precios del problema entero da un anilisis
de sensibilidad simsilar af que se acostumbra en problemas lincales. Esto es, para cambios pequeiios para el lado derecho,
la cota es exacta.

PERFECCIONANDO C'(d)

Elsiguicnte mejoramiento para C'(d) usa una sugerencia de Jeroslow (1983), en cuanto a que la informacion en un nodo
pucde proporcionar cotas en otro nodo. Sca A el conjunto de todos les nodos en el drbol. Cada problema lineal relajado
Q¥(b) para s€EA csidénticoa Q'(d) excepto que ¢l lado derecho puede diferiren d /o enlas restricciones de acotamiento
de lasxj's. Asf, los precios 6ptimos duales de Q*(b) se pucden aplicar al fado derecho de Q*(d) para dar una cota superior
cn Z(d). En ¢l nodo’s, las restricciones de acolamicnto paraxjson de fa forma LY s %5 < U‘j. Si gj* <0, entonces se
cumple L% = xj. Asi, a cota en ¢l nodo t basada en el nodo del precio dual s cs:

IFd + &1 (min{0, 4%} LYj + max {0, g} UY)
Tomando ¢l minimo sobre todos los nodos y reescribicndo tenemos la C'(d) perfeccionada:
Ct(d) =minse a{ll o+ Zj G[:”(js+ T & I.o-F1 max {0,/ljs}}

la expresidn cn laves debe reemplazarse por 4 para nodos lerminales no factibles, dependicndo de que la
cxpresion sea 0 no mayor o igual a cero, por ¢jemplo

En scgundo lugar, ta funcion de precios del problema entero es similar alos precios duales en el problema lincal ca
donde los datos necesarios para construir fa funcidn se generan naturalmente como parte del proceso de solucion.
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da

1400

175
175
170

205
176
176

215
176
176

220
176
176

225
176
176

176
176
235
187
245
24
24
275

275
253

TABLA 3.1

1450

175
175
170

205
176
176

215
176
176

220
176
176

225
176
176

230
176
176

235
231
187

245
244
241

275
275
253

1500

176
175
170

205
176
176

215
176
176

220
176
176

225
176
176

230
176
176

235
187
245
244
241
275

275
253

1550

176
175
170

205
176
176

215
176
176

220
176
176

225
176
176

176
176

235
231
187

245
244
241

275
275
253

EJEMPLO DE ANALISIS DE SENSIBILIDAD

1600

176
175
170

205
176
176

215
176
176

220
176
176

225
176
176

230
176
176

235
1
187

245
244
241

275
275
253

1700

176
175
170

206
190
176

215

176

220
206
176

225
207
176

207
176
235
231
187
245
241
275

275
253

176
175
173

206
190
179

216
204
179

221
211
179

226
217
179

231
224
170

231
187

246
244
244

275
275
253

dy
1000 1300
1000 175 175
174 175
143 170
1300 205 205
176 176
143 176
1400 215 215
176 176
143 176
1450 220 220
176 176
143 176
1500 225 225
176 176
143 176
1556 230 230
176 176
143 176
160 235 235
231 81
187 187
1700 245 245
24 244
208 241
2000 274 273
2714 275
214 253
\
EJEMPLO 32
Maximizar Z = 7X) + 2X3
Sujetoa
X1+ 2Xy =
SXy+ Xa =220
2Xp- 22X 57

Xy, X2 = 0 cateras

9

o~



Se ohticne ¢l siguiente valor Gptimo para la funcion objetivo:
Z = 30.1818200
Y los siguicnles valores para las variables asi como los costos reducidos:
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO

X1 3272727 0
X 3.636364 0

RENGLON  HOLGURA PRECIO DUAL

2) 0 M= 272727
3) 0 2= 1454545
4) 6818182 M=0

Agregamos la restriceidn X1 24 y se tiene que ¢l valor 6ptimo de la funcion objetivo est4 dado por:
Z = 28.00
Y valores cn las variables asi como los costos reducidos:
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO

Xy 4 n=73
X2 0 0

RENGLON  HOLGURA PRECIO DUAL

2) 8 My=0
3) 0 M= 2
4) 100 M3=0

Ahora agregamos la restriceion Xy <3 y s tiene que cl valor dptimo de Ia funcion objetivo estd dado por:
Z = 28.00
Y valores en las variables asi como los costos reducidos:
VARIABLE  VALOR COSTO REDUCIDO

o Xi 3 0
Xz 35 0

RENGLON  HOLGURA PRECIO DUAL

. 2) 0 My=1
3) 15 M2=0

o 4) 6 =0
5) 0 Ji =8

El drbol de enumeracion asociado cs:
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FIGURAJ2

Para los dos nodos terminales tenemos
BA(d)=-12+ 2
Bd)=24+ds
y BYd)= min {0.2727 d1 + 1.4545¢, max{B(d), B*(@)}}

Ahora suponga que queremos examinar el efecto de cambiar ¢l lado derecho de la segunda restriccion de 20 a 26,
Evaluando tencmos

MAXZ =7X; +2X2

SUJETO A

SX1+2X2 < 4
2X1-2X2 = -7
5X1+ X2 =20

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO

Z = 389090900
Y valores en las variables:

VARIABLE  VALOR COSTO REDUCIDO

X1 4.363636 0
X2 4151818 0

RENGLON  HOLGURA PRECIO DUAL

2) 0 272727
3) 10.000910 0
4 0 1454545

Aumentamos la restriceion Xy = 5y se obliene ¢l siguiente valor 6ptimo para la funcidn objetivo:

2=3
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Y valores en fas variables;
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO

X1 5
Xz 1

3

0

RENGLON  HOLGURA PRECIO DUAL
2) 7 ]
3) 5 0
4) 0 2

Sihaccmos X1 £ 4 se obticne para la funcidn objetivo cl siguiente valor

Z=736
Y valores cn las variables:

VARIABLE  VALOR COSTO REDUCIDO

X1 4 0
X2 4 0

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL

2) 0 1
3) 9 0
4) 2 0
5) 0 8

Z = B'(4,26,-7)=38+0.36363

Elcambio de 20 a 26 sugicre que el valor optimo de X1 estard tan cercano a 4.5 como 1 3.5, entonces, sc pucde tencr
un drbol mejor, ver figura 3.3 )

FIGURA 23

En términos mds generales se puede considerar ¢l irbol



FIGURA 34

Los precios duales cn fas restricciones xi 24 y x; S 3 en los nodos 2 y 3 del drbol ong,lnal fucron -3 y 8
rcspcclnamcn&c De ta misma forma que los precios duales en ¢l nodo s s¢ usaron para mt.]orar C'(d) previamenie, los
precios duales cn los nodos correspondientesaxp 2 dyxy < 3 st pun.dcn usAf para construir funciones que acoten los
nodos correspondientesaxy = hi+1yxi < hy. Entonces, B (d) BY Wy B’ (d) sc pucden generalizar como

BY(d) =-3(hy + 1) +2d2

B(d) = Shy+d,

BY(d) = minf0.2727 d1 + 1.4545d, max{ B(d),5%(d)}]
usando hy =4 cncontramos la cota mas compacta

Z BY4,26,-7) =37
Dc hecho la nueva solucion dptimacs xy =35, xa=1, Z=37

No es claro como se puede escoger ¢l mejor vatlor de ramilicacin paramétrica en cada nodo: Una regla plausible cs
comcenzar en la rafzy pmcu.lu hacia los nodos terminales, ponicndo la ramificacion paramétrica cn un nodo igual al
valor cntuo que minimice localmente la cota. Entonces se procede de los nodos terminales a la rafz, calculando las
funcioncs B'd) como se hizo unteriormente.

3.4 ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA EL ALGORITMO DE DRIEBEEK

Considérese como se planted en cl algoritmo, que ¢l valor de 1a funcidn objetivo se va a maximizar, Cuando I matriz sc
construye como en cl cjemplo , la introduccion de un vector (Ab) del lado derecho reduce el valor de la funcion dLl
6ptimo continuo (by, cont.) por TTA b, donde Tes ¢l pn,uo sombra o vector dual asociado con la matriz inversa B
correspondiente a los vectores bisicos en la solucion optima continua, v A b es ¢l vector paramétrico que sc usa para
limitar ¢l espacio de solucidnes factibles a un dnico punto,

Intuitivamente ésto es il de ver porque representa un deeremento e el valor de la funcién cuando sc aumentan
restricciones adicionales, Ademds de ¢sta reduccion inmediata en el valor de fa funcidn objetivo, la introduccion del
vector b puede producir no lactibiidad en clvector compuesto del lado derecho. Esta infactibilidad se pucde climinar
por ¢l algoritmo dual simplex, que reducira aun mas el valor de Ta Tuncion objetivo, No estamos sepuros de que haya
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infactibilidad, pero podemos asegurar al menos que ol cambio T1A b se efectua. A esto se le conoee como "penalizacion
minima” o "peaalizacion verdadera” en la que se incurre cuando ¢f espacio de soluciones se reduce a un dnico punto,

En éste punto podemos notar tambicn que en la multiplicacion TIA b, la penalizacion minima para una solucion
entera especilicada, es igual a fa suma de costos reducidos de aquellas @ i's que estdn asociadas con las restricciones
enteras activadas, por cjemplo

Elvector de precios sombra

all all al2 «20 a2l a22
10 15 20 16 24 32
Cuando se mulliplica por:

Ab

0

0
da como resultado una penalizacién verdadera de 2.0 + 2.4 = 4.4

La cantidad 4.4 representa la penalizacion minima de hacer la primer variable entera iguat a2 yla segunda variable
entera. iguala 1.

Es bien sabido que si una desigualdad se satisface con holgura en el 6ptimo continuo, esto cs, la variable de holgura
cn ladesigualdad estd en la basc dptima, entonces ¢l precio sombra asociado con la desigualdad ¢s igual a cero. En otras
palabras, si una variable de holgura enteraa ij estit en Ja base, entonces el precio sombra de la restriccicn a jj original es
cero y tenemos que buscar otra forma de estimar la penalizacién para activar ¢sta restriccion. Para éstas variables de
holgura enteras a jj que estdn en la base de la solucion Gptima continug, calculamos una "pseudo-penalizacién”. Cuando
una variable ¢ jj permanccc en la base dptima, entonces su nivel & jjdebe satislacer 0 e jj = 1. Si se fucra a sustracr
una Ab con Abij =10 y examinar la solucion de éste problema modilicado asociado con la base ptima de nuestro
problema original, podemos cacontrar que la variable a ij ahora ticne el valor

a’jj=a 'gj-l,()
cntonces 1 =a’ij< 0

Excepto para ¢l caso ¢nque @’ =0 se produce infactibilidad, la misma que se puede climinar usando ¢l dual
simplex, No obstante ésta climinacion reduce el valor de la funcidn en

.
(a j-1.0) max{(d/ag)k =1 mank <0} (*)
donde A =[aj ] s fa matriz actualizada en el Gptimo continuo,(max se reficre aqui a lo mas cercano a cero,porgue solo

sc consideran las razones (das) <0); dy es ¢l costo reducido de la k-ésima variable en T solucion optima continua y
res el fndice del renglon veupado actualmente por ajj en b base. A ésto Hamanios una pseudo-penatizacion asociada
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con la activaci6n de la restriccion original & ij 0 hablando en t¢rminos mas simples, fa pscudo-penalizacion asociada con
aij. Las pseudo-penalizaciones dificren de las penalizaciones verdaderss en que las pscudo-penalizaciones no son
aditivas,

Con cada variable entera de holgura a jjtenemos asociada una penatizacion verdadera o una pscudo-penatizacién, .
dondc éstas penalizaciones representan la reduceion ea el valor de Ta funcion cuando el espacio de soluciones se reduce
al nivel de la variable entera correspondicnte.

Cuando queremos saber si un punto especifico pucde ser la solucién optima a nucstro problema enlero mixto,
sabemos que podemos incurric al menos en:

1. la suma de penalizaciones verdaderas asociadas con ésta solucidn o
2. la mayor de las pscudo-penalizaciones

Probamos ésto de la siguiente mancra: Cuando se climina una infactibilidad debida ala activacion de una restriceidn
entera, ésta sc remucve a través de una transformacion de la basc 6ptima continua por ¢l método dual, la reduccion
inmediata en ¢l valor de la funcion objetivo, asi. como la correspondiente variable entera de holgura se remucve de la
base, es precisamente igual a la pseudo-penalizacion asociada. En ¢l algoritmo dual convencional, la vatriable que deja
la base s¢ selecciona usualmente por ¢l criterio min{bi | b < 0},

Un criterio diferente es faseleccion de pivote mostrada en (*) que es equivalente a medir ¢f decremento total en ¢l
valor de la funcion que ocurrird cuando una variable especilica se remueva de la base. Ya que en el algoritmo dual
cualquicr seleecion de la variable que sale produce un decremento cn ¢l valor de la funcion objetivo, ¢s aceptable
scleccionar aquella variable que produzea ¢l mayor decremento en fa funcion objetivo.

Cuando cn un problema estdn contenidas varias variables enteras se puede considerar imponer restricciones enleras
en s6lo aquellas variables cuyas holguras estdn fuera de la base. Este paso reduce inmediatamente el vator de la funcidn
objetivo por fa suma de ks penalizaciones verdaderas. Inversamente, se pucden imponer restricciones enteras en solo
aquellas variables enteras cuyas holguras estdn en labase. Con una seleccidn adecuada del primer veetor que vaa salir,
podemos entonccs reducir la funcion objetivo por la mayor "pseudo-penalizacion” en el primer cambio de base.

Cuando simultincamentc se imponen restricciones enteras en todas las variables enteras, se incurre necesariamente
en una penalizacion al menos Lan grande como

a. La suma de penalizaciones verdaderas

'b. La mayor de las pscudopenalizaciones.
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CAPITULO IV

APLICACIONES EN AREAS ESPECIFICAS: PROGRAMACION NO LINEAL

“Las figuras que flenan el espacio de la geometria pitagdeica le hicicron casilir
wobre las maravillas J¢ b geometris de b abejas. Se podrian habwr agrupado
cchdifiss trisngulates o cuadradas, conteniendo 3da una la misma cantidd de
mlelque b celdiila hemgnnal, pero fas celdillas hevigonates sequiren menos cer.
Como fos espejos de lleron, esto indica nuovamente el minimo esfueren en ls
naturslezy’

Herbert Westren

El papcl fundamental que juega la programacién lincal en la investigacion de operaciones se reflcja en su amplia
aplicabilidad. Unasuposicidn importante de programacién lincales Ia propicdad de lincalidad que, en esencia, se cumple
para muchos problemas priclicos. Sin embargo, en los Gltimos dicz afios la programacion no lincal pasé de ser un tema
rclativamente nucvo y principalmente analitico a ser un importante instrumento de cardcter general para la resolucién
de problemas.

Los grandes problemas de programacion no lincal se presentan en problemas de estructuras mecdnicas, como
determinar conliguracioncs Gptimas para puentes, armazones, cte. Algunos disefios mecdnicos y configuraciones que
antes se resolvian mediante ccuaciones diferenciales, ahora, suclen solucionarse resolviendo problemas de optimizacion
apropiados. Un cjemplo lo constituye la determinacion de fa forma de un cable rigido suspendida entre dos puntos y
soportando una carga.

Los problemas de control 6ptimo dan lugar a problemas de programacién nolineal a gran escala. En éstos problemas,
un sistema dindmico, que se deseribe a veces por una ecuacion diferencial normal, relaciona variables de control con
una trayectoria del estado del sistema. Esta ceuacidn diferencial, o una version discreta de Ja misma, define un conjunto
de restricciones. El problema consiste en seleccionar las vaciables de control de modo que fa trayectoria resultante
satisfaga varias restricciones adicionales y mimimice algin criterio, Un cjemplo inicial de éste tipo de problemas. resuclto
numdéricamente, fue fa determinacidn de la trayectoria de un cohete a la Luna que requerfa un consumo minimo de
combustible.

Hay muchos cjemplos de programacion no lincal en lus operaciones industriales y toma de decisiones mercantiles.
La no fincalidad se pucde presentar en funciones de produccion, curvas de costos y, de hecho, en casi todas las [acctas
de la formulacion de problemas. De hecho muchos economistas han encontrado que un cierto grado de no lincalidad
es la reglay no la excepeion en los problemas de plancacion econdmica.

Los andlisis de cartera, en ef conlexto de fa inversion en el mercado de valores y en la evaluacién de proyectos
empresariales, es un drea donde la programacion no fineal es cada vez mds atil. Estos problemas pueden Hegar a tener
fécilmente miles de variables,
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Cabe esperar que éstatendencia continuard a medida que mejora la metodologa para fa solucidn de ta programacién
no lincal.

Este capitulo sc desarroffa como sigue: en la primeriseccion se define ¢l probfema no lineal yse dan afgunos cjemplos
ilustrativos, En la segunda seecion se describen las condiciones de Kuhn-Tucker para soluciones de problemas no
lincales. Un la tereera seccion se dan estrategias de andlisis del problema entero no lincal misto y se deseribe un
experimento gue realizo Gupta(1980) prohando varios probiemas no ineales con distintas estrategias de ramificacion
yacotamicnto y usando un codigo denominado OPT basado en Gradiente Reducido Generalizado {GRG) para resolver
los problemas no fincales continuos, En fa cuarta scecion se desarrolla un problema no tineal usando ¢l paquete GINO
para resolver los problemas continuos no lincales y se consideran as recomendaciones de Gupta para fa sefeceon de
nodos y variables a ramificar con ésto se hace una generalizacion del algoritmo de Dakin al caso no lincal y en la dltima
scccitn se dan las conclusiones y algunas recomendaciones.

41 EL PROBLEMA NO LINEALY SUS CARACTERISTICAS.

Scan f{x) una funcién continua, que denota a fa funcion objetivo, hy(x) funcioncs continuas que denotan restricciones
de igualdad, gi(x) funciones continuas que denolan restricciones de desiguatdad continuas, y en general se supone que
ticnen segundas derivadas parciales continuas, y x5 un vector columna en cl espacio cuclideano de n-dimensiones.
Entonces se deline un prablema de optimizacion no lincal como sigue:

(4.1 minf(x) %= (XtyXn) € R"
sujcto a

h(x)=0 k=12..,m
g(x) 2 0 i=m+l..p

Quizé la primera cuestion que se presenta en el estudio ded problema de minimizacidn cs saber si existe unasolucion,
El principal resultado que se puede utilizar para encauzar esta cuestion es ¢l teorema de Weicrsatras, que establece que
sifescontinuay cn éste caso Q= R" es compacty, existe una solucidn. Este es un resuitado importante gue habrd de
tenerse en cucnta durante todo ¢l desarrollo, sin embargo nos interesa caracterizar los puntos solucidn y disciar los
métodos cfectivos para hallarlos. Donde se distinguen dos Lipos de puntos solucién a saber:

,Un punto X € Qcsun punto minimag retative o un punto minimo local de [EQ, si existe un ¢ >0 tal que {(x)=
(" Jparatodax € Qaunadistancia de x menor que ¢ (s decir, X €0y [xx | <c) Sif(x)> f(x' Yparatodax €Q,
x esdiferente a X', a una distancia de X’ menor que ¢, entaces se dice quex ¢s un punto minimo relativo estricto de
cnR",

Un punlox € 2 esunpuntominimoglahul def € Q ,s5if(x)2[(x) paratodax €Q | conxdiferente dex’,entonces
sc dicc que X ¢s un punto minimo global estricto de { ED

Por dcfinician, al formular y estudiar ¢l problema no lincal sc estd buscando explicitamente ua punto minimo global
de f en R", Sin cmbargo, solamente s¢ pucden hallar condiciones y soluciones globales si ¢f problema posce ciertas
propicdades de convexidad que garanticen esencialmente que cualquier minimo relativo sea un minimo global,

Un coneepto fundamental que proporciona una mcjor comprension, ademis de simplificar ¢l desarrollo teérico
necesario, es e de restriccion activa. Una restriccion de desiyualdad gi{x) <0 se dice que es activa en un punto factible
xsi gi(x) =0, y es inactiva co xsi gi(x) < €. S¢ adoptari la convencion de considerar que cualquier restriceion de ipnaldad
hi(x) cs activa en cualguicr punto factible. Las restricciones activas en un punto factible x restringen cf dominio de
factibilidad en fas proximidades de x, mientras que tas otras restricciones, las inactivas, no cjercen influencia en las
proximidades de x. Por o tanto, al analizar fas propicdades de un punto minimo local, es evidente que se pucde centrar
la atencion cn restriccioncs aclivas.

Un cjemplo de un problema de optimizacién no lincal cs:



EJEMPLOJ1  Considere ¢l problema
min f(x) =x12 +x2% + 2x2
sujcto a
hi(x) = x|+2x1;1/?.=0
g(x) = X +xl <0
g(x) = x1 =20
g(x) = x2 =0
cuya representacion grifica es la siguicate:
FIGURA4.1
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En ésta grifica la recta sombreada (generada por la interseceién de restricciones lineales) constituye la region de
factibilidad, mientras que los circulos concéntricos {con linea discontinua) son los contornas de un mismo valor de la

funcidn objetivo para difcrentres valores del vector x = (xy, xa).

Una de las caracteristicas que hace a los problemas de optimizacion no lincal ms dificiles de resolver que los
problemas lincales, es que la solucion Sptima no se encuentra en un punto extremo de la region de factibilidad, como

sucede en los lincales, por ejemplo:



EJEMPLO 4.2 Considere ¢l probiema
- min f(x) = (:q-:i)2 +(4)?
sujetoa
gi1(x) = 5-x;-x2 20
g2(x) = U2-xi+x22 0
pE)=x =0
.- gi(x) =x2 20

cuya representacion grifica cs

FIGURA4.2

x2
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En €ste caso, ¢l punto optimo del problema restringido se encuentra en uno de los bardes de §a frontera de la regidn de
factibifidad, mis ne, en un punto extremo de la misma.

También succde que el punto 6ptimo pucde estar en el interior de la regidn de factibilidad coma lo muestra cl
ejemplo:

EJEMPLO 43 Considere cl problema
min £() = (x1-2)" + (x2-2)°
- sujelo a
gi(x) = 5-x1x2 20,
() = 52x+x 20,

g(x) =x 20,
gi{x) =x2 =0,
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cuya representacion grafica es:

FIGURAJ43
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Una gran desventaja de los métodos de optimizacin no lincales, ¢s que, gencralmente encucntran un 6ptimo local o
relativo, mis no el Gptimo global o absolsto. Un cjemplo seria ¢l caso cuya representacion grifica se proporciona en la
figura 4.4, En éste caso los puntos A ¥ B son minimos focales o relativos del problema no restringido, mientras que los
puntos A y C son los minimos locales del problema restringido. Afin queda por determinar cuil es ef minimo global o
absoluto. Probablemente, en €ste casa particular, parece ser que of puato C es un Gptimo global, ya que [{C) =3 micntras
que f(A) = 4. El problema serio que se presenty, es que no existe métoda alguno cn optimizacion no tincal, que detecte
sisteméticamente  todos los minimos o maximos Jocales, Mis bien éstos se encuentran por ef método de ercor y prueba,

Otro serio problema en fa optimizaciyn ao lincal, es que sc pueden gencrar regiones de factibilidad que no son
aecesariamente convexas. Bn el casode progrinmacion fincal, todas fas regiones de factibilidad son convexas. Las regiones
defactibilidad no convexas las pueden gencrar restricciones no fincales, en nucstro caso sdlo consideraremos b solucion
de problemas de programacion convesa no fincales que requicren que todas o algunas de las variables de decisién sean
cateras,
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FIGURA 4.4 %2
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_En general, un problema de programacion entera mista no lineal [PEMNL] pucde formularse de 1a siguicnte manera:

minimizar [(x), x= (X1,X2,.0%0) € R,
sujeto a:

g(x) 20 i=12,.,NI

hi(x) =0 k=12,..,NE

xjesuncntero j=12..,m n

Dcbe notarse que de las n variables de decisin xi,x2,....%a las primeras m variables se identifican como variables enteras.
Probablemente el procedimicato mas sencillo que se puede usar para resolver tales problemas sea redondear como se
hace en la programacion lincal entera mixta, Sc resuelve fa relajaciin contfnua del PEMNL y se redondea la solucion
6ptima continua al cntero mas cereano. Aunque el concepto es sencillo, es bien sabido que ¢ste método ticae muchas
fallas, Pucde suceder que la solucion redondeada no sélo sea subodptima sino infactible, Latarea de localizar una solucion
factible entera puede en si misma no ser trivial en un caso no lincal.

42 CONDICIONES DE KUHN-TUCKER
Scax’ un punto que satisfaga las restricciones
hi(x’) = 0 g(x’) <0

YscaJ elconjuntodeindices jparalas cuales g L,(x ) =0. Entonces se dice que X ¢s un punto regular de las restricciones
(4.1), si los vectores gradicntes Vhi(x'), Vg(x ), 1 =i =2m,j &€Jsonlincalmente independientes,

. . . 13
Sc observa que , segiin fa definicion de restricciones activas, un punto X es un punto regular si los gradicntes de las
restricciones activas son linealmente independientes.
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CONDICIONES DE KUHN-TUCKER.
Scax’ un punto minimo rclativo para ¢l problema
min f(X)
sujcto a
b=0,k=12.,
gX) = 0,i =1,.m
X €E
y supGngasc que X esun puato regular para las restricciones. Entonces existe un vector A €E" y un vector 4 €EP
con 420 tal que : :

Vi(x) + ATVR(x) + 4 Vg(x") =0
uogx)=0

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LAS CONDICIONES DE KUHN-TUCKER.

Las condiciones de Kuhn-Tucher dicen, que en un éptimo local de un problema de optimizacion restringido, cualquier
cambio pequcfio cn las variables del problema no cambian cn lo absoluto ¢l valor de la {unci6n objetivo, Por ¢jemplo

EJEMPLO 44
Min [(X1,X2) = (X1-2)2 + (Xa2-1)
sujcto a

gi(X1,X3) = -X2 + X2
2(X1,X2) = X1 + X2-2

0
0

cuya representacion grifica estd dada en la figura 4.5
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De la figura se puede ver que el dptimo del problema restringido es el punto (1,1). Se define como una direceion factible
a unvector, cuyo movimicnto a lo largo del mismo no viola ninguna de las restriceiones del problema, En el entorno det
punto 6ptimo (1,1}, el conjunto de direcciones factibles se encuentra denteo del cono formado por las reetas (X1, X2)
= 0y I recta tangente a la restriceion (X, X2) =0 en ¢l punto (1,1). Este caso se encuentra ilustrado con puntos
sombreados en fa figura 4.5, Etvector -VEapunta en la dircccion del méximo decremento de la funcion £(X). Cualquicer
direccion que origine un dngulo menor a los 90 grados con -9, también disminuird ¢f valor de la funcion {(X),

En Ia figura 4.6 sc ilustra con més detatle fo que ocurre en cl punto dptimo. Se nota que -V{ estd contenido en cl cono
formado por Vg1 y Vgo.
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Si -Vsc encontrard arriba de Vga, como sc muestra en la figura 4,7a,, entonces formarfa un angulo menor de 90° con
cualquier dircecion factibe que se encontrara un poco abajo de fa resiriccion pa(X1,Xz). Por otro fado, si -9f sc
encontrara abajo de Vigp tal como se muestra en la figura 4.7b, entonces formarfa un angulo menor a los 90° con cualquicr
dircecian factible que se encontrara un poco arriba de ta tangente de g1(X1,X2) en cf punto (1,1).

I:‘Exi-l/

7

TAMGEXTT OF w0 tX ), X0
[t b o

1

FIGURA 4.8
Sc concluye por lo tanto que en un punto Gptime, ninguna dircecion factible puede tener un angulo menor a los 900

con -V, Los casos itustrados en la figura 4.7 sc pucden climinar si y solo si -V{ est4 contenida en el cono formado por
Vg1 y Ve, lo que cquivale a que VI estd contenido en ¢l cono formado por -Vg) y -Vg2 como se mucstra en la figura 4.8

REPRESENTACION MATEMATICA
De lo que sc ha visto podemos concluir gue las condiciones de Kuhn-Tucker, dicen que si la funcién objetivo [(X) y las
restricciones gi(X) 0,1 = 1,..,m son diferenciables, una condicion necesaria para que un punto X© sea un ptimo local
restringido del problema

Min {(X)

sujcto a

g(X) <0, i=1.m
¢s que en ese punto xX0el gradiente de f(X), VI'(XO). usté contenido enel cono generado por el negativo de los gradientes
de las restricciones activas, donde se entiende por restriceiones activas aquellas que funcionan como igualdad en ¢l

punto considerado

Resumicndo, se tiene, que dado el preblema de optimizacion
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Mir {(X)

sujeto a o e
gi(X) = 0 i=1,..m

X €E"

donde [(X), gi(X), i = 1,..,m, son difcrenciubles, Tas condicioncs de Kuhn-Tucker establceen que un punto dptimo
{ocal X" debe necesariamente satisfacer

100~ Tt Vax?)

43  ESTRATEGIAS DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO PARA PROBLEMAS DE PROGRAMACION
ENTERA NO LINEAL.

Un problema de programacién entera no lincal se pucde escribir como
41Minf(X) X € R"
sujcto a

42g(X) =2 0 i=12,.M
435(X)=0  j=12,..NE
44x 1 1€igm

dondc I ¢s el conjunto de enteros no negativos, lus variables x; son variables enteras, el vector X es una solucién continua
factible, st satisface las restriceiones 4.2 y 4.3, y si satisface la rostriccidn 4.4 es una solucién entera factible.

Elespacio de soluciones de un problema de programaci6n entera no lineal se suponce acotado, Ef numero de puntos
enteros que se debien investigar es finito, y la forma mas simplc de resolver un problema entero ¢s enumerar todos esos
puntos, descartando los no factibles, y mantenicndo aquetlos que sean soluciones factibles a la funcidn objetivo. Cuando
la enumeracion se ha completado, lu solucion dptima, cuando ésta existe, estd asociada con fa mejor solucian de fa
funcién objetivo. Esta idea de una bisqueda exhaustiva en ¢l espacio de soluciones es simple de implantar pero
computacionalmente incliciente a menos que se tenga un problema pequedo a resolver, es por ¢sto que recurrimos a
ramificacion y acotamicato,

El procedimicnto bisico de solucién para resolver un problema de programacidn entera no lineal ¢s esencialmente
el mismo que el desarroliado por Dakin para ¢l caso lincal, ya que ¢l procediniiento de R+ no ticne nada que ver con
fa lincalidad del problema. Como se recordard comenzamos relajando ¢l problema entero a un problema continuo, st
sucede que al resalver dicho problema relajado s solucion cs entera, ya terminamos, si no s entera eatonees por lo
menos una variable entera, dipamos xj ¢s continua, Se divide entonces of valoe de §j en partes entera y lraccional, [x]y
Xj respectivamentey se definen xp=[xjf +¥ donde [y eshipartcenteray0 £ % £ 1, Se fornan dos subproblemas,
uno con ta restriecion adicional de la cotasuperioryy =[], votro con la restriceion de Tacota inferiorx; 2 [xj]+ LEL
proceso de formacion de estos subproblenmas se Hama "ramificacion”. Se resuclve cada uno de éstos problemas
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nucvamente como un problenia continuo, La informacidn referente a Ja solucion dptima de fos problemas as( resueltos
s¢ almacena en un nodo. :

Generalmente se almacena en un nodo la solucién dptima, el valor correspondicnte de la funcién objetivo asf como
cotus superiores ¢ inferiores sobre las variables, Notese que los valores de ta funcign objelivo proporcionan una cota
inferior al valor dptimo del PEMNL,

Se contintta con éste procedimicnto de ramificacion y la consecuente solucidn de una serie de problemas no lincales
hasta que s encuentra una solucion entera factible de uno de los problemas continuos, Cuando se obticne una solucién
centera fuctible, elvalor correspondiente de la funcion objetivo se vuelve una cota superior sobre el objetivo def problema
entero no lineal.

A €stas alturas podemos eliminar de futura consideracion todas fas soluciones o nodos cuyos respecelivos valores de
la funcitn objetivo scan mayores que fa cota superior y decimos gque los nodos correspondientes estdn sondeados.
Tambiénse climinan o sondean los nodos cuando ¢l problema continuo ticne unasolucion entera factible o es no [actible.
Sc repite éste procedimiento de R-A para cada uno de los nodos no sondeados.

Cuando sc encuentra una solucion factible ealera y se encuentra que ¢ valor de 1a funcién objetivo ¢s menor que la
cotasuperior obtenida hasta el momento, dsta se convicrle en la nueva cota superior sobre ef objetivo. La bisqueda para
Ta solucion 6ptima termina cuando todos los nodos se han sondeado, la mejor solucion entera actual es lia solucién 6ptima
al problema de programacion entera no lincal dado.

En éslc momento cabe hacerse las siguientes preguntas:

(1)iQue procedimicnto se debe usar para resolver los problemas continuos no lincales intermedios?
(2)éQué criterio se debe usar para scleccionar la variable que se debe ramificar?

(3)£Qué criterio sc debe usar para scleccionar el nodo a ramificar?

Analizaremos cada una de éstas preguntas por scparado.

SELECCION DEL ALGORITMO CONTINUO NO LINEAL

Ya que cs necesario resolver una gran cantidad de problemas continuos no lincales, es necesario que se cmplee un
algoritmo cficiente para su solucion. Como es sabido, se han desarrollado algoritmos para resolver problemas continuos
no lincales basados en unavariedad de téenicas tales como: Métodos de penalizacion de funciones (Fiaccoy Me. Cormick
1968), Métados de Gradiente Reducido Generalizado (GRG) (Abadic y Carpentier 1969, Wolle 1967),cte. Se han
desarrollado varios codigos de compuladora basados en ésios algoritmos. Sc han hecho estudios comparativos (Colville
1968, Eason y Fenton 1974, Sandgren y Ragsdell 1980, Waren y Lasdon 1979) para evaluar el comportamicento relativo
de 6stos codigos. Estos estudios han mostrado que los codigos basados en métodos GRG son sigaificativameate
superiores a los otros.

Esto cs particularmente dtil para nucstra aplicacion ya que el método de R-A simplemente altera las cotas inferiores
y superiores sobre las variables durante todo el proceso de solucion,



Elalgoritmo GRG se deseribe brevemente a continuacion:
Considere ¢l siguiente problema de optimizacion

Min fp(X)

sujcto a

f(X)=0

asX=sb
donde X, a, b son vectores columna de n dimensiones, [(X) es para cualquicr X un veetor columna de m dimensiones,
y como fo(X) es un niimero real. Ambos foy f sc suponen continuamente diferenciables en el politope P definido por a
X b.Sisc permite que alguna de las aj’s yalguna de las by's sea iguaka - @ 0 + o, cualquier problema de optimizacion
s¢ pucdc eseribir en fa forma anterior. Sin embargo, podemos supouer que a'y b estdn acotadas y dilicilmente afgunas
aj's y by's pueden ser muy grandes.

Elgradiente de fofX) ¢s un vector renglon denotado por Po(X). En forma semejante, of gradiente de fi(X), i=1,..m

es un veetor renglon denotado por £1i(X). La notacion £(X) designa los renglones £i(X) i= L,..,m dela matriz de orden
m por N.

El vector X se particiona en x.y, donde y es de dimensidn m, mientras que x cs de dimension n, con n=N-m, D¢
donde se siguc que y es flamado el vector de variables bisicas, mientras que x cs ¢f vector de variables independicates.

Los vectores renglon de las derivadas parciales de fo con respecto a x y y se denotan por 8 f0/ 8 xy Of/ dy
respectivamente. También la mairiz £(X) se particiona en fa matriz 81/ dx de orden m por nyla matriz 6/ dy de orden
m por m,

Sca el punto factible X° tal que satisfaga la siguienic condicion:

Condicién de No degeneracion: Existe una particion de X en x, y tal que:

g < yjo < by, paratodaj
& 1 8y" cs no singular

donde 81/ 8y significa 81/ dy caleulada en L8

El algoritmo GRG entonces se pucde escribir como sigue:
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ALGORITMO  DE GRADIENTE REDUCIDQ GENERALIZADO
PROPOSITO: Resolver ¢f problema de programacion no lineal continuo
DESCRIPCION
Paso 1. Calcule -ho, la dircecién de movimicnto de la variable x, siguiendo los siguicntes pasos:
Paso 1.1 Calcule cl gradiente reducido

3fg- Shp( 818 Oyt ac
g =

a8y a0
Paso 1.2 Calcule ¢l gradicnte reducido proyectado po, dado por:
paratoda j

0six? = ajy -l < 0

p’= 0six’=biyy’ >0
g on otro caso

T

Paso 1.3 Caleule hC, ¢! gradicnte reducido proyectado modificado, esto es, 1a direecion opucsta a la que se mucve

. . . - . s . 4] . .
lavariable independicnte. Esta direccion puede ser simplemente b’ = p°, o también puede estar modificada, por una
o por ambas de las ideas siguicntes:

a. Hacicndo todas las componentes tales que pjo(x,o-aj) o pjo(xjo-b,') us positivo o muy pequeiio o igual a cero;
b. por dirccciones conjugadas
Para todas éstas modificaciones el producto cscalar goho ¢s positivo,
Paso 2 Calcule un primer valor del namero positivo 84
" Paso 3 Calcule x%- 611", y proyectclo ¢n el politope aj = % <bj, paratoda j para obtencr x!, esto cs, haga:
X aj si. X Olhj% <a
xj = bisi x> Oihj" >bj
X - Oihj” en otro caso.
Pﬁso4 Calcule una X factible correspondiente a 1, esto es, trate de resolver con respectoa y el sistema de m ceuaciones
con m incOgnitas:
16, y) =0 (4.3
esto se hace usualmentc a través de algin método iterativo.
Paso 4.1 Si no sc observa una convergencia ripida, cntonces se decrementa 1 y vaya al paso 3 con la misma 10

Paso 4.2 Dc otra mancra, sca yl fa solucion obtenida por (4.5), y X'l punto correspondicnte entodo el espacio de
n dimensioncs. ) ,

a. Si ro(Xl)zfo(Xo). cntonces deerece 81, y se regresa al paso 3 con la misma 1’
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b. En otro caso, al final del paso 4 ténemos alguna X! factible, que satisface
fo(X") < fo(x" (4.6)
Paso 5 Podemos hacer ahora X% = X! y comenzar dna nuevit ileracion, o tratar de mejorar el dltimo valor obtenido para

1. Haciendo ¢sto se reyresa al paso 3 con un nuevo valor experimentado para 1y, con ly misma h0, y sc terminarfa en cl
paso 5 con algun X que satisfaga (4.0) y se inicia una nueva iteracion con X' = XL

SELECCION DE YARIABLES PARA RAMIFICACION

En el caso de problemas lineales se ha sabido que la regla usada para la seleccion de variables para ramificacién puede
tener un cfecto significativo sobre el comportamicnto total de una estrategia de R-A. Para ver ésto sc consideraron tres
estralcgias de seleccion de variables mismas que se listan a continuacion:

1. El Primer Iudice Menor. Es posible tener alpuna informacion sobre la importancia de algunas de las variables
enteras en un modelo dado. Las variables enteras estin arregladas en orden de importancia, procesandose primero la
mds importante de éstas. Esto se logra poniendo indice a las variables con las prioridades decrecientes de las variables
enteras y lucgo se selecciona fa variable con el primer indice mas bajo.

2. Variable Entera Mas Fraceional. Esta estratregia sclecciona la variable que estd mas lejos del valor entero mas
cercano. Esta opcidn estd enfocada a obtener la mayor disminucion de fa funcion objetivo cuando se efcctiia la
ramificacidn para que se pucdan sondear mas nodos en una etapa preliminar,

3. Uso de Pscudo-Costos. El concepto de pscudocostos se ha desarrollade para resolver problemas de programaci6n
lincal entera mixta. Se usan Jos pscudo-costos como una medida cuanltitativa de la importancia de las variables enteras
y ésto permite asignar cicrta prioridad a fas variables,

Para cada variable cntera xj sc definen dos pseudo-costos, uno inferior (pelj) y uno superior (peuy). Los valores de
los pscudo-costos inferiores y superiores se calculan durante la bisqueda del drbol de fa siguiente mancra:

Supbnga que en un nodo k se seleceiona la variable xj para ramificacion. Sea )q' ta parte fraccional del valor de la
variable x;. Sca fi; el valor de Ia funcidn objetivo en éste nodo k. Sea {1, el valor del objetivo cuando ¢l problema continuo
esté resuclto con la restriccion adicional de cota inferior xj =[x}, Ef pseudo-costo inferior de % s¢ define por
peli=(fL-fi)/x .

Sea fu el valor dc Ia funcién objetivo cuando ¢l problema continua se resuclve con la restriccién adicional de cota
supcrior xj 2[x]+ 1. El pscudo-costo superior de xj s define por peyj= (fu-fk)/(1-x; ).

Estos pscudocostos sc pucden intcrpretar como ¢l cmpeoramicato del valor de la funcién por unidad de cambio de
la variable x;, donde pelj corresponde al decremento de xj y pey; corresponde al incremento de x5 Auague los valores
de los pseudo-costos dependen del nodo donde se calculan, éstos s6lo se caleulan una vezy se supone quedan constantes
para poder ahorrar el csfucrzo de recaleularlos en todos los nodos. Esta estrategia para seleccionar la variable de
ramificacion se describe de la siguicnte manera:

i) Calcutar los pscudo-costos inferiores y superiores para todas las variables enteras cuando sca posible.

e . . . . .

i) Calcular la cantidad Vj=min[pclj x5 , peuj(1-xj )] para cada variable entera xj

iii) Scleecionar la variable xj para la cual Vj cs méximo,

La seleccion de la variable de ramificacion que se ha descrito es tal que se espera que ¢l valor de la funcién sca cl
que mds aumente,
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SELECCION DE NODOS PARA RAMIFICACION,

Asi como un criterio para selcecionar la variable puede afectar ef comportamiento de una estrategia de R-A, s¢ ha
encontrado que el método de seleccion para los nodos que se van a ramificar puede de igual manera afectar
significativamente ¢l comportamiento de R-A. Implantamos las siguientes estrategias de scleccién de nodos para |
observar sus cfuctos subre problemas de programacidn cotera no lincal. )

1. Ramificar desde ef noda con la menor cota. Como su nombre lo dice, ésta estrategia se selecciona para ramificar
al nodo que actualmente ticne Ja menor cota sobre la funcidn objetivo, Lawler y Wood (1966} argumentan que si para
cualquicr problema dado, ef conjunto de nuevos problemas de acotamicnto estd dnicamente determinado, entonces ésta
estrategiatiene lu ventaja de que ¢l nimero total de cdmputos se minimiza, en el sentido de que cualquicr operacion de
ramificacion que se realiza bajo ésta estrategia debe poder clectuarse bajo cunlquicr otra estrategia.

2. Ramificar desde el nodo mas nuevo. En ésta estrategia, siempre que se efectia la ramificacion se da preferencia
alos nodos que corresponden a los nuevos problemas sobre los demids nodos no sondeados, Para la ramificacion, se
sclecciona el nodo mas nueve de L fista de nodos no sondeados. Esta estrategia se conoce por varios nombres como fo
son: estrategia de profundidad, de ir hacia atrds, Gtimo en entrar primero en salir (LIFO), y tiene la ventaja de ahorrar
espacio de almacenamiento. Como sefiala Ibaraki (1976), éste tipo de estrategia requicre de una cantidad de memoria
quc cs una funcion lincal del tamajio del problema y s refativamente ficil de implantar,

3. Uso dc cstimacioncs, En fa estrategia de seleccion del nado con fa menor cota, se selecciona un nodo con la menor
cota para la funcidn objetivo. esta estrategia sofo considera el valor de la funcion objetivoy no toma en cuentala“calidad™
de las soluciones dptimas continuas. Consideramos un problema con tres variables para ilustrar el concepto de "calidad™.
Suponga que necesitamos seicecionar un nodo de entre tos siguientes nodos no sondeados:

M=(1324,51), 1105y XD =(1.030,5.1), 22= 10.6

De acuerdo af esquema de seleccidn de la menor cota se darfa preferenciaal nodo 1 sobre el nodo 2, Sin embargo,
tal scleccion no parece apropiada, ya que la solucion x cstd mucho mas cercana a una solucién entera, Sise selecciona
¢l nodo 2, es posible que esté sondeado en la siguiente iteracion micntras que ¢l nodo 1 podria requerir de varias

- iteracioncs antes de poderlo climinar, Se han hecho intentos de modificar ¢l esquema de seleccién de la menor cota
para que tambicn sc tome en cucnta Ja calidad de la soluciones dptimas continuas. En éste caso lineal, Benichou (1971)
lo logra usando un nucvo concepto flamado “estimacién” gue hace uso de los pscudo-costos.

En ¢l nodo k, sc calcula una cantidad lfamada la estimacién del nodo k, denotada por E, y sc calcula:

m
Ex= ﬂ;+.2l\/j
i=

La cantidad Ey, ¢s de algin modo un estimador del valor de [a funci6n objetivo de la mejor solucidn entera que pucde
esperarsc descendicnte del nodo k.

Usando ¢l conceplo de estimacién, ésta estrategia de scleecion del nodo puede enunciarse de Ja siguiente mancra:
- i) Calcule Ja cstimacion de todos los nodos no sondeados.

- ) if) Scleccione ¢f nodo con fa menor estimacion
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HEURISTICAS PARA LA COTA SUPERIOR.

Et menor valor de fy en cualquicr ctapa, proporciona una cota inferior de la funcién objetivo del PEMNL,
Frecuentemente ¢s importante encontrar una cota superior sobre ¢l objetivo tan pronto como sea posible. Esto se puede
lograr encontrando iniciatmente una solucion entera factible al problema. las siguicntes dos heuristicas se desarrollaron
para encontrar soluciones iniciaics enteras factibles.

Heurfstica A, Sea x = (x(,X2,....%a) it solucidn para un nedo no sondeado y sea p ¢l nimero de variables enteras que
toman valores no enteros en ésta solucidn, El niimero pse define como ¢l Orden de Infactibilidad de éste nodo.

La Heurfstica A sc cfeetaa de la siguiente manera:

1. Scleccione un nodo para el cual ¢l orden de infactibilidad ¢s minimo. Scleccione una variable x;, para ramificar de
acuerdo con Ia regla de seleceion preestablecida. Para éste nodo, un nidmero de variables enteras ya pueden tener valores
centeros fijos, esto es, micntras sc ramifica no se permiten cambios en estas variables para ninguno de los dos
subproblemas. Esta idea consiste en reducir ¢l nitmero de variables enteras con valores no enteros, y asi trabajar hacia
soluciones con drdencs menores de infactibilidad.

2.Sicl subproblema con la restriccion de cota superiorx; [xj] ¢s "factible contfnuo” s fija la variable xj a {xj] cn todos
los subsccucntes descendientes de éste nodo. Similarmente, si ¢l subproblema con [a restriccion de cota inferior xj
[%] + 1 es "factible continuo” se fija la variable xj a {%] + 1 en todos los subsecuentes descendientes de éste nodo.

Sidespués de resolver losdos subproblemas se obticne una solucion entera factible, deténgase. De otromodo, regrese
al paso 1.

Heuristica B. Para simplificar notacién suponga que todas las variables son variables enteras. La Heurfstica B se
electa de la siguicnte manera:

1. Resuclva ¢l problema no lincal continuo. Sea x= (xlo,xzo,...,xno) la solucién dptima continua. Encuentre ¢l entero
yj mas cereano a X, para i=1,2,...,n y forme un vector y = (y),yz,....ya). Inicic un contador i=0.

2. Siy cs una solucién continua factible, vaya al paso 4. de otra fornm, siga al paso 3.

3. Vuclva a poner ¢l contador i en i+ 1,y reemplace ¢l valor de la variable x; por «°. También reemplace el vector y
por'el veetor y= (X1 ;X2 yenyXi ai+ 1y ¥n) ¥ Tegrese al paso 2,

4, Siy cs eatero factible deténgase. De otro modo siga al paso 5.

5. Construya un problema i-dimensional sustituyendo las variables Xi+1, Xi+2,....%0 por los valores enteros
i+ 1,¥i + 2p--5n 0 la funcion objetivo y restricciones del problema dado. Asi se construyc un problema de programacion
entera no fincal i-dimensional con xx2,...X como sus variables cnteras, Comenzando con (x1 x0,..,%0) como una
solucién inicial, aplique R-A para rcsolver este problema i-dimensional. Si cualquicra de los descendientes de éste
problema tiene una solucidn entera factible, digamos (21,22,..,%) deténgase. Ef vector x= (21,22,..7i, ¥i + 1yn¥n)sCria una
soluci6n entera a nuestro problema original. De otro modo regrese al paso 3.

Se debe notar que al inicio de la heurfstica los problemas estdn mas pequedios en tamaiio, y por lo tanto s¢ pucden
resolver ripidamente. Sin cmbargo, conforme se desarrolla ¢f proceso de solucion fos problemas se vuchven mas grandes
en tamado, y cn la peor situacion posible el problema original cn si mismo estard resuelto, $i ef problema original tiene
una solucion entera factible, en nuestra biisqueda, ésta seria descubierta. Por o tanto, ésta heuristica garantiza que s¢
obtendrd una solucion factible entera cuando la haya para el problema dado,

7
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DISENO EXPERIMENTAL
Las variables primarias evaluadas cn el trabajo experimental fucron las estrategias para la seleccion de variables de
ramilicacion y seleceidn de nodos, Tres opeiones para cada una de éstas dos categorius de seleecion dicron nucve
combinuciones Je estrategias. Para cada combinaci6n, hemos cxplorado tres opciones sobre las hicurf(sticas:

1) Sin heuristica

2) Heurfstica A

3) Heuristica B

Asisctuvo un total de 27 estrategios de R-A que consisten en un disciio experimental con tres niveles de tratamicnto.
En el estudio sc us6 un codigo de computadora BBNLMIP desarrolfado por Gupta (ver apéndice C.3) quc tience In
capacidad de llamar a cada una de las 27 estrategias que se usaron en el estudio. BBNLMIP emplea el ¢odigo no linca
OPT para resolver los problemas continuos no lincales. Cada estrategia se identificd por los parimetros (K, L, N) donde
K fuc ta opcion para la scleccion de la variable de ramificacion, L para fa scleecion del nodo de ramificacion y N la
scleccion de heuristica, Las opcioncs para K, Ly N se denotaron como siguc:

K=1:Primer indicc menor

K=2: Variable entcra mis {raccional

K=3: Uso de pscudo-costos

L=1: Ramificacién desde cf nodo con la menor {funci6n objetivo

L =2: Ultimo cn cotrar prinicro en salir

L =3: Ramificacién desde cl nodo con la menor estimacién.

N=1:S8in hcuristica

' N=2:Scleccion de la Heuristica A

'N=3:Seleccién de la Heurfstica B

- PROBLEMAS DE PRUEBA

En cualquicr estudio computacional ¢s importante examinar una amplia gama de problemas de prucba. Se debe seialar
que, en contraste con su contraparte ineal, en fa programacion entera no lineal, cf tamaio del problema es 1an solo uno
de los muchos factores en la determinacion de su complejidad total; el grado de no linealidad de fa funcién objetivo y
de las funciones de restriccion incluyendo ¢l nimero de términos no lincales contribuye significativamente a la
complejidad del problema.

Ya que segin Jo que sabemos no se ha Hevado a cabo ningiin estudio experimental de esta naturaleza, se consideran
problemas de prucba de estudios anteriores sobre algoritmos continuos no lincales, Entre los problemas de prucha
disponibles, solo se consideraron aquellos problemas convexos donde ciertas variables se pucden tratar como variables
enteras; por cjemplo aquellos problens que tienen algunas variables con colas razonablemente estrechas y regiones
factibles con puntos enteros.

No sirve a nuestros propasitos considerar aquellos problemas que no ticnen puntos enteros en su regién factible o
donde las vactables toman valores elevados. Asi, se incluyeren 22 problemas en totzl, fos ceales abarcan desde 2 hasta
16 variubles continuas y de 2 a 10 variables enteras, De los 22 problemas, los problemas 5,8, 20y 21 fucron del tipo de



programacitn eatera no lincal mixta, y los demds fueron problemas de programacion entera no tineal pura, Ef ndmero
de restriceiones varia de 0 a 8. El problema mils grande que se resolvia fue ef problema 20 con 24 variables (8 enteras)
y 8 resteicciones lincales involucrando 16 términos en cadi restriceinn. La funcion objetivo era polinomial de cuarto
grado involucrando 45 términos no lincales,

Como lo ifustra fa Tabla 1, ¢t tamaiio del problema no determina el esfucrzo computacional.Bl problema 19 que fué
el que mas ticmpo tardo para resolverse solo tenfa 16 variables (8 enteras) y 8 restricciones. Sin embirgo su funcidn
ahjetiva involucraba 40 téeminos cuadriticos y cada una de las restricciones tenfa catre 25 y 32 términos cuadréticos.
Simifarmente el problema 17 s0lo tenfa 1 variables (Tenteras) y 7 restricciones, pero la funcion objetiva tenfa 3 1érminos
cuadriticos y cada restriccion tenia entre 24 y 28 términes cuadriticos. Las funciones objetivo de todos los problemas
eran no lincales, sin cmbargo los problemas 4, 69 y 16 no tenfan restricciones y los problemas 3,15 y 20 no teaian
restricciones lincales. Tambiéa se consideraron problemas adictoneales de mayor dificultad pero el excesivo costo
computacional los hizo impricticos para usarlos como problemas de prueba, Se puede encontrar una lista completa de
problemas de prucba en Gupta (1980)

TABLA 1
Tiempos Actuales de Solucida (segundos)

Prob T.deSol.  Peor T. Mejor T. Razén
Prom, dcSol  deSol. P/M

1.035 1433 0822 1M
12,038 22150 5339 445
0.759 0.875 0704 1.24
0.466 0.527 0428 1.23
6.250 6.835 5720 119
0.563 0.651 0.521 125
0856 1.136 0.631 180
2.504 2991 2136 140
3.256 4,707 2527 1.8
10 0728 0.921 0626 147
11 2098 .2.502 1401 207
12 4816 8.044 2760 291
13 13668 24677 7660 322
14 1219% 20.748 9.679 2.4
15 1303 1,581 1131 140
16 - 0624 0.828 0.503 165
17 10813t 220418 49378 446
18 83554 237756 33377 112
19 241522 496.349 90992 545
20 66261 109011 50257 217
21 1.945 2,061 1.877 11
22 8233 12.118 5973 203

Lol R R RV R N S N

Raz6n 241
Promedio
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4.5 EJEMPLO- NUMERICO USANDO GINO.
Considere cl siguicnte problema de programacion entera no lincal:
MINZ = 7X2 + 6X2%- 35X1 - 804 X2
SUJETO A
9X,2- 10X1X2-8X2? > - 583
6X12- 8XIN2-6X2'  >- 441

X1, X2 = O enteras

Se desca resolver éste problema usando un paquete para programacién no lineal y ramificacién y acotamicnto para
cumplir las restricciones de variable entera.

Resolvemos primero ¢l problema no lincal sin las restricciones de variable eatera, obteniendose el siguiente valor
para la funcién objetivo:

Z = -313.090010 .
Y los siguicntes valores cn las variables: Xy = 2.5, X2 = 6.7
Dec aqui ¢l paso siguicnte es seleccionar 1a variable a ramificar, que siguiendo la recomendacién de Gupta (1980),
serfa la variable mds fraccional, por lo cual seleccionamos X1, y agregamos al problema relajado la restriccion Xy = 2
de donde se ticne que el valor de la funcion objetivo es:
Z = -311340010
Con los siguientes valores en las variables: X1 = 2, X2 = 6.7
Ahora agregamos la restriccién X; = 3 cn lugar de la anterior y se obtienen los siguientes resultados:
Z = -311.340010
Con los siguientes valores en las variables; Xy = 3, X2 = 6.7
Como sc puede obscrvar el valor de las variables y de la funci6n objetivo en éstos dos nodos coinciden por lo que no
importa cn cual dc éstos dos nodos s¢ continda la ramificacién, scleccionamos el nodo que tiene X1 =2y agregamos la
restriccion X2 =7, abtenicndose ¢l siguiente valor en la funcion objetivo:
Z = -310.800011
Y valores en las variables: X1 =2, X2 = 7
Si sc fija X2=06, sc obticne ¢l siguicnte valor en la funcién objetivo:
Z = -308.400009
Y valores en las variables: X1 = 2, X2 = 6
El paso siguicnte consistiria cn seguir fa ramificacion desde ¢l nodo donde se fija fa variable Xq = 3, sin embargo
los resultados obtenidos en éste caso son idénticos que los que se obticnen para la rama que corresponde al nodo con

X1=2, por lo cual no ¢s neeesario que se reproduzcan aqui. De éstos dos dltimos resultados para fa funcion objetivo
escogemos aquel que fa minimice por lo cual la solucidn dptima estd dada por:
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Z = -310.80

Y valores en las variables: X1 =2y Xz = 7. En fa figura 4.9 s¢ ilustra ¢l drbot que describe éste procedimicnto.

FIGURALY

%o} Gptina sol aptina

46 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

En €ste capituto hemos investigado Ia factibilidad de aplicar ¢l método de R-A a problemas de programaci6n cntera no
lineal. Como hemos demostrado, se pueden implantar los métodos de ramificacién y acotamicnto como herramientas
titiles para resolver tales problemas. Hemos probado los conceptos de pseudo-costos y estimaciones para seleccionar
variables y nodos para ramificacion. Sin embargo los resultados muestran que entre las tres opciones para fa seleccion
de variables para ramificar que hemos probado, la mejor fue la estrategia de scleccionar ln variable con ¢l valor mas
fraccional, Entre fas estrategias de seleecion de nodos, ¢l erilerio de scleceionar el nodo mas reciente fue la peor. Se
debe notar que se hace un esfuerzo considerable para caleulir fos pseudo-costos y las estimaciones al principio de cada
corrida y por cso probablemente no se explota su fuerza en problemas de prucha menos complejos.

La importancia de eacontrar ripidamente cotas superiores para la funcion objetivo se discutid y en efccto, se
desarrollaron tres heuristicas. La feuristica 3 es aplicable selo a una clase especial de problemas; por o cual fa ventaja
computacional de fas ofras dos heuristicas ¢s la que se ha podido probar. Comparando los tiempos finales de selucitn
la Heuristica 2 (opcion 3) es casi tan ripida como aqucllos casos en que no se usan heuristicas. La heurfstica 1 (opcion
2) resultd peor que Ta 2. Sia embargo, los resultados fucron drdsticamente difecentes cuando los tiempos de solucion
para abtener Jas cotas se compararon, La Heurfstica 2 pudo encomtrar cotas superiores en menos del 605 del tiempo
promedio de los ticmpos de sofucidn sin heuristicas, I heuristicn § no fue tan ripida, sin embargo se pudicron eacontrar
cotas en menos del Y075 del tiempo promedio de {as soluciones sin beusisticas. De éstas observaciones se concluye que
fa apicacion de la Heurfstica 2 mejora significativamente b aptitud de resolver problemas con los procedimientos de
ramificacion y acotamicato.

Experimentos adicionales demostraron que los pardmtros del problema tales com el ndmero de variables enterasy
restricciones lienen un electo signilicativo ea los iempos de solucion, Un aadlisis de regresion estadistica demosted que
cl ndmera de variables enteras tienen un electo cuadritico, y el ntdmero de restriceiones ticnen un efecto ca fos ticmpos
de solucidn.
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RECOMENDACIONES

En Jos problemas que se probaron se usd ¢l codigo OPT basado en ¢l método GRG para resolver los problemas no ©
lincales, sin cmbargo seria interesante estudiar fa facribitdad de usar ramificacion y acotamicento con otros codigos GRG.

El algoritmo de ramificacion y acotamicnto tambiéa se pucde compara con alguna de las otras técnicas usadas para
resolver prablemas enteros. Y por otroa parte se pucde extendera problemas de optimizacion discreta no lineal. Las
reglas de ramificacion se pueden modificar para que solo valores discretos se puedan considerar para las variables
discretas correspondicntes. Las heuristicas, los conceptos de pseudo-costos y las estimaciones pucden no ser aplicables
en ¢l caso discreto.

Finalmente habrfa que seiialar que ¢l método de ramificacién y acotamicnto requicre condiciones propias de
convexidad-concavidad para garantizar optimalidad.
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CAPITULO V

APLICACIONES ¢ EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO Y EL PROBLEMA DE LA MOCHILA.

“Tiresias me ordend que recorricra muchisimas ciudades,
{flevando en la mano un mancjable remo, hasta legar a aque-
Hos hombres que nunca vieron ¢ mar, ni conten manjares
sozonados con saf, pi conocen fas naves de puspireos Nancos,
ni Ticaen noticia de los mancjables remaos que son coma las
atas de los bajeles.”

Hamero. La Odisea.

En ¢l pasado recicnte, los algoritmos de ramificacién y acotamicnto se han formulado para resolver una amplia variedad
de problemas de optimizacién combinatoria. Entendicndo por problema cambinatorio a aquél que asigna valores
numdéricos discretos a algitn conjunto finito de variables X, de tal forma que satisfaga un conjunto de restricciones y
minimice alguna funcién objetivo. Dos de tales problemas, tales como ¢l del agente viajero y ct de la mochila los
proporcionasmos como representativos no def rango de todas los posibles problemas combinatorios, pero si def tipo de
problemas a donde se puede aplicar ramificacion y acotamiento, La funcién objetivo que puede ser no lineal, discontinua
o no necesariamente definida matematicamente, se puede resobver con R-A.

Problemas como ct del agente viajero o ef de la mochila se conocen como no polinomiales completos o NP-completos.
Un problema s dice polinomial si existe un algoritmo para ef cuat el tiempo requerido pari su solucion, estd scotado
por una funcion polinomial del tamadio del problema (donde entendemos el tamaito del problema conto la longitud de
un c6digo, por cjemplo binario de los datos del problema). Se tiene asi por cjemplo que en una grifica G = {X,A] con
N=Xnodos y M = A arcos, una ruta mds corta s¢ ¢ocucntra 4 lo mas en ua tiempo O{MN), un flujo mdsimo cn un
ticmpo ()(N3), un drbol de peso minimo en un ticmpo Q(N~).

Un algoritmo se dice no deterministico st contiene afirmaciones que permiten una seleccién ademds de tas
afirmaciones usuales (deterministicas). La clase de problemas que sc pueden resolver cu ticmpo polinomial por
algoritmos no determindsticos sc laman de clase NP, ¢notras palabras, si para cada instruecidn seleccionada, laseleceion
cs correcta, entonees ¢l tiempo de computadora s polinomial, Por otro lado si se enumeran las posibles selecciones ef
algoritmo se vuelve deterministico pero con ticmpo de computadora exponencial.Un problema NP-completo es aquel
para cl cual las Gnicas soluciones conacidas consisten, en csenciy, en intentar todas fas posibilidades, Tanto en ¢l case
del problema del agente viajero como ea el de la mochila los algoritmos que se basan en el método de R-A tienen un
ticarpo de computadora exponencial,

Este capltulo se desarcolla comosigue: enla primeraseecion se deseribe el problema del agente viajero, en lasegunda
seccitn se describe ef algoritmo de ramificacion y acotamiento que s utiliza en la solucion del problema del vigjero, en
latercera seecitn se desarrolfa un ¢jemplo que se programa en computadory, enda cuartaseeeitn se deseribe ¢f problema
de la mochila, en L quinta seecion se exponen et algoritmo de R-A desarretfado por Kolesar y ¢l de Martelloy Toth
para ¢l problema de I machila y s resuelve un ejemplo, para cada uno.
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5.1 EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

El problema delagente vinjero es un problema cldsico en optimizacion combinatoria, y una de los problemas més vicjos
en la optimizacién de redes que ha atraido mucho la atencidn en fos altimos cuarenta aios, Cuenta con numerosas
aplicacioncs, por cjemplo, en problemas de distribucion donde se ticne que ¢l almacén central de una compaiifa desea
distribuir materia prima a cada una de sus sucursales 1 un costo minimo o problemas de carteros, & cémo debe el cartero
atravesar la ciudad para repartir la correspondencia minimizando el tiempo de viaje?. O considere otra situacion: una
fabrica produce n articulos y sc debe cambiar ¢l montaje sicmpre que cambia lu praduccién de articulos, conociendo el
costo de montajc eatre los articulos se desea encontrar una secuencia de produccién dptima,

Plantear el problema es muy sencillo y lo haremos a continuacion:

Un agente viajero debe visitar cada ciudad de su territorio exactamente una vez y regresar a su punto de partida.
Dado ¢l costo del viaje entre cuda par de ciudades, écomo debe plancar su tinerario de tal forma que visite cada ciudad
una sola vez y ¢l costo total del recorrido sca minimo?

Entérminos dc la tearfa de redes, el problema consiste en encontrar en una gréifica completa de nnodos, un circuito

de peso minimo de longitud n. Recuérdese que una grifica completa es aquella en la cual entre cualquicr par de nodos
existe un arco que los une. Considere por ¢jemplo, un problema con cinco ciudades, como se muestra en la figura 5.1

FIGURAS.L

Elpeso del circuito o costo de la ruta (a, b, ¢, d, ¢, a) es 206, micntras que el circuito de peso minimo ¢s (a, b, ¢, ¢,
d, a) con peso 89. i

Hay varias variantes a éste problema,pero primero comenzaremos por preeisar conceptos:

Sea W = [w;j} ¢l peso de fa matriz de la gréfica, catonees sc pucde tener que Jos pesos en los arcos pueden no ser
simélricos wij = wji, €n cuyo caso estamos tratando con una grifica dirigida y resolviendo un problema del agente viajero
asimétrico. O algunas veces da grifica dada no cs completa, Jo que significa que existen parejas de nodos que no cstén
dircctamente conectados por arcos. No obstante, que toda grafica completa siempre tiene circuitos de longitud n, una
que no lo es pucde no tener circuitos de longitud n. Por cjemplo la grifica en fa figura 5.2 no ticne circuitos de longilud
5, en tal caso el problema del agente viajero no ticae solucion,
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FIGURAS 2

Elproblema de detcrminar si una gréfica dada con n nodos tiene un circuito de longitud n sc conoce como un problema
decireuito hamiltoniano, originado en un jucgo inventado por ¢l matemitico irfandés Sir William Rowan Hamilton ca
1859. Frataba sobre un viaje alrededor de mundo,el cual se representaba en forma simplificada por un dodecacdro
(policdro de 12 caras pentagonales con 20 vértices), y se requiere que se pase una sdla vez por cada vértice o ciudad,
usando s6lamente fas caras del dodecacdro y se regrese al punto inical. Este jucgo es equivalente a buscar un circuito
hamiltoniano en fa figura 5.3

FIGURAS3

Un circuito que pasa por cada nodo en la gréfica s damado un circuito hamiltoniano,

Si el agente viajero no quiere regresar al nodo inicial, despuds de visitar todos los nodos en la grifica exactamente
una vez, ¢l problema se convierte entonees en encontrar la trayectoria de peso minimo de fongitud {n-1) y no un circuito
de longitud n,

Sc podrd notar un cambio muy dréstico si al resolver éste prablema si se permite que ¢l agente viajero visite un nodo
mas de una vez (si ésto s mds barato), Por cjemplo en fa figura 5.4 se ticne que si se permite que visite va nodo mas de
una vez la rula Oplima (1, b, ¢, 4, ¢, ¢, a) que ademids no s un circuito tiene un peso de 60, pero si no se permite que
visite un nodo mas de wna vez, laruta (a, b, ¢, d, ¢, a) ¢s la dnica solucidn posible, con un peso de 140
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FIGURAS.4

La condici6n bajo la cual al menos uno de los circuitos hamiltonianos tenga un circuito de peso minimo cs que los pesos
satisfagan Ia desigualdad del tridngulo wij < wix + wij.

Una forma de resolver el problema del agente viajero es haciendo una enumeracién exhaustiva de todas las soluciones
posibles y entre cilas escoger la mejor. Hay n! permutaciones de los n nodos, pero solo (n-1)! de ellas son circuitos
hamiltonianos distintos (en una gréfica dirigida completa), porque podemos Hjar alguno de los nnodos, y posteriormente
hay (n-1)! formas de acomodar los (n-1) nodos restantes en ¢l circuito. En caso de que la red dada no sea una red dirigida
entonces hay (n-1)1/2 circuitos distintos.

Tebricamente, ¢l problema se pucde resolver generando los (n-1)! circuitosy comparar sus pesos, sin embargo como
método éste es muy incficiente. Por cjemplo, dada una gratica de 20 nodos sc ticnen 19! > 10 7 circuitos, por lo que sc
requicren afos de caleulos continuos para resolver el problema.

Como sc podri ver el problema del agente viajero es uno de los problemas de optimizacitn combinatoria para los
cuales no s¢ conoce un algoritmo cliciente de tiempo polinomial. Todos los algoritmos conocidos requicren de un ticmpo
de computadora exponencial en ¢l numero de ciudades n.

Para salvar ésta dificultad computacional hay dos formas de resolverla:

1. Usando téenicas refinadas tales como ramificacién y acotamicnto o programacidn dindmica, que reducen
drésticamente el efecto que se da en enumeracion exhaustiva, Tales (éenicas refinadas enumerativas son buenas para
encontrar una solucion optima, pero en ¢l peor de los casos si sc ticne un problema muy grande pueden requerir un
ntimero exponencial de cileulos gue se hacen prohibitivamente grandves.

2. Empleando métodos de solucidn aproximados pero réipidos ( en tiempo polinomial), que no producen unasolucion
6ptima, pero si soluciones subdptimas que estén aceplablemente cercanas a la dptima,

Ambos métodos son ftiles, sin embargo para nucstros propésitos solo discutiremos el caso de ramificacion y
acotamicnto.

80



52 ALGORITMO DE RAMIFICACION YACOTAMIENTO

"Batre €stos dos caniinos vacilo continuamente, y ¢vando
siento que he explonwdy al misino lus posibitidades de wno,
me lanzo al otra y viceversa®

Ttato Calvino. Seis Propucstas para ¢l Préximo Mitenio,

Un método de ramificacidn y acotamicnto para un problema en particular queda definido al especificar sus
operacioncs de R-A. En ¢ caso del problema del viajero, existen tres métodos de ramiticacion y acotamiento ¢

1. Construccion del circuito segin ta matriz reducida.
2. Eliminacién de subcircuitos a partir de la solucion de problemas de asignacién.
3. Construir la trayectoria basandose en ¢f drbol de expansion minima,

En nuestro caso solo desarrollaremos ¢l primero, pues no ¢s nuestra intencion hacer un andlisis exhaustivo del
problema del agente vigjero, quicnes deseen ver mas sobre ¢f mismo pueden consuitar [15]

METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO BASADQ EN LA MATRIZ REDUCIDA

El funcionamiento de éste método se basa en la construccién del circuito hamiltoniano segin la matrfz reducida,
Para ilustrar fa idea de éste método, veamos el siguicnte ejemplo:

EJEMPLO 5.1

Sca la matriz de tiempos D que se presenta en la Tabla 5.1, entoncees tenicndo cl tiempo de duracién de cada uno
de los viajes entre las distintas paradas, se desea encontrar cl recorrido hamiltoniano de menor duracién.

TABLA 5.1

A B C D EF
A o 27 43 16 30 2
B 7 » 16 1 3025
C20 13 o 35 5 @
D21 16 25 o« 18 18
E 12 4 27 28 o 5§
F23 5 5 9 § o

Si T es Ia duracitn de un recorido hamiltoniano aseciado a fa matriz de tiempos de Ia tabla 5.1 entonces la duracién de
es¢ mismo recorrido con la matriz de tiempos obtenida de restar un escalar by al renglén i estd dado por T-by, porque
cadacircuito conticae uno y solo un elemento de éste renglan, Lo misma sucedie si restamos un esealar & de una columna
i (§=AB,C,D,EF). Una cola inferior ded recorrido hamiltoniano Sptime es sencilla de obtener st restamos de cada
renglén de la motriz de tiempos D, ¢l minimo clemento correspondiente, O bien

hi = mindjj2 0
i
y entonces, en la matriz D’ asi reducida, restamos de cada colunmina j Ia coastante

B = min dij‘ =0
i
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La nueva matriz D', tiene clementas no-negativos, y conticne sl menos un clemento cero en cada renglén y cada
colunma, Came se muestra en ta tabls 5.2

TABLAS.2
. A B C D EF
A o 11 27 0 1 10
B1 o« 15 0 29 24
- C15 13 « 35 5 0
DO 0 9 o 2 2
E 2 4 22 3 o 0
F13. 0 0 4 0 e

Tomamos h =X b + Eh’
i i

La duracion z(1) de un circuito hamiltoniano t de fa matriz D ¢s entonces igual a 2(t) = h + 2(1), donde 2'(t) ¢s la

duracion del circuito t de la matriz D7, Ya que 2°(1) (porque L!;j1 = 0), tenemos z(t) = h donde h es una evaluacitn por
cotainferior del conjunto €2 de circuitos hamiltonianos y s denota ev( Q).

Dc la matriz dada D obtenemos
hi=16,ha = L,h3 = 0, hy = 16, hs = 5, hg =5
yh=5=P=t'==1=0

Un aspecto importante es que cada sccorrido hamiltoniano asociado a fa Tabla §.2 ticne una duraci6n no negativa
y que dificre en tiempo del recorrido original cn 48 unidades de tiempo. De donde una cota inferior de fa duracidn del
recorrido minimo s 48 o bien

v(Q)= Zhi +Th = 164+1+16+5+545 = 48
. ! i)

Una mancra de proceder a la determinacion del recorrido hamiltoniano de minima duracién es particionar el
conjunto de recorridos hamiltonianos como sigue:

a. Recorridos hamiltonianos que usan ¢f arco AD

b. Recorridos hamiltonianos que no usan el arco AD

En ¢l primer caso fa matriz de ticmpos entre focalidades se reduce a una nueva matriz en donde se climina al renglén

<+ Ay la columna D. Asimismo, ¢ tiempo entre Ja localidad D a la A s¢ hace igual a infinito 0 2 un ndmero muy grande
para evitar usar ¢l arco DA; pucs sabemos que no forma parte del recorrido hamiltoniano minimo. Si ro hacemos éste

ticmpo infinito, existe la posibilidad de la aparicion de subcireuitos. La tabla 5. 3 muestra Ja matriz reducida donde se
han climinado cl renglon A y la columna D,
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TABLAS3

A B C E F
B1 o 15 29 A
Cit15 13 o 50
Do ¢ 9 22
E2 41 22 o 0
F13 0 0 0 o

Una cota inferior de la duracién de los recorridos hamiltonianos asociados con esta tabla es sencilla de obtener si
restamos una unidad a cada clemento del renglén uno como s¢ mucstra en la tabla 5.4

TABLASA
A B C EF
B O o 14 28 23
Ci15 13 =« 5 0
Do ¢ 9 2 2
E 2 41 22 « 0
F13 0 0 0 o

Cabe hacer notar que como resultado de fas manipulaciones anteriores podemos decir que los recorridos hamilto-
nianos asociados a la tabla 5.1, que usen el arco AD ticne una duracidn no menor de 49 unidades de tiempo, 48
acumuladas hasta lz oblencién de a tabla 5.2 y una unidad de tiempo al pasar de latabla 5.3 a ta tabla 5.4, por lo quc 49
unidades cs una cota inferior a fa duracién de los recorridos hamiltonisnas que usan el arco AD,

Una cota inferior a la duracion de los recorridos hamiltonianos que no usan el arco AD cs sencilla de obtener,
suponga que cn general un arco (4 §) con di’ = 0 no se escope. Ya que debemos dejar el punto i, debemos usar algin
arco comenzando en iy penalizario por aj, También debemos usar algdn arco en j, y podriamos penalizarko por 8j, con
locual 0= a+Bjcs la penalizacion de no escoger (3, §).Dicha peaalizacion 0 jj se pucde interpretar en ésie caso como
un retardo. :

Sicev(S) eslacvaluacion obteaida reduciendo Ja matrfz por el nodo 8, catonces ev( S) + 8 jj es una primer evaluacion
por cota inferior del nodo 15, obtenido de § por na escoger ¢f arco (i, §)

Calculamos ¢l retardo 6 correspondicnle a diy’ = 0

BAD =ap + Bp = 104+0=10
Oup = ap + Bp = 1 +0=1

Ocr = ac + Bp = 5+0=5
Opa =ap + By = 0+1=1
fpp = ap + 8y = 0+0=0
Gpr = ap + Bp=2+0=2
Oy = ar + Bp = 0+0=0
Orc = ap + 8c = 0+9=9
OFE = ap + Bp = 0+2=2

Separamos la pareja (i, j) que maximiza el retardo i para garantizar una mayor cota inferior de Ja duracin de los
recorridos hamiltonianos: Oap = 10

“Entonces cf nodo AD ticne una cvaluacion por cota inferior igual 2 48 + 10 =58
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Una cuesti6n que convicae analizar en éste momento est ipor qué se efectud fa ramificacion sobre el arco AD y no
sobre otro que tuvicse ¢l tiempo entre localidades igual a cero en fa tabla 5.27 La razon ¢s la siguicnte: estrictamente se
debi6 analizar para cada acco (4, j) con tiempo entre focalidades igual a cero en la tabla 5.2 el retardo correspondiente
asociado al eliminar cse arco y elegir ¢ que tenga mdximo retardo (que es el arco AD) para garantizar una mayor cota
inferior de la duracion de los recorsidos hamiltonianos,

El siguicnte paso consiste en calcular los relasdos correspondicntes a la tabfa 5.4

OpA = 14+2 = 16

~ ‘ fcp = 5+0=5
bpp =2+0=2
Opr=2+0=0
: By = 0+0 =0
O =049 =9
Opp = 0+2 =2

Se escoge el arco BA para efectuar la ramificacion como sigue:
a. Recorridos hamiltonianos que usan cl arco BA
k b. Recorridos hamiltonianos que no usan ¢l arco BA
En ¢l primer caso partinos de fa tabla 5.4 climinando el renglén B y In columna A y haciendo clticmpo de A a B

igual a infinito para evitar circuitos innecesarios, En éstc momento, como AD y BA sc han seleccionado pura formar el
recorrido hamiltoniano hacemos que ¢ tiempo de DA sea infinito, la tabla 5.5 exhibe ésta situacion

TABLA §.5
B C E F
C13 » 5 ¢
Do 9 2 2
E a1 22 » 0
F O 0 0

Conel propésito de tener un clemento cero en cada renglén y columna asi como mejorar Ja cota inferior de los recerridos
.-« hamiltonianos procedemos a restar dos unidades del renglon dos en fa tabla 5.5 para obtener:

TABLA 5.6
- B C EF
i C 13 «. 5 0
\ D o 9 0 0
‘ E 41 22 w 0
] F 0 ¢ 0 ©
G Y sc puede observar gue una cota inferior de los recorridos hamiltonianos que usan BA ¢s 51 unidades de ticmpo.

Una cota inferior de ta duracién de los recorridos que no usan ef arco BA es 51 unidades de tiempo. Una forma
esquemitica de lus ramificaciones y acotacianes desarrofladas sobre los recorridos hamiltonianos se tienc en la figura
5.5 cn donde sc mucstran el resto de las operaciones de manera resumida para flegar 1 demostrar que ¢l recorrido
hamiltoniano dptimo es A-D~C-E-F-B-A con una duracion de 63 unidades de tiempo.



Para verificar que Esta solucidn s oplima, debemos examinar el vértice AD cuya evaluacion por cota inferior s 58
( <63). La scparacion del vértice AD produce: usando FC uni cota de 63y sin usar FC una cota de 67, por lo cual ¢l
circuito propuesto cs dptimo.

FIGURAS.S

La formalizacion del algoritmo es la siguicnte:

ALGORITMO §.1: LITTLE-MURTY

PROPOSITO: Determinar ¢l circuito hamiltoniano de costo minimo dada una matriz de costos. El método utiliza la
propicdad de la matriz de costos reducida para probar la inclusién o exclusin de un arco en el circuito.

DESCRIPCION
Paso 1. Dada la matriz de costos D, se clectian sustracciones en los renglones y las columnas de Ja mateiz D, sin
permitir que aparczeun valores negativos, Con ésto obtenemos una cotu inferior del problema del vigjero al sumar los
elementos que se restaron a los renglones y a las columnas. La matefz D' es la matriz reducida de D.
Paso 2. Sca S un nodo del drboly ev(S) la cota inferior de éste nodo S, con cada arco (i, j) con djj’ = 0, debemos
usar algin arco comenzando en i v penalizario por ai. También debemos usar algdn arco en j, y podriamos penalizarlo

por Bj, con lo cual 6j = ¢ j +8; cs lu penalizacion de no escoger (i, §).S¢ seleeciona el arco que tiene of miximo de los 6

Paso 3. 8i ¢l arco (i, j) no se scleeciona, ev(8) + f;j es una cota inferior. §i ¢ arco (i, j) se sclecciond, catonces la
matriz se reduce omiticndo el renglén iy la columnajj. Buscar la condicion adicionat sobre D' para excluir subcircuitos
posibles.

Paso 4. Scleccione el vértice que tiene menor costo y vaya al paso 1.
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53 EL PROBLEMA DE LA MOCHILA

Muchos problemas industriales se pucden formular como problemas de tipo mochila, por ejemplo problemas de cargo
fijo, scleccion de provectos,corte en inventarios, control de presupuestos, ete. La version mas popular del problema
conticne sdto una restriceion lincal, pero casi cualquicr problema lincat entero y muchos otros problemas combinatorios
sc pucden reducir a €l El problema de la mochila se presenta tansbién como un subproblema cn varios algoritmos de
programacion lincal pura y entera.

Hay muchas versiones distintas def problema de la mochila, en nuestro caso consideraremos ¢l problema de la
mochila 0-1 que sc expresa de la siguicnte mancra:

n
Maximizar ¥ px (5.1)
i=1
Sujctoa
n
IE‘ wix < W (52)
xi=001 i=12,..n (5.3)

donde pi, wi (i=1,2,...,n) y W son niimeros cnteros, En otros términos, suponga que sc tiene que llenar una mochila
con diferentes objctos con un beneficio pi y peso wy sin exceder un peso total dado W. El problema consiste en encontrar
una asignacion factible de objetos para que ¢l valor total de los objetos en la mochila sca el miximo,

Elproblema de fa mochila 0-1 es un caso especial del problema de la mochila acotado, que se define igual que el
anterior y solo dificre en la restriccion (5.3) ya que cn éste caso sc ticne

0 < x; < b, donde x{ cs entero, i=1,2,..,n

Encl problema de la mochila acotado, la mochila se puede llenar con a Jo mds bi objetos del tipo i. En ¢l problema
general de la mochily, que a veces se denomina no acotado, la restriccion (5.3) se relaja a

xi = 0,xicntero,i=1,2,.,n

Sin pérdida de gencralidad podemos suponer que los pardimetros pj, wi y W en los problemas anteriores satisfacen
Ias condiciones:

Piy Wi son enteros positivos i=12..,n

w sW i=12,.,n
n

Zw > W

i=1

Los problemas de la mochila 0-1, acotado y gencralizado a veees se conocen como problemas unidimensionales,
donde ¢l uno sc refiere al nimero de restricciones lincales en el problema. Los més populares son loa de valor
independicnte (cuando wy =pi) y el problema de hacer cambios, éste problema consiste en encontrar ¢l menor ndmero



de monedas de tipos o valores especificados wi que constituyen exactamente un cambio dado V. Suponemos que s
dispone de cada tipo de moncda cn una cantidad flimitada, formalmente ¢l problema es

n
Minimizar iE N

Sujcto a

n
Z xw=W
i=1
xi 2 0,xcnteroi=1,.,n
Observesc que como fa restricci6n en éste problema cs de igualdad no sicmpre existe solucion, a menos que alguna
de las monedas disponibles valga 1,
Los problemas tipoe mochila unidimensionales se pueden generalizar de muchas maneras, la generalizacién més

natural es aquella en que los objetos que tenemos que guardar pucden ponerse en m mochilas, cada una con capacidad
Wj(i=1,2,.,m 1).Scaxjj una variable 0-1tal que xij = 1 si el i-¢simo objeto sc asigna a la j-ésima mochila, El problema

0-1 multimochila, se expresa como

n

m
Maximizar £ I pixj
i=1  j=1

Sujcto a

n
ITwxp < W j=12.,m

Zxj =1 i=12..0

} xj=001 i=1..,nj=1.,m
La primer restriccion significa que en una restriccion factible de objetos no sc sobrecarga ninguna mochila y la
segunda, que cada objelo puede asignarse a o mds a una mochila, pueden formularse de aqui las versiones acotada y

no acotada de éste problema,
Siantes de poner los objctos en una mochila se tienen que comprar, a un costa ¢i para ¢l i-6simo objeto, y se ticne
una cantidad limitada de dinero C, se ticne entonces ¢l problema de asignar objetos a fa mochila que no pesen mas de

W y no cuesten mas de C, entonces ¢l problema se convierte en
n
Maximizar 2 P'xi
=

Sujctoa

Tms
£
B

A
z
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n -
Zyom C

xi=001 i=12..n

En gencral, se pucden introducir muchas restricciones al asignar objetos a una mochila, ¢l problema sc convierte
entonces en un problema de fa mochila multidimensional, donde evidentemente se pueden considerar los casos acotado
¥y no acotado.

Los problemas de tipo mochita a menudo se reficren como problemas de cargo, pero de hecho, el problema de cargo
estandar consiste cn asignar objetos dados con voliimenes conocidos a cajas, que ticnen restricciones de capacidad, con
¢l objeto de minimizar el ndmero de cajas usadas. Sea kj la capacidad de la j-6simu caja y wi el volimen def i-ésimo
objcto. El problema de cargo se define como siguc:

m
Minimizar .}nyj
i=
Sujcto a
m .
]§1 xj=1 i=1.2,.,1n
n
121 wixi  kjyj j=12.,m

yi%j=001 i=1,..,0 j=1,.,m
En un cargo factible, tenemos xi5 = 1 si ¢l i-ésimo objcto se pone cn 1a j-6sima caja, y yj=1 i sc usa la j-ésima caja.
El problema de la mochila acolado 0 no acotado puede también representar el problema de cortar objctos
unidimensionales (por ejemplo la longitud de un papel, vidrio y acero) en piczas pequeiias de valores y tamaiios dados
para maximizar ¢l valor total de las piczas o minimizar ¢l material que sobra,
Este pequefio panorama de las posibles gencralizaciones y modificaciones del problema de la mochila 0-1 indica la

varicdad de problemas del mundo real que se pueden modelar por problemas que provienen de la familia de problemas
de tipo mochila.

REDUCCION DEL PROBLEMA LINEAL ENTERO AL PROBLEMA DE LA MOCIHILA.

Cada sistcma de ccuaciones lineales con coclicientes enteros se pucden transformar cn una sola ccuacion lineal que
tiene ¢l mismo conjtinto de soluciones enteras no negativas que el correspondicnte sistema tineat entero. Entonees, las
restricciones de un problema lineal entero se pueden primero transformar ¢n una Gnica restriccion y asi resolverlo como
un problema de tipo mochila.

El paso bisico del proceso de transformacion agrega dos ccuaciones de tal forma que ¢l conjunto de soluciones
enteras no negativas no sc altera. Describiremos un métode que supone todas las variables acotadas.

Scan las dos ccuacioncs enteras cn variables acotadas
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n
gi(x) =b; 'i§1 aGx=0 j=12 (5.4)

0s xi S up,xicseatero 1=12,..,n

Dcterminaremos ahora los multipicadores vélidos a1y« 2 tales que son distintos de cero y la ccuacién

a1gi(x) + @ 2g2(x) =0 5.5)
implicaque  gi(x) = g2(x) = 0
ya que (5.5) cs cquivalente a gi(x) + ( a »/ @ )g2(x) =0, podemos preguntar por sélo un multiplicador & tal que

g1(x) + apx) =0 (56)
implicaque gi(x) = ga(x) =0
Usando cotas superiores en las variables, gi(x) (j=1,2) se pueden acotar de la siguiente manera;

n

n
bj- _l}il 3itui < gx) s b §§1aﬁ.ui

donde aji+ =max(a;;,0) y a” = min(a,0).

Teorema §.1

El vector entero x que satisface 0 < x = u es'una solucién de (5.4) si y sélo si es una solucion de (5.6) con  que
satisface.

.a > max{b- anu,-bt + antui}

) Ejemplo 5.1
Aplicaremos el Teorema 5.1 al siguicnte sistema de ccuaciones:

xXi-x2+2+xy+x =20
xi -xo-x - =-1

xi=00l1l i=12.06
Porla enumeracidn de todos los posibles vectores 0-1 (x1,¥2,%3,%4,X5,%) encontramos las Gnicas soluciones de éste sistema
(0,1,0,1,0,0),{0,1,0,0,1,1) y (0,0,0,0,0,1). Primero tratamos con dos multiplicadores arbitrarios 1 =1y 2 = L La
ccuacion agregada es de la forma
5xp-xa 4+ X3+ X5-% = -1
y se tienen lus tres soluciones anteriores mas (0,1,0,0,0,0),(0,0,0,1,0,1),(6,1,1,0,0,1),(0,1,1,1,0,1) y (0,1,0,1,1,1). Sin
embargo aplicando ¢l Teorema 5.1 sc cncuentra que  debe ser mayor que 8, Pare = 9, la cevacidn valida agregada

es de la forma

13x1 - x2- 7x3- 8x¢ + x5- 9% = -9
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Una vez que sabemos como agregar dos ccuaciones en una, poedemos aplicar éste proceso iterativamente a un
sistema de ceuaciones arbitrario, Esle método es de uso limitado para programas lincales enteros debido al rdpido
crecimicnto en los valores de los coeficientes conforme s van agrgando restricciones.

METODROS COMPUTACIONALES
Desde ef punto de vista computacional, ¢l problema de la mochila ¢s un problema dificil. No se ha encontrado un
algoritmo de tiempo polinomial para ¢l, y ¢s muy paco probable que tal algoritmo exista, Sc han propucsto varias écnicas
como métados de solucidn para éstos problemas como lus siguientes:

1. Métodos de Reduccién y Aproximacion (del tipo gradiente y Lagrangeano).

2. M¢étodos exactos

a. Redes

b. Programaciéa dindmica

¢. Métodos de Enumeracion (Ramificacion y Acotamiento)

Los métodos del tipo gradiente genralizado son eficientes computacionalmente solo cuando se requicren soluciones
aproximadas.

Los algoritmos de programacion dindmicason clicientes cuando ctvalor de W es pequeiio, cuando éste erece tiende
a scr incficiente porque se requiere un almacenamicnto excesivo, mientras que las téenicas de enumeracion resultan
menos alectadas por ésta desventaja. El caso de la solucién a través de redes formulan ¢l problema de la mochila como
un problema de ruta mas corta, resultan también ineficientes porque se producen redes de tamaiio muy grande

En éste trabajo sélo analizaremos el problema a través de el método de ramificaci6n y acotamiento como veremos
a continuacion,

5.4 METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

Elprimer método de ramilicacion y acotamiento que se usé para resolver el problema de la mochila es debido a Peter
J. Kolesar (1967), éstc método usa la estrategfa de biisqueda por primer amplitud; cl gran uso de memoria de
computadora y los requerimicntos de ticmpo de éste algoritmo se redujeron mucho con el método de Greenberg y
Hegerich (1970) que usa fa estrategia de primer profundidad. Posteriormente Horowitz y Sahni(1974) propusicron un
procedimiento de ramificacion y acotamicnto altamente eficiente, basado en el esquema de Greenberg-Hegerich, este
mismoalgoritmo se obtuvo independientemente por Ahrens y Finke (1975), y se han presentado mds perfeccionamicntos
por Barr y Ross (1973), Fayard y Platcau (1975), Zoliners (1978), Nauss (1976), Suhl (1977), Martello y Toth (1977).

A continuacion, se expone ¢l algoritmo de Kolesar y posteriomente ¢ algoritmo de Martello y Toth (1977) .

ALGORITMO DE KOLESAR
El algoritmo que se propone cs un algoritmo de ramificacion y acotamiento en ¢l sentido de Little, et al.
Este método considera quc un nodo lleva un {ndice i si ¢l articulo se incluye y un fndice i* si no se incluye. Un nodo

con fndice (i,j) signilica que se incluye ¢l artieulo i primero y después ¢l articulo j, micntras que el indice (i*)) significa
que ¢l articulo i no se incluye pero cf j 5i como se muestra en fa figura 5.7



FIGURAST

Sc denota por B(n) la cota superior asociada con cl nodo n. Dado ¢l nodo n tencmos tres categorfas de articulos:

Los articulos incluidos In es ¢l conjunto de articulos que estin incluidos explicitamente en las soluciones contenidas
cn el nodo n; los articulos excluidos Eq como su nombre fo dice estdn explicitamente excluidos de las soluciones
contenidas en cl nodo n y finafmente los articulos no asignados son aguellos que no cstdn incluidos cn ninguna dc las
dos categorfas anleriores, cuando el conjunto de artfculos no asignados enun nodo esvacio, el nodo contiene una solucién
yyano¢s posible ramificarlo mds. En ¢l mismo arbol de fa figura 5.6, el nodo 1 representa la clase de todas fas soluciones
factibles, ¢l nodo 2 representa todas las soluciones factibles que no incluyen al artfcluo j, micntras que ¢l nodo 3
representa afas que siincluyen al artfculoj, el nodo 7representaa todas las que incluyen a j yr perono am. Los conjuntos

I, En para todos los nodos de la figura 5.6 son:

' ) B o=@
k= E2 = (j)
= (}) E3 = @
L =(j) Ey = (m)

dso= () Es = (m)
I =(j) Es = (mr)
Ir =@r) Er = (m)
El caleulo de cotas superiores se basa en dos observaciones. La primera es que la relajacion de fa restriccion de
indivisibilidad en uno o mas de los artfculos conlleva a un nuevo problema de optimizacion cuyo valor Gptimo de la

funcidn objetivo no puede ser menor que el valor dptimo de la funcion objetivo para ¢l rpoblema original. La scgunda
obscrvacidn s que para un problema de cargo en que todos los articulos son perfectamente divisibles, esto es:
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m
Maximizar L, 57

Sujeto a

m
|§1 viwi sW (5.8)

0=<yi=<1 (5.9)

Sc obticne una solucitn 6ptima arrcglando los artfculos en orden decreciente de magnitud de la razén piwi, y
entonces, s¢ comicnza con el primer articulo de la lista, secucncialinente se va cargando cada articulo, hasta que se
alcanza un peso limite W.

Aplicamos ahora éstos dos hechos al cdleulo de cotas superiores. Supongamos que estamos en ¢l nodo n, con los
conjuntos In y Eq como s¢ delinicron anteriormente, antes de caleular una cota superior en ¢l nodo n, probamos la
factibilidad de la clase de soluciones contenidas en ef nodo verificando si

i<
IS W (5.10)

Los nodos que no satisfagan (5.10) no s incluyen enlos cilculos, Para caleular fa cota superior en cl nodonn, dccxmos
que es suficicnte con resolver el siguicnte problcnm'

n
Maximizar _5_‘1 piXi
i=

Sujecto a
n
Z x5 W
i=1
’ xi=1 si ie In
=0 si ieEn
0 <=x =1 siie(mUEy) (5.11)

Lasoluciénde éste sistema es una cota superior enclnodo naplicando la primer observacién, ya que en (5.11) hemos
relajado la restriccion para los articulos no asignados en ¢l nodo n, la segunda observacidn da una solucion dirccta a
éste sistema ya que por una simple transformacion se puede poner en la forma (5.7),(5.8),(5.9). La solucién estd dada
por:

a. Todos los articulos en (InUEy)’ sc ordenan decrecicntemente py/wi y se comicnza con el primer articulo en la lista
y sc continua hasta que el peso total de los articulos seaigual aW- 2§ € n wi.

b. La cota superior en ¢l nodo n, B(n) es igual al valor total cargado ena, mds Zi & m pi.

Para desarrollar la operacitn de ramificacion, se deben tomar dos decisiones, Primero se debe seleecionar ¢l nodo
terminal cn ¢l que se hace la sipuicnte ramificacion, y segunda, se debe seleccionar el anticulo que se deberd sumar ala
lista de articulos incluidos y excluidos en los dos nodos resultantes, lamamos a éste al articulo "pivote”, La seleccion del
nodo a ramificar estd dada por ¢l método de ramificacion y acotamiento, de asignar ¢l nodo terminal al que tenga la
mayor cola B(n). Por otro lado la scleccion del clemento pivole es arbitraria, se desca que la seleccidn sea de tal forma
queclalgoritmo alcance una solucion Sptima mas ripidamente, resolviendo (5.7),(5.8),(5.9) se ticne una buenaseleccion
heuristica. Suponicndo que los articulos originales cstin arreglados en orden deereciente de la razon pifw;, selecciona-
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mos ¢l elemento pivote como la variable no asignada con el mayor pi/wi. En caso de haber empate se selecciona ef primer
articulo que aparece en la secuencia. )

ALGORITMOS52:  Kolesar
PROPOSITO: Resolver ¢ problema tipo mochita 0-1 usando ramificacién y acotamicento.
DESCRIPCION
Paso1
1.1 Prucbe la factibilidad no trivial del problema verificando al menos uno de los fndices i=1,2...,n
wisW
si ¢l problema es factible no trivial, siga a 1.2 si no, pare.
1280 X wi =Wyentonces se pueden vaciar todos los articulos y ¢l problema es trivial, sino vayaa 1.3

13 Ordene los articulos en orden decrecicnte de pi/wi, en lo que siguc se supondré que los articulos estdn ordenados,
vayaald

14Paraclnodo1haga B(1)=0,1i= ¢ ,Ei=¢ yvayaalpaso2
Paso2.
Seleccion del nodo para ramificar
2.1 Encucntre ¢l nodo tcrminal con ¢l mayor valor de B(n). Este es ¢l nodo desde ¢l cual s va a ramificar.

2.2 Prucbe si el nodo actual k, (IKUEY)' = ¢, si es cicrto, hay una soluci6n 6ptima dada por los {ndices contenidos
en Ik, 8i no seleccione el nuevo articulo pivote i* por i* =i tal que py/wi cs miximo para i €(IxUEx), y vaya al paso 3.

* Paso3.
Cilculo dc tas cotas superiores.
318in = n+1, In=I, En=EU(i*) vayaa 3.3

328in = n+1,lh=[U@{*), En=Ecvayaa 33

3.3 Prucbe l1a factibilidad de fas soluciones contenidas cn el nodo nverificando si 2 ie1n vi < W, i la prueba falla
haga B(n)=-999, de otra forma proceda a caleular a cota superior metiendo todos los articulos en ¢l conjunto Iy y
procediendo entonces en forma ordenada i = 1,2,...,n,cargando tantos articulos como sca posible del conjunto (I3UE,)’
hasta que el peso total cargado sea igual a W. El valor total es B(n). Prucbe si ¢l nodo con indice n ¢s par. Si lo s proceda
con 3.2 si no vaya al Paso 2.
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EJEMPLO
Considere el siguicnte problema tipo mochila con sicte artfculos cuyos pesos y valores se dan a continuacién:

ARTICULONo. PESO VALOR

1 40 40
2 50 60
3 30 10
4 10 10
5 10 3
6 40 20
7 30 60

El peso total permitido ¢s W=100. Se desea maximizar ¢l valor de los artfeulos que se van a llevar en la mochila,

Una prucba preliminar revela que el problema posee una solucion factible y no cs trivial, £ wy > 100. Calculamos
las razones pi/w; y reordenamos los articulos, como se mucstra a continuacion con un nuevo indice:

NUEVOINDICE ARTICULONo. PESO VALOR RAZON

1 7 30 60 2

2 2 50 60 6/5
3 1 40 40 1

4 4 10 10 1

5 6 40 20 12
6 3 30 10 13
7 5 10 3 3/10

El primer nodo cs ¢l que incluye todas las osluciones posibles, y la primer ramificacion usa el indice 1 como primer
pivote, y en ¢l nodo 2 se excluye éste indice de la solucién, y la cota superior es igual a ¢

BQ)=p2+p3+p =110
Mientras en ¢l nodo 3 donde éste indice sc incluye tenemos:

140

BG3)=pt+ p2 + p3

Como B(3) > B(2) se ramifica desde aqui, entoncees ¢l indice 2es el pivote y se ticnen los nodos 4y 5 donde se excluye
y se incluye el articulo con indice 2 respectivamente. Calculamos las cotas para éstos nodos, para cl nodo 4 se tiene

B@)=pr+p3+ps+ ps =120
Paraclnodo 5 k
B(S)=p1 4+ p2+ p3 =140

La solucion 6plima sc obticne aplicando en forma repetida el algoritmo, como se ilustra en fa figura 5.8, El 6ptimo
sc alcanza en ¢l nodo 15, El valor total es 133 llevando los articulos 7,2, 4 ¥ 5.
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ALGORITMO 53: MARTELLO Y TOTH
PROPOSTTO: Resolver ef problema tipo mochila 0-1, usando ramificacién y acotamicnto,
DESCRIPCION

Paso 1.(Inicia) Ordenc los articulos en orden decreciente de pifwi, Caleule p = Z'% =1 pj con s=fndicc mas grande

que cumple
. 1
W= wsW
j=1
Siw = W, la solucion 6ptima estd dada por P = p', X =1,j = 1.8 (Xj = 0,j=s5+1,.,n) Parc.

Enotro caso, calcule (M = min {wxj <k < n},j = 1,..0-1),My = @ .ScaU = UBy, p=P=0,(xj=0,j = 1,...n),
i=1, s=n. Vaya al Paso 4.

Paso 2 (Trata de incluir ¢l i-6simo articulo en la solucién actuat). Siw; €W, vaya al Paso 3. En otro caso, si P
p+{Wpi+1/wi+1], vaya al Paso 5 si no haga i=i+ 1y repita el paso 2.

Paso 3 (Conslruvc una nueva solucién actual). Calcule p = pi + Zj=2'pj, con s =ndicc mas grande para cl cual
W o= w + Zj=2'wj < Wys =n(siwi + wy > W, scas =1 -1) Existen dos posibilidades:

3w = Wys <nisiP zp+ p' +{(W-w')ps+ 1/Ws +1], vaya al Paso 6, en otro caso, vaya al Paso 4.

32w =Wos=nSiP = p+p vaya al Paso 6, en otro caso, haga P= p+p (Xj=x,j=L..i-1),(Xj=1j=i,.5),
(Xj=0j=s+1,.,n): si P=U, parc; si no vaya al Paso G,

Paso 4 (Salvar Ia sofucion actval), Sca W = W - w', p=p+p, (x=1,j=1,.,5). Calcule w; =w, pi=p,zi=s+1
(W) =Wj-1- Wi pj=pj1, %= s+ 1paraj=i+1,..,3), (W =pj=0,5=] paraj=s+1,.s);scas=s. Existen tres posibilida-
des:

41s < n-2seai=s+2 5iW <M.y, vaya al paso 5, cn otro caso vaya al Paso 2.

42s=n-28iW = wy,sca W=W-wpy, p=p+py, xa=1. En cualquicr caso haga i=n-1y vaya al Paso 5.

43s=n-1:Seai=nyvayaal Paso 5.

Paso 5 (Salvar la solucién actual), Si P < p, haga P=p,(Xj=xjj=1,..,n);si P=u, parc. En otrocaso (P 2 poP=U),
st xn=1, haga W =W +wq, p= p-pn, Xn = 0; cn cualquicr caso vaya al Paso 6.

Paso 6. Encuentre clmayor k < iparaclcualxx=0.SiR 2 My, hagai=k+1yvayaa 2. Enotro caso, hagai=k
h=k+1yvayaal paso7

Paso 7 (Tratar de sustitir el h-¢simo articulo por ¢l k-¢simo). Sih > noP = p+[Wpy/wn], vaya al Paso 6. En otro
caso haga D =wh-wy; existen tres posibilidades:

7.1 D=0;Hagah=h+1yrcpilacl Paso 7.

72D >0:SiD > RoP = papn, (Xj=x, j=1,..k) (Xj=0, j=k+1,.,n, j=h), Xn=1.§i P=U; si no, haga
R=R-D, k=h, h=h+1yrepitacl Paso 7.

73D < 0:SiR-D < My, haga h=h+1yrepitacl Paso 7. En otro caso, si P 2 p+pn + [(R-D)ph/wy], vaya al Paso

6;sino, haga W =W-wh, p=p+pp,sh=1,i= b+ 1, wa=wn, ph=ph, Za=h+ L,(wj=p=0,7 =] paraj=h+1,.8),s=h
yvaya al Paso 2.
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En cl-paso 1 se mancj6 ta cota superior UB2 que cs igual al masimo valor cotre By y B2 donde :

H
Bi= ;‘5 PV -j§le)r’s+*JWs+zl

1 $
Bz= jflpj + [ps+1-(ws +1-(W - f, W]

Elvector (M;), que también se definié en ¢l paso 1,nos permite saber cudndo, dado el valor actual de W, se pucde
introducir al menos un articulo cn la solucion, ésto es cuando los pasos 2y 3 se sc deben desarrollar. El propésito de los
vectores (pi){wi), (z1) es salvar partes de la solucion actual que se pueden reutilizar supongamos que sc construye una
solucion actual introducicndo articulos deli-ésimo al s-ésimo, entonces cuando se tratade introducir articulos deli-ésimo
(i <i=s), ysinada ha cambiado en fa solucion actual antes deli-ésimo articulo, ¢s posible introducir en la nueva solucion
actual una sucesion de clementos del i-¢simo al s-Csimo,

Un movimicnto hacin adelante se realiza aqui en fos pasos 2, 3, y 4. El puso 2 ¢s solo preliminar al movimiento clectivo
hacia adelunte del Paso 3, donde se construyen las nucvas soluuoms actuales, Enel caso 3.2, p no pucde crecer mis
con ¢l valor presente de i y si vale Ta pena se salva una nueva solucion Gptima, pero el vector () no se abandona, asi
que cs inftil regresar a los valores (xi,...,%)que se han evitado, En ¢l caso 3.1 si la solucion actual encontrada -a través
de movimicntos subsccucntes hacia adelante- mejora fa solucion actual, se continua al Paso 4, de otra forma se siguc al
paso 6,

En ¢l Paso 6 ¢l movimienlo hacia atrds en ¢l k-ésimo articulo cs seguido de un movimicnto hacia adelante solo si R
(el valor de W precedente al movimicnto hacia atrds) es grande y permite intraducir en la solucion al menos uno de los
articulos siguicntes al k-ésimo. En otro caso, un procedimiento particular hacia adelante {Paso 7) se utiliza, basado en
la siguicate consideracidn: la solucion actual se podria mejorar solo si el k-ésimo articulo se reemplaza por un
articulo(digamos ¢l h-¢simo) que tenga una pr mayor y una wy suficicntemente menor que permita introducir al menos
otro dos articulos, esto s, ¢l h-ésimo y ¢t (h+r)-Gsimo con Wh y wh+r menor que Wi,

Asi, ¢l Paso 7 considera los articulos siguicntes desde el k-ésimo hasta el ultimo que pueda ser til. En algunos casos
(7112conD >R o P = p+pni7.3 con R-D < Mp) el articulo considerado se rechaza, ya que no se puede mejorar la
solucién o ya que s muy larga. En cl caso 7.3 con D < Ry P <p+pp, si los reemplazos mejoran la solucién dptima
actual, Py clvector (X;) sc abandonan y la bisqueda comicnza otra vez desde La nueva situacion. En cl caso 7.3 con R-D
2 My, la solucion actual se deja y se sigue una bisqueda hacia adelante normal.

La cota superior del Paso 3.1 sc ha calculado cn la forma clisica de Dantzig, pero se puede caleular como la cota
superior del problema, ésto cs, la prucha seria: P 2 p+p + max {[W-w )ps+ W +2], [Ps-H (Ws 1-(W-w )puiws] ).
En éste caso se pucde probar que la nucva cota cs mejor que fa de Dantzig, pero la anterior requicre menos operacioncs,
que se pucde compensar por el gran niimero de movimicntos hacia adelante y hacia atrds involecrados. por lo cual no
se pucde definir una estrategia absoluta, y solo estudios empiricos en los datos particulares pueden sugerir una seleecion
entre ambas posibilidades.

EJEMPLO
El siguicnte cjemplo ilustra ¢l algoritmo anterior, primero se resuclve aplicando directamente el algoritmo y
posteriormente usando un programa de computadora basado en éste algoritmo, se usG una IBM 55 $X resolviendose

enun tiempo Je

Se dusca resolver el siguiente problema tipo mochila;



MAXZ = 70Xy + 20X» + 39X3 + 37X3 + 7Xs + 5X¢ + 10X7
SUJETO A
31X + 10Xz + 20X3 + 19Xy + 4Xs + 3Xg + 6X7 50
Xj Oenterasj=1,.,7
Aplicando ¢l algoritmo de Martelloy Tath
Scann=7, W=50,donde
(pi) = (70,20,39,37,7,5,10) y (w;) = (31,10,20,19,4,3,6)
Paso1

INDICE ARTICULO N¢® PRECIOS PESO RAZON

1 1 70 k) 2.25
2 2 20 10 2

3 3 39 20 1.95
4 4 37 19 194
5 5 7 4 1.75
6 6 5 3 1.67
7 7 10 6 1.67

H
Calenlamos p = '21 pj donde s es ¢l mayor indice para el cual
i=

£
H]
TMw

w =W
1

§=2:p =70 + 20 = 90, w =41 50 =W

(Mp=min{wkj k nj=1.,0-1}=(3,3,3,3,3,6,);

U=UBy=max{B1,B2} = 90 + max{[9x37/19], [39-11x20/10}} = 107.

P=p=0,(x)=(0,0,0,0,0,0,0),i=1,5=7 ‘

Paso 4.

W=W-w 50-41=9, p=p+p =0+90=90,x1=x2=1;
i=9,pi=90,7=3 (w)=(41,10,00,00,0)

(1) = (90,20,0,00,0,0), (%) =(33,3:4,5,6,7),5=2 n-2=7-2=5dc4.1i=5+2=4,5i9 Mgsiralpaso5 ¢50 < 3? no
ira2, .

Paso 2 iwy < W?219 >9cntonceswy > 9, yP < 90+[9(74)]=105:i=d+1=5

Paso2éws < 974 <9vayaal paso3



Paso 3. Calcular p = pi + X pj con s=6, p =0+12=12, w=0+7=7 < W implica 3.1
P<%+ 12+ [2(10/2)] = 105. :

Paso 4, W=9-7=2,p=90+12=102, xs=xs=L;ws=w* =7, ps =12, 25 =7, W =3, ps=5,76=7,5=6,s =n-1de 43
i=7 .

Paso 5.5i P < p entonces P=p, 90 <102 entonces P=102, (X)) = (1,1,00,1,1,0); P < U= 107

Paso 6. k <ixg=1k=6,R=W=2 W=2+ws=2+3=5, p=102-ps=102-5=97, %,=0. R < Mg ¢ntoncesi=ky
h=k+1 porlo cual,i=6,h=7,

Paso 7. ¢h >n? no, (P 2 p+[W ph/wh]? P =97 +[5(10/6)] = 105 por lo tanto D = wy-wi =9-6=3 >0 ir a paso 6.2
Paso 7.2(D >R?3 >2si, P2 p-+pp, 102 <107 pcro D >R entonces h=h+1 por lo tanto h=8.

Paso7.h >n

Paso 6k=5,R=5W=5+4=9,p=97-7=90,xs=0.R Ms:i=6

Paso 2.‘w5 <9

Paso3s=7,p =S5+10=15w =3+6=9=Wdc32P <90+15 P=105 (Xj)=(1,1,000,1,1); P <U.

Pas0 6. k=2, R=9,W=9+10=19,p=90-20=70,x,=0.R > Mai=3

Paso 2. w3>19; P <70+[19(37/19)} =107 :i=4

Paso 2, wy=19

Paso3.s=4,p =0+37=37,w =0+19=19=Wde32P < 70437 P=107.

La figura 5.8 muestra ¢l drbol de decision para éste ejemplo:

FIGURA 5.8

r;mz ' P:107 (1,0,0,1,0,0.0)

"z
€3,1,0.0,1,1,9 DR
?=103
€1,1,0,0,0,1,0)
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CONCLUSIONES

Comao ya hemaos mencionado antes, tanto el problema det agente vigjero, como ¢l problema de la mochila son
problemas de optimizacion combinatoria para los cuales no existen algoritmos eficientes, esto es, con ticmpo de
computadoraacotado por un patinomin cn n, donde 1 es clndmero de nodos. Los métodos de ramificacion y acotamicato
presentados requicren una biisqueda exhaustivaca el espaciode soluciones donde ¢l tamaio es exponencial eo ol ndimero
de nodos, entonces en el peor de los casos el tiempo de computadora cs exponencial en ¢l namero de nodos.

Para ¢l casa det problema de s mochita se presenté un algoritmo reciente elaborada por Martello y Toth que ha
mastrado scr eliciente sin embargo se han seguido elaborando algoritmos que han resultado ser mis répidos, tal es el
caso del algoritmo de D. Fayard y G. Platean, como se muestra en a tabla siguiente, donde se comparan los ticmpos en
milisegundos delalgoritma de Martelloy Toth MT 78 y f de Fayard y Plateau FPK 79 para problemas con 50, 100, hasta
7500 vasiables, se dan los ticmpos promedio y entre paréntesis fos tiempos miximaos,

T FPK 79 MT 78 )
50 66 (13.2) 103 (202)
100 | 132 (313) 20 (312)
500 | 500 (105.46) 1107 (151.3)
1000 | 839 (1428) 2038 (2682)
00 (1652 (266.0) 6.1 (469.9)
S000 {3909 (5320 1109.0 (1370)
7500 {5336 (10420) | eveen eeeeee

. _)

En cl caso del agente viajero se presenté un programa de computadora basado en ¢l algoritmo dé Little, aunque a
tiltimas fechas se siguen perfeccionando algoritmos para ¢l caso del agente vigjero, 6stos se refieren a casos de multiples
agentes viajeros y otras variaciones del problema. Aqui s6lo consideramos ¢l caso del agente viajera clisico.
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CONCLUSIONES

Este trabajo ha estudiado ¢l método de ramificacion y acotamicnlo, tanto en su propia cstructura asi como los
métodos clisicos que se han desarrollado, las aplicaciones que se presentan, pretenden mostrar la amplia aplicabilidad
del método. En el caso del agente viajero se proporciona un programa que resuclve ¢l problema basandose en ¢l
algoritmo de Little et al.

El método de ramificacion y acotamicnto como se ha podido ver tiene vigencia, y In tendrd micatras se requicran
resolver problemas de investigacion de operaciones que conlleven una gran cantidad de cdleulos y de almacenamiento
de informacion. A pesar del gran avance que existe cn cuanto a velocidad y capacidad de almacenamiento de las
modernas computadoras, s¢ siguen presentando este tipo de problemnas, por fo que s¢ puede decir que los métodos de
ramificacion y acotamicnto todavia tienea un largo camino que recorrer, no sélo mejorando en sus propios aspectos,
también el desarrollo de la computacion trac consigo desarrollo para la R-A, ¢l caso mas reciente es cl de la computacion
paralela que cn nuestro pais todavia no se aplica; sin embargo dada ta magnitud de los cambios y avances tecnoldgicos
asi como la velocidad con que ¢stos sc estan desarrollande, no dudemos que ¢n menos de cinco afios ya estemos

" trabajando con este tipo de sistemas.

La aplicabilidad del método de ramificacion y acotamiento es tan amplia que es imposible tratar aqui toda la gama
de problemas que resuclve, tal s ¢l caso de problemas de secuenciacion, de rutas de vehiculos, de asignacion, ete. Con
esta inquictud cn mente se tratan de presentar los casos mids representativos agui y se lista en un anexo una cantidad
considerable de articulos que se reunicron y que se ponen a disposicion de los interesados en el tema.

100



APENDICE A

PRINCIPIO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO : MITTEN

Aunque ¢l procedimicnto de ramificacién y acolamicnto se ha aplicado a varias situnciones particulares, el desarrollo
de un principio gencral sc produjo como un sucesor de tales aplicaciones. Bertier y Roy (1965) fucron los primeros ent
presentar una teorfa general para camificacion y acotamiento. Balas (1968) recseribié ésta teorfa cn una forma mis
simple. Més tarde Mitten (1970) generalizd y extendio un poco mas el trabajo de Balas. Esta presentacion sc basa ¢n las
ideas de Mitten y Balas.

Un problema tipico de ramificacion y acotamiento sc describe a continuacién. Sea S un conjunte arbitrario cuyos
elementos se denominan soluciones factibles, y sea 38 - R una funcitn real tal que

supe s [(x) =

El objetivo en cl problema de opfimizacion disereta ¢s cacontrar ¢l conjuntoe de soluciones factibles 6ptinias
denotado por § ={x [x €S8 yi(x) = { }, Ensituacioncs anémalas puede suceder que S =,

El problema original (recuentemente se anida en un problema mayor que involuera suposiciones menos restrictivas
{por cjemplo, una restriccién cntera en un problema de programacidn pucde relajarse para facifilar el cdleulo de fas
cotas}. Para éslos propdsitos se introduce un superconjunto no vacie T (donde § € 'T) junto con una funcion de extension
g: T~R de la funcion { con los requerimicntos siguicntes

(a) g(x) = (x) cuandox € 8
(b) Existe unax €T talque g(x) =

Una bucaa parte det arte de aplicar los métodos de R-A consisie en escoger Ty g que praduzean procedimicntos
computacionalmente eficicntes.

Los métodos de R-A tratan con subconjuntos y colecciones de subconjuntos de T. Para introducir estos elementos,
sca 7 ¢! conjunto de todos los subcoajuntos de T o ¢l conjunto potencia de T, y sea V el conjunto de todas fas colecciones
de subconjuntos de T, esto es, 1 =2! ¥ v=2" Entonces Tijer csun subconjunto de T y cualquier v EV ¢s una
coleccién de subconjuntos de T. Para abreviar a veces se referird a una coleecion de subconjuntos v simplemente como
una "coleccion”.

En &ste trabajo {x} es ¢l conjunta que contienc un @inico elemento x y la unidn de todos los subconjuntos en cualquicr
coleecibn v se denotard como U(v), es decir U{v) = UT;, donrde la unifn cs sobre 10dos los subconjuntos Tiv.

Un clemento intportante en los desarrollos snbsecucntes es ¢l conjunto V=V vy U’y = S} que consiste de
todas las colecciones de subconjuntos cuyos elementos incluyen todas las soluciones factibles optimas. La meta del
procedimientp de Ramilicacion y Acotamiento es identificar explicitamente uno de los clementos de T*. Si § =@,
clarameate T = ¢4.
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Para climinar soluciones no factibles, cs necesario que se identifiquen . Este esbisicamente un requerimicnto
impuesto en cf procedimiento computacional empleado y se introduce explicitamente a través de las siguicntes
suposiciones.

(1) E! procedimicnto computacional especifica una coleccion vo con lus siguicntes propiedades:

(a) Los clementos de v conticnen solo soluciones no factibles es decir U(vo) € T-S.
(b) Todos los subconjuntos no lactibles con un sdlo clemento estdn incluidos en vo,
es decir, si x €T-S, enlonces {x} € vy

Sc supone que vo estd bien definido, esto ¢s que para cualquicr subconjunto . Ti € T se pueda determinar que
Ti€ Vo o no. Nétese que (b) s una regla minima ya que dada una solucién x €T, s posible determinar cuando cs
factible o no. Si existen métodos disponibles para determinar st los subconjuntos de mas de un clemento conticnen todas
las soluciones no factibles, entonces vo contendrd mas subconjuntos que ¢l minimo preserito en (b) y en consecuencia
s¢ podrd mejorar la clicacia del procedimicnto de R-A.

RAMIFICACION

La operacién de ramificacion divide los elementos de una coleecién dada en subconjuntos. Las propiedades
necesarias de ésta operacion se describen a continuacion, y el analista ¢s responsable de crear reglas especificas para
una situacion particular.

(1) La regla de ramificaci6n es una funcion B: V-V con las siguicntes propicdades:

(2) U[B(W)] = U(v);
M) TP € B(V)solosiTy CTiew
(c) B(v) = vsiysolosivconticnc un subconjunto Tj consistente de mas de un clementa.

Las condiciones (a) y (b) establecen que la regla de ramificacion B divide los clemeatos de 1a coleccién v ¢n
subconjuntos que colcctivamente incluyen los mismos puntos que la coleccion original v, La condicion (c) asegura que
si existe al menos, un subconjunto divisible en v éste se encuentra dividido en subconjuntos propios.

ACOTAMIENTO

Los métados de R-A emplean dos tipos de cotas -una cota inferior sobre f'y cotas superiores en ¢l valor de g(x) sobre
subconjuntos de T.

(II1)La regla de la cota superior ¢s una funcién B:t »R con las siguientes propicdades:

(a) g(x) = B(T) paratodax €T; CT,;
)BT =BT Ty Cc T CT
(©) B({x}) = g

La condici6n (a) establece que para cualquicr punto en un subconjunto Ti exisle una cota superior, la condicién (b)
asegura que climinar puntos 2 los subconjuntos Tj no produce colas superiores mas altas, mientras que la condicion (c)
ascgura que [a cota inferior de subconjuntos con un s6lo clemento no se picrden innccesariamente. Por convenicncia
notacional, se suponc tambiéa que B(§9) =- (o un valor finito apropiadamente pequedo).

(1V) La rcgla de la cota inferior es una funcién b:V-R con las siguientes propiedades para cualquicr coleccion v:
(a) b() =1
(b) LIB(V)] = bv);

(c) b(v) ={(x)six €S y {x} €w
() b(W) =b()siv Cvy, paratodeT; € v, cotonces Ti ew 6 B(TH) < b(v).
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La condicion (a) asegura que la cota inferior sicmpre ¢s menor que of valor dptimo, Ly condicion (b) estableee que
dividir los conjuntos en subconjuntos no reduce of valor de la cota inferior b(v). La condicion (c) asegura que que
cola inferior sobre conjuntos no se picrde innceesariamente, a condicion (d)establece que un subeonjunto Ti, que cs
sabido que no es factible (es decir Tievo ) o dominado [i.c., B(Ti) < b(v)], no puede afectar elvalor de 1a cota inferior

b(v).

Para cualquier coleecion v, elsimbolo v- scrd usado para designar la subeoleceion que conticne aquelios clementos
de v que estdn dominados o se sabe que noson factibles -estoes, vo=(vNva) U {Ti|Ti € vy B(T1) < (v)}. Asi,ningiin
clemento de v- pucde contener una solucion factible optima.

RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

La operacion recursiva de Ramificacion y Acatamicnto consiste ¢a formar nucvas coleeciones de subconjuntos de los
cuales se han excluido aquelios elementos que se sabe no contienen una solucion fictiple dptima, Especificamente

(V) La operacion recursiva de R-A es una funcién B:V—+V con la propicdad de que, si B(v')=v, entonces
B(v) =v-v-. Entonces, la [uncion recursiva de ramificacion y acotamicnto usa la regla de ramificacion para dividir los
elementos de la coleecion vien subeonjuntos. Aplicando las funciones de acotamicato B y b a la nueva coleccion v se
definc la coleccion v de subconjuntos de v que son dominados o no factibles. Quitando los clementos de v de v se
obticne la nucva coleccion B(v).
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APENDICE B

En éste apéndice se desarrolla un cjemplo sencillo det Algoritmo de Land y Doig;: Se aplica ¢l algoritmo a un problema
de programacion lincal cn dos variables sin restriceion de variable discreta.

Sea ¢l problema de optimizacida discreta:
(B.1) MAXIMIZARZ = CX + DY
SUJETO A
(B2) AX+DY B
(B.3) Xvector columna con componentes ¢nlcros no negalivos
(B4 Y=0
) Dondc Z es un cscalar, B s un vector columna de m renglonces, C*, X vectores columna de ng renglones, D', Y
vectores columna de (n-n1) renglones, A matriz de orden m por ny ,y D matriz de orden m por (n-ny). Una solucidn
factible al problema cs aquella que satisface
EnJa figura siguiente sc puede ver que Ia funci6n (representada por la familia de rectas paralelas) alcanza el méiximo

en (X1, %)

FIGURA B.1

las restricciones de variable discreta limitan el conjunto de soluciones factibles a los puntos que estin en el conjunto
original para los cuales ambas coordenadas son enteras; en la figura 2.2 sc muestra el conjunto completo de soluciones
factibles para ¢l problema de programacién discreta
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el cual consta de 10 puntos, es ficil ver que en &ste caso la solucion méxima cs xy= 3, x2= 3 (indicada por ¢l punto E).
El procedimiento para egar a clla-se puede deseribir como "mover hacia abajo Ia funcion lineal hasta encontrar un
punto cntero”

FIGURA B2

DESCRIPCION DEL METODO

Este método usa sistemdticainente paralelas en el hiperplano en términas de reducir fa funcion objetivo hasta encontrar
un punto ca ¢l conjunto de solucioncs factibles con coordenadas enteras, en las dimensiones que se especilican, Esto es
en principio, ya que en la prictica no sc tieae la facultad de "ver™ un hiperplano en un espacio de o dimensiones, en
términos de determinar si conticne un punto cuyas n coordenadas son enteras. Los métodos nimericos sélo pucden
examinar un punto a fa vez, pero al pasar ¢l hiperplano de una regidn a otra no se debe omilir ningiin punto entero.

~Silacotasuperior de fa funcidn en cualquicr clapaes 7 entonces se ha demostrado que hay una solucién no discreta
con un valor mas alto del maximando que Z™,

Considerc el conjunto convexo de soluciones de un prablema de programacion lineal y ZX cualquier valor factible
de la funcion objctivo, que estd unicamente asociado con una posicién definida del hiperplano, que en general corta al
conjunto convexo de n dimensiones y en ¢l caso especial del valor 6ptimo toca al conjunto convexo de n-1 dimensiones,

Por cjemplo la figura B.3 representa una intersecci6n con un conjunto tridimensional.

FIGURA B3
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Los puntas xq, x2y x3 son las intercepeiones del hiperplano con Ibs tres gjes respectivamente y el arca sombreada
representa of conjuinio convexn gue estid dentro de fas restricciones del problema de programacion lincal ordinario. En
tal caso el conjunto de n- 1 dimensiones tendria un minimo y un maximo para cada variable como se muestra en la figura
B4

FIGURA BA

i ZX = 2% csto es, of hiperplano ¢s ¢l asociado con ta solucidn optima del problema de programacitn lincal
ordinario,cste conjunto convexe consistitia normafmente de un Gnico pusto (@ menos que tuviera sofucioncs upnmas
multiples). Es también cicrio que, para cualquicr valor del maximando ( posicion del hiperplano ) liay un valor minimo
y uno méxino (que pucde coincidir) para cada variable, consistenic con las restriccioues del problema de programa
ci6n lincal ordinario.

Conocicndo un valor particular de Z, los valores minimo y méximo para enda variable sc conocen asi comoun posible
valor entero de cada variable para la posicidn del hiperplano, Si no hay al menos uni posible valor entero para cada
variable catonces se puede decir inmedintanente que no hay solucién al problema en o valor del maximande,
Desafortunadameate lo inverso no ¢s cierto, of hecho de que cada variable tome un valor entero en algin punto o puntos
en cl conjunto no es condicion suficicnte para que haya una interseecion de esas coordenadas enteras en cf conjunto y
por lo tanto una solucion factiblc.

Ya que hay un valor minimo y un valor miximo p:x‘m cualquicr variable Xk en un valor particidar de Z, de aqui se
sigue que, se pucden definie dos funciones min X y max Xy eatre Xy y el hiperplano (valor de 2).

La condicién entre éstas dos funcioncs y ¢l problema fundamental puede demostrarse a través del siguicnte sistema
de desigualdades.

(BY) OCx+dy-z =20

(B.2) Ax+Dy =b
(83) xz20
(B4) y 20
(B5) z 20

Esic sistema define un conjunto policdrico convexo en un espacio de n + 1 dimensiones y como ¢l plano proyectado
de un canjunto convexa es convexo, la proycecion de éste conjunto cn el plano (xx, z) producird un pnlimno CONvexa
cuya cota superior (inferior) es una funcion concava (convexa) de fa abscisa. Tal poligono se mucstra en latigura B.S,

El valor Z quc tomit z cn el punlo mas alta del pnilg,(mn ¢s el maximo valor que puede tomar sujeto al sistema de
desigualdades dado. Esto es equivalente a decir que 2" eselvalor Gptima de fa funcida zen ¢l problema de programacion

lincal con restricciones (B.2), (B.3') y (B). Mis aiin Xx toma ¢l vafor X&'~ en &sta solucion. (st Xy no estuviera en fa
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. basc dptima, ¢l pico del poligona podria estar en el ¢je de 7). Las cotas del poligono son las funciones min Xk y max Xk,
Estas funciones se pucden caleular resolviendo las dos familias de problemas de programacion fincal definidas por (1.17),
(8.2), (B.3Y), (B.4) y (11.5) con funciones "minimizar X" y "maximizar X" para todos los posibles valores de Z usando
programacidn lincal paramétrica. Un polizono de dos dimensiones de éste tipo podria determinarse para cada variable
x det problema original discreto.

FIGURA B.5

zZo .

Zk<2)
2k<1)
3 [ { & )]

min.x¥

b79 1)

.

Enla figura B.5, X cac entre los valores 2 y 3. Sicl min Xy y el max X s¢ trazan reducicndo z de 7 hasta que sc
encuentra un primer valor entero de Xk en cada uno. Los dos valores Zx(2) y Zx(3) sc obtienen de éstaformacn la figura
2.1. Esto es equivalente a examinar la trayectoria que setraza por dos puntos especificos de la interseeci6n del hiperplano
funcional con ¢l conjunto canvexo de solucionces factibles, cuando el hiperplano sistemdticamente se mueve hacia atrds
de su posicién maxima 2. Se pucde decir de 2x(2) que es una cota superior del maximando ya que al no haber un valor
mas alto de z pucde xk tomar un valor cntero

La solucidn del problema de programacitn discreta se desarrollard usando sistemiticamente éste argumento, En
" aras de facilitar la exposicién definimos un conjunto de problemas subsidiarios P(j) como sigue

P(j): Maximizar z sujeto a las restricciones (B.2), (3.3") y (B.4) y las restricciones adicionales en cl sentido de que j
de las variables x son enteros no negativos (j=0, 1, 2,..11).

Sea §j cl conjunto de todas las soluciones factibles a problemas del tipo P(j) y sea S el conjunto de soluciones no
factibles a cualquicr problemadeltipo P(j). El problema particular en que por cjemplo, x2y x4 se restringen a ser enteros
no negativos, sc escribird P(2; 2, 4) y ¢l conjunto de sus soluciones factibles se escribe S2(2, 4). En ¢sta notacion, la
soluci6n requerida cs ¢l clemento de Syg para el cual 7 se maximiza. £

*1 valor de z de Esta solucion estid acotado por el
méximo de z sobre ¢l conjunto Su1.1 el cudl estid acotado por ¢l midximo de z sobre Sa1.2 cte. La iltima cota superior
alcanzada de ésta mancraes 2, ¢l miximo valor de z sobre So.

REGLAS PARA AUMENTAR ARCOS Y NODOS
En el Paso 0, cldrbol consiste de un sélo vértice etiquetado 2 que es un clemento de So,
La decision quc ahora sc toma ¢s: dado que xe estdenla base de 2% sc restringe a tomar valores enteros no negativos,

. " 1. v .
esto ¢s, fa atencion se centra en cl problema P(4;r), Seaxe=x;" ¢n 2, Las funciones min xr y max Xy s¢ trazan hasta los
puntos ({xr')],;z,.,.) ¥ [x,‘)] + 1, 7ep) respectivamente, donde:
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0 .
{xc '} es el mayor entero menor o igual a X,
Zrm ©5 ¢l méximo valor de z sujeto a P(0) y la condicion x¢ = [XrOI, y

ZrM ¢s ¢l miximo valor de z sujeto a P(0) y la condicion ¢ = [‘(, 1+

Los nodos 7em y 7M. si existen, son elementos de Sy, Se ha visto, asi mismo, que ambos pueden evaluarse resolviendo el
problema de programacion estindar en (n-1) variables, i uno de esos pmbl\.nms dice "maximizar z sujcto a P(0) y a
Xe =% |y no vs factible, entonces no existe 7on ¥ s¢ aumenta un nodo a 8. Esto unphc.l que Sy no conticne un clemento
para cl cual xe =[x}, por lo cual solo los valores de xe que satisfacen xdxe] + | nceesitan considerarse en el desarrollo
del drbol. Si no existen Zem ¥ 2eM, entonces Xe no se puede restringir a un valor entero y por lo tanto ¢l problema no posee
solucion factible. Se adicionan entonces los dos arcos y nodos al Paso 1

Del Paso 2, 2! = max (Zem,zen) al calcular Zem y 2eM, se ha examinado cadavalor de zentre 2L y '1_‘, yse ha demostrado
que z ¢s el maximo valor de z que es compatible con un valor eatero de xe, Supdmgase que xe=venz, ésta ccuacién se
aumenta al problema como una nueva restriceion que se aplica a cualquicr rama del dirbol que se traza después de 2.
La variable % se elimina de los cileulos, reduciéndose de ésta manera, las dimensiones del conjunto de soluciones
exploradas a (n-1), y cada cota by se reduce por una cantidad a;rv. Esta nueva restriceion es vilida con respecto a las
solucioncs de P(1;r) sobre ¢l rango de valores de z para el que ¢l @inico vator entero permisible de sp es v, La exteemidad
superior de éste rango ¢s ¥, ¥a que fa cota superior del poligono de la figura B.5 ¢s una funcion concava de la abscisa,
el extremo inferior debe ser z(v-1) 0 g(v+ 1). El mayor de ¢stos dos es la segunda mejor solucion de £(1; )", Uno de
los valores vecinos yase conoee (es ¢f min(zm, zea)) ¥ una cota superior para ¢l otro se pucde cacontrar por extrapolacién
de una funcion apropiada para xe. Si ésla cota superior excede el otro valor vecino, clvalor z correspondiente se podria
determinar en forma cxacta. Los arcos y nodoss del Paso 3 sc aumentan al drbol.

Para ilustrar éstc argumento, considere el problema de dos dimensiones mostrado en la figura B.2,
Paso 0. La solucién en A proporciona cl primer vértice del 4rbol, z°
Paso 1 Se sclecciona la variable x2 y se determinan los puntos B (x2=2, z=um=2(2)) y C (x2=3, z=22m = 22(3)).
Paso2z! =zMparav=3
Paso 3 z* no es la solucion final, ya que x2 =4 cstd completamente alucra del conjunto convexo So, z3(4) cstd en S. El
tinico posible valor entero de x2 para todos los valores de z que satisfacen 22(2) < 7 5 22(3) es xa=3; ésta restricci6n cs
vélida para la recta CD que es un subconjunto unidimensional del conjunto de soluciones factibles de P(0).
Paso 4 x) esté ahora restringido a valores enteros. Uno de los nucvos vértices (z1m) estd cn Sz yelotroen §
Paso 2 z’=z;m > 72\

Paso3 7% cs un clemento de S2; enlonces el punto E, correspondiente a 7* ¢s la solucion requerida, En éste punto,
x1=2,x2=3

Claramenic en cualquicr etapa de la solucién, las dnicas variables x que pueden violar las restricciones discretas son
las que estén cn la basc actual. Entonces, restringiendo sucesivamente cada variable en fa forma que se deseribié
anteriormente, s¢ cncontrard una solucion factible de P(n1) o se demostrard que tal solucion no existe.

En el caso gencral, la primer cota superior en L funcion 2 ¢s la solucion optima a P(0). La segunda cota superior
esz' <232 cs la solucidon dptima de P(1;r). Esta segunda cola superior se puede afinar encontrando fa solucion optima
a todos los problemas de tipo P(1) y scleccionando al menos uno de cllos como z°. En éste andlisis es mds cconbmico
en términos de esfucrzo computacional trazar las funciones min y max de una sola variable ¢n cada ctapa.

Si z! no cs una solucidn para P(ny), sc escoge una nucva varixble x entre aquelius que estin en la base de 2! El Paso
4 consiste en trazas las funciones max y min de ésta variable a los respectivos valores cateros mas cercanos por aeriba y
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por debajo de su vaor en 2!, Esto aumenta dos sucevos nodos al frbol, y def paso 2, 22 es ef méximo valor de z tomadg
sobre ellos y dos valores veeinos 7(v-1) y 7e{v + 1) de 2. El argumento completo se puuk repetir enz2” reemplavando 2
como Ia cata superior actual en el valor Gptimo de z. Continuando Lﬁu. proceso, se forma un drbol doade cada uno de
sus nodas representi un conjunio copocido de restricciones enteras (24, por cjemipta, re presenta Xe=v), Una ramilica-
cibn termina si alcanza un nodo de $” Podemas concluir de aqui que: si todas las ramas terminanen S el problema no
tiene solucion factible o st se aleanza un nodo 2/, todas las variables X soa eateros no negativos. En principio, restricciones
npmpnd'ys se aplican a cualquicr variable x que no se ha restringido por un valar entero, y un nodo 2 en Sat se afcanva
con ¢l mistno valor 2 que el nodo ctiquetado 2, Ya que los nodos ctiquetados son cotas superiores e la funcidnz” debe
ser la soluci6n dptima requerida,
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APENDICE C

RESULTADOS Y ANALISIS DEL EXPERIMENTO DE GUPTA.

Cada una de las 27 estrategias se probaron con todos los problemas, en un sistema de computadoras CDC 6500, con la
excepcidn del problema 19, todas las estrategias pudicron resolver cada problema en menos de 240 segundos de ticmpo
de cjecucion. El problema 19 resultd ser el mis dificil de resolver va que 2 de las estrategias (K, L, N) = (1,2,1) y(1,2,3)
no pudicron encontrar soluciones Sptimas dentre de un licmpo limite de 500 scgundos. Dos estrategias mds, (3,2,3) y
3,3,3) gencraronsubproblemas para el problema 19 para los cuales el codigo OPT no pudo siquicraencontrar soluciones
Optimas continuas; Aunque las 23 estrategias restantes s encontraron soluciones dptimas a éste problema, algunas
estrategias tardaron casi 500 segundos en llegar a ta solucion final.

El hecho de que 4 estrategias fucran incapaces de llegar a la solucién final de uno de los 22 problemas de prueba
resta poco al comportamicnto de estas estrategias o del codigo OPT ya que fucron exitosas para todos los demis
problcmas,

Criterios de Jerarquizacion de Estrategias.

El costo significativa para cjecutar un programa entero no lineal es ¢l tiempo de solucién de la computadora, Por
eso decidimos usar el ticmpo de solucion como el indicador inicial del comportamiento de las estrategias. Se encontrd
que nucstros problemas de prueba tenian una amplia variacidn en ticmpo de solucion, que iba desde menos de 0.5
segundos a casi 500 scgundos. La Tabla 1 presenta los ticmpes promedios de solucidn, los peores y los mejores tiempos
de solucion, También du la proporcion de los peores a los mejores.

Ya que nucstro principal interés es comparar varias estrategias de seleecion de heurfsticas, nodos y variables para
ramificacion, primero caleulamos los tiempes promedios de solucion para cada problema de prucha tomados sobre Jas
9 combinaciones mientras s¢ mantiene ¢l valor de los pardmetros fijado en uno a la vez. Los resultados se muestran en
las tablas C,1,C.2,C.3. Como se muestra en 1a Tabla C.1, ¢l promedio total de los tiempos de solucidn para la opeion 2
de la seleccion de variable a ramificar { ¢s decir, seleccionando fa variable entera mas fraccional) es de 19.766 sepundos,
lo que ¢s significativamente menor que los promedios totales obtenidos por las otras dos opciones de scleecion de
variable.
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TABLA CL

Tiempos Promedio de Solucion para fas Opciones de Varlable a Ramificar

Problema k=1 k=2 k=3

1 1323 0.891 0.891
2 13.018 10.224 11972
3 0.760 0.760 0.759
4 0.466 0.467 0.466
5 6.257 6.241 6.251
6 0.564 (.563 0.561
7 1.053 0.755 0.759
8 2.702 2.410 2400
9 3.265 3.240 3.262
10 0.726 0.730 7.282
11 2,134 2078 2.081
12 4.867 4.794 4.788
3 13.099 13.880 14,034
14 11.507 11.766 13316
15 1168 1372 1.367
16 0.754 0.557 0.561
17 124,705 92828 107971
18 78.826 44470 124.033
19 271.261 157641 262.163
20 53.250 70459 74403
21 1.945 1.949 1.940
22 6,720 6768 11210
Prom.Tot. 27.361 19.766 29.658

.

Similarmente la tabla C.2 mucstra que 1a opein 2 de scleecion del nodo es significativamente peor quc las otras dos
ya que su ticmpo promedio total de solucion cs refativamente muy grande
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TABLAC2

Tiempo Promedio de Solucidn para las Opeiones de Scleecion de Nodos

Problema L=1 L=2 L=3

1 1.036 1,038 1.032
2 14.396 11.157 10.562
3 0.760 0.758 0.761
4 0.469 0.406 0.464
5 6.256 6.242 6.251
6 0.562 0.565 0.561
7 0.852 0.851 0.864
8 2420 2,688 2.405
9 3254 3.254 3.260
10 0.676 0.840 0.668
1 1.785 2721 1.788
12 3.920 6.579 3.950
13 1017 20910 9922
14 10.277 16,110 10.253
15 1.297 1346 1.277
16 0.611 0.651 0.610
17 83.139 157.788 83.467
18 76.187 105.564 68.912
19 162.101 398.140 178.578
20 62.455 73.898 62.429
21 1.950 1,936 1.949
2 7,968 8,671 8.059

Prom. Tol. 20.563 36,462 20.819

La Tabla C3 indica que las heurfsticas na proporcionan ninguna ventaja importante para reducir el tiempo de
célculo. :



" TABLAC3

Ticmpos Promedio de Solucion para fas
Opciones de Scleecion de Heuristicas.

Problema  N=1 N=2 N=3

1 0.981 1145 0.980
2 10.093 16.414 9.607
3 8711 0.854 0.713
4 Q.441 06518 0.440
5 5 6.176 6.802
6 0.534 0.622 0.530
7 0.737 06916 0915
8 2333 2731 2.399
9 2554 4658 2.555
10 0.69%0 0.798 0.696
11 1785 2266 2,243
12 4.355 5.985 4.110
13 12394 16190 12418
14 12,000 12550 12,039 °
15 1304 1353 1,252
16 0.624 - 0.665 0.583
17 103.813 123919 96.661
18 79.389 85.895 85372
19 189.179 221.563  242.506
20 57.682 83.749 57.351
21 1.906 2,021 1.908
2 7.959 8.816 7922

Prom, Tot. 22.604 27264 25.000

Hemos hechio éste andlisis considerando tan sélo los ticmpos de sotucién reales. Una mirada mas minuciosa a los
tiempos de solutcién, indica una bucna cantidad de ticmpo gastada en Jos problemas 17, 18, 19y 20, Por Jo cual un simple
promedio total de los ticmpas de solucion podria ser cagaioso debido al peso diferencial. Asf decidimos hacer otra
comparacitn usando "ticmpos de sofucion normalizados” en lugar de fos tiempos reales,

Tiempo de Solucion Normalizado (NST) Para dar igual importancia a cada problema de prucba sc usa cl sigaicnte
procedimicnto para normalizar los tiempos de solucién:

- L.Scatjjcltiempo de solucion para fa estrategia i-Csima para sesolver el problema j-6simo, y 1 que denota ol ntimero
de estrategias que pudicron alcanzar la solucion optima final para ¢} problema j-ésimo dentro de un limite de tiempo
especificado de 500 segundos (i =1,2,...,27; j= 1,2,..,22).

2, Se forma la suma Sj = Eitij doade la suma se toma sobre todas las estrategias i gue podrian resolver el problema
jasi, el tiempo promedio Je solucion para ol problema j-ésimo es Aj = Syn; (= 1,2,..,22)

3.8c forman los ticmpos de solucion normalizados (NSTy) para fa estrategin i-&simu que resuclve el problema j-ésimo
como NSTjj=i/Aj. )

Ya que ¢ tiempo de solucion promedio normalizado para cada problems es una unidad, los resultados de los

problemas de prucha ahora son comparables, y s¢ pucden hacer comparaciones dicectas. Una estrategia con ticmpos
de solucion normalizados mas hajos {menos que unoj leadria una punticeion mcjos que una estrategia con tivmpos de
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solucitn normalizados mas altos (mayor que uaa), Para evaluar el comportamicnio de las estrategias se usa el siguicnte
procedimicnto

1, Primero se calculan tos tiempos normalizados de solucion (NSTy) para cada estrategia y problema de prucba,

2. 8¢ forma la suma 8Ty = INSTj, y el proemdio AVi=STiN;, donde Nj ¢s el nimera de problemas resuceltos por la
estritegia i,

3, 8¢ jerarquizan fos Gempos normilizados de solucidn promedios para cada estrategia, siendo la mejor estrategia
agquélla con ¢l menor valor de AV,

La jerarquizacion y tiempos promedio normalizados de solucidn sc mucestran cn la tabla C.4 Se pueden hacer las
siguicates obscevaciones:

1.Ninguna de las 12 cstrategias mas altas utiliza ni ramificacion del nodo mas nuevo ni laimplantacion de fa heurfstica
A. Dc hecho, Sstas 12 estrategias consisten de fa combinacion exclusiva y exhaustiva de las olras estrategios de scleecion
{un disciio (3)(2)(2)).

2. Las mejores cuatro estrategias utilizan la variable entera mas fraccional como laestrategia de seleccitn de variable
para ramificacian,y Ins siguicntes 8 estrategias usan las otras dos estrategias de seleecitn de variable para ramificar, El
patrén de la estrategia de seleccion de variable entera mas fraccional siendo mejor que lus otras dos estrategias continita
cuando una combinacion de seleecion de nodo y seleccion de heuristica estd fija, y asi se puede concluir que fa estrategia
dela variable entera mas fraccional cs una estrategia relativamente mejor que las otras dos estrategias para la seleccion
de variable a ramificar cn estos probicnas,

TABLA C4
Jerarquias de cstrategias
JERARQUIA K L N Promedio NST
1 2 3 1 0.779
2 2 1 1 0.790
3 2 3 3 0816
4 2 1 3 0.839
5 1 3 1 0.867
6 3 3 1 0.869
7 1 1 1 0877
8 3 1 1 0.897
9 1 3 3 0.909
10 3 3 3 0.917
1 1 1 3 0.932
12 3 1 3 0.989
13 2 3 2 0.994
14 2 2 3 1.009
15 2 1 2 1.026
16 3 3 2 1.031
17 2 2 1 1.037
18 3 2 3 1.093
19 1 1. 2 1.099
20 1 2 3 1.108
21 3 2 1 1.109
2 3 1 2 L113
2 1 3 2 1133
24 1 2 1 1141
25 2 2 2 1.193
26 1 2 2 1257
27 3 2 2 1373

114



Anflisis de Variancia, Para poder hacer comparaciones estadisticas se us6 el paguete SPSS para analizar los datos
proporcionados por los tiempos normalizados de solueion para el propdsito del andlisis de Ta variacion, Antes de
considerar la tabla de andlisis de variancia, es interesante examinar los valores promedios completos de los tres
parfmetros de seleceitn, Las tablas C.5, Coy C.7 presentan los promedios completos para la seleccion de variable,
para ramificacion, scleecion de nodo y tas estrategias de seleccion de heuristica, Los resultados son consistentes con fas
obscrvaciones hechas previamente, La estrategia de seleccion de variable entera mas fraccional funciona mejor que las
otras dos cstratepias de seleceion de variable, mismas que se comportan mas o menos igual. La scleccién del nodo mas
reciente resulta ser la peor de las estrategias de seleceion de nodos. La estrategia que usa estimaciones parcee
comportarse mejor que la que selecciona el nodo con la menor cota. Ninguna de las heurfsticas ofrece una ventaja
computacional.

TABLA CS

Valores Medios de NST para las
Estrategias de Seleecion de Variable a Ramificar

Primer indice menor 1.03
Variable mds lraccional 0.94
Scudo-costos 1.04°
TABLA C6

Valores Mcdios de NST para las
Estrategias de Scleccion de Nodos.

Nodo de Mcnor Cota 0.95
Nodo mis reciente 115
Estimacion 092
TABLA C.7

Valores Medios de NST para las
Estrategias de Seleccion Heuristicas

No Heurfsticas 0.93
Heurfstica A 114
Heuristica B 0.96

Con éstas observaciones cn mente, sc puede examinar el andlists de variancia en ta Tabla C9. Los resultados atkt
mostrados indican que existen diferencias significativas entre los promedios de tiempos de solucion para los cfectos de
las tres principates estrategias de seleccion. Esto no debe causar sorpresa dada fa discusin anterior, La tabla tambicn -
indica que no hay dilerencias signilicativas debidas a interacciones de dos vias.Esto da evidencia de que los tres
parfimetros de scleccidn estdn independieates ¢l uno del otro.
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( TABLANoCS

Analisis de Varianza (Tiempo de solucion normalizada) .

Fucnte de Suma de DF. Cuadrado Forarbn Signi

Variacién Cuadrados Mcdio ficancia

Efcctos med. 12,000 6 2.000 30621 .00

S.de Var 1.243 2 062t 9513 0.001

S. de Nodo 5.783 2 2.892 44272 0.001

S. de Heuristica 4.937 2 2469 37.796 0001

Iteracion Dable 0.229 12 0019 0293 0991

Variable-Noda 0.076 4 0.019 0292 0883

Var-Heuristica 0.010 4 0.002 0037 0997

Nodo-Heuristica  0.142 4 0.036 0.545 0.703

Iteracioncs triples  (0.251 8 0.031 0480 0.870

Var-Nod-Heurls 0251 8 0,031 0,480 0.870

Explicados 12480 26 0480 7349 0.001

Restantes 36,773 563 0.065

Totut 49.253 589 0084

(. J
TABLA C9
Jerarquias de estrategias
JERARQUIA K L N Promedio NLP

1 2 3 1 0.781
2 2 1 1 0.802
3 3 3 1 0.827
4 1 3 1 0.836
5 1 1 1 0.839
6 2 3 3 0.840
7 3 3 3 03851
8 3 1 1 0859
9 2. 1 3 0862
10 1 1 3 - 0.899
11 1 3 3 0.902
12 3 1 3 0906
i3 2 3 2 1013
14 2 1 2 1.040
15 3 3 2 1.044
16 1 1 2 1075
17 1 3 2 1.082
18 3 1 2 1.096
19 2 2 3 1101
20 2 2 1 1.108
21 3 2 3 1131
22 1 2 3 1143
23 3 2 1 1.190
24 1 2 1 1.200
25 1 2 2 1218
26 2 2 2 1,249
27 3 2 2 1302
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Otro criterio de Jerarquizacion de Estrategfas,

En el procedimiento de jerarquizacitn anterior hemos comparado los ticmpos normalizados de solucién que sc han
caleulado a partir de sus correspondicntes tiempos de solucion reales, Frecuentemente el tiempo de solucién depende
de lo siguicnte:

1. El sistema de computadoras usado para ¢l estudio

2. El programa de computadora usado para resolver ¢l problema. En éste caso, ¢l programa BBNLMIP involucra
lo siguicnte:

a. El codigode R-A para computadora donde todas las operaciones 16gicas de R-A s llevan a cabo excepto resolver
los problemas continuos no lincales y

b. El cédigo no lincal OPT que resuelve todos los prohlemas continuos intermedios. Ya que ¢l tiempo de
computadora depende del sistema de computacién del cddigo de R-A y del eddigo no lincal (OPT en auestro caso), la
jerarquizacidn de las estrategias también podria depender de éstos factores. Es por ésto que se usa también otro criterio
de jerarquizacion para hacer comparaciones dondce éstos lactores no tienen ningdn efecto,

Este criterio compara ef niimero de problemas no lineales continuos resucltos en lugar de los tiempos de solucion.
Los problemas continuos que se resuelven bajo una estrategia particular de R-A de hecho definen cl drbol correspon-
diente de R-A y es por esto que estos problemas quedarian iguales sin importar cl sistema de computadora,el c6digo
de R-A y el algoritmo no lincal usado para resolver ¢l problema,

Sctabulé el namerototal de problemas continuos no lincales resucltos por cada estrategia y un procedimicnto similar
a aquel usado para nosmalizar los ticmpos de sulucidn se usd para normalizar ¢l ndmero de problemas continuos no
lincales resucllos para cada problema. Las estrategias se jerarquizaron segin su valor promedio del ndimero normalizado
de problemas no lincales (NNLP). Los resultados se ven en la tabla 10

Nétese que las doce esteategias mejores son las mismas, Ninguna de cllas hace uso ni de Ia ramificacién del nodo
mas reciente ni de la implantacion de la heurisiica A, Las mejores dos estrategias siguen siendo lus mismas. Las
jearquizaciones de las otras estrategias no cambian significativamente. Los promedios totales para los pardmetros de
scleccion sc encucntran en fas tablas C.10, C.11y C.12. Notese que los resultados son similares a los de las tablas C.5,
Ce6yC7

- T
TABLA C.10

Valores  Medios  de NNLP para  las
Estrategias de Scleccion  de Variable a Ramificar

Primer indice menor 1.02
Variable mis fraccional . 098
Seudo-costos 1.02

\.

(— TABLA C.11 )

Valores ~ Medios de NNLP para  las
Estrategias  de Seleccién  de Nodos.

Nodo de Menor Cola 0.93
Nodo mis recicnte 1.18
Estimacién 091
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TABLA C.12

Valores Medios de  NNLP  para las

Estrategias  de Scfeccion Heuristicas
No Heuristicas 0.94
Heuristica A 112
Heuristica B 0.96

118




	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. La Técnica de Ramificación y Acotamiento: Enfoque Clásico
	Capítulo II. Programación Entera Mixta: Enfoque Clásico
	Capítulo III. Análisis de Sensibilidad
	Capítulo IV. Aplicaciones en Áreas Específicas: Programación no Lineal
	Capítulo V. Aplicaciones: El Problema del Agente Viajero y el Problema de la Mochila
	Conclusiones
	Apéndices



