
· .. 

<) 
/ ,-._ 

"'! .J 
r.--".::t!__,t 

,,/ 

' ' TECr\iICAS DE RAl\tIIFICACION 

y 

ACOTAL\1IE1'TTO. 

ANALISIS METODOLOGIA 

y 

APLICACIONES ~ ' 

ALUNINA: 

IDALIA FLORES DE LAMO TA. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INTRODUCCION 

CAPITULO l. 

INDICE 

LA TECNICA DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO ENFOQUE CL\SICO 

1.1 DESCRll'CION CONCEPTUAL DE RAl\llFICACION Y ACOTAMIENTO. 

1.2 ELAIUIOL DE BUSQUEDA 

1.3 ESTRATEGIAS OPERATIVAS EN ELALGORITl\10 BASICO 

1.4 EJE!\IPLOS ILUSTRATl\'OS 

1.5 REFERENCIAS AL CPITULO 1 

CAPITULO 11. 

PROGTl.\l\IACION ENTERA r.llXTA:ENFOQUE CLASICO 

.2.1 EL ALGORITMO DE LAND Y DOIG 

2.2 EJE!\IPLO ILUSTRATIVO 

2.3 EL ALGORITl\10 DE DAKIN 

2.4 EJEMPLO NUMERICO 

2.5 CO!\IPARACION CON EL l\IETODO DE LAND Y DOIG 

2.6 ALGORITl\IO DE DRIEllEEK 

2.7 REFERENCIAS AL CAPITULO 11. 

CAPITULO 111. 

ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

3.1 CONSIDERACIONES HASICAS DE PROGRA:'>IACION 

LINEAL\' ANALISIS DE SE:\'.SIBILIDAD 

PAGINA 

3 

4 

lO 

16 

17 

19 

23 

25 

27 

30 

38 

39 



3.2 RESULTADOS PARA R,\l\llFICACION Y ACOTAl\IIENTO 

3.3 EJEl\IPLOS ILUSTRATIVOS 

3.4 ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA EL ALGORITl\10 DE DRIEllEEK. 

3.5 REFERENCIAS AL CAPITULO 111. 

CAPITULO IV. 

PROGRAMACION NO LINEAL 

4.l EL PROBLEMA NO LINEAL Y SUS CARACTERISITICAS 

4.2 CONDICIONES DE KUIIN·TUCKER 

4.3 ESTRATEGIAS DE RAl\IIFICACION Y ACOTAMIENTO PARA 

PROBLEMAS DE l'llOGRAl\IACION ENTERA NO LINEAL 

4.4 ALGORITMO DE GRADIENTE REDUCIDO GENERALIZADO 

4.5 EJEMPLO USANDO EL PAQUETE GINO 

4.6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

4.7 REFERENCIAS AL CAPITULO IV 

CAPITULO V. 

EL PROllLEl\IA DEL AGENTE VIAJERO Y EL l'ROBLEl\IA DE LA MOCl!ILA 

S.I EL l'ROBLEl\IA DEL AGENTE VIAJERO 

S.2 ALGOIUTl\10 DE RAi\llFICACION Y ACOTAl\llENTO 

5.3 EL PROBLEMA DE LA l\IOCIIIL\ 

5.4 l\IETODO DE RAl\llFICACION Y ACOTMllENTO 

5.5 REFERENCIAS AL CAPITULO V 

CONCLllSIONES 

Al'ENmCES 

PAGINA 

42 

44 

S3 

SS 

S7 

62 

6S 

68 

74 

7S 

76 

78 

81 

86 

90 

99 

100 

101 



INTRODUCCION 

Es mu)' diCíl·il l'onstruir una únka teoría cap;ÍJ. Je dcscrih1r 

loJo el universo. E11 \'CZ de ello, nos vemos fom1Jns, de 

nlnmc1110, a dividir el prl)hlcma en v¡¡rias panes, invcnl•mdo 

un cierto mime ro tk tcorfas p;1rci<ilcs. 

Slephrn \V. Hawking. "Historia del Tiempo' 

La loma de decisiones ha estado presente a lo largo de toda la historia de la humaníd;1t.l. Sin embargo la racionalización 
y sístematí1ací(rn de esta tarea en problemas industriales y públicos de en\'er~adura, solo íué posible hasta lincs de la 
Segunda Guerra ~lundíal al desarrollarse lo que hoy conocemos conrn l. de O. Dos factores importantes eontluycron e 
impusieron un r;ípido crecimiento a la nueva disciplina, como base íund;trncnlal para la loma de <kci.sioncs en todas los 
csíeras ele la socied;1J: 

El primero íué el progreso sustancial en la modclación matemática y la consolidadón del método símplcx para 
resolver probkmas de prngr;1m;icíón lineal, desarrollada por el matcm:ítico G. Dantzig, así como la programación 
dinámica, la teoría de inventarios y la teoría de colas que estaban rclativ:unente bien desarrolladas antes de tinalizar los 
años 1950. 

El segundo factor es, la irrupción del computador digital que proporcionó al tomador de decisiones una tremenda 
capacidad en velocidad de cómputo, almacenamiento)' retiro de iníormación. Permitiendo la aplicación y popularización 
de las herramientas convencionales de la l. de O. 

Estos factores han dejado profunt.la huella duranle estos primeros ·10 años de desarrollo de la l. de O. El prime.ro 
de ellos, sobre todo la programación lineal, tuvo un papel predominante en las técnicas de solución de problemas, 
mientras que el segundo juega un papel de apoyo al primero, al permitir efectuar largos procedimientos de dlculo. Esto 
ocasionó una de las primeras desvirtuaciones que tenemos de la l. de O., la de reducirla a una simple h.:rramienta de 
solución de problcn1as, m<is atin, de coníundir la investigación de operaciones con b programación lineal, este hecho se 
manifiest;i en planes de esludio, de maestrías en administración y diversas licenciaturas donde existe la materia de 
Investigación de Operaciones, con programas correspondientes rclatirns a la progr:1111:1eión lineal. 

La Investigación de Opcracionc.<, tuvn sus orígenes a lo largo de la segund:1 guerra munllial. La ciencia ha contribuido, 
desde los tícmpns de Arquímedes, a aportar idc:1s destructoras, y en las dos grandes guerras de este siglo diú su ayuda 
técnica para hacer posil'lc el desarrollo de sus principales armas, desJ-: la am~tralladora hasta la bomba ah'>mica. En l;i 
úlLima guerra, los analist~1s de opert1dom:s n1ilitarcs se encontraron lrahaj:rndo en lug,nn.:s cxtraf1os y en i.livcrsas 
círcun~tancias. En llurma hubo matem(tticos que discutieron probbnas artilleros con soldados brit:micos, en l'rinccs 
Risborough, un cuartel segur~> fuua de Londres; unos qui micos, en comhinach'm con colegas economistas v~tloraron la 
capacidad destructora de un:1 b1,mha; hubo genernles que consultaron la cstrate~ia de ills carros de combate en la 
campaña de ltaliJ ctm hinquírnicns y aho~ados; un fammo zoólogo brit~nico fue el humbre dave en el trazado de un 
plan de bombardeo sobre l'antellaria; olicialcs de marina pusieron bajo s·~creto a estadísticos y cntomt\logos, en rc:1lción 
con las pérdidas de submarinos en el Pacifico. Fue un ínlc'n.so, irrc~ul:tr y paralll>jico intercambio de ideas entre 
aficionados y prn[c.sionalcs de la guerra, que produjo algunos éxitos bri!bmes, sin embargo hubo m:ís fracasos que éxitos, 
pero el balance final es impn:,,ionante. 

Lo que apnrt;irnn los científicos a los problemas opcralivos -;iparte de sus conncimientlls especiales- íue su aspecto 
cícnlifico. De hecho ésla fué su principal contribuciún, aportaron ideas nuevas, t.ksed1:irnn cPnceptt>S precnncchidos y 
obraron ~{,In ant..:: la C\'id.:nci:1. El C:1lcult1 de prob;iliilidade'; rué ~lt hcrramiL'nl;i indi~:pl'll'iah\....-. l' hider1.Jll u::.n de su l1:rirfa 
m::ís stllil y dl' su té en ka 1n;i~ clic;1z. n11 cstu\'iL"ron li111itad1 ),; por a~:i,H11;1s d~ bl.H1ralori1l, sinn qut.~ :;u guí:1 in~...:parahlc f uc 
el si~tl'ma l'Xpi.:rin11..:nl;1I. Sin cmh:1q!n a pesar dt: h:ihl'r cmpt.:1'~1do en la _t.lll'rra, b im·L'slit~:1ci1:J11 de opcr~H."io111.:s, :-.e ha 
iJo cxtemfü.:ndo a J;¡ inrcnit:ría, las 1..·umutiicaciot11.:s, la min¡:ría, los 11cgocins, b 111;wufadu1 a y otras r .1m~1s de b indu~tria. 



En llUl'Slro país la lnw,1igaciún de Operacinnl'.S es realmente muyjnvcn l'" que hasta hace aproxi111;1Ja111cnte vdnte 
mlos se l'n111r111ú a lral1:1jar en forma !".islcm;iliL·a. El primer pa:-;o en este .. ~cntiJo fue la fa111ili:iri1adú11 con las l6.:niL'JS 
kbil'as de la l. de O. l'omn es de cspcr;irse, al principin - y al'IUalmenlc tlld:1vi:1 sucede pero en mcnnr grado- lo que se 
hito fu0 rnpi"r las aplical'in111:s dcsarrnllaJas sin ninguna crealividaJ o l':ifuerrn por usar las herramientas de la J. de 
O., por lo que son, instrumentos <.le trahajl> par;¡ la sulUl:iún lk prnbkrnas. 

Conviene sciialar que las ideas que mueven a la l. de O. han sido serialaJas lksdc hace mucho tiempo, no en el campo 
cicnlíliw, pero si en el •irnl>itn anislico. Un ejemplo típico es la l'ila Jcl c01cbre escritor inglés \\'illiam Shakespeare, 
quien nn sahía de la Jnvestigacic'in de Opc·raci1mcs, pero si de su,; a<pcctlls m:is importantes. El aconseja en Enrique IV 
partl' d11s que la planeaci1'1n de mrnklCls que "''correspondan ccrtcr:unente a la realidad es perjudil'iaL En el Acto 1, 
escena 3 el Arzubispo Je York y sus allcgaJns deliberan si ohtcndr:m exito al dejar 25 000 hombres en batalla en con Ira 
Je! rey Enrique IV. En este contexto Lord Bardolph dice: 

Cuando tonemos la intención de construir, e11.aminamos primero el emplazamiento, después dibujamos el plano: y 
cuando vemos la forma de la CJSJ. entonces calculamos el costo de la con~trucción. Si cncontramo:> que excede de 
nuestros recursos lque hacemos entonces? Reanudamos nuestro proycc~o sobre un plano menes amplio o renun· 
ciamos por completo a cons.truir. Mucho más es neccs:irio todavía en ésta gran emprc3a, que consiste casi en 
desarraigar un reino para elevar otro, e3tudiar nuestro terreno y nue$lro plano. Mas es preciso partir de una base segura, 
consultar a los OlCpertos, hacer l.l cuenta de nuestros propios recurso~ pJra ~:it:er si !a accién en que nos empeñamos 
podrá mantenerse contra la acción opuesta: de otro modo, es formar IJ.$ tropas sobro el papul y en cifras y cmplc;ir la 
palabra hombre cm vez de hombres reJJcs. Nos ascmejariamos al que dibuja el plano de una casa sin recursos para 
construirla, y que. abandonándola a med1.J hacer, deja la pa11e que ha levantado con grandes ga~tos conio una esclava 
desnuda destinada a recibir los llantos de las nubes. como una presa condenada a soportar b tiranía del riguroso 
Invierno. 

Shakespeare. Enrique IV PaMe 2. 

El creciente uso de la l. de O. ha hecho que sus técnicas se vayan desarrollando y diferenciando más, teniendo un 
desarrollo propio cada una de ellas. Entre olras podemos identificar la Teoría de Juegos, Teoría de Cobs, Simulación 
Digital, Procesos Estoc;1sticos y Optimización; la tabla l nos muestra esc¡uem;ílicamcnte ésta idea, y desagregamos el 
modulo de optimización debido a la importancia parn el presente trabajo acuerdo a los diferentes problemas que 
resuelve. En forma semejante podríamos desagregar cada modulo Je la tabla 1, pero no es objeto de é;te trabajo. 

En relación a las técnicas de oplimización podemos decir que la Programación Lineal se ha usado con éxito en la 
solución de problemas referentes a la asignación de pcrson:1l, la mezcla Je materiales, la distribuciíin y el transporte y 
las carteras de inversión. La progr;1mación din:ímica se ha aplicado con buenos resultados en (ircas tales como la 
planeación de los gastos Je comercialización, la cstrawgia de ventas y la pi a ne ación de la producción. La teoría de colas 
ha tenido aplicaciones en IJ solución de problemas referentes al eongeslionamicnlo del tr;ílico, al servicio de m:íquinas 
sujetas a descomposl u ras, a la detcr111in:1ción del nivel de la mano de olira, a la prugramaciún del Lriltlco áereo, al di serio 
de presas, a la programación de la proJucciún y a la administración de hospitales. Ülras técnicas de Investigación de 
Operaciones, como la teoría de inventarios, la teoría de juegos y la simulación, han tenido exitosas aplicaciones en una 
gran variedad de contextos. 

En cuanto al módulo de optimi1ación es convcnienle puntualiz:1r que :ilgunos problemas reales, exigen que sus 
soluciones sean enteras, esto es, las variables de dccisi{1n licnrn scntidn s.iln si adqui"rcn valores enteros. Por ejemplo, 
es neccsrio con frecuencia asignar hombres, m'1quin:1s y •1ehículos a las aclivi<.ladcs, en cantilladcs que lkhcn ser cnt"ras. 
Esta rcstricci<m es difícil Je manejaroe en forma matcm:itica, sin emb;trgo, se han hecho al~unos progresos en el 
desarrollo de procedimientos de soluciún para el caso Je problemas Je pro!:ramaciún lineal, sujetos a la rcstricci{m 
adicional de que las v;1riabks tic decisión (todas o algunas) deben tener valores enteros. 

El origen de los métodm de solución Jcl problema de la prngramación entera se remonta al afio de 1958, cuando 
Gornory rropU!iO una tt.:cnica para gclh..'f~lr Sl1lu<.:ioncs cnlcrac:; U'iando p1 lH;ramacit'1n lineal. (.'omo co11scc:ucnci:i de esta 
idea se c.k'larrollaron dif ... ·rLnlc.s mLloJu:; y SI.! han t.:!'lrritlJ divcr:io.s cúdig\1~ d.; (.'l)ll1J>lll~1i..:iún a ni\'cl cnmcrcial. Entre los 
m0tndos Uc soluciún que se c.Ji:.~pone se put:den mencionar: 

11 



a) Métndll Je planos de enrie 
b) ~kinJ" de lbmiGcaciún y Acolamiento 
e) Métndll de la tcll!ia de ~~rupns 
d) Métodns de la pr11gramacil111 <linJmica 
e) Mét.,Jns heuri,tir.is. 

El métmln <le planos de enrie es pc>ell cGcicnte compu1acion;1lmenlc para el problema general <le programadún 
entera y requiere demasiadas itcr;ici1rnc>. DebiJ11 a cslas <le,il'cnlajas este méllluo no se utili'"' para resolver problemas 
grandes <le programación c:nlcr¿t 

Los métodos de teoría Je grupos resultan teóricamente interesantes pero son poco eGcientes. Los métodos J., 
programación Jirdmica y los hcuríslico:; 1icncn una cGi.:icncia estrechamente relacionada con el problema a que se 
aplican. 

Un enfoque cldsirn a los probkma.< de programaciím lineal entera también conocidos como problemas Je optimi-
7.ación discreta ha sido usar el rnétnd" simpkx (i!'norando en consecuencia la restricción entera) y después, si es 
necesario, rcJ,mdcar los valores no enter1is. Je la solución óptima result:inle. Aunque a menudo ésto es adecu:1Jo, 
existen riesgos en éste enfoque. U11ll de dios es que l.i solueión óptima d1.: programación lineal no ncccsarbmcntc es 
factible después de redondearla. Asímismll es difícil saber, en que scn1ido dcbe rcdon,lear.;c la solución para marllencr 
la foctibiliJaJ. Incluso puede ser necesario cambiar el valor Je :1lgunas \'ariablcs en una u m:\s unidades Jcspué~ del 
redondeo. 

Aún cuando la solucitín óptima Je programación lineal se redondee Je manera satisfactoria, existe todavía otro 
riesgo. No hay garantía Je que e>ta soluci<\n reJondcaJa sea la solución óplima entera. Por estas razones, resulta útil 
contar con un proccUimicnto clicicnt~ de solucilm par .1 nht..:na una soludún l1ptima entera, las técnicas de Ramilicación 
y Acotamiento han resultado ser muy clieicntes en éste sentido. 

En éste trabajo se rc,isa el método de Ramilicaci6n y Accilamicnto (R-A), en la solución <le problemas enteros, 
lineales y no lineales, y algunas Je las krnicas que implantan c.qe método y se aplican a distintas problemáticas enteras. 
El método de R-A, consiste cscncialmc·ntc en di,i,lir clconjuntn Je soluciones factibles de un problema en subconjuntos 
donde se buscará la solución óptima, dcscchandn aquellos que bajo un cri1crio o una cola no son suceptibles de tomnrsc 
en consideración. alwrrant.lo con é>to una considerable c;intiJaJ J~ tiempo y esfuerzo. Actualmente las técnicas de 
ramiGcación y ncot:mticuto se c.,tán cm pirando en vari<Js campos Je aplicación tales como: prohbnas de distribución, 
secucnciación de instalaciones, agente ,·i:ijcro.rulas Je whículos, el prublcma Je la mochila, problemas de programación 
no lineal; el progreso que se ha tenido"' Jd1c en gra11 parte al desarrollo llUC han tenido bs computadoras, ya que por 
su gran velocidad se tiene una solución m.ís exacta y rapida sin necesidad Je recurrir a métodos aproximados. 

Conviene mencionar que se dispone también Je paquetes computacionales que usan ramificación y acolamicnlo(R-
A) en sus procedimientos Je .solución, tales corno el Llt'DO para rcsohw problemas de programación lineal y entera 
y el GINO p;1ra problemas no lincaks. r\dcmás se están desarrollando al~urilmos de R·A para computación paralela. 

El objetivo de éste trabajo es el an:ílisis <le l;is bases tl'liric;h, dcsarrollci, clasificación, implantación y comparación 
de las Ji5lintas técnicas Je ramiGcaciún y acot:unicnl<'. asi como b prcscnlal'Í[lll de algunas de las aplicaciones clásicas 
y otras rccicntc.s nws tHJVcd1isa. Con un enfoque de síntesis y apli,·acioncs, presentar d estado del arle Jd método de 
ramlíicaciún y acotami~nlO. 

El trabajo cst:í organi1ado de la si~ui,·nt•· m:incra. En el primer c:ipitulo, se Jdinc el problema y se cst:iblcce el 
método ti~ r:1miricaciún y acot.in1icntn. El r:1pitul11 dns, r~visa d rnfnquc cl:í>ico del métodn par:1 prngrarnaci\m entera 
mixta. En el capítulu lrcs. ,;~ d,·etúa el :1n:disis de scn,ibiliJad. En el cuartn c·;1rit 11l1J, se rcvi>:1 la programación IHl lineal. 
El quinto c:1piluh1 se ;1plka una t~cnira di.: r;imi!ica .. ·i·.·Hl y a1.:"ol.m1ic.:1110 a prohkmas c:l:í.'iil'l'S. Finalmente se presentan 
h1s conclusionl's del lr Jhaj1 l dcs;1rroll:tJll y ~L' agrl'f;lll tn:s ap·¿ndin:s qul! ;1pl1y~in algllnas asl!vi.:racioncs que si: hacen a 
lo largo del trab:1j11. 
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CAPffULO 1 

LA TECNICA DE RAMIFICACION Y ACOTA~llENTO: ENFOQUE CLASICO 

•El segundo (principio). era Ja di\isión de c;1dJ una de las 
dificultades con que tropieza Ja in1cligcnda al invcslig:ir Ja 
vcrdaJ, en tantas panes como fuera ncccs.irio para resolver· 
las.\' el último (principio),consis1ía en hacer enumeraciones 
1an completas y generales. que me dieran la scgurid.1d de no 
haber incurriJo en ninguna omisión• 

Descartes, Discurso del ~fé1oJo, Vo! 11. 

El procedimiento de ramificación y acolamien!O (R-A) proporciona una metodología de búsqueua uc la solución óptima 
en un problema de oplimi~aciún discreta. En el métouo de R-r\, el conjunto <le soluciones foctiblcs se paniciona en 
subconjuntos m:ís simples (Esto es lo que se debería hacer en la práctica, si uno está buscando por ejemplo una aguja 
en un pajar. El pajar es grande y es imposible buscar en iodo simuh:íncarnenle, así que se puede dividir visualmente en 
lado derecho e izquierdo y seleccionar uno de ellos para buscar la aguja, manteniendo el otro lado en espera para buscar 
después si es necesario). A continu:1ciún un subconjunto prometedor se selecciona y se hace un esfuerzo para encontrar 
la mejor solución factible y se almacena esta información, en algunos c:1sos pPdría darse por terminado el método. Se 
par!ic.iona nuevamente el subconjunto en dos o más subconjuntos m:'is simples (bajo la operación denominada 
ramificación) y se re pile el mismo proceso 

Este capítulo se desarrolla como sigue: En la primera sección se dcseribc el problema de oplirnización <liscre!n y los 
elementos básicos del método de R-A. La sc¡;unda seceións<: presenta el algoritmo bf1sico de ramiocaciún y aco1amiet110 
ye! árbol de búsqueda que registra el desarrollo del algoritmo. La tercera sección se describe las distinlas opciones que 
hay para ramificar y desarrollar la búsqueda de la solución cip1i111a. Finalmente en la cu arla sección se exponen algunos 
ejemplos ilus1ra1ivos muy generales. 

1.1 DESCRIPCION CONCEl'l'llAL DE RA~llFICACION Y ACOTA~llENTO 

El método de Ramilicacilin y Acolarnienlo (R-A) , surgido hace dos décadas, ha resultado ser una de las mejores 
herramientas pdclicas para la soluciún de problemas de np1imi1aciún discreta. Su :1lraelirn radica en la habilidad de 
eliminar implkilamenlc grupns gr:11Hl..:5í de solucinncs pnlL'lu:iak·" sin ci,,aluarlo'\ t!.\plídlamt'.nlt:. t\ SL'mL"janza de I~ 
prr>gramación uin:imica. la 1 écnica de ramilicaciim y acntarnienln es una cslra1q;ia, y como !al se debe combinar con la 
csln1t·tura del prnblcma c'pecílico que se desea resoll'cr, para así formar un al¡:nrilmo uc soluci[in :1<lecuau,1. 

Hay muchos problemas de oplimizaciún <li~t·rcta para los cu:1lcs los mclodos "directos" o no existen o wn incr.c:1ccs. 
Los problemas pueden 'er t:iks que bs rc,trictinnes o Íllnri,rn(cs) objctivn(s) son no cúnvcxas, o que lodos o algunos 



<le h1s v;ilnrcs cstan restringi<los a valores discrctns. La t0cnic;1 de ramilicadírn y acotamiento nos posibilita resolver 
pn1hk111as "dil'írilcs" usando !ns m~tndns existentes para la solución úe prohlcnws "f:iciks". 

Suponga que se desea resolver un problema "dificil" úc optimización discreta, como el siguiente: 

Minimin1r cº(x) 
Sujeto a 

gt0(x)?: O, 
!Oº(x)?: O, 

g~;0(x) ?: O 
xE xº 

donde el conjunto x0 denota el dominio pcrmitiblc de optimización por ejemplo el octante positivo úcl espacio 
n-cuclideano, x denota un vector (xt, x2,. ... xn) y !;iº(x) son las funciones que restringen el problema. Un vector x que 
satisfoga las rcslrkcioncs y se encuentre en el dominio de optimi1~1ciún se dice que es una solución fatlibk, y uno que 
además minimiza la función objetivo es una solucilin ÚJ2l.Í!llil. 

Existen cuatro razones importantes para <1ceptar ampliamente los algoritmos de rnmilicación y acotamiento en la 
optimización discreta: n) El método es c1inceptualmcntc simple y fácil de clllcnder, b) Es fácilmente adapt;ible a un 
amplio rango de situaciones problcm:íticas, e) es ajustable para su implantación computacional y d) Los métodos 
alternativos usualmente no están disponibles. 

La cstratcgía de aplicación de método de R-A se basa en la premisa de que el problema que se va a resolver tenga 
los siguientes atributos: 

a) Naturale1.a Combinatoria. Un problema combinatorio tiene como mínimo las siguientes propiedades: 

a.l)Se da un conjunto finito de objetos 

a.2)Cada objeto puede tomar un cierto rango de atributos. 

a.3)Se desarrolla una solución al problema fijando los valores de atributos p•tra todos los objetos 

a.4)Solo se permiten ciertas combinaciones de los valores de atributos. 

b) Rumilicabilidud. Es un<1 propiedad del problema que implica: 

b.l)Construir un conjunto linito y contable que contenga todas las soluciones del problema (ésto se sigue de l); 

b.2)Particionar recursivamente un conjunto no vacío de soluciones en subconjuntos disjuntos. 

e) Rucionalidad. Un problema racional es tal que: 

e.l)Cada solución tiene un único valor calcubúo ue los valores de sus atributos. 

c.2)La "mejor" solución es aquella con nwyor (o menor) v;ilor. 

d) Acolabiliilad. Una cstimaci1í11 del valtir ilc la mejor solución contenida en cualquier conjunto de sc1luci11ncs se 
puede obtrncr tal que: 

d.l)El valor actual de l;i mejor solución en el conjnnto es inferior o igual a la c>timaciún (así la cslimaciún es una 
cola superior); 

U.'2)$c hac~ un minime csfuL'r.~o p:\ra obtener dicha c:~timacill11: 
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d.'.l)La cslimaciún es razonahlcmcntc cercana al v;llor ;ictu:il. 

El wnccplo <le R-A cxplllta éstas pmpiedades para poder i111plíci1a y explícitamente construir un árbol que describa 
todas las operaciones realizadas en el problema, y cíecmar una búsqueda para encontrar la mejor solución. 

l.2 El.Al!BOL IJE BllSQUl::D.\, 

El prnccso <le ramific:ich\n del problema <le <lplintil:u;ión <lisrrcla puede representarse por medio de un ;\rbol de 
búsqucd;i. C'ada nl1r.lo del árbol esl<Í :isociado a un suhrnnjunto de T, cnnjunto de todas las soluciones originales del 
problema. Sea T, un subrnnjunto de T, ,·s10 es, una cokcrilm de soluciones del problema. La Ramificación es el proceso 
<le particionar un subconjunto T¡ en m subrnnjuntos disjuntos v¡, ''2, .. .,vm donde 

v¡U v2 U U""' ~ T¡, 
v;nvj =0, i distinta Jcj. 

O bien la unión de ellos es T¡ y la intersección entre ellos es vacía. 

El proceso de ramilicacion se puede visu:1li,ar como la creación o dcs:1rrollo ordenado de un árbol donde el nodo 
inirial representa a T, y los nodos representan subconjuntos T¡ <k T. A cada nodo N se le asocia un subconjunto T¡. 

FIGURA 1.1 

En la figura 1.1 se ilustra un árbol que exhibe estos conceptos para el c:iso m = 2. El nodo N = 1 corresponde a T, el 
conjunto de todas las soluciones. Los nodos'.! y 3 cst5n asociados con los conjuntos ajenos T¡ y Tz de T. Note que no 
hay ramificaciones desde los noú,is 3, 4 y 5. La relación, entre subconjuntos de T y la ramificación para la creación del 
árbol, se formaliza como sigue: 

T¡(N) es el subconjunto T, de T representado por el nodo N. 

Un Nodo Intermedio es un nodo Nen el cu;il no ha habido ramilicacií1n. 

Un Nodo fiu;¡J es un nodo intermedio N para el cual T¡(N) consiste de una solución única. 

L(N) es una cut;i inferior <le la función objctirn Z(x) en d conjunto d~ las soluciDncs asociadas con el nodo N, esto 
es, L(N) s: Z(x) para toda .x ET¡(N). 

Un¡¡ forma conceptual y al mismo tiempo general de dc,cribir d método de Ramificaci<in y AcotJmicnlo es como 
sigue. 



EL ALGORIT~Hl llASICO DE RA~llFICACION Y ACOTMllENTO 

l'IHWOSITO: Enconl rar la r.olnción Ílplima de un problema de oplimi,ación discrela 

DESCRll'CION 

Paso O. Se inicia con el conjunlo de Indas las soluciones factibles del problema en cuestión. Se forma el primer nudo del 
árbol 

Paso l. Se procede a ramificar Jo,; nodos hacia nodos nuevos, utilizando alguna regla de ramificación 

Paso 2. Se determinan cotas inferiores para los nuevos nudos. Para cada nuevo nodo N se obtiene una cota inferior L(N) 
sobre el valor de la función ohjctirn para l;1s soluciones íactibks del nodo. 

Paso 3. Se selecciona un nudo intermedio uesdc el cual se ramifica. Cada nuevo nodo se excluve o se sondea si: Se 
encuentra que el nodo no contiene ~olucion~s fac1ibks, o se ha idcntificadn la mejor solución foctÚJle en el nodo (de l:1I 
forma que L(N) corresponde al v:ilur de su función objetivo); 

Paso 4. Reconocer cuando un nodo final conlkne una soluciún úptima. El proceso termina cuando no existen nodos 
restantes (no sondeados) y la solución de ap<>yo actual es la solución óplima,( si no existe tal solución de apoyo entonces 
el problema no tiene soluciones factibles). De otra manera se regresa al paso l. 

Si el objetivo es maximizar solo se i11'icrten los papeles de las colas ysc in\'icrlen las direcciones de las desigualdades. 

CONVERGENCIA DEL ALGORTl~IO. 

La operación de ramificación del algoritmo garantiza una solución óptima en un número finito de iteraciones. Como 
Tes finito el proceso de ramificación conducirá c\·entualmente a una solución T¡, como nodo linal. a menos que se 
detenga prc\'iamcntc. El proceso de ramificación produce una partición de T par:i la cual c:1da suhconjunto T¡, obedece, 
a la definición de partición. Así todos los nodos finales posibles se pueden generar y obtenerse así la solución óptima. 
Las características de la ramilicaciún prometen una enumeración completa para el algorilmo de R-A a menos que se 
pueda encontrar una solución óplima antes de hacerlo. Las características de acotamiento del algoritmo de R-A 
proporcionan la posibilidaú de reconocer una solución óptima antes de completar la enumeración. 

1.3 ESTRATEGIAS OPERATIVAS EN EL ALGOIUnlO llASICO. 

Empezaremos primero con las distintas opciones para efectuar la operación de ramificaci(,n. Identificamos tres íormas 
distintas de ramilicar: ordenada, inmediata ucl sucesor y ramilicación del sucesor. En aras úe harer más sencilla la 
exposición planteamos un problema de permutación y a través de él se exponen las distintas técnicas de ramificación. 

Se desea ordenar un conjunto den artículos A= ( n t .... ,nn}, esto es, busc:uno5 un ordenamiento que sea óptimo Je 
los n artículos bajo condiciones dadas. El conjunto de soluciones factibles consiste de vr:ctores n-dimcnsionalcs. 

F = {x/x¡ EA y x¡ distinto de Xj si i diferente de j } 

donde el vector x, representa un arreglo de los n artículos. La exigencia de que x¡ sea diferente a Xj si i es distinto de 
j, se debe a que un mismo artículo a¡, no puede ocupar dus lugares en un mismo arreglo. 

A conlinuaci.ín se discuten las posibles reglas de ramilicación para el caso en que n = 4 y A= ( a,b,c,d} 
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RM.llFICACION OHDENAI>A 

V;unos a llamar X al conjunto de soluciones factibles, que conticn•: los artículus ya seleccionados, llamarcmn' R(X) al 
rangl> de X, es el arlkuln que v¡unos a sdccdonar par;,,a inlrodm:ir ¡1 la solLH.:ilm factible que se construye, llamaremos 
nivi:l de X. ~ti núnu:ro <le jfliculos sclccdnnados, ;;i~í ~l'.a R = { r¡" .. ,rp} un subconjunto Je los índices Lle lns anícuh)s 
{ 1,2,. . .,nf que contirne p elementos distintos, que se han introducido al arreglo. Un nodo X de un árbol de blisqueda 
se determina al impnncr las siguientes restricciones. 

para algún conjunto {ajt, .. .,a¡p} de p artículos distintos (los selccciunad"'), de domlc, la siguiente selección dc' X la 
haremos sobre los restantes n-p artículos a ordenar, lo que nos genera una p:irtición de X en n-p subconjuntos ajenos, 
al cspccilicar el artículo que tenga orden r(X) para alguna r(X) que no está en R, seleccionamos también el nuevo 
conjunto tic soluciones factible' a particionar. 

La regla de ramilicaciún orden;ida, 11'.>S especilica las reglas explícitas de selección, para asignar un rango a X: r(X), 
de esta forma r(X) se consiucra sólo en rundún del nil'cl dc X (donde p = ni\'cl de X). Por ejemplo: r(X) = p + 1 consiste 
en seleccionar primero, el artículo que¡"¡ en primer lugar del arreglo, después el del segundo lugar y así sucesivamente, 
de ésta forma, si se tiene un conjunto X= {xi, xi, XJ, x.¡) donde la regla de selección es "mayor que" se tiene x1x2x3x.¡, Si 
la regla fuera r(X) = 11-p entonces cmpc1aríamos por seleccionar el ultimo del arreglo, y terminar en el primero, en el 
ejemplo anterior la solución es la misma pero la selección se hace considerando primero ax.¡, después a XJ y así hasta 
x¡. 

FlGURAl.2 
NIVEL 

o 

ARl30L DE ENUJ.IERACION COMPLETA. 

l 

2 

P:l PARTICIOHA J:H 
3 suncon.rurcTOS LAS 
POSIBLES: SULUCJOHES 
l>E X. 

RAMJFICACION ORDENADA. 

P:2 l"ARTJCIOHA 
EH 2 LAS l'OSJHLF.S 
SOLUCIOliES J>E X. 

La ligura 1.2 muestra un ;írbol de enumeración completa, para n=4 y A= {a, h, e, d} gcneraJo por ramilicación 
· ordenada. 
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Otra rc¡~la de sclccd\Jn consiste er, ir insertando en íorma ordenada cada uno de los artículrn;, de la manera siguiente, 
al primer articulo le asignamos su lu~ar en el arreglo snluciún l'or ejemplo considere los nudos a, b, e y den los niveles 
O, 12y3 respectivamente. Entonces Z corresponde a la solución 

(b,d,a,c) si r(a) =3, r(h) = l r(c) =4, r(d) =2 

(b,a,d,c) si r(a) =2, r(b) = l r(c) =4, r(d) =3 

(a,b,c,d) si r(X) = (Nivel de X)+ l para toda X 

(d,e,b,a) si r(X) = n-(Nivcl de X) para toda X 

RAMIFICACION !Nl\IEDIATA DEL SUCESOR 

Sea X un nodo del árbol e;pecilieado por p( = nivel de X) relaciones de la forma ri = r¡ + l que puede interpretarse 
como el renglón ªi ordenado inmediatamente después del renglón a¡). Entonces X se puede particion:1r en dos conjuntos: 

X(kl) = { x \ xEX y rt = rk + 1} 

X(kl•) =X-X(kl) = { x \ x EX y ri distinto de rk + 1} 

Se requiere una regla de selección para decidir el par de índices k y l. La figura 1.3 dá un ejemplo de un árbol de 
enumeración compkta paran=~ y A= {a, b ,e, d} 

FIGURA 1.3 
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RAMIFICACION llEL SUCESOR 

Sea X un nodo del ;írlml espccilicado por p relaciones r¡ > r¡ (que se interpretan como un renglón ªi ordenado 
posteriormente a un r.:nglún ;1¡). Domle X puede particionar.;e en dos conjuntos 

X(kl) = {xlxEX y Xt>Xk} 

X(lk)=X-X(kl)={xlxEX y Xk>Xt) 

Nuevamente se requiere de una regl;1 de sdección para escoger la pareja (k,I), k>'I. La ligura 1.-\ dá un ejemplo de 
un árbol de enumeración complcr a. 

FIGURAl.4 

ACOTAl\llENTO 

Un árbol de búsqueda puede formarse con una pequeña arle de un árbol de enumeración complcta (en el cual no se 
desearla ningún nodo, se consideran !<>dos los posibles), debido al tamario tan grande de éste. P~1ra poder hacer esto 
escogemos una regla de arnt;11nic11lo adccuaJa. Una función d~ acot.1111kn10 es una función g:~ 1 -•R que asigna un 
número real g(x) a cada subconjunto T tal que si X está contenido en T entonces la cola g(X) satisface 

g(X) $ f(x) V xEXn F 

(Note que las colas son todas cotas inferiores ya que estamos suponiendo un problema de minimización). Podemos 
suponer también que 

g({x})=f(x) V xEF (l.4.1) 

Colas para un prohk111;1 daJo P pueden ohlcncrsc relajando alguna de las restricciones. Esto da el problema relajado 
O cuyo cn11ju1110 fartihk F1) ,·,Jnlienc al rnnjunlo factible rl' ud probk111a original P. Sea X un subconjunto de T cnltmecs 

g(X) =min f(y):.; min f(y) :.; f(x) V xEXnF 
yexnF() y eXnFp 
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daramcnlt' ges una funciún de acotamiento inferior. 

Una Vt•t qm· hcrnns c~l:ililcddn las rcgbs c.k r:1miticaci1'm y .1cnl.11nicnto, dcscrihin:mos a continuación las principales 
cslr:1lq;ias de dcsam>lln del algnrilmn uc R-1\, las nds i111pnnan1c·s son: 

llUSüUEDA A PRIMER PROFUNDIDAD O REGLA DE LA COTA ~IAS RECIENTE O TAMIJIEN UFO 

Es la cstr:llL'gia de r:imificaci<rn del nodo aclivo m:ís recicnle(un nodo Y es aclil'O depenuicndo de que í(S) > g(Y) 
donde Ses la soluci(in actual, y Y es algún nodo del conjunto tnlal Je solu.:iones), e sin es, se escoge el nouo de m:ixima 
proíundiuad entre aquellos nodos que aún no se ramilic:in. Si hay m:ís 1fo uno, entonces se selecciona aquél <1ue 
corresponda al 1·ator de cota inferior. 

Esta regla logra que el ;írhol llcguc a un nodo terminal r{ipidamcnte. aunque se podrían requerir más c:Hculos 
computacionales, se requkre un mínimo Je memoria, ya que es sulicienle para acumular problemas correspondientes 
a cada nouo en una ruta de la raíz dd ;írbol al nodo terminal. 

En la terminología de Rarnilicaeión y Acotamiento esta estrategia de cksarrollo se conoce como búsqueda en la lista 
de nodos activos, bajo el criterio que el último en entrar es el primero en salir. 

PRIMER ALCANCE O REGLA DE LA MENOR COTA O TAi\!lllEN FIFO 

Esta regla lambién se conoce corno métouo o regla de separación progresiva y evaluación. Aqui se escoge 
sistemátic;1mente el nodo con el valc>r de la menor cota observando que es en éste en el que se tiene intuiti1·amente mayor 
oportunidad de que contenga una solución óplima enlrc sus sucesores. Sin embargo, con este método corremos el riesgo 
de tener que explorar una gr;in porción del ;irbol antes de encontrar una solución. Nuevamente, la primer solución que 
se encuentra es en general mejor (esto es, de menor costo) que la que se encuentra por la estrategía de búsqueda de 
'primer proíunuidad". 

Esla regla se usa también en la prof!ramaeiún dinámica y es la opuesla a la de primera profundidad en la estrntcgia 
de ramificar un 'mínimo nodo activo recientemente creado". También se conoce como FIFO porque si se tiene una lista 
de nodos actil'O.i es el primero en cnlrar ycl primero en salir. 

COSTO UNIF'ORi\IE 

Esla regla consiste en escoger un nouo X del árbol. parcialmente expandido, para el cual: 

g(X) s g(Y) V nouo Y 

los empales se resuelven por alguna regla subsidiaria. Esta es la rnmilicación de la menor cota o cstralcgia de costo 
uniforme (UC) y es computacion:rlmcnte óptima en el sentido de que cfcclivamente requiere un mínimo número de 
nodos a ser d¡·sarrnllados. Aunque produce :irbolcs peque iros, puede caa e11 dejar un mínimo tiempo de cúmputo y 
también sufre el defecto de producir primero una solución factible en o cerca del fin de los c:ílculos. 

Tres cstralcgias se describen en la ligura 1.5 para el problema de búsqueda para enconlrar la trayectoria mas corta 
de La R. de la grdfica a). En h) se usa primer profundidad, en e) primer amplituu y en d) costo uniforme. 

DO~llNACION 

En algunas aplicacinncs de rar.iilicaciún y acotamientn puede suceder que hay c:1minns fuera de la estructura de 
R-A que permiten establecer que para :il;.olin par de conjuntos X. Y rnn1enid11s en T la mejor soluci(in en X es al mc111is 
tan buena enn11> la ni.:jor solucil>n en Y. Enlllnccs se dice que X dllmina a Y, y el nodo de Y en el :írbol no necesita 
desarrollarse (Si X dllmin:1 a Y y Y domina a X entonces uno Je ellos puede estar inaclil'O). 

8 



; l 

Finalmcnlc, pucúc notarse que las técnicas de ramilic;ici<in y at·n1 amiento son exactas en el sentido úc que garanlilan 
soluciones óptimas. Sin cmhar;:o, involunan una cantidad n>nsidc1 ahk de dlculns y si una buena soluciiin subúptima 
es aceptable cntnnces a menudo e; mcj<'r usar ramillca.:il>n y ;icotamicnto "heurbtíc:1111cnlc' en únndc la mejor solución 
factible gcncraú;i, en un tiempo dado, es l;¡ que se consi1.kra como la mejor. 

FIGURA 1.5 
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1.5 EJE~ll'l.OS 1u:sTl!ATl\'OS. 

En h" ,.j,·mplo.< si¡:uiente.< se cxhihe h1 forma en que se pueden empicar las reglas de rnmific;ición y acot;ición. El 
úliimo ejemplo es el famoso caso de las cuatro reinas en donue ilustramos las reglas de desarrollo a primer profundiuad 
y de primer alcance 

Ej,·mpln 1.1 ( Ramilicación) 

En un experimento de cmnparat·iún ;1pareaua sobre los elementos Je un conjunto { a,h,c,d} las preferencias se 
resumen en la siguiente m;1trí1, donde 1 indica que existe uiscrepancia yo que no la h;1y. Si aceptamos que las preferencias 
qucucn cnmo (ahnl) el costo en que se incurre es de 2 calculado corno sigue: por preferir a, a sobre las opciones b, e y 
d se paga nna unidau, por prel\:rir b sobre e y d se paga otra unida u y finalmente por preferir e ad no se paga nada. Se 
requiere eneontrnr un orucnamiento que minimice el número Je discrepancias. 

a b e d - puntuación total 

a o 2 

b o o 

o 2 

d o o 

Empezaremos con el conjunto {a, b, e, d} donde la primera decisión que se presentará es: lPodrla a ordenarse por 
encima de b, o no ?.y aplicamos la regla de ramificación del sucesor. 

FIGURA 1.6 

"" 
"' 

En la figura l.li se muestran tres etapas del desarrollo del árbol Je hú.1qucdn en ésta solución. Las cotas inferiores se 
muestran a un bdo Je c;1J;1 n<lJo. De ltis Jos noJo~ aumentados ;11 ;írhol de búsqueda, el primero con a> b (esto es a 
oruenada por L'ncima de b) es el m;1s prometedor, donde a> b no implica -inmcdiatamcmc-di,crc¡wncias. De la matríz 
de prefcrenci:1s ~e ohscn·;1 que e, t.intbicn es nntahkmentc mejor que h, y la sc¡;unda ramilicaci11n currcspnnJc Je un 
modo u otro a e> h. 

Despu~s de tres ran1ilicaci<111L'S el ;írlml de búsqueda Jcs:1rrnllado se muestra en la figura 1.Cic). Ya que el 
ordcn:1micnln :l >e> b:... d involucra solo una Ji:-. ... :rl'p.rnti.i y cu.ilquia St)h11..·i\',n <.'\lrr1..·spu11Ji~11t~ JI subconjunto úc 
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snlHcilnH.'S l'n cu;1hl11k·r otro mldo implica ~11 menos una disl·rcrwnci:1, a> e> 1, >U lkhc de ser un ordcnamicnhl óptimo. 
En ~:-.la l'l;1pa h1daví.1 no se dl'llltlC~lra que é:-.ta Sllluci<m úptima sl'a ünka. Para 1:st~1hlcccr l·sto, n encontrar otr;is 
soludlllh.:S úptimas, t:s nt:CL'sarin desarrollar tuúos los nnJus qut.:: Cllll:-.isti:n di.! súlo una discrcpanda. 

Este método propnrl'iona f.::ídlmcntc una solución para este cjl'mplo, en cierto moJn, dchido a la manera juiciosa 
de c~cn¡;L'r la ramili•:ación. Otra forma <le resol\'cr éste prnhkm;i consiste en usar la regla <le ramilicaciím or<lcna<la, 
con r(X) = p + l. 

Sea entonces x1 > x'>XJ > :q un ore.lena miento, donde x¡ con i = 1, ... ,4 puede ser un elemento cualquiera úd ctinjunto 
{a,h,c,d). Hay 4~ '' 25(i cuartetas distintas (x1. x,, XJ, ~)de las que solo 4! = 24 corresponden a ordenamicntns v:ilidos. 
Esto es, de los 2.56 candidatos a Mlluciún. 232 no son factibles y ddien de ser diminaJos. 

La regla <le ramificación será adoptada de la siguiente m~nera: La primer ramific:1ción corresponde a la selección 
de Xt, el elemento del ordcnamil'nto mas alto, la segunda y krccra ramificaciones correspomlcn a la scleccilin de x, y 
XJ respectivamente {si se especifican xt, x2,y XJ entonces x4 queda automaticamente determinada). El árbol de búsqueda 

se desarrolla en forma similar que en el primer método, como se muestra en la íigura 1.7. Como vimos anteriormente 
a> e> b > d se encuentra que es óptima. 

En este caso, ambos melados de solución nos conducen a un ordenamiento óptimo. En general no es éste el caso y 
cierto retroceso scr:i necesario. La solución que se obtiene con ¡¡mbos métodos es a> e> b > d con una discrepancia. 

Ejemplo 1.2 Problema de Asignación Lineal (Acotamiento) 

Suponga que se desean usar cuatro barcos cargueros para transportar bienes de un puerto bas.: a otros cuatro puertos 
(numerados 1, 2, 3 y 4). Se pucJe usar cualquier ha reo para hacer cualquiera de los cuatro viajes. Sin embargo, dadas 
las diferencias entre barcos y las cargas a llevar, el co<to total de e.irga, transpnne y descarga de bienes p:ira distintas 
combinaciones de harem; y puertos varía. Los costos se muc,tran en la siguiente t:1hla donde el componente (1,1) de 
dicha matriz es 15, que es el costo Je transport~1r carga con el barrn l al pncrtci 1 (th:súc el puerto bílse). 

PUERTO 

B 1 2 3 4 mínimo por renglón 

A 15 5 9 5 5 

R 2 17 14 4 7 4 

e 3 9 13 l:l 7 7 

o 4 13 10 6 15 G 
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Se d,·,t·a ª'i¡~nar llls harms a los puertos, en una eorres¡mmlencia un" a uno de manera que se minimice el costo 
tntal. Si drii11i11111s Te! x\ x = (i,j.k,I) e i,j,k,IE { l.~ .. 1,4,} }wmo el rnnjunlo de soluciones posibles., el problema de 
asignaci1'm (linl'al) P con!-;istc en minimi1ar 

Z = C[j + q + CJk + C.\t 

donde Cij Sllll los co,tos de transportar carga con el barc11 i al puerto j y donde (ij,k,I) son las permutaciones Je 
(1,2,3,1) 

Ejemplos de algunas colas de costo son: 

g(T) =mine¡+ minc2a + minq +mine.¡ =5+4+7+6=22 
lsa:54 Js{Js4 lsys4 1~'5:54 

g(T[i=3]) = c13 + mio cw + min c3 + mio C.\ =9+4 + 7 +6=26 
1:5,8:54 1:5¡:5.\ 1:50:54 

g(T[i=31.Li=21) = c¡3 + c22 + minc3 + minc.1=9+14+7+6=36 
1 :5y:54 l SÓ.:5.\ 

dom.le T[i = 3] denota el subconjunto de T con el indkc i fijo en 3. Se puede ver que si i es el conjunto evaluado en 
3 podemos insistir que los índices usadlJS en la minimización sean {J, y y ó = 3. Esto permite pcríeccionar la íuución de 
acotamiento g' 

g'(T)=g{T)=22 
g'(T[i =3]) = cl3 + min cw + min CJ + min C.\ = 

P= 1,2.4 r= 1,2,4 o= 1.2.4 
=9+min{17,14,7} + min{9, 13,7) + min{ 13, 10, 15} 
9+7+7+10=33 
g'(T[i=3f,U=2])=c¡3+u22+ min c3 + miu C.\= 

y=l,2,4 Ó=l,2,4 
= 9+14+min{9,7} + min{l3,15} =43 

Observe que g' satisface la ecuacion (1.4.1) sin modificación y nótese también que g'(X) ;;, g(X) para toda X en T; 
se dirá que g'es mas íue.rtc que g. 

El siguiente problema es un ejemplo chísirn del uso de los métodos de tanteo y de los algoritmos de rastreo inverso. 
Se dice que íue investigado por Gauss en 1850, pero no lo resolvió completamente. 

Ejemplo 1.3 (El Problema de las Cuatro Reinas). 

.¿Sabes sumar'~·\<: prcgunllS la reina blílnca· lCuán10 e~ uno 
y uno y uno y uno)' uno y uno y uno y uno? 

-Na sé ..<lijn .1\licia· he f":rJiJ(] la cuenta ... 

-iNo tiene ni hk;1 1.k m;llcm.iticas! -scntcnciaf'('ln cnf<itica· 
mente amhas rcio;1~ .i 1.1 ,.t;l. 

l,ci,¡;is Carroll. J\lii:ia a travé!) del Espejo. 

Cuatro reinas se deben colot·ar en un tahkro de cuatro por cuatrn, de iorma tal que ninguna reina pueda at;1car a 
otra. En otras palabras, la colocación debe ser talque en cada rcn¡;lón, ccilumna o diagonal dd tablero, a lo mas rnnlcnga 
a una reina. El problema pucck considerarse cn1110 una sucesión de prohkmas. en J,rndc· por ejémplo se rnlllea una 
reina en el primer cu~H.Jro del rcni-!,lún de arriba, cntonc:c:s s:: colnca otra reina en d s~gunUn rcn~',h'Jll de fon11•1 l•il que 
no pueda ser atacada por la primcra, y de iguill forma se procede rnn la terc·cra y la cuarta reina. 

l\lc.lcmos a:-:;l)C.:iar p\1sicioni.::•; cnn nnt1n'l Je un ~í1 bol, dornh.: d nndo raí t. T l'Orri.::~pondc a la pnsicilln inicial sin rcin:1s, 
los sigukntl'S n.:1dos corn.·spoadi.:11 a bs po. .. iciun~s posiHi.:s tk una n.:i11:1 en d priml'r n:n~·lú11 {Es :;ulkii:ntc 1:on .. idi.::r~1r 
como po~icioncs inid:ilcs h's primero~ Jns n1:1drns. ya quc h)s ntrn.\ Jos 1.kjan ¡11•SÍl~iorn:;; "iÍn1óricas)1 cnnl'ct:1dns c:rn 
el nodn T, pc1r arcos dl.' \l1ngituU ci.:rn, b:; siguientes rama~ del <.irlh1l se cnnstru}l'll a parLir de éslns nodos, con;idi.::rando 
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l:1s Jl''·~ihks pnsicinnL's th~ una reina en d segundo rcn~lún. sin que ésta ataque a la reina que ~e ha colocadn cnn 
antcril 'ri1l.1d, pn,n.:dicnLhJ a unir t; .... 111:-; nodos L'tHt nrcns dt• 1un~.üt ud c.:cn1,asi ~¡e continúa ha!-la colocar a las cu;1tr,1 rcin:1s 
en S\I!\ pll~idoncs rcspccli\'as. 

Rl·solvcremos primero ésl<.: pruhlcma usancfo la estrall')!ia de hú.<c1ueua <le prin1er profundidad. Numeramos los 
renglones y las nilumnas <le! labkrn del 1 al 4, bs reinas lamhi0n punll'n numerarse del l al 4. Ya que cada reina debe 
estar en dil'cn:ntl! rcng.lún. pmkmns ~.uponcr sin p~rdid11 dr..· g1:m.:mlid.1J q1u; la rl'.ina i debe encontrarse en d rcngllln 
i. Tndas las.~nlurioncs al pn,hlema tkhcn prcsenl:JrSi..' entonces comn cuartetas (x¡ 1x2,.'<.)1x.1) dond!..! X1 es la cnluntna donde 
se pone la 1 L'it1a i. Las restricdnnc.-.. explicita~ u~.andn éslil formula1.:i1·1n son S¡ = { 112,3,4}, 1 ~ i ::; n. Entonrl!s el espado 
de sn1uriom:s consiste de -f1 cuartl.!tas. Las rc .... triccionl'S implíl..'ita~; para éste pruhk:ma es que nn pul:ÜC haber <lo,.;, '(1

1 
• ..:; 

que sean ig,uaks(cslo es, !odas las reinas dclll'n estar en rnlumnas Ji>lintas) y dns reinas no pueden estar en la misma 
cfo1gnnal. La primera Je eslas <los rcslriecinnes implica que todas bs soluciones son permutaciones <le los cuartetos 
(1,~,3,4). Esta realización reduce el !amaño <ld esp:icio Je solucinncs <le 44 a 4!. l\las tarde veremos como formular la 
segunda restricción en l~rminos <le las x;. Expresada como una solución la cuarteta <le la figura 1.8 se tiene (2,4, 1,3). 

FIGURA l.S 

R 1 

- - --¡ R 

ni 

Como una función <le acotamiento usamos el criterio obvio de que si (x1,x2,. .. ,x¡) es la trayectoria del T-no<lo actual 
entonces lodos los nodos hijos con etiquetas padre-hijo x¡ + t tak:s que (x¡,. .. ,x¡ + t) representa una conliguración en donde 
no se pueden atacar <los reinas. Comenzamos con el nodo raíz como el único nodn vivo, ésle es el T-no<lo yla trayeclllria 
es(). Se genera un hijo. Suponemos que grneramos hijos en orden asccn<lcntc, así el nodo numerado 2 <le la figura 1. l 1 
se genera y la trayectoria es ahora ( 1 ). Esto corresponde a poner la reina 1 en la columna l. El nodo 2 se com·icrte en 
el T-nodo. El noJo 3 se genera e in111ediat:1111cnlc se mucre. El siguiente nodo generado es el nodo S y la trayectoria ~e 
convierte en (1,3). El nodoS se convierte en d T-nodo,sin emhargo se mucre ya que sus hijos representan conliguracioncs 
que no producen una solución. Regresamos al nodo 2 y generamos otro hijo, el nodo 13. La lrayectoria es ahora ( l,.1}. 
La !igura 1.9 muestra las confignraciones en el tablero como procedimientos rccnrsivos, y muestra gr:ílicamenle los pasos 
que sigue el algoritmo al tratar Je cnconlr:ir la solución, los puntos indican los lugares Je una reina que se probaron y 
rechazaron porque otra reina estaba alacandn. En b) la segunda reina se pone en las columnas 1, 2 y linalmenle se lija 
en la columna 3. En e) el algoritmo trata las cuatro columnas y nn es posible colocar en ninguna a la proxima reina. 
Regresando se tiene en <l) que la segunda reina se mueve a la proxima columna posible, la columna 4 y se pone la tercer 
reina en la columna'.?.. Estos tableros muestran los pasos que el alg,irilmo sigue hasta encontrar la solución. La ligura 
1.10 muestra la parle del árbol que se ha generado usando la estrategia <le primera profundidad. Los nodos que se han 
muerto como resultado <le las [unciones <le aco1a111icnto tienen una M dd1njo <le ellos. 

FIGURA 1.9 

<Al (Il) <Cl (D) 

<El {Í') <Gl (! ll 
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FIULIRA 1.10 

El árbol completo, usando búsqueda de primer profundidad y sin considerar las funciones de acotamiento se muestra 
en la figura 1.11 

FIGURA 1.11 

4 

J 2 2 J 2 2 2 
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Olra forma <k rcsnll'crlo es usa11J11 la cstralcgia de primer amplitud o f'IFO. Como ya se decfo inicialmenle hay un 
:mio nodll VÍ\'ll, l'I T~nmlll y ahora le asign~HllllS el nl11111.:ro 1, (este es el c:1so cu que no 51.! tienen reinas en el tahlcrn), 
Eslc nodo ~e particinna y sus hijos los nndos 2, H{, 34 y 50 se g,cncran. é:-.los nodos rcprcsl!nlan el tablero con una reina 
en el rengllin 1 y colunmas 1,2,3 y 4 respcc1ivamcn1e. Ahora los lllllhis \'il'ns son los nodos 2, 18,3-1 y 50. Si los nnuos se 
generaron en é:-.tc nHkn el pn'1'.\imn T·i10Jl1 sería el nodo 2, é~tc se ramilica y los nodos 3, 8 y 13 se generan. El no<lo 3 
se mata innu:diat:.1111cnlL' usando la funcilln <l1.~ acotamil'nlo, 

Los nodos 8 y 13 se aumcnlan a la cola de nodos vivos. El nodo 18 se convierlc en el nuevo T-nodo. Los nodos 19, 
24 y 21J se generan. Los nmlus l'I y 24 se mueren cnmo res u hado de la funciún de acolamiento, que es Ja misma que se 
usó en la solucilin por primer p111fu11Jiu.1d. El noJo 29 se ;1u111enla a la cnb de nodns viv,1s. El próximo T-nouo es el 
nodo 3-1. La figura 1.12 mucslra el ürhol gencraJo por la estrategia FIFO (primero en enlrar primero en salir). 

Los números dentro dd nouo son los mismos se la cslralcgia de primer profundidad y los números fuera del nodo 
corresponden al onlcn en que fueron gcneraJos por Flf'O, en el mnmcnlo en que se alcanza el nouo solución 31, los 
únicos nodos que permanecen virns son los nodos 3S y 54. Una comparación de las liguras 1.10 y 1.12 indican que la 
cslratcgia de primer profurn.liuad es un mejor métouo para éste problema. 

FIGURA 1.12 

SOLUCIOH 
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CAPITULO 11 

PROGRAl\IACION ENTERA MIXTA: ENFOQUE CLASICO 

·Primero, dcbi:n abra:zarse de unn ojeada todas IJ$ ídc;is 
pan icuh1rcs ócsparramai.Jas acá y allá. y rcunirlzs ha jo un;J S1;1!.t 
idea general, p1r.t hacer cofnprcndcr, por Ul\3 dcfinicÍÓO \!XU~· 
ta, el 01'jc10 que se quiere traiar." 
"Dc.spu1!s se debe s<1hcrtfüidir<le nuevo la idea gcnl."ral en sus 
elementos, como otras 1:rnrns aniculadora.s natur.!lcs, gu¡ar
dJnJosc, sin <mtrnrgo, 1.k muli!Jr ninguno de Csro'i elementos 
prin1i1ívos, como ankitumb~ un mal cocinero cuando trin
cha·. 

redro, Platón. 
El origen de los métodos tic solución de la programación entera se remonta al año 1958, cuando Gomory propuso 

una técnica para gcncwr soluciones enteras usando progr~maciún lineal. Como consecuencia Je ésto se desarrollaron 
difcrcnies métodos y se han escrito diwrsos códigos <le computación a n¡.,.cl comercial. Entre los métodos de solución 
actuales, están los <le ramificaciún y acoiamicnto. 

El objetivo de éste capítulo es <lescribir el desarrollo de los métodos clásicos de soh:ción de programación entera 
mix1a y la forma en que se h;in ido depurando. El primer métn<lo que se prcsent:t es el que <lcsarroll;iron AH.Land y 
A.G. Doig, en 1960. Posteriormente RJ.Dakin prnponc un nucl'o alg0ritmo, basado en el anterior pero con modifica
ciones que lo hacen mas r;ípido y mas tarde Norman J. Dricbcck y Stanley Zionts presentan un nuevo método que plantea 
una alternativa distinta a las dos anteriores. Cabe señalar que aunque todo.'\ estos algoritmos se refieren a problemas de 
programación lineal mi.,1:1 se pueden aplicar a problemas dr. programación entera pura. 

2.1 EL ALGORITJ\IO IJE LANIJ Y DOIG. 

Considere el problema: 

(2.1) maximizar z "' ex + dy 
sujeto a 

(2.2) Ax + Dy ;:,; b 
(2.3) x \•cclor columna con componentes enteros no negati\'OS 
(2.3') x<!O 
(2.4) y<!O 

donde z es un escalar; bes un vector columna de m componentes c1
, x son vectores columna den¡ renglones; d1

, y 
son \'CClorcs colunrnJ <le (11-01) componentes; A es una m:itrízJc orden m x n1; y Des una matriz de orden m x (n • nt). 
Una soluci{in factible al pr<>hlcma es aquella que saiisfacc (2.2), (2.3) y (~A). 

Este métndo us:i sistcm:íticamcnt.: hipcrplanos paralelo; al delinido por la l'unci1in ohjctim. Un:i primer cota 
superior a la ÍUllc.:i('Jl ol 1ji.:livo s~ nhf k:ní.' al resolver d prnhkm'.~ ~;Ín Lis n:~tricd1H1cs de varbhk dt~crcta~ Y ~m·~·..;i\·amc111i.: 
se van cncontr~111do ct)las ~upi:ri\lrcs m~ts res1ricti\';is '/. 11 z

2, ... ~/'" al val, ir d..: l.1 l'urn.:it'm (Jllj;.·tinl co11fl'ínll.! ~t.' \~111 ~!~~rcg:rndo 
rcstriccior1L'S de variahh: enttr;11 al agregar ~!-!las rcslrit.:donc~ .se Jdin~n f.llhprübknta5 suh:·üdiarins Je Li :;iguicnk 
manera; 
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l'(j): Maxi111i1ar z sujctll a k1s rcstriccillncs (2.2),(2.3') y (2A) y bs restricciones adicionales en el sentido <le que j <le 
las vt1riahll's son cnlt,:rns nl1negativosti=1,:! 1 ... ,n1). 

Sea Sj el ronjuntn de todas las solueillncs factihks a prnbkmas dd tipo Pij) y seas' el conjunto <le soluciones no 
fat·tibles a cualquier prnblema del tipo P(j), con ésta notación, la slllneiún requerida es un elemento <le Sn t para el cual 
se maximi1a Z. 

AUamrr:-.10 ~.I Land-lluig 

l'ROl'OSITO: Rcsoln:r el problema <le programación entera mL\la. 

DESCRll'CION 

L.1 solución se cons¡ruirá en forma <le gr:ilica <le árbol cuyos nodos son elementos de uno de los conjuntos Sj j =O, 
1,. .. ,nt o del conjunto S . Los p:1Sos de ésta construcción son 

Paso O. El primer nodo del árbol es la solución óptima de P(O), que cst;í dada por la etiqueta zº. Si ésta solución satisface 
también P(nt), terminamos se tiene IJ solución óptima. 

Paso 1 Si z0 no es el valor óptimo se traza un arco a cada uno <le los dos puntos en St (o posiblcr.icntc en s'). Se evalúa 
zen esos puntos, si cst:ín en St. Si están en s' es inmediato que no necesitan calcularse. 

Paso 2 Si, los nodos zº, zt, ... ,zk·I ya se han etiquetado, el nodo nds alto nn etiquetado (de acuerdo al valor <le z que no 
está en S ) se etiqueta i. 

Paso 3 La solución linal se ha alcanzado cuando por primera vez un nodo étiquetado es un elemento de Sn1, esto ocurre 
tan pronto como todas l:ts variables de una solución son enteros no negativos. Si zk no es t;,I solución se supone que es 
un elemento de Sj. Se dibu¡a un nue\'o arco originando así el nodo que está inmediatamente abajo <le zk \etiquct~do, 
que no necesariamente zk· ) y terminando en un punto en el mismo subconjunto de soluciones (Sj) como z o en S . Si 
este nuevo nodo est:í en Sj, su valor;: es necesariamente menor o igual que zk. 

Paso 4 Se dibujan dos arcos de zk a los puntos en Sj + t o en S'. Nuevamente, si esos puntos están en Sj + t sus valores z 
son menores o iguales a i. Los últimos <los pasos aumentan tres nuevos arcos y nodos al :irbol y regresamos al Paso 2. 

Los nodos etiquetados forman una succsi6n de cotas superiores no crccirntcs en el valor z <le la solución final. 
A<lem{is el valor z de un nodo no etiquetado del conjunto Sj no puede exceda al del nodo etiquct:1do y entonces a la 
vez que zk está etiquetad.1, es la mejor cota superior actual en el \'alor úptimo de z. Así, el método usado para aumentar 
arcos y nodos a la gráfica cubre todas las posibilidades, el algoritmo debe alcanzar la solución óptima de !'(nt), siempre 
que Lal sulucilin exista. 

Como se podr:í observar los algoritmos enumerativos son usual111enlc m5s sencillos <le entender si se ihi>trnn 
geométricamente a través <le un árbt1l compue,to d~ nodt1s y arcos. Un nodo t:11nbién se puede hacer corresponder a 
un punto xk y un arco une a c.,c nodo x' con otro nod1> xk + t, donde dc·Gnimos el último punto dd anterior haciendo una 
de sus n·k variaJ,lcs lil1r¡,;s igu:il :1 u11 entero no negativo. Conlll una varia hit: libre Xr puede tcn.:r usualmcnlc varios valores, 
es pnsihlc ll'ncr mudws a1c11:.¡ q11l! rmam:n J1.:sJr.! d nth.!o x~. C1)11111 SI.! pui:de ver en la lig.ura 2.1 los nodtlS nunH:raJos 
8, 9 y lll sc crearon haciendo' 1, una vari:ihlc libre en el nndo 5 i¡:.u:il a 3, 4 y 2 respectivamente. Los 1wdos que no se han 
us:idn para crear otros nodns, o que no tienen arcns se lbm:in .icli\·os. l'nr ~ . .'j1:mpl,l. el nudo 5 no es un nodo activo. 
También el número de nivel 1 se relicrc al número de variables lijas. 
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l'IGllRA2.I 

2.2 EJJ;Ml'LO ILUSTRATIVO 

Considere el problema 

¡ . 
' 

MAX Z ; 77.9 Xt + 76.8 X2 + 89.6 X3 + 97.t Yt + 31.3 Y2 
SUJETO A: 
10.9 Xt + 3.6 X2 - 40.8 X3 + 43.9 Yt + 7.1 Y2 + Y3 = 82.3 
-86.8 Xt + 32.7 Xz + 24.3 X3 + 13.8 Yl - 12.6 Y2 + Y4 = 77.3 
(,(),9 Xt + 68.9 X2 + 69 X3 • 56.9 Y¡ + 22.5 Y2 = 86.5 

con X'2:0, Y'2:0, X entero 

Resolver usando el método de Land-Doig. 

ITERACIONl 

Paso O Resolvemos el problema original sin incluir las restricciones de variables enteras, aplicando el método simplcx 
y obtenemos: 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 1165.50600 = zº 
Con variables de decisión: 

X 1 = 1.496009 
X2 =O 
X3 = 5.021035 
Y1 = 6.169743 
Y2 = Y3 = '\'4 =O 

Paso l. Las variables no enterns, son Xt y X3. Elegimos como vari:1blc de ramificación la que tenga el valor más 
apartado al entero m;is cercano; Xi es la más lejana a un valor entero. Cakubmosel prim~r valor entero en las [unciones 
l\lin Xt y Max Xi, l'S inmediato que 1 = Min Xt y 2= Max X2 

1.1 Min X¡. Sea Xt = 1, el valor óptimo de la [unción objctirn es 

z = 1051.89500 

con los siguientes valores cu las variables 

Xi= 1 
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X2 =O 
XJ = 4.408.~S-1 
Yt = 5.48:l7SX 
Y2 = l.-l-~50 1J2 

YJ = Y4 =O 

1.2 Sea Xt = 2. El valor de la íunciún objetivo es 

z = 770.698300 

con los siguientes valores en !ns variables 

X¡= 2 
X2 =O 
X3 = 2.675005 
Y¡ = 3.&í-1242 
Y2 = YJ =O 
Y4 = J:\2.570900 

Paso 2 El mayor de los dos valores objetivo es Z = 1051.8952 con Xt = 1, y se le asigna la etiqueta z 1• Para completar ésta 
etapa es necesario saber los valores de z para los enteros "cercanos". 

Paso 3 Se calcula el minimo de X¡ hasta su segundo valor entero: X¡ = O y se tiene que el valor de la función objetivo 
es: 

Con valores en las variables 
z = 822.845600 

X¡= O 
X2 =O 
XJ = 3.174731 
Y¡= 4.100341 
Y2 = 4.479172 
Y3 = Y4 =O 

Estos tres valores de z se guardan en una lista en orucn decreciente, para cada paso, así al inicio de cada Paso 2, se 
tomará un valor de la lista y al final de los pasos 3 y 4 se aumentar:in 3 valores (iníeriorcs). Los cálculos se terminan 
cuando todos los valores re;tantes de la lista son menores que un valor z asociado a una solución entera. En ésta etapa 
la lista está dada por: 

Z obtenida en el paso 

1051.8952 z1 i 
770.6983 l 
822.8457 3 

el valor m;is nito es 1051.8952 que se ha etiquetado cornil zt (Paoo 2). La solución y restricciones en este punto son 
zt = 105J.:l'J52, Xt = 1, Xi =0, XJ=4.4089, Yt =5.4!l38, Yz= ¡,.¡g51, Y3 =0 

Paso4 

4.1 Se calcula Min XJ. Se haec XJ ~ 4 entonces 

z = 990.(13.'\'.~00 
con valores en las variables: 
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Xt = 1 
X2 = .:.7ci776 
X3 = 4.()(XXXJO 
Yt = 5.15U:i.1 
Y2 = 1.050713 
Y3 = Y4 = O 

4.2 Se calcula Máx X3. Entonces XJ = 5, y Xt = l. Sin embargo se obtiene una soluci6n no factible. 

Nota: Este resallado aparentemente anormal se produce pnrque ma.x XJ es una función falliJa de Z. Lo que implica 
que el punto para el cual Xt = 1, X3 = 5 cae en S', ya que el problema con tales restricciones no es factible. 

La lista de valores de Z es: 

Z obtenida en el paso 

1051.8952 zt 1 
770.6983 1 
822.8457 3 
990.6382 4 

ITERACION 2 

Paso 2 El mejor valor no etiquetado es 990.6332, que será z2 

Paso 3 LLevamos a min XJ un paso mas adelante. Sea XJ = 3 y se obtiene el siguiente valor de la función objetivo: 

Con valores en las variables 
z = 840.659200 

Xt = 1 
X2 = .948665 
X3 = 3 
Yt = 4.336784 
Y2 = Y3 =O 
Y4 = .331045 

Como en X3 = 3 Z.~40.8229, en éste punto la mejor solución no etiquetada es 990.6382 por lo cual la solución y 
restricciones son ahora: z2 =990.6382, Xt = 1, X2 =0.276, XJ =4, Yt = 5.1513, Y2= 1.0507 

Paso4 

4.1 Se calcula Mín X2 y se hace X2 = O, con valor en la función objetivo: 

Y valores de las variables: 
z = 981.(,()2300 

Xt = 1 
X2 =O 
X3 = 4 
Y¡ = 5.070157 
Y2 = 1.692975 
Y3 =O 
y 4 = 18.263330 
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4.2 Se calcula Máx X2 y se lt.Kc X2 = 1 Aqui se agrega otro punto as', puesto que se tiene una solución no factible. 

Entonces se tiene un:1 solución en · 

Z=981.C.023 
Xt~l 

X2=0 
XJ=4 
Yt=5.0702 
Y2= 1.0930 

Como éste valor de Z es el mayor de los restantes en la lista, ésta es la solución óptima 

El árbol de cxpa~sión que ilustra los cálculos anteriores so presenta a continuación 

FIGURA ~.2 

OPTIHA 

Algunas características importantes de éste algoritmo son las siguientes 

NIVEi. 
o 

Cuando un subproblema en el nivel n es factible, se produce una solución al Problc111a Entero Mixto. Por lo tanto el 
algoritmo con\'ergc, ya que en el peor de los casos todos los nodos del :irhnl se enumeran explícitamente, y los nodos en 
el último renglón rcprescnt:rn todas la; combinaciones posibles tic enteros. 

Para reducir el esfuerzo computacional es probable que v:ilµa 1" pena introducir cxplicitamcntc la desigualdad 
ex1 +dy~zº + E para cada problema lineal l'Lt, donde es un número pequefin positivo. Haciendo ésto un problema 
lineal factible siempre· indica un nodo actim y se tienen entonces, mejores solucione:; del Problcm~ Entero Mixto. 

En ~stc lllgt1ritmo ~e .~ckrc:ilrna para ramificar el nndn cnn b solucil1n linl':il 111ayor. Con ésla c~tratcgin se pretende 
encontrar r:tpidamcntc una hul·n~t solucit'1n entera mi.\'.ta. sin embargo éste pro('cdimh:nto de sdccciún puede n.·qut.::rir 
mucho almaccnamil!nlo computaci1mal. 

La variable que se sch.:cciona para ramilicar es aqudb con enmponcnlc m:L~ fraccionario 
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En éste algnritrnn, la mayoría (si nn tndos) los problemas lineales se resudvcn completamente. esto resulta costoso 
úc~Uc el punto de vi!<ila t'l1mpulacional, cspccial1m:ntc cuando la única informllCÍÚn n1;ccsaria en un no<lo puede ser el 
valor de la funcilin 1lhjc1irn. 

El proceso continuo de ramilicar y acotar, sugiere la designación de Ramificación y Acotamiento al algoritmo. 

Algunos inconvenientes de éste algoritmo son: 

Es posible que un nírn1cro grande de arcos se puedan originar del mismo nodo. El problema es que ésto no se puede 
predecir por anticipado, lo q11c complic<i el árbol de búsqueda y puede prnporcionar un aumento severo en la mernoria 
de la computadora. 

Si el algoritrno se toma literalmente, será necesario resolver un problema lineal para cada ramificación en aras d~ 
determinar la cola superinr propia. Esto lo hace aparecer como un método costoso, especialmente porque algunos de 
los nodos resultantes probablemente nunca se ramifiquen. 

La determinación de una cota inferior sucede sólo como resultado de resolver el programa lineal en los diferentes 
nodos. Lo que significa que no obstante la importancia de cálculos truncados, no hJy un método sistemático que asegure 
una cota inferior "cstred1a" en una etapa temprana del procedimiento. 

2.3 EL ALGORIH>IO DE DAKIN 

•A panir Jcl m<)fncnto en que dCnbÍ esa pJ,;nl.,; d:m1menrc que mi bús.qucJJ 
de LJ c;i.l<t•lud je: t>ofurc.1N en~ d1m:cim1n.. Por uru pJC1C 4 rcJllui.\n Je 
lOol uonicdmi•mtú:!I cnnt¡n.~entr1 a ~ucmJ1 :1bi1n.:tM ccn los que K rueJen 
dntu.1r opcndon~J )' 1h:mni1r.ir lcorem.u: y porotn, el csrucrzo de las p:11J1'ra1 
por eq>C"ts.'.lr con IJ m:i).,..,r preOJ:,sn ~1l>!e d 3spccio 1en11blc de l.n cr.os..u• 

l!oilo C1lvino. Seis Propuestas para el Próximo Milenio 

Un algoritmo similar pero mas sencillo de instrumentar que el algoritmo de Land y Doig, fue propuesto por Dakin. El 
algoritmo es aplicable a problcm¡¡s tanto lineales como no lineales, sin embargo sólo se tiene experienci¡¡ computacional 
para el caso de program¡¡ción lineal. Para explicar las bases de tal algoritmo considere nuevamente el problema: 

(2.1) Maximizar z=cx+dy 
sujeto a 
(2.2) Ax+ Dy= b 
(2.3) x vector entero 
(2.4) x2:0, y;;: O 

El problema (2.1),(2.2), y (2.4) (sin la condición de que x sea entero) se denomina el problema continuo. Una solución 
al problema continuo que también satisfaga (2.3) se llama una solución entera; en caso contrario se dice que es una 
solución no entera. 

Suponga que existe un algoritmo (que llamaremos subalgoritmo) para encontrar soluciones a los problemas 
resultantes del problema continuo con la adición de cotas 511pcrinres o inferiores en alguna de las variables enterns. La 
existencia de tal algoritmo limita nuestro probbna donde z es cóncava y (2.2) y (2..1) se especiíícan como una región 
convexa. 

Se demostrará que: si el 'ubalgnritmo es finito, entendiendo por e'lo que resuelve cada subproblema en en tiempo 
finito. y las variables enteras acotadas, entonces se akan1ará una soluciún l1plima entera después de un número finito 
de cálculos. 

Suponga que Xj es una variable entera y k es un entero. Dado que el rango k < x¡ < k + 1 es inaceptable, podemos 
dh·itlir todas las soluciones a l;is rL"Striccinncs (2.2), (~.3) y (2..1) en tlns grupos separados 

i) Soluciones en que Xj ::; k (2.6) 
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ii) Soluciones en que Xj2:k + 1 (2.7} 

Al igual que d algoritmo tic Land y Dnig, en éste al):!nri11110 se comicn1a cnn una soluciún al pnihlcma continuo. Si 
ésta solm:iún es cnh.'ra cntonl'cs l'S la soludún dd prohlcma, d1: otra m;im:ra al menos una variable cnlcra - Jigaruos Xj

es no rnter;1 y twn:1 un v;dor hj en óta snluciún. Se divide bj en <.los partes, entera y fraccion;1l lhil l· lj respectivamente, 
delinida por: 

bj=lhil+f¡ (2.8) 

donue Jhil es un entero y O Sustituimos 

k=[l>j] (2.9} 

en (2.6} y (2.7). Aparcnlcmcnte no se salisfacc ninguna de esas relaciones con b actual solución no cntcrn, por lo que 
aumentamos ésta rcslricción al problema cnminuo y resolven>ns los problcmas resultantes, Se repite el procedimiento 
para cada una de las dos soluciones ohtcniuas. La cstruc1ura lógica de éste proceso es la de un árbol, como el que se 
muestra en la figura 2.3 

FIGURA2.3 

El árbol siempre terminará en uno de dos caminos, puede alcanzar una solución entera (denotada por 'I" en la figura) 
o se puede encontrar que el conjunto aclual de restricciones no tiene solución (<.!~notado por 'NS'). La solución al 
problema completo será la mejor solución cnlera alcanzaua Je ésta mancr J. 

El árbol -en general- no es único para un problema dado, ya que en cualquier ct:1pa se tiene libertad Je formar la 
siguiente restricción usando cu:1lquicr x¡ que no sea enlera; l:t sdecciún Je diferentes Xj prnducir:í tliferentes :írbolcs. 
Como se podrá ver la sclecciún puede tener un gr;rn efecto en b cJntidaJ de dlculos requeridos. 

N61csc que sólo hay d1>s ramas y pnr lo lanto dos sub;írholcs que salen Je cada nouo -en conlrastc con el algorilmo 
de Lanu-Doig, donde pueJe salir cualquier número de ramas. 

Se puede operar mas de una reslricción en una vari:1hk :11 mismo tiempo. Por ejemplo, en el nodo 9 Je la figura 2.4 
se lijan las r('l'ltricc:ioncs x¡ 2:: 1 y x¡ 2! 5 a la vi:z. El núm,.;10 Je n .. ·.s1ricdom:s que pucc.Jcn op(.·rar ~11 mi!'mo tiempo en una 
variable cst;í limita,!.' por rl ran!!ll de valores que puL'<le tomar la vari:ihlc. Así, si la restricciún original (2) limita ax¡ a 
un rango Je l):o; Xj,;; 1· e ni onces d enlern \'amia a Xj en éste rango y es consisten le con Xj = k;por ejemplo 

x¡?-1, Xj ?-2,. .. ,xj ?-k, Xj,;; k, Xj s k + l ,. .. ,xj:o; v-1. 
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AL(;OJffl'MO 2.1: lla~in 

l'HOl'OSITO: Rcstllvcr el prohkma de pr11gramacilm entera mixta 

DESCRJPCION 

Paso 1 Se resuelve el problema enlero por medio del método simplex de programación lineal. Si la solución es entera, 
pare, se ha encontrado b solucilln úp1ima. 

Paso 2 Se escoge arbitrariamente una \'ariahle entera Xj cuyo resultado en el Paso 1 sea fraccionario e igual a Íj. 

Paso 3. Se resuelven Jos nuem~ problemas similares al problema original, uno con la restricción adicional Xjk, y el otro 
con l:r rcslriceiún adicional Xj<!:A:+ l. 

Paso 4 De los programas line:rlcs resueltos en el paso 3 :;e incluyen en el un{Jlisis a seguir sólo aquellos programas cuya 
solución (entera o fracciona!) sea mejor a cual1¡uicra de las soluciones enteras conocidas. 

Paso 5 Scleccionese aquél programa lineal que tenga el mínimo v:rlor de la función objetivo. Si las variables enteras 
tienen valor entero, se ha encontrado la soluciún óprima. Si no, regrese al paso 2 con Ja estructura del problema lineal 
resucito en éste paso. 

En los programas de cómputo que se han escrito para progranwción lineal, usando el método sirnplcx como 
subalgoritrno y guardando el table:ru completo, el requcrirnicnlo lota! de alrnaccnamicnto de datos es 

LYj + (m + 2)(n' + 2) palabras 

donde mes el número de rcstricdoncs en el problema continuo (excluyendo restricciones de cota superior si se usa el 
procedimiento de varbhles acotadas), y n'es el número de variables no h;isicas, "j es el rango de valores qrre puede tomar 
la variable ~j, de donde la suma e.Je estos posibles \'alares acotan los requerimientos de almacenamiento. 

2.4 Ejrmplo Numérico 

Suponga que se desea rcsolvr~r el problema: 

Usando el algoritmo de Dakin 

ITERACION 1 

MAX Z = 5 X 1 + 2 X2 
SUJETA A 

2Xt+2X2+X3= 9 
3X1 + X2+ X.1= 11 

Paso 1 La solución óptima del problema conlínuo correspondiente tiene como valor de la función objetivo: 

z = 18.75 

Y los valores de l:rs \'ariablcs son: 

Xt =3.25 
X2 = 1.25 
XJ = X.1 =O 

Pasos 2- 3 Se escn¡~c arhi1r:1ri:rmcnlc X2 ~ 1.25 y se resuelven dos problemas linc:rks uistintos, unocon l:r restricción 
adiric>nal X2:.=;[ J.::'.Sj ~ 1 y d ntro con la rc·sirkción :rdicion:il X2e:( l .'.!5j+ 1 = ~ Fs decir: 
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Pr11bk111a ( 1 ).- Consiste en resolver 

MAX Z = 5 Xi + 2 Xz 

SUJETO A 

2 X¡ + 2 X2 + X3 = 9 
3Xt+X2+ Xi =11 

X2 + Xs = 1 

cuyo valor óptimo úe la función objetivo es 

z = JS.66(>6700 

Y los valores de las variables son: 

X t = 3.333333 
X2 = 1 
X3 = .333333 
Xt=Xs=O 

Problema (2).- consistente en resolver 

MAX Z = 5 Xt + 2 X2 

SUJETO A 

2 Xt + 2 X2 + X3 = 9 
3 X¡ + X2 + X¡ = 11 

X2-Xs= 2 

cuyo valor óptimo de la función objetivo es igual a: 

z = 16.5 
Y los valores de las variables son: 

Xt = 2.5 
X2 = 2 
X3=Xs=O 
X4 = 1.5 

Paso 4. Como no ha habido ninguna solución entera en todo el proceso, se incluyen ambos problem:is en el análisis 

Paso5 Como la mejor función objetivo hasta el momcuto rnrrcsponde a una solucit'm no entera (Z = 18.67), se regresa 
al paso 2 con el prnblcm;1 ( l) como candidato 

ITERACION 2 

!'aso 2 En el l'r.iblcma ( l) se cswgc arbitrariamcnt.; la variable X 1=3.33 y se resuelven dns n ucv,1s prohlcm:i.,, Uno 
c¡uc es igual al prnl>kma (l) mi< la restricción X1[3.3.lJ =3. El otro c¡ue es Í[lUal al problc111a (l) 111üs la restricción 
X¡[3.33J + 1 = ·!. Espccílicamcnlc: 

Prt>lilc111:1 (>).- cnn,is1c11lc ,·n r'-'>olver 
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MAX Z = 5 X1 + 2X2 

SUJETO A 

2Xt + 2 X2 + Xi = C) 

3Xt + Xi+ X1 = l1 
X2 + Xs 1 

Xt + X6 = 3 

Paso 3 Se obtienen las soluciones óptimas al problema lineal (J). El valor óptimo de la íunciún objetivo es: 

z = 17 

Y los valores de las variables son: 

Xt = 3 
X2 = X3 =Xi= 1 
Xs=X6=0 

El problema ( 4) no tiene solut·ión factible y no se incluye en el listado. 

Paso 4 Por tener una solución entera se incluye en el análisis. 

Paso 5 Por ser el mejor valor uc la íunción objetivo y además, ser entero, es la solución óptima. 

El arbol que se muestra el <lc>arrollo del método se describe en la figura 2..1. 

FIGUR·\2A 

PRDDLl:KA. IHllCIHAL 

)U:(l 

2.5 ComparacÍIÍn con el .\li'tudn de Land·Doi[.( 

Z=1t.7!1 lf!1:l.:n .;• 

X!l:O X4:0 

)(a)2 

~ ..... ,, 
u'J:16,, >l1=2.S 

)U:J 

M1)4 ·• 

La cercana eonccciún entre el algoritmo descrito y el propuesto por Land·Doig (1%0) es evidente. La diferencia 
b;ísica es que d alg11ritmo de 1.-D íor1a a las variabks enteras a l<>rnar val,ircs enteros en lugar Je aplicar cota.1, de tal 
furma qt11.: ..:s n1.'lTS:1rin hus\.;H s1.)hr~ d r;1ngn dl! \'a!Pres ente: ros p.1ra In:. cu.d.:s z l.''1 mayor qth! el valnr que tnma en la 
llll'jnr solu¡,·i1'1111.•nkra ronrn.:ida. ~¡todas las \'~1rialik:s entt..:ras se rcstringt:n a los \:d11rrs O y l los dos ml:todns son iguaks 
y la ú11ic;1 contribw.:il~1n J1.:l 111~1t1dn pr .. ·~i.:ntat.lo cimsi."11~· en pn;porcinn~tr un pron:Jir:iicnto computacional con\'cnicntc 
para llevar!,, a caho. 
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La convergencia <le ambos 1rn:todo., <le pende de la seic<:ciún de la variable entera que se maneja en c:1tla etapa. Sin 
cmhar!!o hay inJicins que hacen supo111.:r una cnnvcrgcrn.:h1 tn~\s r.:ipiJa para éslt! algnrilnu1 en muchos caso~. ya que har;í. 
una húsi.¡uctla :;obre un ran¡:o m<is pequeño de valnres para una \'ariahle entera que el algori1mu de Land-D<>i!!. puc·s 
po1..k•ntllS Ji;lcncrnos llltt pronto C{l11ln se idcancc un;1 Sllllll'Íún cnl\!ra. t...i aí~ ;.íun, éslc mótrnJu en alg.unns c~1sns :-.e s:tlt~1rá 
valores que alguna variable rntcra pueda lomar con el algoritmo Je Land-Doig, ycomü se ha vislo, se hace la ramilicadlin 
en <los"""ª' y no en mas como el método <le L·D. 

A continuacit'1n se desarrolla un l'jcmplo usando tanto el alg11ritmo de Lantl-Doig, como el de Dakin para observar 
claramente la diferencia entre ambos 

EJE~IPLO 4 

Considere el problema entero 

(1) MAXZ~-4X1-5X2 
SUJETO A 

(2) - Xt - 4 X2 5 -5 
(3) - 3 Xt - 2 X2 5 - 7 
(3') X1, X2 ENTEROS NO NEGATIVOS 
(4) Xt 2: O, X22: O 

Aplique el algoritmo <le Land-Doig: 

Paso O. La solución ni problema definido por (1), (2),(3) y (4) tiene como valor óplimo para su función nbjc1ivo: 

z = -11.20 

Cuyos valores en las variables son: Xi = 1.80, X2 = .80 

Paso l. La cola superior de z y la solución actual al inieilr este paso es 

zº= -11.2 
Xt= l.8 
X2= 0.8 

Se escoge cualquiera de las dos variables, pues arnbns están igual <le lejanas al en le ro más proximo, sea Xt = l.8 y se 
hace max Xi y min X¡ 

1.1 min Xi implica X1=1, cuyo valor óptimo de la función objcth·o es igual a:Z = -14. Y los valores en lasvariablcs:X¡ 
= l,X2 = 2 

1.2 Máx X¡ implica Xt =2, con valor óptimo <le la función objetivo igual a:Z = -11.75, y los valores de las variables 
son: Xt = 2, X2 = .75 

Pa~o2 El mayor de los dos es Z = -l I.75conX1=2, y se le asigna la el iqul'ta Z 1• Para completar ésta etapa es necesario 
saber los valores de z para los enteros que se pueden alcan7ar "mas cercanos' 

Paso 3. Se continua con m:tx Xt ha:;t:i su stg11ndo valor entero: Xt =3 y se tiene que el valor (1ptimo de la función 
objcl ivo es: Z = -H.5rnJrnMJO, y los valores de l<1s variables: X 1 = 3, X2 = .5 

Eslos tres valores <le Z se guardan en una lista y se tiene 
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z 
-11.75 
-14 
-14.5 

oblenida en el paso 
z1 1 

l 
3 

El valor más allo es -11.75 que se ha c1ique1ado cnmo z 1• La solución y rcstrirl'inncs en ésle punlo son: 

restricciones X 1 = 2 

solución 

Paso4 

z1 = -lt.75 
Xi= 2 
X2 = .75 

4.1 Min X2 implica X2 =O, no se tiene solución fac!Íblc 

4.2 Max X2 implica X2 = 1, cuyo valor óptimo de la función objclivo es: Z = -13, y los valores de las variables son: 
X1 = 2,X2 = 1 

La figura 2.5 ilusl~a el árbol de búsqueda asociado a éste problema 

FIGURA 2.5 

Ahora desarrollamos el mismo ejemplo usando el algorilmo de Dakin 

ITERACION l 

MAX Z = - 4 X¡ - 5 X2 
SUJETO A 
- X¡ - 4X2 :5. -5 
-3X¡-2X2 :5.-7 

Paso 1 La solución óptima del problema lineal correspondiente tiene como valor óptimo de la función objetivo: Z 
= -11.2 y con valores en las variables: X¡ = 1.8, X2 = .80 

Paso 2 Se escoge arbitrariamente X¡= l .S, y se resuelven los dos problemas lineales distintos uno con la restricciém 
adicional X¡ :5. [1.8] = 1 y el otro con la restricción adicional X¡ i?(l.SJ + ¡ = 2. 

Paso 3 Se tienen los lablcaus óplimos 

Problema (1) Con X1'5. l, se 1icne que el óptimo en la función objetivo es Z = -14. Y con valures en las variables: Xt 
= 1, X1 = 2 

Problema (2) Con Xt i? 2, se 1icne que el óptimo en la función objc1ivo es Z = -11.75. Y los valores de las variables: 
X¡ = 2, X2 = .75 

Paso 4 Hay 111111 solución enlcra sin embargo la mejor [unción objclirn corresponde a una soluciún no entera, y nos 
regresamos al Paso 2 

ITEltACION 2 

Paso 2 Escogemos x~ = .75 y :-;e rc~uclvcu Jos Jos 11llt.:VfJS prl1hh;m;1s. Uno igual al probkma l nds !a rcstrccilln 
X2[.75J =O y el ni ro que es igual al problema 1 m;'i>; la rcstricciún X 2 ~l.751 ;. 1" 1 es decir 
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l'rohkma (:1) X2:Sll, se tiene que no hay solución factible 

l'roMc·m¡¡ ( ~) Cnn X2 "1, se tiene que el valor óptimo de la íundún ohjetivo es igual a:Z = -13. Cuyos valores en las 
variahlcs snn :X l = 2, X2 = 1 

La figura 2.6 ilustra el ;írbol de búsqueda correspondiente a ~sic problema. 

FIGURA2.6 

SIECUHDA SOLUCIOff 
l:KTERA Y OPTIMA· 

2.6 ALGORITJ\10 PARA LA SOLUCION DE PROBLE~IAS DE I'ROGRAi\IACION ENTERA J\llXTA DE 
DRIEllEEK 

Este algoritmo, basado en el método de Land-Doig convierte a todas las variables enteras en binarias (cero-uno). Una 
vez realizado esto se sustituyen en el problema original y se encucntrn la solución óptima utilizando programación lineal 
con ciertos ajustes, que se denominan costos penalizados. Dichos costos sirven para seleccionar Ja mejor variable entera 
que genera una biíurcaril>n, y por lo tanto aceleran ;1! m~todo de R-A, es decir, Jo hacen converger mas r:ípidamcnte a 
la solución óptima. El algoritmo íuc propuesto por Norman J. D1 icbcck en marzo de 1966 y posteriormente en marzo 
de 1968 Stanlcy Zionts propuso algunas modificaciones al algoritmo que permiten considerar una restricción y n + l 
variables p;1ra cada variable entera en lugar de n + 1 rcstricdoncs y 2n + l variables como se hacía originalmente. A 
continuación se presenta el algoritmo modificado por Zionts: 

ALGORITMO 2.3:Dricbcck 

l'ROl'OSITO: Resoll'cr el problema entero mixto de programación lineal. 

DESCRIPCION 

l. Se convierte a todas las variables enteras en binarias de la siguiente manera: Sea X¡ una variable entera, entonces 

n 
X;=l:k a¡k 

k=l 

domlc a¡k = O o 1, para toda i, k 

l:a¡k= l. 
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Si a¡¡ -- l,S<' i111pli.·a que la v;iriahlc cntcr;1 es X; =k ysc rcsucll'c el prnhkma norntcro. Si se encuentra una solución 
(1pli111a cnh:r;J, parar. 

2. Se cakulan las penali1<1cinncs de la siguiente manera: 

a) l'or cada \'ari;1hlc a¡~ nn b;ír.ica, el costo penalizado por alcanzar un valor a¡k = l, es úccir X;= k, es precisamente 
el "precio sombra" Je ilik es <.kcír el valnr Zik·Cik úcl tahk:m correspondiente. 

b) Porcaúa variable a;k h:.sica, el Cl1Sto penalizado por incrementar a¡;¡ al v;1lor l, es decir, hacer X;= k, es el mínimo 
incremento en la función objctim por hacer a¡k = l (n sea, hay que fü:1r an;ílisis Je sensibilidad al hacer el término Xrn 
corrcsponúknlc al \'ector básirn ;1.x igual a uno). El cambio mínimo en el ,·alor de la función objetivo es la cantil.bu en 
la que cambia la función objcti\'o en l;1 primer iteración del método dual ~imple:<, al hacer el cambio corrcspomlicnte 
en el latlo derecho del lahlcau. Este cambio es igual a 

donde Xnr es el \'alar del \'cclor básico a¡k y Y rj son los valores del tahleau wrrcspondicnlc 

3. Delos costos penalizados calculados en a) se selecciona el mínimo.Si hay un empate, se escogen todos. Se combinan 
entonces con el costo mínimo pc~alizado calculaút' en b) y se sclct·ciona aquella solución factible cuya suma de costos 
penalizados (los calcul:nlos en a) y en b)) sea mínima. 

CONVERGENCIA 

La experiencia computacional con el algoritmo ha sido buena, pues d algorílmo busca esencialmente una reducción 
mínima en el valor úc la función objetivo cuando se activan las reslriccíoncs enteras. Porque fas soluciones prueba se 
inician en la base de las penalizaciones, y porque aquellos puntos que tienen menores penalizaciones se prueban primero, 
se espera que la mejor o al menos una muy buena solución cntcrn, se encuentre en una de bs primeras pruebas; de los 
rpoblcmas que se han rcsuellosc h3 encontrado la solución óptima en las primera~ pruebas. En un probkma que contiene 
21 rnriablcs cero-uno o ('.!) 2t puntos, la solución óptima se enconlr<i en la segun Ja prueba. Después de que una prueba 
se inicia, ésta Sl\lo termina si: 

a. En una itcrnciún dual, el valllf de la funciún ohjctirn disminuye por debajo de la solución encontrada. 

b. Se encuentra una condición dual no acolado (primal no factible). 

c. Una solución entera >'iílida, mejor que la que se encontró prc\'iamcntc. 

El tiempo h>tal de corrida del algoritmo dcpcnJ~ principalm~nlc dd número Je puntos <le la red en d problema Y 
menos U:.·I signilic.1úo d¡,; las v.1rÍ;thk.:!-i. enteras. Cuando fas varb!Jll!:-. se u:;;in p~1ra rt'{H t.'."ii.:ntar Cl'~·tns iníciaks, la :;oluciún 
se encuentra con ma~or fadlid:id que i;,.·uando las \'arbhk.'\ cnlcra'.; se w,l..'n [l\!l'a dcdt.iir t:ntn: parejas de variahks muy 
simifan:s. La m;1yoría th: hls pr(1hh:m:l...:. enkros se km rcsurllu Ji.; k ~t ~k i!l'.racilUtL's, <lomi¡,: k \!sd númcrudt.: itcrat.:íoncs 
rcc¡u~ridas p:1ra alcant~tr u11~1 5l)lud1·~n conlinua. 
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EJEJ\ll'L04 

Considere el problema entero-mixto 

MáxZ=5Xt + 2X2 

sujeto a 

2X1+2X2+X3 =9 
3X1+ X2 +.X-!= 11 

Xt ~O, X2 ~O, X3 ~O, Xi ~O 
X¡, X¡ enteros 

Resolverlo usando el m~todo de Dricheek. 

Empezamos por hacer: 

X¡=Oat0+la11 + 2a 12 +3 a13 + .. . 
X2=0a 20 + la 21+2a2 + 3a23 + .. . 

con 
a¡j=O o 1, 

y 
alO +all +a12 + ... =1, 
a20 + a22 + a23 + ... = l 

Se tiene que como X t puede ¡1lcanzar un valor máximo factible de 3, y X¡ de 4, se toman los primeros cuatro términos 
de a1j y los primeros cinco términos de a2j, y el problema original se convierte •:n: 

MAX San+ lOa 12+ISa13 + 2azl + 4a 22 + 6a23 + 8a24 

SUJETO A 

2a 11 + 4a 12 + 6a 13+2a 21 + .Ja 22 + Ga 2..1 + 8a 24 + X3 = 9 
3a 11+6a 12 + 9a t3 +a 2t + 2a 22 + 3a 2..1+4a24 + ;::4 = 11 
a 11 +a 12 + a 13 +a 10 1 
a 21 +a 22 +a 23 +a 24 +a 20 = 1 

EL TABLEi\U 

REN (BASIS) a tt a 12 a 13 a 21 a 22 
lART -5.000 -10.000 .1s.or.o -2.000 -4.000 
2ART 2.00\J 4.000 6.000 2.ilOO 4.000 
3ART 3.000 6.0IXJ 9.000 l.000 2.000 
4ART l.000 UXJO 1.000 .000 .1)00 
SART .000 .000 ·ººº 1.000 1.000 

REN a 23 a 24 X3 X4 a 10 
1 -6.000 -8.000 ·ººº .Oílll .000 
2 6.000 8.000 1.000 .1)()1) .OOIJ 
3 3.000 4.rnlll ·ººº l.Oilll .oou 
4 .000 ·ººº .000 .!Xll) J.tlOO 
5 1.000 1.000 .000 .000 .oon 
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REN a 20 Xn 
1 .OIXJ .IXXJ 
2 .l~Xl 9.000 
3 ·ººº 11.IXMJ 
4 JXXJ l.IHJO 
5 1.000 !,(](]() 

Después de dos iteraciones del método simplcx, se obtiene la siguiente solución óptima no entera: 

EL TADLEAU 

REN (BASE) a tt a 12 a 13 a 21 a 22 
lART 6.000 3.000 .000 .000 .000 
2 a 2~ ·.500 ·.250 .000 .250 .5lX1 
3ART -4.000 ·2.000 ·ººº .000 .000 
4 a 13 1.000 1.000 1.000 .000 .000 
5ART .500 .250 .000 .750 .500 

REN a 23 a 24 XJ X.1 a 10 
1 .000 .000 1.000 .000 9.000 
2 .750 1.000 .125 .000 -.750 
3 .000 .000 -.500 1.000 -6.000 
4 .000 ·ººº .000 .tXlO 1.000 
5 .250 .000 -.125 .000 .750 

REN a 20 Xo 
1 .000 18.000 
2 .000 .375 
3 .000 .500 
4 .000 1.000 
5 1.000 .625 

El cálculo de costos penalizados al pasar de a ik distinto de l a a ik = 1 es el siguiente: 

a ij no básicas 

a ii X;=j 
a 10 X1=0 
a 11 Xt=l 
a 12 Xt=2 
a 21 X2= 1 
a 22 X2=2 
a 23 X3=3 

a ij básicos 

costo penalizado = (z;¡-eij) 
9 
6 
3 
o 
o 

a ;¡ X¡=j costopcnalizado(~t¡r-1) M:íx {Zj·cj/Yrjl Yrj<O} 
J- .... n 

a tJ Xt=3 (l-l)~l:íx(n<lhayc:indid:i1osl=O 
a 20 X2 ~O (5;8 • 1) ~1.íx { !/{- L:-i) l = (-J,';))(-:l) =' 3 

ai.1 XF--1 (3.3 • 1) ~l:"t:< {9/(-3/·1),i;,'(-1.2),.1.'(-l/4)} =15/2 

Los costos pcnalindos mínimos se obtienen cuando; 
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Xt =3 y X2= l (solución foc1ihk) cnn costo prnali1aú11 total O+ 0=0 

Xt =3 y X1 =2 (solución no factible) con costo pcnali1aúo total O +0 =O 

Xt = 3 y Xi =3 (~llluciún no factihk) con costo pcnali:raJo total O +O= O 

Como las dos últimas .<nlucioncs no son factihk.1, pues \iolan alguna de las restricciones y l:i primera solución es 
íactihk, es tm11bién l>ptima por lo que la soluci<111 queda: 

Z= 17, Xt =3, X2= 1 

Corno se podrá observar el algoritmo Jctcrmina una cola superior (inferior) de la función objetivo en el caso <le 
maximi1aciú11 (minimi1:1ci(Jn), y por mcdin de los costos pcnalizadnssc ajusta con el co.1topcnalizado mínimo, la solución 
óptima del problema cnlcro. Este algoritmo ¡mcdc dejar de ilerar cuando 1;i solución factible que se tiene se aproxima 
en un 80'7:r90'?h a la solución üptíma. 

Como veremos en el siguiente ejemplo, los costos pcnali7;1dos sirven para seleccionar la mejor variabl1: entera. Dada 
una variable básica X, = Xur cuyo resultado linal debe ser entero, y por el momento todavía es fraccionario, se tiene 
que el costo penalizado d.: hacer X, =- [Xnd (donde [XI es el número entero z más grande, menor o igual a X 
y <: x > el número entero z m:1s pequeño, mayor o igual a X ) es: 

(X nr[Xnr]) fylín {(7j · Cj)/ Yrj Y rj <:O} 
¡=t,. .. ,n 

mientras que el costo penalizado de hacer Xr =- < Xnr > es 

(1- Xnr + (Xnrl).Mín f(z¡ - Cj)/- Yrj Yrj ~O} 
¡= l, ...• n 

Entonces, asociada a cada variable básica X,, que aún es fraccionaria, pero que en la solución óptima <kbc ser entera, 
se tienen dos costos penalizados, uno asociado con el cambio Xr = [ Xnr] ye! otro con Xr "' < Xur > . Para idcntilicación, 
dcnólcsc al primer costo penalizado por {CPJr y al segundo por < CP > ,. La v¡1riahlc que se selecciona para ramilicarsc 
es aquella cuyo { CP]r ó < CP >res el m;\ximo entre todas lw; variables b~sicas Xr. Jcsc:irtando por supuesto a las de 
holgura; que siendo aún fraccionarias, ddicn ser enteras en la solución óptima. Este proceso acelera al método, pues al 
elegir una variable búsic;1 con costo penalizado alto, se evita aumentar el número de iteraciones al eliminar implícita· 
mente soluciones peores a las actuales. 

FJEl\IPLO 5 

MAX Z =- 5Xt +2X2 

SUJETO A 

2Xt + 2X2+X3 = 9 
3X1+ X2 +Xi "'ll 

20Xt-lOX2 -Xs = 51 
X;~ O enteros, i = 1, ... ,5 

La solución 1íplima del problema lineal as<>ci;1d() tiene romo valor óplimo Je la función objetivo 

Z = l8.75rMXXJO 
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Y los valores de las variables son: 

Xi= 3.25 
X2 = 1.25 
X3=X~=O 
Xs = 1.5 

El calculo úc los costos pcnali7ados [CPJ;, < CP > ¡, i = 1,2 para las variables h5sicas (x1,x2) es: 

[CPJ¡ =(3.25-3) Mín {O/l, l.5/.5} =!l 
<CP> 1=(1-3.25+3:-.lín {-.25/-.25}=.75 
[CP]2 =(1.25-1) i\lín {0/1,.25/.75) =O 
< CP>2 = (l-1.25 + l) Mín { 1.5/·(-.5)1 =0.75(3) =2.25 

La variable que se selecciona es la X2 y las dos nuevas ramificaciones estarán dadas por las nuevas restricciones 
X2:SI yX2 <!: 2. 

La solución óptima del problema lineal asociado es 

{BASIS) Xt Xz 
ART .000 .000 
X3 .000 .000 
Xs .000 .000 
Xt 1.000 .000 
X2 .000 1.000 

X3 Xi 
.000 1.667 
1.000 -.667 
.000 6.667 
.000 .333 
.000 .000 

Xs X6 Xn 
.000 .333 18.66 7 
.000 -1.333 .333 

1.000 -16.667 5.667 
.000 -.333 3.333 
.000 1.000 1.000 

Y el valor óptimo úc la función objctiw es: 

Con valores en !ns variables 
z = 18.666670 

X t = 3.333333 
Xz = 1 
X3 = .333333 
Xi=X6=0 
Xs = 5,66(,(,67 

Se calculan nuevamente los costos penalizados [CPJ¡, < CP >¡para las variables básicas X¡ y Xz 

(CPJ¡ =(3.3.33-3) Mín {O,J.f>{,6/333) =O 
< XP> t = (l-3.333+3) i\1ín { -.3JJ/-.3J3} = .<í6666 
(CPJ2 =(l-1) i\lín {0,.333/1} =O 
< CI' > 2 = {1-1 + J) /\lín { No hay disponibles) =O 

Ahora vemos si hay solución para X2 <!: 2 

2. Cnn X2 ;i: 2 no se tiene solucítin factíhlc, entonces escogemos del pr11hlcma con X2s 1 la variable, con el mayor 
costo de penalinci<in que es X1, mi onces pl;mlcam1Js los drn; nucrns probh~ma,:con Xt:S3 y Xt 2: .¡y se tiene 

3. Sc11 X1 :S3 cll)'O vulor úplímo 1.k la fun6ún objetivo es: 

z = 16.8 
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Y los valorrs de las variables: 
X1 = 3 
Xz =.90 
X3 = 1.20 
X.1 = 1.10 
Xs = X1 =O 
X6 =.10 

-1. Con X1 i!: 4, no hay solución factible 

Como en éste problema no hay solución factible entonces se tendría que ramificar sobre el problema 3, sin embargo 
los costos pcnaliz:1dos asoci:1dos son iguales a cero por lo que 13 solución óptima está dada por Z = 17, X1 =3, X2 = l 

En la figura 2.7 se muestra el árbol de búsqueda asociado a éste problema 

FIGURA2.7 

)(2,1 

COLUCIOK OPTlHA 

Estos costos penalizados tienen la grandísima ventaja que permiten en cualquier instante del algoritmo de bifurcación 
y acotación (aunque no se hay:1 obtenido aún la solución <Íptima), calcular una cola superior en el caso de maximiznción 
y una cota inferior en el caso de minimi;·.1ción entre la diferencia del valor de la función objetivo de la mejor solución 
entera obtenida hasta ese momento y el valor óptimo de la función ohjetim. Esta cota se calcula de 

M:lx{f\lín 
rEl jEN 

r.j·Cj (Xur[Xnr!), para Yr¡>O V r,j 
v~ r¡ 

/ 
'-

l~y·c¡il·Xor+ [Xnrl), para Yrj< O 
• r¡ 

donde 1 es el conjunto de 1od11s los vectores b:ísicos en la iteración en cuestión (cuando se para el algoritmo) y N es el 
conjunto de lodos los vectores no-básicos. 
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EJEMl'l.O 6 

ü111siúere el siguiente problema entero 

Mío Z=7xt +3xi+4xJ 

SUJETO A 

XI + 2x2 + 3XJ • X.I =8 
3x1 + x2 + x3 -xs=5 
xt, x.:i, XJ, x.i, xs ~ O, enteros 

Se supone que después de ramificarse como lo indica In figura 2.8 se ha oblcnido una solución entera y se para el 
algoritmo, se desea conocer eúan alejada se encuentra esa solución de la solución óptima. El tablcau asociado al nodo 
2es: 

•'IGURA2.8 

vectores en 
la base 

1 1.-n •to•h•1.• .... .... 

Z XlX2 XJ X.1 Xs Xll 
ZTTf5loTO---;¡-¡-:i1 
XJ O 3 fl¡ O -1 ¡ 2 
X,¡ o 8 1 o -3 4 

1 

Calculando los costos penalizados [CP], y < CP > r, para toda variable bi1siea (sin incluir a las de holgura) (Xi) se 
"'' tiene 

Máx{Min{ (2-2)(5/3), (2·2)(1/l)}, Mín{ (1-2+2)(41-(-1))}} 
= M•íx{Mín (0,0), 1'1in(4}} 
= Múx{0,-1}=4 

Lo que quiere decir que la funci<.n objetivo óptima nn puede lcner un valor mayor a -17 + 4 =-13 (puesto que se está 
minimizando se obtiene una <'nla inferior, en el c;iso de maximi1"1ciún se obtiene una cota superior, dada por el valor de 
la íunci<Ín 11hjclivo al moll\l'ntn de parar, menos el \ah>r úcl ""to penalizado). Es decir 13 es una cola inferior del valor 
óptimo de 1:1 función objetivo dd prnhkma entero. De hecho el valor óptimo es Z= 15 con X2=5, X.1=2, 
Xt =Xi=Xs =0. 
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ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

CAPITULO 111 

•t:i r.izón, confundida en si mi!\ma, vda cnl.1cc en la divisihili· 
daJ, la absorción del unn en et 01 ro, lo .o;in1plc y lo compuesto 
a la vez 

Y cxclamaha: lli qué duo \'en.ladero rarcce Js1c solo canto!lJ 
La raz6n del anmr es que carece de razón. si asi puede unir.oc 
lo separado· 

William Shakc!\pcare. El fénix y la Tórtola 

En la mayoría de las aplicaciones prácticas, algunos de los datos del problema no se conocen con exactitud y se tienen 
que estimar lo mejor posible. En consecuencia es import:111te poder ckterminar la solución óptima del problema 
conforme se dispone de tll!C\'as estimaciones, sin la costosa tarea de resolver el probkma desde el principio. Asimismo, 
en las primeras etapas de la formulación dd problema se pueden haber pasado por alto algunos factores. En tal ca;o es 
importante actualizar la solución presente de tal forma que se tomen en cuenta éstos factores. Por otra parte, cr. muchas 
situaciones bs restricciones no snn muy rígidas. Entonces es deseable que, sin tener que resolver el nucrn probl.:ma, se 
pueda examinar el efecto de relajar algunas de las restricciones sobre el valor del objetivo óptimo; éstos y otros temas 
relacionados constituyen el anülisis de sensibilidad. 

Este c:1pitulo se desarrollad ele la siguiente Jl\i\llcra, en la sección 3.1 se dan algunas consideraciones básicas del 
problema de programación lineal y de an:.lisis de sensibilidad, en la sección 3.'.'. se plantea el caso del problema lineal 
mixto y como se puede aplicar anúlisis de sensibilidad considernndo que se resuelve el problema usando ramificación y 
acotamiento, en la sección 3.3 se presentan unos ejemplos que ilustrnn :os conceptos que se manejaron en la sección 3.:i. 
y finalmente en la sección 3.4 se plantea un análisis ele sensibilidad para el •ilgoritmo de Driccbcck. 

3.1 CONSIOERACIOi'iES fiASICAS DE PROGRA~IACION LINEAL Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD. 

Considere el problema entero mixto 

(P) 

n 
Maximizar Z :o :1: CjXj 

¡=l 

Sujeto a 
n 

.L ajXj :S b 
¡=t 

x¡;:: O p:ira jEN = {1,2, .. .,n) 
XJE{O,I} ¡majEI N 

donde a¡ y b son vectores columna en R 01
• Por simplicidad, suponemos que c¡ y los clc111enlos de ªi y b son números 

r:1cionales. 
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Un:1 vez que se ha resuelto el problema (P), puede darse el ('aso de que UIH> o varil>S p:1rámctros de la formulación 
original camhirn, dandt' ori~?cn a un 1111cvo prohk-ma. Afonun:id:11nl'ntc no L'S necesario vnlvi:r a resolver el prohlcmn 
desde el principio, ya que existen metoJos llamados an;ílisis de scnsihilid.1d, quc pcr111itcn ahorrar muchas itcral'ioncs, 
al resolver el nuc\'ll problema partiendo de la solución ilpti111a del prohlc·ma original. Ahorrar iteraciones implica un 
ahorrn ('onsiJcrahlc en los c<1'tlls tic utili1aci1'>n tic una rnmputadora y también un ahorro en tiempo para resolver el 
prnhlcma. El nuevo problema puede tlikrir Jcl original en uno o ,·arios tic los siguientes cambios que puctlcn ocurrii· 
sirnult{1ncarncntc: 

a. Cambio en el vector b, lo que signilica cambio en la disponihilidatl de los rccursl>S. 

b. Cambios en el vector e, lo que signilica cambios en los precios o costos unitarios. 

c. Cambios en la matríz A, lo que significa cambios en los coelicient"s tecnolligicos a;j. 

d. Cambio en el vector X, lo que significa cambios en el número de actividades, cuyo nivel debe decidirse. 

e. Cambios en el número de restricciones tic! sistema lineal a optimizarse. 

Con base en éstas consideraciones cabe hacernos las siguientes preguntas: 

1. El lado tle;echo b de (P) es reemplazado por un nuevo lado derecho d ¿cu!1l es una cota superior del nuevo valor 
de z? 

2. Se dispone de una nueva actividad a; 0-1 ¿rara cual cota superior en el valor de Cj la acthidad ªi permanece en el 
nivel cero en la soluci<m óptima de programación entera? 

Suponemos que los valores de d y ªi no se conocen a priori, y empezamos por sentar las bases conceptuales para 
contestar estas preguntas. 

Recientemente se ha desarrollado una teoría de dualidad para programación entera. Examinamos aqui algunas 
implicaciones económicas de ésta teoría, en particular la necesidad de usar funciones de precios en lugar de precios, y 
la posibilidad de efectuar anülisis de sensibilidad de soluciones óptimas. 

Los resultados que se desarrollan a continuación no sólo se cumplen para programación entera en general, también 
se cumplen para programación 0-1 y problemas con cotas superiores explícitas en las variables, si se incorporan las 
restricciones de acotamiento explícitamente en el conjunto de restricciones Ax b. 

Sea f(Rm) el conjunto de funciones F:R"' -R. Una función FEf{Rm) es supcraJitiva en D. ~R"' si 

Sea r"' = { FEf(R m) 1 Fes supcraditiva y no decreciente en R m y F(O) =O}. 

m 
También sea Lm = {FEr(R"') 1 F(d) =:~ u;d;, u; <:O i= J,. .. ,m} el conjunto de precios. 

l= l 

Considérese el problema du;il del problema (P) sin la restricción (2), esto es, un problema entero puro. 

minW = F(b) 
F 

(D) sujeto a 
F(a¡)<:cj j=l,. . .,n 
re·r"' 
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Podemos ;idoplar la convención c.,l;índar de que Z=- co, si (P) no es faclihlc, y Z= +"'si (P) tiene snlucimtes 
faelihles de valores arhi1r.1ria111cn1c grandes, y una convención similar par;1 (D). 

Tcorc111a 1 (Dualidad D~bil) ex $ r(h) p<tra lodos los vectores de producción íactihlcs prima le~ x, y todas las [unciones 
de precios fol·tihks F. Donde F(b) se ¡L~ocia a la íuncit'.tn objetivo primal en cada nuuiricaciún 

Corolario 

i)Z sW 

ii) (P) no es factible si W -+-"' 

iii) (D) no es factible si Z -+"' 

Tcorenm 2 (Duali<l:td Fuerte) 

a) Si (P) o (D) tienen un valor óptimo linito entonces existe un vector de producción óptimo factible x', y una íunción 
de precios F

0 

óptima factible dual para la cual Z= ex'=¡:' (b) =\V 

b)Si (P) no es factible entonces (D) no es factible o W ->-o:> 

c)Si (D) no es factible, entonces (P) no es factible o Z -++ °' 

Teorema 3 (Holgura Complementaria) Sean x', F
0 

una pareja de soluciones óptimas para (P) y (D) respectivamente. 
• n • • • , 

Seans =b-I 
1
ajX j yv j=c¡-F (a¡)J=l,. .. ,n entonces 

¡= 

i)v'¡ SO, j = l, .. .,n o Cj-F' {a¡)s O o Cj :5F
0 

(a¡) (ningún proceso en lo5ccelicientcstecnologícos produeeun benelicio 
positivo). 

ii) Si X
0

j >0, entonces v'j =O o Cj = r' (aj) (todo procese en u.10 produce benelicio cero). 

iii) p' es no decreciente y superaditiva (recursos mancomunados nunca pueden ser perjudiciales). 

• • n • ' • • 
iv) F (b) = F (Lj = 1 ajX j) y F (s ) ~O (el precio del actual vector de consumo no cambia por añad1rrccursos nuevos). 

La condición de supcradith·idad en h [unción de precios conlleva a una relación obvia para el conceplo de utilidad 
creciente en escala como 

n n 
,I F(<tj)Xj SF(~ ;1¡xj) para x 2: O entero 
¡=1 J= t 

Por otro lado vemos que F no siempre es homog~nea. Sin embargo debido a la supcraditividad de F', 

, n • n .• 
F (I ay) ~ ~ nl V O,;; Y¡.' S Xj

0 

y¡
0

entcro, j = 1,..,n 
¡=tJ J j=I J. 
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cnlonres la fund[111 de ;ircdos úpli111:1 es homogénea al menos en lo., ni\'eks de actividad óptima. De cm1lquier 111mln, 
es flllsihlc que F (a1(x¡ + lll > Cj(Xj + 1), y se obtiene informaciún útil en d nivel de una variable acLiva primal de la 
función de precios óptima F (lo que es imposible en el caso lineal). 

Consideramns aq1!i l~i:; pnsihJ.:s c;imbios en el problema primal (P) una \'CZ que se han cncontr:ido una pareja de 
soluciones óptimas (x ,F ) con F Er"'. Sean Z', x'cl valor/solución óptimos respcctiv:1mcntc dd nuevo problema 

Consideramos brc\'cmen!I.: cuatro casos: 

1. Cambios en los rel'Ursos b .... b': 

(a)F
0 

permanece dual factible, entonces Z' :S F
0 

(b) 

n n 
(b)Sea y'= {y¡ r' (:l:j ~ t HjYj) = r j ~ l Cjyj}. Sir' permanece óptima, entonces x' está en y• . 

. Cambios en la función objetivo e ->e' 

a) x' permanece primal factible, entonces Z' 2: e' x• 

(b) Si cj' :S F
0 

(a¡) para toda j, entonces r' perm:inecc dual factible, y Z' :S F
0 

(b) 

(c)Si cj' :S r' (a¡) cuando x"j =O y cj' = Cj e uando xj• >O entonces x• permanece óptima. 

3. lnlroducción de una nueva actividad (e, a): 

(a)x' permanece primal factible, entonces Z' 2: Z(b) x' permanece óptima sir' (a) 2: e 

n 
4. Introducción de una nueva restricción r hjxj :S ha: 

j=t 

(a)Si x' permanece factible, x' es óptima 

m+l 
(b)La función de precios F: R ... R definida por F(d, dm+1)=F

0

(d) es dual factible para el nuevo problema, 
entonces Z' :S Z = F(b, hO). 

Las observaciones anteriores permiten un análisis postóptimo si se conoce b función de precios duales óptima. Se 
obtiene una intcrprct:1ció11 allcrnatil'a si suponemos que cada dccision en el valor de ,un nivel de actividad Xj se loma 
indcpenJicnlc con respecto al centro de decisión. Entonces una i'unci<in de precios F proporciona una pauta p:ira el 
anafüta, similar al p:1pcl jugado por los precios en d mocklo iincal. 

3.2 RESULTADOS PARA HA~llFICACION Y ACOTMllENTO. 

La solución para el problema (P) usando ramilica,·ión y acotamiento construye un :írbol de problemas lineales. 
Asociados con un nodo t dd :írbol están el problema lineal y los prccins duaks factibles 111 y ¡11: 
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0 1(b): max z'1(b) =ex 
sujeto a 

donde 

n 
.~ UjXj $ b 
¡=1 

~I ;? O para
1
jEN . 

L¡ :S x¡ :SU¡ para¡E[ 

Lj1 
= U¡1 =O para jE Fo1 

L/ = U¡1=1 parajEF11 

L¡1 =O, Uj1= 1 parajEl-Fo1-F11 

¡r: t ) 

( o¡1 ) 
( µ¡' ) 

y Fo\ F11 son los conjuntos de variables en l fijados en O y t, rcsrec1ivamcntc. Usamos el mismosímholo,¡1¡1 para 
denotar los precios duales de las restricciones Xj 2: L¡1 y Xj :S u1 sin amhig.uedad, porque a lo mús una de éstas 
restricciones puede cumplirse con cada j. Si Xj ;? L¡' se l'Umplc, cnlonccs,u¡1 so, d.: otra mancra¡i/;? O. 

Si 0 1(b) no tiene solución factible, sea íl1,¡11 el vector dual asociado con el objetivo de la Fase l de maximizar el 
negativo de l:t suma de infoctibilidmks. 

Sea P1(b) el programa mixto entero obtenido del prngrama lineal Q 1(b) reemplamndo las restricciones O :5x¡ :S 1 
por x¡E{0, 1} para jEl-l't1·Fo'. Sea Z1(b) ci valor tic b funci(1n objetivo óptima para P'(b). Más atín sean C\t.1) y B1(J) 
las funciones tic acotamiento superior en los valores de las funciones objetivo de los problemas 0 1(d) y P\d) 
rcsr,cctivamcntc (éstas funciones na son olrns que las funciones de precios Juales F( d) asociadas a los problemas 0 1(d) 
y P (d) respectivamente). Suponicnd<l que el nodo 1 es la raíz dd árbol, nuestro principal propósito es obtener B t(d). 
Proponemos la siguiente formulación para C1( d) y B1( t.I); 

Suponemos que 0 1(b) sc ha resuelto oplimamcntc en la fose l o la fase lf, como sea apropiado (De hecho, una 
solución dual factible es satisfactoria). 

Para cada nodo t definimos 

C1(d) = ntd +LjEl-fo-Fl max{O ,11¡1} +LjEI't ¡1¡1 

El operador max toma en cuenta el hecho de que si la restricción Xj;? O se cumple, entonces¡i¡1 soy el produclo¡i/ 
y el lado derecho de Q1(0) no COn!riUU)'C a C1(t.1) 

Para cada nodo terminal con una solución f;ctiblc para Q 1(b), se define B1(d) = C1(d). Para un nodo terminal con 
solución no factible se define 

(-"'si C1(d) <O 
l 
l +ccsiC1(d) 2: O 

Supongamos que cualquier nodo no tcrminal l tiene dos hijos L(l) y R(t). Para éste nodo se define 

ll1(d) = min{C1(t.I), max{DL(t\d),BR(t)(J)}} 

Teor~ma .t 

Z :S l.l1(d) cuanJ" el pr'1hlcma (!')se rcsuelve con el lad<J derecho de d. 

!'rucha. Dcmo,11;,rcnuis que B1(d) prnpnrci,lna una cola sup.:rior ~11 val<lr úplimo de la s<llución t.le P1(d) para 
cualquier nnd<l l, y rual<[llicr d. 
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Si t es un n11<ln terminal, entonces J;1 veracidad <le ésta alirniación se sigue inmediatamente de la dualidad dd 
programa lineal y la ddinici1'111 de IJ 1(J) parn his nodos terminales. 

Ahnr;1 supnn<:a que l n11 es un nmln terminal, pern que ¡¡l~l){ú) y !31\(•l(d) snn funciones que acolan superiormente 
lns prnhlc-mas pi.(•) y pl\¡i¡ respectivamente. Nuevamente Je la programación lini;al, Z1(<l) ,sz''(d) :S C1(d). Di; Ja 
estructura <ld úrbol <le ramilic;1ci1\n y arntamicnto 

Concluimos entonces que 

y por lo tanto Z'(d) :S B\d). Por imlucción desde la raí1, el nodo 1 del árbol, Z :S B1(d) y el teorema se cumple 

Tcorcnm 5 

Si (P) se ha rcsu..-:llo óptimamente y una nueva columna 0-1 a¡ se aumenta al prohlema (P) para dar el problema P A, 
entonces existe una solución óptima p;ira I' A con Xj =O si Cj :S nt(b)· B \b-a;) 

Prueba Suponga que la nueva columna ªi es una solución óptima en el nodo l. Podemos encontrar la solución óplima 
completa lijando x; en l y resolviendo (P) con un lado derecho úc b-a¡. Saliemos que el valor de la solución óptima a 
éste problema es menor o igu;1J a B1(b-aj). 

Se tiene que B 1{b) es compacto, esto es, la solución óptima pnrn (P) tiene una solución igual a B 1(b). Así una solución 
con ªi en el nodo 1 puede tener una soluciém no mayor que Cj + B t(b-a¡). Necesitamos Cllnshlerar soluciones que te11gan 
Xj = 1 solo si Cj + B 1(b-aj) > B 1(b). Así, concluimos que Ja solución al problema llrigin;1! (P) permanece óptima si 
Cj :SB1(b)-B 1(b-a¡). 

3.3 EJEMPLO 

Considere el problema: 

Maximizar 
77x1+6x2+3x3+6;q + 33x,s + 13X6+ l10x1+21X8+47x9 

Sujeto a 

774x¡ + 76x2 + 22x3 +42;q + :ixs +760xi;+ 8!8x1+62xs + 785m :S 1500 (1) 
67x¡ + 27x2 + 794x3 + 53;q + 23.Jx..' + 32xr, + 792x¡ + 97xs + 435x9 :S 1500 (2) 

Xj =O o l para j = 1,2, .. .,9 (3) 

Se desea resolver éste problema y establecer colas que establezcan soluciones considerandll posihlcs c:imhins ful uros 
en el problema, y C\'ilar cnn ésto resolver nuevamente lodo el problema. Como es un problema entero, vamos a usar la 
técnica de rami!icaci<in y acotamiento para resolverlo. 

Si (3) se relaja a O !>Xj ::; 1 para j = 1, .. .,9 entonces el problcmo1 line:il rcsuhanlc O 1(b) tiene como valm ópt!mn de 
la función objetivo: 

•t z = 225.69.1600 

Y los siguientes valmes c·n las variables con los respectivos costos reducidos: 



VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 
Xt .7<m42 Pt =O 
X2 o /12 = 1.576519 
X3 .J-18170 /13 =o 
X1 l 114 = -1.771140 
Xs l JlS = -31l.673020 
X6 o /16 = fi2.57Z620 
X1 1 111 = -27.88-lOllO 
X¡¡ l /18 =-14.738180 
X9 o ¡19 = 3U70290 

REN HOLGURA PRECIO DUAL 

2) o n1~ .099395 
3) o n2= .001024 

Donde para el nodo 1 se tiene la siguiente función de cota superior ¡mala función objetivo del problema 0 1. 

Ct(d) =~j EFl/1¡1 + CT¡d¡ + TI2<lz = 75.06634 + 0.099395 dt + 0.001024 di 

Ramificamos el problema lijando la variable X1 = l y se ob<icne el siguiente resultado: 

VALOR DE LA FUNCION O!UET!VO 

z = 217.8.j.¡2 

Y los siguientes valores en las variables asi coni.i los costos reducidos y los precios duales: 

VARIABLE 
X1 
X2 
X3 
X1 
Xs 
X6 
X1 
X¡¡ 
X9 

REN. 

2) 
3) 
4) o 

VALOR 
1 
o 
.604508 
1 
1 
o 
.718'161 
1 
o 

HOLGURA 

o 
o 

COSTO REDUCIDO 
!'1 = o 
¡12 = 4.217274 
}13 =o 
Jt.I = -.351415 
JIS = -30.164550 
/16 = 89.162630 
/17 = o 
/18 =-12.Gli0600 
/19 = 58.S.l-lSóO 

PREC[O DUAL 

n1 = .u+i22 
n2 = .0<){]{)54 

-27.0.16420 

Para éste problema P2(d) se tiene [a siguiente cota superior para la funciún objetivo Z2
: 

c2(d) = 16.13018 + o.rn-Ccd1 + O.llOOllS~d2 

Si se lija la variable X 1 =O se tiene la siguiente solución al prnbkma P17(h): 
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VALOR D,E LA l'UNCION OílJETIVO 

Z = 2CH.8750 

Y los siguientes valnrcs en las vari:1blcs asi comn los costos reducidos y los precios duales: 

VARIAI3LE VALOR COSTO REDUCIDO 

X¡ o ¡1¡ =o 
X2 1 ¡12 =·1.492977 
X3 .0-15355 ¡13 =o 
Xt 1 ¡q r--3.421366 
Xs 1 /IS = ·31.'.'.c.1050 
"6 o )16 = 31.665570 
X1 1 1'7 = -G0.295140 
Xs 1 )18 = • 17.153()(.0 
Xg .611468 )19 = o 

REN. HOLGURA PRECIO DUAL 

2) o n1 = .0586So 
3) o n2 = .002152 
4) o 31437580 

Para éste problema se tiene la siguiente cota superior: 

c 17(d) = 113.61628 + 0.0586Sd¡ + 0.002151 dz 

La solución entera del problema se dá a continuación: 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

z = 176.00 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

Xi o .77 
X2 1 .(¡ 

XJ o ·3 
Xt 1 ·6 
Xs 1 .33 
X6 o .¡3 
X1 1 -110 
Xs 1 ·21 
X? o • .¡7 

REN HOLGURA PRECIO DU1\L 

2) 481 o 
3) 302 o 

RANGOS EN QUE LA 13ASE NO CAlllBIA: 
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La solución entera es 

RANGOS DE COEF. ODJ. 
VARIABLE COEF INCREl\IENTO DECREMENTO 

ACTUAL PERl\IJTIDO PERMITIDO 

X1 77.00 -77.00 INFINITO 
X2 6.00 INFINJTO 6.00 
XJ 3.00 -3.00 INFINITO 
X.¡ 6.00 INFINITO 6.00 
Xs 33.00 INFINITO 33.00 
Xó 13.00 -IJ.00 INFINITO 
X1 110.00 INFINITO 110.00 
Xa 21.00 INFINITO 21.00 
X9 47.00 -47.00 INFINITO 

RANGOS DEL LADO DERECHO 

REN L.D. 
ACTUAL 

INCREl\IENTO 
PEJHllTIDO 

DECREMENTO 
PERl\IJTIDO 

2 1500.00 
3 1500.00 

Z=176 

INFINJTO 
INFINITO 

x1 =x3=xi;=m=O 
x2=:q =xs =x1=xs = 1 

481.00 
302.00 

Un árbol de enumeración de ramificación y acolamicnto para ~stc problema aparece en la figura 3.1. El índice de 
identificación de un nodo aparece arriba del nodo. Dentro del nodo se indica que variable se ha lijado en que valor, por 
ejemplo 7 =O en el nodo 4 indica que x7 es igual a cero en el nodo 4. 

FIGUR:\3.1 

47 

,. 
C-:.>. 1:un:RA 
V '.Z;l7G 

EHTERA 
2=143 



Las funciones de cnta superior C1(d) asnciadas cnn el problema lineal en l·ada 1rndu eu lns dos primeros nivele.< del 
árbol se listan a l'llntinu;11:iún. Esta iníormación indica la inf1irmaciún adicional que se debe teucr en cada nudn de la 
!igura3.1 

Función de Nodns 

C1(d) = 75.!l<i6 + O.!l9'l395 d1 + 0.00102-l di 

2 c2(d) ~ 16.13018 + 0.13-1-122 d1 + 0.lXXXl5.t di 

17 ct7(d) = 113.61628 + 0.0586S dt + 0.002152 d1 

Una mue.<tra de an;ílisi.< de sensibilidad aparece en la Tabla 3.1 para las combinaciones de los nueve diferentes valores 
de d1 y d1. Aparecen tres números en cada celda. El número ni;is grande es la cnta que usa la función de precios liucales 
duales, 75.00(>6 + 0.01~>JIJ5 dt + 0.00102.t di asociada cnn el problema lineal relajado del problema original. El número 
de en medio es la cota usando la función de precios lineal a trazos !3 1(d) del árbol cstruclUrado y que se describió 
anteriormente. El númno menor es l;1 solución Z ;11 prnblcma entero cuando se resuelve con dt y di asociadas con la 
celda. P;tra éste ejemplo se puede concluir que cualitativamente la función de precios del problema entero da un an:ílisis 
de sensibilidad similar al que se acostumbra en problemas lineales. Esto es, para cambios pequeños para el lado derecho, 
la cota es exacta. 

PERFECCIONANDO C1(d) 

El siguiente mejoramiento para C'( d) usa una sugerencia de JcroskJW (1933), en cuanto a que la información en un nodo 
puede proporcionar colas en otro nodo. Sea A el conjunto de todos les nodos en el árbol. Cada problema lineal relajado 
Q'(b) para sEA es id~ntico a 0 1(d) excepto que el lado derecho pu~de diferir en d y/o en las restricciones de acotamiento 
de las xj's. Así, los precios óptimos du:1lcs de O'(b) se pueden aplicar al lado derecho de 0 1(d) para dar una cota superior 
en Z1(d). En el nodos, las restricciones de acotamicnt,1 para x¡ son de la forma L1¡ s Xj $ U1j. Si l'i' <O, entonces se 
cumple L5j $ Xj. Así, la cota en el nodo t basada en el nodo del precio dual ses: 

n'd + I j E! (min{0,¡1i') L1
j + max {O, ¡1/} U1¡) 

Tomando el mínimo sobre todos los nodos y reescribiendo tenemos la C1(d) perfeccionada: 

C1(d) = mfn s E 1\{fi ·'d + I j EFtJI/+ I j E l·Fo-Ft tnax {0,¡tj'}} 

la expresión en lla\·cs debe reemplazarse por + oo para nodos terminales no íactiblcs, dependiendo de que la 
expresión sea o no mayor o igual a cero, por ejemplo 

En segundo lugar, la funcilin de prccins dd problema entero es similar a los precios duales en el problema lineal en 
donde los datos necesarios para construir la función sc generan n:1turahncntc como parte del proceso de solución. 
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EJEMl'L03.2 

------------------~-

TABLA3.I 

EJEMPLO DE AN1\LISIS DE SENSl131LIDAD 

dt d2 

1000 1300 ¡.¡¡)() 

1000 175 175 175 
174 175 175 
l.J3 170 170 

1300 205 205 205 
176 176 176 
143 176 176 

1400 215 215 215 
176 176 176 
143 176 176 

1450 220 220 220 
176 176 176 
143 176 176 

1500 225 225 225 
176 176 176 
143 176 176 

1550 230 230 230 
176 176 176 
143 176 176 

1600 235 235 235 
231 231 231 
187 187 187 

1700 245 245 245 
2-l-l 244 24-1 
203 2-ll w 

2000 27-1 275 275 
274 275 275 
214 253 253 

~faximi1ar Z = 7Xt + 2X2 
Suj~lo a 

-Xt + 2X2 s .¡ 
5X1 + X2 s 20 
-2Xt · 2X¡ ~ -7 

X t. X2 ~ O cnlcr:is 

1-150 1500 1550 1600 

175 176 176 176 
175 175 175 175 
170 170 170 170 

205 205 205 205 
176 176 t76 176 
176 176 176 176 

215 215 215 215 
176 176 176 176 
176 176 176 176 

220 220 220 220 
176 176 176 176 
176 176 176 176 

225 225 225 225 
176 176 176 176 
176 176 176 176 

230 2:10 230 230 
176 176 lí6 176 
176 176 176 176 

235 235 235 235 
231 231 231 231 
187 187 187 187 

245 245 2-15 2-15 
244 244 244 24-l 
2·H 241 241 241 

275 275 275 275 
275 275 275 275 
253 253 253 253 

' 

1700 2000 

176 176 
175 175 
170 173 

206 206 
190 19() 
176 179 

215 216 
176 20.J 
176 179 

220 221 
206 211 
176 179 

225 226 
207 217 
176 179 

230 231 
207 224 
176 179 

235 236 
231 231 
187 187 

245 246 
244 244 
241 244 

275 27.5 
275 275 
253 253 



Se ohtknc d siguiente valor (1ptimn para la funcil>n ohjctirn: 

z = 30.1818~00 

Y los siguientes valores parn las variables asi cnmo lo.1 costos reducidos: 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X¡ 3.272727 o 
X2 3.636364 o 

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL 

2) o n t= .212121 
3) o ni= 1.454545 
4) 6.818182 n3= o 

Agregamos la restricción Xt ~4 y se tiene que el valor óptimo de la [unción objetivo está dado por: 

z = 28.00 

Y valores en las variables nsi como los costos reducidos: 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X1 4 /l= 3 
X2 o o 

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL 

2) 8 nt= o 
3) o ni= 2 
4) 1.00 nJ= o 

Ahora agregamos la restricción X¡ :s3 y se tiene que el valor óptimo de la función objetivo está dado por: 

z = 28.00 

Y valores en las variables asi como los costos reducidos: 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X¡ 3 O 
X2 15 O 

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL 

2) o nt =1 
3) 1.5 112=0 
~ 6 n3=0 
5) O ¡t=S 

El árblll de cnumeraciún asocia<lll es: 
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Para los dos nodos terminales tenemos 

B2(d)=-12+2d2 

B3(d)=24+d1 

y B1(d)= min {0.2727 dt + !.4545tb, max{B2(ll), Il\d)}} 

Ahora suponga que queremos examinar el efecto Je cambiar el lado derecho de la segunda restricción de 20 a 26. 
Evaluando tenemos 

MAXZ = 7Xt + 2X2 

SUJETO A 

-Xt + 2X2 s 4 
-2X1-2X2 s -7 
5Xt + X2 s 26 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

z = 38.9(]<)1)9{)(] 
Y valores en las variables; 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X¡ 4.:lú3636 o 
X2 4.181818 o 

RENGLON llOLGURA PRECIO DUAL 

2) o .272727 
3) l0.01J\l1JlO o 
4) o 1.45·1545 

Aumentamos la restricción X1 2: 5 y se obtiene d siguiente valor úplimo p:irJ la funciún objetivo: 

z = 37 
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Y valores en las variables: 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X1 5 3 
X2 l o 

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL 

2) 7 o 
3) 5 o 
4) o 2 

Si hacemos X1 :S 4 se ob1ienc para la función objclivo el siguicnlc valor 

z = 36 
Y valores l'n las variables: 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

X1 4 o 
X2 4 o 

RENGLON HOLGURA PRECIO DUAL 

2) o 1 
3) 9 o 
4) 2 o 
5) o 8 

z s n1(4,26,-7)=3S+0.36363 

El cambio de 20 a 26 sugiere que el valor óptimo de X testará tan cercano a 4.5 corno a 3.5, entonces, se puede tener 
un árbol mejor, ver figura 3.3 

FIGURA:l.3 

En t~rminos m;ís generales .,e puede consiJcrar el ilrbol 
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Fl{;(JH.\J.4 

Los precios duales en las restricciones Xt ~ 4 y Xi :S 3 en los nodos 2 y 3 del árbol original fueron -3 y 8 
respectivamente. De la misma forma que los precios duales en el nodos se usaron para mejorar C1(d) previamente, los 
precios duales en los nodos corre$pondientes a xi ~ 4 y x¡ :S 3 se pueden usar para construir funciones que acoten los 
nodos correspondientes ax¡ ~ h¡ + 1 y xi :S h¡. Entonces, 13 1(d), B2(d) y B3(d) se pueden generalizar como 

y 

B2(d) = -3(h1+1) + 2d2 

B3(d) = 8h1 + d¡ 

B1(d) = min[0.2727 d1+1A5-15d2, max{B2(d),B3(d) }] 

usando h1=4 encontramos la cola mas compacta 

Z B1(4,26,-7)=37 

De hecho la nueva solución óptima es xi= 5, .x2 = 1, Z = 37 

No es claro como se puede escoger el mejor valor de ramilicación paramélrica en cada nodo. Una regla plausible es 
comenzar en la raíz y prnceder hacia los nodus terminales, poniendo la ramificación par;tm~lriea en un nodo ig,ual al 
valor entero que minimice localmente la cola. Entonces se procede de los nodos lenninales a la raí11 calculando las 
funciones B1d) como se hizo anteriormente. 

3. -1 ANALISJS DE SENSIBILIDAD PARA ELALGORJTl\10 DE DRIEllEEK 

Considi:rcsc como se planlc6 en el algoritmo, que el valor de la Íl!nción objetivo se va a maximi7.:ir. Cuando la nwtríz se 
construye como en el ejemplo , la introducriún de un vcnor (L\b) dcl lado d·~recho reduce el valor de la función del 
óplitno continuo (l~¡, wnt.) por lit. b, donde 11 es el precio sombra o vector dual asociado con la matríz inversa U- 1 

correspondiente a los vectores básicos en la solución óplima eonlinu,1, y L\ bes el vector paramétrico qu~ se usa para 
limitar el espacio dL· s11lucié,n.:s factibles a un único puntu. 

Intuitivamente ésto es f;iril de ver porque representa un decremento en el valor de la función cuando se aumentan 
restricciones adiá'11aks. r\Jcm.í; de ésta rcduc,·iún inmediata en el v:tlor de la funciún ol>jctirn, la introduccitin dd 
vector h puede pn>tlucir no foct ihiiJad en el \"1;c1ur compuc>lo del ladu derecho. Esta iníactihílíll:t<l se puede eliminar 
por d algoritmo dual simple:<. que rc<ludra aun ma.> el salur de la funci(m ohjc·tirn. No estamos seguros d.: que hay;1 
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infactihilidad, pero pnde111ns as,·gurar al menos que el cambio no b se cíeetua. A esto se le conoce co1110 'pcnali1ación 
minima' o 'pcn:&t;il·iún wnladera' en la que se incurre cuandl) el espacio de soluciones se reduce a un único punlli. 

En éste puntn pmkmos notar tamhi~n que en la multiplicación no b, la penalización mínima para una solución 
entera esp<·cilicatla, l'S igual a la suma de costos reducidos de aquellas a ij'S que están asociadas con las restricciones 
enteras activada.,, P"' ejemplo 

El vector Je prccil)s sombra 

a 1,0 a 1,1 a 1,2 a 1,0 a 2,1 a 2,2 

1.0 1.5 2.0 1.6 2.4 3.2 

Cuando se multiplica por: 

L\ b 

o 

o 

o 

o 

da como resultado una penalización verdadera de 2.0 + 2.4; 4.4 

La cantidad 4.4 representa la penalización mínima de hacer la primer variable entera igual a 2 y la segunda variable 
entera. igual a 1. 

Es bien sabido que si una desigualdad se satisface con holgura en el óptimo continuo, esto es, la variable de holgura 
en la desigualdad está en la base óptima, entonces el precio sombra asociado con la desigualdad es igual a cero. En otras 
palabras, si una variable de holgura entera a ij est:í en la base, entonces el precio sombra ele la restricción a ij original es 
cero y tenemos que buscar otra forma de estimar la penalización para activar ésta restricción. Para éstas variables de 
holgura enteras a ij que cst;ín en la base Je la soluci,ín óptima continua, calculamos una 'pseudo-penalización'. Cuando 
una variable ce ij permanece en la base óptima, entonces su nivel a 'ij debe satisíacer O sa ';¡ s l. Si se fuera a sustraer 
una ób con óbi.j; LO y examinar la solución Je éste problema modilicado asociado con la base óptima de nuestro 
problema original, podemos encontrar que la v:iriable a ij ahora tiene el valor 

entonces ·lSa';jsO 

Excepto para el caso en que a ' i.j; O se produce iníactibilidad, la misma que se puede eliminar usando el dual 
simplex. No obstante ésta eliminación reduce el valor 1.k la función en 

(a \¡·LO) max{(d1./a,,)k=l, ... ,n;ar,k<O} (') 

donde A ;lai.k! es la malríz actuali~ada en el úptinm continuo.{max se refiere aquí a lo mas cercano a cero,porque solo 
se consideran las ramnes (dvar•) sO); d, es el costo reducido de la k·ésima variable en l:i solución op1ima co11Linua y 
r C!. el ím.licc Jd rcn~llin ,Kupado actualmente p<1r a ij en la hase. A éslo llamalllo5 una pscudo·pcnalilatión asociada 
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con la aclivación de la reslricción mi¡:inal a;¡ n hahlanJo en lt'rrninos rn:1s sirnplcs, la pseudo-penalización asociada con 
a ij . Las pscud,1-penalin1ciones difieren de las penali;-:1ciones verdaderas en que las pseudo-penali;-aciones no son 
aditivas. 

Con cada variable enlcr:1 de hol¡:ura a ;,¡ lenemos asocia<la una pcnali;oación verda<lcra o una pscudo-penali1.aci6n, 
donde éstas penalinciones representan la reduet·ión en el valor de la función cuan<lo el espacio de soluciones se reduce 
al nivel de la variable entera corrcspon<lienle. 

Cuando queremos saber si un punlo específico puede ser la solución óplima a nuestro problema cnlero mixto, 
sabemos que podemos incurrir al menos en: 

l. la suma de pcnaliiacioncs verdaderas asociadas con ésta solución o 

2. la mayor de las pseudo-penalizaciones 

Probamos éslo de la sicuicnlc manera: Cuando se elimina una infactihilidad debida a la aclivaciún de una rer.lricciñn 
entera, ésta se remueve :r'iravé.~ de una tr:rnsformaciún de la base óptima conlinua por el mélodo dual, la reducción 
inmediata en el valor de la funciún (1hjc1irn, así. como la corresponJb11c variable cnlera de holgura se remueve de la 
base, es precisa me ni e igual a la pscudn-penali;-ación asociada. En el algorilmo dual convencional, la valriable que deja 
la base se selecciona usualmcnt~ por el crilerio min{b; 1 b¡ :5 Of, 

Un crilerio diferente es la selección de pivote mostrada en(•) que es cquivalcnle a medir el decremento lolal en el 
valor de la función que ocurrid cuando una variable específica se remueva de la base. Ya que en el algnrilmo dual 
cualquier selección de la variable que sak produce un decremento en el valor Je la función objelivo, es accplablc 
seleccionar aquella variable que prodtuca el maynr dcercnrcnto en la función objc1ivo. 

Cuando en un problema c>tán conlcnidas varias variables en leras se puede considerar imponer reslriccioues enleras 
en sólo aquellas variables cuyas holguras cst:ín fuera Je la ki>e. Este p~so reduce inmediatamente el valor de la función 
objelivo por la suma de las pcnali1acioncs verdaderas. lnvcrsarnenle, se pueticn imponer rcslricciones enteras en sólo 
aquellas variables enteras cuyas holguras esl:ín en la base. Con una selección adecuada del primer veelor que va a salir, 
podemos entonces reducir la función objclirn por l:t mayor "pscuJ,i-pena!ización" en el primer cambio de base. 

Cuando simulláncarnente se imponen reslricciones enleras en todas las \'ariablcs en leras, se incurre neccsariamenlc 
en una penalización al menos lan grJndc como 

a. La suma de pcnaliz:1cioncs venbJerns 

.b. La mayor de las pscudopcnalizaciones. 
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CAPITULO IV 

APLICACIONES EN AREAS ESPECIFICAS: PROGRMIACION NO LINEAL 

°lA• figur.u que lknln el C'Jp.1cio Je Ja gwmclri.i pi1agñri<.'a le hidrt'Pn p~ibr 
IObrc las lfl.3mil1.11 Je L'I rc:c:>mcltit Je tn :ibeju. Se poJri.ln h.:r.kr ªP"lrJJo 

cc:IJill.11 tri.\M).,'Ul.:irc1" i:uaJr.:idu, contcnicnJo ;;iJa una 11 mi1~3 can11d1J de 

miel que LI re1Ji:l.l hc-osnrial, perol.u cr!J,\!Jt hcog(ln,1lct :rquircn mcnói (era. 
C'.c.rno lot c11"-'i-"l\ Je 1 lm:m. cslo inJica nun·amrntc el minim.;) uíucr:11 en la 
ntiluralc1.J . ." 

HerliertWcmcn 

El papel fundamental que juega la programación lineal en la investigación de operaciones se reíleja en su amplia 
aplicabilidad. Una su posición importante de programación lineal es la propiedad de linealidad que, en esencia, se cumple 
para muchos problemas pdrticos. S!n cmhaqw, en los últimos diez ai10s la programación no lineal pasó Je ser un tema 
relativamente nue\'o y principalmente analítico a ser un imporlantc in,;trumento de carácter general para la resolución 
de problemas. 

Los grandes problemas de programación no lineal se presentan en problemas de estructuras mecánicas, como 
determinar configuraciones óptimas para pucnt~s, annawncs, etc. Algunos diseüos mecánicos y configuraciones que 
antes se resolvían mediante ecuaciones diferenci:\lcs, ahora, suckn solucionarse resohicndn problemas de optimización 
apropiados. Un ejemplo lo constituye l;i determinación de la forma <le un cable rígido suspendido entre dos puntos y 
soportando una carga. 

Los problemas de control 6ptimo dan lugar a problemas de pro~ramación no lineal a gran escala. En éstos problemas, 
un sistema din:ímico, que se describe a veces por una ecuación diferencial normal, relaciona variables <le control con 
una trayectoria del estado del siskma. Esta crnación diferencial, o una versión discreta <le Ja misma, deline un conjunto 
de restricciones. El problema consiste en seleccionar l.1s '':lriabks de control <le modo que la trayectoria resultante 
satisfaga varias restricciones adicionales y mimimicc algún criterio. Un ejemplo inicial de éste ti pode problemas. resuelto 
numéricamente, fue la determinación de Ja trayectoria de un cohete a la Luna que requería un consumo mínimo de 
combustible. 

Hay muchos ejemplos de programación no lineal en las operaciones industriales y toma de decisiones mercantiles. 
La no linealidad se puede presentar en funciones de producd1\n, curvas de costos y, de hecho, en casi todas las focctas 
de la formulación de prnbkmas. De hecho muchos economistas han encontrado que un cierto gr:1<lo de no lincalidnd 
es In regla y no la excepcilin en lrn; problemas de plancacilin económica. 

Los an~lisis de cartera, en el conte,10 de la invcr,ión en el mcrc:1do de valores y en la evaluación de proyectos 
empresariales, es un 6rc<i donde la programación no lineal es c;1Ja vez m:ís útil. Estos problemas pueden llegar a tener 
fácilmente miks de vari:1bles. 
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Cabe esperar que ~sta tendencia continuará a medida que mejora la mclodologfa para la '''lución de la prngramación 
no lineal. 

Estec¡tpítuln se <lesarmlla como sigue: en la primera sección se <le fine el problema no lineal ysc Jan algunos ejemplos 
ilustrativos. En la segunda sección se úcscrihcn Ja,; condiciones de Kuhn-Tucker para soluciones <le problemas no 
lineales. En la tercera sección se dan c:;trate~ias tk anülisis úd problema entero no lineal mi,to y se describe un 
experimento que realizó Gupta(!CJ~ll) probando varins pr,1bkmas nn lineales cnn <.fütintas estralcgi:is de ramilicaci{in 
yacotamicntn yus:mdo un cndigo c.lcnnmina<loOl'T h;isado en (iradicnlc HeduciJo GeneralizaJo(fiRG) para resolver 
los problemas no lineales continuos. En la cuarta sccciún se desarrolla un problema no lineal usando el paquete GJNO 
para resoll'cr los problemas continuos no lineales y se consideran las recomendaciones de Gupla para la scleccón de 
nodos y variables a ramilicar con ésto se hace una gcneralinción e.le! algorilmo de D:1kin al caso no lineal y en la última 
sección se c.lan las conclusiones y algunas rernmendaciones. 

4.l EL l'ROBLE~IA NO LINEAL Y SUS CARACTEHISTICAS. 

Sean f(x) una función conlínua, que denota a la función objetivo, h,(x) funciones contínuas que denotan restricciones 
de iguak!a<l, g¡(x) funciones contínuas que denotan rcslrieciones de desigualdad continuas, y en general se supone que 
tienen segundas dcrivad:IS parciales con1inuas, y x¡ un vector columna en el espacio euclidcano de o-dimensiones. 
Entonces se dcline un problema <le optimi1ación no lineal como sigue: 

(4.1) min f(x) X= (x¡, ... ,x0) E Rº 

sujeto a 

hk(X) =0 
g;(x) <!: O 

k = 1,2, .. .,m 
i=m+l, ... ,p 

Quizá la primera cuestión que se presenta en el estudio del problema de nlinimizacit\n es saber si existe una solución. 
El principal resultado que se puede ulilinr para encau1.ar esta cuestión es el lcorema de Wcicrsatras, que establece que 
si fes continua y en éste cuso O= Rº es com¡iaela, existe una solución. Este es un resultado imporlanle que habrá de 
tenerse en cuent:1 duranle todo el desarrollo, sin cmbarg,o nos interesa l'aractcri1.1r los puntos solución y diseñar los 
métodos efectivos para hallarlos. Donde se distinguen <los tipos <le pun1os solución a saber: 

Un punto x· E Q es un punto mínimo relativo o un ¡nmlo mínimo Jocnl de fEQ, si existe un e >0 lal que f(x)2: 
f(x 

0

) para toda x E Q a una distancia tic x' menor que c(cStkcir, x EQ y 1 x-x' 1 <e). Si f(x) > f(x '¡para toda x EQ, 
x es diferente ax', a una distancia de x' menor que e, entoccs se c.lice que x' es un punto mínimo relativo estricto de f 
en Rº. 

Un puntox' E Q es un punto míuimoglohal dcf E Q, si f(x)2:f(:<°) para toda x EQ ,conxdifcrentc <lcx·,entonccs 
se dice que x' es un punlo mínimo global cslrirlo de f E!.1. 

Por definición, al formular y estudiar el problema no lineal se está buscando explícitamente un punto mínimo global 
de f en Rº. Sin embargo, solamente se pueden hallar condiciones y soluciones globales si el problema posee ciertas 
propiedades de convexidad que garanticen cscneialmcnle que cualquier mínimo relativo sea un mínimo global. 

Un concepto fundamental que proporciona una mejor comprensión, adem:Js de simplificar el desarrollo teórico 
necesario, es el de rcslricciún activa. Una restricción <le desigualdad gi(x) $0 se dice que ce, activa en un punto factible 
x si g¡(x) =O, y es inactil'a en x si g;(x) <O. Se adoptad la cnnl'enci<m de considerar que cualquier restricción de igualdad 
h;(x) es acti\';1 en cualquier punln factible. Las rcs1riccim1es activ.1s en un punto factible x rcslringcn el dominio tic 
faclibilitl:id en hl~ prnximidaJcs de x, mientra' que las otras restricciones, las inal·tivas, no ejercen inllucncia en las 
proximidades de x. Por In tanto, al analin1r "" prllpicdadcs de u11 punto mínimo local, es evidente que se puctlc centrar 
la atención en restricciones aclivas. 

Un ejemplo tic un problema Je optimización no lineal es: 
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EJEMl'LO 4.1 Considere el problema 

min f(x)=x1 2+x22+2x2 

sujeto a 

h¡(x) = x¡ +2x:\;ln=O 
g;?{x) = x12 + x2·-1 :; O 
g:¡(x) = X! ~ 0 
g.¡(x) = X2 ~ 0 

cuya representación gráfica es la siguiente: 

FIGURA4.1 

~Reglón de factibifidad del protloma 

// Punto 6ptilllo 

g3(x) ~o 
~~~~~~--;~~~-.-"~--l~..-'....,~+o,r-~~~--''--.... 
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' ' . 
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' l 
l 

' 

--
, 

, 

X1 

En ésta gráfica la recta sombreada (generada por la intersección <le restricciones lineales) constituye la región <le 
factibilidad, mientras que los círculos concéntricos (con linea discontinua) son los contornos de un mismo valor de la 
función objetivo para diícrcntres valores del vector x = (x¡, x2). 

Una de las características que hace a los problemas de optimización no lineal más difíciles de resolwr que los 
problemas lineales, es que la solucilin liptinu no se encuentra en un punto extremo de la región de factibilidad, como 
sucede en los lineales, por ejemplo: 
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EJEMPLO 4.2 Considere el problema 

sujeto a 

g1(x) = 5-x1-x2 ~O 
gi(x) = 1/2-x¡ + xz 2: O 
gJ(x) =X¡ 2: 0 
g,¡(x) = xz 2: O 

cuya representación gráfica es 

FIGURA4.2 

xz 

En éste c:aso, el punlo óptimo del problema restringido se encuentra en uno de los bordes de la frontera de la región de 
íaclibilidad, m'ís no, en un punto extremo de la misma. 

También sucede que el punto óptimo puede estar en el interior de fa región <le factibilidad como lo muestra el 
ejemplo: 

EJEMPLO -1.3 Considere el problema 

min f(x) = (x.t·2)2 + (x2-2)2 

sujeto a 

g1 (x) = 5-xi ·X2 2: O, 
gi(K} = 5/2-X! + X2 2: 0, 
!i1(X) = XI 2: 0, 
&1(x) = x2 ::<: O, 
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cuya representación gr<llica es: 

•. IGURA~.J 
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Una grnn <ksvcntaja de los métodos de optimilación nll lineales, es que, gcncr3lmcntc encuentran un óptimo local o 
rclatÍ\'o, m;ís no el óptimo global o absoluto. Un ejemplo seria el caso cuya representación grMica se proporciona en la 
figura 4..1. En éslc caso los puntos A y ll s1m mínimos locales o relativos <ld problema no restringido, mientras que los 
puntos A y C :;on los mínimos locales del problema rcstrin,:ido. Ailn queda por determinar cuúl es el mínimo glob:1l o 
absoluto. Probablemente, en éste cam parlícubr, parece ser que el ¡molo Ces un óptimo global, yu que f(C) = 3 mientras 
que f(A) ~ .\. El problema serio que se presenta, es que nn existe mdodo ;t!guno en nptimizacic\n no lineal, qu<: detecte 
sistemáticamente a todos los mínimos o m:\ximos locales. l\f {15 bien estos se .:ncucntrnn por el método de error y prueba. 

Otro serio prohlrn1a en la op1imi1:1ci1.,n no lineal, es que se pueden generar regiones de factibilidad que no son 
nccesariamcnlc convexas. En el c;isodc prograrna.:ión lillL'al. todas las regiones de factíhilidJd son convexas. Las regiones 
de factibiliú.1<l no corm~x:1s las pucdcn generar rcsrriccíoncs no lineales. cn 11t1c.1trn caso súlo consideraremos la solución 
de probkmas 1.k programación com·cxa no lineales que requieren que todas o algunas de !Js variables Je decisión sean 
enteras. 
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. En general, un problema de programación entera mi.,ta no lineal [PEMNL] puede formularse de la siguiente manera: 

minimizar f(x), 

sujeto a: 

g¡(x) 2: O 
hk(X) =0 
Xj es un entero 

x= (x1,x2, ... ,xn) E Rº, 

i=l,2, .. .,Nl 
k=l,2, ... ,NE 
j=l,2, ... ,m n 

Debe notarse que de las n variables de decisitín xt,x2, .... x0 las primerns m variables se identifican como variables enteras. 
Probablemente el proccdirnirnto mas sencillo que se puede usar para resoll'cr tales prohkmas sea redondear como se 
hace en la programación lineal entera mixta. Se rcsudl'e la rclajacijn continua del PEl-.INL y se redondea la solución 
óptima contínua al entero mas cercano. Aunque el concepto es sencillo, es bien s:ibido que éste método tiene muchas 
fallas. Puede suceder que la solución redondeada no sólo sea subéiptima sino infactiblc. La tarea de localizar una solución 
factible entera puede en sí misma no ser rri,ial en un c:iso no lineal. 

4l CONDICIONES DE KUllN-TUCKER 

Sea x' un punto que satisfaga las restricciones 

Y sea J el conjunto de índices j par;1 lns cuales !!j(X 
0

) =O. Entonces se dice que x' es un punto rrgularde las restricciones 
(4.1), si los\'cctorcs graJicntcs Vh;(x\ Vg1(x\ l :Si :Sm,j EJ son linealmente independientes. 

Se obscr\'a que, según la definición de restricciones activas, un punto x' es un punto regular si los gradientes de las 
restricciones activas slln line;tlmcntc indcpcndkntcs. 
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CONDICIONES DE KUllN-TUCKER. 

Sea x' un punto mínimo rcbtivo para el problema 

minf(X) 

sujeto a 

hk = o, k = 1,2, .. .,p 
g¡(X) s O, i = 1, .. .,m 
X EE" 

y supóngase que x' es un punto regular para las restricciones. Entonces existe un vector,{ EE" y un vector ¡1eEP 
con fl 'i!O tal que 

V~x·) f ,tT'Yh(x') + )IT'Yg(x
0

)=0 
fl g(x ) = O 

REPRESENTACION GE0111ETRICA DE L\S CONDICIONES DE KUllN-TUCKER. 

Las condiciones de Kuhn-Tuchcr dicen, que en un óptimo local de un problema de optimi1~1ción restringido, cualquier 
cambio pequeño en las variables del problema no cambian en lo absoluto el valor de Ja función objetivo. Por ejemplo 

EJEMPL04.4 

sujeto a 

g1(X1,X2) = -X2 + Xt2 O 
gi(X1,X2) = X¡ + X2 • 2 O 

cuya representación gráfica cst¡\ dada en Ja figura 45 

XI 

... 

·~-+~~~~~~~~·~ 

XI 

HGUHA 45 
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De la ligur ase puede ver que el Ílptimo llcl problema restringido es el punto (t, 1). Sc: ddine comn una dirección factihle 
a un \'cctnr, cuyo nmvimicnto a lo largn del misnm no vinla ninguna de las re:;triccinnes del pmblcma. En el entorno del 
punto óptimo ( t, 1 ), el conjunto de <lirccdnnes factibles se encuentra ,1"111rn1lcl rnnll formado por las rectas g1(Xt,X2) 
= O y la recia tangcntc: a la restricción g1(X1,X2) ~o en l'I punlll ( t, 1). fatc caso se cncuent<J ilustra<lo con puntos 
sombreados en la ligur:i .. 1.5. El vector -Vf apnnta en la <lirecci<111 del mfixinw decremento <le la función f(X). Cualquier 
dirección que origine un fogulo menor a los !Xl grados con -Vf, también disminuirá el valor de la función f(X). 

En la ligura 4.6sc ilustra con más detalle lo que ocurre en el punto óptimo. Se nota que -'Vf está contenido en el cono 
formado por 'Vg1 y 'Vgi. 

FIGURA4.6 

_..,, 

( a ) ( b ) 

FIGURA4.7 
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Si -Vfsc encontrar:\ arriba de V¡p, como se muestra en la ligura 4.7a., entonces for111ada un angulo menor de 90º con 
cualquier dirccd1'rn fac·tihc que se encnntrara un poco abajo de la rcslricci<in tdX1,X1). Por otro lado, si -vf se 
encontrara abajn de V'gt tal cnmn se mucstr;1 en la ligura 4.?b, entonces fm111aría un angulo menor a los 9()0 con cualquier 
dirceci6n factible que se encontrara un pnco arriba de la tungcnte de g1(X1.X1) en el punto (1,1). 

FIGURA 4.8 

Se concluye por lo tanto que en un punto óptimo, ninguna dirección factible puede tener un angulo menor a los 90° 
con -Vf. Los casos ilustrados en la ligura 4.7 se pueden eliminar si y solo si-\lf está contenida en el cono formado por 
Vgt y Vgi, lo que equivale a que Vf está contenido en d cono formado por -Vg1 y-Vgi co1110 se muestra en la ligurn 4.8 

REPRESENTACION MATE111ATICA 

De lo que se ha 1isto podemos concluir que las condiciones de Kuhn-Tucker, dicen que si la función objetivo f(X) y las 
restricciones g;(X) so, i = l, ... ,111 son diferenciablcs, una condición necesaria para que un punto xº sea un óptimo local 
restringido del problcnw 

Min f(X) 

sujeto a 

g;(X) s O, i~ 1, .. .,m 

es que en ese punto x0, el gradiente de f(X), Ví(Xº), esté contenido en el cono generado por el negativo de los gradientes 
de !:Lo; restricciones activas, don,lc se entiende por rcstricl'iones activas ;1quellas que funcionan como igualdad en el 
punto considerado 

Resumiendo, se tiene, que dado el problema de optimirndón 
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Minf(X) 

sujeto a 

g¡(X) s O i"' l,. •. ,m 

X EE" 

donde f(X}, g¡(X), i = 1,. . .,m, son difcrcnciahles, las condiciones de Kuhn-Tuckcr establecen que un punto óptimo 
local xº debe necesariamente satisfacer 

f(Xº) = .i u¡(- Vg¡(Xº)) 
1=! 

u¡ ?:: O 
g¡(X°J so 
u¡g¡(Xº) =O 

i=l, ... ,m 
i=l, ... ,m 

i:ol,. .. ,m 

4.3 ESTRATEGIAS DE RAMIFICACION Y ACOTA1111ENTO PARA PROllLE~IAS DE l'IWGRAl'llACION 
ENTERA NO LINEAL. 

Un problema de programación entera no lineal se puede escribir como 

4.1 Min f(X) 

sujeto a 

4.2g;(X) ?:: O 
43 hj(X)=O 
4.4x¡ I 

X E R" 

i=l,21 ... 1NI 
j=l,2,. .. ,NE 

1 :Si Srn 

donde I es el conjunto de enteros no negativos, las variables x; son variables enteras, el vector X es una solución continua 
factible, sí satisface las restricciones 4.2 y 4.3. y si satisface la restricción 4.4 es una soludón entera factible. 

El espacio de soluciones de un problema de programadón entera no lineal se supone acotado. El numero de puntos 
enteros que se deben invcsligar es finito, y la forma mas simple de resolver un problema entero es enumerar to<los esos 
puntos, descartando los no factibles, y niantcnicndo aquellos que sean soluciones factibles a la función objetivo. Cuando 
la enumeración se ha cmnpktaúo, la solución úptima, cuanúo ésta existe, está asociada con la mejor solución de la 
función ohjctivo. Es!a idea de una bú.;qucda exhaustiva en el c:sracio de soluciones es simple de implantar pero 
computacionalmcntc indicicntc a m1.;nos que se tenga un prohkma pcquei10 a resolver, es por ésto que recurrimos a 
ramificación y :1cotamicnto. 

El procedimiento b:hico de solución para resolver un problema de programación entera no líne:1I es esencialmente 
el mismo que el dcsarrnlbdo por Dakin para d caso lineal, ya que el procedimiento <le R-A no tiene nada que ver ron 
la linealidad dd problema. Como se rccord;mí comen7,:Hnos rdajando el prnbb11a entero a un problema continuo, si 
sucede que al rcsolva dicho problema relajado la soluciúu es entera. ya lrnnínamos, si no es entera entonces por lo 
menos una vari'lblc cn1cra, digamos Xj es contínua. Se divide entonces el valor de Xj en partes entera y íraccional, {xjj y 
Xj

0 

respectivamente.y se <lclincn Xj = {xil +x¡ • donde [xJ] es la parte entera y O :S ~j- s 1. Se forman dos subprnbkmas, 
uno con la restricción a<lidc>:d de la cota ,.upcrior Xj s fi:1J,yolro con la restricción de la wt~ inferior Xj ?:: [xJI +!.El 
proceso de formadon <le cshis suhprnhlcmas se llama "ramificacion". Se resuelve cada uno de éstos problemas 
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nuevamente como un prohlcma conlínuo. La iníormación reícrcntc a la solución óptima tic lns problemas así resueltos 
se almacena en un notlo. 

Genernlmcntc se almacena en un notlo la snluci0n {>pi ima, el valor correspondiente de la función objetivo así como 
cotas superiores e inkrinrcs snhre las variables. Nótese que los valmes de la función objetivo proporcionan una cota 
infcrinr al valor óptimo del PEMNL. 

Se continúa con éste procedimiento de ramilicaci(m y la rn11'ccue11le solución de una serie de problemas no lineales 
hasta que se encuentra una soludon entera factible de uno de lii> problemas contínuos. Cuando se obtiene una solución 
entera factible, el v.dor correspondicnlc de la función objetivo se vuelve una cota superior sobre el objetivo del problema 
entero no linc;11. 

A fatas alturas podemos eliminar de íutura consideración todas las soluciones o nodos cuyos respectivos valores de 
la función objetirn se;111 mayores que la cola superi()r y decimos que los nodos correspondientes están sondeados. 
También se eliminan<> sondean Jos nodos cuando el problema mnlínuo lime una solución entera factible o es no factible. 
Se repite éste procedimie11lo de R·A para cada uno de los nodos no sondeados. 

Cuando se encuentra una solución factible entera y se encuentra que el valor de la función objetivo es menor que la 
cola superior obtenida hasta el momento, ésta se convierte en la nueva cota superior sobre el objetivo. La búsqueda para 
la solución óptima termina cuando todos los nodos se han sondeado. la mejor solución entera actual es la solución óptima 
al problema de programación entera no lineal dado. 

En éste momento cabe hacerse las siguientes preguntas: 

(l)lOue procedimiento se debe usar para resolver los problemas continuos no lineales intermedios? 

(2)l0ué criterio se debe usar para seleccionar la variable que se Jebe rnmilicar? 

(3)lQué criterio se debe usar para seleccionar el nodo a ramilicar? 

Analizaremos catla una de éstas preguntas por separado. 

SELECCION DEL ALGORIHllO CONTINUO NO LINEAL 

Ya que es ncccsnrio resolver una gran cantidad de problemas continuos no lineales, es necesario que se emplee un 
algoritmo clicienle para su snlucilin. Conlll es sabido, se han tksarrollado ;dgoritmos para resolver problemas conlínuos 
no lineales basaJoscn una wiricdad de técnicas l'.lics como: ~létodos de pcnali1acion tic funciones (fiaccoy Me. Cormick 
1963), Métodos de Gradiente Reducido Gencrnlizado ((iP-G) (Abadic y Carpentier 1969, Wolfc 1967),etc. Se han 
desarrollado varios códigos de computauora lnisados en éstos algoritmos. Se han hecho estudios comparativos (Colville 
1963, Eason y Fcnton 1974, Sand~rcn y Ra&"kll 1980, \Varen y Lasdon 1979) para evaluar el comportamiento relatirn 
de éstos códigos. Estos estudio' han mostrado que los códigos basados en métodos GRG son signilicativamcnle 
superiores a los otros. 

Esto es p;irlicul;irmcntc útil para nuestra aplicación ya qu~ el método de R·f\ simplemente altera las colas inferiores 
y superiores sobre las variables durante todo el proceso de solución. 
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El algoritmo GRG se describe brc1·cmenle a conlinuación: 

Considere el siguiente probkma <le np1imi'laciún 

Min fo(X) 

sujeto a 

f(X)=O 
a.sX.sb 

donde X, a, b son vcc1orcs columna <len <limcnsiones, f(X) es par;1 cualquier X un veelor columna de m <limcnsioncs, 
y como fo( X) es un número real. Ambos fo y f se suponen continuamente diferenci:1blcs en el polilopc P definido por a 
X b. Si se permile que alguna Je l:1s aj's y alguna de las b¡'s sea igual a - "'o + "',cualquier problema de optimización 
se puede escribir en la forma anterior. Sin embargo, podcmo;, supoucr que a y b están acoladas y <lifícilmcnle algunas 
a¡'s y bj's pueden ser muy grandes. 

El gradiente de fo( X) es un 1·cclor renglón <lenola<lo por Po(X). En forma semejante, el gradiente de f¡(X), i = 1, .. .,nt 

es un vector renglón denotado por r,(X). La notación f(X) designa los renglones l'¡(X} i = l,. . .,111 de la malríz de orden 
mporN. 

El vector X se particiona en x.y, donde y es de dimensión m, mientras que x es de dimensión n, con n = N-m. De 
donde se sigue que y es llamado el \'Celar de variables básicas, mientras que x es el vector de variables independientes. 

Los vectores renglón de las derivadas parciales de fo con rcspccio a x y y se denotan por J íO/ ó x y Mol óy 
respectivamente. También la malríz P(X) se particiona en la m¡Jtrízof(Jx <le orden m por n y ta malríz óf/ óydc orden 
m porm. 

Sea el punto factible xº tal que satisfaga la siguiente condición: 

Condición de No dcgencraci\m: Existe una partición de X en x, y tal que: 

ªi < y¡° < bj, para toda j 

ó f/ óy0 es no singular 

donde MI óy° significa MI oy calculada en xº, yº. 

El algoritmo GRG entonces se puede escribir como sigue: 
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ALGORITMO DE GRADIENTE REDUCIDO GENERALIZADO 

PROPOSlTO: Resolver el problema de progrnmaciún no lineal continuo 

DESCRIPClON 

Paso l. Calcule ·hº, la dirección de n11wimiento de la variabk x, siguiendo los siguientes pasos: 

Paso 1.1 Calcule el gradiente reducido 

cl fo - el fo( clí/ r} lr1 e) r 
gº = 

elx0 el y° o x0 

Paso 1.2 Calcule el gradiente reducidn proyectado p0, dado por: 

para todaj 

O si x·º = a·}'·!.!·º . lo J -lo 
Q SI Xj = b¡ y ·g¡ 
g;¡0 en otro caso 

< o 
>o 

Paso 1.3 Calcule h0, el gradiente rcducidn proycctmlo modificado, esto es , la dirección opuesta a laque se mueve 
la variable independiente. Esta dirección puede ser simplemente hº = p0, o también puede estar modificada, por una 
o por ambas de las ideas siguientes: 

a. Haciendo todas las componentes tales que p¡0(xi°-a¡) o p¡º(x¡º-b¡) es positivo o muy pequeño o igual a cero; 

b. por direcciones conjugada.~ 

Para todas éstas modificaciones el producto escalar gºhº es positivo. 

Paso 2 Calcule un primer valor del número positivo Bt 

Paso 3 Calcule xº· 81hº, y proycctelo en el politope a¡ 5 ~i :Sb¡, para toc.laj para obtener x1, esto es, haga: 

a¡ si x¡0
- 01h¡0 <a¡ 

bb si x¡º- 01h¡º > b¡ 
Xj • ll1h¡0 en otro caso. 

Xjl 

Paso4 Calcule una X1 factible correspondiente a 1, cstn es, trate e.le resolver con respecto a y el sistema de m ecuaciones 
con m incógnitas: 

f(x\ y) "' O (4.5) 

esto se hace usualmente a lrav6s e.le algún método iterativo. 

Paso 4.1 Si no se observa una convergencia rápida, entonces se decrementa O¡ y vaya al paso 3 con la misma hº 

Paso 4.2 De otra manera, sea y1 la solución obtenida por (t5), y X1 el punto corrcsponc.licnle en todo el espacio de 
n dimensiones. 

a. Si fo(X');do(Xº), entonces decrece Ot, y se regresa al paso 3 con la misma h0
; 
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b. En otro caso, al linal del paso 4 lenemos alguna X1 factible, que satisface 

(4.6) 

Paso 5 Podemos hacer ahora xº: = X1 y comenzar una nueva ilcración, o 1ral:1r de mejorar el úllimo valor obtenido para 
l· Haciendo ésto se rc~resa al paso 3 con un nue\'o valnr cxpcrimenl:1d,1 para 1. con la misma hO, y se terminaría en el 
paso 5 con algun X 1 que salisfaga ( 4.Ci) y se inicia una nuc"a iternciún con xt•: =X 1• 

SELECCION DE VARIABLES PARA RA/\11FICACION 

En el caso de prohlcmas lineales se ha sabido que la regla usada para la selección de variables para ramilicación puede 
tener un efecto signilicatirn sobre el compnr1amic1110 total de una estr:1tc~ia de R-A. Para ver éslo se consideraron lres 
cstralc¡;ias de sclccciún de variables mismas que se lislan a conlinuad6n: 

1. El Primer l11dice Menor. fa po~;ible lcner alguna informaci(m sobre la importancia de algunas de las variahlcs 
enteras en un modelo dado. Las 1·ariabks enteras estün arregladas en orden de imporl:1neia, procesanuose primero la 
más imporl:rnlc de éslas. Esto se logra poniendo índice a las variabb con bs prioridades decrecientes de las variables 
enteras y luego se selecciona la variable Clln el primer índice mas bajo. 

2. Variable Entera J\!as Fracr.ional. Esta cslratrcgia selecciona la variable que csl:í mas lejos del valor entero mas 
cercano. Esta opción cslá enfocada a obtener la mayor disminuciún de la función objetivo cuando se efectúa la 
ramificación para que se puedan sondear mas nodos en una elapa preliminar. 

3. Uso de Pseudo-Costos. El concepto de pscudocoslos se ha desarrollado para resol\'cr problemas de programación 
lineal entera mixta. Se usan los pseudo-costos como una medida cuanlil:iliva de la importancia de las variables enteras 
y ésto permite asignar cierta prioridad a las variaLlcs. 

Para cada variable enlera Xj se dclincn dos pseudo-costos, uno inferior (pclj) y uno superior (pcuj). Los valores de 
los p;euclo-coslos inferiores y superiores se calculan duran le la búsqueda del árbol de la siguiente manera: 

Supónga que en un nodo k se selecciona la variable Xj para ramilicación. Sea Xj' la parle fracciona! del valor de la 
variable x¡. Sea fk el valor de la función objc1i1·0 en éste nodo k. Sea f1, el valor del objetivo cuando el problema conlínuo 
está resuello ~on la restricción adicional de cola inferior Xj ::; [xj]. El pseudo·coslo inbior de Xj se deline por 
pClj.= (fL-fk)/Xj . 

Sea fu el valor de la función ohjetil'o cuando el problema conlínuo se resuelve csin la restricción adicional de cola 
superior Xj ~[x¡] + 1. El pseudo-costo superior de Xj se define por pcUj = (fu-fk)/(1-Xj ). 

Estos pseudocostos se pueden interpretar como el empeoramiento del valor de la función por unidad de cambio de 
la variable Xj, donde pclj corresponde al decremento de Xj y pcu¡ corresponde al incrcmcnlo de Xj. Aunque los valores 
de los pseudo-costos dependen del nouo donde se calcubn, éstos sólo se calculan una vez y se supone quedan constantes 
para poder ahorrar el esfuerzo de rccalcubrlos en todos los nodos. Esla eslralcgia para seleccionar la l'ariable de 
ramilicación se describe de la siguiente manera: 

i) Calcular los pseudo-costos inferiores y superiores para todas las variables culeras cuando sea posible. 

ii) Calcular la cantidad Yj = min[pclj Xj', pcuj(l·Xj 
0

)] para cada variable entera x¡ 

iii) Seleccionar la variable Xj para la cual V; es máximo. 

La selección de la variable de ramilicación que se ha Jeserilo es lal que se espera que el valor de la función sea el 
que más aumente. 
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SELECCION DE NODOS PARA RAl\llFICACION. 

Asi como un criterio para sclcccii:>nar la variable puede afectar el comporlamienlo de una estrategia de R·A, se ha 
encontrado que el m~lmlo de sdcccilin para los nodos que se van a ramilicar puede tic igual manera afoctar 
signilicativamcntc el c,1111pmt:imicntn de R-A. lmplantamns las siguientes estrategias de selección de nodos para 
observar sus efectos Sllbrc problemas tic programaci,)n entera no lineal. 

1. Rnmilicar desde el nodo con la mcn0r cota. Como su nomhre lo dice, ésta estrategia se selecciona p:1rn rnmilicar 
al nodo que actualmente tiene b menor cota sobre la función objetivo. Lawler y WooJ ( 1966} argumentan que si para 
cualquier problema tlado, el conjunto ck nuc,·os problemas tk acotamiento está únicamente determinado, entonces ésta 
estrategia tiene la ventaja de que el nümcro total Je cómputos se minimi1:1, en el sentido de que cualquier operación tic 
ramilicnción que se rcali1:1 bajo ésta estrategia tlebe poder ci'cctuarse bajo cualquier otra estrategia. 

2. Ramificar desde el nn<lo mas nuevo. En ésta cstrale!!ia, siempre que se efectúa In ramilicación se da preferencia 
a los nodos que corresponden a los nucrns problemas sobre los dcm:ls nodos no sondeados. Para la ramificación, se 
selecciona el nod,1 m:1s nuevo de 1'1 lista de nodos no sondcauns. Esta eslralc,~ia se conoce por varios nombres como lo 
son: estrategia tic profundidad, tic ir hacia atrás, último en entrar primero en salir (UFO), y tiene la ventaja de ahorrar 
espacio de almacenamiento. Como señala lbaraki ( 1976), éste tipo Je estrategia requiere de una cantidad de memoria 
que es una funch'm lineal del tamaño del problema y es relativamente fácil tic implantar. 

3. Uso de estimaciones. En la e~.tratcgin de selección dcl nodo con la menor cota, se selecciona un nodo con la menor 
cota para la función objetivo. esta estrategia solo considera el valor <le h1 f unciún objetivo y no loma en cuenta la 'calidad" 
de las soluciones óptimas continuas. Consideramos un problema con tres variables para ilustrar el concepto de "calidad'. 
Suponga que necesitamos seleccionar un nodo de entre los siguientes nodos no sondeados: 

x<I) = (1.3,2.4,s.1), zt = 10.s; y :P> = (1.0,3.0,s.1¡, z2 = 10.6 

De acuerdo al cs~ucma de selección de la menor cola se daría preferencia al nodo 1 solire el nodo 2. Sin embargo, 
tal selección no parece ap1 o piada, ya que b solución x(!) está mud10 mJs cercana a una solución entera. Si se selecciona 
el nodo 2, es posible que esté sondeado en la siguiente iteración mientras que el nodo 1 podría requerir de varias 
iteraciones antes de poderlo eliminar. Se han hecho intentos de modificar el esquema tic selección Je la menor cota 
para que tambié.n se lome en cuenta la calidad tic la soluciones óptimas continuas. En éste caso lineal, Dcnichou (1971) 
lo logra usando un nuevo concepto llamado "estimación" qnc hace uso de los pseudo-costos. 

En el nodo k, se calcula una cantidad llama.la la estimación del nodo k, denotada por Ek, y se calcula: 

La cantidad Ek es de al¡;ún modo un cslirnntlor del v:1lor de la función objetivo <le la mejor solución entera que puede 
esperarse descendiente tld nodo k. 

Usando el concepto tic estimación, ésta estrategia tic selección del nodo puede enunciarse de la siguiente manera: 

i) Calcule la estimación de lodos los nodos no sondeados. 

ii) Seleccione el nodo con la menor estimación 
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llF.URISTICAS PARA L\ COTA SUPERIOR. 

El menor v;ilor de fk en cualquier etapa, proporciona una cota inferior de la [unción nhjetivo del l'El\INL. 
Frecucntcmrntc es importante cnwntrar una cota superior sobre el ohjctirn tan pronto como sea posible. Esto se puede 
lograr encontrando inicial111cntc una solución entera Í:lctible al prublcma. las siguientes dos heurísticas se desarrollaron 
para encontrar soluciones iniciaics enteras factibles. 

Heurística A. Sea x = (xt,x~ ..... xn) la soluci<m para un nnd<l no snndcauo y sea p el n(unero de variables enteras que 
toman valores no enterns en ésta solución. El número p se ueline como el Orden de lnfactibilidad de éste nodo. 

La Heurística A se efectúa de la siguiente manera: 

1. Seleccione un nodo para el cual el orucn de infoctihilidad es mínimo. Seleccione una variable Xj, para ramificar de 
acuerdo con la regla de selección preestablecida. Para éste nodo, un nú111ao de variables enteras ya pueden tener valores 
enlcros lijos, esto es, mientras se ramilica no se permiten cambios en estas variables para ninguno de los dos 
subproblemas. Esta idea consiste en reducir el n(1111ero de variables enteras con \'atores no enteros, y asi trabajar hacia 
soluciones con órdenes menores de infactibilidad. 

2. Si el subproblema con la restricción de cota superiorXj [xj] es "factihle contfnuo" se lija In variable Xj a [xj] en todos 
los subsecuentes desc~ndientes de éste nodo. Similarmente, si el subproblema con la restricción de cota inferior Xj2: 

[Xj] + 1 es "factible continuo" se tija la variable Xj a [xj] + 1 en todos los subsecuentes descendientes de éste nodo. 

Si despu~s de resolver los dos subproblemas se obtiene una solución entera factible, deténguse. De otro modo, regrese 
al paso l. 

Heurística B. Para simplificar notación suponga que todas las variables son variables enteras. La Heurística B se 
eícetúa de la siguiente manera: 

l. Resuelva el problema no lineal continuo. Sea x = (xtº,x2º,. .. ,xn ºl la solución óptima contfnua. Encuentre el entero 
Yi mas cercano ax¡°, para i= 1,2, ... ,n y forme un vector y= (Yt,y2,. . .,yn). lnicie un contador i =0. 

2. Si y es una solución continua factible, vaya al paso 4. de otra forma, siga al paso 3. 

3. Vuelva a poner el contador i en i + 1,y reemplace el valor de la variable Xi por Xiº· También reemplace el vector y 
por'cl vector y= (xt0,x2°,. .. ,xi0,yi + t, .. .,yn) y regrese al paso 2. 

4, Si y es entero factible deténgase. De otro modo siga al paso 5. 

5. Construya un problema i-dimensional sustituyendo las variables Xi+!, Xi+2,. .. ,x0 por los valores enteros 
y¡+ 1,y¡ +2, ... ,yn en la función objetivo y restricciones del problema dado. Ao.í se construye un problema de programación 
entera no lineal i-dimcnsional con xt,x2,. .. ,x¡ como sus varbbles enteras. Comenzando con (xt0,x2°,. .. ,x,o) como una 
solución inicial, aplique R-A para resolver este problema i-dimcnsional. Si l'.Ualquiera de los descendientes de 6ste 
problema tiene una solución enlera factible, digamos (zt,z~ .... ,z;) deténgase. El vector x = (zt,12, .. .,Zi, y¡+ ¡,. . .,yn)scría una 
solución entera a nuestro problema original. De otrn modo regrese al paso 3. 

Se debe notar que al inicio de la heurística los problemas esUín mas pequeños en tamai10, y por lo tanto se pueden 
resolver rápiuamcntc. Sin embargo, conforme se desarrolla el proceso de ><>lución los problemas se vuelven mas grandes 
en tamaño, y en la peor situación posible el prohlcn1a original cn ,i mismo estará resucito. Si el problema original tiene 
una solul·ilin entera factible, en nuestra búsqueda, ésta sería dcscubicrta. l'llr lo tanto, ésta heurística garantiza que se 
obtendrtl una solución factible entera cuando la haya para el problema dacio. 
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DISEÑO EXl'ERIMENTAL 

La~ variables primarias evaluad:is en el trabajo experimental fueron las estratcgi:1s para la selección de variables de 
ramilicaciún y sdc.-ciún de nodos. Tres opci1>ncs para cada una Je éstas Jos eatcgorf:is de sclccdiín dieron nueve 
combinaciones Je estr:1tcgias. Para c:1da combinación, hemos cxploratlo tres opciones sobre las hcurlsticas: 

1) Sin heurística 

2) Heurística A 

3) Heurística D 

A~f se tuvo un total de 27 estr;ltl·gias de R-A que consisten en un Jiseño experimental con tres niveles de tratamiento. 
En el es111dio se usó un eódi~o Je computadora 1313NL:.IJP desarrollado por Gupta (ver apéndice C.J) que tiene la 
capacitl:1d de llanm a cae.Ja una de las 27 estrategias que se usaron en el cs111dio. Bl3NL1\HP empica el código no lineal 
OPT para resolver los problemas continuos no lineales. Cada estratc_t!ía se identificó por los parámetros (K, L, N) donde 
K fue la opción para la selección de la variable de ramilie;1ciún, L para la selección Jel nodo de ramificación y N la 
selccci6n de heurí.\tic;1. Las opciones para K, L y N se denotaron como sigue: 

K = 1 : Primer índice menor 

K = 2: Variable entera m:ís fracciona! 

K = 3 : Uso de pseudo-costos 

L= 1: Ramilicación dcsJe el nodo con la menor función objetivo 

L=2: Ultimo en entrar primero en salir 

L=3: Ramilicación desde el nodo con la menar estimación. 

N = 1 : Sin heurística 

N = 2: Selección de la Heurística A 

N = 3: Selección de la Heurística B 

PROBLEMAS DE l'RUE!IA 

En cualquier estudio computacional es importante examinar una amplia gama de problemas de prueba. Se Jebe señalar 
que, en contraste con su contraparte lineal, en la programación entera no lineal, el ta111ai10 Je! problema es tan sólo uno 
de los muchos factores en la dctcrminacilin de su complejid;1J total; el grado de no linealidad Je la función objetivo y 
de las funciones <le restricción incluycn<lo el número de términos no lineales contribuye significativamente a la 
complcjid;1d del problenrn. 

Ya que según lo que sabernos no se ha llevado a c;1ho ningún estudio experimental de esta naturalc7a, se consideran 
problemas de prucb;1 de estudios anteriores sobre algoritmos conlínuos no lineales. Entre lo~ probkmas de prueba 
disponibles, sólo se con.1i<lcraron aquellos probkmas conl'crns donde ciertas variables se pueden trat;ir como \'ariabks 
enteras; por ejemplo aquellos problemas que tienen algunas variables con cotas razonablemente cstrcch;1s y regiones 
factibles con puntos enteros. 

No sirve a nuestros propí1:;itos considerar aquellos problcm"s que no tienen puntos enteros en su rcr,ión factible u 
donde l¡¡s v~riahlcs tom;111 V'11orcs elcl'ados. Así, se incluyerGn 22 ¡;robkmas c:i total, los rnalc$ abarcan desde 2 hasta 
16 variables continuas y de 2 a 10 vari;1bks entl'fas. De los 22 problemas, los probkm;1s 5, 8, 20 y 21 fueron del tipo de 
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program:1cibn cnlcra nn lineal mixta, y los dcm;\s fm>ron problemas de prngramación cntcrn no lineal pura. El número 
de restricciones variú Je 1) a 8. El prnhlcma m:is ¡;ranJc que se rcsnlvi(1 fue el prnhbna W con 24 variables (8 enteras) 
y 8 rcslricciont·s lineales involucrando l!i términos en caJa rcstricd6n. La función objetivo cm polinomial Je cuarto 
grado involucranJo .¡5 términos no lincaks. 

Como lo ilustra la Tabla 1, el tamaño del pn1hlcma no dctcrmin;1 el t•sfucrio computacional.El problema l'I que fué 
el c¡uc mas tiempo tardó para rcsoll'ersc súln tcnfa 16 wiriahks (8 ent1-ras) y 8 restricciones. Sin embargo su función 
ohjc1i1·0 involurraba 40 términos cuadr.'1ticns y cada una de las restricciones tenía entre 25 y 32 términos cuadráticos. 
Similarmente el problema 17 sólo tenía 14variahlcs (7 enteras) y 7 restricciones, pero la función objetivo tcnía3 términus 
cuadráticos y ca Ja restricción tenía cnl re ~.¡ y 28 términos cuaJr:Jticos. Lis funcinncs oltjctivo de todos los problemas 
eran no lineales, sin embar¡;11 lns problemas 4, ú,9 y 16 nll tenían rcstricci1rnes y lns problemas 3, 15 y 20 no tenían 
restricciones lincalcs.Ta111bi~n se consideraron problemas adicioncaks de mayor dificultad pero el excesivo costo 
computacional los hizo imprácticos para usarlos comn problemas de prudrn. Se puede encontrar una lista completa de 
problemas Je prueba en Gupta (1980) 

TABLA 1 

Tiempos Actuales de Solución (segundos) 

Prob T. de Sol. Peor T. Mcj0r T. Razón 
Prom. de Sol de Sol. P/M 

1 1.035 1.433 0.822 1.74 
2 12.038 22.150 5.339 4.15 
3 0.759 0.875 0.704 1.24 
4 0.466 0.527 0.428 1.23 
5 6.250 6.835 5.720 1.19 
6 0.563 0.651 0.521 1.25 
7 0.856 1.136 0.631 1.80 
8 2.504 2.991 2.136 1.40 
9 3.256 4,707 2.527 1.86 
10 0.728 0.921 0.626 1.47 
11 2.098 .2.902 1.401 2.07 
12 4.816 8.0-14 2.760 2.91 
13 13.668 24.677 7.660 3.22 
14 12.1% 20.748 9.679 2.14 
15 1.303 1.581 1.131 1.40 
16 0.624 0.828 0.503 1.65 
17 108.131 220.418 49.378 -1.46 
18 83.554 237.756 33.377 7.12 
19 241.522 496.3-19 90.992 5.45 
20 66.261 lO<J.O ll 50.257 2.17 
21 1.9-15 2.061 l.877 l.10 
22 8.233 12.118 5.973 2.03 

Razón 2.41 
Promedio 

........................................................................................................................ 
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4.5 EJEMPLO NU~IERICO USANDO GINO. 

Considere el siguiente prnblcma de programación entera no lineal: 

MIN Z = 7Xt2 + 6X22 
• 35X1 • 80.4 X2 

SUJETO A 

9X1 2 ·10X1X2-8X,2 >-583 
6X12 • 8XtX2 • 6X22 >· 441 
X¡, X2 <?: O enteras 

Se desea resolver 6sle problema usando un paqucle para programación no lineal y ramificación y acotamiento para 
cumplir las restricciones de variable cnlcra. 

Resolvemos primero el problema no lineal sin las restricciones de l'ariablc cnlera, obteniendose el siguiente valor 
para la función objetivo: 

z = ·313.090010 

Y los siguientes valores en las variables: X 1 = 25, X2 = 6.7 

De aquí el paso siguiente es seleccionar la variable a ramificar, que siguiendo la recomendación de Gupla (1980), 
sería la variable más fracciona!, por lo cual seleccionamos Xt, y agregamos al problema relajado la restricción X¡ = 2 
de donde se tiene que el valor de la función objetivo es: 

z = -311.3~0010 

Con los siguientes valores en las variables: X¡ = 2, X2 = 6.7 

Ahora agregamos la reslricción X¡ = 3 en lugar de la anlerior y se obtienen los siguientes resultados: 

z = -311.3~0010 

Con los siguientes valores en las variables: Xt = 3, X2 = 6.7 

Como se puede observar el valor <le las \'ariablcs y de la función objclivo en éslos dos nodos coinciden por lo que no 
imporla en cual de 6stos dos nodos se continúa la ramificación, seleccionamos el nodo que tiene X¡= 2 y agregamos la 
restricción X2 = 7, obtcnicn<lose el siguicnle valor en la funciün objetivo: 

z = -310.800011 

Y valores en las variables: X1 = 2, X2 = 7 

Si se lija X2=6, se obtiene el siguicnle valor en la íunciún objetivo: 

z = -308.400009 

Y v:ilores en las variables: X 1 = 2, X2 = 6 

El paso siguicnlc consistiría en seguir la ramificación desde el nodo donde se fija la variable X¡ = 3, sin embargo 
los resultados oblenidos en éslc caso son idénticos que los que se obtienen para la rama que corresponde al nodo con 
X¡ =2, por lo cual no es necesario que se rcprodu7can aqui. De éstos Jos últimos resultados parn la función objetivo 
escogemos aquel que la minimice pnr lo Cllal la 'ºlución liptima cst.'.Í dada por: 
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z = -310.80 

Y valores en las vari~blcs: X¡= 2 y X2 ~ 7. En la figura 4.9 se iluslra el órbol que Jcscribe éslc procedimiento. 

FIGlJRA.t.9 

sol 6ptiMa sol óptiMa. 

4.6 CONCLUSIONES Y HECOMENDACIONES. 

En éslc capílulo hemos investigado la factibilidad tic aplicar el método de R·A a problemas de programación entera no 
lineal. Como kmos demostrado, se pueden implantar los nH:todos de ramificación y acotamiento como herramientas 
útiles para resolver tales problemas. Hemos probado los conceptos de pseud,Hostos y estimaciones para seleccionar 
\'arfrtblcs y nodos para r:1mificación. Sin embargo los resultados muestran que entre las tres opciones para la sdccción 
de variables para ramificar que hemos probado, la mejor fue la e.11ra1egia de seleccionar la variable con el valor nws 
fracciona!. Entre las cstratcgi:1s de selección Je nodos, el criterio Je sckcdon:1r el nodo mas reciente fue la peor. Se 
debe notar que se hace un esfuerzo consid~rable para calcular los pseudo·costos y las cslimac:ioncs al principio de cada 
corrida y por eso probablemente no se explota su fuerza en problemas Je pn1cba menos complejos. 

La importancia de encontrar r;ípid:1mcnli:. rotas superiores para la funciún objetivo se discutió y en efecto, se 
desarrollaron lrcs hcurísticns. La l lcurística 3 es aplicable sclo a una cla:,c csp~cbl de probkmas; por lo cual la ventaja 
computacional de las olws do' heurísticas es la que se ha podiun probar. Comparando Jos ticmp,ls finales <le solución 
la Heurística 2 (opción 3) es casi tan r:ípid:1 conhl aquellos casos en que no se usan heurísticas. La hcurís1ic:1 l (opción 
2) resultú peor que la 2. Sin embargo, los rc,ultmlos fueron dr :"1icamentc difeicnlcs cuanJo los tiempos de solución 
para obtener las colas se comparnron. La l lcurí,¡ic,¡ 2 pudo encontrar cotas superiores en mcirns del tiOSO <ld tiempo 
promedio de los tiempos d~ solucil>n sin heurísticas, la heurística J n,1 fue tan r:ípid:i, sin embargo se pudieron encontrar 
cows en menos del 90'.'ú dd tiempo promedio de las soluciones sin heurísticas. De cslas ol.iser\acioncs se conduyc que 
In apicacion de la 1 kurística 2 mejora significatil'amcnle la aptituJ de rcsoll'cr problemas con los proccJimicntos de 
ramilicación y acotamiento. 

Experimentos adicionales demostraron que los parámlros dd problema tales cmn el n{1111cro de variables enteras y 
restricciones tienen un cfcctn signilicatirn en lt>s tiempos de solución. Un an<ilbis de r¡·grcRión cst:tdislica dcmnstrú que 
el número de variabks cnlcras tic-11cn un efecto cuallr:í1ico, y el n(nnern de restricciones tienen un efecto en los tiempos 
de solución. 
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RECmlENDACIONES 

En los problemas que se probaron se usó el código OPT basado en el método GRG para resolver los problemas no · 
lineales, sin embargo seria interesante estudiar la facribil<lad c.k usar ramificación y acotamiento con otros códigos GRG. 

El algoritmo de ramificación y ;1cotamicnto tamhién se puede comparJ con alg11na de las otras técnicas usadas para 
resolver prolilcmas enteros. Y por otroa parte se puede extendcra problemas de uplimizaci<ín discreta no lineal. Las 
reglas de ramificación se pueden modificar para que .~olo vaillfcs discretos se puedan considerar para las variables 
discretas correspondientes. Las heurísticas, los conceptos de pseudo-costos y las estimaciones pueden no ser aplic:1hles 
en el caso discreto. 

Finalmente habría que señalar que el método de ramificación y acotamiento requiere condiciones propias de 
convexi<laú-conca,idad para garanti1ar optimali<lad. 
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APLICACIONES 

CAPITULO V 

EL PROBLEMA DEL AGENTE VJ,UERO Y EL PROHLE~IA OE LA 1\IOClllLA. 

-rircsias me ortlenó que recorriera muchMmas cíudaJcs, 
llcv-Jndo en la m::ino un nwncjab!c remo, hast;t !legar a aque· 
llos hombres l\~c nunc.i vieron el m:ir. ni 1.'.0nlcn nwnjar~ 
sn1onado.~ con !-.al, ni ,·onoccn las l'líl\'CS de purpúrco,1¡ naneas, 
ni tienen notkía 1.k los manl.'jilblcs remos que son como l~s 
alas de los b;1jclcs." 

1 lomero. La Ollisca. 

En el pas:1do reciente, los algoritmos de ramilic:1ción y acotamiento se han formulado para resolver un:1 amplia variedad 
de problemas de optimización combinutoria. Entcndicmlo por problema combinatorio a aquél que asigna valores 
numéricos discretos a algún conjunto finito de variables X, de tal forma que sati•faga un conjunto de restricciones y 
minimice alguna función ohjetil'o. Dos de t:tlcs problemas, tales como el del agente viajero y el de la mochib los 
proporcionamos como reprcscntatirns no del rango de todas los posibles probl~m:1s combin:1torios, pero si del tipo de 
problcnrns a donde se puede ;1plic:>r ramilic;iciún y acotami..:nto. La función objetivo que puede ser no lineal, discontinua 
o no ncccsariamcnlc ddinida matcmtiticamcntc, se puede resolver con R-A. 

Problemas como el del agente \'iajero oc! de la mochila se conocen como no polinomiales completos o NP-complctos. 
Un problema se dice polinomial si existe un algoritmo para el cual el tiempo requerido para su solución, está acotado 
por una funciún poiinomial dd tamaño del problema (<loode enlcn1.kmns d tamailo del problema como la longitud de 
un código, por ejemplo binario e.le los datos dd problema). Se tiene así por ejemplo que en una gr:ílica G = IX,AI con 
N=X nodos y l\l =A arcos, una ruta nd5 corla se encuentra ;1 lo mas en un tbnpo O(l>IN), un !lujo máximo en un 
tiempo O(N\ un á1bül de peso mínimo en un tiempo O(i'i2

). 

Un algoritmo se dice no dctcrminístico si contiene afirmaciones que permiten una selección adcm6s de las 
afirmaciones usuales (dctcrmini>ticas). La cbsc de problemas que se pueden rcsol\'cr en tiempo polinomial por 
algoritmos no dctcrminísticos se llaman de clase NP, en otras p:ilabras, si para cada instrncciónsclcccion:1c.la, hlsclccción 
es correcta, entonces el tiempo de computadora es p<1linomial. l'nr otr,1 lado si se enumeran Ja5 posibles selecciones el 
algoritmo se vucll'c dctcrminí,tico pero con tiempo de computadora cxponenci:1l.Un prnhlcm;i Nl'-complelo es aquel 
para el cual las únicas soluci,111cs conocidas consisten, en esencia, en intentar todas las posibilidades. Tanto en el caso 
del problema del agente \'iajcro como en el dl! la mochila los algoritmos que se basan en el méto<.1'1 de R-A tienen un 
tiempo de computadora exponencial. 

Este capítulo se desarrolla comosi~uc: en la primera sección se describe el pmbkma del agente viajero, en la segunda 
sección se describe el algoritmo de ramilicaciún y arntamicnto que se utiliza en la solución úcl prnblcma del ,fojcro, en 
la tercera serción se dc~arrolla un ejemplo que :;e programó en c0111pu1ador .i, en la cuarta sección se describe el problema 
de la mochila, en la quinta SCl'CÍún se expuncn el algoritmo d" R-A <lcs;1nclhido PL'r Kolesar y el e.le Martcllo y Toth 
para el problema de la mochila y se resuelve un ejemplo, para cad:1 uno. 
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5.1 EL l'ROlll.EMA DEL AGENTE VIAJERO 

El problema del ag.cnlc viajero es un problema cl!isico en optimización combinatori:1, y uno <le los prnbkmas más viejns 
en la optimi1:1cí6n <le redes que ha atraído mucho la atend<in en loo; últimos cuarenta alias. Cuenta con numerosas 
aplicaciones, por l'jemplo, en problemas tic distribución donde se tiene que el almacén central <le una compañía desea 
distribuir 01:1teria prima a cada una t.lc sus sueursaks a u~ costo mínimo o problemas de carteros,¿ cómo debe el cartero 
atravesar la ciudad para repartir la correspondencia minimizando el tkmpo de \fojc'!. O consillere otr;1 situación: una 
fábrica producen artículos y se debe cambiar el montaje siempre que cambia la pmducción de artkult>S, conociendo el 
costo de montaje entre los artículos se desea encontrar una secuencia de producción óptima. 

Plantear el problema es muy sencillo y lo haremos a continuación: 

Un agente viajero debe visitar cada ciudad de su territorio exactamente una vez y regresar a su punto de partida. 
Dado el costo del viaje entre cada par de ciuúaúes, ¿como debe planear su itinerario úc tal forma que \isite cada ciuúaú 
una sola vez y el Cllsto total del recurrido sea mínimo? 

En términos úe la teoría de redes, el problema consiste en encontrar en una gráfica completa den nodos, un circuito 
de peso mínimo de longitud n. Recuérdese que una gr álica completa es aqudla en la cual entre cualquier par de nodos 
existe un arco que los une. Considere por ejemplo, un problema con cinco ciudades, como se muestra en la figura 5.1 

FIGURAS.1 

El peso del circuito o costo de la ruta (a, b, e, d, e, a) es 206, mientras que el circuito de peso mínimo es (a, b, e, e, 
d, a) con peso 89. 

Hay varias variantes a éste problema, pero primero comenzaremos por precisar conceptos: 

Sea \V= [Wijl el peso de la malríz de la gráfica, entonces se puede tener que los pesos en los arcos pueden no ser 
simétricos w;j = Wji, en cuyo caso estamos tratando con una gr{ifica úirigid;i y resolviendo un 11roblcma del agente viajero 
asimétrico. O algunas veces la gr:ífica dada no es completa, lo que significa que existen parejas de 11nt.los que no están 
directamente conectados por arcos. No obstante, que toda gr:ílica completa siempre tiene circuitos de longitut.l n, una 
que no lo es puede no tener cirt·uitos de longitud n. Por ejemplo la gr~fica en la ligur a 5.2 no tiene circuitos de longitud 
5, en tal caso el problema del agente \iajcru 110 tiene solución. 
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El problema de determinar si una gráfica dada con n nodos tiene un circuito de longitud n se conoce como un problema 
de circuito hamiltoniano, originado en un juego inventado por el matcm:ítico irlandés Sir William Rowan Hamilton en 
1859.Trataha sobre un viaj<.: alrededor de mundo,cl cual se representaba <'n forma simplificada por un dodecaedro 
(poliedro de 12 caras pentagonales con '.!O vértices), y se requiere que se pase una sóla vez por cada vértice o ciudad, 
usando sólamentc las caras dd dodecaedro y se regrese al punto inical. Este juego es equivalente a buscar un circuito 
hamiltoniano en la figura 5.3 

FIGURAS.3 

Un circuito que pasa por cada nodo en la gráfica es llamado un circuito hamiltoniano. 

Si el agente viajero no quiere regresar al nodo inicial, des¡rnés de visitar todos Jos nodos en la gráfica exactamente 
una ve1, el problema se convierte entonces en encontrar la trnycctoria de peso mínimo de longitud (n-1) y no un circuito 
de longil ud n. 

Se podrá notar un cambio muy drl1stico si al resolver éste problema si se permite que el agente viajero visite un nodo 
mas de una vez (r.i éslo es m:ís baralo), PLir ejemplo en la tii;ura SA se tiene que si se permite que visite un nodo mas de 
una vez la ruta úplima (a, b, e, d, e, e, a) que aJem:ís no es un circuiln tiene un peso úe 60, pero si no se permite que 
visite un nodo mas úc una vez, la ruta (:1, b, e, d, e, a) es la única solución posible, con un peso de l.W. 
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FIGURAS.4 

10 
10 

La condición bajo In cual al menos uno de los circuitos hamillonianos tenga un circuito de peso mínimo es que los pesos 
satisfagan la desigualdad del triángulo Wij :$ Wik + 11\j. 

Una forma de resolver el problema del agente viajero es haciendo una enumeración exhaustiva de todas las soluciones 
posibles y entre ellas escoger la mejor. Hay n! permutaciones de Jos n nodos, pero solo (n-1)! de ellas son circuitos 
hami!tonianos distintos (en una gráfica dirigida completa), porque podemos lij;1r alguno de los n nodos, y posteriormente 
hay (n·l)! formas de acomodarlos (n-1) nodos restantes en el circuito. En caso de que la red dada no sea una red dirigida 
entonces hay (n·l)!t2 circuitos distintos. 

Teóricamente, el problema se puede resolver generando los (n-1)! circuitos y comparar sus p¡csos, sin embargo como 
método éste es muy ineficiente. Por ejemplo, dada una grálica de 20 nodos se tienen 19! > 10 1 circuitos, por lo que se 
requieren años de cálculos continuos para rcsol\'cr el problema. 

Como se podrá ver el problema del agente 1iajcro es uno de los problemas de optimización combinatoria para los 
cuales no se conoce un algoritmo eficiente de tiempo polinomial. Todos Jos algorilmos conocidos requierco de un tiempo 
de computadora exponencial en el numero de ciudades n. 

Para salvar ésta dificultad computaciom1! hay dos formas de resolverla: 

l. Usando técnicas refinadas tales como ramificación y acotamiento o programación din<imica, que reducen 
drásticamente el efecto que se da en enumeración exhaustiva. Tales técnicas refinadas enumerativas son buenas p;1ra 
encontrar una solucil>n óptima, pero en el peor de los casos si se tiene un problema muy grande pueden requerir un 
número exponencial de dlculos que se hacen prohibitil'amente grnn<lcs. 

2. Empicando métodos de solución aproximados pero rápidos (en tiempo polinomial), que no producen una solución 
óptima, pero si soluciones subl>ptimas que estén aceptal>Jcmcnte cercanas a la óptima. 

Ambos métodos son útiles, sin embargo para nuestros propósitos sólo discutiremos el caso de ramificación y 
acotamiento. 
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5.2 ALGORITMO DE RAMIFICAC!ON Y ACOTAMIENTO 

•nrttrc éslos do.i; ca.n1inos vacilo cuntinunmcn1c1 y cuando 
aicr.\o que he c\pfor;ido &1! m•hínto las posi\lifüladcs lle uno, 
me fanzo &1l otro 'i ... iccvcrsa' 

ltnlo C.1h·ino. Seis t>ropucs1as para el Próximo Milenio. 

Un método de ramificación y acotamiento para un prnbkm:t en particular queda definido al especificar sus 
operaciones de R·A. En el raso dd prnblcma del viajero, existen tres métodos tic ramilicación y acotamiento: 

l. Construcción <le! circuito según la matriz reducida. 

2. Eliminación <le subcircuitos a partir <le la solución de problemas <le asignación. 

3. Construir la trayectoria basandose en el :írbol de expansión mínima. 

En nuestro caso solo desarrollaremos el primero, pues no es nuestra intención hacer un análisis exhaustivo del 
problema del agente viajero, quienes deseen ver mas sobre el mismo pueden consultar [15J 

METODO DE RAMIFICACION \'ACOTAMIENTO ílASADO EN L\ lllATRIZ REDUCIDA 

El funcionamiento de éste método se basa en la construcción del circuito hamíltoniano según la matrfz reducida. 
Para ilustrar la idea de éste método, veamos el siguiente ejemplo: 

EJE!llPLOS.I 

Sea la matríz de tiempos D que se presenta en!;¡ Tabla 5.1, entonces teniendo el tiempo de duración de cada uno 
de los viajes entre las distintas paradas, se dese" encontrar el recorrido hamiltoniuno de menor duración. 

TABLA5.1 

A B c D E F 
A 00 27 43 16 30 26 
B 7 "' 16 1 30 25 
e 20 13 00 35 5 o 
D 21 16 25 00 18 18 
E 12 46 27 28 "' 5 
F 23 5 5 9 5 00 

Si Tes la duración de un recorido hamiltoniano asociado a la matriz de tiempos de 1~ tahla 5.1 entonces la duración de 
ese mismo recorrido con la matriz de tiempos nbtcnida de rest~r un escalar h¡ al renglón i está dado por T·lt;, porque 
cada circui10 contiene unn y solo un elemento de éste renglón. Lo mismo succd.: ;i restamos un escalar!~ de una columna 
j (j ~ A,13,C,D,E,F). Una cola inferior dd recorrido h:mliltoniano óptimo es sencilla de obtener si restamos de cada 
renglón de la matríz de tiempos D, el mínimo clc:mcnto correspondiente. O bien 

h¡ "' min dij ~ O 
i 

y entonces, en la m:1tríz D' asi reducida, restamos de cada columna j la constante 

fll "' min d;/ ~ O 
i 
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La nueva matríz 0 1, 1icnc clcmcnlos no·ncgatil'os, y contiene al menos un elemento cero en cada renglón y cada 
columna. Como se muestra en la tabla 5.2 

TAíll .. A5.2 

A B e D E F 
A co 11 27 o 14 JO 
B 1 Ol 15 o 29 24 
e 15 13 Ol 35 5 o 
D o o 9 "" 2 2 
E 2 41 22 23 "' o 
F 13 o o 4 o "" 

Tomamos h = ~ h¡ + :p~ 
1 J 

La duración z(t) de un circuito hamiltoniano 1 de la matriz D es cnlonces igual a z(t) = h + z'(t), donde z'(t) es la 
duración del circuito t de la matriz D'. Ya que z'(t) (porque d¡j1 <::U), tenemos z(t) <:: h donde hes una evaluación por 
cota inferior del conjunto Q de circuitos hamíltonianos y se denota cv( Q). 

De la matríz ciada D obtenemos 

h1 = 16, h2 = 1, h3 = o, h.1 = 16, hs = 5, h6 = 5 

y hl = 5, h2 = h3 = h4 = ¡,5 = h6 =o 

Un aspecto importante es c¡uc cada recorrido hamiltoniano asociado a la Tabla 5.2 tiene una duración no negativa 
y que difiere en tiempo del recorrido original en 48 unidades de tiempo. De donde una cota inferior de la duraciún del 
recorrido mfni1110 es 4S o bien 

cv(Q)= ~h¡+~l~ =16+1+16+5+5+5=48 
1 J 

Una manera de proceder a la determinación del recorrido hamilloniano de mfnima duración es particíonar el 
conjunto <le recorridos hamillonianos como sigue: 

a. Recorridos hamiltonianos que usan el arco AD 

b. Recorridos hamiltonianos que no usan el arco AD 

En el primer caso la matriz de tiempos entre localidades se reduce a una nueva matriz en donde se cli111ina al renglón 
A y la columna D. Asimismo, el tiempo entre la localidad D a la A se hace igual a infinito o a un número muy grande 
para evitar usar el arco DA; pues sabemos que no forma parte del recorrido hamihoniano mínimo. Si no hacemos éste 
tiempo infinito, existe la posibilidad de la aparición de subcircuitos. La labia 5.3 muestra la matríz reducida donde se 
han eliminado el renglón A y la columna D. 
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,¡ 

;''fi, 

TAlll.AS.J 

A B e E F 
B 1 00 15 29 24 
e 15 13 "' 5 o 
D O o 9 2 2 
E 2 41 22 "' o 
F 13 o o o 00 

Una cota inferior de la duración de los recorridos hamiltonianos asticiados con esta tabla es sencilla de obtener si 
restamos una unidad a cada elemento dd renglón uno como se muestra en la tabla 5.4 

TAill.AS.~ 

A B e E F 
B o "' 14 28 23 
e 15 13 "' 5 o 
D o o 9 2 2 
E 2 41 22 "' o 
F 13 o o o co 

Cabe hacer notar que como resultado de las manipula dones anteriores podemos decir que los recorridos hamilto
nianos asociados a la tabla 5.1, que usen el arco AD tiene una durnciún no menor de 49 unidades de tiempo, 4S 
acumuladas hasta la obtención de la tabla 5.2 y una unidad de tiempo al pasar de la tnbla 5.3 a la Whla 5.4, por lo que 49 
unidades es una cota inferior a la duración de los recorridos hami!tonianos que usan el arco AD. 

Una cota inferior a la dnracitín de los recorridos hamiltonfonos que no usan el arco AD es sencilla de obtener, 
suponga que en general un arrn (i,j) con d¡j'= O no se escoge. Ya que debemos dejar el punto i, debemos usar algún 
arco comcni,1ndo en i y penalizarlo por a¡, También debemos usar algún arco en j, y podríamos penalizarlo por l3j. con 
lo cual O ij =a¡+ Bj es la penalización de no escoger (i,j).Dicha pcnulizaciónO ij se puede interpretar en éste caso como 
un retardo. 

Si ev( S) es la evaluación obtenida reduciendo la matríz por el notlo S, entonces cv( S) + O ij es una primer evaluación 
por cota inferior del nodo IJ, obtenido de S por no escoger el arco (i, j) 

Calculamos el retardo O¡j correspondiente a d;j' = O 

, o AD = a A + fio = 10 +o"' lO 
Ouo =al)+ !lo= l+O=l 
Oc11 = ac + (l¡: = 5+0=5 
0 DA = al) + llA = 0 + 1 = 1 
Oon = ªº + lll) = O+O=O 
0EF = ac + !l¡:= 2+0=2 
Om = ar+ 1lu = 0+0"'0 
Ore= ar+ lle= 0+9=9 
OFE = ar+ lln = 0+2=2 

Separamos la pareja (i,j) que maximira el retardo ij para garantizar una mayor cota inferior de la duración de los 
recorridos hamiltonianos: ÜAD = 10 

Entonces el nodo AD tiene una cvaluacion por cola inferior igu¡¡I a ~8+10=58 
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Una cuestión que comicnc an;1li1ar en éste momento es: i,por qué se efectuó la ramificación sobre el arco AD y no 
sobre otro que tuviese el ticm¡m entre localidaúcs igual a cero en la tubla 5.2? L:1 ra~ón es la siguiente: estrictamente se 
debió analimr para cada arco (i, j) con tiempo entre localidades igual a cero en la tabla 5.2 el retardo correr.pondicntc 
asociado al eliminar ese arco y clq~ir el que tenga miximn retardo (que es el arco AD) para garantizar una mayor cota 
inferior <le la duración de los recorridos hamiltonianos. 

El siguiente paso consiste en calcular los retardos correspondientes a la tabla 5.4 

O¡¡t\ = 14+2 = 16 
Oc¡:= 5+0 = 5 
Oo¡¡ = 2+0 = 2 
0El' = 2+0 = 0 
Orn = 0+0 =O 
011c = 0+9 = 9 
Om = 0+2 = 2 

Se escoge el arco BA para efectuar la ramificación como sigue: 

a. Recorridos hamiltonianos que usan el arco BA 

b. Recorridos hamiltonianos que no usan el arco BA 

En el primer caso partimos de la tabla 5.4 eliminando el renglón B y la columna A y haciendo el tiempo de A a D 
igual a infinito para c1·ítar circuitos innecesarios. En éste momento, como AD y BA se han seleccionado para formar el 
recorrido hamiltoniano hacemos que el tiempo de DA sea infinito, la tabla 5.5 exhibe ésta situación 

TABLAS.5 

B e E F 
e 13 "" 5 o 
D "' 9 2 2 
E 41 22 "' o 
F o o o "' 

Con el propósito de tener un elemento cero en cada renglón y columna nsi como mcjonir la cota inferior de los rcc1:-rrid<Js 
·., hamiltonianos procedemos a restar dos unidades del renglón dos en la tabla 5.5 para obtener: 

¡.): 

1; 

TAllLA5.6 

D e E F 
e 13 OQ 5 o 
D "' 9 o o 
E 41 22 00 o 
F o o o ., 

Y se puede observar que una cola inferior de los recorridos hamiltonianos que usan BA es 51 unidades de tiempo. 

Una cota inferior de la duración de los recorridos que no usan el arco BA es 51 unidades de tiempo. Una forma 
esquemática de las ramificaciones y :icotacioncs desarrolbdas sobre los recorridos hamiltonianos se tiene en la figura 
5.5 en donde se muestran el rcslo de las operaciones de mancrn resumida para llegar a demostrar que el recorrido 
hamiltoniano óptimo es A-D-C-E-F·ll-A con una duración de 63 uniúaúcs de tiempo. 
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Para verificar que ésta solución es óptima, <lcbcmos examinar el vértice /\D cuya evaluación por cota inferior es 58 
( <63). La scp¡¡raciún del vcrticc AD produce: usando FC una cota de 63 y sin usar FC una cota de 67, por lo cual el 
circuito propuesto es úptimll. 

•'IGURAS.5 

La formalización del algoritmo es la siguiente: 

ALGORITMO 5.1: LITTLE·il!URT\' 

PROPOSITO: Determinar el circuito hamiltoniano de costo mínimo dada una matríz de costos. El método utiliza la 
propiedad de la matriz de costos reducida para probar la inclusi<in o exdusión de un arco en et circuito. 

DESCRIPCION 

Paso l. Dada la matriz de costos D, se efectúan sustracciones en los renglones y las columnas de la malríz D, sin 
permitir que aparezcan valores ncg;itivos. Con ~sto obtenemos una cola inferior del problema del \iajcro al sumar los 
elementos que se rcslarori a los renglones y a tas columnas. La malríz D' es la matríz reducida de D. 

Paso 2. Sea S un nodo del árbol y cv(S) la cota inferior de éste nodo S, con cada arco (i, j) con d;j' = O, debernos 
usar algún arco comenzando en i y pcnali1a1 lü por a¡. También debemos usar algún arco en j. y podríamos penalizarlo 
por Ilj, con lo cual O;j =a¡ t l\1 es la prnaliiación de no escoger (i, j).Sc sckcciona el arco que tiene el m;íximo de los O;j 

Paso 3. Si el arco (i, j) no se selecciona, cv(S) + O;¡ es una cola inferior. Si el arco (i, j) se seleccionó, entonces la 
matriz ~e reduce omitiendo el renglón i y la columna j. Buscar b condición adicional sobre o· para excluir subcircuitos 
posibles. 

Paso 4. Seleccione el vértice que tiene menor costo y vaya al paso l. 
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5~1 EL l'ROlll.E~IA DE LA MOCHILA 

Muchos prnhlcmas industriales se pueden formular como problemas de tipo mochila, por ejemplo problemas de cargo 
lijo, selccci<in de ¡m>yect11.<.rnrte en in\'cntarins, control de prcsupucstns. cte. La versión m:'lS popubr <lcl problema 
contiene sólo una re.<tricci,'1n lineal, pero casi cualquier problema lineal entero y muchos otros problemas combinatorios 
se pueden reducir a ~l. El problema de la mochil;1 se presenta también rnmo un subproblema en varios algoritmos <le 
programacion lineal pura y entera. 

Hny muchas versiones distintas del problema <le la mochila, en nuestro caso consideraremos el problema <le la 
mochila 0-1 que se expresa <le la siguiente manera: 

n 
Maximizar }: p¡x¡ (5.1) 

i=l 

Sujeto a 

n 
I w¡x¡ :s; \V 

1=1 
(5.2) 

Xi = 0 O 1 i=l,2, ... ,n (5.3) 

donde p¡, w; (i = 1,2,. • .,n) y \V son números enteros. En otros términos, suponga que se tiene que llenar una mochila 
con diferentes objetos con un be ne licio pi y peso Wi sin exceder un peso total dado \V. El problenrn consiste en encontrar 
una asignación foctible de objetos para que el valor total de los objetos en la mochila sea el miximo. 

El problema de la mochila 0-1 es un caso especial del problem:1 de la mochila acotado, que se define igual que el 
anterior y solo difiere en la restricción (5.3) ya c¡ue en éste caso se tiene 

O :s; Xi :s; bi, donde Xi es entero, i = 1,2,. . .,n 

En el problema de la mochila acotado, la mochila se puede llenar con a lo mñs bi objetos del tipo i. En el problema 
general de la mochila, que a veces se denomina no acotado, la restricción (5.3) se relaja a 

x¡ 2:. O, x¡ entero, i = 1,2, ... ,n 

Sin pérdida de generalid;1d podemos suponer que los parámetros pi, Wi y \V en los problemas anteriores satisfacen 
las condiciones: 

pi y \11 son enteros positivos 

w¡ :s;W 

n 
I\11 >W 

i=I 

i=l,21 ••• ,n 

i= 1,2, .. .,n 

Los problemas de la mochila 0-1, acotado y gcnerali7ado a \'cccs se conocen como problemas unidimensionales, 
donde el uno se relicw al número de restricciones line;1lcs en el problema. Los m6s populares son loa de valor 
independiente (cuando w, =pi) y el problema de hacer cambios, éste problema consiste en encontrar el menor número 
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de monedas de tipos o valores especilicados w¡ que constituyen exactamente un cambio dado V. Suponemos que se 
dispone de cada tipo Je moneda en una cantidad ilimitada, formalnieute el problema es 

n 
Minimizar l: x¡ 

i=l 

Sujeto a 

x¡ <!: O, x¡ entero i = 1, ... ,n 

Observese que como la restricción en éste problema es de igu;1ldad no siempre existe solución, a menos que alguna 
de las monedas disponibles valga 1. 

Los problemas tipo mochila unidimensionales se pueden generalizar Je muchas maneras, la generalización más 
natural es aquella en que los objetos que tenemos que guardar pueden ponerse en m mochilas, cada una con capacidad 
Wj G = 1,2, ... ,m 1). Sea Xij una variable 0-1 tal que Xij = l si el i-ésimo objeto se asigna a la j-ésima mochila. El problema 
0-1 multimochila, se expresa como 

n m 
Maximirnr r r piXij 

i=l j=l 

Sujeto a 

n 

i;:l WíXij 5, Wj j=l,2, ... ,m 

i=l,2, ... ,n 

Xij=Ool i=l, ... ,n;j=l, ... ,m 

La primer restricción significa que en una restricción factible de objetos no se wbrecarga ninguna mochila y la 
segunda, que cada objeto puede asignarse a lo más a una mochila, pueden íormularse de aqui las versiones acotada y 
no acotada de éste problema. 

Si antes de poner los objetos en una mochila se tienen que comprnr, a un costo c¡ para el i-~simo objeto, y se tiene 
una cantidad limitada de dinero C, se tiene entonces el problema de asignar objetos a la mochila que no pesen mas de 
W y no cuesten mas de C, entonces el problema se convierte en 

n 
Maximizar ¡:p1x1 

Sujeto a 

n 
l:Wixi 5' \V 

i=t 
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n 

i~1 c¡x; e 

Xi =O o 1 i= 1,2, .. .,n 

En general, se pueden introducir muchas restricciones al asignar ohjctos a una mochila, el problema se convierte 
entonces en un problema de la mochila muhidimensional, donde cvidcnlcmcmc se pueden considerar los casos acotado 
y no acolado. 

Los problemas de tipo mochila a menudo se refieren como problemas de cargo, pero de hecho, el problema de cargo 
est~ndar consiste en asignar objetos dados con volúmenes conocidos a cajas, que tienen rc~tricciones de capacidad, con 
el objeto de minimin1r el número de cajas usadas. Sea kj la capacidad de la j-ésinrn caja y w¡ el volúmen del i-ésimo 
objeto. El problema de cargo se define como sigue: 

m 
Minimi1.ar j~I Yj 

Sujeto a 

m 
l: Xij = 1 i=l,2, ... ,n 
J=I 

n 
l: WjXij kjYj j=l,2, ... ,m 
1=1 

Yj, Xij = 0 O 1 i=l, ... ,n; j=l, ... ,m 

En un cargo factible, tenemos Xij = 1 si el i-ésimo objeto se pone en la j-ésima caja, y y¡= 1 si se usa la j-ésima caja. 

El problema de la mochila acolado o no acolado puede también representar el problema de cortar objetos 
unidimensionales (por ejemplo la longitud de un papel, vidrio y acero) en piezas pcqueiias de valores y tamaños dados 
para maximizar el valor total de las piezas o minimi7~1r el material que sobra. 

Este pequeño panorama de las posibles generalizaciones y modificaciones del problema de la mochila 0-1 indica la 
variedad de problemas del mundo real que se pueden moddar por problemas que provienen de la familia de problemas 
de tipo mochila. 

REDUCCION DEL PltOllLEMA LINEAL ENTERO AL PROBLEMA DE LA !\IOClllLA. 

Cada sistema de ecuaciones lineales con coclicicntes enteros se pueden transformar en una sola ecuación lineal que 
tiene el mismo conjunto de soluciones enteras no negativas que d correspondiente sistema lineal entero. Entonces, las 
restricciones de un problema lineal entero se pueden primero transformar en una única restricción y asi resolverlo como 
un problema de tipo mochila. 

El paso básico del proceso de transformación agrega dos ecuaciones de tal forma que el conjunto de soluciones 
enteras no negativas nr.i se altera. Describiremos un método que supone todas las variables acotadas. 

Sean las dos ecuaciones enteras en variables acotadas 
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n 

gj(x)=bj·i:it ªiiXi =O j=l,2 (5.4) 

O s x¡ S u¡, x¡ es entero i = 1,2, ... ,n 

Determinaremos ahora los multipicadores válidos a ¡ y a 2 tales que son distintos de cero y la ecuación 

a 1 g¡(x) + a 2gi(x) =O (5.5) 

implica que g¡(x) = gi(x) = O 

ya que (5.5) es equivalente a g1(x) + ( a]} a ¡)g.z(x) =O, podemos preguntar por sólo un multiplicador a tal que 

g¡(x) + a gi(x) = O (5.6) 

implica que g1(x) = gi(x) = O 

Usando cotas superiores en las variables, gj(x) G = 1,2) se pueden acotar de la siguiente manera: 

n n 
bj • I Uji+ u¡ :s; gj(x) :s; bj :I aj( u¡ 

i=I 1=! 

donde ªii + = max(aj;,O) y ajj" = min(aj;,0). 

Teorema 5.1 

El vector entero x que satisface O :s; x :s; u es una solución de (5.4) si y sólo si es una solución de (5.6) con que 
satisface. 

a > max {b¡ • a¡¡.u¡, -bt + ali+ u;} 

Ejemplo 5.1 

Aplicaremos el Teorema 5.1 al siguiente sistema de ecuaciones: 

4X¡ • X2 + 2XJ + x.¡ + l(S = Ü 

.x1 ·XJ ·x.t ·X6=·1 

X¡ = 0 O 1 Í = 1,2, ... ,6 

Porla enumeración de todos los posibles vcctores0-1 (x1,x2,x3,:q,x5,X6) encontramos las únicas soluciones de éste sistema 
(O,l,0,1,0,0),(0,1,0,0,1,1) y (0,0,0,0,0,1). Primero tratamos con dos multiplicadores arbitrarios 1 = 1 y 2 = l. La 
ecuación agregada es de la forma 

5x¡ · x1 + XJ + xs · Xó = -1 

y se tienen las trr.s soluciones anteriores mas (O,l,0,0,0,0),(0,0,0,1,0,1),(0,1,1,0,0,l),(O,l,l,1,0,1) y (0,1,0,1,1,l). Sin 
embargo ;1plic;indo el Teorema 5.1 se encuentra que debe ser mayor que 8. Para = 9, la ecuación válida agregada 
es de la forma 

l3x1 • x2 · 7x3 • Siq + xs · 9X6 = ·9 
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Una vez que sabemos cnmo agregar dos c¡·uacioncs en una, pnedemos aplicar éste proceso iterativ;1mente a un 
sistema de ecu:1citmcs arbitrnrin. E.-tc método es de u.10 limitado p:1ra prngramas lineales enieros ddiido al rüpido 
crecimiento en los v:1lores de los coeficientes eonfonm: se van agrgando restricciones. 

METOl>OS COl\ll'UTACIONALES 

Desde el punto de vista computacional, d problema de la mochiiJ es un probknw difícil. No se ha encontrado un 
algoritmo de tiempo polinomial para el. yes muy pncn probable que tal algoritmo cxist;i. Se han propuesto varias técnicas 
como métodos de solución para éstos problemas como las siguientes: 

l. Métodos de Reducción y Aproximación (del tipo gradiente y Lagrangcano). 

2. Métodos exactos 

a. Redes 

b. Programación dinámica 

c. Métodos de Enumeración (Ramificación y Acotamiento) 

Los métodos del tipo gradiente genralizado son eficientes computacionalmente sólo cuando se requieren soluciones 
aproximadas. 

Los algoritmos de programación dinámica son clicicntes cuando el valor de \V es pcque1ío, cuando éste crece tiende 
a ser ineficiente porque se requiere un almacenamiento excesivo, miemras que las técnicas de ~numeración resultan 
menos afectadas por ésta dcs\'entaja. El caso de la solución a tn1\'.:s de redes formulan el problema de la mochila como 
un problema de ruta más corta, resultan tambit!n indicientes porque se producen redes de tamaüo muy grande 

En éste trabajo sólo analizaremos el problema a través de el método de ramificación y acotamiento como veremos 
a continuación. 

S.4 ~IETODO DE RArnFICACION Y ACOTA~llENTO 

El primer método de ramificación y acotamiento que se usó para rcsol\'er el problema <le la mochila es debido a Petcr 
J. Kolesar (1967), éste método usa la cstratcgía <le búsqueda por primer amplitud; el gran uso de memoria de 
computadora y los requerimientos de tiempo de éste algoritmo se redujeron mucho con el método de Greenhcrg y 
Hcgerich (1970) que usa la estrategía de primer profundidad. Posteriormente Horowilz y Sahni(197.\) propusieron un 
procedimiento de ramilicación y acotamiento altamente eficiente, b;1sado en el esquema de Greenberg-Hegerich, este 
mismo algoritmo se obtu\'o independientemente por Ahrcns y l'inkc ( 11175), y st• h:m presentado m:ís pcrfcccionamienlos 
por Barr y Ross (1975), Fayard y Platea u (1975), Zoltners ( 1978), Nauss (1976), Suhl (1977), l>lartcllo y Toth (1977). 

A continuación, se expone el algoritmo de Kolesar y posteriomcnte el algoritmo de Ma1tello yToth (1977). 

ALGORITillO DE KOLESAR 

El algorilmo que se propone es un algoritmo de ramilicación y acotamiento en el sentido <le Liule, et al. 

Este mótodo considera que un nodo lleva un índice i si el articulo se incluye y un índice i' si no se incluye. Un nodo 
con índice (i,j) signilica que se incluye el artículo i primero y despu~s el artí..:ulo j, mientras que el indice (i• j) significa 
que el artículo i no se incluye pero el j r.i como se muestra en la ligura 5.7 
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l'IGURAS.7 

Se denota por B(n) la cola superior asociada con el nodo n. Dado el nodo n tenemos tres categorías de artículos: 

Los artículos incluidos In es el conjunto de artículos que están incluidos explícitamente en las soluciones contenidas 
en el nodo n; los artículos excluidos En como su nombre lo dice están cxplicitamente excluidos de las soluciones 
contenidas en el nodo n y finalmente los artículos no asignados son aquellos que no están incluidos en ninguna de las 
dosealegorías anteriores, cuando el conjunto de artículos no asignados en un nodo es vacío, el nodo contiene una solución 
yya no es posible ramilicarlo mds. En el mismo árbol de la íigura 5.6, el 1u1dü 1 representa la clase de todas las soluciones 
factibles, el nodo 2 representa todas las soluciones factibles que no incluyen al artícluo j, mientras que el nodo 3 
representa a las que si incluyen al artículo j, el nodo 7 representa a todas las que incluyen aj yr pero no a m. Los conjuntos 
In, En para todos los nodos de la figura 5.6 son: 

I¡ = 0 E1 = 0 

Jz =0 E2 (j) 

lJ = (j) EJ 0 

14 = (j) E1 (111) 

ls = (j,111 ) Es (m) 

16 = (j) Eó (m,r) 

h = G.r ) E1 (m) 

El cálculo de colas superiores se basa en dos observaciones. La primera es que la relajación de la restricción de 
indivisibilidad en uno o m:is d.: !ns artículos conlleva a un nuevo prnhlcma de optimización cuyo valor óptimo de la. 
función objctim no puede ser menor que el valor óptimo de la función tibjelirn parad rpohlcma original. La segunda. 
observación es que para un problema de cargo en que todos los arlículos son perfectamente divisibles, esto es: 
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m 
Maximi7.ar 1 ~ 1 PiYi 

Sujeto a 
m 

l~I y¡ w¡ <SW 

0-SyiSl 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

Se obtiene una solución óptima arreglando los anfculos en orden decreciente de magnitud de la razón p¡fw¡, y 
entonces, se comienza con el primer artículo de la lista, sccucnciahnentc se va cargando cada artículo, hasta que se 
alcan1,a un peso límite W. 

Aplicamos ahora éstos dos hechos al cálculo <le colas superiores. Supongamos que estamos en el nodo n, con los 
conjuntos In)' En como se delinieron anteriormente, antes <le calcular una cota superior en el nodo n, probamos la 
factibilidad de la clase de soluciones cnntcnidas en el nodo veriíicando si 

(5.10) 

Los nodos que no satisfagan (5.10) no se incluyen en los cálculos. Para calcular la cota superior en el nodo n, decimos 
que es sulicientc con resolver el siguiente problema: 

n 

Maximizar i~l Pi Xi 

Sujeto a 

n 

1~ 1 x¡w¡ s W 

x¡= 1 si 
x¡= O si 

0Sx¡Sl 

ie In 
i E En 

si i e( In U En) (5.11) 

La solución de éste sistema es una cola superior en el nodo n aplicando la primer observación, ya que en (5.11) hemos 
relajado la restricción para los artículos no asignados en el nodo 11, la bcgunda observación da una solución directa a 
éste sistema ya que por una simple transformación se puede poner en la forma (5.7),(5.8),(5.9). La solución est:í dada 
por: 

a. Todos los artículos en (lnUEn)' se ordenan <lecrecicntcmente p¡/\\í y se comienza con el primer artículo en la lista 
y se continua hasta que el peso total de los artículos sea igual a W - 2: ¡ E tn Wi. 

b. La cota superior en el nodo n, Il(n) es igual al valor total cargado en a. más Li e lit Pi· 

Para desarrollar la operación de rarnilicacit\n, se deben tonwr dos decisiones. Primero se debe seleccionar el nodo 
terminal en el que se hace la si¡(uicntc ramilicaciún, y segunda, se debe sekccionar el artículo que se deberá sumar a la 
lista de articulos incluidos y excluidos en los dos nodos resultantes, lbmamus a éste al artículo "pirnw". La selección del 
nodo a ramiíicar e~lá dada por el método de ramilicación y acot;1111ienlu, de asi~nar el nodo terminal al que tcng;1 la 
mayor cota Il(n). Por otro lado la sckcción del cle111cnto pivote es arbitraria, se desea que la selección sea de tal forma 
que el algoritmo ;ilcance una soluciún óptima más r:ípidamcnte, resolviendo (5.7),(5.8),(5.9) se tiene una bucnasclccción 
heurístic:1. Suponirndo que los arlículos originales cst:ín arrcgbdos en orden decreciente de la razón p¡/Wi, selecciona· 
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mos el elemento pivote como la vari;1hlc no asignada con el mayor p1/w¡. En caso de ha her empale se selecciona el primer 
artículo que aparece en la secuencia. 

ALGORITMO 5.1: Kolesar 

PROPOSITO: Resolver el problema tipo mochila 0-1 usando ramificación y acolamicnlo. 

DESCRll'CION 

Paso 1 

1J Pruebe la factibilidad no lrilfol del problema verificando al menos uno de los índices i = 1,2 ... ,n 

si el problema es factible no tri1ial, siga a 1.2 si no, pare. 

1.2Si L ~; $W;·cnlonccs se pueden vaciar lodos los artículos y el problema es trivial, si no vaya a 1-3 

1.3 Ordene los artículos en orden decreciente de p¡fw¡, en lo que sigue se supondrá que los artículos están ordenados, 
vaya a 1.4 

1.4Paraclnodo!hagall(1)=0,l¡= 1' ,E¡=</J yvayaalpaso2 

Paso 2. 

Selección del nodo para ramificar 

2.1 Encuentre el nodo terminal con el mayor valor de B(n). Este es el nodo desde el cual se va a ramificar. 

2.2 Pruebe si el nodo actual k, (lkUE,)' = 1', si es cierto, hay una solución óptima dada por los índices contenidos 
en h. Si no seleccione el nuevo artículo pirnle i' por i' = i tal que p¡/11¡ es m(iximo para i E(lkUEk)', y vaya al paso 3. 

Paso3. 

Cálculo de las colas superiores. 

3.1 Sin = n + 1, In= ik, En= EkU(i') vaya a 3.3 

3.2Sin = n+l,ln=lkU(i'),En=Ekvayaa3.3 

3.3 Pruebe la factibilidad d.; las soluciones contenidas en el nodo n verilicando si L iEln •i $ W, si la prueba falla 
haga B(n) = -999, de otra forma proceda a calcular la cota superior mcticndo todos los artículos en el conjunto In y 
procediendo entonces en forma ordenada i = 1,2,. .. ,n,cargando tantos artículos como sea posible del conjunto (In U En)' 
hasta que el pcso lol:1l cargado sea igual a \V. El valor total es íl(n). Pruebe si el nodo con índice n es par. Si lo es proceda 
con 3.2 si no vaya al Paso 2. 
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EJEl\ll'LO 

Considere el siguiente problema tipo mochila con siete artículos cuyos pesos y valores se dan a continuación: 

ARTICULO No. PESO VALOR 

1 40 40 
2 50 60 
3 30 10 
4 10 10 
5 10 3 
6 40 20 
7 30 60 

El peso total permitido es W = 100. Se desea maximizar el valor de los artículos que se van a llevar en la mochila. 

Una prueba preliminar revela que el problema posee una solución factible y no es trivial, L \\í > 100. Calculamos 
las razones p¡/w¡ y reordenamos los artículos, como se muestra a continuación con un nuevo índice: 

NUEVO INDICE ARTICULO No. PESO VALOR RAZON 

1 7 30 60 2 
2 2 50 60 6/5 
3 1 40 40 1 
4 4 10 10 1 
5 6 40 20 1/2 
6 3 30 10 1/3 
7 5 10 3 3/10 

El primer nodo es el que incluye todas las oslucioncs posibles, y la primer ramificación usa el índice 1 como primer 
pivote, y en el nodo 2 se excluye éste indice de la solución, y la cola superior es igual a: 

B(2) = p2 + PJ + P4 = 110 

Mientras en el nodo 3 donde éste índice se incluye tenemos: 

B(3) = Pt + p2 + PJ = 140 

Como B(3) > fl(2) se ramifica desde aqui, entonces el índice 2 es el pivote y se tienen los nodos 4 y 5 donde se excluye 
y se incluye el artículo con índice 2 respectivamente. Calculamos las colas para é;tos nodos, para el nodo 4 se tiene 

B(4) = pt + PJ + 1i1 + ps = 120 

Para el nodo 5 

13(5) = PI + p2 + PJ = l·IO 

L1 solución óptima se obtiene aplicando en forma repetida el algoritmo, como se ilustra en la figura 5.8. El óptimo 
se alc:mza en el nodo 15. El valor tulal es !33 llev:uu.lo los artículos 7, 2, 4 y 5. 
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ALGOIUT!\10 5.3: ~ IARTELLO \' TOTll 

PROl'OSITO: Resolver el problema tipo mochila 0-l, usando ramificación y acotamiento. 

DESCIUl'CION 

Paso 1.(Inicia) Orc.knc los artículos en orden decreciente de p¡/w¡, Calcule p' = I'i = 1 Pi con s= índice mas grande 
que cumple 

w· = i: w. s w 
j=l J 

Si w' = W, la solución óptima está dada por P = p', (Xi = 1, j = 1, .. .,s) (Xj = O, j = s + 1,. . .,n) Pare. 

Enotrocaso,calculc(M¡ = min { w¡.j < k S n},j = l, ... ,n-1), Mn = co .Sea U= UB:?, p=P=O,(Xj=O,j= l, ... ,n), 
i:o l, S=' n_ Vaya al Paso ·l. 

Paso 2 (Trata de incluir el i-ésimo artículo en la solución actual). Si w; sW, vaya ;11 Paso 3. En otro caso, si p;i: 
p + [Wp; + 1/w¡ + 1!, vaya al Paso 5; si no haga i"' i + 1 y repita el paso 2 . 

• Paso 3 (Construye una nueva solución actual). Calcule p' "' p¡ + Ij =zi'p¡, con s"' índice mas grande para el cual 
w "'Wí + Ij=zi5

Wj sWys Sn(siw¡ + w,¡ > W,scas=z;-l)Existcndosposibililladcs: 

3.1 w' = W y s < n: si P ;i: p + p' + [(W-w ')p,+ 1/Ws + 1], vaya al Paso 6, en otro caso, vaya al Paso 4. 

3.2 w' = W os= n: Si P ;i: p + p' vaya al Pa.~o 6, en otro c;1so, haga P = p + p', (Xi =xi,i"' 1, .. .,i-1),(Xi = lj = i,. . .,s), 
(Xj :oQj = s + 1,. . .,n): si P =U, pare; si no vaya al Paso G. 

Paso 4 (Salvar In solución actual). Sea W = W - w ', p = p + p', (x¡ = 1, j ~ l, .. .,s). Calcule w¡ = w', p¡ = p', z¡ = s + 1 
(wi =Wj-1-Wj-1 Pi= Pi·I, Zj = s + 1paraj=i+1,. .. ,s), (w¡ =Pi =O, 'i = j paraj = s + 1, ... ,s); seas =s. Existen tres posibilida
des: 

4.1 s < n-2: sea i = s + 2. Si W < M;-1, vaya al paso 5, en otro caso vaya al Paso 2. 

4.2 s = n-2: Si W ;i: Wn, sea \V= W-wn, p = p + p0, Xn = 1. En cu:ilquier c~so h:1ga i = n-1 y vaya al Paso 5. 

4.3 s = n-1: Sea i"' n y vaya al Paso 5. 

Paso 5 (Salvar la solución actual). Si P < p, haga P = p,(Xi = x¡J = 1, .. .,n); si P =u, pare. En otro caso (P ;i: p o P"' U), 
si Xn"' 1, haga W = W + wn, p = p-pn, Xn =O; en cualquier caso vaya al Paso 6. 

Paso G. Encuentre el mayor k < i para el cual Xk =O. Si R ;i: Mk, haga i = k + 1 y vaya a 2. En olio caso, haga i = k, 
h=k+ 1 y vaya al paso 7 

Paso 7 (Tratar de sustituir el h-ésimo articulo por el k-ésimo). Si h >no P <:: p+ {Wph/Wh], vaya al Paso 6. En otro 
caso haga D =Wh-Wk; existen tres posibiliJades: 

7.1 D =0: Haga h = h + 1 y repita el Paso 7. 

7.2 D > O: Si D > Ro P ;i: p +ph, (Xi =x¡, j"' 1, ... ,k), (X¡ =O, j=k + 1, .. .,n, j =h), Xh=l. Si I'= U; si no, haga 
R= R-D, k=h, h = h+ 1 y repita el !'aso 7. 

7.3 D < O: Si R-D < Mh. haga h = h + 1 y repita el Paso 7. En otro caso, si P ;i: p + Ph + [(R-D)ph/wtij, vaya al Paso 
6; si no, haga W = W-\\0, p= p + ph, Xh"' 1, i = h + 1, "ñ = \\'h, Ph = Jlh, 7h = h + l,(w¡ =Pi =O, Zi = j paraj =h + 1, .. .,s}, s = h 
yvaya al !'aso 2. 
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En el paso 1 se manejó la cota superior Uíl2 que es igual al m.lximo valor entre ll1yíl21fonJe: 

1 1 

Bt = .I p¡ + [(W -.I w¡)ps+:?J'w,+¡J 
¡al ¡s( 

1 • 

B2= l: Pi+ [ps+1-(ws+1-(W- l: w¡))¡~)w,] 
j=l JªI 

El vector (M¡), que ta1t1hién se definió en el paso !,nos permite saber cuándo, dado el valor aclual de W, se puede 
introducir :11 menos un artículo en la solución, ésto es cuando los p;1sos 2 y 3 se se deben desarrollar. El propósito de los 
vectores (p;),(w,), (7¡) es salvar partes de la solución actual que se pueden reutilizar; supo11ga1t1os que se construye una 
solución actual intrmluciendo artículos Jcl i-ésimo al s-ésimo, entonces cuanJo se trata de introJucir artículos del i-ésimo 
(i < i ~s), y si na Ja ha camhiaJo en la solución actual antes del i-ésimo artículo, es posible introducir en la nueva solución 
actual una sucesión de elementos Jd i-ésimo al s-ésimo. 

Un movimiento hacia adelante se realin aqui en los pasos 2, 3, y4. El paso 2 es sólo preliminar al movimiento cícctivo 
hacia adelante del Paso 3, donde se construyen las nuel'as soluciones ac11wlcs. En el caso 3.2, p

0 

no puede crecer m(is 
con el valor presente de i: y si \'ale la pena se salva una nueva solución úplima, pero el vector (x¡) no se abandona, así 
que es inútil regresar a los valores (x¡, ... ,x,)quc se han evi1ado. En el easo 3.1 si la solución actual encontrada -a tra\'és 
de movimientos subsecuentes hacia adelante- mejora la solución aclual, se con1inua al Paso 4, <le otra forma se sigue al 
paso 6. 

En el Paso 6 el mol'imicnlo hacia atrás en el k-ésimo artículo es seguido de un movimiento hacia adelante solo si R 
(el valor de W precedente al rno'.·imknto hacia atrás) es grande y permite intrnJucir en l:.i solución al menos uno de los 
artículos siguientes al k-ésimo. En otro caso, un procnlimicnto particular hacia adclanl" (Paso 7) se utiliza, basauo en 
la siguiente consideración: la soluci,ín actual se podrí:l mejorar sólo si el k-ésirno :irtículo se reemplaza por un 
artículo( digamos el h-ésimo) que tenga una Ph mayor y una \l'h sulicienlementc menor que pnmita introducir al menos 
otro dos artículos, esto es, el h-ésimo y el (h + r)-ésimo con Wh y w11+r menor que \\k, 

Asi, el Paso 7 considera los artículos siguientes desde el k·ésimo hasta d último que pueda ser útil. En algunos casos 
(7.1;7.2 con D >Ro P ~ p+ ph;7,3 con R·D < :-.ih) el artículo consi<krado se rechaza, ya que no se puede mejorar la 
solución o ya que es muy larga. En el caso 7.3 con D ::; R y P < p + ph, si los reemplazos mejornn la solución úptima 
actual, P y el \'ector (Xj) se abandonan y la búsqueda comicn7a otra vez desde b nueva situación. En el caso 7.3 con R·D 
~ M11, la solución actual se deja y se sigue una búsqueda hacia adelante normal. 

La cota superior del Paso 3.1 se ha calculado en la forma cl:isica de Dant7ig, pero se puede calcular como b cota 
superior del problema, ésto es, la prueba sería: I' ;;?; p +p' + m:Lx {l\\'-w

0

)p5+ :}\l's +2], [ps+ 1-(\\'>+ t-(W·w
0

))p,Jw,]). 
En éste caso se puede probar que la nueva cola es mejor que la de Dantzig, pero la anterior requiere menos operaciones, 
que se puede compensar por el gran número de movimientos hacia adelante y hacia atr:ís involucrados. por lo cual no 
se puede definir una estrntcgia absoluta, y solo estu<.lios empíricos en los datos partícula res pucJen sugerir una sckcción 
entre ambas pmibilidades. 

EJEMPLO 

El siguiente ejemplo ilustra el algoritmo anterior, primero se resuelve aplicando directamente el algoritmo y 
posteriormente usando un programa de computadnra basado en éste algoritmo, se usú una IUM 55 SX resolvien<losc 
en un tiempo de 

Se desea resolver el siguiente problema tipo mochila: 
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MAX Z = 70 X¡ + 20X2 + 39XJ + 37Xi + 7Xs + 5X6 + IOX1 

SUJETO A 

31X1 + JOX2 + 20X3 + 19Xi + 4X.s + 3X6 + 6X1 50 

X¡ O entcrasj= 1, ... ,7 

Aplicando el algoritmo de l\!arlcllo y Tolh 

Sean n = 7, \V= 50, donde 

(p¡) = (70,20,39,37,7,5,JO) y (w¡) = (31,10,20,19,4,3,6) 

Paso 1 

INDICE ARTICULO Nº PRECIOS PESO RAZON 

1 1 
2 2 
3 3 
4 4 
5 5 
6 6 
7 7 . . 

Calculamos p = ,l: Pi dondes es el mayor índice para el cual 
¡=l 

• s 
w='J:.w·sw 

j=l J 

s=2: r' =70+20=90,11'
0 

=41 50 =\V 

(M¡) =min{w1d k n j = 1, .. .,n-1} = (3, 3, 3, 3, 3, 6,c:o); 

70 
20 
39 
37 
7 
5 

JO 

U= UB2 = max(B1,B2} = 90 + rnax{[9x37/19], [39-1 lx20/10]} = J07. 

P = p =O, (x¡) =(O, O, O, O, O, O, O), i = l, s = 7 

Paso4. 

W= W-w
0

50-·H ~9, p = p+ p
0 

=0+90 =90, xi =x2 = 1; 

\\i = 9, p¡ = 90, z¡ = 3 ( \\j) = ( 41, 10,0,0,0,0,0) 

31 2.25 
JO 2 
20 1.95 
19 1.94 
4 1.75 
3 l.67 
6 1.67 

(p¡) = (90,20,0,0,0,0,0), (z¡) = (3,3,3,·1,5,6,7), s =2 n-2=7-2 =5 de 4.1 i =s +2=4. Si 9 lv!J ir al paso 5 i.50 < 3? no 
ir a2. 

Paso 2 lw4 S W? 19 >9 entonces w.1 > 9, y P < 90+ [9(714)] = 105: i =4+1 =5 

Paso 2 lws < 9? 4 < 9 vaya al paso 3 
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Paso 3. Calcular p 
P<90+12+(2(10n)J= 105. 

p; + :I: Pi con s=6, p
0

=0+12=12, w
0

=0+7=7 <\V implica 3.1 

Paso 4. \V =9-7 =2, p =90 + 12 = 102, xs =xr. = 1; ws =w• = 7, ps = 12, 7:, =7, W6=3, Pú =5, 76=7, s =6, s = n-1de4.3 
i=7 

Paso 5.Si P < p entonces P = p, 90 < 102 entonces P = 102, (Xj) = ( 1, 1,0,0, 1, 1,0); P < U= 107 

Paso 6. k <i Xk = 1 k=6, R =W=2, W=2+w6=2+3=5, p= 102-pú= 102-5 =97, :v,=0. R < M6 entonces i=k y 
h=k+ 1 por lo cual, i =6, h =7. 

Paso 7. lh > n? no, ¿p ~ p + [W ph/whJ? l' = 97 + [5(10/6)] = 105 por lo tanto D = w¡,-11'1: = 9-6 = 3 >O ir a paso 6.2 

Paso 7.2lD > R? 3 > 2 si, P~ p+ ph, 102 < 107 pero D > R entonces h = h + 1 por lo tanto h =8. 

Paso7.h >n 

Paso 6 k=5, R =5, W=5+4=9, p =97-7=90, xs =O. R Ms: i=6 

Paso 2. W6 < 9 

Paso 3 s=7, p' = 5+ 10= 15, w' =3+6=9=\V de 3.2 P <90+15; !'= 105, (Xj) =(1,1,0,0,0,1,1); P <U. 

Paso 6. k=2, R =9, W=9+ 10= 19, p=90-20= 70, x2=0. R > M2: i =3 

Paso 2. 11•3>19; P <70+(19(37/19)] = 107: i=4 

Paso 2, w4 = 19 

Paso 3. s=4, p' =0+37=37, w' =O+ 19=19=\V de 3.2 P < 70+37: P= 107. 

La figura 5.8 muestra el árbol de decisión para éste ejemplo: 

1''IGURA 5.8 

Po.toa 
p.,,102 
1111;2 
U,1,0.0.1.t,O> D)R 

01 '"'º' 
<1,1,0,0,0,1,1> 
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CONC.:1.USIONES 

Como ya hemos mcncioria<lo antes, tanto el problema del agente viajero, como el problema de la mochila son 
problemas de optimi?aciún combinatmia para lns cuales no existen algoritmos clicicntcs, esto es, con tiempo de 
computadora acotadn por un polinomio en n, donde n es el número de no<los. Los métodos de ramificación y acotamiento 
presentados requieren una lnist¡unJ;1 exhaustiva en el espacio de soluciones JPndc el tamaiíocs exponencial en el número 
de nodos, entonces en el peor de los casos el tiempo Je comput;1dora es exponencial en el número de nodos. 

Para el caso <lcl prnbkma de la nmchila se presentó un algoritmo reciente elaborado por Martello y Toth que ha 
mostrado ser clicienle sin embargo se han scgui<lo clabornndo algoril mosque han resultado ser m;is rápidos, tal es el 
caso del ;1lgoritmo de D. ray;ird y G. Platcau, como se muestra en la tabla siguiente, tlon<lc se comparan los tiempos en 
milisegundos del algoritmo de Martcllo y Toth MT 78 y el de F;1y;ml y Platcau FI' K 79 para problemas con 50, 100, hasta 
7500 \'ariabks, se <lan los tiempos promedio y entre par~ntcsis los tiw1pos múximos. 

n FPK 79 MT 78 
-

50 6.6 (13.2) 10.3 (20.2) 
100 13.2 (31.3) 22.0 (37.2) 
500 50.0 (105.li) 110.7 (151.2) 
1000 83.9 (142.S) 203.8 (268.2} 
2000 165.2 (2tí6.0} 416.1 {469.9) 
5000 390.9 {532.0) 1109.0 (1370) 
7500 533.6 (10~2.0) .................... 

En el caso del agente viajero se presentó un programa <le computadora basa<lo en el algoritmo de Littlc, aunqw! a 
últimas fechas se siguen pcrfoccionando algoritmos par<1 el caso del agente \'iajcro, éstos se refieren a casos <le multiplcs 
agentes viajeros y otras mriacioncs del problema. Aqui súlo consideramos el caso del agente viajero clásico. 
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CONCLUSIONES 

Este tr:ibajo ha estudiado el método de ramificación y acotamiento, tanto en su propia estructura asi como los 
métodos cJ(tsicos que se han desarrollado, las aplicaciones que se presentan, pretenden mostrar la amplia aplicabilidad 
del método. En el caso del agente \iajcro se proporciona un programa que resuelve el problema basándose en el 
algoritmo de Lit ti e et al. 

El método de ramificación y acotamiento como se ha podido ver time vigencia, y la tendd mientras se requieran 
resolver problemas de investigación <le operaciones que conlleven una gran cantidad de cálculos y <le almacenamiento 
de información. A pesar del gran avance que existe en cuanto a \'clocidad y capacidad <le almacenamiento de las 
modernas computadoras, se siguen prcsentontlo este tipo de problemas, por lo que se puede decir que los métodos de 
ramilicaciún y acotamiento todavía tiL,ncn un largo camino que recorrer, no sólo mejorando en sus propios aspectos, 
también el desarrollo de la computaciírn trae consigo desarrollo para J;¡ R·A, el caso mas reciente es el de la computación 
paralela que en nuestro país tod:ivía no se :1pliea; sin embargo dada la magnitud <le los cambios y avances tecnológicos 
asi como la vclocid:itl con que éstos se estan desarrollando, no dudemos que en menos tic cinco años ya estemos 
trabajando con este tipo de sistem:1s. 

La aplicabilidad del método <le ramilicaciún y acotamiento es tan amplia que es ir,1posiblc tratar aqui toda la gama 
de prohlc.nas que resuelve, tal es el caso de problemas de secucnciaciún, de rutas <le vchiculos. dc asignación, cte. Con 
esta inquietud en mente se tratan de presentar los casos más rcprcscntatil'Os aqui y se füta en un anexo una cantidad 
considerable de artículos que se reunieron y que se ponen a tlispnsici(m de los interesados en el tema. 

100 



APENDICE A 

l'RINCIPIO DE RMllFICACION Y ACOTMllEi',"fO: ~!lTfEN 

Aunque el procedimiento de ramificación y acotamiento se ha aplicado a varias situaciones particulares, el desarrollo 
de un principio general se produjo como un sucesor de t:1ks aplicaciones. Bcrticr y Roy (1'165) fueron los primeros en 
presentar una teoría general para rarnilicaci1in y acotamiento. ílalas (19<,"!) reescribió ésta teoría en una forma más 
simple. !llás larde Millcn ( 1970) generalizó y extendió un poco müs el trabajo de Ba!ns. Esta presentación se basa en las 
ideas de Millcn y Dal;1s. 

Un problema típico de ramificación y acotamiento se describe a continuación. Sea S un conjunto arbitrario cuyos 
elementos se denominan soluciones factibles, y sea f:S. Runa función real tal que 

SU(lxE S f(x) ~ ( 

El objetivo c,n el vrob!cma de op,timi7.:t,ción discreta es encontrar el conjunto de soluciones factibles óptimas 
denotado por S = [ x 1 x E S y f(x ) ~ f } . En situaciones anómalas puede suceder que S = 0. 

El problema original írccucntemcnlc se anida en un problema mayor que involucra suposiciones menos restrictivas 
(por ejemplo, una restricción entera en un problema de programación puede rchj:1rsc para facilitar el c:ílculo de las 
cotas). Para éstos propósitos se introduce un supcrconjunto no vacío T (donde S C T) junto con una función de extensión 
g: T-> R de la funciún f con los requerimientos siguientes 

(a) g(x) ~ f(x) cuando x E S 

(b) Existe una x ET tal que g(x) = r' 

Una buena parte del arte de aplicar los métodos de R·A consiste en escoger T y g que produzcan procedimientos 
computacionalmentc eficientes. 

Los métodos de R-A tratan con subconjuntos y colecciones de subconjuntos de T. Par:t introducir estos elementos, 
sea r el conjunto de lodos los subconj\lptos Je T,o el conjunto potcnc:ia de T, y sea V el conjunto de todas las colecciones 
de subconjuntos de T , esto es, r '""z t y V= 21 . Entonces T ¡ E r es un subconjunto Je T y cualquier v EV es una 
colección de subconjuntos Je T. PJra abreviar a veces se referirá a una colccci(]n de subconjuntos v simplemente como 
una "colección". 

En ~stc trabajo { x} es el conjunto que contiene un único elemento x y la unión de todos los subconjuntos en cualquier 
colección v se dcnotar6 como U(v), es decir U(v) = UT;, dor.dc la unión es sobre todos los subconjuntos Ti v. 

Un elemento import:mte en los desarrollos subsecuentes es el conjunto v' = (v' ¡v'Vy U(v°) = s'} que consiste de 
todas las colcccil)JICS de subcoujunlos cuyos elementos incluyen todas las soluciones factibles óptimas. La me\a del 
procedimiento de Ramificación y Acotamiento es identificar explicitamentc uno de los elementos de T'. Si S =0, 
claramente T

0 

~~J. 

101 



¡·"! 

Para eliminar soluciones no factibles, es necesario que se identiliquen , Este esMsicamenle un requerimiento 
impuesto en el procedimiento computacional empicado y se introduce explícitamente a lrnv~s de las siguientes 
suposiciones. 

(1) El procedimiento computaciimal espccilica una colección 1·0 con las siguientes propiedades: 

(a) Los elementos de vocontienen solo soluciones no factibles es decir U(vo) C T-S. 
(b) Todos los subconjuntos no factibles con un sólo elemento cslfo incluidns en vo, 
es decir, si x ET-S, entonces {x)E vu. 

Se supone que vo está bien definido, esto es que para cualquier subconjunto Ti C T se pueda determinar que 
TiE Yo o no. Nótese que (b) es una rcg!J mínima ya que d:ida una solución x ET, es posible determinar cuando es 
factible o no. Si existen métodos disponibks para determinar si los subconjuntos de mas de un elemento contienen todas 
las soluciones no factibles, entonces vo contendrá mas subconjuntos que el mínimo prescrito en (b) y en consecuencia 
se podrá mejorar 13 eficacia del procedimiento de R-A. 

RAMIFICACION 

La operación de ramifü,ación divide los elementos de una colección dada en subconjuntos. Las propiedades 
necesarias de ésta operación se describen a continuación, y el analist:i es responsable de crear reglas específicas para 
una situación particular. 

{11) La regla de ramilicaci6n es una función Ll: y ... y con las siguientes propiedades: 

(a) U[ll(v)] = U(v); 
(b) T¡' E Ll(v) sólo si T¡' C T¡ ev; 
(e) Ll(v) = v si y solo si vconticnc un subconjunto T¡ consistente de mas de un elemento. 

Las condiciones (n) y (b) establecen que la regla de ramificaci{m ll dil'ide los elementos de la colección ven 
subconjuntos que colectivamente incluyen los mismos puntos que la colección original v. La rnndición (e) asegura que 
si existe al menos, un subconjunto di1isible en v éste se encuentra di;idido en subconjuntos propios. 

ACOTAJ\l IENTO 

Los métodos de R-A empican dos tipos de cotas -una cola inferior sobre f' y cotas superiores en el v:ilor de g(x) sobre 
subconjuntos de T. 

(lll)La regla de la cota superior es una función 11: r -• R con las siguientes propiedades: 

(a) g(x) :5 l.l(T¡) para toda x ET¡ C T; 
(b) B(T¡') :5 B(T¡) si T;' e T¡ e T; 
(e) B({x)) = g(x). 

La condición (a) establece que para cualquier punto en un subconjunto Ti existe una cota superior, la condición (b) 
asegura que eliminar puntos a los subconjuntos T¡ no produce colas superiores mas altas, mientras que la condición (e) 
asegura que la cota inferior de subconjuntos con un sólo elemento no se pierden innecesariamente. Por conveniencia 
notacional, se supone también que B(O) = - (o un valor finito apropiadamente pequeño). 

(IV) La regla de la cola inferior es una función b:V-R con las siguientes propiedades para cualquier colección v: 

(a) b(v) ::5 r'; 
(h) b[ll(v)] 2: b(v); 
(e) b(v) 2: f(x) si x ES y {x) E v; 
(d) b(v') = b(v) si v' e v, y, para todo T; E v-v', entonces T¡ e-<> ó B(Ti) < b(v). 
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La condición (a) asegura que la rnl•l iníerior siempre es menor que el valor óptimo, la condición (b) establece que 
dividir los cnnjnntns en suhcnnjunlns no reduce el valnr de la cnla infcrillr b(v). La condiciún (e) asegura que qne la 
cola inferior snhrc conjuntos no se pierde innecesariamente. 1:1 co11dici1'm (d)L-slabil'cc que un subconjunto Ti, que es 
sabido que no es facl ihlc (es decir T¡ Em) o do111inado [i.c., B(Ti) < b(v) ], no puctlc afectar el valnr de la cola inferior 
b(v). 

Para cualquier cnlcccilin '"el símbolo v- será u.~adu para designar la s11bcolcccicin que comicne aquellos elementos 
de v que est{in dominadoso se sabe que no son factibles -esto es, v· = (v nvo) U {T¡[T¡ E v y B(Ti) < (v)). Asi,ningún 
elemento de v- puede contener una soluchín factible óptima. 

RAl\llt'ICACION Y ACOTA:\llENTO 

La operación recursiva de Ramificación y Acotamiento consiste en formar nuevas colcccionL'S de subconjuntos de los 
cuales se han excluido aquellos elementos que se sahe no contienen una solución fáctiblc óptima. Especílicamentc 

(V) La operación recursiva de R-A es una función B:V-+V con la propiedad de que, si !l(v') =v, entonces 
B(v') =v-v-. Entonces, la función rccursi\'a dc rnrnilic;icicín y acotamiento usa la regla de ramilicación para dividir los 
elementos de la colección v"en subconjuntos. Aplicando las funciones Je acotamiento B y bala nueva colección v se 
deline la cokcción v· de subconjuntos de v que son dominados o no factibles. Quitando los elementos de v· de v se 
obtiene la nueva colección B(v). 
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APENDICE 8 

En éste apéndice se desarrolla un ejemplo sencillo del Algoritmo de Land y Doig: Se aplica el algoritmo a un problema 
de programación lineal en dos variables sin restricción de variable discreta. 

Sea el problema de optimización discreta: 

(B.1) MAXIMIZAR z = ex + DY 

SUJETO A 

(B.2) AX + DY D 
(D.3) X vector columna con componcmcs enteros no negativos 
(B.4) Y 2: O 

Donde Z es un escalar, B es un vector columna de m renglones, e', X vectores columna de n¡ renglones, 0 1
, Y 

vectores columna de (n-n 1) renglones, A matriz de orden m por nt ,y O matriz de orden m por (n-n¡). Una solución 
factible al problema es aquclb que sntisfoce 

En la figura siguiente se puede ver que la función (representada por la familia de recl:ls paraldas) alcan1.1 el m{Lximo 
en (x1°, x/J) 

FIGURA H.1 

las restricciones de variable discreta limitan d conjunto de soluciones factibks a los ¡n~1tos que cst5n en el conjunto 
original para los cuales ambas coordcnm.bs son enteras; en la figura 2.2 se muestra el conjunto completo de soluciones 
factiulcs parn el problema de programacilin di:;crctn 
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el cual consta Je 10 punto.>, es [.kit ver que en éste caso la solución 111:\xirna es Xt = 3, x2 = 3 (indicada por el punto E). 
El procc<limicntn parn llc·¡pr a ella se puede describir como "mm·cr hacia abajo la función lineal hasta encontrar un 
punto entero'. 

FIGURA ll.2 

2 XI 

DESCRll'CION DEL ~IETODO 

Este método usa sistcrnñticainentc paralelas en el hiperplano en términos de reducir la [unción objetivo hasta encontrar 
un punto en el conjunto Je soluciones factibles ron coordenaJ:is enteras, en las dimensiones qu~ se cspeeHican. Esto es 
en principio, ya que en la pr{1ctica no se tiene la facult:1d de "ver·• un hipcrplano en urt espacio de n dimensiones, en 
términos de determinar si contiene un punto cuyas n coordenadas son enteras. Los métodos númericos sólo pueden 
examinar un punto a la 1·e1, pero al pasar el hipcrplano de t:na región a otra no se debe omitir ningún punto entero. 

Si la cota superior de la función en cualqu\er etapa es zK entonces se ha demostrado que hay una solución no discreta 
con un valor mas ah o del ma.ximando que Z K. 

Considere el conjunto rnnvcxo de soluciones de un problema de progr~1mación lineal y zK cualquier valor factible 
de la función objetivo, que está unicamente asociado con una posidón definida del hiperplano, que en general corta al 
conjunto convexo de n dim~nsioncs y en el caso especial del valor óptimo toca al conjunto convexo de n-1 dimensiones. 

Por ejemplo la figura B.3 representa una intersección con un conjunto tridimensional. 

HGURA BJ 

x1. 

JOS 



Los punlos ·''• '~ y x.1 S\111 las Ínlcrccpcíoncs del hipcrplano con In; !res ejes rcspcclivamcnlc y el aren sombreada 
rcprc.1cnla d rn11jun10 n>n\l'Xo que cM{i dL'nlro de la.1 rcslrkcioncs <ld pr11hkma de programal'ión iincal ordinario. En 
tal caso el conjnnh> <len· l dimensiones 1cndrla un mínimo y un máximo para cada \WÍable cumo se muestra en la ligura 
8.4 

t'IGURA ll.4 

Si zK = z0 cslo c.1, el hipcrplano es el asociado con la solución óptima del problema de programación lineal 
ordinario,cslc conjunto con\'cxo consistiría nornrnlrncntc de un único punto (a menos que tll\icra soluciones óptimas 
múltiples). Es también cierto que, para cualquier valor del maximando (posición del hip,,rplano) hay un valor mínimo 
y uno máxi-10 (que puede coincidir) para cada variable, consíslcntc con las restricciones del problema de programa 
ción lineal ordinario. 

Conociendo un valor particular de Z, los valores mínimo y máximo para cada variable se conocen asi como un posible 
valor entero de rada variable para la posición del hipcrplano. Si no ltay al rne1lllS u11 posible valor entero para cada 
variable entonces se puede decir inmcdiatamcnt~ que no hay solución al problema en el valor del maxinwndo. 
Desafortunadamente lo in\'crso no es cicrlo, el hecho <le que cada vari;1olc tome un valor entero en algún punto o puntos 
en el conjunto no es condición sulicicntc para que haya una intersección de esas coordenadas enteras en el conjunto y 
por lo tanto una solución factible. 

Ya que hay un valor mínimo y un valor máximo p;1ra cualquier v:1riablc Xk en un valor particular de Z, de aqui se 
sigue que, se pueden definir dos funciones min Xk y max Xk entre Xk y el hiper plano (valor de Z). 

La condición entre éstas dos funciones y el problema fun<lamcnt:il puede demostrarse a través <ld siguiente sistema 
de desigualdades. 

(BJ') Cx + dy-z =o 
(B.2') Ax+Dy:Sb 
(B.3') X a o 
(B.4') y <!:o 
(B.5') z <:.O 

Este sistema define un conjunto poliédrico com·cxo en un espacio den+ l dimensiones y cnmo el plano proyectado 
de un conjunto convexo es convexo, la proyección de éste conjunto en el plano (x<, z) producid un polígono ronvexo 
cuya cota superior (inferior) es una función cónc:1va (convexa) de la ~bscisa. Tal polígono se rnucstru en la tigura 13.5. 

El valor zº que loma 'l. en el punto ma> alto del políg(l!IO es d m:íximo v:1lor c¡uc puede tomar sujeto al si!;tema de 
desigualdades dado. Esto es N¡uivalcntc a úccir que Z11 es el valnr úptimodc b rundún zen el prnbki11;1 Je p1ogrnmad<in 
lineal con restricciones (B.2), (B.3') y (B..1). t-,l¡ís aún Xk tom;t el valor Xlº en ésla soluciún. (si Xk no estuviera 1:n la 
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base 6plima, el pico del polígono podría esl:1r en el eje de z). Las colas del polígono son las funciones min Xk y max Xk. 
Eslas funciones >e pueden calcular rcsol\icndo !:is dos familias de problemas de programación iincal definidas por (B.!'), 
(B.2), (11.:\'), (B..I) y (ll.5) con funcinncs "minimi1ar Xk" y "maxi111i1:ir x," p:ira ltJdos los posibles valores Je Z usando 
programaci<in lincal paramélrica. Un polígono de dos dimensiones de éste lipa podría delcrminarse para cada variable 
x del problema original discrclo. 

FIGURA B. 5 

zo 
ZJc<2>t-~~-¡-~~r--'-'..,._t--~--J 

Zk<l>1--~--1e'-~-t~~-fo,~~~ 
ZJcC3)t--~-,.<--1-~~t-~~f-'...---,..,.,,J 

Min.x 

t z 
1 4 

En la figura B.5, Xk 0 cae entre los valores 2 y 3. Si el min Xk y el max Xk se lra1.an reduciendo z de zº hasta que se 
encuentra un primer valor entero de Xkcn cada uno. Los dos valores Zk(2) yZk(3) se oblicnen de ésta forma en b figura 
2.1. Esto es equivalente a examinar la lraycctoria que se lra1a por dos p~ntos específicos de la intersección del hipcrplano 
funcional con el conjunto convexo de soluciones factibles, cuando el hiperplarm sistcmálicamcnlc se mueve hacia atrás 
de su posición máxima z°. Se puede decir de z1-(2) que es una cola superior dd maximando ya que al nu haber un valor 
mas alto de z puede Xk tomar un valor cniero 

La solución del problema de programación discrcla se desarrollará usando sistemáticamente ésle argumento. En 
aras de faciliiar la exposición definimos un conjunlo de problemas subsidiarios l'GJ como sigue : 

PU): Maximiiar z sujclo a las restricciones (B.2), (IJ.3') y (BA) y las rcslriecioncs adicionales en el sentido de que j 
de las variables x son cnlcros uo ncgati1·os U ~o.!, 2,. .. ,ni). 

Sea Sj el conjunlo de ladas las soluciones faclibles a problemas del tipo l'Q) y sea S el conjunto de soluciones no 
factibles a cualquier problema dd tipo P(j). El problema particular en que por ejemplo, x2 y x.i se restringen a ser enteros 
no negativos, se escribirá P(2; 2, 4) y el conjunto de sus soluciones factibles se l'Scribe S2(2, 4). En ésla nolación, la 
solución requerida es el clcmcnlo de S11 ¡ para el cual z se maximiza. El valor de z de ésla solución eslá acolado por el 
máximo de z sobre el conjunto S11 ¡.¡ el cuál está acolado por el máximo de z sobre S111.2 etc. La úllima cota superior 
alcanzada de ésla manera es z0

, el máximo valor de z sobre So. 

REGLAS PARA AUMENTAR ARCOS Y NODOS 

En el Paso O, el árbol consiste de un sólo vérlice etiquelado z° que es un clcmenlo de So. 

La decisión que ahora se toma es: dado que x, está en la base de zº se restringe a tomar valores enteros no ncgalivos, 
esto es, la alcn6é>n se cenlra en el probkma l'(l;r). Sea Xr = x,0 en z0

• Las funciones min x1 y max Xr se lrazan hasta los 
puntos ([x,ºJ,;'.,,,.) y ([x,0¡ + l, 1,:.1) re5pcctivamcnlc, donde: 
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[xrºI es el mayor entero menor o igual a x,0 

Znn es el múximo valor d~ z sujc1<1 a P(O) y la rnndición x, = [x,ºI, y 

ZrM es el m:íximo valnr de z sujcln a P(O) y la condición xr=[~rºI + 1. 

Los nodos 7m1 y 7rM. si existen, son clcrnentn' tk St. Se ha ,;_,lo, asimismo, que omho' pueden ev¡¡luarse resohicndo el 
prohlcmo de programación cst{md"r en (n·t) voriabks. Si unn Jc esos problemas Jicc "ma.,i111i1ar z sujeto a P(O) y a 
Xr = [xrºl"Y no es foctihlc, entonces no existe 7rm y se aumenta un nodo a S. Esto implica que S t no contiene un elemento 
para el cual Xr = [x/\ por lo cual súlo los valc•res lle x, que satisfacen xrlxrlll + l necesitan consitlcrarse en el desarrollo 
del árbol. Si no existen Znn y 7r~I. entonces Xr no se puede restringir a un v¡¡lcir entero y por lo tanto el problema no posee 
soluciún factible. Se aJicionan entonces los dos orcos y nodos al Paso l 

Del Paso 2, 7.1 = max (znn,Zr~t) al c;1kular Zrm yz,~1 •. ,e ha examinado cada valor de zentre zºyzt, y se ha demostrndo 
que z1 es el maximo valor de z que es comp¡¡tiblc con un valor entt.:rn Je Xr. Supóngase que Xr ~ven z1, ésta ecuación se 
aumenta al prnhkma como una nue\'a rcslrieción que se aplica a cualquier rama del <irbnl que se traza después de z1

• 

La variable xr se elimina Je los c;ikulos, reduciéndnsc <le ésta manera, las dimensiones dd conjunto J,, soluciones 
exploradas a (n-1), y cada cnta li¡ se reduce por una c¡¡ntiJad a;,v. Esta nueva restricción L'S v;ilida con respecto a las 
soluciones d~ P(l;r) sobre d rango de valcircs <le z para el que el linico vdm entero permisible de Xr es v. La extremiJad 
superior de éste rango es zt y, ya que la cota superior Jcl polígono de la li¡;ura B.5 e' una función c(mcava Je l,a abscisa, 
el extremo inferior debe ser z,(v-1) o z,(v+ 1). El mayor de éstos dos es la segunJa mejor solución Je P(l;r) . Uno de 
los valores vecinos ya se conoce (es el min(zrm, Zr~t)) y una cola superior para el otro se puede encontrar por cx1rapolación 
de una función apropiada para Xr. Si ésta cota superior excede el otro valor vecino, el valor z correspondiente se podría 
determinar en forma exacta. Los arcos y nodoss del Paso 3 se aumentan al árbol. 

Para ilustrar éste argumento, consiJcre el problema de dos dimensiones moslraJo en la figura B.2. 

Paso O. La solución en A proporciona el primer vértice del árbol, zº 

Paso 1 Se selecciona la variable x2 y se determinan los puntos 13 (x2 =2, z =z2m =z2(2)) y C (x2 =3, z =z2m =z2(3)). 

Paso 2 z1 =z2M para v=3 

Paso 3 z1 no es la solución linal, ya que x2 =4 está completamente afuera Jcl conjunto convexo So, z2(4) está en S. El 
único posible valor entero de x2 para todos los valores de z que satisfacen z~(2) < z :S z2(3) es x2 = 3; ésta restricción es 
válida para la recta CD que es un subconjunto unidimensional Jcl conjunto de soluciones factihlcs <le P(O). 

Paso.\ x¡ está ahora restringido a valores enteros. Uno de los nuevos vértices (z1m) está en S2 y el otro en S 

Paso 3 z2 es un elemento de S2; entonces el punto E, correspondiente a z2 es la solución requerida. En éste punto, 
Xt =2, xz=3 

Claramente en cualquier etapa de la solución, las únicas variables x que pueden viobr las restricciones discretas son 
las que están en la base actual. Entonces, restringiendo succsi\'amcntc c;1tla variable en la forma que se describió 
anteriormente, se encontrará una solución factible de P(nt) o se <kmostrad que tal soluci,ín no e.,iste. 

En el caso general, la primer cota superior en la función zº es la solución óptima a l'(O). La scgunJa cota superior 
es z1 :S zº; z1 es la solución óptima de P( 1 ;r). fata segunda cola superior se puede al111ar enconlrandn la solución óptinm 
a todos los problemas de tipo P( l) y seleccionando al menos uno Je ellos rnmo z1

• En éste análi!,is es más económico 
en términos de esfuerzo computacional traz.ar las funciones min y m¡¡x Je una sola variable en caJa etapa. 

Si z 1 no es una solución para l'(nt ), se escoge una nueva varia bit: x entre aquellas que cst;in en la base Je z1. El Paso 
4 consiste en tra7.ar las funciones max y min Je ésla vari¡¡hlc a los rcspcrtivos valore> enteros mas cercanos por arriba y 
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por dcbiljo de ~u valor en z1. Esto aumenta dos nuevos nodos al árbol, y dd paso 2, z2 es el m(iximo valor de z tomado 
sohrc ellos y lns valores vecinos z,(v-1) y7r(v+ l) de z1

• El argumento complern se puede repetir en z! reempl:mindo z1 

como In cota superior actual en el valor óptimo de z. Conlinuandll ~ste proceso, se fm1na un ;írbol tlande cada uno de 
sus nodos representa un conjunto co¡mcido tic rcstríccioncs enteras (z1, por ejemplo, representa Xr=v). Una rnrnilica
ción termina si alc:mza un nodo de S Podemos concluir de aqui que: si toJas las ramas terminan en S el problema no 
tiene solución factible o si se alcann un nodo·!, tll<las las variables x son enteros no ncga1ivos. En princjpio, reslriccioncs 
apropiaJ;is se aplic:m a cualquier variable x: que no se ha rcstringiúo por un valor entero, y un noJo z1' en Snt se al,cann 
con el mismo valor z que el nodo etiquetado/ Ya que los nodos etiquetados son colas superiores en la función·/ debe 
ser la solución óptima requerida. 
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APENDICE C 

RESULTADOS Y ANALISIS DEL EXPERIMENTO DE GUPTA. 

Cada una de las 27 estrategias se probaron con todos los problemas. en un sistema de computadoras CDC 6500, con la 
excepción del problema 19, todas las cstrntcgias pudieron resolver cad:1 problema en menos de 2-IO segundos de tiempo 
de ejecución. El problema I~ resultó ser el más Jifídl <le resolver ya que 2 de las estrategias (K, L, N) = (1,2,1) y (1,2,3) 
no pudieron encontrar soluciones óptimas dentro de un ticm¡10 límite de 500 segundos. Dos estrategias más, (3,2,3) y 
(3,3,3) generaron subproblcnws para el problema 19 para los cuales d código OPT no pudo siquic:raencontrar soluciones 
óptimas contínuas. Aunque las 23 estrategias restantes sí encontraron soluciones óptimas a éste problema, algunas 
estrategias tardaron casi 500 segundos en 11.:gar a la solución final. 

El hecho de que 4 estrategias fueran incapaces de llegar a la solución tina! de uno de los 22 problemas de prueba 
resta poco al comportamiento de estas estrategias o del código OPT ya que fueron exitosa5 para todos los demás 
problemas. 

Criterios de Jerarquización de Estrategias. 

El costo significativo para ejecutar un programa entero no lineal es el tiempo <le solución <le la computadora. Por 
eso decidimos usar el tiempo de solución como el indicador inicial del comportamiemo tle bs estrategias. Se encontró 
que nuestros problemas de prueba tenían una amplia variación en tiempo de solución, qne iba desde menos de 0.5 
segundos a. casi 500 scgundns. La Tabla l presenta los tiempos promedios de solución, los peores y los mejores tiempos 
de soh1ción .. También da la proporción de los peores a los mejores. 

Ya que nuestro principal interés es comparar 1mias estrategias de selección de heurísticas, nodos y Wtriablcs para 
ramificación, primero calcubmos los tiempos promedios <le solución para cada probkma Je prueba tumaJ,1s sobre las 
9 combinaciones mk.nlras se mantiene el v;ilor de los par:ímclros lijado en uno a la vez. Los n:sullndos se muestran en 
las tablas C. l,C.2,C.3. Comu se muestra en la Tabla C.1, el promedio total de los tiempos de solucitÍn para la opción 2 
de la selección de variabk a ramilicar ( e.1 decir, seleccionando la variable entera ni:í:; fracciona!) es de l'l.7G(1 se¡;undos, 
lo que es significativamente menor que los promedios totales obtenidos por las otr:1s dos opciones de selección de 
variable. 
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TAllLA Ct. 

Tiempos Promedio de Solucilin pum las Opciones de Variable a Ramificar 

··--·----.. --........................................................................... -...................... 
Problema k~l b=2 lc=3 

................................................................................................. -............ " ......... 

1 1.323 0.891 0.891 
2 13.918 10.224 11.972 
3 0.760 0.760 0.759 
4 0.4('6 0.467 0.466 
5 6.257 6.241 6.251 
6 0.564 0.563 0.561 
7 1.053 0.755 0.759 
8 2.702 2.410 2.400 
9 3.265 3.240 3.262 
10 0.726 0.730 7 .282 
11 2.134 2.078 2.081 
12 4.867 4.794 4.788 
13 13.099 13.880 14.034 
14 11.507 11.766 13.316 
15 1.168 l.372 1.367 
16 0.754 0.557 o .561 
17 124.705 92.828 107.971 
18 78.826 44.470 124.033 
19 271.261 157.641 262.163 
20 53.290 70.459 74.403 
21 1.945 1.949 1.940 
22 6.720 6.768 11.210 

................................................................................................................ 
Proin.Tot. 27.361 19.766 29.658 
.... ---- .............. -------................ -- ....................................................... 

Similarmente la tabla C.2 muestra que la opción 2 de selección del nodo es significativamente peor que las otras dos 
ya que su tiempo promedio total de solución es rclativamcnlc muy grande 
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TAllLAC.2 

Tiempo Promedio de Solución para las Opciones de Sck~ción de Nodos 

Problema L = 1 L=2 L=3 

1 1.036 1.038 1.032 
2 14.3% 11.157 10.562 
3 0.760 0.758 0.761 
4 0.469 0.466 0.464 
5 6.256 6.242 6.251 
6 0.562 0.565 0.561 
7 0.852 0.851 0.864 
8 2.420 2.683 2.405 
9 3.254 3.254 3.260 
10 0.676 0.840 0.668 
11 1.785 2.721 1.788 
12 3.920 6.579 3.950 
13 10.171 20.910 9.922 
14 10.277 16.110 10.253 
15 1.297 1.346 1.277 
16 0.611 0.651 0.610 
17 83.139 157.788 83.467 
18 76.187 105.56-l 68.912 
19 162.101 398.140 178.578 
20 62.455 73.898 62.429 
21 1.950 1.936 1.9·N 
22 7.968 8.671 8.059 

Prom. Tot. 20.563 36.462 20.819 

La Tabla C.3 indica que las heurísticas rio proporcionan ninguna vcnt;1ja importante para reducir el tiempo de 
cál~ulo. 
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TABLAC.3 

Tiempos Prnmcuio de Solución para las 
Opciones de Selección de Heurísticas. 

__ ...................................................................................................................... 
Próblrma N=l N=2 N=3 
....................................................................................................................... 

1 0.981 1.145 0.980 
2 10.093 16.414 9.607 
3 8.711 0.854 0.713 
4 0.441 0.518 0.4-10 
5 5.771 6.176 6.802 
6 0.534 0.622 0.530 
7 0.737 0.916 0.915 
8 2.383 2.731 2.399 
9 2.554 4.658 2.555 
10 0.690 0.798 0.696 
11 1.785 2.U>6 2.243 
12 4.355 5.985 4.110 
13 12.394 16.l!lO 12.418 
14 12.000 12.550 12.039 
15 1.304 1.353 1.252 
16 0.624 0.665 0.583 
17 103.813 123.919 96.661 
18 79.389 85.895 85.379 
19 189.179 221.563 242.506 
20 57.682 83.749 57.351 
21 1.906 2.021 1.908 
22 7.959 8.816 7.922 

............................................................................................................................. 
Prom. Tot. 22.GQ.t 27.264 25.000 
........................................................................................................................... 

Hemos hecho éste análisis considerando Wn sólo los tiempos de solución reales. Una mirada mas minuciosa a los 
tiempos de solución, indicn una buena canlidad de tiempo gaslada en los probbnas 17, 18, 19 y 20. Por lo cual un simple 
promedio total de los !icmpos de solucitin podría ser engañoso debido :11 peso Jifcrencial. 1\sí dcdúimos hacer otra 
comparación usando 'tiempos de solución normali7;1úos" en lug.ir de los tiempos reales. 

Tiempo de Solución Normalizado (NST) Para dar igual importancia a cada problema de prueba se usa el siguiente 
procedimiento para normali7~1C los tiempos de solución: 

1. Sea!;¡ el !icmpo de solución para la estrategia i-ésima para rcsoh·cr el problema j-ésimo, y n¡ que denota el n(1mero 
de estrategias que pudieron alcanz:ir la solt1ción óptima final para el problema j-ésimo dentro de un límite de 1icmpo 
cspccilicndo de 500 segundos (i = 1,2, ... ,27; j ~ 1,2, .•. ,22). 

2. Se forma la suma S¡ = Lilij donuc la suma se toma sobre to<fos las estrategias i que podrían resolver el problema 
j;asi, el tiempo promedio Je solución para el problema j-ésimo es A¡= Si!n1 (j = 1,2,. .. ,22) 

3.Sc forman los ticmposd~ solución nornrnlizados (NST;j) para la cslralcgia i-ésima que resuelve el probkmaj-ésimo 
como NST;¡ = t;j/ A¡. • 

Ya que el tiempo de solución promcuio normalizado para cada prohlcma es una uni<fad, los resultados de lns 
problemas de prueba ahora son comparahks, y se pueden hacer cumpar;icinncs directas. Un~ cslratcgia con tiempos 
de soluci(m nornrnlil'~H.los mas bajo~ (mcuos que uno) tcuJría uua JJUUtu.adt'm mejor que UC1J ~5tratcgi¡i con th:mpos de 
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~olud611 normalinuos mas altos (mayor que uno), Para evaluar el comportamicnlo de las estrategias se usa el siguiente 
procedimiento 

l. Primcrn se calculan los tiempos normalizados de solución (NST¡¡) par:1 cada estrategia y problema de prueba. 

2. Se forma la suma ST¡"" :>:jNSTíj, y el procmdio AV¡= STJN¡, donde N¡ es el número de problemas resuellos por la 
estrategia i. 

3. Se jerarquilan los tiempos normalitados de solución promedios para cada estrategia, siendo la mejor estrategia 
aquélla con el menor valor de AV;. 

La jcrarquizaciún y tiempos promedio normaliiados de solución se muestran en la tabla C.4 Se pueden hacer las 
siguientes observaciones: 

!.Ninguna de las 12cstratcgias mas altas utili?a ni ramificación del nodo mas nuevo ni la implan1nción de la heurística 
A. De hecho, éstns 12 cstralcgias consisten de la combinación exclusiva y cxhaus1iva de las otras cstralcgias de selección 
(un diseño (3)(2)(2)). 

2, Las mejores cual ro cmalcgias utililan la variable cnlcra mas fraccion:1l como la estrategia de selección de v:iriablc 
para rnmilicacíón,y las siguientes 8 estrategias usan las otras dos cstrntcgias de selección Je variable para ramilicar. El 
patrón Je la estrategia de selección de variable entera mas frncdon:il siendo mejor que las otras dos cstralcgias continúa 
cuando una combinación Je selección de no.Jo y selección de heurística está lija, y nsí se puede concluir que la cstralcgia 
de la 1·arbblc entera mas fracciona! es una e;trntcgia relativamente mejor que las otras dos cstra1cgias pa1 n la selección 
de l'ariablc a ramificar en estos problemas. 

TABLAC.4 
Jcrarquias de cslratcgias 

JERARQUIA K L N Promedio NST 
1 2 3 1 0.779 
2 2 1 1 0.790 
3 2 3 3 0.816 
4 2 l 3 0.839 
5 1 3 1 0.867 
6 3 3 1 0.869 
7 1 1 1 0.877 
8 3 1 1 0.897 
9 1 3 3 0.909 
10 3 3 3 0.917 
11 l 1 3 0.932 
12 3 1 3 0.989 
13 2 3 2 0.994 
14 2 2 3 1.009 
15 2 1 2 1.026 
16 3 3 2 1.031 
17 2 2 1 1.037 
18 3 2 3 1.093 
19 1 1 2 1.099 
20 l 2 3 l.103 
21 3 '), 1 l.109 
22 3 1 2 J.113 
23 1 3 2 1.133 
24 1 2 1 1.1-11 
25 2 2 2 1.193 
26 t 2 2 1.257 
27 3 2 2 1.373 
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An~lisis tic Variancia. !'ara pmkr hacer cc11nparncinncs estadísticas se usó el paquete SPSS para anali1;1r lo> datos 
propnrcionaúns por los tiempos nnrmali1adus tk solución p.ira d pro¡llisito úd an:ilisis de la variaci<in. Antes úc 
considerar la tahl:1 de an;i\isis de vari:111cia, es interesante cxamin:1r los valures promedios completos de los tres 
parámetros de sckcci1ín. Las tahlas C.5, C.6 y C.7 prcscnt:1n los promedios completos para la selección de variable, 
para r.imilit";1ci(111, sdccci"'n Je nodo y las cstrakgias cfo selección de h.-uristica. Los resultado; son consistentes con las 
obscr;acinncs hechas pre1iamcnte. La estrategia de selección de variable entera mas fracciona! funciona mejor que las 
otrns <los cstratc~ias de selección de rnriable, mismas que se wmponan mas o menos igual. La sclcccitin del nodo mas 
reciente resulta ser la prnr de las estrategias úc selección Je nodos. La estrategia que usa cstim:1ciones parece 
comportarse mejor que la que selecciona el nodo con la menor cota. Ninguna de las heurísticas ofrece una ventaja 
computacional. 

TABLAC.5 

Valores Medios de NST para las 
Estrategias de Selección du Variable a Ramificar 

Primer indice menor 
Variable más fracciona! 
Seudo-costos 

TABLAC.6 

Valores Medios de NST para las 
Estrategias de Selccció11 de Nodos. 

Nodo de Menor Cota 
Nodo más reciente 
Estimación 

TABLAC.7 

Valores Medios de NST para las 
Estrategias de Selección Heurísticas 

No Heurísticas 
Heurística A 
Heurística B 

1.03 
0.9~ 
1.Q.l 

0.95 
1.15 
0.92 

0.93 
1.14 
0.96 

Con éstas observaciones co mente, se puede cxamim1r el análisis Je variancia en la Tabla C.9. Los resultados allí 
mo.>trados indican •1uc c.xistcn diícrcncias si¡.",niticatil'as entre los promcJios tic tiempos tic solución para los cíectos de 
las tres principales estrategias Je sclccciún. E'to no debe causar wrpresa Jada la 1fücusi6n anterior. La tabla t;unbién 
indica que no hay diferencias signilicativas debidas a interacciones de dos vías.Esto da evidencia <le que k1s tres 
parfüuetros de selección están indcpcnJicntcs el uno del otro. 
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TAOLANoC8 
Analisis <le Variann (Tiempo <le solución normali1"1do) 
Fuente de Suma de D.F. Cuadrado F-rnz6n Signi 
Variación Cuadrados Medio licancia 

Efectos mcd. 12.000 6 2.000 30.621 0.001 
S.dc Var 1.243 2 0.621 9.513 0.001 
S. de Nodo 5.783 2 2.892 44.272 0.001 
S. de Heurística 4.937 2 2.4<í9 37.796 0.001 

Iteración Doble 0.229 12 0.019 0,293 0.991 
Variablc·No<lo 0.076 4 0.019 0.292 O.SSJ 
Yar-Hcuristica 0.010 4 0.002 0.037 0.997 
Nodo-Heurística 0.142 4 0.036 0.545 0.703 

Iteraciones triples 0.251 8 0.031 0.480 0.870 
Yar-Nod-Hcuris 0.251 8 0.031 0.480 0.870 

Explicados 12.4SO 26 0.4SO 7.349 0.001 
Restantes 3ó.773 563 0.065 
Total 49.253 589 0.084 

TABLAC.9 
Jerarquías de estrategias 

JERARQUIA K L N Promedio NLP 

1 2 3 1 0.781 
2 2 1 1 0.802 
3 3 3 l 0.827 
4 1 3 1 0.836 
5 1 1 1 0.839 
6 2 3 3 0.840 
7 3 3 3 0.851 
8 3 1 1 0.859 
9 2 1 3 0.862 
10 1 1 3 0.899 
11 1 3 3 0.902 
12 3 1 3 0.906 
13 2 3 2 1.013 
14 2 1 2 1.040 
15 3 3 2 1.044 
16 1 1 2 1.075 
17 1 3 2 1.082 
18 3 1 2 1.096 
19 2 2 3 l.101 
20 2 2 1 1.108 
21 3 2 3 1.131 
22 1 2 3 1.143 
23 3 2 1 1.190 
24 1 2 1 1.200 
25 1 2 2 1.218 
26 2 2 2 1.249 
27 3 2 2 1.302 
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Otro criterio de Jcrarqui7aciún Je Estratcgfas. 

En el pnwedimient,1 ck jcrarquizaciún anterior hemos comparado ln5 tkmpos normalizados de solución que se han 
culculado a partir <k su:. corrcspondkntes tiempos de solución reales. Frecuentemente el tiempo de solución depende 
de lo siguiente: 

l. El sistema ue computadoras usauo para el estuuio 

2. El programa Je computadora usa<.lo para resolver el problema. En éste caso, el programa BBNLMIP involucra 
lo siguiente: 

a. El código uc R-A para computauora <.!onde todas las operaciones lógicas de R-A se llevan a cabo excepto resolver 
los problemas continuos no lineales y 

b. El código no lineal OPT que resuelve todos los problemas continuos intermedios. Ya que el tiempo de 
computadora depende del sistema de computacié•n del cúuigo de R·A y del código no lineal (OPT en nuestro caso), la 
jerarquizaciún de las estrategias también po<.lria depender <.le éstos factores. Es por ésto que se usa también otro criterio 
de jerarquizaciún para hacer comparaciones Jon<.le éstos factores no tienen ningún efecto. 

Este criterio compara el número de problemas no lineales continuos resueltos en lugar de los tiempos de solución. 
Los problemas continuos que se resuelven bajo una estrategia particular de R·A <.le hecho <.lclinen el árbol correspon· 
diente de R-A y es por esto que estos problemas quedorían iguales sin importar el sistema de eomputadora,cl código 
de R-A y el algoritmo no lineal usado para resoll'er el problema. 

Se tabuló el número total de problemas continuos no lineales resueltos por cada estrategia y un procedimiento similar 
a aquel usado para normalizar Jos tiempos de suluciún se usó para normali~ar el número de problemas contínuos no 
lineales resueltos para cada problema. Las cstratcgbs se jerarquizaron según su valor promedio del número normalizado 
de problemas no lineales (NNLP). Los resultados se ven en la tabla 10. 

Nótese que las doce estrategias mejores son las mismas. Ninguna <.le ellas hace uso ni de la ramificación del nodo 
mas reciente ni de la implantación <.le la heurística A. Las mejores dos cstrntcgias siguen siendo las mismas. Las 
jcarquizacioncs de las otras estrategias no c:1mbian significativamente. Los promedios totales para los panímctros de 
selección se encuentran en las tablas C.10, C. 11 y C.12. Nótese que los resultados son similares a los de las tablas C.5, 
C.6.yC.7 

r 
TABLAC.10 

Valores Medios de NNLP para las 
Estrategias de Selección de. Variable a Ramificar 

Primer indice menor 1.02 
Variable m:ís fracciona! 0.98 
Seudo-cost<Js 1.02 

TABLAC.11 

Valores Medios de NNLP para las 
Estrategias de Selección de Nodos. 

Nodo de Menor Cota 0.93 
No<.lo m~s reciente 1.18 

J 
Estimación 0.91 
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TABLAC.12 

Valores Medios de NNLP 
Eslrakgias de Sclccci6n 

para las 
Hcuri~ticas 

~~--~~~~~--~ 

No llcuríslicas 
Heurística A 
Heurística 13 
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