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1~ INTRODUCGGI 5N

Debido al crecimiento demografico en nuestro palis y a los cada ver
mas complejos sistemas para el abasto de agua potable, se hace

imprectindible no g&lo  contemplar un uso eficiente del wital

ligquitdo en cuantn A centidad, <sino  también en los  aspectos
reelacionados con su calidad.  For esto en ados  recientes se  ha
despertado un tnterés creciente dentro de 1a caomunidad hideanlica
par analicar y poder predecir le evolucion de los contaminantes al

ser descargades en el interior de cuerpos de agua.

Historicamente, el ser humano ha dispuesto de sus desechos de la
manera mas simpie, es decir, desalbiando 135 aguas caontaminadas a
cuerpos de agua cuyo destinme final generalmente son los mares vy
grandes lagos. En st trayecto por corrientes superficiales o
subterraneas, los contaminantes se diluyen y dispersan provocando
que en dichos cauces se presenten concentraciones gue 1mpidan  1a
utiliracian del recurso vy alin peor, gue produrcan  desequs librios

importantes en los ecosistemnas locales.

Dada la gran varieded de cvontaminantes que acompafan a las  aguay
rnegras, que oscilan  desde nnocues  contenidos orgédnicos hasta
metales y guimices de alto riesgo, e impone la necesidad de
conocer los procesoy involucrados en 2l fendmeno de la dizpersion,
con el objieto de establecer estrategias y peoliticas de manejo  de

los contaminantes a descargar.



La idea generalizada de que "la dilucidn es la solucién a la
contaminacién” es, ademas de siwplista, salo aplicable en ciertos
casos de desechos orgadnicos reasimilables sin perjuicic en un

ecosicstema global.

Se pueden distinguir tres grandes categorias en los estudios
relativos a los proceses de transferencia de masa: los enfocados
a proporcionar las bases tedricas de la mecanica del procesn, los
dedicados a modelar numericamente el fenOmeno y aquelleos en donde
el esfuersco se centra en la validacion de los anteriores a través

de mediciones de campo o en modelos fisicos.

El prezente trabajo es una aportacion dentre del segundo +rubro
dedicado al calculo numérico del fenomerno de dispersién. La
hidrodindmica del fendmeno, representada par la ecuacion

unidimensional de conveccion-difusion, sera desarrollada en el

seqgundo capitulo, donde se presentzn los conceptos basicos de los

procesos de transferencia de masa, las definiciones principales
del fenomeno asi como las ecuaciones fundamentales en su  forma

diferencial y las simplificaciones e hipttesis formuladas.

En =1 tercer capitulo se presentan las soluciones analiticas mas
comunes y se profundiza en aguellas usadas para probar los modelos

numéricos planteados en =1 cuarto capitule.

Las zoluciones numéricas, desarrplladas por diversos autores para
rezolver la =scuacion de conveocion-difusion <on  numerasas  y &
veces muy refinadas, con la idea de eviter la difusién numerica Yy
el comportamiento oscilatorio en la solucion. Ee muy comun  la
practica de separar efestns v resclver primerc la parte convectiva

y posteriormente la difusiva.

Esta forma de seccionar la ecuacion se extiende facilmente a los

andlisis de estabilidad, costumbre que, como se demuestra en el



cuarto capitulo, no es siempre la mejor . manera -de  resclver los

problemas de conveccidn—difusion.

En ese mismo caepfitulo se desarrolla un nuevo criterio de
estabilidad, haciendo uso del método de la analogia con la
ecuacion diferencial ordinaria (Aldama, 1985), para esguemas en

diferencias finitas explicitos de primero y segundo arden.

Se obtienen los criterios de eztabilidad como funciones limitantes
de 1lns numeros de Courant vy  Fécléet de malla, que a su ve:z
restringen a los incrementos de dietancia y tiempo a uvtilizar en

los esguemas.

En el guinto capitule se presentan ejemplos de los resultados que
se abtienen de aplicar los esguemas explicitos con las condiciones
de estabilidad presentadas. Se comparan, en un primera patrte con
las soluciones anali{ticas y en una segunda seccion, contra las

mediciones exporimentales reportadas por Fischer en 1967,

Al final del trabajo =12 praesentan las conclusiones ¥
recomendaciones que  se  desprenden del mismo, asi  como los
apéndices vy referencias utilizadas para el desarrollo de la

presente tesis.



2.- FUNDAMENTOS DE LOS PROCESOS DE DIFUSION

En éste capitulo se presentan los conceptos bacicos de los
nrocesos de transferencia de masa, las definiciones principales
del fenomeno de difusion, asi como las ecuaciones fundamentales en
su forma diferencial y las simplificaciones e hipotesis formuladas

en su obtencién.

2.1.~ Descripcidén y definiciones

El fenémeno de la difusion e un  problema de transferencia de
masa, definido come el movimiento de un constituyente cualquiera
dentro de un disolvente, desde une regidn de mayar a una de menor
cancentraciéon. Dicho movimiento ocurre de dos maneras: molecular
(microscopicamente por &l movimiento propio de las moléculas) vy

AL

convectivo (transferencia asociada a las caractericsticas dinamic

del flujo, como velocicad y turbulencia).

lba difusidn molecular por @i sola en  general no provoca
consecuencias directas en  probiemas ambierntales, salvo en
cuestiones relacionadas con escalas  microscOpicas de reacciones
quimicas o biolégicas. For otro lado, los procesos de dispersion
y difusion de contaminantes en flujos de agua son fuertemente
andlogos a los de difusion melecular, pero a una escala  mayor,
Debido a lo anterior, es conveniente conocer los conceptos basicos

de la transferencia de masa a nivel molecular.



2.1.1.~ Conceptos basicos y definiciones

Previanente al  estwdio de  procesos  difusivos, es  convensente
establecer y Jdafinir ciertos conceptos asociades a los  oroblemas
ambientales. En forma general, estos conceptos se refieren a  los
procesos fisicos del flujo en cuerpos de agua que provocan  un
transporte y meuclado de contaminantes, llamados procesos de
transporte, entre los cuales se pueden mencionar  los  siguientes
(Fischer &t 21., 1979

¢

Conveccidn. - Transporia & ia hidrodinamica del cuerpo de

agua, tambien concoido como Cadveocion .

Difusidn Cmolecular). - Transporte dilutive de particulas provocado
por movimientos e irteracciones a nivel molécular.

Di fusién Cturdbulentad. -

saorte  de particulas generado  por
movimientos turbulentos, andlogn a la difusion molecular pero a

una mayor escala.

Dispersién. - Transporte de particulas, come en el caso del
crecimiento de una nube de contaminantes, debido a efastos

combinados de conveccion y difusion.

Mezclado. - Froceso gque provoca un efecto de combinacion enire  las
e

moléculas de soluto y disolvente.

En torrno a conceptos basicos se  pueden definir en ur siztema

binaric de componentes 4,B “Welty el al., 1949), las guientes

propicdades:

fn

X : :_‘_._.A.. H ] -] k=] (S
Densidad: P g H T H pAFpB o (2.1
c 'én: T = Pa ; i) ; C +C =1 (2.2
oncentracisn: C =—= ; > ; R 2.2
Vector de flujo de masa: N =p v 2.3

donde ;; es el vector de velocidad media de las moléculas del

componente A4

o



Velocidad hidrodindamica local:

N +N pv+ o¥
Ve A2 - A2 BB 5+0 ¥ (2. 8)
I3 AA B B

Vector de flujo de masa con respecto a la velocidad hidrodindmica:

q = pA\';A - ¥ (2.5)

2.1.2.~ 1a. Ley de Fick de la difusién

Como en muchos procesos fisicos, la observacion conduce a une
descripcion empirica seguida de una validacion tedrica basada en
argumentos fisicos y mateméticos. Un ejemplo es la ley de Fourier
de intercambico de calor‘, que fue usada como la bass para el
desarrello de la teoria de transferencia de calor mucho antes de

gque el procesco termodinamico del fenGmeno fuera entendido.

Los procesos difusivos entre fluidos no homogénecs guardan  una
analogfa con los procesos teérmicos.  Para difusion, Adolph Fict,
fisitlogo aleman, publica en 18355 bajo el titulo "Uber Diffusion”
el concepto de comm la ley de Fourier puede conducir a una
hipétesis para describir el proceso de difusi16n molecular.
Citando la fuente original (Welty et.al., 1969): “Es natural el
suponer gque esta ley de difusidén de sal en su disolvente debe ser
idéntica a la difusidon del color; de esta relacidn Fourier
establecid su teorta de calor, v en la misma forma Ohm la aplicéd

con éxito a la difusidn de la electricidad en un conductor”.

La ley de Fick se basd originalmente en evidencias fisicas y es
utilizada ampliamente como dogma., Con  la  finalidad de aclarar
como el movimiento aleatorio de particulas (por difusion molecular
o turbulenta)l a través de una frontera conduce a la ley de Fick,

supongase una frontera gue divide dos regiones (8,B) de particulas

1El flujo de caler por unidad de 4rea en cualquier direceidn op
proporcional al gradienie de temperatura en dicha direccién.



(X y O, donde se defina a la concentracion en cada reqion como el
cociente del numero de particulas marcadas X entre el numero total
de particulas en la region. Bl gradiente sera entonces la
diferencia entre laz concentraciones de las dos regiones.

S1i ge obliga a un intercambio a una razon de transferencia entre
particulas de las dos regiones (particulas/segundo), s=ze puede
simular numéricamente cdmo el pasoc al azar de particulas por 1a

frontera conduce a un gradiente de concentraciones.

La simulacion se realizo con un programa que divide dos regiones
con 10,000 particulas en cada una. En la zona A s  marcaron en
forma uniforme las oarticulas X variando el porcentaje de:
concentiracion  1nicial y se realizaron pruebas con distintas
velocidades de trensfersncia. A manera de ejemplo, se muesira la
figura 2.1 donde puede verse que efectivamente los resultados
conducen a gradientos de concentraciones tendientes a un valor de

equilibric en el intinito.

60 - H or .
Conc. Inic. =50% ; 400 part/s
5
c
po)
[z} Simbologia
£
15 o Ca(®)
8 + Cb (%)
= & Grad=Ca-Cb
Q
[&)
-10 L N T g T v T B
0 20 40 60 80 100
tiempo {s)
\ J
Figura 2.1.- simulacién numérica de la 1a. ley de Fick.



Obhservando laidifusidn de dos o méds especies iderntificables en un
fluido no homogéneo, el principio de conservacidn de la materia
debe satisfacerse por cada componente o especie| de la mezcla. El
cmmporﬁémlentc de 1ns procesos de transferencia se debe a una
"fuerza de intercambic® proporcional a un gradiente de
concentraciones, es decir, de la wistencia de regiones con

diferentes grados de concentracion de la sustancia.

Se puerde plantear una expresion gque trelacione la rapide:z: de
transferencia de una sustancia de masa M comn la magnitud del

gradiente, de la forma:

dM/dt . di/Ve (2. 6)
Area ~ ds
donde:

Vo Volumen.

s Direccion de transferencia.

dM/dt Transferencia, por unidad de tiempo, de M por

Area unidad de &rea normal a la direccion s.

di/Vo Gradiente de M, por unidad de volumer en la

ds direccion de transferencia.

Si Mes la cantidad de masa disuelta M=Aml, donde C es la
concentracién definida como la masa de sustancia disuelta pot
unidad de masa del fluido (ecs. 2.2). Fara franstormar la
propoircionalidad (Z2.6) por una i1gualdad, se puede introducir  una
constante del procezo D (difusividad de masa, con unidades l}T—H,
conocido como coeficiente de difusitn molecular, Con éstu, la

ecuacion {(2.6) se transforma en:

danC) 4 _ . _od [amc]_ d (2.7
gt mA ST TP aw [ AVo] P aw [PC]

Donde q, es el flujo de transferencia de masa vy el signo (-)

@indica que el transporte es de zonas de mayor & menor
concentracién. 6i la densidad del fluido es constante, como ex

razonable subDHEﬂ, p=Am/AYo 3 con lo cual d{pl)/dx = p dG/d:,



entonces, la ecuacion (2.7) puede sscribitrse:

- dc
qQ, = e D O

Similarmente para las direcciones y,2; considerando gue el

coeficiente D se mantiene constante:

dc

= - D =
9y PP ay
L dC
9, = " e, D g

asi, usando notacion vectorial se puede escribir:
q=~pDe (2.8)

La ecuaciéon (2.8), conocida como 1la. ley de Fick, establece que el
flujo de masa por unidad de &rea y tiempo (ML'ZT"), es
proporcional al gradiente de la concentracion del soluto en  la

direccion de transferencia.

2.1.3. -~ Ecuacién de conservacion de masa en procesos difusivos

Combinando el flujo de masa con relacidn & la velocidad

hidradinamica, ecuaciones (2.3) y (2.5) se puede escribir:

- Na g -
q, = pA[ E: A ] (2.9

Despejando el flujo de masa ﬁ;tenemos:

H o= |2+79 = g 2. 10
NA = E:A + ¥ ] e, 9, + pAV (2.10)

Utilizando la primera ley de Fick (Z2.8) y como pA=pCA, la ecuacidn

(2,10) se transforma en:

O N v =
N = ~-pD VCA + p CAV (2.1

10



La expresion (2.11) representa el vector de flujo de masa de  1a
especie A y el operador VCA rs el gradients de la concentracion en

direcciones triortogonalez (ver apéndice A).

Fartiendo del principio de conservacion de la materia en  un

volumen de control diferencial (ver figura 2.2), se puede plantear:

1 flujo neto de masa apide:z de produccion Acumulacion de
a traveés de la S.C. 4 de masa de especie A. - |masa en el V.C.
(Entrada -~ Salida) PA(dx ty dz) (8pVo/adt)

es decir:

-~ - w ~) = y ~
NAmnu NAwaU) rA(dndydg) (3 o/ 8t) (2.12)
z
x
)
f—_~—————_i;7 .....................
- 3Np
Nﬂx(‘@dz) :* [NR,+___axxdx}¢bdz &
e o
)
e T T
-7 e
..................... e &
by
&

Figura &.2.~ Flujo de masa y principio de conservacién.

Analizandeo en la direccidn x

a M
(Ent.-Sal.)=N_(dy dzov - [N _+ é—ﬁéfdx dy dz= - —~—¢ﬁdx dy d=x
AX AR a a

11



Con ecuaciones analogas para las otrasjdireggiqne",;y;sustituyendo.

eetas . en (2.12) se tiene:

N
"a AX Gudydz - %‘—"—!d“dydh i—'ﬂﬁdvdym +or d ‘dydz = "P“ dudydsz

es decir:

- tdxdydz) ["aN{‘,“*"aNf‘lu"a“fz] r o dudydz = Z_P't: dydydz (2.13)

Dividiendc entre el volumen (didydz) y agrupando términos en forma

vectorial

3T + V-NA =r, (2.14.a)

En forma andloga para la sustancia B se tiene:

3B . g . . -
3% " v Na =ry (2.14.b)

En un sistema binario y conservativo, suponiendo que la produccion
de 4 solo ocurre a expensas de B, vy gqus la masa total detl sistema
debe conservarse, implicz gue rAr "rn, poe o gue  sumando 0 las

ecuaciones (2. 140

dps = = . -
= e+ N + 9N =0 (2,15
at at A ] -~
Y haciendo uso de (2.1) ¥ (2.4) se tiene que para un sistema
conservativo de cualguier npumero de componentes, siempre y cuando
@ cunpla gue Zpisp 5 Zlu=l, se puede escribir:

gi—’ + P ipW = 0 (210

La ecuacion (2.16) es la ecuacién general de continuidad para  la

nezcla y es completamente andloga a la de un fluido homogéneo.

Considerando solo e! comportamients del soluto o contaminante  en

el disolvente y retomando las ecuaciones (2.11) vy (Z2.14.&)  con
=pll we llega a:

p=PC, Ge

aipCal

o (- . VY = T
3% + V- (~p D VCA + pCa ¥V " 173

12



Desarrollando. vectorialmente, eliminandbgfél

sencillex notacianal yjgdﬁgpéﬁdb'téﬁminnsxsex,Lé

22« pLV-V ¢ §o9pL = pDVEC + YT (VD) + p i2.18)
81 se considera que el flujo es practicamente incompresible, derlaf
ecuacion (2.146) con p=cte resulta que V-V=0 ; aceptando que D ‘éé'
constante, es decir que la ditusién molecular es la misma en
cualguier direccién, y dividiendo entre p la ecuacion (2.18)° Sé1
reduce a: o

+ ¥ove =D Vo v D (2.19)

23

51 ademas se supone flujo conservativeo, =5 decir en el que . no
existen reacciones (generacion o desaparicion de masal  r/pii= 0,

finalmente =e llega a:

+ V.90 = D V°C S 2000

¥

La ecuacidn (2.20) es conocida como la de conservacidn de masa  de
un contaminante en un volumen de control sujeto & conveccion y
difusion, también llamada ecuacion de la difusidn convectiva.

Fesumiendo las hipotesis que se aceptan en la ecuacion (2.20), se
puede decir: que se considera wy flujo incompresible, se adopta la
ley de Fick de saimple proporcionalidad entre la difusidn del
contaminante y el grad:ente de las concentraciones, =l coeficiente
de difusion molecular se toma como propiedad exclusiva entere el
tipo de contaminante v 21 flujo, fluje conservativo sin reaccrones
quimicas ni bicldgicas en &1 medio. Todas estas gcimplif:cac cones
son suficientemente cercanas al comportamiento de mezclias en 1a
realidad en un grupo amplio de cuerpos de  agua, salvo por el

coeficiente de difusiodn del cual s hablara mas adelante.

18




2.2, - Ecuaciones de difusién

Hasta ahora se. ha planteado la ccuacidn de conservacion de masa de
una sustancia en un cuerpo de agua a traves de la ley de Fick. 2}
partir de la ecuacion (2.20) es posible encontrar simplificaciones
que permitan reproducir los casos mas comunes en  la  practica,

iniciando la presentacion en flujo laminar con difusién molecular.

Flujo en reposo (Difusidn purad.-~ Suponiendo que el cuerpeo de agua
en estudio esté estacionario o en reposo, entonces Vix,y,z,t)=0, y

-

la ecuacion (2.20) se reduce a:

o0

o 20 oA
50 = D VT (2.21)

que eupresada en forma extendida ern coordenadas cartesianas:

2. 2 2
N ac I o
3 ° D[ 2 4 a); + 57?] (2.322)

Si D =e considera constante, el proceso es lineal; analizando la
direccidn ¥ se puede encontrar una solucién fundamental al proceso
descrito por la ecuacion (2.22), que representa la evoluciéon del
contaminante por difusion de una cantidad de masa M introducida en

el origen. Unidimensionalmente la ecuacion se simplifice a:

2
L. ac a2 me
% D[a ;:z] e

Como puede verse, la ecuacion anterior ez lineal, y su soclucién
puede ser usada como base para construir soluciones a problenas
con condiciones iniciales y de frontera mas complejos  iver
capitulo 3). fa solucidn fundamental de (2,273) se puede obtener
con diversas técnicas matem&ticas (Crank, 1996). Una de las mas
sencillas s la que utiliza el analisis dimensional (Fischer et

al, 1979) ¥y que se presenta a continuacion el resultado:

Clu,8) = — 1 aup ~0x2/aDt) (2.24)

i/ﬂr'ﬁ'f‘

La concentracion se representa por una distribucion Gaussiana o

14



normal cuando la mase es Uhitaria, M=1y"para-un

la figura 2.3 se muestra la distribucioén de.  concentracione

una condicidn inicial de impulso.

C(x%,t)

Grdfica de Concentracionas §
en el espaciofiempo., ‘
D=1/4; M=}

C(x,t)

@neos en h'empo)

~24% 2
0<t ¢4

intervatos

Figura £.3. - Difusién unidimenaional, ecuacidn (2.24)
En dos dimensiones, la ecuacion (2 ; se puede escribir como:
2. 2
ac [ ac
— = D2 - =2 (2.25)
at g ay

Las soluciones para dos y tres dimensiones se presentaran en el

capitulo 3 en donde ademas se analizara la forma de las soluciones

15




analiticas para problemas con condiciones de frontera & 1niciales

mas complicadas.

Fluido en movimiento <C(Conveccién-Difusion). - En la seccion
anterior se ha supuesto que el fluido es  estacicnario y gue el
transporte de masa es exclusivamente por efectos difusivos
moleculares. Si el fluide esta en movimiente con vector de
velocidad V, con componentes wu,v,w en las direcciones x,y,z
respectivamente, la ecuacidon (2,20) se expresa en su  forma
completa, vy extendida en coordenadas cartesianas es:

o a a’c_ . o | o%

o« uﬁ + Vo b Wom = D[—uz + 2 —~—;’2]

3% F.Jn Y 3= 3 ay2 "= &

ta

Suponiendo flujo unmidimensional con velocidad constante v en la

direccidon x, se obtiene la siguiente expresion simplificada:

2
aC o ac -
K23 + lea—;(- = D T2 (2.27)

indicando gque losz gradientes en y.z son despreciablez o gue se
desarrolle completamente el mezclade transversal y vertical. La
ecuacion (2.27), una ve: modificada para tomar en cuenta la
difusidn turbulenta, serad la que permita representar el
comportamiento dispersivo de un contaminante en una corriente con

flujo uniforme.

2.3.~ Difusitdn turbulenta

En la seccidn anterior se trabaje con difugién moleculsr e
implicitamente en flujo laminar. En la prdctica la mayoria de lns
escurrimientos son turbulentos. Es dificil definir un movimiento
turbulente, pero este puede identificarse por las siguientes

caracteristicas:

a) La masa introducida en el escurrimiento se dispersara muchao mas
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répido en flujo turbulento que en laminar. Un ejemplo clasico es
el experimento de Reynolds, donde la inyeccion de tinta ern  un
flujo laminar genera un trazo recto lentamente dispersivo al
centro de una tuberia, mientras en flujo turbulento se dispersa en

forma casi instanté&nea y transversal a la inyeccion de la tinta.

b) Las velocidades y presiones medidas en un punto en el flujo son
oscilantes con un  componente aleatorio  importante. Es este
comportamiento aleatorio el que permite pensar en que el flujo
turbulento ocurre en un rango de tamados o0 "escalas" de movimiento

(escalas de turbulencia asnciadas al escurrimiento).

El primer analisis de difusion en  flujos turbulentaos es el de
Taylor en 1921 titulado "Difusidn por movimientos continuos"; este
extraordinario analisis ha subsictido por casi 7 décadas sin
mejaras o cambios importantes adn cuando  contempla un  tipo muy
particular de turbulencla, comoe es <1 caso de la turbulencia
homogénea estacionaria. Como ejemplo de dicho campo, puede
citarse el flujo turbulento en una tuberia infinitamente larga con

difusion exclusivamente en el sentido anial.

Adicionalmente, el analisis de Taylor (1921, reguiere gue 1la
velocidad media sea nula, lo gue para el caso de la tuberia puede
lograrse moviendo el sistema de referencia a la velocidad media
del flujo. Finalmente Taylor establece que después de un ciertio
tiempo inicial, la verianza de la dispersion de las particulas en
un flujo homogéneamenie turbulento crece  linealmente con el
tiempo, sugiriendo la pesibilidad de definir un coeficiente de
mezclado turbulento, andalogo al coeficiente de difusion molecular

a traves de una relacion estadistica de la forma:
2 - o
£Ex R {U } Tx .28

Donde {Uz} representa la varianza de la nube dispersante y Tx el
tiempo de mezclado en la direccion k. La analogia con la difusion
molecular surge de inmediato (Fischer et al, 1979); al considerar

a los flujos turbulentos de masa (0OC, VC, WC) que promediados en
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el tiempo en las direcciones x,y,2 resultan ser iguales a:

aC e Juu— C

= e Suthud . IO = e —— " B B —— s
g = exgr 3 VT evgy W g (Z.29)
que s1 son comparados con la ley de Fick para difusion molecular
(2.8}, se observa gue ex, ey, ¢z som los equivalentes turbulentos
al coeficiente de difusién molecular, generalmente 1lamados

coeficientes de difusidn turbulenta o difusividades turbulentas.
Fosteriormente, kolmogorov en 19731 y 1933 presentd los fundamentos
tedricos para el uso de la ecuacidn de difusion con coeficientes
difusivos espacialmente variados y que en su  forma m&as genetal

puede escribirse como:

H | o oo af_ éc ) ac af_ av
st Vs :r[”zr] Y [Wv—ay] T (’”’o‘;] -
a ac af_ ac términos '
(o
" an [EKYOY] ! 8 (exzaz) + similares f2..30)

En donde si los comportamientps secundarios (exy, &xz, etc.) s
consideran despreciables, es decir las trayectorias difusivas en
direcriones combinadas son peqguedas en  caomparacion  con las

direcciones principales, se reduce as

8 o . 6c . o _ af o0y . o ac ar_ac oy
o R t(—(;’-:f—:- + VE:—/* + Wa—z- = 5)—;[&)(57] + &-[Ey‘gg;] + E(Ezoz] (20310

La forma de la ecuacison (Z.31) aun cuando representa en forma
campleta el mexclado turbulento en rios, es le suficieniemente

compleja comn para resolverse con algin método numerico conocida.

La proporcionalidad gue establece la ecuacion {(2.28) no fue
analizada a profundidad sino hasta 1992 por el wmisme Taylor gue
presenta un analisis completamente diferente (Taylor [957%,1754)
para la dispersion en flujns turbulentos. Como base del ansalisis
destaca que la dispersi16n en la direccién del flujo es generada
principalmente por la distritucion longitudinal de velocidades en

el sentido transversal al escurrimiento.
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2.3.1.- Dispersién por efectos cortantes en flujo laminar

Debide a la importancia de {undamentar los mecanismos de
dispercion se anpalirara, usando la metodologia de Taylor, un plano
x-y con distribucién de velocidades en y con flujo solamente en la
direccion x como se muestra en la figura 2.4. El flujo esta
confinade entre paredes paralelas separadas una distancia h, por

1o gue las lineas de corriente son paralelas.

v
—
b
\u‘(s)
Mufy) éé
v ot = ke — >
X §
a)Distribucion de b)Distribucion de velocidades
velocidades, trans{ornada a un sistera de
coordenadas wovil con .

Figura Z. 4.~ Flujo para el andlisis de Taylor, vista en planta.

lLa variacion de velocidades estéd dada en funcidn de y por wyd, ¥y
la velocidad media G para cualguier tipo de distribucion de
velocidades se obtiene por:

o= ﬁ o dy iy
Y ola desviacion de la velocidad w' Cy) con respecto a la media por:

;-

Wily) oy om0 (2,37

Bea CCx,y2 la concentracion del scluto en el escurrimiento v gue
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se propaga a razon de un coeficviente de difusion molecular D. La

concentracion media en cualguier cecciotn del flujo es:
R e
€= r f iy gy (2. 34)
o
Igual gque para la velocidad, la desviacidn de la concentracion con
resgecto a la media es:

C'iyy =¢ctyy - C 2.35)

81 el flujo se considera =solamente en la direccidn x, la ecuacion

de difusion {(2.246) se transforma en:

2 2

5%(6 v CO (G + u')E?- T ec) = D[E?:-z (F+C) o+ g—f—}] (2.36)

Ern primer lugar se analizard esta ecuacion para flujo laminar,
para posteriormente aplicarla en flujos turbulentos reemplazando D
por el respectivo coeficlente de difusividad turbulenta. La
ecuacion (2,36 se puede transformar a un sistema coordenado cuyos

ejes se desplaran con la velocidad media del flujo:

= - u t H T =1 2.37)
Y aplicando la regla de la cadena:
9. 9% 9,9t 9. 3 a3
7 " 3 9% M vl 3% (2.3B.a)
o % 8,0t 3_ o 0, 3 (2,76, b
3 " e V@t aw (2.58.b:
For lo que (2.348) se transforma en:
2,
4 = . = . 3 = ~ acC’ - oo
—— - R E = —2 b e 2.5
77 (C+C") +u 9% (L+ C D[afz (€ + C") 3 yz] (2.39)

La transformacion gue conduce a la ecuacidn (2.39) en el sistema
(¢,1) permite wver el flujo desde un punto moviéndose a =su
velocidad media. Si1 se acepta que la dispersion longitudinal por
conveccian es mucho mayor que la provocada por difusion molecular,

ge elimina el término de la difusion longitudinal llegando a:
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L o ot . a0 _ ac’ im o
F I Fr + U F tou X D 33? (2. 4Q0)

Como se puede observar, u' varia con y, por lo gue (2.40) es una
ecuacion  diferencial con coeficientes variables dificilmente
manejable con los metodos de solucidn conocidos.  Taylor obtuvo su
solucion con un despliegue admirable de ingenio, descartande tres
de los cuatro primeros  términes  incluyendo aC/ ot gue es
mrecisamente lo que se desea encontrar, llegando & una sencilla

ecuacion para C'(y):
u'%} =p 25, , con S =9 en y=0,h (2.41)

La justificacion a la cirujia mayor ejecutada sobre (2.40) =ze basa
e@n los ordenes de magnitud de  los  términos descartados de  la

ecuacion. En efecto, si aplicamos el operador 1integral (media)
h
p = %fo(p)dy a cada termino de (2.40) tenemos:

% + Lw-g%.—: ) (2. 42)

Donde el segundo término representa el promedio en la seccion.

Flestando (2.42) de (2.470) se ohiiene:

2
;. aC Lot ac’ aC’ o
. : + - uwiz = pusiad (2,43
> 3F u 3% u 37 D ¢’yz l
Si, como se menciond® al inicio del analisis bajo clertas

circunstancias (campo lejanos, se espera el suficiente tiempo para
lograr difusion transversal completa, €y C° varian lentamente,
por lo que 8C/8f ec practicamente constante. Ademas C' sera mucho
menor que 5, por lo que el tercer y cuartu términos son del misao
orden de magnitud y su diferencia es despreciable, por lo que

alimindndolos se llega a:

PR 2,
ou c, (2. 44)
Y

dt

@

i
o}

4o

a:;_-
3

|

Donde (u'8C/dF) toma el papel de un término "fuente" de magn i bud
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variable. El incremento neto proporcionado por . dicha fuente es
nule, dado que la media de u' es cero. 81 ademas la 8C/0F es
constante, la solucian a la ecuacion reducida (2.44) se obhtiere al
regolver (2.41). En otras palabras, la eliminacion efectuada por
Taylor de los tres primeros términos en la ecuacion  (2.40) queda

justificada.

Continuando con el  andlisis, la ecuacion (2.41) +{iene como

solucién:
65 Y ¥
Criy) = I J‘ojou'dy dy + C*(0) (2.45)

o=

La ecuacion (2.45) implica que la variacion de la concentracion
con respecto a la media en la seccion  transversal, O (yy, se
establece por simple balance entre el transporte longitudinal por
conveccion vy la difusion transversal (ver figura 2.9, asumendo

. . . PRS-
que el balance se dara después de cierto tiempe inicial”.

y
¢ - _.__j._..'.'u.'m
g o 2 L p2C Ty ]
transporte por ErRa YTl el |
conveccIon A% T 1
i
A) .
UCH e Tdu ion 2 h
3 uCdyt (ulydxdy
I ax
’ ¢
trerspartepar - DT M
difusion | N
b~ - - = 7rmrn
' 3 X
H t
' '
dx

Figura 2.5.~ Balance entre lransporle por conveccién y difusién.

zchalvi.n,lp’r'o ¥ Fischer,1979 establecen que el tiempo necesario
para alcanzar @l balance es aproximadamente (L>0. 4 h /D).
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Considerando ~gue—~-la - variacion  de. masa en - la -direccion  del. .

escurrimiento es:
h . ~ h Y v
T AU T wlPA - . .
M= [ucCdy= 5 3 Juwf fudydydy (2.46)
=] o o o

De la ecuacion (2.44) =g deduce que en forma idéntica a la
difusion molecular el transporte de masa en la direccidén del flujo
es proporcional al gradiente de la concentracidn en el sentido del
transporte. A partir Jde este resultado, se puede definire un
coefici=nte de proporcionalidad andlogo al coeficiente de difusion

molecular dado por la relacidn:

M o= - b g% (2.47)
£n donde K se cenoce como el coeficiente de dispersion

longitudinaly. igualando (2.44) y (2.47) y despejando el valor de K

se¢ obtiene:
. 1YY )
o= - e f w f fudy dy dy {2, 48)
o oo

Eojuega el mismo papel gue D pero en una escals macrascOpica. De
aqui, se puede escribir la ecuacidon unidimensional de difusion
para valores medios en  la seccion y en el sistema movil de

coordenadas como:

2
o . a%c .
= 2°C (2.49)
F

Introduciendo el  término convecltivo para regresar  al @ sistemna

coordenado fijo, se tiene finalmente:

- 2. .
é%'_ ERET) % = | 2L S?z (.50

La expresion (2.50) es conocida como ia "ecuacion unidimensional

de dispersion longitudinal”.
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2.3.2. ~ Dispersion en flujo turbulento

La entensién del andlisis de Taylor para flujo turbulento es
directa: la distribucion de velocidades variara de magnitud con
respecto al flujo laminar y el coeficiente de mezclado transversal
tomara el papel del coeficiente de difusion molecular. For lo
demas no hay diferencias y las conclusiones hasta ahora obtenidas
para la ecuacion de dispersidan unidimensional son igualmente

vialidas y se aplican sin cambios.

La tnica diferencia significativa en la ecuacidon esta en la
inclusién del coeficiente de me:zclado transversal ef(y). Al
introducir la variacion del coeviciente de merclado transversal
como  uwuna funcion de y, las ecuaciones (Z.41) y (2.48) se

transforman en:

T

h Yy 1 Y
f u‘f = f w'dy dy dy (2.52)
o "o o

La extensidn del analisis para flujo turbulento fué hecha por
primera vez por Taylor en 1254 para el caso de una tuberia de
tradio a, en donde la distribucion de velocidades para flujo

turbulento es:

we=u =Y e fin) =y - D) (2.5%)

En esta expresidn, te 83 2l esfuerzo cortante en el contacto del

fluido y tuberia, u es la velocidad maxima al centro del tubo,
o
FC2> es una funcion empirica de la distribucion de velocidades

(Taylor, 1934) y u's 14 To/p se conoce como  la velocidad de

cortante.

A través de wun balance de estuerzos locales, Taylaor integra
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numéricamente la chétldn (2.31) obteniendo para coordenadas

radiales que: hy

= (2.54)

1

L a’c: 1 &
3 5[——_¢9r‘ "R oer
e integrando nuevamente para encontrar el valor de ¥, obtiene su

conocida relacion para tuberitas:
. - #
Eo= 1001 au (2.59)

Fosteriormente Elder en 1959 amaliza un flujo infinitamerite ancho
en un plano inclinado y toma el perfil logaritmico de von FKarman

patra la distribucion de velocidades de la forma:
"
wi= o fu /RN 1+In v ) (2. 56)

donde k es la constante de von karman, gque generalmente es igual a
0.4y y'=y/d, donde d es el tirante del escurrimiento. Efectuando

un bhalance de fuerzes similtar al del Aflujo en la tuberia se

obtiene:

T = psg§-= Tofll-y ") {2.57)
de donde se encuentra que:

e = Ry (l-y)d u” (2.58)

El valor de ¥ se obtiens de sustituir (2.56) y (2.58) en (2.52) e

integrar, obteniéndcose:

K o= ‘:"4‘;‘" du” (2.59)
k

Elder tomod k=0.41 y llego a su conocida relacion:
ko= 593 du” (2. 60

En forma general, el coeficiente de dispersion longitudinal en

flujos unidireccionales turbulentos se puede plantear
. . . R

introduciendo las variables adimensionales y’'=y/h ; u" = u'/7 u

e = g/E en (2.52). Siendo E el promedioc en la seccion
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transversal de € 3 ¥ u es la intensidad de la desviacion de la

velocidad. Se puede escribir entonces gque (Fischer et al, 197%):

I (LAl
En donde 1 ez la integrel adimensionsl definida por:
. y,1 Y
= - " L Wyl s - o
I Ju f c‘f u'dy ‘dy ‘dy (2.62)
[ o o
l.as ecuaciones (2.6&1) y (2.62) =se integran numéricamente y se

usan en cauces naturales para predecir ¥ a partir de mediciones de

velpocidad.
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3.~ SOLUCIONES ANALITICAS

Existe una amplia gama de scluciones analiticaz gque resuelven el
problema de difusion para distintas condiciones iniciales y de
frontera. Dada la analogia entre los procesoe de transferencia de
masa y de calor, la desuripcian matematica de los procesos s muy
similar, Doz textos olasicos que presentan las  scluciones
fundamentales de la difusion de calor son los de Carslaw vy  Jasgenr

{1955y Crank (1934), v la solucion a los problemas mas comurn

rle difusidn puede ezncontrarse en dichos volumeness.

En este capitulo se presentaran las soluciones analiticas mas
comunes y ee profundizari en aguellas wsadas para probar  los

modelos numéricos pianteados en el cuarto capitulo.

3.1. - Difusidén pura

En la seccitn 2.2 se obtuvo la ecuacidn de difusién unidimensional

(2,.23) y su soluciarn (2.24). En la figura 2.2 se muestra dicha

soiucion. En la mismz se

cion e indico que esta oolucion puede
serr utilizada como base para conztrulr otras para condiciones de
frontera e iniciales mas complejas. Es importante mencionsr  gue
la mayoria de las soluciones tienen como base las propiedades de

una distribucion Baussiana (Crank, 1996) con parametros p = 0y

o = ¥ 2Dt (media y desviacion estandar).
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VGenepélmengg la desviaci6n eéktandar se toma comeo una medida de  la
dispersion-o crecimiento de la nube de contaminante. En problemas
practicos una adecuacda  estimacion de la magnitud de 1la masa
dispersante es 4o y para la cuantificacion del coeficiente de
difusion frecuentemente se utilira la derivada de la varmanza
dofrdt = 2D (Fischer, 1979).

A continuacidn se presentan algunas de las soluciones analiticas
m&s comunes para distintas condiciones iniciales y de frontera

para flujo unidimensional.

La ecuacion (2.273) a resolver es:

2.
[
2

o _ 8
w3

con las condicinnes siguientes:

—Condicion inicial escaldn. Las condiciones iniciales dadas por:

Cls,0 = 4 (3. 1)

Con estaz condiciones, la solucion es:

- _ Co 3 -
Cluy,t)y = - 1 + erf (3.2)
4
donde ery es la "funcisn error®  (ver apéndice B, en donde se

ndica la funcion utilizada como  aproximacion  para valuar la

funcion error), definida comc:

En la figura Z.1 se presenta graficamente la ecuacion (320,

considerando en 2] eje de las abscizas la relacidn x/o.
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SOLUCION ANALUITICA, EC. (3.2)

1.25
Co
1
Ee. (22)

078
[a15)
025

) T T T

-3 -2 -1 o 1 2 3

w/0egu Sid.

Figura 3.1.- bpifusién de una funcién escalén, scuacién (8. 2.

—Concentracidn inicial constante. Las condiciones iniciales y de

(0,8)=Ce  § Oitiow
(3. 4)
Cle, =0 3  @ows

La solucion & la ecuacién (2.23) con dichas condiciones es:

fronters son:

(Z.5)

Cix,t) = Co erfc

[ ¥ 4Dt ]
Donde erfc es el complementoc de la funcidn error definido por:
erfc(Z) = 1 - aerfl(l) (T, 8)

En la figura 3.2 se encuentra la grafica de la ecuacion (Z.3) para

distintos valores en el tiempo.
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SOLUCION ANALITICA, EC. (3.5)

125
t= 075

1
t= 18D
st oamins
075 t = 00

Sece. ()

Figura 3.2. - pistribucién de la concentracién, ecuacién (3. 5)

~Splucidn en dos dimensiones. De la ecuacidn (2.22) para dos

dimensiones:
2 2
ac a ac
— T Pl - e (>
3% D[a =2 + Oyz] (5.7)

Con una descarga instantanea de masa M., la sclucidn ests dada por:
2 2

M HoH v -
= - S v . N = .
Clu,y, ) ARET B [ — 5T ] (5.8

En la figura T3.7 se presenta la grafirca de la ecuacion (3.8), &

manera de ejempla, con M=1 y D={/4 para distintos tiempoz en el

- e - -

intervalo ( -5 < x = S .3 - 9 4y € 3,

La graficas presenta el efecto de decaimiento del contaminante con
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al paso del tiempo, ante unaudééiaﬁg§“instanténea,y puntual en el

origen del sistema coordenado.

-

C(x,7.,4)

Solucion Anciifica
Ecuacion (38)

Figura 3.3.~ pifusién do masa en dos direccionss, ecuacién (3.8

3.2 Conveccién~difusidn

La ecuaciétn a resolver para canales prismaticos de secocion
rectangular y en flujo uniforme, considerando turbulencia

estacionaria, gs la ecuacién de dispersitn longitudinal (2,300

>

o..(_:_i- Xl i;‘_:}:‘ ...ic_z
3t o

Utilizando la solucion fundamental (2.24) y modificandola para

tomar en cuenta el términp  convectivo, se  pueden plantear las

az



siguientes soluciont

-Condicibn inicial de pulso. Al introducir una masa puntual.-M en

el origen-de un escurpri después del  tiempo:. necesario. . de’

mezclado (seccion. 2.3.1), con‘condiciones  iniciales 'y de™frontevas -

(0,0 =Co_
CLO,Y=0 3C(x, 0) =0

para »#20 ; t20, la solucidn es:

2
Clx,t) = — axp [— Lx - ut) ] 17.9)

Concentraciones por
Conveccidn-Difusidn

C(x,ti)

¥elocidad

w=2 ; K=1/4 y li=1

. (x-zxf]
Clx, )= ——exp {
(X I

it 1 :é;;kﬁ:fff )
\

X "_—~"'~_' i
( To0acitn (3.9) para: W

tiempos (continuas).

Figura 3. 4.~ Dpispersién por conveccibén-difusién, ecuacidn (3.9
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En la figura 3.4 se presenta. la solucisn (3.9) Con‘las siguientes
condiciones: M=l 'y K'=1/4 3 d-= -2, reduciéndose para estos

valores a:

v - o4y 2
Clu,t) = L enp [ - Axz 28 ] (Z.1

Comparando las figuras 2.2 y 3.4 se puede observar el efecto
producido por la parte convectiva (dispersion por  velocidad del

flujo), introducido en la dispersidn del contaminante.

-Concentraciodn inicial copnstante. Una condicion gue impone un

problema m&s complejo a analizar, es el de la descarga constante
del contaminante en una determinada seccion. Este tipo de
solucion es la mads frecuentemente utilizada para comparar los
resultados de los métodos numéricos (Taigbenu vy Liggett, 1986),

por lo gue se desarrollarda con mayor detalle.

l.as condiciones del problema son:

2
aC [ ., 9C " =
s : == t o T N g 200
Ecuacion: 3% + 3 ¥ 752 (2.50)
Condiciones iniciales y de frontera:
Clu,0) = 0 0 < £
{ C(0,%) = Co 3 0Lt £ oo

Cuando & o , la concentracion para = o se aproxima a Co: la

solucion analitica del problema es:

-_—-—-] exp [Ll:—] (3.11)

Al ser la solucitn (3.11) la que se utiliza con mayor frecuencia

para comparar los resultados arrojados por los metodos numericos,
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e planteard la solucion a un problema con valores fijos.

Sea un canal rectangular de ancho unitario con concentracion

inicial y continua Co=! en toda la seccion transversal gue

denominaremos origen (x=0), con los siguientes datos del

escurrimiento:

Velocidad media a flujo unt forme: U= 1.3 m/s

s66 mi/s

e
i

Coeficiente de dispersidn longttudinal:

Verificando (7.11) para lac condiciones iniciales y de frontera:
+ En %=0 3§ se debe Lener C#Lo=1 para 0 2t £ o

sea §1 = 187.97s

Uty = 260 m H Yakite = 707.64 m

Definamos Z‘ ¥ Zz como  los argumentos del complemento  de la

funcion error {ver apéndice B, donde se presentan las propiedades

de la funcidn error y su complemento), por 1o gque para Z1 s

phtiene:

7 = n-Uts

' Y4kt s

es decir que:

grf (~0.353) = - ert(0.353) = -0.342%

erfc(Zii = 1,382

Ahora para el valor de Zz, se tiene:

7= SR 4 onlasT o erf (0,353 = 0,3823

EPfC(Zz) = 0, 64671

as



finalmente:

=0 5 e =1 - Cio, e = E%Eerfc(lt) + erfc(zz)] = 1

Se puede probar gue (3.11) cumple para cualguier  combinacion de

condicitn inicial o de frontera.

En las figuras 3.5 y 3.6 se presentan las soluciones analiticas

(ecuacion I.11) para 6 diferentes tiempos.

o0}

SOLUCION ANALITICA, EC. (3.11)
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Figura 3.5. - sSolucién anclitica para descarga continua (@

3o




o

SOLUCION ANALITICA, EC. (3.11)

t =100 &

t=1000sa

= 2000 g
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Figura 3.6.~ solucién analitica para descarga continua (b)
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4 ~ SOLUCIONES NUMERICAS DE LA ECUACION DE
DISPERSION | ONGITUDINAL Y ANALISIS DE ESTABILIDAD

En los capitulos anteriores se han planteado 1la teoria y los
conceptos basicos que describen el fendmeno de la transferencia de
masa, al mismo tiempo que se presentan las ecuaciones de difusidan
y dispersiaon y algunas de sus soluciones analiticas, con la idea
de predecir la concentracion de contaminantes como funcidn del

espacio y del tiempo.

El uso de las soluciones analiticas queda restringido a
condiciones iniciales y de frontera sencillas. Obtener resultados
para condiciones iniciales vy de frontera mas complicadas (p.ej.
condicién inicial variada en el tiempo), requiere el uso de

métodos numéricos para la solucion de las ecuaciones.

Es necesario mencianar que tradiciornalmente se han llevado a cabo
esfuerzos importantes para la solucion de la ecuacion de
dispersitn mediante la separacion de efectos (conveccion y
difusi16n) y que, como hace notar Smith (1977), es facil consbrule

esquemas que conduzcan a errores en la solucion.

En este capitulo se presenta la solucion numérica de la ecwacion
de dispersion longitudinal sin separar efszctos, con el métods de
diferencias finitas a traves de esguemas syplicitos y al final <e

introduce un andlisis de estabilidad para dichos esguemas.
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fmprortantes

de_enfogue. en

R L LY

tab i lidad nosg

i el lcoman. (metoda.” matricial o por series  de

Fourier!, sino es &ri grén‘medida priginal ©y utiliza un método
propueste recientemente pub Aldama (1985), - llamacd2 "método de la
analogia con la ecuacion - diferencial ordinariat. Es de destacar
gue en la revizion bibliogratica realizada, no s encentro ningdn
criterio de estabilidad para la ecuacion conjunta der
convercion—-ditusidn resuelta con esquemas en  diferencias finitas

explicitos.

4.1 Diferencias finitas

Las ecuaciones diferenciazles parciales de segundo orden lineales,

en s forma mas general, son de la forma (Smith, 1977):

2 z 2
9 a a N/ [ : .
*3 ¢2 * ba::ﬁy T c3 fz ’ B_? * 85‘% ML

y pueden cer de tipo eliptica, parabolica o hiperbdiica cuando el
, L . .2 ;
discriminante (o' - dac) ez menor, igual o mayor qgue cero

reospactivamente.

l.a eruacion de dispersion longitudinal para canal rectangular de

ancho unitario con flujo unitorme unidimensional ez (2.500:

&
at 25

Matem&ticamente hablando, esta es wna ecuacion diferencial parcial

- . 2
de segundo orden.  fl caicular su ciscriminante results (b7 fac =

0, por lo que es una ecuaclon de tipo parabdlice y susceptible de

ser resuelta  usando  un esguema  de diferenciaz finitas.

Las diferencias finitzs, gue sun cocientes de diferencias como

aproximacion a devivadas, provienen de la serie de Tayior con

cierto error de truncado.
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brearrollanda’funcicnes incrementales en series de Taylor:.

T ‘ ’ 2 a
C(x,t+At)=E(x,t2+At'C'(n,t3+$¥ ﬂ"fﬁ,t)+$$ [ S R I R L T D)
A®
COmtdu, £)=Clu, )+ C©F ey B+ CF 7 Oy 1) 43 (4.2)
o A 3
Cose—Ax, t)=C O, th—an CF (b)) +ust C"(H,t)—;% [REEE STHNE 3 K (4.73).

Despteciando las derivadas de orden mayor a dos y despejando  la

primera derivada de la 2cuacion (4.1) se tiene que:

- Cny t+AL) - Cin,t)

{
x; (4.4)

S

Restando (4.3) de (4.2) » despreciando términos mayores de tercer

orden, se puede despejar la derivada en la direccion x como:

22 o CGAN b - DA, t)
o 2an

(4.5)

Sumando (4.2) con (4.7) v dezpreciando derivadas mayvores de cuarto

orden, se despela la zegunda derivada =2n la direccidn s

20 S A T 3 (cram Ans Y
g%z o B, k) bL;“.t, + Clu-Ar, 1) 4.8
" A
Cambiando la notacaion por sencllliez: E? = Cluy by C:ﬂ= ClutAn, t)
*71 = C{u—An,t+At), =&tc., donde g1 subindice reprecsenta ia
j-

zeccion en el espacio y el supermindice el nivel =n el tiempo, ¥
sustituyendo los cocienses de diferencias (4.4), (4.0) y (4.6 en

la gcuwacion (2.50) se tiene:

3 n+d n u n N 12 N n -7 , N
— - T sl LA = ez (O~ 207 4 O 4.7
At [Cj Cj] T TR [( 1+ j—x} A::z[ j+s i 5—1] !

Despejando para el sigulente nivel en &l tiempo:

Nt n wAt fn n AT fn no,En
= 07 - o - C RS [ ] R S 4.8)
Cj Cj =% [L'ju Cj-t] \ A:-:z[['jﬂ ;.Cj C it (4.8
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La =cuacisn l4~é5'es;hn‘eéQuema'de*difEPencias .finitas explicito
en el tiempo y centradc eimétricamente en el espacioc. B La
representacion de (4.8) conduce. a contar con una malla en  (x, )
como se muestra en la figura 4.1, llamada "malla de diferencias

finitas".

R e S

Ot L —_— —— — e —t

J-i.n Jan JHLm

oo

L 1

¢ IO% X

fal
%

ot

~N-

Figura 4.1.- Malla de diferoncias finitos.

Se puece observar gue es necesario conocer ciertos valores previos
al célculo de los valores en la malla, &3 decir para t=0 todos los
valores en 3 y para «“=0, ¥*o , loz valorez peara tode 3 siendo
log primeros la condicion inicial vy los segundeos las  condiciones
de frontera del problema, gue matematicamente sg expresan como:

L, = Condiciédn inicial

clo,t)
» Condiciones de frontera ; t » L

Clo, t)

Con esta metodologia ez posible armar diferentes 2eqguemnas;

explicitos findependientes en el tiempo) ] implicites
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‘dependientes de la solucién en el mismo nivel de fiempé paralas

distintas secciones en el espacio).

4.2. - Esquemas explicitos

Los esquemas explicitoe son calculeos independientes (s  puede
despejar la variable de interés) en el tiempo para una determinada
seccitn en un intervalo superior. Esguemas de esta indole surgen
de tomar cocientes de diferencias hacia adelante en &1 tiempo.
Generalmente son esquemas que no requieren algoritmo alguno, Y&
que implican "moléculas de calculo” a partir de valores conocidos,
siendo nececario por otra parte conocer las condiciones iniciales

vy de frontera del problema.

4.2.1. - Esquemas de primer orden

De la ecuacion (4.8) y definiendo log valores siguientes:

_ uAt . _ KAt . o wAx . . C
€= 5 ' AE R P =5 " AE R

Donde € es el numeroc de Courant, P es el numero de Fecleét de malla

y A el cociente de amboz, dicha ecuacion se puede escribir como:

gt ot 1(;\ N 9] . c:f‘[x - zx] " c';u[x - i—:] (4.9)
i j= 2 J “

Si los cocientes de diferencias considerados son hacia atras vy

adelante en el espacio para el tiempo t=nAt:

.,..\’1 . N rﬂ - N
[ '.'.'_5____C__,JJ'-* SR L | © (4,10
a At b 8n A :

se pueden generalizar los esguemnas explicitos de primer orden:
™= po 27 b Al BT + p2 7 (4.11)
i j-% 3 j*s

El esguema y los coeficientes se resumen en la tabla siguiente:
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Esguena N XYY N n n
[ = -
Explicito 5 Ao Lj_‘l' Ay Cj + Az Cj+1
(4.1 fo Ay Az
pDif. bhacia A+ C {9 - ¢ A
atrés
piferencia N+ S_ 1 - 2N A - E:-\—
contrada “ o
Dif. hacia A 1 - 2x + C A~ C
adelante
kAt . C _ uAt . _ LAx
N~ €= & ? P =5

Los esquemas representados por

(4.11) se pueden plantear en

de molécula de calculo como se muestra en la figura 4.2.

forma

4

Figura 4.2. - Molécula de célculo de esquemas explicilos (4.10

4.2.2. Esquema de Adams-Bashforth

Otra forma de obtener

promedios entre pasos,

las covientes de

ya sea en 2l

diferencias ez con

@spacio o tiempo. U
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rdams-Hashforth  de  orden doz  en diferencias *centradas, que

etituido en la eouacidn (2,50 conduce ar

el

Cn _Cn Cn—x__cn—x
irtTgmt 1 Tyed el
ZAn z 2% J B
207 g A WA W
12 i-1 %? i+t 32 1-1] a.12)
Ax Ax

Al despejar y agrupar el esquema en furcion de € y P se tiene

B SS [Mff]c’? . [1—3;‘\]@%-3—’;()\%]&'.‘ «~3;—[ -4--2](:'?"4-)&’?“ 1[ - c]c’?"
1 & < J=1 3o . Jri & “ 1-1 3 a“ J¥e

(.13

La molecula de calculeo de (4.13) se muestra en la figura 4.7,

t
S S

Ce

225y

SRR ) S &‘:)g;:}

I VN o1 xE --—n——-)
EAAMEY] );'n.\i\ - ‘,/C";:\L:’i\L & /"-L_ ™ N
J

MJ/ oty e/ " x

Figura 4. 3. ~Molécula de célculo. Esquema de adams-Bashforth.

Se puede obgervar qgue para &1 célewlo en el nivel n+f, es
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necesario conocer dos niveles ivferiores’ ‘en: el tiempo (a~f,n).

Como generalmente sélo se conoce la- condicién inicial, se debe

CuEiTi

At UnTesguena-diferente para calcular. un primer paso, al

inicio del caleulo siguiente ol nivel. inicial ™y posteriorsente

artancar el esquema de Za. orden.

For ejemplo, se pueden combinar el esquema euplicito central de
ler. orden simétrico como arvancador y a partir de n=2 autilizar el

esquema de Adams—-Rashforth/Central para leog restantes c&lculos.

4.3, Analisis de estabilidad

Uno de leos inconvenientre &l ufilizar esquemas en diferencias
finitas, sobre todo en su forma euplicita, como aproximacion a las
ecuaciones diierenciales parciales, es el riesgo de gue las
aproximacilanes presenten problemas de estabilidad, compatibilidad

y convergencia.

La inestabilidad puede definirse [Sshiila] el comportamiento
oscilatorio y creciente de errores de redonden en la solucion
genetrada por el ecquema.  Fara gque un esquema sea compatible, éste
debera resolver la ecuacion diferencial origiralmente planteada.
l,a convergencia se define como la  tendencia a disminuicr los
errores numéricos de los de la solucian exacta, al tender los

incrementos de tiempn y distancia a cero.

Los errores de redondeoc, & diferencia de los de fruncado, son los
generados por la solucidn numérica oel esquema, mientras que el
truncado se refiere al orden de aprodimacién por despreciar

términos de cierto orden en el desarrpllo de l2 serie de Taylor.

Comn se menciond &l principio del caprtulo, une técnica cominmente
utilizada para resolver la ecuaci6n (2.30) es separar en  das
partes la ecuacitn. Ecsta técnics no siempre conduce & reasuliados
satisfactorins y en 1o gue sigue se tratari de ewponer el porgue

de esta situwacidan,
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Al separar en dos partes la ecuacion de dispersion longitudinal,

se tiene que para la parte puramente convectiva la ecuacion es:
o -
a5 tugs = 0 (4.14)
Y para la parte difusiva:

2.
= (’ C q =
E [__..___.o;:z (4.15)

33

La tecnica de solucién seria resolver primero la parte convectiva
(4.14), es decir, el transporte del contaminante por efecto de la
velocidad del fluJdc, y posterioramente difundirle resolviendo
(4.13) que es la parte difusiva. Como (4.14) y {(4.13) tienen una
naturaleza matematica diferente, es facil esperar que lag
condiciones de estabilidad no sean las mismas para ambas. Fara
itlustrar esta situacion se analizara por separado la estabilidad

para conveccion pura y posteriormente para difusidn pura.

Para conveccion pura. 5e pueden plantear distintas combinaciones

de las diferencias gue aproximan las ecuaciones, algunas inclusn
inestables por principio. For ejemplo con diferencias centradas
en la distancia y hacia adelante en o1 tiempo, el esguema que

aproxima a la ecuacion (4.14) es:

e
§ .

. (4.18)
i~ ) o jet

C

Donde € es el numero de Courant de malla. Utilizando directamente
el métado de von Neumann, en donde se define el error de redondeo

como una serie compleja de Fourier de la forma:
N oo gtfilx pn (4.17)

Donde i=Y -1 5 con el exponente variando entre U< @jaAx £ 2n vy
la funcidn compleja cuyo modulo debe cumpliv con la condicion de

estabilidad de Cauchy |{] £ t (el |(| indica madule de ).
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Erpresando el Esduemé'(4.167‘enffunci6n~dewlu§,grp9hg§ de redondeo

{4.17) se puede escribier:

o tEiAx " = g @tOU~Dbx " otGilx " - S—- LS o
(4.18)
Dividiendo entre R? a la ecuacion (4.18) se tiene:
t =Ly oL (4.19)
Donde por sencillez de notacion se sustituye fB=6Ax ; 05A<20 y
agrupanda se llega a:
SRYER Ve
:=1—q:[€;—__;:._] 14.20)
For l1a identidad de Euler {ver apéndice 3) se transforma en:
[ =1 - iC sen 3 (4,20

Al obtener el modulc de (4.2)) se pbserva gue 1+Czsen2ﬁ es real vy
siempre mayor o igusl a la unidad (ver Liggett et al, 1978, por
lo que el esguema es inestable por principio al no cumplir con la

condicién de Cauchy, |{]< 1.

Varios autores (Abbott, 1979 ; Cunge v Holly, 1980 3  Sauvaget, 1785
entre atros), han demostrado que 1os esquemas asimétricos de ler.
orden con diferencias hacia adelante, tanto en tiempo como en

distancia, son estables y libres de difusion numérica para € 5 1.

Dicho esquema asimétrico de ler. orden, que aproxima & (4.14) wms:

™ - - ¢ (c’_' - c’.‘] 4.22)
J+1 j+t I+t }

Aplicando de nuevo el método de von Neumann se llega a:
=1 + a:[e"ﬁ - 1] (4.2

Como se mencionn, en las referencias arriba citadas, se puede
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. demostrar (ver Abbott, 1979) que a partir de (4,34) con diabh

de Argand, se cumple con el criteirio 'dEi*estabiJidad' d

jt]s 1, cuando se tiene que:

C >0

©

A

-
e
it

13

b

Fara difusion pura. Aplicando el mismo procedimiento se plantea el

esquema con diferencias hacia adelante en el tiempo y con la
aproximacion de la 2a. derivada dada por la ecuacién (4.6), que

sustituidas en (4.13) conducen a:

Set= A
3 J

+ (1-20¢c7 + ac” (4.25)
-4 i Jrt
Donde A = KAt/Ax> y utilizando de nuevo el método de von Neumann

con el criterio de estabilidad de Cauchy, se llega a:

[ = 2x{cos 3 -1) + 1 (4,26)
0 sea: -1 £ 2Xfcos B -1) + 1 21 y lo m&s desfavorable se
presenta cuando cos = -1 , por lo que se llega a:

Xz 0 H A= ; (4.27)

Con estos recsultados se prueba el esquema (4.11) para las

siguentes condiciones:

. 2

u o= 1.5 m/s H Eo= 200 m /s
t ] -

¢ - .k - A §5{ Ay = 400 m

1.0 0,50 266,06 t o= 1600 «

(] 0,25 123,73 ’ ST

En la figura 4.4 se presentan las graficas en donde comparando la
splucion analitica con las del esguema, puede ohservarse gque para
los casos escogidos que cumplen las condiciones (4.24) y (4.27) el
esquema presenta un  comportamiento oscilante y  alejado de 1la

solucién.
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‘Resultados con esquema (D.Adel)

u=1.5m/s ; K=300m2/s ; tiempo=1600s

=08

Cr=10

Anglit

0 1E4+03 26400 ZE4D3 4E4D5 EE4O3 BE4HO3

% (M)

Figura 4.4. -comparacién con esquema asiméirico de ser orden.

Al tratar de explicar el porqué de esta situacién, lo gue se
pocurre 2% que no es tan buena la costumbre de dividir efectos para
luego combinarlos en un  esquama  que representa a la ecuacion
conjunta, es decir, atn cuando por separade los  esquemas  son
estables vy no difusivos, ya combinados presentan comportamientos

vscilatorios en su solucién.

Con la idea de no descartar aun los esguemas explicitos, a
continuacion se presenta un  nueve andlisis de estabilidad del
esquema para la ecuacion completa haciendo uso del método de la
"analogia de la ecuacidn diferencial ordinarta”, propuesic por
Aldama, 1985.

%50




4.3.1. Andlisis en esquemas de primer orden

Fartiendo de la formulacion general de esquemas explicitos:

C™*= poC” 4 AET + AL (4.11)
J J-1 J J+s

Y aplicando directamente el método de von Neumann:

M= AoR” ¢ AaRT + A2R" (4,28)
3 -1 3 3+
Sustituyendo los errores por series de Fourier y despejando [
=m0 e P+ pnz el +p (4.29)

Si se sustituye en (4.29) los valores de Ao, At y Az para el
esguema central y se desarrolla con identidades de Euler, se llega

a la expresion:

{ = 1 + 2Xxigos 3 ~-1) - i€ sen 3 (4,30)

Intentar resolver (4.70) para la condicion de Cauchy |{]$1, para
encontrar los valores del rango de estabilidad, resulta ser un
proceso hastante complicado, desde el punto de vista algebraico,

para ¢er resuelto por la forma tradicional.

Es en este punto donde e1 metodo de la “dAnalogla de la ecuacidn
di ferencial ordinaria” (Aldama 196835, 87 es aplicable para galvar
ezte chetaculo. &1 se zustituys A=C/P y de (4.70) Tactorizamos €,
e lleya ac

Zlcoz B - 1)

{ =1+ C [ = - iosen f3 ] (4,71)

Agrupando en una variable compleja u, se puede escribir:

E = 1 + 7] (4,32
donde
e o
p=:c[:—‘h‘i‘:’ﬁﬁ——1-"-—a%nn] (4.3
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En forma:- general. puede escribivse - (4.33) " -en funcion fde_wsuaf

componentes real e imaginaria de la forma:

Ho= o ipx (4.7354)
<iendo
po= icosB - 1)E5E2
R A cq
(4, 35)

s C zsenf

Fara validar (4.34) y {1.359) tomess el caso de difuzion pura, es
decir u=G, por lo gue C=) vy de {4,33) HEp Sustituyendo en

(4.32) y aplicando gl criterio de Cauchy:

R
-3 €2 tcosp - 1)*-’%‘_372
(cos - 1)E%;e < f
entonces =1 A = g.: E%%ew se  tiene gue X £ EEE%T:~T H la

2}

15

condicion mas desfavorable es cuando B = M, por lc tanto A £ 1/2,

idéntico & la condician 4,27) obtenida para difusidn pura.

Fetomandeo el prablema complelo de corvescidn-difusion y  aplicando
o] b4

el método de Aldama: ses una ecuacion diferencial ordineria:

dy N (8 T
Er e

Daonde & s un grneticiente compleic v tomando diferencias hacia

adelante en 2l tiempo, =l esguema gque aproxima a (4.36) es:

Yoes” Vo - s 4779
Ar 'yn o

Utilizande la zerie de Fourier pava los errores de redondeo:

™ ™ o= sar " 14,758
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5i se hace go = 6At y se diviaé:éﬁgéé ¢ llegamos a:

(= po+ 1 (4039

que s completamente andlogo a { del esguema central (4.32). in
otro lado [ es de la forma:
t=e% ; o0ze=xom (4.40)

Sustituyendo (4.40) en (4.39) y despejando po se tiene gue:

po = &%~ 1 (4.41)

La ecuacion (4.41) también puede expresarse en sus componentes

real e imaginaria comes:

Ho = cosé ~ 1
= - i » 23
Mo (cos8 1) + i gené H po = sene (4.42)
Fara la frontera de estabilidad neutra |{[$1, la figura 4.5

presenta la region donde el esgquema es estable y cuya frontera

estd dada por (4.41),

Al establecerse la analogia entre los esquemas a través de las
funciones complejas p v we, los valores de la funcion up  del
esguema original en donde ésta es estable, deben satisfacer 1a
condicion:

# o= fuol oo (4.43)
Donde ¢o s &1 argumento angular del plano complejo. De (4.37) vy

(4.47) se obtienen las =ziguientes relaciones:

2 A/2
pe| = € dlcosB - D7, cen?p (4,44)
P? :

e o=t [P senp
$o = tan Xcosf - 13 (4.45)

Donde ]pal y ¢o son conocidos de la relacian (4.41), es decir son
el modulo y el argumento de la figura 4.5 gque es  la frontera de

estabilidad neutra.

58



oo = ser{tein)

Frontera de Estabilidad Neutra |

Esquemas Explicitos

10

Fronbero

05

i8]

Feal = cealtety)—1

Figura 4.5.~ rFrontera de astabilidad neutra.

Al despejar de (4.44) el numerc de Courant, 1 problema se
convierte en una optimizacian del € minimo para cualguier

combhinacion de B vy Feclét:

Poue |
C = min Ty (4. 44)
3 . _ 2
4((.(.75.;3 10, ﬁenzﬁ
P

£l problema de minimizacidn gue impone (4, 44) sujeto a (4.44) v
{(4.4%) se resolvid numéricamente, con los resultados mostrados en

las figuras 4.6 vy 4.7.
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COMPORTAMIENTC DE #COURANT
Esquema Central
COURANT
4
Pe=7
3
-4
2
=2
1
=]
0 = 4 . . L 2
0 1 2 3 4 8 6 7
BETA (rud)

Figura 4.6. - comportamiento de € con 3 y P.

A1 analizar log resultados de la figura 4.& se puede observar que
el numereo de Courant tiene sus minimos en =01 para P £ 2, mientras
que para valores mayores de Feclet el Courant minimo e presenta

cuando =0 o 3=2[; vy para #=0 se tiene un valor mamimo de €.

Si se toman los valores criticos del numero de Courant para
distintos ntmereos de Feclsat, se obtienen los resultados mostrados
en la figura 4.7, es decir, el rango de estabilidad neutra para el
gequena central es para (3=, o sea P £ 2 v finalmente se pueds
establecer que para gque el esquema central sea estable debe

cumplirse que:

c<lp
= (4. 47)

P <2
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~ - ESTABILIDAD CENTRAL
COURANT — PECLET

F Eatable

-
/

02

4 d COLRANT

Figura 4.7.- Estabilidad € en funcién de P

lLa condicidn (4.47) restringe la solucitn v a los valores de At vy

Ax en funcion de valores de € y P. 51 ce desarrolla

ur

procedimiento analogo peara las diferencias hacia atras y hacia

adelante se llega a soluciones semejantes a la establecida por

ecuacion (4.33):

Atras “ C[(COEH - l)ﬁ% + l] “-tzenﬁ]

C[écasﬁ -1 E% - 1] —<tgenﬁ]

(4

Adelante u

la

. 4R)

Las figuras 4.8 y 4.7 muestran los resultados equivalentes para el

2aguena tomando diferencias hacia atras y las figuras 4.10 v 4
para diferencias hacia adelante. E] resumen de los criterios
estabilidad se presentan en la seccion 4.73.7%, ya gue aun
necesario analizar Ja competibilidad para los  resultados

estabilidad obtenidas.
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COMPORTAMIENTO DE #COURANT

Courant
1.2

Esquemda H Afrds

0.8
0.6
0.4
0.2 St
0llll%|lll}llJL{llll{llLl{l|LJl{
0.196 1178 216 3.142 4.123 " 5,106 6.087
Beta (rad)
Figura 4.8.~ comportomiento de € con 3 y P
ESTABILIDAD HACIA ATRAS
COURANT — PECLET
1
F.Estobls
o8
% /
=
4 Q4
“ /
02
of—r——y—r T T T T T T
© o5 ' ois % as Yas fas ®oss Poas

# om FEDLET

Figura 4.9. ~ Estabilidad € en funcién de P
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COMPORTAMIENTO DE #COURANT
Esquema H. Adelante

Courant

0 %;J ) I . ) % F I R . | } 1 11} ‘% L1 .1 % B S U 2 ! | L‘% A
0.196 1178 216 3142 4123 5106 6,087
Beta (rad)

Figura 4.10. -~ cComportamiento de € con B y P

# de COURMT

ESTABILIDAD HACIA ADELANTE
COURANT — PECLET

# de FECLET

Figura 4.1{. - Estabilidad € en funcién de P




Como. se menciont al principic  del capitulo, un  esguema es

corpatible cuando tiende -a..resolver 'la ecuacian diferencial

ariginalmente planteada al tender . los incremehfmé,' de tiempo -y
distancia, a cerc. Tomando el “esquema explicito  (4.11) eon
diferencias centrales se tiene:
(SRS [Mf-]c'? +{1=2ne” +[>\~-§,:-)C'_‘ (4.49)
3 e j-1 J < il
Considerando las condiciones de ectabilidad (4.47) en sus limites,

s2 tiene para cualquier P y € comn A=1/2, sustituidos en (4.49):

C"“.—..- }_ ™o E (,.n + l_ oo (1:_ n H
i 2 Tjer 2 Tyt T e 2 T ?
i € fn _ n 1 Ao e .
Cj -7 [cj-x {'ju] v [c’j—x* Cju] ’
1 ac 1 [eu . . _u o™ 4. 50
At]; I T S Fe ZAn L R P Tt

Donde el primer férmino es una farma simétrica en el espacio d=

discretizar la variaciéon en ©l tiempo, por lo gue (4.30) tiende a
. ac ac .

resolver l1a ecuacion de conveccion pura [b_i: Fugs = G, es decir

en @l limite de la estabilided el termine difusiveo desaparere.

giondo incongrusnbe fon ja souation original.

De o anterior se deduce cgus gl

saicnores (047 la {guwalgdad, = =s=za  gue

congruents para

etriceiones ~ane forman &3

El mismpo analisies de no nulidad en los coeficientes de los
esquemas se realizo pera las diferencias hacla  atras vy hacia
adelante. Las condicionex resultantes de estabilidad o

compatibilidad se presentan en la seccion 4.
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4.3.2.~ Andlisis-en el esquema de Adams-Bashfortﬁ

La mecénica del andlizis se presenta completa con  base: ern la

referercia original. (Aldama,178%), desarrolliandose 2n forma

an&dloga al analisis previe del esguema central. El esquema de
Adams-Bashforth/Central para la ecuacion de dispersidn

longitudinal es el veprezentado por (4.173) v sustituyendo para los

errores de redondeo R?= e“ﬁbx (" sy dividiendo entre Eiam“ (n—1
s@ llega a:
» - . | . _ )

E'LQAX( + A2l + 09 &‘ebxt - =R Ohx he — %ﬁs e‘an

\ & s A - . ‘ - ’
Fig Gil) (4,327

et C € =

Con Ag=A+= 3 Psi-IN 1 Aek- = g [V NS Desarrollando en

primer lugar sclo los tres términos Tactores de [, con  (B=B0Ax se
tlene:

TSI QRN [e"ﬁ+ e=“ﬁ] S I - 2 C ([E—-———-'LB"'Z’_",?]

= + ;%f: (2 cosMm - 3 % r - ;‘t { isenf3 =
= [ { A ;:-C[?(__.E.Sr'_?g_;.i - i g.e_r“,[i]} =

Fig) = ¢ [,\ - —u] (4.8

Se observa que p tiene la misma composicidn gue en el apalisis

anterior, es decir:

p o= C [—'ETP—@-——L - { smenp ] (4, T
Ahora s& procedes a dezaryoal lar lo=z restarntes t&Erminos

independientes de [

Gily = A - %KE?B + mﬁﬁ) + % cC Fﬁﬁ::iij =



Sustituyendo (4.57%) vy (4.54) en {(4.52) se llega finalmente a:

o

Que como cuadratica tiene la siguiente solucion:

Y

p] (v hp=0 (4.55)

272
[1 oyt T M ] (4.54)

+
ESTA
T
i+
[T

De la misma forma gque se validt parcialmente el esqguema central,
se puede analizar a partir de (4.56) la condicidn de estabilidad
para difugitn pura, es decir u=0 , €=0 ; por lo gue:

I A%

B = 2({coes - 1)—Z?2 (4.%57)

Aplicando el criteric de estabilidad de Cauchy |[{|21 & la parte
real de (4.54) se tiene:
1/2

1 <) 1 7 2

= = + . z <

2 * 4 “n -2 [1 * “n * 4 un ] s

— PR G:

2 < .o + 4 -z < n [

2 &1+ =R, ¥ [l T Mg 4 T Ha ] =2 04, 58
Resolviendo el lado izquierdo de la desigualdad, separando

terminos y multiplicando por (=1)s

. PN
T+ 5 Ha 2z 4 (l + M tor My ] ; y elevando al cuadrado:
9 2 9 2
- d +
R Hg ! g Hp = L Hp 7 Hg
- <
1 = “n

o1



Forma ‘andlogas

N reéolviendo;el‘ladoédérECEq.'

a desigualdad:
-1 Sp S0 (4.59)
Sustituyendo (4.57: en la desigualdad (4.59):

1

ol g - B0
P TR o cos (4,603
Lo mas desfavorable se presenta cuando 3= ; cos = -1, por lo

que la estabilidad para difusidn pura ee:

RAt, o %r (4. 61)

Es decir AS1/4, resultado que se espera se mantenga al menos

parcialmente para el analisis completro.

Retomando el problema de conveccion-difusion y aplicandn el método

de la analogia, se plantea una ecuacion diferencial ordinaria:

Q
<

= &y (4., 562)

sk

t

La aproximacian a (4.6%7) con el esguema de Adams—Rashforth es:

¥ -y e
n+d no_ S e
._._EE..____ = 6[:? )n = yn_i] (4,67

En terminps de la funcion complega [ = eie , ¥ definiendo a  po=8At

s tiene de (4.631:

e - ke (4. &4

. . . -1 . .
Dividiendo entre En sy agrupando términos:

SR

Mo = 0O {4, 43)

vy

uo]C+

)i

.7



Obteniéndose una funcion completamente analoga a la  del esquema

original representado por (4.55), por lo que la estabilidad para

(4.355) y (4.65) sera ideéntica. Sustituyendo la forma de (=eie en
la ultima expreszion y despejando po se llega a:
5 Ezi.e__. 18
= I
o 75 (4. 646)
e - 1

La expresion (4.64) representa la frontera de estabilidad neutra
en €l plano complejo. La figura 4.12 mnuestra el rango de

estabilidad del esguema.

Frontera de Estabilidad Neutra
Esquema Adams—Bashforth/Central

ks knughol de (458
(=

-1

Portw red e (485

Figura 4.12.~ Frontera de estabilidad neutra.

De la expresiéon (4.66) es posible conocer el modulo |yo] Y

aplicando la relacion andloga de up y despejande el -nuamero de




Courant, se establece el problema de optimizacion (ec. 4.48):

| o |
C = min (4,46}

2 1/2
dlcosp ~ 1Y . qenzﬁ ]
—_— =
P

Que ahora sujeto al moedulo |uo| representado  por  (4.56), se
resuelve numéricamente. El comportamiento del ndmero de Courant
para distintos valores de 3y del numero de Fécléet se muestra en

la figura 4.13.

COMPORTAMIENTO DE #COURANT
Esquema Adams-Bashforth/Central
Courant
2
Pa=7
1.5
I =4
a3
0.5 =2
%.l'?l 0.7'25 l.3r29 l.5;33 2.;&7 3—.1'42 3.7'46 4.255 4.9’54 5.5158 6—.1‘62
Beta (rad)

Figura 4.13. - comportamiento de € con 3y P

Finalmente en la figura 4.14 se presenta la grafica de estabilidad

de Courant en funcion de Feclet.

G4



De la figura 4.17 se puede observar que la variacion para . los C
minimos se da cuando =N para valores de P hasta de 2.68, que es
la pendiente de la parie lineal en la figura 4.14. De lo anterior

se desprende 1o comdician de a2etabilidad:

1
C = K P
(4.467)

P = 2.68

3

ESTABILIDAD ADAMS—-BASHFORTH
COURANT — PECLET

F Eatnbbe

4 de CELRANT

&

5 25 35 45 85 65
# de PECLET

Figura 4.14. - Estabilidad € minimo funcién de [P

4.3.3.~ Resumen de los analisis

De los anélisie de esstabilidad v compatibilidad se obtuvieron las
condiciones que se resumen a continuacion. Fara los esquemas
explicitos de primer orden fue posiblie generalizar los roesultados

en una axpresicon con un factor cuys valor es de 1,0 y -1 para los

3]




respectivamente.

esquemas con diferencias hacia atras,

centradas y

hacia adelante

individualmente las condiciones de estabilidad y

compatibilidad parra los esquemas explicitos de ler. orden son:

Esauema :

Esquem.a n+y n -1
Explicito Cy = Ao by * A Cj + A2 Lj+1
{er.Orden 5o AT iz
pif. hactia X+ C 1 - 28 = C A
atrée
piferencia X + ;(_:_‘ N £ - ‘_E.
centrada iy =
Dif. hacia 2 1 -~ 20 + € A~ C
adelante

_ kAt € . .. uAt _ UAN
rMEmrtp 7 C©F o =T
ConpICIONES DE EsTABILIDAD
Esquema explicito Limite del Limite del

con diferenctias:

# de Courant

¥ de Péclét

Hacia Alrés . P o

C < =P P =0
Centrado C - ,_{_ [id P <2
Hacia Adelante C P P o<1

0 bien resumidos en una expresion general:

Conpicion DE ESTABIL IDAD

Fara el esguema de Adams—-Rashforth con

Limite del ) e Limite del
# de Courant biferencias g # de Péclét
Esquenas
+1 o)
explicitos iz Atrés r
de c 2+ gP Centrada 0 P <2
fer.Orden Adelantoe ~1 P <1
diferencias centradas el



esquema y su condicion de estabilidad son:

EsquEMA DE ADAMS-BASHFORTH

CTtt=x [Mﬁ]c“ " [1 m]c"«% [x—--fc]r, nolL [)d~£] ~;33+m"-u;[x—£] )

b “ i- e j¥e 2

ConNDICION DE ESTABILIDAD

Limite del # de Courant Limite del # de Péclét

cs}TtP P < 2.68

Independientemente de cumplir con las condiciones presentadas, es
recomendable revisar que para los valores elegidos de € v Py por
lo tanto de A\, los valores de loe coeficientez de iog  esquemas
sean no nNulos y asi e/itar la posibiiidad de incongruencia con la

gcuacon diferescial de disperzion longitucinal.

Fo- ctro lado al dieminoir log velores de €y P, los valores e
los incrementos Ax vy At también disminuyen aumentando el nimero de
cédlecuwlos, lo cual puede verse momo desventaja; mas @stos son  tan
eimpies que no incrementan en  forma  importante el  tiempo de
proceso. Es mas, al no requerirse algoritmo para su solucion, los
calculos pueden efectuarse con herramientas tales como hojas  de

cdlculo de programas comerciales.

En  resumen se presentan las  cotas de  las condiciongs de
ectabilidad para esquemas suplicitos simples y gque como se vara en
el siguiente capitulo proporcionan muy buenos resultados en  form

sencilla y rédpida.



5.~ (COMPARACION DE RESULTADOS DE LOS ESQUEMAS

Este capitulo tiene la finalidad de presentar ejemples de los
resultados que se obtienen de aplicar los esquemas explicitos con
las condiciones de estabilidad obtenidas, para ello se ha dividido
en dos partes: en la primera se compararan los tesultados contra
las soluciones analiticas para la condicion de concentracion
inicial constante, variando los coeficientes de dispersidn para
incluir la influencia de la parte difusiva; en la segunda parte
se muestran los resultados obtenidos con lnos esquemas comparados

contra mediciones experimentales reportadas por Fischer en 1947.

5.1. - Comparacién con soluciones analiticas

Con la finalidad de observar distintas condiciones en los
parametros involucrados se realizaron ptruebas para tres
velocidades de flujo, tres coeficientes de dispersion longitudinal
y tres condiciones distintas de estabilidad, que cubren un amplio

rango de condiciones.

La tabla 5.1 muestra las condiciones probadas, indicando el ndmeto
de la figura en donde s=e comparan los resultados del esquena
central contra la solucion analitica. La eondicién inicial es de
concentracion constante, y condicion de frontera de concentracion
nula en el infinito para un canal lo suficientemente largo. La

solucion analitica es la presentada por la ecuacion (3.11).

o



u 1 P [ Ax At Tiempoa Figura
{(mr9) 2 - - (m?) (9) bar
m" /@) @ pre #
e - ) . EEYEY
0.5 OUE78 10,0937% - 9.1
1 687
- = = — ey . L 05 ..
2.0 o9 1.5 0. 7.5 9.579 o S
95
e H00 s
SO0 75 .75 . 5.
] 75 QI.75 000 o 3
0.1 2000 15000 - T4
1500 t2=270000
. - ) . PO . ta= 600 g .
1.0 2010 5 0.5 00 50 - 5.9
1.€ 1.5 .5 G 1 & £p=1200 5| =5
S . tgi= 60 g .
5.0 I} & T 5.
} (218 & tz=150 o S.b
DY 23
0.5 | ooz | 100 1z, |EeTe 5.7
t2=h60G, Ds
o . . e - ti=1066 5
1.5 200 W0 O, 4 200 SE.3 - 5.8
’ : 553 lp=ngen 5| 908
. o . £1=1418 5
1.9 0.8 8o 2206 p i 9.9
ta=7642 g

Tabla &6.1. - condiciones de Prueba del Esquema Central.

u=2 m/s : Pe=1l.5 ; Cr=05
K=0.5 m2/s (t1=0.9375s y t2=4.6875s)

12
Aoal(1)

! - »
08 $ ———
\ \,, Arol(2)

Cocenhmdores

" \ o
\ N

X ()

Figura 5.1.-cComparacién entre eolucién analitice y esquema central
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.
]

u=2 m/s

K=50 m2/s

.

Pe=15 ; Cr=05
(t1=75s y t2=225s)

12
1 pool(1)
. e
> Esq. (1)
E cB ~
. \( \ Anal{2)
08 -
\, \ Een ()
04
02
e
»
%) T i *
[0 jive 20 0 400 850 ECG
X {m)
Flgura 5.2, ~Comparacién entre solucién analitica y esquema central
u=2 m/s : Pe=15 : Cr=05

Corveshmoiones

K=500 m2/s

(t1=1500s vy t2=3000s)

12
Arall)
1 v - »”
w Ezq. (1)
o8 )
\( \ Aral(2)
[al} -
\ \ fag. {2)
D4 \ \
D2 £
2 L J&_
o] T T i
D 2£4+03 4E4+03 EEAQG BEH03 1E4HO
% ()

Figura 5. 3. ~comparacién entre

soluciédn analitica y esquema ceniral
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u=0.1 m/s ; Pe=15 ; Cr=05
K=200 m2/s (t1=120000s y t2=270000s)

12

NS
N
NN

Aral(1)
"
Eaq. (1)

ral(D)
9

Eaq. @)

04

I NN

% {m)  en miks

Figura 5. 4. ~comparacién entre wolucién analitica y eaquema central

u=1 m/s : Pe=15 : Cr=05

K=200 m2/s (t1=600s y t2=1200s)

12

=
NI S
NN\

Corcerbociones

Aoal(i)
Eeq. (1)

eal(2)

Eeq. (2)

ot NN
Oz I T\“Bn-q

s} 50 TE+03 1RE+03 CEHOB 2854003 ZE40G

X (rn)

Figura 5.5. ~Comparacién entre solucién analitica y eaquema central
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Cararbndoes

u=5 m/s ; Pe=15 ; Cr=0.5
K=200 m2/s (t1=60s y t2=150s)

12

1

813

[a):)

04

02

poal)
5 »”
e Eaq. ()

X \ Aoal(2)

Y N o

I\ N
o
"
1
0 420 600 2o 1E+03 126400

* )

Figura 5. 6. -comparacién entre smolucién analitica y emquema central

Concertmiores

u=1.5 m/s : Pe=05 ; Cr=0.2
K=300 m2/s (t1=253.3s v t2=600s)

12

1

0B

086

O

e e~

£00 1E4+03 1EE403 2E+03 25403

% )

Figura 5.7. -Comparacién entre solucién analitica y esquema central
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Oonoenbciores

u=1.5 m/s ; Pe=1 ; Cr=04
K=300 m2/s (t1=1066s y t2=2560s)

12

ralft)
! - *®
i \ Esq. (1)
08
NN proi2)
9

02

05
\ f2q. @
D4 \

o} 2503 4403 £e+03 BEH03
X {m)

Figura 5. 8. —comparacién entre solucidn analitica y esquema central

Coressimdiores

u=1.5 m/s ; Pe=1.9 ; Cr=0.8
K=300 m2/s (t1=1418s y t2=3648Bs)

12
teal(l
! »
Eaq. (1)
08
Aral2)
08 0
Eag. (2)

04

02 \
e
o w
0 26403 4403 BE+03 BE+03
X {m)

Figura 5.9. ~comparacidn sntre solucién analitica y esquema centiral
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Hasta aqui se han comparado los resultados de la sclucidn
analitica contra los obtenidos, como representativos de los
métodoe numéricos, del esguema central. Como se puede observar de
las graficas ariteriores, los resultados son bastante buenos, adn
para difusién poco importante, es decir conveccidn dominante (ver

figura 5.1).

Cabe destacar gque cuando los valores de P y € se alejan de los
limites establecideos, la solucién converge todavia mas a los
resultados casi en  forma  indistinguible. En el caso MAS
desfavorable, representado en la figura 5.9, con P=l.% y C=0.0 el

erroc  masimo asociado con La mayor diferencia e de

mrentras que para los demas casos €1 error

aproximadamente el 1

maximo no sobrrepacte e TU.L

Con la irdea de prehar grtre s lose resultadoz de los distintos

condic:ornes de estabilidad que

esguUEmaEs piropuestos, se @sceogen |
cumplan simultaneam=nte para los cuatro esguemas. La tabla 5.2

muestra las condicione ConJuntas,

Esqguena Condiciones fCPO P Condicton fCC2 C
H. Atrde Py CP7 (2+P) 0,28
centrado ig 2 0.8 CP/owu. & P
H. Adelante [ o C: P/ (2-P) 70, 60 -
Adame~-Bash P < 2,48 C<P/4<0,72
Tabla 5.2. - Andlisis conjunto de estabilidad.
Tomando las siguientes condiciones:
u=1.9 m/s H
P = 0.8 H C = 0.2
A o= 160 m H An =
se prueban para un tiempo de 912 segundos. Los resultados s=

muestran en la figura 5.10.
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=1.5 m/s ; Pe=0B ; Cr=02
‘ K=300 m2/s (t=512s)

12
Analitico
! -
HAgs
oB ¢
Centrol
Db ]
HAdelante
04 F AN A
:\1 Adame—Buash
Wy,
b2 »
"
O T T ln
] &0 1E+02 15403 K403 25403
% ()

Figura 5.10.- Comparacién entre los digtintos esquemas.

Come se puede observar de la figura S.10, los esquemas con
diferencias hacia atrdas y hacia adelante son los que presentan

errores (no mayores al 114) con respecto a la solucion analitica,

Esto puede deberse principalmente a gue los valores elegidos del
numero de Peéclét y Courant estén cerca de los limites de los
criterios de estabilidad obtenidos. Es decir con P=0.8, ce estd
muy cerca al limite de la condicion en funcidn de FPéclét para las
diferencias hacia adelante, vy con €=0,2, se estd cerca del limite
de la condicion en  {funcion de Cowrant para los esguemas  con

diferencias hacia atras.

For otro lado en los esquemas central y de Adams—Bashforth, se
cumple con valores lo suficientemente alejados de los limites vy
por lo que se observa, los resultados de los métodos son casi

idénticos a los obtenidos con la solucion analitica.
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5.2, - Comparacién con mediciones experimentales reportadas

Dadas las condiciones tan idealizadas gue presenta la obtencion de
la ecuaci1on de dispersion longrtudinal (flujo unifarme,
unidimensional, seccién rectangular, turbulencia homogenea), fue
dificil encontrar un casc reportado en forma completa. Loz datos
y medicianes que cumplen con dichas hipotesis fueraon los

reportados por Fischer en 1947.

De dicho reporte (Fischer, 1947) =e tomd la serie denominada 2700
que presenta las mediciones de concentraciones en dos secciones.
FPara los fines comparativos gue persigue este trabajo se tomaran
como condicién inicial las mediciones de la primera seccién y se
predecirdn con el esguema  las  concertraciornes en la  segunda

seccidn para compararse contra las mediciones reportadas.

Datos (Fischer,1967):

Del Canal.- Seccion Rectangular H Rugosidad,.~ Suave 71=0.016
Ancho del canal h = 199.22 cm
Longitud L =40 m
Constante de VYon Farman k = 0.79

Del Flujo.- Uniforme

Velocidad media uw = 362 cn/s
Velocidad al cortante ue= 1,62 ocm/s
Tirante medio g = 12.8 cm

Coeficiente de dispersion K o= 256 cmi/s

De las Secciones:
Distancia de la inyeccitn a la primera seccion H:ﬂ4u06 fhi

Distancia de la inyeccion a la segunda seccion n2=25.0é m

kicd



Las Tfiguras S.11 vy .12 muestran los  valores da las
concentraciones reportadas por Fischer, en la primera reproducidos
integramente de la referencis original % en Ia segunda
transfarmados a concentracioves relativas a la maxima medida y con

origen de tiempo cero.

Mediciones Originales

Reproducidas de Fischer, 1967

&0 [ S
70 f: S~1406 m
e
&0 4" S~2506
8 - %,
40 TPPIPTNY RPTP .
ol 45
] g‘ /A
- B
- / &
DTS S * o
| o f.":.;s
o i um * )
0 40 &5 £0 0 28} 90
tempo (a)
Figura 5.1f.~ Mediciones originales. Fischer, 1967.
Se procedid a discretizar los  valores repotrtados para lag

siguientes condiciones de estabilidad del esquema central:

"
o
1]
]
a
3

P = 1.9172 H A . 88 secciones desde I

Con dos prushas del numero de Courant:

o €= 0,188 H At = 0,0620s w212 intervalos de tiempo.

[ e

= €= G, TE62 H At = 0,125 s o 4536 intervaleos de tiempo.
1
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Mediciones Transformadas

Fischer, 1967
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Figura 5.12. -~ Mediciones transformadas.

Fischer, 1P67.
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Con las discretizaciones para los At indicados, se utilizaron los
datons de la <seccion H‘=1¢ Dem como condicion 1micial  y  se
introdujeron como tal en el eaquema central, obteniendose para la
SRCC1On xz=25.05m (1100 cm de distancia de ¢+ a 2), los valores de
concentraciones mostrados en la figura 5.13 y s@  comparan contra

el arreglo discretizado de Jas mediciones para dicha seccion.

lLos errores en gt pico fueron en ambos casos menores al 3%, 1o que
indica una muy buena aprosimacion. Cabe mencionar gque el modelo
.explicito probado predice en foramg correcta @1 inicio en el tiempo
de la llegada del contaminante, pressntando un error de fase casi
nulo. For otra parte los resultados muestran una  aproximacisn
cada ves mayor a medida gue leos valores de Courant y de Feclét
tienden a alejarse de los linites obienidos, coincidiendo ésto con

Io antes expuesto sobre la canvergencia.

Es decir, de analizar la convergenois 3@ puede indicar que ésta se
esegura al cumpl!ir con las condiciones de estabilidad y que ademés
los errores en los resultados disminuyen al reducir los valores de

los parémetros de estabilidad alejéndolos de los limites.

l.as conclusiones en cuanto & la bondad en el use de esquenas
explicitos para la solucion de la ecuacion de conveccion—-difusion
se plantean en el capitulo siguiente. For ahora indicamos
sclusivamente gue las soluciones obtenldas con  1os  esquemas
explicitos, comparados contra soluciones analiticas vy medicicnes
wperimentales, presentarn un comportamiento sumamente bueno y gue

de manera simple producen resultados bastante confiables.
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6.~ CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En esta parte final se presentan las conclusiones alcanzadas a lo
largo del desarrollo del trabaje, asi como las recomendaciones
para utilizar los esquemas planteados y algunns lineamientos
generales a sequir en el estudio de procesos de transferencia de

masa.

En una primera parte se presentaron los conceptos basicos y las
ecuaciones que rigen el fendmeno de la difusidon, tanto a nivel
molecular como a su analogo macroscopico de la dispersidn en flujo

turbulento.

Se ptresentd la ecuacion simplificada de dispersion  longitudinai,

sujeta a las siguientes simplificaciones:

- Flujo unidimensiaonal,

- flujo uniforme e incomprecsible,

- geometria regular,

- la. Ley de Fick de proporcionalidad entre la difusion y el
gradiente de concentracian,

- turbulencia estacionaria y homogénea y

- v&lida después del tiempo de me:zclade transversal.
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Una vez obtenida la ecuacion, se procedid a resolverla, aplicando
esquemas erplicitos en diferencias finitas. Se plantearon los
andlisis de estabilidad,; haciendo uso del metado de la analogia
con la ecuacion diferencial ordinaria, obteniendo para los
esquemas presentados (explicitos de ler. orden y Adams—Bashforth),
los criterios donde los esquemas son estables y convergentes como
una funcidon de los nimeros de Courant y de Péclét combinados en

una condicién que a su ver limita a los incrementos de Ax y At.

Ee interesante mencionar que, hasta donde el autor conoce, s6lo
Frice et al. {1956) indica que para diferencias finitas centradas,
eristen oscilaciones numéricas para valores de Feéclét mayores a
dos, ésta observacidn se basa exclusivamente en pruebas
exhaustivas del métode numérico, y no en un analicsis de
estabilidad que presente algun criterio combinando el numero de
Pécléet con el numero de Courant, como se establecio en este

trabajo.

Adicionalmente, en la revisidn de la bibliogwafié existente no =g
encontrd ningun criterio de estabilidad conjunto para la ecuacién

combinada de conveccion—-difusion.

Ee conocida y muy utilizada la técnica de separar efectos vy
resolver primero la parte convectiva y posteriormente la difusiva,
sin embargo como se mostré en el capitulo 4, las condiciones de
estabilidad obtenidas para cada parte por separado y luego
combinadas pars resolver la ecuacién en su forma completa provocan
comportamientos oscilatorios en las soluciones obtenidas con el

esquema.

Los resultados obtenidos del andlisis de estabilidad para la
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ecuacion completa son congruentes con 1o que por experiencia
indica Frice et al. {(1966), ya gue efectivamente péra los esquemas
explicitos centradoz, analizados en el capitulo 4, el limite
supetrior del numero de Féclet para evitar comportamientos

oscilatorions es daos.

Es evidente que con las  restricciones planteadas, uno de los
problemas gque se presentan es la disminucion de %y At para
probklemas con difusi6n poco  importante, es decir conveccion
dominante, aumentando por 1o tanto el namero de calculos a
realizar, Sin embargo, los esquemas propuestos son tan simples
gue aunque aumenten dichos calculos, el tiempo de proceso  no o se

incrementa en fotrma importante.

El ndmero de operaciones de punto flotante (OFF) que =e
realizarian para resclver cada intervalo de tiempo para un  mismo
prablema con esquemas implicitos, es aproximadamente un 73%4  mayor
al de las OFF con un esquema explicito, es decir, que si el
esquema explicito ocupa (D QFF, el implicito realiza 73 para el
primer At, para el segundo incremento, existird una diferencia de

20 contra 146 OFF y asi sucesivamente.

For otro lado para problemas en grandes extensiones {ripe
importantes’, ser& conveniente ravisar si es necesario £l uso de
esquemas implicites incondicionalmente estables que permiten el

use de incrementos mayores.

Sin embarge, atn cuando en un esquemna implicito se puedan  tener
incrementos mayores, debe cuidarse gue la malla sea 1o
suficientemente representativa del cauce para no perder
informacion, lo gue hace necesaric un balance entre el método &

utilizar para resclver el problema y permitir gue los esguemas
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explicitos sean la-opecion de solucién,

Aun cuando los esquemas explicitos presentados estédn asociados a
le. ecuacion de dispersion longifudinal en su forma mas simple,
pueden ser una hertramienta computacional d%il para contar con

ordenes de magnitud del problema de una manera sencilla y ra&pida.

En cuanto a la convergencia se puede indicar gue esté& asociada vy
garantizada al cumplirse la estabilidad en el esquema, pero es
conveniente sedalar gue los errores serdn aun menores cuando los
numeros de Courant y Fecleét se alejen de los limites establecidos

por los criterios de estabilidad presentados.

Al aplicar los criterios de estabilidad en los esquemas explicitos
y resolver para distintas condiciones de velocidad y coeficientes
de dispersidn, se obtiene unae encelente aproximaciéon con las

sgluciones analiticas (ver capitulo 9).

Adicionalmente, y para reforzar Ja bondad de los esquemas
explicitos, =e compararon los resultados arrojados por el  esquema
central contra mediciones experimentales reportadas por Fischer,
19673 obteniendose una prediceion con respecto a lo medido con
diferencia madima en el pico del 5%, lograndose reducirla a un
0,27 al disminuir el numero de Couwrant. Lo anterior confirma  1a

idea de la convergencia de los esguemas arrika planteada.

Es importante aclarar que independientemente de cumplir con  los
criterios de estabilidad, para asegurar la compatibilidad del
gsquema con la ecuacion diferencial, es recomendable revisar gue
para los valores de €, Py X propuestos, los valores de los

coeficientes de los esguemas sean no nulos.
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Un  contaminante descargado en un  canal, ya sea natural [v)
artificial, tenderd a GO diwpersado por el mavimiento
hidrodinamico conveclivo y  por wuna dilucién dada pot los
mecaniamos de difusion. Desde el punto de la descarga hasta el
momento en que se completae la difusion transversal en el cauce,
conocido como tiempo de mexclado (Fischer, 1979), se presenta un
desarrollo de la nube de contaminante hasta uniformizarse a todo
lo ancho del canal. En esta bona de mezclado transversal o zona
cercana, la ecuacion unidimensional de dispersién longitudinal no

as aplicable.

Raséndose en la idea de mantener la simplicidad en el calculo con
los ssquemas, la siguiente etapa que se recomienda estudiar es  la
de extender la solucion para la zona donde aln no  se desarrolla
completamente la difusion fransversal, convirtiéndolo en un

problema bidimensional.

Finalmente se recomienda adaptar los esguemas probados y  extender
los enfoques a problemas de dispersidn en rios para contar con un
modelo que permita predecir sl comportamiento de los contaminantes

en cauces naturales.
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Notacion UriLizapa
(M = masa 3 L = longitud 3 T = tiempa)

[x}

fo, At, Az
A, e

C

a g O 0

Dx, Dy, Dz

b S
3

[ =

i

Uy VW

u’

L

radioc de tuberia (L)

- coeticientes del esquema explicito

componentes del sistema binario
concentracion

concentrracion media

desviacidn de la concentracion
namero de Courant

tirante del escurrimiento (L)

e . . . . 2.1
~ coetficientes difusion en las direcciones x,y,z (L°T )

base de los logaritmos naturales (e=2.7182818...)

- aceleracion de la gravedad (T

coeficiente de peso

ancho del cauvce (L)

componente rmaginarias ¢ = o ~1
indices

constante de Von Farman

2..-1

coeficiente de dispersion longitudinal (LT D)
longitud del cauce o canal (L)

masa (M)

vector de flujo de masa (ML™2T™%

numero de Féclet

1

vector de flujo de transferencia de masa (MLTHTY

reaccion 0 rapide: de produccion de masa A,B

error de redondeo para la seccidn J en el intervalo n

- tiempo (T

- tiempo de dispersion en la direccion i (T)

velocidades en las direcciones i,y,2 wT™

. velocidad media (LT

desviacion de ia velocidad (LT™H

velocidad de cortante (LT



Nortacion UtiLizapa  (Cont.)
(M = masa 3 L = longitud 3 T = tiempa)

varianza de la dispersion

vector velocidad (LT™H

velpcidades medias de las componentes A.B (LT-ﬁ

- Yolumen LH

coordenadas egpaciales (L)

angulo de paso de los errores en serie de Taylor

coeficients complejo
indica incremento de cantidad
cpeficientes de difusion turbulenta WA

cociente entre Courant y Féclét

-~ media

funciones complejas

parte real e imaginaria de la funcién compleja w

parte real e imaginaria de la funcion compleja pe

ntunero Fio= 3.14157926...
densidad (ML™
desviacidn estandar

varianza

esfuerzo cortante lateral o de fondo (MU7'T72

ejes transformados de {,t) moviéndose a la
media del flujo.

condicion de estabilidad de Cauchy

infinito
operador vectorial gradiente

operadar vectorial divergente

operadar escalar laplaciano

aP

velocidad



APenDICE (A

Coordenadas Cartesianas.

Gradiente (Escalar)

Divergente (Vectord

Rotactonal (Vector

Laplactano (Escalard

Coordenadas Cilindricas.

Gradiente (Escalard

Divergente (Vector?

Rotactional (Vectord

Laplaciano (Escalard

OPERADORES VECTORIALES

_ Oe de de
Ve = 3‘—' ax + W ey + :’? ez
. v avy vz
Vo=t &y M T
[_L"“;Z]ex -
- Jvy_@vz
XV = [ oz ax]ey *
vy Ovx e
3 ay )"
2 2 2
_ fde e e
Ve s 5t 5yt il
_ de 1 de a3
Ve= Gt 756 % & o

g.v = L Q_Dﬂ VP] . é ove | ovz

IxV =

!
|

a8 az

Ve 1a[~9f]4~}-z—-—aez+"fz



APENDICE (B)

“FUNGION ERROR

P “ig? L
erfl{l) = = J- e .dz
o

b4 erf(z) Z erf(z)
0,00 0. 00000 1,60 Q.9763E
0, 05 0, 03640 1.65 0. 28035
0.10 G.11249 1.70 0.98277
0,15 0. 16801 1.75 0.986465
0,20 0.22271 1.80 0, 98907
0,25 0. 27&7%2 1.8% 0,99109
0,30 Q. 1.90 0.99277
0,355 0.3 1.93 0.99416
0, 40 Q. 2,00 0.99531
.45 0. 2,05 Q. 994625
0,50 0. 2.10 0,99701
0. 593 0. 2,15 0.399763
0. 60 Q. 607286 2.20 0.99813
0,865 0. 64204 ; L2035 0, 97853
0,70 0.67782 2,30 (1, 9988%
0. 75 0. 71117 2,35 0.99911
0,80 0.74212 2.480 0, 99931
0.83 0, 77067 2.45 0. 59947
0. 90 0. 79655 2.50 0. 99959
0,95 0. 82091 2.95 0, 99969
1.00 0, 84272 2.60 0. 9997&
1.93 0.86245 2,85 0, 29982
1.10 0.88021 2.70 0. 99986
1.15 0. 89413 2.79 0, 39990
1.20 0.91071 2.80 0, 9999
1,25 Q. 92289 2.85 0. 99994
1. 30 DL 93400 2.90 0, 97996
1,35 0.94375 2.73 0. 99997
t.40 0.95227 .00 0, 29998
1.495 0. 959468 Ky 0,.79999
1.50 0. 96608 . 1.00000
1.55 0. 97160 315 1. 00U00
* Aproximacion de la funcién error: 2
erfiz) =1 - (at+ats+ath e? + elm
1 2 3
& = 0.548024%
.
s1enco t:k;pv H can velores constantes a,= -0, 4758798
y de p o= 0,47047 .= 0.7478501
para D Sz £ w, con error: ]e(:) ] < 2.5 % 107°
como propiedades: erf(-z) = - erflz) ; erf()=0 5 erflo=i

o2



ApENDICE (C)

Funciones CoMPLEUAS

Ident idades de Euler:

r e’ = (cosé + i SEn®)K = 3 + iy 3 o= n2+y2
W= o cose H Yy =t sené
e -8
Sspn 68 = ?———.,r—e—._
<t
els + E-\.G
cos @ = =

Operaciones Complejas:

- Suma/Resta

a + b)) £ {c+di) =axec + (b di
- Froducto
{a + b)Y (c + di) = (ac + bd) + (bc + daji
- Cociente
a+ bi _ a + bi c - di _ fa + bi){c ~ di)
c +di € +adt . ¢ -di o2 4 g2
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