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1.- INTRODUCCI6N 

Debido al crecimiento demográfico en nL1estro pais y a los c2.1:ia ve:· 

mas complejos sistemas para el abasto de agua potable, se hace 

lmpt·esci11dible rio sólo conten1pl~t- un US(J e·fic1ente del \ 1 ital 

llqui:lo en c<Hnto a c2.ntidud, sino también en los aspectos 

relac.toriar1os con su c2l idad. F'or esto en años 1'ecientP.s se ha 

<1espc>rl:;;do un interé;; creciente dt:>ntl'O de la comunidad hidrául.i.ca 

por anal i;:ar y porler pn~r.lec11' 12 evolución de los contE<minantes al 

ser descargados en el 1nter11;r de ..:ue1·pos de agua. 

H1stór·1camente., el ·,·,er r1umano he> d1spuesto de sus desechos cJe 121 

manera más simple, es decir, desalojando ]35 aguas contaminadas a 

cuerpos de agua cuyo destino f1n2l generalmente son los mares y 

grandes lagos. En "'' tr'ayecto pm-. ccwrientes super·ficialwo; o 

subterráneas, ltJS conl:ami.nante':' se diluyen y disper·san p1'ovocandu 

qL1e en dichos cauces SE? presenten conce11t1· .. acionEs que impidan la 

ut.ili:•ación del recur·so y ai'.1n peor, que produ;-can desequilib1·io'.'. 

import•ntes en los e~osistemas loc2les. 

negras, que oscilan desde 

metales y químicos ~e alto 

innocu1Js ~ontenidos ot~gánicos has·ta 

r·ies91:0 , \'e impone la riecesi.dad dr, 

conocer los proceso~ involucrarlos en 2! fenómeno de la dispersión, 

con el objeto de establecer estrategias y politicas de maneJO de 

los contaminantes a descargar. 



La idea generalizada de que "La d(Lución es La sotuctón a La 

contaminac(ón" es, adem.'.ls de simplista, sólo aplicable en cier·tos 

casos de desechos orgánicos reas1milables sin perjuicio en un 

ecosistema global. 

Se pueden distinguir tres gt'andr~s categorias en 

relativos a los procesos de transferencia de masa: 

los estudios 

los enfocados 

a proporcionar las bases teóricas de la mecánica del proceso, los 

dedisados a modelar numéricamente el fenómeno y aquellos en donde 

el esfuer=o se centra en Ja validación de los anteriores a través 

de mediciones de campo o en mod0los f lsicos. 

El pt'e'.~ente tt'abaJo es una aportación dentro del segundo , .. ubro 

dedicado al cálculo numérico 

hidrodinámica del fenómeno, 

del fenómeno 

representada 

de dispersión. La 

por la ecuación 

unidimensional de convección-difusión, será desarrollada en el 

segundo capitulo, clcmde se p:'es~'nt.·•.n !.os conceptos básicos de los 

procesos d0 trans·fp:'encict de rnas.01, 1olS· definiciones pt·incipc:\les 

del fenómeno asl corno las ecuaciones fundamentales en su forma 

difen~ncial y las s:mpli ficaciont:s e hipótt'!sis ·formLtlada: .. 

En el tercer capitulo se presentan las soluciones analtticas mas 

comunes y se profundi=a en aquellas usadas para probar los modelos 

numéricos planteados en el cua1·to capítulo. 

Las soluciones numéricas, desarrolladas por diversos autores para 

resolvel' la ~cuación de cor1vec~ion-difusion ~on nLtmer~:~sas y 2 

vece::z muy refinadas, con la 1dE~d de E:'/iti?.11- la difu~-;16n n 1-.\mt~:1 .. i.ca y 

el comportamjer1to oscilator10 er; l~ soluc16n. Es muy comCtn la 

p1·áctica de ser:arat' r,;fec\os / rt>:,¡-.Jv,-..- pri.mero la parte conve:ctiv;;:, 

y posteriormente la difusiva. 

Esta forma de s;c;cc1onar la ecuación se e;:tiende fáci.lmr~nte a las 

análisis de estabilidad, costumbre que, como SP demuestra en el 

2 



cuerto capitulo, no es siempre la mejor manera de resolver los 

problemi~ de convección-difusión. 

En ese mismo capitulo se desarrolla un nuevo criterio de 

estabilidad, haciendo uso del método de la analogla con la 

ecuac!ón diferencial ordinaria IAldama, 19851, para esquemas en 

diferencias finitas expltcttos de primero y segundo orden. 

Se obtienen los criterios de eetabilidad como funciones limitantes 

de los n~meros ~e Courant y Péclét do malla, que a su vez 

restringen a los ir1c1'ementos ele distancia y tiempo a 1_•.tilizar en 

los esquemas. 

En el. quinto c2.pl.tulo SP p1·esentan eJemplos de los result2dos qL1e 

se obtienen de aplicar los esquemas e>:pllc1tos con las condiciones 

de e•.:;tabili.dad presentad.:1s. Se c.omp<wan, en un primera pe1rte con 

las soluciones anallt1cas y en una segunda sección, c:nntra las 

mediciones e~prrimentales reportadas por Fischer en 1967. 

Al fina! del tr.O\bajo presentan las conclusiones y 

recomendaciones qur ss despronden del mismo, asi como los 

apéndices y refe1'encias L•tili::adas para el desarrollo de la 

presente tesis. 
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En éste 

procesos 

2.- FUNDAMENTOS DE LOS PROCESOS DE DIFUSI6N 

capitulo se presentan 

de transferencia de masa, 

los conceptos básicoe de los 

las definiciones principales 

del fenómeno de difusión, asi como las ecuaciones fundamentales en 

su forma diferencial y las simplificaciones e hipótesis formuladas 

en su obtención. 

2.1.- Descripción y definiciones 

El fenómeno de la difusión es un problema de transferencia de 

masa, definido como el movimiento de un constituyente cualquiera 

dentr·o de un disolvente, desde lll"lc• región de mayor a una de menor 

concentración. Dicho mov1mient0 ocurre de dos maneras: molecL!lar 

lmicroscópicamente por el movimianto propio de laE moléculas) y 

convectivo ltransfe1··enc1a asricL01da a las caracter··istica~> di.nr\:ni1.:c:1s 

del flujo, como velocioad y turbulencia). 

La difusión moll~cular· por· 'ól soi.::1 en gen~,r·al no pt·ovoca 

consecuencias d·lrectas en ~Jl""Ob.LE:mas ambíent.::1les, salvo en 

cuestiones relacionadas con escalas microscópicas de reac~iones 

quimicas o biológicas. Por otro lado, los procesos de dispersión 

y difusión de contc:1minantes eri flujos de agua son fuertemente 

análogos a los de ditus16n molecular, pero a una esca:la mayor. 

Debido a lo anterior, es conveniente conocer los conceptos básicos 

de lc:1 transferencia de milsa a nivel molecular·. 



2.1.1.- Conceptos básicos y definiciones 

•.:istut!JtJ de p111{·.eso:-· d1·fusivos, f.•s cunvi::n 1L•nte' 

c~stalilcc.et y d •. :f1r1i1· cie;·tos conceptos asociadC!s a los 1J1·oblem¡i;:, 

ambientales. E11 forma general, estos conc:E.'P tos se r·ef i eren i:1 

procesos fts·ccos del fluJo en cuerpos cJe e1gua que prc1vocan un 

transportr ¡ me~clado rle c.o~t~minantes, llamados procesos de 

transpor'tc, er1t1·e los cuales se pueden mencionar· los siguientes 

Convección. - Tr.~nspor·t,'? rieb i.d·.• a 1.:i h•.drodinárnica del cuerpo de 

Difusión (molecular). - T:··;;u1spo1·te di lutivo de partículas provocado 

pur müvim.ientos f~ ir·t:e1"'accinries e) nivc::.~l molécular .. 

Di.fusión (turbulenta). - Tr·ar,:,:-port<: de pdrttcul.as generado por· 

1i1ovirnientos turbulentoc',, anál.ogD ó\ la difusión molecular pero a 

una mayor escala. 

Dispersión. - Tr,311spo1·te de piótrttculas, corno en el caso del 

crecimiento de una nube de contaminante, debido a efectos 

combinados de cor1vección y djfusJón. 

He-zcLado. - F'rocréSO que p:·ovoca ur efecto de comb1nac1ón c:ni.re las 

moléculas de soluto y disolvente. 

En torno a cunceptos bá~1cos se p:Jeder1 definir en un s1si;em0 

binario do componentes A,B 'Welty et al., 

p :·op i r,·d ad es: 

Densidad: 

Concentrac i.ón: 

Vector de /Lujo de masa: 

l9b9), 

C +C =J. 
A B 

donde ~ es el vector de velocidad media de las molécula~ del 
A 

componente A 

tS 



Velocidad hidrodinámica local: 

Ñ +Ñ 
V= A B 

pA·lpB 
e v +e v 

A A B B 
(2.4) 

Vector de flujo de masa con respecto a la. velocidad hidrodinámica: 

2.1.2.- 1a. Ley de fick de la difusión 

Como en muchos procesos fisicos, la observación conduce a una 

descripción empirica seguida de una validación teórica basada en 

argumentos f isicos y matemáticos. Un ejemplo es la ley de Fourier 

de inte1·cambio de c_¿1lor1, que ft.té usada como la base para el 

desarrollo de la teo1·ia de transferen~ia de calor mucho antes de 

que el proceso termod1nám1co del fenómeno fuera entendido. 

Los procesos difusivos entre fluidos no homogéneos guardan una 

analogía con los procesos térmicos. F'ara di fusión, Adolph Fic:k, 

fisiólogo 0>.lemán, publica en 1855 bajo el titulo "Über Difft1Si.on" 

el concepto de cómo la ley de F0Lw1er puede conducir a una 

hipótesis para describir el proceso de difus1ón mol ec u liw. 

Citando la fuente original (vJelty et.cil., 1969>: "Es natural el 

suponer que esta ley de dif'U.Sión de sal en su di.solvente debe ser 

idéntica a la difusión del calor; de esta relación Fourier 

estableció su teor(a de calor, y en La misma forma Ohm. La aplicó 

con éxito a La difusión de La e lec trie i.dad en un conductor". 

La ley de Ficlc se basó oi·iginalmer.te en evidencias flsicas y es 

utilizada ampliamente como cingma. Con la finalidad de aclarar 

cómo el movimiento alee.torio de p¿wtfculas (pm· t1ifusión molecular 

o turbulenta) a través de una frontera conduce a la ley de Fick, 

supóngase una frontera que divide dos regiones IA,BI de partlculas 

1
Et flujo de calor por- untdo.d d& 6.reo. &n cualqui.or- di.rocci6n "ª 

proporctona.l a.L gra.di&nt.e de temperatura. Gon di.cha di.r-ecc~6n~ 

? 



IX y Dl, donde se defina a la concentración en cada re9ión como el 

cociente del numero de particulas marcadas X entre el nümero total 

de partlculas en l~ region. gradiente seré entonces 

di·ferencia entre las concer1trac1ones de las dos regiones. 

Si se obliga a un intercambio a una razón de transferencia entre 

partículas de las dos regiones Cparticulas/segundol, se puede 

simular numéricamer1 l.:e cómo el paso al azar de pa1-ticulas por la 

frontera conduce a un •:i1··adiente de concentraciones. 

La simulación se 1··eali;:o con un programa que divide dos r·egiones 

con 10,000 particulas en cada una. En la zona A se marcaron en 

forma uniforme las cartlculas X variando el porcentaje de 

c:oncent1-ac1ón iniLial y se rec:lli:::C1ron pruebas con distintas 

velocidades de transfer·pncia. A manera de ejemplo, se muestra la 

figura 2.1 donde puede verse que efectivamente los resultados 

conducen a grD.d1ent.:•s ck c:on<.:entr,,1ciones tendientes a un valor de 

eqL1ilibrio en <.?l irdin1to. 

60 

50 

~ - 40 e 
'º 
(.) 

30 ICI :... .... 
e 

20 Q) 
(.) 

e 
e 10 u 

o 

-10 

o 

Conc. lnic. =50% 

20 40 60 

400 part/s 

80 100 

tiempo (s) 

Simbología 

-a- Ca(%) 
+ Cb(%) 
-<1- Grad.=Ca-Cb 

Fiev.ra 2. t, - s\muLación numér\ca de La ia. Ley de Fick. 
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Observando laidifusión de dos o más especies identificables en un 

fluido no homogéneo, el principio de conservación de la materia 

debe sa~isfacerse po1· c:¡;da compo11ente o especie\ de la 1111?2cla. El 

compDrfam1ento de lns r1·oceso" de tr.~nsfet·encila se debe a L\na 

"fue1'::a de intercambiü" pt·oporcicmal a g1·adi ente 

concentrac1ones, es dectr, de la ewistencia de regiones con 

dife1·entes grados dE· concent1·ación de la sustanci.2 .. 

Se puede plantear una expresión que relacione la rapidez de 

transferencia de una sustancia d~ masa M con 

<jradi•mte, de l.~\ forma: 

donde: 

Vo 

s 

dM/dt 
Are a 

Volumen. 

- dM/l.Jo 

Direccion de t1•ans·ferencia. 

la magnitud del 

G .. 6) 

dM/dt 
A rea 

Trans-fe1·enc i ¿,, pl'r Ltn i dad de tiempo, d~e H poi· 
unidad de á1··ea normal a la dú·ección s. 

dM/Vo 
~ 

Gt·adient12 cJe N, por unidad de volumen en l<:• 
di1·ecciór, de t1·ansferencia. 

Si M es la· cantidad de masa disLtel ta M=lllll[, donde e es la 

concentración definida como la masa de sustanc1i'\ d.i~ueltR por 

unidad de masa del fluido (1?cs. 2~ ~). F'at'a trans-fo1·m.-11· la 

propo1·cionalidr.1d (2.6i pot· una igucddad, se puede introducir un<.1 

constante del proce,;o O \di fu si viciad de m<1Sc,, con uni.dades L
2
1-

1
), 

conoc1do como coeficiente de difu~1ón molecular. 

ecuación (2.6) se t1·ans-fo1·ma en: 

d<AmCl 
_d_t_ A:·:Av 

--D el 
d;: [ ~] !No 

Donde qx es el flujo de transferencia 

<~indica que el transprJrte es de 

de 

zonas 

masa 

de 

Con éslu, 

~] 
y el 

mayor 

e: .. 7J 

"·igno (-) 

a menor 

concentri!.c ión. Si la densidad del fluido es constante, como e~::. 

razonable suponer, p=Am/AVo ; con lo cLtal d (pC) /d:: = p dCícl :, 



entonces, la ecuación 12.71 puede escribirse: 

Similarmente para las direcciones y,2¡ considerando que el 

coeficiente D se mantiene constante: 

dC 
qy = - P D dy 

asi, usando notación vectorial se puede escribir: 

(2.81 

La ecuación <2.81, conocida como la. ley de Fick, establece que el 

flujo de mas<1 por unidad de árt~a y tiempo <ML-2 T-1 l, es 

proporcional al gradiente de la concentración del soluto en la 

dirección de transferencia. 

2.1.3.- Ecuación de conservación da masa en procesos difusivos 

Combinando el flujo de masa con relación a la velocidad 

hidrodinámica, ecuaciones (2.31 y (2.51 se puede escribir: 

(2.9) 

Despejando el flujo de masa ÑAtenemos: 

(2. 10) 

Utilizando la primera ley de Fick (2.fl) y como pA=pCA, la ecua.ción 

(2.101 se transforma en: 

Ñ 
A 

-p D '7CA + p CAV (2.11) 
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L2 e;:presión i:·'.11.\ representa el vector de flujo de mas;;i de lil 

especie A y el opet·ador V'CA l'?s el ()t·c,di.cmté' de la concentrac1íJn en 

d1 rece iones tr·i m·tcHjOr1ales (\·er apéndice A). 

Partiendo del principio de conse1•var:ión de la materia en Ltn 

volumen de control diferencial (ver figura 2.2), se puede plantear: 

rl flujo neto de. mi:1sal f'c1pidez de p1·oducciónl [AcumL1lai::ión de l 
a través de la S.C. de masa de especie A. masa en el V.e. 

f = 
<Entrada - Salida! rA (d;: c1y d;:) (/tpVo/8t) 

es decir: 

< iJ¡:Nol at 1 (2. 12) 

X 

y 

Fi~a 2~ 2. - Ftujo de masa y pri.nci.pi.o de coneervaci.ón. 

Analizando en la dirección x: 

IEnt.-Sal. l=N ldy dzl 
Ax . 

11 



Con ecuaciones análogas para las otras direccio_ne\i, __ y sustituyendo 

estas en (2.12) se tlene: 

- 8
8

NA·"·M d:·:dydz -- éJ 1''AYd··dyd-· lJ y #\. ._ 

es decir: 

8 NAzd,,d d., 
8 ;~ .. y - + rAd::dydz 

1- rA d:-:dydz lJpA d"dyd­at ... '-

éJpA d•-•dyd·· 8 t " .. 

(2.13) 

Dividiendo entre el volumen (dxdyd7J y agrupando términos en forma 

vecto1'ial 

éJpA + 'i/·Ñ = I' at A A 
(2. 14. al 

En forma análoga para la sustancia B se tiene: 

éJpe + 'i/· Ñ 
at e 

(2.14. b) 

En un sistema b1nar1Q y cDnse1-vat1vo, suponiendo que la producción 

debe conservar=:E', l IT:p 1i 1 • ¿~ quE· 

ecuac.: ionr?5 i::::~ 1 •lJ ~ 

!" e· 
A 

--1· 
n' 

'· éJpe , at + 'i/·N 
A 

pcw lo sum~nrJo 

'i/·Ñ -:2. 15) 
D 

Y haciendo uso de (2.l• y (2.4) se tiene que para un sistem2 

cons~t~vativo de cuaJ.qLl1er~ n1.1mero de componentes, siempt~e y cuando 

se cump.la que 'Epi.=p ¡ 'EC,·"l, se puecie escr1bir: 

:~ + 'i/. 1 pV, ~ (• 

La ecuación (2.16) os L; ecuac1óri gene1·al de r:ontinui.dao para la 

me=cla y es completi\1nt~11te an~lo~a a ]a de un fluido homogéneo. 

Considr~1-2ndo solo et compo1·tamient •. .: cJr>l soluto o contamicuntt? en 

el disolvente y retomando las ecuaciones 12.IJI 

pA=pCA se llega a: 

éJ(pCA) + 'i/· (-p D 'i/CA + p CA V\ 
~ 

12 

y (2.lLJ • .;.l con 

r 
A 



Desarrollando vectorialmente, eliminando el' sübif')dic:e A por 

sene i l lez notar:ional y 01gt'üp1.úido términos se.~ti_eQ~,~=. 

pD<f!C + lle· <llpDl + r (2. i8) 

Si se considera que el flujo es prácticamente incompresible, de la 

ecLt?.c.ión <2.16> con p=cte resulta qw;_, 9.il-=O ; aceptando que D es 

constante, es decir que la difusión molecular es la misma en 

cualquier dirección, y dividiendo entre p la ecuación 

1-educe a: 

D re+ r 
p 

(2. 18) se 

(2.19) 

Si además se supone flujo conservativo, es decir en el que no 

existen reacciones <generación o desaparición de masa) r/p O, 

finalmente se llega a: 

[! re (2.20) 

La ecuación 12.20) es conocida como la de conservación de masa de 

un contaminante en un volumen de control sujeto a convección y 

difusión, también llamada ecuación de la difusión convectiva. 

F:esum1endo las hipótesis que se aceptan en la ecuación (2.20), sF' 

pL•ede decir: que se considera un flujo incompresible, se adoptc:1 la 

ley de Fíck de simple proporc1onal idad entre la d1 fusión del 

contaminante y el g1-ad:ente de las ceinc:entr-aciones, el. cot?'J'j.c1ente 

de difusión molecular se tGma com0 propiedad exclusiva entre el 

tipo de contam1nant2; el -flujo, 'flujo conset·vati\10 sin t"'e~tr:cJ.onP-~5 

quimicas ni biológica~ en Pl medio. 

son SL\fi1:ientemente c:erc._~na!::-, al compurtam.ÍE?ntr.J de mezcL .. ~:; eo la 

recil idad en un ,1rupo amF l io dt,; cur:t'pos de agu2, s2.lvo poi· ed 

coC'ficiente de difusi.6n del cual se habl.éir~\ m<'•S ac:lel.ant,r: .. 

ta 



2.2.- Ecuaciones de difusión 

Hasta ahora se.ha plant~ado la ~curición de conservación de masa de 

Ltna sL1stancia en un cuF2rr-•o de a~~u"' a t1·avé'.s de la ley de F.ick. !~ 

partir de la ecuacion (2.201 es posible encontrar simplificaciones 

que permitan reproducir los casos mas comunes en la práctica, 

iniciando la presentación en flujo laminar con difusión molecular. 

Flujo en reposo CDifusión pura). - Suponiendo que el cuerpo de agua 

en estudio esté estacionario o en reposo, entonces 9Cx,y,z,tl=O, y 

la ecuación (2.20) se reduce a: 

<:2.21) 

que t>o:presada en forma e:-:tendida er1 coordenadas cartesianas: 

(2.221 

Si D se considera constante, el proceso es lineal; analizando la 

dirección :·: se pLtede enr.ontr,;i1· una solución fundamental al proceso 

descrito por la ecuación 12.221, ~ue representa la evolución del 

contaminante por difusión de una cantidad de masa H 1ntroduc1da en 

el origen. Unidimensionalmente la ecuación se simplifica a: 

(
a

2
c ) D --2 a,. 

Corno puede verse, la ecuación .:1nterior es lineal, 

(2. ~~3) 

puede ser usada como ba;3e para constn.11r soluciones a problemas 

con condiciones inici2les y de ft•onter¿1 más cornpJ e jos 

capítulo 3). La solución fundamental de 12,23) se puede obtener 

con diversas técnicas rnatem¿,_t1r::as \C1·ank, l956l. Una de las más 

sencillas es la que utiliza el andlisis dimensional <Fische1' et 

al, 1979) y qLle se presenta a continuación el resLtltado: 

(2.24) 

La concentración se rep1·esenta pot- una distribución l'laussiana o 
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norms.l cuando la mas;;. es unitaria, 1'1=1; para 1.m tíempo-dádo, En 

la figura 2. 3 se muestra la distribución de concentt~ac:ibri~~ "an'te 

una condición inicial de impulso. 

C(x, t) 

Gráñca de Concenlraciones 
en el espacio-tiempo. 

D= 1/4 ; M-1 

M ( x2-ut) C(x,t) = -- exp ---
./ <lrr.Dt 4Dt 

C(x,t) 

(Líneas en tiempo) 

-?{X <2 
Intervalos O< t ,4 

Fieura 2" 3. - Difusión unld~menei.onot. ocuo.ci.6n <2. 24> 

En dos dimensiones, la ecuac:1on (~~.'.2:::1 se pLtede esc:rib.lt' como: 

(2.'.25) 

Las solL1ciones pa1·''-' dos y tres d1mt;:·nsiones se presentarán en el 

capitulo 3 en donde además se analizará la forma de las soluciones 



Anallticas para problemas con condiciones de frontera e iniciales 

más complicadas. 

Fluido en movimiento CConvección-Difusión). - En la sección 

anterior se ha supuesto que el fluido es estacionario y que el 

transporte de masa es exclusivamente por efectos difusivos 

moleculares. Si el fluido esta en movimiento con vector de 

velocidad ~ con componentes u,u,w en las direcciones x,y,z 

se expresa en su forma respectivamente, la ecuación (2. 2(1) 

completa, y extendida en coordenadas cartesianas es: 

8C + u¿¡c + 
ot a:: 

bC v- + 
<J.¡ 

Suponiendo fluJo unidimensional con veloc1dad constante u en la 

dirección x, se obtiene [;>. siguiPnte e::presión stmplificC1Ja: 

(2. 27) 

indicando que loe gradientes en y.z son despreciables o que se 

desarrol 10 completamente el me~clado tt'ansversal y vertical. Li:I 

ecuación 12.27), una ve~ modificada para tomar en cuenta la 

difusión turbulenta, será 1 a que permita representa~" el 

comportamiento dispersivo de un contaminante en una corriente con 

flujo Lmiforme. 

2.3.- Difusión turbulenta 

En la sec:c:ión anterio1- se trabajo con d1fusit•n molecul="- E; 

impllcitamente en flujo laminar. 

escurrimientos son turbulentos. 

En la práctica la mayorla de lns 

Es dificil definir un movimiento 

turbulento, pero éste puede 

caracteristicas: 

identtficarse por las siguientes 

a) La masa introducida en el escurrimiento se dispersara mucho m~s 

icS 



rapido en flujo turbulento que en laminar. Un ejemplo clásico es 

el e~perimento de Reynolcis, donde la inyección de tinta en un 

flujo laminar genera un t.t·a;:o recto lentamente dispersivo al 

centro de una tubet'ia, mientras en flujo turbulento se dispersa en 

forma casi instantánea y transversal a la inyección de la tinta. 

bl Las ~elocidades y presiones medidas en un punto en el flujo son 

oscilantes con un componente aleatorio importante, Es este 

comportamiento aleatorio el que permite pensar en que el flujo 

turbulento ocurre en un rango de tamaffos o "escalas" de movimiento 

(escalas de turbulencia asociadas al escurrimiento>. 

El primer análisis de difusión en fluJos turbulentos es el de 

Taylot' en 1921 titulado "Difusión por movimientos continuos"; estE' 

e::tt'aordinario análisis ha subsistido pot' casi 7 décadas sin 

mejo1'as o cambios impOt'tantes aétn cuando contempla un tipo muy 

pcwticular de tLwbulencia, como es •?l caso de la turbulencia 

homogénea estacionaria. Como ejemplo de dicho campo, puede 

citarse el flujo turbulento en una tuberia infinitamente larga con 

difusión exclusivamente en el sentido axial. 

Adicionalmente, el análisis de Taylor ( 1921) ' requiere qu~ la 

velocidad media sea nula, lo que para el caso de la tuberla puede 

lograrse moviendo el sistema de referencia a la velocidad media 

del f ]Ltjo. Finalmente Taylor establece que después de un cierto 

tiempo inicial, lé\ vat-üm::a de la dispersión de l2s particulas en 

un flujo homogéne~mente turbulento crece lir1ealmente con el 

tiempo, sugiriendo la pQsibilidad de definir un coeficiente de 

mezclado turbulento, análogo al coeficiente de difusión molecular 

a través de una relación estadistica de la forma: 

12.28) 

Donde {U2
} rep1'esenta la varianza de la nLtbe dispersantl? y Tx el 

tiempo de mezclado !?n lil dirección ::. La analogia con la difusión 

molecLtlar surgl? de inmediato IFischer et al, 1'179i; al cons:.iderar 

a los flujos turbulentos de m¿<sa \UC, VC, WCl ql.te promediados en 
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el tiempo en las direcciones x,y,z resultan ser iguales a: 

ac 
&y {ty 

8C .sz­
IJz 

(2.29) 

que s1 son compare.dos con la ley de Fick para di fLt?Eión moleé:ula1' 

<2.81, se observa que &x, &y, &z sen los equivalentes tu rbu 1 en tos' 

al coeficiente de difusión molecular, generalmente llamados 

coeficientes de difusión turbulenta o difusi.vidades turbulentas. 

Poster11Jrmente, kolmogorov em 19-~1 y 1933 presentó los fundamentos; 

teóricos para el uso de la ecuación de di.fusión con coef i.cientes 

difusivos espacialmente variados y que en su forma más general 

puede escribirse como: 

iJC 
at + V· "lC = __!_(ex>< oc) + __!_ (eyy ac) + __!_ (czz ac) + 

a:: b:: tty ay az az 

a ( oc) + - &xy- ~ 
ih: {ty 

(;2.30) 

En donde si los comportamientos s0cundar1os (&xy, &•:t., etc. l se 

consideran despreciables, es decir las trayectorias difusivas en 

direcc1anes combinadas son peque~as en comparación con las 

direcciones principales, se reduce a: 

L.a forma de la ec~aci~n 12.311 aun cuando representa en forma 

completa el me~clado turbulento en rios, es lo sufic!entemente 

compleja como para t'esolver·se con 2.l1J1~1n m~·todD numerico é:Onm.:ido. 

La proporcionalidad que establece la ecuación 12.28l no fue 

analizada a profundidad sino hasta 1953 por el mismo Taylor que 

presenta un analisis completamente diferente <Taylor 195~,19541 

para la dispersión en flujos turbulentos. Como base del analisis 

destaca que la dispersión en la dlr~cc16n del flujo es generada 

principalmente por la distribución longitudinal de velocidades en 

el sentido transVt?rs.od al escurrimiento. 
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2.3.1.- Dispersión por efectos cortantes en flujo laminar 

Debido a la importancia de fundamentar los mecanismos de 

dispersian se anali~ara, usando la rnetodoiogla de Taylor, un plano 

x-y con distribución ele velocidéides en y con flLlJO solameDte en la 

direcc:ian x como se muestra en la figura 2.4. El flujo esl;á 

confinado entre paredes paralelas separadas una distancia h, por 

lo que las lineas de corriente son paralelas. 

y 

X 

a) l>istribución de 
velocidades. 

!I 

h 

b)l>istribución de velocidades 
transiorMada a un siste1oia de 
coordenadas MÓV i 1 con ü. 

Fieura Z. 4. - Flujo po.ro. el o.náli.ai.a de Taylor, vi.ala. en pto.nt.a. 

La variación de velocidades está dada en tunción de y por u(y), y 

li:I velocid·'id rnr~dia u p.;>.ra cu.:<lquier' tipo de disi;1·ibucirm de 

velocidades se obtiene por: 

l h 
¡-¡- J l' ~-.. <1 

o 

Y la desviación de la velocidad u'(y) c:on respecto a la media por: 

(2.33) 

Sea C(x,y) la concentración del scluto en el escurrimiento y que 
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se propaga a razón ce un coeficiente de difusión molecular D. La 

concentración media en cualquier 5ección del flujo e5: 

~ 1 fhc·. > d 
L. "" Fi 1y y 

o 

Igual que para la velocidad, la desviación de la concentración con 

respecto a la media es: 

C'(yl = C(y) - E 

S1 el fluJo se con5idera solamente en la dirección x, la ecuación 

de difusion 12.261 se transforma en1 

8~ < c + e· 1 + < •:, + u · 1 8~ 'e + e · > (2.36) 

En primer lugar se analizará esta ecuacion para flujo laminar, 

para posteriormente aplica1·la en flujos turbulentos reemplazando D 

por el respectivo coeficiente de difus1vidad turbulenta. La 

ecuación 12.36) se puede t1·ansformar a un sistema coordenado cuyos 

ejes se despla~an con la velocidad medja del flujo: 

e = " ·- ll t T = t (2. 37) 

y ap 1 icando la regl21 de la c2df~n2.: 

8 81; a 
+ 

dT a a 
o:: ª'' ai; o:.: 8T ai; 12.38.al 

8 ai; 8 
+ 

8T 8 -- 8 + a 
at at ai; éJt ih " ai; ih 

(2. 38.b.: 

Por lo que <2.361 se transforma en; 

:e (C + C') .¡.u' a: (C + C') = o[a:2 (C + C'I + :
2

~~] 12.39) 

La transformación que conduce a la ecuacion (2.39) en el sistema 

<!;,TI permite ver el flujo desde un punto moviéndose a su 

velocidad media. S1 se acepta que la dispersión longitudinal pcr 

convección es mucho mayor que la provocada por difusión molecular, 

se elimina el tér-mir10 de la dif\\si6n longitudinal lleq.-mdo a: 
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bl°':: ac · . O!: ac · 1lc · 
Ch + éJT + u Ol; + U , Ol; " D Dy2 

Corno se puede observar, u varla con y, por lo que (2.40' 

í2. 40) 

es una 

ecuación dHe1·er1ci¿,l crx1 cooficu~ntes '1arie1bles dificilrnente 

rnaneJable con los rnetodos de solución conocidos. Taylor obtuvo su 

soluc1ón con un desplieguE· admirable de ingenio, descartando tres; 

ele los cuatro pt"l met'CJ5. tét·rn1nos incluyendo que es 

p:'ec1r;amente lo qup se desea l'>ncontrcw, llegando a una sencilla 

ecuación para C'Cy): 

. ae 
LI éJl; 

82 C . 
D -¡¡y2 con 1.) en y-=O, h C:2. •11) 

La justificación a la ci1·•.1jla mayor ejecutada sobre (2.ll.(11 se basa 

en los ordenes de magnitud de los términos desr:artados de la 

E'CLtac1ón. En efer:to, si aplícamns el ope1'ador Crned i a) 

- 1 h 
<P = ¡:J

0
<p)dy a cad.::1 •;erm1no de (2.4(1:> tenemos: 

Donde el segundo t~·1·mino rep1·esent-a <el promedio en la sec:citin. 

F(estando <2. 4~2) de 1.2 .. 11:i> se oh tiene: 

oc .oc .oc· 
DT ->- u oe + u o¿; (2.43i 

Si, como se mencionó al inicio del análisis bajo 

circ11nstancias (campo ]eJc:1r101, se espe1~a el suficiente t~empd pat~a 

lograr difusión transversal completa, E y e· 
poi· lo que lJC/Ol; es pt·ácticamente constc'lnte. Adem~s e· s~rá mucho 

menor· que E, pot· lo quP. el te1·c121· y cua1·'to té1·minos son del mismo 

orden tle magnitud y su dite1··enc1a es. despreciable, 

eliminándolos se llega a: 

(2.44) 

Donde (L\ · lJC/Dl;) torna el papel cic;: un término "fuente" de magní t11d 
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variable. El incremento neto proporcionado por dicha fuente es 

nulo, dado que la media de u· es cero. S.\ además la aE!iJ'f. 

constante, 1<1 ~.nlución a la en1ación t'educida (2.44) se c1btiE'r12 al 

resol·:er (2. •11 i. En otras palabras, la eliminación efectuada por 

Taylor de los tres prime1-os términos en la ecuación 

Justificada. 

12. 40) queda 

Continuando con el análisis, 

solución: 

la ecuación \2. 41) 

e. (y) 
1 iJC y y 

0 iJ>: f f u'dy dy + C'(O) 

o o 

tiene como 

(2. 45) 

La ecuación (2.45) implica que la •1ariación de la concentraci.ón 

con respecto a la media en la sección transversal, e· <yi, se 

establece pot" simple balance ent1'e el transporte longitudinal por 

convección y la difusión transvet·sal (ver figura 2.5), asumiendo 

que el balance se dará después de cierto tiempo iniciaJ 2
• 

--+ . h 

uCd!J t :x(uC)dxd!J 

-trmr", 

1 

~ 

Fiaura 2. 5. - Batanee enlre lransporle por convecci.6n y difusi.6n. 

2 
Chalvln,iP?O eslablocen que el 

<l>O. 4 h 
2
/Pl. 

li.empo y Fiecher,1P79 

para alcanzar et balance ee aproxi.rnadamonlo 

neceeori.o 
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Consider~ndo que 1a variación de masa en la dirección del 

escurrimiento es: 

~1 
h 

J u'C'dy 
- h y y 

~ :,; J LI 's f LI . dy dy dy (2. 46) 
o o o o 

De la ecuación 12.461 se deduce que en forma idéntica a la 

difusión moleculi.w el transporte de masa en La dirección del flujo 

es proporcional al eradiente de la concentración en el sentido del 

transporte. A pat·tu· de este 1·e~,ultado, se puede cie·fini1·· un 

coeficiente de p1··opo1·c:1.::in,•'1 idad análor1o al coeficiente de difus'ión 

rnol.E·cular r!ildo por la 1·Flac1cm: 

·-h f. aE 
();.: 

[n donde K se conoce como el coeficiente 

(2. '17) 

de dispersión 

longitudinal; igual.3ndo 0:2.461 y (2.47l y despej:1ndo el v;;llor de fr.: 

sE obtiene: 

h y y 

I u. f I u. d'J dy· hD , dy (2.48) 
o o o 

V Juega el mismo papel que D pero en una escala macroscópica. De 

aqu1, se puede 1;scribir la ecu;1citm uniciimensional de difuc:i.ón 

pat~a valores medios en 1@ sección ~· en el s1stema móvil de 

coordenadas ct1mo: 

( :::. 49) 

Introduciendo el térmi 110 convec ti vo para re9reso•.r al si~.;tema 

coordenado fijo, se tiene finalmente: 

+ LI 

La e:·:presión (2.50) es conocí.da cnmo ia "ecuación 1.inic\imens1on¿d 

de dispersión longitudi.n,31". 
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2.3.2.- Dispersión en ~lujo turbulento 

La e::tensión del an.td is is de Taylor para flujo turbulento es 

directa: la distribución de velocidades variará de magnitud con 

respecto al flujo laminar y el coeficiente de mezclado transversal 

tomará el papel del coeficiente de difusión molecular. Por lo 

demás no hay diferencias y las conclusiones hasta ahora obtenidas 

para la ecuac1ón de dispersión unidimensional son igualmente 

válidas y se aplican sin camb1os. 

La única diferencia significativa en la ecuación está en la 

inclusión del coeficiente de mezclado transversal slyl. Al 

introducir la variación del coeficiente de mezclado transversal 

como una función de y, 

transform.'ln en: 

las ecuaciones 12.411 y 12.481 se 

.ae _a oc· 
LI b/; - {Jy & !y) {Jy 

1 h y 

h f u'f 
o o 

y 

e Ju'dy dy dy 
o 

12. 51) 

(2.52) 

La extensión del análisis para flujo turbul&nto fué hecha por 

primera vez por Taylor en 1954 para el caso de una tuberia dro 

radio a, en donde la distribución de velocidades para flujo 

turbulento es: 

U LI 
o 

- /To7;' f iZ) u 
o 

.. 
- LI f IZ) (2.53) 

En esta expresión, To es el esfuerzo cortante en el contacto del 

fluido y tLlberia, u
0 

es l<'< velocidad má:dma al centro del tubo, 

fCZ) es Llna función empirica de la distribución de velocidades 

(Taylar, 1954) y u•= /To7;' se conoce como la velocidad dP 

cortante. 

A través de un balance de esfuerzos locales, Taylo1- intcg1-a 
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numéricamente la "Cl.1a'h6n (2.511 obteniendo para coordenadas 

raciales que: "t 
e [<le~ +-

{} r r :;] (2.541 

e integrando nuevamente para encontrar el valor de K, obtiene su 

conocida relación para tuber1as: 

• ¿\ L\ (2.55) 

Posteriormente Elder en 1959 anali:a un flujo infinitamente ancho 

en un plano inclinado y toma el perfil logarltmico de ven Karman 

para la distribución de velocidades de la forma: 

u · = (u•/ ki ( 1+1 n y · 1 <:2. 56) 

donde k es la constante de von Karman, que generalmente es igual a 

0.4; y'=y/d, donde ci es el tirante del escurrimiento. Efec tL1ando 

un balance de fuerzas &irnilar al del flujo en la tuberla se 

obtiene: 

T 

de donde se encuentra que: 

du 
pc­

dy 
To( 1-y') 

• 
& =' ky ' ( 1-y ' ) d Ll 

(2.57) 

(2.58) 

El valor de K se obtien~ de sustituir 12.561 y 12.581 en (2.521 e 

integrar, obteniéndose: 

(1, 4(lL\ d L\ * 
,._a 

Elder tornó ,ll.=0.41 y llego a su conocida relación: 

• K = 5. '73 d L\ 

(2.59) 

(2.6(1) 

En forma general, el coeficiente de dispersión longitudinal en 

flujos unidireccionales turbulentos se puede 

introdL1ciendo las vat'iables adimensionales y'=y/h ; L\" 

plantear 

r=;' 
u'/y u·-

& =e/E en <2.52i. Siendo E el promedio en la sección 
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velocidad. 

de 
r=::;' 

c;-tu·- es la intensidad de la desviación de la 

Se puG>dt-: esc1-ibii' entonces que (Fischer et al, 1979i: 

2 ~ 
t) iJ 

1:. 

En donde I es la integral ad1mension2l definida por: 

1 y y 

-- J lt"f ~·f u"dy'dy'dy' (2.62) 
o o o 

Las ecuaciones C2.61J y <2.62l se integran numéricamente y se 

Ltsan en cauces naturales para predecir I< a partir de medir::iones de 

velocidad. 
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3.- SOLUCIONES ANAL?TICAS 

Existe una amplia gama de soluciones anallticas que resuelven el 

problema de difusión para distintas condiciones iniciales y de 

frontera. DadE1 la anal.ogta ent1-·i=1 l.os procesos de tt-ans·ferenciC\ di;) 

masa y de calD1' 1 1,1 des1.:r-i.pci.ón mc1temática de los p1·-ocesos es muy 

s1mi la1·. Dos te::to~; •:lcisiccs que presentan las soluciones. 

·fundamentales Llio !01 di fusiór, de calor son los de Cc1r-sla.-i y Jaegei­

i 1959• y Ct~an~~ (1956), ~'Ja soJucion a laE problemos m~s comuries 

de difusión puede encontrarse en dichos volúmenes. 

En l~s.te capítulo se prc:senta1-trn lé\.S soluciones an<:dit.1cas mcis 

comunes y se profundizarC\ en aquellas usadas para probar los 

modelüs numéricos planteados en el cuarto capitulo. 

3.1. - Difusión pura 

En lC\ sección 2.2 se obtuvo la ecuación de difusión unid1mens1onal 

(2.T;) y SLt solución (2,24\. En la fi.gura 2.2 se muest:-a cliche1 

so1Ltci6n. En la mlsm7.I sPcc16n :~e ind.icó que Qr-ta !":.o!uciór. puc·dc, 

ser· utili::ada como b¿1se pat·~1 cr:.nstru1t· <:-,i;ra.s para cond1c:ione~:: de 

frontera e iniciales más complejas. Es importante mencionar que 

la mayoria dP- las soluciones t1r2nen r~omo base las p1'opiedade~' di?.' 

l.lna distribucion GaL1ss1.'ina \C:r·ank, 1956) con pari.lmetros. µ = O y 

O' = (media y des·1iac tón estándar). 
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GP.n<~1·almente la desviac.i6r1 estándar ·se toma como L1na medida de l,;; 

dispersión o c1·ecimiento d~ la nube de contaminante. En problemas 

prácticos una adecuada estimación de la magnitud de la masa 

ciispersante es 4o y para la cuantificacion del coeficiente de 

difusión frecuentemente se utiliza la derivada de la var1anza 

do2 /dt ~· 2D (Fischer, ¡q79). 

~' continu,:~ción se prPsentan algunas ele las solLtciones analt\;icas 

más comunes pa1·a distintas conchciones iniciales y de fronter2·1 

para fluJo unidimensional. 

La ecuación <2~ '.23) é1 t"esolvet- e~-3~ 

con las condiciones siguientes: 

-Condición inicial escalón. Las condiciones iniciales dadas por: 

= {'C)-o,, C(;.:,01 

,. :$ o 

.. > o 
(3. 1) 

Con estas condiciones~ la solución es: 

e(::, ti e; [ 1 + erf [ ~ ) ] 

( ve1· a.pénd i cf? B, en dc•nde se 

1.ndica la función utili;::e.di'\ c~·mu 2.pro::1mación para valuar la 

fLlnción erro1·'), definiclr:1 cc1n10:. 

:t 

erf (l) I e>:p 

o 

En la figura 3 .. 1 se p1·e:,entE1 \Jl'id1c:arnente la ecuación 

considerando en el eje de las abscisas la r~lación x/o. 

2.S> 

(3.3) 



SOLUCION ANAUTICA. EC. (3.2) 

0.75 .................................................................................................................. . 

(.) 

D.5 .......................................................... ······································•••·······•····••··• 

0.25 ................................................ ········ .......................................................... . 

o ...... ~ .... mu::;;..,..._---1-~~-r-~~,.--~--l 
-.3 -2 -1 D 2 

Fi81.Jra 3. l. - Di.fuei.67' de uno función eeco.l6n, ecuo.ci.ón cs. 2>. 

·-Concentración inici<ll constante. Las condiciones iniciales y de 

frontera son: 

f (0, t) =Co 

lc<>:,(l) =O 

(H .. t<oo 

O<!·' <oo 

La solución a la ecuación 12.23> con dichas condiciones es: 

Co erfc ( ~) 

(3. 4) 

(;:' •• 5) 

Donde er/c es el complemento de la función error definido por: 

e1'·fc <Zi ~ - erf(Z) (3.6) 

En la figura :;: .. 2 se encL11:mtra la g1·áfic,, de la ecuación (3.5) para 

distintos valares en el tiempo. 
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SOLUCION ANALlTICA, EC. (3.5) 

ol--~~,--~__,._:_~~..;;;;:=~._¡¡¡;¡¡;3 

o 0.5 1.5 2 2.5 

t = 0.75 

t = 1.50 
E3 

t = 3.00 

Fieura 3. 2. - Dlsat.ri.bud.6n de lo. concenlroci.6n, ecuo.ci.6n <3. !5> 

-Solución en dos QimensiQ.Qg§_. De la ecuación 

dimensiones: 

(2.221 para dos 

-=D--2+--2 OC [élC iJ
2
C ] 

at a ,, a y (3. 7l 

Con una descarga instantán~a de masa H. la solución está dada por: 

e (:·:,y, t\ 
M 

--,4-n"""['""'i1,_· - e': P ( 
.. ,,z+ Yz J 

4Dt 

En la figura 3.:7. se presenta la g1·áíJca de la ec:uacior1 

e:.. 8) 

(3. Bl, a 

manera de ejemplo, con M=1 y D=l/4 para distintos tiempos en el 

int~rvalo ( -5 5 
,_ 5 y < 5 ) . 

La g1·áfica presenta el Efecto de decaimiento del contaminante con 
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el paso del tiempo, anti:, un<1 desc~frga ·instantánea y puntu;,.1 en el 

cwigen del sistema coordenado. 

C(x,y,t) Solución Analítica 
Ecuación (3.8) 

(t 0.1 s) 

= 3.0 s) 

X 

Fisura. 3. 3. - I>i.fusi.6n de ma.so. •n dos d\.recci.onee~ eouoci6n t3, O> 

3.2 Convección-difusión 

La ecuación a resolver para canales prtsmáticos de sección 

rectangular y en flujo un .L ·forme=, considerando turbulenci.a 

estacionaria, es la e>cuación de dispersión longitL1d1ncd ('.2.50i : 

Utilizando la eolucion fundamental 12.241 y modificándola para 

tomar en cuenta el térm1no convectivo, se pueden plantear las 

3Z 



-Cond.ición inicial de Q1Llso~ Al introducir L\na m.-,sa pL1ntual H en 

el cwigen de L\n escL1rr.imiento y de·s·pués del tiempo necesario .• ,de· 

mP.zclado (secc16n 2.3.ll, con condiciones iniciales y de frontera: 

f <O,Ol=Co 

~10,tl=O ;C<n,Ol=O 

para ;.:~O t~o, la solución es: 

C(x,t) 
Concentraciones por 
Convección-Difusión 

Ye1ocidad 

~ 

Ecuacion (3. 9) para: 
U;=2 ; ~1/4 y ti=l 

C{x,t) = _1_ exp [- (x-2t)2] 
[rít t 

F\.gura a. 4. - Di.sperai.6n por convocci..6n-di.fuei.6n, ecua.c\.6n <3. 9) 

ªª 

(3.9) 



En la figura 3.4 se presenta-la solución (3.9) con las siguientes 

condiciones: M=1 ; K =.114 ; LI 

valores a: 

2 reduciéndose para estos 

e<:·:, t) (3. 1 (1) 

Comparando las figuras 2.2 y 3.4 se puede observar el efecto 

producido por la parte convectiva <dispersión por velocidad del 

flujo), introducido en la dispersión del contaminante. 

-Concentración inicial constante. Una condición que impone un 

problema más complejo a analizar, es el de la descarga constante 

del contaminante en una determinada sección. Este tipo de 

solución es la más frecuentemente utilizada para comparar los 

resultados de los métodos numéricos (Taigbenu y Liggett, 

por lo que se desarrollará con mayor detalle. 

Las condiciones del problema son: 

Ecuación: 

Condiciones iniciaLes y de frontera: 

{ C(::,O> = o (1 .s " ::: ro 

e <0, t> = Co o .s t .s ro 

1986), 

(2. 50) 

Cuando t+ oo , la concentración pa1'a ::~ro se apro>:ima a Co: la 

solución anal1tica del problema es: 

C<n, t) =-,,, erfc -"--- + Co [ ~··-ut] 
,_ 4f<t 

fw:) ] e::p L"K (3. 11) 

Al ser la solución (3. 11) la que se utiliza con mayor frecuencia 

para comparar los resultados arroJados por los métodos numericos, 
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se planteará la solucion a un problema con valores fijos. 

Sea un canal rectAngular de ancho unitario con concentración 

inicial y continua Coc:l en toda la sección t1·ansversal que 

denominaremos origen 

escurrimiento: 

(::=(!), con los 

Velocidad media a /Lujo uniforme: 

Coeficiente de dispersión ianeitudinat: 

siguientes 

u 

datos del 

1.::;3 m/s 

666 m
2
/s 

v,erificando (3.11) para las condiciones iniciales y de frontera: 

+ En "=O se debe lener C=Co=1 para (1 S t S oo 

sea ti 187.97s 

Utt 250 m ~"' 707.64 m 

Definamos 7.
1 

y Z
2 

como los ar·gumcmtos dc;l comple;nento de la 

función error (ver apéndice B, donde se presentan 10s propiedades 

de la función error y su complemento), 

obtiene: 

por lc1 que para z 
1 

se 

z = 
1 

::-Ut1 

~ 
es decir qL1e: 

- <). 35:-. 

Ahora para el valor de 

z = 
2 

):+Ut1 

~ 

erf (-(1. 35?.) 

erfc(Z\ 
1 

7 
~2, se tiene: 

1.382::' 

- erf (0. 353) 

erf<0.353l 

erfc(Z) 
2 

(>. 64671 

3!5 

-0.3823 



finodmente: 

U·· 
T. 1) 

o 
e C\Cl,t) = C~[erfc<Z) + erfc(Z >] '"' 1 

i L i 2 

Se puPde probar que 13. 11> cumple para cualquier combinacjon de 

condición inicial o de frontera. 

En las figuras 3.5 y 3.6 se presentan las soluciones anallticas 

<ecuación 3.11) para 6 diferentes tiempos. 

SOLUCION ANALITICA. EC. (3.11) 

t = 1CO ~ 

oi...-~-.-~~~~~tlii:. ... .._¡i:*:á::l,.-.._-j 

o 4CO 1 E+ro 1.2E+ro 

Fieura 3. 5. - Soluci6n o.no.ltli.ca pa.ra deacarga conli.nuci <a.> 
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SOLlJCION ANALITICA, EC. (3.11) 

t = 1ro s 

t = 1a:o s 

o: ~-:_:s~- :-~~~-:~~-·:_· 
~ ~ ~ 

0.25··························"··················~·······················"··~··· ..................... . 

.......... ........,. 

O 1E+ro ~+03 ~+03 ~+e~ OC+ro ~+ro 

~(m) 

Fí.t!f'UI'a 3. 6. - Solucl6n <1nc1ltLlca para deecarga conLlnua <b> 

9? 



4..- SOLUCIONES NUHE:RICAS DE LA ECUACI6N DE 

DISPERSIÓN LONGITUDINAL y ANÁLISIS DE ESfABILIDAD 

En los capitules anteriores se han planteado la teoria y los 

conceptos blsicos que describen el fenómeno de la transferencia de 

masa, al mismo tiempo que se presentan las ecuaciones de difusión 

y dispersión y algunas de sus solL1c1ones anal i ticas, con la idea 

de predecir la concentración de contaminantes como función del 

espacio y del tiempo. 

El uso de las soluc1ones analíticas queda r'estr'ingido a 

condiciones iniciales y de frontera sencillas. Obtener resultados 

para condiciones iniciales y de frontera más complicadas <p.ej. 

condición inicial variada en el tiempol, requiere el uso de 

métodos numéricos para la solución de las ecuaciones. 

Es necesa1·io mencionar que tt·adicionalmente se han llevado a cabo 

esfuer:os importantes para la solución de la ecuación de 

dispersión mediante la separación de efectos (convección y 

cti·fus16n) y que, corno hace nota1' '3m.tth (1977), es fcici.l con~ó1;n.llr 

esquem~s que conduzcan A errores en la solLtcion. 

En este capitLllo :-,e presenta L.1 s·:;luctón numét·.tca r:le la ecuación 

de dispersión longitudinal sin ~ep2t~a~~ eiectos, con el método de 

difer·encias finitas a tr·~1vés d~ e'2.qLH?.fJJU~3. i~·>'.pl1c:t•Js y a!. 'final se 

introduce un anál1~,Js, de est1;1bj 11dé\d r-··c::11~c1 dichos esquc:?m~.s: .. 

as> 



\2stab.ili.d¡~tJ no e:s el. -común- •.método matri~:ia.I. o pc>r ~r::1 ... j.e5 de 

Fourier!, sino es en gran medida original y utiliza un método 

P'C1pucstc1 n;?cientemmite por Aldama (1985), llamac':i "méto(1D de la 

an<1lo<;:1l a con la ecuación di fe1··encial ordinaria". Es de c1estacar 

que en la revisian bibliográfica realizada, no se encentro ningún 

de estabilidad para la ecuac irm conjunta 

convecc16n-difusión resuelta con esquemas en diferencias finitas 

e>:pl ic1 tos. 

4.1 Diferencias finitas 

Las ecLtaciones di fe1··enciales p<11··ciales de segundo orden lineales, 

en su forma mas general, son de la forma !Smith, 19771: 

d iJrp + e éJrp + f rp + CJ 
i'h ily 

y pueden ser de tipo c-J 1pt1co<., pa1·abc'11ca o hipet·bó1 ica cuando el 

igual o mayor que cero 

La e~uacion de d1spersi6n longitudinal para canal 1·ectangular de 

ancl•o unitc11·10 con flL1Jo unitorme unidimensional es 1.Z.50'>: 

ac 
+ti-

º'' 
Matemáticamente hablando, esta es una ecuacion diferencial parcial 

de segundo nrdPn. 

(l), por lo que es una ecuación de tipo pa1 .. abóliCE< y suscer.tibJ..e dE? 

i.:-::.er 1 ... ·esuelta usando LU-1 esquema dr:· di.·1~2renc1as. finitas. 

Las dife1··encias firllt2°·, 1 que son cocientes dr~ di·fet·encias como 

<.1pro,.;imaciór1 a dé,1·i··1c .. 1da•,, provi12nGm dP .la set·ie de Tayl.0t' con 

cierto error de truncado. 
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Gesarrollando funciones incrementales en series de Taylor: 

2 

C(::,t+At)=C(;:,tl+ót C'(;:,1;H·:-'.: e· At 9 

i: :: , t > + 
3 

, e · · · < ;: • t; + ••• 

. Á::2 • . .t.:: 3 • 
C<>:+ll::,t)=C<::,t)+ó:: C' (::,t1+2, e (::,t)+3' e "(::,ti+ .•• 

r . Á:·:2 ' c .. ::-ll::,t>~=C<::,ti-.6:: e· .::,tl+-;-¡- e Á''9 <::,u-
3

·,· e··· <::,ti+ ••. 

(4. 1) 

(4. 2) 

Despt'eci.:1ndo l<•s de1·1vadas de orden mayo)· a dos y despejando la 

primera derivada de la '?CLlación (,1.1) se tiene que: 

C<x,t+Atl - C1x,tl 
.ót 

Restando <4. 3i de 1•1. 2) .t despn"ciando términos mayores de terce1· 

01-den, 

Ci::+A::,ti - C\.:-ti.::,t) 
::1:.:: 

Swnandc_, (4. 2l con < 4. :;: ) " dE'spr":•: i "ndo det' 1 vadas mayot·es de cuarte• 

cwclen, se despeJa J," sec;unci¿1 cl•.~rt1."dc; '0·11 13 dirPcción :-:: 

;/e 
--2 
(} " 

2C\::,t: + CC:-4::,ti ( ll. 6) 

Cambiando la notac.1on pcw senr·1 lle::: Cn = C<::,tJ 
J 

í"n = e (>:+6,}:, t) 
- JTi 

Cn+i ,., C(::-6::, t'·ti.tJ, 
j-i 

'.JprirJe el sub1ndice 1'epresentc< la 

-=ecc1on en el espacio 'J el sup12r1nriir.:e e! nivel "'n el tu2mpn, y 

sustit.uyendo los cor:ier'é'."~ c!FC difetencJ.<>.s (4.lli, \4.!':i) y (4.6) er1 

la ecuación (2.50> se t1ene: 

Ícn+1- en) + .~ Íc_ n ··- en ) o-• _!:_2 fcn ·- 2Cn ' en ] 
lit l J J .:.Á:: l )+1 1-1 4:: l j+i J ¡-1 

(~. 7) 

DespE·Jando para el siguiente nivE·l en f:l. tiempo: 

4i 



La ~cuación 14.8) e~~n~eª~uema de diferencias finitas explicito 

en el tiempo y centrado simétricamente en el espacio. La 

t'epresent,o>.ción de (4. 8) conduce a contar con una malla en (:·:, t) 

como se muestra en la figura 4.1, llamada "malla de diferencias 

fini.t~~r.; 11 • 

' 
- - -+ -+- -+ -+ 
- - - -+-- -i.ñ+1- -t- -+ 

nát -tri":n - -t.;;- -t+1.n - -+ 
ótI 

~ -- -t -+ -t -t 
1 1 ! 1 

o 
JÓX X 

.'.lx 

Fi.s-u.ra 4. l. - Mo.\.1.o. de di.Coronci.ae f\.n\.t.0.11. 

al cálculo de los valores en la malla, es decir para t=0 todos los 

t; s1.endo 

los p1·ime1-os la canci1cHm ir.ic.1a.l v lc.s segundos las condic.1ones 

de ·f1·ontera del pt·oblem.:'\, QL\e m.:i::em::it:1cc..,m~nte SF? p·:presan como: 

C\;:,Ol ~Condición inicial 

C<<::. ti} 
~ Condiciones de 

e (oo, t) 
frontera t :o (• 

Con esta metodalogia es posible armar diferentes esquemas; 

e;:plicitos 1independ1en tes en el tiempo) o imp l ic.i tos· 



'dependientes de la solución en el mismo nivel de tiempci para las 

distintas secciones en el espacio). 

4.2.- Esquemas explicitas 

Los esquemas explicitos son cálculos independientes lse puede 

despejar la variable de interés) en el tiempo para una determinada 

sección en un intervalo superior. Esquemas de esta índole surgen 

de tomar cocientes de diferencias hacia adelante en el tiempo. 

Generalmente son esquemas que no requieren algoritmo alguno, ya 

que implican "moléculas de cé\lculri" a pa1·tir de valores conocidos, 

siendo necesario por otra parte conocer las condiciones iniciales 

y de frontera del problema. 

4.2.1.- Esquemas de primer orden 

De la ecuación 14.81 y definiendo los valores siguientes: 

' l<.llt " = --2 A: 

Donde C es el nümero de Courant, P es el número de Péclét de malla 

y X el cociente de ambos, dicha ecuación se puede escribir como: 

(4.9) 

Si los cocientes de diferencias considerados son hacia atras y 

adelante en el espacio para el tiempo t~n.llt: 

r·n -· en en - en 
iJC ' j , j-1 ac J+i J (4. 1 (l) 
i};: .11;.: o:·: t.·· 

se pL1eden gene1·'al izar los esquemas e::pl lci tos de primer orden: 

<4. 111 

El esquema y los coeficientes se resumen en la tabla siguiente: 



Esquema cn+i= Ao en + A1 e~ + A2 e" 
Expl(ci.to l j-1 J J+i 

(4.11) 
Ao lh 1~2 

Dd. haci.a 
>.. + 

al r 6.e 
<C 2>.. <C >.. 

Di.ferenci.a. >.. + <C 1 - ::>.. >.. <C 
contra.da. "' "' ..:. 

Dd. haci.a >.. 2>.. <C <C - + >.. 
a.delanle 

>.. = 
KAt <C <C 

LIAt 
IP 

u A:: 
--2 iP -x;;- ~ Á'' 

Los esquemas representados por 14.lll se pueden plantear en forma 

de molécula de cálculo como se muestra en la figura 4.2. 

- - - - - -~r- - - - --+ 
Ao• 

C~-1 + 

\= 1 

+ 

1 1 
X 

Fí.ev-ra 4. 2. - Molécula de c·ó.lculo de eaquemo.s expltc<toe <4. 11> 

4.2.2. Esquema de Adams-Bashforth 

Otra forma de obtener los cocientes ~e diferencias es con base en 

promedios entre pasos. ya sea en el espacio o Liempci. Un el .1:··.:i 



F· ,empl.o de este t:1pc• de di:sr.:1-et'u:ar.:ión es el 

l·dam:o·-Bashforth dre Drd("?n dos en di ferenr.:ias r.:entr¡¡das, que 

5ustituido en la ecuación !2.501 conduce a: 

n-i n-1 

1 e -e. ] ~· - j+i ¡-1 
2 26~-: 

C ~-1 __ 2C: ~-1 +C ~-1] 
l J+i J ¡-t 

2 Ax2 
í4. 12) 

Al despejar y agrupar el esquema en función de <C y !P se ti.ene 

(4.13) 

La molécula de c~lculo de C4.J3J se muestra en la figura 4.3. 

¿, -+---- --~>- ----J , 

I= 1 
1.p,+h)1 ( 1-3),) J .-L... 1.(;>,-f..:.)1 
2 2 " + --<v + 2 2 ~~ 

Cj-1 - - - cj+1 ..,.,,,.. 

¡+ 
-+(\+~)• \~, -+>.-~)~ ' ~ ,,_ + + .. ... n ... t\ 

lf j-1 e fJ.;;J, ... ¿_,_.,; X 

Fi 61.1.I'a 4. 3. -Mot&culc> de cólcuto. Esquema do Adams-Do.ahforlh. 

Se puede observar que para el cálculo en el nivel n+t, es 



necesario conocer dos niveles inferiores en el tiempo 

Como generalmente sólo se conoce la condición inicial, 

<n-t ,n). 

se debe 

utili::at'cün-esquema diferente para c;dcl1lar un primer paso, al 

ini1:10 rfü.l céilculc1 sigu1enti? ,\l nivc~l. infl::i<ü y postc-,-1·ior111ent~ 

arrancar el esquema de 2o. orden. 

Por eJemplo, se pueden combinar el esquema explícito central de 

1er. orden simétrico cc1mo ar-rancador y a partir de n=3 utiliuu- el 

esquema de Adams-Bashtorth/Central para los restantes cálculos. 

4.3. Análisis de estabilidad 

Uno de los inccnven1ent~s al utilizar esquemas en diferencias 

finitR:., sobt'e todo eri 'SU 'fí:wma e•:pltcita, como apro:dmación a las 

ecuaciones d1ierenriales parciales, es el riesgo de que las 

aprox1mac1ones presenten problemas de estabilidad, compatibilidad 

y convergenciD. 

La 1n0stobi l 1dad puede CtJmO el comport.ami.r-mto 

osci li<torio y c1-eciente di:! er-ro1'es. cir! redondeo en 1 a so 1 uc.1 ón 

generada por el esquema. F'ar;, que un esquema sea compatiblP., este 

deberá resolver la ecuación diferencial originalmente planteada. 

La convergencia se def 1ne como la tendencia a disminuir los 

errores numéricos de los de la solucion exacta, 

incrementos de tiempn y distancta a cero. 

tender los, 

Los errot-es de 1·edondeo, a diferenc1R de los de trL1ncaao, son los 

generados por la solución numer1ca ael esquema, mientras que el 

truncado se refiere al m·den de apro::imación pc.>r despreci<1r 

términos de cierto orden en el desarrollo de la serie de Taylon. 

Como se mencionó al principie del capitulo, una técnica comúnmente 

Lltili::~'\da para resolvP.t'' la eCl\C\C:tón (2~5(l) es separar en dos 

partes la ecuación. E.'"ta técnic2 no siempre cDnduce ¿, l'E!SUl taclos; 

~~atisfactorios y en lo que siq•.•e SP t1·ata1-á dP e:-:ponr•r el p0rqué 

de esta situación. 



Al separar en dos partes la ecuación de dispersian longitudinal, 

se tiene qL1e P<W.:\ 1<1 parte pur,;1mente corwectiv,, la ecL1ación es: 

Y para la parte difusiva: 

ac 
Ot 

8C 
+ Lt­

(J·· 
(4. 14) 

<4. 15) 

La tecnica de solución serla resolver primero la parte convectiva 

14.141, es decir, el transporte del contaminante por efecto de la 

velocidad del fluJo, y posteriormente difundirlo resolviendo 

<4.15) qLte es la pcirte difusiva. Corno 14.14) y (I¡., 15) tienen una 

naturaleza matemática diferente, es fac1l esperar que 

condiciones de estabilidad no sean las mismas para ambas. 

las 

Para 

ilu::.tt·ar esté\ situación se ,;nal1za1·a por separado la estabilidad 

para convecc1on pura y posteriormente para difusión pura. 

Para convección pu1·a. Se pueden plantear distintas combinac:iones 

de las diferencias que apt·o:nman las ec:L1acianes, algunas incluso 

inestables par· principia. Por ejemplo con diferencias centradas 

en la distancia y hacia adelante en el tiempo, el esquema que 

apro~ima a la ecuación C4.14l es: 

(4.16) 

Donde Ces el nümero de Courant de m3lla. Utilizando directamente 

el método de von Neumann, en donde se define el error de redondeo 

como una serie compleja de Fourier de la forma: 

(4. 17) 

y 

la función compleja cuyo módulo debe cumplir con la condición de 

estabilidad de Cauchy !ti S (F.: J indica módulo de tl. 



E·:presando el esquema C4.16l en·--tunc:ión de los __ ~rrores de redondeo 

14.171 se puede escribir: 

Dividiendo entre Rn a la ecuación 14.181 se tiene: 
J 

Donde por senci 1 le: de notación se sustituye (FfJó.¡: 

agrupando se llega a: 

(4. 18) 

(4. 19) 

y 

(4.20) 

Por la identidad de Euler (ver apéndice 3) se transforma en: 

( ~ 1 

Al obtener el n1ódulo de (4.21 i se obst:rva que 1+C2sen 2
(1 es 1·eal y 

siempre m.:1yor o igu¿.J a la unidc<d (ver Liggett et al, 1975), por 

lo que el esquema es inestable por principio al no cumplir con la 

condición de Ca•.tchy, ¡i; ¡s l. 

Varios autores (Abbott,1979; Cunge y Holly,1980 Sauvage t, 1985 

entre otros), h<ln demostrado que los esquemas asimétricos de ter. 

orden con diferencias hacia adelante, tanto en tiempo como en 

distancia, son estables y libres de difusion numérica para C S 1. 

Dicho esq1.1ema asimétt'Jr:o ele ler. ot'den,, qu<? ap1'o}:im2 <". (1) • .!4• <es: 

(4.221 

Aplicando de nuevo el metoda de ven Neumann se llega a1 

Como se menciono, en las referencias arriba citadas, se puede 
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demostrar <ver Abbott, 19791 que a partir de 14.34) con diag~amas 

de Argand, se cumple con el critedo de -estabi.lidadc_-_:cº~ __ CáuÍ:hy, 
---r'-=-= '::-=----,::--==--=-=o-=-

1t1S1, cuando se tiene que: 

e > o (4.24) 

F'ara difusión PLtra. Aplicando el mismo procedimiento se plantea el 

esquema con diferencias hacia adelante en el tiempo y con la 

aproximación de la 2a. derivada dada por la ecuación 

sustituidas en 14.151 conducen a: 

14. 61, que 

<4.25) 

Donde>-.= l<At/A}: 2 y uti llzando de nuevo el método de van Neumann 

con el criterio de estctbilido:1d de Cauchy, se llega a: 

{ = 2>-.(cos (1 -1> + 14.261 

o sea: -1 S 2>-.(cos (1 -11 + 1 S 1 y lo mas desfavorable se 

presenta cuando cos (1 = -1 , por lo que se llega a: 

(4.27) 

Con estos resultados se prueba el esquema 14.11) para las 

siguentes condiciones: 

u = 1. 50 mis ; f< = 300 m
2
/s 

>-. At (si 
Ó'' 4(l(l 

1 .o 1). 5(1 266.6 -· m 
.,. t = 1600 s 

(i. 5 0.25 133. ·-' 

En la figura 4.4 se presentan las graficas en donde comparando la 

solucion analitica con las del esquema, puede observarse que para 

los casos escogidos que cumplen las condiciones 14.241 y (4.271 el 

esquema presenta un comportamiento oscilante y alejado de la 

solución. 



Resultados con esquen~a (D.Adel) 

u=1.5m/s K==300m2/s tiempo=1600s 

j 
0.5 

o~~-.-~~-,--:--:a::,--.-..:J!B=:::...--..-...m..aj 

o 1E+03 2E+03 ::'.EA-03 

X (m) 

4E+03 6E+03 

0=0.5 

Cr=1.0 

Pnolit 

FifJ1.1I"a 4. 4. -comparación con esquema. aaimélri..co de ier orden. 

Al trata1' de e::plicat' el porqué rJe est.;. situación, lo que se 

ocurre es que no es tan buena la costumbre de dividir efectos para 

1 uego combinar 1 os en un esquema que 1'epresent2 a 1 a f'CUC•C i ón 

conjunta, es dec 11', aún cL:ando por separado 1 os esquemas son 

estables y no difusivos, ya combinados presentan comportamientos 

oscilatorios en su snluc1ón. 

Con la idea dP. no descartar aun los esquemas e::pl 1c1 tos, ,-, 

continuación se presenta un nuevo análisis de eEtabilidad del 

esquema para la ecuación completa haciendo uso del método de la 

"analo6ia de la ecuación diferencial ordinaria", 

Aldama, 1985. 

!50 

propuesco por 



4.3.1. Análisis en esquemas de primer orden 

Partiendo de la formulación general de esquemas explicitas: 

(4. 11) 

Y aplicando directamente el método de von Neumann: 

(4.28) 

Sustituyendo los errores por series d~ Fourier y despejando ( : 

(4. 29) 

Si se sL1stituye en (4.29> los valores de Ao, As. y Az para el 

esquema central y se desarrolla con identidades de Euler, se llega 

a la e:.:presión: 

( ~ 1 + 2A (cos ~ - ll - ,ce sen ~ (4.30) 

Intentat' resolver <'I. -:=-.!)) para la condición de CaLtchy ¡c¡s1, para 

encor1tra1' los valores del rango de eSo.tabi lidad, result<1 ser Ltn 

proceso bastante complicado, desde el punto de vista algebraico, 

para ser resuelto por la forma tradicional. 

Es en este punto donde ei m\?todo de la "Analoe(a de la ec'Uación 

diferencial ordinaria" (Aldarn,'.I 198~~. (37> e~ ~<plicable p0ra s;o,lva!' 

Estr-=' c,b~.t1::i.cu1o. Ei se ::ustitu:;E A~:·([:,:[P y de (l\.3(i) ~acto1·1 z¿1.mos <C .. 

e = l + ce "- ' c.· ,, . -- ' sen ~ 
[ 

-. ( co- ,, - 1) ] 
(4. 31) 

Agrupando en una variable compleja µ, se puede escribir: 

(•t.32) 

donde 

µ ce - , sen ~ [
2(crJs ~- ll . ] {4.33) 
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En forma general puede escribirse (4.331 en función de sus 

componentes real e imaginaria de la forma: 

(4.34) 

siendo 

µ =· 2 i cos(3 -- l l ~ } 
R ~· 

µ
1 
= <C sen(3 

(4 .. 35) 

Para validar (4.341 y 14.351 tomese el caso de difusión pura, es 

decir u=O, por lo que <C=0 y de 14.341 µ~µR. 

14.32) y aplicando el c~iter10 de Cauchy~ 

entonces si A f:.t.t. -x;;-2., se que 

Su.sti h1yendo en 

coc(1 - 1 
la 

condician más desfa1oratle es cuando (1 = n, por le tanto A S 1/2, 

idéntico e, la condición •4.27' obtenida p.31'a difusión pLw.;-.. 

f.;el;om;1ndo el p1·Dbleméi compleco de •:;orc"''."::ción-rl l fusión y apli.cando 

el método de Alda1T1¿,; sf:oi.< uria ecuc1ci<'.•n diíerencial ordinvt·ia: 

dy 
dT 

Dond~ 6 es un cneti~1er1te comple.~0 

y n+i 

ll t 

óy 

difcr~encias hacia 

(il.37) 

Utilizando la serie de Fourier pé11"a los f-:?1·1··ores de •··edondeo: 

1,1\, :.:.8) 
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Si se hace µo 66t y se divide entre (n llegamos a: 

( =µo+ 14.39) 

q1.1e es completamente an~1lo90 a ( del esqL1ema central (4.32), Por 

otro lado ( es de la forma: 

o :S. e :S. 2n (4.40) 

Sustituyendo 14.401 en 14.391 y despejando µo se tiene que: 

µo "' e;.e_ 1 (4. 41) 

La ecuación 14.411 también puede e~presarse en sus componentes 

real e imaginaria como: 

µo (cose - 1) + ¡·sene 
µoR= cose - 1 

µo
1 
= sene } 14.42) 

Para. la frontera de estabilidad neLttra ¡r; l:S.1, la figLtra 4.5 

presenta la región donde el esquema es estable y cuya frontera 

está dada por 14.41), 

Al establecerse la analogla entre los esquemas a través de las 

funciones complejas ¡J y µo, los valores de la fLtnción µ del 

esqLtema original en donde ésta es estable, deben satisfacer la 

condición: 

(4.43) 

Donde </>o es el argumento angular del plano complejo. De 14.33) y 

(4.43) se obtienen las siguientes 1·el.aciones: 

,,.. [41cosn- 1>
2

+ 2 .... '' sen (3 
¡p2 

14.44) 

</>o _ tan -1 !P sen(3 
- 2 lcos(1 - 1) 

(4.45) 

Donde ¡µo¡ y <f>o son conocidos de la relación 14.411, es decit• son 

el módulo y el argumento de la figura 4.5 que es la frontera de 

estabilidad neutra. 
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Frontera de Estabilidad Neutra 

Esq uen1.as Explici tos 

0.5 ....................... :····· ................ ; ....................... ; .. . 
' ' ' ' ' ' 

o.o ............................................. 7 ....................... ; ....................... ~······················ 
' . ' . . 
' . 
' ' 
' ' 

-D.5 ....................... 7 .. .. 
···············~··············· .. ·················--··········· ... ··············· ' ' ' . ' ' 

' ' ' ' ' . 
' . ' 
' ' ' . ' ' 

-2 -1.5 -1 -0.5 o 

Fif5'UI'a 4. 5. - Frontera de eeto.bllLdad neutr<>. 

Al despejar· de (4. 44) el nt:1mero ele Courant, el problema se 

convierte en una optimización del C mlnimo para 

combinación de ~y Pécl~t: 

1 µo 1 

cu a lqLl.i er 

(4.46) 

El problema de min1mizac1on que impone (4.461 sujeto a 14.441 y 

14.45) se resolvió numéricamente, con los resultados mostrados en 

las figuras 4.6 y 4.7. 



COMPORTAMIENTO DE #COURANT 
Esquema Central 

COURANT 
4r-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

O'--~~--''--~~--'-~~~-'-~~~-'-~~~-'-~~~--'-~~---' 

o 3 4 5 6 7 
BETA (rad) 

FitJUI'a 4. 6. - ComporlamLenlo de {: con ~ y !P. 

Al analizar los resultados de la figura 4.6 se puede observar que 

el número de Courant tiene sus mínimos en {Fíl para IP s; 2, mientt-as 

que pi\ra valores mayores de F'eclét el Courant minimo se presenta 

cuando (FO o (1=2íl¡ j pat-il (Fíl se t\ene un valor m.;n:1mo de {:. 

Si se toman 1 os ·>a lores c ,- i t 1 cos de 1 numero de Cout'an t p . .e.1·a 

distintos números de Peclét, se obtienen los resultados mostrados 

en la figura ~.7, es decir, el rango de estabilidad neutra para el 

esquema central es para (3"~íl, o sea !P s; :~ y fi11almente se puede 

establecer que pa1·a que el esqL1ema central sea estable debe 

c>.1mpl irse que: 

([: s; l 
!P 

-" 

IP s; 2 } (4.47) 



··ESTABILlDAD CENTRAL 

COURANT PECIBT 

1.2~----------------------~ 

D.B ......................................................................................................................•. 

0.6 ..................................................................................................................... . 

Q.!. ············ ............................................................................•...................•...•..... 

O.Z ····· ······························································•·····················•·····•······················ 

Of----~~-~----~~-~~-~-----< 

o z 4 5 6 7 
0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 6.5 

# do! FIT1ET 

Fi.tf'J.I'a 4. 7. - EelabüLdad <C en funci.6n de !P 

La condición (il.47) restringE· la soluc1on y a los v¿dot'es de 61; y 

6:: en función de valores de <C y !P. Si se desarr-oll~ un 

procedimiento análogo pc1t'a l0s diferenc1as hacia att'as y hilci''' 

adelante se llega a soluciones semejantes a la estahlecida por la 

ecuación (4.33): 

<C [(cc•<:'/3 ~- 1) icenf3] 

1 
Atrás µ - 1) ¡¡, + .. 

(<). 4E\) 

Adeiante µ = <C [·: cosf3 1, (w - i) -· i.sen/3] 

Las figuras 4.8 y 4.9 muestr0n los resultados equivalentes para el 

esquema tomando diferencias hacia atras y las figuras 4.10 y 4.11, 

para diferencias hacia adelante. El resumen de los criterios de 

estabilidad se presentan en la sección 4.3.3, ya que aún es 

necesario analizar la compat1bilida~ para los resultados de 

estabilidad obtenidos. 
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COMPORTAMIENTO DE #COURANT 
F.squema H. Atrás 

Couranl 
1.2 r----------------------. 

1 -

0.8 

0.4 ---------

0.2 -·-·----~----··-·-·--- --···--·--------------------

01-L-_._.-'--t-L-'-..__,_-+-'-'--'-''-!-...1-.L-'-.J.-.¡..-'-"'--'--L.-11-'-......._._._-I-' 

0.196 1.118 2J6 3.142 4.123 5.105 6.081 
Beta (rad) 

Fi(j'tlI'U 4. 8. - Comporlomlenlo de <C con (3 y !P 

ESTABIUDAD HACIA A.TRAS 

COURANT - PECLET 

O.B .................................................................................................................... .. 

1 ................................................................ 1 

Qf--..--....,--r--r--r--r---r---i~r--r--r--r--i--1 

o 2 d. 5 8 7 
0.5 1.5 25 

Fi!!f'tlI'U 4. 9. - Eato.bllldad <C en funcl6n do lP 

!5? 



COMPORTAMIENTO DE #COURANT 
Esquema H. Adelante 

Couranl 
2.---~---------------~ 

Pe•l.25 
1.5 ·····---------··· --·. --------······ ·--· -------------

0.5 

o,_,_.~~_,__..~~_,__..~~_,__..~~_,_..~~_,_..~~-+-'-' 

0.196 1.178 2.16 3.142 4.123 5.105 6.087 
Beta (rad) 

Fi erura 4. to. - Comportamiento de ~ con (3 y IP 

EST_A.BILlDAD HACIA ADEL..4-i.T\JTE 

COURA1'J1 - PECLET 
1.2.-----------------, 

0.8 .................................................................................................................... .. 

O.B ...................................................................................................................... . 

0.4- ..................................................................................................................... .. 

Ol'-~~~~-r-~-r--r--r---r-----.--ir-,---i 

o 2. 3 4 5 B 7 
55 B.5 D.5 1.5 25 35 <k5 

Fi erura 4. t f . - Estabilidad ((: en función de IP 



Como se menc~onb al principio del capitulo, un esquema es 

cotrpatible CLtandD tiende ce\. ct'.eSOl\le_r la ecuación diferencial 

originalmente planteada el tender los incrementoi, de tiempo y 

dis1;;3nc:ia., ci r.:r~ro. Tmnando el esquema explicito 14.11) con 

diferencias centrales se tiene: 

(4.lf9) 

Considerando las condiciones de estabilidad 14.471 en sus limites, 

se tiene para cualquier P y C con k=ll2, sustituidos en 14.49l: 

(4.50í 

Donde el primer término es una forma simétrica en el espacio de 

discreti;:ar la var'iación en 121 tiempo, por lo qlle «'.\.50) tiende a 

resolver la ecuación de conveccion pLwa [~ •· u:;; "" 1>]. es decn· 

en el limite de la estah11id~d el tet~m:no di~~si'1a dPsapa~·e~e~ 

ce>nt;:!·uent~:: p.:::1rc:i. 1~~1'.3 c::-w :~ ~c:.:Jr ~?·:::. 1:~1~ ~7' :::~.="·: l~t i·.~j'.~\al·:::iad, ::· =~a :¡1~H? 

·1~str··lcc..i1Jneo; p-::11·¿, •::.'.·: ¿:•r:,qi.1er-q:::!. \:e t:·c..1n~fot"'r~ar: ~.~ 

IP 

- IP } c. 

" 
1. 51 :· 

El mismo análisis de no nulidad en los coeficientes de los 

esquemas se reali:ó para las d1fer¿ncias hacia 3tras y hacia 

adelante. Las cond1c1ones resultantes de estabilidad 

compattbi 1 idad se presentan en 1.' sección 4. 3. -:.. 



4.3.2.- Análisis en el esquema de Adams-Bashforth 

La mecánica del análisi'f.. s;c pnoser.ta completa con base 

<Aldama, 1'185), des,;1Tol.1f.1ndose en 

El esquema d¡,;o 

f.1dams-Bashforth/Crm tra l la ecuación de d ispe1·sicm 

longitudinal es rd 1·ep1·esent¿1do por· (4.13) y susti tuyemio para los; 

errm·es dE· redondeo Rn= ei.ejl:>x {n , y dividiendo entre e'eil:>x {n-J. 
j 

se lleg,,. a: 

G .:¡) 

Con 1-u~>..+~ DesarrollandD E.•n 

pt·i me1· lug¿w sr.J.o los. tre:<s térmlfiD<;; í ac.tor<"s tle C:, con ~el:>}: se 

t. ien~·: 

3 e e 
~- + 2 ¡p C: C:.' cos(1} ·- ::' ¡p t; - ::: C ( i.sen¡1 

Se observa queµ ti~ne la misma cclmp0sicjó~ qtj~ Pn el anállsi3 

anter·]or. es dec1r: 

µ ~-

Ahora se 

independientes de (: 

e [ 

i'< 

:::\cos (1 -- 1 • 
¡p 

•·estantes 

1 ~ i.(1 -i/1) ~-:--'. ..-- (e i.{1 _~--··e -i.(1) Gill=·>---j->--le +r: +~.._.l ~~ 

1A.37.l 



~ ce r-(c:o=.c¡1 -· 1) 
sen¡1] tP - t 

G ( I> 2 µ (4.54) 

Sustituyendo 14.531 y 14.54) en 14.521 se llega finalmente a: 

l 
( 1 2 µ (l 14.55) 

Que corno cuadrática tiene la siguiente solución: 

(4.56) 

De la misma fo1-ma que é·e validl'.' parc1almente el esquema central, 

se PLlede analizar i1 partir de (i\.56) la condición de es.tabi l.idad 

para difusión pura, es decir u=O , C=O ; por lo que: 

Aplicando el criterio de estabilidad de Cauchy ICl51 a la parte 

real de 14.56) se tiene: 

± (1 ,. µ + - µz < ".> 
q )1/Z 

. R ij R - -

Resolviendo el lado izqui.et'do de la des1gL1aldad, 

términos y multiplicando por 1-ll: 

1.'1.58) 

~epa.ra.ndo 

y elevando al cuadrado: 
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'{ resolviendo el lado .det'echo en ft11·1Tic\ análoga: 

.·µR ~ (1 

Combinando los resultado~ se ttene la solL1ción de la desigLlaldadr. 

Sust1tL1yendo (4.571 en la desigualdad 14.591: 

f·.:.tit _< 
'"&72 

2 ( 1 - cos(?} 

Lo más desfavorable se presenta cuando (Ffl 

que la estabilidad para difusión pura es: 

(4.59) 

(4. 60) 

cos('1 -1, por lrJ 

Es decir ~Sl/4, resultado que se espera se mantenga al menos 

parcialmente para el analisis completo. 

Retomando el problema de convección-difusión y aplicando el método 

de L:;i analogía, se plantea una ecL1é1cion diferencial 01·dina1·ia: 

dy ·co Óy 
at 14. 62) 

La aproximación a 14.621 con el esquema de Adams-Bashforth es: 

6(~ y 
l~~. n 

En te1·m1nos de la función comple,12 r; 
se tiene de 14.631: 

µo 

1 ) - 2 Y n-i 

,e 
e , y defir;1endo a µo=c5D.t 

"i' µo (n-1 (/{.. 64> 

Dividiendo entre ("-1, y agrupando términos: 

o (4.c'J5) 
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Obteniéndose una función completamente análoga a la del esquema 

original representado por 14.551, por lo que la estabilidad para 

(4.551 y 14.651 será idéntica. Sustituyendo la forma de t=eLe en 

la última expresión y despejando µo se llega a: 

µo 
2 (e2Le_. ei.e) 

3eLe_ 1 
(4. 661 

La expresión (4.661 representa la frontera de estabilidad neutra 

en el plano complejo. 

estabilidad del esquema. 

La figura 4.12 muestra el rango de 

Frontera de Estabilidad Neutra 

Esquema Adam'.3-Bashforth/Central 

os ·······················~······················7 ....................... :-····· 

0·······················~······· .. ··········•f ........................................... 1···"·"····· .. ··· .. ··· 

~ ....................... ~ ...................... 7 ....................... ; .......... . 
. ' 
' ' 

-1'--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~----J 

-2.S -2. -1 s -1 -05 o 

FifSlU'a 4. 1 c. - Fronlera do e9labLli.dad neulra. 

De la eNpresión C4.66i ss posible conocer el módulo ¡µol y 

aplicando la relación análoga de µ y despeJando el ·número d~ 



Courant, se establece el problema de optimización lec. 4.46): 

1 µo 1 
mi.n (11. 46) 

Que ahora sujeto al modulo ¡µol representado por 14.66), se 

resuelve numéricamente. El comportamiento del ndmero de Courant 

para distintos valores de (3 y del ndmero de Péclét se muestra en 

la ·figura 4.13. 

COMPORTAMIENTO DE #COURANT 
Esquema Adams-Bashtorth/ Central 

OU-1...LJ--U..LI..LI_¡_!...J...L..J...L..J...L..J...L-1-l-.LI...-Ll-.LL.LL.LLl....L.W-Ll..CLI...ILI...ll...LI..LI...L.J..J....1-li 

0.121 0.725 1.329 1.933 2.537 3.142 3.746 4.35 4.954 5.558 6.162 

Beta (rad) 

Fi.t{Ul'a 4. f 3. - Comporlam(enlo de ((: con (3 y IP 

Finalmente en )a figura 4.14 se presenta la gráfica de estabilidad 

de Courant en función de Peclét. 
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De la figura 4.13 se puede observar que la variación para los C 

min1mos se da cuando (3=íl para val.cwes de lP hastc\ cie 2. 68, quE.• es 

.lé\ r1F'i\llH~nte r:J¡o :ta pari:r" line.::1: c:n l.;.1 figura il. :lLJ. De ]c1 .:intE·~t·iot" 

se dr: .. _:prenc!e l;:· C(:,n~!i.ció11 dP ¿:c.;·l:1J.fJi.li.dad: 

C5*1P} 
IP 5 2.68 

(4.67) 

EST ABILlDAD ADA1vfS-BASHFORTH 

COURANT PECIBT 

o.s .................................................................................................................... . 

0.4 ................................................................................................................... .. 

02 ................................................................................................................... .. 

o 3 4 5 6 7 
0.5 1.5 Z.5 3.5 4.5 6.5 

#de FUlET 

Fieura 4. f 4. - Eelabi.ti.dad <C mlnimo función de lP 

4.3.3.- Resumen de los análisis 

De los aná.l is is de estabi 1 idad y compatibi 1 idad se obtuvie1•on la~'· 

condiciones que se resumen a continuación. Para los esquemas 

e:-:pli.citos de prim1~,. ot•clen fur,• posiblE genet·'ali::ar lc1s r12sLlltados 

en una e:·:presión cun un f~Ktor cuyu valor es ele J.,<) y -1 para ln•s 
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esquemas con diferencias hacia atrás, centradas y hacia adelante 

respecti~amente. Individualmente las condiciones de estabilidad y 

compatibilidad pa1·a los esquemas t:;:plicitos de ler. 01-den son: 

ESQUEMA: 
Esquema cn+l= Ao en + Ai en + Az en 

ExpL le i. to J j - 1 J j+i 
1er. Orden Ao At Az 
Di. f, hac i. a 

A. + e 1 2A. - e A. -
alr<ia 
Di. ferenc i. o. 

A. + 
e 

1 -· 2A. A. -- e 
c•nt. rada. 2 2 
n.r. ha.e i. a. 

A. 1 ·- 2A. + e A. -· iC 
a.de\ ant.e 

>.. = f<At = iC e LIAt 
[p = u A:: 

A:·: z lJ5 ; .. 
f;X ; -r 

CONDICIONES DE ESTABILIDAD 

Esquema expL tci. to LLmite deL LLmi.te del 
con diferencias: # de Courant # de N~c tét 

Ha.et a Alr<ia 
iC 

IP IP (l 
2+!P 

Cent. rada e l IP IP < 2 
2 

Ha.e i. o. A.dela.nte 
iC 

IP IP <. 1 ·: .. :z--IP 

O bien resumidos ¿n una expresión general: 

CONDICION DE ESTABILIDAD 

Llmi te de L Diferencias 
Llmi te deL 

# de Courant 8 # de PécLéL 
Esquemas 

expLicitos [p 
Al r 6.s +1 IP o 

e ·:. 
de 2 elP 

cent ra.dci o IP 2 
+ 

ter.Orden 
Ad&l<>n lo -1 IP 1 

Para el esquema de Adams-Bashforth con diferencias centradas el 



esquema y su condición de estabilidad son: 

EsauEMA DE ADAMs-BASHFORTH 

C0No1c10N DE EsT ABILIDAD 

Um.i. te del # de Co'Urant LLm.ite del # de P1klét 

<C :$ 
1 

IP IP :S 2.68 4 

Independientemente rJe cL1mpl it· con J ,3s condiciones p1'esentadas, es 

recomendable revisen- que par2 los valo1'es elegidos de <C y !? y por 

los i~crementos Ax ; At tnmb1én disminuyen aumentando el nümero de 

cálculo<=., lo CLlal put:!de ·v•?r,,e cDmo des'1entaja; mas t!stos son t.;m 

simpies que no inc1·ementan en fm·rnc. impot'tante el tiempo de 

pr'oceso. Es mt.s, a.l no t'eque1··il'se algor1 trno pat'a su solución, los 

cálculos pueden efectuc.rse con herramjentas tales corno hojas de 

cálculo de p1'og1'arnas cornt':1·c1ales. 

En resumen se pr'esentan las crJtC\S: de las: condic1ones 

estabilidad pata esquemas explic1tos simples y que como se vera en 

el siguiente capitulo proporcionan muy buenos resultados en forma 

sencilla y rápida. 



5. - COMP ARACI óN DE RESULTADOS DE LOS ESQUEMAS 

Este capitulo tiene la finalidad de presentar ejemplos de los 

resultados que se obtienen de aplicar los esquemas explicitas con 

las condiciones de estabilidad obtenidas, para ello se ha dividido 

en dos partes: en la primera se compararán los resultados contra 

las soluciones anallticas para la condicion de concentración 

inicial constante, variando los coeficientes de dispersión para 

incluir Ja influencia de la parte difusiva; en la segunda parte 

se muestran los resultados obtenidos con los esquemas comparados 

contra mediciones e;:periment0<.les reportadas por Fischer en 1967. 

5.1.- Comparación con soluciones analiticas 

Con la finalidad de observar distintas condiciones en 

parámetros involucrados se realizaron pruebas para tres 

velocidades de flujo, tres coeficientes de dispersión longitudinal 

y tres condiciones distintas de estabilidad, que cubren un amplio 

rango de condiciones. 

La tabla 5.1 muestra \as condiciones probadas, indicando el ndmero 

de la figura en donde se comparan los resultados del esquema 

central contra la solución analitic0. La condición inicial es de 

concentración const,;mte, y condición de f1'ontet'a dE 

nula en el infinito pa1-r.1 un can,:d lo <:<uficientemente 

concentración 

1 ai--go. la 

solución analitica es la presentada por la ecuación C3.11l. 
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u V IP <C .Ó.:·: .ó.t Ti.empom Fi.gu ra 

Cm/e> 2 <m> ( Q ) a probar # 
<m /g) 

o.~:, (l. '..375 o. (1'1375 
t i=0 (>. 9:;)7 s 

~;: 1 
tz~·'4. 687s 

. .... 
2.u 5·) 1 5 o. "' -~·;7. ~-, '7. :'.75 

t1=075. Os 
" .. 

-" t2=225 
_,. ,e 

s 

51)0 375 93.75 ti= 1 ~'ºº s 
"' ::: . 

tz~0 3(1(l(> 
• J. 

s 

1). 1 .·.::00(1 150(>0 
t1= 12•)0(10 

"' 4 
tz=270000 

..J. 

1 • (1 2(10 1 "° (.>. e" ·,~:.ou 150 
t1= 600 s 5. r.:.: 

•' .J 
tz=1200 ·" s 

=i.O 60 6 
t1= b(I s 

"" 6 tz= 15<) 
..J. 

s 

\). 5 (1, :2 10(1 13. ~. 
t1-~25:;, .. ::.s 

"' 7 
tz=bOO. Os 

,_,. 

1 <= ;:.(!\) l (l o . L\ 200 53. 3 
h=1066 s 

"" 8 .... J 
t2=256(1 

.J. 
s 

1 e-; (1, El 380 2(1:~. 6 t1=1418 s 
"' e¡ _,, 

tz=::'.bL\.8 s 

TabLa 6, 1. - condi.ci.onoa de Pruebo. del E11quema Cenlral. 

Pe=l.5 Cr=0.5 u=2 m/s 

K=0.5 m2/s (t1==0.9375s y t2=4.6875s) 

D 4 6 B 10 12 14 16 

X (rn) 

FitfU.ra 5. f. -compa.raci.ón entre eolucl.6n a.naltli.co. y esquema. canlral 
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M:il.(1) 

>< 
Esq. (i) 

Jorol(2) ... 
EE.q. (2) 



.~ 

1 

l.1=2 rn/s 

K=50 rn.2/s 

Pe=l.5 Cr=0.5 

( t1==75s y t2=225s) 

0.2 .......................................... . 

ol--~--.~~,--~~~~~~~:,..llll~~ 

o 1CO YO 

X (m) 

. -compa.ro.ci.6n entre soluci.6n ano.HU.ca y esquema. cenlro.l 

Pe==l.5 Cr=0.5 

Mc:il(1) 

>< 
Esq. (1) 

Po:Jl(2) 

• 

u=2 m/s 

K-500 m2/s ( tl=1500s y t2=3000s) 

1.2~-----------------, 

02 ················································ 

o~--~---...--=.JQll'll" ..... 11o&a....-. .... 11---l 

D 4E+o3 E'.E+Cl3 1E+o4 

;.: (m) 

Fi«tJ.ra 5. 3. -compo.raci.ón enlre eotuci.ón o.naltli.ca. y esquema cent.rol 

k.Jl(1) 

>< 
Esq. (1) 

.Jlrol(Z) 
... 

Esq. (2) 



u=0.1 m/ s Pe==l.5 Cr=0.5 

K=200 m2/ s ( t1=120000s y t2=270000s) 

0.2 ................................. . 

01--~-.,.~~-,--"l~""l"'a.,¡lf-1~----111'-~--l 

o 10 20 40 ED 

X (m) .;ri mil.;;, 

Fisura 5. 4. -comparaci.6n enlro aoluci.6n analítica y eaquema central 

Pe=l.5 Cr=0.5 

Pnal.(1 ) 
)( 

Esq. (1) 

.llr<Jl(2) ... 
Esq. (2) 

u=l m/s 

K=200 m2/s (t1=600s y t2=1200s) 

ol--~--,.~~-.-~~~~..._"""":....--.~-._. 

o 1 E+IJ.3 1 ff +03 2E+ffi 2.!':E +Q3 2E+03 

X (rn) 

Fit!:f1.1.I'a 5. 5. -comparaci.6n entre eoluci.6n anaU.li.ca y eaquoma central 
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>< 
Esq. (1) 

.. 
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Pe=l.5 Cr=0.5 1 .. 1==5 n'l./ s 

K=200 m2/s (U=60s y t2==150s) 

02 ............................................ . 

01--~~y--~~.--~!::!.....;~ ..... ~ .... ---IS..,lllr.~ ..... 

o 20J &D er..o 1E+rn 1.2E+ffi 

.X (m.\ 

Fi811ra 5. 6. -comparo.ci.6n enlre aoluci.ón analtlica y eaquemo control 

/.rol~!) 

M 
Esq. (1) 

k.:il.(2) ... 
Esq. (2) 

u==l.5 m/s 

K==300 m2/s 

Pe=0.5 Cr=0.2 

(U=253.3s y t2=600s) 

X (m) 

FitfUra 5. 7. -compara.ci.6n entre soluci.6n o.naltli.ca y e11quoma. cenlro.l 
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k<ll(1) 

M 
Esq. (1) 

Esq. (2) 



u=l.5 rn./s 

K=300 m2/s 

Pe=1 Cr=0.4 

(t1=1066s y t2=2560s) 

0.2 ..... ., .......................... . 

ol--~~~.-~-lll~.,..~~~i:...,;;a-..-..aB.1111 

o 4€+03 

X (rri) 

Fíeura 6. 8. -compara.ci.6n •r.tr• aotuci.ón anaHU.co. y eequ•mo. cont.ro.l 

.briol.(1) 

>e 
E&:i. (1) 

Jirol.(2) ... 
E&:i. (2) 

u=l.5 m/s 

K=300 m.2/s 

Pe=l.9 Cr=0.8 

(t1=1418s y t2=364Bs) 

0.6 ............................. . 

01--~~~-.--~-X..x..x;llllOli~..-...-..¡111.0lllOodí1oo11i.a4 

o 2E+03 4E+o3 

X (rri) 

6E+m 

F'i61Jra 5. 9. -cornpa.ra.d.6n &nt.ro solución a.ncittti.ca. y eequema. conlra..l 
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/.rol.(1) 
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Esq. (1) 

Prol(2) 

'°' 
Esq. (2) 



Hasta aqul se han comparado los resultados de la solución 

anal1tica contra los obtenidos, como 1·epresentat1vos de los 

métod0s numéricos, del esquema central. Como se pL1ede observar dP. 

las gréficas afit.?1·1m·es, los resultados son bastante buenos, aún 

para difusión poco importante, es decir convección dominante 

figLlt'a 5. 1). 

(ver 

Cabe destacar que cuandr• los valores de !? y C se alejan de los 

limites es-tablec:1dos, le• solución converge todavía mi'IS a los 

resultados casi en forma indistinguible. En el caso más 

desfavorable, representado en la figura 5.9, con IP=J.9 y C=O.O el 

aisoc. i ado con '.a df~ 

esquem2s pc~opueEto~, se escogen \2s cor1dic:0Ges de estabilidad qu~ 

La tabla 

Esquema Condtc!'.ones /CiP > [P Condicion /({:) {: 

H. Alráe !? (¡ <C IP! ( 2+1P) ··.(1. 28 
centra.do IP 2 o. 8 

c ... ¡p12<.•).4 o. 2 
H.Adeta.nl<> !? 1 <C IP! ( 2-l?l •::o. 61) 

Ada.ms-eash ll5 5 2.68 C:ó!F' ! 4 5(• • 2 

TabLa 5.2. - Anáitsis conjunto de estabiLidad. 

Tomando las siguientes condiciones: 

u=:=!. 5 m/s 

[P = 0.8 <C = o. 2 

ló•) rn Ar. "'21.33 s 

se p1·ueban para un tiempo de 512 segundos. 

muestran en la figura 5. 10. 

Los resultados se 
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u=l.5 m/s Pe==0.8 Cr=0.2 

K=300 m2/s (t-512s) 

o.s .................................... . ............................................................................. . 

)C 
02. .............................................................. .. 

)C 

ol--~~.,.-~~-,--~~-,...l'LJC!S~lt-~-l 

o 1E+m 1.!'E+03 2E+ro 

X (m) 

Fi.t!'UI'a 5. 10. - Compciraci.6n entre loe di..slint.oa esquema.a. 

A-.olitica 

• 
H.Alrn;i 

1'W 

C&'>lml 
)C 

H.Pde!an~ 
... 

Como se puede observar· de 1<1 figura 5.10, los esquemas con 

diferencias hacia atrás y hacia arlelante son los que presentan 

errores (no mayores al 11%) con respecto a la solución analltica. 

Esto puede deberse principalmente a que los valores elegidos del 

nQmero de Péclét y Courant están cerca de los limites de los 

criterios de estabilidad obtenidos. Es decir con (P=o(l, 8, se 

muy cerca al limite de la condición en función de Péclét para las 

diferencias hacia adel.ante, 'J con q:;,,,o. 2, S•e está cerca del 1 im1 te 

de la condición en función de Courant para los esquemas con 

diferencias hacia atrás. 

Por otro lado en los esquemas central y de Adams-Bashforth, se 

cumple con valores lo suficientemente alejados de los l\mjtes y 

por lo que se observa, los resultados de los métodos son casi 

idénticos a los obtenidos con la solución analitica. 
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5.2.- Comparación con mediciones experimentales reportadas 

Dadas las condiciones tan ideali=adas que presenta la obtencion de 

la er:Ltac 1 on de dispersión lon91tudinal (flujo uniforme, 

unidimensional, sección rectangular, turbulencia homogenea>, fue 

diflci\ encontrar un caso reportado en forma completa. 

y mediciones que cumplen con dichas hipótesis 

reportados por F i sct·1er en 196 7. 

fueron los 

De dicho 1·eporte (FiSoche1', 19,.J7' <ce tomó la sede denominada ~700 

que presenta las mediciones de concentraciones en dos secciones. 

Para los fines comparativos que persi9ue este trat,ajo se tomarán 

como condición inicial las mediciones de la primera sección y se 

predecirán con el t?squemi:\ li:IS', concentraciones er1 la segunda 

secci6r1 para compar¿,1--se conti'a J.¿,5 medi.c iones repo1·tadas. 

DeL CanaL - Seccion Rectangular 

fincho del canal 

Longitud 

Constante de Von Varman 

DeL Flujo. - Uni fo1-mE' 

Velocidad media 

Velocidad al cortante 

1irante medio 

Coeficiente de dispersión 

De Las Secciones: 

Distancia de la inyc~cc1ón 

Distancie< de la lllyeccion 

a la 

a la 
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Rugosidad.- Suave 1=0.016 

h 

L 

k 

u = 

4(1 m 

o. c;.9 

36.2 

u•= 1. 62 

d 12.8 

1 236 

primera 

se9unda 

c:n/s 

cm/s 

cm 

cm 2 /s 

sección ;.: "'14.06 íl1 
1 

sección " =25.06 m 
2 



Las figuras 5.11 y 5.12 muestran los valores de las 

con e en b·ac iones reprJ1'ti.1dio1s por Fi sche1', en la pr ime1'a reproducidos 

1nteoramente de la referencia original y en la segunda 

t1 cin,;formados a cor1centracio11es 1-eJ.ativas a la m<h:i.ma medid;o1 y con 

origen de tiempo cero. 

J\1ediciones Originales 

Reproducidas de Fischer, 1967 

B:)r--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

• 
m·········· ...................................................................................................... . S-14.CS m 

E3 

. ~ ~ 
10·········"· ··"i········ 
o 
3) 40 ff) 60 70 90 

tiem¡:o (s) 

Fiev.ra 5. f t. - Medl.ctonee orLgina.lett. Fi.echor, tP<S7. 

Se procedió a discreti=ar los valores reportados para las 

siguientes condiciones de estabilidad del esquema central: 

1.9173 t.;: =12. 5 cm 

Con dos p1'uebé\S del nt~1rnero de CnLu-2>.nL: 

1). 181 

U.362 

0.0625s 

o~ 1.'.25 s 

?O 

~ 88 secciones desde n 

.. 912 intervalos de tiempo. 

.. 456 intervalos de tiempo. 



Mediciones Transformadas 

Fischer, 1967 
['.~·,·,, 

SAlHi 
1.---,..------------------, 

CISlS ...... ••••••· ••••••••••••••••••••••••·•···•·•••••·••·•••••·•••••••·••••••••··••·•••••·••••••••••·••••••••••••••••• 
!lQ ••.••.• •• .......................................................................................................... r..a..B? 

Cl!E ................................................................................................................... .. 
oa .................................................................................................................. . 

Ci7S ••••·· ··•··• ........................................................................................................ . 
Cl7 •••... ..... • ...................................................................................................... . 

(le¡; ................................................................................................................... . 

~:::::.::::::::··::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::a:::::::::::::::::::::::::::::::::: 
CS··············· .................................................. t".:::".::~································ 

~ ;~~ ~ ;:/ ~ ~~;;;;:;~:~ 
CIC6 • ·•·•·•·•••••·••••••······•• •·•···•·•····•·••••·•••••·•• ........................................ . ......... .. 

Fi81.ll'a 5. t 2. - Modi.ciones transformado.a. Fi.scher, 1Pd7. 

Fischer 67 vs. Esquema (Pe==l.9173) 

D.7 . .----------------------, 

..... 
D.6 ··········································· 

b..3 ·························· ·············································· 
"1' 

y, 40 

tiemp:¡ (s) 

Fi.ff1.1.I'a 6. i 3. - CompCU"ac•6n d• re•ullados. 

Fischer 
... 

Cr=0.181 .. 



Con la3 discret1zaciones para los 6t in~icados, se utilizaron los 

inicial y SE' 

introdLt.íercin como t;:d en ~l ec,qw?ma centrAl, obteniendose parA la 

sección x2=25.06m 11100 cm de distancia de 1 a 2>, los valores de 

concentr3ciones mostrados en la t1gura 5.13 y se comparan contra 

El arreglo discretizado de las med1cinnes para dicha sección. 

Los er rorf?s er1 r.: l p J co fL11:ir·on i::?n .:-\mbos casos menor·es al e-•• 
..J 1~' lo que 

indica una muy bui.~nc:: apro~~irnc1c1ón., Cabe mencionar que el modelo 

.!?::pl icito probado prPdir.to· en iot''na cotTPct,;i el inicio en el ti.f~mpo 

de la 11 egada dr,. l con tami nan1 "" ¡:w12s;:o·n tanr.lo un error de fase casi. 

nulo. Por otra part2 los rFsultados muestr~n una aproximación 

cada vez mayor a me~1da que los valorPs de Courant y de Pr.clét 

t1enc1er1 a ale.1.owsro el•~ l<Y:; llmi res obtenidos, coincidiendo ésto con 

Es dr!cir, ele erial iz¿{r .ltt convergt::>nr::1D s-_:o pui:ide indica~·· que ésta se 

2segur« al cumpJ lt' r.:on ias, cond1c1ones cJe estabilidad y que ademiis 

los 8t'l'Ot'es en lc.s resul tacios d.i c;m1nuyer1 al reducit' lc0s valores de 

los par~metros de e~tabilicJaci al~Jendolos de los limites. 

J_a~-:; cc.inc lusion1~~~ en cur:-1n to a la bund.:.11j en el uso de e:;quemas 

e':piicitos pe11-a la solur.ión rJ'é' la ecuación de convección-difu!:;ión 

se plantean en el capitulo siguiente. Por ahm-a indicilmos 

e;:clusivamente que las solucionr~!O, obtenidas con ] 05 F?SqL'eíll<OIS: 

e~:pl1citos, cLimpNrarJos contra ~=-olucuJnt=s anal.ir.1c:as y medicj~.~ .. ne= 

e~perimentales, presentan un comportamiento sumamente bueno y que 

de manera simple producen resultados bastante confiables. 
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6.- CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

En esta parte final se presentan las conclusiones alcanzadas a lo 

largo del desarrollo del trabajo, asl como las recomendaciones 

para utilizar los esquemas planteados y algunos lineamientos 

generales a seguir en el estudio de procesos de transferencia de 

masa. 

En una primera parte se presentaron los conceptos básicos y las 

ecuaciones que rigen el fenómeno de la difusión, tanto a nivel 

molecular como a su análogo macroscópico de la dispersión en flujo 

turbulento. 

Se presentó la ecuación simplificada de dispersión longitudinal, 

sujeta a las siguientes simplificaciones: 

- Flujo unidimensional, 

- flujo uniforme e incompresible, 

geometría regular, 

- la. Ley de Fick de proporcionalidad entre la difusión y el 

gradiente de concentracjón, 

- tL\l'bulencia estacionaria y homogénea y 

- válida después del tiempo de mezclado transversal. 
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Una vez obtenida la ecLtacion, se p1-ocedió a resolverla, aplicando 

esquemas e~:plícitos en di·ferencias finitas. Se plantearon los 

anélisis de estabilidad, haciendo Ltso del método de la analogía 

con la ecuación diferencial ordinaria, obteniendo para los 

esquemas presentados ( e::p l ic i tos de ler. orden y Adams-Bashforth l, 

los criterios donde los esquemas son estables y convergentes como 

una función de los números de Courant y de Péclét combinados en 

una condición que a su vez limita a los incrementos de 6x y 6t. 

Es interesante mencionar que, hasta donde el autor conoce, sólo 

Price et al. (1966) indice. que para diferencias finite.s centradas, 

existen oscilaciones numéricas para valores de Péclét mayores a 

dos, ésta observación 

e::haustivas del método 

se basa 

nLtrnérico, 

e:·:c lLtsi vamente 

y no en un 

en pruebas 

análisis de 

estabilidad que presente algún criterio combinando el número de 

Pécléet con el n~mero de Courant, como se estableció en este 

trabajo. 

Adicionalmente, en la revisión de la bibliografí~ e~istente no se 

encontró ningan criterio de estabilidad conjunto para la ecuación 

combinade. de convección-difusión. 

Es conocida y muy utilizada la técnica de separar efectos y 

resolver primero la parte convectiva y posteriormente la difusiva, 

sin embargo corno se mostró en el capí·tLtlo 4, las condiciones de 

estabilidad obtenidas para cada parte por separado y luego 

combinadas para resolver la ecuación en su forma completa provocan 

comportamientos oscilatorios en las soluciones obtenidas con el 

esqLtema. 

Los resultados obtenidos del análisis de estabilidad para J.a 

(j¡j 



ecu,oción completo< so11 congruentes con lo que por e}:periem:ia 

indica Pdce et al. \1966), 'ja que efectivamente para los esquemas 

expllcitos centrados, analizados en el capitulo 4, el limite 

superior del número de Péclét para 

oscilatorios es dos. 

evitar comportamientos 

Es evidente que con las restricciones planteadas, uno de 1 os 

problemas que se presentan es la disminución de 6u y 6t para 

problemas con difusión poco importante, es decir convección 

dominante, aumentando por lo tanto el numero de cálculos a 

realizar. Sin embargo, los esquemas propuestos son tan simples 

que aunque aumenten dichos cálculos, el tiempo de proceso no se 

incrementa en forma importante. 

El nümero de operaciones de punto flotante (QF'F) que se 

realizarlan para resolver cada intervalo de tiempo para un 

problema con esquemas implícitos, es aproximadamente un 73% 

al de las OPF con un esquema explicito, es decir, que 

mi smt1 

mayot' 

si el 

esquema explícito ocupa 10 OPF, el impllcito realiza 73 para el 

primer 6t, para el segundo incrementü, existirá una diferencia de 

20 contra 146 OPF y asl sucesivamente. 

Por ntt•o lado pa¡-¿, p1·oblemas en grandes e:.:tensiones \rio~ 

importantes), será conveniente rgvisar si es necesario el uso de 

esquemas implícitos incondicionalmente estables que permiten el 

uso de inc1~ementos mayot~es. 

8111 emba1·go, 

incremento=, 

a0n cuando en un esquema implícito 

mayo1·es, df?be CLI i darse que la 

suficientemente representativa del Ci:\UCe 

se puedan tener 

mal la sea lo 

para no perder 

información, lo que hace necesario un balance entre el método a 

utilizar para resolver el prnblema y permitir que los esquemas 
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eMpl1citos sean la opción de solución. 

Aún c1.1ando los esquemas e::pl1citos presentados están asociados a 

l~ ecuación de dispersión longitudinal en su forma más simple, 

pueden ser una herramienta computacional 6til para contar con 

ordenes de magnjtud del problema de una manera sencilla y rápida. 

En cuanto a la convergencia se puede indicar que está asociada y 

garantizada al cumplirse la estab1l 1dad en el esquema, pero es 

conveniente se~alar que los errores serán aún menores cuando los 

numeras de Courant y Paclét se alejen de los limites establecidos 

par los criterios de estabilidad presentados. 

Al aplicar los criterios de estabilidad en los esquemas explicitas 

y resolver para distintas condiciones de velocidad y coeficientes 

de dispersión, se obtiene c<na. e::celente aproNirnación con las 

soluciones anallticas (ver capitulo 51. 

Adicion<1lmente 1 y para reforzar la bondad de los esquemas 

e::plíci tos, se compararon los resultados arrojados por el esquema 

central contra mediciones e::pet·imenta1es repa1-tadas por Fischer, 

lo medido con 1967; obteniendose una predicción con respecto 

diferencia maN1ma en el pico del 5%, lográndose 

a 

reducirla a Llíl 

0.2% al disminuir el número de Cou1-ant. Lo anterior conf 1rma la 

idea de la convergencia de los esquemas arriba planteada. 

Es importante aclarar que independientemente de cumplir con los 

criterios de estabilidad, p<1ra ,~,segurar la compatibilidad del 

esquema con la ecuación diferencial, es recomendable revisar que 

para los valores de 4::, lP y >-. propuestos, los valores de los 

coeficientes de los esquMmas sean no nulos. 
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Un contaminante descargado en un canal, ya sea natural o 

por el movimiento 

hid1't1diM1m1co convecli.vo y por 1.ma dilur.ión dada por los 

mecanismos de difusión. Desde el punto de la descarga hasta el 

momento en que se completa la difusión transversal en el cauce, 

conocido como tiempo de mezclado CFischer, 19791, se presenta un 

desarrollo de la nube de contaminante hasta uniformizarse a todo 

lo ancho del canal. En esta ~ona de mezclado transversal o zona 

cercana, la ecuación unidimensional de dispersión longitudinal no 

es aplic<:1ble. 

Basándose en la idea de mantener la simplicidad en el cálculo con 

los esquemas, la siguiente etapa que se recomienda estudiar es la 

de extender la solución para la zona donde aón no se desarrolla 

completamente la difusión transversal, convirtiéndolo en un 

problema bidimensional. 

Finalmente se recomienda adaptar los esquemas probados y extender 

los enfoques a problemas de d1spersjón en rios para contar con un 

modelo que permita predecir el comportamiento de los contaminantes 

en cauces naturales. 
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