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PREFACIO

El método del elemento -finito fue originaimente desarrollado por
ingenieros en los ‘afos SO0 de éste siglo, analizando sistemas
estructurales, Turnper ([35] presenta el ler. articulo; éstos autores
fueron seguidos por Ciough [S) y Argyris 131, entre otros.
Aplicaciones del método de elemento finito para problemas no
estructurales, e¢n mecinica de fluidos y electromagnetismo, fueron
primeramente analizadas por Zienkiewick y Chung [38]. Aplicaciones a
problemas no lineales fueron hechas por Oden (24]. Las bases
tedricas de éstas formulaciones fueron desarroliadas =n el calculo
variacionat, ésto se encuentra en los trabajos de Rayleigh y Ritz.
La extensién directa d2 éstos conceptos para la construccidn -de
algoritmos para mecinica de fluidos no es directa (y en muchos casos
imposible). La dificultad principal se manifiesta directamente en la
no linealidad de la ecuazién de conservacién del momento, Muchas de
las aproximaciones son realizadas directamente en términos de
diferencias finitas (Ricitmger y Morton, [30], Roache, (31]). Qden
[25] fué el primero en derivar Ja teorta basica para la ecuacion de
Navier-Stokes, Temam [33] realiza un estudio extenso de tos aspectos
matematicos involucrades para la ecuacién de Stokes en estado
estable, y en estado -inestable, para fluidos incompresibles y
compresibles. Thomasset {34) describe las técnicas variacional .y .de
elemento  finitc para la ecuacién de Stokes y de Navier-Stokes.
Glowinski y Pironneau [12-16], transforman el problema de Stokes-en
upa ecuaciéon diferenzial  integral,” atacando direclamcnle. la
restriccién de incompresibilidad. Finalmente Baker ~{4] analiza -el

flujo tridimensional-en general.



INTRODUCCION

Este -trabajo estd enfocado basicamente a la solucién numerica de Ja
ecuacion lineal y homogénea de Nvier-Sickes, para fluidos viscosos y
flujos laminares y rotacionales. Esta compuesio por cinco capitulos
y un apéndice. En el primer capitulo se presentan las eccuaciones
constitutivas  para un fluido incompresible y las  hipétesis
fundamentales para su deduccién. En esta seccidon se deduce la
ccuacion de Navier-Stokes. En el segundo capitulo se rmuestra el
problema - de flujo en una cavidad cuadrada, con las hipétesis
siguientes: ¢! flujo es laminar, estacionario y rotacional de un
fiuido incompresible. Se describe el modelo matematico
correspondiente que estda formado por dos ecuaciones diferenciales
parciales en el plano (x,y), acopladas con una tercera ecuacion
diferencial parcial, que corresponde fisicamente a la condicién de
incompresibilidad del fiuido, se dan ios valores a la frontera. El
tercer capltulo  explica brevemente los diferentes  principios
variacionales que pueden ser asignados al problema de Stokes, se da
Ja  formulacién variacional en términos de multiplicadores de
‘Lagrange, y se estudia en forma extensa la formulacién variacional
"Penalizada®, asi como’ la existencia y unicidad de¢ la solucion
discreta. Se calcula una estimacién del error de la aproximacion. El
capitulo cuatro establece la técnica para aproximar o construir los
espacios discretos encontrados en el capitulo tres, que garantizan
la ‘convergencia de la solucion discreta, De tal forma que el
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que deseriben -l
modeio flsico, son transformadas en un sistema algebraico. Se deduce
la -matriz de Stokes en términos ‘de Elemento Finito. En el capitulo
cinco se .presentan los resultados numéricos encontrados con el
algoritmo de “Penalty”. Se presenta la matriz .de Stokes para
diferentes numéraciones de malla, se muestran.ias graficas det campo
de velocidades y la presién para el problema fisico planteade
ini¢clalmente, se cambia la velocidad de .la placa y se -analiza la
simétria del campe de velocidades para este caso . Posteriormente se
analizan tres problemas [lsicos con diferentes condiciones a la
frontera y diferentes vajores de viscosidad del fluido, Después se
analiza -los c¢ampos de velocidad ¥ de presidn  contenidos .en la

cavidad cuando se aplica una ‘fuerza al floido. En ‘el apéndice se



describen los diagramas de flujo del programa principal y de las
rutinas, se explica la entrada y salida de cada una, finalmente se
anexz un listado complieto de! programa. Los resultados mostrados
aqul son la base para un proyecto mas ambicioso, que incluye la
descripcion de fluidos en (orma tridimensional, y el tratamiento del
términe no lineal de la ecuacien de Navier-Siokes con téenicas

"Upwind",
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LISTA. DE SIMBOLOS

Cuerpos reales

Vectores

Tensores

Espaclo euclidiano tridimensional
Fuerza total sobre ¢l fluidoe
Fuerza de cuerpo sobre el fluido
Fuerza de superficie en el fluldo
Fuerza por unidad de masa
Densidad del fluido _

Presién del flulde

Vector de posicion

Regién geométrica del cuerpo
Frontera del cuerpo

Yector unitario

Yector unitario en la direccion &
Tensor de esfuerzos

Velocidad del fluldo

Coeflciente de viscosidad cinemitico
Operador divergencia

Operador gradiente

Operador laplactano

Derivada Material

Espacioc de Lebesgue

Espaclos de Sobolev

Conjunto de funciones con dert¥ida «
Conjunto de funciones con soporte compacto
que- estan en C*. '
Conjunto de funciones cinemitlcamente
admisible.

Norma de ¥

Espacio vectorial

Espacio discreto

Triangulaclén

Yértice de un triangulo

Funclones base de elemento finite



Elemento finlto geométrico de referencia
Espaclo local de elemento finito

Conjunto de grados de libertad
Producto vectorial

Producto tensorial



CAPITULO UNO

FLUIDO NEWTONIANO
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INTRODUCCION

El objetivo de éste capitulo es presentar el conjunto basico ¥
necesario de ecuaciones para describir completamente a un fluido
incompresible newtoniano, solamente se dara una discusién breve de
la derivacién de tales ecuacicnes, véanse rcferencias (9], {10),
[17), [21] para una descripcién completa. En la primera parte se
expresa la 2da. ley de Newton para medios continuos; en la segunda
parte se presenta el esfuerzo y su relacién iineal <con los
gradientes de la velocidad (fundamental para la descripciéon de un
{luido). Esta relacién es entonces substituida en la 2da. ley de
Newton, de donde se obtiene la ecuacién de Navier-Stokes.
Finaimente se establece la ecuacién de estado para un fluido

incompresible.
ECUACION DE BALANCE

Las relaciones. generales que gobiernan el medio cortinuo son
clasificadas en cuatro categorias: (1) Cinematica, {2} Leyes
Mecanicas, {3) Principlos Termedinamicos, (4 Ecuaclones
Constitutivas, ia Cinematica estudia la geometria de! movimiento sin
considerar las fuerzas que lo originan. La dinamica estudia las
leyes de balance mecénicas, tal como la conservacion del momento. La
Termodinamica establece las relaciones entre el calor, el trabajo, y
las  propiedades - del sistema en equilibrio. Las ecuaclones
- constitutivas describen propiedades del cuerpo en estudio ¥y
caracterizan a diferentes tipos de materiales, estableciendo el
comportamiento del material. Todas las ecuaciones son descritas en
un Sistema Inercial de Referencia.

El. adjetivo continuo .implica que todas las funciones matematicas
usadas para la descripclon del cuerpo, son ‘"continuas", en otras
palabras la estructura molecular de la materia es ignorada; ésta
hipotesis permite - describir el movimiento macrescépico asi como la
deformacion de los cuerpos continuos y definir variables fisicamente
puntuales, como es el caso de la siguiente hipétesis:

un cuerpo ésta formado por un conjunto de puntos
estos puntos . seran llamados "Puntos Materiales '(X,Y,Z}". La posicion

simuitdnea de todos los puntos materiales  del cuerpo es lamado

10



Ganjigunacisn del sistema, E! conjunte de iodas las configuraciones
que el sistema puede asumir, bdajo la accion de alguna fuerza
externa, e©s llamado fapacia de Bonfigunacién del sistema y cada
configuracién es llamada ‘un punto o un elemento en e espacio de
configuracién. Se establece Ja  sigulente funcibn  entre cuerpos
reates | designados por #A.B,0,...) y el espacio # como sigue: cada
punte materlal del cuerpo estar4 representado por un punte X e RJ,

es declr:
Sea & el cuerpo real y ¢ la funcién tal que
U8 — B, w0 =R . s

Esta relacien tamblén se cumple instanie por instante, por io tante,
tamblén debe ser funcién del tiempo:r (X} = R, esta funcidn es
blyectiva continua y pasee una nversa, {Gurtin [16}).

Los movimentos mecanicos que sufre cualquier cuerpo son debidos a la
interaccion de alguna fuerza, Las fuerzas que seran cemnsideradas,
son de dos tipos, fuerzas de cuerpo { debido a la estructura interna
del cuerpo), y fuerzas de certel fuerzas que solamente se aplican en
fa superficie del cuerpol,

DEFINICION

Un Tluido es considerado como un cuerpo continue gque se pone en
movimento al aplicarle una fuerza de superficie o de carte. '
La hipdtesis fundamental en la gue se basa gran parte de la mecénica
del medio continue es la hipotesis realizada por Cauchy, la cual
establece la existencia de una fuerza de -superficie "S". definida

para cada vector normal n en {x,t} en la trayectoria 9 Fig(l.i}

POCH

¥

3
g.tht) fuerza *S* apllcata en et punto x



Esta fuerza sc expresa coma:

s 20 den | ‘ .2
* Jan

Y la fuerza de cuerpo ésta dada como:

l'-’t= f BiX.t av )
Q

donde [:(R).t) es la fuerza por nunidad de volumen aplicada en el punto

5
x al tiempo t. La fuerza total sobre el cuerpo 8 es expresada come:

P=[ 2n dsn » f‘b’(&’,u & . .
* Jen n

DEFINICION

Un sisteina de fuerzas sobre un cuerps 8 durante un movimiento (con

trayectorta 7), significa el par 28) de funciones vectoriales tal

que:

BAXT s V

I 1.s)

] —— Y
con
9,% - 3
th-. s{n,x,t}) paracada ne ¥ y t es una funcion continua en X
sobre 8, ¥ el conjunto de todos los veatores unitarios.

i)~ 8(;.1) para cada t, es una funcién continua de ¥ sobre 8.

La conexion entre ¢l movimento y la fuerza es cstablecida a través

de la ley de balance de momento como sigue:

R0 =R0 , Cae
donde '

o = [ p ¥k o wn
p
1
- " N BT 4 . 3>
p" es la densidad del fluido y vI(X,t) es la velocidad del punto X

en ¢l tiempo t, y ésta queda definidr como:

5
dxin : (t.m)

¥R = 35



La relacion (1.6) es una ley y establece que la fuerza total
aplicada a un fluido es igual a la razon de cambio del momento
lineal.

Uns de los resultados fundamentales de la mecanica del medio
continuo esta dado a través del sigujente recrema.

TEOREMA DE CAUCHY

Sea (4,8) un sistema de fuerzas para un cuerpo B entonces una
condicién nrcesaria y cuficiente pzra que 13 ley de balance sea
satisfecha es la cxistencia de un tonsar T Ulamado  tensor - de
esfuerzos de Cauchy) tal que

i).- Para cada vector unitario ;1, s(;u) = Tn .

i)~ T es simétrico.

ité).~ ¥ satisface la ecuacion de movimento

dis T+ B = p v . ae

Para su demostracion rigurosa véase Gurtin [17], p.p.'xox-xos.
respecto a la proposicion (i) esta se explica f{lsicamente con la
hipétesis de Cauchy, la cual establece que:
"Se asocia un vector tensién a cada vector unijtario”

La lutalldad de todos los pares posibles de tales vectores ?(n) y
n en el pum.o "P" definen el "Estado de tensién de ese punto”. Pero
no es necesariv describlr todos los estados basta con especificar -
tres planos mutuamente perpendiculares a "P", de esta forma
cualquler vector temsion que pase por "P" puede ser expresade como
la suma de los anteriores tensiones. Luego cada uno de estos tres
vectores tension pueden ser expresados como una combinacién linea)
de los vectores unitarios, de donde surgen tres componentes para
cada vector_y por lo tante nueve componentes del esfuerzo ('J)” son
necesarios y suficlentes para definir »! vector de esfuerzos.

La proposicién {ii) se demuestra facilmente de la censervacién del
momento angular. Para la proposicién (iid) tenemos: de acuerdo a la

ley de momento lineal (1.5) y sustituyendo ésta en (1.6) :

I 2An) dan + J B2 dn = f p VRudn (1.10)
an 2 fn
Tao dan o+ J‘B‘(;’,L) @ = J'p Adudn | .
Jan n a _



Haclendo uso del teorema de la divergencia para tensores tenemos:

I« din T+ B -p o201 d =0 .
[¢]

Por el teorema de lor:alizacir)nl la relacién (1.12) establece que e}
integrando debe de ser cere, por lo tanto la relacin (1.9) queda
demostrada.

ECUACION CONSTITUTIVA
La sigulente discusién hace uso del teorema espectral, resultado
fundamental del algebra lineal, . e
Sea ¥ = T (%,t) el esfuerzo en algun punta. Si ¥+n = o n-con fnf= 1
entonces o es el esfuerzo principal y ;1 la direccion principal (de
acuerdo al teorema espectral); el esfuerzo principal y la direccién
principal son cigenvalores y elgenvectores de T respectivamente,
Luego puesto que T es. simétrico, éste tiene 3 direcciones mutuamente
ortogonales y tres currespondientes esfuerzos principales fig (1.2}

- fig.{1.2} Descomposiclén de Is fuerzs
Asl las fuerzas de superficle son sumadas para producir una sola
fuerza de corte, de este modo ¥:n puede ser descompuesto en dos

componentes: 2

i
. E)
Sea ® un campo escalar continuo definldo en R, entonces dado xoe Re

tal que
9 1

N
oG - tim — Iuv
o g o' 3lg )
donde ﬂ6 (3 > 0), ew una vecindad de radlo & centrado en X St

IOdv-o VQGCR entonces @ = 0
f




fuerza normal Fna (;I“'I‘IJI; = (50;1)7-;1 . (1.13)

fuerza de corte Ff Y~;1 - (r;-l-r—n)r; = (1 - n@n)lv;l . (1.14)

Luego ;s es direccion principal sl y solo si las fuerzas de
superficie son cero.

Cuando un fluldo se encuentra en reposo total es imposible que
presente fuerzas de corte, en éste caso T';I. es paralelo. a ;: De
acverdo " al teorema espectral T tiene solamente un espacio

caracteristico "V" y por tanto solamente un eigenvalor

T=cl , 1.18)
Por conveniencia llamaremos a " ¢ = -n ", como una cantidad escalar
que llamaremos presién

T==-mnl . (1,16}

La relacion {1.15) o (L16) fisicamente significa que en cada punto
material "P" que se encuentra dentro del fluido solo se manifiestan
esfuerzos puramente normales iguales entre si para todos los
elementos. de superficie trazados ideaimente por el puntos "P" figura
{1.3),

N/
AN
| S
118.01.3) Fuerzas presentes en un fluldo en reposo

Esfuerzos de este tipo sélo pueden producir contracciones o
dilataciones uniformes, pero nunca distorsion del fluido.
La "idea de que el esfuerzo que sufre un cuerpo se encuentra
directamente relacionado con la deformacién fué inicialmente
enunciada por Robert Hooke (1676),
La relacion (1.16) establece la forma funcional del tensor de
esfuerzos, cuando el fluido se encuentra en repose; cuando el fluldo
se encuentra en movimiento algunos terminos deben de ser sumados a

2

E3 3
El produ_gla tensorlal _': € b . de dos vectores e¢s el tensor que
asigna & v ol vector {b°v) a:

+

3 >
Gemv=0mY0

15



la - relacién ().15). - La sigulente discusion establece que término

debe de ser sumando ha ésta relacién.
Considere dos puntos “X* y “?" , al tiempo t y t e At, estos son
expresados en su serie de "Taylor” como sigue:

Rteat) = x(l) + %"m 4 e, ' (an

g

y(um.) = y(l) + A+ e . {1.18)

para Intervalos pequefios de tiempo estas expresiones quedan

establecidas como:

xn«dt) XMt + Vixtdt , 1.19)

Tiedy = g + Ty , (1.20)
al tiempo t la posicién de ? respecto de S" ésta dada por:

2330 = i - X . .21

al tiempo t ¢ At ésta dado por:

2(y,x,t0dt) = 'y‘(udt) - Rredt) ' u.22)

asi la diferencia entre las posiclones de estos -puntos en el
fntervalo dt, dara informacién de la deforftién del cuerpo cuando

éste se encuentra en movimiento:

23 R edt) - 20400 = TG0 - Whiy (1.2

obsérvese que yir = R + 2TAN y sea 2'= AT tedt) por lo
tanto tenemos:

Ba
3
P2 elat | HF . 3u-Idw . . .20
pero:
Tk s 2,0 = TR0 « 209600 ¢ ... . .29

Sustituyendo (1.25) en (1.24) se encuentra la siguiente relacion:

Z'=2+ 299320 . 1.26)

La expresién (1.26) estd iultiplicada por el gradiente del campo de
velocidades , por lo tanto una de las caracteristicas que se

16
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.

- manifiestan cuando un fluido se encuentra en movimiento es a través

del gnadiente del campo de velocidades. Robert Hooke (1676)
establece que el esfuerzo que sufre un cuerpo se encuentra
directamente relacionado con ‘la deformacion; para un fluido esta
deformacén es establecida a través del gradiente del campo de
velocidades. Asl el término que debe de ser sumado a la relacién
(1.15) debe de ser de la forma Vv(;('.l). se define:

L=V v(x".’t'f . a.z27)
Ahora bién la relacién entre el tensor de esfuerzos T y el pradlente
de deformacion L puede ser bastante compleja e invelucrar algun
tensor "R" en ésta relacién, este tensor "R depende de las
propiedades del material o fluldo en  estudio y puede ser
simplificado para fluidos isotrépicos.
DEFINICION
Un fluide es isotrépico cuando sus propiedades flsicas. no dependen
de la direccién en que se observan. .
Para un fluido Newtoniano se establece que la forma funcional entre
el tensor de esfuerzos y el vixtT sea lineal

Y=z-nbh+cllL) . a2
esta hipdtesis supone que el fluido es isotrépico y por lo tanto el
tensor "R" también debe de ger lsotréplco.a De esta hipbtesis y del
hecho de que e! fluido es Incompresible tenemos que:
el tensor "R" puede ser expresado en términos de una sola constante,
E! siguiente teorema establece cual es la forma funcional de la
transformacién linal ¢ [ L | y la constante involucrada.

TEOREMA )
Una condicién necesaria y suficiente para que un.fluido Newtoniano
sea independiente del observador es que "c [ L ] " tome la forma:

c{L)=2pub . (1.29)
V0Le{lLes tensor | trL =0} . (1.30)
donde © = -—;— {e+LY . [{&1%}

donde u es llamado e! coeficiente de viscosidad dindmico y este

3

Un tansor 1] fnotedpleo cuando fus en

" siatems  de coordenadas son las  mismas, como cuando se  aplica una

transformaclén ortogonal de coordenadas.

1"



representa la  proporcionalidad lineal - entre el gradiente de
velocidad y el esfuerzo tangencial. :

Para su demostracion véase Gurtin [17] (p.p. 149-151), la cual estd
basada principalmente en dos hechos: primero la  ley de
transformacién del gradiente de velocidades para dos observadores
diferentes, y segundo de la. hipstesis fTETca de que el fluido es
isotrépico.

Por lo tanto tenemos las siguientes relaciones:

9.1+ B0 = ' VR0 ., 132
conT==-n1+2ub , substituyendo en {1.32) tenemos:

=-{n ¥l 0On ) o uV-{V7 v (! b nam
=-Un 4 p OOV 4l (v . 11.38)
= - Un ¢ uVZ:’ « UV = -V +° vy . (L35}

por lo tanto la ecuacldn {1.32) esta dada como:

u VG - v e B = p VR . (1.36)
ademas V(1) esta expresado como:

-3 - - 3 )
P dvix,t) _ avix,t) a2 . -
et e grt e i ot

vix,t) (1,37)
Por lo tanto la ecuaclén para un fluido incompresible es:
____.__7_‘.‘,._-&.______
av 3 o 2
el g ¢ =2 R - e B . (1.38)
a-v. = 0
Ahora se define el vector de posiclén adimensional como:
3
. = -’E o ' €1.39)
El tiempo adimensional como:
oty
v== : . (1.40)
La velocidad adimensional como:
Pix)= 2 ¥, ' .40
¥
La presién sin dimensiones corno:
Pl = 12 nl®,t) , e

v'p
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‘entonces tenemos:

-3 ~
D1 o v’ av I |
= S Oy, F Tl T n'= -zv« . u'.u)
v vp
Ast (1.39) se transforma en
&' .97 1522 2
e + (V-9) -)= ;V v'- In'+ b - {1,440
V' v= 0
v
R= _b"

‘Donde v es la viscosidad cinematica definida como "v=p/p", el
pardmetroc R recibe el nombre de namero de Reynolds y este expresa o
manifiesta - el comportamiento del fluido. Si R es. pequeiio entonces el
fluido "se mueve con baja velocidad, y esto caracteriza al flujo
laminar. SI R es grande entonces el fluido tiene una velocldad
grande y se manifista como un flujo turt:ulc:ntoA4
E! lado izqulerdo de la ecuacién (1.45) representa la aceleracién
del ftuido
D._“’t_ = i (1.45)
Dt T at
El primer miembro de ésta relacién establece el cambio con el tiempo

+ (VW

en un punto en el espacio; .al otro término se le denomina
aceleracién convectiva, y su interpretacién fisica  esta dada como
sigue:

*.oR . (1.46)
En este término tenemos el producto del gradiente de la velocidad
por Ia velocidad; luego gradiente ? es distinto de cero si y solo
si-la regién en donde se mueve el fluido cambia fig (1.4).

4

Pars un flujo  turdulento ol esfuerzo ¥y velocidad on punto 0n
funciones del tlempo



=

fig. (1.4) Aceleracién convectiva

Respecto al lado derecho de la ecuacién tenemos:

R IS (1.47

g representa las fuerzas por unidad de volumen que son aplicadas

sobre el fluido; el término "pvz3"

representa las fuerzas viscosas,
por ultimo “-Vn" es la fuerza gradiente presion por unidad de
volumen y "p" representa un campo escalar que manifiesta la
distribucién de la tensién que existe en un fiuido.

Respecto ha la ecuacién de continujdad tenemos:

dp N
at *We¥) =0 . 11,483

suponiendo que e! fluido tiene una densidad constante ( p = cle), la
ecuacién (1.49) toma la forma:

Q*pv-3=0

3t . 1.49)

El flujo de un fiuido Incompresible newtoniano esta caracterizado

por dos ecuaciones suficlentes y necesarias:

Continuidad
v-T=o0 . (1.50)
Movimiento
v 32 12, 2
av' WP = L g
 * (viv)e R\7 vie Un'+ b . (.51}

De la relacién (1.27) tenemos que el gradiente del campo de
velocidades puede ser expresado como la suma de dos tensores como

sigue:

L= E+¥ . (ns2)

con

20




C SN s

Ahora £ es un tensor simétrico y W es un tlensor antisimétrico, un
tensor antisimétrico siempre se puede expresar comec una rotacién
véase Gurtin 117] o Frederick [9).

DEFINICION

Un fluido es rotacional si el tensor W es distinto de cero.

Ademas el tensor W estd relacionado con el campo de velocidades a
través del rotacional como: {véase Fung [10] )
3

W=7x (.53

$i V x ¥ es cero entonces existe una funcién & tal que V=96
DEFINICION

Un flujo es potencial sl el campo de velocidades v puede ser
definido como el gradiente de una funcién escalar ®{x,y,z.t)
denominada funcién potencial

»
v=Uxe . nsu

Cuando el fluldo es incompresible solo las ecuaciones de movimiento
y de continuidad son necesarias para describir el flujo, pues
existen 4 incognitas y se tienen 4 ecuaciones.

En este primer capftulo se ha presentado las ecuaciones basicas que
describen a up Tluldggincompresible con flujo rotacional, estas son
basicamente:

a),- Conservacién del momento linea)

b).- Ecuacién constitutiva para fluidos newtonianos

La - deduccién- de las ecuaciénes parte por lo tanto. de . principios .
basicos de conservacién y de ecuaciones constitutivas, la forma
operacional de las ecuaclones biene dado apartir del esquema
matematico aslgn;alo para representar las ‘cantldades fisicas. E}
proximo capitulo ~ describe que problema fisico es estudiado
utilizando  basicamente las ecuaciones de continuidad. y.  de

movimiento.
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CAPITULO DOS

DESCRIPCION DEL PROBLEMA FISICO




INTRODUCCION

El problema de un flujo de un fluido incompresibie y viscoss que se
mueve dentro de un tubo y dentro de este tubc se encuentra ua cuerpo
es de interés en varios campos tales como, la Hidraulica, la
Biomecanica, la Agricuitura, etc; a determinacion del
comportamiento hidrodindmico de éste sistema es extremadamente
complejo, a causa del cardcter no lineal de la ecuacién que lo
describe, asi como de la geometria del cuerpo. La formulacién exacta
del problema iInvolucra la forma complets de la  ecuacién de
Navler-Stokes. Oden [25] estudia el comportamiente de un cilindro
que se mueve dentro de un fluido. También en la misma referencia se
describe el problema de un flujo con fronteras rcactivass; el modelo
matematico asignado a éste fendmeno fisico es otra vez la ecuacion
completa de Navier-Stokes. Problemas con superficie libre son
resueltos por Nichols [23]. Los problemas con solucién exacta son
pocos, por ejemplo flujos estacionarios y laminares en tubos tamblén
llamados flujos de Hagen-Poiseuille. Como una alternativa, se
recurre al uso de ecuaciones numéricas, oblenidas a través de
aproximaclones en diferencias finitas, o elementos f[initos. Los
resultados son alentadores pues se atacan problemas de flujo que
dependen del tiempo, con nGmero de Reynolds hasta de 10? y 10%,
Otros métodos atacan directamente flujos potenciales, los cuales
hacen uso de transformaclones conformes; algunos de los problemas
abordados por éste métode son para flujo subsénico en estado estable
y en el caso plano, se utitiza la transformacién hodografica ,{Woods
{36)). Una gran variedad de problemas estan descritos por Davies
[6], donde trata e flujo de agua subterranea en condiciones
estaclonarias y no estaclonarias, asi como el estudio de sistemas de
flujo laminar con transferencia de calor. El objetivo de éste

‘cmpltulo es basicamente - la - descripcion del problema fisico, - las

hipdtesis ias para considerar flujo plano y rotacional de un

flulde iIncompresible, la  linealizacion de la  ecuacién de

W

La  frontera reactiva  eu  definida como  aquella  superficie la  cual
pusde moverss en respuesta & Ia  fuerza  elercida y obedece &  una
scuaclén de movimiente especifica.




Navier-Stokes y finalmente plantear e} conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales que describen el problema.

FLUJO EN UNA CAYIDAD RECTANGULAR

Considere un fluldo viscose confinade en una caja, en la parte
superjor de la caja se encuentra una placa que se mueve con una
velocidad constante come es mostrado en la figura (2.1):

u = ecte,v = 0

— —> -— — -

W

AN

IS

uw=0
v=0

(il L bbb dd i bl bl idd

N
k\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

us va0

DITT0077700,2 70007707

flg. (2.1) flulo en uns cavidad rectangular

Como una primera aproximacién al problema real, se considera que el
" flujo es plano y rotacional (Hughes (18], Baker [4). Reddy [29]). La
descripcién del campo de velocidades y la presion estd dada en
términos de la ecuacién de Navler—étokes para un fluido
incompresible. - Como fue mencionado en el capitulo uno es suficlente
con las ecuaciénes de continuidad y de movimiento para describir el
ct.:mpor!amienlo del flujo; de éste modo el flujo estd caracterizado
por el ‘slgulente conjunto - de ecuaciones (adimensionales), con sus

respectivos valores a la frontera:
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Tt (v:)v = %V Pooneb?
v=0 en 1), @y
3 3
vix,y) = Vo
8u
l*- ua—xnx - ""x = t“ en 81 . 2.2)
=84 =
ty- "'E;"y 1lny = lny

Suponiendo que el flujo se encuentra en estado estable renemos:
av _
at

Asi la ecuacién (2.1) se transforma en :

0 Vit 2]

1 23 -)= 3, -3
TR v"v"'b_’ p VMY } en 0 2.0
Vv =0
3.3
T e en 30, (2.8
T=%

El término no lineal es Ignorado si se supone que R es pequefio, basta
con observar lo siguiente: si se pasa el nimero de Reynolds a la
parte derecha, si R es pequeflo entonces el producto de la
aceleracién convectiva por el numero de Reynolds puede ser ignorada
respecto a los otros términos, con ésta suposicién la ecuacién (2.4)

se transforman en :

2 2
.’E[_..ago—ag]q-%'-'- =b
ax ay X *
. a%v azv an en Q . (24
-z .._...2¢—z +_57 =by
R ax ay
du  a8v
-a—x-+5}--0
tELevEY, }cnan‘(z-n
t=1t ,t1=1
x ox ¥ oy

Como no se ha supuesto que el flujo es potencial entonces el flujo
es rotacional.

Lo que se ha hecho en este capitulo, es mostrar el problema fisico,
la forma en que éste es modelado matem&ticamente y las suposiciones

fisicas que deben de ser hechas para simplificar la .ecuacitn - de



Navier-Stokes, las: cuales son: flujo planc Ienlo‘y rotacional, de un
fluido Incompresible. El siguiente paso es resolver éste sistema de
scuaclones  diferenciales  parclales  acopladzs  con  restriccién,  La
ecuacién {2.14) muestra dos dificultades, primers ia restriccién del
campo de velocidades, y seguado la solucion del sistema, en e}
siguiente capitulo se discuie cual es la (orma para eliminar la
restricelén de Incompresibitidad.

iz e
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CAPITULO TRES

PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL PRCBLEMA
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INTRODUCCION

La forma de atacar muchos de los problemas flsicos en los que
intervienen ecuaclones diferenclales parciales con restriceion, es
tronsformar estos a problemas de "Optimizacion” (Euler-Lagrangel, o
comunmente  Hlamados multiplicadores de Lagrange. En el presente
trabajo se utilizé é4sta metodologia por dos razones, primero ¢s la
formn 1nds natural de atacar la condiclon de incompresibilidad, y
segundo  existe todo un marco téorico snatematico de solucién al
probleina continuo y discreto asi como teoremas de converpgencia. En
este capituio se enuncla el teorema de existencia vy unicidad del
problema  de Stokes, la optimizacion del problema 2 través de
muitiplicadores de Lagrange, se discute brevemente la dificultad que
exlite con ¢sta metodologia, inmediatemente se pasa a la formulacion
de "Pennity” donde e} esquema de ecuaciones resultante o5 mas simple
que el que se encuentra con multiplicadores de Lagrange, (inalinente
se da e} teorema de existencia de la solucion discreta.

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION CONTINUA

Serdn usados diferentes espacios de Saobolev, para su definicion y
propledades véase Adoms (1], En ésta formulacion, los siguientes
espacios son fundamentales. Suponga que @ es un conjunto acotado de

Rl. con [rontera continua 3f. Se definen los espacios siguientes:

Hie = { ¢ e L7@) | g—’; e L) } 3
\
'

Hi@ = oia) n { ¢ en’tn), ¢ =0en m} .

La siguiente discusion es solo valida para la version lineal de la
ecuacion de Navier-Stokes conocida también como ecuacion de "Stokes"

deducida en el caphtulo dos:

-%v*lhv-:-i! en R » O3
vi=0 en (S) , 3.8
3=8 enom . a5
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donde T es la velosidad de las particulas materiales del fluido,

7 es la presitn interna de! fluido,

R(>0) es e} nimero de Reynolds,

Besia fuerza exierna aplicada al fluido.
La existenciz y unicidad de la soucibn esta dada por el siguente
tearema,
TEOREMA
Si 0 es acwiadu y si O e e entonces {$) tiene una imica
solucien en (W@ x WHaR).
Para su demostracien veéase Temam {33) (p.p. 21-38) o Gurtin [17]
(p.p. 160-162). El primero hace uso del teorema de proyeccién ¥
supone que R=], mientras que el segundo hace uso dc un simple lema ¥

supone Rel

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE STOKES
EN- TERMINOS DE MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Se sigue de Temam 1331 que i § es lo solucion de (S) entonces & es

tarsbién la solucién det problema variacional lineal:

Encontrar  § tal QU2
(e, o) = BV vVev . e
o
- t ? -
Donde \'f{ v € (Hnlm) L Ueve 0 } %]
2 o 1 > 12 ' :
vy =} I vRov7 dp =L Z! Yu UV 6. am
R [ (S}
@t 1317¢
El- conjunto \’u. tiene ona restriceién ©eVe O; ésta sera incorpsrada
a - la. formulacidén variacivnal en’ términos  de - muliipHeadurzs  de

Lagrange. Para congiciunes de frontera ¢e Dirichict sobre el -campo

de velocidades, el espacio de velocidades admisible esta dado per:

R R (] L oam
o -]

la ecuacién de restriccion es:

GH—-—Q talque G =9d=0 ., @i

donde Q = {we L3 | Iw 4an = O} , B
Q
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La formulacién variacional mezclada queda expresada como:

encontrar (U,n} € Hx O tal qué

B3, - J' 9-¥ r a0 = J' V.bdn vied , @m
: 2 Q
Y
J qP-u d = 0 YgeQ ,
!
donde B(.,.) estd definido como:
B = L Ivﬁ-v? dan L e
Fig

Ahera sea A el multiplicador de- Lagrange asociado a la restriccion
v.¥, la funcional (3.11} es escrita como:
Hu,d) = Blu) + < A, Glu) > V(3B
La primera variacién de  ésta funcional da el problema. de
Euler-Lagrange { ver apendice 2): ’
S8+ A st =0 .
(p,G(E):- = 0 .t

realizando estos caiculos se encuentra:

I g2 A _

-;Vu—-a—x-b,( f (2.18)
12 82 ’
-V ay ° by . (309
du Ov _ S
3t 3y - 0 PR (2

de “las relacicnes (3.18 - -3.19) se deduze que ol multiplicador de

Lagrange es azociado directamente con el negativo de la presion:

A==-n o3
Desarollando la relacién (3.12) se encuentra lo siguiente:

%J‘ vil-o% an + I viade= I vBa -, @
Q Q Q

De la relacion (3.22) se observa:

ninguna derivada aparece en el multiplicador de Lagrange "A", por lo
que es suficiente para la aproximacién el uso de funclones que séan
cuadraticamente integrables es decir que  pertenece al espacio de
Lebesgue Lo el campo de velocidades no tiene tanta suerlé.

éste siempre aparece afectado por una derivada, para aproximar a la
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velocidad es necesario usar funciones que tengan primera derivada y
que sean cuadréaticamente integrables es decir que pertenecen al
espacio de Sobolev Hl(ﬂ). un conjunto grande de funciones pueden ser
utilizadas para aproximar el campo de velocidades asi como la
presion, algunas e éstas funciones estan dadas por Huges !19] pag.
201, también en el libre de Tomasset se muestra otro conjuntosA
Existe un método alternativo para resolver ésta dificultad en base a

la formulacion de "Penalty” descrita en la siguiente seccién.

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DFE STOKES
EN TERMINOS DE PENALTY

Para una descripcién completa del método de -Penaity” véase Reddy
{20] (p.p 181-190), y Zicnkiewicz [35) (p.p. 1B1-190); El siguiente
teorema para e! caso de dimensién finita establece las condiciones
de convergencia:

TEOREMA

Conslidere el problema de minimizar una funcién R sobre un
conjunto compactc D sujeto a la restriccién de la forma G(®)=0. Sean
Iy G® continuas sobre D, y suponga que existe el conjunto S de
puntos Xend Qi tienen G(i‘]:O. ¥ no vacio, y que existe un' punto
;('ncn D el cual minimiza § en 5. También suponga que i'o el Unico. Si

K) es un punto minimo de la funcién aumentada

K
3 3 212
PIXK) = I(X) + — 1G(x)] . 2
sobre D, entonces
N 2 e d 2,2
tim x(K) = X y tim KIGIX)) =0 . (e
o k-o a
6
1.~ Formulaclén de ta velocldad presién: sproximacién
discontinua de Ia presidn,
2)- .~ Formulaclén de !a  Preslén Velocldad: aproximaciém  contlnua
de la preslén y velocldad,
.- Forenulackén de s Velocidad Presidn Yorticldad:
apreximacién - discontinua de |a presidn y velocidad.
4).- Formulaclén de ts Funcidn de Corrlente Vorticidad:

descomposicion del problema Biharmonica.
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Para su demostraclon véase Reddy [29) (p.p. 184) y Polyak (28],

Aqul consideraremos el minimo de la funcional aumentada:

K
2
P (UK} = J{u) + — [Glu)| .

La formulacion de fa funcion de "Penalty” para el problema de Stokes

(3.2%)

estd dada por la siguiente funclonal aumentada:

K
PRk ) =) . —2—“[ 9-%%an . t3.26)
2
Donde J(i}) esta definido como:
3D =—;- BIT.T- D) = . a.2n)
= %ﬁ- (Vu)z-.[g-a . (3. 28)
Q 0

El problema variacional lineal correspondiente a (3.31) involucra

encontrar Be H:(m tal que:

B (V) = (v v e H(R) . .an
donde

2
¥ () = { Tewm: il = 137 + x Joid|] } . 3.30)

y 8.(7.3) estd dado como:

B, = %D + Kk (G(%),6(dN . .

De igual forma como se-hizo en la ecuacion (3.13), se calcula la
primera variacién ( problema de Euler-Lagrange), realizando estos
calculos se encuentra:

1 a2 -] *
-3 Y - K“ﬁtv-u) = b- . ¢3.32}

1 o2 a <
% v Kn?i" [ by B (3.33)
de estas relaciones se observa inmediatamente que la presitn esta

dada como el negativo de la divergencia del campo de velocidades
modulada por el parametro de "Penalty”

t=-KV-T (3.30
n
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las relaclones (3.32) (3,33) (3,34), muestran que solamente el campo
de velocidades debe de ser aproximadoe y estas runcmnes deben de
pertenecer al espacio de sobolev HUG,
EXISTENCIA DE LA SOLUCION DISCRETA
El siguiente teorcina da las condiciones de existencia del punto
unico local minimo de Pn y la convergencia de la solucitn de
“Penalty” a ia solucion verdadera, para el caso general.
TEOREMA
Si las siguientes suposiciones son validas
- Existe un punte local minimo u del problema original
J(uo) s J{u) Yue HI (3. 3%)
G(Ua) =0 . 13.36)
2.- La primera y segunda derivada de Cateaux de J y G existen.
3.- Ei operador adjunto de G esta acotado por abajo.
4.- El operador ad junto L(uu,lu) es definido positivo, definido

st e 1 OOEDS
R

tlu,a)s .l'(u )+ G.A . 3.37)
o o o o

Con estas 4 suposiciones y para un K“ suficientemente grande, existe
un u, el cual es un punto Gnico del minimo local de P“(u.Kn) en una
vecindad de u oy la siguiente estimacion es valida (la cual
demuestra la coavergencia de la solucion v y el multiplicador de An
au y xo. respectivamente):

<
3
fo -u d= o 12l a0

<
L]
| KGtu)-a |, 2 " M, . .

Para su demostracién - véase Reddy 1291, donde también se cita el
trabajo de Polyak [28l. 7

Basta con demostrar que los operadores tienen las caracteristicas
mencionadas, esto se demuestra en el trabajo de Polyak [28), pero a
priori puede ser calculade el error. Considere la version mezclada
de ia funcional de "Penaity™:



Encuentre ('\}.ph) € H: x Hn tal que

B - 0% = B9 - T = { (B0 waw

restando a (3.40) la version mezclada dada en (3.12) se encuentra:
B(V,U - ﬁl) -lp-pevl=0 . B

-9 {u”- u“'a,q) = —:(p -p iq) - -l(p.q) . 1242

Sea ¥ = 4 - G'k ¥y q = p - p, ¥ substituyendo (3.42) en (3.41)

obtenemos:

202 1 2 1 1
Fo-U 1% Jde-p 17 = ¢ (mp-p,) s ¢ Dolfp-p§ . e

usando la desigualdad de polarizacién tenemos:
5 > .2 1 2 1 2
fo-a 1%« slep 0° = vl -

Pe la relacién (3.44) se observa que 3 - 31( conforme k —3» a . En
este capltulo se ha dado la existencia y unicidad de la ecuacién de
Stokes transformandolo a un problema de optimizacion, primero con
multiplicadores de Lagrange, enseguida con la formulacién de
“Penalty”, en donde solamente el campo de velocidades es aproximado
¥ la presién se calcula posteriormente con. ayuda de .la ecuacion
(3.39), con la certeza que la solucién discreta convergel problema
continuo, - establecida por el teorema anterior; el siguiente paso
ahora es aproximar el campo de velocidades por funciones polindmicas
‘que satisfagan los teoremas de convergencia y ademas que séan
funciones que tengan derivada y que séan cuadraticamente
integrables, estas funciones son construidas en ~el siguiente

capitulo,
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CAPITULO CUATRO

FORMULACION EN TERMINOS DE -
'ELEMENTO FINITO



INTRODUCCION
Ahora se procede & comstrulr los espacios de Elemento Finito para la
solucion de la ecuacién de Stokes, asi como el desarrollo de los
sigoritmos numéricos para  posteriormente  ser codificados en
computadora. EI método de elemto finito es una técnica para
sproximar la solucion a wuna ecuacion diferencial con valores
iniciales y/o de frontera. El procedimiento es dividir el dominio de
sclucion, en pequefas regiones de forma conveniente, como tridngulos
o poligonos. Sobre cada elemento se especifican coordenadas de los

Sal

P y la ecuacion diferencial es entonces aproximada.En

estos puntos la ecuacién  diferencial original es  entonces
transformada en una nueva ecuacion discreta de elemento finito, ia
cual gobierna sobre cada elemento de la particién del dominio: ésta
ecuacion local es plada al si global, produciend
un  sistema  algebraico. Los valores nodales de la variable

dependiente son determinados por la solucién de éste sistema.
ESPACIO DISCRETO

La sproximacion de los espacios sera interna, ésta aproximacion se
define como sigue:

DEFINICION

Sea ,Vh una familia de espacios vectoriales de dimension finita con
parametro h &« R™ tal que

1-¥h V“ cv A TRY)

2).- Sea v, €V, v,— venVcuandoh—0 L)

Entre las aproximaciones (Internas se encuentran los. sigulentes
métodos: Rayleigh-Ritz (Ztenkiewicz (7]  p.p.2¢4-248 )
Bubnov-Galerkin (Reddy (29] p.p 289-296), Patrov-Galerkin (Reddy
{29) p.p. 297-302), Kantorovitch (Reddy (29] p.p. 306-314), Trefftz
(Reddy (29) p.p. 315319 ) y por supuesto la de Elemento Flnito
(Baker (4] p.p 21-82). Ademés ¢l método dal Elemento Finito difiere
de fos métodos tradicionales en dos aspectos. Primero, las funciones
de asproximacion son polinomios algebraicos que son desarrollados
usando lss idess en Is teorls de Interpolacién. Segundo, Ias
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funciones de aproximacion son desarolladas en cada sub-dominio del
dominio dado. Estos sub-dominios son llamados Lliementos Finitos. san
geometricamente simples, y permiten una construcclén sistemitica de

las funciones de aproximacién.
—— TRIANCULACION

Sea Q0 un poligono acotado y abierto en 'Rz, y considere sobre esta
regién el siguiente conjunto ﬂh que consiste de una familia finita
de " triangulos, llamados elementos finltos geoméiricas, con lad

siguientes propledades:

1).- .‘Ih finito kc@l Vv ke :Jh tabque. Y k=8 . 14.3)

veld
° n (4,43

o
2l-kyk'e 5h k = k' entonces Kk n k'= @ v knak =¢

3).- h(x) = la jongitud del lado mayor Qe k € t?h ' 5
4).- h = max hiK) . (4.6}
k€7
h " n
S ——— 58 V7, “‘
min h(K)
k7
h

En est¢ caso. 8= h/imin Mk € ﬂh). Graficamente 1 estd

particionada como se muestra cn la fig. (4.1}

g, (8.1 partlcidn de s reglan Q
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DEFINICION DE ELEMENTO FINITQ

A tfh asoclaremos el espaclo Vh de la forma siguiente (véase Alduncin
y Carrera {2] y Glowinski (10] ): Considere el conjunto de todos los

vértices de la particlon o triangulacion T definido comao:

N= (P

X y oeeenny Pm) ' (4. @)

2
serd ilamado e} conjunto de punto nodales de la triangulacién.

Se define el elemento finito geométrico K como:

ﬁ=((x.y)eﬂ;0=xsl.0=ys|~x) . .9

Su correspondiente espacio local de elemento finito (P.‘() como:

P; = { K — R | P(x,y) = a+ Bx + ¥y} , t4.10)
y ¢l conjunto de grados de libertad local (Zé). como :

—— R L4 — < _ Py
Li={e £ (PuR)| dfw ) = wip) =5 4 = =3}, (4.1
con (w‘:):' tal que w:e P , ta.12)
- 1=
El conjunto K expresa la forma geomstrica del “elemento finito”

figura {4.2); el conjunto P, expresa el polindmio que esta definido
en el conjunto K en este caso corresponde a un polindémio lineal en
"x" y "y"i el conjunto }:.-: expresa cuaptas funciones polinémicas

pueden ser definidas en K en este caso tres polinémios solamente

epuenpuse geClpidesay Voo Pg

2

L] 1%

f1g{4.2) Elemento finlto geométrico de referencla
con 3 grados de llbartad
Estas funciones se construyen siguiendo los pasos dados en (4.9);

las funciones de interpolacién quedan establecidas como:




PRy ey e ,
1 i ¥ a 3
y RN
RS-0
3
P i) =) XN 1118

B

estas funciones sen derivablee e
Bor 1o 1ante tenoions,
K

Ve P Y e H@m e

For lu tanto ésts es una aproximacion interna.
#flz pe stonye
tades por cada

Ahora se aproximard el campo de v

como fue encontrado en {8 1 para ~ada componente:
3

e VT

LN

i=1

Substituyendo (4.11) en (3.26) se epcueptra:

Donde

9
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Y estos estan definidos comos

o] o]
] csons[o] 2 [ee]
R .
][]

y cada término esta dado por:

ghe o 00 aé an®

I—\

gl?e ag ao, 40t

1} 8x ' 1) ax ay !
o' a*

§%2° . am‘ao o’

1} 8y gy .
o°

Yy
an 1=nel t2nel

R R A
.

IJ) 1)

lanet i=nel

Ib¢ dn«§z'o:aan‘ { K2 ZKZZV
m.

Esta matriz es simétrica y definida positiva, (Reddy {29).

{¢.20)

.20

822}

(4.23)

{4, 24}

14.25)

4. 28}

(4.27)

. 28)

O también,  en términos de la formulacion variacional para un

elemento finito geométrico Q°, tenemos:

B.(v.,u.) = t.(v.)

40
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donde cada término esta dado como:
& .4 L ] ]
Bo“l"]' = K” y ’.'(v.) = Fl R (8.0}
Luego la formulacién varlaclonal global es la suma de las
formulaclones varlacionales locales:
E
Blu,v) - &v,) =.Z‘[ B,fuv,) - lv)) ] a0, ta.an

Por lo tanto la ecuacién [4.12) toma la forma:

£ £
.Zx [ K'T] -.le-‘” B .32

Y {a matriz global total queda expresada como:

ety F '
S A . l'-'y TR

las sub-matrices K", Klz, K“, ‘zz‘ son de dimensién NxN, ‘por lo
tanto Ja matriz global es de dimension 2Nx2N , donde N es el nimero
de puntos nodales para el campo de velocidades.

La evaluacitn de Jos términos del (4.25-4.28), con ayuda de

las relacidnes (4.13} y {4.14), las matrices quedan expresadas como:

ils 1 1 9.0 O}
KU - :‘—-[ [ HIRK } ﬂ‘ﬁ’ + HF.‘I" ] f (8.30)
22 1 ] . e 8 F -
KU = :—A—[ [; .y ] 1|1’ . pﬁ‘ﬁ] ] \ $4.3%)
128 ] U}
KI] = :‘_[ p|7) ] . e.36)

Donde “r* el el nomero de Reynelds y “y" es el pardmetro de
"penalty”. En este capitulo se ha dado la metodologla o técnica de
construccidn de las funclones de interpolacién para aproximar .el
campo de velocidades, metodologia conocida con el nombre de
“Elemento  Finito". Se ha transformado la ecuacion diferencial
parcial a un problema simplemente algebraico, el objetivo central
ahora es construlr un programa de cémpulc que realice la
construccién de la matriz automaticamente; conforme la dimensién de

esta matriz sea mayor, mejor sera la aproximacién al caso . continuo,

41



¢l programa .estd explicado en el apéndice 1, el slguiente capitulo
muestra _los resultados encontrados con este programa.

42



CAPITULO CINCO

ANALISIS DE RESULTADOS
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INTRODUCCION

E! modelo computacional fue desarroliado inicialmente para resolver
1a ecuacion de Foisson con diferentes valores a la frontera y
diferentes . funciones de prueba. Se procedlé a buscar diferentes
algoritmos, que intenta resolver el problema de Stokes, siempre
basados éstos en cl algoritmo de Dirichiet de donde se anpalizaban
los resultados numéricos encontrados y se comparaban con el modelo
fisico. Se uso el algoritmo de "Penalty”, éste ultimo no utiliza el
algoritmo de Dirichlet pero conservaba una estructura similar al
anterior, Inicialmente se presentan algunos resultados matematicos
como: numeracién de los nodos de la malla asi como de sus elementos,
s¢ presenta la estructura de la matriz de Stokes para diferentes
numeraclones de malla; enseguida se discute y explican las gréficas
de) campo de velocidades asi como la presién para los problemas
fisicos estudiados en este trabajo. Enseguida se discute el
comportamiente del flujo en una cavidad cuadrada ceon diferentes
fuerzas de cuerpo aplicadas a la cavidad en diferentes direcciones y
con diferentes valores. Finalmente se estudia ‘el comportamiento .det
flujo en la cavidad cuadrada con diferentes numeros de Reynolds.

MODELO FISICO 1
FLUJO EN UN POZO CUADRADO BIDIMENSIONAL

El primer problema analizade corresponde flsicamente al flujo
laminar de un fluide en una cavidad cuadrada, con coeficiente de
viscosldad y = 0.001: la descripcion fue dada en el capitulo 2. Ei
modelo matematico y  lineal correspondiente esta dado por las
" ecuaclones -(2.14) , con  condiciones a la frontera (2.15). La
fig.(5.1) muestra la particién por elemento finito de la region en
donde se mueve el fluido as! como la numeracion de los elementos:

4
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flg.(5.1) particién de la reglén de Interes

Antes de pasar a los resultados fisicos se analizan algunos aspectos
matematicos, como son la numeracién de la malla, en la fig.{5.2} se
muestra la nuimeracién siguiendo un algoritmo de espiral,la matriz
resultante se muestra en la fig. {5.3) de banda de la matriz crece
conforme la particlén de la malla es ma&s grande; ahora utilizando
otra numeracién diferente fig. (5.4) para ésta numeracitn se
encuentra la siguiente matriz fig. (5.5): Como es mostrado en esta
Gitima matriz el ancho de banda disminuye, y es un echo que la
numeracién de- los - nodos de la particien esten relacionados
directamente con el ancho de banda de la matriz, el ancha de banda
de la matriz es entonces definide como la minima diferencia que
existe entre dos nodos contiguos.

Los datos necesarios para"AF?ancar el programa son basicamente dos:
primero la particién de la malla y segundo los valores-a la frontera
estos son mestrados en la fig. (5.6}
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VECTORES FRONTERA

'r 10.70 1.4 : :
e bos
¢ .3;8.‘9 X -
%*SS."&, ) .
(nm:.‘u), - :

MALLA .

144 147 142 141 140 139 138 137 136 133 134 123
101900 9 98 97 9% 9% 94 63 92 91112
102 83 64 63 62 61 60 3% %8 7 01
103 66 37 36 35 34 23 2 N % 1M
104 67 38 17 16 13 14 13 30 33 881X
W5 68 39 18 5 4 312 29 M 87128
106 69 &0 19 & 1t 2 11 28 33 8617
1070 0 20 7-8 9 %0 27 %2 31k
1NN 22208 BWN K
109 22 41 40 45 & @7 48 49 % 8314
HO 23 7 75-26 77 78 29 ™0 & 82123
H1-HZ 113 114 119 116 117 118 119120 121 12

DFX DFY

fig. (5.6) Datos de entrada y vectores frontera.
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En lo referente a las varisbles fisicas tenemes los slguientes
resultados para una velocidad de la placa de 0.1 y una viscosidad e -
del flujdo de 0.0]. ta solucién dls:reta para el campo de
velocidades estd descrita en las figuras [5.1-5.4}, Se ha supuesto
inicialmente que las fuerzas de cuerpo son cero, posteriormente se
anallzard el caso en que estas fuerzas son distitas de cero. Esta
primera solucién muestra que el algoritme numérico es estable en lo
referente a la particién de la malta. En la parte superior de la
cavidad solo hay velocidad horizontal del flujo, y aumenta conforme e
se aprdx!ma a la placa, en la parte inferior y lateral (izquierda y ’
derecha de la cavidad) la velocldad del flujo disminuye conforme se
aproxima a la frontera de la eavidad, este evento esta de acuerdo
con el hecho experimental establecido de que un fluido se adhiere ¥
alcanza la velocidad del contorno. el hecho de que et la velocidad
del flujo dlsmlnl‘xya conforme se aproxima a la parte cental superior

estd explicado con la conservacién del momento angular y también de

los efectos de la viscosidad del fluido. Otra de las caracter{sticas
de los resultados numéricos para el campo de velocidaqcs es: la
total simetria del flujo respecto a una linea vertical que pasa por
el centro de la cavidad (para bajas velocidades). Respecto a las

lineas de flujo estas son solucién de la ecuacibn diferencial

Ay = vt v s

2 = R} . 5.2)

basta con resolver esta ecuacldn diferencial para encontrar las
lineas de flujo, aqul solamente mostramos los resultados encontrados
por Hughes (18] fig [5.6], en las cuales se muestra un campo
vectorial simétrico y unas lineas de flujo simétricas.
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Para realizar el calculo de la presion hay que recordar que esta
dada’ como: '

n=-29.3 . 5.1
lo que Implica que donde exista un mayor cambio en la velocidad
existird una menor presién que en principio es negativa, resultado
que estd de acuerdo con el teorema de “Bernoulli®. En
este  punto cabe mencionar que el método produce presiones
negativas pero las gréificas de la presién pueden ser interpretadas
facilmente.
Para realizar el calculo de la divergencia del campo de velocidades,
se usé una rutina de la biblioteca del “IMSL", que calcula derivadas
parciales de funciones escalares, también hay que hacer notar que
para éste calculo es necesario incluir las condiciones a la frontera
del campe de velocidades. En las figuras. (5.12~5.18) se muestran
las curvas de nivel y las superficies generadas por el campo de
velocidades cédlculadas, la fig (5.12) muestra una aproximacién muy
mala del campo de presiones, la figuras (5.14, 5.16) la aproximacion
es mejor pero en estas graficas se muestra dos puntos en donde la
presién  aumenta bruscamente, regibn que corresponde a las dos
esquinas superiores de la cavidad. Sin embargo en la figura (5.18)
la aproximacién es mejor que las anteriores interpolaciones, los dos
puntos disminuyen significativamente de tamafio. En ia partie superior
la presién disminuye, y luego esta disminuye con mayor velocidad,
zona en donde el fluido alcanza la velocidad del contorno, también
existen dos zonas en donde la presién disminuye, y estas corresponde
a las zonas laterales. Como se observa de la anterior discusién para
el calculo de la presién esta se aproxima mejor cuando la particién
de ‘la malla es mas fina, es decir cuando se tiene mayor informacion-
del campo de velocidades.
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Distribucién del campo de preslones para el flujo en una cavidad
cuadrada, con u = 0.001, N = 36, NELE = 98,
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En seguida se estudl6 el comportamiento numerico del modelo cuando
se aumenta la velocidad de la placa, las figuras (5.19), (5.20)
muestran el campo de velocidades para los casos de una velocldad de
0.9 y de 1,1, para un fluido viscoso de 0.00l, se usd una particién
de malla de 10 X [0, estos resultados muestran que el flujo deja de
ser simétrico, la velocidad es mayor en la parte derecha respecio a
la lzquierda, esto se debe claramente a que la placa se mueve con
mayor velocidad. Las graficas de la presién liguras (5.22), (5.24}
muestran que se corren hacia la parte derecha, e! corrimiento es
mayor conforme la velocidad es mayor. Ahora la velocidad de la placa
no puede ser muy alta porque el fenomeno deja de ser lineal y la

ecuacién que se resolvio es iineal,
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fig. 5.21 Distribucién del campo de preslones para el flujo en una cavidad
cuadrada, con g = 0.001, N = 100, NELE = 242, v = 1.1.
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€19. 5.23 pierribucién del campo de presiones para el flujo en uma cav
cuadrada, con u = 0,001, N = 100, NELE = 242, v = 0.9.
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En segulda se ‘estudié el comportamiento numérico del algoritmo
computacional para  diferentes fluidos viscoso, las  figuras
(5.25-5,27) muestran el campo de velocidades para fluldos con
viscosidad de 0.00i, 1.0, 10.0, conforme el fluide es mds viscoso
este se adihere ‘a la pared superior, en tanto que la parte inferior
se mueve con menor velocidad, éste evento como ya fue mencionado
anteriormente esta dec acuerdo con el hecho experimental de que et
fluldo se adhlere y alcanza la velocidad del copterno. Las graficas
de la presién se aprecian en las figuras (5.29), (5.31}, (5.33),
muestran el comportamiento de la presién, cuando el fluldo es mds
viscoso las zonas laterales de la cavidad en donde la presion
diminuye practicamente - desaparecen o estas estan atenuadas.
Comparando estas tres graficas se observa que la presion en el
contorno que corresponde al movimento de la placa, el fluido que
tlene mayor viscosidad tiene menor presidn conparado con el fluido

que tiene menor viscosidad.
" :
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f!q; S.26 Dascripeién ds) canpo 'y velocidades pars 1] flujo  --en
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flg. ‘5.7 Descripcién de} canpo de velocidades para 'Y fluje

en
cavidad cuadrada, con A(a30.0, W=14¢, NELE2338
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MODELO FISICO 11
FLUJO EN UNA CAYIDAD CUADRADA CON DOS PLACAS Y
DIFERENTES VALORES A LA FRONTERA

Et algoritmo funciond y fue probado inicialmente para el problema de

flujo en una cavidad cuadrada, Ahora se trata de describir el campe

de veilocidades, asi como la presion que se formard en una seccion

cuadrada, con dos placas tante en
parte inferior, como es mosirado en la

e—
\\\\\

N

N

N

N

vzl §
N

vel §
NS

N

Ay

N

NN

.
la parte superior como en la

siguiente figura [5.34})

u

v

7//////////////"/////

=0
2 Q

ANNNN

—_ ) e )
vz 0, us=i

fig. 15.34)

fiulo an una cavidad rectangular

Este fentmeno fisico,

te, estd modelado matemiticamente por

la ecuacién (2.14) suponiendo que 1a velocidad de las placas es

pequefa, el fluldo

€s

incompresible con

flujo

plano

lento

y

rotaclonal con geometria constante, con las siguientes condiciones a

la frontera:

usvs

usg,v=0

uzv=0

3

uxd, v=0

X

fig €5.3%) Valores a ta fronters dr! probiema de Stokes



En términos de u y v quedan descritas por:

ulx,y)=c eny=0,0s x5
ulxy) =0 enx=0,0s5ys]
ulx,y) =0 enx=1,0=sys]
ulx,y)=d eny=1,0=x s
vix,y) =0 eny=0,0sx =1} {5.1)
vix,y} =0 enx=0,0sy s}
vix,yl =0 enx=1,0sys]1
vix,y) =0 eny=1,0sx st

También en este caso las fuerzas de cuerpo han sido ignoradas,
nucvamenic. los resultados numéricos, mostrados . en las - fig.
15.36-5.39), la velocidad de ambas placas es de O.l, en estas cuatro
graficas se muestra qué ‘el flujo es totalinente simetrico, cuando la
velocidad de una de las placas aupenta (0.2} como es mostrado en las
figuras (5.40-5.43) el flujo deja de ser simétrico ¥y se mueve con
mayor velocidad en la regiéon en donde la placa tiene mayor
velocidad, las figuras (5.44-5.47) muestran el comportamiento del
fiujo cuando la velocidad de una de las placas es mayor (0.5), las
figuras (5.39), (5.43), (5.47) describen con mayor presicidn el
comportamiento det flujo. Las graficas del campo de presiones
figuras (5.49) (5.51) (5.53) muestran claramente que las regiones
en donde exite una mayer velocidad existe una menor presion, estas
zonas corresponde a las regiones en donde se mueven las placas y a
las regiones laterales (derecha e izquierda). En la figura {5.45) la
grafica de la presién es totalmente simétrica, esta simetria deja de
existir en las figuras (5.51) y (5.53) pues corresponde a campos. de
velocidades -no simétricos.
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MODELO FISICO 11t
FLUJO EN UN HUECO BIDIMENSIONAL CUADRADO
Los anteriores problemas tienen solamente condiciones a la frontera,
para el campo de velocidades en la direccién horizontal. Ahora se
procede a introducir condiciones a la frontera, para el campo de
velocldades en la direccién vertical. El fendmeno fisico en estudio
es el correspondiente al flujo en una cavidad cuadrada, con dos
placas que se mueven en ta direccién vertical y horizontal, como se
muestra en la figura [5.54], se supondra que el fluido ‘es

incompresible con flujo plano, rotacional y lento con geométria

constante:
v 0, u=ml

—_
AN
N

1 3
AN
N
N

1 N
§

u=90 § u =0
! 3
v= 1 N v =0

N
Y
N
N
Q
N
N

SOURRRR AR

D

v =0, v=20

fig, (5.%4) flujo en una cavidad rectangular

. El problema matematico ésta descrito por. la ecuacién (2.14) , con la
sigulente condicién a la frontera:

y 4 usml,v=0
us0, vsl usvsl
—
usi,v=0 X

fig {5.85) Valores a la frontera ‘del problema de Stokes
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En té&rminos de u y v queda establecido como:

ul®y) =0 eny=0,0<sxs1

ulx,y) =0 . enx =0 ,0s5ys]

ux,y) =0 enx=1 ,0=xy=1|

ulx,y) = ! eny=1,0sxs1 ) (5‘;”
vix,y) =0 eny=0,0sx 51 -
vixy) =1 enx=0,0s5ys]1

vix,y) =0 enx=1,0sy =]

vix,y) =0 enys1l,0sx35]

Los resultados numéricos para el campo de velocidades. estan dades en
las fig. [5.56-5.58], para fluidos con viscosidad de 0.001, 0.5,

1.0, en la primer figura se observa que el flujo es rotacional en

las sigulentes dos figuras, el flujo deja de ser rotacional, y

nuevamenge los resultados namericos para el campo de velocidades
establece la caracteristica que el fluido alcanza la velocidad del
contorno. La grafica de ia presidn no es muy buena para el caso en
que el fluido tiene baja viscosidad, pues en la region diagonal de
la cavidad no muestra una disminucién de la presion, sin encambic
cuando el fluido es mas viscoso la descripcion del campo de
velocidades es mejor, esta disaminuye en las regiones en donde el
flujo tiene mayar velocidad.
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1.0, Ns=100, NELE=338.
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CASO NO-HOMOGENEO

Ahora se analizard el caso en que se aplica una fuerza externa al
fluido. Primeramente se estudi6 el caso cuando la fuerza esta en la

direccién "x" constante constante en ambas direcclones:

Tix,y} = cte ¢ . (5.8

con viscosidad del fluido de g = 0.001 y velocidad de la placa de
0.5, Como en el primer modelo fisico se supone que el fluido es
viscoso e Incompresible con flujo plano rotacional y lento este
modelo esta descrito en la fig. {5.65)

v octe , v =0
— — — — -—
NN ) BN

§ - — —t fand - E
- § - e b Land —— §
AR S ) N
- Nij= Lnd - B =y |\
oo : N

?‘ ua0 § - i s u =0
§ il —y Lnd —y =y

v=0 § § v =0
N | oy ") Lad Y
NS NS
Y Ay
§ - m— =t — L §
§ -y Nt b e §
§\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\§

usxsv=0

fig. (5.65) fluja en una cavidad rectangular

En las figuras (5.66-5.67) se presenta el campo de velocidades
cuando |la fuerza es pequefia, este campo vectorial se ha deformado
respecto al campo de velocidades del caso homogéneo, estas graficas
muestran que el flujo deja de ser totalmente simétrico, esta
- deformacién se debe a que las particulas que se encuentran en la
parte inferior, cuando estas se mueven de derecha a Iz2quierda, su
velocidad disminuye por' la fuerza que es aplicada de izqulerda a
derecha; en la fig. (5.68) este comportamiento se observa con mayor
clarlda, las particulas que se encuentran en la parte izquierda
inferior tienen una pequefia componente horizontal y vertical. Las
figuras (5.70) y (5.71) se muestran las curvas de- nivel y la
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superficle de la presion para el caso no-homogéneo, en la fig.
(5.71) muestran claramente que existe. tres zonss en donde ia presion
es menor relativa a los demads puntos, la primer zona corresponde a
la parte en donde se mueve la placa y las otras dos a las zonas
laterales derecha e izquierda zonas en donde la velocidad del flujo
es mayor. La figura (5.69) muestra la descripeién del campo de
velocidades cuando la fuerza es mayor, en este caso el flujo tiende
& ser horizontal siguiendo la direcclén en que es aplicada la

" fuerza.
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. Curvas de nlvel y distribuclén de 1a presién , asi como la
descripcion del campo de velocidaes cunado la fuerza horozontal es

de la forma f,u 0.0011x
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Enseguida se analiza el caso en que la fuerza es contraria al
movimiento de la placa, con las mismas  hipétesis que en anterior
problema, la' descripcién grafica del problema estd dada en la [ig.
(5.73)

ua=c¢gte , v =0

— — — ~— -

ANSNNY ) §\\\\\\

Njow e — Ll - I\

N P N

§0— - e em e N

Yo = = = =

N P N
u=0 .\ X u=0

N L - Lol Lol BNY ?
va0 §t—¢— L ol e-=§ v = 0 *

So—o— = tmm c—s

§.— - m e c—-§

Qﬁ- Lo L Bl N

N N

ARSSARESRUNREELN NS SNNNANNNN
usvs=0

fig. (5.73_) FTlujo en una cavidad rectangular

Las fig.- (5.74-5.77) muestra el comportamiento numérico del programa
de .computacién para el campo de velocidades; en las figuras
{5.74-5,76) se observa «que las particulas del fluido que se
encuentran en la.parte derecha de la cavidad tienen una componente
horizontal diferente de cero, esto se debe claramente a la fuerza -
que es aplicada en esta direccién; la regidn préxima a la placa las
particulas del fluido tiene menor velocidad, pues la fuerza aplicada
estd en sentido cuntr‘arlo al movimiento de estas. La. fig. (5.77) es
el caso extremo en que el flujo se mueve en direccién contrarja, al
movimiento de la placa. Las figuras (5.79) y (5.81) muestran la
grafica de la presion para diferentes fuerzas, en la primera grafica
la 2ona en donde la placa se mueve la presién aumenta, luego decrece
bruscamente hasta ilegar a la parte opuesta de la cavidad en donde
la presién aumenta, la fig. {5.81) muestra la grafica de la presién
para el ‘caso exiremo, como Se observa de esta grafica la

aproximacién es muy mala.
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Ahora se estudia el comportamiento del flujo cuando se aplica una

fuerza constante en la direccién Y™

fixy) = cte § . (5.6)

nuevamente utilizamos las hipotesis dadas en el problema i la
descripcién  grafica ‘del - problema flsico esta dada en la flgura
(5.82)

us=cte , v =0
— —_— ——) =3 =
ASSR\N AN
\gﬁanﬁﬂﬂﬂ§
NEEERERERN
NEARERERERN 7
N EEEEE KRN
A I P T O N
NEARREEERNES
NEEEREEREN
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\§

usve

3

y

=
=

fig. {5.82) flujo en una cavidad rectangular

Las figuras (5.83) y (5.85) muestran los resultados numéricos
encontrados para este caso, ¢l campo de velocidades deja de ser
simétrico, en las figuras (5.84) y (5.85) las particulas del fluido
que desciende tienen una menor velocidad, esto se debe a la fuerza
constante sobre toda la cavidad que es aplicada en la direccién "Y";
en la figura (5.85) el campo de velocidades sigue basicamente la
direccion de la fuerza. En las figuras {5.87) y {5.88) se muestra
las curvas de nivel y la grafica de la presion, si se empalman las
curvas de nivel con el campo de velocldades se observa
inmediatamente que donde existe una mayor velocidad existe una menor
presion, .
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En seguida se estudia ¢l caso =n que la fuerza es aplicada en la
direccién "Y" pero’ descendents. Como en' los anterlores caso la
fuerza es constante en toda la cavidad fig(5.93)
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tg. ¢5.93) flujo en una cavidad rectangular

La distribucién del campo de velocidades es mostrado en las figuras
(5.86), (5.94) y (5.95) en este caso las particulas que se

encuentran en la parte derecha de la cavidad tienen una componente

-vertical diferente de cero y. las particulas que se encuentran en la

parle izqulerda como _estas tienen .- que - ascender se¢ observa una
dlsminucldn de la velocldad de las mismas. En la figura (5.95) las
particulas de! fluido descienden y cerca de la parte final -de la

cavidad la velacidad disminuye.
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Ahora se estudia el comportamiento del modeio numérico para
diferentes numeros de Reynolds, fig. (S5.118- 5.132). Los resultados
muestran que el flujo es practicamente laminar para cuando R estan
entre los numeros 0.0001 - 0.1, el flujo comienza a ser rotacionat
cuando R 2 1. Analizando las graficas para el campo de velocidades
se observa inmediatamente la analogla directa con las graficas del
campo de . velocidades para diferentes (lujos viscmsos, el flujo es

simétrico. Se manifiesta el fenémeno numérico ¢

= inestabilidad
numérica cuando R crece demasiado, esto se debe a dos factores
importantes, primero si R crece entonces la viscosidad del fluide
disminuye y en el caso extremo se comportaria como un fluido sin
viscosidad ([ fluido ideal), el cual no existe en la realidad y 1o
que se esperaria es que no existiera movimiento de las particulas,
segundo la ecuacibn que se estd utilizando es lineal y por le tante
no se manifiesta ningin efecto turbulenmto en ia medida qur R crece.
Cabe sefinlar que las gréficas de la presién son bastanie buenas para

este caso.
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Curvas de nivel y distribucién de la presién asi como la descripcion
dél campo de velocidaes para R = 0.0001.
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Resumiendo . tenemos los  siguientes rcsultﬁdos: se comprobd la
disminucién ~ de! ancho de banda de la matriz de Stokes para
diferentes numeraciones de [a malla, también se comprobd la
estabilidad numérica del modelo computacional en lo referente a Ia
particion de la malla. La no-simetrla del campo de velocidades  se
debd a que la velocidad de la placa es mayor de uno fen este caso el
problema deja de ser lineal), también se manifiesta cuando la
viscosidad del fluido disminuye (fluido ideal} y cuando se aplica
una fuerza constante a todo ‘el fluidoe. Las graficas e la presion
solo son buenas cuando se utiliza una buena particion de malla, esto
se debe basicamente. a que con -pocos puntos para el campo de
velocidades se produce una mala interpolacion de la presién, para
tencr una malla mas fina es necesario disminuir el ancho de banda de
la matriz de Stokes ¥ para disminuir este ancho de banda es
necesario renumerar la malla. La particion mas grande que se utilizo
fue de 14 x 14 produc'icndo 196 nodos , 450 elemntos ¥ un total de
- 392 Incégnitas, el tiempo de CPU que se utilizé en una computadora
HP<9000 serie 500 fue de § min., de ahi que la reduccién del ancho
de banda de la matriz sea fundamental para tener mejores
aproximaciones ya sea para el campo de . velocidades o para la
presién.
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CONCLUSION N

La ecuaclon de Navier-Stokes para un  fluido incompresible
newtoninno, estad basada en la ley de balance para medio continuo y
de la ecuaci6n constitutiva para un  (luido newtoniane. Para
describle  completamente un  {luido’ newtoniano incompresible es
necesario tres ecuaciones basicas, cuacion de continuidad, ecuacion
de movimiento y ecuacién de estado. La versién lineal de la ecuacién
de Navier-Stokes para fluidos incompresibles y viscosa es valida si
y solo sl la velocidad del flujo es pequeha y la geometria en donde
¢l flujo se mueve no cambia bruscamente. La forma de resolver la
ecuacién de Navier-Stokes para el caso anteriormente sehalado con la
condiclén de incompresibilidad, es transforinar el problema inicial a
un problema de optimizacién a travds de multiplicadores de Lagrange,
cste esquema matematico produce dos esquemas de aproximacién uno
para- la presién y otro para la velocida, la forma mas facil de
resolver esta dificultad es reformular el problema de optimizacion
en un esquema “"Penalizado” en donde solo la velocidad es aproximada,
el calculo de la presion se realizé posteriormente. Para aproximar
el campo de velocidades con aproximacién interna, se wusan los
polinomios de elemento finito de donde se construye {a matriz de
Stokes. Para construir esta matriz ¢ invertirla se construye un
programa de cémputo de donde se slmulaﬁ numéricamente los fenomenos
fisicos estudlados, El ancho de banda de !a matriz de Stokes
disminuye de acuerdo a una numeracién adecuada de la malla. La
no-slmetria del campo de velocidades se debe a tres eventos fisicos,
primero cuando la viscosidad del fluido se aproxima a cero, segundo
la.velocidad de la placa es mayor que uno y tercero cuande se amca
una fuerza constante en todo el . fluido contenido en la cavidad
cuadrada. Las graficas de ta presién son mejores si .y solo si la
particién de la malla es fina. Para nGmeros de Reynolds entre 10 y
100 el flujo es rotacional y simétrico, para valores entre 1 y 10 es
un flujo de transicién de laminar a rotacional, para valores menores
a uno el flujo es laminar, para numeros por arriba de 1000 existe
inestabllidad numérica para este modelo computacional,

La metodologia seguida en este trabajo es facil una vez que se
conocen los pasos a  seguir, el punto mads diffcll estd en Ia

construcclén del programa de computo. Este programa debe simular los

89



problemas fisicos planteados y es en esta parte en donde se invierte
el mayor. tiempo posible pues los resultados que se produzcan de este

programa depende ‘la validez del esquema- de optimizacién asignado.
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APENDICE 1
DIAGRAMAS DE FLUJO

A continuacién se presentan los diagramas de flujo que corresponde a
los algoritmos numéricos de la construcciébn de la matriz de Stokes
de la numeracién de malla ast como del calcule de la presién para su
codificacion en computadora. Se compone basicamente de 6 modulos
y estd hecho en FORTRAN.

En la tdmina (1) se muestra e! diagrama de flujo para el programa
principal, el objetivo de éste bloque es el de almacenar informacion
de cada rutina , para ser procesada por la siguiente ¥ obtener
resultados de los datos Iniciales.

La primer rutina tiene por ﬁo_mbre “XY" su objetivo es leer los datos
iniclales de la regidn de interés como son: la longitud de la inalla,
particién de la misma asi como los valores a la frontera del campo
de vcl.ocidades, con estos datos se asigna la coordenada (xi.yi) al
Nodo "Ni". Hay que hacer notar que éste algoritno solamente funciona
para regiones cuadradas o rectangulares, y la asignacién es en forma
de espiral. .
La siguiente rutina es "Malla”, la cual a su ves pusee la  rutina
"Nodos",y se presentan en las laminas (3 y 4), en cuanwya la rutina
"Malla", basicamente genera Ja malla en la matriz "JA", en seguida
la rutina "Nodos" asigna el numero “i" correspondiente al nodo NL'
ésta rutina es alimentada por la rutina que le precedid "XY", y no
requlere de ningun otro dato.

La ‘tercer rutina  es "Matriz", su objetivo es construir ia matriz
global de elemto finito (matriz de Stokes) ésta rutina se presenta
en la lamina (5} y es alimentada por las coordenadas generadas

(xL'yi.)' i=l)n , donde "p es el nimero de nodos, por los nodos
"nodo(ie,i)", ie=l,nele, donde ‘“nele" es el nimero de elementos
finitos, "i", en éste caso toma los valores 1,2,3, correspondiente.
al grado de libertad de fa funcién a interpolar.

La slgqlente rutina es "Sistema" su objetivos es resolver la matriz
giobal ‘ublenida con la rutina "‘Mmriz", e-';la rutina es dividida
en dos parte‘. ia primera parte reacomoda las entradas de la mairlz
para reducir el espacio de memoris y utlizar sdlo la matriz de .
banda, segundo esta ultima matriz es entregada a una rutina del
"IMSL" para rectificar que sea de banda y definida positiva,. por
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altimo da como resultado el campo de velocldades.

£l objetive de las rutinas "SOLX" y "SOLY" es formar las matrices
"SUPX" y "SUPY" para gque sea reallzadé el caiculo de la presion.
Finalmente la rutina "Presién" realiza el calculo de la presion con
ayuda de varias rutinas del "IMSL", es alimentada por las dos
anteriores rutinas "SOLX" y "SOLY".

DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL PROGRAMA PRINCIPAL
Xy J
Malla l

!

Matrlz

[ S—

T
v
14

Slstema

!

l Soix. Soly ]

1

Preslédn

R

ldmlne (]
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DIAGRAMA DE FLUJO PARA LA RUTINA COORDENADAS
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DRIAGRAMA DE FLUJO PARA LA RUTINA MALLA

SUBROUTINE MALLA
g

e i

v

! = NC-1,0

Jatl, N ‘

1 = t,NC —— (return)

lamins 3




DRIAGRAMA DE FLUJO PARA LA GEMERACION DE LOS KWODCS

3] 1 8 Noey =y {return)

I NEL=NEL « 2

NODO K, 11=JAL1,0)

RODO (R, 2¥=IA (141, 0)

NODO UK, 3V=JA (T, J+1)

NODO (K, 11=JALT, 2}

NODO (K, 2)=JA(T+1,3¢1)

NODO (K, 3)=JA{L,Je1)

lémina (4}
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SUBROUTINE NATRIZL
ke

Iiﬂllllﬂ([lﬂi(l)to;hl,JJ

B3

{RKH.JJI‘O: Ixt , NNF(1)=0; I=t .NNJ

1

1Enl , NELE po——————) (retten)

2] IE=TE + 1

‘ y

INO(“-HODD(IE.U;I=I.J

L . v
; - [B(H,GH),AF(I).B(z).G(Z).AF(Z).B(J).G(J),AF(S)
Y L

XT{l)aX(NO(1}) ; 1=1,3

YT(T)aY(NOCID) 3 I=1,3
I Y.
1= 1,3

1= I

IL = NOUI)

- . Jx 1,3

3 e e

JH = NO(S)

g

. lnruL.Jn)-?aruL.Jm . BLILD I

(NP(XL,JH):RI{(XL.JH) s E12(2,0) l L

I’RF”L,JN):RF(IL,JN) . EZ!(I.J)_l

Evrm..mna'rm,m . B2, ]

|
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II = l.]rl

\

]

4

jIn = N:ﬂ:)i
L_T;_J

i JIE L S 1]

i Ty

-

BEALIL JRI=RF(IL, JN) » E114T, Y

-

-

{RT(]L.JK):HI‘HL,JH) + E12(1,5) i

-

FF(H..JN):RF(IL,JN) ¢ E22(1,0) J
{RFUL,JH):RFUL,JN) « E2V(1, 0 l

—

10=1; FDI=GAUSSL

IT“L) = F(IL) - 4'0\(DX'E'D110Y‘FDZJ

U
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|
1=21,3

1 = 14}

o
1L = NO(I1)

J =

¥
JH = HOLJ)
IL S BN Y JH = NN

1st

[RF([L,JN’:RF(IL.JM) ¢ E1141,J) I
L

[ﬂf(lL.JK)ﬂF(lL,m e E12(1,0) l
1

lﬂr(lL.JH):RF(lL,Jm . E22(1,10 ]
1

IRF(IL.JH)=RF(XL.JH) + ,':21(1.1) I

]

Lo=1; FD1=CAUSSL

[

FLIL} = FLIL) = "MDX’FDIODY'I'D_ZJ

T
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DIAGRAMA DE FLUJO DE LA RUTINA SISTEMAL

l SUBROUTINE SISTCHAL"

il

lUL(l.J)=C(l.Jl=0;l=l.NNl.’J=hNDSMl

KSUB=NDS+ 1

FANNI;IU=NNI; NC2NDS
CALL LUDABP

CALL LUELPB

tanina (6}
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! PROGRAMA PARA ENCONTRAR EL CAMPO DE VELOCIDADES EN UNA CAVIDAD

{ RECTANGULAR

! (_ZYO‘EN DIFERENTES CONDICIONES A LA FRONTERA DEL TIPO DIRICHLET USANDO LA
! TECNICA

{ DE ELEMENTO FINITO BASADA EN LA FORMULACION DE PENALTY. EN ESTE PROGRAMA LAS

! FUNCIONES A SER UTILIZADAS SON TRIANGULARES LINEALES,
{ PROGRAMADOR: DAVID MONDRAGON  VARGAS

! INSTITUTO DE GEOFISICA DE LA UNAM

! JUN 22 DE 1989

PROGRAM PENALTY

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

PARAMETER { ND=400 , NF=IS00, NT=3 , NS=20, NJ=50)

DIMENSION X(ND), Y(ND), FINF), RK(ND,ND}, XS(ND), CIND,ND}, Z(IND},
RF(ND,ND), JA(O:ND,O:ND), U(ND,ND}, NODO(NF,NT), IX(ND),
{Y(ND), FRX(NF), FRYINF), SUX([0:NS,0:NS), SUY(0:NS,0:NS),
CC(2,NJ,2°NJ), WK(2®NJ*NJ+2*NJ), FXIND), FY{ND}

CHARACTER®S0 FT

LOGICAL FLAG

CALL XY (X,Y,IX,1Y.NN,H,NNI,CE,NDS,NELE,RLONG,FRX ,FRY.FLAG}

CALL MALLA (NN,NC/NELE,IX,1Y,JA,NODO,FLAG)

CALL MATRIZ (CE,X,Y,RK,RF NNI,NN,NELE H,AR,NODO,PG,FX,FY,FLAG)

CALL SI(NDS,RK,RF,FRX,FRY F,NNI,NN,U,XS,C,IER AR, FX,FY,FLAG)

CALL SOLX (NC,NNI,[X,1Y,XS,SUX,RLONG,FRX, XM, YM,FLAG)

CALL SOLY (NC,NNILIX,1Y,XS,SUY,RLONG,FRY,FLAG)

CALL PR{NC,NNI,NN,PG,X, Y, AR,XS,NELE,FRX,FRY,SUX,SUY, XM, YM,NODO,
CC,WK)

sTOP
END

SUBROUTINE XY({X,Y,IX,IY,NRAN,H,NNI,C,NDS,NELE,RLONG,FRX,FRY,FLAG)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

RUTINA PARA GENERAR L.AS COORDENADAS DE LOS NODOS

DA COMO SALIDA:
X(NNJ, Y(NN) QUE CONTIENE LAS COORDENADAS DE LOS NODOS
NRAN = NN NUMERO DE NODOS
H : LONGITUD DEL TRIANGULO

!

!

!

!

!

! ND NO, DE DIVISIONES DE LA MALLA

! Nt NG DE SUB-MALLAS

t NC ¢ CONTADOR DE LAS SUBMALLAS

! L : CONTADOR SOBRE tAS "X'S"

t K : CONTADOR SOBRE LAS “Y'S"

! | H CONTADOR SOBRE LA DIMENSION A USAR

! NP CONTADOR PARA MOVERSE EN UNA SUB-MALLA

! NPl CONTADOR PARA MOVERSE POR LA LINEA DE LA SUB-MALLA
! H ¢ LONGITUD DE LOS TRIANGULOS

! NOM NOMBRE DEL ARCHIVO EN DONDE SE ENCUENTRAN LAS COORDENADAS
! NDS BANDA DE LA SUBMATRIZ RESULTANTE

I FLAG VARIABLE LOGICA DE ESCRITURA DE ARCHIVOS

!\ NELE NUMERO DE ELEMENTOS

DIMENSION X(l). Y(1), IX{1), 1¥(l), FRX{1), FRY(1)

CHARACTER®SO NOM
100



LOGICAL FLAG

WRITE (*,"(*HOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS *,5)')

FEAD *(ASD), NOM

OPEN (UNIT=10, FILE=NGM)
READ {10,%) ND, RLONG, C
WRITE {*,*("ND=",14,"RLONG=",510.5,"C=",G10.5)'} ND,RLONG,C
READ (10,"(L1)°) FLAG

CLOSE (UNIT=10}

H = RLONG/DFLOATIND)

WRITE (*,'("H=",G10.5)°) H

WRITE (*,*] H

MHb = { XD -1 )72

NELE = N[**202

NE = |

L =N

K = NI

1=4

NP = |

WRITE (®,("SUB-MALLAS",13,1X,"LONGITUD DEL, TRI"GI0.5)°} NI.H

! CALCULO [DE LAS COORDENADAS DE LOS NODOS
! VALORES INICIALES DE LA MALLA MAS PEQUERA

X(1) = DFLOATIND == H
Y{i} = DFLOAT(NI} * H
X(2). = DFLOAT(NI+1) * H
Yi(2) = DFLOATINI} * H
X(3) = DFLOAT(NI+1} * H
Y(3) = DFLOATINI+{) ®* H
X(4) = DFLOATINI}) * H
Y{4) = DFLOAT(NI+1) * H

IX(1) = NI
i¥(1) = Nt
IX(2) = NI+l
i¥(2) = NI
1X(3) = NI+
1¥(3) = NIot
1X(4) = NI
Ivi4) = N+l

t CICLO PARA MOVERSE SOBRE CADA SUB-MALLA

IF(NI'GE. 1) THEN .
DO WHILE ( NC .LE. NI ).

NP = NP + 2

L « L -1

K- = K+2

NPl = |

DO WHILE { NPl .LE. NP )
DFLOATI(L)
DFLOATI(K)
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NPI
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NPI = 1

( NPI .LE. NP )
1

-
+

DFLOAT(L)
DFLOAT(K)

—
] nen

X
R .9 o

ol ==
oz

=2

+

DO WHILE ( NPI .LE. NP}

NPl =1

DFLOATIL)
DFLOAT(K)

DO WHILE ( NPI .LE. NP )

I=1

! VALORES DEL

+ 1

DFLOAT(L)
DFLOAT(K)

CODIGO DE LOS NODOS

NNI = (ND-1)**2
NNE = (ND+1)"*2
NDS = 2°NNI -1
IF (FLAG) THEN

OPEN (UNIT=1l,FILE="COR.DAT")

DO I = 1,NRAN

WRITE (11,'(F5.2,2X,F5.2)'}

END DO
CLOSE { UNIT =11 )
END IF

CALL FRO(NRAN,NNI,FRX,FRY)

RETURN
END

X, yYwm
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NPl = }
DO WHILE ( NP1 .LE, NP }

I=14+1
Le=Le+l
Xtil)= H'DFLOAT(L)
Y (1) =H®* DFLOAT(K)
iXtl)y= L
IYetl)= K
NPl = NPl )
END DO

NPI“I

DO WHILE ( NPI .LE. NP )
Im [+
K=K+
X (1)=H*" DFLOATIL)
Y (1) =H* DFLOAT(K}
IXtl)y= L
Iyiry= K«
NPL = NPl ¢}
END DO

NPl = |}

DO WHILE ( NPl .LE. NP )
=141
L=L-)

X{1)=H*DFLOAT(L)
Y (1) =H® DFLOAT(K)

K = K -1
NC = NC + 1
END DO
END IF
NRAN = |
f VALORLS DEL CODIGO DE LOS NODOS
"NNI'= (ND-t)**2
NNE = (ND+1)**2
NDS = 2°NNI - 1
IF (FLAG) THEN
OPEN {UNIT=11,FILE="COR.DAT")
DO 1 = },NRAN
WRITE (11,(F5.2,2X,F5.2)") X (I, Y (1)
END DO -
CLOSE { UNIT = 11 )
END IF

CALL FRO{NRAN,NNILFRX,FRY)

RETURN
END
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SUBROUTINE FROINNNNLFRX,FRY}

IMPLICIT DOUBLE PRECISION {A-H,0~2)
PARAMETER { CERO = 0.DQ )
DIMENSION FRX(1), FRY(1}
CHARACTER"S0 F

DO 1 =1, NNI
FRX{I} = CERQ
END DO

WRITE (*,’("ARCHIVQ DE FRONTERA [FX]) ",8)")
READ '{ASOY, F

OPEN (UNIT=21, FILE=F}
DO I = NN+t , NN
READ (21,*} FRX(1)
WRITE (*,*} 1, FRX(I)
END DO
CLOSE {UNIT=21)

DO =1, NN + NNI
FRY{l} = CERO
END DO

WRITE (*, '("ARCH!VO DE FRONTERA [FY] ", 81"}
READ '(ASO),

OPEN (UNIT=22, FILE=F}
DO I = NN+ NNl +1, 2*NN

READ (22,°) FRY(D)

WRITE {**) I, FRY(l) :
END DO -
CLOSE (UNIT=22)

RETURN -
END

SUBROUTINE MALLA(INN,NC,NELE,IX,I¥,1A NODO,FLAG)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION {A~H,0-Z)

RUTINA PARA GENERAR LOS NODOS CORRESPONDIENTES AL ELEMENTO E
PARAMETER ( ND=100 , NT=3 )

DIMENSION 1X(1), [Y{1}, JA(O:ND,0:ND}, NODO{NELE,NT}

CHARACTER®S0 FF,FORMA,FORTRS

LOGICAL FLAG

NC = INT(SQRT{FLOAT{NNIN
ALGORITMO PARA LA CONSTRUCION DE LAS MALLAS

K=0

DO 1 =1, NC

DO =1 NC
K=K+t
JA OYIKLIX(KD) = K
END DO

END DO ‘103



OPEN (UNIT=12,FILE="MALLA.DAT')
N 1 =NC-1,0,-1
WRITE (* ,"(20014)’) (JMI.I)J-O.M:-“
WRITE “2.'(20(”4)') (JALL,3), 1=0,NC-1)
END DO

REWIND (UNIT=12)

DO 1s 1, NC

READ (12,°(20014)") (JA(1,5),J=1,NC)
END DO

CLOSE (UNIT=12)

1
K
DO

3o

ILE ( I .LE. (NC-1))

-
.

=8
[] -g"
a"l"-'

iT .LE. (NC-1})
[}

‘.A
-

¢

NEL +
K1) = JA (L)

K 2) » JA (1e4, D)
K,J) = JA (1+1,541)
(2

K1) = JA (LD
| §

K

311

,2) = JA (Lol Sel) -
J3) = JA {LJe1)
L)

28
§§8§§Z§§§

*13,FILE="FORTRI.DAT")
» NELE .
l3,’(3l$)') (NODO{K,L),Ls=1,3)

-

2

UNIT=13)

8
3

WRITE (*,"("NEL=",14)") NEL o ' -
END

SUBROUTINE MATRIZ(C,X,Y,RK,RF,NN,NG,NELE,H,A,NODO,PG,FX,FY,FLAG)

e e R

NELE : NUMERO DE ELEMETOS

NN : NUNMERO DE NODOS

A : AREA DEL TRIANGULO
XINN), Y(NN):' COORDENADAS ASIGNADAS A LOS NODOS
K(NN,NN) i MATRIZ A SER INVERTIDA
B(3), G(3) : DERIVAS DE LAS FUNCIONES DE PESO
CODO(NN) : CODIGO DE LOS NODOS
NODO{(3)} : NODOS DEL ELEMETO °E°

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

PARAMETER (NTs3,CERO=0.D0,CIN=5.D0,CINP=0.5D0,D0S=2.D0,UNO=1.DO)
DIMENSION X(1), Y(1), RK(2°NN,2°NN), B(NT), GINT), NOINT),
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NODO(NELE,NT), RF(2°NG,2°NG), FX(1), FY{1), AFINT),

. XTINT), YTINT)
CHARACTER®S0 FF
LOGICAL FLAG

IF ( H .NE. CERO ) THEN
A=CINP*H*H

WRITE (°,°("AREA DEL TRIANGULO “,G20.10)') A

WRITE (°,°("TERMINO CONSTANTE

" AREA DEL TRIANGULO
*.G20.10)°) C

WRITE (*,"("NUMERO DE ELEMENTOS ",14)') NELE

WRITE (*,°("DIMENSION DE LA MATRIZ

" 14)') NN

WRITE (*,'("VISCOCIDAD , PENALTY, REYGNOLS ")°)

READ °, RM, PG, RE

DO1l= (3
NO () = O
B (1) = CERO
G (1) = CERO
END DO

RF (1,)) = CERO
END DO .
END DO

DO1= l.z‘NN
DO J = 1,2°NN
uxun-cuto

END DO
. END DO

WRITE (°°(" V J)")
WRITE (*'(" TI1PO
WRITE (°*(" F = CTE! -
WRITE (°,'(" F = CTEI*X
WRITE (*,'(" F = CTEI*X"2
WRITE (*,'(" F = CTEI*(X-CTE2)"2
WRITE (°'(" F = CTEI™(Y-CTE2)"2

DE

FUNCIONT}
o)
ury)
2r"
01"
(&)

- WRITE (%,'(" F = CTEI*(X-CTE2)"2¢CTEI*(Y-CTE3)"Z [5I")')

READ *, LO

WRITE (°,'("DAME LAS CONSTANTES CTEi, CTE2, CTE3 "))

WRITE (*'("FUERZAEN X ¥y ¥
READ *, 1O

00 IE = |,NELE
DO L= 13
NoO (1) = NODO (IE,D)
DO

Bll)= Y(NO(2)-Y(NO
Gl)= X(NO(3))-XUNO
B(2= Y{NO(3))=-Y(NO
G(2)= X(NOQ))-X(NO
B()= Y{NO())-Y(NO
G = X(NO(2))~-X(NO

1 *r
(21 *»)
3) *¥)



- AF(1) = X(NO(2))*Y{NO(3)) - X(NO{3))*Y(NO(2))
U AF(2) = XINO(I*YINO(L)) - XING{1))*YINO{3))
AF(3) = XINO{1))*Y(NO(2)) - X(NO(2))*YINO(I))
DO 1=1,3
XT{1I=X(NO(1))
YT YINO{I)
END D0

MATRIZ DE FRONTERA

DO =1)
L =NO (D)
DO )= 1,3
B M .= NO ()}
RF(IL, IMIeRF(IL, M)+ (UNO/RE+PG)*B(1)*Bl }+UNO/RE*G(1)°G(§)
RF(ILeNG,JM  JsRF(IL4NG,IM )} + PG*B(J)*G(I)
‘RF(IL  JMeNGIsRF(IL  ,JMeNG) + PG*BI1)°G())
RFE(ILeNG, JMeNG )=RF(IL#NG, IMeNGIoUNO/RE®B(1)*B(S 1+ {UNC/REPG)*

Gtne*cly)
END DO
END DO
DO 1+=13
iL'sNO )
00Js=i3 H COSTRUCCION DE LA MATRIZ K
iM = NO (J)) .

IFC (IL .LE. NN) .AND. (JM .LE. NN) ) THEN
RK(IL, IM)IsRK(IL, IM}«{UNO/RE+PG)*B(1)*B( 1)+ UNO/RE*G(1)*G())
RK(ILONN,IM  I=RK(ILeNN,JM )} « PG°B())*G(l)
RK(IL  IMeNNIsRK(IL  ,IMeNN) ¢ PG*B()'GUJ)
RK(IL+NN, IMeNN)sRK{IL+NN, IMeNN)+UNO/RE*Bl1)*B(1)+(UNO/RE+PG)*®
GG
END IF
AF( (L .LE. NN) .AND. (ILO .EQ. 1) ) THEN
FD = GAUSS(XT,YT,AF(1),B(1},G{1),A,LO CTE\,CTE2,CTED)
FR(IL) = FX{IL) « 4.DO°FD
ELSE IF { (IL .LE. NN) .AND. (ILO .EQ. 2) ) THEN
FD = GAUSS(XT,YT.AF(1),B{1),G{1),A,L0,CTE],CTE2,CTE3)
FY(IL+NN) « FY(ILeNN) + 4.DO°FD
ELSE 1F ( (IL .LE. NN) .AND. (ILO .EQ. J) )} THEN
FD = GAUSS(XT,YT,AF(1),B{1),G(1),A,LO,CTE),CTE2,CTE]) *
FX(IL ) = FX(IL. ) + 4.DO°FD
FY(IL+NN) = FY(ILeNN):+ 4.DO°FD
END 1F
. END DO
END DO
END DO :
“IF (FLAG) THEN
OPEN (UNIT=14,FILE="MAT.DAT")
DO 1 =1, 2°NN
WRITE (14,"4200F6.2)') (RK(1,J),1=1,2°NN)
END DO
G.OSE (UNIT -l‘l

-
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SUBROUTINE SI{NDS,RK,RF,FRX,FRY,S,NNI,NN,UL,X.C,IER, AR, FX,FY,FLA)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
NDS TAMANO DE LA DIAGONAL

PARAMETER ( DOS=2.D0, CUs=4.D0 )

DIMENSION RK{(2°NNI,2°NNI), FRX(1), FRY(1), UL{2°NNI,NDS#1), X(1),
o C(2°NNI,NDS+1), RF(2°NN,2°NN), S{1), FX(1), FY(1}
CHARACTER®S0 Fi

LOGICAL. FLA

WRITE (°,'("NNi=",13)') NN1

WRITE (°,'{"BANDA=",13)*) NDS

WRITE (*,"("VECTOR FRONTERA FX"))
WRITE (®,'(200F6.2)"') (FRX(1),I=!,NN)
WRITE {*,'("VECTOR FRONTERA FY")’)
WRITE (*,'(200F6.2)") (FRY(1),1s]1,2*NN)

DO 1=}, NNI
SUM = CERO
DO J=NNI+| NN
SUM = SUM + RF(1,J)*FRX(J}
END DO
S(1) = FX(1) - CUPAR®SUM
END DO

DO l=],NNI
SUM=CERO
DO J = NN« NNL+ |, 2°NN
" SUM = SUM + RF(L,J)*FRY(})
END DO
S{l) = S(1) ~ CUCAR®SUM
END DO

SIM = NNi :
DO I = NN ¢ |, NN + NNI

SUM = CERO

JIM = JiM +-}

DO J=NNl1+1,NN

SUM = SUM + RF(I,J)°FRX(J)
" END DO

S(JIM) = FY(JIM) - CU®AR®SUM

END DO

JIM = NNI
DO 1 = NN+ 1, NN + NNI
SUM=CERO
JM = JIM o ]
DO J = NN + NNI + 1 . 2°NN
SUM = SUM + RF(1,1)*FRY())
END DO
S(JIM) = S(SIM) - SUM
END DO

WRITE {°,"(“JIM=",14)") JIM
WRITE (*,'("VECTOR B(l} "}')
DO =1, JIN
WRITE (*,*) 1, StD .
END DO T 17



EXTRACCION DE LA SUBMATRIZ

WRITE - (*,*)
_ ALGORITMO PARA SACAR LA PARTE SIMETRICA DE LA MATRIZ
NSUB = NDS ¢ |
) = NSUB
t=1
DO WHILE ( I .LE. NSUB )
KI = 1
DO WHILE ( {J .LE. 2°NNI) .AND. (J .NE. 0} }
C (),1) = RK (KLJ)
Kl = KI + 1}
1=34+]
END DO
J = NSUB - 1
1=+
END DO
IF(FLA) THEN
OPEN {UNIT=30,FIL.E="TRI.DAT")
WRITE (30,'("MATRIZ TRIANGULAR")')
DO [=1,2°NNI
WRITE (30,'(200F6.2)°) (C(1,4),1=1,NSUB)
END DO
CLOSE (UNIT=30)
END IF
C= L*L{TRAN)
IA = 2°NNI
U = 2°NNI
NC = NDS -
WRITE (°,'("NDS=",13)') NDS
WRITE (*,'("NNI=",13)') NMI
WRITE (*,'{"NC=",13)') NC
WRITE (°,'("IA=",I3¥) IA
WRITE (*,'("IU=",13}') U
CALL LUDAPB (C,2°NNI,NC,IAUL,IU,D1,D2,IER)
RESOLUCION DEL SISTEMA
CALL LUELPBI(UL,S,2°NNINC, 1A, X)

WRITE (°,'("ARCHIVO SOLUCION ")')
READ '(ASO)', FI
OPEN (UNIT=63,FILE=F1)
WRITE (*,"(*SOLUCION")')
DO I=1,NNI
WRITE (%,°) X(D) , X(IeNND)
WRITE (63,%) X(I) , X(+NNI)
END DO
CLOSE (UNIT=63) -

RETURN
END |

SUBROUTINE PR (NC,NN,NG,PG,X,Y,A,S,NELE FX,FY,SUX,SUY, XM, YM,NODO,

C.WK

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
PARAMETER (N=3, CERO=0.DQ, CINP=0.5D0 )}
DIMENSION X(1),¥(1}), R(N}, W(N}, T(N), NO(N), NCDO(NELE.N], B(N),
: . GIN), -8(1), FX(1), FY(1), SUX(NC,NC), SUY(NC,NC). XMINC),
B YMINC), C(2,NC,2°NC), WK{2*NC®NC+2*NC), PDS1(N), PDS2(N)
CHARACTER®*SO F

tos



IF(A .NE. CERO) THEN

WRITE (*,"(*ARCHIVO PARA LA PRESION *)')
READ '(ASO)', F

OPEN (UNIT=69,FILE=F)

CALL PESOS(R,T.W)

DO |E = I,NELE

DOl = N
NO (1) = NODO (IE.1)
END DO

XX = X(NO(L)J"R{I) + X(NO(2))°T(2) + X(NO(3)}*W(3)
YY = ¥(NO(1)I®R(1} « Y(NO(2})°T(2) + Y(NO(3))*W(3)
CALL DXY(SUX,XM,NC,YM,C,WK,PDS1,XX,YY)

CALL DXY(SUY,XM,NC,YM,C,WK,PDS2, XX, YY)

WRITE (69,°) XX, YY, -PG®( PDSI(2) + PDS2(3) }

END DO
CLOSE (UNIT=69)
END IF

RETURN
END

SUBROUTINE PESOS(R,S,T)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
PARAMETER ( N = 3 , UNO=!.D0O, TRES=3.D0 )
DIMENSION R(N), §{N), T(N)

R{1) = UNO/TRES
R(2} = UNO/TRES
R(J) = UNO/TRES

S(1) = UNO/TRES
S(2) = UNO/TRES

- $(3) = UNO/TRES

T{1) = UNO/TRES
T(2) = UNO/TRES
T(3} = UNO/TRES

RETURN
END

SUBROUTINE SOLX{NC,NNL,IX,1Y,XS,A,RH,FX,XM, YM,FLAG)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

PARAMETER (NT=100,CERO=0.D0,UNO=1.D0)

DIMENSION IX(1),1Y(1),XS(1), A(0:NC=1,0:NC~1), FX{1},XM(1}, YM(1)
CHARACTER®*S0 FORMA, F

LOGICAL FLAG

WRITE (*,"("FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO *)')
READ *, AM
DO I=),NC

XM{1}=CERO 109



YM{1)=CERO
"END DO

IF(NC .NE. 0) RES=RH/(DFLOAT(NC-1)}
I=!
R=CERO
WRITE (*,'("RES=",F10.5)') RES
DO WHILE(R .LE. RH)
- XM(1) = R
YM(1} = R
l=1+1
R = R + RES
END DO
XMINC}=RH
YMINC)=RH
DO I=},NC
DO J=1,NC
All,5)=CERO
END DO
END DO
K=0
DO _I=1,NC
DO J=],NC
K=K+
IF(K .LE. NNI) THEN
AUY(K),IX(K)) = XS(K)
ELSE
A(YIK)LIX(K)) = FX(K)/AM
END IF
END DO
END DO
RETURN
_END

SUBROUTINE SOLY(NC,NNLIX,IY.XS,A,RH,.FY,FLAG)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

PARAMETER (NT=100,CERO=0.D0,UNO=1.D0)
DIMENSION IX(1), I¥(1), XS(1), A{0:NC~1,0:NC-1), FY(1)
CHARACTER®SO F

LOGICAL FLAG

DO I=1,NC

DO !=1,NC -

A(1,J)=CERO -
END DO
END DO
K=0
DO I=1,NC
" DO J=INC
K=K+l
IF((X .GT. NNI) .AND, {K .LE. 2°NNI})) THEN
AUY(K-NNI},IX(K-NNI)) = XS(K)
ELSEIF { K .GT. 2°NNI) THEN
ACTY(K-NNI),IX(K-NND) = FY(K)
END IF
END DO
END DO
RETURN

END
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SUBROUTINE DXY(F.X,N,Y,.C,WK,PDS,XSUM, YSUM)

¢ RUTINA PARA CALCULAR LA DERIVADA DEL CAMPO DE VELOCIDADES

t FIN,N) : ARREGLO QUE CONTIRNR LA SUPERFICIE A SER INTERPOLADA
! X(N),Y(N) : COORDENADAS DE LA SUPERFICIE

4 C(2,N,2*°N}; COEFICIENTES DEL SPLINE DE INTERPOLACION

! W(2°NN+2N): ARREGLO DE TRABAIO

! PDS(3) : DERIVADAS PARCIALES

t  (XSUM,YSUM): PUNTO EN DONDE SERAN CALCULADAS LAS DERIVADAS

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
PARAMETER(UNO=1.DO,CERO=0.D0} *
DIMENSION F(N,N), X(N), Y(N}, C(2,N,2°N), WK(2°N®N+2*N),PDS(3)

DO 1=],2*N*N+2°N
WK(1)=CERO

END DO

DO I=1,3
PDS(1)=CERO

END DO

DO 1=1,N
DO J=|,2°NN
C{1,1,J)=CERO
C(2,1,J)=CERO
END DO
END DO

IC=N
NX=N
NY=N

.- CALL IBCCCU (F,X,NX,Y,NY,C,IC,WK,IER)
*CALL DBCEVL (X,NX,Y,NY,C,IC,XSUM, YSUM,PDS,IER)

RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION GAUSS (X,Y,A,B,G,AR,L,CTEL,CTE2,CTE3)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
PARAMETER(M=3,UNO=1.DO0,CERO=0.D0,D0S=2.D0, TRES=3.D0)
DIMENSION X(M}, Y(M), R(M), S(M), T(M), W{M}

R(l) = UNO/DOS
R(2} = UNO/DOS
R(3) = CERO

S(1} = CERO
S(2) = UNO/DOS
${3) = UNO/DOS

T(1} = UNo/DOS
T(2) = CERO
T(3} = UNO/DOS

W(l} = UNO/TRES

W(2) = UNO/TRES i
. m



W(3) = UNO/TRES

SUM = CERO
DETJ = (X(1)-X{3)°(¥(21-Y(3)) - (X(2)-X(3N*{Y{1)-Y(3))
DO 1=}, M
XX=X(1PRID+X(2)*S(1)e X(3)*T(1)
YY=Y(L)*R{1)+Y(2)°S(1)+Y(3)*T(I)
FN={A+B*XX+G*YY)/(DOS®AR)
IF(L. .EQ. 0} FC=CTE)
IF(L EQ. |} FC=CTEI*XX
IF(L. \EQ, 2) FC=CTEI*XX®**2
IF(L .EQ. 3) FC=CTE!*(XX-CTE2)**2
IF(L. .EQ. 4) FC=CTE!*(YY-CTEZ)**2
IF(L. ,EQ. 5} FC=CTEI*{XX-CTE2)**2 +CTEI*(YY-CTE3)**2
F = FN*FC
SUM=SUM+F*DETJ"W(l)
END DO
GAUSS = UNO/DOS*SUM
END

2



APENDICE 1
DEFINICION ’
Séa F:iV —s R B se {lama derivable direccional en et punto u € V
en la direccién v al limite:
Flu ¢+ Av) - Flu)
F'iu,v} = Him S . {ALLD)
A-3 0 A
slempre que exista,
DEFINICION
Si existe u € V tal que F'luv) = <vud ¥V v € V se dice que F es
Gateaux-diferenciable en u. Es decir derivable. en todas las
direcclones. '
TEOREMA (Multiplicadores de Euler-lLagrange)
Consideré el problema de minimizacién con restriceién siguiente:
minimize Ju)
sujetc 3 u € D tal que Glul = O VTR
suponga que J y G son Gateaux-diferenciable, J tiene un minimo local
bajo la restriccibn G{u} = O en el punto regular u , entonces
existe un elemento A € V donde V es el dual de V tal que la

funciona} lagranglana:

Liua) = Kl + <A.Glud . (ALY
es estacionaria en u, es decir:
6.“!-\ R RGG(U 1= . (AlLG)
donde (Al 4) esta definido como:
L)
Buw=a| S +an (ALS)
o' do K . "

a =0
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