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PREFACIO 

El m~todo del elemento finito fue originalmente desarrollado por 

ingenieros en los años SO de éste sJglo, analizando sistemas 

estructurales. Turner [351 presenta el ler. articulo; éstos autores 

fueron seguidas por Clough (5) Argyris !JI, entre otros. 

Ap!Icaciones del método de elemento finito para problemas no 

estructurales, ~n mecánica de fluidos y electromagnetismo, fueron 

primeramente analizadas por Zienkiewick y Chung {381. Aplicaciones a 

problemas no lineales fueron hechas por Oden 12.l). Las bases 

teóricas de éstas form ..Jiaciones fueron dC'sarrollad<is ~n el calculo 

variaclonal, ésto se enc:.e:-.tra en los trabajos de Rayleigh y Ritz. 

La extensión directa d-e éstos conceptos para Ja construcción de 

álgoritmos para mecánica de fluidos no es directa (y en muchos casos 

imposibleJ. La dificultad p:-incipal se manifiesta directamente en la 

no linealidad de Ja ecuación de conservación del momento, Muchas de 

las aproximaciones son realizadas directamente en términos de 

diferencias finitas (Ric~.~rr:ger y ~lorton, !JO], Roache, [31ll. Oden 

(25] fué el primero en derh·ar Ja teorta básica para la ecuación de 

Navier-Stokes, Temam (JJJ realiza un estudio extenso de los aspectos 

matemáticos im•oJucrados para la ecuación de Stokes en estado 

estable, y en estado inestable, para fluidos incompresibles y 

compresibles. TI1omasset !34] describe las técnicas variacional y de 

elemento finito para la ecuación de Stokes y de Navier-Stokes. 

Glowinski y Pironneau (12-J6), transforman el problema de Stokes en 

una ecuación diferen:ial integral, atacando directamente la 

restricción de incompresibilidad. Finalmente Baker 141 analiza el 

flujo tridimensional en general. 



INTRODUCCION 

Este ·trabajo está. enfocado básicamente a la solución numérica de Ja 

ec1JacJ6n lineal y homogénea de Nvicr-Stokes, para fluidos viscosos y 

flujos laminares y rotacíonale'i. Está compuesto por cinco capitulas 

y un apCndicc. En el primer capitulo se presentan las ecuaciones 

constitutivas para un fluido incompresible Jas hipótesis 

fundamentales para su deducción. En esta sección se deduce la 

ecuación de Navler-Stokes. En el segundo capítulo se muestra el 

problema de flujo en una cavidad cuadrada, c')n las hipótesis 

siguientes: el flujo es laminar, estacionario y rotacional de un 

fluido incompresible. Se describe el modelo matcma.tico 

correspondiente que está formada por dos ecuaciones diferenciales 

parciales en el plano (x,yl, acopladas con una tercera ecuación 

diferencial parcial, que corresponde flsicamente a ta condición de 

JncompresJbiJidad del fJuldo, se dan Jos valores a ta frontera. El 

tercer capitulo explica brevemente los diferentes principios 

variacionales que pueden ser asignados al problema <le Stokes. se da 

la formulación variacional en términos de multiplicadores de 

Lagrange, y se estudia en forma extensa la formulación variacional 

"Penalizada", asl como la existencia unicidad de la solucion 

discreta. Se calcula una estimación del error de la aproximacion. El 

capitulo cuatro establece la técnica para aproximar o construir los 

espacios discretos encontrados en el capitulo tres, que garantizan 

Ja convergencia de la solución discreta. De tal forma que el 

conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que describen el 

modelo flsico, son transformadas en un sistema algebraico. Sr.: deduce 

la ·matriz de Stokes en tCrminos de Elemento Finito. En el capitulo 

cinco se presentan los resultados numéricos encontrados con el 

algor~tmo de "Penalty". Se presenta la matriz -de Stokes para 

diferentes numeraciones de malla, se muestran. las gráficas del campo 

de velocidades y Ja presión para el problema flsico planteado 

inicialmente, se cambia la velocidad de la placa y se analiza la 

simétl'ia del campo de velocidades para este caso . Posteriormente se 

analizan tres problemas flsicos con diferentes condiciones a la 

frontera y diferentes valores de viscosidad del fluido. Después se 

analiza !os campos de \•elocidad y de pr~sión contenidos en Ja 

ca\•Jdad cuando se aplica una fuerza al fluido. En el apéndice se 



describen los diagramas de flujo del programa principal y de las 

rutinas, se explica la entrada y salida de cada una, finalmente se 

anexa un 1Jstado completo del programa. LD5 resultados mostrados 

aqul son la base para un proyecto más ambicioso, que incluye la 

descripción de fluidos en forma tridimensional, y el tratamiento del 

término no lineal de la ec.:uaciOn de ~u\•ier-Stokes c:on técnicas 

"Upwlnd", 
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CAPITULO UNO-----------------

FLUIDO NEWTONIANO 
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INTRODUCCION 

El objetivo de éste capitulo es presentar el conjunto b<1.sico y 

necesario de ecuaciones para describir completamente a un fluido 

incompresible newtonlano, solamente se dará una discusión brev.e de 

la derivación de tales ecuaciones, véanse r<:ferencias (91. [10), 

117), (21] para una descripción completa. En la primera parte se 

expresa la 2da. ley de Newton para medios continuos; en la segunda 

parte se presenta el esfuerzo y su relación iinf'al cvn los 

gradientes de la velocidad (fundamental para la de'3cripción de un 

fluido). Esta relación es entonces substituld3 en Ja 2da. ley de 

Newton, de donde se obtiene la ecuación de ~a\·ier-Stokes. 

F'lnalmente se establece la ecuación de estado para un fluido 

incompresible. 

ECUACJON DE BALANCE 

Las relaciones generales que gobiernan el n~tdio c.:ir.tínuo son 

clasificadas en cuatro categorlas: (1 l Cinemática, (2) Leyes 

Mecánicas, (3) Principios Termodiná.micos, (4) Ecuaciones 

Constitutivas. La Cinemática estudia la geometrla del movimiento sin 

considerar las fuerzas que lo originan. La dinDmica estudia las 

leyes de balance mecflnicas, tal como la conservac.ión del momento. La 

Termodinámica establece las relaciones entre el calor, el trabajo, y 

las propiedades del sistema en equilibrio. Las ecuaciones 

constitutivas describen propiedades del cuerpo en estudio y 

caracterizan a direrentes tipos de materiales, estableciendo el 

comportamiento del material. Todas las ecuaciones son descritas en 

un Sistema Inercial de Referencia. 

El adjetivo continuo implica que todas las funciones matemáticas 

usadas para la descripción del cuerpo, son ''continuas", en otras 

palabras la estructura molecular de la materia es ignorada; ~sta 

hipótesis permite describir el movimiento macroscópico asi como la 

deformación de los cuerpos continuos y definir \'ariables flsicamente 

puntuales, 'como es el caso de Ja siguiente hipótesis: 

un cuerpo ésta formado por un conjunto de puntos 

estos puntos será.n llamados "Puntos Materiales '(X,Y,Z}". La posición 

simultánea de todos los puntos materiales del cuerpo es llamado 

10 



r:~ del sistema. El conjunto de todas las configuraciones 

que el sfstema puede asumlr, bajo la acción de alguna fuerza 

externa, es llamado gopacw de r:an(iqU!UlcM<\ del sistema y cada 

configuración es ttamada un punto o un elemento en el espacio de 

configuración. Se establece Ja siguiente función entre cuerpos 

R3reales t designados por ll.fi.[, ... J y el esp;icio como sigue: cada 

punto material del cuerpo estará representado por un punto ::- e R3, 

es decir: 

Sea ll el cuerpo rea 1 y .¡. Ja función tal qur, 

·~ : ll _, R
3 

, .¡,(XI = ~ 

Esta relactón también se cumple instante por instante, por lo tanto, 

también debe ser función del tiempo: o/l(X,tl = ~!tl. esta función es 

blycctlva continua y posee una inversa, {Gurtin (16JJ. 

Los movlmentos mecánicos que sufre cualquier cuerpo son debidos a la 

interacción de alguna ruerzu. Las fuerzas que sera.o consideradas, 

son de dos tipos, fuerzas de cuerpo { debido a la estructura interna 

del cuerpo}, y fuerzas de corte{ fuerzas que solamente s.~ aplican en 

la superficie del cuerpo). 

DEf'INICION 

Un fluido es considerado como un cuerpo continuo que se pone en 

movimento al aplicarle una fuerza de superficie o de corte. 

La hipótesis fundamental en la q11e se basa gran parte de la mecánica 

del medio continuo es la hipótesis realizada por Cauchy, la cual 

establece la existencia de una fuerza de superficie •s•, definida 

para cada vector normal n en tX,tJ en Ja trayectoria '5 rig(J.l} ..:.... 
- + 

,Y 
.., 

ne.U.ti fun-u "'S.. apllcad• en el punto JC 
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Esta fuerza se expresa como: 

¡! º J!11~1 dan fl,2) 
' an 

V Ja fuerza de cuerpo ésta dada como: 

¡! , = J nil!il,tl dv , (1,J) 

donde 'rtc~,t) es la fuerza por 1midad de volumen aplicarla t~n el punto 

~ al tiempo t. La fuerza total sobre el cuerpo fi es exprl'.'sada como: 

J->->ti!x,tl dv f1.4J 
n 

DEFINICION 

Un sistema de fuerzas sobre un cuerpo t3 durante un movimiento (con 

trayectoria ,), significa el par (lbl de funciones vectoriales tal 

que: 

~: /t' X 'J ---t 11 
(1,5)

il: ~--->V 
con 

O.- ~C~.>l.tJ para cada ~ e N y t es una función continua en it 
sobre B, N el conjunto de todos los veatores unitarios. • 

U).- l!(it,t) para cada t, es una función continua de i! sobre !!. 

La conexlon entre el movimcnto y la fuerza es establecida a través 

de la ley de balance de momento como sigue: 

t1il,tl = Úi!,tl (l,6) 

donde 

tl'il,tl = Jp \!1i!,t) dv (l.7) 

p 
t 

"p" es la densidad del fluidv y ~(*.t) es l3 \'Clocidad del punto * 
en el tiempo t, y ésta queda definid,_ como: 

Cl.OJ 
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La relación (J.6) e!l una ley y establece que I°' fuerza total 

aplkada a un íluido e!'i igual a fa ra?.on de cambio del momento 

lineal. 

Uno de lor; rc!.iultados fundarnenti.tles de la mect\nlca del medio 

continuo e~t;i d;J:do a tPJV~'i del siguiente t!'Crem:t 

TEOREMA DF:: CAUCHY 

Sea 1ltiJ un ~lstemn de fuerzas para un c11t:q;rJ fi entonces una 

condición n1:ccc;oria y ~uflcientc pi.!ra. que !.J ley d~ balance sea 

satisfecha es la cxistencf;i. de un ti.!ns·•r {llami1do ten-;or de 

esfuerzos de Cauchyl tal que 

i).- Paru cad" vector unitario n, s{nJ = T·n 

U.).- i es simétrico. 

UiJ ... 1 satisface la ecuación de movimento 

dLu V + 6 = p ~{~,tl 

Pnrd su demostración rigurosa véase Gurtin (17}, p.p. 101-105, 

respecto a Ja proposición (l) esta se explica flsicamente con la 

hipótesis de Cauchy, l<.1 cual establece que: 

"Se asocia un vector tensión a cada vector unitario" 

La totalidad de todos Jos pares posibles de tales vectores {(~ ) y1 
n, en el punto "P" definen el "Estado de tensión de ese punto''. Pero 

no es necesario descrlbJr todas los estados basta con especJfJcar 

tres planos mutuamente . perpendiculares a "P", de esta forma 

cualquier vector tensión que pase por ''P" puede ser expresado como 

la suma de los anteriores tensiones. Luego cada uno de estos tres 

vectores tensión pueden sf!r expresados como una combinación lineal 

de los vectores unitarios, de donde surgen tres componentes para 

codn vector_ y por lo tanto nueve componente~ del e~fuerzo 111 son 
11 

necesarios y suficientes para definir ,_.¡ vector de esfuerzos. 

La proposJción Ui) se demUt:stra fácilmente de la conservación del 

momento angular. Para la proposición (üi..J tenemos: de acuerdo a la 

ley de momento lineal (1.51 y sustituyendo esta on (1.6) 

J
·>.,5(x,t) díl 

Q 
= Jp ""'V(x,t)d0 

Q 
, 11.101 

Jv~ dan+ 
80 

Jb(:,d dO 
o 

= Jp ~c1.ucto 
¡¡ 

(1.11) 
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Haciendo uso del teorema de la divergencia para tensores tenemos: 

J1 di.u l + llc~.tl - p M.11 > díl = o • 11.121 

íl 

Por el teorema de localización1 la relación (1.12) establece que el 

integrando debe de ser cero, por lo tanto la relación 11.9) queda 

demostrada. 

ECUACION CONSTITUTIVA 

La siguiente discusión hace uso del teorema espectral, resultado 

fundamental del algebra lineal. 

Sea T =o V (t t} el esfuerzo en algun punto. Si r · ~ = a- ~.ca~ lnf = 1, 

entonces a- es el esfuerzo principal y n la dirección principal (de 

acuerdo al teorema espectral}¡ el esfuerzo principal y la dirección 

principal son clgenvalores y elgenvectores de T respectivamente. 

Luego puesto que V es sim~trlco, ~ste tiene 3 direcciones mutua¡nente 

ortogonales y tres currespondlentes e:sfuerzos principales íig (l.2J. 

111.Cl.2) Dncompotlcl6n de I• fuerza 

Asl las fuerzas de superficie son sumadas para producir una sola 

fuerza de corte, de este modo T • n puede ser descompuesto en dos 
2componentes: 

.. 
SH f un campo ..c.IU' continuo dttlnldo •n R, •ntoncH dado x E R, 

0 

tal qu• 
1 

;1:1 • Hm -n ,J; dv 
o a--+ ºvol( t5 íl 

11ond• n._, <6 > DI, • • un• 1"~cl nd•d de radio 6 centr•dO en -:. • Sl 

entonen ; = oJ. dV 

0

n 
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fuerza norma! F' = (n•T•nln =(nsn)i•n (1.131 
n 

ruerza de corte F',= V•n - (n•T•nln = ( 1 - nionlT·n 11.14) 

Luego n es dirección principal si solo si las fuerzas de 

superficie son cero. 

Cuando un fluido se encuentra en reposo total es Imposible que 

presente fuerzas de corte, en éste caso T·n es paralelo a n. De 

acuerdo al teorema espectral T tiene sola.11ente un espacio 

caracterfstlco "V" y por tanto solamente un eigenvalor 

V= c O U.151 

Por conveniencia llamaremos a " c = -n: ", como una cantidad escalar 

que llamaremos presión 

V = - n O 11.101 

La relación (1.151 o 11.16) íis(camente signlrica que en cada punto 

material "P" que se encuentra dentro del fluido sólo se manifiestan 

esfuerzos puramente normales iguales entre si para todos los 

elementos de superficie trazados idealmente por el puntos "P" figura 

(l.J). 

\,J/ 
/l" 

fl1.U.31 ruerzu preuntet en un fluldo en reposo 

Esruerzos de este tipo sólo pueden producir contracciones o 

dilataciones uniformes, pero nunca distorsión del fluido. 

La Idea de que el esfuerzo que sufre un cuerpo se encuentra 

directamente relacionado con la deíormación ru~ inicialmente 

enunciada por Robert Hooke (1676). 

La relación (1.(6) establece la rorma runcional del tensor de 

esfuerzos, cuando el fluido se encuentra en reposo; cuando el fluido 

se encuentra en movimiento algunos terminas deben de ser sumados a 

... ... 
El produ~to tensorl•.!. -+6 -+C b de do• vectores H el tensor qu• 
Hiena a v el vactor Cb • vJ a: 

15 
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Ja relación CJ.15). La siguiente dlscuslon establece que t~rmino 

debe de ser sumando ha ~sta relación. 

Considere dos puntos "~11 y ..y.. , al tiempo t y t + !kt. estos son 

expresado! en s~ serie de "Taylor" como sigue: 

~ ... - d~ltl
x(t+.6.t) e x(t) + dt At + ........ . (1.171 

~ .., dYni
ylt+Atl = yltl + dt At + ......... (1, 18) 

para intervalos pequeflos de tiempo estas expresiones quedan 

establecidas como: 

;tn.. dLI = x1u + -:cx,tldt U.t9J 

~lt+du a ym + ~ly,t)dt (l.20) 

al tiempo t la posición de ~ respecto de Y ~sta dada por: 

:t1}l.il.tl = y(t) - itttl (l.2U 

al tiempo t • At esta dado por: 

~(y,X,t•dtl • y(t+dtl - ittt+dtl u.221 

asl la diferencia entre las posiciones de estos puntos en el 

Intervalo dt, darA lnformacl6n de la defor-Jon del cuerpo cuando 

6te se encuentra en movimiento: 

(1.231 

obserYese que ;,., • if1u + ~(y,if.tl y sea f•. f(y,if,t+dtl por lo 

tanto tenemos: 

U,24) 

pero: 

(1,25) 

Sustituyendo (l.25} en (l.24) se encuentra la siguiente relación: 

(l.26) 

La expresión fl.26) estA rnultlpllcada por el ~ del campo de 

velocidades , por lo tanto \Jna de las caracteristicas que se 

)6 



--~.., ......_.. 

manifiestan cuando un fluido se encuentra en movimiento es a través 

del QfU2dLenU del campo de velocidades. Robert Hooke U676) 

establece que el esfuerzo que sufre un cuerpo se encuentra 

directamente relacionado con la deformación¡ para un fluido esta 

deformacón es establecida a través del ~ del campo de 

velocidades. Asl el término que debe de ser sumado a la relación 

U.IS) debe de ser de la forma VvCit,tJ, se define: 

L = V v(x~t1 u.2n 
Ahora bién la relación entre el tensor de esfuerzos i y el gradiente 

de deformación L puede ser bastante compleja e involucrar algun 

tensor "R" en ésta relación, este tensor "R" depende de las 

propiedades del material o fluido en estudio puede ser 

simplificado para fluidos lsotrópicos. 

DEFINICION 

Un fluido es isotrópico cuando sus propiedades flsicas no dependen 

de la dirección en que se observan. 

Para un (luido Newtoniano se establece que la forma funcional entre 

el tensor de esfuerzos y el V v(x ;t1 sea lineal 

T=-lfl+cll U.21) 

eota hipótesis supone que el fluido es lsotróplco y por lo tanto el 

tensor "11" tambl~n debe de ser lsotróplco. 3 De esta hipótesis y del 

h_echo de que el fluido es Incompresible tenemos que: 

el tensor "11" puede ser expresado en t~rmlnos de una sola constante. 

El sl1ulente teorema establece cual es la forma funcional de la 

transformación llnal c 1 L 1 y la constante Involucrada. 

TEOREMA 

Una condición necesaria y suficiente para que un fluido Newtonlano 

sea Independiente del observador es que "e 1 L 1 " tome la forma: 

clll•2¡¡0 (l.29) 

V L • l L es tensor 1 tr L • O > (1.30) 

donde U.JllO= + ( L + L'J 

donde µ es llamado el coeficiente de viscosidad dinámico y este 

3 
Un t.ansor l1otrdplco cuando '"' componentes cualquier 

•latema de coordenadas las mllmH, cuando aplica 

\t'ansrormacldn ortocono.1 de coordenadH. 
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representa la proporcionalidad lineal entre el gradiente de 

velocidad y el esfuerzo tangencial. 

Para su demostraclon v~ase Gurlln (171 (p.p. 149-ISlJ, la cual está 

basada principalmente en dos hechos: primero la ley de 

tran!fformaclón del gradiente de velocidades para dos observadores 

dlíerentes, y segundo de la. .. hípOtesls rm'ca de que el fluido es 

lsotrOplco. 

Por lo tanto tenemos las siguientes relaciones: 

V•T + !M,tl ~ p ~!il.tl , ll.3ZJ 

con T = - n 1 + 2 µ D subst l tuyendo en ( 1. 32) tenemos:1 

= -in V· I • l ·Vn f + µV·iV~ + (V\11 1 
11.JJ> 

= - Vn + µ V·v-: + µV· (V~)t (1.341 

:e - VI + µvz-: + V(V• \!°) = -Vn +•µ v2\t (l.35) 

por lo tanto la ecuación {1.32} esta dada corno: 

µ v2\11it,11 - Vn + ~lit.ti = p ~lit.ti (l.36) 

además ~(it 1 t) esttl expresado como: 

_.( .. ti d\l(it,tl a'\ltit,tl (..(.. tl·VI., ..ti
Y X, • dt s éJt + V X, V\X, Cl,37) 

Por lo tanto la ecuación para un fluido incompresible es: 

a-: + ( ..v•Vl..v J H " U.381plat =µVv-VK+D 

~.-: - o 

Ahora se derlne el vector de posición adlmenslonal como: 

U.391 

El tiempo adlmenslonal como: 

;:..T.. 

t's !! U.to) 

La velocidad adlmenslonal como: 

U.U)~'(x,tl•; ;J<:tu 
La presión sin dimensiones como: 

rr 1 (i,t) = ! n(~,t) U.ta)2 vp 
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entonces tenemos: 

..., i -+ a~· 1 a~ 
Vv'= -. Vv 1 - - Vn'= ! Vn (1.43)at-:2at 2 vp 

Asl U.39) se transforma en : 

a-:• -+ 218t + (v·VJV' = ¡¡-V V'- Vn'+ il 
il·h o 

R= ~ 

Donde v es la viscosidad cinemática definida como "v=11/p", el 

parámetro R recibe el nombre de número de Reynolds y este expresa o 

manifiesta el comportamiento del fluido. Si R es pequeño entonces el 

fluido se mueve con baja velocidad, y esto caracteriza al flujo 

laminar. Si R es grande entonces el fluido tiene una velocidad 
4grande y se manifista como un flujo turbulento. 

El lado izq1Jferdo de la ecuación (1.45) representa la aceleración 

del fluido 

D... ,... .. ( ••>
ot = . ~ + (V•VJv '· 

El primer miembro de kta relación establece el cambio con el tiempo 

en un punto en el espacio; al otro termino se le denomina 

aceleracf6n convectfva, y su Jnterpretacl6n flsica esta dada como 

sigue: 

(l,46) 

En este termino tenemos el producto del qnadLenU de la velocidad 

por lo •elocldad; lue¡¡o ~ -: es distinto de cero si y solo 

si la re¡lón en donde se mueve el fluido cambia fig U.4). 

Pu• un flujo turbulento •I Hfuer10 y velocld•d •n punto 

funclonH deJ tiempo 

19 
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tic. (l.41 A.cel~r4clón convecth'a 

Respecto al lado derech.o de la ecuación tenemos: 

(1.471 

" li " representa las fuerzas por unidad de volumen que son aplicadas 

sobre el fluido: el término "µV 2'°J" representa las fuerzas viscosas, 

por último "-Vn" es ta fuerza gradiente presión por unidad de 

volumen y "p" representa un campo escalar que manifiesta la 

distribución de la tensión que existe en un fluido. 

Respecto ha la ecuación de continuidad tenernos: 

~ + VCp·;,l) = O 
11.481 

suponiendo que el fluido tiene una densidad constante 1 p = ele), la 

ecuación (1.49) toma la forma: 

~ + p'íJ·~;;: o 11.49) 

El flujo de un fluido incompresible newtoniano esta caracterizado 

por dos ecuaciones suficientes y necesarias: 

Continuidad 
11.SOI 

Movimiento 

u.su 

De la relación (1.27) tenemos que el gradiente del campo de 

velocidades puede ser expresado como la suma de dos tensores como 

sigue: 

L E• 11 ll.SZI 

con 
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(L52) 

Ahora E es un tensor simétrico y W es un tensor antisimétrko, un 

tensor antislmétrlco siempre se puede expresar como una rotación 

vtase Gurtin 1171 o f"rederick (9). 

DEF'INICION 

Un fluido es rotacional si el tensor W es distinto de cero. 

Ademas el tensor \1 está relacionado con el campo de velocidades a 

través del rotacional como: (véase Fung 1101 

Si V x -: es cero entonces existe una función t tal que 'J = V t. 

DEF'INICION 

Un flujo es potencial si el campo de velocidades ~ puede ser 

definido como el gradiente de una función escalar t{x,y,z,t) 

denominada función potencial 

• 11.Stl 

Cuando el fluido es incompresible solo las ecuaciones de movimiento 

y de continuidad son necesarias para describir el flujo, pues 

_ existen 4 lncognltas y se tienen 4 ecuaciones. 

En este primer capitulo se ha presentado las ecuaciones básicas que 

descrlben a un fluliill,.lncompreslble con flujo rotacional, estas son 

basicamente: 

a).- Conservación del momento lineal 

b).- Ecuación constitutiva para fluidos newtonlanos 

La deducción de las ecuaciónes parte por lo tanto de principios 

bhicos de conservación y de ecuaciones constitutivas, la forma 

operacional de las ecuaciones ble~e dado apartir del esquema 

matemi\.tlco aslg~o para representar las cantidades flsicas. El 

proxlmo capitulo describe que problema fisico es estudiado 

Utilizando básicamente las ecuaciones de continul~ad de 

movimiento. 
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CAPITULO DOS-----------------

• 

OESCRIPCION DEL PROBLEMA FISICO 
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INTRODUCCION 

El r1roblema de un flujo de un fluido incompresible y viscoso que se 

mueve dentro de un tubo y dentro de este tubo se encuentra 1m cuerpo 

es de intert:s en vario.-. campos tales como, Ja Hidraulica, la 

Biomectinlca, la Agricultura, etc; la determinación del 

comportaml'!nto hidrodin~mico de éste sistr.ma es extremadamente 

complejo, a cau~a del carácter no lineal de la ecuación que lo 

describe, a~l como de la geometrla del cuerpo. La formulación exacta 

del problema Involucra la forma complet<t de la ecuación de 

Navler-Stoke$. Oden (251 estudia el comportamiento de un cilindro 

que se mueve dentro de un fluido. También en la misma referencia se 
5describe el problema de un flujo con íronteras reactiva'i ; el modelo 

matemt.tlco asignado a éste fenómeno flsico es otra vez la ecuación 

completa de Navfer-Stokes. Problem<Js con superficie libre son 

resueltos por Nichols 1231. Los problemas con solución exacta son 

pocos, por ejemplo flujos estacionarlos y laminares en tubos también 

llamados flujos de Hagen-Poiseullle. Como una alternativa, se 

recurre al uso de ecuaciones numéricas, obtenidas a través de 

aproximaciones en dlrercnclas finitas, o elementos finitos. Los 

resultados son alentadores pues se atacan problemas de flujo que 

dependen dr.l tiempo, con número de Reynalds hasta de 102 y 103. 

Otro!i ml!todos atacan directamente flujos potenciales, los cuales 

hacen uso de transformaciones conformes: algunos de los problemas 

abordados pnr éste ml!:todo son para flujo subsónlco en estado estable 

y en el caso plano, se utiliza la transformaclOn hodográflca ,(Woods 

(361). Una gran variedad de problemas cstan descritos por Davies 

(6(, donde trata el flujo de agua subterránea en condiciones 

estacionarlas y no estacionarlas, asl como el estudio de sistemas de 

flujo laminar con transferencia de calor. El objetivo de éste 

'ca,pltulo es basicamente la descripción del problema flslco, las 

hipótesis necesarias para considerar flujo plano y rotacional de un 

fluido Incompresible, la llneallzacl6n de la ecuaclOn de 

5 

la fron\•t• reactiva derlnlda aquella superficie la cual 

puad• mo\'1-tH en rtspuea\a a I• fuerz• ejercld• y obedece a 

ecuac;ldn d• movimiento npeclflca. 
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Navier-Stokes y finalmente plantear el conjunto de ecuaciones 

diferenciales parciales que describen el problema. 

FLUJO EN UNA CAVIDAD RECTANGULAR 

Considere un fluido viscoso confinado en una caja, en la parte 

superior de la caja se encuentra una placa que se mueve con una 

velocidad constante como es mostrado en Ja figura (2. ll: 

,,,~ '~'''''' 
~ :~ 
~ ' ~ ·~ 
~ :~ 

u= o ~ :~ u = o 
~ ;. 

Y 1t Q ~ '~ V : Q 

~ ·~ 
~ !~ 
~ ~ 

~'''"'"''''"''"'''"~V • 0 

n1. C2.1) flujo en cavidad rectanaul•r 

Como una primera aproximación al problema real, se considerá que el 

flujo es plano y rotacional 1Hughes 118), Baker 141. Reddy l291l. La 

descripción del campo de velocidades y la presión está dada en 

t~rmlnos di'! la ecuación di'! Navler-Stokes para un fluido 

incompresible. Como fue mencionado en el capitulo uno es suficiente 

con las ecuaciónes de continuidad y de movimiento para describir el 

comportamiento del flujo: de éste modo el flujo está caracterizado 

por el siguiente conjunto de ecuaciones (adimensionales), con sus 

respectiwos valores a la frontera: 
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a-: +(~·V)~ = .!.v~-Jo-vn+b-+
8t R } en O, (2.l)~ .• =o 

.. 

l
-;!(x,yl V 

o 

t,,= µ~nx - nn. t .. en an . tz.zJ 

t = µ!!..'!n - nn = t 
y By y y oy 

Suponiendo que el flujo se encuentra en estado estable tenemos: 

~ = O V t , 12.JJ 

Asl la ecuación (2.1) se transforma en : 

1 V2 ~ + Vn + t;___. = p (\t ·V) 1 }
R ....., en o . IZ.41 

V·v =O 

} en BQ • (2.5) 

El término no lineal es Ignorado si se supone que R es pequei'l.o, basta 

con observar lo siguiente: si se pasa el número de Reynolds a la 

parte derecha, si R es pequeño entonces el producto de la 

aceleración convectiva por el número de Reynolds puede ser ignorada 

respecto a los otros términos, con ésta suposición la ec.:uación (2.4) 

se transforman en : 

1 
2 2u) Bn( a u + 8 = b 

R 2 ayz •ax . ax 

en Q • 12.&I 
( a 

2 
v a

2 
v ) an- .!. 

R 
-+ +ay = b 

yax' ay' 

~+~=o ax ay 

u= u V = V 
o o en BQ • (2..1) 

tx= t t = t.. y oy 
} 

Como no se ha supuesto que el flujo es potencial entonces el flujo 

es rotacional. 

Lo que se ha hecho en este capitulo, es mostrar el problema flsico, 

la forma en que t!ste es modelado matemáticamente y las suposiciones 

flsicas que deben de ser hechas para simplificar la ecuación de 
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NavJer-Stokes, tas cuales son: flujo plano lento y rotacional, de un 

fluido Jncomprf!!slble. El sfgufente pa'50 es rc:;olver ~ste sistema de 

ecuac.lon~!. dlrl'!'rr.nclaff.'\ parciales ncoplad:~5 con rc~tricción. La 

ecuación (2.14) mue:;trn cfos d!ficultades, primero la rt:stricdón del 

campo de velocidades, y scguf11Jo la solución dd sistema, en el 

siguiente capitulo sr. dfscurn cual es JJ rorma para eliminar la 

restricción de Incompresibilidad. 
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CAPITULO TRF..S 

PLAlfüAMIEl~TO M.\TEMATICO DEL PROBLEMA 

-

2.1 



INTROOUCCION 

Lu forma de atilr.nr muchos de los problemas flsicos en Jos que 

Intervienen ecuaciones diferenciales parciales con restricción, es 

transformar estos a problemas de "Optimización" (Euler-Lagrange), o 

comunmcnte llamRdos multiplicadore!'.i de Lagrangc. En el presente 

trabajo se utltlzó l:sta mctodologla por dos razones, primero es la 

forma mAs natural de aucar la condición dr. incompresibilidad, 

segundo existe todo un marco téorlco inatemtJ.tico rle sotuclón al 

problema continuo y discreto asl como teoremas de c~inver¡~cncla. En 

este capitulo se enuncia el teorema de existencia y unicidad del 

prQblctna de Stokes 1 la optimización del problema a través de 

multlpllcadorcs de Lagrange, se discute brevemente la dificultad que 

r:xlr.tc con ~stn mt>to<lotogta 1 inmedlatcmentc se pasa a la formt1laci6n 

de 1'Pcn11lty" donde el esquema de ecuaciones resultante es más simple 

que el que se encuentra con multlp\lcadorcs de Lagrange. finalmente 

fiC dn el teorema de exlstenda de ta so1ucJ6n discreta. 

EXISTENCI,, Y UNICIDAD DE LA SOLUCION CONTINUA 

Soró.n usndos dlrrrt:ntes espacios de Sobolcv; para su definición 

propiedades vt-nsc Adams (lf. En ~su. formulacion, los siguientes 

espacios son fundamentales. Suponga que O es un conjunto acotado de 
2

R , con frontera continua OO. Se definen tos espacios siguientes: 

1 2 2
11 (0) ª { • E l. (íll j ~I E l. (íl) } , IJ.11 

---,
ll~(íll a D(íl)H ltll • { f E 1! 1(íll, ~a 0 en Bll} . IJ.21 

La siguiente discusión es solo v~llda para la versión lineal de la 

ecuación de Navler-Stokes conocida tambt~n como ecuación de "Stokes" 

d<duclda en el capltulo dos: 

tJ,J)-lv"it+Vw•t:: en '2 
R 

V•\t e O en '2 t3.•)<S> 
~. it. en an (3,5) 
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donde \t es ta velocidad de las ¡:,artlc:ulas materhsles del fluióo. 

n es la presión interna del ftuidot 

Rl>OJ es el númern de Rcynolds. 

tl es la fuerza externa af1!icada a! fluido. 

La exist~ncia y unicidad de la :,.o:uclór. e~t.; dada. p.:>r- el sizu,er:te 

teorema. 

TEOREMA 

Si U es licc.1adu y si ti e lH- 1({1¡;-l i:i~t!.:nt.:;;:~ !S) t:t:r.c Uní'\ 1mio:a 

wlución t:n lH:m11'1 X (Lz!nl/R). 

P;1ra su dcmo~tr·ación vi.:as:c: Temam \JJ! (p.f-. 2l-3F) o Gurtin tnl 

(p.p. 160-162). Et primero hace uso del teorema de proyección y 

supone que R=l, míe:itras que el St'r,undo hace uso de un simple lema y 

supone R•l 

FORMULACION VARIACIONAL DrL PROBLEMA DE STOKES 

EN TERMINOS DE MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

Se !:.Ígue de Temam l3'3l que si ti es lil solución de ($) entonces ti es 

tambié'n la solución dt:l problema Vé\l'l3t.:lonal linc;i\: 

F.ncont rar ti. ta 1 qu<! 

(Qlt,tJ~) = <b,-J) "</~E \:i 13.t.l 

Dondf' V ={ Z, E Ul~lOll:. U·V::: O} tJ.7) 
0 

.., ... l I tt 4 l r1 ..lVu,Vv) = ¡¡ v ·Vv d!l = ¡¡ ~ ri'lu
1 

·Vv
1 

oQ. (3.8) 

0 1 1 
El conjunto V , tlenc una 1·l!stri(:ci6n 'Q•;:l.: O; ésta ser:t incorporada. 

0 

a la íormulación 't':i.rin.r:h.ina.1 en ti-rm\nos de nmltiplic~.du:-::s de 

LnE,:ran&e. Para condiélones cie frontero! ei~ Dirichict ~ot.;c el campo 

ele velocidades, el espacio de vetocid<tdes admisible esU. Ocd::> ver: 

{3.~JH= 11:tm " 11:tm 
la. ecuación de restricción es: 

G:H ~ Q tal que G(\f) ::: V•°ti "" O tJ.101 

donde Q = {ne L'tnl / { " díl r. tl.111o}
11 
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La formulación variacional mezclada queda expresada como: 

encontrar (Ú,rrl EH x O tal que 

ecil,ili • J17.¡I n cm= Jil·b díl V ~ E H , C:LlZl 
íl íl 

J qV·il díl = O V q E Q , (J,131 

íl 

donde B(. ,. ) es.t:i definido como: 

...... ,I ... ..Bl\',C) = - Vu·Vv díl 
R íl 

Ahora sea A el multiplicador de Lagr·ange asociado a la rcstriccion 

'íJ• ~. Ja funcional (J.ll} t::S escrita como: 

Jiu.~) = B(til + < ~. Glul > IJ.151 

La primera variación de ésta funcional dn el problema de 

Eu1er-Lagrange { ver apendice 2): 

óJlÚ,~l + <A,G(~)> = O IJ.16) 

<µ,G(iÍJ;.:;: O (J,J11 

realizando estos calculas se encuentra: 

. .!. v'u - ~ = b 
R ax x 

- ._: V2 v - ~ = b (3.l'll
• ay Y 

~+~=Oª" ay 
ele las relaciones (3. IS - 3.19) ~P. deduce r¡ur. d multiplicador de 

Lagrange es a:odado directamí'.nte r.on el neg,nivo de la presión: 

A = - n tJ.21) 

Desarollando la relación (3.12) se encuentra lo siguiente: 

- Vu•Vv cm+ V•v ~ díl = V·ti díl (J.22}'J ... ·) J _, J " 
• íl íl ¡¡ 

De lil relación (3. 22} se observa: 

ninguna derivada aparece en el multipUeador de Lagrange "A". por lo 

que es suficiente para la aproximación el uso de funciones que séan 

cuadráticamente integrables es decir que pertenece al espacio de 

Lebesgue L2
(íl) : el campo de velocidades no tiene tanta suerte. 

~ste siempre aparece afectado por una derivada. para aproximar a la 

30 



velocidad es necesario usar funciones que tengan primera derivada y 

que sean cuadrAtkamente integrables es decir que pertenecen a1 

espacio de Sobolev H1
(0), un conjunto grande de funciones pueden ser 

utlltzadas para aproximar el campo de velocidades asl como la 

presión, algunas de éstas funciones estan dadas por Huges 119) pag. 
6

201, también en el libro de Tomasset se muestra otro conjunto . 

Existe un método alternativo para resolver ésta dificultad en base a 

la formulación de "Penalty" descrita en la siguiente sección. 

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE STOKES 

EN TERMINOS DE PENALTY 

Para una descripción completa del métorlo de "Penalty" véase Reddy 

(29) (p.p 181-1901. y Zlcnkiewlcz (35) (p.p. 181-1901; El siguiente 

teorema para el caso de dimensión finita establece las condiciones 

de convergencia: 

TEOREMA 

Considere el problema de minimizar una función J{;t) sobre un 

conjunto compactti '!J sujeto a la restricción de la forma G(~)=O. Sean 

G2J y continua~; sobre n, y suponga que existe el conjunto S de 

puntos ;t en 1J qu.- tienen G(~l=O, y no vaclo, y que existe un punto 

;t en 7.> el cual minimiza J en S. También suponga que it el único. SI . 
0 0 

°it(K) es un punto mlnlmo de la función aumentada 

~ ~ K _. z 
P(x,KJ = J(x) + )G(xJI t:J.ZJI

2 
sobre 'D, ento'nce s 

lim it(K) = ~º lún K)G!itl) 2 = O (J.241 
le _ _. et k -~ a. 

6 

11.· í<1rmulaclón de la velocidad prHlón: aproximación 

d11conllnua de la presión, 

2),• Formulación de Ja Pnslón Valocldad: aproximación continua 

de ta presión y velocidad, 

JI.· formulación de I• Velocld•d Presión Vortlcldad: 

aproximación discontinua de 1• pre.Ión y velocidad. 

4).· Formulación de I• runc\ón de Corriente Vortlcldad: 

destomposlclón del problcm11 DlharmonJc;;o. 
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Para su demostración v6aoe Redd7 (Z9l (p.p. 1841 y Polyak (28). 

Aqul consideraremos el mlnimo de la funcional aumentada: 

1( 

P (u,KJ • J(uJ + + IG!ull 2 
0 (3.a5J 

La formulacl6n de la función de "Penalty" para el problema de Stokes 

está dada por la sl¡ulente funcional aumentada: 

C3.aaJ 

Donde JlilJ está definido como: 

Jl°l!> ~ e1ti.~; - t<it> = 
' 

= i1 J'¡; (Vu)2 - J"t'i·u.. 13.281 

¡¡ ¡¡ 
El problema variacional lineal correspondiente a (J.Jl) involucra 

encontrar ifE tt! tm tal que: 

s.1:,il1 • (b,vl (3.iltl 

donde 

ll~(QJ • { il E tt:(Ol: till: • jilj~ + K0 IG!illl~} , <UDl 

y ª•1:.il1 esU dado como: 

13.31)s.1:.il1 • e1:.il1 + K 1c1:1,c1iln 
0 

De lsual forma como "" . hizo en la ecuacltm (3.13), se calcula la 

primera varlacl6n ( problema de Euler-1.qranael, realizando estos 

calculas 1e encuentra: 

2- i V u - Kn:x(V·ilJ • b• 13.331 

- .!. V2 v - K ~(V·ill • b
l nlly y 

de estas relaciones se observa inmediatamente que la presl6n esta 

dada como el ne¡ativo de la dlversencla del campo de velocidades 

modulada por el parametro de "Penalty" 

(3.:NI• • - k V·~ n 
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las relaciones l3.32l 13.33) (3.341, muestran que solamente el campo 

de velocidades debe de ser aproximado y estas funciones deben de 

pertenecer al espacio Je sobolev H1tm. 
EXISTENCIA DE LA SOLUCION DISCllETA 

El siguiente teorema da las condiciones de existencia del punto 

único local mtnlmo de P n 1a convergencia de la solución de 

"Penalty" a la solución verdadera, para el caso general. 

TEOREMA 

SI las siguientes suposiciones son válidas 

1.- Existe un punto local mtnimo u del problema original 
0 

Jlu l • Jlul "u EH1o C3.:J5) 

G(u ) = O t3.36l 
0 

2.- La primera y segunda derivada de Gateaux de J y G existen. 

3.- El operador adjunto de G esta acotado por abajo. 

4.- El operador adjunto L(u ,i\l es definido positivo. definido 
0 

tJ.:171 

Con estas 4 suposiciones y para un Kn suficientemente grande, existe 

un ºn' el cual es un punto único del mtnlmo local de Pn(u,Kn) en u~a 

vecindad de u 1 la siguiente est lmaclón es vi\lida tia cual 
0 

demuestra la con•ergencia de la soluc!On un y el multiplicador de \ 

a u y \• respectivamente):
0 

1 u - u I • ~ 1111 (3.:11)n o 1 ZK 2 
n 

1K G(u l - 11 1 :s ~ flll tJ.al 
n n o 2 ZKn 2 

Para su demostración vtase Reddy 1291, donde tamb!tn se cita el 

trabajo de Polyak (281. 

Basta con demostrar que los operadores tienen las caracteristlcas 

mencionadas, esto se demuestra en el trabajo de Polyak 128), pero a 

priori puede ser calculado el error. Considere ia versión mezclada 

de la funcional de "Penalty": 
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Encuentre f\t.p } EH~ xH tal que11 0 

B<~.il,1 - <p•.v·1l s <il.~l - (V·ti •• ql = ~ lp..ql ,13.•01 

restando a (3.40) la versión mezclada dada en (3.121 se encuentra: 

• (3.41) 

• (3.42} 

Sea ~ = ti - ti• y q = p - P, y substituyendo (3.42) en (3.41) 

obtenemos: 

¡il-il,1 2• ~IP-P,1 2 =; (p,p-p.) s ~ IPllP-P,I . ll-'31 

usando la desigualdad de polarización tenemos: 

, (J.H} 

De la relación (3.44) se observa que ti - ~k conforme k --.¡. En 

este capitulo se ha dado la existencia y unicidad de la ecuación de 

Stokes transformándolo a un problema de optlmlzación, primero con 

multiplicadores de Lagrange 1 enseguida con la formulación de 

"Penalty", en donde solamente el campo de \•elocidades es aproximado 

y la presión se calcula posteriormente con ayuda de . la ecuación 

(3.39), con la certeza que la solución discreta convergvt problema 

continuo, estableclda por el teorema anterior; el siguiente paso 

ahora es aproximar el campo de· velocidades por funciones polinómicas 

que satisfagan los teoremas de convergencia y además que séan 

funciones que tengan derivada y que s~an cuadráticamente 

Integrables. estas funciones son construidas en el siguiente.. 
capitulo. 
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CAPITULO CUATRO--------------

F'OIMl.ACION EN TERMINOS DE 
ELMNTO F'INITO 

35 



INDOOUCCION 

Abara se procede a construir los espacios de Elemento Finito para la 

10lucl6n de la ecuac:IOn de Stallel, asi como el desarrollo de los 

lll&orltmoo numéricos para posteriormente ser codificados en 

camputadora. El mt-todo de elemto rlnito es una técnica para 

aproximar la solucion a una ecuaciOCI diferencial con valores 

Iniciales J/o de frontera. El procedimiento es dividir el dominio de 

solución, en pequeftas regiones M forma conveniente, como tritmgulos 

o pollaonos. Sobre cada elemento se especifican coordenadas de los 

puntos noctales, y la ecuación diferencial es entonces aproximada.En 

estos puntos la ecuación diferencial original es entonces 

transformada en una nueva ecuacilln discreta de elemento finito, la 

cual 1oblerna sobre cada elemento de la particlOCI del dominio: ésta 

ecuaci6n local .. entonces acoplada al tlatema 1tobal, produciendo 

un 1l1tema algebraico. l.ol valores nodales de la variable 

dependiente son determinados por la solución de éste si.iema. 

ESPACIO DISCltETO 

La aproxbnacton de lot espaclot aeri interna, Ma aproximación se 

define como •lsue: 
DQ'INICION 

S.. V• una familia de espaciot HctorlalH de dimensión rlnita con 

parametro h • rl" tal que 

11.·'lh v.cv 1 (4,l) 

2).· Sea '• • v•• •.-•en V cuando h - O . et.al 

Entra lu aproxlmaclonn lnternu • lllCllll'ltran loa •lsulentn 

llMtodoa: lllJl•llh·Rltz (Zllllklewlcz 1371 p.p.244·241 l, 

lubn0Hi1l1rkln llleddJ 1291 p.p 219-296), l'atro•-G1lerkln IRlddJ 

1291 p.p. 297·3021, K1ntorovltch IReddy 1291 p.p. 306·31'), Trerrtz 

(lleddJ 1291 p.p. 315-319 l 'I por IUpUHto 11 de El•mento Finito 

(IUar 141 p.p 21·821. AdemAa ti mttodo del Elemento Finito dlrl

da loa mttodol tradlclonaln '" doa uplCtoa. Primero, tu runclonn 
da 8Pl'Otllmaehln aon pollnomlaa 11&t11r1I- que ton dllarrolladoa 

unndo lu ldlH '" 11 t-1• da lnterpolaclon. Squndo, lu 

36 



funciones de aproximación son desaroltada~ en cada sub-dominio del 

dominio dado. Estos sub-dominios son llamado< Uementos Finito"· <lln 

geometrlcamente simples, y permiten una cor1str1Jr.dón slstcm3.tka de 

las funciones de nprox lmación. 

TRIANGULACION 

Seo O un pollgono acotarlo y abierto en IR" y ransidere subre esta 

reei6n el siguiente conjunto !1 h que consiste de una famllill finita 

de trií'.lingulos, llamados elementos finitos gcométric0c;, con taS 

siguientes propiedades: 

1).- \ finito k e li V k < ~h tal qu•. U k = ñ U.3) 

2).- k )' k' E 5 h k • k' entonces k n k'= </> k '' k' = <f> 

3),- h(x} = la longitud del lado mayorOe k. € !Th c•.ril 

4).- h = max h(KJ 14.6) 
,.h 

h 
• E 

(4, 71 
SJ.- • fl V :l"h 

mi n h 1K)

• .. !/ 
h 

En estt: caso fl= h1'mln MllUll E ~ h ), Graficamente 0 estt,. 

partlcionada como se muestra en la fig. (4. ll: 

na. ''·º ptrtlclón de 111. r~¡ltJn o 
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DEnNICION DE ELEMENTO nNITO 

A 1 h asociaremos el espacio Vh de la forma siguiente ( v~ase Alduncln 

y Carrera 121 y Glowlnskl (10] ): Considere el conjunto de todos los 

v~rtlces de la partición o triangulación j definido como: 

será llamado el conjunto de punto nodales de la triang

Se define el elemento finito geométrico K como: 

ulación. 

14.8) 

K = (!x,y)e ~ : O s x s 1, Os y s 1 -x} 

Su correspondiente espacio local de elemento finito (PKl como: 

(4.9) 

Pi( = { l':K _, R 1 P(x,yl = ctt {lx + ry} (4.10) 

y el conjunto de grados de libertad local n:(l• como 

(4.11) 

con {w~}3 
tal que w; E PK_ cc.121 

1•1 

El conjunto K ~xpresa la forma geometrica del "elemento finito" 

figura {4.2); el .. conjunto P¡ expresa el polinómio que esta definido 

en el conjunto K en este caso corresponde a un polinómio lineal en 

"x" y "y"; el conjunto tÉ: expresa cuantas funciones polinómicas 

pueden ser definidas en K en este caso .tres pollnómlos solamente 

~~!!l~S.:~:&:~..:~~'"'''~~, 
y 

1 X 

rl1(4.21 Elemento flnl to 1•omUrlco de referencia 

con 3 arados de 1 lbertad 
Estas funciones se construyen siguiendo los pasos dados en (4.9); 

las funciones de interpolaclOn quedan establecidas como: 
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1 • J." so. 1, o:. J • -. l i ~. 

P, !x.:·l : r, H~tt'~!X,j') 
~.,, ! 

U.Vjl 

~c1·· li.i. ~;:11¡to l!:;\a es unn ~rol'lmaclón ínter na. 

t.fAr'!ftz DE. STOKL'~ 
Ahora !lC li~rcximaré e: u1mr-') de V1!lcci.t~des por c::i.d..t ,.11.;1l1cr;1c. .. 

como fue encontrado en í4 \ !l;ir;:t ,-;n1~:1 1•.1m¡:"1onc:~tt:: 

u•..: \.. ". ,,. 
e L. .. l'I 

1 =I !•' 

Substituyendo (4.11) en (3.26) se encuentra: 

lJondc 
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• • 

( r•• ]• (u•] 
u.• • r•= 

[ r•• ][ v• ] ''·20) 

Y estos están definidos como: 

[ K"'] 
1 

+ r 1 [ s"' ] • l [ s'" ; \4,21) 

[ KZZ• ] = ( • 
1 

+ 7 1 [ 5zz· ] + -• 
1 [ s"' ] H.22) 

[ K''' ] [ s' z, ] (4.23) 

[ K''' ] = [ K 1 Za r (4.24) 

y cada término e~ta dado por: 

s11 • • f ª"''ª"'...%.1-X, do•
11 Bx a,

n• 

(&.:?6) 

Fi.= J b:;; díl~ + § t.•: déK°t - Í K! ~u~ [ K:~u~. (4,?.7) 

o• iJOe 1 =n • l l=n•I 

Esta matriz es simétrica y derlnlda positiva, (Reddy 1291. 

O tambi~n. en t~rmlnos de la formulaci611 varlaciona! para un 

elemento finito georn~trico o•. tenemos: 

B (v ,u ) t (v ) g... . . (t.atl 
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donde cada termino esta dado como: 

e.1.;.•;1 • K;J t (v ) • r• (&.>DI
• • 1 

1.ueao la formulación varlaclonal ¡lobal es la suma de las 

rormuJaclones var1aelonales locales: 
E 

B(u ,v ) - l(v ) =" [B (u ,V l - l(v ) ] = O, (t,3l)h h h l ••• 0
••I 

Por lo tanto la ecuación 14.12) toma la forma: 

C&.32) 

V la matriz global total queda e>Cpresada como: 

l&.33) 

K11 2las sub-matrices , r;l , t:.21
, t:.22

, son de dimensión NxN, por lo 

tanto la matriz global es de dimensión 2Nx2N • donde N es el número 

de puntos nodales para el campo de velocidades. 

La evaluacJ6n de los t~rmlnos del (4.2.5-4.28), con ayuda de 

las relacl6nes (4.13} y (4.14), las matrices quedan expresadas como: 

r 11.:H>K"º• ..!...[ (.!. + µr.. 
1 
]

lJ tA R +J) 11~11~ 1 

l r
.. 
1rKi>e= 2-( (! + 1 + µpº¡l ] (l,!ISl

11 •• • 1 1 J 

K120 (1.36)= 2-( 11° • ] 1J 4A 1'1 j 

Donde •a• el el n~mero de Reynolds y "r" es el parametro de 

"penalty". En este capitulo se ha dado la metodologla o tmonlca de 

construcción de las funciones de lnterpolacl6n para aproximar el 

campo de velocidades, metodo)og\a conocida con el nombre de 

"Elemento Finlto''. Se ha transformado la ecuación diferencial 

parcial a un problema simplemente algebraico, el objetivo central 

ahora es construir un programa de cómputo que realice la 

construcción de la matriz automáticamente: conforme la dimensión de 

esta matriz sea mayor. mejor serA la aprox\maclón al caso continuo, 
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el programa .estA explicado en el a~ndlce 1, el slauiente capitulo 

muestra los resultados encontrados con este programa. 

~--
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CAPITtlLO CINCO----------------

. . 
ANALISIS DE RESU..TADOS 
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INTilODUCCION 

El modelo computacional fue desarrollado Inicialmente para resolver 

la ecuación de Polsson con diferentes valores a la frontera y 

diferentes funcjQlles de prueba. Se procedió a buscar diferentes 

algoritmos, que intenta resolver el problema de Stokes, siempre 

basados ~stos en el algoritmo de Dlrichlet de donde se anallzaban 

los resultados num~rlcos encontrados y se comparaban con el modelo 

flslco. Se usó el algoritmo de ''Penalty", ~ste ultimo no utiliza el 

algoritmo de Dlrichlet pero conservaba una estructura similar al 

anterior. Inicialmente se presentan algunos resultado$ matemá.tkos 

como: numeracl6n de los nodos de la ma \la asl como de sus elementos, 

se presenta la estructura de la matriz de Stokes para diferentes 

numeraciones de malla; enseguida se discute y explican las gráficas 

de) campo de velocidades asl como la presión para los problemas 

flslcos estudiados en este trabajo. Enseguida se discute el 

comportamiento del flujo en una cavidad cuadrada con diferentes 

fuerzas de cuerpo aplicadas a la cavidad en diferentes direcciones y 

con diferentes valores. finalmente se estudia el comportamiento del 

flujo en la cavidad cuadrada con diferentes números de Reynolds. 

MODELO ns1co 1 

F'LUJO EN UN POZO CUADRADO BIDIMENSIONAL 

El primer problema analizado corresponde flsicamente al flujo 

laminar de un rtuldo en una cavidad cuadrada, con coeficiente de 

viscosidad I' a 0.001: la descripción fue dada en el capitulo 2. El 

modelo matemétlco lineal correspondiente esta dado por las 

ecuaciones (2.14) con condiciones a la frontera (2.151. La 

flg.(5.1) muestra la partición por elemento finito de la región en 

donde se mueve el fluido asl como la numeración de los elementos: 
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rl¡.CS.11 partición de Ja re¡lón de lnteru 

Antes de pasar a los resultados flslcos se analizan algunos aspectos 

matemáticos, como son la numeración de la malla, en Ja fig.(S.2) se 

muestra la númeraclón siguiendo un algoritmo de espiral. la matriz 

resultante se muestra en la flg. {5.3) de banda de la matriz crece 

conforme ta partición de la malla es más grande; ahora utilizando 

otra numeración diferente fig. (5.4) para ésta numeración se 

encuentra la siguiente matriz fig. {5.Sl: Como es mostrado en esta 

Clltlma matriz el ancho de banda dlsmlnuye, y es un echo que la 

numeración de los nodos de la partición esten relacionados 

directamente con el ancho de banda de la matriz, el ancho de banda 

de la matriz es entonces definido como Ja mlnima diferencia que 

existe entre dos nodos contiguos. 

Los datos necesarios para arrancar el programa son básicamente dos: -
primero la partición de la malla y segundo los valores a la frontera 

estos son mostrados en la flg. (5.6): 

.... 
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DATOS VECTORES FRONTERA ... o.o 
1.1 o.o¡r 10.-.0 r.aa 1.1 o.o... o.oum•> o.o1:: o.oC1••t11 o.o o.o,5)'tºº" .I> 1:1 

.1 
o.o( 

H 
o.o<UtU . IO> ' ºº'I·" o.o o.o o.o1.: o.o o.o::. o.o 

.1 o.o1.1 o.o 

.1 o.o 

.1 o.o 

.1. o.o1... o.o... o.o 

.1 o.o1.1 o.oMALLI\ .1 o.o1.1 o.o 
"41UttZHI 1~1Hl~1V1»1~U41!l l. o.o1.: o.o 

.1 o.o101 100 " '8 •1 !6 '5 '" '! 'z 91 m .1 o.olOZ 65 64 6J 6Z 61 60 5' 58 57 '° 131 1.1 o.o 
10! 66 !7 J6 !5 14 !l 32 31 56 8' 130 o.o1.1 
104 67 u 11 16 15 14 n JO ss 88 m 1.1 o.o 

.1 o.o,105 68 l9 18 5 4 J IZ 29 54 87 128 1.1 O.O¡
106 69 40 " 6 1 z 11 28 5¡ 86 127 1.1 o.o, 
107 70 41 20 7 1 9 10 Z7 52 8' IZ6 1.1 o.o 
108 71 42 ZI ZZ Z! 24 Z5 Z6 51 84 125 1.1 o.o 

1.1 o.o 
109 12 o 44 ., 46 o 41 " ~ si m 1.1 O.O¡ 
110 73 74 75 76 77 78 1• 10 11 8Z 12! 1.1 o.o, 
111 112 113 114 1IS 116 117 118 119 IZO 1Z1 122 1.1 

1.1 ::: 
DFX DFY 

fig. (5.6) Datos de entrada y vectores frontera. 
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En la referente a las variables flslcas tenemos los siguientes 

resultados para una velocidad de la placa de 0.1 y una viscosidad -. 
del fluida de O.OJ. La solución discreta para el campo de 

velocidades está descrita en las figuras (5.1-5.41. Se ha supuesto 

inicialmente que las fuerzas de cuerpo son cero, posteriormente se 

analizari1. el caso en que estas fuerzas son distitas de cero. Esta 

primera solución muestra que el algoritmo numérico es estable en lo 

referente a la partición de la malla. En la parte superior de la 

cavidad solo hay velocidad horizontal del flujo, y aumenta conforme 

se aproxima a Ja placa. en la parte inferior y lateral (izquierda y 

derecha de la cavidad} la veloc:ldad del flujo disminuye conforme se 

aproxima a la frontera de la eavidad, este evento esta de acuerdo 

con el hecho experimental establecido de que un fluido se adhiere y 

alcanza la velocidad del contorno. el hecho de que el la velocidad 

del flujo disminuya conforme se aproxima a la parte cental superior 

esU explicado con la conservación del momento angular y también de 

Jos efectos de la viscosidad del fluido, Otra de las caracterlsticas 

de Jos resultados num~ricos para el campo de velocida~es es: la 

total simetrla del flujo respecto a una linea vertical que pasa por 

el centro de la cavidad (para bajas velocidades>. Respecto a las 

JJneas de flujo estas son solución de la ecuación diferencial 

(5.IJ
t111 = v1t11J,1lcon 
it(t) = it(t) 15.Z) 

basta con resolver esta ecuación diferencial para encontrar las 

Hneas de flujo, aqul solamente mostramos los resultados encontrados 

par Hughes IJBI flg (5.61, en las cuales se muestra un campo 

vectorial slm6'trico y unas lineas de flujo simétricas . 

..., 
., ••••,•o ....,.. 

-.-a ···ºL........... .... 
¡__,____,-., 

"""s;6; Od-. e1tft1~11rlllf•ta.,-~~ ckmsnt pftlltr~~~~·~11. (1'19). 
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Para realizar el c61culo de la presión hay que recordar que esU. 

dada como: 

n•-AV·il (5.1) 

lo que implica que donde exista un mayor cambio en la velocidad 

existirá una menor presión que en principio es negativa, resultado 

que está de acuerdo con el teorema de '"Bernoulli". En 

este punto cabe mencionar que el m~todo produce presiones 

negativas pero las gráficas de la presión pueden ser interpretadas 

r~cilmente. 

Para realizar el cálculo de la divergencia del campo de velocidades, 

se usó una rutina de la biblioteca del "IMSL", que calculJ derivadas 

parciales de funciones escalares, tambl~n hay que hacer notar que 

para éste cálculo es necesario incluir las condiciones a la frontera 

del campo de velocidades. En las figuras. (5.12-5.18) se muestran 

las curvas de nivel y las superficies generadas por el campo de 

velocidades cá.lculadas, la rig (5.12) muestra una aproximación muy 

mala del campo de presiones, la figuras (5.14, 5.16) la aproximación 

es mejor pero en estas gráficas se muestra dos puntos en donde la 

presión aumenta bruscamente, región que corresponde a las dos 

esquinas superiores de la cavidad. Sin embargo en la figura (5.18} 

la aproximación es mejor que las anteriores Interpolaciones, los dos 

puntos disminuyen significativamente de tamaño. En la parte superior 

la presión disminuye, y luego esta disminuye con mayor velocidad, 

zona en donde el fluido alcanza la velocidad del contorno, también 

existen dos zonas en donde la presión disminuye, y estas corresponde 

a las 2onas laterales. Como se observa de la anterior discusión para 

el cá.lculo de la presión esta se aproxima mejor cuando la partición 

de -1a malla es mas fina, es decir cuando se tiene mayor información 

del campo de velocidades. 
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flg. 5, 11 

Distribución del campo de 
N • 

r19. s.12 1 

presiones para el flujo en una cavidad 
cuadrada, con µ • o. 001, 36, NELE = 98. 

. t••· s.13 
fll· 5.U. 

Dlltrlbuclón del caapo de presione• para el flujo en una cavidad 
cuadrada, con 11 • o. 001, N • 64, NELE • 162 



1113. s.ts 
D1strlbucl6n del campo de presiones para el flujo en una cavidad 
cuadrada, con µ • O. 001, N • 100, NELE • 242. 

i i ¡ ¡ 1 s 1 ¡ ¡ 1 ílq. 5.11 

11 5 17
• • ~l1trlbucl6n del cupo de preslon~s para el fluJo en una cavidad•

cuadrada, con f1 • 0.001, N • 144, NEl.E • JJS. 
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En seguida se estudJ6 el comportamiento númerico del modelo cuando 

se aumenta la velocidad de la placa, las ílguras 15.19), (5.20) 

muestran el campo de velocidades para los casos de una velocidad de 

0.9 y de 1.1, para un fluido viscoso de 0.001, se usó una partición 

de malla de IO X IO, estos resultados muestran que el flujo deja de 

!;cr simétrico, Ja velocidad es mayor en la parte derecha respecto a 

la Izquierda, esto se debe claramente a que la placa se mueve con 

mayor velocidad. Las gráficas de la preslOn figuras (5.221, (5.241 

muestran que se corren hacia la parte derecha, el corrlmlento es 

mayor conforme la velocidad es mayor. Ahora la velochüJ de Ja placa 

no puede ser muy alta porque el fenómeno deja de ser Hneal y la 

ecuación que se resolvlo es Jlneal. 



! 
'.1 

i 
1 

I 

..... ...... -·- ..__ -- --
/ 

! 

• 
' - , 

• , ~ - - - - 1 flujo en una cavidad 
"•· "·" • locldades p•r:2 e v = O. 9.

l lbuclón del campo
O. 

001 
'
de ve100, tlELE 2~~=d~ada, con µ • 

N » ¡g: ' 

- ~rít(----~~\\
H~~\; ,'1\)~),~ ~\ \ \ "'~- / ¡
\ \ \ "'""-.-/ ! J, 
\ \ '\ "'.............___ / '/ 1 

\ "', .............. __ / / J 

,,.....__ --- /-1I . 

- - - - a cavidad,
1 flujo en un~locldades par4a2 e v = 1. 1.t r lbuclón del ºªci'otO deN =Yt;! 100, NEl.E ::s 2 •Ola con µ • o. •cuadr~da, 

55 



nq. s. 21 Dlstrlbuc16n del campo de presiones para el flujo en una cavidad 
cuadrada, con µ = O. 001, N = 100, NELE = 242, v = 1. 1. 

(19, 5.24 

t19. 5•23 Distribución del campo de presiones para el flujo en una cavidad 
cuadrado., con µ = O. 001. N • 100, NELE = 242, v • O. 9. 
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En seguida se estudio el comportamiento num~rlco del algoritmo 

computacional para diferentes íluidos viscoso, las figuras 

(5.25-5.27) muestran el campo de velocidades para fluidos con 

viscosidad de 0.001, 1.0, 10.0, conforme el fluido es más viscoso 

este se adlhere a la pared superior, en tanto que Ja parte inferior 

se mueve con menor velocidad, éste evento como ya fue mencionado 

anteriormente está de acuerdo con el hecho experimental de que el 

fluido se adhiere y alcanza la velocidad del contorno. Las gráficas 

de la presión se aprecian en las figuras (5.291, (S.31), (S.33), 

muestran el compor·tamlento de la presión, cuando el fluido es más 

viscoso las zonas laterales de la cavidad en donde la presión 

diminuye prácticamente desaparecen estas estan atenuadas. 

Comparando estas tres gráficas se observa que la presión en el 

contorno que corresponde al movimento de Ja placa, el fluido que 

tiene mayor viscosidad tiene menor presión conparado con el fluido 

_, --·-- ····- . _que .ti~ne menor viscosidad. 
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r1c;1. s.2s' 0Hcrtpcl6n ••• c..po •• rluJo ... 
CH•ldad cuadrada, llll.E•Jll 
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qlocldacl•• .... flujo .... •n 

....,,:;

~7-"--=--- ~~ 
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tlg•. 5,27 Descrtpcl6n ••• ..... •• velocldadH .... •• ..tJuJo 

c.nldad cuadrada, con jJ•JO.O, l•Ut, Jll.E•3:JI 
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MODELO FlSICO 11 

n.UJO EN UNA CAVIDAD CUADRADA CON DOS PLACAS V 

DIFERENTES VALORES A LA FRONTERA 

El algoritmo íuncionó y íue probado inicialmente para el problema de 

flujo en una cavidad cuadrada. Ahora se trata de describir el campo 

de velocidades, ast como la pre">lón que se formara en una sección 

cuadrada, con dos placas tanto en J,'l p3rte supcriur como t:n 13• 

parte Inferior, como es mostrado en la !ilgulente figura 15.34} 

º· u ,. 

+-

,,,,,,,
'''~ :::::: 

::: ~ ::: 
~ :::' u•O ' u • o 

::: ' ~ ••O • o ::: ~ 
V 

~ :::' 
~ ::: 

""::: ~"''' 
--+ 

o. u $ 1 

Este renOmeno flslco, nuevamente, está. modclt1do ma.temá.tlcamentc por 

la ecuación (Z.14) suponiendo que la velocidad de las placas es 

pequella, el rtuldo es Incompresible con rtujo plano lento 

rotaclonal con 1eometrla constante, con las siguientes condlciónes a 

la frontera: 

yo"'···· 
U•v•O 

__, 
U•d.v•O X 

fil (!.,:J!i} V•laru a h rrontera dirl ptotMm• d• Stokn 

60 



111 t~rmlnos de u y v quedan descritas por: 

u(x,y) = e en y = O , O s x s 1 

ulx,y) s O en x = O , O s y ,; 1 

u(x,yl = O en x = 1 , O s y s 1 

u(x,y) = d en y = 1 , O s x s 

v(x,y} = O en y = O , O ~ x ~ (5.1) 

v(x,yl = O en x = O , o :s y ~ 

v(x,y) = O en x = , O s y s l 

v(x,y) = O en y = , O s x s 1 

También en este caso las fuerzas de cuerpo han sido ignoradas, 

nuevamente, los resultados num~rlcos, mostrados en las rlg. 

(5.36-5.39), la velocidad de ambas placas es de 0.1, en estas cuatro 

gráficas se muestra que el flujo es totalmente shnetrico, cuando la 

velocidad de una de las placas au¡,ncnta (0.2) como es mostrado en las 

figuras (5.40-5.43) el flujo deja de ser simétrico y se mueve con 

mayor velocidad en la región en donde In placa tiene mayor 

velocidad, las figuras (S.44-5.47) muestran el comportamiento del 

flujo cuando la velocidad de una de las placas es mayor (O.Sl, las 

figuras (5.39), (5.43), (5.47) describen con mayor prcslcl6n el 

comportamiento del flujo. Las grá.flcas del campo de presiones 

figuras (5.49) IS.SI) 15.53) muestran claramente que las reglones 

en donde exite una mayor velocidad existe una menor presión, estas 

zonas corresponde a las regiones en donde se mueven las placas y a 

las reglones laterales (derecha e izquierda). En la figura (5.49) la 

grAflca de la presión es totalmente slm~trlca, esta simetrla deja de 

existir en las figuras (5.51) y (5.53) pues corresponde a campos de 

velocidades no simétricos. 
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n1. o.u 1 • ... 
Dl•trlbucl6n de la preal6n para •.!,, probleaa II con p • O. 001, N•lOO, 
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llODELo ns1co 111 
FLUJO EN UN HUECO llDIMENSIONAL CUADllADO 

Los anteriores problemas tienen solamente condiciones a la frontera, 

para el campo de velocidades en la dirección horizontal. Ahora se 

procede a Introducir condiclones a la frontera. para el campo de 

velocidades en ta dlrecclOn vertical. El fenómeno flslco en estudio 

es el correspondiente al flujo en una cavidad cuadrada, con dos 

placas que se mueven en la dirección vertical y horizontal, como se 

muestra en la figura (5.54), se supondr~ que el fluido es 

Incompresible con flujo plano, rotacional y lento con geométria 

constante: 

o, u lf 1 _, 

1 
1 

u.º! 
V• 1 

ria. (S,M, r lujo en une cavidad r•ctanaular 

El problema matemitlco ~sta descrito por la ecuación 12.14) , con la 

siguiente condición a la frontera: 

u•l,vcO X 
rt¡ (S.6.Sl Valor•• a la rrontera 'del problema de S\oket 
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En t~rmlnos de u y v queda establecido como: 

u(x,yJ •O en y =O , 0 :S X :S l • 
u(x,yJ = O en x =O o" y " 1 
u(x,yJ = O en x = o " y " 1 
u(x,yl = 1 en y = 0 :5 X :S 1 

(5.4) 
v(x,yJ =o en y = o , 0 :S X~ 

v(x,yl = 1 en x =O o. y " 
v(x,yJ = O en x = o !S y .::s 

v(x,yJ = O en y = 0 .::S X :5 

Los resultados numéricos para el campo de velocidades estun dados en 

las flg. (5.56-5.58), para fluidos con viscosidad de 0.001, 0.5, 

1.0, en la primer figura se observa que el flujo es rotacional en 

las siguientes dos figuras, el flujo deja de ser rotacional, y 

nuevamen¡e.. los resultad-os númerlcos para el campo de velocidades 

establece la caractcrlstica que el fluido alcnnza la velocidad del 

contorno. La gráfica de Ja presión no es muy buena para el caso en 

que el fluido tiene baja viscosidad, pues en la regiOn diagonal de 

la cavidad no muestra una disminución de la presión, sin encambio 

cuando el fluido es más viscoso la descripción del campo de 

velocidades es mejor, esta disamlnuye en las reglones en donde el 

flujo tiene mayor velocidad. 
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,.,, ..., 
Dlatrlbucl6n d' la. presl6n para el probleaa lll con p • o. 01, O. 5, 
l. O, N•lOO, HEU:•33B. 

69 



CASO NO-HOMOGENEO 

Ahora se analizará. el caso en que se aplica una fuerza externa al 

fluido. Primeramente se estudió eJ caso cuando Ja fuerza esta en la 

dirección "x" constante constante en ambas direcciones: 

f(x,yl = ele l (S.51 

con viscosidad del fluido de µ = 0.001 y velocidad de Ja placa de 

O.J. Como en el primer modelo flslco se supone que- el fluido es 

viscoso e Incompresible con flujo plano rotacional y lento este 

modelo esta descrito en Ja fig. (5.651 

e te ... = O 

""-·~·--~-·-··-

r 
X 

(I¡. (S.65) flujo en una cavJ d•d rect.,,niul11r 

En las figuras (5.66-5.671 se presenta el campo de velocidades 

cuando Ja fuerza es pequena, este campo vectorial se. ha deformado 

respecto al campo de velocidades del caso homo~neo, estas gráficas 

muestran que el flujo deja de ser totalmente simétrico, esta 

deformacfon se debe a que las partlculas que se encuentran en la 

parte inferior, cuando estas se mueven de derecha a Izquierda, su 

velocidad disminuye por. la fuerza que es apllcada de Izquierda a 

derecha; en la ffg. (5.68) este comportamiento se oMerva con mayor 

cJarJda, las partkulas que se encuentran en Ja parte izquierda 

Inrerlor tienen una pequena componente horizontal y vertical. Las 

figuras (5.70) y (5.71) se muestran las curvas de· nivel y la 
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•uperflcle de la prHIOn para el caso no-homopneo, en la rlg. 

15.71) muestran claramente que existe tres zonas en donde la presión 

u menor relativa a tos dem•s puntos, la. prlmer zona corresponde a 

la parte en donde se mueve la placa y las otras dos a las zonas 

laterales derecha e Izquierda zonas en donde la velocidad del flujo 

es mayor. La figura (5.69) muestra la descripción del campo de 

velocidades cuando la fuerza es mayor, en este caso el flujo tiende 

a ser horizontal sl¡ulendo la dlreccl6n en que es aplicada la 

fuerza. 
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n9. s.12 
· curvas de nivel y dlstrlbuclOn de la preslOn , asl co1Ro la 

descrtpción del campo de velocldaes cunado la fuerza horozontal es 
de la forma r.a o. 0011x 
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- - -- - - -

Ense111lda se analiza el caso en que la fuerza es contraria al 

movimiento de la placa, con las mismas hipótesis que en anterior 

problema, la descripción grUlca del problema esté dada en la flg. 

(5.73) 

ele , v : D 

'"'-':: ''''''" ::: 

o 
o 

::: - - - - -::: - - - - - ::: 

~ -- - - - ::: 

--,_ 
- - - - - ~- - - -::: - - - - :::' - -- --

u . 
' . 

o 
o ~ 

~ 
::: 
~ ~= - - - ~ ~ 

U ,; V : Q 

fl1. tS.13) r.lujo en un• cavld•d reetan¡ular 

~""'"'''''"'''"'"" 

Las flg. {5.74-5.17) muestra el comportamiento numérico del programa 

de computación para el campo de velocidades; en las figuras 

(5.74-5.761 se observa que las partlculas del fluido que se 

encuentran en ta parte derecha de la cavidnd tienen una componente 

horizontal diferente de cero, esto se debe claramente a la fuerza 

que es aplicada en esta dirección; la reglón próxima a la placa las 

partlculas del fluido tiene menor velocidad, pues la fuerza aplicada 

estA en sentido contrario al movimiento de estas. La fig. {S.TI} es 

el caso extremo en que el flujo se mueve en dirección contrarj;J., al 

movimiento de la placa. Las figuras (5.79) y (5. 81 l muestran la 

sráfica de la presión para diferentes fuerzas, en la primera arAfica 

1a zona en donde la placa se mueve la presión aumenta, luego decrece 

bruscamente hasta llegar a ta parte opuesta de la cavidad en donde 

la presión aumenta, la fig. (5.811 muestra la gráfica de la presión 

para el caso extremo, como se observa de esta graflca la 

aproximación es muy mala. 
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t19. 5.79. 

s.nCUrvas d~ nlvel y dlstrlbucl6n del campB"·-8i·-;~-..--;;¡;ne• cuando se"•· aplica unn fuerza horizontal de derecha a lzqulerda con ,. • O. 001, 
N • IDO, NELE = 242, Fa -0.0006. 

. n 11 • s.01 

rtv\ s.eo Curvds de nivel y dlstr!bvclón del ctt-:·1po de presiones cuando se 
aplica una fuerza horizontal de dercch.1 a 1zqu1crda con µ = 0.001, 
N = 100, NELE =242, Fx= -o. ooz. 

76 



Ahora se estudia el comportamiento del flujo cuando se aplica una 

fuerza constante en la dtrecclón "Y": 

flx,~l = ele j (5.6} 

nuevamente utilizamos las hipótesis dadas en el problema t, In 

descripción gráfica del problema flslco esta dada en la figura 

(5.82) 

ele , v = O 

-· 

ns. lS.82) flujo en una cavidad rectari1.:ular 

Las figuras (5.83) y (5.85) muestran los resultados numéricos 

encontrados para este caso. el campo de velocidades deja de ser 

simétrico, en las figuras (5.84) y (5.851 las partlculas del fluido 

que desciende tienen una menor velocidad, esto se debe a la fuerza 

constante sobre toda la ca\.·idad que es aplicada en la dirección "Y": 

en la figura (5.85} el campo de velocidades sigue básicamente la 

dirección de la fuerza. En las figuras (5.811 y (5.881 se muestra 

las curvas de nivel .. Y la gráfica de la presión, si se empalman las 

curvas de nivel con et campo de velocidades se observa 

Inmediatamente que donde existe una mayor velocidad existe una menor 

presión. 
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Distrlbuc16n del campo de velocidades cuando se aplica una fuerza 
vertical en la cavidad cuadrada de abajo hacia arriba, µ=O. 001, 
N=IOO, NELE=242. 
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Ug. S.89 

Curvas de nlvel y distribución de la presión , as! como Ja 
descripción del campo de velocldaes cW111do la fuerza vertical es 
apllcada de abajo hacia arriba r; 0.00012. 
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En seguida se estudia el caso en que la fuerza es aplicada en la 

dirección "Y" pero' dcscenden~e. Como en los anteriores caso la 

fuerza es constante en toda la cavidad flg(S. 93) 

¡.' 
y 

11 
V 

et e • v = e 
____,-> 

""~ ~ 
11 
V 

11 
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V ' ~ u = o 
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V 

::: 
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,. = o 

' ~8888~ ~ 
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r11. e&.1131 flujo en un• c•vld•cl r•ct•naul•r 

La dlstrlbucl6n del campo de velocidades es mostrado en las figuras 

(5.86), (5.94) y (5.95) en este caso las partlculas que se 

encuentran en Ja parte derecha de la ca\•idad tienen una componente 

vertical direrente de cero y las particulas que se encuentran en la 

-·----·-~~.~~~~~1~!~~-~!'12-~~~éll! ~ien~I} .-que·· ascender se observa una 
dlsmlnucl6n de la velocidad de las mismas. En la figura (5.95) las 

partlculas del fluido descienden cerca de la parte final de la 

cavidad la velocidad disminuye. 



flQ. 5.91 fy = -0.00020 íy = -o. 00040 

Dlslrlbuclón del campo de velocidades cuando se aplica una fuerza 
vertlcal en la cavidad cuadrada de arriba hacia abajo, µ=O. 001, 
N=IOO, NELE=242. 
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o.OOOlX r.. = o.oooosxfx = 
5.96 rt9. 5.97(lQ. 
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Ahora se estudia el comportamiento del modelo num~rico para 

diferentes números de Reynolds, flg. (5.ilS- 5.132). Los resultados 

muestran que el flujo es practlcamentc laminar para cuando R estan 

entre los números 0.0001 - O.l. el flujo comienza a ser rotacional 

cuando R ;?. l. Analizando las gráficas para el campo de velocidades 

se observa inmediatamente la analogta directa con las gráficas del 

campo de velocidades para diferentes flujos visc11s0s. el flujo es 

simétrico. Se manifiesta et f~nómeno numérico de inestabilidad 

numérica cuando R crece demasiado, esto se debe a dos factores 

importantes, primero si R crece entonces la \'iscoo¿.idad d~I fluido 

disminuye y en el caso extremo se comportarla como un íluido sin 

viscosidad { fluido ideal), el cual no existe en !J re<llida<l y lo 

que se esperarla es que no existiera movimiento de las parUcU!tJ:., 

segundo la ecuación que se esté\ utilizando es lineal y por 1~ tanto 

no se manifiesta ningún efecto turbulento ~n In medida qur R ere-ce. 

Cabe señalar- que las grUicas de la presión son bastante buenas par·a 

este caso. 

82 



rtq. s. ua f19, 5.119 

Curvas de nlvel y dlstrlbuc16n de la pres16n asl como la descripción 
dél campo de· velocldaes para R = o. 0001. 

rtg. s.120 

83 



''9· s.12.1 {lg. s. 122 

Curvas de nivel y dlstrlbucl6n de la presión as! como la descrlpc16n 
del campo de velocldaes para R; 0.001. 
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Resumiendo tenemos los siguientes resultados: se comprobó la 

disminución del ancho de banda de la matriz de Stokes para 

dlrerentes numeraciones de Ja malla, tambi~n se comprobó la 

estabilidad num~rica del modelo computacional en lo referente a la 

partición de la malla. La no-simetrla del campo de \'elocidades se 

debd a que la velocidad de la placa es mayor de u110 (en este caso el 

problema deja de ser lineal), también se milnifiesta cuando la 

viscosidad del fluido disminuye (fluido Ideal l ¡· cuando se aplica 

una ruerza constante a todo el fluido. Las gráficas •k la presión 

solo son buenas cuando se utlJlza una buena partición de malla, esto 

se debe básicamente a que con pocos puntos para el campo de 

velocidades se produce una mala interpolación de la presión, para 

tener una malla rni\s fina es necesario disminuir el ancho de banda de 

la matriz de Stokes y para disminuir este ancho de banda es 

necesario renumerar la malla. La partición más grande que se utilizo 

fue de 14 x J4 produciendo 196 nodos , 450 elemntos y un total de 

392 Incógnitas, el tiempo de CPU que se utilizó en una computadora 

HP'9000 serle 500 fue de 5 mln., de ahl que la reducción del ancho 

de banda de la matriz sea fundamental para tener mejores 

aproximaciones ya sea para el campo de velocidades o para la 

presión. 
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CONCLUSION 

La ecuación de Navler-Stokes para un fluido incompresible 

newton1nno, esta basada en la ley de balance para medio continuo y 

de la ecuación constitutiva para un fluido ncwtonlano. Para 

describir completamente un riuldo newtoniano incompresible es • 

necesario tres ecuaciones basicas, euacíón de continuidad, ecuac:IOn 

de movimiento y ecuación de estado. La versión lineal de la ecuación 

de Navler-Stokes para fluidos Incompresibles y viscoso es vt.Jida si 

y solo si la velocidad del flujo es pequena y la geometrla en donde 

r:l flujo se mueve no cambia bruscamente. La forma de resolver la 

ecuación de Navier-Stokes para el caso anteriormente señalado con la 

condición de Incompresibilidad, es transformar el problema inicial a 

un problema de optimización a trav~s de multiplicadores de Lagrangc, 

este esquema matemático produce dos esquemas de aproximación uno 

para la presión y otro para Ja velocida, la forma mc\s fácil de 

resolver esta dificultad es reformular el problema de optimización 

en un esquema "Penalizado" en donde solo la velocidad es aproximada, 

el cálculo de la presión se realizó posteriormente. Para aproximar 

el campo de velocidades con aproximación interna, se usan los 

polinomios de elemento finito de donde se construye la matriz de 

Stokes. Para construir esta matriz e Invertirla se construye un 

programa de cómputo de donde se simulan numéricamente los fenómenos 

flsicos estudiados. El ancho de banda de la matriz de Stokes 

disminuye de acuerdo a una numeración adecuada de la malla. La 

no-slmetrla del campo de velocidades se debe a tres eventos fisicos, 

primero cuando la viscosidad del fluido se aproxima a cero, segundo 

la velocidad de la placa es mayor que uno y tercero cuando se a~ca 
una fuerza constante en todo el fluido contenido en la cavidad 

cuadrada. Las gráficas de la presión son mejores si y solo si la 

partición de la malla es fina. Para números de Reynolds entre 10 y 

100 el flulo es rotacional y sim~trico, para valores entre 1 y 10 es 

un flujo de translclOn de laminar a rotacional, para valores menores 

a uno el flujo es laminar, para números por arriba de 1000 existe 

lnestabllldad num~rlca para este modelo computacional, 

La metodoloa:la seguida en ~ste trabajo eo; fácil una vez que se 

conocen los pasos a seguir, el punto m~s dificil esté en la 

construcción del programa de cómputo. Este programa debe simular los 
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problemas flslcos planteados y es en esta parte en donde se invierte 

el mayor tiempo posible pues los resultados que se produzcan de este 

programa depende la validez del esquema de optimización asignado. 

90 



APENDICE 1 

DIAGRAMAS DE FLUJO 

A continuación se presentan los diagramas de flujo que corresponde a 

los algoritmos num~rlcos de la construcción de la matriz de Stokes 

de la numeración de malla asi como del cálculo de la presión para su 

codificación en computadora. Se compone basicamente de 6 modulas 

y está hecho en FORTRAN. 

En la lt\mina (l) se muestra el diagrama de flujo para el programa 

principal 1 el objetivo de tste bloque es el de almacenar información 

de cada rutina , para ser procesada por la siguiente obtener 

resultados de los datos inlclales. 

La primer rutina tiene por nombre "XY" s11 objctiYo es leer l•.:>s datos 

Iniciales de la región de interés como son: la longitud de la malla, 

partición de la misma asi como los valores a la frontera del campo 

de velocidades, con estos datos se asigna la coot·dcn.:i.da (xi.'yi) al 

Nodo "N¡"· Hay que hacer notar que éste algoritmo solamente funciona 

para regiones cuadradas o rectangulares, y la asignación es en forma 

de espiral. 

La siguiente rutina es "Malla", la cual a su ves posee la rutina 

"Nodos''.y se presentan en las láminas (J 4), en cuanto a la rutlna 

"Malla", baslcamente genera la malla en la matriz .. JA", en seguida 

la rutina ''Nodos" asigna el número "l" correspondiente al nodo Nl' 

~sta rutina es allment~da por la rutina que le precedió "XV", y no 

requiere de ningún otro dato. 

La tercer rutina es "Matriz", su objetivo es construir la matri7. 

global de elemto finito (matriz de Stokes) ésta rutina se presenta 

en fa lámina (5) y es alimentada por las coordenadas generadas 

(xl'yl}' L=l 1 n , donde "n" es el numero de nodos, por los nodos 

"nodo(ie,i)", le=l,nele 1 donde "nele" es el número de elementos 

finitos, "i", en ~ste caso toma los valores 1,2,3, correspondiente 

al grado de libertad de la función a Interpolar. 

La slgulente rutina es "Sistema" su objetl\•os es resolver la matriz 

global obtenida con la rutina "M:itriz", e-;ta rutina es dividida 

en dos parte, la primera parte r·e;H.·omoda las ·rntr.1das de la matriz 

para reducir el espacio de memoriíJ. y utlizar sólo la matriz de 

banda, segundo esta ultima matriz es e11tret_!.:Jda a una rutina del 

"IMSL" para rectificar que $ea de banda y definida positiva, por 
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último da como resultado eJ campo de velocidades. 

El objetivo de las rutinas "SOLX' y "SOLY" es formar las matriceo 

"SUPX" y "SUPY" para que sea reaJJzadó el c.11culo de la presión.. 

Finalmente la rutina "Presión" realiza el cti.lculo de la presión con 

ayuda de varias rutinas del "JMSL", es alimentada por las dos 

anteriores rutinas "SOLX" y "SOLY". 

DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL PROGRAMA PRINCIPAL 

XV 

' L___.._._._,_·_·___ _ 

Solx, Soly 

Pre 1 1 d n 

1 lm In• ( 1 J 
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DRIAGRAHA DE FLUJO PARA LA RUTINA HALLA 

SUBROUTINE HALLA 

NC=SORT(NH) 

l =~ 1 NC 

(t"et.urn> 

téaln• 3 



DRIAGRAllA DE FLUJO PARA LA GE!lEllACIOH DE !.OS llOOOS 

NODOS 

1 t=l ¡ l=O 

IT.. NC-1 

J=J•t;T.=J:•t 

NOOO(l,1):::.JAll,Jl 

NODOll 12\:::.JA Cl•l, Jl 

NODO lit, :ll=JA ll, J+1) 

~---)1 J ~ t"0:::-1 -----) (r.,turn1 

¡IT=l ; J=OI 

r 

NODO O:, 1 l"JA (1, Jl 

IT "' lT + 1 

1 .. t • 1 

1.ÍM1na (.\) 

--
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SUBROUTINE "-'TRIZL 

NOl 11•8{(1 =C(l) =Otl•t, 3 

RIU l ,J)•O¡ l•t, NN¡f( 11:O¡1•1, HH 

IE1:1l,NELEf------¡> (returnJ 

IE:i:I E: • t 

'"º' 11•Nooot1E,11; r=t, JI 
r 

BCll ,C lt>, Af"(t 1, e (2), e (2)' Af(2J ,e (3) ,e (3) ,Af( 31 

YTCIJ•YCNOCIJI i 1•1 1 3 

RF(IL,JIO•Rr(IL,JNI • EtlCl,J) 

RFUL,J")=R CIL,JNI • EIZ(l,JJ 
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F ( IL) 

-

• 

...:------
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<------~l 11. ~ HN Y JH :S: HN 1 
lsI 

RflIL,JH,=RfllL,JHl ttl (l,JI 

Rf(IL,JH)=RFIIL,JHI • E12(1,J) 

IRFIIL,JHl=RrllL,JtO. E22(t,Jl 

T 
RFUL,JHl=Rf(tt..,JMl • E2t(t,J) 

f'llL) = f(ll.) - 4'Atox•rot+DY'FDZ 
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DIAGIWIA DE íLUJO DE LA llUTillA SISTEllAL 

SUBRDUTitlE SISTCHAL 

ULC l,J) =C ( t, Jl =O; J.. 1, tlNJ ¡ J=1. ,HOS•1 

IA•lflfl; JU1:tfHl; Nt=JIDS 

RETURH 
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1PROGRA~tA PARA ENCONTRAR EL CAMPO DE VELOCIDADES EN UNA CAVIDAD 
1 RECTANGULAR 
1CON DlíERENTES CONDICIONES A LA íRONTERA DEL TIPO DIRICHLET USANDO LA 
1 TECNICA 
1 DE ELnlENTO F'INITO BASADA EN LA FORMULACION DE PENALTY. EN ESTE PROGRAMA LAS 
1 F'UNCIONES A SER UTILIZADAS SON TRIANGULARES LINEALES. 
1 PROGRAMADOR: DAVID MONDRAGON VARGAS 
! INST!l UTO DE GEOF'ISICA DE LA UNAM 
1 JUN 22 DE 1989 
!•111:1a•=•••1;11¡;¡11•11<111111a~a11111111:11la11:11============a===================================== 

PROGRAM PENALTY 
f••••••C11••=•••••111•1111a.s:aci•;1a•••111:aa1ra=i1:111c=a=:1a:cac===============11========!====== 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 

PARAMETER ( ND•400 , Nf•ISOO, NT•J , NS•20, NJ•SO) 
DIMENSION X(NDJ, Y(NDJ, í(Nf), RK(ND,NDJ, XS(ND), CIND,NDJ, ZINDJ, 

Rf(ND,NDJ, JA(O:ND,O:NDl, U(ND,ND), NODO(NF,NT), IX(ND), 
IY(NDJ, FRX(Nfl, FRY!NFl. SUX(O:NS,O:NSl, SUYIO:NS,O:NSJ, 
CC(2,NJ,2"NJ), WK(2"NJ"NJ.2°NJJ, FXINDJ, FYINDl 

CllARACTER"SO FT 
LOGICAL FLAG 

CALL XY (X, Y,IX, IY,NN,11,:l:Nl,CE,NDS,NELE,RLONG,FRX,FRY.fLAGl 
CALL MALLA (NN,NC,NELE,IX,IV,JA,NODO,FLAGJ 
CALL MATRIZ (CE,X, \',RK,Rf ,NNl,NN,NELE,H,AR,NODO,PG, FX,FY,FLAGJ 
CALL Sl(NDS,RK,RF,fRX,FRY,F,NNl,NN,U,XS,C,IER,AR,FX,fY,fLAGl 
CALL SOLX (NC,NNl,IX,IY,XS,SUX,RLONG,FRX,XM,YM,FLAGl 
CALI. SOLY (NC,NNl,IX,IY,XS,SUY,RLONG,FRY,FLAG) 
CALL PR(NC,NNl,NN,PG,X, \' ,AR,XS,NELE,FRX,FRY,SUX,SUY ,XM, YM,NODO, 

CC,WKJ 

STOP 
END 

l•••••11aaa1111amc==•caa=s•=••=•a=a:sza=====11=1:1=================================~= 

SUOROUTINE XY(X, Y, IX,IY, NRAN,H,1-INl,C,NDS,NELE,RLONG, FRX,FRY,FLAGJ 
f11e111•••••••••=••a===:11==•am:•==•*=•••=•=========:m=========================o====== 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-11,0-Zl 
RUTINA PARA GENERAR LAS COORDENADAS DE LOS NODOS 
DA COMO SALIDA: 

XINN), Y!NNl QUE CONTIENE LAS COORDENADAS DE LOS NODOS 
NRAN • NN NUMERO DE NODOS 
11 : LONGITUD DEL TRIANGULO 

ND NO. DE DIVISIONES DE LA MALLA 
NI NO DE SUB-MALLAS 
NC CONTADOR DE LAS SUBMALLAS 
L CONTADOR SOBRE LAS "X'S" 
K CONTADOR SOBRE LAS "Y'S" 
1 CONTADOR SOBRE LA DIMENSION A USAR 
NP CONTADOR PARA MOVERSE EN UNA SUB-MALLA 
NPI 1 CONTADOR PARA MOVERSE POR LA LINEA DE LA SUB-MALLA 
11 LONGITUD DE LOS TRIANGULOS 

NOM NOMBRE DEL ARCHIVO EN DONDE SE ENCUENTRAN LAS COORDENADAS 
NOS BANDA DE LA SUBMATRIZ RESULTANTE 

FLAG VARIABLE LOGICA DE ESCRITURA DE ARCHIVOS 
NELE NUMERO DE ELDIENTOS 

DIMENSIDN X(I), Y(ll, IX(IJ, IY(I), FRX(I), FRYlll 
CllARACTERºSO NOM 
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LWICAL fLAC 

WRITE c•:1·1101ABRE DEL ARCHIVO DE DATOS -.sJ'J 
READ '(ASO)', NOU 
OPEll CUllfTafO, f'CLEcNGUJ 

l!EAú (10,'l 1.¡o, Rlül•C. e 
WRITE c-.·(·No••,(4,·11LONG•",GIO.s.·c~·.c10.s1·1 ND.RLO:\G,C 
READ C!O,'ILI l' l fLAG 

CUJSE CUNIT•IOJ 
H a RlONG/úflOATWúl 
WRITE (•,'("H··.c10.s1· 1 H 
WRITE l','I lf 
NI • 1 1.0 -l J/2 
NELE • t~[J..2•2 
NC • 1 
L •NI 
K u NI 
1 • 4 

NP • ( 
WRITE (•,'("SUB-MALLAS",13,JX,"LONClITD DEL TRl",ClO.Sl'l !1:1.H 

CALCULO DE LAS COORDENADAS DE LOS :\ODOS 
VALORES l1'1CIALES DE LA MALLA MAS PEQL'E&A 

XIII • úfLOAT!NIJ ·• 11 
Y(I) • Dfl.OAT(:\11 • H 
X(2) • DfLO.\T(,0.:1+1) • 11 
Y!Zl • DFLOl\TINIJ • H 
XIJJ • DfLOATINl+ll • 11 
YIJJ • DfLOAT!Nl+IJ • 11 
X(4) • DfLO.\TINIJ • 11 
Y(4) • OfLOAT!Nl+ll • 11 

J)C(l) •NI 
IYll) •NI 
IX(2) • NI+! 
IY(Zl •NI 
IX(Jl ~ Nl+I 
IY(JJ • Nl•I 
IX(4l •NI 
IYl4J • Nl+I 

CICLO PARA MOVERSE SOBRE CADA SUB-MALLA 

IF' ( NI .GE. 1 l TllEN 
DO w111u; ( NC .LE. NI l 
NP•NP+Z 
L • L - 1 
K • K + 2 

NPI • 1 
DO WlllLE 1 NPJ .LE. NP l 

1 • 1 + 1 
K • K - 1 
X 1 1 l • H • DF'LOATIL) 
Y ( 1 J • 11 • DF'LOATIKJ 
IX ( 1 l = L 
IY ( 1 l • K 
NPI • NPI + 1 
tND DO 

IOl 



NPI = 1 
DO WHILE ( NPI .LE. NP ) 

1 = 1 + 1 
L = L + 1 
X ( 1 ) = H • DFLOAT(Ll 
Y ( 1 l = H • DFLOATCKJ 
IX ( 1 l = L 
IY ( 1 l = K 
NPI = NPI + 1 
END DO 

NPl = 1 
DO WHILE ( NPI .LE. NP l 

.. = 1 + 1 
K = K + 1 
X ( 1 l = H • DFLOATCLJ 
Y ( 1 l = H • DFLOATCKI 
IX ( 1 l = L 
IY ( 1 l = K 
NPl=NPl+I 
END DO 

NPI = 1 
DO WHILE ( NPI .LE. NP l 

1 = 1 + 1 
L = L - 1 
X ( 1 ) = H • DFLOAT(L) 
Y ( 1 l =H • DFLOAT!Kl 
IXCll=L 
IY ( 1 l = K 
NPl=NPl+I 
END DO 

K = K - 1 
NC=NC+I 
END DO 
END IF 
NRAN = 1 

1 VALORES DEL CODIGO DE LOS NODOS 
NNI = (ND-1)..2 
NNE = CND+l)..2 
NOS = 2ºNNI - 1 
1F (FLAG) THEN 

OPEN (UNIT=ll,FILE='COR.DAT'l 
DO 1 = 1,NRAN 

WRITE (11,'(f5.2,2X,FS.2)') X (() , Y (() 
END DO 

GLOSE C UNIT = 11 l 
END lf 

CALL FRO(NRAN,NNl,fRX,FRY) 

RETURN 
END 
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NPI • 1 
DO WlllLE ( NPI .LE. NP 1 

J • 1 + 1 
L • L • 1 
X ( 1 1 • 11 ° DfLOA TILI 
Y ( 1 1 • 11 ° DfLOATIKI 
IX ( 1 1 • L 
IY ( 1 1 • K 
NPI • NPI • 1 
END DO 

NPJ • 1 
DO WfllLF. ( NPI .LE. NP l 

1 • J • 1 
K • K + l 
X ( 1 1 • 11 ° DfLOAT!LJ 
Y ( 1 l • 11 ° DJ'LOAT(KI 
IX ( 1 1 • L 
IY ( 1 1 • K 
NPI • NPJ • 1 
END DO 

NPI a 1 
DO WlllLE ( NPI .LE. NP 1 

1 • 1 • l 
L • L - 1 
X ( 1 1 • H 0 DfLOAT(L) 
Y ( 1 l • 11 ° DFLOAT(K) 
IX ( 1 1 • L 
IY ( 1 l • K 
NPI a NPI + 1 
END DO 

K a K - 1 
NC•NC•I 
END DO 
END IF 
NRAN • 1 

1 VALORl.S DEL CODIGO DE LOS NODOS 
NNI a IND-1)002 
NNE • (ND+IJuz 
NOS a 2ºNNI - 1 
lF" (FLAG) THEN 

OPEN (UNIT•ll,flLE•'COR.DAT') 
DO l • l,NRAN 

WRITF. (IJ,'(f5.2,2X,f5.2)') X (1) , Y (f) 
END DO 

Cf.OSE ( UNIT = 11 l 
END lf' 

CALL f'RO(NRAN,NNl,F'RX,FR\'J 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE fRO!NN,NN!,rRX,FRY) 
!===;;===:===========:si::::::::=:;===============:::::::,;;:==::.:::::::.-:::::::::::::::::==:::========;:;=:::r-:::::::::::;;::: 

IMPLICIT DOU!lLE PRECISION (A-H,0-Zl 
PARA.METER ( CERO = O.DO ) 
DlMENSION FRX(J), fRY(l) 
CHARACTER '50 f 

DO 1 =l , NNI 
F'R.'((l) = CERO 

END DO 

\\'RITE (','("ARCHIVO DE FRONTERA lfXI ",S)') 
READ '(ASO)', F 

OPEN (UNIT=21, rlLE=FI 
DO 1 = NNI+ l , NN 

READ 121, 'l FRX! 11 
\\'RITE (•,•¡ 1 , FRX(l) 

END DO 
CLOSE (UNIT=Z!J 

DO 1 = 1, NN • NNI 
FRY(ll = CERO 

END DO 

WRITE (','("ARCHIVO DE FRONTERA IFYI ",$!') 
READ '(ASO)', F' 

OPEN (UNIT=22, f"ILE=F'l 
DO l = NN + NNl + 1, 2 ' NN 

READ (22,') FRY(I) 
WRITE (•,•) 1 , FRY(l) 

END DO 
CLOSE (UNIT=221 

RETURN 
END 

!==========================================================::.=====:::=====::::::::::::::::::: 
SUBROUTINE MALLA(NN,NC,NELE,IX,IY,JA,NODO,FLAG)

!====-==================================================================::o::::::.:..:=.::.= 
lMPLICIT OOUBLE PRECISION <A-H,0-Zl 
RUTINA PARA GENERAR LOS NODOS CORRESPONDIENTES .~L ELEMENTO E 
PARAMETER ( ND=IOO , NT=3 ) 
DIMENSION 1)((1), IY(l J, JA(O:ND,O:ND), NODO(NELE,NTl 
CHARACTER'SO FF,fORMA,f"ORTRI 
LOGICAL FLAG 

NC ~ INTISQRT(fLOAT(NNlll 

ALGORITMO PARA LA CONSTRUCION DE LAS MALLAS 

K =O 
DO 1=1, NC 
DO J = 1. NC 

K = K + 1 
JA (lY(K),lX(K)) = K 

END DO 
END DO JO;¡ 



ClftH llJNIT•IZ,Fllb'llALLA.DAT'I 
00 l -NC-1,0,-l 
ftlTE 1° ,'1200141'1 UAll,11,1-0,NC·ll 
Wlm: 112.'1200141'1 CJAll,ll,1-0,NC-11 

DIO DO 

REWIND IUNIT•121 
DOl•l,NC 
RtAD 112. '1200141'1 UAll,11,l•l,NCI 

END DO 
a.OSE IUNIT•IZI 
1 • 1 
lt. o 
DO WlllLE 1 1 .LE. INC·ll 1 

IT • 1 
l•O 
DO WHILE 1 IT .LE. INC-11 1 

1 • 1 + 1 
lt • lt + 1 
NEL•NEL+Z 
NODO llt,11 • IA 11,11 
NODO llt,21 • IA 11+1,ll 
NODO llt,31 • IA 11+1,l+ll 
lt•lt+I 
NODO llt,11 • IA 11,11 
NODO llt,21 • IA 11+1,l+ll 
NODO llt,31 • IA 11.1+11 
IT•IT+I 

ENO DO 
l. 1. 1 

END DO .. 
IF lf'l.AGI 1HEN •

OPEN IUNIT•l3,RLE•'FCJa1111.DAT'I 
DO lt • 1, MU: 

Wlll'E 113,'13151'1 INOOOIK.Ll,L-1,31 
DIO DO 
a.osE IUNIT•l31 

DID IF 

ftlTE lº.'l"NEl.aº,141'1 NtL 
ltETURN 
END-----·-·-----··-------··-------··-·-·SUIROUTINE MATRIZIC,X,Y,Rlt,RF,NN,NG,NELE.H,A;NOOO,PG,FX,FY,FIAGI·-----··-·----- --·--··--··-···NELE NllllERO DE ELDIET05 
NN NUMEJtO DE NODOS 
A : AREA DEL TlllANGULO 

XINNI, YINNI: COORDENADAS ASIGNADAS A LOS NODOS 
ltlNN,NNI : llATillZ A SER INVERTIDA 
1131, Gl31 : DERIVAS DE LAS FUNCIONES DE PESO 
COOOINNI : CODIGO DE LOS NODOS 
NOOOl31 : NODOS DEL ELEMETO "Eº 

DIPLICIT DOUBLE PRECISION (A-ff.0-ZI 

PARAMETER INT"3,a:RO-O.DO,CIN-S.DO,CINP-o.500,DOS•2.DO,UN0-1.DOI 
DIMENSION XIII, Ylll, RKl2ºNN,2ºNNI, BtNTI, G(NTI, NOINTI, 
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NODOCND.E,NTI, U'(zeNG,2"NGI, FXUI, FYOI, AFltn"I, 
XTIHl'I, mHl'I 

awtAcn:R"50 FF 
LOGICAL Fl.AG 

IF ( H .NE. CERO 1 TMEN 
A-CINP"HºH H AREA DEL TRIANGULO 
WRITE (º,'l"AREA DEL TRIANGULO ",G20.IOl'l A 
WRITE (º,'('"TERMINO CONSTANTE ",G20.IOI') C 
WRITE (º,'("NUMERO DE ELEMENTOS ",141'1 NELE 
WRITE (º,'l"DIMENSION DE LA MATRIZ ",14)') NN 
WRITE (º,'l"VISCOC:IDAD , PENALTY, REYGNOLS "l'I 
READ •, RM, PG, RE 

DO 1•1,3 
NO 111 •O 
IUl•CERO 
G 111 •CERO 

END DO 

DO 1 • l,Z-NG 
DO 1 • l,2•NG 

RF 11,U • CERO 
END DO 

END DO 

DO 1 • l,ZºNN 
DO 1 • l,ZºNN . 

RX 11,JI • CERO 
END DO 

EM> DO 

WRITE (º,'(" V J"l'I 
WRITE lº,'I" T 1 P O DE FUNCION"l'I 
WRm Iº,'(" F • CID 101"1'1 
WRm (•, '(" F • C'll:l"X 11r1·1 
WRm (º,'(" F • cn:1•x·2 121"1') 
WRm 1•, '1" F • cn:1•1x-cn:z1·2 131"1'1 
WRITE lº,'I" F • cn:1•1v-cn:z1·2 141"1'1 
nrn: 1•:r r • cn:1•1x-cn:z1·ztCTE1•1v-cn::wz 151"1') 
REAi> 0 , LO 
WRITE (º,'("DAME LAS CONSTAHl'ES cn:t, CIU, CTE3 "l'l 
REAi> •. cn:t, cn:z. cn:3 
WRITE lº,'l'FUERZA EN X 111 ·1·1 
WRITE lº,'l"FUERZA EN Y IZI "l'I 
WRm lº,'l"FUERZA EN X J Y 131 "l'I 
READ 0 , ILO 

DO IE • l,NELE 
DO I • 1,3 

NO CU • NODO llE,11 
END DO 

8 111 • Y 1 NO IZI 1 - Y 1 NO 131 1 
G 111 • X ( NO 131 1 - X 1 NO 121 1 
8 IZI • Y 1 NO 131 1 - Y 1 NO 111 1 
G 121 • X ( NO 111 1 - X 1 NO 131 1 
8131• YINOllll-YINOl211 
G 131 • X 1 NO 121 1 - X ( NO lll 1 
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Af'lll • XINOC21lºYIN0(3)) - XINOl31lºYINOCZll 
Af'l2) • XlNOl31lºYlNO<lll - XINO(Ul0 YINOl3ll 
Af't3l • XINOllllºYINOIZll - XINO<ZllºYINO(lll 
DO l•l,3 

XTlll•XINOllll 
mll•YlNOllll 

ENO DO 

MA'TltlZ DE FRONTERA 

DO 1•1,3 
IL •NO 111 
00 J. 1,3 

JM•NOUI 
RFI IL, JMl•RFl IL,JMl•l UNOIRE•PC1•em•e1Jl•USOIREºG( l lºGl J 1 
RfllL+NG,Jll lmRFlll+NG,JM l + PGºBIJl"G(I) 
RfllL ,nl•NGl•RFllL ,JM•NGl • PGºBlll"GIJI 
RfllL•NG,JM+NGl•RfllL•NG,JM+NGl+VNOIREºB(llºBlJl+IUNO/RE+PGlº 

Glll0 G(J) 
END DO 

END DO 

DO 1•1,3 
IL •NO 111 
00 J • 1,3 U COSTRUCCION DE L., ll-'TRIZ K 1! 

JM •NO U1 
IFI llL .LE. NNl .ANO. IJM .LE. NNl 1 THEN 

Rltlll,IMl•RJtllL,JMl•IUNOIRE•PGl"B{ll"B(Jl•UNOIREºGlllºG(JI 
RltllL•NN,111 1-RKUL+NN,Jll 1 + PGºBIJlºGlll 
RltllL ,Jll•ll.'Nl•RltllL ,Jll+NNl • PGºBUlºGUl 
RltllL•NN,Jll•NNl•RKllL•NN,Jll+NNl+UNOIRE"BlllºBIJl+IUNO/RE+PGIº 

Glll"GlJl 
END lf 
IFI llL .LE. NNl .ANO. llLO .EQ. 11 1 THEN 

FO • GAUSSIXT,YT,Aflll,Blll,Glll,A,LO,CTEl,CTEZ,CTE3l 
FXllLI • fXllLI • 4.00"fO 

ELSE IF ( llL .LE. NNl .ANO. llLO .EQ. 21 l TIIEN 
FO • GAUSSIXT, YT.AFlll.ltll,Glll,A,LO,CTEl,CTE:!,CTE3l 
FYllL+NNl • fYllL•NNl + 4.llOºfD 

El.SE lf 1 llL .LE. NNl .ANO. ULO .EQ. 31 l THEN 
FO • GAUSSIXT,YT,AF(l),8(1),Glll,A,LO,CTEl,CTEZ,CTE3l • 
FXUL l • FXUL 1 • 4.DO•fD 
FYUL+NNI • fYllL•NNI + 4.DO"FD 

EltlD lf 
END DO 

END DO 
END DO 
IF IFLAGl 1ltEN 

Ol'EN IUNIT•l4,flLE•'llAT.DAT'I 
DO 1•1, ZºNN 
WRITE ll4,'1200f6.2l'I IRKll,11.J•l,ZºNNl 
END DO 

C1.0SE IUNIT•141 
END IF 
IENI> IF 
REnll!N 
END -106 



!••····················-·····················-········-··············-···SUllROUTINE Sl(NDS,RK,RF,FRX,F'RY,S,NNl,NN,UL,X,C,IER,AR,FX,FY,Fl.AI 
f•••••-••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••=s 

OIPLICIT DOUBLE PRECISION IA-H,0-ZI 
NOS TAMANO DE LA DIAGONAL 

PARAMETER ( 005•2.DO, CU•4.DO ) 
DlllENSION RKl2"NNl,2"NNll, F'RX(I), F'RY(I), UL(2"NNl,NDS+I), XII), 

C(2"NNl,NDS•ll, RFIZ"NN,Z"NN), S(I), rxm. FYlll 
CHARACTER"50 FI 
LOGICAL FLA 

WRITE (•,'("NNl•",IJl'I NNI 
WRITE (",'("BANDA•",131') NDS 
WRITE (",'("VECTOR FRONTERA FX"l'I 
WRITE l",'(200F6.Z)') (FRX(IJ,l•l,NNI 
WRITE (•,'("VECTOR FRONTERA FY"l'I 
WRITE (",'(200F6.2)'1 IFRYllJ,1•1,Z"NNI 

DO 1•1,NNI 
SUM •CERO 
DO J•NNl+l,NN 

SUM • su•t • RF(l,JJ"FRX(JI 
END 00 
5111 • FXUI - cu•AR •suM 

END DO 

DO l•l,NNI 
SUM•CERO 
00 J • NN • NNI • 1 , z•NN 

SUM • SUM • RF(l,J)•FRYUl 
END 00 
sm • SUI - cu•AR"SUll 

END 00 

JIM • NNI 
DO 1 • NN • 1, NN • NNI 

SUM •CERO 
JIM • JIM • 1 
DO J•NNl•l,NN 

SUM • SUM • RFll,Jl"FRXU> 
END 00 
SUIM) • FYUIM) - CU"AR"SUM 

END 00 

JIM • NNI 
DO 1 • NN + I, NN • NNI 

SUM-CERO 
JIM • JIM + 1 
00 J • NN • NNI + 1 , z•NN 

SUM • SUM • RFll,Jl"FRYU> 
END 00 
S(JIMI • SUIM) - SUM 

END DO 
WRl'TE (•,'("JIM•",14)') JIU 
WRl'TE (",'("VECTOR BUI "l'I 
DO l•l,JIM 

WRITE (•, •) I, S(I) 
END 00 10'7 



EXTitACCION DE LA SUBMATRIZ 
WRITE 1•,•1 

ALGORITMO PARA SACAR LA PARTE SIMETRICA DE LA MATRIZ 
NSUB •NOS+ 1 
J • NSUB 
1. 1 
DO WHILE l 1 .LE. NSUB 1 
KI • 1 
DO WHILE l (J .LE. 2°NNll .ANO. (J .NE. O) l 

C U,11 • RK (Kl,J) 
KI • KI + 1 
J • J • 1 
END DO 

l•NSUB-1 
1 • 1 + 1 • 
END 00 
IF(FLA) THE."l 

OPEN IUNIT•30,FILE•'TRl.DAT'I 
WRITE (30,'("MATRIZ TRIANGULAR")') 
00 l•l,2ºNNI 

WRITE (30,'(200F6.2)'l (C(l,Jl,J•l,NSUB) 
END 00 
CLOSE (UNIT•JO) 

END IF 
C• L ºUTRA:-:l 

IA • 2ºNNI 
IU • 2ºNNI 
NC •NOS 
WRITE lº, 'l"NDS-",131'1 NOS 
WRITE lº,'l"NNl•",131') NNI 
WRITE lº,'("NC•",131'1 NC 
WRITE 1°,'l"IA•",l~I IA 
1ill!TE Cº,'l"IU•",13)') IU 
CALL LUDAPB (C,2ºNNl,NC,IA,UL,IU,01,02,IERI 

RESOLUCION DEL SISTEMA 
CALL LUELPB(UL,S,2ºNNl,NC,IA,XI 

WRITE (º,'!"ARCHIVO SOLUCION ")') 
READ '(ASO)', FI 
OPEN IUNIT-63,FILE•Fll 
WRITE t•,'("SOLUCION"l'I 
00 l•l,NNI 

WRITE lº, ºI Xlll , Xll+NNll 
WRITE 163,•1 xm . X(l+NNll 

END DO 
CLOSE IUNIT-631 

RETURN 
END 

1-············=···········-·········=·=·=••.c====•===========;;:•==========••11= 
SUBROUTINE. PR INC,NN, NG,PG,X, Y,A, S,NELE.FX,F'Y,SUX,SlJY,XM, YM,NODO, 

C,WKl 

!•··-·-·····==····-··········-··========================·=·=·---==·===~·
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-ZI 
PARAMETER IN•3, CERO-O.DO, CINP=0.500 ) 
DIMENSION Xlll,Y(I), RINI, WINI. T(N), NO(N), NOOOINELE,N), BINI. 

GIN), S(I), FXlll, FYll), SUXCNC,NC), SUYINC,NC), XM(NC), 
YMINCI. C(2,NC,2ºNCI. WK(2ºNC0 NC+2ºNC), PDSl(N), PDS2(N) 

CHARACTERºSO F 
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IFCA .NE. CERO) THEN 
WRITE 1°,'("ARCHIVO PARA LA PRESION "1'1 
READ '(ASO)', F' 
OPEN CUNIT•69,FILE•FI 
CALL PESOSCR,T,Wl 

DO n: • l,NELE 

DO 1 • l,N 
NO (1) • NODO CIE,11 

END DO 

XX • XCNOUllºRCll + Xll'>Ol211ºTl21 + XIN0131lºIVl31 
YY • YINOllllºRlll + YINOl2ll"Tl21 + YINOl311"Wl31 
CALL DXYISUX,XM,NC, \'M,C,WK,PDSl,XX, YYI 
CALL DXYISUY,XM,l\:C,\'ll,C,WK,PDS2,XX,YYI 
WRITE 169,•) XX, \'Y, -PGºI PDSH2l + PDS2(3) l 

END DO 
CLOSE IUNIT•69) 
END IF' 

RETURI\: 
END 

!•••••••••••••••••••=•••=••••===•s=====•==•=========s===================•====• 
SUBROUTINE PESOS(R,S,Tl 

f•••••••••••••••••••••••••••=•••••••••••••a•••=•==•=••=s=====•==•=•=====•••z•= 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION IA-H,0-Zl 
PARAMETER ( N • 3 , UNO•l.00, TRES•J.DO l 
DIMENSION RINI, SCNI, TINI 

ROi • UNO/TRES 
Rl21 • UNO/TRES 
RIJl • UNO/TRES 

Sil) • UNO/TRES 
Sl2l • UNO/TRES 
SCJI • UNO/TRES 

TI ll • UNO/TRES 
T(2) • UNO/TRES 
TCJI • UNO/TRES 

RETURN 
END 

!•===••••==-=••=•••===•=••••••••••••••z=•••••••••••••••=====••••••accaaccaaaac 
SUBROUTINE SOLXCNC,NNl,IX, IY,XS,A,RH,FX,XM, YM,FLAGI 

!••=•••••••=••••=•===••aaa:cscazzacaacaaa•••••••••••11•c=•===•=•••••-=•s••=•••••• 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION CA-H,0-Zl 
PARAMETER INT•IOO,CER0=0.00,UNO=l.OOl 
DIMENSION IX(l),IY(l),XSlll,AIO:NC-1,0:NC-ll,FX(ll,XMlll,YMlll 
CHARACTERºSO FORMA, F 
LOGICAL FLAG 

WRITE (º,'("FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO ")') 
READ •, AM 
DO l•l,NC 
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YWUl-aRO 
END DO 
IFINC .NE. O) RES•RHllDflOATCNC-lll 
l•I 
RsCEll.O 
WRITE Cº,'('RES•",FIO.Sl'l RES 
DO WHILE(R .LE. RH) 

XM(I) • R 
YM(I) • R 
1. 1 + 1 
R•R+RES 

END DO 
XMCNCl•RH 
YMCNCl=RH 
DO l•l,NC 

DO J•l,NC 
All,Jl•CERO 

END DO 
END DO 
K•O 
DO l•l,NC 

DO J•l,NC 
K•K+l 
IFCK .LE. NNIJ THEN 

ACIYCKJ,IXCK)) = XSCKl 
ELSE 

ACIYCKl,IXCKll • FXCKJ/AM 
ENO IF 

END DO 
END DO 
RETURN 
END 

!===•••-=••••=••c•ec:aa••••••::caaac;-ascc=::ma=1111•&======-======-==========c::=::= 
S\JBROUTINE SOLYINC,NNl,IX,IY,XS,A,RH,FY,F'LAG)

r---·---·····-··-·········--··-·:111·•-=•••=-=-=·-·=-===:ss:-=== 
IUPLICIT DOlJBLE PRECISION (A-H,0-Zl 
PARAMETER INT•IOO,CER0-0.00,UNO-J.DO) 
DIMENSION IX(I), IYCll, XS(I), A(O:NC-1,0:NC-ll, FYUI 
QIARAcn:RºSO F 
LOGICAL FLAG 

DO l•l,NC 
DO J•l,NC 

A(l,Jl•CERO · 
END DO 

END DO 
K-0 
DO l•l,NC 

DO J•l,NC 
K-=K+l 
IF(CK .GT. NNIJ .ANO. IK .LE. 2ºNN!ll THEN 

AUYCK-NNIJ,IX(K-NNI)) • XS!Kl 
ELSEIF 1 K .GT. 2ºNN1l TllEN 

ACIYCK-NNll,IXCK-NNlll = FY(Kl 
END IF 

END DO 
END DO 
RETURN 
END 
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,_____ WWW••-••as••---------=--••c•----=•--=mc::i 
SUBROIJTINE DXY(F,X,N, Y,C,WK,PDS,XSUM, YSUM)

r----···-·--···-·····=·•11:1=-==-····=·••=••••••••••••=•••••••=•==·=-==;:;:= 
RUTINA PARA CALCULAR !.A DERIVADA DEL CAMPO DE VELOCIDADES 
FIN,NJ : ARREGLO QUE CONTIRNR LA SUPERFICIE A SER INTERPOLADA 

X(N), Y(Nl : COORDENADAS DE LA SUPERFICIE 
C(2,N,2•N): COEFICIENTES DEL SPLINE DE INTERPOLACION 
W(2ºNN+2Nl: ARREGLO DE TRABAJO 
PDS(3) : DERIVADAS PARCIALES 

(XSUM,YSUMJ: PUNTO EN DONDE SERAN CALCULADAS LAS DERIVADAS 

IMPLICIT OOUBLE PRECISION (A-H,0-ZJ 
PARAMETER(UNO•l.DO,CERO=O.DO) · 
DIMENSION F(N,NJ, X!NJ, Y(N), C(2,N,2ºNl, WK(2ºNºN+2ºNl,PDS!3l 

DO l•l,2ºNºN+2ºN 
WK!ll=CERO 

END DO 
DO l•l,3 

PDS(l)=CERO 
END DO 

DO l•l,N 
DO J•l,2ºNN 

C(l,l,J)•CERO 
C(2,l,Jl•CERO 

END DO 
END DO 

IC-N 
NX•N 
NYcN 

CALL IBCCCU !F,X,NX,Y,NY,C,IC,WK,IERJ 
CAU DBCEVL (X,NX,Y,NY,C,IC,XSUM,YSUM,PDS,IER) 

RETURN 
END 

t-·-·••i;czaaaaa:aa-•••a:asca•as:aaaaaaa;:;:=a:1:1:aa111aaaaaaaam=as::aaaascac:c:=a:c.211-a 

DOUBLE PRECISION FUNCTION GAUSS (X, Y,A,B,G,AR,L,CTEl,CTE2,CTE3)
r-====·===•=-c••=·=·····=====·=·=========·==•=====·=·=-======================== 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 
PARAMETER!M•3,UNO•l.00,CERO=O.DO,DOS=2.DO, TRES•3.DO) 
DIMENSION X(M), Y(M), RIMJ, S(M), T(MJ, W(M) 

R(I) • UNO/DOS 
R(2) • UNO/DOS 
Rl3) •CERO 

S(l) •CERO 
5(2) • UNO/DOS 
S(3) • UNO/DOS 

TUI • UNO/DOS 
TI2l •CERO 
TI3) • UNO/DOS 

W(I) • UNO/TRES 
W(2) " UNO/TRES 
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W(3) • UNOrTRES 

SUM • CERO 
DETJ • lX(IJ-Xl3JJºCYl2J-Y(3JJ - (Xl2J-Xl3JJº(Y(l)-Y(3)) 
DO l•l,M 

XX•XI 1 l'Rll J+X(2)'Sl 1l•X(J)'T(1 J 
YY•Yl 1 l'Rll l•YC2J'Sl 1 l•YlJ)'Tlll 
fN•lA•D'XX+G'YYlllDOS'ARl 
lf(L .EQ. 01 fC•CTEI 
lfCL .EQ. IJ fC•CTEl'XX 
lffL ,EQ, 2) fC•CTEl'XX"2 
lf(L .EQ. 3) fC•CTEl'(XX-Cl'E2)"2 
lfCL .EQ. 4) fC•CTEl"lYY-CTE2l""2 
lf(L .EQ. SJ fC•CTEl'lXX-CTE2l""2 +CTEl"lYY-CTEJl''2 
f • fN"fC 
SUMxSUM•f'DETJ'Wll J 

END DO 
GAUSS • UNO/DOSºSUM 
END 

!•c;:i:a•aaa11111•=az=1:11u.s:aw••s=ma=i1:1aa.1::111==i.a=========================================== 
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APENDICI: 11 

DD'JNICION 

S6a F:V -> R , se llama derlYable direccional en el punto u E V 

en la dirección v al !Imite: 

f(u • ;\v) - f(u) 
f'(u, vi = tim IAU.I) 

.\--+ o' 

siempre que exista. 

DEFINICION. . 
Si existe u • V tal que f'(u,v) s: <v,u> V v E V se dice que F" es 

Gateaux-diferenclable en u. Es decir derivable en todas las 

direcciones. 

TEOREMA (Multlpllcadores de Euler-Lagrange) 

Considere el problema de minimización con restricción siguiente: 

mlnlmlze J(u) 

sujeto a u E D tal que G(u) = O . lAll.2.!. 

suponga que J y G son Gateaux-dlferenclable, J tiene un mlnlmo local 

bajo la restr1ccl6n G(u) • O en el punto regular u , entonces 
0 

existe un elemento ;\ E V•. donde V• es el dual de V tal que la 

funcional lagran1lana: 

Llu,;\) = Jiu) • <;>.,G(u)> IAll.J) 

es estacionaria en u , es decir: 
0 

11Jlu ) • A4G(u l = O IAll.4) 

-
0 0 

donde (All.4) esta definido como: 

4Jlu ;v) • a [ ~ Jiu + o.vi ] • IAll.5)
0 a o CI s: 0 

• 
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