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INTRODLCCION

R Eraba o que 88 presenta, NO eh mAS QUi @upesr inns e de

mas die 10 antas de separtie clases de matemdticas <n 2l owvel bachi-

tlerato.

El curso que se tomd coma vefarencia @s Mal

el Colegtn de Ciencias y thunanidade

v ogue corresponde ai Alaebra oy

cuyn desarrolio y explicacion se realicd, ponsando gue el

sera, an vlbtina instangaa, 2l loctor poteacial de esta bos

En 2l trabajo sz describan una serle de probledcas gue  se

resuslven de omnanvea tontuibiva. tratande gue 21l aluweno  praocure la

solucidn can SUs proplos recurens, (Geas 2 1Maginasidn

Sl U B

vizcurso del algebra.

Tambieén se hace énfasis caonstintensnte en la correspondan~

cia entre los coonceptos algebraicos v las

CEPrESEN A 1ONSS [Eome iy -

gas, con

du,cando gue es la tacrmn menos rigtda, a rin gue @1 aiumno

azimile la

plicacidan.

La formalizacion de !os métodps y de las eipresiones alge-

braicas se lleva a cavo al vinal de cada fema, dada gqus se conside-

ra mas diddrtico comenzar de manera fntuitiva y de forma geonetrice



CariTuLOo X

FROFIEDADES DE LOS NMUMEROS REALES

Oz de las necesidatdes que surguieron desde biespos inmend-—

rrales son | de contar vy medir, El humbre pramitive contaba  lus

dtas y sus pertenengias.  fFarda hacerlo asoclabla a cada obijeta otro

mas manejable, por ejempla, una giedra, un nudo en wna cuerda o hien
una muesca o mAarca o algln objeto de uso cotidrano, como su cuchii—
1o, Una asociacian  natural quie se  did fue la de hacer corres—
D e las  dodos  de lies manons  con los ol ietes que se querian
cantar, agsociacidn gue 5 ha nrocorvauw a traves da los siglos v 62
usa todavia para apgrendes a contar.  Paosteriormente hicieron parcas
2n la pared de su hablitacion g las prritaban en papiro, up tipo de
pappl elabiomoadn  por o egiprios. For ejemplo, 7//7 =simbBolizaban

s obielos,

Esta dltima foraa de asociacidn pormitia el mostrar "cudo-
tos"” aun cuando no eqistla el concepto de namero tal y coms 1o cono-
cemas, niouna palabréa gue le @dpresara. Sin  embargo para asstear

nhmeros grandes, tales cons 100, se volvia poco eficienba y era di-
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INTRODUCCION

mas da 14 aos de dmpartiy clases de matematicas en

Llerato.

El curss que se tomd camo ref-=z:

el Cnleyro de Ciencias v Humanidades, gues corresponde

cuwyo desarrollo vy esplicacton se  real:2o, pensando

Seray, en Gitima instanchra, ¢l lector potoncral

En &! frabajo sz describen una

serie da

resuelven de mancea antuitbiva. tratondo gue =1

selucion con cus propioy recursos, ideas

utilice =1 recurso del dlgebra.

=3

rmans

Tambiedn se hace énfasis constanbemanta

cia antra los conceptos algebralcos vy las

s, Gonsiderands nue 25 la torma mends

asimile la explicacion.

La farmalizacian de los metodos

braicas se lleva a cabo al final de cada

rlgida,

o

[=1:)

dez

2sta

£l trabaio gue se pressenta, no 23 mas guela o

£t

@ es HMatematica

e

i3

ol ravel

pizriencia de

Bachipr

Algebra

i

probloemas

aluwno
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e

&

las

al
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It en

¥

alumno
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pracure

ER NS

e

la

&a

carraspagnden=

repregentarionges aRpomndte -

rin

eUREreslones

que

2]

ERRETITIN

alge-

tema, dado qgue s conglide-

ra mas didactico comenzar de manara thtuibtiva y de faorma geomstrics
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CAFrITULO I

FROFPIEZEDADES DE LLOS NUMEROS REALES

fwy de las necesidades que surguieron desde tiempos inmemd-
riates won tas de contar v medie. EYl hoabre primitivo contaba las
dlas y sus pertenancias. Fara hacerlo asociaba a cada objeto otro
mas maneyable, por ejemplo, una piedra, un nudo en una cuerda o bien

UM AUBHEE 0 mAar on algin ogbjelo de uso colidiano, como su cuchi-

Ho. Una asociacidn natural  gue se did fue la de hacer corres-—
ponder  1los dedos de  los manos  con los objetos gQue se guerlan

countar, asociacion gque se ha preservado a travées de los siqgtos

Y G2

usa todavia para aprender a contar. Posteriormente hicieron marcas
en la pared die su habilacion o las pintaban en papivro. un tipe  de

papel elaborado por los egipcios. For ejenplo, /// simbolizaban

sta wltima forma de asociacitn permitia el mostrar "cuan-
tos" altin cuandog no extstla el concepto de namero tal y como lo conag-
cemas, Nl una palabra que lo expresara, Sin  embargo para mostrar

nlimeros grandes, tales como 100, se volvia poco 2ficiente y era di-
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ficil tener una 1dea éra de las contidades representadas. €1 avrue

a. vantar; as

par ITas marcas swrglid Como una aywda b wor egenplo,

Tl simbiolizaban cinco b jetos,

I g2 maneiar nume -

A medida de aw2 el honbre Lisne necesida

ros mas grandes y realizar operaciones con ellos, empirza. o desatro-

1lar - diferentes maneras de escrribirlos. A estas manerasz de escribi

a lo aue llamamos

qué nos permiten operar Con 2llus,
n

los oumera

de matemdticas se

sistemas. de numeracion, En los cursos anberior

han estudiadeo los caraglberisticas de algunos de ellos como ) enLp-

cio, 2] babilonico, 21 ranano, el sava. ebc. y por sdpuesto las  del

istema decimal gque es el que actualmente usamos. La idea de  agi

aungquez 2} tamafia del  agrupamiento

par &5 central en todos

puede  ser  diferente. En alogunos Casos se sgruna de dier en dies en

obvos de cinea en cindos o ode o veinte en veinbe, otc. Al Lamafia  de

L eana.

lus agrupamtentns se le Llame la base del

sentacidn de estos agrupamientos es

ra facilitar la repra

gue se introducen tos sinbelos, Las ditorente civilizaciones usa-

ron sinbolos diferentes para representar a los naneros,

istema de numeracion decimat, de

Actualmente vaamos

5e 10, en 21 gue se amplean 10 slisbolos diferentews, llamados  di-

nuestras

gitos por estar retacionados directamente  con los dedos d
mannes,

Estos digitos son:



El valor gue adquiere cada wno de astos digitas dependa de
la posicidn que ccupan en la escritura dal ndmero.  Asi por ejen—

plo, en el numero 724 el digito 4 representa 4 unidades, el 2

senta 2 decenas y el I, tres centenas. (1 valor que toma un digito

dependiendo de su posicidn en el ndmero, se le )lama =1 valaor reia
tivo del digito. A& Inos sislemas en Jlos gue los  valores de juas ci-

fras dependen deo la posicidn que ocipan  &n 21 nlnero, se lsog 1llama

ci1stamas posicion-lns.

Operar con Numeros eupresados en un sistema pogicional vy
con cierta base, tiene grandes ventajas, va gue se pueden sstablener

metodas llamados algoritmos.

Dasde w1 initcio en el aprendizaje de las matematicas =ze han
egfectuado opszraciones con los numero:  por o gue &n ecte sapltulo
stlo s@ verdn alginas de sus caracteristicas.

La necesidad de medir suraild  también dezds las  soctredas

primitivas y fue indispensable con el advanimiento de 1a agrioultura

wzaban diterentes partes deal

y &l comerciu. En tiempos remotos

For egempla, <! brato era la

cuerpo para efectuar estas maedicions
lungrtud del antebrazo desde el codo hazta o punta de Ios Jdedos, el
wie era lo longibng de wun pile, ela. Como  anidades de  capacidad y

comn la  capacidad  de una

volumzn sip usaban medidas s bi=2n  vig

canasta o la carga de un barco.

Hay deos obleciones basicas a estas unidades do medida, L2




ada en el tamatio  de- una parte del cusipn

primecs, oue una anidad ba
a5 diferente cuando s madida por diferentes personas, no puside ser
unifaroas., La segunda, gue las diferenties  medidas no guardan una

celamltn entre sl.

Hoy en dia las unidades siguen siendo  variadas pero son

untfarnes 2z decirv, ha existido un acuerdo mundial para usarlas camo

Lt

@l matra, la milla, el ple que son medidas de longitud lineales, o el
tilograms, la libra, etc. para axdidas de peso. far otro lado, se

Ta retacidn entre las dixferentes medidasy por ejemplo:

12 pulgadas, ! pulgada = O, 0232 o 2ic.
pulg s i 4

Cada wna de ellag sirve para ecdir adecuacamenie doterminada

drretera se mide en kilémetros o mi-

cass W oobjeta por ejemplor una
1lss, un wnsecto en centimetros o milimetros, un microbic en micras,

ern, al medir s perimetro, -

una piesa g tela en matroz; en un ber

guiers medir su superficie

linzalss poro

a ubttlrizan uwnidades cuadradas (o=, ke®; Had.

LOS NUMEROS NATURALES

Son los ndmerons gue 50 waa an para contar: 1
B

neepto da m

Se rapresentan en la recta numderica en base at

virtud de gque se ubtifizan crerbeos unidades de longitud, s2 dice gque



medir e@s contar @l nomero de veces que cabe una longitud  en otra vy

en consecugncia también se asocis un gdmero & una longitud.

Sea el segmentn U la wnidad de longatud como se muestra a

continuacion:

Trazandn tna recta clalyuiwra y determinando un punto fijo

0. (cerd) & par&iﬁ del cual se coloca la

wnidad de longitud repetidas

veces . de tal foria qoee

3 Cada laigibug an o

a e " "

¥

L] 1 2 3 4

podria continuar con este pro—

los puntos suspensivos indican gqus

ceso indefinic

amente, lo cual seffala gue se trata de un gooijunto 10—

finito.

Fodemos simbolizar

b conjunto por e

ensthin ast:

En los cursos dJde primaria y secundaria se aprende a sumar,

rESEa,

yoRdividll Gdlmaesioas naburages, fihora se analizan -

algunos asspectos do i

4 op@irationes que los aluwmnos aanejan en farma

natural.

Considérase la siguiente suaa de numeros naturales:




Fara efectuarla ze suman las unidades,. decenas, centenas.,

realisar 2n el orden en gue se dan los nduneros o

‘etc. Esta se

ordern de «llas.

bien cambiar

Aste
QB +2 454+ 7 =27
pera también s Be ordena as
8+ 2+ 3+ 5+ 7 =27
o tambidgns
75+ 2+ 5+ 8 =27

wizmo en los tres cascs perao el manajo de  los

—~

El resultado o3 ©

utiliza la segunda forina,

nameros s maAs rapido si

De igual manera so procede a sumar las decenas, las cente—

nas y las unidaddes de millar agrupando a las numeros de farma tal

que le suma se realice 1o mds rapido posible. Finalmente el resul-

tado es:

Al ordenar los nlneros o guarismas de dictintas furmas, se
osta usando una. do las propredades de 1a suma do ndameros naturalas

que es la preopisdad conmutativa.

Otra de las propiedades que o9 muy  usual para efectuar
lag S0mds SOh aeywr rapldes as la de  agrupar  cantidades cuando se
tienn una zumi con auchos numeras.

Veamos un ejenplal



g
T4
1087 ; 1404

1055 10565

es decir, se etectia la suma tal como se presenta o la etecluamos a
grupando de la siguiente manera. En ambos casns el resultado g2 el
MLSING:

(283 + 32 + 1087) + (275 + &2 + 129) + (7T o+ 8452) + (&Z + 1272

La proplredad que permite agrupar los sumandns de distintas

formas, es la propiedad asociativa de la suma Jde numeros naturales,

Al presentarss la gperacidn de multiplicaciéon como la si—
guiente:
4387
es comin efectuarla multiplicande uno de los factores por cada une
de los digitos del otro factor y ordenarlos:
4787

52644

o también, aunque menos coman, de la siguiente format



Al hacerlo de la segunda  manera, se estd usanda 1a ra~

tpiedad distributiva. También =ze puede cambiar el orden de los fac-—

tores:

2 (- 4387 n
50 ABEY 4IB7
aa 52644
6
)
48
Snbad

los resultados no cambian por lo que se cumple también la propiedad

conmutativa para la multiplicacidn.

Como se ha observado, las propiedades de las opeaciones

con los numeros sirven para facilitar el operar con ellos. Algunos

ejemplos se exponen a continuacion.

Fara sncontrar la suma de loas primeros 100 nbdmeros natura-—

les consecutivos es posible efectuarla asi:

astn o= somando una LD P wlidGiiakes

DELATIVA

conmutativa v

(1 100 + (2 + 99) + (T + F3) + ... + (50 + 51)

s1 se ordenan de la siguiente forma v se suman verticalmente:
1+ o+ S+
100 + 99 + 78 + .

101 +101 +101 + ... + 101 + 10t

sa pbtiene 5G veces el numero 101 por lo que el total es:
o

101 = B3OS0

nas0 matemdtico aleman Carl Frie-

testa aobservacion se le debe al



drich Gauss 1777-1835)

des

Solucidn:

90

Utilizando ese misdo procedimiento se encontrara la

al Los primecos

L} lLos primeros

) Los primeros

al 1+

70 numercs

49 numaros

noaturales

naturales consecutivos.

cansecutives.,

nameros imparcs del 1 hasta el 49,

!

1+42+3+ ...

la respuesta

b)

+34+35+36+37+
as 71w 35 = 2485

l

.. t68+69+70

iy

1L+243+

la respuesta

3]

es

+50

+24+25+26+

1L

+47+48+49

SUma



10’

' v 11

1+3+5+ ... +23+25+27+ ... +45+47+49

la respuasta es (50

LOS NUMEROS ENTEROS.

Estos ndmeros hacen st aparicidn cuando el hombre se ve en
la necesi1dad de reptresentar fendmenos naturales o 'sociales como son
temperaturas, elevaciones de montaflas o profundidades de barrancos,

operaciones de crédito, nacimientos y mortandad, ete.

Este conjunto asts formado por los nimecos 2nteros positi-—

vos los nuameros enteros nepativos y el cero; los nlmerns enteros

positivos son el conjunto de los ndmeros naturales de  ahl que éste

conjunto sea un subconjunto de los numeros enteros.

A tada numero entero pousiitivae la co andea on mero en-—

tero negativo, es decir, cada nuimero entero pasitivo tiene «u simé-

métirico en 1a recta. For pjempla, el simétrico de 2 es ~2, gue eg
y )

pera en el otro lado

el npamero que estd a la misma distancia del

de la recta
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Asi también a los nuweros enteros negatlives les corresponde
uA ROmers enters positivo que &5 st simetrico. El numero cero es

el anico que ‘se cbvresponde con &l misma.

Para simbolizar situaciones come teémperaturas. sabre 0y ba-
baje 0, frchas antes despusas de Cristo, eto. se usan los  numeros
, y P s

enteras.

Siguiendo e! criterio para representar a los nuneros en la
racta numérica usado anteriormente, 2o 2scoge on punta F10 1iabado
arigean que corresponde con el ngmers cerp ubicandose los nimeros po

s1tivos y negativos utilizando la unidad de medida.

{

4

Tambieén éste conjunto es infinito y se indica en la recta numérica
por medio de las tlechas. Simbblicamente se puede  2upresar  este

conjunto comp:

Una de las propisdades de éstos ndmaros es la del inverso
aditivo gue dice: swnar un namero entero con su inverso se cumple
que el resultado es cero. Por ejemplo si a es un nlmecn entero y

simbolizamos por —a a su inverso, se tiene:
a + (-a) = O
Fara sumar numerns enteros, se tieﬁen los siguientes casos:
a) que los nameros enteros sean positivos, entonces la suma
es un ntmetro entero positivo.

.4 0= 7
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b} gque los nameros anteros tengan distinto signo, entonces
la. suma se convierte en una diferencia y 21 signo  del
nimero’ gue resulta serd el del  namero gque represente

mas unidades.

o) que los nameros enteros sean negativos, entonces la suma
es negativa.

(=3) + (-8 = -1t

Can el siguiente eyemplo se vord lo anteiring

l.os rezultados mensuales de un desarrollo financigro infor-

ma de los ingresos y egresos de una compafila durante un spmestre asl

como de los saldos.

(MILLARES DE FESOS)

JUL. AGS. SEFT. oeT. NOV. DIC.
INGRESOS 1295 1028 1975 1873
EGRESDS 498 1145 2085 429
SALDOS . 797 -117 t7at - L 1334 L0y
SALDOS .
ACUIMULLADDS 797 A8 2421 2361 s Piie

El saldo s la diferencia entre los ingresos menos los

eGresos.
El saldo acumuilada, o8 l2 =zuma do los saldos.
Los: saldas negatbivos en tinanzas se dice gque son "ndanaros

rojos”.

La operacion de diterencia @5 una suma del minuendo y el in
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verso aditivo del sustrasnhdo.

Fara ta multiplicacidén, operacidn que nos representa una

suma en forma abrevida,obzervense los siguientes ejemplos:

nos. indica gue -2 se

@es decir, suma” esus

nos ndica que se

(-2 =
repite cinco veces:

—D 4 (=2) 4 (D) ok (~E) 4 (=D

numeros da por resultade -10

del produclu de dos numeros enteros negativoss:

{—

-2y =

va a sumar tres veces pero antecedido del signo

negativo que lo convierte en inverso aditiveo de -Z:

o (=2) o+

S=2) 4~ (=2) = 2 4+ 2+ 2

&

H

En conclucidn, zebre 1a rregla de los signos para la  opera-

cidn de multiplicacidon se fiene:

w) el producto de dos nameros enteros positivos, es positi-

vO.

b} @l producto de dos ndmeros enteros negativos, es positi-

=1

cy el producto de dos numeros enteros, uno positivo y &l --

otro negativo, s negativo.

l.a divisidn,

cidn sigue la misma

to serd el cociente.

que es la operacidn inversa de la multiplica -

egla de los signos sédlo que en lugar de produc-

Es decir, 21 producte o gl cociente de numeros enteros con

signos iguales es positivo
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El oroducio o 2] cociente de numeros enteros con

signo gs negativo

~-12 12
- ~4 - = -3

- -l

d 3

LOS NUMEROS RACIONALES

[

media veces la longitud de una tels, etc.., inbtrodujo 21 ¢

fraccignes, guebrados o numeros racignales.

distinta

procesn de medir una cuarta pacte de un capital o una y

oncepto de

Los numaros enteros son 1nsuficientes por lou gque ©s necesa

rio tener otros ndmeros que permitan simbolizar aguellas

med 1 iones

que no siempre son medibles con un namero enteso de veces la unidad

de medida.

El conjunto de los pametos racionales se representa usual-~

mente con la letea Q.

oy 2 t H pay
L R T T R T R LT
3 3 5 S S
B
Un ndmero racional es de 1a forma - donde "p*

q
enteros v donde "q” es distinto de cero: también recihe

de gquebrado o fraccidon y representa  un cocignte

nombre de pumgradorn, dividendo o antecedente, “g" recibe

de depominadoar, divisor o consecuent

yae o
3
Yy 'g” sun

@l rombro

recibe el

el nambie



‘dos parte

e ohserva, en las siguientes figuras, 10 aus un nOmero de

tToom

la forma representa al considevar un cuadrado al que se divide. en

a
5 iguales, cada parte recibe =] nombre de “mibtad de un cua—

drado” y que simbolicamente se escribe asis 1

Nip
N

Si =1 mismo cuadrado se divide en cuatro partes iguales,

cada parte recibe el nomhre de "un cuarto de cuadrado”.

DIBIDIR
ESESF NI

Continuando con esta rutina, de ir dividiendo cada ve: mas

el cuadrado, s van obteniendo porciones cada ve: mas pegueias:

Ol ik

Qirioip
ol |0tk
i ol
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- : : - 1 1 1 2
‘De la:figura, ..se obsarva aue - es eduivalente a — + ~ = -
. : : 4 : 8 8. 8

Los numeros racionales o fraccionarios © también tiene su
lugar en la’ recta numérica sdélo que para ubicarlos s necesario en-

tender gqué es la que estan reépresentando.

Vedmos céme se puede representar en la recta numérica  las
partes en gqu= se ha divididoa &l cuadrado anterior. Fara ésto se u-—

tiliza una recta (L) cualaurera con dos ountos filns: Ay B aue re-

presenta la vnidad de medida v una reglae graducis L.

Colocamons 1a regla en lo qgue llamamos L, apoyada en A de
tal manera gue forse un dngulo of cualguiera con L. Uniendo el pun-—
to 2 con el punto B mediante una vecta y después trazando otra recta
paralela a la anterior a partir del punto 1, gque se intersecte con

el segmento SE en C

La figura que resulta tiene las siguientes caracteristicas:
1Y  «r ha formado dos triidngulos: ATy AZB.
2) dichos trisngulns son semejantes, es decir, tienen sus

angulos respectivamente iguales por lo tanto sus lados son  propor-—
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cionales.  Es decii:

AC ms a AB

también ze puede escribir asi

o btambién: 1 Al

lo anterior indica gue el punto C divide al segmento AR en dos nar-
tes iguales,

Ahora si se divide AR en cuatro partes, se procede de for-

ma andloga de acuerdo a la siguiente figura:

L

Sl
Ao
Dlw
FYEN--]

En este caso btambién se han formado tridngulos semejantes

y el segmento EE na guedado dividido en. cuatro partes iguales gue -
1

~ para eupre-

4

de la unidad que se ba dividido en <ua

reciben el nombre de cuartos y gue se escribe asi:

sar la longitud de una parte

tro partes iqual

Cabe ahora hacer la pregunta: fse puede exprasar la suma de

dos numeros cacilonales en la recta nungrica?

iClaro que 31! puess éste concepto es andlogo a colocar fi-
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sicaments dne segmentos que repessenten diches noperos racionales

uno @ continuacion del otres, pov ejemplo:

PO VOUU ST U UUUI S SN U, S WS, KUY ST SR G SO YOUT S S T
>
2 3 3 i@
4 8
3
o 4
PNV SUNE YOUU SRR YN WU SN T T T 2 e
I
] 19
8
i 1 I 2. L i 2. 3 e A 1 A n L 3 A 2 n L -
o i6
)
3 10 [ Xd =
L T R S
3 a8 8 4
T A
donde - = - ya que como se ohservd en le divisida de nuestro
. 4 8 .
cuadrado, cada cuarto equivale a dos octavos:
1 2
B 2

y par 1o tapto se expresa la suma como:



s 10 & 13
e = e
4 a8 2] a8

Dtre <jemplo es el .siguiente:

1 2
Para sumar nundyicamente ~ .+ ~ m@ procede asi:
-~ =
. 1 R
1) gonvertir - a sextos ess
-
2 &
2 4
2 converbir =~  a seutos es: -
3 &

T o esedgen sextos parque 2s el minimo

de Oy de I,

Lo que s¢ ha hecha es dar otra fraccidgn o nimera

camin

maltiplo

racional

equivalente y donde ambas fracciones tienen un minime coman denowmi—

nador.

+
i
i

3
2]

Viste geomdtricamente, @sto se representa con las sigulen-

tes figuras:

Sean AB y LD dos segmentos iguales, el primors de ellos se

divide on don partes iguales y el sequndo en tres partes iguales:s
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€0 las rectas numéricas siguiantes ae ubican las pordionaid
de laos segmentos AB Yy EB.

Fara visualizar por gué <e estin convirtiondo las fraccio-
a

y - raspectivamente, se ha procedido a dividir
& [}

I

«
[SER IS
i

cada media en tres partes iguales y cada tercio en dos partes igua-

1 2
2 2
A
' 1 ] VE [ 1 + B
' t 4 1 2t ] 3
i (3 L 3. Y
t )
<
| ' 1 1 v F ] ID
] L ] L} 1 1 t
t t 1 + ) t L}
L} 1 t ’ 1 1 v
@ i 2 3 a9 5 6
6 & & e & &

for lo anterior, la suma de:

RE + EF = -+

AEN N
[l
i
+
H
H

Es decir, para sumar 25 mads sencillo hacerlo con fraccio-

nes del mismo denominador.

Fara la resta, operacion inversa de la suma, - tanto para



&1 canjunlo de- los naturalesz. los enteros vy los racionales, proce-
mos & wfectuarla como una suma, es decir, sumamos el minuendo con

el

rso adibtivo del sustraendo.

‘Ejemplo:

T
(%]
5

para afectuar la suma convertimos las fracciones a un mismo  comin
dengminador:
p 4 1
. = ) m -
& & b
La necesidad de multiplicar 1lus numeros Tracciune ios 20

prasenta cuando se trata de medir 4dreas y aparece en forma natural

sobre todo cuando las figuras a medir son de forma rectanoular.

For ejemplo, se quiere medir un terreno gue tiene forma

de rectangulo v la unidad de medida es un cuadrado donde caben

. : 2
nueve cuadradas de lado X 1u
De acuerdo con la siguiente figura: y ot
luw [
L} )
1/3_"‘ ittt mEmEmmmmm - = mmmTm=sn -
] [ 1 1 ¥ ' ] 1 ¥ [ [ 1 ] [ 1 1 1 . 1 ¥ 3 1a
3 - -
L) ) 1 1 ) 1 1 L] t 1 . * ] 1
g wrmf =g =]l ===t ==t =t ===t~ =~
] 1 1 ] t 1 ) ) ] 1 ) 1 1 1
ERIERIE NI BN I N R B R R T IR S A R
] 1 t ) t 1 ) + ' ) 1] ] 1 1
2 ]
t 1 1 ] t ) ) ) 1] ] ) L 1 ]
PR Il el Bl Bl e R R B BN A BN B PER B Y
1 T t 1 ] ] ) L] . L L} 1 1 1
ER R B B B BRI B N B B SR BN B B B B SR B Y
] 1 A t ' 1 L} L} ' ) L 1} 1 L}
1 -1~
. 1 1 ) 1 ¢ ’ 3 t L L} 1 L} L}
R I I B B R B A B R R B R N e
) 1 1 ) 1 ) t L} 1 ] [} ) L} 1
ERI IR BN R IR B NI N e B B S I B B B N R B |
L} i [} L} 1 ) ’ t 1 T L} 1 ] )
- -
2 1 2 3 4 S 6 6 273

v
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de. ancho, y . que en total, 51 se cuentan

oy

.
que _ tiene & -~ de largo, I

los cuadritos. se tiene:

[ e

+ 21 de largo por [(3 2 3) + 11 de ancho
£201 ® L1603 = 200 cuadritos
Otro ejemplo:

Se desea saber el area de-un terreno que tiene por lados

b 1
T -y 5 - unidades respectivamente.
R B B i B
[ [N | [ ’ [ ' 1 1
2 -t
) . 1 1 1 1 )
Rfialial SEaliaiadl BE ol Bl B it Sl | - 2
1 ' 1 ' ' t t = 11U
[ERUR SN S U APEN (e -——
] 1 ] 4 1 1) 1)
i -t
1 1 L t 1 )
[N RN A [ B
+ ) 1 ] L v
JUBIN RIS S A S S
¢ L} ’ ¥ L} )
-
4] 1 2 3 q S S

lLos rectangulos, dynidades de area, se dividen en  pequefios

rectingulos de .  Se observa que cada rectéangulo  tiene seis

rectangulitos, es decir, que cada uno de ellos o3 la sexta parte de
la unidad y como en &l ejeaplo anlerior, se tienes

23 v 1y = 7 rectingulos verticales y

¢ Su2 + 1) = 11 rectangulos horizontales

For lo anteric, @l 4 roenn 25 de 71l rectangu ~

litws y, como son sais por unidad, el area del terreno  estard dada



ani:

~

7

En estos erijemplus s2 observa que para efecuuar la operacion

do =1 larqo y

de suma de cuadritos o rectangulitos se han homouenest

el ancho hajo uwia misma wnidad de medida. Esto nos lleva a tener un

misno camun divisor.

La divisidn de nimeros cacionalms  pucdn toe tratada cnmo

tactor

una malbtiplicacidn de nimeros racionales en 1a cuatl in

sean el dividendo y el inverso maltiplicative del divisor, siempre iy

cuando éste sea distinbtd de cara. Todo nuamera enters puaedas Ger e

presentado como un namera racional gonde el denmntnadar os la unatad.

7 2 7 o 0 B 7 3 7 4 8
T R S A R T T
B 5 e z B 4 t 4 1 = !

Fara 2l conjunto de nlineros cacionalaza 50 byene

2l namero que at multxpllﬁarqe con

del inversg eaultipligativo que

2 recinroco. da por resuttado 21 namero 1. £l numero | oes llamade et

e.anltinlic

sentado pueden  dar

Los ejemplos grometiricos que se han pr

una idea mas clara de lo que son y representan los nieros raciona —

» aprovecha la expertiegncia en ¢l manejo de las

les. & contiouwecian

operaciones, cuanda al swnar, cestar, multiplicar o dividir, se en -

plzan algunas de las propledades gue facilitan su manejo. Fara sumar

numeros racionales, como se ha dicho, a3 conveniente tener el mismo

ejenplo:

comin denominador. Sea el siguiente



2 2 1 2 1
+ D
3 5 4 k3 1

‘Para sumar 105 numeros anteriores, se efectia la agrupacion

de aghellos,racionales gue  tengan 21 mismo denominador:

2.1 2.1 2 303z
B T = -k =
4 4 5 5 a 5 oz

ﬁesnués de realizar esta suma, se calcula un comin denominador de
:Iés'tves numerﬁs racionales
N ;K -
JE T,
q S u
En este caso es 60 ya que es el minimo comin miltiplo. A continua-
ci1én se convierte cada uno de los ndmeros racionales a otro equiva-
lente con denominador igual a 60, es decir:
3 45 S ) 2z 40

4 &H0 S &0 = &0

For lo gue la suma:

- ~ a

kg st 2

+ -+ =

4 5 =

s8 convierto en:

45 . T6 40 1
— —— 4 — = ——e
SO G &0 &0

que, si se cambia el orden de los sumandos resulta:
45 40 RE) 131
—_— = ke =

N &O &HO &0 &0

que también es el mismo, es decir, se ha utilizado la propiedad



conmutativa para la suma de los pumeros racionales.

81 se coloca un paréntesis para agrupat a los dos

pr bina~

ros sumandos y se procede a 2fectuar la suma, ésta no cambiras
45 40 3b 95 b 131
i S R R = ———— g = ———
&0 &HO &0 &L &0 =18
ésta propiedsd o ley es la propiedad asociwbilva para 1os numeros
_-racionales.

Otra forma an gue agilizamaos nuestras operaciones, por
‘ejemplo-en la multiplicacidn de fraccociones, es conocer algunas pro-
piedades reglas o leyes de dichos ndmeros. Fara efectaar la si-
guiente operacidn:

2 1 1 z 16
R R R W
4 2 8 - N
ae agrupan de la siguiente farma los factores
2 1 1 316
LT D N S T O R
4 s a8 2 5
efectuando las operaciones indicadas dentro de cada paréntesis
1é 16 3 &
(M 1Y () {—) = y (=) = 28 - = -
& b S S
ha sido mas asncille que ofectus; ol produacie v lodos tos  numeras
dores y dividir por 2! producto de todos los denominadores.

Se ha hecho uso de las propiedades asociativs vy cotuuuabaliva

para el producto de nameros racionales.

Todos los numeros racionales pueden ser representados como
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numeros decimales.

531 se tiernen nlmeros racionales como: - se pueden escribir

como decimales efectuando el cociente indicado.

Bt n = -  entonces: v

Se ogbserva gue el residuoc si1empire 25 !, por lo cual en el

1

cr

cozivnto ue repite Indefinidamenbe la ciira 3.

St o= — entonces

40
S0
10
0

Obsérvese que los residuos son signpre menores gue el divi-

50 0 denominador y por lo tanto llega un monento en que alguno  de

ellos se repite. En el resultado de la division anterior, se repiten

las mismas citras y oste proceso es infinito.
¥

Este tipo de decimales recibe el nombre de decimales perid

di s vy son los que a partir de cierto digito repiten . la misma o

mistas ciiras.

Ejemplo:
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cGa hurizontal indgi

=n <o i

piten indefintdamente.

Asl:
t
L [
~ =0, 142857
7

Todo namero racional  ge

rindico.

St tenemcs . decimales por

cribir en forma de racional de la

& fue los ouweros sehaladas se »

puade exprezar como un decunal pe-

Ladicos coma: G.25 lo podemos. weg -

siguiente manaras

no= 025 1oon =
- a o=
28
79N 25 n o= -
£
n = O.I5T i =
i
o= - = -
9 3
A= 8,901{%90 1OOGGOn = YFOLP0, 30
- AD00n = IO 70
~—- mm e 381289
QFOOON = gYLIAY n = o -
G0
£1 denominadar siempre pasee tantos comn cifras
tenga la parte perisdica, seguidos de tantos geros como cifras no
periadicas tenga el ndmero decimal.
i1 ~SUS g ~Lor 5 . . |
En cursws suporiores se veea g, pora  denotar un dacimal

gue no es

Tin1to se utiliza atra no

tacion,



w
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L0S NUMEROS IRRACIONALES

€1 hombre al obhservar  las  filguras geometricas se did

cuanta de  gue2 ho todas las longitudes de recbtas se pueden repre -

prasentar por asdio de nameras fraccionarios o racionales ya que la
diagonal die un cuadrado de lado 1gual a la unidad, no puede repre —
sentarse por medio de una fraccidn, por lo cual se tuvo [a necesidad
de  entendarr el sistema de numeracidn para gue contuviera a #stos
nameros. A este  conjunto  de numercs se les denomina irracionales

como X & 0.

y se

a=1

b=1

De acuerdo con el teorzma de Pitagoras:
a® =  a=+ L7
y como los lados son iguales a la unidad entonces
d= = 1=+ 1=
por lo tanto:
d a2 v/75

Se demuestra que Vv 2 no puede escribivse como un racional

-

suponiendo que V 2 si puede expresarse como un pumero racional:



de tal ‘mangra gue p y q no pueden simplificarse mas poir lo tanto p

Y g no son pares es decir multiplos de dos.

— — pp p=
Siv/ 2 = - 2 =22 s -, - & -
q a0 q=

-por 1o tanto p2 = 2 == p¥ es decir p% as par’'y en con-

[
secuencla p  e% par por lo tanto  podemos decir gue o = 2k para
algun entero b, por lo tante p® = 417 e igual a 207 ¥y ésto ifanli-
ca que = = 24 de donde q% es par v g es par!! y ésto vz  una

contradiccion porque s@ SuUpuso que p Yy q No 2ran Numeros paras y por

1o tanta Vv 2 no puede escribirse en forma de racironal.

Fodemas representar alounos nltuseros 1rracionales en la rec—

ta numérica, por ejemplo VT usanda sus caracteristicas particula-
res.
1 1
a 1 va 2

Un método mas general para ubicar a los numeros irraciona-
les en la recta numérica consiste en acotar su valor, es decir, en

Cha como por la 1z-

AcercAarnos al nomero irraciconal tanto poc la dere

quierda con numeros racionales bien detersinades  en la recta  basta

que se obtenga un punto en la recta gue solo es asociado con un  na-



mero irracianat

ameros no periddiocos san agquellos que a partic Jdel punto decimal

na repiten la misma cifra, es decir, que Nno se puede predecir cudl o

siguientas camo en el caso del namero que

cudles son las cifre.

ae. oV Z o= 1.41421... 103

quivale a Z.1MS .. o el namero - 1,01780
puntos auspensivos indizan que sigue una infinidad de cifras que no
Ze repthten.

1

For todo o anteériormente visto sobre los conjuntos de no-

meros podemos concluir lo siguiente:

1) Mo Z
oy Z Q
) 0 U g = R

a entre la racta y los numeros

Existe una iund

'

decimales, es decir, gue o cada punto Je o recta e corresponde una

eupresidn decimal vy a cada oxpresion decimal le corresponde un punto

le cononce coma complebitud o com-

sobre la recta, Esbta propiedad

!

plete: de 1os numeros rea

EL VALOR ABSOLUTD DE uUnN NUMERO REAL

En 1a recta mumgrica ea 1a distancia de un punbto cualoulera

gus nos representa a on nanero wedido desde @l origen, por szjemplo -

la distancia gque hay de @1 al origen—

para " un nimerao cualuuiera,
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¢ ola distanclia de: su inverso - aditiveo (

v también medida . basta el
origen, s la misma. Estas distancias. reciben el nombre de valor

zuluto del ndmera ™

y se-simboliza asi:z
'

foa

¥y se detine ‘de la siguiente man2pa:

iosl o]

I S B 4]
1

(A1 % o= 0
\

decir gua Lo disbancia de ur punto x, posttive al origen, o5 -
siemprae2 el valoer absocluto de #. La distancia de un punto x situado a

ta izguierda del origen s decier la distancia - de un punto negativo

al origen, es siempre positiva, es decir —-{-x)

Cijenplos:

1y I distancia 3 unidades

distancia 3 unidades

a4y Cual es el valur da n si in - 21 = 3

51 se representa &n

ta numerica se tiene:

S W R S S

87 -6-5-4-3-2-18 14 2 145 & 29 9 g
. 1 H

=2 0

por lo tanto:
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sin o o - gwatoncas  on 7 b

st 0 - 2= 8. entonces no- 10

PROPIEDADES DE DRDEN DE LOS NUMEROS REALES

Al nbsarvas los numeros en la recta numérica y comparando

tres de elliozs se tienen las siguientes propledades, consigerando

de b en la recta pumgeri-

que, st ah entonces a eshta a la
ca.

1) FPropiedad Transitiva. 51 a-b, bdc entoncas  asc

aj) §i a es m=nor que b oy b o2s menor gue c, s8 concluye

gue a tambien es menor que .

a b o
1 1 3 PR { 2 1 2 " L3
P
2]

@3 decir a estd colocado a la izguierda de b oy -~

b a la izguierda de ¢ .
By Bi 3 25 mavar que by b @5 mayor que © 88 -

concluye gqgus a2 25 mayor qui o, 85 gecir a -
@583 corwcada a la derecha de b oy oo

S1 ash, v brec  entoncns  ald

R < b a
ST, SRR ST BT
-
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s oualoguier pare o de

Al compar

Tamtzidn s obo

Siguiuntos

plneres s camole una v sHlo una de b

cond e

s adun

by El orimero es menor que el seqgundo a < b

o

c) €l segundo es menor que el primero a

e _Orden para la Suma

al X3 s % by entonces a +oi g b v g
[5P] S5i a ., b, entonces a * ¢ . b+t a

En donde ¢ representa a cualagurer pdnero real va

gea pusitivo o negativo.

c) St a b v o d entonce

d) 51 o, b oo ,d o entonces 4 v o, b o+od

ivIE

Ea cdmna

reatens.

debe -notar gu=, al multiplicor o

& grrooiedad

dividir por un Aleetd De 2l sentido d2 lo Guailgdy Eambia.




1o gua. forman.

Far 1o anterior. el producio

ifez

Qbro seqgmentu. D scuednr o ba

srouienta

Veamos ahioba 1as propiadades o fnmiea geonetrica ye‘que E N
cumplé que numErIcamente, al sumar dos ndmeros o tisne otro nuee
ro y ng se altera sl resultado si sk procede s cambiae &l orden de -
1a suma. <4Pero nqué sacede st 52 multiplican valores numdricos? 65 -
claro que se obtiens otra valor pumdrico. Y, <5) se sultiplican dos-
segmentos? se obteddrd otra segnento bal gue su longrbtud gea dgual. -
al producleo de las long tades de los segtientos dados.

PROPIEDAD DE CERRADURA.

Sean a y b Jdps segeentas cualesguicra.

Numéricamente, 1 a mwmide "ah wrttdades ¥ b wide "b* wni-
dades, @l producto serd "asbh” unidadez 1o coal omos andica gue el pro
ducto de segmentos estd intimamente ligado con el Area del rectangu-

ah. Jdoe  spomoatos,

fiaitra, = datine

3

aegmenta g como 1o wnidad 89 medida.s Se colocan tos cectanaulos aa-
vas Areas snn: ash ¢ ced de tal foraa aue fos Lados ge uno 2 Da-
ralelags gon los del ot v onue S Loa:n “ala por an vertice P 5.
te pralongan svs lados hoasta tormar un rectiognio gue los contenga al
OQUE 5B Lratda la die,cntt aue pase por el vactica
P S
=S
P cd
'
v »
a ¥
ab N '
iz .
'
Q R
E s G P
o c
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En ja floura se Fan formeda 1os teiangulos:
& FRR v 1157
‘Tus cuales san cengruaentes, és'declr, st sz rRCOrLan Yy Se sabreporen
unn subre oLro se ve que san-lguales, coinciden  en la tongitud = de
s3us lades 4 oen la medida de sus angulns. For Jo anterior se the‘que:
al area de o POR = al dres de. (. RGP
y.por lo mismo, btambién los tridngulos [y [L son tguales y 11 y IV
bambien.
&reall + 11 + axh) =  dreafll + IV + c#&d)
ws decir:
area [ = area I1
drea 1D = drea IV
por lo tanta:
Area akb = drea cwd

que era lo qgue se queria

producto de a por by en

decir J o o= 1 entonces
Esta propiedad
dunto (en dste caso dos

oroductor, &1 resultado

FROPIEDAD CONMUTATIVA

Can las

¥y d obsérvese la s

condiciones

obtener, otro seqgmento tal gue fuera @l

donde d serta la unidad de medida, 2%

axh =« donde ¢ s otro segmento.
aos dice gue, dados dos elementos de an con-~
segoatos) bajo una aperacion cualauiera (el
diehre cwno de los elanantos del conionts,

antariores para dibujar los seamentos -

igulente figura:



se han cumplido las condiciones gue anbes

SUIMEEAron Y qua

ducto de dos segmentos b opor a tambren 26 otro segmento £oque

coincide con el de
que, @i producto de dos

gitud de lus

ta

sEgment s,

PROFIEDAD ASOCTATIVA

Obhsérvens

frgura primeranente vista por 1o cual se

e gonmulatlvo

si1gurentes figuras:

Labe

SR

tabye

i
Y
i
> b
'
S '
¢ be \\\ '
. |
\ +
.t
B L LE LT T PRPN §
+ >4 - »
»
b be a(bed

el pro

dice

numeros, Los cuales esta osociados a la lon



Ahora son tres los segmenbos: 24, by g cond = |

< Srenen ans longitud determinada a la cual

donta,  recusrdes

azlgna un valor numérico,

ha obtentdo promeranente el produc—

En la primera figura
to a*bh. y después s ha nultiplicado por ¢, pDara obtener como rosol-

ymento; (arble

tado el

A seguada figura se ha calculado el producto b*c v pos-

En

obtenar como resvltado el

riprmente se ha smuibiplicads por a par

segment

Comparandno s2 podra observar que las  longltudes son 1gua—

: les es docir

Ta%briz = aibs*g)

Esta prapiedad de los ndmeros cecibe 2] nombre de

on entro el nas

[RUCRCR AT NS

Hasta agul se ha visto que onis

nejo geomatrico de segnenitos,adophbando uno dr ollos como unidad de

HUMEro para etectuar

medida y la longitud del pgmeEnto asociada a un
la multiplicacidén, tal gue so pueda:

to resultante

Primero: medir la longitud det

1tiplicar

W b

entas nrieainal

Segunds:  medir jos

tenidoz.

anbtar tormon g
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De cualoguier foraa, los resultados son 10s missos. Esta ine
1

dica que sa punde trabajar con un Algehra de segmentos.

También se pusde hacer uso del &lgebra de seqgeentus para la

suma. diferencia v el cactiento,

PROFIEDAD DEL INVERSO

Fara esta propiedad se realica el cociente  dizl

o el

A ent

de medida de tal forea que., en la figura se cumple:

resultando y 21 cociente y siendo también un segmento.

z a2z

Y a
Bsta constraccitn permitira definir otra propiedad de los
1a del dinversoe aultiplicvelive y que es el cocienbe. de

gue o}

dad  entre an nduners cualguiera, yea gue el producto de dicho

muttinlica por su inverso multiplicativo, da como

un idad. ;

,
%
1
i
I
BEAEY
t

sagmento

gimento b, Se escoge 2, obro segmento. como wiidad

numeros

ta uni-

AnE o,
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PROFIEDAD DEL IDENTICO.

Orra propledad es la del wdéntico multiplicativo que nos-—-

dice que Lodo ndeero multiplicado por el idéntico no lo cambia, Fara

Ta maltiplicacion ¢l idénlico es la unidad.
1 a E

a a itxa =

et
1 a
ésta propiedad, para la suma nos dice gque, al sumar el

tivo con cuxiguiera de los elementos de un congunto de

1o altera. Fara la suma el idéntico es 21 cero.

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.

idéntico adi-

Dl o5, 1

4

Una propiredad mas de 10s numeros es la propiledad distribu-

tiva donde s& conjuaan las op
forma gue se define como:
alh + ) = avbh + akc

y qQue visto gecadtricamente se observa lo siguientes

iones de suma vy producto’ de - tal



ae

b
ab
c
\\ ac
.
a al¢b+c \\\
N

b+e a

Hasta agqu{ se hzan mzncionado las propiedades de las  opera-
ciones con 1os NUPERDS REALES. S dice gue este conjunto de ntmeros
forman un. CAMFD porque cusplon oon:

a)  Ser un GRUFD ABRLIANG ADITIVO.

b Ser un ORUFRD GEELIAND MULTIFLICATIVO

c)  La verificacian de la DISIRIBUTIVIDAD del producto res—

pecto a la suma.

Ser un grupo abelirana significa gue se cumplan las propre-
dades de cerraidura, a2 conmutatividad, de asociatividad, de tener
alements  idéntico y ser dnico asl como que todos los elemzntos del

LU Ut ta@ngan 1nverso.

PROBLEMAS FROPUESTOS

1) Es coman que se presenten problenas del tipo de adivipar

cudl 25 el numern gue se hae pensadao. For ejemplo: "Escribe un namero

de tres c:fras gue hayas pensade sin que 1o ensefies. Fuede tener ce-—



a1

ros no aitste limibacidn. A contipuacion - de

Qevitidan de aeis cifras.

zribicrio obbteniendo una

El cotiente obtenido dividela sntre (1. Tambhvin eg

11, es decir o habra residoea. Ahora, @ste nuevo

Bea imEeog,
Divideln entre
divisible

residuo

vielve - a

7.

entre

dividelo

entes 17, La divisidn ey onwxcta., Dobla et papel de modo gque 1o vEa
1 nimero gque Nhas ponsado v ddme o,

Se zupong el admern pensadg: 148

Se repite @l mizmo ndmeeo a continuacidn: 1945145

Se divide antee 7 S

£l resuttodo obtenido divige ents i 1385

Muevamentes | &} cieriente cbhtanido oo divide

entre LI obtenrondose el adnero pensado: 145
La suplicacion 26 la srgurenta: ol aduirn
145195 = 145 * 148
a5 decir 145 ge ha multiplicado por mel v 502 ha susado nuevaagente el
agmes s original. Eato sigmtica gue @l nomera 145 50 ha mulbipli
do por LD, Ests usssg. e Susiad oo e Lt [ T
Tl el d = 1008
por lo que al muibiplicar y dividir por el mismo ntnoro a cualguiera
de los elemsntos del canaunto de reales, &ste no se altera.
(1001 #1449 100
B ceeees 1Y = 1%135
1001

LCudiles do 1 prapiedoadis de 1os num2ras reales se ban

utilizado en este casa’

2 Otro =jcoplo semejante es el siguiento:  “"Flenss un
NUm&ra. Sumale I, aultiplica e! resuitadu gar 2.0 Al resulbtado rés~
t@ie 4. Dividelo entre daow y por Bltime resta 2l rdaorg que pensas-
ta’. La respuesta @s uno en todos 1os Casos sin lmpocbar gud tipo de



Tty e el

Jue se pansd. D& un eaplicacison de lo antericor v dil gue

fropaeded se wbiliza.

En

vessreuen barns

En

el

inverso aditivo y el

las siguitentazs wiercicios enuncia la propiedad gue

) - sy t=y, entonces =y se cumble ...
43 =33 .
5 s .
651 2T+ Gy = QeI+ 2wG L.
7 =13 Q0% L= 1+ 2 L.
;M Gi L St = 5 L.,
) |i = I3 o+ ven
FRAD BN 31 5= 4 0+ (8

4 4
11y 81 - o+ O o= - [

7 7
12y .81 0+ y)dla + b)) = «wfa + b + yla +h )
lus sigquientes ejrercicias anota a la derecha de cada una

inverso multiplacativo.
INVERSD IMNVERSD
ADITIVD PMULTIFLICATIVO

175 -G
14) 7.45

4
15 ~



a3

146} qr
173 5
18) 0,33
v
19y 4-
5

20y - 48.74

‘Dados los siguientes numeros decimales represéntalos

comp una fraccidn.

22y 0.45 26) V.12
fend 0.135 27) .4
24y 0.875 =8y Q. 6ok
25y 0.5 29) 0,25

En los sigumientes 2o cicios resueltos explica, & la
derecha de cada rengldn, como se llega al resultado en haze a las -
propiedades de los reales.

ds )] 7 14

—— d e =

24 5

B2 =

4

vior =



ag’

T6) 4

7 - -
7 10 7x10 1On7

20 49

38) = em e

Bt

=9) e e
70

Graficar cada uno d2 los siguientes conjuntos sobre

recta numérica.

40y Ln/x 7y Ak
3
41 fw/wE Ry owk=d
7 9
A42) /s & 2y = =L % < =3
2 4
1
S0 [Pt L AP

a7 {ws = R w2 6. udbl

48) Drdenar los siguientes numaros mediante la rela-

cion """ menor gue:



45

4
-, Z.1815...

21

-

L]

i

£
IS IR

Completar 1as siguientes desigualdades con 21 numero
0 sSigno correspondiente.

49 8L 0f3 v P9 s> O

S By 92y ZieR ammmd g

Sty 34 398 mmmd 2 -4 5 =
S 81

Sy sy

G4y 8i

58 51

oS5y Bi




CAFITWI O Ix

ElL. LENGUAJE ALGEBRRAICO

Cuando se habla de wmatemdticas. @l solo becho de escuchar
este vacahlo hace gque la mavoria de las persopas, presentan una ac-
titud de rechazo hacia a@sta ares del conocimiento, osto se debe en
gran medida, segin considero, a la manera mecanica on que s intro-
Auce 2 1oz alumne:s on oty discislina.

Uno de los tropiezos fundamentales o5 el de aprendor un -~

nueva lenguaje de slmbolos, difersnte al lenguaje natural, gue la -
matematica wtiliza para 1nterpretar las fendmenos que rodean a8  los

individuos.

Otrro de los obstaculos es gue algunas otradz ramas y concep

e aplicacidn  nmediata pero son

de l1a matemitica no

el sustento de otro tipo de conocimientos.

Tratando de resolver el grimero de los troplezos, a conti-
nuacion se presenta una serie de problemas que, de algun modo, re -
precsentan aspectos catidianoe y gue puaden resolverse con sdlo ubi-

lizar algtn diagrama o las oparacicnes fundamentales.
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£l razonamiento para encontrar el modelo gque lleve a la solucion es
lo gue para la mayor parte de las personas peesenta cierto grado de

dificultad que 3alo puede ser abatido con la constante 2iercirtacion.

" 8e observard gue en la solucién de algunos problamas, ol -
desarrollcooperacional #s extenso y laborioso, o qua, para dar can-
tes&ac10n a.otra pregunta que 1NYoLluce NAmeros MAYOres 0 aproxima—
ciones mas éxactas, el desarrollo es  reiterativo y tedioso, pero

sin embargo se llega a la solucion.

MISCELANEA DE PROBLEMAS

1) Se quiers conocer el numeeo de Jueygos gque realizan <in
co equipos de futbol suponiendo gue no hey empates y que todos jue-
gan contra todos.

Una torme de To enlucitn es simbolizando los

eguipns y los jueqgs ereciuados con punkins v

tivamente, es decir, llamawmosz a los equipos A, B, C,

letra 1@ asociamos un punto:
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Fara responder la pregunta: fcon guiénes jumga el equipn AT, 2 re-
rapresenta cada juego por una linea, obteniendo el siguiente dia-

grama en. el que se ohserva que se han realizado cuatro Juegos.

B

D 1o misma manera se establecen los juegos gue reali-
zan los demds equipos hasta, tener representados en un solo diagra-

ma todos lps juegos gue realizan cada uno de los equipos.

B

Contando el namero de lineas tendremos el ndmeare de juegos  reali-

zados. En total son diez juegos.

Si se gquiere conocer el nimera de juegos que realizan 8 —-

equipos, se tiene el siguiente diagrama.




SO

V4

Contando 1a tineaz, =za tiegne gue son 28 los juegos aue se mealizan

dadas las condicionas inlciales.

Al preguntar: Joudntos son los jueyos que ce realizan can-—

L.y @Ftc. enuipos?, cada vex 2arta mds comolicado el

ta cantidad de lipeas es facil gue exista contfusion,

vbtener la respussta.

2Y En un restaurante hay dos tipos de sopas: fideos y ver-

duras; tres ullsadus: ol ST 2o zorde, de oes ode anllia: cog-—
tro sabares de aguas fpescas: Limdn, tamarinda, Jjomatca y ma2lon, Se

quigre saber {cudntas comidas distintas podria ofrecer el restauran

te?
El sipuiente dragrama podra avriliarmos:

dos tipos
de  sopas

tres
tipas de
quisados

=20220

LTI LTy Ltdn LTJd0 LTJn LTJgn g:g;;:s

SRR VITEY



En este diagrama estdn reprezentadas las distintas co-
midas gue puede ofrecer =1 rectaurante. Como ejlemplo se puede  ver

la siguiente porcian- del diagrama:

reprasenta la comida que consta de sopa de fideo, guisado de res vy

agua de limon.

Se observa gue el numern de comidas distintas es 24,
Para obtener este namnero podemos wmultiplicar el namero de sopas
por el ntmero de guisados v por el namero de aguas frascas.
2 x EF a4 = 24
También es posible hacer otras combinacipnes suponiendo

que no a todos les tomav carne de c=irdoj para construir el ——

diagrama sélo considerarifameos dos sopas, dos guisados y cuatro sabo

res de agua:l
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Ghgarvamos que @l - numero de comidas ;zstintas son Lg. -
gue nodemms'ahkener etectuando la siguiente multiplicacidn:
T x 244 .= 16
también puede ser gue a slguien. ademas de no gustaris la carne de~
cerdo, no 1@ guste detecninads agua fresca v anionoss sus posibles-—

comtrinaciones se reducen todavia mas:

3—]

En gsie caso el ndmero de comsdas distintas es 12, que
se puede obtener efectuwando la siguiente multiplicacidn.
22 3 =12

Como se adviarte, tambien la =molucion a este problema ~

s puade abtenar aediante un diagrama.

Ty a) Se guiere conncar el pamero de placas gue cualouiar
estado de 1a Repablica tiene a UJisposicidn de los usuarios con la -
combinacisn de tres letras: Ly M, T por ejeampic o lom mansros digi-

1% caractaras

tos para formar combinaciones alfa-numéricas  do
donde los tres primeros deberdn ser literales y los tres siguientes

digltos.

En el siguiente diagrama se representa la pla



o
&)

En cada uno de los tres primeros lugares podemos colocar cualgquiera
de las tres latras v en cada uno de las tres ultimos, cuslquier di-
girto, de esa manara, coada ann e 105 tres primeros lugares se puede

1lenar de tres formas distintas y cada uno de los tres dltimos de -

Jiwz formas distintas.
3 3 3 10 10 10
letra letra letra digito digito digito
ag decir, =) nmeroe de pla e5 *
D 10 ¢ 10 ox 10 = 7,000

h) B8i se considera la restriccion de que no  se repitan

ninguna de las letras y de los numeros en cada placa, se tiene:

e
[l M)
[l
ole

TUlw
glo

£1 primer lugar podela ser ocupado per cualguiera de las —
tres letras, @l segundo lugar zdlo por las dos restantes y el tar-

cer lugar por la Unica letra posible. El mismo criterio seria para



54

ins digitﬁs. £l resultado. es, entonces:

T Zowolow 10 7o 8 = A 300

c). 51 la restriccidn s gque ninguno de las digitos se re-

pita, =& tiene el sigulente diagramna:

3 3 3 10 9 8
L L L D D D
y el resdltado es:
3 10 4 9 5 8 = 19,440

En 2l caso de que las letras no se repitan v los nameros

pueden ser cualesguiera de los mencionadns, se tiene ei diagramo:

3 2 1 19 18| 410
L L L D D D
y 2l resultado es:
2ol on 10 1O x 10 = 6,000

4) Una familia recibird una herencia de €12°000,000 e -

Ja vinda recibe la tercera parte de la heren-

cia y el re2sto s repartird en partes iguales para cada uno de  sus
tres hijos. <Qué cantidad de dinero recibird cada uno de los inte -

grantes de la {amilia?

vitnda recibe la tarcera varte de 512 000,000



LR 000,000 = =47 000,000

Td b

el resto de la herencia o sea 48 000,000 gue representan  las dos -
terceras partes - restantes. se reparten entre los  tres h:ijos por

partes dquales:
8 000, GO0

= 2 h66,686.67

0 sea gue & cada uno de los hijos le corresponte dicha cantidad.

Cabe racordar gue, en eperaciones o tipo comercial, con -
frecuencia se caloula el benefrcio, la pacdida. la rebaia etc. en -~
relacidon a 100 unidades. Los problemaz  que de ello resultan se
llaman de tanto por ciento. For e&jempla: al decir gque ©1 malz da
el BG por ciente (80%) de harina, se guiere indicar gue de 100Kg de
malz producen 80kg de harina y el resto, 20 ky serd salvado (casca-

rilla del mat

. 51 se tuvieran 150 Lg de malz, e 80O% serfan (20 kg

de harina.

El tanto por ciento significa tambien centésimas, ésta as,
el 15% de 120 son 1S centésimas de 120, es decir:
19
R =120 s 0,15
1060
5) Un equipo de beisbol ha panado 90 partidos de un total
de 100 partidos jugados y le restan &0 partidos por jugar. Cudntos
de ©llos tiwne que ganar par obtener por lo aenos el 802 da parti-
daos ganados en la Lempaorada?

£l total de partidos que s2 Jjueqan en la temporada s



de 160 pavti&os, ws decir [os cien‘ﬁugados, mas sesenta pos qugar.
Comn 52 quigrs ganar por 1o menos el BOY de budas les partidos, s
Ttiene que:
160 3 0.8 = 178
23 ml ntmero total de partidos gque cuando aonos se debaran ganar.
De este ltotal de partidos ya 5@ Jugaron ¥y adanaran 90 ﬁar

la tanto, la diferencia entra el total de partidos gue comd minimo

daben ganar y 195 ye ganados, zerd el ndmers de  partidos gque ten-—

dran guiz ganar para obiewner por lo penus =1 BOY de partidos ganados:

&Y A un obrers le ofrecen un sueldo semanal de $48,000.00,

Antes e pagabian en efectivo $ 41,000 pero le habian  descantado el

4% de impuesta v el 19% de su seguro de vida.  L0ue pago  es el gque
l2 conviene man?

La cantidad de $41,000 corresponde al 9674 del total de

At salario ya gus le hablan descontado en total un 14% entre impues

to ¥ seguro de vige. Lon lo anterior, la pregunta es: Jcudl es  la

el LU0k de su sntario?

cantidad que repre
Fara contestaria se establece una  reiacion  entre las
cantidades gue corresponden al salario v los porcantales que @stas
regresentan,
RS
41,000 o3 21 B&Y, entonces: e w4745 gue teprasenta -
=X
gl 1% de su 33lario por 1o gue:

A76 WD = 47,800, cepresenta @b 109% de su salario.

El ofrecimiento saria gue el salario que 85 convanien-~



te es 2l de §48,Gou aunque sea por unos cuwantos pesos mas.

Los proh]ehas que se han presentado hasta este momento no
representan mayor dificultad en su solucidn puss solo han interve -
nido en ellos las operaciones bisicas de suma, producto, diforenc:a
o cociente. En el primero y segundo prbblemas. la grafica ha s=ado
un gran aunriliar y con =6lo contar las posibles. combinaciones, se

encusntra 21 resultado.

El tercero y cuarto praoblema reguirtd de etfectuar  multi-

plicaciones pars obleier 1a

~a su so0lucidn requirieron del concep—

El guinto y se;xin pa

to de porcentajes y de sfrctuar sultiplicaciones v divisiones.

En realidad, la cimbolizacion de estos problemas ha sido

la makmmAatIca el a—

tan obwia gque,

lumne la ha eplicado.

Cuando los problemas a resalver corresponden  a la geome-
tria ya intervienen en ¢stos, otro tipo de simbolizacidn. Ya fno

TS NUMeros fralen y lus $ighos do

sulo Qs convenient: o
C1on Hino que @% NecesSarlo  1ntroducir  alguna o algunasz leteas que

representan los datos necesarios,

S1 ge quiers conouer el peclsgiiro de oun cectdngulo, ez ne-
cesario recordar que @5 un perioetro, gué as un  rectangulo, de

cuantos lados consta wuna Tigura geomgirica, en este caso el rectan-—
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gulo. Fara representar 1o dantertor, se hace uso de laz literales.
También para e] volumen -y superficies de figuras geaomeétricas os ne-
cesario conocer ciertas carateristicas de las figuras o cuerpos de

los cuales se nos presenta una o varias incognitas.

7) Calcula la superficie de un terreno que tiene la forms

de un cuadrado cuya lado mide 39 m.

39

39

Si el terreno se cuadricula utilicando como unidad de medida un
cuadrado cuyo lado es de un melro cuadrado, cabrian en dicho terreno

= 1321 ametros cuadrados

En el caso anterior se ha efectuado una multiolicacian
de la medida de un lado por la medida del otro.

Esto se hace extensivo para sncontrar el &rea de un ——
rectdngulo solo que en lagar de ser lados iguales se tienen dos me-
didas distintas que son largo y ancho y el area a2s 21 productn de

estas dos medidas.

8) Se guiere conocar el drea de un  tridngulo  rectidngulo

gue mide de base 12 m y de altura B m
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12
Se tigne un rectangulo gque tiene pore lado 12 m y de ancho 8 m, tra-

zando una diagonal se obtienen do:s tridnguios rectdnguleos de base

12 y de altura 8, por lo que el drea de cada triangulo serd igual a

1a mitad del Area del recténgulo.

12

ésto es:

9)  ACual es el volumen de un cubs cuygs lados tienen uwna

longitud de 5 cm?

En la siguient: figura se anotan los datos del praoblema:
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v ~.
Sha 4—-:—_’-—;»

t.a base tiene por medidas 5 2 95 y al  colocar 1os cubitos como se

itustra en 1a siguiente figura, dan una altura de 1 cm.
¥
m\\ N\\ 7\\ \\\\\

N SN N .
< \\‘?\‘

AN
N IO B e

i
1

Si se coloca otro tanto de esos cubitos, se tienen S0 y una altura
de Z cm. En el problama s2 considera una altura de O om por 10 que
flabra que colocar cinco tantos como los gque se tienen en el primer
nivel que son 2%, dandu un total de:

25 &« § = 1%

il volumen dol cubo ac entonces, 5 0 9w 5 = 129

1
“
e

10)  Calcula el volumen de un prisma rectangular cuya b

tiene medidas S cm vy T om y cuva altura es de 8 cm.




Considerande oue @l prisma e llena con pequellos dubds de un centi-
metro por late, en la bese se tienen guince cubos donde la. altura
de’ esta cipa 2s deé. ! cm,

Enzeguida

2 tploca otra capa con el mismo numero de cubos que con
la anterior se tienen an tatal 20 cubos y asi se continuaria hasta
Tenarlo, teniéndose en total ocho capas de 135 cubos cada una. En

total se. tiene

15 04 8 = 120 cubos de un cm™

El volumen del priasms es entontes 3 5 g o= 120 cm™

11)- Calcula 21 area de un trapecio rectangular cuva  base

mayor mide. 12 7cm, base menor 7 em ¥y su altura es de 3 cm.

S

o
————f-

12
En la figura, se traza una recta perpendicular z la base que parta
del vartice de la bdse menor, con lo anterior, la figura se ha di-
vidido en un rectangulo y un tridngulo cuyas medidas se anotan  a

continuacidn:

~
‘ i
. ? B

Fara obtener el &rea del btrapecio serid necesario sumar el darea I Yy

21 area [I.



Area I = 7 2 5 = 35 em? ya que el largo mide 7. cm y el ~—

ancho es 1gual & I cm

Area [I = = —-- = 12.9 ca* ya& que la base y 1a

altura miden lo mizmo.

Por lo anteriar, el &rea del trapecio es:

Area 1 + Mewa 11 = 5 ¢ 12,5 = 47.5 cn®

12)  Se tiene un capttal de $100,000.00 en wun  banco que
ofrece una tasa de interas del 204 anual. S5¢ guisre -aber, 21 cabo
de tres aflps, gué capital se tendrd si los intereses causados cada
afio se suman al capital.

Es muy probable gue éste tipo de planteamiento se pre-
sente al alumno de manera directa o indirecta y gque lo haya tratado
de resolver de alguna torma. A conlinuacidn se presenta una tabla—

donde se observa con claridad los pasos que s2 han  sequido  para

llegar al resultado

usnpoi CAPITAL [GFUTRL + InteRes
Canos) | INVERTIDO| - IWTERESES | AL FINAL DEL ARO
109,090 10,08049,20 =| 108,809 1 20,00
l I 8,008 ! BY] ,aa% e
120,000 1120,8020,20 =| 120,900 + 24,000=
| l ‘=34, 800 ] 144,000
| 149800 (149,89943,20 =) 149,080 1 29, g00=
228,888 {72,808
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£1. resul tado es $172,800.00 al final del tercer aho.
Fero, igque pasarta si en lugar de conocer el monto del capital mas
los intereses al cabo de tres afios cse pide canocerlo haseta los
quince atos® El proceso seria el mismo pern mucho més tardado, parlo
que hay gque encontrar un smodelo matematico gue permita  encontrar

l1a solucidn y gue sirva tanbién para resolver  otros problemas de

éste tipo.

1) A un depdsito de agua lleaa &1 Tlourdo a2 razdn Je O
litros por segundo y salen § litres en &l mismo tiempo. S5i el tan—
que estd& ocupado por agua hasta lo mitad y se abren simul ténecamen—
te las llaves de entrada y salida, en qué tiempo sz llenard sabien-
do que tiene wuna capacidad de SO0 litros.

Se tienen los siguientes datos:

&)  hay =n 2! depdsita
b)Y e Ileana a racdn de 10 lts/seq
) se vacla a ratdn de S lts/seq

) &l deposito tiene una capacidad de 990 lts

A Ccontinuacion si precenta una tabla en la que se observa Bl lenma—

do del tinaco al cabo di 20, A0, Z0O y &0 seg

TLEnPO - 1AGUA CONTERT| LLERADD | UACIADD | cakTiba Dt
TRANSCURRIDO{DA  INICIAL{48 Tts/s { 5 Lis7s \AGUR AL cigd
Geg)  (HEWTE (Lts) DEL "T1ENFo

28 230 © 1020 |- 5020 = 359

39 25 + 1aam - 3 z i

1 539 ¢ 18t |- 5030) 2 458

50 250 + 10030 - S(s) = 508

1] 358 + 10050 i- 5D z 559

De los rosultzdos anteriares se observa gque los datos
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del problema se @re cuando han tnanscﬁvrido S0 sagundos va -
gque 2z cuando el Sangque se llena.

Este metodo de tanteo ha perﬁitido llegar a la =olu-
Cion pero L aqud pasard 51 en lugar de solo hacer tres, cuatro o cinco

tanteos se - tuviera necesidad de mas?y

En los problemas anteriore

es claro que no ha sido difficil
resolver problemnas con sdlo aplicar las operaciones elementales y
algunos conocimientos sobre geometria, flsica, porcentajes o simple-

amente tener un poco de imaginacion.

En realidad, en 21 estudio gue se ha tenido de la matemi-
matica desde la educacian basica ze ha enfrentaso  al alumno a muy

diversoz modelos algebralcos conw Goan la

farmulo utilizadas en

geometria para calcular dreas y voltunenes.

A= 1% area del cuadrado)
voo= {volumen de wna estera)
A = Hh {area de un rectangulo)

También ha utilicado modelos algebrdaicos en su tudio de

la fisica como:

F
P o= - {(presion}
=
. = = Pet) fempu e
1
A = - feuperficie iluminada)



M
£ =6 -— (Ley de Gravitacion de
d= Newton?

En. quimica s&  ha uwtilizadeo cierta simbolizacidn  para
los distintos compuestos o sustsnclas gue al unirse foresn deter-—
minada reaccion:

da + Dl ——p ZMaCl

agrafia ce han consawde las esscalas con gue se mide

en el munde la temperatura y son tambidén modelos:

9

Grados Farenheit Fo=-0 4+ 32
S

S

Grados Centlgrados C =+ - 32-

9

Fara levantar un censo ya sea de poblacién, ganadero o
agricola, tambien se tiens el aswiilio de2 modelos para obtener  in—
dices de: mortalidad, natalidad, poblacion escolar; clasificacion
del vipo d2 ganado como pueden ser de: engorda, para sacrificio, en

repruducciEsng, 2Rcoy #n la agriculbura tasbién se dan indices sobre:

ntidad de cosecha de acuerdo con deter-—

el tamalio do 1oz granes,

minadas condiciones, etoc.

Camo obszrva, los madelos algebraicos se encuentbtran en
todos los renglones de actividades a las que voda pes desti-
nada a desempefar un trabajo, debe enfrentarsse.

E£n los praoblemas gque +  “ontinuacion se  plantean, se in-

Aecir, aguellos en que wniste

toducirdn modelos  alyesbrdicos,
alguns o algunas literales fue representan ndmeros que desconocemnos

y o gue Juszgan el papel muy imporiante de incodognitas.
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En matematicas se varte de situdciones concretas para 1ore-
mular modelos gue wtilizan una serie de simbolos v nue, a traves de
‘ellos se determinen ciertas analoglas y genecalizsciones aue permi-
tan conformer una teoria matematica. Es importante considerar a la

‘matomatica Como wna herramienta vy un metodo en constante desarrgllo

un ]

y vinculada con otras disciplinas. La matematica HRgLUae
que pearmite l& commnicacion en Torma oral 0 oscrita.

Exto lenguaje, ademas de utilizar numerales, literales,

signos de operacitn, signos de igualdad y de desigualdad, tambidn

signos e S luw parentesis 2 sus distinte

formas: ( ), C 1, < 3. Eston signos como se recordard
pracisan las operaciones que tienen prioridad, v debe curdarse no

abusar de su uso.

En &1 siguiente problema, se introduce la literal "a
relaciona al largo con el ancho de una pista de patinaje. Se usd
"a® como pudo haberse usado cualnuier otra literal. El proceso pa-

ra llegar a la solucudn estd especificado paso por paso de  una

manera aritmetica.

i Una pista de patinaje que mide 100 metros de larogo
pur 70 aetros de ancho requiere ser renodelads aunentado su super—

ficie a 13,800 o=, incrementande la wisma longitud  en su  ancheo

como en su largo.  Lluanto debe medies de ancho la franja gue se -

debe de avmontar?

& 100
r-— J b

: 7000 sa
: M2

¥ ]
L Y



(Loy de Gravitacion de
Newton)

En quimica se ha wtillizado rcienmta simbolizacidn  para
los gistintos compuestos o sustancias gus al unirse faormen deter-—
minada reaccion:

Ma + Lln ———p ZMaCl

En geografia se han cononcide las escalas con que se mide

en el ‘munde [a tempoeaturs v oson tambign modolos:

9
Grados Farenheit Fo= -0 + 32
Grados Centligrados C = (F -

Fara levantar un censo ya sea de poblacidén, ganadero o
agricola, tambieén se tien? ! aunilio de modelos para obtensr  In-

dices de: mortalidad, nataligad, poblacivn escolary clasificacion

del tipo de ganado como puedsen engorda, para sacitificio, en

repraduccidn, etc.; en la agriculbura tasbién se dan (ndices sobre:
el tamafo de los granos, cantidad de cosecha de acuerdo con deter-

minadas condiciones, =tac.

52 encuaetlran en

Comn ce obseorva, los modolos algebraicos’

todos los renglones de actividades a las que toda persona, desti-—

nada a pattar un trabajo, debe enfrentarse.

En loz problemas que a  roacbinuacian =2 plant
toducivran modelos algebrdaicos, =5 decir, aguellos en gue existe
alguna o algunas literales gue representan nimeros gue desconocemnns

y gue jusgan el pap®2l muy ieportante de incégnitas.
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En matematicas se parte de situacione=e zonor=ies 2ara. {or-
atlar modelas gue utilizan una serie de simbolos v gue, a traves de
ellos se determinen ciertas analoglas y gensralizaci0nes aue permi-
tan conftdrmar-una teocria matematica. Es importante considerar a la
matemdtica como una herramienta vy un metodo en constante decsarrollo
¥ vinculada con atras disciplinas. La matematica e@s  un isnguaje
gue permite 1 comunicacian en torma aral o ecscrita.

Este lenguaje, ademds de utilizar nuserales, literales,
signos de operacidn, signps de igualdad y de desigualdad, tambien
usa signos de agrupacion como  son los paréntesis o sus distintas
formas: 4 )y C 1, < 3. Esbos sianos cuno =se recordard
‘precisan las ogperaciones que tienen prioridad, v debe cuidarse no

abusar de su uso.

En el siguiente problema, se introduce la literal "a” que
relaciona al largo con &l ancho de una pista de patinaje. Se usd
"a" como pudo haberce usado cualguier otra literal. El proceso pa-
ra  llegar a la solucion estd  especificado paso por paso de una

manara aritmética,

14)  Una pista de patinaje que mide 100 metros de largo
pot 70 metros de ancho requiete ser remodelada aumentado su super—
ficie a 13,800 m=, incrementando la misma longitud en su  ancho

comn en e 157g0. Luanto debe medir de ancho la franja  que se —

debe de awscotar?




El plapteamiento del praoblema es claro en el diagrama an—
terion.  Ahora es necesario asignarle determinados valtores a la va-—

riable . “a" para enconiran en cual de ellos el Area del rectangulo

rasulte igual a L3,800 o=,

Este prvoz:e'so ileva por constguiente & zfesbuar varios cal-
culos hasta aprmiimarse, o btener 21 valor igual al drea pedida.
£1 &rea del recténgulo estd dada por 21 producto del lar-
9o por el ancho, 0 sea, sSg quiere gue:
(70 v 2y (100 + &) = 17,800

Si sucede ques:

a = 10 (700 ¢ 10 100+ 1O) = B0 x 110 = B,800
a = 12 (70 + 2Lon o+ 1 = 2oLz = 9,194
a = 13 70 4+ 1S CL00 o+ D) = 83 ¢ 1185 = Q.775
a = 20 (70 +  20) (100 + 20y = GU g LEu = (0,800
‘a = 25 (7O o+ IH aon + 25) = 125 =11,4250
a = 30 (70 4 TO) 100 v I0) = Hod o 130G = 13,000
a = 70+ T2)Y 100+ = 102 & 172 = 12,444
a = 33 (70 +  IT) 100+ = WL w18l = 13,697

= 34 (70 0 Z4) (100G + 24 = 104 3 134 = 13,9738

Se observa gue el valor del drea buscada se encuentra  al

m. En la siguien-

agregar una franja cuyo ancho estd entre

te aprozimacion no se utilizan ndmeros enter

L1 (100 + TZ01) = 1070w 13301 = 13,722.61
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= 1Z, 76969

a =
a = {200+ ZL0) {100+ 33.4) = HO1E3.4 = 13,795,506
a = 70+ 27,5 (100 «+ 3E.5) = 1035 i 135.5 = 13,817.25

Nuevamente se obzserva gue la franja gque hay que agregar se

encuentra entre 23,4 m y I3.5 m. Para uns mejor aprorimacion calocu-

lemos &l smgundo miunero decimal.

a = 33.41 (70 + ZTLA0 100 + I3.41) = 105041 o 13304810 =

a = 33.42 (70 4+ I35.42) (100 +

O1TEILAT = 13, BOD. 66

a = 33.47 70+ ETOA2) (100 +

El resultado mas cercano es el que coreresponde para

Fl proceso seguido para resolver el problama ha sido largo
y laborioso. Fostericormente, aplicondo los conocimientos algebrai-
21 problema resultard mas sencillo

cos sabre snlucidn de ecuaciones,

de resolver.

15Y iCuAl we el Area maxima de un rectangulo que se puede -
cercar con 98 m de alambre de paas”
Fara resolver el problema hay gue considerar:
a) el largo v el ancho del terreno
Ry el perimztro del rectangulio que debe gser de 78 m,
pues es el alambre con oue se cuenta.

<tdngulo sea de drea mastima

<) que el

Simbolizando lo anteeior s tiene:

ancho: a .
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perimaeteras Za + 2t = 98

avl,

dr e,
Cansiderandg que s cuenke con 98 metros de alambre de
puas, la swpa de la longitud del ancho v del  largo debera ser un

nUmero. Mayar Que cerag perp menor que 49 aetros.

Se presents a contiouacion una tabla con los  valores
para el ancho v para =1 largo,tal gue el perimetro sea igual a 98 m

¥ oa contindecion se calcula el &rea de cada rectangyulo:

a HO LARGD A

RTINS | 2
NOULWEBUIE | O
[LE I AT

(WA AN

GGG |
DOHEVWEAD | 11}
DOCOREOS | D

En la ‘tabla se observa gue, para a = 24 y a = Y se -~

tiene el area amayor. Como no estamos seguros gque £sa sea la madrima,

"a" comprendidos entre 24 y 25,

calcularemns 21 &rea para valores de

ANCHO LARGO AREA
24.9 25.2 680.00
ga.z 22ls cooiic
£4:3 Za.& €00.24
24:6 £4:4 &o0i24
24:8 £4aiz éw@e.is
25.0 24.b0 €00.80

Camo se ve, ¥ste plantwomiento del problama nos  )leva

] efectuar mas de un ' calroule hac:endo el trabajo  mds laborioso y



tardado.

Este tino de problemas puedsn sar re

aelttos de manera
eficiente y precise mediante ol uso del Calculo Ditersnciasl =
tegral.

16)  Aluantos metreos de tela de alambre se necesitaran para

bardear un terreno rectangular cuya longitud es tres vec su anohu
ra si se sabe gque la longitud es de &00 m,
Simbolicemaos por: L: la longitud

a: . el ancho

o guier-. entonces ques

L = 2a Foo= ZL o+ 2
En la siguiente tabla se dan valores al ancho hasta llegar a encon-
trar un valor tal gque siendo tres veces el ancho sea de 600 aetros

su longitud:

a 3a i
R
158 gs1geg 450
209 3CZ209> 699

[

A =2 ve que 2l valor del ancho aue cumple la
condicidn del problesa es 200 m. )
2200+ ZHOD) = 400+ 1200 = 1600

La respuesta es: 1600 m de tela de alambre seridn nedesarios.
17) Si se usan dos mangueras para tlenar una alberca, la =
manguera de didmetro mayor la llena eon dos horas y la de didwetro

wenor 1a llena en cinco horas. JCuanto  tardardn las dos  mangueras

juntas en llenar la albercaf¥

=
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Considérese el volumen total de la alberca igual a la
unidad, se establece una regla de tres para conocer el volumen que
tiene la alberca segun el tiempe gue transcurre para llenarse:

manguera de didmetro mavor:

R 2h
t
Yy e t por 1o tanto Wy = -
2
manguera de diametro menor:
1. e Sh
£
Ve = - t por lo tanto Moy =~
a2

E! volumen total de la alberca en un tiempo t  llenada con  las dos
mangueras serla:

Voom Yy o+ Yy
En la siguiente tabla se muestra el volumen de la albeeca  variando

21 tiempo:

+ € U Y] U_=U_ +u
Min.lhrs. l 1 ] 2 ’ T 1 2
£8 |i:8g |B:38(%:22 | &:%¢
25 1:25 [B-63]0123 g:8%
ag 1:32 18:8718:%3 9.99
8%.5i1.42s|@:281@a.89 9.3382
86 1.437 |@.?2|0.2586 1.803

La tabla muestra que la alberca se llana aprocimadanen—=

en una hora y veinticinco minutos y medio: 1.423 h = 1 h 25.5°

18} Un barco petrolero cuya velocidad es de 0 millas par

hora, dista de sua escuadra 70 millas, si ésta se mueve . con una ve-
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locidad de 15 mi11l/h, {Cuanto tiempo btarda en (ncorpordrse a su es—
cuadra’

Para resolver el problema es necesario toner presente-
que la distancia es igual a la vel§c1dad por el tiempo. Asl, si se
sihboli:a distancia con la letra d, velocidad con  la letra vy
tiempo con la letra t:

d = vt
La distancia que ol barco petrolero deberd recorres son las 70 ni -~
llas marditimas, mds la distancia gue recorca i« escuadra para poder

alcantarla.

lus volures ge las dis-

Las siguisnte=z tablas apuwect 3
tancias que han recorrido 21 barco petrolero y la escuadra en los -
tiempos indicados., azl como la distancia de la wscuadera a la posi -

cion inicial dizl barco.

t ista re distanci
- arei gor escuadra |
h & e ra sscxon in
< arco. ¢

1 15¢41 1S 15 + 7@
2 1552 ag 39 + ;8
3 15¢3 4 45 + a
g 1548 69 68 + 2729
15¢S 795 7?9 + 70

Se observa que para el bticopo 1yual a cuatro horas, =1
barco petrolero ha recorrido 120 millas vy la escuadira se encuentra
a 120 willas del punto de partida del barco. En cince horas el bar-
o ya habrd sobrepasado a la ecscuadra por 1o gue et t;empo que tar-

=

da en encontrarse estd comprendida entre 4 y § horas, es decir:

4 <t 45
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t distanci reldistancia re distancia la
- corrida orlcorxida ror escuadra a =)
h el bar la escuadra sicion 1 iaf
CHMi. i) del barco Mi.)>
4.8 30¢4q.80> 29 15¢4.20)=60.0 6.0 + 78 130.9
4.4 3B, 1) 23 15¢4. 1) 1.5 61.5 + 20 134.93
4.2 30(4.2g 26 1554.2) 3.9 63.0 + 728 133.9
4.3 38¢4.3 22 15¢4.3)} 4.5 64.5 + 2?29 134.5
§.4 30¢49.9? 32 15¢4.4) 6.9 66.89 + 2@ 136.9
R EC IR H S T R Rt
- . - = - . + = .
4.7 3044.7) 41 15¢4.7)=70.5 ?780.5 + 79 = 140.5

Hasta ecte momento sa tieme gue 1a mejr aprodimac ion

de tiompo oo yoe oi barco alcansz & ia2 eccuadra es entre b= 4.6 h

y t = 4.7h

8i ‘ge quicrz URS mayor precision S8 calcula un deci-

mal mas que nos llava a encontrar gue las embarcaciones s&  reunen

an un tiempo t = 4,46 N

19) Rosita vive entre la casa de Pedro y la fabrica donde

trabajan. Fodro vive a 1,250 m de la casa de Rosita vy a @ ke de la

fabrica. Rosita para ir a la fabrica camina & razon de 63 m/min v

su domicilio a

Pedro a razon de 135 m/min; Fedro y Rousita salen, de su
la fabrica, a la una en punto. S guietre saber en quéd  tlempo  se

encuentran y a qué distancia estén de la fabrica®

[ ]
£y cCa 2e3eIE
. ErEvee)
£1 €1 e
1"
casa de ° X
BI3-d  oREzg.dc  faerics
12590 ™.
B -




En la siguiente tabla se observa la distancia recorriga poe
Fedro. respecto.al tiempo transcurrido. Se utiliza el modelo visto-

anteriormente: d = vt

?gs)

Jn

ti
{Mmi

i

t.a tabla i1ndica gue Fedro llega a la fabrica en un tienpo compren—

Divp
SeesE[£3

dido entre T30 y 40 min.
La tabla que muestra la distancila que recorre Rosita has-

ta la tabrica es la siguiente:

tiempo dist
(Minugos)l <§e%?3§?
2 85¢@) ]
19 6£63¢1Q 650
28 65¢2Q 300
38 Sg<3g 958
£t 28¢28355222
6B 65(60 900

Rosita lleaga a la fahryes entic ol wiawio D0 y 1 60, es decir:
bl O -]
A continuacién  se muestra la tabla tomando en cuenta la
distancia a la fabrica pero desde la casa qe Fecdro. El modelo gue
se utiliza es: d = ASt + 1250 donde se considera la ventaia gue

lleva Rosita.
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distancia
metros

tienpo
nlnutosl

tiempo en gue se encuen—

siguientes tabla

Lam

ante

tran Fedro y Rosita gque =3 =l problema que se pl

tiempo estd entre 135 y

indican gue el

calculos hechos

lLos

hace una a-

S

en las siquientes tablas

par lo tanto.

0 minutos,

-

proximacidn entre esos valores:

ECORRIDAS
A DE PEDRO

R
AS
RICA (matros)

I
A ¢
BRI

e cumple gue las distancias puedan—

El tiempo para el que

18 minutos,

se encuentra entre 17 y

mas,

.

las mi

ser
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IENPOIDISTANCIAS R ECORRIDAS
{nxn.)lCﬂRR!DﬁS Py A DE PEDRO
PEDRG (metros {metros)
12,2 1435(17,2)=232
12,4 1133(12,9)=234 gggg
12,6 1135(17.62232 2394
17.g 135(17,8)=249 2407
17,9 1135012, 93=241 2413.3

Analizanda las tablas anteriores, el tltempo se encuentra

entre 17.8 y 17.%9 mninuto. S1 se aqui WA mavor Aanrasxi

procede de igual manera para encontrar el segundo decimal.

FPara caontestar  la segunda pregurbtar la qué distancra se
ancuentran?, serd nececario fijar la atencidn en el ndmero de ma-
tras recorridos cuando ha transcurrido un tiempo determinado. For
aiemplo para bt = 17.8 etnutos, se reporta una distancia recorrida

-

desde la casa de Fedro de 2,303 m y de 2,407 m. Mo san distancias

iguales porgue se tendrla gue caloular un tiempo mas exacto.

En lous prablemas aqui expuestoz =)

solucidn fue, en muchas ocasiones largo y Ileno de operaciongs, sin
embargo, &1 alunno se sisnte satisfecho g1 encuentra la solucidn y
s1 #wsta zolucidn s plenamente justificada mediante un proceso logi-

co y aritmético.

Lo anterior oo vialido, pero como en todo lo que 2! hombre
s& propone esta el de superarse continuamente, 25 necesario  encon~

trar métodos mas stficientes para resolver problemas.

&1 Algebra es, .entontes, la hecranients gue s utiliza
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para lograr asteo ghaabtivo.

MODELOS ALGEBRAICOS

En loz ciguientes problemas, se trata de establecer un mo-

delo algebraico para vada problema mediante la abstraccidn del inis-
ma con auxilio del lenguaje simbdlico; en el siguiente capltulo, se

menciona la forma de resolver ésos modelos planteando la teocia que

permita resolverlos. Se ha  eencionado la  palabra  abstraccion v
por tal zo entiende “desmenuzar” &1 problems v escoger de €1 lo nds

importante para dar respuesta a la o las preguntas planteadas.

FROBLEMA 1 (Pagina 49}

DATOS; MODELY ALGEEBRAICO:

Humero de equipos: 9
Beneratizando el ndmaro

de equipos por: n nin - 12
Juegaos gue efactua cada Jom e e
2quipo: 8 2

Generalizando el nlim. de

juegns gque efectla cada

equipo: n -1

Mo hay copates

Total de juonos: J

Otia variante del mismo problema @3 @l siguiente:

En una fiesta donde un observador contd un total de 66 sa-
ludos gue realizaron entre si todos los invitados, preguntéd a su a—
conpafante: LCudntos son los invitados?

DATOS; MODELY ALGEBRATICO:

Namero de itnvitados: n



Total de saludos: bé 686 =

FPROBLEMA 2 (Fagina SO)

DATOSS HOOELO AL
S61n hay un platilio 1
Hay un nlatillo v dos bebidas 1
Hay un platillo, dos sopas v tres bebidas 1
Hay un platillo, dos sopas., tres bebidas
vy cuatra postres [
" " "
" " o
“ " "
Hay un platillo. dos s00aS,...,n atimento 1 L0

El nuamero que resulta  se le llama factor:ial den y e
simboliza asi: n!

Simbdlicamente se escribe lo anterior asls

Hay un sola platillo 1
Haw un platilleo y das bebidas 20
Hay un platillo, dos sopas v ttes bhebidas

Hay un platillo, dnos scopas. tres pebidss
y cuabrn poslren !

» " "

Hay un platxl)é. dos sopas,...n alimento
PROELEMA 2 (b) (FPAgina 53)

DATOS: MODELQ ALGEBRAICO:
Considéress gue el primer

lugar de las literales pue—

de ser ocupado por cualguie

ra de las I letras: 3
Ganaralizando: L

El siguiente lugar, por cual

quiera di: las 2 restantes: 2
Generalizando: L-1

El dltimoe lugar correspon —

diente a literales, por la

sobrante: 1
Generalizando: L-2

£l primer lugar de los digitos



por cualquiera de los 103

Generslizando:

El siguiente por cualguiera de
los 9 gque quedan
Genaralizandos

El tercer lugar por cualguiera
de los 8 restantes:
Generalizando:

Z1 resultdo estd dado por:
i 2ot w10 %
FROBILLEMA 4 (Fagina S4)

DATOS,
F1 200,000
173601 7200, 000)

Total
Viudas
A cada hijo:
corresponde a la tercera
restantes

herencias

partie de los 2/37

FROBLEMA & (Fagina &35)
DATOS:

Namero de juegos jugados

Yy ganados: 0
Numero de juegos jugados

y perdidos: 10

Total de juegos temporada:z:l&o
Numero de juegos que de-
be yanar:

PROEBELEMA & (Fagina S5&)
DATOS:

Ofrecimientos % 44,000

Ganaba: F 41, 000
Dascuentos
anteriores: 14%

Fago probable-
mente conveniente:
B6% de $ 48,0005 41,000

L¢l—-1) (L-2)D+¢D~1) (D-2)

MUDELO ALGERRAICO;

800, GO0

MORELO ALGEBRRAICO:

100

80

160

- Q0 Juegos - por

ganar

MODELO ALGERRAICO:

100

8s6

41,000
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Los problemas

figurass y. cuerpos geometricos

cer la féormula gue desde

can la diferenci1a de gue en

resante conocer el drea o volumnen

gue intervienen en dicho modelo y que por

corregpondientes a
respectivamente,

la enseflanza

Arasg Yy
s reducen

elemental se han

el nivil bachillerato no 30lo es

sine cualguiera de las

1o tanto es

volumenes

<Cono-

inte-

ber algunas reglas algebralcas para gque ¢sto sea mds sencillo.
Area de un cuadrado: L+l = 5
area de Gn roctiogulor Lea o= §
Area de un triangulos bra
....... = g
A
Area de un trapecio:

volumen de un
Conocer las propiodados

calculos para encontrar areas de

FROBLEMA 7 (Fdgina S58)
DATOS:

Lado del cuadrago: 35
Area: ©

FROBLEMA 8

DATOS:

Arca el btriangulos S
EBases: 12 m

Altura: G m

(Fagina 58

cubo:

de las tridngulos facilita

figuras no rogulares.

MODELD ALBEBRAICO:

MORELD ALGERRAICD:

L2h

———— = 8

los

mane jada,

literales

NECEsSarid sa-
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Airea del rectangulo: A
Largo: 12 m
Anchios B m

FPROBLEMG % (Paaina 59)

DAETOS:

Volumen del cubo V

Largo: S o

PROBLEMA 10O (Fagina 60)
DATOS:

Yolumen del prisma: V
Base rectangular:

Largn S cm
Ancho 2 cm
Altura: g ain

FROBUEMA 1L (Fagina &1)

DATOS:

Area del trapecio
rectangular: A

Basa mayar: B = 12 am

Base menor: b = 7 cm

Altura: h = % cm

FROELEMA 12 (Fagina &2)

DATOS:

Capital 100, 000
Interes: 207 apual
Tiempo: atos

Montpo al cabo de 3 aftos: M

FROBLEME 13D (Fagina &%)

DATOS:

HMODELD ALGEBRAICO
Vo= L=

Vo= 5u5rY

MODEL O AL GEBRAICO

vV = {area de la baselh

18

MODELOD ALGEBRAICD

(B + b)h

MODELD ALBEBRAICO:

M = Cil + i)=

Moo= L0, 00001 + 0. 20)=

MODEL.O ALGEBRAICO:
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Capacidad deposito: SO0 1t
Evxisten: 2850 1t
Se llena a razon de: 10 1t/s

razon de 5 lt/s
sumul tanea-
llenado: T

Se vacla a
L.laves abirertas
mente, Lisnpo de

FROBLEMA 14 (Fagina 66!

DATOS:

Ancha: 70 m
fargos 100 m
Aumento: a m

Euperficic reguerida: 15,000

FPROBLEMA 15 (Fagina 68)

DATDS:

l.arga: L
Ancho: a
Ferimetro: P =
Arca: A

98 m

FROBLEMA 16 (FPagina 70»

DATOS:
Ancho: a
Largus  Ja = 500 m

Metros necesarios
para cercar: [

FROBLEMA 17 (Fdgina 70}
DATOS:

Volumen total alberca lle

nada con dos manguaras: Vy
Volumen llenada en 2 ho-
ras: Vi
Volumen llenado en 3 ho—
ras: Vo

250+ 10t - 5t =

MODELO ALLEBRAICO:

(70 + a) (Log + a) =

MODEL.O ALG?BRAICO:

A = L#a
P o= 2a+ 2L
98 = Ra + 2L

MODELO ALGEBRAICO:

P o= + 2(Zar

2a

Ta = &00

MODELO ALGEERAICO:

o

135,800




“FROBLEMA 18

tPagina

33

7))

DATOS: MODELO ALGEBRAICO:

Velocidad barco U= Yht
petrolero: V= 50 ani/h

Velocidad escua de= Ve+ 70
dra: Vo= 13 mish

Distancia entre o= de

barco y escuadra: 70 mi/h

Tiempo 2n encontrarse: t Vgt = Ygt+ 70
Distancia barco: dwo

Distancia ascaaderas g

FROBLEMA 19 Fagina 7))

DATOS: MODELD ALGEBRRAICO:
Distancia casa Fedro-

fabrica: -, S Im de= Vet
Distancia casa Rosita-

fabrica: TS0 bm Ar= Ypt + 1250
Distancia casa Fedro-

Rosita: s 250 m dr= dn
Velocidad Fedro: 128 m/min
Velocidad Rosita: 65 m/min 135t = &5t + 1250
Tiempo en gue se

encuentran: t
Distancia a la fabrica: d

PROBLEMAS PROPUESTOS

Los siguientes problemas se proponen para que ce haga i3 -
traduccidn del lenquaje comun al lenguaje simbdlico cuidando de ex-
presar lo gue se pregunta mediante una incdgnita usando una literal
L0 las gue sean necesarias para establecer‘el o los modelos lgebrai-

COS. No se pide resolver los prablemas.

1.~ EIl doble de la diferencia de dos numecos.

2.~ La ralz cuadrada del producto del cociente de dos pu-
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neros Y. su diTerEncia-

.~ La diferencia del cuadrado de un nimero y el guintu-
plo de otro.

4.~ La suma de un nlmero y cincg s menor que doce.

S.- El producto de dos numeros es mayor o igual gue la

diferencia de ellos

6.—~ El cubo de la diferencico del triple de un oumero vy
sU kerceara parte,

7.~ El productn de la suma de dos numeros y su  difercn-
cia.

8.- El cuadrado de la suma de dos ndameros es distinto de

la suma de sus cuadrados.

F.- La suma de un numero y cinco es igual a menos dos.
10.- El cuadrado de un ndamero 3 mayor o i1gual gue cero.
11.- L& suma de cuattro pumeros consecutivos es 1320,

12.- La suma de tres numeros es 65. El primerc es cinco
unidades menoyr que el segundo y &l tercero es dies unidades mayor

que el segundo,

ta longitud de un terreno rectonqgular es veinte me-
tros mAs grande que su ancho. Si cada dimensidn se incrementa en 10
m, su Area aumentaria 1,800 m*, Encuentra una expresion alyebrai-
ca para gl area.

14.- El largo de un terreno rectangular es de 10 m mds que
2l doble d2 sy ancho. Encuentra una expresion algebraica para el pe
rimotro.

15.~- - S1 a la longitud del lado de un cuadrado se le aumen-—
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tan 4 my su &rea se incrementa en &4.m 2nouentra una expresion

algebrraica para la longitud del lado del cuadrado original.
lao~ ELl Se. Lopers 1nvierte $ 100,000, Una parte le produ-—

anualy, v la otra el 457 anual. Encuentra una

ce un interes del

anpresion algebraica que determine el monto de cada parte, st el in

tareés total anual que recibe es de 39,7500

17.- Una pecrsond tiene % 7L A2B vy quiere repartirlos en
tre sus cuatreo bhijos en forma proporcional con s edad:  Martha de
I afios, Carius do 9 afos, Armando de 12 aftos v Josd de 25 afios.
Encuentra una exprasion algebralca que relacione la parte que le
toca a cada unro.

4N en la proporcion de 3,

1.~ Un triangulo cuyos lados e
4y 5 y su perinetro es de 96 m, encuentra una sxpresion algebrai-

ca gue relacione las longiltudes de sus lados.

19.- Juanito tiene 380 aonedas de y  Bl00, En total

las monedas suman la cantidad de $6,7%0.0  (nocuentra  una espresion

algebralca que relacione el namero de monedas de S50 vy de O
Z20.- En un lienze rectangular de 40 cm de ancho y S50 cm de
largo se pinte un badegan. Se dejan si1n pintar mirnenes iguales

tanto 2 lo ancho como a 1o largo v se pinta sobre una superficie de
1,064 tn®. Encuentra  una exprasion algebraica que describa el an-—-

cho de los margenos.

21.—- Up abrero entrega SY preczag v le pagan

$1, 200 por cada pieza sin detfecto perao @l tiens aue pagar $80  pon

cada pieza defectuosa. Finalmante recibe 35,000, Encuentra  una

s sin defecto

A2

expresidn  algebraica que describa el ndmero

que entrega.
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22.- A las diez de la mattana, un edificro de cuarenta me-

tros  de 2ltura proyecta una sombra de veinte metros vy a la misma

hora, un segundo editicio proyecta una somhra de S0 m. Encuentra -

una expresion algebraica que describa la altura gue tiene el gun--

do edificio.

D70~ La edad. de Claudia es tres veces menos que la de Yola.
Hace' cinco aflos 1a adad do Ynia ara cuabtro vecws mas  que la do
Claudia. . Yola t;ene 45 ‘afos. Encusntra una expresian algebraica -~
gque describa la edad e Claudia.

24.- Un tren bala hace un recorride de una ciudad a otra a

una velocidad promedio de 300 km/h -y el regreso 1o hace a } kinsh.

Se hace @l recorrido on minutos menos gue 3 la ida. Encuentra una
anpresion algebraics que describa la distancia gue existe entre una

ciudsd y otra.

Hasta agul, se ha seguido un proceso ariimetico en la salu-
cidn de algunos de los problemas, o en otros, se ha llegada a esta
blecer &l modelo algebraico que solucionarfa el problema pero gue

lta va que oo aecosaric conwcer la teorla de ecuacio—

nas ademas de efectuar las operaciones bdasicas con puprasiones

algebraicas. Far lo nto, utilizando alguno de los ejercicios

vistes anteriormente se verd camo operar con ésas 2Hpresiones.

A continuacidn se enlistan los modelos algebraicos que se
presentaron en los prablemas vistos en la primera parte de éste ca-

pltula,
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FROBLEMA MUNMERO: MODELD ALGEBRAICO:
1 J =
1 HE =
4 23 BOU, OO0
e .
5

11

12 100,001 + 20)3= 1

14 (70 4+ a)(1oe + a) = 1Z,800
t 3

17 ez — 4+~
2 )

En cada una de ellas euiste una literal que en la primera
parte del capltulo se calculs por tanteo sustituyendo diferentes
s ooti=fizd la evpre-

valores numéricaos hasta encontrar el vaior

sion.

En dichas expresioneg hay simbolifadas operaciones de su -
mas, diferencies, productos v cocientes asi como potencias. Estas
se han resuelbto aritméticamente adn sin saber aperar esas gupresio-

nes. Sin enbargo existen metodos gue nos fac:litan ésgte trabajo,

En la expresion:
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Vg2 PN N
t t
esta representada una suma de -~ y ~, cada uno de ellos recibe el
= S
t 1 t
nombre de términe donde -~ esta formado poar -t vy — estd  forma-
2 by S
1
do por -~t que representan el producto de un numero real porouna -
<
S

variable, donde t-es la variable

numericos ya

Los nrmerna peales son llagados cosficienie

que también existen cpgeficientes literales gue se acostumbra simbo-

lizar con .las primeras letras del aliabelo.

Cuando el cosficiente numérico v el e:ponente de una lite-

ral o veriable es la unidad, éste valor no se_escribe.

Les términoes tambien pueden ser un numeral o una  variable
o el producto de un numeral y una o mas varibles camo pueden ser:
-2 y= o ~dab=

MONOMIDS Y POLINOMIOS.

Si las términos o monnmios contianen a las mismas varia -

bles, es decir, a. las mismas incognitas o literales, elevadas a los

mismos exponentes, s2 les llama términos_semelantes como por ejem —

plo:

1

Iab> ~-Bb%aj;




Recibe ol pombre de polinomio la expresidn algebraica gue- .

representa la suma de dos. o mads monomius por ejemplo:

2n o+ 3 - 4n 4+ 5 —~72a — Zab + b* + 1
Y

S5i sHlo tiene dos monomios, se denomina binomip: si consta de tres,

se denomina trinomia.

A continuacion se proporciona £l siguiente cuadro para ser

llenado donde el primer ejercicio esta resuelto.

EEERL, [ T T b e
X 3 X k] i o
5 ty IE oY X,y I E' 1 ‘ binomio
7ab ¢ 2xy - 1 | 1 1
2x ¢ 3y - 4z | | I |
P l I
l | |

2 2 El
3a-%a ¢

—uma de los exponenetes de

€1

“ada una de les variables, por ejewplo:

25 de grado I

es de grado S
4 es de grada O

El grado de un polinomio @5 e} rado mayor de cualquiera
9 Y

sus teéerminos, por ejemplo on el polinomio:

ATy - DuFg o Buy - D

primer teérmino es de grade 4, e! sequndo  térming es de grado 6,

tercere s de grado dos y 2l cuarto es de grado cero. El término

5, por la tanto &) grado del poli-

grado mayor s &1 de grado e



99

nomic es tambien wseils.

El siguiente 2jorciciu consiste en que se clasifique la . —

expresion algebraica de acuardy con su gradao,

EXPRESIOR ALGEBRAICA { GRADO

2
204 3y -z e 2

3
tx e dy

Sx o+ 59+ tz -t
-x

22
-3x y ¢ 2y

2 3 2
Jabtba-7tl
g

Fara poder operasr con las supresiones algebraicas se . usan
las propiedades de los numeeaos realeas, ya gue las variables  repre-~
sentan numeros reales.

VALOR NUMERICD DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA-

En una saprasiédn algs2oralca interviegnen una o mas 1itera—

les, éstas representan numeros as! es que, si en una enpresidn se
asigna 3 cada literal un valos npumerico, al efectuar las  operacio—
nes se obtione otro ndamero.  For ejemplo en la expresion:
(Zh - 2¥{h + 2) z1 se da el valor de 2 a ia literal #h, 21 valor
numérico de dicha expresion es 14 ya gue:
(2(2) = 22+ ) = ts ~ 24
= 4) (4)

= 16
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Es importante evaluar expresiones algebraicas en distintas
ramas - del’ conocimiento como por ejemplo en fisica al estudiar el --
movimiento, on finanzss para conocer un capital o el monto. etc.

A continuacidn se evalua una expresion algebraica:

1Y 81y = = 4+ Iwo- 2 4Cual és el valor de y cuando
w = b oy == L
[=]
¥y = =~ +3&.-2 = 24+ 18 - 2 = 18

2) Fara la misma expresidn, <cudl es su valor 51w = =2 vy

z o= 17
y.= - 4 I(-2) -2 = -2 - b~ 2 = -10 gntonces y = —10
1
1 z
) 8iw=-—-.y 2= - entonces y vale:
2 3
3 3
y = 301/ -2 = - o+ - - 2 =
4 jod
= & a8 1
-+ = = - = - o=y
4 4 4

SuUMA DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS.

Para sumar o restar dos expresiones . como:  4x y 2u se apli
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ca la propiedad distribdtiva de los numeros reales de la. siguiente

formas
4+ 2= (4 + WV = Ly
Ax — o= (4 - 2yu = In

también se pueden representar esas operaciones en forma verticals

Para la siguiente operacién:

4 o~ I o+ 2g) b S(2r ~ 48) + }
primero habrd que desarrollar los paréntesis, es decir, aplicando
la prapiedad distributiva se tiene:

d - Zr o~ b3 + LOr - 205 + 1

colocan términos semejantes bajo

resolviendo en forma vertical

terminos semejantes:

De los ejercicios antericres se deduce gue para  sumar o -

restar dos polinomios basta con sumar o restar los coeficientes de

los términos semejantes.

Si se tiene un palinemino de la forma:

{ay + as + az + ...F andi

At Akt axs - it

It

donde asy az, as, ..., an 500 coeficientes, también se apli-

ca la propiedad distributiva



EJERCICIOS RESUELTOS.

Efectiia tas sumas v diterancias de los. sigurentes palino-

mins tanto en forma horizontal. como verticals:

+ 2yE oty b (=4 v 4y e B o=

= (In® o~ GuRy o+ Dy o+ 4yS) 4 (1 +
= R 4 by o+ I

presitn se did asoriando los términos semejanteos, enseguida

gsta =

s@ aplicod la propiedad distributiva y finalmente se sumaron los

coeficientes.
En forma vertical:

sg han colocado términos semejantes debajo de términos senejantes -
para efectuar la suma. Se observa que son los coeficientes los que

@ swnan.

) (2% + dyR - o+ 1) = (24T 4+ YR o+ Sx - ) =
= eI o+ JyR - ow ok 1 - IxT - y® -~ Gu ok D=
= = 20T o+ (4yR - By o (- CF) ) 6 (L 43 =
= {2 - WNT o {4 - 1IYR (-l + (=S b (14 T o=

.a de dos polinomios. Fodemos

asta expresidn nos representa una

efectuarla como una guma_del ninuendo con los inversos aditivos del

sustragndo. A continuvacion se asocian los términos semejantes para
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]
w

pués aplicar la propiedad distributiva y suwnar 'los rceoeficientes.

£n forma verticals

ot S N S §

20T b yR e S5y - 3

O 4 JyR -

aqul se procede de la misma farea gque para sumar polinomios, se co-
locan los términos semejantes debajo de los térmnos semejantes y el
signo de operacion de la diferencia cambia los signas de cada uno de

los teéerminos del sustraendo para trabajar con fus lae.ocezso 2dibivos,

o] ™+ fy v T v 7y -

) o+ A4y + (7 o+ D)

B Ay o+ @

en forma vertical:

4) 4 — Jr + Ds) + SC2r - 45) + |
=4 - 3r — hs + 1 — 203 + 1

t 10r) ¢ L-as ~ 20s)

[\

4 + 1) + (
=5 4 (=X + 10)F ¥ (=6 - ZO)s
=5+ 7r b (-26)s

= 5+ Tr - 265

para efectuar esta operacidon en forma vertical, es necesario desa—



as

rrollar primero los paréntesis para despues ardenar los términos se

mejantes:

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Efectita las siguientes sumas vy diferencias de polinomios

reduciendo terminos semejontes.

a)

k2]

10y ({Za + 2ab -~ BT + 7a) — (fab + Tab + IbF)

A continuaci1on se presentan las operacinnes de oultiplica-
cidn y divisitn de polinomios v las oporacinnes de potenciacidn y —
radicacidn a partir de ejemplos numericos ague nos permitan estable-—

cer las reglas que rigen a dichas operaciones.
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS.

Se parte de! conocimiento de gue. a) aultiplicar un ndmero
cualquiera por si mism2 tantas veoes sea necesario, s posible que-

lp simbolicenos como una potenclat

IxTHIN3 = 81 6 I+ = Bl
a2 = 4 & = 4
bR s = 16 6 &= = 26
par lo anterior, si el numero se llamara:
= ran
My "equis ye"
Thies eouis ve cuadrada setal
a simplamenteo: ? “"garabato”
v @508 numeros se multiplican por si mismo dos, tras, cuatro, etc.

veces,

Al muitiplicar tres
bo de dicho oumero:

arara

misme,

al multiplicarse, por =i

cuartas por cinco veces,

En la multiplicacién ca
nombre de factor vy

mismo, el

recibiran distinto nombre.

veces

cuatro

da

51 un factor se mul%iplica varias veces por

21 mismo numera,

uno de los

5@ tiene 2] cu-

il

z2 tendrd la potencia

la potencia quinta v asl sucesivamente.

operandos tecibe el -

&1

resultado recibe el nombre de potencia.



27

Al obtener la potencia cubica de dos, se tiene:
' s = 282%2 = 8
de Luyd = = onytuysny = nauEnrpkyaey
ya gue el’crden de los ‘ftactores no altera 21 producto y por el co-
nthmiento del cual ‘se partid, se puede escribiec:
HENELFy ey = TS
y.por lo tanto:

RI:YI o= (wy) T

al elevar al oubo, LSe tieno

por lo tanto:

de este resultado se observa gue:

por lo anterior, los siguientes ejemplos numéricos se desarrollan

S et = I
Axg= = 4x4wl = 4=

LLETV=LL770 = LTRSS TR NI TSI TS TRNT s (AT

Fu® = AR =
A continuacion se anctan los conceptos derivados de la en—

_los _suponentes:

periencia con los ejemplos anteriores como lg

iy los factores que se wultiplican por s mismos se les

el numern de factores recibe el nombre de gxponente.
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i1) 81 se tiene x4x*ik... %0 gne vetes, se simboliza como

x donde 3 eg

2

es el exponente.

111 El producto de dos potencias cuyas hases son iguales -

es. egulvalente a4 clevar 12 hase a la suma de sus exponentes,

iv) La poltencia de otra potencila es equavalentis o Zonsarvae

la base pero el exponente 25 1gual al producto de sus exponentes.

(nmym = Biatias Hiad

(un)m = pase

Al efectuar las sigulentes multiplicaciones se obtienen --

también conceptos valides gue pueden ser generallizacas.

1) TENDSyIm =

= 323 = Z2aTw0 = 1944
2) [ A = fran) (i) () o= gB9eR o= e
3y fan) (b = (aRb) (xex) = abx=

n=R) (yAﬂyJ =

) (3a)3(Zab)* = IxIsIratara®ZeIxlalrarataratbrbrbeb
= TaI#IxZaaIx2xaraxarararararbrbabhrh

= AmpagThes
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VIT(Z/Guy R R =1/ InRy) {1/

{275y =) (2/

= (/%1721 /Ty
= /D255

= (1733 (275 *uoy?

7y 6(Z2 - Y. = = &%7 = 12 - 42 = -IQ

8y IL/S o+ 219) = THAL/S) v TU2/GY = T/S ¢ 6715 = (9 o+ by s1E
= 15/15 = 1

2) 3{2a + Fa) = + IxG¥a = ba + 1Sa = 2la

10} + dy) =

1

los conceptos observados son:
1 Los eJercicios ya s& resolvieron sin necesidad de des-

glosar las potencias a su minima expresion; se utilivaron los con —

ceptos anteriorments anotados.

2 Se utilizo la propiedad conmutativa para la multipli~~
cacion.

3)  Para muitiplicar dos monowmios, =e multiplican los ve -
lores numéricos vy despuss las variables gue hkengan la misma base.

si no.-hay dos o nds facotres que tengan la misma base solo se indi—

ca en el resultado.

4y Fara oultiplicar un monomio por un polinomio o polino-
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mre por polinomio, se utiliza la propredad diziributiva.

5} En los casos en gue aplicamns la propiedad distributi-
va, ‘hay mjemplos numéricos o eJjeaplos donde hay téerminos semejantes
donde resultarfa mas sencilllo etectuar la operacion dentro del pa-
réntes:s y despues la multiplicacion, pero con 2l proceso gue se
siguid gqueremos hacer patente que la zolucion es idéntica aungue -
2]l proceso sea distinto y ésto nos permite  generalizarlo para es

iresiones  algohiraicas mds complajas. de  donde ze deducen las si
&

guientes leyos:

v} El producto de dos potencias de igual base, es una po-
tencia cuva base ez la misma vy cuyo euponente es la suma de los ex-—

ponentes de los factores.

arem

il

vi) La potencia de una potencia es una potencia cuyo expo-

nente es igual al producto de los e:ponentes.

[BLIT

Las leyes de los ponentes son vadlidas para e;nponentes enteros —--

Cualaesguic

EJERCICIOS PROPUESTODS

Resuelve y simplifica los siguientes productos:

1 dzvmE - T =E =
I ama® = 4)  wtwteT =
) (2nFy) (Tuy) = &) (~1/3a%b>) (43°h) =-

7) (-2 (Saw=) (~6q) = 2) IRy =
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10) (/5= =

?)
11} = 122 ((S/an=y)y=ys. =
1% 14) @ys(y=)e =

Una aplicacidn de las potencias se tiene cuasndo se  re-

gquigere manejar cantidades muy grandes o excesivamente peguefias.

Las matematicas, se dice, son la herramienta tanto de las
cienciaz exparimegntales cunw de (&3 s8niales. Freci samiante on las
ciencias enperimantales ce utilizan las potencias de dige: para sia—

bolizar cantidades que van acompalMadas de muchos ceros antes o des—

pues del punto decimal.

Expresar una cantidad con potencias de diez recibe el nom—

bre de notacién desarrollada. Ejempio

i

QU + 8OO w70+

3,873

= Tul0T o+ 8ul0T o+ Tul0 o+ Zuiow

€5 clara que ¢sta simbolizacidn para cantidades camo la del ejemplo,

o son todo 1o eficaces y utlies due we eguisron pors, =n rambin,

’
si gueremos simbolizar: 3,874,000, 000,000,000,0800 con potoncias de-

u manejo de la siguiente forma:

[

diex, serd mas facil
T.874 o 10re

Ezto mismo tamblen se podria representa’ azl:  I,8714 n 1042, naro

uzual expresar una cantidad con pobtencias de diez para uniformi-

ES)

zar la notacion tomando como {factor un numarao entre ©.1 y 10,

Cuando ¢l namera que s 2s5ta simbolizando es un numero ma-—

var que cero, @l punto decimal se vcecorre a la izguierda ftantos - lu-
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gares

c1as esté entre 0.1y 10,

Cuando g1 namero @s menor aque cero,

la derecha hasta dejar
D1y 10y el exponente de diex es negativo.

Eijemplo:

O, 0DUOGUOOOEIE = §.B % Lo=t

EJERCICIOS RESUELTODS:

Expresa con potencias de diez las siguientes

1) La distancia del sol a la estrella Alfa

by 0 DO, OO

cim

A.07 0 1028 om

) La masa de un Akomo de hidréoeno es de:

T OO0, OO0, D00 QOG0 Q00, 000, 00U, 001,67 ar

como sean necesarios hasta dejar que el factor de las poten -

el punto se recorre  a

tgualmente un factor de las patencias entre-

cantidades:

Centauwro as

b3 Se cree gque la edad del universo es de aproximadamente

3 ou 10 afigs.  Expresa #sta eded en S

24 1w &0 3 bU o E6H

cantidad se puede expresar como:

24 w6 x 10 w6 w10 365 vy también

Para dar contestacion a la pregunsa, o tiene

2010w 24 0 b w6 ou TS o 10 7

que - -rapresenta el ndmero de segundos que

mente el universo.

102

946,980

T ox 1022y 24w I6 ¢ D65 =

24 w b 1 &

es 1gual al ndmero de gogundos 2n un afo

o
&
a
-
b

tiene de edad apro:imada -

Esa cantidad se expresa también comos
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= F.46080. ;0 107 5
4) La masas del sol es de aprouimadamenteyz 3 LOFF gpoow
cansta principalmente de hidrdgeno. '¢Cuéntoa atomps de hidrogena >~
hay en el sol! aproximadamente?
Si la masa de un dtomo de. hidrégeno es:
1,67 @ 10-29 g

eritonces hay aproxtimadamente:
~~~~~~~~ = 1.20 x 10% jtomos de H

elpresado como potenciaz

8 107
&) 0.0008
0.8 w 10~
7) Expresa la siguiente pperacidn con potencias de diex.
Simplitica &l resultado. 0. 00084

EJERCICIDS PROPUESTOS.

Expresa las siguientes cantidades como potencias de digx.

1} 000000000 L 2y I7 000,000,000
Q. 00001 7 Q00, QOG, 000
3 0.0000077 4) —— - ——— _

177045, 000,00 1074w
oy -~ &) (XY
O, 0000000107 (D, 107)
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LR 72000

PRODUCTOS NOTABLES.

Son productos de potinomios cuya frecuencia ha permitido
establecer reglas o tormulas gque hacen que, para chiener =u solun -~
cian, se eviten desarrollos largos e innecesarios como se puede no

tar en los siguientezs ejemplos:

1) + (2n + X (en o+ 3y =
= Duwlx + + 33
2) (=&t ¢ 8)% = (=45 + ) (=4n + 4) =

+ 4y 4(-4n + 4) =

HEEELE S 2 )

(=4ir 4+ =405 ¢ (-
=4 E ok A{-4x) + A4 o+ 4= =
= -0 F 4+ 2 (=B:) ) 4 4 =

16n= — 32 + 16

[

Bl + y) + Yyl y) =

FouRy oy b yky o=

wF ok ony + oy v yF =

2E 4 Dy =

En los egemplos anteriores se-obserwva lo. siguientes

1)  Son binomios elevados al cuadrado.



195

2) Los resultados eypresados tienen en coman lo siguiente:

a) En todos los casos el primer t2ermino 2std elevado
al cuadrado.

b)Y El1 sequndo término =s 2] doble del producto del
primera y segundo térming del bilnomlo.

cy El tercer término del resultado también es el cua-
drado de! segundo término del binomio.

dy Finalmentes se observa qus el resultado de un bino-~
mio al cuadrado #£35 un trinimio gue llamamos trino-—-
mio cuadrado perifecto.

For lo anterior, como regla general se tiene que.

un_bingmio elevado al cuadrado es igual a:

el cuadrado del primer término, mas dos veces el producto del primer
términe par el segundo, mas el cuadrado del segundo término.

Aplicando la regla en 1ns siguiezntes ejemplos se tiene:

wo+ YD o= (i) o+ 2T

(=4 + 43F = (~4:0)2 + Z(-4u84) + 4=

Geomé#tricamente se representa lo anterior como el area de
un . cuadrado cuyn lado mide a+b donde a y b pusden tomar cuales —

Quier valor numérico.
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az ab 2
2
ab b
b
B . B
a b
B
a+b

abservando la figura se tieng ol

da zonha, Si Se suwnan las cuatro

cuadrado:

]/ + ab + ab + b*

pero, por atro lado, el &rea
dos

{a

¥y gue: (a

de donde: fa

e

4

br¢

valor del Adrea gque representa  ca<>

zonas s¢ tiene @l area total del -

+ Diaby + bF

cvadrado 25 igual a lado por la-

a + b}

Y bY¥la + by = {a + )=

+ HyR

= a® + Zab + b=

quedando simbolizado el resdultado de cualguier binomio al cuadrado

de la tarma anterior.

Los siguientes ejeaplos

praductos notables.

1) (& = Z3 e + 7))
o) {~25 + 8) {~2u -~

4

perai tirdn deducir otra regla para

~2x (-8} v Al-Tng o G0~R)

*4 - 24 - 42



Ltev

B I S 2 R S 2 I S R 2

Tk b Ry SR - ey

sy = iy - y@

Lo obsecvado en las 2jercicins anteriores es:

iy Se trata del producto de dos binomios que sola ditie-

ren en el signo de una de #1losw. Este tipo de . binomios trecibe

nombre de binomios conjugados.

el

) Los resultados, nos indican gue se trata ge uwna dite-

rencia de cuadvados de 1os términos.

El producto de dos binomios conjugados es igual a la diferencia

los cuadrados de sus términos.

ure rectdingulo de tados (a v b)) ov

rales a v b pueden tomar cualqguisr valor numérico.

de

omAbricamente s2 reprasenta 1o anterior como 2l Area de

{2 - b) en donde de nuevo las lite-—

a~b b
g
b A L2 T
2 b3
A A
e
o —— P —— P a
a b
>
a+b
De las figuras, se observa gue @l producto de (a - bY(a + bJ
es igual al 4rea del rectangulo A, mas el area del rectanoulo A
(a -~ b)la + 1) = A, + Az
a del cuadrade de lado &, menos &l a —

de la segunda Tigura, el édre
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rea dgel cuadrado derladu b es 1gual.al Arsa
el ‘area del racéangulo Azt
a® - b*® = A, + Ay
en-donde A, = (a - b)a v Az = (a -~ bdib
a® - b= = ta —-'bra + (a A.b)u = ada
finalmente se obtiene:

(a = b)(a + by =~ - 3*

del rectdnguio Ay, mas

por 1o tanto:

~ ab -+ ab ~ bb

5

quedando simbolizado el producto de cualquier binomio conjusado.

Observense los sigunientes ejercicios:

Ji

1) (e + a)ix + b)

= uu ok oxb ovoan b

= 4%+ n(a + b))
2) (0 + M + 6) = + 5) + 4

= wlb + 4)
3] (R ~ T)iQun + By = .. Gy -

= Qusia b Tusl

For la anterior, se obtienen las si

+ b)) b oatn

+ ab

® o+ b

RS- TR R TR i £ 7]

+ 24

guientes conclusiones:

1) Ge trata del producto de dos birnomios.

2) Los binomios tienen en coman un

T tos resultados parciales gue se

comin la siguiente:

término.

an obtenido tienen en

a) Se trata de un trinomio como rasultado.
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5)  El primer termino de dicho trainomio esta tormado -

par el cuadrado del término comtin.

El segundo termino es la suma de los toerminos  que

"t

no zon comunes miltiplicados por el término comun,
d)  El tercer térming ws el producto de los términos

Be Comunes.

En conclusion, se dice que:
El producto de dos binomios con un término comin es igual al cuadra-—
do del término comin mds la suma algebraica de los términos no comu-—

nes por el término comiin mas el producto de los términos no comunes.

Vizto lo anterior en un rectangulo cuyos lados midan (0 + al

v (x4 by donde w, 2y b puaden tomar cualesquier valor numarico,

® 2
X *xa
b X1 ax»b
Pt
b3 a

donde al dreza Jdel rectangulo sard igual & zumar las cuatro Zonas, cu-
y&S Areas s anatan dentro de la figuora:r

o+ 2yl o+ B o= w® 4+ ua o+ nb o+ ab

+ (a + hiy + ah

Fara obtener el resultado de un binomio al cubo se épli:an

los conceptos sobrs potencia vistos en la primera parte de este ca-
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pltuio:
(25 o+ T = ({Bn o+ 3Dy (2 v Dy o=

+ )22+ 3D

an Torma simpliticada y wtilizando el concepto de un binemio al cua-

‘drado, se tisne:

(2 + T R(An + D)= L) R o+ 2(2n)(F) o+ IFI(Rn o+ DY

+ 3) o+ 2(2R)TA(EN o+

BT e 2402 4 ThHY 4+ 18n ¢ IS

it

II 4 () FRT 4 R4 o+ San + 9

+OR4uE o+ S g

2an% 4 T4+ 9

se observa que el primero y el ultimo termino son los cubos de los
téarminos que forman el binomio, =in embargo log ctroz dos téeminos,
no es facil detectar comg estan formados. El resultado s un poli-
nomio de cuatro términos. La reqla para este prodocto notable dices
La suma algebraica de un binomioc al cubo es igual al cubo del primer
término, mas, el triple del producto del cuadrado del primer término
pur 2l segundo, mids el triple del producto del primer término por el

cuadrado del segundo, mas, el cubo del segundo término.

Utilizando un ptrisma cuadrangular de lado (a + b) se ob—
serva lo anterior. El prisma tiene por lado (3 ¢ b) por lo tanto -

su volumen es (a + b=,
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a+rb

civnando 2 prizsa sn dos partes de la siguiente forma:

) ey
; !
a 1]
1
' v
et} — o “ a+b
a b
a+hb
v oa su

dividiendo cada parte en cuatro, de la siguiente manera:

» //v
S e—————

a b
a+b

los volumenas de cada une de ellos en el siguiente listado,

azi cuwma 123 Trawras corvespondisntes a 105 orismas rectanqulares -

numeros 1oy
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FRISMA FECTANGULAR VOLUMEN DEL FIGURA

PILUMERQ FrRISHMA b Py
t a® [V
a a4
Z ab=
2 as
a
44 a=b
=7 ab= 2
b b
U =
- 5 2 b a
fz] ap= b
b

al sumar todos log volumenes so tiens el volumen total del praisona

cuadrangular cuyos ladas miden (& + b).,

For lo antzrior: {a + b)F = a® + Ta¥ + Jab® + b=

gue simbdlicamente rapresenta la sama deée un binomio al cubo.

fara obtener el resultado de la suma de un binomio a la
cuarta, se tiene. generalizando 21 anterior ejemplo, lo sigulente:

fa + b)* = (a + b)=(a + b~

= {a® + Tab + bF) (a® + Zab + p=)

ab + L=V 4b®aZ + 2ab + bF)

=.a%(a® + Zab + b*) + labrlal
=2ab + a*b= + Laba® + 2ablab + Zabb=

=+ b2a® -+ b 2ab +bZp=

= a%* + . Ca%*h + 2a=b® + 2a%p + 4a®h® + Zab3d+ ZabS+ b

{(a + b)® = a% + 4ab + 422b= + 4ab™ + b2

El resultado es un polincmio de cinca términos. Cual sera

la generalizacidn para (a + birn?
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BINOMIO DE NEWTOM

Fara dar respuesta a la anterior pregunta,. se agtrupan los -

valores obtenidos y s agrega gue (a + b) = a '+ b
{a + b) = a+b
(a + )y = * Zab o+ b

fa + b)y= = a¥

fa + bY* = &t + 427 b La¥h™ 4+ 4ab¥ + b
de lo anterior se observa gqua:

1}y El numero de teérminos aobtenidos es una unidad mayor -

que el exponente del binomio a desarrellar.

2} El primero vy el dltime de les términos de cada desa-
rrollo corresponden a potencias cuvas hases son los mismos términos

del binomio v cuya potencia corresponde con el eiponente del binomio.

) Los demds términos del desarrollo estéan formados por -~
el producto de potencias de los terminos del binomsia =n s parte 11
teral. La caracteristica eos gque conforme se avan:a en obtener ter-
minos, los edponentes de wna de las literales dissinuyen en una uni
dad hacta ser cero v los exponentes de la otra van aumentando hasta

chtencr la potencia manima dizl binomio.

Fare determinar los ceeficientes numéricos se usara el tac-—
tarial de un ndmero. El desarvallo de (a + by guedari como:

an n n(n-1)
aneig e

(a ¢ b)) = —— -
ol 1!
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+ be

En el desarrollo de una potencia donde se trate de una su~—
ma o diferencia de binomio:s se tendrd solo la diferencia entre las-

signos positivo o negativo gue correspondan a cada termino,

"EJERCICIOS PROPUESTOS

Utilizando las reglas para efectuar el producto de polino-

mios, erectua las sigulentes operaclones.

1) {0+ )= 2y (Za — Zpo=

5 (Sy + =)= 4) Gr v p) G - p)

@ k3] &) (m + 1/2:=

7) tm 4+ 7)Gm o~ 2) 8) (Za —~ 9 (-3 + 4p)
2 (7b + ci (7b - ) 1 [ AEYD el

DIVISION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

La division se puede trater como un producto del dxv;dendd
por el 1nversoc multiplicativo del divisor ya que la division es la
operacién inversa de la multiplicacidon. En la divisién se usa la
siguiente simbologfas

. . /
: / /
En la division los operandcs reciben 2l nombre de dividen-—

do y divisor y el resultadn, el de cociente. Cuando el dividendo no

es divisible, el sobrante = llama reziduo.
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divisor. y dividendo

reziguo
dividenda
divisaor
dividends @ divisor 747+ 5
Se dice guae un numers es divisible entre otro  cuando =13
- cumple que el residua es cera y por lo tsnto, el arcgur to diel co-
cienta por 2! divisor es 1gual al dividendo.
En &l pinmols anteraior. wi teosidon sz disktinteo de cera paer
Ip gua 747 no es divisibie entre 5 ya gues
= 148 4 & + 3
Un ajemplo de divisibilidad sevias
3 quas 175 ¢« 4 = Squ
Si la division es la operacidn inversas de la multiplica-
cidn, entonces, lus propiredades wsadas en 2sa obRractdn seran wali-
das para la divizisn,
DIVISION DE MONOMIOS
Cun 1oz siguientes ejercicios se obptendran las reglas | de
1os ouponentess paea ver cocientes de potenzias en forma sencis
lla v préctica.
possd ol el J4 Sl Qe <
IR — P = 1AL L%2RD = DR
ot el 2
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2 CRLLTAE L) Jei it S6d Snd el b & 2 2
= S s P g I - =
& & 2272
= Nl aoRERL LAl ATND = HRATE
nRy A EASIRAE I3 S 3% Yy v
3 . E E HESTE St o e A S HE RS C 3 & 57
1 1
41 R
& &6 1)
53 Bt Tl T et =
L R2= LRGROFOEDNTINDHT ] L b L& D22 22
1 1 1 i 1
SR RS R At S S S E St =
bHre 2x2
&) =
7
2)] 1¥1x1#1%1 = |
N IESRBESESEIE DL

+

las siguientes

f
k¥
ot
Q
b
3
i
n
]
o}
=3
o
-
a
2
o
3

De los ejercicis

conclusiones:

i) El cociente de dos monomios gque tienen la misma base
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pero diferenie de cero, su resultado es igual a la base ¥y su . &n-
ponente es la diferencia de los exponentes donde el minuendo.es el
erponents del numerador vy el sustraendo es €1 esponente del  denomi-~

nador.

En los ajemplos L), ) y 3V al aplicar lo anterior se tiene:

s
1) == = = o
o3 -
64)25
2y wmem = LR-RESSN = LGRS
5223 -
et
3 memm = REySe3 om Ry
V.‘S
generatizando:
an
——— = amem
am

11} En los ejercicics 3, 5} y &) se observa gue se han
invertido los pperandos y los resultados san reciprocos oe L), )
¥ T} respectivamente por le gue se deducs que tensr un exponente

negativo indica que se trata do una fraccidn.

-
43 e m RAem = m-a
frad
2= 1
tambian -~-- = = e
as 22
1
por lo tanto PR m e
il
HF2T
5 memmm EADRNSS o 4oupeR

Lo
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- donde &

T 1
&) ——— = = eyt
nEy =
1 ) ) g
donde ~-— = e e e om

i1i) En las ejeircicios 7)., @), Y) g8 claro gue s 21 nume-
rador es igual al denominador, 21 rescv!ltado es la unidad. Tado nune-
ro dividido entre si mismo es la wunidad. sin emboarrgo también es aplia-
cable la concluzion de ause sl 22 tiens un coclenta cuvas basws aon

y los expononbtes s testan.

iguales, la base se

7 i SR
Se cumple aue: =1 y par lo tanto I = L
&3 & n=

) —— T = &IUEIT-R oo guRe = |
:‘.-263 63 n=

N NG ot T e B VT P ¢

se concluye gue: "toda potencia cuyo expuonente =2¢ ceto da camo resul-—

tado la unidad”

RESUMIENDOD

Al tener ol cociente de dos monomios se precentan tres casos:
El exponaente del numeradar o5 mavor que el del denomina—

&)

dor y por lo tanto, el resultado es una patencia con exponente posi -

tivo.
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an
. = anmTe donde " nixe Uy

am

b} £l exponente del denominador @s mayor que =21 det  nune-
rador v por lo tanto. el resultado @5 una potencia con exponente ne-—
gativa.

= a™=m donde min oy p-n 0

2]l raesultade puedsz escribirss como un swnera racional cuyo numeragor
@3 la unidad v el denominador es la misma potencia pero el euponente

es positivo.

en aste caso n-me0

) Los onentes del pumcrador y del denominadur son -

guales, en consecuencia, el resultado es une potencia cuvo expanente

es caera.

= av donde n =m
am
LEYES DE LOS EXFPONENTES
1Y wryen oz ygnem = (sivyem = wrvn
R A S L y # 0 4y Gi/yy™ = ow® o= oy
yo
o=y #£ 0
=) = gn—m

estas leyes son vdlidas para cualguier i,y en los reales salvo cuan~



Jo ¢ e-v son divisores nulos v para cualauier n, m 2n iPs entecos.

DIVISION DE POLINOMIOS

Fara dividie un polinomio eatre otro polinomio, estos deben

sma o decrecients on funcion del exponente dge la varia-—

ble. Si el polinomio es incompletn se dejarid un hneco para gue al -

sl enriente, anacezcan @gquellan variables faltamtes.,

[

divieidn de polinomios se Sigue 21 nismo algoritmo
aque s usa para davidir numeros reales,

jemplo numérico Ejemplo algebraico

ribir. el coclente serfa:

otra jaraa do

daonde cada uno.de los sumnandos del dividendo se divide entre los su

manges Jdel

wov 2

que es en realidad @l mismo proceso que se siguid en el ejemplo al-
gebraico. Al obtenerse el primer residuo, si es mayor el grado del

palinomio, se continda la divisién hasta que el residuo es de grado
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menar que el diviasor,

Ciemp lo:

es decir,

términos del polinomo divisor v el resulbado g2
se coloca debajo del polinamio dividendo de modo que coincidan

Ldrminog

Stm

del

Efectuar. 13 siguiente opor

fa® = o+ 1 - gu=s ozo(no -1y

ar

)

dividir —-e—e

[=3] Buscar un primer cociente

Lgug numero aultiplicado por o da

d) Este valor lo multiplicamas por todos v cada wuno de los

;a multiplicacion

los

semejantes solo que con siagne contraria para efectuar ona

itraendo.

los inversos aditivos  del

minuends

&) Late procese lo continuamos hasta obtener un residuo

no- divisible entre el primer término del polinomio divisor.




EJERCICIOS PROFUESTOS
Ermctda lon siguientes opperaciongs can moDnonlos.

20 T {4Anser S (2pEsuE S

1 Leif @)

TH L URT L E

4 STLAET) R (GascT) T

) (AVEIBR (1 AuTy) = 6) arF s
73 C1/8u=r 1,2y 5 B8) R/ uTpE

De acuerdo cun los datos, efectis las siguizates divisio—

nag:
Dividendo Divisor
L 1ou=® - 10w ~ 2 -1
) MF - i -~ 2
3 Su® - Ix o+ L ® =~ 1
43 - + O Qi - 3
o) toLix® o0 15%x 4 + Q2w o+ 1
&y + Pa - & a% +

DIVISIBILIDAD DE UN POLINOMIO ENTERD ENTRE x + a © x - &

#s un polinomio wuin coetficientes enterns en i con

esponentes enteros v positives, de cualpuiar gradg v qué se desma

dividir entee 0+ a4 & x ~ & donde 0 es el cociente y R es el rest

dun, &3 posible reprasentarlo comao:

@ PO = (o~ adCind v R
donge al sustituir a 3¢ por -a o por +3 resultaz

i-ay = {~a + a)Cin) + R



por lo tanto, e! residuo de la division de POy @ (s

stituyendo a @ por -a ¥y oen el cocianla

ne

chtiene sustituvendo a 1 por a.

Ejemplo:

s-divisible entre .. -

El polinomio u® — fix + 18

entninces P73 = 9% - 11(F) + 18 = O

por 2o 9. Et cocian

w® o~ 1l + 18 51 es divasible

te war
-9 185
- 18
O )

tambisn s resuslve sin efectuar

cuanta un polinomio es divistdh

1a divisidn en su forma tradicional sino descomponiendo en factores

&

lnos polinomios dividendo o divisor.

algebeaica, sigrifti-

Desconporer an factores unz exp

la expresidn. Este procedimiento consiste en repre-

como el producta de dos O mas

proswones algehraicas

tactores para lo cual es Gtil aplicar los productos  notables  como

se abserva en el ejemplo.
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EJERCICIOS FROFUESTOS

Encuentira el . cociente factorizando:
13 Au® - Eh) 1  + 6

20 (0= 208 4+ 100Y 2 G- L)

2y ~ Bkl 163 1 Gt~ 4
4 {25 = TyF) o (5 = Ty)
[ - 13 2 (x +- 1)

Encuentra el residun sipn efectuar la division:®

[} ta® + 1)+ {a -
) (1bat ~ 1) 3 (2a v D)
3 (Ea® 4 2at ~ da¥ 4 f4a® + Ha ~ 2) 3 a + 1)

4) Ax¥= - 1) ¢ i+ 1)

LEYES DE LOS RADXtALES

I'n 21 apartadou correspondiente & leyes de los exponentes
@ mRACiono gue =1 exponente 2ra un pamero entera. En éste, se ven

los eunonentes racionales y su significado.

Se recuerda la definicidn de la operacidn ralz cuadrada de

un nimero:

B es la ral: cuadrada de g

Sean & y b mumeros reales

y éuto se simbolica como

siempre que a sea mayor o igual que cero y aue b® =.a



Obsérvense los siguientes ejemploss

NS4 o2 2 2 o y 2= 4
N4 = =2 <0 Y (=2)%= 4
NSO =0 DER ¥ | v QR = O
28 = & 5 > 0 v g2 = oG
RS = -5 -5 0 Y (-5 B 20
T 2 by 4
J = - - O v —
\Y, i<} S o 25

=i se frata de:la ralz cdbics de un ntaero, se tiena:

donde o= = a
donde (-1rs o=~
dande = = 27

generalizando, se purde decir gque:

51 a y b son dos pumereos reales y noes un entero positi-

vo, entonces b es la raly en@sima dif & v s2 escribe como:

VA = b donde bn = a

O 1guAal & Cero; s1 N es

Cuando n sea par, a debe

impar entoncas a puede ser pesitivo nulo o n=2aativo.

En la simbeolizacidn, n recibe el nombre de ta raiz, a es

dical v b es la padz.

al Padggandn,‘\/—" es el p

r otro lado, si una base gata elevada a una potencia

fraccianaria por ejemplo 1/2 ¥y a su vez al cuadrado sa tienes
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(Q1eRyR m T gersms s 5

i
B

lo anterior indica que %% reprezenta un Nnamero que elevado at -

cuadrado s 9; puede zer I H -3
En términos generales. para cualauier indice que tenga la

ralz se define gue:

1) ~/w = wise con x L, O 8ion es par
I S1 el edponente es ung Traccidn cuvo numerador os
diterente de uno
wm#m donde noms 7 oa £ 00

al descomponerse el euponente de la siguiente farma:
peErsmin = (gromya
también se escribe como:
{rsmym a= !@/‘n)"
gue, de acuerdo cwn la definicion, se escribe:

G s smy e yaom o= omf ge

sy = my

) En los radicales, cuando e! radicando es un cociente,

se puede descomponer en el cuclente de 203 radigalos cuyve indice ea

el mismo.

4)  Cuando se tiens el producto de dos radicales cuyo indi-

ce es el mismo. Ze puede representar en un solo radical cuyo . Indice

es el mismo y 21 radicando &s el producto de los radicandos.



ya gues

21 s L ke

{nl oo oun

21 producto de los

n/fowo= outsn Y. Sy =
entonces:

"/;T"‘/}7 = ﬁ’/";/‘)", = (nyytsn
perao:

Geyyaon =

) La rais enédsima (n) de la rat:s

cando ez iaual a oitro radical cuyvo indice es
ces y el radicando es el mismo.

e

o/t = nmy
¥3 gues

f“//:: = o/ R = ismyise

gL sme = omn

por lo que =& cumple:

EJERCICIOS RESUELTOS
' Representa las siguientes potencias

ces y de ser posible simplificalas.

0O 1erem = S1e = o a
1 1
Yy f=ts® = —_— = =

u
Iy
(4]
3
a

Traccionar las

radi o~

indi



4)

144372 =

[ AN I R
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Resuelve los siguientes ejer

dos sin enponentes

1

)

=)

a%saziss

FErmasstpsy = mynES
R

/

fraccionarios ni o

2 '-:: -,1215 =

AL

cicios expresando los

egativos.

=y = aAAsED = g7

- ves3F

st/ Ly”
1
v 2
1 1
2%
+ ——— )}
4

resulta-
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FUNCIONES .. SuUus GRAFICAS
Y OSU AFLLICACION A PFPROBLEMAS

habiada de conauntes de

En los saplbudons anto tores s b

n2 s0lo se pueden relacionar ele—

namEros Y SuE Operadion
mentos de conJuntos  munErloos o exclusivanente £ino también toda

Clase de conjuntos  Cosd  puedsen ser:  conjuntos de obras de arte,

caritamente relacranar las 2lementos

meces diel alio.  ete. y nan

de dos conjuntos diferentes 2ino bapbién relacionar

miE e de un salo wunivnbo,

RELACIONES.

v los meses del aflo con sus  respecti-

1)

vas rapperabturas sdcoaamaz, Lo tabla siguiente muestra la variacion

s de un aflo en Ta Laiuded do MEnicn,

e tempetraturs en 2l b

tura andctima en el mes de  aulio v un  valor

abtenidndose la bemprar

der onerc.

wlntno en @l
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MESES JTEMPERRTURAS
Enero 119¢
Eebrero 149¢
Harzo 165¢
Abril z215¢C
Nayo 235%
Jupio 265¢
Julio 3256
Agosgto 38g¢
Segtxembre 265¢C
Dctubre 245¢
NHoviembre 12 5¢
Diciembre 147°C

e TG aunta

2) Se tiene un conjunto ae bewebrs

tes. . 81 éstas se relacionan bajo

Bsta raelacian so

= i <«
guan Beatriz
uis Carmen
Miguel Lucia
Guiliermo )
Leticia

[

CERresea bl Conig

iy e

la siguiante regla de asaoiacion:

Eauuer

Como se observa en ia tabklsy, na todos los elenmentos die

ambos conjuntos 2sbAn relacionados va que no todos cumplen con fa -

regla de nsociacidn.

) Ss relacionan =) valor de los serimetras o areas

o de aus lados.

tangulo segun 1a variasion de la medl

un rectanaulo de largo 1gual a T om v ode ancho gual 3 3o

!

woperimetiro gs e 10 m oy su diea de b owF. St @ avmenta

anigad el largo 4l rectdneulo, el valoe del perimgtro v

tr e 1o sinuienks tabla:x

Landtdit una variacion gque se o

LARGO I ANCHO (PERIHETRO)ARERA
2 3 i
3 3 12 g
14 |
5 3 18 ig

Ge

e

€211

S

U

Lieng

donde

tna

Area
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Ubservando los vatores anteciores se oota alde a2t vas
siar en una unidad 2l larao oy mantenlendo constante @l cancho en 3

Ghidades, ¢l perimetio ausenta cade ve: 2 unidades v el drea au-

reespectivapente, 51 e aumenta 1w tan-

wertas ounidane

Lo el ancho cond 21 laras, &1 valor de su perliebro v drea variara

Lunbin S “oown la sluwtente Dablag sungue na oen Ly omasma oro-

PO Lan @l apanaia anbtscior,

LARGO | ANCHOIPERIMETRO|AREA
2 3 1.9 &
3 <4 14 1z
4 =3 18 20
S & 22 39

Ctros @ijenplas 40 Luoclacion entre ebamentos de  Ccohiun toa

tigd PR L0 puaden

47 El coniunto de las Areas académicas gue Torman el Cole

pectivo Jets de Materia:

ar su

1o de Crency y Huinana

AREA | JEFE DE MATERIA
C., Experimentales|Profesor Yillalobos
Historia Profesora Elizondo
Matematicas Profesor Sarmiento
Talleres Profesora Guevara
=y las conferenci. gue e susteritan en los  auditorios

e Culegio.

CONFERENCIA i AUDITORIO
La vida en el mar A-1
Matematicas aplicadas
a la sociologia A-11
EABRRdCadRio 0t 27! A-11
Ecologia y salud A1

Problemas mundiales
ion

sobre contaminac A1
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de tas facultades de la ULNLAGM. 2 las oue se le a

BOUIan 1a&E Carreras que en ellan S ingarnen,

FACULTADES 1 CARRERAS
g;enc;as Figsica,

ignsl1as Biologia

Cienclas natema?zcas
g;encgas . Actuaria |

iencias Quimicasiing. guxmxca i
SXenc;as uimicas!ing. arxrmacobiologo
iencias wimicasliing., Petrolero

flen ralacironado entre w13

Ly 105 @ bl 005 o ben iOres
il coniunboe de elenenbas PUmRICos Cun SonJuntas de
aleppntos wahde 1os.

de elenenlos o nunec gus con Conjuntos

e

de @leman ton MO Humaricos.

) conjunios ao prantus NuaRricos con conjuntos oo

sel@ansntos No numér1cus.

e ha eutado  mangjando sl concepto depar

Ik i Lovamsnby

ago on donde 1os elesentas de un o untt que sk denomina A O

cualguics otra letra aave ilay v los de obtro consunto qus se denos
o por B, se eelaciondn entea al, saea formar wna paraga orogenaday
donde al priser ciesmento de dicha paroja perteneaca al conjunta Ay

¢l sagunda cleaconbo pertenesrca al conjunto B Par wienplo, sea A

& las Faculbtates vy B el congunto de ga -

el wanjunio gue ropeas

s imparten en 2ilas:

fooow T Miencien, Giencias Buimicas
g o= CoFlaiva, Hiologla, Hotsadtices, dctuaria, Inges
vareria Ouimica. Ingemiern Farsaconiologo, Inge-

rero Ferrolero ¥
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Estos conjuntss loz podedes o

&
CIENCIRS = R
- < - J.0uIn1%A
CRENSIEEs =1 nwﬂugﬁ 38
I~ 1. FETROLY
————

raetlactdn o puede siabolizarmediante pareias  ordena-

fCisncias, Flsica), Cienuias, Biologia), (Ciencias, Matemdticas),

oo - Waencras Quimicas, Ingeoniero Fetroloro
De lo anterior, sg defipe una relacidn R entre dos con-

juntos, Ay B como el conjunto de todas las parejas ordenadas de la
forma (a, b) donde atL A y beB que cumplen con una regla de asocia—

cion entre dichos conjuntos.

™y Ses Roel conguniu o 1os ndmeros realaes v Noel conjun-

bo o de o los rdmeros naturales v bw o coyls fe asnciacidn "a oes divisible
par LY. Lo anterior se sinboliaa
R = £fla, brs "a ws divisible poe b dono2 aeR A BEN:

lag ‘siguientes parejas =sun olgunas e la relacidn R

Sle U2, Br. {6y L), ...3

§Y  Dados lous conjuntas: A = {(D.F., S1naloa, Yucatdnl y

B o= Mazatlan, Frograsa, Sisal. Yerzaorun) donde la relacién es:

"en @ seooncuventra el pueselo B, Ta stinbolycacion

=EH)

2 procuentrs el puerta b aed A BLRD

Ry = {ta, b)/ "en «
de Jonde Fe o= {{3inaloa, Maratlanm), (Yucatan, Frogreso),

Crucatan, Sisal)l



1343 - =

Q) - Bi A= -7, ~-1T, 8, 193 ¥ B o= 0y la relacion es:

Ya sm wenor gue LY, se Liene

= {la, h!/ "a 2 aenor que bY, a, DEA y las purelias son:

a2y, (=7, 13, (~1S9, -7y, 1Sy B, o180 19, (8, 1582

DEFINICION DE FUNCION.

Existen muchas formas de velacionar a lps conguntos perc

e te capliuto se tratard un tipo de relacion gue recibe el aam-

ire de funcion en donde o2 cada elemencto del ocoodunto A se le rela-

viona can uno y sa6lo uno del conjunto Bl Ao lo relacidn entre =sos

A lus gliementos de

Me gorrvespandan

conjuntos se le loma ooy
dichos coniuntos les llasamos variaples. Coma varsables podenss  a-
natar:s pases, Lomporaturasz; conferencia. suditor to; facultades, ca-

rrarvas; n, ¥y o los epenplos antevigess.

Pambiodn wie puede var und funcion comd o buntn de pares

jas ordenadas donde &l primer wlemento de 1a gseega corresponde A

1 <iohie indepandiante y 2] segundnd elasento peetenvoes a 1a va-

1ad v

S meore |

erable dogendronte: Chen, Lemporatucal s St Tay wditariory

L, w?

Un ejespio gue puede aclarar b Caso de una

wunNa vy sdla-

ta de cineg, 90 dende & o

mante una butaca. En ¢l caso en gus 3 una persona 82 le  asocian

dos o was butacas, ya no representaria uns funci1on y l4gicamente no
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aEtEs RN

BAODOE ands i Wite L

A continasc i an

representa 1o atrter b ebilizando an diageaing de ~

Voo

ndn Jiagrams 52 cepr@senta una no funcicn ya due

asoniados con Mas de un ele~

del primee conjunto

tos

marber ded do songunia,

Abudroenie fos 3igulenies giemnlion:

Al o Molews, Bep. hentcanady, (. F.Pennedy, S.E.U.ULs,

(I DL FeedaL Arpent iriar, (Sl Tito, Yugueslavialr;

srraspondencia es: Y.L, fud presidente de ...

donde 1 vegls de

Sea o= 03,0y, iT04e,

y s reglo o2 Currczpondenca s L dundeEs

0w Gy s

1705,y e b3

La rogle de corvrespondoncis gue relaciona a los conjuntos
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o ancuentra en forma eiplicita, es decir, solo se

an Goas

2131

da un coniunto de parejas a las que hay aus buscar - una formula aue

prprese suorelacidn., La regla de correspondencia  de las funciones

itan en el estudio de las matema-

Wus, Con mayar trecusncla se pre

. estd ascciada a una Tormula.

troa

FUNCIONES Y SUS GRAFICAS,

momento se han representado 1 relaciones y oen

Hasta =g

particualar las funciones uwiilizande diagramas de Yenn, pero no es la

unlca representacidn: tampien ps usual y mads practico representarlas

o

utilizando un sistema de zjes coordenados qus permita obtener mayor-

tiena un nume-

ONE

informacion de la grifica va gue en oca

ro  limitado de parejizs ordenadas y, poe 2l contrario. st se conoce

la regla de correspondenciia, a@s posible detecornar las  caracteris-

ticas que tendrid 1o figure

cooertenados tambien laaado odano carbe—

su nombre al matemdtico, Rend Descartes, francés naci—

el 71 de mar de 1599,

El otang rornadao por Jdos perpendiculares gue

se cortan en un punto que lamamos griyen. El eje _horizontal

ez

s oen 2] que usuaimente se ubican  los

o eje de las equis

primeros aolemsntos de cada par ardenada que carvesponden a la va-—

riable independiente

v el o wmije vertical o eye de lag yes o de grdenadas

en el que se anoten a los segundose elementos  de cada  pareja y que

carvasponden o la variable dependiente.  De! arigen hacia  arriba vy
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Lo derechia vonttderan fos valore: pasitivos v hacia abajo ¥y

> la ruguuearda 1og walores negabives. En los siguientes ejemplos se
puede apeeciio en algunss graticas que sl se han  anatado  algunos

cada una linea continue gue los une, gsto

o s

idepende. dJel bipa de informacion que Se tiene G S8 CeQUlEra.

1) Caonsidérese el casg en que 58 Mmandan tmprimic una cantidag de

folletas cuyo e es variable y cuyo precio unitario @5 proporsio-s

tnprimen (S eJgemsta-

nal a ls cantidad imprimida de manera gue ci

g egemplaros

Per sy X sl

Sl el b0 D

JACA X a 350, De esta maners 2! precio unita

el precio unilbario

desl ndmern de folletous que se impriman.

rio es variable v

Precio X
Unitario
P
100 °
SO .
Tt > n
=] 20 40 60 80 n

i

u
77728

a
PTo

Zodatiss, o Labe gue ol precio masbng @s de $100 por

wnidad de folleto vy do 50 el minimo v guwsz, 2 nuoero de  folletos,

para poder obtener osos precios estd entre 15 v 80 folletos.

an quiters conwcer o gus cusste mandar tmprimier 20,

2to, folletos, se poede uttlizar wia gratica en el plane cartesiano

tal que, ubicondo los t proporcionados coms dos parsjas ordena-

Jasy 015, 1003 v {80, 50) #ntas, representan en el plano dos
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puntaz, los aque detarminan una recta ya gue aue ediste una oroporcion
entre @l pracio v la cantidad imprimida, Adelante se hablze& Je cons—
tante do prosorcionalydad.

Cada uwio de loy puntes de esa recta representae la informa-

d e b

sando reclas pacaleias al eie vertical gue con-

wian v

1 numero de folletas gue quiere saber su precio v orec

©rdan
Lar paraiolas 2l ede hoerisaontzl, de fal foras qui go corien en un -~

punhs catms bt goan Ia rewta arrginall,

Precio )
Unitario
P
190
50
| f——t—t—t——t—t—t $ n
a2 20 49 69 8@ numMmere de
folletos
853 anteriar gréfios 2 obtiend 1a tabla siguiente:
MUMERD _DE PRECIOC PAREJAS
FOLLETOS IUNITQRIOIORDENHDRS
15 199 (195, 190>
2Q 26 <2®.36)
30 2R <33, 88>
30 80 53, 20
S50 22 <560, 72)
(53] 564 C69, 662
28 58 570.58)
80 S8 8&, 500
A IR AR Ly Lo Enouna aa ynsmatogratica durante una

Smo L ISteS une asisloncia diarts conpreadida antee 70y

£n wute wiempla lan variables son el dla de la semana vy

el nureeo de personas asistentes.  La tabla de registro est



I
w
B

Dln DE LAaINUNMERO D PAREJAS
SEMaNA PERSDHQSIORDENQDRS
lunes g0 < )
cartes A fﬁa:%6>
miercoles 2@ gm,zam
Jueves 180 J ,1889)
viernes 229 LU ,220)
sabado 34a S ,349)
domMingo 35@ (D ,35a)
ot s b wdennta, Uombes o s hisIn greporcaaonads oen

srra DL G Puito en la grérfioa.

et A, Cadda pra 213 O

IS
Numero de
PEersonas
404
»
398+
200+ .
»
190+
’
»
F RN n 1 t ) il DiaS_de la
L ¥ T ¥ T ¥ v sem—a"na
L Jwuv s D
e £l sigurente sjemplo trata de une caldera que zooorts la -
Aracion del goer gue Soanbions Tan Lo tenperabura gue tenca el flod
da. fre msta manEra, al coabetor &l gas a uha . femperatura do Toel,

e raldera bisne ooa pgresion do 7 oatndstferas y oal elevar la tompaea
Bira hasta J009C Ja presion ge 2levs « 25 steédsferas.  oAqui las —~

cenbtidades; variabblas son la 2oesion v la temperatira. Los datos

proputrcilonados sond

TEMPERATURA |FRESION

zm
e,

NV [ O

WU { DO
u

NRRRR
RN
NSNS

W
SUEUEN
oEaeu
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La grafica que les corraesponde a ésos datos es:

Presion

30
20 )
10 ;
. Temperatura
| + t + -
120 200 300
T las utilidades vy perdicas en uana empresa durante on ano -

son taz que se pregsentan en la siguiente tablaz

MESES PERDIDAS O GANANCIAS
(MILLOMES DE PESOS)

Enero =3

Febrero -8

Narzo -1.95

Abxril ip

Mayo 23

Junio 13

Julio 15

Agosto ?

Segt:embre 9

Cctubre 13

Hoviembre 9

Diciembre 45

t az narajas formadas por 1oz messes v las cantidades son las;

gue @ Conbinuaclon aparecen #n la sigwrante gratica.
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t s ]
zZ0 A
15 1+ . -
19 + - . .
5 1 -
EF M AN JIJIANS O NHD
a Attt -
. Mmesges
._5 4o
-1 4+ °
43 Las temeoratesas registradas  durante el abo en el  Estado

de Chihuahua son, =n oromedio, las sehaiadas en-el siguiente cuadro

MESES lTEHPERﬁTURQS
Enero | ~50a
Febrerno 5
harzo 15
fibril 1?

MNayo 29
Junio 28
Julio 31
Agosto 27
Seytxembre 29
Qctubre 31
Mowiembre 21
Diciembre 12

Repirasentago L anterior en el nplano:



i32a

A temperaturs
49

«md
nd
I~
e
et
pogy
U
o
s
24
2

-1 9

En éztos dos Uit:mms e)emplos s tiones censidades que se-
utdican abajo del zie horiroatal sonificando pédradidas o tompératuras

Bagn cero.

CONSTANTE DE FROPORCIONALIDAD.

TunCIoNnas

Una de las atlicentones oas dtiles de
nrablemas donde intesvisng una canstante gque 2s llemada "consbanteg -
di araporcioisall d.:u:f .

Ejenplo: i on raltler se wbrhivan toreling de las si~

guientes medidas 2,

T4, T, L tra, 172 oulgagas,

en centinetros., para o cual -

donde fic) reprasenta 1z wedids 2n centimetros v 2 23 la medida eon
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pulyadas, sapiendo gue ana puloxda es aproismadamente .52 am. s

tabla gue ze Lhlizne 2e:

LONGITUD EN|LOHGITUD
BULEABRSs M | LRI RERREY
E 5.08
2 122 3i3d
z 374 gigg
3 1,4 B.z6

Gtro cxso en el gque inltervicnre la constaate proporcional ge

cuando se guisre canocer el Lipo e cambio de uwna moneda a atrax: do-

a pesos, libras eztnrlinas a pesos, stc. don-

lares « peson, peseb
dre {ns tipos de camiio pueden variae de ur dia a otra, sin embacrae —

nta =t fenomeno o

Y g 1y
fiy =t

donds bt tepeesentza el tipo de casbie oy n L la cantidad de dinero a-

s cunverfida A otra wunidad monetaria y  fix)  es el cambio soneta-

(SR

EJERCICIOS RFSUELTOS

tr LDual sertla una @ =1Hn algebraica gue reprazents la-

Ccanversion de grapns a Filogeamos?

ol dplivand {a copeenydn anterior adbten loz demas valores

siguiante tablas
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CANTIDAD EN{CANTIDAD
GRAMUOS KILDG}'\’FIHS%l
345 9.345
29 a. V25
5252
%g - 2895
125
2046

» a una veloo:dad de 10 km/b.  Escribe

3y Un

una expreszion que reprazente la distanc:ia recorrida en t horas.

D = 10t

4y " Llens la siguiente tabla para sncontrar las distancis

que recorre &0 log tlempos aQue 59 marcan:

~r
S

abhhwWNND [om
fo3=1

wNno el

(3] IDISTQNCIQ
52 CKM. D

@

S Una nave egpacial llega hasta suw estacidn arbital en
45 horas. Viaiaz a una velocidad de 4,000 millas por hora, &n gué-
tiempo llegsrad otra nave gque viage a 24,000 millas por hora?

La prrimara recorre una distancias d

100 mish

con una velocidad de:

e Lrompa ces 5ok

que, de acuacdn con el proslema anterior, el nodelo serias
d = 300045

t.a segunda recorre también una distancia: d



145

ot idad des 24,000 mi/h

LOrouan

en un Liesopo des t h

o 1o gue, la supresidn algebraica serlas
4 = 2A 0000

tacidn a la pregunta del problema, se igualan las

sa e d es la mis

2, Q00 ta5) = 24,0008}

5)  Unaz eplicaci1dn mds de las funciones puede ser en la Fisica

de 12 ley de Honle que dics:

an )

" gs. atzrgamientns producides en un cuerpo elastico son proporcionas

5 a las fueroes deformantes’.

7y  Fasbrica un modelo como el que se ve en la figura utili-

fijandolo a una tabla en la que se ane

Zendo un alambre o un resor

una rogles araduada. Coloca 2n el cuerpo slastico distintos pesos

cllena la siguiente tebla.  Recuardese que para verificar esta lev

aliza scta practica =n el laboratorio de flsica en la secunda -

PESOS}IALARGAMIENTOS
Cgre.? Cem. >




a = kP a = atarpamiento
P = peso
. = constante proporcipbnal., depende del

material con el gue s= ha slaborado
el resocte

a

o tambidn camos .
. B o

Y] az £

o como: G im el oz e
P Pz P

ya gue existe una razan . de prugorcionaltidad sntre los alargamientos

¥ el nuso.

Si un. peso de 5 Hg produce un aiargamiento de 8 om, [= 1013

slarganiento producicrdg un peso de 4 Kg?

Ei 2y [2EE ]
o m e My w0 oee—= = 5.3 om de alargamisnto
& a &

GV Upa wverilla de acero tijada oor un 2xtrems on pgosicion

horizontal sostiens un peso por el etro extreds. S ge agregan dis
tintoz pesos en el extremo gue los sostiens, la vwartlla so habria -
flenvionado, #s decir, eniste una relacion entre la magnitud de la ~

flenidn v ol peso gque se agreaa carrespondiends 3 distintas posicio

la varitla.

El cambio gque suafre la wvarilla tambien pugde designarse -~

por una funcian de proporcienal:dad donde £ 2s upa constanta.
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En el zigulante dlagramsa za obsery2 Lo anterlors

En la tabla gue & continuacion so anota, se observa la re-

lscidn entra los conceptas matematicos y los conceplos filsicos.

CONCEFPTUS EN rmTENRTIéﬂSlCONCEPTDS EN FISICA
Variable independiente Magnitud del peso
»x (pesod
Variable degendiente Cantidad que se¢_ ha
LX) flexton) curvado la varilla
Funcion es la relacion Funcion es la rela
entre x e gy cion entre el peso
y=Kx gy la cantidzagd gus
se ha curvado la
varilla

7D

B2 atroga una bomba de

sEronaYe que esta a 4ou
pies de altura. #Antas de gue llegue al suele transcurren $ segun-—

dos. La distancia racorrida por un cuerpo gug ¢ae estd dada por:



Eoreinaen

ConCeeptos

4

B

N preclands la resistencia del ajre.
En 1o siguients fiaora se
cabe de cade TAUL TS i
1 -;é“:}s Tepian $74 471
':f g\ __»6"9‘0.
RS2 -
S mwd trEpilewn
-~ @* —_—- .
a4 wer TTEriIes
5 wew -1 Fo g
v

a8

i 1én

conone dui un cuecps adauisre mavar

abservan las distancias

rapides a medida

(M=

Con los siemplus antoriaes es posible dsfinie los divers

que se han

[=1-EaNial

elomontos

variable indapendiant

fafy waloe

£

valor

dal

De

wane §ado

e

gque toas la

loa 2z junplos descr tos

vatpr auo representa a cualquiera

un

2 la

@ forea 1ibro
1a wariable

variable

antarioraente, se

tatuibivanen e come Lun:

de los

agunto dado.

variable a ld gue se asig-

rridppendisnte.

&

sabor ddepende

indepsndiente.

tomaron algunds



149

o1 Lipe de voraable que

anopta en ~1 siguiente —

UARIABLES UARIABLES
INMDEPEMNDIENTES DEPENDIEMNTES
meses del afo temperatura maxima
numero de folletos pPrecio unitario
numerg de folletos precio total
dias de la semana num. personas asist.
temperatura rresion
Lo G ombane e Leabadan cama entos matematicos--
o ooome onodelos de muchc Tenodmesnos  naturales o sociales

que nedrren Tebidianamente.

DOMINIO, CONTRADOMINID Y RANGD DE UNA FUNCION.

deatine d

minio de 14

conjunto de todos - los

valores gue la variables indepsndients puede tomar de un conjunto -

de bt mins de valores.

ST IS Sy el ]

1a_ fune jdn san todos los va-

e b GGV et a1 se el ba o dopandiente,
La imagen de un_punto bajo _una funcién es un elemento del

conjunto contradominio que esté asociado con al menos uno de los

elemitos dei conjunte dominis.

ooy de una tuncton es 2l conjunto de imdgenas.

Feala de correspondencis presicn gue azncis A los

chab ileaciviip con o los wlement

[AEDTN

. por 2ienglo, 2! araea de un rectangulo cuando exisate

uin a&ncho

rite v una longitud vaeiable como se vio =2n los ejers



s prd el eanltutlo:

%

Y

o Ja fiopera, ¥ ceprasenta 1z tongitud del rectangulo, &

ancho crmstanta v ¥V e el Area del rectdangulo. fos conjun

de valotes oue a les variables X e Y son:

y el modelo algebraica para obtener el area es la regla de oorrespon—
denciat Y= kY

dende ! dominio de la funcion es gl conjunto Jde valares gue toma &

y 21 rango naunto de valores gue tomz Y

LCLASIFICACION DE FUNCIONES

arvado, en los distintos 2ijemplos, gue al tensr-—

Alaunas potelasd valares o la regla de correspondencia que las ~

asocia es posible obtener sy grafica. gin 2mbargo, cuandno solo —

@ conocen algunos parejas no es tacil daeterminac A qué tipo de ti

por by gusr, BT Sl Leiwze un conocinlenta -

nas amplio de enpresiones algebralcas gue las denotan.

Lasz funcionzs se clasifican de acuerdo con sus términos en

a) Funciones algebraicas
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v gsoendan o

afgent

son agquellas gua,  como su hom—

wvtan por (eemicas algebraicos unidos por -~

Yaa indyca, E8 ruanre

1R bigno: deooperacion para los namerns pealas como por ejemplo:

.y~ 5 = <
[PESTS I

teascendentes san aguellas @n gue alguns

w algunos de susg términos son eupresiones de tipa:s

trigononédtrico voo= San
logariteica Yoo =  log cosi
¢ rpanancial ¥oow O™

tema sdlo se abordaran Jas funcio

2l desarrollo da ast

a
5

net algebraicaz cuveo dominio y contradominio @s el conjunto de tas

ot Jer 2y,

RGeS 0 gl

tes funtionas elgebrilcas s2 zlasifican eny

: Tupcion constante voo=k
Funcion tdénhi ¥ o= X
Fupcidn vazlo absoluto o=
Punoide bin 2 aail PG
Fumciga cuadratica v Ann® + ayx t an
Funcidn csbica Yy = asx™ + 320 + agn + an
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L = N I SR - 1)

Fuancadn polinomial

Funeian cacional aguatla. que se e:npresa Como cocients

dus funciones polinomiales.

o

Esraz farmaz generales de esipresar las funciones lineal, -

cwsdrAtivca, cubica, e2tc, hasta wna fupcidn de 0 waria

hles, tieven -

la farma de gol:nonios. G Algebra Lineasl. corso superior de matema-

ihe el nombre de fungidn

ticas 1a funcion que hemas lamadg lineal e

atin.

dibrijan e aanera

ttesiann, las gesfic

E£n el plann

continua. sienpr2 Vv coandp no hava valor d¢ la variable independiente

pars la cual oo ePxeska fa funcidn, o Suando la funcien dé un “brinco®

paro por comodidad en la tebla sdédia aparzcen algunats valores.

A continuacidn se dan 1as oo &Ticas correspandientes a cada

uria de Ias funciones clasificedas.

aguella en gue la variable depen—

Funcinn car 2.

dignte cleagre boinacd @l ok sator consboacte noo sportando cusl o~

tome la veriabie inospendisnte.

XEg=Kiix, yd o

N . : ®

-3 % {¢—-3

-2 K <—2Z’}8

-1 H {e¢-1 ¥

al ¥ ¢ IR

il ¥ ¢ 1K i

2] K ¢ 2K 2} x
- . ¥ = K




El dominstg para esta-fupcion  ws: D = I/ 2§ R

)

El ranun es:; R = {y/ vy = k)

Cuncion idéentica. Es asgquella en que al asignar un valor

srbditrariong o la varisble independiente, 21 valor gue toms la varia

ble depandiente es 21 mismo.

x fy=xiCx,y) 9
-31-2 t¢—=3,-3
—2{-2 (—2,—22
—-3l-1 1¢-1]-15
2178 |18 Y
2l 2z ¢ 27 25 s
. . . /B S
¢ = X
£ denminio ez D= /g R»
El rzngn ea: Fo= Ly/y o ReU{0OF 3

Funeidn valon absoluto. #5 agualla en gue al asignarle

louier Ta variable independiente, éste ce ve afecta

un valoe o

do por la operatidn sotor absolubo.

x| w=ixl| <x,yd 3
-311-3 3,3
-z i-2 2,272
—-Ti-5 1,15
2 10 a, a3
i 11 i, 42
2 [ E 8 z, 2 P
- . . 5] x
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£1 dosinin pare este funcion es: D = {7/ g R)

El vanga est R {yo y - O yE RS

Lineal. £3 aguella en donde ambas variables —

tignen aroonente unitario v ninguna de =llas 32 encuentra en et de-
Nominadar de una fraccion después de qgue se hs. réducido a su mini-

w3 asprecisan.

Sy forma polinomial ya se ha anotado antes camo:

i

Yy EFS - T
tambidn a eza forma s2 le llama ecuacidn de una recta pendiante or-

denada al origen donde &, = @ que 25 la pendiente da dicha - -

recta, es decir, es la inclinac:dan gue tiene con respecto al =je de

las squls v ao = 0 que 05 la ordenada a partie del orige
indica la altura, con respecto al origen, donde la recta corta al -

La ectacidn queda de la siguiente farme:

v = mir o+ b

\,
7
i - L R
7 bl st L
e
b0 b b< B
~50 yd >0 528
\\\
5 L o >
b< D =0 =
<9 Mm<B 538
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S se 1gualil a cepp BSa REPreslien, s tiene la scuacion

aznaral de una rects:

sk toraa mas conun e
ai tby b @m0
donde a8 y b sun los coeficientes de lss variables y cirepresenta

21 termino constante.

La grafica_de una-funcidn lineal es una-linea recta gue
puede tener distinta’ tnclinacidn con respecto al eje do las eouis

dependiende del valor gue tome la pendiente.

En a2l siguiente ejemplo:

donde m w2 Y b = 1 la tabla y la grafica correspon-
dients 4 algunas de las parejas de y = i+ 1 es3
Y &
1 9 = 2Zx +. 1 [ {x.u>
-2 2¢~—2) %1 -3 (¢—-2,-3)
1| B¢-1)+1 -1 |<-1.-1?
a 2¢ 9y +1 1 ¢ 8,1 »
1 2¢ 1y +1 3 ¢ £,3 2
2 2¢ zo+1 S < 2,5 0

De acuerdo con la figura, se tienen las sigulentes obser-
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WAL LR

Y2 unas altura con res

1) La recta rorte at e do L

endiente en la -

pecto al arsgec de ogna uwnsdasd.  E1 teroang ind

grwaacion vy = o 1 oes dnual oa uno.

23 For caga unided de avance horizontal la recka ascien-

de das wunidades.  El coetficienty de » es gog.

= El vcomticipnte de - es mayor que cero, . Exite uba re-
lacidn satre el aumento de la variable independiente v <l crecimien

reciants en uan inter-

to de la funcion, s docir. la iongido ss t
valo (&, bl. 21 sucede que a < 3y o o¥z b entances lag
imdgenas de la funtidn cumplen gy 0 fiugd, tna fupcion -~

sEPA desraciente en un intervalo fa, bl st sucede que

& Ha 4wz by s® cumple gue  fOrg) fine)

fioas wupztean Lo anteriaor:

Las siguiantes g

EJERCICIO FROPUESTO.

Grafica las siguientes eupresiones 20 las que sola se ha -
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1oy me e v %
oy e
pois ¥ T

las siguientas preguntas:

aué puntos. corta cade una de las rectas anteriores

Geapdtricamente, icdmo son entre s las graficas obte-—

4)  iBan funciones crecientes o decrecientes?

S zignifica que la variable u tenga el mismo coefi-

la siquiente Tigura:

D W



corpresponde con

e tanror, alnund punt
x| g 1< x, 42 X1 9 ¢ x, y>
-2 '8 ¢—-2, 8) - .
“i| & l¢-1; &5 ZF 2 1ézE R
ol 4 1¢ B, 4 al @ |2 B, 85
il 2 1< 1., 2 fi-2 ¢ 17-25
L) gy = =2x + 4 $3Y y = —2x%
Xt 9 ¢ =%, w2 x| o9 14 x, 9>
~2) & |¢—-2, 6 [y 3 g
-T1 4 |¢~1. &) i E—Ei—-g:)-
Bl 2 |[¢ B, 22 =4 ¢ B,-4,
il & | 1, & fi-6 {{ 1,-6)
€2 4y = —2x + 2 (g4) y = ~2x — 4

hmervacionee ne concluven del ejercicio pro

Loz siguiont
puestn vy de Lotes

1 El bdpmine independiente  nos esta indicando la altura

dande 1a recta corta o intersecta al eje de

cor respectc ol

retrocazo horizontal, la

2 Por veda unidad de avance @

. En el prim s0 el coeficiente de

recba astionde dos wnidad

qunido Ccasc o omenes

eqiis as dos yoen ol 3

para 21 ejgrcicio

TY El coeficiente de 2 a5 mayodr que

el cosficiente—

quie zr deid resolvar y 2n oeste cdso gue e anal

e I A TR LTI BEL S A RTA Ll N

res zZon crecientes y decrociantes respachivamsnte.

sen paralelas entre st tanto en el primer -
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lineal o e primer grado vepresenta grafi-

5 tna funcon
MDIItE W e

wigntae ogeaple, variando 21 coeficrente oe n o=n -~

iones, obaervas oo distintas inclinacg

TR Graticalas en un

. can pepects al eje de lasg
Tano.
1
i} 5 ~oe 2 b v - +
PR PR o) ¥y o= oun o+
i
ra v T T v o= + Z
~
Gl apartafdn anterior se obseryo que el punto de intae~

s faneal, esnta dado por

i

3¢ de lan "y* de uns f

Sl b ono, yndaiand

ntoe que  corresponde con 2l segundo valar oe

prdenada 0, L) yoque el primar valoyr covrespondg of

boge punto scbere el ege de las Yy thene abscisa cera

Para zenocer el puntn de intereecoion Con el eje de las -

iabe  que, todo punto sobs 2l aye de las "#"  tiene valow

phibiens ol va-

I qoa sl graticae,

. Las roordenadazs del punto sont (G, Q).

Loy antariur @s vadlide para una Tuncién lineal, cuadratica,
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sz, ol

T

¢ aguella eupresion de la Tarma

Gy4 Ao SOACNAmE-

tomar cualguisr wator enas sero.

la funzion lineal 25 de grado wno por tener exponente uni

taric, on cuadratica as de grado dos porque la mdxima  po-

tencia de » a2

y  evallese para -

[\

I

WNHEHN | X
GHREHD I X
AAAAAA ]~
WRERN | X
WARFZRL C
vovowe | o

Sa observa gue la grafica 23 una curva donde para cual-—

gquier valar por 1o gus la -

1'x g2 gumple gus: (=)= =

sim&trica oon caspecto 2l oge dw nraenadas obtenisn

A fioa

la grafica de vna Turva Dlamada pardoola.

Las graficas para las siguientes funcionas, donde sdla

varia 2! teérmino independiente, se angtan a conbinuacion junte con



T = uE e
<I>
2
x’g = x +1 Cox, >
F4
—zl|<¢—-2 2+1=5 -2, 52
-1 (—1)2+1=2 (-1, 2>
23 < 0)2+1=1 « 9, 1>
1< 1)2+1=2 <4, 22
ZiC 2> +4=5 < 2z, 5
4t . .
<IId>
P ]
®ly = % —4 Cox, yd
2
-2 (—2)2—1=5 -z, 3
-1 (—1)2—1=2 (-1, @
afc B)z—izi < B,-12
17¢ 1)2—1=2 < 1, &
zl¢ 2y —-4=5 L2, 3

En las graticas ze oboerva lo slaulenitae:
13 La orarica sde I no corta al eje de lag "z,
Dy B wertice doe o la parabota Ioes 2t punto G2, LY. - El -
vartice d2 la parabola [1 es el punto (D, ~1i.

= L8e podrd decir fque el vertics de una vecdbala 22 1a
forma ¥y = 2T o+ &, es el punto (0, ag) 7. En efecto, Asi
€5, aunaue para tal afresacidn sdlo se tiene a la vista la grafica

ug tros n&rabu}uﬁ.

El sominto de T es: O o= dus y el Fango = (y/ y 1, vg fis

El dominio de 1 es: D = {4/ #ERS y el Rango = {y/ y * 0, vE RS
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el coeficiente de

A continuactdn aze anali 2l casp Jonde

n= oun tdmero negativo.  Sean o= 1, y = -1
TATLIZAaE nan:
)
.o%

Sp observa gue :

1) Hay sipetria con rezpesto al eje de las "y"

2) bLas curvas cortan al eje de las "yv" a una altura, con
trespec iy el weoigen, igual sl indonandionto

Jr has durves abien Zigna del cooficien

te e o negativo.

EJERCICIO FROPUESTO.

afica las siquiant funcion=g on un
srano, dunas varta @l ovaloe el corric de
1
y = - ou® y = x®

mism plano carte-



(R A
! 1
e - e y =
I Yoo egR
La wclasion del 2 jercreg anterior es 1a siauiente:

calor abuoluto del coeficisnte ve

PEYUETOT. Lo curva Ak peng 3 cierca, 3121 valor ahsolu

aF aamenta,

s tiene wun polinomio compleso e

ribie como:

oo e a4 AR o a

AT

(8.8

Hopara el mismo



mizmas  consideracicnes, se tizne:

v aiguianda

- v 4

T YACIONEs D

1) El término independiente indica la altura del vértice

con raspechko al arigen.

wiming constante dentro del binomio desplaza la-

pardbola lateralmonte: a la icquierda del ege de las "y" i1 es po-
sitivo ¥y a la derecha si es negativo. lcual es @l desplazamiento? es

21 valor obsoluto dal termino independiunti: dentrs del Linomio.

Ghperas@ gue 5l el coeficiente de 3? aumenta,

ihola e clerra ;o s1 disminuve, se abro,

4y lLa pardhola se abre hacia arriba =t 2l coeiiciente de

%% es positivo. Se abre hacia abajo <1 &l! coeficiente es negati-



D T T

TueAc i mnes e 52 han analirado sen casos eope-—

aue puedern ser de -

I amnadas

ey grade, di prieeo,

unda, de tercero, ... d2 n grado oy -

aciy

cia ova fune ian poadaraontal deaeado nose anpre

B PR Sl B R e S

Det

1nen

Ia gue reprasenta ol volumen gue —-

Jitta

mzlo-de fuacian o

de formn cublca dependiendo de la longrtud del- ;

o
2? .
Lado Uolgmen 21
u u 15
1 1
E
i 64 -t >
x

detfintdo en ol conjunto de los na-

presion algebratca es:

wointnie., La
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Si la mizma funcion la definimos para valores reales tanto para

dominio coms pera ol contradoninio, la grafica soriast

Otro ejemplo de funcion cudbica es:

0,505 + 03,2502 - I - 1

su-grafica 23 la siguiente:

de lé grafica se obtiene gue, al cortar la curva al eje de las

quis en tres lugara

al-

=}

~T no= 2y o= =008 significa que



i

Eleme tire ic que satistocen & la tuncilon, 25 decir, Si-

cuchituven asna calores ea la ecvacion donde y  vale ceroy, la 1 -

gualdad ze cumple, %2 cunples tamblen que =21 termino  independiente

ndica la interseccion con el eie de las "y,

De:lo ahterlcr j=1=3 deduc‘vque las funcionss oolinomiale
Eiehan‘qréfxcaz distintas y gue si 5o conocen gnboermanadas caracte-
rizticas de sus supresiones alaebraicas, tendremos la InToraac Jon
nECéSarié para ienev una idea apro;xmada de2 21 torma de tal manera-

enes de i tapcion.

que ng - Eea neceasario caloular un sinfin de in



CarFITULO I

ECUACIONES Y DESIGUAL DADES

Alanbearnd aicad2 160

S0 -

(PR eIN] 45 E7i e

ariinog v ai o=

G

enlag EHDIeslOnes. apare ULz QU 36

apbo on:

S, GO

DES ALGEIIAlCan b b Ladiubos 2L adl

valor o La ineogorba en alownos casod 20 iy wencilios

presian

salar de A, La antorvor o

por Jenpluy wuare detarininar

rothEe cndllada s

ey i slaan tas cower

impl

S0 obhros casus o Lait simnle, [P Y F A O

RS ITN] wonbtrar 2t ovatoer yunas &8 wae Lo

1o ante

1or ., 1a finalvgaa oe




[ERSEHRE aigiars bintn. Utz it

1r Al .

B fos wperdrcios 1, O v U aparecen ©Uaa LOnss Ol

M e proLsier grado pos

Tir proumera poberns s,

Las scuac 2o

Sy 4 denas: las inacdgrizias tnt oy YA despu

aCann Bwes dB acuerda corr su

11 amam

Tas jnocdgnibas, A%, "a2Y astan elsvadas

4

de sfactuar gperaclones, Cicnen siponente dos. we dice que son 2oua~

cliones o sppundn grado. Fara la ecuscidn 2, a J s le asignariea

Yerdn ecuac

Qunao gradao QUALO Ay feor eyeinplos

e

4§ The o=

L= = o

doide laz varisbles

[EEE R IS Ctuvamenr t

ECUARCIONES DE FRIMER BRADG.

Lonsides CL0 N e las funueiones representativae deoan

aela de 2 realidad o

de primerag vy

Toesban elevadas o las patencias tres

na—

ol caso del tienpa el un atleta Garda

SO RUDErEr e L diz A0 koA upa veleoioad de 1O hash. ta
B3N WEadE Para svasulver aeste peobloms oar [
< oy
o) A0 e QU e desean conoerey Las dimens g2 wrt locatl o
meEmciat e TOmnG Songular cuyo poee g cro 2y e moy del

Ire Lamb tein gue

pocargo 5 17 m mas geand

yue €l anchd,

otz

o
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SEANT VR Tl ENTRIRT R I T L

BN

primt b e

Acygoadd al uwho gel locai.

LoCagie

donde

Fine gques varios @demzlos ya ol nan senalaco en caplin-

rvan 2 hun Uithos de

dareis

Anteriar
bBiacas.

el valor solucion  de 't i la

Ot A 2NN A, o 2 geneg o

LA 1O

sigurente
ot - 30 = 0

S LAST PR 0D e b it

wrdese que. las vartsbie

A cong tales.

aoder e 1guiadotad,

€ SUOHA & RGOS M enble

Ry

auE La varteble

Tt hvwer e nar

[ DS

tdlcadas @y Cada mremberod

FIR

e faituan 1.

@l LIy arsEg

uno o los dtembroa:

1w =
) la azuacion Di GuiBdada, et fos mismbeos,
e variabile v oonn 0! oo “ 5 a -

g la variable para

entrs

vidar tada

gadder 13 1aualds

Loatee bond

IRt S

Lotizingi au atleta an

DOor 1o G

hacer el recorcide de 40 biionefros,

y




[T SIS 1Y 2opr L

i et ins aerteralos,

Ta migurente fi

wradis.

WA A 10

n

W AEBO- bl

Ca GHIE Al b PRE

[ THTE Y

ada dvent g,

LALLM

tum mioabeas v Las canstan

duel tnverso adib

terninog «

drviider Totta Lo ectas

g b 1aodan ba

decir, se utiliza -

el coeficiente do La misma.

ertees

@l mvabso meltiplicarivo del cosfirdtente de 1a vaprlabla,

@ k[ ESH la soluciasn o ralz.
T e Wit it @n nu-
mer

-3 g
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Al tratarsa de una funcion lineal de dos waciablee, el pun~
ta =3 sobre el =0 de Yat ez own punto de anterseccion de la ce
ta o rectay A la faneclan s fomity v de funciones  oun

ez dedir

Pasan. por para v

COMPROBACION DEL RESULTADO DE UNA ECUACION LINEAL

(XIS Suly]

ui

T LR

Nt

wuen, oy

Bustivule

aue 2@l te Uz E D AICW, B
dichio velor we e weuac toh G nal @n el lhgar T e ta incounita.
2 oacudEr g o0 Ta P2 IO Aantaerion e
» = LI O I ¥
e .
o0 ot -t
@ ez otrandio bas
BN G S Y= -l
& & T E -l
[E33 1l tado Tinal undioa gus 20 taee ks anrendst L igual al segundo
MLEALDOG Yy Qe La SO0 atisface vara el waloe de 5 = -3
Lohatd e e AUSLiTuye DUy ceiOn wudlauidra al k-
ben oo ol idio, Y . o quie es gblbievng. fFraca el valor de
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R Ot T R S R AR T T
S R EIEY = !
@ e a . 5 -1

v &

Fara s = 0

LG B0 = L: =4
a v - 5 = -
D - to = 3 -1

—10 = ey

el rasultado s aue la lqualded no se Cuaple gara punguno - de los

A0S arbrirartamente.

VvALOreEs anige

SOLUCION DE ECUACIONES MODELO.

ey aparbade con BCUACIones motd2lo

A

L der o

foprocesng adgnsralen Jde solucion aunque

5 o2l de o tanla an oy

a2 haya pusesto go o mantflesto eo Iocapiiulo correspond tente pues

Wwtener

nba 2L alin Con on iy .l

SO 1O de e eduran vl i ocual suehay oo

ier oloe apejan _ta 1ncoonita de

0o oprerde por foow

ol ectades Jda 1

La ecuacidan pues apslica 2rvoncament

reales a Law s N realiza

e le pero

todo del urog

Yoo i Rt

[EBUNES 1) S A

o multiplice

do ol operacion al

For 1o anterier

cion-2n o EIUIERE LA TA SR W AR =S U PR

1% R LQULEN TS 2 il Gse
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b -

tas

S peoceds tar

ES] ST PPRIIaT=14

vERhdo pOr 108 [ErEntesss, sigulanog

+. 4

Qi aylruD s g,

on i

qui

ndepandiontes

veir bap La

Guneralnen te pnpa

Cheche bes o Ror e

Ly oRh
D FEG

COALEROGRN A varyapie

i I ANCH)

=N

arvidiands anera

=i+ 8 1Yo~
- S - B o 1B+ Tao-
by Se agrupdar (oS terminos
- o+ T
e} Se procede dzjar los terninos
o un mieabro v o los térninos
EHERS +
dr L For altime, se despesa ol
fizaente de 2s5ta tada la ecwacidn:
4
obteniendose la solucion: s

= 4y (A -

= &

s e e iEolddn las Operadiain
- ~ lox -+ 12
b} Se agrupan 1os fdérminas seme i

[

Indididas:




TUe= - 280 .

PEavede o Oggar ton PErmings Gug contsenadan @ las variables

en un mraabra Yy oen 21 atra-a law constantest

RS R S

At

2SRRIANGD & La vart =

Fara resolvor esta  ecuacion fracclonaria,  e$ necesarig

pugcar el alnimo comdn maltipla dn.c.o. v Tos dendainadoves:

de Jactores

sus factor

dgr

4 sus faztares

w  de 2noSun tacbores

por 1o tatibo, el moocome g2 bodos el producto de2 todos. low
¥

factores SN ATOIE B

o maLma poatenciac

Lrenes

arectuands 1a multiolicacion v

R

+od{l + AF)

auiendandad ura L

AL LD SNERTA QUE e RroUsie G 8T 2lver siauionoas -

log pasios indicad

QTSN BTURELONRS .,




W+ = - PRSGLVES @S ta #CUuACLOn Literal para M £
I B . E
E 3 .
. T odec por una de 1as peppiedades oe orden paira la owui—~
* b tiplicacidn.
a = = proptedad 1@l produsta pard racdionales
5 .
aby = multipticondn anbos mienbr DU b
ax - b
[ iGN o DI o F vasulvir paca o s
- b = o

as = O+ by o+ I=cnd o= ogha o+ [eenio el

a —~cbh

Fara conprobar una wonacidn tileraf, e

maxz senclllo. cepas

sayr los pe &

Mg Lpaanran Lars 1Iggar a sy Bilecian gue susbl-

Tt 2l valoe anoontrade.

RIS oo @geapius Qe @

POGIES Jeral) BTl PRAC LOND S

muadiz o, S0 olESEr Ve Que, antos de gespelar o la vartabnle, s toLonen

EAC LIRSS DUy A Tanma




oL s YT SO0 NUMEroE rales cun FooL Esla wu b llamada !

L de uug sgue

€2 Sgely aachy.

ge pr

COMIML Lo AT Ui Ui funcion lineal o

varibles cuwya Toraa uvenerat

a4+ by o= 0

gl tye tratada en el cepluulo corcezion

ser' despeiada La vartable dependiente, se convierte

UEe BOUSS 100
de neimier geado.
Exzte procese facilita graticar la funcion conoclendo los

nuntos de interseccidn con laos edes cartesianos., For ejemplo:

tiraficar

Al nacar u =0

Vo - pare Lo gues (S8

punito de interseccion con 2l w2je de las “u"

AL e e tlene:

P
Sao- 5 = a0 o= - por 1o gue {=y G ps el

=]

CS72 R

En expresiones comy las stguientbes:

a) Za b lta = {3a

L fa + + bida + )
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Gth or o= Shew {51
Al asiutiarles o Jas vartabies @nonada e de o 2ljan ctalon-
Qeedsr walor Ceal o obsetva (e igneloadas 5 CLHISE v an, Fur -
e pempla, para Lo priaata,. S tnars los valores par Ya . rtgrtal
~le 0w Sy owe abhy
RS RS =
-7 o+ 1
~13 B
FECO TS R{A) NN - X 1)
O O “ D
[ = ]
DRSS RN
1+
S
Eobas @npraesionts rediben

Hay ghuresianes Cu - = Tehe— T ane na son 1don-—
tidades para valor algune de la var SThay exprasiones e
utilizan los signos de desigualdad para =nlazar los mieinbros (>, }

St ewuiteer La

vonde

B

Qrees Ldn

- o oteos, 1

lgunas variables:

reducida

toumds pen

TSNS

wwvaluecra

< Conoizudo.

alguna o
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ECUACIONES DE SEGUNDG GRADO.

mnnaneo zala BiarT mi2en rartaeddus s

Manta

reaale D gE PrUasEr ar WG 000 @n L UEn el bas 2 JBE

PR S IR a T4}

el

Conron lemaT

RoECAC s lo)

Al ot

B E-PIEtS

Lot S EPAC LN, B

LA Mt s WFide s

Loy Quer N DU Y e

nae

Une gouocion s de ssuundo grada

T1dar [95 OpwralionNes OECOSAri4as Lo 25 gulhae parentosrys, denagr-

SLany asle

aaddores, otoc., gueds reducida o una zaors

que 1 lamamds: e megundo

Uibttrzandes 21 signrente probt LoMprebenas Jo anlberioes

“Pou Compesiftas levan ol aercade un total 10 huswas ety laa
efos, Uira de wllas e a1l tdad T GLTU @D Gl uts—

Ura oy ik

al cant i

Luvieron

M Ltvr e n e aoushirdad e Tewsvon e uiaris

vola Seaunde Qi T WU era dwogue oy Lende faow Los e

cruzados” Louantan frie o oal mErcado Lada e

Considurandy ez wna T camp aoPaevas, la
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Olre Ciwme 100 -~ n, SeaOn 4 foqr 1A azeaaera tuvrera La winma

AXLaT4 O R NG TR Send s cada hugeds on

taddaud cter Foaoe.

15 iz adas. MLl Cesunauitentn. 1a seguoda verad o

L -y

Lewlados Cada bBueva. Foe 1o tanto,

i@ pramera JLLTAVY o wuSs D

f ba segundaz 100 -

Que de acuedd a Las condiciongs dei probisLmg, 32 plantea la $i~—

Crarentle @cuation:

eTrotuando OoePac 1Ones:

22010~ )R

= Zoilenos -

A= - 2R+

palRT I

reduciendo EErminos semejantes:

25

+ A0

dividiendao 2ntre 95 toda Ia ecudoids

- O T

su forna gereeral ane. s al pacol e

queadando reducida

Yoo los vaelos

2 =200 sdlo qus

rony Fon e oy o= bl o

Sl Jire probidoinay oo Dteats senl tda wggier @l vabar nEgehivas

Suuacidn | dir segando grado sobre la pisla de

pabinage aplitulo 11 utilicancs :fl stgurEnta metodo



doRCOR e Lo

Btk vl edti b

& "»Ll

log valore

damos. o encanbear

15T
dad, compiarando One TranGamio Luaadroann per tecto en el permar

AR J G e TIRG s auud v 7ULG

tactars sando el o d cuadrads periactu Conag uan binomio

Gra!
) = = 14025

ARLOCS it

travende 1o fals

Hu “ v, w7 -

Utitizando el misng procdso Ge Packor iTacion.

Cron cha seEguiido grades s o forea gensral, s8 abtenderd s porselin

Ratia tesuliver cualuuper

teraing constabte.,

i
T
i1l
<
&

tos coefimientes de las fite

i R termino en w2

Cladu por 8l costiciamed

Lo Lo gue 5o prodede e divedie toud la ecuacndn 2ntea tat

[
HE 4 e ' - =
2 &

SLMA, A AMUOS W g2 la denralda

N

EIRR IR Sl

Mx o

wl

[NEE

Wros de la tgualded y re=aalviemdor

2O de sEquods a1adg con Soilo plbilizare

L oampveri-zo -~
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iii) | Fara obtener

Ry
suma ‘a ambos mrembros de la igualdad, 81 cuadrado de la mitad gel
coeficiente de
= [ b=
“= + + ——— = — - + ————
a da= e da=
iv) Be factoriza el primer miembro y se reduce el sequn—
Ju mienbro a un coman denominador:
b bR - dac
{n R A = mmm e
za’ 4a=
V) Se obtigne la ratz cuadrada en anbos miembros:
b
P
2a
vi) So deupeja a it para obtener el valor de las ratces de
la ecuacidn:
de dunde, las raloces son:
AT
-t + bR -~ 4ac
Ny o= e = i =
Utilizando la farmuala para pesolver scuaciones de  segundo
grado resuélvase la ecuacion:
a® + 170a - 43010 = O
donde: o = 1 b = 170 ¥ o= o= AB00
= 470 E F1T70% ~ 301) (=500

un frinomic cuadrado perfecto en

EYS U
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4 2ETO0 e 2T200

a =
- 170
a = = -
o 2
de dondes as = N az = = 203,427

50N 1es resultados gue satisfocen la ecuacion vy de acuerdon con @l

planteamiento del probleama se escoge el resultado gue lo satisfaga

que en este ya que se pide encontrar una ton—

gitud y &sta no puede ser negativa. La solucion de la ecuvacidn uti-

lizando la fdrimula ha sido was rapida.

En la 7vormula gensral para resolyvor ecuacion
grado, la expresion b* ~ dac  se llama el discraimsnaates de Jla

z de segundo
34

varion y este puede ser, Jde acderdo cun la ley de tricotomia:

1} BT - dac ~ 0 es decir, # - dac
13
Yy el conjunbo solucion es unitautlo v wale - -— 2R
Za
1) b= - dac Oy en consecuwencia b Jo¥ T Hae @5 ur

valor seal y por 1o tanto exruten dus calores one satisfacen la  --

’
ecuacian ¥y 2 2 K.

111) b*® - dac < O en cuyo caso & Jo2 - dac no serad un

valor real y por lo tanto los valores de i, tambison Jdos, na seedn -

teales, es decrr,

El imcisw 1ii}r pos llevd a medcionas al cenjunto de las -

_cowp Fes j come wia gsbtructura nunarica gue culp le con las

propiledades de campo. b con junto Jde numeros sadlo se

detinen come agua2llos guss formados por dos pact < wita real v
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otra wmaginaria denotada por-la latra i a .+ by donde a y b son

ya gque

ntaeros reales e 1 se deting comnor i o=

En &) caso de que la solugidn de una ecuscion lleve a obte
neir este tipo de nﬂmefus, simplemente se indica gue su solucion no

pertenecs al conjunto de los reales,

Intarpretando geometricamente las ecuaciones donde s cum—
ple gue Bl discriminante de la ecuacion, de acuerdo con la ley de -

Mmia pueds ser 1gual a S8, mayor gue cero o menor gue cero,

tricot

y tentendo cono expresicon general ¥y = x% 4+ bx 4+ o, 3@ tienens

Hasta

como:

polinomio I S Y - - ()

@cuaciones: 1708 = 6,800

funciones: a= 4 170a o~ b 80G = oy

lTa caracteristica do gue pudenos apetar con

todas muy similarss

e@apresio—

el utilizanda tas propredoedes aoe pars fos polinomio

LCuaciongs y las funcio—

teito. bLa

nes mays abstractas, se han

S de potinonios a2 la solucion de

aes son reaulbado de la aplio



i86

problemas.

Al fijar el valor de una de las  variables en una funcidn.
da por resultado una ecuacidn. For eszo, al dar a la variable y el
valor de cero, la ecuacidn y = &% + huy + £ s convierieg en o una
ecuacion de sequndo grado gque a) resplverla nos determins los pun -

tos de intergseccion con el eje de lag "y

£ el casp de la grafica ar, la Tuncion cuadratica sélo to

ca en un punto al eje de las .

en 1z geafica by, adlo toce en dos
puntos al eye de las "2" y en la <), la grdfica no taca en ningun

punto al @je.

Las ecuaciones, tanto lineales como cuadrdticas, al efec~

Luar 1as vperaciones para redusir sos terming dan  par recsaltado

genacionss equivalentes a las oricinate

Es conveniente ramarcar 21 rroc, muy coman, de confundir

una gouacian de priser grada con una de  @egundo grado o vicevsisa

A= gegundo grado se confunda con uns de priimer grado.

1§ EE N A S e

ya que al efectuar las operaciunzg,

FE - A D
HE e gF e 4 42 -4 =0
45 - 2 = Q £5 4rd ecuasion dé primgr gﬁauQ.
ped Hoh 1
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efectuandy Gups

BRI YTy s

LN ET L B

thar s s oy

dicadas para roedacir formraos /oubtic

mrpi LAl

ECUACIONES SIMULTANEAS LINEALES CON DOS VARIABLES

ncrale

fanomanan

icamaente por o un

dos o

it S, e

avrcuilo se

vArTablst, BN embacryd, la solucidn para sz de

arrabies no lineales, puede dpovarse an alauno de

artabies o

dos

los metodss dque agul Se eEspongan sondue esisbent obros gue pueten fa

matvie [$1% At}

ciliter su solucidn comg es i o

arreqlo de coeficiontas de lan ecaall

Mas problemnas cuyn

vl

En o) capliwles LI

planteamiento arigimaron i s1sl der ianes - hwneales, por
eremplo, el p 1t eaferopte al Lilempo en que Rosita v
(RS Arneri b,

e BROlEntran

par Fedees oy Bowsita maedian

vid galoulando La di.

el giguients modelo:
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d o= vl

eroEl oyt deigrnd a bt distintos  valo Cube wmétoto fud Giil

perc Lardado.

A continuacion y datos gque se anotan, sw procade a

s probloens wblils tenwo el gobods grati

DaTd

Dizstancia b 1o cang de Tedru o da rdabrica:s ) b

fabricas

Diztancia de la casa de Roslita a

1L 200 @

a la de Rostt

Distannie de la casa de f

Vetocidad de Fedros mnir

Velocidad de Rosites 65 m/min

Tiampo en am enc A Mediro vy Rosttas t

la gue o encusntran de la tAbricas d

siryuiente aodelo representa, de acuyecdo Con tos datos,

@l tiempo en gue Pedro Llegaria a Fabrrioas

2l siguients we 0l Llaapld gque ale dogita considerando la ventaja

que Lairene solire 1,250 s

G & 6SL 4 1,250

port o anterioar Cuma d la dastancra Booque, sl mls—

L
=8

coencuentrar

omo brempgo, a ¥ frsilas
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METODOS DE SOLUCION.
METODO GRAFICO.

te consiste en graticar [as ecuaciones del =istema como

s nd1cd en el lema de funclon=2s y encontrar, pol obszevacion, el
punto donde las rectas se cartan, La mavoria de lag voeres  dste
metodo no  nos permite conocer oaiactamente los valores Duscados ya

que en -1 dibujo de la grafic interviensn factores coma 20 giuso

QL2 haten g

(=)

del lapro, y tas escalas wtiliZodas  on anbos

el dibujo sea navacto. La grafita ws una  representacion de la

ecuac1on que tiene  sus deflciencia por 1o gue  hay gue ubilisar

atro Ltipn de algoritmos algebralcos gue nos permiten COonoutsr e:lac—

tamente los  wvalores; estos algoritmos o ostodos de seliuacion sons

Jovalandding, Sustrtucion., Reducolidn o de Suma vy | toa . _ele: Detearinl-

Sin  embarga, la grifica noes da una 1dea o cudlos pueden

valores.

Joag

d = 135t

= §5¢ +
20001 "y St + {250

. 1088

1

19 39 59 7
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En la grafica se obsarva que 2l tempo requerido Dar [TSrE}

erbre 17 0y 18 minutas vy auw f

Fedro vy Ros:ta  o@ enouenbren,

cuando encanbrd o bosite.

dro hia recorsido 2,900 @ apros fnarizeen t

Las ecuaciones lineales con dos variables conc las del egsns

plo tiznen ooy Lorad yamgrat ast o+ by &z S O b tenda Ccomo

lucide dn oon hun bo infinibo de pargjan L, YD tales gue  parda un

valor die i, S obttens a2l diy. &3 decir wvelores que uatisfzcen  Q

1a scuacion. En la equacion e = TGN alounas de las parajas
da valures gue 1 patb s fatan Sans

UL Gy, €260, 2y POy, U Wy, 0

wa gue al susbiiuic en la GEUacIon

para L 0= o g Obtiene 4 = o
para b= B2 O Lieny [
para b o= U e obhbtigrng o =

y s podrla oonbingan sadetinndanents asngnandn valoras & v para

a3 puntos de  la recta

Ja i

die ¢ ya gue e

obvenes fon raloee

oy solucion e 1o wcion.

Lrranady £ GOS e TDUDES Gy cor jur b sulucidn  es

dice gui su sslacion 2% simal bdnea, L3l

nha pareja de sl

WL O .

o opar lo grafica, ld pareia que satisfagy &

Caipron imadaman e

AQulran SULACT

LT, DA
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SISTEMAS COMPATIBLES E INCOMPATIBLES

Un sistema de scwagiong Cumy ya B¢ annko renglones arriba,

taw cundiciones planisa

&3 2l resultado. de expresar aluebralcamnent

TUN! eCuUAC Gt con:

por un problema en donds N3 bosta. estable

unal incdanita’y -se han e atiire olas Que Swean necEsg-

rras.t

el problema que Nos ooupa S olseryG gue gata CAda 2l

“gidn: det sSistena existen much~s pueegas de volores qua las satisidar

cakun @ ambas. Fué

CEn pery que. sNiste unad paraeda de valores gue o

euerio deberminar cono vartable ndeoendrente o wea de fas varaa

para asi obtener una Lable de valor

creespondientes 3 W0a ¥

atra incagnita. Esto es lo ygue ba la direrencia enltrs und e

citn con dos vartables y una Fanoioi,

En own Sestben: de clwatronwes doands @ata Lieneni b ditaia

pendiente pera disbinta ardernada

al araticarias, gua son

rictas paralelas. Cuando doto sucede. se dive qus 2l glstear

mo_AsCOmT

had

v no tiene solucy

=it Liwbems tione  solucion, W Qe us un

B eoluctan

y o se  dice e NI Yy

SEOT Y Y @ UN LG, @nbe

RN

Anado 2 la

©oEn que

dos recias coincidan en touds sud puntah.
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3 -
\l x
L 4 ana solucion nesero nfinite
2 | ¢ s61uciones
SIFTENR LOMPATIBLE 333160 LONPATY 3
LETERNINADY U:{‘E!EFHW.:NSLE m;ﬁé}:&?“

METODROS DE SOLUCTION ML GEBRAICOE

LU matodos de saiac i algebrailcos 500

tsilibar la busgueds elacta de o Velor oo gquix @atisfagan a

QLUAG IS g un Siatatka v San 13 Slguieniess

Mebads de lgualacion,

Metndo ue Suslytucion.

%
rectas
parzlelas
a0 hay
solucign

alooriimos

tetodo e Hoduchion o Jo Suma y Festa.

rédtodo oo Desterninantes o Regia e Coomae,

Vel eands ol anams genplioc 5o edpondrd cada unt  de

g tindos.

METADD DE 16UALACION,

1 Eube cuonziste e dedpeide, de cada una

Nas, & 14 miama variabilel

para

s

1o

%

de lag souas o~



193

En el casn del ejesnplo, las gcuaciones tienen a ila -va-

riable d despejadas

d = &4t v 1250

wndos mivwbros:

Lk sultante, ésta es. de  primer

£ o eeee—m £ = .17.856 min

iv)  Los roesultados obtenid

se sustituyen en s cualaviera
de las ecuaciones  originales del  sisvema para ancontear 1o otra
variable:

o= 17,28

T RPNt ¢ = Z,4li.1m

METODD DE SUSTITUCION

1)

Le metodo congiote

da una de jas

CLoNes 2 (e Jo L

vardsdlines

g o= 5T6 + LRS00 L, o)

1) El valar desgpepade Ta ntra eacuacion:

len 8ste o 3 la ecunacién (L)

G641

[

1i1 BEUACION  rosul bante 9o de preomes grado y Conoana
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sola veriabile gue se resuelves.

1556 = 5L~ 1260

o= 1/.80 wmn

ivy - El .valor encontrado se sustituye en cualguiera do . las

ecuaciones del sistema para enconbtrar el valor de la otra veriable,

a4 = 1T5(17.8&) d o= 2,411.1

Los resultados son iguales a los  obtenidos por el swetodo

de igualacidn.

METODD DE REDUCCION DO DE SUMA Y RESTA

ste metudo consiste en anular a una de las variables su-

mando, miambro a mienbro las ecuaciones. Lo anterior se  cumple

cuande 1o custicrentes de la variable que s@ gulere anuidar son -

grates y de signo condrario.

I wnltongs se e anterrdn a las “tables
voel teéeninog independiente pas=a al undo miwntero de ST
- 1290 = o
o 4 S5t = 12860

,.,
i

atonee, la veriable aas

e anutar 23 d a gue tienen 21l misnn coeficiente (wnel pero ej

5igno &3 el mrsno por o que hay gue aultiplicar una de las

C1ONES POr menos wiol
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4= 135E = 3 g -

(=10 5d v a3 (R WS ges (R -3 - &5y =

tiss

ctua la suma algunraica térning a termino o

tando wna gewacion dge primer grado can una variables:

iv)  Be résuelve la ecuaclion:

~1250

t = . 7.do min

vi El resultado se sustituye en cuatlauiera de las  ecua -

C1oNes ool Bluledd pars encoctrar la osea vacriable:

= Z,411.1
Los resultados son 1guales x los  obtenidos por  los otros

netodos.

METODO DE DETERMINANTES D REGLA DE CRAMER.

1) Las ecudaci1ones se oroeducen a la rorma general. Fara. gs—

te metodo, soto se ubtibizcardn los coeficientes de ias variables vy

Mmings ndependientas para hacer un arreglao de eilos en un

delerminan

Ser ubtendra of d

sistema, y loo Jdevd:

ninantes dge las vardables.

J1) Bl delevaind se o forma con los coeliciens

@l determicants o dice gue -

tes de las variab bus, [SER IS e

s urn deteradinan e cotumnas, dos rengion
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Vona preudelve mubiplidanadd Crossdamente (a3 LErmL

Lads ofder B

Cvan el

LGN aue les correoponda,

quen ta flecha hagis abasa

Lo guie eiguen 12 Tleche Nalrg aroibe W s iane,

PoLLEaGr 0 s 4T e

D = 3

Lus determiaantus de tas wartablbs ¥ il osonsg

T ODSERrVA QU 1o terminos independiantes swan @l Tu~

carcables owyo deterainante ww Juaes

gar de los coebiclentes o

1 LOICEr:

LIRS ete) S Sexva 3]

De = Oi-a

Ne = LLIZEOG) ~ aif) =

11y Bl ovator de las variabies se obiieng al dividie 2l ae-

%)

terninants de cada una de las varizbles entre =21 s ioante el

De

¢ ot t = s IV OB6
C\u
Ao Yeas, 750

BRI R EEUR A B
Do 0

Lon tesulbadss son mismuy oblenlags par o

& Ldas.

Enctderminos generales, Mt odos LDolucrdn paia Susie-

TR REETEE RV ITH

was de ecuan sinte poe g

vegasie B Catta e

al

ORISR LS.,

i) G owna e las vartables pera efoctaar lagnuas
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ciewr rezultante.

Bl vesultado obtenido se  sustituve e cualguiera  de

las ecuaciones del siubemg rg avleonae la otra variable.

DESIGUALDADES

80oque tao unt-

O RESRS P41

los musmn-

dos por 1oz 21gnos de o

Dros B6r A0, HRAGE. Daysr o 1gual, senar o fgual gue el atro.

2 eila desiauaidad non un conlunko i ED

A e tar

fos wvaloees gue

o wnrinitn de valacs

Considoremns tas desigualdades cano progosiciones abitertas

o decte, Suih obi2rtas cuanuo

gque pueden ser siaples o Lonoue

arnoEl o2 jus valores que tas salisiagan o con biime

todavia ng e Conoe

oo vy compuesias er

e uria 20l propo

ples cuanda €2btan Formad

el

nue agque st

o= I 1 "CuAatro equls aenus das 25 ownor aue . equist

SlC1ones a2t t3s Conpuestase

Erop:

e THOE 2E ee 00 QU equ s BLule mendr
que Litio”
ST~ 1 0 MEINE ESOAENGE quE T aenos uno vy ot it

ni LG @& RIS QU auevs

desigualdades no g5 la tuics ya que

Ca brathtooudn e wsba
Yambidn  se pusden inborpeeiae comos

MEy G U cuatre | e-

una ‘e

eouls es menor Que bt Syl meag
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R E sBernass ety tedues amaEv L e doos ENOr Qe cioacat,

MEhoE U D MEYUE QLG SIACS JErd anor qué nuave' . o reLGaeida -

le breaduote daw PEVIRE I aN PN IC2 TUIBLO

agiasanda por el nagoles dha

pgraldad ya gue esra faaiiritta

aque es o wartabile en la d

Liretal ddin g

Resalver wuna desigualdgod wbilitando e) proceszo gue 52

w2l capltulo 1 para conacer fudi o cuwdles valores poodrlan Sae

Tratared & una @ouscion nos llevae!is a  epcontrar ta  solucian, Sin

Deillargin, Ay QuUE 4prpve Sormientps aduyraridos vy wbilizar

'3

vdar las  preapledad

slyan ajgaribmu paba o ocual e

i? Sumar o restar ur adesro el cualguieras o ambhos miaine

Lo desrgualdad, no ba alte:

o

Thiplicer O dividisr par i miseo  ndeeso oaedl o 1

BAE Y

des igualdad @5 congidetrar dos C

S1 el pamsera reol es pousitive, la destguaidad o no

BB el s ndeeero

Vi ows o negateo, loo dasiglldldad

caontiCa. e senitide.

€1 cunjunto solucian de wns @szigualdad lineal de wra sola

o duntn de puntos Sobre o #2Je hoeriroiilael. Hept

O fnfiettas, Abrerbos 0 Cwreau

Conasiderese Lo srgotente daigua bdads u

DY LON gedeRirica @S la suna Soebreada sobre &1 oege vy oun

pEgUeig . 0 frculo sobtes 2 va by anivenn aue we dede st Dlenats:
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Zimball s

2l antervalo awe represenos Lo elygerto v 38 T4
con porantesis redonado
e,

Bl la desigitaldad Tusraz b <
11500 bodos  agquel lus gque sean menoeyg o

1o valores aue L zatist
orba sene jante a

CERLAC TN GUOMILr oA

a breg.  Su repr

1t leG
anterior salo qus 2f clrcule @558 Lleno va gque ncluve al punto

i anleebo O sem

tulaidad s

2l anlervala gue relr s
ue

del toterval

cercado, seubiliza v corchiele Junto al e«
Ge considarag
e PR )
El siguiants cuadro o Eig0E e tntervalos en oun
Preades contom L L

& gy I3 numeros

segneni b de resta. Luisldare,



20D

(30}

9,33

Lam)

o,

aL0s FIui103 l
abiesrts A Ousem)——4-
3 b
gzmyatierty R e e g
3 5
semtalierty 4—COorm®———
EY b
corrads e =t e
3 b
ALDS 1HFINITOS
sbiertz Az et
a
abierts e 3
2
semtabierto A Ooasmas>
2
semiabierte o e
3

S okna d 23 lead
fa. ,i"umnada POt QGOS0 OGN L adDS Lt paor z_'Jt‘_“lI!ujL':
B r.un‘junta suiwe i@n g U5 valw &2 e it 2 v los
" G

El conjunto soludian 29 bs o we las
sotueidn ue Cadla wna de 1 WOGROSIT LONeS . Grdafioammie

AP ii—r )2
2 $

R o - e XS
3 5

i Goledull——p  2(5¢5

Erpo de Wia Propusason

15471t
BT TURIATERN

valuees:  Oe

LU LG

e bt



Urile

m

Utain

Lo pubat cdn dee itkervalos. e trens:

Ewsolvar una desigusldad 2y edquiparabls can resolver

ecuaclion  Congildarando solo gque 53 la desigualddad s mulbaplica

W ReE . RgaEl v, $2ta cambla de sentido.

EJENMFLL:

fa
Gwor 3= 7 S 7
M A i 7o

o
=G <05

El consunta solucion

ucon

B un cdndunn ba wund ario

nLbo o vadue

wten
=

wien

un conjunto Y-
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e e des iytiaidaas

iver Ja Epuasion:

A P Y £ T, M b & 35
T s En o+ B i SRNCTER
tao~ =3 3 Seov e v T

=11 oy~

El congunbo =olucion est E1 cargunto zaluacion
(S B TR/ on ~1ii

En ocasiones interviens @l calor absolubo @n wana edo

o en uha desiqgualdad.

Rezulveaer 1z acuacion: Aesolver 18 desr naaldd

Recordando be deltnecoon doe valour absoliata, s¢ Leenen Jos posioif o=

daties:

-

par o yue. al rezolver la gcuacion o la desigualdad, es i

CONG LU ads Caminoss

Qs posrhig,

-

antre barras

1) que lu que

1) gue 1o gue estd enters barras 25 negativo.

[ENT | = & - &
ER e S - O wo— G =S I ) < o~ D -
G eEI 4 Bow —EED N [ i
¥ =9 =} R ut i 7 <1 -




Lus resultadon, visloo grafirdament sons

————» (oot (O -

-3 2 -3 9

Lo resultadus, en notat1on de conjuntos:

Ntar L 95 = Lo

sulucidn de una desiyualdad ineal de dos was

El cgivgunbo

una reglon del plane cartesianos un Congun Lo intin:ite

riablies,

e prar [SIatetare)

Constdérese la desigualuad:

cumple con

la

i

the manet que ol congunta solucidn 2
Ra = Llu,y)/ Zn + 2y + & {0, x,y & K

s

Fara conomer la ragilon que cuample con

AN o

Ty =0 an el

uratics ba tgualaad

sobre la rectay la

aquedandd duetd ot en tees partos:

ta 'y la reglon abayo de La rwecta.

[l

20, Seudl de las vz la gue esbta  rapreosentada




204

sobre ITa rodta, es

Considerenss algunos puntos

por la gesiqualda

decir, gque pertenescan a fa regaon Ry 7o evaldese  la desigualdad -

‘para dichos valores:

Funto i Dy b4
(O, 4y Sty o+ 21y o+ 4 = 0
-1, Sl 243y o+ 8 -3
9

R T b ZieDye 4

0 la diqueante tabla se 2valian algunos puntos  pertene~

cigntes & la rogidn b

Funto
{(~4.1:
{61y =3
1y =53

identifroar coms regldac

Las %ablas antoriores perml ten

lucstn de la desigueldad a la vaogton Bx y & fus puntos de laé recta.




EJEMPLO.

ntan fas siguiente

cenacar ba v que reps

laz aesigualdades 3 continuac1dn son eguivalente

o e 5o vogo93 - D
P . A
3 Yook z

1} - Se trazan las rectas que se obtiensn al considerar la

igualaad.

Yy
)

/

20 e rdentaifica ba

s

egpunde a la desigual -~

e are

dad o+ oy J S

) Se itdentifica la regidn gue corresponde a la de -

sigualdad oy €2 ‘mﬂﬁﬂﬂn

3 La itegion gqus cumpe con las dos desigualdades es la que

corrasponde con la interseccidn de los puntos:

ademss de los puntos de la regta v o=

v :

T T
I Y
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) Representar la renion aue corresponde con la desigualdad

y <. 1/2w. Esta corresponde a los puntos gque eatian por “debajo” de la

y = /2.

recta representada por

Gin embargo.  por tratarse de desigualdades simaltansas, -

21O CUrrespon -

estos deben szer graficadas en un missas plano v la rw

Lo inberseccion de ton punios Jde

diente serd adguella que conlen

i uria v de obrac

Tluyvdrs »™ YOy T M/Tuy ayy s RD
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Una aplicacion de las desigualdades con dos variables es

al que estudia problemas cuys modelo es repre-

en progranacidn i

tgualdad lineal @i problemas de op —

L senlado por una 2cuacion o de

timzacion Bn las dress de ‘admintistractdn @ & 1az ciencias socia—

Tes.

__Libxlu_mcsu 56'\_0 laos conceptos basﬂ:us hasta agul menciona
E"QE,‘ e ilus_tra 1o anterior con 2l siguienle px_‘ébl';zma:
v v ‘El adsninxébrador ’dAe' "\.tﬂ;i fabrica de cochas y sdbanas  para
be;be Ue:'.er:\‘ QP bimiz e su;_e ventas.  Juentd con led siguienbes canti-

dades de Lalat

16 0= de algoddn 11 m* da seda 15 in® de lana
cada grenda requiere de las siguientes cantidades de material:

sabanas: 2 mF de algodidn, | a® do zeda, i mF de lana
colchas: 1 m® de algodon, & o« de zoda, T owm® de lana

wouantas

v una colcha en 50,0

51 una. sabana se vende en

fabricar para ablener la mayor cantidad de

prondas de cada wna dei

dineral

conveniente snatar los dats en forma tabulaces

s3banas colchas resteiceiones
cantidad fabricada % Ly x30 (1), 438 ()
matros utilizados
2lgodon

x y Ix v g g L6 ()

seda X 29 X+ 2y ¢ 4L (9

lana 5 3y ¥+ 3y (15 (9
ganancia 32920« 50800y 30800x + 50088y = G

de Lol Laciones o pestracciongs, es la gue re-

COlumna

se cuenta -~

ALl prama con las

DIV 1A%

prisenta Las @
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para la fabricacivn dr laa sdbanau ¥y colchas. El gramer renglén

consigera lss dezigualdades [Pk iy

gue signtfica qua ¥, nueera de sabanas fabcicadas e pumara de~
- s

colchas fabricadas, ng pueds S20 Jun nduRra peaatrra.

La altiaa digualdad representa la funcsdn eblebive que es
la gananwis esperadas

Grafirzandg cada una de las desigualdades s btleoe  la re-

gian comprendids en el poligone Cuyos sorn - lus puntos ano-

©.tados en la tiguea:

dande el valar mi

timo Yo mindmo! desesda de wna funcidn abjetivo

sa snouentra dentra de la regidn del ooll de manesa gus, cal-

culando Jos valoves pars U coreespondierdaes Con las valor tas

coondenadas de las WErbioes, w9rd adue b la gacsds de vaiae

cumpla con gque & la ganancia moastima:

ey gD
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Geam, o, = P08 + S0, 000 W) =
Geromy = =
Gis.ar = =
Geo,my = =
la funcion objetivo alcanza su valor matimg
=w decin, Trabricangn 7 sababas y T colchas

Pk,

S EEDRNTNINE

g 30
e

2G50, 000

[<JEYARY elyuuntu

7

2y

T

L]

gerd-optima la funcidn.

EJERCICIOS PROFUESTOS

Resuelve las sigquientes ecuacianes, desigualdades vy

v

sigbe—

alagehrai-

E1E

mas de ecunacliones.
by Fu® - 2u—8 =0 2) 2x o+ oy
% = Ay
3 2 - 5 »
e ——— e = = = 7 43 - -1 = -
= 4
o) D=y — 3 &) A2 -~ Sy »ow o= 2
Ji o+ Iy = 29
Sn o+ 2
7)o < Su ok 3 &) tah = 70 - 3
Q) r Sn o= 3 10} wo+ oy = PR
Zn o=y
Resuelve los siguienies problemas cuyos modelos
COS 500 eCuaclones, 2cuaciones simultaneas o destoualdades.
13 £ ownn obra, @1 maestro herroro trabajo o dlas
rudante 7 dias. Reciblaeron en total 3 162,900,000, En wtra cbira,

el maestro L Dodlas v s ayLdante I, obituvieron 5 F5000000
Ericuentra a1 Solaris por gia de coda une.

Antta nvirtio una suma de dunero at v otera al
SU inverstén tebal ree de $ G20, 000,000 ¢ la wanbtidad que  recibio




d

por anger O, V0L CluE cantigad invirtid en cadg

tasza g interes

M Con una presion de

3 El volumen de un gas es Jde

10N &5 de 20 at

& atm.

Cudal sera su volusen cuandu la pre

Utriizondo fa famnuala de

treceerdeseas atm significa avmo

vla Ley -genersa del estado gasenss “aMa FaVz donde
Ly Lz

log subindices. | representan el estado inicial y. los sublndices 2

el ‘estado final. del gas.)

43 Bl perieetro ge un tr1anguid 150SCeles mige o cmoy La

cias d= 1 long tud

25 das b

longitud de uno de los tados g

1a base. Encuentra la longrbud de la base del triangulo.

de

» el kilo

clar nueces de % 12, 00000

) Un tendero desead me

Frlosw de avellanas de & 10,0 00 v quiere vender la  mescla

Netesl b

LCuantos witos de na

L el g

&) U avion hace el wveelo de la ciudad A 2 la Ciwdad B &

SN b por noea., A cauza de cirertas cons

3 s hace « J60 bm por hora.

Viage de re

81 el vuele de A a B Ltoma 2% ainutos mas que el Jde cegreso, L

5 Cclutiade

g3 la distancta enlre amdb

T La suma de Jdos nueneas o tas posliivos es 1. =l pro-

e Lo 0e 545 cdadrados tambilen @s L. Hellar 0% dos ouwneros,

&) Una pista de patinage mide LOO o de largo vy 70 de ancho

tu

warvhy feang

mE ey

Be de At b

st forma red

CA Tl borres

JEE

tongitad ai ancho 5y al laruo de Ly st

Langular. «wCual es el ancha do le frangs gue debe aitadicrse?

slando un viaje. Faedn -

23

¥ Un gula de tuesd
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Jlevar un mectise de D pacsonas Yy ha o decidido gue deben e por 1o

il

e 4 hombres y Toagieres. SU ganancra sera de por oa

o i T v F1OL Ol 00 par cada hombee. SCuantoes hombras oy Sudnbas

gjeres le producirdn la maywr ganangiay

1433 Ubitliza las desiigualdades para escribie 108 puntos del

plang que no  8stan entee las rectas paralelas

Pon - 4y w15



CAFPITULO A4

MUESTRA ESTADISTICA DEL RESULTADO

DE CONOCIMIENTOS DE ALUMNOS  DE
NUEVO INGRESO Y AL UMNOS QUE HAN
CURSADO UN AR EN EL. COLEGIO

Se elaboraron dos exdmenes de disgndstico con distinto gra-—
do de dificultad para ser aplicados a los sluanos gue recien ingre-

saban al Colegio y pare los que hablan esstado en @1 un aho.

Los exdmenes abordaron los temas de:
a) Propiedades de los nameras y operaciones aritindbicas.

b

Funciones.

c) Operaciones algebralcis y 2cuaclones.

) sSelucion de problemas.

Los enamenes tuvieron tras preackivos de opcidn miltiple pa-
ra cada tema. Fueron aplicados a Moo aiumnos, la mitad de los  cua-

les era de primaer ingreso.

Loz resultados fusron gue:

Los alumnos de primer ingreso obtuvieron un prosedio  gene-

ral de 5.98 obteniendo &l mayor puntajes en la solucion de problemas

y 8]l menor en coperaciones slgebralicas vy ecuagiones.,

Los  alumnos con un allo en el Coleglo, tercer semestre, ob-
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tuvieran un  pronsedio general de 4.2 chteniendo el mayor puntaje en—
solucidn de problemas y el menor en el tema de Funcionss. Cabe acla-
rar gue no se temd en cuenta qruénes habian aprobado Matematicas [y
Matematicas 11,

La grafica que se muestra a continuacion ilustra la  antes

descrito  1ndicanda la  fracusncia  obtenida en cada  tema para 1oz
distintos tipos de eramnen.

AR ¢ t=q

LE.I] t) l 53{3 {

Puninacién

Proousnoto

1000

BOD f- -

gook - -

GOO =

oDl fBEE. ..

)

Propledadsa  Funclunsn slyebrn Problamay TETAL

-3

22 Fruwr Tunwesw [ Tepunde Somagt s

Las woncluziones obhtenidas de estos examenes son:

salo nos Iinforma la que  estd

a) Kl examen de d
danadn. como 2l diacnostico qur hace un nedico. Toca 51 passtro

Looroguet del dafko.

hacer un andli=sis qui zxpligqoe:

3 pbEanidos en 2l tema de dolucisn




215

de problemas no hace mas que confirmar que los alumnas resuselven, de

alguna manars 169ica.los problomas que. se laz preasantan,

[=8] Lms otras temas que se prosentan de form2 abgtracta,

donde w1 alumns no ve la aplicacian practica son para 21 tovalawnte

alanos.

d}) Fesalts et hecho d teasr un prossdio nenoe on aguellos
slumnos gus yz Cux'sa;ron gl primero vy segundo  senesticea, es decir,
qui ya han estudic o los temas detl enamen d:ongnoshico.
Lo antarioe g2 eupliza por el hecng de hobaer cuwrsedo cada uno de 1oz

el ciclo secundario p <k maneriz  un

temnas en varias pcasiones de

tanto incone:u, tomo se explica a continuvacion:

- El1 tema de “propiededes de 1as noeeros voaperas
aritméticas” a2 esludia dusde los 2lbimos  afos de 1a
primaria, eno el priwero v oaeoindo carso die secundaria.

- El tema de "functones' apareca en s progeramas de

co e secundae .

segundn y teroe

—~  Respecto al btesa "operaciones algeheraioas ¥y eceasio -

pes” @ obzwrva su tegebician en los tres aMo
serundat ta.

Tuc1on de problenass es un e Que

~ Finalmente, 1o
8 prograna en el segundo y tercer curso de la sesuns

darta,,

- Los alumnos duraeante el primer afio e 2] Culagioe

da . manara integrel  nuevamenio = mismon fenes 3010

que intluyen uns serio de tictores gue hacsn gus 1
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conacimientos QU pud Leron haberse adquirido, solo
les peemitan salir sonenbianeanents del cosoromiso cu-
rricular » algunos v a glros se les considere  dentro
del grran porcenticie de reprobados gue existe  en las

il.

materias de Matemdbicas [y Platematios



CONCL USITONES

Considero gue muchos protesares de  matessticas estan

actuar

bajo el discurso natemsbico en lugar de aciuar bu)o el dis—

curso =sducativo, es decir, cpelee desarrol tar cualguier  tama

ar

0s que englo-—

nNo_hay Qua ampe acion que sSon concep

ban todo un conocimienteo, i un Lema

Patra Coimpe

s necesario partir del prifcipilo natural dol conccaimizato,

Hacar énTasis en ol giscursa mateoatico muchae wva ale—

jia al educando de la cueciion medutar gue ta de  aprendesr

matondticos., Crad we Gishanutamibinniog enbre wi ¥ 21 rducan=
do.

Los alumnos seo prog

apitainder mebunitbicas

casT. Fara ¢sto habra aue plantenrnos atra cuostion:

<Cual es la funcidn social de la enseftanza?.
Al respecto, en la gaceta dal Colegio de Cienciras v Humanidades so~
bre la creacidn del mismo habla de: "dezarollo integral del

educandn, su resiizactdn glana en @) campo indiviadneal voad cumpii-

mieinta satisfactoria dentra de la

ciedad” para lo cual cada indi~

viduo dara su propia interpretacion. Gl respectu, 20 2t libro:
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Cifue es la o matemsbical de F. Cevrant v He Robbsins nos  prasentan la

sta rama del conotiwiento en Tuncion

necesidad de cor

demasirazion objetiva de gae las fushtes de creatividad matesmstina

der CUNOCar NUeSTra entorno inde-

no estan desvinculavays del intere

o iedad  do Que sean Gt les, szpeclu

pandrentementes de 1a obli

que proocupa mucha al oducancda.

En In que rospects a8 la ensefanza de laz matematic con~

sidern gque la iiiscoria o los matemdticos del sigle  XIX oncabesa-

dos por Felis Hlew donde, en su ohradl "Las Matemdtico- plementales

~PL1A08E L i leron W

gooZOrCLEnte en

desde un punto de vista sopecior

el sentido de tomar 50 obra coma wn enfouue digdactico tejus de 1o gqus

su Erabaso pretendis dirigida a fundamentar v @skruactwrar 1z patoma-

desde mil punto de vists, provecaron el antagonis—

tica. Lo anterior

tas watemiticas.

mo que hayv entee Ia enseffanta y apraepdicage d

var a2l conteario, Hans  feendenthal, €0 una nonforent
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