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RESUMEN 

En la amplia literatura con respecto al tema de inversiones, 

se dificulta en muchas ocasiones analizar este concepto de 

una manera detallada. Reunir Y discutir parte de esa 

información ha sido nuestro proPósito al realizar este 

trabaio. En primer instancia. intentamos descomponer el 
, 

problema de inversiones. al tratar de señalar su definición 

conceptual. elementos principales Que lo integran, métodos, 

para evaluar proyectos. etc. Por otro lado. la gran 

popularidad de la Investieación de Operaciones en el aspecto 

de la modelación de situaciones problemáticas del mundo real, 

nos permite señalar dos principales estudios relacionados a 

este problema, el trabajo de H. Markowitz referente al 

problema de Portafolio v el trabaio de H. Martin Weingartner I 
. . I 

con relación al racionamiento de capital. Finalmente. i 
desarrollamos y solucionamos un modelo ya propuesto, el cual 

es probado con un eiemplo de aplicación con datos reales. 

El modelo se resuelve con el Algoritmo Aditivo de Balas 

editado en Pascal. 



INTRODUCClON '. Ji 

-------,---"" .. . ,~, 

En el momento aue el hombre construvó por primera vez un 

hacha de piedra. se vio involucrado con el problema de 

inversión. Para explicarlo de una manera sencilla, una 

inversión significa sacrificar una satisfacción inmediata a 

cambio de una satisfacción futura. De esta forma, cuando se 

tomó el trabajo de hacer con sus manos un arma que pudiese 

ser más efectiva, el hombre de las cavernas sacrificaba un 

consumo inmediato con la esperanza de que el hacha aumentara 

este nivel en una fecha posterior. Nuestro personaje·comparó 

su consumo actual con el valor aue le significaba el hacha; 

evaluó la cantidad y la oportunidad de su futuro consumo en 

la caza contra su consumo inmediato y al mismo tiempo evaluó 

el riesgo de aue el hacha no fuese realmente efectiva como él 

lo esperaba. Aaui se observa de manera explicita, que el 

valor del hacha estaba en función de tres variables: los 

beneficios. el t.iempo v el riesgo, elementos que estarán 

siempre involucrados en una inversión. 

Desde entonces hasta la fecha,los integrarites de la sociedad 

estamos involucrados, en mayor o menor grado, en el problema 

de inversión. Asi la familia que debe est.udiar la 

posibilidad de reducir su consumo actual para comprar un 

televisor a color; el Estado que debe escoger entre contar 

con un mavor ejército o con mejores carreteras; las 

universidades que deben decidir entre aumentar su cuerpo de 

profesores o· adauirir libros para la biblioteca; y la 

empresa que t.iene que escoger entre dar un mayor dividendo .. a 

sus. accionistas o construir una nueva planta. etc. 

En cada una de la situaciones anteriores, observamos que e1 

principal factor del problema de inversión es la toma de 

decisiones ad~cuadas para la asignación de losp~incipales 

recursos, de tal forma de poder obtener el mayor beneficio a 

" , 
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mediano o a largo plazo. Cuando un inversionista Confronta 

una.o pocas opciones de inversión. seguras, rentables y con 

suficientes recursos disponibles. las decisiones son rápidas 

y confiables: sin embargo, este fenómeno no siempre ocurre y 

el ·inversionista debe considerar diversas opciones o 

posibilidades de inversión que le permitan escoger 

adecuadamente aquellas que se ajustan más a sus objetivos. 

El proceso de selección de la(s) alternativa(s) que se 

escoja, debe ser tan racional como adecuado y por tal, el 

inversionista debe recurrir a métodos Y técnicas bien 

elaboradas. En a~os recientes, la Investigación de 

Ope'raciones v en particular la Programación Matemática han 

surgido como herramientas poderosas para 

decisiones en!el problema de inversión. 

la toma de 

L~ participación de la Investigación de Operaciones en el 

problema de inversión ha estado enfocada primordialmente en 

el modelado de este problema. Los primeros intentom meriom , 
que se conocen de modelos provienen de 1959, cuando A. 

Charnes, W .. W. Cooper y M. H. Miller utilizaron la 

Programación Lineal aplicada a la determinación del costo de 

oDortllni.rj"rj v racionamiento de capital de una empresa. En 

esa misma linea de trabajo, podemos mencionar la graf!o 

contribución de H. Martin 

resolvRr·rjoR modelos 'para 

Weingartner en 1963, ~l proponer 
, " ',. ",', ",' 

la soluci6n.del pr~blem~~~': 
Y. 

El 

nrimer modelo es de Programacióq' Lineal y el otro de' 

Programaci6n Entera. El trabajo de~eingartner se origina 

del famoso problema de Lorie-Savage de 1955, cuando ambos 

Proponen el valor presente neto (VPN) de las alternativas de 

;nv",rRión. comn lln métnrjn adecuado para la evaluación y 

selecci6n de las inversiones en contraposición al uso 'de la 

ITTRl proDuesta por Joel Dean. 

Mientras que el trabajo de Weingartner y de otros considera 

~nnrli.ctones de certidumbre, es importante señalar la 

':¡ 
\ 
1 
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propuesta de Frederick S. Hiller en 1963. cuando establece el 

problema de inversión bajo ~ondiciones de incertidumbre. 

Este trabajo se destaca en el hecho de que proporciona 

fórmulas para calcular el valor esperado y la variancia del 

valor presente neto de una inversión y cómo estas cantidades 

ayudan al inversionista a optimizar decisiones dé 

Que comprendan opciones de ries.e:os. 

inversión 

Un problema Que surge ala par de un problema de inversión 

Que guarda ciertas caracteristicas pr~pips es el problma 

cartera .. también conocido como el problema de Portafolio. 

problema se presenta cuando se deseél/formar una cartera. 
•. i 

instrumentos del mercado de valores y,la información Que 

ln~ rendimientos de los instrumentos 

probabilistica. El primer trabaio en esta área es de 

Markowitz en 1959. Quien propone y resuelve un prOblema 

portafolio Que incluye 

caracteristicas de riesgo 

de 

de 

manera 

los 

explicita 

instrumentos 

)1 

de 

El 

con 

se 

es. 

H. 

de 

las 

en 

consideración. Otro traba.io Que ha contribuido en este 

aspecto es el de D. Chambers y A. Charnes. en 1961, al 

considerar las caracteristicas dinámicas Que operan en los 

activos de los bancos privados. como también las 

restricciones legales. 

En nuestros dias. han proliferado una cantidad de modelos, 

t.fendi,entes a resolver el problema de inversión. En la 

mayoria de los casos son modificaciones a los anteriores ya 

aue los nuevos avances teóricos en la Programación Matemática 

y la revolución en el computador, han permitido que 

situaciones cambiantes en el mundo sean modeladas. La gran 

variedad de información en el tema de inversiones. dificulta 

comprender la naturaleza 

(definición. elementos Que 

del 

lo 

problema de inversión 

componen, métodos de 

fev<'llIJilr:í6n. Pot.r:.). 'IR! r:omo R!lR métoeloR ele solúci6n. Por 

p ;pmn 1 n 1 ,," mét.odoF. p<'lra evaluar alternativas de inversi6n 

, 

. ':' 

. 
, 

,",1 

¡ I 
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corno el periodo de pago, valor presente neto y tasa interna 

de retorno, producen diferentes resultados en la 

jerarquización de las mismas, originando con ello situaciones 

de conflicto al momento de seleccionar la opción definitiva. 

Por otro lado. en las técnicas de solución para resolver los 

modelos varian de acuerda al problema. Tenemos el Método 

Simplex para modelos proPuestos en Pro~ramación Lineal; 

Aleortimo Aditivo de Balas. el de Lawler y Bell y otros 

los de Programación Entera 0-1. Con respecto a aquellos 

toman formas cuadráticas'en la función objetivo y/o en 

restricciones. pOdemos mencionar a los' Multiplicadores 

Lagrange, las condiciones Necesarias y Suficientes 

el 

para 

que 

las 

de 

de 

Kuhn-Tucker. el algoritmo de la Matriz Inversa de Beale, etc. 

Con base al marco de referencia propuesto, en 

buscamos analizar el problema de inversión 

diversos puntos de vistas; particularmente al : 

este trabajo 

a través de 

a.- se~alar los fundamentos principales del problema de 

inversión relativos a la administración y uso de los 

recursos de una empresa en la evaluación y s~lección de 

los proyectos de inversión; 

b.- identificar los modelos matemáticos más importantes y 

resolver un modelo en particular tendiente a la formación 

de programas de inversión. 

Para eso, el mismo se desarrolla como sigue 

En el Capitulo 1, se describen los componentes que pueden 

identificarse en cada problema de inversión, los métodos más 

importantes y de mayor utilidad para evaluar alternativas de 

inversión y la clasificaciÓn de las inversiones con respecto 

al comportamiento de los flujOS de efectivo. 

El Capitulo 2. titulado Modelos Clásicos del Problema de 

Inversión. es dedicado a dos principales modelos matemáticos 
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con respecto a este problema. En particular, presentamos 

las principales caracteristicas tanto del modelo de H. 

Markowitz como el de H. M. Weingartner. 

Con la idea de mantener una continuación en lo establecido en 

el capitulo anterior. el Capitulo 3 lo dedicamos a presentar 

y desarrollar un Modelo de Selección de Inversiones, 

planteado por Weingartner. dise~ado en Programación Entera 

Cero-Uno. El Algoritmo Aditivo de Egon Balas que apareció en 

1965 v sus posteriores modificaciones de Glover y de 

Geoffrion, es utilizado para resolver el modelo. 

Finalmente, el Capitulo 4 trata de sintetizar el esfuerzo 

desarrollado en los capitulos anteriores. Para lograr esto, 

hemos auerido aplicar el algoritmo de Balas del Capitulo 3, 

sobre un problema en base a datos reales, en el que se desea 

formar un programa de inversiones destinado a un sector 

púbico de una región particular. Este programa de 

inversiones tiene como finalidad. contribuir al mejoramiento 

económico. social. politico y ambiental de esta región. El 

Algoritmo Aditivo de Balas es editado en lenguaje Pascal 

y corrido en una computadora PC. 

Una vez desarrollados los capitulos. nuestro objetivo final 

en este traba.io. es el de motivar a la creación de nuevos 

estudios relacionados con el concepto de inversión. En 

especial. a la utilización de la Programación Matemática 

como recurso auxiliar del inversionista en el planteamiento y 

solución de la incertidumbre de invertir sus recursos de una 

manera óptima. 



CAPITULO 1 

EL PROBLEMA DE INVERSION 

En el marco de una administraci6n. ¡;eneralmente ,se afronta 

Al orohlp.ml'l de decidir si ,lé! inyersi6n 
¡ 

recursos; 

dinero .oersonal. 'instalaciones. etc.'.' se just términ'os 
,:' " , ,. ¡, 

'<lA los heneficios esperados de la misma . Si existe la'posi-
'., ~ 

hilidad Que los beneficios se produ:ican'en un pe~iodo corto 

'.! 
.. ¡ , , 

v,siel Easto v los beneficios pueden medirse en unidades 

monetarias I U.M. l. la soluci6n a este problema resulta 

relativamente sencillo. Ahora bién. si existe la posibilidad ", 

Que los beneficios esoerados de esta inversi6n se produzcan 

dentro de varios oeriodos. la soluci6n es más compleja. Es 

irnoortl'lnte entonces; oara el futuro de la empresa, seleccio

nar adecuadamente métodos v técnicas que le permitan al menos 

establecer metas y criterios para poder invertir sus recursos 

en proyectos a largo plazo. 

Este capitulo, por lo tanto, lo dividiremos de la siguiente 

manera. En la orimera secci6n se definen aquellos conceptos 

relar-iona<los al oroblema de inversi6n. tales como: inversio

nes de capital. objetivo de una inversión de capital, etc. 

En la seEunda sección intentamos seflalar aquellos componentes 

básir.os <le] orohlRml'l <le inversión mediante una descripción 

hrAve <le aleunos de ellos. En la si~uiente sección se 

detallan los métodos más conocidos para evaluar alternativas 

de inversión. entre ellos se mencionan periodo de pago, 

valor Dr~s~nte neto v la tasa interna de retorno. En la 

cuarta secciÓn se describe, en forma muy general, una 

clasifir.a"ión <le lo!': proVf,,,tos <lA inversión en relación a los 

flujos de efectivo: por último. este capitulo termina 

mostrAn<lo un eiemDlo Que oermite ilustrar las principales 

ideas desarrollas en el mismo. 
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1.1 DEFINICION CONCEPTUAL 

El Problema de Inversión de una emoresa estará ubicado en la 

idea de la búsaueda de aauellas alternativas de inversión 

nuevas y más rentables, de tal manera que se acepten o se 

rechacen en función de la caoacidad de asi.e;nación de fondos 

de dicha empresa. La búsqueda de estas alternativas puede 

estar enfocada principalmente en la necesidad que tenga la 

emnresa en un determinado momento. Ejemolos de estas alter -

nativas nodrían ser : decisión de reemplazar equipo o piezas 

rl~ ,m" .. ni rj"rj nroductora. exnansión o contracción de una 

01 "nr.". la renta o comora {de equipo de cómputo. la continua

ción o término de cualquiera de las alternativas mencionadas, 

etc. 

En este trabajo no) dedicaremos a aquellas alternativas o pro

vectos de inversión. Que comunmente se denominan inversiones 

de capital, como por ejemplo; tierras, edificios, instalacio

nes, equipos, 'valores y similares. 
", , 

Definiremos el' concento de inversión, como·la dedi~.,ción, de 

los,princioales recursos de una empresa. con la esperanza de 

obtener beneficios durante un oeriodo razonablemente largo en 

el futuro ( dos o más periodos l. De esta definición ,surgen 

~onceotos como aauellos en Que la dedicación de los recursos 

como los beneficios no necesariamente pueden ser medidos en 

unidades monetarias, tales es el caso de inversiones de capi

tal en investigación, desarrollo y'exploraciones, publicidad, 

etc.. las cuales también producen beneficios en peri odos: 

considerablementé lar.e;os. 
, " 
, ' 

El obietivo princioal de una inverS':Lóh d~ capital es proc'urar" 

la maxim,i",ación. de la riqueza de la ~~presa. Este concepto 

de la maximizaci6n para una entidad, promotora de un proceso 
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de inversión,' puede fundamentarse en las siguientes factor.es, 

como se ilustra en la Fig. # 1.1. 

1.2 COMPONENTES BASICOS 

En todo oroblema de inversión. Duedell'· identificarse di versos 
" i. 

elementos o comoonentes Que participan' en mayor ,o menor grado I • 

en la selección de las alternativas. Consideramos que los 

elementos básicos que están presente en ún problema de inver

sión son: la decisión, el tiempo, la certeza, el riesgo e 

incertidumbre. la teoria de utilidad, la tasa de interés o 

costo de caoital, los flujos de efectivo y la cantidad de 

capital disponible. La Fig # 1.2 muestra de una manera 

gráfica a estos elementos. 

A continuación describiremos, de manera breve, 

componentes básicos del problema de inversiones : 

algunos 

Decís en Inversión 

Las decisiones en inversión son similares a las otras deci 

siones, por 

vas. etc. 

emplo : socíal, militar, personal, admistrati

re~uieren de una selección de alternativas de 

cursos de acción. Estas decisiones pueden ser tácCtcas o es-

C ratéei.cas. Una decisión táctica de inversión implica gene -

ralmente una cantidad de fondos relativamente oeQue~os y no 

constituve un gran aleiamiento de lo Que la empresa ha venido 

haciendo en el oasado. Por ejemplo. la consideración de una 

má~uina-herramienta oor la Ford Motor Company es una decisión 

táctica. como lo es una decisión de compra o arrendamiento 

tomada oor la Mobil Oil Company. 

Las. decisiones estratégicas de inversión involucran grandes 
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suma de dinero y también pueden traducirse en un gran aleja -

miento de 10 aue la comoañia ha venido haciendo en el pasado. 

La aceotación de una inversión estratégica implicará un cam -

bio imoortante de los beneficios esperados por la compañia y 

rle los riesgos a aue estarán sujetos estos beneficios. Estos 

cambios tenderán a hacer que los accionistas y los acreedores 

rp.visp.n Sil p.vFllllFlcoión de la comoañia. Si por ejemplo, una 

corporación privada inicia el desarrollo de un transporte co-

mercial supersónico a un costo superior de 4,000 millones 

'dólares l. ésta seria una decisión estratégica: ahora, si 'la 

compañia fra~asa en el intentbdel desarrollo de dicho trans-, 
oorte. su existencia misma estaria en peligro. 

El éxito futuro de una empresa depende de las decisiones de 

inversión tornadas ahora. Los emoresarios están generalmente 

conscientes de esto. corno lo revela el requisito de que las 

decisiones de inversión importantes deban ser aprobadas por 

el ori ncoi.oFll P.iP.COlltivo de ooeración o la .iunta de .directores ,.' 

A oesar de este hecho. los orocedimientos emoleados para, ayu" "', ,:';: 

dar a la administración en la toma 'de d~cisiones'" de i~v~rsión !;: 
son a menudos inadecuados Y engañoso's. Pocas empresas manu -

, ,. 

factureras firmarian un contrato a l~rgo plazo para el atias,

tecimiento de una materia prima importante sin investigar 

cuidadosamente las diversas fuentes de abastos Y considerar 

las ventaias relativas de cada una de ellas en términos de 

orecios. servicio y calidad. 

Tiempo en Inversión 

El concepto del tiempo en inversiones puede ser visto en dos 

rlimp.nsionp.s sobresalientes que son el estático Y el 

dinámico. Se habla del tiempo en el aspecto estático, cuando 

se desea tornar decisiones en un solo punto del tiempo, es 

decir orovectos de inversión que serán efectuados en un solo 
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oeriodo Un eiemolo de este caso seria el presupuesto de 

riRsieni'lri() i'lnlJi'llmRnte 001' muchas empresas para 

nropramas de inversión. Por otro lado. el caso dinámico se 

interesa 001' aouellas decisiones de inversión através del 

tiempo. peneralmente en beriodos finito. En tal situación, 
¡',' 

se desea establecer aouel programa de inxersión, que '" 

Rst.i'lblezca los fluios de efectivo, "los ,gastos o'" costos en, 
i:~": • 

cada etaoa o oeriodo. Un eiemolo tioico seria aquel en la 
, : I 

oue una emoresa manufacturera está considerando el reemplazo 

de una máquina vieja por una nueva, para hacer frente a la 

demanda v a los nuevos cambios tecnológicos. Su costo ini-

cii'll RS riR $ fiO.OOO v tiene una vida ótil oromedio de 10 a"os 

y el costo de operación anual esperado, incluyendo manteni-

miento y preparación del personal es de $ 2,000. Se espera 

que esta máquina genere beneficios anuales de $ 15,000 a una 

tasa de rendimiento dada por la empresa de 12 7, La deci-

sión en este caso es la de comorar o no dicha máquina en base 

a los datos orooorcionados. ¿ Qué decidiria usted ? 

Certidumbre 

Las decisiones de inversión bajo certidumbre comprende 

aquellas situaciones en que todos los parámetros que 

afectarán o afectan a la decisión son, conocidos de antemano. 

Un eiemolo claro de decisión bajo certidumbre fue el ejemplo 

que se presentó anteriormente de la empresa manufacturera que 

desea reemplazar a una máquina vieja, en la cual todos los 

datos necesarios se conocen previamente. Sin embargo, la 

exoeriencia en inversiones ha mostrado, que son pocas las 

ocaciones en que las propuestas de inversión son conocidos 

realmente los parámetros que la envuelven. A pesar de ello, 

se han elaborado técnicas de decisión de inversiones bajo 

certidumbre, tales como los modelos de programación lineal 

(entera), periodo de pago, etc; , las cuales contribuyen a 
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dar'un mayor conocimiento de los proyetos de inversión. 

Riesgo e Incertidumbre 

Los conceptos de riesgo e incertidumbre son los que abarcan y 

comprenden la mayor parte de la literatura con respecto a 

inversiones. especificamente. en la elaboración de los mode

los matemáticos Que permiten la selección óptima de las 

alternativas de inversión de tal forma que sea maximizada la 

riqueza de la 'empresa. Sin embargo, ambos conceptos son en 

cierta forma diferentes. ya que en la condición de riesgo 

un decisor conoce los posibles resultados de una decisión por 

medio de una distribución de probabilidad, mientras que en la 

incertidumbre esto no es posible. 

La'clásica distinción en estos dos conceptos es la capacidad 

Que tiene el decisor de establecer una distribución de pro

babilidad de ocurrencia a los posfbles resultados que rodean 

a las alternativas de inversión. Otra observación que sobre

sale. principalmente en el concePto de riesgo, es el recono

cimiento de los.,fundamentos de la Teoria de Probabilidad. 

Una distinción que puede hacerse para clarificar los concep

tos de certeza, riesgo e incertidumbre se muestra en la Fig. 

# 1.3. aplicada a un ejemplo de la vida de un proyecto, 

certeza o.sumtda rlGsgo 

7 anos da vi.dó.- u=7 o.n09 d .. 

vi.da del pro y . 
': ;" 

incertidumbre 

vLdo. dG\" 

, fH'oyQClo 

' . . ' 

Fi¡;. # 1.3 ILUSTRACION DE CERTEZA, RIESGO E INCERTIDUMBRE 

ASUMIDA APLICADA. A LA VIDA DE UN PROYECTO. 

/ 
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Otra aceptac1ónque se le da al concepto de riesgo es la 

cAntidad de variabilidad o disperSión de la distribución de 

probabilidad de los estados que se consideren; mientras que a 

la incertidumbre se le asigna como el grado necesario de 

confianza para Que la distribución de probabilidad sea 

correcta. 

Es evidente Que el riesgo siempre estará presente en ~asi 

todas las decisiones de inversión de capital, tant? es asi, 

Que pueden encontrarse diferentes categorias de riesgo, por 

eiemplo : riesgo comercial. riesgo de inversión,: riesgo de 

portafolio. riesgo catastrófico v riesgo financiero. Sin 

embargo. el punto importante es aquel que relaciona el flujo 

de efectivo o rendimiento de un proyecto de inversión con el 

riesgo. através del rendimiento esperado y su desviación , 1,1 
estandar. Una vez <¡lue se determinen ,ambos val'9,res" pueden"',::::,: 

ser usadas cualquiera de las téc!1{cas, 'mencionadas:, en ia "'1 
I',V' , 

sección de certidumbre u otra particular. 
. :' ' 

Con respecto a la incertidumbre, se observa que existe una 

variada selección de técnicas empleadas en situaciones de 

este tipo. Entre las más sobresalientes destacan: el crite

rio de maximin, el criterio de Laplace, el criterio del 

riesgo minimax. el criterio de Wald. el criterio del indice 

pesimismo-optimismo de Herwicz. el criterio basado en el 

"principiO de la razón insuficiente", etc. En la mayoria de 

estas técnicas previamente deben definirse, lo que denominan, 

un conjunto finito de actos y estados respectivamente. 

Teoria de la Utilidad 

La Teoria de la Probabilidad puede cuantificar el riesgo 

de un inversionista. Sin embargo, este procedimiento muchas 

veces no es posible:' v se recurre a la Teoria de la Utilidad, 



16 

la cual permite describir numericamente la actitud de un 
'~. 

las inversionista hacia el riesgo. Esta 

ideas de ser averso o preferente. ,al 

actitud comprende 
,'o .' .: 

riesgo. Seg(m Van 

Neuman v MorEenstern. pioneros en ',esta área. definen la 

utilidad como el número usado por el decisor para medir el 

valor de los pagos monetarios con varios grado de 

riesEo. El concepto desarrollado por estos autores. gener6 

la construcci6n de una teoria del comportamiento racional, ya 

que su afán por comprender y manejar las decisiones bajo 

riesgo. los llevaron a la idea de evaluar lo atractivo de 

cualauier transacci6n riesgosa. asignando a dicha transacci6n 

la utilidad de su equivalente de certe~a. La utilidad de 

esta equivalente es calculada tomando un promedio de pesosJde 

las utilidades resultantes posibles, con las probabilidades 

usadas como peso. 

Para eso debe elaborarse, por parte del decisor, una 

funci6n de utilidad, la cual debe reflejar las preferencias 

de un inversionista hacia el riesgo. Dicha función asigna un 

número a cada resultado posible de un evento incierto. El 

número asiEnado por una funci6n de utilidad se puede 
• 

interpretar como un indice de la satisfacci6n relativa que 

obtendría el individuo si en efecto ocurriera tal resultado. 

Van Neuman y Morgenstern afirman, que bajo ciertos supuestos 

razonables, la funci6n de utilidad de un individuo posee las 

siguientes dos propiedades importantes ; 

a.- Si un resultado A es preferido a un resultado S, entonces 

la utilidad de A, dada por uIA). es mayor que la utilidad 

de B, u(E) (u(A) ) ulEI l. .Lo inverso también se cumple. 

b.- Si un individuo posee un boleto de Lotería L que conduce 

a una ganancia de A. con probabilidad de P' y a una 

ganancia, de B con probabilidad de l-,p. la utilidad de 

'!: 

l' 
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dicho boleto. u(LI. puede ser calculada de acuerdo 8 la 
siguiente fórmula : 

u(L) = p u(A) + (¡-p) u(B) ( 1. 1 ) 

Como comentario. que la propiedad ( a ) 

establece que la utilidad aumenta o disminuye en la medida 

~ue un resultado lle.ue a ser más o menos atractivo. En lo 

que respecta a la propiedad (b), se establece que la utilidad 

de un boleto de lotería es simplemente el promedio de los 

pesos de las utilidades de los pagos, con las probabilidades 

usadas como pesos. Cuando diferentes actos prometen 

diferentes conjuntos de resultados inciertos, la política 

óptima es elegir al acto que maximice la utilidad esperada 

del decisor. 

':; 
Mucho se habla al respecto sobre la construcción de una 

función de utilidad de un indi\i'iduo, sin embargo e~la debe en 

aliuna forma reflejar de manera razonable las actitudes del 

individuo hacia el riesgo. Generalmente, dicha función es 

usada por terceros para tomar decisiones que 'involucren 

riesgos para el individuo una vez que ha sido obtenida. Si 

se da el caso que el individuo propiamente toma sus 

decisiones. no es necesario que se determine su función de 

utilidad por parte del decisor. 

::" . 

Otra posición con' respecto es 

Estas preferencias conlleva a encontrar tres categorías 

diferentes en un decisor (inversionista) averso al riesgo, 

indiferente al riesgo y tomador de riesgo. En cada una de 

ellas, los decisores demuestran la variación de grado de ' 

preferencias o aversión al riesgo. Las funciones de 
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utilidad, por lo tanto, pueden elaborarse para cada decisor 

partiendo de cada una de estas categorias. Un ejemplo de 

estas fun6i6nes, es el caso de las llamadas curvas de indife-

renyias, lis cuales relacionan la tasa de rendimiento 

esperada y el riesgo aceptado. La Fig # 1.4 muestra estas 

curvas y se observa que la curva que está más a la derecha 

indica mayores niveles de satisfacción. 

Existen diversos métodos que consideran las preferencias de. 

rie~go-rendimiento en las inversiones de capital, en particu-

lar pueden señalarse las siguientes tasa de descuento 

a.iustada por el riesgo, método de equivalente de certeza y .~l. 
, 

modelo de fijación'en los activos aecapital. 

I , , , 

, , 

¡ , , 

, , 

,-, , 

, , , , , , , 
I 

I 
I 

, 
/ 

, 
I 

, , , 
, 

Fig. # 1.4 FAMILIA DE CURVAS DE INDIFERENCIA PARA 

UN INVERSIONISTA 

(, .' 
'," 

, 

I 
I 

, , 
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1.3 MErODOS PARA EVALUAR ALTERNATIVAS DE INVERSION 

En la planeación de los gastos de capital en inversiones, una 

empresa o corporación se ve en la necesidad de establecer 

criterios básicos adecuados que le permitan la aceptación, 

rechazo o tal vez la posposición de uno o varios proyectos de 

inversión propuestos, de tal forma que la actividad propia 

redunda en beneficio a ~uien o quienes la ejecuten. 

El objetivo principal de los métodos de evaluación de 

inversiones es principalmente, el de proporcionar un medio 

sistemático al inversionista de seleccionar o evaluar las 

inversiones propuestas v así tomar una decisión más adecuada. 

El método seleccionado en un determinado momento, debe ser 

tal que pueda' ser aplicado consistente y uniformemente sobre 

cada uno de los proyectos en estudio. 

A continuación oresentamos siete métodos alternativos en 

función de distintos criterios de inversión de mayor uso por 

los inversionistas a nivel ~eneral y que aparecen en la 

mayori a de la li ter'atura de estos temas. Estos métodos son : 

clasificación por inspección, periodo de pago, rendimiento de 

una inversión, cargo de capital anual, valor presente neto, 

ind~ce de utilidad o productividad y la tasa interna de 

retorno o rendimiento. Se les conoce a los cuatro' últimos, 

como métodos de ¡Lujo d", ",¡",eLLvo", descontado, puesto que 

consideran el valor del dinero en el tiempo por descuento de 

los flujos de efectivo esperadós a su valor presente. La 

Fig; # 1.5 ilustra estos métodos en relación al 

reconocimiento del valor del dinero através del tiempo. A 

continuación. se desarrolla en forma breve cada un6 de estos. 

métodos. 

i,' 
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Claiificación por inspección 

Es uno de los métodos más simples y limitado, ya que mediante 

una insDecci6n se desea conocer cuál de dos o máé proyectos 

de inversión es más conveniente. Existen dos situaciones 

solamente en el que este método resulta válido : 

a.- Las inversiones tienen el mismo c<;,sto 

efectivo son idénticos cada periodo, peio 

y 

en 

", . 
10,s' , flujos 

una' de":,ellas 

Dersisten las entradas de efectivo~~'p~itodos subsec~entes. 

La inversión de vida más lar~a seri~'~ásconveniente. 
b.~ Las inversiones tienen el mismo desembolso inicial y la 

misma vida productiva y ganan los mismos ingresos totales. 

Si al final de cada periodo (durante su vida productiva) los 

ingresos netos totales de una inversión son por lo menos tan 

grandes como los de la otra inversión. y por lo menos en un 

neriodo son mavores. entonces la primera inversión siempre 

ierá más rentable. 

Periodo de pago 

El Deriodo de DagO es también uno de los métodos más simples 

evidentemente uno de los más empleados en la medición del va

loreconómico de una inversión y se define como el tiempo 

req1.1erido para que el flujo de ingresos producido por una 

inversión se 'i(!1.1aLe al desembolso original. Se puede decir 

que el periodo de pago nos mide la liquedez de un proyecto Y 

la recuperación de su capital,más que su ganancia o utilidad. 

Cuando los periodos de pago son utilizados, los proyectos 

pueden ser aceDtados o rechazados. basados en el número de 

a"os u otros periodos establecidos para recuperar los costos. 

Por eiemDlo. si una inversión requerirá un desembolso origi

nal de $ 300 Y se espera que produzca un flujo de efectivo de 

. i' ;':: 
"', ; 

"1 ! 
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$100 por aNo durante cinco a~os, el periodo de pago para esta 

inversión, s~ria dividiendo los $ 300 entre $ lOO, o sea 3 

aríos, Si los flujos de efectivo esperados no son constantes 

periodos tras periodo el periodo de pago debe determinarse 

sumando las entradas esperadas en periodos sucesivos hasta 

que el total sea igual al desembolso original, 

, 

Otro uso del periodo de pago es la jerarquización de los 

proyectos de inversión. El periodo de pago más pequeHo, 

adquiere la jerarquización más alta. Sin embargo, este pro-, , 
cedimiento no es muy confiable en algunas circunstancias. 

Rendimiento de una inversión 

El método del rendimiento de una inversión consiste en com

parar periodicamente. ya sea antes o después de los impuestos 

según la empresa lo establezca. los ingresos de una inversión 

con relación al valor establecido en los libros de la 

empresa. La idea fundamental del método es comparar el 

rendimiento esperado que debe ser recibido de un proyecto con 

respecto a un requisito establecido por la empresa. Existen 

varias técnicas de uso común para determinar el rendimiento 

de una inversión, pero una de las más simples es aquella que 

divide el ingreso medio de la inversión entre su costo ini-

ci~i (incluyendo o no depreciación). Esta técnica es usada 

también para jerarquizar p~opuestas de inversi6n. Sin 

embargo. esto puede ser engaHoso. pues considera iguales a 

propuestas de inversión que tengan flUJOS de efectivoinicia-, 

les bajos y ~ltos posteriormente. con aquellas en sentido' 

inverso. 

Otra forma de obtener el rendimiento de una in'versión es 
"' ' ;;' 

medio de. la razón de la empresa al valor en libros,' de sus 
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activos. Esta también es usada para jerarquizar varias 

inversiones y cuando se emplea, el ingreso medio se calcula 

después de la depreciación. Al igual que en el anterior, 

este presenta dificultades al ser usada como instrumento de 

ierarQuización sobre alternativas de inversión. 

A continuación se presenta en forma breve, cuatro diferentes 

métodos de uso común, empleados para calcular el rendimiento 

de una inversión'. 

Métodos para calcular el rendimiento de una inversión 

a. Rendimiento anual de una inversión (RA), 

RA '" 
Ingreso anual x 100 % Inversión inicial 

b. Rendimiento anual de una inversión pror¡1ed10 (R,APl, 

,', , 

RAP '" 
In.E;reso anual )( 100 '7, 
Inversión 1nicial 

~~""-

2 

c. Rendimiento promedio de una inversión promedio (RP), 

Inversión inicial )( años 
)( 100 '7, RP '" 

Ingreso total - Inversión inicial 

2 

d. Rendimiento promedio en Libro de una inversión (RPL), 

RPL = 
Ingreso total - Inversión inicial 

Promedio considerado de la inversión ti.) 
x 100 '7, 

:,1 

,1 

! 

, 
'¡ I 

I 

----~----------_.~ .. _~ ..... _--~. ------------~-
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en donde (i) significa la'suma de los valores de l~s activos 

en libro en cada a"o más la depreciación en linea recta sobre 

la vida de la inversión. 

',~ , 

',' I 
, ' 

Cargo de capital anual 

El método de cargo de capital anual comprende descuento a 

todos los flujos de efectivo y gastos a valores presente y 

determina el careo equi.vaLen.te anuaL sobre la vida del 

proyecto. Este método es de importancia, particularmente en 

áreas de determinación de precios en la ejecución de obras o 

provectos de sectores públicos. Un ejemplo de esto seria la 

construcción de una planta generadora de electricidad de 

grandes costos, donde la vida del proyecto como sus costos de 

operación deben ser proporcionados, 

Este método es usado para encontrar el cargo equivalente 

anual que debe ser aplicado a los clientes para cubrir tanto 

los costos de construcción y de operación, 

proporciona una tasa de rendimiento deseada. 

mientras se 

También es 

usado para co~parar alternativas de inversión que tienen yida 

desiguales. 

Valor presente neto 

El método del Valor Presente Neto (VPN) de una inversión se 

fundamenta en el concepto del vaLor presen.te (VP) de la mis

ma. Puede definirse como la cantidad máxima que podria pagar 

una empresa por la oportunidad de hacer la inversión sin 

afectar su situación financiera, es decir, es la suma de di

nero P. reauerida en el inicio del periodo de la inversión, 

con el fin de'iecibir una cantidad A especifica de beneficio. 
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Este concepto se ori~ina de las fórmulas de interés compues

to. Especificamente, si denotamos por P, el capital inicial 

o valor presente; A, cantidad capitalizable a una tasa dada 

en un periodo determinado; i, la tasa de interés dada; y n, 

el número de periodos (a~os) de vida de la inversión, se 

tiene que 

A P '(, 1 + i )" 

entonces, 

VP = A ( 1 + L )-" l.2 , 

En muchos problemas de inversión, la cantidad A de efectivo 

será recibida al final de cada periodo sobre el horizonte de 

vida de la inversión. Si deseamos'calcular el valor presente 

de esta serie de pa~os, a una misma tasa de interés, se tiene 

que, : 

VP 

ó bien 

= A (1+i)-1 + A (1+i)-2 
1 ' Z 

n 
VP =, E A (l+i)-l 

, l 
l' = 1. 

+ .. ' -" + A O+i) 
n 

en donde las cantidades A , t = 1,2, .' .. ,n son 
l 

cada periodo, si los A son todos iguales 
l 

entonces (1.3) se transforma en : 

n 

VP = 
l=1 

-l 
A( 1+0 

",j 

( 1. 3 ) 

los pagos en 

al' valor A,' 
" ,: 

, ' 
i'¡ 

l. 4 ) 

, ; 

" ' 
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El valor presente neto (VPN) de una inversión será la dife

rencia del valor presente de los flujos de efectivo de la 

inversión y la inversión inicial ( gastos o desembolso ini

cial·), o sea 

VPN ; , -t 
A (1+ t) - A 

l o 

donde A es el·desembolso o inversión inicial. 
o 

( 1 5 ) 

El criterio de aceptación. consiste en aceptar todas las 

inversiones cuyo valor presente neto sea mayor o igual que 

cero y rechazar todas las inversiones cuyo valoipresente. ne-
" " 

tosea menor .que cero 
" , r lO; 

;,', f 

, ::1' 

Una de las mayores dificultades en este método, es la 

selección de tasa adecuada de interés. Sin embargo no se 

podrá ceNir a una sola para encontrar un valor del VPN, sino 

a un grupo de medidas dependientes de la tasa de interés 

seleccionada. En muchas ocaciones, las empresas escogen como 

tasa de descuento pero también para 

este existen diversos cuestionamientos. 

Los activos deben. 

producir para que se jusUliqUl> obten.er Los fondos 

necesarios para adquirir dichos activos [ LeweLLen.. A, 6J. 
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Indice de utilidad o productividad 

Este método, también conocido como el indice del 'valor 

Dresente neto, es simplemente la razón del.valor presente de 

los fluios de efectivo al valor Dresente de los gastos 

(inversión inicial), y mide la utilidad de un proyecto por 

U.M. invertida. Este indice queda expresado de la siguiente 

forma : 

IP : 
A 

o 

( 1.6 ) 

Si IP ~ 1. nos indica que el proyecto de inversión tiene una 

utilidad esperada mavor o igual a la tasa propuesta: en caso 

contrario IP" 1. Este indice también es usado como medida 

de jerarquización entre proyectos de inversión. 

Tasa interna de rendimiento 

El método de la tasa interna de rendimiento, conocida también 

como tasa de interés del rendimiento, rendimiento del valor 

presente de la inversión, flujo de efectivo descontado, mé

todo del inversionista, tasa de rendimiento ajustada por el 

tiempo y eficiencia marginal del capital, emplea conceptos 

del valor presente neto, pero trata de evitar la elección 

arbitraria de.una tasa de interés en la evaluación de una 

propuesta de, inversión, El procedimiento consiste en 

encontrar una tasa de interés, que i~uaLe el valor presente de 

lasi entradas de efectivo esperadas de una inversión con el 

valor presente d~ los desembolsos de efectivo requeridos por 



la inversión, es decir: 

n 

E 
l 1 

A, ( l+r)~l 
l 
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A 
o = o ( 1. 7 ) 

donde" r " es la tasa interna de rendimiento, denotada por 

TIR., Tal tasa de interés puede encontrarse por, ensayo y 

error v la misma se puede interpretar como la tasa más alta 

que un inversionista podria pagar sin perder dinero.' si todos 

los fondos para el financiamiento de' la inversión se tomaran 

prestados y dicho préstamo (principal e interés acumula60) se 

pagara con las entradas en efectivo de la inversión a medida , 

Que se fuesen produciendo. 

¡ , 
Una vez que la TIR de un proyecto ha sido determinada. , es , ,'¡ 

!' J 
fácil compararla con la tasa de rendimiento reque'~ida ,Y', asi, 

decidir si el proyecto es o no acept~~o. Si la TIR es {gual 

o mayor a la tasa requerida, por ejemplo k ( k ~ r J. 

el proyecto es aceptado y se rechaza en caso contrario. 

1.4 CLASIFICACION DE LOS PROYECTOS DE INVERSION 

El proceso de' clasificación de las alternativas de inversión 

involucra grandes gastos a qUienes efectúan tal operación. 

pues distintas clases de inversiones plantean diferentes 

problemas, tienen importancia relativas para la empresa y 

requerirán personas diferentes para su evaluación de su 

importAnciA. EntrA lAS caracteristicas que pueden encontrar

se al efectuar una clasificación entre diversos proyectos de 

inversión, se hallan las siguientes : 

, , 
I 

'1 
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Las clases de 'recursos 
'.: I 

escasos: empleado~ 'para la 

inversión. Por ejemplo. si la ,inversión requiere o no 
'1:;:" 

cantidades importantes de efectivo, de superficie, de 

tiempo del persorial más importante (y el personal puede 

clasif icarse también : ventas, ,producción, investigación, 

admistración de alto nivel, departamento legal, etc) 

La cantidad requerida de los recursos. Ciertas empresas 

pueden clasificar sus inversiones de acuerdo a los 

desembolsos efectuados, por ejemplo aquellas menores de 

1.000 U.M" otras entre 1,000 y 5,000 U.M. 

arriba de las 5,000 U.M .. 

y otras por 

La forma en que se vean afectados los beneficios de la 

inversión por otras inversiones posibles. Algunas 

inversiones son independientes, otras pueden mejorar si 

se realizan inversiones complementarias, corno también, 

algunas será en vano que se realizen si se aceptan otras 

inversiones competitivas. Este punto lo ampliaremos más 

adelante. 

La actividad funcional con que se relacionen más de cerca 

las inversiones. Puede darse el caso que una compañia 

petrolera clasifique sus inversiones de acuerdo a las 

siguientes actividades exploración, producción, 

transporte, refinación, distribución, etc. 

Aquellas que están relacionadas con los cambios tecnoló-

gicos. En muchas ocaciones, la obso¿ecencta es la causa 

más importante que motiva una inversión de este tipo. 

Cuando ello se da, resultan inversiones de reemplazo con 

,ahorros de costos. Un ej~mplo aquel en que una empresa 

está considerando reemplazar su flota de camiones por el 

grado de obsolecencia en el que se encuentran. 
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El grado de necesidad de una inversión. Algunas inver-

siones son necesarias, ya que pueden detener todo un 

sistema sino se realizan; otras inversiones deben 

detenerse porque pueden estar llevando a una empresa a 

direcciones que no debe toma·r. 

Podria seguirse enumerando una ,gran diversidad de formas de 

como una or~anización, ya sea pública o privada, clasifica 

sus inversiones. Sin embargo. aquel criterio que se 

seleccione debe estar justificado y adecuado a los objetivos 

establecidos por la administración en un determinado momento. 

En este trabajo nos interesaremos por aquella clasificación 

de las inversiones que toman en cuenta las posibles 

interrelaciones de los flujos de efectivo entre pares de 

propuestas de inversión. Aqui podemos se~alar dos grupos 

diferentes en Que pueden distinguirse pares de propuestas de 

inversión inversiones economicamente independientes e 

inversiones economicamente dependientes. En la Fig. # 1.6 se 

muestra un esquema de esta clasificación considerada. Se 

observa que en la figura. las inversiones economicamente 

dependientes pueden ser consideradas en cuatro 

diferentes situaciones. La idea de colocarlas en esta 

forma es con el objeto de visualizar las distintas. 

interrelaciones entre los flujos de efecti~óde dos 'O 

más" propuestas. A continuación. detallamos de 
" . 

'r / 
manera" ", breve i' ~ 

los aspectos más importantes que abarcan" estos dos grupos." 
<,'. 

Inversiones Economicamente Independientes 

Decimos que dos propuestas inversión A Y B son economi-

camente independientes, si los flujos de efectivo esperados 

(o más generalmente, los costos y beneficios) de la pr·imera 
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propuesta son iguales si se aceptara o rechazara la segunda 

inversión. Para Que esta independencia económica se produzca, 

deben satisfacerse dos condiciones ; 

", , 

a. -Debe ser tecnicamente posible real'i'zar la inversión:A ya 

sea que se acepte o no la inversión. B.. Por ejemplo, no es, 
b~C , 

posible la construcción de una escuela y un centro comercial, 
',' 

en el mismo lu~ar. Asi. una propuesta de construcción no es 

independiente de la otra. 

b.- Los beneficios netos esperados de la primera inversión 

no deben ser afectados por la aceptación o el rechazo de la 

segunda. 

Inversiones Economicamente Dependientes 

Se dirá que dos propuestas de inversión A y B son economica

mente dependientes. si los flujos de efectivo de una están 

influenciados o influyen con respecto a los flujos de efec-

tivo de la otra. Explicitamente puede agregarse a esta 

definición, que si los flujos de efectivo correspondientes a 

la primera inversión se ven afectados por la decisión de 
. 

aceptar o rechazar la segunda inversión. entonces se dice que 

ambas propuestas constituyen una dependencia económica. 

En el contexto de esta definición, surgen diversas formas en 

que puede encontrarse la dependencia económica de dos o más 

propuestas de inversión, que son ; inversiones complementa-

rias, sustitutas, mutuamente excluyentes y de prerequisito o 

continRentes. 

Pr?YE;(;:tos de inversión complementarios. 

Si la realización de la primera inversión aumentará los be-, 
ficios esperadqs o disminuirá los costos de ejecución de la 

" r,':' 
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segunda sin cambiar los beneficios, entonces se habla de que 

la primera propuesta de inversión es complemento de la segun

da, Por ejemplo, los flujos de efectivo de una estación de 

servicio para automóviles (gasolinera y taller ubicada 

en una autopista. pueden aumentar 
" 

si se construye un 

restaurante, 

Proyectos de inversión sustitutos, 

Si tiene Que en la realización de una inversión se producirá 

disminución en los beneficios esperados de la otra (o aumen

tará los costos de e,jecución de la primera sin cambiar los 

beneficios), se habla que la primera alternativa es una 

sustituta de la segunda, Ese puede ser el caso de la 

construcción de un puente de peaje y la operaCión de una 

barca entre dos puntos adyacentes de un rio, en donde se 

observa que los beneficios de una afectan directamente a la 

otra, 

Proyectos de inversión mutuamente excluyentes, 

En el sentido extremo. se dice que dos propuestas de 

inversión son mútuamente excluyente~, si la aceptación de una 

impide la aceptación de la otra, O bien, si los beneficios 

potenciales de la primera inversión desaparecerán por 

completo si acepta la segunda inversi6n. o, que sea 

tecnicamente imposible la realización de la primera cuando 

sea aceptada la segunda, Un ejemplo seria aquel en el que 

una 11 nea aér'eaestá considerando el futuro de su· flota y 

tiene la posibilidad de elegir entre un avión 747 más ligero. 

pero que tiene mayor capaCidad de asiento y un Super Jet 

que tiene una menor capacidad de pasajeros,pero una' 

velocidad mayor, '.,' 

Proyectos de inversión de prerequislto o 'contigentes , 

Si la aceptaci6n de un proyecto d~pende de la aceptaci6n' 

, ' 
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anterior de otro proyecto, entonces se dice que la aceptación 

del primero es prerequisito a la aceptación del último. 

También, si una segunda inversión es imposible 

(tecnologicamenteJ o no producirá ningún beneficio si no se 

acepta la primera inversión, se habla también de que los 

proyectos son contigentes. Puede· darse el caso de que la 

construcción de una refinería de petróleo en un punto dado. 

dependerá de la promesa anterior de la construcci6n de una 

instalación portuaria. 

Una particularidad que puede encontrarse en la dependencia 

económica entre alternativas de inversi6n es la dependencia 

estadistica y la comparabilidad. 

Dependencia Estadistica. 

Es posible que dos o más inversiones sean economicamente· 

independientes, pero estadisticamente dependientes. 
, ' . 'J¡. : I 

Se' dice ., ,1 
. '. 

que hay dependencia estadística cuándo ios flujos de efectivo.' . " 
de dos o más inversiones se verian áfectados por algún 

acontecimiento externo de realizaci6n incierta. Por ejemplo, 

una empresa podría producir yates de alto precio y automóvi-

les caros. Las decisiones de inversi6n que afectan estas dos 

lineas de productos son economicamente independientes. Sin 

embargo. los ingresos de ambas actividades se asocian 

estrechamente con la próspera actividad econ6mica y una gran 

cantidad de ingreso disponible de las personas "ricas". Esta 

dependenCia estadistica puede afectar el riesgo de las 

inversiones en estas lineas de productos, ya que las.fluctua

ciones de la' rentabilidad de estas dos 11 neas serán más 

amplias que la de dos lineas con menor dependencia estadistica. 

Comparabilidad. 

Este fenómeno surge cuando la rentabilidad de las propuetas 
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de inversión futuras se verán afectadas por las decisiones 

tomadas ahora. Se dirá que un grupo de inversiones solÍ 

comparables (y mutuamente excluyentes), si la re~tabilidad d~ , ' 

s~bsecuentes posiblilidades de ihversión será la 'misma 

cualquiera que sea la inversión aceptada' o si se rechazan 

torli'lS Li'ls opciones de inversión deben combinarse en grupos 

mutuamente excluyentes y comparables antes ~e tomar una deci

sión final. Por ejemplo. una planta nueva podria calentarse 

mediante aire caliente a presión o vapor. Estas son opciones 

mutuamente excluyentes. sin embargo no son comparables, si 

parece probable que la instalación de un sistema de aire 

acondicionado resultará neceéario en algOn momento futuro. 

La instalación del sistema de aire acondicionado costaria 

menos en un edificio ya equipado con respiradores y el valor 

presente de esta diferencia de los costos esperados deberá 

tomarse en cuenta al elegir el sistema de calefacción. 

1.5 EJEMPLO 

Una compañia tiene tres propuestas de proyectos de inversión 

independientes. denominadas A. B y C. con una vida Otil 

promedio de siete años. Los desembolsos iniciales para estos 

tres proyectos es de 10,000, 12,000 Y 3,000 unidades 

monetarias (U. M.) respectivamente. La compañ1 a tiene 'corno 

politica rechazar cualquier inversión que no recupere los 

costos antes de cuatro años y solicita se determine un orden 

de jerarquia para estas inversiones, mediante los siguientes 

métodos de evaluación 

a.- Periodo de pago 

b.- Rendimiento de una inversión 

c.~ Valor presente neto ( a una tasa de descuento de 10 K ) 

d.- Indice de ,productividad 

e.- Tasa interna de retorno 

La Tabla # 1.1 muestra los flujos de efectivo generados por 

estos proyectos a lo largo de su horizonte de productiVidad : 

I 
, I 



36 

r liem'Do Proyecto A Proyecto B Pro~lecto e 

: 

Presente - 10,0UO ~ 12,000 - 3,OUO 

1 14,000 O 500 

2 4,000 5,000 500 
" 2.000 4,000 500 -' 

4 2,000 3.000 2.000 

5 2.000 3,000 2.000 

6 2,000 3,000 2,000 

7 2,000 3,000 2.000 

Tabla # 1.1 ~LUJO DE EFECTIVO DE LAS ALTERNATIVAS DE 

INVERSION .,D,C ATRAVES DE SU VIDA UTIL DE 7 
AFlos, 

Solución ; 

Antes de desarrollar cada uno de estos métodos, vamos a 

calcular el VPN a cada uno de estos' proyectos y en función de 

estos resultados seguiremos avanzando con los demás', Tenernos 

entonces, que de acuerdo a la ecuación 11,5) 

VPN = A 
o 

n=7.e (=0,10, Para el Proyecto ~ se tiene: 

7 

VPN = 
A 

~ A (1+0,1) l - 10,000 
¡., l 

l=1 

= 4,000 

" 3,208 U.M. 

+ 2,000 E 
l=3 

para los proyectos B v e tendriamos 

'. ¡. 

(1.1)-1 _ 10,000 

---_ ..... _------------

: 



37 

VPN ~ 5,000'(1.1)-2 + 4,000(1.11-1 + 3.000(2.3816) - 12.000 
9 

~ 14,462 - 12,000 = 2,462 U.M. 

VPN _ 500(2.4868) + 2,000(2.3816) - 3,000 
e 

= 6,007 - 3,000 - 3,007 U.M. 

Una vez obtenido el VPN para cada una de estas alternativas. 

por medio de la ecuación (1.7) podemos ahora encontrar el 

1 ndice de productividad para los proyectos A. B Y e de ra 
siguiente manera, sabemos que 

IP '" 

de donde 

IP '" A 

IP = 
B 

Y 

IP = 
e 

E 
l 1 

13.208 

10.000 

14.462 

12.000 

6.Ll07 

A 
o 

= 

'" 

= 

1.321 

1.205 

2.002 

Se observa Que hasta el momento existe conflicto de jerarquia 

entre las alternativas A v C. Pues en relación al VPN. el 

provecto A es oreferible al e v usando el IP. ocurre lo 

contrario. 

,,' 

-1 
I 
I 

'. 
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En lo que respecta al periodo'de pago, notamos que los tres 

royectos tienen flujos de efectivo diferentes através de su 

vida. sin embarao se observa en la Tabla # 1.2. que al final 

del cuarto año todas las inversiones satisfacen el requisitc 

establecido por esta compañia. lo que hace suponer que los 

tres provectos no pueden ser rechazados por este método, 

Tiempo A B e 

1 4.000 (1 500 

:2 8. llOO 5,000 1,000 .. 
3 10.000 9,000 1.::'00 

12,000 '" 3,500 .:; I ---
I 

Tabla # 1.2 FLUJOS ACUMULADOS PARA LOS 

PROYECTOS A,a y e HASTA EL 

CUARTO ArlO. 

Observe que el periodo de pago para los pryectos A y B es de 

3 y 4 años respectivamente. es decir, el punte en el tiempo 

en QUe los flu ios de efectivo i.E:ua'lan la inversión inicial, 

señalado con ( . ) en la Tabla # 1. 2. Sin embargo. en relación 

al provecto e se debe obtener el tiempo preciso para su 

periodo de pagó. Por lo tanto, tomando las 2.000 U.M. que 

se obtienen al final del cuarto año en la inversión y la 

dividimos entre 4. se tiene Que al final de tres meses de ese 

año, ,el flujo de efectivo correspondiente es de 500 U.M. ; 
luego al final de los 9 meses se logra las 1,500 U,M. 

neces,:¡,rias para Que estos flujos 'sean igual a la 
, 

inversión 

(3.000 U.M.)., En conclusión. el periodo de pa"o del 'proyecto 

e es de 3.75 años. 

Para calcular la TIR de proyecto. procedemos as1. Primero 

,'o ' 

I 
I 

I 
I 

;',:. ' 
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calculamos el flujo promedio de cada alternativa (por ser 

distintos en c/a~o). Para el proyecto A, el flujo promedío 

(f.p.) seria 

f.p. := 2,571 U.t1. 

utilizando la ecuación (1.7) se tiene que 

asi 
'.; 

7 

2,571' E (1+r )-l - 10,000 = (J 
A 

7 
'C"' (l+r )-l = 
L. . A 

3.8895 
l=1 

El valor de r "puede ser encontrado de varias formas: por 
A 

tablas adecuadas o por Simples cálculos al.ebraicos, ya que 

la sumatoria anterior puede ser transformada a una ecuación 

de Rrado 7 con respecto a (l+r ). 

r - 17 ~~ 
A 

A 
Por lo tanto.' 

;~ , 

Para los proyectos B y e se procede·similarmente. 

tasas son respectivamente. 

r ;; 16 % 
B 

r :;,;; 41 % 
e 

Asi, sus 

Estas tasas son usadas ahora para calcular el VPN de cada 

alternativa utilizando los flujos ori nales. El objetivo es 

obtener que el VPN sea aproximadamente cero. 

para el orovecto A. se tiene que. 

Por ejemplo. 

., 

I 
I 

'.,": ¡ 

" " 
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VPN (177.) = 1,015 U.M. . A 

Gomo este valór se encuentra bastante 
, . 

leíos de cero, por 

simples cálculos de ensavo v error, se obtiene la tasa 

interna de retorno para el provecto A es: 

r = 21.16 % 
A 

y la de los proyectos B y e son 

r = 15.11 % 
n 

r = 28.72 ~ 
e 

'; t, 

Para calcular el rendimiento de las inversiones, usaremos el 

Método del rendimiento promedio de una inversi6n promedio 

í RP). luego ; 

RP = 23 % 
A 

RP = 21 ., 
'0 

B 

RP = 62 % 
e 

La Tabla # 1.3 muestra el valor numérico de cada alternati-
, 

va, obtenida por medio de los métodos de evaluación 

considerados. LaTabla # 1.4 muestra la jerarquizaci6n 

respectiva para cada proyecto. 
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¡-proyect:T P.P. 
Ren. Inv. (%) VPN 1 lP TIR¡%) I 

a.ños 
i 

A 

I 

3 23 3,208 1.321 21.16 

21 2,462 1.205 

I 

15.11 

62 ____ ~ 007 li~02 28.72 

Tabla # 1.3 VALOR NUMERICO DE CADA UNO DE LOS 
CRITERIOS PARA LOS PROYECTOS A.B Y C. 

I 

Proyecto P.P. R. I. I VPN IP TIR TOTALES 

A 1 2 1 .", .. 8 L ~ 

13 ., 
~ 3 : 3 :3 3 1S 

e 2 1 2 1 1 7 

Tabla # 1.4 NIVEL DE JERARQUIA OBTENIDO POR MEDIO DE 

LOS CRITERIOS PARA LOS PROYECTOS A,H Y C 

Como conclusión a este problema podemos decir lo siguiente. 

Evidentemente. el proyecto C podria ser seleccionado en vista 

aue supera en su mayoria. con los métodos considerados, a las. 

restantes opciones. Sin embargo. este proyecto tiene la de-

bilidad Que ,está pe,r debajo en jerarquía con respecto al pro-

yecto A en lo que se refiere al valor presente neto. siendo 

este método uno de los más fuerte. Si el Objetivo de la' 

compañia es reinvertir sus recursos al final del tercer año. 

la opci6n que le permi tirí a efec'tuar esa operac.ión ser! a pre-' 

cisarnente la opci6n A. efecti vo garantizan . ai . 'í, . .. . 
inversión. :,' en tant'; q 1' .. 

Sus flujos de 

final del tercer año los costos de la , 
la inversi6n e no es hasta el final~~el cuarto año QUe sus 

flujos de efectivo alcanzan los costos. 
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Ahora bién. si el objetivo de la compañia es seleccionar la 

inversión más rentable. o sea la mejor opción por unidad mo

netaria invertida. claramente la inversión e será la ideal. 

De este análisis. puede verse que la inversión B adquiere una 

baja jerarquización con respecto a las demás; sin embargo en 

r~lación a su tasa interna de rendimiento, esta se encuentra 

bastante cercá de la tasa interna de rendimiento del proyecto 

A'. lo que hac~ que pueda ser tornado en cuenta también para 

ser seleccibnado. 

Las 3 opciones entran dentro de la politica de la compañia al 

considerar que los costos se recuperan antes de los cuatro 

años. La selección final estará fuertemente unida con el; 

objetivo trazado por la compañia al momento de hacer uso de 

sus 'principales recursos. Estos resultados le proporcionarán 

una visión amplia del comportamiento de los pr9yectos, d~ tal. 

manera que su decisión final vaya :,acorde con s~;"objeti vo. 
:i'. ' 

J 

:'~ 

,1 



CAPITULO 2 

" MODELOS CLASICOS DEL PROBLEMA DE INVERSION 

En las últimas cuatro decádas, han surgido una gran cantidad 

de resultados teóricos V prácticos en torno a la modelación 

matemática de problemas de inversión, es decir, modelos de 

asignación de fondos o capital disponibles, frente a un con-

junto de proyectos de inversión, va sean industriales. 

financieros, de investigación y desarrollo o la adquisición 

de valores y activos. El uso de modelos matemáticos en esta 

problemática, puede estar justificado en las siguientes 
(*) 

razones : a. ,) Los criterios de seleccióri que dan origen a 

funciones de preferencias son eminentemente económicas y son 

de tipo racional, lo que permite una caracterización mate~á

tica explícita; b.J El inversionista está limitado lé~ sus 

posibilidades de elección por restricciones que se pueden 

representar matematicamente; c.J El problema de inversión 

puede ser transformado a un problema de optimización, el cual 

se puede formular matematicamente en forma explicita en el 

que existen técnicas de solución eficientes. 

Nos concretaremos en este capítulo a presentar dos modelos 

matemáticos que c~nsideiamos fundamentales, pues han sido 

pioneros en el campo de la modelación del problema de 

inversión. Nos referimos al trabajo realizado por H. 

Markowitz en la selección de una cartera (portafoliO) óptima 

de una con1unto de valores o acciones del mercado de capital 

V el modelo de Martin Weingartner en torno al problema de 

presu¡)uesto o racionamiento de capital de entre varios 

proyectos. 

(O)' J. M. Diez-Canedo, CARTERAS DE INVERSION, Ed. Limusa,Méx. 
1981. 

'ji ':; 
¡,: 
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2.1 MODELO DESELECCION DEL PORTAFOLIO OPTIMO DE MARKOWITZ 

1 ntroducción 

El problema del portafolio, también conocido como el problema 

de cartera. tiene sus inicios durante la década de los 

cincuenta. Antes de la aparición rigurosa de modelos, Javier 

M. Diez-Canedo. en su libro Carteras de Inversión, manifiesta 

que existian métodos heuristicos como el de "asignación de 

activos para la cartera de inversión' de un banco". A pesar. 

de la popularidad de este método, rápidamente s¿~le detecta~, 
ron fallas que propiciaron la búsqueda de té¿nicas 'más 

sofisticadas que tomaran en cuenta,,, .. ,:tod~~ las componentes 

relevantes en torno al problema. . Fue asi que surgió la 

Programación Matemática como 

problema de portafolio. 

auxilia~ en la solución del 

Según Diez-Canedo, hay dos 

corrientes principales que atacan este problema de una manera 

muY formal y apegada a los cánones de la teoria económica. 

El primero de ellos es el elaborado por H. Markowitz en 1959 . 
y es totalmente general, ya que se refiere a la cartera de 

una empresa que puede incluir instrumentos del mercado de 

valores y toma en cuenta, en forma explicita, las caracte-

risticas de riesgo de dichos valores. Este trabajo provocó 

Eran entusiasmo v propició una variedad de articulos, 

niendo ya sea modificaciones. perfeccionamientos, etc. 

propo-

No en 

valde se le llama a Markowitz el padre de la Teoria de 

Portafolio. 

La segunda corriente esta enfocada al trabajo realizado por 

ChAmberns y Charnes aplicado a la cartera de un banco privado 

y su aportación principal es precisamente el reconocimiento 

explicito de las características dinámicas que operan en 

dicho manejo de activos. 

·"1 , 
.' 

'1 
I 

i 
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Desde un punto de vista muy ~eneral, un portafoLio es un 

conjunto formado por alternativas (decisiones) de inversión, 

que en un momento dado del tiempo, tiene un inversionista la 

opo~tunidad para aSignar una cantidad especifica de efectivo 

a cada una de ellas lo alguna parte de las mismas), con el 

fin de obtener .un beneficio en un futuro próximo. Decimos 

que el probLema portafoLio es la determinación exacta de 

las cantloaoes'de·efectivo asignadas a'algún subconjunto de 

ellas. La forma corno se determinen estas cantidades estará 

sU.ieta ,a condiciones : limitación de fondos por invertir y 

el criterio de selección que maximiza (minimiza) los i 

o benef (riesgo) . 

Generalmente. el conjunto de alternativas de inversión 
:,i 

constituido por acciones. bonos y valores del mercado. como , . 

también depósitos bancarios. sujetos a una tasa de rendimien

to establecida. Otro aspecto que debe se~alarse. es el. 

referente a la naturaleza probabilística que poseen los 

rRndimientos de los instrumentos de inversión. Si denotamos 

por R el rendimiento del instrumento i. donde L = 1.2, .... n 
t' 

y !In" el total de instrumentos en estudio. dicho 

rendimiento es una variable aleatoria y puede determinarse el 

valor esperado u. y la variancia 
, L 

del rendimiento 

como : 

l-1i '" E (R ) 
• 

( 2.1 

z = = V ( R ) a C' ( 2.2 ) 
L Le L 

Aqui E l') V V (.) denotan la esperanza matemática Y la 

variancia respectivamente de R.. 
1 

Con relación a l~ distribución de probabilidad de los rendi

mientos de los activos de inversión. existen varios estudios 

.1 

\ ' 

~--_._--~ ------------ -----------~_ ........ _ ... _._-~ 
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so estos, tales como aquellos quepbseen distribución de 

probabilidad normal y log-normal. Pero nosotros no vamos 

hacer énfasis en estos conceptos., simplemente damos por 

conocidos los valores de Pi y 

Si~uiendo la línea probabilistica de los rendimientos, es. 

factible determinar la covariancta de los rendimientos i Y j. 

que denotaremos por , mediante la expresión : 

'" Cov iR .R i '" E [ (R - E (R ) } ( H- E (R) ¡) (2.3) 'J. e LJ J L , J J 

dondee z si i j. c = 0'. = 
ti , 

Igualmente, si es posible conocer el coeficiente de correla-

ción de H y R. entonces la covariancia PQdri a 
J 

quedar 

expresada de una forma más conveniente asl: 

a.. '" p , o, o, 
tJ tJ t J 

( 2,4 ) 

donde a Y G son 
i J 

las desviaciones estandar de R 
t 

respestivamente y el coeficiente de correlación de 

mismos. 

Hipótesis y ¡'lodelo 

y R. 
J 

los 

Considere a un inversionista que tiene n oportunidades de 

inversión asociadas a diversos instrumentos, 

X, 
L 

".' 

(~ ::; 1.2, .. >,In). la a ser 

instrumento i, esto es. el portafolio dado, 

Denotemos por 

invertida en el 

X 
l 

1 x. > (1 
l 

i := 1,2 ..... n 2.5 
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lo que significa que la suma de todas las inversiones es 

iEual a la cantidad total de fondos disponibles por este 

inversionista ( O :S X :S 1 , o sea 1 = 100% ). 

Sean 

de 

" u , i 

los 

L 

f.l ,"' . j1 
2 n 

los rendimientos esperados de 

instrumentos, y - ~ ~ 'J .... *.v .. ~ .. ".v 
t1 l..J nn 

cada uno 

las 

variancias-covariancias de los mismos. Entonces, el 

rendimiento esperado /1 (X) Y la variancia C;2 (X) del porta-

folio X = 
térmirJo de los 

x .X •... ,x 
1 2 n 

rendimientos 

). que,jarán 

esperados ( ¡..;) 
L 

expresadas, en 

y las variancias-

covariancias (a.. de cada uno de los rendimientos, de la 
LJ 

siguiente manera : 

n 

¡..; ( X ) = 
,.., 

" )(' '-' Pi.. 'i. 
·1 l.:::: 1. 

í 2.6 ) 

n n 
,,2 ( X J = 

,.., 
i: o .. x. X, v '-' lJ L J L=:1 j=t 

( 2.7 )' 

Markowitz establece corno medida de riesgo del portafolio a la 

, 
I 

" 

.' .h 

variancia 
2 . , 

a (X), o sea, desde el punto de vista del;' '1 
inversionista, un rendimiento esperado [~ (X)] es lo 

deseable y una variancia ",rande seria lo indeseable. Supón-

Rase por ejemplo. Que una persona desea invert~r $ 100,oob ~e .1 

tal forma que pueda esperar un rendimiento anuaL del 4%., es';, 

decir. $ 4.000 Y al mismo tiempo, 

m'l nlmo. Por lo tanto. el problema 

su . ' nivel de 

minimizar 

riesgo, sea 

la función 

rl (X) para un valor dado de ¡..; (X). ·'Alternativamente. a 

maximizar la función ~ (X), para un nivel de a Z (X) que el 

inversionista asuma. Matematicamente, el modelo de Markowitz 

será mínimizar la ecuación ( 2.7 sujeta a las restricciones 

impuestas por.( 2.5 ) Y ( 2.6 J, o sea: " I 

, , 
'1 , 

.. ~ .. "-,_" ... ~--'c'-'-' ---... -.-----.............. -------... ---- •• ---', 

subjet lo LLne'3.r con~t.a.tnlg" ,Na.va.l RasQa.eh Logi.s:;llcs 

QU':1lerly" vol. # 3, 1, a9':i6), pa.gs. 111.-133. 
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n n 

MIN 2 
( 1: ) t"' t"' "/ )( ~ = a, ,~ '-' '-' " . Lj L J 1..:::1 J=1 

Sujeto a: 

n 

E I-'.X = 1-' (X) 
. L t 

(PSPOM) L= 1 / 

n 

E 
l.::: 1 

x = 1 
L 

X ::>: O 
L 

:: L = 1 , 2 ' .... ,n '''1 

el cual denominaremos, Programa de' Selección del. Portá'folio 

Optimo de Markowitz ( PSPOM ). 

Todo portafolio 1: que satisface las condiciones establecidas 

en el (PSPOM) es llamado un portafolio eficiente y por 

supuesto es el portafolio óptimo para una valor dado de 1-' (1:) 

[ó e Z 
(X) 1 . 

Técnica de Solución 

Las técnicas más conocidas para resolver el (PSPOM) descansan 

en la Programación Cuadrática (PO), ya que este modelo es un 

prototipo del esquema de la PO. , Entre ellas tenemos el 

Algoritmo de Beale (1959), el Algoritmo de Dantzig-Wolfe 

(1963), el Método de Eliminación Generalizado de Gill y 

Murray (1974) Y ultimamente, el Método de los conjuntos 

activos Primal y Dual. t1arkowi tz'etf, propone también una tGC--

nica que conduce a la determinación de un conjunto de solu-

ciones. llamado por él,. "puntos eficientes". Otra 

técnica que también es muy utilizada es la de los 

( . ) H. Marko'WLlz, "The OplLmizaLLon of o.uadralLc FunclLon 

subjel lo LLnear Conslra.t nls",No. val Research LogLslLCS 

Qualerly, voL. # 3, 1, (19~6), pugs. 111-133. 

, 
.' 
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Multilplicadores de Langrange. la cual es muy efectiva. Sin 

embargo. cuando el óptimo se encuentra en la frontera de la 

región de factibilidad, asta técnica falla en el proceso de 

obtención de ese óPtimo. 

Para resolver el (PSPot1) . recurriremos al método de los 

multiplicadores de lagrange. 

ana L (X.\) es 

Para ello. la función lagran-

lO n 

L (X,;\) = ~2 (X) + :- [ t1 .. X, .. P (X) J + 
, [ t1 X - 1 J .~ '-' ,w, " '-' 1 , 2 , 

i.. .::: 1 t,=1 

( 2.8 

Derivando parcialmente a L (X,f.,) con respecto a sus variables 

e igualando a cero estos resultados. obtenemos: 

aL 
ax 

1 

aL 
(:IX 

2 

aL 
ax 

aL 
aA. 

1 

aL 
a).. 

2 

2;; 2 
X = + ~ "-{ + + u .. 

1 1 1 2 2 

',~ 
2 

X = + ~ \l 
4~ V .. + + 

2 2 1 2 1 

+ 2.:; .... X + '.' + 
1 n 1 

( 2.9 ) 

=x+x+ ... +x 
1 2 n 

+ .. X 
i" n n 

= 1 

) , 
q~ ~ x + " o '-v ,~ ¡"tf"lt + f'. = 

1 n n 2 

, \ "1""" ~ X .. (1 ,"v .~ + " .1-' 2 " = 2 n n 2 

l,'.:"'! t"Y" + \ .. 
-- v r. "'11-'n n:-i n n-i 

) 
+ i'-

2 
= o 

P (Xl 1 

( 2.10 ) 

r' 
. " 

, , i 
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Si resolvemos el sistema ( 2.10 ) para X y X se tiene que • 7. 

¡lZ 
- "IX) i12 

- IJ 3 11 2 1"' 
X = + X + ... ... X • 3 n 

11 2 
- 11. 11 1 

- 112 
11 1 

- I1n 

(2.11l 

¡J(X) -
111. ¡.;. 11 

X .. " 1. './ = + A • .¡. + r. 
:2 " n p - 11 ¡.;. - 112 11 1 

- 11 2 2 • 1. 

(2.12) 

con p '" 112 
¡>! O • 

Ahcra . sustituyendo el valor de (2.11) y (2.12) en el 

sistema (2.9) vamos a obtener un sistema de n-ecuaciones con 

n-ineó"ni tas. "Por lo tanto, este sistema es consistente y 

tiene solución. 

i " 3,4. .n Y 

valores de las 

Dicho sistema debe dar solución para toda X. 
e 

108 
, 

Y 
, 

Una vez se haya obtenido ". ,'o 
1 Z 

( = ,:,. ¡ 
...J. "'+ •• " n estas deben E·er 

sustituidas en (2.11 ) Y (2.12) para asi calcular el resto de 

las irie6gnitas. o sea X y X. De esta forma son encontrados 
1 Z 

los valores de las variables {X}, es decir, el portafolio: , 
6pti~o para un inversionista, 

dado de I1(X), de tal forma 
" . . 7. ' .. 

var~anc~a a tAJ. 

con :, un 'rendimien'to esperado , 
de tener" un. minimo ,riECsgo O" 

Como mencionabamos anteriormente con respecto a la técnica de 

los Multiplicadores de nge, generalmente esta impide la' 

obtención de los valores óptimos de las X, en vista de que 
c 

pueden encontrarse en la frontera. Otra dificultad que 

encontramos en esta técnica, es aquella de que en ningún 

momento del desarrollo de la misma se toma en cuenta la con

dición de no-negatividad de las variables X ,puesto que 
c 

ellas son siempre mayor o igual a cero en el (PSPOt1). Esto 

en cierta medida limita el manejo del modelo, lo cual puede 

resultar en poco en_aRos o en el hecho de que una vez obtenido 

.¡ 

.' 
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los valores de las x. y se satisfagan las condicione,s de las 
L 

ecuaciones (2.5) Y (2.6), podemos encontrar una i tal que 

)< , O . Por esta razón, con el objetivo de poder c-ontrclar , 

todas las condiciones en que está envuelto (PSPOt1 J, suge,e:- ' 

rimos que este problema deba ser to através de los, 

las a 
'; '-, 

como: ,;Ü algoritmo de., Wolfe:,' , ,. '. 
itmos de la PQ,tales 

Condiciones Necesarias y Suficientes de Kuhn-Tucker, , el 
'L{' 

algoritmo de Dantzing V el algoritmo'de Beale, 

o 

Suponga que un inversionista tiene la opción de invertir sus 

recursos en tres tipos de instrumentos diferentes (i,e .. 

eETES. Dépositos de Ahorros, Ficomer, Finlat, etc.). Un aná

lisis de los datos históricos de los rendimientos de estos 

instruméntos permite resumir los resultados que se presentan 

en la siguiente tabla : 

f'Gnd. 

=~l I dQS'·.: . cot>r.dG 
"spdo./$ 

=0 = Pe J eBlun. L corr . 

. , 

0.12 I 0.30 Pl Z " 0.12 I 
,-_ .... 

0.18 0,50 
P23 = 0,20 

0.08 0.40 P 13 
=-0.10 

----
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Determine el' portafolio eficiente para este inversionist8, 

él desea un rendimiento esperado anual para dicho portafolio 

de 13 ~o. 

. L.j=1.2.3 Para Empezamos por formar los valores de ~ 
'J 

eso. hacemos uso de la ecuación (2.4), sin olvidar que cuando 

i~j. nos referimos a la variancia 

Ent'onces si : 

de 

C/ ~ p .. o C/. 
CJ '.JI, " J 

implica que 

C/ = (0.12) (0.30) (0.501 
12 

C/ = (-0,10) (0.30) (0.40) 
13 

C/ = (0.20) (0.50) (0.40) 
23 

i , , o sea 

= 0.018 

- 0.012 

0,04 

Note que u, 
.J 

= a 
ji. 

Luego podemos formar la matriz 

[ 0,09 0.018 -0.012 

1 
e, . = 0.18 0.25 0.04 

'J 
-0.012 0.04 0.16 

(2,13) 

A partir de (2.13). podernos encontrar la ecuación (2.7). la 

cual quedará expresada como 

el (X I = 0.09 X2 
... 0.25 X2 ... 0.16 X2 ... O. O 36 X X 

1 Z 3 1 z 
(1.024 X X ... 0.08 X X (2.14) 

1 3 2 3 
" 

" 

LueRO. las ecuaciones (2.SJ y (2.6)~~on ~ (Xl = O.lj 'son 

I . , 

'( ,.'; 

" ,', ' 
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x + X + X 1, 'l :>- 0, " 
-> 0, X 2: (J (2,15) " ,. ~ 

1 " " 1 Z " 
1) .12 X + 0,18 X + 1),08 v " O, LJ 12,16) , . 

1 2 3 

El paso siguiente ahora es formar la funci6n lagrangiana 

12,8), Tenemos entonces que 

L (X,:,l = [ 0,09 X2 + 0,25 X2 + 0,16 
1 z 

2 
}r>'3 + 0.036 X

1
X

Z 

0.024 X X + 0.08 X X ] 
1:3 ' 2 3 

-1- : .. [ (1.12 X, + 
1 .' 

0.18 X + O. OS X - 0.13 
2 3 

J+:.[X+X+ 
" 1 2 

X - 1 ] 
3 

( 2,17 i 

Por lo tanto, derivando parcialmente a (2.17) con 

(X.\) e igualando a cero estas derivadas, se obtiene 

aL 
O.18X o 036X 0.12\ + _<i .. ~ --- = + O.024X + .- o 

ax 1 2 3 1 ;\ ',2 

1 ¡,i ; 

aL '1"," = 

a 

O.036X O.5QX 0.08i<: O .. 18: ... A + + ,+,. + = o 
ax 1 z 3· 1 2 (2.18) 

z 

aL 
ax 

3 

-0.0241<: O.OSi< 0 .. 08\ = + + O.32X + 
1 2 3 1 

= 0.12 X + 0.18 ¡; + 0.08 X = 0.13 ~ 

= X 
1 

1 Z 3 

+ x + X = 1 
2 " 

J 

, 
+ o "2 = 

( 2.19 i 

La soluci6n del sistema (2.19) para 1<: y X resulta en 
1 " 

J 

I 
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x • 5/6 - 5/3 X 
1 3 

X 
2 

2/3 X + 1/6 
3 

( 2.20 ) 

Sustituyendo (2.20) Y (2.21) en el sistema (2.18"" el, nuevo 
, " sistema seria; 

- 0.30 X + 0.12 \ \ 
O. 156 ,'o + " " 3 1 z 

0.3533 X + 0.18 A + A • 0.1133 ( q ,'),-, 
...:... • .t..,s.,. 

3 1 2 

0.4133 X + 0.08 /-- + l. = 0.00667 
" 1 2 

Resolviendo el sistema (2.22) se obtiene que: 

\. = -1.1025 
1 

t,- := 0.0263 
2 

y X = 1/6 = 0.1667 
3 

) 

y sustituyendo el valor de X en las ecuaciones (2.20) y 
3 

(2.21) se obtiene 

x = 5/6 - 5/3(1/6) - 5/9 - 0.5555 
1 

x = 2/3(1/6) + 1/6 = 5/18 
z 

0.2778 

Por lo tanto el portafolio eficiente para este inversionista 

es x = 5/9, 5/18. 1/6 con una variancia de 

0
2 (X) = 0.058624 

Nótese que el valor de X satisface ecuaciones (2.15) y 
-

12.16). Estos valores de X son interpretados de la siguiente 

manera. Si este inversionista desea un rendimiento total de 

13 % sobre los tres instrumentos de tal forma de obtener un 

ries,;;o minimo de 0.058624. él 
; 

debe invertir de la siguiente 

forma ; 55.55 % su capital eh el instrumento 1 , 27.78 :"" en 

ins trument.o 2 y 16.67 % en el tercero. 

¡ , 
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isis del folío 

Si nuestro inversíonistadel ejemplo se encuentra un poco 

dudoso de su rendimiento total Y sugiere que se aumente el 

valor del mismo. su decisi6n illvolucra otro valor para el ni-

vel del r.L"''''',",CJ y por consiguiente un nuevo valor para el 

portafolio. Asi. cualquier valor que se asigne al rendimien-

to ocaciona que se o un portafolio Y una variancia 

diferentes. Para evitar este tipo de situaciones. el 

an,H LS is de por tulcoL LOS intenta determinar el par ordenado 
. z . 
lp.O ) mas conven para un inversionista. partiendo de un 

, 
coniunto de.soluciones Por . ( *> convenlente se 

entiende Que no debe existir otro par ordenado (p' .0,2) tal 

Que ) .. 
~ 

y ,2 2 a .( a . 

Trataremos ahora de lar los aspectos te6ricos para 

de¡terminar el· par ordenado (¡.:, 0'2) bajo el enfoque elaborado 

por Harkowitz •. Consideremos las mismas condiciones dadas en 

el (PSPOM) y establezcamos el siguiente problema 

Maximizar Z (X.Al '" [ A. p(X) - A. (lOO] 
1 2 

Sujeto a: 

el 

( P ) 

~ X ~ 1 '-' t 
i..= i 

X 
L 

2': O, t = 1 r, 
.~. .n 

:... 4A. =1,' 
1 2 

(*) W, F. Sharpe."A Simplified Model for Portafolio Analysis" 

ManaEement Science. Vol, 9. No. 2, 1963,pag. 277 293. 
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el cual denominaremos (P). Este problema lo podemos expresar 

de una forma más sencilla. asi 

Max Z = 

Sujeto a 

( P' 

n 

[ , ,... 
¡J. " '-' 1 l 

i = 1 

n ,... 
'-' 

L= 1 
x. = 1 

l 

X 
i 

X 
n n 

l 

, ,... ,... 
X X ] " '-' '-' v. 

2 
i = 1 j=1 

l j l J 

2.23 

al que llamaremos (P'). Si hacemos uso de los Multipli-

cadores de Lagrange oara la solución de (P'), 

lagrangiana estaria expresada como 

n n n 
L (X.i\.) = ~. 

1 
ro .. X 
...., 1-' 1. 1.. 

i. = 1 

I: E v .. A. X. 
i..=lj=l LJ l J 

A [ 
3 

, 
" 2 

la función 

n 

X. 
l 

-lJ r: 
i = 1 

(2.24) 

Si derivamos parcialmente a L(X,A) con respecto a X. , V i 

e igualando a cero se logra 

a L(X,:U n 

= A¡1 - 2A r: o .. X A = 
a X l l 2 j = 1 lJ J 3 

l 

n 
~ 

, 
}Ji. = 2\ ,... x + \ 

"'" " '-' v .. " 1 Z 
j=1 lJ j 3 

Si denotamos a la matriz {o.} como e, V 
.lJ 

(2.25) queda expresada como : 

A ¡1 = 2A e x + A 
1 2 3 

luego 

l 

1) , V i 

V i ( 2.25 ) 

,. T' 
" • .J =1.2 ..... n 

( 2.26) 
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2 

I 2.27 

1 .. 
:. r~-1 h , s 

2 

siempre que e sea una matriz no-singular ( lel ~ O, a O, 
t t 

Ve ) y donde ; 

x 1 1 • 

X 
n 

h = 

De (2.23) Y (2.27) se tiene que 

") "l -
i. f\. 1 ...... j 

• 2 
hT (:-1 ,"'" 

(2.28) 

y 

1/2 
T r::' /A )h 

3 2 

-1 i 
r..: h = I 

Ahor~, si sustituimos la expresión (2.23) en la ecuación 

(2.27) Y denotamos a C-1 
= { a lj ~ se tiene ; 

1 \. n n 1 "- n n 

E E tj 3 
E E 

l j 
1 a 11· - o = 

1,.=1 J=1 
J 2 "- i ::: 1 J". n /c ,.. 2 

2 

(2.29) 

luego 

n n n n 

"- E E '-j 
= \ E E 

tj 
11· 2/c a a 

3 1 2 
t ;;;; 1· j=1 i:;:;;;1 3"'1 

J 

, 

entonces 
n n 

A. E - 2"-
1 

}, 
l ::: ( 2.30 ) 

3 n n 

E E o' J 

L;:: 1 j = • 
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, y la ecu~ci6n (2.27) puede ser transformada en 

1 f\ n A 
X i 

E 01.. J = --~- ---- ¡J.. 
J 

1 
E o'J ,Vé 

" • j=l ~ "~o 
Z 

2 A 
z J=l 

(2.31) 

en donde 0:<:: x. :<:: 1, Vi. Si las inversiones no están corr9-

lacionadas. se tiene que v.o = 
'J 

Y en el caso de que o • O Ifi 

o ( p .. = (1 ) '1 
LJ 

se tiene que 

.; " • , J 

ti. 
O' 

entonces (2.30) Y (2.31) quedarán expresadas de la 

manera : 

• , "1 . 

~ == 
3 

y 

1 
X = 

o 2 

n 

E 0-
1 

j = 1 J J 
/) . 

J 

n 

E 
j = 1 

r.. 
1 

r.. 
z 

- 1 
a .. 

J J 

-1 
::: 

LL 

Si c = o , para algún i 
'. , 

¡J. , 

2\ 
z 

1 

2 

r.. 
_---'1:......._ a ~- ~ 

A 
2 

" 

es necesario realizar 

-1 
o 

ti. 

i 
J 

siguiente 

( 2.32 

( 2.33 ) 

al "unas', 
modificaciones a estas expresiones las cuales ~no se harán 

aquí. Es clar:o que, los valores de' X, .V. L quedan ,,' 
defini- . '1 

d,?s en función de t,- Y' t.. , los que~ variarán en un" .r'ango, 
1 2 

condicionado al valor de X obtenido en (2.33). 

Utilizando el ejemplo anterior para desarrollar un análisis 

de portafolio, procedernos de la siguiente forma. 

la matriz { a l Y denotemos a esta por C, 
lJ ( 

luego 

Considere a 
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. 

[ 
0.09 0.018 -0.012 

1 
e = 0.018 0.25, 0.04 (: 2.34 ) 

-0.012 0.04 [1.16 

Corno lel ~ 0, ( lel = 0.oa335 ), entonces existesJ inversa -. e definida, así 

[ 
11. 45967 -1.00272 1.11015 

], C-1. 
= -1.00272 4.25¿+40 -1.13880 ( 2.35 

1.11015 -1.13880 6.61796 

:¡ ; 

Asi, por medio de la expresión (2. 3Q), Y recordando' los valo Cc , 

res de ~. para j =1.2,3 se tiene: 
J 

" = 3 

= 

entonces 

" (1.388 + 0.3803 + 0.5271) - 2" 
1 2 

~. 
3 

(11.5671 + 2.11288 + 6.58931) 

• 
2.2954;'. - 2 ~. 

1 

20.2693 
2 

= 0.1132 r. Ir. 
1 2 

0.09867 ( 2.36 ) 

Luego, por medio de la ecuaciones (2.31) y (2.36) se tiene 

X • = 

x-
2 

1 

1 
2 

(\ I'A ) ( 1. 38.8) -
1 '. 2 

(\ lA ) (0.3803) 
• 2 

1 
2 

1 
2 

( U . 11 '~2 :\ /:.. . - 1 2 - (l. 09867) ", 

( 11 . 5671 ) 

(0.1132 \'/\2 - 0.09867) 

(2.11288) 



x 
" 

1 
, ' 'f' ') í ' ,,"'~1) . ,,- ! i'. . Lo • _ ~ ./ 

t 2 

entonces 

x = 1) .0393 A. Ift,_ 
t " 2 

60 

1 
(0,1132 A. ¡\ 

" 2 2 

+ 0.5707 

- 0.09867) 
(6.58931) 

X = 0.0705 A ¡A. + 0.1042 

1 
( 2.37 ) 

z " 2 

X = 0.'3251 - 0.1094 f.. lA-
3 " Z 

Sabernos que V ( = 1,2.3 . O ~ XL < 1 , luego para 

i 1 se tiene -14.5216 ~ A. I'A. 
1 2 

i = 2 se tiene -1,4767 ~ A /\ 
1 2 

~ 

i ? se tiene -6.1691 $ \ lA. $ ~ 

1 2 

por lo tanto, se concluye que: 

-1.4767 < \ /~ < 2.9716 
1 Z 

~ 10.9237 

12.6956 

2.9716 

( 2.38 ) 

Por medio de la ,relación (2,38) podemos generar una serie de 

valores al azar y enoontrar de esa forma la mejor opción para 

el: inversionista, es decir, halfar el par ordenado (, 1-'. el ) 
tal que este sea el más conveniente. Recuerde que cada valor 

comprendido en (2,38) genera una solución eficiente y 

cualquier valor fuera de ella produce una solución in~a¿ti~ 

Por lo tanto, podernos detallar en el, cuadro a 

continuación, una de resultados obtenidos por medio de 

las ecuaciones que forman el sistema (2.371, la relación 

(2.38), como también las ecuaciones (2.6) y (2.7). 

En la Tabla 2.1 se con (Ir aquel ~ortafol{¿ má~, oon-
, ;1 1 

veniente que debe escoger este 'inver;s:lonista, ya que si. desea', 
1-/' 

una variancia minima ( .J.",,,¡;,,v) , el', valor de 0.0494 es el 

indic,ado. Ahora bién, si su deseo es obtener el rendimiento 

máximo, entonces el valor 13.88 % seria su candidato. Por 

lo tanto. dada las circunstancias establecidas es recomenda~ 

ble para este inversionista escoger el portafolio siguiente : 

: I 
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- - . - -
a 2 

(X) 

I 

A lA X X X ¡.¡(X) 
1 2 .; 1 2 3 

-1.1645 0.525 0.022- 0.452 0.1031 0.0531 

• O.' 8562- 0.604 I 0.164 0.231 . 0.1205 0.0513 

1.1732- 0.639 
I 

0.226 0.135 0.1282 0.0580 

-0.6796 0.544 0.056 0.399 0.1073 0.0507 

-0.8707 0.'537 0.043 0.420 0.1058 0.0515 

-0.2567 0.561 0.086 0.353 0.1110 0.0495 

2.7954 0.680 0.301 0.019 0.1373 , 0.0718 

1.5607 0.632 0.214 0.154 0.1267 0.0564 _ .. 
0.223 

é 

0.9370 0.607 0.170 0.1213 0.0518 

1. 4720 0.628 0.208 0.164 0.1259 0.0556 

.:...1.4767 0.513 O 0.487 0.10 I 0.0556 

2.9716 0.687 0.313 O 0.1388 0.0747 

-0.20 0.563 0.09 0.347 0.1115 '" 0.0494 '" 
O 0.5-;:07 0.1042 0.3251 0.1132 0.0538 

" 
. ,"{' 

. Tabla # 2'::- SOLUCIONES EFICIENTES PARA EL INVERSIONISTA 

DEL EJEMPLO. 
' .. , 

, 

x = 0:563 , o sea 
l' 

56"'30 % en el instrumento 1 . 

X = ci.09.0 
2 

, o sea 9 % en el : instrumento 2, 

X = 0.347 
" 

. o sea 34.70 %, en el instrumento 3 

un rendimiento esperado total de ,'11.15 re y ,.una varianci'a ,. , ' 

minima de 0 . .0.494. 
~; '':' 

¡',,;, 
d' I , 

¡{:' í ;,' ;, .,', 
';, 

Los valores de las dos últimas col.umnas de 'la Tabla 2.1" 

se pueden representar en una gráfica ( p 

siguiente forma : 

de 'la 

i 
i 

'j 

< ' 
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Entre las caracteristicas más sobresalientes que pueden 

se~alarse al modelo de Markowitz. se tienen las s 

::;:olamente sé analiza una situación estática[!If) . es decir. 

es un modelo que considera el probiema de inversi6n en un 

solo periodd Y por lo tanto. no refleja las relaciones 

'dinámicas del proceso de inversión. Sin embargo. esto no 

significa que el (PSPOM) no pueda ser modificadd para que 

tome en cuenta el dinamismo. 

Se toma como medida de riesgo a la varinacia ,:l( X) de los 

rendimientos de los instrumentos de inversi6n. 'La cual. 

minimizando a esta. se minimiza por consiguiente el 

riesgo, Por definici6n, la variancia es la magnitud que 

mide que tan concentrados se encuentran los valores de un'a: 

variable alrededor: de su media.:, Esta, magni t~'d 'está dada' "" 

en unidades cuadradas, lo que ha. c~nducido" a di~ersas . 
criticas en torno a su no-linealidad. Esta naturaleza' 

cuadrática de la variancia, motiva 'a que se consideren al 

mismo tiempo, tanto los rendimientos por encima y por 

debajo de SU valor esperado. 

La función objetivo 

siguiente manera 

2 v (X) • puede ser expresada de la 

n n 
-200 = " " ',,", " L. L. '-~ . 

donde e 
positiva 

l =. 1 J=l 

'1C\J~' 
semi-definida. 

Lj 
X X "T e = ;<,. 

e J 
x ( 

es 

> o. 

" 39 ) ~. 

la matriz 

La matriz e 

es una matriz de orden n y está constituida por las 

variancias y covariancias de cada uno de los instrumentos 

J. M. DIEZ·-CANEDO,' Ci:ld..,Tas dG InvGrsLon "f EdUorLaL 
LimusQ~' MexLco 1901 

i". 
I 

I ,1 

, I 
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en estudio. Adem:;'s, ,/ (X) es .1;1na, funcfón 

ibrma cuadrátiqa 
'. 

';1 '; 
i' 

i 
Si se considera un valor de ~(X) ~uy alto, 

conv.exa 
i"'" ' 

;' i j '~, t 
. ~.' 

el el 
~i 

Y,. una,~ 

., 
: " 

(PSPOM) tiende, a ser infactible. ~n el caso del ejemplo 

presentado, si se escoge un ~(X)= 16 % , X
3 

no es facti~ 

ble, o sea, se obtiene un nómero menor que cero.',' 

2.2 MODELOS DE RACIONAMIENTO DE CAPITAL 

En 1955, J. H. Lorie y L. J. savage proponen y resuelven 

parcialmente el' 'problema del presupuesto de capital, también 

conocido corno 'el de racionamiento del capital. Este problema 

cons iste en el hecho que una empre'sa está confrontando con la ' 

situación de una variedad de posibles proyectos de inversión 

y al mismo tiempo dispone de una cantidad fija de efectivo 

quecteben ser asignados a todos o algunos de estos proyectos 

de inve~si6n.' ,Lorie y Savage discuten las desventajas de 

ciertos métodos de análisis que son utilizados corno guias en 

el proceso del racionamiento de capital. Abordan la tasa in

terna de retorno (TIR) de Joel Dean y establecen que este 

método falla cada vez que 

1.- los proyectos que son evaluados no son independientes 

2.- la suma total de los gastos de capital o la racionaliza

ci6n del mismo, está'limitado en, más de un periodo 

3.- los flujos de ingreso de un proyecto, como sus gastos 

'están dispersos sobre el horizonte de vida del mismo. 

: ~. ' ; 

Lorie-Savage loiran superar los problemas 1 y 3 s~"alados; 

haciendo uso del:valor presente neto en vez de la tasa inter~ , , 

na de, retorno. El problema 2 lo atacan por 
,1 ' 

medio de 

multiplicadores ~eLagrange, per~ como es sabido, este tipo. 

" I 

¡ ; 

, :', 
l. 

:1' 



65 

de técnica es de naturaleza de ensayo y error y por lo tanto 

no garantiza una solución dentro de un número finito de pasos 

ni trabaja cuando existen indivisibilidades sustanci o 

interrelaciones entre las alternativas de inversión que 

se estan considerando. Este hecho produjo una 

cantidad de investigaciones en torno a este problema, en 

especial en el área de la Programación Matemática, la cual 

dio la oportunidad de elaboración de modelos adecuados rela

tivos a este problema. 

Charnes - Cooper Miller'*' v fueron los 

pioneros que se dedicaron al modelado del segundo problema. 

el racionamiento de capital. al igual que su forma de resol

ver Estos autores demuestran, que la utilizaci6n de los 

multiplicadores de Lagrange hecha por Lorie-Savage. no existe 

para todo tipo de problemas de racionamiento de capital y que 

unasolucióri óptima no está garantizada através de esta 

técnica. además el problema tra'nsformado usando este' método, 

no es equiva al problema original. 

Charnes-Cooper-Mil formularon un modelo de Programación 

Lineal (PL) par,a ayudar a una empresa en la asignación. de. 

fondos de usos competitivos, considerando tanto las decisio-

nes de operación como de planeación financiera. Por otro 

lado. el trabajO de Weingartner consiste en formular primera.: 

el problema de racionamiento de capital como un "problema . ' 

PL·ydespués como uno 

( . ) , ... 
de Programación Entera (PE). 

APLICATION 

LINERAR PROORAMMINO TO FINANcrAL BunOETING AND THE 

TQ 

COST 

OF FUNDS",. The Journ<:tL of Bll¡;in&ss, EnQ. r"9. 20 -4<1 

( , , ) n.M. WEINOARTNER, "MATHEMATICAL PROGRAMMINO AND TitE 

ANAL'YIS 01' CAPITAL llUDGETINO Ma.rkho.m 

Pubti .. shing companYi" E. U. Á" <9<17. 

",' " 
- 1,: 

l, 
.-,': 

',~ 
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trabajos propo~cionaron valiosos conocimientos con relación a 

los precios sombras y las variables duales para la. formula

ción del pro~rama entero.' 

Hi Modelo de Wei rtner 

H, M. Weingartner considera este problema de dos puntos' de 

vista con respecto al tiempo : para el caso de un periodo y 

el de mis de dos periodos ,múltiples} . Para el caso 

múltiples periodos. Weingartner propone dos mod~los, uno de" 

El' programación lineal y el otro de 'programación 'entera. 

modelo de PL lo trataremos en esta sección y el 

cubierto en el Siguiente capitulo., 

,:¡ I !,' 

de PE' ,será 

El 'caso de un periodo es aquel donde los gastos de operacJ.ón 

de todos los Droyectos ocurren en solo per! odo de tiempo. La 

solución propuesta por LorLC-~'dV consiste en jerarquizar 

los prQyectQ~ Dar medio de la razón de su valor presente neto 

sobre los costos ( o el valor de los mismos ) es 

decir, el indice de utilidad o productividad visto 

anteriormente ( IP). Una vez efectuado este proceso" se 

seleciona aquellos proyectos que su IP ! 1 y los de .máximo 

valor, hasta que el presupuesto sea agotado. Este 

procedimiento, en efecto, maximiza el valor presente de la 

empresa bajo la restricción indicada presupuesto, pero 

solo si no hay indivisibilidades, o interrelacio~es que sean 

consideradas, como por ejemplo, interdependencia entre 

provectos. En este tipo de análisis se hace uso de los 

siguientes supuestos :un costo de capital, perfecta ,divisi-

bilidad de las alternativas de inversión, independencia de 

los provectos. perfecto mercado de capital y completa certi-

dumbre. Bajo el supuesto de estas consideraciones, es 

imposible Densar que el mundo real, principalmente el mundo 

de la toma de decisiones de natura financiera, se 

, 'f 
, 
''', 
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enmarque en forma general dentro de los mismos . Más bién .. 

El mismo,. • pueden estar situados dentro de un mundo ideal' q 

Weingartner propone un ejemplo, en donde muestra ;lá defic'ien

cia eo desventajas de este an;Uisis Yw,conslderaciones. 
. , . l. 

En el caso de múltiple periodos resulta ser más interesante. 

ya que cada uno de los proyecteos requieren gastos neo solamen7 

te en un periodo, sino en varios. Debido al hecho que los 

presupuestos especificas deben ser encontrados en cada uno de 

los periodos subsecuentes como también el actual, la regla 

establecida ppr Lorie-Savage no puede Ser aplicada, ·en ese 

caso, Weingartner procede de la siguiente manera. 

Considere un conjunto de n-alternativas d~ inversión inde

pendientes y el valor presente neto de cada una de ellas, Es 

necesario aSi mismo conocer de antemano los gastos requeridos 

para cada una de las n-alternativas dentro de un horizonte de 

planeación de T periodos (generalmente en años), También en 

este caso, deben conocerse las disponibilidades de capital en 

cada uno de los periodos lo que debe servir como base. 

posteriormente. en las restricciones presupuestales para cada 

uno de estos periodos. El objetiVO de este problema es, 

seleccionar entre las alternativas de inversión indepen

dientes. aquellas cuyo valor presente neto total sea el 

máximo, de tal manera que el gasto total en cada periodo esté 

dentro de los limites del presupuesto establecido para ese 

período. 

Para resolver este problema, Weingartner utiliza modelos. 

uno de programación lineal (PL) y otro de programación entera 

(PE) . 

Esxableciamos que el objetivo ~~ el problema de la selección 

de ilternativas de inversión a partir de un conjunto de 

. ·r ,', 

" 
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n-alcernacivas independientes, es maximizar el valor presente 

neto total de ese conjunto. En el modelo de PL, Weingartner 

propone que los proyectos en estudio, además ser independien

tes. tienen la capacidad de divisibilidad. Este hecho de la 

divisibilidad de los provectos, o también visto como la 

aceptación parCial de los mismos. la podemos expresar matema-

ticamente de la siguiente manera. Designemos a X para 

toda l = 1,2, .... n como la variable que denota el grado de 

aceptación (proporción) de la alternativa i . luego, XL queda 

comprendida asi : 

es decir, 

o <){ :$ 1 1 V ~ = l,.2, .. n 
L 

si ;:{ "" 1. el proyecto '!. se 
i 

{ 2 . .!f.O } 

totalmente V si 

\ ~ O, se rephaza. El hecho de la dí visibilidad en las 

alternativas, queda expresada en la idea de que X puede 

tomar valores'entre cero y uno. o sea. O Xi. <: 1 . \j i. 

Ahora bién,' cada proyecto ( requiere de un dentro da" un 

horizonte de planeación T, definido en muchos casos como la 

vida útil del proyecto !. Sea e el 
él 

en el provecto i durante el periodo t, 

t = 1.2.,., .T, Se observa que: 

o costo incurrido 

donde t = 1,2,." ,n y 

e > o 
el 

, = 1.2 .... n . t = 1,2 ... ,.t (2.41 1 

Se dispone para cada periodo t, un reSllD'.leS [<o f<otope de la 

disponibilidad de ~ondos por ,la empresa' o el inverslonista n 
, <, 

para efectuar estas inversiones. rnbsignamos a estas'cantid~-

des por Kl' para t = 1.2 ..... T ,donde 

K > 1) • t·- 1.2, ... ,T 
l 

( 2.42 ), 

Por lo tanto. conjuntando las relaciones (2.40). (2.41) Y 

" 

I 
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(2.42) para expresar la idea de la racionalización del 

presupuesto en base a cada una de las aliernativas en 

estudio, sobre su horizonte de vida, se tiene el sigu1ent'e 

sistema 

n 

'"' e x ,¿ 
jt t 1 ., ,T /..¡ Ll L 

~ 

l 
, ~, 

i..::.: 1 

o ~ x :::; 1 i = 1 c, ,n .~. 

Como es conocido el valor presente neto (VPN) de cada una de' 

las alternativas, designemos a estos valores po~ b, 
e 

. V 

1 .2, ' ... n . con b 
L 

podemos " : formar !\ ". la. sigui,ente 

expresión 
• 

n 

VPN = b X 
t 

{ 2.44 
1.-=1 

El origen de la expresión (2.44). radica en gran medida a la 

linealidad que presenta el VPN por lo tanto. puede adquirir 

dicha forma. Además. la suma total dentro del conjunto de 

alternativas que se seleccionen debe producir el máximo valor 

presente neto total, por lo tanto el modelo de PL elaborado 

por Weingartner para resolver el problema de la selección de 

un conjunto de proyectos de inversión, dentro de 

n-alternativas~ las cuales son independientes y divisibles. 

condicionadas a restricciones de presupuesto con el objeto de 

que se maximice su valor presente neto está sintetizado en la 

maximización de la ecuación (2.44), sujeta a las ecuaciones 

del sistema (2.43) y 12.40), es decir: 
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TI 

MAXIMIZAR VPN 1: 
l.::::.1 

b X 
e e 

Sujeto a 

( e ) 
n 

"" e x -< K i.I i l L l 
i::::: 1 

,t=l,2, ... T. 

o -< x 
i 

S 1 L :::. 1.2,.,. n. 

el cual denominaremos el modelo (C). 

Una distinción que puede considerarse con relación al (PSPOM) 

y el modelo (e) es en el hecho. que a pesar que ambos modelos 

tienen por objetivo la formación de un portafolio, el primero 

unicamente se orienta a la determ.inación de La cantidad de 

los recursos disponibles en los diferentes instrumentos y el 

se¡;undo procura la ",e¿ecetón adecuada de aqueLLas aLternati

tivus, cOn cestos fiJOS, bajo la restricción de un presupues

to establecido. 

Otra observación al modelo (e) se refiere a la idea de que 

dicho modelo contempla implicitamente todas las combinaciones 

que pueden efectuarse entre los proyectos, de tal forma que 

aquel conjunto que se seleccione, 

presente neto total. 

Técnica de Solución 

maximizará el valor 

Debido a la linealidad de la función objetivo' como las 

restricciones Y el valor continuo de las variables. en torno 

al rango 0-1 inclusive, el modelo (C) es un prototipo del 

esquema de un Problema de Programación Lineal 

cuede e}~presarse en forma compacta como : 

; , ' 

" ' 

(PPL1.el cual 

" , 



71 

Max Z = b X 

s. a. 

(e f ) e ){ :::; K 

o .:: X .:: 1 

Si agregamos las variables de holgura Y=(Y,Y 
• 2 

,'r y 
n 

s ,S . 
1 2 

s 
~ n ) al modelo le' 1, este quedará expresado 

así 

Max Z = b X 

s.a. 

«(;" ) I':;X +'{=K 

x + S = 1 

x ~ O 

La variable de holgura Y está indicando la cantidad del 

presupuesto que no será asignado en el portafolio obtenido. 

Si 'y' ~ O • 
t 

presupuesto 

para algón t = 1,2 .. , .. T 

para ese período, o sea,K 
t 

programa de inversión obtenido. O 

significa que el 

fue consumido en el' 

y <~: . K est'j, 
, t ;'i' l 

indicando que solo ,una porción presupues't,o; 'para,;, ese"!',", 

período ha sido consumido, y finalmenté. si 
il~' ' 

significa que el presupuesto del per~bdo ~ se 

y 

ha 

=;, K 
l l 

conservado 

integramente, o en otras palabras, no existe un programa de 

inversiones destinado a ese periodo. 

Por otro lado, la variable 

aspectos. Si para algún ( 

de holgura S 

tal que XL 

seflala varios 

1, entonces 

automaticamente, S = O y viceversa. O sea. si el proyecto L 
i. 

ha sido aceptado totalmente. la variable de holgura asociada 

al proyecto ! debe ser cero y si S " ¡ 

que el proyecto L ha sido rechazado. 

donde O , r < 1. entonces. S = 1 - r 
¡ 

1 ( X = O ) indica , 
Además. si X 

L 
:::: :r , 

lo que significa que 

" 

" 
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el proyecto! ha sido aceptado un r % de su totalidad, en 

donde se manifiesta la idea de divisibilidad de los 

proyectQs. 

Teniendo ya la estructura del modelo (e" ) , E':ste se puede 

resolver por medio del Algoritmo del 'Método Simplex 
;,; ¡ 

.,algÚn., 
é' \; • 

otro similar. Nosotros usaremos e~paq~ete 

Lineal adaptado para computadora dEi'nominado 

Ejemplo 

de ·Prográmación 
< ,'. , ''i 

LINDO. 

En esta sección presentamos un ejemplo tomado del libro de H. 

M. Weingartner. ya citado, el cual fue originalmente consi

derado por Lorie-Savage en su estudio. Weingartner utiliza 

este problema para mostrar el uso de la programación lineal 

en la selección de un programa de inversiones. El problema 

consiste en lo siguiente. Considere a una empresa que cuenta 

con una lista de nueve proyectos o alternativas de inversión 

independientes. Esta empresa desea séleccionar un portafolio 

o programa de inversión óptimo de esta lista, de tal manera 

que el beneficio que esta empresa obtenga sea el máxime. 

Cada uno de estos proyectos requieren de gastos en dos 

periodos consecutivos y se dispone para cada uno de los 

periodos de un limite de fondos. Para poder maximizar el 

beneficio de la empresa, se conoce el valor presente neto 

í VPN) de cada uno de los proyectos .. El presupuesto 

establecido por esta empresa para el primer periodo es de $50 

y del segundo de $20. Se considera que cada proyecto puede 

ser acepatado parcialmente. A continuación, en la siguiente 

tabla se resume todas las condiciones seftaladas en la parte 

, I 
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PROYEcto VPN de ( b i ) FLUJO DE EFECTIVO el t -. 

I 
e/proyecto t 2 

1 $ 14 $ 12 $ 3 

¿ 1/ 54 7 

3 17 6 6 

4 15 6 ,', 
'" 

S 40 30 3S 

6 12 6 6 

7 14 48 4 

8 10 36 3 

9 12 18 3 

----........•.. __ .-

Si desi~namos a X" para L = 1,2"" ,9 como la variable de 
L 

decisión que nos seKala que tanto del proyecto L debe ser 

aceptado entonces. esta variable satisface la 

12.40), es deci,r. O ~ Xi::: 1, para L = 1.2 •... ,9. 

relación 

Por medio del sistema (2.43) pod~mos escribir lo siguiente 

12X 
, 

54X 6>-: -6X 30~"¿ :5 + ... + + + 6\' + 48X 36X ... 18)( 50] ,', 45 ,', + 
1 Z " .. " ~ 7 8 " "'. 

3X + 7X + 6X + 2X .. 35X + 6X + 4)<~ + ,"< + 3X '" 20 
1 Z 3 .. " " 7 ·-.la 

" 
-

Este sistema impone las restricciones de tipo presupuestal en 

que puede incurrir la empresa para cada uno de los periodos. 

tomando en cuenta el ~asto de cada proyecto en esos periodos. 

Como el objetei vo es maximizar el .be.neficio que 

programa, consideremos el valor presente heto 
. . . 

obtenga del' , 

de) 'todo's"los . 

proyectos mediante el uso de la 'e.xpresi6n (2.44) . de, la 

siguiente manera : , , , 
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" 

VPN '" 14 X + 17 X + 17 X + 15 X ~'40 + 12 X
6 

+ 14 'X
7 

~ 

( 2.46 ) 
1 

10 X 
a 

·2 3 4 

+ 12 X ., 

AsI, de esta forma quedan expresadas las condiciones que esta

blece el modelo re). Por lo tanto, podemos escribir el pro

blema de la siguiente manera 

12X ... 
t 

3X .¡. 

1 

Max VPN '" 14X ... 1 
1 

+ l7X + 15X + 40X + 12X + 
3 4 ~ 6 

14X + lOX ... 12>: 
7 u 9 

su jeto a 

54X + h 'O{' + s;,( + 30>¿ + 6X + 48X + 36J~9 + lA" '( SO -" '_.I'?,p 
Z 3 4 ~ ., 7 

7X .¡. 6X + 2X + 6;< + 4)"~ + 3X + 3.:\.- ::; 20 
Z ] 4 ., 7 9 P 

o ." ;'< S 1 O ~ X ~ 1 O <. X ~ 1 ( 2.47 ) 
i 4 7 

O <: X <: 1 O ~ X ~ 1 O ~ X :,; 1 
2 ~ 9 

O :,; X <: 1 O <: X :,; 1 O <: X :,; 1 
3 ., p 

Si al problema anterior le agregamos las variables de holgura 

y '" ( y , i ) y S '" S , 
1 2 1 

quedará finalmente expresada 

S , 
2 

corno la 

S el 
" maximizaci6n 

ecuaci6n (2.461 sujeto a : 

12X + 54::·< + 6;< + 6X + 30X + 6X + 4BX + 36X + 18X
p

+ ti '" t 2 3 4 ~ ., 7 9 

3X + 7X .¡. ¡;'.¡ + 2X + + 6X + 4;;( + 3j{ ... 3X ... '{ = -'o 

1 Z 3 4 '" ';' B " Z 

X + = 1 
t 

X + '" 1 
2 

,'X + '" 1 
3 

x .~ O. X '.::. O. 
1 Z 

k ::: u. S ~ 0, 
<> 1 

rníSffiO 

der la 

50 

20 

, .~ 
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, 
Con este esquema el problema ahora es introducidCl en la cOJn;-) 

putadora por medio del paquete LINDO, el que da la' Sdlución, 

siguiente : 

x ~ ~ ... ~ " X " X " 1 • 3 '" p I 
X = O. 

J 

9697 
<> 

)( 0.0454 
7 

X " X " X " O 
2 " B 

S = :=: " 
~, 

~ S'!5 O "" " t 3 .. 
S = O. 0303 

6 

S = 0.9545 
7 

S ~ S 1 '" " " 2 " B 

Y = '{ 
" O 

1 2 

VPN " $ 70.2720 

Estos valores nos indican que los proyectos 1,3,4 y 9 son 

aceptados integramente, o sea, 100 % 

Los proyectos 6 Y 7 serán aceptados 

( S " 
1 

en un 

s =8 .. <> 
1)) • 

% v 4.5 % 

, " 

respectivamente 

lado, se tiene 

(S ,,0.0303 Y S = a . 7 

que los proyectos 2, 
0.9545 ¡. 

5 Y 8 son 

Por ot;ro 

rechazados 

(S "S = S "O) Y ademis el presupuesto para 
2 " B 

periodos practicamente ha sido consumido en el programa 

seleccionado ( Y "y ,,'j). 
1 Z 

Se anexa la corrida de la computadbra de estos resultados 

por medio del paquete LINDO. 

._~._._-------~-
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MAX 14 Xl • 17 X2 + 17 X3 + 15 X4 + 40 X5 + 12 X6 + 14 X7 + 10 K8 
+ 12 };9 

SUB,!ECT ro 
2) 12 Xl + 54 X2 + 6 X3 + 6 X4 + 30 X5 + 6 X6 + 48 X7 + 36 X8 

+ 18 X9 + Yl ~ 50 
3) 3 Xl + 7 X2 + 6 X3 + 2 X4 + 35 XS + 6 X6 + 4 X7 + 3 X8 + 3 X9 

END 

: &':' 

+·Y2 :::: 
4} 
5) 

6.l 
7) 
8) 
9) 

10) 
11l 
12) 

20 
Xl + S1 = 
X2 ;. S2 
XJ + 32, :::: 
X4 + S4 
xs ;- SS 
X6 ;. 86 
X7 + 57 = 
X8 + 38 :;;:: 
X9 + 59 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 14 

OBJECTIVE FUNCTION VA'LUE 

1 ) 

VARIABLE 
Xl 
>-:2 
X3 
X4 
X5 
X6 
;<7 
X8 
)<9 

Y1 
,{2 

SI ' 
32 
S3 
54 
SS 
S6 
S7 
S8 

--More--
39 

ROW 

3) 
4} 

70,2/27300 

VALUE 
1.QOOOOO 

.000000 
1.000000 
1_000000 

.000000 

.969697 

.C45455 
,000000 

1,000000 
.000000 
.000000 
,000000 

1.000000 
,000000 
.000000 

1.000000 
.030303 
.9S4S4S 

1.000000 

.000000 

SLACK OR SIJRPLUS 
,000000 
,000000 
,000000 
,000000 
, i)O'JOOO 

RED!JCED COST 
,000000 

3,409093 
.000000 
.000000 

29.318180 
.000000 
.000000 
.500001 
.000000:, 
.136361', 

1.863636 
6.772727 ¡;\," 

.000000 
5,000000 

10.454550 
.000000 
.000000 
.000000 
.000000 

3,9S45~5 

DUAL PRICES 
.136364 

1.863636 
6,772727 

.000000 
5,0 

, .;" 

" , 



¡ ) . UIJI)f)I)I) 

8} . (l(IOOOO 
~:; .üOOOOO 

10 i ;:IOOOO'J 
11) .00(1)00 
1" '\ .G' ,OUI]OOO 

Nü. ITERATIONS= 14 

DO RANGE(SENSITIVITY) ANALYSIS? 
? y 

lL'.4:;·':"!:;'bU 

.000000 

.000000 

.000000 

.000000 
3.9545¡í5 

RANGES IN WHICH THE 8ASIS 13 UNCHANGED: 

08J COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALL0WABLE 

COEF INCREASE 
Xl 14.009000 INFINITY 
X2 17.000000 3,409093 
V'"J J ___ ' 

17.000000 INFINITY 
X4 15.000000 INFINITY 
7:5 1-+0.000000 29.318180 
X6 12.000000 5.000000 
X7 14.000000 11 .600000 
X8 10.000000 .5000Ó1 
X9 '12.000009" INFINITY 
Yl .000000 .136364 
Y2 .000000 1.863636 " ( 

SI .000000 6.772727 • ".1 

S2 .000000 INFINITY 
53 .000000 5.000000 
54 .00(1000 10.454550 
SS .(100000 lNFINITY 
S6 .000000 4.961539 
S7 .000000 .666668 
S8 .000000 INFINITY 

--M6r'e--
59 .000000 3.954545 

RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE 

RHS INCREASE 
2 50.000000 42..000000 
3 20.000000 .166667 
4 1 000000 .222222 
5 1.000(100 INFINlTY 
6 1.000000 .969697 
7 1.000000 .500000 
e 1.000000 INF rNITY 
9 1.000000 lNFINITY 

10 1.000000 INFINITY 
11 1.000000 lNFINITY 
1 ,-, 
~ 1.000c1(!0 .133333 
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ALLOvlABLE 
DECREASE 

6.772727 
INFINl TY 

5.000000 
10.454550 

INFINlT'i 
4.951539 

. 6666§8 
INFlNJTY . , 

'1 3.954 .\ , 

INFINny 
'!' I 

INFINITY ~: 
INFINITY 

3.409093 
INFINITY 
lNFINIT'i 

29.318180 
5.000000 

11.600000 
.500001 

INFlNITY 

ALLOWABLE 
DECREASE 

2.000000 
5.333333 

.OE'3333 
1.000000 

.030303 

.111111 
1.000000 

.03030J 

.954545 
1.000000 

.111111 



CAPITULO 3 

UN MODELO DE SELECCION DE UIVERSIONES 

El modelado del problema de inversión ha sufrido innumera 

bIes cambios v modi f leaciones a través del tiempo en relación 

principalmente a los modelos de Markowitz y Weingartner 

respectivamente. Con respecto al problema de selecci6n de un 

portafolio óptimo, este ha sido adaptado para varios periodos 

y para diversas d ribuciones de probabilidad en los 

rendimientos de los instrumentos de inversión. l\elati vo a 

esto puede agregarse aquellas modificaciones que han tornado 

en cuenta la escasa o nula información de la historia de los 

rendimientos de los instrumentos que se consideran. Entre 

las técnicas que han sido utilizadas para resolver este pro

blema podernos mencionar la Programación Dinámica y la Progra

mación por Metas entre otras. 

El modelo de Wein~artner. resuelto corno un problema de 

Programación Lineal (PL), ha sufrido cambios principalmente 

en su estructura aplicación. A causa de la continuidad en 

las variables decisión, muchos problemas de inversión en 

la realidad no podien aceptar la divisibilidad en los proyec

tos, Tal es caso en que se tenian proyectos como la cons

trucción de una planta hidroeléctrica, estudios de investiga

ción de nuevos dispositivos electrónicos, etc.. que de ser 

aceptadOS estas opciones, debia de ser integramente; va sea 

por su naturaleza fi sica o por la estrategia de decisón de' 
, 

las empresas. Es así, que surjen otros modelos matemáticos 

necesarios que tomen en cuenta ~a' aceptación de los proyectos 

totalmente. o en caso contrario, que sean rechazados. como 

también consideren la interrelación entre un proyecto v otro 

-_ .... _---~ --~----------- ---_ ............. ~.----~ 
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o varios proyectos. 

El orop6sito de este capitulo es presentar y desarrollar un 

modelo matemático d,:;l pr,:,blema de inversión. que intente 

cubrir las deficienciaS'. seriaL:1da.s anteriormc~nte. Primero se 

presenta el modelo. describiendo 

ejemplo 

sus principales 

caracterlsticas. por ventajas-desventajas. 

extensiones a situaciones particulares con respecto a la 

interreloción entre l'os proyectos (mutuamente excluyentes. 

complementarios y contingentes 1 . Posteriormente 

desarrollamos la estrategia de solución del mismo. bas~da 

esencialmente en el A ritmo Aditivo 

111')dificaciones de F. Glaver y A. M. GeQffrion~ Tal 

es"trategia se fundamenta en se~alar las caracteristic2S 

lIlAs ~otorias d81 algoritmo. sin caer en detalles. entre 

·":::1135 . ventajas y desventajas. idea principal para obtener 

.!:¡ soluci.::'¡n óPtima, estruc·tura iterativa y un 

e::q:) íc-atí vo. 

DESCRIFCólüN DEL MODELO 

Debido 3 1."1"" diferentes dificultades preser:tadas eft 

,Jc' programación lineal propuesto por Weingartner. el 1e 

resol~er un pr0blem~ de inversión 

presupu8stales, pril1clpalnlsnte en 'la indivisibilidad . c·":::· 

e tos las :nterrelaciones 
'. 

.. 

consid-::;rad2S t 

un 
el mismo· H. '11artin 

ccmtemplará es t ·:iS 

\.leingar:tf '=,,' . 
si'tuac'i 

'" 

El mod·21o. Modelo Binario 

S01es~iÓJ1 de un Progl-am& de Inversiones 

is:nte manera 

O(!PFI 

--~-,,, .. ~~- ~-----------
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n 

t1A.:ntlIZAR Z ~ VPN -, E 
j:~-t 

r, 

r: e "' K 
jL J l 

t=1.2, .. T (3.2') 

J 
{ (1 j =1.:;;:;. < • , ,n (J. 3.) 

Este m2dslc toma su f0~ma del lHodelo de prograrnacion 

(1-::; la var tl,~ de decis~,jn. que p~ede tomar 
" '. 

'!=d()r~s. (:-'2r'~j y Unel,! Este e.:z, si fa v¿ü"'iablE~ .r a. ¡., ' 

al aceptado corIP1::ita-: 
. i 

mente :: si X ';:: Ü, se Y ':?!c haza . Esta' cQndici6~ está 
J 

q~'0.1os proyectos considerados n~ sufr~n .i.ndiv 

es 1ecir. no S0rl ~c 

r~l!~d~ corrsgir ~na de lRs principales dificl.lltades afrontadas 

l~or los inversionistas al ~tilizar el Dlodels C. 

E~~~ mod~lc. al iglJ~l q1le ~l anterior. part~ del he':ho qu~ un 

i~l'¡~~·sj.GI~ista :6nfl'0~ta '~on un coniuntc de n-alterI1ativa~ o 

P}'-:=_:=:-,~:?!,-!--,,:::, r;'?1>=-,'d.:;;nc,t2(~(:' P(T b .. j:;l ,2 •... n. 
1 

~, 

'él p,::;:. ,', '':>J'::; f- r::.a l' ,~¡ 1; ~~ 1 .-, 
-

; : Ls :te ; j .0. ~b pJ".':,y'-;-::c t·:) r .,:;. 

Este sistema 

las res~riccicnes ~f'C'-

ionea do los l"eCUrSOs 

i;::ndo la natl!r31-::;:=3 

las 

.j 

" 
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" l. 

L}l idea de la maxlmización del valor 'presen'te neto total se, 

fundamenta en la contribución de los proyectos seleccionados 

al prO.E;rama. 

Si todos los proyectos considerados son economicamente inde-' 
pendientes, nuestro modelo conserva la misma estructura. 

Ahora bién, Sl todos o algunos de los proyectos son econom 

camente depend tes. en el caso de los proyectos mutuamente 

excluventes, com:in.E;entes V complementarios, el (MBSPI) puede 

ser expandido para cubrir estas situaciones. Veamos entonces 

por separado como se contempla cada uno de estos casos al 

modelo. 

Mutuamente Exclu 

Defin{amos que dos proyectos son mutuamente excluyentes. si 

la aceptac n de uno evita la aceptación del otro. Pues 

bién, si dentro de los n proyectos a considerar existe un 

conjunto.] de p-alternativas de inversión mutuamente exclu

ventes, vamos a tener la siguiente restricción: 

X, 
J E 

jEJ 

X. 
J 

1 p ~ n (3.4) 

lo que sü::nifica que a lo sumo un provect'J de J puede ser 

elegido o que ninguno sea aceptado.' Por otro lado, si existe 

la posibilidad de que la empresa deba seleccionar solamente 

un provecto de J. entonces (3.4) se transforma en una 

i~ualdad, es decir - . , 

'1 

E 
JEJ 

X, 
J 

1 

Proyectos Contingentes o de Prerequisito 
----~ .... 

(3.6) 

Dos proyectos ~,j son proyectos contingentes o uno prere

quísito del otro, si la aceptación del proyecto i necesita la . '" 
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aceptación ant~rior del proyecto j. Es decir, si el proyecto 

i es unprerequisito de aceptación para que el proyecto j sea 

aceptado. esta relación se expresará de la si"uiente manera: 

x, <: x. t '" j (3.6) 
é J 

lo que nos indica que si X = 1 necesar iamnete X. :::: 1, o 
é 

sea, si el proyecto t se acepta, 
J 

directamente el proyecto j 

es también aceptado. Observe que lo contrario no es cierto, 

es decir, el proyecto j puede ser aceptado y no ser aceptado 

el proyecto t. 

Provectos Complementarios 

Se ~onsidera que dos proyectos i ,j son complementarios. si se 

tiene que la aceptación del proyecto .t mejorará los flujos de 

efectivo del proyecto j. Para manejar esta situación se 

usará el si"uiente resultado. Dados los proyectos t , j com-

ple~entarios, en donde ambos pueden ~er aceptados .aislada-

mente. Supóngase el caso que se desee aceptar a estos dos 

proyectos simultaneamente, entonces establecemos lo siguiente 
, 

a. - el costo de efectuar ambos proyec'tos será menor que la 
.' 

suma de los costos del proyecto ,t y el proyeclo' j separa-.'., 
~j ! " ~'. , i' 

damente ;11 f ,l.' 

. ! 

i' i .:! 
b.-, la entrada de efectivo neto·será·mayor··que la suma de.los l'" 

If\ 

efectivos netos de los proyectos {'y jrespectivamente. 

En ese sentido se establece una nueva variable, la que puede 

denominarse X. (o bién X ) Y nos designa la 
l..J n+1 

decisión de la unión de que los proyectos t y j. 

tenemos la siguiente restricción : 

x +X+X ::0;1 
J éJ 

variable de 

Entonces, 

(3.7) 

donde indica la condición fuerte de que el proyecto L o el 
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proyecto j puedan ser aceptados o ambos si X . = 1. 
ij 

Ahora 

bién, si X. = O, señala que el proyecto i es aceptad.::! ó el 
tJ 

proyecto j es pceptado o ambos son rechazados. Para que esta 

condición funcione, generalmente se trabaja con una tasa 

conveniente conocida por el inversionista. Veamos esto con 

ejemplb. El costo de construir una tienda de departamento es 

de 100 unidades monetarias (U.M.) y el de construir una caf~-

teria por el mismo inversionista es 'de 20 U.M. 

sionista afronta la decisión de efectuar los 
": ,1, 

simultaneamente o un proyecto y el 1""" 

ót.ro no, 

Est,e. inver

dos"i'·proye¿tos· 

y conoce de 

antemano que si se aceptan las dos alternativas. los costos· 

puedén reducirse 10 %. El valor presente neto (VPN) de 

ambas propuestas es de 64 y 18 U.M. respectivamente y se' 

aceptan simultaneamente puede aumentar 15 % . 

designamos a las variables : 

Entonces. si él 

x - construcción de la tienda de departamento 
1 

X construcción de la cafeteria 
2 

X .. construcción de ambos proyectos 
12 

el costo de X será de (100+20)x(0.901, o sea 108 U.M. v el 
12 

VPN para el mismo es de 94.3 U.M .. Así, usando la ecuación 

13.7) será: 

x + X +X ~ 1 
1 2 12 

Con los datos obtenidos, se sustituyen en la función objetivo 

correspondiente y de esta forma controlar la situación de 

complementaridad en los proyectos. 

3.2 ANALISIS y SOLUCION DEL MODELO 

Consideremos el (MBSPI) de forma compacta de la siguiente 

. , 
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i 

manera 

Max Z = b X 

Suejeto a 

( A ) 

e x " :S K 

X = o ó 1 

el que llamamaremos el problema (A). 

En la amplia literatura de la Programación Entera 0-1, existe 

una gran cantidad de métodos o algoritmos encaminados a so

lucionar el problema A, sin embargo, podemos señalar que en 

los principales como el Algoritmo Aditivo de Egon Balas, el 

Algori tmo t~ul ti fase-Dual de Fred Glover y el de Enumeración 

Implicita Generalizado de Stanley Zionts y otros, se basan en 

el método de la búsqueda o construcción del árbol combinato

rio. también conocido como el método de Ramificación" Acota

miento (Branch and Bound). Esta técnica tiene su origen en 

el trabajo elaborado por Land " Doig (1960) y posteriormente 

mejorado por otros autores ; se fundamenta en el concepto de 

Enumeración Implicita la cual se puede entender de la 

siguiente maner~. Considere a S como el conjunto de vectores 

de n-componentes los que son ceros o unos. 

problema A se puede transformar ahora como : 

lA' ) 

Max Z = b X 

S.A. 

C X :S K 

Si' observamos el problema (A'), el n~m~ro,de 
,) I 

" , 

Luego, el 

!) .• 

;,'i , 
elementos",del,,: 

" 
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conjunto S, 

variables de 

N(SJ ) es igual a 2n 
, donde n es el número de 

Ión en el problema, Puede decirse que este 

problema tiene un número finito de soluciones, las cuales 
" puede ser dadas GxpL tC i taro"">nte para' determinar el X € S tal 

que represente el óptimo de (A'l. 

consideramos el siguiente problema : 

Por ejemplo, 

Max Z = 2 X + ,,3'; X + 5 X 
1 2 3 

SUjeto a: 

3 X + X + 4 X ::; 1 
1 '2 1) 

2 X + 3X + X 5 5 
1 Z 3 

X, E 1 J 
o, 1 t j=1,2,3 

tenemos que, N(S) = 2" '" 8, lo que significa que 

si 

deben 

considerarse 8 vectores cuyas componentes son O y 1, esto es: 

~, 
, :.' .' '!:: . 

S = 1(0,O,OJ,(1,O,OJ,(1,1,0),(i,O,1),(O,1,l)"¡O,O,ll",, 
. , . ,. 

(0,1,OJ,(1,l,lJt " , 
" ¡. 

Si sustituimos cada uno de etos vectores de S en problema " , , 
encontramos que nuestro óptimo es X = (0,1,1) Y Z= 8. Sin 

'\ ,. 

embargo, este procedimiento de detallar todas las posibles 

soluciones del problema íA') no siempre resulta fácil. en el 

caso de que si n ~ 15 ( 2t~ = 32,768 soluciones posibles) esta 

técnica más que fácil y obvia, se convierte muy engorrosa, y 

a pesar de que se una computadora, se consume mucho tiempo de 

la misma. Para evitar esta situación, debernos enumerar 

impUc i tu""",n te las soluciones del problema (A') através de 

ramificación v,acotamiento, como un recurso que servirá de 

base al método de búsqUeda v construcción del árbol combina

torio. Esta no es la 6nica técnica de enumeración existente. 

como lo afirma F. Glover al decir, " son varias las formas 

, , , 
,: J 

'" 
;; , 

. , 
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de enumeraci6n existentes oara resolver este problema " ;sin. 

embargc. todas llegan a ser de gran ,interés. , 
C" 

<,\ 

;irbol combibatorio com? el "< ~on-:-,. Para empezar, definimos el 
júnto de nodos vareos. Los nodO~ del árbol, llamados 

también vértices. corresponden a lo~vectores solución. ele-

mentos de S, los cuales son particionados en niveles o sub-' 

conjuntos de la siguiente manera. Existe un nodo único de 

n(veL U (llamado la raiz del árbol) al cual corresponde el 

conjunto comple~o S. Para construir el niveL 1 del árbol. 

primero debemos elegir una varia por emplo X, 
1 

de tal 

forma que el nivel.l contenga dos vértices qUe se denotarán 

s ¡ s·· . correspondientes al subconjunto de 
1 1 

vectores donde 

la variable X = 1 Y X = (j ivamente. Cada variable 
1 i 

puede estar en alguno de los tres estados 

en Ú ó bién libre. 

además. S U S- = S 
1 1 

una partición de S. 

Observamos que S 
1 

Y S n S- = l' ' 
i 1 

e S 

o sea, 

fija en 1, fija. 

y S- e s V 
1 

,;; 
~ Y S ~- forman 

1 1 

Ahora bién. los nodos de ::;; 
1 

y S a que los de S_ v 
i 

están unidos por un arco (rama del árbol), los que indican la 

relación de inclusión seNalada. decimos entonces que S está 

ramificado con respecto a la variable X. Para la 
1 

construcción del nLuet 2, procedemos similarmente, esto es. 

elegimos una segunda variable (i.e., X ) Y encontramos cuatro 
2 

vértices en este nivel. determinados por los siguientes 

con;luntos ; 

S__ -- conjunto de vectores donde X 
12 1 

o v X = O. 
2 

• GLOVER, l'" --A MIJLTIPHASE-DUAL ALGORITHM FOR TitE 'ZERO-ONE 

INTE:;GER PR,OGR,AMMING PROBLE"M·', Operation R,eaearch, Val. ~3 

No. 6,. Nov. --Dl.c.' 196~? p,:z.g. 979-919, 

:r 

~,' 
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conjunto 
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d'2 vectores 

de vectores 

de vectores 

dClnde X 
1 

donde X 
1 

donde X 
1 

= (1 v X = 1 
2 

= 1 v ;x: = 2 
ÍJ 

= 1 v X = 1 
2 

As{ . 
k y S est~n ramificados con respecto a la variaole 

• • 
Este procedimiento se repit~ sucesivamente hasta que se 

sideren los n-vectores. Para el caso de n = tenernos 

con-

el 

árbol asociado y sus 8 ramas expresado en la Fi,g. 3.1. Note 

que los ocho elementos al final del árbol corresponden a los 

Vértices sin sucesores del árbol, llamados IIvértices 

terminales". 

Una vez que se ha establecido el concepto de ramificación, 

veamos en 

problema (B) 

"~o; 

la idea de. acotamiento. Considere 

valente al problema (A') de la siguiente 

~/ 
l' 

Fig. 3.1 ARBOL ASOCIADO A UN PROBLEMA DE TRES 

VARIABLES BINARIAS 

, , ' 

, ~' I 
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Min Zl = -b X 

S.A. 

,C X ~ K 

X E S 

'. 

donde Zl = -Z! Ahora bién, supongamos que para cada vértice 

S del árbol. podemos calcular una cota inferior frS. Ide la 
L ,L 

función objetivo Zl a la mejor solución X E S .. es decir. 

f (S 1 = ,Min ~ - b X ~ 
,XeS, 

L 

L 

~.: - I La función "f" se le llamará función"de acotamiento. Sea' X 

una solución factible al problema r'BI', es decir, C X ~ K 

X E S. con valor en la función objetivo de Zl = -b X El I 
" : 

valor de X puede haber sido encontrado durante los pasos 

previos de la construcción del árbol o va sea através de un "i 

método aproximado (heuristico). 

Asumamos que ,un vértice S del árbol es tal que 

f (S ) Zl 
L 

Por definición de la función f. ninguna solución c¿ntenida en 

S, puede ser mejor que Zl . además podernos asegurar que S. no 
L L 

contiene ninguna solución óptima. Esta observación evitará 

hacer una exploración (o enumeración) de todos los sucesores 

del vértice S. dentro del árbol. Con esto limitarnos en cada 
L 

etapa los cálculos de las cotas de los sucesores de aquellos 

vértices unicamente de S tal que f (S,) ~ Zl v asi generarnos 
L L 

una reducción considerable del número de vértices que tienen 

que ser examinados, principalmente en aquellos problemas cuvo 
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, ' 
,," 

tarnaKo de variables es considerablemente grande. 

3.3 ALGORITMO ADITIVO DE BALAS 

El Algoritmo Aditivo de Egon Balas fue diseñado para resolver 

problemas de programación entera, en particular donde las 

variables de decisión adquieren valores de cero y uno unica-
• mente. Este'algoritmo ha sufrido atrav6s del tiempo, diver-

sas modificaciones en especial las de Arthur M. Geoffrion y 

Fred Glover. 

El algoritmo ad vo de Balas resuelve el problema de 

programación lineal entera con variable cero-uno de la forma: 

1'1 

Min Z = E b, X 
j= 1 

J J 

sUjeto a 

ro 
(D) E c, X ~ K, i =1. 2, ,m 

l j J l 
j= 1 

, 

X " Oó 1 j=1,2.~ ., n 
J 

el cual adquiere similar estructura al (MBSPI) visto 

anterior, solo en el hecho que en el primer modelo maximiza-

mos la función objetiVO y el modelo (D) izamos lo 

contrario. Con el fin de hacer uso de los resultados del 

dife-algoritmo de Balas para nuestro modelo v solucionar la , 
rencia anterio;,i procedernos de la siguiente forma. 

Balas señala que todos los valores b, deben ser mayores ° 
J 

(*) BALAS,E. "AN ADDITIVE ALGORITUM FOR SOLVINO LINEAR. PRO-

ORAMMINOS "'ITH ZERO-ONE Opero Res. ; 

i 

", , 
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igual a cero, Si se da el caso que para algún j, b. 
J 

o. 
entonces adoptamos la s 

variables de decisi6~ 

lente transformación para las 

\ 
X b. :> O -;LV j"l ,2, .... n 

J J 
X " 

1 
(3.8 ) 

J 
1 - X si b. , O V j 1.2 .... .n 

J J 

Este cambio en las variables de decisión. donde los b. ( O. 
. J 

debemos de efectuarlo tanto en la función objetivo como a 

todas las restricciones que contengan estas 
• 

variables. 

Además, 
. ! , \. 

valores b., C. y K adquieren valores enteros. 
J 'J L 

Aho~a bién. la función objetivo del (MBSPI) la podemos trasn

formar a minimización mediante 

Min .-z = - VPN = E (-b) X. 
J J 

1 

y con el uso de (3.8) para aquellas 

podemos ahora obtener la condición que 

[ (-bl<OJ 
J 

establece 

todos los coeficientes de la función objetivo. 

(3.9) 

de (3.9) . 

Balas para 

',', 
" r,l ';", L ' 

. , . 

El algoritmo de Balas consiste en labósqueda en forma.' direc- '. 
~ ,'" 
1'(, 

ta de las ramas del árbol combinatorio las soluciones· del . 
problema (D). En él se examinan cada rama. bajo ciertas 

reglas establecidas, y se determina la rama óptima. o sea, el 

vector de las variables cero-uno que satisface las condicio

nes del problema (D) y sea el minimo. 

Una de las mayores ventajas de este algoritmo está en el 

hecho de su forma simple de manejarse, puesto que el mismo 

Balas sef'íala que en cada iteración. se realizan unicamente 

adiciones v sustracciones. Otra ventaja consiste en el 
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aspecto de evitar el redondeo en las solubiones. 'factor que 

en otros algoritmos no es considerado. En gran parte consi

derarnos que esto es debido a que el algoritmo ataca el pro

blema (D) directamente, considerando a las variables, en su. 

forma binaria y no en el caso del Algoritmo de los Cortes de 

Plano de Gomory. donde se resuelve primero el problema (D) 

corno uno de Programación Lineal y ~osterior a los resultado~i. 

se procede a realiz~r los 

factibilidad. 

. f.. , 
"cortes" respectivos·:;.,a la 

'L' •• : 

, ' 

, , 
! I ~ , ' 

• ii 
i'" " 

¡ 

1, 7¡ 
Su principal desventaja, corno lo sefi'alan diversos autores, en 

particular Clifford C. * Petersen. ,es la gran demanda de 

capacidad de memoria en una computadora, especialmente cuando 

el nOmero de variables aum~nta, originando por consiguiente 

un mayor aumento de tiempo de ejecución. Por esta razón, 

F, Glover y A. M. Geoffrion han efectuado modificaciones al 

algoritmo de Balas,con el objeto de reducir la demanda en la 

memoria de la computadora y el tiempo de ejecución. 

adicionar esta modificación al algoritmo aditivo, 

Para 

ambos 

autores se apoyan en el procedimiento denominado 

"BACKTRACKING" (Retroceso). Dicha técnica es aplicada en el 

proceso de enumeración implicita dentro del algoritmo; su 

objetivo fundamental radica en el hecho de enumerar con un 

indice determinado aquellas variables consideradas dentro de 

la rama del árbol combinatorio, una vez que la prueba de 

infactibilidad halla fallado. De este modo se consideran un 

nOmero menor de vectores factibles que permitirán obtener el 

óptimo más rápido. 

A continuación, presentamos los pasos iterativos del Algorit-

(*> PETERSEN, c. C. ,"COMPUTATIONAL EXPERIENCE WITH VARIANTS ON 

THE BALAS ALGQRITHM TO THE SELECTION OY R. AND D. 

PROYECTS··,Mg. Sci.ence, Voto 13, No. 9, pago 736-7!50. 

",j. 

" 
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mo Aditivo de Balas, incluidas las modificaciones se~aladas. 

Cada paso dentro de las iteraciones será explicado breve

mente. Este esquema que presentamos es tomado del Libro 

"Discrete Optimization Algorithms, with Pascal Programs". de 

Syslo, Deo v Kowalik. 

Consideraciones. El modelo matemático a optimizar es del 

tipo (D), cualquier otro modelo donde la funci6n objetivo no 

se minimiza, debemos aplicar la expresión (3.9). Además. los 

coeficientes de la función objetivo deben ser no-negativos: 

en caso contrario, debemos aplicar la ecuaci6n (3.8). Los 

coeficientes de las restricciones como los términos libres 

deben ser enteros y expresadas las desigualdades con " « " 

PASO INICIAL 

Paso 1. Verificar si K = (K ,K , ... ,K ) ~ O. 
12m 

Si esto se cum-

pIe, entonces la soluci6n óptima es x = (0,0, ... ,01. 

En otro caso. establecemos lo siguiente: 
A 

T U = (0,0, ... ,0) , XT = (-1.-1, ... !-l) Y Z ;::: ¡zcx ( un 

número entero positivo suficientemente grande ). 

Supongamos que nos encontramos en la iteraci6n 

PASOS ITERATIVOS 

Paso 2 Calcular 

Y~ ;::: Ki. E c:'. XS 

S L J J jEJ . 

s y = min 
l:Si..:Sn 

ZS :::: E b. x~ 
J€Js J J 

s 
y. 

L 

i=}, 2, ... ,ro 

"~,, 
~ , luego 

(3:10) 

(3.11) 

(3.12) 

donde JS es el conjunto de indices de la solución parcial (e~' 

la primera iteración JS = 0 ) . 
A i 

o "'( j .• ",:, 
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entonces hacernos Z = Z" y X = X". El vector X nos indica la 

nueva soluci6n parcial obtenida y nos dirigirnos al Paso 6 

(Backtracking), de lo contrario continuarnos al proceso itera

tivo. Recordemos también, que en la primera iteraci6n, todas 

las variables son libres, es decir, con valores de -1. 

Paso 3 Con el objeto de mejorar el valor de la función obje

tivo ~reducir la infactibilidad en las restricciones 

se crea el conjunto TS de indices de las variables 

libres X. definido d~ la siguiente manera " 

Paso 4 

J 

r = 
Y~ < O ~ 

z, C" < O. para 
LJ 

toda , tal 
, ' 

que 

(3.13) 

Si T
S = 0 . entonces vamos al Paso 6. de lo contrario 

continuarnos. 

Prueba de lnf actibilidad . Corno r '" O . ;',debemos l' ' 
bar si existe un i ndice i. talque 

,'; ¡ 
:,1, I 

,o', .' 

pro~, 

y~ < O "y" s t"" y, - L; mln (O,C) < O , (3.14) 
L L . J"'~ 

JE, 
LJ 

Si no existe un indice , que cumpla con esta condi-

ci6n. continuarnos; de lo contrario vamos al Paso 6. 

Paso 5 Prueba de ramificaci6n de Balas. Con el objeto de po

der determinar cuales variables de las libres. serán 

fijas en 1. Balas en su algoritmo introduce la si-

guiente condici6n. 

crea el conjunto 

Para cada variable libre X 

M" . definido corno : 
J 

MS,={L'¡ S L J Y, - G'j < O . '=1.2 ..... m r (3.15) 

Si todos los MS son conjuntos vacios. vamos al 
j 

se 

Paso 

" 

, , 
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Paso 6 

i 
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6. Si ,no. calculamos pa~a cada variable libreros 

siguientes valores : 

v~ = 
. J 

E (y~ - c" ). 
i.EM~ 1. I.J ,i l

, • 

J 

(3.16) ,; . 

Si para alguha variable lib~~.X se 0 ... 

entonces. v~ ~.O. 
~"'(·I ... J ':r' "- ,¡ 

J 
Una vez determinados buscamos el máximo i d~ .. 

ellos· .: 

max v~ = 9 V
k 

X . l t br .. J 
J 

(3.17) 

donde \ = 1. esto es. 

ble el valor de 1. 

hemos fijado para esta varia

las restantes variables son 

libres. Retornamos al Paso 2 para la iteración s+l. 

Backtracking (Retroceso) Si es 

llegamos a este paso. el vector 

la primera vez 
T 

U =(0.0 •...• 0). 

pongamos que se tiene una solución parcial 

, 
X = (O. 0, ... I O) . donde 

que 

Su-

fueron obtenidos.en las iteraciones s y 

s+l respectivamente. Entonces. el vector UT quedará 

definido a~i 

.8+1 ) 
J k ,O •...• O (3.18) 

luego. el proceso de Backtracking establecerá los si~ 

guientes pasos : 

a. - Modif icar el vector UT (3.18). cambiando el signo 

al comp'onente positivo más a.la derecha del mismo. es 
"1 

-:1 

" 

, , 
r', 

I ., 

I 
, 

, ., 
., 
! 
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.s+1 
-J 

k 
En este caso X. = O 

Jk 

las de~ás variables son libres. Los restantes valo~ 

res de uT son ceros. Regresamos al Paso 2 para' una 

nueva iteración. 
\T' ':,,' 

b. - Si no existe un elemento, positivo en U , la.', enu- •. 
!JI;'" 

meración implícita termina .. ','Por lo tanto, la solu-
A 

ción óptima es el actual vector X y el valor de 'la I 

A A. 

función obje~ivo es Z. Si Z = ~ el problema no 

algoritmo. tiene solución y con esto termina 

Nota :Si se realizó alguna transformación a la función obje

tivo como a las variables de decisión, es necesario 

vol ver' a su estado normal estas expresiones ya sea por 

(3.8) o (3.9), de tal manera de poder obtener los 

resultados del problema original. 

3.4 EJEMPLO Considere el problema de optimización' con 

variables binarias : 

Max Z = 2 Xi - X
2 

+ 5 X¡¡ - 3 X
4 

+ 4 X
5 

Sujeto a: 
~ - ',; \ 

3 X - 2 
1 

X -
i 

X 
2 

X 
2 

X = O 
j 

::¡.-;¡,y",::> 

+ 7 X 
3 

+ 2 X 
3 

Ó 1 , 

,¡-'O!;" 

- 5 X
4 

.. 4 l<,s :<; 

4 X .. 2 l<,s ~ 4 

para j=1,2,3,4,5 

6 

O 

Empezamos por la transformación de la función objetivo 

(3.19) 

Se observa de (3.19) que las variables X. X Y 
i ¡¡ \; sus 

coeficientes son negativos; luego en base a ·(3.8) tenemos 

{(j si j = 2.4 (3.20) X = 
j 1 - X. sí j = 1,3,5 

J 

,'., 

1. 
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Por lo tanto. el problema transformado queda expresado asi 

Min -Z = 2 X + X + 5 X + 3 X + 4 X 
1 :2 ¡¡ 4. !j 

S. A. 

-3 X - 2 X - 7 X 5 X - 4 X!j < 8 
1 Z ¡¡ 4. 

X - X - 2 X - 4 X"" - 2 X ~ -5 
1 z 3 !j 

X = O 6 1 • j = 1.2 •.... 5 
J 

Para iniciar con el algoritmo, verificamos el Paso 1. Se 

observa que las cantidades -s y -5 son menores que cero, esto 

es. el vector K de los términos libre de las restricciones es 

negativo; por lo tanto tenemos que: 

con todas las variables X, 
J 

ITERACION 1 

A 

(-1.-1,-1.-1,-1), Z = 16 

j =1,2,3,4.5 , libres. 

Paso, 2,: Se observa que el conjunto de i ndices de la soluci6n 

parcial- Ji = 0 , puesto que no existe una solución. 

Luego •. por la expresión (3.10) tenemos : 

y'- = K , 

entonces 

~, = -8 

y1 
2 

-

, ~ (: Xl,' 
- L.. ~" 

, J1 'J J JE 

-(O) = -8 

-(O) '" -5 

Ahora) por (3.11) se tiene 

;J min 1 
min = y, =: 

l= 11' 2 
, 

y por (3.12) 

Z1 = O 

i= 1.2 

("S,-5), '" -8 
::. ",' 

• l , 
, 

¡:{ . 

t <_ . ,;,: ., , 
'\; 
1: , 

~_ .... ~----, .. ,----~---------------------
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ó 
-i 

Como y < O Y continuamos con el Paso 3 

Paso 3 Creación del conjunto de indices Ti. definido como 

A r = ~ j' I Zi + b, < Z 
J 

Tenernos entonces que para 
, 

1 l = 

. j = 1. O + 2 < 16 . -3 < 

j=2, O + 1 < 16, -2 < 

j=3. O + 5 < 16, -7 < 

j=4, O + 3 < 16, -5 < 

j=5, O + 4, < 16, -4 < 

l = 2 

j=l , O + 2 < 16. -1 < 

j=2, O + 1 < 16, -1 < 

j=3, O + 5 < 16; -2 < 

j=4, O + 3 < 16, -4 < 

j=5, O + 4 < 16. -2 < 

C" < O, -;zV l tal que /" < O ~ 
'J 

O, -8 < O 

O, -8 < O, 

O, -8 < O 

O, -8 < O 

O. -8 < O, 

O, -5 < O 

O, -5 O 
t, 

< fl,;\ 
,': : 1, 

O, -5 < O' 1" ,," , 

, '~ ¡: . 

O, -5 . ' : 
< q I!¡':: , ¡, 

O, -5 < O , 

Ti = ~ 1,2,3,4,5 ~ 

: 

Paso 4 Prueba de infactibilidad. Como Ti .. 1) • debemos bus

car un indice i = 1,2 que cumpla: 

luego, para 

l = 1 

i 
Y , E min (O,C,,) < O 

, Ti 'J JE 

yi= -8 < O, -8 - [ min(0,-3) + min(0.-2) + min(0.-7) + ' i 

min(0,-5) + min(0.-4) ] 

-8 < O, + 13 ) O 

• ',l-

,: I 

,1 

I 
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Vi = -5 < O, -5 , 2 
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[ miniO ,-1) 

min(0,-4) 

'-5 < O, +5. ) O 

+ min(0,-1) + min(0,,-2) + 

+ min 1,0, -2) ] , 
'. t r 

Por lo tanto la prueba falla al no encontrar un indice ' que' ", 
'; ":~ 

cumpla con esa condición. Continuamos": con el siguiente paso, 

Paso 5 Prueba de ramificación de Balas. Para cada varia

ble libre X.j 1.2 ... ,5 ,debernos formar el conjunto: 
J 

j=1.2, .. ,.5, 

La tabla a continuación resume los valores obtenidos de la 

expresión l' -'C" • para i=1,2 y j=1,2, .... 5. 
1. ,LJ 

j 

1 -5 -6 -1 -3 -4 

2 -4 -4 -3 -1 -3 

De esta tabla ,se observa que , 

Mi = ~ 1,2 ~ , V j=1,2,3,4,5 
J 

Ahora bién, de la expresión (3.16) vamos a tener que 

Vi = (-5) + (-4) = -9 
i 

Vi = (-6) + ( -4) = -10 
2 

Vi = ( -1) 

" 
+ (-3) = -4 

Vi '" ( -3) + (-1) = -4 
" -' 

v· = (-4) + (-3) = -7 
!:I 

por lo tanto, por la expresión (3.17) podemos deter,minar 
" 

.;/ 
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que adquirirá el valor de 1. Asi 

max { -9.-10.-4,-4,-7 

X "1 

= -4 = Vi 6 bién Vi. entonces. 
3 4 

4 

valor que será añadido a la solución parcial; las, restantes 

variables son libres. Pasamos ~ la siguiente iteración. 

I 

( A continuación los cálculos se resumen 

ITERACION 2 : J2 "-l 4 ~ 
Paso 2 

Y~ " -3 v2 
'" -1 . entonces 

'z 

Z2 
, 

= 3{1) " 3 < 16 " Z 

Paso " y2 " -l 1,2,3.5 ~ -' 

Paso '" ~ = -3 < O Y 13 O 

~ = -1 < O Y 5 > O 

por lo tanto la prueba falla, 

Paso 5 
2· 2 2 

M=M=M=('l 
1 3 ':! 

así 

. entonces, Xi " 1 

este valor es añadido a la solución parcial y las 'restantes 

variables son libres. o sea, X, X Y X 
2 3 ':! 

ITERACION 3 

Paso 2 : 

" 
I 

" 

, i 
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3 
Y. = O 

3 
O entonces; 

-3 
O ~ O Y YZ = , y = y 

A 

Z3 = 2 ( 1 ) + 3(1) = 5 < 16 = Z 

• A A 

por ro tanto Z = 5 Y X = (1,0.0,1,0) 

Paso 6 : j = ~ y T '. j = 1 , entonces, U = (4 I 1, O • O , O) • 
Cambiando el signo a 

z 
jz el vector UT quedará asi 

(4,-1.0.0,0) UT = 
por lo tanto. X = 1 

4 y X. = ? l~s restantes variablesio~" 
'" F, 

libres. 

ITERACION 

Paso 2 
4 -3 Y. = 

Paso 3 

Paso 4 

Paso 6 

; 
, ¡, 

n,,:, 
¡I i \ ¡ 

4 J4 = { 4.1 ~ " I 

4 -1 entonces, -4 
-3 O. Yz = y = < y 

Z4 
A 

= 2(0) + 3 ( 1 ) = 3 ( 5 = Z 

La prueba se satisface para t = 1 

T Ahora U = (-4.-1.0,0,0). Por lo tanto, X 
4 

las demás variables son libres. 

= X = O • 

ITERACION 5 J"={4,1~ 
Paso 2 

" -8 v~ -5 entonces. -" -8 O V. = , = y = ( y 

Z" 
A 

= 2(0) + 3(0) = O ( 5 = Z 

Paso 3 T"={2.5~ 

Paso 4 La prueba se satisface para t =1.2 

Paso 6 Corno no hay elemento positivo en UT • la enumeraci6n 

implicita termina. Por lo tanto, X = (1.0,0,1,0) Y 

:'r 

. i 

I 

I 

I 

I 
. ; 
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A 

Z= 5 'es la soluciónóptirna; con esto se termina, el 

algoritmo. ' 

Una vez terminado el algoritmo, se tiene que 

A 

Z'= (5) ;1-(-11) = -6 

y 
A 

X '" 1 - X '" O 
1 Al 

X '" 1 - X = 1 
a Aa , 

" 

X 1 X = 1 " " 

'" " " ,q ;,i: j 1;' : . 
: así 

A A i. 

X " (0,0,1,1,1) y Z " 6 , es'la solución al problema: 

, , 
; 

") 



CAPITULO 4-

EJEMPLO DE APLICACION ---_ ... _---:---

Con el objeto de aplicar algunas de las ideas vistas en los 

capí tulos precedentes. proponemos ahora un ejemplo. que pel~,~, 

mite la elaboraci6n de un programa de inversione~a partir d~ 

un conjunto de n~alternatívas o'pr'oyebtos. La~'::"Pri~c,ipale,?"V\ 
condiciones que deben satisfacerse I~ara ,l~ formación de 'esté'! 

¡.{, " 

programa están las siguientes : '1 l, 

a.- debe conocerse el valor presente neto (VPNl 

proyecto; 

cada 

b.- el costo de ejecución de cada proyecto y el presu-

puesto establecido en cada periodo; 

c.- otras restricciones (i.e .. recursos naturales, 

cas administrativas, etc.) 

poli ti-

1 

I 

" 

Para tal efecto. nos basaremos en el Algoritmo Aditivo de Ba

las visto en el capitulo anterior y de datos tomados de una 

lista de proyectos factibles para realizarse en un lugar 

determinado, 

, I 

4.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

El problema en el que nos basaremos, es tomado de un estudio 

elaborado por Colín O. Benjamin, aparecido en la revista 

Journal of Operational Research Societv, volúmen 36, No. 1, 

1985. páginas 13-23. El problema consiste de lo siguiente. 

Se desea formar un programa de inversiones en el sector pÚ-
• blico de PUERTO VACAMONTE . Dicho programa tiene como 

(*) El nombre original fue sustituido. 
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objetivo contribuir al desarrollo y mejoramiento de esta 

región y para tal efecto. hace énfasis en diferentes aspectos 

c,omo : económicos, sociales, poli ticos, financieros y de 

ambiente. Para eso se dispone de catorce proyectos de inver

si6n de tipo industrial y de apoyo en infraestructura. La 

Tabla # 4.1 muestra la lista de estos posibles proyectos des 

tinados a Puerto Vacamonte, el tipo de proyecto y el grado de 

interrelación entre los mismos. 

La Tabla # 4.,2 nos muestra el tiempo de duración de la 

construcc.ión de cada proyecto, dado en meses. Además. el va

lor presente neto (VPNl de los mismos. en millones de unida-

des monetarias (lOÓ U.M.). Cada ,proyecto presupone el 

cumplimiento de objetivos sociales, en este caso la genera

ci6n de nuevos em~leos. Para eso, se ha dispuesto Que cada 

una de las inversiones genere empleo en dos fases la 

primera durante la etapa de la construcción y la segunda, en 

la etapa de operación de los proyectos. El objetivo de la 

utilización de los recursos naturales, este se mide en la 

disponibilidad de uso de gas natural (millones de pies 

Cúbicos/día) para aquellos proyectos que los requieran. 

También se proporciona el consumo de energi a eléctrica 

(Megawatt,M.W.) yagua (millones de galones) necesarios para 

la ejecución de estos proyectos. 

Como¡ una poli tica de la administración, se pide que en este 

programa deben inclui rse. a lo ",sumo, aquellos proyectos Que 

no han sido terminados, en este caso son los proyectos ~ 1,7 

Y 10. Igualmente. debe considerarse a lo.sumo, proyectos de . , 
apoyo:, de infraestructura, en los que se encuentran los pro- , 

yectos # 8, 9 y 13. Por último. debe contemplarse por lo 

menos' dos proyectos de generaCión de, divisas, considerando a' 

los proYectos # 2, 4, 5, 6, 11, y 12. 

" 

'1 

, , 
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L j PROYECTO '. TIPO .... INTERRELl'.CION .: 

I 1 Tringen Indus Independient~ 
------------------------~------------------------~------------------------i 

2 Cemento 

3 

Industrial 

Industrial 

Independiente 

Independiente l .. Furfural 

4 Fibra ~~-;;oly~~ter i Ind~~trial~J In~=p~~dien~~ I 
5 Hierro y Acero Indus ~1. E. con el # 11 .. 

--------

6 Fertilizadora Industrial Independiente 
.... -

7 Planta Eléctrica Industrial Comp1. con el # 12 

8 .Po.tabilizadora de agua Infraestructura Independiente i 

9 Instalaciones Marinas Infraestructura Inaependiente 
i -------- ----.el,,;". '-----t 

10 pr.~p!edades . Industriales 'l" Infraes tructura Inde~=.~diente· . . 

11 Fundidora de Aluminio Industrial M.E. con el # .5 
--------, 

12 Petroqufmica . Industrial J Compl. con el I 7 

13 Línea de transporte Infraestructura Independiente " 
··--c··-

1,4 Refinería de petróleo Industrial Independiente' .. 

TABLA 4.1 LISTA DE LOS ,POSIBLES PROYECTOS DESTINADOS A PUERTO VACAMONTE. 

:./' :.~ ,""t. 

l-' 
o .. 



Duración 
j Consto (meses) 

T O TAL E S 

Costo 
(lO'", U.M.) 

4120 

VPN 
(10 6 x U.M.) 

1245 
_____ -'1.. 

28,585 6262 442 9.05 

TABLA 4.2 REQUERIMIENTOS DE CADA UNO DE LOS PROYECTOS 

FACTIBLES PARA PUERTO VACAMONTE. 

28 

78 

~~r:: ,., :,,"- -~ -- -

45 

10 

..... 
o 
01 
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rara finalizar. la Tabla # 4.3 muestra la capaCidad. tanto de 

efectivo (10
6 

U.M.) para invertir en programa; la cantidad 

de generación de empleos en las dos fases que incluye cada 

proyecto; la disponibilidad de los recursos naturales (gas y 

.agua) y energia eléctrica. 

Una vez determinado el conjunto de parámetros que comprende 
" 

. cada uno qe los proyectos. el programa que se seleccione debe 

c'ontribuir a obtener el benef icio económico máximo. el que 

será medido através del' valor presente neto total del 

programa de' inversiones' obtenido. 

4.2 ESTRUCTURA DE ANALISIS 

Designemos a X 
J 

x " j { 
Adquirimos esta 

misma natura 

-:; " 

corno la variable de qecisióri' definida como 
, .. 

1 
i " 

si el proyec~o jes acepatado 
'. ¡ 
.';1 

o en caso contr~rio 

forma binaria de la variable X 
J 

de los proyectos que estamos 

(4.1) 

debido a la " 
considerando, 

es decir, ningún proyecto será aceptado pal'cialmente, 

Antes de empezar a formar la función objetivo como las res

tricciones, es importante que hagamos las Siguientes observa-

ciones. la Tabla # 4.1 se tiene que los proyectos 5 y 

11 son proyectos mutuamente excluyentes. lo que implica que 

de acuerdo a la ecuación (3,4) tenemos que: 

x +X::;1 
" u. 

(4,2) 



~" ... 

. ,-"","-'~"'" 

Capital Disponible Empleos IE~er. Elec. Agua Gas Natural I 
Consto Opero (H. Iv.) I (lO"x gals.) (105 x p3/día I 

I . . 
(105 x U. M.) 

I 
4,000 20,000 6,000 400 I 9.0 350 

I 

TABLA 4.3 DISPONII3Il,IDAD DE LOS RECURSOS EXISTENTES PARA EL 

PROGRfuV~ DE INVERSION DE PUERTO VACM40NTE. 

f.-O 
o 

'" 
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es decir. uno de los dos será aceptado o tal vez ninguno. 

También se tien~' que los proyectos 7 y 12 son proyectos 

complementarios. Para eso. hace,os uso del acápite conside~ 

rado'para esta situaci~n. Por lo tanto. supongamos ~ue : 

a.- el costo de efectuar los proyectos 7 y 12 simultaneamente 

resulta 10 % menos que la suma de los costos 'de ,ambos 

proyectos efectuados separadamente: y 

b. - el valor presente neto de efectuar simul taneam~nte 'estos 

proyectos puede aumentar un 15 % más que la suma de los 

valores presente neto de ambos proyectos efectuados sepa

radamente. 

Luego llamemos 'a ese 'nuevo proyecto 

si'se acepta, los proyectos 7 y 12 

X 
1!S 

,son 
" ;, 

">t. ~, 
, , 

el cual ipdica ',que, 

aceptados,' en 'caso 

contrario. el proyecto 7 o el proyeóto 12 o ambos serán 

rechazados. Así, 'la ecuaci6n (4,3) nos sef'íala está si tuaci6n 

x + X + X.~ ~ 1 
7 12 .~ 

(4.3) 

La Tabla # 4.4 resume 

yecto : 

datos necesarios para el nuevo pro-

PROYECTO 

X 
15 

VPN 

350 

Tabla # 4.4 

EMPLEO 
COSTO CONSTo QpE;. E.E. AGUA G, N. 

945 6631 2040 171 390 111 

Requerimientos para el nuevo provecto 

,¡, 

." j 
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, 1 

Corno politica de la adrninistració~, deseainclu1r en este 

programa a lo sumo, aquellos proyectos que no han sido con-

clu1dos, corno los proyectos 1, 7 y 10. por lo tanto. 

guiente restricción contempla esta situación: 

la si-

(4,4) 

o sea. los proyectos 1, 7 y 10 serán seleccionados sirnul

taneamente. o dos, o uno, o ninguno de ellos. Por otro lado, 

si se desea que se contemple a lo sumo aquellos proyectos que 

contribuyen en apoyo de infraestructura, como lo son los pro

yectos 8, 9 Y 13, la restricción (4,5) similar a la anterior 

será : 

X+X +x':::3 
B P 13 

(4.5) 

Finalmente. para considerar por lo menos dos proyectos de ge

neración de divisas, se tiene la siguiente restricción 

lo que implica que al menos dos de estos proyectos son 

seleccionados dentro del programa, 

Teniendo en cuenta las po11ticas en forma de restricciones, 

procedemos a ~onstruir a las restantes : 

Costos Máximo de 4,000 millones de U.M., 

50 X 
1 

+ 150 X 
2 

+ 100 X
3 

+ :200 X.. + 700 x
5 

+ 300 X
ó 

+ 50 X7 + 

+ 100 X
lO 

+ 500 X .. + 1.000 X
12 

+ 20, X
13 

+ 700 X 
, B 

200 X
u 

+ 150 X 
P 

+ 945 X :$ 4.000 
15 

(4.7) 

Generación (Construcción): Máximo de 20,000 hombres, 

; 
1 

,.' ,,'-
, l,'·i' 

',: 

.;J , 



15 X 
1 

56 X 
7 

+ 658 X + 405 X 
2 3 

+ 6.650 X + 212 X 

110 

+ 749 X
4 

+ 

+ 135 X a p 10 

3\325 X~ + 

+ 2'.080 Xu 
O X + 5.365 X + 6.631 X 

13 14 15 
20.000 

: ," ,,' . 
;;, 

2.360 X
6 

'; 

+ 6.575 X
12 

'+ 

(4.8) 

Gener5'ci6n_F:mpleo (OperaGión): Máximo de 6,000 hombres. 

120 X + 260 X + 100 X + 850 X + 1.070 Xs + 282 X
6 

+ 40 X7 1 2 3 4 

+ 20 X + 50 X + 40 X + 1. 000 X + 2.000 X
12 

+ O X
13 

+ 
8 9, 10 11 

250 ,X + 2.040 X :f 6.000 (4.9) 
14 i~ 

Consumo de Energla Eléctrica Máximo de 400 M.W. , 

5.5 X + 4.5 X + 1.5 X + 2.5 X
4 

+ 80 X
5 

+ 6 X(5 + 1 X7 
+ 

i 2 3 

5 X + 
,., X + 1 X1Q + 148 Xii + 170 X· + O X

i3 + 15 X
14 + ~ 

B P 12 

171 X <: 400 (4.10) 
15 

Consumo de Agua Máximo de 9 millones de galones , 

0.8 X. + 0.2 X
2 

+ 0.35 X
3 

+ 0.40 X
4 

+ 1.6 X", + 0.8 X", + 

0.4 \ + O Xa + O X
p 

+ 0.10 X1Q + 0.40, Xii + 3.5 

+0.5X +3.9 
14 

X 
15 

9.0 

Consumo de Gas : Máximo de 350 millones de p3 /dia 

45 X + 10 X + 15 X + 
1 2 3 

0.2'X
4 

+ 28 X 
:! 

+ 78 X 
'" 

+ 61 

+ O X + O X + 35 Xu + 
9 10 

50 X 
12 

+ O X + 
13 

15 X
i4 + 

X
7 + 

111 X :,; 350 (4.12) 
1!:1 

O Xa 

Debido al hecho de maximizar eh beneficio económico que' se 

obtenga del program~; la funo{6n objetivo 
¡ 

la siguiente .~an~ra 
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MaxZ = 60 X + 100 X + 50 X + 75 X + 200 X + 100 X + 
1 2 11 4. 5 6 

5 X + 50 X + 50 X 
7 9, " 

+ 10 X
10 

+ 200 Xu + 300 X12 + 

O X .+ 45 X + 350 X (4.13) 
13 14 15 

4.3 SOLUCION (Algoritmo Aditivo de Balas) 

Una vez que han sido determinadas todas las restricciones 

[4.1-4.12) como también la ecuac n de la función objetivo 

(4.13), observamos que este problema resulta 'similar al 

(MBSPI) planteado en el capi tulo # 3, en donde n = 15 v T= 11 

(en este caso, el presupuesto es de un solo periodo). Por lo 

tanto, nuestro problema se puede resolver con el Algoritmo" 

Aditivo de Egon' Balas. Asi, este problema al que ,llamaremos 

Programa de Inversiones de Puerto Vacamonte (PIPVJ, debe 
, 

tomar la misma forma que el modelo (D). Para em'pezar.. la 

eipresión (4.13) debe ser transformada de acuerdo a (3.9). 

luego : 

- Min -Z = -60 X - 100 X - 50 X - 75 X - 200 X" - 100 X 
'1 2 3 4 6 

5 X - 50 X - SO X - la X
10 - 200 Xu - 300 X

12 7 R P 

- 45 X - 350 X (4.14) 
14 15 "o 

" ,.,. 

Así. de acu~rdo a (3.8), se tiene que. 

1, : 

{ 
, 
X 

X J . , - A 

J 1 - Y '. 
J 

",1 

j ~ 13 

j = 1,2, ... ,12,14,15 

, 

, 

" 

(4.15) 

en'donde X, 
J 

nos va a indicar el valor de X transformado de-

bido al algoritmo 

(4.14) resulta en 

J 
aditivo. Aplicando (4.15) a la expresión 

., , 

-, " 

"1 
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A A A A A A 

- Min -Z " 60 X + 100 X + 50 X + 75 X -+ 200 >:~ + 100 v 
A 1 A 2 A 3 A " A 

"ó 

:; X + 50 X + 50 X + 10 X + 200 X' + 
7 A O 

" " A 10 11 
300 X + 45 X + 350 X } + y (4.16) 

12 14 15 

donde Y " - 1.595. . 

Posteriormente aplicamos (4.15) a las restricciones 4.2-

4.12 l, Los valores obtenidos están resumidos en la Tabla 

4.5. 

Bajo las formas de la ecuación 14.16) y los valores de la 

Tabla 4.5 son introducidos en el programa en Turbo Pascal del 

Algoritmo de Balas. al que llamaremos PROGRAM BALAS. Al 

final capitulo se anexa el listado completo del mismo. 

4,4 RESULTADOp y CONCLUSIONES 

Una' vez introducido los valores anteriores dentro 'de PROGRAM 

BALAS, enco~tramos que este no es factible para estos 

parámetros, lo que nos lleva a pens,ar cuales restricciones 

ocacionan esta infactibilidad. Después de un estudio, " que. 

consiste en introducir una por una todas las " 
rest,ricciones, nos percatamos que ,la restricción No. 2 (g~ne

ración de empleos en la construcción) era la desigualdad 
~ , -, c·' 

infactible, Por lo tanto, decidimos~liminarlá' temporalmente 
,,", lí·" ' 

gel programa y luego correrlo. Úiefe'cto, una vez' réi3,Üzado!({ . l.' 
'este cambio, el programa es fatti ble. cuyo valQr~s" se 

1', 
.' , . ~ 

muestran en la Tabla 4.6. tranformado por (4.15). Se observa 

en esta tabla, que son rechazados los proyectos #'5 y 7; X 
1!l 

= O nos indica que no se acepta simultaneamente a los proyec-

tos # 7 Y 12, lo cual resul tao válido con lo establecido 

previo. Por lo demás, todos los valores satisfacen las poli-



.... 

u r~¡ " ~ 2 3 6 7 8 :11 12 N~ Reza. 1 4 5 9 10 
--¡-----------

1 Costes -50 -150 -100 -200 -600 -300 -50 -700 -150 -100 -500 -1000 +20 -200.. -945 

2 Corist. -15 -658 -405 -749 -3325 -2360 -56 -6650 -212 -135 -2080 -6575 o -5365 -6631 

3 Opar. -120 -260 -100 -85Ó· -1070 -282 ':'40 -200 -50 -40 -1000 -2000. o I -250 -2040 

4 E. El€ctrica * -55 -45 -15 -25 -800 -60 -10 -50 -20 . -10 -1480 -1700 o -150 -1710 

5 Agua • -80 -20 -35 -40 -160 -80 -40 O O -10 .. -40 -350 O -50 -390 

6 Gas' -450 -100 -150 -2 -280 -780 -610 O o o . -350 
i 

-500 o -150 -1110 I 
7 M. Excl. O o o o -1 o o o O O -1 O O O O 

8 Ccxupl. O O O O O O -1 o O O -1 O O o -1 

9 No. Concl. -1 O O O O O -1 O O -1 O O O O 1_ O 

10 Infr. O O o o o O O -1 -1 O o Q 1 O o 
11 Gen.Div. O 1 o 1 1 1 o O o· -.1:. O . 1 1 O O O 

. : ~··c . . 

TABLA 4.5 COEFICIENTES DE LAS RESTRICCIONES, UNA VEZ APLICADA LA EXPRESION (4.15) 

-0"'-'. 

(*) Los valores han sido TRANSFORMADOS a cantidades enteras. 
-.;~ : 

.' 

-~ .. ":; 

~~':' 
.'~ 

-7"':-;::.' " ... :. 

Recurso 

-1065 

-15216 

• -2302 

-2130 

-395 

-982 

-1 

-2 

O 

21 

4 

~ .... 
w 
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:. ., .' 

. X. Sol. Opt . 
J "','i 

, ; 
1 1 
2 1 
3 1 
4 1-
5 O 
6 1 
7 O 
8 1 
9 1 
10 1 
11 1 
12 1 
13 1 
14 1 
15 O 

F.O. 1,040 

Tabla. 4.6 SOLuctON opTIMA OBTENIDA ELIMINANDO 

LA RESTRICCION No. 2, 

ticas estipuladas, salvo en el restricci6n No. 2. 

, ,; , . . 
. . 

Nuestro problema radica ahora en determinar que aumento mi

nimo debe ser asignado al coeficiente del miembro derecho de 

esa restricción, de tal manera que no afecte el valor de la 

funci6n objetivo (F.O.), como también el vector de solución 

óptima. Para eso. haremos uso .del paquete LINDO, intro-

duciendo problema en su forma normal. La Tabla 4.7 

muestra el análisis de sensibilidad, particularmente a la 

restricción No. 2. Tenemos que 5,260 empleos más (+26.30%) 
-en la fase de construcci6n de los proyectos deben ser pro-

gramados a los 20,000 que originalmente se ofrecen '. para que 
. . 

obtengamos así .un mismo vector y un mismo valor en la función 

objktivo de 1,040 millones de U.M... Introduciendo el valor 

de 25,260 a PROGRAM BALAS, el vector solución corno-la funci6n 

l'. 

¡ 
, i 

, ';: 



coer. de La I 
Res l , No. 2 

20,000 I 

--~~ --- - -- - -- ---
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INCREMENTO 

PERMITIDO 

5.260 

, 
" 

DISldI 

PE,RM 
' , 

1.3 

NUC,ION '1 
ITIDA 

90 I 

Tabla 4.7 ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA 

LA RESTRICCION No, 2 

: 

: 

objetivo resultan iguales a los valores de la Tabla 4.6. 

Cualquier valor que se considere como disminución mínima de 

26,30% , nos da como resultado el programa de inversiones que 

se muestra en 'la Tabla 4.8 Estos resultados en comparación 
, 

con los resultados de la Tabla 4.6 indican el nuevo programa 

no incluirá el proyecto 12 y si incluirá el proyecto 7. el 

anterior programa realiza lo contrario. Coinciden los dos 

programas en tomar en cuenta el proyecto # 5 (Hierro Y 

Acero). En lo,referepte a la función objetivo. esta sufre 

una disminución de casi 28.36 % con relación al valor 

ant~rior. Esto sin duda es como consecuencia de la 

eliminación del proyecto # 12. que tiene precisamente el 

valor presente neto más grande de toda la lista de los 

proyectos. 

Si deseamos realizar una disminución en todos los recursos 

(manteniendo fijo el valor de 25.260), de tal manera que la 

solución obtenida en la Tabla 4.6 se conserve, un pequeffo 

análisis se sensibilidad nos conduce a afirmar que los 

recursos pueden ser disminuidos hasta un 5 % Con esta 
" , 

cantidad pOdemos asegurar el mismo programa' y por 

consiguiente mismo valor de,la función Objetivo dado en la , 
Tabla 4.6. 

,2;,-
~< . 

\'. , 

.' ' 

',,'1 
,') 
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X. Sol. Opto 
J 
.. _--~. 

1 1 
2 1 
3 1 
4. 1 
5 O 
6 1 
7 1 
8 1 
9 1 . 

10 1 
11 1 
12 O 
13 1 
14 1 
15 O 
F.O. 745 

Tabla -4.8 SOLl.1CION OPTIMA OBTENIDA CONSIDERANDO 

VALORES MINIMOS DE 26.3096 A LA REST. 1'10.2 

Conclusiones 

Con los resultados obtenidos en la sección anterior,llega

rnos a las sigúientes conclusiones. Consideramos que el pro

grama de inversiones (PIPV) de Puerto Vacamonte. e? el que 

contiene los' siguientes proyectos 

- Trigen - Instalaciones Marítimas 

- Cemento - Propiedades Industriales 

- Furfural - Fundidora de Aluminio 

- Fibra de Polvester - Petroquí. mica 

- Fertilizadora - Linea de Transporte 

Potabilizadora agua - Refinerí a de ?etr61eo 

, 
• Se considera 2 de los 3 proyectos ~ue:no han sidó terminados¿ 

LOS'·. j pr:o;'/~ctos es decir, Irigen.y Propiedades Industrial~s. 

que contribuyen de apoyo en infrae;t¡'-u~tura. o sea, los " pro-'. ,. 

, 
, I 
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yectos : Potabilizadora de Agua, Instalaciones Marí timas y 
'.¡ 

Linea de Transporte son tomadós en cuenta dentro del prgrama. 

Además. se consideran por 10 menos 5 de los 6 proyectos pro

mueven generación de divisas. los que son : Cemento,. Fibra de 

Polyester. Fertilizadora, Fundidora de Aluminio v Petroquimi-

ca. 

Este programa produce un beneficio económico de 

millones de unidades monetarias Este valor representa el 99% 

del obtenido por medio 

El programa toma en cuenta la '~condici6n 
excluyentes en los proyectos Hierro~:Acero 
Aluminio, realizandose el último proyecto. 

y 

, 

de . mutuamente'. 

Fundidora de 

Asi mismo, se' 

considera la naturaleza conplementaria en los proyectos 

Planta Eléctrica y Petroquimica. estableciendo solo el óltimo 

proyecto y rechazando el primero. 

A este programa se le puede considerar una disminución en 

todos los recursos hasta un 5% • salvo eñ el caso de la can

tidad de generación de empleos en la fase de construcción de 

los proyectos y de esta forma poder obtener mismo programa de 

inversiones y un beneficio económico máximo; cualquier valor 

mayor a 5% , PROGRAM BALAS da infactibilidad. 

Establecimos un aumento de 26.30 % a lo dado como meta en 

empleos en la etapa de construcción de los provectos. Este 

aumento estará reflejado en 5,260 empleos más, lo que podrá , 
ocacionar otros tipos de decisiones de i ndole económicas, 

administrativas y sociales. Sin embargo, se podrá considerar 

un porcentaje menor a 2ó.3, pero generará otro programa de 

inversiones y por consiguiente un menor valor en el beneficio 

económico. Dicho programa de inversiones y el valor de la 

función objetiVO se muestra a continuación : 

, '" 
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- Tringen - Planta Potabilizadora de 

Agua 

- Cemento - Instalaciones Maritimas. 

- Furfural - Propiedades Industriales 

- Fibra de Po1yester - Fundidora de Aluminio 

- Fertilizadora - Linea de Transporte 

- Planta Eléctrica Refineria de Petróleo 

y F.O. = 745 millones de unidades monetarias. 

Ambos programas coinciden en considerar el 85.727. de la lis

ta propuesta de provectos para Puerto Vacamonte, situación 

que resulta muy favorable al momento de tomar una decisión. 

El hecho de aumentar un 26.30% al número de empleos durante 

la construcción. puede estar sesgada probablemente por el 

aspecto de considerar el "nuevo proyecto" (unión de los pro

yectos # 7 v 12) e introducir nuevos valores en la mayoria de 

las restricciones y la función objetivo. 

'" ,> ' 

j' 1 



PROGRAM BALAS 
LABEL 10,20; 
T'iFE 

119 

l INPUT, OUTPUT) ; 

ARRAY[l. ,31,1 .. 78] OF INTEGER; 
= ARRAY[I .. 31] OF INTEGER; 

ARRMN ~ 

ARRM 
ARRN 
ARRNl ~ 

= ARRAY[I .. 78] OF INTEGER; 
ARRAY[l .. 79) OF INTEGER; 

VAR 
N,M,N1,INF 
A : ,ARRMN; 
B : ARRM; 
C,X ': ARRN; 
FVAL : INTEGER; 

INTEGER; 

EXI3T :' BOOLEAN;' , ', 
ALFA,BETA,GAMMA,I,J,MNR,NR,P,R,Rl,R2,S,T,Z 
y , W; ZR : ARRM;' 
11 , JJ :){X : ARRN; 
RK : ARRN1; 

BEGIN 
WRITE, (' NUMERO IN) DE VARIABLES ~' 
READ (N); 

WRIrE ( , NUMERO (M) DE RESTRICCIONES ~ 
READ (M); , 
WRIrE ( 'ENTERO curo VALOR ES N+1 ~ 

READ (NI): 
WRITE ( 'ENTERO POSITIVO GRANDE = 
READ (INF); 

, ) : 

, J; 

INTEGER; 

I ) : 

WRITELN ( 'MATRIZ DE COEFICIENTES DE LAS ,RESTRICCIONES ,'); 

10: 

FOR 1:=1 TO M OC> 
FOR J:=1 TO N DO 

,;, : 
,\'1,!" , REAOLN (A[I,J]); 

WRITELN (' VECTOR DE LOS RECURSOS DISPCiJ':Í,!BLES '); 
FOR J:=1 TO M DO 

READLN (B[J)); 
WRITELN (' VECTOR DE LOS BENEFICIOS NETOS '); 
FOR 1:=1 TO N DO 

REAOLN (C[l)); 
FOR 1:=1 TO M DO Y[I):=B[I); 
Z: =1'; 
FOR J:=1 TO N DO 
BEGIN 

XX[J):=(>; 
Z:=Z+C[J) 

END: 
FVAL:~Z+Z; 
3:=(>; T:=O; Z:=(>; 
KK(1]:=0; 
EXIST:=FALSE; 

P:=O; MNR:=O; 
FOR 1:=1 TO M DO 
BEGIN 

R:=Y(1) ; 
IF R < O THEN 
BEGIN 

P:=P+1; 
GAMMA: =0; , 
AL,A:~R; 

BETA:=-INF; 

,_ i 
],\ e ( 

, ',1 

I , ~ 

"" 



IF XX[J] ,= o THEN 
IF C[J]+Z )= FVAL THEN 
BEGIN 

XX[J]:=2; 
KK[S+lJ :=KI\[5+1]+1; 
T: =T+1; 
.JJ[T]:=J 

END 
ELSE 
BEGIN 

R1:=A[I ó .J]; 
IF R1 , o THEN 
BEGIN 

ALFA:=ALFA-R1; 
GAMMA:=GAMMA+C[J] : 
IF BETA < R1 THEN BETA:=R1 

END 
END; 

IF ALFA. O THEN GOTO 20: 
IF ALFA + BETA , O THEN 
BEGIN 

IF GAMMA+Z )= FVAL THEN GOTO 20: 
FOR J:=l TO N DO 
BEGIN 

R1:=A[I,J]; 
R2: =XX [J] ; 
IF R1 , O THEN 
BEGIN 

IF R2 = O THEN 
BEGIN 

XX[.J):=-2; 
FOR NR:=l TO MNR DO 
BEGIN 

ZR[NR] :~ZR[NR)~A[W[NR] ,J]; 
IF ZR[NR] , O THEN GOTO 20 

END 
END 

END 
EL SE; 

IF R2 , O THEN 
BEG1N 

ALFA:=ALFA-R1; 
'( 

IF ALFA , O THEN GOTO 
GAMMA:=GAMMA+C[J) ; 
IF GAMMA+C[J) )= FVAL 

END 
END:' 
MNR:=MNR+1; 
W[MNR) :';1; 
ZR[MNR] :=ALFA 

END 
END; 

END 

IF P = O THEN 
BEGIN 

FVAL:=Z: 
EXIST:=TRUE; 
FOR J:=l TO N DO 1,'i,). 

20: 

THEN GOTO 20 

, '. ~ 

IF XX[J] = 1 THEN X[J):=l ELSE X[.J]:=O; 
GOTO 20 

END; . 
IF MNR = O THEN 
BEGIN 

P:=O: 
GAMMA:=-INF: 
FOR J:=l TO N DO 

'. ,·',1 
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; 
, 



--------.-------------------------.-~ :~-~------~.,---~ 

20: 

IF XX[J] = o THEN 
BEGIN 

BETA:=O; 
FOR 1: = 1 TO M DO 
BEGIN 

R:=YlI]; 
R1:=A[I,J]; 

¡",O, 

" l, 
'. ':,1 

IF R ( R1 THEN BETA:=BETA+R-R1 
END; 
R: =C [J] ; 
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IF (BETA ) GAMMA) OR (BETA = GAMMA) AND (R < ALFA) THEN 
BEGIN 

END 
END; 

ALFA:=R; 
GAMMA:=BETA; 
P; =J 

IF P = O THEN GOTO 20; 
S:=S+l; 
KK[S+lJ:=O; 
T:=T+1; 
JJ[T) :=P; 
II [S] : = 1; XX [P] : = 1 ; 
Z:=Z+C[P]; 
FOR 1:=1 TO M DO 

Y[IJ :=Y[IJ-A[I,PJ 
END 
ELSE 
BEGIN' 

S:=S+l; 
II[S]:=O; KK[S+l]:=O; 
FOR J:=l TO N DO 

IF XX[J] < O THEN 
BEGIN 

T:=T+1; 
JJ[T):=J; 
II [S]: =II [SJ-1; 
Z:=Z+C[Jl; 
XX[J] :=1; 
FOR 1:=1 TO M DO 

Y[I]:=Y[I]-A[I,J] 
END; 

END; 
GOTO 10; 

':, 

FOR.J:=l TO N DO 

'1 

IF¡ XX [J] < O' THEN XX [J] : =0; 
IF S ) O THEN 

REPEAT 
P: =T; 

'T: =T-KK (S+l]; 
FOR J:=T+1 TO P DO XX[JJ[J]] :=0; 
P: =ABS(II [S]); 
I<K[S]:=KK[S]+P; 
FOR J:=T-P+1 TO T DO 

'BEGIN 
P:=JJ[J]; 
XX[P]:=2; 
Z:=Z-C[P] ; 
FOR :[: '" 1 TO M" DO 

Y[IJ:= Y[I]+A[I,P] 
END; 
S:=S-l; 

UNTI L (11 [S+ 1] < 0) OR (S = O); 
IF S ) O THEN GOTO 10; 
WRITELN; 

-------~ -

. ~ . " 
:~ , - I • 

: 

1,", 

"-, . 

'j :. 

,. 
'. 

., 
" r~ 



writeln ( , --- -_. H ü J A D E R E S U L T A D (J S .------ '); 
WRITELN; 
WRITELN ( '--VECTOR DE LA SOLUCION OPTIMA (Transformado) '); 
FOR ,1: =1 TO N DO 

WRITELN ( .. X[n = 
WRITELN: 

',X[JJ,' J :::: ' • .J): 

WRITELN ( 
WRITELN ( 
WRITELN; 
WRITELN ( 
WRITELN ( 
WRITELN; 

VALOR OPTIMO DE LA FUNC, 08J. : '.FVAL); 
TI ENE SOLUCION EL PROBLEMA = '. EXIST) ; 

NUt1ERO DE VARIABLES (N) = '. N) ; 
NUMERO DE RESTRICCIONES (M) = '.M); 

WRITELN (' •••• MATRIZ DE COEFICIENTES DE LAS RESTRICCIONES •••• 
WRITELN; 
FOR 1:=1 TO M DO 
BEGIN 

FOR J;=1 TO N DO 
WRITE ( A[I.Jl:6); 
WRITELN 

END; 
BEGIN 
WRITELN; ___ , 
WRITELN (' ----VECTOR DE RECURSOS '); 
FOR J,:1 TO M DO 

WRITELN ( . B[l .. Ml = .. B[J]," J = '.J) 
END; 
BEGIN 
WRITELN; 
WRITELN (' --~- VECTOR DE BENEFICIOS NETO '); 
FOR 1: =1 TO N DO 

WRITELN (' C[1 .. Nl = ',C[1],' 1 ~ ',1) 
END: 

END. 

..: ,l. 

, '¡'{'. 
.'" ¡ 

- ,,',j 
-

• '1 • , . 

¡ .. 

I 

:h 

:'. 

'. 



CONCLUSIONES. 

En el desarroflo de este trabajo. hemos observado; que el 

problema de los inversionistas al asignar sus principales 

recursos, siempre estari orientado a obtener mayores y 

mejores beneficios de los que tiene en ese instante. Para ".: 

lo.rar un uso adecuado [óptimo) 

inversioni~ta ~ebe 'apoyarse de 

:.de '" dichos 

mé,todos. V 

r,ectirsos; 

eláboradas. Son variados los método~i,'y técnicas que esítán 
"1, ' 

,a ,: 
J: 

su servicio v en Dart icular. este trabajo nos ha llevado' í • 

conocer Y desarrollar algunos de' los. La Investigación 

Operaciones Dor medio de la Programación Matemática, 

elaborado modelos tendientes a fortalecer la toma 

decisiones en inversión y uno de los autores que mayor 

contribuido en este aspecto es H. Martin Weingartner. 

modelo de selepción de inversiones de variables binarias 

Weingartner, permite manejar situaciones conflictivas 

respecto a la importancia de los 

inversionista. 

proyectos para 

de 

,ha, 

de 

ha 

El 

de 

con 

un 

El ejemplo de aplicación nos mostró que el uso de modelos 

matemáticos en la solución de 'una problemática de 

inversiones. logra cuantificar un objetivo trazado por la 

empresa, es decir, la maximización del beneficio económico 

(valor presente neto) del programa seleccionado. Sin 

embargo, es importante señalar. que el proceso de toma de 

decisión no debe basarse totalmente en los resultados que se 

obten.an del modelo; es conocido Que la decisión final se 

apoyará considerando otros elementos particuleres a la 

empresa. 

El Algoritmo Aditivo de Egon Balas, codificado en lenguaje 

Pascal, nos proporCionó una técnica de solución para resolver 

" 



124 

nuestro modelo. A pesar de la alta velocidad de resolución 

de este aleoritmo, encontramos que los datos originales del 

ejemplo considerado, no genera un programa factible como era 

de esperar. Sin embargo, solucionada esta situación, podemos 

concluir que este algoritmo contribuye de apóyo técnico a la 

solución de modelos con variables binarias. Es importante 

reconocer las modificaciones efectuadas por F. Glover y A. M. 

Geoffrion a este algoritmo, elemento este que logra acelerar 

el proceso iterativo. 

La amplia información en el tema de inversiones y sus 

modelos. dificulta que se elabore un análisis sistemático con 

el objeto de comprender el horizonte de acci6n de este 

concepto.. Recoeer esa informaci6n y presentarla en este 

trabajo. no ha sido una tarea fácil y estarnos convencidos que 

nuestro mayor aporte al mismo. radica en el esfuerzo ordenado 

para plasmar la idea central. 

Motivado por el tema Y reafirmando nuestro interés. deseamos 

Que este trabaio orieine nuevos estudios sobre el modelado 

del problema de inversi6n. El modelo que se utiliza aqui. 

considera condiciones de certidumbre en todos los valores, es 

decir, la matriz de costos, el vector de recursos disponibles 

v el vector de los beneficios económicos son valores 

conocidos de antemano. Sin embargo. en muchos casos de 

selección de proyectos de inversi6n en la vida real. se 

eeneran situaciones donde se presenta la incertidumbre en 

algunas de estas cantidades. El estudio de F .. Hiller se 

menciona la condición aleatoria en el valor presente neto de 

los provectos. pero con relaci6n al comportamiento 

estocástico de los valores de la matriz de costos ylo el 

vector de recursos. se conocen muy pocos trabajOS. Por lo 

tan~o. vemos en este campo elementos que pueden ser 

utilizados en investigaciones posteriores, con el objeto de 

elaborar modelos que sean aplicados á situaciones reales. 
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