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PROLOGO

El estudlo de series de tiempo resulta de sumo Intoréa en varlas disciplinas;

diversos autores han propuesto diferentes modelos con el fin de poder explicar su

" comportamlanto. Entre los delos que se pl para tal fin, se encuentran los

Modelos Linesles Dinémicos, estos modelos se pr tan en un articulo de Harrison y

Stevens, el cudl se ha empleado como fuente principal de Informacién en la
elaboracién de este trabajo.

En la formulacibn de los Model tinoal Dinéml se plean las
rolaclones recursivas dadas a travée de los Flitrop de Kalman, mismae qus permiton la
i6n de las distribuci de probabilidad do fos parimetros.

La prosantacién que de sstos modeolos se hace, so enmarca dentro de un
contexto Bayeslano, en al cuél se utllizan probabllidades subjetivas o personales.

En el Capitulo V da esta tesls, s muestra la formulacién de estos modelos,
au relacién con los Flllron de Kaiman y se pr tan algunos ejemplos de jel

. que p se como Modolos Linaales Diniml cubrléndose
de esta manera el objstive prlnclpal de este trabajo.

Adlcionatimente se pr on los Capltulos Il y IV algunos estudios, que
sobre Modelos ARIMA, han hecho distintos autores dentro de un contexto Clésico y
B lano, respacti Se pr estos con el fin de llustrar cémo
puldon relacionarse éstos con. e! blacimiento de Modal Linealos: Dind 6
Asimisimo en’ | Capituio il se proporcionan algunas definiciones que son relevantes en

ol astudioc de series de Hompo.

Algunas caracteristicas que presentan las prediccicnes, asi como clertas
conslderaclones que deben hacerse cuando se predice o pronosuca, s8¢ comentan en
o) primer capitulo de este trabajo. Ademés en é! se delos que se
han utllizado para. pronosticar saries de llampo..sxpllcnndo a- grosso modo su
!unclunnmlonto

En la parte final do ésta tesis se p ta un elemplo de la aplicacién de
a un sorie. de tlempo especHica. Tamblén se plantean las
conclusionas qus obtuvo fa autora sobre fa mlema. Finalmente, aparece un ‘spéndice .
on ol qus sa han ublcado algunos téplcos que’ puedon sor do Interés para el lactor do

aste tvaba]o.

adal L 10n Dirdmi




EL PROBLEMA DE. PREDICCION



CAPITULO 1. E]l Problema de Prediceién

1.1 Conceptos Basicos

Debido a que en esie trabajo se utilizan con frecuencia algunos términos, creemos
necesario dar una idea general de los mismos.

SERIE DE TIEMPQ. Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones de
una variable particular, ordenadas respecto del tiempo. Algunos ejemplos pueden ser:

— La serie formada por Jos precios scmanales de un artfculo.

-~ La serie compuesta por les temperaturas diariss de una regién.

- La serie formada por los indices de inflacién mensuales del pafs.

~ La serie compuesta por ¢l niimero de egresados cada afio de una cierta
licenciatura.

— etc.

PREDECIR. Entenderemos este término en un sentido un tanto distinto a lo
que comiinmente se enticnde por él. Generalmente la prediccién se asocia con el anun-
ciamiento de cualquier evento futuro. En este trabajo cuando decimos que vemos a
predecir el valor de une variable, nos referimos a que vamos a tratar de averiguar el
comportamiento de esa variable en un periodo de tiempo especifico y vamos a proporeio-
nar un valor (o rango de valores) que probablemente tenfs, tiene o tendr4 en ese periodo,
en base a la informacién que tencmos de la variable, hasta este momento. Como puede
observarse, el periodo especifico & que nos referimos no necesariamente tendrd que estar
ubicado en el futuro.

PREDICCION O PRONOSTICO. Usatemos e término prediceién en dos sen-
tidos: como la accién de predecir y como el proeducto de esa accidn, Ademds cuando
nos referimos al producto, utilizaremos los términos prediccibn y pronéstico en forma
indistinta. Cabe mencionar y hacer hincapié en el hecho de que el ejercicio de prediecién
no sélo se realiza a futuro,



1.2 Introduccién

Cuando se cuenta con informacién acerca de una variable que nos interese, re-
sulta atractivo tratar de entender el comportamiento que ha venido mostrando ésta;
un problema que resulta interesante, es tratar de averiguar el comportamiento de esta
variable en otros periodos de tiempo sobre los cuales no tenemos ningiin tipo de in-
formacién. Nos interesa predecir, posiblemente, porque algunas de las decisiones que
vayamos & tomar o que tomardn Jas personas para las cuales hacemos el estudio, es-
tardn fuertemente relacionades con aquellas condiciones que tratamos de predecir en
tales periodos. Estas decisiones pueden ser tan simples como el decidir que tipo de ropa
vestirermos mafiana -tal decisién se verd influenciade por el clima que oimos ha sido
proncsticado-, ¢ tan complejas como administrar los recursos de alguna institucién en
base & los pronésticos renlizados sobre los ingresos y egresos que esa institucidn tendré.

1.2.1 La Importancla de la prediccién

Pronosticar es una actividad muy importante en muchos tipos de orgenizacio-
nes, ya que las predicciones pueden incorporarse al proceso de toma de decisiones. La
importancia de predecir puede verse de varias formas, por ejemplo: un gobierno puede
y debe predecir factores de diversa {ndole o nlgunas caracterfsticas de estos factores, que
sean de vital importancia para el desarrollo de su pafs, ya que de esa manera podr4 for-
mular Jos lineamicntos que va a seguir en adelante. A una institucién educativa podria
interesarle pronosticar el ntmero de alumnos que ingresardn en un afio determinado
para poder tomar decisiones concernientes a los recursos que destinard a cada una de
sus 4reas de estudio.

Ademas de lo ya mencionado, podemos agregar que, otro de los propésitos al
realizar predicciones es obtener un conocimiento previo sobre los eventos inciertos o
desconocidos que son importantes para tomar decisiones a corto o large plnzo, de los
cuales conoceremos su valor hasta que transcurra cierto tiempo.

Esg necesario destacar que no sélo el problema de prediceién es relevante como
parte de un proceso de toma de decisiones, en este contexto puede resultar mis im-
portanie juzgar la calided de una prediccién, ya que por ejemplo, conseguir “buenas
‘ predicciones” ocasionard, generalmente, que las decisiones que tomemos a partir de
ellas sean més acertadas.

Para poder preparar una prediccién —la cual queremos que sez juzgada como
“buena”—, necesitaremos del estudio y andlisis de la informacién disponible sobre el
fenémeno o factor que descemos. predecir y/o de la-opinién de un ezperto o ezpertos.
Afin cuando en un proceso de prediceién, se consideren como “buenos® los prondsticos
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que hayamos hecho, es necesario recordar que cuando predecimos, estamos acarreando
incertidumbre en todo aquéllo en lo que involucremos a tal prediccién, puesto que no
tenemos el valor real del fenémeno que desecamos pronosticar, Es por esta razén que
resulta conveniente destacar algunas de las caracterfsticas inherentes a las predicciones.

1.2.2 Caracter{sticas que presentan las predicciones

Las predicciones (o pronésticos) tienen caracterfsticas que son inherentes a clias,
caracterfsticas que deben tomarse en cuenta cuando los pronésticos vayan a usarse. Las
predicciones son incorrectas en su meyorfs. Aunque muchas personss reconocen el
hecho, existen otras que hacen proyectos con los prondsticos que tienen y no estén
nlertns ante los posibles errores que pueden ocurrir.

Es por ello recomendable actualizar constantemente la informacién que se tenga
sobre el asunto, reemplazando el valor de la observacién que se vaya obteniendo por su
correspondiente prediccién, ademés de incorporarlo también 2l volumen de informacién
que se tiene para hacer les subsecuentes predicciones. Los predicciones deben darse en un
ango, de modo tal que, junto con la prediceién tentative, vaye asocieda la estimacién
del error que pueda tenerse, Otra caracterfstica relevante es la pérdida de exactitud
que se tiene a medida que se realizan los pronésticos para periodos més alejados en
el horizonte de tiempo. Paralelamente, podemos esperar que el error de prediccién se
reduzen cuando hagamos predicciones para periodos de tiempo mds préximos.

Algunas sugerencies que hacen Sullivan y Claycombe(1677) en su libro fundamentals
of Forecasting son las siguientes:

El analista debe conocer su 4reas, es decir, debe tener un conocimiento adecuado
de los hechos que ocurren en su campo de trabajo, del medio ambiente que rodea al
evento que desea predecir. Una “buena prediccidn” involucra conocimiento sobre ten-
“dencias histéricas, factores geograficos, correlaci6n en algunos indicadores econémicos

(en algunos casos), factores politicos, psicolégicos, técnicos o econémicos que influyen

en aquello que se deses predecir.

Las predicciones se basan en suposiciones. Ls persona que predice debe conocer
y estar preparada para establecer sus suposiciones. Estas deben referirse a factores
sobre log cuales no se tiene control o no s¢ estd en posibilidad de hacerlo, asf como a
aquellos factores que sf pueden controlarse.

Al realizar una prediccién debe tenerse un propésito en mente, el cual puede.
“establecerse en términos de las preguntas que ge deseen responder. Teriendo la in-
formuneién en ln mano, el analistn debe desarrollar una hipétesis o solucién tentativa,
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misma que debe probar en ¢l transcurso de su estudio, La informacién relacionada con
I hipétesis debe ser recolectads cuidadosamente, depurdndose posteriormente.

Cuando se posee informacién numérica, es recomendable graficar los datos, a
fin de obtener una visién preliminar del comportamiento de los mismos. Mediante este
sencillo andlisis se pucde averiguar si los datos presentan alguna tendencia, si se notan
ciclos o bien si existen observaciones “eztrarias”. Ninguna prediccién debe aceptarse
como final. Toda prediceién debe revisarse constantemente. Cada nuevo dato u obser-
vacién contribuye a la conflabilidad o desconfianza en las hipétesis usadas.

1.3 Métodos de prediccién

Existen metodologfas para poder predecir o pronosticar un evento, en particular
¢l valor futuro de una serie de datos, El método o los métodos que se decidan usar
dependerdn de la aplicacién especial o problema especifico que se tenga entre manos.
Es probable que, por el monto de informacién digponible, la gama de modelos a los
que se pueda recurrir se limite, ya que las distintes metodologfas exigirédn, implicita o
explicitamente, un grado 1nenor o mayor de informacién. Los métodos de prediceidn
han sido clasificados por sus caracterfstices; sin embargo, ia clasificacién no es esténdar,
por ejemplo, Bowerman y 0’Connell{1070; 18-21) clasifican a los métodes de prediccién
de la siguiente manera: ’

A. Métodos Cualitatives. Utilizan la opinién de expertos para realizar las pre-
dicciones, Dentro de estos métodes se encuentran:

Ajuste Subjetivo de Curvas
Cualitativos { Método Delphi o Téenica Delphos
Comparaciones Tecnolégicas

‘ B. Métodos Cuantitativos, Estos métodos necesitan de informacién numérica
para poder realizar las predicciones. En este grupo se encuentran:

Modelos de Series de Tiempo

Cuanhtatwoa{ Modelos Cuusales

Para Bowerman y Q'Conrell, los métodos cualitativos son aquellos métodos
que usan lo opinién de “exzperios” parn predecir eventos futuros. Consideran que son
convenientes cuando se tiene acceso a Ia8 personas calificadas como: “expertos” y sobre
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todo cuando la informacién numérica histdriea no estd disponible o es escasa. Los
métodos cuantitativos consisten en el andlisis de informacién histérica a fin de predecir
valores futuros de la variable de interés, Nelson(1973; 1-11), por su parte, clasifica a
los métodos de prediccién en distintas categorins, a saber:

A. Prediccién Subjetiva. Uso de la intuicién del que predice cuando cree que
éstn es mejor que cualquier funeién matemdtica de prediccién, o bien, cuando requiere
de un pronéstico inmediato; en su caso, cuando no puede costear et uso de otra téenica.

B. Modeles Estadfsticos y Mateméticos.

£} Modelos Estructurales y Econométricos. Un modelo estructural es un con-
junto de funciones mateméticas que representan relaciones causales entre un conjunto
de variables; cuando el modelo incluye un término de perturbacién se conoce como mo-
delo estadistico, y cuando se desarrolla en un contexto econdmico recibe el nombre de
econométrico.

i) Modelos Determinfsticos. Son aquellos modelos que tratan a ls varisble
que se¢ desea predecir, como una funcién deterministica del tiempo.

4i1.) Tormulas de Prediccién Ad-Hoc. Son aquellos modelos mateméticos que
se desarrollun de acuerdo a las necesidades particulares de cada problema, sin tratar de
justificar formalmente la metodologia empleada.

) Andlisis de Series de Tiempo. Son modelos en los cuales, los valores

que toma la variable de interés en los distintos tiempos (o una transformacién de los

- mismos), son considerados como una funcién de ellos mismos 86lo que en periodes de
tiernpo distintos, mds un término aleatorio o de error.

A continuacién desctibiremos algunas de las téenicas de prediccién, tratando de
unificar las clasificaciones mencionadas anteriormente; cabe aclarar que no pretendemeos
dar una nueva clasificacién de las técnicas.

1.3.1 Modelos Mateméticos y Eetadfsticos

Cuando se trabaja con informacién numérica generalmente se hace un andlisis
del comportamiento que tienen los datos respecto del tiempo o, si se cuenta con la
informacién, respecto de otras variables. Se trata de identificar, por medio de alguna
metodologfa, una estructura que permita determinar los valores futuros de la variable
de interés, Esta estructura se trata de establecer en términos mateméticos.
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1.3.1.1 Modelos Econométricos

El uso de estos modelos involucra la {dentificacién de variables que estén relacio-
nadas con la variable que se desea predecir, ¥ que ademés puedan, en un momento dado,
explicarla. Después de que se ha hecho tal identificacidn, el siguiente paso es establecer
un modelo matemitico que represente las relaciones existentes entre tales variables; de-
bido a que se trata de identificar una estructura matemética entre lzs variables, o estos
modelos se les designa, en ocasiones, como estruclurales,

La etapa posterior es predecir, considerando los valores que llegardn a tornar
tas variables explicativas; en ocasioncs, por 1o contar con los vanlores reales de estas
variables, es necesario introducir valores estimados de las mismas, sin embargo, la validez
de Ins predicciones disminuye si no se ha hecho explicita, en el modelo, la suposicién de
que se consideran valores estimados.

Debido 2 que en numeroses ocasicnes es dificil contar con los valores reales de
las variables explicativas, frecuentemente se recurre a ejercicios de simulacién, los cuales
permiten analizar diferentes escenarios obtenidos por la variacién de los valores de las
variables explicativas,

Fstos modelos son diflciles de formuler en la préiciica, pues es necesario contar
con bastante informacidn, ya que no sélo se necesita tenerla sobre la variable de interéds,
sino también sobre lna variables explicatives. Por ests razén, en miltiples ocasiones, la
habilidad para poder predecir & la variable de interés dependerd de la habilidad para
predecir a las otras variables.

Una gama importante de estos modelos la constituyen los modelos de regresién
lineal; la utilidad de estos wmodelos se ha constatado en numerosas ocasiones, sin em~
bargo, cuando el objetivo es predecir series de tiempo, resultan insuficientes para este
propdslto debido a que las lupétes:s de lag cuales parten estos modelos no son satisfechas
por las series de tietnpo (p. ¢j., el supuiesto de no correlacién en los errores)!.

1.3.1.2 Modelos Determinfsticos

A los modelos que consideran que la variable de interés o de respuesta es una
funeién determinfstica del tiempo se les conoce como Modelos Deterministicos. Estos
modeloa consideran que si la serie de observaciones hechas en el tiempo se denotan por

21,29,.., 2n €ntonces existe una funcién f tal que z = f(t); ¢t = 1,2,3,...,n.

1pare mayor Informacién sobre catos modelos vedae Draper y Smith {1981),
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Una eleccién comiin para f, es suponer que f es un polinomio en ¢, esta cleccién estd
motivada por el Teorema de Aproximacién de Weierstrass, el cual menciona que toda
funcién continua puede aproximarze por un polinomio.

Uno de los problemas que se presentan, es determinar el grado apropiado del
polinomio. Sabemos que si se tienen n observaciones, existe un polinomio de grado,
a lo més, n — 1 que se ajusta exactamente a los puntos dados por esas observaciones,
Sin embargo, puede resultar que algunas de las potencias de # sean poco importantes
en la evolucién de z; y por otra parte, si nosotros usamos el polinomio resultante para
pronosticar més all4 del periodo muestral, tendremos errores en la prediceién, de los
cuales el modelo no nos proporciona informacién alguna, En forma alternativa podemos
optar por un polinomio de grado menor. En una situacién asf el polinomio no se ajusta
exactamente a todos los puntos generados por las observaciones, por lo que se hace
necesario introducir un término de perturbacién que refleje esta situseidén, de este modo
recurrimos nuevamente & métodos estadfsticos para poder resolver ¢l problema.

Otro modelo deterministico usado con frecuencia, es el modelo de crecimiento
“exponencial z = f(t) = Ae® donde A y « son constantes. Con este modelo los
problemas son similares al anterior y adin pueden ser més agudos debido al acelerado
crecimiento que presentan; sin embargo, pueden resultar ttiles cuando se desea predecir
a intervelos de tiempo muy cortos.

.1.3.1.3 Modelos ARIMA

Descritos a grosso modo los modelos ARIMA consideran que cada observacién
de Ia serie de tiempo?® es una combinacién lineal de observaciones y perturbaciones
aleatorias ocurridas en periodos distintos, asfl como de perturbaciones aleatorias tenidas
en el periodo presente. En términos matemdticos, un proceso ARIMA tiene In forma:

=p+ ¢1z¢_1 Foai+ pTr—p +ug ~ T Ogue—g

donde (Ug { ¢ € Z} es una sucesién de variables aleatorias independientes con media
cero y varianza comiin 6%,

En este trabajo se consideran dos formas de conseguir predicciones a través de
estos modelos, las cuales dependen del enfoque de probabilidad que se esté empleando:
un Enfoque Cldsico o un Enfoque Bayesiano.

2Eus observacién puede sar prod de dil 1 Ucadas & valores de la serle do tiempo en

cuestida,



1.8.1.4 Modelos Lineales Dindmicos

Estos modelos se emplean en la prediccién de series de tiempo y sc definen a
través de Jas relaciones de recurrencia de los filtros de Kalman.. Se estudian con detalle
en el dltimo capftulo de esta tesis. Se ubican dentro del Enfoque Bayesiana.

1.3.2 Otros métodos de prediccién

Algunas personas que desean predecir una situscién futura, en ciertas ocasio-
nes, por causns que enunciaremos més adelante, recurren & metodologfas que utilizan
la opinién de ezpertos para poder predecir algin evento futuroa. Estos métades son ade-
cuados ¢n situaciones en las cuales se pueda contar con la eyuda de los “ezpertos”, pues
en case contrario la aplicacién del método no tendrfa sentido. Algunas de las razones
por las cuales se utilizan estos, son la siguientes:

- — Cuoando el evento que se intenta predecir no es de fndole numdérica. Por
ejeraplo, predecir la politica que seguird un nuevo gobierno, o bien, la forma de vida de
- sociedades futuras y otros problemas similares.

~~ Cuando Ia persona que predice o pronostica considera que recurrir a la
opinién de personas calificades tiene meyor validez que alguna técnica matemdtica co-
nocida por ¢}, debido a las caracter{sticzs de su problema.

~— Cuando la informacién histérica cuantificable que requieren los métodos
de prediccién mateméticos, es nula, insuficiente @ poco conflable; o bien, cuando alguno
de los supuestos o hipétesis en los cuales se fundamentan estos métodos no se satisfacen
¥ no se conoce alguna forma justificable para proseguir con el uso de ellos.

— Cuande la persona que predice puede contar con la opinidn de. ezpertos
y desea aplicar In metodologfa, a fin de complementar las predicciones obtenidas por
medio de otras técnicas.

Debido & que no existe un patrén para calificar & una persona como “ezperto”,

. algunos estudios pueden perder su validez —ain cuando el método empleado haya

sido aplicado en forma correcta—, a causs de que las personas ‘que se calificaron como

ezpertas no sean reconocides como tales. Este es uno de los principales problemas con

“los que se enfrentan estos métodos. Un ejemplo de ellos es ¢l método que se conoce cormo
Método Delphi o Téenica Delfos, el eual consideraremos en los siguientes pérrafos®,

30troe mitodos son Iderndos por B y O'Conaell {1879; 16-20) y por Sullivan ¥ Claycombe (1877; 138-100).
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El Método Delphi. En muchas ocasiones, la situacién sobre la cual se va & decidir
es considersblemente compleja y poco entendida, de modo que no puede esperarse que
unsa sola persona pueda tomar una decisién atinada. Esta es una de las premisas de
las cuzles parte el método, es decir, se considera que el conocimiento combinado de
varias personas es al menos tan bueno como ¢l de una persona. Lo otra premisa es
que 128 personas que tienen un gran conocimiento sobre una 4rea particular hacen las
prediceiones mds crefbles.

Un acercamiento tradicional que habfan tenido los métodos que usan la consulta
n ezpertos, era tomar la opinién de éstos a través de un panel de discusiones; sin embargo,
los resultados obtenidos de este modo eran, generalmente, poco satisfactorios debido a
que la opinién de los ezperios estaba distorsionada por la influencia de individuos que
dominaban el panel y /o porque las opiniones mayoriterias intimidaban a algunos de los
participantes.

El Método Delphi intenta superar esas dificultades, convenciendo 2 los involu-
crados en el ejercicio de prediccién, pata que expresen sus opiniones cn fotms anénima
a través de un intermediario.

E! intermediario actia como centro de control de anélisis de respuestas de cada
ronda de opiniones, reuniendo y retroalimentando la opinién de los participantes en
rondas subsecuentes.

Por lo ianto, la técnica Delphi es un procedimiento para solicitar y organizar
los pronésticos de ezpertos sobre el evento de interés, por medio del uso de respuestas
anénimas ¢ iterativas a una serie de cuestionarios y de una retroalimentacién controlada
de las opiniones del grupo. Siguiendo este procedimiento, se espera que las respuestas
converjan a un prondstico de consenso que de un buen estimador del resultadoreal, o
que permita la definicién de ciertas posturas por parte de los ezpertost,

————— e

fFAzp mayor fuformaciéo 3obre el emples de esta tcnles, puede consultarse Sullivan y cl‘ycomb:(1977; 140—“6).‘ X
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Este supuesto nos lleva a que la funcién de distribucién marginal para cualquier
par de obaervaciones es lan misma, lo mismo sucede para la esperanza y la varianza. Si
consideramos la covarianza entre ellas resultar$, bajo este supuesto, que la covarianza
entre cada par de observaciones depende vinica y exclusivamente del nimero de periodos
que las separa.

El supuesto & que hemos hecho mencién es el supuesto de estaeionaridad es-
tricta o fuerte. Existe un supucsto menos exigente que el anterior y es conocido como
estacionaridad débil, donde lo que se supone es que: :

Elz] =4

Coulz, 2. 4] = Cov[24m, Zimss)

" donde ¢ es cualquier punto en el tiempo y k y m son una pareja de enteros.

En algunas ocasiones se utiliza el término autocovarianza para designar a la
covarianza entre cada par de observaciones, debido a que son observaciones de la misma,
serie.

2.2 El concepto de Autocorrelacién

Un concepto que puede resultar interesante y que sc deriva del concepto de
autocovuxanza es el de autocorrelacidn. .

Hernos mencionado que la covarianza entre dos observaciones en una serie de
tiempo, depende solamente del ndmero de periodds que las separa, cuando se tienc la
propiedad de estacionaridad. De este modo, al contar con tal propiedad, si conocemos.
el comportamiento que tiene la serie en un lapso, podremos inferir el comportamiento
de la misma en otro periodo de tiempo, pues aquél serd semejante,

Con el fin de estandarizar los valores de las covarianzas, consideramos las corre-’
laciones entre las observaciones, Ins cuales reciben el nombre de autocorrelaciones, por
* referirse a observaciones de |a misma serie.

Las sutocorrelaciones nos auxiliarén en la identificacién de aquellas observacio-
nes que son de mayor influencia en una observacién dada, pues podemos pensar que
- aquéllag que muestran una correlacién en valor absoluto mds grande que otras observa-
ciones con distmto pcnodo de retraso, influirdn mds en el velor de la.variable que nos :
interesa. .
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No obstante, los valores de las autocorrelaciones, asf como otras estadfsticas
debemos estimarlas debido a que no conocemos a la funcién de distribucién conjunta
que explica a las observaciones®.

2.3 Andlisis de Series de Tiempo No Estaclonarias

Es frecuente que nos encontremos con series de tiempo pare las cuales es evidente
que el supuesto de estacionaridad carece de validez {p. ej. cuando los valores de ln seric
de tiempo presentan alguna tendencia). En estos casos, lo que se trata de hacer es
transformar los datos de modo tal que la serie resultante pueda suponerse estacionuriad,

Generalmente, lo que se hace es considerar la serie compuesta por las diferencias
entre valores consecutivos de la serie original, i.e. si 2g,2y,..., 2y son los valores de la
serie original entonces la nueva serie resultard ser zy, 2g,..., 27 donde

Zp =2 — 2y com 1= 1,2,..,,T

Si la serie resultante z1,z29,...,27 no pudiera suponerse estacionaria, existen
otras transformaciones que pueden intentarse con el propésito de poder suponer esta-
cionaridad 5,

En el siguiente capftulo nos daremos cuenta de la necesidad de poder suponer
estacionaria & la serie de tiempo con la que estemos trabajando, ya que la metaodologia
tratada en ese capftulo estd orientada a la prediccién de series de tiempo con esas
caracterfsticas, '

Existen otras técnicas estadfsticas, como las que se comentan en el Capitulo IV
y V, para las que no es necesario suponer estacionaria la serie®.

3Upa discusin méa extensa ast como slgunes ejemplos pueden encontrarse en Nelwon(1973; 23-37 y 70-75) y Bowarman y
0'Connell{1979; 341-368). '

4Qomo veremos mis adetante, extsten tcnlcos para las cuales no e Indi ble suponer fonaridad
SVime Neloon(1973; 56-59) y Dux y Jenkins(1970; 83-87),

La condlclén de enteclonaridad s Pueds agregar al modelo en ol caso que e sepa que 1a serle tlene exm caratietlaticn, lo
cual signifiearia que se tlene ese conocimlento 2exim® achre la serle, -

T
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Capftulo ITI. El Enfoque Cldsico da Series de Tlempo
La Metodologfa de Box y Jenkins

3.1 Consideraciones Generales

Hemos mencionado en los capftulos anteriores que los valores que conforman a
una scrie de tiempo, estdn correlacionados entre sf, debido & la dependencia que tienen
respecto del tiempo. Esta propiedad se utilize en la Metodologfa de Box y Jenkins, ya
que en ella se analizan cuéles valores estdn més correlacionados entre sf, tomando en
cuenta el periodo de tiempo que los separa, para poder decidir que valores se usarén en
la prediceién.

Ademés, debemos enfatizar que en muchas técnicas de prediccién como la que
describiremos en este capltulo, la persona que va a predecir, analiza la informacién que
tiene entre manos, con el fin de sdentificar un patrén que pueda usar para deseribir esa
misma informacién. Después extiende cse patrén al periodo que le interesa predecir
para llevar a cabo su pronéstico, Estn estrategia se usa frecuentemente y descansa
en una suposicién bésica: “El patrdn que se ha sdentificado es el mismo tanto para el
periodo mucstral como pata el periodo en el cual s¢ quieren realizar las prediceiones”, Es
claro que, si ae tiene evidencia en contra de la eseveracién anterior, no tenemos porque
esperar que la técnica de prediccién empleada, nos arroje buenas predicciones.

Los modelos que serdn tratados en este capitulo pertenccen a una clase més
general, la clase de los procesos estocdsticos linedles discretos; estos procesos pueden
expresarse en la forma siguiente:

2z = gty h Yy F g

donde py ¢5,7 = 1,2,.,.80n pardmetros fijos y la serie de tiempo (.. . , g9, ¢ 1,1, ...)

es una sucesién de variables aleatorias independicntes e idénticamente distribufdas con

media cero y varianza comin desconocida o2, Es comin que a esta sucesién de variables

aleatorias se les conozea como ruido blanco. El proceso es discreto debido a que las

" observaciones {# | ¢ € Z} se toman en intervalos de tiempo discretos ¢ igualmente
» espaciados; es lineal, porque es una combinacién lineal de los pardmetros,

La condicién de estacionaridad (débil) para este tipo de modelos se satisface si
las siguientes sumas convergen:

Yo v, L donde yp=1

i=0 i=0 i
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Debido a que el nimero de parfmetros involucrados en cste tipo de modelos cs ez-
tremadamente grande, resulta de mayor utilidad contar con modelos més sencillos que
involucren pocos pardmetros, sobre todo porque el manejo de los mismos se facilita.
En la construccién de modelos, & este principio se le como parasi ia. En las
siguientes secciones trataremos con este tipo de modelos.

3.2 Modelos de Promediocs-Méviles

Un proceso de promedios-méviles de orden ¢ tiene la forma:
zp=ptuy -~ Oy ~Oqup g — ...~ Qqupg

donde p1 y O ¢ =1,2,...,q son pardmetros fijos y las variables aleatorias {u; | t € Z}
son independientes e idénticamente distribufdas con media cero y varinnza comin o?;

es claro que se trata de un proceso lineal discreto si se considera que:

Yo=173 $=—06, i=1L2..,9 V¥ ¢,‘=0 si'5>q

Una convencién que se ha hecho en la literntura sobre series de tiempo ¢s denotar

& los procesos de promedios-méviles cuyo orden es ¢ como MA(g). Una propiedad de

los M A(g) que resulta interesante es que dada una observacién cualquiera, digamos 2,

Ins observaciones que influirdn en el valor que tome 2; serdn aquéllas que se encuentren g

. periodos antes o después, i.¢. en el valor que tome 2z, influirdn tinicamente % _q,..., 23

o bien 241,...,2+¢. Esta situacién puede verse de manera més formal a través de la

autocorrelacién existente entre dos observaciones dndas; después de algunos célculos
pueden verificarse las siguientes expresiones:

E|z) =
Ao = Var|z] =¢? Z 62  dondefp= -1,
i=0
o310, i 08+ 0500), BT =1,2,...,0
cuando j > q
= Ot - | R =1

cuando 7 > ¢q.

75 = ovf ) ={ ¢
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3.3 Modeclos Autorregresivos

Otros modelos importantes dentro de la teorfa de series de tiempo son los mo-
delos ‘autorregresivos, mismos que presentan la siguiente forma:

2=+ 1zt dpz_at ..+ fpzpep tue

donde {w; | t € Z} es una coleccién de variables aleatorias idénticamente distribuidas
con media cero y varianza comiin o2

La razén por la cusl estos modelos reciben tal nombre es por su similitud con
la ecuacién de regresién. El prefijo auio se agrega porque los valores de la serie estdn
correlacionados con valores de la misma serie, s6lo que en periodos diferentes. Estos
modelos pueden verse como una forma reducida del modelo:

a=n+ha-1+demn-ot+...+u
el cual es producto de una reexpresién del modelo lineal genersil:
2= gt vt Yt + Yaueg +o

al que ya hemos hecho mencién, ¥l orden de los modelos autorregresivos, o semejanza
- de los modelos de promedios-méviles estéd determinado por el retrase mayor sufrido
por las variables involucradas, en este cazo €l orden del modelo es p. Usualmente estos
medelos son denotados por AR(p).

Para este tipo de modeios ya no resulta inmediata la forma en la cual se puede
cheear estacionaridad, sin embargo, esta condicién se satisface si las rafces de la ecuacidn
* eargeteristica )
L 1- 1B —¢gB2—...—§;BF =0
se encuentran fuera del cireulo unitario?, B es une variable muda. Puede probarse que
estos modelos satisfacen lo siguiente:

n
o] ), R—
: [ad 1-¢r1~co~¢yp
ademds;
L ) '70=¢1'71+~--+¢p'7p+02
M=d1j0+...+ dptp-1

= $1%p—1 + -« -+ Bpo.

T Wase Netwon(1973; 37-38),

. BVias Box y Jaokina(1970; 53, 55 y 50-82).
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‘En este caso, es claro que dndos los pardmetros ¢y,...,¢p ¥ o2 se puede resolver
el sistema de ecuaciones y obtener los valores de 7, ...,7p, sin embargo, es frecuente
que se desconozca el valor de tales pardmetros,

Para periodos mayores a p, las covarianzas pueden calcularse recursivamente, n través
de la ecuacién:
U= OVt F et PpYps T >
Si consideramos las ecuaciones anteriores y las dividimos entre g, obtenemos el sistema
de ecuaciones conocido como ecuaciones de Yule — Walker:
1= @1+dap1+ ...+ Bpop-1
p3 = $1p1+dapa ...+ dppp2

Pp = G1Pp~1 + B2pp-2+ ..+ By

3.4 Modelos Autorregresivos y de Promedios-Méviles
Esta ¢lase de modelos resulta ser una mezela de los modelos autorregresivo y de
promedios-méviles. Presentan la siguiente forma:
n=6+d1z-1+d2za+ ...+ dpz-ptue — Ity —~Ogugg— ... = Oqui—g

los cuales, por abreviacién, reciben el nombre de modelos ARM A(p, g); ésta notacién,
ademds, resulte mnemotéenica pues recuerda que el grado de la parte autorregresiva es
p y el grado de la componente de promedios-méviles es g. -

Del mismo modo que para un proceso AR(p), la condicién de estacionaridad se
satisface si les rafces de 1a ccuacién caracterfstica

1-¢yB—¢qB— ... —¢,BP =0
P

se encuentran fuera del cfrculo unitario.

Un equivalente algebrasco del concepto de estacionaridad es el concepto de in-
vertsbilidad, el cual se define como la capacidad para convertir un modelo MA(g) en
una expresién de la forma:

a=n+ézny+dragt...tu.
Para poder invertir un modelo A A(g) es necesario que las rafces de la ecuacién
1618 = 038% ...~ 0B =0
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se localicen fuera del efrculo unitario. Cabe destacar que atn cuando la propiedad de
snvertibilidad y de estaeionaridad son algebraicamente muy similares, conceptualmente
no lo son, ya que, p. e., cualquier proceso de promedios-mdviles es estacionatio pero
no necesariamente es invertible y todo proceso autorregresivo es invertible pero no
necesariamente estacionario.

3.5 Modelos ARIMA y Modelos ARIMA Estaclonales

Se menciond en el Capftulo II que en algunas series de tiempo, es evidente que
no puede suponerse estacionaridad. Se comenté también que, con el fin de suponer
estacionaridad se recurre con frecuencin a Ia transformacién de la serie que da por
resultado las diferencias entre valores sucesivos de la serie inicial, Si la serie de tiempo
que desenmos modelar ha sufrido alguna tranformacién de estn fndole, cntonces esa
transformacién debe considerarse en el modelo. De este modo si se obtiene una serie de
tiempo, producto de haber calculado ¢ diferencias a la serie original, los modelos que
se consideran en este caso son los siguientes: ARI(p,d}, IMA(d,q) y ARIMA{p,d,q)%.
Lo cual implica que a la serie tranformada se le ajustaré un modelo AR(p), un MA(q)
o un ARMA(p,q) respectivamente.

Al considerar algunas series como: venta mensual de juguetes en ¢l D.F., o
bien, accidentes automovilfsticos semanales en carretera, podrfamos pensar, en el pri-
mer caso, que la vente de juguetes aumenta en los meses de diciembre y enero, y que
este fenémeno se repite afio con aflo; por otra parte, los accidentes en carretera en un
pafs como México, resultan ser méAs frecuentes en periodos vacacionales, como lo es la
semana santa. En la literatura sobre series de ticmpo, estas situaciones periddieas re-
ciben el nombre de componente estacional o estacionalidad de la serie de tiempo*. Los
modelos ARTMA Estacionales han incorporado este concepto, s6lo que de manera de-
terministica, pues, se considera en ellos que el periodo estacional es fijo, p. ¢j., se supone
que las alzes en ventas se dan ezactamente en el mismo periodo pars todos los afios,
o bien, en el otro ejemplo, que los accidentes automovilisticos aumentan ezactamente
cada x meses, ete. La expresién de estos modelos €3 como sigue:

w=A+ QWi+ oo+ Fpwp_ptup ~Oqupg— i~ @QU,_,Q.

Podernos observar que en estos modelos, las interacciones entre las observaciones son
periodo a periodo, f.e., 8i las observaciones que tenemos son mensuales y suponemos
que el periodo estacional es de un afio, las observaciones de un mes z se relacionarfn
solarnente con las observacionies de los meses = pero no se considera la correlacién entre
meses de un mismo periodo estacional. Esta situacién ha motivado que se consideren

3un desarzollo més amplio puede verne en Nolaon{1073; £3-63) y an Box y Jenk!na(1970; 85-135),
“No debe contundlre ¢l tirming con edasionaridad.

- 17 -



otrog modelos que superen estos inconvenientes’, Estos modelos no se considerardn en
este trabajo.

3.6 Identificacién, Estimacién y Predicelén a través de loz modelos ARIMA

En esta seccién nos limitaremos a mostrar algunas de las ideas que Nelson({1973)
da para la solucién de los problemas de identificacién, estimacién y prediccién. No
profundizamos en el estudio de ellos debido a que no es el objetivo principal de esta
tesis; sin embargo, es conveniente mencionar que este es un campo en el cual se requiere
de une mayor investigacién, ya que no resulta del todo claro, al menos dentro del
plantenmiento de Nelson, cémo y de qué forma se realiza la identificacién del modelo,
debido a que aplicando le metodologia que é] propone, la identificacién puede llegar &
dificultarse y ser confusa atn cuando se trate de series de tiempo simuladas, las cuales
efectivamente son producto de un proceso como los que s¢ han visto en las secciones
anteriores.

3.6.1 Identificacién

Nelson considera el problema de identificacién de modelos ARIMA(p,d, q).
Para abordar el problema, trats por separado la identificacién de modelos de promedios-
méviles, modelos autorregresivos y modelos mixtos (autorregresivos y de promedios-
méviles).

Para poder continuar, necesitaremos introducir algunos conceptos como lo son
{a funcidn de autocorrelacidn y el correlograma. La primera no es una funcién propia-
mente, pues, se reflere al conjunto formado por las autocorrelaciones pp, p1,p1,etc. El
correlograma no es més que la gréfica de la funcién de avtocorrelacién, es decir, & cada
valor 0,1,2,... se le asocia el valor correspondiente pg, p1, p2,- . .

Debido a que en la mayorfa de las ocasiones es diffcil contar con los valotes de
£0;P1, P21+ + s los velores que se grafican son los estimadores de estos valores, mismos
que estdn dados por rg,ry,rs,... donde

cy .
rj=:’(; i=0012...

con .
. T3

¢ = %lzzl(zt =2z -5 ¥

1]
il
N
it
™

 ENelon(1673); Bl Modelo General Estaclonal Myltplleativo.
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El correlograma que se obtiene al graficar los valores estimados, rg,ry,72,..., recibe el
nombre de correlograma muesiral,

Hemos mencionado que cuando la serie en cuestidn no se considera cstacionaria
tenemos como alternativa tranformarla mediante diferencins. Sin embargo, una pre-
gunta que surge es: ;Cudl es el grado spropiado de diferencias que debe obitenerse con
el fin de que la serie resuliante pueda considerarse estacionnria?. Nelson sugiere que no
se calcule ninguna diferencia mientras no se cuente con suficiente evidencia que haga
suponer que la serie no ¢s estacionaria. En el caso de que si se cuente con esa evidencia,
¢} considera que en In mayorf{a de los casos es suflciente con caleular la primera diferen-
cin; 8i no es asf serd necesario analizar las segundas diferencias. En ambos easos, Nelson
emplea el correlograma de la serie para decidir si puede considerarla estacionaria o no.

Es importante notar la conveniencia de calcular un grado bajo de diferencias, so-
lamente, pucs de lo contrerio, perderemos claridad en el ajuste que pretendamos hacer.
De no lograr estacionaridad con las primeras o segundas diferencias es recomendable re-
currir a otro tipo de transformaciones que tengan la caracter{stica de poder desbaratarse,
ya que de no ser asf, tendremos problemas al tratar de predecir.

Para tratar de identificer el grado apropiado de un modelo de promedios-mévites,
Nelson recurre al correlograma muestral que ya hemos mencionado, mismo que emplea
para distinguir algunos valores tentativos para el grado del modelo$, g,

Ademds ¢é1 propone una prueba para poder decidir s a partir de un valor dado ¢*,
los valores estimados de las zutocorrelaciones empiezan a ser suficfentemente parecidos
a cero, de modo que pueda suponer que e} valor 4* propuesto es el grado de la parte de
promedios-méviles.

Por otra parte, para poder identificar el grado npropiado de un modelo autorre-
gresivo, Nelson introduce un nuevo concepto: las autocorrelaciones parciales, las cuales
se obtienen a partir de a3 ecuaciones de Yule — Walker?,

El procedimiento que emplea es el siguiente:

i) Supone que el grado de ln parte autorregresiva es 1, de este modo puede
estimar el valor de ¢;.

1i.) Prueba si el valor de ¢, es estadisticamente diferente de cero, para asegu-
rarse que tiene un proceso autorregresivo®,

6Viane Nelson (1873; 72~75) para mayores detalles,
T Vadae secclén 3.3,

BNstens que puede tratarse de un Proceso autorregresivo adn cunndo ol valor de ¢; sga cero.
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1t5,) Para ver si el proceso es de orden p* = 2 o més grande, resuelve las
ccvaciones de Yule~Walker suponiendo que el grado del modelo es p*. Si & estimador
que obtiene para ¢y es dljeren!e de cero continda el procedimiento supommdo ahora
que el grado del meodelo ¢s p* + 1, en caso contrario, concluye que el grado es p* —~ 1.

Cuendo se trata de identificar modelos mixtos, la situacién es todavia més com-
pleja. En este caso Nelson propone analizar Ias autocorrelaciones y las sutocorrelaciones
partinles & partir de los correlogramas. La descripcién que él hace del procedimiento re-
sults poco informativa, sdemds queda de menifiesto que la identificacién de los modelos
86lo se logra en base a ls experiencia.

_ El procedimiento que propone Nelson no es suficiente para identificar modelos
ARIMA, por ello resulta necosario hacer uns investigacién més profunda sobze el tema.

3.6.2 Estimaclén

Estimar el valor de los parémetros es otzo problema importante dentro de Serles
de Tiempo. La estimacién de los pardmetros de los modelos ARTMA es otro de los
problemas que intenta resolver Nelson; aquf trataremos de mostrar lo que é hace al
respecto, Adelantzremos que el problema no queda mucho mejor solucionado que el de
identificaci6n,

Uno de los métodos que Nelson reporta estd basado en la sustitucién de los
valores de lag autocortelaciones por sus respectivas estimaciones, en las ecuaciones que
relacionan & lus autocorrelaciones con Jos pardmetros. Esto no parece ser muy com-
plicado cusando se sustituyen éstos en las ecunciones de Yule ~ Walker, en un modelo
autorregresivo, pues se fienen p ecuaciones con p incégnitas; sin embargo, cuando se
trata de modelos de promedios-méviles, las ecuaciones resultantes no son linenles, esto
hace que los cdlculos resulten diffeiles, ya que, p. ef., cusndo el grado es 1, la ecuacién
es cuadrética, en cuyo caso se tienen dos soluciones. Nelson propone que en tal caso
debemos quedarnos con aquella solucién que satisfaga la condicidn de invertibilidad,
pero, ;Qué pasa &i Ins soluciones son complejas?, Por lo anterior, consideramos que el
método que ¢l propone no resuelve el problema, '

Nelson también comenta que la estimacién puede hacerse mediante e} céleulo
de los estimadores de méxima-verosimilitud, es decir, los valores para &y,...,¢p, 0,
#1y++.,04 que minimizan la siguiente expresidn;

T
‘E;;(zt - ¢12¢._.1 e pzp =~ O . F ﬂqu‘_q)"’

El clculo de teles vanlores puede fecilitarse mediante aproximucién numéncu, )
sin emburgo, debe notu.rse quc en ese easo sblo tendremos log valores tentatives pam los
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estimadores, pero no podemos atribuirles ninguna de las propiedades de los estimadores
de méxima-verosimilitud. Nelson justifica el uso del método de mixima-verosimilitud
suponiendo que el nimero de observaciones con que se cuenta generalmente es muy
grande.

Debe apuntarse aquf que si el grado de alguna de las componentes autorregresi-
vas o de promedios-méviles no fué adecuadamente identificado, ese error serd acarreado
cuando se calculen los estimadores de los pardmetros pues no se considera en su célculo
que los grados del modelo sean estimados.

3.8.8 Predicclén

En el Capitulo I mencionamos algunas de las consideraciones que deben te-
nerse en mente cuando se trabaja con predicciones. Cuando se modeln?, se trata de
encontrar el proceso que genera la informacién que estamos analizando, sin embargo,
el modelo que obtenemos resulta ger una aproximacién de aquél; de ahf que el éxito en
. este paso dependerd de la habilidad que tengamos en la identificacién y estimacién de
los pardmetros del modelo. ’

Si suponemos que el modelo que hemos identificado es el correcto, se puede
demostrar que la esperanza de la observacidn que deseamos predecir condicionada sobre
las observaciones de que disponemos nos arrojar4 Ia prediccién con la menor suma de
cuadrados del error, es decir, si definimos a:

&(1) = Blagg | 2ty 201, 22,00 )
entonces

Bz~ & (0)* )2t 21, ] < Bl{zge— PV | 21,204, .2

donde P es cualquier prediceién para z;.;. Es por ello que se utnhza a la espéranza
condicional como funcién de prediccién. Asf s

ca=8tdizat drzat. .+ Sprpt e~y s Oaupg ~ ... - Oguypg

- entonces .
() = { S 9RU =1 4ot 4B~ p) = — =gy gy sil<g
§+dz(l-1)+...+pa(l—p) ‘ en otro caso -

donde . (I -4) =2z si 121,

?Dantro del eufoque cldsico.
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En este caso debe notarse que para poder realizar la prediccién debemos contar
con los valores de uy, 441, ..., 14_¢4{ mismos que por su naturaleza no son observables.
No obstante lo anterior, el obstéculo puede salvarse si notamos que

= Fogy =y 1=0,1,2,3,...

¥ hacemos la sustitucién correspondiente.

Algunos ejemplos de la aplicacién de modelos ARIM A en la prediccidn de series
de tiempo pueden encontrarse en Nelson(1973; 147-157).
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CAPITULO IV, El Enfoque Bayeslano de Serles de Tlempo

Modclos ARMA

El objetivo del presente capitulo es describir algunos modelos para series de
tiempo que se han desarrollado bajo el Enfoque Bayesiano o Corrsente Bayesiana de
probabilidad, En forma breve trataremos de resaltar las principales diferencias que exis-
ten entre loa tratamientos Bayesiano y Cldsico! para series de tiempo. No discutiremos
respecto de lns diferencias conceptuales e ideolégicns de cada corriente, debido a que
escapa de los lfmites de este trabajo.

Los modelos que se presentan en esta seccibén, mateméticamente, tienen la misma
estructura que los modelos propuestos por Box y Jenkins que aparecen en el capftulo
anterior; sin embargo existen diferencias de fondo entre ambos enfoques, por ejemplo,
la forma en la cual se ataca el problema de estimacidn de los valores de los pardmetros
es sustancialmente diferente en el Enfoque Bayesiano puesto que los pardmetros, en ge-
neral, por el conocirniento que sobre ellos ticne el interesado, son considerados variables
aleatorias y como tales ticnen asociado un espacio de probabilidad, mientras que en el
Enfoque Clésico se suponen fijos en todo momento y se estiman a través de los valores
de las observuciones.

A continuacién presentamos una deseripcién de algunos conceptos que se mane-
jan dentro de la Corriente Bayesiana y que se utilizardn en lo sucesivo.

4.1 Generalidades

Dentro de la Corriente Bagesiaona se argumenta que la aleatoriedad de un fend-

meno estd dada por el c'ohocixnientd que 8e tiene de él, es decir, un fenémeno se considera

" aleatorio cuando su comportamiento no se conoce en forma -casi determinfstica; cuando

esto sucede, el fenémeno trata de explicarse a través de un modelo probabilistico, misme

que se propone on base a lo que se conoce del fenémeno; de este modo se hace una

asignacién inicial de probabilidades, construyéndose naf la distribueidn sniesal de los
pardmetros del modelo en base al conocimiento a priori que se tiene sobre ellos.

Igomients Frecuentists de Probabilided,
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Cuando el conocimiento sobre el fendmeno aumenta?, esa asignacién inicial de
probabilidades cambia o se refuerza, por ello dentro de este enfoque, las probabilidades
gon dindmicas y personales, puesto que cambiardn de acuerdo al nuevo conocimiento
que adquiera el interesado?.

La actualizacién de las probabilidades se realiza mediante el uso del Teorema
de Bayes%. Este tcorema se usa con bastante frecuencia en Estadistica Bayesiana y es,
bésicamente, la forma en la cual se incorpora la nueva informacién sobre el fendmeno.

El mecanismo de actualizacién que provee el Teorema de Bayes estd dado a
través del siguiente diagrama:

El conocimiento inicial que el interesado tiene sobre el fendmeno aunado a la
informacién proveniente de la muestra, conforman el conocimiento actual gue el inte-
resado tienc sobre el fendmeno®,

p(0} X) e p(0)p(X | 0)

Conocimlanto infarmacién obtenida
inicial a través do la muestra

l I

Distribucién

Funeidn de
Veroalmilitud

a prior!

Distribucién
Postarior

|

Conoclmlento
Actual

271 (L1 sobze un fend por dif causas, tanto indirectas como directas, por eJemplo, I tecturs
de un libro, Ia asl isau |{ © blen, la obteneldn de una muestra y su andilais contribuyen al aummento en
al conocimients scbra un l-ném:no dado,

3l.huuw:m- indsrescdo & ts persona o grupe da personas que desaad estudiar al feadmeno y que :ordunlnmtnlg <on el
ligardn el sstudio y modelaje del miimo, pudiends ser o] propic [1R!

‘Gounlu al anexs A.1 para mayor a nobre su eatraet tem kil

B2(X [ #) recibe ¢l nombre de werorimitud debldo a que vista coma funelén de 4, resulta ser ba funclén de varosimilliud de
s Estadlstica Clislca.
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De esta forma si la distribucién inicial para 0 es p(0) y se obtiene un primer
conjunto de dotos X con funcién de probabilidad p(Xy | 0), entonces la distribucién
posterior para & dada esa nueva informacién serd:

(0 1X1) < p(8)p(X1 | 0)
Si se obtiene un segundo conjunto de datos independiente de Xj, digamos X3, con
funcién de probabilidad p(X; | ), podemos encontrar la funcién de distribucién pos-
terior para € en base a la informacién que proporcionan esos dos conjuntos de datos.
Haciendo uso del teorema de Bayes se obtiene que:

p(0 | X1, Xp) o p(0] X1)p(X2 | 0)
o bien
p(0 ] X1, Xp) o p(8)p(X1 | 6)p(X2 | 0)

mediante esta dltima expresién podemos notar cémo la nueva informacién se va incor-
porando a la distribucidn inicial de probabilidad.

En varias ocasiones la informacién inicial que el interesado tiene aobre el fendme-
10 es poco precisa debido o que ésta se ha combinado con la informacién proveniente de
In muestra, por lo cual es muy dificil distinguir cual era el conocimiento del interesado
antes y despuds de haber visto la muestra) en otras ocasiones la informacidn inicial
del interesado llega o ser vags, en ambos casos es necesario introducir una distribucidn
intcial de referencia®, la cual se utilizard para iniciar el proceso. Otra razén por la
cual pueden introducirse distribuciones no informativas, se debe a que no se desea
mezelar el volumen de informacién que el interesado tiene sobre el fenémeno con la
informacién proveniente de las observaciones. La distribucién que se escoja como inicial
no informativa, al combinarse con la verosimilitud, deberd producir una distribucién
posterior que sélo reflejard la informacién que proviene de la muestra. De este modo,
la distzibucién inicial tendrd como dnico objetive arrancar el proceso que permitird la
actualizacién de las probabilidades, pero no deberd influir en la distribucién posterior
que se obtenga.

En la siguicnte seccién se describen nlgunos desarrotlos Bayesianos de modelos
ARMA que han realizado Zellner, Broemeling y Alegris.

4.2 Modelos Autorregresivos

Zellner(1971; 186-200) hace un estudio de los procesos autorregresivos normales
de primer orden, los cuales tienen la forma

aEnt+dz_1tu; t=1,2,...T

SLlamada tamblin no informativa o difusa.
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como puede observarse, estos modelos tienen la misma estructura que los que sc vieron
en el Capitulo II, en este caso los supuestos que involucra el modelo son los siguientes:
n ¥ ¢1 son parfmetros reales desconocidos, {u;} son términos de perturbacién o ruido
ezplicados a través de una variable normal, independientes con media cero y varianza
o2, Zellner hace la aclaracién de que ¢l subindice ¢ se refiere, bajo este contexto, al
t-ésimo valor de una variable. Nétese que en este caso ¢l dominio de ¢ es finito, ya que
sélo se hace referencia a la informacién disponible hasta el periodo T'.

Suponiendo que z s Ia observacién al tiempo cero y que ls distribucién inicial
conjunta no informativa de los pardmetros n, ¢ ¥ o estd dada por:

f(’h‘ﬁlvo)“ix >0

Zellner calcula la verosimilitud y obtiene que:
1 1 & 2]
f{z,20 | m¢1,0) x —,:GXP{-“—, 3oz — 0~ $ra-1) }
o 20 =1
donde z = {21,23,...,2p).

Teniendo en cuenta lo anterior, Zellner obtiene la distribucidén posterior para
7 @1 ¥ o, la cual estd dada por la expresién siguicnte:

1 1 2
f(n,¢1,0} 220} x ;;'ﬁexp{-;‘_’;t;l(:‘ —n = $17-1) }

La distribucién marginal posterior conjunta para 5 y ¢y, se obtiene integrando
sobre €l dominio de ¢. De forma similar se consigue la distribucién merginal para 0. A
partir de la distribucién posterior conjunta para 5 y ¢; se obtienen las distribuciones
marginales para cada uno de esos pardmetros, éstas resultan ser de la forma de una
t ~ Student’. Zellner comenta que la funcién predictiva para zpy; también cs una
t — Student.

Ademés del modelo autorregresivo de primer orden, Zellner desarroila, siguiendo
el mismo método, el modelo autorregresive de segundo orden®, obteniendo finalmente,
la distribucién eonjunta para los pardmetros del modelo, misma que resulta ser una ¢
bivariada. Zellner no hace comentario alguno sobre la forma de obtener la dwmbucxon
predictiva pnra pyg. i

Para ambos modelos, en ninglin momento é] hace mencién sobre Ia forma en la
cual podria llevarge a cabo lu prediccién de observaciones para un horizonte de tiempo
" méa leJa.no.

,7En Zellner{I971; ms-m[ se pueden ver con detalle la obtincisn de las expreaiones a las que hacemos referencia.
§Su yodelo no ineluys ua término constante,
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Una contribucién importante del método desarrollado por Zellner es el hecho de
que no necesita hacer la suposicién de estacionaridad de la serie pare poder aplicarlo.
Para el caso en el cual el interesado sabe que la serie de tiempo es estacionarin, Zellner
desarrolla una variante del método anterior, haciendo explicita la condicién estacionaria
de la serie®,

En los casos anteriores se observa que Zellner obtiene la distribucién posterior
para los pardmetros a partir de una distribucién inicial no informativa, en este caso
la distribucién inicial considernda es proporcional al inverso de la rafz cuadrada de
la varianza. Zellner comenta que pueden utilizarse otras distribuciones iniciales, &l
propone la distribucidn no informativa de Jeffreys e ilustra cdmo puede obtenerse esa
distribucién. La distribucién no informativa de Jeffreys estf dada por la raiz cuadrada
del determinante de la matriz de informacién de Fisher,

Pudimos notar que ] métode que sigue Zellner termina con la obtencién de
la distribucién posterior para los pardmetros, sin conseguir una expresién explicita
de la distribucién predictiva para ambos procesos autorregresivos, por los problemas
analfticos que ello representn. Broemeling(1985; 182) plantea ¢l problema fundamental
con el que se enfrentan los investigadores al tratar modelos ARMA bajo el Enfoque
Bayesiano, Su punto de vista se presenta a continuacién:. “La verosimilitud es intrata-
ble analfticamente para muchos modelos ARM A y esto representa un problema, no 36lo
para los Bayesianos sino también para aquéllos interesados en estimacidn por mdzima-
verosimilitud. ... 8i la funcidn de veroaimilitud puede representarse de tal forma que
8¢ produzcan distribuciones posteriores tratables analiticamente, es posible un Andlisis
Bayesiano completo.”

Como una extensién del trabajo de Zellner, Broemeling presenta su tratamiento
de los modelos autorregresivos. A diferencia de Zellner, quien en todo momento trabaja
con distribuciones iniciales no informativas, Broemeling utiliza distribuciones conjuga-
das para los pardmetros y no adlo considera el caso de los modelos avtorregresivos de
primero y segundo orden, sino que trabaja con modelos de cuslquier orden, es decir, los
modelos que considera tienen la forma:

, a= ¢zt drm-2 b Hprptu
donde t = 1,2,...,T; los términos de perturbacién, {u;}, tienen medis cero y precisisnl®

r, con 1t > 0; por lo cual la verosimilitud es:

T
Hotreeer2p [ S10eens8per) & 772 expl —2 3" (21 = Byt —. . — Pp2eep)?
2t=l

S Coeditess Zeliner(1971; 188-191),

107, prechslén se ol inverso de s varlansa. Se uss frecuentements como pardmetro an tugar de Ia mhnn pnrqll- faelllia
las operaciones nl.ubuku
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en consecuencia, la distribucién inicial de los pardmetros estd dada por:
116} 7) & P2 exp{-L(8 - W)TPS - 1)}

1(7) o 1" Lexp{-rf}

con § = (dy,...,dp) y 7 > 0. Los pardmetros g, P, a y f se suponen conocidos, 4 € RP;
a,f > 0y P cs una matriz definids positiva de p-ésimo orden.

Utilizando el Teorema de Bayes, Broemeling obtiene la distribucién posterior

conjunta para los pardmetros ¢ y r, la cual es una normal-gama, nuevamente. Alintegrar

_ con respecto a 7, se obtiene la distribucién posterior para el vector de parimetros ¢,

" la cual resulta ser una densidad ¢. Broemeling también encuentra la expresién para

la distribucién predictiva de zr.4; sin embargo advierte que, al tratar de calcular ln

predictiva para dos observaciones no obtiene una ¢ bivariada, por lo que es necesario
recurrir a métodos numéricos para poder realizar un andlisis completo.

Como un punto aparte, Broemeling comenta que en el caso en el que se supone
estacionnria la serie, el conjunto de distribuciones que él usa no es el més adecuado,
ya que la familia normal-game maneja un dominio muy extenso para los valores de los
pardmetros, El considera que si se desea incorporar al modelo la suposicién de esta-
c¢ionaridad, una aproximacién al problems, usando el método que ¢l propone, es hacer
un ajuste a los pardmetros iniciales, de modo que pueda aproximarse la estacionaridad,
o bien, ignorar el supuesto y continuar con el método. Ambos casos representan una
aproximaei6n al problema, sin embargo lo més adecuado es encontrar una distribueién
inicial que contemnple esta circunstancia. No obstante, €1 advierte que las distribuciones
posteriores llegan a ser intratables analiticamente por lo cual debe recurrirse a métodos
numéricos.

Por su parte, Alegr{a(1088) retoma la sugerencia de Zellner(1971}), considerando
como distribucién inicial no informativa n la distribucién de Jeffreys. Alegria cxplica
cémo puede obtenerse esta distribucién para utilizarla mas adelante en el cdleulo de la
distribuci6n posterior conjunta del vector de pardmetros de un proceso autorregresivo
de orden p. De esta manera, lo novedoso en el trabajo de Alegria respecto a los procesos
autorregresivos de orden p, ¢a la derivacién de un Método Bayesiano que permite calcular
las distribuciones posteriores para los pardmetros partiendo de distribuciones iniciales
no informativas. El encuentra que la distribucién marginal para el vector de parémetros
del proceso es una t multivariada no central, as{ como también obtiene la distribucién
predictiva para la vatiable un periodo adelante dados sus valores anteriores.

- Al tratar de predecir & zp,; con k > 1, Alegria sc encuentra con nuevos pro-
blemas, debido a que la distribucién predictiva resultante no tiene un forma explicita;
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sin embargo, comenta que algunos métodos numéricos pucden suxiliar en ol célenlo de
esas distribuciones, tanto predictivas como marginales!t,

4.3. Procesos de Promedios-Mdviles

Broemeling(1985) y Alegr{a{1988) hacen un estudio de los modelos de promedios-
méviles, Las dificultades que presentan estos modelos son mayores que aquéllas que se
observan para los modelos autorregresivos, bajo el tratamiento de estos autores.

Debido a las dificultades que se le presentan a Broemeling al intentar obtener de
forma explicita la distribucién predicliva, él muestra dnicamente ¢émo puede Hevarse a
cabo Ja prediceién de 274y en los modelos de promedios-méviles de primer orden, esta
prediceitn Ia efectda a través de una funcién distinta de la predictiva.

En el caso del proceso de promedios-méviles de orden 1, Broemeling encuentra
que la funcién que le permitird realizar las predicciones es la distribucidn predictiva
condicionada sobre los pardmetros del modelo, es decir, f(z744 | z1,...0270,01). A
partir de eclla calcula la esperanza de zp 4 condicionada sobre los valores zy,...,27.
Esta esperaza, comenta, le puede servir como una prediceién puntual de 21y, Asimismo
intenta calcular la varianza de zpy; condicionsda sobre z1,...,27, pero la varianza
resultante depende de ¢y, por lo cual nuevamente se tiene la necesidad de recurrir a
métodos numéricos para poder reslizar la prediceién. Broemeling sefiala que con ese
tipo de métodos, puede obtenerse la distribucién predictiva de zp4q, asf como su media
y varianza. Cabe hacer notar que las distribuciones que se encuentran al estudior a los
modelos de promedios-méviles no son distribuciones estindari?,

Alegrin{1988) estudia a los modelos de promedios-méviles aplicando el proce-
dimiento que el mismo desarrolln para modelos ARMA (p,q), viéndolos como un caso
particular de éstos, es decir, como procesos ARMA(0,q). Este procedimiento se comenta
en la siguiente secci6n.

4.4 Procesos Autorregresivos y de Promedios-Méviles

Los modelos mixtos — autorregresivos y de promedios-méviles — 2l igual que
sus predecesores, presentan problemas cuando se intenta obtener la distribucién predic-
tiva que permitiré hacer los prondsticos correspondientes por la dificultad al intentar
expresar tales distribuciones. Sin embargo, queda de manifiesto que a través del uso de

Y1 Paca mayor Informacién copsditess a Alegelaf1988;36-73).
12 gopautie Broemsling(1985; 187-196),
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métodos numéricos puede realizarse un andlisis completo.

Broemeling(1983; 197-200) considera un modelo ARMA(1,1). Recurre a la ex-
presién para la verosimilitud que él encontré en el caso de un proceso de promedios-
méviles de orden 1; a partir de ella obtiene la verosimilitud para el proceso ARMA(1,1).
Supone que [ag distribuciones iniciales para los pardmetros son informativas, La distri-
bucién inicial conjunta la descompone de la siguiente manera y es asf como la ocupa:

p(01,61,7) « p(dy | r)p(r)p(01}

donde ¢; es el pardmetro de la parte autorregresiva y #; de la parte de promedios-
méviles,

Utilizindolas, obtiene Ia distribucién marginal posterior para el pardmetro de
promedios-mduiles, que no resulta ser una distribucién conocida. La distribucién para
el pardmetro autorregresivo estd condicionada sobre el pardmetro de promedios-méviles
y las observaciones, pero ésta si es una distribucién conocida, es una t —~ Student.
No obstante, debido a las caracteristicas de las distribuciones encontradas, ¢l anélisis
debe complementarse via métodos numéricos, como s¢ comenté con anterioridad. Sin
embargo, para el caso de la distribucién predictiva de 271y esto no es necesario pues es
una funeién ¢ no central.

Broemeling intenta modificar su método con el fin de poder incluir los supuestos
de invertibilidad y estacionaridad en el modelo. Su principal dificultad es que al intentar
dar un distribucién inicial para el pardmetro autorregresivo, los parimetros de esa
distribucién también son pardmetros de la distribucién inicial de la precizién, lo cual es
un supuesto bastante fuerte que no se puede sustentar,

Alegria, por su parte, considera un proceso estacionario e invertible ARM A{p, g).
Realizando una transformacién de este modelo mediante el uso de los operadores de re-
traso!? B y las soluciones tedricas de las ecuaciones caracterfsticas:

1=~ ¢ B—¢B2 —...—$,BF =0
] 1-6,B~0,B%— ... ~0,B9 =0
obtiene una serie de tiempo auxiliar, misma que le permite darse cuenta que una uprd— .

ximacién a la matriz de informacién de Fisher para los parfmetros de un proceso
ARM A(p,q) es la matriz de informacién de un proceso autorregresivo de orden p + q.

Bg; operador de retrase a § pasos, 1e define como?

Bi(y) = Vimy
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En base a lo anterior, Alegrfa puede obtener una aproximacién de la distribucién
inicial no informativa de Jeffreys asociada a un proceso ARM A(p, ), a través de la cual
puede calcular la distribucién posterior para los pardmetros de un proceso autorregresivo
y de promedios-méviles.

En lo referente a procesos ARMA, Alegria concluye su trabajo en este punto. El
no hace mencién de la manera en la cual pueden caleularse las distribuciones predictivas
para modelos con estas caracterfsticas.

Hemos observado las dificultades a las que se enfrentan estos autores cuando
estudian los modelos AfIM A bujo el Enfaque Bayesiano, rlgunas de estos problemas se
pueden subsanar mediante téenicas de andlisis numérico y otros necesitan de un andlisis
mds profundo.

En el siguiente capitulo estudiaremos a los Aodelos Lineales Dindmicos, los
cuales proporcionan una Metodologfa Bayesiana que permite realizar la prediccién de
series de tiempo mediante el uso de Filtros de Kalman.

La forma en que se ataca el problema difiere de los métodos presentados en este
capftulo; sin embargo, la esencia del Enfoque Dayesiano queda de manifiesto en todo
momento. Los alcances de los modelos lineales dindmicos son considerables, ya que
varios modelos estudfsticos para series de tiempo se pueden ver como casos particulates
de éstos,

Como se podré apreciar, el uso del filtro de Kalman le proporciona al modelo !a
flexibilidad necesaria para incorporar nuevas observaciones que le dardn ese dinamismo
al que hace referencia su nombre, dinamismo que se reflejard en los pardmetros del
modelo y que conllevard a una actualizacién en las predicciones.
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Capftulo V., Modelos Lineales Dindmlcos

8.1 Introduccién

En el primer capltulo de esta tesis, se proporcioné, a2 grosso modo, uns des-
cripcién de slgunas técnicas de prondstico de series de tiempo; entre las cuales se men-
cionaron a los modelos lineales dindmicos. Asimismo, se comentd que estos modelos se
han desarrollado dentro de un marco Beyesiano, al cual nos referimos en el Capitulo IV,

En este capitulo, nuestro objetivo es dar a conocer a los Modelos Lineales
Dindmicos, describir su relacién con los Filtros de Kalman, as{ como presentar un
ejemplo en el cual podremos darnos cuenta de las potencialidades gue estos modelos
representan. ’

A través de este capitulo podremos notar la generalidad que representa un
Modelo Lineal Dinémico, ya que varios de los modelos estadfsticos de prediccién pueden
expresarse en términos de éste, algunos modelos que tienen esta caracterfstica son: los
métodos de regresién linesl, fos de suavizamiento exponencial' ¥ algunos otros modelos
lineales,

Observaremos también que, a diferencia de otros modetos de prediceién, los mo-
delos lineales dindmicos permiten la incorporacién de informacién por parte del usuario
del modelo, al mismo tiempo que ofrecer la posibilidad de incorporar la informacién
que cada nucva observocidn provea. -Esto dltimo representa una de las caracteristicas
mds relevantes del modelo ya que, como se verd més adelante, el Filtro de Kalman
permite tomar a las observaciones una a ung, actualizando fAcilmente los valores de los
pardmetros, asf como las predicciones, conforme nuevas observaciones se tienen dispo-
nibles, ’ - :

Otra ventaja que nos proporcionan los modelos lineales dindmicos es que se
puede iniciar el proceso de prediccién ain cuando no se tiene disponible ninguna ob-
. servacién, a través de informacién o priori. Es importante recalcar que el estudio de

estos. métodos se encucntra bajo el Enfoque Bayesiano, al cuzl ya se hizo referencia en
"el capftulo anterior. ) ‘

‘Ademés de lo anterior, otra caracterfstica importante que muestran los modelos
lineales dindmicos es que se han planteado de tal forma que pueda reslizarse la prediceién
de varias series de tiempo a la vez, es decir, se puede hacer anélisis multivariado de series
‘th‘ﬂovumu: y O'Conneli{1079; 121-132,137-198)
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de tiempo con ellos. Sin embargo, debido a que en este trabajo sélc hacemos meneibn
de técnicas univarindas para series de tiempo, no realizaremos un anélisis profundo
respecto de esta caracteristica del modelo.

Como se comentd al principio de esta tesis, la prediceidén no se referird wnica-
mente & la prediccién de eventos futuros, sino que también involuerard otros horizontes
de tiempo. En este gentido, no resulta diffcil extender el horizonte de prediccidn en los
modclos lincales dindmicos.

Los resultados que se plasman en este capitulo, en su mayorfs han sido tomados
dei articulo de Harrison y Stevens(1076).

6.2 El Modelo Lineal Dindmlco

Debido 2 que el Modelo Lineal Dindmico serd el objeto de estudio de este
copftulo, resulta apremiante proporcionar una definicién del mismo?:

Modelo Lineal Dindmico

Ecuacién de Observacién: w=Ff + w

Ecuacién del Sistema: Bi=Ghy+ w
con . v ~ N{O\VZ), wp ~ No,W) vy t1=1,2,3,...
donde:
t es el {ndice de tiempo.
v es el vector de observaciones del proceso realizadas sl tiempo ¢
de dimensién n x 1,
8, s el vector de pardmetros del proceso al tiempo ¢

de dimensién p x 1.

F €3 la matriz de varisbles independientes conocidas al tiempo ¢,
cuya dimensién es n x p.

G e8 la matriz del sistems de dimensién p x p (conocida).

2Euta entructors Ja presentan Harrlson ¥ Stevens.
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v, wy  son vectores aleatorios de dimensiones n X 1y p x 1 ezplicados,
respectivamente, a través de una normal con media cero'y matriz
de varianzas ¥ covarianzas V; y W, ¢onoeidas al tiempo t.

Vi = Ely, of]

W, = Blw, w]]

to es el tiempo inicial.
beq es ¢l estado inicial del sistema.
v, es la primera observaci6n,

El Modelo Lineal Dindmico (MLD) ¢s un sistema de ecuaciones que se com-
pone de dos grupos. Al primer grupo se le denomina Feuacign de Observacidn y al
segundo Feuacidn del Sistema. En algunas ocasioncs, Hamaremos a la ecuacién del
sistema, Modelo Paramétrico o Espacio de Estados. Las ecuaciones especifican cémo
estdin dependiendo las observaciones del proceso de los actuales pardmetros y cé6mo
éstos evolucionan en el tiempo.

La Ecuacién de Observacién explica [a dependencia estocdstica de la variable de
observacién sobre los pardmetros actuales del proceso que son desconocidos. El término
v explica lo que el estado del sistema, a través de Ia relacibn lineal, no puede explicar
sobre el vector de observaciones.

Al vector &, algunas veces se le denomina Estado del Sistema al tiempo i, es por
ello, que la Ecuacién del Sistema, indica la relacién que existe entre el estado anterior
del sistema y el estado actual. A le matriz G se le suele llamar matriz de transicidn
pues a través de ella se da el cambio de un estado a otro.

Harrison y Stevens comentan que ¢l modelo lo establecicron suponiendo interva-
los de tiempo discretos e igualmente espaciados y mencionan que no es dificil extenderlo
~ para‘intervalos desiguales o a un modelo de observaciones faltantes, Debido a que den-
tro del Enfoque Bayesiano se predice con la informacién que se tiene disponible en el
momento en que se realiza el anilisis, pucde pensarse que el modelo que considere Ia
irregularidad en tamaiio de los intervalos de tiempo o que considere la falta de algu-
nas observaciones, matemdticamente tendrd la misma estructura; lo que eambiard serd
*la forma en la cual la prediccién se lleva a cabo, debide a que ahora la prediccién se

construird a partir del estado mds reciente del que se tenga conocimiento.

Cuando trabajamos con Modelos Lineales Dindmicos debemos hacer uso de cier-
tas relaciones recursivas, estas relaciones se obtienen a través de los Filtros de Kalman.
Por este motivo, en la seccién siguiente se presentan a los filtros lineales dindmicos,
haciendo uso de diferentes planteamientos encontrados en la literatura.
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5.3 El Filtro de Kalman

En esta seccién prescntaremos tres planteamientos que se dan en la literatura
sobre Filtros de Kalman. La razén por la cual se proporcionan estos planteamientos no
estd motivada por ¢l hecho de que éstos sean los més comunes, sino més bien porque
fueron los que se tuvieron al alcance. La estructura matemética que presentan es muy
semejante; sin embargo, conceptualmente no representan exactamente lo mismo.

Uno de los esquemas que se presentan, con el fin de mostrar las relaciones de
Kalman, ho sido obtenido s partir de una simplificacién del planteamiento que hacen
Goodwin y Sin(1984; 248~249), el cual en su versién original es, en algunos sentidos,
mis general que el que plantean Harrison y Stevens(1076; 210-211), pero también mis
restrictivo en otros. Las diferencias entre ambos se discuten mds adelente. La versidn
que dan Goodwin y Sin se presenta en su versién simplificada, porque a nuestro juicio,
permite ver de una forma mis clara las relaciones recursivas dadas por el Filtro de
Kalman. La demostracién de las relaciones de Kalman derivadas de esta versién se
presenta dentro de esta seccidn, Otro planteamiento que se presenta en la literatura
¥ que aqui presentamos es el esquema que proporcionan Harrison y Stevens, éste se
presenta con la finalidad de realizar la comparacién con la versién de Goodwin y Sin a
la que ya se ha hecho mencidn. En la siguiente seccién ge discutird con mayor amplitud,

" Finalmente, se menciona el planteamiento que proporcions Jazwinski(1970; 200~201).
La demostracién para los dos iltimos planteamientos puede verse en el apéndice.

El p]ahteamlento de Goodwin y Sin
El modelo origindl que Goodwin y Sin(1984) consideran tiene la siguiente es-
tructyra;
z(t + 1) = Az(t) + Bu(t) + vy(t) (1)
y(t) = Cz{t) + va(t) (2)

donde z(to) tiene media Zp y matriz de varianzas y covarianzes To y {v (&)} ¥ {ve(2)} .
son procesos estacionarios de ruido blanco con media cero y matriz de covarianzas dada

por:
{(""lg;)(”l(’ﬂ ”2(6)7')}:(.9@5" }Sz)ﬁ(t—s);

5(-) es la delta de Kronecker, Q 20y R>0. Goodwin ¥ Sin, en el planteamiento de
lo que. ellos llaman E! filtre lincal dptimo, no hacen .alguna suposicién sobre ln-distri-
bucién de las sucesiones de ruido, la suposicién de normalidad la hacen explicita cusndo
" muestran las relaciones de Kalman.

Con el fin de facilitar la cotnparacién del planteamiento de Goodwin y Sin con
la versién de Harrison y Stevens, inclufmos a continuacién esta Gltima. .
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El planteamlento de Harrison y Stevens

Eecuncién de Observacién:  y,=Fl + vy
Ecuacién del Sistema: O =G0+ wy

con Y~ N(OlVl) Yy w~ N(Dv”")

Al comparar la estructura anterior con e} plantcamiento que dan Goodwin y Sin, ob-
servamos lo siguiente:

- La ecuacién de observacién de Harrison y Stevens coincide con la ecuacién (2)
anterior, 8i consideramos que z(t) = 8;, v2(t) = v; y C = F. De este modo observamos
que en la ecuacién (2) la matriz C es invarinnte en el tiempo; en este sentido puede
decirse que el modelo de Harrison y Stevens es més general ya que, en el modelo lineal
dinfimico, se permite que la matriz # dependa del tiempo.

- Al tratar de conciliar la ecuacién del sistema con la ecuacién {1) de Goodwin
y Sin, observamos que los modelos considerados son semejantes pero no puede verse a
uno como case particular del otro, ya que al tratar de hacer la analogla entre ambas
ccuaciones notamos la necesided de tomar a fy = z{¢+1), sin embargo este va cn contra
de lo que se supuso anteriormente, es decir que, z{t} = 0; en la ecuacién de observacion.

~ Ademts de o que ya hemos mencionado, podemos notar que el modelo dado
por Goodwin y Sin considera que las componentes aleatorins vy y u; pueden estar
correlacionadas, mientras que el modelo de Harrison y Stevens(1976) no lo considera,
sin embargo, el modelo de Harrison y Stevens permite que las matrices de varianzas y
covarianzag de estas componentes aleatorias varien en el tiempo, mientras que Goodwin
¥ Sin no lo permiten.

Si consideramos que Bu(t) + vy(t) = w, 0 = z(t), A=G,C=Fy § =0,
entonces el modelo que obtenemos es el siguiente: -
BH-I = Ga; + w
v =F0 +uv
w, ~ N{(0,Q) ¥y v ~ N(O,R)

- El modelo anterior se utilizard para mostrar las relaciones recursivas de Kalman; en lo
sucesivo nos referiremos a €1 come modelo simplificado de Goedwin y Sin.

TEOREMA. Consideremos el sistema:
Oppq =G0+ uy
= Fb +wv
Sea 0, el estado inicial del sistemna, con media 8 y con matriz de varianzes y covarianzas
g. Supongamos que E{w,w,T] =Qy E[u,u,T] =R,donde @ >0y R >0, Ademés
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supongamos que el estado inicial 0y, y las variables {v, | ¢ = g, 1} ¥ {wa |5 =
tg,...,t) son independientes y conjuntamente se explican normales. Denotemos por
141 = la media cond\cmnal de 0;41 dadas lus observaciones {y, | s = #y,...,t}. Bajo
Jas suposiciones anteriores 8. satisface las siguientes relaciones recursivas (El filtro de
Kalman): .
G41 = GOy + Kol ~ Fiy)
0 = 00

donde K, es la ganancia del ﬁltro y estf dada por
Ky = G, FY{Fe, FT 4+ B!
vy T es la matriz de covarianzas del error del astado, es decir,
Zp 1= B{{fc — 00)[0: — 07 | yemrs V2o o2 Bt}
Ademfs Ty satisface las siguientes ecuaciones:

Tia1 = GLGT + Q - K|FE FT + RIKT
e = Do

Demastracién, Por induccién, Notemos que el resultado es vélido para tp, ya
que por hipétesis, al tiempo tp, fg tiene media fp y matriz de varianzas y covarianzas
Ty por lo cusi: R _

0tg =0y
E[n =X
Ahora, supondremos que la distribueién condicional para 8, dadas y,_1, -3,

01 Ytgy 28 normal con media 4y y matriz de vasinnzas y covarianzas Dy; con clla deter-
minaremos la distribucién condicional de i1 dadas ye, Y1-1,-. ., Ytg-

Observemos que el sistema
Opy1= GO +we
= Fé +u
puede escribirse de la siguiente manera:

[/
()= (3 5 8%

donde Jg y I, son matrices identidad de dimensiones pxpy nxn, respectivamente, Para -
poder obtener las expresiones que a continuacién se muestran, serd necesario recurrir &
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algunos resultados sobre variables aleatorias normales, mismos que se presentan en el
apéndice A.3, en la parte final de este trabajo.

Utilizando el T'¢orema I'y IT obtenemos que, la distribucién conjunta de (0;:1>

dadas las observaciones y;1,1—2,-..,tp, €8 normal con media (gg') v matriz de
(3

varianzas y covarianzas
( G, GT+Q | oL, FT
F5,GT | F5,FT+R

Por lo tanto, si calculamos la distribucién condicional de 04y dadas y,ye-q,
V-3 Y1, 8 artir de esta iltima expresién observamos que®;

B4 | Wes tietan o1 9t ~ N(Biy1s Deg)
donde
’ éH-l =z G'fj[ + GE;FT[FngT + R]—l(yg — Fég)

Lt = CBGT + Q ~ GE, FT{FE, FT + R|1FE,GT

A partir de la expresién para Ty obtenemos lo siguiente:

D1 = GEBGT + @ - G FT(FEFT 4 R71FE, 6T
=GLGT + Q- GEFT|FS FT + R FL, FT + R|FE. FT + R} G FTIT

Luego, si denotamos pbr K a:
Ky = fGEgFT”FE‘FT + Rl_l
entonces, las expresiones para ét-H ¥ ;41 serén lns siguientes:

fi1 = Gl + Kow — Fy)
Tir1 = GiGT + Q — K |FEFT + RIKF

Con lo cual queda probado el resultado.e

Como puede observarse el filtro de Kalman proporciona una forma de estimar
el estado §; del sistema. El flltro tiene las siguientes propiedades:

3véase ol Teorema 111 dat apéndice A3, al final da esta tesls,
4Viue Goodwin y Sin{1084; piqe. 248-251),
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- Bajo la suposicién de normalidad et filtro arroja el estimador insesgado de
varianza minima, es decir, el filtro evalia la medin de 0; dada la informacién pasada
Yi—1:Y4~2- -+, Ytg- BN términos matemdticos se expresa como:

= El0: | y—1,¥e—2s -« - s ¥eo]
o bien, . R
Eldy — 6} yo1,Ye-21+ Y1) =0

M u .
Tr 1= E{{0 - 0)if: — 007 | vem1,9e=2 o+ s Mo} < Ze

donde E, es la covarianza de error dada por cualquier otro estimador de ;.

- La ganancia del Filtro de XKalman es que J; y la covarianza del error I,
son independientes de Yi.1,¥e-2,. .- 4, dado que las matrices G, F\R y @ son todas
independientes de i1, Y—2, -+« Yiy-

~ 8i no se pide normalidad, el filtro urroja el estimador fineal del estado, de
varianza mfnima, f.e., propotciona entre todos los estimadores lineales a aquél que tiene
la mds pequefia covarianza del error. En este caso el error (0, —8;) no estf correfacionado
€ON Yo 1, Ye-2, - - - » Yitgy O S€2 Que,

Bl(6 byl =0 1=1,2,...,6~1p

Ahora bien, si definimos a I; como
Ty — Féy
se puede ver que Iy tiene lag siguientes propiedades:

Ell | ye1,t2s- 2 W) = O
lo cual nos conduce a que

=Fé + I

= Blye | Yoty W=20-- U] + It

Si nos fijamos en la dltima igualdad podemos observar que los valores J; representan la
ndeva informacién que no estd contenida en yi.1,4-2,...,41. Por este motivo a los
valores de It se les conoce como sucesidn de snnovaciones.

Ademds de lo que ya hemos mencionado, resulta interesante notar que la media
del estado del sistema, §; 1= E|f]; y la covarianza del mismo, §; := E{[0—&][ (6 ~7},
satisfacen las siguientes relaciones recursivas:

ey1 =GO
Giy1=CGET +Q
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Resulta conveniente recordar que los resultados anteriormente comentados pue-
den encontrarse en ef libro de Goodwin y Sin.

A continuacidn, presentamos sin demostracién, las relaciones de Kalman en la
vergién de Jazwinski.

El planteamiento de Jazwinsk!

La estructura matemética que usa Jazwinski {1070; 200-201) con ¢l fin de mos-
trar qué son y en qué consisten las relaciones recursivas de Kealman, se presenta a
continuacién, Presentomos la versidn que €] establece haciendo ugo de la notacién que
&l emplea, Cabe mencionar que Jazwinski denomina a su modelo Filtro Disereto.

El sistema lineal discreto se describe mediante las siguientes expresiones:

Zppr = Pltiyp )or F P Weryy K =0,1,.0.

donde z; es el estado del sistema al tiempo t;, de dimensién n x 1, @ es la matriz
de transicién del estado de dimensién n x n no-singular, T es una matriz de n X r, y
{wg, k= 1,2,...} es una sucesién de ruido, cada wy es un vector columna de dimensién
r tal que wy ~ X(0,Q}). Las observaciones estan dadas por:

k= M{te)zg + vy

29, {wi} ¥ {vs} se suponen independientes. Si denotamos por:
Y= {y1,.--¥r}
] 1= Elz, | Y¢]
Py = B{{(za = £z ~ )7} | 72}
entonces, el filtro lineal éptimo (de varianza minima) tiene como media condicional y
matriz de covarianzas a:

241 = e, )2

Phyy = B{{(0(zr ~ 8f) + T} (¥les ~ 2] + Twpgn)T] | Vi)

= B(tests L PERT (Bhgrs 1) + Tt} Qusa TT (t).

ademds:
8 = 2f 71 + K0 e — M(t)2f),
PE =PI - KM P,
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donde
K(te) = PEIMT (0) (M) PEMT (1) + B!

¢s In ganancia de Kalman. De este modo, el esquema de prediccién se complementa con
las condiciones iniciales (3§, Pf).

Lo anterior representa la versién que Jazwinski establece para presentacién de
los Filtros de Xalman, Cabe aclarar que é] no da demostracién alguna del resultado
que presenta, La demostracién de los resultados que ¢l establece pueden verse en el
apéndice A.4 de esta tesis.

6.4 El Filtro de Kalman y El Modelo Lineal Dindmico

A continuacién presentamos la Interrelacién que existe entre el filtro de Kalman
y el Modelo Lineal Dindmico, describiendo primero la manera en la cual se determina
la distribucién posterior del estado del sistema y haciendo después la deseripeién del
proceso de prediccidn.

Consideremos el M LD, presentado en la seccién 5.2. Supongamos que la in-
formacién concerniente al pardmetro 0¢y. puede modelarse a través de una distribueién
normal con media mg y matriz de covarianzas Cp; supongamos también que la primera
observacién de que disponemos es yy,.

Con _estas hipétesis en mente y mediante las relaciones de recurrencia del filtro de
Kalman obtenemos la distribucién posterior para 0;:

,01 lybyl—ll'-'nyll'l F!:Fl—-lv'-'vpll ~ N(mllct)
Los valores m; y C¢ se obtienen de la siéuient'e.mnnéra“:

my = Gmy) + Ae

‘ Co=R- AV AT
- donde:
‘ A=RFTY!
Y= RRFT +V;
R= GC;_IGT + We
e=y 1
= FGm—)
"551 articulo de; Harrison y sllvoul(“7ﬂ) 0o Incluye una de Jtados que | eneits seceidn,

sla u:bulo uha lpmtulén de'este tnlmln 8 aclazar cdmo se obl!nnn hlu muhulo- Cuuulu ol Apladiea’ALS,
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Como podemos observar, la naturaleza recursiva del algoritmo ¢s importante,
debido a que nos permite calcular la distribucién posterior del estado del sistema a
partir del valor de la observacién mds reciente, y;, del valor de la matriz de variables
independientes, F, de lns varianzas de las perturbaciones y el ruido de las observaciones
actuales V; y W, v a través de In distribucién de

Ot | Ytmts Vs < ¥ty Fie1, Ficase o Fy

La mayor ventaja que ofrecen los modelos lineales dindmicos, en la opinién de
Harrison y Stevens, es que, por primern vez, se ticne una estructura coherente y razona-
ble para predecir en situaciones en las cuales no existen observaciones o las observaciones
BON e3cascs, y también en situaciones en las cuales se necesitan desarrollar sistemas que
requieren modelos estructurados que faciliten la comunicacién entre hombre y método
de prediccién,

7 Hasta ahora hemos mostrado Unicamente cémo se obtiene la distribucién pos-

terior del vector de pardmetros del proceso; sin embargo, afin queda una pregunta en el
aire, | Cémo vamos a predecic los valores de las observaciones futures? A continuacién
veremos cémo las relaciones recursivas mostradas anteriormente nos permitirén inferir
la distribucién de las observaciones futuras, y, 4, para k =1,2,...

Las predicciones que arroja este modelo son de naturaleza distribucional. Se
derivan de la varianza del ruido de las observaciones futuras Vi1, v de la varianza de
las perturbaciones del sistema Wy g, por lo cual es indispensable que estas matrices se
conozcan.

De las ecuaciones del Modelo Lineal Dindmico podemos derivar las ecuaciones
correspondientes al valor futuro de la variable de observacién y al estado futuro del
sistema: '

Yitk = Fypplik + vipk

Oivk = GOpp1 + Wik
Suponiendo que las varianzas de los vectores aleatorios vy s ¥ Wy, se conocen, la
prediccién de los valores futuros de yp4x requiere de la inferencia del valor futuro del
vector de pardmetros 6, y de la matriz de veriables independientes Fyy ). Sea

tiak = BlOi | 90,010 Uty Fis Fimt, o Fy )
Chie=Vorllur | vt Vem1,.- oo ¥eys Fos Fictye o Pyl k=1,2,...
definiendo a
'f =my = E[ag [ v ve-1.. .‘,ygl,n,i‘g_l,--.,i‘hl
5t = Co= Elby | gty 0 tyee o r Wiy s Fos Fret oo Ty
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donde m; y C; se conocen a través de las relaciones de Kalman, Hemos modificado
ligeramente la notacién que Harrison y Stevens utilizan porque creemos que la que
proponemos es mnemotécnica; el subfndice representa el periodo que queremos predecir,
mientras que ¢l supraindice indica el periodo méds reciente para el cual contamos con
informacién.

Utlhza.ndo la ecuacién del gistema para el tiempo ¢ + k podemos calcular los valores de
iy de Clyy -

';1:+k = Gﬁ"hk—x
Ol =GO, 1GT + Wi k=12,
de mode que el valor de la media y la varianza del vector de parimetros §;,; dada la

informacién disponible hasta el momento t, puede caleularse recursivamente usando los
valores conocidos jniciales de i y €G!, nsf como el valor de Wy g,

Denotemos por !’t+k y Y‘_H: a la media y a la varianza, de la observacién del
proceso k periodos adelante dada la informacién disponible hasta el tiempo ¢, es decir:

Ger = Elverr L vovietse o vy P Fiegs o o Py
Vi =Vorlugr | v ve-1ae 0ty P Fiety o0 ] k= 1,2,
Para poder calcular estos valores es necesario distinguir dos casos, uno cuando Fj ., se

conoce al tiempo ¢ y el otro cuando no se conoce. En el caso cuando Fy, se conoce,
podemos expresar a !.’§+k ya Y "k de la siguiente forma:

At o
Verk = Ft+l:’"t+lc
Vg = P ClaFliz + Ve k=12,

Es interesante observar la relativa facilidad con que podemos predecir el Valor de las

observaciones al tiempo £+ k cuando conocemos el valor de Fy i, ya que fiif , v CH,‘
se obtienen a través de las refaciones recursivas mencionadas con anterioridad.

La situacién se vuelve compleja cuando se desconoce el valor de Fy i ya que
de alguna manera debemos reflejar en el modelo tal desconocimiento. Recordemos el

. significado de la matriz® F y hagamos un pequefio paréntesis. La matriz F' contiecne

Ia informacién relacionada con las variables independientes o explicativas del vector de

- observaciones. Es comtn que dentro del andlisis de series de tiempo se trate de explicar

el comportamiento de una serie de tiempo dada, con otra serie de tiempo; si 1a serie
de tiempo cxzplicativa es lo suficienterente conocida entonces se puede esperar que la
prediccién de [a serie de tiempo a ezplicar no se dificulte a causa de la serie de tiempo

80mitimos los subfodicss porque a la matxis F para cualquier tieapo
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explicativa, sin embargo, cuando el conocimiento sobre el comportamiento futuro de
la serie de tiempo explicativa es escaso, es comprensible que se tenge mayor dificultad
en la prediccién de la serie de tiempo objetivo debido a que trataremos de predecir en
primera instancia el valor de la serie de tiempo ezplicativa, para luego poder predecir
el comportamiento de la serie de tiempo que nos interesa explicar. Por esta razén es
comprensible que el andlisis se dificulte cuando Ia serie de tiempo explicativa no es
suficientemente conocida, Dentro de este contexto conviene recordar también que el
modelo lineal dindmico est4 planteado de modo que se pueda realizar la prediccién de
varias series de tiempo a través de un conjunto de variables conocidas interrelacionadas
con aquéllas; en este caso, es evidente que les dificultades gserdn mucho mayores a las
que se presentan cn los casos univariados.

Harrison y Stevens indican cémo pueden llevarse a cabo las predicciones aan
cuando se desconoce el valor de Iz matriz Fy.;. Suponen que Fii; puede expresarse
como un valor esperado F, +k y un término aleatorio! 5.F‘+k, i e

FH-L'] + 6Fl+h

Fika +‘5Fz+k

Frop= B4+ 5F =

donde cada FH: y 6F trki paraf=1,2,...,n son vectores de dimensién 1 X p, compo-
nentes? de las matrices Ft-H: y sR t+k Tespectivamente, donde
Ft‘-\‘-k = E[FH-k l By Ry -Flli
sus covarianzas son conocidas y estdn dadas por:
¢ T
= c""[”‘”‘wk,-”}#,]
ij = 112:--”]’

¢'Jt+k

Ellos ascguran que £} etk Y ¢u, . conforman [a distribucién inicial al tiempo ¢, del valor
futuro de la matriz Fy . Comentnn que con las definiciones anteriores, cllos obticnen

lo que & continuacién se presenta:
Bhor = Flambpy
V= Bl + Vs + 2
con
Z=2Z; §,j=12,..n
y el elemento ‘ _
. Zij= t’“a{¢:'j,+k(’ﬁ:+k"hg:ﬁ +Ci}

\

1Da lqu( on adelants ve adoptard parclalments Ja natacldn que #llos utilisan, anteponiendo la letra nle‘l &alas parhubu-
clones que ocurren ea una varlable sapecifica.

" 23 sublodice § tndica que sa trata de Ia f+éslma columna,
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El término Z representa la incertidumbre adicional en la prediccidn, incertidum-
bre originada por el desconocimiento de la matriz Fp .

Harrison y Stevens citan a Feldstein(1971) como autor del resultado anterior.
El lector interesndo puede obtener la referencia sobre este trabajo al final de esta tesis.

En la siguiente seccién mostremos ¢6mo algunos modelos pueden expresarse
como modelos lineales dindmicos.

5.5 Algunos modelos que pueden formularse como modelos lineales dindmicos

Desde el punto de vista de Harrison y Stevens, los modelos lineales dindmicos
sont poco conocidos por lag personas que trahajan con modelos; en virtud de esa opinién,
cllos muestran, en su art{culo, cémo algunos modeloa que nos resulten familiares pueden
establecerse como modelos lineales dinfmicos.

Siguiendo la idea de Harrison y Stevens, en esta seceién mostramos eémo algunos
modelos conoceidos pueden fortularse como modelos linerles dindmicos. Es conveniente
aclarar que en todos los casos se supondré que la matriz de varisnzas y covarianzas de
Ins perturbaciones se conoce &l tiempo ¢.

' 5.5.1 Bl ixxode]o estdtico de regresidn

Los modelos de regresién resultan ser bastante {amiliares para la mayor parte
~ de las personas que han trabajado con modelos estadfsticos. El modelo de regresién se
expresa cominmente en los siguientes términos:

w=Xif+e; ¢=1,28,...

donde y; es unz observacién univariada, Xz es un vector de variables independientes de
"dimensién 1 X py B es un vector de coeficientes d scidos de dimensién p x 1. El
.~ modelo estético de regresién es equivalente al siguiente modelo, el cual ticne la formn
- de un modelo lineal dindmico:

w=Xibt+e
=1If t=1,23,...

*donde I es la matriz identidad de dimensién p x p.

El algoritmo de filtraje dado por el modelo lineal din&mico nos proporcions un método
que nos permite Ia actualizacién de los estimadores de los coeficientes de regresién cada

" vez que disponemos de nueva informacién; por otra parte, no ticne la restriccién de
que la varianza del ruido sea constante, por lo ¢ual no existe la necesidad de buscar
-transformaciones que lo consigan. . :
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5.5.2 El modelo dindmico de regresién

Cuando se trabaja con modelos lineales estdticos, es comin estimar los coefi-
cientes de estos modelos njustando informacién pasads sin actualizar los valores en-
contrados conforme nueva informacién se encuentra disponible; esto suscita algunas
dificultades debido & que no existe una razén convincente que haga suponer que los
coeficientes estimados en este momento permanecerdn sin cambio en el transcurso del
tiempo. Asimismo cuando deseamos hacer estimaciones consideramos que si tenemos
bastantes observaciones entonces los estimadores que consigamos & través de esas obser-
vaciones serdn més confiables que si los hubiesemos conseguido con poces, sin embargo,
st tomamos en cuenta lo que mencionamos con anterioridad, llegamos a un punto en el
cual no esté claro cémo debemos proceder debido a que podemos obtener estimadores
anticuados o totalmente enganosos cuando trabajamos con informacién abundante pero
poco relevante; es en este momento cuando debemos preguntarnos ;Cémo y de qué ma-
nera detectamos que la informacidn de que disponemos es o-deja de ser relevante para
nuestro estudio?.

El modelo estético no puede hacer frente a situaciones como las que acabamos
de describir pero existe otro modelo que ofrece zlgunos medios para poder superar esas
dificultades: El modelo dindmico de regresién,

w=Xbite

Bi=Pi-1+ 60 t=123,...
Este modelo puede formularse como un modelo lineal dindmico si consideramos que
n=1, §=f, Fi=2X y G=1I,, . Harrison'y Stevens comentan que la varianza

de 80, serd propuesta por ¢l modelador en base al conocimiento que tenga sobre la
estructura del proceso.

5.5.3 El modelo steady

El modelo steady3 puede escribirse en la siguiente forma:
=t e
Be= g+ 8y t=1,2,3,...

donde pt es un variable dependiente del tiempo alrededor de la cual fluctda el valor
de 1. Este proceso ¢s una de las formas més simples del modelo lineal dindmico que’
existen,yaquen=p=1, 6=, F=G=1 Vi=Varla],y Wy =Varl6m}.

- Utilisamos !s palsbra en Inglis debido a que, en nuestra oplafén, ninguna de las traducclones de la mlsma resylian
adecusdas para ilustrar Is forma en 1a que epera este modslo.
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£.5.4 El modelo lneal de crecimlento

El modelo lineal de crecimiento es una extensién del modelo steady. Las ecua-
ciones del proceso son lag siguientes:
Ye=pet &
= pe-1 o+ e+
Be=Pfr+68  t=1,2,3,...
La interpretacién que cominmente se le da & yy es la del nivel del proceso al tiempo ¢,

Al reexpresar este modelo en términos de un modelo lineal dindmico obtenernos lo que
_ a continuacién se muestra:

w=(1 0) (g:) + &

w_ (1 1) (m-l) (6m+6ﬁ,) o o
(ﬂt) (0 1/ \ B + 66t 1,2,3,...
 En este caso la varianza del vector de perturbacién en la ecuacién de) sistema, deberd

incluir ln covarianza entre los términos Sy y 68, debido a que éstos aparecen sumados
en una de lag entredas del vector.

5.5.5 El modelo autorregresivo de orden p

Los modelos autorregresivos de orden p, AR(p), se definen generalmente como
2t =d1zm1 F 2zt -pt oy t=1,2,3,...

Como hemos visto en las secciones precedentes, uno de los objetivos principales de
algunos métodos es estimar los coeficientes $1,92:..-,¢p ¥ ln varianza del término
de perturbacién u;. En cstos métodos cominmente, las estimaciones obtenidas no se
sujetan a una revisién frecuente. Dentro de esta metodologfa, el modelo autorregresivo
se plantea de la siguiente manera:

2t = {211y 22,0y 2ep)t + 0

bt =1 +5¢:

(2N
¢ = : t=1,2,3,...
e ‘

| Do eita manera, tebricamente se superan los problemas ‘ernahados po_r.ia. no-
revisién de los pardmetros. En la opinién de Harrison y Stevens se recomienda que

donde
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al tratar de obtener las predicciones para este modelo se recurra a la estimacién de
Fy4r que ellos proponen ya que, en este caso, es obvio que esta matriz es desconocida.
Otra ventaja que sefialan Harrison y Stevens s que mediante este modelo pueden reali-
zarse cambios a los coeficientes {¢;}, ya que la ecuacién del sistema deja abierta esa
posibilidad. .

5.5.8 El modelo de promedios-méviles de orden ¢

Los modelos de promedios-méviles M A(g), presentan problemas al tratar de

. expresarlos como modelos lineales dindmicos debido a la no linealidad de este modelo.

No obstante, se han sugerido algunos métodos para superar estas dificultades, al menos
parcialmente.

El primer método propone que el modelo de promedios-méviles sea aproximado
mediante un proceso autorregresivo, Se comenta que el grado del modelo autorregresivo
puede obtenerse por ensayo y error. Un segundo método presupone que los pardmetros
del modelo se conocen y que o través de ellos se tratard de obtener informacién sobre
fos términos de perturbacién, efectuando estimaciones de estos términos y revisdndolos
a través del planteamiento de un modelo lineal dindmico. Otro método parecido al an-
terior, supone que los términos de perturbacién se obtendrén como diferencia entre una
observacién real y su correspondiente estimacién, la cual se calculard con la informacién
que se tiene hasta un periodo atrds y a diferencia del método anterior, considera que con
éstas estimaciones se tratardn de obtener las estimaciones de los pardmetros, mismas
que se irdn actualizando mediante un modelo lineal dindmico.

Como puede observarse, en todas las opciones que se plantean existen dificul-
tades al intentar estudiar a los modeloa de promedios-méviles. En nuestra opinién, las
dificultades que ze presentan dentro de este contexto se deben, principalmente 2 la ne-
cesidad de obtener por parte del interesado, la informacién necesaria para modelar una
suma de términos aleatorios dependientes del tiempo, situacién que se presenta bastante
complicada.

‘A continuacién presentamos un ejemplo que nos permite vislumbrar las posibi.
lidades que nos puede proporcionar un modelo lineal dindmico en la prediccién de series
de tiempo. : ’
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5.8 Ejemplo

Con el fin de mostrar las caracterfaticns de los modelos lincales dindmicos a
continuacién presentamos un ejemplo de éstos. En este ejemplo se utilizard una serie
de tiempo que, por sus caracter{sticas, represents una buena prueba para observar cudl
es ia sensibilidad del modelo » los cambios bruscos, corroborando asf su dinamizmo.

La seric de tiempo que consideraremos pora tal efecto, e5 la serie que csté com-
puesta por Jas cifras de inflacién mensual de la Repiblica Mexicana, es decir, In serie de
ins varinciones mensuales en el Indice Nacional de Precios al Consumidor que publica
e} Banco de México.

Para tal efecto hemos considerado el periodo que va de enere de 1980 a junio de
1088; en consecuencia {a serie estd compuesta por 114 datos.

Cabe mencionar que el ejemplo que presentamos se proporciona con el fin de
ilustrar cémo pucden utilizarse los métodos lineales dindmicos. A continuvacién se pre-
senta la tabla que contiene los valores de la serie inflacionaria, ast como la grifica que
muestra el comportamiento de &sta durante el periodo mencionado (Fig 1 y 2.)%.

Como puede observarse en I gréfica, la gerie no es eatacionaria, situacién que
complicerfe ¢l andlisis si trataramos de aplicar otra metodologfa, ya que tendrfamos
que tranformar los datos hasta conseguir que ia serie tuviera esa caracterfstica. En este
caso, no es necesario transformar Ia #erie debido & que el método no lo requiere.

Lsta gerie como sabemos, estd influenciada por factores de Indole econdmica
v social, entre otros, razén por la cusl la serie presenta cambios importantes en su
comportamiento, que ocasionan dificultades al tratar de modelarla. Debido = in escasn
informacién que tenemos de ella, trataremos de utilizar un modelo sencillo, pues de lo
contrario, caerfomos en una falacis ya que ello irnplicarfs un mayor conocimiento de la
serie de tiempo.

£l modelo que consideramos es el modelo steady expresado como modelo lineal
dindmico, mismo que presentamos en la seceibn 5.5.3 de este trabajo.

Utilizamon este modelo ya que no séle nos proporcions una representacién sen-
cilla de la serie, sino que sdemés podemos pensar, por el conocimiento que tenemos, que

gy presentan aj final de eabs saceidn,
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este modelo tiene las caracterfsticas adecundas para predecir una serie de esta fndole,
sobretodo para periodos proximos, ya que a menos de que haya un cambio importante
en ¢l comportamiento econdmico del pals como podrfa ser una devaluacién de s moneda
0 un eambio en las tasas de interés del mercado, entre otros factores, que no tuvieramos
previstos; podemos auponer que los valores de éstas varinciones no cambiardn brusca-
mente de un periodo a otro. Cobe seftalar que si tenemes inforinacién sebre este tipo de
situaciones, esa informacién la podemos incorporar sl modelaje de la serie en cuestién.

El modelo considerado presenta la siguiente estructura:

y=petu
=gy T t=1,23,...

donde vy ~ N(0,Ve) y wy ~ N(0,W). La distribucién para gy s una normal con media
mg y varianza Cg.

Para poder iniciar el proceso, necesitemos estimar los términos my, Cp, We v
V;. Con este objetivo en mente, procedemos a estimar los valores mg ¥ Cpp. FPara tal
efecto consideremos los datos del primer semestre sobre el cual tenemos informacibn,
ep dectr, las cifras de enero o junio de 1080. La media y varianza de este conjunto de
datos nos permitird tener un conoceimiento previo sobre ¢} parfmetro, conocimiento que
se reflejard en una distribucidn inicial del mismo. La estimacién puede ser un tanto
burda, sin embargo, se espera que mejore a medida que incorporemos las siguientes
observaciones al modelo, a causa de que tendremos més conocimiento.

Qtros valores que ¢s necesario conocer son las varianzas de los {érminos de
perturbacién. En este caso, lo adecuado serfa construir estas varianzas en base al
conecimiento que se tiene sobre el fendmeno; sin embargo, debido a que no tenemos
conacimiento alguno sobre estos términos, para efectos del ejemplo, consideraremos que
éstos se explican u través de una distribucién normal esténdar. 5i obtuvieramos poste-
riormente informacién sobre algin fenémeno que afecte al valor que tome la variable en
cuestidn, esa nueva informacién podrfamos reflejarls en estos términos de perturbacién,

Como podré apreciar el lector, un problema que presentan estos métodos es
el hecho de que se necesitan conacer, en todo momento, Jas matrices de varianzas y
covarianzas de los términos de perturbacién de la ecuacibn del sistema y de la ecuacién
de observacién, situzacién que no se aprecia ficil. Una posibilidad es estimar el valor de
egtas matrices; sin embargo es necesario realizar una mueva investigacién en la que se
analicen cudles pueden ser las formas posibles de llevar a cabo la estimacién de estas
matrices, asf como las consecuencias de introducirlas dentro del modelo.

En base u lo anterior, eplicamoes el método que Herrison y Stevens han de-
sarrollado para encontrar la distribucién posterior de 4. En este caso, las relaciones de
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Kalman se simplifican considerablemente ya que, no es diffcil probar que

si
pr-1 ~ N(mg-1,Ce-y)

En consecuencia la distribucién posterior para y¢ es

entonces

#e ~ N{m¢, Cr)
donde
: - Ce 1+ W
s mey RS +V‘(Vt my1)
y

(Cp—y +Wi)?

O = Ge17We — Cio1 + Wi+ V2

* Para predecir los ;Jalores futmos de las observaciones utilizamos las expresiones siguien-
tes:
t ot
Mgk = Mygp
por lo tanto
pr = me

Cler=Clyny + W

En consecuencia la media, ., v o varianza, 17¢+k, de las predicciones, tienen las
expresiones siguientes:

¢ st
o Peak = Migpy
de donde

4k =me

s = iy * Wit Vi
En base a las consideraciones que hemos hecho ;:on anterioridad, podemos calcu-
lar ahora la distribucién posterior del psrédmetro cada vez que se tenga disponible una -
nueva observacién; con esta distribucién podemos calcular la distribucién de las predic-

ciones,
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A continuncién presentamos una tabla de valores que nos permite visualizar

cémo varfa la media y la varianza del pardmetro y cémo son la media y ia varianza de

--las predicciones que se obtienen a partir de esa distribucién posterior del parfmetro.

La tabla que se presenta a continuaci6n, se obtuvo utilizando la hoja de célenlo Lotus
1-2-9.(Fig. 3). :

Podemos observar que &l sustituir el valor de V; y W, las expresiones se reducen
ya que, en ese caso, la varianza del pardmetro en el periodo t + k se incrementard en k
unidades respecto a la varianza del mismo en el periodo ¢, considerando que 86lo se tiene
informacién hasta ese periodo. De la misma manera ocurrird con las prediceiones, sélo
que el incremento en cllas serd mayor {de 2k), debido a que se tiene mayor incertidumbre
respecto de su valor,

Asimismo podemos darnos cuenta que la media del proceso en este caso seré ln

misma, tanto para el pardmetro como para las predicciones. No obstante, puede obser-

“varse la dindmica que presenta ésta & medida que se incorporan nuevas observaciones

al proceso. Con el fin de que se pueda apreciar ese dinamismo se presenta la grifica de

las medias del proceso en cada periodo, caleuladas a partir de la informacién disponible
hasta un periodo atris.(Fig. 4.)

- 52 ‘-,.‘ '



ENERO
FEBRERO
MARZO
ABRIL
MAYO
JUNIO
Juuo
AGOSTO

" SEPTIEMBRE
OCTUBRE
NOVIEMBRE
DICIEMBRE

1980

4.84%
231%
2.068%
1.75%
1.63%
1.96%
2.79%
207%
111%
1.51%
1.74%
2.62%

1681

3.22%
2.46%
2.14%
2.25%
1.51%
1.40%
1.76%
2.06%
1.86%
2.22%
1.53%
2.68%

INFLACION MENSUAL

1682 1883 1984 1985 1986

4.97% 10.88% 6.35% 7.42% B8.84%
3.83% 537% 5.20% 4.15% 445%
3.65% 4.64% 4.27% 388% 4.65%
5.42% 633% 4.33% 3.08% 522%
5.62% 4.34%  332% 237% 556%
4.82% -3.79% 3.62% 250% 6.42%
5.15% 4.94% J.28% J3.48% 4.99%
11.22% 3.88% 2.64% 4.37% 7.97%
534% 3.08% 286% 3.99% 600%
5.18% J.32% 3.49% 3.80% 572%
5.06% 587% 3.43% 4.61% 676%
10.68% 4.28% 4.25% 681% 7.89%

1887

8.10%
7.21%
6.61%
8.76%
7.54%
7.24%
8.10%
8.17%

8.33%
7.88%
14.77%

1588

15.46%
8.34%
5.12%
3.08%
1.53%
2,04%
1.67%
0.92%
0.57%
0.76%
1.34%
209%

245%
1.36%
1.08%
1.50%
1.38%
1.21%

- Fig. 1.




INFLACION MENSUAL
Enero 1980 - Junio 1989

1980 1981 182 1983 1984 1985 1see 1987° . 1088 wa

Fig. 2



Medias y varianzas del parémetro y de las predicciones.

MES y{_

ENE 1980 | 4.54

FEB 231 informacion Infclal

MAR 206

ABR 1.76

MAY- 163

X3 =F At | gt [ At | ot T ¥ 3

tMes Y | o] & | Gai | Canl Coon| Tan] Yeri | %en | Vs
0 243 | 12107
1 {JuLieeo.| 279 | 268 {06885 | 1.6885 | 26885 | 26885 | 268 | 2.6806 | 38065 | 4.6885
2 |AGo 207 | 290 |o06281 | 1.6281 | 26281 | 3.6281 | 230 | 26281 | 26281 | 4.6281
3 |sep 1.11 | 156 | 06195 | 1.8195 | 26195 | 36196 | 1.56 | 26106 | 3.6105 | 46195
4 locr 151 | 153 |o06182{ 1.6182 | 26182 | 36182 | 1.53 | 26182 | 26162 | 48182
s |Nov 174 | 166 | 06181 | 1.6181 | 26181 | 36181 | 166 | 28181 | 3.8181 | 48181
6 joic 262 | 225 06180 | 1.6190 | 26180 | 3.6180 | 2.25 | 2.6180 | 3.6100 | 46180
7 |ENE1se1| 322 | 285 §0.6180 | 1.6180 | 26160 | 3.6180 | 2.85 | 2.6160 | 2.6180 | 4.6180
8 |FEB 246 | 261 |0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 261 { 2.6180 | 2.6180 | 4.6180
9 |MAR 214 | 2082 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6160 | 232 | 2.6180 | 3.6100 | 4.6180
10 |ABR 225 | 228 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 228 | 2.6180 | 3.6180 | 48180
1" IMAY 151 | 180 | 06180 | 1.6180 [ 26180 [ 38180 | 1.80 | 2.6180 | 2.8100 | 46180
12 [JUN 140 | 155 06180 | 1.6180 { 26180 | 3.6180 | 1.55 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
17 L t76 | 168 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 1.68 | 2.6180 | 2.6180 | 46180
14 |aGO 206 | 192 | o680 | 16100 | 26180 | 36180 | 1.92 | 2.8180 | 2.8180 | 4.6180
15 |seP 106 | -1.88 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 1.88 | 2.6180 | 5.6180 | 4.6160
16 |ocT 222 | 209 [ 06180 | 16180 | 26180 | 36180 | 209 | 2.6180 | 36160 | 4.8180
17 |NOV 19 | 199 [06180 ]| 1618 | 26180 | 26180 | 1.99 | 2.6180 [ 35190 | 46180
18 |oic 269 | 242 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 242 | 2.6180 | 3.6180 | 46180




~3 ~F CY ~t o) 1] [3 e

t|MES Ve Mo Ct 64‘«; c.m. 6::: yﬁl_ YHL ?{u. Y:ﬂ
19 [ENE 1982{ 497 400 {06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 4.00 } 26180 | 3.6180 | 4.61680
20 |FEB 383 3.96 106180 | 1.6160 | 2.6100 | 3.6180 | 3.96 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
2t {MAR 3.65 3.77 | 061680 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 3.7 | 2.6160 | 3.6160 | 4.6180
22 | ABR 542 479 | 06180 | 16180 | 26180 | 3.6180 | 479 { 26180 | 3.6180 | 4.8180
23 MAY £.62 53C | 0.6180 ] 1.6180 | 26180 | 3.6160 { 530 ] 26180 | 2.6190 | 4.6180
24 JJUN 482 500 ] 05180 ] 16180 1 26160 | 36980 | 500 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
25 UL 5.16 509 {06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 5.00 ] 26180 | 3.6180 [ 4.6180
28 {AGO .22 8.88 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 888 | 26180 | 3.6160 | 4.6180
27 [SEP 534 6.69 | 0.6180 ; 1.6160 | 2.61680 | 3.6160 | 6.69 26180 | 3.6180 | 4.6180
28 {OCT 5.18 578 | 06180 | 1.6180 | 2.6160 | 3.6180 | 576 { 26180 | 0.6180 | 46160
26 [NOV 5.08 533 | 0.6190 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 533 | 26180 | 3.6180 } 4.6180
x DiIC 1068 | 8.64 | 06180 | 1.8180 | 2.6160 | 3.6180 | 864 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
3t {ENE 1083} 1088 1002 | 06180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 10.02 | 2.6160 { 3.8180 | 4.6180
32 . {FEB 537 7.15 106180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 7.15 .| 26180 | 3.6180 | 4.6180
33 IMAR 484 672 | 06180 | 1.6180 | 26160 | 46180 | 572 | 26180 | 3.6180 | 46180
34 {ABR 6.33 6.10 | 06180 | 1.6180 | 26160 | 3.6180 | 6.10 | 26180 | 2.6180 | 4.6180
35 [MAY 4,34 5.0t | 06190 ; 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 501 26180 | 3.6180 | 4.6180
36 (UN 3.79 426 | 06180 | 1.6160 | 26180 | 2.6180 | 4268 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
7 UL 4.94 463 106190 { 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 468 |} 26180 | 3.6180 | 4.6180
38 |AGO 3.88 4.19° 1 0.6180 | 1.6180 | 2.6160 | 3.6180 | 4.19 | 26180 | 3.6180 | 4.6160
39 |SEP 3.08 350 |0.6180 | 1.6180 | 26180 | 96180 | 350 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
40 {OCT .32 3.39 | 06180 | 1.6180 { 2.6180 | 36180 | 339 | 26180 | 3.6160 | 4.6180
4t NOV 587 492 ]0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 492 | 2.6180 | 3.8180 | 46180
42 DG 4.28 453 | 0.6180 | 16180 | 2.6180 | 3.6180.| 453 | 26180 | 3.6180 | 4.6180

Fig.3 (Contlnﬁaclén).




~ e = X Ty ~ - X]

i |MeEs yt : (13 C: C-:ﬂ cifl. C¢ % Zix ?-t:-l 9&::. Yﬂ -
43 |ENE 1884| 6.35 565 |06180 | 1.6180 { 2.6180 | 36180 | - 5.65 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
44 |FEB 5.28 542 106180 | 1.6180 | 2.6180 { 36180 | 542 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
45 |MAR 4.27 471 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 4.7 2.6180 | 3.6180 } 4.6180
46 {ABR 4.33 448 |0.6180 | 1.6180 | 2.6160 | 3.6180 | 448 | 2.6180 ! 1.6180 | 4.6180
47 IMAY 332 3,76 §0.6180 | 1.6180 ) 2.6160 | 3.6180 376 | 26180 | 2.6180 | 4.6180
48 {JUN 3.62 3.67 ] 0.61080 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 367 | 26160 | 2.6180 | 46180
49 {JUL .28 3.43 [0.6180 ) 1,6180 | 2.6180 | 3.6180 3.43 | 26180 | 3.6180 [ 4.6180
50 |AGO 284 3.07 06180 ) 1.8180 | 2.6180 | 3.6180 3.07 | 26180 | 3.6180 | 4.8180
51 |SEP 298 301 {06180 [ 1.6180 { 26180 | 36180 | 3.01 | 2.6180 | 3.6180 | 48180
52 {OCT 3.49 an 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 3.31 2.6180 | 3.6100 | 4.6180
53 |NOV 3.43 338 | 0.6160 | 16160 § 2.6180 | 36180 | 3.38 | 2.61B0 | 3.6180 | 46180
54 DIC 4,25 392 | 06100 | 1.6180 { 2.6180 { 36180 | 3.92 | 2.6180 ]| 2.6180 | 4.6180
55 JENE 1985 7.42 608 | 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6160 6.08 | 26180 | 3.61680 | 46180
56 (FEB 415 480 | 0.8180 | 1.8160 | 2.6180 { 3.6180 { 4.89 | 26180 | 3.8180 | 4.6180
57 MAR 3.8 427 | 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 427 | 26180 } 3.6180 | 4.6180
68 [ABR 3.08 353 | oeiso ] 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 353 | 26160 1 3.6180 | 46180
59 [MAY 237 281 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 281 26180 { 3.61680 { 4.6180
60 [JUN 2.50 262 | 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 262 | 26180 | 3.6180 | 46180
61 lJuL 3.48 45 | 0.6160 | 1.6180 | 2.6180 | 36180 | 3.15 | 2.6180 | 3.6160 | 4.6180
62 [AGO 4,37 390 {06180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 3.90 | 2.6180 { 3.6180 | 4.6180
63 |SEP 3.99 396 |0.6180 | 1.6180 [ 2.6180 | 36160 | 3.06 | 26160 | 3.6160 | 46180
84 JoCT 3.80 366 | 0.6180 | 1.6160 { 2.6180 | 3.6180 | 3.86 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
65 |NOV 4.61 432 |0.6180 | 1.6180 { 2.6180 | 3.6180 § 4.32 | 2.6180 | 3.8180 | 4.6180
66 [DIC 6.81 566 | 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 { 36180 | 586 | 2.6180 | 3.6180 | 46180

Fig. 3 (Continuacién).,




A~ a At t ~
o MEs y* m:ﬂc c‘: a :f’ C* S 6“3 y:“ v‘:" i ?:"L ?’15
87 |ENE1985] 8.84 7.70 - | 0.6180 | 1.6180 { 26160 | 3.580 | 7.70 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
638 |FEB 4,45 6.69 }06180 1 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 5.69 | 26180 | 3.6180 | 4.6160
689 |MAR 4.65 5.05 ]061680 [ 1.6180 | 26180 | 3.6t80 | 5.05 | 26180 | 3.6180 | 4.6160
70 jABR 522 515 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 6.15 | 2.6t80 | 3.6180 | 4.6180
71 |MAY 5.56 541 {06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 5.41 | 26160 { 3.6180 | 4.6180
72 |JUN 6.42 6.03 | 06180 | 1.6180 { 261680 | 3.6180 | 6.03 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
73 (JUL 4.99 5.39 (06180 | 1.6180 | 26180 | 36180 | 5.39 | 26180 | 36180 | 4.6180
74 |AGO 7.97 6.98 | 06180 | 1.6180 | 261680 | 3.6180 | 6.98 [ 25180 | 3.6180 | 4.6180
75 |SEP 6.00 6.38 106180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 6.38 | 26180 | 3.6180 | 4.6160
76 {0CT 5.72 697 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6160 | 5.87 [ 26180 | 3.6180 4.6180
77 |NOV 6.76 6.46 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | B.45° | 26180 | 3.6180 ) 4.6180
78 |DiIC 7.89 7.34 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6t80 | 7.34 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
79 |ENE 1987} 8.10 7.81 06180 | 1.6160 | 26180 | 3.6180 | 7.81 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
80 |FEB 7.21 744 106180 | 16180 | 26180 | 36180 | 7.44 ] 26180 | 3.6180 | 4.6180
81 |MAR 6.61 6.93 {06180 | 1.6160 | 26180 | 3.6180 | 6.93 | 261680 | 3.6180 | 4.6180
82 JABR 8.75 8.05 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6160 | B.05 | 26180 | 2.6180 | 4.6180
. 83 |MAY 7.54 7.74 | 06180 | 1.6180 | 26180 [ 3.6180 | 7.74 | 26160 | 3.6180 { 4.6180
84 {JUN 7.24 7.43 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 7.43 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
85 UL 8.10 7.84 | 06180 | 1.6180 | 26180 E 36180 | 7.84 | 26160 | 3.6180 | 4.6180
86 (AGO 8.17 8.05 | 06180 { 1.6180 | 26180 | 3.6180 | B.05 | 26180 | 3.6180 | 4.6160
a7 |SEP 6.59 7.15 {06180 | 1.6100 | 26180 | 3.6180 | 7.15 | 26180 [ 3.6160 | 4.6180.
88 |OCT 8.33 788 | 06180 | 1.8180 | 2.6180 | 3.6180 | 7.88 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
89 NOV 7.83 7.91 | 06180 | 1.6160 | 26180 | 3.6160 | 7.51 | 26180 | 3.6180 | 4.6180
80 |DIC 14.77 | 12.158 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 12.15 | 26180 | 3.6180 | 46180

Fig. 3 (Continuacién).




X At [1 1 < L) ) [ X3
U [MES y+ Tean Ct eiu e-n& ans y:" ?*-n Y«l. Y-iﬁ
91 |ENE1088( 1548 | 14.20 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 14.20 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
92 |FEB 834 | 1058 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 10.58 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
93- [MAR 5.12 7.20 | 0.6180 | 1.8180 | 26180 | 3.6180-] 7.20 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
94 {ABR 3.08 4.66 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 4.66 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
95 IMAY 1.93 297 | 06180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 2.97 | 2.8180 | 3.6180 | 4.6180
96 [JUN 204 240 | 06100 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 240 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
97 {JuL 1.67 185 | 06160 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 195 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6160
88 JAGO 0.92 1.31 | 0.6180{ 1.6180 | 25180 | 3.6180 | 1,31 | 2.6180 { 3.6180 | 4.6160
99 |SEP 0.57 0.85 | 0.6180 | 1.6180 { 26180 | 3.6180 | 0.85 | 2.6160 | 3.6180 | 4.6180
100 {OCT 0.78 0.80 106180 | 16180 | 26180 | 36180 | 080 | 2.6180 | 3.61080 | 4.6180
101. [NOV 1.34 1.13 | 0.6180 | 1.6180 | 26160 | 3.6180 | 1.13 | 2.6180 | 3.6180 { 4.6180
102 JDIC 2.09 1.72 [ 06180 } 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 1.72 | 2.6180 | 3.6180 | 46190
103 |ENE 1869 | 245 247 | 0.6180 | 1.6t60 | 26180 | 3.6180 | 217 | 2.8180 | 3.6180 | 46180
104 |FEB 1.36 1.67 | 0.6180 | 1.6180 | 2.6180 | 3.6180 | 1.67 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
105 [MAR 1.08 1.31 [ 06160 | 1.6180 | 26180 | 3.6160 | 131 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
198 |ABR 1.50 1,43 |{0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 1.43 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
107 |MAY 1.38 1.40 | 0.6180 | 1.6180 | 26160 | 3.6180 { 1.40 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180
108 JJUN 121 1.28 | 0.6180 | 1.6180 | 26180 | 3.6180 | 1.28 | 2.6180 | 3.6180 | 4.6180

.’ Fig. 3 (Continuacitn).




INFLACION MENSUAL
Evolucién de la media del parametro
Julio 1980 - Junlo 1989

0 T ¥ 13 ¥ L] A T T T T T LR ] 1 1 ¥ ¥
Jul Jul Jul Jul Jul Jul Jul 0 Jut Jut

80 8t 82 - 83 84 85 88 87 88

Fig. 4



CONCLUSIONES

Cuando se cuenta con informacidn acerca de una variable que nos interesa, re-
sulta atractivo tratar de entender el comportamiento que ha venido mostrando ésta; un
problema que resulta interesante, cs tratar de averiguar e} comportamiento de esa varin-
ble en otros periodos de tiempo sobre los cuales no tenemos ningidn tipo de informacidn.
Nos interesa predecir, posiblemente, porque algunas de las decisiones que vayamos a to-
mar o que tomardn las personas para las cuales hacemos el estudio, estardn fuertemente
.relacionadas con aquellas condiciones que tratamos de predecir en tales periodos.

Dentro de los métodos estadisticos que se han propuesto solucionar este pro-
blema, encontramos & los Modelos Lineales Dinémicos, los cuales se han desarrollado
dentro del Enfoque Bayesiano. Cémo hemos visto, estos modelos utilizan las releciones
recursivas de Kalman, las cuales les permiten actualizar probabilidades.

Desde el punto de vista de Sullivan y Claycombe, que compartimos, ninguna
prediccién: debe aceptarse como final sino que debe revisarse constantemente ya que,
cada nueva pieza de informacién contribuird a la confiabilidad o desconfianza de las
hipétesis usades. En este sentido, los modelos lineales dinémicos proveen la estructura
necesaria pare llevar a cabo esa revisién de predicciones.

Una ventaja que, & nuestro juicio, también presenta este método es que Ins ob-
servaciones van incorporéndose ung @ una, Consideramos que esta situacién es positiva
por varias causas, En primer lugar, existen ventajas computacionales pues no se mane-~
Jan todos los datos a la vez, el realizar los céleulos, permitiendo que algunos métodos
sean fdcilmente implementados en estos términos,

-Otra posibilidad que abren estos métodos son, desde luego, aquéllus casos en los
cunles se tiene poca informacién de fndole numérica. En estas situaciones el interesado
podri actualizar sus predicciones e ir conociendo al fenémeno a medida que nuevas
piezas de informacién vaya obteniendo, Su conocimiento sobre fenémencs semejantes
jugaréd un papel importante en la determinacién de las probabilidades iniciales, asf como
también, el conocimiento que tenga sobre factores que infuyan en el comportamiento
del fenémeno que le interesa. Esto tltimo también es aplicable a aquéllas sltua.cxones
en las cuales se tiene més informacién.

Respecto & Ia condicidn de estacionaridad que varios modelos requieren come
supuesto inicial, éste método no hace hincapié en esa situacién; haciendo flexible e] uso
del método para series que no tienen esa caracterfstica. Alin mis, el método es tal, que
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no proporciona un método estindar para modelar a las series, ya que como hemos visto,
.varios modelos estad{sticos pueden llegar a formularse como modelos lineales dindmicos.

Fl estadistico tratard de modelar el conocimiento que el interesado tiene sobre el
fenémeno, eligiendo el método que a su juicio, sea ¢l més apropiado para reflejarlo. Los
modelos lineales dindmicos ofrecen mayores posibilidades de modelaje, situacién que los
pone en una plano competitivo reapecto de los deméds modelos.

Como pudimos observar en el Capftulo V, varios modelos estadfsticos pueden
establecerse como Modelos Lineales Dindmicos. En el caso de los Modelos AR(p) v
M A(q), Harrison y Stevens explican cémo pueden expresarse éstos en términos de los
modelos lineales dindmicos; sin embargo, debe observarse, tat como lo hace Priestley?,
que los modelos AR(p) tienen problemas en cuanto & la expresién para la distribucién
de las predicciones, debido a que se debe considerar la dependencia estocésticn de la
matriz Fii; v la observacién y,44; de modo que la propuesta que hacen Harrison y
Stevens de utilizar una estimacién de la matriz Fi, debe ser motivo de una més amplia
inveatigacién. .

En nuestra opinién, una restriccién del método es determinar cudles serdn las
matrices Vigpx ¥ Witk El modelo lineal dindmico que Harrison y Stevens plantean no
deja vislumbrar de que manera pueden construirse esas matrices, ni cémo estimarlas,
salvo que se construyan a través del conocimiento del interesado sobre el fenémeno,
situacién que parece bastante compleja e inverosimil.

" 1Wiade Ia discuslén dul articulo de Harrison'y Stevens(1078),

_54 -



APENDICE

A.1 Bl Teorema de Bayes!

Sea X = { X1, X0,.. ., Xm ¥ y Y = (¥3,Ya, ..., Y )T dos vectares aleatorios.
Sean g; y g2 las £.d.p.g.3 marginales de X y Y respectivemente. Sean Ay{: | v) laf.d.p.g.
condicional de X dado el valor de ¥ =y y kq{- | 2} la £.d.p.g. condicional de ¥ dado el
valor de X = z. Entonces para cualesquier punto x € 2™ tal que g1{z) > 0y cualquier

6 Rn .
Y hafy | =) = he(z ] ¥)oa(v)
WIS = T bz ] Daalt) i)

En términos de eventos el Teorema de Bayes se establece como sigue:

Sean Ay, A2, ... una sucesién de eventos disjuntos para los cuales U2, 4; = §
donde § es el espacio muestral, i.e. el conjunto de todos los posibles resultados de
un experimento y Pr(4;) > 0 para { = 1,2,..... Ademds, sea B otro evento tal que
Pz{B) > 0. Entonces: : o

' Pr(B | A;) Pr(A;)

Pf(At' I B) = Z;';l Pr(.B I A)') Pr(A")

1=1,2,3,...

¥ tan DeGeoot(1970; 11-23):
“2Funclones ds demeldad do probabllidad fead




A.2 Definiclones y Teoremas relevantes sobre probabilidades y esperanzas
condiclonales

Fun esta seccibén se muestran algunos teoremas y definiciones que pueden ser de
interés para personas poco familiarizadas con distribuciones y esperanzas condicionales®.

Definicién 1. Dados dos eventoa A y B, definimos a la funeidn de probabilided
candicional Pr(4 | B), del evento A dado el evento B, por:

Pr(AND),
Pr(B) '

1a Pr(4 | B) no estd definida cvando Pr(B) = 0. A grosso modo se puede decir que
Pr(A | B) es la probabilidad del evento A habiendo observado la ocurrencis del evento
B, por esta razén es poco importante que la Pr{4 | B) no esté definida cuande la
Pr(B} =

Pr(A| B) = Pr{B) >0

Definicién 2. La funcidn de densidad condicional PxiY(z |y),dezdado ¥ =y
pera todo z ¥ v tal que py (y) > 0, estd dada por:

Pxy(z:Y) = Pxy {z,4}
py{¥) frpxy(s,y)ds :

Para &l caso multivarindo tenemos lo siguiente:

pxpr(z I V) =

Py X g Xal¥y Yypm (Z% 0 Za L UL 200001 Ym)
o PX Xy XY VY (%1:2210+0 2 s V12 350+, Yim)
PY, ¥ (Y0920 1 Bim)

Pxy XppueXn Yy Yo ,vm(zl":?y [ERFE.14/] 8% PREN 1¥m)
I' 'jR. PX,,X;, ,X,..Yh}’,,..,,ym ("1, 32000y Ina VYD ens !lm) dsy,deg,...,dsn ’

Definicién 3. La esperanza condicsonsl® de la variable aleatoria X dada la ve-
riable aleatoria ¥ ='y, se define como:

EgylX 14 = [ 2pgy a1y ds
cuando X es un vector aleatorio de dimensién n:

Ex]y[x | 1’! = {Exl;ylxl } 9]:---‘1 Ex,.ly [xn | VE}T-

" ®Viaas Hoxg y Oralg(1950; 90-04)
4A vaces Namads tamblén medla condiclonal.



Teorema 1. (Funcién de Densidad Condicional). Sean X y ¥ variables aleato-
rias. La funcién de densidad condicional py,y (= | y), satisface lo siguiente:

Py lzly) 20

[paylalvydz=1
px“,(: }¥) =py(z) siXyY sonindependientes.

Teoremsa 2. (Esperanzas condicionales). Sean X, ¥ y Z variables aleatorias;
¢y d constantes y g(+) una funcién de valor real. Supongamos que las esperanzas no
condicionales de X, Y y Z existen. Entonces

Ex|le Pyl = By [X] i X y Y son independicntés
Ex[X] =F, {Expf[X Jvl}
Explo(o)X | ] = gy} Exyp X | 4]
Ex!ﬂ(!’)x} =By {g(y)Ex[y[—X t !/”
Ex|y [e] y=¢
Byplot) vl = a(v)
E'Xlz“,[c.x-i-d Z|yl=¢ EX|YIX |y) +d EZIY[Z |yl



A.8 Tres Teoremas Importzmtés

) En este apéndice se presentan los tres teoremas que nos permiten obtener los
resultados sobre Filtros de Kalman que eparecen en el Capftulo V. La demostracién de
estos résultados puede verse en DeGroot(1970; 51-56).

Definicidn. Sean Xy, X3,...,Xn n variables aleatorins, Xi,X3,...,Xn se dis-
tribuyen conjuntamente como una normal multivariada si su funcién de distribucién de
probabilidad tiene la siguiente forma:

prlz) = (2m? | 25 /% exp{—}(= - BIX|)T T} (= — EIX])}
| By | = det By y el suprafndice ~1 denota » la matriz inversa.
- Teorema I. Sea X una variable norma! de dimensién n con media py covarianz:‘ar
L ysee Y = BX + v, donde B es una matriz de dimensién m X n y v es un vector

columna de dimensién m, entonces ¥ es una variable aleatoria normal de dxmensxén
m % 1 con media BX + v v covarlanza BEBT.

Teorema 11, Sea X una variable sleatoria normal de dimensién n con media p y
covarianza T. 81 X, s y T ee particionan de la siguiente manera:

*=(a) +=Ca) == =)

entonces X es una variable aleatoria normal con media uy y covatianza £yy.

Teorema III.Sea X una variable normal de dlmenmdn n con media p ¥ covarianza
5. 8i X, p y L se particionan como sigue:

*=() #=() == (5 )

-entonces la distribucién condicional de X dade X; = z7 es normal con media p; +
zunn (zg = p2) y covarianza Sy — Euﬂn Bai.



A.4 El Filtro de Kalman
El esquemsa de Jazwinski, Demostracién.

En el Capitulo 5 hacemos un estudio de los Filiro de Kalman; en este apartado
demostramos la versién que da Jazwinski® para presentar al Filtro de Kalman.

El sistema se describe mediante las siguientes expresiones:
They = e tk)Ze + Dldwign, =010

donde z; es el estado del sistema al tiempo t;, de dimensién n x 1,  es ln matriz
de transicién del estado de dimensién n x n no-singular, T es una matriz den xr, y
{wx, k=1,2,...} es una sucesién de ruido, cada wy es un vector de dimensién r tal
que wg ~ N{0,Qx). Las observaciones estfn dadas por:

Yi = M{tp)zp + vy
z9, {wk} y {vi} se suponen independientes. Supongamos que v ~ N (0, Ri)*®
Denotemos por:

Yei={y1). .90}
2] 1= Elz, | Y¢|

Pl = B{l(za - £}z — )71 ¥}

entonces, el filiro lineal éptimo (de varianza minima) tiene como media condicional y
matriz de covarianzas a: i

21 = Bltepn, te)Ef
Ply = B{((®(zk — ) + T(tr)wesa) (8 (mx — 35) + D(ex)wian) T | Vi)
= @(tkp 1 ) PERT (tesn ti) + T(R) Qa1 TT (1),

" Ademds;: .
2= 270+ Kt (i - M(E)EEY),
P} = PE - Ky M) PE,
donde
K(t) = PEIMT () M) PE MT (1) + By~

5 Jaawinski(1970) pigs. 200-201.

€ Jaswinaki no hace menclén du aate supuesto, ain smbargo lo utitisa al obtener Ins expresionss para la media y In varianea
del sstado slguients. : .



esla ganancm de Kalman. E} esquema de prediccién se complementa con las condiciones
iniciales (£F, PE).

Demoastracidn. Supondremos que la distribucién condicional de zg dedas yg_.q,
Yk—71++ V1 €8 normal con media :7:’;'1 ¥ matriz de varianzas y covarianzas Pf“l, para
determinar a través de ella, la distribucién condicional de zx; dades ¥k, Yp—g1s.e v V1,

Observemos que la distribucién conjunta para g1 ¥ yx dades las observaciones
Yk—1s+++; Y3 €8 normal con media

B(tpprate)2h !
( MJ(rflk)"‘“’i )

y matriz de varianzas y covarianzas

$PE18T 1 1@ IT | P MT
Mpfta? | MPFIMT 4 R,
Por lo tanto si consideramos 1a distribucién condxuonal de x4 dades yi,yr_1,..., 1

obtenemos una distribucién normal con media 25 £+ ¥ matriz de varianzas y covarianzas
Pk+x’ donde
gl = 025t + @R MTIMPEIMT + Ry (yi - MY
= o{zf~ + PEIMTIMPE MT + Ry Myg M*"-l)}
por otra parte
Pk = 2PF 10T + TQyq I - 2PF*MT(MPE-1MT + Ry) M P 10T
=o{P}~ - PF 2 MT (MPE MY + Ry) " MPE 130T 4 7@y 0T
Haciendo uso de las definiciones de £] y P, podemos notar que:
241 = Bl@(tepn te)ze + T{te)wess | Vi)
= Bty te)2).
Asimismo podemos observer que
Py = B{[((zk - 2§) + Tuwgy1) (9(zg - 25) + Towg)T) | ¥}
= Btkrrs t)PERT (thgssta) + TltR) QessTT (%)
Por lo tanto obtenemos que
o =8} + K(t)lus - M}
PE=pEl - K@) MPE?

K{t) = PEIMT (P MT + By
) Con lo cual queda probado el resultado. »



Apéndice A.5 El Modelo Lineal Dindmico
Demostracién de las relaciones de Kalman en la versién de Harrison y Stevens.

Considérese nuevamente, el modelo presentado en la seccién 5.2, el cual se ex-
presa en los sigulentes términos:

=F0,+v (1)
= Got—l + w; (2)
con .
v~ NOVi)u ~ N(OW) v t=1,2,3,...

Supongamos que la informacién concerniente al pardmetro 0y, puede modelarse a través
de una distribucién normal con media mg y matriz de covarianzas Cp; supongamos
también que la primera observacién de que disponemos es y,.

Bajo las hipétesis nnteriores,la distribucién posterior para 6 es:
O | YesWi—tr -1 Mty Foa Fe—tveo s Foy -~ N(me, Cr)
Los valores m, y C, se obticnen de la siguiente manera:

= Gmy_y + Ae
Co =R~ AV AT
donde
A= RFTY
% =RRFf +V;
R=0C_16T +W,
e=y—i
=FRGm_;

Demiosiracién. Supongamos que el resultado es vélido para 0,y es decir,
Bt | Ye-ts¥e2s oo bt P ts Fego - oy~ Mg, o)

Ahora, trataremos de conocer cudl es ln. distribucién condicional de 0| yi— i,y,-z, s
G ¥y FiyFew15: 000 Feyy v en base a ella calcularemos posteriormente, la dlstnbumén ’
de 0¢|m.y¢ 1yveosUtys Fty Fi—y+ .« Fty. Observemos que,

, Ot | Yt s Wt-rer s ¥ Fn Frmgy oo By~ N{my—y,Ci—g)
'y que ademds, bl sustituir la ecuacién (2) en la ecuacién (1):

= RGOy + v +v, A



De aquf en adelante scguiremos lo siguiente notacién:
yr-1 3= {Vem1, Ve-2, -+, ¥t }
Fr= {Flth—ll'-'-F‘l}

# = Ely | yr-1, Fr|

¥ o= E{ly - dllwe - 917 | yr-1, Fr)
En base a Jo anterior, usando la ccuacién (3), obtenemos que
§ = B{F|G8—1 +we] + ve | yr-1, Fr}

=FRGmy_,

¥ en consecuencia

¥ = B{IF(GO~1 + wy) + v¢ — FGmy_1]|Fi( Gty +wr) + ve ~ FGm_y]T | yr-1, Fr}
= B{|FG(0i=1 ~ my) + Fewy + wllFeG(0e=1 ~ me—y) + Fowy + w7 | yro1, Fr}

= RGO, 1CTFT + RW.FT + W

= F[GC.1GT + W|FL + V1.

Si R 1= GC;—1GT 4 W,, entonces Y = F‘;RF‘T + ¥i. De este modo, hemos
obtenido la distribucién para ¥¢ | yr-1, Fr.

Calculemos ahora la distribucién conjunta? de 0; | yr-1, Fr ¥ ¥t | yr~1,F1; para
ello, necesitamos obtener el valor de la matriz de varianzas y covarianzes de 0 y v,
dadas yr_1 y Fr. Denotemos por fala esperangza de 0; condicionads sobre yr~1 ¥ Fr.
De ahi que;

B[t - 910 = 67 | yr-s, Fr}
= E{[RG(8i—1 = my—1) + Fewy + v|[G_y + vy — Gmy_1 [T I yr-1, Fr}
= E{[FRG(0;—1 — mqg—y) + Fewe + "t]{(”t 1= me-1)T6T + wf | yz-1, Fr}
= RGC1GT + RW,.
Por lo tanto, la matriz de covarianzas entre 0y y y; dades yr_, y Fr es:
( GC GT+W, | GO_1GTFT +W;F,T)

RGC1GT + FWe | RRFT+v;

Utxhzando los resultados que hemos obtenido hasta ahora, podemos cu.lculu.r la dlstn-
buc:én condicional® de &; | yr, Fr.

0"!/!11/{—1'- 1y£1|Fth ll'”lFll ~ N(mhc!)

7Vinnse los Teoremas 1y IT e o] apéndica A.3 .
R 8Uuandes o1 Teortma JIf del apéadlea A3,



.Sien&o ] .
= Gmy—1 +|{GC_1GT + Wi FT[RRFT + Ve] M - FiGmu—y)
= Gmy_y + REFY Yy = 5]

= Gmy_; + Ae
donde
i e=gy~9
Y
A= RFI¥-1,
Finalmente

= GC1GT + W, — [GCy1G7 + W | FT [RRFT + Vi| ' [Fi6Ce16T + RW]
=R-RFf¥7'RR : ‘

= R~ RFTP1PV-YrR)T
= R-APAT.

" Por lo tanto

Btiyt;yt-lu--':Utuﬂ:Ft-h-“-Ftl ~ N(m;,c;) .

con
= Gmy_y + Ae
=R~ 47,47,

; De esta maners, hemos probado las relaciones de Kalnum que. proporclonan ‘
;Hmmon ¥ Stevens parn el Modelo Lmenl Dindmico. B
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