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PROLOGO 

El estudio d• aerle1 do tiempo reaulta de sumo lnter6o en vorl11 dlsclpllnao; 
diverso• autora• han propuesto dlferante1 modelos COl'l al fin de poder expllcar au 
comportamiento. Entre loa modeloa que .. emplean para tal fin, ae encuentran loa 
Modelo• Une1le1 Dinimlcoa, elltos mod1l09 M preaenlan en un artículo de Harrlaon y 
Stevans, el cuál 1e ha empleado como fuente principar de Información en la 
elaboración do esla trabajo. 

En la formulacl6n de loa Modeloa Unoalea Oln6:mlcoa se emplean las 
rolaclones recursivas dadas a trav6a de loa Flltrom do Kalman1 mlamaa que permiten la 
actuallzaclón do las distribuciones de probabllldad du loa parómelros. 

La preuntaclón que de asto• modelos na h1ce1 se enmarca dentro de un 
contexto Bayeslano, en al culd se utilizan probabJlldadas subJatlvas o personales. 

En el Capitulo V da esta tasia, 10 muestra la formulac16n de estos modelos, 
su ralncl6n con Jos Flltroa da Kalman y se presentan algunos ejemplos de modelos 

. ootadístlcos qua pueden expresarGS como Modelos Unaaloa Dinámicos, cubrlóndosa 
da asta manora el o:.Jetlvo principal da esta traba)o. 

Adlclonahnante ea pre1ant1n on loa Capitulo• 111 y lV 1lguno1 estudios, quo 
sobre Modelos ARIMA. han hecho dlstlnl09 autorea dentro de un contexto Clúlco y 
Bayoslano, respactlvamenta. Sa presentan estoa modelos con el fln de Ilustrar cómo 
pueden relaclonarae •stos con el astableclmlento da Modelos Unaalos Oln6mlcoa. 
Asimismo en 11 Capitulo 11 so proporcionan algunas deflnlclonas que son relevantes on 
ol estudio da urlea de tlomp(). 

Algunaa caractarfstlca1 qua presentan las predicciones, asl como clortas 
conaldaraclones que daban hacerse cuando se predica o, pronosllca1 so comentan en 
11 primer capitulo do esta trabajo. Ademú en él se muestran algunos modelo• que se 
han utlllzado para pronosticar urlH da tlemp~, .. ~xpllcando a grosso modo. su_ 
f1Í~~lo-;,amla~lo. ' - . . . . . . 

En la parte flnal de ésta tasia u presenta un •)amplo da la aplicación do 
Modelos Unoolea Dln6mlcoa a un serle da tiempo especifica. También se plantean las 
conclu1Jona1 que obtuv'? la autora 1obro la .mlamL Rnalmonte1 aparece un ·apéndice. 
en 11 que 18 han ubicado algunos tóplcoa que puedan ser de Interés para el lector de 
este trabajo. · 



EL PROBLEMA DE PREDICCION 



l• 

CAPITULO J. El Problema de Predicción 

1.1 Conceptos Básicos 

Debido a que en este trabajo se utilizan con frecuencia. algunos términos, creemos 
necesario dar una idea general de los mismos. 

SERIE DE TIEMPO. Una serie de tiempo es unn aecuenci" de observaciones de 
une. variable particular, ordenad"" respecto del tiempo. Algunos ejemplos pueden ser: 

- La serie formada por los precios semanales de un artículo. 

- La serle compuesta por )p..g temperaturns diarias de una región. 

- La serie forma.da por los indkes de. inflación mcnsunles del país. 

- La serie compuesta por el número de egresados cnda año de una cierta. 

licenciatura. 

-etc. 

PREDECIR. Entenderemos este término en un sentido un tanto distinto a lo 
que comúnmente se entiende por él. Generalmente la predicción se asocia con el anun~ 
ciamiento de cualc¡uier evento futuro. En este trabajo cuando deeimos que vamos e. 
predecir el valor de una vn.riablc, nos reícrimos a que vamos n. trntar de averiguar el 
comportamiento de esa variable en un periodo de tiempo específico y vamos a proporcio
nar un valor (o rango de valores) que probablemente tenía, tiene o tendrá en ese periodo, 
en base a la informaci6n que tenemos de la variable, hasta este momento. Como puede 
observarse, el periodo cspecUieo a que nm1 referimos no necesariamente tendrá que estar 
ubicado en el futuro. 

PREDICCION O PRONOSTICO. Usaremos el término predicción en dos sen
tidos: como la acción de predecir y como el producto de esa acción. Además cuando 
nos referimos al producto, utilizaremos los términos predicción y pronóstico en forma 
indistinta. Cabe mencionar y hacer hincapié en el hecho de que el ejercicio de predicción 
no sólo se realiza a futuro. 
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1.2 Introducción 

Cuando se cuenta con información acerca de una variable que nos interesa, re
sulta atractivo tratar de entender el comportamiento que ha venido mostrando ésta; 
un problema que resulta interesante, es tratar de averiguar el comportamiento de esta 
variable en otros periodos de tiempo sobre los cuales no tenemos ningún tipo de in
formación. Nos interesa predecir, posiblemente, porque nlgunns de las decisiones que 
vayamos a tomar o quo tomll.Z'án Jns personas para. las cuales hacemos eJ estudio, es
tarán fuertemente relacionadas con aquellas condiciones que tratamos de predecir en 
tales periodos. Estas ded•iones pueden ser tan simples como el decidir que tipo de ropa 
vestiremos mañana -tal decisión se verá influenciada. por el dima que oírnos ha sido 
pronosticado-, o tan complejas como administrar los recursos de alguna inatitución en 
base a los pronósticos rcn.lizados sobre los ingresos y egresos que esa institución tendrá. 

1.2.l Ln Importancia de la predicción 

Pronosticar es una actividad muy importante en muchos tipos de organizacio
nes, ya que las predicciones pueden incorporarse al proceso de toma ele decisiones. La 
importancia. de predecir puede verse de varias forma.a, por ejemplo: un gobierno puede 
y debe predecir factores de diversa lndole o algunas caracterlsticas de estos factores, que 
sean de vital importancia para el desarrollo de su pala, ya que de esa manera podrá for
mular los lineamientos que va a seguir el' adelante. A una institución eclucativa podrla 
interesarle pronosticar el número de alumnos que ingresarán en un año determin&.do 
para poder tomar decisiones concernientes a los recursos que destinará a cada una de 
sus áreas de estudio. 

Además de lo ya mencionado, podemos agrcgR.r que, otro de Jos prop6aito!:j al 
realizar predicciones es obtener un conocimiento Previo sobre los eventos inciertos o 
desconocidos que son importantes para tomar decisiones a corto o largo pinzo, de los 
cuales conoceremos su valor hasta que transcurra cierto tiempo. 

Es necesario destacar que no sólo el problema de predicción es relevante como 
parte de un proceso de toma de decisiones, en este contexto puede resultar mds im
portante juzgar la calidad de una predicción, ya que por ejemplo, conseguir "óuenM 

' prediccionea" ocasionará, generalmente, que las decisiones que tomemos a partir de 
ellas sean mds acertadas. 

Para poder preparar una predicción -la cual queremos que sen juzgada como 
"buena•-, necesitaremos del estudio y análisis de la información disponible sobre el 
fenómeno o factor que deseemos predecir y /o de la opinión de un e:z¡ptrto o <xp<rt03. 
Aún cun.ndo en un proceso de predicción, se consideren como "bueno,,• los pronósticos 
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que hayamos hecho, es necesario recordar que cuando predecimos, estamos acarreando 
incertidumbre en todo aquéllo en lo que involucremos a. tal predicción, puesto que no 
tenemos el valor real del fenómeno que deseamos pronosticar. Es por esta razón que 
resulta conveniente destacar algunas de las características inherentes a las predicciones. 

1.2.2 Características que presentan las predicciones 

Las predicciones (o pron6sticos) tienen caractcrfsticas que son inherentes a ellas, 
características que deben tomarse en cuenta cuando los pronósticos vayan a usarse. Las 
predicciones son incorrectas en su mayorfn. Aunque muchas personas reconocen el 
hecho, existen otras que hacen proyectos con los pronósticos que tienen y no están 
alertas ante los posibles errores que pueden ocurrir. 

Es por ello recomendable actualizar constantemente la información que se tenga 
sobre el asunto, reemplazando el valor de la observación que se vn.ya obteniendo por su 
correspondiente predicción, además de incorporarlo también al volumen de información 
que se tiene para. hacer }e,.q subsecuentes predicciones. Las predicciones deben darse en un 
rango, de modo tal que, junto con la predicción tentativa, vaya asociada la estimación 
del error que pueda tenerse. Otra característica relevante es la pérdida. de exactitud 
que se tiene n medida. que se realizan los pronósticos para periodos más alqj ados en 
el horizonte de tiempo. Paralelamente, podemos esperar que el error de predicción se 
reduzca cuando hagamos predicciones para periodos de tiempo más próximos. 

Algunas •ugerencia.s que hacen Sullivan y Claycombe(1077) en su libro Fundamentals 
o/ Fortca:Jh.0ng son las siguientes: 

El analista debe conocer su área, es decir, debe tener un conocimiento adecuado 
de los hechos que ocurren en su campo de trabajo, del medio ambiente que rodea al 
evento que desea predecir. Una. "buena predicci&n• involucra conocimiento sobre tcn
d~ndas históricas, factores geográficos, correlaci6n en algunos indicadores econ6micos 
(en algunos casos), factores pollticos, psicológicos, técnicos o económicos que influyen 
en aquello que se desea predecir. 

Las predicciones se basan en suposiciones. La persona que predice debe conocer 
y estar preparada para establecer sus suposiciones. Estas deben referirse a factores 
sobre los cuales no se tiene control o no se está en posibilidad de hacerlo, as{ como a 
aquellos factores que s( pueden controlarse. 

Al realizar .una predicción debe tenerse un propósito en mente, el cual puede 
establecerse en términos de las preguntas que se deseen responder. Teniendo la in
formación en la mano, el analista debe desarrollar una hipótesis o solución tentativa, 
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miBma que debe probar en el transcurso de su estudio. La información relacionada con 
la hipótesis debe ser recolectada cuidadosamente, depuri!.ndose posteriormente. 

Cuando se posee informo.ci6n numérica, es recomendable graftcar los datos, a 
fin de obtener una visión preliminar del comportamiento de los mismos. Mediante este 
sencillo análisis se puede averiguar si los datos presentan alguna tendencia, si se notan 
ciclos o bien si existen observaciones "<xtraña• ". Ninguna predicción debe aceptarse 
como final. Toda predicción debe revisarse constantemente. Cada nuevo dato u obser
vación contribuye a la confiabilidad o desconfianza en las hipótesis usadas. 

1.3 Métodos de predicción 

Existen metodolog(as para poder predecir o pronosticar un evento, en particular 
el valor futuro de una serie de datos. El método o los métodos que se decidan usar 
dependerán de la aplicación especial o problema espec(flco que se tenga entre manos. 
Es probable que, por el monto de información disponible, In. gamn. de modelos a los 
que se pueda recurrir se limite, ya que las distintas metodolog(as exigirán, impl!cita o 
expllcltamente, un grado 1nenor o mayor de información. Los métodos de predicción 
han aido claai!lcados por sus caracter(sticaa; sin embargo, la claaificación no es estándar, 
por ajemplo, Bowerman y O'Conne11(1979; 16-21) clasifican a los métodos de predicción 
de la siguiente manera: 

A. Métodos Cualitativos. Utilizan la opinión de expertos para realizar las pre
dicciones. Dentro de estos métodos se encuentran: 

Cualitativo• { 
Ajuste Subjetivo de Curvas 
Método Delphl o Técnica Delphos 
Comparaciones TecnolcSgicas 

B. Métodos Cuantitativos. Estos métodos necesitan de Información numérica 
para poder realizar las predicciones. En este grupo se encuentran: 

Cuantitativos { Modeloe de Series de Tiempo 
Modelos Causales 

Para Bowerman y O'Conr.ell, los métodos cualitativos son aquellos métodos 
que usan la opinión de •ezpertos• para predecir eventos futuros. Consideran que son 
convenientes cuando se tiene acceso a las personas calificadas como "e%pertoa• y sobre 
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todo cuando la información numérica histórica no está disponible o es escasa. Los 
métodos cuantitativos consisten en el análisis de información histórica a fin de predecir 
valorea futuros de la variable de interés. Nelson(l973; 1-11), por su parte, clasifica a 
los métodos de predicción en distintas categor[as, a •aber: 

A. Predicción Subjetiva. Uso de la intuición del que predice cuando cree que 
ésta es mejor que cualquier función matcmáticn. de prcdicci6n, o bicn 1 cuando requiere 
de un pronóstico inmediato¡ en su caso, cuando no puede costear el uso de otra técnico.. 

B. Modelos Estad[sticos y Matemáticos. 

i.) Modelos Estructurales y Econométricos. Un modelo estructural es un con
junto de funciones matemáticas que representan relaciones causales entre un conjunto 
de variables; cuando el modelo incluye un término de perturbación se conoce como mo
delo estadistico, y cuando se desarrolla en un contexto económico recibe el nombre de 
econométrico. 

ii.) Modelos Determinísticos. Son aquellos modelos que tratan o. la variable 
que se desea. predecir, como una funci6n determinística del tiempo. 

iii.) Formulas de Predicción Ad-Hoc. Son aquellos modelos matemáticos que 
se desarrollan de acuerdo a las neceaidades particulares de cada problema, sin tratar de 
justificar formalmrnt• la metodología empleada. 

iu.) Análisis de Series de Tiempo. Son modelos en los cuales, los valores 
que toma la variable de interés en los distintos tiempos (o una transformación de los 
mismo•). son considerados como una función de ellos mismos sólo que en periodos de 
tiempo distintos, más un término aleatorio o de error. 

A continuación describiremos algunas de las técnicas de predicción, tratando de 
unificar las clasificaciones mencionadas anteriormente; cabe aclarar que no pretendemos 
dar una nueva clasificación de las técnicas. 

1.3.1 Modelos Matemáticos y Eetad!stlcos 

Cuando se trabaja con información numérica generalmente se hace un análisis 
del comportamient~ que tienen los datos respecto del tiempo o, si se cuenta con la 
información, respecto de otras variables. Se trata de identificar, por medio de alguna. 
metodología, una eatructura que permita determinar los valores futuros de la varia.ble 
de interés. Esta estructura se trata de establecer en términos matemáticos. 
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1.3.1.1 Modelos Econométrlcos 

El uso de estos modelos involucra In identificad&n de variables que están relacio
nadas con la variable que se desea predecir, y que además puedan, en un momento dado, 
explicarla. Después de que se ha hecho tal identificación, el siguiente paso es establecer 
un modelo matemático que represente IM relaciones existentes entre tales variables; de
bido a que se trata de identificar una estructura matemática entre las variables, a estos 
modelos se les designa, en ocasiones, como e3truelurales. 

Ln etapa posterior es predecir, considerando los valores que llt!garán a tomar 
las variables e.""<plicativns¡ en ocasiones, por no contar con los vnlores reales de esta.CJ 
variables, es necesario introducir valores estimados de las miamns, sin embargo, la vn.lidez 
de !ns predicciones disminuye si no se ha hecho explícita, en el modelo, la suposición de 
que se consideran valores estimados. 

Debido a que en numerosas ocasiones es dificil contar con los valores reales de 
}ns variables explicativas, frecuentemente se recurre a ejercicios de simu1aci6n, los cuales 
permiten analizar diferentes escenarios obtenidos por la variaci6n de los valores de lr..s 
variables explicativas. 

Estos modelo• son diflciles de formule.r en In práctica, pues es necesario contar 
con bastante información, ya que no sólo se necesita tenerla sobre la variable de interés, 
sino también sobre las variables explicativas. Por esta raz6n, en múltiples ocasiones, la 
habilidad para poder predecir a la variable de interés dependerá de la habilidad para 
predecir a las otras variables. 

Una gama importante de estos modelan la constituyen los modelos de regresión 
lineal; la utilidad de estos modelos se ha constatado en numerosas ocasiones, sin em
bargo, cuando el objetivo es predecir series de tiempo, resultan insuficientes pára este 
propósito, debido a que las hip6tesis de las cuales parten estos modelos no son satisfechas 
por las series de tiempo (p. ej., el supuesto de no corrclaci6n en los errores)1. 

1.:i.1.2 Modelos Determln!stlcos 

A los modelos que consideran que la variable de interés o de respuesta es una 
función determinística del tiempo se les conoce como Modelos Determinísticos. Estos 
modelos consideran que si In serie de observaciones hechas en el tiempo se denotan por 
z1,z2,. • .,zn_entonces existe una función f tal que z1=J(t);t=1,2,3,. .. ,n. 

1Para 111aror lnfonnaclón 1obre e1lo. modelo• nLle Draper r Smhh (IOBl), 
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Una clecci6n común para/, es suponer que/ es un polinomio en t, esta elección está 
motivada por el Teorema de Aproximación de Weierstra.o;s, el cual menciona que toda 
función continua puede aproxima.rae por un polinomio. 

Uno de los problemas que se presentan, es determinar el grado apropiado del 
polinomio. Sabemos que si se tienen n observaciones, existe un polinomio de grado, 
a lo más, n - 1 que se ajusta exactamente a los puntos dados por esM observaciones. 
Sin embargo, puede resultar que algunM de las potencias ele t sean poco importantes 
en la evolución de z¡ y por otra parte, si nosotros usamos el polinomio resultante para 
pronosticar más allá del periodo muestra!, tendremos errores en la predicción, de los 
cuales el modelo no nos proporciona informaci6n alguna. En forma alternativa podemos 
optar por un polinomio de grado menor. En una situación así el polinomio no se ajusta 
exnctnmente n todos los puntos gcnerndos por ln.s observaciones, por lo que se hace 
necesario introducir un término de perturbn.ci6n que refleje esta situa.ci6n 1 de este modo 
recurrimos nuevamente a métodos estadísticos para poder resolver el problema. 

Otro modelo determinístico usado con frecuencia, es el modelo de crecimiento 
exponencial zt = f(t) = Ae"' donde A y a son consta.ntes. Con este modelo los 
problemas son similares al anterior y aún pueden ser más agudos debido al acelerado 
crecimiento que presentan¡ sin embargo, pueden resultar útiles cuando se desea predecir 
a intervalos de tiempo muy cortos. 

1.3.1.3 Modelos ARIMA 

Descritos a gro••o modo los modelos ARI M A consideran que cada observación 
de la serie de tiempo2 es una combinaci6n lineal de ob3ervaciones y perturbaciones 
aleatorias ocurridas en periodos distintos, as( como do perturbaciones aleatorias tenidas 
en el periodo presente. En términos matemáticos, un proceso ARIM' A tiene In forma: 

Xt; µ. + tPl"t-1 + ... + t/ip:tt-p +u, - 01u1-1 - ... - OqUt-q 

donde { Ut 1 t E Z} es una sucesi6n de variables aleatorias independientes con media 
cero y varianza común o 2, 

En este trabajo se consideran dos formas de conseguir predicciones a través de 
estos modelos, las cuales dependen del enfoque de probabilidad que se esté empleando: 
un Enfoque Cldaico o un Enfoque Baye•iano. 

2Eta obi1rncl6n pued1 11r producto do diferenclu 1uculne apUudu a valom con11cutlvo1 de la aerla de &lempo en 
cuaUón. 
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1.8.1,4 Modelos Llnenles Dinámicos 

Estos modelos se emplean en Ja predicción de series de tiempo y se definen a 
través de las relaciones de rccurrencia <le los filtro• de J(alman. Se estudian con detalle 
en el último capítulo de esta tesis. Se ubican dentro del Eiúoque Bayesiano. 

1.3.2 Otros m~todoa de predicción 

Alguna.~ personas que desean predecir una situe.d6n futura, en ciertas ocasio
nes, por causas que enuncia.remos má.<J adelante, recurl'en a metodologfa..'i que utilizan 
la opinión de <xperto• para poder predecir algún evento futuro. Estos métodos son ade
cuados en situn.ciones en las cuales se pueda contar con la. ayuda de los •experto.s ",pues 
en caso contrario la aplicación del método no tendría sentido. Algunas de las razones 
por lns cuales se utilizan estos, son las siguientes: 

- Cuando el evento que se intenta predecir no es de índole numérica. Por 
ejemplo, predecir la política que seguirá un nuevo gobierno, o bien, le. forma de vida. de 
sociedades futura.a y otros problemas si:nilarcs. 

- Cuando la peraona que predice o pronostica considera que recurrir a ln 
opini6n tle personas calificn.dns tiene mayor validez que alguna técnica matemática co-
nocida. por él, debido n las caro.eterfsticns de su problema. , 

- Cuando la información hist6rica cuantificable que requieren Jos métodos 
de predicci6n matemáticos, es nula, insuficiente o poco con.fiable; o bien, cuando alguno 
de los supuestos o hip6tesis en los cuales se fundamentan estos mé~odos no se satisfacen 
y no se conoce alguna forma justificable para proseguir con el uso de ellos. 

- Cuando la persona que predice puede contar con la opinión de e:tporto• 
y desea aplicar la metodología, a fin de complementar las predicciones obtenidas por 
medio de otras técnicas. 

Debido a. que no existe Wl patr6n para calificar o. una persona como "e::rperto'', 
algunos estudios pueden perder su validez -aún cuando el método empleado haya 
sido aplicado en forma correcta-, a causo. de que las personas que se caJificn.ron como 
e:tperta. no sean reconocidas como tales. Este es uno de los principales problema.o con 
los que se enfrentan estos métodos. Un ejemplo de ellos es el método que se conoce como 
Método Delphi o Tlonica D<lfos, el cual consideraremos en Jos siguientes párrafos3• 

3otrn1 mitodo1 •on conitdtti\do1 por Bo..-erm~ 1 O'Cona.flll (1970¡ 16-20) y fl'1r Sulllnn y Claycoinbe (1977; 13G-100}. 
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El Método Delphi. En muchas ocasiones, la situaci6n sobre ln cual se va a decidir 
es considerablemente complejo. y poco entendida, de modo que no puede esperarse que 
una sola persona pueda tomar una decisión atinada. Esta es una de las premisas de 
las cuales parte el m~todo, es decir, se considera. que el conocimiento combinado de 
varias personns es al menos tan bueno como el de una persona. La otra premisa es 
que lBB personas que tienen un gran conocimiento sobre una área particular hacen las 
predicciones más crefbles. 

Un ncercamiento trndicionnl que hnbían tenido los métodos que usan la consulta 
a ezperto!, crn. tomar la opini6n de éstos a través de un panel de discusiones; sin embargo, 
los resultados obtenidos de este modo eran, generalmente, poco satisfactorios debido a 
que la opinión de los e:rpertoa estaba distorsionada por la influencia de individuos que 
dominnbnn el panel y /o porque las opiniones mayoritarias intimidnbnn a nlgunos do los 
pa.rticipnntes. 

El Método Delphi intentn superar esas dificultndcs, convenciendo a los involu
crados en el ejercicio de predice ión, para que expresen sus opiniones en forma nn6nima 
a. través de un intermediario. 

El intermediario actúa como centro de control de análisis de respuestas de cada 
ronda de opiniones, reuniendo y retroalimcnta.ndo la opinión de los participantes en 
rondas subsecuentes. 

Por lo tanto, la técnica Delphi es un procedimiento para solicitnr y orgnniza.r 
los pronósticos de erperto• •obre el evento de lnteré•, por medio del uso de respuestas 
an6nimns e iterativas a una serie de cuestionarios y de una rctroalimcntnci6n controlada 
de las opiniones del grupo. Siguiendo este procedimiento, se espera que las rcspues tns 
converjan a un pronóstico de consenso que de un buen estimador del resultado rcn.11 o 
que permita la definici6n de ciertas posturllB por parte de los exporto•'· 

4Para ma7or lnformacl6a 1obre el empleo d11 uta Uenka1 pu•de ton1uUan1 Sutltvan '/ Claycomb1{U177¡ Ho-tsO). 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES EN EL 

ANAUSIS DE SERIES DE TIEMPO 



Este supuesto nos lleva a que la funci6n de distribuci6n marginal para cualquier 
par de obaervadone.s es lo. misma, lo mismo sucede para In. esperanzo. y la varianza. Si 
consideramos la covnrianza entre ellas resultará, bajo este supuesto, que la covarianza. 
entre cada par de observaciones depende única y exclusivamente del número de periodos 
que las separa. 

El supuesto a que hemos hecho menci6n es el supuesto de eataCionaridad es
tra'cta o fuerte. Existe un supuesto menos exigente que el anterior y es conocido como 
e•tacionaridad débil, donde lo que se supone es que: 

E[ztJ=µ. 
y 

donde t es cualquier punto en el tiempo y k y m son una pareja de enteros. 

En algunas ocasiones se utiliza. el término autocovarianza para designar a la 
covarianza entre cada par de observaciones, debido a que son observaciones de lo. misma 
serie. 

2.2 El concepto de Autocorrelnclón 

Un concepto que puede resultar interesante y que se deriva del concepto de 
autocovarianza es el de autocorrelaeión. 

Heriles mencionado que Ja covarianza entre dos observaciones en una serie de 
tiempo, depende solamente del número de perlodÓ!I que las separa, cuando se tiene la 
propiedad de estaeionaridad. De este modo, al contar con tal propiedad, si conocemos 
el comportamiento que tiene la serie en un lapso, podremos inferir el comportamiento 
de la misma en otro periodo de tiempo, pues aquél será semejante. 

Con el fin de estandarizar los valores de las covarianzas, consideramos las corre
laciones entre las observaciones, las cUales reciben el nombre de autocorrelacionea, por 

' referirse a obs_ervaciones de la misma serie. 

Las autocorrelaeiones nos auxiliarán en la identificación de aquellas observacio
nes que son de mayor influencia en una observaci6n dada, pues podemos pensar que 
aquéllas que muestran una correlación en valor absoluto máJ grande que otras observac 
cienes con distinto periodo de retraso, influirán má• en el valor de la. variable que nos 
interesa. 
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No obstante, los valores de las autocorrclacioncs, ns{ como otras estnd{sticas 
debemos estimarlas debido a que no conocemos a la función de distribución conjunta 
que explica a. las observaciones3. 

2.3 Análisis de Series de Tiempo No Estacionarias 

Es frecuente que nos encontremos con series de tiempo paro. las cuales es evidente 
que el supuesto de estncionaridad carece de validez (p. ej. cuando los valores de la serie 
de tiempo presentan nlgunn. tendencia). En estos casos, lo que se trata de hacer es 
transformar los datos de modo tal que la serie resultante pueda suponerse estaciontJ.tia'. 

Generalmente, lo que se hace es considerar la serie compuesta. por las diferencias 
entre valores consecutivos de In. serie original, i.e. si zo,z1, ... ,zT son los valores de la 
serie original entonces ln nueva serie resultará ser x1 1 x2, ... , XT donde 

x; = z.¡· - z1-1 ¡ con i = l 1 21 ••• , T 

Si la serie resultante z1,x2, ... ,zT no pudiera suponerse estacionaria, existen 
otras transformaciones que pueden intentarse con el propósito de poder suponer csta
cionaridad 5, 

En el siguiente cap(tulo nos daremos cuenta de lo. necesidad de poder suponer 
estaciona.ria a la serie de tiempo con lo. que estemos trabajando, ya que la metodología. 
tratado. en ese cap(tulo está orientada a la predicción de series de tiempo con esas 
características. 

Existen otras técnicas estadfsticas, como las que se comentan en el Cap(tulo IV 
y V, para las que no es necesario suponer estacionaria la scrie6. 

3Una dllcu1l6n mb nhrmi. 1.ll tomo aliune1 ej1mpla pueden tnc0Qlr1.t11 en Neltoo(l!173; 23-27 J T0-75} y Dowumau y 
O'Oonndl{l9T9¡ 341-36fi). 

40omo nrnnos mM &delule1 ex.lahn \knlcu pata lu cualu no 11 lndl1p1n1abl1 1v.poo1r ellaclona.rldad. 
1Vfan Nel1oa{1973¡ H-59) y Dox y Jenkbl1(1970¡ 85-87), 
8 L& condlcl6o de Hl&elooarldad 11 ruede apt¡e.t al modelo tD el caao que 11 Hpa que la urle tiene en. caractulltka

1 
lo 

cual •l¡nUlcula que H tiene u• coaoclmlento •uim• 101.Jr• la 1ul1, 
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EL ENFOQUE'CLASICO DE SERIES DE TIEMPO 

LA METODOLOGIA DE BOX Y JENKINS 



Capitulo ill. El Enfoque Clásico de Serles do Tiempo 

La Metodología de Box y Jenkins 

3.1 Consideraciones Generales 

Hemos mencionado en los capítulos anteriores que los valores que conforman a. 
uno. serie de tiempo, están correlacionados entre sf, debido a la. dependencia. que tienen 
respecto del tiempo. Esta propiedad se utiliza en la Metodología de Box y Jenkins, ya 
que en ella se analizan cuáles valores están más correlacionados entre sí, tomando en 
cuenta el periodo de tiempo que los separa, para poder decidir que valores se usarán en 
la predicción. 

Además, debemos enfatizar que en muchas técnicas de predicción como la que 
describiremos en este capítulo, la persona que va a predecir, analiza la información que 
tiene entre manos, con el fin de identíficar un patrón que pueda usar para describir esa 
misma información. Después extiende ese patrón al periodo que le interesa predecir 
para llevar a cabo su pronóstico. Esta estrategia se usa frecuentemente y descansa 
en una suposición básica: "El patrón que •• ha identificado •• el mi•mo tanto para el 
periodo muutral como para el periodo en el cual "e quieren realizar las prediccione.!", Es 
claro que, si se tiene evidencia en contra de la aseveración n.nterior, no tenemos porque 
esperar que la técnica. de predicción empleada, nos arroje buena.! prediccion'3. 

Los modelos que serán tratados en este capítulo pertenecen a una clase más 
general, la clase de los proce3os e.!tocásticos lineales discretos¡ estos procesos pueden 
expresarse en In forma siguiente: 

Zt =µ+u¡+ 1/J1u1-1+1/12u1-2 + • • • 

dondeµ y 1/1¡,i = 1,2, ... son parámetros fijos ylaeeriedetiempo ( .•. , Ut-2. Ut-i. u¡, .•. ) 
es une: sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuídas con 
media cero y varianza común desconocida a 2• Es común que a esta sucesión de variables 
aleatorias se lea conozca como ruido blanco. El proceso es discreto debido a que las 
observaciones {zt 1 t E Z} se toman en intervalos de tiempo discretos e igualmente 

•espaciados; es lineal, porque es una combinación lineal de los parámetros. 

La condición de eetacionaridad (débil) para este tipo de modelos se satisface si 
las siguientes sumas convergen: 

donde "'º = 1 
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Debido o. que el número de po.rámetros involucrados en este tipo de modelos es ex
tremadamente grande, resulta de mayor utilido.d conto.r con modelos mó.s sencillos que 
involucren pocos parámetros, sobre todo porque el manejo de los mismos se facilita. 
En la. construcción de modelos, e. este principio se le conoce como par.,imonia. En las 
siguientes secciones trato.remos con este tipo de modelos. 

3.2 Modelos de Promcdloe-M6vllee 

Un proceso de promedios-móviles de orden q tiene la. formo: 

zi = µ + u 1 - 01u1_¡ - 02ui-2 - ••• - OqUt-q 

donde µy O¡¡ i = 1, 2, ... , q son po.rámetros fijos y las varia.bles aleatoriBB {u¡ 1 t E Z} 
son independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza común a2 ¡ 
es claro que se trata. de un proceso lineal discreto si se considera que: 

t/Jo = 1 ; t/i¡ = -8¡ , i = 1, 2, ... , q y 1/Jj = O si i > q 

Une. convención que se ha hecho en la literatura. sobre series de tiempo es denotar 
a. los procesos de promedioo-móviles cuyo orden es q como MA(q). Una. propiedad.de 
los M A(q) que resulte. interesante es que dada una observación cualquiera, digamos z1, 

las observe.dones que influirán en el valor que tome z1 serán aquéllas que se encuentren q 
periodos antes o después, i.e. en el val"Jr que tome Zt influirán únicamente zt-q,.,., Zt-1 

o bien zi+1 .... ,zt+q• Esta situación puede verse de manera mó.s formal o. través de la. 
o.utocorrelación existente entre dos observaciones dadas¡ después de algunos cálculos 
pueden verificarse las siguientes expresiones: 

E[zt]=µ 
q 

10 = Var[zt] = a 2 L 8f donde Oo = -1, 
i=O 

1; = Oovlz1,zt-;I = { oª2(-8i + 818;+1 + ... + ºq-;8q), si i = 1, 2, ... ,q; 
cuando i > q 

{

-0;+01S;+i+ ... +Bq-;O, 
P; = Oorr[z1,zt-j] = 

0 
i+of+ ... +oJ 
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3.3 Modelos Autorregreslvos 

Otros modelos importantes dentro de la teoría de series de tiempo son los mo
delos ·autorregresivos, mismos que presentan la siguiente forma: 

%¡ = ry + 4'1zt-l + 4'Ft-2 + •• • + ¡/JpZt-p + Ut 

donde { u1 1 t E Z} es una colección de variables aleatorias idénticamente distribuídns 
con media cero y varianza común a2. 

La razón por la cual estos modelos reciben tal nombre es por su similitud con 
lo. ecuación de regresión. El prefijo outo se agrega porque los valores de lo. serie están 
correlacionados con valores de la misma. serie, s6Io que en periodos diferentes. Estos 
modelos pueden verse como una forma reducido. del modelo: 

el cual es producto de uno. reexprcsión del modelo lineal general': 

al que yo. hemos hecho mención. El orden de los modelos autorregresivos, o. semejanza. 
de los modelos de promedios-móviles esté. determinado por el retra.a mayor sufrido 
por las variables involucra.das, en este caso el orden del modelo es p. Usualmente estos 
modelos son denota.dos por AR(p). 

Para este tipo de modeios ya no resulta inmediato. la forma en la cua.l se puede 
checar estacionaridad, sin embargo, esta condición se satisface si las raíces de la ecuaci6n 
t'aracter(3tica 

1 - 4'1B - 4'2B2 
- ••• - ,PpDP =O 

se encuentran fuera del círculo unita.rio2 • Des una variable muda. Puede probarse que 
estos modelos sa.tisfa.cen lo siguiente: 

E[ztl= ry 
l-tp¡- ... -4'p 

ademáB: 

10 = ifin1 + ... + </>p1p + o2 

11 = 4>110 + ... + </>p1p-1 

1p = 4'11p-l + ... + rPp10· 

lv•u~ N•h:~n{1973¡ 37-38}. 
2vw •. eaX., Jcalr.1111(10101 &3, u 1 80-.82). 
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En este cMo, es claro que dados los parámetros </>¡, • •• , rPp y u 2 se puede resolver 
el sistema de ecuaciones y obtener los valores de 10, ... 1 /p, sin embargo, es frecuente 
que se desconozca el valor de tales parámetros. 

Para periodos mayores a p, In.a co\·nrianza.s pueden caJcul11rse recursivamente, a trn.vds 
de la ecuación: 

lj = </>11;-1 + ... + rPplj-p; j >p. 
Si consideramos las ecuaciones anteriores y las dividimos entre 10, obtenemos el sistema 
de ecuaciones conocido como ecuaciones de Yu/e -Walker: 

PI= ef>¡ + if>2P1 + .. • + i/>pPp-1 

P2 = if>¡p¡ + </>2P2 + · · · + </>pPp-2 

Pp = </>1Pp-l + </>2Pp-2 +···+</>p. 

3.4 Modelos Autorregreslvos y do Promedios-Móviles 

Esta clase de modelos resulta ser una mezcla de los modelos autorregresivo y de 
promedios-móviles. Presentan la siguiente forma: 

zt = ó + </>1zt-1 + </>2zt-2 + ... + i/>pZt-p +u¡ - O¡ Ut-1 - 02u1-2 - ... - OqUt-q 

los cuales, por abreviación, reciben el nombre de modelos ARM A(p, q); ésta notación, 
además, resulta mnemotécnica pues ~ecuerda que el grado de la parte autorregresivn es 
p y el grado de la componente de promedios-móviles es q. 

Del mismo modo que para un proceso AR(p), la condición de eatacionaridad se 
satisface si las raíces de la ecuación característica 

se encuentran fuera del círculo unitario. 

Un equivalente algebraico del concepto de csta.cionaridad es el concepto de in· 
vertibilidad, el cual se define como la capacidad para convertir un modelo MA(q)·tm 
una expresión de la forma: 

zt = T/ + </>1zt-l + </>2zt-2 + • • • + Ut• 

Para poder invertir un modelo MA(q) es necesario que las raíces del~ ecuaci6n 

1- 01B - 02B2 - ... - OqBq =O 
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se localicen fuera del círculo unitario. Cabe destacar que aún cuando la propiedad de 
inverl.ibilidad y de e,stacionan"dad son algebraicamcnte muy similares, conceptualmente 
no Jo son, ya que, p. ej., cualquier proceso de promedios-móviles ca estacionario pero 
no necesariamente es invertible y todo proceso autorregrcsivo es invertible pero no 
necesariamente estacionario. 

3.5 Modelos ARIMA y Modelos ARThfA Estacionales 

Se mencion6 en el Capítulo II que en algunas series de tiempo, es evidente que 
no puede suponerse estacionn.ridad. Se comentó también que, con el fin de suponer 
estacionaridad se recurre con frecuencia a la transforrnac.i6n de la serie que da por 
resultado las diferencias entre valores sucesivos de la serie inicial. Si la serie de tiempo 
que deseamos modelar ha sufrido alguna tranformación de estn índole, entonces esa 
traru1formaci6n debe considerarse en el modelo. De este modo si se obtiene una serie de 
tiempo, producto de haber calculado d diferencias a la serie original, los modelos que 
se consideran en este caso son los siguientes: ARI(p, d), IMA(d,q) y ARIMA(p,d,q)3. 
Lo cual implica que a la serie tranformada se le ajustará un modelo AR(p), un MA(q) 
o un ARMA(p,q) respectivamente. 

AJ considerar algunas series como: venta mensunJ de juguetes en el D.F., o 
bien, nccidentcs automoviiísticos semanales en carretera, podrfamos pensar, en el pri~ 
mer caso, que la vente. de juguetes aumenta en los meses de diciembre y enero, y que 
este fenómeno se repite año con año; por otra parte, Jos accidentes en carretera en un 
país como México, resultan e:er más frecuentes en periodos vacacionales, como Jo es Ja 
semana santa. En la literatura sobre series de tiempo, CBta.s situaciones periódicatJ re
ciben el nombre de componente ••tacional o ••tacionalidad de la serie de tiempo•. Los 
modelos ARIMA E•tacionale• han incorporado este concepto, s6lo que de manera de
terminística, pues, se considera en ellos que el periodo estacional es fijo, p. ej., se supone 
que las alzas en ventas se dan exactamente en el mismo periodo para todos los años, 
o bien, en el otro ejemplo, que los accidentes automovilísticos aumentan exactamente 
cada x meses, etc. La expresión de estos modelos es como sigue: 

Wt =A+ ~¡Wt-1 + ... + ~pw¡_,p + Ut - 9¡u¡_, - ... - 9qu1-iQ• 

Podemos observar que en estos modelos, las interacciones entre las observaciones son 
periodo a periodo, i.e., si las, observaciones que tenemos son mensuales y suponemos 
que el periodo estacional es de un año, las observaciones de un mes x se relacionarán 
•o/amonte con las observaciones de los meses :z: pero no se considera la correlaci6n entre 
meses de un mismo periodo estacional. Esta situación ha motivado que se consideren 

3 Ua d11arrollo mú ampllo pued• nne e-D N•bon(1073: 153-&3) r 1a Doxy Jenkfrui(1070¡ 85-1:15), 
4No deW toafuadlne el Urmlno coa 11t.icionoriáad. 
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otros modelos que superen estos inconvenientes5• Estos modelos no se considerarán en 
este trabajo. 

3.6 Identificación, Estimación y Predicción a través de los modelos ARIMA 

En esta secci6n nos limitaremos n mostrar algunas de !ns ideas que Nelson{1073) 
da para la soluci6n de los problemas de identif!caci6n, estlmaci6n y predicci6n. No 
profundizamos en el estud\o de ellos debido a que no es el objetivo principal de esta 
tesis¡ sin embargo, es conveniente menciona:- que este es un campo en el cual se requiere 
de una mayor investigaci6n, ya que no resulta del todo claro, al menos dentro del 
planteamiento de Nelson, cómo y de qué forma se realiza la identiflcaci6n del modelo, 
debido a que aplicando la metodología que él propone, la identiflcaci6n puede llegar a 
dificultarse y ser confusa nún cuando se trate de series de tiempo simuladru;, las cuales 
efectivamente son producto de un proceso como los que se han visto en las secciones 
anteriores. 

3.6.l Identlflcacl6n 

Nelson considera el problema de identificaci6n de modelos ARIMA(p, d, q). 
Para abordar el problema, t.rata por separado la identiflcaci6n de modelos de promedios
móviles, modelos autorregresivos y modelos mixtos (autorregresivos y de promedios
m6viles). 

Para poder continuar, necesitaremos introducir algunos conceptos como lo son 
la función de autocorrelación y el correlograma. La primera no es una funci6n propia
mente, pues, se refiere al conjunto formado por Jru; autocorrelaclones Po1 p¡,p2 1 etc. El 
correlograma no es más que la gráfica de la funci6n de autocorrelación, es decir, a cada 
valor O, l, 2, ... se le asocia el valor correspondiente POiPliP2i • ... 

Debido a que en la mayoría de las ocasiones es difícil contar con los valores de 
po,P1,p2 1 ••• , los valores que se grafican son los estimadores de estos valores, mismos 
que están dados por ro, r¡, r2, ... donde 

e· 
r·-::1. , - co j =o, 1,2,. .. 

con 
1 T-; 

e; = T L (z1 - z)(zt+; - z) 
l=l 

1 T 
Y z=TL:z1. 

l=l 

6Ntllon(19'13)¡ El Mod•lo 01neral Etladonal Multlpllcatho. 
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El correlograma que se obtiene al grnficnr los valores estimados, ro, r¡, r2 1 ••• , recibe el 
nombre de correlograma mu~stral. 

Hemos mencionado que cuando la serie en cuestión no se considera. cstncionn.ria. 
tenemos como alternativa tranformarlo. mediante difercncins. Sin embargo, una pre
gunta que surge es: ¿Cuál es el grado apropiado de diferencias que debe obtenerse con 
el fin de que la serie resultante pueda considerarse estacionaria?. Nclson sugiere que no 
se calcule ninguno. diferencia mientras no se cuente con suficiente evidencia que hnga 
suponer que ln. serie no es estacionaria. En el caso de que si se cuente con esa evidencia, 
él considera que en lo. mayoría de los ca.sos es suficiente con calcular la primera diferen
cia.¡ si no es a.sí será necesario analizar las segundRS diferencias. En ambos cnsos, Nclson 
emplea el correlograma de la serie para decidir si puede considerar In. estacionaria o no. 

Es importante notar la conveniencia de calcular un grado bajo <l.c diferencias, so
lamente, pues de lo contrario, perderemos claridad en el ajuste que pretendamos hacer. 
De no lograr estacionaridad con las primeras o segundas diferencias es recomendable re
currir a otro tipo de transformaciones que tengan ln cnracter{stica de poder dc.,bnratar.,e 1 

ya. que de no ser así, tendremos problemas al tratar de predecir. 

Para. tratar de identificar el grado apropiado de un modelo de promedios-m6viles, 
Nclson recurre al correlogra.mn mucstrnl que ya hemos mcncionado1 mismo que emplea 
para distinguir algunos valores tentativos para el grado del modelo', q. 

Además él propone una prueba para poder decidir si a partir de un valor dado q•, 
los valores estimados de las nutocorrclaciones empiezan a ser 3uficientemente parecidos 
a cero, de modo que pueda suponer que el valor q• propuesto es el grado de la parte de 
promedios-m6viles. 

Por otra. parte, para. poder identificar el grado apropiado de un modelo autorrc
gresivo, Nelson introduce un nuevo concepto: las autocorrelacione3 parciale31 las cuales 
se obtienen a partir de lns ecuaciones de Yule - Walker'. 

El procedimiento que emplea es el siguiente: 

i.J Supone que el grado de la parte autorregrcsiva es 1, de este modo puede 
estimar el valor de t/>1. 

ii.} Prueba si el valor de t/>1 es estadisticamente diferente de cero, para asegu
rarse que tiene un proceso nutorregrcsivoª, 

Gvwe Ntlaoo(1~13¡ 72-15) pa.ra mayoru detit.Uu. 
1V,úe uctlóo 3.3. 
8 Nóleu qu• puede tratan• de un procuo autom~i:re.dvo adn cuando el nlot de ~ 1 e1 a uro. 
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iii.) Para ver si el proceso es de orden p' = 2 o más grande, resuelve las 
ecuaciones de Yule-Walker suponiendo que el grado del modelo es p'. Sí el estimador 
que obtiene para 'Í'p• es di/<r<n!e de cero continúa el procedimiento suponiendo ahora 
que el grado del modelo es p' + I, en coso contrario, concluye que el grado es p' - l. 

Cuando se trata de identífknx modelos mixtos, la situaci6n es todavfa más com
pleja. En este caso Nelson propone analiiar las autocorrelaciones y las autocorrelaciones 
parciales a pnxtir de los correlogramas. La descripción que él hace del procedimiento re
sulta poco informativa, además queda de me.nífiesto que la identificación de los modelos 
sólo se logra en base a Ja experiencia. 

El procedimiento que propone Nelson no es suficiente para identificar modelos 
ARIM A, por ello resulta necesario hacer una ínvcstígací6n más profunda sobre el terna. 

3.6.2 Estlmnc!6n 

Estimar el valor de los parámetros es otro problema importante dentro de Series 
de Tiempo. La estimación de los parámetros de los modelos ARIM A es otro de los 
problemas que intenta resolver N elsan; aquf trataremos de mostrar lo que él hace al 
respecto. Adelantaremos que el problema no queda mucha mejor solucionado que el de 
ídentificací6n. 

Uno de los métodos que Nelson reporta cstií basado en la sustitución de los 
valc,res de las autocorre}ncíones por aus respectivas estimaciones, en las ecuaciones que 
relacionan n. las a.utocorreJadones eon los parámetros. Esto no parece ser muy com
plicado cuando se sustituyen éstos en las ecuaciones de Yule - Walker, en un modelo 
autonegresi~o1 puer1 ae tienen p ecuaciones con p inc6gnitas; sin embargo, cuando se 
trata de modelos de promedios-móviles, las ccusdoncs resultantes na son lineales, esto 
hace que los cálculos resulten dif!ciles, ya que, p. tj., cuando el grado es I, Ja ecuación 
es cuadrática, en cuyo caso se tienen dos soluciones. Nclson propone que en tal caso 
debelll08 quedarnos con aquella soluci6n que satisfaga la condición de invcrtibilidad, 
pero, ¿Qué pasa si las soluciones son complejas?. Por Jo anterior, consideramos que el 
método que él propone no resuelve el problema, 

Nelson también comenta que In. estimación puede hacerse mediante el cálculo 
. de los estimadores de máxima-verosimilitud, es decir, Jos valores pn.r11 r/>¡, ••• ,,Pp, r¡, 

O¡, ••• ,Oq que minimizan Is. siguiente expresi6n: 

T 
Í:(Zt -1'1zt-1 - ... - r/>pZt-p -r¡ + 91u1-1 + ... + Oqu1-9)~ 
l=l 

El cálculo de tales vnlores puede Cacílit8l'se mediante aproximación numérica, 
sin embargo, debe notarse que en ese caso sólo tendremos los valores tentativos ps.ra los 
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estimadores, pero no podemos atribuirles ninguna de las propiedades de los estimadores 
de máxima-verosimilitud. Nelson justifica el uso del método de máxima-verosimilitud 
suponiendo que el número de observaciones con que se cuenta generalmente es muy 

grande. 

Debe apuntlll'se aqu! que si el grado de alguna de las componentes autorregresi
vn.s o de promedios--m6viles no fué adecuadamente identificado, ese error será acarreado 
cuando se calculen los estimadores de los parámetro• pues no se considera en su cálculo 
que Jos grados del modelo seon estimados. 

3.6.3 Predicción 

En el Capitulo I mencionamos algunas de las consideraciones que deben te
nerse en mente cuando se trabaja con predicciones. Cuando se modeln.9 , se trata de 
encontrar el proceso que genera la información que estamos analizando, sin embargo, 
el modelo que obtenemos resulta ser una aproximación de aquél; de ahí que el éxito en 
este paso dependerá de la habilidad que tengamos en la identificación y estimación de 
Jos parámetros del modelo. 

Si suponemos que el modelo que hemos identificado es el correcto, se puede 
demostrar que la esperanza de la observación que deseamos predecir condicionada sobre 
las observaciones de que disponemos nos arrojará la predicción con la menor suma de 
cuadrados del error, es decir, si definimos a: 

entonces 

El(zt+z - zt(1))2 I z1,zt-1,. .. ] < E[(zt+z - P)2 
J z1,z1-1,. .. J 

donde P es cualquier predicción para Zt+l· Es por ello que se utiliza a la esperanza 
condicional como función de predicción. Así si 

entonces 

• (I) _ { ó + \6iz1(1-1) + ... + \6pz1(1- p) - e1u1 - ... - 09ut-q+I si 1 :O; q 
zt - ó + \6i.ít(I - 1) + ... + \6pz1(l - p) en otro caso 

donde z1(I - i) = Zt+l-i si i;::: l. 

gD1ntro del enfoque clúlco. 
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En este ce.so debe notarse que para poder realizar la predicción debemos contar 
con los valores de ui, Ut-lt.,., «t-q+l mismos que por su naturaleza no son observables. 
No obstante lo anterior, el obstáculo puede salvarse si notamos que 

Zt-i - frt-i-1 = Ut-i ;' = 0, 1, 2, 3,.,, 

y hacemos la sustitución correspondiente. 

Algunos ejemplos de la aplicación de modelos ARIMA en la predicción de series 
de tiempo pueden encontrarse en Nelson(1973¡ 147-157). 
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EL ENFOQUE BAVESIANO DE 
SERIES DE TIEMPO 

MODELOS ARMA 



CAPITULO IV. El Enfoque Bnycslano de Serles de Tiempo 

Modelos ARMA 

El objetivo del presente capítulo es describir algunos modelos para serie.• de 
tiempo que se han desnrrollndo bajo el En/oque Bay.,iano o Corriente Bay .. iana de 
probabilidad. En forma breve trataremos de resaltar las principales diferencias que exis
ten entre los tratamientos Baye:n"ano y Glásicot para series de tiempo. No discutiremos 
respecto de !ns diferencias conceptuales e ideol6gicas de cada corriente, debido a que 
escapa de los límites de este trabajo. 

Los modelos que se presentan en esta sccci6n 1 matcmáticamcntc 1 tienen la mismn. 
estructura que los modelos propuestos por Box y Jenkins que aparecen en el capítulo 
anterior¡ sin embargo existen diferencias de fondo entre ambos enfoques, por ejemplo, 
la forma en la cual se ataca el problema de estimací6n de los valores de los pariímctros 
es sustancialmente diferente en el Enfoque Bayesiano puesto que los parámetros, en ge
neral, por el conocimiento que sobre ellos tiene el interesado, son considerados variables 
aleatorias y como tales tienen asociado un espacio de probabilidad, mientras que en el 
Enfoque 016.sico se suponen fijos en todo momento y se estiman a través de Jos valores 
de las observaciones. 

A continuaci6n presentamos una descripción de algunos conceptos que se mane
jan dentro de la Corriente Bayesiana y que se utilizarán en lo sucesivo. 

4.1 Generalidades 

Dentro de la Corriente Bayuiana se argumenta que la aleatoriedad de un fen6-
meno está dada por el conocimiento que se tiene de él, es decir, un fenómeno se considera 

· aleatorio cuando su comportamiento no se conoce en forma ca•i d.termin(•tica¡ cuando 
esto sucede, el fen6meno trata de explicarse a través de un modelo probabilístico, mismo 
que· se propone en base a lo que se conoce del fenómeno; de este modo se hace una. 
asignaci6n inicial de probabilidades, construyéndose as[ la dütribución inicial de los 
parámetros del modelo en base al conocimiento a priori que se tiene sobre ellos. 

lconlente Ftecutntbla d• Prtibabllldad, 
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Cuando el conocimiento sobre el fen6mcno aumcnta2, esa asignaci6n inicial de 
probabilidades cambia o se refuerza, por ello dentro de este enfoque, la.• probabilidades 
son dindmica.s y per,,ona!e,,1 puesto que cambiarán de acuerdo al nuevo conocimiento 
que adquiera el interesado3• 

La actualización de las probabilidades se realiza mediante el uso del Teorema 
de Bnycs4, Este teorema se usa con bastante frecuencia en Estadística Baycsiana y es, 
básica.mente, la. forma en la cua.l se incorpora la nueva informaci6n sobre el fenómeno. 

El mecanismo de actualización que provee el Teorema de Ilayes está dado a 
través del siguiente diagrama: 

El conodmiento inicial que ti intere.sado tiene ~wbre d fenómeno aunado a la 
informaei6n proveniente de la mue.straJ conforman d conocimiento actual que t.l inte~ 
re.rndo tiene .sobre el fenómenos. 

p(O 1 X) ex p(O)p(X 1 O) 

Conocimiento 
Inicial 

Información obtonlda 
a trav6a do la muestra 

Dio lrlbuclón 
•orlar/ 

Dlatrlbuclón 
Posterior 

Conocimiento 
Actual 

Función de 
VsroalmllJtud 

2El CODDclmlcato 1obre u.a Ceadmeao awnt11ta por dtfutah• cauaa1, 'acto lndlr.ctu como dlr.ctu, por •Jtmpto, !& lectura 
de u• libro., la ubltnda a UD• co11r1nacla. o blca, la obt1nci6n de una muu\ra 1 au &11'11.tb coo.lrlbuyta al auaua•o 10. 
el coaoclmltnto. tobr• un fan6m1ao. dado.. 

3Ltamaftmot Í"'lt'uodo a la penona o ¡rupo. dt ptnoau que d .. aa •tudlar a] fradm1uo T qui coDJuah.mtnle coa ti 
11tadf1Uco rlllllud.a .t utudlo 1 mod1l.-j1 d1I mlamo, pudiendo ur ti praplo 11tadbtlco ti lntuuado. 

4couul&e al uno. A.l para mayor lnformacl6a tobrt 1u •lAdun mattm'1lca. . 
5p(X I •) reciba ti nombro de wrolimiLlu4 dtbldo a qut Yl.la co.mo fu11cl6a de 1, H9ult. ur la fuacl6a de nro11tnllltud dt 

Ja EdadllUca Clúle&. 



De esta forma si Ja distribución inicial para O es p(O) y se obtiene un primer 
conjunto de datos X¡ con función de probabilidad p(X1 l O), entone.es la distribución 
posterior pnra 8 dada esa nueva información será: 

p(O j X1) ce p(8)p(X1 j O) 

Si se obtiene un segundo conjunto de datos independiente de X¡, digamos X2 1 con 
función de probabilidad p(X2 l O), podemos encontrar In función de distribución pos
terior para O en bnsc a la. información que proporcionan esos dos conjuntos de datos. 
Haciendo uso del teorema de Bayes se obtiene que: 

p(O j X¡, X2) o: p(O \ X1)p(X2 j O) 
o bien 

p(O j X¡,X2) ce p(O)p(X¡ j O)p(X2 I O) 

mediante esta última expresión podemos notar cómo la nueva información se va. incor
pornndo n la. distribución inkinl de probabilidad. 

En varias ocasiones la información inicial que el interesado tiene sobre el fenóme
no es poco preciso. debido n. que ésta se hn. combinado con la lnformaci6n proveniente de 
la muestra, por lo cual es muy difícil distinguir cuál era el conocimiento del interesado 
antes y después de haber visto la muestra¡ en otras ocasiones la información inicial 
del interesado llega. a ser vnga, en ambos casos es necesario introducir una distribución 
i'nicial de rcfcrcncia6 , la cual se utilizará para inicinr el proceso. Otra razón por ln 
cual pueden introducirse distribuciones no informativas, se debe a que no se desea 
mezclar el volumen de información que el interesado tiene sobre el fenómeno con la 
información proveniente de las observaciones. La distribución que se escoja como inicial 
no informativa, al combinarse con la vero,,imilitud, deberá producir una distribución 
posterior que sólo reflejará ln información que proviene de la muestra.. De este modo1 

la distribución inicial tendrá como único objetivo arrancar el proceso que permitirá. la 
actualización de las probabilidades, pero no deberá infiuir en la distribuci6n posterior 
que se obtenga. 

En la siguiente sección se describen algunos desarrollos Dayesianos de modelos 
ARMA que han realizado Zellner, Droemeling y Alegría . 

. 4.2 Modelos Autorregreslvos 

Zellner(1971; 186-200) hace un estudio de los procesos autorregresivos normales 
de primer orden, los cuales tienen la formo. 

zt=~+</>1•t-1+Ut; t = 1,2, ... T 

6Llamada ta.mblfo 110 Informativa o difusa. 
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como puede observarse, estos modelos tienen la misma estructura que los que se vieron 
en el Capítulo TI, en este caso los supuestos que involucra el modelo son los siguientes: 
r¡ y q,1 son parámetros reales desconocidos, {u,} son términos de perturbación o ruido 
explicados a través de una variable normal, independientes con media cero y varianza 
a2. Zellner hace la aclaración de que el subíndice t se refiere, bajo este contexto, al 
1-ésimo valor de una variable. Nótese que en este caso el dominio de t es finito, ya que 
sólo se hnce referencia a la información disponible hasta el periodo T. 

Suponiendo que zo es la observación al tiempo cero y que la distribución inicial 
coajuntn no informativa de Jos parámetros r¡, if¡¡ y u está dada por: 

f(r¡,1/Ji,u)oe:, a>O 
u 

Zellner calcula la verosimilitud y obtiene que: 

J(z,zo ¡ r¡,./>i.u) ex~ exp{-/2 É(zt -r¡ - r/>tz1-1J2} 
O' ~ t=l 

donde z = {z¡,z2, ... ,zr}. 

Teniendo en cuenta Jo anterior, Zellncr obtii?ne la distribución posterior para 
r¡,./>1 y a, la cual está dada por Ja expresión siguiente: 

f(r¡,<f>¡,u 1 z,zo) oe •
1
+1 exp{-..:. É(zt - '1 - 4>1zt-1)2}. 

o 20' t==l 

La distribución marginal posterior conjunta para r¡ y ¡f¡¡, se obtiene integrando 
sobre el dominio de u. De forma similar se consigue Ja distribución marginal para u. A 
partir de la distribución posterior coajunta para r¡ y .¡,1 se obtienen las distribuciones 
marginales para cada uno de esos parámetros, éstas resultan ser de la forma de una 
t - Student7• Zellner comenta que Ja función predictiva para zr+t también es una 
t -Student. 

Además del modelo autorregresivo de primer orden, Zellner desarrolla, siguiendo 
el mismo método, el modelo autorregresivo de segundo orden•, obteniendo finalmente, 
Ja distribución coajunta para los parámetros del modelo, misma que resulta ser una t 
bivariada. Zellner no hace comentario alguno sobre la forma de obtener la distribución 
predictiva para •r+l· 

Para ambos modelos, en ningún momento él hace mención sobre la forma en la 
cual podría llevarse a cabo la predicción de observaciones para un horizonte de tiempo 
más lejano. 

7Ea Z.lln.r{JV7I; 1116-l!SJ u puedeo ver con detall• Ja obhnddo de Ju upredooH a lu qut bacemo1 ~f1reada. 
8 Su mÓdelo no lnc.h1;r1 un IErmloo condaot •· 
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Una contribución importante del método desarrollado por Zellner es el hecho de 
que no necesita. hacer la suposición de esta.cionaridad de la serie para poder aplicarlo. 
Para el caso en el cual el interesado sabe que la serie de tiempo es estacionnrin, Zellncr 
desarrolla. una variante del método anterior, haciendo expHcita la condición estacionaria. 
de la serie•. 

En los casos anteriores se observa que Zcllner obtiene la distribución posterior 
para los parámetros a partir de una distribuci6n inicial no informativa, en este caso 
la distribución inicial considerada es proporcional al inverso de la raíz cuadrada de 
la varianza. Zellner comenta que pueden utimarse otras distribuciones iniciales, él 
propone la di•tribuci6n no informativa de Jef!rcv• e ilustra cómo puede obtenerse esa 
distribución. La distribución no informativa. de Jeffreys está dada por la raíz cuadra.da. 
del determinante de la matriz de información de Fisher. 

Pudimos notar que el método que sigue Zellner termina con la obtención de 
la distribución posterior para los parámetros, sin conseguir una expresión expHcita 
de la distribución pre die tiva. para amb06 procesos autorregrcsivos, por los problemas 
analíticos que ello representa. Broemeling(l085; 182) plantea el problema. fundamental 
con el que se ~nfrentan los investigadores al tratar modelos ARMA bajo el Enfoque 
Bayesiano. Su punto de vista se presenta a continunci6n: "La vero:timilitud u intrata· 
ble anal<ticamente para mucho• modelo• ARMA l/ uto repre•enta un problema, no •6lo 
para lo• Baveaiano• •ino también para aquéllo• intertsado• en eatimaci6n por má:z:ima
vero•imilitud. . •. Si la funci6n de vero•imilitud puede repruentar8e de tal forma que 
•• produzcan di•tribueian .. po•teriore• tratables analíticamente, •• posible un Análisis 
Baye~iano completo." 

Como una extensión del trabajo de Zellner, Broemeling presenta su trata.miento 
de los modelos autorregresivos. A diferencia de Zellner, quien en todo momento trabaja 
con distribuciones iniciales no informativas, Broemeling utiliza distribuciones coajuga
das para 108 paró.metros y no •Ólo considera el caso de 106 model08 autorregrcsivos de 
primero y segundo orden, sino que trabaja con modelos de cualquier orden, es decir, los 
modelos que considera tienen la forma: 

Zt = 4'1Zt-l + 4'2Zt-2 + • • • + ,PpZt-p +U¡ 

donde t = 1,2, ... ,T; los términos de perturba.ci6n, {u¡}, tienen media cero y precisión'º 
r, con r > O; por lo cual la verosimilitud es: 

T 
f(z¡, ... ,zp l 4>1, ... ,,Pp,r) ex rT/2 exp{-~ L(Zt - 4>1z1-1- •.. -4>,z1-p)2} 

2 t=l 

9oan1dlttH Z.Uaer{t071¡ 188-101). 
1ºi.. pr«ll16a • tl lu.nm dt la n.rlaar.a. S• u.a (rec:ueotuueatt como pu!me.ho u1 lu¡a.r de la Tarl&slaa porqu• (acWla 

lu OJMr&claDd al¡•hrafcu, 
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en <:.onsccuencia., la distribución inicial de los parámetros está dada por: 

y 

!(</! 1 r) ex rP/2 cxp{-i(<P- µ)TP(</i- µ)} 
J(r) ex rª-1cxp{-r¡1} 

con,¡,=(</>¡, ... , </>p) y r >O. Los parámetrosµ, P, a y ¡1 se suponen conocidos,µ E RP; 
a, fJ > O y P es une. matriz definida positiva de ¡résimo orden. 

Utilizando el Teorema de Bayes, Brocmeling obtiene la distribución posterior 
conjunta para los parámetros <f¡ y r, la cual es una normal-gama, nuevamente. Al integrar 
con respecto a r, se obtiene la distribución posterior para el vector de parámetros </>, 
la cual resulta ser una densidad t. Broemeling también encuentra le. expresión pare. 
le. distribución predictiva de zT+l; sin embargo advierte que, ni tratar de calcular la 
predictiva para. dos observaciones no obtiene una. t bivariada, por lo que e.e; necesario 
recurrir a métodos numéricos para poder realizar un análisis completo. 

Como un punto aparte, Drocmeling comenta. que en el caso en el que se supone 
estacionaria. le. serie, el conjunto de distribuciones que él usa no es el más adecuado, 
ye. que In familia normal-gama maneje. un dominio muy extenso para los valores de los 
parámetros. El considera que si se desea Incorporar al modelo la suposición de esta
cionaride.d, una aproximación al problema, usando el método que el propone, es hacer 
un ajuste n los parámetros iniciales, de modo que puede. aproximlll'Be la estacionaridad, 
o bien, ignorar el supuesto y continuar con el método. Ambos casos representan une. 
aproximación al problema, sin embargo lo más adecuado es encontrar una distribuci6n 
inicial que contemple este. circunstancia. No obstante, él advierte que las distribuciones 
posteriores llegan a ser Intratables e.naHticamente por lo cual debe recurrirse a métodos 
numéricos. 

Por su parte, Alegr!a(lQSS) retoma la sugerencia de Zellner(1Q71), considerando 
como distribución inicial no informativa a le. distribución de Jeffreys. Aleg;ía explica 
cómo puede obtenerse esta distribución para utilizarla más adelante en el cálculo de la 
distribución posterior conjunta del vector de parámetros de un proceso autorregresivo 
de orden p. De esta manera, lo novedoso en el trab&jo de Alegria respecto a los procesos 
autorregresivos de orden p, es la derivnci6n de.un Método Be.yesiano que permite calcular 
t .. distribuciones posteriores para los parámetros partiendo de distribuciones iniciales 
no informativas. El encuentra que la distribuci6n marginal para el vector de parámetros 
del proceso es una t multivariada no central, as! como también obtiene la distribución 
predictiva para¡,, variable un periodo adelante dados sus valores anteriores. 

Al tratar de predecir a ZTH con k > 1, Alegria se encuentra con nuevos pro
blemas, debido a que la distribuci6n predictiva resultante no tiene un forma explicita; 
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sin embargo, comenta que algunos métodos numéricos pueden auxiliar en el cálculo de 
esas distribuciones, tanto predictivas como marginalcsll, 

4.3. Procesos de Promed!os-M6vllcs 

Broemeling(1985) y Alegrla(1988) hacen un estudio de los modelos de promcrlios
móviles. Las dificultades que presentan estos modelos son mayores que aquéllas que se 
obscrvn.n para los modelos nutorrcgresivos 1 bojo el tratamiento de estos autores. 

Debido n las dificultades que se le presentan n Droemeling al intentar obtener de 
forma explícita la distribución predictiva, ~l muestra únicamente c6mo puede llevarse n 
cabo la predicción de •T+l en los modelos de promedios-móviles de primer orden, esta 
predicción la efectúa a_ través de una función distinta de la predictiva. 

En el caso del proceso de promcdios-m6vitcs de orden 1, BrocmeJing encuentra 
que la funci6n que le permitirá realizar las predicciones c.• la distribuci6n prcdictim 
condicionada sobre los parámetros del modelo, es decir, /(zr+l 1 z¡, .. .,zr,01 ), A 
partir de ella. cn.k.uln la esperanza clc ZT+l condicionada sobre los valores ci, ... , ZT· 
Esta. espernzn., comenta, Je puede servir como una predicción puntual de ZT + 1. Asimismo 
intenta. calcular Ja varianza de ZT+l condicionada sobre z1 1 ••• 1 zr, pero }a varianza 
resultante depende de ,Pi. por lo cual nuevamente se tiene In necesidad de recurrir a 
métodos numéricos pnra poder realizar la prcdicci6n. Broemeling señala que con ese 
tipo de métodos, puede obtenerse la distribución predictiva de 'T+l• así como su media 
y varianza.. Cabe hacer notar que las distribuciones que se encuentran al estudiar a los 
modeJos de promedios-móviles no son distribuciones estánda.rn. 

Alegrfn(1088) estudia a los modelos de promedios-m6viles aplicando el proce
dimiento que el mismo desarrolla para modelo• ARMA(p,q), viéndolos como un caso 
particular de éstos, es decir, corno procesos ARMA(O,q). Este procedimiento se comenta 
en Ja. siguiente sección. 

4.4 Procesos Autorrcgreslvos y de Promedios-Móviles 

Los modelos mixtos - autorregresivos y de promedios-móviles - al igual que 
sus predeeesores, presentan problemas cuando se intenta obtener la distribución predic
tiva que permitirá hacer los pron6sticos correspondientes por la dificultad al intentar 
expresar tales distribuciones. Sin embargo, queda de manifiesto que a tmvés del u•o de 

llpara mayor luformadón con1dltese a Alt1r1a(1!l88;38-13). 

12 Con1uUe Dro1tu1lln&{l985¡ 187-1~). 
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métodos numéricos puede realizarse un análisis completo. 

Broemeling(1985; 197-200) considera un modelo ARMA(l,1). Recurre a la ex
presión para la verosimilitud que él encontró en el caso de un proceso de promcdios
móviles de orden l; a partir de ella obtiene la verosimilitud para el proceso ARMA(l,l). 
Supone que las distribuciones iniciales para los parámetros son informativas. La distri
bución inicial conjunta la descompone de la siguiente manera y es así como In ocupa: 

p(01,<¡\¡,r) o: p(<P11 r)p(r)p(Oi) 

donde <P1 es el parámetro de la parte autorregrcsiva y O¡ <le la parte de promedios
móviles. 

Utilizándolas, obtiene la distribución marginal posterior para el parámetro de 
promedfo3 .. móviles, que no resulta ser unn. distribución conocida.. La distribución para. 
el parámetro autorrtgrt•ivo está condicionada sobre el parámetro de promedios-móviles 
y le.a observaciones, pero ésta s{ es una distrihud6n conocida, es uno. t - Student. 
No obstante, debido a las características de las distribuciones encontradas, el análisis 
debe complementarse vía métodos numéricos, como se comentó con anterioridad. Sin 
embargo, para el caso de la distribución predictiva de ZT+l esto no es necesario pues es 
una función t no central. 

Broemeling intenta modificar BU método con el fin de poder incluir los supuestos 
de invertibilidad y estacionaridad en el modelo. Su principal dificultad es que al intentar 
dar un distribución inicial para el paré.metro autorregrcsivo, los parámetros de esa 
distribución también son parámetros de la distribución inicial de la precisión, lo cual es 
un supuesto bastante fuerte que no se puede sustentar. 

Alegría, por BU pnrte, considera un proceso estacionario e invertible ARM A(p, q). 
Realizando una transformación de este modelo mediante el uso de los operadores de re· 
trasol3 D y las soluciones te6ricas de las ecuaciones características: 

1 - <P1B - <P2B2 - ••• - tPpBP = O 

1 - 01B - 02B2 - ... - 09B9 =O 

obtiene una serie de tiempo auxiliar, misma que le permite darse cuenta que una apro
ximación a la matriz de información de Fisher para los parámetros de un proceso 
ARM A(p, q) es la matriz de información de un proceso autorregresivo de orden p + q. 

13EI optr.dor de tttruo a. j puo1, 11 dtflD• como: 
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En base a lo anterior, Alegría puede obtener una aproximación de la distribución 
inicial no informativa de Jeffreys asociada a un proceso ARM A(p, q), a través de Ja cual 
puede calcular la distribución posterior para los parámetros de un proceso autorregresivo 
y de promedios-móviles. 

En lo referente a procesos ARMA, Alegría concluye su trabajo en este punto. El 
no hace mención de la manera en la cual pueden calcularse las di!;tribuciones prcdictivns 
para modelos con estas cnractcrfsticas. 

Hemos observado IM dificultades a lns que se enfrentan estos autores cuando 
estudian Jos modelos ARMA bajo el Enfoque Bayc.•iano, algunas de estos problemas se 
pueden subsanar mediante técnica.s de análisis numérico y otros necesitan de un análisis 
más profundo. 

En el siguiente capítulo estudiaremos a los Modelos Linealc3 Dinámicos, los 
cuales proporcionan una Metodología Baycsiana que permite realizar la predicción de 
series de tiempo mediante el uso de Filtros Je Ka/man. 

La forma en que se atncn el problema difiere de los métodos presentados en este 
capítulo¡ sin embargo, la esencia del Enfoque Ilayc.siano queda de manifiesto en todo 
momento. Los alcances de los modelos lineales dinámicos son considerables, ya que 
varios modelos estadísticos para series de tiempo se pueden ver como casos particulares 
de éstos. 

Como se podrá apreciar, el uso del filtro de Kalman le proporciona al modelo !a 
flexibilidad necesaria para incorporar nuevas observaciones que le darán ese dinamismo 
al que hace referencia su nombre, dinamismo que se refiejará en los parámetros del 
modelo y que conllevará a una actualización en las predicciones. 
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Capitulo V. Modelos Lineales Dinámicos 

5,1 Introducción 

En el primer co.p{tulo de esta tcsisl se proporcionó, a gro3~0 modo, una des
cripción de algunas técnicas de pronóstico de series de tiempo; entre las cuales se men
cionaron a los modelos lineales dinámicos. Asimismo, se comentó que estos modelos se 
han desarrollado dentro de un marco Bnyesiano, al cual nos referimos en el Cap{tulo IV. 

En este cap{tulo, nuestro objetivo es dar a conocer a los Modelos Lineal" 
Dinámicos, describir su relnc::ión con los Filtros de Kalman, as{ como presentar un 
ejemplo en el cual podremos darnos cuenta de las potencialidades que estos modelos 
representan. 

A través de este cap{tulo podremos notar la generalidad que representa un 
Modelo Lineal Dinámico, ya que varios de los modelos estad{sticos de predicci6n pueden 
expresarse en tánninos de éste, algunos modelos que tienen esta cnractcrfstica son: los 
métodos de regresión lineal, los de suavizamlento exponenciaJI y algunos otros modelos 
lineales. 

Observaremos también que, a diferencia de otros modelos de predicción, los mo
delos lineales dinámicos permiten la. incorporaci6n de información por parte del usuario 
del modelo, al mismo tiempo que ofrecen la posibilidad de incorporar la. información 
que en.de. nueva observaci6n provea .. Esto último represento. uno. de las características 
más relevantes del modelo ya que, como se verá más adelante, el Filtro de Kalman 
permite tomnr a las observaciones una a una, actualizando fácilmente los va.lores de los 
parámetros, así como las predicciones, conforme nuevas observaciones se tienen dispo
nibles. 

Otra ventaja que nos proporcionan los modelos lineales dinámicos es que se 
puede iniciar el proceso de predicción aún cuando no se tiene disponible ninguna ob
servación, a través de información a priori. Es importante recalcar que el estudio de 
estos métodos se encuentra bajo el Enfoque Bayesiano, al cual ya se hizo referencia en 

'el cap{tulo anterior. 

Además de lo anterior, otra característica importante que muestran los modelos 
lineales dinámicos es que se han plantendo de tal forma que pueda realizarse la predicción 
de varias series de tiempo a la vez, es decir, se puede hacer análisis multivariado de series 

lvfue Bowuman '/ 0'0onnell(l117D¡ 121-132,137-lQS) 
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de tiempo con ellos. Sin embargo, debido a que en este trabajo sólc hacemos mención 
de técnicas univariadas para series de tiempo 1 no realizaremos un análisis profundo 
respecto de esta característica del modelo. 

Como se comentó al principio de esta tesis, la predicción no se referirá únkn.~ 
mente a. la prcdiccí6n de eventos futuros, sino que también involucrará otros horizontes 
de tiempo. En este sentido, no resulta díffcil extender el horizonte de predicción en los 
modelos lineales dinámicos. 

Los resultados que se pl8"man en este capítulo, en su mayoría hnn sido tomados 
del artfculo de Harrison y Stevens(l076). 

5.:l El Modelo Lineal Dinámico 

Debido a que el Modelo Lineal Dinámico será el objeto de estudio de este 
capitulo, resulta apremiante proporcionar una definición del mismo': 

Modelo Lineal Dinámico 

Ecuación de Observación: 

Ecuación del Sistema: 

Yt = F,O, + Vt 

e, = G01-1 + w, 
con Vt - N{O, Vi), Wt - )/(0, w,) y t = 1, 2, 3,. .. 

donde: 

es el índice de tiempo. 

Yt es el vector de observaciones del proceso realizad11S al tiempo t 

de dimensión n X l. 

81 es el vector de parámetros del proceso al tiempo t 

de dimensión p x 1. 

Fi es la matriz de variable• independientes eonocidao al tiempo t, 
cuya. dimensí6n es n x p. 

G es 111 matriz del sistema. de dímensi6n p x p (conocida). 
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Vt, Wt son vectores al en torios de dimensiones n x 1 y p x 1 explicados, 

respectivamente, a través de una normal con media cero y matriz 

de varianzns y covn.rianzn.s Vt y iVt conocidas al tiempo t. 

Vi= E[v1 vl'J 

Wt =E[wt wl'J 
to es el tiempo inicial. 

810 es el e.stado inicial del sistema. 

Yt1 es la primera observación. 

El Modelo Lineal Dinámico (M LD) es un sistema de ecuaciones que se com
pone de dos grupos. Al primer grupo se le denomina Ecuación de Observación y al 
segundo Ecuaci6n del Sistema. En algunns ocasiones, llamaremos a la ecuación del 
sistema, }..fodelo Paramltrico o Espacio de Estado3. Las ecuaciones especifican cómo 
están dependiendo las observaciones del proceso de los actuales parámetros y cómo 
éstos evolucionan en el tiempo. 

La Ecuaci6n dt? Observación explica lu dependencia estocástica de la variahl'! de 
observación sobre los parámetros actuales del proceso que son desconocidos. El término 
v¡ explica lo que o! estado del sistema, n través de la relación lineal, no puede explicar 
sobre el vector de observaciones. 

Al vector O¡, algunas veces se le denomina Estado del Sistema al tiempo t, es por 
ello, que la Ecuación del Sistema, indica la relación que existe entre el estado anterior 
del sistema y el estado actual. A la matriz G se le suele llamar matriz de transición 
pues n través de ella. se da el cambio de un estado a otro. 

Harrison y Stevens comentan que el modelo lo establecieron suponiendo interva
los de tiempo discretos e igualmente espaciados y mencionan que no es difícil extenderlo 
para intervalos desiguales o a un modelo de observaciones faltantes. Debido a que den
tro del Enfoque Bayesiano se predice con la. información que se tiene disponible en el 
momento en que •e realiza el análisis, puede pensarse que el modelo que considere la 
irregularidad en tamaño de los intervalos de tiempo o que considere la fa.Ita de algu
nas observaciones, matemáticamente tendrá la mismo. estructura; lo que cambiará será 

' Ja. forma en la cual la predicción se lleva a cabo, debido a que ahora la predicción se 
construirá a partir del este.do má" reciente del que se tenga conocimiento. 

Cuando trabajamos con Modelos Lineales Dinámicos debemos hacer uso de cier
tas relaciones recursivas, estas relaciones se obtienen a través de Jos Filtros de Kalman. 
Por este motivo, en la sección siguiente se presentan a los filtros lineales dinámicos, 
haciendo uso de diferentes planteamientos encontrados en la literatura. 



6.3 El Filtro de Kalmnn 

En esta sección presentaremos tres planteamientos que se dan en la literatura 
sobre Filtros de Kalman. Ln rnzón por In cual se proporcionan estos planteamientos no 
está motivada por el hecho de que éstos sean los más comunes, sino más bien porque 
fueron los que se tuvieron al alcance. La estructura matemática que presentan es muy 
semejante¡ sin embargo, conceptualmente no representan exactamente lo mismo. 

Uno de Jos esquemas que se presentan, con el fin de mostrar las relaciones de 
Kalman, hn sido obtenido n partir de una simplificación del planteamiento que hacen 
Goodwin y Sin(1984; 248-249), el cual en su versión original es, en algunos sentidos, 
más general que el que plantean Hnrrison y Stevens(lll76; 210-211), pero también más 
restrictivo en otros. Las diferencias entre ambos se discuten más adelante. La versión 
que dan Goodwin y Sin se presenta en su versión simplificada, porque a nuestro juicio, 
permite ver de una forma más clnra las relaciones recursivas dadas por el Filtro de 
Kalman. La demostración de las relaciones de Kalman derivadas de esta versión se 
presenta dentro de estn sección. Otro planteamiento que se presenta en la literatura 
y que aquí presentamos es el esquema que proporcionan Harrison y Stevcns, éste se 
presenta con la finalidad de realizar In comparaci6n con la versión de Goodwin y Sin n 
la que ya se ha hecho mención. En In siguiente sección se discutirá con mayor amplitud. 
Finalmente, se menciona el planteamiento que proporciona Jazwinski(1970; 200-201). 
La demostración pnra los dos últimos planteamientos puede verse en el apéndice. 

El planteamiento de Goodwln y Sln 

El modelo original que Goodwin y Sin(1984) consideran tiene In siguiente es
tructura: 

x(t + 1) = Ax(t) + Du(t) + vi(t) 
y(t) = Gx(t) + v2(t) 

(1) 
(2) 

donde x(ta) tiene media za y matriz de varianzas y covarianzas Ea y {v¡(t)} y {v2(t)} 
son procesos estacionarios de ruido blanco con media cero y matriz de covnrianzas dada 
por: 

E{ (:~¡:n ( vi(•)T, v2(s)T)} = ( i ~) 6(t - s) ; 

6(·) es la delta de Kronecker, Q;::: O y R >O. Goodwin y Sin, en el planteamiento de 
lo que el!oa llaman El filtro lineal 6ptimo, no hacen alguna suposición sobre In distri
bución de la! sucesiones de ruido, la supoaici6n de normalidad la hacen explfcita cuando 
muestran las relaciones de Kalman. 

Con el fin de facilitar la comparación del planteamiento de Goodwin y Sin con 
la versión de Harrison y Stevens, inclu(mos a continuación esta última. 
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El pl:mteamlento de Harrlaon y Stevens 

Ecunci6n de Observación: 
Ecuación del Sistema: 

con v¡ - N(O, Vi) Y w¡ - N(O, IV1) 

Yt = F¡O¡ + V¡ 
e, = co,_1 + w, 

Al comparar la estructura anterior con el planteamiento que dan Goodwin y Sin, ob
servamoo lo siguiente: 

- La ecuación de observación de Harrison y Stevena coincide con la ecuación (2) 
anterior, si consideramos que x(t) =o,, v2(t) = Vt y e= F. De este modo observamos 
que en la ecuación (2) In matriz O es invariante en el tiempo; en este sentido puede 
decirse que el modelo de Harrison y Stevens es más general ya que, en el modelo lineal 
dinámico, se permite que la matriz F dependa del tiempo. 

- Al tratar de conciliar la ecuación del sistema con la ecuación (l) de Goodwin 
y Sin, observamos que los mode1os considerados 60il semejantes pero no puede verse a 
uno como caso particular del otro, ya que al tratar de hacer la analogía entre ambas 
ecuaciones notamos la necesidad de tomar a Ot = x(t +1) 1 sin embargo esto va en contra 
de Jo que se supuso anteriormente, es decir que, x(t) = Ot en la ecuación de observación. 

- Además de lo que ya hemos mencionado, podemos notar que el modelo dado 
por Goodwin y Sin considera que las componentes aleatorias Vt y Wt pueden estar 
correlacionada.s, mientras que el modelo de Harrison y Stevens(1976) no lo considera, 
sin embargo, el modelo de Hnrrison y Stevens permite que Jas matrices de varianznB y 
covarianzas de estas componentes aleatorias varíen en el tiempo, mientras que Goodwin 
y Sin no lo permiten. 

Si consideramos que Bu(t) + v¡(t) = w¡, 01 = x(t), A= G, O= F y S =O, 
entonces eJ modelo que obtenemos es cJ siguiente: 

Wt ·~ N(O,Q) y V¡ - N(O,R) 

Ot+l = GO¡ + Wt 

Yt =FO¡ +vt 

El modelo anterior se utilizará para mostrar las relaciones recursivas de Kalman¡ en lo 
sucesivo nos referiremos a él <orno modelo simplificado de Goodwin y Sin. 

TEOREMA. Consideremos el sistema: 
º1+1 = GO, + Wt 

Yt =FO, +vt 

Sea 0¡0 el estado inicial del sistema, con media 80 y con matriz de varianzas y covarianzas 
Do. Supongamos que E(w1wTJ = Q y E¡v,vTJ = R, donde Q ~ O y R > O. Además 
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supongnmos que el cstndo inicial 010 y las vario.bles { v, 1 • = lo,. . ., t} Y { w, 1 • = 
10,. •• , t} son independientes y conjuntamente se explican norma/<3. Denotemos por 
O¡+¡ a la medio. condicional de 01+1 dadas las observaciones {y, 1 s =lo, ... , t}. Bajo 
las suposiciones anteriores 01+1 uatisface las siguientes relaciones recursivas (El filtro de 
Knlman): 

º1• = ºº 
donde K 1 es In ganancia d<I filtro y está dndn por: 

K1 = GE1FTfFE1FT + R¡-1 

y Et es la matriz de cova.rianzo.s del error del estado, es decir, 

Además I:, sntisface las siguientes ecuaciones: 

E1+1 = GE1GT + Q - Kt[FE1FT + RJK{ 

!:10 = I:o 

Dcmostracién. Por inducci6n. Notemos que el resultado es válido para to, ya 
que por hip6tesis, al tiempo fo, 80 tiene media Óo y matriz de varianzas y covario.nzas 
Eo por lo cual: 

~to= Eo 

Ahora, supondremos que la distribución condicional para o,, dadas Yt-1.Yc-2, 
... , !ltoi es normal con medie. fit y matriz de varianzas y covarianzas E,¡ con ella deter .. 
minaremos la distribución condicional de 01+1 dadas Y1,Y1-1, •• • ,y10• 

Observemos que el sistema 
81+1 = GOt + w, 

!/i = FOt +v, 
puede escribirse de la siguiente manera: 

Ip o) (O¡) 
0 l Wt 

n V¡ 

donde lp Y In son matrices identidad de dimensiones pXp y nxn, respectivamente. Para 
poder obtener las expresiones que a eontinunci6n se muestran. será. necesario recurrir a. 
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algunos resulta.dos sobre variables aleatorias normale.!1 mismos que se presentan en el 
apéndice A.3, en la parte final de este trabajo. 

Utilizando el Teorema Iy II obtenemos que, la distribución conjunta de ( Ot+I) 
Yt 

dadas las observaciones Yt-1> Yt-2• .... Yto• es normal con media ( ;~:) y matriz de 

varianzas y covn.rianzas 

Por lo tanto, si calculamos la distribución condicional de 01+1 dadas Yt.!lt-1• 
••• 1Ytai a partir de esta última eXprcsión observamos que3: 

donde 

01+1 = GOt + GE1FTIFE1FT + R¡-1(Yt - F01) 

E1+1 = GE,GT + Q - GD1FTIFE1FT + R¡-1 FE1GT 

A partir de la expresión para Et obtenemos lo siguiente: 

Et+l = on,oT + Q - GE,FTIFE1FT + R¡- 1 FlJ¡GT 

= cn,oT + Q - GlJ1FTIFE1FT + R]-1iFlJ¡FT + RJIFE,FT + R¡-1¡cn1FT¡T 

Luego, si denotamos por Kt a: 

entonces, las expresiones para Dt+l y 'Et+l serán In.a siguientes: 

º<+I = GO¡ + Ki(Yt - FO,) 

E1+1 = GE1GT + Q - J(tiFlJ1FT + RjK[ 

Con lo cual queda probado el resultado.• 

Como puede observarse el filtro de Kalman proporciona una forma de estimar 
el estado 01 del sistema. El filtro tiene las siguient.;. propiedades•: 

3 V4u1 11 TtoriUDa fil dtl apfndlc1 A.3, ~final d1 t:lta lttlJ. 
4 V.fu1 Coodwln 'f Sln{1H4t p&p. 248-:Ut). 
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- Bajo la suposición de normalidad el filtro arroja el estimador insesgado de 
varianza m{nima, es decir, el filtro evalúa In media de O, dada le. información pasada 
Yt-l1Yt-21··., Yto• En términos matemáticos se expresa como: 

O¡= E[01 J Yt-loYt-2,. .. oYtol 

o bien, 

y 
Et := E{[Dt - O,j[Ü, - Ot)T J Yt-1 o Yt-2,. • ·, Yt0 } :5 E, 

donde E, es la covarianzn de error dada por cualquier otro estimador de O¡. 

- La ganancia del Filtro de Kalman es que ](1 y la covarianza del error Et 
son independientes de Yt-1.Yt-2 .... ,y¡0 dado que las matrices G,F,R y Q son todas 
independientes de Yt-lt!/t-21···1Yto· 

- Si no se pide normalidad, el filtro arroja el estimador lineal del estado, de 
varianza mínima, i.e., proporciona. entre todos los estimadores lineales a aquél que tiene 
la. más pequeña covnrianza. del error. En este caso el error (Ot-Dt) no está corrcJacionado 
con Yt-11 Yt-21 ... , Yto, o sea que, 

E[(Ot -B¡)y1_¡] =O; i = 1,2, ... ,t - to 

Ahora bien, si definimos a It como 

lt := Yt -FO, 

se puede ver que lt tiene las siguientes propiedades: 

E[It J Yt-loYt-2 ... ·•YtoJ =O 

lo cual nos conduce a que 

Yt =FO, +It 
= Efyt J Yt-loYt-2•·" oYt0 ] + lt 

Si nos fijamos en la última igualdad podemos observar que los valores lt representan la 
nueva información que no está contenida en !lt-1'1/t-2i···i!lto· Por este motivo a los 
valores de lt se les conoce como auce.sión de innouacione.!. 

Además de lo que ya hemos mencionado, resulta interesante notar que la media 
del estado del sistema, ii, := E[Ot), y la covarianza del mismo, Út := E{[Ot-iitJf01-ii1JT}, 
satisfacen Jas siguientes relaciones recursivas: 

ii1+1 =Gii, 

G1+1 = GG1GT + Q 
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Resulta conveniente recordar que los resultados anteriormente comentados pue
den encontrarse en el libro de Goodwin y Sin. 

A continuaci6n, presentamos sin demostración, las relaciones de Kalman en la 
verei6n de Jazwinski. 

El plnntenmlento de Jnzwlnsk! 

La estructura matemática que usa Jazwinski (1070¡ 200-201) con el fin demos
trar qué son y en qué consisten lns relaciones recursivas de l{nlman, se presenta a 
continuación. Presentamos la versión que él establece haciendo uso de la notación que 
él emplea. Cabe mencionar que J azwinski denomina n su modelo Filtro Di>ercto. 

El sistema lineal discreto se describe mediante las siguientes expresiones: 

k =0,1, ... 

donde Xk es el estado del sistema al tiempo t., de dimensión " x 1, i'f¡ es la matriz 
de transición del estado de dimensión n X n no-singular, r es una matriz de n x r, y 
{ wk , k = 1, 2, ... } es una sucesión de ruido, cada wk es un vector columna de dimensión 
r tal que Wk ~ J/(0, Qk)· Las observaciones están dadas por: 

Yk = M{tk)rk + "k· 

:ro, { wk} y { vk} se suponen independientes. Si denotamos por: 

y 

Yr :~ {Yl····Yr} 
x~ := E¡x, j Y,j 

Pi:= E{f(:r, - x~)(r, - x~)T) i Yr} 

entonces, el filtro lineal óptimo (de varianza m(nima) tiene como media condicional y 
matriz de covarianzas a: 

además: 

.;;z+l = i'f¡('•+i. 1kJzi 
Pf+i = E{[(i'f¡(x< - xÍ) + rw<+1)(i'f¡(xk - xi)+ rwk+1)T¡ 1 Yk} 

= ol!(tk+l • tk)Pfi'fiT fü+l • '•) + r(tk)Qk+l rT (tk)· 

ti= .;;z-1 + lCfü)(y·- Mfü>zz-1i. 
Pf = P{-1 - K(t.<)M(tk)Pf-1, 



donde 

es la ganancia de Kalman. De este modo, el esquema de prcdicci6n se complementa con 
!BS condiciones iniciales (í:~,P{). 

Lo Mterior representa In versión que J azwinski establece para presentación de 
los Filtros de Kalman. Cabe aclarar que él no da demostración alguna del resultado 
que presenta. La demostración de los resultados que él establece pueden verse en el 
apéndice A.4 de esta tesis. 

6.4 El Filtro de Kalman y El Modelo Lineal Dln:lmlco 

A continuación presentamos la lnterrelnción que existe entre el ftltro de Kalman 
y el Modelo Lineal Dinámico, describiendo primero la. manera en la cual se determina 
la distribución posterior del estado del sistema. y haciendo después la descripción del 
proceso de predicción. 

Consideremos el MLD, presentado en la sección 5.2. Supongamos que la in
formación concerniente al parámetro 010 puede modelarse a través de una distribución 
normal con media mo y matriz de covarianzas Co; supongamos también que la primera 
observación de que disponemos es y,1• 

Con estas hipótesis en mente y mediante las relaciones de recurrencin del filtro de 
Kalman obtenemos la distribución posterior para 01: 

Los valores m1 y 01 se obtienen de la siguiente manera•: 

donde: 

mt = Gm1-1 + Ae 

C, = R-AY¡AT 

A=RlfYt1 

Ye = F1RFt + Vt 
R = GC1-1GT + W1 

•=v1-f11 
Yt = .FlGm1-1 

1Et utk~lo d• ff~n y Stev.a.1(1978) ao lncluy• una dem01lracl611 de lo1 rau1&a.d01 4u1 .. m1nclonaa a11 uta .. tct6a, 
1lo. em~, una aportad6a de HI• trabajo 11 aclaru ~mo 11 obtlmsa talu miultad.01, CoD1uh1 11 Apfodlce A.li, 
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Como podemos observar, la nn.turaleza recursiva del algoritmo es importante, 
debido a que nos permite calcular In dlstribución posterior del estado del sistema a 
partir del valor de la observación más reciente, y,, del vnlor de le. matriz de variables 
independientes, Ft 1 de lns varianzas de las perturbaciones y el ruido de ln.s observaciones 
actuales V. y lVt y a través de la distribución de 

La mayor ventaja que ofrecen los modelos lineales dinámicos, en la opinión de 
Hn.rrison y Stevcns, es que, por primero. vez, se tiene una estructura coherente y razona
ble para predecir en situaciones en las cuales no existen observaciones o las observaciones 
son uca.Taa, y también en situaciones en lns cuales se necesitan desarrollar sistemas que 
requieren modelos estructurados que faciliten la comunicación entre hombre y método 
de predicción. . 

Hasta ahora hemos mostrado únicamente cómo se obtiene la distribución pos
terior del vector de parámetros del proceso¡ sin embargo, aún queda una pregunta en el 
aire, ¿Cómo vamos a predecir los valores de las observaciones futura.!? A continuaci6n 
veremos c6mo las relaciones recursivas mostradas anteriormente nos permitirán inferir 
la distribución de las observaciones futuras, Yt+k• para k = 1, 2, ... 

Lns predicciones que arroja este modelo son de nn.turn!eza distribucional. Se 
derivan de la varianza del ruido de las observaciones futuras Vi+k• y de la varianza de 
las perturbn.dones del sistema Wi+J.a por lo cual es indispensable que estas matrices se 
conozcan. 

De las ecuaciones del Modelo Lineal Dinámico podemos derivar las ecuaciones 
correspondientes al valor futuro de la variable de observación y al estndo futuro del 
sistema: 

Yt+k = Fi+kº•+k + Vt+k 

01+k = Q8t+k-1 + Wt+k• 

Suponiendo que las varianzas de los vectores aleatorios Vt+k y wt+k se conocen, la 
predicción de los vnlores futuros de Yt+k requiere de la inferencia del valor futuro del 
vector de parámetros Bt+k y de la matriz de variables independientes Ft+k· Sea 

ml+k = E!Bt+k 1 Yt.Yt-1,. .. ,y,,,F,,F,_1, .. .,.fi1 J 

Of+k = Var!Ot+k 1 Yt.Yt-1,. . .,y,1 ,F.,F,_¡, ... ,F¡.) k = 1,2,. .. 
definiendo n 

ml = m, = EI01 I Yt.Yt-1'· .. ·Y•i•Ft..fi-i. ... ,F,,I 

o¡= e,= E!Ot 1 Yt.Yt-¡, ... ,y,,,F.,F,_¡, ... ,F,,) 
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donde m1 y 01 se conocen a través de las relaciones de Kalmnn. Hemos modificado 
ligeramente la notación que Harrison y Ste"/ens utilizan porque creemos que la que 
proponemos es mnemotécnica¡ el subíndice representa el periodo que queremos predecir, 
mientras que el supra!ndice indica el periodo más reciente para el cual contamos con 
Información. 

Utilizando la ecuación del sistema para el tiempo t + k podemos calcular los valores de 
ml+k y de 6/+k : 

m:+k = Gm:+k-l 
6f+k = GCf+k-iGT + Wi+k k = 1,2, ... 

de modo que el valor de la media y la varianza del vector de p1mimetros 01+k dada la 
información disponible hasta el momento t, puede calcularse recursivamente usando los 
valores conocidos iniciales de ml y 6f, as( como el valor de W1+k· 

Denotemos por Iil+k y Y'/+k a la media y a la varianza, de la observación del 
proceso k periodos adelante dada la información disponible hasta el tiempo t, es decir: 

Y:+k = E!Yt+k 1 Yt.!11-1 .... • Yt¡.Ft.F1-1 .. .. ,F11l 

Y1~k = VariYt+k 1 Yt.Y1-1 .... ,Yt1• Fi,F1-1, ... ,F1,] k = 1,2, ... 

Pnra poder calcular estos va.lores es necesario distinguir dos casos, uno cuando Ft+k se 
conoce al tiempo t y el otro cuando no se conoce. En el caso cuando Ft+k se conoce, 
podemos expresar a D:+k y a Í'/+k de la siguiente forma: 

g¡+k = F1+km:+k 

Í'¡~k = F1+k6f+kF;;< + Vi+k k = 1, 2, •.. 

Es interesante observar la relativa facilidad con que podemos predecir el valor de las 
observaciones al tiempo t + k cuando conocemos el valor de .fi+k• ya que m:+k y 6f+k 
se obtienen a través de las relaciones recursivas mencionadas con anterioridad. 

La situación se vuelve compleja cuando se desconoce el valor de Fi+k ya que 
de alguna manera debemos reflejar en el modelo tal desconocimiento. Recordemos el 
significado de la matriz• F y hagamos un pequeño paréntesis. La matriz F contiene 
la información relacionada con las variables independientes o explicativas del vector de 
obeervaciones. Es común que dentro del análisis de series de tiempo se trate de explicar 
el comportamiento de una serie de tiempo dada, con otra serie de tiempo; si la serie 
de tiempo ezplicativa es lo aujicientemente conocida entonces se puede esperar que la 
predicción de la serie de tiempo a ezp/icar no se dificulte a causa de la serie de tiempo 

8 omlllmot. lo1 1ublodlc ... porqu quuemo1 nru1rno1. la matrl1 r para cue.Jquler tiempo 
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explicativa, sin embargo, cuando el conocimiento sobre el comportamiento futuro de 
la serie de tiempo e:rplicativa es escaso, es comprensible que se tenga mayor dificultad 
en la predicci6n de la serie de tiempo objetivo debido a que trataremos de predecir en 
primera instancia el valor de Ja serie de tiempo e:xplicativa, para luego poder predecir 
el comportamiento de la serie de tiempo que nos interesa explicar. Por esta raz6n es 
comprensible que el análisis se dificulte cuando la serie de tiempo explicativa no es 
suficientemente conocida. Dentro de este contexto conviene recordar tambián que el 
modelo lineal dinámico está planteado de modo que se pueda realizar la predicci6n de 
varill-' series de tiempo a través de un conjunto de variables conocidas intenclacionadn.s 
con aquéllas; en este caso, es evidente que las dificultades serán mucho mayores a las 
que se presentan en los casos univariados. 

Harrison y Stevens indican c6mo pueden llevarse n cabo las predicciones aún 
cuando se desconoce el valor de la matriz Ft+k· Suponen que Ft+k puede expresarse 
como un valor esperado Ff+k y un término aleatorio' liF'f+k• i. e.: 

( 

Ff+ki + 6Ff +k, ) 
F,+k = Í'Í+k + óFt'+k = ; 

Fi+kn + óFf+kn 

donde cada Pi'+k¡ y óFf+k; para i = 1,2, ... , n son vectores de dimensión 1 X p, compo-. 

nentes2 de las matrices Ff+k y óFf+k respectivamente, donde 

f1+k = E(Ft+k i F,,F,-¡,. · · ,F,,j 
sus covarianzas son conocidas y están dadas por: 

t [ , ,r 
if>;¡,+k = Cov lilt+k¡•óFt+k;I 

i,j = 1,2, ... ,p 

Ellos nseguran que Ff+k y ef>!¡1+• conforman la distribuci6n inicial ni tiempo t, del valor 
futuro de In matriz Fi+k· Comentan que con las definiciones anteriores, ellos obtienen 
Jo que a continuaci6n se presenta: 

vi+k = i'f+é•l+k 

Yi'+k = Í'Í+kÓf +kÍ'f:k + V.+k + z 
con 

Z= Z¡¡ i,;"==1,2, ... ,n 

y el elemento 

1D1 aquf e adelant• H adoptar' parclalmrnh Ja aotacldo. que ello• utlllUJ1 1 anlepoalr.ado la letra crlq:a I a lu pedurba· 
clonu q111 ocurnn 111 una varlabl1 11p-cl4ca. ' 

2EI subfndlct I ladka qui 11 trata d1 la i·Ulma columna.. 



El término Z representa la incertidumbre adicional en la predicción, incertidum
bre originada por el desconocimiento de la matriz Ft+k· 

Harrison y Stevens citan a Feldstein(l971) como autor del rOBultado anterior. 
El lector interesado puede obtener In referencia sobre este trabajo al final de esta tesis. 

En la siguiente secci6n mostramos c6mo algunos modelos pueden expresarse 
como modelos lineales dinámicos. 

5.5 Algunos modelos que pueden formularse como modelos lineales dinámicos 

Desde el punto de vista de Harrison y Stevens, los modelos lineales dinámicos 
son poco conocidos por Ja.a personas que trahoje.n con modelos; en virtud de esa opinión, 
ellos muestran, en su articulo, cómo algunos modelos que nos resultan familiares pueden 
establecerse como modelos !incaica dinámicos. 

Siguiendo la idea de Harrison y Stevens, en esta sección mostramos cómo algunos 
modelos conocido• pueden formularse como modelos lineales dinámicos. Es conveniente 
aclarar que en todos los casos se supondrá que la matriz de varianzas y covnrinnzas de 
las perturbaciones se conoce al tiempo t. 

5,5.l El modelo eatátlco de regresión 

Los modelos de regresión resultan ser bastante familiares para la mayor parte 
de las personas que han trabajado con modelos estadísticos. El modelo de regresión se 
expresa comúnmente en los siguientes términos: 

Yt =Xtf3+<t; t = 1,2,3,. .. 

donde YI es una obs<ll'Vación univariada, X1 es un vector de variables independientes de 
dimensión 1 X p y f3 es un vector de coeficlent<B desconocidos de dimensión p X l. El 
modelo estático de regresión es equivalente al siguiente modelo, el cual tiene la forma 
de un modelo lineal dinámico: 

Yt = X1/J1 + <1 

f31=lf3t-I l=l,2,3, ... 

·donde I es la matriz identidad de dimensión p x p. 

El algoritmo de filtraje dado por el modelo lineal dinámico nos proporciona un método 
que nos permite la actualización de los estimadores de los coeficientes de regresión cada 
vez que disponemos de nueva información; por otra parte, no tiene la restricción de 
que la varianza del ruido sea constante, por lo cual no existe la necesidad de buscar 
transformaciones que lo consigan. 
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5.5.2 El modelo dinámico de regreel6n 

Cuando se trabaja con modelos lineales estáticos, es común estimar Jos coefi
cientes de estos modc1os ajustando información pasada sin nctualizar los valores en
contrados conforme nueva informar.i6n se encuentre. disponible; esto suscita algunas 
dificultades debido a que no existe una razón convincente que haga suponer que los 
coeficientes estimados en este momento permanecerán sin cambio en el transcurso del 
tiempo. Asimismo cuando deseamos hacer estimaciones consideramos que si tenemos 
ba.dante.! observaciones entonces los estimadores que consigamos a través de esas obser
vaciones serán más confiables que si los hubiesemos conseguido con pocas, sin embargo, 
si tomamos en cuenta lo que mencionamos con anterioridad, llegamos a un punto en el 
cual no está claro cómo debemos proceder debido a que podemos obtener estimadores 
anticuado.s o totalmente t:ngaño.soa cuando trabajamos con informaci6n abundante pero 
poco relevante; es en este momento cuando debemos preguntarnos ¿C6mo y de qué ma
nera detectamos que la información de que disponemos es o deja de ser relevante para 
nuestro estudio?. 

El modelo está.tico no puede hacer frente a situaciones como las que acabamos 
de describir pero existe otro modelo que ofrece algunos medios para poder superar esas 
dificultades: El modelo dín6.mico de regresi6n. 

Yt = Xtf3t + <t 

f3t = f3t-1 + óf3t t = 1,2,3, ... 

Este modelo puede formularse como un modelo lineal dln6.mico si consideramos que 
n = 1, 01 ·= {3¡, Fi = Xt y G = I,,,. Harrison y Stevens comentan que Ja varianza 
de óf31 será propuesta por el modelador en base al conocimiento que tenga sobre la 
estructura del proceso. 

5.5.S El modelo •t•adv 

El modelo •l•ad713 puede escribirse en la siguiente forma: 

y¡=µt+•t 

µ¡ = µt-1 + óµ¡ t = 1,2,3, ... 

donde µ1 es un variable dependiente del tiempo alrededor de la cual fluctúa el valor 
de y¡. Este proceso es una de las formas más simples del modelo lineal dinámico que 
existen, ya que n = p = 1, 01 = µ¡, Ft = G = 1, V¡= Varl<i), y Wt = Var[óµ¡j. 

3 U1Dl1alllo. la palabra ea ln1lh d1bldo a q111, ea nuHtra oplnlón1 nln¡una dr lu ttaducdont1 dt la mltma reaultan 
adtcuadu pua lhatrar la ronna en la. qut opera ut1 modelo. 



5.5.4 El modelo lineal de crecimiento 

El modelo lineal de crecimiento es una extensión del modelo •teady. Las ecua
ciones del proceso son las siguientes: 

1/t =µt +Et 

Pt = Pt-1+f31+6µ1 

f31 = f31-1 + ó{J, t = 1,2,3, ... 

La interpretación que comúnmente se le da a µ1 es la del niud del proceso al tiempo t. 
Al reexpresar este modelo en términos de un modelo lineal dinámico obtenemos lo que 
a contlnuaci6n se muestra: 

1=1,2,3,. .. 

En este caso la varianza del vector de perturbación en la ecuación del sistema, deberá 
incluir la covarianza entre los términos óµ 1 y 6(31 debido a que éstos aparecen sumados 
en una de las entradas del vector. 

5.5.5 El modelo autorregreslvo de orden p 

Los modelos autorregresivos de orden p, AR(p), se definen generalmente como 

Zt = tP!Zt-1 + tPFt-2 + • • • + Zt-p + Ut t = 1,2,3,. .. 

Como hemos visto en las secciones precedentes, uno de los objetivos principales de 
algunos métodos es estimar los coeficientes 4'1.4'2 .... ,,Pp y Ja varianza del término 
de perturbación u¡. En estos métodos comúnmente, las estimaciones obtenidll.8 no se 
sujetan a una revisión frecuente. Dentro de esta metodología, el modelo autorregresivo 
se plantea de la siguiente manera: 

donde 

Zt = (Zt-lo Z1-2 •••• ,z1-p)tPt + Ut 

rf>t = r/>1-1 + ó<h 

rh = ("':') 
tPpt 

t = 1,2,3, ... 

De esta manera, te6rlc11IDente se superan los problemas emniÍados por la no
revisi6n de 106 parámetros. En la opinión de Harrison y Stcvens se recomienda que 
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al tratar de obtener las predicciones para este modelo se recurra a Ja estimación de 
Fc+k que ellos proponen ya que, en este cnso 1 es obvio que esta matriz es desconocida. 
Otra ventaja que señalan Harrison y Stevens es que mediante este modelo pueden reali
zarse cambios a los coeficientes {ql¡}, ya que la ecuación del sistema deja abierta esa 
posibilidad. 

5.5.6 El modelo de promcdlos-móvlles de orden q 

Los modelos de promedios-móviles .M A(q), presentan problemas al tratar de 
cxprese.rlos como modelos lineales dinámicOI! debido a la no linealidad de este modelo. 
No obstante, se han sugerido algunos métodos pe.re. superar estas dificultades, ni menos 
parcialmente. 

El primer método propone que el modelo de promedios-móviles sea aproximado 
mediante un proceso autorregresivo. Se comenta que el grado del modelo autorregresivo 
puede obtenerse por ensayo y error. Un segundo método presupone que los pe.rámetros 
del modelo se conocen y que a través de ellos se tratará. de obtener información sobre 
los términos de perturbación, efectuando estimaciones de estos términos y revisándolos 
a través del planteamiento de un modelo lineal dinámico. Otro método parecido al an
terior, supone que los términos de pcrturbaci6n se obtendrán como diferencia entre una 
observación real y su correspondiente estimación, la cual se calculará con la información 
que se tiene hasta un periodo atrás y a diferencia del método anterior, considera que con 
éstas estimaciones se tratarán de obtener las estimaciones de los parámetros, mismas 
que se irán actualizando mediante un modelo lineal dinámico. 

Como puede observarse, en todas las opciones que se plantean existen dificul
tades al intentar estudiar a loa modelos de promedios-móviles. En nuestra opinión, las 
dificultades que se presentan dentro de este contexto se deben, principalmente a la ne
cesidad de obtener por parte del interesado, la información necesaria para modele.r una 
suma de términos aleatorios dependientes del tiempo, situación que se presenta bastante 
complicada. 

A continuaci6n presentamos un ejemplo que nos permite vislumbrar las posibi .. 
lidades que nos puede proporcionar un modelo lineal dinámico en la predicción de serie.s 
de tiempo. 
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5,6 Ejemplo 

Con el fin de mostrar las cnrncter(sticas de los modelos lineales dinámicos a. 
continua.ci6n presentamos un ejemplo de éstos. En este ajemplo se utilizará una serle 
de tiempo que, por sus características, representa una buen& prueba. para observar cuál 
es la sensibilidad del modelo a los cambios bruscos, corroborando asf su dinamismo. 

La serie de tiempo que consideraremos para tal efecto, es la serie que está com
puesta por las cifras de infla.ci6n mensual de la República Mexicana, es decír, la serle de 
las variaciones mensuales en el Indice Nacional de Precios al Consumidor que publica 
el Banco de México. 

Para tal efecto hemos considerado el periodo que va de enero de 1980 a junio de 
1989; en consecuencia la serie está compuesto. por 114 datos. 

Cabe mencionar que el ejemplo que presentamos se proporciona con el fin de 
ilustrar c6mo pueden utilizarse los métodos lineales dinámicos. A continuación se pre
senta la tabla que contiene los valores de la serie inflacionaria, as! como la gráfica que 
muestra. el comportamiento de ésta durante el periodo mencionada (Fig l y 2.) '· 

Como puede observarse en la gráficaf la serie no es estacionaria, situa.ei6n que 
complicarle. el análisis ai tre.taramos de e.plicar otra metodo!og!a, ya que tendr!e.mo• 
que trnnformar Jos de.tos hasta conseguir que la serie tuviera esa característica. En este 
caso, no es necesario transformar la Serie debido a que el método no lo requiere. 

Este. serie como sabemos, estó. influencie.da por factores de !ndole econ6mica 
y social, entre otras, razón por la cual la serie presenta cambios importantes en su 
comportamiento, que ocasione.n dificultades al tratar de modelarla. Debido a la escasa 
informa.ci6n que tenemos de ello., trata.remos de utllizar un modelo sencillo, puo.s de Jo 
contre.rio, caeríamos en una falacia ya que ello implicaría un mayor conocimiento de In 
serie de tiempo. 

El modelo que eonsideramo• es el modelo •t<adll expresado como modela lineal 
dinámico, mismo que presentamos en Ja sección 5.5.3 de este trabajo. 

Utilizamos este modelo yo. que no s6lo nos proporciona una representaci6n sen
cilla de 1 .. serie, sino que además podemos pensar, por el conocimiento que tenemos, que 

15, pnu:ntu aJ lh:W de etaa 11tddu. 
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este modelo tiene IM eo.racterísticas adecuadas para predecir una serie de esta índole, 
sobretodo po.ra periodos próximos, ya que a menos de que hnya. un cambio importante 
en el comportamiento económico del pals como podría ser una devaluación de la moneda 
o un cambio en las tasas de inter~s del mercado, entre otros factores, que no tuvlcramos 
previstos; podemos suponer que los valores de éstas vnriac:iones no cambiarán brusca· 
mente de un periodo a. otro. Cabe señalar que si tenemos informaci6n sobre este tipo de 
situacionesi esa información la podemo5 incorporar al modela.je de la serie en cucsti6n. 

El modelo considerado presenta la siguiente estructura: 

Y1=µ1+v1 

µ¡ =µt-l + W¡ t=l,2,3, ... 

donde Vt - .11(0, Vi) y w, - J/{O, W,). La distribución para JlO es una normal con media 
mo y varianza Co. 

Para poder iniciar el proceso, necesitemos estimar los t~rminos mo, Co, W1 y 
V¡. Con este objetivo en mente, procedemos n estimar los valores mo y Co. Para tal 
eCecto consideremos los datos del primer semestre sobre el cual tenemos informaci6n, 
es decir, las cifras de enero a junio de 1080. La media y varianza de este conjunto de 
datos noe permitirá tener un conocimiento previo 80bre d parámetro, conocimiento que 
se reflejará en una distribución inicial del mismo. La estimación puede ser un tanto 
burda, sin embargo, ec espera que mejore a medida que incorporemos las •iguientes 
observaciones al modelo, a causa. de que tendremos más c:onocimiento. 

Otros valores que es necesario conocer son la.s varianzas de los términos de 
perturbaci6n. En este caso, lo adecuado sería construir estn.s varianzas en base al 
conocimiento que se tiene sobre el fenómeno; sin embargo, debido a que no tenemos 
conocimiento alguno sobre estos términos, para efectos del ejemplo, considera.remo.• que 
éstos se e:i:plican a través de una distribución normal estándar. Si obtuviera.mes poste
riormente información sobre algún fenómeno que afecte al valor que tome la variable en 
cuestión, esa nueva información podríamos reflejarla en estos términos de perturbación. 

Como podrá apreciar el lector, un problema que presentan estos métodos es 
el hecho de que se necesitan conocer, en todo momento, las matrices de varianzas y 
covarianzas de los términos de perturbación de la ecuación del sistema y de la ecuación 
de observación, situación que no se aprecie. fádl. Una posibilidad es estimar el valor de 
estas matrices; sin embargo ea necesario realizar una nueva inve.stiga.ci6n en la. que se 
analicen cuáles pueden ser 1118 formas posibles de llevar a cabo la estimación de estas 
matrices, as[ como las consecuencias de introducirlas dentro del modelo. 

En base a Jo anterior, aplicamos el método que Harrison y Stevens han de
sarrollado para encontrar la dístríbuci6n posterior deµ¡. En este caso, las relaciones de 
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Ka.lman se simplifican considerablemente ya. que, no es dif!cil probar que 

si 

entonces 

En consecuencia la distribución posterior para µ¡ es 

donde 

y 

µ, - JJ(m,,O,) 

01-1+W1 ) 
m1 = m1-1 + 01_

1 
+ Wt + v, (Y1 - m1-1 

(C1-1 +W1)2 
e,= c,_1 +w,- 01_

1 
+ Wi+v.· 

Para. predecir los valores futuros de las observaciones utilizamos las expresiones siguien
tes: 

por lo tanto 

y 

En consecuencia. la media., Yt+k• y la. varianza, Yt+k• de las predicciones, tienen las 
expresiones siguientes: 

de donde 

y 

En base a. las consideraciones que hemos hecho con 1111teriorida.d, podemos calcu
lar ahora la. distribución posterior del parámetro ca.da. vez que se tenga disponible una · 
nueva. observación; con esta distribución podemos calcular la distribución de las predic
ciones. 
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A continunci6n presentamos una tabla de valores que nos permite visualizar 
c6mo varia la media y la varianza del parámetro y c6mo son la media y la varianza de 
las predicciones que se obtienen a partir de esa distribución posterior del parámetro. 
La tabla que se presenta a continuaci6n, se obtuvo utilizando la hoja de cálculo Lotu• 
1-11-9.(Fig. 3). 

Podemos observar que al sustituir el valor de V¡ y Wt las expresiones se reducen 
ya que, en ese caso, le. varianza del parámetro en el periodo t + k se incrementará en k 
unidades respecto a la varianza del mismo en el periodo t, considerando que sólo se tiene 
Información hasta ese periodo. De la misma manera ocurrirá con las predicciones, sólo 
que el incremento en ellas será mayor (de 2k), debido a que se tiene mayor incertidumbre 
respecto de su valor. 

Asimismo podemos darnos cuenta que la media del proceso en este caso será le. 
misma, tanto para el parámetro como para las predicciones. No obstante, puede obser
varse la dinámica que presenta ésta a medida ·que se incorporan nuevas observaciones 
al proceso. Con el fin de que se pueda apreciar ese dinamismo se presenta la gráfica de 
las medias del proceso en cada periodo, calculadas a partir de le. información disponible 
hasta un periodo atrás.(Fig. 4.) 
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INFLACION MENSUAL 

1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 

ENERO 4.84% 3.22% 4.97% 10.88% 6.35% 7.42% 8.84% 8.10% 15."6% 2.45% 
FEBRERO 2.31% 2.46% 3.93% 5.37% 5.28% 4.15% 4.45% 7.21% 8.34% 1.36% 
MARZO 2.08% 2.14% 3.65% 4.84% 4.27% 3.88% 4.65% 6.61% 5.12% 1.06% 
ABRIL 1.75% 2.25% 5.42% 6.33% 4.33% 3.08% 5.22% 8.75% 3.08% 1.50% 
MAYO 1.63% 1.51% 5.62% 4.34% 3.32% 2.37% 5.56'1(, 7.54% 1.93% 1.38% 
JUNIO 1.98% 1.40% 4.62% 3.79'1(, 3.62% 2.50% 6.42% 7.24% 2.04% 1.21% 
JULIO 2.79% 1.76% 5.15% 4.94% 3.28% 3.46% 4.99'1(, 8.10% 1.67% 
AGOSlO 2.07% 2.06% 11.22% 3.88% 2.84% 4.37% 7.97% 8.17% 0.92% 
SEPTIEMBRE 1.11% 1.66'1(, 5.34% 3.()8'1(, 2.98% 3.99'1(, 6.00% 6.59% 0.57% 
OCTUBRE 1.51% 2.22% 5.16% 3.32% 3.49% 3.BO'l!. 5.72% 8.33% 0.78% 
NOVIEMBRE 1.74% 1.93% 5.06% 5.87% 3.43% 4.61% 6.76" 7.93'1C. 1.34% 
DICIEMBRE 2.52% 2.69'1(, 10.68% 4.28% 4.25% 6.81% 7.89'1(, 14.77% 2.09% 
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Medi.1 y vartonza1 del por6motro y de i.1 P<edlcclonea. 

MES yt 

ENE 1980 4.&4 
FEB 2.31 lnlonnaclón lnlclal 
MAR 2.06 

ABR 1.75 
MAY· 1.6.l 

1 MES 
.... ~ e¡ ..... ~ a• a• v: .. ~ -v; •• v ... ~,. '<:+~ y~ mt.+t<. e_.., tu 't+a 

o 2.43 1.2107 
1 JUL 1980. 2.79 2.88 0.6885 1.6885 2.6885 3.61185 2.68 2.111115 3.- 4.6885 

2 AGO 2.07 2.30 0.11281 1.6281 2.6281 3.11281 2.30 2.11281 3.11281 4.6281 

3 SEP 1.11 1.58 0.6195 1.6195 2.6195 3.6195 1.56 2.6195 3.8195 4.6195 

4 OCT 1.51 1.53 0.6182 1.6182 2.6182 3.6182 1.53 2.6182 3.6182 4.6182 

5 NOV 1.74 1.66 0.6181 1.6181 2.6161 3.6181 1.66 :?.8181 3.6181 4.6181 

6 DIC 2.62 2.25 0.6180 1.61'30 2.6180 3.6180 2.25 2.6180 3.6180 4.6180 
7 ENE 11181 3.22 2.85 0.6180 1.6180 2.6180 3.8180 2.85 2.8180 3.8180 4.6180 

8 FEB 2.46 2.61 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 2.61 2.8180 3.8180 4.6180 

9 MAR 2.14 2.32 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 2.32 2.6180 3.6180 4.6180 
10 ABR 2.25 2.28 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 2.28 2.8180 3.6180 4.6180 
11 MAY 1.51 1.80 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 1.80 2.8180 3.6180 4.6180 
12 JUN 1.40 1.55 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 1.55 2.6180 3.6180 4.6180 

13 JUL 1.76 1.68 0.6180 1.6180 2.6160 3.6180 1.68 2.6160 3.6180 4.6160 
14 AGO 2.06 1.92 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 1.92 2.11180 3.6180 4.6180 
15 SEP 1.86 1.88 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 1.88 2.6180 3.6180 4.6180 
16 OCT 2.22 2.09 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 2.09 2.6180 3.6180 4.6180 

17 NOV 1.93 1.99 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 1.99 2.6180 3:6180 4.6180 

18 DIC 2.69 2.42 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 2.42 2.6180 3.6180 4.6180 

Flg. 3 
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19 ENE 1962 4.97 4.00 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 4.00 2.6180 3.6180 4.6100 

20 FEB 3.93 3.96 0.6180 1.6180 2.611JO 3.6180 3.96 2.6160 3.6180 4.6180 

21 MAR 3.65 3.n 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 3.n 2.6160 3.6160 4.6160 

22 ABR 5.42 4.79 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 4.79 2.6180 3.6180 4.6180 

23 MAY 5.62 5.30 0.6180 1.6180 2.6180 3.6160 5.30 2.6160 3.6100 4.6100 

24 JUN 4.62 5.00 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 5.00 2.6180 3.6180 4.6160 

25 JUL 5.15 6.09 0.6180 1.6160 2.6100 3.6100 5.09 2.6160 3.6160 4.6160 

26 AGO 11.22 8.68 0.6180 1.6100 2.6160 3.6160 8.88 2.8160 3.6180 4.6180 

27 SEP S.34 6.69 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 6.69 2.6160 3.6100 4.6160 

26 OCT 5.18 5.76 Q.6180 1.6100 2.6180 3.6180 5.76 2.6160 3.6180 4.6160 

29 NOV 5.06 5.33 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 5.33 2.6180 3.6180 4.6180 

30 DfC 10.68 6.64 0.6180 1.6160 2.6180 3.6180 8.64 2.6180 3.6180 4.6180 

31 ENE 1983 10.88 10.02 0.6180 1.6100 2.6180 3.6180 10.02 2.6160 3.6100 4.6160 

3.2 FEB 5.37 7.15 0.6180 1.6160 2.6180 3.6160 7.15 2.6180 3.6180 4.6180 

33 MAR 4.64 5.72 0.6180 1.6160 2.6100 3.6180 5.72 2.6160 3.6100 4.6160 

34 ABR 6.33 6.10 Q.6180 1.6160 2.6160 3.6160 6.10 2.6160 3.6100 4.6160 

35 MAY 4.34 5.01 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 5.01 2.6180 3.6160 4.6160 

36 JUN 3.79 4.26 0.6190 1.6160 2.6100 3.6180 4.26 2.6160 3.6100 4.6160 

37 JUL 4.94 4.68 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 4.68 2.6160 3.6160 4.6180 

38 AGO 3.88 4.19 0.6180 1.6Ul0 2.6160 3.6180 4.19 2.6180 3.6180 4.6180 

39 SEP 3.08 3.50 0.6160 1.6160 2.6180 3.6180 3.50 2.6180 3.6160 4.6160 

-40 OCT 3.32 3.39 0.6180 1.6160 2.6180 3.6180 3.39 2.6160 3.6180 4.6160 

41 NOV 5.87 4.92 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 4.92 2.6180 3.8180 4.6160 

42 DfC 4.26 4.53 0.6180 1.61110 2.6180 3.6160 4.53 2.6180 3.6160 4.6180 
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43 ENE 1984 6.35 5.65 0.6180 1.6180 2.6160 3.6160 5.65 2.611!0 3.6180 4.6180 

44 FEB 5.28 5.42 0.6180 1.6180 2.6160 3.6180 5.42 2.6180 3.6180 4.6180 

45 MAR 4.27 4.71 0.6160 1.6180 2.6180 3.6160 4.71 2.6160 3.6180 4.6160 

46 ABA 4.33 4.48 0.6160 1.6180 2.6160 3.6160 4.48 2.6160 3.6180 4.6160 

47 MAY 3.32 3.76 0.6100 1.6180 2.6180 3.6100 3.76 2.61!!0 3.6180 4.6180 

48 JUN 3.62 3.67 0.6100 1.6180 2.6160 3.6180 3.67 2.6180 3.6160 4.6160 

49 JUL 3.28 3.43 0.6100 1.6180 2.6180 3.6160 3.43 2.6160 3.6180 4.6160 

50 AGO 2.84 3.07 0.6100 1.6180 2.6160 3.6100 3.07 2.6160 3.6100 4.6180 

51 SEP 2.96 3.01 0.6180 1.6160 2.6180 3.6180 3.01 2.6180 3.6180 4.6180 

52 OCT 3.49 3.31 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 3.31 2.6180 3.6180 4.6180 

53 NOV 3.43 3.38 0.6160 1.6180 2.6100 3.6180 3.38 2.6100 3.6180 4.6160 

54 DIC 4.25 3.92 0.6100 1.6180 2.6160 3.6160 3.92 2.6180 3.6180 4.6180 

55 ENE 1985 7.42 6.08 0.6160 1.6180 2.6180 3.6180 6.06 2.6180 3.6180 4.6180 

66 FEB 4.15 4.69 0.6160 1.6180 2.6180 3.6160 4.69 2.6180 3.6100 4.6180 

57 MAR 3.88 4.27 0.6180 1.6180 2.6160 3.6100 4.27 2.6180 3.6100 4.6100 

58 ABR 3.08 3.53 0.6160 1.6180 2.6160 3.6180 3.53 2.6180 3.6180 4.6180 

59 MAY 2.37 2.61 0.6160 1.6180 2.6160 3.6160 2.61 2.6180 3.6180 4.6180 

60 JUN 2.50 2.62 0.6100 1.6180 2.6160 3.6160 2.62 2.6160 3.6160 4.6180 

61 JUL 3.46 3.15 0.6160 1.6180 2.6160 3.6160 3.15 2.6180 3.6160 4.6160 

62 AGO 4.37 3.90 0.6160 1.6180 2.6180 3.6180 3.90 2.6180 3.6180 4.6180 

63 SEP 3.99 3.96 0.6160 1.6180 2.6180 3.6180 3.96 2.6180 3.6100 4.6160 

84 OCT 3.80 3.66 0.6160 1.6180 2.6160 3.6180 3.66 2.6180 3.6160 4.6160 

65 NOV 4.61 4.32 0.6160 1.6180 2.6180 3.6160 4.32 2.6160 3.6160 4.6160 

66 DIC 6.61 5.66 0.6160 1.6160 2.6180 3.6180 5.66 2.6180 3.6160 4.6180 
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67 ENE1986 8.84 7.70 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 7.70 2.6100 3.6100 4.6100 

68 FEB 4.45 5.69 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 5.69 2.6100 3.6100 4.6160 

69 MAR 4.65 5.05 0.6100 1.6100 2.6180 3.6160 5.05 2.6160 3.6160 4.6160 

70 ABR 5.22 5.15 0.6160 1.6160 2.6180 3.6160 5.15 2.6160 3.6180 4.6160 

71 MAY 5.56 5.41 0.6160 1.6160 2.6160 3.6160 5.41 2.6160 3.6160 4.6160 

72 JUN 6.42 6.03 0.6160 1.6160 2.6160 3.6180 6.03 2.6100 3.6160 4.6180 

73 JUL 4.99 5.39 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 5.39 2.6160 3.6180 4.6160 

74 AGO 7.97 6.98 0.6160 1.6160 2.6160 3.6180 6.98 2.6160 3.6180 4.6160 

75 SEP 6.00 6.38 0.6180 1.6160 2.6160 3.6180 6.38 2.6180 3.6180 4.6180 

76 OCT 5.72 5.97 0.6160 1.6180 2.6180 3.6180 5.97 2.6100 3.6180 4.6160 

n NOV 6.76 6.46 0.6160 1.6160 2.6160 3.6160 6.46' 2.6160 3.6180 4.6100 

78 DIC 7.89 7.34 0.6180 1.6180 2.6160 3.6160 7.34 2.6160 3.6160 4.6160 

79 ENE 1987 6.10 7.81 0.6160 1.6180 2.6160 3.6160 7.61 2.6160 3.6160 4.6160 

60 FEB 7.21 7.44 0.6160 1.6160 2.6160 3.6160 7.44 2.6160 3.6180 4.6100 

81 MAR 6.61 6.93 0.6180 1.6160 2.6180 3.6180 6.93 2.6160 3.6160 4.6180 

62 ABR 8.75 8.05 0.6160 1.6180 2.6180 3.6160 8.05 2.6100 3.6180 4.6180 

. 83 MAY 7.54 7.74 0.6160 1.6160 2.6180 3.6180 7.74 2.6180 3.6180 4.6180 

64 JUN 7.24 7.43 0.6180 1.6160 2.6180 3.6180 7.43 2.6180 3.6180 4.6180 

85 JUL 8.10 7.64 0.6180 1.6180 2.611l0 3.6160 7.84 2.6160 3.6180 4.6180 

66 AGO 8.17 8.05 0.6180 1.6180 2.6160 3.6180 a.os 2.6180 3.6180 4.6180 

67 SEP 6.59 7.15 0.6180 1.6180 2.6180 3.6180 7.15 2.6180 3.6180 4.6180 

88 OCT 6.33 7.88 0.6180 1.6180 2.6160 3.6160 7.66 2.6180 3.6180 4.6180 

89 NOV 7.93 7.91 0.6100 1.6160 2.6180 3.6100 7.91 2.6160 3.6160 4.6160 

90 DIC 14.n 12.15 0.6160 1.6160 2.6160 3.6180 12.15 2.6160 3.6180 4.6180 
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91 ENE 1988 15."6 14.20 0.6100 1.6100 2.6100 3.6180 14.20 2.6100 3.6100 4.6100 

92 FEB 8.34 10.56 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 10.58 2.6100 3.6160 4.6100 

93 MAR 5.12 7.20 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 7.20 2.6100 3.6160 4.6100 

94 ABR 3.08 4.66 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 4.66 2.6180 3.6160 4.6100 

95 MAY 1.93 2.97 0.6100 1.6100 2.6100 3.6160 2.97 2.6180 3.6180 4.6100 

96 JUN 2.04 2.40 0.6100 1.6100 2.6100 3.6180 2.40 2.6180 3.6160 4.6160 

97 JUL 1.67 1.95 0.6160 1.6100 2.6100 3.6100 1.95 2.6100 3.6100 4.6180 

96 AGO 0.92 1.31 0.6100 1.6100 2.6180 3.6100 1.31 2.6160 3.6180 4.6180 

99 SEP 0.57 0.85 0.6100 1.6180 2.6180 3.6180 o.es 2.6180 3.6180 4.6180 

100 OCT 0.76 0.80 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 o.oo 2.6180 3.6180 4.6180 

101 NOV 1.34 1.13 0.6180 1.6160 2.6160 3.6100 1.13 2.6180 3.6180 4.6100 
102 DIC 2.09 1.72 0.6100 1.6160 2.6160 3.6160 1.72 2.6180 3.6180 4.6180 

103 ENE1969 2.45 2.17 0.6180 1.6160 2.6100 3.6180 2.17 2.6100 3.6180 4.6180 

104 FEB 1.36 1.67 0.6180 1.6160 2.6180 3.6160 1.67 2.6180 3.6180 4.6160 

105 MAR 1.08 1.31 0.6100 1.6100 2.6100 3.6100 1.31 2.6180 3.6190 4.6100 

100 ABR 1.50 1.43 0.6160 1.6180 2.6100 3.6100 1.43 2.6160 3.6160 4.6100 

107 MAY 1.38 1.40 0.6100 1.6100 2.6160 3.6100 1.40 2.6180 3.6100 4.6100 

108 JUN 1.21 1.28 0.6160 1.6160 2.6100 3.6180 1.28 2.6160 3.6180 4.6180 
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CONCLUSIONES 

Cuando se cuenta con información a.cerca de una variable que nos interesa, re
sulta atractivo tratar de entender el comportamiento que ha venido mostrando ésta; un 
problema que resulta intereaante, es tratar de averiguar el comportamiento de esa varin
ble en otros periodos de tiempo sobre los cuales no tenemos ningán tipo de información. 
Nos interesa predecir, posiblemente, porque algunas de las decisiones que vayamos a to
mar o que tomarán las personas para las cuales hacemos el estudio, estarán fuertemente 
reJacionadas con aquellas condiciones que tratamos de predecir en tales periodos. 

Dentro de los métodos estadísticos que se han propuesto solucionar este pro
blema, encontramos a los Modelo• Lineales Dinámicos, los cuales se han desarrollado 
dentro del Enfoque Dayesiano. Cómo hemos visto, estos modelos utilizan las relaciones 
recursivas de Kalman, las cuales les permiten actualizar probabilidades. 

Desde el punto de vista de Sullivan y Claycombe, que compartimos, ninguna 
predicción debe aceptarse como final sino que debe revisarse constantemente ya que, 
cada nueva pieza de información contribuirá a la confiabilidad o desconfianza de las 
hipótesis usadas. En este sentido, los modelos lineales dinámicos proveen la estructura 
necesaria para llevar a cabo esa rcvisi6n de predicciones. 

Una ventaja que, a nuestro juicio, también presenta este método es que las ob
servaciones van incorporándose una a una. Consideramos que esta situaci6n es positiva 
por varias causas. En primer lugar, existen ventajas computacionales pues no se mane
jan todos los datos a la vez, ni realizar los cálculos, permitiendo que algunos métodos 
sean fácilmente implementados en estos términos. 

Otra posibilidad que abren estos métodos son, desde luego, aquéllos cnsos en los 
cualea se tiene poca información de índole numérica. En estas situaciones el interesado 
podrá actualizar sus predicciones e ir conociendo al fenómeno a medida que nuevas 
piezas de información vaya obteniendo. Su conocimiento sobre fenómenos semejantes 
jugará un papel importante en la determinación de las probabilidades iniciales, as( como 
también, el conocimiento que tenga •obre factores que influyan en el comportamiento 
del fenómeno que le intereaa. Esto último también es aplicable a aquéllas situaciones 
en las cuales se tiene más información. 

Respecto a la condición de estacionaridad que varios modelos requieren como 
supuesto inicial, éste método no hace hincapié en esa situación; haciendo flexible el uso 
del método para series que no tienen esa característica. Aún más, el método es tal, que 
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no proporciona un método estándar para modelar a las series, ya que como hemos visto, 
varios modelos estadísticos pueden llegar a formularse como modelos lineales dinámicos. 

El estadístico tratará de modelar el conocimiento que el interesado tiene sobre el 
fen6meno, eligiendo el método que a su juicio, sea el más apropiado para reflejarlo. Los 
modelos lineales dinámicos ofrecen mayores posibilidades de modeleje, situación que los 
pone en una plano competitivo respecto de los demás modelos. 

Como pudimos observar en el Capítulo V, varios modelos estadísticos pueden 
establecerse como Modelos Lineales Dinámicos. En el caso de los Modelos AR(p) y 
MA(q), Harrison y Stevens explican cómo pueden expresarse éstos en términos de los 
modelos lineales dinámicos; sin embargo, debe observB.l'Be, tal como lo hace Priestley', 
que los modelos AR(p) tienen problemas en cuanto a la expresión para la distribución 
de las predicciones, debido a que. se debe considerar la dependencia estocástica de la 
matriz .Fi+k y la observación !lt+k; de modo que la propuesta que hacen Harrison y 
Stevens de utilizar una estimación de la. matriz Ft, debe ser motivo de una más amplia 
investigación. 

En nuestra opinión, una restricción del método es determinar cuáles serán las 
matrices Ví+k y Wt+k· El modelo lineal dinámico que Harrison y Stevens plantean no 
deja vislumbrar de que manera. pueden construirse esas matriccs 1 ni cómo estimarlas, 
salvo que se construyan a través del conocimiento del interesado sobre el fenómeno, 
situación que parece bastante compleja. e inveroslmil. 

1V•u• la dtscu1l611 del a:rtlculo et. Harrbou y Slnm1(JD7f). 
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APENDICE 

A.l El Teorema de Bayes• 

Seo. X= ( X¡,X2, ... ,Xm )T y Y= ( Yi,Y2,. .. ,Yn )T dos vectores aleatorios. 
Sean g¡ y gz lo.s r.d.p.g.• mo.rginales de X y Y respectivamente. Sean h¡(· i y) la f.d.p.g. 
condicione.! de X dado el vslor de Y= y y h2(· 1 :t) la í.d.p.g. condicional de Y dado el 
vslor de X= x. Entonces para cualesquier punto x E R"' tal que g¡ (x) > O y cualquier 
yER" 

En términos de eventos el Teorema de Baycs se establece como sigue: 

Sean A¡, A,, ... uno. sucesión de eventos disjuntos po.rn los cuales U~¡ A; = S 
donde S es el espacio muestra!, i.e. el coajunto de todos loo posibles resultados de 
un experimento y Pr(A¡) > O para i = 1, 2,.. .• Ademil., sea B otro evento tal que 
Pr{D) > O. Entonces: 

Pr(A; 1 D) = Pr(B 1 A¡) Pr(A;) i = 1,2,3,. .. 
Ej..1 Pr(B1 A¡) Pr(A¡) 

lvfaae D.Otoot(11ni; u-n}. 

2F~cbn• d~ dnlld&d d• probabtndad 1ni•ral11ada.1. 



A.2 Definiciones y Teoremas relevantes sobre probnbllldades y esperanzas 
condicionales 

En esta secci6n se muestran algunos teoremas y definiciones que pueden ser de 
interés para personas poco familiarizad"" con distribuciones y espera.nzM condicionales'. 

Definición l. Dados d06 eventos A y B, definimos a la función do probabilidad 
tondicionol Pr(A 1 B), del evento A dado el evento B, por: 

p (A I B) = Pr(AílD), 
r Pr(B) ' Pr(B) >O 

la Pr(A 1 B) no está definida cuando Pr(B) = O. A gro$30 modo se puede decir que 
Pr(A 1 B) es In probabilidad del evento A habiendo observado la. ocurrencia del evento 
B, por esta razón es poco importante que la Pr(A 1 B) no esté definida cuando la 
Pr(B) =O. 

Definición 2. La /unción de den&idad condicional Px¡y(x 1 y), de :i: dado Y =y 
para lodo :i: y y tal que Py (y) > O, está dada por: 

( 1 ) 
Px,y(x,y) Pxy(z,y) 

Px¡y"' y:='~= ÍRP;y(6,y)do' 

Para el caso multivntiado tenemos lo siguiente: 

Px1.x2, ... .XntY1,Y2, ... ,Ym (z1,z2, ·· • ,zn 1 I/1,!12, · • • iYm) 

·- Px1.x2, ... ,Xn,Y1,Y2, ...• Y"'(.:z:ltZ21• • • ,xn,YltY:l,• • · ,!Jm} 
,- Py,.y2,. .. ,Y,. (y¡,y,, .. · • Ym) 

Px1.x2, ... .x,.,~Y1 ,Y2 , .. .,Ym (zhz2, • • · 1 :Z:rii !11' Y21 · • · 1 Ym) 

Delinici6n 3. La esperanza condicional• de la variable aleatoria X dada la va· 
riable aleatoria Y = y, se define como: 

Ex¡y!X 1 u)'"' J "'Px¡y (x ! 11) dz 

cuando X es un vector aleatorio de dimensión n: 

8Y•u• Hoq 1 01'A1t(1Q5ll; w-94) 
4A 'Htll Uamada tambl'n iudla toa.dldon.S. 



Teorema l. (Función de Densidad Condicional}. Sean X y Y variables aleato
rias. La función de densidad condicional Px¡y(x /y), satisface lo siguiente: 

Px¡y(x /Y)~ O 

J Px¡y(x/y)dx=l 

Px¡y(x /y)= Px(x) si X Y Y son independientes. 

Teorema 2. (Esperanzas condicionales). Sean X, Y y Z variables aleatorias; 
e y d constantes y g( ·) una función de valor real. Supongamos que las esperanzas no 
condicionales de X, Y y Z existen. Entonces 

Ex¡y[X /y]= Ex/X] si X y Y son independientes 

Ex(X] = Ey {Ex¡rfX /y]} 
Ex¡yfg(y)X /y)= g(y)Ex¡r[X /y) 

Exfg(y)X] = Ey{g(y)Ex¡y[X /y]} 

Ex¡yfc /y]= e 
Ex¡yfg(y) /Y]= g(y) 

Ex,z¡y[c X+ d Z /y]= e Ex¡y[X /y]+ d Ez¡y[Z /y). 



A.S Tres Teoremas Importante• 

En este apéndice se presentan 10! tres teoremas que no• permiten obtener los 
resultados sobre Filtros de Kalman que aparecen en el Capítulo V. La demostraci6n de 
estos resultados puede verse en DeGroo\(1970; 51-56). 

Deflnici6n. Sean X1,X2, .•. ,Xn n variables aleatorios. X1,X2, ••. ,Xn se dis
tribuyen conjuntamente como una normal mul!ivariada si su funci6n de distribuci6n de 
probabilidad tiene la siguiente forma: 

1 Ex 1 = det Ex y el supra!ndice -1 denota a In matriz inversa. 

Teorema J. Sea X una variable normal de dimensi6n n con media µ y covarianza 
E y sea Y = BX + v, donde B es una matriz de dimensi6n m x n y v es un vector 
columna de dimensi6n m, entonces Y es una variable aleatoria normal de dimensión 
m x 1 con media BX + v y covarianzn BEBT. 

Teorema II. Sea X una variable aleatoria normal de dimensi6n n con mediaµ y 
covarianzn E. Si X, µ y E se particionan de la siguiente manera: 

µ = (~~). 
entonces X1 es una variable aleatoria normal con mediaµ¡ y covarianza En. 

Teorema ID.Sea X una variable normal de dimensi6n n con mediaµ y covnrianza 
E. Si X,µ y :r: se pnrticionan como sigue: 

X= (i!)• µ = (~!)• :r: = (~!: ~~:) 
entonces la distribuci6n condicional de X¡ dada X2 = :z:2 es normal con media µ¡ + 
E12E2l(x2 - µ2) y covarinÍlza Eu - E12:r:2l:r:21. 



A.4. El Filtro de Kalman 

El esquema de Je.zwinski. Demostraci6n. 

En el Capítulo 5 hacemos un estudio de los Filtro de Kalman; en este apartado 
demostramos la versi6n que da Je.zwinski• para presentlll' al Filtro de Kalman. 

El sistema se describe mediante las siguientes expresiones: 

le= 0,1,. .. 

donde "'k es el estado del sistema al tiempo tk, de dimensi6n n x l, ~ es la matriz 
de transici6n del estado de dimensi6n n X n no-singular, r es una matriz de n X r, y 
{wk , le = 1,2, ... } es una. sucesi6n de ruido, cada w1 es un vector de dimensi6n r tal 
que Wk - JJ(O,Qkl· Las observaciones están dadas por: 

Yk = Mfü)xk + v1 

:i:o, {wk} y {vk} se suponen independientes. Supongamos que v1 - Jl(O,Rk)• 
Denotemos por: 

y 

Y,:= {y¡, ... y,} 
%~ := E[:c, 1 Y,] 

entonces, el filtro lineal 6ptimo (de varianza mlnima) tiene como media condicional y 
matriz de covarianzas a: 

zZ+1 = ~(tk+l>tkl:et 
Pt+1 = E{l(~(:ck - z1) + r(t1)Wk+1)(~(:ck - ztJ + r(tk)Wk+l}Tl 1 Yk} 

= ~(tk+l>tk)Pf~T(t1+1•t1) + r(t1)Qk+lrT(tkl· 

Además: 

donde 

:t1 = :ez-1 + K(t1HY1 - M(t1)xz-11. 
Pf = Pf-1 -K(t1)M(t1)Pf-1, 

5 Juw1Dsld{l970) P'c•· 200-201. 
4Juwlukl no bau mencl6n. d1 ttl1•upunto1 1la 1mbar10 lo uUllu. al obteatr Ju n:prealoan pua la m•dl~ y la vuiann 

d1l •~lado 1l¡ulent1. ' 



es la ganancia de Kalman. El esquema de predicción se complemento. con las condiciones 
iniciales ( zi, Ptl. 

Demo•traci6n. Supondremos que la distribución condicional de Xk dadas Yk-1• 
Yk-2• .. • , Yl es normal con media ;;~-l y matriz de varianzas y covo.rianzas P{-1, para 
determinar a través de ella, lo. distribución condicional de "'k+l do.das Yk• Yk-1,. .. , Yl· 

Observemos que lo. distribución coajunto. para "'k+l y Yk dadas las observaciones 
Yk-11 ... , Yl es normal con media 

( 
ifl(tk+1ot1)xt- 1

) 

M(t1)3:~-1 
y matriz de varianzas y covarianzas 

( iflPt~ifl~~~~::.1rT ~ -~Pj~
1

~~-)· 
MP¡-1iflT 1 MPf-1MT + R1 

Por lo tanto si consideramos la distribución condicional de "'k+l dadas Yko Yk-1,. .. , Yl 
obtenemos una distribuci6n normal con media :tZ+i y matriz de varianzas y covarinnzas 

Pft1, donde 

zZ+1 = lfló:~-l + if¡p;-1MTIMPf-1uT + R1¡-1(Yk - M0:t-1i 
= ifl{x~-1 + pf-1MTIMP¡-1MT + Rk¡-1(Yk -Mó:~-1)} 

por otra parte 

Pt+l = iflp{-liflT + rQ1+irT - iflPf-lMT(MPf-lMT + Rk¡-1upf-lif1T 

= ifl{Pf-1- Pf-1MT(MPf-1uT + Rk)-lMpf-l}iflT + rQ1+irT 

Haciendo uso de las definiciones de f~ y P¡, podemos notar que: 

3:~+1 = Elifl(tk+i•tk)xk + r(tk)wk+1 I Yk] 

= ifl(t1+i,tk)0:z. 

Asimismo podemos observar que 

Pk\1 = E{[(ifl(xk - ó:Z) + rwk+1)(ifl(xk - ztl + rwk+1fJ 1 Yk} 

= ifl(tk+¡,tk)PtlflT(tk+i. tk) + r(tk)Q•+1rT (tk)· 

Por lo tanto obtenemos que 

y 

.i:t = .i:t-1 + K(tk)[Yk - Mxt-1
J 

Pt = Pf-1 - K(tk)MPff-1 

K(tk) = pf-1MT(MP{-1MT + Rk)-1 

Con lo cual queda probado el resultado. • 



Apándlce A.5 El Modelo Lineal Dinámico 
Dcmostraci6n de las relaciones de Kalman en la versi6n de Harrison y Stevens. 

Considérese nuevamente, el modelo presentado en la secci6n 5.2, el cual se ex
presa en los siguientes términos: 

!11 = F101+v1 
o, = G01-1 + W1 

con 
v1-Jl(O,Vi),w1 -Jl(O,W1) y t = 1,2,3,. .. 

(1) 
(2) 

Supongamos que la informaci6n concerniente al parámetro 010 puede modelarse a través 
de una distribuci6n normal con media mo y matriz de covarianzas Ca; supongamos 
también que la primera observaci6n de que disponemos es !111• 

Bajo las hip6tesis anteriores,la distribuci6n posterior para 01 es: 

01 I !11>!11-1 .... ,y1,.F1,F1_¡, ••• ,F11 

Los valores m1 y C1 se obtienen de la siguiente manera: 

donde 

m1 = Gm1-1 + Ae 
C1 = R-AYtAT 

A= RF('f",-I 

Yt = F1RFt +Vi 
R=GC1-1GT +W1 

<=Y1-íi1 

íi1=F1Gm1-1 

Jl(m1,C1) 

Demostración. Supongamos que el resultado es válido para 01_1, es decir, 

Ahora, trataremos de conocer cuál es la di!tribuci6n condicional de 01 1 !/1-1,111- 2, 

... ,y11,Fi.F1-1 •.•. ,F11, y en bue a ella calcularemos posteriormente, la distribución 
de 01 I !11t!/1-1, ... ,1111,F1,F1-1, ••• ,F11' Observemos que, 

y que además, al sU.tituir la ecuación (2) en la ecuación (1): 

111 = F1[G01-1 + w1) + v1 (3) 



De nqu! en adelante seguiremos In siguiente notaci6n: 

YT-1 := fr1-1.Y1-2 .... ,y,,} 
FT := {.Fi,.Fi-1, ... ,F,,} 
y:= EIY• 1 YT-i.FT] 

l"' := E{iy¡ - DllY• -y¡T 1 YT-1,FT} 

En bnse a Jo anterior, usando la ecunci6n (3), obtenemos que 

y= E{F1IGD1-1 + wt] + v, 1 YT-hFT} 

=FtGm,_¡ 

y en consecuencia 

Y= E{IF1(GD1-1 + w¡) +V¡ - FtGm1-1JIF1(G01-1 + w¡) + Vt - F¡Gm¡_¡¡T 1 YT-i.FT} 

= E{IF1G(01-1 - m,_¡) + F1w1 + v1i1F,G(O,_¡ - mt-1) + F,w, + vt]T j YT-hFT} 

= F¡GC,_1GTF,T + F,w,Fr + Vt 
= F1IGC1-1GT + W,jF,T +V¡. 

Si R := GC1-1GT + W¡, entonces Y = FtRFF +V¡. De este modo, hemos 
obtenido la distribuci6n para Yt J YT-hFT· 

Calculemos ahora la distribuci6n conjunta' de 01 1 YT-l• FT y Yt J YT-hFT; para 
ello, necesitamos obtener el valor de la matriz de varianzas y covarianzns de 01 y y1 

dadas YT-1 y FT. Denotemos por O a la esperanza de O, condicionada sobre YT-1 y FT. 
De nh! que: 

E{lyt - yl[O -W 1 YT-hFT} 

= E{(F1G(01-1- m1-1) +F,w, + v1JIGO,_¡ +w1 -Gm1-1]T J YT-1,FT} 

= E{IF,G(Dt-1 - m1-1) + F1w1 + v,Jl(O,_¡ - m1-1f GT + w[ J YT-hFT} 

= F¡GC1-1GT + F,W1. 

Por Jo tanto, la matriz de covarianzns entre o, y Yt ds.dllS YT-l y FT es: 

( 
~~~~T_+_~ ~ GG~-1_G~~T-+-~Ft) 

FlGG,_¡ GT + FtWt 1 F,RF,T +Vi 

Utilizando los resultados que hemos obtenido hasta ahora, podemos co.lcular la distri
buci6n condiciona!• de O, J YT1FT· 

7 VtlanH 101 Tronmu / r 11 tQ ti aptludlu A.3. 

8u1a.ado •I no,..ma 111 dd aplndlt• A.3. 

Jl(m,, Gt) 



Siendo 

m1 = Gm1-1 + ¡oo,_¡GT + Wt}..Ff(F,RF{ + v.r1(Yt - F1Gm1-1) 
= Gm1-1 + RF{Y-11111 - yj 
== Gm1-1 + Ae 

donde 

y 

Finalmente 

a, = ºº•-l oT + w, - (GC1-1 aT + w,¡..Ff(FtRif + v,¡-1
{F,G01-1 oT + ..FlWiJ 

= R - RF{y-l F,R 
= R- R1¡Ty-lyy-l(RF1)T 

=R-AYAT. 

Por lo tanto 

con 

m1 = Gm¡-1 + Ae 

01 = R- Af:AT. 

De eata manera, hemos probado las relaciones de Kahnan que proporcionan 
H_anison y Stevens para el Modelo Lineal Dinámico. 
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