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INTRODUCCION 

El objeto de la presente tesis es el de exponer aquelloa conceptee y 
resultados del an!ilisis clásico que en una forma natural se extienden a 
objetos más generales que los relativos a los números reales; como 
p!Eden los ser es~cios n-dimensionales, complejos, de funciones, 
ele ... ; con el proposito de difundir la generalidad de estos resultados y 
mostrar su aplicabilidad a problemas concretos. 

La tesis estu:!ia al an!ilisis numérico desde un punto de vista 
moderno, es decir, influenciado por las computadoras electrónicas y 
el análisis funcional. El análisis numérico tradicionalmente era 
corx:ebido como una disciplina ocupada de problemas que envuelven 
n6meros y relaciones esencialmente aritméticas. El uso de las 
modernas computadoras ha facilitado mucho su desarrollo, pero el valor 
agregado que le ha proporcionado el análisis funcional es lo que lo ha 
colocado en una parte central de las matemáticas modernas, naciendo 
así, lo que ¡:iodríamos llamar análisis funcional numérico. Por tanto, el 
hacer ver cómo se aplica el análisis funcional al análisis numérico es 
materia del ~resente trabajo, especialmente porque el análisis 
funcional no foo creado con una orientación primordial a las 
aplicaciones numéricas. 

Una de las principales características de las matemáticas del 
presente siglo na sido la concientizaci6n gradual de que los 
procedimientos y teoremas del álgebra y el cálculo se aplican no s6lo a 
los nlimeros reales y complejos, o a los espacios vectoriales usuales, 
sino a una amplia variedad de otros objetos, incluyendo muchos que 
ahora son de gran interés en análisis numérico. Por ejemplo, ahora se 
recoooce que la descomposici6n de una funci6n en una serie de Fourier 
corresponde a la descomposici6n de un vector en sus componentes; esto 
hizo ver la necesidad de trabajar con una ciencia que unificara a las 
demás. 

Podemos encontrar entre las fuentes del análisis funcional al 
cálculo de variaciones, al estudio de las series de Fourier y al análisis 
real y complejo, t6picos que tienen sus raíces en las matemáticas de 



siglos antedores. Sin embargo, el análisis funcional es un producto del 
presente siglo, y en recientes décadas ha tomado gran importancia en las 
matemáticas modernas con una intensa difusi6n en diferentes áreas de 
la investigaci6n. 

La esencia del análisis funcional es que utiliza corx:eptos y métodos 
del análisis conjuntándolos con elementos del álgebra lineal y de la 
geometría para así extenderlos a conjuntos de objetos más generales 
como los espacios vectoriales. De este modo, el análisis funcional se 
encuentra dentro de lo que podemos deoominar análisis moderno, entre 
cuyas ventajas encontramos su relativa simplicidad y su generalidad. 
Debe observarse que, aunque las ideas de gran generalidad son 
extremadamente valiosas, difícilmente son suficientes por sí mismas 
para tratar situaciones particulares y concretas. No obstante, es 
indu:lable que el análisis moderno prodl.l'.:e una gran economía de 
pensamiento r organización al enfatizar el aspecto corx:eptual sobre el 
computaciona o rígido, buscando encontrar la simplicidad subyacente a 
lo complejo. Así, el principal atractivo del análisis funcional es su 
enorme grado de abstracción por lo que puede entenderse como una 
disciplina unificadora. Esto proviene principalmente de su caracter 
eminentemente geométrico - la mayor parte de los resultados 
importantes son abstracciones de ideas geométricas intuitivas: al 
unificar conceptos, se reúnen muchos trucos matemáticos 
aparentemente diversos y especializados en unos pocos prin::ipios 
geométricos generales. 

Mostramos una de las aplicaciones ml!s importantes del análisis 
funcional en problemas propios del análisis nurn~rico ayuifuidoros del 
concepto de sucesiones por iteración. Este, es una heITamienta muy útil 
en la solución de ecuaciones por aproximación, y en especial, 
trabajarnos en torno al método de Newton-Raphson (N-R); este método 
es uno de los métodos iterativos más comúnmente usados 
principalmente por tener una gran velocidad de convergereia. Por ello, 
mostraremos la generalización del método de N-R para resolver 
diversos tipos de ecuaciones, en las que sus objetos no son 
exclusivamente variables reales o complejas, sino que también podernos 
dar solución a ecuaciones en espacios de funciones, tales como 
ecuaciones diferenciales, integrales o bien sistemas de ecuaciones. 
Asimismo, para dar una simpliflcaci6n a la cantidad de cálculos que se 
necesitan en la aplicaci6n del método de N-R, mostramos un método 
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alternativo con la misma capacidad de generalización y un proceso .rara 
validar su convergencia; su prueba es debido al célebre matematlco 
Kantorovich. 

Entre los pren-ec¡uisitos del lector para la comprensi6n de la tesis 
se encuentran los conceptos básicos de teoría de conjuntos y del álgebra 
lineal, y un nivel intermedio del cálculo de varias variables. 

En el primer capílulo se dan ejemplos de algunas técnicas 
iterativas usadas para la obtención de aproximaciones a la solución de 
ecuaciones; se trata el método de N-R en su forma más simple, y se 
muestra una serie de ecuaciones que pueden resolverse usando la 
presente heITamienta. En los dos siguientes capílulos, se exjlOnen las 
bases del análisis funcional trabajando con espacios metricos y 
espacios vectoriales normados, entre los que encontramos a los 
espacios de Banach y de Hilbert. Por consiguiente, definimos un 
operador, su norma, completitud y mapeo de contracción. En el cuarto 
capílulo mostramos una generalización del concepto de diferenciación; 
con ayuda del teorema de valor medio analizamos las ventajas de 
tomarlo como un mapeo de contracción; discutimos su papel en la 
reexpresión de una función en términos de su serie de Taylor, y 
generalizamos también la idea de una integral. El capílulo cinco es la 
parte central del trabajo: en él se describe la generalización del 
método de N-R mostrando la forma de aplicarlo y de encontrar la 
función de Kantorovich. Se concluye el capílulo exponiendo algunos 
ejemplos particulares. Por último, en el sexto capílulo se muestran dos 
aplicaciones del método de N-R generalizado, uno en la teoría 
macroeconómica y otro en el campo actuaria!. 

A manera de ap{!ndice se dan algunos aspectos formales de la 
aportación de Kantorovich al método de N-R. 

Quisiera agradecer al Dr. Pedro Reyes Ortega el haberme 
facilitado su análisis teórico sobre funciones de producción, y en 
especial al Act. Gerardo Lira C., a quien aprecio y admiro, y quien 
desinteresadamente colaboró en gran parte de la realización de este 
trabajo, aportando valiosos consejos, notas y material bibliográfico. 

3 



CAPITULO 1 

MOTIVACION 

1.1. INTROOlx:cION 

En este capítulo se busca atraer al lector al uso del análisis 
funcional numérico, mostrando la utilidad práctica que tienen los 
métodos numéricos en la resolución de ecuaciones. 

Inicialmente trabajaremos con los conceptos de iteración, 
distancia, convergencia y punto fijo en el campo de los números reales, 
exponiendo en una segunda etapa la amplia gama de problemas que 
podemos resolver al utilizar estos conceptos dentro del contexto del 
análisis funcional. En último término daremos una introducción al 
método de Newton-Rafhson tradicional destacando su importancia dentro 
del análisis funciona en la resoh.rión de expresiones aparentemente 
muy complejas. 

1.2. El. PROCESO IE I'IERACION 

Uno de los ml!todos más com6nmente usados en el cálculo es el 
proceso de lteraci6n. En l!l partimos de un objeto inicial cfio y lo 
sometemos a un proceso T, el cual lo transforma en otro objeto cf¡¡, es 
decir, cf¡1=Tcf¡0; volvemos a aplicar T a rp 1 para obtener cf>z, por lo que 
sucesivamente podemos escribir el proceso como <Pn=T<f¡n-J (ver fig 1). 

cfio 0 cp, 

cfi1 0 cf>z 

cfin-1 0 cf¡n 
fig J 
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Otra forma de escribir esto es indicando que la n-ésima salida es 
obtenida aplicando n veces el proceso T a la entrada inicial rp0 , es decir 

rpn = I'1 r/io • 

Cuando la distancia entre rp y rp .1 va disminuyerxlo, 1 rp -<P 1 ( 
1 rp -cti 1 1 para cualquier n, Ñlllemos'trttaglnar que, para un gra'ilt rlúrn'éro 
de'1ipffcaciones del rroceso f.-~ta distancia tiende a desaparecer, y por 
tanto decimos que e proceso converge a lD1 punto fijo rp en el que 

rp = Trp. 

Para entender mejor lo anterior veamos el siguiente ejemplo numérico. 

Ejemplo 1 Encontrar la raíz real de la ecuaci6n x2+10x-3=0. Si 
reexpresamos la ecuaci6n_ como 

x= xJ.10 ' 

tenemos a x en funci6n de sí misma, es decir, x=f(x), donde f(x)= 
3/(x+JO), por lo que tomando a f como el proceso iterativo con una 
aproximaci6n inicial a la raíz de la ecuaci6n original x0=0, tenemos una 
lista sucesiva de resultados como sigue 

o 
+ 

f(O) = 0.3 
+ 

f(0.3) = 0.291261 
+ 

f(0.291261) = 0.2915024 
+ 

f(0.2915024) = 0.2915026 

5 

+ 
f(0.2915026) = 0.2915026 

.¡. 



Flicilmente observamos que la distancia entre cada par de resultados va 
disminuyendo conforme el proceso avanza, y la lteraci6n va 
convergiendo a un punto fijo. Con exactitud de 7 decimales tenemos una 
aproximaci6n a la soluci6n de la ecuaci6n x=f(x)=3/(x+10), misma qU! 
es equivalente a nuestra ecuaci6n cuadrática inicial; por lo tanto, una 
conjetura razonable es que una raíz aproximada es 0.2915026 . O 

Es: el ejemplo anterior, pretendimos resolver la ecuaci6n x=f(x) 
iniciando con un valor x0 y aplicando f varias veces, obteniendo x1=f(x0), 

x2=f(xi), ... , "n+l=f(xn), ... , y se juzg6 que en el límite la sucesi6n 

Xo , Xi , ••• , "n ~X , 

notamos igualmente, que la raíz x cumplía con la propiedad requerida 
x=f(x) , pero de seguro el lector se preguntará si la sucesión que uno 
propone siempre convergerá, y si es que lo hace, no estará seguro de 
si el límite definitivamente será una raíz de x=f(x). Si la respuesta de 
ambas interrogantes fuera afirmativa, entonces tendríamos un 
potentísimo método para resolver ecuaciones y prácticamente cualquier 
otro método sería redundante. Para responder a la primer pregunta 
consideremos el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 2 Tenemos el proceso x=f(x)=(x3+2x2-1)/7 con el fin de 
buscar una raíz a la ecuaci6n x3+2x2-7x-1=0; si llevaramos a cabo este 
proceso con x0E(-3;1), el proceso convergería a -1.378; pero si nuestra 
primera aproximaci6n es x0=2, tenemos 

Xo = 2 
.¡. 

Xi= f(2) = 2.142857 
.¡. 

X2 = f(2.J42857) = 2.574761 
.¡. 

X3 = f(2.57476J) = 4.189697 
.¡. 

X4 = f(4.J89697) = }5.378747 
.¡. 
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Claramente nuestra iteraci6n no se acerca a alguna raíz de la iteraci6n 
cúbica. En las gráficas de la figura 2 se observan estos razonamientos, 
en la primera, 2a), se muestra claramente la convergencia del proceso 
en la intersecci6n de la funci6n cúbica y la linea de identidad f(x)=x; y 
en 2b), se observa la divergencia para x0=2. O 

fig 2 

Así, algunas funciones y algums puntos iniciales nos proporcionan 
sucesiones convergentes a las raíces requeridas, pero frecuentemente 
nos encontramos su::esiones qoo no convergen, y puede ser qoo el 
problema si tenga soluci6n. Una alternativa muy usada en ariálisis 
numkico es la de utilizar el método N-R de iteraci6n, el cual esta 
diseñado como un camino sistemático para decidir que funci6n se 
utilizaría en la iteraci6n y determinar el número de pasos en que se 
obtendría una aproximación deseada. Con este proceso muy a menl.Jdo se 
obtienen resultados exitosos. 

Para responder a la intel'!'D&ante de que si para la sucesi6n 
convergente producida por f, el límite definitivamente será una raíz de 
x=f(x), imaginemos que se desea encontrar una x para la cual x=f(x), y 
que producimos una sucesi6n convergente x0,x., . . . ,x , . . . , x donde 
xn+1=f(xj, si por ejemplo f es una funci6n contínúh, entonces las 
ftx_J's e$larán tan cercanas a f(x) en la medida de que las x 's esten 
cefta de x, es decir: n 

f(xo), 

11 

f(x1), 

11 
... ' 

... , 

7 

fCxJ, 

11 

xn+l' 

....'...+ f(x) 

11? 
c-..x). 



Como podemos ver, la SUCet;iÓn de nx ) 't; e¡; ¡;implemente parte de la 
sucesión de x 's la cual converge a x; ai{, x=f(x) y el límite x satisface 
la ecuaci6n. n 

La mayor parte de las funciones con que trabajaremos seran 
contfrruas, es decir, que si x y y estfm suficientemente cerca, entonces 
f(x) y f(y) tambil!n lo estarán. Si f es de esta clase, y lleva a un 
proceso iterativo convergente, entonces el límite de esta su::esi6n debe 
ser la raíz x=f(x). Lo anterior se demuestra en el siguiente teorema. 

Teorema 1.1 Sea X un subconjunto de n6meros reales, sea f:X-.X 
continua, y sea x0EX. Si la sucesi6n xn+ 1 =f(xJ converge a xEX 
entonces, x=f(x) . 

Dem. Tenemoo x0,,,1, ••• ,x , ... - x; esto quiere decir que las xn'"' ee 
van acercando a x y, por cb\ítinUidad las f(x }'s se van acercando á' f(x). 
Como las xn's son obtenidas a partir de las fi.xJ's, ente~ x=f(x). O 

Para aclarar mejor lo anterior observamos lo que su:ede con una 
funci6n no contínua en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3 Sea [x] la funci6n" piso" o" mayor entero no mayor a x ", 
(por ejemplo (2 .21] = 2). (fig 3) 

f(X):[x) 

fig3 

Ahora tratemos de resolver con xo=J la ecuaci6n 

x = f(x) = (x] + 1 -+ ( [x] + 1 - x )2 
• 
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Siguiendo el esquema tenemos: 

Xo = 1 
.¡. 

x, = f(J} = 1.5 
.¡. 

X2 = f(J.5} = 1.875 
.¡. 

X3 = f(l.875) = J.9921875 • X4 = f(J.9921875) = J.9999695 

etc ... 

claramente la sucesi6n converge a 2: 

f(l) , f{J .5} , f(t .87 5} 

11 11 11 
, f(l.9921875), 

11 
1.5 , 1.875, 1.9921875, 1.9999695 , 

sin embargo, no se satisface que 2=f(2) pues f(2}=2.5. Por tanto el 
límite no satisface x=f(x). Obsérvese que en este ejemplo la funci6n f 
no es cont!nua. O 

1.3 ITERACICN EN UN CXlNTEXTO MAS AMPLIO 

Cuando estudiamos cfilculo desde el punto de vista del aralisis 
funcional no nos concierne la naturaleza de los objetos </> - tales 
objetos pueden ser números, vectores, matrices, funciones o l:ilgunos de 
los anteriores juntos; con esto ampliamos nuestro contexto de 
aplicaci6n del proceso de iteraci6n. A continuaci6n mostramos algunos 
ejemplos de este hecho. 

Ejemplo 4 Si trabajamos en el plano R2 podríamos usar las iteraciones 

xn+t = xn Yn + xn + 0.07 

Yn+t =x;+y~+yn- 0.41 
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con x0=0 .1 y Yo"- O. 6 poro enr.:or1Lrnr lo inler-:;er.:r.:ión de lo hipérbola xy= 
-0.07 y la circunferencia x2+y2=0.41. La siguiente tabla y la figura 4 
muestran los resultados del proceso. 

n X y 
0.1 -0.6 

0.11 -0.64 

0.1096 -0.6283 

0.110738 -0.631527 

0.110840 -0.630438 
0.110949 -0.630708 

0.110973 -0.6306% 

o. 110993 -o .630627 

o. 110998 -0.630617 

0.111001 -0.630619 

10 0.111002 -0.630618 

ll 0.111002 -0.630618 fig 4 

Claramente, iniciando con (x0 ,y0)=(0.1,-0.6) después de 11 
iteraciones tenemos un proceso invariante a una aproximaci6n de 6 
decimales; para comprobar que tenemos un buen acercamiento 
sustituimos nuestras aproximaciones en las ecuaciones de la hip{¡rbola y 
la circunferencia: 

x•y• = (0.111002) (-0.630618) "'-0.07, y 

x•2 + y*2 = (0.111002) 2 + (-0.630618) 2 ::: 0.41 o 

En el ejemplo anterior mostramos que nuestras iteraciones no s6lo 
operan con n6rrieros. Continuaremos con algunos ejemplos en los que 
aplicaremos iteraci6n a funciones. Para comenzar, imaginemos que 
tenemos un proceso en el cual la funci6n x(t)=t2 para tER es convertida 
en una nueva funci6n y(t) =t2+ 1 para tER. En forma esquemlitica tenemos: 

X 

Una funci6n R-.R 
PROCESO 1 y 

'----------'Una nueva funci6n de R--.R 

10 



Otro proceso podría comenzar con una funci6n determinada x, 
prod~iendo y con la siguiente regla: 

y(t} = 1 + fo~ x(u) du • 

As!, sl x(t) es la funcl6n cero entonces y(t)=J 
x(t)=sen(t3), entonces 

y(t) = t+f> sen(u3
) d.u = t+[ -+cos(u3) J:= 

para toda t, y si 

4 1 
3-3cost3

• 

Si la integral se encuentra definida, este proceso puede ser 
aplicado a cualquier funci6n contínua para producir otra fundon contínua. 
De este modo, si X es el conjunto de funciones continuas (por ejemplo 
R-+R), entonces el proceso toma una xEX y crea una ;EX; el proceso es 
simplemente una funci6n f:X-+X. Esto no difiere en principio de los 
ejemflos en la secci6n previa, excepto en que los elementos de X son 
en s mismos funciones. Conjuntando este concepto con el proceso 
iterativo podemos encontrar resultados muy interesantes como se 
muestra a continuación. 

Ejemplo S Si usamos el proceso yn+ 1 (x)=1-f~ y (t) dt con y0 (x)=O, 
encontramos que la iteraci6n se aproximé!: a n 

y(x)=e-x, 

la cual puede expresarse como una soluci6n a la ecuaci6n integral 

y(x) = 1 - f
0
;(t) dt , 

Para ver esto llevamos a cabo las iteraciones indicadas sustituyendo la 
funci6n nula O por el t~rmino y(t), de la ecuaci6n anterior obtenemos 
y 1(t)=1, y este resultado lo remplazamos, a su vez, en el mismo 
término y(t) para obtener rz. y así sucesivamente: 
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Yo(x)=O 

Yi(x) = 1 
y2 (x) = 1-x 

xz 
y3(X) = 1-x+--'2-

xZ x3 
y4(X) = J-x+y- 3·2 

n 
Yn+J(x) =? 

z=O 
o 

En el ejemplo trabajamos con una ecuaci6n integral lineal, pero la 
linealidad no es necesaria; esto se muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 6 Si tenemos la ecuaci6n integral no lineal 

f(x) = x+f~ f2(r) dr 

y aplicamos la iteraci6n 

con f0 (x):(), entonces 

X 2 
fn+ 1(x) = x+f0 fn (t) dt 

f 0 (x) =O, 

f,(x) =X , 

- x3 f2(X) - X+ ""J, 
x3 2x5 1 x7 

f3(X) = X + 3 +15 +6J • 

Aquí notamos que f (x) son los primeros n-tl!nninos de la serie de 
Taylor aplicado a lá1 función tan x, la cual es la solución a nuestra 
ecuación. O 
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1.4 METaxJ DE NEWfON a.ASICO 

En los ejemplos anteriores hemos utilizado iteraciones para dar a 
soluci6n a la ecuaci6n 

X= f(x), 

o lo que es lo mismo, encontrar una raíz para la ecuación g(x)=O en 
donde 

x=f(x)=x-g(x). 

En el caso de que esta ecuaci6n sea algebráica, cualquier soluci6n x=r¡ 
de g(x} = O es también soluci6n a la ecuaci6n 

x=f(x}=x- ~f~~ 
para cualquier funci6n h(x). Por supuesto, h(x) debe ser distinta de cero 
para x cercanas a r¡. Como la ecuaci6n anterior tiene una funci6n 
arbitraria h(x} debemos escoger una función de manera que f(x) converja 
tan rápidamente como sea posible a la raíz deseada r¡. Para ayudamos 
en la bCisqueda de h(x) utilizamos el siguiente resultado de gran 
importancia en métodos numéricos. 

Teorema 1.2 Supongamos que f(r¡)=r¡ y que jf'(x) l~A(1 en el intervalo 
jx-l}j:?:a en donde a es cualquier número positivo. Escojamos un número 
x0 en este intervalo. Entonces la sucesi6n de iteraciones x. i=1,2, ... , 
definida recurrentemente por la ecuaci6n xn+1=f(xn)' siempre converge 
a 1l· 

Dem. Si f'(r¡)=O, entonces se tiene que if'(x) l~A<J para lx-r¡I 
suficientemente pequeño, por lo que calcularnos 

f'(x) = i ( x-Wi) = 1 - ~(~) + h'h~)(x~(x) 
y observamos que: 

g'(I}) 
f'(l))=1- h[r¡); 

esto nos sugiere tornar h(x)=g'(x) ya que entonces f'(r¡)=O. En realidad 
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la elecci6n de h(x)-g'(x) es una elecci6n 6plima puesto que Ja 
convergencia de x a r¡ será muy rápida. Esto se sigue inmediatamente 
del hecho de que An puede ser arbitrariamente pequei'X> cuando x tiende a 
r¡. Por consiguiente, la iteraci6n definida en forma recurrente p'kde ser: 

g(')i) 

g'(Xa) 

Al esquema anterior se le conoce como el ml!tcxlo de Newton o de 
Newton-Raphson (N-R) para resolver la ecuaci6n g(x)=O. 

Ejemplo 7 Podemos utilizar el ml!todo de Newton para calcular Ja 
raíz cuadrada de 2; aquí g(x)=x2-2=0 y entonces la f6rmula recurrente 
para este problema sería, 

g(xn) x2 -2 x 
xn+ 1 = xn - g-,-(-xn_)_ = xn - ;xn = ; - x;;-

La iteraci6n genera la siguiente sucesión: 

Xo = 1.4 
X¡= 1.41428571 
Xz = 1.41421356 
X3 = 1.41421356 

X¡o= 1.41421356 ; 

fácilmente podemos notar que la iteraci6n se aproxima muy rápidamente 
a la raíz deseada, con un error máximo de 1 o-s, obtenido desde las 
primeras 3 aplicaciones del proceso adoptado. O 

Ejemplo 8 Una aplicaci6n práctica del ejemplo anterior puede ser su 
uso en las calculadoras modernas para determimr la raíz j-l!sima de 
cualquier n6mero positivo 'a'. Para esto, se tendría el siguiente 
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proceso en el que sólo se usan operaciones básicas compuestas "+,-" 
tomando en cuenta que la potenciación es sólo una multiplicación 
repetida, y la multiplicación es unicamente una suma repetida. 

Aquí g(x)=x-i-a=O, de donde 

xj-a 1 a 
"n+t =x -~=x (1--) +--.-n j x/- n j j x{ 1 

"n ª 1 · = -. (j-1) + 7 (XH -J¡ 
J J 
1 1-. 

= - (X ( j-J ) +a X J) 
j n n 

As!, la calculadora podría encontrar el valor de 17y2234 mediante la 
simple iteraci6n 

X = J§_X + 2234 O 
n+J 17 n 17x 16 

n 

De esta forma, P.<Jdemos tomar el método de N-R como el método 
de extracci6n de rafees con el cual nos ayudamos de una iteraci6n 
6ptima en el sentido de rapidez de convergencia. Ahora bien, el ml!todo 
de N-R se encuentra inmerso dentro de lo que podemos denominar 
anlilisis cll1sico. En el presente estudio se daran las bases para poder 
aplicar el método de N-R desde el punto de vista del análisis funcional, 
en el que no interesa la naturaleza de los objetos a tratar, de forma que 
podremos aplicar el método para encontrar la soluci6n de diversos tipos 
de ecuaciones. Ejemplos de ellas se presentan a continuaci6n. 

- Ecuaciones Integrales como 

a ffy(s)]2 ds + ax[y(x)]2 - y(x) + b =O, con a,b > O , y0 (x) =O. 
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- Ecuaciones Diferenciales corno 

du z dX - (x+u) =O 

con u0 (x) = -x. 

- Sistemas de ecuaciones, tales corno 

X = Xz + ¡2 200 , 

Y = y1 + xy - x3 
con Xo =Yo= 10. 

Las bases del análisis funcional descansan en la conceptualizaci6n 
de lo que son espacios métricos y espacios vectoriales norrnados, entre 
los que destacan los espacios de Banach y de Hilbert. Por consiguiente 
son de importancia especial los significados de operador, norma de 
operador, completitud y rnapeos de contracci6n. En tal sentido; el 
presente trabajo profundizará en estos conceptos darxlo ejemplos para 
su mayor entendimiento. Se trabajará también con los conceptos de 
diferenciaci6n e integraci6n generalizada, as{ como la generalizaci6n 
del método de N-R. 
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CAPITULO 2 

ESPACIOS ME1RICOS Y ESPACIOS 
VECTORIALES NORMAOOS . 

2.1 INTRODUCCION 

En la primera parte del capítulo introduciremos el concepto de un 
espacio métrico y exploraremos sus propiedades, mostrando ejemplos 
de espacios métricos importantes. En segundo lugar trabajaremos con 
los espacios métricos particµlares L , 1 y de Hilbert destacándolos por 
su importancia dentro de las matel?iátPcas modernas. En una tercera 
etapa estudiamos los conceptos de convergencia en un espacio métrico, 
la definición de una sucesión de Cauchy y la definición de un espacio 
métrico completo. Seguidamente hondamos en la conceptualización de lD1 
vector y su norma, definiendo así lo que es un espacio vectorial 
normado, mostrando como un espacio de esta naturaleza puede ser 
tomado como lD1 espacio métrico y, con ayuda del concepto de 
completitud, podemos concluir el capílulo dando la definición de lD1 
espacio de Banach (vectorial, normado y completo). 

2.2 ESPACIOS METRICOS . 

Definición 2.1. Un conjlD1to X es llamado un espacio métrico si a cada 
par de elementos x,y de este conjunto, le correspon:le un n6mero real 
no negativo p(x,y) que cumple con las siguientes condiciones: 

Mil 
M2 l 
M3) 

p(x,y) = O 4=> x=y 
p(x,y) = p(y,x) 
p(x,z) ~ p(x,y) + p(y,z) 

Identidad 
Simetría 
Desigualdad del Triángulo 

El número p(x,y) es llamado distancia o ml!trica entre los elementos 
x y y, y las condiciones anteriores son denominadas axiomas métricos. 
Es evidente que _p(x,y) denota una función de dominio X y rango R+. Con 
una fLmción as1 construida sobre un conjunto X podemos dar las 
siguientes definiciones. 
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Defirúción 2.2 S(a,r) denota a la esfera de centro a y radio r, y 
consiste de tOdos los puntos p que se encuentran a una distancia r del 
centro a; es decir, 

S(a,r) = { p E X/ p(p,a) = r} . 

Ejemplo 1 Si trabajamos con U11 tablero de ajedrez, podemos deflrúr 
a la distancia entre dos casillas, como el mínimo número de jugadas 
que necesita el rey para pasar de una casilla a otra. En este sentido, si 
r=2 y a=4R entonces S(a,rl=( 6CR, SCR, 4CR, 3CR, 2CR, 6AR, 2AR, 
6R, 2R, 60, 20, 6AO, SAO, 4AO, 3AO, 2AO}, como se ilustra en la 

figura 5. l~ o 

·~ .. , ....... , .. . 
fig 5 

Definición 2.3 B(a,r) denota a la bola abierta con centro a y radio r, y 
consiste de tOdos los puntos p que se encuentran a una distancia menor a 
r del centro a: 

B(a,r} = { p E X / p(p,a) < r }· 

Ejemplo 2 Continuando con el ejemplo 1 tenemos que S(4R,2}=(SAR, 
SR, SO, 4AR, 4R, 40, 3AR, 3R, 30} (fig 6). O 

¡ii" . . . 
> 

' - -.•••••• oº~'"" 
fig 6 

Definición 2.4 E!(a,r} denota a la bola cerrada con centro a y radio r, y 
consiste de todos los puntos que se encuentran a una distancia menor o 
igual a r del centro a, es decir, 

B(a,r) = { pEX / p(p,a) S: r } 
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Ejemplo 3 En el caso de la métrica definida ant~riormente para el 
tablero de ajedrez podemos observar el hecho de que B=SUB: 

B(a,r) = B(a,r) U S(a,r) 
= { SAR, SR, SO, 4AR, 4R, 40, 3AR, 3R, 30} U 
= { 6CR, SCR, 4CR, 3CR, 2CR, 6AR, 2AR, 6R, 2R, 60, 

20, 6AD, SAO, 4AD,3AD,2AD} 
= { 6CR, 6AR, 6R, 60, 6AD, SCR, SAR, SR, SO, SAO, 

4CR,4AR,4R,40,4AD,3CR,3AR,3R,3D,3AD 
2CR, 2AR, 2R, 20, 2AD}. 

Esto se visualiza en la figura 7. 

fig 7 

o 

Los conceptos anteriores deben relacionarse al espacio métrico de 
que se trate, es decir, a la naturaleza de los objetos que contiene y a la 
definici6n de distancia que se contemple. A continuaci6n se dan alglEIOS 
ejemplos de espacios métricos importantes. 

Ejemplo 4 Sea X=R donde R es el conjunto de todos los n(nneros 
reales. Si xEX y yEX, defínase p(x,y)=lx-yl (fig 8). Es fácil comprobar 
que los axiomas métricos son satisfecfxis. 

p(x,y)=lx-yl 

X y fig 8 

Mi) p( X , X ) = 1 X - X 1 = j Q 1 = Q 

M2) p( X , y ) = j X - Y 1 = j Y - X j = p( Y , X ) 

M3) Si a = x - y y b = y - z tenemos 
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(!al+lbl>2 = ial 2+2ial lbl+lbl 2 ::1: a2+2ab+b2 = (a+b)2 =ja+ bj 2 

de donde lal+lbl~la+bj. Entonces 

p(x,y)+p(y,z) = lx-yl+ly-zj ~ lx-y+y-zl = lx-zl = p(x,z) 

y asr p(x,y)+p(y,z)~p(x,z). 

Inmediatomente podemos observar que en la recta real para un punto 
cualquiera a resulta que 

S(a,r) = { a-r,a+r } , 
B(a,r) = J a-r:a+r [ y 
B(a,r) = [ a-r:a+r ]. 

Ejemplo S El Espacio Euclidiano En 

o 

. Sea X un espacio vectorial n-dimensional con producto interno. Sí 
x=(~" ~2• ···• ~rf Y y=(r¡h "12 •••• , r¡n) E X y definimos 

p(x,y) = ( ¡~ (~¡ - "l¡l 2 )! , 

claramente los axiomas de métrica son satisfechos: 

Mi) p(x,x) = ( ~ (f .-~.) 2 )! = ( ~ 02 ¡!=O 
1 ¡ 1 1 

M2) p(x,y) = ( ~ (~.-r¡.) 2 ¡! = ( i (r¡ 1.-~ 1.) 2 ¡! = p(y,x) 
1 l l 1 

M3) Para probar la desigualdad del triángulo nos ayudamos 
definiendo a a. como la diferencia entre los i-ésimos componentes de los 
vectores x y 1y, y a b. como la diferencia por componentes entre los 
vectores y y z, es decit, a¡=~('I¡ y b¡='l(Xp en donde 

X= (~h f2t ~3t •••• {,f, 
Y = (r¡tt '121 1)3, • • ·, r¡n), 

z = (X1t X2• X3• ••. , Xn). 
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Entonces debemos demostrar que 1a1+1 b 1 :e: 1a+b1 pues tendríamos 

p(x,y)+p(y,z) = ¡:¿({.-n.¡2¡2 + (L(q.-v.)2)2 = 
l ºI¡ l "-¡ 

= (La.2¡2 + ¡¿b.2¡2 = 
l l 

= llall+llbll ;e: lla+bll = 

= c~:(a.+b.) 2)~ -
l l 

= (L(({(1l¡l+(l)(X:¡l) 2)2 = 
= (L({(X:¡l2li = p(x,z) , 

de donde p(x,y) + p(y,z) ~ p(x,z). Ahora, la relación encerrada arriba es 
verdadera, 

fl la/l+llbl 1J2 = lla112 + 2 llall llbll + llbll 2 

:e: a·a + 2a·b + b·b 

= (a+b) · (a+b) 

lla+bll2. 

Parecería que estamos haciendo una pequeña trampa cuando utilizamos la 
desigualdad llall llbll ~ a·b; esto puede ser probado por tomando el 
producto punto del vector e consigo mismo, donde c=(b·a)a-(a·a)b; 

os:¡ ¡e¡ l2=c·c = ((b·a)a - (a·a)b) . ((b·a)a - (a·a)b) 
= (b·a) (a· (b·a)a-(a·a)b)-(a·a) (b· (b·a)a-(a·a)b) 

luego, 

= (b·a) (a·b) (a·a)-(b·a) (a·b) (a·a)-(a·a) (a·b) (b·a)+(a·a) (a·a) (b·b) 
= (a·a) ((a·a) (b·b)-(a·b) (b·a)) 
= l lal ¡2 ( l lal 121 lbl ¡2 - ia·bj2) 

l lal 12 (! lal 12 11 bl ¡2 - ia·bj2) ~ O 

1lal12 l lbl 12 ~ la·W 

Y llall llbll ~ la·bl. 

Un espacio dotado de esta métrica es llamado Espacio Euclidiano n-
dimensional, y se simboliza por En. O 
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Ejemplo 6 Sí tomamos el caso particular en el que n es 2 tratamos 
con la geometría plana. En este ejemplo mostramos como con un 
mismo conjunto, podemos formar diferentes espacios métricos al 
definir diferentes métricas. Sean, 

Pi (x¡,x2) = 1)(1 I + lx2! 

Pz ()(¡,Xz) = ( X12+ xl l ~ 
p3 (x¡,xz} = max { lxd , lx2 1 } 

distancia 11 

distancia 12 

distancia 1 o:> 

Vamos a verificar rápidamente las condiciones de métrica para p1 
y p3 , para p2 las condiciones fueron verificadas en el ejemplo anterior. 
Para p1 tenemos que 

p1(x,x) = lxl+lxl = 2lxl , 21)(1 =O~ x=O, 

Pi(x,y) = lxl+lyl = lrl+lxl = p¡(y,x), Y 

p¡(x,y) :!: lxl+lyl+lzl+lzl = lxl+lzl+lyl+lzl = p¡(x,z) + p¡(y,z); 

y para p3 se tiene 

p3 (x,x) = max {!xi, !xi}= lxl , lxl=O e> x=O, 

p3 (x,y) = max {lxj,jyl} = max (lyj,jxi} = pJ(y,x), y 

pJ(x,y) = max { lxl, lyl} S: max flxl+lzl, IYl+lzl} 
S: max (lxl,lzl} + max (iy!,lzl} 
= p3(x,z) + p3{y,z), 

la última desigualdad se justifica por lo siguiente: 

lxl S: max (lx!,lzl}, 
IYI S: max {lyj,!zl}, 
izl ~ max (lyl,lzl}, 
lzl ~ max (lxl,jzl}; 
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sumando las desigualdades anteriores por parejas tenemos que 

lxl+lzl $ max (lx!,lzl} + max {lyj,lzlJ, 

lyl+lzl $ max (iy¡,¡zi} + max {lxl,lzl), 

por lo que satisfacemos la desigualdad del triángulo pé!ra p3• 

Podemos referimos a este tipo de espacios métricos como espacios 
1

1
,. Para esquematizar mejor el concepto de estos espacios mostramos 

le figura 9, en ella podemos observar el comportamiento de una esfera 
de radio unitario cuando se compara en diferentes espacios 1 . Si p=J, 
en el plano R2 la esfera esta representada por un rombo, ir&ementando 
el valor de p, podemos ver cómo el area formada por los puntos 
interiores a la esfera comienza a crecer, convirtiéndose, al llegar a 
p=2, en una circunferencia; y cuando hacemos tender p a CD nuestra 
esfera de radio unitario se representa por un cuadrado. Observe cómo 
los puntos de intersección de las diferentes esferas con los ejes son los 
mismos. O 

000 ... .., 

ODD ··-
fig 9 

Ejemplo 7 El es¡iacio de funciones contínuas con la métrica de 
separación máxima. Sea X el conjunto de todas las funciones contínuas 
definidas en el intervalo [O,J] y defínase, para cualquier par (x,y) de 
funciones x,y E X, 

p(x,y) = max 1 x[t) - y(t) 1 . 
Q$t$J 
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Se esta tomando como distancia entre las funciones x y y en X a la 
máxima separación de sus gráficas (ver flgura i O). 

Pcx.v> 

fig 10 

Claramente p(x,y);;::Q y p(x,y)=O si y sólo si x(t)=y(t). Verifiquemos pues 
la desigualdad del triángulo. Tenemos, 

~ t E (0,1] , lx(t)-z(t) 1 = \ (x(t)-y(t)) + (y(t)-z(t)) 1 
:5: x(t)-y(t) 1 + 'r(t)-z(t) 1 
:5: max ¡x(t)-y(t) + max ly(t)-z(t) 1 
= p(x,y) + p(y,z) 

por consiguiente p(x,z) = max lx(t)-z(t) 1 :5: p(x,y) + p(y,z) . 
O:S:t:S:J 

Al conjunto de funciones contínuas así definido se le denomina espacio 
de funciones contínuas en el intervalo [O,J], denotado por C(0,1]. O 

2.2.1 Espacios Lp 

Definición 2.5 :.: Si la n-ésima potencia de lx(t) 1 es integrable, donde 
ó:S:t:S:J, se dice que x(t) es de clase Lp(0,1); es decir, x(t) E Lp(O,J) si 
y sólo si 

1 f
0
¡x(t) ¡P dt ( co. 

Tomaremos como convención J:S:p(co; el caso p=co se trabaja en forma 
particular. Si x(t) y y(t) son de clase L (0,1), entonces x(t)+y(t) también 
lo es. En efecto, si a y b son núrner& reales se cumple que 1a+b1 :5: 
lal+lbl; 
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si !al < lbl se obtiene 

luego 

la+bl ~ 2jbj, 

ja+bjP ~ zP (jajP+jbji'); 

ja+bjP ~ zP (jajP+jbjl'). similarmente, si lbl < jaj el resultado es 

Si a=x{t) y b=y(t),entonces jx(t)+y(t) ¡P ~ zP(jx(t) ¡P+jy(t) ¡P¡, de dorde, 
por linealidad de la integral 

1 1 1 

Íalx(t)+y(t) ¡P dt ~ zP ( foix(t} ¡P dt + f
0
¡y(t) ¡P dt) , 

~ zP [ k1 + kz ) , 

dorde k1 y k2 son números reales positivos, y así la suma x(t)+y(t} es 
de clase Lp(0,1). 

A contlnuacion mostraremos porque podemos referimos a L como 
espacio métrico: P 

Definamos 
1 1/p 

p(x,y) = ( fo 1 x(t)-y(t)j P dt ) . 

y probemos la validez de los axiomas de métrica para este espacio. 

1 1/p 1 1/p 
Mi} (f

0
¡x(t}-x(t) ¡P dt) = ( Joo dt) =O 

1 1/p 1 1/p 
M2) [ foix(t)-y(t) ¡P dt) = ( fo¡y(t)-x(t) ¡P dt) 

M3) Para demostrar la desigualdad del triángulo - en este caso 
llamada desigualdad de Minkowski - nos ayudaremos de la desigualdad 
de Hoelder, la cual enunciamos corno sigue: 

1 1 l/p 1 1/q f
0
¡x(t) y(t) 1 dt ~ ( f

0
!x(t) ¡P dt) ( fo¡y(t) lq dt) 
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donde 1/p+1/q=1. 

Demostraremos primero esta últir.a desigualdad. Consideremoff la 
función =tª con a>O. Se tiene r'=ata- )O para t>O, por lo que r=t es 
una flD1Ción creciente1~ cualquier número positivo t, de este modo, la 
funci6n inversa t =r puede ser definida. Dados dos nluneros real:a 
positivos s y r¡, considl!rense las rectas t=l Is y r=r¡, y la gr{¡fica r=t 
como en la figura 11. 

,, 

s, 

fig 11 

Se han determinado dos " regiones " acotadas por segmentos y curvas 
cuyas áreas están dadas por 

Is a+; 
S1 = 0tªdt=~ I

r¡ 
1/ 1/(a+J) 

S2= 

0

r ªch:= TlJ/(a+J)' 

Es fácil observar que la suma de las areas de estas dos regiones 
satisface que S 1+S2~~r¡, mientras que la igualdad se cumple si r¡=sª, de 
forma que 

~ nt+J/a 
~r¡ ~ a+J + 1+1/a 

Escribiendo p=l+a y q=1+1/a entorx:es 1/p+1/q=J (cuando p r q se 
encuentran así relacionados se dice que son conjugados el uno de otro). 
Obviamente, si p) 1 entonces q) 1, por lo que 

t:P q 
~IJ ~.!>_+.!L.... p q 
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Ahora tómense x(t)ELP(0,1) y y(t)ELP(D,1) y sean 

lx(t) 1 
~ = --..-----.--,--

( foix(t) ¡P dt) /p 
y 

por la desigualdad anterior se obtiene 

!x(t) 1 !y(t) 1 lx(t) ¡P 
--.-----.-~--.---~ s: -~---
[ fo¡x(t)IP dt) /p[f

0
¡y(t)lq dt) /q p f

0
lx(t)IP dt 

integrando ambos lados de la expresión resulta que 
l 

+-~--

q f
0
!y(t} lq dt 

( lx(t) 1 ly(t) 1 dt Jo 1 1 
/ / S:-+-=1' (f

0
ix(tJIP dt) p [f

0
iy(t) lq dt) q p q 

lo c¡w implica que 
1 1 l/p 1 1/q f

0
!x(t)j !y(t)I dtS: [f

0
ix(t)!Pdt) (J

0
iy(tllqdt) 

con lo cual demostramos la desigualdad de Hoelder. 

Ahora estamos listos para demostrar la desigualdad de Minkowski. Si 
x(t),y(t) E Lp(0,1) entooces: 

1 lh 1 » 1 ~ ( f
0 
lx(t) + y(t) ¡P dt) S: ( f

0 
lx(t) ¡P dt ) + ( f

0
jy(t) ¡P dt J 

Si z(t) E Lp(D,1) => jz(t) ¡P-1 E Lq(0,1) debido a que 

(!z(t) ¡P-l¡q = lz(t) 1 (p-J)p/(p-1) = lz(t) ¡P 

=> jz(t) 1 (p-J)q es una función integrable. 
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Tomando a /x(t)+y(t) /P como /x(t)+y(t) ¡P-
1 

/x(t)+y(t) /, separando la 
integral resultante y aplicando 1 en dos ocasiones la desigualdad de 
Hoelder a la función ¡x(t)+y(t) ¡P- EL (0,1) obtenemos 

1 1 q 1 f
0

/x(t) + y(t) ¡P dt s; fo/x(t)+y(t) ¡P-
1 

/x(t) / dt + Íolx(t)+y(t) ¡P-
1 

/y(t) / dt 

1 1/q 1 l/p 
s; [f

0
/x(t)+y(t) / (p-l)q dt) ( J

0 
/x(t) ¡P dt) + 

1 t¡q 1 'lp 
+ [f

0
¡x(t)+y(t) 1 (p-J)q dt) (f

0
¡y(t) ¡P dt) 

1 'lq 1 l/p 1 1¡ 
= (f

0
/x(t)+y(t)/P dt.J [(f

0
/x(t)/P dt J + [f

0
¡y(t)/P dt J J 

tomado en cuenta que 1-1/q=l/p y dividiendo la desigualdad entre 

se obtiene 

1 'lq (f
0 

/x(t)+y(t) ¡P dt) , 

1 1/p [f
0

/x(t)+y(t) /P dt) s; 

o 

Otro espacio métrico con el cual trabajaremos significativamente son 
los espacios l , los cuales se definen a continuación. p 

Definición 2.6 Sea X el conjunto de sixeslones de números reales R1t 
{2, ... }. sea x={ {1> {z, ... } y y={ 1Jh 1J2, ... }; entorces definimos la 
distancia entre x y y por 

p(x,y) = (}; / {¡ - 11¡ /P l 'IP. 

Un espacio así definido se denomina espacio lp. 
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Una vez más los a~iorm1::; ~e cu:nplen. Es inmediato ver·ificar que 
p(x,y)~O y p(x,y)=O s1 y solo s1 x=y, y que p(x,y)=p(y,x). La 
demostración de la desigualdad del triángulo se sigw de la desigualdad 
de Minkowskl para sumas, la cual tendría una demostración análoga a la 
anterior, sólo que en término de sumatorias. Toma especial 
importancia en las matemáticas modernas el caso particular en qoo 
p=2, el espacio 12• Continuaremos mostrando algunos otros ejemplos de 
espacios métricos relevantes. 

Ejemplo 8 Sea XIC el conjunto de los nfuneros complejos, y para 
x,¡EX defínase p(x,yl=lx-yl, entonces la pareja (X,p) forma un espacio 
métrico. O 

Ejemplo 9 Sea X un conjunto y p un,:i m6trica sobre X. 
siguiente función de X- X a R también es una métrica: 

( ) - p(x,y) V E X 
11 x,y - J+p(x,y) , x,y • 

Entonces la 

Observe que este ejemplo trata de la obtención de nuevas métricas a 
)(.rtir de métricas ya existentes, p es cualquier métrica definida sobre 

Mi) Si 11(x,y)=O, entonces necesariamente p(x,y)=O. Como pes métrica 
entonces x=y. Por otro lado, si x=y, entonces p(x,y)=O, de donde 

( ) _ p(x,y) O _ 0 11 x,y - J+p(x,y) J+O - • 

M2) Ya que pes métrica, p(x,y) = p(y,x), por lo que 

11(x y) = p(x,y) = -~ == 11(y x). 
• l+p(x,y) J+p(y,x) • 

M3) Si x es diferente de y, entonces, ya que p es métrica, tenemos 
O ( p(x,y) ~ p(x,z)+p(y,z), por lo que 

_1_~ 1 >o 
p(x,y) p(x,z)+p(y,z) • 

Así, vemos que 
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1+p(x,y) _ ~'""'1~-+ 1 ~ 1 +l = 1 lp(x,:.:)lp(y,;c) 
p(x,y) - p(x,y) p(x,z)+p(y,z) p(x,z)+p(y,z) 

de donde, tomando recíprocos, 

( ) _ . p(x.y)__ ~ p(x,z)+p(y,z) _ e(x,z) + p(y,z) 
11 x,y -~ J+p(x,z)+p(y,z) - l+p(x,z)+p(y,z) J+p(x,z)+p(y,z) 

~ 1 !1{~~~) + 1 !1~:.~) -v(x,z) + v(y,z). 

Si x=y, como v(x,y)=O, la desigualdad del triángulo es trivial. O 

2.3 CONVF.RGENCIA 

Continuando con nuestro esquema, daremos las bases necesarias 
para poder trabajar con lo que son espacios métricos completos. Para 
ello nos internaremos en el significado de límites y convergencia, 
además de proporcionar la definición de una sucesión de CalX:hy en m 
espacio métrico completo. 

Definición 2.7 .- Un elemento x de un espacio métrico X es llamado 
límite de una su::esión de elementos x12 x2 , ... , x , ... de X si ¡i(x ,x) 
-..O cuando n-+<:o. En este caso escribimos x -t-xn o lih1 x =x. :::ie dlce 
que una sucesión converge, o es convergente, sPtiene un límfie (fig 12). 

fig 12 

Una propiedad derivada de la definici6n de distancia a la teoría de 
límites es que una sucesión sólo puede tener un límite, en cualquier 
espacio métrico. La propiedad es resultado de los axiomas de la 
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definición de distancia. 

p(P,Q) S: p(P,xn)+p(Q,xn) 

pero, por hipótesis cada uno de los términos del lado derecho tienden a O 
cuando n se incrementa por lo que p(P,Q)=O y P=Q. Por tanto, sólo 
existe un límite en la sucesión. O 

Otra propiedad derivada de la definición de distancia se puede 
observar en el siguiente teorema: 

Teorema 2.1 Si una sucesi6n {x } de puntos de un espacio métrico X 
converge a un punto x en X, entond~s es acotada en el siguiente sentido: 
Para todo punto fijo e del espacio, el conjunto de números p(x ,e) es 
acotado. n 

Dem .- Por la desigualdad del triángulo tenemos que para todo n, 
p(x ,e):S:p(x ,x)+p(x,G); como x converge ax entonces p(x ,x)~a donde a 
es '&l núme'to real no negativB, además, p(x,e) también 'és un número 
fijo por tanto p(xn,B):S:a+p(x,e)=k. O 

Este teorema nos dice que la distancia de cualquier punto de la sucesión 
convergente {xJ a un punto fijo e nunca se disparará - siempre será a 
lo más, un numero real positivo k(oo. Una definición importante en 
teoría de sucesiones se expresa a continuación. 

Definición 2.8 Una sucesión {xr) donde x E X para todo n es llamada 
una sucesi6n de Cauchy en un espacio métr?co (X,p) si y sólo sí 

p(xn,xm) - O cuando n,m - ro ; 

es decir, que para todo e)O debe existir no(e) tal que p(x ,x ){E 
siempre que n,m)no(e). n m O 
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Teorema 2.2 Si una sucesión [xr¡l converge a un límite x entonces es 
una sucesion de Cauchy. 

~~m .- Sea x=lim xn. EntoncEes existe para todo i;)Q un índice no(i;) tal 

p(xn,X) ( /2 para n :i!: Tlo(E) ; 

asimismo, existe para todo i;)Q otro írrlice m0 (i;) tal que 

en consecuencia, 

p(xn,xm) S: p(xn,x) + p(x,xm) ( i;, 

para n:i!:no y m:i!:m0, por lo que queda demostrado. o 

El teorema no es verdadero a la inversa pues existen espacios 
métricos en los cuales existen sucesiones fundamentales ( o sucesiones 
de Catrlly ) las cuales no convergen a un límite en el espacio . A 
continuación se muestran algunos ejemplos. 

Ejemplo 10 Sea X el conjunto de los nlrrneros racionales, y definamos 
la distancia entre cada par de nlrrneros por 

p(r1,rzl = lr1 - rzl· 

Claramente (X,p) es un espacio métrico. La sucesión {r J={2-n)={ 1, ~. 
i, ... } es una sucesión de Cauchy en X, y converge al limite O. Ahora, 
si tomamos 

{ r n } = { ( 1 + ~ )n } ; 

esta sL.CeSión también es de Cauchy en X pero no tiene límite en X. 
Esto es debido a que el límite de la sucesión {r ) cuando n--tt:o es el 
número ne_periano e, y sí es una sucesión de Cai.idhy, pero el número e 
no es un numero racional, por tanto { r n } no tiene límit.e en X. O 
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La figura 13 muestra una suces1on de Cauchy en el plnno. Si 
escogemos un punto de la sucesión cualquiera x , y dibujamos un 
círculo con centro x y radio E1 tal que contenga a '\ocios los plrltos de 
la sucesión con índi&S mayores o iguales que a, entonces la definición 
nos dice que existirá un punto posterior xh(a(b) tal que todos los purltos 
posteriores a x.h caerán dentro de un círcülo de radio más pequeoo E2 y 
con centro xb. Del mismo modo, la definición nos asegura que existirán 
puntos posteriores a x donde b(c tal que todos los puntos posteriores a 
x caerán en un cfrculo aún más pequeño con centro x y así 
s&:esivamente. Los círculos seguirán fiaciérdose más y más f,equeños 
hasta gue se identifique un único punto, el cual es el límite de la 
suceoion. La figuro s6lo muestre el caeo de d°" dimemionce, pero noe 
ayuda muero para visualizar el significado de una sucesión de Cauchy en 
cualquier espacio métrico. 

fig 13 

Definición 2.9 Un espacio metriéo (X,p) es llamado completo si y s6lo 
si tOda sucesi6n de Cauchy converge a un punto en X. Explícitamente, 
requerimos que si p(x ,x )-+0 cuando n,m-+oo, entonces exista xEX tal 
que p(x ,x)-+-0 cumdo~. O 

n 

Los espacios Rn, ;:, C[a,b], l y l son espacios métricos 
completos. Un '?jt'!mplo de un espacio ~étrietf q1.P. no ~ completo es el 
espacio de n6nieros racionales con p(x,yl=lx-yl: por ejemplo, la 
sucesión 1.4, 1.41, 1.414 es una sucesión de Cauchy en Q pero oo es 
convergente en Q debido a que y2 no es elemento de Q. La verificación 
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de cuando un espacio mélr·ir.:u es r.:omplelu es ínuy parer.:ída en c:así tudus 
los espacios, por lo que s6lo daremos la demostración de que R es 
completo con su métrica usual. 

Ejemplo 11 Sea xi.x2,x3 , ••• una sucesi6n en R con la propiedad de que 
lx -x 1 se aproxima a cero cuando m y n se incrementan. Ente~ 
exrsté11un ntfrnero positivo N con jx -x 1 <1 para m,n)N. Esto implica 
que toda la sucesión cae dentro del sllbc'óhjunto de reales 

{ x1 , x2 , ••• , xn-J } U [ xn - 1 , xn + 1 J , 

y así la sucesi6n está acotada; por el teorema de Bolzano-Weierstrass 
existe una subsucesión convergente xk

1
,xk

2
,xk

3
, ••• - x. Ahora bien, 

con 
o ~ 1 X - X 1 ~ 1 X - xk 1 + 1 xk - X ¡, 

n n n n 

pues 1 x - x 1 - O para n y m suficientemente 
grandes; "y m 

pues xk -+x. 
n 

Así, 1 x -xl-+O cuando n-)oo; es decir Xtt x2, ••• -x. De esta forma la 
corxlicióR lx -x j-+O cuando m,n-+oo asegura la convergercia de la 
sucesión x1, Qi, .~. en R, y por tanto R es completo. O 
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2.4 ESPACIOS VECTORIALES NORMAJX)S 

Para seguir avanzando en la direcci6n de dar una mayor aplicací6n a 
los resultados obtenidos en el clilculo tradicional, trataremos ahora con 
vectores, para poder usar m€ltodos y conceptos tradicionales en espacios 
mfis generalizados como pueden ser el espacio de las furcíones 
contínuas en un cierto intervalo, o el espacio de polinomios de grado 
menor o igual a n, o también aplicaciones al c!ilculo de varías variables. 

Un espacio vectorial envuelve ciertos elementos los cuales pueden 
ser referidos como vectores, y ciertas operaciones entre ellos, como la 
suma de vectores y la multiplicaci6n por un escalar. Tomarxlo la norma 
de un vector como la longitud del mismo, entonces !os siguientes 
axiomas son muy razonables: 

Ni) Para todo vector x , est!i asociado un número real ! !xi 1 denominado 
'la norma de x', 

~~~ 11:11~8· <=> x=O, 
N4) Si k es cualquier número real l lkxl l=lkl l lxl ¡, 
NS) l lx+yl l~l lxl 1 + l IYI ¡. 

Definici6n 2.10 A un espacio vectorial en el cual se ha definido una 
norma y el cual satisface los axiomas Ni a NS se le denomina espacio 
vectorial normado. 

Si tenemos un espacio vectorial normado V siempre puede definirse 
una m€ltríca en él por 

p(x,yl=l lx-yl I donde x y y E V, 

entonces podemos ver a un espacio vectorial normado como un espacio 
mMrico particular, y por tanto, como un espacio topol6gico. De esta 
forma podemos extender todos los conceptos y resultados topol6gicos al 
espacio en cuestibn. La ÍLD1Ci6n p se dice que es la métrica de V 
inducida por la norma en V. 
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Ejemplo 12 Si p=(x 1,x2,X3)ER3, entonces \IPI 1 corresponde en forma 
precisa a la "longitud" de la flecha (o vector trazada del origen al punto 
p, como se ilustra en la figura 14. O 

p 

fig 14 

Ejemplo 13 Recordando ei ejemplo 6 de la secci6n 2.2 existen 
normas vectoriales muy usuales que son inducidas por las ml!tricas de 
los espacios lp' esto es 

11 v 11 = max 1 v. ¡ ----+ norma 1
00 

o norma del supremo, 
co lS:iS:n z 

----+norma 11 o norma del menor residual absoluto, 

¡¡v.¡ ¡2 = ( ~ (v.) 2 )2----+ norma 12 o norma de mínimos cuadrados o 
1 i=l 1 euclidiana. D 

En nuestra discusi6n de convergencia entenderíamos que una 
sucesi6n de vectores {vk} converge a un vector v* cuando para una cierta 
norma 

lim l lvk-v*l I =O ; 
k-4w 

desafortunadamente podría suceder ~ue convergiéramos en una norma a 
v* pero en otra norma no, es decir, dependería del criterio de 
convergencia. En particular, en Rn no se tiene este problema debido al 
siguiente resultado, el cual no es verdadero en general para espacios 
infinito dimensionales. 

Teorema 2.3 Sean 11·11 y 111·111 dos normas cualesquiera en R". 
Eñtonces existen constantes a y {1 tal. que 

al !vi ¡s:¡ ¡ ¡v¡ l IS:fll lvl 1 
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Mrª cualquier vector ~Rn. Mas aún, si [vk) es cualquier sucesi6n en 
R", entonces para v'ER 

lim l lvk - v• 11 =O 

si y s6lo si para cada i, 1 S:iS:n, la sucesi6n (vk). de las i-6simas 
comporentes de los vectores vk convergen al i-ésimo domponente (v*). de 
~ zo 

Omitimos la prueba de este teorema debido a que no es parte 
central de nuestro estudio; no obstante damos el siguiente par de 
relaciones para ejemplificarlo: 

1lvl11 2 l lvl lz 2 ••· 2 l lvl 1 
co ' 

llvll1 S: nillvllz S: ••• S: ni !vi leo· 
La conclusi6n importante del teorema 2.3 es que, en la 

implementaci6n de alg(m algoritmo, la elecci6n de la norma 
comunmente no afecta en forma seria el resultado, por lo que es usual 
que su selección esté basada en la conveniencia del pr-oblema par'lic.:ular'. 
Ahira pasemos a mostrar uno de los principales espacios vectoriales 
nonnados en el cálculo tradicional. 

Ejemplo 14 El espacio C[a,b] de fl.D1Ciones cont!nuas en el intel"V1llo 
[a,b], para el cual las operaciones vectoriales se definen como f+g es la 
función contínua definida en [a,b] por (f+g)(x)=f(x)+g(x), y k(f) es la 
funcíon definida en [a,b] por (kf} (x)=k(f(x)). Además, 

l lfl I = max { lf(x) I : xE[a,b]} = !':Up { jf(x) 1 : xE[a,b] } . 

C[a,b] es lm espacio vectorial normado. Y, si en el definimos = 
métrica, digamos 

p(f,g) = 11 f - g 11 = max {1 f(x) - g(x) 1 } , 
xE[a,b] 

entonces podemos afirmar que C[a,b] es un espacio vectorial métrico. 



Para verificar los axiomas de espacio vectorial nonnado, 
analizamos el significado de la definici6n de la norma ¡iara este espacio. 
En este espacio decimos que la norma de una funci6n es la longitud 
máxima que se aleja la imagen de f en [a,b] de la funci6n cero. Por 
tanto sabemos que la norma será siempre un valor al meoos cero, 
cumpliendo nuestro axioma dos. Si tratamos con la funci6n cero, no 
tenemos ning6n problema de afirmar que su norm& ser& cero, 
inversamente si el máximo valor absoluto de la imagen de una funci6n es 
cero, esto quiere decir necesariamente que estamos tratando con la 
funci6n cero. Verificamos N4 para xE[a,b]: 

1lmfM11 = msx {imf(x) I} = max {lml jf(x) I} = lml max {if(x) I} 

De esta forma s6lo nos resta verificar el último axioma de un 
espacio vectorial normado. Sabemos que para toda xE[a,b], ternmos: 

de forma que 

jf(x)+g(x) I s; jf(x) l+jg(x) 1 
S: max¡f(x) ¡+jg(x) I 
S: max f(x) +maxjg(x) 1 , 

llf+gl 1 = max¡f(x)+g(x) 1 
S: max f(x) 1+max1 t:Cx) 1 
s: llf(x) 11+ l lgCxl 1 I . 

La demostraci6n de que además contamos con un espacio ml!trico 
ful! dada en el ejemplo 7 cuando utilizamos la métrica de Chebyshev. D 

Los espacios normados en los cuales toda sucesi6n de Cauchy es 
convergente son de interes particular en análisis; en tales espacios es 
posible identificar sucesiones convergentes sin conocer explícitamente 
sus límites. Como vimos en la definici6n 2.9, un espacio en el que toda 
sucesi6n de Cauchy tiene un límite (y por tanto convergente) se dice que 
es com¡:ileto. Esto lo aplicamos en espacios vectoriales en la siguiente 
definici6n. 

Definición 2.11 Un espacio vectorial norm<1do X es completo si toda 
sucesión de Cauchy de X tiene un límite en X. Un espacio vectorial 
normado completo es llamado" espacio de Banach ".D 
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La principal ventaja de los espacios de Banach en problemas de 
optimizaci6n es que, cuando buscamos un vector 6ptimo que hace mlixima 
una flB1Ci6n objetivo dada, frecuentemente construimos una sucesi6n de 
vectores, donde cada uno es superior al precedente; el vector 6ptimo 
deseado es entonces el límite de la sucesi6n. Para que este esquema sea 
efectivo, debemos contar con una prueba de convergerx:ia que pueda ser 
aplicada cuando el límite es desconocido. El criterio de Cauchy para 
convergencia nos provee de este requerimiento cuando el espacio es 
completo. Para clarificar mejor la idea de un espacio completo 
consideremos el siguiente ejemplo de un espacio vectorial normado 
incompleto . 

Ejemplo 15 Sea X el espacio de funciones cont!nuas en [O,J] con la 
norma definida por l lxl l=fJ jx(t) jdt. Note que este espacio no es el 
espacio C[0,1] puesto que su norma es diferente - sin embargo, puede 
verificarse flicilmente que tambiro es un espacio vectorial normado. 
Mostraremos que X es incompleto. Definamos una sucesi6n de 
elementos en X por la ecuaci6n 

Esta sucesi6n de flB1Ciones esta ilustrada en la figura 15. Cada 
miembro de la sucesi6n es una funci6n contínua y_ por ende miembro de 
X. Asimismo, la sucesi6n es de Cauchy como es flicil verificar, 

fig 15 
112 
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Es obvio, sin embargo, que la f unci6n a la cual t:onverge la sucesi6n no 
es cont!nua, pues se trata de la funci6n 

¡ O si t<i 
x(t) = . 

1 si t~! 
o 

Contrariamente a lo anterior consideremos el siguiente importante 
resultado. 

Ejemplo 16 C[0,1) es un espacio de Banach. 

En el ejemplo i 4 validamos este espacio como Un espacio normado. 
Para probar que es completo, es tan s6lo necesario demostrar que toda 
sucesi6n de Cauchy tiene un límite en el espacio. Suponemos que {xrJ es 
cualquier sucesi6n de Cauchy en C(0,1). Para cada tE[0,1] fija, lx (t)
x (t) 1:5::1 lx -x 11--.0 luego {x (t)} es una sucesi6n de Caúchf de 
n&i;eros rilalfil;. Sabemos del nejemplo 1 i que el conjunto de los 
n6meros reales es completo por lo que x (t)-4x(t) y, por tanto, las 
funciones xn convergen puntualmente a la funl:!i6n x. 

Probamos ahora que esta convergencia punto a punto es uniforme en 
C[0,1], es decir, que dada c)O existe un n6mero N tal que lxn(t)-x(t) I (E 
para toda tE[0,1) y n~N. Dada c)O, escogemos N de tal forma que l lx -
xml lú/2 para n,m)N; entonces para n)N, n 

lxn(t) - x(t) 1 :!':: lxn(t) - xm(t) 1 + lxm(t) - x(t) 1 

:!':: l lxn - xml 1 + lxm(t) - x(t) ¡. 

Escogiendo m suficientemente grande , cada término de la derecha puede 
hacerse m!is pequeño que E/2, de donde para toda t, lx (t) - x(t) 1 (E para 
n)N. Debemos probar aún que la funci6n x es contínuany que la sucesi6n 
{xJ converge ax en la norma de C(0,1). Para probar la continuidad de 
x,'fijamos i:)O. Para todo ó, t y n, 

ix(t+ó) - x(t) 1 :!':: ix(t+ó) - xn(t+ó) 1 + lxn(t+ó) - x(t) 1 + lxn(t) - x(t) I· 
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Como (x,) converge en forma uniforme a x, n puede ~er e~c.:ogida para 
hacer que ambos, el primero y el ltltimo término sean menores que E/3 
para todo 6. Como x es continuo, 6 puede ser escogida para hacer el 
segundo término mer& que E/3. Por lo tanto, x es cont!nua. O 

En el siguiente capítulo tratamos con la forma de relacionar a los 
elementos de un espacio con otro, y algunas de las propiedades que nos 
permiten visualizar otro espacio cuyos elementos son precisamente las 
relaciones entre espacios, es decir un espacio de funciones. 
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CAPITULO 3 

OPERAOORES LINEALES Y SUS NORMAS 

3.1 INTR~ION 

Ya hemos tratado con diferentes elementos del análisis funcional 
como lo son los espacios métricos, los espacios vectoriales y algunos 
conceptos topológicos importantes. Ademas, a lo largo de todo el 
estudio nos 1-iemos encontrado con el concepto de función - en la mayor 
parte de los casos relacionando diferentes espacios con los números 
reales al definir métrica y norma. 

Iniciaremos este capfiulo proporcionando un concepto de función en 
donde los elementos de origen y destino provienen de cualquier 
conjunto; para ello rebautizaremos a las funciones como operadores, 
aunque también usaremos indistintamente los términos de 
transformaciones y aplicaciones para identificarlas. A continuación se 
dan ejemplos de operadores comunes y se trabaja con operadores 
lineales y el concepto de norma de un operador, también 
ejemplificandolos; finalizaremos esta primera parte dando el concepto 
de mapeo inverso, y algunos teoremas que tratan con mapeos inversos y 
la norma de operadores. 

Como segundo apartado de este capítulo estudiaremos el principio 
de mapeos de contracción como aplicación de los operadores lineales, y 
en una tercera etapa se darán aplicaciones de este principio en la 
solución de sistemas de ecuaciones y, en la determinación de la 
existencia y unicidad de la solución de una ecuación integral. 

3.2 OPERAOORES LINEALES 

Definici6n 3.1 Si tenemos 2 conjuntos cualesquiera X, Y definimos a O 
como el proceso que relaciona a cada elemento de X con un y s6!o un 
elemento de Y; a O se le denomina "operador de X en Y". 
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Si O es un operador de X en Y y si yf Y es el elemento asociado al . 
elemento xEX, se escribe "y=O(x)", "y=Ox" o, en forma simb6lica, 

; 6 O:X-) Y. o 
La definición de un operador así precisada implica que no puede existir 
ningún elemento del conjunto de origen (o dominio) que no esté 
relacionado con un elemento del conjunto de destino (o codominio). La 
figura 16 esquematiza el concepto de operador. 

fig 16 

Rd;\ 
\J\V 

Al conjunto Y'CY definido por Y'={yf Y tal que y=Ox, xEX} se le 
denomina imagen de O. 

Ejemplo 1 Si la imagen O(x) del conjunto X tiene un solo elemento 
decimos que la funci6n es constante sobre X. En este caso todos los 
elementos de X tienen la misma imagen para el operador O (fig 17). O 

fig 17 00 . ' 
" 

' 

Ejemplo 2 Al operador /:X-)X que hace corresponder a todo 
elemento xEX el mismo elemento se denomina operador identidad; así 
lx=x para todo xEX (fig 18). O 

00 ' 

' 
, 

fig 18 

43 



En el cálculo tradicional, si nosotros queremos derivar algún 
polinomio, nos encontramos con la situac}ón de tener que derivar 
términos tales como ax.n (con resultado a(nxn- )). . 

La justificaci6n formal del procedimiento de que se conserven las 
mismas constantes (y los mismos signos) despues de aplicar la 
derivaci6n descansa en 2 propiedades de la derivaci6n: O(u+v)=Du+Dv, y 
O(ku)=kDu, donde O representa la operaci6n de derivaci6n, y k 
representa cualquier constante. Estas dos propiedades expresan el hecho 
de que O es un operador lineal - concepto que precisaremos a través de 
una definici6n mÍ!s formal. Para ello consideraremos que los elementos 
de entrada al operador estlin dentro de algún espacio vectorial, es decir, 
que pueden ser referidos como vectores, y que ademlis cumplen los 
axiomas de un espacio vectorial. De igual manera, las salidas del 
operador deben caer dentro de un espacio vectorial. 

Definicilin 3.2 Si L es una funci6n X-+ Y, donde X y Y son espacios 
vectoriales, L es llamado un operador lineal si para cualesquiera 
vectores u,v en X, y para cualquier escalar k, tenemos L(ku+v) = 
kL(u)+L(v) en Y. O 

Ejemplo 3 Sea el operador diferencia T:f-+g donde g(x)=f(x+h)-f(x). 

Aquí, los elementos de entrada y salida del operador son funciones y se 
quiere probar que dadas dos funciones cp y y, T(kcfl(x)+y(x)) = 
k T(cfi(x) )+ T(y(x)). Así, 

T(kcp(x)+y(x)) = kcfl(x+h)+y(x+h) - (kcfl(x)+y(x)) 

= k(cp(x+h)-cp(x)) + (y(x+h)-y(x)) 

= kT(cfl(x))+T(y(x)). o 

Es flicil verificar que los operadores lineales X-+Y forman un espacio 
vectorial, por lo que resulta interesante definir la norma de este 
particular tipo de vectores; esto lo haremos de tal forma, que la norma 
del vector - un operador lineal A- nos dé una cota para l IAvl 1 en 
términos de l lvl I· 
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Definici6n 3.3 Si A:X-..Y es un operador lineal, definimos l IAI 1 como 

11 A 11 = sup { 11 Au 11 tal que 11u11 = 1 ) . O 

La idea intuitiva de l IA 11 es medir el máximo "alargamiento" que el 
operador A puede producir en cualquier vector del espacio de entrada, de 
tal forma, que la ma~nitud de esta aplicaci6n sea mayor que la de 
cualquier otra aplicacion. Esto nos dice g_ue la definición sería en forma 
precisa l IAI 1= sup fl IAvl 111lvl1 : v;tO), pero la restricción de que el 
operador sea aplicado unicamenle a vectores de magnitud unitaria es 
sólo para dar mayor simplicidad - tal restricción no afecta a la 
definición misma. En efecto, si vEX, v puede escribirse de la forma 
v=>.u con l lul 1=1 (si v;tO, puede escogerse >-=1lvl1 y, si v=O, entonces 
>.=O). De este modo, 

llAvll = llA(>.u) 11 = l!Mull = l>-1 llAull ~ l>-1 llAll = llvll llAll 
Esta definición puede visualizarse como sigue: tómense todos los 

puntos u de la esfera unitaria S(O,J), aplíquese el operador A a cada 
uno y considérese la curva de superficie formada por lodos los puntos 
Au. El radio r de la esfera mas pequeña S(O,r) que contiene a todos 
estos puntos es el valor de 11 A 11-

Como vimos en el capítulo anterior al usar los espacios J en el 
plano, S(0,1) es un círculo cuando la métrica 12 es usada, un cBadrado 
con lados horizontales y verticales cuando la métrica 1 es usada y un 
cuadrado como el anterior, pero girado 45°, si la métrffla usada es 11• 

Veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4 Si aplicamos la transformaci6n lineal A:R2-..R2 dada por la 
matriz 

en cada una de las esferas unitarias de li. 12 y 1 , observamos el 
siguiente efecto: En cada par de gráficas de la fig~ 19, la segunda 
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muestra las esferas que contienen a todos los puntos de salida de la 
transformación en cada espacio, es decir, muestran cómo la esfera 
unitaria se mapea al aplicar sobre ella la transformaci6n A. Las líneas 
densas representan este mapeo; la norma de A estli representada por la 
esfera que engloba cada uno de los mapeos, dibujada con líneas suaves. 
En (a) podemos observar cómo el rombo unitario de 11 se mapea a un 
paralelogramo; el rombo que envuelve a este paralelogramo representa 
a la esfera de radio l IA 11 en el espacio imagen. Algo similar ocurre 
con las gráficas (b) y (e). O 

fig 19 
Ahora bien, la norma de un mapeo puede ser infinita. Por ejemplo, 

si se considera el operador D=d( )/dx aplicado al espacio de polinomios 
definidos en el intervalor¡l9,JJ, con la norma de C[O,l], entonces 
f(x)=xº =) Df(x)=f'(x)=nx . Sobre [O,J] ambas funciones toman su 
máximo en x=J: es decir l lfl 1=1 y l IDfl l=n, lo cual implica que 
1IDfl1/1 lfl l=n. Pero n puede ser arbitrariamente grande por lo que no 
existe cota para la norma de la transformación. Un operador con estas 
condiciones se dice que es no acotado. En lo que sigue centraremos 
nuestra atención en operadores lineales acotados, es decir, en 
operadores cuya norma es un número constante k(ro. 

Recordando los espacios l , denotamos a 11 A 11 como 
p llAvll p 

llAllp=m<Z:fi{ p} (v;t'O), 
vER llvllp 
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con algunos cálculos podemos encontrar los siguientes resultados: 

l IAI 11 = max { 1 la .. ¡¡ 1 ), 
1~y>.n J 

l IA l l 2 = 1 máximo valor característico de ATA 1 ~, 

llAll = max { l lié'.Tfi~ ~ J 00 t~i~n --¡. ·• 

dondeª¡· denota el i-ésirno rengl6n, y ª·j la j-ésirna columna. 

La dernostraci6n de estas propiedades se dan corno ejemplo un poco 
más adelante - por ahora simplemente las aplicarnos al ejemplo 
anterior. 

Ejemplo 5 Sea A corno en el ejemplo 4; verifique las siguientes 
relaciones 

Del ejemplo 4 tenernos 

entonces 

l IAI 11 = max { l la.il !,! la.21 I} = max ll 1l+IDl,l11+121} = 3 

llAll2 = 1 mr { IAT A->-.11 =O} 12 = !mr {>-.2-6>-.+4=0} I; 
= ( max { 3+ys' 3-ys} ¡2 = (3+ys¡2 "'2.29, y 

11A11
00 

= max { 11 ª1 .11 h 11 ª2. l l 1 } = max ( l 1 1 + l 11, 1 O 1+l21 } = 2 

Estos resultados se pueden observar fácilmente en la figura 19 
donde Poclemos notar que 11A11 1=3, que es la distancia del origen a dos 
de los vértices del paralelogramo imagen - los dos vértices sobre el 
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rombo correspondiente a la esfera de radio 3. EJ que l IAI 12=2.29 
puede observarse en el radio del círculo que contiene a la elipse, y la 
l IA 11 =2 es la longitud del origen a cualquiera de los lados del 
cuadra"8o que contiene al paralelogramo imagen. Sustituyendo, tenemos: 

1IAI11 = 3 ~ l IAI 12 = 2.29 ~ i1Ai1
00 

= 2 

y 

i1Ai11=3 :S '{ni1Ai12 = 3.24 :S ni1Ai1
00 

= 4. o 

Como ya se observó antes, el conjunto de los operadores lineales 
entre espacios vectoriales fijos X y Y constituye también un espacio 
vectorial con las operaciones lineales usuales, por lo que se le pueden 
aplicar todas las definiciones y métodos definidos en tales espacios. 
Por ejemplo, podemos fonnar sucesiones y series infinitas de 
operadores lineales acotados y aplicarles pruebas de Cauchy para 
analizar su convergencia. 

El símbolo B(X, Y) es usado para definir el espacio de operadores 
lineales acotados entre el espacio vectorial X y el espacio vectorial Y. 
Una propiedad de B es que, sí Y es completo, entonces B(X, Y) también 
lo es. Esto quiere decir que si nosotros tenemos una sucesión de Cauchy 
de operadores, entonces su límite existirá y se encontrará en el espacio 
B(X, Y) - siendo también, un operador lineal acotado. Lo anterior se 
puede resumir diciendo que, si Y es un espacio de Banach, B(X, Y) 
también lo es. A continuación se darán las n0rmas de algunos 
operadores importantes. 

Ejemplo 6 Sea !f>:l -+R, con lf>(x)=w. Para detenninar la nonna de lf> 
necesitamos el m6xi'i'fio de 1 w ¡, donde 

entorx:es 

n 
pues lx 1 :S 1 , por.lo que para la funci6n cp tenemos 114>11 =Lla 1 • O r ro 1 r 
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Ejemplo 7 Sea cji:1
00 
~100 • Aquí cji:x~w donde 

n 
W =¿a X 

r s=J rs s 
para r=l ,2, ... ,m 

n 
aquí l!wl!=maxlw I· Así, l lcJil 1 =max 2 la I· 

r en r s=J rs 

En particular, resulta que si w1=2x¡-3x2+4x3 y w2=x1+3x2-6x3, el 
máximo valor de w1 es 9 y el de w2 es 10, obtenidos en los puntos 
x=(1,-1,1) y x=(1,1,-1) de la esfera S(0,1). Como el mayor de los dos 
es 10, llcJill

00
=10. O 

Ejemplo 8 Sea cji:1 1~R. Como en el primer ejemplo, w=2arxr' pero 
ahora 2:1xr1=1 es la condici6n. Aquí 

11 cJi l l 1 = max 1ªr1 · 

Así, si w=3x1+10x2+2x3, el vector x=(0,1,0) nos da el valor mfiximo 
para w, y si tenemos w=3x1-1 Ox2+2x3 , w=!O es obtenido en x=(0,-1,0) 
(en ambos casos se tiene 2:1xrl=1). En consecuencia, l l<J>l 11=10. O 

Ejemplo 9 Sea cji:J 1~1 1 • Ahora deseamos maximizar 

Este ejemplo es probablemente menos fácil que los otros, 
analicemos un caso particular. Si consideramos a w1=7x1+2x2 y 
w2=-3x1+6x2, 1w11+1 w2 I no pueden exceder a cierto número, mostramos 
la forma en que ptiede ser encontrada esta cota: 

1 wd+I w2 l=t7x1+2x2l+l-3x1+6x2¡ 
S: 7x1\+12x2\+l-3xd+ 6x2l 
= lx1 +2lx2 +3jxd+6lx2l 
=1Ó lxd+é lx2l 

Como lxd+hl = 1 , la expresi6n anterior no puede exceder de 
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1 O (valor que se obtiene en x 1=1 y x2=0; con w1=7 y w2=-3, obtienendo 
lwiJ+lwzl=10). 

El emplear notaci6n matricial puede aclarar aún más la situaci6n. Si 
w=Ax con 

A= [-~ ~ ) , 

el número 1 O puede ser fácilmente obtenido al sumar el valor absoluto 
de los números por columna (10 para la primera columna y 8 para la 
segunda), y tomando el mayor de los dos valores. 

La conclusi6n es que para rji:x4w tenemos 

m 
11 .P ll 1 = max 2: 1ªrs1 · 

s r=J 

Ejemplo 10 Sea rji:C[a,b]4R, una funci6n contínua en (a,b) y sea 

b 
e= f rji(x) f(x) dx . 

a 

o 

Obsérvese que hemos definido un operador de T:f4c que asocia a cada 
función fEC[a,b] un número real e (la función rp esta fija). La norma de 
T:f4c es: 

b 
11 TI l=f lrfi(x) 1 dx · 

a 

En efecto, existen funciones f en la esfera unitaria de C[a,b] con valores 
cercanos a 1 o a -1 como se quiera dependiendo del signo de rji(x). O 

Ejemplo 11 CoíJ?idérense transformaciones de C[a,b] en C[a,b]. Para 
T:f4g con g(x)=f ¡.(x,y)f(y)dy se tiene 

11 TI l=sup rblK(x,y) 1 dy. O a~x~b Ja 
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Adelantando un poco acerca de las aplicaciones de las normas de 
operadores, mencionamos que en análisis numérico muchos de los 
problemas toman la forma "encontrar un vector w para el cual Aw=b 
donde A es un operador lineal y bes un vector conocido". Un caso muy 
familiar es aquél en que A es una matriz cuadrada n x n. Si A tiene 
inversa, entonces sabemos que w=A-1b. En general, surgen las 
interrogantes de qué quiere decir que A tenga inversa; de, si existe un 
error en la estimación de b, como afecta a fa solución w; de qué efecto 
tiene A en w si A es sólo una aproximación; y de qué sucede si existe 
error tanto en A como en b. 

La figura 20 muestra las situaciones en las cuales existe y no 
existe la inversa de un operador. En la situación (a) existe una 
correspondencia uno a uno entre las entradas y salidas del operador. La 
inversa del operador A, A- 1 :v-~w se encuentra definida para cada 
salida v de A correspondiente a cada entrada w. En la situación (b), 
Aw2=Aw3=v2 por lo que no podemos definir A-1 - debido a que no 
sabríamos a donde mapear v2 al aplicar A-1, si a w2 o a w3• Si A es 
lineal, entonces en la situación (b) A(w2-w3)=A(w2)-A(w3)=0, pero como 
w2=w3 , la entrada w2-w3=0. Existe una prueba muy usada para 
operadores lineales: La inversa de un operador A existe si y sólo si 
Aw=O no tiene otra solución w más que w=O. En (c) la situación es 
distinta, la correspondencia es uno a uno, excepto por la existencia de 
una salida potencial que no puede ser mapeada al espacio original. En 
tal situación sólo podemos definir la inversa para V¡, v2 y v3• 

fig 20 

A continuación se enunciarán algunos teoremas sobre normas de 
operadores que serán aplicados en capítulos posteriores; su 
demostración es omitida para dar mayor fluidez a la lectura y llegar 
más rápidamente a resultados prácticos. 
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Teorema 3.1 Si TEB(X,X) y j jTI 1(1, entonces U-n- 1 existe y está 
dada por la serie convergente l+T+~+ ... +¡n+ ... . 

Teorema 3.2 Si l ITI j=k(i, entonces S=U-n-1 existe y es un operador 
lineal acotado con ¡ ¡s¡ j:S::(1-W1• 

Teorema 3.3 Todo operador lineal acolado es contínuo. 

La inclusión de este último teorema se hace debido al resultado de 
que si tenemos la iteración v + 1 =f( v ) y es le proceso hace que v -4v, 
entonces podemos estar segJ\os de nque v=f(v) si sabemos que '1r es 
contínua. 

El recíproco del último teorema también es verdadero. Si un operador 
lineal es contínuo, entonces debe ser acotado. 

3.3 EL PRINCIPIO !E MAPEOS !E CONTRACCION 

A lo largo de la lectura del presente trabajo nos hemos percatado 
ya de la importancia del proceso de iteración. El método de iteración es 
frecuentemente usado para probar la existencia y unicidad de soluciones 
de problemas que envuelven ecuaciones algebraicas, diferenciales, 
integrales y de otros tipos. Con su ayuda podemos, a su vez, 
aproximarnos a tales soluciones. El método de iteración se ha 
manifestado como una muy importante herramienta del análisis 
funcional, y descansa en el principio de los mapeos de contracción. En 
el presente apartado analizaremos y ejemplificaremos algunos 
resultados de tal formulación . 

Definici6n 3.3 En cualquier espacio métrico (X,p), una contracci6n de 
(X,p) es un operador f:X-4X con la propiedad de que, para algún número 
real positivo k(i, 

p( f(x) , f(y) ) :S:: k p( X , y) 

para todo x,y EX. o 
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En un sentido informal podemos decir que un mapeo f de un espacio X 
sobre si mismo es un mapeo de contracci6n si dados dos puntos 
cualesquiera x y y en el espacio de origen, la distancia entre ellos 
disminuirá al aplicarles el mapeo f: p(x,y))p(f(x),f(y)) (fig 21). 

fig 21 

Ejemplo 12 Sea f:R2_..R2 dada por 

f(x) = f(x1,x2) = ( ' cos x2 , 1 sen x1 + 1 ) ; 

utilizando la métrica usual p en R2 y las propiedades jcos x - cos yjS: 
lx-yl y jsen x - sen y¡s:¡x-y¡ tenemos 

p(f(x),f(y)) = p(f(x 1,x2),f(y¡,y2)) 

= p(( ' cos x2 , ' sen x, + 1 ) ,( ' cos y2 , 2 sen Y1 + 1 )) 

= ! ( ( cos x2 - cos y2 )2 + (sen x1 - sen y1 )2 ]2 

= ! ( leos x2 - cos Y21 2 + jsen x1- sen y¡j 2 12 

S: 2 ( jxi-y21 2 + jx,-yd 2 l' = 1 p(x,y). 

Como p(f(x),f(y)) S: 'p(x,y) podemos afirmar entonces que f es una 
contracción de R2. Numéricamente si x=(0,0) y y=(n/2,0) tenemos 

p(x,y) = (i0-rr/2l 2+IO-Ol 2l~ = rr/2, y 

p(f(x),f(y)) = p(f(0,0),f(rr/2)) = p((M),(V/2) = t!Hl 2+IP/2l 2J2 =1. 

Puesto que rr/2)1 entonces p(f(x),f(y))S:k p(x,y) donde k es cualquier 
número entre 1 y rr/2. 
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Podemos también, resol ver el siguiente sistema de ecuaciones a partir 
de una aproximaci6n inicial x0 = (0,0): 

Xi = ~ COS Xz 
x2 = ~ sen Xi + 1 o 

La certeza de que encontraremos una soluci6n a este problema esta 
basada en el siguiente teorema. 

Teorema 3.4 Sea f:X-+X una contracci6n del espacio métrico completo 
(X,p). Entonces f tiene un Único punto fijo x=f(x); ademlis, si x0 es 
cualquier punto de X, entonces la sucesi6n 

Xo , Xi = f(xo) , Xz = f(x2) , ... 

converge al punto fijo . 

Dem . - Sea x0 cualquier punto en X y considérese, la ~ucesi6n xn+ 1= 
f(x ) para n=O, 1,2, ... , . Probaremos que la suces16n x .. x2,x3 , ... 

con1terge y que su límite es el t'.mico punto fijo en f. 

Dada una sucesi6n en un espacio métrico completo el camino 
natural para probar la convergencia es por comparaci6n con una sucesi6n 
de Cauchy. Calcular la distancia de x a x es un poco ambicioso, de 
forma que comenzaremos por considerRr la !Ilstancia de xn a xn+ 1: 

p(xn,xn+1¡ = p(f(xn_ 1),f(xn)) :!> kp(xn-l'xn) 

= kp(f(xn_2),f(xn_1¡¡ :!> k2p(xn-2 ,xn-l) 

es decir, p(x ,xn+l):!>kn-J p(xi,x2):!>knp(x0 ,xil· Ademas, como O:!>k:!>1, 
para una n mJ} grahde la distancia entre x y xn+ 

1 
es muy pequeña. 

Ahora podemos ftlcilmente extender esto a landistanc1a de x a x para 
cualquier m>n: n m 
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p(xn,xm) ~ p(xn,xn+J) + p(xn+l'xm) 

:S: p(xn,xn+J) + p(xn+l'xn+2) + p(xn+2 ,xm) 

:<;; p(xn,xn+J) + p(xn+l'xn+2) + p(xn+2'xn+3) + ... + p(xm-J'xm), 

como p(xn,xn+ 1) :S: knp(x0 ,xi) entonces 

( ~kn } kn+J m-1 p xn,xm) p(xo,x1 + p(x0,x1) + ... + k p(x0 ,x1) 

== kn{l +k+k2+ •.. +km-n- 1 )p(xo,x1) 
kn(l-km-n) 

= l-k p(xo,x 1l . 

Esta última expresi6n es una cota para la distancia entre x y x , y 
como k<l esta tiende a O cuando n -ko y m)n, lo que quiere Hecir~ue 
la distancia p(x ,x )-+O, por lo que la sucesi6n generada por f es una 
sucesi6n de Cau'thymen el espacio métrico. Ademas (X,p) es completo, 
por lo que existe un elemento xEX el cual es el l!mite de esta sucesi6n. 

x= lim x . 
n-ko n 

Demostraremos ahora que f(x)=x. En efecto, 

p(xn,f(x)) :S: p(x,xn) + p(xn,f(x)) = p(x,xn) + p(f(xn-1),f(x)l 

~ p(x,xnl + kp(x,xn-1¡ , 

si i;)O está dada en forma arbitraria y n es suficientemente grande, 
entonces 

y 

de forma. que p(x,f(x)) (i;. Pero i;)O fué arbitraria, por lo que la 
desigualdad se cumple si y s6lo si p(x,f(x))=O, es decir, si y sólo si 
f(x)=x. Por último, sup6ngase que existen dos elementos x,JEX para los 
cuales f(x}=x y f(y)=y; entonces p(x,y)=p(f(x},f(y)):S:kp(x,y), por lo que, 
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si p(x,y) )0, se sigue que 1 :S:k, lo cual es una conlradicci6n a nuestra 
hip6lesis de que p es un mapeo de conlracci6n, de manera que podemos 
afirmar que el punto fijo es único. O 

Si lomamos el límite cuando m tiende a infinito en la ec:Uaci6n 

kn(J-km-n) 
p(xn,xm) :s; 1-k p(xo,x1) ' 

obtenemos una eslimaci6n para el error en la n-ésima ileraci6n, el 
cual estaría dado por 

kn 
p(xn,x) :S: ""TT" p(x0 ,x1) 

Es importante hacer notar que podemos construir una sucesi6n {x,) 
como una aproximación que converge al punto fijo x, comenzando con un 
punto fijo arbitrario x0EX. La velocidad con la cual la sucesión {x ) 
tiende a su límite depende exclusivamente de la elección del elemenPo 
inicial x0 • Para hablar de mapeos de contracción en términos de 
vecindades tomaremos el siguiente esquema. 

Proposici6o Sea una sucesi6n x0 ,x1, donde x +t=f(x ) con 
p(xn+1,xn+2):S:kp(xn,xn+J); Si además se cumple paran una v'écindad 
S(x0,rJ de un punto x0 con que 

p(x0,x1) ( (1-k) r , 

entonces la sucesión {xJ converge a la única solución x de la ecuación 
x=f(x). 

Dem. Para probar esto, mostraremos por inducci6n que todo x y x se 
encuentran dentro de S(x0,r). Supongase que los elemen'los x ., 
j=l,2, ... ,n-1 , estan en S(x0,r) ; entonces, J 

p(x2,x1) :S: kp(x1,x0) :S: k (1-k) r, 

p(x3,x2l :S: kp(x2,x1) :s; k2(1-k) r , 
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Debido a que 

p(xn,xn-1¡ = p( f(xn- 1),f(xn-2¡ ) S: kn-l (1-k)r y a que 

p(xn,x0 ) S: p(x"x0) + p(x2,x1) + ... + p(xn,xn-1¡ , 

resulta que 

n . l 
p(x ,xo) S: 2 kJ- (1-k) r = (1-kn) r < r, 

n j=J 

por lo que xn también está en S(x,r). 

Aplicando ahora el teorema, la sucesi6n x converge al único punto fijo 
x=f(x), el que además, claramente está nen la vecindad S(x0,r). La 
elecci6n de x0 y r es determinante para la convergencia al punto fijo -
podríamos encontrarnos con una vecindad S(x0,r) en la que no se 
satisfaga la condici6n 

p(x0 ,xi) ((1-k)r, 

por lo que no podríamos asegurar la existencia de algún punto fijo en 
esta vecindad. O 

Para probar las ventajas que aporta el principio de mapeos de 
contracci6n al análisis funcional, ofrecemos primeramente algunos 
resultados de nuestro último ejemplo (R2-+R2), y luego se muestra su 
aplicaci6n a la soluci6n de sistemas de ecuaciones lineales; por último 
se lleva a cabo una aplicaci6n al problema de existencia y unicidad de la 
soluci6n de una ecuación integral. 

Ejemplo 13 Sea f":R2-+R2 definida por 

f(z) = f(x,y) = ( 2 cos y , ~ sen x + 1 ) 

como vimos en el ejemplo 12 al principio de esta secci6n p(f(x),f(y)) S: 
2 p(x,y) por,lo que sabemos ya que f" es una contracci6n de R2• En estos 
términos y continuando con nuestro ejemplo, podemos afirmar sin 
temor a equivocamos que el siguiente sistema de ecuaciones tendrá 
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soluci6n: · 
x=2cosy 

y=2senx+1 

La representación en el plano R2 de estas curvas esta dada por la figura 
22; claramente podemos observar que sí existe un punto (x,y) de 
intersecci6n de las curvas, y lo que es más, este punto es único. 
Tornando como punto inicial (0,0) y efectuando el proceso iterativo 

( xn+J , Yn+t ) = ( ~ cos Yn, ~sen xn + 1 ) , 

obtenemos los siguientes resultados : 

n X 

o 
0.5 8:mm 
0.211773 
0.235262 
0.224523 
0.219392 
0.221738 ... 

20 0.222238 ... 
40 0.222238 

fig 22 

y 

1.110201 

J.110207 

Asimismo podemos obtener una estimación del error para la n-ésima 
iteración puesto que 

Así, si n=40, podemos dar una región en la cual, con certeza, se 
encontraría la solución del sistema. Como k=~, el error p(x ,x) en 
ténninos absolutos no excederá a n 

kn _ n-1 _ 39 _ T-i(-! -~ -1.B2E-12. o 
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3.3.1 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES POR EL METCXX> 
r:E MAPEOS1E CONTRActIDN . 

Si consideramos un espacio n-dimensional, con elementos x= 
(t1,t2, .. ,~,; y y=(l)1> 1)2, ... , r¡J, y si adem~s definimos p(xl{)= 
max¡(.-r¡.¡, facilmente puede proliíih;e que el espacio ml!trico (R ,p) 
así oblerÚdo es completo. En este espacio consideremos el operador 
y=Ax+b determinado por las ecuaciones 

11¡ = 2: ªd j + b¡ 
J 

Para y1=Ax1+b, y2=Ax2+b se tiene 

i = 1 , 2, ... , n 

p(y1,Y2) = p(Ax1+b,Ax2+b) = max l 11· (!) - r¡. m 
i l l 

= max 1 2: a .. (r .(1)-t .m) 1 s max 2: la .. ¡ lt .(!) - t .m ¡ 
i j lj J J i j lj J J 

$ max 1 r. (!)_[. (2) 1 max ¿ 1 a . . 1 = p(x1,x2) max ¿ 1 a . . i; 
j j j i j lj j j lj 

si se supone que , para toda i, 

2: 1 a .. 1 S a ( 1 , 
j lj 

entonces podemos visualizar la aplicabilidad del principio del mapeo de 
contracción y concluir que el operador A tiene exactamente un punto 
fijo. Lo anterior puede formalizarse en el siguiente teorema. 

Teorema 3.5 Si para una matriz A =(a .. ), la condici6n 2:. ¡a .. ¡sa(1 
se cumple para toda i = 1, 2, ... , n, entdrf:es el sistema de~ucl~iones 

[¡ - 2: ªij [j = bi, i = 1,2, ... n, 

tiene exactamente una soluci6n x=(tj, !;i, ?:',) para cualquier vector 
arbitrario b=(b1,bi, ... , b ); además podemo~ encontrar esta solución 
apliq_andp el ml!!odo de itl?raci6n comenzando con un vector arbitrario 
x0=(t1, [2, ... , tn). Si 

'pi <pi <pi 
X1 = Axo, X2 = Ax, , ... ' xp = Axp-1 y xp = ( t 1 , rt ' ... , tn), 
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entonces x=lim xn, es decir, {¡~(~), por lo que obtenemos 

aP 
max ( 1 {.<p> - {. ll = p(x ,x) :S: -1- p(x0,Ax0). 

¡ z z p -a 

La condición a(! es suficiente para obtener la convergencia de 
aproximaciones iteradas. O 

Ejemplo 14 Esté la matriz de factores A de factores dada por 

.0020 .0479 .0111 .0157 ,0491 

,0095 ,0563 .0223 .0262 .0602 

A = ,0432 .0170 .0119 .0530 .0445 

.0137 .0340 .0459 .0105 .0537 

.0629 .0543 .0556 .0144 .0406 

sea b el vector dado por b=( 5, 9, -12, 37, 4), y considérese una 
ecuación de la forma 

y=Ax+b 

en la que buscamos obtener el valor x• en el cual se satisface que x=y; 
es decir, deseamos resolver la ecuación x=Ax+b donde A y b están 
definidas. 

Para poder resolver esta ecuación con la ayuda del concepto de mapeo de 
contracción debemos probar que 

max ¿ la .. ¡ :S: a < 1 
i j lJ 

que en este caso es equivalente a verificar que 

max{0.1323, 0.1735, 0.1695, 0.1577, 0.2277}=0.2277!>a( 1. 

Así, podemos tomar a a como cualquier número entre O . 2277 y 1, y 
podemos afirmar que A es un mapeo de contracción. De esta forma 
podemos utilizar el proceso iterativo 

xn+l= A xn + b 
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para dar soluci6n a nuestro problema . Si iniciamos con x0 = O tenemos 
los siguientes resultados: 

n XJn xzn x3n x4n xSn 

1 5.00000 9.00000 -12.00000 37 ,00000 4.00000 

2 6.00510 10,49180 - 9.63360 37 .42820 4.83070 

3 6.16781 10.69853 - 9.47723 37 .65018 4.14629 

6.19976 10.73964 - 9.43904 37 ,68587 4,19243 

6.20530 10,74680 - 9.43256 37 .69231 4,20119 

6 6.20630 10.74809 - 9.43139 37.69347 4.20273 

6. 20648 1 o. 74832 - 9.43119 37 .69367 4.20301 

6.20651 10.74837 - 9.43115 37 .69371 4.20306 

9 6.20651 10.74837 - 9.43114 37.69372 4.20307 

10 6.20652 10.74837 - 9.43114 37 .69372 4.20307 

De este modo, puede tomarse x*=(6.20652, 10. 74837, -9.43114, 
37.69372, 4.2037); para comprobarlo podemos evaluar la expresi6n 

x* -Ax*, 

la cual resulta ser b. 

3.3.2 EXISTENCIA Y UNICIDAD IE LA SOLUCION IE UNA 

ECUACION INTEGRAL • 

o 

Sea la funci6n k(s,t) definida y medible en a5;s5;b y a5;t5;b; 
supongamos que además t f bk2(s,t) ds dt < c:o, 

a a 

y que sea f(s) E L2 (a,b). Entonces la ecuaci6n integral 

b 
x(s) = f(s) + A f k(s,t) x(t) dt 

a 
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tiene para lodo valor suficientemente pequeño del parámetro ,\ 
exactamente una solución x(s)EL 2 (a,b), como se demuestra a 
continuación. 

Veremos primero que el operador 
b 

A(x) = f(s) + A f k(s,t) x(t) dt 
a 

transforma a toda función x(t) E L2 (a,b) en una función que también 
pertenece a este espacio. Si f(s) '.: L,(a,b), es suficiente dcm1)::;tror c¡u.J 
el operador 

b 
A0 (x) = f k(s,t) x(t) dt 

a 

transforma toda funci6n x(t) E L2 (a,b) en una funci6n de L2 (a,b). Sea 

b 
y(s) = f k(s,t) x(t) dt , 

a 
por la desigualdad de Cauchy-Schuarz (Hoelder con k=2), resulta que 

b b b 
y2(s) = ( f k(s,t) x(t) dt ) 

2
5: f k2(s,t) dt f x2 (t) dt . 

a a a 

Además f b lx(t) 1 dt es una constante y, por hipótesis, a 
b f k2 (s,t) dt 

a 

es una función inte~rable de s. Así, y2(s) es también integrable en s- es 
decir, y=A0x tamb1en pertenece a L2 (a,b). De hecho, 

jj(s) ds 5: l lk2(s,t) ds dt l x2 (t) dt". 
a a a a 

Ahora, examinaremos cuando el operador A de L2 (a,b)--+L 2 (a,b) es un 
mapeo de contracción. Estimando p(A(x) , A(z)) tenemos 

p(A(x) , A(z)) = ( l (A tk (s,t) x(t) dt - A f f (s,t) z(t) dt ) 
2

ds ) ~ 
a a a 
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. b b 
=!.Al (t (tk(s,t) [x(t)-z(t)] dt )

2 
ds p 

~ '" 1 ( ~ ~k2(s,t) ds dt r ( ~[x(t)-z(t)]2 dt ) ~ 

= l.AI ~l k2(s,t) dsdt )~ p(x,z). 

Si l.A 1 < [f~ l k2(s,t) ds dt r~. 
a a 

podemos aplicar el principio de mapeo de contracción. La existencia y 
la unicidad de la solución depende de si los valores A satisfacen la 
desigualdad anterior. 
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,... 

CAPITULO 4 

DIFERENCIACION E INTEGRACION 

4.1 INTRDr.UrION 

En el presente capítulo examinaremos como la diferenciaci6n, 
elemento clásico de cálculo, puede ser expresada en términos de un 
operador lineal actuando no s6lo con elementos de una variable sino en 
términos de espacios de vectores, en la búsqueda de proveer ideas 
clásicas con un mayor horizonte de aplicaci6n. 

Debido a la naturaleza de nuestro estudio, la principal aplicación 
que veremos es la de utilizar la derivada f' para dar información 
acerca de la iteración x + 1 ==f(x ) , analizando su convergencia en 
términos de que f' sea Jl.i mapeno de contracción. De esta forma, 
iniciamos la primera parte examinando la derivada de funciones de 
variable real en un sentido conceptual y esquemático, para luego dar una 
generalización de esta idea a cualquier espacio vectorial, 
ejemplificándolo en 2 dimensiones; finalizamos esta sección dando 
ejemplos de la obtención de la derivada en otros espacios vectoriales. 

En el siguiente apartado se generaliza el teorema del valor medio 
del cálculo tradicional y se hace un análisis de la derivada como un 
mapeo de contracción, dando ejemplos para su mayor comprensión. 

En una tercera etapa se hace un examen de las ideas generales de 
las series de Taylor en espacios de Banach, aprovechando estas para 
demostrar que el proceso de Newton es de segundo orden. Se concluye 
el capílulo proporcionando Jos rudimentos de la integración generalizada 
en el sentido del análisis funcional- conceptos necesarios para lograr un 
mayor entendimiento de la aportación de Kantorovich al método de 
Newton. 

4.2 DIFERENCIACION GENERALIZADA 

Bajo el enfoque geométrico elemental la diferenciaci6n nos permite 
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encontrar la tangente a una curva en un punto dado: Si hacernos una 
grMica (fig 23), dibujando una curva con una tangente a la misma, 
existe una considerable extensi6n en donde el ojo no puede distinguir 
entre la curva y la tangente; diciéndolo de otro modo, sobre un intervalo 
la tangente proporciona una excelente aproximación a la curva. Si (x,y) 
es ~ punto de la tangente a la gráfica y=f(x) en el punto (x0,y0), entonces 
Y-Yo-f' (xo) (x-x0). 

fig 23 

Ahora bien, el rnapeo x-x0--.y-y0 es una funci6n lineal, por lo que el 
problema de diferenciaci6n es equivalente al problema de encontrar una 
funci6n lineal que relacione el cambio en la entrada con un cambio 
aproximado en la salida, dando LUta buena aproxirnaci6n cuando los 
cambios son pequeños. Al asociar los términos de "funci6n lineal" con 
operadores en que tienen como dominio e imagen a cualquier espacio de 
Banach, necesitamos s6lo dar un esclarecimiento de qué entendernos por 
una buena aproximaci6n; en este punto el cálculo tradicional sugiere que 
es lo que debiera hacerse. Por ejemplo, cuando f(x) = x3 tenemos 

f(x0+h) - f(xo) = (x0+h) 3 - x0
3 = 3hx0

2 + 3h2x0 + h3 • 

Si h es, digamos, del orden de 10-6, entonces todos los términos en h 
con potencias mayores a 1 son demasiado pequeños para ser tomados en 
cuenta, de esta manera podemos escribir 

ffxo+h) - f(xÍ = 3hx0
2 + ... , 

donde los puntos suspensivos representan los términos que son pequeños 
comparados con h. Si usamos e(h) para representar los términos 
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omitidos (e de error), una definici6n formal es que si f(x0+h)
f(x0)=mh+e(h), donde e(h)/h-.O cuando h-.O, entonces f'(x0) existe y 
tiene el valor de m. 

Para dar un pequeño paso en la direcci6n de generalizar este 
resultado mostremos la situaci6n en que tratamos con funciones de RZ a 
R2• Consideremos por ejemplo la funci6n que manda el vector u(x,y) a 
v(p,q) en donde 

p = xy y q = xZ + Y2 ; 

cuando (x,y) cambia a (x+a,y+b) los cambios en p y q son 

Á p = (x+a) (y+b) - xy = ay + bx + ab , y 

Á q = (x+a)Z + (y+b)Z - (xz +y) = 2ax +2by + a2 + bz; 

los términos a2, ab, y b2, al ser a y b muy pequeños, se convierten en 
cantidades despreciables, por lo que podemos escribir en términos 

m'"'°'°'~ [ ~ ~ ]=[,: ,',) [ b) . 

El vector h=(a,b) en esta ecuaci6n representa el cambio en la entrada, y 
el cambio aproximado de salida está dado por Mh, donde M es la matriz 
2x2 de la ecua6ion anterior. El error en el presente ejemplo se 

__..,; = [ ~~ )- [1. 2~) [ b) = [ J!b') 
En esta situación, no podemos mantener nuestra condición de que e(h)/h 
-.O cuando h-.o, debido a que no tenemos definida la división entre 
vectores. Sin embargo, no estamos interesados en la direcci6n de los 
mismos sino en su magnitud, pues buscamos que su tamaño sea 
despreciable comparado con el de h. Así, la condici6n 

//e(h) //l/ /h/ / __..O cuando / /h/ / __..O 

es más adecuada, y es todo lo que necesitamos. 
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De esta forma, estamos listos para reformular nuestra definiéi6n 
de diferenciaci6n de modo que trabaje igualmente bien para cualquier 
operador f: X~ Y donde X y Y son espacios de Banach arbitrarios. 

Definici6n 4.1 Si f(u0+h)-f(u0)=Mh+e(h) donde M es un operador lineal 
acotado, y 1 le(h) J l/l Jhl J.-.0 cuando J JhJ J~O, la funci6n es llamada 
"Fréchet-diferenciable" en el punto u0 y definimos como operador 
diferencial de f en u0 al operador M, f'(u0)=M. 

El término "Fréchet-diferenciable" es usado porque esta definici6n 
es debida a Maurice Fréchet, quien la public6 en 1925. Requerir que M 
sea acotada es semejante requerir que el número m=f'(x0) en el cálculo 
elemental sea finito. La conveniencia de este requerimiento puede ser 
vista desde nuestro anterior tratamiento del el proceso de iteración, 
donde la condición Jf'(x) J:S::k fue usada. En la situación más general esto 
es reemplazado por J Jf'(x) J J:S::k, que es una desigualdad que puede ser 
satisfecha si f' (x) es acotado. 

Ejemplo 1 Consideremos el mapeo f:R2~R2 utilizado en la discusi6n 
anterior para mostrar la idea de la derivada: f'(u) debe ser una matriz 
M y no un número real. Por cada cambio en el vector de entrada se 
produce un cambio en el vector de salida. Tenernos como una 
aproximaci6n que 

/:;.w :o: f'(u) /:;.u, 

donde f' (u) debe de ser un operador capaz de cambiar al vector /:;.u en un 
vector aproximado al vector /:;.w. La multiplicaci6n por un número no 
puede hacer esto, pues dejaría al vector invariante en su direcci6n. La 
multiplicaci6n por una matriz puede, en cambio, tanto variar la 
magnitud como la direcci6n de un vector. Así, no es del todo 
sorprendente que f' (u) tenga que ser una transformaci6n matricial. En 
este caso, la transormaci6n esta determinada por la matriz 

o 
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En general, el operador P(u) es definido por un límite en el que L!.u-..O, 
por lo que la ecuaci6n L!.w=:P(u)L!.u será s6lo una aproximaci6n. Sin 
embargo, con funciones cuadráticas es posible obtener un resultado 
preciso. En el cálculo tradicional, si g(x)=ax2+bx+c, entonces 

. h 
g(x+h) - g(x) = a(2x+h) + b = g'(x+zl , 

que es exactamente igual a la derivada en el punto medio del intervalo en 
cuesti6n. La funci6n f:R2-..R2 que hemos venido considerando es una 
funci6n cuadrática por lo que para ella podemos esperar un 
comportamiento análogo. 

Si del ejemplo anterior calculamos el valor P(i,1.75) encontramos que 

3.5) [ o ] - [ 1. 75 ] 1 0.5 - 0.5 
' 

dividiendo entre el tiempo correspondiente L!.t, con intervalos más 
cortos, serían obtenidas mejores estimaciones y podríamos esperar que 
la aproximación L!.w::P(u)L!.u estaría en el límite, concluyendo con que 

dw du 
dt=P(u) dtº 

En otras palabras, r (u) es el operador que transforma la velocidad del 
vector de entrada en la velocidad del vector de salida. Este resultado es 
verdadero para funciones f:X4Y con X, Y espacios de Banach 
arbitrarios; además, es fácil probar de la definici6n de derivada que 

L!. w = M L!.u + e(L!.u) => 
Si u tiene una velocidad dada por 

L!.w - ~ cuando L!.t __.. O 
L!.t - dt 

podemos demostrar que 11 e (L!.u) / L!.t \ l 40 usando el hecho de que 
lleft!.ulll/llt!.tll-.O y el que llt!.ul /lt!.tl tiende a un límite finito 
cuando L!.t-.O. 
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Ejemplo 2 Sea la funci6n f:C(0,1]-4C[0,1], y-+z definida por 

z(x) = b. - y(x) + axy2(x) + af>(s)ds , 

con a>O, b)O y OS:xS:1. Como vemos, los elementos son ahora funciones 
por lo que el incremento h en la entrada serfi una funci6n con norma 
pequeña: 

f(y+h)-f(y) = b - (y+h)(x) + ax(y+h)2(x) + ufjy+h)2(s)ds + 

- ( b - y(x) + oxy2(x) + af/(:;)ds ), 

-X (X 
= -h(x) + 2axy(x)h(x) + 2aJ/(s)h(s)ds + h2 (x) + 2a)

0
h2(s)ds; 

en este caso, el operador diferencial M=f' (y) está representado por 

M == (2axy(x) - 1)[ ••• ] + 2a(y(s)[ ... ]ds 

donde los corchetes representan la f~ibn de entrada del operador, que 
en este caso seda h(x), y el error e(h) se representa por 

e(h) = h2(x) + 2aCh2(s)ds. 

Claramente j je(h) 1111 lhl l-40 cuando l lhl j-40. 
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4.3 GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

En el cálculo de una variable el teorema de valor medio enuncia 
que, si f' (x) existe para bSxSc, entonces para alguna X entre b y e, f(c)
f(b)=f' (X) (c-b). Esto quiere decir que la tangente a la gráfica de f en 
algún punto Z es paralela a la cuerda BC en la figura 24a). Pero si el 
segmento BC tiene la ecuaci6n y=mx+b y definimos cp(x)=f(x)-mx-k, 
entonces si cp'(x)=O en el intervalo se tiene, O=cp'(x)=f'(x)-m, y as! 
f' (x)=m, la pendiente de la cuerda BC. La prueba del teorema consiste, 
pues, en mostrar que cp' (x)=O en algún punto entre b y c. Sabemos que 
cp(b)=cp(c)=O, pues la gráfica de f interseca a la cuerda BC en los 
extremos By C; el teorema de Rolle asegura que cp'(X)=O para alguna X 
entre b y e, como se indica en la figura 24b), que era el resultado 
deseado. 

fig 24 

Sin embargo, el teorema de Rolle no tiene contraparte en análisis 
funcional. Por eJ°mplo, si cp mapea t-4(x,y) con x=t-t, y=t-t5

, entonces 
cp'(t)=(J-2t,J-St ), <J>(0)=(0,0) y cp(J)=(0,0), pero no existe T con 
O<T (1 tal que cp' (T)=O. 

Afortunadamente no necesitamos el teorema en su forma tradicional. 
Sup6ngase, por ejemplo, que tenemos la funci6n f:R2-.R2 , con w=f(u) y 
que sabemos que, en alguna regi6n //f'(u) //Sk. Esto quiere decir que la 
matriz f' (u), al actuar en un vector, incrementa su longitud en a lo más 
k veces. Asimismo, sabemos que cuando w=f(u) y u se mueve en algún 
intervalo, f' (u) mnpm la velocidad du/dt a la velocidad dw/dt. Pero si 
en este intervalo //f'(u) //Sk, entonces en cualquier momento la 
velocidad de w no será más de k veces la velocidad de u. Así, si u viaja 
de u1 a u2 y w=f(u1), w2=f(u2), el hecho de que la velocidad de dw/dt de 
w, nunca exceda a k veces la velocidad de du/dt de u, implica que en 
término de r!tstancías 
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Este hecho es cierto para mapeos f:X--t-Y con X y Y espacios de Banach 
arbitrarios. Podemos establecer formalmente lo anterior en el siguiente 
teorema, cuya demostraci6n aparece en diferentes textos de aralisls 
funcional. 

Teorema 4.1 Sea Y un espacio de Banach y f una función f: Y--t- Y. Si en 
alguna regi6n convexa de Y, f' estli definida con J lf'(u) l IS:k para cada 
punto u en la regi6n, entonces para cualesquiera os puntos u.,u2 de la 
regi6n se cumple que · 

o 

Si una sucesi6n esta definida por la iteraci6n u 1=f(u ) podemos 
aplicar el teorema 4.1 para establecer su convergeMia. PJfa. ver esto 
observemos el siguiente anlilisis del valor de l lf'(x) 11 con n6meros. 

Si a es un punto fijo del mapeo derivable f, f(a)=a, si tomamos 
x=a+h, donde h es ~queña, entonces f(x)=f(a+h)=::f(a)+hf'(a); parece 
plausible que si jf'(a) 1 (1, entonces f(x) se encontrara mlis cerca de a 
de lo que x estaba, esto lo podemos ver en la figura 25a) donde 
f(a+h)-a(h, mientras que si lf'(a) I> 1, f(x) se encontrara mlis alejado, 
observando este hecho en la figura 25b) en que f(a+h)-a)h. Así, podemos 
utilizar a 1 f' (a) 1 como medio para clasificar los puntos fijos dentro de 
tipos atractivos o tipos repulsivos. 

•J bl 

fig 25 

71 



De esta forma, si en una cierta regi6n tenemos l lf'fu) l IS:k(i, 
entonces f: Y--. Y será un operador de contracci6n para los Luntos 
definidos en esta regi6n. Asf, si tenemos una sucesi6n {uJ en a que 
todos los puntos cumplen con l lf' (u ) 11<1, entonces 'fa sucesi6n 
ciertamente convergerá en la regi6n. n 

Para ello, necesitamos checar que la secuencia se mantiene dentro de 
esta regi6n cuando la iteraci6n se efect6a. Al obtener la cadena de 
puntos ul>u2,u3, ••• , sabemos c¡ue la longitud de cada eslabon es a lo más 
k veces tan larga como la del eslab6n previo. Es decir, que la longitud 
total de la cadena no puede exceder a 

En efecto, 

l lu,-uol I 
l lu1-uol I ( 1+k+k2+k3+ ... ) = ---

1-k 

11 u2-u1 11 = 11 f(u,)-f(uo) 11 :;; k 11ui-Uo11, 
1iu3-u2ll = 1if(u2)-f(u1l/I ~ k lluz-uill s: k2 llui-uol/, 

de donde resulta que la longitud de la cadena es a lo más 

2:1lu(ui-111 = llui-uo/I (J+k+k2+k3+ ... ), 

= l lui-uol l/(1-k), pues /kl<1 . 

De este modo, todos los puntos se encontrarán dentro de la bola cerrada 
B(u0 ,r) con 

l lu1 -uo/ / 
r = --.1,.--k,----

Lo anterior lo resumimos en el siguiente teorema. 

Teorema,4.2 Si la bola cerrrada B(u0 ,r) está contenida en una regi6n 
donde l lf'(u) j j!>k(l donde r=l /f(u0)-u0 l //(1-k), entonces la iteraci6n 
un+ 

1 
=f(un), a partir de u0 convergerá a un punto fijo en esta bola. O 
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Sabemos que la convergencia dependerá de si f es una funci6n contínua 
pero, en análisis funcional, como en el cálculo tradicional, una funci6n 
diferenciable es necesariamente contínua. Esto permite que el punto 
límite de la iteraci6n especificada en el teorema 4.2 cumpla con la 
ecuaci6n u=f(u). En el siguiente ejemplo se observan los anteriores 
razonamientos. 

Ejemplo 3 Deseamos resolver la ecuaci6n 

x =ex - 1.1 • 

Si f(x)=ex-1.1, if"(x) 1 (0.8 para x(-0.2232; si se toma la iteración 

X 

x~.i.J =f(x) =e n-1.1 ... n 

iniciando el proceso con x0=-0.6 encontrarnos que x1=-0.551188, por lo 
que 

lx,-x~I 
1-ó. < 06~ff = 0.25 . 

Ahora, 0.25 es un número mucho menor que la distancia entre x0=-0.6 
y el límite 0.2232 de la región en la cual if"(x) 1 (0.8. Así, esta última 
condici6n se mantendra a lo largo de la iteraci6n. Por otro lado, 
podemos estimar el número de iteraciones que es requerido para 
resolver la ecuaci6n dada con una precisi6n prefijada. La longitud de la 
cadena que viene despues de xn no excede de 

1 1 (k
n kn+ 1 _ kn lx.-x.1 

Xi-Xo + + · .. ) - 1-f-'- , 
por lo que es menor que (0.8)n(0.25). Esto proporciona una cota 
máxima estimada para la distancia de x al punto límite, cota que puede 
determinarse antes de que siquiera x2 ha}<¡ sido calculada. O 

4.4 SERIES DE TA YLOR 

Una de las aplicaciones importantes del uso de la derivada es la 
reexpresi6n de una funci6n en término de sus derivadas sucesivas. 
Nuestro prop6sito es el de extender este concepto a cualquier espacio 
vectorial. 
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'La serie de Taylor para una funci6n f:R-~R, toma la forma 

f(x+h) = f(x) + f'(x)h + (1/2!)f''(x)h2 + ... + (1/n!)f(n)(x)hn + ... 

Para la generalizaci6n de este resultado claramente encontramos el 
problema de gue h es un vector para el cual no tienen sentido las 
expresiones hn. Para solucionar este problema recordemos que, cuando 
fes una funci6n vector-+vector, f' representa un operador matricial en 
el que tiene como objeto de entrada a un vector, y a otro vector como 
salida. A;:i:h¡ si usamos las derivadas sucesivas para el mismo tipo de 
funci6n, f (v) requerirá de n vectores como entrada, resultando un 
solo vector de salida. Esto es, en el caso de f''(v)h2, debemos pensar en 
términos de (f''(v)·h)·h, que escribiremos simplemente f"(v)·h·h. 
Ilustramos esto con el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4 Consideremos la funci6n f:R2--.R, con f(x,y)=3x2+4xy 
+Sy2 y h=(a,b). Por el procedimiento de la secci6n anterior escribimos 

f(x+a,y+b) - f(x,y) = (6x+4y,4x+10y) ( bl + ... , 

con la regla usual de multiplicaci6n reng16n-columna. Podemos imaginar 
a f'(x,y) como el vector rengl6n (6x+4y,4x+10y). Si ahora (x,y) cambia 
a (x+a,y+b), entonces la derivada f'(x,y) cambia por (6a+4b,4a+JOb) 
pues f'(x+a,y+b)=(6x+6a+4y+4b,4x+4a+JOy+JOb) de esta forma 
podemos escribir 

f''(x,y) (b) = [[6,4),[4,10)] (6] 
Entonces, si queremos obtener el segundo término de la serie de Taylor 
escribimos 

(1 /2!)f'' (x,yJh2=(1 /2) (r (6,4)[4, J 0)] ( b J J ( b) =[J /2) (6a+4b, 4a+ tOb) ( b) 
=U /2)(6a2+4ab+4ab+ J Ob2 ) = 3a2+4ab+Sb2 

; 

como este término es una constante, entonces f[n)[x,y)=O para n)2, de 
forma que la serie se reduce a 
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f(x+a,y+b) = f(x,y) + f' (x,y) (a,b) + (1 /2)f'' (x,y) (a,b) (a,b) 

= 3x2+4xy+Sy2+(6x+4y)a+(4x+ 10y)b+3a2+4ab+Sb2 • 

Igualdad que puede verificarse directamente. o 

Una aplicaci6n del uso de la serie de Taylor en procesos iterativos 
surge en la definici6n del orden de un proceso iterativo. Si tenemos el 
proceso 

xn+J = g(x,), n=0,1,2, ••. , 

y xn se aproxima a una soluci6n s de x=g(x) (=g(s)), entonces 

X = S +e n n ( e es el error de x ). n n 

Si g es derivable varias veces, por la f6rmula de Taylor tenemos 

xn+l = g(xn) = g(s+en) = g(s) + g'(s)(xn-s) + (1/2)g"(s)(xn-s)Z+ •.. = 

= g(s) + g'(s)en + (1/2)g"(s)e~ + ... 

Al exponente de e en el primer término diferente de cero después de 
g(s) se le llama or'aen del proceso de iteraci6n definido por g. Ahora, 

n+J n+J n+ =>en+J=g'(s)e +(1/2)g"(s)e2 ... 
x -g(s)=x -=e J ) 

xn+rg(s)=g'(s)en+(1/2)g"(s)e~+ ..• n n n 

Si el proceso converge, e será pequeño para n grande lo que implica 
que e + 1 será en generalnmás pequeño (especialmente si el orden de 
convePgencia es grande). Así el orden resulta ser una medida para la 
velocidad de convergencia. 

Ejemplo 5 La iteraci6n de Newton es de segundo orden. 

Queremos encontrar una raíz s de f(x)=O mediante el proceso 

f(xn) M. 
xn+l = g(xn) = xn - f'(x) (en el límite, s = s - f'(~) = g(s)) ; 

n 
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ya que g(x) =' x - t~~) , tenemos 

g' (x) = 1 _ f' (x) f' (x)-f(x) f'' (x) = 
(f'(x)J2 

valuando en la raíz x=s, 

g'(s) _ f(s)f''(s) 
- (f'(s))Z 

f(x)f''(x) 
(f'(x))Z 

Como f(s)=O entonces g'(s)=O, por lo tanto, concluimos que el proceso 
de Newton-Raphson es de al menos segundo orden. 

Pudiendo ser de mayor orden observemos si existe la nulidad en la 
segunda derivada 

g'(x) = f(x)f''(x) =-
(f'(x))2 

g"(x) = (f'(x)) 2 f x)f'"(x)+f'(x f''(x) -2f(x)f'(x) f''(x) 2 

f'(x) 

valuando en x=s y utilizando f(s)=O tenemos 

"( ) _ (f' s)) 2 f'(s)f''(s) 
g s - (s) 

Ahora, como en general g"(s);i!O el proceso de N-R es de segundo 
orden. O 

Uno de los primeras aplicaciones significativas del análisis funcional al 
cálculo numérico fué la generalizaci6n de Kantorovich en 1948, del 
método de N-R para la soloci6n de ecuaciones; en su trabajo, 
kantorovich no s6lo mostr6 esta generalizaci6n, sino que además, di6 una 
elegante prueba para su convergencia y para estimar su tasa de 
convergencia. El construy6 una cierta iteraci6n de tipo tradicional 
(R-+R) y mostr6 que la iteraci6n generalizada se comporta tan bien, o 
mejor que esta iteraci6n. 

Para justif,icar el método de Kantorovich es necesario usar la idea de 
integraci6n' en espacios de Banach; así, antes de tratar con su trabajo 
describiremos rápidamente los principales conceptos de integraci6n 
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generalizada, obteniendo resultados similares a los del éalculo (pero 
debemos insislir en la nueva riqueza, y sus complicaciones, de las 
herramientas utilizadas}. 

4.5 INTEGRACION GENERALIZADA 

En la idea clásica de integraci6~ la integral está definida como el 
límite de una suma. Para definir f f(x)dx cortamos el intervalo [a,b] en 
un número de pequeños subintervafos y consideramos ::Ef(x}6x, donde x 
representa algún valor escogido en el intervalo de longitud 6x. Si f es 
contínua en el intervalo finito [a,b], entonces ::Ef(x}li.x tiende a un límite, 
sin importar como los valores de x sean escogidos dentro de los 
subintervalos, cuando el número de éstos tiende a infinito y sus 
longitudes tienden a cero. 

Para analizar la forma que tomaría la generalizaci6n de este concepto 
n6tese que, en la discusi6n anterior, 6x es una diferencia, x + 1-x , por 
lo que parece que la generalizaci6n requiere que la substflacci&\ sea 
posible. Esto sugiere que reemplacemos a x por v, un elemento de un 
espacio vectorial. Ahora, si ::Ef(v}6v va a tener significado, cada uno de 
los términos f(v}6v debe de ser capaz de ser añadido; esto sugiere que 
estos términos también deban ser elementos de un espacio vectorial. 
Queda a&i el problema de que debe de ser f(v}: f(v} no puede ser del 
mismo espacio que li.v pues en general no existe forma de multiplicar 
dos vectores de alg&i espacio vectorial dado. De seguro f(v) podría ser 
simplemente un número real, pero esto difícilmente sería una 
generalizaci6n. De nuestro trabajo dei diferenciaci6n sabemos que 
existen ecuaciones del tipo w=M6v+ ... , donde M se especific6 como una 
matriz, o más generalmente como un operador lineal. Como la 
integraci6n es más o menos la inversa de la diferenciaci6n, esto sugiere 
que tomemos a f(v} como un operador lineal. 

Ya que desarrollar formalmente el c~lculo integral en espacios de 
Banach excede a los prop6sitos de este trabajo, consideraremos un 
ejemplo muy simple e introduciremos las principales ideas de la 
integraci6n generalizada a través de él. Supongamos que v=(x,y} y 

77 



f(v) = [ l 3+~y] . 
Sea (6X,6 Y) = f(v)ó.v. Entonces 

[~~1 = [1 3{2y] [~~], (1) 

Como trayectoria de integraci6n (para el lector familiarizado con la 
integral de línea los conceptos manejados aquí no resultarán 
sorprendentes), tomemos el segmento de línea de (0,0) a (7, 1). Como 
una cruda aproximaci6n a la integraci6n dividimos esta trayectoria en 
10 piezas iguales, y en f(v) tomamos a v como el punto medio del trozo 
en cuesti6n. Todos estos intervalos son iguales, ó.x=O. 7 y Lly=0.1 para 
cada intervalo. 

El punto medio del primer intervalo es (0.35,0.05), de modo que la 
contribuci6n a la suma f(v)ó.v del primer intervalo es 

ro.35 o.os] fo. 7) - ro.2s] l 1 3.1 lº·J - ll.01 

De la misma forma obtenemos un vector f(v)ó.v de cada uno de los otros 
9 intervalos, y tenemos la siguiente tabla de las 1 O contribuciones: 

ó.X Ll y X y 

0.25 1.01 0.25 1.01 
0.75 1.03 1.00 2.04 
1.25 1.05 2.25 3.09 
1.75 1.07 4.00 4.16 
2.25 1.09 6.25 5.25 
2.75 1.11 9.00 6.36 
3.25 1.13 12.25 7.49 
3.75 1.15 16.00 8.64 
4.25 1.17 20.25 9.81 
4.75 1.19 25.00 11.00 
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Las primeras dos columnas, encabezadas por .ó.X y t:i. Y, muestran las 
contribuciones individuales. Las últimas dos, encabezadas por X y Y, 
muestran como las coordenadas de Lf(v)t:i.v crecen conforme la suma se 
acumula. La entrada final (25,11) proporciona un estimado del valor de 
f f(v).ó.v, obtenido de la trayectoria directa de (0,0) a (7, 1). Para 
obtener una mejor aproximaci6n de la integral podemos tomar 
intervalos mlis pequeños, pero el número de clilculos sería mayor. En 
su Jugar podemos aplicar la maquinaria desarrollada en el cMcuJo para 
este problema de dos dimensiones. Si escribimos x=7t y y=t, entonces 
cuando t viaja de O a 1, el punto (x,y) viajará de (0,0) a (7, 1). Por 
otro lado, de la ecuaci6n matricial (1), sabemos que .ó.X=x.ó.x+y.ó.y, y 
por susliluci6n encontramos que .ó.X=(7t) (7 .ó.t)+(t) (6t)=S0t6t, con lo que 
X=L50t6t, que es una aproximaci6n a Jb50tdt=25. Similarmente 
encontramos que Y=J 1. Estos valores corresponden exactamente con 
nuestros estimados por el método aritmético: este hecho es resultado 
de que en nuestro ejemplo la matriz envuelve s6lo expresiones de 
primer grado en x y y, pero en general esto no se espera que suceda. 

El esquema usado anteriormente, para el cual una integral a lo 
largo de una línea (o curva) fué cambiada por una integral con respecto 
al tiempo t, no se restringe ¡¡ problcmm; finito dimensionales. Si un 
vector v podemos hacerlo viajar a lo largo de un camino prescrito 
mediante v=v(t), donde t viüja de a a b, y si la derivada v'(t) existe y 
es contínua para estos valores de t, entonces puede probarse que 

b f f{v)dv = f f(v)v' (t)dt. 
a 

En nuestro trabajo posterior en el método de N-R, necesitaremos este 
resultado s6lo en el caso mlis simple, cuando v viaja a lo largo del 
segmento de línea de v(a) a v(b). Si suponemos que esto lo hace con 
velocidad constante, entonces v'(t)=[v(b)-v(a)]/[b-a]. 

Otro resultado familiar subsiste en esta situaci6n, 

f <ti' (v)dv = </J(v1)-</J(v0); 

la integral en este caso viaja a lo largo de la línea que une a v0 con v1• 

Se supone cjue <ti' (v) estli definida para cada v en este segmento de línea y 
f~}I que <ti y <ti' son contínuas. 

~'.f.'(J,l~o 
liJ l111/f1 • 

'{/ flp flJ :t7 "' "'~;¡ ¡-tl ,,, .,,,,.¿,¡_ t1 !J'S 
f.fJi 
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También de tipo familiar es el hecho de 
continuamente del tiempo y T 

que si v(l) depende 

entorces cfi'(D=v(T). 

cfi(D = f
0 

v(t) dt , 

Existen tres desigualdades frecuentemente usadas que pueden ser 
recordadas fácilmente con ayuda de este esquema de integraci6n. 

1.- Si un punto se mueve con una velocidad v(t) entre t=a y algún 
instante posterior t~, la distancia entre este final y la posici6n inicial 
está dada por l IJ v(t)dtl I· Supongamos que deseamos hacer esta 
distancia tan larga domo sea posible, sujetos a que la velocidad 11v(t)11 
esté prescrita para cada instante. Es decir, nosotros controlamos la 
direcci6n de movimiento pero no la magnitud de la velocidad. 
Claramente recorreremos una distancia mayor si viajamos siempre en 
]% misma direcci6n en cuyo caso, la distancia cubicrt¡¡ será 
J 11 v(t) 11 dt. La desigualdad que expresa que esta distancia no puede ser 
e~cedida es 

llCv(t) dt 11 s tbl ¡v(t) l ldt. (2) 

2.- Si aplicamos la desigualdad anterior a J~ f(w)w' (t)dt tenemos 

j jf:rrwJw'ttJdt 11 s f: !lftwJw'ltJ l ldt. 

Considerando ahora que el operador f(w) actúa sobre el vector w' (t), por 
definici6n de norma de operador tenemos que 

l lf(w)w'(t) 11 s l lf(w) 11 1lw'(t)11, 

y así, 

l ltbf(w)w'(t)dt 11 s CwcwJ 11 llw'(tJ 11 dt. (3) 

3.- Finalmente, sabemos que" 
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b 
cp(w 1)-<P(Wo) = f cp'(w)dw = f cp'(w)w'(t)dt, 

a 

donde Wo=w(a) y w1=w(b). Aplicando la desigualdad (3) con f(w)=<P'(w) 
tenemos 

. b 
ll<Plw1)-cp(wolll S J ll<P'lwlll llw'ltlll dt. (4) 

a 
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CAPITULO 5 

EL METODO DE NEWfON-RAPHSON 
GENERALIZADO 

5.1 INTROOJCCION 

Al inicio del estudio se exammo una forma iterativa de 
aproximación al número irracional '\/2 como una aplicación del método 
de Newton-Raphson en R. En aquef primer capilulo se consideró la 
posibilidad de obtener por el mismo método, soluciones a diversos tipos 
de ecuaciones - numéricas o funcionales. A lo largo de los capilulos 
subsecuentes nos concentramos en mostrar resultados importantes del 
cálculo elemental que podían ser aplicados a objetos de mayor 
generalidad, como los espacios vectoriales; de esta forma llegamos a la 
parte central de nuestro estudio. 

La generalización del método de N-R se manifiesta como una 
impcrtante aplicación del análisis funcional, ya que mediante su uso 
podemos hallar raíces de ecuaciones en cualquier espacio de Banach. El 
método fué desarrollado para ecuaciones en números reales durante el 
siglo XVII por Newton y Raphson. 

El capilulo se divide en 3 secciones. La primera se inicia 
recordando el planteamiento del método del primer capilu!o, y luego 
aplicamos conceptos y resultados tratados a lo largo del estudio tales 
como espacios de Banach, norma de operadores, diferenciación y mapeo 
inverso, para presentar la generalización del me1odo de N-R; sin _pérdida 
de generalidad, al método se le dá una pequeña simplificacion para 
ahorrar cálculos, lo que inmediatamente se ejemplifica al tratar una 
ecuación diferencial. 

En la segunda sección se ejemplifica la prueba de Kantorovich para 
validar la convergencia del ¡:iroceso; !a justificación teórica de esta 
prueba se presenta en el apéndice tanto para el método de N-R como la 
del método simplificado. Por último, se da una serie de ejemplos en 
los que podemos observar propiedades importantes y la forma de 
aplicar el método en diversos espacios vectoriales. 
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5.2 EL METODO OC NEWfON-RAPHSON 

Recordemos el planteamiento dado en el primer capílulo, en él 
encontramos que para obtener una solución x• a la ecuación x=f(x) o lo 
que es lo mismo g(x)=O en el que g(x)=x-f(x), podíamos tomar el 
proceso iterativo 

g(x,{ 
xn+t=xn- g'(x,) ,n=0,1,2, .•. 

Como vimos en el ejemplo S del capílulo anterior, el proceso es de 
segundo orden con convergencia cuadrática por lo que el proceso 
converge muy rápidamente; como muestra observamos en la sección 1.4 
un proceso en el que f'(x*)=O, lo que hacia que la convergencia de x a 
x• fuera muy rápida. El proceso se ejemplifica en la figura 26, n 

fig 26 X 2 

en la figura tenemos que la tangente a y=g(x), en el punto x0 se 
representa por la regla 

·y - g(x0) = (x-x0 ) g' (x0) ; 

sí encontramos la intersección de esta recta con el eje de las x's 
(y=O y x=x1), obtenemos a x1 en función de x0 , 

- ~. 
Xi - Xo - g'(xo) ' 

de igual forma a x2 en función de x1, y así logramos el proceso 
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iterativo de solución para x•. El método se generaliza inmediatamente a 
espacios de Banach. Si X cs cualquier espacio de Banach y la función 
g:X-t-X es diferenciable, entonces 

g(xo+h) = g(xo) + g'(x0)h + .... 

Si olvidamos los puntos suspensivos podemos encontrar una analogía a 
la ecuación y-g(x0)=g'(x0)(x-x0). Tomando g(x0+h)=O tenemos g(x0) + 
g'(x0)h=O, de donde h=-[g'(x0lt1g(x0) por lo que 

x 1 = Xo + h = Xo - [g'(xo)J- 1 g(xol· 

Repitiendo el mismo procedimiento n veces tenemos 

obteniendo así la generalización del método de Newton-Raphson. 

Cuando trabajamos en el cálculo elemental, nuestras funciones 
tienen la forma g:R-t-R y tenemos una idea del monto de cálculos que 
tendremos que hacer para iterar la función definida y obtener x de x , 
para lograrlo debernos encontrar g' (x ) , y dividir g(x ) entre ~· (x ) :i-~n 
el caso de la ~eneralización a vectore1a, el proceso sendificulta al l1ratar 
de obtener [g (x ¡¡-1 debido a que g bien puede ser una matriz o un 
operador integraP para los cuales no sea tan fácil obtener su inversa, y 
esto se tendría que calcular para cada iteración. Este panorama nos 
muestra un proceso muy laborioso y poco recomendable para encontrar 
soluciones a ecuaciones de diferentes elementos a los de función de 
variable real; por esta razón, es frecuente usar un procedimiento 
modificado, que nos ahorra en forma considerable el trabajo. 

Si, en el caso g:R-t-R, en lugar de usar las tangentes en los puntos 
sucesivos. x , usamos líneas paralelas a la tangente inicial (fig 27), 
resultaría ef esquema xn+l=xn-[g'(xo)J- 1g(xn). 
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fig 27 

En efecto, la tangente inicial tiene la ecuación y-g(x0)=g'(x0) (x-x0), y su 
itersección x1 con el eje de las x's es 

x 1 =x0 - ~((x)) • 
g Xo 

Para encontrar x2 tomamos la ecuación de 12 

cuya intersección x2 con el eje x es 

__glliL 
X2 = x 1 - g'(xo) , 

en donde x2 está en función de x 1 y de una función en x0 • En general, al 
escribir xn+ 1 en función de xn tenemos 

x - x - g(xn) 
n+1 n g'(x0) • 

Nótese que el denominador permanece constante en el proceso. 
Generalizando el resultado anterior para nuestro método de N-R en 
espacios de Banach, se obtiene el proceso 
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Xn+i = Xn - ( f'(XQ) r1 f(xn) 

n=0,1,2, ... , 
[!) 

que requiere el cómputo de un solo operador inverso. Para ilustrar el 
método damos el siguiente ejemplo detallado. 

Ejemplo 1 Deseamos resolver el problema de valor inicial 

y' + yz = (X+ n-2 
' y(O)=J' x:?:O. (2) 

Para encontrar una aproximación a la solución y• del problema de 
valor inicial obtendremos una secuencia de aproximaciones y0 , y1, y2 , 

... , en la que Yn+J se encontrará más cercana a la solución y• que y 
en el sentido de que 1 IY +rY'l l~l IY -y'j j. Por Jo pronto, en est~ 
ejemplo nos limitaremos na obtener uR esquema del método de N-R 
modificado para el problema de valor inicial propuesto. 

Tornaremos como aproximación inicial de la solución a la función que: 
hubiera satisfecho la ecuación anterior si el lado derecho de la misma 
hubiera sido O en Jugar de (x+J)-2

; es decir, tomaremos como primera 
aproximaci6n la solución a la ecuación homogénea de primer orden 

y' + j2 =O , y(O)=l 

Claramente, Ja función que buscamos es y0 (x)=(x+1)-1, porque 

}6+% = -(x+J)-2 + (x+1) 2 =O. 

Si tomamos cualquier fl.Ulción diferenciable y=y(x) en la ecuación 
inicial, Jos lados de la ecuación diferirán por un error 

e(x) = y'(x) + [y(x)]2 - (x+1¡-2. 

Nuestra meta es encontrar una fl.Ulción y que haga este error 
desaparecer para todo x:?:O. Así, si f(y)=e, queremos resolver f(y)=O. 
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Utilizaremos el método de N-R modificado, explicándolo en este 
contexto más general y presentando una justificación de la prueba de 
Kantorovich para sucesiones convergentes en LD1 espacio de Banach. 
Esta prueba asegura la convergencia de la aplicación del método. 
Presentamos el método por pasos. 

1.- Inicialmente buscamos f'(y). Desde luego, esto no es tan fácil como 
en el cálculo elemental, pues f es un operador entre espacios de 
funciones. Para determinar f' (y), n6tese que, si cambiamos a la función 
y por la función y+h, el error cambiaría a e(x)=e(x)+k(x)+ •.• , donde 

e(x) = (y+h)'(x) + [(y+h)(x)]2 - (x+1)2 = e(x) + h'(x) + 2y(x)h(x) + h2(x). 

Aquí, en k(x) se agrupan los términos lineales en h, por lo que k(x)=h' (x) 
+2y(x)h(x). Como y(O)=J, se requiere que (y+h) (O)=y(O)+h(O)=J, que 
obliga a que h(O)=O. Desde luego, h debe ser una fLITTción diferenciable. 
Ahora, f' (y) es la función que, para y fija, asocia h con k. Valuando 
f'(y) en y0(x)=(x+n-1, obtenemos la función f'(y0):ri-.k definida por 

k(x) = h' (x) + ( 2 h(x) (x + n-1 1 (3) 

2.- Necesitamos ahora determinar el operador inverso [f'(y0)j-1. La 
ecuaci6n diferencial (3) se puede resolver fácilmente convirtiéndola en 
una ecuaci6n diferencial exacta, lo que se logra multiplicando por 
(x+ J) 2 ambos lados de la ecuaci6n, de forma que podemos integrar 
explícitamente de O a x y usando el hecho de que h(O)=O tenemos: 

Íf(s)(s+J)2 ds = I:d~ (h(s) (s+1)2) ds, 

= h(x) (x+W. 

Así, despejando h(x) tenemos la función k-..h que necesitamos como 
[f'(yoJtl, 

h(x) = (x+ n-2 I: (s+ n2 k(s) ds. (4) 
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3.- Consideremos ahora ta iteración 

de la ecuación (4) vemos que [f'(y0)J-1:k-+h es el operador 

(x+ W 2 J 
0 
x(s+ J) ~ [ J ds 

para el cual k(s) es la función de entrada y h(x) es la furdón de salida 
del operador al aplicar el método de N-R modlficado, la expresión de 
entrada F(y ) tiene que ser insertada en el espacio entre los corchetes. 
Como f(y)=~, la expresión que necesitamos es 

Y +1 =y - (x+J)-;¡ (X(s+J)Z e (s) ds 
n n )o r: 

=y - (x+n-z rx(s+1)2 [.Y.'(s)+~(2)-(s+n-ZJ ds , n )0 n n 

separando la integral en tres tfirminos e integrando el primero de ellos 
por partes, resulta que 

Yn+J = (x+n-2
( yn(O) + f0~(s+1)yn(s)ds - JJs+1l2fri!s)ds + x ), 

finalmente, simplificando 

y +l = (x+0-1 + (x+n-2f l2!s+J)y (s) - (s+1)2y (s)] ds. (5) n 0 n n 

Esta es la fórmula de Hernción que muestra como obtener y 1 de y • 
Denotamos en adelante a y +J por S(yJ. Obslirvese que [f(y0)p=lr:h-+k lls 
lB1 operador lineal, y S no 1o es. 

4.- Llevartdo a cabo los cálculos indicados, y tomando el valor inicial y0 
como (x+ n-1, tenemos los resultados iniciales del proceso de N-R 
modificado: 
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Yo(x) = (x+J)-1, 

Y1M = (x+J)-1 + x (x+J)-z, 

rz(x) = (x+J)- 1 + 2 (x+J)-2 Ln (x+t) - x (x+J)-3, •••• 

Después de estas primeras aproximaciones el cálculo para las 
siguientes expresiones viene a ser mucho más complicado (obsérvese la 
existencia del logaritmo en y2) , por lo que sería más conveniente usar 
integración numérica de aquí en adelante. 

5.3 LA PRUEBA OC KANTOROVIQ-1 

La seguridad de que el proceso definido por la iteración de N-R 
modificada, y +l=S(y ) converge a una soluci6n viene dada por la prueba 
de Kantorovic71, esta nprueba se basa en la b6squeda de otro ·proceso 
iterativo cp(t) de dominio e imagen reales cuyo comportamiento es 
inferior o igual al de S(y) en cuanto a la rapidez de su convergencia (de 
tal forma que, si el proceso en S(y) no converge, tampoco lo hará el 
proceso en cp(t)). Para ello consideramos un proceso iterativo cp:R-.R, 
t-.cp(t) es decir, tn+1=cp(t ) con t0=0, t ~O, y las siguientes 
propiedades: n n 

(a) El primer "salto" para y no es más largo que el primer salto para t, 

l lri(x)-yo(x) 11 S !ti-tul = !ti! = t, ; 

?5!es~ que ltn+,rtnl=tn+J-tn' pues en el proceso <f>(t) los números tn 
iran mcrememahdose. 

(b) yn+L=S(y) es al menos tan bien comportada como la iteración 
tn+ c<P(t f1, en el sentido de que 11 y n+ rY 11, la lo~itud del n-ésimo 
eslaoón cPe la cadena de puntos de y, nunBa excedera a 1 t 1-t ¡, la 
longitud del eslabón correspondiente en la cadena de númétlik Peales 
t; es decir, 

l IS(y)-y 11 $ rJ>(t H . 
" n n n 
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La condición (b) puede interpretarse en términos de la longitud total de 
la cadena, es decir, l IY-Yol l!>t implica que l IS'(y) l l~<i>'(t). 

La comparación con la iteración t ~(t ) sólo será útil si esta 
última iteración converge. Así, supondre?nos qfk existe ct>', por lo que <ji 
debe ser contínua, de tal forma que la iteración convergerá a una 
solución t=ct>(t) que llamaremos a esta solución T. Supondremos también 
que <ji está definida en un intervalo que incluye a [O,t]. Como nuestro 
propósito es obtener llS'(y) ll!>ct>'(t), debemos tomar ct>'(t)":<:!O, de modo 
que et> será una función creciente. 

La figura 28 muestra una situación típica; en ella, la gráfica de z=ct>(t} 
cruza la gráfica de z=t donde t=T. Es claro que los números D,tl>t2 , ... 

forman una sucesión creciente y que tal sucesión converge a T. 

fig 28 

Es importante justificar la proposición de que cada eslabón de la 
cadena y0 , y., y2, ••• no es más grande que el correspondiente eslabón de 
la cadena O, t 1, t2 , •••• La restricción (a} establece que el yrimer 
eslabón en la cadena de y's no es más grande que el primer eslab6n de la 
cadena de t's, de tal forma que nada necesitamos probar para estos 
primeros eslabones. · 

Para los segundos eslabones queremos EJrobar que 11 Y2-(.rl 1~1 ti-tri. 
Como yz=S(y1)=S(S(yoll, tenernos! 1YrY1 l i=l IS(y,}-S(yo} 1 , el cual 
puede ser estimado en términos de 1 S' (y) 11 · Si nosotros arrancarnos 
de un punto y0 en un tiempo t=O y viajamos a lo largo de una recta, con 
velocidad constante, para llegar a un punto y1 en un tiempo t=t" esta 
velocidad será ily'(t) ll=llri-Yoll/t,; flE:ro, por la hip6tesis (a), 
11 y1- y0 11 !>t1, lo cual muestra que 11 y' (t) 11 !> J - la rapidez de 
movimiento nunca excede de J. Por lo tanto, en cualquier tiempo t en el 
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intervalo [O,t¡], la distancia de entre y y el pmto de partida y0 no puede 
excederse del tiempo t, 11y-y0 11 :>;t; y por la condici6n (b) tenemos que 
l IS'(y) 11:>;.P'(t). Con ayuda de resultados obtenidos en la secci6n de 
integraci6n generalizada tenemos 

l!S(y1J-S(yol ll=l lfo~•(yl y'(t) dtl l:>;f J11s'(y) 11 l IY'(t) 11 dt 

s: t~·(t) dt • 

en donde empleamos tanto el que l IS'(y) 11:>;.P'(t) como el que-
11 y' (t) 11:>;1. Finalmente obtenemos 

l IY2 - Y111 = l IS(y1l - S(yol 11 :>; fo<ii•(t) dt = <fi(ttl - <fi(to) = l2 - ti . 

Así, comenzando con l IYrYt 11 logramos obtener t2-t1. Para los terceros 
eslabones procederemos similarmente. Como l IYJ-Y2 l l=l IS(y2)-S(y1l 11, 
arrancamos del pmto y1 para continuar el viaje, moviéndonos con 
velocidad constante desde y1 en t 1 hasta y2 en t 2 • Hemos probado que la 
longitud del eslabón es menor que t 2-t 1, así que la rapidez no vuelve a 
exceder a 1 . En consecuencia , entre el tiemr t=O y t=t2 , el pmto y se 
ha movido con una rapidez de a lo más , por lo que la distanc:ia 
recorrida desde el punto inicial no excede a t. Por la estipulación (b), 
la condición 11y-y0 11 :>;t es satisfecha, y entonces concluimos que 
l IS'(y) l l:S::<fi'(t) aún es válido. Por el mismo tipo de argumento resulta 
entonces que 11 YrY2 l I :>;t3-l2. 

Es claro que esta construcción puede ser continuada en forma 
indefinida, que la rapidez de y nunca excederá la unidad, y que el 
resultado para cada paso es base para obtener el siguiente. La exactitud 
de la prueba puede ser establecida por inducci6n matemática. La 
informaci6n acerca de la cadena y0,y.,y2, ••• as! obtenida nos permite 
concluir que la iteraci6n converge a un límite y. 

Claramlmte la prueba s6lo puede ser aplicada después de que una 
funci6n particular <P haya sido construida; para ayudamos en mostrar la 
aplicaci6n de la prueba volveremos a nuestro ejemplo del problema de 
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valor inicial de la secci6n anterior. De los resultados obtenidos para 
este ejemplo, al utilizar las aproximaciones y0 (x) y y1 (x) tenemos 

Y1 (x)-yo(x) = X (x+ n-2 • 

Esta función se incrementa hasta x=J después comienza a decrecer. Si 
nos limitamos al intervalo [O,a] para x, con O(a$;J, entonces 

l IY1-Yo 11 =a (a+ n-2 

en la norma usual para C[O,a]. La condici6n (a) requiere que 
l IY1-Yol l$;c/l(O) y satisfacemos esto sencillamente al escoger 

cp(O) = a (a+ n-2 • 

La condici6n (b) envuelve S' (y), la cual debe ser computada. Para 
el aparador 5 definido por la ecuación (5) (ignorando el subíndice n en 
tal ecuaci6n debido a que necesitamos S(y) y no S(y,.)), se tiene que 

S(y+h) = (x+J)- 1 + (x+n-2 rf2(s+J)(y+h)(s) - (s+1)2(y+h)2(s)] ds, 
JO 

S(y) = (x+W1 + (x+n-2f}2(s+J)y(s) - (s+J) 2y2(s)J ds, 

S(y+h)-S(y) = (x+n-2fJ2(s+J)h(s) - 2(s+J) 2y(s)h(s) + h2 (s)J ds, 

si el incremento h a la funci6n y es pequeño, podemos aproximar el 
impacto en 5 por 

·X 

S(y+h)-S(y) "= S'(y)h·(x) = (x+n-2 Jor 2 (s+J) - 2 (s+ll 2 y(s)] h(s) ds, 

y escogiendo a h como una fmci6n unitaria - con norma 1, podemos 
establecer una cola para la magnitud de este operador diferenciaf: 

111'(y) 11 = sup { (x+n-2 roí 2(s+t) - 2(s+t) 2 y(s) 1 ds}. 
0$;x$;a J' 
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Como no sabemos qué funci6n representa y, parece imposible a 
primera instancia encontrar la norma del operador y no es claro qué es 
lo que debieramos hacer para continuar. La clave se encuentra en la 
proposici6n (b): tenemos el problema de encontrar cp tal que l IY-Yol IS:t 
=1- 11 S' (y) 11 S:cp' (t). 

Ahora, y0 (s)=(l+s)-1
, por lo que l IY-Yol IS:t quiere decir 

1 (s+ W 1 - y(s) 1 S: t; 

multiplicando ambos lados por 2(s+1) 2 resulta que 

l2(s+J) - 2(s+J)2y(s) 1 S: 2t(s+1)2, 

desigualdad en la que observamos el integrando de la ecuación (5). En 
consecuencia, cuando 11Y-Yo11 <;:;t tenemos 

llS'(y) l IS:sup f (x+J)-2 J-x2 t (s+1) 2 ds }- ; 
os:xs:al o 

como 

C(s+1)2 ds = [(x+1) 3 - J] / 3 < (x+J)3 ¡ 3 , 

encontramos que llS'(yllj S:~Bt(x+J)/3} = 2t(a+1)/3, por lo que 
si tomamos cp'(t)= 2t(a+ )/3'a5e~uraremos que la condici6n (b) sera 
satisfecha. · 

Así, la siguiente funci6n reune ambas condiciones: 

a a+J 2 
cp(t) = (a+1)2 + -3-t · 

Iniciando con t0=0 vemos que la iteraci6n t ~(t ) convergera 
rapidamente. Sabemos que la iteraci6n y -+S(y ) fo hai-tr al menos tan 
bien. Sin embargo nuestra informaci6n fGncionan para un intervalo muy 
corto - solamente para (O,a]. Con valores de a m6s grandes nosotros 
sabremos que pasara para un intervalo mayor, pero la tasa de 
convergencia sería menor. Debemos recordar que nuestro 6nalisis est6 
basado en la hip6tesis de que aS:J. Para a) 1 habríamos tenido que 
considerar la funci6n: 
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<J>(t) = 0.25 1- [ t2 (a+J)/3]. 

Existe una barrera natural en nuestra invesligaci6n en a=2, Si a) 2 la 
ecuaci6n t=<j>(t) no tiene raíces reales y la iteraci6n t -+<j>(t ) no puede 
converger. Esto no prueba que la iteraci6n y =S(y ) dlverjanpara x)2; 
meramente quiere decir que nuestro presenPe mifiodo para probar la 
convergencia se evapora. 

5.4 OTROS EJEMPLOS 

A continuación expondremos algunos ejerc1c10s que pueden 
ayudamos a dominar mejor el método, analizando en ellos algunos 
resultados importantes que ayudan a la simplificaci6n del mismo. 

Ejemplo 2 Encontrar el operador S correspondiente a la funci6n 
f:R2-+R2 , (x,y)-+(f1(x,y),f2 (x,y)) con el valor inicial (0.J,-0.6), donde 

(f1(x,y),f2 (x,y)) = (xy+0.07,x2+y2-0.41). 

Determínese una flU1ci6n <f>:R-+R que permita examinar la convergencia 
del proceso de N-R. 

Tenemos 

f(x,y) = ( xy + 0.07 , x2 + y2 - 0.41) , 

f' 1 1 [ar,;ax ar,; ay] [y x J (x,y) = f x,y) = ar21ax af2/ay = 2x 2y ' 

[f'(x,yW' = 2(/x2) [~Jx -;] ' 
[f'(xo.YoW' = - j [~2 J) • 

y se requiere encontrar (x,y)ER2 tal que f(x,y)=(0,0) por el método 
modificado de N-R - véase ejemplo 4 del capilulo 1. El operador 
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S:R2_.R2 proviene de la ecuaci6n 

(xn+l'yn+l) = (xn,yn) - [f'(xo,yo)J-1f(xn,yn)' 

de modo que 

S( l _ ["] 1 [12 1) fxy + 0.07) x,y - y + 7 2 6 lx"+;l-0.41 · 

De aquí resulta ~ue ) _ 1 [12 1] f y x} -( 1 0 ] 
S (x,y - I + 7 2 6 l2x 2y con I - O 1 . 

En este ejemplo convenimes usar la norma infinito 11 · l I ill valuar el 
término 11 S' (x+x0,y+y0) 11, esto lo hacemos para acotar lW norma en un . 
valor no muy grande, recuerde que l l • l l 1~ l l · l l 2~ ••• ~ 11·11 (ejemplo 5, 
capílulo 3); para la prueba, el lector puede usar la norma q'& mejor se 

. acomode a su problema particular. Así, 

( ) 
, 0 1 ) _ 1 12x + 12y 12x+2yJ· 

S (x+ · ,y-0.5 - 7 l12x+2y 2x+12y ' 

llS'(x+0.1,y-0.6)11
00 

= j sup fl2x+12y+12x+2yj,l12x+2y+2x+12yl} 

= ? l2x+12y+12x+2yl = ? l14x+14yl 

~ 2(jxl+lyll ~ 2(t+t) = 4t = </J'(t), 

siempre que lxl~t y IYl~t. Ahora bien, de la primera iteraci6n con S 
obtenemos - - -l 0.1] 1 [12 1] [(0.1) (-0.6)+.07 J (x1>y1)-S(xo,Yo)-S(O. l ,-0.6)- -0.6 +7 2 6 (0.1)2+(0.6)2+0.41 

[
D.11143) 

- -0.63143 ' 
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por lo que la longitud de la primer eslabón de la cadena para S cumple 

11(xo,Y0Hxi.Y1l11 = 11(0.1,-0.6)-(0.11143,-0.63143)l1
00 

= sup (0.01143,0.03143} S: 0.0315, 

t así podemos afirmar que la iteraci6n para <f¡(t) con t 0=0 que sirve de 
'cota pesimista" para la iteraci6n de S puede estar dada por 

<f¡(t) = .0315 +Jt4s ds = 0.0315 + 2t2 • 
o 

Si comparamos este método con el empleado en el ejemplo 4 del 
capílulo podemos observar fácilmente que el método de N-R 
modificado es m!is eficiente para encontrar una buena aproximaci6n a la 
soluci6n en cuanto a su rapidez de convergencia. A continuaci6n 
mostramos los resultados de ambas iteraciones, iniciando con (x0,y0)= 
(;r::0 ,u0)=(0.1,-0.6): 

iteración 1 -

iteración 2 - [
1? 1 ] [X +y +.07 } 
2 6 x~+~-0.41 ; 

iteración 1 iteración 2 

n X:n un X Yn n 
o 0.1 -0.6 U.I -.b 
1 g: ¡¿96 

-O,ti4 0.111429 -.631429 
2 -0.6283 o .1!097' - .630573 
3 0.110738 -0.631527 0.1!!004 -.630620 
4 o. 110804 -0.630438 o .1! 1002 -.630617 
5 0.1109'49 -0.630708 0.111002 -.630618 
6 0.1!0973 -0.630606 0.!!1002 -.630618 
1 o. !10993 -0.630627 
8 0.110998 -o .630617 
9 0.111001 -0.630619 
10 0.111002 -0.630618 
!! 0.1!1002 -0.630618 

Observando los últimos renglones de cada tabla es claro que la 
iteraci6n 2 converge m!is r!ipidamente. !J 
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Ejemplo 3 Para f:~~:R2 dada por (x,y)-+(x2+y2-200,y3+xy-x3) 

valor inicial (x0,y0)=(1O,1 O), demostrar que [f' (x0,y0)]- J =N, donde 

1 [310 -20) 
N = ! 2000 290 20 • 

y el 

Encuentre una funci6n <t>:R-+R que permita evaluar la convergencia de 
N-R. 

Claramente, 

_ 1 _ lr 2x 2y l 
f'(x,y) - f(x,y) - y-3x2 3y2+xJ• 

[
20 20) f'(xo,Yol = -290 310 y 

lf'( )J -• _ 1 [310 -20]- N xo,Yo - 12000 290 20 - · 

Para calcular S' (x,y) tenemos, por definici6n de S, 

[
X ] [x2+y2-200 l S(x,y) = y - N y3+xy-x3 J, 

con lo que 

, _ [ 2x 2y] S (x,y) - I - N y-3x2 3y2+x • 

Si valuamos el operador S' (x,y) en el punto inicial (x0,y0) tenemos 

• [ 20 20] S (x0,y0) = 1-N _290 310 = I - I =O; 

este resultado no es sorprendente pues, de la ecuaci6n (5), S(x,y)=(x,y)
[f'(x0,y0)J-1f(x,y), por lo que S'(x,y)=/-[f'(x0,y0)]-1f'(x,y), y entonces 
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En este caso 

, _ [ 2(x+!U) 2(y+10) ) 
S (x+xa,y+yo) - J - N [y+J0)-3(x+J0)2 3(yt10)2+(x+JO) 

[
- ) 

_ N 2x 2y I 
- - ,-3x2-60x+y 3y2+60y+x) 

_ J [3x2+91 x-y -3y2-x+29y] 
- 600 -3x2-3tx+y 3y2+x+B9y ' 

cuya magnitud satisface 

1 { j3x2+91x-yj+j-3y2+29y-xj) 
11 S' (x+xo,y+Yol l I = 600 max 

l-3x2-31x+y1+l3 y2+89y+x1 

~ J { 3t2+91 t+t+3t2+29t+t, } 
600 max 3t2+31 t+t+3t2+89t+t 

= 6bo (6tz+122t1 s: 1Óo tz + + t, 
por lo que puede escogerse <P' (t)=t 2/ 100+t/3. Ahora bien, (x0,y0)= 
(10,10) y (xi.y1)=S(x0 ,y0)=(10+1/6,10-J/6); por lo tanto, 

11 (xo,Yol - (Xi.Y1l 1 lro = 1 /6 

y una función adecuada para la prueba de Kantorovich es 

<f>(t) = + + Ío( 1cfo + +) ds = 36~ + 4-1- · o 
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Ejemplo 4 Sup6ngase que la funci6n f:Rn-.Rn se encuentra definida 
por F(v)=Mv+g(v) con matriz constante M, que la ecuaci6n f(v)=O es 
resuelta por el método de N-R con el vector inicial v0 , y que g'(v0)=0. 
Pruebe que Ses la funci6n v-. -!vt1g(v). 

Aquí, 

así, 

f(v) = Mv +g(v), 

f'(v) = M +g'(v), 

f'(vol = M + g'(v0) = M +O = M, y 

[f' (vol J-l = lvt1 ; 

S(v) = v -/vt1 (Mv+g(v)) = v -/vt 1Mv -/vt1g(v) = v -v -lvt1g(v) = -/vt1g(v). 

En particular para la función f:R2-.R2 definida por (x,y)-.(-37x+9y+x5 

+y5+25, 4x-28y+x3y3+18), con v0=(x0,y0)=(0,0), se tiene 

[
-37 9) [x

5
+y5+25) M = 4 -28 'g(v) = x3y3+18 

De esta forma, Ses la funci6n de J
00 

en 1
00 

dada por 

1 [28 9] [x5
+y5+25] S(x,y) = 1000 . 4 37 x3y3+ 18 ; 

nuevamente hemos esco~ido la nonna 11 · l I para el análisis de 
convergencia. Derivando S (x,y) es el operador de 1

00 
cuya matriz es 

1 [2 8 9) [Sx
4 

5 4 ) S'(x,y) = 1000 4 37 3x2y3 3xÍy2 
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11 , I _ [11 J [140x
4

+27x
2
y3 140v

4
+27x

3y2] [w']l I ) S (x,y) 1 00-sup 1000 20x4+11 lx2y3 20y4+1 l lx3y2 w
2 

00 

' 

donde 11 (w., Wz) 11 =1; recordando que 11 · l 1 se determina por el valor 
rnfixirno de la surn'N del valor absoluto de las"f:olumnas, se tiene 

11 
' 1 _ 1 { /140x4+27x2y31 + /140y4+27x3y21 •} 5 (x,y)1 - 1000 max /20x4+1 J lx2y31 + /20y4+111x3y21 ' 

tornando a t=max{/x/,/y/} resulta que 

l IS'(x,y) 11 s: .001max{J40t4+27t5+140t4+27t 5,20t•+1 J Jt 5+20t4+1 J JtS} 

Si se torna el coeficiente mayor en cada potencia de t para garantizar la 
desigualdad tenernos entonces que 

l IS'(x,y) 11 :.:;; 0.28t4 + 0.222 t 5 = <f>'(t). 

Por otro lado, 

J [za 9] [2s] Í0.862) v, = S(vo) = S(O,O) =JODO 4 37 18 = l0.777 ' 

por lo que! lv1-vol l=0.862=<f¡(O). Finalmente, obtenernos la funci6n de 
Kantorovich 

<f¡(t) = <f>(O) + f}(s) ds = 0.862+fo~o.2as•+o.222s5) ds = 

= 0.862 + 0.056t5 + 0.37t6 • o 

100 



Ejemplo S La fLITTci6n S:C[O,a]-.C[O,a] donde a)O está definida por 
y-.z con 

z(x) = J) y(v) + v )2 dv. 

Demuestre que, para y0 (x)=O, el comportamiento de la iteraci6n S 
puede ser estimado por medio de la comparaci6n con la fLITTci6n 

<P(t) = ~a3 + a2t + at2
• 

Inicialmente tenemos 

z(x) = [J y(v) + v )2 dv; 

si y-.z y y+h-+z, entonces 

z(x) =fJry+h)(v)+v) 2dv = IJy2(v)+2y(v)h(v)+h2 (v)+2y(v)v+2h(v)v+v2) dv 

= f}y(v) + v)2 dv + 2 [}cv) (y(v)+v) dv + f}2 (v) dv 

= z(x) + k(x) +términos no lineales en h. 

Aquí k(x)=(S'(y)h)(x). Si tomamos j jh(v) j j5:.1, 

jjS'(y)hjj = jjkjj =supjk(x)j =sup ¡2r(y(v)+v)h(v) dvl 
OS:x5:.a 05:.x5:.a J 0 

5:. 2sup rjy(v)+vllh(v) 1 dv 5:. 2sup rjy(v)+vj dv 
05:.x5:.aJ 0 05:.x5:.a) 0 

$ 2sup [f jy(v) 1 dv + f Ívl dv] 
05:.xSa 0 0 

$ 2sup f jy(v) j dv + 2sup ( Ívl dv. 
05:.xsa 0 05:.x5:.a) 0 
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Entonces 

l IS'(y) l l = sup { ! !S'(y)·hl 1, 1 lhl l:S:J} :S: 2supf)y(v) ldv +2sup[Jvldv, 

pues cada 1 IS' (y) ·hl 1 considerada es menor o igual que esta cota. 

Ahora bien, requerimos que ly(s)-y0 (s) l:S:t; como y0=0, esto quiere 
decir que 1 y(s) 1 ~t, y tenemos que 

11 S' (y) 11 :s: 2sup ( ~ dv + 2sup r ~ dv = 2sup tx+sup x2 = 2at+a2 = <ti' (t). 
O:S:x:S:aJo O:S:x:s:aJ 0 O:S:x:S:a O:S:x:S:a 

De esta forma podemos encontrar Ja funci'cin cp que sirve para definir el 
proceso tn+1=cp(tn) usado para probar Ja convergencia de S. Así, 

cfi(t) = l !Yi-Yol I + f0~'(s) ds = l ISfyol-rol I + f)2as+a2)ds 

= SUp r ~ ds + at2 + a2t = at2 + a2t + a3 /3. 
O:S:x:S:aJo 

Podemos demostrar que la iteraci6n S aquí considerada, surge 
naturalmente del proceso de N-R para resol ver la ecuaci6n diferencial 

f(u) = ! -(x+u) 2 = O 

con las condiciones u(O)=O y u0(x)=-x. En este caso, e=u'-(x+u) 2 y, si u 
cambia a u+h, e(x) cambia a e(x)=e(x)+k(x), en donde 

e= (u+h)' - (x+u+h) 2 =u' + h' - (x2+2xu+2xh+u2+h2+2uh) 

=u' - (x+u) 2 + h' - ( 2(x+u)h + h2 ) = e(x) + k(x), 

luego k(x)=h'(x)-2(x+u(x))h(x)+ ... , en donde los puntos suspensivos 
representan una cantidad despreciable cuando h(x) es una funci6n que 
toma valores pequeños. Como f"(u0) es el operador que transforma h en 
k, [f"(u0)]-1 es el operador que regresa ka h: 
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h(x) = F{t) dt = [f'(u0W1(k) • 

De esta forma, el método de N-R origina la funci6n recursiva 

[
du (x) J 

un+J (x) = un(x) - [f'(u0W 1f(un) = un(x) - [f'(u0)J-'· :Jx - (x+un(x))2 

= u (x) - Jx ((du (s)/ds) - (s+u (s))2 ) ds 
n o n n 

f 
X -x 

=u (x) - u (x) +u (0) + (s+u {s))2ds = u (O)+ J (s+u (s)) 2 ds . n n n 0 n n 0 n 

Puede verificar-se que u (0)=0, n=0,1,2, .... En efecto, n 

u0 (x) = -x => uo(O) = O , 

En consecuencia, 

un+J (x) =u (0) + Í Cs+u (s))2 ds = O + ( (s+u (s))2 ds n Jo n Jo n 

= r(y(t)+t)2 dt, con y(t) =u (t), Jo n 

y así se ve claramente que la iteración corresponde al mapeo S definido 
originalmente. Por último, obsérvese que la funci6n iterada u1 (x) es 
precisamente la funci6n Yo(x)=O. 

' Í X (X . 
·u,(x) = J

0
(u0 (t)+t) 2 dt= )

0
{-t+t) 2dt=O=y0 (x). O 
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Ejemplo 6 Considérese la funci6n f:C[O,/]·-~C[O,J] que mapea y-+z 
mediante la regla 

z(x) = b - y(x) +axy2(x) + a L~(t)2 dt , con a,b)O. 

Para y0 (x)=O, encontraremos primero la funci6n S del esquema 
iterativo de N-R que resuelve f(y)=O. La inversa de r(y0), por lo 
general difícil de encontrar, aquí es evidente. 

Si y.......y+h entonces z-+z+k, donde k está determinada P?r 

k(x) = f(y+h) - f(y) 

= -h(x) + 2axy(x)h(x) + 2af)(t)h(l) dt +términos no lineales en h. 

Si y0 (x)=O entonces h(x)==-k(x), por lo que se nos reduce en forma 
considerable la funci6n derivada inversa en el punto inicial; si r(y0) es 
el operador que manda h a -k, [r(y0)]-

1 es el operador que manda ka -h, 
de modo que 

yn+l =y - [r(y0)]-
1f(y) =y + f(y) =y + b - y + axy 2 +a[; 2 (t)dt n n n n n n n 1 n 

·X 
= b + axy 2 + aj y 2 (t) dt. n 1 n 

En vista de que yn+1=S(yn)' resulta que 

S(y) = b + axy2(x) + ar Í(t) dt . 
) l 

Es fácil demostrar que (S'(y)h) · (x)=2axy(x)h(x)+2af~y(t)h(t)dt por lo que 
procedemos a buscar la ¡p(t) correspondiente en la prueba de la 
convergencia de S. Tenemos 

llY-Yoll = llr-011 = liy(sJll s; t, 

por otro lado 

104 



l IS'(y) 11 = l l2axy(x)+2afrfs)dsl I ,,; 2al lxt+f~~sl 1 

= 2al sup (lb.·1ll=2al = <P'(l), 
O~x~! 

de modo que, <j>(t)=at2+ 11 y1(s)11 =at2+b. 

Llevando a cabo ambas iteraciones S y <P para n=O, 1y2, se obtienen: 

y0 (x) =O 
y¡(x) = b 
y2(x) = b + ab2 (2x-1) 

t 0 =O 
l 1 = </l(l0) = <J>(O) = b 
t2 = <P(l 1) = <P(b) = b+ab2 

Claramente podemos ver c6mo de eslabón a eslabón la longitud de éstos 
en la cadena ¡senerada por S es a lo más la longitud de los generados por 
<P, esto es, l 1Yn+l-yn1 l~tn+!-tn: 

1 IYi-Yol I = l IYd 1 = b = t, =ti-to 

l IYz-Y111 = l lab2 (2x-1) 11 = sup (lab2 (2x-1) I} = ab2 = t 2 - t 1. D 
O~x~1 

Ejemplo 7 Demostrar que si f(y)=Ly-g(y) donde L es un operador lineal 
y g'(y0)=0 entonces S(y)=L-1[g(y)]. 

De hecho, si y cambia a y+h entonces f(y) cambiará a f(y)+k(y) 
donde k (y) estará dada por 

k(y) = f(y+h) - f(y) = L(y+h) - g(y+h) - L(y) + g(y) = L(h) - (g(y+h)-g(y)); 

aquí la expresión (g(y+h)-g(y)) puede ser expandida en g'(y)h + algo no 
lineal en h y, como al valuar en y=y0 , g'(y0)=0, resulta que k(yol=L(h)+ 
.... Asf 

Esta expresi6n define [f(y0}t1:k-.h, con la que 
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S(y) = y - [f' [y0J-1 f(y) 

= y - L -i [Ly-g(y)] = L- 1 [g(y)] . 

En este mismo ejemplo podemos ver que, si 

h(x) + f3(s)ds = k(x) 

entonces L=l+M en donde / es el operador idéntico y M denota a la 
integral; claramente L es LD1 operador lineal. Además, es evidente que 
h'(x)+h(x)=k'(x); la soluci6n de esta ecuaci6n diferencial lineal de 
primer orden en h(x) es 

-x -x s f, 
X 

h(x) = h(O)e +e 
0
e k'(s)ds. 

Integrando por partes el segundo término de esta expresi6n, y tomando 
en cuenta que h(O)=k(O), entonces 

-x s I
X 

h(x) = k(x) - e 
0 

e k(s) ds . 

Oefínase f:C[O,c]-+C[O,c] como el mapeo y-+z determinado por 

z(x) = y(x) + f)(s)ds -ay2(x) - b, 

donde las constantes a,b y e son positivas. Con la ayuda de los 
resultados anteriores podemos encontrar la fLD1ci6n de iteraci6n S para 
resolver la ecuaci6n f(y)=O, teniendo como valor inicial y0 (x)=O. 

Empleando la notación introducida anteriormente, 

L(y) = y(x) + ))cs)ds, g(y) = ay2(x) + b y g'(O)=O, 

por lo que, como antes obtenemos 

z(x) = f(y) = L (y) - g(y) y S(y) = L -1g(y) . 
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Para obtener L -t aplicamos el resultado alcanzado en este ejemplo, que 
nos lleva a 

-x s -x s [X [X 
S(y) = g(y) - e 

0
e g(s) ds = ay2(x) + b - e 

0
e (ay2(s)+b)ds. 

Así, 
-x s 

[

X 

S' (y) = 2ay(x)h(x) - 2ae 
0 
e y(s)h(s) ds . 

Finalmente, determinamos una funci6n <P que pueda ser utilizada en la 
prueba de la convergencia del proceso inducido por S: 

-x s -x 
[

X 
l IS'(y) 11 ~ 2at - 2ae t 

0
e ds = 2ate ~ 2at = <P'(t) , 

</>(t) =atZ+ llY1-Yoll =atZ+ lle-xbll =atZ+b. 

La función cjJ(t) obtenida en este caso coincide con la función del ejemplo 
anterior. 
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CAPITULO 6 

DIFICUL T AOES EN LA APLICACION 
DE LOS METOOOS 

6.1 INTRO!XJCX:ION 

Como último capílulo mostramos algunas de las más serias 
dificultades con que nos enfrentamos al aplicar el método de N-R 
generalizado o la prueba de Kantorovich a problemas prácticos. 
Examinaremos estas dificultades al explorar dos problemas concretos: 
el primero se presenta dentro de la economía descriptiva en la 
búsqueda de un modelo que describa la función de producción en una 
economía determinada; el otro problema surge en la ciencia actuaria} 
dentro de lo que se conoce como teoría del riesgo. En ambos casos se 
describe el contexto de los problemas y se explican las variables de 
los modelos considerados antes de proceder a la aplicación de los 
algoritmos numéricos estudiados en esta tesis. 

6.2 UNA APLICACION OCL METOIXJ DE NEWfON-RAPHSCN 
GENERALIZAOO EN LA TEORIA MACROECONOMICA. 

6.2.1 FUNCIONES DE PROOJCX:ION CON ELASTICIDAD VARIABLE 
tE SOSTI'IUClóN 

Sabemos que en una economía capitalista ( de libre mercado) el 
comportamiento de los precios que rigen dentro de la misma está 
gobernado por las leyes de oferta y demanda, leyes que son 
fundamentales debido a que afectan casi todas las operaciones 
comerciales. Analizando la oferta en una forma agregada, es decir, la 
cantidad total de bienes y servicios que las empresas en conjunto 
producen y ofrecen al nivel de precios corriente, vemos que la variable 
fundamental es la capacidad de producción. Por esto, es importante 
encontrar una función que explique cómo los principales factores 
productivos, especialmente el capital y el trabajo, intervienen para 
explicar en forma agregada el fenómeno de producción. 

Las funciones de producción han sido sujetas a una crílica que 
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cuestiona su validez; sin embargo, junto con otras relaciones, ellas han 
permitido hacer predicciones del comportamiento de las economías 
capitalistas y dar recomendaciones dentro de la política económica. 

Una de las aportaciones más significativas a la teoría de funciones 
de producción fue dada por C. Dagum, quien parle de los supuestos 
neoclásicos de que las empresas buscan la maximización de sus 
utilidades y de que existe competencia perfecta tanto en el mercado de 
producto final como en el de factores. Debe señalarse que Dagum trata 
con un bien que representa a lodos los bienes de la economía. 

Una simplificación de esta aportación se hace al suponer que la 
función de producción tiene la característica de ser homogénea y de 
grado unitario (una función se dice que es homogénea de grado r si la 
multiplicación de cada una de sus variables independientes por una 
constante k altera el valor de la función por el factor kr: f(kx1>kxz, ... , 
kx )=krf(xi,x2 , ••• , x )). Por lo tanto, a un incremento de igual 
prflporción en el capit~l y en el trabajo, corresponde un incremento de 
la producción en la misma proporción. Basándonos en este esquema, se 
plantea un modelo para estimar esta función de modo que tenga una 
elasticidad variable de sustitución entre las fuentes de capital y de 
trabajo. 

Específicamente, sean 

y 
L 
e 
c=C/L 
w 

Y=F(C,L) 
y=f(c)=F(C,L)/L 
f' (c)=f' 
f(c)-cf' (c)=f-cf' 
a, {3, A, ó 

: ingreso nacional; 
: empleo (horas-hombre o número de trabajadores); 
: capital; 
: capital por hora de trabajo o por hombre ocupado; 
: lasa de salarios; 
: participaci6n del trabajo en el ingreso nacional; 
: función de producción homogénea de grado uno; 
: productividad media del trabajo; 
: productividad marginal del capital; 
: productividad marginal del trabajo; 
: parámetros dados, con A)O. 

la participación del trabajo en el ingreso nacional se puede escribir 

como µ(}') = __.'!!l = ~ (J) 
y '/ , 
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por lo que 

w(y)=yµ(y) y dw _ ~ dY - y dy + µ(y). (2) 

Por otro lado, la productividad marginal del trabajo se puede expresar 
como 

Y -ek 
de 

es decir, es la productividad media del trabajo menos lo que contribuye 
el capital. Dado que la productividad marginal del trabajo debe ser 
igual a la tasa de salarios, resulta que 

- .A:t_ w(y) - y - e de . (3) 

De (1) y (3) tenemos que 

y por lo tanto, 

µ(y) = J - ..E.. _E.y_ 
y de 

.A:t_d =..Y. ( 1- µ(y) ). e e 

(4) 

(5) 

Al obtener la solución para y en esta ecuación diferencial, de (2) vemos 
que la elasticidad de sustitución tomaría la siguiente forma: 

u= (~~;i> =;~=~~=µ(y)~; (6) 

así, con ayuda de la segunda relación en (2) se tiene que 

CT - µ(y) - --~~J~~~-
- µ(y) + yµ'(y) - J +y (µ'(y)/µ(y)) ' 

(7) 

expresión en que claramente u se presenta en una forma variable. 

Dagum propone la siguiente estimación de la participación del 
trabajo en el ingreso nacional: 

µ(y) =a+ J +">.. iº >..>O. (8) 

De (5) y (8) se deduce la ecuación diferencial con elasticidad variable 
de sustitución 
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ft = L [ 1 - a - --~,l. 
de e l+A.yº J 

6.2.2 ESQUEMA IE LA RESOLUCION IE LA EaJACION 
DIFERENCIAL 

(9) 

En la ecuación (9) no fácilmente puede determinarse la forma de la 
productividad media del trabajo representada por la función y, de forma 
que aplicaremos el método N-R generalizado para obtener una 
aproximación a la solución y' de esta ecuación diferencial. Recordando 
el método, definimos el proceso 

n = 0,1,2, ... ; (10) 

de esta forma, nos concentramos primero en obtener el operador 
diferencial g' (y0). Defínase el error e(c} por 

e(c) = .!Í.L + J:'.... [[a + {! _ J - 1 ) , 
de e l+A.y (\ 

y sea 

L(y) = [a + {J -(1 J - 1; 
1+,\y 

entonces, tenemos que el error se representa por 

e(c) = S!.J'.._dd + J:'.... L(y). 
e e 

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en los ejemplos del Capfiulo 
5, analizamos qué le pasa al error e(c} si nuestra función y cambia a 
una función y+h. 

Si y-+y+h, entonces e(c}-+e(c}+i/J(c}, donde 

e(c)+i/J(c) = ~ + r~I; L(y+h); 

restando e(c} de ambos lados, 
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l/J(e) = dhd + Y±h_ L(y+h) - L L(y) = dhd + L[L(y+h)-L(y)] + ~(y+h) e e e e e e 

= .s!b._ +L ( {! -
de e l+>.(y+h)-(5 

{3 ) + Jl. ( a + ---"-----(3 -,..-- 1 ) 
1+>.y-cs e l+A(y+h)-(5 -

= _sfu__ + (a-1) h + JL ( 
de e e 

y+h _ __y_] 
1+>.(y+hf6 1+>.i6 . 

(11) 

Los primeros dos términos de la expresión (11) son evidentemente 
lineales en h, pero no se ve con claridad que le sucede a nuestro tercer 
término cuando h es pequeña; obsérvese, sin embargo, que este término 
tiende a O cuando h-->O. Para identificar cual es la componente lineal de 
este tercer término definimos la función 

rJ>(h) = JL ( y+h - y ) 
. e 1+>.(y+h)-C5 1+>.i6 , 

que reescribimos a través de su serie de Maclaurin 

rJ>(h) - rJ>(O) + rJ>' (O)h + rJ>" (O)h2 + - 1! 2! ... , 

si h es muy pequeña, tenemos una aproximación para rJ>(h) como 
rJ>(h)"=rJ>(O)+rJ>'(O)h. Aquí 

rJ>(O) =O, 

rJ>' (h) = -11- ( 
(J+A(y+h)-ó - (y+h)(-Aó(y±h)-ó-l¡ 

(1 +A(y+h) -Ó¡ 2 
-ó 

rJ>'(O) =Ji (J+>.y (J+c5)) , 
e (1+>.iºJ2 

de modo que 
rJ>fhl "'M (1+>.r-óU+c5Jl 

e (J+>.iC5)2 
Así, l/J(e) puede aproximarse por 

dh h ( ( 1+>.y-
6

(1+c5) )) ifl(e) "' - + - a - 1 + {3 0 2 = k(e). 
de e (J+>.y- ) 
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Al valuar esta expresión en una aproximación y0 a la ecuación 
diferencial (9) obtenemos el operador g'(y0 ):h-+>k ; si definimos 

-Ó 
M(y) =a - 1 + {J l+>.y (J+ó) 

(1+>.iºJ2 , 
resulta que 

dh h 
k (e) = dC + e M(yol· (12) 

Como nuestra intención es obtener [g'(y0)¡-1 para nuestra iteración {10), 
necesitamos despejar h(c) en términos de M(y0) y k(c), lo que se logra 
resol viendo la ecuación diferencial de primer orden {12) en el intervalo 
[O,c] en términos de h(c); el resultado es 

h(c) = e -M(yo) re SM(yo) k(s) ds . 
JU 

En esta expresión k representa la función de entrada del operador 
[g' (y0) ¡-1 (k), por lo que el proceso de N-R para aproximar una solución 
de (9) estaría definido por 

y (c) =y (e) - c-M(yolf ~M(yo) (y' (s)+y (s)L(y (s))/s) ds (13) 
m+l m 0 m m m 

para m=0,1,2, ... , donde y0 trabaja como una primera aproximaci6n a 
la soluci6n y los operadores L y M están definidos como 

-ó 
y M(y) =a - 1 + {!(1+>.y il+ó)) 

(J+>.y Ó¡2 
L(y) = (a + {1 -3 ) - 1, 

/+A.y 

Como observamos, aún no hemos definido la aproximación inicial y0 
y nuestro siguiente objetivo sería tomar como y0 a una función cercana 
a la solución y•; lamentablemente no sabemos nada acerca de qué tipo de 
función representa y•. Si tomamos y0=p donde p es cualquier constante, 
el proceso tomaría la siguiente forma: 
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Yo= p, 

Y1 =Yo ( 1 - -1J.l'uL J M(yol ' 

( 1 - id.fil_ J M(yo) ' 

(14) 

Analizando la expresión (14) podemos notar que si alguna L(y )=O, el 
proceso se vuelve estacionario esa iteración, y +l= y (1-Df=!y ; en 
particular, si L(y0 )=0, toda la sucesión repetiPil el vaTor y0• ÁflÓra, 
L (y0)=0 si y sólo si 

fácilmente puede comprobarse que y0 es efectivamente una solución de 
la ecuación diferencial (9). 

Si se toma una a¡iroximación inicial y0 con otro forma, el problema 
analfüco de cálculo iterativo fácilmente se hace inmanejable. Por 
ejemplo, si iniciamos con una primero aproximación y0 df! tipo Cobb
Oouglas con nivel de trabajo unitario, es decir, si y0=Ac ª, entonces 
por (13) tenemos 

1-a f, e 1-a 
y

1 
= Acl-a - c-M(Ac ) sM(As )As-ª(J-a+L(As1-ª))ds. (15) 

o 
La complejidad de esta expresión obliga a utilizar métodos numéricos 
para su evaluación y no nos permite aplicar la prueba de Kantorovich. 
Para reducir un poco esta complejidad h¡¡cemos una pequeña 
simplificación. 

Recordemos que en la expresión (11) el tercer término tendía a 
cero cuando h era pequeña, por lo que, si lo despreciamos, tenemos 
como aproximación para iJ! a Ja expresión 

_!"lb_+ a-1 h = k:(c)· 
de e ' 
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resolviendo esta ecuación diferencial para h se tiene que 

1-a f a-1 
h(c) =e los R(s) ds, 

con lo que nuestro proceso iterativo ahora tiene la forma 

1-af a-1 
Ym+l = Ym - e los (y'm(s)+ym(s)L(ym(s))/s) ds. 

, 1-a As1, con y0=Ac , 

1 -a 1-a ( a-1 r -a -a ) 
y1 = Ac -e )os LA(l-a)s +As L(y0 (s)) ds 

= -A{Jcl-a s ds J: 
a-a-1 

1 +>.(Asl-a¡-ó 

(16) 

Claramente esta expresión es mucho más simple que la expresión (J 5), 
sin embargo, en la obtención de las siguientes aproximaciones (y2,y3,. •• ), 

las expresiones se vuelven intratables; además, su manejo analítico 
sigue siendo muy complejo para poder proceder con la validación de la 
convergencia del proceso (16). Si intentáramos usar integración 
numérica, tampoco podríamos avanzar fácilmente debido a la existencia 
del término ym(s) en (16). 

En el siguiente apartado se considera un problema en el que 
salvamos algunas de estas dificultades, pero nos enfrentamos a ciertas 
otras que deben ser tomadas en cuenta. 

6.3 EL METOCO DE NEWfON-RAPHSCX'-1 GENERALIZAOO Y LA 
PRUEBA OC KANToROVIGl EN UN PROBLEMA AC'IUARIAL 

6.3.1 EL COEFICIENTE DE AJUSTE EN LA TEORIA DE LA RUINA 

Consideremos una compañía de seguros cuyas reservas al tiempo 
t:<:D son denotadas por Rt" Sea R0=x la reserva inicial, supuestamente 
conocida y no negativa. Dado que las reservas en el futuro son 
desconocidas, la sucesión {Rt} es tratada como un proceso estocástico 
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contínuo en el tiempo. Específicamente convengamos en que 

Rt =X +et - st" 
Aquí e es alguna constante y puede ser interpretada como la prima 
recibida continuamente por unidad de tiempo; entonces et es el total de 
primas recibidas en [O,t]. Por otro lado, St se entiende como la 
reclamación agregada en [O,t] y está compuesta por 

donde Nt proviene de un proceso de conteo y representa el número 
esperado de reclamaciones por unidad de tiempo y las xt ., constituyen 
una serie de variables aleatorias independientes e · •fdénticamente 
distribuidas (indep:ndienles también del proceso (NJl, que representan 
el monto de la i-esima reclamación en el tiempo t. ::ie da por hecho que 
St=O si Nt=O. En el caso más simple se supone que Nt se encuentra. 
distribuida como un proceso de Poisson can parámetro )qO con lo que 
decimos que St es un proceso compuesto de Poisson. Para esquematizar 
un poco el comportamiento de (Rt} se muestra la figura 29. 

X 

fig 29 

La seguridad de la operación implica que 

e > >..p., 

donde p1 denota el tamaño de la reclamación media; esto quiere decir 
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que las primas recibidas por unldad de tiempo exceden al valor 
esperado de las reclamaciones por unidad de tiempo. Así, 

/\=+--t 
"P1 

debe de ser positivo. 

Lo que nos concierne es el evento de que la ruina nunca ocurra, es 
decir, que Rt no sea negativa para alguna t. 

Sea ((x) la probabilidad de que no ocurra la ruina, considerada en 
funcion de la reserva inicial x. Para determinarla procedemos como 
sigue: 

Suponemos que la primera reclamación ocurre en el instante r y 
tiene magnitud y (en nuestro ejemplo el tiempo del primer reclamo se 
distribuye exponencialmente con parámetro a y el monto de reclamación 
tiene una distribución f(y)}. Para que la ruina no ocurra es necesario que 
y!':x+cr y que para toda t)r los futuros incrementos en las reclamaciones 
yt-y no excedan a x-y+cr. Estos incrementos son independientes de la 
reclamación más reciente y tienen como probabilidad rfx-y+cr). 
Sumando sobre todos los posibles valores de r y de y tenemos 

r 00 ->..t r x-y+cr 
t(x) = Et[Ey[t(x-y+cr)] =Jo A.e Jo t(x-y+cr) f(y) dy dt. 

En efecto, 

t(x-y+cr) 

E [S"(x-y+cr)] y 

es la probabilidad de que no exista la ruina después 
del primer reclamo, habiendo iniciado con una 
reserva de $x y pagado, en este primer reclamo $y, 

es la probabilidad esperada de que no exista ruina 
después del primer reclamo habiendo iniciado con una 
reserva de $x, y 

E JE ¡r (x-y+cr) 11 es la probabilidad de que no exista ruina habiendo 
1 Y ' iniciado con una reserva de $x. 

Por otra parte, analicemos la ecuación 
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(17) 

puede pensarse que esta expresión define una fLITTCión implícita de r, 
donde el lado izquierdo es una función lineal en r y en el lado derecho 
se encuentra una función estrictamente convexa de r. La convexidad 
estricta de esta función se deriva fácilmente de la convexidad estricta 
de la función exponencial: si 

f(v) =A. r_: evydP(y) y O(µ(!, 

entonces 

f(µv1+U-µJv2J = A.r:(µv1+U-µlv2lYdP(yl 
J -oo 

( A.r[µeV1Y+(1-µ)eV2Y¡ dP(y) 
'-ro 

= µf(v 1) + (J-µ)f(v2). 

Así, las soluciones r de la ecuación (17) son los puntos de 
intersección de una recta y una función estrictamente convexa de r; es 
evidente entonces que el número de soluciones puede ser 0,1 ó 2, un 
ejemplo de esto se muestra en la figura 30. 

Demostramos a continuación que la ecuación (17) tiene exactamente 
dos soluciones. De hecho, una solución trivial es r=O: 

-ro Ioo 
>.+c[O) =X=>.(!) = A.J_

00

dP(y) = >. _:ºdP(y). 
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R 
fig 30 

Co•fJclent• de 

/ A/U•I• 

Ahora, el que c)>.p1 quiere decir que la derivada de la expresión del 
lado izquierdo, e, excede a la derivada de la expresión del lado derecho 
en r=O: en efecto, si 

entonces 

AJ-_?r+h)ydP(y) - >-f_~rydP(y) 
lim f(r+h) - f(r) _ lim w w 

f'(r) = HO h - Ha ---'----.,---'----

lim I 00
( e(r+h)y_cry} f 00

( /im e(r+h)y_ery ) 
= h--+0 >. h dP(y) = >.. Ha h dP(y) 

-oo -co 

= >-f_}ery dP(y), 

en donde el intercambio de los signos de límite e integral es directo; 
así, 

f'(O) = >..f_}dP(y) =A. E[y] = .\p1 

y la desigualdad e) A.p1 muestra lo afirmado. 
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Ahora bien, si una recta en r y una función estrictamente convexa 
en r se intersecan en r=O y cumplen que la derivada de la recta excede 
a la derivada de la función convexa en r=O, entonces debe existir otro 
punto de intersección R)O de sus gráficas (tanto la recta como la 
función están definidas para todo r)O y ambas tienden a +oo cuando r 
tiende a +oo). 

R es llamado coeficiente de ajuste y juega un papel importante 
dentro de la teoría de la ruina por el hecho de que se cumple la 
desigualdad 

-Rx 
i/J(x) = 1-~(x) ~ e (18) 

para todo x (para una demostración de esta desigualdad véase Cerber, 
página 78). 

6.3.2 l::ETERMINACICN OO.. COEFICIEN1E DE AJUS1E 

Como segunda aplicación del método de N-R modificado 
procedemos a obtener una aproximación para el coeficiente de ajuste de 
la ecuación (17). Podemos definir el error por 

c(r) = X+cr - xf erxf(x) dx, 

con lo cual 0r 

e(r+h)-e(r) ::: h e'(r) = h [ c - xf xerxf(x) dx] = k(r). 

ºr 
Desde luego, a este mismo resultado se llega buscando los términos 
lineales en 

e(r+h) - e(r) =ch - xf e(r+h)xf(x)dx + xf erxf(x)dx 
0r 0r 

=ch - Af erx(J+hx/J!+h2x2/2!+ ... )f(x)dx +AJ [Xf(x)dx. 
0r 0r 

Lo anterior implica que el operador [g' (r0)]-
1:k-1-h estaría definido por 
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h(r) = k(r) 

J 
r X ' e - A xe 0 f(x) dx 

ºr 
obteniéndose el proceso itera ti va 

.~.+cr -A.f er nxf(x) dx 
n Df 

rn+J= S(rn) = rn - -----'"-----

e->. f xer0xf(x) dx 

si derivamos S(r) tenemos que 'ºr 
e - AJ xerxf(x) dx 

S' (r) = 1 - ___ o_r ____ . 
e - >-f xerºxf(x) dx' 

ºr 

(19) 

(20) 

con lo que S' (r0)=0 (recuerde este resultado del ejercicio 3 del 
Capítulo 5). 

Siguiendo con el esquema acostumbrado nos proponemos dar una 
cota en función de t, cp'(t), para S'(r}. Ahora, 

si definimos 

e - A f xerxf(x) dx 

!IS' (r) 11 = i S' (r} i = 1- __ Df~-
c - >.. [ xerºxf(x) dx 

ºr 

entonces, dado que .>.)O, 

M = 1 e - >-J xerºxf(x) dx 1 

ºr 

IS'(r} 1 = ~ 1 f D;(x)erºx[e(r-ro)x_J] dx 1 

~ ~ J lxf(x)erºxl le(r-ro)x_J I dx, 

ºr 
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y, 

dado que x,f(x) y erox son números no negativos. Tomando en cuenta que 
en la prueba de Kantorovich la longitud de la cadena total de S no excede 
a la de <f¡, lr-r0 1 (t, se tiene 

¡e(r-r0)x _ 1 I (etx, 

y resulta que 

IS'(t) 1 S: /;¡ f xf(x)e(t+ro)x dx = cf>'(t). 

. ºr 
Con esta elección de <f¡'(t) obtenemos el proceso cf>(l) que 
probar la convergencia de (19): 

cf>(t) = h-rol + /;, Lt f 0f(x)e(s+ro)x dx ds. 

f 

nos ayuda a 

(2 J) 

Con esto hemos obtenido un _proceso iterativo 4> (t ) cuya 
convergencia probaría la de la sucesion S(r J; sin embargo, á1ado que 
estamos aún en el caso general en el que 'la función de densidad de 
probabilidad f(x) no se ha especificado, la utilidad de esta cf>(t) "general" 
todavía no se ha establecido. A continuación analizamos un caso 
particular en el que la distribución del monto de reclamaciones es 
realista en el sentido de que se supone muchas reclamaciones de montos 
"pequeños" y pocas reclamaciones "grandes". 

Supóngase que f(x) se distribuye exponencialmente con parámetro 
a, es decir, 

f(x) = ae -ax /[O,ro]; 

de (19) encontramos que, si a)r n' entonces 

J: (r -a)x >..+cr -a>.. e n dx n 
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[ 

a(rn-a)+(r0-a)
2 

] >.rn [ J = >.r = r 0+&(r -2r0) 
n (r -a) (a>.-cfro-a) 2) (r -a) (a>.-c(r0-a) 2) n 

n n 

(22) 

Con esto obtenemos el esquema de Newton-Raphson para aproximamos a 
la solución de (17). Este esquema es de variable real y por ello pueden 
obterse los resultados de la iteración mediante una computadora; esto 
puede hacer innecesario el establecer el esquema de Kantorovich .Para 
comprobar la convergencia, máxime que este esqucm¡¡ también seria de 
variable real. Sin embargo, con fines didácticos mostramos la 
obtención del proceso de Kantorovich tn+i=ct>(tn) con t 0=0. 

De (20) tenemos que, para a)r y a)r0, 

e-a)\ Ge(r-a)xdx 

IS'(r)I= 1----
c-a>. J:e(ro-a)xdx 

= 1 a>..(r-riiJ (2a-r-r11) 

(cfro-a) -a>.) (r-a) 2 

dado que a)O y )\)0. 

I= 

ª" e -Tr=UF 
= 1 -

a)\ 
e - (ro-al 2 

a>. r-r (2a-r-r ) 
c(r0-a) -a)\ (a-r) ' 

La validez de esta expresión para 1 S' (r) 1 y, de hecho, el que el 
proceso iterativo tenga sentido, depende de las condiciones a)r y a)r0• 

Obsérvese que, dado que a es un parámetro positivo conocido, la 
segunda condición no ofrece problema alguno: basta con escoger r 0 en el 
intervalo ]O,a[ (si r 0=0 la iteración no saldrá de esta raíz, como se ve 
en la ecuación (22); por otro lado, se escoge r 0)0 pues se sabe que la 
raíz buscada Res positiva). 

Por lo tanto, nuestro trabajo depende esencialmente de la condición 
a-r)O, condición cuya presencia no se ha garantizado y que, de violarse 
detendría el proceso iterativo. En todo caso, si el proceso se comportara 
de modo que a-r)E)O para alguna E y todo valor de r, entonces podemos 
acolar la magnitud de S'(r) para lr-r0 1~t. En efecto, si /r-r0 j~t, 
entonces también 2a-r-r0~t+2 (a-r0); así, 
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!s'(rl 1 = 
a>.. r-r (2a-r-r l 
clro-a) -a>.. (a-r) 

en donde hemos acotado superiormente el numerador e inferiormente al 
denominador de IS'(r) ¡,con t/>'(t). 

En estas condiciones se tiene que 

t/>(l) = jr¡-r0 1 + fo~'(q)dq, 
donde de (J 9) 

y, así 

,., (t) - 1 r r 1 + ª >.. f
0
ts2+2 (a-r0) ds 

't' - 1- 0 élc(a-r0 ) 2-aA.I J, 

= h-rol + E21c(a-~:)2-aA.I [ r + (a-r)t2 J 

= icfa-r:iz-aA.1 ( ~ t3 + a>.(~zrol t2 + ro(a-rol lc(a-r0)->.I ) (23) 

es nuestro esquema de Kantorovích para probar la convergencia de (22). 

Claramente este resultado dista mucho del que pudiera ser obtenido 
de (21), 

:i..¡t) (a-r0) ( ¡ ( ) A.I a>.t J 
't' = 1c(a-rol2-aA.1 ro e a-ro - + a-r0-t ' 

esto es por el hecho de que cuando particularizamos a una función 
determinada, tenemos más elementos para conocer el comportamiento 
de Ja expresión (20) y, por lo mismo, para acotarla. Otro punto que 
debemos de destacar es que, aunque posiblemente no era necesario 
exponer la función de Kantorovich para este problema particular, 
podemos encontrarnos con situaciones en el que el método de N-R 
quiera aplicarse a problemas que no son de variable real, en Jos que sí 
puede convenir contar con la prueba de Kantorovich. 
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A continuación mostramos un ejemplo numér-ico para ilustrar 
mejor las ideas tratadas en esta sección. 

6.3.3 CASO NUMERJCO. 

Para ejemplificar los resultados obtenidos mostramos en forma 
numer1ca la obtención de la probabilidad de ruina y el proceso de 
Kantorovich para validar este resultado. 

Suponemos que una compañía de seguros parte de una reseva de 
28mM$ y que su departamento de análisis le pronostica una reclamación 
media de 4.8M$ con un número promedio de reclamaciones de 53.67 
(54 Siniestros). Además, se espera que ingresen a la compañía 
1,100M$ por concepto de primas, mismas que se acumulan a la reserva 
formada. 

Con este panorama, se pretende conocer cual es la probabilidad de 
que sus reservas lleguen a desaparecer en algún tiempo no determinado. 

El esquema anterior nos dice : 

Reserva Inicial: 
Reclamación Media: 
Incremento mensual de la Reserva por concepto de Primas: 
Número Promedio de Reclamaciones Mensuales: 

28 mM$ 
4.8 M$ 
1,100 M$ 
53.67 

Suponiendo que el tiempo entre cada reclamación se distribuye 
exponencialmente con parámetro a entonces la esperanza de estas está 
dada por 

Tomando en cuenta que nuestra aproximación inicial al factor de ajuste 
debe ser menor que a tornamos 

r 0= .8 a= 1/6, 

y, llevando a cabo el proceso (22) tenemos con una aproximación de 10-7 

un proceso convergente al coeficiente de ajuste deseado desde la décima 
iteración; estos resultados se pueden observar en la siguiente tabla: 
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r r t f n n n 
o 0.1 
1 0.1 
2 0.1 
J 0.1 
4 0.1 
5 0.1 
6 0.1 
7 0.1 
8 0.1 
9 0.1 

10 0.1 
11 0.1 
12 0.1 
13 0.1 
14 0.1 
15 0.1 
16 0.1 
17 0.1 
18 0.1 
19 0.1 
20 0.1 
21 0.1 
22 0.1 
23 0.1 
24 0.1 
25 0.1 

Las dos últimas columnas presentan la aplicación de los procesos <f>(t) 
dado por (23) y ~(t) definido por la expresión (24). Aquí podemos 
observar que el proceso ~(t) obtenido por el hecho de conocer de 
antemano la distribución del monto de reclamaciones, puede ser 
utilizado para mostrar la convergencia de (22); en este caso se escogió 
una E=0.04 para asegurar su convergencia. Así, con el valor del 
coeficiente de ajuste ya encontrado con un valor de O. 15954545 
podemos calcular el nivel de reservas inicial mínimo para diferentes 
niveles de probabilidad de ruina, esto es: 

X (M$) 
Probabilidad 
de Ruina(%) 

!Lb 

05 
10 
15 
20 
25 
JO 
3S 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 
95 

100 



En particular, como esta compañía tiene una reserva inicial de 28mM$ 
su probabilidad de ruina es 

i/J(x) == i/J(2B) ~ e-Rx = e-0.15954545(28) < 1.J 5.%. 
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ALGUNAS CONSIDERACIONES FINALES 

A lo largo de esta tesis hemos visto como el Análisis Funcional nos 
proporciona gran economía de pensamiento y una s6lida estructura 
organizada para atacar di versos problemas. Esto no resulta 
particularmente sorprendente si se considera que esta disciplina 
conjunta importantes conceptos del análisis matemfitico, del fitgebra 
lineal y de la geometría; sin embargo, debería observarse que la gran 
aplicabilidad del análisis funcional parece derivarse no s6lo de que este 
se origina en la abstracci6n de ciertas ideas, sino que se ha desarrollado 
en gran parte alrededor de conceptos evidentemente geométricos. Es de 
esta manera como el análisis funcional, ademfis de haberse convertido 
en una poderosa herramienta del análisis moderno, ofrece métodos 
generales realmente aplicables en diferentes espacios. 

Entre las principales temas del análisis matemfitico que hemos 
estudiado desde el punto de vista del anfilisis funcional se 
encuentran los relativos a conceptos como los de límites, continuidad, 
convergencia, diferenciaci6n e integraci6n, estudiados en esta tesis en 
formas generalizadas. Con base en ellos, hemos analizado la extensi6n 
del método de Newton-Raphson para encontrar aproximaciones a la 
soluci6n de ecuaciones en diferentes espacios. De hecho, en los 
primeros capítulos se ha buscado un equilibrio entre el desarrollo de 
diferentes conceptos del anfilisis funcional y los t6picos pertinentes al 
estudio del método de N-R generalizado, examinfindose este 
posteriormente con bastante detalle. 

Ahora bien, como se vi6 en el último capítulo, también hemos 
encontrado grandes dificultades al aplicar la generalizaci6n del método 
a problemas practicos de di versos campos. Entre estas, las siguientes 
son de particular importancia: 

1) Cuando nos encontramos con ecuaciones aparentemente insolubles por 
métodos tradicionales para las que la utilizaci6n del método 
generalizado de N-R podría parecer como conveniente, nos enfrentamos 
con problemas difíciles de resol ver tales como el de la obtenci6n del 
operador diferencial y, peor aún, el de determinar su operador inverso. 

2) Aún resolviendo las dificultades mencionadas en el punto anterior, al 
tratar de encontrar la funci6n de Kantorovich de validaci6n de 
convergencia, las expresiones pueden volverse demasiado complejas 



para ser tratadas analílicamente. 

No obstante, dado que las ideas del análisis funcional son muy 
prometedoras y que ya han dado lugar a esquemas para resolver 
numéricamente problemas complejos, no parece aventurado el afirmar 
que el subsecuente desarrollo de esta disciplina tendrá cada vez mayor 
impacto en el análisis numérico. Es muy posible, dada la importada 
del método de N-R para proporcionar soluciones de ecuaciones dadas, 
que futuros resultados en análisis funcional se dirijan a resolver las 
dificultades arriba mencionadas. 



APENDICE 

EL TEOREMA !:E KANTOROVJCH PARA EL METQIX) !:E 
NEWTON. 

Si tenemos un sistema de ecuaciones de la forma F(x)=O, donde F 
es en general un mapeo de un espacio de Banach X a otro espacio de 
Banach Y, el operador diferencial de Fréchet F'(x0) donde x0EX es el 
mapeo lineal de X en Y definido por la relaci6n 

l IF(x0+L':.x)-F(xol-F'(x0)(óx) 11 
lim -----------=o. 

l lóxl 1--.0 l lóxl 1 
En lo que sigue se supondra que F esta definido y tiene un diferencial de 
Frechel en cada punto de un conjunto convexo abierto 0 0CX. _ 

Ap.1) Teorema de Kantorovich. Suponga que [F'(x0l]-1 existe para alguna 
x0ED0 y que 

(i) 1 i[F'(xoli- 1 11 ~a, 
(ii) 11[F'(xoW'F(xo)11 ~ r¡, 

(iii) l IF'.(x) - F'(y) 11 ~ K l lx - YI 1, para todo x, y en Do, 

con h=BKr¡~~-

Sea 

( 
(1-(1-2h))~ ) 

.Q* = { X 1 l lx-Xo l l~t* }, donde t* = h 1), 

y suponga que n.co0• Entonces la sucesi6n definida por la iteraci6n de 
Newton 

xk+l = xk - [F'(xkJJ-IF(xk) 

se mantiene en n. y converge a un punto x*EQ, que satisface F(x*)=O. 
Además, 



;i . 
llx•-xkllS'-]f( (1-(~-fhll ),k=0,1,2,"'. 

Demostraci6n. Sean 

h 2 ()- .Rfil. p(t)=2rjt -t+l), st -t-p'(t), y tk+J=s(tk) 

y sea t0=0. Entonces p(t)+p'(t)[s(t)-t]=O, claramente, para k;?:l, 

tk+t-tk = - [p'(tkW 1p(tkl = - [p'(tkll-1fp(tk)-p!t1c-1>-p'(tk-1Htk-tk-1ll, 

((h/11)tk-n-1 (h/11) (tk-tk-1)2 
= (T)-htk) 

reordenando, tenernos 

(1) 

Por el teorema de valor medio tenemos que llF(x)-F(y)-F'(y)(x-y) l IS' 
K/(21lx-yl1 2) para todo x y y en 00• Si x est~ en el interior de Q., 
entonces 11x-xo11 (t•S'(BK)-1, y así 

l IF'(x) - F'(xol 11 S' KI lx-xol I < Kt• < e-1
; 

además, por el.teorema de 8anach, [F'(x)J-1 existe con 

l l[F'(x)]-ll IS' 1-BKll~ - xoll · 

Si añadimos que N(x)=x-F'(x)]-1F(x) está en el interior de Q., entonces 
F(x)+F'(x) ·(N(x)-y)=O, y 

l INCN!x))-N(x) 11 = l IF'(N(xW1F(N(x)) 11 

S' BllF(N(x)) - F(x) - F'(x)(N(x) - xj 11 
1 - BKI íxQ - N(x) 11 

S' hlAx - N(x} 11 2 z 
2[r¡ -1 lxo - N(x) llJ · ( } 



Claramente s'(t))O para O~t(t*, así tk·· . ,_ 1--.t•. Ahora si xn existe y 
11 xn -xn-1 11 $tn -tn- l para n~k, como es veroaél para k= 1, entonces 

l lxk-xol l$tk-to<t*, 

así xk está en el interior den •. Evaluando (2) en x=xk-l y usando (1), 
tenemos l lxk.+.J-xkl 1$tk+rtk para todo k. Esfo permite c:¡ue 
11 xk+m -xk 11 $t•-tk pára k y m, enteros positivos arbitrarios. Aquí, {xk} 
es una sucesi6n de Cauchy y debe entonces converger a x*EQ, con 
11x•-xk11 ~t•-tk. Que F(x*)=O se da debido a la continuidad de F y F' en 
x•. 

Multiplicando ( 1) por h vemos que si htk -htk-l y htk (como funciones de 
h) se incrementan con h, como es verdaa para k= 1, entonces htk+ 

1
-htk y 

más aún, htk+ 1 se incrementa con h. Cuando h=~ 

k 
r¡=htk=r¡/2 , 

' k 
as{ 1 /(r¡-htk)$2 /r¡. Tenemos ahora 

h(t* - t )2 h 
t•t - k ~--(t*-t) 2 2k-J 

- k+ 1 - 2 (r¡ - ht k) r¡ k 

De esta manera, 
l+l 2k 

n fa(h)) n [a(h)] t• - t ~ ..:.L.. siempre y cuando t• - t $ ..:.L.. • -
k+ 1 h 2k+ 1 . k h l 

de este modo t'-t0=(r¡/hl(l-(1-2h)!), por lo que a(h)=1-(1-2h)! 
proporciona el error estimad!1 6ptimo para el métrv!o. O 

/\p.2) Teorema de Kantorovich para el método de Newton modificado. 

Bajo las mismas condiciones del teorema anterior pero c:on h<! 
entonces la iteración xk+l=xk-[F'(x0)]-

1F(xk) está definida para toda k, 
para cualquier x0EQt., y converge a una raíz x'H2t•· Más aún, F(x}=O 
tiene una raíz única en Qt•' Además 

l lxk-x' 11 $ ~(r¡/h) [J-(1-2h)]k+ 1; k=l, 2, .... 



Demostración. Sea M(xi=x-[F' (x0)]- 1F(x) e:itorices M(x)=f.[F'(x0iJ-1F;{x); 
así 

1IM(x)-M(xo)11 = 11 fJ [/-[F'(xolr1F'(x0+t(x-x0))j(x-x0)dt .11 

= 11 fb [F'(xoJJ-1[F'(xo)-F'(xo+t(x-xo))j(x-x0)dt 11 

= 11 H tBK 11x~xo11 (x-xol dt 11 . 

·. = BKI lx-xol 12 fo tdt = ak1lx~xol1 2/2. 
2 2 . 2. 

Si l lx-x0 1 l$t* entonces 1 IM(x)-M(x0) l l$8Kt* /2=ht* /21) péfo ht• )21)-
t*+l)=O por lo que · , .. 

llM(x)-M(xo) 11 $ t*+I) , 1 lx-xol l$t*,· ' · · (3) 

Ahora llM!xol-xoll=li[F'(xolt1F(x0J]ll$1), surpando a estq la expresi6n 
(3) y usando la desigualdad del triángufo obtenemos · 

111\.f(x)-x~l IS:t~ , l lx-xol l~t•. 

De aquí que M mapea a nt• en ~í mismo. Mas aún, ~i x,)EQt• sab<?.i:r:~ 
que 

M(x)-M(y) = 11 fJ M'(x+t(y-x))(y-x)d¡ 1 r .... 
$ BKt*llr-xll 

= (t*h/k) llr-xll=U-(t-2h)!) llr-xll 

puesto que t*=(h/l))[J-(J-2h)~]. Además, [J-(J-2h)~](I por:lo q1J~ Mes 
una contracción en nt• y, comenzando en cualquier punto de· nt•• las 
aproxim,a~iones sucesivas {xk}(k=J ,2 , ... ) convergen a una solución x• de 
FJx)=O un1ca en nt*• y .: , , ... 

l_lxk-x*! 1 $ 2(1)/h)[J-(1-2h)!]k+ 1 , k = J, 2,' .... :. , 

donde 11x*-x0 11 $2t*. o 
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