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INTRODUCCION 

Frecuentemente en los cursos de Flsica se escucha la cxprcsi6n "Consideremos 
que la delta de Dirac es una funci6n entoncCB ... ". En la Física hay un momento en que 
Re introduce In delta de Dirac, un concepto que sirvío para describir cargas eléctricas, 
masas puntuales, impulsos instantáneos y otro• fen6menos . La delta de Dime parecía 
tener propiedades parecidas a las que tienen algunas funciones, es decir , como que se 
podía derivar, integrar y multiplicar por constantes o ciertas funciones. Schwartz en la 
introducción de su tratado" Théoric des Distributions" menciona esto, y afirma que so 
ha hecho de la delta de Dirac y otras cuestiones parecidas, todo un cálculo operacional 
que no es formal aunque funciona. Se propone formalizar estas ideas introduciendo el 
concepto de funci6n gcnernlizndn o distribución, donde un en.so particular es In delta 
de Dirac. 

La iclcn. de funciones ~cncralizu<lns tienen muchos antecedentes, estos ya se en
cuentran en los comienzos del siglo XIX con los trabajos de Fouricr en In. búsqueda de 
soluciones a ecuaciones diferenciales, en el cálc:ulo de vn.rin.cioncs y en In. teoría r.spec~ 
tral entre otrns ramas. Trabajos realizados por matemáticos como Cauchy1 Ricmnnn 1 

Sobolr!V y Wicrstrass. Así, el mérito <le la creación de la Teoría de distrihncioncs no 
es de un sólo hombre, pero es Schwartz el primero que hace un estudio sistemático de 
estos objeto~. 

Con toda la herramienta que surgió de estas investigaciones se pudo estudin.r 
problcmns viejos a partir de nuevas técnicas, como en el siglo xvn con la creación 
del cálculo se pudieron estudiar y generalizar en forma adecuada problcmns surgidos 
tiempo atrás. 

Un ejemplo <le esto en la Teoría de Distribuciones es el de la funci6n de Green 
que siempre tuvo una formulación muy ambigua. 

El uso principal de la Teoría de Distribuciones está en ln.s soluciones n. ecuaciones 
diferenciales, problemas de In. vidn real, por lo tanto se buscan solucionc.'i que sean 
realmente funciones. 

Surgen de cstn manera las siguientes prpguntas 
¿ Cuándo una distribución es una función? 

¿Qué tanto una distribución se parece a una función? 

En este trabajo se estudian un poco estas preguntas, introduciendo el concepto 



de FRENTE DE ONDA o es¡wdro •ingulsnr de uun distribución desnrrollndo por !,nrs 
IIOrmandcr en los años sesenta y setenta.. 

Por medio del frente de onda ele una distribución se puede ver cuando local
mente la distribución está dentro de cierto espacio de funciones que son las gcncrnlmcntc 
utilizadas en ecuaciones diferenciales. Este concepto está muy rclncionndo con In in
versi6n de los operadores diferenciales, como se verá el el capitulo 4, de ahl el nombre 
de espectro singular que indica el conjunto de puntos pn.ra los cuales no se pueden 
invertir ciertos operadores difercncinlcs. 

El estudio •6lo se hará en los operadores diferenciales y no en form" genernl 
(operadores pscudo<lifercncinlcs) 1 con el íin de lograr una mn.yor visua.liznci6n. Tampoco 
se hace un estudio sobre la búsquc<ln. de soluciones a ecuaciones diferenciales y los 
opere.dores diferenciales que se utilizarán tendrán como coeficientes a funciones de 
clase 0 00 

• 

Es pertinente mencionar que los trabajos realizo.dos en esta dirección tienen 
limitaciones principalmente en la búsqueda de soluciones a. ecuaciones difcrcndalcs con 
coeficientes no constantes. Existen ecuaciones diferenciales en la teoría de variable com
pleja, que no tienen soluciones en la teoría de distribuciones desarrollada. por Schwartz 
vcr[S)i situación que no se da en las ecuaciones diferenciales que tienen como coefi
cientes a constantes, en donde el teorema de Melgrange (1054) afirma la existencia de 
soluciones en el espacio de distribuciones verllJ· 

La finalidad de este trabajo es el estudio del frente de onda de una distribución 
y el análisis sobre donde unn distribución es localmente de clase 0 00 • Se dan las 
principales propiedades que surgen del concepto de frente de onda y algunos ejemplos. 

Los tres primeros capítulos desarrollan los conceptos y resultados íundamentales 
de la teoría de distribuciones y transformada de Fouricr necesarios en el cnp{tn1o 4. 
Algunos teoremas que se dan en tales capítulos no incluye su dcmostraci6n. Se dnrá en 
tal caso la referencia correspondiente. 

En este espacio por último quiero agradecerle al Dr. Salvador Perez Este\'a por 
su apoyo en la realización de este trabajo y, al Instituto de Matemáticas de la UNAM. 
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NOTACION Y DEFINICIONES DASICAS 

En todo el trabajo se utilizará notación que aparece en la mayoría de loo textos. 
Aquí s6lo se hacen algunas observaciones. 

Rn Denota el conjunto de los números reales con la tolopología natural 

Rn = R x • · · x R Es el n-ésimo producto cartesiano de R con la topología natural. 

e Es el conjunto de los números complejos con la topolog!a natural 

en = e X ••• X e Es el n-ésimo producto cartesiano de e con la topolog!a natural. 

N = {l, 2, ... ,n, .. . } El conjunto de los números naturales. 

Nn = N X••• X N Es el n-ésimo producto cartesiano de N. 

lxl con X E Rn 6 en .. la norma del punto l:. 

< ·, • > Producto escalar. 

f La transformada de Fourier. 

f La transformada inversa de Fourier de f. 
i = A Raíz cuadrada de -1 del capitulo 3 en adelante. 

/;;; La derivada parcial con respecto a la variable x¡. 
' 

sup A El supremo de A 

inf A El ínfimo de A 

D'•=~~ 
cax¡ 

A'-' D La función inclusión de A en D. 

Lp(íl) El espacio de lllJI funciones 

¡: n ..... e 

donde f es integrable en el sentido de Lebcsg>1c, con la norma dada por 

11/llp = (j ll(x)IP)~ dx 

\u 



La. fórmula del mullinomio de Newton 

( 
n ~ mi ;, 1 

a1 + · '· + an} == L.J fCT"iªl ·'' 6n" 
i1+· .. +in=m l· n• 

Si a= (a¡,. . .,an). fJ = {/3¡,. . .,/Jn) E Nn entonces 

i) a+/J=(a1+/1¡, ... ,an+/Jn) 

ii) o: 5 {J si ªi :S /1¡ con i = 1 ... n 1 en este caso 

P - a= (/11 - a¡,.·. ,/Jn - <>n) 

iii) jaj = a¡ + · • · + <>n 

iv) al= a¡l•·•<>nl 

v) Si a ::; (J, entonces 

((J) /ll 
a = (P- a)!a! 

La formula. de Leibniz 

1 A El operador traspuesto. 

Definición 1 Si u es una función del espacio topológico X en C el soporte de 
u es el conjunto 

suppu = {:t E Xju(;i;) =O}-

n e nn Siempre será un conjunto abierto. 

C00 (0) Funciones de clase C00 con dominio n. 
cm(n) Funciones de clase cm con dominio n. 
C¡\"(O) Funciones de clase C00 con soporte compacto y dominio en n. 
Cr\"(O) Funciones de clase cm con soporte compacto y dominio en n. 
L}.., (O) Funciones integrebles en conjuntos compactos. 

Deflnlcón 2 Un" •cminorma en el c'pacio vcrtorinl E sobre vi campo k(k = 
R ó C) es una función p que cumple las siguientes propiedades. 

i) p: E__, n+ U {O} 
ii) p(;i; +y) ::; p(:i:) +(y) 

iii) p(>.:i:) = ¡>.¡p(:i:) 
con x,y E E y>. E k. 



¡Oh inteligencia, soledad en llamas! 
que lo consume todo hasta el silencio 

sí, como una semilla enamorada 

¡Oh inteligencia, soledad en llamas, 
que todo lo concibe sin crearlo! 

Finge el calor del lodo, 
su emoción de substancia adolorida, 
el iracundo amor que la embellece 

amoroso temor de la materia, 
angélico egoísmo que se escapa 

como un grito de júbilo sobre la muerte 
-Oh inteligencia, páramo de espejos! 



l. 

CAPITULO 1 

Distribuciones 

En este capítulo se dan los teoremas básicos necesarios mñs adelante, utilizn.ndo 
algunos conceptos elementales de topolog!n y llllálisis funcional.Se da una definición de 
distribución por medio de funcionales lincnles en el espacio 08"(0) dotado de ciertn 
topología. Se definen algunas operaciones entre distribuciones y ejemplos inportnntes, 
o que son de intcres. 

Topología en Jos espacios C¡\'°(O), G"'(O) y G"'(O) 
Para poder definir lns topolog!ns en los espacios de funciones que interesan más 

adelante se revisan conceptos importnntcs, en los cspucios vectorinlcs topoló~icos. 

Definición 1 

Si E es un espacio vcrlorial sobre el campo k(k = R ó G) con la topología r 
, se llamn c~pacio vectorial topoló~ico si las operaciones de suma y multiplicnción por 
cscnlnrc.'i en E, sou continuas. 

Definición 2 

Si E es nn cspncio vectorial topológico, con In topología r, se llamn localnwntc 
convcxo 1 si el vector e.ero de E, tiene una bnsc local de abiertos convexos. 

Definición 3 

Si E es un espacio localmente convexo, se llama espacio de Frcchct, si adcmií..i; 
es métrico y completo. 

Sen ahora {E¡}1eN una sucesión de espacios localmente convexos tnlcs que 

E; C E;+I para toda i E N 

y 
E¡ t-t E¡+1 son continuas para toda f EN 



2. 

Sobre E = UE¡ se define la topología localmente convexa más finn tal que lns inclusiones 

E¡'-' E 

son continuM para toda i E N. 
Estn topología sobre E se llama le. topología de límite inductivo de E clcfinidn 

por el conjunto de espacios {E¡}iE:N· E con esta topología se llama el límite inductivo 
de los espacios {E;}ieN· 

Pare. In topología del límite inductivo el siguiente resultado es muy importante. 
Teorema 1 

Sea E la. unión de una. sucesión {E¡};eN de espacios localmente convexos pa.ra 
los cuales 

i) E¡ e E¡+I 
ii) E¡'-' E;+1 es continua 
iii) La topología inducida por E,·+I sobre E; coincido con la topología de E¡. 

iv) E¡ es un subespado cerrado de Ei+I · 
Entonces 
n) El límite inductivo de E, induce sobre E¡ su topología original. 
b) Un subconjunto ,1 e E es acotado en la topología de límite inductiva, si y 

&ólo si existe i E N tal que A C E¡ y A es acotado en E¡. 

vcrll\o 
En el caso especial en que E = G¡f(O), con íl e R" un conjunto abierto, y 

{IC¡};eN es una sucesión de conjuntos compactos de R" qur. cumplen 

i) K¡ e K¡+I para todo i E N 

ii)X=UK¡ 
Po.re. los espacios 

G¡f(O,K¡) ={!E C¡\"'(O)\ suppf e K¡} 

se tiene la topología localmente convexa dnda por In familia de normas {Pm,il• donde 

Pm,iUl = sup \aaf(x)\ con f E C¡\"'(íl, K¡) y m EN 
:r€K¡: 1 lol~rn 

Estos espacios tienen las siguientes propiedades. 

Teorema 2 

El espacio C¡\"'(íl, /(;)con la topología dona por la familia de semi normas {Pm,il• 
resulta un espacio de Frechet. 

verll\o 
Teorema 3 

Las funciones 
C¡\"(íl,K¡)...., Cg'(íl,K¡+1) 



son conlinuns paro. todo i E N, y 
GQ'"(0,[(1) 

es un subespacio cerrado de 08"(0,K;+il· 
ver[l]o 

3. 

Por estos dos resultados la sucesión {08"(0, K¡)};eN cumple las hipótesis del 
teorema l. 

El Hmite inductivo sobre 

08°(0) =UC8°(0,K¡) 

as( construido se denotará por 
p(O) 

Con esta topolog{& sobre C8"(0) se trabajará en todo lo que sigue. 

Propiedades importantes del espacio p(O) son las siguientes. 

Teorema 4 

El espacio p(O) es independiente de la sucesión {K¡};eN escogida que cumple 
i) y ii). 
ver[l]o 

Teorema 5 

Un subconjunto A e G8"(0) es acotado en p(O), si y sólo si existe K compacto 
tal que 

y 

para toda m EN. 
ver[l]o 

Teorema 6 

A cGb"'(O,K) 

lél".PI :5 Cm con 4' E A, a E N" y \ol :5 m 

Unu sucesión {~i}teN C C8°(fl) convcr¡;c a r.cro rn p(íl)i tiÍ y s<'1lo 'ii C>Xh;tp 
K e O compacto y 

i) supp</J¡ e O 
ii) éJº,P¡ converge uniformemente a cero sobre K, para todo a E N". 

vcr[l]o 

En el espacio C00 (0) 1 también se puede construir una topología con scminorrnns 
Pm 1, corno rn el caso nntcrior.Estn. topología se dcnotaréi por E y es la. que se utilizará en 
el ~spacio C00

. 

Propiedades importantes del espacio E(O) son In.• siguientes. 

Tcoremn 7 
El espacio E(O) es independiente de la sucesión {J(¡};eN escogida que cumpla 

i) y ii). 
ver[l]o 



. 4. 

Teorema 8 

Un subconjunto A de C"'(fl) es acotado en E(fl), si y sólo si dndo m E N y 
K e íl compncto, existe Cm, K > O tnl que 

con <Ji E A, Jal :5 m y x E/(. 

verJlJo 
Teorema 9 

J8n<J¡(xJI :5 C~,K 

Una. sucesión {</i¡};eN en C"'(íl) converge a. cero, si y sólo si dndo m E N y 
K C íl campa.eta, la. sucesión {anq,}ieN con lal :5 m converge uniformemente n cero en 
K. 

verJlJo 

Los espacios C{j'(íl) y cm(fl) como en los ca.so• nnteriorcs tienen unn topologln 
generada por uno. familia de scminormns {p,,.

1
.¡} 5alvo que el índice m, es menor o igual 

a.m. 

verJlJ 
Propiedndes importantes del espacio cm(fl) son la. siguientes. 

Teorema 10 

Un subconjunto A. de cm(fl) esta acotado, si y sólo si dado K e íl compacto 
existe C K tal que 

con ifi E A, lal :5 m y x E K. 

vcrJ1Jo 
Teorema 11 

Unn sucesión {9;}ieN en cm(n) converge n cero, si y sólo si dndo K e fl 
compacto In sucesión {éJnifi;};eN converge uniformemente n cero en K cuando !al :5 m. 

ver[ljo 

Un n:sultado que scr{l muy útil, que <la una mnncrn sencilla para vcrificnr la con~ 
tinuidnd de funciones cuando el espacio dominio sea el límite inductivo de una sucesión 
de espacios localmente, convexos es el siguiente. 

Teorema 12 

Si E es el limite inductivo de la sucesión de espacios localmente convexos 
{E¡}iEN y F un espacio localmente convexo, entonces 

es continua, si y sólo si 

es continun. parn toda i EN. 

vcrJ!Jo 

u:E->F 

u[E;: E¡_, F 



5. 

En el caso particular en que se tengan los espacios ¡;i(O) y E(O), una consecuen
cia del último teorema es el siguiente resultado. 

Teorema 13 

La función 

p(O)""' E(O) 

es continua y, p(O) es deruio en E(O). 

ver[ljo 
Definición de distribución 

La razón de las topologC ... construidas en loo capados Ca00 (0), C00 (0), C'"(íl) 
y cam(n) está al considerar las soluciones genero.liza.das de ecuaciones diferenciales . 
Schwartz antes de definir lo que es una diatribución, definió como una solución gene
ralizada de una ecuación diferencial, al limite uniforme sobre conjuntos compactos de 
soluciones ordinarias. 

En 1945 Schwartz da la siguiente definición. 

Definición ( Una distribución es una funcional lineal 

u: .,(n) _,e 

continua. 

El conjunto de tales funcionales se denotará por 

pt(íl) 

Algunos criterios importantes que se utilizarán mucho posteriormente, y que fo~ 
cilitan ver cuando una funcional lineal es en realidad una distribución son los siguientes. 

Teorema 14 

Una funcional lineal u de p(O) en C es una distribución, si y sólo si para toda 
K e O compacto existen e > O y m E N tales que 

1<u,4>>1 :Se sup lélQ</>(x)j con 4> E CQ'{íl,K) {l) 
xeK,IQl:5m 

Demostración 

Si E pt{íl) para todo conjunto K e íl compacto 

ulo8"(n,K): CQ'(O,K)-+ C (11) 

es continua. Asr para la bola B1(0) existen m EN y e> O tales que 

V(K,m,<) = {4> E Có'°(O, KJIPm,K(4>) Se} 

y 



donde 

Si 9 '/'O 
c,P 

-(.1.) E V(K,m,<) 
Pm,K Y' 

adomás 9 = O cumple l con cualquier C. 
Tomando C = f se obtiene 11. 

a: 

Si l se cumple significa que son continuas las funcionales 11. Por lo tanto u 
resulta continua. 
\'er~l -_,,,, 

Teorema 15 

Una funcional lineal u de p(O) en C es una distribución, si y sólo si para toda 
sucesión { 9;};eN convergiendo & cero en p(O), la sucesión { < u,</>¡ > };eN converge a 
cero en C. 

Demootración 

Si u es una di•tribución y {,P¡};eN converge a cero en p(O), por la continuidad 
de u, la sucesión {<u,</>¡> };eN converge a cero. 

Reciprocamcntc si u no fuera continua, existiría K e íl compacto tnl que 
u C;¡"(íl,K) no sería continua. Como el espacio 08"(0,K) es métrico, existe una su

cesión {,P¡}¡EN que converge a cero en 08"(0,K) y{< u,</>¡ >}ieN que no converge a 
cero en O 1 Jo cual es una contradicción. 

o 

En forma análoga •e puede conoiderar el dual topológico del espacio E(O). 
P1ua este espacio, denotado por Et(O), se tiene un resultado análogo al del 

teorema 14. 

Teorema 16 

Una funcional lineal u de E(O) en Ces un elemento en el espacio Et(O), si y 
sólo si existen e > O, m E N y [( C O compacto tales q11e 

I <u, .P > 1 :Se sup ¡a'',P(x)I 
:rEK,lo]~m 

con 9 E Có""(O). 
La relación importante entre los espacio• pt(O) y Ei(O) lo da el siguiente resul-

tado. 

Teorema 17 
El espacio Et(O) se puede considerar un subespacio de pt(O). 

Algunos ejemplos 

La definición de distribución tiene por motivo el dar una generalización del 
concepto de función, al menos de funciones útiles en ecuaciones difcrcncinlcs. Dentro 



de ~stn funciones estos ¡,;:,. fa~ilias 

)' 

08°(0) 

O"'(O) 

om(o) 

L¡(O) 

En todos estos cosos la deflnici6n 4 generaliza realmente el concepto de funci6n. 

a) 
Dada una funci6n en L¡ (O) la funcional lineal 

F¡ : O¡j"'(O) __, O 

dada por 

F¡(.J>) = j .J>(z)/(x) dx 

7. 

con ó E C¡f(O) esta bien definida y resulta continua. Ademas para f y g en L¡ (O) 
distintos, existe .¡,E 08"(0) tal que 

F¡(<I>) f. fg(,P) 

De <sta manera, L 1(0) se puede considerar como un subespacio ul¡¡ebraico de p1(0). 
Lo mismo •ucede con 08"(0), 0"'(0) y cm¡o). 

b) 
El ejemplo chísico estudiado en Física es el de In delta de Dirnc.Se define como 

la distribución dada por 

6(4>) = 4>(0) con ef¡ E Go"'(r.) 

Hay varias generalizaciones de esta distribución. 

Por ejemplo, si V'" {(x¡,. . ., Xn) E R"l:r1 =o}, In funcional lineal 6., dndli por 

6u(<I>) = i <!> con 9 E Co""(n) 

f.lS continun.. 
En forma general, si S es una hipcrsupcrficic, la funcional lineal dada por 

65(<!>) = fs 4> con <!>E C¡f(O) 

f'!6Ulta continua. 

Se pueden encontrar otros ejemplos en llJ y l3J. 
Topologías en los espacios ¡;¡1(0) y E1(0) 

Los espacios ~?1(0) y E1(0) resultan espacios vectoriales a los que se puede 
dar alguna topología bajo In cual tengan estructura de espacio vectorial topológico y 



8. 

resulten continuas nlgunas r1pcradoncs importnr:tcs que se definirán po~tcriormcntc 1 

aquí se estudian en !'.stos cspncios, dos de tales topolo~ías, titiles en todo lo que sigue. 
Tnplogía débil 

En el espacio P'(n) una manera de asociarle una topología mediante la cual 
resulta un espacio vectorial topológico, es por medio de la familia de seminormas {11<1} 
dadas por 

P?(u) = 1 <u,.;\> 1 con 4' E C8"(íl} y u E ¡,1(0) 

Esta topología que resulta sobre el espacio pt(íl), se llama la topolo¡(ia débil y 
tiene la siguiente propiedad. 

Teorema 18 Una sucesión {u¡}¡EN de elementos en el espacio pt(w) convergen cero 
en la topología débil, si y sólo si la sucesión numérica { < u,<f¡ >}¡EN• converge a cero 
en O para todo 4' en CQ"(íl). 

verjlj? 

En el espacio Et(íl) tnmbicn se puede considerar In topología débil gcnernda por 
la familia de seminormas {P?) donde 

P?(u) = 1 < u,ef> > 1contf>E000 (0) y u E Et(O} 

y se tiene una propiedad para este espacio análoga a la del teorema 18. 

Teorema 19 

Una sucesión {u¡}¡EN de elementos en el espacio Et(íl) converge 11 cero en la 
topología débil, si y •ólo si Ja sucesión numérica ( < u, <f¡ > }¡i EN converge a cero en G 
para toda r/> E G00 (íl). 

verjlj<> 

Dnjo In topología débil toda.s las operaciones que se definan posteriormente scriín 
continuos. 

Con esta topología no solo se tiene una inclusión algebraica en el teorema 17, 
como lo indica el siguiente resultado. 

Teorema 20 

verjljo 

Son continuas lns siguientes inclusiones. 

i} GQ"(íl} ._, pt(íl) 

ii) Gó'°(íl) '"-' Et(íl) 
iii} G""(O} ._, pt(O) 

iv) G{;'(íl) .._. ¡¡t(íl) 

v) G{;'(íl) .._. Et(íl) 
vi} cm(n) ._, pt(O} 

vii} Li
0
,(íl} <-> ffll(O} donde Lio,(íl} tiene la topología inducida por L1 (íl). 

viii} Et(O) <-> pt(íl} donde Et(íl} y pt(íl) tienen la topología débil. 

Topología fuerte 

Otra topología que generalmente se asocia a los espacios pl(fl} y Et(íl}, es Ja 
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llamada topología fuerte con la que resultan espacios vertorialcs topol6gicos. Para podt!r 
definir adecuadamente esta topología se requiere ele las siguientes definiciones. 

Definición 5 
Si E es un espacio vectorial sobre el campo k(k = R ó C) y A e E, entonces 

A es absorbente, si dado y E E existe >. E k tnl que 

>.ge A 

Definición 6 
Si E es un espacio vectorial sobre el campo k(k = R ó C), y A e E, entonces 

A es balanceado si para todo >. E R y ¡>.¡ $ l 

>.A e A 

donde 
>.A= {>.z E EIE E A} 

Definición T 
Si E es un espacio vectorial topológico, El es el dual topológico de E y De E, 

entonces el coajunto 

Dº ={xi E E1¡¡ < x, u> i $ l, x E D} 

se llama la polar de B, en donde El es el dual topológico de E. 
As( se tiene. 

Teorema 21 

Si E es un espacio vectorial topológico sobre k y D e E es un coajunto acotado, 
entonces Dº es absorbente balu.nccado y convexo en Et. 
ver[ljo 

Teorema 22 

Si E es un espacio vectorial sobre k y D e E es un conjunto absorbente, balan
ceado y convexo, entonces 111 función 

dada por 

es una scminorma en E. 
ver[lJo 

PJJ :E_, R 

Pn(x) = inf{>.Jx E >.D} 

Si E es un espacio vectorial topológico, se puede tomar en E1 por los dos re
sultados anteriores, la topología generada por la familia de seminormns {PD•} donde 
D e E es acotado. 

Esta topología se llama la topología fuerte sobre E1. 
En el csso particular en que se tenga en el espacio pi(O} la topolog(a fuerte, el 

siguiente resultado análogo al teorema 18 es importante. 
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Teoremn 23 

Una sucesión {u¡}ieN de elementos en pl(O), converge a cero en la topologln 
fuerte, si y s61o si la sucesión numérka { < u,,r/J > }iEN converge a cero uniforrncntc 
sobre todo conjunto acotado en CQ"(O). 

veril Jo 
De la misma manera en los espacios E1(0), [Cm(O)[r y [C"'(O)Jr, se puede con

siderar la topología ruerte, obteniendosc un resultado análogo al teorema anterior. 

En todos estos cD.Bos 1 como todo conjunto con un solo elemento en un espacio 
vectorial topológico es a<:otndo, la topologla foerte rc.•ulta más fina que la topologla 
débil. 

Con estas topologlas en los espacios pr(O) y E1(0) se pueden definir algunas 
operaciones entre distribuciones 

Aquí sólo se describen algunas propiedades y operaciones comunes. 

Un primer punto son las propiedades locales de IM distribuciones, que son muy 
importantes posteriormente. 

Definición 8 
Si u E pr(O) y V C O abierto, se dice que u es cero en V, si < u, 4> >=O pn.ra 

todo <f> E C8"(V). 
Definición 9 

Si u E pr(íl) y :ro E íl, se dice que u es cero en :ro, si y sólo si existe V e íl 
abierto con :ro E V tal que u es cero en V. 

Definición 10 
Si u, u E pr(O) y :ro E íl se dice que u y u son equivalentes en :ro, si y sólo si 

u - v es c~ro en xo. 
Con estas definiciones y los dos siguientes resultados &e ve que una distribuci6n 

quedo. determino.da comple:tamcntc si se conoce su comportamiento local. 

Teorema 24 (Partición de la unidad') 

Si K C R" es un conjunto compacto y {V¡ }i'=l es una cubierta abierta finita de 
K, existe {1/i¡)(=l de fondones tales que 

n 
1/i¡ E C8"(V¡) con O$ 1/i¡ $ 1 y :[ t/•¡ = 1 en K 

verJl]o 
Teoremn 25 

i=l 

Si u E pr(íl) es cero en cada punto de íl, entonces u es la distribución constnnte 
igual a cero. 

veril Jo 
Con esto se puede habln.r del soporte de una distribuci6n, que generaliza el 

concepto estudio.do en las funciones. 

•Ad te conoce 1uar.lm111te a ult horema 
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Definlcl6n 11 

Si u E pt{O), el soporte de u; denotado por •uppu; es el complemento en O del 
abierto más grande donde u es cero. 

Hay una relación muy importante entre el soporte de una distribución y el 
espacio Et(O), como lo indica el siguiente resultado. 

teor~ma 26 

En la topología fuerte, la inclu.•ión 

Et(O) <-+ pi(O) 

es continua, y El(O) considerado como subcspacio de pt{O), es el coaju.nto de distribu· 
cioncs de soporte compacto. 

Demostración 

Como es continua la inclusión de C¡j"'{O) en C"'(O), un coajunto acotado en 
C¡j"'(O) lo es en C""(O). 

Por otra parte si u E E•{O), para la bola B,{O) de C existen m E N, ó > O y 
. K e n. compacto, tales que para todo elemento en 

se tiene 

V(K,m,ó) = {<I> E C¡\"'{Olfpm,K(<I>) < 6} 

1<u,</>>1 < < 

En particular para </> E C¡j"'(O - K) 

Pm,K(<i>) =O 

con lo que 
<u,</>>= O 

Por lo tanto 
•uppu e K 

Si u E Et(O), se puede considerar u como elemento de pt(O), definiendo la 
distribución u la.r (íl). 
veril Jo 

Con estas propiedades ya se pueden definir algunas operaciones entre distribu· 
ciones. 

a) la suma de distribuciones y la multiplicación de un escalar y una distribución 
son claramente operaciones continuas en pl(O) y El(íl). 

b) Para introducir el concepto de derivada en distribuciones, se tiene la siguiente 
motivación. Si u es una función en el coajunto C¡j"'{O) al considerar a u y Gi¡ 

8u f 8u f 84> 84> < -8 '<I> >= -8 (z)<l>(:z:) dx = - u(:z:)-8 (:z:) d:z: = - < "• -8 > 
X1' :;ri X¡ X¡ 
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con t/> E Og'(O). 
De esta ohsen•aci6n se puede definir In a-ésima dcril'ndn de u o? pl(íl) con 

<> = (<>¡,. . .,<>n) EN", como la distribución dada por 

Ilnjo la topologia fuerte esta derivada resulta una operación continua en los 
espacios pi(O) y Ei(O). 

e) La multiplicación de distribuciones en general no se puede deflllir. 

En el capitulo 2 se verán algunas razones, por las cuales no se puede definir el 
producto de tal manera que sea una extensión del producto ordinario de funciones y sen 
una operación continua en lns topologlas vistas. 

Sin embargo en algunos casos es fácil definir el producto de dos distribuciones. 

i) Si !/¡E Og'(O) y u E pi(O), In distribución producto !/¡u es natural dellnirln 
como el elemento en pt(O) dada por 

< !/iu,t/> >=< u,!/¡t/> > con t/>E 08"(0) 

Esta definición como en el caso anterior esta motivada por la relación entre el 
producto de dos funciones y al funcional nsocindo a tal producto por medio de una 
integral. 

ii) Si !/¡ E 08"(0) y u E Et(O), la distribución !/¡u es un elemento en pi(O) 
definida como i) para toda 1/1 E 0 00 (0). 

Es fácil ver de nuevo que las operaciones en i) y ii), resultan continuas en cada 
una de las variables en las topologías consideradas 

d) Otra opcraci6n muy importante entre distribuciones, utilizada primero por 
Schwa.rtz 1 en su estudio de lns ecuaciones diferenciales es la convoluci6n. 

Si f y g son elementos en 08"(R"), In convolución es una nueva función definida 
por 

f • g(e) = f f(e- r¡)g(r¡) dr¡ con e E R" 

Si t/> E 08"(íl), se tiene 

con el cambio de variable 6 = { - r¡ en In última integral, se obtiene 

<f. g,t/> >= f f({i)g(r¡)t/>({¡ + r¡) d(¡ dr¡ (1) 

de esta manera se ve que a la convolución f • g, se le puede asociar la función /(·)g(·) E 
08"(R" x R"), pero no una funcional lineal dada por una integral en R" x R", pues la 
función</>(·+·) en 0 00 (0 x O) no tiene necesariamente soporte compacto. 
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Sin embargo el conjunto 

•uppf(·)g(·) n •upp<?(· + ·) 

es compacto. 

De esta manera, tomando ,¡, E C8"(íl x íl) con .¡, = 1 en alguno. vceindad del 
conjunto anterior, el valor de 

< /(·)g(·),1,1(·,·)QI(· + ·) > 

es independiente de la función !/¡ con tal propiedad, y es igual al valor de la expresión l. 

Esto da una manero. de definir la opern.ción de convolución en el conjunto pl(íl). 

Antes de tn.1 definición se necesito. el siguiente resultado. 

Teorema 2T 

Si u E pl{X), v E p1(Y), con XC R", Y C R" abiertos, existe una distribución 
única; denoto.da por u 0 11; en p1(X x Y) tal que 

< u®v,QI(·,·) >=<u,< u,Ql(11,·) >>=<u,< u,QI(·,() >> 

con .p E C8"(X x Y). 
Demostración 

Para cualquier x E X y y E Y las expresiones< v,.P(·,y) >y < u,Ql(x,·) > 
definen funciones en C8"(X) y C8"(Y) respectivamente. 

Notando que las funciones 

t QI¡!/¡¡ con QI¡ E C8"(X) y l/i¡ E C8"(Y) 
i=l 

para toda n EN, forman un conjunto denso de funciones en C8"(X x Y), se determina 
completamente a la funcional lineal u®v. Por el teorema 15, es fácil ver de esta manera 
que resulta continua. 

Dcfinlcl6n 11 

Si u E C8"(íl) y v E Et(íl), la convolución de estaa distribuciones; denotada por 
u • v esta dcfinidn por 

< tt • v,q, >=<u 0 v,cr(·,·).P(· + ·) > 

donde a E C8"(íl x íl), con a= 1 en una vecindad del conjunto compacto 

( suppu x suppv) n •upp,P(., ·) 

y .p E C8"(íl). 
Se obtienen de la definición anterior las siguientes propiedades. 

Teorema 28 

Si u E pl(íl) y v E E1(íl) 

supp(u • v) C suppu + suppv 

(2) 
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donde 
suppu + •upp11 = {x + !il" E •uppu, !/E supp11} 

Demostración 

auppu+auppv es un conjunto cerrado, pues ca la suma de un conjunto compacto 
y uno cerrado en R". 

Si 9 E C{f ((suppu + •up¡m)') como ~(:z: + ·) E C{t' ((suppu)'), para" E suppu, 
se tiene 

<u• 11,~ >=<u,< 11,n(x+ ·)~(x+ ·) >> 

con<> E C{f(O x O) y,<>= 1 en una vecindad del conjunto compacto 2. 

veril Jo 
Teorema 29 

La convolución es continua separadamente en cada variable en lll topolog(a 
fuerte. 

Demostración 

DllBta ver lll definición 11, en donde la operación ® fácilmente se ve que es 
separadamente continua en cada variable. 

veril Jo 
Teoremn 30 

El espacio Et(O) es un álgebra conmutlltiva. con unidad bajo las operaciones de 
espacio \'ectorial y la convolución, en donde, Ir. deltll de Dirac es la unidad. 

Demostración 

Por la definición 11 y el teorema 28 Ir. convolución resulta un" operación cerrada 
y conmutr.tiva en Et(O), 

Si u E Et(O) 

< u•Ó,~ >=< u®ó,~(r¡ +·) >=< u,<ó,~(r¡ +·) >= 

<u,<f,{O+·)>=<u,9> 

con 9 E C00 (0). 
ver[!] o 

Para ecuaciones diferenciales el siguiente resultado es importante. 
Teorema 31 

Si u, 11 son elementos de pl{O) y esta definida la convolución como en lll definición 
11 1 entonces se tiene 

Demostración 

Por b) y la definición 11 

a(u. 11) ,,, an(· + ·) 
< --¡¡;¡-·~ >= - <u. v,--¡¡;¡--- > 
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<:sta expresión es igual a 

Bu Bu 
<u,< -B ,</>({ + ·)>>=<u. -B .<I> >= 

:t¡ X¡ 

Bu Bu Bu 
<u,<-B ,.P(·+r¡)>>=<u•-B ,,P>=<-B •u,4'> 

:t¡ :r¡ :t¡ 

Otro resultado que se usara posteriormente es el siguiente. 

Teorema 32 

i) Si</> E GQ"'(O) y u E P'(n), entonces u• ,PE 0 00 (0). 
ii) Si ,¡,E 0 00 (0) y u E E'(O), entonces u• <1> E 0 00 (0). 
iii) Si q, E GQ"'(O) y u E E1(0), entonces u• q, E CQ"'(O) 
Además estas operaciones son separadamente continuas en cada variable en las 

topolog(BB definidBB. 

Demostración 

Con el cambio de variable :z; = { + r¡, se tiene 

<u•,¡,,,¡,>=< u04',1/Jh·l >=<u,< ,P(r¡),1/J({ + r¡) >>= 

< 1/J,< u,,P(:z:- ·) >> 
entonces 

u•.P=< u,,P(:z:- ·) > 
con lo que 

<u,< ,P(:t - ·) > 
resulta una función en 0 00 (0), (para iii) en GQ"'(O)). 

Para ver lo. continuidad separable en cada vario.ble, se analizará el caso i), los 
demás tienen una demostración análoga. 

Si u E P'(O) es un elemento fijo, para que el mapeo ele C0 (0) a 0 00 (0) dndo 
por 

,¡,__,u."' 
sen. continua, es necesario que lo sea en su restricción al espado Ccf(0 1 K) con K e íl 
compacto. En este caso por las topologlas en G/i"(O, K) y 0 00 (0) es suficiente mostrar 
que pnrn. cualquier L e O compacLo y n E Nn 1 existen m E Nn y e > O tales que 

sup \B"(u • </>}(x)\::; e sup \é>ª<l>(x)\ 
•EL •EK,J<>l:Sm 

con t/> E 08"(0, k). 
Por ser L - J( un conjunto compacto, donde 

L - K = {x - y\x EL, y E J(} 

y u E P'(O), por el teorema 14 existen e¡ >O y n E N tales que 

\ < u,1/J >\::;e sup \Bº,P(x)\ 
•EL-K,l<>i:Sn 



con t/J E C8°{íl,L - K) 

As! 

sup ¡aP(u • if>){x)I = sup !(u• aP.p)(x)i 
%EL rei 

= sup 1 < u,oPif>(x - ·) > 1 
•EL 

Est& llltima expresión es menor o igual a 

e¡ sup sup ¡aº(8Pi¡l)(x - €)1 Se sup 18º\b(x)I 
{ER" •EL,!•!Sn •EL-K,lo!Sn+!P! 

sea entonces m = n +Ir! y e= e¡. 

Fijando ahora t/> E C8°(íl), para esta función se tiene 

sup lt/>(x - €)! < oo 
zl!R",{ER" 

con lo que 
{if>(x- ·)lx E K} donde K e íl es compacto 

es un conjunto acotado en C/l°(íl). 

o 
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(3) 

Por el teorema 23, con una sucesión {u¡}¡EN en pi(íl) convergiendo n cero, y 
un desarrollo similar a 3, •e ve que In sucesión {u¡• </i}ieN converge a cero en C00 (íl). 

e) Otra opcrnci6n entre distribuciones es la integración. Como no se necesita 
en este trabajo no se estudia. 

ver[3J 

f) Una operación muy importante es la composución de distribuciones. En este 
caso se puede preguntar si dada f una función y u una distribución, como se puede 
definir "u o/"¡ es decir la composición; de tnl manera que se tenga nna cxtcnsi6n 
continua de la composición de funciones en el sentido clásico. 

En el siguiente capítulo y en el capítulo 4 se estudian algunas condiciones que 
garantizan la existencia de tal operación. 

g) En algunos casos se puede hablar del cociente de dos distribiciones. 

ver[l2I 
h) Resulta útil en algunos ocasiones manejar series de distribuciones. 

ver[l2j 

Algo importante de observar en la definición de cstns operaciones son sus defcc· 
tos. 

En b) algo muy novedoso es que bajo la definición de derivada dada en la.• 
distribuciones todo elemento en pi(fl) es infinitamente difcrencinble, resultado que no 
es muy útil en ecuaciones diferenciales, donde sólo ec requiere IR dcrivabilidad hasta 
cierto orden finito. 
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Otro hecho e.un más importante es decir que salvo en n) y b), le.s demás opera
ciones no estan detlnide.s en todo el espa.cio pl(O) o en El(O). 

En otros ocasiones con estas definiciones se llega a resultados no deseables. 

Por ejemplo pare. la distribución delta de Dirac y la función identidad su pro
ducto en pl{O) es igual a cero pues 

< :i;6,<f> >=< 6,:t4> >=o 

Es decir, el producto de doe distribuciones distintas de cero en pl(O) puede 
resultar ser la función co111te.nt.e cero. 

En los eiguientes cop(tulos se ven otroe defectos de la definición de distribución 
dada por Schwartz y condiciones sutlcientce entre distribuciones o subespacios de pl(O), 
donde se puedan definir operaciones útiles. 
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CAPITULO 2 

Definiciones equivalentes de distribución 

En este capítulo se estudian otras dos formas equivalentes de la definición de 
distribución, dada en el capítulo anterior. Cada una de ellna guarda una relación mfui 
estrecha con el estudio de las ecuaciones diferenciales. Primero se vera como una <lis~ 
tribución se puede aproximar en la topología fuerte por una sucesión de funciones en 
C00 (0). Asi tambien, como, al menos en conjuntos compactos, a cada distribución se le 
puede asociar un operador lineal dado por una integral, como en el caso de las funciones 
LLoct(O). 

Con estas equivalencias se pueden generalizar más ffu:ilmente algunas propiedn
de.• en las distribuciones. 

Tambien se define el concepto de distribución en variedades diferenciales, y la 
composici6n de una funci6n con una distribuci6n en un cnso particular. 

Un hecho conocido en el espacio C(O) es que cada uno de sus elementos se puede 
aproximar uniformemente en conjuntos compu.clos /( e n por funciones en el espacio 
C8"(0). Una manera de hacer esto es considerando una función r.r E C8"(0) tal que 

j lcr(x)ldx = l,la(x)l 5' 1 y suppa C ll¡(O)-

entonces la función a, = ,-•n(c) que cumple 

j icr,(x)ldx = 1, l<><(x)l 5' t",suppcr E B,(0)- y e> O 

es un elemento en C8"(0). 
Dado u E C(O), K e O compacto y e> O existe 6 tal que 

lu • cr,(x) - u(x)I 5' j ln,(t)lu(x - t) - u(x)I dt ~e 



con z e K y<$ ó. 
Un resultado análogo se obtiene para Jos espacios ~11(0) y Et(O). 

Teorema 1 

08"(0) es denso en pt(O) en la topología fuerte. 
Demostración 

19. 

Si u E pt(O) y a, como arriba, por el teorema 32 del capítulo 1 u• a, E C 00 (íl) 
con cualquier < > O. Para A C 0 00 (0) acotado y una sucesión {<¡}ieN en Rn que 
converge a cero, se tiene 

<u• ª•;-u,,P >=<u,< a,,,,P(·+€) >> - <u,t/i> 

esto es igual a 
< u,< aq(r¡), ,P(r¡ + ·) > -1/i(·) > 

Utilizando el teorema del valor medio con l'll $<,se tiene 

además el conjunto 
{t/i(· + Or¡)l,P E .A.,O $O$ 1,lr¡I «} 

es acotado en C"'(R") pues K + B,(o)- es compacto si K lo es, y 

•uppt/i(· + .. ¡ e K + Bc(o)-

por el teorema 5 del capítulo anterior. 
De esta forma se ve que existe M > O tal que 

con 1/1 E A Y l'll $ <. 

sup ID¡aPl/J(· + Or¡)JI $ M 
o:=;0:51 

Por P.! teorema 14, para un conjunto compacto L que contiene a K + B 1 (o)- y 
¡,,¡ $• 

1 <u• a,1 - u,</>> 1 $ME 

tomando j suficientemente grande tal que para K ~ i y •K $ Xf• se obtiene el resultado. 

ver!tlo 
Con esta propiedad se puede definir la composición de una función y una distri

bución en un caso particular. 

Teorema 2 

Si u E pt(Y) y f : X --+ Y con X e R" y Y e RN abiertos, es un homeomor
fismo de clase 0 00

, entonces existe una distribución; denotada por J •u; en pt(O), tal 
que para toda sucesión {u¡}¡eN en C00 (Y), que converge a u en Ja topología fuerte, Ja 
sucesión {u¡ o J}ieN en G"'(X) converge en la topología fuerte a una única distribución; 
denotada por f' u. 
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Demoslrnei6n 

SI A ca un conjunto acoto.do en C8"(X), el conjunto 

es acotado en C8"(Y), donde JD¡-1 es el Jneobiano de D¡-1. 
Por el cambio de variable y= f(.:c), se llene 

1 J (u¡ o /(.:e) - u¡ o /(.:c))!/l(.:c)ld.:c 5 < con ..PE A 

enloncea oc puede definir 

< f • u, r/J >= )im < U¡ O f, ,P > •-oo 
y por la desigualdad del triángulo se puede ver que f'u es una distribución y ca la única 
obtenida como el límite en ln. lopolog(a fuerte de In. suc"8i6n {u o !}¡EN en C{f' 
o 

Distribuciones en variedades 

Con el teorema n.ntcrior se puede definir el concepto de distribución en varieda-
des, 

Para entender cate concepto es pertinente dar las siguientes propiedades en las 
variedadea. 

Definición l 
Uno. n-dimeruiional variedad 0 00-difcrenciable X, es un espado topológico Hausdorff 

con base numerable para el cual existe una familia F = { K} de homeomorfismos; 
generalmente llamados coordenadas !ocalee o cartas; para las que se tienen !HS siguientes 
propiedades 

i) K: XK e X-· XK en• con XK, XK abiertos. 

ii) Kt o K-1 : K(XK n XK1)-+ K1(XK nXm) es un homeomorfismo de clase 
C"" para toda. pareja K1, K en F. 

iii) UXK =X 
Dclln!clón 2 

Si X es una n-dirnenBional variedad 0 00-diferenciable la función u : X -+ C se 
dice que ce un elemento de clase 0 00 en X, si dado K E F entonces 

resulta un elemento en C00 (XK)· 
Al conjunto de tales funciones se les denotará por C00 (X). 
En forma análoga, se pueden definir los espacios cm(X) y L},

0
,(X). 

En topologla diferencial generalmente se demuestra que las definiciones 1 y 2 
son independientes de la elección de la familia. F. 
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La definición 2 es la que generalmente se dn de mapeo en C 00(X). Para definir 
el concepto de distribución en vnxiedndcs se puede dar de otra manern. 

Si u E C 00 (X) las funciones UK =u o ¡(-I y Uk1 =u o K1- 1 con]( y ](I en F 
cumplen 

(1) 

e inversamente, si pam todo elemento en F se tiene la propiedad 1, existe u E G00 (X) 
tal que 

u=uKoK=uK1 oK1 en XKnXKI 

De esta manera se puede definir el concepto de distribición en una variedad, que ni 
restringirln a R" o abiertos de este conjunto, es equivalente a la definición de Schwnrtz. 

Definición ll 
Sea X una G00-variedad difcrenciable, F un conjunto como en la definición 1, 

y para todo elemento K y Kt en esta familia, existenuK y uK1 E pt(X[<) tales que 

uK1 = (K o Kl-1)'uK en Kt(XK nXK1) 

donde (K o Kl-1)' es como en el teoreIDA 2. 

Al sistema {u K} se le llamará una. distribución en X. 
El conjunto de tales distribuciones en la variedad X se denotará por 

p1(X) 

El concepto de distribución en variedades será utlizado posteriormente hasta el 
cnpÍulo 4, aquí sólo se da su definición. 

Ahora. se verá la segunda forma equivalente de considerar a las distribuciones. 

Toda ecuación diferencial se puede poner como una ecuadón integral y toda 
solución clásica en la primera lo es en la segunda, pero no viceversa. Esto da un 
motivo para la definición de la. derivada para funcione.s f E L1(0) para las cuales existe 
g E L¡ (íl) tal que 

J g(x)ef>(x) dx = (-1)1°1 j 8"ef>(x) dx para todo .¡,E G¡\"(íl) 

en este CMo se puede decir que 

ª"'! = g 

En general Schwnrtz probó que toda distribución tiene una situación análoga, ni menos 
en conjuntos compactos 1 como lo indica el siguiente teorema. 

Teorema S (Representación) 
Si u E p1(íl) y A es un abierto relativamente compacto tal que At e O, existe 

g E G(O) tal que 
u= aºg en A y "'EN" 

donde la derivada se considera en pl(íl). 
Demostrnci6n 



Para < > O existe 

tal que 
l<u,.,6>1:5< con ,PEV(A-,m,6) 

Por otra parte, si se toma el espacio de funciones 

22. 

para toda sucesión {l/J¡}ieN en cate espacio, convergiendo o. cero en L¡ (A-¡, do.da 7 > O, 
con i suficientemente grande, se tiene 

f ¿¡n(m+lli;ó¡{:t¡,. .. ,rn) < 7 
J ¿¡m+lz¡ ... ¿¡m+lz

0 
d.x¡ "' d.xnJ - ¡n(m+l) 

dondel ca tal que A-n¡o,1]". 
Si a= (a1o"'o°'n) EN" y l<>I :5 m 

loº\6;(z)I = 

j'' j'" ¿¡n(m+l).p.(z • , . :t ) ¡ , ,. t 11 1 n dm+l-QXl, .dm+I-o¡.r·. ·dm+l-anxnJ 
-oo -oo am+l.r¡ ... am+lxn • 

<7 

donde dm+l-a¡ indica una integración de m + 1 - n¡-vcces en la variable x 1·, 

Si se toma 7 = 6, para toda i suficientemente grande se obtiene 

1 < u,i;ó¡ > 1 < < 

Como C¡\"'(íl, A-) es un espacio métrico, la funcional lineal 

u 1 : an1+1cgo(n,A) -•e 

dada por 

es continua. 
Utilizando ahora el teorema de Hahn-Banach, se tiene la funcional lineal 

extensión continua de u¡, y asociada a eatu. extensión por el teorema de Ricsz, existe 
g¡ E L00 (íl) tal que 

< li'i,l/J >= j g¡(z¡, .. .,x.).P(zi. .. .,z,.)dr¡ ·" dxn con .PE L¡(A) 



Tomando g E C(A) dada por 

- 1'' l'n Y(:z:;, ... ,:rn) = ... g¡(l¡,••·,!n) di¡ ... din 
-oo -oo 

ec tiene 

,, = (-l)n j Y(t 1,. • ., tn)an(m+1)q,(1¡, ... ,tn) d ... d 
<u,.,,> am+2.:r¡ ... é)m+2:rn I¡ In 

donde q, E CQ'(íl, A-). De esta manera con 

g = (-l)n(m+l}g y a= (n(m+2),. . .,n(m+2)) 

se obtiene el resultado. 

o 
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En el caso en que u sea un elemento del espncio Et(íl), el resultado anterior es 
muy bueno, como se ve en el siguiente resultado. 

Teorema 4 

SI u E Et(íl) existe g E Co(íl) con suppg contenido en una vecindad de 3uppu 
tal que 

Demostración 

u= L é)Pg y r EN 
IPJ$r 

Por el teorema anterior tomando A e íl un conjunto abierto relntivamente 
compacto y suppu e A, existe g E 0(0) tal que 

u= a0 g y A 

Si f3 E C¡f(A) con f3 = 1 en una vecindad de suppu entonces 

y 

{Ju= u 

<{Ju,,P>= 

(-1)1°1 j~(:r¡, .. .,:rn)aº({J(:r¡, .. .,xn).P(:r¡,. . .,:r.))dx1 ... dxn 

Como 
élº(/J,P) = L __ al_aª-P(JaP</¡ 

p$a p!(a - p)l 

se puede considerar 
g = (-1¡l0 l+IPl __ a_!_9ao-pp 

p!(a-p)I 

De los teoremns anteriores se tienen las siguientes observaciones. 
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En el teorema 1 se ve que toda distribución en pl(íl) se puede considerar como 
una sucesión de Cauchy en el espacio C¡)'(íl), e inversamente si {u¡};eN es una sucesión 
de Cauchy en el espacio C0 (íl) entonces la expresión 

u(oil) = Jim < u¡,oi\ > con oil E Ci\""(íl) •-oo 
esta bien definida y determina una distribución. 

La propiedad dada en el teorema 3 desafortunadamente no es de caracter global, 
por ejemplo la distribución en R dada por 

u= f 6~¡ 
k=I 

.donde< 6~¡•4> >= akoi\(k) y k EN, no tiene asociada una función continua g tal c¡ue 

< u,oi\ >= j g(.:c)aªoil(.:c) d.:c para toda .p E C0 (íl) 

pues dada g existen 4>1 y 4>2 en C¡)'(íl) que tienen sus derivadas de cualquier orden 
Iguales en N, pero las integrales 

j g(:c¡, ... ,:cn)aª,P¡(:c¡, ... ,:cn)d:z:¡•·• d:r.n 

f g(:c¡, • .• ,:rn}aª4>2(.:c¡, ... ,.:en) d.:c¡ • • · d:cn 

son distintas para toda a E Nn. 

Schwartz llegó al resultado del teorema 4 con la esperanza de poder definir el 
producto de distribuciones, al menos en E1(íl) en forma consistente. Por el teorema 1 
se ve que el producto de la distribución delta de Dirac consigo misma no se puede hacer. 

De lo contrario tomando una suce.si6n { a<JieN como antes y 

,PE Co(íl) 

con oi\(O) 'F O debe cumplirse. 

< ó · ó, .p >= .lim < 6, º"•oi\ >= .lim !(~) •-oo •-oo t:i 

pero la última expresión no esta definida. 
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CAPITULO 3 

Transformada de Fourier 

En este cap(tulo se estudia la transformada de Fourier en el espacio de distri
buciones, sumamente importante en este trabajo. Esto da origen al teorema de Pnlcy
Wiener- i:lchwanz. criterio anaHtico que da información sobre cuando unn. distribución 
es en realidad una función en 08"(11) ó E•(l1). 

Definición de la traruiformada de Fourier 

La transformndn de Fourier para un elemento u en el espncio L1 (11), se define 
como 11\. función 

En el caso particular en que u E cr(Rn}, ln. transformo.da de Fourier U no 
necesariamente es de nuevo un elemento en Có(Rn), hay sin embargo un subcspncio 
muy importante de L¡(l1); cuyo origen se encuentra r.n los trabujos de Sobolcv sobre el 
problema de Cauchy en ecuaciones diferenciales; en donde ln tram;formnda ele Fouricr 
resulta una transformnci6n isomorfa nlg;chraicn.mcntc, y con cierta topología tambicn 
resulta un homcomorfismo. 

Para ver esto se tienen las Rigni<'nteR definiciones y lcorcmns. 

Definición 1 
Una función.¡, E G""(Rn) decrece rápidamente si parn toda a, p E Nn 

lim \:i:ºíJPq,(x)I ~O 
\t\-oo 

El conjunto de tale• funciones se denotará por S(R•). 
A S(Rn) se le dnrá la topolog(a generada por In familin de seminormas ho,p} 

con a, p E Nn y 
1o,p(4>) = sup \:i:"8P</J(x)\ con </i E S(Rn) 

,:e/l" 



.. 
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Teorema 1 
El espe.cio S(R•) con la topología generada por la familia de seminormo.s ha,p}, 

donde oc,p EN•, es <le Frechet. 

ver[ljo 

En analogía a los teoremas 6, 8 y 10 del capítulo 1, los siguientes resultados en 
el espacio S(R•) son importantes. 

Teorema 2 
Si A C S(R•) es acotado y se tienen m,p en N•, existe e> O tal que 

ver[ljo 

Teorema 3 
Una succsi6n {i/>¡}ieN en S(Rn) converge a cero si dado cualquier polinomio y 

cualquier operador diferencial Q{B), la sucesión {P{x)Q{rJ)</>¡}¡eN converge uniforme
mente a cero en Rn. 

Teorema 4 
Las inclusiones 

Cg"(Rn) <-+ S(Rn) <-+ C"'(Rn) 

son continuas, con C8"(R•) denso en S(R•) y este en C"'(R•) 

Demostración 

Cg"(Rn) es denso en C"'(R•), nsf, S(R•) resulta denso en C00 (R•). 

Tomando una sucesión {fJ;};eN en C(f(R•) tal que fJ; = 1 en la bola D¡(O), 
entoncCB 

en S(R•¡, si</> E S(R•). 

Para la continuidad de las inclusiones basta considerar sucesiones convr.rgit•ndo 
a cero en C8°(R•, K), donde K e Rn es un conjunto compacto y en S(R•). pues estos 
espacios 1:100 métricos. 

El rcsultndo m1ts importante parn el cspncio S(Rn) es el siguiente. 

Teoremn 6 
Si u E S(R") entonces 

i) u E S(Rn) 

ii) La función 'ú llamada la transformada inversa de Fourier de u, dada por 

'ú(€) = j i«,e>u(x)dx 

con :t E R•, es un elemento de S(R•). 

iii) 'ú =u 
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iv) La función F: S(R") _, (R") eon F(u) =u, es un homeomorfismo, donde 
r 1(u)=u. 

Demostración 

i) Si u E S(R") y a, p EN" 

aPu({) = - 1
-/ .-•<•,(>ePu(x)dx 

(2ir)• 

eon lo que 

118( 

{ª+Pu(<)= - 1-f e-i«,(>ea+Pu(:z:) dx = 
' (2ir)• 

(-1Jlai+IPI f . --- e-«•,(> a•+Pu(:z:) dx 
(2ir)" 

!€ª+P u({)j < - 1-f j8ª+Pu(x)j dx - (2ir)• 
donde el segundo miembro de la. desigualdad es menor o igua.I a 

1 j 1 + !xl2 ¡ atp ( )j 1 J e d 
(2ir)" 1 + lxl2 8 U X dx $ (27r)n 1 + j:rj2 X< 00 

ii) Sean a, P, E N". Como en i) se obtiene 

l€ª8Pu(e)I::; (2!)" J ¡a•+Pu(x) d:ri < oo 

iii) Primero, sea In. función g = e4 1 entonces 

donde 

Asl 

1 f -1•1' . 1 f -1·~•¡¡• -1(1' '9(€) = -- ez-e-•<•,(> d:r = -- e e-i- d:r 
(27r)• (2ir)• 

f -1<+112 ¡ -1•12 
n 

e--r- d:r = eZ- dx = (2n)1 

~ 1 -1<12 
gW=-,,e-r 

(2ir)1 

Considerando e.hora. le. identidad 

f u({)g(c{)e•«.(> d{ = 

_1_ / g(<t)e'«,(> [J' .-•<u,E>u(y) dy] d{ 
(2ir)• 

de la última expresión se obtiene 

- 1 - fjl<•-u,E>g(c{)u{y) dyd€ = 
(2ir)• ¡, 



<n f'i¡Y ~ ")u(y) dy 

y por el cambio de variable y = x + cz 

J íl(e)g(•e)iº·e> d€ = J 9(u)u(x +•u) dy 

entonces 

y 

lim J 9'(€)u(x + <€) d€ = u(x) •-o 

28. 

iv) Por ser S(Rn) un capado métrico pe.re. cualquier succai6n {u¡}ieN en S(Rn) con
vergiendo a cero, do.das m, p E Nn y < > O con jmj > 2n, existe J'm,p,• E N tal que 

y 

jxmap u (x)I < _1 _ / (lem¡ + 1)18Pu1(€)1 de< < 
k - (2 .. ¡n ¡em¡ + 1 

en forma análoga se ve que F-1 es continua. 
o 

En el curso de la demostración del teorema anterior se obtienen las siguientca 
propiedades. 

Teorema 6 Si u E S(R") 

') .~ ª" 1 tx¡u = - /féj 

ni ~=ie;'U 
iii) En general si p(X, D) = Eap(x)DP es un operador diferencial, con coeficien

tes constantca donde 

se tiene 
P(X, D)u = P(X, ·) íl 

o 

Otras propiedadca del espacio S(Rn), fácilmente verificables son las siguientca. 
Teorema 7 

Lo. inclusión 



es continua. 

ver[l)o 
Teorema 8 

29. 

Si S1(R")' denota ni dual topológico del espacio S(R") y tiene la topología 
fuerte, las inclusiones 

E1(R") .._, S1(R") .._, pt(R") 

son continuas. 

Demostración 
Fácilmente se ve que todo conjunto acotado en CQ" ( R") lo es en el espacio 

S(R"), y todo conjunto que es acotado en S(R") lo es en C00 (R"). 
ver[l)o 
Teorema 9 

Si u E St(R"), existen m,p EN" y e> O tales que 

1 <u, ,P > 1 < csup [.i:"'aP,p(x)J 

ver[l)o 
El espacio St(R") es importante por la siguiente propiedad que da una moti

vación para definir la transformada de Fourier de forma sencilla en St(R"). 
Teorema 10 

Si f,g E S(R") 

veril Jo 
Definición 2 

J f(x)g(.i:) dx = j f(.i:) g(x)dx 

Si u E St(R"), se define la transformada de Fourier de u como la distribución 
u E St(R") tal que 

<U,r/>>=<u,~> con </>ES(R") 

y se define la transformada inversa de Fourier de u, como In distribución u E St(R") 
tal que 

<u,r;!>=<u,~> con ,PeS(R") 

Teorema ll 
Si St(R") tiene la topología fuerte, el mnpeo 

F: S1(R") -• St(R") 

dada por 
F(u) =u con u E S1(R") 

*A tlk •ptid.o H I• da el Dombrt de lu dlatribuclonH kmp•r...du 
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es un homeomorfismo, donde p-I está definida como 

p-1(u) =u con u E S•(R") 

verjljo 
Operaciones en el espacio St(R") 

Muy importante para el capítulo 4 es la transformada de Fourier del producto 
de distribuciones y calcular su valor. Aquí sólo se menciona un CllBO particular, en que 
tal operación se puede efectuar, que basta para el desarrollo posterior. 
Teorema 12 

Si t/> E S(R") y u E St(R"), la distribución producto es un element.o en St(R"), 
y tal operación es separadamente continua en cada \'ariable. 
verjljo 

Teorema 13 
Si u E St(R") y v E Et(R") la convolución existe, es un elemento en St(R") y 

resultando separadamente continua en cada variable. 
Demootración 
Por el teorema 14 del capítulo 2 

v = L éJPgp con gp E C0(R") y auppu e auppgp 

Para cualquiera de estas funciones gp, dada.¡. E S(R"), se tiene 

As! 
(1+1e12¡maq!/i(€) = J (-1)IPlup(11)(1+1e12¡map+q.¡.(e + .,¡ dr¡ 

uS11ndo en l la desigualdad 

se obtiene 

como existe e> O tal que lgp(r¡)(l + l111 2)ml <e para toda r¡, entonces 

l(l + 1e1 2¡maq!/i(€)1 $ 2c J l(l + 1€ + 1112¡map+q.¡.(e + 11)1 dr¡ 

haciendo el cambio de variable '11 = e+ '1 

pero 

(1) 

(2) 
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entonces el segundo miembro de la desigualdad 2 está acotado. 
De esta manera por la desigualdad del triángulo se puede ver que la función 

t/I =< v,4>(·+·) > 

es un elemento del espacio S(R"). Además por la topolog[a que tiene el espacio S(R") 
la función< u,tf>(· +·)>está en C00 (0) y quedan bien definidas las expresiones 

<u,<11,4>(·+·) >> 

y 
<11,<u,4>(·+·)>> 

coincidiendo en C8"(R"). 
As[, en el espacio S(R") ae puede definir la convolución de u y 11 como 

<u•v,<l>>=<u,<v,4>(·+·)>> con <i>ES(R") (3) 

Para demostrar que la convolución es continua separadamente en cada variable, 
es suficiente por la definición dada en 3, ver que para todo conjunto A C S(R") acotado, 
loa conjuntos 

B= {< v,t/>(·H > l<i>E A} 

C= {< u,t/>(·+·) > lt/>E A) 

son acotadOB en S(R") y C 00 (R") respectivamente. 

que 
As[, con A acotado en S(R") existe c¡(tn,p,q) >O que depende de m, p y q tal 

i(l + l€i2)'"éJPt/J(eJI :5 2c·c¡(m,p,q) con€ E R" 

Por lo tanto B resulta acotado en S(R"). 

Por otra parte por el teorema 9, para todo K e R" compacto y e > O, se tiene 

1 < u,4>(· + ¡¡) > 1 < cl(x + y)'"él<i>(x + y)i <e oei(m,p,q) 

con y E K. 
Por lo tanto Ces un conjunto acotado en C 00 (R"). 

ver[l]o 
Con este resultado se puede enunciar un caso especial de la transformada de 

Fourier de la convoloción de dos distribuciones. 
Teorcmn 14 

Dadas 4> E S(R") y u E Et(R") 

.p';°u=~·u 

Demostración 

Si t/J E S(R"), por la definición 2 y el teorema 12 

<.¡,;u,,µ>=<"'. u,;¡;>=< u,< t/>, ;¡;(. + ·) >> 



en donde 

Como 

entonces 

y 

entonces 

vcr[lj,[2Jo 

< .¡,, ~(· + ·l >= f ii>W ~(11 + €) d€ = f 4>(€ - 11) ~W d€ 

J i/>(€-11) ~(e) d€ = /~{r¡ - €) ~(€}d€ = ~. ~(r¡) 

~:~(e}= J [! ~(% - t)i<%-I,{> d:i:] ~(t)é<I,{> dt 

= (!¡¡,,¡ei<{-»dx) (/~(1¡i<1,{>d1) = ~·~W 

- - -
< .¡,'; u,iJ¡ >=<u,~. 'J, >=<u,~.~>= 

<-u.~ . .µ>=< 'ii·u,iJi > 

Teorema de Paley-Wlcner-Schwartz 

32. 

El teorema de Paley-Wiener-Schwartz, dn una herramienta muy poderosa en ln 
busqueda de condiciones analíticas que garantizan cu1L11do una distribución está en los 
••;.llciu• Et(Rn) 6 C¡¡"(R"), o como se verá en el cnpltulo 4, en que puntos localmente 
se comporta como una función de clase C00

• Este teorema involucra ln construcción de 
funciones anallticas en C". As( primero se define este concepto, que es completamente 
análogo al caso de e. 
Definición 3 

Si se denota n In variable en C" por 

donde~;= €;+ir¡¡ con €¡, '1¡ E R y se define 

una función f : u e en ... e con u abierto, es nnaHtica, si para todo X E u 

af_=O con j=l,. . .,n 

ª~' 
Teorena 15 (Paley-Wlener-Schwartz) 
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i) La transformodo. de Fourier de una distribución u E Et(R") es una función 
analítica F en C" para la que existen constantes e, ,\ E R y r E N tales que 

IF(dl ~ c(l + líll' ,Al/m¡I r.on í E e• {l) 

e inversamente, toda funci6n ann.Uticn que cumpla la condición 1 en G", es la transfor
mada de Fourier de una dffitribución en E1(R"). 

ii) La transformada de fourier de una función u E Cg"(R") es una función 
analftica F en e• para la que existe A > o tal que para toda r E N existe Cr y 

(2) 

e inversamente, toda función analítica que cumple la condición 2 en en, es la transfor
mada de Fourier de una función en C/l"(R"). 

Demostración 

i) Si u E E1(R") y {ac; }jeN es una sucesión de funciones en Cg"(R") como las 
construidas en el capítulo anterior, entonces por el teorema 31 de capítulo 1 

u•ª'; E Cg"(R") 

Para estas funciones la transformo.do. de Fourier esta dada por 

Sea ahora.PE Cg"{R") tal que</!(€) ¡l O. Por el teorema 14 

así u E C00 (R"). 
Aplicando el teorema 1 del capítulo 2 a la delta de Dirac, se obtiene 

con lo que 

.¡, = ~ = 'ú ..... ó = ~. 6 = ef>. 6 
entonces 

6 = 1 y 6 =< ó,e-i«,·> > 

Con esto, dada 2• existe K(2J EN tal que 

11 - ª•;WI = 1 < ó,e-i«,{> > - < ª•;·•-i«,{> > 1:;:; i 
con i 2:: 1((2)· y por el teorema 1 del capítulo 2 

1 < u .-i«,{> > - < u• a ,-i«,.P> > 1 < !. 
t (ji - ':? 
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Por lo tanto 

1 < u,e-i<-,(> > -u(€)1 <E con j ~ I((~l 

De esta manera se ve que la. transformada de Fourier de la distribución u esta 
dada en € E R" por 

u(€)=< u,e-i<-,(> > 

Si se toma ahora la variable ' E 0", la expresión 

u(d =< u,.-i<-,(> > 

está bien definida y es unn extensión a e• de u, que resulta nnnllticn en e•. 
Aplicando el teorema 15 del capítulo 1 a la distribición u, se tiene In existencia 

de e > O, K e R" compacto y r E R tnl que 

1 < u,e-i«,r>¡ $e sup \Dªe-i«,r>¡ 
•EK,lal$N 

Como 
\Dªc-i«,r>¡ = kª 0-i«,(+iq>¡::; ¡,¡lal¡0 «,q>¡ 

con A E R suficientemente grande tal que, K C DA (Ol, y la desigualdad de Schwartz 

<x,'7>$Al'71 con xEK 

entonces 
1 < u,e-i<•,¡> > 1 $ c(l + ¡,I)' cAllm¡I 

En el caso particular en que 11 E C8"(R"), tomando A tal que suppu C DA(O) 

l ,~m•¡ u(,)I = _1_\ ! .-i<q,¡> v2m'iu('ll d'!\ < _1_<2 .eAq 
1 (2~)" - (2~l" m<; 

donde<; es el ;'-ésimo vector canónico en N", m EN y <2m•; = supqEll" ID2'"'iu(1¡)\. 

Así 
1 r (') n (1 +\'\)'\u(,)\ $ ( 2~)" .fo m ,"& <2me;•Aq 

y con 
1 r (r) n 

Cn = ¡2~l" L m L 0 2mei 
m;:Q J=l 

se obtiene 2. 

Inversamente si se cumple 2, tomando 

u (x) = -
1
-/ F(e +.., l<'«,e+;p d€ 

q (2~)· 



Uq resulta un elemento en 0 00 (Rn) y 

iuq(:z:JI :S (2~Jn j (1+1€ + ir¡IJ-r 0 Alql-«,q> dt :S 

e eAlql-<:r,q> j 
r (2ir¡n (1+1€1)-n de 

tom11.I1do r = n + 1 se obtiene 

y sir¡= t:z: 

lu (x)I < 4" 0•+1 e-1(1•12-Al•ll 
q - (2ir)n 

35. 

As! cu11.I1do t -+ oo, para :z: E nn con i:z:I > A, se tiene uq(:z:} = O. Además como se 
cumple 2 

en donde 

por lo t11.I1to 

lim F(~)e-i<=•,r> =O 
lrl-oo 

j :~ (€ + ir¡)i<z,{+ip d€ = -F(e + ir¡Je'«,{+iq>¡~00 
+ f F(e + ir¡):z:¡é<=•,{+ip d€ 

auq =o 
8r¡¡ 

De esta manera se tiene que Uq{:t) = Uo{:t} para todo :z: E nn y Uo{:z:) es la 
transformada inversa de Fourier de F. 

Por último, si se cumple l para toda,¡, E S(Rn), se tiene 

1 f F(e)t;l(e) del :Se f (1 + le1J'it;l(€)i d{ < oo 

con lo que FE S1(R") y FE S(R"). 
Aplicll.Ildo 1, 2 y el teorema 14 

1 F '"'c;(~)I = IF • ll''°;;(~JI :S 

c2,(1+1~1)-r 02(A+c;)ilmrl 

entonces F •a,1 es una función de clase 0 00 con soporte en DA+<; (O) que converge a F, 
cuyo soporte está en B A (O). 



CAPITULO 4 

Singularidades 

Cuando se tiene un& ecuación diferencial dada por un operador 

P = P(X, D) = L aoD" con ª" E 0 00 (0) 
jojSm 

de la forma Pu = f, se trata de encontrar una solución u. 

36. 

La existencia de tal solución se puede pensar no en un espacio de funciones sino 
en un espacio de distribuciones. Es decir se pregunta por la existencia de u E pr(O) tBI 
que 

Pu =f 
donde la derivada de la distribución u y la multiplicación de esta por una función son 
como se definieron en loo capitulos anteriores. En este contexto se pueden plantear las 
siguientes preguntas. 

l. ¿ Dada la ecuación diferencial Pu = f con f E pr(O), existe una solución u 
en pr(O) ? 

2. ¿ Si tal solución existe, es realmente una función ? o 

3. ¿ Quó tanto se parece tal solución a una función ? ¿ En que sentido ? 
En este capitulo se estudian los puntos donde una. distribución no se comporta. 

localmente como una función de clase 0 00
, definiendo para ello el frente de onda. de una 

distribución. 

Pnr u se definió el conjunto •uppu como el complemento en O de 

{:z: E OI existe V e O abierto ,:t E V y ulv =O} 

Imitando esto, se puede tomar la siguiente definición. 

Definición 1 

Si u E pr(O) el coajunto •ingsuppu es el complemento en O de 

{:z: E OI existe V e O abierto, x E V y ulv E G¡\"'(íl)} 

y se llama el soporte singular de u. 
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El soporte singular de una distribución es el coajunto de puntos donde unn 
distribución no se comporta localmente como una función de clase 0 00 • 

Un refinamiento del último coajunto se puede dar con la ayuda de lns siguientes 
definiciones. 

Deflnlcl6n :Z 

Un coajunto V E R" es un cono abierto (cerrado) si V es un coajunto nbierto 
(cerrado) en R", tal que para cada :z; E V se tiene 

Deftnlc16n S 
Si u E Et(O), entonces 

q rf; l::U con q E R" - {O) 

si existe un cono abierto V con q E V tal que 

i'U(E)I $ <m(l + IEl)-m con m EN y e E V 

donde Cm es una constante que depende de m. 

Fácilmente se observa que para u E E1(0), el coajunto Eu es cerrado. 

Se tienen tambien los siguientes resultados importantes. 

Teorema 1 

Si u E E1(0) y rJ> E 08"(0) entonces 

L{.,lu)c¿u 

Demoetración 

Si E rf; E u y r1> E C8"(Rn), entonces ~ E S(R"), y por el teorema de Palcy
Wiener-Schwartz, existen ME N y e¡ >O tales que 

Sea ahora e tal que O < e < l. Dividiendo R" en los coajuntos 

Ae = {q E R" - {O}jjqj < clql} 

Be= {q E nn - {O}llq <'.: clel} 

SI q E Be• como IE- ql $ IEI + lq! < lqi + .-1¡q¡, entonces 

1e - ql $ (1 + .-1)1ql 

Además 



as! 
Jt7'\l>WJ$ sup Ju(r¡)Jl\~llL,+ 

lql:Selel 

f l~(x)l(H·c-1)M(l+lxlJMdx 
ÍJql~elel 

38. 

Si res un cono abierto cuya cerradura csló. contenida en r, se puede tomar e tal que 

r¡ E r ei €E r, Y 1€ - '11 <el€! 

•As! 
1'11 > {1- c)l€1 con r¡ E r Y €E r1 

y 
eup !'ü(r¡)l(l+ ¡mm$ eup J'ü(r¡)l(l - c)-"'{1 +Ir¡!)"' 

lqJ:s1e1 r 
entonces 

eup(l + 1€1)"'1 i'u(€) $ 
r, 

(1- c- 1 ¡-me~p !íi(r¡)l(l + l'llrll ~ lli, + c¡{l + c-l)M+m j I~ 1(1+ xlJM+m dx 

<clm 

donde clm ce una constante que depende de m. 
Por lo tanto 

Una generalización del conjunto L: u con u E E1(0) para el espacio ¡it(O), esta 
dada de la siguiente forma. 
Definición 4 

Si u E ¡it(O) y Xo E O 

L:u= n I:lf>u 
'º \IEOó"(íl),~(•o)/O 

En combinaci6n con el soporte singular de una distribución, se tiene Ja siguiente defi
nición importante, dada por primera vez por Lars HOrmo.ndcr en 1070. 

Definición 5 

Si u E pl{O), el frente de onda de u es el coajunto 

IV Fu= {(x,e) E o x n• - {O}le E I:u} , 
Por su dfinición el frente de onda de una distribución es cerrado en O x n• - {O} y 
resulta invariante bajo multiplicaciones por escalnres positivos en ~. Por lo tanto, se 

*J1ara (E f1 ns'"-1, u.lite una bola D,,(() e r coa 't < J, por Jo la.t1to ,,,, ... ,rh < 1 taln qui fa ns"- 1 e 

u~ .. 1D,,((¡). Sl e= mln(r,1} ae tiene nh hecho. Cuando ICI # l loma.ado 1tffl 111 procede como ante11 p11.ra tfT 
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puede considerar como un subconjunto de O x 5n-l. Esta consideración ser! útil en 
varins de laa pruebns de los resultados siguientes. 

Teorema ::11 

Si u E pr(O), la proyección sobre O de W Fu, es el conjunto •ing•uppu. 

Demostración 

Si (:e,€) E W Fu, suponiendo :e i aingauppu, existe A e R" abierto con :e E A 
tal que uiA es una íunción de cluc 0 00

• Para <f¡¡ E 08"(!) entonces t/>1 u E C8"(A). De 
esta manera localmente en :e, u .. de claae 0 00 y 

lo cual .. una contradicción. 

Por otra parte si E aingauppu y se supone E. u = ti>, considerando al coajunto 
W Fu como un subcoajunto de O x S"-1 

(L:ul•=( n E<1iul•= 
• ;eocf(R•),;(z)¡lo 

U (E<1iuJ• = s"-1 
;eC8'(R•),f(z)¡lO 

Por lo tanto existen fondones</!¡ j = 1,- • .,K de clase 0 00 con t/>¡(:c) f. O tales que 

nf=1( L: </i;u)• = sn-1 

~CQ"'(R•),;(<)¡lO 

Tomando <f¡ = </11 ···<fin, por el teorema 1 

E.Pu e nf..1</i¡u = 1> 

A.a! tf¡u E 08"(0), es decir u es una íunci6n de clase 0 00 en una vecindad de :e, lo cual 
ca una contradicción. 

o 

Si u E Er(O) se tiene mM información en el coajunto W Fu. 

Teorema :1 

Si u E Er(O), la proyección de W Fu sobre Rn - {O}, ea el conjunto E u. 

Demostración 

Si (x, €) E W Fu entonces 

Por otra parte si e E E u y e f. E. u, para todo X E •Uppu existe v. e R" 
abierto con x E V, tal que e </. E <f¡u con ,¡,E 08" (V,) y <f¡(x) f. O. Por un argumento de 
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partición de la unidad, • para auppu existen Vz¡ con j = · 1, · • ·, K abiertos con x; E \1%J, 

<liz¡ E 08"(Vz¡) y <liz;(:r¡) 'f O, tales que :Lf=t </i; =l. De esta manera por la linealidad 
de la transformada de Fourier y la desigualdad del trilÍngulo se tiene 

K K 
L u= L((I: </i¡)u) =DI: </l¡u) 

lo cual .. unr. contradicción. 
o 

i=l i=l 

K 
e u I: </J;u 

i=l 

Localmente el comportamiento de la expresión 

i{lml .fu(EJI con </i(:ro) '/O y (z., {o) E íl X R":- {O} 

se puede observar notando que la función é· es periódica. Para (xo, {o) E íl X s•.-I y 
valor .. (:r, {)muy cercanos a este punto, con </i E 08"(0) tal que los puntos·de •upp</i 
cstcn muy cercanos a Xo 1 la expresión 

tm iu(t{o) = t'" < u,e-i<.,te.>9 >, 

oscila cuando t crece, disipándose tal oscilación sí (xo, {o) 'f W Fu, pero no cuando 
(xo, {o) E W Fu, como se muestra en las figuras siguientes. · 

En el caso en que (:ro,{.)'/ W Fu 

En el caso en que (xo, {o) E W Fu 
Ahora se calculará el frente de onda de algunas distribuciones. 

• ttomna 24 capitulo 1 
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a) Seo. le. distribnd6n dada por la delta de Dirac. En este caso, si i;b E 08" ( R) 
con i;b(OJ f' O ee tiene 

i°6(() =< i;b/i,e-i<.,(> >=< 6,i;be-i<.,(> >= i;b(O) 

Ael pe.re. toda n E N y e E R" - {O} 

lelml ~WI = ¡e¡m¡,¡.(oJI-+ oo cue.ndo e_. oo 

por lo ta.ato (O,() E W Fli. 
En loe puntos en que :x: # O, 6 es loca.lmcnte de cla.ee 0 00

• 

De esto •e concluye que 

WFó = {(o.e)le E R- {O}} 

En genere.! pe.re. la. delta. de Dirac en R", se tiene 

W F6 ={(O, e)!( E R" - {O}} 

b) Seo. X¡a,bJ la. función característica. del intervalo [a, bj en R". Claramente 

•ingsuppX¡a,bl = {a,b) 

y la tre.nsformads. de Fourier de la distribuci6n X¡a,bl ce 

~ _ 1 rb -i•e __ 0 -ibt + .-iae 
X¡a,bJW - (2ir) Ía e d:x: - i(2ir)( 

Como la expreai6n 
l€1m(cosa(- cosb( + isenb( - iwia() 

no está acotada cuando e -+ oo, entonces 

no está acotado. cuando e -+ 00 y m ?: 2. 

Como X¡a,bJ E Et(R), por el teorema 3 

L:X¡a,bJ = R - {O} (1) 

Si existiera (a, r¡) íf; W FX¡a,bJ• para alguna. función ef¡ E 08"((01, ~)) con al < a, 
4>( a) f O y V cono abierto en R con r¡ E V, •e tendrín 

~ 3b-n r <;l(:x:)e-i•( d:z: = (-r i;b(x +a - b)c-i(r+a-b}{ d:z: = 
Ía. Íb-a+al 

3'-o 

0 -i(a-b}{ f-r .p(:x: +a - b)e-ir{ dx 
lb-a+aJ 
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nsf 

Esto significa. que </>(·+a-b) es una función pnrn In cual su valor en bes distinto 
de cero, pues 

.;(b+a·-b) = ó(n) f O 

y es de soporte compacto. Así oc tendría (b, €) 'f W FX¡a,bJ• hecho que no es posible por 
l. 

De esto se concluye que 

W FX¡a,b\ = {a, b} x R - {O} 

se toma una función t/i E Cg"(R) de tal manera que t/i(a) ¡! O y su •aporte no 
contenga al punto b. 

e) Sea X¡a,b\x\c,d\ la función característica del cuadrado [a, b] x [e, dj en 11" con 
a, b, e y d, en R. 

Claramente 
úng•uppX¡a,bJx\c,dJ = rJ([a, b) Y [r., dJ) 

Para x 0 E D([a,b] X [c,d]), se analizan tres rnsos 

i) Para Io que no es un vértice, en nlglÍn lado horizont:.i.1 de 8('.a, b] • le, dj) y 
€o= (€1, 1 E2,) tnl que E1, -f O, sen V un cono ubicrto con (o E V cu donde se tcngnn 
constnntcs c1 y c2 tales que 

C'on (~ 1 ,E2 ).;: vnsn-l Tomnndr)<fif:'. C'¡)((or,111) Y (r 1,rl')) rnl qur ni< u r.·M <by 
el < e < d1 < d, f!iC tiene 

~ 1 [b> _¡,,< ['d _.,, Dm' 1<,1>(x¡,x2)] 
lt/iX¡.,bjx\c,dj(E)I = (2ir) 2 1;., e "'' }, e "'--e¡.¡--- d:::¡dx2; 

donde e¡ = (1, O) y [E! > l. 
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'( €2 ¡·m· 1 lb¡ /.d vm<¡ .L( ) d d 1 1 1, - 1 I(? )2 .,, :r1,x2 X¡ r2, 
€1 ·"' •1 e 

y por la elección de V 

1~1 $ c2 + !€2.I con (€1, €2) E V 
€1 •1 

por lo tnnto (xo, €0) <f W FX¡a,b]x\c.d]· 

Para. {o = (O, €2.) con €20 f O, como la función X¡o,b\xlc,dl no es de cl .. e C 00 

en"º' tanto (O, €2,) como (O, -€20 ), están en el conjunto E., X¡o,b\xlc.dJ· 

ii) Para "'º que no es un vértice, en algún lado vertical de a([a, bj X ¡e, di), 
e.= (€1 •• €2.l con €2, fo y una construción análoga .. la. del caso i), llC tiene que 

(x •• e.) rt WFXJ.,b X ¡c,dj 

Para {o= (€1
0
,0) con 60 f O, como en el cMO i). tanto (€1 0 ,0) como (-€1

0
,0) 

están en el conjunto E •• X¡o,b!x!c.d!• 

lii) Si Xo es uno de los vértices del cuadrado. Por ejemplo ro = (11,c), y (€1, €2) E 
R2 - {O} con{¡, €2 f O, sea <PE C8"(R2) con "'PPtP e la1,b1] x let,dlj y .,'>(a,c) f O, 
donde al < a < bl < b y el < e < di < d. 

De esta manera, se tiene 

Integrando por partes, la última expresión es igual n la •nma de 

(1) 

(2) 

(3) 



y 
-e-(•{1+<{,)q,(a, e) 

(2K) 2M2 

4·1. 

(4) 

Como 1€1€21 $ €l€~, la expresión 1€121.PX¡.;¡xic,dj(€li es mnyor o igual al valor 
absoluto de la !Ulllll de 1,2,3 y 4 multiplicndas por el factor l€i€2I.· 

Lns expresiones 1,2 y 3 multiplicadas por dicho factor tienden n cero cuandci 
I{(¡, €2)1 tiende a infinito en cunlquicr cono V que 110 contenga a los ejes coordenados, 
cosa que no ocurre pMe. 4. Por lo tn.nto si, Xo es un vértice del cuadrado a(la, bJ x ¡e, di) 
y€= (€1, €2) con €1, €2 'f O, se tiene (:i:o, €0) E W FX¡a,bjx¡c,dj· 

Como el frente de onda es un conjunto cerrado, entonces 

Ex¡.,b[xie,d = R
2 

- {o} .. 
PMe. los demás vértices se puede he.ter un análisis pe.recido. 

Resumiendo {l:o,(o) E WFX¡a,bjx\c,dj• si"º E 8(ia,bJ x ic,dJ) y (o está en el 

subespe.cio de R2 generado por las normales n Jos lados del cuadrndo 8(ia,bl X ¡e, di) 
que contienen a l:o. 

o 

d) En general se puede ver que para. la distribución dndn por la función carnc

ter!sticn X¡.,,b¡Jx· .. ~l•n,bnl en R" 

(:i:o,€0) E IVFX¡.,,b,¡x .. ·xl•n,bnl 

•i y sólo si"º E ª(lai.bil X ••••• ·la,., bnlJ y e. está. en el subcspncio de R" generado 
por 18" norma.les de las hipercarns del hipercubo a(ja¡, b¡j X "• X ja., bn) que contienen 
a Xo. 

Se toma una función</> de clic>C e=, de tnl mnncr• <J11C r/>(n,b) to y de •aporte 
compacto, que no contenga n los otros vértices del cundra<lo. 

e) Sea V = {(O, xz, ... , x,,) E R"}. Si Sv es lo. distribución do.do. por 

6v(4>) = fv i/i con ef• E C8"(R") 

Po.ra x, <F \', existe ef> E Cg>(R") con oi>(x.) -¡O y su¡>p</> n V = {l tal que 
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Sí Xo E V, sea 4> E Cg>(R") y 4>(xo) i O. Como en el ejemplo c), para €o = 
(€10 , .. ., €n 0 ) E R" - {O} con €;10 >O para alguna jt. ;:: 2, sen V un abierto cónico con 
e. E V para el cual existen constantes CJ y c2 tales que 

o< IE; - t¡~I <e¡ y o< c2 < l€;1,I 

para j = 11 •••• n. 
As! 

1e¡m¡.¡1fivw1 s 
(1 + 1€;.l)Jt ¡m¡ J 0-i{'2{2+"0 +rn{n)9(0 X X ) dx ¡ --C-

2
- j 1 21'º'1 n 2''' Xn 

= (1 :~€¡,\2~)•1/ .-i(r2{2+"·+rn{n)D""i.¡l(O,x2,. .. ,x,.)dx2"' dxnl 

< oo con €E V 

Para puntos {o= (€1
0
,0, ... ,O) E R"{O}, se tiene la expresión 

que no queda acotada cuando t€o --> oo sí 6v(</>) f O. 
De este maneras se concluye que 

WF6v =V x (V.1.-{0}) 

o 

Un problema interesante que surge al ver los ejemplos nntcriorC!.!I es el encontrar 
u E pt(R") tal que 

WFu=A 

con A C R" x Rri - {O} cualquier conjunto cónico cerrado (cónico en la segunda coor
denada). 

El siguiente teorema responde a esta pregunta. 

Teorema 4 
Sí A C R" x R"- {O} es un conjunto cerrado y c6níco en la segunda coordenada, 

existe una distribución u E pt(R") tal que 

WFu=A 

Demostración 

Sea {(x;, €;)};eN un conjunto denso y numerable de 

Ans•-1 

Tomando la función 

</>(x) = {e~ si !:rl < 1 
O si !xi <: 1 
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se tiene 

con e E R", Y 

ii(o) = 1 

Sea entonces Ja funci6n 

que es continua en Rn. 

u(x) = f F 2<P1(i(x - x;))éi
3
<z,<¡> 

i=I 

46. 

(1) 

Si ( Xo, eo) r/; A, sea u un abierto con Xo E u y V un abierto c6uico con to E V 
tales que 

(U x V) nA =0 

En 1 sea u¡ In suma de Jos términos tales que x; r/; U, y u2 el coajunto de los 
témúnos tales que x; E U. De esta mwicra, en una vecindad de Xo, u¡ es una función 
en OQ'(R"), pues s6Jo un número finito de Jos elementos r 2,p1(j(x - x;)) es distinto 
de cero en tal vecindad. 

Para u2 se tiene 

Si V¡ es un abierto cónico con to E V¡ y V e V, entonces exish! e E n tal que 
1 

(2) 

*Para. ver nto 1t tiene el 1l¡ulente duarrullo. 
En rl cuo en que j(/ ;:: l'f/ :;:. l y 1upoolendo que V u el abierto c6oh:o en R" - {O} delumlnado por el atto 

AOD, y V, et el abierto cónico, detumlnadu por el 11.rco DOC, la dillMda 1mtre E E Va y 'I r/... V t1 mayor que ti mfnlmo 
de lu 1.U.tanclu de A a B y d11 C a D. 

En el cuo en qlUt (y '1 hng.n la mllana nonna ae divide 2 por ICI + 11111 H llene el caao ~lerJor. 
Si ( 1 'I llenen normu dl•tlntaa¡ 1uponlendo la oorma de ( mayor a Lt. norma de 'fi H divide 2 por la norma de 

( 1 se llene una 1lluad60 como I& de la ft¡ura len donde 111,n¡ulo at et mtnor &.I Ao1ulo a. Por lo tanlo I• dl.llancla de '1 
a ( H raa)'or a la dlttancla de ~ a (, 

SI '1 tiene norma IDll)'Or a (," llene una 1oluclón ao&lo¡a al tuo anlerior. 01 ula ma.ntra M! pueJe lomar rn l 
a t corno 111 mlnlmo Je 1 .. dlttanclu de A a D y dt O a D. 
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con lo que 

Como </i es una función rápidamente decreciente 

1e11i'1 ú'2(f.ll ~ L r 2-n oh( f. - ~·
3

ei) lf. -:~3~·lm 
•¡EU J J c 

< L ;-2-n clm < oo con f. E V¡ 
- r.¡EU cm 

Por lo tanto (z., f.o) ~ W Fu. 
Por otra parte, si (z., Eo) E A, sea ,PE C8"(Rn) con ,P = 1 en una vecindad de 

"•· Entonces el conjunto 
{,P</i¡(j(· - z¡))};eN 

es acotado en el espacio S(Rn). 
Si se define la función 

entonces 

<fi; = ,P( ~ + z;)</i 
J 

00 < ·!· 
iu(E) = L ;-2-ni¡(~)ci<:¡,j3{;-(> 

j=I J 

(21) 

Para z; muy cercano a "º y j muy grande se tiene por la definición de </i; que 

</>; ="' (3) 

con lo que 

l fu(k 3 Ekl ?: 

lk-2-n ik(O) + L ;-2-n i;(E - ~!E; )ei<•¡,j3{;-e>¡ 
Nk J 

si se cumple 3 para j = k, entonces la última expresión en la desigualdad anterior es 
igual a 

lk-2-n + L ;-2-n i¡(E- ~·3 f.¡),Í«¡.j3 {;-(>¡ 
ir'k J 

y por la desigualdad del triángulo 4 es mayor o igual a 

k-2-n_ ¿:r2-n¡¡,.¡E-tf.;) 
i# 1 

Como el conjunto en 21 es acotado, entonces 5 es mayor o igual a 

k-2-n _Cm L ;-2-n(lk
3

f.K ~ i 3
E;J i-m 

i# 1 

(4) 

(5) 

(6) 
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donde 

para todo j y e E R" - {O} 

Si el segmento OA es el vector k'ek y el segmento OC es el vector ;'e;. como 
el ángulo a/ es menor o. a 

entonces 6 es mayor o igual a 

y con m > n + 2 y k suficientemente grande la última expresión resulta mayor a !:~. 
As[ 

para todo punto €k tal que Xk está muy cercano a Xo. 

Por lo tanto, no existe vecindad c6nica para eo donde iu decrece rápidamente, 
con lo que 

(xo, eo) E W Fu 

o 

Por medio del frente de onda se pueden definir nuevoa aubespacioa en pt(O), 
útiles en lo que sigue. 

Definición 6 

Si r e n X R" - {O} es un conjunto cerrado cónico y 

pt(O) ={u E pt(O)JIV Fu e O} 

la aucesi6n {u;};eN en ptr(O) converge a u en el espacio ptr(O) si 

i) u; _, u en pt(O) con la topolog[a débil. 

ii) Para E C8"(w) y V e R" - {O} cerrado cónico tal que (supp!J> x V) n r = 0, 
ae cumple 

para toda;', m EN. 

supj€Jmj~(€)-4>ju(€JJ <cm 
V 

Con esto, en el espacio ptr(O) se tiene el aiguicntc resultado 
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Teorema 5 

Si u E Jilr(O), existe una succsón {u;};eN en 08"(0) tal que 

u; -+ u en Ji'r(w) 

Demostración 

Sean 1/i; E C8"(0) con 1/J; = 1 en K; e O compacto tal que K; e Kk+lt 
O = UK; y los funciones 

a,.= <":"na(.:_) 
J , fj 

como en el capítulo 2, que además cumplan 

3UPPª•; + 3Upp1/J; e K¡ con i E N 

Si 
u;= (1/i¡u) •°'•;E C8"(íl) con j EN 

como 
1/J¡u -+ u y a,1 -+ 6 

se tiene 
u¡ -+ u en Jll(O) 

sea ahora .¡, E C8"(íl) y V e Rn - {O} cerrado cónico tal que 

r e (•uppt/J x V) = 0 

Por ser •uppt/J compacto en Rn y V compacto en sn-I, existen W¡ C Rn cerrado 
y W e R" - {O} cerrado cónico tales que 

auppt/J e W 1 y V e W 

y 
rn(w1 xW) =0 

Tomando ,¡, E C8"(íl), con ,¡, = 1 en una vecindad de supp(>, p1tra toda j tal que 
•uppl/J e •uppi/J¡ 

,Pu;= ,P(a,1 • (1/iu)) 

" 

As( en W 

Como l iu 1 decrece rápida.mente en W, tambicn lo hace la,1 < t,!iul en W. 

Por Jo tanto iau;I decrece rapidamente en W. 

Con este resultado se obtiene el siguiente teorema que da condiciones suficientes 
para la existencia única de la composición del mapeo f y la distribución u, conociendo 
el coajunto de normales n f y el frente de onda de u. 
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teorema 6 

Sean X e Rm y Y e Rn conjuntos abiertos y f : X -+ Y un ma.peo de clnsc 
0 00

• Sea el conjunto de normales a. f da.do por 

N¡ = {(l(z),q) E Yx Rn\1/t(z)q =O} 

Entoces la composición de u y/; denotado. por f'u; se puede definir para u E 
pt(Y) siempre que 

N¡ nWFu = 0 

AdcmM parar e Y x R" - {O} cerra.do cónico tal que r n N¡ = 0, el mapeo 

!': P'r(Y) ..... P.'rr(X) 

donde 
/'r = {(z, 1 /1(.z)~\(l(z),q) E r} 

es continua. 
En particular con u E pl(Y) tal que N ¡ n W Fu = 0, se tiene 

W F(l"u) e !'W Fu 

Este resulta.do se do. sin demostración lo. cual es bastante técnica. Sólo se habla un poco 
de lo. técniea. usada para ver que el teorema es cierto. 

La. prueba ma el método de la faoe esta.cionarie.. Este consiste en cnlcular el 
comportamiento asintótico de integra.les de la forma. 

J u(.z)éwf(•) d.z (1) 

donde ¡ y u son funciones de clase 0 00
• 

En general se puede verl2J que si u E ocf (n), I E 0K+ 1(n) y fl oF o en el 
soporte de u, entonces 1 decrece rápidamente. 

De esta. forma la contribución a 1 cuando lw\" -+ oo viene dada por los puntos 
.z tales que /t(:z:) = O. De ah! el nombre de método de la. fnse estaciontll'ia.. 

o 
Este teorema da un motivo por el cual es útil considerar el frente de onda de 

una distribución en lugnr del soporte singultll' de la misma, y de pansarlo como un 
subconjunto del espacio cotangente. 

Antes de explictll' esto se tienen los siguientes resultado• de topolog(a diferencial. 

Dos variedades diferenciales muy importantes nsociadns n. una variedad diferen
cial X son el espacio tangente y el espacio cotangente de X. 

El espa.cio tangente a X se define de la siguiente manera, en formo no.turnl, 
utilizando el concepto de distribución. 

Definición 7 

Sea. X una Vtll'iedad diferencial, "'º E X y K la. Ctll'ta 

K: XK e X-+ XK e Rn con "'ºE XK 
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entonces el espacio Tr0 de vectores tangentes a X en :ro 1 es el conjunto de distribuciones 
1 de la formn 

y el espacio tangente a X es el conjunto 

T(X) = u •• exT •• (X) 

En topología diferencial se muestra que el espacio T(X) es una variedad dife
rencial vcr[22J. 

Un me.peo muy importante que indw:e el espacio tangente de una variedad 
diferencial es el siguiente. 
Dellnlcl6n 8 

Sean X y Y variedades diferenciales donde 

/:X->Y 

es un mapeo de clase O"", entonces el mapeo /, asociado a /, donde 

/,: T,0 (X) __, T¡¡,.)(Y) 

es definido como 

f,t(<P)=t(,Pol) con ,PEC8"(Y) y teT,.(X) 

Cuando X y Y son conjuntos abiertos en R" y Rm respectivamente, se tiene una 
visualización de la función /,. En este caso 

f, = ft( La diferencial de f) 

La función /, cumple la siguiente propiedad que es fácil de verificar. 
Lema 1 

Si X, Y y Z son variedades diferenciales y f : X -• Y, g : Y __, Z son mapeos 
de clase C"", entonces 

(gof), =g, of, 

o 

El espacio cotangente a X que será muy importante en lo que sigue, se define 
de le. siguiente manera. 

Deflnlclón 9 
El espacio cotangente a la variedad diferencial X es el conjunto 

T' (X) = u •• exTI •• (X) 

donde T1,
0
(X) denota el dual algebraico de T,0 (X). 
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En topología diferencial de nuevo se muestra que T' (X) es une. variedad dife
rencial. 

Asociado a este espacio, se tiene un mapco muy importante entre 1os espacios 
cotangentes de variedades diferencie.les. 

Deflnlcl6n 10 

Sean X y Y variedades diferenciales y el mapco 

f : X --t Y de clase C00 

entonces el me.peo f' asociado a f, donde 

f': T'(Y) __, T'(X) 

es definida por 
/'u(t) = u(f,t) con u E T'(Y) y t E T(X) 

Cuando X y Y aon abiertos en nn y Rm rcapectivamente, ae tiene de nuevo una 
vlaualizaci6n de la funci6n f', pues 

f' = 1 /t(Traspueste. de la diferencial) 

La funci6n f' cumple además le. siguiente propiedad fácil de verificar. 

Lema 2 

Si X, Y y Z son variedades diferenciales y f : X --t Y, g : Y --t Z son mapcos 
de cla.oe C00 , entonces 

(g o!)': T'(Z)-+ T'(X) 

y 
(gof)'=f'og' 

De estas propiedades se tienen los siguientes resultados. 

Corolario 1 

Si u E pr(X), donde X es una variedad diferencial, es decir u es una colección 
(uK}KeN de distribuciones, en donde, pare. las cartas K, KI y las distribuciones UK, 
u Ki se tienen 

entonces el conjunto 
K'WFuK 

es independiente de la carta K en cada punto de X. 

Demostración 

Por el teoreme.6pare.le.s cartas K y KI, como KloK- 1 definida de K(XKnXK1) 

a K1(XK n XK1) es un difeomorfismo de cla.«' C00 se tiene 

(KI o K-1)'WFuK, = WFuK 

e.sí 
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y 

(K)' o (K-1)' o (Kt)'IV FuK1 = (K)'IV FuK 

con Jo que 

(Kt)'IV FuK1 = (K)'W FuK 

De esta manera, la siguiente definición es consistente. 

Dellnlcl6n 11 

Si u E p(X) con X una variedad diferencial y u una coleci6n de distribuciones, 
como arriba, entonces · 

IV Fu= UK'WFuK e T'(X) 

Corolario 2 

Si S es une. hipersuperflcie en R" 

IV F6s = {(x, E)lx ES y <e, 11 >=O con 11 E T%(S)} 

Demostración 

Localmente en cada punto x E S, y sin perdida de generalidad, existe un ho
meomorflsmo F de clase 0 00 donde 

F : A e R" -+ R" con A abierto y O E A 

definido como 
F(x¡,. . .,xn) = (x¡, ... ,Xn-·h f(x¡, ... ,xn))+ 

a¡ a¡ 
=<n(-

8 
(x¡, ... ,=<n-1), ... ,-

8 
(x¡, ... ,xn-1),-l) 

xi Xn 

con 
f:A-+R declase 0 00 

y 

F({(x¡, ... ,xn)EAlxn=O}CS y F(O)=x 

Así, localmente en el punto x E S se tiene 

14>= h (,PoF)JF 
s B IC#h ... ., a!;,1:¡. -1)1 

donde 
B = {(x¡,. . .,xn) E Alxn =O} 

,PE C0 (R") y 
JF 

l(#h ... ., JE. -1)1 
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e5 el elemento de area en la última integral, pues J F (el Jacobiano de F) es el elemento 
de volumen en la integral de </¡ sobre F(A), y el vector (J!¡(x), ••. , ~::¡(x),-1) es 

ortogonal a Sen el punto /(x) con lo que 

w Fós = F'W Fón 

y 

de donde se concluye 

y por el teorema 6 ee tiene el resultado. 

o 

JI;] JI; 
-1 

º) : éJ/ éJJ 
O = (-éJ ..... -ª-.-,-1) 

%1 Zn-1 
1 

El teorema O tambien ayuda a definir el producto de distribuciones en más 
casos que los ano.lizadoe en capítulos anteriores. Antes de ver esto se tiene el aiguicntc 
resultado. 

Lema S 
Si u E p1(X) y V E p1(Y) con X e Rn y Y e Rm abiertos, entonces 

WF(u®V) e 

WFu xWFvU(.uppu x {O}) x WFvUWFu x (.•uppv x {O}) (1) 

Dcmostrnci6n 

Sea {o= (€10,{20) E R" x Rm, Xo = (:i:¡0,x20) E R" x ¡¡m, </i1 E GQ'(R") y 
4'2 E Gü'(Rm) tales que 4>i(.t1

0
) f' O, 4>(x20) i' O y el punto (x¡

0
, {¡

0
, x201 €20) que no 

esté en el coajunto l. Como 

(2) 

se tienen los siguientes cnsos 

i) Si €1. f' O y {20 f' O, existen W¡ y W2 coajuntos abiertos cónicos de {10 y €2. 
rcspcctivamcntet tales que 

l€d'I 4>7u(€J)I <el, con €1 E W1 

161'14>;v(é2)I < c11, con é2 E W2 

Por lo tanto W¡ x W2 es un conjunto abierto cónico de R" x nm en donde 2 está acotado. 



ii) Si E1 i o y E2 = o ó E1 =o y E2 i o 
Ambos ca.sos son 1U11Í.!ogos. 

Suponiendo el primero se tiene 

y el segundo miembro de la desigualdad está. acotado en IV¡ x W2. 
<> 

corolario 3 
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Sean u y u en ~'(íl) tales que si el punto (:r., E) E W Fu eotonccs (x, -E) r/. W Fv. 
De esta manera se puede definir un producto de u y v en forma consistente. 

Demostración 

Sea F: n ..... n X n dado por F(x) = (x, x) con X E n, entonces 

F'(x)v = (y, y) 

y 

con lo que 
N¡ = {(F(x), E. 'I) E íl2 X R2"111 = -E} 

Entonces, utilizando lema anterior y la hipótesiH se tiene 

(F(x), E. -El i IVF(u 0 u) 

y 
IVF(u0u)nN¡ = 0 

As! 
{(x,E+11)i(x,E)EIVFu 6 E=O, (x,r¡)EIVFu ó r¡=O} 

y se puede definir el producto de u y u como 

u ·u= /'(u0u) 

<> 

El frente de onda de una distribución es de caractcr local y contiene In infor
mación que da el Reporte singular de esta. Su ventaja lo da el teorema 6 que interpreta a 
este conjunto como un subconjunto invariante del espacio cotangente y el hecho de que 
se puede definir en forma. adecuada este concepto para distribuciones en variedades dife
renciales, con lo que es posible realizar un estudio de las singularidades en distribuciones 
de.das en variedades como se ha hecho en nn. 

Ahora se verá. unu. propicdo.d muy importante del frente de onda de una dis
tribución en concxi6n con los operadores diferenciales que tiene como coeficientes a 
funciones de clase C00 • 

Dado un operador diferencial P(X,D) con coeficientes en G8"(R"), por los teo
remas 1,2 y 31 para una distribución u Re concluye la siguiente propiedad. 
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Teoremn 7 
SI u E pl(íl) y P(X, D) es un operador diferencial con coeficientes de clase 0 00

, 

entonces 
WFP(X,D) e WFu 

o 
Una manera de ver que puntos están en el coajunto 

WFu-WFP(X,D)u 

es tratando de resolver la ecuación 

P(X,D)u = I 

por medio de la transformada de Fourier; si esta existe en ambos miembros. En este 
caso 

P(X~ D)u(e) = P(X, e)'u w = 7 w 
Si la expresión 

7 
P(x.e¡ 

define una función integrable, se tomaría como solución 

1 f é«,-> 7 
u= (271')" P(X,.) dx 

En el caso en que f sea una función integrable, lo que hace imposible In. con
clusión anterior, es el coajunto de ceros del polinomio P(X, e). 

Para el siguiente resultado importante, que surgue a partir de estas observaciones 
se necesitan las siguientes definiciones. 

Deflnlcl6n 12 

Dado el operador diferencial 

P(X,D) = 2: a.,(X)Dº 
Jo\$m 

el grado de P(X,D), es el mayor natural \<>\para el cual la función a0 es dl•tinta de 
cero. 

Dcflnlc16n 13 

Dado el operador diferencial P(X,D) como arriba, entonces 

i) Pm(X, e) = L:¡n\=m a .. (X)e"' 
y 

ii) CharP(X,D) = {(x, €) E R" x R" - {O}\Pm(x, €) =O} con m el grado de 
P(X,D). 

De esta manera se tiene 



Teorema 8 
Dado el operador diferencial 

P(X,D) = L aa(X)Dª 
lalSm 

de grado m y .u E pt(Oi, entonces 

WFu e OharP(X,D)UWFP(X,D)u 

Demostración 
Si (x., €a) i Ohar P(X, D), como el polinomio Pm(X, €) es homogcneo 
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y por lo tanto existen abiertos U e nn y V e 5n-l con"'• E U y ¡~E V, tales que 

As[, para. el abierto cónico 

V¡= {t€it E R - {O}, e E V} 

se tiene 
\€\m :5 Pm(x, €) con x E U Y € E V 

Sea. ahora tf¡ E 08"(U) con t/i(xa) = 1. Para estimar fu(€) con e E V, se utilizn. 
la. información dada. por el conjunto OharP(X,D) de la siguiente manera. 

·Si P(X,D)u = f, para v E 08"(0), se tiene 

< u, 1P(X,D)v >=< P(X,D)u,v >=< f,v > 

donde 1 P(X, D) es el operador traspuesto a P(X, D), es decir 

con v E 0 00 (0). 

1P(X,D)v = L (-D)ª(aa(:r)v) 
lalSm 

Si se logra encontrar u tal que 

1P(X,D)u =•/!e-;«,{> 

el lado derecho de 1 ser[a. igual a iu. 
Para e~to sea 

(1) 

(11) 

(1") 



entonces 

donde a, j EN". 
La expresión en 2 es igual a 

Como 

y de esto 

L (~)(-D)ºe-i<·,{> 
iol:m PmC..e) 

+ L (~)(-D)Í(~)(-D)º-ie-i<.,{> 
O<iS.o J Pm(., e) 

+ L L (~)( ~oW )(-D)º-ie-i<.,{> 
iol<m0$f$o J p ¡.,el 

L a,.(-D)º .-i<·,{> = 1 
¡o¡:m Pmht) 

entonces la expresión 3 es igual a 

we-i<·,{> + L L (~)(-D)i(~)eº-ie-i<-,{>+ 
ioi=mO<iS.<> J Pm(-. €) 
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(2) 

(3) 

L L (~J\ (-D)Í(pªºw )€º-ie-i<-.{> (31) 
Jai os.¡:;;o J mh e) 

Notando que cada uno de Jos términos 

(-D)i(~)'º-i 
Pmhel ' 

es homogenco en e de grado -m +la - il y reagrupando, 31 es igual a 

we-i<·,{> + f; L (~) (-D)º( ªº.w ¡eo-i 
1=! io-ii:m-• J Pm ( ' €) 

Si se define "~ntonccs el operador R,, evaluado en w como 



este resulta homogcneo en e de grndo -· y 

L:R,=R 

De esta manera, por 11 se obtiene la ecuación diferencial 

(w - Rw)e-i<.,{> = .pe-i<.,{> 

y de esta última, la ecuación 
w-Rw = .P 

Para esta ecuación se podrfa pensar en una solución dada por 

expresión que puede no tener sentido. 

Sin embargo en 4 con 

ee tiene 
w, - Rw, = .p - R'+ 1.p 

y R•+I es pequeño para valorea grandes de €· 
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(4) 

De esta forma, tomando W, en lugar de W en 111 y su.stituyendo en 11 se ve que 

lo cual es equivalente n 

(5) 

Asr 

-·i<· {> 
<u 'P(X D)(-0 

--' -w ) >+<u R' .i.e-i<.,{> >=<u .i.e-i<·,{> > 
' ' Pm(.,e) • ' "' ,.,, 

y por 1, esta última expresión es equivalente a 

Por otra parte, como Dª(R'.P) es una suma de términos, cada uno de ello• 
homogeneos en e de grado menor o igual a -r 

ESTA 
SAUR 

TESIS 
8E LA 

N9 DEJE 
31BLWTECA 



con <r,o E R, ltl > 1 Y r EN. 
Entonces 

IDº(e-i<·,(>1e¡r R' t/>ll ::; L 1 (~) tj.-i<-,(> ltl' Dª-j(R' t/>JI 
0$j$o } 

::; l€llol L 1 (~) ltl' Do-j (R' t/>JI < <r,alff+lal 
O$j$o } 

con 1€1 > 1 y r EN. 
Tambien, como u es una distribución, existen e, E R y M E N talCB que 

lu(e-i<·,{>ltl' R' t/>ll ::; e, sup JDª(e-i<.,(>1€1' R' 4>)1 
iol$M 

::; <r L <r,altllal ::; e,• <M,rl€IM 
ial$M 

con r EN, CM,r = max¡.,¡sM{cr,a} Y ltl > l 
As! 

Ju(e-i<.,(> R' t/>JI ::; e,• CAf,rltlM-r con ltl > 1 
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(6) 

Si (:i:0 ,{0 ) 1" IVFJ, existe t/> E C¡f(ll) con t/>(:to) #O y V C Rn -{O} abierto 
cónico con to E V tales que 

lel'JiJ(€)1 $el, con t E V 

Para la función tf> existe U abierto con x 0 E U e ll tal que 

O< e::; l.P(zJI con x E U 

De esta manera, si .¡, E C¡f (U), por el teorema 1 

y 

con€ E V y •MI E R. 

En particular si rf¡ E C/l"(U), .¡, = p,.'(:.e) E C/l"(U) y por 5,6 y 7 

ltlMI ~(e)I::; e,· •M,,:;¡M-rl€1M +•MI$ 

con €E V, r > 2M y ltl ;?: 1 
Por lo tanto 

Cr. CAf,r + CAfl 

(zo, to) 1" W Fu 

(7) 
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Este resultado puede ayudar al cálculo del frente de onda de una distribución, 
utilizando operadores adecuados 

Para el ejemplo d) anterior, se tiene el siguiente desarrollo. 

Sea Xo = (x¡,, ••. , Xn,) E 8(1<l¡, biJ X • · • X !•n·bn]) y x;!- el subcspacio generado 
por las normales de 111.'! caras del cubo que contienen a Xo. Si <¡es un vector canónico 

ortogonal a x;i- y se tiene el operador diferencial P(X, D) = D';, entonces para 9 E 
08°(Rn), cuyo soporte no contenga a puntos en las hipercaras ajenas a. :to, se tiene 

As!, localmente en x0 , es cero la distribución 

v•; Xt•1.bilx· .. l•··""I 

y 
CharD'I = {(€!, ... , e.)\e; =O} 

con lo que 

entonces 

Sea ahora el operador diferencial 

P(X, D) = D(a1, ... ,a.) 

con o.¡ = 1, si e¡ no es ortogonal a zcf, y cero en el caso contrario. Para. este operador 
diferencial y <J¡ E C8"(R"), cuyo soporte no contenga a puntos que esten en IBS hipercarlUI 
que son njenBB a Xo, se t.iene 

< Dª X¡a¡,b¡IX•"Xl•nobnl• t/¡ >= 

(-1)1°1/ Dªt/i(x)d:z:= j <J¡(x¡, ... ,i¡, ... ,:z:n)dx¡"' dX¡"· dxn 

donde X¡ es igual a :z:¡, si a¡= 1, y d:z:~· indica la ausencia de ln integración con respecto 
n la variable :z:¡. 

De esta manera. se ve que 

y 

<Ji~,¡.(€)= 

J tf>(:z:¡,··. ,xn)<-i<(z1o ... ,;¡, ... ,z.),((1o ... ,(n)> d:z:¡ ••• dX¡··· d:tn 
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Tomando e E X~' entonces . 

<(xi. ...• X;.··:.~~¡;{Ú,:;l;k)::i= fi;e;. 
y con f l~(x¡, •.• ,X¡,.· .. ,xn)ldx¡•·Jd< ... d.:;:ydJ:n;~ oi·· 
se tiene ·,· ·~·,·, ·,_ 

1e1m¡5;;WI = 1e1m (2!)" J l~(x1,.,.,X¡,;:.~~~l'd~1;.·"'.~1§!··;d"" 
que no esta acotada cuando e crece. 

Por lo tanto 

con lo que 

El teorema B puede dar mucha información¡ en algunos casos; sobre como es el 
frente de onda de distribuciones que son las soluciones a ecuaciones diferenciales. 

Por ejemplo si P(X, D) es un operador elíptico en R", es decir un operador para 
el cual 

P(x, e) = o si y sólo si X = o y e = o 
la ecuación diferencial 

P(X,D) = f con f E C00 (R") 

si tiene solución en el espacio pl(R"), esta es un elemento en C00(R"). 
En otros casos el resultado del teorema puede dar muy poca información. 

Por ejemplo si se toma una distribución u E pl(R") tal que 

D'"u =o 
u localmente puede considerartJe le. composición del mnpco 

F: R" - R" f(xl,xn) =xi y xt = (x¡,,,. ,Xn-d 

con una distribución u E pl(R"-IJ. 
Para ver que esto es cierto, se tiene el siguiente desarrollo. 

Sea 9o E C8"(X1) con X1 e R un «'rjunto ubiorto y la integrnl de de go igual 
a l. 

Si 
H = {h E C8"(X1)I f h =o} 

entonces 
C8°(X1) = HID < 9o > 
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Es decir si g E C8" (X 1). se tiene 

con ¡ g¡ (t) dt = º y ¡ g(t) dt = >. 

Si además X2 E n•-I es un abierto, toda funci6n f ®gen el espacio c¡¡"(X2) © 
C8"(X1) se puede expresar como 

f ® g = f 0 UI + .\/ © Uo 

De esta manera tomando la funci6n g2 E C8"(X1) dada por 

92 (x) = f 00 UI (t) dt 

se tiene 
/ © g = D'" / ® 02 + >./ © go 

Como D'•u = O, para cada punto X E n• existe un abierto o e n• con X E o 
tal que 

<u, D'•<:i >=O con </>E 08"(0) 

Si X1 y X2 son abiertos en R y n•-1 respectivamente, tales que X2 X X1 en, se tiene 

<u,f®g >=< u,D'"f®g2 >+>.<u,/ 0go > 

=>.<u,/0go> 

Entonces se puede definir la distribuci6n v E p1(X2) como 

< v,f >=< u,f ® Uo > en f E C8"(X2) 

Observando que 

(

1 o ... º] ( t l [ €1 l ,¡ e o i . . . o e ,2 
1F1(x)e= : : "· : ,

2 
= : 

0 0 .. . 1 t €n-I 
o o . . . o -·- 1 o 

con€= (€i, ... ,€n-1) E n•- 1, queda bien definida la <liRtribución F'v, por el teorema 
6. 

Si u fuera una función de cl11.1c 0 00
, entonces F'u estarla definida de la siguicnto 

manera. 
< F'v,ef> >=<u o F,,P >= 

j v(F(xt,x0 )),P(x1, :tn)) dx¡ "• dxn-1 dx,. 

= J v(x1).P(xt,x0 ) dx¡ "· d:rn-1 dr.n =< u 01, .¡, > 



con t/¡ E C8"(X2 x X¡), :r.t = (x¡, .•. , Xn-iJ, y 1 la distribución identidad en R. 
De esto. man<"!ra, por la continuidad se tiene 

F'v = v0 l 

cuyo valor en J 0 g E C8"(X2) ® C8"(X¡) es 

< F'v,f©g >=< v®l,f0g >=< l,g >< v,f > 

= ,\ < u,f©go >=< u,f©g > 

64. 

con lo que F'v y u resultan igualr.s en el co¡tjunto denso C8"(X2)®C8"(X1) de C8"(X2x 
X¡), y por lo tanto son iguales. 

As! se ve entonces que 

lVFu = W F(v ® 1) = {(xi,x., e1,0)l(:r1, e1) E WFv} 

pero 
WFD'"u = 0 

Entonces por el teorema 4, para todo conjunto B cerrado cónico de 

{(xl,xn, e1,0) E Rtn} 

existe u E p1(X2 x X¡) tal que 

WFu=B y WFD'"u=0 

Para mayor informadón de laa propiedadCB del frente de onda en conexión con 
tipos especiales de operadores diferencialCB se puede consultar en l2J. Ar¡u( Hormnnder 
da muchns propiedades hermosas del frente de onda en conexión con los operadores 
diferenciales a partir del teorema 8. Incluso Honnander da refinamientos del frente de 
onda y obtiene resultados rnmo el del teorema 8. 

Algunos refinamientos del frente de onda se buscan de tal manera que se puedo. 
caracterizar el donde una distribución se comporta localmente como una Función en 
algún espacio útil en las ecuaciones difcrcncinlcs, por ejemplo en espacios de cla.<1c arn, 
trabajos en esta dirección se pueden encontrar en l5J. 

Aunque todos estos trabajos son bastante complicados, a partir de ellos so ob
tienen muchas resultados en In. busqucda de soluciones a ecuaciones diferenciales y pro
piedades locales de tules soluciones. 

Justificación de la termlnologla "Frente de Onda" 

Por último se habla un poco del término frente de onda. 

Lars Hormnnder en sus nrtlculos y libros publicados con relación al teorema 8, 
no s6lo obtiene este resultado, sino tambien prueba que el frente de onda es un conjunto 
invariante bajo el flujo Hamiltoniano. 

Si P(X,D) es un operador diferencial con parte principal Pm(X,€), el flujo 
Hamiltonin.no esta dado por ln.s ecuaciones 



65. 

Hormander tambien da el siguiente resultado. 

Teorema 9 

Sea P(D) un operador diferencial con coeficientes constantes para el cual In parte 
principal PmW es real y, PlmW i O. Si u E pi(O), P(D)u = f y (:z:e) E WFu-1\'Ff, 
entonces 

I x {e} e \V Fu 

si I es un intervalo conteniendo a :z: en O, con dirección P1m(€), tal que I x {{} no 
interoecta a W F f. 

Este teorema dice que las singularidades de una distribución u con frecuencia €, 
se propagan con una frecuencia fija en la dirección Prm( e) en O hasta que inter•ectnu 
a las singula.ridades de f. 
En el caso que se tenga como operador diferencial al de onda, el flujo Hamiltoniano 

se reduce a la construcción clásica de Huyghens de la propagación de una onda. 

En esta construcción se asume que la posición y el plano tangente de una onda, 
es conocido en un momento dado, y se concluye que tiempo después, cndn. punto de la 
onda se ha trasladado en la dirección normal del plano tangente, a la velocidad de la 
luz/end 
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En el caso que se tenga como operador diferencial al de onda, el Rujo Hnmiltoniano 

se reduce a la construcción clásica de Huyghen• de In propagación de una onda. 

En esta construcción se asume que la posición y el pin.no tangente de una onda, 
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