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INTRODUCCION

Frecuentemente en los cursos de Fisica se escucha la expresién "Consideremos
que la delta de Dirac es una funcién entonces ... *. En la Fisica hay un momento en que
se introduce la delta de Dirac, un concepto que sirvio para describir cargas eléctricas,
masas puntuales, impulsos instanténcos y otros fenémenos . La delta de Dirac parecia
tener propiedades parecidas a las que tienen algunas funciones, es decir , como que se
podla derivar, integrar y multiplicar por constantes o ciertas funciones. Schwartz en la
introduccidn de su tratado ™ Théorie des Distributions™ menciona esto, y afirma que so
ha hecho de la delta de Dirac y otras cuestiones parecidas, todo un cilculo operacional
que no es formal aunque funciona. Se propone formalizar estas ideas introduciendo el
coneepto de funcién genernlizads o distribucién, donde un caso particular es Ia delta
de Dirac.

La idea de funciones generalizadas tienen muchos antecedentes, estos ya se en-
cuentran en los comienzos del siglo XIX con los trabajos de Fourier en la bisqueda de
soluciones a ecuaciones diferenciales, en el cdlculo de variaciones y en la teorfa espec-
tral entre olras ramas, Trabajos realizados por matematicos como Cauchy, Riemann,
Soholev y Wierstrass. Asi, el mérito de la creacién de la Teoria de distribuciones no
es de un sélo hombre, peto es Schwartz el primero que hace un estudio sistemaético de
estos objetos.

Con toda la herramienta que surgié de estas investigaciones se pudo estudiar
problemas viejos a partir de nuevas técnicas, como en ¢! siglo XVII con la creacién
del cdleulo se pudieron estudiar y generalizar en forma adecuada problemas surgidos
tiempo atrés.

Un ejemplo de esto en la Teorfa de Distribuciones es el de la funcién de Green
que siempre tuvo una formulacién muy ambigua.

E! uso principal de la Teorfa de Distribuciones cstd en las soluciones a ecuaciones
diferenciales, problemas de la vida real, por lo tanto se buscan soluciones que sean
realmente funciones.

Surgen de esta manera las siguientes preguntas
i, Cuédndo una distribucién es una funcién?
¢ Qué tanto una distribucion se parece a una funcién?

En este trabajo se estudian un poco estas preguntas, introduciendo el concepto
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de FRENTE DE ONDA o espectro singulsar de una distribucidn desarrollado por Lars
Hormander en los anos sesenta y selenta,

Por medio del frente de onda de una distribucidn se puede ver cuando local-
mente la distribucién estd dentro de cierto espacio de funciones que son las gencralmente
utilizadas en ecuaciones diferenciales, Este concepto estd muy relacionado con la in-
versién de los operadores diferenciales, como se verd ¢l el capitulo 4, de ahf el nombre
de espectro singular que indica el conjunto de puntos para los cuales no se pueden
invertir ciertos operadaores diferenciales.

El estudio s6lo se hard en los operadores diferenciales y no en forma gencral
(operadores pseudodiferenciales), con el {in de lograr una mayor visualizacién. Tampoco
se hace un estudio sobre la bisqueda de soluciones a ceunciones diferenciales y los
operadores diferenciales que se utilizardn tendrdn como coeficientes a funciones de
clase C°° ,

Es pertinente mencionar que los trabajos realizados en esta direccidn ticnen
limitaciones principalmente en la bdsqueda de soluciones a ccuaciones diferenciales con
coeficientes no constantes. Existen ecuaciones diferencizles en la teorfa de variable com-
pleja, que no tienen soluciones en la teorfa de distribuciones desarrollada por Schwartz
ver{B], situacién que no sc da en las ecuaciones diferenciales que tienen como cocfi-
cientes a constantes, en donde el teorema de Melgrange (1054) afirma la existencia de
soluciones en cl espacio de distribuciones ver|1}.

La finalidad de este trabajo es el estudio del frente de onda de una distribucién
¥ cl anélisis sobre donde una distribucién es localmente de clase C%° . Se dan las
principales propiedades que surgen de! concepto de frente de onda y algunos ejemplos.

Los tres primeros capftulos desarrollan los conceptos y resultados fundamentales
de la teorfa de distribuciones y transformada de Fourier necesarios en ¢l capftulo 4.
Algunos teoremas que se dan en tales capitulos no incluye su demostracién. Sc dard en
tal caso la referencia correspondiente.

En este espacio por ltimo quiero agradecerie al Dr. Salvador Perez Esteva por
su apoyo en la realizacién de este trabajo y, al Instituto de Matemaéticas de 1a UNAM.
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NOTACION Y DEFINICIONES BASICAS

En todo cl trabajo se utilizard notacién que aparcce en la mayor{a de los textos.
Aqul 86lo se hacen algunas observationes,

R" Denota el conjunto de los niimeros reales con la tolopologfa natural

R"™=Rx ... x R Es ¢l n-dsimo producto cartesiano de R con la topologia natural.
C Es el conjunto de los nimeros complejos con la topologfa natural

C" =C x +++ x C Es el n-ésimo producto cartesiano de C con la topologfa natural,
N ={1,2,...,n,...} El conjunto de fos niimeros naturales.

N =N x ... x N Es el n-ésimo producto cartesiano de N.

|z| con z€ R" 6 C" es la norma del punto z.

< ++ > Producto escalar.

:f La transformada de Fourier.

7 La transformnada inversa de Fourier de f.
1 = /=1 Raiz cuadrada de ~1 del capitulo 3 en adelante.

a’—z; La derivada parcial con respecto a la variable z;.

pu =12
C dzy
sup A El supremo de 4
inf A El infimo de A
A <+ D La funcién inclusién de 4 en B.
Ly(0) El espacio de lns funciones
f:0=C

donde f es integrable en el sentido de Lebesguc, con la norma dada por

1l = (f ()P d
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La férmula de! multinomio de Newton

m ! .
(ag+eredap)® = Z -_-m - a'l‘---a,‘,“
ittin=m b

Sia=(ay,...,aqz}, B={(B1,...,8n) € N* entonces
i]a+ﬁ=(&1+ﬂh...,au+ﬂn)
ii) a< B s o;<f; con i=1...n en cstc caso

B-a=(f~ep... fn—an)
iii) o} = oy + -+ o

iv) al = ayls o ag!
v) 8i o € 4, entonces

B\__ 8
a (8 - a)le!
La formula de Leibniz

Nfg > (ﬁ) Py dhyg

3:;*1 ... 9z5n - iy i y a:'l'l R Pl ax‘f‘ L 9zgn

! A El operador traspuesto.

Definlcidn 1 Si u es una funcién del espacio topolégico X en C el soporte de
u ¢s el conjunto

suppu = {z € X|u(z) =0}~
{1 C R"™ Siempre serd un conjunto abierto.
C* (1) Funciones de clase C* con dominio (1.
C™(0N) Funciones de clase C™ con dominio {1
C§°(N) Funciones de clase C%° con soporte compacto y dominio en f1.
G () Funciones de clase &™ con soporte compacto y dominio en (1.
LlLac(ﬂ) Funciones integrebles en conjuntos compactos.

Definicén 2 Unu seminorma cn ¢l espacio vertorial E sobre ¢l campo k(k =
R 6 C) es una funcién p que cumple las siguientes propiedades.

iyp: E— RYu{0}

i) p(z+ v} < p(z) + ()

iii) p(Az} = [Alp(z)
conz,y€ Ey ek



iOh inteligencia, soledad en llamas!
que lo consume todo hasta el silencio
s{, como una semilla enamorada

jOh inteligencia, soledad en llamas,
que todo lo concibe sin crearlo!
Finge el calor del lodo,
su emocidon de substancia adolorida,
el iracundo amor que la embellece

amoroso temor de la materia,
angélico egofsmo que se escapa
como un grito de jibilo sobre la muerte
-Oh inteligencia, pdramo de especjos!

Josk Gorodliza



‘CAPITULO 1
Distribuciones

En este capftulo se dan los teoremas bésicos necesarios mds adelante, utilizando
algunos conceptos clementales de topologla y andlisis funcional.Se da una definicién de
distribucién por medio de funcionales lincales en el cspacio C§°(f1) dotado de cierta
topologia. Se definen algunas operaciones entre distribuciones y ejemplos inportantes,
o que son de interes.

Topologfa en los espacios C§°(11), C*=(N) y C"(Q)

Para poder definir las topologfas en los espacios de funciones que interesan mds
adelante se revisan conceptos importantes, en los espucios vectoriales topoldgicos.
Definicién 1

Si E es un espacio vertorial sobre el campo k(k = R 6 C) con la topologia 7
, 8¢ llama espacio vectorizal topnldgico si lzs operaciones de suma y multiplicac¢ién por
escalares en I, son continuas.

Definicién 2

Si E es un espacio vectorial topeldgico, con In topologia 1, se llamn localmente
convexo, si el vector cero de F, tiene una base local de abiertos convexos.
Definicién 3

Si E es un espacio localmente convexo, se llama espacio de Frechet, si ademds
es métrico y completo.

Sea ahora {E;};ec ¥ una sucesién de espacios localmente convexos tales que

E; C E;yy paratoda f€N

FE; < E;.; son continuas paratoda 1 €N




"

Sobre E = UE; sc define la topologfa localmente convexa més fina tal que lns inclusiones
E;— E

son continuas para toda v € N.

Esta topologfa sobre E se llama la topologfa de Iimite inductivo de E definida
por ¢l conjunto de espacios {E;};en. E con esta topologfa se lama el limite inductivo
de los espacios {E;}ien.

Para la topologia del lfmite inductivo e} siguiente resultado es muy importante.
Teorema 1

Sea E la unién de una sucesién {E;};cn de espacios localmente convexos para
los cuales

i) E; € By

ii) E; < Egyy cs continua

iii) La topologfa inducida por E,,, scbre E; coincide con la topologia de E;.
iv) E; es un subespacio cerrado de Ej 4.

Entonces

a) El lmite inductivo de E, induce sobre E; su topologia original.

b) Un subconjunto A C E es acotado en la topologia de limite inductiva, si y
sblo si existe 1 € N tal que A C E; y A es acotado en E;.

verl]o

En el caso especial en que E = G§°(Q), con @ € R"™ un conjunto abierto, y
{Ki)ieN es una sucesién de conjuntos compactos de R" que cumplen

i) K; € X;yq paratodor € N

i) X = UK;

Para los espacios

CE° (0, K;) = {f € C5°(7)} suppf C K}
se tiene la topologin localmente convexa dada por la familia de normas {p,;}, donde

Pmilf/)= sup |daf(z)|con fe CPN, K)ymeN
zeK; jaj<m

Estos espacios tienen las siguientes propiedades.
Teorema 2

El espacio C§°(1, K;) con la topologia dada por la familia de seminorinas {p,, ;},
resulta un espacio de Frechet.

ver|1]o
Teorema 3

Las funciones
(N, K) — CF° (0, Kiyy)



son continuas para todo i€ N, y
C&e (O Ky
es un subespacio cerrado de C§°(Q, K1),
ver|l]o L e .
Por estos dos resultados la sucesion {C5°(Q, K;)}iey cumple las hipétesis del
teorema 1. :

El lfmite inductivo sabre
C5°(0) = UCE°(N, K,)

as{ construido se denotard por
w»(0)

Con esta topologfa sobre C§°(f2) se trabajard en todo lo que sigue.

Propiedades importantes del espacio p(f2) son las siguientes.
Teorema 4

El espacio (1) es independiente de la sucesién {K;};en escogida que cumple
i) y i)
ver[1]o
Teorema §

Un subconjunto 4 € C§?(N1) es acotado en p(Q), si y sélo si existe K compacto
tal que
AcCCf(n,K)

[0 < Cmeon g C A aE N yla]<m

para todam € N.
ver(ljo
Teorema 6

Unu sucesion {¢i}ien < C§°(M) converge @ cero en p{fl), 51 y sdlo si existe
K € 0 compacto y

i) suppg; C 0

i} 9%¢; converge uniformemente a cero sobre K, para todo a € N™.
ver[l]o

En el espacio C*®({1), también se puede construir una topologia con seminormas

Prm,i» cOmo en el caso anterior.Esta topologia se denotard por E y os la que se utilizard en
el espacio G,

Propiedades importantes del espacio E(f1) son las siguientes.
Teorema 7

El espacio E({1) es independiente de la sucesion {f;};en escogida que cumpla
i) y ii).
ver{t]e



Teorema 8

Un subconjunto A de C™((1) es acotado en E(ﬂ), si y s6lo si dndo me N Y.
K C 1l compacto, existe Cm, K > 0 tal que

[896(c)| < Com ¢

cong € A Jal<myzeK.
ver|ljo
Teorema 9

Una sucesidn {d;};e)y en C™(N) converge a cero, si y sdlo si dadome N y

K ¢ 0l compacto, fa sucesién {8%};cn con |a} < m converge uniformemente a cero en
K.

ver{ljo
Los espacios CJ*(€1) y C™(£1) como cn los casos anteriores tienen una topologia

generada por una familia de seminormas {pm.;} salvo que el indice m, es menor o igual
a m.

Ver[l]
Propicdades importantes del espacio C™ (1) son la siguientes,
Teorema 10

Un subconjunto A de C™(f1} esta ncotado, si y sélo si dado K C 0 compacto
existe Cg tal que

Pad(=)] < Ck

con¢ €A fa|<myze K.
verlljo
Teorema 11

Una sucesién {¢};eny en C™(0) converge & cero, si y sdlo si dado K ¢ Q1
compacto la sucesion {3°¢;}icn converge uniformemente a cero en K cuando |ef £ m.
ver{t]o

Un resultado que serd muy 1til, que da una manera sencilla para verificar la con-

tinuidad de funciones cuando el espacio dominio sea el lmite inductivo de una sucesion
de cspacios localmente, convexos es el siguiente.

Teorema 12

Si E es el limite inductivo de la sucesién de espacios localmente convexos
{Ei}ien ¥ F un espacio localmente convexo, entonces

u:B—~ F

es continua, si y sélo si
g, tE;— F

es continun para toda 1 € N,
ver|ljo



5
En el caso particular en que se tengan los espacios p(f1) y E(0), una consecuen-
cia del dltimo teorema es el siguiente resultado,

Teorema 13
La funcién

#(0) — B(O)
es continua y, p(f3) es denso en E(01).
ver|tjo
Definleién de distribucién

La razén de las topologfas construidas en los espacios Co® (), €*(01), C™(0)
y Co™(Q) estd al considerar las soluciones generalizadas de ccuaciones diferenciales .
Schwariz antes de definir lo que es una distribucién, definié como una solucién genc-
ralizada de una ecuacién diferencial, al lmite uniforme sobre conjuntos compactos de
soluciones ordinarias.

En 1945 Schwartz da la siguiente definicién.
Definlcién 4 Una distribucién es una funcional lineal

uip(@)—C

continua.,
El conjunto de tales funcionales se denotari por

(1)

Algunos criterios importantes que se utilizarén mucho posteriormente, y que fa-
cilitan ver cuando una funcional linea! es cn realidad una distribucién son los siguientes.
Teorema 14

Una funcional lineal u de p(f}) en C ¢s una distribucién, si y sélo si para toda
K C 0l compacto existen ¢ > 0y m € N tales que

|<u,d>|<c sup [0%¢(z)] con ¢ € CFP(N, K) (1)
ze K Jalsm ,

Demostracién
Si € p!(Q) para todo conjunto K C 1 compacto

ulggern k) O (M, K) = C (1)
¢s continua. Asf para la bola Bj(0) existen m € N y ¢ > 0 tales que

V(K,m ) = {$ € C°(Q, K}lpm,k (¢} < ¢}

u|—6'1§° (0,K) (B](O))



‘donde
Pmic(#) = sup [3%¢(z)|
€K Jalgm
Sig#0
@ € V(K,m,e)
Pm,K(¢) v
ademds ¢ = 0 cumple 1 con cualquier C.
Tomando G = £ sc obtiene 11,

Si 1 se cumple significa que son continuas las funcionales 1. Por lo tanto u
resulta continua.

ver'ls
Teorema 15
Una funcional lineal u de p(11) en C ¢s una distribucién, si y sdlo si para toda

sucesidn {é}icn convergiendo a cero en p(f1), la sucesién {< u, ¢; >}ien converge a
ceroen G,

Demostracién

Si u es una distribucién y {d;};cpy converge a cero en p(Q), por la continuidad
de u, la sucesidn {< u, $; >};ex converge a cero,

Reciprocamente si ¢ no fuera continua, existirfa K < {1 compacto tal que
¢ (0,k) Do serfa continua. Como ¢l espacio Cg°(Q, K) es métrico, existe una su-

cesién {é;}ien que converge & cero en C°(1, K) y {< u,é; >}ien que no converge a
cero en C, lo cual es una contradiccién.

©
En forma anédloga s¢ puede considerar ¢l dual topolégico del espacio E(2).

Para este espacio, denotado por EI(Q), se tiene un resultado andlogo al del
teorema 14.

Teorema 16

Una funcional lineal u de E{f}} cn C es un elemento en el espacio E/(f1), si y
s6lo si existen ¢ > 0, m € N y K C {1 compacto tales que

|<u,¢>|<ec  sup  [9%(z)]
z€K |aj<m

con ¢ € CG°(N).

La relacién importante entre los espacios pi(Q2) y Ei(01} lo da el siguiente resul-
tado.
Teorema 17

El espacio E(f1) se puede considerar un subespacio de pr(0).
verilly

Algunos ejemplos

La definicidén de distribucién tiene por motivo el dar una generalizacién del
concepto de funcién, al menos de funciones dtiles en ecuaciones diferenciales. Dentro



de esta l:'uncigncs cstos las familias
L o

~c(q)
cmn)

Ly(0)

En todos estos casos la definicién 4 generaliza realmente el concepto de funcién.

a)

Dada una funcién en Ly (1) la funcional lineal

Fr:c°(Q)—C
dada por
Fy9) = [ 821 (x) dz

con ¢ € C§°(f1) esta bien definida y resulta continus. Ademas para [ y g en L;(f1)
distintas, existe ¢ € C§°(0)-tal que

Fr(e) # [9{s)
De ¢sta manera, Ly(Q) se puede considerar como un subespacio algebraico de pi(f).
Lo 1rismo sucede con C§°(N), C2(A) y C™(N).
b)

E| ejemplo clisico estudiado en Fisica es ¢l de la delta de Dirac.Se define como
la distribucién dada por

5{¢) = (0} con 4 € Cp™(x)

Hay vatias gencralizaciones de esta distribucion.
Tor cjemplo, st v = {{z1,..., za) € R®z1 = 0}, la funcional lincal 6y dads por

50(8) =fu¢ con ¢ € Co™(0)

#s continua.,

En forma gencral, si S es una hipersuperficic, la funcienal lineal dada por

55(¢)=fs¢ con ¢ € C(N)

resulta continua,
Se pueden encontrar otros ejemplos en (1] y [3].
Topologfas en los espacios @i(0) y Ei(Q1)
Los espacios @1} y E!(0) resulten espacios vectoriales a los que se puede
dar alguna topologis bajo la cual tengan estructura de espacio vectorial topolégico y



8.

resulten continuas algunas operaciones importantes que se definirdn posterionnente ,
aquf sc estudian en estos espacios, dos de tales topologfas, vitiles en todo lo que sigue.
Toplogfa débil

En cl espacio /(1) una manera de asociarle una topologia mediante la cual

resulta un espacio vectorial topolégico, es por medio de la familia de seminormas {pys}
dadas por

pelu) =1 <u,¢6>]| con $cCP(N} y uep()
Esta topologfa que resulta sobre el espacio pf(1), se llama la topologia débil y
tiene la siguiente propiedad.

Teorema 18 Una sucesion {u;};cy de elementos en el espacio pr(w) converge u cero
en la topologfa débil, 81 y séla si le sucesién numérica {< u,¢ >};ep, converge a cero
en C para todo ¢ en C§°(Q1).

verllo
En el espacio E1(f1) tambicn se puede considerar la topologia débil generada por
la familia de seminormas {4} donde

pa{u) =1 <u,é > |con ¢ €C®N) y u € L)

y e ticne una propicdad para cste cspacio andloga a lu del teorema 18,
Teorema 19 B

Una sucesién {u;};en de elementos en el espacio Er(fl) converge u cero en la
topologfa débil, si y sélo si la sucesién numérica {< u,é >};i1 € N converge a ccroen C
para todn ¢ G C(01).
verjlje

Bajo la topologfa débil todas las operacioncs que se definan posteriormente serdn
continuas,

Con esta topologfa no solo se tiene una inclusién algebraica en el teorema 17,
como lo indica el siguicnte resultado.

Teorema 20
Son continuas las siguientes inclusiones.
i) C§°(N) = (M)
i) C§°(N) — EnN)
iil) C=° (1) — p1(N)
iv) CE*() — e(Q)
v) o (@) — Bi(a)
vi) C™(N) — p1(N)
vii) L}, () < p({2) donde L} (0) tiene la topologfa inducida por Li(R).
viil) Ei{f1) < p1(N) donde E:(Q) y p/(N) tienen la topologin débil.
ver{l]o
Topologia fuerte
Otra topologia que generalmente se asocia a los espacios pI{) y Ei(f1), es la
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llamada topologia fuerte con la que resultan espucios vertoriales topolégicos. Para poder
definir adecuadamente esta topologia se requicre de las siguientes definiciones.

Definicién &
Si E es un espacio vectorial sobre el campo k(k =R 6 C)y A C E, entonces
A es absorbente, si dado y € E cxiste A € k tal que
dge 4

Definicién 6
Si E es un espacio vectorial sobre ¢l campo k(k = R 6 C),y A C E, entonces
A cs balanceado si para todo A€ Ry A <1

Mcd

donde
M={2ze E|E € A}
Definiclén 7

Si E es un espacio vectorial topolégico, E! es el dual topolégicode Ey BC E,
entonces el conjunto

B ={neEl|<z,u>|<1,z€B)

s¢ llama la polar de B, en donde ! es el dual topoldgico de E.
Asf se tiene.
Teorema 21

Si E s un espacio vectorial topolégico sobre ky B C E es un conjunto acotado,
entonces B° es absorbente balanceado y convexo en Ev,

ver(1jo
Teorema 22

Si E es un espacio vectorial sobre £ y B C E es un conjunte absorbente, balan-
ceado y convexo, entonces I funcién

p3:E— R

dada por
pp(z) = inf{A|z € AB)
es una scminorma en E.,
ver[1]o
Si £ es un espacio vectorial topoldgico, se puede tomar en E' por los dos re-

sultados anteriores, la topologia generada por la familia de seminormas {pg-} donde
B C E es acotado.,

Esta topologia se llama la topologia fuerte sobre £1.

En el caso particular en que se tenga en el espacio p/(11) la topologfa fuerte, el
siguiente resultado andlogo al teorema 18 es importante,
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Teorema 23

Una sucesién {u;};en de clementos en p#{(1), converge a cero en la topologia
fuerte, si y sélo si la sucesién numérica {< uj, ¢ >}ien converge a cero uniforinente
sobre todo conjunto acotado en C§°(N).

ver{ljo
De la misma manera en los espacios E(0), [Cm(n)]' y IC’"(Q)]I, sc puede con-
siderar la topologia fuerte, obteniendose un resultado andlogo al teorema anterior.

En todos estos casos, como todo conjunto con un solo elemento en un espacio
veetorial topoldgico es acotado, la topologin fuerte resulta mas fina que la topologfa
débil.

Con estas topologias cn los espacios p/{2) y EXQ) se pucden definir algunas
operaciones entre distribuciones

Aquf 8dlo se describen algunas propiedades y operaciones comunes.

Un primer punto son las propiedades locales de las distribuciones, que son muy
importantes posteriormente.

Definicién 8

Siu € pr(N1) y V C O abierto, se dice que u es cero en V, 8 < u,¢ >= 0 para
todo ¢ € C(V).
Definicién 9

Siu € p(N) y zg € N, se dice que u es cero en zg, si y sélo si existe V ¢ 0
ablerto con g € V tal que v es ceroen V,

Definicién 10

Si u,v € p/0l) ¥y 2¢ € N se dice que u y v son equivalentes en zq, 8i y sblo si
U~ v escerd en rp.

Con cstas definiciones y los dos siguientes resultados sc ve que una distribucién
queda determinada completamente si se conoce su comportamiento local,
Teorema 24 (Particién de fa unidad®*)

Si K € R" es un conjunto compactoy {V;}1.| es una cubierta abicrta finita de
K, existe {¢;}1, de funciones tales que

n
GECE(V;) con 0S¢ <1ly Y dy=1en K
i=1
ver|l]o
Teorema 256

Si u € pI(f1) es cero en cada punto de {1, entonces u s la distribucién constante
igual a cero.

ver[l]o
Con esto s¢ puede hablar del soporte de una distribucidn, que generaliza el
concepto estudiado en las funciones.

'All »e conoce generalmante s eate leozema
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Definlcién 11

Si u € pr{N1), el soporte de u; denotado por suppy; es el complemento en N del
ubierto més grande donde u es cero.

Hay una relacién muy importante entre el soporte de una distribucién y el
espacio E/((), como lo indica el siguiente resultado.

teorema 20
En la topologfa fuerte, la inclusién

Er) = p/(N)
c8 continua, y E1{01) considerado como subespacio de p!(f1), es el conjunto de distribu-
ciones de soporte compacto.

Demostracion

Como es continua la inclusidn de C§(f1) en C®(N), un conjunto acotado en
C5*(0) lo es en C™(N).

i Por otra parte si & € EN(1), para la bola B,(0) de C existen m e N, 6§ >0y
K < Q1 compacto, tales que para todo elemento en

V(K,m,8) = {¢ € CF(M)[pm x{$) < 6}

sc tiene
|<u,dp>|<¢

En particular para ¢ € C5°(0 - K)

pm.K(¢) =
con lo que
<u, ¢ >=0
Por lo tanto
suppu C K

Si u € E1(Q), se puede considerar u como clemento de p!(f1), definiendo la
distribucién v|ge (q)-

ver1]o

Con estas propiedades ya se pueden definir algunas operaciones entre distribu-
ciones,

a) la suma de distribuciones y la multiplicacién de un cscalar y una distribucién
son claramente operaciones continuas en p!(N) y £1(0).

b) Para introducir el concepto de derivada en distribuciones, se tiene lu siguiente
motivacién, Si u es una funcién en ¢l conjunto C§°(Q) al considerara u y 3——

au,¢> / (:: (:)dz——/u(z)—(z)dz——<u,a¢
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con ¢ € C§°(N),
De csta obscrvacién se pucde definir . a—ésima derivada de ¢ € §#(f1) con
a = (@y...,0q) € N?, como la distribucién dada por

9%y

T T o%¢
Joigy -+ d8nz,

= (=1}l .
'8 >=(-1) <u’aulzl,...’a“nx">

Bajo la topologia fuerte esta derivada resulta una operacién continua cn los
cspacios p/{01) y E(N).
¢} La multiplicacién de distribuciones en general no se puede definir.

En ¢l capltulo 2 se verdn algunas razones, por las cuales no se puede definir el
producto de tal manera que gea una extensién del producto ordinario de funciones y sea
una operacién continua en las topologias vistas.

Sin embargo en algunos casos es fdcil definir ¢l producto de dos distribuciones.

i) Si ¥ € C§°(N) ¥ v € pr(), la distribucién producto 1hu es natural definiria
como el elemento en pf(N1) dada por

< Yu,p>=<u,pp> con ¢ C°(N)

Esta deflnicién como en el caso anterior esta motivada por la relacidn entre cf
producto de dos funciones y al funcional asociado a tal producto por medio de una
integral,

i) Si ¥ € G§°(N) y u € Ei(A), la distribucién Yu es un clemento en p!(f1)
definida como i) para toda i € C%(N).

Es fdcil ver de nuevo que las opcraciones en i) y ii), resultan continuas en cada
una de las variables en las topologias consideradas

d) Otra operacién muy importante entre distribuciones, utilizada primere por
Schwartz, en su estudio de las ecuaciones diferenciales es la convolucién,

Si f ¥ g son elementos en C§°(R"), la convolucién es una nueva funcién definida
por

Tr9(8)= ff(E— mgl{n)dn con £ R"
Si ¢ € C§°(N), se tiene

< frgb>= [ fea(@)s(€)de = [ [ (6~ nlatn)an] o(e) de
con ¢l cambio de variable £; = £ — n en la 1ltima integral, se cbtiene

< fe06>= [ 1(6)o(n)o(€r+n) désdn M

de esta manera se ve que a la convolucidn [ g, s le puede asociar la funcién f(-)g(-) €
C§°(R™ x R"}, pero no una funcional lincal dada por una integral en R™ x R, pucs la
funcién ¢{-+ ) en C®(N % 0) no tiene necesariamente soporte compacto.
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Sin embargo el conjunto

suppf{-)g(") Nsuppd(- + )
¢s comnpacto.

De esta manera, tomando ¢ € C§*(1Y x Q1) con 'J’ = 1 en alguna vecindad del
conjunto anterior, el valor de

< f(‘)y(')| 'v"(’y )¢( + ') >
cs independiente de la funcién ¢ con tal propiedad, y es igual &l valor de la expresién 1.
Esto da una manera de definir la operacitn de convolucién en el conjunto pi({1).
Antes de tal definicién se necesita el siguiente resultado,
Teorema 27
Siu€ ptX), v€ oY), con X C R", Y C R" abiertos, existe una distribucién
tnica; denotada por u ® v; en p/(X x Y) tal que
<u® U,¢(',') >=qu, < uv¢(’7|‘) >r=<y, < “.¢('-E) >>
con ¢ € CF(X x Y).
Demostracién

Para cualquier z € X'y y € ¥ las expresiones < v,¢(-,y) > ¥y < u,¢(z,:) >
definen funciones en C§°{X) y C{°(Y) respectivamente.

Notando que las funciones
n
Y- it con & € CF(X) y e CE(Y)
1=1

para toda n € IV, forman un conjunto denso de funciones en C§°(X x Y), se determina
completamentc a la funcional lincal u®v. Por el teorema 15, cs fécil ver de csta manera
que resulta continua.

Definlcién 11

Siu € C§P(Q) y v € Er(N), la convolucién de estas distribuciones, denotada por
t + v esta definida por

<usv,p>=<u@u,al, )¢ +) >
donde o € C§°(N? x N), con @ = 1 en una vecindad del conjunto compacto
(suppu x suppv) N suppd(:,+) (2)

y ¢ € Cg°(N).

Se obtienen de la definicién anterior las siguientes propiedades.
Teorema 28

Sivep(N)yve k()

supp(u * v) C suppu + suppy
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donde
R suppu + suppy = {z + y|z € suppu,y € suppv}
Demostracién

suppu -+ suppv es un conjunto cerrado, pucs es la suma de un conjunto compacto
y uno cerrado en R®.

Si ¢ € C§° ((suppu + suppv)®) como ¢(z + -) € CF° ((suppu)®), para = € suppu,
se tiene

<usy,d>=<u,<v,alz+ )dz+) >>
con a € C§P(f1 x ) y, @ = 1 en una vecindad del conjunto compacto 2.
ver|l]o
Teorema 29

La convolucién es continua separadamente en cada variable en la topologfa
fuerte,

Demostracién

Basta ver la definicién 11, en donde la operacién @ fécilmente se ve que cs
separadamente continua cn cada variable,

ver|lje
Teorema 30
El espacio E1() es un 4lgebra conmutativa con unidad bajo las operaciones de
espacio vectorial y la convolucién, en donde, la delta de Dirac es la unidad.
Demostracion

Por la definicién 11 y el teorema 28 la convolucién resulta una operacidn cerrada
y conmutativa en Er(0).

Sive ENN)
<usrbp>=<u®b,d(n+:)>=<u,<bd(n+)>=

<y, ${0+) >=<u,d >
con ¢ € C(11).
ver{l} o
Para ccuaciones diferenciales el siguiente resultado es importante.
Tcorema 31

Si u, v son elementos de p/({1) y esta definida la convolucién como en la definicién -
11, entonces se ticne

a—-——-—-(u‘u)-ég-u!"uo—(?i
dz; 9y az;

Dcmostracién
Por b) y la definicién 11
O{u+v)

Ar T vz — < usy, el
< az; ¢ L dz;
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csta expresion es igual &

dv dv
<u,< a—z‘.¢>($+-) >>=<us -‘E,é >=

du du du
<y, < é-z—‘,¢(-+n) S>o=<Cysr E{}'d’ >=< 7 v >

Otro resultado que se usara posteriormente es el siguiente.
Teorema 32

i) 81 ¢ € C§°(N) y u € p!(N), entonces u s ¢ € C(N).

ii) Si ¢ € C%(A) y u € E1(N), entonces u ¢ ¢ € C=({1).

iit) i ¢ € C(0) v v € E1(N), entonces u e ¢ € CF(N)

Ademis estas operaciones gon separadamente continuas cn cada variable en las
topologfas definidas.

Demostracién
Con cl cambio de variable z = £ -+ 5, se tiene

LUty >=< u@@\b('r) >=< 4, < ¢(n),\"’(€ + ") >>=

<, <u,d{z~)>>
entonces
urd=<ud(z-)>
con Jo que
<u, <z~ >
resulta una funcién en G (1), (para i) en C§°(N)).

Para ver la continuidad separable en cada varisble, se analizard el caso i), los
demé4s tienen una demostracién andloga.

Si u € p!{0) es un clemento Bjo, para que ¢l mapeo de C§°(N) a C(01) dade
por
bouey
sca continua, es necesario que lo sea en su restriccién al espacio C(‘,”(ﬂ.K) con Kcfl

compacto. En este caso por las topologlas en C§°(f1, K) y C®(f1) es suficiente mostrar
que para cualquicer L C {) compacto y n € N, existen m € N® y ¢ > 0 tales que

sup |8Mus g} (z}| < c  sup |0%¢(z)|
€L €k jojsm

1 x| S
con ¢ € C§°(N, k).
Por ser L — I{ un conjunto compacto, donde
L-K={x~-ylzc L ye K}
¥ 4 € pl({1), por cl tcorema 14 existen ¢y > 0y n € N tales que

|<up>|{<c  sup |3%(z)]
zel-K |a|Sn
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con-y € Of,”(ﬂ;L— K)
" Asf

sup [87(u « §)(z)] = sup |(v » 8$)(z)|
zel z€l
=sup| < u,8%¢(z ~ ) > | (3)
el
Esta viltima expresién es menor o igual a

¢y sup  sup  [3%(8Pg)(z - g)[<e sup 8% é(z)|
EeR™ zeL,[a|Sn zeL-K |a|gn+p|
sea entonces m=n + |p| y ¢ = ¢;.
Fijendo shora ¢ € Cg°(0), para esta funcién se tiene

sup  [p{z~¢)| < oo
2€R" fERD
con lo que
{é(z - )lz € K} donde K C 0 escompacto

cs un conjunto acotado en CP(M1).

o

Por el teorema 23, con una sucesién {u;};epn en p!(N) convergiendo a cero, y
un desarrollo similar a 3, se ve que la sucesién {u; » #};cn converge a cero en C°°(M).

e) Otra operacién entre distribuciones es la integracién. Como no se necesita
cn este trabajo no se estudia,
ver{3]

f) Una operacién muy importante es la composucion de distribuciones. En este
caso se puede preguntar si dada f una funcién y u una distribucién, como se puede
definir "¢ o ["; es decir la composicién; de tal manera que se tenga una extensién
continua de la composicién de funciones en el sentido cldsico.

En el siguicnte capitulo y en el capitulo 4 se estudian algunas condiciones que
garantizan la existencia de tal operacién.

g) En algunos casos se puede hablar del cociente de dos distribiciones.
ver|12]

h) Resulta 1til en algunos ocasiones mancjar series de distribuciones.
ver{12]

Algo importante de observar en la definicién de estas operaciones son sus defec-
tos,

En b) algo muy novedose es que bajo la definicién de derivada dada en las
distribuciones todo elemento en pi(fl) es infinitamente diferenciable, resultado que no
es muy 1til en ecuaciones diferenciales, donde s6lo se requiere la derivabilidad hasta
cierto orden finito.
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Otro hecho aun més importante es decir que salvo en a) y b}, las demés opera-
ciones no esten definidas en todo el espacio pf() o en E1((1).

En otros ocasiones con estas definiciones se llega a resultados no deseables.

Por ejemplo para la distribucién delta de Dirac y la funcion identidad su pro-
ducto en p!(f1) es igual & cero pues

<zb ¢ >=<6,2¢ >=0

Es decir, el producto de dos distribuciones distintas de cero en p!(Q1) puede
resultar ser la funcién constante cera.

En loa siguientes capitulos se ven otros defectos de la definicién de distribucién
dada por Schwartz y condiciones suficientes entre distribuciones o subespacios de pr((1),
donde se puedan definir operaciones ttiles,
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CAPITULO 2
Definiciones equivalentes de distribucién

En este capltulo se estudian otras dos formas equivalentes de ln definicién de
distribucién, dada en el capftulo anterior. Cada una de ellas guarda una relacién més
estrecha con el estudio de las ecuaciones diferenciales. Primero se vera como una dis-
tribucién se puede aproximsr en la topologfa fuerte por una sucesién de funciones en
C%(f1). Asi tambien, corno, al menos en conjuntos compactos, a cada distribucién se le
puede asociar un operador lineal dado por una integral, como en el caso de las funciones
Lot (ﬂ)

Con cstas equivalencias se pueden gencralizar més fécilmente algunas propieda-
des en las distribuciones.

Tambien se define el concepto de distribucién en variedades diferenciales, y la
composicién de una funcién con una distribucién en un caso particular,

Un hecho conocido en ¢l espacio C(11) es que eada uno de sus elementos se puede
aproximar uniformemente en conjuntos compuctos K C 1 por funciones en ol espacio
C§°(f1). Una manera de hacet esto es considerando una funcién « € C§°((Q1) tal que

/Ia(z)]dz = l,ja(z)| £ 1y suppa C By(0)~
entonces la funcién o = ¢ "a(c) que cumple
/|at(=)|dz =1,|ee(z)} < ", suppa € B(0)" y e>0

es un elemento en C§2(N).
Dado u € C(1), K C 1 compacto y g > 0 existe § tal que

jus acls) - u(a)| < [laciu(z -0 ~ulal dtSe



conzC Kye<é.

Un resultado andlogo e oblicne para los espacios p/(0) y Er(Q1).
Teorema 1

C§°(N) es denso en /(1) en la topologfs fucrte.

Demostracién

Si u € p/((1) y o, como arriba, por el teorema 32 del capftulo 1 u s € C((1)
con cualquier ¢ > 0. Para A ¢ C™®(f1) acotedo y una sucesién {¢}icy en R® que
converge a cero, se tiene

<utag~-u,Y>=<u, < ag, Y+ £) >> - <u, ¥ >

esto cs igual &
<y < at"(’l}v'j’(ﬂ +)>-9() >

Utilizendo el teorema del valor medio con || < ¢, se tiene
[0P%(n + €) - 9P(¢) < sup [D(BP(E + bn)le
0<6<1

ademés el conjunto
(Wl +om)be 40021l <o}

es acotado en C°(R") pues K + B,(0)~ es compacto si K lo es, y
aupp(- + -} C K + Be(0)”

por ¢l teorema § del capitulo anterior.
De este forma se ve que existe M > 0 tzl que

sup [D|8PY(-+ o)) < M
0<0<1t

conpeAdyin|<e
Por el teorema 14, para un conjunto compacto L que conticne a X + B;(0)” y
nl<e
| <uweg —u,d>|< Me

tomando 7 suficientemente grande tal que para K 2 jy e < o, se obtienc el reaultado,
ver|l]o

Con esta propiedad se puede definir la composicién de una funcién y una distri-
bucién en un caso particular.
Teorema 2

Siuep(Y)y/[: X 2YecomXCR'yY C R¥ nbiertos, es un hormneomor-
fismo de clase G, entonces existe una distribucién; denotada por f # u; en p/(Q2), tal
que para toda sucesion {u;}ieny en C®(Y), que converge a  cn la topologfs fuerte, la

aucesién {u;0f};e ) en C®(X) converge en la topologfa fuerte a una dnica distribucién;
denotada por f*u.



Demostracién
8i A o8 un conjunto ncotado en O§°(X), ¢l conjunto

{(JDfgofNge A

es acotado en C§°(Y), donde JD S~ es el Jacobiano de Df~1,
Por el cambio de varisble y = f(z}, se tiene

|f(u,-c J{z) —ujo fz))dlz)ldz < e con YEA
entonces se puede definir
<fru o= lim <uyof,g >
=400

¥ por la desigualdad del tridngulo se puede ver que [*u es una distribucién y es ia dnica
obtenide como el lUmite en la topologfa fuerte de la sucesién {u o f}ien en C§°
°

Distribuciones en variedades

Con el teorems anterior se puede definir el concepto de distribucién en varieda-
des,

Para entender cate concepto es pertinente dar las siguientes propiedades en las
variedndes,

Definicién 1
Una n-dimensional variedad C*-diferenciable X, es un espacio topolégico Hausdorff
con base numerable pare e} cual existe una familia F = {K} de homecomorfismos;
generalmente llamados coordenades locales o cartas; para a3 que se tienen las siguientes
propiedades

K :Xg CX — Xg CR" con Xg, Xy abiertos,

i) K1o K1 K(Xg N Xg)) = Ki{Xg 0 Xp,) es un homeomorfismo de clase
C® paro toda patejn K1, K en F.

i) UXg = X
Definlcién 2

Si X es una n-dimensional varicdad C™-diferenciable la funcién u: X — C se
dice que es un elemento de clase C™ en X, si dado K € F entonces

(E~Yu=uoK™!

resulta un elemento en C”(fx).
Al conjunto de tales funciones se les denotard por C°°(X).
En forma enéloga, se pueden definir los espacios C™(X} y L}M(X).

En topologla diferencial generalmente se demuestra cue las definiciones 1y 2
son independientes de Ia eleccién de la familia F.
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La definicién 2 es la que generalmente se da de mapeo en C™(X). Para definir.

¢l concepto de distribucién en variedades se puede dar de otra manera.

Siu € C%®(X) las funciones ug =uo K yuy, =uo K1~ lcon Ky Kten F
cumplen

ugy=ugo(KoKi™t) en KiI(XgnXy,) (1)
¢ inversamente, si para todo elemento en F se tiene la propiedad 1, existe v € C*(X)
tal que
v=ugoK=ug, 0Kl en XgnXg,

De esta manera se puede definir el concepto de distribicién en una variedad, que al
restringirla a 2™ o abiertos de este conjunto, es equivalente a la definicién de Schwartz.
Definicién 3

Sen X una C*-varicdad diferenciable, F un conjunto como cn la definicién i,
y para todo elemento K y K7 en esta familia, existenuy y ug, € p/{Xg) tales que

ugr= (K o KI™Y'ug en K((Xg 0 X))

donde (K o K1~!)* es como cn el teorema 2,
Al sistema {ug} se le llamard una distribucién en X.
El conjunto de tales distribuciones en la variedad X se denotard por

p!(X)

El concepto de distribucién en variedades serd utlizado posteriormente hasta el
captulo 4, aquf s6lo se da su definicién.

Ahora se verd la segunda forma equivalente de considerar a las distribuciones.

Toda ecuacién diferencial se puede poner como una ecuacién integral y toda
solucién cldsica en la primera lo cs en la segunda, pero no viceversa, Esto da un
motivo para la definicién de la derivada para funciones f € L ({1} para los cuales existe
g € Ly(N) tal que

f o(z)é(z) dz = (-1l / 9%¢(z) dr paratodo ¢ € CE(M)

en este caso se puede decir que
=g

En general Schwartz probé que toda distribucién tiene una situacién anéloga, al menos
en conjuntos compactos, como lo indica el siguiente teorema.
Teorema 3 (Representacién)

Si u € pr(N) y A es un abierto relativamente compacto tal que A7 ¢ 1, existe
g € C(0) tal que

u=d% en Ay ac N"

donde la derivada se considera en p/(f).

Demostracién
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Para € > 0 existe
V(A™,m,6) = {8 € C5°(Q1, A7)|pm 4~ (8) < 8}
tal que
: [<u,¢><e con gEV{A™,m,6)
Por otra parte, si se toma el espacio de funciones

an(nﬂ-l)d

+1 _
™t Cge(A) = (m

6 € C°(0.47)}

para toda sucesién {;};en en este espacio, convergiendo a cero en Li{A™), dada 4 >0,
con ¢ suficientemente grande, sc tiene

ey, ) o
gmtlp ... gmilz, Lo dz < (n{m+1)

donde { es tal que A~ N[0,I]".
Sia={(ay, - ,an)EN*yla)]<m
[0%6;(z)] =

| o oMm (-, zp) gnHl-ag, L gtz gmel-ang
oo oo @mFir...gmtiz, 1 v n
<9
donde d™*+!~2i indica una integracién de m + 1 — a;-veces en la variable z;,
Si se tomn <y = §, para toda i suficientemente grande se obticne
J<ude>|<e
Como C§°(1, A~) es un espacio métrico, la funcional lfineal
up: ™ORN, 4) ~ C

dada por
gn(m+1) ¢

< UGl gnily, oS>

es continua.
Utilizando ahora el teorema de Hahn-Banach, se tiene la funcional lineal

< |T1,' >:L|(A_) -

extensién continua de uy, y asociada a est: extensién por el teorema de Riesz, existe
g1 € Lo() tal que

<@,¥>= [0zt za)b(z1, 00 za) dry oo dze con € Ly(4)
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Tomsando § € C(A) dada por
~ ER z,
g(:x'l"‘azn) = /_m"'/_:ogl(tlt"'»!ﬂ) dtl"‘ dty,

e tiene

cata)@M Mg ey, L )
am+2_-,5x eegmtlp

<u¢>= (-1)"] 5ty iy e dtn

donde ¢ € C§°(N, A™}. De esta mancra con

9= (-)"mF y a=(n(m+2),...,n(m +2)

8¢ obtiene ¢l resultado,
°
En el caso en que u sea un elemento del espacio E1((1), el resultado anterior es
muy bueno, como se ve en el siguiente resultado.
Teorema 4

8i u € ErN) existe g € Co(N) con suppg contenido en una vecindad de suppu
tal que

v= 3 g yreN
fplsr
Demostracién
Por el teorema anterior tomando A C 01 un conjunto abierto relativamente
compacto ¥ suppu C A, existe g € C(01) tal que
u=8% y 4

Si B € C§°(A) con B =1 en una vecindad de suppu entonces

fu=1u
Yy
< Bu,d>=
(—l)["'/;(zl,...‘zn)a"(ﬂ(xh o Zn)6(Z10e sy Zn)) dzg - -+ don
Como ol
9*(p¢) = E a0 hore

se puede considerar '
= (1)t & ge-p
g=(-1) PICETI fi

De los teoremas anteriores se tienen las siguicntes observaciones,
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En el teorema L se ve que toda distribucién en p/{f1) se pucde considerar como
una sucesién de Cauchy en el espacio CF°(12), e inversamente si {t;}ien o8 una sucesidn
de Cauchy en el espacio C§°(f) entonces la expresién

u{@) = lim < u;,¢> con ¢cC(N)
1= 00

esta bien definida y determina una distribucién.

La propiedsd dada en ¢l teorema 3 desafortunadamente no es de caracter global,
por ejemplo 1a distribucién en R dada por

u= mék
El""

‘donde < 6{‘,‘),46 >=3%3{k) y k € N, no tiene asocinda una funcién continua g tal gue

<u,p>= fg(z)a""d;(:c) dz para toda ¢ € C§°(Q)

pues dada g existen ¢1 y ¢2 en C§°(0) que tienen sus desivadas de cualquier orden
iguales en N, pero las integrales

/‘9(’:11' . -nIn)aa¢1(11|- . .,In) drys-+dzn

/g(:l,...,:n)a“zﬁg(z;,...,zn) dry... dzy

son distintas pera toda a € N°,

Schwartz llegb al resultado del teorema 4 con lz esperanza de poder definir el
producto de distribuciones, al menos en E1(() en forma consistente. Por el teorema 1
8¢ ve que el producto de la distribucién delta de Dirac consigo misma no se puede hacer.

De lo contrario tomando una sucesién {a¢, };en como antes y
¢ € ()
con ¢(0) # 0 debe cumplirse.

<6-6,6>= lim < §,eqé>= lim E(TO)
t—00 C‘~

1—00

pero la dltima expresién no esta definida.



ET

CAPITULO 3

Transformada de Fourier

En este capitulo se estudia la transformada de Fourier en el espacio de distri-
buciones, sumamente importante en este trabajo. Esto da origen al tcorema de Paley-
Wicner- Schwartz, criterio analitico que da informacién sobre cuando una distribucién
es en realidad una funcién en G§°(N) 6 E1(N).

Definicién de la transformada de Fourier
La transformada de Fourier para un elemento u en el espacio L1{f1), se define
como Ia funcién

m 1 —i<z,{>
u(g) = W/c u{z) dz

En ¢l caso particular en que u € C§°(R"), la transformada de Fourier ¥ no
necesariamente cs de nuevo un clemento en C§P(R"), hay sin embargo un subespacio
muy importante de Ly (Q1); euyo origen se encuentra en los trabnjos de Sobolev sobre el
problems de Cauchy en ecuaciones diferencizles; en donde Ia transformnda de Fourier
resulta una transformacién isomeorfa algebraicemente, y con cierta topologia tambien
resulta un homeomorfismo.

Para ver esto se tienen las siguientes definiciones y teoremas.

Definicién 1

Una funcién ¢ € C°°(R") decrece ripidamente si para tods a, pe N"
lim |z%dP(z)! = 0
Jz|—oo
El conjunto de tales funciones se denotard por S(R").

A S(R") se le dar4 la topologfa generada por la familia de seminormas {¥a,p}
cona,pE Ny
Ta,p{®) = sup |2%3PH(z)| con ¢ € S(R")
zekn
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Teorema 1

El espacio S(R™) con la topologfa generada por Ja familia de seminormas {¥a p},
donde a,p € A", ¢s de Frechet.

ver{l]o

En ansalogin a los teoremas 6, 8 y 10 del capitulo 1, los siguicntes resultados en
el espacio S{R") son importantes.
Teorema 2

Si A C S(R™) es acotado y se tienen m,p en N", existe ¢ > 0 tal que

|z™3P$(z)| <c con pEA

ver|tjo
Teorema 3
Una sucesién {¢;};en en S(R") converge a cero si dado cualquier polinomio y

cualquier operador diferencial @{3), la sucesién { P(z)Q(d)¢;};en converge uniforme-
mente a cero en R".

Teorema 4
Las inclusiones
C§°(R") — S(R") = C®(R")
son continuas, con CP(R") denso en S(R") y este en C®(R")
Demostracion
C§°(R™) es denso en C®(R"), asf, S(R") resulta denso en C®(R").

Tomando una sucesién {f;};en en CF°(R") tal que §; = 1 en la bola B;(0),
entonces

Bio— 9
en S(&"),si ¢ € S(R").
Para 1a continuidad de las inclusiones basta considerar sucesiones convergiendo

a cero en C§°(R", K), donde K C R™ es un conjunto compacto y en S(R™), pues estos
espacios fion métricos.

El resultado mis importante para el espacio S{R") es el siguiente.
Teorema &

Siu € S(R") entonces

i) ¥ e SR

i) La funcién ¥ llamada Iz transformada inversa de Fourier de u, dada por

@(E) = /c‘<"€>u(:) dz

con z € R™, es un elemento de S(R™).

A
i) ¥ =u
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lv) La funcién F : S{R") — (R™) con F(u) = 1, es un homeomorfismo, donde
F-iu) =%,
Demostracién
ijSiue S(R") y a,pe N®

PR = (2:)" [ < eruiz) as
con lo que
a+p u( ) e‘““"(""‘"u(:) dr =
("(13::;:'” [c-i<:.f>0n+pu(z) dx
as{

64 R0 < e [ 17 Pule)l a2
donde el segundo miembro de la desigualdad es menor o igual a

14z, 1 ¢
(2 IT[:_Iila tPu(z)|dz < W‘[m-ﬂgdz < oo

it} Scan e, p € N®, Como en i) se obticne

[¢*aPu (&) <

B )"[|6“+pu(:) dz| < o0

iii) Primero, sea la funcién g = ¢ L , entonces

9(e) = (—,Z;T,;jcj#c"k"b dzr = (211

)"/eﬂ*’i 2ejﬂeﬁu’.z:
donde 2 )
fe“‘T{L— e dr = /e:!il- dz = (2n)}
Asi

- 1 -
9(5)—'72';)—;;5

Considerando ahora la identidad
[ R(@)a(eq)ei<2E> ag =

21r)" /g(tE)CK’: £ U'E_.'<y,5>u(y) dy] d¢

de 1a 1iltima expresin se obticne

(21r)n /,/ <=0 g(e€)uly) dy dé =



nf>Y -z
[T
y por el cambio de variable y = x 4 ¢z
[E(@aee)*<=€> de = [ Tluuz +ev) dy

entonces

lim [ B(€)otee)e <= ag = T(a)

lim [ F(e)ulz+ €€ dé = u(a)

iv} Por ser S(R") un espacio métrico para cualquier sucesién {u;};en en S(R") con-
vergiendo a cero, dadas m, p € N™ y ¢ > 0 con |m| > 2n, existe fmp,e € N tal que

€ .
W=™] + 1)8Pu(e) < (g con k > mip.e

y
. 1 (€™ +1)|8Pur(€)]
map < pLLSE Rd Ll 23,711
1278 Gy(2)! € v / R de< e
en forma andloga se ve que F~! es continua,
°

En el curso de la demostracién del teorema anterior se obticnen lns aiguientes
propiedades,

Teorema 6 Si v € S(R")

ool Ju

i) fe;u = —

) f) 3'6;

o 3 .

i) H—zﬁ; =i

i) En general si p(X, D) = ¥ ap(x) D? es un operador diferencial, con coeficien-
tes constantea donde

1
P — — gp
P
se tiene -
P(X,D)u = P(X, )%
[+

Otras propiedades del espacio S(R"), ficilmente verificables son las sigunientes.
Teorema 7

La inclusién

$(R") — pl(B")



cs continua,
veriljo
Teorema 8

Si SH{R"}* denota al dual topoldgico del espacio S(R") y tienc la topologla
fuerte, las inclusiones

EI(R") s S1(R") < pi(R")

son continuas,

Demostracién

Fécilmente se ve que todo conjunto acotado en C§°(R") lo es en el espacio
§(R"), y todo conjunto que cs acotado en S(R") lo es en C°(R").
ver(l]o
Teorema 9

Si u € SHR"), existen m,p€ N" y ¢ > O tales que

| < u ¢ > | < csup|z™87¢(z)]

ver[1o

El espacio SI(R") es importante por la siguiente propiedad que da una moti-
vacién para definir la transformada de Fourier de forma sencilla en Si(R").

Teorema 10
Si /.9 € S(R")
[ o) ds = [ f(z) F(a) 2
ver{l]e
Definicién 2

Si u € SI(R"}, se define la transformada de Fourier de u como la distribucién
4 € SI{R") tal que

<U,Pp>=< u,¢ > con peSR")

y se define la transformada inversa de Fourier de u, como la distribucién U € S1(R")
tal que

<E,4>=<u, > con g€ S(R™)

Teorema 11
Si SI{R") ticne la topologle fuerte, el mapeo

F:81(R") — S1(R™)

dada por
F(u)=4u con u€ SI(R")

*A este espaclo sels da ¢l nombre de las distribuciones temperadas



¢s un homeomorfismo, donde F~! csté definida como
FHu) =W con ue& SR

ver|t]o
Operaciones en el espacio S/(R")

Muy importante para el capftulo 4 es la transformada de Fourier del producto
de distribuciones y caleular su valor. Aquf s8lo se menciona un caso particular, en que
tal operacién ge puede efectuar, que basta para el desarrollo posterior.

Teorema 12

Si ¢ € S(R") y u € S1(R), la distribucién producto ¢s un clemento en S1(R*),
y tal operacién eg separadamente continua en cada variable.
ver{l]o
Teorema 13

Siu € S{R") y v € ENR") la convolucién existe, es un elemento en SI{R") y
resultando separadamente continua en cada variable,

Demostracién
Por el teorema 14 del capitulo 2

v=7 8Pg, con gp€ Co(R") y suppu C suppgp
Para cualquiera de estas funciones g,, dada 4 € S(R"), se tiene
$(6) =< 8Pgp, (€ + ) >= (= 1)1 [ go(n)Pe(e + n) dn

Asf
(L +1€Pymat(e) = [(~1)Plgy(n)(1 +|€[2) ™8P *9(€ + n) dn o)

usando en 1 la desigualdad
L+ (&R <201 4 )L+ [€ + nl?)
se obtiene
11+ 163)™a%(6) < 2 [ 101+ )" gp (0)(L + 1€ + nf®) P96 (6 + n)] dn
como existe ¢ > 0 tal que |gp(n)(1+ [712)™] < ¢ para toda n, entonees
[(2+ 62076 (€)] < 2 [ 1(1+ 1€ + )7+ 99(€ + )| dn
haciendo el cambio de variable 7y =€ +

I(1+ [€/2)™a(e)] < 2¢ [ 1(1+ Ini?)™0P*%(n)] dn (@)

pero
[(L+]-[)martig e S(R™)
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entonces el segundo micmbro de la desigualdad 2 estd acotado.
De esta mancra por la desigualdad del tridngulo se pucde ver que la funcién

Y=< Un¢(' +) >

e3 un clemento del cspacio S(R"). Ademis por la topologia que tiene el espacio S(R")
la funcién < u, (- + ) > esté en C°(f1) y quedan bien definidas las expresiones

<u, < v, (- +-) >>
Y

<u,<u,d(+)>>
coincidiendo en C§°(R").

Asf, en el espacio §(R") se puede definir la convolucién de u y v como
<usv,d>=<uy,<v,¢(-+-) >> con € S(R") 3)

Para demostrar que la convolucién es continua separadamente en cada variable,
es suficiente por la definicién dada en 3, ver que para todo conjunto A € S{R") acotado,
los conjuntos

B={<v¢(-+)> ¢ € 4}
C={<u,d(-+)>d€A4)
son ncotados en S(R") y C®(R") respectivamente.

Asl, con A acotado en §(R") existe ¢j(m, p, q) > 0 que depende de m, py g tal
que

|1+ 1€")™8P(€)] < 2 c1(m, pyg) con £ € R
Por lo tanto B resulta acotado en S{R").
Por otra parte por el teorema 9, para todo X C R" compacto y ¢ > 0, se tiene

[<udl-+¥) > <cl(z +y)"8¢(z + y)| < ¢ er(m,piq)

cony € K.

Por lo tanto C es un conjunto acotado en C°(R").
ver|l]o

" Con este resultado se puede enunciar un caso especizl de la transformada de

Fourier de la convolocién de dos distribuciones.
Teorema 14

Dadas ¢ € S{R") y u € EI(R")

¢’:u=3-3

Demostracién
Si ¢ € S(R"), por la definicién 2 y el teorema 12

<druP>=<hin, P o=<u, < b P+ >>
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..en donde

<O B+ >= [T+ 6 de = [o(e-m F(e)de
Como B n
3(e) = e [ € Bl e = 4(-2)

entonces - -

[ote-muvierae = [dn - O Blerde =+ ¥(n)
¥

i- G =/ [/ i(z — f)df<m—tl> d::] D(e)e<hé> de

- ( / X(z)e““”"’) ([omeea) =3 -3t
entonces

~
po

<PvuY>=<udeP>=<T,d g >=
<83 9>=<$.-T,9>
verl1} 2o
Teorema de Paley-Wlicner-Schwarte

El teorema de Paley-Wiencr-Schwartz, da unu herramienta muy poderosa en la
busqueda de condiciones analiticas que garantizan cuando una distribucién estd en los
espacivs E1{R™) 6 CF°(R"), o como se verd en ¢l capftulo 4, en que puntos localmente
se comporta como una funcién de clase C™. Este teorema involucra la construccidn de
funciones analfticas en C". As{ primero se define este concepto, que es completamente
andlogo al caso de C.

Definicién 3
Si ge denota o la variable en C" por
¢ ={s11.-a8n)

donde ¢; = £; +in; con {;, 1 € Ry se define

a 1,4 . d

5 ~1g oy

g] EJ' n;
una funcién f: U < C" — C con U sbierto, es analitica, si para todoz € U

af .
a_gf =0 con j=1,...,n

Teorena 15 {Paley-Wiener-Schwartz)
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i) La transformada de Fourier de una distribucién v € E/{R™) es una funcién
analitica F en C™ para la que existen constantes ¢, A€ Ry r € N tales que

IF()] < (1 +[ghreAl ™! con g€ (1)

e inversamente, toda funcién analftica que cumpla la condicién 1 en C®, es la transfor-
mada de Fourier de una distribucién en E/(R").

if) La transformada de fourier de una funcién u € C§(R™) cs una funcién
analftica F en C™ para la que existe A > 0 tal que para toda r € N existe ¢, y

IF()) £ er(1+ 1) eAl™] con ¢ C® 2

e inversamente, toda funcién analftica que cumple la condicién 2 en C®, es la transfor-
mada de Fourier de una funcién en C§°(R").

Demostracién

i) 5i v € B{R") y {a¢;}jen es una sucesién de funciones en C§°(R") como las
construidas en cl capftulo anterior, entonces por el teorema 31 de capftulo 1

u* a; € CFO(R")
Para estas funciones la transformada de Fouricr esta dada por
<uts a‘j,e_'l<"'> >
Sea ahora ¢ € C§°(R") tal que $(£) 5% 0. Por el teorema 14
¢ u8) = $(6)- ()
asf T € C®(R").
Aplicando el teorema 1 del capftulo 2 a la delta de Dirac, se obtiene

0:,-‘5

con lo que

6.8

©.
[
-

i
=(
o
i

©-.0
)
#

entonces = . .
§=1y §=<be" >

Con esto, dada §, existe K(§) € IV tal que

11— ag (O = | < 6,78 > = < g, 7 > < o

con j = K(§). y por el teorema 1 del capitulo 2

w2,

| < u,c"'.<"€> >-<us a¢1,e_i<"¢'> >
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Por lo tanto

| < u, e € > —G(e)<e con j2 K(%)

De esta maners, se ve que la transformada de Fourier de la distribucién u esta
dada en £ € R" por

T(€) =< u,e 78> 5
Si se toma ahora la variable ¢ € C", 1a expresién
Te) =< u, e <> 5

est4 bien definida y es una extensién a C® de ¥, que resulta analitica en C™.

Aplicando cl teorema 15 del capitulo 1 a la distribicién u, se ticne la existencia
de ¢ > 0, K C R™ compacto y r € R tal que

| < u|c—|'<z,(>l <e  sup IDuc-i<z,;>l
z€K,|ajsN

Como
!Du —l<z,y>l — kn -—|<x,€+|’q>l < I;l|a|[e<z,q>|

con A € R suficienternente grande tal que, K C B 4(0), y lu desigualdad de Schwartz
<z,n >< Ajn| con z€ K

entonces .
| < e 50 5 | < et + o) redlims]

En el caso particular en que u € C§°(R™), tomando A tal que suppu C B ,4(0)

2me -
[ N ju.( ) = (2")nl/ |<fM>D2mc,u(n) dn| < 2")nczm¢, A

donde ¢; es el j-ésimo vector candnico en N*, m € N y came; = suppepn | D u(n)].

Asf
s ( ) 3 came;

m=0

o 1

y con
oo )>
Z €2med
(2 )n w0 me
se obtiene 2.
Inversamente si se cumple 2, tomando

wnls) = goage [ FLE+ mlef<seri ag
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up resulta un':‘:ler'ncntq en C2(R") y _b B
" lu Lo n)=reAlnl-<za> i
lunta)l S Gl f (e ind e a <
Aln|-<xz,n> v

cre .

e [l
tomando r = n + 1 se obticne

lun(=)| < (2c")+l eAlrl=<=1> con e R"

ysin=_1z "
n. —t(|z]2—
lun(a)l < Tz%jt_l‘ #llel*=Atsl)

Asf cuando ¢t — o0, para z € R™ ¢on |z| > A4, se tiene uy(z) = 0. Ademds como se
cumple 2

I1I1rn Flg)ei<%6> =0
€1

y por ser F analftica

a“"‘ )= Tamye | 5+ M de B imnirins,

en donde
f (€+ "’)e|<:.€+u1> dg = —‘F(f + "l) x<:,€+up>ioo

+/F(E+|'r;]zje'.<"€+""> de

por lo tanto
dug

=0
dny

De esta manera sc tiene que up{z) = uo{z) para todo z € R" y uo(z) es la
transformada inversa de Fourier de F\.

Por Gltimo, si se cumple 1 para toda ¢ € S(R"), sc tiene
L[ Pe)ate del < e [(1+ 1607181614 < oo
conloque F € S((R") y F & S§(R™).
Aplicando 1, 2 y el teorema 14
| Foaggls)l = IF - d2y{e)] <
car(1+ [¢f) reHA+esImel

entonces Ftaq es una funcién de clase C™ con soporte en B,H.,’, (0) que converge a F,
cuyo soporte estd en B 4(0).
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CAPITULO 4

Singularidades

Cuando se tienc una ecuacién diferencial dada por un operador
P=P(X,D)= Y, aaD" con ag € C*(N)
lofgm
de la forma Pu = f, se trata de encontrar una solucién u.

La existencia de tal solucién se puede pensar no en un espacio de funciones sino
en un espacio de distribuciones. Es decir se pregunta por la existencia de u € pi(1) tal
que

Pu={f

donde Ia derivada de la distribucién u y la multiplicacién de esta por una funcién son
como se¢ definieron en los capitulos anteriores. En este contexto se pueden plantear las
siguientes preguntas.

1. ; Dada la ecuacién diferencial Pu = f con f € pr{f1), existe una solucidn u
en pi{fl) 7

2. ; Si tel solucién existe, ea realmente una funeién ? o

3. 4 Qué tanto se parece tal solucién a una funcién ? | En que scatido ?

En este capitulo se estudian los puntos donde una distribucién no se comporta
localmente como una funcién de clese 0, definiendo para ello el frente de onda de una
distribucién.

Par u se definié el conjunto suppu como el complemento en {1 de
{z € 0| existe V ¢ 1 abierto ,zEcV y uly =0}

Imitando esto, se puede tomar la siguicnte definicién.
Definlcién 1
Si v € p!(N) el conjunto singsuppu es el complemento en N de _

{z € 0] existe V < [ abierto, z€ V y uly € C§2(A)}

y se llama el soporte singular de u.



37,

El soporte singular de una distribucién es el conjunto de puntos donde una
distribucién no se comporta localmente como una funcién de clase C°°,

Un refinamiento del dltimo conjunto se puede dar con la ayuda de las siguientes
definiciones.

Definicién 2

Un conjunto V € R™ ¢s un cono abierto (cerrado) si V es un conjunto abierto
(cerrado) en R™, tal que para cada z € V se tiene

{txeR*te R*} cV

Definicién 3
§i u € Er(Q), entonces

néY ucon neR"—{0}
&l existe un cono abierto V con 5 € V tal que
B S em(1+[E)™ con mEN y E€V

donde ¢y 8 una constante que depende de m,
Fdcilmente se observa que para u € Ei(1), el conjunto ¥ u es cerrado.
Se tienen tambien los siguientes resultados importantes.

Teorema 1
Siu€ ENN) y ¢ € CP(1) entonces

Y (éu) C Eu

Demostracién

Sié¢ Luy é € C(R"), entonces a € S(R"), y por el teorema de Paley-
Wiener-Schwartz, existen M € N y ¢; > 0 tales que

13O < er (1 +16DY con €€ R"~ {0}
Sea ahora ¢ tal que 0 < ¢ < 1. Dividiendo R" en los conjuntos
Ag={ne R" - {0}|n} < cini}
Be = {ne R" — {0}y > cj¢l}
5in € Bg, como [§ ~n| <[] + Il < [7] + ¢~1|n], entonces
{e—ni < 1+ )in|
Ademiés

g ® B - 2)eal < e (T [13(e - 2z
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asf - -
lug(€)] < sup {¥()lll &llL,+
Ini<ell
E 2)|(L+ M2 + | M dz
. Jrppege 1 N+ M (1 4 120
Si T es un cono abierto cuya cerradura esté contenida en T, se pucde tomar ¢ tal que

7 nel si (€T, v [€~n|<clél
¥ Asi

Inl>(@3~¢)l¢| con nel y €Ty
y
sup [¥(n)|(1 + €)™ < sup ¥ (n)i(1 -}~ ™(L+ v}
nt<lel r
entonces

up(1 + €)™ du(€) <

(L= &™) sup | Tm)I(L + 0™ Bz, + a2+ ™4 J 1310+ 2)¥4m gz

< ol

donde ¢ty es una constante que depende de m.

E¢Y du

Por lo tanto

L4

Una generalizacién del conjunte T« con u € Er{{1) para cl espacio pi(f1), esta
dada de !a siguiente forma.

Definiclén 4
Siuepr(l)y zo €N

o

Tu= 2o¢u
T 4e0R(M)d(za)40

En combinacién con el soporte singular de una distribucién, se tiene la siguiente defi-
nicién importante, dada por primera vez por Lars Hormander en 1970.

Definlclén &
Si u € pt(Q), el frente de onda de  es el conjunto

WFu={(r,£) €N xR" - {0}|¢ € ;u}

Por su dfinicién el frente de onda de una distribucién es cerrado en 1 x R - {0} ¥
resulta invariante bajo multiplicaciones por escalares positivos en €. Por lo tanto, se

*Para £ € T4 0 571, existe una bola By {¢) € T con rg < 1, por lo tanto rgyyeenirg, < 1 tales que TanS™=1 ¢
U:_ID., (7). St e = min{ry, } se tiens este hecho. Cuando [£] # 1 tomando B&F se procede como antes para 1&
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puede considerar como un subconjunto de 1 x "1, Esta consideracién serf itil cn
varias de las prucbas de los resultados siguientes.

Teorema 2
Si u € p!(0), la proyeccién sobre 3 de W F'u, es el conjunto singsuppu.
Demostracién ‘

Si (z,€) € W Fu, suponiendo z & singsuppu, existe A C R™ abiertoconz € A
tal que u|, es una funcién de clase C°. Para §; € C§°(A) entonces ¢1u € C§°(A). De
eata manera localmente en z, u es de clase C® y

Ye= 1 FeucTou=9
T eeorn)diaro

lo cual es una contradiceién.

Por otra parte si € singsuppu y se supone 3¢ 4 = ¢, considerando al conjunto
W Fu como un subconjunto de f1 x $™~1

(o= 1 3=
: $EOP (R") 4(s)#0

(T u)e =5

$€CP (R™)#(=) 0
Por lo tanto cxisten funciones ¢; J=1,,K de clase C* con é,-(:) # 0 tales que

nfgl( E ¢’,u)t =s"-1

$€C5°(R™) $(z)#0
Tomando ¢ = ¢y +++ Py, por el tcorema 1
YeucnK gu=49

As{ ¢u € C§°(N), es decir u es una funcién de clase C® ca una vecindad de x, lo cual
¢ una contradiceién.

<o
Si u € ENN) se tiene més informacién en ¢l conjunto W Fu.

Teorema 3
Si u € Er(N1), la proyeccién de W Fu sobre R™ — {0}, es el conjunto T u.
Demostracidn

Si (x, £) € WFu entonces

(eTi= | TacTe

T secp(Rm) o

Por otra parte 5i £ € Du y € # T u, para todo z € suppu existe V; C R"
abierto con z € V; tal que € ¢ ¥ du con ¢ € OF° (Vz) ¥ ¢(z) # 0. Por un argumento de
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perticion de la unidad, * para suppu existen V,j con y ='1,-+-, K abiertos con z; E_V,j,
Bz, € O (Ve) v 62,(2;) #£0, tales que z,’-;l ¢; =1, De esta manera por la linealidad
de la transformada de Fourier y la desigualdad del tridngulo se tiene Lo

X X
T =D ) = T2 4
i= )=

; K .
cu Z ¢,~u
=1
lo cual es una contradiccién,
o

Localmente el comportamiento de la uprcsu’m

1€1™| $u(€)] con $(zo) £0 ¥ (2o,60) ENX n" = {0}

se puede observar notando que la funcién e es periédica. Pam (zq, £u) € ﬂ X S" “ly
valores (z, €) muy cercanos a este punto, con ¢ € C’o (ﬂ) tal que los puntos dc duppn#
esten muy cercanos a To, la expresién

1™ Gu(tée) = 4™ < u, eI ‘5°>¢ >

oscila cuando ¢ crece, disipindose tal oscilacién. si (zo,&) J: WFu. pcro no cunndo -
(%o, o) € W Fu, como se muestra en las figuras siguientes. "/ . ;

En el caso en que {zo; £o) £ WFu

~ Enel caso en que (2o,8) € WFu
Ahora se calculard el frente de onda de algunas distribuciones.

‘lmumn 24 eapltulo §
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a) Sea la distribucién dada por la delta de Dirac. En este caso, si ¢ € C (R)
con ${0) # 0 se tiene ; o

$8(€) =< 96,67 < >=< b, e <> 5= 45(0)
Asfparatodan e Ny { € R™ - {0}
€™ 2(€)] = 1€I™|$0)] — 00 euando € — oo

por lo tanto (0,£) € W Fé.
En los puntos en que x # 0, § es localmente de clase £°°,
De esto se concluye que

WFb={(0,8)lc€ R - {0}
En general para 1a delta de Dirac en R", se ticne
WF6 = {(0,¢)}¢ € R™ - {0}}
b} Sea X, 4 I funcién caracteristica del intervalo [a,b] en R". Claramente
singsuppX|,p = {a,}
y ia transformada de Fourier de Ia distribucién Ko,y €8

~ 1 b —iz€ g _ — ™€ 4. g~iat
Kapj(€) = (_2'_"7/‘1 e dz = e

Como la expresién
{€]™ (cosaé — cosbf + isenbé — fsenaf)

no estd acotada cuando £ -+ oo, entonces
(1 + 1€D™) Xg )]

no estd acotada cuando £ - coy m > 2,
Como Xiap] € Ei{R), por el teorema 3

¥ Xy = B - {0} !

Si existiera (a,n) ¢ WFX|qy, para slguna funcién ¢ £ C§°((at, ”")) con af < a,
#(a) £#0y V cono abierto en R con n € V, se tendrin

E_;_’Z . 3b-a .
./ ¢(x)c‘“’€ dr = b:r ,dz(:r, +a-— b)c—'(“"'b)ed:u =

¢ ila-bi¢ =N ¢z +a—b)e " dx
b—atar
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(14 1ED™1 8+ o = 0)Xpe (€)= (1 + €)™ &, 4 (€)}

Esto significa que ¢(-+a— b} es una funcidn para fa cual su valor en & es distinto
de cero, pues '
i{b+a--b)=¢(a) #
y ea de soporte compaclo. Asf se tendrfa (b, &) ¢ WFX[,,‘,,I. hecho que no es posible por
1.

De esto se concluye que

WFX(‘,M = {a,b} x 1t - {0}

ge toma una funcién ¢ € CP(R) de tal manera que $(a) 5 0 y su soporte no
contenga al punto b,

c) Sen Xjgp)x[c,d} I funcién carncteristica del cundrade la,b] x {¢,d] en B™ con
ab,cyd en R,

Claramente
aingsuppX, bixc,d) = M|a,b} > le,d})
Para z, € 8(]e, b]  [¢,d]), se analizan tres rasos

i) Para 7, que no es un vértice, en algin lado horizontal de d(la, b} < [c.d}) v
€ = (€1, €2,) tal que &y, # 0, sea V un cono ubierto con & € V en donde se tengan
constantes ¢; y ¢y tales que

O<a <l &1~ Gl<e vy la-Gbl<a
con (£,€)eVn §nL Tomandn p & (78"(("!,}'1) ¥ (e d)) il que at < a < by
o < ¢ <d<d,seticue

—~ b .
|6 X(a e ()] = (71)—1 [ [/ D802 Gy day

donde ¢ = (1,0} y €] > 1
Asi -
1™ 810 b)wfeut) () =

i1, ”m E.,“_r”)‘/ TARET [/c —i:‘E’Dm”‘sﬁiflez)dIn] dzy <



" 43,

(1» "")lm‘

y por la cleccién de V

(o,,)z/ ij‘¢(Ix.:z)dzld:2| ‘

i-?qs‘—’—*'—"si con (€1,62) €V
1 €]

por fo tanto (e, o) ¢ W FXg pixic d-

Para £o = (0, £2,) con &3, # 0, como la funcién Xlﬂ'blxk_dl no es de clase C®
en Zo, tanto (0, £2,) como (0, —£€2,), estén en el conjunto Lz, Xig bxfe.d}s

ii}) Para 7o que no es un vértice, en algin lado vertical de ([a,b] x [e,d]),
€2 = (€1, €2,) con €3, # 0y una construcién ankloga a la del caso i), se tiene que

(o1 &) € WFXjqy % [eyd]

Para £ = (£y,,0) con £, # 0, como en ¢l caso i), tanto (£t,,0) como (=¢3,,0)
estén en ¢l conjunto T, Xla bxle,d)*

iii) Si zo es uno de los vértices del cuadrado. Por cjemplo 7, = (a,¢),y (€1, 62) €
R?— {0} con €1, & # 0, sen ¢ € C§°(R?) con 5“1’P¢ C lanb) x ler,dl) y d(a,e) # 0,
dondeat <a< bt <by e <ec<dl <d.

De esta manera, se tienc
~ L citmg o)
BX(o,b)x[e,d) (€} = Wfo fc e NRRTEG 1y, 29) dEy dra
Integrando por partes, la Ultima expresion es igual n la suma de

b a¢ -i(z
GrTEG o e 60 iy = o

(Z")z - [/-b 2% (zhc)c—t(zxeﬂctz)d;l + .25.5.(“ c)cﬂ(ael“ez)]
21

(27\—)25152/ azz d Iz)e oty +ata) dzl . ) (2)
e [ ety 2 ]
2
-1.. d Brﬁ —l(z +z767)
(Zw)ufifij; ./ azla:r (a0 e TR day dap = )

ol Gt 9% -iag+m6)
(21'\,2&'2‘"1'[-[ r?.rl&z:« (2, z2]e dzg+

4 3%(a, 8%4(a, z2) g~ tladi+z2éa)
/ f 3211 arg dzl dzz]
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#c—(°€n+¢€:)¢(a_c)
(27)2616n

Como |£16) < e'{e;, la expresién miléxiﬂ.;l%lﬂ.dl(en cs mayor o igual al valor
absoluto de la suma de 1,2,3 y 4 multiplicadas por el factor [£,£3].

Las expresiones 1,2 y 3 multiplicadss por dicho factor tienden a cero cuando
}(€1, €3)) tiende a infinito en cualquier cono V' que no contenga a los ejes coordenados,
coga que no ocurre para 4. Por lo tanto si, 2, s un vértice del cuadrado d{ja, ] x |¢, d})
y €= (&1, &) con &y, £2 #0, se tiene (20, £0) € WFX[a.Hx[c,dl-

Como el frente de onda es un conjunto cerrado, entonces

zlea,blx[c,d = R* - {0}

{4)

Para los demas vértices se puede hacer un anilisis parecido.

Resumiendo (2o, £} € WFX{gpjxjc,apr 5 Zo € 3{[a,b] % [¢,d]) ¥ € estd en el
subespacio de R? generado por las normales a los lados del cuadrado d({a,b] % {¢,d])
que conticnen & Zo.

©

d) En general se puede ver que para la distribucién dada por 1a funcién carac-
teristica Xlayb]xoex{on bn) O R"

(2o, £0) € P"Fxlu:.bnlx“'xlﬂn,bnl
siy sblo si z, € d{ey, by} x <orre- l@nsbr]) ¥ &0 cstd en el subespacio de R™ generado

por las normales de las hipercaras del hipercubo d{{ay, by} x -+« X |an, bn} que contienen
8 Zo.

Se toma una funcién @ de clase C°, de tal manera qne ¢{a,d) # 0 y de soporte
compacto, que no contenga a los otros vértices del cuadrado.
e) Sea V = {{0,3,...,2,) € R"}. Si éy es la distribucidn dada por
by (9) = [v ¢ con $€CP(RM)
Paraz, ¢ V, existe ¢ € CP(R") con ¢lzo) £ 0y suppd NV = { tal que

b(#) = [,4=0
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St zo € V, sea ¢ € CG°(R") v ¢(z.) # 0. Como en el ejemplo ¢}, para £ =
{€10100-) En,) € R™ ~ {0} con €js, > O pere alguna jto > 2,sea ¥ un abierto cénico con
£, € V para el cual existen constantes ¢y y cp tales que
0< =&l <ey ¥ 0<eg < i€y,
para y =1,...,n.
' Asf -
1EI™ | g8y (€} <

+ 1§, —{z svotx,
(2—5'9"—')“,-;'"1 [ ettt g0, 2,01 an) diy e 2l

= AL ) [ ettt preig(0, 3. ) e il

<oo con £€V
Para puntos & = (£,,0,...,0) € R"{0}, se tiene la expresién

6ol 88y (o)) = lE1,I™I8v (8)]

que no queda acotada cuando t€s — oo si 6y (@) # O.
De este maneras se concluye que

WFby =V x (v —{0})

<

Un problema interesante que surge al ver los cjemplos anteriores es ¢l encontrar
u € pt{R") tal que
WFu=A

con A € R" x R" - {0} cualquicr conjunto cénico cerrado {cénico en la segunda coor-
denada).

El siguiente teorema responde a esta pregunts.
Teorema 4

Si A C R" x R"~{0)} es un conjunto cerrado y cénico en la segunda coordenada,
cxiste una distribucién u € pI(R") tal que

WrFu=4

Demostracién
Sea {{z;,§;)}jen un conjunto denso y numerable de

Angnt
Tomando la funcién

) = Tflfl" 8 jz| <1
#z) {S s;|z|21
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conzrelR",y el Cheme

: Cdr=ded
se tiene

- $i(e20
con' € Ri', Yy ’ 7
' f1(0)=1
Sea entonces la funcién
u(z) = 3 Iau(ile - 2 <m > (1)

J=1

que es continua en R",

Si (2o, o) € A, sea U un abierto con zo € If y V' un abierto cénico con s €V
tales que

UxV)nd=0

En 1 sea u) la suma de los términos tales que z; ¢ U, ¥ uz ol conjunto de los
términos tales que z; € U. De esta manera, en una vecindad de zo, uj es una funcién
en C§°(R™), pues sdlo un nimero finito de los elementos j'"n;Sl(j(:z - J:J')) es distinto
de cero en tal vecindad.

Para uy se tiene

T .
() = ¥ im0
x;ell 7

Si Vi es un abierto cénico con £, € Vi y I;; C V, entonces existe ¢ € It tal que

j€~nl>c(el+Inl) con EcVi y n¢V ]

* Bara ver esto ee tleae < siguiente desarrollo,

En el cano ¢n que |{] = o] = 1 y suponiendo que V es el ablerto cénlea en R" — (0} determinada por el areo
AOD, y V| ea cl nblerto cénlco, determinadu por el arce BOC, la distancia entre £€ V) y n € V ea mayor que ¢} minimo
de las distanciasde A a By de C a D,

En el ca20 en que § ¥ i tengan In mlnna norma se divide 2 por [¢]+ |7] y ae tlene ¢l caso anterior.

S £ y n tienen narmas distintas; supoalendo la norma de § mayor & la norma de n; se divide 2 por la notma de
€ yse tlane una olluscién como la de la figuza 2 en donde ol &ngulo af e menor al dogulo a. Por lo fanto Is distancha de n
& ¢ es mayor & la distancla de %y a ¢

8i 77 Liene normn mayor a £, se liene una soluclén andloga al caso anterior. De esta manera se puede lomar en 2

& ¢ como sl minimo de jas ditanclaade A s B yde G a D.
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con lo que
le— %) 2 ellel+ %) 2 clélds con £ey

Como ¢ es uns funcién rdpidemente decreciente

|€"J fjim

Jmcm

HR GRS M (———-1)
L=

<y j"z"‘d—:: <o con £€V;
el ¢
Por lo tanto {zo,£.) ¢ WFu.
Por otra parte, si (£, £) € A, sea ¢ € C§°(R") con ¢ =1 en una vecindad de

za. Entonces el conjunto
¥l — 7)) }jen (21)
es ecotado en el espacio S(R"}.
Si se define la funcién .
¢} = W(; + zj)¢
entonces

& - .3 g . o!
&‘(6) = Z j_z_né}(e—;—i)c‘<‘id=€i'f>
J=1

Para z; muy cercano a zo y j muy grande se tiene por la definicién de ¢; que
¢;=¢ (3)

con lo que

|Pulk®Er) 2

k-3 (o) + 3 grn gy (ALY ")c‘“v”ff e
i#k
si ¢ cumple 3 para j = &, entonces la ditima expresién en la desigualdad anterior es
igual a

e g 5 g b (@
ik
y por Ia desigualdad del tridngulo 4 es mayor o igual a
D A DIt (5
i#k

Como el conjunto en 2/ es acotado, entonces 5 es mayor o igual &

3 _ 33e.
kn g 3 jrn( BT @
#k !
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dox:ﬁle St f "sifkk‘ ke '736 5
Y I

pnr# todo jy ¢ ER" = {O} <

Si el segmento OA es el vector k*¢;, y el segmento OC es el vector j’fj, como
el 4ngulo af es menor a a

ke~ P2 = P12k +kji+ 22 ki con k¢
entonces 8 es mayor o igual a
- m o
k2 n_k_m.z:’ 2-n
J#k

. . -~
y con m > n+2 y k suficientemente grande la dltima expresidn resulta mayor a !'l,—-:-.

Asf a-n
Poulk*e)] 2 =

para todo punto £ tal que z; estA muy cercano & zo.

Por lo tanto, no existe vecindad cénica para {s donde v,bﬂu decrece rdpidamente,
con lo que

(onfo) € WFu
°

Por medio del frente de onda se pueden definir nuevos subespacios en p/(f1),
iitiles en lo que sigue.

Definicién 6
8i ' C Q1 x R® — {0} es un conjunto cerrado cénico y

p/(N) = {u € pI(Q)|W Fu C 0}
la sucesién {u;}en en pir{(1) converge a u en el espacio prr(N) si

i) u; = u en p!(f) con la topologfa débil.

if) Para € C§°(w) y V € R™ — {0} cerrado c6nico tal que (suppg x V)NT = @,
se cumple

sup €™ 1du(€) - 6;u(8)] < em

para tode j, m € N.
Con esto, en el espacio p/p({1) se tiene el siguiente resultado
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Teorema 5
8i ¢ € pip(N), existe una sucesén {u;}en en C°°(ﬂ) tal que

uy —u en pip{w)

Demostracién

Sean ¢; € C§°(N) con ¢; = 1 en K; C O compacto tal que K; C Kk+1.
01 = UK y las funciones

Oy = f;nu('(';)

como en el capitulo 2, que ademés cumplan

suppay; + supprJ),' C K; con JEN

Si
u; = (Yju) s a;; € C§°(0) con FEN
como
w,-u—vu y a¢1—06
se tiene
uj—u en pi{fl)

sca ahora ¢ € C§°((1) y V < R™ — {0} cerrado cénico tal que

T C (suppp x V) =

Por ser suppe compacto en R™® y V compacto en §%1, existen W € R™ cerrado
y W C R" — {0} cerrado cénico tales que

suppp CW,yVCW

rn (Wl bd W) =0
Tomando ¢ € C§°(f1), con ¢ = 1 en una vecindad de suppd, para toda j tal que
suppth C supp;
$u; = (o + (Yu))
Asfen W - -
[&z,- * ul = I“e,' [lhu] £ [ pu]

Come lvifu] decrece ripidamente en W, tambien lo hace Jac; ¥ yu| en W.
Por lo tanto |au;| decrece rapidamente en W.
°
Con este resultado se obtiene el siguiente teorema que da condiciones suficicntes

para la existencia tnica de la composicién del mapeo f y la distribucién u, conociendo
el conjunto de normales & f y el frente de onda de u.
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teorema 6

Sean X C R™ y Y C R™ conjuntos abiertos y f : X — Y un mapeo de clase
G, Sea el conjunto de normales & f dado por

Np={f{z)m) € Y x B! fi(z)n = 0}

Entoces la composicién de u yf; denotada por f°*u; se puede definir para u €
p!(Y) siempre que
Ny NnWFu=10

Ademés para I' CY x R™ - {0} cerrado cénico tal que I' N Ny = 0, el mapeo
f. : plr(y) - plllnr(x)
donde
£°T = {{z.' ;1(=)nl(f (=) n) € T}

es continua.

En patticular con u € p/(Y) tal que Ny "W Fu = 0, se tiene

WF(f*u) c [*WFu

Este resultado se da sin demostracién la cual ea bastante técnica, Sélo se habla un poco
de la técnica usada para ver que ¢l teorema es cierto.

La prueba usa ¢l método de la fase estacionaria. Este consiste en calcular el
comportamiento asintético de integrales de Ja forma

/u(z)e‘l"’l(‘) dx (n

donde f y u son funciones de clase C%°,

En general se puede ver|2] quesi v € CX(N), f € ¢K+*0) y fi £ 0en el
soporte de u, entonces 1 decrece rdpidamente.

De esta forma la contribucién a 1 cuando |w|™ -+ co viene dada por los puntos
z tales que fi(z) = 0. De ahf el nombre de método de la fase estacionaria.
°

Este teorema da un motivo por el cual es 1til considerar cl frente de onda de

una distribucién en lugar del soporte singular de la misma, y de pansarlo como un
subeonjunto del espacio cotangente.

Antes de explicar esto se tienen los siguientes resultados de topologfa diferencial,

Dos variedades diferenciales muy importantes asociadas a una variedad diferen-
cial X son el espacio tangente y ¢! espacio cotangente de X.

El espacio tangente a X se define de la siguiente manera, en forma natural,
utilizando el concepto de distribucién.

Definicién 7
Sea X una variedad diferencinl, 2o € X y K s carta

K:XKCXAJFKCR" eon z, € Xg
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entonces ¢l espacio T, de vectores tangentes & X en zo, es el conjunto de distribucioncs
t de la forma

n ) .
1) = 3 028 (k(z.)) con Ve R y d€CPRY
jot dzy
y cl espacio tangente a' X cs el conjunto
T(X) = UgexTe, (X)
En topologfa diferencial se muestra que el eapacio T(X) es una variedad dife-
rencial ver]22).

Un mapeo muy importante que induce cl espacio tangente de una variedad
diferencial es el siguiente.

Definlcién 8
Sean X y Y variedades diferenciales donde
[: X=Y
es un mapeo de clase 0™, entonces el mapec f, asociado a f, donde
fo 1 Ty (X) ~ Ty, (Y)

es definido como
fit(@) =t{$o f) con $ECP(Y) y tE Te (X)

Cuando X y Y son conjuntos abiertos en R® y R™ respectivamente, se tiene una
visualizacién de la funcién f.. En este caso

fo = f1{ La diferencial de f)

La funcién f. cumple la siguiente propiedad que es ficil de verificar,
Lema 1

Si X, Y vy Z son variedades diferencialesy f: X — ¥V, ¢: ¥ — Z son mapcos
de clase C°, entonces

(gof)e=geo /s
<

El espacio cotangente a X que serd muy importante en lo que sigue, se define
de la siguiente manera.

Definicién 9
El espacio cotangente a la variedad diferencial X es el conjunto

T*(X) = Ur,exTiz, (X)
donde T,,(X) dencta el dua! algebraico de T, (X).
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En topologfa diferencial de nuevo se muestra que T*(X) es una variedad dife-
rencial.

Asociado a este espacio, se tiene un mapeo muy importante entre los espacios
cotangentes de variedades diferenciales.

Definicién 10
Sean X y Y variedades diferenciales y el mapeo

f:X =Y declase O
entonces el mapeo f* asociado a f, donde
[ TY) = T*(X)
es deflnida por
f'u(t) =u({fust) con v €T*(Y) y t€ T(X)
Cuando X y Y son abiertos en R™ y R™ respectivamente, se tiene de nuevo una
visualizacién de la funcién f*, pues
f* =" fi(Traspucsta de ln diferencial)

La funcién f* cumple ademés la siguiente propicdad fécil de verificar,
Lema 2
SiX,Y y Z son variedades diferencialesy f: X =+ Y, g:Y — Z son mapeos
de clase C%, entornces
{900):T°(2) ~ T"(X)
Yy
(gof) =["0g"
De estas propiedades se tienen los siguientes resultados.
Corolario 1
Si u € pi{X), donde X es una variedad diferencial, es decir u es una coleccién
{ug}xen de distribuciones, en donde, para las cartas K, Ki y las distribuciones ug,
ug; se tienen
ug = (Ko K~ Yuy, en K(Xpn Xgy)
entonces ¢l conjunto
K*W Fuy
es independiente de la carta K en cada punto de X.
Demostracién
Por el teorema 6 para las cartas K y K1, como KoK~} definida de K (XN X))
a KI(Xg N Xg,) es un difeomorfismo de clase C%° ge tiene

(Kro K~Y)*W Fug, = W Fug

oaf
(K1) o (KN)*W Fug, = WFug
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¥y
(K)o (K™Y)* o(KI) WFuK, (K) WFuK
con lo que
(K1)*'W Pug, = (K)*'WFug
<

De esta manera, la siguiente definicién es consistente,
Definicién 11

Siu € p(X) con X una variedad diferencial y u una colecién de distribuciones,
como arriba, entonces

W Fu = UK*W Fug C T*(X)

Corolario 2
Si § es una hipersuperficie en R®

WFbis ={(z,6)lzecS y <&n>=0 con neT:(S)}

Demostracién

Localmente cn cada punto z € S, y sin perdida de gencralided, existe un ho-
meomorfismo F de clase C® donde

F:ACR® - R con A abiertoy 0c A

definido como
F(11- Za) = (2o 2nets S (2000 2a)) 4

a
:,,( (xl, ,xn_l),‘..,Tfn(zl,...,:,,..l),—l)
caon

f:A— R declase C™

F({(zy,.-.,zn) €Az, =0}C S y F{0}==

Asf, localmente en el punto z € S se tiene

/.5‘ ¢= -/B | gx - O‘F:j_F

B = {(x1,..,%a) € Alza = 0}

donde

$€CR(RY) y
JF

|(§,l,---,ﬁ,n_:l.—1)l



es el elemento de area en la Gltima integral, pues JF (el Jacobiano de F)esel clemento

" de volumen en la integral de ¢ sobre F(4), y el vector (g{;(z), o a%{:(r),—l)cs ey

ortogonal a § en el punto f{x) con lo que

WFés = F*W Fég

Yy
2
10 - ?IT
0 7L
!F'(:h-"»zn—ho)= f'

de donde se concluye

- 8 ~af
‘F’(:b'-v»:n—l-o) =(_f—v--'»_,o"'l) ;
dxy az"fl

O e O

y por el teorema 6 se tiene el resultado.
°

El teorema 6 tambien ayuda a definir el producto de distribuciones en mds
casos que los analizados en capftulos antcriores. Antes de ver esto se tiene cl siguiente
resultado,

Lema 3
Siuep/(X})yV ept(Y)con X CR"y Y C R™ abiertos, entonces
WF@ueVv)c

WFu x WFuU (suppu x {0}) x WFvUW Fu x (suppv x {0}) (1)
Demostracién
Sea fo = (€15, £2,) € R™ X R™, 2o = (21,,22,) € R" x ™, $; € C°(R"} ¥
¢2 € CP(R™) tales que ¢y (xy,) # 0, dlzz,} # 0y el punto (z),,€1,, 22, £2,) que no
esté en el conjunto 1. Como

(61 @ é2)(u @ v)(£ra €2l = | dru(En)l] dov(E2)] (2)

se tienen los siguientes casos

i) Si &, #0y €, #0, existen Wy y W conjuntos ablertos eénicos de &y, ¥ £,
respectivamente, tales que

(&1 | dru(€r)] < ety con & € W,

€2l | d2v(€2)] <emp con €x € Wy

Por lo tanto W) x Wy es un conjunto abierto cénico de R x R™ en donde 2 est4 acotado.
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)86y #0y 8 =064 =0y E#0
Ambos casos son anilogoes.
Suponiendo el primero se tiene

(€3, QN1 (41 ® b2 (w1 @ v2)(€,0)1 < [E1 116 7u(€0) 1| S70(0)]

y el segundo miembro de la desigualdad est4 acotado en Wy x Wy.
o

corolario 3

Sean uy v en @f () tales que i el punto (z, £) € W Fu entonces (z, ~£) ¢ WFv,
De esta manera se puede definir un producto de u y v en forma consistente.

Demostracion
Sea F: 1 — 01 % 0 dado por F(2) = (z,z) con z € N, entonces

Fi(z}y = {y.y)

tPie)En) = €40
con lo que
Ny = {(F(2),&,n) € 0 x R?"|y = —£}

Entonces, utilizando lema anterior y la hipétesis se tiene

(F{z),¢,~€) ¢ WF(u @ v)

WFu@v)NniNy =09
Asi
{{ze+m(z, ) eWFu 6 £=0, (z,m)eWFr 6 n=0)
y se puede definir ¢l producto de u y v como

vov=f{(u@v)

El frente de onda de una distribucién s de coracter local y contiene la infor-
macibén que da el soporte singular de este. Su ventaja lo da ¢l teorema 8 que interpreta a
este conjunto como un subconjunto invariante del espacio cotangente y el hecho de que
se puede definir en forma adecuada este concepto para distribuciones en variedades dife-
renciales, con lo que es posible realizar un estudio de las singularidades en distribuciones
dadas en variedades como se ha hecho en R™,

Ahora se verd una propiedod muy importante del frente de onda de una dis-
tribucién en conexién con los operadores diferenciales que tiene como coeficientes a
funciones de clase C®.

Dado un operador diferencial P{X, D) con coeficientes en C§°{R™), por los teo-
remas 1,2 y 3, para una distribucidn u se concluye la siguiente propiedad.
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.Teorema 7

Sluep()y P(X, D). es un operador diferencial con coeficientes de clase C%°,
entonces
WFP(X,D) c WFu

Una manera de ver que puntos estdn en el conjunto
WFu - WFP(X,D)u
es tratando de resolver la ecuacién
' P(X.D)u=f

por medio de la transformada de Fourier; si esta existe en ambos miembros. En este
caso

P(X,D)u() = P(X,€)u{€) = f(¢)
Si la expresién

~

I
P(X,¢)
define una funcién integrable, se tomarfe como solucién

1 ST ’f
v= el FEy ¢
En el caso en que f sea una funcién integrable, lo que hace imposible 1a con-

clusién anterior, s el conjunto de ceros del polinomio P(X, £).

Para el siguiente resultado importante, que surgue a partir de estas observaciones
se necesitan las siguientes definiciones.

Definlcién 12
Dado el operador diferencial
PX,D)= Y au{X)D°

|algm

el grado de P(X, D}, es el mayor natural |af para el cual la funcidn a, es distinta de
<ero.
Definicién 13

Dado el operador diferencial P(X, D) como arriba, entonces

i) Pm(xl 6) = E]nl=m au(X)E°

y

if) CharP(X,D) = {(z,€) € R* x R™ — {0}|Pm(z,€) = 0} con m ¢l grado de
P(x,D).

De esta manera se tiene
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Teorema 8
Dado el operador diferencial

P(X,Dy= Y as(X)D®

lalsm
degradomyue pn(nj, entonces

W Fu C CharP(X, D)UW FP(X, D)u

Demostracibén
8i {2a, éo) ¢ CharP(X, D), como €l polinomio Prn(X, ¢) es homogeneo
o
Zoy——) & CharP
(o fe) ¢

y por lo tanto existen abiertos U C R*yV C §" leonzo €U y 1%[ €V, tales que

£ £
1$ch(z,l—eﬁ):con zelU y lElEV

Asf, para el abierto cénico
Vi={téjte R-{0}, (V)

ge tiene

1&]™ < Pra(z,§) con z€U y £€V

Sea shora ¢ € C§°(U) con ¢{zo) = 1. Para estimar gu(f) con £ € V, se utiliza
[a informacién dada por el conjunto Char P(X, D) de lu siguiente manera.,

- 8i P(X,D)u = f, para v € C§°(N), se tiene
. < u,'P(X,D)v >=< P{X,D)u,u >=< f,v > (1)
donde * P(X, D) es el operador traspuesto a P(X, D), es decir

‘P(X,D)v= 3 (~D)*(aa(z)v)

jalgm
con v € C®(f1).
Si se lopra encontrar v tal que P
tp(X, Dy = gci<HE> N ¢1)!
el lado derecho de 1 sesfa igual a du. » )
Pora esto sen .
* we"‘:"f’

V= P_m(-'._f_)_ ‘ (1")



entonces

—<,E>
tPy= Y (-DJ agwe” Gawe 177
tal<m Pmf-1€)

= Qatr e e_'< o
Ialzs:mos;ga( )( D)J( Pl e))( D) i

donde a, j € N",
La expresién en 2 es igual a

T (g tg)-p)eie

fafem £+
DJ SaW a—j —i< > -
+D<Jz<u( ) (0P (- pyere :
a aqt . o
+ a ~D)o—Fgmi<nE>
(af":‘mus,zs.,( ) g1
Como :
. (—D)"e‘k'-f> = ghemi<ié>
y de esto
“_“.(_._1_)_)_ —ic€>
laj=m Pas{+ €)

entonces la expresién 3 es igual a

we i€ 4 Z 2 (])(_ )1( ““(‘“’ ))fu-jc-i<-,€>+

laj=mo0<jga

2 ( ;)PP e i e

ol 0<7%a

Notando que cada uno de los términos
TaW

DYt

es homogeneo en € de grado ~m + |a - j| y reagrupando, 3 es igual &

el

we™ <E> 4 § Z (‘;) (_D)a(Patzwf))eu—i

=1 [a—jl=m-2

Si se define » gtonces ¢l operador R,, evaluado en w como

Rw= Y (".)(—D)" P“‘E"’E))E""

fa~fmm=e \

58.
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este resulta homogeneo en £ de grado —s y
SR, =R
De esta manera, por 1t se abtiene la ecuacidn diferencial
(w _ Rw]c—k"e) = ¢c—:‘<-,£>
y de csta dltima, la ccuacién
w—Rw=4¢ {4)
Para esta ecuacién se podrfa pensar en una solucién dada por
o)
Y rfg
K=0

expresién que pucde no tener sentido.

Sin embargo en 4 con
-

Wy = Z RKd'J
K=0
se tiene
wy — Rwp = ¢~ Rr+l¢

y R*t! ¢s pequefio para valores grandes de £.
De esta forma, tomando W en lugar de W en 1# y sustituyendo en 1 se ve que
tP(X, D)(ﬂw,) = (¢~ Rr¢)c-f<-.6>
’ Pm(’v 5)

lo cual es equivalente a
. V<> , .
P(X, D)(m) + er)c—x<-.€> =de i<, €2 {s)

Asf
e v<nE> . .
< 4, P(X, D) (S r) ® + < 4, RFpe V> s=ciu, g™ <0E> 5
Pm('y E)
y por 1, esta Gltima expresidn es equivalente a
< £

- =u e—t‘<-,f> rd) + € w
Bu©) = (OO 1 ()

Por otra parte, como D*(R"$) es una surna de términos, cada uno de ellos
homogeneos en ¢ de grado menor o igual & —r

KD (R™)| < cre
ESTA TESIS MO pg
SKIR BE LA 3uIoTEC
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conera €R, [€|>1yreN.
Entonces

ID“(C_'<’E>|£|rRr¢)| < z I( )€Je—1<,(>l€|rDu—-y(Rr¢)l

0<s<a

<telel 3 1(%)ierDe ma < eolelr
0<j<a
con {§|>1yreN.
Tambien, como u es una distribucién, existen ¢ € R y M € N tales que

[u(e < 4> ¢ R7G)| < er sup |D* (e~ <> (€| R" )|
lal< M

Ser Y enal€l?l Serecpr M

ol
con r &€ N, epr, = maxjycpr{erat ¥ €[ > 1
Asf
(e RG)| S o e €M con 1] > 1 ©

Si (z0y60) ¢ WF/, existe ¢ € C§2(N) con ¢(z0) # 0y V € R* ~ {0} abierto
¢dnico con & € V tales que

€M7 < e con £V Yl
Para la funcién ¢ existe U abierto con 2, € U C 11 tal que
0<c<|¢(z)] con z€U

De esta manera, si y € C§°(U), por el teorema 1

N

€197 (e} < e
econfeVyeyt€R
En particular & ¢ € C§°(U), ¥ = P;'”('—y e CP(U) ypor 56y 7

(61) du(e)] < er - g, SN TIEM +eppt €

Cr e caf,e + Cagl
coneV,r>2MylE|21
Por lo tanto
(ZToy €0} ¢ WFu
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<

Este resultado puede ayudar al cilculo del frente de onda de una distribucién,
utilizando operadores adecuados

Para el cjemplo d} anterior, se tiene el siguiente desarrollo.

Sea To = (1,,. .., Zn,) € (a1, 51] X +++ % {an.bs]) ¥y =2 el subespacio generado
por las normales de las caras del cubo que contienen a zo. Si €; cs un vector candnico
ortogonal & z y se tiene ¢l operador diferencial P(X, D) = D%, entonces para ¢ €
C§°(R™), cuyo soporte no contenga a puntos en las hipercaras ndcnn.s & g, e tiene

d¢(z)
< D" I Xiay br|x-x[an ba] @ == —/ ( ~dz;-odzj_ydzjydza=0

Asf, localmente cn zo, 5 cero la distribucién

D% Xay by [-{an-tn}
y €,
CharD% = {{é1,..., &)l &5 = 0}
con lo que
;x[“lvbllx"‘*lan.bnl C CharD*
entonces

zle“hbllx'"x[cmbnl < ntj.L:;"CharDei = :g-
L]
Sea ahora cl operador diferencial
P(X, D) = plateman)
con &, =1, si ¢; no es ortogonal a z2, y cero en ¢l caso contrario. Para cste operador
J v
diferencial y ¢ € C§°( R"), cuyo soporte no contenga a puntos que esten en las hipercaras
que 607 Bjenas a Zo, e tiene
< DXy byt fa bafp 8 >=
(—-l)l“lfD“qS(:)dz=/¢(z1,...,£'j,.,.,z,‘)d:cl--- 43} dza

donde i] esigualnzy, sia; =1,y dfj indica la ausencia de la integracién con respecto
a lu variable z;.

De este manera sc ve que

DO Xpa s by ek famba) = Czg

#8,4(6) =
[,ﬁ(;h ey In):""dzlnml;il"'.zn)t(fh-"nfn)> dzy -+ df; oo dxy



R A

Tomando £ € z1, ent.;énces“

y con

se tiene B : N
~ 1 RIEr
™18 (€)= 1™ g [ a3
que no esta acotada _cﬁa.ﬁdo € crece. '
Por lo tanto RIS R
% C Ll € 3 Koyl xerfons
L] 2] . - 3 B
con lo que -

wpx'a;,bl]x~--x[a,..b,,] ={(z,¢) € a(ial-bl] Xoeeo X ,aﬂvbnl)' ez}
[+

El teorema 8 puede dar mucha informacién; en nlgunos casos; sobre como ca el
frente de onda de distribuciones que son las soluciones 2 ecuaciones diferenciales.

Por ejemplo 5i P(X, D) es un operador elfptico en R®, es decir un operader para

el cual
Pz, ) =0 siysblosi c=0y £=0
la czuacién diferencial
P(X,D)=[ con f€C®(R"}

si tiene solucién en el espacio pr{R"), estz es un elemento en C®(R").

En otros casos el resultado del tecorema puede dar muy poca informacion.

Por ejemplo si se toma una distribucién u € p/(R") tal que

Dy =0
u localmente puede considerarse la composicién del mapeo
FiR" = R* f(alyzp) =l y ot = (21,...,Zp—1)
con una distribucién v € pr(R"~1).

Para ver que ¢sto es cierto, se tiene el siguiente desarrollo.
Sea go € C§°(X)) con X1 C R un corjunto ubierto y la integral de de go igual
al
Si
H={hecg(xy) [h=0)
entonces
Of° (X)) = HB < go >
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Es decir 81 g€ C§°(X3), s tiene
L . . g=g1 + Ago
con

fan(t)d2=0 y jg(t)cu=,\

Si ademds X2 € R™™! es un abierto, toda funcién f ® g en el espacio (X))@
C§°(X)) se puede expresar como

/®9=f0g+20g

De esta manera tomando 1a funcién gz € C§(X) dada por

92(z) = /_:w g1(e) dt

se tiene
f@g=D"f@g+ A ®g

Como Dfry = (, para cada punto x € R" existe un abierto A C R conz €Nl
tal que ’

<u,D"$>=0 con ¢ €CF(N) .
Si X, y X, son abiertos en B y R""! reapcetivamente, tales que X; X X C 11, se tlene

<u,f@g>=<u, D" fOp>+ri<y,fOg. >

=A< U, f [2] Jo >
Entonces se puede definir la distribucién v € p1{X3) como

<v,f>=<u,[@gs> en f&CFP(Xy)

Observando que

10 ...0 f 3
01 .- 0 6 £a
tPif)e = 1 . @ o=
00 ... 1 E. Eucy
00 ..0 n-1 0

con £ =(£1,...,6p-1) € R"~1, queda bien definida la distribucién F*u, por el teorema
6.

Si v fuera una funcién de clase C°, entonces I*v estarin definida de la siguiente
manera.
< F'u,¢p >=<voF,¢ >=

[ 9 (@, 20))d(at 20)) doy -+ dzo_y dzn

= /u(z!)¢(z!,x“) dzy e dry 1 dr, =< v®1,¢>
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con ¢ € C§°(Xg x X1), 2! = (21,...,Ta-1), ¥ 1 la distribucién identidad en R.
De esta, manera, por la continuidad se tiene :

Flv=v@®l1
cuyo valor en f @ g € C§°(X3) ® C§P(X1) es
<F'u,f@g>=<v®1,JOg>=<1l,g><uv,f>
=)A<y, f Qg >=<u,[®g>
con lo que F*v y u resultan iguales en el conjunto denso C§°(X3)@CE° (X)) de O (X x

Xi), ¥ por lo tanto son iguales.
Asf se ve entonces que

WFu = WF(u®1) = {(2/,za, £,0)|(z/, £1) € WFv}

pero
WFDu =0

Entonces por el teorema 4, para todo conjunto B cerrado cdnico de
{(=, 2w, £1,0) € R'"}
existe u € pr{ X7 x X;) tal que
WFu=DB y WFD""u=0

Para mayor informacién de las propiedades del frente de onda en conexién con
tipos especiales de operadores diferenciales se puede consultar en [2]. Aquf Hormander
da muchas propicdndes hermosas del frente de onda en conexién con los operadores
diferenciales a partir del teorema 8. Ineluso Hérmander da refinamientos del frente de
onda y obtiene resultados como el del teorema 8.

Algunos refinamientos del frente de onda se buscan de tal manera que se pueda
caracterizar el donde una distribucién se comporta localmente como una funcién cn
algtn espacio util en lns ccuaciones diferencisles, por ejemplo en espacios de clase O™,
trabajos ca esta direccién se pueden encontrar en 5],

Aunque todos estos trabajos son bastante complicados, a partir de cllos se ob-
tienen muchas resultados en la busqueda de soluciones a ecuaciones diferenciales y pro-
piedades locales de tales scluciones.

Justificacién de la terminologfa " Frente de Onda”™

Por Gltimo se habla un poco del término frente de onda.

Lars Hormander en sus articulos y libros publicados con relacién al teorema 8,
no sélo abtienc este resultado, sino tambien prucba que ¢l frente de onda ¢s un conjunto
invariante bajo ¢l flujo Hamiltoniano.

Si P{X,D) ¢s un operedor diferencial con parte principal P, (X, €}, el flujo
Hamiltoniano esta dado por las ecuaciones

dzg _ OPn(X.0) 06k _ _OPm(X.€)

ot EER T oz,
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Hérmander tambien da el siguiente resultado.
Teorema 9

Sea P(D) un operador diferencial con coeficientes constantes para el cual la parte
principal P () esrealy, P () #0. Siue p(N), P(Dyu= fy (z€) e WFu-WF/,
entonces

I'x{£} CWFu
si I e un intervalo conteniendo a z en (1, con direccién Pry,(€), tal que I x {£} no
intersecta a WF/,

Este teoreman dice que las singularidades de una distribucién u con frecuencia £,
se propagan con una frecuencia fija en la direccibn Phy(€) en 1 hasta que interscetan
a lag singularidades de f.

En el case que se tenga como operador diferencial al de onda, el flujo Hamiltoniane
se reduce a la construccién clisica de Huyghens de la propagacién de una onda,

En csta construccién sc asume que la posicién y ¢l plano tangente de una onda,
©8 conocido en un momento dado, ¥ se concluye que tiempo después, cada punto de la

onda se ha trasladado en la direccién normal del plano tangente, a la velocidad de la
luz/end
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Hérmander tambien da el siguiente resultado.
Teorema 9

Sea P{D) un operador diferencial con coeficientes constantes para ¢l cual la parte
principal Py () es realy, Pr,(€) #0. Siv € p/Q), P(D)u= fy (2§} e WFu-WF/[,
entonces

Ix{£}CWFu
si I es un intervalo conteniendo a z en 1, con direccién Py (£), tal que I x {£} no
intersecta a WF/f,

Este teorema dice que las singularidades de una distribucién u con [recuencia §,
se propagan con una frecuencia fija en la direccién P1,,(£€) en 0 hasta que intersectan
2 las singularidades de f.

En el caso que ge tenga como operador diferencial al de onda, el finjo Hamiltoniano
ge reduce a la construccién clisica de Huyghens de la propagacién de una onda.
En esta construecién se asume que la posicién y el plano tangente de una onda,

es conocido en un momento dado, y se concluye que tiempo después, cada punto de la
onda se ha trasladado en la direccién normal del plano tangente, a la velocidad de la

luz/end
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