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‘de fuerzas ¥y a l4a vezr que de cu

Introduéecidn

Para poder entender coémo esta coustituido el mundo nocesnt!amos

una teoria que ezpligue las Interacclones  eutreo  laz  particulas

efementales de ia materia. O lo que 3 1o mlsma @ 20 roquieto una
~teoria de las  fuerzas kaszicas de  la  natutaloza. U han

rdentificado cuatro fuerzasg de esta claze; y hasta have puco cada
una de ellas precirzaba una teoria difiinta. Lo fuerza  de la
gravitacion Y la detd Gloctromiasnot L oma tlrenen vn alcance

“ilimrtado. La  fuerza nuclear déprl oy fuersza nuoiear fuerte

-atdémico. La Afuerza fuerte mantiene unidos o pratopss o fos

cneuwtrones. La fuerza debkil og regpons

escapan  a ta percepclon dAirecta porgque su o influencta ze ontionde
soloe a diztanciasz cortai, no mayore cquss el rradie del nicleo

neutrones en ol nucleo ¥y, en otro contesto, jiga tas partiuul
llamadas gquarks Jque zé creo son log conztituyentes Jdoe protapes y
3 able de la dogintegracion B.

Una ambicidn de la fisica es llegar a formular una teoria
central dnica que incorpore todag tas fuera: canocidag. Una
teoria que revele profundas conexiones entre 1oz digtint LLpos
1ita de su diversidad aparente,

SAungue noe e ha logrado tatl untficacidn zo han realisado  algunos

Progresosg. Podemos ya nterpretar  la fnll(d Adh ) v o ol

. electromagnetismo er el contexto de una teoria Unlra ¢ se trata

- de que amba: fuerzas pierdan su identidad caractoriztica, zino de

T gque la te oria las implica matematicamente. ¥ 1o mas importante os

que las cuatro fuerzas fundamentales vienen descritas por teorias
que tienen la misma forma generatl.

Bstas son las teorias de campos de norma o teorias de norma.
Estas hacen uso de nuevas 1dea< fizicas Yy un fuerte aparato
matematico para dar una descr1pc10n unificada de todas lag formas
de interacciones de particulas elementales. Al mismo tiempo
admiten una interpretacidén puramente geométrica como una tearia
de medics continuos,

La teoria de campos de norma estd basada sobre princ{pjos de
simetria. Bristen primordialmente dos princplos de simetirila, 1as
simetrias que resultan de la aplicacidn de una transformacion
uniforme en todo el espacio-tiempo {globales), y agquellas en  que
la transformacion que las origina es distinto para cada uno QQ
los puntos del espacio-tiempo (locale<) Si  bien, una  slmetria
glokal parece un conceptm mas amplio, la simetrias locales
lmponen exipencias mis estrictas en las teorias Yy revelan uniones
mis profundas en la naturaleza. Un ejemplo aclara esta
afirmacidn, un globo esférico al que se gira ecierto dngulo
alrededor de un eje que pase por su centro, preserva su forma
g@sférica porque todos los puntas de su superficie 3¢ han
transformado de la misma manera (han rotado el mismo anguloj. Sin
embargo, moviendo independientemente cada uno de los puntos en la
superficie del globo de manera gue permanezcan sobre dicha
superficle, es decir, gque sus distancias al centre permanezcan
fijas para que la forma gsférica so mantenga, estamos originando
una Sngtrld local. En este caso .la superficie del globo seo
arrugara en algunas reglones y se oS tirara en otras dando origen
a fuorzas que trataran de restituir la superfictie a su estado
original. Estas f{fuerzas aparecen de manera similar cuando una
tooria fisica poseo simetria local: el paso de una simotria
global a una iocal puedp usarse para descrikbir el origen do las
fuerzas. De esta manera podemos obtener fos campos de fuerza del
eleciromagnotismo, de la interaccién deéebll, do 13 interaccidn



Salam, haciendo local al grupo

fuerte y de la gravedad pidiendoe la invariancia ol de  los
Erupas U(t), su(2), sU(d) y del grupa e Poincarsd
respectivamente, de la lagranriana de una teoria.

£l hecha que las interacciones fuerie, dbéb1t Y
electromagnetica  sean  Jdezcritas  por teorlas de norma nos da la
posibilidad de ue quiza las tres interaceiones pledan ser
entendidas como aspceotas digtintos de una und tearda de porma
La unificacidn parcial de Tas intor: PESHTVES dahil Y
electromagnetica ha stde lograda en la teorila de Wolnberg ¥

Gosimetria SU(2)NUeL).

Siguiendo el mizs espiritu d4s la feoria deo Wolnbo
se pueden degarrollar esquemas que combinen 1as fuer mioleares
con el electromagnet iamo (TLur1<¢ de Gran Unific cidn). Los
esguemas  deo  gran uujfjgagjfn, estdn  azociados  con grupas de
simetria tales como SU(S), SO(10) o I~ru~ grapos cont lenon a
los grupos SU(3) de 1nteraccliones IUL) ; 7 al grupo SU(e)NU(1)
de la teoria electrdebil,

Los ezxquemas  gran unifiuado\ ignoran a la gravedad. El
concepto de supersimetria constituye una herramienta que pndria
capacltarnos para unificar la gravedad con las demas fuercas  de
la naturaleza
La idea ncial de la \up9111n>1“~3 ze coentra on
6l concepto de eapin. La existancia ) Lan fun
a la naturaleza de las pavticula qule 1&\ divide en Jdozx clases
distintas, bosones y fermionez. Cuando una particula tienc espin
cero o entero, se le llama bosén, Yy cuando 21 ospfn es
semienterc, se le llama fermidn. La distincidn entre bosones vy
fermiones es5 muy mmportante, se manifiesta especialmente cuando
con\idevamU\ sus hahitos de acvupa:iéu Loz fermiones Se  halldn
pos i0idos por una fobia hacia ellos Yy no permiten a sus
hermanos que se acergquen demaslade. Ezto queda expresadae por el
principiao de excluxz idn de Pauli, el cual gogtiene  que dox
fermiones no pueden exigistir en el mizme estado. El principio de
exclusidn ez en realidad el egquivalente microscoapico al hecho
macroscéplco de <que dos objetos no pueden ocupar el mizmo luganr
al mlsmo tiempo, En contiraste con @l comportamiento
ailslacionista de los fermiones a los bososnes leg encanta  estar
Juntos, nadda se opdlle d gue muchos de ellos s¢ encuentren en el
mismo estado. En los bozones no aclia ningun vrincipio  de
exclusion, ¥y la conducta de loz bosones o3 completamente digtinta
a la de los fermiones.

Mediante una iransformacion de snperaime\ria podemos asociarle
a cada fermién un bosdn, y viceversa, de espin contiguo, es decir
la ODGFaFlﬁn tranﬂforma a una particula de ezpin J a otra
partlcula cuyo o<pxn puede tener uno de dos vatores: J+i/2 o
J-1/2. Si realizamos sucesivamente dos operaciones
supePSLmétrxcas obtendremos una opéracién geométrlca andloga a un
camblo de posicion en el espacio-tiempo. La gravedad siends como
es gemmetria curvacta, recibe und eipres <idn natural en el Tenguaje
de supersimetria. Entonces al hacer local la invartancia do

y “alam,
a

L S

tamental

supeP51metvia, dos  transformaciones supersiméiricas dan  una
traslacion en ol espaclo-tiempe local. Cemo  la taeoria gue es

invariante bajo traslaciones locales ez la tooria de gravitacion
de Einsztein, a la teoria invartante hajo transfarmaciones do
supersimetria lecal se le llama supergravedad y es la "ralz
cuadrada ” de la gravitacion, en el =entido de que 3@ necesitan
dos supertraslactones  locales prara obtener una tras lauion tocal
usual en el espacio-ticempo. Entonces la supersimoirl €3 una

0



posibie via para lograr la unificacion de todas las fuerzas

- elementales.

Ademds ol  algebra de supersimetria ez la unica dlgebra
graduada de Lie de simetrias de la matriz-8 consistente con la
teoria cuantica de campo, La prueka de este planteamiento se basa

‘en el teorema de Coleman-Mandula, e3te tecrema extlablece que ol

algekra de Lle mas ger
al oporador deo momentd

al de simetrias de la matriz-8 contiene

Y onergila al operador de rotaciones de

Im'

cLorentz M., ¥y un ntmero finito de operadores czcalares  de

Lorentz B,. Kl teorema ademai ascgura que log operaderes B, deben
pertenecer al algebra de un ¢grupo de Lie compacta.

La Supersimetria oevlita las restricciones  del teorema de
Coleman-Handula generalizando ta nocion del dlgebra de Lie
definiendo zistemas algebraicos que incluyan tanto conmutadores
como anticonmutadores. Estas nuevas algebrasz son llamadas

;superélgebras o élgebras graduadas de Lie.

Por estas razones €3 importante tratar con suporglmetria. La
tesis estda encaminada a oltener una lagrangiana, de un campo
vectorial, globalmente invariante bajo transformaciones de
supersimetria e invariante de norma localmente bajo
transformaciones de simetria interna, utilizando formas

~diferenciales eén el supereszpaacio.

En el caplitule t se¢ tratard la teoria general de formas

. diferenciales en un espacio ordinario, veremosd Jque existe un
isomorfismo entre el analisis vectorial clasico y la teoria de
- formas, cuando esta 234 aplicada al ezpacio eucltideano

iridimensional, se utiliza el lenguaje da las formas

“ diferenciales para reescribir las ecuaciones de Maxwell. En el
. capltulo 2 2o estudian algunos aspectos del algebra de Grassmann,

la cual utiliza variables que anticonmutan, se introducen los
conceptos de derivada e integral en Graszmann, se exstudia a nivel

‘clasico sisstemas sencillos Bose-Fermi, Yy se construye una
“alagrangiana supersimetrica utilizando supercampos. En el
.capituloe 3 =e da una introduccion a la cupersimetria en teoria

cuantica de campo, se definen las transformaciones
supersimetricas, se da un panorama de de la matematica que
involucra la supersimetria, Yy se estudia una lagrangiana

“leocalimente invariante de norma pero globalmente supersimétrlca.
En el capitulo 4 se define el superespacio, y se introduce en ¢l

las formas diferenciales como una generalizacidn del camitulo {.
En el capitule 5 3¢ aplican las forias diferenciales del
superespacLo para construir una lagrangiana globalmente
supersimétrica e invariante de norma local. Finalmente en el
capitulo 6 se construye una lagrangiana sem2jante a la del

~capiltulo 5, utilizando en esie caso supercampos, ésto es para
‘comparar ambos metodos.
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t.-Algekra exterior: El algebra de formas diferencldales.

Fara tratar con  lag formas diferenclales nog ex convenlonte
tratar con las mas zencrllas laz {~formaz.

Sea [£0,un eszpaciloe  euclitdeanc n-dimen
b s, .. LN Entonces  cualguier puinto «
ertara descritoe por la n-esada x=(

A cada punto KefTle azoclarsmos un conjunto de abj
L=l,d, . ..,n que Formardin la base para taxz {-iormas,
la s1guients definicion.

Cualquier 1-forma w ex una combanacicn lipcal de 1oz abjetas
dict,es  devir una t-formi es una comblnacion lineal de la haze de
{-formas dxt. ’

amal con caorlenadas
>l wspacla euciidoano
K7

R C I,
a8 dxteon
acuerds a

w = L7, o, a,dut D)
El conjunto de i-formas en un punto forman un espacio

vactorfal, denotado por (AYE") . Esto 1o podemosz  probar si

congideramoes dos {-formas w, y w, s1 las zumamos veremos U2 la

suma es de nuevo una l-forma:

S5ea w =L a,dx® ¢(A'E”) y w,=8 b,dz? €(A'E") entonces:

W, tw, = L(a,+b,)d«t ¢ (A'E") Lo (L 2)

La suma de w, ¥ w, es de nuevo una combinacién lineal de la base
de t-formas dxz®! y por tanto también es una l-forma. Ahora tomemos
el producto de un escalar por una t-forma; sea AeR y w=La, dx?,
una i1-forma entonces:

Aw) = AZa, dx® = LAa,dxf e (A'E") e (103

Bl producto de un escalar por una {-forma es de nuevo una
i-forma. Las propiedades de laz (-formas,(t.2) y (1.3) nos
muestran que las i-formas en un punto del espacio euclideano E”
forman un espacio vectarial.

Definamos ahora el producto exterlior ,como aguella operacion
entre formas diferencilales gue satisface las siguientes reglas,

AKTAAKY = -dRIADRE ... (1.4)

(Ta,dgf)Adxs = Da,dx'Adx’ o (1L5)

El producto exterior A, es anticonmutative vy distributivo,
notemos que el producto exterior no cumple con la propiedad de
cerradura, esg decir el producto exterior.de dos I1-formas no es
una l-forma. La propiedad (1.4) nos dice que si i=j entonces dx@
dxy=0.

Con el producto exterjior podemos construir 2-formas, como el
producte exterior de dos i-formas. Debido a que dx*!Adx’=-dxJAdx!
el nlmero de 2-formas lndependientes en un punto del espacio
euclideanoc es n(n-t)/2.

Demostremos la anterior afirmacién;sean «=L,a,dx! y ﬂ:Eijde,
dos {~formas entonces:

QAP = L a,dx'AL b dxd = L, ;a,b,dx'Adx’ Lo (1.6)

debldo a que el producto exterior satisface que dx'Adx*=0 Y dx A
dxd=-dxJAdxt, para 1 J (1.6) queda como: N

LG ]



sed

v

s

UIAB = E,<J(a,hJ—aJL,)dx‘Ade {1 T)

Entonces cualquier 2-formi or una  combicecidn  jineal del
producte exterior (1.7) y dohido a  que  laz  O-farmacs A dis
forman  una  Lagze, la dimension del espaclo veororial Jdo #-{ormas
(A2E”) ez n(n-t) /2

Podemos extender el producte exterior a la multiplicacion  de
un  numero  arkitrario  de  1-formag, para  forsar  una  base de
p-formas, dxads AL ALK, que  gencratan un @spacia vectorial
(4FEN) en un punto = de E°,cuya dimension nt/plin-p)!.

Hotemos que i pon en < noex la dime 1490 del wspacio base
E”,al menas una de lazx dexf replte ¥y tendremez un  produacts de
la Fforma dxta dxt el cual es cerao delidi a gque el producto es
anticonmutative, de aqui sjue toda p-forma nula para pei

Una p-forma arbitraria w CATET) esta definida por:

w = I a lﬁx“AmAdHW et

Podemos ilustrar lo anterior tomando coma e jem) el cazo
trridimensionat, en este Cayd hay que notar gque en cada punto Jdel
espdclo euclideansg tridime: mal (E*) la  baze i {-formas o8
dx!,d4? oy dx? oy por tanto la base de Z-formas ex dwladgd dumiadxd
ydxtadi?® y 3o0lo exlste Una base para 1 S~ formas, diladziadz?.
Entonces cudalquir  {-forma, 2-forma © 3-forma arkitrarias
ecstard dada por: .

p = £ a dxt e (A'E3)
t
W = By, a,,;dr‘Adx) < (AFER) L (Lo

N o= adziAdEEAdx?

Podemos inclufr a las formas diferenciales a la toria de
campos. Definimog un campo de |-formas como, w=L,a,(X)d<4’ donde
a,(®) es un conjunto de funciones diferenciables de x. De ezta
manera, una {-forma en cualquier punto x=x, esta dada por
w:Ea,dx‘, que es 1a_de£iniclén de 1-Formas antoricormeanto vizta.

La generaltzacion a un  campo  arkbltrarico de p-formas ez
inmediata, s1 w{x) es un campo cualquiera de p-formas entonces
quedara definido como:

W(R) = B0 @, (i) dataeadite L. (1010)

en donde loz coeficientes de la expansion de w(x) en la base dxta

-adite, las a, - (X) son funcionezs diferenciables ds =,

Ahora definiremos una operacion zobre las formas
diferenciables gue juega un papel muy impcrtante.El operador
estrella de Hodge o dual sze define de la sigulente manera: El

dual de la p-forma base dx°® dxt' es la (n-p)-forma
[ T 4 dx' en donde

1 s1 (4. ..llp,. . 1) es una permutacion par de
t,2,...,n.

€, L S -1 st (de . dpdpie o 40 28 una permutacion impar de
1, 2,...,n.

O  en cualquier otro caso

6



notemss que los  igay ..., le completan . el conjunto .. dae numeros
onteros L,..., LF-:IQ f an. '

Observemss que el operador estrella mapea una p-forma w en una
(n-p)-forma «w, es  dectir el operador estrella s una
transformaclon  lineal, «: (AFE”) --=(A'""f)E")  gque va del espacio
vectorial de p-formas a el espacio vectorial de (n-p)-formas!.

Podemos 1lustrar la accidn del operadc £ para ol CAaAsO0
del espacio euclldeano tridimenszicnal armente vimos ta
base de 1-fornas on un punto ol ex du da o aplicando el
operador estrella de Hodge a cada una de formas tenemas:

xdx? = dReAdRF, «dxf = dx*AdR!, $d®¥ o= duiAad® oL (101

La base para lasz 2-formas en E® es, dz'Adz?, dia'Adu? y dxiAdx?
aplicando el operador de Hodge a esta hage tenemoz:

¥ (dXAAK2 )= dx¥, #(dX'AdX? )z —dx?, #(dXEAdx )= dx) ... (Lo12)

Similarmsnte aplicando el operador eztrella a la 3-forma dxiA
d¥? A dg® v a una <ero-forma,  que  es  unda funcion ozcalar de
variables reales, tenemos

#(dgPAdxindx?)= o
(113
*f = fdRtAdgiAax?

Terminaremos esta seccidn con un compendio de lax propiedades
mas importantes de las p-formas.
1}Una p-forma en general puede 3er escrita como

w = CARUACAdRTe L (1 14)
2)Si m:Ea“-»-|§th~~‘Adxlﬂy n:Eb(;~-(dth-~Adx‘fson dos p-formas
entonces: f

wen = Ba o ab, o ddrtaeeadi? L (118

es declir la guma de dos p-formas es otra vez una p-forma.
3)Si w es una p-forma y 9 es una g-forma entonces:
WAL = L0 APy,

J's b -"ﬁgx“ﬁu-AdZWAdXﬁA-“Adeﬁ L. (1.16)

4)81 w es una p-forma Y 7 una g-forma entinces:
WAT = (=) P AW e (18T

5)38 §,=k :,3£‘de1. con {4123, es una {-forma en el espacio
euclideano tridimensional entonces:

i‘l( fIZ £|3 -
S AG A, =1f,, £,, f,q ax'AadziAade? Lo (118)
fZ"l a2 33.

6)Para el caso de dimension tres se cumple'que *(xWw)=w paATa w una
cero-forma, una t-forma, una 2-forma o una 3-forma en g4,

Comprobemos la anterior afirmacidn para cada caso. Consideremos
una  O-forma [ vy apliguémosle dos voces el cperador de Hodge

1+ Pava. una Ac;'mie.io'v\ mas geneval vesse, Flandevs (1) o GehoTa (2),



tenemas:
x(af)z= »{f do'AQRNdxY )= f e te)

realizando la miszma operacion  para -una  |-forma p=L, ., Fadx!
tenemos:
#(x0)= s{a,dnfAdxra duiAdu! @I IAdLE

= apde!ta.dxiea G453 o« i EPENES Sele) |

para w una 2-forma la doble apllcactdn doel operador eztrelila nos
dda en este caso
x(xw)= *{(+I, JJ‘JCIX‘/\CIZ«S/)
ay gt Adudva, pdgiada Fray de A
w {2y

o

En todos estos ejemplox observamog que para ] caszo n=3, la
dimensién del espaclo  bage, 1 dual del dual ez la identidad
* (4Ww) =W.

T)51 « y P son p-formas ontonces:

n
Y

GA%P = PA*X L (t

Demostracion:&ean J:EH‘--HEH{-»ng“mn-Adx“fy

$=8N~v-xbx{-‘Kgx“A.‘.Adx“z dos p-iormas entonces:
[ 3
= L E e R Ty (Y] ek 53
*B o= Dy kP kKT ke RIRTR el (L 23)
- s Hpat qne H e
2 = Ca - - Pl 1.z
YR By p@un € HEETR L adiTe (1.24)

de la definicidn de o y B v de las ecuaclones (1.23) Yy (1.24)
tenemos que:

AN = E“{"ﬁgﬁ v-KﬁH;--HPK("K§w;“Kwﬂ,"xﬂ
d}{”'/\- oo ATXHppdx Kpata g e K
b4
B ¥u KRB R R HE R R Ha

Axfas - AdkPadi HAG . AdiH n

y debido a que los indices K, y H, son indices mudoz que toman
1os mismos valores, las expreslonzs anteriores son lguales y por
tanto se verifica que GAxP=PBA«.

2.-Derivada Exterior,

La derivada extericor denotada por dw de cualgquier p-forma w,
esta definida como una (p+l)-forma de acuerde a la siguiente
regla:

dw a ~--',§H1Adx“A-~ndxfﬁ o2t

EJ|',: ' .'yfpdd o

es decir la derivada exterior conecta p-formas con (p+l!)-formas.
Pongamos atencidon en que el simbolo d, sleniflica derivacion
parcial con respecto de x/.

Denotemos por FP(U) al conjunto de todas las p-formas sobre U, en

.8



doncle U es un  subconjunto de E7, en particular FO(U) es el
conjunto de todas las  funcicnes  suaves  obre U Entoneas el
operador d mapea p-{ormaz de Fe{U) a (prl)-formaa de FRYU(UY.

d : FP —--3 Fr*) e 2. 2)

Notemos de la defintcidn de derivade
w es una n-forma entoncses su derivada ¢

Un hecho muy interesante del operador o,
gradiente, -al rotacional v a la divery
formalismo, cuando ez aplicadoe a las formaz
ezxpaclo euclideano tridimensional

En efecto si w es una U-forma en B, as
escalar f entoncesz:

sHteriar ec, (2.4}, que s1
erior go anula dwsrt,

que Incorpota al
Ta  dentro de sy
diferenciales en el

dacir una funcion

df = B,9,f axt R I

lo que ze asemeja al gradiente de una funcidn escalar. Si ahera w
es und 1-forma en E¥,w=¢=La,d<?’' entonces:

dg= B,,8,a, diIAdRT= B(3,a,-3,,)dx/Adxt L (2.4)

lo c¢ual ze asemeyga al rotacional en trez dimsngiaonss. En ambog
casos existe una conexlon npatural  entre el operador 4y el
gradiente o 1 rotacional.
El operador d satisface las siguientesz reglas;
L(1):8f p s una p-forma, p=agdz"=Lja, CpdwteasAdzMe y g una
g-forma, q:bdeK:Emv-~ﬁbK{I<K§xMAH-Adx“a‘entonces:
d{pAq) = dpAg+(-1)FpAdg ... (2.5)

Demostracion: d(pagq)= I,3,(ayby) dxiA dxHadxX

d(PAg)= D, 3,ay by dxTAduHAdRN +
+5 a3, bydnta daHndxk

= dpPAQ+(~)FPAdg

el factor 9;bdx® para llegar a la posicidn 3ib dut A dxX, debe

. dntercamblarse p veces con los elementos base dxH de la p-forma p

en cada intercambio la suma cambia de signo de ahi gue aparezca
el factor (-1)F,
De esta regla se desprende que si £ y g son funcicnes y § y 7

son ‘t-formas, entonces se cumple lo siguiente:

d(fg)= (df)g + f(dg)
d(fo)= dEAG + £43 Lo (2.6)
d(JAT)= dOAT - GAdT

L(2):El operador d es un operador lineal, es decir si py gq son
p-formas entonces:
d(p+q)= dp+dq L. (2.7)

La derivada exterior nos permite tener una manera alternativa
do lntroducir las i-formas. S1 realizamos una transformacidn de
coordenadas en E7, (x!w X0 (Fty . %0y o zea R'=f,(X), en
donde las nusvas coordenadas son funcionesz continuas (O-formas)
de las viejas coordenadas, entonces:



CORETI)

'Laplacxano, Para veriwvical
ccomprokpar que  dd+dd se  reduce al  laplaci

E by Bopodligsdommss o0 0@y 5
J

aplivando  la  propiedad  (5),de  la gzeccica dnteriar, ecuacion
(1.18) tenemos;

dZ A QZIA AT = (Jacokiano ) dxA drindx? L (E0a)

recordemos que la ecuacion (1.18) fue un rezultads rara el caso

de un erpaclo suclideana tridimensic Jue pucde ser
generaitzalo a un =3pasloe de n-dimens En  particular  si
hacemos Ztzx', entonces de la ecuacion (&.5) tenemas:

dgt= L,9,xt dx/z L, 4, dedz dgt ... (2.10)
de dunde podoemoz shrervar que lasz 1 rma s pueden zer
introducidas Jde una forma natural a  trave Aol sperador
diferencial 4, al zer &sie aplicads a lad coordenadas viatas cone
funclones, es decir vistar comoe O-formaz, de ellas mizmas

Otro sperador diferancial importante ox de la coderivada J
el cual 1 Jere elementoz Feql A elementos
finldo de Ta 2w

7y oled ma

p-forma 2ntonces:

dw 2 o« {dxw) S B
dw es una (Fol)y~{orma , ¢z declr d es un operader linval de FPD)
a Feot(uyy. )
La comblnaclon dérdd 3 una generallizacion  del  operador
rola anterior aflrmactdn o8 sufloicnte
ano  cuands  éztamos
trabajands  en el espacid euclldeano de tres dimensionex, Jea {

“runa U-forma, entoncel:

(dd+dd) £ = (ludrtrdadi § = #dadf PRI QI 4

debldo a que d(%f)=0 ya que «f es una 3-forma, continuando 1a
operacion tenemogz;
(dd+dd) £ = xdx (L, 3,f dxY)
o= ErlExJn(JJh‘3E (o f

it

= B, 4,92 =837 £ ... (2.13)

“que o3 el laplacianu de la funcion f£ en tres dimenzicnes

Una vez que tenemos definidasz las operacicnes sobre formas,
veamos los resultades mas mportantes expresados  en  cuatto
teoremas.

T(1): (Lema de Polncaré) Si w es una p-{forma arbitraria entonces:

d2w = O e (2.014)

Demostraclon: Sea w:E,a,”-A-,,;hqu~ndx‘ﬂ una p-forma entonces:

a2 = B, . a?hjazﬂ<--',?K“AdeAdth~~Adxw

= 92, .a,, L ARIAARP AL OA AP

Jaih, 1t Jh

el Wdltimo paso se debe a que el intercambio de los indices mudos
J ¥y k no debe de afectar el resultade, y lo anterior debe de ser



igual a;
PRI LW S lr-,i:f.«l/\d;:"A(‘Jx"A-wAd:\"/‘
“Tdebide a la antizametria del producto dxPAdx’, esto demuestra que
d?2w=0 para toda p-forma w.
Intimamente relacionado con el lema de Polncare  se  tlene el
- s1gulente resultado:
T(2)i (Reciproca  del lema de Poincare) Sea A una p-forma, i 4dx=0
entonces existe una (p-t)-faorma w tal que

A= dw. Lol {2019)

Antes de proseguir conozcamos algunas deflniciones importantes.
" S8e dice que una p-forma o« es exacta 31 a=df. Se dive gue una
p-forma w es cerrada si Jdw=0. Hotemoz que 31 o« una  p-forma
exacta, entonces a tambien es cerrada , la cual e: una manera
alternativa para exprezar el lema de Poincare
El teorema T(2) nos dice que si A es cerrada (dx=9) entonces X
s exacta (A=dw) hay que tener cuidado y notar qué w ho ez unic
La (p-1)-forma w',donde w  yu' difl 3 3410 en una  Jderivada
exterior  w'=-wrdy ,COT Y una {p-2)-forma , O R da ol mismoe
regultade gque w ,debido a gque dy es  exracta ¥y por tanto
Azdw’ zdw+dé y=cw.,  For 1o gque el plantcamicente, da=0 impllca i=dw,
es cierts s0lo localmente Yy o necezariament2 clerta g@lobalmente.
T(3): (Teorema de degcompozicicdn de Hodge; <Cualeuier p-forma o
puede ser escrita como:

W = da+dB+y Lo l2a16)

en ‘donde « es una (p-i)-forma ,P ez una (p+l)-forma y ¥ es una
. p-forma armdnlca, satisface la ecuacion  de Laplace, ax=o, en
- donde A=dd+dd, las formas da, dp y ¥ zon Winleas
CT{4): (Teorema genseralizado de Ztokez) Si w 23 una p-forma y D un
dominio {p+!)~-dimensional entonces:

w = dw e (201T)

3D D
en donde 3D es la frontera de la regién D, Es decir la integratl
ds  la p-forma w sobre la frontera de la regidnm D ez igual a la
integra! de la derivada exterior de w ,sobre la regidn D. 8&in
embargoe es necesarlo hacer notar un detalle, la integral de
formas diferenclales sobre una variedad de dimensién n, estd
definida sdlo para n-formas , es decil' el orden de la forma debg
de ser igual a la dimenzion del espacio en el cual =ze esta
integrando. Esto nos permite realizar la integracidn de p-formas
sobre subvariedades del espacio de dimensidn P, llamadas
hipersuperficies.

3,-Analisis Vectorial

Ahora - contamos con las bases suficientes para ver como la
teoria de formas diferenciales contienc al analisis vectorial. La
idea esenclal es que podemos asociar a tode vector una t-forma y
a toda operacidm que involucre vectores una operacion
involucrando formas, entendiéndose que trabajamos en el espaclo
euclideano de tres dimensiones,

11



Para empezar hd la ziguiente cuorrespondencia, a todo
campo  vectorial, A=A R, +A R, +A,R,, donde los ®, son los vectores
aze. unitarios  del pac10 E*, un campo de  1-formas
Qu=A At +A A EA AR sto o simbolizavemos . por  Axg,. A la
fuannn u\\alar £ le azociaremos la U-forma f. - "

Consitderemos el producto vectorial entre los vectores A y B:

ARD= (A B, -A B )R v(ALB, -A B )X, + .
FUAB,-ALB IR, ... (3.1)

debemos notar gque ¢l pr :*uffn vectorial (3.1) e3 una cantidad muy
parecida al pra t de las 1-formas ¢g ¥ @p, donde $,=
o A dut oy

=L
BahDgE (A, B,

“ulx?r

Rt ... (3.2)

pero @sta dltima i\pr»Lﬁn oz una 2-forma ,con 1oz coeficientes
del producto cruz ASE y anteriormente convenimos en agociar a un
vector una i-forma, entonces la ecuwacion (3.2) no tiene asociado
un vector, esto lo podesmos remediar @i tomamos el dual de $,Adg:S

F(DaASE) = (A B )d¥ v (A, B, -A B )dxts
+ (A, BE,)dx? L. (3.3

17

Jque una l-farma vy por congiguiente podemoz hacer la sigulente
As1gnNAcion;

-

BB = T & G AIg= Ge .o (3.4)

Q¢ la t-forma ascociada a C=A¥XU.  Cons ideremos el
producto  escalar A H=p B, A B, rA, By, debido a  que AT es un
2scalar dslk p& buscar una combinacion de g, ¥ 9. 9ue son  las
1 -formas Azocladas a los vectare Yy B rezpectivamente, Jque nos
de una d-forma. La unica B cstremos la
correspundencla e oxta opsracilon calar B

en donde ¢

* (u\f’.»v»b, y
n o=l producto e

(D N*D )= *\\nldx‘+A Az ? + A A )N (B d?hdxnd +

B *Ac 3l eB dx‘/’\d/w)
= *((1\‘ 1%;5‘.13-0;’\.]31) Az A AR EAAR?)
= '\151*[‘- B,+A3B, Lo {3.5)
que es preciiameéente 1a expresldn para &1 producto ascaltar de los
vectores A ¥ B. Ademas como #(0ah«Dg) =% {DgA29y), 10 cual refleja

el hecho de e ol producto escalar es conmutativo,nos permite
afirmar Jque la sigulente asociracion @s corpecia;
AB o (D “A*QB) ... (3.6)
Sunztderemos ahora ¢l votacional de una funcidn vectorial B(x);

TEBE (3,B.-3,B, )%, + (3.8, R 91;xi
S E, L (3.T)

slpuiente notacion a : 2,3. Para
encantrar la pperacion coprrs ndiente en formas ulfPF“ﬂ"L&l@Q dn
la exprekxdn (3,7) probooemos con la slguiente expre esion
w{ddg)y=nadD, o "B ', notemos que dig es una 2-forma.

an donde ze ha utilizads la

12



*(ddg)=
=% (J,B,dx?Adx +3 B, AXAdK '+ B, dR A dK?
(] BZJ”’AdV‘**lB AR TA QRS v b d ?Adw3)
=(3,B8,-8,B,)de?+(3,B;-3, Bl)dx2+
+(a B_ d;B,)dx! L (3.8)
-
Por lo tanto vXB & x(ddg) Lo (3.9)

es la regla de correspondencia buscada para el rotacional de una
funcion vectorial.

—
constderemos ahora la divergencia del campo vectorial B(x),
V.E:J‘B;+6382+a383, veamos dque le corresponde la sigulente

operacion en ¢l lenguaje de formas diferenciales: # (dxQg), como
ya vimos en la ecuacion (2.11), esta operacion es praecisamente la
coderivada 4 de §g.

dQg=#dxl B AR'
=% (3, B, v B, vd By ) dith ax?Adx?
=&‘Bl+d‘ﬁz+d353 o (3.10)

.. Que es exactamente igual a la divergencia del campo vectorial
B y por tanto podemoes hacer la sigulente asociacion:

bry -
V.B w #dxGg = JIgg o301 )
Finalmente conzideremos el gradiente de una funcidn escalar f;

vi=D,-,%3,£X,. Evidentemente df, en donde £ es una O-forma, es la
relacion buscada

v M2

df = L,%y, fdxt e (3042)

Por lu que, al gradiente de una funcion escalar le asociaremos

simplemente la derivada exterior de la mizma funcidn.
vf o df Lo {3013)

Una vez definida la relacidn entre las operaciones del
analisis vectorial y el calculo de formas diferenciales podemos
probar las itdentidades vectoriales mas usuales.

Empezemas con el gradiente de el products  de  dos  funciones
ezscalares  (fg), de la ecuacidn (2.13) vy de la regla L{1) de la
gecclon trew, en particular las ecuaciones (2.8), podemos ver que
la asvcracion aproplada al gradiente de (fg) es

Gty tvgepvt o d{fy) = fdgegdd Lo (30t

u;

en donde £ y g son O-formas., Para el caso de la divergencia del
producte de una funcion :calar  por wna  funcion vectorial la
regla de corrospondenclia e

Ve (ER)s TECRAVEDA w e (FDq)= a(AfAeDg) +Ex(dsdq) = 8 (Edg) ... (3.16

&3 una t-forma.ba ecuacion (3.19)
en segulda.

en  donde f ez una O-forma y b
es factl de prokar, come versemos

AFGg) = «da (L A et = ad(F5 A€ dxd Adi”)
= x (\l(}\nna) **i("l-"i‘a)

= (HARD JrDa(ady) e (3018)

cgn
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mxcva la divergencia del producto vectorial de

o '(vxf\) SR (9XB) 5w (dax (§,A04))
2o ipAdD Q) (o AdG ) o {3047

Hotemos  ques s (dgAs (addy) ) - v (SuAf (adEg) ) =5 (25AAT4) = (D, AdTg)
debldo a que e treés dimenslones sswsw para cudalguler p-forma w
en B, por lo tante

#{d* (e 0D aAG5) ) )= G (O NGg)
dx (B, A, B datadad )= *(“ ondpA B jdetAdxtAdrY)
E laﬂﬂqa)—Q(UﬂAdys) Lo {(3.18)

lo cual pruepa la identidad (3.17). Conzideremos ahora el
rotacional del prodacto de una funcion escalar por una funcion
vectortial fA:

VE(ER)= GFXACEURA = # (A(E3g)= % (AEAD) +£%(didg) ... (3.19)
la demcstrdacion % 1nmediata
A{Ad{ 0,0 ¢ (dEAG+£dd,)

s (AEA )+ (FdS )
S (AEAG I+ £ (AT ) Lo (3020)

HoH

La conocida rdentidad vectorial A (H¥C)=C. (AXB) =1, (Cxa) , puede
ser facilmente traducida al lenguaje de formaszs diferenciales, de
la sigutlente manera:

FQADEAG )= # (D ADADE) = % (D5 ADCAGQ) oL (3.21)
Probemas la ecuacion (3,31);
PO AR NG = ‘(E(JuA B (.dfodKJAdXK)

r;uctjhA B bn -
#(0ehDqhGg ): * (A3 A3 g) e (3.22)

[Ta]
)

el dltimo pase e3 debido a que los indices i, j,% son indices
AMledos - - .
Para el producte voctorial de tres  vactores A, B y C 1la
relacien voectarial; AA(H\C) B(A ) L(A B) se traduce al lenguaje
de formas diferenctales como:

A (QuAs (Ughe ) 1= Gga (Bqhede) =Bex (Gahedy) .. (3.23)

la demostracian de la identidad (2.22) es como sigue:

(g w0y G¢)I= ‘(E(.J‘ﬁ‘lglc\l([Jl)dx’/\dxh‘»
B, ALB,CLe, ,,dul Adsh)
= -E,,AE,C xR, A B, C dR?
= *QQ'(Q(-QQ)*QB’( aAf C) Lo (3.24)

que es 1o que Ua oquerila demostrar.

Paodemas cuntinuar cop el andlisis anteriar y considerar  ahora
la identdad; (Aau) (CXD) = (A, C)(H B)-(A. D)(H C),quc en el lenguaje
de formas diterenciales se traduce como:

14




*(*(Q(;f\;g)/\(‘z)c;/\'ﬁo) )=
= % (QqADE)*# (DgAxdp) ~a (Dqhx8p) # (g Axdp) ... (3.25)
La demostracion se presenta a continuacidn:
# (D ADE) MDAD) =
= % (%D, A B dx'Adzy L,,C, D, dx"Adx!
= #(E, A, B,e, _dxm Enlu,D,dY“AdA/)
= (B 0 € ¢ mfB,C D drmAdRP ALK )

debido a «que m=1i y mzkzl regquerimos que ,k=i,1=j§,0,1=i,k=j y por
tanto la anterior expresion se puede escribir como:

= E‘JA B Cy D E' Ay B C D,
2w (Bahsde) 12600 30) TalBqandp) x (35 AxEc) - . (3.26)

que prueba la identidad (3.26). Continuemos con esta

correspondencla entre el anélisls vectorial y el calculo de
formas  diferenciales, hacliendonos la siguiente pregunta ¢A que

corresponden los teoremas de formas diferenciales en el analisis
ectorial?.

Las giguientes dos identidades szon consecuencias directas del
Lema de Poincaré.

Aplicando ¢l lema a una O-forma £, tenemos gque, d?£=0, vy
tomande el dual para obtener una t-forma, encontramos, que debido
d gue a el gradiente le corresponde el operador < y al rotacional
v le carresponde el operador de formas +d,la siguiente identidad
vectorial:

*{(d2f)= O = PX(VFf) Lo (3.27)

Q5 decir; el rotacional de un gradiente es igual a cero.
Aplicande el Lema de Poincaré a una l-forma 34 Y tomando el
dual obtenemos:
*(da”a)_ #dx (#d8q) = d(+ddy)= 0 L. {(3.28)

1 oa la _[p-forma ¢, le ponemos en correspondencia el campo
vectorial A v a la coderivada d=xdx el operador divergencia v. y
debido a que eén tres dimensiones se cumple que #xWw=w, para w una
p-forma con p=0,1,2,3, obtenemos la siguiente correspondencia:

W (d284) % 9. (VEA)z O ...(3.20)

"ue nos dice Jue la divergencia de un rotacional es cero,

Consideremos una 1-forma w, aplicands el reciprocoe del Lema de
Puincare a la retacidn sxdw=dw=aq), entonces existe una O-forma «,
tal gque w=q, esto e refleja en el analigis vectorial  de la
slgulente manera, en primer lugar 4 xdw le corresgponde VXV y a d
le correzsponde va, por tanto la identidad xdw=0 se puede expresar
en el analizis vegtorial de la siguiente manera.
Teorema [.-82a W un_gcampo vectorial, &i vXW=0, entonces existe «
una funcida tal que W = v, L (3.30)

Ahura consideremos ta coderivada de una t-forma , tal que esta
40 anule dw=«(dww)=0, por el reciproce del Lema Jde Poincaré
toorema T(2) de la secalon tres, existe una 1-feorma B tal  que
sw=dfl 0 w=s(dp), haclende  corresponder a  la coderivada & el
wperader divergencia v. y a el  operader xd el rotacional X,
dntonces  la  correspondencia  entrs  formaz  y vaectores ¢ puede
lantear coms un tearema.
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Teorema [I.-32a B un campo vectorial  tal Jque v. B=0, entonces
exX1zteA, un campo vectorial,. tal que B = VYA Lo (3031

Uno  de  los teolvmds Inds 1mportantes en gloctrodindmica es el
teorema de Helmholtz. AMOE e prouoper 1 ar como se ohtiene este
tearema a partir del coma de descomposzicoion de Hodge ¥ una vez
obteonldo Lo postutars para el 20 o vectorial.

Sea w una t-forma, por el teorema T(3) de  la  seccion  tres
exizte w una O-forma, 2 una J-forma ¥y ¥ una forma arménica, tal
que w=da+apey. Conzyders2moz lag  sigulentes rrespondencias  de
formas  diferencirales al  analisiz  vewotorial. A la O-forma « le
corresponde la funclon escalar f, Yy porr tanto a 4% le corv;spon@g
el gradiente de f, a la coderivada JdP=sd(« B le correzponde vXB,
donde ze hizo la asoclaclon xd o wX T oep U v a la !-forma y le
carrezponde ol campo vectarial @, 21 cual hereda la propiedad de
y de zerp armonlea (Addrdd)y=0 ex dectr 026:0, ezta correspoandencia
se puede plasmar en el siguients tearema.

Teorema de Helmhol itz ‘ara cualiquier campo vectorial A OletOn. £
un campo_gescalar, By Q campos voctoriales, tal  que ~"£1v‘nr0,
donde v,Q@ = O ... (3.32)

Enzegutrda  veremos coma  las goremas intograles de Gauss y

Stokes extan vontenidos en el teorsma generalizado de Stokes de
la teoria de furmas d ferencliales, constderemas primero 21 taorema
de Gausgs, el vual nos dice que la  integral de  volumen de la
divergencta Ao un CAmpo uw?xqﬂ al T R la reaidn
ridimensional vV, es igual a L al de superficie del campo
C  aobre ta frontera de vV sin indices sge refiere a la
frontera de alguna regton),

[}

9.Cav = | C. A& ...(3.33)
v s=Jv

Al integrands 9.C AV=£,9°C, dx'dk?dx? le asociaremos la
Figutente forma  diferencial A4, ”y‘, integrando
g3ta ultlma @xEresian 7y utjliaandm aralizado de
Stoukes, teorema T(1) dJde la 3= el 3iguiente
resuttado:

s
<1
oot
(o]
-
T
©
B
<
w

{ A«F,-) = J x Qe .. {3.34)
bo

como # A e dat axteCgant dx?, ubtenemu> la siguiente
correspondancia directa con vectares *¥Goo W LdA ¥ por tanto
debado a que b o@x una regron tridimonzional, la ’rontera de D
(ab) ex  una region kidimenzional y 1la geuansion (3.34) es la

verszion del teorema de Gauss en el lenguaje de formas
diferenciales. .
Para finaltzar esta  geccian veamos la correspondencia del

teorema de Stoke del anal vectorial con el teorema
gensralizado e Stokes de la teoria de formas diferenciales. El
teorema de Stokes dice Lo siguiente; la  integral  de  superficie
del rotacional e oun campo vectorial A oes igual a la integral
cerrdada de linea del campod, debemos notar  que 1a integral de
tinea o5 zobre la frontera de la Peglén bidimensional & donde se
ptegra el rotacional:

16




S o .
VXA.dS = A dl o (3039)
M 3s

como dS= x,d/‘d/ +2 d"‘dxleﬁ dxtdx® entonces VXA.dS=

(3.A,-3,3A,)dx ~d& +(d Ay -3, A ydxbdx3+

(3,A;-3; d,)d"‘ , a Pat& ultxma exprezidén le podemos asociar la
2-forma A= (3,A4-9,A,)dx? dx+

+(JdzA -3 A )dx! dh‘+(d,n2-d A,)dr‘ dx?

e xntogrando ésto Ultimo y utilizando el teorema generalizado de
Stokes tenemos: )

d;'(l
0 Jdo

36}

]
=
=

donde D es una regidn bidimensional Y por tanto oD es una regién
unidimensional, haciendo la correspondencia QH—E A, dxt con a,dl,
1o que obtenemos es preciszamente el teorema de tokes.

Lon todo 1o expuesto en esta seccidn podemos concluir que el
andlisis vectorial estd contenido en el formalismo de la teoria
de formas diferenciales.

-Blectrodinamica

£n 2sta seccldn aplicaremos la fonria de formas diferenciales
a4 una teoria fisica, la elebtrodlnamlr Yy veremos como este
Formalismo le da elegancia a la teoria.

Las ecuaciones de Maxwell escritas en el sistema Gaussiano de
unidades, con capgz€a=l son:

9XB-3 B=awd ... (a.1a)

UXE+3,B=0 ... (4.1h)
-

v. B=0 soe (40t

9. E=aup Co (A1)

Primzro  reescribiremos las ecuaciones de HMaxwell en una forma
invarianté relativista, en teérminos del tenszor el;ctrumagnetlco o
tenzor de Faraday. El tenzor de Faraday F,, puede zer obtenido a
partir 4del vcuatripotencial vectorial M= (50,6, 33, 9%)=(9, A)
daonde % ez el potencial clédctrico 7'X es el potencial vectorial
electromagnetico., En términos Jde  esztos potenciales el campo
electrinsg y el campa magnético estan dados por:

BzgXA ,  E=-99-3,A  ...(4.2)

bDerids  a gue tratamos con una teoria relativista, el espacio
en el uz trabajamos cg o) ezpacio de MHinkowsky cuyos elementaos
SON ciatrivectores xM=(x°,#',%%,x%) ¥ la métrica esta dada por:
-1 000
Bmp=| U 1 OO o (4.3)
o010
00 ¢

21 tznzor  de  Faraday, & un tensor antisimétrico de zegundo



“arden defrnide-decda sigulente forma:
Fnl;i:aIV{‘m_am’:)IT e (A
Lag componentes del tensor de Faraday, son precisamente  las
componenten Jdel campo glectrico b el campo  magnetico,
ezencialmente dadas por Fo, y F, ) respectivamente;

o

e FKJ“‘:!JHBH Lo (45

en donde loz tndices 1oy J ocorrsn Jdesde 1 hasta 3. Euplicitamente
el tenzur de Faraday es:

Lo (8.6)

Las ecitac tones de Maxwell en  forma  tensorial toman la
sigutente forma:

oxEa B= 0
Flmn,llzo (40T

“ I VN v (B0TD)

en donde  Fy,, 458, vFo ot F 0, =0, 1A comacd, ) significa
diferenciacioen  parcial (A, ,mI,A) 0y FMimgmagrbR o YVeamos como
podemos wbtaner lag couacionss de Maxwell a partir de su  versidn
tensorial., Consydoromes g, ,1=0, en donde 1, 3=1,2,3,

Fioe, ,!'-[".,,,;*I'IJ,U*F)o,r

“i, '\“'.‘(JuDhJ‘('HS

) . e (A8

I

—n

VXL, BEG

Por tanto by, =0 os precizamente la ecuacion (4,1h) escrita
en forma  toensortal. Abora conzideremas  FO7, =437, en donde
Jm:(P,Jx es dbu cuatruoorrients vy el indice § corre do t hasta 3.

Fom o P00 R = oh BewRBe aud ... (4. 9)
¢

La ecuacion FI7 wduwld) e precizamente la ecuacidn (4.1a), La

: gcuacion ¥, B0 puede ser obtentda a partlyr de Fei,s =0 7 v.LEz=4w

[ ge  deduce  Jdo FUT o edud® con lo gue  se tileren  las cuatro
ecuaciunes

; Dado que el oopasie aproeprade para la  electrodinamica  es el

- espacio  de  Minkewsky, el cual es pseudceuclideant, necesitamos

generaltizar ol concepto do dualidad, ademdas vedquerimos  extender

; ta carrespondancla e vectores Y 1-formas, a una
H correspoidencta ontnrag Tonsores de alto rango Y formas
diferoncialy

pefinitremss ol dual de una t-{forma J=B,,Jpdi”, como la 3-forma xJ

18



2L € g JTARY dxE di/ el dual de una 2-forma F=L,, F,,dx™ dx” como
La 2= Forma *F=D, vie o FP0ged dxb.

Ahora  podemos aSvuluP a la cuatricorriente 'sz(P,J), la
t-furma J=I,J,dx™, ¢ al tensor de campo electromagnetico F, . le
asecltaremes  la 2-forma Fa=nwR a0 du”, Entonces 12r ecuvacionss
de Maxwell pueden transcribivse al lenguaje de formas

dlfetenciales como:

UXE+3,B=0  m  F|,,, ;=0 & dF=0  ...(4.10a)

_ v Ezaup,

VXH-d Ez41rd ] Fro, =andm % AxF=duxd s (40 10b)

zon respectivamente, las ecuaciones

Lag expresicones anteriores
de formas

de HMazwell en notacion vectorial, tensorial vy
diferenciales,

Confirmemos que las ecuaciones dF=0 Yy d*F=41J son
efectivamente ldas  ecuaciones de  Haswell. La 2-forma F es
szenclalmente 1o siguiente; F=5 B de® dx®+D, vi(-¢, B, )dx¢ dxJ,
Por 1o gque utilizando el hecho que dv:O, tenemos:

dF= £, , 4 E, dg) dx® dxt-
—L.,,l/ad BhLlJ,,CI/U d"’ axd
0L/ 29,50, yd” dR ' diS
= —(FRE+3 B)dx? dxJ dx®- (9. Tydxh dzt dw’= 0 ... (4.11)
en la ecuaclon (4. 11) dx® dx? dx® es 1ndependlente de dx® dx' dxJ
por lo tanto para que la ecuacidn dJdF=0 sea satisfecha los
coeflcientes de extas formas se deben de anutlar
independientemente, este requerimiento nos da el siguiente
rezultado: -
B =0
B=o0 (4 12)

que 3on pracisamente las ecuaciones (4.1b) y (4.1¢), dos de las
ecuaciones de Maxwell. Obtengamos aheora el restante par de
ecuaciones de Maxwell, utlizando la ecuacion ds«F=4wJ. Primero
encontremos el dual de F.

*F=LE €00, Ai7 AR7 -0 1 28,6 08y, 48T AR

SEE € )0 ARY dzP-D 1/2B,€ ) €0, jA57 dxh e (4013
y tomando la derivada exterior de la ecuacidén (4.13) tenemos:

snoedRd dms axhe
ot dg?! dx? dxbh-

AxFo= »L C

‘ho Li“,JHCOHKdeJ axvY dxh
= (vxﬁ—ucﬁ)dxo dxY dx“r(vfﬁ)dx' Ay dzh (4,14
porr otro lado el dual de la L-forma J=B,J,d4" es igual 4
wJ = Jdat AR duPeD L J, du® dxy dgh e (2015

de laa 2ouas

tones  (4.14) ¥ (4.15) vy de la independencia de dxt
dxd dgh ocon dxY 1

dxJ P,y oa partir de A eCuatiin  deFz=auad

19
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abtenemos: —a ” -
S‘IXB—chE = 4ud
- o (4018)
.k o= ‘H(l:\

que  son preclsamente las ecuaciones (4.1a) y {(4.1ib). Por tanto,
laz cuatra ecuaclaenes vectoriales se reducsn a  dos  simples
wouaciones de formas difapepciales.

dF = O , d»f = dtrxd oL {81y

una

oo
for

sorodent idad
rectoriates

“ial ¥ a

reriniten
cmelo
formag

Tiones
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1.~ Bl Algebra de Grassman.

Al conjunte  de  todas  las  formas  diferenciales de grado
arbitrario, siquipads con la  multiplicaction anticonmutgtiva A,es
sman La  dimension del algebra de

Plamade  un  alpebrd  de Gras
Grazsman o3 la cuma Jde todas faz dimensiones de los  espacios  de
p-formas, con o pon, donde noes la aimenzion del espacio base., Si
3 man su dimension es:

denotamos por G al atgebra Jde Gras
1
bim G = BF:U”{pKI”’PIV: (trt)n= 27 Lo (1)

en donde yn\=___na'___ ., es la dimenzidn de los espacios de
(p) ptin-pj)!
p-formas.
Sean §,,...,4,, n generadores de un ilgebra de Grassman G,,

para cualquier j,k=t,...,n tenenos que:

{’J;h v g,,;;):o Lo (1. 2)

en  parttcular £, ¢ Cualcquier elemento g del élgebra (BeG,),
puede zer represcil enn la  base, S TN SR SR IO 50
COmo una coembanacion lineal  de la sigulente forma:

gin) s g v B2y (R)E, + Dk R )g 68, +o o0t
LT O G I 9 R SRR T e {1.3)

o en forma sintetizada como:

BCE)= Ty.u” SazoVBulKy o KydE by, Lo (L8

Cosgideremas ol vonjunts G," de elementos de G, ie¢s cuales son
trepresentades v la forma de combinaciones lineales de monomios

de arado par:

o Lo {18

son llamados pares. Loz elementos pares
elementos de G,. El conjunto G,' de todos
N combinaciones lineales de grado impar son
wlementos de G,' tienen ia forma,

Los  elementus e
conmutan con todos
lus  elementos ol
Llamadaog rmpares. Lo

S T N A N Y NN S U i N A e I ) Lo (16

Evidentemente tods elemento de G, esta Unicamente representado
en la forma bty con @'¢G,t Y gYeG,". )
_ Por @Jeple pousemos que £, ¥y ¢, =on los unicos elementos del
algebra dJde Grazauan G., entonces cualquier elements g de G, se

exscirlbe Cu

I TR P I TUN-PR PO P
g,k )8k, L (ELT)

Los  elemontos  pares  szon, Bo ¥ B U0 E)6,6,, ¥ Los elementos
pmpares sen ow ki, v DR SN SN

Enseulde  consrderemcs  upa operacién  en el algebra de
Graszman, o onal enoandloga a la cenjugacidn compleja, 11amada
pnvolucion, Dol indnes: ag mApoG une  a  unG, del (4\]]'{91)1’{1 en st
INLSWMA, 8 0 e wLocual catizface las sigulentes condiclones
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(gx)# = 8 4 (8,8)% = 8,8, , (xXB)s = ocxg#  ...(1.8)

en donde « es un numero complejo. Se dice que un elemento g es
real si, g=gx,por tanto un algebra es real si todos sus clementos
son raales, en particular §,=¢, .

2.~ Derivadas en un Algebra de Grassman.

- Pt
Definimos las derivadas, fzquilerda 4 vy derecha 8 de un
. 35“ . aib
elemento  g(¢g) del algebra G,, como operadores lineales en G, los
cudles actuan sobkre los elementos base como:

d_ﬁz' gxsz Jr,ptnu' . El’ (’jr‘pf-é, Ei,f' . F
df +{(-1)°" LI €
[ s o=t L2 1)
€ £,9_= ar‘pgr,' ‘_gr_\_,.‘czp;'r" £t a
di‘P (1) ° J'npg’x'”glﬁ

En otras palabrasz, para calcular la derivada izgquierda de
Eeeor §gp von raspecto  a Lot tenemos  que permutar £, hasta el
primer lugar on ! monomio uzando las relaciones (1.2) y entonces
eleminar ésta. Fara calcular la derivada derecha , tenemos que
permutar ip hasta el ultimo lugar y @eleminarla,. Si el monomio
L0y, N0 Contlene a £, entonces ambas derivadas zon nulas,
Introduzcamos la siguiente notacion, J, significa la derivada con
respecto a ¢,. Fara Llustrar‘el procedimiento de derivacion en
Grassman veamos un ejempla; §,g\52:£2 s ﬁzgxggmy

De la definiclon de derivada podemoz obgervar «<dgue la regla de
la cadena tamkidn se cumple, para comprobarlo  consideremos  las
siguientez cazos. 3ea Lp=bpa,y, ¥ £(8)=£16(y) 1 entonces:

(1 S_E1E07) 1 = BI3_E(8) =gy an
Y, B8, oa(ze2)
ol .
F1S ()19 = Bl £08)5 1 gog () an
37, I, L(2.2)

(2) Sea t un parametro real, y £nit)=Epa, (t)Y,, entonces

- e
d_Efle(t) ) = T,di, I_f=£,(£3_) 4a€¢, ...(2.3)
dt at Jag, 3g, dt

consideremos  las formulas para diferenciacion <4e un producto.
Sea f,;e¢G," un elemento par y £, un  elemento arbitraric de 6
entonces;

n

Al f,) = (G808, + £, (d,8,)
“— - e
£y o), = £,08,3,) + (E,008,  ...(2.4)

81 £,4G," vy F, ez un elemento arbitrario de las formulas para
la derivada de un producto toman la sigulente forma:

A CE T (a8 ) F -8 (8, F,)

— -

(L8 ) a,=f,(F Q) ~(F,8,0 8, ...(2.5)
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Enfogquemos ahora nuestra atencién en tas propiedades de las
segundas derivadas, Jque e muestran en las siguientes formulas:

P (3023, (3, D)

&

(F3)8,2-1£0,)3, ... (2.8)

(£3,)

, azi come lasz propledades (2.2),(2.3),(2.4) v
con facilidad de la definicion de derivada.

Estas  propled
(2.5) e obtienen

3.~ Integral Scbre un Algebra de Gragssmann
En primer lugar ntroduzcamos  los  simbolos a6, . .0dg,, los

culales 3on las diferenciales en el élg@bra de Grasszmann, estos
obedecen las sigulentes relaciones de conmutacion

e, ae 1= ”,dgg =0 ... (3.1)

una vez lntPUJULLda\ las diferenciales df,, pademos  definir la
integral cen el algebra de Grazsmann de la slguiente forma:

di, = 0 ,ng a5, =1 Lo (3.02)

La 1ntegral miltiple se obtiene por medlo de iteracidn de
lategrales de la forma (3.2). £n particular podemos definir la
integral para cualquierr monomio,

F() de,...df,

la ¢ual puede ser extendida a elementos arbitrarios de Grassmann
por linealidad,

be la definicidon de Integral,y de las relaciones de
anticonmutacion de §, y de d¢,,obtenemos el siguiente resultado

fapeefn diye diy = 6y, e (303)

en donde €,. =1 o -1 i hay una permutacién impar de 12..n.
Para - un elemento arbitrario f(§),representado como en la formula
(t.4),podemos tntegrarlo de la sigulente forma

Fi6) dig...dey = €, o nfalykp) L (3.4)

Come en o] analisis ordinario con la integral sobre el élgebra
de Graszmant, pedemos 1ntegrar por partes

. p
() (a_B(£))a8,. . .dL, =| (£(£)a_1g(£)dE,. .. d¢,
dE, dip




L0 (3.5)

L . — ‘ :
ff(i)(s(ﬁ)d_)din-~-di,=(-1)”"J(a_f(ﬁ))u(ﬁ)din.~-d23
L, ag,

Para la prueba de (3.
monomios arbitrarios para f
sigulentes; f£({)=f £, +f,8(,¥f,

5) es suficiente considerar un par de
y £. En particular consideremos los
b, Y g(€)=R, 8, entonces:

Jfﬂﬁ dgl:I(fIgl *Ehy v £p68,)8,dE, =
3t

=f.8,-f,28,¢;
por otro lado tenemos,

II(E)S¥G(E)d£I=J(£,—f,Eiz)g,i,di,=
I =E£,8,-F, 8,8,

1as dos ﬁltlmas gcuaciones son lguales entre si, lo cual demuestra
un caso particular del resultado (3.5)

4.- HMecdanica Cldsica para sistemas Bose-Fermi.
(Formal ismoe Lagrangliano y Parontesis 4o Poisson)

En esta seccidn contruiremos el formallsmo canonico para  un
sistema pseudoclidsica  descrito  por variables eordinarias q,
(i=1,...,n), que conmutan, y por variables de Grassmann 0
(=1, ...,H), que anticonmutan. Supondremos qgue tenemos un numero
finito de gradoes de  likertad ,pero las <onsgideraciones que
hagamog se pueden generalizar a un numero Iinfinito de grados de
libertad.

Chservemos gque una dJderivada derecha c¢on respecto a las
variables de Grazsmann esta definida por la ecuacidn variaciocnal

SE0 = d048N(0) . EN(6g)= T_£(8e) ... (4. 1)
d0ig

en donde f(0g) 7 8%(8¢) egtén dadas comc en las ecuacicnes (1.3)
Yy (2.4)., En lo que sigue solo consideraremos dJderivadas que actuan
por la derecha.

Ladiniml;a Jde oun sistema pseudoclasziceo, al  igual que un
si1stema c¢lasico, esta descrita por un  principio de accion
estaclionaria (do=zu), en donde la accion estd dada por la
alguiente expresion;

S Lig,,§, 000000 dt. S (4.2)

La variacion de la funcion lagrangiana esta dada por:

Ao o= O 0L ¢ 0d,al ¢ 08gale + d0edl. ... (4.3)

3L, 39, A0, 90
si definimos p, = Ak, HESER:1% L. (4.4)
3, I

cemo 1oz momentos  congugados de  las  variables T, Ve O¢c



respectivamente, la ecuacidn (4.3) se puede escribir como:

dlo= S, AL v d0qal, ¢ @ pt o+ a6T L. (4.5)
dg, 39

pPara tener una teoria pseudoclasi zensata, pedimoz que la
lagranglana sea Unda fune Lon par e las vartakles de  Graszmann;
entonces para tales siztemas se deberan cumplir las sipuientes
relaciones de conmutacion: (L, 0yl = O 7 }u%,oﬁé: 0, Lo (408)
en dende | |A,BI=AB-BA es el conmutador y }A, = AB+BA es el
ant rconmut ador.,

variande la accion (4.2) y usando (4.3), oktenemos  las
ecuaclones de movimiento

pro= Y = gL . Co(8.T)

T, I8¢

Estas ecuaciones son las usuales,mas un conjunto de ecuaciones
que no ocurren en los sistemas clasicos, debido a la presencia de
las variables de Grassman. Utilizando estas ecuaciones
encontramos que la variacidn de la accién esta dada por;

dz = F(t, ) - F(t,) Lo (4.8)
en donde B
Ft)=s g, pt v a6, ~ LaT (40

Jlasicamente F(t) ax el generador de la transformacion
infinitesimal 4. Por analogia, con el caso clazico definimos, el
Hamiltoniane como  1a expre516n (4.9), para la transformacion
mfinitesimal t--»t+Jt.

He oq,pt o+ 9,005 - L S (3.10)

ES la variacisn del Hamilteniano, utilizando las

)

Zalculen
eruaciones (4.6) y (4.

GHz -dif B0 - 30,01 « Ipta, - dN%e, ... (. 11)
de donde podemos obtener las ecuaciones de Hamilton

(4. 12)

e3 interesante notar, gque los sSignos en las scuaciones para las

variables de Gradsmann, no son exactamente los mizmos que en las

variables gque conmutan.
Uzando la ecuacidn (4.

12) podemos obtener la derivada temporal
de cualguier funcion de las

variaklez canonicas:

A AT, P 0 T )= aA+ (JH 3A-3H

A V) - (gH dA+aH JA) e (4013)
d ot It Ipta dg, dpt

FTGG 50 o

Este eos el resultado central de esta seceidn, porgque  la
ecuacion (4.13) define el parentezls de Potason
CA,BY = (9B aA-JB 8A) - e (4 14a)
dptacg dg apt
ds donde tenemos:
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dA = A+ SAH> L. (4.15)
d 3t

Ahora dividiremos las variables dinamicas en dos clases,
variables pares (E) y variables impares (0), obedeciendo las
sigulientes relaciones de conmutacion

I2,,E,1=1E,01=0 , {0,,0,}= 0 ...(4.18)

Hotemos que la expresién (4.14) define el paréntesis de
Poisszon, cuando B es una funcioén par, porque hablamos definido a
4S como una funcidén par, Pero tenemos la libertad de definir el
paréntesls de Poisson cuandoe B es impar. Definiremos el
parentesis de Folsson de tal manera gue tendremos un algebra
sobre un anillo de Grassmann, estas cantidades requieren

€<E, 0> = <eE,0> = <E, ¢0> e (24T
donde € es una constante impar.

Ahora examlnemn< en detalle los posibles casos.
a)Caso par-par, eszte se sigue de la definicidn (4.14)

B Ey>=(9E, JE,-3E, 9E,) v (I, IE,-3E, IBy) ...(4.18)
: q, dpt dq, Ipt Toy Ik aect 3f

debido a que 4E y 4E son variables impares.
EEPR L
Es fdcil verificar las siguientes relaciones

. B, , E;>= -<E,, E>
CE B E = BB By ¢ (B E0E, e (A1)
. CB L REZ B >> + By o<(BE; By >> + (BE;,<E, E,;>>= 0
b)Caso impar-par, se szigue de la definicion (4.14) que

COVEX=(30 JE-3E 30) - (80 3E +3E 30) ... ({4.20)
3q,3p'94,3p¢ 38 I 39, BT

de lo cual podemas verificar que

, <O,E\E >z E<0,E>+<0,E, PE,
- *O‘.z,h)_ 0,0 m;+\o,.p/02 See o {a2y)
SOE B, >= OCE, 22+<0,E, 0,

¢)Casgo par-impar; de la ecuacion (4.17) llegamos a la condicidn

€<B,0>=¢E, e0 = (JE Je0-36Q JE) v (IE 2e0-3e0 JB) ... (4.22)
" I, Ipt ddy BP'T IBIMY 3Gy NS
de ésto se sigue’que el paréntesis de Poisson para el caso
par-impar, debera ser definide como;

CE, 002 (4B 90-90 AE) + (3B J0+30 aF) Lo (d.23)
G, IPA, IBt 30T dall

Las propiedades de ezte paréntesis son:

<E,0rz= -<0,E>
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CE B, 0% E,VE,, 00+, , 0E,

<E, 0,0, O,<E, 0, >+<E, 0, v,

CEL,OE; = OCE, B o+<E, , 0, Coo(4.24)
KBy CE,, 0 24<E, <O, E, >7+<0,<E, ,E,;>»=0

d)Caso impar-impar; utlizande una vez mas la ecuacldn (4.17)
obtenemos

CeE,00= €<E,05=(JeF a0+30 Jel)~(dcE d0+30 deE) el (4, 25)
3q, JPLEd,apf S TS Gili™

For congistencia el paréntesis impar-impar debera ser definido
de la siguliente manera:
<0,,0,>=(30, 40,+d0, 30,)-(30, 30.+30, &0,) ...(4.26)
33, apt 3a, Fpe aea AT 3oy I

y .las propiedades que obedece son:

€0,,0,>= <0,,0,>
<0,0,,0,%= 0,40,,0,>-$0,,0,50,
<EO,,0,%= EXO,,0,3-<E, 0,3, coa{a.27)
E, <0,,0;3>+¢0,,<0,,E>»-<0,,<<E,0,>>= 0
€0, ,€0,,G;50+<0,,40,,0,5>+<0,,¢0,,0,5>= 0

Ademas para cualesquiera tres variables se cumple:
<AB+CY = <A, B> + <4,C> e {4.28)

Notemos que para cualesquiera tres variables A,B y C una
ldcrtldad generalizada de Jauobl se cumple; esto quiere decir que-
también para la pseudomecanica 21 siguiente teorema fundamental
se cumple,”El pareéntesis de Poisson de cualquier dos constantes
de movimiento ez una conztante de movimiento".

Ahorda conslderemos un par de ‘ejemplos de la mecdnica de

_slstemas Bose-Fermi. Empecenos con el cazo de una particula libre

grassmanniana ,con variables g(t) y §{(t) solamente, es decir una
particula libre unidimeasional con una sola variaole de
Grassmann,

Empaecemos por definir realidad en Graszmann como:

B = 0, (0,8,)% = 0,%0,% , (0,#0,)% = 0,46, ...(4.29)

Alwera  38a L:i/Emé?+1/2MDé,la larrangiana del sistema, notemos
que la lagrangiana es una funcion par y real, debide a que

(86)x = 0x0x = 80 = -89. .. (4. 30)

La funcién iagrangiana tiene ésta forma debido a que, en
primer lugar es par y real, ademas de ser la unica combinacion en
las variables 8 y 6§ aque cumplen con este requisito que s0n
distintas de cera. Aplicando las ecuaciones (4.4) a la
lagranglana tenemos;

p = gLz mg s M= gL = -1iMe e (4.3
39 ad 2

Ahora aplicando las scuaciones (5.7) tenemos;



p=oL=0 , M=ol =l/2M§ ...(4.32)
g L)

enseguida c0n<truyamo< el Hamiltonecano del sistema, el cual esta
dado por; H = qp+6l-L = mdz-01/2M0-1/2 mq‘ -i/2M09

H = t/2md2 = p2/2m ... (4.33)

Resulta . interesante notar gue en el Hamiltoneanoc del sistema
no aparecen las variables e, 6, esto quiere decir que la ecuacion
N=-¥2iM@, no es una euuacxon de movimiento sino una constriccidn
del sistema., Esto es mas claro en la formulacidén Hamiltoneana,
las ecuaciones de movimiento son ((4.12)):

§=9H=p, p=-3H=0, 6=-3H=0, 1=-3H=0..(4.38)
ap m aq £l 3 :
Por tanto la lagrangiana do este ejemplo , es una lagrangiana

de una particula en una dimensidén con constricciones.

Tratemos ahora un caso uUn poco Mas interesante, consideremos
una particula libre en tres dimensiones, es decier las
coordenadas generalizadas en este caso son g, (t) y @,(t), con
i=1,2,3, come una generalizacion del caszo anterior Por tanto la
lagrangtana esta dada por:

L =1/2 mi, 2 + i/2 M8, 6, ...(4.35)
en este caso las ecuaciones de movimiento .son,
Pf=aL=mg,, M¥=3L=-1/2M8,, Dr=gL =0, ﬂfzgg :i/EMé' ... (4.36)
3q; ad, 39, 36,

Yy por tanto el Hamiltoneano del =sistema adgquiere ia sigulente
forma; H = g, pt+0,M¢-L = 1/2pm"! L. (43T
Yy las ecuaciones de movimiento de Hamilton son:

Bf=-gH =0, 4f:§5_=pf, §,=-aH =0, Mt=-3gH =0  ...(4,38)

39, 3pt m E)idd P

Como en el caso anterior, la lagranglana (4.35) des ribe una
particula libre con constricciones, tales constricciones son:

e+ 1/2 Mo, =0 y W - i/2 MG, =0 ... (4.39)

Consideromes una rotacidn infinitesimal d¢ alrededor de un eJq
espacial, cuyo vector unitario es i, el vector velocidad ¥
sufrird un cambio 4V dado por (figura 1):

év vsengdv
=XV 3P
=dY€; ;N Vye oo (4.40)

Flgura 1.

Postulamos que las variubles q, ¥ 8¢ ‘sufren los sigulentes

! cambios, dehldos a la rotacion:

29



ch,= d'pchthqh‘ (50(= é“":r_;hnjeh s (4.41)

La  funclén  F(t)=dq,pt+df Mt -dtH, es una constante del
movimiento(teorema de Noether), introduciendo los cambios (4.41)
en esta funcion obtenemas el sigulente resultado

d/7dt(GxD + Gxil)= O ... (4.42)
en nuestro caso, i Y ﬁ son paraleleos y por tanto la ecuacion
(4.42) nos dice que 0Oxlizcte. ol (4.43)

entences la lagrangiana (4.3%), describe una particula libre con
un momento angular intrinseco, es decir una particula con espin.,

5.~Lagrangiana invariante de transformaciones de Supersimetria
(Introduccion al Superespacio)

El superespacic es una exgensién del espacio-tiompo ordinario.
Sus puntos son marcados no so0lo con coordenadas bosénicas, que
conmutan, sino también con coordenadas fermidnicas, que

canticonmutan (de Grassmann).

En general un punto del 3superespacio astara marcado por
zZM= (2™, 09, 04) . Para nuestros propositos consideremos  un
superespacio sencillo, marcado sélo por z”;(t,o.ea), para este
superespacio cualquier funcidn tiene la siguiente expansion en
serie;

F(t,6,0%)= F,(t) + Fo(t)8 + Fy(t)6% + F,(t)0x0 s (51

la derivada en oste espacio queda definida a traves de las
siguientes relaciones

ar
<
"
—_
1
27}
ES
Q
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= QL =0, etc.. L. (5.2)
6x 36

l
|
!

<,
Qr
<
x*
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Por ejemplo 3F/36, F dada como en la ecuacidn (5.1),tlene el
siguiente valor:
JF = F,-F, 0% . (5.3)

En general la derivada para cualesguiera funciones A Yy B esta
dada por J(AB)= gAB+(-)®AgB , con a=0 o | sl A es par o impar
, 99 a0 L]
Ademas la derivada cumple con las sigulientes reglas

(Fpap) *=-3F% 0 v (IFimpar) %= ¥ impan s (504)
a8 EL 36 a8

La integral en este superespacio se define a través de las
sigulentes reglas

Je*de*={ed0:1, Jde=o o (5.%)

La 1integral de la funcidn F(t,0,0x), F dada como en (5.1),
posee la siguiente simetria §-»0+¢, donde € es una constante
grassmanniana.

f



f?(t.e.ondo = F,(t) - Fy(t)6x

, e 8)
JF'(t,e+€.6*)d0 = Fi(t) - Fy(t)on

Es decir, la funcion F es invariante bajo traslaciones en
Grassmann. .

La ecuacidn (5.5) nos sirve para definir el producto escalar
de dos funciones del superespaclo, F(t,9,8x) 7 G{{,0,6x) como:

(F,G)= jdtdOdO* FrG . ... (5.7)

En general este producto no es definido positivo, y ademds i
(F,F)=0, no quiere decir que necesariamente F=0,

El producto escalar nos permite definir un operador adjunto
atraves de la siguiente relacidn,

(QF,G) = (F,Q*G) ... (5.8)

En donde b* es el operador adjunto de Q. En particular tenemos
que (id,)*=1id,, (86)+:30*. (30+)=3¢ Lo (509) 3
Enseguida tratemos las transformaciones de supersimetria Y
encontremos una funcidén lagrangiana que sea invariante bajo estas
transformaciones.

Las transformaclones de supersimeiria estan definidas por

ad =t - 1(9x€-€x0)
' 8'= 8 + ¢ L0 (5.40)
Gx'= 6% + €x

notemos que t'es,par y 1real, y es practicamente la dnica
transformacién que se puede definir , excepto por constantes y
signos.

El generador de las transformaciones finitas de supersimetria
es Lzet(€x@*+Q¢), Dopido a que, A’=LAL*, para A cualquier funcion
del superesgpacio, tenemos que para una transformacion
infinitesimal se cumple la siguiente relacién

JA = llexQx+Qe, Al Lo (5.1

debido a que 6t=-i(0*e—ete), J@=¢ y d@x=€x, encontramos que‘los
generadores de supersimetria tienen la siguiente representacion

Q= 1dg - 0x3¢
Qx= -idg, + 09 e (501 2)

de este resultado se sigue que las cargas Q y Q»x, satisfacen las
siguientes relaciones de anticonmutacion

ja,axl= 2ia,
Ja,q}= jax,@f =0 ...(5.13)

Bajo las transformaciones de supersimetria las siguientes
derivadas son invariantes
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-

De = 36—10*%
Dge = dge-103, = (Dg)* Lo {50 14)

debido a que, dg=3gr~1€xd, v, Fgur=8gur-ledyr ¥y Je=dy.
Las derivadas covariantes (5.14), satisfacen las siguientes

reglas:
}pg.al=Jog. 0} =0
j0g. Do} ={pg .. Dyl =0
{Dg. D gy =Dy, Doxy =-2 14
DO(AB) = (DGA)B + (—)QA(DGB) L. (5.19)

Definimos un supercampo escalar real, como aquella funcién del
superespacio que obedece la §iguiente relacion
(L, 8,0%)=px(t,9,8+), v ademas ¢’ (t',8',0%")= ©(1,0.8x) .., (5.16)

La funcion escalar ¢(t,6,8+) puede ser expresada como un
polinomio de ¢ y 8x, en la siguiente forma

P o= £(t) + 18¥(t) + L0x¥x(t) + Hx0D(t) Lo (5.1
en donde £(t) y D(t) son ‘funciones pares,y y(t), ¢=*(t) son
funciones impares.De la scuacion (5.11) tenemos que el cambio en
¢ debido a una transformacidn de supersimetria es ta dado por
dp=1lexQx+Qe,pl ¥y por otro 1ado,d¢=gd,pét+dgpdd+dg.pdldx, tal que
dp = J& + [8dYy - L1oYxPx + B%0dD Lo (5.018)

por lo que tenemos:
38 = ~i(ye - ex¥x), Y = ~ex(i~1D) y dD = 3, (e¥y+¥rex) ...(5.19)
en donde { JeE.

En terminos de componentes, tenemos que las derivadas
covariantes de ¢{t) son: '

Dge = I¥ - 0xD — L0 + 00
(Dghx = -iysx ~ QD + 16 + @x9¥x ... (5.20)

Una funcidén arbitraia de ¢ puede ser expandida en una serie de

potencias como¢ sigue:
Vig) = E,a,9" .o (5.21)

La accién invariante mds general que se puede construir con el

© supercampo escalar ¢, es de la forma

S=Jdtd0*d6(WlDewi?-V(¢)) v (5.22)

Como la integral en Grassmann sa comporta como si  fuera una
derivada, 3310 necesltamos encontrar el coeficiente de 6x6 en la
expansion de V{yp) y de |De¢l~. Tenemos gue

(Dge)*Dgw = 66x (L% L(pep-duu) + D2 4.,
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e

Vip) = 60%{Ena g™t (=D) + Cn(M-1)13,67721/2 (pyx-wey)S +. 0
= 08%{- LV'(8) - 1/2 (yab-v¥a )V (€)Ye. .. ... (5.23)

Introduciendo la expansidn (5.23) en la ecucidn (5.22) @
integrandoe oktenomos

Szlat (L/72(E2+ (Wxb-Faw)+D2+ (Yry=WRIVI (L)) «DV’ (£)) ... (5.24)

Los §érminos W, v (impares) corresponden a un Campo fermidnico
y los términos ¢ y D (pares) a campos bozdnicos. Hotese que D no
aparece en forma de derivadas en la ecuacion (5.24) y por Eo
tanto no es un campo dindmico, e$ un campo auxiliar. La accion
(5.24) tiene la forma deseada, es una accion invariante hajo las
transformaciones de supersimetria en las componentes de la
funcion escalar .

En e¢ste capitulo revisanos el dlgerra de Grasamann. Para
nosotros tratar cou osta algelra represcuta entendor @l
comportamiente algebraico de los camp: houGnicos y fovmidnicos,
10d cuales ¢ommdtal ¥y anticomouian, respectivanente, Cono 1o hacen
108 elementos del algebra de Grassmann., Y o2 de interés porgue
estos campos descrikben a las particulag elementales, <omo por
ejenplo los mescored T que von boso mes, o 4 108 electrounes que son
fermiones.

También presentamod a 1a pseudomecanica; una macinica con
variableg de Grasswann. Formulamos los paréuntesis de Pcigson para
las diferntes posgibilidades de¢ Tag variables de Grassmauh, v
consStruimos una ldgrangiana que repregenta a una partfcula Ton
giro intrinsece, ey decir con espin.

Otro hecko de relevancia fue la introduccion del supercgpacio,
que es uu espacio c¢ompuctto por coardenadas que Conmutan Y otras
que anticoymutan, de 1wportancia por dof razones; upd, el
superespacio eg la extensidu de 1as variedades de [Kiemann, que
inciuye nuevasg coordenadag gue Teprescntan

dox de libertad
interncs de log cawpes fuudatientales. Dog, noiciTo® trakajaremons
cdon una teoria bagada en este superespacio.

Finaluiente introdujimog lag transformaciones de supcrsimetria Y
construimes una lapraugiana iuviriante de guperzimeteia do un
campe esgcalar. Egta lagrangiana tieune la dualidad de #er la i s
general que podemos consiruir.
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1.~ Simetrias en Teoria Cudntica de Campo

Una &simetria ez una fnvarlanclia de alguna ley fizica, bajo un
grupo de transformaciones, Este grupoe  es  llamado el grupoe de
simetria,

Una teorla clagica de campos en general, ©s una teoria en la
cual un grupo dJde¢ simetrias actua sobre un conjunto  de  funciones
llamadag campos, detinldas sobkre una variedad ezpaclo-temporal dJde
cuatro dimensicnoez. La evolucidn temporal de estos campoes es
gobernada por ecuaciones diferenciales, invariantes bajo las
transformaciones del grupe de simetria. Estas ecuaciones se
pueden obtener de un principic Qe accidén estacionaria, esta
accidn es una funcional de los camposx, definida en términoz  de
una densidad lagranglana la cual esx invariante bajo el grupo de
simetria,

Las transformaciones de simetria son de dos tipos; simetrias
espaclo-temporales, en las cuales las transformaciones
corresponden a un cambio de las coordenadas espacio- temporales vy
gimetrias internas involucrando grados de likertad diferentes a
las coordenadas espacio temporales.

31 los parémetros de lasg +transformaciones de un grupo  de
simetria interna son independientes de las coordenadas
espaclio-temporales , so dice gue la teoria tiene una invariancia
de norma  glokal, en caso de gue los parémetros dependan d4de ias
coordenadas entonces la teoria tlene una invarlancta de norma
local.

Bl Erupo dae  Poincaré es el Erupo de simetrias

_espacio-temporales de la forma X'”=A"_xf+am, en donde A es un

elemento del grupe de Lorentz y a™ es un cuatrivector real,que
dejan la forma bilineal x™g,,y” invariante. Los operadores P, Y
M., €eneran las transformaciones de Poincaré en el espaclo de
estados fisicos, P, genera las translaciones, Mo genera
rotaciones y transformaciones de Lorentz. BEstos aperadores
det?rTlnan un algekra der Lie cuyas relaciones de conmutacion
gon !

PPl = O
My Pol = Bpp P - 8np Py cea (1)
‘an'Hlpl = gnl}‘{mp - gm[”np - ganml * gmp“nl

en donde g,, es la métrica de Minkowski.

Una importante consecuencia de la invariancia de Poincaré, es
que las particulas son clasificadas por su masa y espin , Yy que
los diferentes estados de momento Yy helicidad {p,x> de una
particula, son colocados en una representacgdn irreducible
diferente., La invariancia global de Poincare predice que la
energia, el momento y el momento éngular se congervan.,

Las simetrias Internas forman un grupo de Lie, cuyos
operadores T9 son escalares o pseudoescalares, las relaciones de
conmutacién que obedecen forman un algebra de Lie

|Te, Tk = fab_Tc Lo (1.2)

Las particulas de la misma masa y espin pero de diferentes
eigenvalores de T2, son calocadas en representaciones
irreducibles diferentes, con bases {p,r, 1>, on donde 1 doncota
los numeros cudnticos {nternos, Una simetria interna global

1: Booolubov, et ol. (14)



predice leyes de conservacidn para numeros cuantices.

Antes de entrar a supersimetria sefialemos una consecuencia del
teorema do Coleman-Mandula. £¢t0 teorema estaknlece que el grupo
do simetria total de una teoria de campo ¢ ¢l  producto 4directo
del grupo de Poincaré con el grupo de simetria interna. Ez decir,
dentro del contexto de las algebrasz de Lie, =1 queremos combinar
la simetria interna con la invarliancia de Poincaré, s6lo se puede
realizar de una forma trivial (el producto ‘directo). Hoatemos que
si el grupo de simetria es el producis dirccte de un grupo de

simetria interna con el grupo de Polncard, entonces 1oz casimires
del grupo de simetria son al mismo tlempo losg cazimires de los
dos subgrupos que intervienen en el producto, en particutar et

operador asociado al  espin, el vector de Pauli-Lukansky, ¢$ un
casimir del grupo de simeiria, por lo que cada representacion
di{ferente debe tener espin diferente. Entonces cualqgquier intento
para unificar simertirias espacio- temporalp" con \imﬂtria intern
en el sentido de colocar en la misma representacicn 1rveducible
espines diferentes, requiere de una estructura matemitica
diferente a las dlgobras de Lie.

Afortunadamente existe el fovmalx\mo de aleeb»ao graduadas de
Lie, las cuales son sistemas algebrdicos con dos clases o grados
de elementos, los elementos pares B® y los elementos impares Fg,
las relaciones de estiructura son de la siguiente forma

IB2,Bb| = fab_ BS
IBS, Fl = -tog Fg  ...(1.3)

{FO;.F'Q\ = Saup Be

Entonces los elementos pares determinan un dlgebra de Lie, los
elementos impares se transforman de acuerdo a el algebra de las
matrices t%p, y el anticonmutador de dos elementos impares es
una comkhinacion de elementos pares.

Debemos notar que las algebras graduadas de Lie ne son
sistemas misteriosox sino, sistemas muy concretos gque pueden ser
representados por matrices diagonales en blogque

B:(S%). F=(%,é) Y

en donde b es una matriz de dimensién nxn.'B' de mxm, £ de nxm y
£'de man,

El algebra de supersimetria es un algebra graduada de Lie, en
la cual una o mas cargas espinoriales aparecen como elementos
impares; Consideremos el c¢daso de una carga Qg con  cuatro
componentes, «=0,14,2,3., las relaciones de estructura estan dadas
por

IH™P, Ql = =1 (0"")gp Qg .. (1.5)
|Pps Gl = O c (1.6)
o @Y = ¥7gp P, . (1.T)

Las constantes de estructura t,.p v S,qp de 1las ecuacionex
(1.3) son  los elementos de las mairices de Dirac ™ vy

W
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oMz /4(¥™,¥"|. La ecuacidn (1.%5) establece que Gy se  transiorma
come un espinor kajo transformacionecs de Lorentz, la ecuacidn
(1.6) ifmplica que las cargas espinoriale ua se conservan  hajo
translaciones se comportan c¢omo el operador momeinto, La ecuacion
(!.7) es la relacion clave de la w~tPUr#nra de  xupersimetria vy
nos  dice gque doi transfarmaciones repetidas de supersimetria dan
una translacion en el espacio tlempo.

Consfderemos un ejemplc sencille de supersimetria; Primera
definamos variablesz de primera y de segunda especie, de la
sigulente forma. Se llaman variakles de primera especlc a
aquellas que conmutan, como por ejemplo, la posicion € y ¢!
momento p, laz variables de sepgunda especie zon aquellas que
anticonmutan, como por ejemple los ezpinores ¢y yt. Las
variables de prlmera y segunda especie tienen la particulavidad
que en el limite cldsico las primeras ze reducen a numeros gque
conmutan (numeros-c) y las segundaz a variables de Grassmann.

Supongamos un algebra de supersimetria dada por:

ja,ay =ja*,a*} = 0
1@, 13,1 =0 L. (1.8)
jo,ary = 21 3,

Para pasar a mecanica cuantica postulamoé el Hamiltoniano H
como:
Hezitzzdaaty  L..(L.o

con' esta deflnicidn H queda definido positiva, ademds en el caso
cuéntico,lQ,Hl:O, el Hamiltoniano conmuta con la carga espinorial
Q. Consideremos una representacidén de G dada por Q=(P-iV')y, en
donde qw=w+w*:o,{w,w+\ =1y V'=4d,v, es decir Q anticonmuta,
Q2=Q*2=0.

Con tal representacién el Hamiltoniano queda expresado de la
siguiente forma

H = t72fa,a* Y= 172 (p2+v22) fy, vV v 17210,V 11y, v

1

= 1/2 (RR+V'2) + V' 'y, ¥+ L. (1, 10)

En donde se utilizé que.{v,w*}:t y que s1 A es un operador
cualesquiera el conmutador de Py A nos da una derivada de A,
1P, Al=-13,,A.

Definamos anora el! operador de numero N como

H = i/2 H '}{Q,Q*} (Lt
6l cuadrade del operador de nimero es igual a la identidad

N2 = 4]Q,G*[]Q,Q*%|= QR*QR* + G*QQ*Q =1
4J6,Q*y [,y GETQET + araara Lo (1.12)

debido al hecho que N2=i, los elgenvalores de N son +1 y -1, a
los elgenestados con N={ se les llama estados bosdnicos y con
H=~1{ estados fermidnicos. Consideremos la sigulente
representacidn para ¥ y *:

(1.13)

wsm=gé)) v

m
Q
]
1t
P
O
Qo
~
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con esta representacidén se cumplen las siguientes relaciones

;W-W*B= L, Iy, Wt = o, :(1 o)

0 -1 L(1.1a)

Entonces el Hamiltoniano H=zi/2 (p2+V'2)+1/2 V''¢,, representa

a una particula con espin en una dimenszidn, no relativista y de

masa uno., Los estados del slstema go pueden c¢lasificar por sus

elpgenvalores de onergia y de vy, {E, 040, En  términos de los
operadores ¥ y ¢, el operador de numerco queda expresado como:

N o= 9,4 = 0,

¥, vy ’ s (1015)
Hotemos que los eigenvalores de o, son #{, que son
precisamente loz ceigenvalores de H, ademas‘que v, conmutia con el
Hamiltoniano, lo,,HI=0 y que 1la energla ESIPOSltha E20. En

nuestro ejemplo la funcidn de onda de las particulas se puede
degcomponer en la sigulente forma

<XIE, +> = Qc(x)(1‘ , <KIB,-> = gg(x) ][0
0 ..o (1.186)

Aplicando log generadores de supersimetria Q, Q* sobre los
estados del sistema tenemos

QIE, +>=0 , Q*IE,->=0 , QI|E,->»IE, +> , Q*|E, +>x|E,-> e (10T

y como |Q,H|=0, Q no cambia la energia de la particula,en una
teoria supersimétrica podemos tener Jjuntos en la misma
representacidén a bosénes y fermidnes. Los generadores Q y QF
pasan a un estado bosOnico en uno fermidnico y viceversa.

En general si consideramos un estadoe de hellicidad X, {p,A> ¥ le
aplicamos la carga Qe 21 resultado eg una sgpevposicién de
gstados de particulas de el mismoe momento y energia , y por tanto
de la misma masa, peroc con helicidades A#t/2, debido a que P, Y
Qg conmutan, |P,Ql=0.

QutP,A> = alP, A+1/2> + bIP,A-1/2> {1, 18)

Entonces las transformaciones de supersimetria conectan
ostados de particulas que difleren por 1/2 de unidad de espin.
De aqui se desprende que supersimetria relaclona bosones Y
formidnes.

En superslmetpia global tenemos leyes de conservacidn Y

relaciones entre amplitudes, andgogas a aquellas de 1la
lnvariancig de Polincare y de la simetria interna. Las leyes de
conservacion son puramente formales, debido a que los

eigenestados de Q. son superposiciones de bosongs Yy fermiones,
los cuales no ocurren en la naturaleza, pues estan prohibidos por
el teorema de Coleman-Mandula,

Veamos como ocurre esto dltimo en nuestro sencillo modelo
supersimetrico, dado por la ecuacidn (1.8). Antes detengamonos a
observar algunos hechos de este modelo. Debido a gue el operador
doe  numero N y el Hamiltonliano conmutan y N2=1, los estados [E, 1>
estan degenerados. Si el valor promedlo de la energia en el



estado de vacio 0> tiene un valor igual a cero
COIHIO> = t/2 <O|QQG* + Q*QI0> = © e (1)

Implica que Ql0>=Q*|0>=0. Entonces el estado de vaclio [0» es
Unico y por lo tanto es un estado supersimétrico no degenerado,
consideremos un r@glmén de dl\persion, en donde exlste un
potencial V'=W de corto alcance, es decir W(x)=0 si [X|{>IR| R es
el alcance del potencial., Entonces los generadores de
supersimetria toman la siguiente forma, en la regidn donde
IXI>IR}.
Q= py = 1ax(o x) . Q* = py* = 3ax(o o)
1 i

00 10 . {1.20)
Para x<-R, el estado 1B, > puede ser representado
por; IE'1);\:(0:-,;X+Rte—x'hx))(i en donde }’\*:(l), Y\_:(O)
Y Ry es la amplitud de que el haz sea 0 b
reflejado (figura 2).
haz incidente .
----- > Py Figura 2.-Regimen de
- digpersion para un
é----- -R R ----+ haz . potencial de
haz reflejado N dispersado corto alcance.
~

»

Para %>R (W=0) el estado |E,+> pusde ser representado por
1B, +>x T+e'”*x+, en donde T+ es la amplltud de transmisidn del
haz. Trabajando en el régimen asintdtico el generador Q* aplicado
al estado |E,+> nos da el siguiente resultado

QY |E, +> = '1‘ ax(o 0)(e!hx + R+e-,-nx)(
i

1): alE, ~>
{0

Q

= o(ethx + R_e""")(o) Lo (121

de la ecuacidn (1.21) obtenemos que «= k y R,=-R.; por lo que la
amplitud de reflexlon para bosdénes es 1gua1 al negativo de la
amplitud de reflexidén para fermidnes, De la misma manera,
aplicando Q@ al estado |E,->, para X>R, tenemos

QUE,~> = 1ax(0 1}(T_e=‘”) O\): BIE, +> = T,ethx 1)
1 oo 1 o] L. (1.22)

La ecuacién (1. 22) nos dice que PBszk y T_=T,, es decir la
amplitud de transmisidén para Losones es igual a lta amplitud de

‘transmisién  para  fermidnes. Este simple ejemplo muestra el tipo

de relaciones que se pueden encontrar en una teoria mds refinada.

2.- Supersimetria en Teoria Cudntica de Campo

Es importante que nos demos cuenta gque la supersimetrlia no
actua como una simetria convencional puesto que no se basa en un
dlgebra de Llie. En supersimetria tratamos con sistemas de campos



bosonicos w{x) Y fermidnlcos ${x) simultaneamente. Con estos
campos podemos formar una densidad lagrangiana Ly, 3,7, %, 3,%) Y
con esta una accion dada por:

I(v.W):[d“H L, 39w, 9v) o2t

También existe un parémetro espinorfal anticonmutante € en
. ;
terminos del cual lasx transformaciones supersimetricas de los

campos tienen la siguiente forma esquematica
39 = EPY , v = aale +. .. N EN-))

en donde F.F son matrices de Dirac elegidas para balancear los
indices de Lorentz, y +... indica posibles términos adicionales.
Las transformaciones de supersimetria siempre mezclan campos de
Bose y de Fermi, a diferencia de las simetrias tradicionales.
Antes de que consideremos una tecrla supersimétrica, repasemos
algo del material teécnice sobre matrices de Dirac y espinores de
Majorana.
Consideremos la métrica de Minkowsky Mnn==8Bmp (=1, 1,1,14).
Para empezar «definiremos H, comoe una matriz de 2xe con
determinante igual a uno, es decir M es un elemento del grupo

SL(2,C).
La representacién mas baja no trivial del grupe SEL(2,0) es
bidimensional. Los elemenlos del espacic donde actua esta

representacién son 1lamados esplnores. Hay dos representaciones

" bldimensionales no  equivalentes de S8L(2,C), dadas por 1las

matrices M y (Mx)~!, y por lo tanto hay dos tipos de espinores,
representados por Yy Y ¥ sus leyes de transformacion son:

Yo =HP wg , TE = (M) % WP L (2.3)

Ademds estableceremos la siguiente convencidn, los espinores
con indices punteados Inferiores se transforman por la matrlz
compleja c¢onjugada Hx» y los espinores con 1ndices no punteados
superiores con la matriz dual, definida por MP=(M~t)T

e = M*&é @é - (M“)p“ P c.(2.4)

Existe un isomorfismo entre el grupo de restringido de Lorentz
(L, detQ=1 y Q,%1t, QeL) y el grupo SL(2,C). A cada matriz
MeSL(2,C) le corresponde una transformacidn de Lorentz Q(M), tal
que QM H,)=0(M,)Q(M,), sin embargco cuando Q(M,)=0(4,) sucede que
M,=tM,, en otras palabras la correspondencia Q--%tM, define una
representacidn bivaluada del grupo de Lorentz, llamada la
representacidn espinerial, .

La conexidén entre ol grupo SL(2,C) y el grupo de Lorentz es
establecida a través de las matrices-,

oo =(—1 0\. ot ={0 1\. o2 =[0 -t\, o2 =(1 o)
0 -1 10 { o) 0 -t/ ...(2.5)

ostas matrices forman una base para las matrices complejas de dos
por dos,

A cada cuatrivector p, podemos asociarle una matriz Hermiteana
p, dada por:
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m9™ [ ~Po*Ps3 p,-ip,
P, +ipP; “Po-Pa Lo (2.6)

De cualguier matriz hermiteana ef, podemos siempre obtenol* otra
por la siguiente transformacion:

prz UpH* .20

ambas matrices p y p' tiene expanciones en la base de las
matrices-o

P', o™ = M Po™ M* L (2.08)
debido a que M es unimodular (detM=1) los coeflcientes P, y P',

estdn conectados atraves de una transformacion de Lorentz

det|P’,0™|= det|P,0"= p'oe—ﬁ’?: poz—sz e {2.9)
el determinante es entonces un invariante de Lorentz,

Notemos que los indices Ly By¥y denotan espinores y 1los
indices m,n,p,.., denotan vectores y tensores. De las ecuaciones
(2.2),(2.3) v (2.7 podemos  ver qgque o™ tiene la slguiente
estructura de indices: U™ . (2,10)

Q ) )

Debido a que M es unimodular los tensores antisimétricos e¢%P y

€qps en donde €,,=e'2=4, €,,=€?!'=-1, €,,=¢,,=0, son Invariantes
bajo 1las transformaciones de Lorentz

Cap = Mg¥ HBé €y5
¢@P = ¢¥d Mo uP  LL(2a1)

~Los espinores con indices superiores e inferlores estdn
relacionados a través del tensor e, de la siguiente manera:

VX = e9B yg , wg = oegp v L (2012)

Notemos gue hemos deflnido‘ €qp Y ¢“B  de tal manera que
gapeﬁx=au3. Un tratamiento analogo se tlene para el tensor ¢ con
indices punteados. El tensor e tambien puede ser usado para subir
los 1ndlces de las matrices-o

TrAX o P eGP gmg g, L. (2.13)

De la definicidén de las matrices-v encontramos que estas obedecen
las siguientes relaciones:

(omEn+angmyoP = ~aqmn 5 P
(GmgnaGrom®g = —ammn 9By L., (2.14)
tambidn se cumplen las siguientes relaciones de completes
Tr(vme”)= ~23M°
o™ Gméﬁ = 2P B ,.;(2.15)

Un blespinor vgé es construido por el producto directo de un

espinor xq con el spinor ¥
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} . ]
@
(W:: o {2.16)

Las 1relaclones (2.15) pueden ser utilizadasz para convertir un
vector en un biespinor o un biespinor en un vector

-
Vol = Oq&™ Vm o+ VP = =1/2 o™ v L L (2.1T)

Las ecuaclones (2.14) nos permiteon relacionar espiuvras de dos
componentegs con  espinores de cuatro componentez (hiespinores).
Esto se puede hacer a traves de la sigulente realizacidén de 1las
matrices-y de Dirac
X'":(O Um)

Tm O Lo (2.18)

en donde, de la ecuacidén (2.13), tenemos aque, o = o0y
Yli12:32-gt, 2,3,

De lag ecuaciones (2.14) v (g.iB) encontramos que las matrices
de Dirac obedecen la siguiente algebra

Jymoynl= —aamn = agme (20109
llamada el dlgebra de Clifford.

A los biespinores vy, que contienen cuatro componentes, les
1lamaremos espinores de Dirac y seran denotados por

Rex
‘PD = g__,.
s ... (2.20)

Cualquier conjunto de matrices que satisfacen las relacliones
de anticonmutacidn (2.19), estan relacionadas entre si atraves de

una transformacidn de seme janza y'm=SymgTt, Por ejemplo a la
representacidén de las matrices de Dirac dada por la ecuacidn
(2.18) se le llama la hase de Weyl, La base candnica esta
definida por:
160 :(-1 o) . 1k =( 0 0")
a 1 -gh 0 Lo {2.21)

la base candnica estd relacionada a la base de Weyl por la
siguiente transformacion de semejanza;

Tw = XPeX™0 x=1(1 —1)
Z 1 1 ... {2.22)

La base de Majorana esia definlda por ymys=-y™,, estd dada por

'XN°= 0 "U?). X,"‘= e] 103)| ¥y2=]1 O}, ¥,%=( 0 id‘)
-2 0 iv? © 0 - -l O o (2.023)

y esta relac{onada a la base de Weyl através de la siguiente
transformacion de semejanza

Mw = YlyY™' Y:_,L(i 1
v [Z \e -ie . (2.28)

En el dlgebra generada por las matrices-y de Dirac, existe wna
matriz llamada de conjugacion de carga, representada por C, la
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cual satisface la sigulente relacidn
cymctt = -ymT v (2.295)

en donde T indica transposici&L
El conjugado de Dirac de un espinor se define de la sigufente
forma:
WP o= gty L (2.26)

y el conjugado de Majorana como; 4M=y7C. L2027

Un espinor de Majorana e un espinor cuyo conjujiado de Dirac
es igual a =su conjugade de Majorana, ¥P=¢M. Esta condicidn, es
una condlcién de realidad andloga a la condicidn de realidad para
campos bosénicos, ¢p=¢x, Yy reduce a la mitad el numero de
componentes independientesx, de eszta manera en una representacidn
de las matrices de Dirac en donde Cy¢T=1, nos trae como
consecuencia el empleo de espinores de Hajorana con componentes
estrictamente reales, wW=yx.

Nosgotros impondremos que todas las vantidades espinoriales
incluyendo lasz cargas Qy de supersimetri la, sean espinorez de
Hajorana.

Dadog dos cualesquiera espinores de Majorana, ¢ y x, tenemos
que se cumple lo sigulente

Frx = ¢7C % ... (2.26)

para cualquier matriz de Dirac .

. Ademds tenemos que independientemente de 1a representacién en
que’ se trabkaje, las =seis matrices, C, Cyg Y Cx ¥™  son
antisimetricas, y las diez matrices Cy™ y Cu™ szon slmetricas. en
donde ys=¥y'y2y y omn=wi jym, 0|,

Las componentes de los espincres de Hajorana pueden ser
nimeros conmutantes o anticonmutantes;

Xa¥p & ¥Yprg = O e (2.29)

. Ademas los espinores de MajJorana tienen las siguientes
propiedades de simetria:

WX =Ry
~FITL = - () Ry
4'('"”'7( = - (‘_‘)—XU"'"‘V e (2. 30)
Sy ¥ = ERYgymY
«erx = Rygy

Ahora estudiaremos la teoria de campo libre pdra espinores de
Majorana; la accidn covariante esta dada por:

I= 1/2 [ A%x F(x) (1ym3,-m)v(X)  ...{(2.31)

Esta accidn es precisamente la accién de Dirac multiplicada
por el factor ¥, esto es debido a que un campo de Majorana tiene
la mitad de sus componentes independientes.. Notemos que la acclén
I, es nula si las componentes de y conmutan, por lo tanto las
componentes ¢, deben de ser nameros anticonmutantes, debemos
tomar el signo superior en las ecuaciones (2.29) y (2.30) en la
teoria clasica. .
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Para encontrar las ecuaclones de nmovimiento, tomenos  la
primera vartacion de la ecuacion (2,31):

dT=tf M) AT (LM, ~m) P (LY i,-m) vl = | AV RST ( Ly, -m) ... (2.32)

en el =zegundo pase e ha realfzado una integracién pol partes y
utilizado la propiedad de Majorana (2.30). Entonces ez necesario
variar solamente % y multiplicar por dos, para obtener la
ecuacion de movimiento, la cual ez precisamente la  ecuacidn de
Dirac

(Lyma,-m)y = O ...(2.33)

la expansidn en ondas planas para la solucion general es:

[d~£L_____m E(b(p, Mu(p M e P S+hx(p, \)V(p,A)etr %1 .. (2.34)

(2W)* (2w} ot
Después de cuantizar tenemas
{b(p,m.b*(p‘.xﬂzh SI(P-D ) dupr ... (2.35)

los b Yy Lk son  operadores de  aniquilacidn y creacion
respectivamente. Para cada momente p tenemos dos particulas
de helicidad A=t4%2, las particulas =zon identicas con las
antiparticulas, como en el caso de campos bosdnicos reales,

Ahora censideremos una teoria supersimétrica de vYang-Mills, la
cual e& una teorila supersimétrica elobalmonte pero local desde el
punto de vista del grupo de simetria interno. Los campos del

modelo  son  un  conjunto  de potenciales vectoriales, A,(x) Y un
T conjunto de campos fermionicos de HMajorana x®(x). Ambos  son
asignados a la representacion adjunta del grupo interno.

La accidn supersiméirica de este sistema es la accidn
minimamente acoplada en el sentido de invariancla de Yang-Mills.

I(An %) = J A¥x 1=1/4(F,,%)2 + 1/2583™ (D, x)¢|

F = IpAn® - 3php% ¢ REALCA bA

a
mn
DmX® = 3, X% + 8f ., ARPXC ... (2.36)

Pudimos habeq tratado con esta teoriq antes del desarrollo de
la supersimetria sin sogpechar que esta posee una invariancia
fermidnica adicional, la cual esta dada por las siguientez
trans formaclones: .

dALS = 1Ty,x9

xS = ogmMNF e ... (2.37)
§x9 = —TomoF, @
Esta transformacidn tliene el mismo caracter gque ya habiamos

discutido anteriformente, es decir campos poszoniceos se  rotan  en
campos fermionicos y campos fermionfcos se rotan en campos
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bosdnicos, ) L

Engeguida veromos la prueka de la invariancia de esta’” teoria.
Primero calculemos la variacion de la accion, la cual esta dada
por:

3T = |dYx |-1/24FMNaF, @ + 1/2338yM(D,A)0 +

... (2,38)

+ 17272y (D, d%)2 + 1/2%9GMEE,, c0A,0%¢ 1

abc
los dos Ultimos sumandos deniro de la integral se obtlenen del
hecho que
(D)2 = (DARIC 4 gE,p0AYKC o (2.39)

El tercer zumando en la integral se puede reescribhir como

}d"x 1/2%23™(D,,d%x)* = [d“x 1/252“}”(Dmx“) ... (2.40)

Para obtener el resultado (2.40) se utilizd una integracidn
por partesg
Y Jd“x Ne (D, Ma)= -Jd“x {D, N )He Loa(2.41)
y las propiedades de los espinores de Majorana (2.30).

Utilizando la ecuacidn (2.40) la variacidn de la accidén toma
la siguiente. forma: :

éI:Jd“x (-1/2gFmnef @ 4 13X2y™(D,x)° +
+ 1/2gReymyciabcga b) Lo {2.42)

Consgderemos el primer sumando en la variacidén de la accidn
(2.42) este toma la siguiente forma;
[d“x (~t/28Fmnap  aj)= —Jd“x (DMaAn=)F @ e (2.43)

integrando por partes, ecunacidn (2.39), obtenemos:

Jd“x (-1/28FmnafF,_ )= Jd“x SA,2 (D Fmnay ... (2.44)

Ahora tomemos el seggndo sumando en la integbal (2.42),
sustituyendo 1la variacion §%2, dada por la ecuacion (2.37), se
obtiene que es fgual a lo siguiente:

—ljd“x EgnPy™ (D X F, ¢ ...(2.45)
e integrando por partes encontramos el siguiente resultado:
1Id“x TonPyMxa (D, JF,p%. .. (2.46)

De la lgualdad omnye={/2(ymgnP-yngmer)+1/2emnPly .y, tenemos



que la ecuacidn (2.46) toma la sigulente forma: 16

1Jd“xfll/a(x”gpm - yPgnm)+

orseemrPly g IR®M(D,FL 0

re

L47)

Debido a las propiedades de simeteria del tenzor ¢, del tensor
F y de las constantes de estructura £96¢, o] zegundo  sumanda  &n
la integral (2.47) ze anula, reduciendoze la ecuacion (2.4%) a:

l/’l‘;’quK T( yraemoyFanmy ga (Dmpnpﬂ) -
= Jd“x Tympa (L, Frma oo (2. as)

y debido a que 9A,%=18y,x*, la ecuacion (2.48) se transforma en:

-la4s dA (D, Fmaey L (2.49)

Por 1o tanto el primer y segundo sumandos en la variacidn de
la acclon se anulan, ecuaciones (2.44) y (2.49), sokreviviendo
s0lo el tercer sumando. Entonces 4l gqueda como:

al = —g/zjd“x fFabte(Tymy) (Rhy,A¢) e (2.50)

En  =zeguida veremos gue el Integrando en (2.50) desaparece
debldo a lasz propiedadesz de las matrices de Dbirac y a las reglas
de anticonmutacidn para los espinores de HMajorana. Debkido a que
las 16 matrices de Dirac % forman un conjunto completo de
matrices 4x4, podemos escribir el producto de cualesquiera dos
matrices de Dirac cono:

radprsxé - HQB;COFCQJFDXB Lo (2.51)

en donde M®BiCP a3 una matriz nimerica £56x256, la cual se conoce
como la matriz de Fierz en =zu forma general. En particular
nosotros tenemos un arreglo de la forma

¥uBY¥myd = 8dgadyp + b¥Mga¥myp + COMqa0mnyp +
+ AP ¥ g (¥s¥u)yp + C¥pwd¥syE ... {2,52)

Reallzand¢ las trazas con las matrices dpeer ¥Ppysete.
encontramos gque 103 valoreg de los coeficientes son; a=t, b=-W
¢=0, d=-¥2, y e=-1. Entonces para cualesquler tres espinores  de
Hajorana, !',v?,¥? tenemos
¥ TRy, = - -

= HIWI (W) - 1/2ymyd (vRy vt ) -

=172053™Y 3 TRy ymyl) S v  (BRygvt) ... (2.53)

en donde b4 se refilere a la naturaleza conmutante Y
anticonmutdnte de los espineres de Majorana, Dekldo .a que



elegimos 1la anticonmutacidn, obtenemos para el integrando de la
ecuacion (2.%0) la sigulente expresion

FAbC(Eymya) (REY,KC) = ~FCbC|(Exe) (REx2) -
—1/2E3m3T) (R y k) - 172(T8gymaS) (R ¥g¥ph?) -
~(E¥5x°) (RPy¥gx®)t ... (2.54)

Debido a la antisimetria de fat< y a las propledados de los
espinores de Hajorana (2.30), todos los termines 59 anulan
excepto el termino de la forma ¥ (¥,

fabe(fymxa) (xby,x°) =
= {72 fabe(Eymgc) (Rby,n?) ... (2.55)

Reordenando 1los indices de simetria interna en (2.55)
obtenemos

= -1/2 foPS(Eym ) (RPymxT) <00 (2.56)

Entonces el integrando en (3.50) desaparece, pdsicamente por
la antisimetrizacién de los espinores de Majorana.

Finalmente hemos probado que, la teorla de campo es {nvariante
bajo transformaciones de supersimetria globales.

Los elementos de la prueba de invariancia fueron; La
estructura del algebra de Dirac, incluyendo el reordenamiento de
Flerz, la propiedad anticonmutante de 105 campos fermionicos y
las propiedades de simetria de la invariancta de norma de
Yang~-Mills.

Las stmetrias de una teorja de campo basSadda en un forwmalismo
tagrangiano son lguy importantes, pues nos proveen dé una forma
natural, atraves del teorema de Noether, de cantidades que o2
conservan., Es decir las leyes de guusnrvaLzor ge pueden obtenerp
imponiendo la invariancia de una accién cuaudo actuda sobre ella un
grupo de s1metrxa. ¢on pardmetros constantes

aln mas cuando se fipone a una accion una Simetria roprasentada
Por ur Rrupo cuyces p:rdmetros no son constantesd (dependen del
espaciotienpo), trae cono censecucucia la qpurtcién de vn campo de
fuerzz. esto es GVtraordluaPLo, no sdlo las simetrias wvod
£actliitan leyes de conservacion, gino tamboudr bas fnsruan e
actlan entre particulas elenentales.

La supersimetria es una simetria gue esencialwente cambia a log
bosones en fermiones y a los feruwlones en boso.nes. Algo que
ocurre a nivel de particulas elementales es que 1o3 fezmtouo‘ son,
casi siewpre, particulas que pueden formar materia (electrdn,
quark, mesones w, T, etc.) ¥ los bosonesd son particuliay mensajeras
de las interacciones (gravitén, fotén, gluén, etc.). Podriamos
decir que 1os fermiones son bloques fundamentales de materia y los
bosones mensajeros.

Pucs bien la dupersfwmetria establece que 81 ge camblan en tode
el universo los bloques fundamentales por joy mensajferos y los
meuaajeros por bloques {undamentates, el universoc uo va a sutrir
niugun camkio.

Algo extraordinario de 1ia supcrsimetria e que elcommutador Jde
dos trapsformaciones produce uly desplazamiento en el )
espacio-tiewpo. Eg decir , al aplicarie por ¢jomplo a un boson ol
doumutador de dos traugfoermaclcnes de "upmr"jmetrza el resultado
ed 4&¢ nuevo uu bosén, PETO ne situade en ¢i migmo punto del

_egpact e-ticnma,
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CAPITULO IV
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{.~-Formas Diferenciales en el Superespacio.

El superespacio es una generalizacidn del pspaclo'cunvenclondl
de cuatro dimensiones, que contiene coordenadaz «ue conmutan =™ Yy
coordenadas esplnoriales de Grassmann que antlﬂunmu\dn oM, 6&' be
tal forma que el superespacio es una extensidn  pgraduada el

espacio~-tiempo. Cualquier elemento del superezpacio to podemos
representar como:

zM o= e 0T Lt

Notemos que la letra maydscu{a H representa los indifo~
cuadrivectoriales m asi1 como los indices espinoriates vy . Los
indices M, m, Yy H son indices superiores vy u es un indice
inferior.

Los elementos del superespacio obedecen la sigulente ley de
multiplicacidn

zZMzM = (—)nmzizH (1. 2)

En donde n esta en funcidén de N y m esta en funcidn de M, ¥y
toman los valores cero o uno dependiendo si N y M son indices
vectoriales o espinoriales.

Ahora introduciremos las formas diferenciales aen el
superespaclo, generzlizande los resultados del capitulo uno.
Empecemos definiende lag cero-formas, como laz  funciones de la
variable del superespaclo zM:

F(zM) Lo (1.3) -

Las uno-formas en el superespacio se definen de la slguiente
forma: .
[ = azfw(z) = drx™w,(z) + aghwy(z) + dBpwh(z) e (1.4)

Una vez definidas las {-formas podemoa definir el producto
exterior en el superespaclio en analogla con el espaclo ordinario

dz¥AdzN = - (-)nmazfidzt
dzMaN = (-)nmzNgzH L (1.5)

Con esta definicldn podemos extender el concepto de p-£formas,
al superespacio de la siguiente manera:

Q = dz”‘/\-uhdz'h-/,,(v (3 Lo (1.6)

Notemos que las diferenciales del superespacio son escritas a la
izqulerda de la funcién Wag “(Z) y los indices son tales que hay
slempre un numero par de ellos'. Ademas utilizamos la notacion de
Einstein, es decir indices repetidos significan una suma.

Debemos poner atencidn en el hecho que la definicion (1.9) nos
lleva, a que las funcionas que aparecen como coeficientes de las
dlferenciales tengan simetria mezclada. Entonces en contraste al
caso usual, no existe valor de p arriba del cual todas las formas
se anulen.

Nosotros supondremos que las funciones coeflcioente con un
numero impar de indices espinoriales son fermidnicas en caractor,
y aguellas con un numarce par de indices wesplnorliales son



bosdnicas. Estas asignaciones reproducen las reglaz . famillares
rara la multiplicacion de formas. :

(e Mjre N = o\ T AR + ¢,T AQ

FAQ = (=) PQAl (0T

CAQAS) = (TAQIAG
Aqui hemos supuesto que [ es una p-forma y Q una o-forma.
Habiendo introducido laz formas diferenciales en el
superespacio, paodemos tambien introducir la derivada exterior. La
derivada exterior mapea O-formas en {-formas
dF = dzMg/azMF(z) = azMyyF(2) Lo (1.8)
Y p-formas en (p+i{)-formas,

an = dz“m-~Adz“hdzNa/az"wné--sz) Lo (1)

En general la derivada exterior cumple con las siguientes
propiedades:

dA(Q+5) = dg + d
d(RAEX) = QAAL + (-)9dQAL o (110)
dd = O :

Las demostraciones de éstas propiedades no son dificiles, como
ejemplo verifiquemos la Gltima propiedad;
dd = dzMadzlta a3, = dztadzNg,a,
- (=)0 (=)1n dzMAdzla gy
-dzNAdzZLd 3y = O QED.

N

En las ecuaciones (i.10) hemos supuesto que,f es una g-forma y
Q una p-forma.

Las ecuaciones escritas en términos de formas diferenciales vy
de derivadas exterioros son  covariantes bajo  cambios de
coordenadas. Para ver ésto, supongamos que Y y z representan dos
conjuntos de coordenadas del superespacio

YM = YM(z) SRR
Las funciones de Y tienen un mapeo natural en funclones de z
F(Y) = F(Y(2)) = 0xF(z) Lol (1o12)

Si establecemos que las coordenaqas Y v 2z marcan el mismo
punto en el superespacio, ta definicion de @«F(z) en (i.12)
garantiza que una cierta cantidad toma el mismo valor en el mismo
prunto, independientemente de las coordenadas gue se utilizen. De
una manera similar, &% induce mapecs entre p-formas en los dos
sistemas coordenados:

QUY) = dYMeaavte Vg u(Y)

"

dzMaY”VathA~mdz”0Y”732”ﬂwMé"M(Y(Z))

1

Azt A=Az Ry - ‘0 (Y(2))=840(2) Lo (1.13)
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El mapeo $» posce las siguientes propiedades:

Ju{Q+L) = &x0 + IxE
Ox (2AL) = (Qx) AMQ#D) e (L 14)
A(Ox2) = Dx(d0)

Estas propiedades hacen un formalismo basado sobre formas
diferenciales y derivada exterior automaticamente covariante bajo
cambio de coordenadas.

Las teorias de norma no son sélo covariantes bajo
transformaciones de coordenadas, también zon covariantes bajo un
grupo de estructura local. Este es un grupo de Lie, compacto para
teorias de norma de Yang-Mills y el grupo de Lorentz para tearias
de gravedad.

En general las formas diferenciales expanden una
representacién de este grupo:

Qe
Q!

Qb ¥,9(2z)
ax ... (1.15)

B

El indice a corre de { a L, siendo L la dimensidn de la
representacién X del grupo.

A los objetos que se transforman linealmente bajo una
representacién del grupo de estructura los llamaremos tensores.
Debemos notar que la derivada exterler no mapea tensores en
tensores:

dQ’ = QdX + dX. oo {1.16)

Por tanto debemos de Introducir una conexidén que compense la
parte inhomogenea QdX. Las conexiones son 1-formas valuadas en el
dlgebra de lie

- ¢ = azM ¢ r(z)iTr Lo (AT

1a cual posee la siguiente ley de transformacidn:

P’ = XTle¥ - XTVdX. L. (. 18)

En la ecuacion (1.17), las matrices T son los generadores
lermiteanos del grupe de estructura, v r es un indice que corre
sobre la dimension del algebra.

Las conexiones nos permiten definir derivadas covariantes D,
de la siguiente forma:

DR = d2 + QAp = dzMDuQ

1l

dzMns - pAZMA z"anMh~-H}z)
+ dZMM‘"ndZ“MdZNmN’WMé--MSZ)lT" cee (1.19)

Siendo @ una p-forma, la derivada covariante mapea p-formas en
(p+l)~-formas y tensores en tensores:

DQ'= dR' + Q'Ap!
QAAX + AQX + QXA(X™ 19X ~ X~ 1dX)
(d + QAp)X = (DQ)X. el (Lo20)

1o

A partir de la conexidn y do sus derivadas podemos congiruir
un tensor, ilamado el tensor de curvatura, y esta dado por la
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derivada covariante de la conexidn:
R =[Dyp = dp + $Ay a2y

El tensor de curvatura R, es una 2-forma valuada en el élgebra de
Lie

R

Ryy(2)

172 dzMAdzNRyy(2)
Ryy™ (2)1TF. .. .(1.22)

mnn

La ley de transformaciénvpara el tenzor de curvatura R esta
dada por: .

R* = ¥7IRX e (1,23)

El tenzor de curvatura y la derivada covariante de un tensor,
son en general, las Unicas cantidades tensoriales que podemos
construir tomando derivadas. Si tomamos derivadas mas altas no
obtenemos nuevos tensores sino identidades, debido al hecho que
dd=0, estas identidades son llamadas identidades de Bianchi,

Se llama identidad de Bianchl del primer tipo a la derivada
exterior de 1la derivada covariante:

dDQ = Qdy - dQy
= Q(R-p¢) - (DR-Q¢)y
= QR - [DQy .--(1.?4)

que debldo a la definicidn de derivada covariante podemos
escribir como:

DD
2 azMazip, b0

OR
172 azMdzNRy,"QLTr. ... (1.25)

Debemos notar que en las Uultimas ecuaciones no aparece
explicitamente el simbolo de producto exterior. Donde se ha
eliminado por conveniencia debido a gque la Unica manera que
conocemos de multiplicar formas diferenciales es a través del
producto exterior y por tanto su eliminacion no resulta ambigua.

Las {dentidades de Bianchi del segundo tipo se encuentran
tomando la derivada exterior de la curvatura:

dik = ¢dy - dye¢
= ¢(R-p9) - (R-99p)¢
= YR - Re¢ .. (1.26)

lo cual ‘podemos escribir de la siguiente forma
IDR = O L. {127
Debido a que la curvatura es un tensor de segundo orden en los

indices. del grupo.
- La- ldentldad (1.27) =se puede escrlblr en términos de las

funciones coeficlente Ryy como:

dzMdzNdztD Ryy = O ... (1.28)

Sumando la d1tima expresién sobro todos los indices Y usando
las :propiedades de antisimetria de la curvatura, Ryy=-(-=)""Ryy
obtenemos: )
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D Ryy + (30*mp Ry s ()™ De o= 00 L, (L. 29)

Que nos recuerda la conocida fdentidad ciclica de la curvatura
en gravitacion, la ecuacion (1.29) es la generalizacian de dicha
identidad al zuperezpacio.

Lan formaxe di ferenct 1)
uno, oci tan
para nosotr
baje trar
cooradena :
no cai \ v oper tantla, %
parlly d=2 las foymas di fernsciales, saLos
automat icamente invari \

Esta es de pran fmpsariancia para 1a £io pucs sf oecorikimosd
las leyes de la {¥zlca en termings do Al fevenciales, 1a
invariancia de las formas ;2fleja ¢! principio do relatividad,
Las leves de la f{sica son las mizmas en tadas partes.

Otro aspeco Impsrtante de 1az forimas diferenciales ed que estag
expanden una representasion de algun algebra de un srups de Lie,
eslo nos permite hacer contacto con las simetrias internas del
cistema, que pudd°ramos describir con las {ormas i {eroncialaes.

Lag {formas Jdiferenciales tambidn nos permiteon conoser ia
eswiructura gecméirica del supsrespacio, Lebldo a que las formas
expanden una representac!dn de un algehra de Lie, la derivada
exierier ya no mapea tongoreg en tensores, es decir aparece un
nuevoe 1érmine imhemogeneo (ec(i. 16)), para compensat csle nuevo
término o intreduce una conexion, que @ yna i-f£Srrma, Y una aaeva
derivada covarlante. Pues bien la dervivada covariante de la
conexion ez una 2-forma llamida la curvatura. :

Toda @sta herramienta gera utilizada en el siguiente capitulo
para congtruir una lagrangiana de Yang-Millz supersimétrica.

anoelocapituio
Sroanodnteres
rvartant

Lot

ot son
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CAPITULO Vv
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{.-Teorias de Horma.

En el capitulo anterior introdujimos las formas diferenciales
en el superesgpacio, Y utflizamos las diferenciales del
superespacio dzM, como una base natural para las formas. Sin
embargo podemos utilizar cualguier otra base,

AzME A (z) . {1 1)
FA(z) eos una funcidn invertilble del superespacio, llamada el

vielbein
EB(Z)EaN(2) = g,V

EA”(2)8N5(Z) = Q&B {1 2)
debemos de entender que la delta de Croneker esta dada por:
d,7 O 0
oy = 1o ay¥ o, o (1.3)
o Q My,

La base dz no nos es Util porque la derivada exterior dzMJd, no
mapea supercampos en supercampos., Esto es debido a gque el
operador diferencial 3/dz no  conmuta con los  generadores de
supersimetria. | , )

Una base mas conveniente esta determinhada por las derivadas
invariantes de supersimetria

D, = a/9x®
Do = @/36% + 1oqgmB%asaum ... (1.4)
TX = /3B + 16%repmePYasaxm

Estos operadores diferenciales conmutan con 1os generadores de
.
supersimetria

{Dy, @pl= jna.,"&fﬂ = {D%, Qp} = {B‘I,aﬁ} =0 ...(1.5)
y ademds mapean Supercampos en supercampos. 3
La derivada exterior puede ser escrita en terminos de los
operadores diferenciales (!.4) si introducimos una nueba bhase
eA(z) = dzMe,A(z) Lo (1.6)
de tal manera que
dzM3/azM = elpy = dzMe,RepNasszN ... (1. T)
en donde Dy = epNdsazh ... (1.8)

Los elementos de matriz de epM se obtienen directamente de las
ecuaciones (1.4):

Jqm 0 0
eat = | Loggmi St o |...(1.9)

1L 0%0rypme P 0 a%y



La inversa de e, esta dada por

3 ) o
oy = _la“hagu B o L (1.10)
~19To e Vil o gty

Las matrices (1.9) y (1.10) definen al espacioc supersimétrico
plano, Observemos que las derivadas exteriores de la nueva base
no se anulan

ded = dzMdzNa/azNe,A(z)

ded = -2jieYuygie™ oty
de¥ = deg = O
Para tratar con teoriaz de norma, debkemos de introducir una
conexion ¢. Como vimos en el capitulo anterior la conexion s una
{-forma valuada en un algebra de Lie
¢ = dzMp, = eAmA
Py = wA"iTF el {1.12)

para hacer contacto con las teorias de norma ordinarias, debemos
de demandar que,

" 1p=Bz0 = V" .. (1.13)

cuando el superespacioc se reduce al espacio convencional, el
campo ¢, se reduce al campo vectorial de Yang-Mills Ve,

La curvatura (2-forma) se define como en la ecuacion (i.21)
del capitule cuatro, en ambas bases es:

R = dp + 99 = 1/2 dzMdzNRy, = 1/2 e@efRy, L. (1.14)

En el superespacio plaho, la curvatura tiene la siguiente
forma:
R = e"‘eadswA + dedy, + eRpyeBop)

= deflyy + 7172 eReB[Dppn - (-)2EDaeg - Ppiy
+ (~)%byaeg] L. (1.15)
La funcidén coeficlente Rga puede ser descompuesta en sus

componentes covariantes de Lorentz; a partir de la ecuacidn
(1.15) obtenemos:

Rpa = 3pPq = qPp ~ 194191}
Rpg = 9p9 = Doy = 19, 04!
Rp& = 350 = Dby = 194, 0t
Rpg = Do + Deetp = Jop. e} cea (1.16)

Rpg = Dpeg + Derg - %wé,¢&x
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Rpl = Ppos * Livp - Y9pited + 210piteg

Debemos notar 4que las componentes de la curvatura zfe reducen
al tenzor de Yang-Mills cuando hocemno las conordonadaz ¢ ¥ T del
superespacio  izgual a  cero, lo cual se puede apreciar de la
primera ecuacion del conjunto (i.16)

Rpolg=fzo = Vea iT7 ... {1.17)

en donde v, 71T" es el ten de Yang-Mills.

Podemoes también descomponal lax identidades de Blanchi en zus
componentes covarlantes de Lorentz. Consideremocs en particular la
derivada covariante de la curvatura

IDR = O s (1.18)
DR = 1/2 efeBeC DRy + 1/2 ofdeBRg, - 1/2 delelRp,
las componentes son:
1) DeRpq #DuRq. #DGRey, = O
2) DoRpe *DpReg *PRep = O

3) (T')(E(Rbc HDLR & HD Ry = O

: 4) ‘Dcp‘PC( *'[’agctc _E’O(Rcﬂ =0

5) D.Rp& *DpRee -PeRep = O S (1.19)
6) P RAg *PpRue -DeRop +2106p"Ro, = O

7) meﬁa *Dﬁkux +muRyB = 0

8) DyRpa *DpRey +DoRyp +210q) R.p +210p{afaq = O
9) DyRpg +OpRey vDeRyp +210yp " Rag +0i0y " Rafy = 0
19) DyRps +DaRgy +DeRyp = O

Las derivadas que aparecen en -las ocuaciones (1.19) son
derivadas covariantes de norma.

Cada componente de la curvatura R reprezenta un multiplete de
supercampos, los cualgs a su vez contienen un numerc determinado
de campos. La mayvorra de estos campos son superfluos y se deben
de eliminar utilizando ecuaciones de constriccion. Las ecuaciones
de constriccidn deken de satisfacer ciertos reguisitos, como ser
covariantes d2 norma , coevariantes de Lorentz, supersimétricas Y
ademas no deben de resiringuir la dependencia ern x de los campos.

Nosotros elegiremos las siguientes constricciones(l):

Rgp = R&p = Rgp = 0 co(1.20)

Analicemos las  Sfdentidades de Pilanchl sujetas a  estas
constriceiones. Podemos observar que las rdentidades (7) y  (10)

en (1.19) se satisfacen Innmediataments, sin ombargo la identldad
(8) nos tleva a una nueva constriccion en R:

1: Sohnivs and West (1%),



Iup®Rap *+ Upp®Raq = O ... (1.21)

El espin-vector R,y pocee componentes de espin-3/2 y 1/2, para
encontrarlos multipliquemos R,o pOr vpp:

Upp®Racc = Rpep = 1/2 Repug + 172 Rypgyp S (te2z)
en donde, 1/2 R(peyp = 1/2 IRpyp+Rapp! L (1.23)
es la parte =simetrica de Rﬁqp Y,
i/72 R”gL“p = {/2 IRf;dﬁvLP,,ppl Lol {1o24)

es la parte antisimétrica de Ppug
La parte simetrica de Bﬁﬁ representa a la cumponente de
espin-3/2 Yy la parte antisimétrica a la componente de erln 1/2.
Por tanto de (1.23) tenemos que:
172 Ripeyp = 1/2 10BpOR o+ Op“Ryp! L. (1.25)
Y 'gntonces la constriccidn (1.21) nos dice que la componente de
espin-3/2 de R, desaparece. Lo cual nos permite ezcribir al
espin-vector Ry en terminos de un supercampo WP de la siguiente
forma: .
Raex = 10gqp¥W" Lo (4. 26)
de donde podemos despejar Wh para obtenar que;
Wh o= 1/4 GAROR_ RS O-1 )
La ldentidad (9) nos da un resultado similar
Rog = 1WPu pg
- W = 1/4 RogGe%% T L., (1.28)

Observemos que la identidad (6) nos permite expresar a R,, en
términos de los nuevos supercampos W y W

Rap = 1/8 T PUDER o HDR L B)

-1/8 (Db, Be, o WA - Dauahéabé“wh) s (1.29)

n

Aprovechando las propledadea de antisimetria de Rap: podﬁmos
encontrar una nueva constriccién sobre los supercampos Wh, WA,
Consideremos la siguiente suma
_ Rap + Rpq = O L. (1.30)
sustltuyéndo el resultado de la ecuacidn (1.29) encontramos que:
Rap + Rpq = —1/8 (Bjl, éa“baéwg‘qu héEbé“W”+

+6é&bé“oqthh-mqubbﬁa Bawry= 0 ... (1.31)
de donde obtenemos
5é(aaéaabu5*abéaaaqé)wé“

Dol TpnpTsPXe0yn3TaPOWR = 0 ... (1.32)
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utilizando las siguientes propiedades de las matrices o

(Tp0,+T 0 )“5 = -27,,0%5
(Gt OaTma® = “2Mpnde® .. (1.33)

la identidad (1.32) se reduce a:

Bp (<210, 6P ) T - De(-21,,8, 900"

I

o]
~2mg, BEIP-DM = 0 ... (1.34)
es decir, la constriccidn sabre los supercampos W@ y W5 es:
DLWE = Dwn .. (1.35)
Podemos aprovechar aun mids las identidades (i.19) para obtener

nuevas constricciones sobre losg supercampoes W y W. Por ejemplo la
identidad (5) nos lleva a:

Bptie - Baop = O

¢]

n

‘bénc& - E&Rcé .
o] o0 {(1.,36)

"t

) -1 (0, pébp+o.ppb) WP
contrayendo ésta dltima ecuacidén con §<9U obtenemos
-1 (7990 _5a B+ pED WP = 0
41 (6%Pp+e%ebvP = 0 ... (1.37)

ﬁaclendo &=, la ecuacidn (1.37) se reduce a:
DpwP = o . L. (1.38)
Ahora consideremos la identidad (4) de (1.19) tenemos gque:
DpRex - DeRep = 0
~1 (U qilDp+ O piDI WP = 0 ... (1.39)

que .como en el caso anterior, contrayendo la ecuacidn (1.39) con
- 4
TcVY0 ésta toma la siguiente forma

DgiF = 0 ... (1.40)

Lo que hemos encontrado hasta este momento es que las
identidades de Bianchl se pueden satisfacer por dos supercampos
Wy W& Yy que la 1n£orm301on dinamica contenida en la curvatura
se encuentra también en los mismos supercampos

A partir de las componentes de la curvatura podemos construir
una acclén. que es invariante de Lorentz, invaqiante de norma Yy
super*ime(rlua, Para hacer esto consideremox solo las componente<

Rax ¥ Raé recordemos que se impuso la constriccion que Ry,  Rgp
Y Rap sean nulas, ademas la ldentidad (6) de (1.19) nos permite
expresar a la componente R,, en términcs de las componentes R,g ¥



R_o&.
alk .
Elevemos los 1ndices de la componente R 4

Rad - qochDRbﬁ

inabePo, g W L (1. 41)
Utilizando los sigulentes rezultados
cﬁicxé = a'g
w2 e“ﬁumgpep& L. (1.42)
la ecuaciodn (1.41) toma la siguiente forma:
Ra% = inObe‘Iﬁobp,;e’;i\ej\éWé = mﬂmw)\ co.(1.43)

Realicemos la misma operacién con la componente Ra&;

Ro% = 19FR, 4P = in“bwhvbhécé“ ca(1.84)
utilizando las siguientes igualdades;
exveTr = 3y,
5,57 = eTha, gePE L (145

la ecuacidn {1.44) adquiere la siguiente forma

Re& = jqabyle, eTho,, 56PC = 1w GadY L (1.46)

Con las componentes R,n Y R,& Podemos construir una cantidad
escalar que nos sirva como una densidad, lagrangiana. Esto se
logra contrayendo R9Y con R,y Y Re% con R, & y sumando ambas
contracciones. ‘ ;

Proponemos como accion la sigulente expresion:

_Tr JRQZRG‘* lgg, 84 ... (1.4T)
16K

en donde el Indice A corre sobre los valores « y &, el simbolo
lee 0& qu%ere decir que se con§ideren sélo las componentes ¢§ de

uRu Y solo las componentes 8 de R qR®®, La traza se debe
tomdr sobre los indices del grupo de estructur . Recordemos de la
ecuac10n (1.12) que la conex :16n 9, s una {-fourma valuada en un
algebra de Lie, cuyos generadores los representamos por T7, los
cuales son Hermitieanos y obedecen la siguiente normalizacion, en
la representacién adjunta

TrraTh = Kdeb, con K mayor que cero. Lo (1.48)

Desarrollando la accidn (1.47) tenemos:

_ILJRG,{RGMGG‘H:L“X: Ir [(RG(IR°QIB§+RQ&R“dIee)d”x
16K 16K
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= Tr (\7"“;.;
4K

B*W"whl\)e)dqx Lo (loae)

notemos que en las contraccrones de las  componentes de la
curvatura R, ¥ Ra&

RaaRE% = —Whv, v, q00%"
RagR™% = —g iaon iy L. (1.50)

aparece el producto de las matrices o, ¥ 0% el cual es lgual aj
UOUG:~412. , .,

Resumiendo, hemos encontrado que la informacion dinamfca de la
curvatura R se encuentra en los supercampes W y W los cuales
obedecen las constricciones (1.3%), (1.38) y (1.40)

Da¥A - W = 0 L (1.35)
PpwP = 0 ... (1.38)
n‘)p\“v'i =0 ...(1.40)

La regtriccidn (1.35) es el analogo de id identidad de Jacobl
ael casao e)ec(romagndtico, (1.38) v (1.40) definen a W y W como
supercampos quirales.

En este capitulo observamos los siguientes hechos. Ho existe
una.base unica rpara las formas qiferenciales, pero hay una base
apropicda para la supcr51mcria (ec. (1.4)), pues los oporadares
diferenciales asociados a osla kbase coamutan con load generadores
de supersimetrida.

La derlvad extezrior del vielbein e? es una 2-forma 1lamada
Lorsion, y ehsarvamss (ed. (J.11)) que la torsidn del superespacio
no es cero,

En esgtla nueva Lase se puede introducinr también una conexisn, ¥
a pariir de ¢stia encontrar la curvatura. $i revisamas las
componentey de 1a curvatura encOntirarcemos que éstas son #n mucho
semejanles a log lensores antisiméirices que definen a los campos
de fuerza de Yang-HMills, sdlo que contienen componsnites en exceso
€5 decir ne necorarice

Las identida de Bianchi exigen guo se cumplan ciertas
constricciones sobre 1as componentes de 1a cuarvatur Estan
censtiricciones aunadas con oiras , que se lmponen ~ conveniencia
(ec. (1.20)), nos permiten eliminar algunos supere que na o son
necesarics, Y u partir de sdis dos componentes R g Mo
construir una tagrangiana gue es invariante de horma y globalmente
§upersiwé(rica e oun campo do Vang-MIllg, el cual depende del
algepra de Lie que cxpanden las formas dfferenciales.

El consiruir une lograngiana e Yang-Mills supersimetrica e
muy ifmportanfe, pues todas 1as Iinteracciongs puedoen dascrlb{r
atraves de teorias de norma. Si 1a supersimairia es una simetria
fundamental de la naturale:a, el poseer una lgagrangiana de ,
Yang-Mills supersimetivica nos permite gnlazar la supersimelria con

otras simetrias Internas tambien fundamentales.

Ay
7l
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{.-3upercampos Eszcalares y Vectoriales

Los supercampos escalares se definen por la siguiente condicidn:

Dgd = 0 ..t 1)
Esta constriccidén o puede res olver , «con facilidad , en

términos de Jasﬂcoordenadas yM=xmMe i oG Yy 6, porgque 1a derivada
con respecto a Dg do estas variables ze anula:

Dgtxm « 160m§) = © ,oDgo =0 (5.2
Entonces cualquier funcién de y™ y 6% szatizface la condicidn

(1.1). Elefiremos al campo escalar ¢ como una funcidn par, con la
siguiente forma:

o= Ay} +[Z oviy) + 00F(y)  ...(1.3)

Para cualquier funcidn P(y) de y™ podemos rvealizar una
expansion en serie de Taylor:

PLY) = 5@ 1780 9, (y) 1, Ay‘ e (g

en nuestro caso particular ym=5m+ieaaﬁqmeq:yom+aym. De tal manera
que el supercampo §(y) gquedada expandido comeo:

3 = AlK) + 100mB3,A(x) + 1/4 00060A(x) +J2 aw(x) -
-1/2 803, %(X)0™5 + GOF(x)  ...(!.5)

El supercampo 0* satisface la condicidn Dy3*=0. De la misma
manera , que como_el supercampo §, Q* es una funcidén natural de
y*m=xm-igem§ y 8. Y ,su expansién en  serie de potencias se
encuentra por conjugacion de §.

§* = A'(y*) + [BBF(y*) + BER*(Y*)
= AY(X) - LOUM0a,A*(X) + 1/4 §6BO0DA (x) +
f28F (%) + 1/Z BFeoma, Fix) + JEF(X) ... (1.6)

Un supercampo vectorial se define como agquel que satisface la

sigulente condicidn:

V= vy 1)

Bl supercampo  vectorial se puede expander en serie de
potencias en § y § :

V(%,8,8) = C(x) + 18x(x) - 18X(x) + 1/2 60IM(x)+il(x){ -
' ~1/2 BOIM(x)-1N(X) | - Bomhv, (%) + 16661
I (x)+41/2 Tm3, X ()| ~L10081A(X)+1/2 O0M3 A (x) 1 +
+1/2 90B0ID(x)+1/2 OC(x)|  ...{1.8)

s1 los campos componentes G, D, M, N Y Vo SOn reales, entonces
la expansidn (1.8) cumple con la condicién (1.7).
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La eleccidén de la combinacidn, particular, de los coeficientes
de las componcntes de 900, 000 y 66060 de V, estan determinadas
por el campo hermiteano {+4*:

0% = At AN o JE(0VET) ¢ GUF + BOFT + 100703, (A-A") +
12 000Tmay + 142 GE00ma, ¥ o+ 1/4 GO0BOD(AIA®) ... (1.9)

Esta combinac}én contiene al gradieante 13,(A-A%), como
coeflciente de 60™§, 1o cual motiva a definir la siguiente
generalizacion supersimetrica de una transformacian de norma:

Voe=d V o+ b+ 8% . ..(1.10)

bajo esta transformacidn ocurren los siguientes cambios, en las
funciones componentes del supercampo vectorial:

C -==C + A + A
X === x - i3y
M+ IN ~-- M + IN - 2iF
Vi === Vo= 19, (A=A%) ... (1. 11)
A —em
D --- D

La eleccién de las componentes en la expansidn (1.8) dejan a A
y D como invariantes de norma. Existe una norma especial, llamada
la norma de Wess y Zumino (Horma wz), en la cual C, ¥, M y N son
cero. Esta norma rompp la supersimetria perc permite las
transformaciones de norma ustales v--»?v +d,a.

Bajo esta norma V y sus potencias adguieren la sigulente
forma:

Vo= -60mfv,, (x) + 16680M(x) - 1566A(x) + 1/2 0060D(x

il

V2 = -1/2 §860v,vm Lol 12)
Vi =0

2.~Lagranglana de vang-Mills Supersimélrica Utilizando
Supercampos,

El supercampo vectorial V es la generalizacidén supersimétrica
del campo de Yang-Mills. Para construir el correspondiente campo
de fuerza supersimetrico, observemos que Ay Y, X& son las
cemponentes invariantes de norma de menor dimension en V. BEllos
son tambien los campos componentes de menor dimension .en

We = —1/4 DDDoV
Wg = -1/4 DBV ... (2.1)

BEstos campos son quirales e {nvariantes de norma, la
quiralidad se aobtiene inmediatamente de las ecuaciones (2.1)

DpWy = O

DgW = O ...(2.2)

64



debido al hecho que DJ=DJ*=0, sge obtlene la invariancla de norma
Wee =% =1/6 DD (V+303%) = We - 172 DD, Dy @ =g .. (2.3)

En 1a norma de Wess y Zumino las componentes de We v Wi en las
variables y=x+iQoa o y*=x-100{ son:

Wo = ~1Agly) + 13PDiy)-1/2 (0mG") P SmVnty) -
=V Y 10p + 800¢y™3,3%(y)
So.(2.8)

Wec

i

Dg(y*) + 1egpbiy*) /3 c;ﬁ,(&_’"g'w%g(
(OmVa (Y1 =3,V (v ) 1DR - €qpiBomPa g (yh)

Los supercampos We Y W& contienen s0l¢ los campos invariantes
de norma D, Ag, ¥ Vun=3,V,-9,Ve. ,

Ademas ellos son gquirales y satisfacen 1la ecuacion de
constriceion

Doy = Dgws ... (2.5)
Debido a que W, es quiral, las componentes 66 de W“Wa,

WO = ~2IN0MI N = 1/2 vOmy o+ D2 o+
+1/4 vmoylhe . ... {2.8)

se transforman en una derivada espacial ¥y por tanto se pueden
utilizar para construir la generalizacion de 1la lagrangiana
supersimetirica para un campo vectorial likre.

L= 1784 (Wglgg + VGWEIFE) ... (2.7)

El campo de fuerza supersimétrico W& puede ser generalizado a
el caso no akeliano de la siguiente forma:

We = ~1/4 DDe~VDge¥, ...(2.8)

en donde los supercampos vectoriales V ahora son matrices dadas
por:
v

e5 = T Ve o (2.9)

las matrices Te son los generadores hermiteanos del grupo de

_norma, que en la representacién adjunta se pueden normalizar como

sigue:
trTeTé = kdgab | k>0 Loe(2.10)

vy las constantes de estructura tabc
|Ta,Té| = jtabeTc e (2011
son completamente antisimétricas.
En una teorla de norma no abeliana la lagrangiana del campo de
Yang~Mills (2.7) se puede generalizar de la siguiente forma:
L = 178k tr(W%glag + We&lge) ... (2.12)

Esta es la lagrangiana deseada, que si la comparamos con la
ecuacion (1.49) del capitulo cinco, podemos darnos cuenta que es

‘Ldentica. Por lo tanto dos métedos diferentes nos permiten llegar

al mismo resultado.
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Las ecuaciones (1.49) del capitulo 5 y (2.te&) del capitulo &
nos muestran la misma lagrangiana invariante de norma e
invariante de supersimetria global, la demostracidén de la
invarfancia es semejante a lo expuesto en 1 capitule 3, estas
lagrangianasg fueron encontradas por dos caminos distintos, formas
diferenciales en el superespaclio y supercampoes. El hecho de que
ambos camihos c¢olncidadn se debe a 4que estan intlmamente
relacionados.

81 hacemos covariantes 1as derlvadas supersimétricas, con
respecto al grupo de Yang-Mills

Dp = Dy = ApT

en donde T son los generadores de Yanga-Mills, los campos do
fuerza son defihidos.por: : -

{wa 06} = ~TasDe - RpgT

en donde TABC son cero excepto para TKQM=21(UM)QE y se sigue que:

RgoT = DgA T - DAgT(=1)5¢ ~ {A T AcT)+
+TpcPALT

El términoc final de esta expresidén no tiene anélog0 Y
corresponde al hecho gque en el superespacic la torsién no es
nula,atn en el caso llano, BEsta Ultima ecuacioén representa 1las
componentes del tensor de curvatura. El1 supercampo Ap contiene
muchos campos componentes, en particular contiene campos de espin
mayor que uno., Una manera de atacar este problema es atraves de
constriqciones supersimétricas. Si pedimos la sigufente
condicion;
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Ded = O , (ecuacidn (1.1) del capitulo 6)

—_ la cua{ 68 covariante de Yang-Mills y de 1la 5uparslmetria. Esta
condicion implica que:

ﬂlDa.DpX S = Q = —R((pT Q@

Y Por tanto Ryp= =0 (ecuacidn (1.20) del capitulo 5).
De la misma manera la condicidn Dd=0, 1mplica que RiH=0
. (ecuacidn (1.20) del capitulo 5). Eztas condlciones esencialmente
son las condiciones de quiralidad de log supercampos oescalares,
Hay otro tipo de constriccidn que o5 hecosario imponer para
eliminar grados de libertad lnecezarlos.
Consideremos Rgp la cual esta dada por:

RofT= DeApT + DRAGT - JAT, ApT) +
+ 2i(os)xPy T

L debidg a que RQB es un objeto covariante =se sigue que -1/4
(0o )GBRGE tiene exactamente la misma propiedad de tran*fmrmacion
como A_. Congecuentemente puede ser usado como potenclal de
norma, haciendo la presencia de A_. redundante. Podemos solventar

© este prohlema haciendo Rgp=0, este tipo de cons tricctdén  sélo es

' -convencional, no como Rag_kuﬁ-o, que Qon‘domandadag por algun

principio, 1o que permite formular a la teoria sin necesidad de

campos inecesarios.

4 Todo esto muesira la relacidén que existe entre amhos
formalismos., La ventaja de utilizar formas diferenciales es que
dstas son ohjetos covariantes, lo cual les da una potencfa mayor

;. en el sentido de que podemos construir con relativa facilldad
objetos que también son anariantgs. ,

. Por otro lado en lag teorias de norma con invariancia de

supersimetria glokal es necesario incluilr constricciones para

eliminar campos de alto espin, estas constricciones deben de ser
invariantes de norma vy xuperslmetrigas
Superzimetria es una alternativa para unificar las {fuerzas
'funmancntalos, inclurendo 12 gravedad, cuando ésla se hace local.
A 1a teoria que resul{a por este procedimiento se le {lama
‘supergravedad. Existen otras alternativas para uniftcar las

Jfuerzas y cuantizar la gravedad, tal como SUpErcuerdis. Ambas
teorias requieren de la gupg..imclxia , POr esto y por la welleza
que encierra la transformacidn de bosones en io*miones Y e
£ermionc, en busonés, la simetria de particulas ateriales vy
particulas mcn:ajeras, as Importante el estudio de la
supersimetria.
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