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Intróducc1(.n 

Para pod8t'' ontondor céimc1 está C(lustituido el mund1.1 nt•i:t:i:: t 1 ,irnc1!:' 

una teoría que o;:pl iquo L:is int.e1·acc1c•n.,:; ontr·0 Ja~ p,ll't ícula>.: 
t1l0me11\al('S de ¡,,_ n1c1leria. O lo que es le• m1:;m(• : s,• l'P<'Jll!1•r·o 1111.:i 
teoría do Ja:; ftw1·z,1s b.:Í-='1..::as do l.:i na1 u1-.l11<:.'.:1. :;" h.in 
ldont1fic~1dn cuatro fu0rza~:; do esta cla:~i,_1; y )1,·1:;1a h~\t..:\• fJ!.il~C1 cadd 
una de L""i 11 as. pr·c:1: t ~...:abcJ. u11r1 t t:(1:~í'--1 rf i .-·; in ta. L.J fu.ii·:i:.1 do l il 
erav1t.:ic1(1n y l.:1 dr!l üloctr 1:im,1cnt1t1:·:I111.1 t1¡•\\tlt'l \lll ,¡l;._-:-,1nr0 

·· 111m1tado. La f\Jorza nuclear d21:..1l y fu1..1 1.:.:l n1_1·_-¡ .. ,11 rucirtr., 
escapan a la pt..•rc(•p1;1(1n d1r0ctJ p<1rq1.1c! ::u Jnfl\l('J1,-:1,i ~:t· c·::t1Pnch"? 
SÓ!O c1 di:.~tanc1as Cúrta~,; 1 110:1 ffiLlyüre:::·. ·qu•~ C;} l',1•{tu 1 h_.,l ll\Í(:tou 

atéimicci. LJ. íuc•rza fth:rte rnant.iene uni<l•_•:' ¡ ..... : p1•,,1,.," .. :c: i' !(>e·' 
nt>Utl'otH?S En el núcleo )', ,,n ü\t'(' ..::on\.:•::\<:., 111:.1 la.: ¡•,11·t Í·:u!.1:•: 
llamada.S quarks qUf1 :;e Cr'0ú .':.~C1ll lo:.:.-:. (:(1;·1:.:t1tuy-..~nt1_•;: .}\·, 111··.li(i\ll.'•:·.: j' 

neutrones. La fuerza débil ps respf•n.s<ll:.lc- dl; 1.1 ,¡,,sí1rt« 1:1'd<:L .. ',n ¡J. 
Una ambición di? la fÍ~<ica 0s llecat' a fo1·rnula1· '"''1 tc,,•1·ía 

central Única que Jncorpc.re todas las ftwrz;L: r;c>t10•·1.cl.t::. t_rna 
teorí.:i. que revele profunda~ conexiones entre los <l1st1n10s tipos 
de fuerzas )' a J;i vez que, ele cu·:r.ta de s11 dlv<•1'c:1d.1d ,q:..i1·.<1itP. 

Aunque no se hti }(1crado tal unlfJcticié1r1 ~~L) l1~u1 r·c1 ~111·,:,1.t,¡ ,\iL'.ttnu:.~ 
prog1-esos. POdOlíl(iS ya ln\errn-H<it· li! f\J(•l"/.d ,¡,'.¡,¡ l :r é•I 
electromacnetismo en el contexto <ll? un<l tGc•rÍa 1Ín1•:a. ¡¡,, é<c' t1'<1\..J. 

d& que ambas fuerzas pierdan su identidad car,1cl<?t'Í:'.t1c._1, c<Jno clf' 
que la teoría las implica matemáticam.:,nu;. 'f léi má,, 1mpc.rtante os 
que las cuatro fuerzas fund<:imen tal 8 s v J.Cmen ch;::; e r l t.1 :: p<>r \ ec•r 1 as 
que tienen la mi.orna f(•rma r,eneral. 

Estas scin las teorías de campo~ <le n·:,1-ma (> to•)t'Ías do tlC.r'm;:i. 
Estas hacen uso de nuGvas ideas fÍ.s1cas l" un fu0r-to a¡Ml'at..:• 

' matemático para dar una clescripciéin unif1c;-.cla do tuda:< las fo:·mas 
de interacciones de partículas elomentaloé'· td tnlé'mc• tiempo 
admiten una interpret.aciéin puramente geométrica como una tüc.:-ía 

, de medios continuos. 
La teoría de campos d(I norma está bas<:lda sc.bro princ:lpic.s de 

simetría. Ex1slen primordialmente dc.s princp1os cle simnlrÍa, las 
simetrías que resultan do la aplicaci6n do una tra11sfc.rmac16n 
uniforme en todo el espacio-tiempo {elobal<:s¡, y aquol l;:i.s 0n quo 
la transformac16n que las orieina cis ctisti.nU• para cada unci ele 
los puntcis del espacio-tiempo (locales). Si bien, una ¿:lmctría 
global par0ce un concepto más amplio, la:.< sirncti-ías l(>Gales 
imponen exieencias más f'strlctas GJ) las toorías y reve!.1n unione:; 
más profundas en la naturaleza. Un ejemplo aclara 0sta 
afirmac16n, un elobo esfcirico al que se Gira cierto áneulo 
alrededor de un eje quo pase por su r.ontro, preserva su fN·ma 
esf~rica porque todos los puntos de su suporficie sa han 
transfor~nado dü la misma manora (han rotado ol mismo ánculo). Sin 
embargo, moviendo lndepenctientomente cada uno de los puntos en la 
superficie del globo de manera quo pGrman0zcan sc.bre dicha 
superfici0, es decir, que sus distancias al centro porrnanozcan 
fijas para que la forma esférica se mantenga, estamos or1e1nanJo 
una s1m0tría local. En este caso la superficie del globo sn 
arrueará en al cunas reeJ ones y se os tirará on otras dando ortgon 
a fuorzas que tratarán do restituir la suporficie a su estado 
original. Estas fuerzas aparecen dG ma1wra similar cuandc. Ullil 
tooría física poseo simetría local: el paso de una stmotría 
global a una local ptrndo usarse para dosc1'1b1r el origen do las 
fuerzas. De esta manora podemos obtener ¡os campos cte fu0rza cll~ l 
eleclromagnotismo, da la 1ntoracc16n d~bil, do la intoraccion 
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fuerte y de la gravedad pidi»ndo la invari.:in-:i.a d1..~ l C1S 

grur,os U ( 1 J , ::;u ( 2 J , :::u ( ,, ) y dre 1 Gl'UP(• P1_1i.ncar.? 
rospoct1vcJtnGnte 1 dü la lacr.1n.1:iantl <le ur1J. t0orí.1. 

El hacho quo la::; i.nli::rLl1~~ci(1n•2~~ ftll·l'lc, ,16b11 y 
elt:ctrc1m<l 1~nr:t1¡.::.:J. SL'd.ú .Jt:-:..:1__:1·ita.~ J.11.11· tt!Ul'ld~~ dt· llf.•t·m.i 11cJ;:· da la 
posibJl1dad do qui'.? qu1~-;a las tro:-:. int.0ra·::G11:•túY.-i !ilH:·Ll11 :;i.:.~r 

ontond.tdas cc1m(, .. 1spc-i::tc1~-; d1:.~t 1ntc1::..; 1·li;. unll Ún1(:d tt_•,:11-id d1.! ¡¡(1ríli~1. 
La unifJcaciéin pa.r·i:·ial Chf las i11tor·;l<>'.:l(l11t:·:~ d{~lfll r 
elo1;tromae;:n0lit~a ha .:;ttlo lo,'.:rada (·n 1.J. t1:-••:.i·.l,·1 dt;i \•/vJ.tlbl.'.:!l'C y 
Salarn, hacit?ndo lcical al crup.:) d(;. :~1w1:.·tri,1~;u(:~.i:·:r.J(!1. 

SiguJendo ~1 flil;_;rn•:, e:::;pirtlu d·? 1.1 t1.-;<urÍ.a do \\'1:1 1nL'··~rr~ y ~:alarn, 
se pued.?n dc·satTol l.:1r· esquc-rn¿¡2 que" •;(·mbin-:·11 ia:: rurn·::a;: 11n·.·l•!.1r,::; 
con el eloctrc1rnacnciti:..~rr.c1 (Tc,:1rÍa.:..: do 0;1'.J.n llz11fi<·at..~i . .'1ri). Lo~ 
esquema.¿; ch: crtln un.1 fJ('t..lCJéit1, c:.:_~t¿Ín a.:..·ocicJ.dt"1S .:cjn i:~ru¡ .. :1.> de 
sJmetr·ía tal\~$ C(Jffj(1 ~::U(~l), S(l{tü) (l F:(,' E::~t(1S l'r'Ur•Ct .... r~•·nt11-·!·1\ 1 !"t a 
los grupos SU(3) de• intc'ra.::clo1w:; fUC·l .. l<.•:< y al r:r·u;J•:> ;3U(~:,p:U(I) 

de la tooría 010-:trd¿bll. 
Los e:;qu0mas ¡;¡·a11 nni f icados ignot'an a 1,1 ¡;t'dVPdad. El 

concepto de supf't·sirnetría const l tu ye un,1 hc»rrarniPnt a •:¡ut> P'•drÍ.a 
capacitarnos para un1ficar la. f:ra·10dail ,,::ein la..:: dc-rnt-1.~> i\h:I :· . .i:.-; d8 
la naturúleza. 
La idea 030ncial de: la sup0r:.'.1motría se ·~L1 nt i·,-1 \-}n 
ol concnpti:1 de 17l:·~r·ln. La •?>:1 ·! .::.ni:·).1 .:J._:J c·::.·1-·Ín C.'::: L~!l~ fu;:.J~::,t.'llt .. 11 
a la nalurale::a de las p~11'tÍcul.:1.> qu,; L1s div1d¡, ;;n ele•:: clases 
distintas, boso1Hes y fermi•:ines. Cuando una p<il't Ícul ,1 t ienc• espín 
cero o entoro, s0 le llama bosón, y cuandC> eol ec;p111 es 
semiente!'(" so le llama fermiÓn. L.1 dist.inciÓn entre bc1;;ones y 
fel'miones &S muy importante, se manif.ic·sta e:ip.:•cialml'nl0 °:uanueo 
considerarnos sus háhi t (•S de• il[.l'Upa;:; ié•11. Lo:' ferrn1 c.ne::; se ha.l l án 

po~ÜÍ<los por una fobia hcJ.cia ellos mi~:;rn(1.S r n(i permitcin a sn~; 
hermanc>s que s0 acerquen cle:mzi.'";.1~dc1. E:::l(1 quc·da i:: .. ;.:p1·,~·"·~a.Jr..:1 p<:iJ~ t±l 
princip10 de e;<clu::Jé•n de Paul1, el cua.l seost10ne •:¡uo do:; 
fermlonos no puoden o:n~:istlr en el m.i:;rnc• restado. El p1·1ncip.U• do 
exc1us1é.n es en realidad el equivillen\e micrusc-:q>i·~O al liocho 
macroscé1pico de •:¡ue dos objetc•s no puodon c.cupa1' el mismc• luear 
al mismo tiempo, En contraste con el cum1)(1rt:1111ionto 
aislacionista de los fermiones a los b0snsnes los encanta estar 
Junl0s, ua(_lü se t1p<.111B éJ. 4uti 1nuc.hos ci1:_1 ellos su üncueutron E·n el 
mismo estado, En Jos boc'C>lH?S no act1í,1 n1neun principie. de 
exclusión, y la o;onducla de lo~' bosone;; es cürnplelarnento distinta 
a la de los fermiones, 

Mediante una tra11sfo1·macié•n de ;o;np0r·:;i111elrÍa pc1dc.rnO'-' aseociarló 
a cada fermiÓn un bosón, y viceversa, de espín contiguo, es decir 
la operación tram·.fc.rma a una púrtícula de osp:i°n J a c't!'.1 
partícula cuyo espín pu0d,, tener uno di? dos valores: ,J+l/2 Ó 
J-1/2.. Si roalizamos sucesivarnonte düs operacione:; 
supersimótr1cas obtendremos una operúcié•n C(?C•mét.r1c..>. análoga a un 
cambio dCl posicié•n en E·l espac~io-tiernpc.. La graved<hi siencL' como 
es geometría curvada, recibe un;1 exp1'es1Ón natural en el lont;uaJe 
de superslmotría. Entonces al hacer local la 1nvúr1ancia do 
supers1mell'Ía, düs transfot'maciones sup<;rsimóu-z.ca~: dan una 
traslación en ol espaclo-tiempo locúl. Cc•mc• lú t8(•rÍa que os 

·• invariante baJo traslúcionos locales es lú toürÍa de crav1tac16n 
do Elnst 01 n, a la t 0(•1' í a lnv.:ir 1 an to haj o t. rans r .. :.rm;ic lOJH; :; do 
supors1motría local sü lo 11;,m,t su~·0rg1•.J.v1,dau 'i es lu. "1·aíz 
cuadrada " do la ;:1'avttac1éon, en el ~.0ntido de quü se necesJtan 
dos supertraslaCJ.(•llGS localc•~: para obtonor una tr.;i.:'.\acié•n local 
usual on el espúclü-tiompo, Entonces la :.:uper::<inl';_,tría es una 
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pcis1ble Vi<:i para lC•Gl'ar la unificación do todas las fuer'zas 
elementales. 

Ad0m5s 01 ~lgobra do ~upor~lmetria os la tinic¿1 ci1ccb1,a 
graduada d•.? Líe d0 s1nu:trjcJ.:-; de la rnatr1::-S cun.:>.istontv (:(1t1 lu 
toorío. cuántica de campo. Lzi p1·u0ba de, 0Lto plant 0anü0nl 1) se l.:<1::~~1 
on el tntircma de Ccdorn.:11-1-Hzindula, 0.:;-tci tl:eircrnlJ ri:::labl0c0 quo ol 
~!Cobra do L10 n1az concr·al do ~1m0trÍa3 (lü l~ n1at1~1~-8 C(i11tit~11e 
al oporJ.clor do nKi1nont(i i' 0n01'c:i.::-1 I'm• al L•p..:ra.J(il' \h .. I'(•tc.1·~1uitL<:\ de 
Lorentz l·!mn• y un número f1111t<:• die c•pl!l·ad.•:irc-:c· p;:cal;11''"s de 
Loron t z B 1 . El t 8C1r8ffh1 ach~m;:l:.~ a::·.t:·gut'a que 1 o:~ CJP 1.~·1·(1d(¡r~:-s B / dciben 
pertenocc·J' al ál¡;&bra de. un cn1po de Lie c.:.mpactc.. 

La supcr:;irnotría ei·11t¿i la8 r0:..~tr1cciülü?3 dol teor0ma d0 
Cci!ernan-HanduJ.1 ¡;en0rallz.:rndc• la t1C1cion del álr,é•bra de Lie 
definJendo sistemas áli;c'braicc.s qUE· incluyan tanto cc.runutadc.1'eos 
como ant1conrnut ado1·es. E;,;t as nuevas !ll e0hra:; sc•n 11 arnadas 
superá l gebl'as o á l gebl'JS gr·adUCJcla s de Li e. 

Por esta:; razc.nes es importante tratar con sup0rsimet1'Ía. La 
tes.is está encaminada a obten<'!' una lac,ranciana, de un camp•:i 
vectorial, r;lobalmont.? invariante baJc> transfot'maci<:•nPs de 
supcrs1metría e inv,1riante do norma localm•?nto bJ.JC• 
transfo1'mac1on1?s dH simetría interna, utilizando fC<t'mas 
diferenciales en el superespaacio. 

E:n el capítulo 1 so tr·atari la tec.ría gcnEral de fol'H\ª'-' 
diferenciales en un espacio ordinario, veremos que existe un 
isomorfismo entre el análisis vectorial clásico y la teoría de 
formas, cuando ést;i os aplicada al espacl.:• ,::q1.:lid,0 z111c• 
tridimensional, so utiliza el IeneuaJe de las fc.rmas 
diferenciales para reescribir las ecuaciones de Maxwell. En el 
capítulo 2 so estudian algunos aspectos del álgebra de Grassmann, 
la cual utiliza variables que anticonrnutan, se introducen lc.s 
conceptos de derivada e integral en Grassmann, se estudia a nivel 
clásico sissternas sencillos Bose-Fermi, y se construye una 
alagrangiana supersirnétrica utilizando supercampos. En el 
capítulo 3 se da una introducci6n a la supersimatría en looría 

... cuántica de campo, se definen las transformaciones 
, supersimétri.cas, se di un panorama de de la matemática que 
involucra Ja supers1metría, y se estudia una lagrangiana 
localmente invariante de norma p&ro globalmente sup.:;rsim~tric~. 
En el capítulo 4 se define el superespacio, r se introduce en ol 
las forma.s dife>renciales como una gen&ralizaciÓn del ca9Ítulo 1. 
En el capítulo 5 s.? aplican léls íoi·rnds cliíe"·eut:iales dctl 
superespac10 para construir una lagrangiana globa.lmonte 
supersim~trica e invariante de norma local. Finalmente en el 
capítulo 6 se construyo una Jagrangiana semejante a la del 
capítulo 5, utilizando en esle caso supercampos, ésto es para 
comparar ambos metodos. 
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CHJTULO I 



P<lra. tra1t11~ l~(in ltL~ f(•l"'tll.J.::.· dtf\"~1·i::r1c::1.Jlc·:; ni:.~:. t?~.:. cc1nv1.::"úlL·nti:.1 
tr.:it.ii' ceon 1.1:_; rna~' ~,r,nc1ll.L>, 1.1:, l-f•·1·rn.1·:. 

Se a E:n, un l? .:.ptlc l (1 ....:· ui: i 1 d'::a ncJ n-<l1 mtdl .:..: 1 <in ,11 ,:: on r:: ( 1r1r· l1•n .:1 d-t :: 
;.: 1 ,¡.;z, ... ,;.:,;. E11\1...u•..:·:...·:..~ cuL11qu1.1.~r- punt(i ~·: .-J-.::.1 1.:.:.~pac1i:1 Gll•.:lid0an.:1 
t.>~'tt.11~.i dü3·-~ritci p1,.-ir la n·»Ja.:L1 :-::::. (;·:1, :-:~ 1 •• , ;.:" 1. 

A i;.1da punt:,1 :-:tEnl(; ,J..~'(1•.~lJ.r":?ín(1..::·. un cz>:iJUnt(i Jo (1bjt-?tO~-: d:<t•::•.d1 
i = l 1 (.-'., ... , n quE· f1:irm.·J.r ~o 1 a bast.:.. pt.1.rtl la:~ 1 - í or rna3, d·? a1..~Uüt'd·:· a 
la 3icuiente Jefin1c1¿n, 

cua1qt11~1~ 1-fc11~m¡1 tJ 0~ t111a cc,ntl)1na.~l¿11 li~0al de lci~ :1Lj~lc1s 
dxr ,es dúGlr una 1-f(1f'I1J:1 12;:; unz1 cc:1mb11j.:i.c1c'in 11n0al d~ 1.1 J>¿i30 el>.~ 
1-IormJ.s df: r. 

(l. 1) 

El conjunto de !-formas en un punteo feorman un espacio 
vectorial, denotadc• por (¡\ 1E"). Esto J(• podern·:i~' prc•bars1 
consideranK•S de•-' !-formas w1 y w2 si las sumamo:.s veremoc' qu2 la 
swna es de nuevo una 1-feorma: 
Sea t-J 1 :::J:; ,1,dx 1 .:(¡\ 1 E'~) y ui 2 =B b 1 dr. 1 E(f\1E''J er1tonc0s: 

,,,(1.2) 

La suma de 10 1 y w, es de nuevo una combinación lineal de la base 
de 1-formas clx' y por tanto también es una !-forma. Ahora tc•memos 
el producto ele un escalar por una !-forma; sea AER y w:::i:;a,ctxt, 
una 1-forma enteonces: 

,,,(1.3) 

El producto de un escalar por una 1-fürma es de nuevo una 
1-forma. Las propiedades de las 1-fot'mas,(l.2) y (l.3) nos 
muestran que las !-formas en un punto del espacio euclicleano E" 
forman un espacio vectorial. 

Definamos ahora el producto exter1<>r , como aquel la operacJÓn 
entre formas diferenciales que satisface las siguientes reglas, 

( 1. 4) 

.. (1.5) 

El producto ei-:terior /\,es anticonmutativo y distributivo, 
notemos que el producto exterior no cumple con la propiedad ele 
cerradura, es decir el producto exterior de dos !-formas neo es 
una 1-forma. La p1"op10Ja<l (1.4) no::; dice que si i=j entonces dx'i\ 
dxJ=o. 

C(ln el producto exterior podemos construir 2-formas, como el 
producto exterior de d(ls !-forma::;, Debidc> a que dx'f\<ixJ=-dxJA<lx' 
el nfimero de 2-formas independientes en un punto del espacio 
euclideano es n(n-1)/2. 

Demostremos la anterior afirmación¡ sean o:=I::,a,cix' y P=J:;;b,;dx.i, 
dos !-formas entonces: 

,,,(1.6) 

debido a que el producto exterior satisface que dx'i\dX'=O y cix'A 
dxJ=-<lxJ/\cl:-\ 1

, pal'a i J (1.6) queda como: 



... ( 1. 7) 

Ent<.1n(;e.::.; cua1qu1 er ;;-f1·1rrn:1 o~ .. 11n•·al deo! 
Pl'OdUCt•:• ;:;:·:teriur il.71 ¡· d•oh1..lo :¡ f1tJ'li!l.' -:t::' /'\ <t.;;.J 
formJ.n u11t.1. l·..i.::;~}, la d.irn;.:;n._'.l(1n dt:-1 
(62E"J es n(n-1)/2. 

Pod(•m(:is er:t.0nd1.:i1~ t?l pr·:1duct•> t·:-:tc:c1Clf"' '"1 la rnult1pl1f~.h"'.1/1n de 
un numero J.l'bltl'J.r-1•:1 di? l-forma:.~, 1~1,1r·a fcirr1ur un .. 1 l1~1.:L; de• 
p-fúrrna:~, d;.::''/\'.:.t;·;''A· .. f\d:{(f, qui.:> 1;1?nc·1·at·~1n urj {~~:¡¡~10:·1(1 V(1 •.:tt..'1r1al 
(i1PE11

) en un punt·:i :-: dt~ En, 1.:u:~~.J d1men.:::J.r::n . .::,-::,~ n! /!"! (n-pJ ! . 
Ihit0m1).S que ;:;:1· p;>n L•n d·:·ndi.? n 0.·.: lJ. .Jin-1,~ri:.:.1/,n d1_·l ·.~:::r•.1.~1<1 ba.20 

E'1 , el! rnenc,.s uno dr:- la::.: d:-: r s0 t·f•Pl t 1~ y t 0ndr(·Jn(<: un p1·,·,,_¡lt·-· t •) do 
la f(1rma d:.;tf\ d;·:t t:il . .;ual t:-~ Cúl'(J d(~l>1d·:· tt qur0 t•l pt'··1.:1u,_~t(1 e:..:; 
ant11::(1nmutat1vi:_1, de aquJ~ •:¡U.1:! t 1:.,:L1 f1-f,:1rrna e·:: nuJ.:: 1·.11·a p>n. 

Una p-f(irma arb1tra: ... ÍtJ. w ( (1\r·E") 1:?3t,1 dcfin1d,:i p(11': 

t d:·: t 1 A··Ad:~: 'P 
p 

... ( 1.6) 

Pü<lemcis ilustrar 1(1 antt:-1~1;:1r t(imando .;c1m(• .¿:. .1P·mpl1_·, t·l ca:~o 

tr-1dim0n:;,1(JfJ..ll, 2n est ..:- 1..-:J.:.: .. :. h..:ty •.¡111.? n(1ta1· •1\1(' n ('.Zida pnntci dc-?1 
t·SPd·.::10 euc l 1<lean•:i t r l.d.1r1\0JL:'1 .:1n.J.l <E=- ,1 1 a b~1.:.~1.:• d·~ 1 - f<·rm~13 ¿¡.::..:: 
dK 1 ,d;.:C? dz3·y pl_¡f' tal1t(1 lti J:.~-131;? dü ::-·f(irm~1.S C·:-'. 1i:...; 1 1 .. d;.:;: ,d:·:;..; .. d;..:.; 
yd:·: 1Adx:f y 3c°1l(i e:·:l::..'-t2 ur..c:l. J_;a.;:(• pdl'J. lc1$ S-f(il'ma.~, d;.: 1,,,..:l¡.;.<:l\d;{ 3 • 

E:nt(•nces cua1qu1r l -Iorin,1, 2-·foPm.:i eo 3-f<:>r1:1.:J. .:irl.ii trari'..:1s 
ostará dada por: 

LV 

p = r; a dx' f ( /\ t E3) 

' 

Podemos incluir a las formas diferensiale~ a la toría de 
camp(Js. Definimos un campo de 1-fol'mas ''ºm(•, Luo.:r:,a, (Y.)dx' dc•ncle 
a, (X) es un ccinjunto de runcion0<: dif•?r•?n•;i.:ible:'; ele x. [10 ec"ta 
manel'a, una 1-fol'ma en cualquiel' punto :{=:r; 0 est.·, dada por 

1 

w=Eatctxt, que es la.definicJ(in de 1-fürma~ antj)r1·:·!"tn~n~c: ·;i.:::ta. 
La etou01·u11zac1on a un campo arbl tra.rJ(, de p-·fc1t'ííEl3 0.s 

1nm8diata, s1 Lu(X) 0.:; un campo cualqUU·l'<l do p-Iormas ont.onces 
queclal'á de f 1n1 do c,)mo: 

· ,,a"· · · , P( X) dx "~·.·/\el:·: rp ( !. 10) 

en dondo los co0fic1entes de la expans16n de w{x) en la bale dY.'~· 
·Nlr:''• las a, ·,(X) son funcico11e:.' difer·Qn•:ia.!:d•.?3 d·.? :-:. 

Ahol'a clef1n1r-emo;:; una c•pepaCJé•n :>ob1'e las fc•rrnas 
diferenc1ables que Juega un papel muy imp(rtante.El operador 
estrella ele Hod¡;e o dual s;, define de t.1 sigu1ento mauora: El 
dual de la p-forma base dx' dx' es la (n-pJ-f.:orma 
<:,·· ,, ··,clX' dx' endondo 

l Sl ( l, . . • iplp.w . i,J ();> una permutacic.n pal' de 
1, 2,. . ., n. 

E: .. 
! i' ,= {¡ si ( 1,. . . 1,1,...,. . 1.) es una p,•rrnutac1Ón 1mp.1r do 

' 1, 2, . . . ,n. 
o en cualquier otro .;asci 
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., 

ncil t-'!rnr:1.::; que lo:..;. ir¡...t,.,. 1 ir.. complülan t!l C(•njuntü d\"? numer-os 
8ntL1c1.:<~ 111 , .. , ipd-9 1 ..i n. 

Ob:;ervem•:•s qu•? el •)Pl!J'auor est!'ella mapüa una p-forrna ,,, en una 
(n-p¡-fo!'ma <W, 93 d0c1r el operador est!'ella os una 
transforma 0;1c'•n 11110al, ,,; (1'"'E 0 )---(ll'n-plEnJ, qu0 Vil d••l ospa<-:i.o 
vtict,.;..rial de• p-f,:11~ma:::: a 01 QSpai.:··io ve.-;tcil"ial dü (n-p) ·· fi:1rma~:: 1 . 

Podornos llu.:;lrar la acc1/1n .:l~'?l opGrad(ir d·.: H( .. :Jt:0 pdr.t 1..•l casci 
del t-~ •. :q.1ac1i..> c•u 1.::lldL:i¿in(> tr1dun0n:.:-:-1c.nLll E:e. Antt:-rit.:d'fllL·u~·-~ v1m..:i.:. la 
ba.:;~_, dú l-f1.·1·nu~: 1_·n un puntr~, ::(E", 0:.:.: d;-: 1 , ... L·:·: ·¡ .J¡.;:, dtdi·;d11d•_1 1..:l 

operadür ostrolla d0 Ilc1dc0 a ci:ida una de esta:~: fol'rili.l.-.: tL'n0n1i:1.s: 

... (i.11) 

La base para las 2-f;)t·mas 011 EZI es, dx 1/\dx::., d:-:lfH.li~~ y dx<:l\d:{'­
aplicando el c,perador de ll•:od¡;e a esta base \enern·:o:.;: 

SinHlarrn:anti? aplicando Gl opGrador e:.:.~tr1.?lla 1l la 3-·f(il'rna d¡.:IA 
dx 2 /\ d:{';l J a una c0ro-forrnz1, que e:.:.~ una fllri'-..: iéin 1..•::~calar de 
variables reales, to1H?mos: 

... ( 1. 13) 

·'rerrn.i.nart~mos Dsta ~:01;cjÓn con nn comptindi<) di? la:-:-: pr(•f·i0dadc·s 
rn~s importantes de las p-formas, 
1} Una p-forma ell general puede ser escrita cc,mc. 

2)Sl w=Ea,, 
entoncos: 

w = i,~ip ª (. · l dK r'A· · · J\dY. rp 
p 

... ( 1. 1 q) 

es decir la suma de dos p-formJ.s es otra vez una p-fC•l'ma. 
3}Si w es una p-forma y 1J es una q-forma entonces: 

Wf\'~ = E,, 5 E,¡' 5 at, .. •l"J,' · J,_<l;.:••11 .. ·Ad:-:<el\d:.;J•l\ .. ·/v.1;-:;~ 

4)Sl w e!. una p-forma y 'r1 u~~ q-forma t:·nt.:.ric&s: 

W/\ 1] :: ( - } pq ·~/\W ,,,(1.17) 

.. .(1.16) 

5)81 <;?,=r:J=• 3 f,JdxJ, con 1::;1:.:;3, es una 1-feorma en el ü~<pacio 
euclideano tridimensional entonces: 

. ,, 11. 1 a J 

6}Para el caso de dimensión tres se cumple.que •(•WJ=w para w una 
coro-forma, una 1-h•rma, una 2-forma o una 3-fül'rn.1 on E'. 
cornprobGmos la anterior afirmación para cada cas(•. Con~<ldorerno1; 
una O-form.1 f y apl1qu6mosle dos voces o! operador do Hodgo 

J.· f'o,~o, \1'10. clc~i>"lic.io'>\ ,,,;, '11e.1lt'o.I v(.<>.~e., F/n,.,du~ ti) ":i Sc.~uÍ~ (i), 
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lHJlOinü3! 

.... (l. 19) 

... ( 1. 20) 

pa!'a w una 2-fc•rm.:i Ja d.:·bl•2 apl1c·ac.tc',n d·:•J operad.:•r o::;trel la nos 
dtt en este casci 

•(•WJ= «{;i:: 1 Ja,JdX't\d;.;Jj . 
= ª1~dX 1 AdX¿i·d¿3dx~A1ix~+a),Jx3A.:lx 1 

w . .. . ( 1. 21) 

En t(idos estos ejtimplü;; C•hso!'varno:< qu¡: p¿¡ra el 
dimensión del E'spac10 ba:<e, el dual del dual 
• ( iW) =:W. 

7JS1 C( y µ :;on p-f•:irm.:is ontonce:;: 

... ( 1. 22) 

Demostración: Sean C(=r:H, · · ¡¡p'·H, H;;l;.:fl," .. ·l\d:-:HI' y 
f:1=E"·

1
• • • Kf1'

1
• • K,,dr:K'/\· . . f\d;{"t', dos p~íüf'm:.1::~ l?ntonces: 

.. µ =: E¡;, KfK, . K~ 1\1. Kf' K¡,¡. 1 
. g~l¡.:l{y~ . .. f.d}:;•I'\ 

y *l( :: E11
1 . H;1H, H~ HI Hf' l-lf •I 

¡..¡~xl-lrX··• /1d:-\HM 

caso n=3, la 
es Ja idPntldad 

. ( 1. 23) 

.. (1.2•1) 

de la def1n1c16n de a yµ y de las ecuaciones (1 .23) 
tenemos que: 

y (1.24) 

<X/\•ll :: E¡;,· . KfK, . /;lH ,· . Hf i:,· ¡.::· 1;1' . ~:,r:f'-1 K ~ 

d1.:1-1A· .. N"f:ll: 1-lpf\d"" l\f'''¡.···Ad;,: l~ ~, 

y 
Fl H( :: EK, . Kffi

1
' 1-1}'~;, · . KlH, . H~ H,' . µ/t,,.,.,· H. 

dXKIA· .. i\d;,:KPl\d:-:Hf•~ ... l\dXH" 

y debido a que los Índices K, y H, son indices mudos quo toman 
los mismos valores, las expro:;1ones anler101'es S(in igu..iles y por 
tanto se ve1'ifica qul? O:/\•fl=flt\•CC 

2.-Derivada Exterior. 

La deriviidil oxtel'ic•r denc•lada por dtu de cnal.:¡uier p-formil w, 
est~ cter1n1da cümo una (p+l)-forma de acuerdo a la siguiente 
regla: 

dw:: EJ, ,,. ... 1 •pªJª•,. ... 1 rf1Y.J/\clX 1•¡\ .. •f\dx·'P . (2.1) 

es decir la derivada exterior conecta p-formas cün (p+l)-fürmas. 
Pongamos atenc16n en que el sÍniliolo aJ significa derivac1on 
parci..il con respecto de xJ. 
Denotemüs por FP(U) al conJunlo de todas las p-formas sübre U, en 



dr:inde U es un suJ:,.;c•nJuntc. de 
conJunto de tüdas las func1cd1<'<; 
operador d mapea p-formas de F~(U) 

En, ün part1cuL1r f<":O(lf) ns el 
.3Uav0.::: .:::(1bre U. Ent.:in•:t.?:..-; el 
il (pd) -f(•f'lliil.O: d~· FP '1 (U). 

d : FI .. --·> Fr>• 1 

Notemos de la dcifiu1ci.:.in df> (h:·r1vada .. :.:-:ter·1.:it' r:r.·. í2. 1), qtlt) ~i 
w es una n-f(Jrma ent(,n~::i?::·. ;:.~U d0r1vada '"·,;.:t.2ri(1?' 'f:.'.1:< an.ul.J. .:ltu:r:~. 

lJn h...;<..:ho muy int0r1-~<~antü d01 op8rdd(•l' d, 2:..~ qtlt.- ir1·--·.•r-r 11:t1·a al 
gracl18nte, al r(1tdCl(1r.al y a la d.i'/ür'r~t:11.:·i.:1 d·~·11tt'•~' o:lt? ;::u 
formal1smc1, cuand1:i es ap11.:zid 1•• t1 la2. f(1f'rn,1.:" ,Jif'-:1·r·n,:tdl1:··~~ c·n t:)l 
espacio euclideano trldin0n210na1. 

En efectc• s1 w es u11a O-forma on E~, .3;::. dú1_·11' e<; untl ftuH:-1c~n 
escalar f entonces: 

df:: E,(J,f dK' 

lo qul'l se asemeJa al gradiente de una fun.~ión e:>calar. Si ah.:•ra w 
es una !-forma en E',lu=(•=E.-i,d;.:'' entonce:>: 

dC:.= EJ,aJa, ctxJ/\dx•:: .E.((JJa,-a,aJ)di-:Jl\cl}:' ... (2.4) ,<, 
l<• <.:Ual se asemeJa al rot.J.cional 0n \¡·,:;; dimens1.:.n·~.;. 

casos existe una conexión natural entre el operad(~ 
• gradiente o el rotacional. 

El operador d satisface las siguientes reglas; 
L(i):Si p os _una p-h,rma, P:;aHclr:,,=EH,aH, Hf.:txH•/\"ºAclr:H~ 

1 q-forma, q=b,.cl:{K=E 1• · Kb·" · · Kdx 1·1,., ... 11dx'1, entonces: 
n '> 1 "I f 

d(P,\CJ)= dpl\q+(-i)Pp/\dq .(2.5) 

d(p/\qJ= E,a,aH bK dx'AdxHl\ctx~ + 
+E,aHa,bKdX'/\dKH/\cJK~ 

= dpl\q+ ( - ) Pp¡,dq 

Sn amb(•S 
d y el 

y q una 

el fact<•r -'¡\,dx' para llegar a Ja posicié·n Clib dx' /\ dxK, debe 
lntercarílbla1·se p veces con los elementos base ctxH de la p-forma p 
en cada intercambio 1 a suma cambia de sii:;no de ahi que apa1'1?zca 
el factcw (-l)P. 

De esta regla se desprende que si f y g son funciones y ~ y T 
son 1-formas, entunces se cumple lo sieuiente: 

d(Ig)= (df)g + f(dg) 
d(fQ)= dfAQ + fdQ 

d(Q~T)= d9Ar - 9AdT 
(2. 6) 

L(2):El operador dos un operador IÍneal, es decir si p Y q son 
p-formas entonces: 

d(p+q) = clp+dq ... (2. 7) 

La derivada exterior nos permite tener una manera alternativa 
do introducir las 1-formas. Si realizamos una transformación de 
coordenadas en En,(x'""·:,xn¡--(x'•: .. ,7.:.¡ e• seaT:•=f,(x), en 
donde las nuevas coordenadas son funciones continuas (O-formas) 
ele las vieJas coordenadas, entonces: 
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<lpl1ca1·1ctu la Pl'OP18d~cl (5),de 
( 1. 12") t en<?mo::;; 

" . ( 2. ~· J 

recorctem1)S qu•.? lu e~u(1i:·1(1n (l.IR") ftil:i un ri.-•:-:u!tJd':! p ... u·.J 01 '~ii.:;;u 
dü un e~:pa.c l(i .;·tu: 1 J.dt•Jn·:· t i·1d irn,:-n:..; f<d1.1 l, •1uc\ puo.Jr- .. ;;.t:.r 
ft!UQl':..li izJ.,10 a u1t ~..;;.pc1·.'l•.J dt:! n-·Jim~-n::·.ii.1f!1?'..::'·· En P<~11·t i 0:-ula1· si 

"' hdcomc1s Xr::;..:r, ent•:1ncc- .. : dü la C-·.::Ud'.::10n (t:'..óJ t.c•nem~:1s: 

... ( 2. 10) 

de d1.1ndr"1 p(,.J•~·m·:<; <1b ... u1'·~·ar quG la3 ··fi:11'rna..:-> p11c.Jt··11 3(-"r 
inlr 1:1du1.:-1dJ..? . ..J12 una f(·1·n1.1 n.:itur~1! :.1 travc.::: -:!~..:l <·P•?l'<J.1.k1r 
diftirenc1al .J, al 301' é~.\•c ap!Lc.:Jd·:, a LL: ·~(•Cd'o:ic·n.1.Ja:-- v10.t.1~< ·~\•fll(' 
fun 1::1úne:3, t~s ·ioc_~Jl' v1:;t;1.: .:(irn(i ü-fc)rrr.a:.~, dt=- 1.?lla.:..; rn1~:rn.1.~. 

Otrz:i (•Pl:'t'ad.:11· dif0r··.:·nc1al irnp(irtantc- .-_.:...~ ~·l d1..~ la .~ 1_•dl'rlv:1da d 
01 cua.1 a4~tti,]_ ~,:,J-.J·e L•J,_;!ll·?nt .· ..... J.~ r~·{UJ y 1( .... ..:. rn.n~·t,.J. ,·1 (·J(·ílH.:.nt-:1~:: -:!1.? 
F'J."- 1 t_U) r ::..·~·ta d12fin.Ldr:1 d·· Ja. :...:.lf.UJeutü man~·.r·a, :"1 1_1J •• uncJ. 
p-f(lrm11 t:?ntc•nce2: 

... (2. 11) 

cítiJ '2s una \l:, ·1 )-f,:,1·r1"itl , 1.:.3 ·:il:i1~1r 1..1 r·.::: un cir·~r·::i:Jeir l i11c·dl d~: F~~(tJj 

.1 f'P - 1 (U J • 
La 1;c,mb1nac1¿n dt~T,Jd i.?2 una (Gfll.?ral iZtlCi(:ii~ dc·l <:1p~r.1,ji:1r 

Laplc.11.~111n,:i. Pat"cl v·2f'l\'it~J.r lü. ¿1rit~·1·1·:.i· u.1·1r-mac1c1n t>s :;:uf1·::ii:,nt0 
cc1mprc1.bt.U' qu2 (L;.i1-,id se re-:lu•:t! .:il 1 ap1 ac iani:, cu¿inJ 1:, t?St amcis 
trabaJand.-:i &n (:'! e~)pa1.::i(:i eu(:l 1d1~an(I dt~ tr0J. d.tmc·n.:;1,:,¡·10:~. 3t.""•w. f 
una ü-fc:1rrna, ent on,:1..?J: 

(d<ltJcl)f ... (2' 12) 

debldo ~que <l(•f)=O ya que ~fes una 3-forma, con t inuJ.ndo 1 J 
ope1~dc1on t0nem.:i::.~; 

( d<l+c1d) f 

:: E t I f [ J 11 E I J h 3 ¡: ,· t f 

.. '(2. 13) 

qu0 e::: al lopla•;J.cJ.uu dt? la funcic',n f en tr'>?~' dirnon:;ii.:iI1Gs. 
Una vez que tenernos definidas l.J.2 cipel'"tl•2:i\.. 1 nt?:.:.~ $úbl'e formas, 

veamos los result.:Jdos rn~s in~ortantes expresado:; en cu.:Jtro 
te0remas. 
'1'(1J:(Lerna de Pc)111caréJ Si w es una p-fo1'rna .:Jl'bitr.:JrÍa entonce:;: 

cl2w = O .. '(2. 14) 

d 2 = E,_. i J ' t d 2 n J a < ,, 

= EJ,h, r¿¡zJhar, 

t
1
d:< 11A· ··Ad;,: rt, Ul1~l p-f(1rma 

rd;.:hl\d;.:J¡\iJ:,:r1 A···J\dX 1(J 
p 

, ,dxJAd:-: 1'1\d:·:'•fl···/\d:¡'f 

el Último paso se debe a que el int0rc,1mbio de lüs indico:{ mudos 
J y k no dtibe do afectar el resultado, y lo ant 01'l(1l' debe de ser 
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igual a¡ 
-L" ' ,, ' , a 2 J tl .:t.'•' , d;Or, dx"AdX '•t.-··i\d:-: •r 

r 
"'debido a Ja ant 1:,inic>tr1,1 ._¡,,¡ 

ctzw=O para toda p-Iorma w. 
producto dr: 11/\dXJ, e:,tü demut~~t1·0 que 

Int1rn1m0nto t·c-1(1·::1('113.•.:l(• ci:in. t:il lema (.le P 1:,ir.L<..:a1·8 .;0 tiene el 
'°' é'l i:;ui 011t e re é'U 1 l a,J.:,; 

T(2); u:c'Cl.Pl'C•CO do] 10ma d.;, PüillCiU'é) 8e,1 ).. liliil p-f<:•l'llhl, .;;i d)..=0 
entonces p;{1s10 una (p-J)·f(lrrn.:i lu \al que 

>-. = cllu. . " ( 2. 15) 

Antes de proseguir cc1nc1zcamcis algunas (lefi11ic1(11los impc11'lJ11tes. 
Se dice que una p-fo1'rn~1 1~( es e:--:acta :~1 .:t==·lP. ~:·l1 dii:·t'.~ qu0 unci 
p-fClrma LV t?S c1?rrzl...:L1 sl .dw::Ct. !!c¡tomo::;: 11u0 ::;i i:: (•:::: una ['--f(1rm ... 1 
exacta, entonce>s o: t.:imbic'n e.3 ce;r1•.:icla , 10 cu.-11 e•.: un;1 11kl!H:>ra 
alternativa para expre3ar el lema de Poincar~. 

El tuo1~ema T(~~} n(iS dicci que si A es cerrada (d>-=ü) enl(incos A 
es exacta 1>..=clWJ hay que lanar cuidado y notar que 
La (p-1)-furma w',dc,:indt_) Li) rui' d1f1E:·r•.?n .::.r:11 1:i 011 

1:?Xter1or LV'=wtd~ ,Gl)n x ur1a (p-::..J-f<irm . .i ,n(1:_~ 

resultado •-{Uf• w ,deb1du a qu0 cl:i ,;s e;.:ztcL:i 

bJ no C?~-,, un1ca. 
u11,1 <..li.:l'ivadJ. 
d<l ,., 1 

'/ ¡-.. :;¡• 
Il\Í Stn(1 

t J.11 t (• 
A=dLv' =clw+d et =dlt). f'(1f' 1 •) qut- t! l p 1 z1n t 0.:i:r.¡_ 1..0-~, t ~·, ..:U. :;...•:1 lll!l"° 11,_· :t :, ·..:d!U 1 

es ciertc• sÓlei loca.lm0nte y nt:. iu?c08ar·1arnent.:: c1r:-rt(1 globltlrnente. 
T(3): ('reorema de? d1.?SC(1mpo.::·i,~-:i.1:'in di? H(H:lt:L=?J Cu:·11qui.er ¡.J--f(1rrna w 
puede ser escrita como: 

w = da+clfl+X .. '· 2. 16) 

en ·donde a es una (p-1)-forma ,[les una (p•l)-forrrra y 1 es una 
p-forma armó1uca, satisface la ocuac1c»n de' La)Jla•:<', n:<=IJ, en 
donde .'l=dcí+,1d, las formas do:.(, cífl y 'f 2.011 1.Í111-:a~<. 
T(4): (Teorema Generalizado do Stol:e:'J Si w e.:: u1i., p· forma y [I un 
d·ominio (p+J )-dimensional entonces: 

I w = I dw 
dD D 

.. '(2. lí) 

eri donde óD es la front.orJ. do Ja r•"gi(•l1 Ii. E:s dr>cir la inte¡-~ral 

do la p-fo1·ma w sobre la frontera ele la reeión 1• e:; icual a la 
integral ele la derivada exterior ele w ,sobre la región Ii. Sin 
embareo os necosar10 hacer notar un det.al le, la inteG1·a1 ele 
formas cliforenc1ales sobl'é• una variedad do dimen:;iéin n, está 
definida sÓlc• para n-fc.1·ma;; , es de.;1r el or,\on do la for·ma debe 
de ser ieual a L1 dimensión del ospacici en el cual se está 
integrando. Esto nos permite realizar la integraci6n de p-fc.rmas 
sobre subvar1edaclos del espacio ele dimensié•n p, llamadas 
hipersuperficies. 

3.-Anális1s Vectorial 

Ahora contamos con las bases suficientes para ver come• la 
teoría de fol'mas diferenciales cc.ntieno al análisis vectorial. La 
idea osenc1al es que podemos asociar a tc•dc• vectc.1-· una l··forrn.:i r 
a tocia operac16n que involucre vectores una operación 
involucrando formas, ontondi¿ndoso que trabajamos on ol espacio 
euclidoano de tres dimens1onos. 

JJ. 



P~1ra empozar h~!t!ªm;?s l~ s1rE\lit:?nte C(1l"'l"'i?Spundt!ncia 1 a t(ldo 
Ccltnp(1 V8Cl(lt"lal 1 /\.=A 1X 1 +A 2 X¿.t·A::,i<,:.i. 1 dCinde los Xr S(1l1 los Vt:ctores 
ba~e un1ta1'1c1s del espacie' E 3, un c~n1pc1 de l-fc11'mas 
(\t=A 1 i:~xt+A 2 .ir.2+-A 3 d:..;.:•, E.:..:.to lo simboli.zaremo.s p(1r 1\;..::y<l' A la 
func:l(•il es•:alZ"II' f le .:t.<(•<:i.ll't>lll•:is la O-fo1·m.1 f. 

C(111sttle1'0m(1s el p1,0duct0 vo~tor1al e11t.1'~ lc1s vectores A y E: 

~XÜ:(A 2 B,-A~B¡li 1 •(A 3 B 1 -A 1 B 3 )~ 2 + ~ 
+(A 1 B¡-A 2 8 1 )x 3 ' .. (3, 1) 

dc•bl?mos n1:1t,.i1' qu2 01 rrc1 .. :ti11:-to v¡:) 0:-tc.rial (3.i) e.:; una cantidad muy 
,P<l..l'di..::lda '.11 r1¡'1:,._lih:'tC1 1.):-.:tnrior de las 1-f(il"tn..lS. \\¡y Q(;i dCil)t.l~ .:Ja;: 
1: r .::: 1 ~'A t d ;< r y 1¿ 8 ::: L-':: 1 ;; B J d.X l : 

Q «/\•)E<= ( A 1 B ¡ - B 1 A 2 1 d ;.; 1 /1 d X 2 + 
+-lA:5 1 ·-A~D:)dX¿~dX 3 t 

r ( ;.. ; B ; - A ;· B ~ ) d~' :> !\ (b: ' ... (3. 2) 

pe1'0 ~3t~ ~lt1ma 0:cpr0si¿n t?S u11a 2-f(il'ma ,con los cc18fic1entes 
d~l pr(ldllCt(1 ..:-ru7. ~\;(i] r a11·:.i?r1ü1'mflnt(? i.::i:inV(?nirncis 1.:~n a~-.:.ociar a un 
vect~1r t111a l-f 1)rma, Gr1t1:•1ice~ la uct1~ 1:i6n {3.2) no ti0ne asociado 
un vecti:1r 1 l?.St(i 1.:. P•)d 1Jmo.:; C1?m2d.iar ::.~i t(dn.:i.rnos C?l dua.l de 110.A.j 8 ; 

*(~~,A~o)= (A,B¿)dK~+(A~B~-A~B¿JdX 1 + 
,. lf,; E·' ·- ;., i B) ) •:\:.; 2 ... (3. 3) 

... (3 .. t) 

en d<inde 1~(. .. e::: 1 ... 1 1-fur·ma d.~'~·Clt.1d.:i. .::. C-:.AxIT. c.·i:1s.ideremo::~ Gl 
p1~0ductu t'S<.:'alar A.tI:=1\ 1 B 1 tA:B~1·A:1 B_1 , d12hid<i a 1:¡U1.} -Á.Ii' es un 
escalar debemr)::..: bu3car un ... 1 i;i:1mbinac~~c.n -~i~1 ·~o y 1~ 61 quG son la.3 
1-f(if'mas as 1:,...;1r.1·.la.2 ~-L 11).s v12·:l1.".re3 .A y D r•?3pei::t1·1arnente 1 que nos 
dt? una (1-f,:,1·rn"1. L .. u. tin1ca p·:·::.~1bi.l,i·.L1d E'3 ..¡ <1:'<~/",¡¡1jt:,) 1 d.-?rfl(istr-.:·rnos la 
~~1r1~~J~1.1Ii·:l~11,;1a .Je 021a 1:ip81·ac10n c·:ifi el prciduct1) e3calar ~.~: 

~ \ 1:1 (4/\ "* ,_¿ 3 l = * ¡ i;.. 1 d:{ 1 + A 2 dr: 2 -r A:• i.:t-::. } / ~ ( f:; 1 d.;.: e /\.Jx 3 + 
;-8.·:l;·:',v\;·: 1 .i;,d;¡l/,dx" J) 

* ( (i\.1B1 +·A2Bé •A:-4.83 )dr: 1/\dx~t\dx,) 
~ A 1 8 1 +/1, 2 8,+A,B,, ... (3. 5) 

q:ue t:s pre..:·t.:~am1.?nt1? la 1.~zpr0:::1c'1n pclra t-1 pl'oductci e:.;c:a.lar de lCL-3 
vecté>re3 A y Ti. Además GC•Jll•) 'i•:\i/l•Q 8 J=·•(2¡,f\~y,1 ), lo cual refleja 
t:!l bt:1;h..:1 d 1.:: •1111:-'":I i?l producto ~.:s,~a.l<l.r es c(1nrnuta.tivo,nos permite 
af1rmil.r quo la .::..1¿ui!?nt0 il.Sr.: 1 c1n.cíc 1n os cor1·•:t..:tu; 

.. '(3. 6) 

Consideremos ahora ol rotacional de una funci¿n vectorial B(K); 

·.7/:B= (.3¡B,-.;J,,B, l'°;¡ 1 •(.'l:,B 1 -.'J 1 B3 i';{;;_ .. 
+(c•1B,,-.3,B1 )X, ... (3, 7) 

t.""ll d(1l\dt? 2-ü hil ut1liz1-1d 1 ~, la ~->tcu1entti nota.1::1Ón a,=:~. 1 i=l 1 ;~ 1 3. Para 
8n1;(intrar la 0per-tli:.:1c~n (: 1:Jrr.:·~-::p.:.n<l1ünl0 e>n forma.s .J.i

1

forcnciales d(~ 
la. ',::-:prt:is1,:111 l}. ·rJ prob0rnc1!~ ci:1n ltl s1t:uie1d1.? expresión 
•·(d•:18 J=ndt:c=i :isr·JX 1 , ni:1t.0mi:i:~ 11ue d 1~ 8 i.::~:.~ una. 2-fl'.irrna. 

12 



• (d<) 6 ) = 
= * ( 3 2 B1 d:-c211dx 1 + ¿1, B 1 dx :i /\dx' .,~ 1 B 2 clx '/\ d:-: 2 + 

t J =' B 
2 

d:-::. f\ dx 2 ._,j 1 B<-·i;.: 1 /\ dz ~ +1~ ,. B ::i dh e-/\ dx 3 ) 

= (a, B 2 - a 2 B, J dx' + ( d, B; -a 3 B 1 ) dx 2 + 
+(.3 2 B 3 -J 3 B 2 ¡dxl ... (3.0) 

-~ 
Por lo tanto vXB ~ •(dQ 0 ) (3.9) 

es la regla de correspondencia buscada para el rotacional de una 
func1(1n vecto1-ial. -" 

C(•l1Sldergm(l8 aho1~a Li dlvGrGt?nc1a. dt-1 ('ampo v0ctorial B(x), 
<:J.B=a,B,+.:i 2 B 2 +Cl 3 B3 , veam•:is quo lo co1Tosponde la si¡:;uiento 
opera•:ic.n en c:l 1<0 ncuaJ•? d8 formas diferenciales: "(d•Q 8 ), como 
ya vimos en l<l ecuac1é.n (2. ll), ésta operación es pl'ecisamente la 
c(•de1·1vada J de •) 6 • 

clQ 6 =•d•B 1
3B,dK' 

= >- ( d 1 B 1 +et¿ B 2 +(J ¡ B J) d:.; 1/\ dx 2 /\"lx' 
=3 1 8 1 +J 2 B 2 +3 3 B 3 ••• (3. LO) 

.... Oue es e:.;¡v:tamente ii:;ual a la diversenc1a del campo vectot'ial 
D y por tanto podemos hacer la siguiente asociaci6n: 

...., 
G.B ~~ ~d*~B = J~a ... ( 3. 11) 

Finalmen¡e consideremos el gradiente de una funci6n escalar f; 
'Vf=B,: 1

3 .:J,fx,. Evicl8ntemente df, en d•:ind•? fes una ü-fot'rna, es la 
relacion buscada 

... (3. 12) 

Por lo qui?, al ¿:radiante de una fun•:ivn t-sGalar 11? c".30ciarernos 
simplemente la derivada exterior de la misma funci6n. 

·:;¡ f ;~ df ... ( 3. 13) 

Una vez definida la relaci&n ontre las operaciones del 
<lni1is1s vectorial y el cilculo de formas diferenciales podernos 
probar las l·i~ntidades vectoriales m~s usuales. 

EmpeZ8m1: 1 ~ •: 1:in 01 bl"'tldiento dD 01 pr()dU('"tt) de dos funciones 
escalare-~ 1f;;J, de la e•;uaCiC•ll (3.13) y de la r•:;;la L{l) ele la 
.:.:.ecc1(1ri trP8, en part l!~ular las e<;uaGiürH~S (2. ó), podt?rnos ver que 
la asuciaci0n apropiada al ¿radiante de (f~J es: 

{]. 1•1) 

en d(1nde f i' g s\_ln O-formas. ParJ. ~l i:.:a.so de la divC?1·genci~ del 
produ•;t•.• ck 1t11,1 fun'; l(.•n esca.lar ¡:.ur una funci.é.n Vl'Ctor.lal la 
r1.1l',l<1 ,:h~ 1: 1:i1~r.::i..;,pc .. nden(Íti e::; 

'V • ( f 11) :: '7 f • 11 • f .; • 11 :e: ' d * 1 f •) ¡¡ ) = ; ( d f ,, •• ;; " ) + f ' ( d' ·~ <l ) .= ,j ( f;;. a. ) . . . { 3 . l ~. ) 

en 
8$ 

dC1udl! f 
í Úc: l l dü 

l~:...~ 1.llltl (1·-f¡_,rma i' '\._ (·;;una 1-füt'Ohi. La Q("\1111,;iÓn (3.15) 
pri.:'1: .. 1r·, 1>:1rn(1 'Jt11·Gm1_,:_: 1?ll :::~-=r;u1dt1. 

(1 ( f 1:1 .~ J ::: ·f. .:l 11 ( f }~ r A ( dr. r ¡ = 1{ d ( f I; 
1 

Ar t , J h dx J /, ,,._l~.: /) ) 

,. ( d [ /\. 1:1 (~ J .. Á f ( ··l ,¡- (:) {t) 

•id!/\•~·«) tf•(•d"}") ... (3.16) 



t:'.ün31.dt)f'~:-n~a ª~!:::1 1'cl la dí'f\.~rgenc:ia del producto vect<..')rial de 
ll13 ve·~tc11·~¿ A y D: 

·.;,··1A:diJ=c '1i·(vXAJ-A·(7Xíl) ;:: .(d,.(1),1A<) 6 )J 
...: .. \ ,~ 0 ,\ ... i·:· ,~) -* l 1;1 {¡1\d1~ e;) •.• ( 3. 1 7) 

lh1 t ~;'fTI(I~ qtl Q; t1: ( 1~ (i 1itt ( "'rl 1) ,~) ) - 'I ( 1:1 ¡¡;\.< ( ~ d f 6 ) ) ~ • ( i) 6 1\d1:1 ¡~) - ..¡. ( 1:1 ¡(J',dr¿ ú) 1 

deD1d(1 .i qu12 t:11 t1·(<;; d1rn0ú . .::1c0n03 ;.;-.nu=1.u para cualqu.i.er p-f(irma w 
en E_,. l'C>J' !u tJ11to 

~ ( d-11- ( .. ( .:i,cfi1:1 6 ))).:: J * ( (>,it\i¿B) 

J lt- ( B r J J\, D J dr: t / 11_1;{ J J ::: * ( 1: ~ .J ll ~~~Ar B J i~~:h 1\d~~ r /\ dxJ ) 
= • l '1 ¡¡ •\'.!'¿ ¡¡) - ~ l '1,¡t1d~·6) ( 3' 1 8) 

lo cual pr·ueJH L1 u10ntldad (3.17¡. C(>!Uid;?r&rnos ahora el 
1~l•ta•:ll•Il<ll dGl p1'C1•it1c;t0 de u11a fu11c16n escala!, por u11a fu11ci¿i1 
vectcW.t<ll fA: 

" id ( f <) <l l :: <( d u .. :; a+ f d•) ,1 ¡ 
::: ,(dfo•).~)+•(fd(',¡) 

• (df/'.•),¡) ;-f., !d(•¡¡) 

... ( 3. 19) 

... (3. 20) 

L;i ('(1nuodJ. ul\)ntt.:L1d v0ctc•ri<:J.l 11. (iÍ>:CJ=cC. (Axií'¡,,1J. (CXAJ ,puede 
ser fa.;1lnwrit0 traducida al lenguaje de fc•rmas d.lferencí.:iles, <le 
la siguiente m.:iiwr.:i: 

... ( 3. 21) 

... ( 3' 22) 

-) ·-) 

Para l?l p1·1·1 i-111·_·t(· '.'0•:t,:,ri(-ll 1..l8 tre3 voctore~ A, D y e la 
rela<:Hdl vr_.cto:o1·1al; AX(ÚXCJ=D(A.'CJ·-C(A.-B) se tr.:iduce .:il lenguaje 

... (3. 23) 

*(t},~ 1t{1lü 1
/() J_.: i(L,.1 A,Brc,,crJhd;.:r/\J;.;n1-

+ i:, JA J ¡;, C J ( , J 11 d:·:J /\d;:") 
- E r J A t B , C: 1 •. :Ir: J +- B r , JA J B t C J dx t 

:: -· (~J (. j.. ( 1:1c../\1) & ) l V B ji ( 1) (~ fdP:I e: j . ' ( 3 . 2 4 ) 

'-IUl:i ~::; l O 'illl~ ... · n qllt•r Í a ·:~--.:-mo.::_; t rar. 
P(11lt'?1fl(i3 1.;unt tnudr ,_.,.,J1 1:-:-l 41ntÍ.lí::;1s antt'}r1r.r y 1:.:in:~idorJr tlhOl'<l 

t.:i idr:11t1cl..id; 17\xii¡. (C:xín=(,\.·¡;¡(Ú.n¡-¡'í\.í)¡ (ÍJ.'c¡ ,que en 01 teneuaje 
dtt? f1_1t'rn.J;~.;. d.t1t?r 1.•u1:i11l0s :~l tI .. 1ldUCI,:.) c(imo: 
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* < * < 91ill 0 8 l /\C.;.,: Mol l = 
= •CYnAOcl•<Ooft•Ool-•IOaA•Ool•IOsA•Ool··. (3.25) 

La demostrdci6n se presenta a continuac16n: 
.,._ ( 4 1:1 ~¡ ¡\ ,:, D ) !'( 1:1..:, /\ ~1 ú ) = 

= *(*Er,ArBJd~fAdxJ Eh 1 C 1~D 1 .Jx 11 A(Jx!l 
•(E,JA,DJE'Jmdxm E.,chD,dx"Adx'J 
*(EtJhif c;mA 1 BJChD 1dXmAdX"Adx'J 

debido a que m=i y mzJ.:;d t'<:!•.¡uerimo~. que ,1-:=i,l=J,o,l=i,l'=J y por 
tanto Ja anterior expres1é•n se puede escribir como: 

que prueba la identidad ( 3. 26). Continuemos con Ósta 
correspunctencia entre el an~11s1s vectorial y el cci!cu!o de 
hirmas di.ferencialüs, haciéndonos Ja siguiente prenunt<i ¿A qué 
corresponden los teoremas de formas diferenciales en el ancilisls 
vectorial?. 

LJ.s s1guillntes dos identidc1des son cC>ns0cuencias directa::; dol 
Lema de Po1n~aré. 

Aplicdndo el lema a una O-forma f, h'nemos que, d 2 f=O, y 
te.mando el dual p;ira é•btener una 1-form,1, encontramos, qne dobido 
d que a el g1adlente Je corresponde el operador d y al rotacional 
v'X le cc1rr-e:;¡:;(1ndo el operador de formas *d, la siguiente identidad 
vectc•rial: 

... ( 3. 27) 

o:; decir¡ el rotacional de un Gradiente es iGUal a cero. 
Apl1candu ol Loma de Polncaré a una !-forma~" y tomando 01 

dual obteuemos: 
*(d 2 0nl= •d•{•dOal= d{•dOal= O ... (3.28) 

:..~1 a la 1-f(if'ma <~<{ le ponemo::; en correspondoncia el campo 
vectorial ·x y a la coderivada li=Hl·• el operador divergencia 9, y 
<.leb1dc~ a que 8n tres dim•?nsiones se cumple que -:<·•·W=tv, papa w una 
P-forma con P=O, 1, 2, 3, c•btenemos J,1 s.iguiPnte cc•l'l'espondencia: 

... ( 3. 29) 

•¡uo ne•.> dice c¡ue la dive1·r;encia de un rotacional es coro. 
Cc1ns1derernos una 1-f(•l'llla w, aplicandn el t'ociproco .-101 Lema da 

Pu1ncare a la relación ·*dltJ=dtu=o·. 1::int<1nces e:'\istQ und O-forma a, 
t.11 que w=ü, e:>tu se refleja en el ancilisis. vectoz-ial_ de la 
·-'lGUl.;t"tte man01-.1 1 en primer lugar d 1d1u le C(•!Tespondt> -vXW y a de( 
l t~ corro~~pr)fldé 'V((, pcir l an t c.~ l c:l lden t .i.dc1d ""dw:::O ;;~? puode ~:~:pr1?sar 

<'n el <1nal.t.Hs v0ctorial de la si¡;uiente maneL1. 
Toorgma I. -Sea W un_..!:ampo vnct(1rial, .3i 'íJXVl-::.o, entonces e~·:iste e< 
111i.1 funcié.n t,11 •1ue W = va. . .. (3. 30) 

Ahvra C(1nsid0r0mc•s Ja cod•2t'ivada de una \-forma, tal que es.ta 
~o anule dw=*ld•w)=O, pnr el recíproco del Lama de P01ncar6, 
to(•l'ema '1'(2) dt> L.l .0BC·:1ón trl?s, .;;.:1~<tG tllH 1-fr:.rma f3 tal •1uo 
"u=cifl o w=*(dµ¡, 11ac1end(• corr0::;ponder a L1 cc•dol'iVada ó el 
•.•P\?f'tidc1r d.1.vt?rr~1_.:inc1a ~J. y a '.?1 01:.H..?f'<l(lor ~<l el rota~.ii:,¡1al ::7X, 
l.1 11toncr~s la i;orrespr)nde111;ia Gntr1.? f(ll'tna::...: y v.:.)r::i:•)r0~·. 21? puGdo 
1•I t1.nh1ar- C(1fíl(1 un t G•:ir8ma. 
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_,, 16 
'ri?(•rem_.1 II. -S0a ll un .;ampo ve.;\c•r1al~ tal qll!? 'Y. Il=O, enton.;.:s 
0x1:;tuA, un .;,_1mp.:. V!!cC\\>1'ial,_ tal que 1l ~ vx--X. . .. (3.31) 

Unu de ll'~ lt·(•r1...-m .. 1~..: rn.-is imp 1:i1·t(1ntes nn. t?l(Jctrüdi.niÍnüc~1 es el 
tt.?(irPrna de H1?lrahc1l t:i:. \' 1.0rtm(1::_: ·--~n pr11n0r lUG,J.t~ 1:(1rc10 so (,bti~:?ne C?ste 
tü1..>rL1rna ll p,1rt lI' d0l toi: 0 r.:.·ml1 d·~ .Jt·.~··.>All!J(1;_3l¡~i·:'1n clo HúdG0 y una V8Z 
(1btClild(1 !r_, pc~1_:tul,11· . .:nL..:.~ p.1r~L t?l .• :.-L.~..-1 '.'1.'.:Ct•:1r1al. 

:_;t:ia 111 una 1-f!~ll"'f1h11 p(1f" r•l t.1:.'>t~·r·.:11L1 T(3) d1.: la sot.>.::i6n tros, 
1:?}:1~t(? 1_( unJ. O-f<:irrna,f3 un.1 {-_1 -fc1rm~1 y "f un .. 1 1-fr:irrna arrn(inica,tal 
quo w=dlt+._ífJ•·/. Cr_q13.1dGl")fíl(1~~ las 3lt:;Hl1:..inte?s C(1l"l'G:J:p 1)nd0ncias de 
fúrmLl.:.' t.:llft)l't~n,:tcJ.le~ ,11 J.náli:~l:J. 'H2<'.torial. A l(_t O-forma a le 
(:(1t'1·e..:;p1)nd1.? 1a iu11•.:1c;n l_J.:_;1.:cilar f, '{ 
(?l crad1t:1 nte (h·~ f, d la i.:·eide1'i.VJ.da. 
dvndt? :;;t? hi "Z,(1 l d tJ..:;(11 .. ~la•.::11:1n xd ·;·: vx 

IJ1'.:tl' t di1 t (1 

,1fl::' d ( ·fi) 
y •f" ;,, "ií', 

a ~·~( lo c01~z'csp0nde 

lo corr0spondo vX~ 
y a l~ !-forma ~ le _, 

C1)rrt<-:rJ(Jnd0 1:1 ._·ampi:i v,;,l.°;ti:1rial o, 21 cual h·.~r"?d<l 

:.· de .::.~'~l' armc'Jn11..:.J. (d . .) 1·bd} :<=1) es dG(~ tr \J;Ü::::O, e3t t.l 
se pt1e<l8 pla3n1~1 ... 011 01 3LGlllel)te t0,:11'0rna. 

1,1 ¡:•r<:•pioda<l de 
t.::..:JrrGspondl)nc.; ia 

Tl?orom . .i dt? J-h"?lmh1:1lt:~ .... p¿lr'i:1 1~·¡1-ilrftu.\:,r· ~~ampc1 v2ctc1ricJ.l 
un •:arnpo e3c;,¡J;u·, Ti y-ií •:J111p<:•c'. \"'•:t•:•r1alos, tal quo 
·fonde v.,6' ~ o. . .. (3. 32) 

¡..· r,xisten, f 
71=7 f. 9:-;"fJ 1Q, 

Ens1.?gu1da v01'r:mc1 s C'Offi(i 1(13 te•>r•?m,1s .Lnt0r:.r-al0.s do Gauss Y 
.:!t(d,G3 e:;t.Jn ,:•:irit(-nid(13 En el l.·2'<·r ... :.ma r::~~nt-r·c:tlií.>..idCi ·10 ;:;tc.1':83 de 
la t\?oría d•2 f-.•t'rna_.: d.i.f121··.:.•n°;i.:il0.~ 1 1..:(1r._.:1dt:::r·0r11(1~ pr1rn;irCi el tt?oroma. 
de Gauss., Gl !:ual no:; di.Ge qUG lc1 int12gra.1 de vi:ilum0n dü !J. 
d1v.;re;?nc 1a ·l1• 11n 1:.Jmpi:1 ·,·1..·,,:-t.(,!~.Lal C.:., :..··:i:~·r-0 lJ. l'i.?CiÓn 
tr1dimensiC•ll,1l V, es ir;tul a la inte,;1-al d1? .>Uperficte di?! r:ampo 
C Sübl'P. la f1·.:111\c'l'·1 •_le V (.)V=S, ¿¡ :>in Índi<:i?c' :c:e refier•? a la 

f v<:;.C dV ... ( 3. 33) 

Al u1t1?¡;r·Jnd•:o 9,C •:IV=í:,él'C, d:-: 1dx 2d:-: 3 le asociaremos la 
31gu1l.!<n~t- fucma d1fEr0ni::iat ·i(~1~():=B,acc.dx 1 d:{ei:ix:i, int.r?grando 
~.;ta ultima 1;.;.:p1' 1.? • .;.1.:'1r1 '/ utilizand(· -·t-1 ·tr¿·ol~i::·ffh1 Gt-n'2ralizado de 
st.~,J.:.1;:1:~1 te(i!'t?-ma T\·1) de lc.1 38..::ciéin tres, t~ne;n(>S el siguiente 
resultad<•: 

í d( ,,.:.,-. J 

J [i 
... (3. 34) 

comei ·)!(!c.._;;1~: 1 d:··:c· .J;A:~;C;¿•-t-:~ dx 1 ·1-C~d:..:1 .J;{z, eibtenemt: • .:..~ la !..{ieuiento 
l:urr<?Sp 1.>nd•2n 1:la J.irect...1 ~On "vect<il't?3 1 *'1c ~-:, c-.cl.J\ y por tanto 
debJ.d1) (1 (1ue li •?:: 111!~1 t'(?,~.ti:1n tr1djm·.:':1:::ional, 1~1 f1·:Jntora dG D 
(i:IDJ e:> una 1·<?1'l'-•ll bidimensi<:•ll.11 y la ec:u;1ci(;n (3.34) l!S la 
vers1Óu del tu 0;q·0mrl. <18 Gauss 811 el leneuajC? di.? formas 
d1fel'onctales. 

Para final tzar e~;la s01.::Glt:)n voamos la •.::CJrreDpondencia del 
tec11~0ma .j~ St1~1 lc~~ ~Gl a1)ili~1s vectciri~l cc111 el toot'ema 
ge111.?ra11za.:k1 <11? .:...:t._1l:l:.;; de lu. t(1 •:iri.i de f1:i1·rnas dif(?l't?n1;iales. El 
tHort?rnu. dt? St 1:.J·:c<~ ·:11·:0 10 s1¡;ut;.?nle; líl .intGGl'ill de ::;uperficio 
d~l r<:1t,1GJ 1.1nal •.\(• un ;;amp(1 vrJCt(11·ial 1~· os ir.~ual a lt.1 intP.gral 
c·1..:.irri1.:la ..t0 lÍ1J1?a 1J~··1 1:a1npoí\ 1 dL:.br-:ri1•:1:-.~ ni:ilar que la intügral de 
1 i.1h?a tJ:::'. ~:(1L·1·p Id ft'1)!ltl:1ra di? 1.1 rngi(1n bi..-l.tme?n;;:.it)nal S donde so 
1t1t0gra 01 t'1:Jt~l~l(1l1~1: 



f 
_, ..., 

$vXA.dS J 
ií. d 1 

as 
( 3. 35) 

ceimo dS=~ 1 dx 2 dx 3 +:X'~ dx :;¡ rl:{ 1 t-ie' J dx t dx 2 ~:n t onc >-) s \IXA. dS= 
1a.AJ-J 3 A2 Jdx 2 <lx 3 +tJ 3 A1 -a 1 A3 )dx 1 ctxl+ • 

[.J 1 A,-.3.a 1 J<l:·:'d:, 2 , a esta Última 0xpresi.on lo podemos asociar la 
2-forma d~n=la;A 3 -J,A 2 Jdx 2 dx 3 + 
t ( J 3 A 1 - d 1 A 3 ) dx '. el X J ~ ( a 1 A 2 - d 2 A 1 ) d.X 1 dx 2 

e integrando esto ultimo y utilizando el teorema generalizado de 
Stol<es tenemos: 

... ( 3. 36) 

donde D es una regié•n bidimensionu.l y P•)r tanto CiD es una región 
unidimensional, haciendo la corre~pondencia ~n=E,A,<lx' con a.<ll, 
lo que obten~mcis es pre 1:1samonte 01 teorema da Stokes . 

. cc1n tod(1 lo oxpuest0 ~n esta s8c~i¿n pod0rnos concluir que ~l 
anal i3is vectc•rial e~:t a con\ eni.Ju ;,n <?l formalismo do L.1 teoria 
de fl•r'nklS di f<?t'enc ia 1 es. 

4. -Electrodinimica 

En asta seccion aplicaremos la teoría de fonnas diferenciales 
a una te 1:-r·ía fÍsic;a, la electrodinimica y veremos como este 
formali::rno le d.i. elügancia a la tüoría. 

Las ecuaciones de Maxwell escritas en el sistema Gaussiano de 
unidd.dG2, r;(•ll c=~t 0 :€ 0 :1 son: 

'i/XB-il ¡E=4rrJ 

(4. lb) 
..... 

'i/. B=O (4. le) 

'i/.Eo:4rrp (4. ld) 

Primero roescribiramos las ecuaciones de MaKwell en una forma 
invariante rolatlv13ta, en tórmino3 del tensor electromagnético o 
tensor de Faraday. El tensor de Faraday Fmn puede ser obtenido a 
pat'tir· cJel •:uatripotencial ·1ectc>rial "m::(<)c'.•,! 1 ,1)2,y:'J=(•p,A), 
d 1.:inde ·~ e:; 1.:.:1 P<•t,Jni::ial i::1Gctric(1 '/A es f~l potencial v~?ctorial 
eler:tr:.1: .. 1,:nético. En términos de e:o.tos p(•tenciales el campo 
electr·1·:~ y el i:ampo maGtl~tico esfin da(los pc1r: 

... (4. 2) 

l.J~J:1d•.:. a que• t1•,1tarnos <.:.<:in una tGoría t'elativista, el espacio 
en el 1u& trabaJamos ez ol espacio de Minkowsl<y cuyos elementos 
S(1Jl C~a~rlV8CtOrQ3 xm:(~0 1 x 1 1 ~2,X~) y la m~trica esta (lada por: 

\

! (1 o º) Bmn = (¡ 1 O O 
o o 1 o 
lj o o 1 

... (4. 3) 

El •.:;r,:;or de F'a1·aday, es un ten~ol' antL:.trnótric(• de segundo 
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' (•l. t]-) 

1_.,13 1.~(·íl1P'.•ltl:.ntLl:J .J0l t.l~n::;or de Faraday, ;~on Pl"f~cis'3ment1.? la3 
Cl1I11p•.•t1P11to;: del cump(1 i.:-l¿t.::trico y ül campú maen\?tico, 
e.:..:.;.011~-~1l\lment8 i_l~\di:1:.:. pür Fc

1
r y F 1,, rt?3pC1cti·1.:un2nt\1¡ 

F r J - - L r J t1 13 11 (4. 5' 

t?n d..:in.lr:i 1·~1;; 1n.J1· .... ·0~ i .,. J C(¡r1~._•n d't?sde 
,'? l l t:n~:::t1l" d0 F,11·t.td(1y e.:-:: 

( 

(1 
.~ .. ~ ,' 

[ 11111 -· l~I 
- ¡,; ¡ 
- lC: :• 

" ' ( 4. 6) 

on form.i tc;nso.rial 

vx1.; •a 1 ll= o 
F¡ mn, 1 1 = O ' .. (•l. 7 .1) 

v. L·:~ 4 llj' 

'JXll - .1 l'-· •l ¡,1r,J 

te.man la 

pmn, n= ·tl!J'" ... [4. 7b) 
:·. l·_·, 

811 ch:indú F'¡mu,l1=Fr11011 t·Fnt,mt-F¡m,n::O, la G(irna(,) signifit:;:a 
dif\?l''811Cl.1Cll.oii f:•-ll":J,_\l {A 1111 ::.;1mAl y F'm 1 ;:::e,mi.:tf~nt·Fu.L' VOJ.ffi(lS COffi(1 

pL1domos •~il.:it .. ~1H.•1~ l·L: 1-.::·1·n.1·:·1¡·,n,.: .. :: de· Haz· .. 11?11 a. partir de 3-U v 1~rsién1 
ten.:;i:1r1al. ci:111~;1.t1_•r•_)rn,:·:.: F'¡c111 J 1::o, ~n ·~Vinde i,j.::t,2,3. 

F 1 • 1 t , , 1 F, · / , .J t- F' J , o t- F; c1 , r 

-- ¡.: r , 1 ' l .. ·: r J ,l D b ) 1 e•+ I!: J 
1 

t ... (4. 6) 

P•:>l' t ..• 1nt•:. F¡,,,, 11 et) 1>:; pre 0:1~:am8nte la ecuacion (4. Lb) e:;c.rita 
i:?n f(.11·rn.1 t(1 ll::,,1·Ll11 t\h·:•l't1 c~:in,:.:idGrL:im1:1;; F'Jfn 1m:::4·1r.JJ, 0n dl)nde 
.Jm=<f1 1 J; e.:·· ld ·~1 .. 1 :·~ ···rr·i 1~nt.:1 ~· t?l indic1:;. j t.:'(1f'l"G d0 1 ha:::ta 3. 

F'Jm,n1-: l·".'11,,,+F1r,r.:: -.~1tE+v:<B= .+uJ 

La 01:U<l1:.1•.111 f.'.'•º,,,1:. 1l11J.1 o:.~ prc-ct::~am0nte la 
8cu~1c1(1n ~1 .. If.:(1 l 1 \.1~1.J~-; .; 1"1· (•bt9n.1dt1 a pJ.rt ir d0 
SB di.hl\lt..~t? dt1 l"c. 1 m 111 , ... lu,Jü, c:<itl 10 qui? 3.Q 

1:?cu~1C1t:•nD3 .¡,:. M<l:·;·,·tt:> 1 l. 

... (1\. 9) 

ecu,1•: ion 
F;~,1 oO 

l 1H\en 

14. t.1), La 
y v. E='>líf 
las cu~t.ro 

[JJ.d(1 qu\·, (•l •.:-.:¡:•,l·~t·.' .1rit"l°•pt:1 • .l•:i para la ~l13ctrc:1dinci.mica GS el 
espac11..1 .l11 Mi1il-~···-."·:·.ky. Pl Cl.lcJ.l e:..:. pseudc1euclideJ.no 1 necesitamos 
130n1.1ral t :-:,u· 0 l ·· 1 it1•'•!Pt •1 1.lc· dualidad, adcm~.::; roquc-r·1mos tr~{tünder 
la \.;(d.,1" 1.~·.;p•>ll•l"'l¡t..'.\d li~l~(· V0ClC1rG!::'. y 1-f(11"n1J.3, c·l una 

.... ~i:1r1't?:;.p1_11hl\-:-n 1: La ü11 t J't:· 1 c·n:··l..'.1r·1z..s d0 al to r,1ngü y formas 
di ÍL1f"0fl•: lJ} t<·:, 



=~m€mal·IJmdx~ (lxb dx 1 ,el dual de una 2-fcit'ma F=E,n,1 Fmn~txm dx" 1;omo 
l <1 2-f•,)f"Jnd "*F=Emr/12( uhmnf.~mnd}:~l dxb. 

Ah1 .. r 11 pi:idernos c1$(1i.;iar a la 1::.uL1lric:c1rr1l)nto _. . .l'~'=(p 1 ,J), la 
1-f'v•rma .J::EmJmd;.:m, y al tf!nS(ll" de cJ.rnpo eler;lr(1fl1.J1?,not1co Fmn ln 
(l:'('l~' l 11r1.~m(1~· l ,1 1~-fi:•rm,·1 F~~rnn'ºF'mnd:·:rn d:-:n. En t !: 1 n':C'~ 1 :1:..:; G.;:u.ic iCJl1GS 
di? f,L1;..:w•?l l i:::i1Jt-!•:l1?n tr.111::::1.~ribirso a.l l\"?nc,11aj1:? d1.? fcirmas 
d1 f(!t·un(-: iLl l t?S cc .. mo: 

'V. U=I) 
vxif+ae"ff=ü J.F'=O ... (4. 10a) 

cl>F='11t•J ... ('L !Ob) 

Las expresiones anteriores son respecl1vamente, las ecuaciones 
de Haxwel 1 en notación vectorLil, tensorial y de formas 
dl f 1.:r1?nc la l l~.3. 

Co11fir111erno~' que las ecuac1c•nos dF=O y d•F'=41r.J 
efec\ i·1arn0nte L.1s e·:u.1c1ones dQ Ma:nvel 1. La 2-forma F' 
8sen~1almente 1.:1 .::i¡;uir::inte; F=L[ErdKº ctxr+LrJ 11Z(-(tJllB 11 )dxt 
Por lo:• qlw ut1l1zando el hecho •1ue dF=O, tenemos: 

dF'= E,JaJE,dKJ dxº dX'­
-E,ll/2doBhc r j/)<lxº dxc dxJ 
- Z b 1 :: 2 J 11 [; b t t J h d;.: 1 ~ 1lX r ,ji{ J 

son 
es 

dxJ. 

-(7i'.E+at13)ct:« <l:<J d:¡º-('V.B)<lx" d''' dxJ= o ... (•1. 11) 

en la ei;uacion 
por le. tanto 
r;(ief1c1entc;s 

(4. 11) <.tx• 
para que 

de estas 
lndependientemente, 
resultado: 

este 

dxJ dxº es independiente de dx" <lx' d;{J 

la ecuación JF=O sea 3ati:sfecha los 
formas se deben de anular 
requer1mientc~ nos da el siguiente 

"7Xl•:+él tB 
17. •¡f 

o 
o ... (4. 12) 

•.¡ue S(•rl pn;•:1:;amente las ecuacic•nes (4. lb) y (4. le), dC•3 
ecuac1ünes dl' MdxWell. Obtenc;am,,s ahor,1 el rGsta.nte 
ecuac1c•l!es de Maxwell, utl1;:ando la c:cuacion ct .. F=41rJ. 
encontremos el dual de F. 

.. (4.13) 

de las 
par de 

Primero 

y tomando la derivada exterior do la ecuaci6n (4. 13) tenemc.s: 

de 
dr:J 

d;11F' = Z l ')(,Er C J li(i t .J;,;O <..lXJ d;{h-i· 

tEra,E 1 tJ 1l 0 ,Jxr ,jxJ dx 11 -

-E,~J11z¿¡ .JB11f r J b( Üll r Jd;{J dxº dK'1 

-" 
('VXIJ-0eE!dK 0 d¡¡J dx"r('J.E)dX' d:-:J clx" ... ( 4. 14) 

la~' e•:U<l•:l•.•nos 14. l'tJ y ('+. 15) y d•:· 
d;{n ci.il1 dxº d;{J 1..l;·: 1l, '/ .1 partir d~ 

. - . (->. 1'.;¡ 

la ir1depgn<lEncia do 1ix' 
lcl 12cu¡1j: 1C.1f1 d-*F=4··H,i.J 
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-~ 

'li'XD-(ltb: :: 41rJ 

quo ¿«•n pr·,;,_-13..imont e 
l d.·:~ cu.1 t i~r:, L'·~·nJ.•: l<ines. 

,_¡¡: (1 

r r ,; 

' ' ' ( 4. l6) 

L1:' ,,,;ua.c1ones ('L la) y (4. lb). Pe•!' tanto, 
vo~t(1J'lalos se r~1it1c0n a dos simples 

'(4. 17) 

hc·r·rck.:r;;• .. 1:·:-¡t.· . .! "",; 1:·. 1 1'/ ~!l\F~:·1an~'2 y fl.tCd<!~li-'rltJt. 

l,..1c'- Í('l'\: ~:i:,'l'!·,:~::¡,-\~ 1 ;:; 1."C1 i\\l(~r • ..:::1 J.~ .:-::·1 ... l\::j:'. ;,'t?f:tL.l""i;\) ¡·a 
¿;:.s. Jt!"l)t.1d;i.-J~=~: ,~_j rt·:··t~.l~-~1.:1\··· --: Jnt<1:1 :;1.:s: ::-~· !O~-~ 1_·;:,n;.'.)1.1:.~ 

'.'0('~(,l lcll(;: :~,, r¡; .: !· ;·,!¡'\ r.·:·q:-·J.l y ':i- l1.'. y ;J,l•)ií1~" JI~':: t .... 2·¡¡1i-:.1:?n 

J:!~11t i !ic:-:1.1; ,.- (·i:·r. \.~;-1.·~·1~ .- , :: ~-l-~'i:;t.·' t·1· .... 1".~:11 1:·_: .. ~-1 ._·_¡.:::~!.:lo 

l°/,"~P . .i'~ld1:• .~: f]¡,;¡) :l:< ~·:::;.l\'\, r.:-1;¡;.' .'. i.!'l•-,;~,': ~·~i\,-, !J.~ fn:-•~t;:1~ 

... ¡,, ;_ j ~ '? ·. t .< ._: r~ .:-· •• :· L ::· ! : f :\-: .:·: :.:: •-: i (•l: ... J,·~ . 
:; •• , i.;. \ l . ' ·: ,· j l J d -~:: ~- ._. ::· ;!,_:¡;·_~-, _1 :.U.·1 •?. 

.':: l ~- ~: '. !" :'¡ : .. '·._' !_ ~td i .·. '! r:: l ·J :; i , ... ,rl. 
~ •:l ;·,. '~ ' 1,. 

")' 

~ • ·,' •• 1. !'' 

-· ::-:r "'' 
¡~· 1 : - .l . •3 1 \? ~· 
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l. - El Alg0hra de Grassman. 

t\I C(•ll)\\llt•) de 
._\ l' j 1 1 l 1' d.!. l t_ 1 • 

l l diíl.ld•.1 un 
1>1J\l lp.1d4_J 

:i l 1:•:•bl"l 

tu(iJs las f(·rmJs d1f8ren1:iales de erado 
c(•l1 Ja mult1plic.:i•:1.:',n anti•:•:.nmutativaA,es 

dG 1_~1~ .. 1._;.:;n~.1::. J..,1 dirn~.·nsir)n del iÍlG(lbrc.l de 
G1~d.:::: .. ·:m,·1n ~~:; ltt .. ~llllhi d0 tr.1·.1-1.-.:. t,1:: dlrn1?nS.l(1llt:!::. dt-? lci.'-;. 0~::.pzic.ic1 s 

¡J-f•>l'm.);_;
1 

r:•.Jll f):_IJ 1• d1)1)<.h~ [1 0S ld diffit:_"'.l):.:..1iilJ. Lk•l o .. ·1·,;\(\(1 basf~, 
1..h .. n1.·t~uw1~ p·.•l' G dl .:1lt:t..1L·r.1 d1_.- Grc.-i .. ,_-:,mJ.n su ...:U.n11..:in~L(111 es: 

l11m Ge); -,"l~)¡n-¡;·¡r·"' (trt¡n:o 2" ... (1.1) 
1·· - 1 

811 ...::11.Jnde (n)::._. ___ n! _____ , 0S la alime11si611 do los 0Spaci03 da 

l'' r• ! ( 11 t» ! 
p- f (1rrnas. 

80<l!l ~ 1 , ,,.,, n 1;•:·ncl'dd•:ires de> un il ¡;ehra Gr-a3sman 
para (;U..llqu1.\:1" J,!:::t, ... ,n t0nem<is qu0: 

.. ' ( 1. 2) 

<.?11 part1~·ul.w r.,,""'). Cua1.-¡u.í..:•l' e10mc!nto ¿;del álgebra (gi:Gn), 
puede sor r·~1i1·1 .. ::1•r1! . ..i.d(l (~ll lrl bJ.::.e, t,~ 1 , ..• ,;,,,~ 1 ~ 2 1···1( 0 - 1 (n• 
c.:•m1) una ccm1..1n,)···1·_·,n J 11H:.>al ch? la :;tgu1entG f(irmJ.: 

,: \ '. ) ' t.'·' f f, " c. 1 ( k ) ~ " + ¡; I> ( k 1 l·: ' } g ¿ ( ,, ~ " + . ' ' + 
t· í: 11 ¡:<,

1
, J ( }.: 

1 1 •• , 1 R n J ~ h , • , ~ h •• ( 1 . 3) 

g ( ( > =: L 11 .~ lf 
11 r: 11:;;. ..... 

1
' r; v ( k \ , ...• kv) ( 11 • •• ~ b ... {1.<i) 

Cü~..1.1dü1'~~rn1 · .. : ;.¡ 1: 1.'nJunti:1 G,..,'' do ~~lGmGntos ~de Gn los cuales son 
repr12sent tld~·:~ l.'11 l ,1 t·,··rrn,1 dü combinaciones l 1nea.les de monomios 
d~ r;rado p.u': 

,, 
1 • '·' 1 1 ~ 11 1?. ¿ t ~ 1 1 ( ¿ ) ~ 11 ~ h .,. • • • ' .. {l. 5¡ 

L,~,~ elemeut• .•. : .i~ .. <;, .. " 3<1n llamados parl}s. Lü::. elementos pares 
l.'.'1·l[1mutJ.n ..:i:1n t·. 1d 11 :·: l·~·;~ vlement(ls do Gn. El conjunto G11 ' de todos 
lo¿ ~iVHh:-.nt•i.:. •il1~· _:_n 1:-•·1mhlnr1CiütH?S lÍneales d8 grado impar son 
!ldmJdos unp.11·,-.,., L<•J .• ,10mvntos de G,..' t1en811 la form¿i_ . 

.. { 1. 6) 

Ev1dc:iit..,n11•11t" 1 .. ._¡ •.• <;l<'menlo ele Gn está. Úni•;amcnte 1'epre3entado 
t: n 1 a f i..1 t · m0 l , : ; . ' 1 1 • " , ._~ r:i n f-~ 1 t G n 1 y g 11 t G,, 11 

• 

Por \~J 1 :rn¡•J .. r.i_•¡¡;.'.l.::lli 1>::; que Si y ~2 ::.•~1n lC1.S Únic~(lS e>lemr:ntos d18l 
.:i1i:~0bl'<l dn C::r'"'·';:rn.111 G¿, 0ntonc<.;:; cu;:ilquier element<:i g de G2 se 
o~cr1bG C(1rn•.1: 

1:. ·e 1; (• + r: 1 ( }: 1 } e 1 > g 1 ( )( 2 ) ~ 2 + 
G.,(1( 1 }:¿)~ 1 ~ 2 ••• (1.7) 

Lc•s 0J .. rn••1il•:•.' P<11·0:' S(•n, ¡; 0 y g,(l·: 1J: 2 JC 1 ( 2 , y los elementos 
1mrhn'l?3 .;31.·n ,:. 1 11: 1 1.: 1 .,. 1: 1 z~: .. >c-. 

~~11.:·l 1 gtJl•l<1 '-' 1 •t1 •. '.1,t1:?'t:'f!V·:; ... un.J. eipr~raci(;n on el áicor.ra de 
(;t~.l:.:::nn.1111 1.1 ·:q.\I ··:: 1:i:1~i1or;a .i la •:0nJl.lt;ac16n .:.:·~1r~1plú-Ja, 1 lametdJ.. 
in\1(iltH:'.1':.i11. l 111.•l lu1Ilt11 .': \l!'i m.1r-1_.:.-(, unCi a \11\(1, ,Jc0 l alr:ebra en s1 
m1~;m1.11 't~ - - t:", •.•1 1 '\\.ll --"t1t l:::.f.1c;o 1.Js s •. igu10ntt-..~s i::(·ndic11)ll1.?S 
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... ( 1. 8) 

en donde a os un nÚmoro complojo. Se dico quo un olemonto g es 
real si, G=G*,por tanto un (Í.lt;tibl'a !:!S i~eal ~i h..1dús sU3 \?l0m2ntos 
sün realo:;, on p.:irtí 1:Uldr ~h:::~ 1l-it. 

2.- Derivadas en un AlGebra de Grassman. 

- <-Definimos las derivadas, izquierda a y derecha a de un 
a(,, a(,, 

elomento g((J del álgebra Gn, como operadore:.; lineales ·en G, los 
cuales actúan sobre los olementos base como: 

... (2. l} -(, ... (,a_= 
d~p 

En c>t1·as palabras, para calcular la derivad,1 izqui0rc\a ele 
~.,.,. ~'!;> ..:on r·,1:,:pectc• a ~P' tGnornc•s que p0rmutar (P hasta el 
prim•?r lUCCJl' nn <.'\ m·:•IH>mi•) U3J.llc\O \,1$ relé\CiC•l18S (1.2) y 8l1t.Ol1C8S 

elern1nar ésta. Para cal<::ular la deri.vada der·echa , tenemos que 
permutat' (P llast<l t?l Último lug.:i.r y eleminarla. 31 c>l monomio 
~, ... (,,ne. ·=c·ntiene a ~P entonr,es.ambas det'iV<hlas ;:;c.n nulas. 
rn'troduz..:amos la :;iguient0 ncitacion, a,, si¡;nifica la derivada con 
respecto a ( 1,. PaI'a 1lust1'at' el prcicedimiento de derivación en 
Grassman v0amos un_eJemplei; °3 1 ( 1 ~ 2 =( 2 , ~3~~ 1 ~ 2 -;: .. 51 

De la defiuic.lon d•.' d0r1vada podemo~< obs0rva1' ·:¡ue 1.1 regla de 
la cad0na tJ.mbiÓn sr~ cumplP, pa.rri i:·c 1mpr1:ibarlo consid1~rernos los 
siguientes cas1:is. 31?a ~,,::E 1,,a~y,,. y f{()=flUy)I entonces: 

( 1 } j _ f 1 ( ( Y J 1 = l: 1, 1 .¡_ f ( U 1 ~ = ,;: ( '.í ¡ a 1, 
.:;yp ·J>.1, ... (2,2) 

f 1 ;; (y) 1"t 
.Jrp ... (2. 2) 

(2) S0a t un pat'.:Ímetro real, y :;,,(tJ=l:pa 1,(t¡yP' entonces 

d_f 1 ' ( t) 1 
di 

~ ... 
3_f=!:h ( f.J_) 
a ~ 1 • a ~ 1 , 

d(,, 
el t 

... (2. 3) 

Gons1dGr1?m(1S l..is f(',1·rnula . .:; para rlifer•:nciacion di.? un pr-0ducto. 
Sea f 1 EGn" un bl0nffinlo par y f¡ un elemento arbitrario de Gn 
entonces¡ 

·-( f 1 [ 2 ) .;1,,, f 2 ( f 1 .:1 ,,. ) t· ( f 2 j p) f 1 ( 2. 4-) 

Si f 1 ~G,,' Y f: <"::<un 0h:m•?nto arbitrario de Lis fórmulas para 
la derivada d(• un fil'(H.lU1;l(I t(1ff1<1n. la ~·.i,;u1L:.ntl~ fc1r·ma.: 

·'.1 ,. ( f 1 f :. ) " ( d p f 1 ) f ;, - f 1 ( ~; ,, f 2 ) 

( f i f r ) ,i p = f 2 ( f 1 ri,.) - ( f 'a"') f 1 • . '. (2. 5j 
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Enfu•.JU1;m.)s ahora nuestra _atencion e·n las propic>dades dL? las 
sei:;unda;,'. dOl'1VadM;, •.¡ue Sf! mue:;tran en las slguientes f(>rrnulas: 

E:> l ,i.; 
( 2. 5) 

,..., 
,)1 (d¿ f) =·<l¿ (,), f) 

.... 
(J.!, )d,.=··( f.)2)d¡ . .. (2. 6) 

·-( .~ l f ) ,) i. 7 (' l { f ¿1 ¿ } 

prc•JH<,d.1d;;:;, .:i~<i •:orne la:ó. prop1e<lades (2.2),(2.3),(2.4) y 
se 0bt1enen can fac1l1Jad de la definici6n de derivada. 

En Pl'llíl0l" luc;ar Jnlr(":l•.tzc.Jíll(•:< los símbolos .1~ 1 ..• d~n• los 
cuales 3on la3 <lifet'enclal0s Dtl el ril6ebra do Grassrnan11, estos 
üb~dt?1,;on las siGUientes relt.J.c1·~1n0s dt? c1:inmutJ.ciÓn 

... (3. 1) 

una vez Lntr0duc1das las diferenciales d(,, podemos dofinir la 
integral en el Úl.;el.wa dL1 Gra2sm.1nn de la s1guient2 fc>rma: 

f 
= (l ' J ~ t di; t = ... (3. 2) 

La intec;ral m~lt1ple se obtiene por rneJlo de iteraci6n de 
iitt¡;grale:; di? la forma ( 3. 2). En part 1cular podemo~' definir la 
integral para cual~u1er monomi~, 

Ll cual ¡JL10dt- ser extendida a elementi:•s .:irbit.ra1'i(>2. de Grassmann, 
ptil' 11ue.iliddd. 

!Je Id dtJf11ucié1n de integral, y de las relacicines de 
anti•:•:onmuta•:ir:.n de>~' y de d(,,obtenemos el siguiente resultado 

J.;,,, ... ~,,,d.;v ... d.; 1 =e,,, ·,,, ... (3.3) 

en d 0:>lldE> < 1 ; .. = l u -l .oi hay una µ01·rnutac10n impar de 12 .. n. 
Para un elemento arbitrario f(U ,representado ceomo en la f6rmula 
(1.4J,podemos inte8l'.:irleo de la siguiente forma 

... (3. 4) 

Cümc• en ·~l anál 1.s1s c•rdinar10 ccin la integral sobre el á1geb!'a 
do Gras8r0t1nn1 p(,.Jemü.s integrar- pc:,r partos 



... (3. 5) 

I 
~ . J - . fe o e ge u a_J ct~,, ... d ( 1 " r-1 ¡ ,,. 1 e ~-fe o Je e o d(,, ... el(¡ 
•Hp a(P . 

Para la prueba ele (3.5) es suficiente considerar un par do 
monomios arbitrarios par..i f y C· En particuL1r C(1n;;ideromc•s los 
sieu1entes; f(CJ=f 1 ( 1 +f 2 (.;f 1 ,~ 1 (,,y cCU=r; 1( 1 'ºntonc.:s: 

J r Eg el ( 1 ,J (f 1 t 1 + r 2 ~, + f 1 2 ( 1 t 2 i g 1 d~ 1 = 
o{¡ J 

por otro lado tenemos, 

las dos Últimas ecuar::1ones son iguales ent!'e si, lo cual demuestra 
un caso particular del resultado (3.5). 

4.- Mec~nica Clisica para sistemas Bose-Fermi. 
(Formal i.>11io Ldgrangian•:i 'f Par.)ntesis do Poisson) 

En esta secc16n contruiremos el formali~mo can6nlco para un 
sistema pset1dc11:lcislc(1 J~s~1··1to pol' vaI'iables ordii1a1'1as qt 
(1=1, ... ,n), que ..:•:•nmutan, y por variables de Grassmann Oa 
(c(=l, ... ,N), que .inti•~onmutan. Supondremo:; que tenemos un ntimero 
f1n1to de grados de l1bartad ,pero. laa ccrnsideraciones que 
hagamos se pueden generalizar a un numero infinito de erados de 
libet'tad. 

Observemos que una derivada derecha con respecto a las 
variables de G!'a2smann está definida por la ecuaci6n vari~cional 

gO: ( 0(() = -¡j_f ( 8(() 

dO,x 
... (4. l) 

en dc)nde f(Gc,1 y g('ce((l 
y (2. 4). En lo que sigue 
poi' 1 d derecha. 

están dadas como en las ecuaciones (1.3) 
1610 consideraremos derivadas que actuin 

Ladi11J.m1.:;-. •.l-2 un .>1stema pseudoctci,,1..:0, al .leual 
a1stema cJ~s1co, est~ llesc1~1ta p(1r u11 prtncipio de 
estac1onar1a (<1:~=oOJ, en donde la accion está dada 
s1gu1ente expres1on; 

... (4.2) 

La var1ac16n de la funci6n lagraneiana está dada por: 

,JL .:: t' 11 r ..¿b, + 
l;iq, 

::;i dl)fllllfllC•S P, .. .c:!_[,, 

d1{, 

J•j,q!~ + dOc:,ª-!,_ + ,lOccih-
a~, Jea a~a 

... (4. 3) 

... (4.<1) 

'1, 

que 1-!ll 
ar:: e ion 

por la 
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respectivamente, la ecuacton (4.3) se ptwde escribir como: 

óL = Jq,~- 1- ,10.:c3J, + ... ( <1, 5) 
dt.!, ,J(jtX 

Para t\?HE1r uua tGt..11~id }.1::.t-ud~.1.::t(·~~::.i1:(1 .:.~0ns:1t~i. 1 ¡:,l;,Jim·:,: que la 
lJ.GranG.lLl.11.J :;'.'...:'d •.Jllr1 íun1:i·.',¡¡ p.11 .;.n i,-l;:: ·:a1"t,JLl0!; d..1.: Gr;:i~~~:rnann; 
Bnt1)nt:1i:?3 p.Jra t<1lo:s ::.i3tt?nhlS .:.~12 dt!bQr1..Í.n cumplir la:; sicuientes 
relac1•:oru?s de .;.;.nmut.ic16n: IL, 0,:(1 = ü y j ir•:c, 1)¡3\= O, ... (4. 6) 
en donde , IA,Bl=AB-BA es Gl .:onrnutadc•t' y \A,.é\ = AB+BA es el 
ant ici:inmut ador. 

Vari.1ndc• lcl acc1on (4. 2) y us.1ndo (4. 3), C•bt~1wmcos las 
ei.::uacl(itll?:::. de In(iv1rni.ento 

¡) r = il.h. , ¡je( 

'º''-1, 
... (4.7) 

Estas '2CUi1Ctü111:2s S(ln las u~-:a1alt:8 1 rnás un conJunto de ecUdGiünes 

quo no ui:urren Lºn le.:; si:;temas .;L:Ísico:;, debido a la preseni::ia de 
las variables de Grassman. Utilizando estas ecuaclones 
encontrdffi03 que lJ. variacié•n de la. cicciÓn e::-tá dadá por; 

,1 S "' F ( t ,. J - F ( t 1 ) (4.6) 
en donde 

Ld'l' ... (4. 9) 

Glá:.;.i1,.~dm1?n-t:12 F'{tJ i.-13 01 gen1.~radür di? la 
infinit 1~s1rnal J. p(,¡~ ana.l.:1gÍa, <::•:in el C<130 clá3ico 
Ham1ltr.•niano •>>mú la e:·:pros1on (•1. 9), para. la 
l n f l n l t e:; 1 mal t - - ->t + J t . 

Gdl<.'ul ern•:.:; la. 
~l;ua~1·:111es (·l.0J y 

.. , .i1' i a.e 1,:,n 
(4. 7) 

. •. ( •1. 10) 

del Hami 1 t oniano, 

t Pans f ül'mac i én1 
definimos, el 
transformación 

ut i 1 izando las 

... (-1-. 11) 

de d.:inde pc.dl!mos ubtener las 0cu<1..-iones de Hamilteon 

µ. = -~ q,:: ~·!! ñ-·:(= -.OiH Oo:= <lll (4. 12) 
Jq, :jpt "YB .. o: ~i[]>X 

t?.3 int'2r-esante n(•tar, que 1(1S sii:.:.nüs en la3 ecuac1onr.:s para las 
11ar1eibh?s de Gra3:>mann, no sc•n e;:actarnente lc•s mi::mos que en las 
vat""Lables que ~(1nmutan. 

Usando lJ e1;uac1é•n (4. 12) pc.demo2. (•btener la deri'1<1da temporal 
de cualquier func1¿n de las variables can6n1cas: 

d_A(q 1 ,p 1 ;0(::•ll'-(;t)= ,)A+(,JI-! ¿;A-Cll-! ,)A)-(,:¡¡.¡ (1A+CIH .'.IA) 
d t ~t ;f1 r .:}t~ r .~i-;-¡ r di)~ Sfi':(J_o.ü. ¿¡5((¿rnu: 

... (4. 13) 

Este l?S el resultado ·~ontl'Ctl de est.1 sección, porquo la 
eGu.:ic1Ó11 (•1. 13¡ d1H1ne el p . .irónU,Jl'-' de P•:oL.:son 

(}B .3A+,'JB .~Al 

.~,n·:r.\:~i:t .~i-o (:.. 311(( 
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dA 
dt 

~•A + <A, H> 
at" 

... (4. 15) 

Ahora div1dircm•)S las variables dinámicas 
variables pat'es (E) y v,1riables impat'es (O), 
stt;uientes rela<.:iones do conmut'ac1Ón 

en dos clases, 
cobodecienclo las 

IE 1 ,E,l=IE,Oi::O ... (4. lol 

Hotemos que la expresión (lL 14) define el paréntesis ele 
PoL;sc•n, cu<.indo B o:; una función par, porque habíamos definido a 
as como una función par. Pero tenemos la libertad de definir el 
pa!'éntes1s de Pcois:;on cuando B Gs impar. Definiremos el 
paréntesis de Po1sson de tal manera que tendremos un álgebra 
sobre un anillo de Grassmann, estas cantidades requieren 

<<E,O> = <eE,O> <E, t:O> ... (4. 17) 

donde E es una constante.impar. 
AhC>t'a examinemos en detalle los posibles casos. 

a)C.lso pa1--par, éste se sigue de la definición (4. 14) 

... (4.18) 

debido a que as y aE son variables impares. 
ae·o: .rno:. 

Es fácil verificar las siguientes relaciones: 

<E1,E2>= -<E2,E1> 
<E 1 ,E 2 E 3 >:: E 2 <E 1 ,E3 ~; + <E 1 ,E2 >E 3 ... (4.19) 
<E 1 ,<E 2 ,E:.>> + <E 2 ,<E3 ,E 1 >> + <E 3 ,<E 1 ,E 2 >>:: O 

·; b)Ca.>o impar-par, se sigue de la definición (4. 14) que 

... (4. 20) 

de lo cual podem•:os verificar que 

<O,E 1 E 2 >:: E 1 (0,E2 >+<0,E 1 >E 2 
<0102,E>= o,c..u~·1E;+((j11E>0_2 - ... {4-.21) 
;,QE 11 E 2 >~ C1<E 1 ,E 2 >+<0,E 2 >E 1 

c)Casco par-impar; de la ecuación (4.17) llegamos a la condición 

... (4. 22) 

ele ~stu se sigue que el parcintesis de Poisson para el caso 
par·-1mp,1r, det0c>1·(1 ser definido como; 

'E, o:." ( ~18 (JO-·élO ,)E)+ (as .JO+_.;io '3E) 
J·~ r j p r J~Í r ¿)p r Jo,_xJñ•.\;j ~o:·dlkl: 

... (•'t. 23) 

Las propiedades de este parcintesis sru1: 

<E:,O;::: -<O,E> 
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<E: 1 E 2 • 0):: E 1 <E~1 O> tO.:E 1 , O>E 2 
<E 1 0 1 0 2 ~= 0 1 ,E,0 2 >~·<E10 1 ~E 2 
<1'.: 1 , 0E 2 >= (J<~~ 1 , E 2 >+(E 1 , O>E 2 

<E 1 , <E?, O>>+ <E", <O, E 1 >>+.;o, <E 1 , E2 >>=O 
... (4. 24) 

d)Caso impar·-i~par; 

obt en·~111os 
Lttliz,rndc• un<1 voz más la ec•.1aciÓn (4. 17) 

<eE,O>= E<E,O>=(Q.s_F, 
aq, 

Cl(H(IO .)cEJ-{dCE ~QT.:i_() ClCEJ 
¿¡-p(¿1~:itd0 du'-'c dn 1:::·Jút.'(~;-¡r::\ 

... (4. 25) 

Por cons1stencia el paréntesis impar-impar deberá ser definido 
de la siguiente manera: 

... (4. 26) 

y las propiedades que obedece son: 

<01 1 º" >= <02 'º1 > 
<0,02,0a>= o,<02,0a>-(01,0~>02 

<E0 1 ,0 2 >= E<0 1 ,0 2 >-<E,0~>0 1 ... (4. 27) 
E 1 <O 1 , O 2 ;. >+<O 1 , <..O 2 , E> l -<O 2 , < <E, O 1 > > = O 

<0 1,C0 2,03>j+<ü 2 ,<0 3 ,0 1 >>+<0 3 ,<0 1 ,0 2>>= O 

Ademis para cualesquiera tres variables ~e cumple: 

<A,B+C> = <A,B> + <A,C> ... (4. 28) 

Notem(>S que para cualesquiera tres variables A, B y C una 
identidad general i.zada de Jacc•bi se cumple; esto quiel'll deci1' que 
también para la ps2udomecán1ca •?l siguiente teoroma fundamental 
se cumple, "El parif.ntesis de Poisson dll cualquier dc•s constantes 
de movimiento es una constante <le movimiento". 

Aho1·á cons.tderernos un par de ·ejemplos do la mecánica de 
sistemas Bo::ie-·Fermi, Empecem(>S con el caso de una partícula 1 ibre 
crassmanniana ,con variahl0s q(t) y 8{tl solamente, es decir una 
part Ícula Ubre unid.i.me·.1sional con una sola varial:.le de 
G1•a::isrnann. 

F.n1pecemos por dGfinir realidad en Gras~:mann como: 

(4.29) 

/J·,ora ,,.,u L=1/2mq 2 i·i/2EOÓ, la 12.t:;ranei;rn;i dol sistema, notemos 
quG la lagrangiana es u1ú función par y roa!, debido a quo 

ce&>• = o~o· = ee = -ee. ... (4. 30) 

La función la,;.rangiana tiene é8ta forma debido a que, en 
primer luear e::: par y real, además de ser la Única combinación t:n 
las vai-iables e y e que cumplen con este requisito que son 
distintas de cero. Aplicando las ecuacio:ies (4.4) a ia 
lagranc1ana tenemos: 

p = .3L:o mq 
élq 

TI - ~ = 
.3~ 

-me 
2 

Ah<•ra aplicando las ecuaciones {'5.7) t<memos; 

.•• (4. 31) 



p :: aL :: O rr ... (4. 32) 
dq 

enseguida construyamos el Hamiltonoano del :dstoma, el cual f!stá 
dado por; H = c'¡p+Óíl-L :: mq"-~1/2f10-l/2mq<-i/2MeÓ 

H = 1/2m~2 = p2/2m ... (4. 33) 

Resulta interesante notar que en el Hamiltoneano del sistema 
no aparecen las variables e, e, esto quiere decir que la ecuación 
IT::.-JJ'iHO, no e;:; una ecuación de mc1vlmientc• sino una constricción 
del sistema. Esto es más claro en la formulaci6n Hamiltoneana, 
las ecuaciones de movimiento son ((4.12)): 

ci: = CJH = ...!'..• p = -aH :: O, e :: -aH = o, JI = 
ap m aq arr 

-aH 
de 

Por tanto la lagrangiana de este ejemplo , es una 
de una part1cula en una dimensión con constricciones. 

0 ... (4.34) 

lagrangiana 

Tratemos ahora un caso un poco más interes<1nte, consideremos 
una partícula libre en tres dime1L>iones, es decier las 
coordenadas generalizad¿¡s en este caso son q,(t) y 8,(t), con 
1=1,2,3, como una generalización del caso anterior. Por tanto la 
lagrangiana esta dada por: . 

L = 112 m•i: « + i 12 J.I e , e , ... (4. 35) 

en esto caso las ecuaciones de movimiento .son, 

p•::aL"mq,, rr' =.'JL=-i/2MO , P' ::aL =O, ÍP =aL =i.1211é 
a.f, a~ t ' aq i ae i ' 

•.. (4. 36) 

y por tanto el Hamiltoneano del sistema adquiere la siguiente 
forma¡ H = (r,p•+ó,rrt-L = 1;2p)n-1 ... (4.37) 
y las ecuaciones de movimiento de Hamilton son: 

:P•=-ª11 =o, <Í =aH =P', o =-aH =O, rr•=-CIH =O 
t --- [ -. -

... (4. 38) 
aq, ap• m arr• ao, 

Como en el caso anterior, la lagranglana (4. 35) describe una 
partícula libre con constricciones, tales constricciones son: 

IT i + 1/2 MO, :: O y IT t - i / 2 HÓ ¡ :: O .•. (4. 39) 

Consideramos una rotaci6n lnfinitesim1l dT 3lrodedor de un eje 
espacial, cuyo vector unitario es n, el vector velocidad v' 
sufrirá un cambio Jv dado por (figura 1): 

Figura 1. 

Jv=vsen~cl'i' 
=nxv'J•P 
=cl'i'<, J 11 n.;v., ... (4. 40) 

Postulamos que las variables qt y 0 1 sufren los siguientes 
cambios, del,ldt>s a la rt)taciÓn: 
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... (4. 41) 

La funci6n F(lJ=Jq 1 p 1 +JO,íl'-dtH, es una constante del 
movimiento(t0orr:ma de llciether), intl'<:•duci.:ndo los cambios (4.41) 
en esta func16n obtenemos el s1cu10nt0 r0~ultado 

d/cll(yxfi + -Oxll)= (J ... 14. 42) 

en nuostro caso, q y ~ sc1n paral0!0os y por tanto la ecuaci611 
(4.42) nos dicll qu0 Q~'{IÍ=cte. . .. (4.43) 
entonces la lagranciana (4-.35), descr.íbe una partícula libre con 
un m<:>rnento angul.1r intrínseco, es docir una part Ícula con espin. 

5. -Lagraneiana ilivariante de transformaciones de SupG!'sirnotría 
(Introducci6n al Superespacio) 

El superespacic> es una e;:tensiÓn del Gspacio-tiompo ordinario. 
Sus puntos son marcados ne' s6lo ccin cc1orde11adas bos61licas, quo 
conmutan, sino tambi~n con coordenadas fermiÓnicas, que 
antlconmutan (de G!'J.ssmann). 

En general un punto del superesp,~cio e:;tará marcado por 
zH=(xm,oª,Oal· Para nuestros propositos consideremos un 
superespacio sencillo, marcado sólo por zH=[t,9,0•), para este 
superespacio cualquier función tiene la ~iguiente expansi6n en 
serie; 

F(t,e,e*>= F'¡(t) + F2(t)O + F',(t)0• + F'l(t)O•O ... (5. [) 

la derivada en 2ste espacio queda definida a traves de las 
siguientes relaciones 

él O= =élOx, ae = at =O, etc .. ... ( 5. 2) 

ªº a-e~ a-e .. a-e 
Por ejemplo .3F'/él0' F dada como en la ecuac ié•n (5. 1), U ene el 

siguiente valc•r: 
... (5. 3) 

En general la derivada para cualesquiera funciones A y B esta 
dada por J(AE)= JAB+(-)ªAélB , con a=O o 1 si A es par o impar 

ae- 50 ªº Ademis la derivada cumple con las siguientes reglas 

... (5. 4) 

La inteeral en este superespacio se defino a trav~s de las 
siguientes reglas 

... (5. 5) 

La integral de la fu11c1Ón F'(t,o,e~>. F <lada como en (5.1), 
posee la siguiente simetría O-•O•e, donde es una constante 
grassmanniana. 
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Es decir, 
Grassmann. 

fF'(t,O,O*)dO = F' 1 (t) - F'y(t)0lf 

fF''(t,OH,0*)d0 = F' 1 (t) - F'y(t)O* 
•.. (5. 6) 

la función F es invariante bajo traslaciones en 

La ecuación (5.5) nos sirve para dofinir el producto escalar 
de dos funciones del superespacio, F(L,e,ti.i y G(l,O,G>l como: 

(F',Gl= JdtdOdO* F'*G .... (5.7) 

En general este producto no es definid•) positivo, y además si 
(F,F')=O, no quiere decir que necesariamente F'=O. 

El producto escalar nos permite definir un operador adjunto 
atraves de la siguiente relación, 

(QF', G) = (F', Q+G) ... (5.8) 

En donde Q+ es el operador adjunto de Q, En partícular tenemos 
que (i<Jtl ... =iat• Cc•e>+=ae., , 30 .i=ao ... (5.9J • 
Enseguida tratemos las transformaciones de supersimetr1a y 
encontremos una función lacrangiana que sea.invariante bajo estas 
transformaciones. 

Las transformaciones de supersimetría están definidas por 

. •. 

notemos que t'es,par 
transformaci6n que se 
signos. 

t'= t - i(O*t-c*eJ 
0'=0+( ... (5.10) 

º*'= º* •· (lf 

y real, y es prácticamento la Única 
puede definir , excepto por constantes y 

El generador de las transformaciones finitas de supersimetría 
es L=ade•a•+an. Debido a que, A'=LAL+, para A cualquier función 
del superespacio, tenemos quo para una transformación 
infinitesimal se cumple la siguiente rt:laciéin 

... ( 5. 11) 

debido a que clt=-i(0*(-(*()l. clO=c y clO,.=c*, oncontramos que los 
generadores de supersimetría tienen la siguiente representac16n 

... (5. 12) 

de este resultado se sigue que las cargas Q y Q*, satisfacen las 
siguientes relaciones de anticonmutaci6n 

/a,G•\= 2iat 

¡a.a\= ¡a*,aii= o ... ( 5. 13) 

Bajo las transformaciones de supersimetría las siguientes 
derivadas son invariantes 
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... (5. 14) 

dehldo a que, a0::a 0 .-ü.élt'• a0 •• =ae,,-icéJ 1 , y a1 =<'e•· 
Las derivadas covariantes (5. 14), sat isfacon las 

reglas: 
l o0,G\:o jD 0 ,o·\=o 

l 0 e 00 e~=1Do.,Do°!\ =o 

steuiont es 

\De, D'e\= {D0, De;\ =-21a 1 

Do (AB) :: (DeAJB + (-)ªA(DoBl ... (5. 15) 

Definimos un supercampo escalar real, como aquella función del 
superespacio que obedece la siguiente relación 
'l'(t,e,e*l=•P*(t,0,0•J, y además 'l''(t'.0'.0*'l= 'l'(t,O.e•l ... (5.16J 

La función escalar 'l'(t, B,O•l puede ser expresada como un 
polinomio de O y 0•, en la siguiente forma 

'l' :: Ut) + 1Ei'l'(t) + lO•'l'*(t) + O•OD(t) ... (5. 17) 

en donde Utl y D(t) son funciones pares,y 'l'(l), 'l'*(t) son 
funciones impares.De la ecuación (5.11) tenemos que el cambio en 
'l' debido a una transformación de supersimetría e:>tá dado por 
a'l'=ilE•Q•+QE,'l'I y por otro ladO,J'1'=ae'l'at+él9'1'JO+él9 0 tJO•, tal que 

... (5. 18) 

por lo que tenemos: 

... (5. 19) 

en donde (=él 1 (. 

En términos de componentes, tenemos quo las derivadas 
covariantes de 'f>(t) son: · 

-i'I'* - OD + 10~ ... (5. 20) 

Una función arbitraia de <¡> puede ser expandida on una serie de 
potencias como sigue: 

V('l') :: r:
0

an<pn ••• (5.21) 

La acción invariante más general que so puede construir ccin el 
supercampo gscalar f, es de la forma 

S=Jdtd8~d6('"1D¡¡'l'i 2 -V('i')) ... (5. 22) 

Como la integral en Grassmann sB comp<•rta como s1 fUfll'a una 
derivada, s6lo necesitamos encontrar el coeficiente de B•B en la 
expans16n de V<•> y de ID9'l'i 2 • Tonemos quo 

(De'P)*De•P = ºª*(~~i(•r'lf~'-h'i'l + D2 +, •• 
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V ( 'P ) :: 0 O ,.J i:: na,, ~ " - 1 ( - D) + i:: n ( n - 1 l a n ( n - 1 1 I 2 ( 'l"V • - •\'< 'l' )') + · • · 
::: OS*I- !J'I' (0 - 1/2 (•V•'V-'l"l'*)V"(())~... . .. (5.23) 

Introduciendo la expansiéin (5. 23) en la e•:u•:iéin (5. 22) e 
integrando obtenomos 

... ( 5. 24) 

Los términos •V,~·· (impa1·es) correspondl•n a un campo fn1·mié1nico 
y los té1·minos ~ y D (pares) a campos bosé•n.l•;os. l!éitese que D no 
aparece en fonna ele derivadas en la ecuaciéin (5.24) y por lo 
tanto no es un campo dinámico, es un c<impo auKiliar. La acción 
(5. 24) tiene la forma cl.e:;e;icla, es una acción invariante bajo las 
transh11·maciones de supersimetría en las componentes de la 
función escalar ,. 

En t::::te capÍi.u1o rc·vlSai!tOS 01 á1~1)bra ele Gr¿L';:::rn.'1nn. Pera 
11osot1~os lr¡:i,tt:.r Ci..il1 .:i.st a LÍ.! i::01 .. ra re¡ !'e:~i:.11'...a en~.t..:1l.L·r i.:• l 
comportami1:-:nto alft'braico c10 Jo:; cai.1r 1:• bo:;(:1111:n~; y f211.11l:11ícos1 
loS cua1t?r. co111nu\,;:~n y antic•:¡11wut-an, rt?spi:Jctiv¡.11¡¡.~11{e, C(._!!üO lo hacen 
Jos eJe111<>11tos c\el Úlbt>br·.1 clG Gr~:us111a1111. Y •ºS de int0ré·~ peoccr;i..: 
estos ca111pos ctescriJoen a la.> pat·tÍc'ltla:: el(:J11011ta1cs .. C:C•Jno por 
ejewplo lo~ 1Bt.!O:C·1:(;:1 TI que so11 bc,s0 JJes. o <1 1oS el('c'tro11es que sou 
fer111io1ie s. 

Tarnbién -prt?se11L31no.i:~ a 1a pseud.o1!lecáni·,:'w¡ i..1na n;;:c31!ÍCil C1J11 

variables <le Gra.::s111am1. F'orinularno;; ios paré1:Lc:ns ele Pclsson rara 
las "<lifcrn\.e$ po."if.i lidade:; ere las ·1arL1blc:' d<' Qrass:11:11111, y 
Co11Struin10~ una lJcr.:i1q.;i<:ma qu12 representa ;i un::i parLÍCttl.:i con 
gir-o intrins0cc, ¿" d~<:'.il' con espín. 

Otro hecho '1"' rel<·>'o.rici.:1 fu0 1él :int1·oducciÓ11 a_c¡ ::up"rcs;oac10, 
que es t111 ospacio c:c:npuc.:.·to ·por coord0112.d~::: '1\1.•? ~v11111LLt~n y otras 
que antjCo!inmtan. E:{ d1: i1upol'tancia peir <l(':; rJ·.~:>n(<:¡ u1~a, l!l 
superc.::pacio e;.'. la ( 1 :·:te11:::té1:1 de 13~ Vc.1!'i'<.?cL:ld(1

;.' d<: r~it:-1:\.'.°'•Illl, 1 Tl.lC 
incluy0 1ntevas coorcJ;,;u.ncL:;.s que reprr.sc11tC\11 c;:·J._l•."l:;o d0 l ib(1 rtLl.ii 
j.nternüs d~ los C.J111r"os .f11lida1¡10ntalGs .. Dos, nc:c~:ro;.: t.r(.,1J:-Jj.)1·e1110~ 

Con ttl\.:.1. -teoría b3;.:ad.z-:i: eu t.1:;tG ,:~-....iperl:sp.:icíL"'I .. 
Fiuoltnente :i11tro<luji11:0.~ las trausfor111aci0:1~s cI2 :rnpc·r~i111etría y 

con~tl"'Himos una la~!·aut~i.:11,,1 i.:1·::ir12nt? d0 ~1.1ri::r:.::11¡etrÍ'1 d..:i un 
c:ampo esc:o!ar. F]sta lop·;::.1,¡_;i:m2 t.íene la cucdid~1i de :~er t.:i rnás 
eenGral qu<? pode111os c·oi1s~ruir. 
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CAPITULO III 



1.- Simotrias on Teoría cu~nt1ca <le Campo 

Una :dmetría ~"' una Ji.var1ancia de aleuna ley fi::ica, baj(I un 
grup(l do transfC1rnHci.c.nos. E:~:te ¡;rup(1 es llamado el t:n1po de 
simetría. 

Una teoria clásica do campos en geneJ'id, 0s un.:i l1H•rÍa en la 
cual un grupo <le simetrías act~a sobre un conjunto de funciones 
llamadas campos, deflnl<las sobre una variedad espaclo-temporal de 
cuatro dimensionas. La evoluc16n temporal de estos campos es 
gobernada por ecuaciones dlferencialos, invariantes bajo las 
transfc.rrnaciones drd grupo de sirnotría. Estu.s ücuu.ci·:iiws se 
pueden obtener de un principio de acci6n estacionarla, esta 
acción es una funcional dü Jos campos, dof inide1 en t .?1'mi!\(is de 
una densidad lagranslana Ja cual es invariante bajo el srupo de 
slmetl'Ía. 

Las transfoi·maciones de simetría son de dos tipos; simetríu.s 
espacio-temporales, en lu.s cuales las tr.:insformaclones 
col'responden a un cambio de las coordenadas espaci(•- tempor·ales y 
simetl'Ías internas lnvolucrande> grados de libertad diferentes a 
las coordenadas espacio temporales. 

Si los par¿metros de las transformaclonos de un crupo de 
s1metl'.Ía interna :>on lndependle!lte:; ele las coordonadas 
espac10-t1?mpor'1lea , se dice que la teot'Ía tiene una invarianc:ia 
de norma global, en caso de que los parámetPcis dependan de las 
coordenadas entonces la teoría tiene una invariancia de norma 
local. 

El grupo de Poincar¿ es el grupo de simetrías 
espacio-temp(lrales de la forma x·m=A'"nxn+am, en donde A. es un 
elemento del grupo de Lorentz y ames un cuatrivector real,que 
dejan la forma bil1neal ;.;:mgmnYn invariante. Los oper'adores Pm Y 
Mm,., gener~n las transformaciones de Poincat'Ó en ol espacio de 
estados f1sicos, Pm genora las translaciones, Mmn genera 
rotaciones y transformaciones di? Lorentz. Estos operadores 
determinan un áleebra de• Lie cuya<; relaciones ele conmut aci6n 
son< 1 l 

... (1. 1) 

IMmn•H¡pl = Sn1Mmp - Bm1Mnp - e,,pHm1 + BmpHn1 

en donde Bmn es la rn~trica de Minkowski. • 
Una importante consecuencia de la invariancia ele Poincar8, es 

que las part ícul <l.S son el asl ficadas por su masa y 8 spÍn , y que 
los diferentes estados de momento y helicidad IP.~> de una 
partícula, son colocados en una representac~6n irreducible 
diferente. La invariancia global <le Poinca::e predice que la 
energía, el momento y el momento ~ngular se conservan. 

Las simetrías internas forman un grupo de Lle, cuyos 
operadores Tª son escalares o pseudoescalares, las relacionas de 
conmutac16n que obedecen forman un ál geb1'a de L1e 

... ( 1. 2) 

Las partículas de la misma masa y esp1n pero de <llferentes 
e1genvalo1·es de T", son colocadas en l'epresentaciones 
irreducibles diferentes, con ba:rns ¡p,1',i>, en donde 1 doneita 
los n6meros cudntlcos internos. Una sim0tría interna global 

1.· Bo~ol ubo'I, e.t. o.\. ( F/) 
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predice lOYQS do con:.;L>rvacié.n fh1l'a num0t'(•c< cu;int ico::;, 
Antes do entrar a sup<:?rs1m0l!'Ía s01'ialomo~' un.1 C(•l1secuenc1a del 

teorema de Coleman-M<lndula. E3ta teorema establece que el grupo 
de simetría total d0 una teoría de campo os el producto directo 
del grupo d'! Polnc;:iré con,-,¡ grupo de sim•HrÍ<l itítt?l'na. E::; d0cJ.r, 
dentro del ccínto;:to do las á1eobra::; do Lie, s1 queremos combinar 
la simetría interna con la invarlancJa do Polncar¿, s610 se puede 
realizar de una forma triv1<1l (el producto 'di1'er:to). lbternos que 
si el erupo de s1mot1·ÍJ. us ol l-Jl'1..1Ju,:t,:1 di1"0 1:·t0 :J.0 un crupo de 
simetría il)l~rna ccin 01 GI'11pc1 <lP Potnc~r6, entc•11~Gs los casirnires 
del grupo de simetría son al mismo tiempo los casimires de tos 
dos subgrupos que intervienen en el producto, en particular el 
operador asociado al espin, el vectc•r do Pau11-Lub.:i11sl:y, os un 
casimir dol crupo de simetría, por lo quo cada ropresentaci6n 
diferente debe tener espln diferente. Entonces cualquier intento 
para unificar sirnertrías espacio-temporales con simetría interna 
en el sentido de colocar en la mÍsma representaci¿n irreducible 
espines diferentes, reqUie1-e de una estructura matemática 
diferente a las áleobras de Lle. 

Afortunad<J.mente existe el formalistno de álgebras ¡;radu<J.das de 
Lle, las cuales son sistemas algebráicos con dos clases o erados 
de elementos, los elementos p<J.res Bª y los elementos impares Fa:, 
las relaciones de est1·uctura son de la sieuiente forma 

IBª,Fal ~ -tªap Fp ( 1. 3) 

l Fa,Fp\ = Sa.aP Bª 

Entonces los elementos pares determinan un álgebra de Lle, los 
elementos impares se transforman de acuerdo a el á1g0br<J. de las 
matrices t''o:P•, y el antlconmutador de dos elemen\~)s impares es 
una combinacion de elementos pares. 

Debemos n(•t ar que las á1 gebras graduadas ele Li n no son 
sistemas mi.stel'iosos sino, sist8mas muy concretos qu0 pu<?den ser 
representado:; po1' matrices diagonales en bleique 

B =(b O) 
o 'b' 

F =(~ r) 
f'O ... ( 1.4) 

en donde b es una matriz de dimensJ.é.n nxn, b' de mr:m, f de nxm y 
f'd.:. mxn. 

El á1gebra de superslmetría es un álgobra craduadu de Lle, en 
la cual una o m~s cargas esplnoriales aparecen como elemRntos 
1mpares; CC>nsidoremos el caso de una carga Gcc con cuatro 
componentos, o:=O, 1,2,3., las relaciones de estructura están dadas 
por 

IPm,Go:I =O 

{Go:,Gp \ = -ymap Pm 

Las constantes de estructura t 0 ap y 
(1.3) son los elementos de las 

... ( 1. 5) 

... ( 1. 6) 

... ( 1. 7) 

S 0 o:p de 
matrices 

las 
de 

ecuaciones 
Dlrac xm y 



o-mn=l/41-Ym,"tnf. La ecuación (1.5) establ1,,ce qwo; O,x se transíorma 
come• un esp1nor bajo tran;_,fcirm;:i.cioru';; d•: Lorcl1t z, la ecu<ic lÓn 
(1.6) 1mpl1c;:i quo Ja::·. c<J.l'gaé< e:;p1norial1>:; O,.x ;;e consorv.:in b<.1jC• 
translac1eines so cornpür-tan corn() P 1 c1p0rJ:.!.·:i1" rn::.ff1~út (1. Lri c- 1:u~-ii.::1éin 
(l.7) es l<i reJ.:iciéJ11 clave de la ,c.strw·+•.ll'<l de• c.up,0 rsirné-f1·í.:i y 
11\•3 dic•e quP. do:; tr;.1n:>f•.>r11i;1ci(•Jle:; repet.ld<JS de' supersirnotría ddn 
una tl'ansL:ic!Ón en el osp.:.c!•> tiempo. 

Cons!deremo;; un ejemplo sencillo de ~uperslrnetPÍa; Primero 
defin;:imos v;:ir1able:> de prirnel'a y de soeunda e::;pecie, de la 
s1eu1ente forma. So llaman var1ablos clü pr1rn01·a especie a 
aquellas que conmutan, como por 0Je1nplo, Ja posJ.clÓn ;( y e,! 
momento p, las variablos do secunda ospecie son aquellas que 
anticonmutan, como por ejemplo lciz osplnciro::; 'f' y •11+. Las 
variables de primera y segunda e:;pocie lJ0nen la particularidad 
que en el lÍrnite clásico las primeras se !'educen a números quo 
conmutan (números-e) y la.s secunda:< a variables cl•3 Grassmann. 

Suponeamos un álgebra de supersimetría dada pc•r: 

IQ,1Cltl =O ... (1.8) 

i Q, Q+ \ = 21 a< 

Para pasar a mecánica cuántica postulamo~ el Hamiltoniano H 
como: 

H: 1/2 {Q,Q+) •.. (l. 9) 

con· esta definición H queda definido positivo, además en el caso 
cuántico, JQ,Hl=O, el Hamiltoniano ce<nmuta con la carga espinor.ial 
Q, Consideremos una representación de Q dada por Q=CP-1V')'I', en 
donde'f"l'='V+'l'+=O,~'f•,'f•+\=1 y V'=atv, es decir Q anticonmuta, 
Q2=Q+2=0. 

con tal representaci6n el Hamiltoniano queda expresado de la 
siguiento forma 

H = 1/2jQ,Q+\= 1/2 (p 2+V' 2lf'f','f•+\+ i/21p,V'li•J•,'f'+¡ 

= 1/2 (p2+V'2) +V'' 1'1','l'+I ... { 1. 10) 

En donde se ut111zó que, j'!','f•+1=1 y que si A es un operador 
cualesquiera el conmutador de P y A nos da una derivada do A, 
1Pm,Al=-1ClmA. 

Def!namos ahora el operador de número N como 

... (!. 11) 

el cuadrado do! operador de número es !gua! a la identidad 

debido al hecho que N2 :1, los eigenva!ores de N son +1 y -1, a 
los eigenestados con N=l se les llama e.stados bosÓnicos y con 
N=-1 estados feMniÓnicos. Consideremos la siguiente 
representac1611 para '!'y '!'+: 

... (1.13) 
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,, con esta representaci6n :rn cumplen las :'iGnientes relaciones 

1 'l', ·v· 1 = a, = ( 1 o ) 
o -1 ... ( 1. 14) 

Entonces el HanHJtoni.1110 H=l/2 (p 2 ,·V' 2 )+1/2 V"cr,, ropresonta 
a una partícula con espin en una dimonsi6u, no rolativista y de 
masa uno. Los estados del sistema se pueden clasificar por sus 
eigenva!Ol'8s de onorgÍa y de a,, IE,a,>. En tél'minos do los 
oporadores 'l' y 'l'•, el operador ~e n~mer~ queda expresado como: 

... (1.15) 

Notemos que los eigenvalores d.o a, scin ±1, que son 
precisamente lo:> eigenvaloros de !l, además que cr 3 conmuta con ol 
Hamiltoniano, lcr,,Hl=O y que Ja energía e~ positiva E~O. En 
nuestro ejemplo ia funci6n tle onda de las partículas se puede 
descomponer en la siguiente forma 

<xlE,+> = QE(X)(6), 
... ( 1. 16) 

Aplicando Jos generadoras de suporsimotría a, o• sobre los 
estados del sistema tenemos 

QIE,+>=O , Q•JE,->=O , QIE,->NIE,+> , 0•1E,+>NIE,-> ... (1.17) 

y como JQ,Hl=O, Q no cambia la energía do la partícula, en una 
teoría supersimétrica podemos tener Juntos en la misma 
representacl6n a bos6nes y fe1,ni6nes. Los generadores Q Y Q• 
pasan a un estaclc• bosÓnico en uno fermié>nico y viceversa. 

En general si consideramos un estado de hellcidacl >-, Jp,>-> y le 
aplicamos la cargaªª' el resultado es una suporposici6n ele 
estados ele partículas de el mismo momento y energía , y por tanto 
de la misma masa, pero con heliciclacles >-±1/2, debido a que Pm y 
Qa conmutan, 1P,Q1 =O. 

GcxlP,>-> aJP,>-+1/2> + bJP,>--112> ... ( 1. 18) 

Entonces las transfonnaciones de supersimetría conectan 
estados de partículas que difieren por 1/2 de unidad ele esp1n. 
De aquí se desprende que superslmetría relaciona bos6nes y 
formi6nes. 

En supersimelrÍa global tenemos leyes dll conservación y 
relaciones ontro amplitudes, análcigas a aquollas de la 
invar1anc1a ele Poincaré y de la simetría interna. Las leyes de 
conservaci6n son puramente formales, debido a que los 
eigenostados de Ge, son superposiciones ele bos6nes y fermi6nes, 
los cuales no ocuiren en la naturaleza, pues están prohibidos por 
el teorema de Coleman-Mandula. 

Veamos como ocurro esto Último en nuestro sencillo modelo 
supersimét.rico, dado por la ecuac:16n ( 1. O). Antes dotongamonos a 
observar algunos hechos de este modelo. Debido a que el operador 
do número N y el Hamiltoniano conmutan y 11 2 =1, los estados IE, ±> 
están <legoneradc•s. Si el Vi.ilC>r promedio de la energía en el 



estado de vacio 10> tiene un valor igual a cero 

<OIHIO> = 1/2 <0100• + 0•010> =O ... (1.19) 

~mplica qua GilO>=CJ· 10>=0. Enlonces el ,;.stado ele vacio 10> es 
unico y por lo tanto es un estado supersimcitrico no degenerado. 

consideremos un recim~n de d13pers16n, en donde existe un 
potencial V'=W de corto alcance, es decir.W(x)=O si lxl>IRI Res 
el alcanct> del potencial. Entonces los generadoros de 
supersimetría toman la sicuioute fc•rn>a, en la Peeié•n donde 
IXI > 1R1. 

O = P~ = l 0x(O 1) 
i o o 

Para x<-R, el estado 
por¡ IE,±>~(o'"x+R+e-'"")I\+ en 
y R+ es la amplitÜcl de qu~ el 
reflejado (figura 2). 

haz incidente 
-----7 

~==~ 
haz reflejado 

R -----? 
..... 

IE, ±> 
donde 
haz sea 

haz 
dispersaao 

.. ' (l. 20) 

reppes0ntado 

Figura 2.-Rcigimen de 
dispersi6n para un 
potencial de 
corto al canee. 

Para x>R (W=OJ el estado IE, ±> pui?de ser representado por 
JE,±>~T+e',,"'>I+. en donde 'I'+ es la amplitud de transmisión del 
haz. TribaJanao on el rcisi~en asint6t1co el generador o• aplicado 
al estado JE,+> nos da el siguiente resultado 

Q•JE,+> 

... (1.21) 

do la ecuación (1.21) obtenemos que a=k y R.=-R_¡ por lo que la 
ampl 1 tud do refl exiÓn para bosónes es igual al negativo de la 
amplitud de reflexión para fermiónes. De la misma manera, 
aplicando Q al estado IE,->, para x>R, tenemos 

... (1.22) 

La ecuación (1.22) nos dice que 13=>: y T_=T+, es decir la 
amplitud de transmisión para bc•sÓnes es igual a la amplitud de 

·transmisión para fermi6nes. Este simple ejemplo muestra el tipo 
de relaciones qutl se pueden encontrar en una teoría más refinada. 

2.- Supersimetría en Teoría cuántJca de Campo 

Es importante que nos demos cuenta que la supersimetría no 
actúa come> una simotría convencional puesto que no so basa en un 
álgebra de Lle. En supersimetría tratamos con sistema~~ do campos 
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bos6nicos •(XI y ferml¿nicos o/(X) simultaneamonto. Con ostos 
campos podemos formar una densidad lagrangiana L(••ªm''''ªm~l y 
con 6sta una acci6n dada por: 

. (2. 1) 

Tambi6n <?;:iste un par<Ímütrci espinorial anticonmut.:rnte €e( en 
términos del cual las transforrnacion¡;::; supers1m6t1·1cas do los 
campos tienen la siguiente forma esquem.:Ítica 

.;)~· = aor\· + •.• (2. 2) 

en donde r.r son matrices ele Dirac elegidas para balancear los 
Índices ele Lor0ntz, y <- ••• indica posibles términos adicionales. 
Las transformaciones de supersimetría siempre mezclan campos ele 
Bose y de Ferml, a diferencia de las simetrías tradicionales. 

Antes de que consideremos una lec.ría supersimótrica, rt?pasemos 
algo del material técnico sobre matrices de Dirac y espinores de 
Majorana. 

Consideremos la métrica do Hinkowsl:y 'lJmn=-e,,,,,~~(--1, 1, 1, 1 J. 
Para empezar definiremos M, como una matriz ele 2x2 con 
determinante igual a uno, es decir M es. un elemento dol grupo 
SL(2,C). 

La representaci6n más baja no trivial del grupo SL(2,CJ es 
bidimensional. Los elementos del espacie donde act6a esta 
representaci6n son llamados espinares. Hay dos representaciones 
bidimensionales no equivalentes de SL(2,CJ, dadas por las 
matrices M y (l~*)- 1 , y por lo tanto hay dos tipos de espinares, 
representados por 'l'a y <vi, sus leyes de tr.:msformaciÓn son: 

.. .(2.3) 

Además estableceremos la siguiente cm1vención, los espinores 
con Índices punteados inferiores se transforman por la matriz 
compleja conjugada M* y los espinores con Índices no punteados 
superiores con la matriz dual, definida pnr Mº=IM-t)T 

~'& = M*~~ ~~ , '!''ª = (M-IJpª 'I'~ ' .. (2. 4) 

Existe un isomorfismo entre el grupo de restringido de Lorentz 
(L, detí1=1 y Q0 º21, Qe:L) y el grupo SL(2,CJ. A cada matriz 
Me:SL(2,CJ le corresponde una transformacié•n de Lorentz Q(l·IJ, tal 
que íl(M 1 H2 J==D(H 1 JQ(M 2 ), sin embargo cuando f/(lo! 1 J=Q(H 2 J sucede que 
M1 =±J.1 2 , en otPas pal abl'as la copre sponclenc ia Q--7±M, define una 
representac16n bivaluada del gPupo de Lorentz, llamada la 
representación esp!norial. 

La conexión entre el grupo SL(2,C) y el gpupo ele Lorentz es 
establecida a trav~s de las matrices-~. 

" . ( 2. 5) 

estas matrices forman una base para las matricos co~plejas de dos 
por dos. 

A cada cuatrivector Pm podemos asociarle una matriz Hermiteana 
P, dada por; 
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T P = Pmcrm =(-Pa+P3 

P1 +l.P2 

De cualquier matrlz hermiteana P, podC!mos stornpro ,,btonor otra 
por la siguiente transformaci6n: 

P' = MPH'' ... (2.7). 

ambas matrices P y P' tiene o:,panciones on la baso do las 
matrices-cr 

''. (2' 8) 

debido a que Mes unimoduJar (detM=ll los coeficientes Pm y P'm 
están conectados atravos de una transformac16n de Lorontz 

" . ( 2. 9) 

el determinante es entonces un invariante de Lorontz. 
Notemos que los Índices a, f3, J, .. , denotan G::;pinore s y los 

Índices m,n,p, .. , denotan vectores y tensores. úe las ecuaciones 
(2. 2), (2. 3) y (2. 1·) podemos ver que crm tlene la siguiente 
estructura de indices: ífaám ..• (2. 10) 

Debido a que M es unimoctular los tensol'es ant1s1métricos eal3 y 
taf3• en donde <: 21 =<: 12 =1, t 12 =< 21 =-1, e 11 =c 22 =0, son invariantes 
bajo las transformaciones de Lorentz 

Eo:f3 = MaJ M13d E1a 

eo:f3 = eJa M1ª Maf3 ... (2. 11) 

Los espinares con Índices superiores e inferiores estin 
r~laclonados a través del tensor t, de Ja siguiente manera: 

~ = t;O:f3 '1'f3 • 'l'a ::: Eo;13 <jlf3 ... (2, 12) 

Notemos que hemos definido eaf3 y (.af3 de tal manera que 
~a13 ef3J::clo:J, Un tratamiento análogo so Uone para el tensor e con 
indices punteados. El tensor e tambien puede ser usado para sub1r 
los Índicos de las matrices-a 

ym&a ~ eª~ eaµ crmf3~· ... (2. 13) 

De la definic!6n de las matrices-a encontramos que estas obedecen 
las siguientes relaciones: 

(crm5n+~nam¡af3 = -2~mn do:µ 

' .. (2. 14) 

también se cumplen las siguientes relaciones de completos 

... (2. 15) 

Un b!ospinor Yo:&. es constl'uido por ol producto directo do un 
esplnor Xo: C<•n el sp1nor ;¡;ó:: 
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... ¡ 2. 1 e.) 

Las relaciones (2.15) pu0don ser utiliz<Jd.i:; P<lt'J. convurtir un 
voctor en un biesp1nor o un biespinor en un voctor 

V C!&. = (j aü:m V m , V m :: - 1 / 2 O mÓ.:o: V ü:C ... (2. 1'1} 

Las ocuacionos (2. 14) nos 
componentos con espinores 
Esto se puedo hacer a trav¿s 

perrniton r·ol ac1CJnJ.r esr•il1<.•l"L' de d<:1s 
de cuatro cornponl'n\0.:; (bJ.:-:;pln(iros). 
de la s1guiento roal1zac1Ón do las 

matrices-J de Dlrac 
Jm = ( O am) 

c;-m O ... (2. lü) 

en donde, de la ecuación (2. 13), tenemos que, (jo 
((1'2,ª=-O't1 .2' 3' 

De las ecuaciones (2. 14) y (2. 18) encontramos quo las matrices 
de Dlrac obedecen la siguiente álgebra 

{1m,1n!= -2~mn = 2gmn (2. 19) 

álgebra de Clifford. llamada el 
A los 

llamaremos 
blespinores Vo:a• que contienen cuatro compononté':>, 
esplnores de Dirac y serán denotados por 

les 

'Vo = ( ~:) 
\ 'Y~ ••• ( 2. 20) 

Cual qui et' conjunto de matricE>s que sat lsfacE>n las relaciones 
de anticonmutación (2. 19), están t'elacionadas entro si atraves de 
una transformación de semejanza J'm=SJ''"s- 1 • Pcw ejemplo a la 
representaci6n de las matrices de Dirac dada por la ecuaci6n 
(2.18) se le llama la base de Wey!. La base canónica está 
definida por: 

l'cº =(-~ i'c" =(O o") -O'" o " . ( 2. 2 i) 

la base can6n1ca esti r0lacionada a la base de Weyl por la 
siguiente transformación de semejanza; 

X=l(l -1
1

) i2 1 ... (2. 22) 

La :base de HaJ oran a esta de I 1n1da por 

l'Mº=fO -cr 2), :tm 1 =(0 1cr 3
), JM2=(1 º)· 

\-cr2 o 1Ct3 o o -1 

~mM*=-JmM• está dada por 

1 1.1
3 = ( o 1cr 1 

) 
-10'1 o ... (2.23) 

y esta relacionada a la base de We;•l atl'avés de la siguiente 
transformación de someJanza 

r w = YrMY- 1 y - l (! -!e J -Ff .•. (2. 24) 

En el álgebra gene!'ada por las matrices-:¡ de Dirac, existe una 
matriz llamada de conjugación de carga, representada por e, la 
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cual satisfaco la siguiente relac16n 

... (2. 25) 

en donde T indica trnnsposici6n. 
El conJucado de Dirac de un espinar se define de la sicutonte 

forma: 
... (2. 26) 

y el conjugado do J.Iajorana como; 'i'M=~·rc. (2. 27) 
Un espinor do J.Iajorana es un espinar cuyo conJucacto do Uirac 

es igual a su conjur,ado do Hajorana, 'l'P='l'M. Esta condicJé•n, es 
una condici~n de realidad aniloca a la condici6n d0 realidad para 
campos bosonicos, •r=•P•. y rüduce a la mitad el número de 
componentes indepondi. on te~<, de es t. a manera en una represen tac 1 é.n 
de las matrices de Dirac en donde CJºT=!, nos trae como 
consecuencia el empleo de espinores de Majorana con cornp(•nentes 
estrictamente realos, '!'='!'•· 

Nosotros impondremos que 
incluyendo las cargas Qa de 
Majorana. 

todas las cantidades espinorialos 
supersimett'Ía, sean espino1'es de 

Dados dos cualesquiera espinares de MaJorana, 'f y x, tenemos 
que se cumple lo sieuiente 

íjir l\ = '!'re "f. • • • e 2 . 2 e J 

para cualquier matriz de Dirac r. 
Además tenemos que independientemente de la representaci6n en 

qua· se trabaje, las seis matrices, e, Cx 5 y C:< 5 xm son 
antisimetricas, y las diez matricos c.-m y Cctmn son simétricas; en 
donde Js=1ºx11212 y am"=~ 11m,1n1, 

Las componentes de los espinores de MaJorana pueden ser 
números conmutantes o anticonrnutantes¡ 

l\cx'l'p ± 'l'p >\a = O ... (2. 29) 

. Además los espinares de MaJorana tienen las 
propiedades de simetría: 

ii'l\ =-(iJ~ 'V 
-<Í'Jm)\ = -(±JY,xm'f 

-ÍÍ'crm"x = - (±fRcrm"o/ 
-ii1Y<;,Xm>\ = ±~Y 5 Y"''I' 

-'l'i'5l\ = ±iiJ5~' 

•.. (2. 30) 

siguientes 

Ahora estudiaremos la teoría de campo libre para espinares de 
MaJorana; la acción covariante está dada por: 

I= 1/2 f d 4 x o/(x) (ix"'am-mJ•l'(XJ , .. (2. 31) 

Esta acci6n es precisamente la acción de Dirac multiplicada 
por el factor 112, esto es debido a que un campo de Hajorana tione 
la mitad de sus componentes independientes .. Notemos que la acci6n 
I, es nula si las componentes de 'f conmutan, por lo tanto las 
componentes ~·a deben de sor números anticonmutantes, debemos 
tomar el signo superior en las ecuaciones (2.29) y (2.30) en la 
teoría e 1 ás!ca. 
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Para encontrar !<is ecuac1•:,nes de movlmlen\(1, 
primera var1ac1é•n de la c-cua•_:ié•n (2. ~l): 

-• I-111J•l 4 ... 1 :,T.". l-1 ''"'·' -m' '!"·"'( i .. m :¡ - rn) ,,,, 1 =J-·1 4 
... -'"' ( i ""''-'' -m) 'f' IJ - ~ •~ ' 1 " -' rn • J 1 · ,\ '- n1 • 1.. 1 1 • •~ '-' 1 .1. ,. ..., ni 1 • • • '2. 32) 

'14 
la 

en el segundo paso se h.i re,1l1z,;do una inteer<iclén p•)l' PJl'tes y 
utilizado la pr<:•piedad d0 M.ijorana (2. ·30¡. Entonc1?;,: es necesario 
variar solamente ~ y multiplicar por dos, para obt~ner la 
ecu.ac1Ón de m<:·Vimiento, la cu,11 83 pr•?clsamontE> la ecuac1é.n dG 

D!r.ic 
(iy"'Cim-ml 1!' =O ... (2. 33) 

1 a ezpans1Ón t>n C•ndas planas para 1 a so 1 uc JÓn ¡:;en01'a 1 e, .. 

IJ'(X)=Jd"p E(b(P,A)U(p,A)e-•io "+lH(Jl,>,)v{p,>-Je'I" x) .. (2.34) 
(2'HJ"(2W)lll ,1,:oil/2 

Despu~s de cuantizar tenemos: 

\b(p,>-J,b~(p',>-')~= -h P(p-p'],\AA' ... (2. 35) 

los b y b• son operadores de· an1quilac16n y creación 
respectivamente. Para cada momente p tenemos dos partículas 
de hellcidad ).:0±•;2, las partículas :-:on identicas con las 
ant!partículas, como ~n el caso de campos bos6nicos reales. 

Ahora cc,ns1deremos una teoría supers!métrica ele Yang-Milis, la 
cual es una teoría supers1métrica globalmente pero local desde el 
punto de vista del grupo de simet!'Ía interno. Los campos do! 
modelo son un conjunto. de potenciales vectoriales, Am{x) y un 
conjunto de campos fermionicos de Majorana r,º(x¡. Ambos son 
asignados a la representaci6n adjunta del grupo interno. 

La acc1Ón supers1métrica de éste sistema es la acción 
m1n1mamente acoplada en el sentido de invariZtncia di? Yang-Hills. 

Fmnª 

(2. 36) 

Pudin\Cls habel' tratad(• cc'n estd teoría antes del desarrollo ele 
la supers1metría sin so.spechar que éstd pcisee una invariancla 
ferm1Ónica adicional, la cual esti dada por las siguientes 
transforma•; l one s: 

clAm"" = l(j'm)(,c1 

c.1><.ª :; O'mnFmnv.e ... (2. 37) 

J><.ª = -'t (fmnF mn a. 

Esta transformación tiene el mismo caricter que ya habíamos 
discutido .intel'iormente, es cl<?cil' campos boséinicc.s se re.tan en 
campos fernuÓnico::; y campos fernliéin!cos se rcitan en campos 



bosé1nicC1s. 
EnS<'GllJ da vorcmos 

Primero calculemos 
por: 

la prueba do la invariancia de esta teoría. 
la variac:iÓn de la acción, la cual est<Í dada 

clI = Jd'1x J-l/2dFmnaFmnª + 1/2JÍ:ªym(D171 1,)ª + 
... (2. 38) 

+ 1/2i\ªJm(Dmc1Y,)ª l· 1/2)\ªGmgfabciiArnbl\c¡ 

los dos Últimos ~:um;rndo:s d•2nl1·(• dü la .int;;r,1'al ~":? obtienen del 
hecho que 

... ( 2. 39) 

El tercer sumando en la intecral se puede reescribir como 

Jd 4 X i/2~ªJm(DmdX)ª = Jd 4x 1/2cliªJ"'(DmXª) ... (2.40) 

Para obtener el resultado (2.40) se utilizó una integración 
por partes 

Y Jd4 x Nª(DmMªJ= -Jd4 X (DmH''H!ª •.. (2.'11) 

y las propiedades de los espinares de Majorana (2.30). 
Utilizando la ecuación (2.401 la variació~ de la acción toma 

la siguiente. fo!'ma: 

..• (2. 42) 

Cons.i.deremos el primer sumando en la variación de la acción 
(2.42) ~ste toma la siguiente forma; 

Jd''x (-1/2c1F"'nªFmnª)= -Jd4 X (Dfflc\Anª)Fmnª . , . (2.43) 

integrando por partes, ecuación (2.39), obtenemos: 

Jd4 x (-1/2c1FmnaFrnnªl= Jd4 X dAn.,(Dmf<'mna¡ •.• (2.44) 

Ahora tomemos et segundc1 sumando en la integi'al (2.42), 
sustituyendo la vari:i.ciÓn cli\ª, dada por la ecuación (2. 37), se 
obtiene que os igual a l<• siguiente: 

... (2.45) 

e integrando por partes encontramos ol siguiente resultado: 
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... ( 2. 47) 

De-bid(• a la:; pr.;.pi<::dad<.'S de sim;;teri.) d(>l tensc·r t, del tc-n:.:(•.t' 
F y de las cctl1stant02. dL> estrui;tura fi.1 bc, 0.:"?l ::.egundCi Sllnh1nd<:1 ¡:;.n 
la integral (2.4·7) se anula, reduci0nd·:.~-e 1.1 0cu¿¡ci.c'.n (2.4·5) <1: 

1/2Jd4 X 711n~pm_rpgnm¡KªIDmFnpª) 

= Jd4x (:.-m¡.a(l:'mF"mª¡ . "(2.46) 

y debido a que dAnª=lfYnKª, Ja ecuac1¿n (2.46) se transforma en: 

-Jd4 ;: ,1Anª(DmFmno¡ , . , (2.49) 

Por lo tanto el ¡;r1m21" y segund•:> sumLindos en la vari.aci.é•n de 
la acción s0 anulan, e·~uacic•nes (2.44) r 12.,19), s<:•breviviendo 
sólo el terce1' .~urnand•:>. Entonces JI queda cc.mo: 

' .. (2. 50) 

En seguida ve1-emos que el integrando en (2. 50) ctosaparece 
debldu a las propiedades de las matrices de Dirac y a las reglas 
de antlconmutacic'.n para los espinores de Najorana. Debido a que 
las 16 mat1'ices d•.? Dlrac r« fcwman un conjunto cc.mpleto de 
matrices 4x4, podemos escribir el producto de cualesquiera dos 
matrices de Dirac como: 

.. ,(2.51) 

en donde ww;c:o es una matriz númer1ca 256x256, Ja cual se conoce 
C<.'ffiO la matriz de Fierz en :;u fc,1'ma general. En particular 
nosotros tenemos un arrecio de la forma 

... (2. 52) 

Realizandc• las trazas con las matrices ii¡:io:• yPflY"Hc., 
encontramos qua los va101'es ele Jos c(Je.ficientes son; a=l, b:::-112, 

c=O, d=-~', y e:-1. Entonces para cualesquier t1'es espinores de 
HaJoranJ., •v 1 , '1'2, 'I'~ teuemos 
)'r.Jo/I (o/ 2 J'm'V~) = 

= ±f<1'3(;¡-.2'1'1J -·1/2ym1¡t3(;¡i°<l'm'1'1)-

en donde ± 
anticonmutante 

se 
ele 

refiere a 
los espi!lC•l'8S 

la 
de 

.• (2. 53) 

naturaleza 
Maj ,;,rana. 

cc•nmutante y 
Debido a que 
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elegimos la anticonmu\¿¡ciÓn, obtenQmos para el in\.r)g!'¿¡ndo do la 
ecuación (2. 50) la siguiente exp1'oslÓn 

fObC (CXmy,a) (ii.1:".lm•~ C) -fCIL•C j (C ~. C) (r,L> .~a) -

-1/2(c:tm:>\c) ¡-;_1>:;m1,"J - 1/2(t'x 5 :i""t,') (~t.}5Yo/,")-

-{e)'5l\C) {~t')'5:>\'1 ) 1 • • • (2, 54) 

Debido a la antlsimetría dP rabc y a las 
espinot'es de Majorana (2. 30), todos los 

proplodJdos de los 
t é.l'mJ.n(•:; s•J anulan 

excepto el término de la forma ym(;¡ml, 

fObc¡rym)\a)(~bJmXc)= 

= 1/2 fObC(f:l''"!\c) ¡7_t.:tml\ª) ... { 2. 55) 

Reordenando Jos Índices dP simetría interna 
obtenemos 

... (2. 56) 

on (2.55} 

Entonces el integrando en (3. 50) desaparece, bás1ca11mnle por 
la antisimetrlzacié>n de lo::; Ps.pine>J'es de l·laJoraua. 

Finalmente hemos pl'obado que, la tooría de campo es invariante 
:bajo t.ransfol'maciones de supersirnetría globall!S. 

Los elementos de la prueba de invarlancia fueron; La 
estructura dol ilgebra de Dirac, incluyondo ol reordonamiento de 
Flerz, la propiedad anticonmutante de Jos campos ferm16n1co~ Y 
las propiedades do s.imetría de la Jnvariancla de norma de 
Yang-Hll l s. 

Las SJ!Jl.:>trÍas c'll? tilia teoría de l'clll1f0 baSJd3 CJJ Ull foni;alJS"lllO 

laGraugUrno son 111ur lH1pM'·lG11tes 1 ruc::: 110:; prcvecn dé- llJJél fGJ'l1121 
11al1.1ra1, a·ti'aves de! tr:orowil de Ho2thcr 1 de· caoti<lJdcc' qqe ::12 
conservan. Es decir la~ leyes de Cl>JJSer1·ac1ón !c!e pucJ.P11 úbt011ec 
lmponier1do la invar1a11cÍ<'.l de t111a acción cuaudo Jct·.í:i sobre el la uu 
G!'llPo de siin!o'tría, c.;.11 r•rdr,,etros coustante:I. 

AtÍn más C'lt.:Jndo. se iwpone a u11a acción u11J 0 t1ri<"t1·ia :'c¡.T(·C:e11taaa 
por un grupo C'tiycz ;:-~rtJj¡10\.ros 110 so11 t~nstanLe~! (dt.lJ..·~1 ud011 d(d 
eSpaci.otlC'l1JpO) ! traf' COO!() CCllSE'Cll<?lJCLl Ja f;¡><tr!CiÓ11 dt~ l'll C.'.llll)'O de 
!uerz,;. esto es cJdraorcliHario, uo sólo lJ.S CitJ1etría~ ¡¡o:l 
.facilitan leyes de conscrvac1ón, :fino t-J'.r:'.:.t·i:« l" · r1:.:·t·~: :,: ·it<-· 
actúa1; entre particul .:is el ei.1entoJ 1n:. 

La supersirn<?tría es una simetría que eso11cial11H:mte ca1nbLJ 2 ¡,,_,. 
bocones en fcrmio11e0 v a los ren11Lo.nes e11 boso.11os. Algo qua 
ocurre a nivel de pi!rtículas e1e1110nta10s e:: que los fen11fou1~:3 uon, 
ca.sí siemp¡'e, 1'2.l'ticula5 que pueJe11 forwar materia (electrón, 
qt.tarl<, mesonesµ, 'l', etc.) y tos bosone~ ::on partícula;: rnPnsajcra~: 
d.e las 111ternccioaes (E:ravitón, fot6u, Gl\lÓJJ 1 e>tc.). Pod!'ÍJ1110~ 
decir que los fer111ione:: son bloques runcla111entales d<! 111ateria Y los 
'hosoncs ntensajcro:i. 

Pues blfll lil :iuper;:iutetría e:;lablece que st se CJlllbina ell todo 
el UllÍYCrSo los blO•'fUCS .ft.t!ldJ.mcutales por ¡os UlE'IJSajero.:; Y !OS 
me11~ajcros por bloques írn1cta111eutales, el i.mi.verso uo va a suf1'll' 
11111¡;t'm .;,11111:io. 

Algo e'<traordlnario de- ¡;:¡ :;up(·1·.:;;:1110tría e:: que elcou111utador J1' 
d.os traJlSf0r-.i1ac1011e.". produce u11 Je:rnlaz¡_l!rtH'trto en el 
espac(o-t1c,;r.;:io. Es decir 1 a! ;iplíc~rle 1-'''t' ejcu1plc' a 1.m bos·óu d 
t!o1J111Ut<1c!or de> dos tl'~lt:::fc·rn1aclc11c~~ c!e super.<;Jwetría 0[ J'er.ult,1,.\0 
es de 11nevo mi boséin, pero JIO situado 011 el mf :11110 pun•.o d(Yl 
"spac1 o- ti <1r,,•0 n. 
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CAPITULO l'I 



!.-Formas Diferenc1alos en el Superespac10. 

El superespacio es una ceneralizaci6n del espacio convenctonJl 
de cuatro dimensiones, que contiene coordena<l~s que conmutan xm y 
coordenadas esp1noriales de Gra:;smann que anti•:o1!mutan 011, Ü¡1. lle 
tal forma que el superespac10 es una 0x10ns1nn ~raduada Jel 
espacio-tiempo. Cualquier elemento del supere~parlo lo podemos 
representar ceomé•: 

No tomos que 1 a 
cuadrivectoriales 
Índices M, m, y µ 
inferior. 

Los elementos 
multiplicación 

(l. 1) 

letra may6scula M reprcsonta los Índices 
m así como los Índices espinorialc-s 11 y ÍL Los 
son Índicos superiores y ~ es un Índice 

del superespacio obedecen la sicuiente ley de 

... (l. 2) 

En donde n esta en función de ll y m estol en funcié.n de H, y 
toman los valores cero o uno dependiendo si u y ¡.¡ son Índices 
vectoriales o espinoriales. 

Ahora introducil'emos las fol'mas dlferencJule:l en el 
superespacio, generalizando los resultados del capítulo uno. 
Empecemos definiendo 1 as cero-formas, come las funcJ o.>nes do la 
variable del supepespacio zN: 

... ( !. 3) 

Las uuo-·formas en el superespacio se definen do la sir,uJente 
forma: 

r = dzHwN(Z) = dxmwm(Z) + d9~1wµ(Z) + diiµw¡l(z) ( 1. 4) 

una vez definidas las 1-fol'mas podemos definir el producto 
exterior en el supepespacio en analogía con el espacio ordinario 

dzN/\dzN = - (-) nmdzt~dzN 

... (l. 5) 

Con esta definición podemos extender PI concepto d8 p-forrnas, 
al superespacio de la siguiente manera: 

... (l. 6) 

Notemos que las diferenciales del superospacio son es.::ritas a la 
izquierda de .la función wMp · · 1.1 (z) y los Índ.ices son tales ql!O hay 
siempre un numero par de ellos'. Ademas utilizamos la l1l1lacJ.c0n do 
Einstein, es decir Índices l'epetidos significan una suma. 

Debemos pcrnor atencié.n en el hecho que la defin1ci¿n (1.5) nos 
lleva, a que las funciones que aparecen como coeficientes de las 
dif•?l'enc.i.ales tengan simetría mezclada. Entonces en contraste al 
caso usual, no existe valor de p arl'iba del cual todas las formas 
se anulen. 

Nosotros supondremos que las funciones coeficiente con un 
n6mero impar de Índices espinorialos son fermié.nicas en curactor, 
y aquel las con un núm·~ro par de Índices HSpinor.t,lles son 



bos6nicas. Estas asignaciones reproducen las reglas familiares 
para la rnultiplicaci6n de formas. 

r/\O ... (l. 7) 

Aquí hemos supuesto que r· es una p-forrna y 0. una q-fc'l'rna. 
Habiendo introducida las formas dlferonciales en el 

supe1•espar.10, podamos también introducir la derivact;:i o:·:torie1r. La 
derivada exterior mapea O-formas en 1-formas 

... ( 1. 8) 

y p-forrnas en (p+l)-forrnas, 

... ( !. 9) 

En general la derivada exterior cumple con las siguientes 
propiedades: 

d(íJ+r:) = 
d(l/l\L:) 

del = 

dri + dB 
O AclI:: + ( - ) q d()i\ ¡; 
o 

( 1. 10) 

Las demostraciones ele ¿stas propiedades no son difÍcJles, como 
ejemplo veri·fiquemos la Última prc1pieda<l; 

del = dzNAdzLalaN = dzLActzNaNaL 
= - (-)In (-)In dzNAo.zLJLJN 
= -dZN/\dzLaLaN = o QED. 

En las ecuaciones (1.10) hemos supuesto que,r: es una q-forma y 
Q una p-forma. 

Las ecuaciones escritas en t~rminos de formas diferenciales y 
de der·ivadas er:toriorc.s son Ct.:'var.iani: 0:-: bi\_i0 cambios 
coordenadas. Para ver ésto, supongamos que Y y z representan 
conjuntos de coordenadas del superespacio 

... ( 1. 11) 

de 
dos 

Las funciones de Y tienen un mapeo natural en funciones de z 

F(Y) = F(Y(z)) QltF(Z) ... ( 1. 12) 

Si establecernos que las coordenadas Y y z marcan el mismo 
punto en el superespacio, la definición de Q~F(z) en (l. 12) 
garant 1 za que una e i erta cantidad toma el mismo valor en e 1 mismo 
punto, independientemente ele 1 as coordenadas quo se ut il izen. Do 
una manera similar, O* induce rnapeos entre p-forrnas on los dos 
sistemas coordenados: 

Q(Y) = dYH'h•"fldYM; WMP · ri
1
(Y) 

dzllo(JyM1;azN•f\·"/\dzN13yNl'¡azN~ WM~ .. M,(Y(Z)) 

... (1.13) 
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El mapeo O• pos00 las sicuientes propiedades: 

Q~ (íl+!.:J :: 
Q~ {ú/\L:J 

el { c .. il) 

{1.¡(('} + ~-K·L 

( •) * Íi ) /'( C! ..+ ¡:; ) 

·~· (dí/) 

' .. ( 1 . li>) 

Estas propiedades hacen un formalismo basado sobre formas 
diferenciales y derivada exterior autom~ticamente cavariante bajo 
cambio de coordenada.:;. 

Las teorías de norma no son s6lo covariantes bajo 
transformaciones de coordenadas, tambiÓn son covariantes bajo un 
erupo de estructura local. Este es un grupo de Lie, compacto para 
teorias de norma ele Yang-Mills y el grupo ele Lorentz para teorías 
de grav&dacl. 

En gen0ral las formas diferenciales expanden una 
representac16n ele este grupo: 

Q'ª í)b Xt.ª(Z) 
Q' ílX ... ( 1. 15 l 

El Índice a corre de a L, siendo L la dimensi6n de la 
representac16n X del grupo. 

A los objetos que se transforman linealmente bajo una 
representac16n del grupo de estructura los llamaremos tensores. 
Debemos notar que la del'iVada ex:ter!ot' no mapea tensores en 
tensores: 

dQ' =·íldX + dílX. . .. ( 1. ! 6) 

Por tanto debemos de introducir una conexi6n que compense la 
parte inhomogenea íldX. Las conexiones son 1-formas valuadas en el 
álgebra de lle 

... (1.17) 

la cual posee la siguiente ley de transformaci6n: 

'f' ' = x- 1 <¡>X - X - 1 dX. .. • ( 1. 18) 
En la ecuación (1.17), las matricesTsonlosgeneradores 

Horm1toanos del grupo de c~.tructura, y r es un Índice quE> corre 
sobre 1 a diri1ensión de 1 á1 gebra. 

Las conexiones nos permiten definir derivadas covariantes D, 
de la siguiente forma: 

= dzM1fl"'f1dzMf,\dzN0NwMp ·M,(Z) 

+ dZMlfl"'l\dzMf¡,dzN<j> rw · · · (Z)iTr 
N Mp M 1 . ... (1.19) 

Siendo D una p-forma, la derivada covariante mapea p-formas en 
(p+i)-formas y tensores en tensores: 

DQ':: dQ' + Q'/I•¡>' 
= ílAdX + dQX + QX/l(X- 1 <¡>X - x-t<lX) 
= (dQ + íll\•P)X:: (DQ)X. ·, .. (1.20) 

A partir do la conexión y do sus derivadas podemos construir 
un ~ensor, llamado el tensor de curvatura, y esta dado por la 
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~ derivada covariante de la conexión: 

R = ID'P = dtp + 'l'i\ •p ... (1.21) 

El tensor de curvatura R, es una 2-forma valuada en el ~lgebra de 
Lle 

R l/2 dzMAdzNRNN(z) 
R1rn(Z) = RNMr(z)iTr. .. . (1.22) 

La ley de transformación para el t.en:::or de curva t UI'il R esta 
dada por: 

' R ..• ( 1. 23) 

El tensor de curvatura y la derivada covariante de un tensor, 
son en general, las Únicas cantidades tensoriales que podemos 
construir tomando derivadas. Si tomamos derivadas m~s altas no 
obtenemos nuevos tensores sino identidades, debido al hecho que 
dd::O, estas identidades son llamadas identidades de Bianchl. 

se llama identidad de Bianchi del primar tipo a la derivada 
exterior de la derivada covariante: 

djDQ íld•p - dii<j> 
:: íl(R-'l''l'l - (~íl-Q'l')'P 

:: ílR - ~í/tp (1.24) 

que debldo a la definición de derivada covarlante podemos 
escribir como: 

ID'Díl :: QR 
.~dz~1 dzNOJNIDMQ = 1/2 dzHdzNRNMrQiT". . .. (1.25) 

Debemo·s notar que en las Últimas ecuaciones no aparece 
explicitamente el simbolo de producto e}:tet'ior. Donde se ha 
eliminado por conveniencia debido a que la Única manera que 
conocemos de multiplicar formas diferenciales es a t1'avés del 
producto .exte1'ior y por tanto su el iminaciÓn no resulta ambigua. 

Las identidades de Bianchi del segundo tipo se encuentran 
tomando la derivada exterior de la curvatura: 

dR tpd'!' - dtptp 
= tp(R-tptp) - (R-tptp)tp 
= ~R - Rtp • , • ( 1 . 26) 

lo cual podemos escribir de la siguiente forma 

IDR = O ... ( 1. 27) 

Debido a que la curvatura es un tensor de segundo orden en los 
Índices 0del grupo. 

La identidad ( 1. 27) se puede escribir en términos de las 
funcion~8 coeficiente RNM como: 

... ( 1. 28) 

Suman_!io la Última expresión sobro todos los Índices y usando 
las ~ropiedades de antisimetria de la curvatura, RNH=-(-lm"RMN 
obtenemos: 
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. ( 1. 29) 

Que nos rectL~1~cta la co11(11:1da ide11tidad ~ir:lica <l0 l~ curvattir~~ 
en CI'av1tac1é•n, la e 0;uac1c',n (L29J es la c0neI'.:tlizac1•:•n de dtcha 
ide11tiJad al :upl1 r08pac:1c•. 

La.:: fct·r:~-~\'.'. r1.i fnt·r~ 1 i<· ! ·,J .. :· com 1) yn._ lc1 rr.··n·~: •:l..HL · rin r·1 cü ·,1 t ·11<• 
uno, ;.;c:n t:in io:~·,,:_:1~ ... L11~tL1 ~~ cnu::.1 J1·1:: t ... ·;·._· r._.; 1 ¡-(~. ·-~· ,.> :·; ir 1 t:.;\_~~ · 
par~1 no!io"lrr:\.:; (·:·,¡u.-.:; : .... 1.'.: f.:,rn'.:~:·· di:.·,!···::·1,:i ·1¡.-.; ::·1;1 11.~1:!.rt-1)\' .. ·~·:; 
b<ljC· tro.n:.:f-)l'l:1.\,:'iJ;·;,:_,:-:'. .->~ 1_:1·i:i:.l•.':~;d1~·. :·:t r··Li·.:l!'.l.-'·._: ;1'.1 .,:·,r;:l l•:, ·J.:• 
COOl'd2!!J.'"lJt' . .,, ll:l dc~:pl,J.·~:11L·<::~t 0 1 :~:1.t J· •. d .. ~L~L ··:l, u•_,:, l.:\.''. ft:•rni.\::· 
no CdlífDlr'.!nl "l :=---:r 1.J.n\.~.I :·:i r10d('!il·:::.: r::~·ll','t!~l.ll!' Jl1-,\\;\11:: 1:1}1,j(•l·:i~.; d. 

pa-r·llJ' d::: 1cj~ f·•1·1r:~-.:~ 1.l.i f(!r1¡.;·ci úli~._-:., (·:·:Le)._\; obj•:l·.1:: s•.lL 

aut on1at i e an'.·'t• \ '" i"ú var' l 'º"' ·: ;: , 
Est<') es ele c,1·..:~h i1r.pc1rtzJ1('l"l par-;J. 1:.1 fÍ:~icol, r1 ,.1,_;:: ~~1 .-,~·r.~r11-.imo:~ 

llis lC'}'(:S do la rl:~1c~ rn t(:r111i:10s d•· foi·n,:~l:.' '.lif(•t't:·1v:-t.Jl·'.·~; 1 l-:i 
Í1\Vétt~ja.ncla di? la:~ f01~n:a.:.: J·'.Jflc.:.ijJ. <..!l pr'inci\Jlo ck· Y'!1lll.ivicl;.ti:l, 
ºLas 1eJAS de lo fÍSiC::t .'.;o:l l.1s mi:~ma:-1 crl tod.:1::: !) .. lrtc;~ 1 ·. 

Otro u.;;pt..-:.c·o imp:ir-t2..r~1..c .. de· 1 ttJ for1r.:lS c.li f 1_·1··.!nc i ._\le:) .~:-! que? e8t :i.s 
expandGn un.:i r·cp1··es•::nla;:i1~-.n. el.e algún .i1cc1:·1ra dt: un r·rupo (.l~~ Lte, 
esto nos pcrrnitt? hacer contacto co:t l.~s si1nnt1-Í<L; in'"'t'n;,s dt:l 
sislerna, qt\0 pucU i'J'~n10.c; describir Cc0 :t ).:¡:; (Onrus o.li f·•J'c·:1c);iJcs, 

Lar~ form.::.:.s ~~i fcrcnc j ·J.! t:!S tan1hj én n<.:·;~· r--·t.?r'lnl t·.1n r_'·>r:'~¡·:1~r l ·1 

esw\ructur-i ~ocmt?tricet c1cl sur.r.:·rC.!::-p.::.ci<>. lv.hlc...1o il <[U•~ lu.s forrnu.s 
exp.:i.n.:len 1m.1 repr<:'.senlac!Ón de un :itgebra <le Lic, la clcrivad<1 
cxtc1~1or· ya no rna1.:-c;:i t0ns·0ri?s en t:en:::0re~~ 1 es cll~c.ir ~ll··::.ir0ce un 
nueV<'• término inhcmo17cneo (ect1- l&l), paru. compc¡,:;,n· e:; le nul!VO 

término ~.e int·rc>·luco unu. r:on¡,zion, que r.;: tina 1- f,;¡-r,,:1, y un<i nueva 
de:rivad~t ccvurlJJlle, Pues hicn lJ. dcrivad,1 cuv.:ir1an\.1,· do Ja. 
conexiór: es tmo. 2-f·?rrr:a l J anuda l <1 curvatur~,. 

'!'oda. esta h0n-.:.mie1cta será utíli7.J.d.:i. .?Il el si1;ui<:?nte cap:itulo 
para construir u.na lai;rilnt;L1na ..le Ya~1C-l·!í J J:; S\1p,01',·l1n6Lri ca. 
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CAPITULO V 



!.-Teorías de Horma. 55 
En el capítulo anterior introdujimos las formas diferenciales 

en el superespacio, y utilizamos las diferenciales del 
suporespacio dzM, como una baso natural para las formas. Sin 
embargo podemos uliliz.:ir •:u.:ilqu1er c>tl'a base, 

... (l. I) 

F.,,f (z) os una funci.é•11 invortilol" d12l suporesp.:iclo, l lamad.:i el 
vlelbein 

... (1.2) 

debemos de entender que la delta de Croneker esti dada por: 

La base dz no nos es Ílti 1 porque la del'ivada exterior dzM¿¡M no 
mapea supercampos en supercampos. Esto es debido a que el 
operador diferencial C!/élz no conmuta con los generadC>res de 
supersimetría. 

Una base mis conveniente esti deterrnihada por las derivadas 
invariantes de supers1metría 

Da = Cl/Clxª 

-. 
De( = a;aoª + 1 (( ((écm oªa; a:{m ... (l.4) 

Í)Cx a1ao0: + 1 oªcrc(pme: ~O:a / axm 

Estos operadores diferenciales conmutan con los generadores de 
supers.imetría 

" . (J. 5) 

y ademis mapean supercampos en supercampos. 
La derivada exterior puede ser escrita en t~rrn.inos de los 

operadores d.iferenciales (1.4) si introducimos una nueba base 

... ( !. 6) 

de tal manera que 

dzNa;azN = eADA :o dz'·'e~/leANa;azN ( 1. 7) 

en donde ... ( 1. 8) 

Los elementos de matriz de eAM se obtienen directamente de las 
ecuaciones ( 1. 4): 

o 

: ·) ... (1.9) 

c1rXµ 

o 



La inveraa do eaH eata dada por 

o 

o 

Las matrices (1.9) y (1.10) definen al espacio supersim~trico 
plano. Observemos que las derivadas exteriores de la nueva base 
no se anulan 

... (l. 11) 

Pal'a t1'atar con teür-Ías ele norma, debemos de introducil' una 
conex16n •· Como vimos en el capÍtulü anterior Ja conex16n es una 
1-forma valuada en un álgebra de Líe 

... ( 1. 12) 

para hace!' contacto con I as teorías de norma ordinarias, debemos 
de demandar que, 

... o .13) 

cuando el superespaclo se reduce al espacio convencional, el 
campo •mr se reduce al campo vectorial de Yang-Milis vm. 

La curvatura (2-forma) se define como en la ecuaci6n (i.21) 
del capítulo cuatro, en ambas bases es: 

... (1.14) 

En el superespacio plano, Ja curvatura tiene la siguiente 
forma: 

R = e4eBda•.a. + cteA•A + eA•pAeª•P¡;) 

= de"•A + 1/2 eAe 6 fDo•A - (-)ª"DA'Pe - 'Pa•A 
+ (-)ªb'PA•e) ... (1.15) 

La función ·coeficiente 
componentes covariantes de 
(1.15) obtenemos: 

Rba = élb•a - 0 a'Pb -

Rbo: ªb·l~ - Do:•b -

Ri,ó: = a b •ü: - DQ:•P b -

R130: = D¡¡•o: + Do:•P¡¡ -

Rp('C = D¡3 1Péc + Dó:•p -

RaA puede 
Lorentz; a 

''"''ª' 
l•t,o'Po:I 

I •¡,, 'Pál 

l•fl' 'Po:\ 

~·Pp o'Pó:\ 

ser descompuesta en sus 
partir de la ecuaci6n 

.. .(1.16) 



Debemos notar que 1 as componeut 0s de la cu1·va tura s•; reduce!\ 
al tensor do Yanr;-lül l.:: cui.rnd•J he.cerno:» las; C(•C•!'d·Jnadi.l:: O l' Ü dsl 
supere:<pi.lcto i11ual a GG!'O, le• cu:il .>e puede aprecii11· de la 
primera ecuac1(•n del G•)njunto ( 1. lf•l 

... (1.17) 

en donde vbar1Tr.es el tensor de Yanc-MJlls. 
Pc1dem(1 S tam.bien dG~:compon,?r la0 ident1dadt:s dG Bianchi on ~ns 

componentes cc•var1ant0s de Lorentz. Consideremc.é: 011 particular la 
derivada covariante de la curvatura 

l!JR o ( 1. 18) 

tDR :: 1/2 eheoec DcRé«l + 1/2 oªdo 6 Il 6 A - 1/2 delleDRDA 

las compc•nentes son: 

i) !DcRba +11\,Rac <·PaRcb :: o 

2) '-'laRt.c +[! ;.f< e(( +~)e R((L, :: o 

3) iDO;R;. e +IDbRca +U:icRác. .. o 

4) \J?cRpcc +\!JpRccc -!I\xRcf3 o 

5) IDCR~ó: +~l~R0:c -~\tRc¡'i o ... (1.19) 

6) IDcR~u: +li)pRo:c -IDc,Rc ~ + 2 .io'o:Pª Rae :: o 

7) ID'tRflo: +ID13Rcc~ +lD,xRy fl :: o 

8) iI>xRflo: +\DflRC(~ +lDo:Ry J3 +·210cc;i"R 0 13 + 2 icr¡:i ~Flflac"C o 

9) JD)'R~O: ·1UJ~Ré(x ,[;ó:Ry~ -i·2i{fy~·;"lRª~ +Z:iuj.'b:',Ra~ o 

10) fJ).R~"x +iÜ~Ho:;i Ü\'.\R;i~ :: o 

Las d<:rivadas qu<: apar0cen en ·las ocu::icione:: (1.19) son 
derivadas covariantes de norma. 

Cada compon!?nte de\;¡ curv2.tura R rPprP:<enta un multiplete de 
supercarnpos, los cuales a su vez contienen un mímero determir,ado 
de campos. La mayoria de estos campos si..)n superfluos y se debf1n 
de eliminar ~t1l1zando ecuaciones de constricci6n. Las ecuaciones 
de constricci6n deben de satisfacer ciertos roquisitos, como ser 
covariantcs de norma , covar1antes do Lort;nt.~~, Sl4persimt~tricas y 
ademis no deben de res~ringuir la dependen~ia en x de los campos. 

Nosotr<.)s 1:lee,iremo.s las sicuientes constriccione;; < 1 ': 

... ( 1. 20) 

Analicemos la2 lc"ntid,tdes c!e Piuw::hl sujeta:: a es'+.as 
constrlcc1ones. Podemos observar que las identidades (1) y (10) 
en (1.19) se satisfacen 1nmedlata111ent•}, sin .2mbargo Ja l<lontldad 
(Bl nos lleva a una nueva constricci6n en R: 



... (1.21) 

El espín-vector Raa posee componentes de espÍn-3/2 y 1/2, para 
encontrarlos multipliquemos Raa por ºf3b~: 

... (1.22) 

en donde, 1/2 R¡13aip = 1i2 IRp,(~+Ra13pl ... (1.23) 
es la parte s1metr1ca de ~fla~ y, 
1/2 R¡f.ictlti = 1/2 IRfJ,-i:p+R,:rp~I ... (1.24) 
es la parte ant1s~metr1ca de Rpa~· 

~a parte s1metrica de ,Rpaf3 representa a la componente de 
esp1n-3/2 y la parte antisimetrica a la componento de espÍn-1/2. 
Poi' tanto de (1.23) tenemos que: 

... (1.25) 

y entonces 
espÍn-3/2 ele 
espin-vector 
forma: 

la constricción (1.21) nos dice que la componente de 
Raa desap~rece. Lo cual nos permite escribir al 

R
0

a en terminos ele un supercampo ~~ de la siguiente 

... (1.26) 

ele donde podemc•s despeJar W1; para obtener que; 

... (1.27) 

La identidad (9) nos da un resultado similar 

Raó: iwf3oaf3á 

wo: = 1/4 R0 o:ifªªª ... (1.28) 

Obse!'vemos que la identidad (6) nos .E.el'mite exp!'esar a Rª¿' en 
t'rminos de los nuevos supercampos W y W: 

Rab = i/8 üªPc<¡l5¡3Rt.o:+IDo:Rt.~l 

= -1/8 CiD¡3¡¡}aD't.ah~l 1;-IDo:D'a"~º<·~ªW"l ... ( 1. 29) 

Aprovechando las propiedages de antisimetría de Rab• pode_!!!c,>s 
encontra!' una nueva constriccion sobre los supercampos W" W". 
Consideremos la siguiente suma 

... ( 1. 30) 

sustituyendo el resultado de i·a ecuación ( 1. 29) encontramos que: . . 
Rab + Rba = -1/8 CPpcraf3o:O'bo:bW 1;-DaD'at.~iibf3awn+ 

de donde obtenemos 

ji)~ ( (j }((o bO:h +"5 b~ªª aco;) w~ -
-IDaC0'1:>t.Pc;b~ª+ci1:>,.p¿;)a¡wn = o 

... (1.31) 

... ( 1. 32) 
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utillzando las siguientes propiedades de las matrices a 

((ima n +éi' na m) ,:,~ 

( (f mCrn +a rJj m) ((fl ... (1.33) 

la identJ.dad (1.32) se !'edur;e a: 

~~(-2~abd~,)~~ - Da(-2~0 bdhªJWh = O 

o .. .(1.34) 

es declr, la constricción sobre los supercampos W" y;¡¡,; es: 

.. .(!. 35) 

Podemos aprovechar a6n mis las identidades (1. 19) para obtener 
nuevas constricciones sobre los supercampos w y ~. Por ejemplo la 
identidad (5) nos lleva a: 

iD~Récc - ÍÍ>Q:Rc~ O 

-V~Rcc'c - WO:Rcp O 

o .(t.36) 

c~ntrayendo ~sta áltima ecuación con ~c&a obtenemos 

-i(ifc&a(fcfláP~+ac&aacfl~Pc'clWfl =O 

41 (clÓ'ó:iJ~+d&~:i50:Jwfl = o 

haciendo á=ú, la ecuación (1.37) se reduce a: 

... ( 1. 38) 

( 1. 37) 

Ahora consideremos la icienliua<l (.:;.)ele (1.19) tenomos que: 

-ID13Rca - IDaRcfl O 

-i(aca,ID13+ac13~ba)~~ = O ... (1.39) 

que como en ol caso anterior, contrayend0 la ecuación (1.39) cc•n 
~c&a ésta toma la siguiente forma 

... ( 1. 40) 

Lo que hemos encontrado hasta este momento es que las 
identidades de Bianchi se pueden satisfacer por dos supercampos 
WO: y wó: y que la información dinámica contenida en la curvatura 
se encuentra también en los mismos supercampos. 

A partir de las componentes de la curvatura podemos construir 
una acción, que es inv;-iriante de Lorent z, invariante de no1·ma y 
supe!'slmétr1ca. Pa.1•a hacer esto consideremos sólo las componontos 
Raa y Raó:• rocordemcrs qu~ se impuso la constricción que Rv:ri• R({¡§ 
y Ro:~ sean nulas, ademas la_ ide1;tidad (15) do ( 1. 19) nos permite 
expresar a la componente Rab en tormincis de las componentes Rao: y 
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Raá· 
Elevemos los Índices de la componente Rao:; 

Rc"x = ·qªt.c i::;pR¡.f3 

Utilizando los s1gu1entes resultados 

c'"~qt = c:l,;i 

zrm0:(( :: cC(flcrmfl~E p(( 

... (1.41) 

.. ' ( 1 .42) 

la ecuacion (1.41) toma la sicuiente forma: 

Rªo: = i'llªL'cüflcrb 13 ,;cÜc~ew( = i&ª~o:\';í¡; ... (1.43) 

Realicemos la misma operación con la componente Ra&; 

Rª& = 'llª"'Rb~c~& :: i'l]ªbWhabh~cflO: 

utilizando las siguientes ieualdades; 

... (l. 44) 

<·>-'Tc'Th =. º>-h 

übá'T = c'l'na ~r~á 
L•ht" 

... ( 1. 45) 

la ecuación ·11.44) adquie~e la siguiente forma 

... (1.46) 

Con las componentes R
0

0: y Raó: podemos construir una cantidad 
escalar que nos sirva como una densidad. 1 agrangi ana. Es to se 
logra contrayendo Rc'cx cor, R

0
o: y Rªo: con Raó: y sumando ambas 

contracciones. 
Proponemos como acción la siguiente expresión: 

... (1.47) 

en donde el Índice 'A corre sobre los valores o: y á, el simbolo 
lee.o&; qu~ere decir que se con~ideren sólo_ las componentes 00 de 
Raó:Rª y solo las componentes ~e de R0 aRªº·· La traza se dl?be 
tomar sobre los Índices del grupo de estructura. Recordemos de la 
ecuación (1.12) qui? la conexión <p, es una 1-forma valuada en un 
á1 gebra de Lie, cuyos g1:;neradores los re pre sen tamos por Tr, los 
cuales son Hermi'\.eanos y obedecen la si¡suiente normalización, en 
la representación adjunta 

... ( l.48) 

Desarrollando la acción (1.47) tenemos: 
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..• ( 1. •HI) 

notemos que en las contracc1onos de las compunontos do la 
curvatura R0 a Y R0 &, 

... ( 1. 50) 

aparece el producto de las matrices a 0 y aª el cual es Jcual a; 
ªªªª=-412. . . 

Resurn1end'" hemos encontrado que la infc•rmacic>11 dinamica de la 
curvatura R se encuentra en loz supercampos W y W los cuales 
obedecen las constricciones (1.35), (1.38) y (1.40) 

lD,; w,; - ID wn = o ... (1.35) 
" 

tD¡.iWP = o ... ( 1. 38) 

lDp\~·; = o .•• (l. 40) 

La resL1·!cciÓn (1.35) es el análogo ch: ia i<lentidail de Jacol:>i 
rH!l ca.S<) eJoctrom.1r;110.;t ice', (t. 313) y (l.·10) dcfin(•n a W y W como 
supercampos quirales. 

En este c<:1pÍtu!o C•bsorvamos los si¡;uicn\es hü<:hos. No e:o(i:;te 
una.base tinica rpora las f..:1r111.):3 di!ere:lci~les, p0ro hay ur1ct b.:ise 
apropiada para Ja S\tpcrsJm<:rÍ;:¡ (QC. (1.4) ) 1 rt1eS JOS Oj)c•r«1d•:•res 
cli fercmciales as<:.cii1dos il o::;l;i b¡¡s0 Cc•nn~utan con le.~~ eenerc.<kJres 
de supersf.n)0tría. 

La derivad ~:.:teric>r del vi•=lbP.in e'l es c::·,a 2· l":•rn1zt J lan'ildd 
lors1ón, y cJ:>s.,,rv.11110:; (<?<.:;. (J.11)) ql.le la l,~r:o:iÓn d•el supcr<>spi!Ci•) 
no es cero. 

En 0!.>la nU!2Va L>Js0 se puccto intf"l)d1..LCir l~mlii¿·n ltnJ c:.>n..:-:<l·~;n, Y 
a par\ ir de r.ist a encor.tral' 12. c1¡n-;1lura. Si revlsan1os la'.; 
ccmpone11t0s <le la cur'v1tura 0ncont1~arGm:·s q~t0 cistas son erl m~c\10 
semej2rd_0s a lo:~ lcn~:c.rcs anlisim0~.:'1ci:1::.; que definen a 1:,)-::; camr..":is 
de ftterza cie y¿int~-Hil 1:::, $Ólo que conlícncn compün:~nle<:; en e:-:c(~S() 

Las jdonli<latics de Bí~l1cl·li exf gcn q~0 se cump!Jrl ci01~tíls 
conslriccionús Sóbre 12.s c.:1rc,p0nen-le.s le la c:urvt..lt.'H'J., L:;t .. 1:: 
Conslriccione.s J\1Jiada$ Ct>ll o~r,JS , cTUe SC i1np(,1'Cíl l'<•l' c.".'>llVd•Í(:l1c'i:l 

(flC.(1.?0}), nos I'l~"!'niilcn climin.:ir a1guniJs ~::upcrc:.-1r11¡--o:..~ que nc1 son 
ncct?SJ.Y·ic·.-~. Y l..t. p.:i.1·L1r c112 s¿,l·:.J dos i:c.>rnpunci-ll~s r\a.c( ¡· r~o'.1. .l~,:~-~~(·r:~').:'. 
conslruir u1H laer<!n;;i~na qu!? es invo1'i:inlc '.le 1101YJ. Y 1;\.:>batir.cnte 
supC?rsi:r.é\rjc,1 <,,, <lh ccimpo •l0 Yanc-HI!h, el -:ual ck¡,e11J>! «kl 
.1JgeJ:>ra de L.i'e que c:·:p::mden las !orn~J.s dlf•2rN;c~!:iles. 

El cc1nslr\1ir nnc 10erJ.r.e.i.Jn.J. dQ YaH;;-Hills sttp~r·::·1m~tr1c.:i e:.-; 
muy 1ncForlant e, pues tod.:is las interclcciont:·; '."" ''ll("kn <.l·"~"-Tl¡,¡r 
a\raves de leorÍ.:is .J..e norma. sí JJ. :rnpersin~·:>lri,1 e5 i.tn:1 s11110u·ía 
fundamente\\ de la n;itural•:n, el poseer una J¿¡g1'.111GL11i.1 .. 10 , 
Yang-11111s :rnpe1'sln·e·trl c.:i nos pe:·mite Q·nla::a1- l;:i supersirnc\n;t con 
olras ~ime\:rtas 1 nt crnas también fundair.<?nl ai' es. 
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. CAPITULO . VI 



- J 

< -! 

1.-Supercampos Escalares y Vectoriales 

Los supercampos escalares se definon por la siguiente condic1Ón: 

o " ' ( 1. 1) 

Esta constricción :'o puede resolver C(>n facllidad , en 
t~rminos de las coordenadas ym=xm+1ocrme y o, porque la derivada 
con re>specto a Íi,): J.o esta:; vari.:;.lde~: :.:e ;:rnul<l: 

' ( 1' 2 J 

Entonces cualquier funcié•n d0 ym y Oª satisface> la condiciéin 
(1.1). Elojirerneo~-- al campo escalar{! como un,1 func1(.n par, con la 
siguiente forma: 

{> = A(y) +{2 Q•V(Yl + OOF(Y) ... ( 1. 3) 

Pa~a cualquier función rCY) de ym podemos realizar una 
expansión en serie de Taylor: 

... (1.4) 

on nuestro caso particulal' Y"'=xrn+iOªcrctéc"'EiÓ:=l'om+AY'º· De tal manera 
que el supercarnpo ~(y) qlteda<la expandido cori10: 

-i/{2 00C!m'l'(K) orne + OOF(X) ... (1.5) 

El supercampo {>• satisface la condición D~Q·=o. De la mísma 
manera , que como el supercampo O, o• es una función natural de 
y+m:=xm-1ecrm() y B. Y su expansión en serie de pot0ncias se 
encuentra por conjugaci6n de o. 

§+ = A«y+J + f2e·f.cy•¡ + aeF· (Y+ i 

= Ak(X) - i0o-m(iamA*(x) + 1/4 OOOODA'(:-:) + 

+/2fJ\fi(X) + i/fZ (jQ()o-'"C!,,,ÍÍÍ(X) + OSF' (X} ... (1.6) 

Un supercmnpo vectorial se define corno aquel que satisface 
siguiente conctici6n: 

V = y+ ' .. (l .'I J 

la 

·:j El supercampo vectorial se puede e;:pander en serle de 
potencias en e y e 

,-i V(x,e,al = C(:-:) + iel\(X) - iÍÍ)\(x) + i/20BIH(X)+if!(:<)1 

-1/2 BBIM(X)-iN(X) 1 - eu-mijvm(X) + 10901 

1>.ixJ+1;2o-mam>\(X)1 -1oae 1 >.(x)+l/2 o-mam~<x> 1 + 

+1/2 06001D(K)+l/2 OC(x)J ... (1.8) 

si los ~ampos componentes e, D, M, N ¡;- vm son r8ales, entonces 
la expansion (1.8) cumple con la condicion (1.7). 
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La elección de Ja combinacié•n, p.:wticul<ir, 
de las componontes de OOÜ, 0~0 y 0900 de V, 
por el campo herrnite.:ino e;>+•}': 

de los coeficientes 
est~n determin.:idas 

.. ( 1. 9) 

Esta combi1i.:1cié1n contion0 al gradiente !Jm(A-A' J, como 
coef!C!onte de OcrmQ, lo cual motiva a c!ofinir la siguiente 
generalizac!é•n ¿:upe1':s!métrica de una transformac!é•n de norma: 

V --} V + 0 + ~· ... ( 1. 10) 

bajo esta t1'an:o.,formacié·n cicurren los siguientes cambios, en las 
funciones componentes del supercampo vectorial: 

e e + A + A' 
)\ --- )\ - 1f2'I' 

M + iN --- M + iN - 2iF 
Vm --- Ym - 1Jm(A-A 0

) 

¡., X 
D --- D 

... ( 1. 11) 

La elecci6n de las componentes en la expansión (1.6) dejan a X 
y D como invariantes de norma. Existe una norma especial, l lamacla 
la norma de Wess y Zumino (Norma wz), en la c11.i 1 e, x, M y N son 
cero. Esta norma rompu la supers!metría pero permite las 
transformacionos de norma usuales v--•vm+ama. 

Bajo esta norma V y sus potencias adquieren la siguiente 
forma: 

V = -oomevm(xJ + i900~ (X) - iOOOX(X) + 1/2 OOOOD(X) 

y2 ;:: -1/2 eeoovmvm ... ( !. 12) 

y3 ;:: o 

2. -LagrantUana de Yane-Mills supers1m~L1·lcd Ut111zando 
Supercampos. 

El supercampo vectorial V es la generalización supersim~trica 
del campo de Yang-J.!i 11 s. Para construil· el correspondiente campo 
de fuerza supersimét!'ico, observemos que Xa: y 'X',X son las 
componentes invariantes de norma ch> mt>nor dJm8ns1Ón on v. El l<>s 
son tdlllbién los campos C(>mponentes de menor dimensión en 

Wa: = -1/4 DDDa:V 

wa, = -114 vvi5¿,y " . ( 2. 1) 

Estos campos son quirales e invariantes dt> norma, la 
qu!ralidad so obtiene inm<?diatamente de las ecuaciones .(2. 1) 

D~Wa = O 

Df.JWá = o ... (2. 2) 
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debido al hecho que DO=DO•=o; se obtiene la invariancia <le norma 

Wa. --'> -1/4 DDDa{Vi-1)•,;;•¡ = Wa - 1/4 -DjD,Du\';; =Wa ... (2.3) 

En la norma ele Wes3 y Zumino las componentes el<? Wc< y Wó. an la.> 
variables Y=X+iGaó C• y•=:{· 1080 sun: 

= -iAa(Y) + ldaPD(y)-1/2 ¡omij"J~P<amVn!ul­
-anvm(Y)) IOp + BBaa~mam¡a¡yj 

Wéc = Üó:(y•¡ + l<áj>D(y•)+l/2 Có:y(cr_'."~"}~Ó( 
(dmVn(Y"}-clnVm(y•¡} i\113 - €ó:~6oomf:l/;(am~o:(y•¡ 

" . ( 2. 4) 

Los sup0rcampoé< Wo: y \.1¿¡ cont ienon 
de nol'ma D, 1'cu y Vmn=(Jmvr.-anvm. 

Ademas ellos son quirales y 
constl'icción 

s ó 1 o l os e ampo s 

sati:>fa.cen Ja 

... (2. 5) 

invariantes 

Dobldo a que W(f. es quiral, las componen\ e~: 00 de wc(wo:, 

wCTWa = -2iAama.,): - l /,7'. vnmvmn 
+i/4 vmnvlhcmnlh 

+ D2 + 
(2.6) 

se transforman en una derivada espacial y por 
utilizar para construir la generalización 
supers1m6tr1ca para un ca~po vectorial lik~o . 

tanto se pueden 
de Ja lagrangialla 

.. . (2. 7) 

El campo de fuerza supersim6trico wa puede ser generalizado a 
e 1 caso 1w abe 1 lano de la s ieuien te forma: 

... (2.8) 

en donde los supercampos vectorialos V ahora son matrices dadas 
por: 

... (2. 9) 

l.as matrices Tª son los generaclc•ro:::. J1errnileanos del grupo de 
norma, que en Ja represent ac 1Ón adjunta se pueden normal izar C<.)mo 
sigue: 

... (2. 10) 

y las constantes de estructura tabc 

... (2. t1) 

son completamente antisim6tricas. 
En una teoría de norma no abeliana Ja lagrangiana del campo de 

Yang-Milis (2.7) so puede ceneralizar de la siguiente forma: 

... (2. 12) 

Esta es la Jagran~iana deseada, que si la comparamos con la 
ecuación (1.49) del capitulo cinco, podemos darnos cuenta que es 
ldentica. Por lo tanto dos m6toclos diferentes nos permiten llegar. 
al mísmo resultado. 

65 



A to tarro de la. te:;Í.:.i b·:mo::; -=-1r·r0;:ndl 1.lo nut1 vo:·; d::p.::1~1.-.'.; dP lcl 
fÍSic.:a que no ~;r:in 1 ~(1 t 1 1 l!:.;1cl;:; ~,;..:in t.>lf•11.lr1.:u :i,:in t!nr·ot •, .::~t··!::;, r,.._..., 

--primero que· dc·b•.:-rri·:.ic d'.? :-·0c-ürd.1'! ... c·.s qu2 l <lS f 1.)l'íl»1; ~li f1.,r~ t1': ¡ ,t lc:s 
.s-on l<l.n líl1Pórt.::1nt(:S c,)/11-~1 1·:..~~ v.:-ct_')f'l:';] y t0n:·;.,·,1·,_._· 1 L'i J ;1,: CiJnt \(".l"J(!IJ 

de una forrr.<J. simple lJ.s j,-1.;,.•ntida.l·:·~ dr-1 an~·ll l~i·.:: y ::~:t..:.u;._¡ 
-~vectorial, y 11u0 1 ~_\,i:,t.J,) ;¡. :~:;~L •?s~1 u·:.._ 1.n·.1 ~·t"1n J1ü·,·_¡,J·!,1nl •1 ::; l•1J·.~ 

transfo1·rr.J.cio11oi:-. {1.? 1.:·:-1:··_; .. i .. J·.l·L.i :· !-'<•r tJ.n~c. 11- f't_·z·rnt~.1.:11 (:~·,nst1·utr 
obj1?t~...i~~ 1 {lh? t. dmJ·,i ~-:in _;;.·.:1 l:~v ¡~--~ ztri" .-, ·. 

Ei\.J.-:t~- un ,1Ir:·~l•1';'"1 l~~¡fJ.Jd . .:1 .¡,-¡ Gr.1·::·.:ni,.:nn ·11.:..\ :nt.ít'l':•' t•J,_,rn._lnt.•:15: 
~""q·.ie Loruc.JlJn y .J.nt.i(>:1l:ii:t~i:.~.n. 1 1!::t 1-:. ·~~·:'. j11";t._J ,,¡ "(:•rnpt"?'l,1:nJ,.,nt,.) ch~ 

los Ct:imr<·S .be>~~Ó~¡¡ :< 1 .~ ¡• f·>)'tnl.c~r:1('().~;, r.l)r ,t.11~t·:1 el :Íl¡>•}.r·.; !•:: 
Gra:-;:;m.-n1n '?-::. 1_:;-1J. h·~rr;~r:lic•:ttJ pa1·¿l ~:.-1la.r ·:<,11 :..':'>t,1.; .:·H.¡,u:~. L;i. 

"'··mr?cJni•:-J. formad:1 ·-~on el1::-n1··~nt·:.'.; d·::i Gr-2::s.rr.an..- 0• de;:..:L·t:,.· 1 ;.t nivel 
clásico, ¡nrtÍ·~ltl._ié; C·.>n (·:+!n. 
, Las s im:.: t r Í -;.t.-·. l?r. te 0r Í J. de i: a;;~~ <i :::on fund.1w..-:n t 1. ! •.' .'.. 1 ".i ,-. :~. e• 1 1. el:; 

.- ... nos pE"·rm!ten ~2nco:·1trc1~~ a.tl~aves d01 1_r~·)f"l:·1r.:1 . .l.~· '.l. 1 ···th•::· ·_·.1;1t 1 . .r.::;....:lt?~; 
qUC

1

SQ COl1S'.?r'\.'Jn, r ad~mi..~ i~UJ.lj . .( 1 i 0.<-:1cin1.I~.' U~1...r in\',U'idl1CJ.a lt.."lCitl 
·se tntrodUl.f'n Jt)~~ r:a.rnpv.~: de fu,~rz]. :undJ.m0r:.l:.1!1~·-:. Y 1:1-: :'.u!:) 0;·;t .. :iJ 

las cirr;•?tri:l:~..: 1;,:i.~ ... ~u1¡ i :i_ r'•t'-.it¿.:. !:· ,¡· . .:.:. l•.l;~r.:ir 1:1~~r:i!1 ·,i'"ii":n dr1 I;:-.1.::.; 
"':fuor::a:;; !un¿~~!T1i.:~n1.~:.!t-:.:.. ·::.-.:·,,_.,:t,.t.:t:.:. 

F'.l ~.~Ll!> ... !~e ... :r~·-'J'~' y !J.:.~ :,~,1-:: .. -.:· ,•t:···1---~·ri·~."f"!;' ~-r: 1:-! ~-·:····:-ar:í.. 1) 

Son una ."10rrainlon1,a p:u-« tratar ·~_)n teorí::.:" s.upc1-::Jri,.:.:.1 ¡.~.J:.:, n·) es 
~ ... Ja Única a1ternatjv~ 1 i:le hecho como ;::0 rr. 1~c~·tr-2 0:-1 J,: .. ; 1.'d¡·j-:.ulos 
.Cinco y .'.•t::·i~;, F<'·.l~m 1 :J:~ l l+::!1!J.r <.i.l Jnif~fr.:1 l"'2Slll t:i'...:-l°') p1rl1~~n.J 1) d•2 
'fo1·rna3 dif12rqnc1a1..-:s o t~~fJjz.:tlhi·1 superr:.:.ur.~; . .:i.:'-. 

Las ecuaciones (1.49) dA! capítulo~· y (2.12) del capítulo 6 
nos muestran la misma lagrangiana invariante de norma e 
inv~riante de supersimetría global, la demostraci6n de la 
invariancia es semejante a lo expuesto en el capitulo 3, estas 
lagrangianas fueron encontradas por do~; caminos cllstintos, fc.rmas 
diferenciales L'n el superespacio y supercampos. El bocho de que 
ambos caminos coincida<ln se debe a quo están 1nt J.mamont.e 
relacionados. 

Si hacemos covariantes las derivadas super:>im6t1'.icas, con 
respecto al grupo de Yang-Hills 

en dond·e 'r son los generadores de Yang-Mills, Jos campos de 
~uerza son def1h1dos.por: 

{IDA,IDB);;= -TABCJDc - R;rnT 

en donde TA 8C son cero excepto para TCT~m=2i(um)~~ y se sigue que: 

R11cT = D11AcT - DcAaTC-1) be - fABT·,AcT\t 

+TacºAoT 

El t6rmino final de esta expresi6n no tiene an~logo Y 
corresponde al hecho qua en el superespac10 la tors16n no es 
nula,a6n en el caso llano. Est~ 61tima ecuac16n representa las 
componentes del tensor de curvatura. El supercarnpo A 8 cont 1e~e 
muchos campos componentes, en particular contiene campos de esp1n 
mayor que uno. Una manera de atacar este problema es atraves de 
constricciones supers1m~tr1cas. Si pedimos la siguiente 
cond1c.1Ón; 
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!Da~ = O , (ecuación ( 1. 1 ¡ del capítulo 6) 

la cual es covaríante de Yang-Mil!;:; y clü Li :;up01'::;lr.•0t1'Ía. E~'\á 
condición implica que: 

~IDa,DpJ O = O = -RccpT <j 

y por tanto Rccp=O (ecuación ( !. 20) ,d8l capitulo 5). 
De l~ misma manera l~ condicion ID~O=O, implica que R~~=O 

(ecuacion (1.20) del capitulo 5). E~dJ.s cond1c101ws es1?1-..:1almonte 
son las condiciones ele quiralídacl dü los sup01'campos escalares, 

Hay otro tipo de constricción que os necosarlo imponer para 
eliminar grados de libertad inecesario::;. 

consideremos Ra~ la cual esta dada por: 

Ra~T= DaApT + DpAaT - jAccT, Af¡TJ + 

+ 21(0'c¡aPA_,T 

deblda a que Ra~ es un objeto covarlante so sieue que Ac-1~4 
(O'cJªPRa~ tiene exactamente la misma propiedad do transformaciru1 
como Ac. Consecuentern<?nte puecle ser usad<• como pc)tencial d0 
norma, haciendo la presGncia de Ac rodundanto. Pode•lli(•;; sülvenL.ll' 
aste problema haciendo Ra~=O, este tipo de constricción sólo ~s 
convencional, no como Rap=R~fi=O, que son.demandadas por algun 
principio, lo que permite formular a la t1?or1a s.in n1?c8sidad de 
campos inecosarios. 

Todo ésto muestra la relaci6n que existe entre ambos 
formalismos. La ventaja de utilizar formas diferenciales es que 
éstas son objeto,-; covariantos, lo cual les da una potencía mayor 
en el sentido de que podemos construir con relativa facilidad 
objetos que tambi6n son invariantes. 

Por otro lado en las teorías de norma ccrn invariancía de 
supersimetría global es necesario incluir constricciones para 
eliminar campos de alto espín, estas constricciones deben de ser 
invariantes de norma y supersimétricas. 
SttPC'r~.[metríu. e:'' u~a ;iJ \.Qrnat iv;i 1ouri1 un1 ficar las iuer;:u.s 

·fun.c:amenta.l<:1s1 in.:::lurGndu l.J ~~rJ.\'(.'l:l.J.d 1 cu:ind•) ésl2. se hacti 11-,cal. 
A la tec0ría que rcsnlía ¡00r este pro,-edimiento se Je J larr,.1 · 
'.super1;1-,wed.:id. E:<íslc>n otru.s alten1ativcis para u:1i ficar las 

__ ;fuerz.:is y cuantizar la i:;ravectad, t_;i¡ como SllFn·cuorc•ets. 1\rnbJ:; 
teori'as requieren de la sup.:::··''imelrÍ.:i , por 0:·;t(• y por la l·el ¡,~za 
,que encierra la transfor'mw.c1(::n ó..e bo::.tvnes en iormivne.; ¡· dQ 
ft?rml.ono:; en bc.sonE·s, Ja :>imetría d.e partÍ•;ulas rn<:.leria!•?s y 
part1cul<:is m.:;ns.:iJeras, es 1mportanle t>l estudio d¿ ra 
supers !rr.et ría. 
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