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lNTRODUCCION 

Uno de los probletllH'lll!i que- existen en la mi?i~odoloG1 a. d-:- la 

enseflanza de las mat.t?mit.ici'.ts en todos los niveles (sobre t.odo a 

nivel elt'!mental) es la falt.; de csL1mulos ''·'N la ct·ec;l.ivid<>d y "l 

desarrollo de la int..uicié.n en. el est.udi.::int.e. Es\.o Ja lubar 3 que. 

dado un prc1blema, ~1 alumno 110 t.el)bd la c.,p.1cirJ;1d suficiente p.:::1ra 

resolverlo, o 1:11 menos la int.uir:1ón nE."Ce!.:;01·i.01 pa.r:1 .~t .. 1c;:1rlo. 

Además. por esa f.)ltd de mot..ivación, el int..er~s por i·esolver llf! 

problema 1nat.em!t..ico se t...orna. casi nulo. Aú11 m."...s. 1n1ichos de los 

cursos usual(.•s de maLem..'...t.icas s-e b<'!s.an en F.:l aprcndiZQje mecánico 

de f61~mulas y niót.odos y no cupacit.an a los est.lJdi.11d .. es par~ que 

ést..o.s puedan enf1·~nt..::i.r .:;. lt•s pl'üblc·1nfJs r.nn ?xit...o. 

Uno de lo::; fines de las Oli111pi8das de ~fot.em~Lici.\s es el de 

1not.ivar a. los est.udiant...t-s p3ra qu0 d~sa1·rollell .s11 Cf.l.¡).';$Cid:.H:1 die:• 

resolver 1Jroblemas. 

Cuando uno t.rat..a da resol\'er los problemas que se han pl.".1.nteado 

en las Olimpiadns Int.erria.cion~le5 de Kat.etn~tica.s se da cue11t.a ciue 

hay un abismo sobre los conocirnient.os v la habilid:id desarrollada 

en la escuela v la habilidad neces¿iria p1'.ra resolverlos. 

El objetivo pl'imo1-dial de este trabajo es el de tendel' un puente 

que ll~v~ .=il lector dl':sde prohlem&s inuy sencillos de georneLI'i.:1 

has:t.a proble.mas que son de dificulLüd si:-mej.:.irit.e a la de ¡(_,~ 

problemas de Olimpiada.,,, 

El t..rab~jo es muv disparejo. Aparecen E-n Gl prohli:.·ma.s QUE:' son 

mur f'áciles v et.ros que son diflciles. De manera que si un lect.or 

puede hacer l'ácilment.e los primeros, no debe pensar por eso que 



eslos problemas no le lle\·ar~n a aprender nada nuevo. Ya 

mucho) 1 . 

Al escribir est.a lista de problemas hemos supuesLo t.'.:nicamenLe 

que el le-ct..or t.it;ne conocirniE:nt...os 1..'"h.:mt.!nlales de &eomet.ria plana 

<no incluimos problemas de geometrla del espacio), Y si alguien 

resuelve los problemas a.qui pr·opuest.os habrá alClinzado un buen 

conocimient..o de esta br='ornet.r!. a. 

Una buena pat·te de las problemas que aqui apar~ce11 so11 

originales. pero son mot..ivados po1· los problem:1s de las Olimpiadas 

Internacionales . Algunos et.ros son simplemer1Le n1odificaciones y 

ot...ros son 1·esult.ados conocidos . que ~;e incluyen para que st.·.:i.n 

Lambi'n co11ocidos \JOI' el l~ct.01•. 

Hemos escrito los p1·0!1lemas de tal fopma que 

progresivamente. Est.e t.rabajo está dirigid6 

se pued1:1 61vanzal' 

princip~lmenLe a 

alumnos de !Jai:liille1·<1t.o. Como la i11t..enci6n es que .sea un puente 

entre problemas f~cilc~s v problem~s dif.!.cil&s, hemos puest..o un 

escalón : Las suge1~encias. De t.odas maneJ·.'.:1s siempre &S út.il 

asesorarse de alguie11 con un poco de mis conocimientos e11 

matemáticas o trabajar en ~1·upo. 



PROBLEMAS 

1) La suma de los ángulos interioi•es de un trián&ulo es ii;ual 

a 180°, 

2) Todo in¡;ulo externo de un tr-iá11gulo es i¡;ual a la suma de 

los ~ngulos internos opuestos. 

3) En la figurn; Probnr que a = ..fl_ 
2 

4) En la fi¡;ura: Probar que a • ..g-

5) En la fi¡;ura Probar que a ~ ~ 



6) En la figur-a ttost.r-ar- que a + (l • 100°. 

7) En la figur-a: Probar- que el t.r-iángulo AABC es r-ectángulo. 

~ l.. 
f\ 

8) Si dos t.r-iángulos t.ienen la misma alt.ura, ent.onces la r-az6n 

de sus 2reas es igual a la r-azón de sus bases. 



9) 
AB AC 

En la fisura, si DE 1 BC . entonces -¡¡¡- • -:;:¡; 

A . 
. L \, 

10> En la fiGura, AD n BE H CF . Probar que ~ • ~ 

\~ 
\ 

\ 

' r 
,~ 

\ 
\ ¡: 

\ 

11) Demostrar que la media ceomQtrica de dos números positivos 

diferentes. es siempre menor que su media aritmética, 

12) Sean x. y dos números positivos y r- una const.ant..e. Probar 

que si x • y " ~' entonces xv es m~ximo si y sólo si x • y 

13) Probar el teorema de PitáGoras que dice que En un 

trián6ulo rectán,ulo, el cuadrado de la hipotenusa es igcal a la 

~urna de los cuadrados de los catetos. 
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15) Probar que cos Ca + (l) • cos a cos (l - sen (l sen a . 

16) Probar que sen Ca + (l) • sen o cos (l + cos o sen (l . 

tan (l + tan o 
17) Probar que tan Ca + (l) • 

1 - tan a tan (l 

18) Construir un t..ri~nbulo recLánsu lo con hipotenusa y un 

ca teto dados. 

19) El sei;mento entre los puntos medios de dos lados de un 

triáni;ulo es la mitad de la lon!;itud del tercer lado, 

20) Sean dos triángulos tlAbC y llllEF. Supongamos que las lineas 

AB, BC y CA son perpendiculares a las lineas DE, EF y FO 

respect.ivamente. Probar que los dos t.ri:.i.nt;ulos son semejantes. 

21) Mostrar que dos medianas de un triángulo que se 

int.ersect.an en un punt..o t..al que di\'ide a ambas medianas en dos 

segmentos miden + Y + de la longitud de la mediana respectiva. 

22) De todos los tri~nsulos que tienen perimetros iguales, con 

un.a hlisma b;,.se. e). isóscP.1€'~ ec; P.l rlf".!' 1ir"'!'~ m~xim1t. 

PX + PY + PZ 23) En la fi¡;ura, probar que ¡¡y- Bv- ~ • 1. 



2&) Sea G el cent.roide de un triinGulo acut.ánbulo ¿ABC. Probar 

que cualquier punto que está dentro del trián¡;ulo /IAGC cumple la 

siguiente relación '* 2: 2, donde Y es la intersección de AC con 

la prolongación del se¡;mento BP. 

25) Sea llABC un triiln¡;ulo acután¡;ulo. Encontrar un punto O 

dentro de llABC t.al que ara¡; AOD ~ o.n¡; EDC R an¡; COA m 120°. 

26) Probar que un cuadrilátero convexo ABCD tiene un circulo 

inscrit.o si y 11:ólo si AB + OC • AD + BC. 

27) Consideremos: un t.ri:.n¡;ulo rect.in¡;ulo e isósceles de 

hipotenusa a y catetos b y c. Probar que b + c ~ ~T a . 

28) Si '" (? y r son los ángulos de un t.ri~n¡;ulo, entonces cos 

a + co~ (? + co~ r ~ ~ . 

29) Si un VQrtice, el incentro v el circuncentro de 

un tri~n&ulo son colineales, entonces el tri~ngulc es ~ésceles. 
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30) Considere un LriánGulo isósceles. Sea r el radio de su 

circulo circuscrito y p el radio de su el rculo inscrito. Probar 

que la di$l.acia ci entre los cent.ros de estos círculos es: 

d e ~ rlr - r:> 

31) Probar la ley de los cosenos. ()ue dice que si tenemos un 

trián¡;ulo tiABC, y hacemos a e BC , b e AC , e • AB y (l • an¡; ABC. 

Probar que: 

32) Sean A y C dos puntos fijos en una circunfex-encia !:, para 

cada punto B> que est.a en K. consideremos los incentros I' de los 

trián¡;ulos MCB'. ¿ Quó lugar ¡;eom&tri.co describe los l' ?. 

33) Probar la fórmula de de Heron, que dice: El áx-ea de un 

trián¡;ulo liABC con lados a, b y e es i¡;ual a [ sCs - <>.)(,; - b)(s 

c)J
1
/z , dondes• +Ca+ b + c). 

34) Sea /.IABC un t.rián¡;ulo de lados a, b y c. Sea r el radio de 

su circulo inscrito. Probar que : 

r • 
<s -a) Cs - h> <s - e) 

s ~ donde s • 

35) Probar que si a y b son números reales y o, ~ y r son 

~ntulos de un t.ri.á.nGulo, t::i1toncc:: 

a + b - tan (y/2)Ca tan o + tan (l) • 

6 
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Ca c:os (1 - b cos riHc:es a + _t/2) 
ces Cy/2) ces a cos (1 --

36) En la figura, probar que a 
sen o. • 2R 

37) Sea AABC un t.ri.án¡;ulo cualquiera. Sean X, Y y Z los punt.os 

medies de BC, CA y AB respect.ivament.e. Tomemos punt.os cualesquiera 

H en AZ, L en CY y K en BX. Probar qua 

(AKLtD 

1 
-~- árer.t CMBC) 

38) Sea t..ABC un t.rHn¡;ulo acut.án¡;ulo c11ya base r 

el radio del circuncirculo de dicho t.rii<n¡;ulo. 

área 

BC es 

Probar que a • r (ces o + ~3 sen ") , donde a a AB y c. ang 

ABC. 

39) Sean AXYZ y AABC dos t.ri.án¡;ulcs que cumplen lo si¡;uient.e: 

YZ pasa por A, XZ pasa por B y XY pasa pOl' C. Sean P, Q y R 

los circuncent.ros de los t.ri:..n¡;ulos t.XBC, t.YCA \' liZAB 

respect.ivament.e. Probar que 
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a) Los circunc1rculos de los Lri.'..n¡;ulos :,XBC, D.\'CA y h.ZAB 

tienen un punto en comun . 

b) Los 1.riángHlos óPCJt! y !:.Xi'Z &üfl :;cmej;,mt.C's. 

'º) Sea t.AílC y lA '[3 'C' dos t.ri~t1t;ulos acut.ánbulos de t..al mara:ra 

que AB ~ A 'B '. BC "° ll 'C '. v AC :O A 'C' . Probar que área <t.ABC) :!' 

irea (A '8 'C '). 

4.1) Sea r el circunciJ'CUlo del tr-i:.nsulo i1c11Lj.11gulo llABC. 

Ent.onccs los L1·es cí l'Cl.110'5 de r:~dio -.:.: con Ct:htro 0n A. B V e 

respect.iv.:tmente, cubren fJl t.rL',.nbulo tl.ABC s·i v solo si ::; ;::: 1~. 

43) Sea 6ABC un tribng11lo tal que anc BAC m 2a116 ABC. Sea a 

BC, b .. AC y e = AB. Pr-obar que b<b + e) 111 ;:/ • 

44.) Sed b.ABC un tri~111gulo t..:11 que- '"'º~ B/\C = 3 f:ln¡; A8C. Sea a 

BC, b • AC \' e • AD. P1·obdt· que t::;~b u (:~ ""' b)(ct - b). 

45) Sea AB r:-1 di:lm~t.1•0 Ji-;-1 circuncir·c1Jlo K del tl'i:.nE;ulo l..ABC. 

Se,.J D el punt.o de int.r:rc;ección d11 AB con la :--iltur:1 desde C del 

t.riáni;ulo 6.ABC. Dihujf:::íllOS el Cj rculo h1 que es t.arigf.:'nt.o a en. AB y 

K. Sea H el punto de cvnt..~ct.o t':lll.h;= 1:1 y AB. F'1·ob.::ir que el 

t.ri~ngulo L...BCH es isósceles. 

~6) Sea r el Ndio del clrculo inscriLo l'.1 del Lri¿n¡;ulo MBC 



\" Q .,¡ r:idio de su cHculo exc:-ilo 1:2 que est..l. en el ;;.n¡;ulo AC:ll. 

Probor que T ~ tan T tan + , donde a • an¡; BAC v (l ang 

ABC, 

47) Probar que todo cuadril:,,t.ero convexo inscribible ~n Uh 

circulo, puede ser pa.rt..ido en seis cuadl"il.it.r.:r·o~ ins{:r•ibibles er1 

un c!rc1Jlo. 

'ª) HosLrar que si se tienen cuatro punLos no lllineados t.res a 

t.res, y se construyen Lodos: los t..r i..;.nbulos posibles con 

puntos, nl menos uno de ello::; es no acuLán¡;;u.lo. 

Sea bABC un L1·iánsulo cualquiera. Sean M \' N los 

est.os 

puntos 

medios de AB y AC respecti\•amente. Demostrar· que exisf.e un pu11Lo D 

sob!"e MN tal que AD ~s la. media t;eornGt..1~ica de MD y DN si y sólo si 

el circ1Jnt:i rculo del f..ri.:i.nt;ulo !.:.AHN int~rsect.a BC. 

50) Dados dos puntos A y R y lH13 rcct.::i l. encu0nL1·e un pt.mLo P 

en t tal que la suma de dist.ancias: AP + PB e~ mi.ni.rn.:i. 

51) Sean AC y BD los lados opuestos de un cui)d1,il~t..el'o ccin\'P.XO 

ABCD. Suponr;amos que AC .;. BD + CB "" 16. ¿ Cu~nt.o es lo m~ximo Qli'2' 

puede valer el área del cuadrilátero 7 

52) Sean lABC y lA181C1 das trH.n¡;ulos semejantes y no 

congruent.es t.ales que AB 11 B1C1, AC 11 A1C, v BC 11 B1C1. Pz·oba,. que 

las lineas AAt, BBt ~· CCt son concurrentes. 

9 



53) Probar el Leorerna de Ceva que dice; 

Considf.:~remos un t.ri.;ni:ulo ! .. .ABC v un punto O adentro de ;;;l. 

Supon;amos aue las r~cLas AO, BO y CO cortan a les lados BC, AC y 

AB en los pu11t.os L, M y N l·espcct.ivanient.e, erttonces _:~B- *' * * 
~1 Q 1 . 

Inversamente, si L, l'1 y N son puntos e-11 los lados BC. CA v AB 

del tri~ni;ulo i.i.ABC, para los c11a.les se cumple .la 1-elación 

anterior, entor1ces AL, BH y CN su11 concurenLes. 

54) Prob;1r el teorem,1 de Menelao que dice: Si una 11 nea 

int..ersecLa las 11 n<:as BC, CA y AB de un lrián¡;ulo L>ABC en los 

punt.os L, M y N, re~pect.ivamente. PnL011ce~ 

__;, ~ * BL "' C! " 1 "º -¡:e -¡iA 
Inversamente. si L. ~ y N sc.n nuntos de los lados BC, CA y AB 

del t..riánGulo bABC para el cual se cumple la relación anterior. 

entonces L, M y N son ca 1 inea le~s. 

55) Se.:. 6.A1A2A"J un t.ri~nsulo. Sea Tt CL Q: 1, 2. 3) el punLo 

donde ~] incirr:t;]o t.oc.:1 ;jl J;Jdo a CladO' opueGt.o a Al). Denotemos 

por SL a l.a reflec:ció11 de Tl rt:s:pt::-cto a 1.-:1 bisectriz de Al. Probür 

56) Sen C un ci t·cu lo. Sean R S, U y T puntos de C. 

Supongamos que las rect.as RS )' TU S"J in'l.t:!rsecl.an en un punt.o 

Q. Probar que OR * OS ~ Oll "' QT. 

Al número QR>1<QS se le- llama 13 potencia O con respecLo a C. Lo 

que dice est.c problema. es que la potencia no depende de la linea 

os. 

!O 



57) ;:,,e,, C una circunferencia. Sean f:, S y T puntos de ~ 1· 

O la int•~r.st?"ccion de· 1.:1 linea RS con la. f't-ct.a t.angente 

p.:ist.t por T. Prcib<'1l' ~1R ~ QS 11:i: OTi . 

e: 

sea 

que 

'jfD Se.:t ADCD 1m cuodrilát.01·0 c!..r:.Uco. S11p0nb:"l1110s que t-xist~ un 

c1 r·culo K t.al que Al> ,DC y RC so11 Lani;;eutes a J.: y el Cí:'nt.ro de J.: 

r:st.á e11 ..\íl, Proh~J' '11JE" AO r. f..[ ·I GC. dor1de E v G .":-;on los r1untos d1:

contact.o K con AD y DC J'E•spect.i v.::im-:-~nt·~. 

59) Seo ~ nn:.1 r:il·r:1:nf'r:1·t.~11ci:.1 d1:- 1·:.1dio r-. Se3n A, B puntos de J: 

\' Sf.~ P un p1rnt.o f1wr.1 dt: 1.:-i circ1n11'1..-•rt:·r1t.:i.'j, Proha1· 1;¡ur:~ PA m PB 

P0 2 - ri. do11dr· o ···::.- t-;>} ·-·-·r:Lr·í.J J 1 : 1:. 

60) s~an C1 y C2 dos circuloS" no Ct)llCGntr·ico:;;. Encont.r:JI• el 

lugar· gteom&f.t·ico d.:: los puntos di:•l pl,:..,¡10 f.::di:.·s qu,:c: su r:ioL~n1;:).-1 r.on 

respect.o <".'! C1 es ibuéil a su pot+::nr:i;.1 cc111 rt::-:-:;;¡:;i:;-r::to ;1 Cz. <est.f:: 

conjunt.o ~e J.1;:1m.:ii ~je l';..1rJical de C1 y C2). 

61) Seari K1, K2 \' J~a t..res r;i PCIJ]os no Cünc.~utricos ccilr,cados 

como en la figura. Donde A, B, C, L. n ,, N se.in punt..os de 

intersección; A, B e est..án alin+:>.-irio~ p ¡.;UUÍ..O de 

int.e1•s-:-·c.cié11 de las lineas AL y BM. 

conciclicos. 

11 

Pf'oh~r qu~ L, ~f, N v P son 



p 

) 

¡l 

I 

J 1'> 

__./ 

62) Los Lriin¡;ulc>.> ~qull;,t.eros M.BK, lBCL. t.CDH. t.DAN se 

construyen en el interior del cuadrado ABCD. Demostrar con 

beomet.ria anali tico que los puntos medios de los ocho sei;ment.os 

AK, AN, BK, BL, CL, Cll, DH, o:; y los puntos medios de los cuatro 

se¡;mentos KL, Ui. !JN \' NK son los doce v&rtices d" un dodec:i.¡;ono. 
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63) Sea MBC un tri!n¡;ulo acut~nGulo. 

a) Seen P y Q dos puntos exteriores a MBC t.ales Qll« M•~ C,\P 

an¡; ACP • 30° y t;r1¡; ABQ • &ni; BAO " 30°. Tomemo,; Uh punt.o X d"nt.ro 

de .ñABC tal Que f•l tri:..nt;ulo t.AQX sea equil¿t..ero. Demostrar que el 

t.ri:...nr;ulo bAXP es- semejante al t.riánf;Ulo t.i.A.BC . 

b) Lo mismo que en el problema eol.erio1~. per-o con anr; CAP 1r1 .isº, 

ang ACP • 30° y un¡; ABQ • 3n 0 BAQ " 15° . 

6n Se" K el circuncirculo del t.rfan¡;ulo t.ABC. Tracemo,; una 

bisectriz del !i.nt;ulo A. Sea L el punto de intersección de t con 

BC y N el punt.o de lnt..~rsecci6n di! i con K. Sea. l1 el pun'Lo de 

intersección del Ci !'culo que pasa por A, B y L con d sc¡;m<'>nt.o AC 

Probar que i~e~CADNH) ~ ~rea C6ABC) . 

65) Sea K el circuncirculo del trUn¡;ulo L.ABC. Sca!l L y N los 

puntos de intersección de la bisectriz desde A con BC y K. 

res:pecti·.¡amente. Tracemos un circulo cu:.üquiera 1:1 que pase por A 

y L, pero con la condición de Que in1.ersect.e •:t. los sebrr.ent.os AB y 

AC. Llamemos H y tt las intersecciones de K, con AB y AC 

respectivamente. 

Probar que área <AHNtt) • ~rea <L.ABC) . 

66) Sea áABC un t..riáns-ulo t.ol que A y B est..án sobre un ci1·L.Li.l.;:. 

K. Consideremos todos los trün¡;ulos t.A1BtC1 semejantes " L.ABC, 

tales que At • A y el punto 91 est.án sobre Y.. Y además L.A1S.C1 

está colocado en una posición semejante a la del L.ABC (ver figura) 

Pruebe que si tomamos todos los posibles trián¡;ulos L.At8'C1 con 

13 



las caracter1sticas mencionadas y tomamos las mediatrices de los 

se¡;mentos a.c., entonces todas estas media trices pasan por un 

punto fijo 

67) Sea lAilC un \.rián¡;ulo fijo. Consider.;mos los t.riin¡;ulos 

la recta BC Y 1,,.ABC y AA181C1 estin colocados en una posición 

semejant.e Cver f'it;nra), 

l Cuál es el lU(;üI" geomét.r-ico de los puntos Ct cuando 81 corI"e a 

lo lar¡;o de la recta BC ? . 

14. 



68) Sean l'.1 y Ki dos: el rculos que se inlersecbn en des punt.os 

01 y L1 y con l'.1 m~s peque1ío que 1:2. Sean ! 1 y 12 dos re e Las que 

son t.~ncent..t":"s a ambos círculos. 

Sean Az y Qz los puntos de contacto de ! 1 \' !2, con el el rculo 

K2 respectiv.3mente v sea O el punto de intersección de l1 con b. 

La rect..a ODi i11t.crsect.J a K2 etl ur1 punto Di diferente de D1. Se.;t 

H2 el punto medio del segm~rit..o A2Qz. Probar que las punlos L1, Di 

y M2 esL~n alineados. 

69) Consideremos un triánculo rccLán,ulo ~ABC con hipotenusa 

AC. Sea H el pie de la altura bajada desde B. Sean P y O los 

puntos de intersección de AB y ne respect..iv<lmentc con la rer:t .. ), QU+;t 

une a los incenLros de los Lriingulos 6ABH Y 6BCH 

a) Pruebe que ang BPO = anc AOP. 

b) Pruebo quo los sebmertt.os BQ y BH son it;uales 

70) Sean K1 y Kz dos el rculos concéntricos de radio R \' r CP. 

r) respectivamente. Se-1 P un punt..o fijo eh 1:2. Por P t.racernos una 

linea cualquiera que cruce a !J en B y C. Sea A el otro punto de 

inlersección de Y'"' con la linea perpendicular al segmento BC que 

pasa por P. 

Pruebe que BC 2 + CA 2 + AB 2 
H óP.. 2 + 2r 2

• 

71' Sea I'. un circulo y O un punt.o fijo fuera de I'.. ¿ Cuál es 

el lui;ar geom.:.t.rico de los puntos medios de los sei;mentos OP, 

dondt- F es un punLo que se mueve a lo lar-so de K ? 
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72) En la fi¡;ura: Probar que F1B1 + F>B2 a F1F2. donde A1F1 

A2F2 y F1F2 es una tan¡;ente al circulo de díimetro A1A2 

,. 
73) Sea !>ABC un Lríán¡;ulo fijo tal que A y B est~n sobre un 

circulo K. Consideremos todos los triángulos ~A 'B 1C' semejantes a 

6ABC, Lales que A' • A y el punto B' están sobre K. Y adem.is 

6At8'C' est..á colocado en una posición semejante a la del ~ABC (ver 

fi¡;ura) Pruebe que el lu,ar ceométrico de los puntos C' cuando 

B' corre a lo largo de K, es un ci r·culo. 

16 



SUGERENCIAS 

1) Trazar una linea paralela a AB que phse por C. 

2) ULilizar- el problema 1. 

3) Ver que <>l trL\n¡;11lo MOB es is,:;sceles y utilizar el 

problema 2. 

(.) Tra:!ar el diámetro del el rculo que pa~R. por A. 

5) Trazar OC y 08. 

6) Trazar OA. OC, OB y BD y utilizar el problema 4.. 

7> Usar el problema 3. 

8) Usar la fórmula del área de un tri~ngulo. 

9) Trazar BE y CD , y utilizar el problema B. 

10) Usar el problema 9. 

11) Trazar un circulo con diámetro igual a la suma de los 

números positivos dados. 

12) Usar el problema 11. 

17 



13) Construir un cuadrado de lados a + b. donde a y b 

los catetos del t.ri:.n¡;ulo ilABC dado, 

P.ecuérdese que sen o • 
cat.et..o opues:t..o 

hipot.enusa 

15) Considere la fi¡;ur.~ 

16) 

17) 

18) 

dad3. 

..-

o 

' \ ,,J 
' / 

/ 1 

..- , 1 

,,,. 1 

, , 1 
p.,..,,.. 1 

..-
~-_,_;. _________ _,_,.-. - _¡-.!.._ --

A < ~ 

Usar los problemas 1~ y 15, 

Recuérdese que t..an r • ~ 
ces r 

Cost..ruir un Cl.l'culu <.íU\;; ten~~ c0mo di~niet.ro la 

son 

hipotenusa 

19) Sea bABC el trián¡;ulo dado. Denotemos por D y E los puntos 

medios de AB y AC, respect.ivament.e. Probar que los tri:i.r1¡;ulos AADE 

y AABC son semejantes. 

18 



Lriángulo~ so11 isuales. 

21) Sean CN y BH lt,sG medianas del t.ri.i11gulo t.ABC v O ~1 

de concurl'encia. Probar· que los t.ri:..nbulos t.Af\!1 y .6.ABC son 

semejantes; y, que los tri.:..n~ulo.s tiBOC y L:.~0~ Lambié-11 lo son. 

22) Pl'obar qu¿ la ,:,lt.ura del tri~n&ulo L.ADD i:,:s rn1:nor Qllt;> la 

del tri~ngulo 6ADC. 

23) 

6BPC. 

Compare l.<ts tJreas de los triángulc1s LABC, lPAC, tiPAB 

24) Compa1~'? los áreas d~ los tri::nf:Ulos t..AEIC, t.PAC y l~AGC. 

\' 

25) Trazar los dos circuncirculog de los t~rif...ngulos 

equiláteros que t..ienen b;:1se AC v BC respect.i varnent..e, y que no se 

traslapan con el triáu¡;ulo LIABC. 

27) Dibuje un t..ri~ngulo r·L:.>ct.ángulo e isósceles de l1ipot.i=nusci a 

y compare s1J át·en con 1~ del original. 

28) Pl'ollar que de todos los t1•ü.n¡;ulos que tienen un áu¡;ulo 

fijo r. el equil~t..ero es aquel para el que la suma co.s o + cos (1. + 

3 
ces r ~ 2 

Rec:ui:.rdese que cos a + cos (1 = 2 cos (~) cos ( " ; ~· ). 



29) les 

puntos de intersección de AC \' AB baj3das desde O. huebe que AX a 

XC y AY • BY. 

30) Consideremos el lrün¡;ulo t:.ABC donde AB a BC. Sea el 

incentro. Trazar la bisectriz del án¡;ulo BAC. Sea n la 

int.ersecci6n de 1 con el circunci rculo del triángulo. y X el punt..o 

donde la recta AB es lan¡;ente al incirculo Pt-obar que el 

trián¡;ulo llIBH es isósceles y que los triánGulos LABH y LAXI son 

semejant..es. 

3D Tra2ar las alturas correspondientes del trián¡;ulo y 

aplicar el teorema de Pitá¡;oras a cada uno de los triani;ulos 

formados. 

32) Pruébese que el án¡;ulo Al'C es constante y concluir que el 

lu¡;ar ¡;eométrico descrito por I' es un semicirculo. 

33) Usar la ley de los cosenos. 

3') Utilizar la fórmula de Heron. 

35) Recugrdese que tan x • ~~: ~ 

36) Aplicar la ley de los senos al Lrián¡;ulo llDBC. 

37) Compare las áreas de los triángulos llXYZ, llHXY y llHLK. 

:39) Para la parle b). Si dos circules C1 y C2 de cent.ros 01 y 
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02 se intersectan en dos puntos A y F, entonces an6 0201F an6 

40) Huestre que alguna de los ángulos del triángulo liABC es 

menor o igual que el ánf;Ulo respectivo en t.A·'B'C' 

Sea O el circuncent..ro de tiABC. Probar que si s r, 

enlences la unión de los circules no cubre a O. Inversamente. Sean 

K, L y H los pies de las perpendiculares bajadas desde O hacia BC, 

AC y AB res:pect..ivamente. El circulo de radio r v cent.ro en A cubre 

al cuadl'ilá te1·0 Af\OM. 

Pz•obal"' que r .,. ab . calculando ~reas. a + b + e 

~3) Utilice la proporcionalid:>d de los lados de los triángulos 

semejan tes t>ABC \' MDC , donde D es la intersección de BC con la 

bisectriz del ángulo A • 

44) Usar el problema 3nterior, y la semejanza de los 

tri:.ngulos MBC y L,IDC. donde D es lo intersección de BC con una 

de las lineas que triseca al ángulo BAC. 

-4.5) Aplicar el t.eorerna de P itá¡;oras a los t.ri~n~ulos ti.ABC y 

liACD y aprovechar la semejanz<l con el trüngulo tiBCD • 

4.6) Si;an U y V los puntos de contacto de AB con K1 1• K2 

respectivamente. Pruebe que •ne A0101 g -+ , an&' BO:V • -q-
21 



donde o, y Oi s:on los centros de l'.1 \' Y2, r,.,:pectiv.,.mente. 

47) Tr"'z"r un" de las dfa¡;onales del cuadril~ tero. Tomar un 

punt.o P en al¡;uno de los dos triángulos formados. A parLir de este 

punto trazar las perpendiculares a los lados del lri~nbulo 

el~sido. Ver que siempre se puede tomar P de m.anera que los pies 

de las perpendiculares quedan en ~l triánbulo. 

&8) Mostrar que si se Lien•n cuatro puntos no alineados tres a 

tres, y se construyen todos los trián¡;ulos posibles con 

puntos. :J.1 meno50 uno de ellos es no acut..in&:ulo. 

&9) Supongamos que E es 

circuncirculo de lJ\ttN con OC, 

semejantes. 

un punto de la intersección 

Los triángulos AADN y 6MDE 

est.os 

del 

son 

50) Pruebe que si Q es el reflejado de B con respecto a l, 

entonces el punto P es el que est~ en la intersección de AQ con l, 

51) Usar que el producto de dos números positivos x, y CU\'a 

suma es una constante, es m~ximo cuando x •y, 

52) Sea O el punt.o de concu1·rt..:"uci.:i Ce 1~5 11 nP.as CC1 y BBs. 

Probar que los triin¡;ulo" 1>0C1A1 y t>OCA ,;on semejantes, 

53) Considerar el dibujo; donde RS 11 BC. Usar los t.rián¡;ulos 

semejantes adecuados. 
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54) Considerar el dibujo. 

:a 

55) Sea I el incentro del tr·Un¡;ulo d'1do. Pruebe Que ani; SaITt 

• an¡; A2 + ang Aa m ang S2IT, . 

56) Pruebe que los tri~ngulos 6SUQ y 6TRO son semejantes. 

57) Probar que los triánculos áQST y AQTR son semejantes. 

56) Sobre la linea AD construir un punto H tal que EH !'C. 

f'robar que an¡; F'CO "' anG AHO "' an¡; AOH. 
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59) T:·;ir.:~s(> la linea OP y recuerde la definición. de la pot..encia 

de un punt..o. 

60) Probar que el lubar geomét.rico e$ una linea r~cLa. 

61) Pruebe que lo,; puntos B, M y P están alineados, 

62) Prob~r que la dist.ancia de los doce puntos n1edios al cent.ro 

del cuadril~Le1·0 es la misma. Y adem!s, la disLancia enlre dos 

a.dyacent.es es la misma Cp;i:tra cualquier phr de ady.:i.centt~·s). 

63) a) Mostrar que an~ PAX ~ bng CAB ,Y que 

b) Aplicar la ley de los senos al l!'H11¡;ulo bAPC y t>AQB. 

64) Probar que BK 11 NC . 

65) Probar que HP 11 BN V PM 11 NC . donde p es el pu11t.o de 

int.ersecci6n del t=oet;ment..o BC con K1. 

66) Pruebe que ang C'CD es constal\t.c. 

67) Probar que an¡; BCC' es constante. 

68) Sean A1 y Q1 los puntos de cont.act..o de 1:, con !; y !2 

respectivamente v sea tlt el punto medio de A1Q1. Probar que el 

t.rián¡;ulo MftD1M2 es isósceles. 

69) a) Sean 01 y 02 los incenlros de les 1..r i:.:n:;ulos MHB \' 



bBHC respedivamenl.e. Pruebe que los tri~n¡;ulos .'..ABC y l!01H02 son 

semejantes. 

b) Sean L y !'I les puntos de conl.acLo del incl rcu lo del 

trián¡;ulo BHC y los se¡;mentos BC y BH respecti\'amenl.e. Pruebe que 

Lll R NQ. 

70) Sea Q el punto di: intersección del se{;ment.o BP con Ks. 

Se .. n " R BQ . b ~ QP . e e PC y d R AP. llostror- que a 

usando µoLt:nci<.ts mostrar que (a + b) e m R2· - r 2
• 

e v. 

71) Considere la figura: Sea 01 el cenLl'O de K. Sean Q y R los 

puntos medios de los ses-mentas OP y OA2 respecLÍ\'ament.e. Pi·cbar 

que los tl'i~n¡;ulos t.BtQR y LlA1PA2 son semejanLes. 

72) Sea Et el punto de inLersecci6n de la linea perpendicular 

al segmento P1F2 trazada desdP Pl punto !':lCdio 01 d(:l ~~gmenLo 

S.fü. Probar que E101 m llt01. 

73) Prol6n¡;uese la l111ea BC y B'C'. Probar que su interseccién 

es un punto P que esta sobre r.. Tr~cese un e! rculo que pasa por A, 

C y P. Probar que t.ambión pasa por C '. 
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SOLUCIONES 

I 
I 

I 

I 

I 

I 
I 

/ 

I 

/ 

/r 

------~~'~/- ----~ -
'- X 

Sea bABC un triángulo cualquiera. 

Sean a • ang BAC • (l • anr; ABC y y u anr; ACB. 

Trácese un se¡;mento YC paralelo a AB y prolónr;uese a BC hasta 

un punto X. Entonces ang YCX a an¡; ABC. 

Por otro lado an¡; YCA m an¡; 8AC. ya que son án¡;ulos alternos 

internos. 

Por· tanto (l + a + y a anr; XCY + an¡; YCA + anr; ACB • 11. 

2) 

A 

26 



Sea ll.ABC un lri~n¡;ulo cualquiera. 

Sean a • ans BAC, (1 • anG ABC y r an¡; BCA. En la r iGura 

prolón¡;uese BC hasta un punto X a la derecha de C. Sabemos que a + 

(1 + r • n. Por otro lado y + an¡; ACX • n. De aqui que r • n - an¡; 

ACX. Por consi¡;uiente a + (1 + r • a + (1 + C n - anb ACX 

Entonces, a + (1 • an¡; ACX. 

3) 

n. 

Dado que AD • 08 ,/J. AOB es isósceles. De modo que a • an¡; ABO. 

Por el problema 2), tenemos que (1 •a + an¡; ABO. Por tanto a 

+ 
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Tracemos el dUmet.ro AD. Entonce<> an¡; BAD • - 1- Ci.n¡; DOB > Y an¡; 
2 

CAD • -3- ( an¡; llOC). De a qui que a N an¡; SAO - ang 

(ang 008) - --~- Con¡; DOC) ~ --5- (•nt DOB an¡; DOC) 

COB)• .Jl2 

Por tanto ~ • -q-

5) 

CAD 1 
T 

Por el problema t>. ~ • ~an¡; BOC) y a • -i-cang BOC). Por 

Lant.o a • ~. 

6) 

28 



Por el problema O, sabemos que (l • + (an¡; AOC), Sea a " a 
l 

a
2 

, donde a
1 

es el an¡; ADB, y o
2
es el anb BDC. Entonces a

1
• 

Can¡; AOB) y a
2 

a -}-<anb BOC). De modo que a+ (l • Ca
1

+ o
2

) + (l 

+ Can¡; ADB + an¡; BOC) + ~ Can¡; AOC) • C ang AOB + an¡; BOC 

an¡; AOC) • + C2n) • n. 

Por tanto o ~ ~ • n. 

7) 

Como an¡; ABC • 1 Cant; AOC) • 1 
( 180°) - 90°. 2 2 

Por tanto 4ABC es rectingulo. 

8) 

1] Q 

:\ \ 1 \ 

' : h 

\ ' : \ 1 
1 : \ 
1 

c. R 
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Sean 4ABC y LPQR das t.ri!.n¡;ulos que tienen la misma altura h. 

Sean b • AC y p • PR las bases de los tri~n¡;ulos. Entonces, 

9) 

.B 

AABC ) 
Xl'QR >ª 

Vamos a fijarnos en los trián¡;ulos AAED y ADEB . estos tienen la 

misma altura, entonces por el pr·oblema 8), 

área < ADEB ) DB 
área ( AÁED 5 • "A:O-

De i¡;ual manera tenemos que, 
área C ACDE ) EC 
ár-ea ( AA~ • Air- · 

Ahora tomemos los tri.1n¡;ulos ACDE y ADEB, que tienen a DE como 

un~ b:u:c en común . Dado <.p.Jt::" DE y BC son paralelos, entonces 

~reaCA CDE> • área(A DEB>. 
DB EC DB Poro tanto, ~ • ~ , sumando 1 a ambos lados, se tiene '7\ll' 

+ ~g.- • ~~ + ~~ , de aqul que 1g- 1~· 

10) 
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Sabemos, por el. problema 9), que 

!~ • ~ . dt> modo que, 

\ 

AC AB DF DE AB - AB .. LiE - ""DE , POI· CClflsi¡;uietaf.e 

11) 

1l 
li 

A 

!~ 
'-. 

:~ : ~ 

o 

DE 
El' 

ü 

Sea a a BG, x • BH y 1' • HG. Sea a el diámelro del 

trazado, ver fisura. 

cix·culo 

Como los tl'ián¡;ulos MBH \' tiGAH son semejantes, entonces +" 
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l , de aqui que h2
,. xv. 

y 

Notemos que r • --!-- • 
cons icu ien te, 

De modo que h • ~-;:y, 

" + y -r- Pero adem~s 

~xv:S~ 

h r. 

12) Sabemos que ~-¡¡y- :S ~ • -1- , De modo que xv :S 

Si x • y. entonces el producto xy alcanza su m~ximo valor. 
,.z 

--¡-Si xy alc:anza el m~ximo, entonces xv es decir 
<x + vjz 

----¡--'- ' l\f: hQUi qu" <x - v>' .. o. Pot· t. .. nt.o X • y. 

13) 

/ 

Por-

XY 

Sea óABC un lr-11n:ulo !'i!'ct!.n.;ulc, d0r1dc: ant; DCA • 90°. Hacemos e 

• AB, b • BC y a ,. AC . Const.r-uyamos un cuadrado de lado a + b. 

Dibujemos cuatro t.ri!n0ulos con cal.et.os a y b, como en la ribura. 

Cada uno de est.os tri~nculos es con0ruente con el t.ri~ngulo dado. 

Por t~nto tcdo~ tienen hipotenusá de lon&itud c. 

Notemos que o+ r • 90°. Adem!s a+~+ G a 180°, De aqui que 
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e ~ 90°. Por tanto el cu~ddlá!.ero formado por las cuatro 

hipotenusas es un cuadrado. 

Calculemos el ~rea del cuadrado crande de dos maneras. 
1 

lado el ~rea es i¡;ual a c 2 + 4 c-2- ab) .. c 2 + 2ab, y por 

área es i{;'Ual a az+ b2+ 2ab. 

Por tanLo a 2 + b2
+ 2ab • e'+ 2ab , es decir-

10 /l 
/ J" "JJÁ"-

Sea AABC un trián¡;ulo 

ang BCA • 90°. 

Sabemos que sen o • + 
b' 

cos 2 a .. ---¡:z- . 

e 

i~ect..ánt;ulo tal que 

V ces a "' 

Por tanto~ sen 2 o + cos 2o • _..,..._. -e 

15) 

az+ b2• c2. 

e .ra AB, b • 

• 1 

Por un 

otro, el 

BC, con 



Consideremos la fi¡;ura: 

Donde, ED es perpendicular a CD 

BC es perpendicular a AC 

BF es pet-pendicul~r R FE y 

BE es perpendicular a EA. 

Notemos que 

AC AD - CD AD - FE 
cos Ca + (1) • BA • --A-8--- • ---A8-- , v que 

AD• AE(cos a) ...... (1) 

n 
Dado que o + r .. 2 . entonces ces r • sen o.. 

Claramente FE• BE<cos y)• BE<sen a) ......... (2) 

De (1) y (2) tenemos que, 

AE BE 
cosca + (1) • 

AECcos o) - BECsen a) 

AB • AB cos o. - AB sen a a 

cos (1 cos a - sen (1 sen a. 

Nota. Esta prueba es para cuando a + (1 < +· . La demost.ración 

para otros casos es similar. 

16) 

Como sen 2 (a + (l) • 1 - cos 2 Co - ¡i), entonces sen Co + (l) 

- cos 2 <a + (1) J 1 - Ceas ~ cos ~ - s~n a sen ~)z • 

en ¡? • 



sen2a (1 - sen 2(¡) + cos 2a (1 - CDS 2(i) + 2 cDs a cos(i sen a sen (l 

sen 2 o cos 2 (1 + cos 2 a: sen-z.¡J + 2 cos et cos (i sen a. sen (i 

Csen o cos (1 + ces o: sen ,rn 2 
• sen o cos (1 + cos a sen (1. 

Por t...ant.o sen Cci +. (i) A sen o. cos (i + cos(I SPn [?. 

17) 

tan <a + {l) . sen Ca + (l) sen a cos ll + cos a sen !l 
CDS (a + {l) CDS a CDS fl - sen a sen (1 

sen a CDS 11 + cos a sen 11 (cos o cos a> 
cos a cos (1 - sen a sen (1 (cos a cos (l) 

cos ll sen a + cos a sen ll 
cos a ces (l 

cos o. cos a - sen a sen 11 
CDS a cos (l 

~·~+~ -~ 
cos º cos n cos º CDS {1 
cos a cos O sen a 
cos a cos (1 CO"S°Q 

~ 
CDS (1 

tan a + tan (1 

1 - tan " tan fl 

18) 

o 
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Sean AB y e:, la hipotonus" y cal.et.o dadas. Con di~metro AB 

trazamos: un circulo 1:. 
Con cent.ro en A y con radio c. trazamos un arco que cort.e al 

circulo K. Sea H el punt.o de esta int.ersección. Entonces por el 

problema 7). tenemos que AHB es un triin&ulo rectin0ulo. 

19) /\ 

Sea l>ABC un triin&ulo cualquiera. Sean D y E los puntos 

medios de AB y AC respectivamente. 

Primero probaremos que DE H BC. 

Suponcamos que OE no es paralelo a BC. Entonces podemos 

trazar por E una paralela a 8C. Sea OH dicha paralela. Por 

consiguiente AB AC 
AD• Alr 

DB EC Ademis, AD • ~ . Ent.onces 

DB + AO EC + AE 
---:;:ir--~ • ~-A-¡:;--- , por consiguiente 

AB AC AC AD • A:ir- '" ~ , pox· t1rnto J..11 " AE. 

Entonces OH coincide con OE, y como OH es paralela a BC, tenemos 

que DE ! BC. 

De modo que los triinGulos AAOE y AABC son semejantes. Entonces 
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BC AB 2 AD 2 ~·-¡o•-¡o• 

Por tanto 

20) 

DE " BC 
~ 

F 

Sean AABC y AFDE dos triánGulos tales que las lineas AB, 

AC y BC son perpendiculares a las lineas ED, DF y EF, 

respect.ivament.e. Sean G, H e l los puntos de intersección de las 

lineas AB, AC y BC con las lineas DE, Df' y f'E, respectivamente, 

Ya que a • (1 •+ , Cver figura), an¡; ABC + ang GDf' • n. Ademis, 

an¡; GDF + ang DEF n. De aqui tenemos que ang ABC • ang DEF. 

Sea J el punto de intersección de la linea f'D con la linea BC. 

Los triángulos AIJF y AllJC son semejantes, pues ambos son 

rectángulos y ang IJf' • ang HJC. o~ oqu1 que ~ng !FJ " ~n: ACR. 

Por tanto los triingulos AABC y A DEf' son semejantes. 

21) 
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Sea 6A8C un trián¡;ulo. Sea O el punto de concurrencia de las 

medianas CN y 811 de AA8C, 

Consideremos los trian¡;ulos t.ANH y AA8C. Como sus lados 

correspondientes son paralelos. entonces son semcja.nt.es:. De aqui 
NH AN 1 que BC • 'All"'T' De i¡;ual manera, como los trbn¡;ulos ABOC y 

AHON sus lados paralelos, ellos son semejante~. de aqui que 
OH ON ttN 1 

tlO" • <:O"" • -im-- • 2 

Tenemos entonces que 20H • 80 y 20N .. CO, pero 80 + Ol'l • 811, por 

lo que 2011 + 011 • 811. De aqui que OH • + 811. 

Sustituyendo Ol'l por ~ 80 , obtenemos, 80 + ~ 80 

consi¡;uiente 80 • -i- BH. 

Bl'!. 

De forma análo¡;a se prueba que ON • + CN y CD • ~ CN. 
(\E 

/1 \ 

22) 

e ' 

" \ /,' \ 
/ 1 

,' I 
I / 

I I 

1 
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Sean t.ABC y t.ABO dos tri!n¡;ulos que tienen perímetros li;u:>les ;· 

AC • BC, pero AD no es icual a BD. 

Prolón¡;uese AC hasta un punto E, de tal maner:. que CE AC. 

Tracemo!O EB y ED . Sea F el punto de intersección de BE con la 

linea paralela a AB que pasa por C. 

Tom.,mos un punto G en el se¡;mento CF'. Entonces GE GB. 

perímetro <t.ADB) n AD + DG + GB + AB ~ AG + GB + AB • 

AG + GE + AB ~ AE + AO ~ AC + CE + AB a AC + CB + AB • per1metro 

<t.ABC). De modo que perímetro <tt.08) ~ per1metro <6ADB). Pero la 

desi¡;ualdad no se puede dar. De modo que: 

AD + DG a AG implica D está en el se¡;mento AG. De icual manera. 

AG + GE • AE implica que G esti en el se0mento AC. 

Por tanto, D C$i! en el se~mento AC y G • C. 

Por consicuiente, la altura del trián¡;ulo t.ADB es menor que la 

del trián¡;ulo tJ.CB. De aqui que el irea < AADB ) < área <6ACB). 

23) 

11 
., 
;. 

1 
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Sean H y ~ los pies de las alt.uras respectivas de los t.ri:i.n¡;ulos 

t.BPC y t.ABC 

Como los t.riin¡;ulos t.AXC, t.PHX son semejantes, e11t.or.ce:;; 

PH Al: . De inodo que 

Por t.ant.o 

!rea <AAl'C) 
irea (AA~• 

CBCHPH) 
---¡--- PH 
(BC)(A~ • ~ 

PX 
AX 

PX • área C ABPC) "·· t' , l • 
~ área (AABC) • V<: 01·""' .%11. o¡;>.t, '"'''-''"'Js r.¡11e 

PY área (APAC) 
-gy- • ::.rea CAAB~ 

PZ área C t.P AB) 
-¡;z- • .:.re a ( t.AB<!) 

Ent.onces 

PX + PY + PZ área (/lBPC) + área (APAC) + irea CPAB) • 
"Alr -gy- ~ • ::.rea <AABC) 

Por t.ant.o 

20 

área CAABC> 
irea CAAtR:>" • 

PX + PY + PZ >:ir -gy- ~ ft 1. 

/ 
~ "' .,. ... "',. ... 

:o ¡¿,,:,~~'------~--~----~~""-



Sea L el punto de intersección de la orolon0aci6n del se¡;mento 

BG con AC. Como los t.I'i~n¡;ulos: ABAC y APAC tienen la mism11 base Y 

sus alturas son proporcionales, entonces 
BY .áre11 CAABC> 

"1'r • .área CAPACS ~ 
.área CliABC) BL • 3 -:.."'r"'"e'""a......,("'A""A~ • GL 

De aqui que BY ~ 3•PY. 

Pi:ro BY • BP + PY. Entonces BP ~ 2•PY. 

Por t.ant.o * ~ 2. 

25) 
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Con base AC y BC const.ruimos dos t.ri~ngulos equil.át.eros AACD y 

i:J.ACE que no se traslapen con el t.ri~n&ulo AABC. 

Ahora tNcemos los circunc1rculos C1 y C2 de MCD \' llBCE. 



e, y C2 se int.ersect..an en C y en otro punto O. Asecur,.mos que 

O es el punto busc,.do. 

Como O y O e¡¡til.n sobre C1, tenemo" Que an¡; AOC + an¡; ADC 

180°; pero por ser bADC ec¡uilatero, an¡; AOC 60°. Entonces an¡; 

AOC • 120°. 

De igual manera se prueba c¡ue an¡; BOC • 120°. De aqui se deduce 

que an¡; AOC • 120°. 

26) 

A 

J> 

Sean K, L, H y N los puntos de tangencia del círculo tales que 

K, L, H y N est..:.n en los segmentos AB, AD, oc y 

respect..i1•ament..e. Dichos puntos. por ser de tan¡;encia, satisfacen 

AK" AL 

KB '" BN 

D~ LD r 

CB 

ltC " NC 

Sumando miembro a miembro, obtenemos 

AK + KB + Dtt + ttC • AL + LO + BH + HC 

+ ec. 
De modo que AB + OC a AD 
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Inversamente. Supon¡;amos que AB + OC .. AD + BC, eso quiere decir 

que, al menos dos lados son no paralelos, sin p~rdida de 

,eneralidad, supongamos que AB no es paralelo a OC, ver fi¡;ura. 

Vamos a suponer que no es posible inscribir alGón circulo K en 

el cuadriLJ.tero ABCO. 

Dibujemos un circulo r~ de tal manera que sea tan~ente a los 

se,mentos AB. BC y OC. Entonces AB + OC> PB + OC • PO + BC ';J- AD + 

BC , que es una contradicci6n , 

Por tanto es posible inscribir un circulo K en el cuadril~tero 

ASCO con las condiciones mencionadas. 

27) 



Supon¡;amos que nuest.ro t.rü.n,ulo t.iene W1rt.ices .\, D y C \' que a 

• BC, b .. AC ~· e • AB. Ir .. cemo" el circulo K de di::tmet.ro ... 

Ent.onces A est.::. en~. Tracemos el t.ri!ntulo isó$Celes 6A'BC donde 

A' esti en~ con A'B • A'C. Not.emos que irea C.i.ABC> S 

Ch.A 'BC>. 

Sean e' " A 'B v b' • A 'C. Entonces e' + Cb'> 2 

' 
a 2

, es decir 

Cb'> 2 
• T 

Por ot.ro lado, Cb + c> 2 a'+ 2bc 

'•áre1tCAABC> S a 2 + hárea <AA 'BC> • a2 + 2•b 'e' • ,.z+ 2Cb'>' a 2 + 
a' 

2• T • 2,. 2 

Entonces b + e S ~"2'- a 

28) 

Vamos a ver que de todos los triánGulos, el equilit.ero es aquel 

en el que la suma cos o + cos (1 + cos r es máxima. 

Primero tomemos un án¡;ulo fijo r· Vamos a probar que la suma cos 

o + cos (1 + cos r es máxima cuando a. • (l. 

Sabemos que Cl + (1 + r •n. As1 que o + (1 es constante. Ya que cos 

o + cos (1 • 2 cose~> cos (~). y como " + (1 es 

constante, este producto es máximo cuando cos (~) 1, es 

decir, cuando o • (l. 

Como o, (1 y r ent.ran en el problema en forma simGtrica, cos o + 

cos (1 + cos r alcanza el máximo valor cuando todos son iGuales. Es 

decir, o • (1 .. r • 60°. 
3 Por tanto cos o + cos (1 + cos r S ~ . 

29) 
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Sea AABC un tri~n&ulo 

de AABC respectivamente. 

Sean I y O el incentro y el circuncentro 

Sean X y Y los puntos de intersección de AC y AB con las 

perpendiculares bajadas desde o. 

Notemos que los triángulos ~AOY y bAOX son semejantes. De aqui 

que AX • AY. 

Como OX " OY son mediatrices, se tiene que AX " XC y AY BY. 

Por consiguiente AB • AC. 

Por tanto, el triángulo lABC es isósceles. 

30) 



Ccm::;it.leremos el t..ri!.n¡;l\lo ~ADC donde AB ., IJC. Sean I ,. O el 

ir.centro y el circunscentro del t..ri!nGulo t.ABC , respectivament.e. 

Sea M la int.ersecclón del circuncirculo con la bisectriz t.razada 

desde A. 

Tracemos los se.mentes IB y BM. 

Dado que r es el ~n&ulo exterior del trián¡;ulo AABI, ver 

fii;ura, r • a + [l • + Can¡; A) + ~ Can¡; 8) . 

Nótese que e • ¡'l + a , pues an¡; CBH • an¡; CAM. De aqui que r 
e. Por consii;uiente el triánGulo ABitt es isósceles, Por tanto BM 

BI. 

Sea X el punto donde la recta AB es tanGent.e al incirculo. 

Los t.rián¡;ulos lABl'I y AAXI son ,;eme J.>n tes. Por tanto, 
Al XI 

"AFrftBlr' 
r + d Sustituye11do, ~ .. -;:-€--a- de '1QUl que, 

Cr + d)Cr - d) • 2rp. De modo que, r 2
- d 2 

• 2rp. Por tant..o, 

d • ~ r( r - 2p5 , 

31) 

c. 1 
...... b 

1 '\~ lh 

p ~ 
'B 'X '-..., 

H c. 
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Tracemos desde A la altura h. Sea H el punto de intersección de 

h con BC. 

Sea x • BH , entonces HC • a x .Aplicando el teorema de 

Pitá¡;oras, obtenemos 

c2 • h 2 + x2 , •••••••••••• • < 1) 

b 2 
• (X - a)

2 + h 2 
, •••••• • C2) 

Desarrollando en C2) y sustituyendo el valor de c2 de (1) 

tenemos, b 2 
• x 2 + a 2

- 2ax + h2 
• a 2 + c 2 

- 2ax . 

Por otro lado tenemos que x • c cos ~· Por tanto b2 
• a 2 + c2 

2ac cos ~· 

32) 
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Afirmamos que el lu¡;ar geométrico que describe los I' es un 

semicirculo. 

En efecto. Sean I' el incentro del t.rián¡;ulo AC8', a • anc AIC, 

~. an¡; I'AC y r • an¡; I'CA. Entonces : 

" -n - (~ + r> • n -e~+~ 1 
2 2 n - -y Can¡; A+ ang 

C> • 1 
Cn - ang 8') • ..!L-~ n -2 2 . 

Como 8' está sobre K. entonces an¡; 8' es constante. 



Por tanto Q es constante. 

Por tanto el lu¡;ar ¡;eomgtrico que describe I' es un semic!l"culo. 

33) 

1 
¡~ 
1 
1 

~ \ E"'-..L;...----"?1----'---·---~" 
a.-------. 

Sean a • BC, b • AC y e • AB. Sea H la inte~secci6n de la altura 

tra~ada desde A con BC. Sea h • AH y sea x • BH. entonces 
HC •a - x. 

Aplicando el teorema de Piti¡;oras al triánbulo AABH, obtenemos 

h • 4 e 2
- x• • De aqui que 

irea CAABC> • ~ • + ~ (e + x5<c - x). 

Aplicando la ley de los cosenos en el tri!n¡;ulo AABC t.enemos 

que 

b: • a 2 + c 2 ~ 2~c cos ~ • a 2 + c 2 
- 23C + -a 2 + c 2 2ax 

Pol" consi¡;uiente 

)( . .,2 + c2 - b' 
2 .. 

Por tanto irea CAABC> • " [ ,.. + T <c+ 2a 



[e a + ~ + e )( " - ~ + e )( b - ; + e )( b + ; - e ) r /¡ 
• (eses - b><s - a)(s - e) r h 

3~> 

Sea O el incentro del triánGulo ñABC No\.emos que .:.rea <.t.ABC) " 

área (tJlOC) + ;l.rea <COA) + área (1.AOB> " y + * + ~r • + 
a + b + e r. 

Deno\.emos por s " -i- C a + b + e >. Enlonces !rea <.t.ABC> • rs. 

Ulilizando la fórmula de Heron. se tiene que: 

rs • área C.t.ABC) • J s (s - a) (s - b) (s - e> , de modo que 

r • 
~ s Cs -a) Cs - b) <s - e) 

s 

Cs - a) (s - 65 Cs - e) 
s 

s <s - a) (s - b> <s - b) 

s' 
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a + b - tan (y /2) Ca tan a + tan 1n " 

sen <r/2) Ca ..E!E.....'!-- + b ~) 
CO$ (r/2) COS a COS ('t 

sen (¡·/2) 
cos lr/V 
~ _ h sen (y/?l_ ~ 

COS a COS' (y/2) COS {1 

a cos r/2) cos a cos O + b cos e y/2) 
cos <r/2) cos a cos ¡1 

cos a C<>S O - a sen Cy/2) cos (1 sen a - b sen <r/2) sen O cos a 
cos (y/2) cos o cos " 

•ª cos (1 cos(r/2) cos a - sen (y/2) sen º' ) + b cos a (cos Cy/2) 
cos (y/2) cos a cos ~ 

cos O - b sen Cr/2) sen Q) 
cos (y/25 cos a cos O 

a cos n cos ( (y/2) + o) + b cos o cos ((y/2) ::...J1) a ** 
cos Cr/2) cos a cos O 

a cos ü cos <<r/2) + o) - b cos o cos CCr/2) + a) 
cos Cy/2) cos a cos O 

a cos ((y/2) + a ) (a cos O - b ces e) 

cos CCr/2) cos a cos (l 

Justificación de ~~ 

Ya que CCy/2) + a ) + CCy/2) + {l) • " + (l + r • ~ , entonces cos 

((y/2) + o) • cos (n - CCy/2) + (O " -cos C<y/2' + al. 

36) 
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Aplicando la le~· de les senes al t.rián¡;ulo l!DBC Cver fi¡;ura), se 

t.iene a R t. a • __ R_ 
sen 2a • -sen-e- • en onces 2 sen a cos a s~n 9 

Notemos que cos a • ~ y sen e • ~ 
Por consiGuient.e 

a 
- P.. 2 sen a 

Por t.ant.o -s-:-n-o- • 2 P.. • 

37) 
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cuat.ro t.ri.Anbulo:s: concruentes. De rr.aner·a qu<; 

Ct.XYZ). 

1 -e .ir ea 

Ya que Bll 11 XY , tenemos que ~rea CLXYZ) a .:.rea Ct.XYl'D. 

t.ABC 

.;rea 

Dado que 11 l prolongar la 11 nen r.tt cortamos a la linea CA en 

al¡;l.ln punto, esto implica que la altur" del trün¡;ulo .llX~Y es 

menor que la del t.XML (tomando como base X~ por supuesto). Por 

tanto ~rea Ct.XYM) C "rea Ct.XLM) . 

Con un razonamient..o an;i,,lo¡;o al ant..crior· se deduce que .irea 

Ct.XLM) < !re" Ct.Y.Ltt). 

Juntando las expresiones antel:'iores, se concluye que 

C4ABC> < .:.rea Ct.KLM> • 

38) 

1 
1 
1 

I>- 1 
O,o;--.J 
, 1 ' 

v1 ' : 

'! 1 
!1 1 

/ \¡ / 
c.. 

1--X-j 

En la fi¡;ura, notemos que, cos o 

y sen o • rq 3:°"2) + \' . De aqui que 

(r/2) + X 
a 

1 
-4- ~rea 



r (cos a + ~:¡-sen a) • 

r ( (r/~ + ~3 <<~3 /2)r + y) ) • 
.. " 

<r 2)/2) + r>: + C3/2) r 2+ ~ Trv 2 r 2 + r>: + ~ 3 rv 
a a 

Lo que queremos probar es que 2 r 2 + r>: + ~3 i·v • a2 
• 

Por el teorema de Pit~boras se tiene que a 2 
• (Cr/2) + x) 2 + 

2 
cc~3/2)r + y) 2 

• + + rx + >:2 + C3/0r2 + ~-3- rv + y2 • 

r 2 + rx + ~3 r\' + x 2 + y2 > • r 2 + rx + ~3 rv + r 2 

Por t"nto a • 2 x·2 + I'X + ~3 r·v • 

Por consl¡;uiente 

a • r <cos a + ~3 sen a) . 

39) 

; 
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::'.up1.>n¡;;,1nos que lo;; circunc1 rculos de los i.ri.ln:;ulos tBCX \' 

AACY se int.ersecLan en un punt.o F, entonces an¡; BFC " n - an¡; X y 

ani; CFA " n - ani; Y. 

Oe modo que, ar1¡; BFA • 2n - < an¡; BFC + an¡; CF'Y ) • an¡; X + ani; 

Y • n - an¡; Z 

Por t.ant.o an¡; BF A " n - .an¡; 2. De modo que, los punt.os B, F', A y 

2 son conc1clicos. Es decir F'est..á en el circunci rculo del 

t.r iil.n¡;u lo ABZA. 

b) 

Ya que RO y RP bisect.an a AF' y DI' rEspecti V.'.lment.e, t.,.nemos que 

ang PRQ • an¡; PP.F + ang FRQ • + Can¡; BRF + nn¡; FRA> • 

BRA) • .. ng BZA. 

Por t.ant.o anr; BZA • an¡; PQP.. 

1 
2 

De ir;ual manera se pueden probar la i¡;m1ldad de los otros 

11.n¡;ulos. 

Por t.ant.o los trián¡;ulos APQR Y LIXY2 son semejantes. 

4.0) /¡\ 
¡:¡ e,/ ¡, \~ ,/\ L!'\ : ~ 1 \ 

l 1 \ 
l 

\ 1 
l \ e 

J3 e íJ' e' ... a., 

5, 



Sean a. b. e y a1. b1. c1 las lon¡;; iLudes de los lados de los 

t.I>i:tn¡;ulos lABC \' to.A 'B ·e· respec:ti•"""'ent<·. Sean h \' h1l.:.::; 

de dichos tX'i~n&ulos por A. y A' r-espectívament.e. Hacemos 8 " anc D 

y $t • an¡; B '. 

Como al¡;uno de los !n¡;ulos de l.ABC es menor o i¡;u.>l que el 

ángulo I>espect.ivo en lA'B'C', sin p&r-dida de 

supon¡;amos que e ~ e,. Entoncessen e ~ sen 61. 

Notemos Que sen e - + y sen e .. "' ~1 Adem:..s, como es Ci 

h ht ah < a1h1 entonces e ~ c:;: . De aqu¡ que h ~ la. Ent.onces -z- - - 2--

Por t.ant.o ~rea <lABC) ~ !ren (lA'B'C'). 

41) 

.. 
Sea O el circuncentro del trián¡;ulo AABC. Supongamos que los 

círculos cubren al trián¡;ulo. Como lABC es 

adenLro de (;l. Adem!s, OA "' OB • OC .. r. 
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Supcn¡;amtJs que 1· ~ s, ~nlom:~s O no ~sl.i. en ninr;uno de los 

circulas con centros en A, By C. Por lo tanto los t.res circules 

no cubren al tri~nbulo. Pero esto es unb contradicción. Entonces s 

~ r. 

.. ) 

:B 

...... o .,."" 
'y" 

' ' ' i 
1.. 

Supongamos que s<: r. Basta probar que los ci rculos de radio r 

cent.rados en A, B y C cubren al t.rUn¡;ulo AABC. 

Sean L, H y N los pies de las perpendiculares desde o a los 

lados BC, AC y AB respectivamente. Ya que el Sfrt;ment.o AN es 

perpendicular al segmento NO, se t.ienc que AN 

similar, t.enemos que Ali < AO. 

AO. En forma 

De aQUi que el cuadrilitero MlON esl.~ dent.ro del circulo que pasa 

por O y centrado en A. Siinilarment.e, los cuadriUt.e1·os BLON y CL011 

est..l<n den\.ro de los circules que pasan a t.rav<;s de ü (J,, radío e-) 

y con cent.ros en B y C respect.ivament.e. 

Como 6.ABC es la unión de los tres cuadril~teros, entonces está 

contenido en la unión de los tres clrculos, 

42) 
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Sea a • BC, b • AC y e • AB. 

Como ...!}- • :..rea Ct>ABC) • ir-ea CflA!B) + .l.r-ea C.l>BIC) + :i.t·ea CCIA> 

• ar + br cr ab -z 2-" + -z , tenemos que r • a :¡; b :¡; e 

/~\ 
\~ 

~ 

\ 

/ 

1 \ 
1 \ 

B ' \ ';( y J c. 

Sea O la intersección de la bisectriz del .l.n&ulo A con BC. 

Sean x • BD, y V • OC. Entonces a • x + y. Notemos que x • AD. 

NoLemc.s: qu~ lo~ i..ri~ngulos 6.ABC y 6.ADC son semejantes, asi que 

+ • -~ Y T - + de modo quo y w ~
2 

y z • ~c. Entonces 

a•x+y•~+X 
a a 

Por tanto b Cb + e) • a2 
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L.,.V 
..._ I .._\-<. 

I \ 
I \ 

b 

I \ 
I \ 
I \ 

/}"- I ' 
~.--~~~~x Y 

l'J 

Sea O el punto de intersección de BC con una de las lineas que 

triseca al ti.n¡;ulo BAC. 

S"an x • BD, w " DC V z a AD. Notemos quo? a " x + "· de aqui que 
... - b' 

a 

Por el problema anterior, tenemos que z Cz + e) " :<2
, ••••• CD 

Como los triAnculos ti.ABC v AADC son semejantes, tenemos que 

~ • ..¡-- y -E- • ~ , por lo que (1) toma la forma; 

_E.s_ ( _E.s_ + e) • 
a a 

Por t.ant.o c"b • (a + b>Ca - b)2. 
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Sea r y r
1 

los radios de K y 1:. respedivament.e, Como 

por el t.eorema de Pit.~coras, tenemos que 

Cr - r )2 • r2 + Cr + D0)2 • Desarrollando se tiene 
' 1 ' 

r2 - 2rr + r2 • r2 + r2 + 2r DO + 002 De modo que 
1 ' ' 1 1 

r 2 
- D02 

• r 2 + 2r Cr + 00) • r + 2r CDD>. Entonces 
' ' 1 t 

Cr + DO)Cr - 00) • r
1 

+ 2r
1
<BD>. Sustituyendo 

<BD)CAD) • r 2 + 2r <BD) 
1 ' 

( 1 ) 

r .. 

' 
HD 

Por ot.ro lado se t.iene que los tri~nculos llABC, llACD y llCBD son 

semejantes, por lo que 

AD AC BD BC <AC>2 • -XC • -~ Y Be: • AB . De mr,do que AD • --¡¡:a-

<BC)z 
BD·~· 

Entonces (1) toma la Corma 

~ + ( ªc2)2 • r2 + 2r 
e... l i t 

Ent.onces 

a
2 

b
2 

2 ~ e e • r, + 2r 
1 

e • De a qui que 

a• --+ e 

59 

y 



a'Ca 2 
•· b2> ( 3

2 )z • r + -- , De modo que 
c2 ' e 

ª2 c2 ( ---•r+ 
cz ' 

-
ª2 )' e , Por consi¡;uiente 

a• r+ ~ 
' e 

Por- tanto r-
1 

+ BP • a , es decir a • BH. 

Por t.anto, el t.riingulo lJlCll es isósceles" 

,6) 

~ ,,i:;;-,,,.,.-;,.-4---=o,_d-...,¿~ 

I 
/ 

I 
I 

I 
I 
I 
I 

--

I 
I 

Sean U y V los punt.os de cont.acLo de AB con Ki y Kz 

respect.ivament.e. Sea e • AB. 

Es fácil probar- que ang OiAOz .. + De r.:::.nera qu., "ne VOaA 

+ - an¡; VA02 • T , Pe aqui que los trUn¡;ulos !.ft.01U y t.02AV son 

semejantes. 

De forma anilo¡;a 

Notemos que AU • 

Por ot.ro lado 

se argumenta que an¡; B02V • -4-
r r 

tanCo/25 v BU " t~nC(l,.Z) 

a AV t.an;¡-•-¡- _jJ_ -ªY_ 
y t.an :Í " q 
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Por tanto r + 
tan (a/2) ~-~r~=- w AU + UB • e "' tan ((l/2> 

AV + VB • q•tan ~ + q•t.an -4-
Es decir, 

<tan ~ • tan ..q->ct.an ~ + tan -q..., 
tan ~ + tan -4-

4.7) 

• tan ~ • tan -4-

r, \ 

' \ 
' 1 \ ... - ... t\E 
/' p 1 

¡: \ 
\ 
1 
\ 
1 
\ 
c.. 

Sea ABCD el cuadril~tero , 

Trocemos una de las diagonales de ABCD, digamos AC; Tomemos un 

punto P en alguno de los tri~ngulod formados. A partir de este 

punto tracemos las perpendiculares a los lados del trián¡;ulo 

formado. Primero vamos a mostrar que siempre se puede tomar P de 

manera que los pies de las perpendiculares quedan en el trián¡;ulo 

: En caso de que el t.ri~ngulo formado fuera acutángulo, cualquier 
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punto P adentro de este, cumple con lo requerido (en nuestro caso, 

el trün¡;ulo AADC): si el triángulo formado no es acután¡;ulo, lo 

que hacenios es fijarnos en el :..n~ulo mrivor (pn P~t,'?' c;,.~0 !..V:!'n. 

/\ partir de B tr.a.z.:lmos lds P'"'I'Pf.'ndicl!larc::; de BC y AC. C0n ~st..o 

formamos el triángulo AXBY: cualquier punto P adentro de este 

trián¡;ulo, cumple con el requisito. Entonces 

existencia de P. 

asegurolmos la 

Desde P tracemos lineas perpendiculares hacia AC, CD y DA. 

Como ang AGP + ang AEP • n , entonces el cuadrilátero AGPE es 

inscribible. De forma análoga se justifica que los otros dos 

cuadriHteros son inscribibles. 

Dado que en el triángulo AABC pueden formarse et.ros tres 

cuadriláteros inscribibles, en total se tienen seis cuadriláteros 

inscribibles. 

48) Para mostrar esto, primero consideremos cuatro puntos Pi 

,P2 , P• y p, 

Caso ¡) Uno de los puntos, dic;amos p,, está dentro del trüngulo 

formado por los otros tres. Los tres ángulos con vétl'ice en p, 

suman 360°, pe.l'o cada uno de ellos es también menor que 180°, por 

lo que al menos dos son mayores a 90°. De aqul que al menos hay 

dos triángulos obtusángulos que tienen como vórtice a p,, 

Caso ü) Los cuat.l'O puntos fol'man un cuadriLl.tel"o convexo. Ya 

que la suma de sus án&ulos interiores es 360°, al menos uno de 

ello::: es mayo1" u igual a YO", es decir- .al menos uno de los 

triántiulos formados es no acut!nbulo. 

Ahora consideremos los casos posibles para los cinco puntos P1 • 
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Pz , Pg • p, y Pa. 

Caso a) La c!scara convexa ( el conjunt.o o:!s pequeño que los 

contiene) de los cinco punt.os, es un tri!n¡;ulo, dl¡;:.mos ?1. P2 1• 

Pa. Entonces por i), tenemos que hay al menos dos t.rián¡;ulos 

obtusángulos: que tienen como uno de sus Vól:'l.ices a P4 \' los otros 

\'él:'t.ices se t.oman de los puntos Pi, P2 y P• y \.ambión por i.) ~ 

hay otros dos t.I'Ungulcs cht.us:.ngulos .:on Po y con los puntes Pi, 

P2 y Pa. Asi que por lo menos hav cuatro t.riÁngulos obt.usán¡;ulos. 

I\ 
11 

I \ 

p ., 

----- // \ ~ 
-1-_ \f, ~. D 

I --f--·- - - - - -- - IJ 
1 / 

I / 
I / 

/ / 
I / 

¡ / 
~/ 
p .,.. 

Caso b) La cáscara convexa es un cuadrilAtel:'o, di¡;amos P1P2PaP<, 

y Pa est.A adentro, Con los Vórtices delcuadI'ilát.er-o podemos foi·mar 

cuatro triángulos, entre les cuales, p• est.A dentro de dos de 

ello~. En l~ figura, en los t.rH.n¡;ulos L.P;P2Pa y t.PzP•P•. Come en 

el caso L), dos pares C bPtP•Po, t.P2P>Po \' /iP2PaPo, t.P2P.r~ ,,-,,.n 

t.rián¡:ulos no acut.:.n¡;ulos con vértice Po. De estos pares, sólo 

puede haber un elemento en común (en el dibujo es APzPaP~J. De 

aqui que t.enb~mos al menos tres trián¡:ulos no ~cut!nbulos con 
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vgrtice p,, Adem!s u:io de lo:; ol.n¡;ulos Pt. 1'2, P,, P• es mayor o 

i¡;ual a 90° , datido lu¡;ar a otro tri:.n¡;ulo no acután¡;ulo. 

P, 

Caso c) Los puntos forman un pent.á¡;ono convexo P1P2P;P,Po. La 

suma de los ~n¡;ulos interiores es 540°, por lo que al menos dos 

ellos son no a¡;udos. Esto d~ lu¡;ar a dos tri!n¡;ulos no a¡;udos . Si 

los tres ángulos interiores rest.ant.es son agudos, dos de ellos 

deben de ser adyacentes, di¡;amos P2 y P•. v por el caso ll) 

aplicado al cuadriUtero P1P2PoP• uno sus án¡;ulos p,p,p, 6 

P•P1P2 no es a¡;udo. Dando lu¡;ar a un tri.in¡;ulo no acut.án¡;ulo. Este 

trián¡;ulo es diferente a los otros dos que ya habíamos obtenido 

porque los obt.eniamos del hecho de que dos de los án¡;ulos en P1, 

P.e o Po eran rna.vores o icuales que 90° y ent.or1ces esos dos 

t.riáugulos t~ni an a p, como vértice. 

Como con los cinco puntos podemos formar diez t.rián¡;ulos, de los 

cual!:s al r;;enos tres no son 3cuf.;\n¡;ulos, inferimos que a lo m!s 

siete t.ri:i.n¡;ulos no acut.;l.n¡;ulos. 



.. 
Suponsamos que E es un punto de intersección del 

circuncirculo de b.AMN con BC. L.os tr-Un¡;ulos MDN v MDE son 

semejantes. As1 que: 

AD DN lío • ¡m- , «ni.onces AD•D!:: • KD•DN Como los t..1·iitq;ulos 

AAKD y AABE son semejo.ni.es, entonces AD ,. DE • 

Por tanto AD•DE • AD2 
• KD•DN. 

Entonces AD es la media ¡;eomét..rica de HD v ON. 
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Suponsamos que AD es la media 6eomGtrica de MD y DN. Entonces 

AD*DE • HD~DN. De ~aul que : 
AD DN "lío • DE . Poi· consi¡;uiellte, los t.t·i:..n;ulos MDK y t,DNE son 

semejantes. Ent..onces anb H m .:lrtb E. De manera que el cuadril~t..ero 

AHNE es conciclico. 

Por tanto el círcunc!rculo del tri~n6ulo lAHN intersecta BC. 

50) 

' 1 
' 1 
'-, 1 

"'- 1 ..., 1J 

Tracemos por B una 11 nea perpendicular a t. Sea R el punto de 

intersección de esta perpendicular con t. Consideremos un punto Q 

diferente de B sobre la 11 nea BR t,,.i que RQ m BR. Notemos que para 

cualquier punto H sobre t, HB = MQ. 
AseGuramos que el punto P es la intersección de t con AQ. 

En erecto. Si H es cualquier otro punto sobre L, Al! + HB • Al'! + 

ttQ > AP + PQ • AP + PB • 

51) 
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h 
,/'"\--. 

. // \-~ 
/ \ --------

- • - - -~, ____ - --~ (3 
\ ----:: ... 

' 1 

\ 
\ 
\ 

Sabemos que AC + BD + CB = 16 ...... (1). 

Notemos que el área máxima del cuadrilátero se alcanza 

anc ACB • An& DBA • 90°. 

En este caso, área <ABCD) • -1- (AC)(8C) + 

BC<AC + BD> ...... C2) 

1 
2 CBD)<BC) 

cuando 

1 
2 

Entonces encontrar el má>:imo da C2) bajo la condición (1) es 

equivalente a encontrar el máximo BCCAC + 80) sujeto a (1). Como 

el product..o de dos números xy que :r::um.::;'ldos ~:on un.) constar:ti<:> es 

miximo cuando son ituales. tenemos que nuestro problema se 

resuelve cuando BC • AC + BD. 

Entonces de C1) tenemos que 28C m 16, de aqui que BC • 8 n AC + 

BD. Por tanto, .l.rea(ABCD) • 32. 

52) 

¡1.º 
1\ 
1 \ 

' \ 11., -------;\.~1 

' \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
~-----~-----?' '8 
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Supon¡;amos que las 11 neas BB1 y ce, concurren en un punt.o o. 

Queremos ver que la linea AA1 t.ambi.on pasa por O. Para esto, basta 

proba?' que an¡; C10A1 anb COA. Entonces probar·emos que los 

triáns-ulos L.COA y LC10A1. son semejantes. 

Sabemos que los t.rfan¡;ulos t.OC1Bt y LOCB son semej.:intes, y como 

an¡; oe1A • an¡; OCA, entonces 

oc, c,a, A1 c, 
oc·-cs·AC" 

De aqui que los trH.n¡;ulos .!>C10A1 y ~COA son semejantes. Por 

tanto las lineas AA1, BBt y ce, son concu1·rent.es. 

53) 

-- - - --....~ 

.. ) 

Tracemos una 11 nea ! , paralela a BC, que pase POI' A y sean R y ·s 

los puntos de intersección de CN y Bit con ! respectivamente. 

Nét.esc que los t.rián¡;ulos t.NAR y t.NSC son semejantes. De modo 

que: 

.IN AP. 
N'B"ac 

Po?' razones semejantes se t.iene que: 
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e· F!C sr. AS LC RA BL AS " w , .. Mi -fir Síi. y "TO -·,\(i- \' -w -:u1- que Le •---¡;¡r-

Por t.11nt.o AN BL C!'f . ~¡: SA -. BC 
~ : '1l1I Le H.\ se ·-AR -;T 

Inversamente, s:unong.a.mos QUf:' B.'1 Y C~{ se int.ersect.an en el punto 

O i' suponbamos que AO corta a BC en un punt.o Q. De aqui tenernos 

que 

AN BQ CH 
ÑB -o¡;- rr¡- • 1 

Por hipót..esis sabemos qlle 

AN BL CH 
-¡:;13 Le ll'A .. 1 

AN BO CH AN BL CH 
Ñlj -oc- ll'A - "1113 Le l!A-

BQ BL 
~nt.onces ~ ~ -i::c- . De aqu1 que L - Q. 

Por t.ant.o AL pasa por O. 

' 1 
I 

1 
1 

1 

1 
1 /./ 

A 
I 

' 
p"--- ...... 

---~ '-'-.... 

'-... R 
,tr..... 
' " 1 ...__ 

:e'------------------:(.- - - -- ::,,1 _. 

Sean AP, BQ y CR las perpendiculares desde A, B 

respect.ivament..e, a la linea Ltt. 

y e 

Es f'~cil ver que los t.rUn¡;ulos t:.APN v aBQN son semejant.es y 
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LambiQn los Lri~nbulos LiqBL y aRCL. De aqu1 que 

AN AP y BL 80 
l\l'i • ~ TI • C!! 

Los tri.in{;ulos ¿;\P!i y t.CR!1 t..ambiGn son semejantes. De modo que 

CH 
~ 

Por tant.u 

CR 
"Al' 

AN 
¡,¡¡-

CR 
/\15 

A 1 

Inversament.e. La pueba de la afirmación inversa es llnálo&a a la 

del problema anterior 

55) 

Sea I el incentro del tri~nbulo hA1A2A•. 

Como el cuadril~Lero T•A2T1I es ciclico, entonces ani; T•ITt 

n - an¡; Az. 

Ya que an¡; TaDaAa es el án¡;ulo ext.e!'ior del Lri:.n¡;ulo ll8aA2Ai, 

entonces an¡; TaBaAa a an¡; A2 + + an¡; Aa. Adem:.s an¡; TaIBa 

- anf;' TiBaI • 01!' n1odo que.• 

an¡; TaISa "' 2 an¡; To!Ba " n - 2an¡; Az - an¡; A., 

rr 
2 

an¡; Az + 
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Pflr t 111to an¡; S>ITt "' an¡; Aa + ;1n¡; Aa. 

De maner-a an:.lo¡;" ,;e prueba que an¡; S2IT1 • anc A1 + :>n¡; A~. 

56) 

Como ang RTU - an¡; USR, se si¡;ue que los tri~n&ulos ASUQ y ATRQ 

son semejantes, De modo que: 

*"' ..g}-Por tanLo OS ~ OR • QU ~ OT. 

57> 
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Tr.:icemos les SCb~ent.cs ST r r:T. Pr:,b.::-emos que los t:- i!nt;ulos 

nOST y nOTR son s"mi:j.rnt..e~. 

Primero probaremos que an¡; P.ST an¡; RTQ. Una manera de 

probar est..o, es hacer tender S haci" T. Sin embargo, daremos otra 

prueba; 

Sea O el cent.ro de C. Tracemos el segmento OT. Sea S' el punto 

de intersección de la linea OR con C. Notemos que an¡; OS 'T ani; 

RST. 

Como ang QTR + an¡; RTQ • -i- y ani; RTO + an¡; OTS' 

entonces an¡; QTR • an¡; OTS'. 

rr 
2 

Ya que el trián¡;ulo nOTS' es isósceles, tenemos que an¡; OTS' 

ang OS'T. Por t.anto an¡; RST • ani; RTQ. 

Además an¡; SQT es un ánr,ulo común de los dos trián0ulos. De modo 

que dichos tri~ngulos tienen dos ~n¡;ulos correspondientes iguales. 

Por consiguiente son semejantes. 

OS QT 
Entonces, -W • --o-R 

Por tanto QS ~ QR • QT 2 

58) 
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Se3 (' "' ar.b' fCtJ, :iontl1! F es; es el punln de conl~ct.o de CD con 1:. 

Sobr-e la 1! nt:a AD t.racemo" un punl.o H La! QU'' El! • F'C, como en Ja 

fii;ura. Ent.onces los t.rUn0ulos ADF'C y t.OEH son conGrU1'ntes. 

Asi que ll.nr. EHO • (!. Not.r.·mos oot!> -Ant: or.o • t1. 

Por ot.1·0 l~do el cuadril~1.ero ABCD es conc1clico, de modo que 

anG HAO • n - 29. Por consicuiente, ª"G HOA • n - e - Cn - 28) 

e. De modo qu~ AH M AO. 

Ent.onces AO " AH u AE + EH • AE + F'C ~ AE + CG • 

Por t.ant.o AO • AE + GC • 

59) 

Sean C y D los punt.os de int.ersecci6n de K con la linea OP. 

Entonces, PBll<PA • PDll<PC • CPO + r)CPO - r) • P02 
- r 2

• 

Por t.ant.o PB11<PA • P0 2 - r2. 

60) 
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Para probar que el luGar Geométrico es una lJnea recta, 

consideI"emos dos circunferencias C1 y C2 no concéntricas cuyos 

centros son O: y Or y cuyos radios son r1 y rz respect.i vamente. 

Sea P un punto que tiene la misma potencia con respecto a C1 y C2. 

Dibujemos una linea PH, perpendicular a la linea de los centros 

001. Entonces 

P02 
- r 2 

• P012 
- !"1

2 

R.est..ando HP2
• ver fisura, obtenemos 

OM 2 
- t· 2 

• M01 2 - r1
2 

. 

Ya que 011 + H01 • 001, Lenemos que OM - 1101 • 

Not...emos que est..a Ult.ima expresión es const.ante. 

Afirmamos que hay un sólo punto H que 

relaciones. 

satisface 

En efecto. Supon¡;amos que un punto N tambi&n cumple que 

ON + N01 • 
rz - r1 2 

001 , erit.onces 

es t. as 

OH - H01 = ON - N01. De aqul que DN - 11N - H01 " ON + liN - 1101, 

Pvl: cousibuient.e tiN • O. es decir N e11 H 

Po:- tanto, si un punto t.iene potencias it;uales con respecto a 

las d<..1,::;; ciI>cunferencias C1 y C2, está en una perpendicular .a la 

l.1neb de sus cent..r-os. 
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Suimn¡;;smos cn:e fa.s rlos circunferencias se intersedan es dos 

purit.o., dil:tlntos. R y Q. Ya es: fácil pr-obar que e-1 eje radical de 

Ct v C2 es la linea que une R y Q. 

61) 

\(, 

Ase¡;uramos que los puntos: C, N y P están alineados. Notemos que 

la pot.encia de P con respecto a K1 y K2 es la misma por-que A. L y 

P están alineados. Por- ot.ra par-te la potencia de P respecto Ki y 

lea es la misma POI'QUe B' n y p esl.1.n alineados. Poi- tanto la 

pot.encia de P con respecto a 1:1 y 1:, es la misma. Entonces P está 

en el eje radical de J:1 y K... Como se vió en el problem.1 62, el 

eje radical de Ks. y 1:. es la i-ecla 

y N están alineados. 

,.. .. 
V , e 

Como a¡i¡; PUi + an¡; HLA • n , an¡; CB~l + an¡; ~IBA ., rr \' an¡; AL?i + 
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an¡; ABll " rr, entonces an¡; PLl1 .. ans ABM y an¡; ALM .. an¡; CBl1. Por 

consiGuient.e an¡; HNP " ans ALH. Pe modo qui!' an¡; PL~I + an¡; t\NP ,. n, 

Por t.ant.a L. H. N )' P ~~n conc!:clicos. 

62) 

rntoduzcamos un sist.ema de coordenadas de t.al manera que el 

ori¡;en quede colocado en el centro del ~uadrado. Supon¡;amos que el 

cuadrado ~s de lado 2. Entonces las coordenadas de A, 8, C y O 

son: ,\ • (-1,1', D " <1.ü, C • (1,-1) y O • c-1,0. De modo que 

las c0crden<>das de K, L, H y N son: 1: • (Q, 1 - ~ 3 ) , 

íó 



L " r- ~T +l., 0) • tt"' co. ~-3- - 1) v N" c~T - 1. 0). 

Sl·-··l P1 ~1 P\Jnt.o medio del se,ment...o OH, que tJ!f 

p, • e- + . r:'i~ - 2 ) 

Sea Pa el punto medio del se¡;menl.o L~. que es 

Pi• e~ 1 Í 43) 

Calculemo" 1'1s dist,ancias de P1 y P2 al orl¡;en, dCPt, 0) y dCP2, 

0), 

d<P<. O> • [ +- .. 3 + 4 - ~3 r· .. ( 2 -

dCP2, 0) • 1 ... 3 - 2~Cf°" .. 1 + 3 - 2~-:r- ]"'• 

.. [ 2 - nr ]'"' 
Notemos que las dos distancias son iguales. 

Sea Pa el pun!.o medio del se¡;mento DN, que es 

Pa•<Ca-2 .-+) 
Calculemos las: distancias dCP1, P2) y dCPi. Pal, los cuales 

dCPt, Pz) • [e - 2 + n )' .. 

• [ 7 - ,~3 ]'" 

Por otro lado 

d<Pz, Pal " [ e 3 - 2 ~3 , ... <2 - r:3 )' ] ;, 
' 

Notemos que las distancias son i¡;uales. 

Como la figura es sim~trica, todas las demás distancias se 

checan de manera an~loba. Por lanLo, los doce puntos son los 
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1·.;;rlices de un dodec:,.¡;ono re¡;ular. 

63) 

a) 

Primero most.1·aremos qur::" éllb PAX !:l .:int; Cl•íl. 

Como el triángulo t.QXA es eciuil~t.81'0, ent.onces ang QAX • 60°. De· 

aqui que ahg PAX • an¡; PAB - an¡; XAB ~ C30° + an¡; CAB) - 30° • dng 

CAB .Por consi¡:;uienle ang PAX = an¡; CAD 

PA AX 
A.ho1~a most.r."11·emos que u- • AB 

Not.emos que los t.1'ián~ulos Li.PAC y Li.QAB son seo1eja.nt..es. De modo 

Que 

Poi:- Lanl.o, los t..rit.n¡;ulos PAX v MBC son semejanl.es. 

b) 
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Primero mostraremos que anb PAX • anb CA8. 

Como el trH.nr;ulo /l.XAO es equilátero, se tiene que ani; XAB 00 45°, 

De aqu! que ang PAX • ang CAB. 

Aplicando la ley de los senos al lriánbulo l.APC, tenemos que 

PA "'"º 30° sen 30° senC15º + 15º) 
~ • sen 105° senC1BOº~- sen 75o--

• 2 sen 15°. 

Por et.ro lado 

2 sen 15° cos 15° co .. 15" __ _ 

sen 15º 
_s_e_,,n,..<"'1'"'a"'o"'º-=-315° Y 

sen 15° 
-~-

1 1 
2 sen 15° cos 15° 2 ""'COSW'-

2 sen 15° 
cos 15°- • 2 sen 15°, 

Por- consiguiente * • !g.- " * 
AC 

"'Alr" 

De modo que 

Por tanto los trH.nbulos APAX y AABC son semejantes. 

64) 
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/1 

Sea H la intersección del sesmento BC y el segmento HN . 

Para probar que área CABNH> • área <AABC), bast.a probar que 

área CABNH) • área Cl:JIHC>. Si probamos que BH B NC, la conclusión 

seria inmediata, ya que se tendría que: ~rea CLJJNC) w áreaCAHNC). 

Asi que ~rea <ABNC> - ~rea CüNHC) • área CAHNC) - áreaCANHC). De 

modo que :.rea Ci>DNH> • ~rea C6Hf!C) 

Entonces probaremos que BH U NC 

ang BAN • ang BCN y ang HBL • ang NAC . Pero ang DAN • ang NAC , 

de modo que ang HBL • ang BCN 

internos , entonces BH U NC . 

65) 

\' como son ángulos alternos 
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Seu. 1' .,;. punt.o d., i.nt.t•rsecdón del SP.¡;rnento BC con K1 • 

Como en el problem., ant.erior, basta prob~r que HP 11 BN v PM n NC 

Primei•o probaremos que PM a NC . Para est.o. es suficiente mostrar 

que an¡; PCN • an¡; l'IPC • 

Como an¡; HPC a ant; NAC ~ nnr; BAN • BCN , entonces an¡; !1PC a an¡; 

BCN • ani:; PCN • De modo que Pl'I NC • 

Ahor<l probaremos que HP 11 BN. 

Sel!I a ,. an¡; .~PC • an¡; BAN. Como an¡; BPK + <•n¡; KPM + an¡; KPC • n, 

entonces an¡; BPH + an¡; HPM + a • n. Ya que los punt.os A y P est~n 

sobre l'.1, se tiene que ani; HPH + 2o " n • 

Como anc NDC • ani:; NAC • a , tenemos que HP n BN. 

66) 

Sea AA181C1 un t.rH.ni:;ulo semejante a AABC tal que A1 

est.~ sobre K. 

A y B 

Sean M, O y L la intersección de la mediatriz del se¡;mento BC 

con BC, AB V K respect.ivament.e, v H', 0' y L' son las 

int.ersei::dones de BiC1 ,ABL y K con la media!.riz del se¡;ment.o BtCs. 
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Dado que los t.rHn¡;ulos AABC y AAB1C1 son semejantes, tenemos 

que an¡; ABC • an¡; AS.C1. También an¡; BttD • an¡; f:\'1 'D' 90° De 

aqui que an¡; BD!i • an¡; B1 D'H'. Por consiGuient.e an¡; AD'L' an¡; 

ADL. 

Tracemos un circulo Ki. que pasu por A. D y O'. Se ... 'l P el punt.o de 

intersección de la linea DL con K1. Tomemos un punto D1 sob1•e el 

segmento AD Lal que an¡; AD1P • an¡; ADP. EnLonces an¡; AD1P ang 

AO.L'. De aqut que D1P • D1L'. Por consi¡;uient.e D1L' pasa por P. 

Por t.anto, las mediatrices concurren. 

67) Afirmamos que el lu¡;ar ¡;eomótrico es una linea rect.a 

que pasa ¡:oor C. 

Para probar esto consideremos dos casos: 

Caso i.) Supongamos 11ue Bt. est...1s en ~1 sesmento BC. 

Vamos a probar que ang S.CC1 • n - an¡; BAC. 'i entonces el punto 

Ci se niover.l. en una line" recta. 

Sea D un punt.o de la rect" BC a la derecha de C. Probaremos que 
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Dado que los: tri~ni;ulos ~ASC \' .:.:.!:ltC1 :.::on ,;emejant.es, tenemos 

qu ... ·>ne AC1Bt " o.n¡; ACB1. Cl't.o implica que el cuodrilátero AC1CBt 

e:i; C1 clico. Cntonces ang B1CC1 n rr - ang 81AC1 a n - ang BAC. 

Caso u) Suponsamos que Bt no est.l. en el sesmento BC. 

Como en el caso anterior, basta demostrar que an¡; C1CB1 ang 

B4C •• 

Notemos que an¡; B1CA + ang 4CB " n • De aqu1 que ant; B1C4 + ang 

AC1B1 • n. Por t.ant.o el cuadril.l.tero AC81Ct es cicl!co. 

Por t.anto, anr; CtCBt • ang S.AC1 • en¡; BAC. 

El último caso seria cuando 81 est.l. a la izquierda de B. Cste 

caso se prueba en forma análoga. 

68) 
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o 

lü 

Sean B1 y 82 los centr-os de K1 y K2 r-especti vamente. Sean A• y 

Q• los punt.os de contacto de l1 y !2 con 1:2, r-espect.ivamente. Sea 

lll el punto medio de At y O•· 

Pr-imer-o pr-obar-emos que los ti-Ungulos Átt.D,Bt y All2D2l32 son 

semejantes. Pai-a pr-obar- que DtBt es paralelo a D2lh, se~ E un 

punto sobr-e la lJnea 002 tal que EB, tt D2Bz, Queremos mostrar que 

Eª o •. Los tri:.nculos bOEB1 y AOD>Bz son semejantes. De manera 

EB1 OB1 Por- otra pal't.e los t.ri!ngulos AOA,B1 AOA2B2 que DzB2 .. Oil2. y 

son semejantes De modo 081 AtBt ª'º' Por tanto que ~- "A2Bz - !3i'll2 . 
EB1 .. B1D1 F.c;- dc-cir- EB1 es icual al radio do i::,. º"' modo que D2fu --ir;:oz . 

E est~ en la rect~ OD2 y en K.. Por tanto E 01. Hemos probado 

!.<is rectas A1B1 y A282 son paral~los, Do aqui que los 

bA,l1'B1 V AA>J1ill2 son ""'""'jaut.es. Asi que -!)$ 
""" 

AtB1 
• "A'ili2 

De mod·ci que Q~~~ • {ffi y, por- lo que pr-obamos 

t.ri~ngulos 

• e,o, 
B2Dz 

antes, ang 



lhB1D1 • an¡; lh!l2!12. Esb \r.:plica que los t.ri~n¡;ulos A!11BiD1 y !:. 

tti!hD; .t.c·n semejanles. Prob;\tnOs esta semejan;:a porque vamos a usar 

que rin; ::l1!1tB1 • r.in;; D2M2B1. 

S'e.:t T e-] pun1~o rle \nh·r·~P·ccifn rlf> l?tq H !"'J~-..;ii:s Od_,\ ~qA,, 

Not.cmos que !.3.!; potcnc1t~c de T con l'CSPC :t..o .'.:!. r..1 y .:l k:c: coinciden 

porque T, Dt y Lt est..fi.n alineados Como T esta en Á•Á>. Ja 

pot.e11c1a de T con respecto a l'.1 es CTA1) 2 y con resp,;cto a Kz es 

<TA2) 2 . De manera que TA• " TAz. Es decir T es punt.o medio de 

A1A2. 

Sea H el punt.o de int.ersección de D1L• con 8182. Entonces como 

D1L• es paralela a A•01 y T es punto medio de A•Az. tenemos que H 

es punt.o medio de !11 y !12. De aqui se si¡;ue que los tri~n¡;ulos 

Al1,!1D1 y t.!12HD• son con¡;ruent.es. En particular, an¡; D1H1B1 anc 

0.11211. 

Por simet.ria, an¡; L1H2H anc D1H2H. P.euniendo las tres 

i¡;ualdades de ~ntulos que hemos probado, tenemos que, an¡; L1H2H 

ang D1l12H • ang 01H1S. • ang D2H2Bz. De modo que an¡; L•H2H an¡; 

D2H2B2. Por t.ant.o, los punt.os L1, H y D2 están alineados. 

69) 

c.. 
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a) 

Sean 01 y 02 los incenl.ros de los l.ri.l.n¡;ulos MHB y ¿BHC 

respecl.iva1nenLe. Nol.emos que tu;; ll"i!nc>J l"" L~BC, t.Bf!C y tiAHB son 

seme ja.nt.es. 

Como BH es perpendicul"-1' a AC • tenemos que an¡; 01HB • 45° • anr; 

02HB. Asi que a11g OtH02 • 90° . Ya que .:wb HA01 111 + .,:,ns- HAD 

+ an¡; HBC " an¡; HB02, "bl.enemos que los l.ri;\n¡;ulo,¡¡ tiO,All Y 

Otll Q, A AB Li02BC son semejantes. De aqui que -62ií" • --oz-g- jjc- De 

o o,H AB manera que an¡; o,H02 • 90 y Oi1r" tic Poi· 1.anto los 

1.ri.l.n¡;ulos C.ABC v Ll0<H02 son semejantes, 

Ya que an¡; f!0,02 m an¡; BAC " an¡; PAH v <111¡; 020,H + an¡; 110,p " n, 

tenemos que ang PAll + an¡; P0.11 • n. Y como los :.n¡;ulos int.eriox·es 

del cuadrilá.t..ero AH01P suman 2n, concluimos que ang AP01 ang 

AH01 • n, por lo que ang APO< • 135°. De aquí que an¡; BPQ • 45°. Y 

t:ut.orice:s an!J POB • 45° . 

Por Lanl.o ang BQP • an¡; QPB. 

b) Sean L, H y N los punl.os de conl.acl.o del inc1rculo del 

trián¡;ulo liBHC con los se¡;mentos B!l, HC y CB respectivamente. 

Nol.;,mos que BL m BN, entonces basta proba1• que LH • NQ. 

an¡; 02NO 90°, 

t..enemos que, ang N02Q an¡; ll02L 02N. 

Enlo11ces los trHn¡;ulos t.Lll02 y t.N002 son congruentes, 

Por tanto L!l a NQ. 

70) 

86 



Sea O el cent.ro de K2 y K1. Sean E v D los puntos de 

intersección de la 11 nea OP con l'.2. 

Notemos que los 
PE 
~ •••••••• (1). 

triingulos 4PE8 y 4PDC, entonces BP 
Pll 

Sea O el punto de intersección del se¡;mento BP con K1. Sean a 

BQ b .. OP e . PC y cJ . PA. º'~ maner·n qtJr, (1) tom21 

a + b ~ -ir=r .. c es decir- que Ca .¡. ble . R2 - ,.2 De 

a ni lo¡; a obtenemos Cb ... cla .. R2 - l' 
2 En part,icular a . c. 

t.ri.:in¡;ulo 4PQA es rect.án¡;ulo, se t.fone que QA es di~met.ro 

De manera que b2 + d 2 • 41·'. 

Desarrollemos CA 2
, A8 2 y 8C2 

AB 2 
• d' + Ca ... b) 2 • d' + a 2 + bz + 2ab a: d2+ ce,, + bl + 

111 4.1'2 + ¡¡2 - 1'2 + ab .. 3r2 + R2 + ab 

J;; !'crm.::i 

manera 

Como el 

b2 •· ab 

BC2 
n (a + b + cl 2 -... .¡. b' .¡. e• + 2ab + 2ac + 2bc • 4a 2 + b2 ... 

4ab • 'c(a + b) + b' .. 4CR' - ,.2 ) + b2 

Sumando las expresiones anteriores, obtenemos 

CA 2 + A8 2 + DC2 • d2 + 6z + ab + 5R2 - r 2 + b2 • &r
2 + 5R2 - r 2 + 

cCa + bl • 3r 2+ 5R 2 + R2 - r 2 • 6R 2 + 2r2 
•. 
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71) Consideremos el sibuiente dibujo 

o 

\ 

\ 

Donde Cl y E: son Jos puntos medios de los sq;mentos OH y OP 

respect..ivament.e ¡ A V C los punt..CJs medios de los s:~gment.os OB y OD 

rl')spect.ivament.e. El seg-rncnt .. o RD r~s lln di;imPlr·o d+:> K. 

Sabemos que &ng DF'D • 90°. Si pl"ob;1mos que f.11lé;,' AEC 90°. 

entonces E estarj en l~ circunferencia que tiene tiene por 

diámet..ro ul segmento AC, de modo que el lugnr Geomét.r-ico 
0

descpit.o 

por esos puntos es un circulo. De aqu1 que bast..a probar que los 

triáns-ulos llAEC y 11BF'D son semejantes. 

N<:>temos que E:C 11 FD y EC • 4 . También an¡; FDB 

Entonces basta mosLNl' que AC • ~ 

Como BD • BC + CD • BC + OC • BC + OB + BC a 2BC + 08 

20A • 2 CSC + OA) • 2CBC + AB) • 2AC. Entonces AC • BD -r 

an¡; !':CA. 

2BC + 

Por tanto, el lu¡;ar ¡;eométrico descrito por dichos puntos medios 

es un circulo. 
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72) 

\ 
Sea O el punto de intersección de la linea F1P2 y A1A2. Sean O,. 

y Or los puntos medios de los sebment.os A1Az l' 

del sebment.o F'1F2 con la 1i11ea perpendiclllhr al sebment..o F\P2 que 

Como l(')S triánbulos !..OE101 v DOE20;i: son s0mejanl.es, t.enemos que, 

E:101 001 
~-002· 

Ya que lús t.ri~nf;ulos üOB1P1 y .6082P2 son semejantes v t.ambié11 

OB1 los t.r1ángulos .60A1P1 y .6.0A2F2 son semejantes, tenemos que ~ 

OB2 OA1 OA2 081 OA.!...._ 
~ y Cif!"" • ---¡¡r;- De aqui que cm;- • v~' 

001 - 0181 • OB1 • OB2 • 001 + 0181 
Not.t:tnios que. 002 - Ó2A1 ~ ~ ~02A1 º" 

001 - 0181 ºº' + 01B1 
002 - 02A1 002 + 02A1 ma.nef'a que, Desar-i•ollando est.a 

OOs 01B1 E01 expr·esión result..a qu~ ~ .. <52Ai . Por consisuier1t.e ~ 

~.!.. , ¡:.tet•o E202 • 02At. de m&.r1eN=' Que EtOt • Od11. 
UZAI 

Dado que los t.rián¡;ulos .'..O:F':B: so:i cc:J&:-uentes, 
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t..enemos que F\81 • F'1E1. 

01"'do que- O:i.Bs. • ChBz, 

br2E101 son cons1·uentes. De aqul que F'zfü • r2E1. 

Por tanto f'1F2 Q r2E1 + E1F1 • 1'082 + F1Bi. 

73) 

Sen p el punto de inteI'SE•CCÍón de la 11 nea ac y i:. 

que la 11 nea B >e' P•:1sa por P. 

Aseguramos 

3c;:a L '2'1 punto de int.e1•secci6n de AB' con l.:J !'ect..a BC. Y sea P' 

el punt..o d~ int.ef'sección de las ¡·ec:t.::.s BC y B'I'.>. i:ut.c.r:c~s ln'=' 

triángulos ó.ABL y .t.B'LP' son semej;:H1'Les. De manl.:!ra Que ang BAD 1 

a11s B 'P 'B~ Esto mues·tr¿, que: los pu11los A, D, B' y P' son 

conciclíco$. Pero K es el circulo que pasa. por A, O y 8'. Por 

Lant.o P' est...tt en i~. Y como P' est.a en la recta BC, t..ene-mos que P' 

c.i P. Por- 'Loid .. o la linea B'C' pasa por P. 

Dado que anb DCA ~ anc B'C'A, entonces anb ACP = anG AC'P. 
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Por t'1nlo los punLos A, C, C' y P son conc!clico,;;.De manera que 

C 1 est.~ siempre en el el rculo Kt que contiene .'.! los pu:-itos A, C y 

P. 

Por t.ant.o el lu¡;ar ¡;eom<:.trico de los puntos e• es Ul\ c1rculo 1:1. 
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DEFINICIO:"ES BASICAS SODRC LOS IRIANGULOS 

Se llama HEDIATRI2 de un ,.e¡;mento al lu¡;ar ¡;eom<t,t!'ico de los 

puntos equdist..antes de los extr·emos del rnisrno. 

Al punto de concurrencia de 1<1s med iat..:rices se llama 

CIRCUNCENT~O y .::t la circunferencia que p.:isa pOl' los vé-rt.ices 

CIRCUNCIP.CIJLO. 

El punt.o de concurrencia de las bisect.1,ices int..erio:res de un 

t.ri~n¡;ulo se le llama INCE:NTRO. 

La circunferencia tangente a los i..res lados d~:d t.ri:'.ngu lo cuvo 

centro es el jncentro se le: Jl,'"'" CIP.CULO rnSCRITO. 

La ALTURA sobr-e un 1.ado de un triángulo es la pt?:rpend.icuJ;:,r a 

este, trdzctd<:t por el \'ért.ice opuesto. 

Una MEDIANA de un t.ri{;.ngulo es la rect.a t.N:azada desde el punto 

medio de ur1 lado ol vértictJ opue.sto del mismo. 
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<!: 

s 

ang 

AABC 

tan x 

sen X 

cos X 

AD 

Sil180LOGIA 

ma)'or o i¡;ual 

menor a igual 

paNlelo 

:.ngulo 

tl'U.ngulo A8C 

tan¡;ente de x 

seno de x 

coseno de x 

se ut..i liza par-a represt:nt.ar : 

L) s·e,,;mEtnt.o que une el punt..o A al punto B 

U) longitud del segm~nto AB, \' 

tli) J'ecta que pas~ Poi' A y B, 
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