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INTRODUCCION

Uno de los problemas gque existen en ls metodologia de la
ensefianza de las malemiticas en todos los niveles (sobre todo a
nivel elemental) es la falta de estimulos para la creatijvidad v el
desarrolle de la intuicién en el estudiante, Esto da lugar a que,
dade un problema, el alumno no tenga la capacidad suficiente para
resolverle, o al menos la intuicisdn necesaria para atacarlo.

Ademis, por esa falta de motivaciédn, el interds por resolver un
problema matemnitico se Lorna casi nulo. Adn mis, muches de los
cursos usuales de matematicas se hacan en el aprendizaje mecinico
de férmulas v metodos v no capagitan a los estudisntes para que
¢stos puedan enfrentar 2 los problemes con ¢xito.

Uno de los fines de las Olimpiadas de Matewilicas es el de
motivar a les estudiantes para gue desarrollen  su  capacidad de
resolver problemas,

Cuando uno trata de resolver los problemas que se han  planteado
en las Qlimpiadas Internacionales de Matemniticas se da cuenta que
hay un abismo sobre los conocimientos v la habilidad desarrollada
en la escuela y la habilidad necesaria paras resolverlos,

El objetivo primordial de este trabajo es el de tender un puente
que }leve al lector desde problemas muy  sencillos de geonelri{a
hazt.a problemes que son de dificullad semejante a la  de jos
problemas de Olimpiadas,

El Lrabsjo es muy disparejo. Aparecen en &l problemas que  son
nuy ficiles v otros que son diff{ciles. De manera que si un  lector

puede hacer facilmenle los primercs, no debe pensar por eso que



estos problemas no le llevarin a aprender nada nuevo, Ya
encontrard alguncs problemas gque lo hagan sufrir un poeo (o
muchodt .

Al escribir esta lislta de problemas lemos supugsto  Gnicamente
que el lector Liene conocimientos elementales de geowetria  nlana
(no incluimos problemas de geometria del espaciol, Y si alguien
resuelve los problemas aqui propuestos |, habri alcanzado un  buen
conocimiento de esta geometria.

Una Duena parte de los problemas gque aqul  apoarecen =on
originales, pero son motivados por los problemas de las Olimpiadas
Internacionales . Algunos otros son simplemente modificaciones vy
otros son resultados conocidos , que se  incluysn para que Sean
Lambién conocidos por el lector,

Hemos escrito los problemas de tal forma que se pueda avanzar
progresivamente, Este trabajo est4d dirigide owrincipalwente a
alumnos de bachillerato. Como la intencién es que sea un puente
entre problemas ficiles vy oproblemas diff{ciles, hemos puesto un
escalén ; Lag sugerencias. De {odas maneras siempre es util
asesorarse de alguien con un peco de mis conocimientos en

matematicas o trabajar en grupo,



PROBLEMAS

0 La suma de los &ngulos interieores de un {riingulo es  igual
a 180°,
2> Todo 4ngulo externo de un trisngulo es igual a la suma de

los 4ngulos internos opuestos.

3 En la figura; Probar que o = -g—

O En la figura:; Probar que o = L

5> En la figura ; Probar que & = f§



6> En la figura ; Hostrar que o + fi = 180°,

A
&
D
3
[P En la figura; Probar que el triingulo AABC es rectingulo.

8) S1 dos triingulos tienen la misma altura, entonces la

de sus ireas es iguzl a la razén de suz bages,

razan



9 n la f'.igur'_.a, s ?E ,! BC -, cﬂntcnces 5 " 3E-
P £
\

B <

10) En la figura, AD © BE & CF . Probar que —%%— - -gg .

/

A

;
113 Demostrar gue la media geomélrica de dos ndmeros positivos

diferentes, as siempre menor que su media aritmética,

123 Sean %, v dos numeros positivos y r una constante, Probar

que si x + vy s p, entonces xv es maximo si vy sélo si x = vy

13 Probar el teorema de Piltigoras que dice gque : En un
triingule rectingulo, el cuadrado de la hipotenusa es lgual a la
auma de los cuadrades de los catetos.

pA

143 Probar que sen®a + cos®o = 1.

3



13 Probar que cos {a * 3) = cos o cos 3 ~ sen 4 sen a .

163 Probar que sen (a + f3) = sen o cos 3 + cos a sen 3 .

tan /3 *+ tan o

e
17 Probar que tan (o * 1) =™ ——opmemmmrmr 7

18> Construir un triingule rectingulo con hipotenusa vy un

cateto dados.

19 El segmento entre los puntos medios de dos lados de un

tridngulo es la mitad de la longitud del tercer lado,

200 Sean dos triangulos AABC y 4DEF. Supongamos que las lineas
AB, BC vy CA son perpendiculares a las lfineas DE, EF y FD

respectivamente. Probar que los dos triingulos son semejantes.

21 Hosirar que dos medianas de un triingulo gque se
intersectan en un punte tal que divide a ambas medianas en dos

segmentos miden —%— Y —%— de la longitud de la mediana respectiva.

22) De todos los triingulos que tiencn perimetros iguales, con

uha misma base, &) Isdsceles es ol de irea mixima,

23) En la figura, probar que —%%— + -g%— + —%%— = 1,



24 Sea G el centroide de un triingulo acutingule AABC. Probar
que cualquier punto que est4 dentro del triingulo AAGC cumple la
siguiente relacién ;—g;— 2 2, donde Y es la interseccidn de AC  con

la prolongacién del segmento BP.

253 Sea AABC un triingulo acutingule. Encontrar un punto O

dentro de AABC tal que ang ADB = ang BOC w ang COA = 120°.

260 Probar que un cuadrilitero convexo ABCD tiene un  circulo

inscrito si v =4l si AB + DC = AD + BC,

27) Consideremos un triingulo rectingulo e isésceles de

hipotenusa a y catetos b y c. Probar que b + ¢ 5 {72 a .

28 Si o, # v y son los ingulos de un triingule, entonces cos

a*cos fitcoos y £ —%~.

29 Si un vértice, el incentro y el circuncentro de

un triingulo son colineales, entonces el triingule es isdsceles.



30 Considere un Lriingulo isdésceles. Sea r el radic de su
circulo circuscrito v p el radio de su circulo inscrito. Probar
que la distazcia d enbre los centros de estos circulos es:

d = { rir ~ o)

31) Probar la levy de los cosenos. Que dice que si tenemos un
trisngulo AABC, v hacemos a = BC [ b = AC , ¢ = AB vy = ang ABC.
Probar que;

2 2
b?w a’+ c?- 2ac cos I

320 Sean A y C dos puntos fijos en una circunferepncia K, para
cada punto B! que esti en K, consideremos log incentros 1’ de los

triingulos AACB’. ¢ Qué lugar geoméirico describe los I' 7.

33 Probar la férmula de de Heron, que dice: El &rea de un
tridngulo AABC con lados a. b v ¢ es igual a [ s(s ~ ad(s - b¥s -

1,

53} , donde 5 = ~%~ Ca + b+ >,

343 Sea AABC un trisngulo de lados a, b vy ¢. Sea r el radio de

su circulo inscrito. Probar que ;

- I’(s -a) (s - h) (s - ¢€) a+ b te

=

, donde 5 =

35> Probar que si a v b son nomercs reales v o, iy ¢y son los
angulos de un triingulo, entoncec

a*+bd - tan (yr/20(a tan o * Lan D =



(a cos 7 - b cos edlcos a + 7/22;
cos (y/2) cos o cos f§

36> En la figura, probar que —~;E%—E—m = 2R
3 Sea AABC un trildngulo cualquiera. Sean X, Y y 2 los puntos

medios de BC, CA y AB respectivamente. Tomemos puntos cualesquiera
¥ en AZ, L en CY v K en BX. Prohar que —%— Area (LABCY £ 4rea

CAKLMY

385 Sea AABC un triingulo acutingulo cuya base r = BC es
el radio del circuncirculo de dicho triingulo.
Probar que a = ¢ Ccos a + {°3 sen o) , donde a » ABy a = ang

ABC.

393 Sean AXYZ vy AABC dos Lriingules que cumplen lo siguiente;
Y2 pasa por A, X2 pasa por B y XY pasa por C. Sean P, ¢ y R
los circuncentros de los  triingulos  AXBC, AYCA ¥ AZAB

respectivamente. Probar que



a) Los circuncirculos de los triingulos AXBC, AYCA v AZAB
tienen un punto en comun '

b2 Los triidngulos aPOR y 2XYZ son sewme Jantes,

[19D] Sea AABC vy AA'B'CY dos triingulos acutingulos de Lal manera
que AB £ A°B", BC =« B'C>, vy AC £ A0 . Probar gque 4rea (AABO)Y <

Lrea CA'B'C ).

41 Sea r el circuncircule del triinguleo aculingulo AABC.
Entonces los Lires circulos de radio s con centro en A, B v C

respeclbivamente, cubren al triingule AABC si v =olo si 5 2z 1.

§23 Sea r el radio del incireuwlo del  triingule rectingule

AABC, Expresar a r #n bérminos de los lades del trifngule.

13 Sea AABC un triingule Lal gue ang BAC = Zang ABC, S¢a a =

BG, b = AC v ¢ = AB. Probar que hib + ) = a°
445 Sea AABC un triingulo tal que zng BAC = 3 ang ABC. Sea a =

BC, b= AC v ¢ = AB. Probar gque b om (a v Bia - b,

i35 Sea AB el diimetro del circuncirenlo K del triingulo LARC,
Sea D el punto de interseccién de AB con la asltura desde € del

triidngulo AABC. Dibujemos ol circulo K4 que es tangente a CD, AB v
K. Sea H &1 punto de contacto eontre ¥y vy  AB. Probar que el

triingulo 4BCH es isdsceles.

463 Sea r el radio del circulo inserito ¥4 del triingulo AABC



v q 21 tadio de su circulo excrilo Kz que est en el sngulo  ACH.
. . _

Probar que " tan —%~ tan ~g— . dopde a = ang BAC v [ = ang

ABC.’

473 Probar que todo cguadrilitero convexc inscribible en
ci{rculo, puede ser partido en sels cuadpriliteroy inscribibles en

un cireulo.

48) HosLrar que si se Lienen cuatrn puntoes ne alineados tres a
tres, v se construyen todos los triingulos posibles con estos

puhtos, al menos uno de ellos es no acutingulo,

i Sea AABC un triingulo cualquiera. Sean M v N los  puntes
medios de AB v AC respectivamente, Demostrar que existe un punto D
sobre MN tal gue AD es la media geomélrica de MD v DN si v sale si

el circuncirculo del Lridngulo AAMN intersecta BRC.

50 Dados dos puntos A v B y una rcecta 1, encuentre un punto P

en 1 tal gue la suma de distancias AP + FH es minima,

51) Sean AC vy BD los lados cpuestos de un cuadrililero convexo
ABCD. Supongamos que AC + BD + CB » 16. ¢ Cuinto 2s lo maximo gue

puede valer el 4rea del cuadrilitero ?

523 Sean AABC vy  AA1BiCi des triingulos semejantes vy no
congruentes tales que AB Il BsCy, AC I AsCy v BC 1| BiCs.  Probar gue

las lineas AA1, BBy v CL1 son concurrentes.



53 Probar el tecrema de Ceva gue dice;
Consideremos un trisngulo 4ABC v un punto 0 adentre de al.

Supongamos que las rectas AD, BO y CO cortan a los lados BC, AC y

. AN
AB en los puntos L, H v N respectivamente, entonces —;\E—— b —%—- e

CH
HA

Inversamente, si L, ¥ v N son puntos en los lados BC., CA vy AB

L R

del trisngulo AABC, para los cuales se cumple la relacien

anterior, entonces AL, BM vy CN son concurentes.

54) Prabar el teorema de Henelao que dice; 51 una linea
intersecta las lincas BC, CA v AB de un triingulo AABC en los

puntos L, M v N, respectivamente, entonces
AN BL . CM
w5 et Ea Tt
Inverszamente, si L, M v N sen puntos de los lados BC, CA v AB

del Lriingulo AABC para el cual se cumple la relacidn anterior,

entonces L, M v N son calineales.

552 Sea AdiAzAz un trifngulo. Sea Ti CGi= 1, 2, 3) el punto
donde el incireslo toca al lado a  (ladg opuesto a AL,  Denotemos
por Si & ta refleccidn de T, respecto a la bisectriz de AL, Probar
que S283 I AzAa.
58) Sea C un circulo. Sean R |, 8§, U y T punlos de GC.
Supongamos que las rectas RS vy TU se intersectan en un  punlo
Q. Probar gue QR % QS = QU = (T,

Al numero QR¥QZ se le lloma la potencia Q con respecto a C. Lo
que dice este problema es que la potencia no depende de la linea

0s.

10



57 Sea C una circunferencia. Sean E, § v T punteos de C vy sea
0 la interseccion de la Ifnea RS con la rectsr Langente a2 G que

pasa por T, Probar QR % QS = OT2

36) Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, Supongamos que existe un
circulo K tal que AD DC y BC son tangentes a K y el centro de K
estid en AR, Probar que A0 = AL 4 GO, donde E v 6 son los puntos de

contacto K con AD y DBC respectivamente.

50 Ses K vna circunferencia Je rodio r. Sean A, B puntos de I
y se P oun punto fuera de la circunferencia, Probar gue PA % PR =

PO? = r* donde 0 es el conbro de .

60> Sean Cy v Cz dos circulos no concénirices. Encontrar el
lugar geométrico de los puntos del plano tales gue su potencis  con
respecto a Gt ex igual & su  potepcia con respsclto o (Cz, (st

conjunto se llama ~je radical de Ci oy Cad,

612 Sean Ki, Kz v Ka tres circulss no concénlricos colocados
como en la figura, Donde A, B, €, L. ¥ v N son puntos de
interseccien; A, B y C estin alineados v P oo gl Lunio  de
intersencidn de las lineas AL y BH. Prabar que ., M, N v P son

conci{clicos.

11



62> Los tLrifngules equilateros AaBK, ABCL, ACDM., ADAN se
construyen en el interior del cuadradeo ABCD. Demostrar con
geometria analitica que los puntos medios de los ocho segmentos
AK, AN, BK, BL, CL, CHM, DH, DN v los puntos medios de los cuatro

segmentos KL, LM, KN vy NK son los doce viértices de

un dodeciagone.

[+

N

\._\ ya
Vel
.
L \{
~
o

Ny

A

v
/;(. )
N

' 7\
5, -

%
)
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63> Sea AABC un iriingulo scutingulo.

2} Sean P vy Q dos puntos exteriores a AABC tales que ang CAP =
ang ACP = 30° y ang ABQ = ang BAQ = 309, Tomemos un punto X dentro
de AABC tal gque el triingulo £AQX sea equilitero. Demostirar gue el
triingulo AAXP es semejante al triisngulo AABC .

b) Lo mismo que en &l problema anterior, pero con ang CAP = 159,

ang ACP = 30° v ang ABD = ang BAQ = 157 ,

64D Sea K el circuncirculo del tridngulo AABC. Tracemos una
bisectriz L del 4ngulo A, Sea L el punto de interseccién de 1 con
BC v N el punto de interseccién de 1 con . Sea M el punto de
interseccion del circulo que pasa por A, B v L con &) segmento AC

Probar que LresCABNMY = frea (AABCY |

652 Sea K el circuncirculo del tridpgulo AABC. Sean L y N los
puntos de interseccién de la bisectriz U desde A con BC v X,
respectivamente. Tracsmos un circulo cualguiera K4 que pase por A
y L, pero con la condicidn de gque intersecte a los segmentos AB vy
AC, Llamemos H vy M las intersecciones de Ki con AB v AC
respecltivamente.

Probar que irea (AHNMD = frea CAABCY |

66> Sea AABC un triingulo sl que A vy B estin sobre un civcule
Y. Consideremos todos los triingulos AA1BWC: semejantes a  AABC,
tales que Ay « A v ¢l punto B, estin sobre K. Y oademis AAB:Ch
esti colocado en una posicién semejante a la del AABC (ver figurad

Pruebe que si tomamos Lodos los posibles triinguleos AMBiCi con

13



las caracteristicas menclonadas y Lomamos las mediatrices de los
segmentos Bily, entonces - todas  estas. medlatrices pasan _por  un

punto i jo

67 Sea AABGC un triingulo fijo. Consideremos los  triingulos
2ABiCy tisles que AABWD: es semejante a AABC, A = A4, B:e esti en
la recta BO v AABC vy AAsBiC: estin colocados en una posicién
seme jante (ver figura)d.

& Cudl es el lugar geométrico de los puntos C: cuando By corre a

lo largo de la recta BC 7 .

AT
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648} Sean Y1 v Yz dos circulos que se intersectan en dos puntos
De v Le v con ¥« mis peguefio que Kz, Sean 13 v 2 dos rectas que
son tangentes a ambos circulos.

Sean Az y Q2 lo=s puntos de contacto de !y ¥y l2, con el circule
K2 respectivamente y sea 0 el punto de interseccion de !i: con 12,
La recta 0D intersecta a Ka en un punto Dz diferente de Dy, Sea
¥z el punto medio de) segmento A2Qz. Frobar gue los puntos Li, Dz

y M2 estin alineados.

69) Consideremos un triingulo rectingulo AABC con  hipotenusa
AC. Sea H el pie de la altura bajada desde B. Sean P y 0 leos
puntos de interseccidn de AR y BC respectivamente con la recta que
une a los incentros de los triingulos AABH vy ABCH .

a)> Pruebe gue ang BPO = ang BOP.

8> Pruebe que los segmentos BQ v BH son iguales

70 Sean K1 v Kz dos circulos conceéntricos de radio R v r (B >
r) respectivamente. Sea P un punto fijo en Kz, Por P tracemos una
linea cualquiera gue cruce a Fe en B v C. Sea A el otro punto de
interseccidn de Kz con la linea perpendicular al segmento BC que
pasa por P.

Pruebe que BC? + CA? + AB? = 6R* + 217,

71> Sea K un circulo v O un punte fijo fuera de K. é Cusl es

el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos  OP,

donde F es un punto que se nueve a lo largo de K 7

15



72) En la figura; Probar que FiBi + FuBz = FdF2, donde ARy §

A2Fz y FiFz es una tangente al c{rculo de diimetro AiAz .

hy

g*,j_-----_.,

7%5 Sea AABC un trifngulo fijo tal gue Ay B estin sobre un
circulo K. Consideremos todos los triingulos AA’B’'C’ semejantes a
AABC, Lales que A’ = A y ¢l punto B’ estin sobre K., Y ademis
AA'B’C’ esti colecado en una posicién semejanie a la del AABC (ver
figurad Pruebe que el Jugar geométrico de los puntos C7, cuando

B’ corre a lo largo de K, es un ¢{rculo.




SUGERENCIAS

1] Trazar una linea paralela a AD que pase por C.

2 Utilizar el problema 1.

Kb Ver que el Lrijngulo AAOB es isisceles y  utilizar
problema 2.

[5) Trazar el diimetro del circule que pasa por A.

32 Trazar 0C v OB.

62 Trazar QA, OC, OB y BD vy utilizar el problema“4.

7 Usar el problema 3.

8 Usar la férmula del 4srea de un triingulo.

2 Trazar BE v CD , y utilizar el preblema 8.

10 Usar el problema 9.

11> Trazar un circulo con diimetro igual a la suma de

némeros positives dados.

£2) Usar el problema 11.

17
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13 Construir un cuadrado de lades a + b, donde ay b

los catetos del triingule 4ABC dado

cateto opuesto

14> Recuérdese que sen o = Fipolenusa
15) Considere la figura ;
B
\
\
\ A
Y -~
Pl Xin T
r //-7;
e i
- 1
d
H
1
1
|
i
]
I
Ll SUY o
A c D
162 Usar los problemas 14 y 15,
sen
17> Recuérdese que tan y = cos 7
.A8) Costruir un circulo duc Lenga como diimetro
dada.
193 Sea AABC el triingulo dado.

medios de AB y AC, respectivamente,

y AABC son semejantes.

18

ia

s0n

hipotenusa

Denotemos por D v E log puntos

Probar que los triingulos AADE



200 Probar que dom &ngulos correspondientes de los

triangulo=s son iguales.

21 Sean CN y BM las medianas del trisngulo AABC ¥ 0 el punto
de ceoncurrencia. Probar que los tridngulos AANN y  AABC  son

semejantes; v, gque los triinguleos ABOC y 4MON tembicn lo son.

223 Probar que la altura del triingule AADB ¢s  menor que  la

del triingulo AABC.

23 Compare las 4reas de los trisngulos A4ABC, APAG, APAB v
ABFC,

24 Compare las sreas de los Lrigngulos ASBC, APAC vy 4AGE,

25) Trazar los dos clrcuncirculeos de los trifngulos

equiliteros que Lienen base AC vy BC respectivanente, vy que no se

traslapan con el triangulo AARC,

27) Dibuje un triingulo rectingulo e isdsceles de liipolenusa a

y compare su irea con la del original,

2B) Probar que de todos los triingules que tiehen un  4ngulo

fijo y, el equilitero es aquel para #1 que la suma cos o + cos 3+

cos y = —%—.

o

+ -
5 f ) cos (% 5 2y,

Recudérdese que cos o * cos fy = 2 cos { a

49



29y Sea 0 el circuncenlro del brlingulo JABC. Sean Xy Y los
puntos de interseccién de AC y AHB bajsdas desde 0. Pruebe que AX =

XC v AY = BY,

303 Consideremos el trisngulo 2ABC donde AB = BC, Sea 1 el
incentro. Trazar la bisectriz 1 del ingulo BAC. Sea M la
Interseccién de 1 con el circuncircule del triingulo, v X el punto
donde la recta AB es tangente al incifrculo . Probar que el
triingulo AIBY es isésceles v que los triangulos 4ABH vy AAXI  son

seme jantes,

31 Trazar las alturas correspondientes del triingulo vy
aplicar el teorema de Pitigoras a cada uno de log trisngulos

formados.

32> Prugbese que el sngule AI'C es constante vy concluir que el

lugar geométrice descrito por I’ es un semicirculo.

33 Usar la ley de los cosenos,

34 Utilizar la férmula de Heron.

35> Recuérdese que tan x = “%%%‘%‘

362 Aplicar la ley de los senes al triingulo ADBC.

37 Compare las 4reas de los triingulos AXYZ, aMXY y AMLK,
20> Para la parte b). Si dos circulos Ci y C2 de centros O v

20



02 se intersectan en dos puntos A v F, entonces  ang 0200F = “ang

AOLF.

400 Huestre que alguno de los ingulos del triingulo AABC es

menor o igual que el ingulo respectivo en AA'B'C’

11 Sea 0 el circuncentro de A4ABC. Probar que si s <( r,
entonces la unién de los cfrculos no cubre a 0. Inversamente, Sean
K, L v M los pies de las perpendiculares bajadas desde O hacia BC,
AC v AB respectivamente, El c{rculo de radic r y centro en A cubre

al cuadrilitero ANOY.

ab
a + + ¢

42) Probsr que r = . caleulando 4reas.
43 Utilice la proporcionalidad de los lados de los tridngulos
zeme jantes AABC y AADC | donde D es la interseccién de BC con la

bisectriz del 4ngulo A .

&d) Usar el problema anterior, y la semejanza de los
triingulos AABC y AADC, donde D es la interseccidn de BC con  una

de las lineas que Lriseca al Angulo BAC.

450 Aplicar el teorema de Pitipgoras a los triingulos AABC v

AACD v aprovechar la semejanza con el triingulo ABCD .

i6) gean Uy V los puntos de contacto de AB con ¥y y Kz

respectivamente. Pruebe que ang AO20y m ——%— . ang BO2V = L
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donde O¢ v Oz son los centros de ¥¢ v Y2, respectivamente,

&N Trazar una de las diagonales del cuadrilztero. Tomar un
punto P en alguno de los dos triangulos feormades. A partir de este
punto tragar las perpendiculares a leos lados del trisngulo
elegldo. Ver que siempre se puede tomar P de manera que los ples

de las perpendiculares quedan en el triingulo.

i8> Mostrar que si se tlenen cuatro puntos no alineados iLres a
tres, v se construyen todos los Lriingulos posibles con  estos

puntos, al menos uno de ellps es no acutingulo.

49 Supongamos que E es un punto de la interseccién del
circuncirculo de AAHN con BC. Los triingulos AADN vy  AMDE  son

seme jantes.

502 Pruebe que si Q es el reflejado de B con respecto a 1,

entonces el punto P es el gue esti en la interseccién de AQ con t,

54> Usar que el producto de dos nimeros positivos x, vy cuvya

suma e¢g una constante, eg miximo cuando X = vy,

52) Sea 0 el punto de concurrencia 42 las lineas CCy v BB;,

Probar que los triingulos ADC:iAs vy 80CA son semejantes,

83% Considerar el dibujo: donde ES 1§ BC. Usar los triingulos

seme Jantes adecuados.
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558) Sea I el incentro del triingulo dade, Pruebe que ang S3ITt
m ang Az + ang Aa = ang S:2IT: .
562 Pruebe que los triingulos ASUQ y ATRQ son semejantes.
573 Prohar que los triingulos AQST v AQTR son semejantes.
582 Sobre la linea AD construir un punto H tal que EH = FC,

Frobar que ang FCO = ang AHO = ang ACH.
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s Tricese la linea OP y recuerde la definicién de la polencia

de un punto,
60D Probar que el lugar geomélrico es una linega recta,
61) Pruebe que los puntos B, M v P estén alineados,

62) Probar que la distancia de los doce puntos medies al cent.ro
del cuadrilitero es las misma. Y ademis, la distancia entre dos
adyacentes es la misma (para cualquier par de advacentes),

AX

LA
CA AB
b) Aplicar la ley de los senos al triingulo AAPC y AAQB.

63) a) Mostrar que ang PAX = ang CAB v que

64) Probar que BH || NC .

65) Probar gque HF & BN vy PH I NC | donde P es el punto de

interseccién del segmenio BC con ¥a

66) Pruebe que ang C'CD es consitante.
673 Probar que ang BCC’ es constante.
68) Sean A1 vy 0« los puntos de contacte de iy con l¢ vy 12

reapectivamente v sea M1 el puntc medio de AwQi. Frobar que el

triingulo aAHiDiM2 es isésceles.

69> a) Sean Oy y 02 los incentros de les triingulos AAHB vy
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ABHC respectivamente. Pruebe que los Lriingulos AABC v aHO02 son
seme jantes,

b> Sean L ¥y N lcs puntos de contacto del incirculo del
tridngulo BHC v los segmentos BC v BH respectivamepte, Pruebe que

LY = NO.

70) Sea Q el punto de interseccitdn del segmento BP  con  Ki.

Sean a = BQ , b= QP ,c= PCvy d = AP, Mostrar que a = ¢ vy,

usando polencias moslrar gque (a + b) ¢ = R® - ri,
71 Considere la figura: Sea 01 el centro de K, Sean 0 ¥ R los
puntos medics de los segmentos 0P y 0Az respeclivamente. Prabar

que los triingules ABiQR y AAPAz son semejantes,

P

72) Sea E: el punto de interseccidn de la linea perpendicular
al segmento Fif2 trazada desde e1 punto nmedio 0 del segmenio

BiBz, Probar que FiDy = B:0g.

73> Proldnguese la linea BC v B’C’. Probar que su interseccién
es un purto P que esti sobre K, Tricese un circulo que pasa por A4,

C vy P. Probar que tambhién pasa nor C’.
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SOLUCIOKES

i

Sea AABC un triingulo cualquiera.
Sean a = ang BAC , ? = ang ABC v p = ang ACB.
Tricese un segmento YC paralelo a AB y prolénguese a BC - hasta
- un punto X. Entonces ang YCX = ang ABC.

Por otro lado ang YCA = ang BAC, vya que son 4ngulos alternos
internos,

Por tanto /1 *+ a + ¢ = ang XCY + ang YCA + ang ACB = n.

22
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Sea AABC un triingulo cualquiera.

Sean o = ang BAC, f = ang ABCy = ang BCA. En la Cligura
prolénguese BC hasta un punto X a la derecha de C. Sabemos que a *+
A+ y = n Por otro ladoe p + ang ACX = n. De aguf que p » nt = ang
ACX. Por consiguiente o+ 3+ p m a+ 3+ (- ang ACX 3> = g,

Entonces, o *+ /3 = ang ACX,

3

Dado que AD = 0B A AOB es isdsceles, De modo gue « = ang ABOD.

Por el problema 2), tenemos gque 3 = o *+ ang ABO. Por tanto a =

4.
2

LB

27



Tracemos el diimetro AD. Entonces ang BAD = -—:—‘zm Cang DOB ) v ang

CAD = -%— (ang DOCY, De aqui dque o = ang BAD - ang CAD = »1?-

Cang DOB) - -—é— Canpg DOCY = %,. Cang DOB -~ ang DOCO> = —%—-Cang
copy= -

Por tanto a = —g—-
57

Por el problema 43,3 = —%-(ang BOC) vy o= ——é——(ang BOC).  Por

tanto a = 3.

&
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Por el problema 43, sabemos que 3 = -é— (ang AOC), Sea g = a, +
a, . donde a, es el ang ADB, vy o, es el ang BDC. Entonces a - —%—
Cang AOBY v o, = ~4ang BOCY. De modo que « + (i ot o)+ =
-3~ Cang AOB + ang BOC) + —3— Cang AOCD = C ang AOB + ang BOC +
ang AOC) =~ —%— 2nd = n

Por tanto o + 3 = n.

7

—

@

Como ang ABQ = —3— Cang ADC) = ~2— ¢ 180°) = 50°.

Por tanto AABC es rectingulo.

22
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Sean AABC v APQR dos trizngules que ticnen la misma altura b,

Sean b » AC y p = PR las bases de los triingulos, Entonces,

bh

irea ( AABC > 2

irea ¢ APQR ) ph
i

-
P

092

Yamos a fijarnos en los triingulos AAED vy ADEB | estos tienen la

misma altura, entonces por el problema 8),

irea ¢ ADEB > DB
Area CAAED D AD

De igual manera tenemos que,

irea ( ACDE ) w -EC
irea C AAED O AR

Ahora tomemos los triingulos ACDE y ADEB, que tienen a DE  como

una base en comtn . Dado que DE y BC son paralelos, entonces

sreaCA CDE) w ireala DEB).

Por tanto, —%g— - —%g— : sumando f a ambos lados, se tiene Kg

AD_ _ _EC AE AB _ _AC
YR T URET T RET de Aaul aue R

10Y
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Sabemds, por el problema 9, que

—%g— = -%g— . de modo que,

ﬁg - f{g = gg - gg . por consiguiente

—-E-%—--wgg-. Por Lanto "%%-'—g-g—

11>

Sea a = BG, x m BH v v = H8, Sea a el diimetro del cireculeo

trazado, ver figura.

fomo los triingulos AABH v AGAH son semejzntes, entonces _%_. ®

3



—%— , de agqui que h¥=m xy. De modo que h = { %y

Notemos que r = -%_ wa _5_5,!. . Pero ademis h 5 r, Por

consiguiente,

——— +*

+xy = —3‘—-—2—-!
12 Sabemos que 4y = X 5¥ w L. De modo que xy < =2

S R R =
Si x = y, entonces el producto xy alcanza su miximo valor.
z
Si xy alcanza el miximo, entonces xy = —%»- , eg decir xy =

+ py?
(X 4 39° De aqui que C(x = y)? = 0, Por tanto x = y.

=

b~

13>

»

) [3

Ses AABC un triingulo rectingule, donde ang BCA = 90°. Hacemos ¢
= AB, bw BC vy 2 w AC ., Construyamos un cuadrado de lado a + b,
Dibujemos cuatro triingules con catetos a v b, como en la [figura.
Cada uno de estos triingulos es congruente con el triingule dado.
Por tants todos tienen hipotenuss de longitud c,

Notemos que a + p = 00°, Ademas o + 3 + & =» 1807, De aqui que
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5 = 90° Por tanto el cuadrilalerc formado por las cuatro

hipot.enusas es un cuadrado.
Calculemos el &4rea del cuadrade grande de dos maneras. Por

1

lado el irea es igual a c*+ (—E— ab) = ¢¥+ 2ab, vy por otro,

irea es igual a al+ b+ 2ab,

Por Lanto a’+ b%+ 2ab = ¢2+ 2Zab , es decir aZ+ bia ¢

af
14

/ a

I c

un

el

Sea AABC un triangulo rectingulo tal que ¢ = AB, b = BC., con

ang BCA = 909,
2

a
Sabemoszque sen a = —— Yy Ccos a = —%w . ¢nlonces senig = -%—2
b

cosla = —

. . aZh p? o*
Por tanto, sen“a + cos“a = —_—— e o= 1

15>




Consideremos la figura:
Donde, ED es perpendicular a CD
BC es perpendicular a AC
8F es perpendiculer a FE | ¢
BE es perpendicular a EA.
Notemos que

AC AD - CD AD - FE

+
cos (o + M » ~po— G = | v Y que

AD = AECcos ¢ ......L

n
Dado que a * p * —— , entonces cos y = sen a.

Claramente FE & BE(cos yY = BE(sen ad.........L(2)

De (1) v (2) tenemos que,

ABCcos a) - BE(sen o) AE BE
cosCa ¥ /40 = G ™ 4§~ CO0S a -~ —p— sen am

cos 3 cos o — sen 3 sen o.
Nota. Esta prueba es para cuando o + 3 ¢ —g—— . La demostracién

para otros casos es similar.

162

Como sen®(a + fi> = 1 - cos®(a = /1), enlonces sen Ca + )

- )

- Il—cosz(a*’ﬁ) - Ii-—(co.'sacwﬁ-senasenﬁ)z-

P
I 1 - € cos®a cos?g + sena sen’y - 2 cos o fesp sena sen [2) =

2 2

2 2
-rsen a t cos®f3 - cos‘a coszﬁ - sen’a senzﬁ + 2 cos a cosp? sen o s

en 7 =
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I sen’x (1 - sen’D * cos’a (1 - cos?) + 2 cos a cosfi sen o sen f

= | sen%s cos®3 + cos®a sen®3 + 2 cos & cos (3 sen a sen 7 =

I (sen a cos 1 + cos a sen 3)2 = sen o Cos 3+ cos a seh .

Por tanto sen (a + 3) = sen a cos [} + cosa sen 2.

17)

+-
tan Ca + ) = 220 Ca * ) _ _sen a cos (i + cos a sen 3
cos {a + 1) COS a CoS [ = sen a sen [3

w 5tn acos A+ cos asen i {(cos o cos 3y
GOS o COS (3 = se¢n a sen 3 {cos a cos (1

cos /1 sen a *t cos o sen

" COS a cos (1
€COS a CoS (1 - sen g Sen 3

cos a cos fi

sen a . _£OS 3, _Cos o . _sen [}
- oS a cos 3 Cos o cos 3

cos a coS i _  Sen « sen 1

CosS a cos f1 cos a ' cos i

tan a + tan 3
-

1 - tan « tan 3

18
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Sean AB v c, la hipotenusa y cateto dadas., Con diimetro AB
trazamos un circulo K.

Con centro en A vy con radlo ¢, Ltrazamos un arco que corte al
c{rculo K. Sea H =) punto de esta interseccién., Entonces por el

problema 7). tenemos que AHB es un Lriingulo rectingulo,

195

D E

\\\\

AN

5 4

Sea AABC un triingulo cualgquiera. Sean Dy E los puntos
medios de AB v AC respectivamente,

Primero probaremos que DE f BC.

Supcngamos que DE no es paralelo a BC. Entonces podemos
trazar por E una paralela a BC. Sea DH dicha paralela. Por

consiguiente , -%g— L] —%&— . Ademis, —%g— - —%g— . Entonces

DB + AD_ _ EC + AE
D AE

, por consiguiente

"%g“ = _%Eu ™ ”%S_" por Lanto AH = AE,

Entonces DH coincide con DE, y como DH es paralela a BC, tenemos
que DE ! BC,

De modo que los triingulos AADE y AABC son semejantes. Entonces

36



BC , AB__ 2 AD
DE AD AD

-2,

Por tanto DE = —%Em

202

Sean AABC y AFDE dos triingulos tales que las 1lineas AB,
AC y BC son perpendiculares a las lineas ED, DF vy EF,
respectivamente. Sean G, H e 1 los puntos de interseccién de las
lineas AB, AC v BC con las lineas DE, DF v FE, respectivamente,

Ya que a = 3 -—%—-. C(ver figurad, ang ABC + ang GDF » n. Ademis,
ang GDP + ang DEF = . De agu{ tenemos que ang ABC = ang DEF.

Sea J el punto de interseccién de la linea FD con la linea  BC,
Los triingulos AIJF y AHJC son semejantes, pues ambos son
rectingulos y ang 1JF = ang HIC. De aquf gue ang IFJ = ang ACH.

Por tanto los triangulos AABC vy A DEF son semejantes.

20
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Sea 4ABC un triingulo. Sea 0 el punto de concurrencla de las
medianas CN y BM de AABC,

Consideremos los triingulos AANM y AABC. Como sus lados
correspondientes son paralelos, entonces son semejantes, De  aqui
que —g—g - —:g""“‘iﬁ—* De igual manera, como los triidngules ABOC vy

4AMON sus lados paraleles, ellos son semejantes, de agul{ que
oM  ON _ HN _ 1
BOC T Co T BT "I
Tenemes entonces que 204 = B0 y 20N = CO, pero BO + O =» B, por
lo que 20M + OM w BM, De aqu{ que ON w -~ BM.
Sustituyendo OM por %- BO , obtenemos, BO + —%— BO = BN, Por
consiguiente BO = ‘%— BH.

De forma aniloga se prueba que ON = -—:13— CNy COm -g-—- CN.
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Sean AABC y AABD dos Lrisngulos que tienen per{metros iguales vy
AC = BC, pero AD no es igual =» BD,

Prolénguese AC hasta un punto E, de tal manera que CE = AC,
Tracemos EB v ED . Sea F el punto de interseccidn de BE con la
linea paralela a AB que pasa por C.

Tomemos un punto 8 en ¢l segmento CF. Entonces GE w 6B,
Entonces

perimetro (AADB) m AD + DG + GB + AB 2 AG + GB + AB =
AG %+ GE + AB 2 AE + AR = AC+ CE + AB = AC + CB + AB = per{metro
CAABQ). De modo que perimetro CiaDB) & perimetro (AADB), Pero la
desigualdad no se puede dar. De mode que:

AD + D@ = AG implica D esti en el segmento AG. De igyal manera,
AG * GE = AE implica que G esti en el segmento AC.

Por tanto, D esti cen el segmento AC v G = C,

Por consigulente, la altura del triingulo AADB es menor que la

del triingulo AACB. De agqui que el &rea C AADB ) < irea (AACH).

23)
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Sean H v X los pies de las alturas respectivas de los triingulos

ABPC v AABC

Como los triingulos AAXC, APHX son semejantes, entonces e

—Eg » De modo que

(BC) (PHY
irea CAAPC) 2 « FH
irea (AABC) €HC) CAKD AR
R A
Por tanto
i§ - i::: gzigg; . De torma andloga. Leurmos que
PY srea CAPACD

BY™ * “irea CAABCY

P2 _irea (APAD)
ivea CLA

Entonces

PX PY P2 _ _area CABPCY + irea CAPACY + srea C(PABY

it irea (AABOD
drea CAABCY 1
irea CAABCY
Por tanto
26> A

40



Sea L el punto de interseccién de la prolongacién del  segmento
BG con AC. Como los triangulos ABAC y APAC tienen la misma base vy

sus alturas son proporcionales, entonces

BY  _area CAABC) | _irea C(AABCY . BL
PY area (APACY ™ irea (AAGC) GL

De aqui{ que BY 2 3+PY,

=3

Pero BY w BP + PY. Entonces BP 2 2+PY,

Por tanto —g§~ 2 2.

25)

. Con base AC y BC conhstruimos dos triingulos equiliteros AACD vy
AACE que no se traslapen con el triingule AABC.

Ahora tracemos los circuncirculos Ct vy Cz de AACD y ABCE.
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Ci v C2 se intersectan en C vy #n olro punto 0. Aseguramos que
0 es el punto buzcado.

Como O y D estin sobre Ci, Lenemos que ang ADC + ang ADC =
180%; pero por ser AADC equilalero, ang ADC = 60°, Entonces ang
AOC = 120°,

De igual manera se prueba que ang BOC = 120°, De aqu{ me deduce

que ang AOC = 120°.

26)

Sean K, L, ¥ v N los puntos de tangencia del circuleo tales que
K. L. H v N estin en los segmentos AB, AD, DC vy CB
respectivamente. Diches puntos, por ser de tangencia, satisfacen :
AK = AL
KB = BN
DM = LD | v
HC = NC .
Sumando mlembro a miembro, obtenemos ;
AL+ KB + DY + 4C w AL + LD + BN + NC . De modo qua AB + DC = AD
+ BC.

{2



Inversamente. Supongamos que AB + DG = AD + BC, eso guiere decir
que, al menos dos lados son o paraleles, sin pérdida de
.generalidad. supongamos gque AB no es paralelo a DC, ver ligurs.

Vamos a suponer que no es posible inseribir algin circule K en
el cuadrilitero ABCD,

Dibujemos un efrculo Kt de tal manera que sea tangente a los
segmentos AB, BC y DC, Entonces AB + DU > PB + QC = PQ + BC 2 AD +
BC ., que es una contradiccisdn .

Por tanto es posible inscribir un circulo K en el cuadriliterc

ABCD con las condiciones mencionadas.

27> 4’
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Supongamos que nuesiro triingulo tiene vértices 4, By C y que 2
m BC, b m AC vy ¢ = AB. Iracemos el circuloc K de diimetro a.
Entonces A esti en K. Tracemos el triingulo isésceles AA'BC  donde
A' estd en K con A'B = A'C ., Notemos que irea (HABC) £ irea
CAATBOD.

Sean G' = A'By b' = A'C. Entonces ¢c* + (b»% = a® es decir
(bH* w -gi .

Por otro lado, ¢b + * w b¥+ c*+ 2bc w 2T 2bc = a¥#
LwireaCAABCY S a%+ (rarea C(AA°BCY w» 2%+ 2sb'c' = 2%+ 2¢bD* w  a%+
2 —;i w 28

Entonces b +c S {2 a

- 28)

Vamos a ver que de todos los triingulos, el equilitero es  aquel
en el que la suma cos a * cos i + cos y es mixima,

Primero Lomemog un ingulo fijo y. Vamos a probar gue la suma cos
a *+ cos (i + cos y es mixima cuando a = f3.

Sabemos que o + ¥ + y =n. As{ que o * [§ es constante, Ya que cos
a+cos fim 2 cos(--g-—-;—-&) cos (~—9--:2:—ﬁ~). Y como a *+ 3 es
constante, este producte es miximo cuando cos (-E—i—'?——) m i, es
decir, cuando o = 73,

Como «, (# ¥ y entran en el problema en forma simétrica, cos o +
cos (3 + cos y 2lcanza el miximo valor cuando todos son iguales. Es
decir, a =t u p = 60°,

Por tanto cos o + cos # + cos y £ —%— .

m
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Sea AABC un triizngulo . Sean I v O el incentro v el circuncentro
de AABC respectivamente.

Sean X v Y los puntos de interseccisn de AC y AB con las
perpendiculares bajadas desde 0,

Notemos que los triingulos 2AOY v AACX son =emejantes. De  aqui
que AX m AY,

Como 0X = 0Y son mediatrices, se Liene gue AX = XCy AY = BY,
Por consiguiente AB = AC,

Por tanto, el triingulo AABC es iscasceles.
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Conzideremos el triingulo 2ABC donde AB = BC, Sean I y 0 el
incentra vy el clircunscentre del Lriingulo AABC |, respectivamente.

Sea M la interseccién del circuncirculo con la bisectriz trazada
desde A,

Tracemos los segmentos 1B y BM.

Dado que y es el ingulo exterior del tri&ngulo AABI, ver
figura, y = a + 3 = —-%«- Cang A *+ %,;—« Cang BY .

Nétese que & w 8 + o , pues ang CBH » ang CAM. De aqui{ que y =
8. Por consigulente el triingulo ABIN es istsceles, Por tanto BM =
BI.

Sea X el punto donde la recta AB es tangente al incirculo.

Los triingulos AABM y AAXI son semejantes. Por tanto,

-i%—a-—éé— . Sustituyenda, = ;rd “ B | de adu{ que,

(r + &> - d> = 2rp. De mode que, r?=- d? = 2rp. Por Lanto,

d = 'olr = 259 .
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Tracemos desde A la altura h, Sea H el punto de Interseccién de

h con BC.
Sea x = BH , entonces HC » a - x .Aplicando el teorema de
Pitigoras, obtenemos

c m b x® e D

b2 = (x - a)2 + hY ...,

Desarrollande en (23 vy sustituvendo el z

valor de c¢° de (&5]

tenemos, b? m x? + a?~ 2ax + h¥ w a? + % ~ Zax .

Por otro lado tenemos que X = ¢ cos i, Por tanto b® = a? + c* -
2ac cos f3.

323

Afirmamos que el lugar geométrico que describe los I’ es un

semicirculo.
En efecto.

Sean I' el .incentro del triingulo ACB’, a = ang AIC,

fi » ang 1I'AC v » = ang I'CA. Entonces ;

ng A ng C 1
amn =3ty ma - -20F +ag = - 5~ (Cang A+ ang

C)-n-—%—Cn—ansB‘)-——g—--—ﬂg—g—'.

Como B’ esti sobre K, entonces ang B’ es constante.
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Por Lanto o #x constante.

Por tantoc el lugar geométrico que describe I’ es un semicirculo.

3

Sean a » BC, b = AC vy ¢ = AB, Sea H la interseccisn de la altura

trazada desde A con BC. Sea h = AH y sea x = BH, entonces
HO = a ~ x.

Aplicando el teorema de Pitigoras al trisngule AABH, obtenemos
howdeci? . De aqu{ que
irea C2ABOY m 2l m 2. TCEFHIE SO,
Aplicando la ley de los cosenos en el trizingule 4ABC |, tenemos
que
X z

b* m a®t c* ~ 2ac cos g m ¥t ¢f - 2ac T w 8T+ et - 2ax

Por consiguiente
a? + 2% - p?

x = Za \
2 LA 2 2 _ 2] 72
Por tanto irea (AABCY = ‘%‘ [<c+s§::“g,ﬁm_g 3o - A ;a b ]
2, .2 _ 2 U TR S B
- _%ﬂ [< 2ac + a2&+ € b7 e 238 a2a g + b >] ‘1
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1
" [ -1-;-{(33 + o - b - (a - cﬁ] 2 .
¢

b~ a*¢
2

3¢ o14

[(a"fb"‘c)(a—b*'c

b"'a-c)‘/z
2 )

2

!./z
= [(s(s - bl(s ~ ad(s = c)]

343

Sea 0 el incentro del triingulo AABC . Notemos que irea (LABC) =

n o ar br cT 1
area (ABDC) + irea (COAY + irea (LAOB) = 5 + 3 + 5 -

Ca+b+cdr,
Denotemos por s = —%—— Ca+h+* e > Entonces irea (LABC) = rs,

Btilizando la férmula de Heron., se tiene que;

rs = irea (AABC) = ~[ s (s -2a) (s - ph) (s -0 . de modo que

{s (s ~a) (s -~ b) (s--c)_'j s (s ~a) (s - b) (s = b)

s
52

o= L]

r(s—a)(s-fﬂ (s = cJ
s

49
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a+b - tan (¢ /2 (a tan a * tan ) =

sen (y/2) (e -SED O oy 300

+ -
mathb cas (723 €05 a cos 3

sen (3/2) sen o sen {(¥»/2) sen f}

+b -
ma*b-a-o0 (y72) cos a cas (pr/2) cos 3

a cos € »/2) cos a cos i+ b cos (/22
cos (p72) cos a cos |7

cos a cos = a sen (p/2) cos (3 sen o - b sen (3/2) sen fj cos a

cos (p72) cos a cos 3

a8 cos (1 L cos(yr/2) cos a ~ sen (p72) sen & ) + b cos o Ccos (72D

cas (p/2) cos o Cos f3

cos (i = b sen Cp/2) sen (D)
cos (p/2) cos o cos (3

a cos 3 cos ( (pr2) + o) + b cos g cog (Cpr 2 + 0y
cos (p/22 cos o cos f3

ol

a cos 3 cos L{{ys2) + o) = b cos a cos (Cp’/2) + ad

" cos (p/2) cos o Cos fi

a cos ((p”2) + a ) Ca cos {i—- b cos o2

cas ((pr/d) cos a cos i
Justificacidn de %o

Ya que CCpr/2d + g ) + ((pr2) + ) = g+ 2+ p & 7 | entonces

ys2) + a) wcos (n - pr2d) + ) = =cos Lyr2) + o),

36>
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ley de log senos 2l trisngulo ADBC (ver figurad, se

a - R
2 sen a Cos a san 8

. entonces

R
sen 2a sen 8
Notemos que cos a = —%— ¥ sen 8 = —%—

‘Por consiguiente

a
i senh a "R
a
Por tanio ~sena ™ 2R .

37
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Trazando el trisngulu saXYE, ehlenemos dentro del tridngulo LABC
cuatro triingulos congruentes. De manera que —-:}-- irea = irea
(AXY2),

Ya que BH ! XY | Lenemos que Area (AXYZ2) = area (ANYM),

Dado que al prolongar la linea KH cortamos a la linea CA en
algun punto, esto implica que la altura del triingule AXMY es
menor que la del AXHL (Lomando como base M por supuesto). Por
tanto drea (AXYM) C iLrea (AXLMD) |

Con un razonamiento analogo al anterior se deduce que irea
(AXLMY € Area CAKLMD,

Juntando las expresiones anteriores, se concluve que -%-— irea

CAABCY < 4rea CAKLMY .

382

Iy
En la figura, notemos que, cos a = (r/2)ﬂ %

rCTA )
M

Yy sen o = De aqui que
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rleos g+ 3 sena)w

+ g g +
r ¢ (r:Z) X 4, 13 aC(J 3 /2 v

(r®)/2) +rx + (322 p*+ 4T ry 27+ x4+ {3 rv
a

) =

a

Lo que queremos probar es que 2 r? 4 e+ 13 rym= a’

Por el tecorema de Pitigoras se tiene que a®w ((rr/2) 4+ 0OF +
T 2dr + yI)¥m -—E—z- #px +t x4+ (BIPT +H JTT oy +yim
el 1T ry 4 0 kP A yE e e ey 2 TF ry 4 p?

Por tanto a = 2 1¥ + px + 73 ry .

Por consiguiente

am=mp (cosa+d3 senad.

KM
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=) Tupungzinos que los circuncirculos de los trisngules 2BCY v
AACY se intersectan en un punto F, entonces ang BFC»w nn - ang X ¥
ang CFA = n - ang Y.

De modo que, ang BFA = 2n ~ ( ang BFC + ang CFY > = ang X + ang
Y=n~-ang 2

Por tanto ang BFA = n - ang 2. De modo que, los puntos B, F, A v
2 son conciclicos, Es decir Fest4d en el circuncirculo del

triingulo ABZA.
b

Ya que RQ v RP bisectan a AF y DOF respectivamente, tenemos que
ang PRQ = ang PRF + ang FRQ = —%— {ang BRF + ong FRA)Y = —%ﬂ {ang
BRA) = ang BZA. '
Por tanto ang BZA = ang PQR.
De igual manera se pueden probar la igualdad de los otbros
ingulos.

Por tanto los triingulos APQR v AXYZ son seme jantes,

ﬁ'
400 |
|
]
|
i
]
|
! c b \\ /
| 7 RERN
§ ' ‘b l .
h i \
: ! \
[ | \
6 : 2 ! \
H c ’ { N,
B . B’ ¢
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Sean a. b, ¢ v ar, bs, 1 las longitudes de los lados de les
tridngulos AABC v AAB'C’ respectivamente., Sean h vy hslas  allurass
de dichos triingulos por A y A' respectivamente. Hacemos & = anp B
y 61 = ang B,

Como alguho de los ingulos de 4ABC es menor o igusl gue el
4ngulec Tespectivo en AA'B'C’, sin perdida de generalidad

supangamos que & 5 6i. Entoncessen 8 £ sen éi.

Notemos que sen 3 = _—2 Y sen £y = ——-2‘ ., Ademis, como ©f o4 .
h ha ah aihy
—— T a— rd € sk
entonces = 5~ De aquf que h £ hi. Entonces g S 5 f

Por tantec irea (AADC) £ iren CAA’B'C™).

410

» )
fea 0 el circuncentro del triingule AABC. Supongamos que los
ci{raulos cubren al trisngulo. Como AABC es acutingulo, 0 esti

adentiro de §l. Adenmis, OA =@ 0B = 08 = r,
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Supcngamus gue r 2 s, entonces 0 no 2sti en ninguno de  los
circulos con centros en A, By C. Por lo tanto los tres circules
no cubren &l triingule. Pero ¢sto es una contradiccién. Entonces s

2z r.

mte-e-< o

Supongamos gue sz r. Basta probar que los c{reculos de radio r
centrados en A, B y C cubren a2l triingulo AABC.

Sean L, ¥ y N los pies de lag perpendiculares desde 0 a los
lados BC, AC vy AB respectivamente. Ya que el segmenlo AN  es
perpendicular al segmento NO, se tienc que AN < A0, En forma
similar, tenemos aque AM ¢ AD.

De aqui que el cuadrilitero AMON esti dentro del circule que pasa
por O v centrado en A. Similarmente, los cuadriliteros BLON y CLOY
estin dentro de los circulos gue pasan z través de 4 (de radio =3
y con centros en B v C respeclivamente,

Como AABC es la unién de los tres cuadriliteros., entonces ests

contenido en la unién de los tres circulos,

42
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Sea a = BC, b = ACy c = AB.

Como —‘l’g—- = irea (AABO) = Zrea (AATBY + irea (ABIC) + irea (CIA)
ar . br , cr ab

2 2 ) . tenemos que o = —m‘r‘z—‘- -

43

Sea D la interseccién de la bisectriz del ingulo A con BC.
Sean % = BD, vy v = DC. Entonces a = x + y,. Notemos que x = AD.

Nolemcs que los triingulos AABC v AADC son semejantes, asi que
= _p.... v 2 " S de modo que - _2.1_ 2. m-i)—“:- Entonc
a ‘“E- az . q Y Y Y L niLonces
amx + y = ._llc._ + ....t.)_._
a a

A4

Por tanto b Ch + @) = a% ,
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Sea D el punto de intersecciédn de BC con una de las lineas
triseca al angulo BAC,

Sean x = HD, w » DC v 2 = AD, Notemos que a » x + », de aguil

z k4
a® - b
x - a - W = --——E-—A———- .
Por el problema anterior, tenemos que = {z + ¢ = x%, . ..., 1)

Como los triingulos AABC y AADC son semejantes, tenemos que

_.E_ - _.E_. v _E.. - —-:—- , por lo que (1> toma la forma;

2z 2 4
be (. be . 4, oy w L2l = D7D
a a 2

2
Por tanto ¢®b = (a + bXCa - WO

)]
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3

Sear vy r, los radios de K y I respectivamente. Como r= HD

por el teorema de Pitigoras, tenemos que
{r - rl>2 " ri + Crt + D0 .Desarrollando se tiene

r? - 2rr‘ + r: L] ri + p o+ 2r100 + po?

N . De modo que

r?2 ~ Do = rf + 2r (r % DO> = r + 2r (BD). Entonces
{r + DOX(r — DOY = r, + Zr‘(BD). Sustituyendo

(BD)CAD> = r:+2r5ab>.”..”...< 1

Por otro lado se tiene que los triingulos AABC, AACD y ACBD

seme jantes, por lo que

AD _ _AC BD BC

- De march D m _CAC?

AC " "AB- Y TBG " "AET v D¢ mede que AD = gt =

- Z 2
p = SBO? _ a

—iB <

2

a b? 2 a?
Entonces (1) toma la forma == —— = p® & 2p 2.
[ c 1 Lt c

2,2 2.2 2 2.2

AL b . [;E_] mpla oo A4 [_E_]
F [+ IS 1 < [~

c

Entonces
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FOSE -] Z a2
u(u‘b>_[:.‘+_§_.] . De modo que

2 2 2 .1
2L - (r‘ + -%—- } » Por consiguiente

2
2 . Por tanto r, + BD = a , es decir a = BH.

[ 4 =
a rl P

Por tanto, 21 triingulo ABCH es isésceles.

16>

Sean U v V los puntos de contacto de AB con Ki v Y2

respectivamente. Sea c = AB,
Es f4cil probar que ang OiAlz = -g—- + Do manera que ang

-g-— ~ ang VAO1 w —%— . De agui que los itriingulos AAO4U v AD2AY  son

VOzA =

seme jantes.
De forma aniloga se argumenta que ang BOzV = -J,g—— .

T r
Notemos que AU o Tantor y BU = Ton ﬁ/ir .
Por otro lado
? '
a AV v tan . B

tan —- = —o= p) q
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T I
+
Por tanto —rroay * Tan oD

AV + VB = gestan —%— + getan —g—

T tan (ar’2) + tan (172)
Es decir, - " T

LY +
tantas2) Lan(i 2)

{tan —%— v tan —g—)(tan -%— + tan —g—)

tan _%_ + tan -g—

= tan —%— » tan G-,

2

47>

Sea ABCD el cuadrilitero .

Tracemos una de las diagonales de ABCD, digamos AC; Tomemos un
punto P en alguno de log triingulod formados. A partir de este
punto tracemos las perpendiculares a log lados del triingulo
formado. Primero vamos a mostrar que siempre se puede tomar P de

‘manera que los ples de las perpendiculares quedan en el triingulo

1+ En caso de gue el triingulo formado fuera acutingulo, cualquier
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punto P adentro de este, cumple con lo requerido (en nuestro caso,
el trisngulo AADC); si el triingulo formado no es acutanguloe, lo
que hacemos es fijarnos en el &4ngulo mavor (en este caso  AACT),
A partir de B trazamos las perpendiculares de BC y  AC, Con  esto
formamos el Lriingulo AXBY; cualquier punto P adentro de este
trisngulo, cumple con el requisito., Entonces |, aseguramos la
existencia de P.

Desde P tracemos lineas perpendiculares hacia AC, CD y DA.

Como ang AGP * ang AEP = n , entonces el cuadrilitero AGPE es
inscribible. De forma aniloga se justifica que los otros dos
cuadriliteros son inscribibles.

Dado gue en el triingule AABC pueden formarse cotros tLres

cuadriliteros inscribibles, en Lotal se tienen seis cuadriliteros

inscribibles.
48) Para mostrar esto, primero consideremos cuatro puntos Pg
P2, Ps vy Pa

Caso > Uno de los puntos, digamos P4, esti dentro del tiriingulo
formado por los otros tres. Los tres 4ngulos con vétrice en Pao
suman 360°, pero cada uno de ellos es también menor que 1800. por
lo que al menos dos son mayores a 90%, De aquf que al menos hay
dos triingulos obtusingulos que tienen como vértice a Pa.

Caso i) Los cuatro puntos forman un cuadrilitero convexo. Ya
que la suma de sus Angulos interiores es 3600, al menos uno de
ellos e5 mayor ¢ lgual a w0, es decir al mepos uno de los
triingulos formados 5 no acutingulo.

Ahora consideremos los casos posibles para los cinco puntos Py
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Pz ., Pa . Pe v Po.

Caso a) La ciscara convexa ( el conjunto mis npequefic gue  los
contiene) de los cinco puntos, es un trisngule, digamos Fs, Pz ¥
Pa. Fntonces por i), tenemos que hay al menos dos triingulos
obtusingulos que Lienen como uno de sus vé¢rtices a Pa v los  oiros
vértices se toman de los puntos Pi, P2 v Pa , y también por O,
hay otros dos triingulos obtusingulos con Ps v con los puntos P,

Pz v Ps. As{ que por lo menos hay cuatro triingulos oblusingulos.

?

2
5.

Caso b) La ciscara convexa es un cuadrilitero, digamos  PiPzPaPs,
y Ps esti adenirec. Con los vértlces delcuadrilitero podemos formar
cuatro triingules, entre los cuzles, ps esti dentro de dos de
ellos, En la figura, en los triingulos APPaPs v 4P2PaPs. Como  en
el caso ), dos pares { APiPaPn, AP2PaPs v 4P2PaPs., AP2Fs 2 son
triingulos no ascutingulos con vértice Ps, De estos pares, sslo
buede haber un elemento en comin Cen el dibujo es APzPaPs), | De

agqui que tengamos al menos tres irisngulos no  acutingulos con
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vértice Pn, Ademis uno de los ingulos Fe, P2, Pa, Ps es mayor o

igual a 90% | dando lugar a otro triingulo no acutingulo.

P

Caso c) Los puntos forman un pentigono convexo PiPaPaPuPs.  La
suma de los inguleos interiores es 540°, por lo que al menos dos
ellos son no agudes. Esto di lugar a dos triingulos no agudes . Si
los tres angulos interiores restantes son agudos, dos de ellos
deben de ser adyacentes, digamos P2z v Pa, v por el caso 10
aplicado a2l cuadrilitero PsP2PaP«< , unc sus 4ngulos PiPsPa &
P4PiPz no es agudo. Dando lugar a un triingulo no acutingulo., Este
‘Lriingulo es diferenle a los otros dos que vyva habfamos oblenido
porque los obtenf{amos de) hecho de que dos de los 4ngulos en Py,
P« 0 Pz eran mavores o iguales que 90° vy entonces esos dos
trisngulos tenfan a Pa como vértice.

Como conh los cinco puntos podemos formar diez triingulos, de los
cualss al menos tres no son aculingulos, inferimes gue a lo mis

siete triingulos no acutingulos,
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)

Supongamos que E es un punto de la interseccidn del
circuncirculo de AAMN con BC. Los triingulos AADN vy AHDE son
seme jantes. As{ que;

AD DN . .y
H5™ ™ “pE ¢ entonces ADeDE = HD4DN . Como los Lriiugulos
AAMD y AABE son semejantes, entonces AD = DE .
Por tanto ADsDE = AD® = MDeDN.

Entonces AD es la media geomstrica de MD v DN.

o )
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Supongamos que AD es la media geométrica de MD vy DN, Entonces

AD%DE = MD=DN, De aguf{ que

—%g— = gg . Por cousiguiente, los triidngules LADH v ADNE son

seme jantes, Entonces ang M = ang E,

De mapera que el cuadriliterc

AMNE es conciclico.

Per tanto el circuncircule del triinguleo AAHN intersecta BC.

503

{
i
i
|
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~ |
1
\\‘\'B

Tracemos por B una linea perpendicular a !. Sea R el punto de

interseccién de esta perpendicular con !, Consideremos un punto
diferente de B sobre la linea BR tal que RQ = BR. Nolemos que para
cualquier punto M sobre U, ¥B = MQ.

Aseguramos que el punto P es la interseccidn de L con AQ.

En efecto, Si ¥ es cualquier otro punto sobre L, AH + MB = AN +

HQ > AP + PQ = AP + PH .

51
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Sabemos que AC + BD + CB = 16 ...... (1.
Notemos que el irea mixima del cuadrilitero se alcanza cuando
ang ACB = ang DBA = 90°,

En este caso, srea (ABCD) = —1- CACHBC) + —— (BDYBE) = —0

‘.-

BCCAC #+ BD) ...... (2

Entonces encontrar el miximo de (22 bajo la condicidn (1) es
equivalente a encontrar el maximo BCCAC + BD)Y sujeto a (1), Como
el producto de dos nUmeros xv que sumades son una  consltante  gs
miximo cuande son iguales, tenemos que nuestro problema se
resuelve cuande BC = AC + BD.

Entonces de (1) tenemos que 2BC = 16, de aguf que BC = 8 = AC +

BD. Por tanto, srealABCD) = 32,
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Supongamos que las li{neas BBy y CCy. concurren en un punto O,
Queremos ver que la linea AAy también pasa por 0. Para esto, basta

probar que ang Ci0A: = ang COA. Entonces probaremos que los

trisngulos 4COA y ACi0A: son semejantes,
Sabemos que los triingulos AOCiBy v AOCB son semejantes, vy como

ang OCiA = ang OCA, entonces

0Cs . _CiBy A1Cx
oC CB AC

De aqui que los triingulos AC:10A: y ACOA son  semejantes, Por

tante las lineas AA«, BBu v CC: son concurrentes,

53>

» 3
Tracemos una linea !, paralela a BC, que pase por A v sean Ry 8
los puntos de interseccién de CN v BY con ! respectivamente.

N&lese que los triingulos ANAR y ANBC son semejantes. De modo

que;
AN AR
k8~ " TBC -

Por razones semejantes se tiene que:
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iy e H,  AS . LC R BL _ AS

AT TR Y Lot Re Y Lo T oEn - ASL ave E ey
AN BL cq AR SA  ®BC

Por tante -k~ “[G~ “WA " BC RKT EA o

Inversamente, sunongamos que EM v CH ge intersectan en el punto
0 v supongamos que AO corta a BC en un punto Q. De aqui tenemos

que

AN BO oM,
NET TRLT THA

Por hipdlesis sabemos que

JAN o BLen
WA~ TLCT THAT

AN BO CHM _ AN BL CH
NBT TGLT THAT T WBT LT THAT

Entonces ~§%* ™ —%%m . De aqul que L = Q.

Por tante AL pasa por O.

543

Sean AP, BQ y CR las perpendiculares desde A, B v C
respectivamente, a la linea LM.

Es ficil ver que los triingulos 4APN v ABON son  seme jantes v
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también los triingulos AQBL y ARCL. De aqui que
AN _ _AP BL  _BO
R "B Y Te "

Los trisngulos 4APM vy  ACRM también son seme jantes, De modo que

o, CR
i AF
AN BL CH AP BQ (R

For tante Ry “TC WA “ B¢ ek AP <!

Inversamente. La pueba de la afirmacién inversa es asniloga a  la

del problema anterior

Ay

55)

Sea 1 el incentro del tri4ngule AAdAzAsq,
Como el cuadrilitero TyA2Til es cfclico, entonces ang TaiTd =
n -~ ang Az.

Ya que ang TaBaA2 es el 4ngule exterior del triingulo ABsA24s,

entonces ang TsBaAs = ang Az + L ang Aa. Ademis ang T:IBs = L
2 2né 2

- ang TyBeI . De modo que
ang TalISa m 2 ang TolBa » n ~ 2Zang Az - ahg Aa.
Por =sonsiguiente, ang SalTy ~ ang Tally - ang TalSa = ang Az 4

ang Aa.



Por tanto ang S2IT: = ang Az + ang Aa
De mabera andloga se prueba que ang S2ITe » ang Az + ang Az

Por tanto 5282 ' Azhe .

56)
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-
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Coma ang RTU = ang USR, se sigue que los triingules ASUQ vy ATRQ

son seme jantes, De modo que;

-

Por tanto QS & QR = QU s T,
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Tracemos los segmentes ST vy RT. Preboremes gque los  trilngulos
AQST vy AQTR son seme janles,

Primero probaremos que ang RST = ang RTQ. Una manera de
probar esto, es hacer tender S hacia T. Sin embargo, daremos otlra
prueba;

Sea O el centro de C. Tracemos el segmento OT. Sea §' el punto
de interseccisdn de la linea OR con €. Notemos que ang 0S'T = ang
RST.

Como ang QTR + ang RTQ = —— y ang RTO + ang OTS' = L
entonces ang QTR = ang OTS’.

Ya que el triingulo AOTS' es isésceles, tenemos que ang OIS’ =
ang 0S’T. Por tanto ang RST = ang RTQ.

Ademis ang SQT es un ingulo comin de los dos triingulos. De modo
que dichos triingulos tienen dos ingules correspondientes iguales,
Por consiguiente son semejantes.

Entonces, -%%— " —%%"
Por tanto QS ® OR = Q7% .
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Sea £ = ang FCO, donde F es es =) punls de contacto de C con K.
Sobre la linea AD tracemos un vunto H tal que EH = FC, como en  la
figura. Entonces los triingules AOFC vy ACEE son congruentes.
As{ que anpy EHO = ¢, Notemos aque ang D0G w 4,

Por otro lado ] cuadrilitere ABCD =25 czonciclice, de modo que
ang HAG = n - 28, Por consiguiente, ang HOA = n = 8 - (n - 28) =
8, De modo que AH = AD.

Entonces A0 » AH w AE + EH = AE + FC = AE + CG .

Por tanto AC w AE + GC .

593

Sean C v D los puntos de interseccidn de K con la linea 0P,
Entonces, PB¥PA = PD¥PC = (PO + p)CPO - r) = PO* - rZ,
Por tanto PBwPA = Pg% ~ p?,

602
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Para probar que el lugar geomsétirico es una linea recta,
consideremos dos circunferencias €t vy C2 no concéniricas cuvos
centros son O v O v cuyos radios son r¢ y rz respectivamente.
Sea P un punto que tiene la misma potencia con respecto a Ci v Ca
Dibujemos una linea PH, perpendicular a la l{nea de los centros
001. Entonces

P0* - r? = POF -
Restando MP?, ver figura, obtenemos :
OM* =~ 1% = MO = 1l
z

l -
Ya que OM + MO: = 004, Lenemos que OM ~ HOg = _E_BBTEL——

Not.emos que esta ultima expresidn es constante.

AT irmamos que hay un s2lo punto M4 que sat.isface estas
relaciones.

En efecto. Supongamos que un punhto N también cumple que ;

OK + NOy = —Ejaérzi—-, entonces

OM = HO: = ON =~ NOi. De aquf que ON ~ MN -~ M01 = ON + MN - MOi,
Pol consiguiente N = 0, es decir N u ¥ |

Por tanto, si un punto tiene potencias iguales con respecto a
las doz circunferencias C; v Cz, estid en una perpendicular a la

linea de sus centros,
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Sunongamos gue las dos circunferencias se  intersectan es  dos
puntowg distintog, R v 0. Ya &5 ficil probar que el eje. radical de

Ci v C2 es la linea que une Ry Q.

61>

Aseguramos que los puntos G, N y P estin alineados., Notemos que
la potencia de P con respecte a K1 v K2 es la misma porque A, L v
P estin alineados, Por olra parte la potencia de P respecto ¥z v
Ka es la misma porque B, N vy P estin alineados., Por tante la
potencia de P con respecto a ¥t v Ka es la misma, Entonces P estd
en el eje radical de K¢ y Ka. Como se vid en el problema 62, el
eje radical de Ks v la es la recta quas une 2 2 vy N. For tanto P, C
y N estan alineados,

Coma apg PLM + ang MLA = n , ang CBM + ang MBA = n vy ang ALH +
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ang ABY = 7, entonces ang FLY = ang ABM y ang ALM = ang CBM. Por
consiguiente ang MNP = ang ALM, De modo que ang PLM + ang HNP = g,

Por tanto L, H, N vy P =on conciclicos.

625
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Intoduzcamos un sistema de coordenadas de tal manera que el
origen quede colocado en el centre del cusdrado. Supongamos que el
cuadrado es de lado 2. Entonces las coordenadas de A, B, € v D
gon; A= (-11) B w100, Cow (1«4 y D = (~11), De modo gue
las cocrdenadss de X, L, M y N son; K = €0, 1 - 475 3,



Loa (43 44,00 Ne 0,8F -1y Ne (73 -1,0),

Sea P12l punlo medio del segmenteo DN, gue o=

! 73 -2
Poow ( - 5 bl
Sea P2 el punto medio Jdel segmenloc LK, gue es
1 - 45 i -~ 43
Pz = ( > ' s )

Calculemos las distancias de Py y Pz al origen, d(P:, 03
),

dCPz2, 00 =™

i+ 8- 2073 . 1+3-2975" ]‘-/z
) 3

t
SO
Nolemos que las dos distancias son iguales.
Sea Pp el punlo medio del segmento DN, que es ;

P = ."-'—2—'-')

Calculemos las distencias d{P:, P2) v d(P2, Pad), les

4CPe. Pa> = [c =2+ T8 OF, T -9 ] &

i
- [7 - uT]“
Por otro lado

] 2 }2
dcpz,Pzan[C:"E?"T’ « L2400 ]

n [7- 44‘3"]”7‘

Notemos que las distancias son iguales.

y d(Pz,

d(P1.0)-[-%—- +i_‘*__%__:__:l_-_'.’i:___]l/2_ [2_ 4_3__]1’,2
[

ceales

Como la figura es simétrica, todas las demis distancias se

checan de manera aniloga. Por Lanto, los doce puntos son los
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vgriices de un dodecigono regular.

632
a)

g

=

Primero mostraremos que ang PAX = ang CAB.
Como el triingule AOXA es equilitero, entences ang QAX = 60°. De
aqui que ang PAX = ang PAB - ang XAB = (30° + ang CABY ~ 307 = ang

CAB .Por consiguiente ang PAX = ang CAB .
e v . A AX
Ahora mogiravemos gue oyl

Notemos que los triingulos APAC v LQAB son senejantes. De  modo
gque
-g%— = —%%—. vera AX = AQ. Por cuansiguiente
PA L AX
AC CY:

Por tanto, los triingules PAX v AABC son semejanhes.

bo
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Primero mostraremos que ang PAX » ang CAB.

Como el triingulo AXAQ es equilitero, se tiene que ang XAB =

459,
De aqui{ que ang PAX ~ ang CAB.
Aplicando la ley de los senos al triingulo LAPC, tenemos que
PA_  _sen 30° sen 30° . .sen(15° + 15%
AC sen 105° enCigo” = 75° sen 75
o 2 sen 159 cos 15° 2 sen 157 cos 15°
TeniP0° = 15°% cos 15
s 2 gen 15°,
Por otro lado
AQ  _sen 15° - sen 15° - Sen 15°_
vy- sen (500 sen(i80. = 30°7 “sen 30°
- sen 15° e 1 I | 1 _
2 sen i5° cos 15° 7 cos 15° 2 cos 157
o 1 2 sen 15° - o
= sen 307 —ppTEoT M Toos 1o T 4 sen 1S
Por consiguiente is L] ﬁg = ‘:g . De modo que —;’2\— L]
_AC
7y I

Por tanto los triingulos APAX v AABC son semejantes.

64)

70

5 TESIS WO DEBE
SAE[g BE LA GIBLIOTECA



Sea H la interseccién del segmento BC y el segmento HN .

Para probar que irea (ABNM) = 4irea CAABC), basta probar gue
Area (ABNH) = irea CAMHC). Si probamos que BN 1 NC, la conclusidn
seria Inmediata, va gue se tendria que: irea (4UBNC) = srea(alNC),
Asi que 4rea (ABNC) - irea (ARHE) = irea C(AMNC) < sreaCANHCQI, De-
modo que Area (ABNH) = srea CAMHC) .

Entonces probaremos que BN I NC

ang BAN = ang BCN y ang HBL = ang NAC . Pero ang BAN = ang NAC ,
de modo que ang MBL = ang BCN ; y como son 4&ngulos alternok

internos , entonces BM § NC .
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Ses I' &l punto de interseccién del segmento BC con Ka .

Como en el problema anterior, basta probar que HP 1 BN v PM I hC

Primero probaremos que PH Y RC .Para esto, es suliciente mostrar
que ang PCN = ang MPC .

Como ang MPC w ang NAC = ang BAN = BCN |, entonces ang MPC = ang
BCN = ang PCHN . De modo que PH I NC .

Ahora probaremos que HP { BN,

Sea a = ang MPQ =» ang BAN. Como ang BPK + ang KPM + ang HPC = n,
entonces ang BPH * ang HPM + o = 7. Ya que los puntos A vy P estin
sobre K¢, se tlene que ang HFN + 2a =

Como ang NBG = ang NAC = o , tenemos que HP I BN,

66>

Sea AABiCs un triingulo semejante a AABC tal que A1 = A y 8
estd sobre K,

Sean H, D v L la interseccidn de la mediatriz del segmento BC
con BC, AB v K respectivamente, y M', D' y L’ son las

{ntersecciones de B:Cy, A8 v X con la mediatriz del segmento BiCi.
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Dado gue los triingulos 4ABC y AABiCi son  semejantes, Lenemos
que ang ABC = ang ABsCy. También ang BMD = ang BH'D’ = 90° . De
aqu{ que ang BDM = ang B;D’'M’'. Por consiguliente ang AD’L' = ang
ADL.

Tracemos un circulo Ky que pasa peor A, D y D', Sea P el punte de
interseccion de la linea DL con Ki. Tomemos un punto D1 sobre el
segmento AD tal que ang AD«P = ang ADP. Entonces ang AP = ang
ADd.?, De aqui que D«P » DL’. Por consiguiente DL’ pasa por P,

Por tanto, las mediatrices concurren.

87> Afirmamos que el lugar geométrico es una linea recta
que pasa por C.
Para probar esto consideremos dos casos:

Caso i) Supongamos que By esti en el segmento BC.

X

\

s
LS
“N!_h___
I
|

Vamos a probar que ang BiCCi = n - ang BAC. Y entonces el punto
Cy se moverd en una linea recta.

Sea D un punto de la recta BC a la derecha de C. Probaremos que



ang SCD » ang BAC,
Dado que los tri4ngulos 2ABC v A0EC: son  semejanbes, tenemos
que, ang ACiBt = ang ACBi, Esto implica que el cuadrilitero ACCB1

es ¢iclico, Entonces ang BWCCy = 7 = ang BiAC: = n ~ ang BAC,

Caso i) Supongamos que By no esti en el segmento BC.

Cl

I
i
|
I
|
]
|
!
I
|

/ i

z )

Como en el caso anterior, basta demostrar que ang CiCB; = ang
BAC. .

Notemos que ang BiCA + ang ACB w n , De agu!l que ang BiCA + ang
ACiBy = p. Por tanto el cuadrilitero ACBiCi es ciclico.

Por tanto, ang CiCB: ~ ang BiAC:1 = ang BAC.

El ultimo caso seria cuando By esti a la izquierda de B. Este

caso se prueba en forma aniloga.

682
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Sean B: v Bz los ceniros de Ki v Kz respectivamente., Sean At vy
Qs los puntos de contacto de ls v !z con K2, respeclivamente. Sea
¥ el punto medio de A¢ vy Ot

Primero probaremos 'que les  triingulos AM:DiBs y  4MaD2Bz son
seme jantes. Para probar que D:iBy es paralelo a DBz, mea E un
punto sobre la linea 0Dz tal que EB: # D2Bz, Queremos mostrar que

E = Di. Los triingulos AODEB: y A0DaBz son semejantes. De manera
EBs . _OB:

que -Fog=- 685 Por otra parte los Lriingulos ADAsBt y  AOAz2B2
. 0By A1By BeDy
son semejantes . De modo que DB ™ “7:Er ™ TH:D: ° Por tanto

E?’_’ " -g—;—g—:— . Es decir IB1 es iguel al radio de Ki. De modo que

E est4 en la recta ODz v en Ki. Por tanto £ = Dy, Hemos probado
que DBe | D2zBa .
Las rectas A:Bs v A2B2 son paralelos., De aqu! que los triingules
R .. HeB: A1B¢ BiDy
bAMBy ¥ éA:’.M;ﬁz son seme jantes. As{ que 2R3 - FYY:Ty - 52532
) 181 B1Dy
De modo gue ®zBr " "Hipr Y+ por lo gue probamos antes, ang
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HsBiDy = ang MaR2Da2, Esto implica que los triingulos AMBiDr v A
HzD:2D2 son seme janles. Probamos esta semsjanzs porgue vamos a  usar
que ang :MiBr = ang DaMzbs.

Sea T el punto de inlerseccidn de las lneas Dl v Arha,
Notemos que lam potoncias do T con respesto o ¥ v a Ky coinciden
porque T, Di v Ly estin alineados . Como T esta en Addz, la
potencia de T con respecto a K; es CTAD? y con respecto a ka2 es
(TA2)? . De manera que TA( = TAz., Es decir T es punto medio de
AsAz.

Sea M el punto de interseccién de Dils con BiBz. Entonces . como
Dil1 es paralela a AiQ1 v T es punto medio de AtAz, tLenemos que H
es punto medio de Ms v Mz. De aquf{ se sigue que los triingulos
AM4MDy v 4MaMD: son congruentes. En particular, ang DiMiBi =  ang
DiMaM,

Por simetria, ang LiMzM = ang DiM2M. PReuniendo las ires
igualdades de ingulos que hemos probado, tenemos que, ang Li2H =
ang DiMzM = ang D:MiB: = ang Dz2M2Ba. De modo que ang LiMaH =  ang

D2M2Ba. Por tanto, los puntos Li, H vy Dz estin alineados.

A
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a)

Sean O v 02 los incentros de los trisngulos AAHB v ABHC
respectivamente. Notemos que los Lriingulos ARG, ABHC vy AAHNB son
seme jantes,

Como BH es perpendicular a AC | tenemos gue ang O4HB = 459 = ang
02HB. Ast que ang OHO2 = 909 . Ya gue ang HADy = -—%—- ang HAD =

~%— ang HBC = ang HBO2, obtenemos que l}os trisngulos A0dAB v

40:BC son semejantes. De aqui que -%%%w - m%%%- @ “%%' . De
manera que ang OiHOx = on° Y —%igu L] —g%— . Por tanto los

triisngulos AABC v AOHO2 son seme jantes,

Ya que ang HD102 = ang BAC = ang PAH v ang 0204H + ang HO4F =  n,
tenemos que ang PAH + ang POl = n. Y como los 4nguleos intericres
del cuadrilitero AHO4P suman 2n, concluimos que ang APOL +  ang
AHOL = n, por lo que ang APOy = 155° De aquf que ang BPQ = 5%, ¥
entonces ang POB = 45° |

Por tanto ang BQP = ang QPB.

bd Sean L, H v N los puntos de contacte del incircule del
triingulo ABHC con los segmentos BH, HC y CPB respectivamente.
Notemos que BL = BN, entonces basta probar que LH = RO.

Como ang LHOz » ang 020N = 459 y ang O:LH = ang O2NQ = 5p°,
tenemos que, ang NO20 = ang HOal = 45%. Ademas, O2L =  O3N.
EnLonces los trisngulos ALHOz v ANQO2 son congruenies,

Por tanto LH = NQ.
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Sea 0 el centro de ¥2 vy Ki. Sean E y D los puntos de

interseccién de la linea OP con Ka.
Bp

Notemos que los triingulos APEB y APDC, entonces -5
.

Sea O el punto de intersecci¢n del segmento BP con Ki, Sean a o

BO ,bw QP , c= PC y d = PA, De manera que (13 foma la forma

* -+
; - ? L] R = I , es decir que (a + blg = g2 -~ r? . Dpe manera

ansloga ohtenemos (b + ¢la = Y = r% En particular a = ¢c. Como el

triingulo APQA es rectangulo, se tiene que QA ez diimeiro de Ki.
De manera que b2 + d% = {1

Desarrollemos CAZ, AB? y BC?

CA? m d? + c¥ m d? + a7,

AB? = d? + Ca + )%= g% + a? + b? 4 2ab & d%* cla + b)Y *+ b 4+ ab
w {p? + R? =« p? + ab m 37 + R? + ab |

BC m Ca * b * ¢)* m a? + b® + c? + 2ab + Zac + 2bc w da® + BT+
dab = dcCa + b) + b? = 4R - »? ) + bP |

Sumando las expresiones anteriores, cbtenemos

cA? + AB® + DC%m g% + a® + ab + 5R?T -~ %+ b% = 4o + 5RT - o7 4

eCa + b) = 3p%+ 5R% + R? = p Zm 6R? + 212,
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71) Consideremos el siguiente dibujo

Donde G y E son los puntes medies de los segmentes OH vy 0P
respectivamente; A v C los puntous medics de low segmentos'OB v 0D
respectivamente. El segmento BD es un dilmetro de ¥,

Sabemos gque ang BFD = 90%. Si probamos que ang AEC o e0°,
entonces E estariy en la circunferencia que Liene Liene  por
difmetlro al segmento AC, de modo que el lugar geométrico ‘descrito
por esos puntas es un circulo. De aqu{ que basta probar que los
trisngulos AAEC v ABFD son seme jantes,

B . También ang FDB = ang ECA.

2
Entonces basta mostrar gque AC w —Eg— .

Notemos que EC | FD y EC =

Como BD = BC + CD = BC + OC = BC + OH + BC = 2HC + OB = 2BC +
204 = 2 CBC + 0A) = 2(BC + AB) = ZAC. Entonces AC = -2o—
Por tanto, el lugar geomélrico descrito por dichos puntos medios

es un circulo,
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Sea 0 el punto de intcrseccicn de la linea FiF2 v AjAz.  Sean Oy
y Or los puntos medios de los segmentos AsAz y BiB2,
raspactivamente. Pura . = 1, 2, sea E. el punto de interseccisn
del segmento F1Fz2 con la linea perpendicular al segmento FiF2 que
pasa por O

Come los Lriinguleos A0E:0: y ADE:z0: son semejantes, Lenemos que,

EsDy 004

202 002

Ya que los tridngulos a0BiF:1 y A0BzFz son  semejantes y  tambidn
los triingulos AOAIFr v ADAzF2 son semejantes, tenemos que 8?1

0B2 0As 0A2 0By _ _0Ay
OFz Y TOFiT 7 ToFy Do eaul ave mpe = oo

] 00y -~ 0«Bs _ 0Bi 0B2 - 00: + 0:B1 .
Notenmos que . —gr—77, Oay~ “Oaz ° T00s F0aAs” ¢ B¢
. 001 - 0sHe 001 + 0:91 o .

manera que, TRV ¥ o 002 T hsAq . Desarrollando esta
expresicn resulta gque “”gﬁoi' L —?T;%% . Por consiguiente —«é%—;
~g—:—%i— , pero E202 = 0245, de manera gue Eidq = 045,

Dado gue los tirisngulos 20iFiB: v asFiEs sea  congruentes,

BY



tenemos que FeB:1 = FiEs,
Dade que DBy = 04Bz, wse weigus gque los titridngulos &F2B200 . ¥
4F2E104 son congruentes, De aqul{ que FaBaz = FiEi.

Por tanto FiF2 = FaBt + EsFy = F2B2 + FyBa1,

Sea P el punto de interseccién de la linea BC vy K. Aseguramos
que la linea B'C’ pasa por P. ‘

S¢a L =l punto de interseccién de AB’ ¢on la recta BC. Y sea P
e} punto de interseccidn de las rectas BC vy B’CY.  Enlonces los
trisdngulos AABL v AB'LP’ son semejantes. De menera que ang BAB' =
ang B'P’B., Esto muestra gue los puntos A, B, B' v P’ son
cahciclicos. Pero XK es el circule gue pasa por A, B y B’. Por
Lanto P’ esli en K. Y come P' ests en la recta BC, tenemos que P!
= P, Por tanlo la linea B'C’ pasa por P.

Dado que ang BCA = ang B'C’A, entonces ang ACP = ang AC'P.
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Por tanto los puntos A, C, €' v P son conciclicos.De manera gue
C’ ests siempre e&n el circuleo Kt que contiene 2 los puntos A, C v
P.

Por tanto el lugar geomstrico de los puntos ©' es un circule .
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DEFINICIONES BASICAS S0BRE LOS TRIANGULOS

Se llama HEDIATRIZ de un segmento al lugar geométrico de los
puntos equdistantes de los extremos del mismo.

Al punto de concurrencia de las nediatrices s 1lama
CIRCUNCENTRO v a la circunferencia que pasa por los  wvértices
CIRCUNCIRCULO.

El punto de concurrencia de las biseclrices interiores de un
tridngulo se le llama INCENTRO.

La circunferencia tangente a los tres lados del triingule cuyo
centro es el incentro se le llama CIRCULO INSCRITO.

La ALTURA sobre un lado de un triZngule es la perpendicular a
este, Lrazada por el vértice opuesto,

Una MEDIANA de un triingulo es la recta trazada desde el punto

medio de un lado al vértice opuesto del mismo,
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STHBOLOGIA

-4 mayor o igual

A

menor o igual

L} paralelo
ang angulo
AABC trisngulo ABC
tan x tangente de x
sen x seno de x
cos X coseno de x
AB se utiliza para representar

i’ segmento gue une el punto A al punto B
1) longitud del segmento AR, v

{ti? recla que pasa por A v B,
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