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CAPITULO 1 

1 N T R o D u e e 1 o N 

Por medio da los sentidos, percibimos lo que nos rodea y 
adquirimos la informaciQn que una vez organizada y 
comprendida, nos permite entender al hombre en el contewto de 
su medio ambiente. Ademas de la satisfacciQn ewistenctal 'e 
intelectual que nos proporciona tal conocimient6 1 posibilita 
et control y transformación de nuestro entorno para asegurar 
nuestra preservación y evoluciOn como especie. 

El presente trabajo, se refiere a una rama de la ciencia 
conocida como Procesamiento digital de imágenes y 
Reconocimiento de patrones. La cual tiene por objeto, 
adquirir, procesar y analizar imágenes digitales auwillados 
por una computadora. §..!..procesamiento, puede consistir en 
mejorar la apariencia visual de una imagen, para facilitar su 
interpretación y análisis cualitativo, o bien para permitir 
l• cuantificación de caracterlsticas relevantes para la 
comprensión d~l f~nómeno en estudio. En este sentido, es un 
instrumento de análisis en las ciencias ewperlmentales. 

E'...l.. rgcgngcimientn ~ patrones. se refiere a la 
identlflcaclón automattca de estructuras (patrones>, a través 
de un modelo da estas, as' como a la descripción de las 
relacione• espaciales que guardan entre sí. 

El aur9lmiento de esta r•ma de la ciencia, podemos 
remontarlo a la década de los años 20, cuando fotograrias 
digitales relacionadas con acontecimientos internacionales, 
fueron transmitidas por cable submarino entre Nueva York y 
Londres [Gonzalez, 1987J. CEl término digital, se rerlere a su 
composición discreta o <lnita, en contraste con lo continuo e 
infinito.) Posteriormente, gracias a los adelantos en la 
Fislca, ten particular la electrónica) surgió en la década de 
loa •ñas bO, la tercera 9eneraciCn de computadoras digitales, 
con l• capacidad de almacenamiento y procesamiento necesarias 
en el analisis de imágenes. 

Las capacidades de las computadoras para procesar datos no 
necesariamente numéricos, tAg;arwal, 1977J fue advertida 
r~pidamente y diversifica las actividades que podían 
automatizarse, algunas de las cuales nos son muy familiares 
actualmente como: el procesamiento de tewtos; reconocimiento 
de sonidos e lm~genes¡ el llevar los procesos administrativos 
de las empresas; en la educación¡ en el control de procesos 
industriales¡ en la prospección de recursos naturales; en la 
predicción del clima; para diri9lr armas (desafortunadamente> 
y en los viajes espaciales, 

Poslblemcnteo 1~ motivación fundo'lmPntal en la aolicaclón de 
tas computadoras para el anallsis de imagenes, radica en el 
h•cho tWahl, 1987] de que aprowimadamente el 75Y. de la 
información adquirida por el hombre es visual. Evidencia de 
esto lo encontramos en nuestras formas de comunicación 
escrita v pictórica. Ha sido tan fructi<era su aplicaciOn en 
la eval~•ción de recursos naturales desde el espacio, [Lira, 



1987; Richards 1 198bl asi come en la predicción de algunos 
desastres naturales y come instrumente en el estudie de les 
fenómenos celestes, que muchas ciencias cerne la Astrcncmia y 
la Gecflsica perderían parte de su fisonomía actual sin ella. 

Vista la importancia que tiene en la actualidad el use de 
estos conocimientos, es natural la existencia de diferentes 
empresas [MatrcK, 1988; Evans ~ Sutherland l que venden les 
componentes electrónicos e programas requeridos, haciende 
innecesario el desarrollo de sistemas en lugares dende se 
piensa aplicarles intensiva y rutinariamente para la 
producción. Sin embargo. existen factores que determinan que 
en ocasiones resulte mas conveniente desarrollar un sistema 
propio. Entre estos factores tenemos ccuarón, 1988; 
Fernandez, 1988]: a J el deseo de desarro 11 ar recursos humanos 
propios; bJ el alto coste de estos artículos; c> las 
necesidades diversas, cambiantes y especiales de un grupo de 
lnvestigaclDn eKperimental; dl el desco~oclmlento de come 
est~n construidos tales equipes y la dependencia tecnológica 
que ello ocasiona; el les mensajes informativos y 
documentación estan 9enera1mente escritos en otro idioma; fJ 
el poder adaptar can facilidad los programas producidos a la 
maquinaria con que se cuente y na al revés como es el c•sa 
cuando se adquiere un sistema externo. 

Por Jos factores arriba mencionados, tomamos coma objetivo 
de esta tusls el desarrolle de un sistema computacional que 
permite aplicar diferentes analtsls y procesamientos a las 
im•gene• dlgltales. Entre las aportaciones de este trabaja 
tenemos: 

a> Se ha construido un sistema computacional bien diseñado, 
que permite resolver una amplia variedad de problemas. 

b> Por su arquitectura modular, es f.acll darle mantenimiento 
y adecuarlo a las nuevas necesidades. 

e> Como se empleo un lenguaje de alto nivel para programar, 
el sistema es altamente partable a una gran diversidad de 
computadoras. Par la cual, resulta que con un sistema de este 
tipo, es m.ls bardta canfiqurar un laboratorio de an.lllsls de 
im.lgene'ió. 

d> El sistema esta dotado de un modula, basada en una 
novedosa teoria del .:1n.allsls de lm.lgenes, conocida coma 
Marfolagia Mátem~tlca. Esta tearla es actualmente un tema de 
investtgaciOn en diversas partes del mundo, y está 
encontrando gran dceptación, por adaptarse muy bien a la 
descripclOn ·,- reconocimiento de las p.:1tranes presentes en una 
Imagen. Adem.as, que dicha tearia a diferencia de otras, posee 
un fue1·te f'undamenta matem.ltica y trat.:1 en -forma unificada 
problemas que antes SP- cansidPr~b~n aj~nos. 
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Para una adecuada eKplicación del trabajo de tesis, se ha 
dividido la eKpcsiciOn como sigue: 

1> En el capitule 1: tntroducclan, ubicamos en un marco 
hlstOrico al analtsis de imágenes, motivamos el trabajo de 
tesis e· indicamos cual es el problema que resuelve, as{ como 
las principales etapas du la soluciOn. 

e> El capitule 2; Conceptos básicos en procesamiento digital 
de imágenes y reconocimiento de patrones. Tiene por 
finalidad, definir los conceptos fundamentales inherentes al 
análisis de lm4qenes. También, se indican les componentes de 
un laboratorio típico y las consideraciones mas relevantes 
que deben hacerse, cuando se pretende emplear el análisis de 
lm4Qenes en la ciencias eKperimentales. 

3) El capitulo 3s Segmentacl&n. Nos da una idea de lo 
compleJo que puede resultar, el dividir una imagen en su~ 
partes constituyentes. Para después, aplicarle métricas o 
métodos de reconocimiento de patrones. 

4J El capitulo 4s f1orfologia Hatematlca. Descrlbe los 
resultados matematlcos mAs importantes, que fundamentan 
•lQunas de las aplicaciones de la Morfología HatemAttca. 
Entre estas aplicaciones podamos citar1 segmentactán de 
1m4genes, reconocimiento de patrones, granulometrías, 
covarianzas mcrfoláolcas y determlnac10n de esqueletos. 

Es •ionlflcatlvo hacer notar, que la comprenstOn Y 
apllc•clán de resultados de la Morfología Hatem4tlca, 
constituya una de las partes m4• importantes del trabajo de 
teais. Ya que esta rama del an4lisls de tmagenes, es 
actualment~ una linea de tnvesttgaclOn. 

5) El capitulo~: Descripción de la estructura del sistema 
computacional. EKplica los principios de diseño, estructurds 
de datos, flujo de control y comunlcaclOn con los usuarios. 

6) El capitulo b: Casos de estudio. Tiene por obJetlvo, 
darnos una muestra de las aplicaciones que pueden hacerse con 
el Bistema descrito. Les casos de estudio, se escogieron de 
tal manera que reflejan problemáticas de diversos campos de 
las ciencias eKperimentales. 

3 



CAPITULO 2 

CONCEPTOS BASICQS EN PROCESAMIENTO DIGITAL 
DE IHAGENES V RECONOCIMIENTO DE PATRONES 

e.1 Elementos b4sicos de la percepción remota 

La e)CPlor.ación de su media ambiente y del planeta, ha 
ocupado al hombre desde tiampos prehistóricas, en un 
principio por •imple curiosidad y posteriormente para obtener 
información que le ha permitido tomar mejores decisiones para 
•obrevlvlr y perfeccionarse. AUn en la situación tan simple 
•n la cual un hambre para lograr una visión sinóptica del 
luQar donde habita, 9ube a una montaña, podvmos identificar 
los •1-.entos b~•lcas que constituyen la ntaderna clencla de 
1• percepción re•ota [Lira, 19971: 

t. La fuente de la ilu~lnación formada en esto caso por •1 
Sol qu• •mita luz o radiación Bolar lver fiqura 2.11. 

e. El paisaje configurado por todos los obj•tos presentes en 
•1 territorio e)(plorado por el hombre, tales como r:l.os, 
colinas, animales, vegetación o rocas. 

3. La escena aquella sacción o superficie del paisaje donde 
•• enfoca el interés, pudiendo ser la superficie de una roca 
o un valle completo. 

4. El ••n•or reaoto o el ola con el que se captura la luz 
proveni•nte de ta escena, y que en este caso permite obtener 
una representacldn vls~al de aquall• reQldn del paisaje que 
ha sido enfocada par el cristalino del oJo. 

5. La plat•for•a es el lu~ar donde •e coloca o monta el 
••n•or remoto para obtener una vislán de conjunto de la 
escena. (en e•ta sltuacldn la plataforma seria la montaña> 

b. El slste•a de Procesamiento compuesto por el dispositivo 
p•ra proce•ar cualitativa o cuantitativamente los datos 
proporcionados por el sensor remoto acerca de la escena. len 
el eJemplo, este sistema e• el cerebro humanal 

7. El apoyo de ca•po consista en la inspección directa, en 
varios puntos s~l~cto~ de la escena, da diferentes atributos 
d• los objetas que se encuentran en el ter1·eno, con eol fin de 
•valuar los data• obtenidos pre~iamente a distancia • 

• 



O· Fuente éte · 
Il umi nací ón 

'-._. 

""~·~ 

Paisaje 

Radiación 
Solar 

Sensores remotos 

Plataforma 

. Al •voluc:lonar I• C:lenc:I• y 1• Tec:noloQ(& •• h•n 
d•••rrollado nuevo• m•todo• y dl•posltlvos d• adqul•iC:IOn d• 
dato• • distancia, lo qu" h• hecho que la percepción remota 
... ttend• su c:•mpo de ac:c:lOn "' f'•nómenos muy dlvet'sos, ya no 
•Olo •n ·el "'undo mac:.-osc:óplco, sino to1mbl~n en •1 
~lcroscóplco. D••d• ••t• o•r•o•ctlva pod•mos ubicar •u~ 
•l•m•ntos b&•lc:os como sl;uel 

al L• fuente de llu•lnac:IDn 
Dependiendo de si •• tiene o no control de la fuonte d• 
llumlnac1ón, los sistemas de an&li•l• de lm&Q•n•• pueden 
catahu¡¡a•·•• c:o .. a 1 
al 1!1tpm.i2 ~'-
b) sl1tpm•• ~. 

Lo~ ••~t•••• activos son los qua utlll~an su propia fuente 
d• llum!n.ictOn, de la que por tantg, "'" ti•ne control. Estos 
"'t•t•m•• lfl• qu• h•n i:iermltldo lt•tender vi c•mi:io du 



9studla de la percepción remata • una diversidad de 
fenómenos, donde la fuente de iluminación, ya no e5 
~ecesarlamente el sol. En estos casos l• fuente de 
iluminación pued& emitir luz ultravioleta a infrarroja, rayas 
Qamma a X1 al9ün otra tipo de radiación electroma9nétlca coma 
las andas de r•dia tRADARI, a bien un haz de partículas cama 
protones o neutrones. Con esta diversidad en fuentes de 
tlumlnaclón es por tanto posible aplicar las técnicas de 
~ercepción remata no sólo al ~mblto de l• geo<islca, sino 
también al de la medlcln•, la blolo9ia 1 la fislca nuclear y 
la lndustrla. 

Los sistemas paslv~s son aquellos que emplean una fuente de 
iluminación externa sobre la cual no se puede tener control 
<Estrallasl y sólo se emplean las caracteristlcas regulares y 
canecidas de estas. Reciben este nombre porque en forma 
pa•iva habr4 necesidad de esper•r • que las condiciona~ de 
iluminación sean la• adecuadan para efectu4r l~ observación 
correspondiente de la escena. 

b> El paisaje es el sistema fislco objeto de estudia, y de 
los elementos que intervienen en la percepción remota es el 
m~s complejo, ya que puede tenerse control sobre el sensor 
remato, la fuente de llumlnactén o el proces•mlenta de datos¡ 
•in embargo, en el paisaje puede haber muchos <actore• que no 
pu•da controlar dlractamant& el investi9ador. Debe notarse 
que muchos de los error•• aI estudiar los sistemas <islcos 
con lo& m•todos del an~llsi• da imágenes, provienen 
precisamente por subestimar o sobrestmpllflcar la campl~Jldad 
d•l pais•Ja. 

e> El sensor re.ata. Nuevo& y modernos detectores, permiten 
ahora registrar diversos tipos de radiación electromagnética 
como son: la in<rarraja,· ultravioleta, X, Gamma y ondas de 
radia, y partículas como electrones, protones o neutrones. 
Ejemplas de tales detector•• •an la placa foto9r4fica, la 
película foto9raftca infrarroj•, lo• detectores Geiger, las 
fotodetectore&, lo• fotomulttpllcador•s y las c4maras de 
televisión. 

d) La plata<ar•a. A medid• que se coloca el sensor remoto a 
una mayor distancia de la esc•na, la visión de conjunto o 
sinóptica crece, no •si el 9rado de detalle discernible. Las 
plat•forma• satelttartas, pPrmit~n obtener tm~oenes d~ ~reas 
iguales a 100 x 100 km•, con un elemento mfnlmo de resolución 
de 10 x 10 m•. ~ resolusién .!JI. entignde lA capa;idad Q!l !.l!l 
7lstema $ensor ~ separar ~ elemgntos .!il..!l. Y.!!. ~ ~ 
dgflnldg ~ l.t!l.!!. sycgslón si!!~ eouldi•tantgs>. Esto es 
muy adecuado para las aplic•clones geofislcas y de 
prospección de recursos naturales, sin embargo, también 
pueden emplearse plataformas cercanas a la escena, como en el 
caso de l• captura de un• imagen de microscopio, donde como 
los objetos son muy pequeños, debe seguirse empleando 
detectores de alta resolución. 
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eJ La eucena. Imaginemos un plano o superficie que forma 
parte de un paisaje. Consideremos todos los objetos de éste 
qu• ••encuentren sobre aquél, y de esta manera tendremos una 
imagen visual de una~ del p'aisaje. Esto nos lleva, a 
que si por ejemplo variamos el enfoque de la lente de una 
camara fotoor6fica, podemos obtener diferentes escenas de un 
mismo pai•aJe. 

ft El sistema de procesamiento esta constltu~do por una 
computadora digital cuy• arquitectura (idealmente> guarda 
••trecha relación con el tipo de calculas de interés CKuck, 
19783. El grado de especialización en el sistema de 
procesamiento, puede variar das.de el empleo de '•tablas de 
con•ulta" <memorias> para producir un realce radiometrico en 
tl•mpo r••l CRlchards, 1986J, hasta el empleo de un 
mlcroProcesador por cada elemento de imagen en arquitecturas 
SIME <slnol• lnstruction multiple e~•cutionl o MIME <multlple 
ln•truction multlple eMecutlon> ya que muchos de los 
algoritmo• •n el proc•saml•nto de lmAgenes pueden eMpresarse 
como ·.la ejecución de multlples. instruccioneto simple1> 
independientes CKuck, 19781 Gonzalez, 1987) 

cainpo se refiere a la inspección cualitativa y 
de lugares selectos del paisaje, para 

!empleando métodos estadi•tlco•> con las 
a distancia. 

9> El apoyo de 
cuantitativa 
contrastarlos 
observaciones 

e.e Captura de l•Agenes digitales 

Puede con•lderarsu al ojo como un sistema natural para la 
obt•nción de lm4gena• del paisaje que nos rodean. E•te 
"••n•or remoto natural"·est.ai constituido por dos subsistemas 
bAaicos 1 
•> El de ~or•aclán de l•Agenes representado por los elementos 
tran•parent•• del ojo <cornea, cristalino, humor acuoso y 
humor vi treo>. 
bJ El .... n•or o de registro de i•Agenes representado por la 
retina. 

Lo• sensores remotos construidos por el hombre, contienen 
también estos dos subsistemas Cver figura 2.2>, pera en este 
caso, las im~genus son grabadas en un formato de naturaleza 
cu4ntltatlva que posibilita el an4llsis automatizado por 
medio de computadora. Con•lderemos más detalladamente, lo que 
sucede dentro del sensor remoto. El subsistema de formación 
de lmAgenes (generalmente un sistema óptico> selecciona un 
subconjunto de la escena y lo proyecta sobre una reglDn plana 
de Area finita, la cual se divide en unidades de área 
conocidas como ca•pos instantAneos de vista ClV. 
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Subsistema de 
_.E,,s,.,c,,,e .. n_,,a'--'J f orroiaci 6n de 

imágenes 

Subsistema d"' 
deteccidh y 
reqistro de 
im.~gen"'s 

Fl9ura e.2 Dleoram• d• bloqu•• da Joa subststumas principales 
d• u,.. swn•ar r'&moto, 

En ••ta •tapa del proce!iCI d• captura de lmac;1otn, •• 
cuando intar.,,lt1"e •1 subslstama sanso.-, t11ldlando 1& radl-'lcldn 
que l11cld• en cada CIV, El n.:. ... aro o elemento lá9l1;0 asociado 
a un crv, •• I• conoce C:Dll'D Dlem~nto da t .. aqun o pl•DI 
lplctur• 1rlum111nt> y su valor s• •ncu•ntra 11n una eacal• dit 

enarr,¡¡las ttambllln ••la llama nl..,•les de Qrlsl. 
L .. •pro•lmacl:in discreta a la r•olC.n •1tlPCClon .. da de la 

••C•n•, constituid• por el conJunto de pl1<el~ se le co.,cce 
CD"'D '"'ªºª" dlQltal. Cl.lando repetimos al proceso d• Cdr'ltur• 
d•scrltci para U"il mi•ma ••cena, p•ro cambl•ndo la "•cala de 
•n1trql••• abt•nemci• m•ntfe•t.mctane• pecu1t•r'1" c:e I• otsc:en• 
que "'" conjunta reciben el nombre .de l.,<1o¡¡un lflUltlu•pectr•l y 
el conjunta de medid•• •Sac:l.md•s con un CIV sot ll•m• flr•• 
u•pactr•l. Este .:.1 t lma cancep ta es muy impar t•nt•, y• por 
ejemplo, •si como l<1• •ust<1ncl•• tienen espec:tras d• 11rml•lOn 
a de &bsorc:lan car•c:terlstlc:os, cierto"' cultiva• pueddn 
ld.,1>Llflc~ri;11 .::11;;t:a c>I o:;¡;.:ii::lc pcr o;1u ,.,..,f'"'"'"t .. "'"f'"c~.- ... 1. 
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Prec-i:sem~S el concepto de imagen digital-: 

Def'lnici6n: Dada una escena F i Ca,bl 1C Cc,dl ---> Rk 
continua, podemos asociarle una imagen digital multiespectral 
f de T bandas o intervalos de energtau, 
CT 5 k, <rt, ••• ,rn) 1C <ct, ••• ,cm) 5 Ca,bl 1C Cc,dll de 1• 
sii;¡ulente f'ormat 

-.,:--'<rt, •• ,rn> x <ct, •• ,cm> ---> <el, •• ,e.!,> x •• x <•I,.,e~> 

ce. l > 

En esta def'inlcl6n 1 k es el número de bandas en que se 
manifiesta la escena, n es el número de ren9lones 1 m es el 
núm•ro d& columnas, T es el número de bandas de la imagen 
multlespectraly w es el número de tonalidades en cada banda. 
L• ecuación C2.ll slonlf'ica que el valor f<r¡,cJI de la 
tmaoen dlgtta1 mu1t1espectr•1, ªR ia banda n y en a pos1c1ón 
Crt oCJI .es proporcional Cq es la constante de 
proporcionalidad en ta banda 41 alnvalor de la escena F en ta 
misma posición y banda (en rigor q puede depender de r1,cj y 
de Fl. Nota: Estamos empleando el simbolo ! con dos 
si;nlf'lcados. El primero es como el "menor o ii;¡ual" entrv 
números reales y el segundo es como "contenci6n" entre 
conjuntos. 

En muchos casos, la imagen multiespectral es de una sóla 
banda T • 1 y se le llama i•aoen digital •onocromatlca. Una 
estructura de datos que se emplea comunmente para almacenar y 

~~:~:~:~ta!ª9 to!:~ge~:~or:: e~n:l ::::!~od:ec~or~alm 1 RT~ ;~~ 
embargo, en problemas como la segmentación y la descripción 
de ••cenas, &e han lleoado a emplear otras estructuras de 
da tos como son listas, Airbo le• cua ternar los y "p l r.1m l des" 
CGonz•lez, 1987; Boyle, 1988; Tsutsos, t984J, 

Cuando pretendemos utilizar un sensor remoto en ali;¡una 
aplicación, hay qu• tomar en cuenta su tiempo de integración 
que e& el intervalo de tiempo que le lleva en formar y 
registrar una imat;;1en. Al utilizar loto métodos del 
procesamiento de lm.1genes, l• mayoría de estos supone Que el 
sistema fislco puede con&iderarse invariante ante el tiempo. 
Por ejemplo, si estudiamos un sistema biológico tal como un 
conJunto de microorganismos, el tiempo de inte9raclón debe 
ser muy reducido, para QUe la imagen adquirida sea como una 
toma est.1tica de estos seres. Otr• situación se presenta 
cuando la velocidad relativa entre un vehiculo espacial y un 
cuerpo celeste es muy grande. Si el tiempo de inte9ración no 
es lo suficientemente peQueño, no obtendremos una correcta 
representación de la escena. 

Si una tma9en digital es una representación numérica y en 
cierta f'orma simplificada de una escena, ¿ Como puede medirse 
la calidad de una lma9en ~lgltal ? Elementos para contestar 
esta pregunta, podemos encontrarlos analizando el proceso de 
captura. Recordemos que el tamaño del CIV es el elemento 
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minlmo de ~rea asociado con la eecena en e•tudlo, por lo cual 
•u• dlmenaione• determinan el tamaño de la estructura mAB 
pequeña dl•cernible y con ello la resoluclán espacial. Por 
otra part•• el valor de un plMel que se escoge en una ••cala 
y •l núm•ro de tonoe discernibles en ella, constituye la 
resolución radlométrlca. Reoresando a la pregunta formulada• 
puede decirse que ademAs de los dos factores anteriormente 
m•nclonados. el contraste y el grado de definiclán de bordes 
•on al9unos de loe factores que intervienen para determinar 
la calidad de una Imagen digital. Los factores restantes. 
pueden considerarse subJetlvos y m4s difíciles de definir. 

Pa•amo• ahora a definir algunos otros concepto• 
relacionado• con la captura de lmigenesa 

El proceso de dlecretlzacián en las coordenadas espaclale• 
·para aproMimar una escena. recib• el nombre de dl9ltlzaclán y 
cuandb se diecretiza al Intervalo da energía an el cual ea 
mide l• radlaclán proveniente de una escena, se le llama 
cuantlzaclán. 

Adem4s de la repre5entaci0n numérica, una imagen digital 
tiene una represantacián visual, que se hace avldente cuando 
"invertimos" la captura y reconstruimos la lmaqen. 
Correspondiendo los alementos láqicoa CpiMel•) 1 con "punto•" 
d• Arva ~lnlta. color • intensidad determinada del 
di•po•ltlvo de despliegue. 

2.3 Ca.ponentes de un l•baratorla de procesamiento de 
l.aoene• 

Las componentes bAslcas de un l•boratorlo de procesamiento de 
lm6Q•n•s •on (ver figura 2.3>1 

•) Un digitlzador qua-captura la escena Ccomo vimos en la 
••ccián •nteriorJ 1 produciendo una representación numérica de 
ella. Entre los dispositivos más r•pr•••ntattvos de este tipo 
ten•mos1 lJ Mtcrodensitémetrpn¡ 2) Ra7trgadgrep stJt ~ 
lyminosgp Cflying spot scanner•)¡ 3) Disectores Q!t l.!9Arum.I 4> 
Ctmaran !"il.!l. teJevi1tpn y~) 81rrrdgres multipspectralgs. Los 
dos primeros sensores, requieren que l• escena esté en l• 
forma de una transpar•ncia Cun negativo fotoqrafico) o 
fotografía. El tercero y cuarto pueden capturar lm4oenes 
r4pld•ment• en las mismas circunstancias que los anteriores. 
sin embaroo 1 son menos precisos. Finalmente el barredor 
multl••p•ctr•l• se emplea con plataformas satelitarias y es 
capaz de tomar datos de grandes eMtenslones de un planeta y 
en var1•• longitud•s de onda. Para una descripción más 
detallada de estos di9itallzadoras, pueda consultarsea 
CGonz•l•z. ¡q97¡ Ca•tlvman, 197q 1 Lira, 1997] 

bl Di•posltlvo• de al•acenamiento secundarlo para quardar las 
lmtqenes dlgitale5 a analizar, los reportes v las imágenes 
tr•nsformada•. Mientra• las imágenes no se procesan, se 
guardan generalmente en unidades de cinta. debido a su alta 
capacidad da •lmacenamiento y manar costo respecto a una 
unidad de disco magnético. Cuando ya se van a procesar las 
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lmagenes 1 se transmiten a un dispositivo de almacenamiento 
mAs rApldo que las cintas como son los discos magnéticos. En 
•plicactones como: consulta da datos gaograflcos y 
espaciales, en donde las transacc:lones caSi no involucren 
ac:tuallzac:tones a la base de datos de imAgenes, un nuevo 
dtsposltlvo; el dlsc:o Dptlco CTautsos, 1984] presenta una 
capacidad da almacenamiento muy auperlor a los dlacos 
magnllot leos. 

c:J Biblioteca de programas. E& conveniente poseer una gran 
variedad da algoritmos, ya que asto determina el n~mero de 
aplicaclonas qua ~uaden realizarse y en cierta forma la 
productividad del laboratorio. Algunas •lternatlvas de 
organlzaclOn de los algoritmo• par• nu mayar eflcac:la pueden 
anc:ontrar•• an CCastleman, 19791 Glni, 198~1 Ríos, 1987] y en 
el capitulo 5 de esta tests. 

dJ Co1aputadora· par• llevar a cabo la aplicaclDn de lo• 
algoritmos. En este género, podemos encontrar desde 
mtcrocamputadaras y estac:lones de t·rabaJo que sOlo real izan 
la• trans~ormacionas slmp1as y daJ•n las complejas para una 
computadora mayor, hasta supercomputadaras con alto grado de 
paralelismo en la ajecuclQn da instrucciones y especializada• 
en cAlculos numéricos. CGonzalez, 1987¡ Dougherty, 1987] 

•> Dlspoal~ivo de despliegue o l•presor qu• permita ver l•• 
imAgenas dlglt•los o imprimir la de~c:ripciOn •imbDlic:a de una 
imagen, producto de su an•li•is. Entre lo• dispositivos de 
d••Pllegu•, tenemos controladora• grAficos y pantallas con 
dlv•rso& grado• de resoluclán y m•n•Jo da colores. Otra 
alt•rnattva ••el ampleo da impresoras de linea y actualmente 
impresoras l•ser. 
Para una descripción de un laboratorio de proc:e&amlento de 
im49ena• en MéKlco, puede c:onsultar•e CTehuacanero, 1989] 

2.4 Consideraciones previas al anAllul~ de lmAgenes 

Se ha dicho que una imagen digital ee la representaciOn 
lDgica d• un escena y que en general tiene forma numérica y 
algunas veces visual, también se ha descrito sintéticamente 
la mac•nica de la captura y registro da una escena en rorma 
de imagen digital, pero ~ 2J.l*. slgnifl;• flnlcamvnte ll!l aJd.. 
~ mA.A. ggngral .!.f..!lA ~ mul tlp,pectral 1. Esto es 
importante para entender el mecanismo de an4ll•i• que se 
requiere para estudiar el funcionamiento da una escena. Asá 
pue•, puede dectr~e que e~ l~ v~ri~ción o~paclal y ~spuc:Lral 
de la "energía luminosa" proveniente de ella CLira, 1987]. La 
variación espacial, slgnlric• el cambio de lo& valore• de 
intensidad en una banda, al paear de una posiclDn espacial 
<K1iY1> a otra <K2,Y2>· La variaclán espectral, es para una 
po•ici6n <K,yl, el cambio de los valore• de intensidad da una 
banda a otra. 
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Escena 

Digitalizador 
Computadora 

t------'1 Cen1ral 
. ..._ _ _,Imagen 

Digi 1al 

Programas) 

Ftour• e.3 C:cmpor,.•nt•• b.lslc•• d• un 
p.-oc•••mlento dl'ill t•l "• lm.,l;o¡¡cmes. 

Unidad de 
Despliegue 

Tablero de 
Con1rol 

en 

P•r• c:ontlnuAI"' con vi ••tudlo d• lo• •lemantos b.l•lcos d• 
una lm•c;i•n dlQital can f"ln1tt1 d• an.lll•ls, •• n•c•sal"'ICI aho.-a 
introducir •l coni;;•pto d• patrdn ••paclal y ••P•ctral. En un 
••ntlda muv amplio pod•inos •ntRndel" por un P•trdn a un 
ar-rRQlD de ente• d• la 111l•m• natur•lera. Por- Rntes 
ent•ndemos, ya ••• objeto• fi•IC:o• como pur•on••• animal••• 
"'ontaó'!••• etc., o bien ccinc•ptas IG9ico• como nUmRro•, 
flc;iur•• o c.ie.-pos QRDmétrlco•. La palabra natur"&l•za •• 
r•fl•l"R 1 al conJunto d• propiedad•• que nos hace conslderal" a 
varia• entidades como relacionad••· E•t•• propl•d•d•s d•b•n 
ser le •uflcl•ntefflent.,. precisa•, d• tal manere qu• nas 
perfflt tan conocer •I euatqul•r abJ•to o eoncepto lD9lco, 
pert•n•ce a ne a nuestra arre9lo de •nte• en cue•tlDn. El 
ardan en que•• de•crlb• un patrOn es importante, ya que se 
canstder& dtferenta por eJe,.,plo, a las patron•• tl,C?,3J y 
C:J,C?, 1 l. 

Cuando la• ente• que p,..rtlclpan en 1• d•flnictan de patrón 
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son físicos, tenemos un patrón fislco lpor ejemplo, la 
confi9uraclán de una parvada al volar) y si son de naturaleza 
láqica producto de la actividad pensante del ser humano, se 
l•s llama patrones lógicos. Por ejemplo colecciones de 
nümeros. Dab• quedar claro que estas definiciones apelan al 
••ntldo común e intuición del lector, y desda un punto de 
vista lci9lco, podrían mejorarse. . 

En el contaKto de la• lm~9enes digitales podr{a precisarse 
•1 •l9nlflcado de los términos anteriores como slque: 
aJ S• entiende por un patrón a un arreglo de medidas 
obt•nldas •n los campos lnstantáneos de vista, que cumplen 
l•• •igulentes condicion•st 

1) Puedan tomarse las medidas d• radiación en dlfarentes 
lonqltudes de onda, que salen del campo lnstantaneo de 
vista Cpatrón espectral>. 

ll) Pueden considerarse varibs pixels multiespectrales, 
relacionados con base •n un modelo matem•ttco, •n el 
contexto de una aplicación dada. <patrón espacial> 

liiJ No se permite que forme parte del patrón, medidas de 
diferente• campos instantáneos de vista, sino •• toman 
los valor•s da todas las bandas en cuestlán. En otras 
palabras, esta condlclán exiqe, que la minlma unidad de 
un patrón en el contexto de la• im•g•n•• digitales, ••a 
la respuefit• e•p•ctral da un ClV, •n todas lAB bandas. 

b> Un patr&n ••pectr•l, ee la suc••lón de valor•• qu• 
compon•n un pixel, a traves de 1•• difarent•• bandas de una 
imag•n multlespectral. Patesp • (kl 1 ••• ,km) , m ••el número 
d• band•• y kJ •• l• respuesta espectral d•l CIV, an la 
b•nda j. 
e> Un patrón eapacial, •• un arreglo de pixels relacionado• 
espacialmente. La relaclOn entre los plKel•, se entlend• a 
trav•• de un modelo matemático, en el contexto da una 
•plicación ••p•ciflca •. 

Con base en las anteriores definicion••, podemos daclr 
ahora qua una imagen digital multieapectral •• una 
ccmposlciOn de patronas espectrales y patrones espacial••· La 
lnt•rrelaclán qu• tienen éstos, •• lo qu• constituye la 
••tructura d• una imagen dlgltal multlespectr•l• Esta 
lnterralaclén sa refiere • la ralaclDn que tlane el valor de 
un plMel con •u• vecino•, •• decir, ·qué tan r~pldo var{a el 
valor de un pixal a otro, y es por tanto, una medida de qué 
t•n r•pido se muestran visualmente las vartaclonas en tonos 
d• gri• o de color en la representación visual da una imagen 
digital. 

Hay ocasionea an que debido a las fluctuaciones 
estadi•ticas de lo~ sensor•• y a la naturaleza discreta de la 
imagen dlqltal, así como a otros factores inherentes en la 
complejidad del panorama, un mismo objeto no se muestra con 
•Kactamente loa ml•mos patrones ••pectrales y espaciales. Una 
forma de dlstinqulr un patrCn espacial de otro, e• en base a 
l~ r4:én de intensidad de un pixel con sus vaclnos a travéa 
d• las banda•. Para todos los pixels en un mismo patrón, esta 
razCn ~er~ cercana a uno¡ mientras que esta razón diferir• de 
uno grandemente, en el lugar donde se pase de un patrón 
espacial a otro. En lo anterior, se supone un tipo de patrón 
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compuasto por pi Mela con 
continuamente al pasar de una 
adyacente. 

intensidades que 
posición espacial 

varian 
a otra 

Lo dlcho anteriormente nos ayuda a comprend•r el fenómeno 
d• la percepción en los seres vivos, sin embarQo es cl•ro qu• 
no •Mplica todos los fenómenos de percepción visual 
r•alizados por los humanos, ni los •nlmales; por ejemplo, al 
perclblr los ojos, nariz o boca notamos primero que astan an 
un conteMto que es el rostro. Adam~s el cerabro humano es 
capaz da suplir aquellas p•rtes f•ltantes o poco claras dal 
patrón en cuestión. Esto qulare decir que distin;uir dichos 
P•tronas ast~ intima~ente r•lacionado con un proceso cerebr•l 
que aún no se •ncuentra claramente entendido¡ en otras 
palabras, la determinación o no de un patrón espacial, no se 
debe nada m~s • su •Mistencla fi•ica, sino también al proceso 
o m•todo d• •nali•i• d• la ima;an 1 y como ul proceso c•rebral 
mencionado no sa encuentra completamente clarificado, puede 
•flrmarsa que el reconocl•ienta a no da un patrón espacial 
flnal~ente &a can•tltuy• coiao un hecho subJetlvo, y como tal, 
d•pende d•l obs•rvador, d•l sensor, d• las condiciones de 
ilumlnació~ d• la escana, del tama~o del CIV •n relación can 
••t• y d•l método dv an~lisl•. No puad• obviarse esta 
•ubJetlvidad dicl•ndo qu• un patrón esp•cial podr4 
r•conoc•r•• •utom4tlcament• por medio de una comput•dora, 
pu•sto que lo• •lQorltmo• comput•clonales para hacer dicho 
raconocimlento lo• tl•n• qu• ••Criblr un S•r humano, que es 
quien v• • Pl•smar en tal•• alQoritmos los •lamento• 
objetivo• qu• haya de•cubl•rto en el proceso d• la 
perc•pclán. 

D• acu•rdo al Qrado de subjatlvidad involucrada en el 
r•conoclmi•nto de patrones •spaclalas, podemos cataloQarlo• 
como CLir•, 198711 

1. Sl•mpr• h•brA •n una imaq•n digital p•trones aspaci•les 
bi•n definido• tanto •n su forma y •u frontera, como en la 
•Mt•n•lón que ocupan, lo• qu• podr~n distinguirse eln 
amblQüedad ya sea por cualquier observador, o por una 
computadora debldamante programada. 

2. Habr• ciertos p•trona• dond• ••r• necesario •l manejo de 
•l•mentas •ubj•tlvo• par• identificar lo• patrones espaci•l•s 
•in ambigüedad¡ claramente ser• indispensable introducir, 
d•bldo a tal subJatlvidad, un conjunto de r•Ql•s que 
unlflquen •n forma •rbltraria, p~ro pr~ctlc• dichas 
•l•m•nto•. 

3. Un conjunto de patrones relatlvamanta paqueño para los que 
no •• posible un anallsis sin caer nec•sarlamente •n 
amblgüed•d•• da t•l forma que el reconocimiento de esta clase 
de patron•• es realmente circunstancial. Para este tipo da 
patrones se requiere por tanto de una unificación de 
crlt•rio• y condiciona• baJo las cualas •• deba capturar la 
ima9•n digital ccrraspondiente a la escena que se desea 
analizar. · 
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Los patrones espectrales giendo lógicos y por tanto blen 
de'f lnldos, , no presentan ni ngün grade de sub Jet l vid ad. 

Es muy importante temar en cuenta, los supuestos ast cerno 
les alcances del procesamiento de lm4genes, cuando se quiere 
emplear cerno herramienta para generar nueves conocimientos en 
alguna ciencia BMperimental, ya que de lo centrarlo podriamcs 
incurr\r en graves errores. En forma esquemAtlca (figura 2.4) 
pu•de representarse el estudio de un sistema fisico, mediante 
el an4llsls de datos bidimensionales como sigue [Lira, 19891: 

Si•t~a Dispositivo 
fisico (30> --> Escena --> sensor --> 

Conipa.raclán 

l'todalo del C------
•i!lt-a f'tsico 

FenátlMl'no de 
degradac iDn 

IntegraciDn de 
la in"for"'aclán 
resultante 

·-

Imagen 
Multiespectral 

1 
1 
1 
1 

• An4lisis de la 
l•agen 

FlQura 2.4 Metodología de estudio de un sistema físico, 
•mpl••ndo el an411Als de lmAgenlH5 multle~pect~ales. 

Podemos apreciar que an41ogamente a las etapas del método 
ctentifico, el proceso es un ciclo, en el cual se busca la 
respuesta de algunos problemas y para encontrarlas se diseñan 
eyperimentos apropiados. Estos una vez efectuados nos 
producen un r..:.mulo de datos que después de 'analizados 
permlt•n formular hlpDtesls, teorlas y modelog para eKpllcar 
los hechos y como generalmente se vuelve a encontrar 
fenám•nos cuyas causas.ne son totalmente comprendidas, nos 
vemos en la necegldad de volver a seguir la metodología. 

En aste esquema, por fenómenos de degradación se entiende 
aquellcg elementos del arreglo aMperimental que puede o no 
controlar el investigador y que impiden un adecuado registro 
de los datos provenientes de la escena. Algunos ejemplos de 
fenómenos da degradaciDn scni a> En ocasiones las condiciones 
atmosféricas como tormentas o nubes pueden impedir que la 
radlaciQn de los campos instant~neos de vista, llegue 
adecuadamente al sensor, e bien por efectos de dlspersiDn la 
energia de varios CIV puede llegar a un solo sensor¡ b) 
Debido a la forma y el relieve de una planeta, el ~rea de los 
campos instant~neos de vista puede diferir; e> Un inadecuado 
enfoque del sistema Optico del sensor puede degradar la 
\magan; d) FenOmenos naturales como tormentas el~ctricas o 
elementos radioactivos pueden alterar el regi~tro d~ datos. 

La manera adecuada de realizar las etapas regtantes del 
proceso descrito, eMcepto el registro de una imagen y su 
•n~ltsts, forma parte del método cientifico y de ciencias 
•gpeciftca5, por lo c:ual no ge discutirá más aqui. Sin 
embargo, si se explicara m~s le relativo a los puntos 
r•laclonados con el an4llsis de im~genes. 

El proceso de an~ltsts de una imagen, puede dividirse 



lDglcamente en dos etapas: En ta primera etapa, se aplica una 
serie de procesamientos que hacen evidentes los patrones de 
iñterés. En la segunda etapa, se cuantifican o reconocen los 
patrones previamente realzados mediante un modelo matemAtico 
apropiado, para pos ter tormente contrastarlos con 
características del sistema fisico en estudio. Por lo dicho 
anteriormente, podemos escribir simpliflcadamente el anAllsls 
de una imAgen como una "ecuact,;,,n" [Lira, 1989:J: 

Procesamientos Reconocimiento 
AnAlisis de imAgenes de + de <e.a> 

Imágenes patrones 

Puede definirse al procesamiento de imAgenes, como el 
conjunto de técnicas matemAticas para el diseño y formulact,;,,n 
de operadores, que transforman los datos multiespectral~s, 

con el objeto de poner en evidencia o realzar una clase de 
patrones espaciales o espectrales lver figura 2.~>. 

Por otra parte, el reconocimiento de patrones es el 
conjunto de conocimientos que se ocupa de la identificac!Un, 
claslficac.iDn y descripciDn de patrones, a través de un 
modelo matem4tlco y una métrica CLira, 1989; Duda, 1973¡ 
Gonza tez, 1987; Mantas, 1987; Nandhakumar, 198:5:J. La 
descripciC.n de un patrC.n, involucra la cuantiflcaclDn de 
caracter i st t cas como son: la forma 1 teK tura 1 tamaño, 
perímetro, centroide, area, o parAmetros geométricos de 
estructuras espaciales regulares hrPr figura 2.6l. 

Como el procesamiento de imagenes, 
conjunto de operadores Op, es previo 
patrones con los operadores Or• Puede 
simbólica y simplificada, la tarea del 
g como sigue: 

caracterizado por un 
al reconocimiento <le 
describirse en fo1·ma 
ana 1 is is de una i ma1Jen 

AnAlisis de imAgenes 2 Dr<Op<g>> (2.3) 

Los operddore1:> Op de proces•mlento, dependiendo aa 911'3 

carac ter í. s t leas pueden ser e 1d.Sif1 cadas en 1 as ca tegor i a~. 1 
Realce5 unitarios, Realc~s selectivos y Realces de FldP.lid.1rf. 

Los realces del primer tipo, est~n constituidos por 
transformaciones reversibles que mapean los datos de la 
imagen multlespectral a un nuevo sistema de coordenadas en 
donde son mas evidentes ciertas características. Algunos 
ejemplos serian: a> La determin.::1cian de las orientaciones 
preferenciales de los datos multiespectrales. Con esta 
infcrmaciDn es posible eliminar cierto tipo de 
lnterfereni:ias, red1Jndancias y conocer la dimensional idad 
intrintt.eca de la imagen; bl Es posible conocer, la 
d1stribuclñ" de fr~cu,,.ncliJo; de la 'lariac!.6n csp.:ici.:il de loo:; 
valores de tos pixels. que componen la imagen dlg1tal. 

,. 
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Transformación de los dato~ múltiespectrales 

a 

o. 
J 

y 

c .. >-

) 

Figura e.~ Tran•form•Cldn d• los d•tos p•r• pOn•I"' •n 
•vld•ncl• o r••lzar Un• el••• d• patronas ••P•cl•I•• o 
••P•ctr•l••• 

Los r••lc•• svlactivos, r•clbon asta nombro porqua h•C•n 
evldanta• una el••• da patron~• y supriman las dam~s. Por lo 
cual, an qanaral son no ravarslblas. Esto as muy natural an 
algunas apllcaclonas, •n donda por aJamplo, un fanOmano da 
dagrad•clón produca un ruido parlOdlco V •• tmportanta 
•llmtnarlo 12•r• un• maJor lnta.-prataciOn d• 1• lmaqan. Otra 
sttuaclon an dDnda ••aplican astas raalcas, ••para d•flnlr 
fronteras entra raqlonas V madlr sus parimatros, E• claro, 
qua •1 an •1 ülttmo aJa..,plo •• •llmlnO toda la lnt'ormacldn 
••P-=-ct.-al aal lnt•r-lar d• I• r-•r,¡lón, ••'"'* lmpostble 
Csuponl•da qu• ng ••ha mod•lado la teMtUr• pr•vlam•nt•I 
r•t:uperar- 1• t•Mtu.·• orl;tnal. 

X 



Imagen 

Compleja 

§ 
~~~~~~~~~ -~~~~~~-. 

Segmentaci6n Extracción 
de r.as os 

Cl asif i caci 6n 
t--~ 

Separaci6n 
de objetos 

Vector 
de rasgos 

Fl~ur• 2.6 L• cl••lfic•ción v 1• d••crlpclón 
reconoclml•nto de patron••· 

Tipo di! 
objeto: 
cfrculo 

•• •I 

Las reate•• d1t fidelidad, ••aplican cuando al;Un fenómeno 
de d•qr•dacton conocido, ha lnt•rvenldo en la captura d• la 
••cena V ••des•• r1tstaurarla 1 aprowlmolndol• a la lm•;•n 
ld••I· Duena parte del ••Ita •n est• tipo d• r1talces, d•P•nde 
de I• construcclOn de un adecuado modelo flslc:o-matemoltlco 
del femu,.el'lo de;r•dant•, v• <H.1• 1t•t• Ultlmg •• trata de 
contr•re•tar. Alouna• sttuaclone• donde •• requieren 
restaur•Cionus •on1 al El sistema Optlc:o de un sensor •• 
encuentra m•I enfocado¡ bl El sistema fislco 1tn estudio, est~ 
••P•rlmentando c•mbla• en tiempos m•nar•• •I d• lnt•qr•clón 
d• la• s•n•ar••· 

Cu•nda •••"'PI"•.,¡ •n"ll•I• d• im"'l"""• gn I•• Cl•ncl•• 
••P•rl"'ll'"t•I••• la campr•nslón d•I .,¡.,t.,.,11 1'!o::lca ruc•• •n I• 
,...,.,.•etrrlz,¡¡:J.,., m•t•m.lot!c:• d• I• lm•r;:•n multlt!'•P•c:tr•I, .,., •I 
•nt•ndlml•nta df' las m•c•nl~"'a• d• d•Qr•d•C:lón •n I• c:•Ptur11 
v r•ql•tra dD I• ••c•n• d• tntgr05, v "" I• c:onsld.,r•cton d• 
I• r•sau~•t• 1'1ntt• d•I •~nsar, L• c•r•c:t .. rlzaclOn ~•t••4tlc:a 

•• 



de una imagen multlespectral. puede ser determinista o 
estoc.istica dependiendo de su grade de complejidad. El primer 
tipo de caracterizacián. se apl lea cuando tenemc5 lmagenes 
sencillas cama gr.iflcas, mapas y algunos tipos de imagenes 
binarias. Cuando la imagan considerada es altamente compleja, 
como aquella proveniente de una escena natural y adquirida 
desde un satélite, se aplica la caracterl%acián estocastica. 
Adem.is del grado de comp leJ i dad 1 e tro f'ac ter que 1 nterv i ene 
para seleccionar la caracterlzacián apropiada y es el 
conocimiento o no del mecanismo que genera los valores de les 
piKels. 

Una imagen digital es una aproKimaclán dl!lcreta a una 
escena continua. Ahora blen, ¿ Come sabemos si la 
wlmpllf'icacián adoptada es adecuada para una aplicaclán 1 Va 
que evidentemente, podemos producir lmAgenes de distintos 
tamaño& y resoluciones variando el sub•istema de formacián de 
lmAgenes del sensor. Si el tamaño del ClV es muy "pequef'lo" 1 

aún las estructuras mAs diminutas ser.in representada~ 
a·decuadamente¡ sin embarga se requerlr.i una enorme cantidad 
d• campes instant.ineos de vista Cy por lo tanto de 
almacenamiento digital) para cubrir •l Area de la escena. Por 
otra parte, con un CIV ''grande" sálo los objetos 
r•lativamente grandes ser.in representados y esto traer~ 
consigo una reducción de recurso• de almacenamiento y 
proce-s;amiento. La preQunta es: l E11iste alguna f"orma de 
sel•ccicnar la apro11lmacián áptlma para una adecuada 
representacián de la escena y que consuma sálo la memoria 
n•ceearia 1 Afortunadamente. este problema ya f'ue resuelto 
por los clentificos Whlttaker y Shannon y su soluclán •e 
conoc• come el Teorema de l"luestreo, siendo su contenido el 
•lr¡¡ulentei 

Una función f(K~y> cuya tr~nsformada de Fourier es igual a 
cero para wK > wK y wy· > Wy 1 est~ unívocamente determinada 
por los valores tomados en puntos unlf'ormemente espaciado• en 
el plano tx,y). Siempre y cuando, los espacios entre los 
punte• satisfagan las sigui•nteu condiciondsi deltaK j l I 
2w~ y deltay .! 1 I ew~ <delta11, deltay son las distancias 
•ntr• puntos en la dlrecclán K e y retopecttvamente en el 
dominio espacial¿ .w; es la frecuencia de corte en la 
dirección wK, y wy es la f'recuencia de corte en la dlreccián 
wy; w 11 , wy sen las coordenadas en el espacio de frecuencias) 
En t•rmlnos fisicos, el periodo de muestreo debe ser igual o 
menor que la mitad del tamaño del obJeto m.is diminuto dentro 
de la escena. Puedo consultarse la demostracián del teorema 
•n CBrigham, 198bl y una interpretaclán graf'lca y discusión 
en CGcnzale%. 1987¡ Lira, 19891. 

La captura de una R~cena en una tmagen tiene su oriqen en 
la necesidad de ref"erir cierta informacián de una escena a un 
nuevo marco de referencia a partir del cual, el tratamiento, 
extracción y modelado de patrones de ésta 1 sea f'actlble por 
m•todos matem~tlcos, f'isicos y computacionales. El proceso de 
captura de una escena, así como la transf"ormación de una 
imagen digital a otra, pueden considerarse en f'orma unif'icada 
como transf"ormaciones de imágenes, ya que en el primer caso 
t•ndriamos la transfcrmaclán de una imagen continua !escena) 
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a una imagen digital Csu repre5entaci0n). En el segundo caso 
se transforma una Imagen discreta en otra, y finalmente, 
podemos pensar que eMlste la transformaciOn de una imagen 
continua a otra también continua Cesto es muy claro si 
pensamos en el procesamiento Optlco>. Un modelo muy general 
de transformaciOn de imágenes, consiste en suponer n imagenes 
f¡ 1 i • 1 1 •• ,n de entrada con dominios Di que son modificadas 
en m im4genes, 9J• j 8 l, •• ,m de salida con dominios DJt 
mediante m operadores Oj. En forma de ecuaciOn 1 esto se 
eMpresaria asi: 

g,.<x,y> 

O¡Cf¡<x,yJ, ••• ,f0 Cx,y>J 
o 2 cf 1 cx 1 y> 1 ••• 1 fn<x,y>J 

(2.4) 

Un ejemplo en donde se aplica el anterior modelo en su 
forma general, es al eliminar ruido aleatorio en una imagen 
multiespectral. 51 tenemos varias imágenes multle&pectrales 
da la misma esc•n• 1 tomadas en distintos instantes de tiempo, 
promediando las respectivas bandas, producir•mos la imagen 
multlespectral filtrada. 

Una manera de establecer un modelo para Oj eF a partir de 
operadores de singularidad dada la connotaciOn física que 
••tos tienen. Considerando el caso especial en el sistema de 
im~genes 1 en donde hay una sola imagen de entrada fCx,y> y 
otra d• salida gCx 1 y> tenemost 

g<x,y> • acrcx,y>J (2.5> 

Suponiando adem4s qua el operador O es lineal, conmuta con la 
integral y que actua uniformemente en ambos dominios el de f 
y g 1 puede eKprasarse la relaciOn entre las dos lm~genes 

mediante una operación de convoluciDn CLlra, 1999; Castleman, 
19791 Bracewell, 196::5; Brtgham, 19861 come sigue: 

• • 
g<x,y> • J J h<x-a,y-BJ fCm,B> da dB a h * f C2~b) 

en dende a h, se 1@ canee@ cama functOn de respuesta al 
impulso, ya que es el resultado de aplicar el operador a un 
pul!IO "infinitamente estrecho" dado por una delta de Dlrac. 
En términos slmbállcos: 

<2.7) 

Hemos visto, qu@ nuestro ~odelo de transformaciOn de una 
imagen continua a otra continua Cecuacián 2.61 esta dado por 
una operaclán de convoluclOn y es interesante hacer notar que 

20 



esa misma relación se da en muchos otros fenómenos estudiados 
por las ciencias awperimentales. Por ejemplo, describe la 
acción de un instrumento sensor cuando toma un promedio 
ponderado de alguna cantidad fisica sobre un rango estrecho 
de una variable. Además de presentarse como un concepto 
físico, la convoluciDn debido a un poderoso teorema <teorema 
da la convoluciDnl ofrece un punto ventajoso para desarrollos 
teDricos y el trabajo numérico CBracewell, 19b5J. 

Si la respuesta de un sensor a un pulso de radlaciDn 
centrado en <m,nl es h(k,l;m óo,n &al, entonces dlscretizando 
la ewpresiDn <2.bl, encontramos el modelo matemAtico de la 
captura de una imagen y de la transformaciDn de una imagen 
continua a otra discreta mediante la acuación: 

r1 N 
gCk,1) ªE E fCa,a> hCk,l;m &a,n &•> &a &a 

m n 

Lo• símbolos óa y óa representan las medidas de la 
en el dominio de f, para aprowimar digitalmente la 
de la ecuaclDn C2.bl. 

partición 
integral 

El modelo de transformaclOn de una imagen discreta 
discreta g, esta dado porz 

f a otra. 

~ E f(•,n> h(k,1;•,n> 
m n 

<2.9) 

donda hacemos notar que respecto a la acuaciOn C2.8l m • m óa 
y n • n &a, ya que m v n son dl•cratos y por tanto óm • &a y 
&n •&a son ambos iguales a uno. Cuando hay invarianza frente a 
traslaciones, C2.9l se escribe como 

g<k,1) •.~E fC•,n) hlk-•,1-n) 
m n 

<2-10) 

Es conveniente notar que la función h, según el contewto 
recibe varios nombras. Cuando estamos capturando una escena, 
el instrumento correspondiente se caracteriza por la función 
de respuesta al i•pulso, cuando se transforma de una imagen a 
otra, a la transformada de Fourier de h s• le conoce como 
func:ián de trangferencia. Sl la transformaclOn se efectua en 
al dominio espacial, entonces ah se te llama el nücleo de la 
transfPr•aclón. 

La revisión que se ha hacho de los conceptos básicos v de 
los aspectos matodoló;lcos en el análisis de imágenes, puede 
complementarse con las siguientes referuncias1 a) Una 
discusión sobre el concepto de imagen y conceptos 
relacionado•, a~¡ como cuando conviene pensar en un método de 
procesamiento de lmAgenes en forma continua o en forma 
discreta, puadV encontrarse en CCastleman, 19791; b> Otras 
claslflcaclones de las transformaciones en el procesamiento 
de lmia.ganes, pueden consultarse en CR l chard5, l 98bJ Gonza lez, 
19871; c> La caracterlzaciDn estocia.stlca de imágenes 
multiespectralas en particular. así como la caracterización 
matemAtica de imágenes digitales en general, puede estudiarse 
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en CLlra, 1989J; d) Como calcular los requirimlentos de 
almacenamiento de las lmagenes digitales, asi como tablas 
para diferentes tamaños y resoluciones radlometrlcas puede 
consultarse en CGonzalez, 1987J; e> Un compendio de 
metodologías en reconoclmlento de patrones y anallsis de 
ima;enes se encuentra en [Mantas, 1987J; <> Una panorámica 
del enfoque de la lnteli9encla artificial al reconocimiento 
de patrone$, se Malla en CNandMakumar, 19BSJ; gJ Un enfoque 
estructurado matrlclalmente al procesamiento de imágenen, así 
como diversas arquitecturas especializadas pueden revisarse 
•n CDou9Merty, 19B7J. 
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CAPITULO 3 

S E G M E N T A C 1 O N 

3.1 Definición y clasificaciün de los métodos de segmentaciün 

La sagmentaclén es el prace•o que subdivide una imagen en 
sus partes constituyantes, cada una cumpliendo ciertas 
propiedades. Es una da las etapas mas importantes en el 
an~lisls de una imagen, ya que en este punto es donde se 
•~traen los objetos de inter•s o se produce una 
representación simbál lea. Cualquier error cometido r se 
propagarA a etapas posteriores tales como: la clasificación o 
descripción estructural. Algunas de las aplicaciones de la 
s•gmentaclün soni a> En la blomedicina, se ha empleado para 
la identificación de enfermedades de los pulmones, 
clasiflcaclán de glóbulos blancos, ldentiflcaciDn de células 
c•ncerosas y en el cartotlpo de los cromosomas CFu, 1981]¡ b> 
En el campo de la producción industrial automatizada y el 
control de calidad, las herramientas y productos deben 
separarse en lmAgen•s, para permitir su anAlisis posterior y 
d•termlnar la acclün correctiva apropiada CWahl, 19B7l; c) En 
la interpretaciDn geofislca de fotograflas (aéreas), es de 
interés conocer al uso de la tierra, para saber donde se 
encuentran cultivos, liabltaclones o industrias C.Wahl, 19B7l. 

La definición de GeQrnentaclén CDIDPleta puede precisarse 
emplea.ndo el concepto de criterio o predicado de uniformidad. 

Definición: Sea f una ima;en digital monocrom~tlca de N 
renglones y M columnas, definida en el conjunto X s <<i,j) 1 
l • 1 1 ••• ,N; j • 1, ••• ;M>. Una f'unciün P definida sobre los 
subconjuntos conexos de X es un predicado da uniformidad, si 
y solo si, para cualquier V coneMo y V S X, tenemos que PCV) 
es verdadero o falso, dependiendo solamente de los valores de 
la imagen f·restringlda a v. 

DefiniciDn: Una segmentación completa da una imagen digital 
monocrom~tica f de N renglones y M columnas. Definida en el 
conjunto X# {tl,j) 1 i • 1, .•• ,N; j • t, ••• ,M>, a través de 
un predicado de uniformidad P. Es una partición de X en 
subconJuntos ajenos x1 , ••• ,Xw tales quei 

w 
<1) U X1 • X. 

i•I 
Ce> X¡, i • t, ••• ,w , es conexo. 
(3) P<XiJ •verdadero para i a 1, ••• ,w 
<4> PCXl U Xj) • f'•tso paro11. l +J. 

Las condicione• da la deflniciDn pueden interpretarse cama 
•lguei Cl) Implica que todo punto en el dominio de la imagen 
debe pertenecer a una región, y por lo tanto, un algoritmo de 
segmentaciün completa sólo puede terminar nasta que Malla 
clasificado cada pi><el en una regiénJ C2) Nos dice que x 1 
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debe ser cone•o, para i • 1, •• ,w. Esto significa, que para 
cualquier par de ~~ntcs en esa región, podemos encontrar un 
camino contenido en X¡ que una esos puntos. El camino de un 
pi•els a otro, puede estar formado por segmentes 
horizontales, verticales o diagonales l:!: 452); <3> Determina 
el tipo de propiedades que las reglones segmentadas deben 
poseer. Por ejemplo, la intensidad promedio debe encontrarse 
en un intervalo especificado; C4> Indica que cada reglón es 
m~•ima respecto al predicado P. 

En la practica, el producir una segmentación completa puede 
no ser f~cil. Pensemos por ejemplo, que empleamos un método 
de detección de bordes basado en el gradiente, después de su 
aplicac16n 1 si la iluminacl6n no era homogénea o habla ruido 
lver figura 3.1> 1 tendremos que habrá presente muchos 
elementos de bordes, que no corresponderan con nuestro modelo 
de fronteras de las regiones, o bien estaran separados por 
espacios. Para corregir lo anterior, habra la necesidad de 
aplicar realces apropiados previos a la deteccl6n de los 
elementos de bordes y después de detectados, aplicar 
algoritmos de seguimiento de bordes, adelgazamiento y de 
unión y eliminación según convenga. 

Hasta ahora, la técnica de segmentación se elige de acuerdo 
a la complejidad y tipo de imagen, y seria muy dificil 
producir un algoritmo de apllcaclOn general 1 ya que los 
patrones presentes pueden uer muy diversos. Ademas se ha 
dicho, CFu, 1981; Lira, 1987) que el problema esencial de la 
segmentaclOn es muy semejante al do la percepción pslcofíslca 
y como intervienen factores 5Ubjetivo&, no as posible una 
solución completamente analitlca, sino que debe 
complementarse .con heurísticas, que involucren aspectos 
semantlcos de la clase de lmagenes bajo consideracl6n. Una 
manara muy simple de evaluar un algoritmo de segmentación, 
consiste en tomar el porcentaje de pixels correctamente 
clasificados en varias imagenes de prueba. 

Los algoritmos de segmentac\Cn, se clasifican comoi a> 
Orientados 4 lA2.. fronteras o, bl Orientados .!l.!. interior Qg_ 
~ reglones, dependiendo de si hace énfasis en las 
discontinuidades o en las semejanzas de los valores de 
intensidad de los pixels respectivamente. En ta primera 
categoria, particionamos una imagen basandonos en cambios 
abruptos de los valores de intensidad. Las areas principales 
de interés en esta categoria son; la detecctDn de puntos 
aislados, detecciOn de lineas y de bordes, Entre los enfoques 
en la segunda categorta tenemos: selecc\Cn de umbral 
lthresholding>, crecimiento de reglones y 1 división y fusión 
de regione5. 51 se tienen ademas, varias tmagenes en 
distintos instantes de tiempo de una escena que esta 
cambiando, es posible emplear la lnformacl6n del movimiento, 
para producir la segmentación de una imagen. 

Como el tema de la segmentacl6n es muy extenso y existen 
muy buenos textos que describen con todo detalle los 
algoritmos, y articules con estudios comparativos y 
comp~ndlos 1 creemos que ·es mas apropiado seto explicar 
aquellos métodos que fueron incorporado~ al 5Í5tema y dar las 
re<erencias que conocemos para un estudio mis completo, en 
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(a) 

Flgura ::i.t l•I Un• lm•;en eompletam•nte ••om•nt•da, lb) su 
repr•s•ntactOn d• contorno•, fe) un ejemplo d• St'Q,.,!"ntactOn 
incampl•ta. 

Vl,,,o• leeua.clone• c:!.7, e.e y 2.91 aue el mod•lo dll' 
tra,.,•<ormaclOn entre tm.a.qenes lsuoonlendQ ltn1ralld•dl •~tao• 
dado por un• convotuctDn, la cual en el e.aso de tm.aqanes 
dlqltale• puede catcular'lie ya sea en el dominio espacial o de 
<rec1,u1nct.u•. El dominio mol• apropiado de1:urnde d., 111 
frecuencia do corto dll'I filtro, ya que hay un.i r•lactcin blf!'n 
oeflnlda ontro el tama;>\o dll' ld plantilla y la 1'reeuenela de 
corte tLlra, 19801. Para plantilla• oe dimen•l~nus mayorps a 
~ " ~ pl,.•l•, convl•no l"••llzar el cAlll:ulo en al dom1nlo de 
frer.uencl•• tAlch.vºd•, 1'1Bb). Generali'Zandci al modl!'\O d• IA 
•CuactOr> t2.91 v .pun ... .1ndo lo• v.1lor"•• del n.:.cJeo COfflO 
~Act",-e~ d• P••O •n l• oDtenclOn de un pr"om•dl~ ponder.1do. En 
el c.1lculo dlt IA r"•tipuv .. ta ..:.:i =r.~r .. '1nr tcc•l, pcd•"'º"' vec-



en forma unificada diversos tipos de filtros, aún algunos con 
caracterlstlcas na lineales (Lira, t986J. Otra aplicación de 
este última modela es en la detección de formas especificas, 
mediante la elección de factores de peso apropiadas. 

Adaptaremos una notación vectorial para representar la 
respuesta· de un operador local en un punto, ya que es más 
apropiada para un formulación unificada de la detección de 
diversos rasgos CGonzalez, 1987J. Si w1 , ••• , wq representan 
los coeficientes del núcleo de un operador local <figura 
3.21, con una vecindad cuadrada de 3 " 3 y x1 1 ••• 1 x9 
representan lo• valores de intensidad de los pixels baJo la 
plantilla 

Ht ""2 H3 
H4 H5 ""6 
H7 ""8 Hq 

FlQura 3.2 Representación de una vecindad cuadrada de 3 x 3, 
con los ~oeficlentes del núcleo de un operador local. 

y si los expresamos como vectores columnat 

C3.1 > 

V 

X • [~~] <3.2) 

podemos escribir la respue~ta del ~perador local como un 
producto matricial entre M y X CU representa la matriz 
transpuesta de MI. Esto es: 

Una ventaJa de •Sta 
m•n•Jaramos plantillas 
n1 elemento'!!i. 

(3.3> 

notacl6n es su general ldad. Si 
de tamaño n x n, los vectores tendrlan 

3.2.J Detección de punto~ 

La detección 
imagen, es útil 

y segmentacl6n de puntos aislados en una 
para la eliminación de ruido tipa impulso y 
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en el· an.tllsis de-particu~as._ Un núcleo empleado en la 
detección_ de puntos se muestra en la f"lgUra 3.3.· 

. 
·1' 

-1 -1 -1 
-1 e -1 
-1 -1 -1 

Figura 3.3 Núcleo 
detecclán da puntos 
un fondo constante. • 

de un operador local, empleado en_ la_ 
aislados con intensidades diferentes da 

En cada punto, 
ecuación l3.3>, 
expresláni 

calculamos el oper•dor local dado por 
que en este ca90 se convierte en 

la 
la 

Notemo!I que este operador loCal asume un valor de cero en las 
reglones constantes y en la pr~ctlca, cuando !lálo estamos 
\nter"sados en respuestas "fuertes", d&c lmos que la 
intenuidad es si9niflcatlvamente diferente del fondo sli 

(3.5) 

donde Tes un número real no negativo llamado umbral, y qua 
puede ser función de las coordenadas x, y. 

3.2.2 De.tecclDn de lineas 

El siguiente nivel de complejidad en la detecclOn de 
rasgos, es la identlf"icactán de lineas. Con~lderemos el 
primero de los cuatro núcleos mostradas en la figura 3.~. 

-1 -1 -1 -1 -1 2 
2 2 2 -1 2 -1 

-1 -1 -1 2 -1 -1 

Figura 3.4 Núcleos de aperadores locales para 
lineas de un pixel de grosor con pendientes 
re!lpectivamente. 

la detecctan de 
o, 1, y -1 

Es claro que su raspUesta para un fondo constante es cero y 
sar.t mayor cuando !IU renglón medio esté sobre una linea 
horizontal. En 'forma an.tloga, los núcleos restante& 
detectarAn llnieas can pend1entc!S 1, "'y -1. debido a la 
distrlbución quie tlenen los factare~ die peso. 51 
repriesentamos con los vectories W1• W2, M3 y W4 las núclieas de 
los anteriores operadores locales respectivamente, tendremos 
que la respuesta ~n cualquier punto a estcu operadores, 
estar.! dada por W1. x. l .. 1 ••• 1 4. <X -se toma como en la 
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rcu•~lón 3.21. Dado un vector X, si qutsteramos determinar a 
que tipo de las cuatro lineas anteriores se aproxima m4s, 
dlriamos que X est4 m4s cercano a w1 , si su respuesta es 
mayor que al resto de las "plantillas. Es decir si1 

M~ X > M~ X (3.6) 

para todos los valores de J, excluyendo l. 

3.e.3 Detección de bordes 

Podemos definir lnformalmehte un borde, como la frontera 
entre dos reglones con niveles de intensidad diferentes. Para 
un adecuado funcionamiento de los métodos en esta secci6n, se 
supone que l•s reglones son relativamente homogéneas, de tal 
maner• que la transición entre dos reglones puede 
determinarse solamente empleando las dlscontlnuldadan de 
Intensidad. Cuando esta hipótesis no es v~llda, es m4s 
conveniente emplear métodos de segmentación basados en la 
similitud Cseccián 3.31. 

L• Idea bA•lca subyacente en ta mayorla de los métodos par• 
la detección de bordes, es el cAlculo de un operador 
dlforenclal local. Este concepto puede ilu~trar~c con la 
•yuda de la figura 3.5. La parte Cal de esta figura muestra 
un objeto claro en un fondo obscuro, Junto con un perfil 
horizontal de la imagen y los perfiles de la primera y 
••gunda d•rlvada. Notemos que el borde Ctranslclán de obscuro 
• clarol está modelado por una rampa, envés de por una 
discontinuidad. Este modelo representa el hecho, de que los 
bordes en una imagen digital est4n un poco difusos como 
r•sultado del muestreo. La primera derivada de un borde 
~odelado en este manera as cero para todas las reglones 
homogéneas y toma un valor constante en las transiciones de 
niveles de gris. La segunda derivada por otra parte, asume 
valores positivo& en las partes obscuras de las rampas y 
valores neg•tlvos en las partes claras. 

Veremos a continuación, que una medida similar a la primera 
darlv•da an al caso bidimensional, es la magnitud del 
oradiente y que el an4logo a la segunda derivada es el 
laplaclano. 

3.2.3.1 El operador Gradiente 

El vector gradiente GCflx,y)J de una función f en el punto 
CK,yl, definido por1 

G[fCx,y>J • Cfx• fyJ C3.7) 

os •mpleado en la detección de borda~, debido a que apunt• en 
la dirección de m~xlma razón de incremento de la función 
f(x,y> V su magnitud r1AGCGJ dada por: 

(3.B> 
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•• lou•l • I• m~•lma r•zcin d• lncr•m•nto d• f'CN,yl por unld•d 
de dl•t•ncla en l• dirección d• G, En o•n•r•l, sol•m•nt• •• 
•"'PI•• 1• me~nltud del or•dlent•I pero en tare•• de 
••oulmlento, unlcin y ellmln•Clón d• bordes, tembUrn •• utll 
conocer I• dirección de ••to vector d•d• por' 

0C10,y) • T•n-llf"y I f">e) 13."l'I 

ENl•t• un• m•ner• apro•lm•d•, pero m~• ef'lclente de c•lcul•r 
l• maonttud del or•dl•nte, empl••ndo otr• norm4 diferente • 
la canónlC• en Rn como •lou•• 

MAGCIJI = 11',.l+lfvl 13.101 

o Imagen []] 
1 

H ---· -
'. 11 

l~J
Ti 1 

Perfil 
Horizóntal 

Primera 
Derivada 

Segunda 
Derivada 

FlQur• 3.~ El•m•nto~ d• I• d•t•Cclón de borde• 
!tfl" .. "dorp" dl(C'l'"l!'"Cl.itlr.''!1, !al Un obJt:to claro ton 
<1b•curo, lbl Un objeto obt1curo en un fondo 
(Go"z•ll'Z, t~e·111 

2• 

empleando 
UI'"' fondo 

claro ID• 



Debido a que en un eupaclo discreto, ta1· como el formado por 
las posiciones de loa pixels en· una Imagen digital 1 no 
podemos realizar un proceso de limite en el sentido de Rn 1 ~e 
han desarrollado varias aproximaciones a la derivadas 
parciales como son las siguientes Cver figura 3.ó y 
.ecuaciones a.11. 3.12 y 3.-13) 1 

1"C>e,y+1 > 
1"(>e+l,y) 

f<1ie,yJ 1"C1ie,y+JJ 
f(>e+J,y) f(>e+l,y+l) 

ca.t1J 

Flgur.a 3.6 Posiciones relativas de los pixels en la 
aproximación a las derivadas parciales. 

Otra versión en el c.álculo del gradiente, es el llamado 
operador de Roberts <ver figura 3.ó y la ecuación 3.12lr 

<w = f<w,y> - f<w+t,y+l) 
1"y = f<x+l,y> - 1"Cx 1 y+l) 

(3.12) 

Sobel desarrolló otras aproximaciones a las derivadas 
parciales <ecuación 3.13 y figura 3.2lo emple~ndo vecindades 
de 3 x 3 y comparándolas respecto al operador de Robert•, son 
m•nos susceptlbl•• al ruido por emplear una vecindad mayor. 

<3.13> 

3.2.3.2 El operador Laplaclana 

El Laplaciano es un operador diferencial de segundo orden 
dado porr 

LC1"Cx,y)J - fwK + 1"yy (3.14) 

y en el caso discreto tenemos la aproximación siguiente Cver 
figura a.2 y ecuación a.15Jr 

La ecuación C3.15J 1 también puede escribirse como Ja 
convolución discreta con un nücJ~o. (figura 3.?Jr 

Siendo un operador diferencial de segundo orden, casi no es 
empleado por gi mf'ilima en la detección de bordes, ya que 
tiende a enfatizar el ruido. Sln embar90 1 cuando se u'ilia en 
forma complementaria con el gradiente, nos permite producir 
una segmentación de esceoas m.ás complejas Cese método es 
canecido como: 5elecclón de umbral basado en caractari5tica9 
de la frontera CGonzalez, 19B7J>, debido a que como ge 
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mencionó en la sección 3.2.3, el signo de la segunda_- derivada 
nos permite conocer si un pixel en un borde tipo rampa, se 
ancuentra en al lado obscura a clara • 

. 

' o l o 
1 -· 1 
o 1 o 

Figura 3.7 Núcleo de un operador local, para el cálculo del 
Laplacla.no. 

3.3 Segs.entación basada en slmll1tud 

Los métodos que trataremos en esta ••cclón 1 pueden 
con•lderarse complementarlas a las basados en 
discontinuidades, (sección 3.2> ya que el determinar el 
interior de una reglón, para el propósito de idantiflcacián 
da éstas, •• equivalente a encontrar sus fronteras. Esto no 
quiere decir sin embargo, que pueden aplicarse en las ml•mas 
circunstancias. Par ejemplo, si la textura de una raglán es 
cuantificable y las fronteras son un poco dlfu•as, claramente 
conviene emplear un método basado en un criterio de textura. 

3.3.1 Seg .. ntaclón por hlstagraaa 

Existen muchas aplicaciones industriales CBoyle, 19BBJ, en 
l•s cuales hay escena& compuestas por objetos, colocados 
sobre un fondo de tonalidad uniforme. El objetivo en esos 
casos puede ser control· de calidad o aplicar un proceso. Una 
situación similar se pre!l.enta en la Citologia, con un 
conjunto de c•lulas sobre un portaobjetos para ser 
analizadas. En las anteriores eventos y en aquellas 
aplicaciones an donde 5ea posible identificar los objetos de 
interé5, bas~ndonos principalmente en sus caracteristicas 
espectrales o radiométrlcas, es posible se9mentar la imagen 
digital auxiliAndonos dal histograma. 

En su forma más gennral, este tipo de segmentación divide 
una lma9en f en k reglones Cver figura 3.B>, asignándole a 
cada una un valor da intensidad ci 91 se cumplet 

s(x,y> • ci si y soto si T¡ .1 ftK,y> < T1+1 
lml, •• ,k 

en donde slx,y) es el valor de la imagen se9mentada en la 
pcslclán tx 1 y), Tt es la minima intensidad, Tk+l es la máxima 
lntnn5Jdad y cada par de números Ti• T¡+t (cada Ti es llamado 
un U•brall indica un rango de intensidad que identifica una 
clase de objetos. 

Es posible que un umbral en vez de ser solamente una 
constante, sea de hecho una función de la forma: 
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(3.17) 

en donde p<K,y1 es una propiedad del punto <x,yl. Por 
ejemplo, el promedio de intensidad en una veclndad de forma 
definida. Cuando T depende unlcamente de f<K,y1 se llama 
global <figura 3.8). Si depende da f<x,y1 y pCK,yl s& llama 
local y si además influye el punto <x,y> es conocido como 
umbral dlnAmlca. Un ejemplo de umbral dinAmico, puede 
encontrarse en CWahl, 1987] al segmentar un cardloangiograma 
empleando la técnica de umbral óptimo. Para ver un umbral 
local, estudiar en CGonzalez, 1987] un caso de selección de 
umbral, basándose en caracteristicas de la frontera. 

La selección da uñ umbral global, aún en el caso tan slmple 
de un solo objeto sobre un fondo homog~neo, puede ser 
complicado, si por ejemplo, no hay una adecuada ilumlnac\On o 
bien las tonalidades de las dos clases de patrones se 
asemejan mucho. De acuerdo a la metodología de estudie de un 
sistema fisico {figura 2.41, es responslbilidad del 
investigador el colocar un adecuado arreglo experimental, 
para reducir los fenOmenos de degradación. En este caso, sl 
es posible controlar la fuente de iluminación, debe ajustarse 
esta en ia dirección y con la intensidad apropiada, ya que 
esto puede facilitar grandemente la segmentación de una 
imagen. 

En aplicaciones en donde es importante cuantificar las 
Areas de las reglones, <por ejemplo, en una granulometría; 
ver sección 4.5.11 la selección de un umbral Optimo es 
critico, debido a Que si se •Scooe mayor o menor a e5te 
óptimo las regic~es aumentarán o dlsminuirAn su Area en 
proporciOn al error cometido CRosenfald, Vol.lit 19ae1. 

Sl el histoorama esta formado por lObulos bien definidos, 
que corresponden a las clases de patrones en estudlo, los 
umbrales óptimos corresponderán a los valores de intensidad 
donde se presentan los mínimos locales. Sin embargo, hay que 
tener en cuenta que cuando hay más de dos clases de patrones, 
esta última nelecciDn de umbral no es tan confiable 
CGonzalez, 1987], ya Que el hlstoorama de la ima~en, resulta 
de una superposición de las funciones de densidad de cada 
clase de patrones. Por lo cual podría suceder, que donde no 
hay un minimo local fuera donde es más aproplado seleccionar 
un umbral. 

En aquellos casos, en donde se conozca a-priori la forma de 
las funciones de densidad de los patrones considerados, es 
poslble encontrar analíticamente la posición del umbral 
Optimo CWahl, 1987¡ Gonzalez, 1987l. Si la sóla información 
da la intensidad dv los objetos, no es suficiente para 
segmentar la lmágen, es convenivnte lntcnt~r el empleo de 
umbrales locales o dinámicos, o bien complementar con 
propiedade5 9eomé1;rica5 <sección 3.2.31, morfol09lcas 
<capitulo 4>, teKturales !sección 4.5.21 CConner, 1980; 
Ehrlch, 1978; Keller, 1989¡ Matsuyama, 1982¡ Roan, 1987] o 
cualquier otra propiedad que podamos cuantificar y que sea 
útil CDuda, 1977]. 

La segmentación por el histograma puede oeneralizarse en 
otra dlrecciOn al considerar lmá9enes multiespectrales de una 
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••c•n•, v• quo h•v c•r•cterl•tlc•• de los obJ•to• qu• •• 
m•nlfl••t•n en dlfer.nt•• lonqltud•• de ond• y que P•rmlt•n 
dlf•r•ncl•rlos. En tos hlstoqr•m•• multldim•n•lon•l••o s• 
Cu•ntJflc• 1tl n.:.m•ro d• pl>1el• con l• ml•m• r•spu•st• 
v•p•ctr•l v d•spu•s d• r••llz•r un• norm•llz•clón, pued•n 
con•ldar•r•• como Un• función d• d•nsld•d multidlm•nslon•l· 
En l• •ltu•cián •qui pl•nt••d• en v•z d• loc•llz•r lóbulos v 
umbr•l••o bu•C•r•mos c.:.mulos • hlp•rpl•nos que los ••P•ren. 
Al •Ument•r •l n.:.mero de dlm•nsJan•• ••t•• t•r•~• •• vu•l\••n 
muv compl•J•• v constituyan buena p•rt• d• lo qu• •• conoctdo 
como cl~ulflcaclán esp•ctr•l CA!ch•rds, t9S6l 

Histograma de intensidades 

Flgur• 3.0 S•qmqntac!On d• un• 1m•9•n •n el•••• d• obJPtos, 
car4cterl~•do• por un rango d• lnten•ld•d. 

3.3.2 Crecl~lonto d• rvQlOR9• 

El Cr•ciml•nto d• rvqlones en su •c•pclOn m~s •lmPIP, •• el 
proceso que con•l•t• en rvl•clon•r pl•els vecino• que cumplan 
~n criterio de uniformidad lvvr definición de ••Qment•elón 



completa, secclclon 3.1>. En su evalucian, este método ha 
conservado la idea esencial de emplear el in ter lar de las 
re9lones para caracterizar la segmentacian; sin embargo, la 
manera particular en que se logra este objetivo es lo que 
e•tablece las dlferencia5 entre los algoritmos. Por ejemplo, 
al9unos comienzan can los elementos simples CpiKels) y 
reuniendolas forman estructuras complejas !enfoque llamado de 
aba.Jo.a ,arriba, bottom-up, a de lo particular a lo general>. 
Otras,· su orden lagtco es el inverso tenfoque llamado de 
arriba a abajo 1 top-bottom, o de lo general a lo particular> 
y parten de las estructuras complejas, tales como la imagen 
en .su totalidad y donde eKiste ambigüedad sobre la~ 
caracteri•tica.5 de la reglan se aplica un proceso de 
divlstan, esperando eventualmente que las reglones asl 
obtenidas constituyan las clases de la segmentaclclon. 
Nat4ralmente, cama cabria esperar eKlsten métodos hibrldos 
que combinan los procesos de fuslan y dlvtstan de rR9ionR&. 
Las antltrlores enfoques, sclolo han empleado propiedades 
locales de la imagen y no caractcristlcas globales o el 
•i9niflcado o semantlca asociado con la escena. Cuando estas 
consideraciones fueron plasmadas en 105 modelos fi5ico
matemát icos de la escena, se obtuvieron mejores 
&&gmentacioneu. A manera de resumen, presentamos una tabla de 
los enfoques adopt•dos en el crecimiento de reglones a través 
de ·su evolución CZucker, 197bJ Cver tabla 1 >. 

El proceso de crecimlento da regiones, en general es más 
co•toao computacionalmente que la segmentacian basada en el 
histograma, pero ofrece las siguientes ventajas CWahl, 1987l: 
a> No se necesita un conacimlento a priori de la imagen, tal 
coma el número de clases de obJetos, o si es pasible 
identificarlos par encontrarse en un rango de intensidad1 b> 
No deja espacios en, o entre las regiones independientemente 
da la contaminación por ruido y es BKtremadamente insensible 
a distorsionas cuando los puntos iniciales son escogidos 
correctamente1 e> La posición da la5 fronteras entre 
diferentes reglones, después de aplicar el mQtodo 
generalmente coincide con las fronteras observadas. 

EKplicaremos más detalladamente, una da las versiones más 
elementales del crecimiento de regiones, conocida como 
•oregacián de piKels. En este caso, partimos de un conjunto 
inicial de piKels Cldealmente uno por cada reglan> y aneKamos 
en cada lteracian del algoritmo los pixels vecinos tpuede 
usarse conectividad 4 u 8> que cumplan con el criterio de 
uniformidad <por ejemplo, que el valor absoluto entre el 
promudio de lnten~id~d d~ los plMels que en un momento dado 
forman la reglan y la intensidad del PlKel eKamlnado, aea 
menor que un cierta constante>. El algoritmo se detiene, 
cuando todos lo• pixels han 5lda clasificados en alguna 
regiclon, a bien cuando can los criterios adoptados las 
reqione5 dejan de crecer. 
Veamos con un ejempla, como apera el crecimiento de 

reglone5. Consideremos la figura 3.9 Ca) en donde tenemos una 
regian de una imagen digital y hemos tomado como puntos 
iniciales los piKels con coordenadas <3,2> y 13,41. Aplicando 



•1 crecimiento de regiones, usando el criterio de uniformidad 
Consistente en que el valor absoluto de la diferencia entre 
91 pi1<11tl e1<aminado y el "seml l la" sea m11tnor que una constante 
(3 en este caso> y que la región así crecida sea cone1<a, 
llegamos a dos regiones, indicadas con las letras a y b 
respectivamente en la flgura CbJ. 51 por otra parte, la 
constante hubiera sido B, el resultado seria una sota reglón 
<figura c>. 

Tabla 1: Enfoques al crecimiento de reglones. 

Número Enfoque 

e 

3 

4 

5 

Búsqueda de 
vecinos regio
nales. 

Hauri•tlcas 
Multiregiona-
1•&. • 

Apro1<imación 
funcional y 
fusión 

División y 
Fusión 

Sem.intic:c 

Fecha y 
autor 

1968, Muerte 
y Al len 

1970, Brice 
y Fennema 

1972, 
Pavlidis 

1974, 
Horowttz y 
Pavlidts. 

1973, 
Feldman y 
Yaklmovnky 

Descripción estadistlca 
de células unitarias; se 
unen si son similares. 

Se forman componentes 
cone1<as de la misma in
tensidad; para refinar 
apllc•mos las heuristt
c:as da "fagocito" e de 
"'debilidad"'. 

Partición en franjas 
unidimensionales, segui
do de apro1<lmación en 
segmentos y finalmente 
fusión de segmentes con 
coeficientes de apro1<ima
ción slmi lares. 

Partición inicial arbi
trarla en estructura de 
datos piramidal¡ dividi
mos las regiones con 
errores de aproximación 
grandes y fusionamos las 
regiones adyacentes can 
aproximaciones similares; 
agrupamos cuadrados simi
lares en reglones irregu
lares. 

Inicialización tipo Brl
ce-Fennema; ma~imlzamos 
la probabilidad en regio
nes y bordes correctamen
te interpretados; 
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Fl9ura 3.9 EJemplo de crecimiento de re9iones 1 empleando 
puntoB iniciales conocidos. Ca> lma9en dl9ital orl9inal. lb> 
Se9mentaclOn resultante usando una diferencia absoluta menor 
a 3 entre los niveles de intensidad. le> Resultado empleando 
una diferencia absoluta menor a 8. 

En la pr~ctlca, la posición de los puntos iniciales puede 
proporcionarlas un analista interactivamente, o bien 
indicando el nümero esperado de re9iones, pueden 9enerarse 
autom•ticamante CWahl, 1987]. Independientemente de la forma 
elegida para suministrar los puntos iniciales, debe tomarse 
en cuenta lo sl9ulente1 a> Si se coloca m~s de un punto 
inicial en una regiOh, habra necesidad de identificar 
posteriormente que las regiones asi obtenidas, son 
subconjuntos de una re9ión mayor¡ b) 51 en alguna reglón, no 
•e suministra un punto inicial, puede suceder qÚe al crecer 
el resto de las ra9iones, asta se fusione incorrectamente con 
otra. 

Et cri ter lo da uniformidad, depende del problema 
considerado y de la calidad de la imagen disponible. 
Típicamente, el anAlisls de la región debe llevarse a cabo 
utilizando un conjunto de descriptores basados en ta 
lntensldad y propiedades espaciales. Entre estos descriptores 
podem.os nombr.art perlml!tro y ~rea de la reglón. tamaño, 
f"orm.a. teMtura y momentos CGonzalez, 1987J. 

3.3.3 Transformación de Hough 

El objetivo de la transformaciOn de Hough, es el 
reconocim1ento de curvas especificas dada• en 'forma analítica 
o tabular. Es considerada una transformaclOn. porque dada una 
representación paramétrica de una curva y una imagen donde •e 
h• apllr:óldo un algorltmc de deteccl6n de bordes (sección 
3.21, pul!de definirse un espacio llamado espacio paramétrico 
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can tantas dimensiones cama parametros, en donde mapeanda-las 
datas de la lmagen queda en evidencia la probabilidad de 
encontrar el tipo de curva en cuestión, para valares 
definidos de los parametras. lNata: Por transformación &e 
entiende una función que mapea un conjunta de datos de un 
espacia a otro, en donde son mAs notorias ciertas 
características del conjunto de datas, o as m~s facil 
procesarlos de cierta manera CBrigham, 1qebJ). 

El nombre de transformaclOn de Hough, es honor de Paul 
Hough quten en 1qb2 registró una patente en Estados Unidos 
con el ti·tulo "Un método y técnicas para el reconocimiento de 
patrones complejos ... Desde entonces, el método ha sido tema 
de muchas investigaciones y aplicaciones entre las cuales 
podemos mencionar: a> Se ha utilizado para guiar un taladro 
en la perforactOn de tableros, en donde posteriormente se 
fijarAn circuitos integrados CBoyle. ¡qeeJ; b> Ha sido 
propuesto como la base de un sistema para detectar y 
localizar partes mec~nicas Cllltngworth, 1q8Bl; c> En el 
reconocimiento autom~tlco de caracteres hebreos Clllingworth, 
1q99]¡ d) En vehículos guiados autom~ticamente Clllingworth, 
1988]. 

Las ideas principales de este método, pueden ilustrarse 
considerando la identificación de un conjunto de puntos 
coltneales en una imagen. Tomemos un punto l~t.Yi> y la 
ecuación de una recta que pasa por él, can pendiente a y 
ordenada al origen b, Yi a a M1 + b. Existen muchas rectas 
qua pasan por ese punta, sln embargo si escribimos la 
ecuaclCn como b • - M¡ a + Y¡ y consideramos el plano ab 
!llamado espacia paramétrlco>, tenemos la ecuaclOn de una 
pOla línea para el par (MiiYi>· Si adem~s tomamos otro punto 
IMjiYj> éste tendrá también asociado una linea en el espacio 
paramétrlco, que intersectar~ con la primera considerada en 
el punto la',b'). Este último punto representa la pendiente y 
la ordenada al ori9en de la ecuaclCn de la recta que pasa por 
lo& puntas IM11Yi> y t~JiYj> lver fl9ura 3.10>. 

El atractivo computacional de la trans<ormaciOn de Hough 
surge, cuando dividimos al espacio paramétrlco en reglones de 
Area finita y asociamos con cada regiOn una celda de memoria 
lel conJunto de celdas recibe el nombre de arreglo 
acumulador> como se muestra en la figura 3.11. En el diagrama 
lamln•ªmo1MI Y Cbmtn•bmax> lndicAn lo~ rango'!!i espere.dos de la 
pendiente y la ordenada al origen respectivamente. La celda 
con coordenadas 11,Jl y valor de acumulador Ali 1 J> 
corresponde con el cuadrado de coordenadas <a¡,bjl en el 
espacia paramétrico. 

Inicialmente este arreglo toma valores de ceros en sus 
celdas. Luego, para cada punto IMk•Yk> en el plano de la 
imagen. deJamos que el parámetro 'a' sea igual a cada una de 
las divisiones permltlda'!!i en el eje •a• y resolvemos para la 
correspondiente b usando la ecuaciOn b = - Mk a+ Yk• Los 
valores de b obtenidos, son redondeados al valor proMimo 
permitido. Si una elección de ªP resulta en una solución bq• 
hacemos Alp,ql = Alp,ql + 1. Al final de este proceso, un 
valor de M en Ati,Jl corresponde a M puntos en el plano XV 
sobre la linea y• a 1 M + bJ• La preclslCn en lá colinealidad 
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d• ••tos puntos •• _••t•bl•cldo por· •l i:i.:.m•~o .-d •. -div'f~l~n•• ¡;,-~ 
•I Pl•no. •b. 

(a) 

Plano XV 

•1111n 

o 

...... 

<Xj,Yj) 

a 

b'"¡" o b111•>< 

--,---- --

--j--

• 

b =-Xja+Yj 

(b) 

Espacio 
ParaMétrico 

, b 

FIQur• 3.tt Dlscr•tlr•clOn d•I ••p•clo P•r•"'l!otrlco p•r• 
•"'Pl••r l• tr•nsrorm•clOn d• Houqh. 
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En la figura 3.12 podemos ver la apllcaciOn de la 
transformación de Hough para determinar la colinealidad de 10 
punto•. En Cbl tenemos la representacidn en el espacio 
p•r•m•trlco y en (el lo9 valores asumidos por el arreglo 
acumulad9r. NOteue que el problema de recoñocer un tipo de 
patran esp•cial, se ha traducido en el de encontrar máximos 
_... •l eupaclo paramétrlco. . 

Es importante señalar que el método puede generalizarse 
=--r• detectar curva• y combinaciones de ellag muy compleja• 
~S•llard, 1981J. La transformación de Hough puede verse como 
un proceso que busca evidencia sobre la presencia de un 
p•trón espacial. Cada pixel en un elemento de borde "vota" 
~r todas la• combinaciones d• parámetros que pudieron 
producirlo, •i fuera parte del patrón espacial. Los votos son 
cant•do• en el arre9lo acumulador y los totales indlcan la 
r•latlva probabilidad de los diversos patrones descritos por 
la• parámetro'!i. 

Algunos de los aspectog que h•n motivado el gran uso de las 
transformaciOn son ClllinQ~orth, 198BJ1 

a> Cada punto de la imagen eu tratado en forma independiente 
y por lo tanto es poelble una lmplantacidn empleando mis de 
urw. unidad de procesamiento. Por vjemplo, es concebible un 
procesamiento en paralelo de todos los plxal5, Esto lo hace 
~n algoritmo apropiado para aplicaciones en tiempo real¡ 

bJ Su combinación ind•pendlente de evidencia, le permite 
r..conoc•r p•trones parciales o de<ormados, El tamaño y la 
localizaclOn ••p•cial del m4ximo local nos proporciona una 
mlltdid• d• similitud entre el patrón presenta y el modelo; 

e> Los •l•mentos aisladDs de borde, en general no contribuyen 
coh•r•nt•m•nte • un punto y por tanto no presentan problema¡ 
sin embargo, daba tenerse cuidado d• los bordes de otro tipo 
r:t. patrones que no sea el de interés¡ 

d> La trans<ormaclán puede acumular evidencia simultaneamante 
d• varios patrones particulares de la clase de patrones en 
••tudlo, Genaralmente cada ocurrencia de un patrón produclrA 
un m4xlmo local diferente en ei arreglo acumulador. 

L• principal 
gr-an cantidad 
requeridos. La 
aproximado por 
•lementos, 

desventaja de la implantación directa, es la 
de recursos de almacenamiento y cómputo 
determinación da q parAmetros cada uno 
G intervalos, requiere un acumulador de Gq 

Para complementar los temas considerados en este capitulo 
de segmentación, creemos adecuado re<erlr al lector a los 
siguientes artículos y libros: 
•l Una colección de arttculos •electos en segmentación puede 
encontrarse en CAggarwal, 19771; 
b> La detecciOn de bordes con base en un modelo puede 
encontrarse •n CWahl 1 1987¡ Rosen<ald, 1982, Vol. IIJ; 
e> Un art¡culo con una panorAmlca de la segmentación de 
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CAPITULO 4 

MDRFOLDGIA MATEMATICA 

Dentro del gran número de algoritmos para procesar, 
analizar imágenes y reconocer patrones, surgen algunos 
métodos generales. <ver capitulo5 2 y 3>, CMantas, 1987¡ 
Nanhakumar, 1985¡ Skolnlck, 1986¡ Haral ick, 19881. - E5tos 
incluyen : 
<al por parte del pr~cesamiento de imáqenes. 

1. La teoria de señales, "f'undamentada en el an.ili.sis 
Fourier. 

<b> En el análisis de imágenes. 
l. Asemejamlento o Concordancia (matchlnq>. 
2. SegmentaclC.n. 
3. An.iliats de la "f'orma. 
4. Oescrlpc ión. 

(c) En el reconocimiento de patrones. 
l. T~cnicas convencionales 

1.1 Reconocimiento estadistlco de patrones. 
1.2 Reconocimiento estructural de patrones 
1.3 Métodos híbridas. 

2. Técnicas de inteligencia arti"f'icial. 

de 

Un método general, menos conocido que trata Jas cuestiones 
<•>, Cb) y (CJ es l• Morfología Matemática, en donde las 
lm"o•nes analizadas se consideran como conjunto~ de puntos y 
las operaciones se basan en la teoría de conjuntos. Este 
enfoque busca determinar y describir la organlzaclCn espacial 
de lo& p1Kels. 

Como cualquier nueva teoría, la morfología matematica se 
inició de algUn conocimiento primigenio y se desarrolló en un 
conteMto. El problema concreto a resolver CSerra, 1982J era: 
el investigar la relación entre la 9eometria de los medios 
porosos y su permeabilidad y el de cuantificar la 
petrogra"f'ia de los minerales de hierro, para predecir sus 
propiedades al triturarse. Las ramas de la matemática que 
mejor se adecuan para la modelación y descripción de estos 
"f'enómanos fisicos son la geometría integral y la probabilidad 
9eométrica. 

Por otra parte, la idea de utilizar imágenes digitales, 
surge porque de esta manera es posible una descripción 
numérica del fenómeno en cuestión y se pueden cuantificar y 
aplicar diversos análisis matemáticos. 

En forma análoga, respondiendo a la necesidad de efectuar 
@"f'lcientemente e~to~ ~nállsls, ~pdr~c~ la idea [Skolnick, 
1986J de construir dispositivos analizadores de imágenes. J. 
Van Neumann en 1951, propuso un proceso automático que 
comparaba cada piMel con sus vecinos CautOmata i;,gj.Y.Lu:.l... 
Desde entonces, se han construido diversos dispositivos. En 
particular, al analltador a tepcturas CSel"'ra, 1972] <:;ue 
aplica operaciones morfológicas. 

Los creadores CSerra, 1982; Matl"leron, 1972J de la 

41 



morfolo9ta matem4tlca al notar que la noción de estructura 
9eométrlca y de taMtura no es puramente objetiva, es decir no 
se encuentra totalmente en el fenOmeno, ni el observador, 
sino en al~una parte entre los dos, adoptan una postura 
fl loséf lea [Kant• l c;iaeJ. Prácticamente• cuant i f lean es ta 
intuición mediante el concepto de elemento estructural. El 
cual escogido por el investigador, interacciona con el objeto 
da una manera preestablecida, modificando su forma de tal 
manera que sea as' más informativo que la descripción 
inicial. 

Como se menclond, eMisten muchos métodos para describir 
los fenómenos que ocurren en el espacio y eMhiben cierto 
grado de estructura espacial. Un enfoque es el de 
considerarlos como objetos, es decir como subconjuntos de su 
e•p•clo de definición. El método que deriva de este punto de 
vista se llama Morfatogáa Matemática. 

Etimológicamente Horfologia significa <morphé s forma y 
lagos e tratado) tratado de la forma y la e""tructura, asi. 
como sus transformaciones. En el caso del análisis de 
imágenes además del signlflcado mencionado puede 
interpretarse como el estudio de patrones y teMturas. 

Para dar una definición más precisa da Morfología 
M•tem~tica, consideremos el significado de los siguientes 
conceptos. Tomemos un espacio o conjunto E, los "objetos" 
X de este esp•cio son los subconjuntos X i E. Por lo cual la 
familia o clase que consideraremos e~ el conJunto potencia de 
E, pOT<E>, definido como el conjunto de todos los 
subconjuntos de E. 

Lo interesante de este conjunto es que mediante las 
operaciones de unión e intersección, podemos dotarlo de una 
e•tructura algebraica de Algebra de Boole < CHerstein, 1c;ieo; 
Whitesltt, 1Cjl72J Esto significa que las operaciones de unión 
e intersección son conmutativas; las dos operaciones se 
distribuyen la una sobre la otra; E~isten los elementos 
identidad <~ el conjunto vacto para la operación de unión y n 
Rl conjunto unlverwal para la operación de lntersecclDnJ; 
Para todo conjunto A, eMiste A' tal que es inverso respecto a 
las operaciones A U A' • O, A n A' • ~l. J y la relación de 
orden inducida A i 8, es tal que POT<EJ forma una Retícula 
co..plcta, esto as, cualquier familia Xl ~ POT<EI no vacia 
ti•ne una MíniMa cota superior (Un supremo> CSu unión U Xi> y 
una MAxima cota inferior <Un LnfilftO) CSu intersección n Xll 
que pertenecen a POT<EI. El enfatizar esta propiedades 
al~cbralcas, se debe a que algunas de ellas admiten 
interpretaciones físicas, o bien fundamentan variante~ de 
cálculo, más eficientes de las operaciones morfológicas lcamo 
veremos m~s adelantel. 

Como se hizo notar con anterioridad, al concepto de forma 
o estructura de un objeto, no es totalmente objetivo e 
intervienen aspectos subjetivos en su determinación. 
SiQUlendo la Gestalt una de las escuelas de la psicalogia 
moderna, que se car<!lcteriza CRowan, 1qee1 <Gestalt 
etimológicamente signi~ica forma o conflguraclón, y ha ~enido 
a siQnlf"icar "te tal idad" 1 por aflrmar que la percepc::ión es un 
f"Qnómeno mucho mAs complejo que la mer<!l combl.naciOn de tos 
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elementos separados de la sensaclén. Sostienen que la 
percepcién obra, de una manera completamente opuesta. 
Tendemos a percibir primero una conflguraclén __ total_ y. lue90 
sus elemeontos !leparado-s. -_ -- - -. ·_ -· 

Estas ideas de la pslcologia acercá deo l"a ·perc~p~iér:.·;-. 
fueron plasmadas en términos matem<tticOs •n -, l•• 
transformaciones morfolDgicas b4sicas [$erra, 1972], · CDll\O 
sigue: 

aJ Definicién del objeto A 
Antes de proceder al an4lisls del objeto A, se supone _qu. 
podemos distlngulrlo•de su entorno A'. 

bJ El elemento estructural B 
El elemento estructural B se convierte en la zona elemental 
de la percepciCn visual. 

e> Acta elemental de percepción 
Colocamo~ el conjunto B en cada punto x del espacio, en donde 
A este distribuido y nos preguntamos por la interacción entre 
A y B. Existen dos posibilldadesr 
a> B lntersecta a X CB n X t ->. 

En este caso• su vez tanemos dos poslbilidadesr 
11 e 1 x. 
iiJ B intersecta a X, pero B no esta incluido en X. 

bJ B !lQ. intersecta a X <B n X 11'>. 

Es significativo que observaciones tan simples y a la vez 
tan relacionadas con la forma en que percibimos, den origen a 
la Transformación m4s general y b4sica de la Morfologia 
Natem4tlca: La transformaciOn intersecta o no intersecta, Cla 
cuaJ definiremos praci~amente más adelante.) 

Una razcn fundamental para considerar la estructura 
algebraica del conjunto potencia <Algebra de Boolel, radica 
en que constituye la estructura lógica de trabajo en la cual 
se reallzar4n las operaciones morfológicas. Por lo anterior, 
puede definirse la Morfología Natem~tica: como L! apllcaclón 
~ L!. ~ ~ reticulas (Jattlce theor-yl !!..!. estudio~ L1!_ 
n.;¡,tr-uctur-as espaciales. CSerra, 1986] 

El espacio E, aqui referido se tomar4 en general como Rn, o 
bien zn, ya que el primer-o cuando n ~ 3 corresponde al mundo 
físico que nos rodea, y zn cuando n = 2 se puede pensar como 
una malla o red discreta. Sin embargo, existen otros dominios 
de aplicación como son rSerra, 19961: 
l. Functones de R" a R, consideradas como conjuntos en Rn~R, 
a través de 1 a umbra CSternberg, 1986]. 
2. Gr4flcas planas tales cama la partic1Qn dé un mapa en 
reglones. 
3. Productos cartesianos de espacios, en el caso de una 
imagen multiespectral. 
4. Espacios vectoriales, tales como propagaciones, cuando el 
rango de direcciones es función del pixel. 
~. Espacios topológicos que son necesarios para introducir 
probab 1 1 idade'ii. 
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Notemos que muchas 
de interpretar en 
Al9ebras de Boole 
menciona. 

de las nociones, aunque son m4s f4ciles 
el caso euclideano Rn, se aplican a 
en general, construidas como aqui se 

4.1 Transformaciones morfolDgicas 

4.1.1 La transformaciDn intersecta y 
dila.tación y erosión. 

no lntersecta. 

Una de las formas de considerar el anAlisis de imágenes, 
consiste en concebirlo como el proceso de identificación de 
lo• objetos tridimensionales que produjeron una escena y la 
descripción de sus interrelaciones. En este sentido se 
asemeja al uso que diariamente damos a nuestra vista. El 
anterior enfoque en el análisis de im~genes es conocido como 
~otointerpretación CRlchards, 19Bbl. Por otra parte, existe 
un punto de vista conocido como an~lisis cuantitativa en el 
cual después de revisar cada uno de los pixels en sus 
diferentes componentes (bandas>, se busca estimar las 
propiedades físicas o qutmic•s de un sistema. 

Cada uno de estos enfoques esta orientado a un tipo de 
problemas. Sin embargo, no son excluyentes, ya que en 
ocasiones pueden complementarse: p, ej., la tarea de 
Interpretar visualmente una imagen puede facilitarse 
gr•ndemante si previamente modlficamo5 su contraste. Otro 
ejemplo, es cuando un an~llsis cuantitativo depende para su 
buen resultado da una adecuada elección de valores en los 
par4metros, por parte dal anallata humano. 

De acuerdo a lo anterior, puede dec:irse [Serra, 1986] que 
la mor~ologia matem~tic:a no pretende ser un substituto 
computarizado de la visión humana, sino una estructura 
coherente de trabajo para describir la organización espacial 
de los objetos inmersos en un espacio. &a. ~ LJ!. estru;tura 
U !.l.!l ob!etg. R ~ ™ tl con!unto º-.ll relacloneg 
extstPntes entre ~ dlversag ~ ~ 
EM~e~lmentalmente se estudiará la estructura, probando cada 
una de las posibles relaciones y examinando si se satisfacen 
o no. Es claro, que tal ·conocimiento depender~ grandemente 
del conjunto de relaciones consideradas como posibles y esta 
elección a priori determina el valor relativo del concepto 
re5ultante de estructura. 

Puede suceder que nos encontremos con un medio de estudio 
sin patrones familiares evidentes, p. ej. una muestra 
mineral. En tal caso debido a la fAlta de significado, no~ 

veríamos en la situación de probar sistem&ticamente las 
relaciones conocidas y empezariamos con las relaciones m&s 
simples que pudleramos tmaqlnar. De esta problem~tica surge 
el concepto de elemento estructural. Con cada punto x del 
espacio E en el que trabajemos, asociamos un conjunto BCxJ 
llamado elemento estructural y, si X es un subconjunto del 
espacio E Cun obJetol, entonces existen muchas maneras de 
modificarlo. Siendo las más simples e importantes CSerra, 
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I986; Haral lck 1 1987] las slqulentesi 

Derlnicián.- La dilatación de X, por el elemento estructural 
e, es: Notación DILCX,B> ( si· es ·claro quien es el 
elemento estructural, se escribir~ simplemente DIL<X>> 

DIL<X,B) - (X 1 B<x> n X + ~> (4.1) 

La dilatación de X por BCw>• es el conJunt.o de puntos Joe, 
tales que 8Cx> lntersecta X. 

Derlnlción.- La erosión de X, por el elemento estructural B, 
es: Notación : ERO<X,B> C si es claro quien es el elemento 
estructural, sa e&criblré simplemente ERO<X>> 

ERD<X,BJ = Czl B<z> ~ X> ~ Czl z~b e X para todo b € B> <4.2> 

La erosión de X por 8 es el conjunto de puntos z, 
que B<z> esta contenido en x. 

tales 

EJemplo l.: Erosión Sea A• ((1 1 0>, <1,1>, Cl,2>, <1,31, 
ct,4>, ct,s>. c2,11, <3,t>, <4,I>, c:1 1 1>> y e cco,01, 
<O,IJ). Aplicando la de1'lnlctdn EAOCA,8>.,. CC1 101 1 Cl,11 1 

Cl 12>, <1,3), <1,4>>. En lo sucesivo, adoptaremos la 
convencldn de que el sistema de coordenadas en el plano, 
esta colocado en la forma que usualmente espec11'lcamos las 
entradas de una matriz. Es decir, el punto de coordenadas 
Ci 1 J) ocuparia el renglón l y la columna J. En los diagramas 
sucesivos, el caracter • representarb los elementos de X' y • 
representará los elementos de x. 

Esquem~ticamente: 

A ERO 8 EAOCA,B> ...... ~:: : : : O·•••• o ••••• ...... 

El resultado del ejemplo, puede interpretarse meJor 
con•iderando al elemento estructural como una sonda que 
eJoeamina la forma local de A, ya que cada elemento de la 
eroslDn, nos Indica la poslcldn en la ~ual el elemento 
estructural queda contenido en A. Un pequeño inconveniente de 
esta veriflcacidn, es que depende de la representacldn en 
coordenadas del elemento estructual y no sDlo de su forma. 
Este punto se tomará en cuenta en la de1'inlcidn de la 
apertura morfoldgica. 

Tomando dos elementos estructurales 
definir la transformación lntersecta o 
BlCJoe) y B2<w> ; Notación TINCX,Bl,B2J 

Bl(x) V BC<x>, podemos 
no lntersecta de X por 

comoi < si es claro 



quienes son lo& elementos estructurales, se 
slmplemente TIN<X,J 

TIN<X,91,Be> - ERD<X 1 B1, - DIL<X,92> 

escriblr.é. 

La trans'formaclón intersecta o no intersecta de X, por 81 y 
82, es el conjunto di'ferencla de la erosión de X por 81, 
menos la dilatación de X por 82. De lo anterior resulta que 
la erosión (tomando 82<x> •E•> EROCX,81> • TIN<X,81,EJI y 
la dilatación (tomando 8l<x> •E•> DIL<X,82> • TIN<X,E,821 '> 
pueden considerarse como casos particulares de esta 
tran!l'formac lón. 

La clase de trans'formaciones Qeneradas por las uniones, 
composiciones y complementos de trans'formaciones intersecta o 
no tntersecta, constituyen por de'flniclCn rserra, 1986], las 
tr~ns'for•aciones .ur'fológlcas sobre POT(E) e Incluyen la 
erosiCn, dilatación, apertura y cerradura por de'finlclón 
(ecuaciones 4.t, 4.2, 4.3, 4.53 y 4.~3>. Estas operaciones no 
•on desde lueQo las únicas 1'uentes de in'formaclón para 
analizar un obJeto, en particular pueden combinarse con 
medidas en PDT<E> Cp.eJ. el ~rea o el volumen de conjuntos en 
el espacio euclldeanoJ o con otro tipo de operaciones Cp. eJ. 
convolución>. 

4.1.2 Propiedade9 b4slcau 

En QeneraI, las trans'formaclones mor'folóQicas son C2. 
r•vermtbles. En contraste con muchas transformaciones de uso 
'frecuente en el procesamiento de im.1genes. <P• eJ. 1 la 
d••compasición en componentes princip•les y la trans'formada 
de Fourler discreta son reversibles>. Este hecho no debe 
considerarse como un de'fecto o algo grave, ya que el an.1llsls 
da im~Qenes en la morfologia matem~tlca, se lleva a cabo con 
otra metodologla. La idea rectora consiste en considerar que 
las lm~genes de un fen6meno en estudio, presentan demasiada 
ln'formaciDn para ser asimilada y el objetivo d•l tratamiento 
mor'folCglco OSI determinar !!D. fgrma precisa proplqdades 
gegm~trtcas. a través de trans'formaclones sucesivas y cada 
tr•nsfarmación estara p~nsada para geleccionar un ttpo de 
ln1'ormaclón. Para hacer esto, debemos eMiglr las siguientes 
propiedades b~slcas de las trans'formaclones mor'fológlcasr <En 
lo suceslvo, uti l lzaremos el simbo lo ~ para una 
transformaciDn mor'folóQica generall 

a> Creciente. 1 es creciente, si preserva la relación de 
orden. M•s precisamente, tomando X,V • PDT<EI resulta: 

bl AntieMtensiva. 1 es antieMtenslva, si t<XI est~ contenida 
en X. M~s pr•cisam•nte, tomando X • POT<E) resulta: 

~<XJ ~ X (4.SJ 



cJ lde111pc::itent.,. 1 •• 
lnv•r-l•nt• •l •Pllc•r
pr-ecl••1111rnte, to111•ndo X 

ldempotento, cu•ndo ffXJ per-..,,.nOK"e 
de nu•YO I• tr-•nsf'or-frl•elOn. M.As 

e POTIEI r-•sult•I 

§C§IXJ) •§IX) 

di Ho•otDplc•. En ••t• c•so E se consld~r-• como un espacio 
topo10o;1co1 •In embar-r;io por •lmpllcld•d, no• llmttar-emo• .• 
lo• conJunto• •Cotado• del c::il•no. Con c•d• conjunto acotado, 
••aclamo• •u ,.,-bol de h1;1111otopl• cuyo "tronco" cor-r-e•Ponde al 
'fondo KO lla componente lnf'lnlta conewa de K'I. l..a.c pr-tm~r-•• r•m•• corre•ponden a la• componente• conewa• KI de K 
•dyacente• a KO, y l•• •er;iund•• r-•m•s a los "pof"O'll" 1<2 de K 
•dy•c•nte• • KI, etc. lver- 'flo;ur-• 4.11 l.l!lA. trQnf1'9~m4elpn 
R..11. bpmp$ép)sn, cuandc::i preserve el .Ar-bol de homotopl• de ~. 

kO 
kl 

C0 

, 
f'lrbol de 

Homot Ópi a 

Figuras hoMotÓpicas 

kl 

Flour-a .... 1 Ejemplo de do• f'l¡¡¡uras con el ml•mo .-.-bol de 
homot,!>P I•. 
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4.1.3 Filtros nte:Jrfalóglcas. 

En el procesamiento de señales en una o varias 
dimensiones, se le llama un filtra tCastleman, 1979; 
Gonzalez, 1987; Lira, 1989]. a cualquier operaclCn euclldeana 
que es lineal. Invariante~ traslaciones y continua. De 
acuerdo a un resu 1 tado bien conocido tBracewel l, 1965l, toda 
señal filtrada g, es igual a Ja convolución de la señal de 
entrada f, con la funclOn de respuesta al Impulso 
caracteristica del flltraje h. En simbolosr 

<4-7) 

El pedir la condición de linealidad en tos filtros, 
<r<f+f'J rcf> + r<f')) se debe a que muchos fenOmenos 
fSsicos tienen esta propiedad, p. eJ., en el caso de la 
percepción de los sonidos, el oido suma el logaritmo de las 
Intensidades de los sonidos que provienen de varias fuentes 
cserra, 19B6J. 

Para definir los filtros morfológicos, <Flltros-H en lo5 
sucesivo> se pedlrd que r a> preserven la relación de 
inclusión entre das objetos, es d•cir que sea creciente 
b) sean idempotentes. Esto se debe a que varias operaciones 
morfológicas, tienden a simplificar las señales y reducirlas 
en cada apllcaclén y esta condición detendr~ ese efecto 
•lmpli'flcador. 

En el c•so de un espacio E general, las dos condiciones 
anteriores definen un 'filtro morfológica CSerra, 1996]. En el 
caso euclldeano, se pide adam~s que la transformaclán sea 
cpntlnua ~ invarlantp ~ tra1lacl9ne1. 

Para no limitar el campo da apllcaclén de los conceptos 
aqui descritos, se habla de señales u obJeto5 y no se 
particulariza a una Imagen digital, ya que las señales pueden 
ra'ferlrsa a sonidos, respuestas de dispositivos electrOnicos 
o lm~genes digitales. Por otra parte, muchos conceptos de la 
morfología matem~tlca se aplJcan an espacias cualesquiera o 
n-dlmensionales. Por lo cual, a los subconjuntos del espacio 
en cuestlán 5e 1&5 llama "objetos", aunque tambien podríamos 
llamarlos "patrones". 

Puede parecer UHtraño que se hallan selecccionado esta~ 
propiedades para definir los filtras morfológicos y que no se 
halla pedido p.eJ. linealidad. Esto se debe a que la 
morfología matemdtlca tiene par objetivo <como se mencionó 
anteriormente> el construir un marco de trabajo adecuado para 
de5crlblr la estructura espacial de tas objetos. 

Como consecuencia de habar seleccionado otras propiedades 
definitorias para los filtros-Mi pueden presentar 
características no convencionales. P. ej., en al~unos ca~o~ 
conmutnn con ~l logaritmo. Es decir, el logaritmo de la señal 
filtrada es Igual al filtraje del logaritmo de la señal. 

A manera de ilustración de las 'flltros-M, consideremos la 
siguiente analogía de estos con un procesa de limpieza. 51 
las ventanas est~n suelas, y la5 lavamos quedan limpias. Si 
las lavamos de nueva, quedan Igual, ya que e5taban Jimplas. 
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Es decir el proceso es idempotente. Al lavar hemos quitado el 
polvo y no se agregado algo a lo que estaba, por lo cual hay 
antle1o1tensivldad. Finalmente, si lavamos parte de las 
ventanas, obtenemos parte del resultado original. Es decir 
tenemos que el proceso es creciente. 

Los flltros-M se han utilizado para modificar el contraste 
selectivamente, también pueden preservar rasgos con valores 
altos de gradiente, mientras que homogeneizan el resto. 
Ad•más permiten eliminar rasgos específicos y dejar 
invariantes otros. 

Una comparación de los filtros 
filtros lineales invariantes ante 
encontrarse en CMaragos, 1987J 

morfológicos con los 
traslaciones, puede 

4.1.4 Dualidad respecto a la co•plementaclón 

Como una consecuencia general de trabajar con conjuntos, 
•i X' es el complemento de X, tenemos que cada vez que 
definimos una transformación morfológica 1, se induce otra 
transformación•~ que llamaremos la transformación dual dada 
pors 

§!i<X> ""r•cx•>J' (4.8) 

Esta definición resulta más natural sl pensamos que cada 
vez que 1 transforma X en t<X>, slmultaneamente se altera el 
conjunto complemento X' y sa convierte en [f(X)J'. 
Por lo anterior, puede decirse que tas transformaciones 
morfológicas van en parejas y hay que desarrollar esta 
habilidad de pensar en la cparaclón dual, ya que 
hlstorlcamente se ha visto que esto no es tan natural. P. 
eJ •• aunque la noción de dilatación ya estaba presente en el 
trabajo de Mlnkowskl en la forma de la suma de Mlnkowskl, él 
no ll•gó a descubrir el concepto de ero5ión Csu dual> [Serra, 
1982, 19BbJ. 
'- ~ K modifican lA2. cuatro prgpledadas claves (secctgn 
~ ee.c.. .l..A. dualidad i Ces decir si t tiene una propiedad, 
¿Qué propiedad tendrá t2 su dual ?> 
La antle1o1tenslvidad se convierte en 

id•mpotencla se queda como ldempotencia, 
conserva, ••' como el ser creciente, 

4~2 11orfologia Euclideana. 

e>etenslvldad, 
la homotopia 

la 
se 

Particularizamos nuestro estudio al caso en que el espacio 
•• E • Rn, para ilustrar las consideraciones filosóficas 
<principios, criterios, algoritmos, modelos! que deben 
hacerse cuando se pretende utilizar la morfolog'a matemática 
en las ciencias e1o1perlmentales. 
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~ S!. percibir Y!].!!. imagen. ll transformarla 

En cualquier tipo de percepctan, la mente remodela el 
estimulo para asimilarlo a sus propios esquemas. En el campo 
de la Pslcologia el trabajo de los investigadores, y los 
e1tperimantos declsivo9 de w. Kohler CSarra, 19821 han 
Gi9tematicamente revelado la actividad estructurante de la 
mente, aún en el fenDmeno mAs simple percibido. 

Uno podria creer que esta actitud asta ligada mAs o menos 
con el estudio de las humanidades. Sin embargo, la necesidad 
de trans'formar el objeto que· se anAl iza también surge en las 
ciencias e1tperiment.ales. En la Quimtca, cuando se mide una 
superficie especifica, dos operaciones distintas se realizan1 
Primero, se reduce el cuerpo inicial ~ 90lo 9U frontera 
Cmarcandola por ejemplo). 
Segundo, la cantidad da marcador que ha sido absorbida es 
pasada. 
En el anAlisls de cribado, cuando queremos conocer la 
dlstrlbuciOn de tama"o9, digamo• del resultado de triturar 
roe~•, generamos una sucesiOn de subconjuntos del producto 
triturado •. Es decir, para cada tamaño de la criba, el 
subconjunto que pasa son todas las rocas menores. Luego, 
pesamos los subconjuntos. 

Hay muchos de tales ejemplos, que se realizan en dos 
etapas1 tr•nsformación geométrica y luego medición• 

~ ldl& ~ Prlnclplpn d!z. ~ cuantlflcactpn. 

El espacio euclideano R" tiene propiedades muy importantes 
como aons al No se altera <sigue teniendo los mismos 
elementos> si aplicamos una traslación, escalamiento o una 
re<leMlOn por el origen; bl Ea un espacio métrico completo. 
(toda sucesión de Cauchy converge) Lo cual es una propiedad 
útil para asegurar la convergencia de sucesiones de Cauchy y 
para analizar la continuidad de funciones <ver el cuarto 
prlnclplol; el Tiene la estructura algebraica de un espacio 
vectorial sobre el campo de los números reales. Con base en 
las anteriores propiedades, pueden formularse los cuatro 
principios de la cuantl<lcaclén, que nos permiten seleccionar 
transformaciones adecuadas a las condiciones eMpertmentales, 
entre el gran número de posibilidades. 
Definimos algunos conjuntos necesarios para eMpresar los 
principie•: 

1> El conjunta X trasladado por el vector h E Rn !NotaciOn: 
TRASCX,h>> se define como: 

TRASCX~h> Cwl(K-h)t!:X) (lt.9) 

2> De<lnimos el conJunto X homotétlco por el escalar ~ E R 
<Notaciéns HOMOCX,Tl) comos 

(4.10) 

'º 



3J Definimos al conjunto X simétrico por el origen _tNataciánt 
Slt'ltX>) cama& 

SltllXJ • {MI -M C X) (4 .. 11) 

Con las anteriores deftntclones podemas pasar a enunciar 
los requisitas qua deben cumplir tas transfarmaclones 
qeométricas, en cualquier caso de estudio en las ctenctas 
eMp•rimantales. Estos requisitos o principios impiden que las 
tran•formaclones empleadas sean completamente arbitrarias y, 
nas permltan selacclcnar aquellas que son apropiadas entre un 
Qr•n conjunto de posibilidades. Los prlnciplos no deben 
considerarse como dogmas. surgen de la amplia refleMián 
tS•rra, lqe2,19Bbl sobr• las características comunes de 
mucho• eMperimentos y mas bien deben tomarse como gulas 
ad•cuadas en nuestra elaccián .. 

4 .. e.2.1 PrlMer prlncipio1 co.-patlbilldad bajo traslaciof"IE."9. 

Sea TRASCX,hl 
conjunto X can al 
tran•farmacianes 
particular•• da 
dependen. 

el conJunto resultado de trasladar el 
vector h. Ahora bien, eMtsten dos tipos de 
1 •> las que dapanden de las posiciones 
las •Je• coordenadas y b> las que na 

O.Cl90S que • •• invariante baJo traslaciones, st y sálo st 1 

(4.12) 

Supongamos que la transformacldn 1 depende del origen o, la 
r•presentaremcs por 1•. Asi t• •s la aplicactCn a cada punto 
x d•l espacio de un criterio quo es functOn de las 
ccord•nadas da x. Denotaremas pcr Cl>-h• la transfcrmaclón 
Qu• aplica al punto M h, el criterio primeramente 
d•finidido en el punto M. 

La coapatibllidad b•Jo traslaciones es el primer principio 
d. la •orfologia euclideana1 

Un ejemplo 
traslaciones, 
de1'1nida por1 

(lt.13) 

de una transfarmacián compatible baJo 
aunque no invariante bajo traslaciones es la 
Cver fi;ura 4.2> 

<•>h X n TRAStZ,h> tinteroe¡eccián con una ventana Z de 
medicián) 
Probemos que la transformacián •Si definida as compatible 
baJo traslaclonas1 

1•1TRASlX,h)) - TRAStX,hJ n TRAStZ,ol ~ 
TRAStX n TRAStZ,-hl,+h) • TRAStll>-hCXl,+hJ. 

Sin embarga, esta transformacian no es invariante ante 
traslaciones ya que : 
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··iTRA!HX,hl> ·- TRAS<X,hl n z + TRAS<X n Z,hl - TRAS<t•1XJ,hJ 

~Compatibilidad 
con traslaciones 

~h 

X 

z 

·¡¡ 
t 

FIQur• 4.e llu.~r•el6n d• un• tr•n•<orm•clQn co~p•tlbl• con 
tr••l•cton••· 

·~.2.2.e 
Íñic•l•. 

Segundo Prlnc;lplo 1 Co'"'P•tibllld•d b•Jo c•ablo d• 

Un• tr•n•<orm•C ldon f •• lnvarlante b•J1;1 ccaOllbl1;1a d• tt•c•l•, 
••• 

d<:1nd1P )O e R v )O ) O. Un• tran•<<:1r,.,•clOn •• cn.....,,.t:thlfO bnJo 
c...,,blo da: •w: .. 1., •.I • 



transformaciones el T ésimo - que depende de un factor 
•scalar T >o. En particular t 1 es el elemento de la familia 
cuando el factor de escala T = ll. La compatibilidad bajo 
cambia de escala se tomar~ como el segundo principio de la 
morfologLa euclideana. 

Un ejemplo de una transformacián compatible con cambios de 
escala, que se presenta en la citologla es: Consideremos una 
Población de células X y tomemos +T<Xl como todas aquellas 
télulas cuya 4rea ª"cada 100 ~1 Caqui T a 10 y ~ es la 
~nidad de lon;ltudl; es claro que t <notase que se ha quitada 
~1 parámetro T) no dependa de la escala. Esto quiere decir, 
l ntarpretando 1 a e.cuac lán 14. 15 > que e 1 resu 1 ta do de la 
transformación ser~ el mismo si reducimos el factor de escala 
á la unldad, seleccionamos las células cuya Area exceda 1~2 y 
las célula• as{ obtenidas, sa amplifican con un factor de T 
lo <Debe notarse que la relación de Areas entre HOMOIX.T> y X 
Rs de T 2 CShervAtov. 1975] > 

~.2.2.3 Tercer principio: El conocl•iento local. 

Existen muchas situaciones en que no podemos observar o 
Rxamtnar completamente nuestro objeto de estudio x. sino que 
sólo podemos v•r una parte de 01 o tomar muestras. P. eJ., 
cuando X sea un bosque, la atmósfera, el oceano o una 
población cuyo habitat sea muy amplio. En el caso que X esté 
formado por partículas individuales y tratemos de inferir sus 
propiedades a partir de muestr•s, debemos apoyarnos en la 
estadistica pard evaluar la certe2a de nuestras conclusiones. 

Si por otra parte X es un medio conexo (una roca porosa, un 
hueso, etc.> que no cabe en nuestro espacio de trabajo z, 
quisieramos que el resultado de aplicar una transformación 
~eométrlca a la parte de X, incluida dentro de z, fuera igual 
a la transformación aplicada al objeto completo X, 
intersección Z (puede-pensarse como un instrumento de medida, 
de extensión limitada>. Esta observación enunciada en 
términos precisos, constituye el tercer principio de la 
morfologia euclldeana, llamado conocimiento local. MAs 
precisamente: 

!.!.!la. trans<ormaciQn ~ §atlsface !tl_ princlclo ~conocimiento 
~ :!.!_ cara cualquier c;onlunto acotado !:::! !t!l tl cual 
queremos conOCPr ~ podemo5 encontrar Y.!!. con Junto acotado 
~ i:.n tl G.YA.1.. tl cgngclmlento Q.!:. !. U suficiente 2..@.U real ltar 
lgc;almqnte .$...gJt decir dentro Q!t !:::!!... .lA transformacién. En 
términos simb6licos1 

Para todo W acotado, Existe Z acotado tal que: 

t<x n z> n w ~ t<X> n w (4.16) 

Un ejemplo que contribuir~ al entendimiento de este 
principio es el siguiente: supongamos que W es un prisma 
rectangular graduado que slrve para medir volúmenes. Tomemos 
Z g W y sea X un tronco relativamente largo que no puede ser 
incluido en W y ~ es la operación de quedarse con la corte~a 



del tronco en turno. 
Asi t<XJ n W seria la corteza resultante después de 

desprenderla del tronco y recortarla para que pueda·, incluirse 
en W <supone~os que X esta estAtico) y, t<X n·z> n W seria el: 
resultado de primero recortar el tronco a 105 limites del 
prisma X y segundo tomar la corteza. lcomo Z 5 W la última 
lntersecclDn no tlene efecto1. El resultado total en ambos 
ca•os es el mismo. 

4.~.2.4 Cuarto prlnclplo: Semlcontlnuldad. 

Un Sea X un subconjunto de un espacio topológlco. 
e•ta en la frontera FRONTlXJ, si toda vecindad VM 
contiene por lo menos un punto en X y otro en 
complemento de X) tApo•tol, 1979]. 

punto K 
de • 

X' Cel 

Para determinar aproMlmadamente la frontera de un conJunto 
X <ya que es flsicamente imposible su localización aMactaJ, 
se toman dos conjuntos Xl y Vl, cada uno incluido donde 
•abemo• que estamos en X o x• respectivamente~ Por otra 
parte, •l • CXl U Vll' es un conjunto donde esta contenido la 
frontera. 

Para mejorar la aproMlmaclDn a l• frontera, tomamos un 
nu•vo par da conjuntos xe y V2 tal que Xl i xe y Vl 5 ve lo 
cual resultar• en una nueva reglDn «2, Ccon un grosor no 
cero) tal que «2 i 1:1. La frontera actual es1 

LIM iEl 
l -> • 

El propD•lto de la dl•cusiDn sobra la frontera es llamar la 
atenclDn sobre la problem~tica que eMlste en su determinación 
•Mparimental, y si astuvleramos aproM\mAndonos a la frontera 
de un objeto y considerando los conjuntos transformados 
Cmedlante una tr•nsformaclDn • creclente1, qulsler•mos que 
•••proceso de 11mit"1 fuera "est,,.ble". Es decir que el limite 
d• los conjuntos transformados. fuera Lqual a la 
~ransformaclOn del iímite de loe conJunto§ que •e acercan a 
la frontar• del objeto original. En simbolos1 

•< LIH •L ) • LlH • (EL) 
l -> • L -> • 

Esta estabilidad de las transformaciones crecientes se 
conoce como el cuarto prlnclpla de la morfología euclldeana o 
•~lcontlnuldad. MAs precisamente: 

Para cualquier suses\9n decreciente .1i!J:. conluntos cerradps 
Qw.!t tlenctA!"I !! !,!!!. L1m..1...ts !.. x. toda transformaclDn crectentt L. 
debe correspgnder !,!!!A sucesi9n gys tl~nrlA ~ ~ transfprmacipn 
Wr. !....:.. 

4.2.3 Grado5 de geoeralldad de los prlnclplo• 

El primer V segundo principio. lcompat lbl l ldad bajo 



traslaciones y compatibilidad bajo cambio de escala>. •on más 
especificas y se incorporan por una elecclón metodolDglca 
basada en la experiencia de los pioneros en esta área en 
muchas aplicaciones [Serra. 1982l. 

El tercer y cuarto principio <conocimiento local y 
semicontinuidad), corresponden a restricciones generales 
operacionales, que especifican un deseo de estabilidad de la 
transformac iDn. 

4.2.4 Principios, criterios y algoritmos. 

Cuando utilizamos un conjunto de conocimlentoB, para dar 
solución a un problema de manera eficiente, podemos 
distinguirlos por sus grados de generalidad. Los que son 
generales resultan especialmente valiosos porque no ayudan a 
resolver toda una clase de problemas y no uno sólo en 
particular. Stn embargo. los especificas son imprescindibles 
para lograr una respuesta ápttma, ya que con la información 
adicional que proporcionan, nos permiten seleccionar el 
camino más' adecuado entre un sinnúmero de posibilidades. 

Lo anterior resulta muy claro, en el caso de problemas cuya 
solución se plantea como la busqueda de una trayectoria 
iiptima &n un "espacio de ctotados". En tal caso, partimog, 
desde un estado inicial e intentamos llegar a un estado final 
o soluciDn, pasando por diferentes etapas de solución del 
problema CRich, 19Bbl. 

Par ejemplo, si dos personas quieren trasladarse en 
automovil a un nuevo sttlo, pero un4 de ella~ conoce: al La 
posicliin de los sem~faros y las tiempos que los re9ulan; b> 
Los puntos donde usualmente se aglomeran automóviles y en que 
horas¡ c) Lo5 lugares p.nra dar vueltas; di Los carriles en 
que acostumbran viajar otros transportes más lentos 
<camiones, trolebuses, colectivos, etc. 1; e) Donde hay 
centros publicas que impliquen la posibilidad de cruce de 
peatones, Rte. Si se tione toda esta información especifica 
(que estrictamerite no es necesaria para conducir> puede 
planearse una velocidad media máxima <considerando los 
tiempos de los semáforos> que implique el menor número de 
aceleraciones y consecuentemente traiga un aprovechamiento 
m~ximo del combustible. El seguir una trayectoria con el 
menor número obsta.culos, impl tcará t1·ansportarse con mois 
seguridad y en el tiempo mínimo. 

En la morfologia euclideana para distinguir estos niveles 
de generalidad se utilizan los términos CSerra, 19821 <de lo 
general a lo particular!: al Principios, bl Criterios, el 
Algoritmos. 

Como vimos arriba, en muchos problemas intervienen dos 
etapas generales, que podemos referirlas como transformaciCn 
geométrica y medición. ~principios, son un conocimiento 
general que nos permiten sel~cclon~r las c~racteristica~ 
básicas de las transformaciones empleadas. Pero sólo con 
estos principios, se · tiene muchas transformaciones 
potenciales que podemos emplear. Por le cual, en cada 
problema especifico habc~ la necesidad de imponer 
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re•trlcclanes adlclonales. Estas se llamarán critgrias. P. 
eJ., el pedlr que una transformación nos permita seleccionar 
cuerpos ccnveMas seria un criterio. Al conjunto finito de 
ln•trucclcnes, precisamente especificadas que nos permitirá 
discriminar esta caracteristlca se llamará Algoritmo. Cnotese 
que pueden oMistlr muchos algoritmos para aplicar un 
criterio>. 

Cuando eMltan varios criterios alternativos, es aconsejable 
tomar los mas concisos y rAclles de poner en práctica. 

4.2.5 l'ladelas 

En la gran mayoría de las áreas dende la morfalog{a 
matem~tica puede ~er usada, la descripción estructural de los 
objetas y la determinación de leyes !relación constante entre 
fen6menas> cceMlsten. Esto quiere decir que auMillados de la 
morfología y sin eMclulr les métodos convencionales, podemos 
buscar la eMplicaciOn de los fenómemos. Por otro lado, con un 
modela como gula, podemos emplear la morfclogia como una 
técnica de contrastaclón. <Por un modela, se entiende la 
muestra ideal que representa de manera simplificada una 
t•or{a. CVur•n, 1979J) 

4.3 Operadores de Mlnkowski y propiedades algebraicas de 
la• operaciones de dilatación y erosión. 

Definición: La resta de Minkowski de X menas e, utJllzada en 
9eometri'.a integral CNotación: X e B> CSerra, 1982¡ Harallck, 
1997J 5a define como la intersección de las traslados de X 
mediante elementos 1je Bo M~s precisamente: 

Proposición 4.1 
"lnkowskl: 

X e B - n TRASCX,bJ 
b < B 

C4.17) 

Relación entr~ la erosión y la resta de 

EROCX,BJ =X e SIHCB> C4.1B> 

Prueba: Debido a la ecuaclQn <~.2>, ERO<X,B> • (z 1 BCz) i 
X>, por lo cual, para todo b ~ B, el punto z + b • M, can M 
e X, <•> z • ~ - b <~> z e TRASCX,-b>. De acuerdo a las 
anterior•s observaciones tenemos: 

ERO<X,9> • Czl B(z) S X) m n TRASCX,-b> en TRASCX,w> 
b ~ 8 w ~ SIMC8) 

X O SIMCBI. 
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De~lniclán:La suma de Mlnkowski de X m~s B, utlliz•d• en 
geometría integral lNotacián1 X tt Bl tSei-i-at lqee; Har-allck,
ll:il87; Ghosh, 198Bl se def"ine como la colecciOn d&.·todas las 
sumas de vectores x + b 1 con >e t: -x. 'y_-·. b. ~-E,_ B; a 
equivalentemente como la unl6n de- los conJunto5 Cw_,,.:+:,b_l_-, 'de 

un sota :l:m:n:a:xc:nbx 
1

t: >ex t:yXb : ª:-- .. ---~;·:-J~::c:-'.<~~':+\~:¡~~~;~-~~~ 19 > 

. ,, .,~.;~;·,,~~;"¡~j.;;~ri>· 
EJemplo 2: Suma de Hlnkowskl _Sea:;~_x_:--~-;:"(<,~--¡:1'.i:{~~~~;}l-;';_0:1·:r'~-'.':_t'1.,,;_~-; ,' 
te,t>> v e= cco,o>, <0,1>, -<1_;0>,,_:<:c1-,1>_l-.·~'.~:t,sup_ana_mos·-:- ra 
misma canvencion de eJes y __ d_i_aliÍra_mB•.:i_;::·_qUe'.:,·en·::e·~-\'eJ_e_mp;1a~·,-.!·.t'..::- > 
Por def" l n le 1 Dn tenemos: - : -·."-· .·;_;._:;;·:é~:;~·-_/:B;.-t";"¿~~'.i/t_~.~---~;~:.::-~:·~~,:,_-l?i':-.·<.-_-','.'~ 
X .. B"' CCO,t>, Cl,OJ, c1,e>, -.,2,1?;,-co,2>,'<-:::-:<l,ll.,.-_,,~;-<·lt3>, 
c2,e1, ce,oi, c3,1>, <2,3) 1 <3,2>>' E•ql.iem~t_icameratet 

)( tt B "?·:·.~;_·:·~:'.:'_¡'~_-:- -;~:~,~ • .--e) .. , 

•O•••• • 
. • • • 1 ••• . . . . . . . - .•. __ .-.. . . ..... . 

....... ·. 
, :o¡, ••. .--•. 

.. ·.-..... . 
• ••• 1 •• . ..... . 

Puede notarse que la suma de Mlnkow•kl puede utllizar~e 

para engrosar- un "obJato" y par,. l lenai- aQuJeros. En este 
caso como <O,OJ E B •> CX i <X " Bll <ver pi-oposiclán 4.t2J 

ProposiclDn 4.2 RelaciDn ent~e la dilataclán y la suma de 
Hlnkowsk i: 

DIL<X.B> - X • SIM<B> 

Prueba: Por def"lniclDn DIL-CX,B> so Cz : Blzl n X ·f 11') , 
z e DILCX,BI <a> Clpara alguna b e e, y alguna x € 
z + b xl <m> [(para alguna b e e, y al9una x e XJ => 
<•> z e U Cx-b> <=> z E U (x+s> (m) z g X" SIM<Bl. 

xEX XllX 
beB sti:SIMCBl 

EJemplo ,, Dlf'ercnc:la entre IX • B> V IX • SIMCB>> SI 
e e 1, 1,, <2, 11, <2,e>, <3, 1 ) • (3,21, <3,3)) V B 

(lt.20> 

ahora 
)() ~> 

Z""M-b] 

X 
X' => 

SIH<BJ = e c-1, -1 >, 1-2.-1)' c-2 1 -e>, <-3,-t I. (-3 ' -e1, 1-
3,-31> 
origen 

X H 
<5,4> 

IS• adoptará la convenciDn d• ce locar 
de coordenadas>. Calculando resulta: 

e• <<2,2> <3,2> <3,3J <4,2J <4,3> <4,41 
l5,5) Cb,2) lb 1 3) Cb,41 ló,51 Có,bl ) 

un o "" el 

CS,2> 



'· 

X O 
'1,0> 
(2, 11 

Slt1<B> • (l0 1 01 ·l-1 
co,-1> (-1,-21 <1:1 

<2,21 ( 1,2> <_0-,21 ) 

01 .t-1,-11.·t-2,01_ (-2,711 
) (0,11 _<-1,11 <2,01 __ l-1,-11 

·• _.,_ 

x· " _'-e·_.· ·:·~--~·:: .. :-e-
a-· ••• ·-· • _o.·--···;_. - .. -o~.-~.·.-.-.;'·' ...... -.·.· ... ,-..• ~~-.--.-:.-.-,·;,-;_-. .,.~ .. . 

· ••••.•• ~-~- ."-~ ¡, ... -.' • .-:-~~:,e;-:-.:;_~·~:¡.-:-~; ....... --,-_, . 
• • • • • -. -•• : ; .-••• ; •• "~ •• ~ :0:- :.-~_._.:-. •·:<:. ~ ... _>'' 
.- .- • -•••• ·-.;-· _,., -~ -~--.;,-~··=·.;~'.-~-.;-·' .•••••••• 

.. . . . . . . .. . '• ;-~·: ... - ~-~ ';_.',:~-::_:,; .. ··• .. -•'· ;-:.-· 

X .:•:::.·:~:: ;·~,~¡.H;J=i~~~"i~~'~'·~t1:~,• 
.•........ -,-,",' .. · ... -~-~ -····º·'···~-.-.-.-. .......... ' 
.. .• ~o .• ·;;· •. . . . . . . . . . . . --........ --. . . . . . . . . . 

··--~· .. · .... ·.· .. -,~.' --- . '.,,_,_ "'' .......... 
-· - --~--~_.-.·.-:~.~ _. ~-'-:-: 

• • • •O• •.: • • .. ·_. ,;_. ·; .. -.. : ..... ·-· ... -

'"'., ~-.-.. -.-.-~ .. · 
· ... ·~·-········ ;·_··~-· .... -.·~- .. 
: •._.-._._ .•... _. 

-- ••••••• 1 •• 

- ........... . 

t-2,-21 
co,-21 

Notai Cuando el origen 9ea elemento de una de las conjuntas, 
la repre•antaramas con el simbalo 1 par~ distinguirla del 
c••a en qu• no p•rtenaca. > 

Una de la• ense"anzas del anterior ejemplo, es que na es la 
mi•ma hacer la suma de Mlnkawski con un elamenta estructual 
e, que can su simétrlca. Claro, que en el caso de un 
elementro estructural simétrica respecto al orlgen <Es decir 
si 8 • 51M<B>> si nas dar~ el misma resultado. 

Debido a e&te ejempla en general X M B t <X D SlMlB>>. Par 
lo cual, aplicando la propaslclón 4.2 se tendr~ tamblVn 
DlLlX,B> + D1LtX,S1M<B>>. 

Proposlcián 4.3 Dualidad untrc la resta y la suma de 
"lnkawski i 

x • • e ss < x e e1 • (4 .21) 

Prueba: De acuerda a la definición de la operación dual 
lecuaclDn 4.8> 12 y t san duales<•> ~9lX> iJlX'l' <•> 
+2lX'l g t<Xl •. Emplendo esta Ultima forma de la dualidad con •g s M y 1 s e tenemos: Par definición de resta de Mlnkawskli 
ex o B>' #en TRASlX,b))' su TRASlX,b)' - u Cw+b} s X' "e. 

Natas L.a. 
O'MorQan, 
la cuarta 

b & B b E 8 w • X' 
b • 8 

segunda \qualdad es par una de las leyes 
la tercera porque en Rºi TRASlX,b>' TRASlX',b) 
por definición de suma de Minkawskl. 

de 
y 



Propo'5lcl.;n 4.4 Dualldad entre la eroslán v la dllat:'aclán: 

ERO<X.B>' ""DIL<x•,B) 

Prueba: De acuerdo a la definlclán de la 
CecuaclDn 4.0) §2, v 1 son duales <=> t2lX) 
li<X'> ""i<X>•. Emplendo esta Ultlma forma de 
fg a DIL y t 5 ERO, tenemos: 

(4.22> 

operación dual 
~CX')' <"'> 

la dualidad con 

ERQ(X,B>'• <X 0 SIMl8>)'"" X' M SIMC0J • DILCX',01. 

Nota: la primera i9ualdad es por ta relaclDn erosián y resta 
de Minkowski <ecuaciQn 4.101; la se9unda por la du.alldad 
resta y suma de Minkowski <ecuaciQn 4,21 J;. la tercera por la 
relaclC:.n entre la suma de Mlnkowskl y la dilatación tecuaclDn 
4.20>. 

Proposlclán 4.5 Coninutatividad de la suma de Mlnkow5ki 

X * B B * X (4.23) 

Prueba2 Por definlcián X tt 8 = CM + b 1 K e X y b E B> 
(b + K 1 b • B y M 11: X) B tt X. 

Nota: La segunda igualdad es por la conmutativldad de la suma 
de vectores en R" y la tercera por deflnlclC:.n de suma de 
Mlnkowsk 1. 

Proposición 4.6 Asociativldad de la su~a d~ Mlnkowski 

A n CD • CJ - <A " B> • e (4.24> 

Prueba: M E A 8 CB W CJ (•) EMisten a 111: A, b E 0, c ~ C tal 
que M .. a+ tb + c> • ta + bJ + c <•> M 111: <A tt B> "C. 

Nota: El primer blcondlclonal se obtiene aplicando dos veces 
la deflniclán de suma de Mlnkowskl; la igualdad entre la suma 
de vectores ue debe a la asociativldad de egta Ultlma. 

Esta proposiclDn nos permite calcular la suma de Mlnkowskl 
para un elemento estructural de la forma B # e, en forma m~s 
eficiente. Va que si B tiene M elementos y C tiene N 
elemPnto~, entonces para cada elemento de A, se necesitan 
realizar M N sumas vectoriales. Mientras que ~i ~~ c4lcula de 
acuerdo al miembro derecho de la igualdad, por cada elemento 
de A el numero do suma~ serA l9ual a M + N. 

Proposición 4.7 Existencia del elemento neutro para la suma 
de Hinkowski; o e R" tal que o m co ••••• o> 

X • Col • X (4.25) 



"Prullba: X # eo> • ex + y 1 x e x, y e ea>> • ex + o 1 x E X> 
- x. 

Proposlclón 4.B POTCRnJ con la suma da Hlnkowskl tlene la 
••tructura alQebralca de un se•lQrupo abellano. 

Prueba: Por la ecuación <4.19> la suma de Mlnkowskl es un 
operación c•rrada, y por las propiedadRs da existencia del 
elemento neutro, conmutatividad y asociatlvldad <ecuaciones 
4.23, 4.24 y 4.2~> la suma da Minkow•kl tiene la estructura 
da un semi9rupo abeliano <no es grupo, porque no exl•ten 
lnv•r•o•.J tEn general no existen elementos inversos con la 
operaclDn de suma de Mlnkowskl, ya que dado X • PDTIRnJ con 
m6s da un al1rmento, si awlstiera el inverso digamos X" cada 
uno de sus elementos deber{a ser un inverso aditivo lean la 
•uma d• v•ctoresl de todos los elementos de X, lo cual es 
imposible ya que los inversos aditivos <can la suma de 
vectores en Rn> •on único•.> 

L .. a 4.9 Su•• de "lnkowskl de un conjunto X y un conjunto Cy> 
con un •ola ele99nto 

X • Cy> TRASCX,yl (4.C'6) 

Pruebas X " ey> • ex + y 1 x € X> • ecx+y> 
• TRASCX,yJ. 

lx+yJ-y • >C e X) 

Propoeiclón 4.10 La op•raclán su~a de Hlnkowskl, dado un 
elemento estructural B, es invariante ante traslaciones 

C4.27J 

Pruebas TRASIA,xl M B • IA M Cx)J M B • CCx) M Al M B • ex> 8 
CA M B> CA 6 B> ~ Cx> • TRASllA • 8l 1 k). 

Notat Las propiedades que se 
.•nt•rloras sont Lema 4.9, 
·conmutatlvldad, lema 4.9. 

apllcan en las cinco igualdades 
conmutativldad, asociatlvidad, 

Como la propiadad de ser invariante 
implica la propladad de ser compatible 
r•~ulta quR l~ ~umo de Mlnkowski cumple 
d• la mor~ologia euclideana. 

ante traslaciones, 
ante traslaciones, 

el primer principio 

O• acuerdo a la definiclDn de la suma de Mlnkowski, podemos 
calcular ésta o bien aplicando una secuencia de operaciones 
locales Ca cada elemento del conjunto X1 podemos sumarle 
todos los elementos del elemento estructural BJ o tomando la 
unlDn d• los traslados da X, por elementos de B. 

Esta última alternativa se presta para su ejecución 
aplicando un procesador del tipo linea de ensamblaje 
Cpipelin•> CHaralick, 19871, ya que las traslaciones pueden 
•imularse madiante retardos en los elementos de transmisian 
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<cuando hay una equivalencia entre retardo en el tiempo y una 
traslación en el espacio>. 
Por otra parte, como los elemento9 de retarde sólo pued•n 
producir traslaciones en una dirección opuesta al barrido 
lpor renglones) de la memoria que almacena la imagen. Es 
importante saber que al dilatar una imagen, que provlane de 
retardos anteriores de la linea de ensamblaJe, tra•lada el 
resultado dilatado por una misma cantidad CProposicián 4.10>. 
E5te hecho permite a los procesadores de la línea de 
ensamblaje operar morfoláglcamente sobre lm&genes trasladadas 
y contrare~tar la tra~laclán total, efectuando una traulacián 
on el sentido opuesto. 

Corolario 4.11 El trasladar cualquiera de los sumandos en una 
suma de Hinkowski, traslada la suma por una cantidad igual 

A • et •..•• TRAS(Bi,K) ••••• Bn - TRASClA. 91 ••••• Di • 
••• M Bn),K) C4.28) 

Prueba: A M 81 d ••• M TRASCBi,K) ft ••• M Bn s TRAS(8i,M) M 81 M 
···" Bn s TRAS<<Bl" ···" Bn> "Bi,M) - TRAS((A" 81 *···" 81 
tt ••• tt Bn) 1 K). 

Notas Las igualdades se obtienen aplicando conmutatlvldad y 
asoctatividad 1 proposición 4.10 1 asoclativldad y 
conmutatlvldad. 

Proposición 
estructural 

4.12 91 el orlg•n pertenece al elemento 
entonces la suma de Hinkowskl es extenutva. 

(o) S B -> A S <A • 8) (4.2'1) 

Prueba: Sea M e A1 como w • w + o •> M e A ft B, ya que M e A1 

o e a. 

Ejemplo 4: Si el origen no pertenece al elemento estructural, 
entonces puede suceder que A no este contenido en A • e. 

Sed. A ... (11,2), 12,2>, 13,2), C4,2) >y 8 .. ((0,-lJ, (0,11>, 
entonce5 AH B"' CCl,1) tl,3J 12 1 1> <2,3J C3,11 (3,31 14,ll 
C4 1 31 ) 

A 
O•••. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

• e A • B o •••• . .... . .... . .... . .... 
Proposición 4.13 La su~a de Hinko"skl es un operador 
creciente, <suponiendo un elemento estructural fljoJ. 

A ! B m> A M D ! B • D (4.30) 
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Prueba: Sea ic • A ti D =-> Eiclste a e A, ·d e D t.Al· que x • ·a+d 
por hlpOtesls como A! e, a 6 A a> a e B; por lo.anterior·x • 
a+d con a e 8, d • D m) x e e tt D. 

La suma de Mlnkowskl no distribuye sobre la intersección; 
nin embargo, cumple una relación de contención: 

Proposición 4 .. 14 "Se~ldlstrlbutlvldad" de la 
"lnkawskl aobre la lntersecclán. 

<A n e> • e 5 CA • C) n ce • C) 

A • ce n C> 5 CA • e> n <A • C> 

auma de 

(4 .. 31) 

C4 .. 32) 

Prueba: Sea x e CA n BJ lt C •> Exluten y e A, y e B, z e C, 
tal que x •y+ z; como K •y+ z con y ~A, z e C •> K e 
CAMC>r an~lo9amante x =y+ z, con y e e, z e Z •> IC e <BMC> 
como IC e (A" C) y )(. (8 "C> -> )( • CA" CJ n (8" CJ. 
La relaclán <4.321 se obtiene de 14.31> ya que la suma ~e 
Minkowskl es conmutativa. 

Aunque la suma de Mlnkowskl no distribuye la intersección y 
sálo se tiene una relacián de contenclán, si distribuye sobre 
la unión. 

Proposición 4.15 Dlstrlbutivldad de la suma de MiTikawski 
sobre la unión .. 

CA U BJ • C CA • CJ u ce • C) <4.33) 

Prultba1 CA U BJ lt C •U Cy + z) .. CU Ca + z)] U [U(b + z)l 
y e CA u BJ a E A b • 8 
z e e z e e z • e 

CA " Cl u ce .. Cl. 

L• proposición anterior es una alterantiva de evaluación 
para la suma de Mlnkowski. El elemento estructural se 
descompone como la unión de otros dos conjuntos, se calculan 
las sumas independientemente y <lnalmente se unen los 
resultados parciales. 

Desde el punto de vista de la e<iciencia en el cálculo, 
conviene utilizar el miembro izquierdo de la ecuación <4.331 
•n vez del miembro de.-.,..cho. Va que ~1 A,D y C son conJunlos 
<lnltos, sabemos que CARD<A U 81 ~ CARD<A> + CARDIBI - CARDCA 
n B>, donde CARDCXJ representa la cardinalidad o ~mere de 
elementos del conJunto finito X y como CARDIA n B> ! O •> 
CARDIA U 81 ! CARDCAI + CARD<B>. 

Es decir por cada elemento de C 
se requiere un total de CARDCA 
mientras que para cada elemento de 
requieran CARDCAI + CARDCBI sumas. 

•2 

en el miembro izquierdo, 
U B> sumas vectoriales; 
C en el miembro der-echc se 



Proposlclán 4.16 Si el origen es un elemento de B, entonces 
la erosión ERDCA,B> esta contenlda en A 

Ca> ! e => ERDCA,B> ! A (4.34> 

Prueba: Sea x E ERO<A,B> a) x + b 111 A, para todo b e B; por 
hlpátesls como o 111 e, tenemos que en particular para b a o a) 
X + O • X 111 A. 

EJemplo S: Si Ca) .na 
suceder que EROCA,B) no 
<1,1>, (1,2>, <1,3>, 
<3,2>, (3,3>, (3,4>, 
<!5,2>' <5,3). (5,4), y 
<1,-1>, Cl 1 0) 1 Cl,1>>, 

es contenido por e, entonces puede 
este contenido en A. Sea A• C<0,4), 
<1,4>, 12,1>, <2,4>, _13,0>, (3,1>,, 
<4,1>, <4,3>, <4,4>, cq,!5>, cs,1>, 

e - cc-1,-1>, c-1,0>, 1-1,1>, co,-1>, 
entonces EROCA,B> • <<2 1 2), C4,2>> 

A ERO B EROCA,8)_ 
O••••• ...... O• ••• ._ ...... • ••O•• '-· ..... . . . . . . . ..... . . . . .. . ...... . . . . . . . ..... ...... 

En f'orm11 an.\loga • la suma de Minkcwskl la ·erosión •• 
crac lente • lnv11rl•nte ante traslaciones. 

Propaslclán 4.17 La erosión es una operación invariante ante 
traslaciones, dado un elemento estructural B. 

EROCTRASCA,x>,B> a TRASCEROCA,B>,x> 14.35> 

ERDCA,TRASCB,x)J m TRASCEROCA,B>,-x> (4.36) 

Prueba: Sea y E ERO<TRASCA,xl,BJ <"'> y+b E: TRAS<A,x> para 
toda b e 9 (a) Cy+b)-x & A para toda b E B <=> Cy-xJ+b E A 
para todo b e 8 <•> y-x 111 ERDIA,BJ <•>y e TRASCEROCA,B>,x>. 

Probemos ahora la ecuación 14.36>, sea y 111 EROIA,TRASIB,x>J 
<•> y+w E A para toda w 111 TRAS<B,x> <•> y+lb+x> e A para toda b 
• B <•> ly+x)+b ~ A para toda b « S <•> y+K E EROIA,BI (a> y 
« TRASIERDCA,81 ,-x>. 

Como la tnvarlancla. ante tra9laclones, impl lea la 
compatibilidad bajo e9tas, la eroslDn cumple con el primer 
principio de la mor~ologia euclldeana tecuaclDn 4.12>. 

La anterior proposición, también nos asegura que el 
resultado de la erosión no depende tesencialmente> de la 
posición particular del objeto A, ni tampoco del origen del 
elemento estructural B (ecuaclDn 4.3b) y que pueden igualarse 
los re~ultado~, simplement~ dpllcando una traslac16n 
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Prapaulclán 4.18 La eroulán es una tranufarmaclán creciente 

A ! B •> ERO(A,K, i ERD<B,K) C4.37J 

Prueba: Sea w • EROCA,KJ <•> w+k • A para toda k • K¡ por 
hlpátesls A i e, da lo cual w+k E A para toda k e K => w+k 
e B para toda k e K <•> w e ERO<B,KJ. 

La proposlclán 4.16 nos asegura que sl hay una 
contención entre dos objetos, esta se preserva 
aplicar la erosión. 

relacLDn 
después 

de 
de 

EJe91>lo b: Iluutraclán de la eraslán ca.a una transfor~aclón 
creciente Se• A• (tl,1) 1 Cl,2J, <2 1 1>, (2,2>>, B • (tl,lJ, 
tl,2>, <1,3) 1 t2,1>, C2 1 2J, 12 1 3), (3,1>, <3,2), (3 0 3)) y en ••t• caso llamaremos K al alemento estructural; K • ((0 1 0>, 
Cl,OJ). <Notemos que A i BJ Desarrollando resulta : 
EROCA,KJ • CCl,1>, Cl,2J). 
EROCB,K> • (Cl,1), Cl,2J, Cl,3>, C2,1J, (2,21, C2,3J>. 
EsquamatLcamente lo• resultados sen: 

A 

·O••• . . . . . . . . . . 
e 

o •••• . . . . . . . . . . . . . . . 
51 tenemos un objete 
elemento ••tructural e 
e, tal que e i e, ¿cual 
EROCA,B> y EROCA,CJ ? 

K EROCA,K) 

: ~::: •O••• ..... . .... 

K ERDtB,I<) 

: :!: : O• • • • ..... . .... 
A y primero lo erosionamos con un 

y luego con un elemento estructural 
sera la relación entre las erosiones 

La siguiente proposición nos da la respuesta, afirmando que 
ai erosionamos con un elemento estructural mayor a uno dado, 
•l conjunto erosionado s•rA menor. 

Proposición 
decreciente, 

4.19 La 
respecto al 

erosLDn es una 
elemento estructural 

A ! B •> EROCD,AJ i EROCO,BJ 

transformación 

(4.39) 

Prueba: Sea w e EROCD,S> <=> w+b e D para todo b • B; por 
hipótesis A ~ 8, en particular w+b e D para todo b e A (e) w 
1t EROCD,A1. 

b4 



EJemplo 7: Muestra que la erosión es una transformación 
decreciente respecto al elemento estructural. Tomemos como D 

<<o.o>. <O,l>. <0,2>. Ct,o>. <1,1>. C1,2J, <2,0J, C2,1J, 
<2,2>>; A .. <<o,o>, C0,1J) y B - CCO,OJ, <O,lJ, C0,2J ). 
Desarrollando: 
EROCD,A) ... e <O,OJ. co, 1} 1 

ERO<D,8> - C<O,OJ, c1,o>, 
EsquemAticamente: 

D 

••••• ..... . . . . . 
D 

••••• ..... . . . . . 

( 1,0J. ( f, t J 
c2,_o>>--.. --

A 

'• ···-· . ... ' 

. C2,0J ~ 

.-. -.· .. 
-~ .•.. . ... . 

- .... . 
B EROCD,BJ .· 

:~::: : :! : : . .... 

12, 1) ). 

La erosión contrasta con respecto a la suma de Mlnkowskl en 
una propiedad algebraica lmportantez distribuye sobre la 
intersección, mientras que la suma de Mlnkowski no distribuye 
sobre la intersección y sólo se cumple una relación de 
contención (ecuaciones 4.31 y 4.32>; 

Proposición 4.20 Dlstrlbutlvldad de la erosión sobre Ja 
Intersección, •por la derecha• (se especifica el orden de 
aplicación de la erosión, porque esta operación no es 
con•utatlva (ver eJeniplo 9>> 

EROCA n D,KJ ... ERDCA,KJ n ERDCD,K> (4.39> 

Prueba: Sea w 
< .. > w+k e: A 
EROCB,K>. 

E ERDCA n 9,KI <•> w+k g A n e para toda k E 
y w+k E B para teda k E K <~> w E EROCA,KJ 

K 
n 

La anterior proposición da una alternativa de cAlcuto para 
la erosién, en el caso que el objeto pueda interpretarse como 
la intersección de otros dos, o bien si se van a intersectar 
dos erosiones podemos obtener el resultado de otra manera. 
Sin embargo como conviene emplear la ecuaclén 14.39) e~ de 
derecha a izquierda, ya que en general CARDIA n BJ i CARDIAl 
y CARDIA n B> ! CARDCBJ 1 lo cual se traduce en un menor 
n~mero de opcr~:ioncfi <v~r ~cu~clOn 4.21. 

Ejemplo B: Ilustración de la propiedad distributiva de la 
erosiOn sobre la intersección, •por la derecha" Sea A 
cco,oJ, co,1>. et.o>, 11,11>, e .. cco,01, c1 1 0J, c1 1 1>, 
12,0J, <2,1), 12,2)) y K .. CCO,OJ, CO,ll). DesarrollandOI 
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A ne• cco,o>. 11,0>, t1,11>. 
EROCA,KI• CI0,01, Cl,OJ>. 
EROCB,KJ.a Cll,Ol, l2 1 0>• l2,1J). 
EROCA n B,K>• <l1 1 0J). -
EROCA,K> O EROlB,Kl (tl,0)). 
Esquematicamente: 

A K ....... 
SL:'·c ·_ 
- B -'· . --"- .-K . ..... . .•. . . ...... • ••• • • : ~-:·1 ~ ~- -~ /.- :> :~i_t::'_:}_:-::' --": ;: ~:-: : : 

·::::::~-:',' •••••• :.::!:~·;··.-.-._.-; 

·-..... . 
•~O••• . . -~ . .- .·. . ..... . 

····-~--- ., ..... _ ······-" )\ ,. '; --~-;· ,. ' 

::: 1<·-=·.':~:,~_;:~·-:;~-~:.0~!/ERi:Jc-A:_O ·a~ KI A n e 
..•... ...... ·_ ~; ~~~_;}ii~~'i~~-~;~·;~::_~~}f: ~-:-¿-:. :--;~_ 

. ' . '0 -~ce;_,_• -0 0 ·.::~:·_'.~-i'.;;.:; -,__;~_;;~ 7:__· -~I:::~:I •. •' "1' 
-;.':~ -,-, :~:_: .. ·.-· ·_. ·::· -. : 

._,_ . ·-··. ·-· ' 

EJ1t9Plo 9s La ero•l.in nu.e~--c·~-;i~:~~:-~~,a~:--~~.,'-'.·A_ ''cco';o), 
CO,l>, tl,Ol, Cl,1)) y'B-"'" <IO,O.J;;--:~_0 1'1_))-;_De•a·¡..".'.ºllandos 
EROCA,B> • ( <0 1 0) 1 11 1 0l >. 
EROCB,A> • () • p. . 
Esquem~tlcamentei 

A---

..•... . . . . . . 
e 

•••••• 

~--a 

: :~::: 

A 

. .•... . . . . . . 
En concluslDn ERO<A,8> 'f EROCB,AI. 

.. EROCA,BJ 

..•... ...... 

ERDlB,A> 

Mlentl"as que la 
<ecuaclDn 4.331, 
contenctDn. 

suma de Mlnkowskl distribuye 
la el"osiDn sClo cumple una 

a la unión 
relac iDn de 

ProposiclDn 4.21 Dlstrlbutlvidad "parcial'" de la erosión 
sab1"e ld uniDn Mpor la do1"ocha'". 

EROCA U P,K) !: EROCA,K) U ERDCB,K> 

Prueba: Como A U 8 ? A ~> ERO<A U B,K> !: EROCA,K> lecuaclCn 
4.37>, analogamente A u 8 !: 8 a) ERDIA u 8,K> !: EROCB,KI 
CecuaciDn 4.371. Po~ lo tanto ERO<A u B,KI ! EROCA,KI u 

•• 



ERO<B,K>. 

Ejemplo 10: Muestra un caso de desigualdad astricta en la 
ecuaciOn <4.40> Sea A= <<1,0>, .. <.1·,1>, _t2,1f, ·c.3,1>,. tt+,1>,, 
<~,1>>; e"' cc1,0J, cs,1>, <1,2,,. c1,::n·,-:t1,tt.J,·c1,sJ>;.'K 
CtO,O>, tO,ll>. C:alculando1 . . ·.- · · :-.- .. 
A u e"' <<1,0>, <1,1>, ce,1>, _C::i,11~ -_,_tt,1~¡ .. ,s-;·1>,· <1~2>, 

~:g1::~: 
1

: 

4 

~:: :~:: ~::. 3, • , l ,4,, -:-;.~~_ .. ,·._::; :~{:· - :r;,_'_-_:_z:~'.'--.:::·::'.-: 
ERO<A u B,K> .. cc1,o>, c1,11, C1,2), <'1:i3>", ,_<;1.t4>~:-·.t.t,5)_'>. 
ERO<A,Kl U ERO<B,K> ·• ( C l ~0) 1 • C 1 ,f_~l •}-:: C 1_.;.31·;' C _1,?~ > >_; . 
Gr.tificamentes _. ··.; .. ·-~;---_ .. "" -·i':•:: 

~:::::ERO. ::!: =~::;°"~}~~~i;~1~t' . 
<.---.--.-.-;_~"-'-"~--::.,·-~ -•• ~.~-~---" 

• • • ~ o·•-.-',".--'• • • • •·•·_o_ ...... ...... . ;. -.. -~-~ ~- ._.-:··· - ~~· ~ ·. ·.:.-_~ 
"· /''' _-;:;;>, ;_,': 

.,,._ ·:-< 

8 ERO -i(-_ .:,.;.::;.~ =-:ERO_re~-K).';: 

~::·:-:-: ::~:·:~~-;·· o~:~ ~=.- .. ,. 
.... ~ ; •• ¡,. ' . . -. .... . ~ ... ·. 

A U B ERO K EROCA U B,~l ~ EROCA,K> U ERD<B,K> 
O·•·•· ··••·• O••••• O·•••• ...... . . . . . . . ..... . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . 
Como ta erosión no es conmutativa (ejemple 9>, es de 

esperarse otro comportamiento cuando distribuimos la eroslan 
por la Izquierda, sobre la untan: 

Propcsicldn 4.22 "DlstrlbuclQn" de la eroslán sobre la unldn 
"por la izquierda" v su relación con la lnterseccidn 

ERDtA,B u C) - EROtn,B> n EROCA,C> C4.41) 

Prucba1 Sea w & EROlA,B U CI 
(g) w+b ~ A para teda b & B 
E EROCA,B> n EROtA,C>. 

<~> w+y E A, para todo y E 0 U C 
y w+c ~ A para todo c & C <•> w 

b? 



EJemplo 11:. Co•probac16n de la proposiCión .4.22 ERci(A,B"U· C> 
ERO<A.B> n ERO(A,CJ. Sea A- cco,o>, ·co:,1>, .. <1~0>, Cl,l>>.: 

9" C<0,01, <O,ll); e- <<o,o>, <t,o>>.-Calcu_lan¡jo'--tenemos·: 
e u ea cco,01, 10,11, <1 101, c1,1>>. ·· -
EROCA,B>• CCO,OJ 1 Ct,OJ). . 
ERO<A,CJa CCO,OJ, CO,t>>. 
EROCA,B u C>= C<O,OJ) "" ERD<A,91- n ERD.<A~c~·-·,· 

·. __ , __ -:_--,· 
·;_·:,·-

E•quemH: e amente< B E~~'.~:~>_ cJ~.':.·:.;~.~.·:_i .... '.:J~l.'_·.:_·.~.r~_l.;_ .. ~;-~~-;_~'~~%'.~~~"' .·. 
::!::: ··1··· :::!:: -...... ~::.·.-.... ---~~;~-I,~_!.:-::·~,' ... . 

~--,~ ~'. ~- ._ -~:e_;;/_!·-.;;: ;_J,'¿' 
'-_ ._. ... .. ·;::·~- .- . -_- ....... , 

A B u e .EROIA,B u C> ..... . . .. . . ..•... :: :~:: . . . . . . . ..... 
La propo5ición anterior 4.22 ea una alternativa de cAlculo 

para erosiones cuando el elemento estructural sólo puede 
d••Componerse como una unión. Sin embarqo, conviene aplicarla 
d• der•ch• a izquierda, as decir cuando el objetivo es 
C•lcular una intersección de erosiones. Ya que en general 
CARDCA U B> i CARDCAJ + CARD<B> y el nUmero de operaciones 
(ecuación 4.2) resulta menor. 

Cu•ndo la erosión &e "distribuye" sobre Ja lntersec:clón 
"por la izquierda", 100u relación con la unión es sólo de 
contención. M4s precisamente: 

Proposiclán 4.z3 Relac:lón de contención entre la 
•distribución" de la erosión sobre la Intersección por la 
"lzqulerdaN y Ja unión 

EROCA,B n Cl ! EROCA,B> U ERO(A,C) (4.42) 

Prueba: Por la ecuación 14.38>, 8 n C i B a) ERD<A,8 n CI ! 
EROCA,Bl, an4logamente 8 n C ! C ~> ERO(A,8 n C) ! EROCA,CJ. 
De lo anterior se sigue : EROCA,8 n CJ ! ER0(A,9J U ERO<A,CJ. 

EJempJo 12: Para valores particulares de A,B 
relación de contención en la ecuación C4.42>. 
Ct,1>, Cl,21, <l,31, ll,4J, <1,:u, 12 01>, 
12,4>, <2,Sl>t B= CIO,O>, 10,1), C0,2J>; C• 
Cl,OJ>. Desarrollando: 
en e- <<O,Ol, C0,11), 
EROCA,BJ= (11 1 0) 1 lt,tl, Cl,21, Cl,3)). 
ERO(A,CJ .. Cfl,11>. 

ve s~ 
Sea A= 

(2,2>, 
< 10,0). 

EROCA,B n C>"" C<E,01, fl,11, <1,21, Cl,31, <1,4l). 
ERDCA,BJ U ERO<A.c> .. <Cl,OI, Cl,1J 1 11,21, <1 13)). 

"ª 

da una 
< e 1 , º', 

<2,31, 
<0, 1). 



Esquemáticamente:· 

A 
O••••• ...... . . . . . . ..... -. 

• ·-···-•_7 . 
.. - .... ~ 

EROCA,CJ .. 
: ' ·º" .-.-. __ .-~ 

. ~ ~ -... · 
~ ... -.. ..... . -... -. ~- .· . ·. - -

B-0. -; ~ ~rici--c_A·~· ~ ;: ::--
- ...... -. 

:.:~:-: ~ 
.. -o_. • -~-:~ ~ -. -
- ..... . ...... 

Puede observarse que EROCA,B OC> ~ EROIA,B> U EROCA,C). 

En el caso de que un 
descomponerse como una suma de 
puede aplicarse iterativamente 

elemento estructural pueda 
Minkowski, entonces la erosión 
con cada uno de los sumandos. 

Proposición 4.24 Relación entre la erosión y Ja suma de 
HinkONski, cuando el elemento estructural puede descomponerse 
con esta ~ltima operación 

(4.43) 

Prueba: Sea w E EROCEROCA,B>,CJ (m) w+c E EROCA,B> para todo 
C E C (a> (w+c)+b E A para todo C E C y para todo b E B <•> 
w+z E A para todo z E e H e, z=b+c <•> w E EROCA,8 He>. 

Nota: Como la suma de Minkowski es conmutativa lecuaclCn 
4.23>, el orden en que se aplican las erosiones en la 
ecuaciCn 14.431 no afecta •l resultado. 

La suma de Mlnkowski de un obJeto A, con un elemento 
estructural Ben cierto sentida lsl Co> ! B ecuaciCn 4.29> 
"EHcpande'' a A; mientras que la erosión Csl Ca) ! 8 ecuaciCn 
4.34> "contrae, reduce o erosiona" a A, por lo cual es 
interesante prequntarse cual será la relaclCn entre A H 
EROCB,Cl y EROCA # e,c>. l Las contracciones y expansiones se 
contrarestar~n ? 

Prnposlctán 4.25 El conjunto resultado du erosionar y luego 
"e"pandlr'" es menor o igual que el conjunto producto de 
.. expdndir" y Juego erosionar 

A w ERD<B.C> ! EROCA n o.e> 

•• 



Prueba: Sea w • A N ERD<B,C) <•> w • x + y_ con_)( E A,' y E: 
ERO<B,C>. Ahora y t: EROIB,C> •> y+c • B para toda c 11-_ C~ De 
lo anterlar <y+cl+x 11 A N B para todo c .. t: e <•> .<_x+y>+c •.w+c 
e A H e para toda e 11 c. <=> w E EROIA H e,c 

_-· - -.. - --_-.::;-_ -

_:_; - -, --~---:,_·.- _: ;- : '.,,• _- - -~ _-"'. _:. - _-

E Jemp 1 o 13: Para algunos valares de ·A, e .'y:·-c POdE-mos-':t-e'.nt!r: la 
desigualdad estricta. A• ERD<B,C) < ERDIA •- B,CJ_ .. ·_. __ .- __ ·-.· 
sea A • c10,o>, 10 1 1>, 11,0>, c1,1>:>;-;e:.'::,_,._ .. ,.c_c_o;~>-~ ,'(o~-1>, 
<1 1 0>>; e= C<0,01 1 11,0>>. Catculandai·:.-0· -~·.-·,:·: <.~ 
EROIB,C> .. Cl0 1 01>. ~-.--,"-':'·--'""- -~~~-_- , ___ . 
A• ERD<B,C>• C<0,0) 1 <0,1>, 11,01--,- 1_1-¡11)-;, -'. __ ~---_·_ ~ .
A• e- c10,01 <0,1> 11 1 01 co,ei c1- 1 1t-_c2,o>'.~·-1-1.,;2>_~--;-<.2,·rf>_:.'.·~: 
ERD<A • e,c>"" cco,o>, 10 1 1>, co,2t.,~~1_,_c,,_;./.·c_1;·1>>_·. · -
Esqueméticamente1 __,""","'""'- - -~-"~=---+-"--'--·-.-- . ··.-_ -·-:--,-.--= 

~:'.'}·:·.:'c"c:--7.-f;.'.?;·:·:i:-;·-:·:, 

A e ·;_e: --~~R_ó<~-;-c),-:· 

. -·· .. . . . . . . 
A • B 

•••••• . . . . . . 

::!~:: :::~:: . ..... 
- ..... . 

EROCA H B,CJ > CA# EROCB,CJ> 

• • •• • • . ..... . .•... . ..... 
En general no es v411da la ley da cancelación cuando 

empleamos la eroslén es decir; 51 A • EROCB,C> a> A q C 
ERO<B,C> # C. Sin embargo, asi como notamos que la suma de 
Mlnkowski no admite elementos inversos, tampoco la erosión. 
Es decir en general EROCB 1 C) M C + e, y sólo se da una 
relación de contenclDn ccmo aflrma la proposición a 
continuación: 

Praposicién 4.26 "Aproximación a la ley de la cancelación 
para la. erosión" 

A S EROCB,C> (e> A • e s e (4.45) 

Prueba: Supongamos A 1 EROIB,Cl, sea w e A# C => w a+c 
para alguna a e A, y alguna e • C. Por htp6tegis a+y ~ e para 
toda y « C. En particular para y• e, resulta w • a+c E 8. 
Tomemos ahora como hipótesis AH C 5 B. Sea a e A, aplicando 
et supuesto a+c e B para toda e e C, perc esto misma 
significa a« ERO<B,C>. 

La erosión aunque ne es conmutativa, 
neutro "derecha". 
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Proposición 4.27 El origen es un elemento neutro "derecho" 
para la erosión 

ERO<X.<ol) X (4.4ó) 

Prueba: EROtX,<o>> = <x 1 w+o • x E X) • x. 

Cuando se erosiona un objeto X, con un elemento estructural 
B compuesto de un solo punto, el resultado es una traslación 
del objeto. 

Proposición 4.28 .Erosión con un 
compuesto de un solo punto 

elemento estructural 

rueba~ ERO<A,Cxl> 
TRASIA,-x>. 

TRAS<A.->e> 

<z 1 z+x E Al • <z 1 z-<~x> 

(4.47) 

• 

Ejemplo 14: La erosióri no es asociati.v8-S11u\~~~-<_<_o~of1\;,l_O_~11_, 
<0.2>. <1,0>. tt,1>, <1,2>, c2,0J, <2,1>-o---<292>>¡_-~·:-,:.< __ co-,_o>o· 
<0,1>, Cl,OJl; C• <<o,o>, <O,lJl •. Deaar~oll~ndo:-~ _ 
EROCA,BJ• <<O,OJ, <0,1>, <t,o>,tl,-IJ)-~---_- ,.,-~:=;-: 0-:~· ;.;v -!_::_,·, 
ERO(EROCA,BJ,C)• <tO,OJ, <t,OJ> •. - .,·.<-·:··!:::._··.-.· 
ERD<B.C>• ( co,o>}. .: ' ·<:,,_c_.--. .. -
EROCA,ERO( e .e) )• ( (o, o) • (o, l) •. --..•. '?~_2_> -~::- ( 1-,'ó )'~·: -¡·_¡\:i )_·-. ;:.;_:_e ·1·-~_-'2 ,=-~---
c 2, o>, <2,1), C2,2J). ~--~~--~;--~~:'.: 

Esquemáticamente: ,,, .. ,,, 
_-_:_e;_:· 

A B ••• ~-.~-.. :'.:~-E_AO_<,~,B? 

•••••• . . . . . . . . . . . . : :!::-: --~í·-~·-· ...... 

EROCEROCA,B>,CJ ERDlB,CJ EROtA,EROCB,CJ 

..•... . . . . . . :::~:: •••• 1 • . ..... . . . . . . 
En conclusión EROCERO<A,Bl,CJ f EROIA,EROCB,CJ>. 

Veamos la relaclOn de la dllatac:ión c:on el 
prlnclpto de la morfologia euc:ltd&ana. 

o;;;egundo 

Pro~osiclán 4.29 Caracterlzacl~n de las transformac:tánes ~~ 
generadas por suma de Minko¡,,1\.ikl, indic:iad.:is por un par.1mi::tro 
positivo T > o y c:ompatlbles con calftbio de escala <segundo 
prlnclpla>~ 
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Prueba: t.,<x> .. HOMOCf1CHOMOCX,l/T),T) "'HOMOCHOMOCX,1/T) " 
8 1 TI "'X tt HOM0C8 0 T). 

Neta: La primera igualdad se debe a que queremos 
compatibilidad con cambio de escala CecuaciDn 4.15lf La 
segunda es por definlcián de t 1 <se generan por suma de 
Minkowskll; la tercera sed debe a que R" es un espacio 
vectorial sobre R y por le tanto la multiplicación encalar 
se digtribuye sobre la guma de vectores. 

En forma an~loga, existe una familia indiciada de 
transformaciones generadas por erosiones que son compatibles 
con cambios de escala <segundo principio de la morfología 
euc l i de•n.11 

Proposlclán 4.30 Caracterlzacián de las trans~ormaciDnes t., 
generadas por erosiones, indiciadas por un par~metro positivo 
T > O y compatibles con cambio de escala <segundo prlncipio). 

~.,<Xl m EROCX,HOMOCB,T)) 

Prueba: tTIXI .. HOMD<t¡CHOMOCX,J/T),Tl 
X,J/Tl,81,T) = EROCX,HOMOCB,Tll. 

HOMO< EROC HOMOC 

Notat La primera Igualdad se debe a que queremos 
compatibilidad con cambio de escala lecuaclán 4.lS>r La 
tu~gunda e!S por definicián de t¡ l5e generan por erosiones); 
justifiquemos ahora la tercer• igualdad, sea z E: HOMOC EROI 
HOMQC X1 J/Tl,81,T) <zo> Z/T E: EROCH0MOCX,l/Tl 1 8) <=> (Z/Tl + b 
< HOMQfX,l/T) <=> T[(z/T)ib) e X <~> z+bT e X <•> E 
EROIX,HOM0(9 1 Tll. 

Hemos visto que la suma de Minlcowsk1 y la ercsián son 
tr•nsfarmaclcnes morfológicas "blen ccmportadds", ya que 
cumplen con el primer y segundo principio de la morfolagia 
euclidl!!ana tecudciones 4.27, 4.35, 4.36, 4.48, 4.49). En la 
siquiente proposición se relacionard CSerra,1982) la erosián 
con el principio de conocimiento local, cecuacián 4.16>. 

Praposlcián 4.31 La eraslán cumple con el tercer principia de 
la morfologáa euclidiana (conocimiento 1or.al). El objeLu cu 
P<!Jtudio es X y ~1 ~spacio de trabajo Z 

ERO<X n 2,B> = EROfX,B> n ERDCZ,Dl (4.50) 

Prueba: En la ecuaciDn C4.39l, se substituye A!! X, 8;: z, y 
K !' 8. Identifiquemos la ecuaciC.n C4.50> coma un caso 
particular de la ecuación (4.161 Cconoclmiento local>, 
realizando las siguientes substltuctanes: t s Eroslán con ~l 
elemento estructural 8 1 X 5 X, Z = Z, W a EROCZ,B>. Notemo~ 
que EROfX n 2,81 n ~ = EROCX n Z,8l n EROCZ,8l a EROCIX n Zl 
n Z,Bl EROCX n Z,Bl ~ EROIX,Bl n EROCZ,81. La tercer~ 
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lgualdad es par la ecuac\Dn <4.39) 

La suma de Minkcwski, también cumple can et 
ccnoclmientc local lecuaclDn 4.lb>; aunque su 
m~s compleja que en el case de la ercslCn. 

principie de 
e)(presiDn es 

Propo~iciDn 4.32 La ~uma de Mlnkcwski cumple con el tercer 
principio de la morfología euclidiana Cconocimlento local). 
El objeto en estudio e~ X y el espacio de trabajo z. 

[((X n ZJ u Z'J "Bl n cz 9 B> ~ex M D) n cz 9 B> (4.51) 

IX n Z> u z• = IX u Z'J n cz u Z'l = Prueba: Observacién (1): 
<X u Z') un~ X u z•. 
Observación 12>; IX U Z'> 
ecuacian 4.33l. 
Por la observ~cton 11>: 
[({X n Zl u Z'l K Bl n IZ 
Por la observactOn 121: 

• B • IX 1t BJ U IZ' lt Bl Cpor_ 

e Bl = ((X u Z'l "Bl n (2 0 Bl 

(IX u Z'l tt 91 n IZ 0 8) = [IX~ 8) u cz• "DJJ n 12 0 Bl 

la 

Por la propiedad distributiva de la intersecctDn sobre la 
untan: 
ccx * SI u 12' tt Bll n <Z e DJ = [(X .. Bl n <Z o 9Jl u CCZ' " 
e1nczoe11 
Sabemos que para cualquier conjunto A, tenemos A n A' ~. 
par lo cual podemos slmpllflcar para obtener; 
[(X tt Bl n (2 e Bll u CtZ' .. 8) n <z o B>l IS IX" B> n 12 o 
BI. 

La identlficaciOn de la ecuaclCn 14.51> como un caso 
particular de la ecuaciOn 14.lbl no es e)(acta, ya que en vez 
de aplicar la transformación en X n z. actua en <X n Zl U z•; 
sin embargo o.;;;e preo.;;;erv<1 la idea esenc\,,l de que podemos 
conocer el resultado ~<XI n W ft es una transformaclén 
morfolOgical, a partir de la aplicacién de i. en la parte del 
objeto que podemos incluir en nuestro medie de observaclén. 
En re~umen, el principio de conocimiento local ilX n 21 n W a 
ilX> n W lecuacién 4.1~>, queda un pace modificado y se 
convierte en ~llX n Zl U Z'l n W = ~<Xl n W. [Serra, 1982] 

4.4 Las transformaciones de apertura y cerr.1dura y SU!> 
propiedades algebraicas. 

Se ha encontrado CDcugherty, 1987¡ Hdralick, 1987; 
Matheron, 1972; Serra, 19821 que algunaij; combinaciones de las 
tro1n'l>íorm.sclan.:>~ morfolQ.gic.!l!:. btlsica"I f"'>uma y resta de 
Mlnkowskl, erosión y dilataclOn> tienen propiedades tan 
interesantes que merecen nombres propios. Por ejemplo, 
después de erosionar un conjunta X, no es en general po!"llble 
recuperarlo aplicando una suma de Mlnkow5k1 lecuaciCn lt.45). 
Sin embargo, el resultado de combln<lr la eroslén y la suma de 
Mlnkowski Capertural, filtr.a un subconjunto de X, que es muy 
rico en propieCades morfolOqlcüs. 
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OeflniclDn.- La apertura de X resp~cto 
estructural e •. CNotaclCn: APCA,B>>. es: 

APcx.e> -ª· ERD<X,BJ- • e 

DeflnlciCn.- La cerradura de -X reSpecto 
estructural B, <Notacl6n: CECA,BJ),_es: 

cEcx.e> ... DIL<X,e>--o_ e_c

al elemento 

- - _(_4.53) 

Las oper•ciones de apertura-Y 
dual mente: 

cerra-dur·a ":-:se ,~y~~x~~~-0~-ª"-.-.--'-
. ~-' 

. - .. --
ProposlciDn 4.33 Dual ldad entre la apertura ::Y_ la. c_er_raduf'.'a 

AP<X',BJ m CECX 0 BJ~--~, : (4 .54). 

Prueba: Por def"lnlciDn de apertura -CeCuaCl'orl· 4~~2i': 
APCX',81 "'ERO<X',BJ ti 8. 

Por la dual ld<1d entre l<1 erosión y la di t.ii.t.-1C:1oñ· 'cecU.Bi::::iOii 
4.221: 
EROCX',8> .. 8 .. DILCX,BJ' .. e. 
Por la dualidad entre la suma y resta de Nlnkcw~kl 
~.21): 

DIL<X,81' M B"' [DJL<X,BJ e BJ'. 
Por deflnlciDn de cerradura <ecuaclDn 4.~3>: 
CDIL<X,BI a Bl' = CE<X,BI'. 

CecuaclDn 

ProposlclDn 4.34 Interpretaclün geométrica de la apertura: 

La apertura APCX,B) es la unlün de todas las traslaciones del 
~le~ento estructural B que estan contenidas en x. 

APCX,D) =U TRASCB,yJ C4.S5J 
Cyl TRASCB,yl S Xl 

Prueba: Por deflniciOn de apertura <ecuación ~.~211 
Z € APIX,81 <=> z € EROCX,81 tt B. 

Por definición de sum<1 de Mlnkowskl (ecuación 4.191: 
z r EROIX,8) .. e (a) ~ D t +u. con t E EROIX,B) y u ~ e. 
Por dP.f1n1ciOn de conjunto trasladado por un vector (ecuaclOn 
4.ql: 
z a l +u. con t r EROIX,BI V u € e <=> z E TRAS<B,t), con t 
r ERO•X,81. Por otra parte t E EROIX,B> es equivalente a: 
TRASfB,t) ~ X. Interpretando conjuntamP.nte las dos anteriores 
af1rmuciones, se obtiene la conctuslOn deseada. 

En vist."l de la anterior propos.tclDn e interpretando al 
objeto X como Id~ tlP.rras vistas dc~dc un ~~t~litc, puedo 
considerar5e que la <1pertura APCX,8) con un elemento 
estructural B, he~agonal o circular, pequeño relativo a X, 
dar~ como resultado el corte de lo~ tstmos e~trechos, 



supr 1 mi rd ·1 as peqUe~as ~ 1 ~-la~ y~- prorñ-l r:~!".lc'las : ari'1 a~as .·_ 

Proposición ·4~35 ·,Primera l_n~~~pr~t<1c·l,á·~· ~:~otnétrlca 
cerradura: 

de la 

La cerradúra CE<X,DJ es la lnter'sección de todas las 
traslaciones de Ja -dllataclán de X.con B, mediante elementos 
de n. 

CE<X,BJ "" n--TRASCDILCX.,B>.b> 
b e B 

Clt.56) 

Prueba: Por definición de cerradura: CE<X,B> ~ DILCX,BI 0 e. 
Por deriniclón cie resta de Mlnkowski: 
DILCX,8) e e~ n TRASIDILCX,BJ,b) 

b 1: e. 

Proposición 4.36 Seqund&1 interpretación geométrica 
cerradura: 

de la 

La cerr~dura CECX,D) es la interGecclón de los complementos 
de los trasladados del elemento estructural B que contienen a 
x. 

CECX.BJ R 0 TRASIH,yl' 
CylTRASCD,y>' ! X> 

Prueba: Por la dualidad entre la apertura y Ja cerradura 
Cecuaclón 4.541 CECX.81 = APIX',BI'. 
Por la interpretacJOn geométrica de la apertura lec:uac:iCn 
4 .SSI: 
APCX',BI' .. [U TRASIB,yl ]' 

Cyl TRASl8,yl ~ X') 
Por una de las leyes do D'Mcrgan (A U 
[U TRASIB,yl ]' n TRA5(8 0 y)' 
CylTAAS(B,yl n X =P> CylTRASIB,yl n X 

[ U TRASCEl,yl ] ' 
CylTRASCS,yJ n X g ~> 

BJ'aA'OB': 
.. nTAAScB,yl' 

=~> CylTRA5{8,yl' ! X), 

Uttli~andc el si1nil de las "tie.-ras vistas desde un 
s;atéolite", y aprovechando Ja dualidad entre la cerradura y la 
apertura, pu~de interpretarse la pr"'lmera, CECX,8) come una 
operac:ICn que ag.-upa !ns canales estrechos, les pequeños 
lagos, y los golfos largo~ y delgados de X. 

Se hara e><plic:lto a contlnuac:lén, que la .iopertu.-a y la 
cerradur.J son transformac lenes mor fo 16g 1 cas cree: ientes. 

P.-opo~lciñn 't.37 L.-1 ;:apertura es tr.-,n45f"arm.3.C: 1 <ln 
morf"nlD!]IC,l cn:n.:it-11L~ 

(lt. 58) 

Prueba: Como 
tenemc-s; 
A ! 8 => EROIA,K) ! EAOIB,KJ, 



La suma de Mtnkowskl también es cree: lente, p~r 10 ,_tanto 
<ecuación 4.:30>t . 
ERD<A,Kl i EROIB,Kl •> EROIA,Kl M K .! ERO<B,Kl q-K. 
Por de<lniclán de la apertura Cecuac:lán-4.521: 
ERO<A,Kl M K ! ERO<B,K> N K .. , AP<A,Kl ! APCB 1K) •. 

Proposic:lán 4.:38 La cerradura es 
~orfológlca c:reclente 

una transformación 

(4.59) 

Prucb<1: Para facilitar la demostración, haremos uso de la 
propiedad dec:rec:iente de la c:omplementaclán: A ! 8 •> A' ! 8' 
<prueba de 1~ propiedad auwtltar: y ~ B' <•> y no pertenece a 
B; por hipótesis m) y no pertenec:e a A<•> y~ A'). 
Por la propiedad auwlllar y como la apertura es c:reclente 
lecuacián 4.SBJ •> APIA' ,K> !. AP(B' 1 Kl, apl lcandq la 
propiedad auwlltar •> AP<A',Kl' ! AP<B',Kl'¡ por la dualidad 
entre la apertura y la cerradura lecuaclán 4.54J ~> CECA,K> ! 
CE<B,KJ. 

A diferencia de la erosión, independientemente de si el 
orl9en pertenece e no al elemento estructural, la apertura es 
un operador antiewtenslvo, es decir APIA,81 ! A. 

Proposición 4.39 
antieKtensiva 

La apertura •• una transformación 

Prueba: 
e, para 
•ntt::1nc:es 
U Al •> 
Por la 

APCA,8) ! A <4.bO) 

Una propiedad general de lo5 ct::1nJuntt::1s es: sl Al ! 
tt::1dt::1 i IE t. t ·un conjunto de indices cualquiera. 

U Al ! B • lPrueba de la prt::1pi~dad auwiliar: ~ea y E 
y 1E Al para •lquna 1 1 pero por hipOtesis =>y~ 8>. 
proposición 4.34, AP<A,91 ... u TRASCB,tl 

(tlTRAS<B 1tl ! A> 
Fmpleando ahora la prt::1piedad auwillar tenemos: AP<A,B) ! A. 

En r.t::1ntr•ste con la apertura, 
tr•ns<armaciónb ewtenstva. 

la cerradura es 

EJe~plo 15: Huestra la antieMtenstvtdad de la apertura. 

una 

Sea A s ((1 1 21, C2,IJ• C2,21, 13,11, 13,2), C3,31t l3,4), 
14.11, 14,21• C4,4>> y B <<O,ll, 11,0>. <l,l>). 
Oesarrollandt::1 ERD<A,Bl ""(Cl,11, 12,lJ, C3,1>>. 
APIA,B> "' ERDCA,Bl • 8"' < C t ,21, 12 1 21, 13,2J, C2, 1 l, C3, 1 >, 
111,t>. l'•,2>>. E~qucmtltlc'3mc:ontc: 

A 0···. ..•.. . . . . . . . . . . . . . . . 
B 

o •... . .... 
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Notemos que AP<A,B> ! A. 

Proposición 4.40 La cerradura es una transformación extensiva 

A ! CE<A,B) 'C4.61 J 

Prueba: Por la antlextensivldad de la apertura: AP<A' ,B> ! 
A', como el tomar complementos es un operador decreciente 
tenemos AP<A',B>' a IA'l'. Haciendo uso de la dualidad de la 
cerradura y la apertura lecuactcn 4.541 y que el tomar 
complementos dos veces nos re9resa al conjunto original, 
<A'>' "" A, resulta ~E<A,B> ,?. A. 

Corolo"J.rlo 4.41 

APCA,BJ S A ! CECA,BJ C4.62J 

Prueba: El resultado se obtiene aplicando laG proposiciones 
4.39 y 4.40. 

Ejemplo 16: Muestra la extensividad de la cerradura. 
Sea A • Cll,21, 12 1 11 1 <2 1 21, <3,lJ, <3,2J, 13,3} 1 <3,41, 
14,11, 14,21, 14,4>) y e K CI0,11, <1,01, (1,1)). Calculando: 
StM<B>.,. CI0,-11, 1-1,0J, (-1,-lJ), 
A• SIMCBJa <<1 1 11, 12,0J, 12,11, 13,0J, 13,1> 1 l3,2J, 13,3>, 
14,0> 1 14,11 1 14,3l, <0,2), ll,2J, 12,21, 12 1 3>, ·12,41 1 
<3,4>, co,11, c1,01>. - · 
CECA,B> DlLCA,BJ e e - ERO<A-~ SIMCBl,SIMIBI> 
12 1 11, 12 1 21 1 13 1 11 1 C3,2J, C3,3J, 13,41, C4,tl, 
14,31, 14,41). Gr~ficamente: 

A 8 SIM< BJ OIL<A,8) CEIA,BI .. 
O· .... ~O•~-· .... . . «O••• . . o.-; . . . . ••O· . . . . . .. ... . . . . . . .. . . . . . ¡"-: ...... _ . . . . . . . ....... . ...... ....... . ..... . ... 

Puede notarse de los ejemplos 1:5 y 16. la verificaclCn del 
corolario 4.4i APCA 1 BI ! AS CEIA 1 BJ. 
Al aplicar m~s de una vez la apertura o la cerradura, no se 
altera el rvsultado 9 es decir son operadores ldempotentes. 

PropnslciCn 
lclt:!mpott:!nlt! 

La apertura es una 

AP<AP<A 9 Bl,BJ = AP<A.DJ 

transfo,.macián 

(4.63) 

Prueba: Por la antiextenslvldad de la apertura <ecuaclñn 
4.601, APIAP<A,Bl,81 ! AP<A,BI. Desarrollando la expresión de 
las dos aperturas su~esivas APIAP<A,Bl,81 = EROIAPIA,Bl,Bl tt 
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e• EROIEROIA,B) " B,B) tt e. Trabajando con una subeMpreslón 
y aplicando la definición de cerradura, la relación entre la 
•Uma de Mlnkowsk1 y la dilatacl<in lecuaclón to.Col, y ta 
relación entre la resta de Mlnkowski y erosión tecuacldn 
4.18>, EROIEROIA,81 "B,Bl d EROtDILIEROIA,8l,SIMIB>>,B> 
OILIEROIA,81,SlMIBll 0 SIMCBl Q CECEROCA 1 81 151Ml8)). 
Por la eMtensivldad de la cerradura <ecuación 4.61), 
CEtEROIA,Bl,SlMCBll ?. EROCA,91. Empleando la propiedad 
creciente de ta suma de Minkowski tecuación 4.301, 
CEtEROIA,Bl,SlMIBll tt 8 ~ EROIA,Bl tt B. Recordando el valor 
de la subeMpresión y aplicando la definición de apertura 
lecuaciOn 4.531 1 la anterior desl9ualdad nos queda como: 
APtAPIA,Bl,BI ?. APCA,8). 
En concluslOn, APIAPIA,Bl,Bl a APIA,BI. 

ProposlciPn 
lda11potente 

4.43 La cerradura es una 

CE<A,Bl 

transformac iOn 

(4.64) 

Prueba: Por la dual ldad entre la cerradura y la apertura 
Cecuación 4.541: CECCECA,Bl 1 Bl APCCECA,8l' 1 B)' 
APl[APIA' ,B> 'J' ,BJ' .. APCAPIA',Bl,BI' 
Empleando la idempotencia de la ~pcrtura !ecuación 4.63>1 
APlAPCA',Bl,B>' • APIA',Bl' 
Por la dualidad entre la apertura y el complemento Cecuación 
4.~4): APIA',8)' • CECA,81. 

Hablemos un poco sobre la trascendencia de las propiedades 
demostradas para ta apertura y la cerradura. Por definición, 
la apertura y la cerradura son filtros morfológicos 
lecuaclones 4.~B, 4.59,.4.bO y 4.61). Es decir, nos permiten 
"limpiar" o preparar nuestra lma9en para su anál isls 
cuantitativo o fotolnterpretatlvo. 

Por otra parte, aprovechande la propiedad de idempotencia 
de la apertura y la cerradura, podemos caracterizar la forma 
da un cenJunto X, cen base en los elementes estructurales e, 
que dejan invariante X al ".a.brirlo o cerrarle". En simboles, 
8 c:aracterlza la f"orma de X, si y sólo si, tAPtX,Bl "' X e 
CE< X,8) • ){). M.\.v. adelante, se prebar~ una proposlclón que 
caracterl.za los conjuntos "abiertos" o "cerrados" respecto a 
un el•mente estructural B. 

En vista da la interprataclOn geométrica de la apertura y 
d• la cerradura <ecuacienes 4.55 y 4.57>; la apertura y la 
cerradura, a diferencia de la erosión y dllatacl.On, sen 
Invariantes ante traslaciones del elemento estructura\. Esto 
P•rmite comparar "geométricamente" un objeto con un elemento 
estructural, independientemente de la traslaciOn de los ejes 
de coordenadav.. 

El nombre de apertura proviene del algebra moderna [Serra, 
¡q921, en dende una tranGfcrmaclOn recibe este calificativo, 
cuando es creciente, antleMtensiva e Ldempotente, Comu heme~ 

vl•te, la apertura morfolOglca ti.ene estas propiedades 
lacu•cienes 4.~e. ~.bO, ~.63l, debido a lo cual el nombre 
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puede conslderar§e apropiado. 
Otra rama de las matem~tlcas en la cual posiblemente se 

inspiraron Serra y Matheron, para definir los conceptos de 
apertura y cerradura, es la Topología, ya que se tienen las 
siguientes semejanza.u: 1J El interior o apertura topcliigica 
de un conjunto de Rn, puede definirse tArmstrong, J987J como 
la unliin de sus puntos interiores <ver ecuacian t+.'!55l, lo 
cual guarda muy estrecha relaciiin con la interpretacliin 
geométrica de la apertura mcrfoliigica, pensando a la§ 
vecindades de los puntos interiores, como traslaciones del 
elemento estructural; 2l La cerradura topoliigica puede 
definirse [Armo;;.trcng, 1987) como la intersecclCn de los 
conjuntos cerrados que lo contienen, lo cual de nuevo <ver 
ecuación t+.57l se parece grandemeonte a la segunda 
interpretaciQn geométrica de la cerradura morfolCgica, 
Jugando el papel de los conJuntos cerrados que contiene al 
conjunto, los complementos de los trasladados de los 
elementos estructurales: 3) La operación topolaglca de tomar 
el interior de un conjunto, es idempotente, en la misma 
manera que la apertura morfoliigica tecuaciOn 4.63); 4) La 
cerradura tcpolCgica anAlogamente a la cerradura morfoliiglca, 
también es idempotente. C:Apcstcl, t979l; 51 Las operactoneo;i 
de tomar el interior y la cerradura topoliiglca como sus 
contrapartes morfoliiglcas, tambien son duales <ecuacliin 
4.5t+I ¡ 6l Las operaciones de temar el interior y la 
cerradura topoliigica 5on crecientes, como 5us 
"correspondl~nte5" mcrfolOglcos tcc:uactone~ 4.58, 4.59). 7) 
La operaciiin de tomar el interior topolii~lcamente, como la 
apertura morfológica son operaciones antiextenslvas <ecuaciiin 
4.601 8) La cerradura topolDgica como la morfológica es 
exten§iva tecuaciOn 4.61>. 

Deflnicliin.- Un 
tmorfolágicamenteJ 
sólo si. es i9ua1 a 

Definiclün.- Un 
Cmorfológicamentel 
sólo si, es igual a 

con Junto A. se dice 
respecto al elemento estructural 
su apertura. SimbDlicamentc: 

conjunto A, ~e dice 
respecto al elemento estructural 
su cerradura. Simbiilic:amente: 

A es cerrado respecto a B <=> A m CECA,Dl 

abierto 
e, si y 

C4.65l 

cerrado 
e, sl v 

(4.bb) 

Veamos cuales son las características de los conjuntes que 
son abiertos respecto a un elemento estructural B. 

Proposición 4.t+4 La familia de conjuntos abiertos respecta 
al elemento estructural e. es ce tt e, para todo e E POTtRn). 
En términos simbólicos: 

D es abierto respecto a D <=> <4.67) 
el(lste e, tal que O = e tt e. 

Prueba: Supongamos que O es abierto respecto a e, ~ntoncas 
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por definición, o= e" e, con e~ EROCO,e>. 
Para demostrar el reciproco, tomemos como hipótesis O = C M 
e, por definición de apertura: 
APIC M 8,8> • ERDIC M B,B> ü B • EROIDILlC,51MlB>>,B> M 8 
CDILCC,SIMIB)l 0 SJMlBlJ "B. CECC,SIMlB>> "8 le" e. 
Nota: La segunda igualdad es por la relación entre la suma de 
Mlnkowski y la dilatación CecuaciDn 4.80>; la tercera -se 
obtiene empleando la relacion entre la erosiDn y la resta de 
Minkowski !ecuación 4.181; ta cuarta -se debe a la definición 
de cerradura <ecuación 4.~3>; la desigualdad resulta porque 
la cerradura es ewtensiva y la suma de Minkowski creciente. 

Por otra parte la apertura es antiewtenslva APCC M B,Bl 5 C * 8. Resumiendo APIC * B,B> • C M 8. 

Corolario 4.45 El elemento estructural B, es abierto respecto 
a si mis1110 

Prueba: Como (o) M B 
• (0) 1 APCC 8 B,B> 

e, aplicando la proposición 4.44 can C 
APCCo> M B,Bl • APIB,B> • Col " Be B. 

Car•cterizemos también a los conjuntos cerrados respecto a un 
alcmento e•tructural B. 

Proposición 4.4b La familia de conjuntos cerrados respecta 
al •le..ento estructural 8 1 es <C 9 B, para todo e E POTtRn). 
En tér•lnos sl.-ból icast 

O es cerrado respecta a e <•> 
eMlste C1 tal que 0 = C 9 B. 

(4 .. b9) 

Prueba:Sl D es cerrada respecto a 8 tenemos O • DlLlD,BI 0 B 
• C 0 B, con C • DlLID,B>. Veamos ahora que todo conjunto de 
la forma C G e, es siempre cerrado: CE<C G B,B) s DILCC 0 B, 
Ble B • Dl~<ERDlC,SIMIB>> G B = ERO<C 1 51Ml8)) M SIMtB) 0 B = 
APIC,SIM<B>) o es e 0 e. 
~La primera igualdad e5 por definición de cerradura; la 
&egunda es por la relación entre la erosión y la resta de 
Mlnkowskl tecuactón 4.18>; la. tl!rcera por la relación entre 
la dilatación y la suma de Minkowski Cecuactán 4,20); la 
cuarta por definición de apertura; la desigualdad se debe a 
que l• apertura e• antiewtensiva y la reata de Minkowskl 
creciente. 
Por otra parte CE!C O 8,B> ~ C O B ya que la cerradura es 
e~tenslva. En resumen, CE<C o 8,8) • C 0 B. 

Ewi•ten otras do• 
morfológtca que 
matem~t\camente el 

propiedades de la apertura y la 
son tmportantes para 

proceso de cribado. 

cerradura 
describir 

ProposictDn 4.4b Si C es abiurto rc~pccta ~ fl, entonces las 
•perturas AP<X,Bl, AP<X,CJ y las cerraduras, CE<X,B>. CECX,Cl 
para cualquier conjunto de Rn satisfacen las lnclusionesr 
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AP<X,CJ S AP<X,BJ S X ! CE<X,BJ i CE<X,CJ (4.á9) 

Prueba: La segunda y tercera de&lguadad se deben al corolario 
4.41. Para probar la cuarta desigualdad sea z ~ CE<X,8> (s) 
SIMITRASC8,z11 ! X# SIMC8l <•> SIM<TRASl8,z>> # <SIMlCJ O 8J 
! X# SIM<8> ff ISIM<C> 0 8> => SJMCTRAS<C,zJI ! X ff SIMICJ •> 
z g CECX,CI, Por lo tanto CE<X,B> S CECX,CJ. 
~ La primera equivalencia lDgica e~ por definiclDn de 
cerradura y por la relaciOn entra la eroslDn y la resta de 
Mlnkowski lecuaclDn 4.18> y la relaclDn entre la dilataclQn y 
la suma de Minkowskl lecuaclQn 4.20>; la segunda se debe a 
que la suma de Minkowskl es creciente <ecuaclOn 4.30J;la 
siguiente lmpllcaclOn se obtiene por la hlpDtesls de que Ces 
abierto re~pecto a 8, SIMCB) # ISIMICJ e 81 .. <SIMCCI o 81 M 
SIM<B> = APlSIMICJ,SIM<BJJ B SIM<CJ; la Ultima impllcaclQn se 
obtiene interprotanda la definlclOn de cerradura. 

La primera de!ilgualdad en <4.á9> &e obtiene por dualidad 
sobre lo ya demo!itrado, CEIX' ,C> ?. CECX' ,BJ (a) CECX' ,C>' ! 
CEIX',BJ' < .. > APIX,Cl ! APlX,81. 

Proposición 4.47 Si e es abierto respecto a B, entonces para 
todo X € PQT(Rn) tenemos: 

APCAPIX,BJ,Cl • APCX,CJ 14,701 

Sl e es abierto respecto a e, entonces: 

APCAP<X,BJ,CJ - APCX,BJ <4.711 

Prueba: Por la prop ledad ant 1 eK tens 1 va de la aper tur-a 
<ecuación 4.601 AP<X,BJ ! X, como la apertura es creciente 
<ecuación 4.581 AP<AP<X,8>,C> ! AP<X.Cl. Por otra parte 
debido a la proposiciOn 4,46 y aplicando la hipótesis que C 
es abierto respecto a e, AP<X,C> ! APIX,8>, usando que la 
apertura es creciente <ecuaciOn 4.~B> AP<APCX,Cl,CJ ! 
APIAPCX,Bl,C). Sabemos que la apertura es idempotente 
<ecuación 4.63>, de dende APlX,C1 S APIAPIX,Bl,Cl. Resumiendo 
AP<x.c> - APCAPIX,B> ,Cl. 
Consideremos la segunda parte de la proposiclQn z E AP<X,BI 

(s) Z E TRAS<8,yJ y TRASl8,yJ ! X. Pero por hipótesis 8 es 
abierto respecto a C, con lo cual z e TRASIC 0 yl y TRASCC,yl ! 
TRAS<8,y1. Por lo tanto AP<X 0 B> ! AP<APCX,Bl,CJ. La otra 
contención resulta de aplicar la propiedad antieKten&lva de 
la apertura. En conclusión APfAP<X,B>,C> .. APCX,B>. 

4.5 Aplicaciones 

Después de haber visto los antecedentes histDrlcos de Ja 
morfología matem~tlca y darnos cuenta que surge par~ 

solucionar toda una clase de problemas comunes en las 
distintas ramas de Jaq ciencias experimentale&. Describiremos 
como empleando las operaciOnes mor~ológicas pueden extraerse 
diferentes tipos de información del objeto en estudio, de 
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•cuerdo al elemento estructural empleado y por supuesto, 
todas las combinaciones de estas operaciones estarAn 
fundamentadas ampliamente en las propiedades matemáticas 
demostradas en la secclOn precedente. 

L.as ap l t cae iones que !1 l guen son de los res u 1 tados mAs 
fructíferos de la morfología matem~tlca CSerra, 1986; 
Dougher-ty, 19871 Delf"tner, 1972] y son hasta cter-to punto 
Independientes de cualquier "pr-oblema concreto". Es 
conveniente notar que l.a mor-fologia matemdtica sigue 
desar-r-o 1 landose CHaral lck, 1988; Sternber-g, 198b; Meyer-, 
1986] y que comparado con el conjunto de conocimientos ya 
•cumulados, lo aqui presentado es realmente un pequeño 
gubconjunto. Por otr-a par-te, no debe olvidar-se que esta 
'forma de abar-dar la soluclOn de problemas en el andllsis de 
Imágenes, es novedosa, est~ estructurada como una teor-ia con 
un enfoque unificado Cno presenta un algoritmo aislado) y 
r-equler-v de amplios conocimientos matemático~, fislcos Y de 
computaclOn par-a entenderla. 

De acuerdo con Serra [1982, 1986l e& importante distinguir 
entre conceptos e lmplantaciOn computacional, si se quiere 
lograr- una comprensiOn cabal de la morfologia matem~tic.a. En 
el primer caso debemos deter-minar cual es el tratamiento 
•propiado sn un pr-oblema especifico. <ver la di~cuslDn sobra 
principio•, criterios, al9orttmos y modelos <secclOn 4.2)) 
Esto se logra compr-endlendo los aspectos teóricos y los casos 
de estudio publicados. En el segundo caso, existen varias 
altern•tlvas para automatizar las oper.aclones morfolOQicas 
CS•rr-a, 1972J ya •ea empleando circuitos especializados o 
pro9rama• de computador-a. 

4.~.l Granulometrias o distrtbuc1oncG de tamañas. 

El ta•año de un conJunto A puede definir-se pr-eclsamente 
como l• razón de homotecla con un conjunto elemental B de la 
ml•m• forma. rDelfiner-, 1972] 

Un Inconveniente de esta deflniclDn es que no siempre es 
f.&cil determinar lo-. conjuntos primitivos. Por ejemplo, ¿ 
Como podr-iamos h.ablar- de los tamaños de algunos granos de 
•ren• 1 Idealmente podr-iamos concebirlos como esféricos, pero 
vl•ndolos más detalladamente notariamos que no existe una 
forma bastea. 

L• morfoloOi• matem4tica aborda el pr-oblema de cu.antiflcar 
la estructura de un objeto complejo, analizandolo desde 
dlfer-ent~ti puntos de vista mediante r-elaciones simples y 
claras. La ventaja de esta actitud e• que podemos efectuar 
comparaciones entre objetos, empleando la Información 
obtvnlda por l•• relaciones simples, e independientemente de 
I• existencia de una forma básica. En términos precisos, se 
Introducir-a una figura de r-eferencla o elemento estructural y 
se comparara con el objeto. 

Por- ejemplo, 9upongamos que nuestr-a obJeto es una r-egián 
simplemente coneHa cualquiera. Par-a conocerla meJor podri.amos 
pr-e9untarnosr al Su .&rea apr-axlmada, considerando el tamaño 
de la ma1o1tma circunfer-encla inscrita; bl Si quisleramos 
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informaciDn direccional buscariamos la máwima longitud de un 
segmento con una determinada orlentac1Cn y completamente 
contenido; el Una idea de su extensiCn se tendria con la 
distancia máwlma entre dos puntas contenidos en el objeto. 

Para hacer más factible y significativa la determlnaclCn 
del tamaña de un objeto y que nos permita hacer comparaciones 
can otros objetes ne necesariamente iguales en forma, se 
hablará del tamaña de un objete A respecta a un elemento 
estructural e, nataciCn: TAM<A,BJ. Intuitivamente el tamaña 
de A respecte a la figura B, es igual al tamaño del mayar 
homotéticc de e, contenido en A. (notemos que en esta 
deflnlciDn, primera se da una figura de referencia B y 
respecto '" El'll<l o;e mide el objEl'ta A y, ~n la deflnlclDn 
antEl'rior el orden era al revés. partiamos de un obJetc A y se 
buscaba un conjunto elemental B de la misma formal 
Matemáticamente: 

TAM<A,DJ ~sUPCsl eKiste y ~ Rn, TRAS<HOHOCB,sJ,yJ ~A) <4.72) 

ISUP sionifica el suprema de un conjunte de nUmeros reales> 
Esta definiciDn, resulta una generallzacicn del concepto de 
tamaña dado en un principio, ya que cuando A es hamatético a 
e, el tamaña de A respecto a B es precisamente la razDn de 
homotecla. 

Para peder calcular el tamaño de los objetos, en términos 
de los operadores mcrfolDglcos primitivas, notamos que por 
definiciDn de erosiDn <ecuaciCn 4.2> este es el conjunto de 
todas los puntas donde es posible colocar el elemento 
estructural y que permane~ca incluido dentro del conjunto. 
Par lo cual se deduce, que TAMCA,B> es el máKimo •s• tal que 
EROfA,HOMO<B,sl) + ~. Simbállcamenter 

TAM<A,B) e & <=> ERO<A,HOHOCB,s>> t ~ 
ERO<A.HO~O<B,s+ >> 

(4.73) 

La expresiDn anterior nos da un medio para calcular el 
tamaño TAM<A,B>. Erásionamos con homotétlccs de B ce.da vez 
mayores y aquel valor 's' que fue Ultimo en darnos erosiDn no 
vacla, resulta el valor buscado. 

Hagamos más interesante el objeta estudiado A y 
5upongamas que esta formado por una unlCn de componentes Cis 

A U Cl 
i • 1 

<I e'.3 un conjunte de indice!:;, cuy"' c,¡;¡rdinalldad es igual al 
nümuro de componentes de AJ y queremos determinar la 
dlstribuclDn de tamaños de sus componentes respecte al 
elemento estructural B. La erosión por HOMOIB,sl elimina 
algunas de les Cl y si denotamos por ls el subconJunto de I 
que contiene los subíndices de las Cl restantes: 

Is e Cil ER~fCi,HOHOCB,s>> t -> 
Podemos definir una runcián de distribuciñn acumulativa F<s> 
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1 - FC11) • Cl\RDcla) I CARDCI>- t4.741 

D•b• not•,. .. • que •1 nUm•,.o d11 compononttts con .. ••'!I Cl'IROl l"I 
d•l conjunto qrlgln4! A, no •• IQual •1 nUm11ro d• compon•nt•• 
con•~•• despu•• d• la •,.oslón lv•,. rtqu,.• 4.31, y• que 
;•n11tr•l CARDllal t NCIEROCA,HOMOIS, .. 111. INot111 NCCA) 
,.•P'"••onta,.A 111 0.:.lllQro de conponQnt1111 conexa• de Al P•ra 
c•lcul•r CAROllal •• nac••lt•n dos condlctonc'!I adlctonal•'!ll 
a) LLl coneMld•d da D •••;ur• que l• eroalOn madt•nt• 
HOMOIS,•I no c•usa int•rf"•r9ncta ""tre '"" co,,,pone,.,t•• 
con•>e•• d•l ooJoto, do t•I f"o,.ma qu• c;ad• una d• al la• 
contribuye • I• dlatrlbuclón da t•m•~o• indepandlentement•. 
Cuando D o• conexo1 

EHOCA,HOMDCB,ull •U EROIC:l,HCJMOCU,,.11 
1 e I• 

Objeto 

" ·,,, 
Erosion del obj <?to 

Elem.;.nto 

Estt· uct•.Jr al 

,11'ffi'...111" ~-JJ.!!J . 

( ~) 

Fl'JUC .. •t.:l L .. fOF"Cl"lldn J:l<Jf'df' oc,.slono11,. lo11 rllvl .. t~., d• un" 
componente con•x•• 

•• 



b) Las ca1t1ponentes de A permanecen caneMas bajo la crosian. 
Esta condicián nos permite escribir la igualdad CARDlts> 
NCtEROCA,HOMO<B,s>I> y una forma de que se satisfaga consiste 
en suponer que las componentes de A son canvewas CDel~lner, 

1972J. 

Can las anteriores condiciones puede darse una expresión más 
f~cll de calcular para la función de distribución Flsl 

1 - Fls) e NClERO<n 1 HOt10CB 1 s)J / NCCAJ 

En la práctica, el pedir que la condición b> se cumpla puede 
s•r algo restrictiva y par ello mostraremos cama empleando 
I• apertura, envés de la eraslán puede calcularse la 
granulometria con suposiciones menos exigentes. 

La operación de apertura puede usarse de la misma manera 
que 1 a eros t án, par a determ l nar el tamaña del máxima 
homotética inscrito, ya quet 

Proposición 4.49 Equivalencia entre la erosión y la apertura 
en la determinaclDn del máximo homatético inscrito 

ERO<A,Hot10CB,s>> t, 
EROCA,HOf1DlB,s+t> = , 

<D) APlA,HOt10lB 0s)) t p y 
AP<A,HOt10CD,s+t> D ' Y t > o 

Prueba: ERDIA,HOMOID,s>l f '° <e> lERDCA,HOMOlB,sJl M 
HOMOIB,'!!il 1 "f P <•> APIA,HOMOCB,s> J t ff>. Por otra parte 
EROIA,HOMOlB,s+tll ~ P <=> IEROCA,HOMO B,s+tlJ ~ HOMOIB,s+tll • '° <~> APlA,HOMDIB,s+tJ > • '°· 
Qb'!!iervaciDn1, para cual&squiera conjuntos e y 0 1 tenemos: C + 
ff> <•> C et D + 11', can O t '°• Cesto se sigue fácilmente de la 
definición de suma de M nkowski <ecuación 4.lq)) La primera 
equivalencia lógica en la prueba se debe a la obGervaclón, la 
••Qunda es por definición de apertura Cecuaclón 4.92>, la 
t•rcera se obtiene de la observación en su forma negada, la 
cuarta eG por definición de apertura CecuaciDn 4.92). 

Debida a la propcGlción anterior y a la propiedad 
antteMtensiva !ecuación 4.óOI de la apertura podemos definir 
la función de distribución acumulativa Flsl coma1 

1 - Fls) • NC<AP<A.HOMD<B,sll) / NCIAJ (4.?b> 

suponiendo ahora solamente quei a> El elemento estructural e• 
conexo y b) las componentes del objeto permanecen ccneMa~ 

d•GpU6G de la apertura. La ventaja de utilizar la apertura, 
se encuentra en que ésta "afecta" menog, la coneMldad que l.a 
ercsidn como puede verse en la figura 4.4. 

RefleMtanando sabre les supuestos que dan origen a la 
función de distribuclDn Flsl, notamos que Gi las componentes 
d•l DbJeto A tienen estrechamientos muy marcadas, entonces la 
ccndic1Dn b.l no se cumpliria <tanto para la apertura, como 
para la ero~iónl V coma se alteraría la manaton{a creciente 
de Flsl, no seria función de distribución. Intuitivamente, 



••t• •nom•lla •• pr•••nt• •n p•rtlcul•• P•r• l•• cual•• no 
•>1l•t• una Unlc• mA11lma flQura ln•crlt•. otro ••P•Cto m•no• 
notarlo, p•ro mA• lntrin••co, r•dlca en 1• •'lllQn•ciOn d•l 
111l•mO valor a companent•• d• dif'•rent•• t•maño• d• A. E• 
dll'clr en la determln•ctdn d• F(•J ae pon• •nf••l• •n l• 
cone11ld•d. 

Operaci6n 
de erosión 

(b) 
r-· .. ' .. __ ) 

Elemento 

Est r uct ur al 

_Operación 

de apertura 

FlQUr• lt.lt LA op•r•cldn d• •P•rtura, pr•••rva mA• la 
con•11ldad que l• ero•ldn. 

Para medlr Qranulom•trl•• •n conJunto• mA• Qenerala• lque 
no n•ca11o1rl•m•nt• cull'lpl•n 1• condlc\On Cbl r•f'•rldal •• 
•n•ltz•rA •1 tam•~o tocalment•, ••ociando can C•da •puntoM 11 
de A el ta••F\a dal 111A11lao ho..otótlco do B, cant•nldo •" •I 
obje\o A y Qua ti•,.,. • 11 por el•..anto. NotaclOn1 1'Al't(A,D,11I. 
s1 ... ba t lc• ... •nt•1 

Clt.7?1 
TAnlA,e,111 • SUPh•I a11l•ta V e nn, )C 11 TRAS(HUl1DCD, ... l ,y) 1 A) 

Eropleando la lnt•rpr•t•clOn qeom•trlca d• 1• 
(Q~uacl6n ~.~~) pod•mo11 ••crtblr •lternatlv•mente1 
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TAM<A,B,K) ~ SUPCWI K E APCA,HOMO<B,wJJ) 

Es conveniente observar que el tamaño del conjunto 
al elemento estructural 8 CecuaclOn 4.721 puede 
como el supremo de los tamaños puntuales Cecuactén 
~igue: 

(4.78) 

A respecte 
definirse 

4.771 como 

Come bu~camos calcular dt1trlbuci9nes de tamaños es natural 
pensar que hay l~plicitc un eKperimentc de naturaleza 
estadi.stica, él cual podemos describir ccinc consistente en 
colocar homotétlcos de 8 dentro de A. Cuando consideramos el 
evento consistente en los homot~tlcos de B contenidos en A y 
que tienen por elemento a K € A, come hemos visto Cecuaclén 
4.771 se le puede asociar un n~mero TAMCA,B,Kl. Es decir en 
cierto sentido la medida del tamaño puntual, Cecuacién 4.771 
constituye una variable aleatoria y lo que haremos a 
contlnuaclén es mostrar como mediante la transformacl6n de 
apertura ·puede definirse 5U función de dlstribuclén 
acumulativa. 

El conjunto de puntos H ' A donde el tamaño es mayor a un 
valer T dado, esta relacionado con la apertura 
APIA,HOMOCB,TIJ en los siguientes términos; 

TAM(A 1 B,Hl ?. T (m) eKiste µ ?. T tal que K ~ HOMOCB,µI y 
HOMOCB,~I i A 

<•> eKlste µ ?. T tal que X • APIA,HOMOIB,µJ) 
<~> K •U APIA,H0M018 1µ1J 

µ ?. T 

Nota: La primera equivalencia léglca es por de<inlclén del 
tamaño puntual Cecuac16n 4.771; la segunda es por la ecuación 
4.78 y la tercera es por definición de unién entre conjunto&. 

Puede demostrarse CMatheron, 1972; Serra, 19821 que si el 
•lemento estructura~ Bes convexo, entonces la apertura e• 
decreclenta respectd al elemento estructural. En si.mbolosz 

(4.79J 

Suponiendo que Bes convexo y por la ecuación 14.791 podemos 
escribir: 

C4.BO> 

Cuando Bes convexo, la ~pertura resulta continua y monOtona 
CDelflner, 1972; Matheron, 19721 por lo cual podemos definir 
la dlstrlbuctán acumulativa GCTJ asociada con la medida 
puntual de tamaños <ccuaclán 4.77> mediante la relaclénz 

1 - GCT) ~ PAOB (TAMCA,B,xl ?. T 1 x ~ A) 

y por la ecuaclén 4.80 

1 - G(T) = PROD <x e: APCA,HOMOCB,Tl) 1 K E. A) (4.81) 
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Es lntere5ante notar que la distribución FCsl (ecuación 
4.7bl puede considerarse como un caso particular de la 
ecuación anterior, en donde la probabllldad asociada al 
avento (M E AP<A,HOMO<B,Tll 1 x €A> es proporcional al 
número de componentes conexas de A presentes en 
APtA,HOMOCB,Tll. Podemos, dada la flexibilidad que nas 
proporciona la ecuación 4.81, seleccionar como medida de 
probabilidad de un conjunto CMatheron, 1972; Delflner, 1972; 
Apostol, 1979 ) , la medida de Lebesgue Cnotacián: M<A> > lde 
acuerdo a la dlmen5ién del espacia, puede pensarse 
intuitivamente como la longitud, .lrea o "volumen n 
dlmttnsional"l lo cual tiene la ventaja de sar f.lcll de medir 
!contando los pixels en una imagen digital binaria) y no 
requiere de propiedades especiales del conjunta en estudio A. 
La eMpresión de GlTI en términos de la medida de Lebesgue se 
formula i11si: 

<4.82) 

De acuerdo a lo anterior en la distribución GlTI, se le da a 
cada intervalo CT, T + dTl ldT significa difarencial de TI 
un• probabilidad proporcional a la medida de APIA,HOMOIB,Tll 
- APIA,HOMOCB,T + dT)I. 
Haciendo una Vl5lén re5trospectlva, podria decirse que Fls) 

es uria distribución en "número" y GCTl lo es en medida. P. 
eJ., si contamos tas particutas que p•san por cribas 
sucesivas, obtenemos una distribución en número. Mientras que 
51 pesamos las particulas resulta una distribución en "pesa" 
o volumen si la densidad es constante. 

Una consecuancla muy lnteresantu da la rulaciOn 14.821 as 
que puede plantearse la determinación de la distribución de 
tamaños en un medio con una sola com~onente y teóricam&nte 
pueda aplicarse en un espacio n dimensional cualquiera 
tSerra, lqBb¡ Matheron, 19721 Delf"lner, 1972]. Un ejempla de 
esto. es el método de Purcell empleado en la industria 
petrolera, on donde se inyecta mercurio en muestras de rocas 
poro5as Carenisca> para medir el volumen ocupado por las 
porosidades. Suponiendo que todos los poros sean accesibles 
desde el ewtertor, el volumen de mercurio que llena las 
cavidades para una presión de tnyecclén, e& igual a la medida 
d• Lebes;ue de la apertura del medio poroso con una esfera 
d• radio apropiado lel tamaño del radio es inversament~ 
propurcional a la presiCn de inyección). Físicamente, cuando 
la presiCn aumenta et tamaño del mínimo conglomerado de 
mercurio dlsmlnuyu y ~lcanza zonas mA~ pequeñas del medio 
poroso. En este caso, la medida asociada de tamaño es el 
volumen ocupado de mercurio en funclDn de la presión de 
t nv•cc lón. 

Otro aspecto en el que debe hacerse énfasis. es que el 
resultado de la distribución FCsl o GCTl, depende del 
elemento c~tructural f"le9ido. Siendo las f"ormaG m.lii 
utilizadas, el circulo, el hex~gono y el segmento, por su 
conv•wldad <esto es tndtnpen~able para calcular GITJI 
CSerra, 1•e2; Dougherty, ¡q971. 
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Hasta ahora se ha apelado a la lntuiclCn del lector en lo 
relativo al concepto de granulometría. Sin embargo, puede 
definlrge en forma aKlom~tlca como sigue CM~theron, 1q7aJ: 

Definición; 51 E es un espacio y A una ramilla de 
subconJunto5 de E, una granulometr!a en A es una familia IT, 
T > O, de mapeon de A en si mismo que satigface los 
siguientes aKiomas: 
<11 4T<AI i A para todo A~ Afy T >O <Antiextenslvldad). 
(2) A, BE A y A i B impllc..,,: "TIA) i ofT(B) (Creciente>. 
C3> A •A y T ? Jt > O implica: IT<A> i ~~<A> <Decreciente 

respecto al indice). 
<4> Si T y µ son números positivos: 

IT o 41, I~ o ~T • lsuplT,µ> 
<en este caso tT o "" significa la composlclCn de 
funciones tT aplicado después de ~Jtl. 

Describamos intuitivamente el significado de los aKiomas, 
imaginemos que un mapeo IT se representa por ·una criba de 
tamaño T, y que el resultado de la apllcaclCn WTCA) es la 
parte del· objeto de estudio A que no puede pasar la criba. 
Bajo estas supos1ciones, claramente ITCAl es un subconJunto 
de A, ya que es la parte de A que no pudo pasar CaKloma 11. 
Si 9 es un conjunto que Incluye a A, por ser mayor dejar~ un 
mayor numero de particulas gobre la criba CaKloma a1. 
Comparando ahora dos cribas de tamaños T y µ con T l Jt• la 
parte retenida por la criba menor claramente ser~ mayor 
(axioma 3). Finalmente si T l µ tenemos sup<T.µJ ~ T y la 
parte retenida por la criba mayor ~T' puede obtenerse 
aplicando primero la criba menor fµ seguida de la mayor tT. 
De la misma manera tT puede obtenerse aplicando ~T seguido 
de 1µ. 

Eu satisfactorio que ta aplicaciDn ITCAJ D APCA,HDMOIB,TJ) 
<ver ecuaclCn 4.801 que hemos manejado como una Qranulometrla 
intuitivamente y por sug propiedades probablllstlcas, lo sea 
de acuerdo a la definiclCn axiomatlca !ver ecuaciones 4.~a, 

4.60, 4.63 y 4.791 . 

Ejemplo 17: Evaluación de una granulometría llned) por medida 
<ecuaciDn 4.Ba> CDougherty. 1987]: 

Emplearemos como elemento egtructural segmentos horizontales 
y verticales, donde H • C•) y HOMOCH,kl (• ••.• •) esta 
compuesto de k elementos • y el • mAs a la izquierda estA 
posicionado en el origen de coordenadas; por otra parte V 
(•) y HOMOtV,k> se define como: 

(.) 

HOMOIV,k)n(.J esta compuesto por k elementos arreglados 
c.> verticalmente y el posicionado mAs abajo ge en
<.> cuentra colocado en el origen de coordenadas. 
(.) 

89 



A 
O••••••••• tgmando aperturas sucesivas con elementos estruc
•••·•·•••• turale~ verticales y horizontales, encentramos: .......... . . . . . . . . . . .......... .......... . . . . . . . . . . 

k • 1 2 3 
MCAPtA,HCMO(H,k)))• ~o 30 ea 
MIAPlA,HOMOtV.k)})~ 40 39 37 

4 5 
1b o 
25 é!5 

• o 
20 

7 
o 

14 

e 
o 
o 

Interpretando los resultadas de las medidas y camparandolos 
con el conjunte A, podemos ver que A está mas dlstrlbutdo 
verttcalment~, na contiene segmentos hari~antales mas grandes 
que 4 elementos y la lanQitud del ma~lmo segmento vertical 
contenido es de 7 elemento~. 

EJempla 16: EvaluaciUn da una 9ranulometria lineal par medlda 
en un rect~ngulo <ecuación 4.82> tDaugherty, l9B7ls 

Tomando como elementos estructur•les V y H iguales a los del 
ejemplo antar\or, evaluaremos la granulometria del ~tqulente 
r•c ,t.\.ngu lo A t 

• •••••••••• tomando aperturas suce•tva~ con elemento» cstruc-
·1•••••••• turates vertic•les y horizontales, encontramon: 
·••••••••· k • 1 e 3 4 5 6 7 a 9 
•••••••••· MCAPtA 1 HOMOCH~k)11• 24 24 24 e4 24 2~ 24 24 O 
•••••••••• MCAPCA 1 HOHO<V 1 k>>>• 24 24 24 O O O O O O 

EJ hecha de trabajar con un rectán~ulo de base B y altura 
3, se refleja en las medidas de las ~parturas, ya que no es 
po•lbl• \nctulr s~gmentos horizontales mayores a a elementos, 

.ni segmentos verticales mayare~ a 3 elementos. 

Las canc•ptas relativos a la granutametria se han 
d•~•rroll•do Maelendo abstracción de las característica~ 
comunes a muchos problem~s. Es ilu•tratlva mencionar algunos 
d• 105 campo• donde se emplea; a> en la Ingcnier 'ª Clvl J e'!. 
!~portante Que 109 matarlales pétreos componentes de las sub
ba•es ~n la construcciPn de camlnog, tengan dlstribuclOne5 de 
tama~os tiplcas para loqrar una comp~ctaciOn adecuada; tRíos, 
19Sq]¡ bl cuando se analiza ta composlclC.n de les 
C•tallzadores en la inv•stioacián químlca, es muy útil 
detarmlnar la Qranulometrta de las partículas incrustadas en 
eJ "~oport•"· CTehuacaneros 19891. 

4~5.a Covarlanza Morfológica 

La cov4rianza mor~oló9lca ~$ un conceptQ muy lmportante que 
P•rmite analizar la textura de diversos mat~rialc~ y su 
•n~oque, en ~arma analoga a las matrlces de coocurrencla, 
CDougherty, lqB?; IJahl, \qa?; Serra, 1'786) es probablllstic:c. 
Siendo la teM.tu.ra alqo t01n dlfl:cll de describir, es 
conveni•nte mencionar tre~ de los elem~ntos objetivos [Lira, 
19871 conocidos en 'SU cuantificaciQn: 1J la frecuenc\a de 
cambio de la~ tonos en los Pl)(Bl'!!.; 2) la dlrecc:1.:.n o 
~J~~~ctane~ de camblo, y 3J el contreste entre un pl~el y ~ws 



vecinos. 
Un elemento estructural conveniente para realizar la 

investigación de tewtura es un par de puntos alineados en una 
dirección ~ y separados ~ unidades tSerra, iqs2, 1qe&J • ya 
que además de tomar en cuenta los factores arriba mencionados 
no requiere de la ewlstencia.de partículas individuales. 

Pasemos a precisar el concepto de covar\anza morfológica: 

Definición: Dado un vector unitario u ' RO y un objeto de 
ostudlo X i Rn, la covarianza morfológica es una función de 
los números reales en el intervalo ro,11, tal que para cada T 
• R, le asocia la Rrobabilldad del evento Cw a X, w + TU E 
X>. (notación: COVu> En términos matemAticos1 

COVu : R --> CO,lJ y 
COVu(T) a PROBC~ E X y K + TU E Xl C4.83) 

51 empleamos come medida de probabilidad, la medida de 
Lebesgue en RO <ver ecuaciones 4.81 y 4.82> y definiendo el 
elemento estructural B • Co,u> Cnátese que B sato consta de 
dos elementos, el origen y el vector de dirección u>, 
podemos, haciendo UfiD de la definiclDn de erosión <ecuación 
4.2>, roformular la ewpresiCn do la covarlanza en términos de 
la eroslán como sigu•1 

COVu<T> a MCEROCX,HOHD<B,Tl>> C4.B4> 

Ejemplo 19: Determinación de una función de covarianza 
•arfo16gica. [Oougherty. 19B7l Definimos el elemento 
estructural H • C•> v HOMOIH,kl • <•···•> quo consta de dog 
elementos separadas por k-2 unlda3es Cnota: el elemento 
extrema izquierdo estA po9iclonado en el origen de 
coordenadas, por eso se usa el símbolo 1 para representarlo). 
El objeto de estudio es en este caso el conjunto A, dado por 
los siguientes elementoss 

A 
Clos elementos de A estAn Indicados median
te los puntos • y I> ..•.............. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Después de erowiones 
k - 1 e 3 4 s & 

MCEROCX,HOMOCB,T>l>•e? 18 10 e 12 15 

•• 

sucesivass 
7 8 9 10 

12 b 5 & 
11 12 13 14 
a b 3 o 



'º 28 2• 
2• 
22 
20 
18 
1• 
t• 
12 
10 

8 

• • 2 
o 

• 
• • 

FiQura 4.~ GrAflca d• la función da covarlanza. 

Elotamlnando la 
m.t.i;:lmos locales 
re•pect 1 vaml!nta. 
coneKaw de A. 

función de covarlanza podemos detectar tres 
para valores de k louales a: l, 6 y 11 

Estoa m~Klmos corresponden a las componantes 

L• covarlanza morfolDglca ne ha empleado CSl!rra, l<jl82, 
19861 para describir la te)(tura de la madera de tal manera de 
corralaclonarl• con alounas de sus propiedades flslcas. Por 
eJemplo, la contracción no uniforme que eKperlmentan al ser 
deshidratadas. 

4.5.3 Oatermlnaclün del Mesqueleto" o eJe medio 

OespuOs de qu• una imagen ha sido segmentada en las 
r•olones de interés, es ccnvenlante representarlas y 
d•scrlbirlas apropiadamente.si se quiere llevar a cabo una 
t•rea de reconocimiento o clastficaciOn de patrones 
[Goni::•lei::, 1987]. Para efectuar la representac:ión de la 
imAQen se9ment•d• existen métodos orientados al interior de 
las r11Qiones y otros a uu frontera. CAQgarwal, 1977¡ 
Ro5enfeld, 197bl Uno da ellos, que trataremos en esta secciOn 
•• conocido como la deter-minaciOn del "esqueleto" a eje media 
V e• útil para representar una región, ya que se le 
•ubstttuye por una gr~flca qua preserva muchas de sus 
c:aracter.:sticas morfológicas. Informalmente, el "esqueleto" 
de una reglOn es • esta, como el esqueleto o estructura ósea 
fen lo relativo • la formal as a un vertebrado. 

Los "esqueletos" se han empleado en la soluciOn de varios 
problemas CGonzalez, 19871, entre estos t11nemos1 a) 
inspección de tableros de circuitos Impresos y bl conteo de 
fibras de asbesto •n filtros de aire. 

El esqueleto o eJe iaedlo E, de una reglón R con frontera F 
•• define como1 el conjunto de puntos p ~ R, para los cuales 
existen •I menos dos puntos q, r ~ F 1 con dCp,ql ~ dCp,r) y 



dlp 1 ql (• dtp,•l 1,/"' < !=', IVPI" fti;iura .. ,bl En otras i:ialabras, 
1.1n punto p •n la r .. QlOn, p111"ten11c1t al 1n1Qu1tlato, "'l •"l'llt•n 
al "'""º"' do• punto• Q v I" 1tn l• 'frontera tal•• QUll "'"' 
dl .. tancla a P •e• la "'l•"'• y .,¡nl. .. a respecto • c:ualqul•r 
citro punto "' 011 la fl"ontera. Dlfsd• el Punto de vl.•ta 
cc>,.,put.actonal, I• •nU•rlol" Oll'flnlc:lOn 1 .. pttc:• d11te.-.. tnal" la,. 
distancias d• Cada punto lnt1tl"lor do la l"VqlC.n, • c.ada punto 
de la f.-ontera, Ca"'o 14 co,,,plaJldad da t•I alQol"ltmo ~s muy 
1;1rand11, al ternatlva,..,.nt• "'" va •l lmlnando •uc1t•lvam11ñt11 
puntos en la f'rant111"a, ha•ta ll1tQollr al "•~ciu•leto~. Este 
Ultime> .llqorttmo •• l• COl"'oCe coma un "ad•li;1•1•ml11nto~ V para 
obt11nv.- 111 l'll•mo ••Quel11t1> QU1t ll"n 1.a d1tf'lnlclC.n orlqlnal, se 
lmpon11n c:ondlcton•• on la etlmtnaC:lén •uc11•lva• d11 punto• 
'front•r• co"'o son; al Oue no .. 1lmln1t ou.,tos ••tramos !como en 
u" 'fllamentol1 bl No romp11 I• co.,111<td•d y cl i10 cau•P .. rn•lftl' 
111<ce•lva do la r•QIC.n. 

Ejes Medios 

& 
/\. -~~X) 
;.-•.) 

t_j- ··x 

(a) (b) 

OJ rn . 

. 

(d) (~) . ... (fJ ...•. · 

., 



E• canv•nl11ntP mencionar alquna• a• la• PO!'cullarldad•• d•l 
••queleta, para tPn•rla~ •n ment• •I •• trata d• r•pre••nt•r 
una reqlQn con 011 al En alqu~•• <lgur•• q•Om~trlca•, par 
•J•mplo un cuadrado, no podvmo• d•clr que <&u V!IOU•leta 
can•erv.a •u <arma M••enclal~ lvvr 1'1qura <,.7 Cal,lbll1 bl 
Flqurn• no con9ru11nt11• pueden t•n•r •I ml•mo e•auvl•ta Cv•r 
1'1gura <,.7 fcJ,ldll v el P•quD;;a• dlt1torslan•• el• ta forma 
arlgln .. 1 d•I obJ•to, puO!'dtfn modlrlcar i;¡rand•m•'1tft PI 
••au•l•ta 1v11r rlqura ... ., 1•1,11'11, 

Ejes Medios 

(b) 

.es:===::=-,,.:=·.:::·.-· :::) (---~- .-· --) 
(e) 

(d) 

~~ 
(f)~-~- : ) 

~./ 

Figura 4.? fal El ••ou•l•to d• u" reglón pu•d• no can•ervar 
1• forma w••vncíalw¡ Cbl Do• rvglon•• na con9ru9nt•• auedPn 
tonl!'r •I ml'&mD ••qu•l•ta¡lcl PPqu•;;a• madlfícaclnne• dv la 
forma ar iqlnal pu•d•n 111odlftc.~r qrandemente el ,..•Quffh!'to. 

Para catcul•r <ti l."5Qu.,letn <.lv una .-.,.91Dn, !'l'lldiantno la• 
operaciono• mor<ológlca• b•~tca•, adaptaremo• la •lquient• 
de1'1nlc10o [0ouqh•rtv, IGl87] dft eaQuorl•to 9qulval•nt• a I• 
ant•rlor1 Oad• un.a r119ión R, un punto p lf R oert•n•C• al 
••Qunlt!'to, •1 l!'><l•t'e un circulo 01><1 c•ntrado "• cont•nldo 



en R <Dlw) 5. R> y no ewlste otro circulo º* Cno 
necesariamente centrado en wl que contenga a D<wl y esté 
contenido en R. La idea rectora del algoritmo que encuentra 
el esqueleto, consiste en eMtr~er en etapas sucesivas, puntos 
del esqueleto que sean centros de circules máwlmos len el 
sentido de la deflniclDnl de un determinado radio. Con más 
precistan, si A es el objeto y Dr es un circulo de radio r 
centrado en el origen, entonces el esqueleto de A, notaciDn: 
ESQ<AJ está dado por [Serra, 1982; Dougherty, 1987)1 

ESQ<A> m U <ERD<A.D¡) n APCEROCA,D¡>,D2>'> 
l. E l 

<4.B:i> 

En donde I ~ (1,2, ••• j), siendo J el m3Mimo radio para el 
cual ERO<A 1 01) + ¡Zt. El término EROtA,Dtl n APtEROIA,D¡>,D2>' 
selecciona os puntos del esqueleto que son centros de 
circulas méxlmos de radio l, ya que de acuerdo a la 
def"inlciDn de arosiDn <ecuacic>n 4.21 ERO<A,D¡> astaria 
f"ormddo por todo5 los puntos de A lecuaciDn 4.29>, en donde 
podemos colocar un círculo Di contenido en A. Es decir sDlo 
algunos de los elementos de esta erostc>n lver la de~inlciDnl 
f"ormaran parte del esqueleto. Por otra parte, el conjunto 
AP<EROIA,D¡>,D 2 > por la propiedad de antiextenslvidad 
CecuaciDn 4.601 estA contenido en ERO<A,D¡> y como se ef"ectua 
la apertura con el elemento estructural o2 <circulo de radio 
2 y centrado en el orlgenl relativamente pequeño, la 
"contracclOn" de ERO<A,01) será pequeña. Al tomar el 
complemento de la apertura e lntersectar 1 nos quedamos con 
los puntos donde es posible colocar un clrculo D¡ y no es 
posible encontrar otro clrculo º• contenido en A y que 
contenga a O¡. Es decir, nos quedamos con los puntos del 
esqueleto correspondientes al circulo de radio l. 

EJemplo 20: calculo de un esqueleto. 
Utilizaremos como aproximaciDn a los círculos 
eucl ldeano R2, r0s siguientes "circulas" 
CDougherty, 1987). 

del espacio 
digitales 

º' º2 03 º• etc. 

••• . . . . . ..... ••• • : :!: : ...... 
• ••• • • . . . . . . 

Aplicando las erosiones y las aperturas tenemos: 

• •• • • • • . . . . . . ...... ...... 
ERO<A,O¡I AP<ERO<A,D¡>,D2> 
1• • • • • O••••• . . . . . . . ..... ······ ······ ······ ······ . . . . . . . ..... . . . . . . . ..... 



AP CEROtA,D1>0D2>' •.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . 

ERO< A, De>. 
O• • • • • 

. -..... ' . -... • . . . . . . •.· 

ERDCA,_01) O APlEROCA,D1 ),D2 l' 

t:::: . 

. ..... . 
AP·cERD<A;o~> ~-o2 J 

O• ~:-··_ • 

..... ·-
._. ·-··.~ .. -..... ~ -~ 

AP <ERá('~-~··o~>-~ o~-,_-.~ '.~-~.ER~i_A-~i:i¿-J_ n (~f:'fERp:c ~ ~-021·,-0¿1 ······- ...... -.,, __ : : : ; : : ._,.::~~:-':';:.:;:{,::.:~-~ ...... -...... . . . . . . -

. . . . . . 
APCEROCA,D3l ,D2>' ...... 

•••••• . . . . . . ...... 
•••••• 
•••••• 

···:.:'." 
.. - ->·: .• . -;.:-·;,;"~ '~'--~~~ . - .... 

:·,º: . .-~-/~·~--;- -~·:.:· . __ ,-
-:- ;~--:~·;~.;~~ó'{~¡rri·3., :';~~;·,-

-.,:~·~·~-.·-.. 

EROCA
1

03l_ n. :~P-CEROlA·~·~31\D2> ,. 

ESCHA) •· .... . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . . . 

·~-··.·· 

. ..... 

Debe qued•r claro, que el objetivo del ejemplo es mostrar law 
etapas de un dlgor1tmo para el c~lculo del esqueleto, 
empleando la ecuaclOn l4.8~1 

P•ra complementar la exposición de este capttulo, 
lndlcaremo~ referencias donde se puede encontrar otras 
•Pllcaciones o técntcas re\aclonadas con la morfolog¡a 



matem4tlca: a> Un tipo de lenguaje y arquitectura para 
procesamiento en paralelo, basado en la morfología matem4tlca 
puede encontrarse en CHuang, 1989]; bl Como realizar la 
descomposición de elementos estructurales para emplear 
procesadores tipo línea de ensamblaje <pipeline) puede 
encontrarse en CZhuang, 198bl; el Un enfoque estructural al 
reconocimiento de patrones, empleando morfoloQia matem4tica 
se encuentra en [Shaplro, 1987]¡ dl Aplicaciones en el campo 
de la biología se encuentran en CMeyar, 198b¡ Skolnlck 1 
19861¡ e> Un modelo matemático para la descripción de la 
forma de objetos, basado an los operadores de Minkowskl puede 
encontrarse en CGho~h, 1988l. 
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CAPITULO 5 

OESCRlPClON DE LA ESTRUCTURA 
DEL SISTEMA COMPUTACIONAL 

Se ha mencionado <capitulo l) la importancia que tiene 
para las ciencias eKperimentales, un sistgma computacional 
como el aqui presentado. También hemos indicado cuando es 
conveniente adquirirle comercialmente y cuando desarrollarlo. 
Ahor• explicaremos los aspectos compartidos can otros 
sistemas similares y aquellas caracteristlcas novedosas que 
creemos son un aporte a este tipo de desarrolles ctentificcs 
y tecnolCgicos en nuestro pais. 

Debido a que cualquier sistema en anAllsls de imAgenes, 
primero aplica operadores de procesamiento de tmagenes para 
poner en avidencia y realzar los patrones de interés, y 
posteriormente emplea operadores de reconocimiento de 
patrones para cuantificar los patrones espaciales o 
espectrales <ecuaclCn 2.3>. Resulta que muchos operadores de 
caracter general, come modificaciones de centraste y 
transformada de Fourier forman parte da cualquier sistema 
CCuaran, 1988; Fvrnandi;rz, 1'i'88J. Alguna• de los factoras que 
••tablecen las diferencias entre estos sistemas son: el campo 
de aplicación (Blolcgi.a, Fltiilca, Geofigica), la eficiencia de 
los algoritmog <aplicadas gecuencialmente e con alto grado de 
paralelismo), la variedad y el número de métodos de an~llsls, 
•l grado de tnteractividad con el usuario, la documentación 
apropiada de operactCn <manual de usuario y de programador) y 
la organlzaciCn de los algoritmos (de acuerdo al tipo de su 
funciCn de transferencia). 

Considerando los factores mencionados, califlcamo5 a 
nue5tro tiilStema come de propósito general para analizar 
im•ownes; sin embargo cuenta con algunos módulos 
••pecializados on granulometrías y covarianza~ morfol~glcas. 
OtrAs caracteristlcan muy importantes son: ll La adecuada 
organización de un gran número de métodos de ana1tsis con 
base en su función de transferencia y la lógica del an~llsls 
de lm~genes (ver fiqura ~.1, ecuación 2.3 y sección 2.4); 2) 
La dinponlbllidad de algoritmos para el analisis de patronas 
espaciales y de propiedades de dificil modelación, como son: 
la textura, el tamaño y la forma; 3) El sistema es altamente 
portable, ya que fue desarrollado con lenguajes de alto nivel 
(Pascal y CI y dispone de varios controladoretii para circuitos 
grAflcos <CGA, EGA, VGA, PCG, MATROXJ; 4) Tiene la capacidad 
de procesar im~genes rectangulares de distintas dimensiones, 
inclusive muy grandes ya que cuando se impldntan los 
operador~s locales, el procesamiento se lleva a cabo 
secuencialmente, sólo empleando el almacenamiento 
estrictamente necesario¡ Sl Para que ne exista el problema 
de que cuando crece demasiado un sistema, no cabe en la 
memoria principal. Se mantiene en memoria solamente el código 
d• control, y el algoritmo requerido 5e carga precluamente 
cuando se n&ce91td y se retira cuando deja de usarse. Otra 
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ventaja derivada de esto, et> que el "espacio" ocupado por los 
algoritmos puede ser igual a la capacidad del almacenamiento 
secundario {discos, cintas)¡ 6) Para poder procesar imAgenes 
de diversas procedencias <equipos digitalizadores>, es 
suficiente con escribir los programas de conversi6n entre los 
dos tipos de formato; 7l Adoptamos un formato de datos, de 
manera que Junto con cada imagen almacenamos sus dimensiones, 
una descripción que la identifica y la hlstor la de 
procesamientos que ha sufrido¡ B> Por su e~tructura modular, 
es fAcil dar mantenimiento al sistema para hacer mAs 
eficientes sus algoritmos o para incorporar nuevos métodos de 
an~lisi~; 9> La comunicación con el usuario, se lleva a cabo 
en forma interactiva mediante la elecclOn de opciones entre 
var\a5 posibilidades (menús) y ta petlclCn de datos y su 
suministro <ver secci6n 5.3>; 10> Para f"ilCllitar el uso del 
sistema o incrementar su rendimiento, se le est~ incorporando 
un-111 "ayuda" en "forma de breves eKpl icactones de lot> 
algoritmos, conceptos del procesamiento de l.m~genos, m.Jnuale"'l 
de usuario y del programador, ao;i como de una "ba'Se de 
conaclmiento'S" y un "motor de lnt'erencla5" tRich, 198b; 
Hayes-Roth, t984J que hagan mA'!i eKpliclto y obJetivo la 
selecctán del meJor operador para analizar una imagen. 

Hasta ahora, al ambiente en el que ha operado el sistema es 
el siguiente <ver figura 2.3): a> Sistema operativo MS-DOS; 
b) Microprocesador Jntel 8088,8086, 802Bb; e> Monitor de 
altar resolucián MULTYSlNC; d> 640 Kb de memoria principal¡ 
e) Dt'!ico duro de diferentes capacidades <20,'tOMb>; f> 
Unidades de disco f"leKible con capacidades de 3b0Kb y 1.2 MbJ 
g> Circuito para grAf"icas ICGA, EGA, VGA, PGC, MATROXl. 

5.1 Principios de di&eño 

Los principios de diseña seguidos en el desarrollo del 
sistema, para lograr una buena comunlcaclán con el usuario, 
f"acilitar su apréndizaJe y para conseguir un buen 
f"uncionamlento de cada mOdulo y sus interrelaciones f"ueron 
tSimpson, 1982¡ Castleman, 1979; Dougherty, 1987): 

1.- La Técnlcq Q.c. refinamiento~ sutesiVO§. Consiste en pasar 
primero al amblto teártco, desarrollando una solucl6n general 
al problema. La cual gradualmente se va detallando, porque se 
ccnstder-.'\n mito; ao;pectos particulares y se llega al punto en 
que tenemos 'que elegir la representacl.c>n de nue .. tro dato!:li ;• 
escribir la soluciOn en forma de un programa, empleando un 
lenguaje de programaciCn. Lleoando as¡ al terreno prActtco. 

2.- La Rrtro~lim~ntaclOn. Se refiere aqui, a la acclcn de 
informar al usuario que sus decisiones han tenido un efecto. 
Por ejemplo, colocando mensajes p~ra indicar como se 
desarrolla un proceso. 

3.- Detqrmlnlsmo ~ D~du~ci6n. Para garantilar que las mtsmas 
acciones, producirán si.empre los mismos efectos, y que si 
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s•Demo• que p •> q •• verd•d•tr•• y p t•,.,Dl•n, ttntonc"'s Q "" 
IQu•l!"•nt• "'•l Id•. 

~.- P•r• •yud•r • Du• el •l•t•"'• functone de •cu•rdo at 
t•,.c•,. pr tnc; lp lo de dls•i'iD, o1fectu.amo• "Pr 1 fis:,ic;; ipn !.l.!l ~ 
~· Esto •• tr•duce en tnfO,...,•r cual •• •I conjunto 
unl"'•,.••I• donde tom• "'•lo,.•• una .,..,.taQle cuando •• plde •l 
u•uarlo qu• I• aslqne. En •l caso que se proporclontt un 
•1emento d• o.ato, fu•ra d•I conjunto unlvttrsa1 tt•peclflcado, 
•• I• da una nueva oportunidad para hac•rlo correctamenttt • 
tmp•dlmo• Qu• •• contll'IUI!' h•sta qutt •• t1umln1str• la 
lnform•clO" co,.rectamentw. En la ftQu,.a 5,2, puedtt v•r•• un 
alr;¡orltmo para l• verlftcaclOn en lo• d•tOs. 

Sistema de Procesamiento diqi tal de imaqenes 
y Rec:onocirniento de patrones 

¡ ··- ---·- - ·--- - -- : ---· --- -----1 

{O )rl_P._e_a_l_c~éSñQl-s_n_o~ ¡Realce~ selectivos:¡ ~,R-'e_a_l~---e-s_d_e~I 
p _ SeJecli;lQsJ _ Filtros . fid.=.lid.;.d 

·, - --
Reconocimiento de 
Patrones es aciales 

Reconoci t(li ent o de 
P:s'l:rones es ectr al es 

----
Oescripcion sirobolica 

o 
Análisis de una ilí1a en 

F1qur• :li.I Orqanlz.•cl.01'1 da lo:i• "'"todo• de •nAtt .. I•, r.on D•<&• 
en et tipo de functUn d• tranoferencl~ y •I ord•n lOqico ~n 
•I an•ll•I• de tmaqene~. 

t,- P•dlmo• •l d.sto ~y d•flnt ... os •I conjunto unlv•r••I 1.1.. 
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2.- Si d•t no esta en u, regresamos a 1 e indicamos el error. 

3.- Si dat est.l en U 
3.1 Preguntamos si era el dato que quería proporcionar 

(en el caso de una operacl6n que consuma muchos 
recursos o sea muy importante no equivocarse> 

3.1.1 Si el dato no es correcto, regresamos a l. 
3.1.2 Si el dato es correcto pa&amos a la siguiente 

operac16n. 

Figura 5.2 Algoritmo para la verificaciOn en les datoa. 

~.- Consistencia. Una vez que decidimos la forma en que vamos 
a realizar las operaciones de entrada/salida y el control de 
fluJc, intentamos proseguir invariablemente. Desde el punto 
de vista del u•uarlc, si el sistema que utili:• obedece un 
c ler to esquema o conf igurac l On, es para e 1 m.1s f Ac i l 
aprenderlo y utilizarlo. 

b.- Minimizar ~ demandas de noemoria human~ Lo que se trata 
de hacer, es presentar la información necesaria para el 
funcionamiento del sistema y pueda ser entonces seleccionada 
•ln necesidad de previa memorizacl6n. 

7,- tto11nten~r tl sistema ~ aparieni::ta ~~ Aqui el 
principio se refiere a como debe aparecer el sistema al 
u•uario, f4cll de usar. Para los involucrados con el dlse~o 

del sistema, significa optimizar sus programas para un mejor 
funcionamiento y una presentaci6n más clara, 

e.- Sujetar a cada algoritmo a un periodo d.!!. pruebas, para 
veriflcar que funcione correctamente en todas sus partes y 
finalmente incorporarlo ~l sistema. 

q,- Qgcu!!l@ntar l!!.2. algoritmo~. Paca facilitar su posterior 
modlflcaclón y ectuallzaclCn. También puede elaborarse notas 
complementarias que ewpllquen con más detalle los supuestos 
de cada algoritmo, en que casos conviene aplicarlos y los 
efectos da las variaciones en cada parámetro, Si la anterior 
información esta disponible, se facilitará grandemente la 
elaboración de un manual de usuario y del programador. 

5.2 Estructuras de datos 

Las estructuras de datos principalmente utilizadas son: 

l. Arc.hl..,os da llytt<>s, para iilmacc>ndl"' lds imd.g..-nt:>S U..- untraUo1 
Y 5altda. !Un a~chivo es una sucesian finita de elementos de 
datos, de un tipo base. En muchos aspectos son slmll~res a 
lo• arreglos, pero se diferencian por ser generalmente más 
gr•ndes y residir en memoria secundarla) 
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2. Ar-l"'eglos de entel"'DS y númer-os de punta "flotante.'" Estos 
'lie emplean pal"'a mantenel"' aquellas lineas de la imagen, en 
donde se e'litá concentl"'ando el pl"'ocesamtento y también pal"'a 
l"'epl"'esental"' en fol"'ma tabular los opel"'adores puntuales de los 
realces radiométl"'icos. El tipo de datos del arreglo elegido, 
depende de la precistCn requerida. Poi"' ejemplo, si estamos 
calculando el histogl"'ama de una imágen de más de 6~536 
pi"els, entonces se l"'equl~re que cada elemento del al"'reglo 
ocupe más de lb bits. En cálculos donde intel"'vienen 
opel"'aclones que no son Cel"'radas sobre los enteros, 
necesitamos emplear númel"'os l"'acionales <números de punto 
flotante>. Un eJ~mplo de esto, es el c.'.llculo de la 
transformada rápida de Fourler. 

3. Matrices de entel"'os o números 
emplean pal"'a representar los núcleos 
elementos estructurales, matl"'ices 
covarlan~a y de correlaciDn. 

de punto flotante. Se 
de operaclon~s locales, 
de ca-ocurrencia, de 

4. Los"Apuntadol"'es" Cv.;iriables que guardan dll"'ecciones de 
memorial ~e emplean pal"'a referenctar celdas de memoria 
asignadas en el proceso de eJecuctDn o bien para acce~ar 
localidades de memoria con direcciones absolutas de interés. 
<por ejemplo, la memoria a~ociad<'l con el monitor>, 

Pal"'a facilita!"' la identiflcacIDn de una imagen, conocer sus 
dimensiones y su historia de procesamientos. se adopte la 
siguiente organlzaclOn de la lnformaclOn en cuanto al formato 
y etiqueta• de las lm~genes digitales lver figura 5.31; 

1. !...:!. et lgueta del sistema 
Nos dice el nümero de lineas que forman una imagen digital y 
el núm&l"'O de piKels por linea, asi como el número de 
transformaciones que se aplicaron para llegar a la imagen 
actual a partir de l~ original. E•ta etiqueta es úti 1 ya que 
un progl"'ama de apl ico1.clOn puede leerla, obtener la 
lnformaclDn del tamaño de la imagen y luego ajustar los 
parámetros respectivos para el procesamiento de la misma, 

2. b.!!. etiqueta del usuario 
Es una sucestDn de cal"'acteres proporcionada por el 
con el propCslto de ayudar en la identlficaciDn de la 

3. ~ etiquetas !1.g !A historia ~.@. proc@samlentos 

usuario 
imagen. 

Son sucesiones de caractel"'es que se a~aden a la imagen en 
forma automática y contienen lo~ nombres de los programas de 
apll~aclOn y lo~ v~lorPs de ta~ pa•~met.ros Involucrados al 
procesar la imagen. Al leer las etiquetas de la historia, el 
usuario ve un conveniente sumario de su historia de 
procesamientos. 

4. Y.!!!! <sucepiOn ~ Qg elementos rut lm."lg~n 
Después de las etiquetas. siguen los datos de la imagen. 
Estos están compuestos por una sucesiDn de lin~as. Cada linea 
a su vez, está formada por una sucesiCn finita de muestras 
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IPl••l•I. Esto p•r• c•d• b•nd• d• un• lma9•n multl••P•Ctr•l 
en ;en•r•l• C•d• vez que un pro;r•m• d• •Pllc:•clGn •• 
•l•cuta, l•• •tlqu•t•• d• 1• im•9•n d• •ntr•d• •on copiad•• 
•n la corr••POndi•nt• lm•9•n d• s•lld• V•• •~•d• un• nu•v• 
•tiquet• d• hl•torl•• 

O••d• •1 punto d• vl•t• d• 1• orQ•nlz•clGn d• los datos, •l 
••P•Clo qua •• uttltz• o•r• 9uard•r l•• ettqu•t•• •• 
dl•trlbuy• d• l• st9ul•nt• m•n•r• tv•r f\9ur• :1.31 i 1).- Do• 
byl•• P•r• 9uardar •l núm•rO d• tina••¡ 21.- Do• bYt•• para 
;uardar al nú..,•ro d• mua•tr•• Cpll••l•I por ltn••I 31.- un 
byt• p•r• Qu•rdar al número de proca•amlanto• antacadenta• 
Chl•tort• da procasamlantol1 4).- Cl•nto v•tntttr•• byte• 
1123 • 120-:11 oar• la •tlqu•t• d•I U•uarto v 1 :n.- 5•••nta y 
cuatro byta• por cada •tlqu•t• d• la hl•torla. El tamaAo •• 
•alecciona como un dlvl•or d• 129 1 v• qua é•l• •• •l tama~o 
Qal bloqu• t•stco cc:>n•ldarado par• hacer m~• •ftc:l•nt• l•• 
oppracton•• d• •ntrad• y •al Ida. 

Byte # 1 2 3 

Byte bajo 
# de líneas 

Byte 
# de 

alt.o 
líneas 

Byte bajo # de, 
muestras por linea 

Byte # 4 

B•Jte alto # de 
muestras por línea 

Byte 11 k'*-128 
etiquetas de 
la historia 

5 
11 de etiqueta= 
de historia 

6 •• 12B 

etiqueta 
usuario 

datos de la imagen 

Fi9Ur• :1,3 E~tructur• adoptad• par• repr•santar una lm•Qan 
dlQltal mo~o~~p~~tral. 

103 



L• ••l=lr"•!llldn •1g•br•lC:• k • 128 + t l"dlc• I• ¡:ioslcl .. n d•I 
¡:i.-lm•.- byt• d• d•tos. Par otro l•dO ••• m n.:0111ero d• 
•tlqu•t•• d• hl•tc:i.-t• lbyt .. n.:.m.ro :JI. St m lmod 21 O, 
•ntonc•s s• tl•n• qu• k • m dlY 2 + 1 0 E'l otro c••O •• ti•n• 
k • m dlv 2 + 2. 

Muy ¡:irob•bl•m•nt•, cu•noo impl•nt .. mos mottodos 11'.lS 

u>f'lstlc•dcis O• s"gm•nt•c:lcin y tr•tl.!mos 1• •mut.ar I• 
p•rc•¡:iCldn vl•uo1t con todo"' los ••1=1•ctos ••m.&ntleo• •n •I• 
lnt•r¡:ir•t.actdn d• l•• ••c•n•• <;u• •sto lmpllc•, nos Y•r"otma• 
•n l• n•c••ldild d• emplv•r pi!••, llst••• plrilmld••• .&rDcl•• 
y Qr".1.f'lc:•• ·~ g•n•r•I CBovl•, ¡q99¡ T•mur•o 1qB<ol. 

~.3 FtuJo de control y co""-'nlc~clán con los usu•rlon ... L• comu.,tcacton con •I u•u•rlo •• haca mostr•ndola 
dt<er.,nt•!ll PO•lbllldad•~ d .. prOC•~O, v •• ••o•r• qu• •l 
su ol•cc!Gn preslon•ndo •1 nUm•ro ••ociado •I m•todo o 
mu•va •I cursor h•sta l• poslcl<in dwsoildil lv•r <lgur• 

.... 11. 
bl•n 

:J ... ,. 

if-""""""""""""""""""--"S"<"S"T"E"M"A""E"N""o"'"A"C"<"S"<"S""D•E~<•M•••D•E•"•t•S----~---------------·~1!! 
O P C 1 O N E 51 

t. PROCE5At1?ENT05 Y REALCES 
2. RECONOCIMIENTO DE PATRONES 
3. T E R M J N A n 

Us• tos NUMEROS o lol!ll FLECHAS v AETURN Pilr• !ll•Jeccl<inilr 
[ Ft --) l'IVU04 l 

FIQUra ~ ... F'>nrs•nt•mos otl nlv•I mol• r;i•n•r•I d•I •i!lltem• y los 
m•n••J•• •nvl•das •I u•u•rlo pilr• orl•nt•rlo •" su •l•ccton. 

Esto• conJuntas d• opclan•"I est•n org•nl z•do• orn f'or..,. 
J•r.&rqutc• de •cuorrda • l• JQglc• •n •I ilnAllsl• de lmAg•n••• 
Asi por •J•mplo, •l nivel mas Q•n•r•I d•I slst•~• !11• ~u•str• 
•n I• f'IQUr• :J ... y otst• nos lndlc• quo •I ilnAltsls de Ynil 

I! 
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tm•'il•n •• dtvld.. •n prcc•••ml•nto1J V r••lc•s, Y 
r11concclmlll'ntos dr p•trol'\rli. St'ilulendc ta• tr-.ivactorl•• da 
••t• 4rbol d• opclon•• m.:.ltiple• lmll'nü•l, P•rtlcul•rlr•mo• 
C•d.11 vgz m.ill• en •I •l'\Al l• I • d• lm.1.'il•n•• h••t• l le'il•r • 
mlttodo• ••prclficds lv•r fl9ur•• :i.:i, :i.o V 5.0>. Al nlv•I d• 
l•!i Mh0Ju1- d• v<st• ".lrbol", •• al'\contr-•r.ln al9orltmo'5 
•lmllar•• y t•mbl•n 1• pcslbllld•d de empl111ar I•• ut11erlas 
lv•r fl'ilur• :l.7J que conslst•n •n rutll'\•s d• propO•lto 
'il•n•r•l o CO"'O ver un• l"'•'ilen, le•r liU!I etlquet••• con.ult.ar 
el •wperto en proc•••mlentos o ver el dlrectcrlo. 

PROCESAHIENTOS V REALCES 

O P C 1 O N E S1 

l. REALCES RADJOHETAICOS 
e. REALCES GEOHETRJCOS 
3. REALCES DE FIDELIDAD 
4. IHAGENES HULTIESPECTRALES 
:l. TERMINAR 

Usa los NUHEROS o I•• FLECHAS y RETURN p•r• s•lecclon•r 
( Fl --> Ayuda ] 

FlQUr• :i.:i El proce••ml•nto de !m41j1111nes •• dlvld• "" re•lc•• 
unlt•rlo• lr••lc•• r•dlomotrlccs y tr•nsform•clOn•• .a 
lln••l•s lm4o•n•• multlespectr•I•"'• r••lces ••l•ctlvos 
lra•lccts 'il•om•trlcosl v r1t•lces de fld<rlld"'d 
lrestaur•clonesl. 

C•d• nlv•I tl•n• ••ocl•d• una ayuda que puad• consultarse 
f.illctlmvnt• pr~slon•ndo una t•cla de func!On lv1tr flqur.i 5.4, 
:i.:11. El qrado da Q•n•r .. lldad o 1tnp•clallraclón de I• .iyud•, 
d1tpend• del nivel en qu• nos encontre111os. Para s•llr d•L 
sistema o 4Umant•r •n ;vn<rralid .. d, bast• con seljluir- en 
••ntldo opuanto la tr•vectorl• qU• nos ll•vo • un poslclón 
lver filjlur• :i.01. Es conv•nl•nte Indicar, que la ünlca part• 
d1tl '!lol!•t•m• qult reside •n 111•morl• prlnclp•I dur•nt• •U 
•J•CuclOn, •• •l códl'ilo da tos m1tn.:.s y un alqorltmo 
•sp•~ofaco ,.., c•r9• sol .. m1tnt• cuando •a nac•~lt•. 
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REALCES RADIOMETRICOS 

0 P C 1 O N E SI 

t. NOAHALIZAClml DEL HISTOGAAHA 
2. REALCE LINEAL SATURADO 
3. INVERSION DE CONTRASTE 
~. ESPECIFICACION DEL HISTOGRAMA 
~. DESPLIEGUE DEL HISTOORAMA 
b. U T l LE R 1 A S 
7.TERHtNAR 

Ugo lo• NUMEROS o I•• FLECHAS y RETURN p•ra s•l•cctonar 
r Fl --> Ayuda J 

Flgur• :S.6 Al ll•'il•r • lot; nlv•l•s m.ls p•rttcul•r••• ••tan>os 
•n po•lbllld•d da ••l•cclonar un •l'ilorltn>o. 

UTILERIAS 

OPCIONES1 

l. V E R UPlA M A G E N 
e. PERFIL DE UNA IMAGEN 
3. INFORHACION DE UNA IMAGEN .. EXPERTO EN PROCESAM 1 ENTOS 

'· o 1 RE C T O R 1 o .. T E R M 1 N A R 

U•• los NUMEROS o I•• FLECHAS, y RETURrt p.ar• s1tl1tccoonar 
r FI Ayuda l 

Flgur• :i.7 L•• ..;tll•rl.t• son ruttn-1s d• amplln uso, qu• 
compl•m•nt.tn los m•todos ••~•eiftcos • 

••• 
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Gener.alizaciór1t 

Metodo 
Específico 

.J,ParticularizaciÓn 

de 

M. todo 
Es ec{fico 

Fh¡¡ur.a ~.O El f"luJo d• control .,,. el s1stem•, •• t•I Clu• •I 
d••c•"d•r •n HI ~rbol p•rttcul•rlra,,.os y al ••c•nd•• 
Q•n•r•llr•mos. P.ara •PrOV•Ch•r '"•JOr ta "'""'ort.a, los 
alqorlt~o• da proc•••'"l•,,to o r•conoc:l"'l•nto solo•• c•rq•n 
cuando•• neC••lt•n. 

El •l•tem• qU• •• d1tscr1D• •qui •• campan• d• varias 
unldold&•, donde por unidad •• •ntland• un conjunto d• 
nroc•dimta"to• y &•truc:tur•• d• dato• r1tlaclonados 
lóqlc•'""nt.,. Et1t.D• proo;a;Sl,..li:onfn-. r:on•tltuy•n ta v•r•lón 
computacional di!' lo• op•rador•• {°"} y <o,.> y como to1.I"'• ~" 
encu.,ntran aqrupado• d• acu~rdo a la orqanlr•clón lóqlca 
pl.•nteada t .. er rtgur• ~. t v !J.B1. En 1 .. listad• unidad•• qu• 
pr1t••nt•mot. • conttnu .. ctOn •• 1nd1c• • qu• qrupc :!• 
op•r~dore• pert•n•c•n y el Qrada d• o1.vanc• de I•• "'lsm••· 
El qr•do d• •vanee de ta• unidad•• listadas•• co'"o slqu•1 
aciu•llo1• marcad•• con Cl) se en'!u•"tran op•r•clonal••• con 

•o7 



(2> se encuentran en desarrollo computacional y con (3J en 
de&arrollo matemático. Es importante hacer notar que el 
reconocimiento de patrones espaciales está muy ligado al de 
los patrones espectrales, ya que un patrQn e5pacial puede 
verse como un conjunto de patrones espectrales, Para imágenes 
monoespvctrales esta relaclOn desde luego no eKiste. Vistas 
las cosas de esta manera, pudiera pensarse que ciertas 
operaciones listadas en el rubro de reconocimiento de 
patrones espaciales pertenecen en realidad al que set reFiere 
a Patrones espectrales. La ueparaclOn aqui propuesta es un 
tanto arbitraria y reFleJa l• eKperlencla acumulada en la 
t~oria die> anál lsis de lm.1genes. CLlra, 198BJ 

Las unidades son entonces las siguientes: 

l.-Opgradore9 ~Procesamiento 

l.t.- Re¡lcqr, J:!..Sl. selgctlvgs 

t,t,l Lectura y escritura de imágenes < 11 

1,1.2 Despliegue de imágenes <1> 
Aplicación de Falso color. 11> 
Ampl laclón y Desplazamiento de la imagen. (2) 
Oe5plier;;iue del histograma Junto con la media, 
varianza y desviación estandar tl). 
GraflcaclOn de la imagen como una superficie ce> 
Despliegue de etiquetas e historia de procesamientos 
'11 

1.1.3 Transformaciones con base en el histograma 
Modificaciones lineales 111 
ModiFlcaciones no lineales 121 
NormallzaclOn del histograma tt> 
E•peclFlcación del histograma <2> 

l.t.4 Tr•nsFormaclones lineales de imágenes multiespectrales 
Descomposicign en componentes principales <21 
Análisis canónico 131 
CombinaciOn lineal de bandas o imágenes (3) 
TransFormaclgn de Kauth-Thomas 13) 

1,1.~ Operaciones geom~tricas 
RegistraciOn (21 
Rf'lstltuclán <2> 
Mosaicos C31 
Proyecciones Cartogr~Ficas 13) 

1.2 Reat~es Sglectlvas 

1.2.l Realces de perímetros y lineas con base en operadores 
diferenciales 

Operador de Roberts Cll 
Operador de Sobel 111 
Operador de pseudo- Laplace (1) 
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Operador de Canny <l> 

t .2.2 Filtros •n "' espacio da c:aardenas por p~antitlas V 
n~cleas 

Filtro pa.sa baja'& ") 
Fl 1 tro pasa altas <2> 
Filtro pasa bandas <2> 
1='11 tl"'O de correlaclDn espacial e" 
Flltl"'o sigma (31 
f:i l tro de metlla. (" 
F i 1 ti"' o de mediana (1) 

Fl l tro do 1<-vec.lnos (" 
Fl l tl"'D Lee aditivo e" 
Filtro Leo mul t;ipl tc:atlvo 13> 
Fl 1 tl"'O de Walli11 (" 
Fil tl"'o pal"' a detección de lineas V ram.ific:acione'IO e 1> 
Fl l tro con núc:leo deflnlble por "' usuario 

1.2.3 Procesos con base en la tranfo~mada de Fourler 
Espectl"'o de frecuencias C1J 

(" 

F.lltro butterworth Cpasa baJas y pasa altag,) tl) 
F 11 tro e~ponenc: 1a1 <pasa baJas y pa5a a 1 tas> l t) 
Filtro con plantilla dada por et usuario C21 
F1ttro5 selectores de frecuencias t2> 

t.3 Realces !;!.q ~ide1idad 

t.3.1 Restauraciones con base en propleddde5 estadisticas 
Filtro de Wlener <3> 
M~xlma entrop\a C3t 

1.3.2 Restauraciones con base en minima dlstenc:ia 
de minlmos cuadrados C3) 
deconvoluclQn constrlnglda l3} 

2.- Operadores de Recúnaclmiento 

2.1 Aesonocimignto ~ oatron&s e5paciales 

e.t.l Operaciones algebrdtCas 
Suma y diferencia de imAgenes Cll 
Producto y cociente normalizado de lm4genes 111 

2.1.2 Opel"'aCianes conJuntist•s 
Un16n e lntersecclOn de tmagenes binarias tlJ 
Difer~ncia y comptemanto de im&9enes binarias tl> 

2.1.3.1 Se9mentaclón orientada a contornos 
DetecclCn de puntas <2> 
Detección d& li~eas tll 
Seguimiento de borde'IO ll) 
Rasgos \1neales mediante trans<ormaclOn de Hough 
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'11 
Detección combinada <2> 

2.t.3.2 SegmentaclDn orientada a Regiones 
Partición del histograma (1) 
crec:lmlento de reglones l11 
Olvl9ión y fu~tón de reglones l31 

2.1,4 Transformaciones morfolágtcas 
Erosión y Dilatación <11 
Suma y Resta de Mlnkowskl ll> 
tntersecta o no lntersecta. <Hit ar Miss) l 1) 
Apertura y Cerradura Cl> 
Granutometrta5 l 1 > 
Cavar lanzas C 1 > 
E!i>queletos 11 > 

2.1.~ Representación y Oescrlpcldn 

2.1 .:5.1 Representaclán de contornee. 
Firmas <3> 
Códigos de cadena <3> 
AproMlmac:ldn poligonal <31 
Segmento• de frontera 131 

2.1.:5.2 Repreuentaclón de Regiones 
Por renglones l3> 
Arbole• cu.1trupla& (31 

· 2. t .5.3 Oa5crlpclón de contornos 
P11r im1rtro l 21 
Dl.1metro (31 
Momentos C3J. 
Curvatura <31 
Númuros de forma (3) 
Descriptores da Fourler C3) 

2.1.~.4 Descripción de re;lonew 
Area Cll 
Momentos C3> 
Compacidad <3) 
Número de Euler (3) 

Ejes principales C3> 
Arbol de homotopia C3l 
M•trices de ca-ocurrencia 11> 

ContrA9te et> 
Entropi• <1> 
Homogeneidad 11) 

2.2 Reconocimlentp !:!§'. patrgnes espectrales 

2.2.l Cldslflcaclán no suparviwada 
Por funciones de distancia1 al9orltmo lsodata tl) 
Por funciones de verosimilitud: Regla de Bayes l2l 
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2.2.2 Clasificacl6n Contextual 
Por -funciones de Correlación <2> 

5.5 Futuros desarrollos 

En primer lugar, tendráamos que lograr que todo• lo& 
algoritmos citados fueran completamente operacionales y que 
el sistema en su conjunto cumpliera estrictamente con los 
principios de diseño planteados Cver secclén 5.t>. Una vez 
logrado lo anterior, podría perfeccionarse la ayuda al 
usuario para que f"u~ra mas lnteractlva y didactlca. Por otra 
parte, la b,,.se de conocimientos del ewperto en procesamiento 
de lmAgenes se depuraría y eMtenderáa para incluir el 
reconocimiento de patrones y, si se considera apropiado puede 
plantearse el diseño de nuestro "motor de inferencias" <hasta 
ahora hemos empleado uno comercial CEKsys, 198~J> 

A mas largo plazo y como una gran labor de equipo, puede 
•studiarse la -factibilidad de desarrollar pcr nosotros mismos 
un sistema muy automatizado que efectue las operaciones de 
procesamle.nto y reconocimiento en tiempo real CRlchards 1 

198bl y que basados en un modelo de la clase de objetos 
analizados, pueda dar una descripci6n semAntlca de las escena 
CBoyle, 19881. Todo esto lmpltcari.a -familiarizarse con 
arquitecturas especializadas que no& permitan aprovechar el 
alto grado de paralelismo lntrinseco en la mayori.a de los 
algoritmos de este género CPage, 1988¡ Levlaldl, 19881 y 
también estudiar los adelantos en los lenguajes para 
especlf"lcar algoritmos con •Jecuci6n en paralelo. Finalmente, 
la descripcl6n de los modeles puede realizarse con los 
métodos de representación del conocimiento, desarrollados por 
la Inteligencia Artificial CRich, 19861. Sobra decir que 
tales sistemas permiten aumentar grandemente la productividad 
y por lo tanto tienen amplia apllcaclén en la industria o en 
la investlgaci6n cientiflca CFreeman, 19881 Tamura, 1984; 
Glni, 198::11. 
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CAPITULO 6 

CASOS DE ESTUDIO 

El objetivo de este capitulo, es mostrar algunas de las 
aplicaciones del si~tema computacional descrito !capitulo 5>. 
Los ca~os de estudio se escogieron de tal manera que reflejan 
problemáticas de diversos campos de las ciencias 
experimentales. En la solución de estos problemas, se procuró 
eegulr la~ etapas planteadas (sección 2.4 y 3.1) para 
realizar •l anAlisis de una imagen dlqltal y ~undamvntar las 
transformaciones de imagenes en sus propiedades matemAticas 

'<capitulo 3 y 4>. 
La mayoria de las Imágenes aqui presentadas, constan de 256 

lineas. Cada linea esta compuesta de 256 pixels y cada plxel 
toma v.:11lcr&s de Intensidad en el rango co •. C'!55J. La imagen 
d•l huracán Gllberto lver sección 6.6) en contraste, está 
formada por 480 lineas y cada linea esta compuesta por 512 
ptxels. El rango de intensidades también es C0 •. 255l. 

b.1 GranulolMltrtas por nú•ero y medida de un catalizador. 

Un catalizador es una sustancia que sin estar 
permanentemente involucrada en una reacción, incrementa la 
velocidad con la que una transformación quimica se aproxima 
al equilibrio tFuentes-Diaz, 1988]. La caracterización 
fi'5lca de un catalizador incluye la granulometría de la 
muestra, para conocer la dl11trlbución de tamaño• de 
partlculas (partic1.Jlas meta11ca11>. El método m.é.'5 simple 
consiste en dar la repartición del número de particulAs de 
acuerdo a 11u tamaño. El histograma resultante, indica el 
porcentaJe de partículas de un tama"o dado respecte del total 
de parti.cula'J conslderada5. Es decir graflcamcs dt (el 
diámetro> contra n¡/l:n¡ . En donde n¡ Indica el número de 
particula5 correspondientes al dlametro d¡. 

Sin embar90, en cat.tllsls es mas importante conocer la 
fro11ccián da la superficie total del catalizador 
correspondiente

2 
a cad~ tamaño de particula. Ahora graficamos 

d¡ contra n¡d1/J: n¡d1. Lo anterior permite determinar por 
ejemplo, 51 e.ilsten reparticiones blmodale'5. Estos datos 
pueden ser posteriormente utilizados para correlacionar la 
estructur~ del cAt~llzador con sus propledade'5 catalíticas. 
El método '5er.1 aplicado a un catalizador Pd-Pb/o A12 0:3 cuya 
granulometría ha sido determinada por métodos convencionales. 
El e atal izador estudiado Pd-Pb/cr A1 2o 3 <Paladio - Plomo I cr
alúmlna> tiene una concentraclOn total en met.:111 CPdl del 0.28 
'l. en peso. 

Los catallzadore'!i Pd-Pb//o. Ale0:3 se utilizan en la 
Industria para reacciones de hidrogenación selectiva 
1purlflcaclón de fracciones ligeras> y para la obtenc10n de 
materia nrima <polímeros por eJemplol. 
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Figura 6.1 <al Imagen digitalizada.del c.italizador Paladio 
Plomo. Cbl Resultado de la segmentaciOn con ba~ue> en el 
histograma. Ce:) Apllc:aci.:.n de la operaclCn de aper-tura. (dl 
Apllc:ac:iCn de la trans~ormac:ión lntersecta o no lnter&ecta. 
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La imagen original fue obtenida con un microscopio 
electrónico 3eol 100cx a partir de una rejilla convencional 
para observación y la imagen digitalizada puede observarse en 
la ~igura 6.1 Ca>. 

El objetivo que 'iie persigue en esta sección, es l• 
aplicación de la morfología matem~tica, para automatizar la 
determinación de la granulometria en un catalizador. Esto es 
importante, ya que la determinación de la granulometría en 
forma visual y manual, ademas de ser un proceso lento y 
agotador, esta sujeta a errores. 

Para proceder a la aplicación del algoritmo de la 
granulometría, cver sección 4.5.l> primero debemos realizar 
una segmentación completa de la imagen. De tal manera, que 
lo5 piwel~ con intensidad digamos 2~5, correspondan con las 
partículas y los que tengan intensidad o, correspondan con el 
fondo. 

En nuestro caso, partimos de una imagen con buen contraste 
Cver figura 6.1 ca>>. Por lo que intentamos aplicar un método 
de segmentación con base en el histograma Cver sección 
3.3.ll. Observando el histograma de intensidades, nos 
percatamos· que presenta una distribución btmodal <figura 
b.21, en donde uno de las lóbulos <el menarl est~ asociado 
con las partículas y el otra con el resto de objetos en la 
imagen. El problema en general con este método, es la 
Belecclón de los umbrales, y a.qui no ~ue la excepción. Lo que 
hicimos fue, aplicar la segmentación con varios umbrales y 
con informaciün de campo de la misma imagen lmldiendo) 1 

5uplmos cual nos daba la mejor aproximación al ~rea. 
La imagen asi obtenida 1 lver figura b.1 lbl) es una buen~ 

aproximación a la segmentación buscada; sin embargo, las 
particulas son de cierto tamaño y forma aproximadamente 
circular. Es en e'iite punto, donde empleamos las 
caracteristicas geométricas de los objetos de interés, para 
reconocerlos. Las objetos menores a una clrcun~erencla .de 
radio uno Cla longitud se mide en pi-el$), no son particulas. 
Por lo cual, aplicando una apertura morfológica con un 
circulo de radia uno (ver sección 4.~>. los elimlnam~S (ver 
figura 6.1 <e>>. 

Para terminar de segmentar la imagen, solo resta eliminar 
un objeto en la esquina inferior derecha que por su forma, 
tampoco es particula. Este último filtraje, podemos 
efectuarlo aplicando la transformación "'intersecta o no 
intersecta" lver secciDn 4.1.1> y una circunferencia de radio 
7 por elemento estructural. La idea consiste en dejar en la 
intensidad 255, aquellos puntos que puedan rodearse por una 
circunferencia formada por pixels con intensidad cero, y 
as¡i;n:ir la intef1qid"'d cero, a aquellos que no cumplan la 
anterior candicíón (ver figura b.1 Cdll. 

Al aplicar el filtraje anterior, en el caso de particul~s 
muv pró1<imas ldlstante5 en menos de 7 piwels> se el tn1lnó 
parte de sus ~reas. Esto claramente na es deseable, pero fue 
algo que perdimos al ganar la eliminaciDn del objeto 
referido. Aplicando de nuevo una apertura can un circulo de 
radio una, eliminamos las pequeñas "partlculas" que 



aparecieron (ver figura 6.3 (a>>. Esta Ultima transformaciDn 
no altera el area de las particulas ya identificadas, porque 
la apertura es ldempotente <ecuaclDn 4.63>. 

En este punto, se efectua la granulometria y obtenemos una 
claslflcaclón de las particulas por tamaños (ver figura 6.3 
<b>.<c> y <d>> y las graficas de sus distribuciones por 
numero y medida lver figura 6.4 y b.S>. 

Con base en las granulometrias, podemos calcular el area 
promedio de las partículas y su grado de "esfericidad" 
tDelfiner, 1972J. Si representamos los parámetros medidos con 
la siguiente notaclOn: 

rM radio promedio de acuerdo a la granulometría por medida. 
a~ desviaci6n estandar de la granulometría por medida. 
A._ area promedio de acuerdo a la granulometria por medida. 
E;. esfericidad de acuerdo a la granulometria por medida. 
A ~rea promedio d~ las par!icul~~. Se calcula como Area total 
/ Nümero de partículas 
r 0 radio promedio de acuerdo a la granulometría por nUmero. 
ªn desviaciOn estandar de la granulometría por número. 
A,. ~rea promedio de acuerdo a la granulometría por número. 
ET, esfericidad de acuerdo a la granulometría por número. 

Pod•mos resumir los resultados asii 
rMª 1.59 unidades de longitud. 
a.• 0.6 Mnldades de longitud. 
Aw.• n • r• • 7.84 unidades de area. 
E,.• Am / A .. o.~a 
flF. 983/73 = 13.46 unidades de area. 
rn= 1.4~ unidades de longitud. 
a0~ 0.5 ~nldades de longitud. 
Anª n • r 0 = á.6 unidades de ~rea. 
En• A0 / A a O. 49 

E• de interés ahora, el considerar et grado de concordancia 
con las medidas e~perlmentales. Debe tomarse an cuenta, que 
por l• manera peculiar en que se aplica cada método, lel 
convencional y el comput~rl~ado> e~isten factores que hacen 
dificil la comparaci6n de los métodos. Resumiremos en una 
tabla los resultados obtenidos por ambas partesi 
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11edia = 191 
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HistograMa de intensidades Desviación = 36 
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o 
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o 36 ?3 109 146 182 219 255 
Figurn 6.e El histograma d~ intensidades de la JmaqP.n del 
catallz<1dor <f"lgura 6.1 Call, presenta distribuc:tgn biml'.>dal. 
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Media = 1. 45 GranuloMetria ¡¡or nüMero Desviación = 0.5 
52 

47 
42 

36 

31 

26 
21 

16 

10 

5 

o 
o.oo 0.36 0.71 1.07 1.43 1. 79 2.14 2.50 

Ftgura h.4 GranulomP.tl"'io'I por nUmero de la lmac1"."n del 
catalio:ador l'flguro11 á,1 ldll. c., el pjf1 hor1::ontal mrdiono~ PI 
radla de la~ ¡1articulah. y en ~l eje v~rtlcal. la 
probabilld;1d de vnc:cntr.ir p.irtlcul•l""' dP. un ci1_•rtn t,1mil;;o. 
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Media =.1.58 Granulo11etria por Mectida Desviación = 0.6 
43 

39 

35 

30 
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-
1 
1 

1 

O.DO 0.36 0.?1 1.07 1.43 1.79 2.14 2.50 

f'iqurc"l 6.5 Granulo111t:tria por rr.t!dida de ta im;iqen d~Jl 
catalizador (figura 6.1 ldl). En el eoje hor1zontill medilTIOo;; P.l 
ro"ldlo de las oartic:ula<J, ~· eon el E!Je vertical, f.~ 
prnbab 11 id ad de encontrar par ti cu 1 as dP un c: i er to tamaño. ' 

¡ 

1 



Para convertir la 9ranulometria de la fi9ura 6.4, a los 
re5ultados de la tabla anterior. Tomamos en cuenta que de 
acuerdo a medidas de campo, el Area de un CIV equivale para 
•~t• lmag•n a B.41 x 8.41 Aet. También, debe considerarse que 
cuando •e aplica la primera apertura, se eliminan pixels de 
l• frontera. Por lo cual, tomando en cuenta una pe~dlda de 2 
pixels Cen promedio> en el diámetro, debe agregarge 16.82 A2 
a los datos de la figura 6.4. 

En base al estudio anterior, podríamos hacer algunas 
recomendaciones para que el método computacional. fuera más 
exacto: a> Elegir el tamaño del campo instantaneo de vista, 
de acuerdo al teorema de muestreo v las recomendaciones de la 
5ecci0n 2.4. Esto quiere decir que el área asociada a un 
pixel, no debe ser grande comparada con el área del minlmo 
de tal le de Interés. b> Ajustar las condiciones de llumlnaclén 
de tal forma, que la imagen presente buen contraste y se 
facilite su segmentaclén. c> Después de qua se halla logrado 
ta ~egmcntaclén, va ~e~ empleando informacién radiométrlca, 
g•ométrica o textural. Es conveniente estimar en que cantidad 
se han alterado las Ar••• de los objetos de interés, para a•{ 
poder agregar los factoras de correcclén necesario•. 

6.2 Granulo•etrias por nú•ero y ~edlda de unas trazas 
nucleares. 

En muchas aplicaciones tecnolé9lcas v fenémenos físicos en 
1•• que Intervienen eml•lones radioactivas, es importante 
conocer el número de particulas, su tipo y su energ{a. Esto 
generalmente se hace a partir de los datos que suministran 
diversos tipos d• detectores. En el caso de detectores da 
••tadc sélldo, el paso de un• partícula cargada produce 
alteraciones en su estructura. Estas alteraciones que quedan 
en fcrma de una trayectoria, reaccionan quimlcamente de 
manera distinta a ciertas sustancias. Lo cual permite 
agrandar •ata "huella" de alQunos nanémetros a varios 
micrémetro• 1 convlrtlandd la trayectoria da la partícula en 
una traza. En principio, hay suficiente informacién en la 
traza ccmo para permitir la determinacién de la carga y la 
v•locidad de la partícula incidente CLlra 1984J. 

••• 
de 
de 

En esta secclén, el obJatlvo qua se persigue no es la 
ldeontlflcaclCn d•l tipo de particulas qu• produjeron 
traza& nucleares, ya que esto lmplicaria conocimientos 
fisica nuclear. Lo que se pretende es contar el número 
trazas, sus áreas y generar una funcién de dlstrlbuclén de 
tamaños. Esto último, es útil •n el control de los niveles de 
radlac.ién. 

Para •f~ctuar la granulometría de las trazas, 
···•e9mentarse la imagen lver deflnlclC.n .. du 

completa, secclén 3.1) de tal forma que los 
clasif1cado'!i en dos categorlas: interior de 

antes dEObe 
gagmentaclén 

pixels queden 
las trazas y 

exterior. 
Coma la 1ma;en pre~enta buen contraste <ver figura b.b <a>I y 
su histogr•ma es blmod•l lvur figura 6.71 puede pen&arse que 
es sufic1ent• la informacién radicmétrica para al&lar los 

120 

,. 



objetos de interés. Sin embargo. a partir de una observaciOn 
m.éis minuciosa de la imagen y de algunos perfiles horizontales 
tver figura 6.8 y 6.91 notamos qua el fondo no es totalmente 
homogéneo ya que presenta fluctuaciones. Adem~s. existen 
algunos pixels en la circunferencia que rodea el campo de 
observacl6n que tienen intensidades iguales a las trazas 
nucleares. 

En vista de las anteriores consideraciones. y reflexionando 
sobre los alementos que nos permiten reconocer los patrones 
de interés, notamos que las trazas adem~s de su intensidad 
peculiar tienen una forma y tamaño carücteristlco. En el 
capítulo 4, hemos visto que podemos investigar la estructura 
de un obJeto, analÍzandole localmente mediante un elemento 
estructural y una transformaci6n morfológica apropiada. 
Estando fuertemente relacionados la forma del elemento 
estructural y el tipo de información que queremos obtener. 

En el prime..- ca50 de estudio, se empleo primero las 
ca..-acteristlcas radlométricas, seguidas de las geométricas 
para producir la segmentación completa. En este caso. el 
orden <será el inver'§o. Para el lo, apl leamos una 
tran'!iformaci6n de apertura en tres dimensiones con una esfera 
de radio· 2. Est.a tran5formación, es una extensión de lag 
conceptos del capitulo 4, a im~genes con varias tonalidades, 
no necesariamente binarias CHaralick, l987J. En otras 
palabras, la imagen se considera como una '!iuperflcle y por 
medio de la transformación y el elemento e5tructural, 5e 
transforma en una nueva '!iuperficie. En el caso de la 
transformación de apertura y un elemento estructural 
e<sférico, el mecanismo de generaci6n de la nueva superficie 
es como sigue: deslizamos la esfera, por .1bajo de la 
superficie, de tal manera que ésta siempre esté en contacto 
con ella. La nueva superficie, es la reunión de los puntas 
sobre la esfera en su r·ecorrldo bajo la superficie de la 
imagen, que tienen mayor altura CecuaciOn 4.55J. 

Si observamos 105 perfiles, Cver fiqura 6 0 8 y 6.9) 
notaremos que las alteraciones de la Imagen se presentan como 
pequeñas fluctuaciones en la "Superficie de la imagen. Por 
otra parte, como las tra:a5 estan asociadas con Intensidades 
bajas, aparecen en la supeficle de la imagen como sumideros o 
"cr~teres" con dimensiones mayores a tos elementos de la 
imagen que no son trazas. Si invertimos el contraste de la 
imagen u obtenemos su "negativo" lver figura 6.6 lb> y figura 
6.10 y 6.lll, ahora las trazas estar~n asociadas con picos en 
la superficie de la imagen. 

Tomando como elemento estructural, una esfera de un tamaño 
tal, que no entre en los "pequeños" picos asociados al ruido, 
pero que sl entre en los picos m~s grandes asociados con las 
trazas. La transformación de apertura, producir~ una 
superficie en la~ cuales las ~luctuaciones de la imagen tates 
como ol ruido ·1 i:!l "anillo" dPl i::Ampo de observación <ver 
figura 6.6 Ccll han sido eliminadas, y solo quedan los picos 
asociados con las tr~zas. Les picos de las trazas, se ver~n 
truncados en su c.:.spide si eran muy agudo'1, pero la!l 
dimensiones de la base del pico permanecer~n constantes. 
Aplicando la segmentacl6n can base en el histograma a la 
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imagen anterior, de tal <arma que asociamos la Intensidad 255 
• los pixels que tenian intensidades en el rango [5~,255J y O 
a los pixels fuera del anterior intervalo, producimos la 
segmentación completa (ver figura b.6 Cdl). 

En este punto, aplicamos los algoritmos de granulometría 
por número y medida, y obtenemos las <unciones de 
distribución que se muestran en la figura 6.12 y 6.13. En las 
diferentes etapas de este proceso se van separando las trazas 
por tamaños como se ve ~n la figura b.14 y b.1~. Es 
conv&nlente notar <ver sección 4.5.l) que como en esta imagen 
exist~ intersección entre las trazas, al aplicar las 
aperturas con los círculos, en cierta etapa las trazas que 
aparecian juntas se separan. Esto ocasiona, que la función 
qu• asocia con cada tamaño de circulo el número de trazas que 
quedan después de la apertura, no sea decreciente. La 
implicación final, es que la granulometría por número en este 
caso no es estrictamente una función de distribución. Para 
compensar este defecto, en el caso que el objeto en estudio 
no permanezca conexo al aplicar las aperturas, vamos a 
interpolar la función de número de partlculas, de tal manera 
que resulte una función monótona decreciente. Cuando el 
programa detecta una situación anómala, va guardando los 
lugarea donde se corrigió, y al finalizar su ejecución 
r•porta esto al analista. 

Con la notaclOn de la sección anterior en mente, podamos 
rewumir los resultados como siguer 

r•• 2.98 unldadew de longitud, 
u.= 0.8 unidades de longitud. 
A.• 27.89 unidades de Area. 
E•• o.~b 
P,.. 6126/124 • 49.40 unidades de Area. 
r 0 • 3.08 unidades de longitud. 
un• o.? unidades de longitud. 
Ay¡• 29.08 unidades de Area. 
En~ 0.60 
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Figura á.7 Hl';Otograma de intensidades de la imaqen de l•l'S 
traza& nucleareg (figura ó.6 la)>. 
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45 

41 

36 

32 

21 

23 

18 

14 

9 

5 

o 

-
~ 

-
--- ¡---¡ 

o.oo 0.64 1.29 1.93 2.5? 3.21 3.86 4.50 
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traz:as nuclearea <f"lgura b.b <al). El OJe hori'l'l"'ntal mide PI 
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d• encontrar tra~•s de un cierto t•m•"º· 
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FiQura 6.13 Granulometria por medida de la imagen de las· 
trazas nucleares (figura b.6 <a>>. El eje horizontal mide el 
radio de las trazas, y el eje ~ertlcal indica la probabilidad 
de encontrar trazaa d~ un cierto tamaño. 
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6.3 Covarianza Morfológica de cobre tensado. 

Para mostrar como puede emplearse la covarlanza morfológica 
para cuantificar la te1Ctura, <ver sección lt.5.21 vamos a 
procesar una imagen de cobre tensado <ver figura 6.16 Ca> l. 
Como puede obgervarse, la imagen presenta poco contraste y 
graficando su histograma de intensidades, encontramos que 
tiene distribución aproximadamente normal y una desviación 
"pequeña". En estos casos, lo m.is recomendable C:Rlchards, 
1986] para mejorar el uso que &e hace de las escala de 
lntensidade'!I, es la apl icaclán del método di! "lgualaclOn o 
unlformlzacián del histograma" lver figura 6.16 lbl l. Si 
qutsieramos identificar, las partes de esta imagen con forma 
circular, podr i amos aplicar una 1 nversl ón de contraste C ver 
figura 6.16 (c) y sección 6.21 1 seguido de una apertura 
morfológica en tres dimensiones y un elemento elemento 
estructural esf&rico" <ver figura 6.16 ld>I, seguido de una 
segmentación con base en el histograma <ver figura 6.17 Cal>. 

En nuestro caso, como lo& objetos de lnteras pueden 
identificarse solamente a partir de su intensidad, aplicando 
una se9mentactón con base en el histograma, producimos la 
segmentaciOn completa <ver f19ura 6.17 (bJJ. 

Una vez prapar•da la imagen y definido un vector, medimos 
la probabilidad d• los eventos Cver sección '+.5.21 que nos 
generan la función de covarianza. La gr~fica de la primera 
función, corrasponde a un vector unitario en la dirección 
vertical (ver figura 6.181¡ mientras que la segunda est~ 

d•finida por un vector unitario en la dirección horizontal 
Cver figura b.191. Para una mejor interpretación de los 
rasultados obtenidos, pueden contrastarse con algunos 
p•rflles horizontales lver figura 6.20 y 6.211 y verticales 
lver figura 6.22 y 6.231 de la imagen. 

En forma simplificada~ la lma9en segmen~ada puede pensarse 
como compuesta, por un conjunto de segmentos orientados 
horizontalmente y de un cierto espesor. Da lo cual regulta, 
qua cuando consideramos el vector de prueba an la diracclCn 
vertical, y su longitud es pequeña queda contenido en los 
•egmentos, y por ello la función de covarlanza toma valores 
altos <ver figura ó.lBl, Cuando la longitud del vector, 
excede el espesor de los segmentos, la probabilidad de tener 
lo& extremos del vector dentro del objeto disminuye. Después 
de aumentar la longitud del vector, en la distancia promedio 
•ntr• los segmentos horizontales, la probabilidad de nuevo 
aumenta. En resumen, estas oscilaciones de la función de 
covarlanza, se deben al espaciamiento aproximadamente 
uniforme entre los segmentos horizontales. 

Por otra parte, cuando tomamos un vector unitario en la 
dlrecciOn hori~ontal, como los segmentos orientados 
horlzontalmRnte son relativamente cortos. Conforme se excede 
su lonQitud, la función de covarian~a decrece <ver figura 
6.1q1. 

Eu 1ntere5ante notar, que 1<?11 
preferencial, también se refleja en 
la lma~en original <ver figura 6.17 
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6.4 Aplicación de los filtros morfológicas en la ellmlnaclán 
do ruido y en el reconocimiento de patrones en la citología. 

Las operaciones morfológicas, ademAs de servir para 
•eQmentar y analizar una imagen, son Utiles como flltrau. 
E•tos filtros a diferencia de los filtros digitales lineales 
Cv•r 9ecciDn 4.1.31, tienen propiedades distintas, tale• como 
la antiaxtensividad (ecuación 4.601, son crecientes lecuaclán 
~.~B> y la ldempotencia <ecuacián 4.631. La imagen que 
estudiaremos en primer lugar, tiene ruido en forma de lineas 
horizontales y verticales (ver figura b.24 (ali. Cuando 
tomamo• un perfil horizontal Cver figura ó.2~>. vemos que 
e9te ruido se presenta en la superficie asociada a la imagen 
Cver sección 6.2l como fluctuaciones de "alta frecuencia". 

Por otra parte, radiométricamente se podría mejorar el 
contra•t& de esta imagen, ya que su histograma no está 
aprovechando conveniente la escala d• intensidades Cver 
figura á.2bl. Como en e<J.ta imagen, la mayoría deo los pixels 
••concentran en dos valores de intensidad, la aplicación d~l 
método de "lQualaciOn o uniformizaclón del hl!!.tograma" no 
d•r.t. buen resultado CRlchards, 198bl. Por lo cual, aplicamos 
un re•lce llneoal !!.aturado lver figura 6.27 y ó.24 Cbll. 

Una vez mejorado el contra!!.te de la lmaqen, ellmlnamos el 
ruido aplicando una apertura morfolDgica entre!!. dimensiones 
tver secclOn b.CI con una esfera de radio uno <ver figura 
6.24 <c> >. En este caso, una eosfera de radio "pequeño" es 
•ufictente, ya que el ruido tiene alta frecuencia y un 
per lodo corto. 

Como sequndo eJemplo de esta sección, tomamos una imagen 
Cver ftgura ó.28 (a)l que contiene una células estables y 
otras en mitosis. La calidad de esta imagen puede 
con5lderarseo mata, ya qu~ contiene ruido v poco contraste. El 
objetivo, será an este caso, la ellmtnación del ruido, el 
mPJoramiento de contraste y la separación de las células 
11tstables. 

Para mejorar el contraste, aplicamos un realce lineal 
•aturado, ya que no conviene emplear la "igualación de 
histograma", porque hay muchos pixels con una sola intensidad 
lver figura 6.29 Cb>I. A contlnuaciOn, efectuamos una 
apertura morfológica en tres dimensiones, con un elemento 
wstructural esférico de radio b lver figura o.ce Cc>l, ya que 
el "periodo" del ruido es variable, pero menor a 10 pixels. 
Finalmente, usando la información radiométrlca y el método de 
ta segmentación con base en el histograma, producimos ta 
•egm~ntaclán buscada Cver figura b.29 Cdll. 
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Figura 6.25 Perfil horizontal en el renglC.n 128, de una 
imagen con ruido (figura 6.24 C~)>. 
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Figura 6.E? Histograma de intensidades de una Imagen, deGpué~ 
de aplicar un realee linPal saturado (figura 6.24 (bl>. 
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Fl 1 trou digitales en el dominio espacial y de 
f'racuenc i .:1s. 

Para la allminaciOn de diferentes tipos de ruidos y para 
producir dlv•rnos r•alces Qeométrlcos, el sistema puede 
ef'ectuar la convolución empleando métodos tanto del dominio 
aspaclal como da frecuancias. Esto se hizo as¡, porque adem4s 
d• que ciertos f'lltos son óptimos o meJores para algunas 
~trc~n•tan~las. Según la fracuencia de corte es el dominio 
que debe escogersrr para realizar los cAlculos CR!chards, 
1986¡ Lira, 1986]. 

A manera de ilustraclén de los realces geométricos y 
radlométricos que pueden lograrse aplicando los métodos del 
an4ligis de imAgenes. Tomamos una imagen de referencia Cver 
figura 6.29 CaJl y ta contaminamos con ruido aditivo de media 
cirro, y desviación astandar 8.7 Cver figura 6.29 lb>>. 
Aplicamos tos filtros da Lae aditivo, de media y mediana en 
el dominio aspaclal Cvar figuras 6.29 Ce), Cdl y 6.30 la>I y 
el filtro butterworth de paso de frecuencias bajas, con una 
frecuencia d• corte ....a • 256 / 8 ~ 4'!5.2:5, lver 'figura 6.30 
Cbll en el dominio de frecuencias. Como era de esperarse, el 
filtro de Lee aditivo da los mejoras resultados, ya que es 
Optimo para eate tipo de ruido CRlchards, 1986; Lee, 1981; 
Mastln, 198'!5]. El aspectro de Fourier de la imagen original y 
de la contaminada con ruido pueden verse en las figuras 6.30 
lcJ y <d>, 

Finalment•, como un ej•mplo dldActlco realzamos tos bordes 
e ver 1'i9ura 6.31 Ca> 1 y homoro¡enelzamou l• Imagen de los ojos 
del insecto Cver f'igura 6.31 CbJI, con un f'lltro butterworth 
de paso de frecuencia~ altas y bajas ruspectlvamente, con una 
f'r•cuPncla de corte .J2 • 2'!5b I 16 = 22.6 

6.6 '"ejoramlento de contraste en una imagen tomada por un 
satélite metereológlco. 

La lmaro¡en en astudlo, f'uv tomada por el satélite 
metereolQgtco GOES, el dla 14 de septiembre de 1988 a las 
18:00 hr~. y muestra el momento en quv el huracan Gllberto, 
pasa sobre YucatAn Cver f'igura 6.32 1•>>. Como podemos 
inferir d• su histograma Cver figura 6.331, ne se esta 
aprovechando convenientemente la escala de Intensidad. Para 
prodwclr un mejoramiento de contraste, basta con aplicar un 
re•lce lineal saturado cver fiQUra 6.32 Cbl y 6.34>. En vste 
case, dt? nuavc no !OO aplica 1.a. "lQuo1loclOn de histograma", 
por las razone~ mencionadas <ver sacci6n 6.41, 
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Flgur-o 6.29 la) Imagen de referencia lb) 
slntétlcamente ruido aditi.vQ; (el Aplic<lCiOn del 
Le!!!' adltl.vo; <d) Empl.eo del fi.ltrt> de medtoJ 1<>n 
espacial. 
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Fl.gura b..30 'al Apl1<:'.ac:iD,., del fl.ltro de rnedl.ana; Cbl 
Utill.zac:ión del frltrc "O\J':ter ... orth" do f.lª"'º L!e fl"ec:uenc:las 
bala'!>; lc:I E'3pec:tri:. d~ Four i~r de la lmaqen dP refP.renc:ia; 
ldl Espectro de Four1er d<? la 1m.1gen con ruido aditivo. 



1 a J lb) 

Figura b.31 (al Realc:e de bo1·des c:on un filtro buttierworth dE> 
pa~o de frec:uenc:las atta~; lbl Homogene1~ac:IQn c:on un filtro 
butterworth de paso de frecuencias bajas. 
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Fl9ura 6.32 Cal Imagen 
meJoramtenta de centraste; 
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del hurac.an Gl lberto antes del 
{bl Despué~ de la transformación. 
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Figur*"l 6.33 Hlstogl"'ama de intensidades de la imagen del 
huracán Gilberto. antes del mejoramlonto de contraste~ 
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FiQura h.34 Hl•toorama de lntan~ldad•~ dv la imagen del 
hura~~n Gllb•rto. d•~pu~s del mejoramiento de contra~te. 



6.7 Ilustracián de las propiedades de rotactán y de 
adltivldad de la transformada de Fourler. 

El sistema, también puede emplearse como un recurso 
didáctico en un curso de Análisis de Imágenes. Por ejemplo, 
para ilustrar las propiedades de la transformada de Fourler 
bidimensional discreta, Tomamos una imagen de un cuadrado y 
calculamos su espectro (ver figura b.3~ Ca> y Cb>I. De 
acuerdo a la propiedad de rotaclán, una rotaclDn con un 
ángulo e en el dominio espacial, produce una rotaciDn por el 
mismo ángulo en el espacio de frecuencias Cver figura 6.35 
le> y Cd>>. En térm~nos simbDlicos flr,G+G0 l <---> FCw,P+90 >, 
en donde fCr,e> repres~nta la funclán en el dominio espacial 
y FCw,P> la transformada de Fourier en el espacio de 
Frecuencias. En ambos casos, se han introducido coordenadas 
polares en sus respectivos dominios. 

Ilustremos ahora la propiedad de aditividad. Si 
representamos con el símbolo TF, la apllcacián de la 
transformada de Fourlcr. La propiedad de adltividad nos dice, 
que la transformada de Fourier de una suma de funciones, es 
igual a 1~ suma de las transformadas. En simbol?s TFCf 1 Cx,y> 
+ feCx,y>> • TFCf1<x,y>> + TF<fe<x,yll. Tomemos como imágenes 
de prueba, las funciones f¡Cx,yJ = senoC2x> y feCx,y> 
senoC6y) <ver fi;ura 6.3b la> y Cb>>. En donde x representa 
l•s coordenadas en la dlrecciCn vertical Crenglones> e y 
representa las coordenadas en la dlreccián horizontal 
!columnas>. Les espectros de Fourier, de las dos anteriores 
lmAgenes pueden verse en las rtguras 6.36 lcl y Cdl. Por ctra 
parte, la imagen suma ft ~ f2 y su espectro están en las 
figuras 6.36 le) y (fl reGpectlvamcnte. 

Debe notarse que en este caso, la ilustraclDn de la 
anterior propiedad sDlo es parcial, ya que únicamente se 
muestr• la norma de los números complejos, resultados de la 
apllcaciDn de la transformada de Fourier, y no aparece la 
fase. 
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Figura 6.36 Ilu•traclOn de la propiedad de •dltlvldad de la 
tran¡¡farmada de Faur-ier. fa>. Im•oen d• un perlada da la 
func:lOn fifx,yl • 9t!'noC2MJ¡ (bl Ima;en de un perlada dD la 
funclOn 'f2Cx,yl • •uno(6yl; <e> E•p•ctra d• Fourier- de 1• 
im•o•n en Cal¡ ldl Espectro de Faurier de la lmaoen en lbl 

1"7 



' .! ' ·~ . 

.... : .... ,. · .... ,. ... ~ ·- ··~· 

:: : ::·.:··.: :.!- ··.:;: : .... · 

;·;;~·~-t.;:j~;;;;;; 
••• 

Fl9ura b.36 (e) Imagen de un periodo de la funclOn senot2xl + 
gano<by>; C<> su espectrD de Fourier. 

·~· 

..,, _..,.. __ 



e o N e L u s l o N 

Raspondi&nda a la necesidad. de poder analizar lm4genes 
dlQitales de un <enámeno en estudio. Se ha desarrollada un 
•istem• computacional que tiene oran utilidad en las ciencias 
ewperlmentales. 

Entre las principales características de este sistem~. 

podamos nei'ialar1 

l> Los métodos del an4llsls de lm~genes. se encuentran 
adacu•damente organizados con base en su función de 
tr•nsferencla y la lógica del an41lsls de Ima9enes. 

2> Esta dotada de algoritmos para analizar patrones 
••p•clal&s y propiedades de dificil modelaclón, como1 la 
teictura, el tamaña y la 'forma. 

3) El sistema 
can ll!i'ngu<'Jes 
controladores 
PGC, HATROX) • 

•s altamente portable, ya que fue desarrollado 
de alto nivel (Pascal y C:l y dl5pone de varios 

para circuito5 gr4f'icos CC:GA. EGA, MCGA, VGA, 

4> Tiene la capacidad de procesar lm4genes rectangulares de 
distintas dimensiones. 

::u Se ma.ntiene en memori• Principal, sólo el cOdlgo de 
control y el algoritmo requerida se carga en memoria, 
solamente cuando se necesita y se retira cuando deja de 
usarse. 

b> Para 
(equipos 
programas 

poder procesar im.tgenes de dtversas procedenc:las 
dlQitallzadoresl, es sufic:iente con esc:rlblr los 

da convers10n entre los dos tipos de formato. 

7) Adapta.mas un 'formato de datos, de manera que Junta con 
cad• imagen almacenamos sus dimensiones, una descripc:lOn que 
I• identiflc• v la historia de procesamientos que ha sufrido. 

B> Por su estructura modular, es f4cil dar mantenimiento al 
5lstema para hac:er mas ef'ictentes sus algoritmos o para 
tnc:orporar nuevos metodos de an4lisis. 

9) La comunlcac!On con el usuario, se lleva a cabe en forma 
interactiva medidnte la elecc!On de opciones entre varias 
pasibilidades Cmenüs) y la petlciOn de datos y su suministro 
Cver sec:cton 5.3). 

10) Para facilitar el uso del sistema e incrementar su 
rendimiento, se lv est4 inc:orporando una "ayuda" en f'orma de 
breves cwplicaclones de los algoritmos, c:onc:eptos del 
proc:esamiento de 1magenes, manuales de usuario y del 
programadar, ••i como de una "base de conocimientos'' y un 
"motor de inf'erenciao;;" CRich, 198ór Hayes-Roth, 198!+] que 
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hagan mas eMpllclto y objetivo la selecciOn del mejor 
operador para analizar una imagen. 

Hasta ahora, el ambiente en el que ha operado el sistema es 
el siguiente Cver flqura 2.3l: 
a> Sistema operativo MS-OOS. 
b) Microprocesador Jntel 8088,8086, 80286, 
e) Monitor de alta resolución MULTVSJNC. 
d> 640 Kb de memoria principal. 
e> Disco duro de diferentes capacidades <20,40Mb>. 
f> Unidades de disco fle~ible con capacidades de 360Kb y 1.2 

~. . 
g> Circuito para grAfica~ <CGA, EGA, VGA, PGC, MATAOXI. 
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INDICE DE SIMBOLOS ESPECIALES 

.S Relación de orden parcial, deftnlda en un, conjunto~ lAqui 
aparece usualmente como una relación_de orden entre números 
reales o bien entre conjuntos>. 

IE Predicado que indica la perteni:-nc_iil d_e un_el_ementc, en -un 
conjunto. 

U Operación binaria de unión entre dos conjuntos, 

n Operación binaria de lntersecclón entre dos conjuntos. 

Según el contexto puede significar la operación binaria de 
diferencla entre conjuntos, o bien el gumar ~1 elemento 
inverso en un grupo aditivo. 

X' Complemento del conjunto x. 

~El conjunto vacio. 

n El con Junto universal. 

Rn Es el conjunte de n adas de númvros reales. 

zn Es el conjunto de n adas de números enteros. 

DIL<X,BJ Dilatación de X, por el 
es claro quien es el elemento 
Simplemente DILlX1 

elemento estructural B. Sl 
estructural, o;;e ec;crlbira 

ERO<X,BJ Erosión de X, por el elemento estructural B. S\ es 
claro quien es el eiemento cstructur.-.1, sP eser iblr.ll 
simplemente EROlXJ 

TINlX,01,B2l Transformación intersecta o ~u intersecta de X1 

por los elementos estructurales BJ, y 82. Si es claro 
quienes son los elementos estructurales, se escr.iblra 
simplemente TINlXl 

O Resta de Mlnkowskl. 

" Suma de Mlnkowsk1, 

AP<X,8> Apertura morfoiágica de X respecto al elemento 
estructural 8. 

CE<X,01 Cerradur.., 1norfolágica dP. x r&'!Opecto. •l' elemento 
estructural a. 

i::z) ImplJr.:ación o 1:.ondicional, es un conectivo lOr;Jlco entl-e 
proposlclon•is. 

(e) Bicondicional, un canee t ivo ldg leo entre 
prupos 1 r: 1 on~'I'-, 
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Y Cuantificador universal. 

~ Simbolo para transformación morfológica general. 

I~ Transformación dual de ~. 

•• Transformación que depende del origen de coordenadas. 

•Operación de convolución entre dos funciones o "señales". 

log Función logaritmo de base to. 

ln Función logaritmo de base a. 

dw Diferencial de x. 

Gtflw,yll Gradiente de la función f en el punto <x,y) 

LIM Limite de'una sucesión en un espacio topológico. 

POTCE> Conjunto potencia de un conjunto E. 

TRnSIX,hl Conjunto X trasladado por el vector h e R". 
HOMOIX,Tl Conjunto X homotéttco por el escalar T g R. 

SIMCX> Conjunto X simétrico por el origen. 

FRONTCXI El conJunto frontera de X. 

CARDCX> Cardinil!lltdad de un conjunto finito X. 

TAM<A.B> Tamaño de A respecto al elemento estructural 8, 

TAMIA,B,xl Tamaño A en el punto x respecto al elemento 
e&tructuat e. 

NClAI Nümero de componentes con~Mas de A. 

PROBCAI Probabilidad del ~vento A. 

MCAI Medida de Lehesgue de A. 

COVu Covarianza morfoló;lca asociada con el vector u. 

ESQCAI Esqueleto dal conJuntc A, 
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