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IN'l'ROIXJCClON 

JU pr•sont. tr•bajo a• hízo con la finalidad do qu• •l alUlllllO d•­

la carr•rR de Actuaría tuvi•ra una h1rrami1nta mio d•tallada para 

el f"etudio dr las Matf'mática2!1 Financif'ras y sus Rplicaciones, por 

tPl motivo ee erplioan dt11arrollon dt los conct"ptoB ooncernit'n­

tee a anualidades ciertae eolamtnte. 

En la prim"ra part• de Pett trabajo ª" t:rplica lo qu• •• una anua­

lidad ciorta na:t: como la obt•ncidn del valor pr•a•nto 1 monto en -

forma s~n•ral. 

El' tema d• anualidad•a ci•rtaa implica ••tudiar diforontoe oaoos­

por tal motivo e• harán dtaa.rrolloa para f'ncontrar anualidad•• -

futra do loa límito• do tablao,eu valor pr•eonto y monto, así como 

d1 laa anu.alidad111 pagaderas p-vtcts al año valuadas con taaa11 no­

minale11 de inttrée y de anualidad"" pagadtraa p-veote al año con -

una tasa dt intf'rÍ1 ano.al ttPotiva. 

D.ntro do loo dif•rontoe caaoa do anualidadu tambión fl':iehn -­

cuando los pagoa eon anticipados como son lo• iattrfl••• pagados -

por anticipado, lae rentaa y otro• conceptol!I, tambifn ~xiet•n pa -

goo quo a• empiezan a haou da•puóo do cierto ti•mpo d• hab.r b.-­

cho •l trato, i"atoe ee rofhr•n a las anualidados dif'oridas do lae 

cuaba tambión •• dará ana o:rplioaoidn d• las f6rmulae del valor­

pr"neont• y d•l monto. 

Otro tipo d• anualidad•• qu• tambión eo importante •n 1110 cuRloe -

( l ) 



loe pagos no son igualf'a :tJf'l'O q1H ""ist• unn rf'laci6n -> razón - -

tntre cada uno d" f'llos, f'Sto ee rf'fi•r~ a lao anualidades crf'cit!; 

tts y d•crf'ci•ntf'e en progreis16n aritm.;'tica y l...:"omltrioa por lo -

qut también se hace un "etudio dt> ~ 1 lRth 

lñ ooaeionta surge la ntotoidad d41' aabf'r cu~l "ª la ta.ea de inttréa 

qu• e• rata utilizando "n alauna optración financi~ra, qu~ r~nta -

o pa¡¡• por1ód1co so t.ndra quo hacer y durant• cuánto ti•mpo, ln -

tu incógnitas no podran conocer aplicando logaritmos, interpola -

cidn :¡ aplicando conc•ptos algobraicos •• las fórmulas dt anualida­

dee 101 cual•s su d&ran •n tet• traba.jo. 

La eegunda parte oonsint• tn la aplicaci6n df' los conct>ptoe f'Xplic!! 

doa anteriormentt, como ,.¡ caso de una dt>uda si et hacen pago e 

por1Ódioos sabor cuanto so paga de capital y cuanto de intoróe y si 

en cualquitr momtnto e• quiere liquidar la deuda s• podrá caber u­

:t;ilizand• las tablns de Amorti"aoión do las cual< s se da una •x;ili­

caoión para su tlaboraci6n dft igual umntra e• da una f'Xplicnción -

para bacor tablan do un Fondo de amortización. 

Por últiwo ee da la d•finic16n do un bono y de series d• bonoe 1 se­

•ncu.!'ntra el precio d• coinpra de un bono, &!lÍ como d" una a~rit de­

bonoe. Se einoutntran y se PXplioan la.e modiflcoción~• que se ti•­

nen. q11t baceor a la fórmula dcri M.aktbam "n loa difertntllB caeos, 011an 

do •l valor do rodrnción rs igual al valor nominal, cuando (g) l" -

ta ... do los dividendos es V<lriablt :¡ por Último cuando el valor de­

rodonci6n os vnriablo. 

( 2 ) 



l.- AJ.1JALIDAJJES '~'ClDAS. 

Una anualidad •11 una s•ri• d• ';)a.60!l g•n•ralm1nt• igualen qui -

ª" hacen p1ri6dica.m1nt1 durante u.n citrto titmp• "n", donde tl pri­

mer pago et hace un p~rÍodo deepu9a d• haber htcho 11 trato con -

una taaa dt int1r9 a 11i" • 

A continuación ª'" culculará ol val~r pr•e1nt1 de una anualidad 

vencida dt 1.00 pesa pagadera anu&lmtnt1 dura.nt• "n" años con una­

taaa de int1rti'e "1" anual l!"fectiva. Seo d1signa.rá como una anuali­

dad al eiguionh aímbolo1 G1 ir¡ i 
Como e• va a calcular 11 valor prPa•nt• a• tomará como punto­

deo •valuación "l año c•ro y a• tratran a est1 ~unto todoa loe pag•• 

p.ri6dico• do los n años. 

.r r r r r r T T 1 
o 2 4 n-3 n-2 n-l n 

/1 l 2 3 + • .n-2 + . .n-l + Jl l..1ñji • V + V + V + • • • y V V 

• v ( l + v1 + v2 + • • • + vn-2 + v"-l ) 

Como st observa et tiPn• una. progreoeión arltmtttica df' razón V 

•ntonc•e utilizando lo. t'órmula do una progr•eUn t•nomoe que1 

- v" 
l - V 

Ahora multiplicando y dividiondo por (l+i) t•n•mos: 

~ i ~ V L1-v" ) (l+i) 

l - V (l+i) 

( 3 ) 

-1-v" 
i 



El hecho de qut s• ha.ya calculado con pagoo Wlitr.rioa no e-e ningún 

problrma, ya qui!' basta multlpliccr lR R11U«lidad _por la rttnta. d" la 

que e• trat• R , qul!'da.ndo df' la eigui•nt• forma, donde rl valor pr:_ 

Bflnt• e• donotará por ttA" 

+ nv"-1 + av" 

= a ( v + v
2 + v3 + • • • + v"-1 + v" ) 

dñ]i 

A• R añil 

MONTO ll& UN.A .ANUALillA.D ORDINARIA 

El monto do una anualidad ordino.ria •• calcula tomando cor.io punto de 

•valuación 11 punto "n", dond• tr..mbiin a• tirn1n pagos rnu¡iles deo 

1.00 ptao con una ta1;1a anual ":r"ctiv.._ "i" y "n" •l nlfmero d1 nñoo d1 

la anualidad, s• d"notará 11 moñto como "S" • 

T r r t T l 
o 2 3 n-2 n-1 ( n 

sñli - (l+i)n-l + (l+i)n-2+ (l+i)n-3 + ••• + (l+i) + l 

( 4 ) 



S"il)¿• 1 + (1+1) + (1+i)2 + • • • + C1+1)n-3 + (1+1)n-2 + (1+1)n-1 

Por ser una progresi6n geom~tr1ca de raz6n (1+1) tenemos que: 

S-n¡ i = 1 - (1+i)n-1 (1+i) = 1 - C1+1)n = 

:V - (;1'+1) - 1 

e 1+1)n - 1 

1 

De la misma manera que en el valar presente si loa pagos na san ~ 

unitarios salo se multiplica el monto obtenida anteriormente par­
le renta R quedando como sigue: 

sñl i = RC 1+i)n-1 + R( 1+i)n-~ + ••• + R( 1+i) + R 

• R [c1+1)n-1 + C1+1)n-2 + ••• + C1+i) + ~ 

S = R 5-nl i 

( 5 .) 



2.- ANUl;LlDADES FUERA DE LOS LIMITES DE TABLAS 

A cont1nuac16n se darán las f6rmulas y deaarrolloa del Valor Pr: 
sente y Monto de anualidadea fuera del limite de tablea. 
Es necesario saber estas f6rmulas ye que en ocasiones se utilizan 
anualidades que no se encuentran en la tables y para calculerles­
solamente se aplican directamente lea f6rmulas indicadas. 

VALOR PHESENTE DE UNA ANUALIDAD 

(J,. ""ñ+KT i • 1 - vh+k 

i 

• 1 - vh + vh 1 - vk 

1 1 

h 
•Qnr1 +V Q.Kli 

( 6 ) 

reatando y sumando vh· 



MONTO DE UNA ANUALIDAD 

sli+lf 
1 

= c1+1>h+k - 1 

1 

sumando y restando (1+1)h 

• (1+1)h+k + (1+1lh - (1+i)h - 1 

1 

• 
• (1+1)h [ (1+1): - 1 ] + (1+1):-

h 
s ""ii'+k1 1 ~ e 1+1 > s kl i + s ñT 1 

( 7 ) 



3,- AlllTALIJ1\llES PAGADERAS P-VECES AL AJ/O VALUADAS CO!l U!IA TASA 
NOlWIAL DE I!ITERES, 

Existtn vnrios casos loe cunleD ne an,lizarin cada uno con una r~n 

ta unitaria para mo,yor facilidad. 

ler. caeo, cuando m=p 

Esto caso •o cuando coincid• la conv.rtibilidad d• la tasa con ol­

P•r!odo do los pagos. 

P:ira obt!ntr 11 valor preaent• en "etei caso :; como m•p, se tendran 

mn períodos, donde n ta el nÚmPro d• años d• la anuAlidad y m ~s el 

número d• veces qu" e• convi•rte la tasa dei int"rés eon un año. El­

pago será unitario anual y por cada peir!odo será dt ! 
p 

l/m l/m l/m l/.IO· 

o 2 3 n-1 n 

A ª l ,,i/m+ l V2/m + ••• + l+l/m 2 2H/m 1 mn l V + ... + l V + l V .+ .. ,+ :,.V 
p p p p p p 

• l ylfm [ l + ,,ifm + • • • + Vl-1/m + V + .. • + ír(mn)- l/m] 
p 

Utilizando la fÍSrmula dr una progrosión g•omótr.ica tonomos qu11 

( 8 ) 



A -·1 vl/m G - .¡nn 1 (l+i}l/m 

p pm (l+i)l/m 

•lí-1-~n l ; . l ll.t.il:/m -1 m 

·1[1-v'°"] p i (m) 

m 

-1 [1-rl. lCI 
m -i-.-'j ;;;· lfili1 i • 

multiplicando Y. di vidion 
do por (l+i }l/m • -

multiplicando ol donomi­
nador por ¡¡¡ 

m 

Ahora para •l caso d1 una rtJnta cualqu.ier Ba, sólo et divide eintr• -

. •l nÚm•ro do pagos y st multiplica por la anualidad, 

2o. caso, cuando m (.p . 

in eet• caeo 11 número de pagos trB m~or c¡11• la convertibilidad. d• -

la taoa de interls, e.n otras pt.labras on cada por!ode de convertibi­

lidad dt la tasa txiston k pagos. 

Para obtonor tl vdor pr•eento pr.imoro et calculará un pa¡;o X tal­

que Ma "quivalf'nte n los k-pago.a qu.e e• bacfn en cada per!odo de -

convertibilidad • 

.l continuación se hará un d~earrollo para "noontrar .el valor pr"Etnt• 

dt una anualidad cuando m (.p, •n ln cual so utilizará una tasa dt in­

t•rée i '• l (m} 
m 

( 9 } 



1 /p 1/p • . • 1/~ 1/~ 

a 1/m 1im:.: 1; .. 1 2 ------ 1:1n-2 mn-1 

fil veces &e conv1.:!rte la triS6 

Como p'1111 ~ P • k entonces ps: mk 

m 

X= 2. 
p 

~ 1-1/k 
l(1+1') + 

1-211; 
(1+1') 2/k 1/1< J 

••• + (1+1' + ( i.11) + 1_ 

Utilizo~~ª l• Fórmula de uno prog~~s16n geamhric:o tenemos: 

• ~ [1 -
l1 - (1+!') ] • 1 f { J 

1/k !iik (1+i') l/K - 1 
(1+!') 

Como ahora ma:p entonce& oe tiene una ariualided c~co ci~ue: 

AE xv 1 
+ xv2 + ••• + xv:n + ·xi/'+1 + ••• + xv"'"-1 • x11"'" 

• xw (1 1 2 ,.r,;-1 . .::i 'fo-V + \l + ...... V i· V T ••• 1- 'J mn-1 J 
Por Bl!r una ~rcgrea16n geomhrica sa tiene que: 

= xu[~] (1•1') Multiplic"nc~ y d1'tic:1cnc!o por (hi'J 
1 - V (1+1') 

( lO ) 

mn 



~ustituyenoo el valor de " X • ae tiene 

Ahora como X es el pago ~ue ae encantr6 y que as hace cada período -
de convertibili~ad de la tasa entonceo ae llega al caso en el q•;e­
m=p, y salo baata multiplicar el pngo"X" por una enualidAd donde •n• 
es el número de pegos 0 que ve a aer igual al n6mero de anos multipl_! 
cedo par el número de veces de canv~rt1bilidad de la tasa de inter~a­

en un afio .. 

dcn:le 1'= f'1'\ 
iñ 

El casa anterior fu~ para una rento unitaria, ahora ~ara el ceso de -
una renta anual cualquiera "Ro• solo ae multiplico la anuclióad po~­
la renta: 

donde 

( ll ) 



31r. c .. a 

oo.ande •'7 p 

E1t• H el Cllla en el que h•y 11b canvert1b1l1ded de le taso que 

pa;o• en un et\o, entancea ae bUac11r6 un pago •x• tal que coin -
clde can le canvart1bll1ded de le tesa. .. k (entera) 1·. 1 (ll) 
ji -¡;¡-

o¡... 1¡,,'IP .,, 91 1/p 

i-.:..:..;.._¡ n-l 
k Vt'CeB 

r. k-1 k-2 
X L(1+1') + (1+1!) + ••• + (1+1") + 1] • ~ 

Utll1zenda le f6rawl1 de une pragrH16n geaMtr1co da roz6n (1+1) 

n 

1 • 
¡; X r.~ - (1+1')kl 

[ (1+1') •j 
EntoncH de•p•JandO 
e •x• 

x. 1 
¡; 

_1 __ _ 

5 k] 1• 

Por la tonto 8l pega .-x• viene ehnila al que ee erectuar6 en cada 

convertlb1l1dad da la<tH•• 

( 12 ) 



111 111 TT 
º--v--1 2 3 

m p"r.!odes d• oonv•r 
tibilidad d• la t;.aa. 

1 T 
n-1 n 

Obt•ni•ndo el valol' prts1nt• de los paeoe qu• o• hacen en CQ.da conver­

tibilidad do l" taea de intoróa1 

A• xvl/m + xv2/m + ... + xv'¡¡/m + xvl+l/m + ... + xv2 + ••• + xv11U1/m 

J.• xvl/m [ l/m l+l/m 2 l.+v + ... +v+v + ... +v + _J1JJ1-2/m . .mn-1/m J 
•••+V +V 

J.plic1<ndo la f6rmula dr uno. progreoión goomótrica. do raz6n v1/m. 

. A• xvl/m [l ·- Vmn J (l+i')l/m 

1 _ yl/m (l+i')l/m 

A~x[1-v= J 
m ((1+d~"'·: ll 

A• X[l - yDln J itiñí 
m 

( 13 ) 

multiplicando y dividiendo por 

(1+r//m • 

multiplicando y dividi•ndo per 
m •l dtnominador. 



A.• 1 
p 

A•~ 
p 

0-;;;q i. Ahora para cualqui~r retnta anual ''H12" 

( 14 ) 



MONTO DE UMA A.\'UALIDAD C':.'AJ;IJO map 

l/pl/p l/p l/p l/p 

l T T 1 1TT T 1 
2 

S• 1. (l+i)mn-1/m + .!. (l+i)mn-2/m + + 1. (l+i)mn=l + 
p p p 

.e..1 1-1/m l~ 
+ ••• + .!. .(l+i)m + 1. (l+i) + ••• + 1. (l+i) m + J. 

p p p p 

1 J 
n-1 n 

+ 1. (l+i)llUl-2 

p 

[ 
l/m 1-1/m ~l mn-2 1 + (l+i) ...... + (l+i) + (l+i) + ••• + (l+i) + 

+ ••• + (l+i)mn-1 + • •• + (l+i)mn-2/m + (l+i~mn-1/UI J 
Aplicando lo fórmula do una progr .. i6n goomótrioa d• r~z6n (l+i)l/m 

S• 1. [l - (l+i )mn] 
P l-(l+i)1/m 

S. !. [(l+i lmn - l J 
P (l+i)l/m_ l 

multiplicando por (-1) 

mul ti¡¡lic'1ndo y divicii•ndo •l dona­
minador por m sti tient. 

( 15 ) 



s- 1 ['l+i r.. l 
p ~m) ] 

11 

ahora para cuelqu.ier rtnta aaa.al Jla. 

donde 1 • • ...J!:.m) 

• 

{ 16 ) 



MONTO DE U!l.f. lol!UALill.\D CU.LWO m) p 

En ('Dte caoo de monto E"ncontr:::remoo un pago 11X11 el cual ee podría -

efectuar coincidiendo con la convertibilidad dt> la taoo. 

l/p l/p l/p l/p 

~··· ..._;..... 
Ok veces de con- l 3 n-l n 

vertibilidad de la ta.as.. 

X [(l+i •¡k-l + (l+i ')k-2 + • • • + (l+i •) + 11 ·l e.· k veces de 
p p convertibilidad 

X [1 + (l+i ') + (l+i •) 2 + , •• + (l+i ')k-2 + (l+i ')k-l ] • l_ 

Como se observa la ·parte que eota dontro del ;iaréntE'Bis os el desarrollo 

de u.n monto de K olementoo. 

X S k¡i • • l 

X• l __ 1_ 

P s"lC\i' 

dt ep! jR.nd1 "X" ae tiene: 

Entonces el -pa.gu X encontrodo si coincide con la convertibilidad de la 

tasa de interde durante !!111 períodos, a continuación ee encontrará el -

'monto de los mn paéoa. 

Van a ser~ pagos, porr¡u~ m wcec se convierte la tasa de interée en un 

año y como son n años entonoeo el monto vn a. sor de mn pago•• 

( 17 ) 



1 rrr rn r 1 
o -----v---- · l 2 :; 
m v•ote a• convierte 
la tasa al añe. 

r r 
n-1 n 

( )mn-1/m mn-2/m mn-1 mn-(m+l/m) sñ'J 1 • ·x l+i + x(1+1) + ••• + .x(1+i) +x(1+1) 

+ ••• + X(l+i)mn-2 + ••• + X(l+i)~1 
+·x(l+i)l-l/m + x(1+1¡1-2/m + 

+ ••• + X(l+i) 2/m + X(l+i)l/m +X 

Factoriznndo ol tO'rmino X • invirtiondo ol ordon do loa sumandos 

e• titne::. 

r. l/m 2/m .!!!el m+l/m 
s"ll'Ji •· l ¡J + (l+i) + (l+i) + ••• + (1+1)m + (l+i) · 

+ ••• + (1+1)
2 

+ , •• + (l+i) 3 + ••• + (l+i)mn-l + ... + 

(l+i)mn-2/m ¡ (l+i)mn-1/m J 
Come ao obsorva •• una progrosi6n g•om;tricn do ro.z6n (l+i)l/m y 

aplicando la f6rmQla ton•m•a:. 

• x fc1+1)mn - l . ·] 

G U1+1 >11•_ il 
m 

( 18 ) 

multiplicando por (-1). 
multiplicondo y dividi•ndo por 
m "l df'nominador • 



donde l '• ~m) 
m 

Suetitu.Y•ndo el valor de X y para cualquitr rtnta anual Ra t•n•mes;" 

sñ\i. !!:. _1_ siñnl i' 
p SKji. -1 

( 19 ) 



MONTO DE UNA Al!UALIDAD CUAJIDO p)m 

Tambitn •• supondrá que n a K {.nt•ro) 
m 

Sr rncontrarR un paco "X" que sea igual a los pagos quP ee ha.can 

•n onda convtrtibilidad do l" tasa d• intorés. 

l/m l/m 

l/p l/p 
o 

l/m l/m 

l/p 
l 2 3 

x • .!. (l+i)l-1/k + 1 (l+i)l-2/k + ••• + 1 (l+i)l/k + 1 
p p p p 

n-1 n 

• .!. [1 + (l+i)l/k + (l+i) 2/k + ••• + (l+i)l-2/k + (l+i)l-l/k J 
p 

Por ser una progr•oión ll"Omótrica t•nomoo qn.,1 

•l 
p [

l - (l+i)k/k] • l [ -i J 
l - (l+i)l)k ; l - (l+i)l/k 

l·lr -~ J 
; k [1 - (1+1)1/~ 

( 20 ) 



)!ultíplicandtJ ;JOI' (-1) numeorador y df!'nominncior t('nt"mos: 

X• !. r- i J 
m Lk [<1+1il/k - l J 

X• !. i 

m 1•N 

Ahora el pago 111 11 qutt se t"ncontró E'B el que t:;t" rEaliza cada ;J".r!odo 

de convertibilidad d" la tnsa d(.'11 intt"1·és y en un año 11 m11 vect"s se- -

oonvif!'rte ln taoa durante "n" años ~ntoncee el númE>ro dt ¡Jagoa to­

talrs ea dtt 11mn'' por lo que- m• tiene Pntonces que el monto ea: 

S CPJ n i i • 1111·. ª-
m ?ffil 

( 21 ) 



A continuaci6n se hará el desarrollo para encontrar el monto de "mn" 

pagoe pero ahora cuando el pago 111 11 oi coinoidei aon la oonv.erti -

bilidad de la taea de interh: 

C m yec~o dl'!" c1.:mv11 L~tl- l 
tibil idad de la ta ea 
en un año. 

2 3 n-1 n 

Sñ'Ji • X(l+i)mn-1/m + X(l+i)rnn-2/rn + • • • + X(l+i)mn-1 + • • • + 

m·l ¡ . ¡ 
X(l+i)mn-2 + • , • + X(l+i)iii + X(l+i)l-l m + X(l+i) 1- 2 en + 

+ •• • + X(l+i) 2/m + X(l+i)l/m + X 

·raotorizando "X" ~ invirtiendo el orden de los eumnndon ae tiene 

5 'iili •X [ 1 + (l+i)l/m + (l+i)2/m + , , • + (l+i)l-2/m + (l+i)l-1/m 

m•l 
+ (l+i)iii + •• + (l+i) 2 + (l+i)2+l/m + ••• + 

(l+i)mn-2 + ••• + (l+i)mn-1 + ••• + (l+i)mn-2/111 + 

(l+i )mn-:1/~ 

Como. ee observa los eum11Ddoa son elementos de una progreai6n geodtri­

ca de ra1cSn (l+i)l/m y n;:ilicsndo 1n férmula de una progreai6n tene•omt 

S 'l!l i • X [l - (1+1 )mn] 
J. - (l+i)l/mj 

( 22 ) 

Mul tiplioando por (-1) y 
mul ti:plicnndo ¡ di vidiondo por m 
el denominadar • 

X f (1+1)~ - l] 



Sustitu:~rndo t"l ve.lor d"" 11X" .l p: r."l cu.alquleor rl"nta nnual 11Rn" ª" 
ti" neo: 

( 23 ) 



4~· caso, cuando s r k 
p 

( k •• •nt~r•) 

Valor prref'ntt dtt una. nnualidad fin donde no coincide la frt'cu"'noia d• 

los pagos oon la conv"rtibilidad d• la. tasa de ir:t•r;s. 

p pagos 

m v•c•s e• convi•rt• 
la taB& d• int1rle. 

2 3 ••• n-l n 

St obtendrá •l valor presPnt• de •eta. anualidad , como •U •l caao de -

una anualidad con pngoe p-vccee al año y una taea anual f'f•ctiTa, des­

?U•a s~ hal"á el cambio de la taEa t'f1ctiva por una nominal convertible 

m voc•s al año utilizando la tri?l• igualdad. 

Oñi1 • ! v1/p + ! v2/p + ,Jf~l y1+l/p ••• +!. +! + 
p p p p 

+ ! v2+l/p + + ! v"-l/p + ! .¡.p/p 
p p p 

Factorizanc!o Pl tirmino !. vl/p se tirnt1. 
p 

q . l yl/p 
ll'ji -

p 

[ 1 + v1/p + v2/p + ••• + ,1-1/p + vi + 

V2 v2+l/p .Jl-2/p _JJ-l/p J + + ••• +v +v 

( 24 ) 

+ ! v2 
p 

••• + 



!/p 
Utilizando la f6rr.i•ila do w:n pro&roslón goomótric¡¡ d• raz6n V • 

Qñ¡ i • .!. V l - V {l+i) 
l/p t. n j !/p 

P i - vl/p {1+1)1/p 

Üñli .. .!. 
p 

r-1 - v" 
L<1+1)

1
/P - l J 

Por la triple iguald&d •bomoe ~u• 

llul tiplicando :lí dividien­
do por {l+i)11 P 

{ l+i) • {l+f"l )m 
111 

entoncts 

"suei:iteyondo ·a {Í+i) en la oouaoión ant•rior o• tion•• 

-mn 
l - ( l + 1 \m) ) • lcuaoión del valor pr•"." 

santo cuando l!i r k 
. p 

donde lC ea entero. 



MONTO de une anualidad donde no coincide le frecuencia de loe pagoe 

con le convertibilidad de le tase. 

p-pagos 
----"---

0---y--l 

m VflCeie de oonv, 
2 

dt la tnaa do int•rle. 

3 • 

n-.!fp n-2/p 
5~i - !. (l+i) + ! (l+i) + 

p p 

n-2 n-3 
!. (i+i) + • +l !. (l+i) 
p p 

1-l/p 1-2/p 
!. (l+i) + ! {l+i) + ••• 
p p ,.... 

n-l n 

..-(.1!-l) 
• + !. (l+i) p 

p 

l 
+ ••• + !. (l+i) + 

p 

l/p 
+ !. (l+i) + l. . 

p p 

+ ••• 

Faotori~ando .!. • invirtiondo tl ord•n de loo sumandos so ti•nt1 

S (J'\ - !,_ 
1ili p 

p 

l/p 2/p 1-2/p l-1/p 
(l+i) + (l+i) + + {l+i) + (l+i) 

l 2 n-2 
+ (l+i) + ... + (l+i) + ... + (l+i) + ••• + 

n-1 
(l+i) + ... + 

n-2/p n-l/p ] 
{l+i) + (l+i) 

Utilizando la fórmula do una progr•sión geomótrica de razón -

{l+i)l/p se ti•n•• 

( 26 ) 



S•tP) • _l 
ñl i 

p 
l - (l+i) 

[ 

n 

l - (l+i)l/p] 

l-<1+il" - i 1 
L c1+i)

11p - i J 

Multiplicando por (-l) num•rador 
y d~nomins.C.or 

m 
Por la triple igualdad sab•mos quo (l+i) • (l+ j lmJ) •ntonc111 

011atita,yendo a (l+i) en la ecnaoi6n ant.rior se tiene& 

llanto de una annalidad cuando l!! ;. k 

donde k e B entero. 
p 

(27 ) 



4.- A!lUJU.IDAD:':S PAGADERAS ?-V:;CES AL AJiO. 

PrimPro et analizará una:. a.nualidacl t"ll l¡i f!UC' la. tasa. d'°' inteir,;'s eis 

ano.al f'ftctiva y "l pago unitnrio pngad"ro p-vl!'ct."s al año, e-n donde c;i.da 

p-ésimo oe dará una ronta do !. La nomonclatura qu• •• utilizará para 

repr• eontar una anualidad aoraf q ~ 
1 

o l 2 3 n-1 n 

l 2 l-1 Jl•l ~ 11!. (n-i)p np 
p ¡; ji p p -¡;- p 

Primer• obtendromoo ol valor prl!'atnt• d11 la anualidad como sigu11 

+ l ~1-1/p + l J•l + l vi+1/p + l v1+2/p 
ji ji ji l" 

+ .. • + .l.. v2p/p + .. • + l vnp/p 
p p 

Utilizando la f6rmula de una pregrosi6n geomótrica y factorizando !. Vl/p 1 
. p 

q~)i •: y1/P [l + yl/p + .,, + V~al + Vl+l/p + y1+2/p + "• + y2 

_.n-1 .Jl-1/p] + ••• +.V + ••• +Y 

• l v
1/P [1 - v" -J~ 

P i'"':'VI'IP ~ 

( 28 ) 

donde la raz6n - tri .,,i!P 
multiplioanqo y óividhndo 
por (l+i)l/p 

porquo p ~l+i)l/p - ~- i (p). 

multiplicendo :r dividiondo 
por i • 



MONTO m: UJIA !lnJALlDAD cm; U!IA TASA DE INTERBS EFECTIVA, RENTA 
.l!IUAL IJl'ITARIA ?AGAD!lRA P-VRCF.3 /,L A?lO, 

tJ o I l 2 3 
l/p l/p l/p l/p l/p l/p 

5 • l (l+i)n-l/p + l (l+i¡n-2/p + l (l+i)n-3/p + 
~i ; ; ; 

+ .!. (l+i)l/p + .!. 
p p 

s • i· r1 + c1+1i1/p + <1+i) 2/p + 
llli ; t.: ••• + 

l/p l 
n-1 ' 'n 
l/p l/p 

•• ·~+ .!. (l+i) 2/p 
p 

S • l [1 - (l+i ¡ll J • l l+ n - l 

ñ1 i ji Li - (l+i)1/p ji (l+i)11P - l J 
multiplicando y divi­
diendo por i • 

• i s (p) 
i(p) T¡i 

Por lo tanto;para cualqui~r renta nnual, solo so multiplica por la -

anualidad como sigu11 

s- Ra i 5(p) 
0ii> ñ)i 



5.- ANUALIDADES ANTI~IPADAS 

Anteriormente se vi6 el caso de anualidadea ordinarias, ahora se 

~•rsn las anualidades ant1cipsdes, éstas consisten en dar el pr! 
mer pago en el mom•nto de hacer el trato como es en el caso de -
les primas de seguroa, rentas pagadas por anticipado, intere•eo­
pagedoa por anticipado etc. 

A cant1nuaci6n encontraremos la r6rmula da una anualidad unitaria 
•niic1pede durante n anos con un interés anual•i• 
D•notaremos une anualidad anticipada como (:i,ñj 1 

t 1 1 t 1 
2 3 n-2 n-1 n 

Q "1111 
• 1 + v1 + v2 + v3 + ••• + vn-2 + vn-1 

U•1ndo l• r6rmula de un• progree1~n geométrica de raz6n V·~-1~­
( 1+i) 

" = 1 + v e 1 + v + v2 + · ••• + vn-3 + v"-2> 
Q."ll\i 

_ ·vn-1 ] 

- V 

( 30 

1+i) 
1+i) 

multiplicando v di­
vidiendo por (1+i). 



" 
a 1 +[ 1 - vn-

1 J 
(,(+i) 1'. 

[ 
n-1 J •1+ ~ 

Otra forma de una anualidad anticipada es: 

V2 3 n-1 n 0-"'lfli = V + + V + ••• + V + V 

(}..ñ] i = 1 + V + v2 + V3 + • • • + Vn-1 

Multiplicando por " V • la segunda igualdad tenemos que: 

v O.ni i = v + v
2 

+ v
3 

+ v
4 

+ • • • + vn 

( 31 ) 



Teniendo una renta cualquiera Ro solo basta multiplicar la 
anualidad por la renta. 

·.• .:. 
Aa Ra ~i 

MONTO DE UNA ANUALIDAD ANTICIPADA 

Ahora encontraremos el monta de una anualidad anticipada 

grfificaaenh coaa sigua, valuado en al ª"º "n". 

T t t 1 t t l 
o l 2 n-2 n-1 n 

sñli • (1+i) + (1+i)2 + ••• + (1+i)n-
1 

+ c1 .. 1)" 

• (1+1) [1 + (1+i) + 

= (1+1) [ 1 - (1.,.i)n J 
1 - (1>i) 

e 1+1> [ .1 -- e 1+nn ] ----r-·-J 

( 32 ) 

n-1] •. , (hi) 



Cot:;l(trando un monto ordir.ario ,Gon un monto anticipado ee obePrva lo -

eiguhnte1 

l) sn¡ i. l + (l+i) + (1+i) 2 + ••• + (l+i)n-2 + (l+i)n-l 

2) • 2 n~ n s 1'11 i • (l+i) + (l+i) + ... + (l+i) + (l+i) 

.lgrogando una unidad •n nmboe mitmbron de lu oxproaiÓn (2) trnomoe1 

's i + l• l + (l+i) + (l+i)2 + ... + (l+i)n-l + (l+i)n 
"l!I 

Dond~ la parteo deir~cha. deo- la "xpre-sión rt-preiaenta tL"l monto dt n+l años• 

'5
111 

i + l D S ñ+ll i 

·5 -s -1 
'"l'lj i ñ+lji 

Esto vi•ne eitndo otra erpr•eiÓn dr un monto anticipado. 

( 33 ) 



6.- ANUALIDADES DIFEl!IDAS 

Una anualidad diforida •a cuando so ostabltce quo so d•bt bac•r ol 

primer pago dospulo d• ciorto tiompo o porÍOdoe. 

Calcnlart'moe a continuación rl valor pr"f:ltnt• do una anualidad uni­

taria pagad•ra t'n "n" añoa con una taea ·d• int~rle 11 1 11 anual •f"oti 

va, .dando el primer pago •n 11m+l 11 años o ptr!odoa. 

~TI IITT 
O ___ 1 __ ..;2_.v' _• __ m_-_l __ m mH m+2 

m por!odoe 

/ 
r1 --11>+1 .Jn+2 _m+(n-1) ui+n 

m VlñJ i • V + V + "• + y + V 

• v" [v1 + v2 + ... + yn-l + ~ J 
crñji 

I T 
n-1 n 

.l.bora si la 'ronta no •a unitaria basta multiplicar la anualidad~-

antPrior por una r'nta "Ha" dfltttrmina.da como sigu!-1 

A= Ra m/Qñ]i 
Otra forma de una anu&lidad qrríe. euron,.r qut st dan anu:i.lidadee 

durar.te los m+n años y º" rPeta la nnualidad d• 11m" ptorlodoe los­

cualeos son los qu• no se •f'Pctúa.n. 

( 34 ) 



m pl!'riodoo 

ú 2 3 •• • m-1 m m+l m+(n-1) m+n 

m/Qlr]i • v
1 

+ v
2 

+ v 3 + ••• + 

- Gl + v2 + v3 + 

vm + v"i+l + ••• + vm+( n-l) + vm+n 

m-1 J 
••• +V +Vj 

( 35 ) 



MOllTO DE !nlA A!'.!JALIDAD DIFERIDA 

JU monto dif"rido ª" utiliza cunndo eeo hncton dur.:i.nt~ ci"rto ti"mpo 

pagoa periódicos o ~ur ª' tPnga. algunn cttntidad dE" dinl"l'O y ª" -­
d•ja qu" gant un int,ris 111 11 durnnt" "m 11 añ.oe ~ Gi e;" qtlierC" si:­

ber Q.Ut cantidad ª" tC"ndrá al final d" "coa m+n añDe, oe 11tilizará 

el monto dif•rido. 

R R R H B m P•r!odoo 

(mnÍ-l t 1 t o l 2 3 n-l n n+l 

S ñ] i •[ B(l+i)n-l + R(l+pn-2 + ••. + R(l+i) + R J (l+i)m 

B [ (l+i)n-l + (l+i)n-2 + ••• + {l+i) + l 1 (l+i)m 

[ 
2 n-2 n-l] m 

• B l + (l+i) + (l+i) + ... + (l+i) + (l+i) (l+i) 

.Aplicando la f6rmul" d• una pro,;¡resión oritm~tica de razón (l+i) -

ten111os quez 

S l\li • R f.l - (l+it J (l+i)m 

l.v- (.¡-+i) 

• R ~ -_ll+d J (l+d 'c:l) 

( 36 ) 

Multiplicando por (-l) 
num,rnC.or y· dtnominEiaor 



'S"lll i • R Snj i (l+i)" Monto de n pagoe dift-rido m años con 
una r!lnta R y un.n teca de inte:rés i. 

( 37 ) 



?ERl'E'l'UlllAJBS 

Un11 perl"tuidad re una anualidad por tiompo indefinido ;¡ la deai¡¡-

narl!'mOe como 

son usadas en la r('lnta de acciont'ls etc. 

Para e-ncontrar ei1 valor preeentr partirt-mos df!' una anualidad ordina­

ria. 

P('ro o•Jrao ~1 tJi?;';lpo •1n 11 ee indefinido ent•mº"ª cuando más grande ~e 

"nº t:eo tit:"n~ lo siguiente: 

~o 
-----} -

C;:>nforr.iei 11n 11 sr-a cadn vez mita grande eil deinorJinndor de la antl!'rior-· 

f!'Xprf'eidn ti<"ndf" a G<:J y _!_ ce va hacif'ndo cada vez mds Pf'qu~no 

"" hasta lletga.r ttl momento deo anulo.i:ae o ll"gar a cero. 

Entonceio: 

q1rji- l - if. 
1 

cuando n ·-f?Oi.J 

nos qUt"d41 

qñji l!'n el c<.•so de rtflta unitaria.. 

a~ i -
ne 

3cl 



8.- AlilJALI!lAD!lS CRBCIE!!TES Elf PROGRESióll ARITMETICA 

En oco.sion"a l:".xiatt'n anualidadt1s ~n las cuti.lt"s loa PRGOG no son igun­

lta y van variando cr('tci~ntemt"nt" ll"vantlo una Cit"rta rt"ln.ci6n, a is­

tas anualidades Gl" leos lluma crecie-ntea a continuación rncontr['.rl!'mos­

"l valor l'.lrt'se-ntl" dl" "etas anunliC.atlt"'c dondl!' rl prim"r t;rmino leo lla­

maremos "P" y ln rolacicSn o rnz6n nuei l!'Yistt' t'ntro C.:lda PRB'O lt' llama-

rt".moo "Q11 durant" 11 n11 nñoa. 

p P+Q Pi-2Q P+(n-2)Q P+(n-1 )Q 

o n-2 n-1 n 

Obttnic.-ndo Pl valor ;ireisentt" d~ loa pazos ª"' tiC'ne~ 

(1) X• VP + V2(P+Q) + v3(P+2Q) + ... +V
0

-
1

(P+(n-2)Q) + v°(P+(n-l)Q) 

llul tiplicnndo por (l+i) ln ocunci6n (l) ten.m~s: 

(l+i)X= P + V(Pi-Q) + v2(p+2Q)+ ••• + Vn-2(P+(n-2)Q) + v"-1
(P+(n-l)Q) 

Rostnndo (2) - (l) tonemosl 

;.x. P+ QV + QV2 + QV 3 + ••• + qvn-l - [!(P+ (n-l)Q} 

• p + Q( v + v2 + v3 + ••• + vn-l) - v°P - v°Q n + vºQ 

a P + Q( V + V2 + v3 + ••• + v°-l + vºJ - v°P - V
0

Q n 

a~i 
iX= P + Q ~ i - v°P- v° Q n li1nctoriz!lndo P 

• P(l - vº ) + Q °-ni i - n Q v" dividiondo rntr• 

( 39 ) 



Xo P 

Por lo tanto unn ar,ualidad Cl"~·cit"nte quil!'da como; 

a -nv1' 
X•P~ 1 +Q 1\J~ 

Xn particular cuando P a Q • l 

ai!i - n v'1 
(I On,1 ).qñj i + 1 

~ 1 Q]! 1 + Q]! i - n V' 
i 

i ( !f ) + ql!Ji - n vn 

i 

• l - v'1 + dJ!! i - n v'1 
1 

desarrollando Q~ 
1 

a 1-1 + ( V + V
2 + , .,+ /) - n y1' 

) i 1 

• l + ( V + v2 + ••• + v'1-1 ) - n v1' 

. a· +l-nv° 
(I Chr¡ i} • ""'"'"ñ=I~n--=-'-'I 1=-----­

i 

( 40 ) 



!-!O!iTO D;;; lJJIA AliUALIDAD CRF:Cni '!'B F.1: PROORESIOl·: A1UT,•1h"!'ICA. 

(l) y. P(l+i)n-l + (P+Q)(l+i)n-2 + ••• + (!+Cn-2)QJ (l+i)+~+(n-lJQ] 
Multiplicando por (1+1) ton•moe: 

( 2) (l+i)Ya P(l+i)" + (P+Q)(l+i)"-1+ ••• + f+(n-2)QJ (l+i) 2 + t"'+Cn-¡)QJ (l+iJ 

Restando las •cuaciouoa (2) - (l) 

iYa P(l+i)" + Q(l+i(-
1 

+ ••• + Q(l+i) - [P+Cn-lJQ] 

n r. n-1 n-2 i'\ 
m P(l+i) + Q l(l+i) + (l+i) + ••• +(l+i)J -P - nQ + Q 

ri n T r, n-1 n-2 ( ] = P él+i) - l + Q ~l+i) + (l+i) + ••• + l+i)+l - nQ 
- 'S"l!] 1 

Por lo tanto la fórmula de """ ruiualidad cr•ci•nt• •n progrosión -

aritmotica es: 

\s - n J 
Ta P S"'lfJ i + Q L:' 1iJ ~ 

( 41 ) 



VALOR Fi!ES:::·:TE DE liJ>'A A!ílJALlllAD .llECRSClE!iT4 J;!f 

PROC:llXSIOll .l.iUTi.rnTICA, 

También •xiot•n anualidad•o •n lao cuales los pagon con dif•rontos 

entrf' ai •n forma decrecitntf"r peoro C!':rist• uno. reola.ci6n aritmltlca 

•ntr• •llos. 

J. continuaci6n s• •naontrará •l vnlor :?r•••nh d• rurn anaalidad d! 

or.oiont• •n forma aritmética •n dond• •l prim•r t'rmino •a P y la 

r•laoi.Sn u Q. 

O 1 2 3 n-1 n 

(l) X• :PV + (P-Q)V
2 + (l'-2Q)v 3 + ... + [P-(n-2)~Vn-l+~- (n-l)~v" 

l<lultiplionndo por (l+i) la •cuaci6n (1) t•ne<noe: 

(2) -(l+i)X~ P + (P-Q)V + (P-2Q)V2 +•• ··{P-(n-2)~vº-2 + {!-Cn-l )4jv"-l 

R•at&ndo i.. •cuaoi6n (2)- (l) 

iX• P - QV - QV2 - QV3 -. • • - Q'/'-1 _ [!-(n-l )~ Vn 

• p _ QV _ "9'2- QV3 _ ,,, _ r;i.v"-1 _pi/'+ nQVn _ r¡I' 

• P(l-v") - Q [v + v2 + v3 + ••• + v"] + nQV" 
011¡ i 

(
1-v" Q O::rri i ... nQv" 

l=P-1-)- 1 

Factorizando Q 1 

( 42 ) 



~
rl - n'1' 

X= p a -Q U]il i . 
Ti¡ i 1 

La 1'6rmula •ncontriada •e •l valor pr.a•nto d• una Mu•lid"'d d•cr•­

ci•nt• on ¡¡rogroGió'n ari tmótica, dond• P •• •l pago inicial y Q la 

razd'n con ln que va e d~cr"c"r la anualidad durante n afio a, n -

una taea de interó e 1 

Un caoo particular •• cunndo ln anualidad ti•n• P=n Y e¡.. -l •n -

tonooa 01 trata do una anualidad deoi:ecionto, qtt•dnndo ln f6rmula­

oomo eiguer 

n n-l n-2 3 ¡ ! ! l l J o l 2 3 n-2 

(l) X• nV + (n-1 v2 + (n-2)V3 + ... + 3,,"-2 + 2'/'-l + y" 

llultip~icendo por (l+i) ln ocunció'n (l) E• tien•• 

(2} (l+i)X3 n + (n-l)V + (n-2)V2 +,.,+ 3..¡i-3 + 2v"-2 + ..¡i-l 

Reatando la eouaci6n (2) - (l ): 

- ( v + v2 + : •• + v"-2 + .¡-1 + v" } 

iXa n _ (ÁñJ i 

DClii]iª n -~mi 

( 43 } 

n _ (1 
X=-·--~ 

i 

l 

! 
n 



TambUn e• podria habor obtonido ••h r•suEtado sustitu.r•ndo en la 

td'rumula de una anualidad cre-oitntr loe valona d• P•n y Qa-1 comó 

oigu•• 

.16'rmula d.• una anualidad or•cie-ntP fl'n forma ari tm¡tica. 

Sueti tll,)'•ndo P•n y Q--l 

• na'l!J i (-l) [ d.l!J 1 - n vª ] X + i 

. ~i - (J:?!'fi_: nyfi 

1 

_¿ 
I 

[1 i v".] 
/ 

. n - ,,,,.r _ In 
? i 

; ·.]) O..ll11. n -Cbru 

- O...]l i + n yfi 
i 

+ nR 
7 

F6rmula de una anulidad decreciont• 
culllldo P•n 'I Q- -1, 

( 44 ) 



(1) 

p 

¡ l o 

M<Wl'O DE U?lJ • .unJJ.Lill.lll DBCRBCIEllTB Xli PROGRESION 
ARITMO'l'ICA 

P-Q P-2Q P-(n-2)Q P-(n-l)Q 

I 1 l r 
* n-2 n-1 n 

I• P(l+i )n-l + (P-Q)(l+1)0
-

2 + +[P-Cn-2)Q_]{l+i} + P-(n-l )Q 

Multiplicando por (l+i} la •ouac1ón (l)1 

(2) (l+i)Y• P(l+i)n + (P-Q)(l+i)n-l+ ••• +~(n-2)Q_](1+1)2 +~-(n-l)Q](l+i) 

Rutando la ecuación (2) - (1) tontmos1 

il• P(l+i)n - Q(l+i)°-1 - Q(1+1)ª-2 - ••• - Q(l+i) -IJ-Cn-1)aj 

iT• P(l+i}n - Q(l+i)n-l - Q(l+i)ª-2 -. n- Q(l+i) - P + nQ - Q 

.A:grupando los tt"rminos d9 p· y factorizando a Qs 

n r. n-l n-2 J il•P.t(l+i) - l) - Q l(l+1) + (1+1) + ••• + (l+i) + l + nQ 

Dividiendo •ntre i t•n••oe1 

s,. 1 - n 
Y• P sñJi - Q 1 

( 45 } 

F.Srmula dt 'una nnualidnd 
aritm;t1cn d~crtci•nte. 



10.- ANUALIDADES CRECIENTES EH FOHllA. GiOMETRICA 

Loo caooe a.nt~rior~e fueron utilizando anual1dad~ 8 ereciPntPs y -

decr~oi•ntes Pn forma aritmltica, ahora Vpr~moa Pl caso •n Pl qu•­

la anualidad varía en forma Ct'Omótrica. 

Valor pr•o•nt• dt una anualidad en forma ¡¡90mótriea. 

X• 1(1+1)-1 + (l+k)(l+1)-2 + (l+k) 2(1+1) 3 + ••• + (l+k)n-3(l+i)-(n-2J 

+ (l+k)n-2(1+1)-(~-l) + (l+k)n-l(l+i)-n 

• v + (l+k)v2 + (l+k)2v3 + ••• + (l+k)n-v-2 + (i+k)n-2v"-1 + 

+ (l+k)n-lv" 

Pactorizando el tlrmino V •• ti•n•I 

• V [1 + (l+k)V + (l+k) 2v2 + •• ,+ (l+k)n-:yi-3+(l+k)n-:yi-2 + 

+ (l+k¡n-lv"-1 J 

· Utilizando la fórmula d• una progr•si6n ¡¡oomótr1cn de raz.Sn -

(l+k)V obttnomoe: 

( 46 ) 



·-

c1+1) - {NJc t+kJ 
~ 

l - Ú:tJs._ln 
[ 1+1 

(\.+i )-Ñ,+k) 

1- ~r 
i-k 

Susti tttJ,"f'ndo t"l valor de Va 
1 

(l+i) 

Por lo tanto t•nomos la f6l'mulR de une. Rnualidad crocl•nt• •n forma 

e•om,trica. 

-[~r 
x. 

i - k 
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MOHTO DE Ul/A .UílJALIDAD ~!ffiCIE!!T:l fill PllOGRESIOll GZO!.:zTRICA. 

4 continuacHn ae obtondrá •l rr.onto de una anualidnd cr..ci•nt• •n 

dondet ttxistt una relación g'om;trica f!'ntr~ loa pngoe y el prim•r­

pago •a l y 111 rotación es ( l+k). 

o 

(l+k) 

r 

~ (l+i¡n-
1 L + (l+k)(1+1r1 + {l+k) 2(1+1r2 + 

+ (l+k)n-2(1+1fn+2 + (1+k)n-1(1+1fn+l] 

+ ••• + 

Por ser una pro¡¡roaión g<>omtrtrioa la parte que Bt •ncu•ntra dentro 

del parintosis y aplica.ndo la fórmula de una progr•ei6n ¡:eomótrica 

t•n•moa quo la razón te (l+k)(l+if
1 

•ntonc•s t•nemoa1 

• (l+i)n-l 

[1 - (l+kt (l+-i~-n J 
L1 - (l•k) (l+i) l 

l
-1 - (l+k)n {l+i)-n J-

1 - (l+k) 

- ~ 

{·46) 



. ·> 

[ 
l - (l+k)n (l+i)-n J 

• (l+i)0 

i - k 

s.. ( l+i )n - ( l+k )n 

i - k 

( 49 ) 

Monto d" unn anua.lida.d cr~ci~nt~ 
en Jlrogr• oi6n ge omttrica. 



11.- /JIUALIIlADES V J.l!IABLES 

Otro tipo de anualidad•s eon las variabl•e, s• llaman así porqn• lo• 

pagoe peri6dioos qu" se bac•n eon diftrentea y no tieon•n ninguna re­

lación ni aritmética ni goomitrica •ntro si. 

A oontinuaei6n et obt•ndrñ t>l valor pr•et>nt• de una anualidad varia -

blo. 

_µ, )1.-n.,_ µ..,,., µ .. 
¡ j T T t 1 t 
o 2 3 n-2 n-l n 

Considorando las primorae 1 eogundae difo1'9nciae 1 tomando en cuenta que 

una diftroncia •s .i resultado do roetar los siguionhe ttrminos 

A ~ i • )J. i+l - ).l. i , dorid• i•l,2,3, ••• n, pn dond• n re •1 nú-

mrro dt pagos que ee baoeon • 

.l continnaoión .ae tncontrara.n las primeras y seigundas dif't>r@lncias gr~-

ficamt>ntf'. 

( 50 ) 



CRAF I C.AMSNTE 

Ahora tomando lo. prim•ra. dif•r•ndiu 

Afl1•p2 -µ1 

t:.f2ªJJ3/12 

Af'.3 • .f 4 -ji3 

dnptjnndo }Á 2 •A)-l1+J-11 e Ji' 1 (A +l) 

dosp•jando }I 
3 

•Ajl ~+J-1 2 • J' 2(A+l) 

doap•js.ndo p 4 • ~} 3+ y 3 • J' 
3

( A+l) 

(. 51 ) 

(l) 

(2) 

(3) 



S11at1 tu.r•ndo }J--
2
•jl.

1 
( /;. + l) •n la ecuac16n (2) 

2 j-J.-
3
•)1- 2 (A+ l) • jJ.

1 
(A+ l) (A+ l)•jL1(A+l) 

Por lo tanto: J.l 3" )Á-1 (A+ 1)2 

S11sti t11y•ndo }J.
3
• )l.l ((:, + 1)

2 
•n la ocuacid'n (3) 

HD.ciondo oeto d•carrollo oon loo dom.ta tlr1111noa y s11st1tuyondoloa on 

la fc5rmula para PncontrRr ~l valor prl9ee-nt• s• ti•n" qUtl 

Tomando a - )J-
1 

V como factor común. 

• P..1v G + (l¡+1)v + ('1+1)2r2 + ••• + (t.+1t-:yi-2 + 

+ (A+l)n-lv"-1] 

Por sor una progre si6n go omltrioa do razd'n 

1J V [1 - (.A +1)"v"] 
• r l LJ.· - e .11 +1)v 

( 52 ) 

(A+l)V: 

susti tuy•ndo V• _1 __ 
(l+i) 



d [
l - v" ( A ... l)" l 

V li'J i • j1 l (,k'+i) - (/+/l.) -

•P:-_1-v" }J-1 (A+l)º (I) 

i - /l 

?•ro como sabtmos qut i: 6. • (i- ti,)-
1 y dosarrollando por •l t•o­

remo. del binomio s• tioe-ntl 

!hora 6UBtitu.Y•ndo (1-A ¡-1 
•n (IJ 

+A 2
11 ,, 2 11 vº r1 - u ,... n+l + ••• 

( 53 ) 



La fór:nuLa del valor pr~eentf!I "ncontrada ª" nplioa a una sl!"ri" de pagon 

que no aon igualf' a. 

En t"l caso d• una anualidad unitaria, •n donde a• hactn ;iaaoa o.nltarios 

por p•rfodo, y aplicando la f6rmula obt•nida noo da lo ai¡¡uitntot 

Como se observa loa d•máa t•rminoe son "cero .. , E> ato er de-be a ·qa• lae -

primf!lraa y sl!'gundas dif'erf'ncias son igu:alf!le a cpro. 

Eot• resultado obt•nido nos da el valor presente dt una anualidad v•nci 

da unitaria pagad•ra duran U ··n P•rÍodos a UZIR tasa i de int•r<'a. 

1-Y' - O.:m1 
1 

( 54 ) 
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110!/TO Dli: UNA M.WiLillAD V ARIA3LE 

Partirtmos deil valor prts11ntei d• un~ anualidad variabl•. 

Por la rolaci6n 1 sñ] i - (1+i)" añf i 
.&plicandola ton•mos1 

r. J [ 11
1 - )l l vn +J; 

11
1 -Á ll n+l v" 

(l+i)n lvqñ'ji • (l+i)n :- 1 n+ r 1: 
2 . 2 "] + /J. fa l - A j.l n+l V 

.1 13 

Por.: lo truito• 

V ª-n¡1 • 
{1+1)n}l l - )J. n+l + (1+1 )n .ó}l ¡ - /j. )J.. n+l 

12 1 

+ 
(1+1Jn A 2 '1 i - ll 2 11 r }'l. n+l 

:1.3 
+ ••• 

+ 

Como •• obaorva o&lo ee mdtiplica por .(1+1)n (vG ñj
1 

) y •• obti•­

n• tl monto Ce una 11.nualiile.d vnr.iablt. 

( ~5 ) 

+ 



CALCULO JE LA ¡¡;;¡;TA 

Para ent'ontrar ln r~llta. por ¡i~ríodo aolo basta deepP.jar t'n la. anualidad 

ya s•a con uwnto o valor :;ir"'oentf' como aiguPI· 

J. • n (J.;11u Do ap• jando el Urmino R. 

n" -'--Q.."1iJi 

S" R Sn¡ i Fórmula d•l monto. 

n-_s_ D.ep•jando •l t~rmino n 
5
ni i 

Como so obs•rva para •ncontrar la r•nt& por per!oda a6lo baota deeptjlL1' 

con simples pasos alg~braiooe dP l~s fdrmulaa vistas arriba. 

Tambitfn se puPd.4-o -decir. que la renta no eolo es anual, puede ser sem•atral, 

trim• stral, bime etral, etc •• 

( 56 ) 



1).- CALCULO DEL TElll·:IFO "n" 

Para. •ncontra..r ~1 ti'rmino "n" o º"'ª "l núm"ro d"' pagos d" lA anua­

lid'\d con la que nr •eta trabnja.ndo 1 seo pue"dttl utilizar <loa mito -

dos uno "'º por logaritmos y t"l otro utilizando lnn tribla.s d" monto 

o valor ;:ir"stnte y una "cuacién dt vel'3r. 

A continuación u:tilizar,...noe "l mltodo df' logaritmos para "ncontrar 

t'!l til!'mpo "n"• 

A. n01!fi AR (
1 
-/ 

!• i-v" 
R i 

i ( ! ) - l • -v" 
R 

~- l - 1 ( A 
R 

(l+ifn • l - i e! ) 
R 

n 
En t Gtt en El!l lp ~tnualid&.d -

"ª Vt"ncida p~ro pn'°de e!'r -
antiei::,inda, diftrida o varir. 
bl.. -

l'.ulti}lieanrlo por (-l) y suatituy•ndo vn • c1+1rl! 

Sacando logaritmo 

-n log (l+i) • log [1 - i ( ~ )] drs;>I!' jnndo f'l ve.lar d~ ''n" 

n • 
log [1 - i ( i ~ 
- log (l+i) 

Dond~ loa valor~s Uei At Q1t'\ 
1 

, i ~r R son valores convoidos pan:, 

poder obt•n•r ol logaritmo. 

( 57 ) 



Ahora uolo 6l" eustitu.yc-n loa vulor!'B dt A, R, i ya qu" son valo­

reo conocidos, at hactn las o;:itracion~s 1'."l•mtntale-a de suraae 1 rea­

tas y multiplicacionte de tal rn~nc-ra qur s' simplifiqu• la •cuaci6n 

poetrriormtntt st sacan los logaritr.i.oa 3 se obtitnf' tl va.lar dr ºn" 

QUP vi~n• oitndo rl núm•ro dt pagos peri6dicoe dt la. R.nualidad. 

Ahora si st 11.uiert obt"n$r t"l titimpo f'n m•sel3 y días a. la parte 

fraccionarb. del valor de 11n 11 et multiplica por 12 para obttnt-r tl 

númrro de mtaes y :para anber el núr.1eiro d~ días a la parte fraccio­

naria d& dondt se obtuvo loll mtaeos se multiplica por 30 y así a• -

obtiene el número de días. 

li:l otro inHodo do interpolaci6n consisto en d•ope jar Qñl 
1 

o 

S ñ1 
1 

d" acuerdo al probltm.:! auf' st f'Stt ruunr ja.ndo por ahora vtr! 

moe f'l caso eon tl que tenemos S ñl 
1 

d• op• jan do S 1IJ i 

eupongamoa que -.!! • X 
s 

donde X e a un valor conocido 

Como 11 valor d• X "e conocido t1ntoncee buscamos fin tablas en la -

columna corrf'aponC.ieonte a monto S ñ1 i con una taca de interis 11 1" 

conocido., tal qu" dicho valor de X epa i,guul o ceorca.no al valor d•-

slfli. 

a) Si el valor do t~blao es igual a X ontonc•e en el mismo rongl6n on 

la colu1.ma dondt ª"' "ncuentra •l número .de petr!odoe "n", v~r,mos a­

f'lUtt valo1· corrE e:i)onde y let áer.í el v:;i.lor q11~ buecamos. 

( 5b ) 



b) En rl caso deo qu" eol valar "n tablns no coincida con tl valor dt 

"X", entoncf'a et' f'acogt eol valor m<.>nor más Cf'rcano a '1X" qutt lo­

llamar"mos n
1 

y Sf' hac1t una !'cuación deo valor oomo si¡;uf'S 

s • n s""lljl 1 (l+i) + x 

x-s-ns (l+i) 
-ni] i 

Gráficam<nt.i 

n R R n 

r j ! 1 
o 2 

S • R S""lií] i (l+i) + X 

df' ept j1rndo 11X 11 

donu~ 11X" va a aPr tl pago in­
compleoto. 

X 

n-2 n-1 n 

Como se obe•rva ee van a tff'ctuar n
1 

pngos complttoe y un pago -

inoomploto d• "'X" cantidad un ptr:l'.odo d•spuis. 

( 59 ) 



14.- CALCIJLO DE LA TASA JJE IllTERES 

Uno de los mltodoa para calcular la tasa de ir:teri.<'s 111" "ª el mito­

do d• interpolación como a continuación att "xplica: 

A• R d
1111 

d"apt1jando dñl l 

ª1'111 
. ! h;;.c1.~moo ! e A' 

R R 

dondtt A' es conocida porqn• 
conoctmos a A y R. 

Ahora en lf'.s tablas deo met!'máticaa financir-ras en la columna d• la.e 

11n 11 y "n el rt"nglón corr<'eponditnte a una ºn 11 qu~ conoctmoa, busca­

mos un valor igual o cf'rcano en la columna de O~ . n J.', (ID el­
n11 

cai:Jo dl' qu1 s• PncuPntrfl un valor igual a A', "ntonces nos fijamoa-

a que tasa de inttri::: corresponde. 

En f'l caso d• que no coincida el Vil.lar de A' con el vnlor en tablas 

ttntoncee Et toman loD valort.a Cf'rcanos n J."'" uno inf•rior y otro Atl 

ptrior y e• intorpola do la eiguionto llllnoral 

-:~ 
-- 1 1 ' 

1 1 1 

( 60 ) 



Dt apP jando "i 11 

.A.sí a!' f'ncueontra el valor de: "i", nhora sJlo bast11 sustituir loa­

valorre dei lRB anualidadtos n las te.sao d" inteorés 1
1 

, 1
2 

P i queo 

eon val orto e que- sí oonocf'MOs. 

Cálculo de la tasa d• intf'ris 11 1 11 pt'lro ahora utilizando eol monto. 

s • .R s -ni i 

s = § 
-ni i .R 

DondP sí!l
1 

puf'd• str un monto vrn­

cido, anticipado o diftrido. 

Dondeo S"eriu un valor conocido. 

~orn f'n las tablas de Mntpm;!ticas Financieorae "" la columna. dt las 

"n'' y •n el r,nglón ccrrrspondi~ntt. a unn 11n 11 q_uf' conocf'mos, busca-

moa un valor igual o cf"rcnno al valor de S "«"n la colul4na de s-rr¡ i • 

( 61 ) 



Er. caoo d" CHteo Gfll f"ncuoitr<' U.."! Wtlo::: igunl ~ S', er.torcE'a nos :fija­

mos cuiÜ C"D la tana deo inttrin corr•s:ionC'in1tt lit cual va r Bf!"r la­

<:,Ue' bunc&.1noa. 

En caso dt qu~ no coincida "l valor dtt S" con l"l valor f!"n tablas -

Sf' toma. un valor el-roano inff!"rior 3 otro c.-rc:Jno supe-rior y e• in -

ttr¡::ola d•· la eif~uit·nt• formn: 

: _:_ ~ _-_-~ ~~/1 
----~ 

1 1 
1 1 
1 1 

8 mi2 - sñr11 
s 

T.li2 - 5 ñ1 i 

df!"opf!"jando "i" . 

sñli) • (12 - i) (sr.fi2 - sñli1 

(S 1rJ i2 - S ñl i ) 

(i2 - 11> ( 5m1
2

- 8 ñt1 J 

s - s 
ñf12 -¡¡¡11 

( 62 ) 



2a. P 4 R T B 

Bata H811%1da parto de la tóeio conoiote en cl4r algunaa aplicacio'." 

nea de loa conceptos ante• Tiat•• con reepecto a anualidad•• oi•r­

tu ecluente, pala lae anualidadu oontin~ntea son actiTo de 

otro estadio .. 

1) 4mortizaci6n. 

2) Ji'ondoa d• .lmortizao16n. 

3) Bon ... 

( ú3 ) 



AMO!fl'IZACI Ol! 

En la actuQ.lid&.d una. forma d" liqnidar dt>utlae contraidaa yR. s•a por 

préstamos l!n •ft1oti>Jo, hipottcttrioe, compra d• casa, ttrr•no, maqu!_ 

naria o cu.;.lquif'r otra bitn •a utilizando t"l proct>dimitnto dt Amor­

tización ol cual conoiah •n ir dando pagos ;>.ri6dicos •n donde -

e• va abon,wdo una parte de capital y otra pa.rtt" de int•rP'e i1asta -

qutdar liquida.da la deuda. 

J. continuación º" •aplicará ton queo consintl!' t"l pr0Ct"di::iir:1to dt 

Amortización y la •laboraciÓn tl• una tnb1" d• Amortiz"ción on la 

cual ar va a rrgiotrar •l núm1re d1 pag1e, "l pago, que Pt".rte d•l­

pago oorrospondo a capital y qU• part• a intoróo, •l capitol inuc­

luto • cap! tal QUl" !'lt dtbt y el capital total P•cado. Sabrrnos qu4'­

tl valor presente o valor actual de nul!'stra d•uda t"bl 

A.hora pasando un tiempo •l cual va a s~r peoriótiico ya Petnbll!'cido,­

loa intfrttsts qu• va a g•neorat• la d•ud3 son: 

(1-v")Ql-v" 
1 

int"r;c:. contttnldo ttn 
•l pa¡;o. 

A.hora como la rtnta o pago pf!riódico va a Ef'l' unitario para mayor -

facilililid, podeimoa dtcir qu• el pago m•n•e •1 inteirls contenido tn­

f'l pago t"B igual al capital contenido •n el pago. Entoncl!"e: 

CC' pitP.l contenido "'n 
•l ¡:=.go. 

Una vez cnlculadtt f'l cn.pital conler.ido rn el pngo, t"l c~pit11l qut Ee 

adtuda VA a ser, la deuda inlciRl r.ieon?s ttl c;q,,it'-.l ;>r..r,ndo que viene-­

sieondor 

( 64 ) 



d - v" • ( vl + v2 + • • + vn-1 + v" ) - v1' 
ñ] i 

- vl + v2 + v> + • + v:.-1 a 
• ñ=I] l 

Eatt procfldi:nifonto e• reinl i::a c::uuttoo.i pagos flt' l~aganJ ilbCrR la .for­

ma f'n qu" ut r1¡;ietran loo datos obtttnidoE' st lei llama tabla d• -­

amortizaci6n. 

A continu;.;.ci6n f't rlaborsirá: un:t t11bl11. d• nmortü~ac1cSn CC'n pagon uni 

tarloa. 

No. J.• Ca.p.Inaol. wl Int--rPa t"'ont,e-n Capital cont. total de 
par;o. princ. ptor'.I odo ,.¡ 11ngo. •n o l pago. cap.pngado 

l Cl -1-v" 
ii]i -1-

t(\, -1(1-v11¡ 
ni -

1
-

l-( l-Vn ¡,,y" qiil 1-0.. .. =rli 

-1-v" • vn 

2 a - v"n 1111 i d,;::!J i - dñ] i -añ=21 i 

·On--r¡ i i (1-v11-1 ) • l-(1-vn-l )• v" n-1 • +V 1 
~ 1-v"-l - v"-l 

t d n-lt-ill i 
l-Vn-{t-l) y"-{ t-1) v" + .¡•-l + 

••• +v"-c t-1> 
. 

ªT]i •V 
n "-l n l - V V ·1 +v-· ••• +v 
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FO!/DO DE A:.:ORTIZACION 

Como ª" nabto loe activos fijoa ti"º"º Ue-pr"'ciacioner. ;¡flo con c.ño, de­

bido al uao d~ cada. uno deo A·ll•Je; ·l1;vJ, i:l primf'r Rao er tif'nt la m~ 

yor d•pr•oiac16n qu(I! !'In loe años uiguirint~a por tal motivo Bf' crean­

fondoe d• dtprtciacicSn pnr:i qufl ul final dt1- los "n 11 nños dt" vida -

probabl• del activo n• ttn({a la cantidad 11luponibl• queo e• d•precicS­

"'1 uctivo. 

A continuaci6n •• nplicnrá •l mótodo do fundo do &lllOrtizaoicSn qu• -

ft-B utili?.ado con mnyur frrc·t~J1ci11 qui· otros m{lo:lon. 

'l'ambi.:n e• p1i.d" vr1r como oi f1tftra nn fonrio de l'ho1·ro, aueo al a• con!: 

tru.yfl uua tabla deil fondo dt nmorti.:nclón uei l!'tttd~ obcf'rvar f'l aum•n­

to ¡:ttri6d1co qutt vn ttinitndo dur"'n tf' •l ti~mpo q11" ur hnc"n lou p1J.goa. 

Al i'ino.l rt"l primt"r año e• tf'nd.t·ñ un fH•tGO R rn t-1 t'onllo t-l cu11.l coin­

cidirá r.on el incr,..rat"nto y "1 imi1crt" dttl fondo nl finnl deol pttr!odo 

R· RSn 1 • 

Al fJnal del f!l•,~undo 11:ño ett tendrá un e.umtnto d.C" int"rr'u c¡u• vi~n~ -­

eitndo Ri más !'l dt-pÓrdto dttl srt-;umlo 11ño R qlu• aumadoe Ri+R vh­

nen f!lit'ndo rl incr!'DJ!'n1.o i;.l fundo y eol i1:iportf" flual t"O "l incrrmen, 

to md'.s •l importo utl •uio antorior IU+RtR• R(l+i)+R• 11((1+1) + 1) • 

R(2 + i)• l!~i • 

Al final del torc•r aiio
2
s• tondrá un aumonto do iutu·o!'s 1!(2 + i)i • 

S ( l+i) - l 2 
R 2\i (i) • R ( 1 ) 1 • R ((l+t) - 1) , torr . .'.ll1Uv en C1<•nta-

qufl cr hace el Üt"p~olto pt'riódico t"ntonct"u eol iIJcr("m"nto vieont" sif"ndo 
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R ( 2 + 1)1 + Bm R (21 + i 2 + l) y •l im;oort• final será .i incremento 

máe •l importe final d•l período ant•rior R(2i + i 
2 + l) + R (2 + 1)• 

R ( 3 + 31 + 1
2 

)• R 51J i 
Y Re! cucceivam~nt• se va elabor1mdo cada rtngl6n de la tc.bla • 

.l continuao16n se elaborará una tnbla d• fondo de amortización para -

mejor aprecinc1ón de la misma. 
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'l'ABLA Di .PONDO Jlli: !llOBTIZACION 

Aum•nto do Dopo- Incr~mPnto al Importo dol fondo al 
int•rie. cito. fondo. final dol poriodo• 

l o R R R• R s111 

2 lli• R STJi (i) Ri + R + R· R(2+i) 

•R [~)-1-iw R1 

R Ri + R 
• R s2] i 

3 R ~ (1) R (21 + 1
2

) + R R (21 + 12 + l)+ R(2+i) 

.a ~1+il 2 
- l}~ 

-ll(2i+i2 +l) 
• ¡¡ (3 + 31 +i 2 ) 

R 
~· 

• R SJ!i .¡¡{21 + 1'i) 

. 

. 

t R S'Wj i (i) ¡¡ 
R + R ~=Iji(i) R ~i 



BONOS 

Un bono ea un dooum1nto por •l cual se ti"nt qu• pngart 

l) Una 1uaa t'ija llamada valor do B•d•nci6n •n una :f•cba :fija llamac!D. 
focha de Ilod•noicfo. 

2} Pagoa poriódicoa do interoe11 hasta qu• eo llohuo a la :focha do -
llt'denoión, 

!Jn bono debo ttner eepooifioado1 

1) Valor nominal. 

2) 'l'au dt inter•e teptci:ficando ei •e e•m•stral 1 trim•etral, m•neuaJ.., 

3) Pecha de rod•noión o 1'•oha dtl pago d•l bono quo goneralm•nt• •e­
•n una 1'eoba do pago de ~nt•r•1eo. 

4) Valor dt rtdtnción 1 en ol caao qut •l valor dt r•d•nción y el v•­
lor nominal aoan ig¡ialte •• dice que te r•dimibl• a la p.,r, on ca­
•• contrario el valor d'" rPdtnci6n a• 1:cprPea como un porcf"nt&jfl­
del valor nominal. 

S.a1. 

1'• Valor nominal. 

O• Valor de r•d•noión. 

r• Ta"" dt int.róe po1• ¡iorÍOdo del bono. 

1• To.ea do inttrle dol invoreioniota por p•r!odo, 

n• Número de pagos o por!odoe d•edo la compra baeta -
la 1'eoha do r.odención. 

¿ oontinuación et explicar& cómo •ncontrar .i procio do compra do un 
bono en una f•cba dt pngo de intertsea. 
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P Nr Nr Nr 

o 
'j 

Ftoha do 
compra 

Nr Nr Hr Hr+C 

2 3 n-1 n 

t 
Focha de 
rt>d•no1ón 

St tratra n la focha d• compra Jtl bar.o todoe loo p•uou p•riÓdicoe -
inolu,yendo ol qu• a• paga •n ln fecho. dt redtr.ci&n máe el p.>go d•l­
bono en la !ficha de rrd~nclón. 

p Nr 

t i 
P• e 

!Ir 

I 

P• Prrcio de compra. 

llr• Div.idtndos 

llr Nr !Ir 

I í I 
l 2 

c1+1tº + Nr Om 1 

}Ir Nr Nr 

i i i 
n-2 n-1 n 

Prtcio d1 com}>ra de un bono. 

En el ca30 df' que:- et oompr• un bono en donde- no coincida con ur.a fe­
cha do J>".go do interesoe, •• calcularlÍ tn un ;itrÍOdo de pago dt in­
ttr•e11 ant•rior a la fecha d• compra y ee llevarl con intPr•u nim -
ph " la fecha de compra. 
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.l continuación se •:r;illc~rá gr:.ficamont•. 

Fr Fr Fr Fr 

T 1 L 1 I 
2 

P
1
• e (l+i(n + llr (;?ñp 

llúaitro d• días do la focha d• pseo do 
l' • P

1 
( l + 1 intor•e•B n ln f•cha d• compra. 

Num~ro d~ d!as a~ ncu~rda a In taoa 
de lntf'r•s que ª" ma.nejf!. 

Pr 

T T 
n-l n 

Un l>ono u comprado a pr•mio e1 ou pi·,cio de compra (P) •B mayor ~u. 
ou valor d• r•donción (e) :¡ •l pr•mio ou P-C. 

Un bono •~ comprado n. deocnttnto ai nu prtcio d~ oompra (P} ~o m<!'nor -

qu• uu valor do rodrno16n (C) y •l doscuonto •s C-P. 

Sl vltlor en libroo de un uono •n cualquier focha os la cantidsd invor 

tlda •n tl bono •n la monoionada focha. 

lill valor •n libroe de un bono •n lR focha do pa¡;o do intor•s•s vi•n•­

eiondo el :ireoio d• compra en la focha del pago do int•r•eoo y •l "!! 
lor •n libros de un bono •n la focha de redonci6n os •l valor de ro­

d•noi.Sn. 
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SSRISS lJE llOliOS 

A continuación sei f"X~licl'.rá cómo ar obtien"' "'l prl"cio dti compra de -

una seoriP de bonos e>n dondeo rl valor nominal ee igual al valor dr re­

d•nción. 

Ej•m:;>lol 

Una serio de bonoo d• 30 000 con divid•ndos del 'f1, nnual conv•rtible 

sr-mPetralmrnte- Bf' van a rPdimir a la par df'I la siguient11 forma, con -

una taoa do int•rÓa dd 12 'f., .>nual convertibl• seraeatralm•nto. 

5000 •n 5 ai:oo 

10000 •n 10 nños 

15000 •n 15 años 

5 ººº 10 ººº 
1 

15 000 

T 1 T 
2 4 7 8 9 10 ll 12 13 14 

s~ rncontraran treos pr"'cios d" com;>ra, como si f'utiran tres bonoe,re­

diraibl•s •n di:fer•ntrs f•chao, utilizando la siguiente fórmula• 

P• ·e (l+i)-n + !Ir Qñf :l. 
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ººº (1 06. ¡-10 
25 a +. + 2 ro¡ .06 

)-20 
P 2 • lO 000 (l+.06 + 450 C\m ,OG 

-30 
p3. 15 ººº (l+.06) + 675 ª301.06 

lntonoee fl ;:>rPcio d' compra total v,.irneo eieindo la suma total. 

p •Pl+P2+P3 

p • 24,630.41 

Bn 'ste caeo ª' eoncontró e-1 precio deo oom.i)ra cun.ndo loe bonos ee rtdi­

men en tres feche.e, P"rO en eil caso de que ª' redimf'n un número mayor -

d' techas serían mucho ·yor los ctíloulos por lo qu' ceo busco la man,ra 

de simplificarlos y e• di6 ori¡¡en a la Nrmula d• l!akeham. 

Utilizando ~l •jorcicio ant•rior ll•gar•moe n la fórmula d• Ma:C•liam que 

ser4 la q1ie utilizarrmos en lo suceisivo ein reilacidn a series de bonos. 

ll • O reidimibltt a la par. 

g • ·r tRaa de loe divid•ndoe 

n,_ l'1 
P2• C2 Vi + C2g ·v.fñl 1 

P3• C3 ~3 + C3g Clill 1 
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Si hné"moa qlles 

e. t=c 
t•l t 

P6rmula de lakebam • 

En t"Bte cano Sf' calcul6 con ttta f~cbao pttro gf'neoraliza.ndo la t ... l, 2, ••• n 

f•chas d~ r•donci6n d• bonos. 
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Otru for.:.a dP la. obt'nción d" la fórmulR de Mak~ham "ª la aiguil"nt,; 

~ea: 

y 

P n e ~ + cg ( 1 ~ Y,: J 

P n e ~ + f ( e - cv" ) austituy•ndo K y e 

p D K + ~ ( e - K ) Fórmula de llak•bam. 

·.• 
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Fórmula d• Mak•h•m cue.ndo la tasa á• los :iivid•ndoa (g) •a 

variabl"• 

Ahora ª" "XJlico.rá la 1'01·ma d• obtt'nflr "l prt-cio dei compra tltt una or­

ri• do bonos •n dond• le tasa d• los dividondoa (g) os vario.bl•· 

l'. Fórmula. de MakebarJ. 

!lata fórmula s• nplicer:fo ciiroctam•r.t• si la tasa do los di vidrndos gl 

fueora conatantt todo el ti"mpo como ee vió antfriormrnteo, en todo caso 

erría co1~rflcta pt1ra los primeros n
1 

años, para loD sieulent~e (n
2
-n

1
) 

años lo& dividondos s•ran ¡;
2
(c-c

1
) , al total do loa bonos ar lt r•sta. 

el poro.u• ya •• r•dimioron •n nl añoa ' pnra loe sigui•nt•a (n3-n2) -

añoa los divid•ndos seran g
3

( C-c
1 
-c

2 
) punto qu• ya a• r•dimi•ron 

c1 Y c
2 

bonos t'n n
1 

y n
2 

añoe r"epectiva~ent"• 

Como la fórmula d• ~!al<•ham calcula •l pr•cio á• compra con divitl•ndos­

g1, eintor.ct"e ar lr titnei quP eumar lae dif•rencie.a qu.e existan C"n cada­

cumbio dt taea dt" divid"ndos por P"r!odo de tit"mpo con reep<•cto n g
1

• 

A continuA.ción ae haré' u.n dl"enrrollo para ll"gr..r a la fórmula df' ?t~ak"bam 

ounndo (g) la tasa d• los dividondos •e vs.riabl .. 
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, ·• 

e c-c
1 

c-c
1
-c

2 -/.'.----c1~c~c3 
...__ ____ .,_ ____ ·----···- - -4- ------

~"1-v-- "2-v--"3 
gl g2 g3 

A= e/{+ e gl dñjJ i + [c2 v~i+ e¡ (e-el) <Q~i -~ i) + 

<e2- 111l (c-e1> 'ªn-ii1 -Oiiíl1'] + [º}{+e1 (c-c1-e2) 
---cr­

cqñili - a°o:Ji) + (g3-cr1) ~ <C1íi)ji -an.i i >J 
3 

Agrupando loe ttrminos tt'nl!r.ioa; 

A= e1~ + c/~1.+ c3v{l+ 6¡ [e Qñjj i + (e-c1) ( Q'ft11 1 - Cl'ñjJ i ) 

(c-cl-c2) ( ~ i - añ¡j1 ) J + (g2-el) (e-e¡> ( Glñif i -

On,p >+ <e3-e1l 03 'º11211 - qñ\Ji >. 

• '\v~'+ 02~ c3v~3+ gl [c~i +e ~i - 0 ~1 - 0P)l(1 

+ 01 qñjj 1 + e QñJ i - e~ i - 01 q'ñ3] i + 01 ~ i -

c:2ctñ3j i + ª2 ~ i] + {¡;2-¡;l) (e-el) (añil i - qñil i ) + 

(g3-e¡l (c3 'ªñil i - añil 1 >. 
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~2ClñJ11 + ª2 qíiil1] + C.v111l (e-c1> <O"il1 - a111 1 > 

+ (g3-g1 > ª3 < Q.1l3l1 - On,-¡ 1 J. 

n¡ n n [ l-Vn1 l-Vn3 l-v"3 

• ª1 vi+ e2yi'I.+ ª/1
3
+ el ª1 ( -f- ) + e ( + ) -ª1 ( + ) 

l-v"J l-v"Z. J - ª2 <-
1
-1-> + e2 ( -f-' + (g2-111) (e-el) ( Clnz¡ 1 -Clñjl i) 

+ (e 3-g1) e 3 <CJ.n;¡ i - q ñ/1 i ) • 

• e y"I + e v"t+ e y"J+ g r Y, - C y"i + C - cvnJ - I'./ + e y"J - IY + 
1 i 2 i 3 i _! ~ l l i i ?l l i /2 

i 

C/~' ·~ - ªl~2 ] + (g2-gl) (e-el) cq-n;¡1 - O-n,¡1) + 

{g3-gl) e3 'º~ 1 - añil i ) • 

• e v"1+ e v"t+ e vr.J+ gl [e--c vn,_ e v~- cv"3+ e v"3 + e vn1 ] 
i1 21 31 T 11 21 1 i1 21 + 

(g2-gl) (e-el) <Qlliji - ª1ij]i) + (g3-gl) c3 <C!'ñ3f1-añjli). 

~ e. v"1 + e vn7.+ e v"J+ gl [e - e v"• - e vni_ ../:J (e-e -e >]+ (g -fl ) 
li 21 31 i li 21 i l 2 2 l 

--e) 
(e-el) ( Clñ211 -Cln,i 1 ) + Cs3-e1) e3 CCl-ñjp - On,¡ 1 ) · 
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. t.º vn.¡, + gl [e_'(-º ,¡ntJ 0 ª 
t•l l i i fu 1 

ti + (g
2
-g

1
) (c-c

1
) ( "i1 1 .e· n¡i 

1
) 

+ (s3-g1> 03 (QñJP - qñtl1 l 

Dando 

3 

c.f:.c 
t=l t 

Suati tuyondo 

y 

CyK nos da la. fórmula d• Make-ham eunndo ge-e vurinbl"'. 
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Fórmula de V.ak"hl\m cuando e-1 va.lo!' dei r!"d"1~ción ts varia.blt.t. 

A continuA.ción sr t,;;llicará la f~rmula. di!' Me.kt>ham cuando t!I laa secrite 

de bono o la tesa de loa dividl!'ndoa "e constantr y "!valor de r"d"nción 

"ªvariable', "eta qui"re dt!'cir que no son redimibl<·c a. la i:1&r• 

Seia: 

P 
2

t:t. Vr..lor nominal que sr vnn a rec!imir "n l!'l ti,mpo n
2

• 

Ptª Valor nominal que se van a r"dimir "" e-1 titm;>o ºt• 

Valor dt rtde-nci6n dt los bonos qllfl se rtdic1tn "'r. 
el año n~ 

A = Porctutaj~ dr más o de rn"nos con "l cual ee rl!'dim"'n loe bonos 
t •n •l año llt • 

.JL_ 

K D LPt (l+ A1> ..f.4: 
t•l l. 
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La. fórmu.la de- Mnk,.ham n" a;>licP.rín ai:-t""ctnm~ntt si toó.os loa bonoo tu­

vi"ran el mismo vn.101• d-:- r"d"nci6n. Como seo abetrva cuando s~ calcula 

1( 3 e solo 81!' tome "n cu"nta. "l ;ir·im"r :;iorc"ntnje di!' rf!"dención e"nton­

º"ª a la f6rmuln di!' ff.nkthnm B(.'I lr tif!'ne ·qu" agrC'gnr las dif"rencis.a de 

loe porcentaj"e di!" lo::; bono!! r;·n el c;,u" ,l
1 

no sea igu11.l a ).r durante 

lae difertnt"s fechnc en qtle- ª" rt'dim"n los bonoa. 

~,(l+}tl Pt(l+~Á¡J 

nt-l nt 

Corr.o et observa t"n la grñficc en tl año r.
1 

ª" rf!'dimerin P
1 

bonos con un 

porcentnjf!' d'" red,nción )..
1

, tr. el año n
2 

se retlimf!'n P 
2 

bonos con un 

porcf!"ntRje de re-dt'nción ,A. 
2 

, entoncf'e al tr:lt'r a ve.lar prt11eeontt "otos 

P 
2 

bonos con la fórmula df' r.;aketmm ya ª" tra~eron con)~'t ;ior lo f!UI!' ei­

;l 
1 

eis diff!"rtntl!' a )..~ ~::xiote una dii'erf'ncie. c:ut- ª"' tiene que eUmf/.r o. 

ln f'6rmula 'ar11. qu" E" encttf:"ntrei 1?1 verdadeoro pr<>cio de compra. 

De ib"URl forma cuando P 
3 

se tra" a valor 11r"et"nte con la f6rmula d" lrla­

kehmn yn se trajo A. valor pri;oc(lnt" pPro con Á
1 

, eontonces la difer~r..­
cia que existe Pntr• }. 

3 
y ,¡\,

1 
st 11!' tient> cuec. oumar a la fórmula. 

En e-1 caso de que- Á.
1

1:1 ). 

2 
• )..

3 
los t~rminos q_ueo eeo nttml'r.tPn se anu-

larían y qll•dar!n 111 i'6rm11la inicial d• Ko.k•hRm• 
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A continuación e• b··.rá Ull dosa:rollo pnr<i obt•n.r la F&rrnuln de 1'\akobam 

cuando "l va.tor de r('d~nción ~s variabl"· 

Pl(1+>.1J 
1 

p 2(1+ Í\¡) 
1 

P 3(1~\) 
nl n2 n3 
Al A2 J.3 

PrimPro ª" obtf'ndra "l valor ;irteente, como si fue-re.n tres f1cbae d• -

compra. 

J.la pl (l+,l) vr• + pl (l+)-1> 0~1 

A2• P2 (i+)-1> ~i. + Pz <)2 -).1Pti. + Pz (l+J.ilsdl'121 

J.3• p3 (l+).l} vr~ + p3 <).3-).1>v{'3+ p3 (l+).lJgQñjl 

A• P1 (l+)._1J'{'+ F2(l+). 1J'1'Z-+ Pp+\Jvt'. 3 + g b(l+¡\1 ) añj\ 1 + 

P2(1+1\> a-n;¡ i + P3 (1+).1JCh31j + P2(). 2-)¡>v;i+ P3()
3
-\J.¿1l 
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3 

A-~1't CH1\Jvr-1:,. s [i"i c1+f.t) - "1 ~~1+}.1> + p2 <1+).1> -
i 

P2(1+¡\ 1JV:: + Pp+\) - r
3 

(l+ \)V~~+ P2 C,\-)1 )Vtz,+ 

p) ( ,\3 -).1 )~J 

3 

... ~pt c1+,\JV(t+ ~ (i\<1+f.1J + 1'2 <1+1\l + p:,,ci+>-1J -

Pl(l+/\lvt'- P2{l+~l)v~?.- Pp+\>v'}3 J + p2 (¡l.2-).lJ y~l. 

3 

A-¡:-Pt(l+ fi_>v~" + ~ [t/t c1+r·) + t Pt < l+ ).1Jv[-t ]+ 
P2 <,1.2 -)iJ~?.+ P3 <,\.j -,\.1) v? 

Su•tituy•ndo por C y K t•n•mos qu,1 

J;stt dreanollo fu~ cru~.r,d.o nolo e-l'.'ln 'l::.•·!B !"chas dt rrdrnción, -prro 

cualqubra qUt" sen rl númeoro ª' lltilizará la fórmula dtt Mak~ham. 
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CO!ICLUCIONES 

In este trnb&jo ae híz• un .. tttdio detallado de los dii'ertntu co~ 

c•ptoe qU• s• V•D en lnttm4ticam 1ina.ncitraa en r•laci6n & ,1nua -

lldadts Ciertaa aol .. •nte. 

Se hicieron dtearroll•s para l?'ncontrar 11 Valor PrC"e•nt• y Monte. -

do las dii'erent•• Anaalid'1dee Ciortao como son1 anualidad•• fu•ra­

de loa l!mitea de tablas, nnticipadae, dii'eridae 1 con ta• anual."'.' 

efrctiva, con taaa nominal, cr•ci~ntts y dtcr~oientrs tn proor• -

si6n ~om,trica y aritmética y anualidadte variables. 

Tambión se nplic6 dotalladamontt la forma de •laborar llII& 'rahla -

de .t.mortizaoi6n y de un Pondo de Amortización. 

Se ar.alizar6n loe d~ertntes oaooe de la Fórmula de Nakeb.,., cuando 

11 Valor. d• li•d•nción ea igual al Valor nominal, cuando la tasa da­

los dividendos (s) •• variabl• y cuando tl V~lor do li•dtnci6n •• ~ 

variable. !n •ate t•ma so puoo más atención para ·explicar detalla­

damonte las modificacion•e que •• ti•n•n que hacer a la F6rmula d• 

lliakrham, toundo como baee un • jemplo simpl• para qutt nos rno.eatre -

mat1mátiGamPnt1 las modJ.ficacionta qu• et tif'nen qur hacer, •.~to ee 

hízo porque no .,. encuentra de esta manera oxplioado •n algi!n otre­

·tr.obajo· da tl ah o ti bro. 

Por último ccnaid•ro qut óet• trab~jo ful •laborad• de tina forma 

simple do "tal manara quo cualquier •studiant• de. la carrera dt 

Actuaría h sea fácil onteliter y da gran 11tilidad como auxiliar tn­

su• ost11dio1 do' t'.atemiticns Jinancioran. 
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