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Presentación 
La proporción del todo con su milad o <le la mitad con el todo es 
tan natural que C'S }í\. primera que debe S('f entendida.. Esto debe 
prc<li:iponl!rHOfl en fíwor del intervalo Je octa.V.J.1 cuya ra.zóa es J : 1. 
J...a 1mídad <>s l<t fuente <h~ los núm1~ros, y 2 es d prinwr número ... 

Si diéscmo~ a leer la e.ita R.Hkrior n cualquiera. que posca cierto conocimiento 
de las Matcmáticns Griegas, probablemente supondría que se tratn. de un 
fragmento de algún tratado musicttl antiguo, pues l"- exclusión de h unidlld 
entre los UlÍtneros, y su función como generadora de Cstos 1 es unn. i<lea 
neta.1ncnte gricgu.1 

Sin en1bargo, e1 texto cita.do pertenece, nada. 1nenos, que al TrauJ.du de 
Armonía de Jenn Philippc Rammm, ¡publicado en el año de 1722! Puede 
objetarse que Ra1ncu.u, siendo m1'1¡;ko. no estaba al tanto dt• la 'novedosa' 
(Stcvin muere en 1620) bienvenida ll la unidad entre los mimeros. Pero 
cuando nos enteramos de su fructífcrn relación con d'Alembcrt, debemos 
pensar que su trabajo era reconocido en el medio rnatcmitico y no puede, 
por tanto, tomarse n la ligcrn.2 

Al parecer R.ameau pretendía, al escribir el pá.rrnfo ci lado, utilizar un 
lenguaje análogo al de los antiguos helenos, emple"ndo, de hecho, principios 
e ideas pergeñados desde la antigüedad clásico., lo cual nos da pie pnra 
preguntarnos qué hay en tales ideas para que perduren tanto tiempo y con 
tal intensidad. 

Se ha mencionado rcpetidamcnk que existe una rebción entre Músicn 
y MatcmáticM, pero pocas veces se estudia con detalle en la literatura, ya 

(·;1 .¡,. 1111a D de utrn lltaH·ria, hasta que~ punto y de qué mmwra se da t.a] t'O· 

nexión. El temo. es discutido con frecuencia ctl loo libro' rlP historia r,enernl 
de las matemáticas ta.a sólo desde el punto de vista pitagórico y de una ma· 
nera superficial. En ese afán de simplicidad, y por razones naturales <le es
pacio, son apenas mencioníldos los trabajos musicales de Arquitas, Eu
clides, Ptolomeo, Nicómaco y otros personajes de lus Matemáticfl-< Grie-

1 Janes (1987) 8. 
1 l!chnholt7. ( 1877) 232. 
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gas. Figuras como hi:i de Aristoxeno, y junto n él otros tc6ricos meno
res de la Música Griega, simplemente no son tmtad>IB. 

Si se habla del Quadrivium (Astronomín, Aritmética, Geometría )' 
!v!úsica) tu.u sólo se dice que tnl asociación se daba en el h.1c<líocvo y no 
se hace hincapié cu el origen griego de semejante idt•a. Según los prejui· 
cios propios de nuestro tiempo, resulta. de cierta ma.nera nn.tural el paren
tesco eutrc Ar;tronomíu 1 Aritmétícu. y Gcometríf\, pero L<¡ué tiene que ver 

In Música en todo esto? 

La idea de este trabajo es justificar y explicar la pn:srncit\. Je la 
Teoría Musical como pnxte de la., Matcnuitica-' Griegas y sus zonas d" in
fluencia, aportando los antecedentes necesarios y extendiéndose en ejem
plos concr<>t.os que vinculen a la ~11Ísica con la.s otras malerín.s del Quadri
vium. Es por lo anterior que la..., secciones de esta. tesis s~ ligan, con1ple· 
mcut{mdose entre sí, pero tratando siempre de aportar razones qrn~ vali~ 
dC'n la indusicln de la l\1úsica entre las cuatro math cmatu grit>gn.s. 

Como punto de partid<>, se prefirió contemplar el aspecto hwnanístico 
del terna, así que la tesis se inicia presentando un panoran1a general de la. 
Música en In sociedad griega, así como su papel en la educación elemental. 
Al definir con precisión el t.érmino Mou•ike, se aclara la distinci6n, que 
se hace más adelante, entre ,;,te y In Teoría Music»l (Ifarmonike). Sr 
describen trunbiéu la Lira y la Kithara, dos de los instrumentos musicu.ll's 
cuyo conocimiento clmilica algumi.s ideas expuestas cu secciones posteriores. 

Harmonike (Capítulo 2) es de carácter más teórico y aporta los con
ceptos nccesa..rios para plantear, en sus términos originales, los prohle· 
mus que se tratarán más adelante: tal es el c'~'º• por ejemplo, de los nom
bres dndo;-j h los intervhlos consonantes gricgos 1 que serñn utilizados en 
la construcción de las escalas pitagórica en el capítulo 4. Se presen
tan trunbiéu lü" .;.;cucb~ d•: Aristoxeno y Pítágoras como las principnles co
rrientes griegas <le concepción de la tcorío. inusical. 

De las cuatro Mathemata al Quadrivium (Capítulo 3) es donde se da 
unidad a las materias trntadas en los tres subsiguientes c1tpítulos y analiza 
a éstas, como parte de un todo qüe se prolonga hasta el Medioevo. En cierto 

vii 



sentido es aquí donde descansa la tesis central de este trabajo; pero por sí 
mis1nos

1 
los argumentos aducidos serían palnbra.s hueras si se les tlespojuru. 

de los ejemplos dados posteriormente. 

El monte ele hes Musas (Capítulo ·l) nos prm-ce el<:! primer ejemplo ron· 

e.reto de unn relación entre !\1úsica y Geometría: pre~ieuta la construcción 
detalla.da de la ebcal11. µitag(;rica y t;u rdaci<.~ll l·u11 d Ilclico11, un i11:.t111-

mento geomt'~tric:o, rararncllt('. mcncimwdo ~·11 los lil1ros d" histori;1 d1 · Le., 111a· 

temáticas griegn.s. 

La Armonía de las Esfora.s (Capítulo 5) diseut(' In con1~xión l'ntre 'ivlúsica 

y Astronomía, ptocurando rcspetíls la exposición del temn en sus término!:; 
originales: sin duda el ejemplo obligado es el mito de la Armonía de lru; 
Esferas. A la expo:;ici(ln drí.sira de Platón, en La R~¡niblica y (•l Tjmco1 se 

agregan la.i; tablas de Ptolomco y Nic6maco, en las t{UC se hacen l'xplícitos 
los 'intervalos 1nusicn..les1 que existen cutre los planetas. 

El Teorema de Arquitas (Capítulo 6) muestra una aplicnción <le In Arit
mética a uu problema concreto de la Música: ln imposibilidad de dividir 
el tono en partes igunlcs. Scnwjnnt.e imposibilidad rie deriva. de ln reln
ción entre la rígida t('orín. musical griega y los supuestos pitagóricos de la re
presentación de las consonancias mediante razones numéricas. Se llevan, 
de esta mnncra, los problemas <le las magnitu<lcs ini.:onmcnsurablf's a la 
Música. 

Por último, un par <le aclaruciones importantes: El autor de C8Üi. tetiÍS 

está al tanto de las recientes discusiones en torno a la cuestión del Álge
bra Geométrica. sólo que prefiere mantenerse neutral adoptrmdo por econo
míR, p~rocon ,·oní'iflnrin, llOr+. notrif'ÍÓn mmlt•rnJ"I r1~;\nrln In ''"<'.'I'n~i"i/m gripr;a 

t!S inucccsariainente compleja.3 Por otra pa.rte, la insistencia m1 la inlro
ducción de ténninos griegos obedt>cc al pro¡x'>sito de plantear los ronceptos 
en sus términos originales, c\•itando de esta 1nanera1 los malentendidos que 
surgen al pre.sentar traducciones que siempre pccau <le wcxact:L~l. 

3 Cfr. Unguru (19i5) 67-114; Freu<lcnthal (IU71i) 180-200. 
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Para cada nueva palabra griega se da la transliteración correspon
diente en cursh-11.s con el objeto de valerse de ésta en referencias posterio
res. Muchas de las palabras introducidas en este trabajo en su formlL ori
ginal, adquirieron con el transcurso del tiempo una mayor riqueza y, 
cuanclo es el caso, un contenido matemático <le peculiar interés para nues
tro estudio. Como lo pliu1tea Knorr: la diferencia metodológica en
tre el filólogo y el historiador de las mntcm•Íticas es que el primero exa
mina en detnllc los textos, pero no saca. a la luz nuevos aspectos ma
temáticos de interés, mientras que In tarea del segundo es la de que co
bren sentido matemático los pa.s,.jes estudiados, sin que para ello sean ne
ccsaria.s traducciones litcrnlcs:' 

4 Knorr ( 1979) 567-ollll. 
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Nota al Lector 

Las notas nl pie de pliginn. pueden parecer cxcesívi:~c;, pero de esta. manera 
se facilita ni lector la húsr¡ueda, en la bibliografía, de datos dudosos o 
intcrpreta.cionc~ cut•stio1rnble:;. 

Las referencia.:-; a olH'as cl:lsicns se hacen siu;uicndo las convem:ioni.·s t'!-'· 

tablecidas en l:1s vt·rsiones autorizada. .. 'i. Cuando eu pie de púg,iua apa~ 
rece: Aristótelc,;, J'o/íti,:a VIII 3 1337'23; nos referimos al apartado 3 cld li
bro Vlll de la Po/úica, página 1337, columna b, renglón 23; nume
ración c¡ue corresponde a la edición estándar ( 1831) de lmnHumcl Dekker del 
texto griego de las obras de Aristóteles. A tal cclic:ión se apega la versión in
glesa utilizad11 en este trabajo. De los Elemcnt.os ele Euclides, se pre
fiere la edición de Heath (¡tH: nparcr.c en la bihlio~rnfía. La división Je 
los Diálogos de Platón a que se hace referencia, en los pies de página co
rrespondientes, es la <ie la tradncricju clP .Jowett. 

En el Apéndice IV se da. una crouología <le los autores clásicos que 
aparecen en ésta tesis, lo que i:;c considera. un buen a.uxilim· para situarse 
en las distintas t~poca.s 1 dado el extenso ¡w1íudo de tiempo considerado. 

Si bien <>H dl•senble, no es irnprescin<liblcposccr conocirnientos de músico.; 
de hecho, lmsta con un ~omcrn conocimiento de la notación 111usical y <le 
los inkrvalos. Quien lo desee puede revisar estos conceptos en cualquier 
libro de teoría de la música 2 como el convcncional 1 escrito por Danlm.user. 

Puede llamar la atención la reitera.da mencicJu de 1'v1ic.hadide.s en lm; pies 
de página. Debe reconocerse que fue un valioso auxillru· en la dnboración 
ele esta Tesis pues, 1'w exposiciones de D~rbera o de \Vinnington-Ingram 
son, por momentos, un tanto abstrusas. 
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Capítulo 1 

Mousike 

En opinión de los estudiosn'.j <le la. i\lú;.;ícn. i•u 1a Anti~na Greria es particu+ 
lo.rmcnte difícil elaborar una historia detallada del terna, pues son suma
mente esca.sos 1us fragmentos que subsisten. En lo que se refiere n ksti
monios roncrctos df' músi<:h t'Srrita, tan sólo se completa. el l'quiva.lente n 

ca.si 600 <.'omp:i..'1f':-> 1 qne rcpn.::i('lltnn a¡)enhs, ccn·a de 15 piezas (o fragmc11-
tos de pici¡_¡s) para un período de .sictl.' siglo:-.. 

Con todo, d pa.noruma no t~:J ta.u desolador corno pan::cc'i pw:s es posi
ble Jcducir cit1 Lo:, lwdi.tJS tl purtfr dr e\'idr.mcia~ arqtt<'ológ:icas tales rumo: 

restos de algunos instnm1entus1 Vh .. 'iO.':o t:H los que aparecen pintura~' rcprc
sentativa!i de la activi<la<l n1usical y, sobre todo, t'Scritos, <les<lc los que trn 
tau i11t.:i\_k11t<\lill1.'li.t.l: el km;.\. h~l.;t~!. !e·~; tr;~t;1d1i~ filo;.;6f1cos tJ teóricos. 

Sabemos de la existencia de un nu'tico co1nposilor Oli1npo que introdujo 
la harmonia lidia.1 concepto que junto con el de harmunia frigia., testifica 
una cierta influencia asiática qllc se remonta al siglo --VIII. 

L1\ lvlúsica fue un dcmenlo presente t'Il la. xnn.yoría de los acto~ ¡)\íblio?s: 
culto a los dioses (ditirambos, cantos procesionales e himnos a Apolo), 
urn.tri1non.ios, funcra.les 1 etc. Los m1ísicos, lo mismo que los atletas en los 
Juegos Olúnpicos, competían en los llamados .Juegos Píticos, con1petencins 
de destrer.a vocal e instrumental en\;,,; que se celebraba la victnri" de A polo 
oobre Pitón, In serpiente de Delfos. 

La 1v1úsica Grieg,a era l;:.bi~·antt.·1itc homofóuica ( i. c. rc111 \lila sola línea. 

melódica), pero Cr<L permitido que cantanu1 do.s o más voces sinn1ltánca.
mente si~n1prc y cuando Io hicic1 a11 éll lWÍ.Sc.nc o n b octJ1.'?.. T_T!1 Ín!-!trH
mcnto ncompañnnte podía llcvnr tma melodía. producicndo1 ya sea interva
los consonnntcs (octava, quinta o cuarta) o disonantes, aunque no se puede 
hablar de algo parecido a lo que hoy l!nmamos contrapunto. 

1 ~;lichaclide~ (ln78) 225. 



Fiµ,ura L /{iflwm. 

Graci<l.'i a las 01rhdf:rbtica:~ propia0 de la lengua griega ésta posee UIHt 

mdodín. propia y un ritmo ba.,,a.do 1..•n la ca11tid1td lk sílabas y acento de 
las palabras, hl'cho que d{'l.1ía sl'r tomado en nitmt a c:u la colllpllSici;m n111· 

sical. Así pucs1 no i!s posiblr 'listinguir entre los rit.mos de la P.1úsicn. Griega 
y lo.s metros de la Poesía Griega. La 1111idad de b tcorírt 1nétrica o rítmica 
cra1 por tanto, d pie (cada un~t de las parks dt~ do;:;1 tres o nuí.s sílaLu.s 1.le 
que se compuut y con que fi(' mide: uu '•'<~n;.¡J) y !l(> el ni1np•í:;. Pr<.~:5entamo~ 

algunos tipos de: metro~ cu su 11ot aci(i11 m11ttical ítdu;J: 

. f--d-r LL) D"c"''""º 

(,--l---L.Ji )l_~d.2). --- r;i;, .•• .,;" 

./j J_/ .l- )'_J_ ,,J ))_) E11d<;.-a,ilabv Sálico 

Alrededor del siglo -V !"J{~ ~C'staH lus inkio;; .Ju b tct,ría 1nusical {lfanrwnikr., 
de la. cual tra.tai:cmos en el apartado signi<•11fr l~ a,..;í como un can\ct.cr nli:h 
definido de las fun1Ht.-, Hmr;kalv:i giicg:~. Se ~1rufia <·ntnn1·p~ "' t1'~nnino 

Mou.sib: (AJ OL'ü i 1~rí) que designa fl trnla,.., i:H¡uellas hl'tes que :-i(' cncucutra.11 
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bajo la prokcción de ln.s ~1asas 1 eu p•i..rlicul:lr la. poesía lírira..1 

El concepto /..fóu,~ikc atiende ll todas aquellns facultndt>~ mwh·ctuales y 
espirituales, y tiene cnmo enmplenwnh) nal11ral, en la cduc;.\C'Í\'m clemcuta[ 
griega, a hL Gymno..'d1J.:e (fq111nf1T1K1j} relativa al dcsarroll<J n.nnónkl.I dc'l 
cuerpo lnmHmo. Agregí111du a 1;~t.as ;H~ti\·id;tdl's b kt:ttu1.1 y la e~,crítura -.;~· 

completan ln..s tnaterÍi.t.-' de c:-itudiu propit~" pHti\ 1rn joVt'n griq.i;o ha.si.a la 

edad de l.\ llÚo.s.1 

Esto JH.1:) llt··;a a mcn<jonar 11n c011o:pto de pec11liar importanr:in: d d· 

ho~ (1¡80~-) que 1:s el car<~tckr moral q11e la 1nú:üca Ín"ipira ai alma."1 Se pllt_'Jc 
hablar del ctho-' de In~ rit.mn.'i 1 c.h: b.c; IlH.:lollía:~, ch· lo...; modos ( t ipn:, de las di
ferentes c~calé:1.S llanll\das harma11iai) t~ ind\l'.-,O ¡de ci1tb una de In .. <; uota.s rnn· 
sical,...~! Como t!jcmplo presE~nta1nof; lus trf's clho.~ di.· ln 1nclopoci11 ( cmnpo
sición nw!r'J<lic;1) tnl y como Ios c011nl1<·11 Ckó11illcs y .i\r:'f';t!rlt•f' Qnintilih
mrn: 

• Dia.~talicon, reln.donadu .:on iu lllitjt,;-,t\l(~~,u :,· b di'-'lH•.'->iri<ln viril tld 
alma, usado por tanto en la tragcdi<l y la i11ci tacii>n <le aclo'; heróicos. 

• Si.stalico11 1 asociado con la humildnd y los scntimit>ntos rm1orost)S 1 

compasivos y benevolentes, 
• Jl e"yclw~ticon, que c01nunica trruHplili<lad y paz al n.lma. Apropiado 

¡mm. los himnos religiosos, cncomios1 consr:jo:-:: etc. 

Si bien es cierto que pn.ra Jos hel<~nos lwmbrc mujical es el entendido en 
las humanidades en gt:nerul, no dcbe1nos suponer que la educación musical 
pennite nctitudes disipa<lns. Platón 1 por poner un ca!JO extremo, suLorrlina. 
Ja Inúsicu y el a.rte en general ü sus concepcionc::; políticas, convirtiéndose 
en uno de los tn<-Ís implacahlt~s ccur-;ores de la antigiicdad.5 

Junto n. Pintón, no podemos dcja.r de mencionar a. Danuin (maestro 
de nní~icn. de tlócrat.esj pw:::. ::.Lb iJGw cr.. tnrnn Hl valor educacional de la 
1núsica perduraron enea de orho siglos, iniluyendo incluso a Arísti<les en el 

' Michaelidcs (1078) 213. 
Aristótd<s, Politica Vlll 3 1337'23. 

4 Michaelides ( l9i8) llU-l l3. 
' s'arton (IU52) 413. 
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siglo +II!.6 Aristóteles, con una posición má.' modernda que la de Platón, 
reconoce que deben ser elegidos con cuidado aquéllos ctho., adC'cuados parn 
la educación musical de los jóvenes: 

Nosotros aceptamos la división de las melodías propuesta. .. <> por cier
tos filósofos en melodías de ca.r<tctcr, melodías de acción y me
lml.ías apasionadas c in:;piradoras, rarhi una f{'niendo, rnmo <'llos di
cen, un modo [mrn;ica.IJ correspondiente. Pero a.fw.dimos c¡11e la f.fúsica 
debe ser cstu<liad<J. 1 no con l<i. finalidad de uno sino de mucl1os he· 
nefir.ios, f'.'i dl'dr, ron vi1'tas en la e1luca.ríún, o purific.-:tción [po
sible alusión a la catársis pitagórica.7] ... la rvlúsica también sirve 
para. el gozo iutclcctual, l;1 relajación, la n.~cre;ición d¡•spués df'l es
fuerzo. Es da.ro, por lo tanto, que todos los modos dchcn ser em
pleados por nosotros, pero no de la misma manera. En la Nlu
cación los modos más exprer.ivos <le! car:íctPr i>crán los preferidos ... 8 

A partir del siglo-IV, hemos de entender Mot'3Íkc en un sentido nnálogo 
al e.le la lvfúsica de hoy día, es decir como un arte cou derecho a existencia 
propia (desligado de h1. poesía) y con ta.rea.s tan ext.C'nsas que surgen serios 
intentos de cla.,ifica.ción, para delimitar h'8 funciones de éstas. Si bien un 
precursor importante en tal empresa es La.'lts de llcrmione en el siglo-VI, 
se cousidemn má.s completas las propuestas por Aristoxeno (siglo --IV). 
Alypius (siglo +ll) y Arístides (siglo +lll) siendo, como sigue, la de e.•tc 
último:º 

• l\·1Ú8icn Teórica 

l. Física 

a A rilhmetikon ( O.piO¡H¡rn~ov) 

b Phi,ikon (<pt•at1:ó11) 

2. Técnica 

a Jfarmonikon (ápµovt1<Ó11) estudia los sonidos, intervalos, mo
dulaciones, claves, etc. 

b llhythmikon (pv8µi¡¡/J11) la ciencia del ritmo. 
6 Michnelides (1978) 71-72. 

Van der Waerden (1950) 93; Sarton {1952) 219; Guthrie (1987) 84. 
• Aristóteles, Política Vlll 7 1341133. 

Michaelidcs ( 1978) 214; Coben (1975) 302-307. 
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e .Metrikoa (¡«:rp<1<Ó1,) la ciencia del metro. 

• Mlísica Práctica. (lla1nadu también educacionnl: 7rO:tÓiVTLrdw.) 

l. C/irc;tikon (xp1¡ar1,,;óu) rcalizarión de la melodfa. 

a Melopocin (¡Ldor.oiiet) cornposición melódica. 

h llhythmn1wciu (pviJ¡,01ro1lo,l ·Jleya.r a rnho' d ritmo. 

e Poee.1ü {;roú1at~) composición musicn.l. 

2. Exagcltikon {€(ll1'/S,ln1<ÓP) ejcrnr,iém musical. 

a Organikori (Op1nr1u~ó11) t~l arte de t.ocar !os instnJmcnt.os. 

b Odikon (i:.·ou,óv) "¡ rnnto. 

e llypukri.til~on (1.'1 ;ro11p1T1f\.Ó11) ar:tnaciún dnunálka. 

Llevando nnestra ntenci()n a la impresion:mtc va.rledud de instrun1cnto.s 
musiculP.8 1108 fornrn.mos una ith:a. dd grado dt> r(•finamien.to de la ?vh'rnica. 

Griega (véase Tn.bln l). Sería drma.c;ilulo t>Ktcnsc1 adf·ntr<wnos en el estudio 
rie todos ellos, a.sí que r.entrart~mos nuestra a.tt:ndón PI\ dos importantes 
miembros de la fl\tnilia. dt~ lh .. '> i..:uc;\!a.s: h J,i.rn y 1<t Kitluira. 

La descripción de la Lirn {figun\. 2) y su varitxlad principal, la. Kithuni 
(Figura l ), (privilegio, lo mism•.> que d A ufo•, sólo de los profesionales), 
rcsult"ará pH.rticul:umcutc útil en lo sucesivo, puPs nos ayudnnt a. visun.lizn.r 
m¡is fácilmente los conceptos que se manejen. Ln. Lira. po:::wín cuerdas de 
tripa, todas de igual longitud y cinplazn.da:-; cu una. co.jb. de rt:~onancia. hcchu. 

de capu.rai<Ín de tortuga o bien <le ma.dcra. Mientras lu. Lira podía ser fá
cihnente so~tcnirla en vi101 111 }{hitara Lle itirncnsionc.-. con::1idcrn.bJemcntc 
mu.yorc:s, precisaba <le .ser apoyadiJ. contrn el c11erpo. Aun curuuío ambos 
instrumeut.os carccÚtn de diapnsón era posible obtener sonidos nrn1ónicoH y 
ligeras vnriaciorn-.s (~IJ 1•l tono 'pnrando' en11venic·11tt?llWl1ll' b~ cuerdas. 

Al parecer, en d si~lo -Vlll, existió u1u1 variedad simplificada de Khitara 
que é.ipcn;i;. tení;:1 PHt.re tres y cinco cncrJas. Para el siglo -VI d número 
se fijó en siete (aunque en ocn:,iorw~ se habla de h~ p1 .::>cn::!n df' 11na octava 
cuerda. agregada, según Nicúmacu, por Pit;í.gorn.s). Finaln1entc, hacia el 
siglo ·-V, algunos innovadores como Phrynis y Timoteo elevaron a doce el 
número de cuerdas, hecho que es testificado por evidencias pictográficru;. 
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En todo caso la Lira heptacorde es considern<la como clásica pues 1 u.1 estn.r 
ligada con el culto a Apolo, es la varie<lad predilecta de Píndaro, Pl[l.tÓn 
y Aristóteles. La afinación de la Lira es un asunto difícil que no ha sido 
esclarecido por los historiadores; se cmrnidera más adecuado tratar el terna 
en el apartado siguiente, domle se discuten ciertas cucst.ioncs de ln Teoría 
Musical Griega. 

Fi~ura 2. Lira. 

6 



Tabla l. 
Instrumentos musira.lcs griegos 

[li¿rj_M (Enclwrda) j Alientos { Em¡mcusta) j Perc~) 
Kithara ~lns 'J'ympana 
Lira 
Pcktis 
Magadis 
Bar bitas 
l'saltcriar. 
PlwrminL 
Trigonon 
Psaltúu: 
Monochordon 
Phocnix 
Lyro-p/Jocnix 
Simikian 
Pandaura 
Hcplachardan 
SkinrfopwJS 
Sparlix 
Nablas 
'.lhpous 
Trichordon 
Epigonelon 
Pe11tucl1otclon 
Elymo~ 

Plagiuulos 
Syrinr 
l/yrlraulis 
Salpinx 
Krrns 

1 Tityri•ws rrnlo.< 
Bomby:r 
Ductylikos 
Calamus 
Pacdikoi auloi 
Di::ygoi <rn.lo1 
Libys aulas 
Niglaros 
!'liotínx 
'J'lttreutikos 
Sporidciakos 

Giri9ros 
l/ippoplwrbos 
Parthenioi 
Pyl/1iko,; aulas 
Tyrrcno,., aulas 
E111balt:rios (J ulu, .. 
Athcna 
~. f ' l l\OC/j¡U,') 

Strvmbos 

i 

/\"y1ubnfo 
/\rvt,1la 
Askaros 
Psilhym 
lJakyliou 
lírcmbalon 
Discos 
I\mupe::iori 
Echr:úm 
T<odan 
Seistron 
Oxyba¡>liai 
lloptron 



Capítulo 2 

Harmonike 

La Harmonike (Áp¡io1111<1)) es una importante rnma dc 1't ciencii. del Melo.1 
(.'! f ,\o<:,. q1w ~<"'t~1111 Plnt6n ronf:ta dt> tn~~ í'kmrntn<:;: In:-; rnl.'\hn1i::;. la nwlndía 
y el ritmo)1 cuya U.Ll'ea priucipn.l es la <le tratar tuJ.u lo t:ow . .:en11eutl.! ;1 la 
1harmonin'. y f'.cpe('iahnentc n 'h. teoría 'le sistl'1nn..<> y chtves 1

• 

Para. otros, cmuo Cleóni<les, H armon.ikr. t:S un::. ciencia t1~l)rica. y pnicticn. 

(en el !'lentido de acción), cuyos objetos <le c~tnclio son siete: los sonidos~ los 
intervalos, los géneros, los !)i~tt:luti..."i, lo~ tm~()~': la 1nodularión y la rne.lopaóo.. 
El término va dcnotn.udo actividades cadn. \'CZ iná.s cxtensa..s. hasta l~ouver
tirse en un sinónimo de ~1úsica tn.l como la entendemos lwy din.; n~í lo ma
ncjn., por cjc1nplo Georgios Pn.chyn11~rt~s, histotin.dor y teórico inusictd bi
zantino (siglo +Xfll): pc:rmitiendo qnc el equívoco tiime carta ele na.turn
lezu. en el medioevo. 

Corno se dijo en el apartado nutcrior lo~ fragnwutos rdntivos a ln Teoría 
Musical son los más abundantes. Han llt:gc.i.du i.\ no:;otro~ n.lgm1os trabajos 
<le Aristoxeno; la Harmonika de Ptolomeo; la De .'vfusíca (!1€pi. ¡wvi;u<ii<;), 
en tres libro:;, de Arístidcs Qnintilianus; la Isagoge (Introducción 11 ia Har
moníkc) y la Scctio Canonís (División del Cm10n) <le E11cli<lcs; y la Intro
ducción a la llarmonika de Nicó1naco 1 tratado que1 junto con la!:> intro
ducciones a la Aritinética, ln. Astronomía y lu. Gcomctríri, c.ompl<:ta su se

rie del t¡uadrivi1u11. 

Los especialistas intentaron analizar unn porc.ión dP. este rrrn.teriul en 
cul\nto estilo, mo<lo, gé11ero1 forma, etc. Sus investigaciones sólo han dudo 
xuo<lestns re::mlla<los, pero con p} descubrimiento de nue\'Os fragmentos lo~ 
estudios parecen promí•t(>dores. El temu. es mnplísimo, sín emhargo para los 
objetivo~ <lv este trahnjo ne lratarri.n sólo los tcnrns rl1.: notaciún, intcrvalo::i, 
escalas y 1-1istemas. 

1 Platón, l,a füptiblíca lII 398. 
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P11ra Ja notaciún de la ttfinadón, onomujia (i'Jvo¡iaaiu)l Jos griegos ''IH
plcabau dos t"i~tcmas, uno l>'"nJ. b m,·,"icn. vocal y otro para In música instru
mental Hny muchos t:~<:rÍl.urcs d~ la a.ntigücdud tardla qut: hacen r~rt~ren
da a tale~ notnciorn~~ 1 siu cn1bargo es Alypin~ quieu h;v::e f'I tr::..tado 1rn\s ex
tenso c11 su L<ia¡;oge IIwusikc (8iglo +III ó +IV). La. notación \'Ocal st· iwsa. 
en el alfabeto jónico y se ori~inó no autcs <lL·I siglo , \' cna.udo fui:.• ii
nnlmenk adoptado l~stc alfn.hcto. La notación iu:::tnmwut11.l 1 ta.rnbíén ul

íab(Sticn, consiste d1! grupos triá.<lícos. Dentro <le t~acla gntpo 1 un sim
ple símLolo rota a trav1:s 1 h· tres posícíom:s indicanrlo diferC'nt.es afina.cio· 
nes. Sin c1nbu.rgo 1 tales simbolos cr<Ul nmLiguüs. l 

Si por gcnu.5 { ¡i11t1..;} se cntícude la díf('rt!lltc dibposkicJn de lm• inten:;dos 
al confonnn.t ttn sistt:rna. cual(111iera de notas 1 tenernos que 1 pnra el gc1m.• 

diat(:mico (d más común por e!'itar cow;lruído con ha.se en tonos y tiCmitonoc;) 
los símbolos utilizados son:3 

Reton1an<lo la. l:ucstjún ck~ la afinación (le la Lira, deja<lu. pendiente en 
t:>l Capítulo 1, podemos exponer eI asunto de wancrn progresiva: según 
Doccio (que atiendt: a 8U ver, n Nicónw.eo) la afinación antigua de la Lira 
se bmmbn en el tetrm.·or<le e - p - G - C1

: 1 Como hemos mencionado Sf' 

añadieron cuerdas posteriormente pero, según los estudiosos, no se modificó 
ln. afinación de las Cu('rdas originales. Así~ para. Ja, Lím tricorde se tiene una. 
afinaci(ln que coutiene un íntcrvu.lo <le quinta y uuo <le cuarta: 

Y pnra la Lira hexacordc, gracias a la inserción de tres notus: dos notas 

2 Barbera (1986) 350. 
3 Michnelide. (197~) 230. 
< l!clntholtz ( 1877) 255. 
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en el intervalo de quinta y una en el intervalo de cuarta, ~;e tiene: 

-~ 15 0 --=:_-----=-_ 
-------e 

Finalmente, hacia el siglo -VI, momento en el qu<J In [,ira adquiere ocho 
t:uenla.-,. l)t.Llü di..::;igwir il lt1:i Ul1\,L--:, :,e ulilit'.aL~111 'ii1·1.1u1k·éJ l.1uw;JJ.1 ·, l ''J'' 

origen se explica por su posici1'.m en la..., cur.rdns del instrun1cnto (véase 
Tabla 2). 

Tabla. ·¿ Ortot1rnsio 

E. Nete v1ín1 = la más baja la nota. más alta 
D, Parancic trapcu.1i¡Tr/ pnSxima al Nctc 
e, 1rite TpÍTJl Tercera 
n, Pammese r.upo¡LÉCJ1/ próxima a. la mese 
,¡, Mese ¡i!ary a la mitad 
e, Li'clwnos >.t.xovóc; =meñique cuerda. tocada con el mcfüque 
F'.¡ P<Jrliyputc 11"0JH11iÓ.Tt1 JHt.'1ximo al h!J¡rntt 
E, líypatc Urrtlrr¡ =la m<Ú:i ¿¡.)t;1 la nota. niM baja 

No es <le extra.ñar que la norncnclaturn rrsultc confusn.: alto y t.rn.Jo, 
según algunos estudiosos depende de la po:-;ic.ión en que sP soste11ía lo. Lira, 
rnientra.s que según otros, en el Oriente Semítico se designaba con10 4sonido 
bajo' a lo que hoy lla.mmuos sonido ngudn o alto, y \'icevcrsn.. 5 

En este pnnto conviene presentar, aunque Sl)lo sea de nwnera. sucinta1 

algunos conceptos que se dnrá.n reiteradamente en el transcurso de este 
trabajo. 

' Michaelides (1978) 227. 
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A la diferencia de afinación o entonación que existe entre dos no
tas (intervalo) se le denominaba dia,tema (<Í<Ó<7Tr¡¡1n), y n aquellos in
tervalos consonantes (en el sentido griego) se les denominaba •ympho
nia (<7V/l\OWVÍ<>) mirntrns que n los disonnntes se les llamaba diaphonia 
(ów<,0w11ia). A propósito, resulta notable unn obscrvacióu hecha por Helm
holtz: 

... la consonancia. es una sensación continua del tono y la. disonan
cia una. intermitente. Dos tonos consonantes fluyen sin turbulen
cias en una corriente¡ los tonos dh;onantcs se cortan uno al otro en pul
sos separados del tono. Est<t. descripción{ ... ] coincide con la vieja de
finición de Euclides: ¡La consonancia es la fusión de un tono alto con 
uno bajo. La di5ommcia es la incapacidad de mczda.r~e; cuando dos 
tonos no se pueden fusionar, entonces aparecen ríspidos al ofdo 1

•
6 

Como sea, se d1u1 a continuación eje1nplos de Jymphoniai: 

• Lu. c1mrta perfecta, diatc,.arnn (li1a rw<7Óp • ..Jv). 

• La quinta perfecta, diapente (füó irivn) 

• Ln octava, diapa.rnn (lúa ira<7wv ). 

• La doble octava, di• diapa•on (lil<; ¡¡,¡., - ira<7wv). 

~~:-~,, 
• La eunrtn compuesta con la octava u oncena perfecta, di, diate•.rnron 

6 Jlclmhollz (1877) 226. 
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(ék étO: - rnraétpwv). 

t La quinta compuesta con la octava o docena, dis diapente (él<; é10: -
11"ivre). 

t4E~=-ª -------e-

Los intervalos n.uteriorcs eran consid,..rndos ronsonnntcs por los pita
góricos pues eran expresados por razones numéricas sin1ples.7 En la es
cuela Pitagórica encontraremos la razón primigenia de ser de la Teoría 
Musical Griega. Rodeado de un halo de misticismo aparece el Tetra
ktys (Tt:rpo:Krú¡;), símbolo de la perfección del número mediante la uni· 
dad de sus componentes: punto, línea, plano y cspacio.8 (Véase Fi
gura 3). 

• 
• • 

• • • • 
• • • • 

Figura 3. Tctmktys. Punto, linea, triángulo y tetraedro. 

Teón de Esmirna escribe; 'cu cslos números [1.e. en los componentes 
del Tetrakty.: l, 2, 3, 4] están incluidoo el diatcssaron '"' la rnzúu ·l : J 
(epitritos), el diapente en la razón hemiólica (3: 2), el diapason en la doble 
(2: 1) y el dis diapason en la cuádruple (4: 1); tod.os ellos completan el 

7 Michaelides (1978) 308. 
8 Guthrie (1987) 28-30. 
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4 'i\3 9 
8 j \: 27 

Figura 4. Lambda platónica. 

sistema inmutablc'.9 (Véase más adelante el Capítulo 4, donde discutiremos 
en detalle la construcción de la escala pitagórica). 

En la teoría musical platónica es posible encontrar restos del phllltea· 
miento pitagórico, sin embargo es difícil determinar el grado de campe· 
netración de ambas escuelas. En el Timeo, al e:qJoner sus teorías cos
mogónicas, Platón hace referencia a una variante del Tctrukty3 pitagórico 
que deberfo ser llamada, con más propiedad, Lambda platónica.10 (véase Fi
gura 4). M1ís adelante (en el Capítulo 5) veremos cómo se vale Pintón de se· 
mcjnnte iustnuncntu numerulógico cu el tratamiento de la Armonía de lu.s 
Esferas. 

El yn mencionado Aristoxeno de Tarento (siglo-IV) es el teórico más im
portante de la música de In Antigua Grecia. Escritor prolífico, se con· 
vierte en la voz más nutorizadn del tema en la antigiiednd¡ su influen· 
cia se percibe aun en Arístides Quintilianus, siete siglos después. La mag· 
nitud de la obra musical de Aristoxeno, en gran parte perdida o fragmen
tada, justifica plenamente su sobrenombre de 'el Músico' (ó Movcrii<óc;) y 
puede ponderarse en el siguiente listado: 11 

l. Elementos de Harmonika, (Ap¡wvt1<a Enxúa), en tres libros, en su 
mayoría conservados, el tratado musical griego nu\s antiguo dP. que se 
tiene noticia. 

2. Elementos dAl R.ítmn, (P·vBµu:O: C'To.:.;a:ciú.)1 dd i.;ué\.l ~obrcvive un 
importru1te fragmento. 

3. De Musica. (!Iepl µovair>~c;), 

9 Michaclide• (1978) 329. 
10 !Ieath (1921) 313; Lawlor (1982) 8:J; Guthrie (1987) 317. 
11 Michaclides ( 1978) 33-35. 

13 



4. Solm• ¡,, Jlfdopocia. (Ilopi µo:.\o:cotía<;). 
5. De los Tonoi.(Il€¡1i róvwl'). 
6. Del oído musical. (fü:pi ri¡<; /J0Vut1oi<; itt<pÚutw<;). 

7. Sobre la UrJidad de Tiempo. (II€pi roti rr¡Wrot• ;.:pól'ov). 
8. Sobre Jos Instrumentos. (IlEpi bp¡ó.vw1,). 

9. De la perforación de los auloi. (ílfpl <>io,\,;,,, rp•ÍUEW<;). 
10. D" los Au/etai. (llcpi ni.,\1¡rwl'). 
11. De Ja Orclicsis 1hígirn. (f!&pl rpo·¡1~1/<; 0¡1;o,:1íacw<;). 

Los intereses de Aristoxeno no sólo se centra.ron en lu Iv1úsicn.. Segt'tn 
Suida.s sus estudios se cxtt:•ndieron tn.mbiéu a. la Historia, lu Filosofía y la 
Educación en general, llPgnnclo a completar un total <le ... ¡453 vohímcncs! 

Ln mcncic''m de Aristoxeno e:; importantf' pues son <los las corrientes 
de pensamiento en pugna con n·specto a la Músir.a: la pitagórica y la 
aristoxeni1u1a.. Las carackrísticn.s propias de la prirnera qut•dan clAra..mcntc 

compendiadas en ln.s palabra' d.: Plutarco, en su libro De Musica:12 

Pitágora:; t•l ~;d1in des:-iproh:iha. el juzga.r la ?i.t\isira 11u·1\ia1d.~· Jw, :-.en 
tidos; la virtud <le este itrtc, éJ decía, ha dt~ ser percibida. por C'l in
telecto [espíritu]; consecuentemente él no la. juzgah<t mediante el sen· 
tido del oído sino por la lrnrmonin proporcional. 

La escuela nristoxcninna, por su parte, si bien c:onccde hl intelecto la 
capacidad <le discriminar las funcione,, <le los sonido•\ confín. nl oí<lo la 
percepción y juicio de éstos. Alumno <le Aristóteles, Aristoxeno hcredn de 
éste el rigor de la lógica inductiva, la ctrnl pretende conciliar con la evidencia 
empírica; así, aparecen serias divergencia.s con los principios pitagóricos, 
como lo atestiguan los a.serlos del propio Aristoxeno: 

Nosotros intentamos obtener conclusiones ac:orclcs con los datos, PH 

oposición ~ los teóricos que nus han precedida. Algunos de ellos 
han introducido puntos de• \'ista rompl<•tantí'lltr> ajPnO.'- rt1 f Pfll<i y r"" 
pudia.do lu. experiencia. sensorial como imprecisa¡ de aquí ellos crea
ron causas inteligibles y postularon que existían cforta.s mzu11c:.:. cn
ir'e m.íme.ms y uclocidades de las cuales dependía. la afinación d~ 
una nota. 1bdas estas eran especulaciones complela..ttll!ntc a.jena.s al 

" Citado por Michaeli<lt-s (1078) 215. 
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tema. y a.b&olutamcntc contrarias a. las a.paricncias. Otro~ renuncia· 
ron completamente al<u. razol\es y argumentos y proclamaron ~us aser
tos como si fueran dicta.dos por los oráculos; a.demiis tampoco a.ten· 
dieron suficientemente a. los da.tos. 13 

La teoría aristoxcnimH1 re1:mplazn. la austera concepción aritmdica <lP 
los pitagóricos por una vi~ión que <la plena confiauzn. a los dn.tos percibidos 
por el oído. Este punto se confirma con la opinión de Van .Tan, e~h1dioso 
de la Música Griega antigua: 

En su Jlarmonika !Aristox(.'!nol no investiga e1 origen del tono, ni se pre
gunta si cm un rnímcro o una velocidad. El oído necesita sola
mcn te escuchar i.;in prejuicio la altura. de los tonos¡~¡ nu~ Uiri con ..:er
teza. cuáles tonos armo11iza.n entre sí ... Su tiÍstemt\ se ba.sn. en las cuar
tas y Jas quinta.s que son f:ici}mente pel'cibidas como consonan· 
CÍ3Ji y1 sin prc¡;unhr'>f' c1uílr!i son los rownt:s 1rnmén'ca.'i subyacen
tes, era capa.i de determinar a. partir de aquélla.<i lus tono¿, ;;emito
nos1 etc. 14 

En concorchmciu. con este espíritu, se plantea la gnml}. de afinacio
nes como una línea suceptiblc de infinita __ ., subdivisiones. Así, es posi
ble producir un P..Ümero infinito <le inten:alos, aunque 1 el intervalo n1usi
cal más pequeño es el die3i.! enarmónico o cuarto de tono. La. apürcntc con
tradicción se rchuelvc de in111cdinto ~1 atendemos al p}ante¡uniento origi
na.! de Aristoxeno: 'la. voz no puede diferenciar, ni el oído disni1nina.r, cunJ. 
quier intervalo más pequeño que la dicJiJ'. 15 (En el Capítulo 4 se trn
turá con detalle de qué mnnera aparecen scmejnntcs intervalos). Para ce
rrar este paréntesis sobre la polémica pitngórico-aristoxcnia.nu., cabe resal
tar que la discusión prosiguió candente, »l menos, bnsta el siglo +Il en 
que Ptolonw<"l, rttte si bien coincide con Aristoxeno cu ciertos puntos, cri
tica a éste pur Hl faltn de lrn~"~ mntl·m<í.l1ens y ·m t•111pilid:;mo '.'!. dtl-an1.;t. 16 

Pero, retomando a los uspectos técnicos, en la JI armonikc d blo
qnc de construcción fun<la1nentul de las escalas hcptn y octacordes, era el te~ 

13 Citado por Szabó (1978) 113. 
14 Szohó (1978) 112. 
" Michaclidcs (1978) 81. 
16 Cohcn (1975) 302; Michar!ides (1978) 2i9. 

15 



trachordon (rtrpá;.:op6ov), ensamble de cuatro notas contiguus formnndo 
una cuarta perfecta (obsérve->e que dialCJ."1ron significa literalmente 'con
sonancia a travPs de cuatro cuerdas', de Ja Lira, S(.• entiende). Ahora bien! 
son tres los g(;ncros de tetrl\cordcs: 

• El diatóníco1 4ue consta de tonos y semitonos: 

~~i;fol~-91~~-d:-~b~~-~ 
• El crorrnítico1 en d que apa1cce 11 n iiiten·alo <le un tono y medio: 

~~-o:~~i.J~-0t~~;i~~ 

Las notns extremas dPl tctrncord~ f.(' consideraban fija.s y la coloca
ción de las dos notas interior~'.-} 1wJvileB e!'taLlcdall d !l';nuj del tctracor<lc. 

De acuerdo a \~uios teóricos de la :\¡¡tigiiedad, un Jy.•lr.ma ( ava r~¡u;) 

es la unión de dos o má.'i int.ervnlos; en particular, la unión de tres no
tas o trich(Jrdon { rp1,v.o¡>bot1) e':-; uu .~y.~tt:ma., como tambil~n l(J es un tr.tra

chordon. S..: obticnl'n sisten1as rnú.s gnu1<les combinn.mJo tetracordcs cou
juntn. o disjuntamcnte. Los tetracordcs conjunt()s ru1upurtcn una nota y se 
les lla.mtt .'fynemm.cwt (conju11tos), y dan lug<n a un heptaconk: 

Lo8 tctn~cunle!i disjuuto:; ('~tún :-.cparmiu~ jJui ~::; tnpq n1mplcto y t-:e 
lla.mhll diczcugmena (disjunto~) 1 dando lugar n un octacor<lt:: 
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Emplea.11<lo los heptacordes y octncordcs se pueden construir los llama
dos SistcmBS Perfectos: 

• Sistema Perfecto Menor, también ll!un1'do Sist~nrn d<> una octava y 
una cuarta, confonnado por t.res tetracordcs 1:or1juntos y el pro,,/am

barwmeno3 <¡ue significa 'nota adicional' cuya funcit~n t~S la <le arl.adlr 
un tono completo abnjo del l.ctracordc inferior. 

E&-:~3~=::~?] 
H-jf~- -·-----------:cct<..r--o-~---~--~I 

• Sistema Perfecto ~vinyor, también lhunado Sist.erna Disjunto, d<'
bido a la disjunción entre el mese y el parame,ff:. Consta de cua
tro tetrar.ordes conjuntos por pares entre los que l>l' halla una disjun
ción de un tono. En la Tabla 3 !:ir pn•fii:ntan !os nombre;,; de In~ nv
tas del Sistema Perfecto M¡:¡yor y sus corrcspon<licntc~ letracordcs:17 

17 Barbera (1086) 3·19. 
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Tabla 3. 
Sistema Perfecto Mayor. 

Nete hypabo/aeon ,¡, 

J 

Paranete hyperbolaeon ª• 1'ctrochordon 
1nle hy¡ierbolaeon F., hy¡ierbolaeon 
Nete diezeugmcnon E., l Parancle diczeugmcno11 D, 1'elrachonlo11 
'I'ritc ditZt.U!JflltrwJ' e, 

} ¡ 
¡fj~U.U!JlllCJIUfl 

Parumese ll3 
1\fese ,¡, 
Licha11os mcson G3 Tetrachorrlon 
Parhypatc mesan };, 111eson 
Ilypate mtson E, 
Lichanos hypaton lJ3 ) Tetrochol'don 
Parhypatc hy¡)(jton e, lrypaton 
Hypale hypatcm B2 
Pros/amOOnomcnos 11, 
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Capítulo 3 

De las cuatro Mathemata a1 Quadrivimn. 

Pese a. qui• las rulturas c<JJt~it. 1 cgipcÍ!l. 1 Ü<\bilünica y cliiim ya intuía.n una. 
íntima relación t•ntre }~h'1sica y 1v1a.temátirn.s1 fm~ron lui> Pitagóricos a1 c..s
tudiar el c01nportn1ni<:nto del 111onocordio1 quienes im;;talaron defmitiva~ 
mente a la !v1ú:.ica ''ll 1·l ~f)}ido recinto de 11LS Mntcmi'llicas. 

De hecho l:t c011Pxión d1• los Pitagóricos con ln.s culturn.5 del rcrcn.no 

y medio oriente no pucdt: ron:-'id1~rarse, <'11 modo ;Jg;uno, fortuita.. Su11 
nurncrosns lo..-; ltlusicmt~~ n. lu.s estudio.-; d~ Pitágoras en Egipto y Bnbilonia 
y, pese a qut~ St:1ut!j<·mt t::> rc.fcrcncin.s Íl.lt·rm1 rPp11 tada . ..., como meras l1~ycndas 

duraut.c mucho tiempo, f:ll la ar.tua.lidn.di gr3dns a lo~ trahn.jos ck Deln.tte 

y Tiosta.gni, han recuperildo su rredihili<lad histc'irica:~ 

o Algunos escritores antiguos uww.:ionnn el conlado de Pitágorns con 
Zarntns d Caldeo. [Zamtu,;tra (si¡;lo -VI)] 

• Diógcnes Lacrci1) (.síglo +lll) con1cnta, su presencia (~litre egipcios, 
magos y caldeos, en su obra VidaB de Eminentc~s Filósofos. 3 

• Jrunblico de Cnkis (rn. +250- ca. +32<>) t•n su Vida de Pitágorns, 
reporta. la estadía del filósofo entrP lo::i .sa.(Tr<loles egipcios, por un 

lapso de 22 aiíos 1 estudiando AstrouonLÍa y Gcomdrí.:i.. De,:¡pués, al ser 
capturado por los soldados del conquistador penrn. Ca.raLiHt:ti y llevado 
a Babilonia: prosigue ahí hllS r.stu<lio.':' en Aritmética y Músich.'1 

Es posible concluir <pH\ con semejantes <mtccc<lente8 1 se gestase cu la 1ncn~ 

talidad Pitn~órica uua i\111illgama f'n la que la tdúsica cstaha induidíl. Eu 

todo caso, la rcfen~ncia griega más Wltigua a. ln inclur-.ión formal dr. la 

Música en las lviuttmiÍ.l ic.i.:-. pi.;. t.::¡;.;::::.('. :! .~_!'')_11it 11.-. dt~ Taren.to. filóimfo Pi

tagórico del siglo -JV: 

1 Collc\lc (1973) 76. 
2 Van dcr Wa.erden { 195-t) 9-1-95; referencias bibliográfica ... '>: Guthrie (1987) 340. 
3 Guthrie (1987) 111-1'12. 
' [bid., 6!. 
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[105 Matem•iticosJ nos han dado 1111 claro conocimiento acerca. de la ve· 
Joddad de las estrellas 1 y de sm; salidas y ocasos, acerca. de la. geo
metría. y los t11ímeros y la. usférica. fi.e. la. geometría. esférica en tanto 
que está rdaciona.da con los movimientos circula.res de los cucr· 
pos celestes.] y, no menos, la. música. Pue& r:-.t;u,; m11tl1e111tila pa.rt! 
cen ser hernu111a.s.5 

Litcralnwlltí'. Pl tttnnino 1111Tl!11'mata (¡11101¡¡11tr11} ~ig11ifi,:a ·mat\'ti:b d1· 
estudio,. Su origen c:·q>ílagl1rico y :;e deriva, é\.l paH.·ccr, de untt. de la.<; dos je· 
rarquías de eqturlim1tes <lP l·~t.n (!::.cucln: lo~· nkn11.nuaiibJJ'; a quiene~ sólo se 
les permitía. escuchar las enscñn.nzas del hlaestro trci.'i una. cortinn. y lo~ 1nat~ 
hcmatikoi qw! podía.u recibir cunocimienlo5 mii:-i elevados luego de uuu. ri
gurosa ::.elección y cat..~rsis pür rnc:dio d<' la 1'.1úsic;t.6 La <•scueln peri

pall!lica cxplit:·a hi llf'(·f'.'>i<la.d de dü;tíug;uir l¡¡s A! u thcmata d(' otras mn· 
tcriu.s, como la. Poesía o l1l Mou:f.ike 1 pues c:-;ta_-.; últimas f"Ofl ucce;:.iblcs parn 
el lego y no requieren de una instrucción tan rigurosa.. En rcsurncn, los Pí

iagórico~ nrnw~.jnn cuatro Afo,th1!1n.ata:1 

l. Aritmética (aplBµryrti<rí) estudio del mínwro en sí mi,mo. 
2. Teoría de la 1v1úsica (Op¡w111~1j) 12stnclin del número en el tic1npo. 
3. Geometría ("¡tw¡uTpío) estudio del número cu despacio. 
4. Astronomía (C:.:aT po>.0-¡1'.a) <:studio del número cu espacio y tiempo. 

Aunque Platón agrcgn a la Jivisi(m antes aludida la Geometría Sólida 
(o Estcrcon1etríu.1 presumihlcnwuk u1 un intento d~· nmsidcru.r lo~ sólidos 
pin.tónicos J' otros poliedros) y distiugue entre Logística (arte de contar) y 
Aritn1ética (teoría de los nú1ncros) 1 cncontramo.s mm línea de continuidad 

apegada a la trndición Pitagórica: 

Platón, al final del dccimolcrcer libro de las J,eycs, ... die•" 'Todo dia
grama [Geometría], sistema de números fArítméticaJ, todo esquema 
de armonía !Músíca}, y tu1l.~ lo.:..I' Jd ¡;:.::;•:l!r..i1•111(\ <11' la;, estrdlas {As· 
tronomía], dehP. aparecer como Uno a •~quél que esludir rorrPrta· 
mente; y Jo que <lec.irnos aparccC!r.i conw evidente si uno rst.udia lo· 
das las cosas atendiendo <L un fiO\o Principio, pues se verá que ha.y 

' Cohen {1975) 2; l!eath (!Y21) il. 
' Van der Waerden (1954) 93. 
1 Apostle (1952) 219-220: Van der W<rden ( l!lf,.1) 108; Guthrie (1987) 31. 
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una. unión para. to<la.-, dla..'i, y s1 alguno intenta la Filosofía 1ie cual· 
quier otro modo deberá J!a.mar a la Fortuna. para. que lo a.sista'.8 

Sín embargo, Ja cns('!~ia.nza <le la.s ruatro mathemata no fue 
umí.nimemcnte tontcmplada con h<~nepb'tr.ito; así lo prt1t.!l,ttn las pllla

bras de Protágoras de Ah<ler<1 1 el rf>lelirc sufista: 

... los otros Solist<ui maltratan n. los júvenes pue.i;, a. 11na crlad fll que 
han escapado de las artr..s, los toma.a contra.Hu volunt<ul y los sumergen 
de nuevo en las artes, cnM~fiáudoles Logística. A!'itrono111ía, Geometría. 
y M1ísica ... nd!'ntra.s que, :-i nialquiNa vienC' a. mí, no r:>ta.rJ. oblig-ado 
a aprendrr n;i,dl!. ex<:l'pto a.qudlo p•tra. lo qnf' ha \'r.nhlo.9 

Pero estas opiniow•s no pudiPron 1:vitar que se d1~scmhocara eu el ideal 
de la 'cducaciéiu cnciclopi':dica· (cncyclio.'f paidcía) del período helenístico. 10 

Tuca aliorn el turno a las ideas de .Arislóteks. q11f'. pn'.s~utru1 un giro 
peculiar cuu resptcto a sus prcdecl'::;on.'s. El lugar de lu. ~!Ú!lÍca {o para 

decirlo con mayor prupicdad 1 la llarm.onike) en lns Matr.m.-\tica..c;, no es tan 
c;·i<lcutt.: ..:01uo ~11 la visióu pitagórica y se puede decir que, en cierta forma, 
se desvía de la ruta que conduciría más tarde a ddiniitar el Quadrivium. 

De hecho, tanto para la Astronu1nía corno para la Harmonikc, no se 
habla de una iuclusión, sino de mm supcditnción a las !vfatemáticas Puru .. <; 1 

en tanto que ar¡uéllas son ramas de las !v!atcm:ítiras Aplicadas. Con el fin 
de hacer JlléÍ.s claro el pensamiento Aristotélico se hucc necesario esboza! su 
división de las ciencií.L'l y Ju. forma en que ,;stas se s11hnnlinnn nnas n otras. 

Segtín Adstótclcs 1u . .;; cienciu.s se dividen en teóricas, prácticas y produc
tivas. El propósito único de ln.s ciencias productivas es) justamente, Jo. eia
boraci(m dl' prod11cto~.;, ro1110 1 por ejcuiplo, la c01wtr11ccióu de· una cnsn, pero 
sin nccrsidnd de atender a las causn.s de los fenómenos involucrados en el 
procc~o. Las ciencias pnictica.s, por t:U parte, estudin.H la acción, sin que se 
genere por ello llU producto 1'0tllTf>~n 1 r"r0 b'..l~C~~ndo ü..lgu HL~ t!UC el COil()

cimiento nlismo; r1..sí sucede1 por ejemplo, en Ja Ética, que al estudiar Jos ac-

" Nicóinaco, IntroJucció11 a /;J. .Aritmética I 111 5. 
~latón 1 Protágoras 318. 

'° Sarton ( 1952) •13·1. 
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dones hmnanas pretende no sólo comprenderlas sino encontrar una ma
nera de mejorn.rlas. Por 1íltitno, ln.s ciencias teórica.') tienen como fin la ad

quisición de ln verdad, y no SP interesan ni por la acción ni por la pro
ducción de objetos. 11 

Las ciencias tcórican se dividen n su \'PZ en: Tt'ologíu (filosofía pri
mera), FísiC'a y ~latcmútira~. De i'·stas IiCJ" intt.'IT:.;an la.'1 ~1al.t'111;í1i 1 ·a·- q11•'. 

pur ~u condicic'm, ;,e iutcre.;au cu l;.1 rcrdad dt~ toJo aqul•llo que 1·xi-..11· pu! ll\ 

cesidad; estudian por tanto d gé1.1cro <le In c;:mtida<l. El Estagirita dis
tingue entre ~'1ntcm;iticas Pura.s (Aritnit!tira y Geomdría) y Mutemáticas 
Aplicnda.'l (Óptica, :tv!ccáníca., Astronomía y Harmonike), 1'l dándole n ef;

ta.s últimas el epíteto de 1lns ramas más fi'.sica.~ de las matc1núticas1
•
1:1 Es im· 

portante rcsnltu.r1 sin cmbargo1 que la Física ( i11vatl'i'.1)} e::.1 enieu<li<l¡1 por 
Aristóteles, más bien, ('11 un sentido de 1filosofía. natural' o 'cicncin de In. 
naturaleza'. 1-1 Él mifnno trata. aceren del orden que guardan cutre sí las cien
cias ntcndien<lo a la subonliuación lógica de Hl1'~ h ulrc"i .. 'l. Afinnu, pvr ejem
plo, que no es posible probar los teoremas de una ciencia nlcdiautc otra. di
ferente excepto si se trata de aquéllas que son tales r¡ue una está supedi
tada a la otra, poniendo como ejemplo" Óptica y GcomctrÍ!\ nEÍ r.omo Har
monike y Aritmétic:;. 15 

Pero ¿cómo es que se supedito. una ciencia a la otrti't Para tra· 
tar la cuestión, hemos de tener presente que, según Aristótelc•, el estu
dio de los atributos propios del gerrn,, de la cantidad es tarea de las Matem!Í
ticn.s. Ahora bien, ln. cantidad se encuentra presente cu gran número de oh· 
jetos, y existen cicncia.s que estudian los atributos mnte1ná.ticos c.orres· 

'pondientes: Jlarmonike., Astronomía, Óptica, Mecánica, etc,, que acep-
tan también la denominación de 'Ciencias Compuesta.q', 16 Si las Cien
ciru; antes mencionadru; tratan con objetos físicos y sus cualidades matemá
ticw, C.i nL.1.tural p~cgunt~::;c a qué c::itá.~ ::upcdH:.1d~ b.s C!e:!r.i~ Co!nprn:·s
ta.s ¿a In Física o a las !\:Iat.e1náticas'! La respueRta a esta prrguntn no es, 

11 Aristóteles, Metafísica 11 1 993'~0. 
12 llcath (1949) 58-61, 98-100. 
13 Aristóteles, Física 11 '.l H.14°8. 
" lleath ( 1949) 9, 
15 Aristótelt..~, Annlitir.a Post.eriorn l 7 75.i3s. 
16 Apostle ( 1952) 131. 
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en absoluto, scncilln., pues existen divcr~os modos de subordinación en
tre las Ciencias. Cinco son los que menciona Aristótf'lcs, de los cun
lcs sólo dos nos resultan de intcré" 

• Las Ciencias Compuestas estrí.n snbordinn.díts n la Físü.:11 en tn.nto que 

el objeto de estudio dP h<tt1éllas es una especie del objeto de estu
dio de ésta. 1'v1ientras que los alriliuto.'l investigados por las Cien
cias Compuestas no .~on propiedadc.~ en nbsoluto, y eu ln. Física 
sí lo son. 

• Con respecto n ln.s Mnb:-máticns ln subordinación ('S sutilmcu.te difc
rrnt1~: en In.e; Cienri;i!'-1 Compuestas los atributos estudiados no son pro
pied:u.les de .~u.s objeto.~ dt'. f!,qfllflio o..;ino 1•l objeto o las propiedades co

rrespondientes a las ~fo.temáticas. 

Un ejcrnplo puede cln.rifica.r las cosa.s: en la Ji armonik:r;. se ('studian los to· 
nos que producen la:- ctH~r<las vihrantPs de diferentes lonp;itudes y la.s rela

ciones numéricas que exist.c11 entre Csta.s. En este c~o1 la.s propiedades co
rrespondientes a. la. Jl armonikc son los tono,,, uo lns vibraciones ni las lon
gitudes de las cuerdCls, mucho menos ln.s rclnr.iorn~s numéricas cu a.bs
traclo. Entonces la llarrnonike está subordinada. a la Física, pues la.s vi
braciones de la.s cuerdas son objeto de estudio de ésta pero no propie
dades que int1•rescn a ac¡uéll:t. Por otro lhLlu, la.::i razone;; numéricns en

tre lics longitudes <le la.s cuerdas no son propieclades a estudiar por la H ar· 
monikl 1 sino por ln. :tvlatemiitica y, en este sentido, la prirw:rn. se subor
dina a ln. ;;;cgunda. 

Puesto que lo que nos int('resa son las relaciones m1menca!-l 1 t.r;ita
da.s más en particular por la Aritmética. más apropiado que mencionar la. rC"~ 

laciém Músicu--0.1atem:\ticil~ es liahlar de la rclac10n ~1íúsicn-Ari1.méLi'.:tl. 

Nicómaco enfa.ti7,a, la. ~itllí_icitln mcdin.nte un ejcmplrJ ('nn<T~t.o: 

Las armonías music.ales, diatcssamn, diapente, y diapa,,on, reciben su 
nombre por los nluneros; similn.rmentc, todas su,r, mzoncs armónicas 
son aritméticas, pues el diatcssaron es la razón de 4 : 3, el diapente 
de 3 : 2 y el tliu¡m~nn la. doble razón; y la. má!, perfecta. P.l didiapason 
[sic] es la razón cuádruplc. 11 

17 Nicómaco, Introducción ,1 fa Aritmétirn l V l. 
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La insistencia en el par Música-Aritmética. persiste en la argun1cntación 

nristotélica: los teoremas tratados como armónicos (musicales) se prueban 
u través de la Aritmética pues, dado que no es posible demostrar nada 
aisladamente (•implicitt!r) sino n partir de sus propios principios, hemos 
de concluir que los principios de c8ta.s ciencias 8011 los n1ismos.18 En la 
MetnRsica se retoma la discusión en defensa de la. abstracción en las ciencias 
pues, ~egún él, una ckncin. que s<> abstraiga dt> la n1a~·,uitnc l y dt'l 11h1\·iniit·111t1 

<le las cosas C5 nuL"\ prccisn que otra que los tu1nc en cueuta.; el n10viiuieuto 

primnrio, por ser mi.is simple, es preferible n cualquier otrn movin1iento. To.l 
es el caso de la Óptica y la Ilarmonike, pues no consideran sus objl'tos en 
tanto que rayos de luz o Mmido, sino en tau to quf' líncn.<; y números, pues 
estos últim.os son atributos propios <le aquéllos. !U E~;, justnmentc, con ln. 
!\.1úsica y su relación con la Arit.méticn con lo que concluyt' d último libro 
de la AJct;_JÍú)ica, ::iülo qnc Lll UIJ!>Sitit111 a las ide·a.s pitrrr/Jricíls: 

... las celebra.das características dC" los mímeros y sus contrarios, ... si 
las visualizamos como tdgunos lo hace11 1 convirtiéudola~ en las causíHi 
de la. ntt.lura.leza., parcc(>n escap<lrbenos; pues ninguna de clla.s es una 
causa ... Aun cuando estos objetos matEJmá.ticos se conciba.n como 
algunos pensadores 1o hacen, la bondad es predicable de ellos, y lo 
impar, lo recto, lo igua.l por igual, y los poderes <le dl~rtos números, 
está.u en la. columna. de lo bello [clar;i. alusión a. la tabla pitagórica. 
<le los conlrtLrios, véa.:;c Thomson (198.~) 42!)] ... no son los números 
ideales las causas de los fenómenos musicales y otros parecidos; a.sí 
que no necesitamos suponer Idea..r;, al me.nos por esta razón. 20 

Retomando la idea original de este capítulo, en el cual consideramos las 
cuatro mathematai con el transcurso del ticrnpo, se sig11en dando nuevas cla
sificaciones en las matemáticas. La de Geminus (filósofo cstúico del si
glo +I) es sumrunenie elal>0ru<lCJ. "/ ~e pt~cdc c01l~idt-rar nlineada con ln.s 
tés is aristotélicas. 21 Pero, desde los filósofos Neoplatónicos Nkómn.co y 
Tcón de Esmirna hasta el Medioevo (con el (Juaclrivium) persistc la di
visión de la Matemática en cuatro rama."1. Hallamos como p1 oducto final 
las así llamadas 'siete artes liberales' resultado <le la combinación ele! 'l'l'i-

111 Aristóteles, Analiticn. Posterioca 1 9 76ª9; l 13 78 6 :\~ 
19 Aristóteles, Metafísica Xlll 3 107~' lU. 
w Aristóteles, MetaüsicJ. XIV 6 1093ª8. 
21 Fowlcr (1979) 811; Cohon (l975) 2-5; llcath (1921) 17. 
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vium (Gran1,~li(o., Rctórirn y Diíllt'-1:ticn.) y el Quadríuium (Arit1nética, Gl'O· 

metrfo., .-\~! ronrn:lfo j' !v1ú~1ra) No faltan. por supuesto, l:ts ascrcione~ pro· 

pias del oscurantismo: en el siglo +VI, Casiodoro afirma 1..1uc la.:; artes 11" 

bcrales sou justn.mcnte siete porque, como se dice en la Biblia: 1Ln Snbi
durín hn. construido su rnora<la; ln ha. edificad<> sobre siete c:nlnmnas'.11 

Del mismo tenor son las opiniones <le Hugo de San Víctor (ca. +1141) 
quien presenta diferentes versiones que dt~8virtúnn el significado original de 

los términos griego:;. Así, por ejemplo, el término aritmétit:a es derivado 

de las pn..lnbras griegas are.~ y rithrmu (virlu.~ y ntimeruJ en m1 versión 

latino.) que significan 1podrr 1 y 1mín1cro\ es dccir 1 arítm!;tica es 'el poder 

del nútuero'. A~ú mismo 'músico.1 toma ~u nn111brc de la pAlnbrn. t¡qua (a.i;mt), 
pues no es posible eufonía algunn sin hwnedad.2:1 

Podemos resultar una similitud inktcsantc en las definiciones de Música 
dad1cs por San Víctor y Filolao a pesar de que hay más r\c 17 siglos de 
distnncir" Así. Snn Víctor nos dire en el Libro 11 del Didu,calicon: 'Música 
es lo. distinción de sonidos y la va.riación de voces. O t.a.ruLién, música 
o nrmoníu. es la concorrlia de un número o CO-'ª" diJ1'mifr3 mezcla1ia., en 

un<L " 4 Mientras que Filohro, en su libro Sobre la Naturaleza, frugmcnto 

10, nos dice: 'Es Annonía unificación dt: lo mezclado y cvn~orJa.ncic de 
di3cordantt3, 'l5 

A manera de conclusión de cst.c aparto.do prC!lcntmnos ln. división <le 

Domingo Gundisalvo (ca. +1140) contenida en De Divi•ionc l'hilo•aphiae: 

... la. materia de las Ma.tem;.í.ticas es universalmente la. canti<\a.d pero 
considerada por separa.do como magnitucl y multitud ... las parles de 
las Matemáticns son cuatro.,. La Aritmética inv<:'stiga. a. la. multitud 
¡.ier se; mfontrM que la. Música se a.boca a la. ciencia de las multitudes 
relativas. L:L (;C'umctría 11cl11rn !;1.s propiedades de las magniludes 
inmóviles; pero ln. astrolob'Ía revela. el conocimiento <le las magnitudes 
móvilcs. 26 

22 Citarlo por Pedoc (l979) 9. 
" Grant (1974) 56. 
21 GrnuL {1974) 5S. 
" García !lacea (1944) 301. 
" Grant (l97'1) 66. 
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Con bru;c en lo anterior podemos elabornr el siguiente esquema: 

Matemáticas 
,--·-----.>.-------- ·--; 

Discrdas Continuas 

Aboolut"' Helativns Estables ~lc~)\·ile~ 

! j ! J 
Arit1nética Música Gc·omctría Astnmonúa 

I<line propone unn explicación semejante al decir que los objetos de es· 
tudio del Quatlriuium hunde entenderse como sigue: Aritmética (uúmero 
puro), Música (nl1mero n.plica.do), Geometría (número cstacionnrio) 1 Astro
nomía (número móvil)." 

27 Klinc (1953) 287. 
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Figura. 5. Cnnon. 

quier punto, ¿r.ómo ptw(l~~ g1~w~rarse t>td,onccs una. c~caJa musical? Encon

trar que la soluci<!Hl e:; <la<.l<l en tc"rmiuos mun1~ricos fw~ un u1otívn IllÚS de 
afianzruniento de los postulados pitagóricos. 

Una disgrc;-;ión puede n.d<1.rar lofl términu.1: ho:.· sal.>cmo~ que uua cuerda 
vibra, en principio, como u11a uuidacl, sin eu1bargo ::.e producen modos adi
c~onalcs Je vihradón que parten la. i:uerda t·11 do::; pnrt1..•s, en tres, e11 cuatro y 
a.~í su,~csiv;:unenl 1 ~ 1 pn"hti:i•¿ndrJ:,.e l:.~s qm.-: lla.rn:uuo:: sc::if:;; ~rmúuica.::~o sobre 

tonos cuya frecuencia (mcdiua en Hcrti (Hz) i.e. ciclos por segundo) crece 
en razón inversa n In. distancia entre puulos 11odal'-':; (imnóvilcB), los cua
les determinan los modos de vibración <le una cuerda. 5 

(\' éansc: Figu
ras 6 y 7). 

Evidentemente los gri(•gos no manejaba.u cst.os conct•pl0s 1 ní ~iciuiera. t<:

nían claros ciertos hecho:~ físicos elrnwntales ele la cw·nla vibrante, tan 
es así que Aristótclí~s y Arquita.;; compartían la opiuióu crru<lu de que la 
velocidad del ~oni<lo se incrementa co11 l'l tono.t' Pero sería una frJta grave 
criticar las crcencins grie¡;as desde el siglo qut> nos toccí \",iYir; lo ci1:rto es 
que las característicn..'l físicas de In <'.uerda vibrante aducidas prcviruncntc, 
les permitió la construccic'iu d(~ la P~r.,Ja mcdiantt• prort~dinwutos de divi

sión sucesiva. Fue con lus estudios de Ga.lileo 1 Newton, Bernoulli y Euler 
<].1tf' ~,.. 1•nrnntr<) lH J,.y 'l1''"' ol,,.fiw• PI innvimi0n(q d~ li~~· i:'t1-('rrb.~ •rfürante::, 

la cual permitió relaciorntr las razones simples entre las longitudes de las 
cuerdas con los tonos producidos. Extendiendo, tambi(,n, estos resultados 

s Josephs (1969) 96-102. 
' Sarton (1952) 519. 
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Modo 1 
66 Hz 

Modo 2 
1.12 Hz 

Modo 3 
198 Hz 

Modo 4 
26•1 Hz 

Modo[¡ 
330 IIz 

--------------
-- -----

........ __ 

Figura fj: Moc!oii 1feviñiaclóí1 d~ una cuerda afinada Cn e, (GG !i'z). 

#de Modo 2 8 9 JO 
Not;,¡, e, C.::i G.1 r.., E, G, n• 1 e, Ds E, 
Free. (Hz) 66 132 198 21;.i 330 39G .JG2 .528 !}94 üfiO 

Longitud de 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 
la cuerda 

Figura 7. Series Armónicas. 



a otros instrurnentos que no son de cuerda.; 

Así, si la cuerda produce el tono de C 1 al ser pulsada en toda su longitud, 
In octava, por ejemplo, se obtiene ;J dividir la cuerda por In mitad, pues el 
nuevo sonido (C.,) tiene frecuencia igual al doble d" la fundameutnl (2 : 1 ). 

P:ua gcnr.rnr los rC"st antes intrrvíllos se tiene que ~wp;uir un prn1:<'~º ro· 
nocido con10 11u:diarión, qne con<;ist<• 1.•11 hallar la nwdia cplt' di"idn cnu 
cierta cuu<licit)n uu iuterva.lo <lado; nos valdremos para ello de lns dcflnicio
nc~ de las medias arit1nétit:n y armónica (ciadas en el Apt':ndice 1). 

En lo succsh·o conviene que seamos cuidadosos al escribir las razones que 
aparc>zcnn, gnardan<lo tm orden estricto entre antecedente y ronsccucntc. 
Los intt~rvalos musi<·alcs se considerarán siempre en or<lcn ¡1sr.cndentc y, 
si desen.mos1 por cje1np1o, forinar ricrta ra7/Jn (ya sea de longitudes o de 
frecuencia') el antecedente corresponderá siempre a In nota más grave. 

Pa.ra ilustrar el método y con el objeto de obtener ;olucioncs enteras, 
utilizru·nos la razón de longitud(:S 12 : G para !:iitnbolízar la oct 1tva. 

Supongamos, que Ja nwr<ln original tierw longitud 12 y <·orrcspoude a 
la nota e,. 

Entonces la mitad de In cuerd" tiene longitud 6 y produce un C,, ge
nerándose un intervalo de octava ( diapa•on). 

La razón de longitudes es de 12 : 6 y la de frccucncins es de 6 : 12. 

La media aritmética de !ns longitudes 12 y 6 es !J. Una cuerda de longitud 
9 produce un F,, que genern nn intervalo de cuarta (•yllaba o diate.•rnron)· 

7 ílelmholt•~.IB11J 15. 

30 



~ 
.. ---- ·-~ ·---- ·-··--- - . --·-- --------

-~-.::o.-:-: 

Aquí se produce un fcnónwno intcrcsa.nte: mientras que 1

1ll..'1 longitudes 
están eu razón 12 : 9, !ns frecuencias lo csl1í.n como 6 : S. ¡OLsérvesc que 
8 es la media armónica de 12 y G! Resulta natural preguntarse entonces, 
qué sucederá con una cuerda cuya. longitud sen igual a la inedia armó
nica de 12 y 6: una. cuerda de longitud 8 produce un G-1, forrnándose un 
intervalo de quiuta ( cliapcnic). 

Siendo en este caso 12 : 8 la rD.l.Ón de longitudes, !ns frecuencias se 
relaciomm como 6: O. Para sorpresa nuestra aparece el 0 1 media uritmética 
de 12 y G. 

Por í1ltimo, ent.re el F4 y el G1 existe un tono d1) diferencia: epogdorH 
(.brtY-¡óoo\") definido por Nicc.imaco como el iutcrvalo por el cual la quinta 
excede a la cuarta y cuya razón (epogdoo• logo•) es de D: 8.8 

Así, mediante la insercion de las medias aritmética y armónica entre dos 
ténninos extremos, se gcnera la proporción ru·mónica (llnmada por Jámblico 
'la proporción m1is perfecta') y que viene dada por la relación: 

Esta proporcic\n es fuente de los intervalos consona11tes según la Teoría 
Musical Griega, como lo mue~tra el siguiente diagrama: 

' Michaclidcs (1978) 109. 
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Para terminar de construir la escnln se avanza a. pnrtir de lu tónica 
(C,) mediante incremcntoo de un tono(~: 8), gmerándus" D.1 y E.1• Si el 
proceso continuara <le este 1noc.lo produciiírunos un Honido que excede a F4 1 

a.sí que surge la necesidad de la leimma (.\ci¡1¡rn) y que viene dada por In 
razón 25G : 243. Equivalente a nuestro semitono, se define como el exceso 
de la cuarta 80bre el doble tono y se puede encontrar mediante un sencillo 
procedimicnt.o nritm•~t icn:t1 

4 !J D ·1 G<i 256 
3 : S X B = 3 X Sl = 243 

El procedimiento mostrado de construcción de la escala musical no fue 
idea privativa de los Pitagóricos. Aristoxeno propone un método similar, 
sólo que no se dctienP en el semitono sino que prosigue la Rubdivisión hasta 
obtener tercios, cuarlo:1 y aún octavos clt~ tono. 10 

Como se dijo en el Capítulo 2, con la aparición de la die.•Í• (ói<Ocrt<;) se 
tiene el intervalo más pequeño que la voz puede prorlur.ir y el oído percibir. 
Las rcfcrencia.s son confusas. aunque Te<ln de E~IIlima. aC'la.ra: 1 /Jie3Ü, rl<-: 
acuerdo a la escuela de Aristoxcno1 es el cuarto <le tono, mientra~ que los 
Pitagóricos llarnab;:Ul die.<tÍ-5 al semitono'. Si <p1crcmos ser ruá.s específicos 
podemos citar a Cleóniclcs c11 ~u IsnB;ogc: 11 

... se supone que el tono se divide en doce moléculas müüma~i;, cada 
uníl dP 1<'" tit:\li>i: ,..':.l lhm:-.d:t 1rn dac~~·:c ... 2! zc:nitc:1.0 c:J !>cb do 

• ceo.vos y la. dicsist también llama.d<L tclartcmudo . ., ( rt:.To:µn¡µópwa) 

' Guthrie ( 1987) 50. 
10 Sarton ( 1952) 520-521. 
11 Citado por Michaelid"' (1978) 82. 
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{un cuarto de tono) tiene trns doceavos, y la lritemorios diesis 
(rpLTTJl'Ópwa bfra(\) (un·terrio de tono) tiene c.uatro doceavos. 

Después d~ haber revisado la generación de la escala pitagórica, pode
mos a.hora pasar ul segundo propósito de esttJ aparlndo. Existe un instru
mento, descrito por Ptolomeo, c¡ue fue utilizado parn medir l"" consonnn
cias, cncoutrando todas las "imphonini y el epogdoo.~: se trata <ll' 1111a 1·0IJ~ 

lrucción geométrica Ha.macla Jlcliccm li:,\u,;WP), que hnce n.ln~iúu ~J muutc 

del mismo nornhre cunsidcra.<lo refugio <11~ lHs 1\.1mm.<L El hclicon consta. de 

un cuadrado <livi<lic-lo por cierlas lí1wn5 crea.n<lo sPr;menlos cuyas relacio

nes son las mismns de la esca.la music:nl. 12 

Sea el DABGD, (véase F'igum8); E y Z trues que AE = EB y JJZ"' 
Z D. Trnzando AZ y BG éstas se rorti111 en H. S1·a LM l_AB r¡uc pn.sn por 
H y tal que L está ca AB, M en GD. Por último trn.zamus EJ(l_AB tru 
que K está en GD. Se" T la intersección <le EJ( y AZ. Supongamos que 

A ..,... _____ E,..___,L ___ ~ B 

z 

G _____ ....__.__ __ _..D 
K M 

Figura 8. llelicon. 

12 Michnclidet1 (1978) 132. 
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Dado que 

Por otro lado 

También 

Como 

IAB = 121 

=> AE = EB = BZ == ZD = DJ( == KG == 6 

61W Z ~ 6AET 

'* :1B: 1lE = BZ: ET 

'* 12: G = G : ET 

. ·. i:kI..:c:iJ y, consiguientemente 1 T J( = 9) 

6flGD ~ f\HGM y 6J!GM ~ 6HBL 

=;. 6BGD ~ 6Jl BL 

~.;. BD: JIL = DG: LB 

=> 1 == BD : DG = JI L : LB 

.'. LB= LJI 

12 = AB 

= AL+LB 

6.ALII ~ 6.AET 

=> :lL : AE = LH : ET 

=> AL : 6 == LJI : 3 

.'. AL== 2LH 

=2LJI+Lii por(l)Y(2J 

=3LH 

. ·. i LH = 4 J y, consiguientemente i H M = si 

34 
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Finalmente 

12 = :lB 

= AE+EL +LB 
\EL= 21 pues LB= Llf = 4. 

La conexión con la escala musical no se hace esperar, pues surgen unn se
rie de relaciones interesantes. Tenemos dos progresion{'.S geométricas: 2, 4, 
8 y 3, 6, 12 que al ser traslapadas crean cadcrw.:; de tres que gun.rdan, al
ternativamente, proporcione~'l aritinéticas y armónicas, como puedt~ obser
varse en el siguiente esqucma.. 13 

P1uporción Aritmética 

~'\~-----........., 
2 3 4 () 8 12 

'-----_/~' 
Proporción Armónica 

Se generan también, corno consecuencia, el tono (9 : 8) y los intervalos 
de cuarta (4 : 3), quint.a (:{: 2) y octava (2 : 1), pues ap¡i.recc la propor
ción musical 6 : 8 = 9 : 12, como sucede en la construcción de la escala pita
górica. (Una relación completa de los intervalos musicales empleados en la 
construcción de la escala pitagórica aparece en el Apéndice II). 

13 Lawlor (1982) 83. 
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Capítulo 5 

La Armonía de las Esferas 

Tetroktys 1 annoni'a pura, fo misma de las Sirenas 
.J.í111hlini1 

Etimol6gicnrnehte el término 1 a.nnonía' procede ch: <Í¡J/HWÍo dd V(;fbo 
ó:pµó(t:tv que; significa 1ajusta.r 1

1 'ligar', 1unir 1 o 'adaptar mia cosa con otra.'. 
En 1Vltísica, además <le .'m significado original, indicaba la 1afinarióu' o dis
posición de los sonidos en un sistemn con sus ph.rtes f\justadns !>PSf\ for
mar un conj11nto perfecto y en este sentido lo entendían Platón, Aristó
teles y Heráclides de Ponto. 2 

En la Grecia clásica el concepto de1n.rmonín.1 tenía las limitantes inhe
rentes u. la teoría musical. existente. No hay que olvi<lnr que la Ivfú:;ir.u 
Griegn es escncialn1ente melódica. 1 desconoce el trutmniento polifónico (va
rias melocUa.s a la vez) y, con mayor ru.zón, el armónico (como lo en
tendemos hoy día, es dt•cir, el trntamiento de acorde!:!). Ilt•n1rn; de co
incidir con Koestler: 'Armonía era, sencilln.mente, el ajuste de lus cuer
das a los intervalos de la escala y la c,;tructurn de lu propia escala. Lo 
cual significa que el equilibrio y el orden, no el dulce placer, son la ley 
del mundo1

•
3 Con tnlcs ::mteccdcnfrs rcsultn. natural extender las ta

reas de la Arrnonín. a In Cosmogonía. pero para ello es necesario cono
cer previamente ciertos concepto~. 

Dados dos términos y el intervalo entre ellos, armonizar (o llenar el in
tervalo) es encontrar la media necesaria para generar la proporción co
rrespondiente. En la visión platónica nace entonces el 'problema armó
nico general' que consÍ8te en poner eu proporción io~ iulcrvHlu~ µur me
dio dt• términos que se den en proporciones definidas t~o11 los términos ini
ciales, a fin de obtener la consonancia 'ymphonia o acorde de los sonidos. 

1 Citado por Ghykn ( 1978) 37. 
Michadides (1978) l 2i 

' Koestler ( 1981) 29-30 
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Es fácil rccouocer que ln Cosmogonía Platónica es de un origen ne
tamente pitagórico y, ron:;ccucntcmcntc, comparte el interés por a.jus
tar el Universo al concepto de núm~ro prevn.lcciente en el siglo -VI1 que 
se puede~ resumir «:n el siguiente párrafo dP. Aristóteles: 

... da.do que [los pitagóricos] vierou 11ue los atrihulo."i y las rn . .zont--s 
de la.'i escalas musicales eran exprcsables en números; dado qm•, todas 
las otras cusa .... ') parecían en nu naturaleza. toda ser modela.da...<> con base 
en mímeros, y los númNos parecían ser las primentS cosas en el todo 
de la uatural~za, supusieron que los elementos de los números era!1 los 
elementos de toda.s las rn.c,a.s 1 y (•l ci<"lo todo er;1 una (':>r<Üa musical y 
un número:~ 

Para. los Pitagóricos lo!:! núrner(JS no l'ran abstrncci011t·s sino cr\Iltidudcs 
con existcncín. real, cfo aquí que no e8 dt! t~xtruñar qtw el descubrimiento de 
las leyes musicn.lcs (cntiénd:isi:: leye~ ta11gibles 1 nn m('ras nualogias) derinira 
en el concepto de a.rmo11Ía <le las esfcra1; (Ctppoufa· n:i,, 17rjirrt¡x.:•11) el cual 
completa la cosmovisión Pitagórica. 

De acuerdo a In concepción atrihuída a la. Escuela Pitagórica los plane
tas al girar producían diferentes sonidos mvsicalcs, inaudibles })ara los hu
manos, el conjunto de los cuales creaba la 'Armorúa de ln.s EsferM'. A Pi
tágoros sí le ern dado escuchar tales sonidos musicales, como lo indica la 
cita siguiente, contenida en la '\/ida de Pitiigorn.sº de Porfirio (rn. +232-· 
ca. +304): 

{Pitágora.s] podía escuchar la Armonía d~l Uni\'~n:;o, y entender la 
música. universal de las esferas, y de las estrellas que Me movían ~n con
cierto con aquélla..<>, la cual no podernos escuchar debido a. J;i.s limita
ciones de nuestra débil naturaleza.5 

Pero no todos quisieron ver con tal reverencia el mito euca.rnnrlo en la 
figura <le Pitágoras. Atistótcle:;, por cjcrHplo, discute eu detalle la cuestión 
en w Libro !! ,¡,. D1• C11eln· 

1 Arist.ólelcs, Metali'sica I 5 gg5t>3t. 
' Guthrie (1987) 129. 

37 



... es da ro qu(~ la teoría de que el movimicuto de las estrellas pro
duce una armonía, es decir, que los sonidos que producen !:>On con
cordantes, a. pesar de la. grada y originalidad con la C11al ÍuL' ('Stabh~
cida1 es, sin embargo, falsa. Algunos pensadorf.!s supun<~n que el mo~ 
virnicnto de los cuerpos de tal ta.maño debe producir un sonido, dado 
que en nuestré1 tierra.el movimient-01le Jos cuerpos mcnures en tama.üo 
y velocidad de movimiento tieucn tal efecto ... A partir de r:ite ar· 
g;urnento y dl' la 0!1~erv<1tÍtÍn <ll' que ~ns n•l(lcid:nk-,, ;d ~i·r 11wdi 
das por ~ns disl ancia<>, l'~t;í11 Pll las mi~ma.'> razo1w;., qut' las rn1irnnhr1 

cia.s mmicales 1 aseguran que d 1:oniclo dado por 1_~} movimit•nto drcular 
de las estrella~ e:~ una. armonía. Darlo que, ~in 1~ml1<.rgo, parece Íll('X· 
plirahl1• el 1p1r- no pmlan10~ oir esta m\1sica. t!llos c•xplica11 esto Jj. 
d1~ndo quú (•1 sonido ci:;tá en nue.stros oído5 desde el mismo mo· 
mento <lel na.cimiento y C!.~, por tanlo 1 i1nlibtiI1guiblf' de su silencio con
trario, <lado que t.onido y silc111.:io tie <lisc:rimi11a11 por 111utuo con· 
trMle ... Pt•ro :-;j los cuerpc)5 que> se mucw~n sou tan r:;randeG y el so
nido que nur. ¡wn,.tri\. es proporciouttl a su tania.ño, {~se sonido debe al
canzarnos en uua intensicla<l muchas vcCl'S [mayor] que la. <ld trueno, 
y la fuerz;1 de su acdóu debe ser inmensa. De lwcho, la. rn . .zón por la 
cual no escuchamos ni sentitn05 en n\Jcstro cuerpo ninguno de los efec
tos de una ÍIJ('f/.'1 violenta se da f;í.ciltncnte: es que no ha.y tal sonido.6 

Uni'l.'; palabras sobre la Astronomía pitagórica pw!den i~yudar n situnr
nosi antes <le cumcnta.r la exposición platónica dd tema. QuC' la Tif"..rra es 
esférica se dedujo, prohablementc, a pn.rtir de la compnrnclón con los cuer
pos celestes observados, así como por una preferencia. mas hicn estética ha
cia las formas csférica...,. 7 Se postula también a la Tierra como centro <lel uni~ 
verso, y en tomo a ella gira la esfera de las estrellas fijn.s en una dirección de 
este a oeste; mieutras que el Sol, la Lun« y los planetas giran en órbitas pro
pias, sólo que en sentido contra.ria. Surgen, sin embargo, sisternas mrls elo.
borndos (como el ele Aetius) en el que, en torno al 'fuego central' girnn los 
planetas y La Contratierra, que en opinión de Aristóteles no es sino una fan
tasía propuesta para elevar a diez el número de plant'tas y satisfacer los pre
juicios numcrológicos de lo::i Pitngóricus.8 

Pintón expone de una numera menos cnt1ca, pero mas dctaiin.da, lu 
teoría. de la Armonía de las Esferas en dos versiones distintaB. La prirnem 

6 Aristoteles De Cnclo Il 9 290112. 
Sarton {1952) 212. 

8 l!eath (1921) 162-165. 
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de ellas, dada en La Rep1íblicn, narra la leyenda de Er, mítico héroe, que 
tras de morir en batalla, resucita pnra relatar su visión del modelo del 
universo. Entonces Er describe, jerarquizándolos en un urden descendente 
con respecto a su tamniio, un conjunto de anillos concéntzii:os (los pla.net.ns) 
que cstíÍ.n F:uspcndidos en t''l llíun:-ido 1huso de la Nect:sidud'. El más gnmdc 

de los n.uillos, que representa a lns t'.strclla.s fijns 1 está salpicado de luces¡ 
le sigue Saturno, de color más amarillento que el precedente¡ Venus es el 
tercero e irradia la luz m:ís blanca; el cuarto es lvla.rte 1 de color rojizo; 
Mercurio es d quinto y po.'iC(' un color parecido nl de Saturno; el segundo 
en blancura P.s Júpiter, d sexto de la lista; el Sol es d sPptimo y el rmí..•; 
brillante; finalmente la Luna., colocada en el od avo anillo 1 se ve coloreada 
por Ja luz reflejada del séptimo. Al tiempo rle girar en tomo al huso, los 
n.nHlos llevan sobre su !'>11pr>rfki!: unn sircnn., que va. Ci.LHlundo un solo tono 
o nota. El canto de las oc..l-io sirenas ju11tu.s coufurma uua armoníaY Estas 
sirenas son evidencia, po1!ticn si se quien: pero signifkntiva1 de un 'universo 
platónico sonoro 1 • 

En el Timco se <la la segunda versión; ahora las esferas celestes no 
producen sonidos, pero cu cambio la dcscripci6n de cómo se fonnan los 
intervalos musicales entre los planetHS es mris detallada. p¡.ro antes de 
proseguir, n.cln.remos que los Pitagóricos denotan por 'lo mismo1 (o 1 Uno1

) 

In id<>a de igu;J<lad, unid,i.d y concordia en el Mundo. Y, 'lo Otro' (o 'Dos') 
sirnboliza. la diversidad, (fo;criminación o dcsigualdud. 10 

El DP.1niurgo tornó los trc~ elementos ele 'lo mismo\ 'lo otro' y 'la e..'lcn
cia', y los n1ezcJÓ cu una sola forma cornpriulléndolos por la fuerza. Con 
base en divisiones sucr.siva.s generó In probrresión compleja. 1, 2 1 3 1 4, !J, 
8 1 27, resultado de la unión Je dos progresiones geométricas: 1, 21 4, 
8 y 1, 3, O, 27. Luego licua con do:; repeticiones todos los interva
los con mcdia .. 'i aritméticas y armónicas, obteniendo finalmente unn. es
enia mu::;ic:il de 3G l.;11ui11us y Jü tonos y frirrtm(u en l11gnr de los 5 lo
nas y los dos leirnmas dC' la gam~ rlrísica: 

... [El Demiurgo] llenó los intervalos dobles [i.,. entr•o !, 2, 4, 8] y 

9 Platón, La República X t315-618. 
'º Ghyka (1078) 23. 
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los triples {i.e. entre 1, 3, 9, 2í] separando otra.s porciones de la. mcz· 
cla. y colocándolas en los intervalo~, ch• lal forma que en ca.da in· 
tC"rv;Jo hubiese dos da.ses d(' mC!dias, una cxcedhm<lo y siendo ex· 
cedida. por partes igu;dcs <le sus extremos [ e.g. 11 11 2, en la cual 
la nw<lia ~ es un tercio de l mis qnc 1, y un tercio dP. 2 me
nos que dos} la otra C!.'> la cla..s<~ di.! llH~ciia. que l'xcerlP y C? excc· 
dida por un mismo nlHHero. Donde había intervalos de ~' ~ y 
~· hecho;; por lo" 1,jnninu~ 1111re~poudient<•!i en los intPn·;tlu-, ;l\\ 

tericir('s, llenó todos lo'~ intcrvctlos de 1 ron el inten·;dn de ~ d4' 
jando nna fr;lcción; y d interv;:Jq cxprr·~:v}o por <•sta fracr.i6n es
ta.bét en la. r<lZÓu 256 a 2·13. 11 

Obsérvese que en la cita anterior n.parece ia. aplicación <le la Lambda 
platónica prometida ~n el Capítulo 2. Pero prosig\Úcnd1, con la exposición 

del Tünco de Plntón. falta describir la fornni en qw .. :: el Derniurgo <iispu~o 
Jru¡ órbitas de los planetas. Con la mezcla de que disponía hizo dos círcnlm: 
uno interior y uno f~xterior. Al movimiento del círculo exterior lo llu.mó el 
moviinieuto ele 'lo Ñfismo' y al movitnicnto dd círcul.J i11tcri1 •r t>l movimiento 
de 'lo Otro' o 'Diverso'. hizo siete círculos desigua1Ps1 ordenó a. ln.s órbitas 
girar en dirección opuctita unn. a 111 otra¡ tres de ellns [Sol, ~1ercnrio y Venus] 
las hii.o movc~rsc cun igual velocidad y a las restante~ ewltro [Lurnt, Saturno, 

Ivin.rte y Júpiter] con velociclu<l dcsignul R. las tres anteriores y entre sí, pero 
en la proporción debida." 

Algunos prnsadorf's estiman que de los nombres de los siete pla.n1~

tas ¡se derivan los nombre!'> <le lns notas musica.ics! Nicómaco1 por ejem
plo, ulega que, debido a que !(ranos (So.turno) es el planeta más alto con res
pecto a ]t, Tierra, a la nota más baja del diapason se le ha de llamar Hy
patc (''f-;rt\n¡), pues hypatos (úiraro() es 'la más alta'. La clasifico.ción ni
comaquca cotnpletn aparece en la Tabla. 4 (e.ampárese con In. Tabla 2. Ono
masia). 

En In. Tabla. 5 se presenta. la dusificu.ciún ptolemn.icn. Obsérvese qut: 

si consideramos los números de la segunda cohuum.1. y sus rau11ws1 dus a. 

dos, se generan los intervalos correspondientes. Por ejemplo, entre So.turno 
y Júpiter tenemos la rnzón 32 : 2•1 = 4 : 3 que corresponde a una cuart« 

11 Platón, Timeo 35. 
1'2 Platón, Tímco 36. 
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Tabla 4 
Armonía de la.s Esferas 

según Nicómaco 

1 Armonía de la.s Esferas 1 Diapason 

Kronos (Saturno) llypatc J 
Zcus (Júpiter) Parliy¡X1tc 

Ares (Marte) Lic. /iano.• (o. llypcnncsc) 
Helios (Sol) Mese 
Ilermes (Mercurio) Pammcsc 
Afrodita (Venus) Pamnctc 

Sclene (Lu1_1~-- N:_~~-~··-~---·----

perfecta (Syllaba o DiatC3.rn1'0n); entre Mercurio y la Tierra tenemos la 
razón l~ 8 = 3 '!. ig11al a llTPt rp1i1tfa pr.:rfe1:ta (Diapente). (Véa.:;c el 
Apéndice JI). Estos col!Ct!ptus ~e mm1tt1vieron por largo tiempo de~ forn1a tn.l 
que llegaron, prácticamente sin cambio:::, al n1cdioevo mbmo; como ejemplo 
se cita un extracto del Libro lJI de Las Etimologías del filósofo latino del 
siglo VII Isidoro de Sevilla: 

Capítulo 32. Sobre la situación de la esfera celeste. 
l. I.a csíera de Jo,, cielos efi redonda y su centro es la tierra, igualmente 
distribuí da en cada lado. Esta esfera, dken (los filéis1)fnsJ, no tiene ni 
principio ni fin, por la razón de que, siendo :cdonda como un círculo 
no se percibe fácilmente dónde comienza ni donde termina.. 
2. Los filósofos han manejado la teoría de los siete cielos del uni
verso, esto es, planetas que se mueven con la armonía. tle las es
feras, y aseguran que todo5 los planeta..'> t.!stán conectados a sus 
órbitas y piensan qué éstas, estando conectadas y, al parecer, fi
jas una a la otra, se mueven hacia atrás y son llevados cou movi
mientos dC"flnidos Píl dirpn·inn"" rontr:lri:l".i.1 

Estas ideas, referentes a la Armonía de La;; Esferas, prewi.lecieron incluso 
hasta el renacin1icnto y1 como ejemplo, presentamos el magnífico grabado 
que aparece en la Practica Mu .. ice publicado en 1406 (Véase Figura 9). 

Por último un par de citas para exponer la influencia de las ideas pi· 

" Grant (1074) 12 
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Tabla ó 
Armonía de las Esferas 

segiín Ptolomeo 

[Notas inmóviles 1 Números j Esferas =:J 
Nete llyP<:rbalacon 32 Saturno 
Nelt: lJiczt'ugnu:non 21 Júpiter 
NetL Syu.1..wmuwri. :!l ~l"rl" 
Pammese 18 Sol 
Me,-c lG Vettl!R 

llypatc Mesoll 12 Mercurio 
Jfypatc lly¡x•lon I,uu& 
Prvslambanomcnob· Fu~go, Aire; 

Ag~a, Tierra 

tagóricas en d caso de Keplcr: 

En el h1ystcrium Cosm0tJrophicum, I<cpler l1abía. tratado de construir 
su uniwnso wbre la h;uie de los cinco cuerpos pitagóricos. Como la. 
teoría no se ajustaba compll'lam~11te <.i. los l:i2i-h<1i;, trató d(! coustruir 
el UIÜ\'crso sobre Jas annonfas m\1sicalcs de la ~~.<;ca.la pitagórica. La. 
combinación d(l ('Stas dos ideas lo llevó, veinte anos dei;pués a crear su 
gran obra: !!armonice Mundi, que contiene la tercera ley de Kcpler. 14 

La Armonía de lai; Esferas juega un pap<l importante en la Edad 
Media. De acuerdo con Athanasius Kirc.hcr 1 no sólo el ma.crocosmos, 
sino el microcosmos es musical. Aun Kepler, hombre del m<is profun<lo 
espíritu dentífico, nos~ pudo liberar de imaginaciones de esta dase.15 

l< Koestler (1981) 272. 
" Helmholtz (1877) 2'l9. 
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Figura 9. La Música de la.< Esbas ((.;;abado de Gafurius, 1496). 
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Capítulo 6 

El teorema de Arquitas 

No 01k ftilst:dad nl9tma t:tt la naturalc;:a 
dd rn.imero ni en In de la <irmonía 

Filolao1 

Es en el Tcctctcs1 donde npareo: uno dt~ los pasajes mú .. s controvertidos d1~ 
los Diálogos de Platl1n 1 d cual nos dani un curioso pretexto pa.rn iniciar 
este apartado. 

Tr.•etetes1 <lil<'t·to 11lnmno de Teo<loro de Circnc 1 f'Studia c·r)n (~5te Gco~ 

nietría, Logística, Astronomía y Ilarrnonib•. 

Al ser interrog<Jdo pnr Sócrates sobre cómo ('S qui• {leLt.: formularse una 

buena definicióu1 Tcctetes ~e vale de un <~jcrnplo coucrdo: lü futmti cu 
que se demuestra la inconmcusurabilida<l de ciertas n1ati'1litudes. Dando 
in1plícitamente por sentada la irracion:Jidad de J2, Tcodoro SP <ln. a la ta
rea de demostrar ln inconmensurabilidad <le la..s raíces cuadrn.<l:is de números 
mayores considcnu1do caso- particulares (3, 51 61 ••• ) pero, por alguna. 
razón, encuentra una \lificultr1d' en la prueba. parn. J}7.2 

La disertación continúa1 pero la 1dificultad1 deja pcusa11do a nn pocos 
estudiosos. ¿Se trata de un obstáculo insalvable? ¿O quizás 1eodoro se 
detiene premeditndamcnte'I De entre las númernsas cábalas que se han 
hecho al respecto, me permit.o seler.cinnar mm. que, si lJil·11 ha ml-rcci<lo un 
justo descrédito, nos provee <le una introducción musical para el ternf.I. que 

nos ocupa. 

Un C'O!Jl('ntnri1.1t!'l íHJónimo cid Tcetetcs propone, sól0 paru rechazarla, 
la upinión de que uo hay razú11 pertinente pa.ru detenerse en 17. De lns tres 
explicaciones que prcscntn., una tiene un contenido musical que viene n. co
lación. Tl'odoro, romo tcóric<J musical, así como geómetra, pudo conocer 

1 Citado por García Uacca (!YH) 302. 
2 Platón, 'J'ectctes Hfi-1'17. 
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la r<'lación d1·l uúmcro 17 con el problema de subdividir el int<'rvnlo tonnl: 
t~l touo :w f'Xpresn Pn la rn.zón 9 : 8 = 18 : 16, pero el término 17 divide nl 
intervalo 18: IG dcsiguu.lmcnte (i.c., 18: 17 f 17: 16).3 M:is adehUltc re
tornaremos a la cuestión de la división desigual del tonoi al dcmn~trar 1 para 
d cuso general, en que coudiciones no ::¡e puede dar una división en inter
valos iguaks. Por lo pronto, para cerrar el paréntesis abiPrto, din·mos (lUC 
el trabajo d,, Teodoro condujo a una serie de resultados como, por ejem
plo, un pnr de teoremas atribuidos n Tcetetcs, que generalizan In prueba de 
Teodoro de la inconm<:nsurabilidad: 

Teoretna l. Si un número dado es no cuadrado, su raiz cuadrada. eH 
irracional. 

Teore1na 2. Si un número da.do es no cúbico, su raíz C\Íbica eh irracional. 

Otro pnr de teoremas (atribuido~i a Arquita.s) tienen couexióu directa 
con ln Harmur!ib.:

1 
y 11),- frnLHt'J11os ''TI d«tallc dPspués de pr('~cntnr la defi

nición de razón cpímera. 

Dos números, A y B, están cu ra.~ón epÍincra ((:ra¡iÓ¡nm1 81ó.an7µa, 
llamada tnrnbién rn¡icrpartiwlaris proportio por Nicómnco y Doecio ), si la 
cliferencin B - A es una parte de A y de B, i. e., si A y B son múltiplos 
de B - A. Por ejemplo, la razón 12 : 9 es epímcra, pues 12 = 9 + !(D), es 
decir, 12: 9 = 4 : 3 = (3 + 1) : 3. En general, la rn2ón (n + 1) : n es una 
razón epÍmP.ra..'1 

Arquitas probó que toda razón cpínwra puede ser reducida a la forma 
(n + 1) : n 1 y que uo es posible in~crta.r entre antecedente y consF
cuente de semejante razóu un número (entero, por supuesto) que sea media 
gt'omi"u·ira dt! l;::ilus.:) Si hicu Euclides prc::1cnta una prueba. eu su Sectio 
Crn1011i:i·1 la de1uostración preservada por Doccio en De I11stitutionc .J\Ju
sica es la qtte presentamos (comentada), pues se considera m¡Í.S apegada. al 
espíritu original de Arquitas." 

3 Knorr (1975) 10·1, nota 79. 
4 lleath (1921) 215. 
' Van der Waerden ( 1950) 97. 
6 Van der Waerden (1950) 111. 
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Teorerna 3. Entrf' <los números C>n rn.zón t'pÍmera 110 t!Xl!"itf.' una medin. 

proporcional. 

Dcn1ostración 

Sea .4 : fl la razón cpímcra dada, y ¡;can C y D + E los n\1meros m&, 
pcqueiios en esta razón. 

[Arquita.s1 a. la. inverna. de Euclides, con:;idcr;\ A < }), i.e.. A y B 
en la razón n : (n + 1 ). En el texto latino <Lparece DE "ignific;rndo 
[)+E, proforirnos la segunda notación por ser má.~ clara. Euclides, 
por su parte, considera uim línea recta DF qu(I. es dividida en dos 
por un punto G generándose la.5 líneas DG y G F que representan a 
D y E rcspcctiva.ment<'. Para encontrar los términos C y D + E se 
a.plica.el ml!todo propuesto en ltt proposición Vll 33 de Los Elcnwntas 
de Euclides; 'Dados tantos mímcros corno queramos, cuctmtra.r lus 
menores de aquellos que tienen la misma razón con ellos'}. 

Entonces D +E excede al número C' por una µarte alícuota de sí mismo 
y de C. Sc!L Del exceso. 

[Aquí se supone implícitamente que E ~ C. Por la. coudidón im· 
pucsta.1 D es un divisor de D + E mismo y también de C. Ca.be 
recordar la definición dada por Nicóma.co de número superparticular 
(briµópt00' op10µó\): 'El superparticular, e.s un número que contiene 
en sí tnismo la. tota.lidad del nlrnH!ru comparado con élt y alg1ín otro 
factor adiciona.11]. ¡· 

Se asegura que D no es un núniero sino la unidad. 

{No dcbcmo'i olvidar quC' eu lit Aritmética griega.1 la unidad no es un 
núnwro sino la fuente de todos los núrm•ros]. 

Pues, supongamo~; <tllP. D C'!í número mnyor que l y un divümr dí:-: D+E; 
entonces D es LruuLiéu un divisor de E y, por to.nto, rk·- C. Se sigue q1w D 
es un divisor común de C y D +E; pero esto es imposibl~, porque los más 
pequeños de los núrncros cuyn razón iguala a su razón, son pri1nos relativos. 

7 Nicómaco, Intro<lucció11 a la. Aritmética I XlX l. 
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{Para la demostrí\ción cu1nplel<t, véase Eudid('s Elemcnlo.11 VII 22: 
1Los menores números d<• aquP.llos quf' definen lrt misma razón que 
otros, son los primos entri~ sí']. 

Por tanto Des la unidad, es decir, D +E excede a C por uua unidad y, 
de aquí~ unn medía proporcional entre e y D +E WJ ~(·puede eni:ontr;ir. 

[Pues no sería un núnwrn entero el qt1l' apalt!dera]. 

Consecuent.emcntc, 1ma media. proporcional entre Joi-; <los números ori
ginales A y B no puede existir. Ptu" su rnzón igual:i a la de C y D + E. 

l.q.q.d. 

La última inferencia. se desprende de la propmúcitjn VII 20 de los Ele~ 
me.utu.'i: ¡Los nú1nero.:. n1is pcqucüos de uqua!o5 q:ic tienen. entre si !u 
misma razón qt11! dos nlimeros dados, rni<lcn n aquPllos que tienen la misma 
ra.zóu el mismo nt'1mcro de vecPs, f'l mayor al mayor y el menor n.l menor'. 

Para encontrar una aplicación del Teorema. 3 a la Jfarmonikc 1 deht~mos 

insistir que Arqnitas nos ltahla <le la no exiJtencia de un número (entero, 
no lo olvidcmog) tal que se encuentre en proporción continua entre dos 
números dado.'! en razón cpimern. 

Ln división pitagórica del intervalo de octava (2: 1) conduce necesaria
mente a intervalos desiguales [la quinta (3: 2) y la cuarta (4: 3JJ, mediante 
el siguiente procedimiento: 2: 1 "'4: 2 = (4: 3) x (3: 2). 

De manf•ra análoga se puede propout~r una división del tono {D : 8) como 
se hizo al comienzo de este apartado: 9 : 8 = 18 : 16 = 18 : 17 X 17 : 16. 
Pero curnu se ul>:ielVl') t:llLuui:1:tJ 1 J.ü. 17 j 17. 1Gi) :.~ ;!;,¡ . .,j/,¡, i1d.cn:.:1:,,u 
es desigual. 

Surge, cnlouces, una cuP.stión que ha dado motivo u. lurgas ditiCllsÍoncs 

entre los historiadores: En la Harmonikr., la palabra dia.<tema (óuicrrr¡¡ia) 
posee varias definiciones equivalentes, como por ejemplo: intervalo, la dis
tancia entre do<:! nota'! de diferen~e ~ono o !A. extPn~irln [rspario} de voz 



contenida entre dos notns.8 Lh,ma entonces ln atención la apa.ricióu del 
término dia~tcma en 1F1. expresión f.rrt¡iópwv 5táan111n, con la que se de
nota a la. razón cpÍlncra. Adicionalnwutc, por si esto fuera poco, en los 
libros aritméticos de los Elementos un!\ magniturl cu<i..lquiera. es represen~ 

ta<la por Euclides medi<tntc segmentos de línea rcct "· 

Arp:-'1d Szah<S, 1.:11 la l:n'isqne<la tle cxplirncinncs plaw;ililt:;..;, propotlt' 1'1H1h• 

la acepción cumúu en la Tt..'oría de la ).lú:·Üca del;~ palalira di11..tu1w, ••'{U\~l~.l 

que la define litcrahnr~11le como \distm1<:iu.''.1 (Pn tal ::;cnlido la utiliza, por 

ejemplo, Nicl)mcde.s en la. con~truccic'm de su concoi<le 1ºJ <lnndo <le esta 
manera un sentido geométrico nl mru1t:jo de las razones de enteros. Dia.s· 
tema deja ele cntcnder~t;~ entunct:n, en su sentido mu~i1·al de con!'ionanda 
(symphonia) y t-ie tonvierte t·n 1intervalo en tn.ulo que di~tnncin.': 

... pa.rii. lo;, griegos cl iutcrv:Jlo musical ( diasternn) P.ra algo lan real 
y concreto corno la av>..Ao{Já. [nombre pitagórico pa.ra el diatessaron, 
véase Apéndice 11) , el abarmr las dos cuordas exteriores del tetra
corde (i.e. t•l intervalo <le cuarta). Es eugn.ñosu hablar de una 'rcprc
scntución en términos de líneas rectas'. Uno debe, más bien, seiiala.r 
que el intervalo musical (diastcma) era t:m real y concreto como una. 
línea reda Ul('n.snrahle cu ~u longitud.U 
En los expt•rirnentos acla;ticos de los pitag6ricus, la palabra dia.'.<lema 
significaba 1línea recta, y se refería. a. aquella. sección de cuerda del 1ca
non' a la que. ,-;e impedúi v1·brar ctrnndo se prrxlucín el segundo tono de 
unu consonancia ( i.c. después de que toda la cuerda ya l1abía sonado) 
y1 de esta manero, em necesario p<Jra la eteación de un intervalo mu
sical flas cursivas hacen referencia a un lex.to original de Ga.udencio}. 
De a.qui que la. palabra que, de hecho, significaba. 'línea. recta.' vino 
a. lomar el significa.do de 'intervalo musical'. Más a.\tn, dado que los 
puntos extremos (ópoi) de esta. línea recta eran números del canon 
, la. palabra. diastema se usó, en consecuencia, par.:\. describir la 're
!aci611 entr~ dn!i mímcros' da.da. por los nútncros proporcion.a.les de }a$ 
cousona.ncia.s (12: 6, 12: ~ 1 12: 8 c1.c.). 1: 

Las afirmaciones <le Sza.bó llc~<m al <·xt remo rl<' con ietnrar cp1f' prorf'Ho:--: 

• Michaelides (1978) 77 
9 Szabó (197R) 107. 

111 lleath (1921) 239. 
11 Szabó (1978) 11 l. 
1
' Szabó ( 1Ui8) 117 
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tales como la Antifair.,io (algoritmo euclideano de la división)lJ pudieron 
haberse originado en la teoría pitagórica de la música, al emplenrsc en el 
c1ilculo de razones entre las longitudes de hi cuerda de un monrn:ordio." 

En una crítica <lernoledora., Do\ven invali<lü. la. posicit'm filoklgicn n ul
tranza ndoptada por Szabó. Alega, por ejemplo, que, si bien es cierto que 
dia.~tcma !'5ignifiCít 'dist<mcia" en Gl'<inH.:lría, ll) mismo 110 sun·dc• 1·n l<t llar
monikr:. Couvit'llt: hacer 11utar ({lll!1 juuto a.l sig11ifil'ado ctiu1ut<>t;icu 1.kl 

térn1ino (tlin.-.,tc-ma: ¡;up1éllu que lrn ~i<lo hecho para sc'pn.rar1
) po<lc1nos 

oponer su contrario (-'Y~-3tema: ¡<.lquéllo que ha sido hecho pum. junlu..r') 
que rcprcscntit una. cs<·alu. o sucesióu de intcrvaJos. 1,r. Así que la interpre
tación geométrica de dfo., tr.ma es a.jcn<.1. a la. llc~rmonikc (véase Capítulo 2). 

En el contexto dd Teorema <le Arquitn.s ,<.:on nuL., Herias h~; objeciones 
que se pueden opoul'r o. las tesis de Szabó: éS dudoso, como oUserva. Knorr, 
qne Arquitas haya utilizado el término diastcma en el sentido que lo plan
tea Szabó, pues Boccio ( que 1 t:umo yu ~e dijo~ .sP con~idern. la fuente rnás 
confiable con respecto a Arquitas) utiliza la palRhra proportiu •:n lugar <le 
intcrval/um (que vnlidarfo la opinión de Szabó)rn 

Existen otras razones de peso, co1no la. cuestión de hl notación original en 
la demostración del Teorema de Arquitns (poco apta P"fll simbolizar magni
tudes geumétricas ). Pero el argumento más contundente alega que el punto 
de partid" de. la Teoría Musical Griega no pudo ser de tipo geométrico, pues 
ln. representación geo1nétrica de iutcrvd.los musicales no habria. conducido u. 
resultados tales como el Teorem11 de Arquitns. La raY.Ón es lógica y atiende 
a una cuestión ·n1uy silnple: si se piensa en los intervalos musicales como 
entes geométricos, el problenm de encontrar medias proporcionales est>í 
automáticrunente resucito pues es posible construir éstns geométricamente 
(véase el Apéndice III, donde se discuten estas construcciones). Así pues, 
sólo tiene sentido hn.LL.LI de b. no ~xi!::;tencin. de una división proporcional 
Je un intervalo si se está en un contexto aritmético. 

13 Knarr (1975) 332. 
" Szabó (1978) 13:H37. 
" Oowen ( 1984) 339. 
16 Knarr ( 1975) 2·11. 
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Para terminar retornemos a la aplicación dada al Teorema 3 sobre la 
división desigual del tono. Encontramos, entonces, que no es posible hallar 
un mímcro X de tal manera que divida en proporción 1t! intervalo 9Y : SY 
(9Y : SY = 9 : 8 razón c¡uc representa al tono) lo cual es equivalente n. decir 
que ninguna rHZÓn .X: Y divide al inwrvalo 9: 8 cu proporción (i.r', no 

existen X y Y tales que 9: 8 =(X: Y) x (X : Y)= X' : }" 2). Lo anteri¿r 
se generaliza mediante el siguiente: 

Teorema 4. Una razón cpímern. no puede ser el duplicatlo [cuadrado] de 
una razón de enteros. 

Dcniostracióu 

Sea A : B la razón cpírncra. <lada. Supongamos que existe una razón de 
enteros la cual es el subduplicn.do de la razón dada; esto es, .4 : B = 

(AY: X)(X : flY), dnud" AY: X~ X: BY. Entonces BY, X y AY son 
tres enteros cu proporción contíuua. Pero esto es imposibl1: por el teorema 
3, dado que AY y BY están en razón epímcra. Por t1mto la nw.ón A : B 
no tiene subduplicado rncionnl. 

l.q.q.d 

La a.plicación a. ln T~uría Musical del Tcoren1a 4 es clara: siempre que se 
tenga un interv;.J.u musical tal que venga expresado por una. razón epímeM 
ra (i.e. (n + !) : 11), no sení. posible encontrar otro intcn·.i.lo (dado por b 
razón p : q ), de tal manera l!UC lo divida en propordón 1 pues esto implicruía 
que (n + !) : n = p2 : q', en contraclicción con el Teorema 4. 

En un panorama nuls amplio, y de mayor trascendencia para la HarM 
monikr., una consecuencia importante <lcl Teorema 4 es q11e 1 en tanto que 
e;, irrn.cior1a.l b roiz cu:!.d::~du d~ 'J.nt~ rn.zrJn l'.."l.1Ímt~r:-i, ll1·~i1 Pl rnnflidn dP 

la inconmensurabilidad al terreno de la 'fe-orín Musical. Sin embargo, no 
debemos confundir causa. y efecto pues 1 como afirma Knorr: 1 

••• la teoría 
armónica de la irracionalidad fue un derivado de la teorín geométrica, má.s 
que el convcrso'.17 

17 Knorr (197.í) 216. 
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En este punto resulto. interesante resaltar los conceptos de racjona.l e 
irro.ciona.l en la Teoría de la Músico. do.nrlo, ele ¡nc~o, una distinción mús 
entre las cscuelu.s pita.górica y aristoxenin.ni.J.. De ncnerdo con Aristoxeno 
(pryrOv ÓLÓ:ar17µa) rhcton dia.~tcma es aquél intcrvü.lo racional con res~ 
pecto a la melodía, es (lccir, at:1w:l que puc<lc ~cr c;:~ntado o cvnlumlo por l'l 
oído. Por otra parte el (ó.\cryo11 DLlÍan¡¡in) ulogon diu"•lmia es at¡uel in
lcrvalo que uo puede ~L:r ctmtadu u reconocido pur d oíJo. Por :,n¡.i11 ;,!u. 

como acota ?vlichn.cli<lcs, este punto de vista no se pue<lc M.:uplüt a la ilkü 
pitagórica de nH:dir los inwrvnlo~ rnediru1tc razones unmérir.ns. 18 

IS Michuelidcs (1978) 290-201 
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Conclusiones 

De lo discutido en los apartados anteriores, nos fonnn .. tnos w1a in1n~ 

gen del grado de parcute8~o «ntre !'vfúsku1 Arit1nética 1 Astronomía. y Gt~-

1nctría Griegas. Quedó a.sentado dl! manera e:q1lidta.1 a través de ejem· 
pl<Js roncreto.o; 1 que existen notorio::; puntos de contacto y que estas m.ate
rias compnrtcn, por lo tanto. interese!$ y dificultades s1~mej;u1tes. 

Se dcn10stró qm.~ pu.rn. co1n1Hender d papd de la. Nlú~ica t;n el pensa
miento gri<>go se requiere d1:.· mw. di-:tinrión clara !~ntrc Afou.~lke y llarm .. o
nike: In. prinwra eren un lazo eutn:: lu.s hum;11Ü(lade:5 y las frfat!H:mata, rnir:n
tras que líi segunda. lo solidifica empleando todo instnuneuto lnu.temút.i
c.o n tiU alc1mce y piuutul.nJn, :.i. s11 -.·cz, p1~rspcctivas nní..s arnplia.s de apli
cación de éstos. 

Al pc11ctra.r t~n los detnllcs, uos pttcd(~ tmtusillsmar la aparici<Ín de cier
tos conceptos que pru·ecm1 revelar una.lobría.s interesanks; pero extraer, a 
partir tle datos tan dispersos, conclusiones atrevidas sobre las tnaterias es
tudiadas, ~ería conceder una. irnportancia <lc!ipruporcionada ;:;,, rncras cu
riosidades filológicas. El significado de la.' palabras griegas, como su
cede en cualquier lengua, es diuárnico y se ndapta a las necesidades que npav 
recen con el trnrrncurso del t.icmpo. Ln utilización de ciertas pnlabras en di
versos campos insinúa que existe alguna conexión entre ellos, pero no nc
ccsa.riamcnte se constituye en prueba dcfinitim. Tal es el caso, por ejem
plo, del término dia•tcma, que aparece con significados distintos: 'distan
cia, en la. Gcomctria e 'intervalo' en la Ilarrnonike¡ hecho, que si bien e:; sig
nificativo, deumnd:l el <::"r cn.utelosos en nuestras condusioncs. 

El 0111uiµrc.se11tt.: 1 y uu !licrnpn• bien libr;_i<lü 1 pcu;:.a.míento pitagórit:v 
compartió con la N!úsicn. sus 1nomentos de esplendor t.:u unZL exo.ltada 
mística del número, pero t an1biCn comunicó a ésta los obstáculo:.; pro
pios de las magnitudes inconmensurables. Sin embargo las idens pi
tagóricas en torno a la Ñ[Úsicn. no 5on las ünicns, a pesar de su predo
minio histórico y de ser las más conocidru;. 

La.rivalidad entre las l'scueln.s pitagórica y aristoxenimm nos revela. que, 
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en el terreno de ln Teoría Musicn.l, lns doctrinas del maestro de Samos no 
tuvieron u1m aceptación incoudicionnl. Algo .semejante :-;¡~ aprecia en la 
oposición de Aristóteles a ideas tales como la Armo!Úa de las Esfora.>. 

La persistencia del pensami{·nto pitagórict1 en d tnundn m:cid1•ntn.l, no 
se refleja. tan sólo'"' ln aparición del Quudri"ium en la Edad Media. Una 
prueba de ello son los prinwros inlenti_is de Kt•plcr pur t'Sl<lliko~r las l<~)T:-. 

de los tnovímcntos phu1elariosj al proponrr ln..'i <)rbita..s <le los planetas como 

situn.dn.~ en 1:sfcrns concCnl riras u.just ndíl .. 'l n los polic<lro:; rcguln..res1 hay unn 
aceptación implícita de conc('ptos como el <le lu. Annonía de l:L~ Esferas. 

Gradas n. 1os trabajos <le los nmtemá.tico:; griegos, quedó abierto d ea~ 

mino hacia estudios 1nás elaborados del r~w'iweuo mu~i(·nl F'w~ a partir de 
taleB buses que se suscitan inlcn.lmi. de cxplicncil'111 tk los fcnú1m:no-, no com
prend;dos por los helenos: Euler propone una. reglt:t m·ittnt':lica para calcu
lar el grado de n.rmonÍll de un i11Lt:'1 \-;:Jo e, acorde, d'A l<'mhert y Ramem.1 ex
ponen su tcorÍl\ sobre la cnusa de las con~onaucias y Fouricr si<mta los fun
damentos pnrn. nlleslra actuu.1 tenrín física de la Annonía.. 
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Apéndice I 
Medias proporcionales 

Porfirio el Neoplatónico nos da. a conocer un extenso fragrncnt') <le Arquitns 
en el r¡ue se <ll'fiill'll las tn .. ·:;; propurL·iones pri11cip1Jt•s:1 

Existen treR proporciones en la !\lúsica.: la aritmética., l<t. geométrica. 
y la. subcontraria o, así llamada, armcinica.. Tenemos una proporcióu 
aritmética cuando tres está.u rcl<~cionados con respecto aJ exceso, como 
sigue: el primero excede al Sf~gundo en la misma medida en que el 
segundo excede al tércero. En e:il<1. pwpurdón la ra.r.ón de los 1lo.-, 
términos mayore!i Cti má.'i pl~quciia. 1 mientras que la n~z.ún de los dos 
términos menores l'S truls grande. Tenr-mos una proporción grométrica 
cuando P} primer término es a.1 sc.11;undo corno el SPgun<lo C'.5 al tercero. 
La. razón de lu5 dos términos nu\.yore& l'i) igu<J1 .~ a.qu;'.;lJ..;, J.e 103 dus 
menores. La proporción subcontra.ria. 1 la cual llamamos armónica., 
es aquélla en la cual los términos son t.ali:» que !ii el primero excede 
al segundo en una ckrta parte del priml'ro, el s('guHdo exct:di>rá al 
tercero en esa. misma. parte del tercero. En esta proporción la razón 
de los dos términos mayores es mayor, rnicntra!i que la. razóu de lo!i 
dos términos menores es menor. 

Entoncesi com1idcrando los tres términos a, by e tales que a > b > e > O~ 
podemos desprender <le la cita anterior las definiciones <le las tres principales 
proporciones con nuestra. propia notación: 

Propordcín Aritmética: 

y, según Arquitns, 

Proporción Geométrica: 

1 Cohen (1975) 6. 

a-b=b-c 

" b -<
b e 

a 
¡; = ~ 
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Proporción Armónica: 

a-b 

b-c 

Entonces resulta que 

-·a 
m 
1 

c. 
m 

a 
¡; 
o 
b 
b 

y 

donde m es un entero positivo. 

> - puesto que 

m 
m-1 

y 

m+l 
m 

En la púgi1m siguiente aparece una tabln. autoexplicativa de las diez medias 
proporcionales consideradas por Pappus y Nicómaco. 
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NOMIJRE 

Medin Aritmética 

Mcdii~ Geométrica 

Media.s proporciona.les (Jliaorijnu) 1>egün Pappus y Nicó1naco. 

!\o. en 
Nirünrn.co 

No. en 
Pappus 

Forma 
Cldsic.i. 

Nolación 
Ar.turil 

u+ e:-;= '2b 

Solución en 
'l'Crminos de r.r,{1,r 

Solución 
~lini1na 

a:::o+<ÜJ+¡ 11:::•1 

E~=~[=~) l1r:::&: u~P+r b::2 

,_~~--~-------------------------------~~-----~ 
Subconlraria u_ li u 1 l 'l r1 = 2n + :1# + ¡ a.~ G 

Mcd1<i ~múnka b="; = - ~ + ~ :::: -¡; ~ ~ ~J1++,., ¡· ~ ~ ~ 
Sub contraria <le 

In media armónica. 
a-b r. --=-
b-c 

a:::;; '2a+ 3/i+-,·---~a~ 6 
b = '.!o + '1iJ + .., b ::-: 5 
c::::¡J+~r e~~ 

Quinta. media a_ f¡ i: :i a :::: rt + 3/) + ')' a::: 5 
(SuhcootrACih.. d~ 111. -b ---e ;:::; - u.:;:..; b + e - ~ b =: O'+ '2¡1 +'Y b = 1\ 
Medí;, Gcométrii::n) e = ¡J + "1 e ~ '.! 

Sexta media a_ b 02 a = o+ :VJ + 21 a= G 
(Subcontraria lle lr. ~ = - e= a+ 6 - ¿ f, :::= cr + 2/3 + 1 b ::= 4 

1--~_1,_d_i._a_·'-º"-~-"~"-"~) ___________________________ c_= _ _c..a_+'--'-~-1 c=l 
a 

r. 2 :::: '211c- ab --=-
b-c 

a= a +2¡3+1 a= •l a-e a 
u' +e' = 11(b +e) b=a+P+1 b=3 ;:::¡; = -

c=.0+1 e= 2 
Novena. Medrn 

a"' o +/3 +1 a=3 
a-e 

b'+c'=c(<1+b) b= .IJ+¡ b = 2 --=-
b-c e= 1 c=-y 

Décima Medla 10 

a-e b 
a=b+c a-b = -Séptima Media 10 7 

a-e a a= 2u + 311+ 'Y •=6 
-,;.:: b"' b a'= 2ab-bc b = a+2/3+1 b= 4 

e~ 2[}+ ·1 t:= 3 
Octava Media 

NOTA: (cr, tJ, "'1 tres términos en progt~ción gt.-omélric.a.) rt > b > r 



Apéndice II 

INTERVALOS CONTENIDOS EN UNA OCTAVA' J 
Intervalo Nombre griego Tono Razón 

Primera o unísono Hornophone• o J,otonia e 1:1 
Coma Didímico Comma 81:80 
Coma Pitagórico Comma 531441:52·1288 
Segunda Menor Lcimma m 250:243 
Primera Aumentada Apotome q 2187:2048 
Segunda Mayor E¡wgdoo3 D 0:8 
Tercera Menor EV 32:27 
Tercera Mayor E 81:64 
Cuarta Perfecta Syllnba n Dinfe,,~rt.rOTI F ·k3 
Cuarta Aumentada Ftt 729:512 
Quinta Pe1focta Diaprntc o Dioxcia G 3:2 
Quinta Aumentada Gtt 0561:4096 
Sexta Menor AD 128:81 
Sexta Mayor A 27:16 
Séptima Menor DP 16:9 
Séptima Mayor B 243:128 
Octava Dia¡;aJon o Antiphunan e 2:1 

NOTA: Aquéllos intervalos cuyo nombre griego no aparece eran con~ 
sidcrados como disonantes y se agrupaban bajo el nombre ~enériro de 
diaphonia. 

1 Harrnr<I (1986) 101. De C•11dé (1\168) 1·16. 
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Apéndice III 

Construcción geométrica de las 
tres principales medias 

Pappus preserva y comc11ta utw construcci<'.111 v;eon11':t!"ica., de autor anónimo, 
en la que figuran ln .. s trl'S medin...<..> principales junto con sus respectivos ex
tremos, todo esto en un solo dia.gnuna valiéudosP ü11icruncutc de seis líneas. 

Una. observación antes <h~ cut1ar en materia: cu la. fi!!iuru si; indicnu con 

---- los trazos dad1..n por el geómetra a.m~11i1110 (llamado por Pnppus 
n' = 1 0.lguicn 1

) 1 rncdirrntl' - - - - los trazos adicionales n~qllt!ridos por 
Pappus y con - · - · -· los trn.zos a<licionrJcs prnprn~stas para hacer uuí.s 
clara. la demostración. 

Sobre AC, diú.mctro de urm se·micircunferr.ncia 1 locoJiznmot:i un punto ar· 
bitrario B. Trnzamos lJJJJ.AC UJ nl1l1r,; la. ¿.;c:uit·in:unfPn'ncin) y ht t.~n

gcntc lI G que prum por D ,¡., tal manern que G estll en la prolon
gación de AC y lI D = JJG. Si O es el punto medio <ie A.C, trazatnos el radio 
OD, FB_l_OD y IIB <¡ue corta a OD en K (Véil.Sc figura de la pfigina 59). 

Claramente UD (= OC) es ¡,, media 1u·itmótica de AD y BC pnes 
AB-OD = OJJ-BC [ya que OJJ = !,(A.B + BC)]. Tenemos que, BD es 
la mcdi" geométrica de AB y BC pue;, considcrnn<lu los trnws auxiliares 
AD y DC, [y los Elementos VI 13 y VI 8 (pori.'1na)] se tiene: 

el L.4.DC es recto [Elementos lII 31]. 

=:· 6DBC ~ i\:lBD [Ebnc11tos VIS) 

=" BC: BD = BD: AB 

o, equivalentemente \Ali - BD): \BD - DC) '"'"i!B: BJ) 
BD es la media geométrica de AB y I1C. 
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Por otro \arlo, 01( es la media 1mnónicn entre OF y OD pues, conside
rando el trazo auxilinr Jf O, tenemos que: 

b.GDO 

=? OD: OF 

6BFO [DGj_OD; OD.LFB] 

DG:FB 

Jf D : F B [If D = DG por construcción] 

Dll: KF (b.IlDK ~ b.BFI<] 

(OD- 01<): (OK - OF) 

01( es la media armónica de OD y OF. 

Según el parecer de Heath, Papplis no se percata de qt1e es posible dar la 
construcción con tan sólo cinco línen...'i pues, la. proporción nrmónica está, de 
hecho, presente en línea.:, ya existentc~. 1 Sin c1nbargo 1 en opinión <le Ilrown, 
lu cu11:,Lruc.ción <le P::ippus -::e ju~t.ifit:"n i !)Hes su aparente error no es sih!.J uua 
crítica velada al geómetra anónimo por su folt11 de rigor lógko y descuido en 
la demostración de que DF efoctivarnentc cumple con la propiedad pedida 
respecto a 11B y BC. Tan es así, que Pappns mismo escrilw: 'Pero cómo 

1 llcath (1921} 3fi.j·, 

,; 

1 i~ .... \, 



es que DF es una media armónica, o entre que clase <le líneas, él no lo dice, 
sino sólo que es una tercera proporcional con O D y B D." Como sea, a 
continuación damos la demostración, elaborada. por Heath, de que D F es 
efectivamente la. media armónica de AB y BC: 

Por construcción el 6DBO es r<'rfáng;11lo y IJF.LOD 

=> D.DBO - D.DFB !Elementos VI 8] 

=> DB: OD = DF: BD 

=> BD' = DF ·DO 
1 

pero BD' = AB · BG y DO = '.{-IB + BC) 

=> 2AB · BC = DF · (AB + BC) 

=> AB ·(DF-BC) = BC · (AB - DF) 

=> AB : BC = (AB - DF): (DF - BC) 

DF es la media armónica de AB y BC. 

Citado por Brown (1975) 175. 
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Siglo -VI 

Siglo -V 

Siglo -IV 

Siglo -III 

Siglo -1 

Siglo +I 

Siglo +rr 

Apéndice IV 
Cronología 

Pitágorns de Sa.rnos 
Lnssus de Hennionc 

Pín<laro (ca. 522, ca. 446) 
Protágoms de A bdera (ca. 485, ca. 410) 
Phrynis (ca. 475, ?) 
Fil~hw de Tarento (ca. 4 74, '!) 
Sócrates (ca. 470, 399) 
Damón (ca. 430) 

Timoteo de Mileto ( Cll. 450, ca. 360) 
Platón ( 428, 347) 
Teetetes ( 414, 3G9) 
Arquita.s de Taren to (ca. 390) 
Aristóteles de E:;tagirn (33·!, 322) 
Heráclides de Ponto 
.Aristoxeno de Tnrento (ca. 375, '!) 
Euclides (ca. 350, ca. 275) 

Eratóstenes de Cirene (ca. 276, ca. 194) 

Dídimo (-63, +10) 

Geminus 
Plutarco (ca. 46, ca. 119) 

Ptolo11wo (108, ca. 163) 
Alypius 
Cleónides 
Teón de Esmirna (ca. 125) 
Nicómaco de Gerasa (ca. 140) 
Pollmc 
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Siglo +III 

Siglo +IV 

Siglo +v 

Siglo +VI 

Siglo +VII 

Siglo +x 

Siglo+ XII 

Siglo +XIII 

Diógenes La<,rcio 
Arístides Quintilianus 
Pa.ppus de Alejandría. 
Porfirio (232, 304) 
J1e1nblico de Calcis (ca. 250, ca. 325) 

A(~tius 

Proclo (ca. ·100, ·11'0) 

Casiodoro (ca. 477, 570) 
Doccio (ca. 480, 524) 

San Isidoro de Sevilla ('I, G3G) 

Suido.s (ca. 960) 

Rugo de Sim Víctor (1096, 1141) 
Domingo Gundisalvo (ca. 1140) 

Georgios Pachymcres (1242, 1310) 
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