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Presentacion

La proporcién del todo con su mitad o de 12 milad con el todo es
tan natural que es la pritnera que debe ser entendida. Esto debe
predisponernos en favor del intervalo de octava, cuya razon es | 2.
La unidad es la fuente de log aimeros, y 2 es €] primer nimero. ..

5i digsemos a leer la citn anterior a cunlquiera gue posea clerto couocimiento
de lag Matematicas Griegas, probablemente supondria que se trata de un
fragmento de algin tratado musical antiguo, pues la exclusidon de la unidad
entre los mimeros, ¥ su funcidn como generadora de ¢stos, es una idea
netamente griega.!

Sin embargo, el texto citado pertenece, nada menes, que al Tratado de
Armonia de Jean Philippe Rameru, jpublicado en el afio de 1722 Puede
objetarse que Rumeau, siendo muisico, no estaba al tanto de la ‘novedosa’
(Stevin muere en 1620) bicnvenida a la unidad entre los nimeros. Pero
cuando nos enteramos de su fructifera relacion con d’Alembert, debemos
pensar que su trabajo era reconocido en el medio matemitico ¥ no puede,
por tanto, tomarse a la ligera.?

Al parecer Rameau pretendia, al escribir el pdrrafo citado, utilizar un
lenguaje andlogo ol de los antiguos helenos, empleando, de hecho, principios
‘e ideas pergefiados desde la antigiedad clésica, lo cusl nos da pie para
preguntarnos qué hay en tales ideas para que perduren tanto tiempo y con
tal intensidad,

Se ha mencionado repetidamente que existe una relacidn entre Masica
vy Matemdticas, pero pocas veces se estudia con detalle en la literatura, ya
~einde v o de otraniateria, hasta qué punto y de qué manera se da tal co-
nexién. El temea es discutido con frecuencia win los ibros de historia general
de las matematicas tau sdlo desde el punto de vista pitagdrico y de una ma-
nera superficial. En ese afén de sinplicidad, y per razones naturales de es-
pacio, son apenus mencionados Jos trabajos musicales de Arquitas, Eu-
clides;, Ptolomeo, Nicdmaco y otros personajes de lus Matematicas Grie-

Jones (19847) 8.
? Hehinhol {1877) 232,



gas. Figuras como lus de Aristoxeno, v junto n ¢l otros tedricos meno-
res de la Muisica Griega, simplemente no son tratadas,

8i se habla del Quadrivium {Astronomin, Aritmética, Geometrin y
Musica) tan solo se dice que tal asocincion se daba en ¢ Medioevo y no
se hace hineapid en ef origen griego de semejante idea. Segin los prejui-
cios propios de nuestro tiempo, resulln de cierta manera natural el paren-
tesco entre Astronomia, Aritmétics y Geometria, pero jqué tiene que ver
la Musica en todo esto?

La idea de este trabnjo es justificer v explicar la presencin de la
Teoria Musical como parte de las Matematicas Griegas y sus vonas de in-
fluencia, aportando los antecedentes necesarios y extendiéndose en ejem-
plos coneretos que vinculen a Ja Milsica con las atras materias del Quadri-
vism. Es por lo anterior que Ias secciones de esta tesis se ligan, comple-
meutdndose entre si, pero tratando siempre de aportar razones que vali-
den 1n inclusion de la Misiea entre las cuatro mathemeta gricgas.

Como punto de partida, se prefirid contemplar el aspecto hwnanistico
del tema, asi que la tesis se inicia presentando un panorama general de la
Musica en la sociedad griega, asi como su papel en i educacién elemental.
Al definir con precision el término Mousike, se aclara la distincién, que
se hace mas adelante, entre éste y la Teorin Musical ( Harmonike), Se
describen también la Lira y la Kithara, dos de los instruimentos musicales
cuyo conocimiento clarifica algunas ideas cxpuestas en secciones posteriores.

Harmonike (Capitulo 2) es de cardcter mas tedrico y aporta los con-
ceptos necesarios para plantear, en sus términos originales, los proble-
mas que se tratardn mnds adelante: tal ¢s el caso, por ejemplo, de los nom-
bres dados a los intervalos consonantes griegos, que serdn utilizados en
la construceidn de las escalas pitagorics en el capitulo 4. Se presen-
tan tambien oo cicuclng de Aristoxeno y Pitdgoras como las principales co-
rrientes griegas de concepeidn de la teoria musical.

De las cuatro Methemate al Quadrivivm (Capitulo 3) es donde se da
unidad a las materias tratadas en los tres subsiguicentes cupitulos y analiza
o éstas, como parte de un todo que se prolongs haste el Medicevo, En clerto
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sentido ¢s aqui donde descansa lu tesis central de este trabajo; pero por s(
mismos, los argumentos aducidos serfan palabras hueras si se les despojara
de los cjemplos dados posteriormente,

El monte de las Musas (Capitulo 4) nos provee del primer ejemplo con-
creto de van relacidn entre Musica v Geometria: presenta la constniccion
detallada de la escalu pitagdrica y su relacion con el Helicon, un instru-
mento geomeétrico, ravamente mencionicdo en los ibros de Tastorin de e
tematicas griegas,

La Armonia de las Esferas (Capitule 3) discute In conexion entre Misica
y Astronomia, procurande respetar la exposicion del tema en sus términos
originales: sin duda ¢l ¢jemplo obligado es el mito de la Armonia de las
Esferas. A la exposicidn clisica de Platén, en La Repiiblica y el Timeo, se
agregan las tablas de Ptolomeo ¥ Nicomaco, en las que se hacen explicitos
los ‘intervales musicales’ que existen entre los planetas,

El Teorema de Arquitas (Capilulo 6) muestra una aplicscién de la Arit-
mética a un problema concreto de la Misica: la imposibilidad de dividir
el tono en partes iguales. Sermcjante imposibilidad se deriva de Ia rela-
cidn entre Ia rigida teorin musical griega y los supuestos pitagdricos de la re-
presentacion de las consonancias mediante razones numnéricas. Se Hevan,
de esta manera, los problemas de las magaitudes inconmensurables a la
M#sica,

Por 1ltimo, un par de aclaraciones importantes: El autor de esta tesis
estd al tanto de las recientes discusiones en torno a la cuestion del Alge-
bra Geométrica, sdlo que prefiere mantenerse neutral adoptando por econo-
mia, pero con conciencin, nna natacion moderna enanda In cxpesicidn grisen
s innecesariamenie compleja.d Por otra parte, la insistencia en la inlro-
duecién de térnininos griegos obedece al propdsito de plantear los conceptos
en sus términos originales, evitando de esta manera, los malentendidos que
surgen al presentar traducciones que sicinpre peeni de inexactio,

3 Cfr. Unguru {1973) 67-114; Freudenthal {1975) 180-200.

viii



Para cada nueva palabra griega se da la transhiteracién correspon-
diente en cursivas con el objeto de valerse de ésta en relerencias posterio-
res. Muchas de las palabras introducidas en cste trabajo en su forma ori-
ginal, adquirieran con el transcurso del tiempo una mayor riqueza y,
cuando es ¢} caso, un contenido matematico de peculiar interés para nues-
tro estudio. Como lo plantea Knorr: la  diferencin metodoelogica en-
tre el fildlogo y el historiador de las matemdticas es que el primero exa-
mink en detalle los textos, pero no saca a la luz nuevos aspectos ma-
teméticos de interés, micniras que la tarea del segundo es la de que co-
bren sentido matemdtico los pasajes estudiados, sin que para ello sean ne-
cesarias traducciones literales.*

* Knorr (1978) 567-368.



Nota al Lector

Las notas al pic de pagina pueden parecer excesivas, pero d¢ estn manera
se facilita ol lector la hisqueda, en In bibliogralia, de datos dudasos o
interpretaciones cuestionables.

Las referencias a obras cldsicas se hacen signiendo las couvenciones es-
tablecidas en las versiones antorizadas. Cuande cu pie de pagina apa-
rece: Aristioteles, Politica V1T 3 1337%23; nos referimos al apartado 3 del li-
bro VIII de la Politica, pagina 1337, columna b, renglén 23; nume-
racion que corresponde a la edicion estandar (1831) de Immanuel Belcker del
texto griego de las obras de Aristdteles. A tal edicidn se apega la version in-
glesa utilizada en este trabajo. De los Elementos de Euclides, se pre-
fiere la edicidn de Heath que aparece en la bibliograffa. La division de
los Didlegos de Platén @ que se hace referencia, en los pies de pigina co-
rrespondientes, es 1a de la traduccidn de Jowelt,

En el Apéndice 1V s¢ da una cronologia de los autores cldsicos que
aparecen en ésia tesis, lo que se considera un buen auxiliar para situarse
en las distintas &épocas, dado el extenso periodo de tiempo considerado.

Si bien es deseable, no es imprescindible poseer conocunientos de misica;
de hecho, basta con un somero conocimiento de la notacidn musical y de
los intervalos. Quien lo desee puede revisar estos conceptos en cualguier
libro de teoria de la mdsica, como ¢l convencional, escrito por Danhauser.

Puede llamar la atencidn la reiterada mencion de Michaelides en los pies
de pagina. Dcbe reconocerse que fue un valioso auxiliar en ia elnboracion
de esta Tesis pues, las exposiciones de Burbera o de Winnington-Ingram
son, por momentos, un tanto abstrusas.



Capitulo 1
Mousike

En opinidn de los estudiosos de ls Masica en o Antigua Grecia es particu-
larmente dificil elaborar una historia detallada del tema, pues son suma-
mente escasos los fragmentos que subsisten. En lo que se refiere a testi-
monios concretes de miisica escrita, tan sdlo se completa el equivalente a
casi 600 compases, yne representan apenss, corca de 15 piezas (o {fragien-
tos de piczas) pars un periodo de siete siglos.

Can todo, ¢l punorama no s tan desoladnr come parece, pues cs posi-
ble dedudit civrios hechos o partir de evidencios arqueoldgicas tales come:
restos de algunos instrumentos, vasos e Jos que aparecen pinturas repre-
sentativas de la actividad musical v, sobre todo, escrites, desde 1os que tra

tan incidentatniente of tema husta los tratados filosdficos o tedricos.

Sabemos de la existencia de un mitico compositor Olimpo que introduyjo
la harmonia lidia' concepto que junto von el de hermonia frigia, testifica
una certa influencia asidtica que se remonta al siglo ~VIIL

La Milsica fue un elemento presente en fa mayoria de los actos piblicos:
culto a los dioses (ditirambos, cantos procesionales e himnos a Apolo),
matrimondos, funerales, ete. Los muisicos, lo mismo que los atletas en los
Juegos Olimpicos, competian en los llamados Juegos Piticos, competencias
de destreza vocal ¢ instrumental en las que se celebraba la victoria de Apolo
sobre Piton, ln serpiente de Delfos.

La Msica Gricga era bdsivamente bomofonica (1.e. con una sola lnea
melddica), pero era permitido que cantaran dos o mds voces simultdnea-
mente siempre y cuando le hicicran al unfsone ¢ a lz octava, Un instoe
mente ncompaiiante podia levar una melodin produciendo, ya sea interva-
los consonantes {octava, quinta o cuarta) o disonantes, aunque no se puede
hablar de algo parecido a lo que hoy llamamos contrapunto,

! Michaclides (1978) 245,
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Figura 1. Kithara.

Gracias a las caracteristicas proplas de la lengua griega ésta posee una
melodin propin v un ritine basido en la cantidad de silabns y acento de
lay palabras, hecho gue debia ser tomade en cuenta en la composieién mn-
sical. Asi pues, no es posible distinguir entre los ritimos de la Musica Griega
y los metros de la Poesia Griega. La unidad de la teoria métrica o ritinica
cra, por tanto, ¢l pie (cada uni de las partes de dos, tres o mas silabas de
que se compolle ¥ con que se mide un verso) ¥ no el comnpis. Presentamos
algunos tipus de metzos en su notacidn musical actual:

h_sl LI R Clianin

-I J‘ -J r) J -J‘ ) aJ )aj aﬁ Endecasilabo Safico

Alrededor del siglo -V se gestan Loy Inlctos du Ta teeria musical (Harmonike,
de la cual tratalemos en ¢l apartado siguiente), ssi como un cardcter mas
definido de las formas msicales gricgas. Se zeufia entonees el término
Mousike (Movo o) gque desigun o todas aguellias artes que se cncuentran
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hajo la proteccidn de lns Musas, en particular la poesia lrica.?

El concepto Mousike atiende a todas aguellas facultades intelectuales y
espirituales, v tiene como complemendo naturad, en la educacion elenental
griega, i la Gymnasthe {Tvpvneris) relativa al desarrollo armonico del
cuerpo hutnano, Agregando a estas actividides la Jecta v 1a eseribur se
completan ls materlas de gstudio propias para un joven griego hasia la
edad de 14 afies?

Esto nos Heva o mencionar un concepta de peenliar inportancia: el et-
hes {nfo:) que vs el carieter morad que la midsica inspira al alma.® Se puede
hablar del ethos de los riunes, de tas medoding, de los modos (Lipos de las di-
ferentes escalas Hatnadas hermoniai) e inchiso jde cada una de las notas e
sicales! Comeo ejemplo presentamos los tres ethos de la melopoeia (compo-
sicion melddien) tal v como los canciben Gleduides v Arfstides Guintilia-
nus:

o Dinstelicon, relacionado con lo majestucso 3 In dispostaion virdl del
alma, usado por tanto en ln tragedia y la incitacidn de aclos herdicos.

o Sistalicon, asociado con [a humilded y los senthmicntos mmorosos,
compasivos y benevolentes.

o Hesychasticon, que comnunica tranguilidad y paz ol alma. Apropiade
para los himnos religiosos, encomios, consejos, ete.

Si bien es cierto que para los helenos Aombre musical es el entendido en
las humanidades en general, no debemos suponer que la educacion musical
permite actitudes disipadas. Platdn, por poner un case extremo, subordina
la mmuisica y el arte en general o sus concepciones politicas, convirtiéndose
en uno de los 1nds implacables censores de la antigiiedad.®

Junto & Platén, no podemos dejar de mencionar a Damon {maestro
de miisica de Socrates) pues sus idews on tornn al valor educacional de la
mudsica perduraren ceren de ocho siglos, influyendo incluso o Aristides en el

Michaelides {1978) 213.

AtistSteles, Politica VIIT 3 1337023,
Michaelides (1978) 110-113.

Sarton {1052) 413.
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siglo +1IL% Aristételes, con una posicién mds moderada que la de Platon,
reconoce que deben ser elegidos con cuidado aquéllos ethos adecuados para
la educacidn musical de los jovenes:

Nosotros aceptamos fa division de las melodias propucstas por cier-
tos fildsofos en melodias de cardcler, welodias de accidn y me-
lodias apasionadas ¢ inspiradoras, cada una teniendo, como ellos di-
ceu, un modo [musical] correspondiente. Pero anadimos que la Musica
debe ser estudiada, no con la finalidad de wno sino de muchos he-
neficios, os decir, con vistas en ln educacion, o purificacién {po-
sible alusion a la catdrsis pitagSrica”] ... la Mdsica también sirve
para el gozo intelectual, la relajacidn, a recreacion después del es-
fuerzo. Es cluro, por lo tanto, que todos los modos deben ser em-
pleados por nusotros, pero no de la misma manera.  En la edu-
cacién los modos mas expresivos del caricter serdn Jos preferidos. ..

A partir del siglo -1V, hemos de entender Mousike on un sentido andlogo
al de la Musica de hoy dia, es decir como un arte con derecho a existencia
propia (desligado de la poesia) y con tareas tan extensas yue surgen serios
intentos de clasificacion, para delimitar las funciones de éstas. Si bien un
precursor importante en tal empresa es Lasus de Hermione en el siglo -VI,
se considersn mids completus las propuestas por Aristoxeno (siglo -IV),
Alypius (siglo +11) y Aristides (siglo +1I1) siendo, como sigue, la de este
tltimo:®

¢ Misica Tedrica
1. Fisica
a Arithmetikon {&pifunriridv)
b Phisikon (puoisdv)
2. Técnica
a Harmonikon (dpuovindr) estudia los sonidos, intervalos, mo-
dulaciones, claves, etc. _ _
b Rhythmikon (pubpikév) la ciencia del ritmo,
Michaelides {1978) 71-72.
Van der Waerden (1850} 93; Sarton (1852) 219; Guthrie (1987) 84.

[

7

4 Aristoteles, Politica VIII 7 1341433,

®  Michaelides {1978) 214; Cohen {1975) 302-307.




¢ Metrikon (perpucor) la cienciu del metro.
o Miisica Practica (lamada también educacionnl: matbzurinor.)
1. Chrestikon (ypnoTisdv} realizacién de la melodia.
a Melopoein (pedomoria) composicion melddica.
b Rhythmapocia {puliporotia) Nevar n cabo’ e ritino.
¢ Poeesis {rolpoeg) composicion musical.
2, Erageltikon (¢fayyedrindir) eieccucidn musicad,
a Organtkon (opyorirdr) el arte de tocar los instrumentos,
b Odiken (@wbixor) el camto.

¢ Hypokritilon (Gronprindy) actuacion dramadici,

Llevando nuestra ntencion a la impresionante variedad de instrumentes
musicales nos formamos una idea del grado de refinamiento de la Milsica
Griega (véase Tabla 1), Serin demasindo extense adentrarnos en el estudio
de todos ellos, as{ que centraremos nuestra atencion en dos importantes
miembros de la familin de las cacrdins: Is Lire v In Kithara

La descripeidn de la Lire {Figura 2) y su variedad principsl, la. Kithura
(Figura 1}, (privilegio, lo misma que el Aufos, sélo de los profesionales),
resultard particularmente 1til en lo sucesivo, pues nos syudard a visualizar
mas facilmente los conceptos que se mungjen. Ln Lire poscln cuerdas de
t1ipi, todas de igual longitud y emplazadas en una coje de resonancia hiechs
de caparazon de tortuga o bien de madera. Mientras la fira podin ser fd-
cilimente sostenida ca vilo, ln Khitara de dimensiones considerablemente:
mayores, precisaba de ser apoyada contra el cuerpu. Aun cunndo ambos
instrumentos carecien de diapasdn cra posible obtener sonidos arménicos y
ligeras variaciones en ol tono ‘parande’ convenientemente las cuerdas.

Al pareeer, en el siglo VI, existid una variedad simplificada de Khitara
guue apenas tents entre tres y cineo cuerdas. Para el siglo -VT el mimero
se fij6 en sicte (aunque cn ocasienes se habla de la presencia de wna octava
cuerda agregada, segin Nicomaco, por Pitdgoras). Finalmente, hacia ¢l
siglo -V, algunos innovadores como Phrynis y Timoteo elevaron a doce el
nimero de cuerdas, hecho que es testificado por evidencias pictogrificas.



En todo caso la Lira heptacorde es considerada como clisica pues, al estar
ligada con el culto a Apolo, es la variedad predilecta de Pindaro, Platén
y Aristéleles. La afinacidn de la Lire cs un asunto dificii que no ha sido
esclarecido por los historiadores; se considera mas adecuado tratar el tema
ent cl apartado siguiente, donde se discuten ciertas cuestiones de in Teorin
Musical Griega.

Figura 2. Lira.



Tabla 1.
Instrumentos musicales griegos

{ Cuerdas ( Enchorda) | Alientos { Empneusta) | Percusiones ]

Kithara Aulos Tympana
Lira Plagiaules Kymbala
Pelitis Syrinz Krotala
Magadis Hydraulis Askaros
Harbitos Salpinz Psithym
Psalterion Kerus Bakylion
Phorminz Tityrinos avins Krembalon
Trigonon Bombyzr Discos
Psalting Duaclylikos Kroupezion
Mornochordon Calamus Behedon
Phoeniz Paedikoi aulyi Kodon
Lyro-phocniz Dizygot qulod Seistron
Simikion Libys aulos Ozybaphot
Pandeura Niglaros Roptron
Heptachordon Photing
Skindapsos Therentikos
Spadiz Spondsiakos
Nablas (Fingras
Tripous Hippophorboas
Trichordon Partheniot
Epigoneion Pythikos aulos
Pentuchordon Tyrrengs aulos
Elymos Ewmbaterios qulos

Athena

Nocllvs

Strombos

~J




Ca,pitulo 2
Haormonike

La Harmonike (A'puoumf)) es una importante rama de la ciencia del Aelos
(A doc, que semin Platon consta de tres elementos: Ias palabras, 1 melodia
y el ritmo)! euya turea principal es la de tratar todo o concerniente il
‘harmonin’, ¥ especinlinente a ‘la teorfa de sistemas y claves”.

Para otros, vomo Clednides, Hermonike s un ciencia tedricu y prictica
fen el sentido de accidn), cuyos objetos de estudio son siete: los sonidos, los
intervalos, los géneros, los sistemnas, los tonos, la modulacidn v la melopoeiu.
El término va denotando actividades cada vez snds extensas, hasta conver-
tirse en un sindnimo de Musics tal como la entendemos hoy dia; asi lo ma-
neja, por ejemplo Georgios Pachiymeres, listoriador y tedrico musicad bi-
zantino {siglo -+ X1}, permitienda que el equivoco torae carta de natura-
leze en el medioevo.

Comao se dijo en el apartado auterior los fragmentos relativos ala Teoria
Musical son los mas abundantes. Han Uegado a nosotros alenuos trabajos
de Aristoxeno; la Harmonika de Ptolomeo; la De Musica (Hepl povainig),
en tres libros, de Aristides Quintilianus; Ja Isagoge (Introduccidn a Ja Har-
mounike) v la Sectio Canonis (Divisidn del Canon) de Euclides; ¥ 1 Intro-
duccion a la Harmonika de Nicomaco, tralado que, junto con las intro-
ducciones a la Aritmética, la Astronomia y la Geometria, completa su se-
rie def (Juadrivium,

Los especialistus intentaron analizar unn poreidn de este materiud en
cuanto estilo, modo, géuero, forme, ete. Sus investigacioues s6lo han dado
maodestos resuitados, pero con e} descubrimiente de uueves fragmeoentos los
estudios parecen prometedores. El tema es amplisimo, sin embargo para los
objetivos do este trabajo se tratardn sdélo los temas de notacion, intervalos,
escalas y sistemns.

! Piatén, L.a Repiblica U1 398,



Para la notacion de la afinacidn, enomusia {dvouaaial, los griegos em-
pleaban dos sistemas, uno para In masics voeal y otro para la rmisica instru-
mental. Hay muchos escritures de la antigiiedad tardia que hacen referen-
ciz a tiles notaciones, sin cmbargo es Alypins guien hace of iratado mas ex-
tenso en su Isagoge mousike (siglo #1116 +IV), La nolacién vocal se basa
en el alfabetn jonico y se oriving no autes del siglo -V euande fue i
nalmente adoptado este alfabeto. La notacion lustrumental, también al-
fabética, consiste de grupos triddicos. Dentro de eads grupo, un sim-
ple simbolo rota o través e tres posiciones indicando diferentes afinacio-
nes. Sin embarge, tales simbolos eran ambigues.?

Si por genns (v€rog) se enttende lu diferente disposicion de los intervilos
al conformar un sisterna cunlquiera de notas, tenemos que, para el genuy
diatdnico {el mds comin por estar construido con base ea tonos y semitonos)
los siinbalos utilizados son:®

a M n L oy F

F_gt;:‘;**__ _‘Ii.fgj:‘g)igf@:m _:_;m_

L._H,._.T,G P &)

Retomando {a vuestidn de ln afinacidn de la Eira, dejadn pendiente en
el Capitulo 1, podemos exponer el nsunto de mancre progresiva: segidn
Boecio (que atiende a su ves 2 Nicomaco) la afinacidn antigua de la Lire
se hasaba en el tetracorde © — F' —~ 6 = €71 Cosno hemos meneionado se
anadieron cuerdas posteriormente pera, segiin los estudiosos, no se modificd
la afinacicn de las cuerdas originales. Asf, para la Lire iricorde se tiene una

afinaciin que contiene un intervalo de quinta y uno de cuarta:

P

s . e i remam

Y para la Lire hexacorde, gracias a la insercién de tres notus: dos natas

Rarbera (1986} 350.
Michnelides {19T&) 238,
1 Helmhaltz (1877} 255,



en el intervalo de quinta y una en el intervalo de cuarta, se tiene:

N
ey ——
0 _— ) o] 0 8
3 = e

Finalmente, haciz el siglo -VI, momento en ¢l que la Lire adquiere ocho
cucrdis. Pata dusigiiar i loa notas se atilicaban difiteiies Loty cago
origen se explica por su posicidn en las cuerdas del instrumento (véase

Tabla 2).

Tabla 2. Onemasia

Es | Nete vijry = la mds baja | la nota mds alta

D5 { Parancte | rapavnry proxima al Nete

Cs | Trite LT Tercera

By | Paramese | rapapéeon proxima a la mese

Ay | Mese ey a la mitad

Gy | Lichanos | Aexavds =menique | cuerda tocada con el meiiique
4 | Parhypate | rapurdry proximo al hypate

L4 | Hypate Urdry =la mads alta | la nota mds baja

No es de exirafiar que la nomenclatura resulte confusa: aito y bajo,
segiin algunos estudiosos depende de la posicidn en que se sostenfa In Lirg,
mientras que segin otros, en el Oriente Semitico se designaba como ‘sonido
bajo' 2 lo que hoy llamamos sonido agudo o alto, y vieeversa.’

En este punto conviene presentar, aunque solo sca de muaners sucinta,
algunos conceptos que se dardn reiterndamente en el trauscurso de cste
trabajo.

8 Michaelides {1978) 227.
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A la diferencia de afinacidn o entonacidn que existe entre dos no-
tas {intervalo) se le denominaba digsfema (Stdornua), ¥y a aguellos in-
tervalos consonantes {en el sentido griego} se les denominaba symphe-
nia (ouppwria) mientras que n los disonantes se les llamaba diaphonia
(btapwiriar). A proposito, resulta notable una observacidn hecha por Helm-
holtz:

...Ja consonancia es una sensacién continua del tono y la disonan-
cia una intermitente. Dos tonos consonantes Nuyen sin turbulen-
cias en una corriente; los tonos disonantes se cortan uno al otroen pul-
sos separados del tono. Esta descripcion |.. . | coincide con la vieja de-
finicién de Euclides: ‘La consonancia es la fusién de un tono alto con
uno bajo. La disonancia es la incapacidad de mezclarse; cuando dos

tonos no se pueden fusionar, entonces aparecen rispidos al ofdo’.®

Como sea, se dun a continuacién ejemplos de saymphonio:

* Lo cunrta perfectn, dintessaron (6td regodpov).

¢ La cuarta compuesta con la octava u oncena perfecta, dis diatessaron

5 Helmholtz (1877) 226.
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{8ic bi& — recodpwy).

¢ La quinta compuesta con la octava o docena, dis diapente (6ig bed —
wévre).

Les intervalos anteriores eran consideradns consonantes por los pita-
goricos pues eran expresados por razones numéricas simples.” En la es-
cuela Pitagdrica encontraremos la razéu primigenia de ser de la Teoria
Musical Griega. Rodeado de un halo de misticismo aparece el Tetra-
ktys {(Terpartis), simbolo de la perfeccidn del ndmero mediante la uni-
dad de sus componentes: punto, linea, plano y espncio? (Véase Fi-
gura 3).

Figura 3. Tetraktys. Punto, linea, tridngulo y tetraedro.

Tedn de Esmirna escribe: ‘on estos niineros [ie. en los componentes
del Tetrakiys: 1, 2, 3, 4] estdn incluidos el diatessaron cun la razon 4 ;3
(epitritos), el diapente en la razén hemidlica (3 : 2), el diapason en la doble
(2 :1) y el dis diapason en la cuddruple (4 : 1); todos ellos completan el

T Michaelides (1978) 308.
8  Guthrie (1987) 28-30.
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Figura 4. Lambda platénica.

sistema inmutable’? (Véase mds adelante el Capitulo 4, donde discutiremos
en detalle la construccion de la escala pitagérica).

En la teoria musical platénica es posible encontrar restos del plantea-
miento pitagdrico, sin embargo es difici] determinar el grade de compe-
netracion de ambas escuelas. En el Timeo, al exponer sus teoriag cos-
mogdnicas, Platén hace referencia a una variante del Tetrukiys pitagorico
gue deberin ser llamada, con mas propiedad, Lambda platénica.'® (véase Fi-
gura 4). Mus adelante (en el Capitulo 5) veremos como se vale Platén de se-
mejente instrumento numeroldgico en el tratamiento de la Armonin de las
Esferas.

El ya mencionado Aristoxeno de Tarento (siglo ~IV) es el tedrico mas im-
portante de la masica de la Aatigua Grecia. Escritor proiffico, se con-
vierte en la voz mas autorizada del tema en la antigiiedad; su influen-
cia se percibe aun en Aristides Quintilianus, siete siglos después. La mag-
nitud de la obra musical de Aristoxeno, en gran parte perdida o fragmen-
tada, justifica plenamente su sobrenombre de ‘el Misico’ (6 Movowxds) y
puede ponderarse en ¢l siguiente listado:!!

1. Elementos de Harmonika, (Apjiovind ELriyeia), en tres libros, en su
mayoria conservados, ol tratado musical griege mds antigun de que se
tiene noticia.

. Elementos del Ritmo, (Pv8uind crouyeia), del cual sobrevive un
importante fragmento,

3. De Musica. (Ilepi povocerijs),

o

9 Michaclides {1978) 329.
10 Heath {1921} 313; Lawior (1082) 83; Guthrie (1987) 317.
11 Michaelides (1978) 33-35.
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4. Sobre la Melopocia. (Ilepl pedozoilog).

5, De los Tonoi(lepi Tdrwr).

6. Del oido musical. {Uepi rij¢ povoikic &rpdasws).

7. Sobre Ia Unidad de Tiempo. (Ilepl Tov mpoTov xpdrou).
8. Sobre los Instrumentos. {Ilzpi dpyduwr).

9. De la perforacidn de los auloi. {Tlepi at Dy Tajoews).
10. De los Auletal. (Ilept aldyrar).

11. De la Orchesis Tragiea. (Ilspt Tpaqinis opynoaws).

Los intereses de Aristoxeno no sole se centraron en la Musica. Segin
Suidas sus estudios se extendjeron también a la Historia, la Filosofia y la
Educacidn en general, Hegando a completar un total de. .. (453 vahimenes!

La mencidn de Arisloxeno es importante pues son dos las corrienies
de pensamiento en pugna con respecto a la Misica: la pitagorica y la
aristoxeninna. Las caracteristicas propias de la primera quedan claramente
compendindas cn las palabras de Plutarco, en su libro De Musica:*?

Pitdgoras ol sabio desaprobaba el juzgar Ia Misica mediapte Tow sen
tidos; la virtud de este arte, & decia, ha de ser percibida por el in-
telecto [espiritu]; consecuentemente 6! no la juggaba mediante ¢l sen-
tido del oido sino por la harmonia proporcional.

La escuela aristoxeniana, por su parte, si bien concede al intelecto la
capacidad de discriminar los funeiones de los sonidos, confin al oido la
pereepeidn y juicio de éstos. Alumno de Aristdteles, Aristoxeno hereda de
éste el rigor de la légica inductiva, la cual pretende conciliar con lu evidencia
empirica; asi, aparecen serias divergencias con los principios pitagoricos,
como lo atestiguan los asertos del propio Aristoxeno:

Nosotros intentantos obtener conclusiones acordes con los datos, en
oposicién a los tedricos que nos han precedida,  Algunos de ellos
han introducide puntes de vista completamente ajenos al toma v re-
pudiado la experiencia sensorial como imprecisa; de aqui cllos crea-
ron causas inteligibles y postularon que exisuian eferias ruzones en-
tre niimeros y velocidades de las evales dependia la afinacidn de
una nota. Todus estas eran especulaciones completamente ajenas al

17 Citado por Michaelides (1978) 215.
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tema y absolutamente contrarias a las apariencias. Otros renuncia-
ron completamente alas razones y argumentos y prociamaron sus aser-
tos como si fueran dictados por los ordculos; ademds tampoco aten-
dieron suficientemente a los datos.?®

La teoria aristoxeniana reemplaza la austera concepeidn witmetica de
los pitagéricos por una visién que da plena confianza a los datos percibidos
por el oido. Este punio se confirma con la upinidn de Van Jan, estudioso
de la Musicn Griega antigua:

En su Harmontka [Aristoxeno) no investiga el origen del tono, ni se pre-
gunta i cra un niimiero o una vefoeidad. Bl oido neccsita sola-
mente escuchar sin prejuicio la altura de los wouos; & nes dird con cer-
teza cudles tonos armonizan entre si... Su sistema se basa en Jas cuar-
tas y las quintas que son [icilmente percibidas come consonan-
cias y, sin preguntarse cudles son [as rozones mumcricas subyacen-
tes, era capaz de determinar a partir de aquéllas los onos, semits-
nos, ate,tt

En concordancia con este espinitu, se plantea lo gama de afinacio-
nes como una linea suceptible de infinitas subdivisiones. Asi, es posi-
ble producir un mimero infinito de Intervalos, nunque, el intervalo musi-
cal mis pequetio es el diesis enarmdnico o cuarto de tono. La aparente con-
tradiccién se resuelve de inmediato si atendemos al plantemmiento origi-
nal de Aristoxeno: ‘la voz no puede diferenciar, ni el oido discriminar, cual-
guier intervalo mds pequenio que la diesis’.'® (En ¢l Capitulo 4 se tra-
tard con detalle de qué mancra aparccen semejantes intervalos). Para ce-
rrar esie paréntesis sobre la polémica pitagdrico-aristoxenianu, cabe resal-
tar que lo discusion prosiguid candente, al menos, hasta ol siglo 411 en
gue Ptolemen. aue si bien coincide con Aristoxeno en ciertos puntos, cri-
tica a éste por su falta de bases matewiiticas v s empiticismo nultranza 1

Pero, retornando a los aspectos téenicos, en la Harmonike el blo-
gue de construccién fundainental de las esealas hepta y octacordes, era el te-

13 Citado por Szabs {1978) 113,

Y4 Szaba (1078) 112.

¥ Michaclides (1978) B1.

18 Cohen {1975) 302; Michaclides {1978} 274
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trachordon (Terpdyopbov), ensamble de cuatro notas contiguns formando
una cuarta perfectn {(obsérvese que dictessaron significa literslmente ‘con-
sonancia a través de cuatro euerdas’, de la Lira, se entiende). Ahora bien,
son tres los géneros de letracordes:

+ El diaténico, gue consta de tonos y semitonos:

Las notns extremas del tetracorde so constderaban fijas y la coloca-
cion de Jas dos notas interiores maviles establecfan ol yenus del tetracorde,

De acuerde & varios tedricos de la Auntigliedad, un syslema (odo rypa)
es la union de dos o més intervalos; en particular, Ia unién de tres no-
tas a trichordon {Tpiyapbor) es un sysfeme, como lambién lo es un feira-
chordon. Sc obticnen sistenias mds graudes combinando tetracordes con-
junta o disjuntanente. Los tetracordes conjuntos cotnparten una nota y se
les llama synemmena (conjuntos), v dan Iugar a un heptacorde:

b e ;_m-.m_«-._::%i

Los tetracordes disjuntos estiin separades e wi tono coupleio y ose
J 1 i i ¥
llaman diczeugmena (disjuntos), dando lugar a un octacorde:

o
o] 2wt et

ey T T
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Enipleando los heptacordes y octacordes se pueden construir los llama-
dos Sistemas Perfectos:

e Sistema Perfecto Menor, también llamado Sistema de una octava y
una cuarta, conformado por tres tetracordes conjuntos ¥ el proslam-
banomenos que significa ‘nota adicional’ cuya funcion es la de afadir
un tono completo abajo del tetracorde inferion

¢ Sistema Perfecto Mayor, también llanado Sistema Disjunto, de-
bido a la disjuncion entre el mese y el paramese. Consta de cua-
tro tetracordes conjuntos por pares entre los que se halla uns disjun-
cidn de un tono. En la Tabla 3 se presentan los nombres de las no-
tas del Sistema Perfacto Mayar v sus correspondientes tetracordes:!?

17" Barbera (1986) 349.
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Tabla 3.

Sistema Perfecto Mayor.

Nete hyperboleeon Ay
Peranete hyperbolacon Ga
Trite hyperbolacon Fy
Nete diczeugmenon E, ]
Paranete diezeugmenon Dy
Trite diczeugmenun Cy 1
Paramese Iy
Mese .‘13 i
Lichanos meson G,
Parhypate meson 3
Hypate meson Ea
Lichanos hypaton Da
Parhypate hypaton 'y
Hupate hypoton D ]
Proslambanemenos Ay

Tetrachordun
hyperbolaeon

Tetrachordan
diezeugmenon
Tetrachordon

meson

Tetrachordon
hypaton

18




Capitulo 3
De las cuatro Mathemata al Quadrivium.

Pese o que las culturas calden, egipain, babilénica y chinn ya intwan una
futima relacion entre Mdsiea ¥ Matemdticas! fucron los Pitagéricos al es-
tudiar el comportamiento del nonocordio, guienes instalaron definitiva-
mente a le Misica en ol ¢dlido recinto de las Matematiens.

De hecho 1 conexion de los Pitagdricos con lay culturas del cereano
v medio oriente no puede considerarse, en modo alguno, fortuita.  Son
numeroses las alusiones o los estudios de Pitagoras en Egipto y Babilonia
y, pese o que seiuejantes reforencias fueron repntadas como meras leyendas
duranie mucho tiempo, en la pctualidad, gracias a los trabajos de Delatte
y Rostagni, han recuperado su credibilidad histarica:®

e Algunos escritores antiguos mencionan el contacto de Pitdgoras con
Zaratas el Caldeo. [Zaratustra {siglo -VI}]

& Diogenes Lacrcio (siglo +111} comenta su presencia eutre egipeios,
magos y caldeos, en su obra Vidas de Eminentes Fildsofos.®

o Jimblico de Caleis (eu. 4+250- ca. +323) en su Vida de Pitagoros,
reporta a estadia del fildsofo entre log sacerdotes epipcios, por un
lapso de 22 afoy, estudiando Astrovonfn y Geometria, Después, al ser
capturado por los soldados del conquistador persa Cambises y Hevado
a Babilonia, prosigue ahi sus estudios en Aritmética y Musica.!

Es posible concluir que, con semejantes antecedentes, se gestase en la men-
talidad Pitagdrica una amalgama en la que la Misica estaba incluida. Eu
todo caso, la referencia griegn mas antigua a la inclusién formal de la
co oz Arquitas de Tarento. fildsofo Pi-

Missica en las Muolemdiicas poitane
tagdrico del siglo -TV:

U Collette (1973) 76.

?  Van der Waerden {1854) 84-95; referencins bibliograficas: Guthrie (1987) 340.
3 Guthrie (1987} 141-142.

o hd., 61
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jlos Matemiticos] nos han dado un claro conociniento acerca de la ve-
locidad de las estrellas, y de sus salidas y ocasps, acerca de la geo-
metria y los nimeros y la esférica {i.e. la geometria esférica en tanto
que estd relacionada con los movimientos circulares de los cuer-
pos celestes.] v, no menos, la misica. Pues estas mathemala pare
cen ser hermanas.®

Literalmente, el téninine mathemate {pndype ra ) sigmflea materins de
estudio’. Su origen es pitagorico y se deriva, al parceer, de una de las dos je-
rarquins de estudiantes de esta escuela: los ckonsmmatibod; a quienes sélo se
les permitia eseuchar las ensenanzas del Maestro tras una cortina y los mat-
hematikot que podian recibir conocimientos mis elevados Inego de una ri-
gurasa seleceldn y catdrsis por medio de Ia Misien®  La escuela peri-
patética explics In pecesidad de distinguir las Muthemeta de otras ma-
terius, como la Poesia o la Mousike, pues estas dltimas son sccesibles para
¢! lego y no requieren de una instruccidn tau rigurosa. Bo resumen, los Pi-
{agdricos manejan cuatro Mathemata!”

1. Aritmética (aptBun7ri}) estudio del nimero en si mismo.

2. Teoria de In Misica (Aappovian) estudio del mimero en el ticipo.
3. Geometria (ewperpia} estudio del nimero en el espacio.

4. Astronomia (&oTtpodoyio) estudio del nimero eu espacio y tiempo.

Aunque Platén agrega a la divisidn antes aludide In Geometria Solida
{0 Estercometria, presumiblemente ci un intento de considerar los sélidos
platdnicos y otros policdros) y distingue entre Logistica {arte de contar) y
Aritmética (teoria de los ndineres), encontrames wna linea de continuidad
apegnada a la tradicidn Pitagorica:

Platdun, « final del decimotercer libro de las Leyes, . .. dice: *Todo dia-
grama {Geometrfa], sistema de nimeros {Aritmétical, todo vsquema
de armonia [Musica], y toda luy Jed insvimionta de las esteellas {As.
tronomiaj, debe aparecer como Uno a aquél que estudie corrocta-
mente; y lo que decimos aparecerd como evidente si uno estudia to-
das {as cosas atendiendo a un solo Principio, pues se veri que hay

& Cohen (1975) 2; Heath (1821} 11
% Van der Woerden {(1954) 93.
T Apostle {1052) 219-220: Van der Werden (1954) 108; Guthrie (1987) 34.
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una unidn para todas ellas, ¥ 9 alguno intenta la Filosoffa de cual.
quier otro modo deberd Hamar a la Fortuna para que lo asista’®

Sin embargo, In ensehianza de las cuatro  mathemats no {ue
undnimemente contemplada con beneplacito; asi {o prueban las pala-
bras de Protiagoras de Abdera, ol eélebre sofista:

.. .1os otros Sofistas maltratan a los javenes pues, a una edad en que
han escapado de las artes, s toman contra su voluntad y los sumergen
de nuevo en las artes, enseidndoles Logistica, Astronomia, Geometria
y Miisica ... mientras que, si cuadquiera viene a i, no estard obligado
a apreader nada oxceplo aquello para lo gue ba venide.®

Pero estas opiniones no pudieron evitar gue se desembocara en el 1deal
de la ‘educacién enciclopidica’ (cucyclios paideia) del periodo helenistico.'?

Toca aliora el turno a las ideas de Aristiteles, gue presentan un giro
peculiar con respecto 2 sus predecesores. El lugar de Lo Muasica (o para
decirlo con mayor prupiedad, la Harmonike) en las Matematicas, ne es tan
evidente como en la visién pitagorica y se puede decir que, en cierte forma,
se desvia de la ruta gue conduciria més tarde a delimitar el Quadrivium.

De hecho, tanto para la Astronomia como para la Hermonike, no se
habla de una inclusidn, sino de una supeditacion a las Matematicas Puras,
en tanto que aquéllas son ramas de las Matematicas Aplicadas. Con el fin
de hacer mis claro el pensamiente Aristotélico se hace necesario eshozar su
divisidn de lus clencias y Ia formu en que éstas se subordinan unas a otras.

Segiin Aristételes lus clencias se dividen en tedricas, practicas y produc-
tivas. El propdsita Unico de las ciencias productivas es, justamente, la ela-
boracion de productos, coma, por ejamplo, Ia construceidn de una casa, pero
sin necesidad de atender a las causas de los fendmenos involucrados en el
proceso. Las ciencias practicas, por su parte, estudian la aceidn, sin que se
genere por ello un producto coneretn, pero buseands algo s yue ¢l cono-
cimiento mismo; asi sucede, por ejemplo, en la Etica, que al estudiar los ae-

9 Nicémaco, Introduccidn a fa Aricmética 1 111 5.
*  Platén, Protigoras 318.

10 Sartan (1952) 434.



ciones humanas pretende no solo comprenderlas sino encontrar una ma-
nera de mejorarlas, Por iltimo, Ias ciencias tedricas tienen como fin la ad-
quisicidn de la verdad, y no se interesan ni por la aceidn ni por la pro-
duccién de objetos.!?

Las clencias tedricas se dividen a su vez en: Teologia (filosofia pri-
mera}, Pisiea y Matemidticas. De dstas nos interesan las Matemitieas quie,
por su condicidn, se luteresan en la verdad de todo aguello que existe por i
cesidad; estudian por tanto el género de la cantidad, El Estagirita dis-
tingue entre Matematticas Puras {Aritmética y Geomeltria) y Matematicas
Aplicadas (Optica, Mecanica, Astronomin y Harmonike),'* dindole o es-
tas iltimas el epiteto de ‘las ramas mas flsieas de Ins matemdaticas’.!? Es im-
portante resaltar, sin embargo, que la Fisica (@ueorsay) es eniendida por
Aristdteles, mnds blen, en un sentido de ‘filosofia natural® o ‘ciencia de In
naturaleza’ ! Elmismo trata acerca del orden que guardan entre s las cien-
ctas ntendiendo a in subordinacidn 1ogica de unas & ulras. Afirma, por cjonm-
plo, que no es posible probar los teoremas de una ciencia mediante otra di-
ferente excepto si te trata de aquéllas que son tales que una estd supedi-
tada a la otra, poniendo como ejemplos Optica y Geometria asi como Har-
montke y Aritmética, '

Pero jcomo es que se supedits una ciencia a lu otra? Para trea-
tar la cuestidn, hemos de tener presente que, segin Aristoteles, el estu-
dio de los atributos propios del genus de ta cantidad es tarea de las Matemit-
ticas. Ahora bien, la cantidad se encuentra presente en gran ndmero de ob-
jetos, y existen ciencias que estudian los atributos maternaticos cotres-

"pondientes: Harmomniske, Astronomis, f)ptica, Mecanica, etc., que acep-
tan también la denominacién de ‘Ciencias Compuestas’.’® Sj las Cien-
cias antes mencionadas tratan con objetos fisicos ¥ sus cualidades matemd-
ticas, ¢s naturad preguntarse a qud estdn cupeditadas leg Clencias Compnes-
tas ;o la Fisica o a las Matemdlicas? La respuesta a esta preguntn no es,

11 Aristételes, Metafisica 1T 1 993%20.

1 Heath (1949) 58-61, 98-100.

12 Aristoteles, Fisica 11 2 194°8.

14 Heath (1649) 9.

5 Aristoteles, Analitica Posteriora 17 75938.
' Apostle (1052) 131
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en absoluto, sencillp, pues existen diversos modos de subordinacidn en-
tre las Ciencias. Cinco son los que menciona Aristdteles, de los cua-
les solo dos nos resultan de interés:

¢ Las Ciencias Compnestas estan subordinadas n la Fisica en tanto que
el objeto de estudio de aquéllas vs una especic del objeto de estu-
dio de ¢sta. Mientras que los atributos investigados por las Clen-
cins Compuestas no son propiedades en absoluto, y en ln Fisica
s{ lo son,

¢ Con respecto a las Matematicas I subordinacidn es sutilmente dife-
rente: en las Ciencias Compuestns los atributos estudiados no son pro-
piedades de sus obfelos de eatndio sino el objeto o las propiedades co-
rrespondientes a las Matemiticas.

Un ejemplo puede elarificar las cosas: en la Harmonike se estudian los to-
nos que producen las cuerdas vibrantes de diferentes longitudes y las rela-
ciones numéricas que existen entre éstas. Bn este caso, las propicdades co-
rrespondientes a la Harmonike son los tonoes, no las vibraciones ni las lon-
gitudes de las cuerdas, mucho menos las relaciones numéricas en abs-
tracto. Entouces la Harmonike estd subordinada a la Fisiea, pues las vi-
braciones de las cuerdas son objeto de estudio de ésta pero no propie-
dades que interesen a aquélla. Por otro lado, las razones numéricas en-
tre las longitudes de las cuerdas no son propiedades a estudiar por la Har-
monske, sino por la Matemstica y, en este sentido, la primera se subor-
dina a la segunda.

Puesto que lo que pos interesa son las relaciones numdéricas, triata-
das mds en particular por ln Aritmética, mis apropiado que mencionar da re-
lncidn Misica-Matemiticns es hiablar de la relacion Musica-Avinnéiica.
Nicomaco enfatiza la situacion mediante un ejemplo concretn;

Las armonias musicales, diatessaron, diapente, y diapason, reciben su
nombre por los nimeros; similarmente, todas sus razones armdnicas
son aritméticas, pues el diatessaron es la razén de 4 @ 3, el diapente
de 3: 2 y el diapason la doble razdn; v la mds perfecta el didiapason
{sie] es 1a razén cuddruple.?

17 Nicomaco, Introduccion a fa Aritmeétical V 1.



La insistencia en el pur Misica-Aritmética persiste en la argumentacion
aristotélica: los teoremas tratados como armdnicos {musicales) se prueban
a través de la Aritmética pues, dado que no es posible demostrar nads
aisladamente (simpliciler) sino o partir de sus propios principios, hemos
de concluir que los principios de estas ciencias sou los mismos.'® En la
Metafisica se retoma la discusion en deflensa de la abstraceidn en las ciencias
pues, segin ¢, una ciencia que se abstraiga de lomagnitad y del movianento
de las cosas es mds preeisa que otra que los tomne en cuenta; el movimieuto
primario, por ser mids simple, es preferible a cualquier otro noviniento, Tal
es ¢l caso de ln Optica y la Harmonike, pues no considernn sus objetos en
tanto que rayos de luz o sonido, sino en tauto que lineas y nimeros, pues
estos ultimos son atributos propios de aquéllos.'? Es, justamente, con Ia
Misica y su relacion con la Aritmética con lo que concluye el wltimo libro
de la Metafisica, sdlo que cn opusicion a las ideas pitngdricas:

... las celebradas caracteristicas de los miineros y sus contrarios, ... 6i
lus visualizamos como algunos o hacen, convirtiéndolas en las causas
de la naturaleza, parecen escapirsenos; pues ninguna de ellas o5 una
causa ...Aun cuando estos objetos matematicos se conciban como
algunos pensadores lo hacen, la bondad es predicable de ellos, y lo
impar, lo recto, lo igual por ignal, y los poderes de ciertos nderos,
estdn en la columna de lo belle {clara alusidn a la tabla pitagdrica
de los coutrarios, véase Thomson (1985) 429] ... no son los nimeros
ideales las causas de los fendmenos musicales y otros parecidos; asi
que no necesitamos suponer Ideas, al menos por esta razén 0

Retomando la ider original de este capitulo, en el cual considernnos las
cuatro mathemaia; con el transcurso del tiempo, se signen dando nuevas cla-
sificaciones en las matemdticas. La de Geminus (flidsofo estoico del si-
glo +1) es sumnmenie elaborada y sc pucde considerar alineada con las
tésis aristotélicas.?® TPero, desde los fildsofos Neoplaténicos Nicdmaco y
Tedn de Esmima hasta ¢l Medioevo (con el Quadrivivin} persiste la di-
vision de la Matemadtica en cuatro ramas, Hallamos como producto final
las asi llamadas ‘sicte artes liberales’ resultado de la combinacion del Tri-

'8 Aristoteles, Analitica Posteriora 19 769; 1 13 7832,
Y% Aristoteles, Metafisica N11L 3 1078410

0 Aristoteles, Metafisiea X1V 6 1093°8.
N Fowler {1979) §11; Cohan {1975) 2-5; Heath (1921) I7.
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vium {Gramatica, Retéricn y Dialécticn) y ¢l Quadrivinm (Aritmética, Geo-
metrin, Astronomin 3y Mosiea) No faltan, por supuesto, las aserciones pro-
pias del oscurantismo: en el siglo +V1, Casiodero aflrma yue las artes h-
berales son justamente siete porque, como se dice en la Biblia: ‘La Sobi-
duria ha construido su morada; In ha edificado sobre siete columnas' #?

Del mismo tenor son las opiniones de Hugo de San Victor {ca. 4+-1141)
quien presenta diferentes versiones que desvirtian el significado originad de
los términos griegos. Asi, por ejemplo, ¢l términe eritmética es derivado
de las palabras griegas ares y rmithmus (virlus ¥ numerus en su version
latina) que significan ‘poder’ y ‘mimero’, es decir, aritmética es ‘el poder
del nimero’. Asimismo ‘imisica’ toma su nombre de 1a palabra aqua (agua),
pues no es posible eufonin alguna sin hwoedad.®

Podemos resaltar una similitud interesante en las definiciones de Misica
dadas por San Victor y Filolac a pesar de que hay mas de 17 siglos de
distpnein. Asf, San Victor nos dice en el Libro 11 del Didascalicon: *Masica
es la distincidn de sonidos y la variacidn de voces. O también, indsica
o armonis es la coneordia de un nimere 6 cosas dissmsles mezcladas en
una."** Micntras que Filoleo, en su Hbro Sobre la Naturaleza, fragmento
10, nos dice: ‘Es Armonis unificacidn de lo mezclado y concordancie de
discordantes.'® :

A manera de conclusion de este apartado presentamos la division de
Domingo Gundisalvo (ce. +1140) contenida en De Divisione Philasophiae:

...1a materia de las Matemiticas es universalmente la cantidad pero
considerada por separado como magnilud y mullitud. .. las partes de
las Matemdticas son cuatro...La Aritmética investiga a la multitud
per se; mientras que la Misica se abocea a ia clencia de las multitudes
relativas.  La CGeometria aclara las propiedades de las magnitudes
inmoviles; pero Ia astrologia revela el conocimiento de las magnitudes
moviles.?

2 Citado por Pedae (1879) 9.
1 Grant {1974) 56.

1 Grsat {1974) 58.

*  Goreln Bacca (1044) 301,
® - Grant (1974) 66.

25



Con base en lo unterior podemos elaborar el siguiente csquema:

Matematicas
Fana A —
Discretas Continuas
P S—— [ N—
Absolutas  Relativas Estables Moviles
! |
Aritmética  Muisica Geometria  Astrononiia

Kline propone una explicacion semejante al decir que los ebjetos de es-
tudio del Quadrivium han de entenderse como sigue: Aritmética (utmere
puro), Misica (niimero aplicado), Geometria (riimero estacionario), Astro-
nomia (nimero mévil),”’

7 Kline (1953) 287.

26



o

7

}_" b - =t
. }
=

R R
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quier punto, jcomo puede generirse entonces una escala musical? Encon-
trar que la solucidn s dada en términos numdricos fue un motive mas de
afisnzainiento de los postulados pitagdricos.

Una disgresion pucde aclarar los términoas: hoy salemos que una cuerda
vibra, en prineipio, como una unidad, sin embargo se producen modos adi-
cionales de vibracién que parten la cuerda en dos partes, en tres, en cuatro y
asi sueesivament s, produciéndose lus que Yanamnes series eriduicas o sobre-
tonos cuya frecuencia (medida en Hertz (Hz) 1.e. ciclos por segundo) crece
en razon inversa & la distancia cotre puntos nodales {(inméviles), los cua-
les determinan los modos de vibracidn de una cuerda.® (Véanse: Figu-

ras 6 ¥ 7).

Evidentemente los griegos no manejaban estos conceplos, ni siquiera te-
nian claros ciertos hechos fisicos elementales de la cverda vibrante, tan
es asi que Aristoteles y Avquitas compartizn la opinidn errada de que la
velocidad del sonido se incrementa con el tono.® Pero seria una falta grave
criticar las creenciag griegas desde el siglo que nos tecd vivir; lo cierto es
que las caracteristicas fisicas de la cuerda vibrante aducidas previnmente,
les permitio la construccion de la esealn mediante procedimentos de divi-
si6n sucesivi. Fue con los estudios de Galileo, Newton, Bernoulli y Euler
fque se encontrd 1a ey que dafine ol movimientn de les cuerdae vibrentes,

la cual permitio relacionar las razones simples entre las longitudes de las
cuerdas con los tonos producides. Extendiendo, también, estos resultados

® Josephs (1969) 96-102.
& Sarton (1952) 519.
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a otros instrumentos que no son de cuerda.”

Asi, si la cuerda produce el tono de C) al ser pulsada en toda sulongitud,
le octava, por ejemple, se obtiene al dividir la euerda por la mitad, pues el
nuevo sonido () tiene frecuencia igual al doble de la fundamental (2 : 1).

Para generar los restantes intervalos se tiene que seguir un proceso eo-
nocido como medivcion, que consiste en hallar la media que divida eon
clertn condicion un jutervalo dado; nos valdremos para ello de las definicio-
nes de las medias aritinética y arménica (dadas en el Apéndice I).

En lo sucesivo conviene que seumnos cuidadeosos al eseribir las razones que
aparezcan, guardando un orden estricto entre antecedente y consecnente.
Los intervalos musicales se consideraran siempre en orden ascendente v,
si deseamos, por ciemplo, formar cierta razon (ya sea de longitudes o de
frecuencias) el antecedente corresponderd siempre a la nota mas grave.

Para ilustrar el método y con el abjeto de obtener soluciones enteras,
utilizarnos la razdn de longitudes 12 : G para simbolizar la actava.

Supongamos, que Ia cucrds orginal tiene longitud 12 y corresponde
la nota Cy.

Entonces la mitad de la cuerda tiene longitud § y produce un Cfs, ge-
nerdndose un intervalo de octava (diapasen).

La razon de longitudes es de 12 : 6 y la de frecuencias es de 61 12.

La media aritmética de las longitudes 12 y 6 es 9. Una cuerda de longitud
9 produce un Fy, que genera un intervalo de cuarta (sylleba o diatessaron):

T Helmholtz (1817) 15.
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Aqui se produce un fendmeno interesante: mientras que ‘as longitudes
estin en razon 12 : 4, las frecuencias lo estdn como 6 1 8. jObsérvese que
8 es la media armdnica de 12 y 6! Resulta natural preguntarse entonces,
qué sucederd con una cuerda cuya longitud sea igual a la media armé-
rica de 12 ¥ 6: una cuerda de longitud 8 produce un G4, formdndose un
intervalo de quinta (dizpente).

Siendo en este easo 12 : 8 la razdn de longitudes, las frecuencias se
relacionan como 6 : 8. Para sorpresa nuestra aparece el 9, media aritmética
de 12 y .

Por dltimo, entre el Fy v ¢l G4 existe un tono de diferencia: epogdoos
(éméyboog) definido por Nicomaco como el intervalo por el cual la quinta
excede a la cunrta y cuya razén (epegdeos logos) es de 9: 8.8

Asi, mediante la insercidn de las medias aritmética y armdnica entre dos
términos extremos, se genera la proporcién arménica (Mamada por Jimblico
‘la proporcion mils perfecta’) y que viene dada por la relacién:

248 A+ D

Esta proporcion es fuente de los intervalos consonantes segin la Teoria
Musical Griega, como lo muestra ¢l siguiente diagrama:

8 Michaelides (1978) 109.
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~diatessaron epogdoos - diatessaron
/ latess Y 00 \/- on \
: 12

6 : 8 = 9
\\K dinpenﬁ":m{d;:wn Le ———//
\ —~

o

diapason—"

Para terminar de construir la escola se avanza a partir de la tdniea
(C4) mediante incrementos de un tono (9 : 8), genevinduse Dy y Ey. Si el
proceso continuara de este modo producirfamos un sonido que excede a Fy,
asi gque surge la necesidad de la leimma (Aelpppa) y que viene dada por la
razén 256 : 243. Equivalente a nuestro semitono, se define como el exceso
de la cuarta sobre ¢l doble tono y se pucde encontrar miediante un sencillo
procedimicnto aritméticn:®

4 9 0 4 64 256
- = MW =z - M — =
§ 8 8 3 81 243

El procedimiente mostrado de construccion de la escala nusical no fue
idea privativa de los Pitagdricos. Aristoxeno propone un método similar,
s6lo que no se detienc en el semitono sino que prosigue la subdivisién hasta
obtener tercios, cuartos y niim octaves de tono.1°

Como se dijo en el Capitulo 2, con 1a aparicién de la diesis (§leais) se
tiene el intervalo mds pequerio que la voz puede producir y el oido percibir.
Las referencius son confusas, aungue Tedn de Esmirna aclara; ‘Diesis, de
acuerdo a la escuela de Aristoxeno, es el cuarto de tono, nientras que los
Pitagéricos Nlamnaban diesis ol semitono’. St queremos ser mids especificos
podemos citar a Clednides en su Isagoge:!!

...5¢ supone que el tono se divide en doce moléculas minimas, cada
una de Ias cnales e¢ lamada un doceave. .. ol semitene oo scis do
. ceavos y la diesis, también Hamada telartemorios (reTaprypdoioa)

?  Guthric (1987) 50.
0 Sarton (1952) 520-521.
' Gitado por Michaelides (1978) 82.
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{un cuarto de tone) tiene tres doceavos, y la Iritemorios diesis
{Tpernpdpioo bico} (un-tercio de tono) tiene cuatro doceavos.

Después de haber revisado la generacidn de la escala pitagdrica, pode-
mos ahora pasar al scgundo propdsito de este apartado. Existe un tostru-
mento, deserito por Plolomeo, que fue utilizado para medir las eonsonnn-
cias, encontrando todas las simphoniei ¥ el epogdoss; se trata de v cons:
truceidn geométrica Uamada Helicon (& Mawrr), que hace alusion ol woute
del mismo nombre considerado refugie de Ins Musas. El helicon consta de
un cuadrado dividido por ciertas lineas creando segmentos cuyas relacio-
nes son las mismas de Ia escala musical.t?

Sca el OABGD, (véase Figurn 8); Ly 2 tales que AL = ED vy BZ =
ZD. Truzando AZ v B éstas se cortan en H, Sea LM LAD que pasa por
H y tal que L esté en AB, M en GD. Por Gltine trazsmos EINLAB tal
que K esta en GD. Sea T la interseccidn de EX y AZ. Supongamos gque

A B

T

K M

Figura 8. Ilelicon.

B Michaelides (1978) 132.
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> AR =EB=BZ=2D=DK=KG=6
Dado que

AADZ ~ AAET
= AB: AE = BZ . ET
= 12:0=06: ET

‘ ET = 3| ¥y, consigulentemente iTK = 9'

Por otro lado

ABGD ~ AHGM v OAHGM ~AHBL
= ABGD ~AHBL

= BD:HL=DG: LB
=>1=BD:DG=HL:LB

LB =LH
También
AALH ~ AAET
= AL:AF = LH : ET
= AL:6=LH:3
AL=2LH
Como
12 = AB
=AL+ LB
=2LH -+ LH por(l)y|(2)
=3LH

¥, consiguientemente
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Finalmente

12 == AR
=AFE+EL+ LB

pues LB =LH =4,

La conexidn con la escala musical no se hace esperar, pues surgen una se-
rie de relaciones interesantes. Tenemos dos progresiones geomdtricas: 2, 4,
8y 3, 6, 12 que al ser traslapadas crean cadenas de tres que guardan, al-
. ternativamente, proporciones aritméticas y armonicas, como puede obser-
varse en el siguiente esquema.t?

Pruporeidn Aritmética
TN
2 3 1 6 8 ]

Proporcidn Armdnica

2

Se generan tamnbién, como consecuenciu, el tono (9 : 8) ¥ los intervalos
de cuarta (4 : 3), quinta (3 : 2} y octava (2 : 1), pues aparece la propor-
cidn musical 6 : 8 = 9: 12, como sucede en la construccion de Ia escala pita-
gérica. (Una relacién completa de los intervalos musicales empleados en la
construccién de la escula pitagdrica aparece en el Apéndice I1).

© 3 Lawlor (1982) 83.
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Capitulo 5
La Armonia de las Esferas

Tetraktys, armonia pura, lu misma de las Sirenas
Jimblico!

Etimoldgicamente el térming ‘armonin’ procede de dpporvia del verbo
GpuéCety que significa ‘ajustar’, *ligar’, ‘unir’ o ‘adaptar una cosa con otra’.
En Musica, ademas de su significade original, indicaba la ‘afinacion’ o dis-
posicién de los sonidos en un sistema con sus partes ajustadas para for-
mar un copjunto perfecto v en este sentido lo entendian Platdn, Aristd-
teles y Herdclides de Ponto?

En la Grecia clasicn el concepto de'armonia’ tenia las limitantes inhe-
rentes a la teoria musical existente. No hay que olvidar que la Musicu
Griega es esencialmente melddica, desconoce el Lratumiento polifénico (va-
ring melodias a la vez) y, con mayor razén, el armdnico {como lo en-
tendemos hoy dia, es decir, el tratamiento de acordes). Hemaos de co-
incidir con Koestler: *Armonia era, sencillamente, el ajuste de las cuer-
das a los intervalos de la escala y Ia estructura de le propia escala. Lo
cual significa que el equilibrio v el orden, no el dulce placer, son la ley
del mundo’® Con tales antecedentes resulta natural extender las tu-
reas de la Armonia & lo Cosmogontia.  pero para ello es necesurio cono-
cer previamente ciertos conceptos.

Dados dos términoes y el intervalo entre ellos, armonizar (o llenar el in-
tervalo) es encontrar la media necesaria para generar la proporcion co-
rrespondiente. Eu: la visidn platdnica nace entonces el ‘problema armdé-
nico general” que consiste en poner en proporcion fos intervidos por me-
dio de términos que se den en proporciones definidas cou los términos ini-
ciales, a fin de obtener la consonancia symphonia o acorde de los sonidos.

! Citado por Ghyka {1078) 37.
? Michaelides {(1978) 127
3 Koestler (1981) 26-30.
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Es ficil reconucer que la Cosmogonia Plutdnica es de un eorigen ne-
tamente pitagorico y, consccuentemente, comparte €l interés por ajus-
tar el Universo al concepto de nimero prevaleciente en el siglo -V, que
se puede resumnir en el siguiente parrafo de Aristételes:

.. dado que [los pitagdricos] vieron que los atributos y las razones
de las escalas musicales eran expresables en ndineros; dado que, tadas
las otras cusas parecian en su naturaleza toda ser modeladas con base
en ndmeros, y los nimeros parecian ser las primerss cosas en ¢l todo
dela naturaieza, supusieron que los elementos de los mimeros eran Jos
clementos de todas las cosas, y el cielo todo era una escala musical y
un nimero,’

Para los Pitagdricos los ndmeros no eran abstracciones sino cantidedes
con existencia read, de aqui que 0o cs de extrafiar que el descubrimiento de
las leyes musicales {entitndase leyes tungibles, no meras snalogias) dervara
en el concepto de armonin de las esferas (dppovia v sdoepdr) ol cual
completa la cosmovisidn Pitagdrica.

De acuerdo a la concepeion atribuida a la Escuela Pitagdrica los plane-
tas al girar producian diferentes sonidos musicales, inaudibles para los hu-
manos, el conjunte de los cuales creaba 1a ‘Armonia de las Esferas’. A Pi-
tagoras si le era dado escuchar tales sonidos musicales, como lo indica la
cita siguiente, contenida en la ‘Vida de Pitagoras’ de Porfirio {ea. 4232~
ce. +304):

[Pitdgoras] podia escuchar 1o Armonia del Universo, v entender la
muisica universal de las esferas, y de las estrellas que se movian en con-
cierto con aquéllas, la cual no podemos escuchar debido o las limita-
ciones de nuestra débil naturaleza,’

Pero no todos quisieron ver con tal reverencia el mito encarnado en la
figura de Pitdgoras. Atistoteles, por ejemplo, discute en detalle la cuestidn
cn su Libro Il de De Caeler

4 Aristoteles, Metafisica | 5 085%31,
8 Gutlrie (1987) 129,
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. ¢s claro que la teoria de que ¢l movimiento de las estrellas pro-
duce una armonia, es decir, que los sonidos que producen son con-
cordantes, a pesar de la gracia y originalidad con li cual fue estable-
cida, es, sin embargo, falsa. Algunos pensadores supuncn que el mo-
vimiento de los cuerpos de tal tamafio debe producir un sonido, dado
qua en nuestra tierrs el movimiento de los cuerpos menores en tamaio
y velocidad de movimicnto tienen tal efecto... A partir de eate ar
gumento v de fa observacion de que sus velocidades, al ser medi
das por sns distancias, estin en Ias mismas rizones que las concorday
cias musicales, aseguran que ¢l sonido dado por ¢l movimiento circular
de las estrellas es una armonfa. Dade que, sin embargo, parece inex-
plicable el que no podamos oir esta mitsica. ellos explican esto di-
ciendo que el sonido estd en nuestros ofdos desde el misino me-
mento del nacimiento y es, pur tanto, indistinguible de su silencio con-
trario, dado que sonido y silencio se discriminan por mutuo cos-
traste ,.. Pero si los cuerpos que se mueven son tan grandes y of so-
nido que nos penectra es proporcional a su tamaino, ese sonido debe al-
canzarnos en una intensidad muchas veces [mayor] que la del trueno,
¥ la fuerza de su accidn debe ser inmensa. De liecho, la razon por la
cual no escuchamos ni sentimos en nuestro cuerpo ninguno de los efec-
tos de una fuerza violenla se da fdcilmente: es que no hay tal sonido.®

Unas palabras sobre la Astronomiz pitagdrica pueden nyudar a situny-
nos, antes de comentar la exposicién platdnica ded tema, Que la Tierra es
esférica se dedujo, probablemente, a partir de la comparacién con los cuer-
pos celestes ohservados, asi como por una preferencia mas bien estética ha-
cia las formas esféricas.” Se postula también a la Tierra como centro del uni-
verso, y cn torno a ella gira la esfera de las estrellas fijas en una direccion de
este b oeste; mientras que el Sol, la Luna y los planetas giran en drbitas pro-
pias, sélo que en sentido contrario. Surgen, sin embargo, sisternas mds ela-
borados {como el de Aétius) en el que, en torno al “fuego central’ giran los
planetas y La Contratierra, que en opinién de Aristételes no es sino una fan-
tasia propuesta para elevar a diez el nliimero de planctas y satisfacer los pre-
juiclos numeroldgicos de los Pitagdrievs.?

Platén expone de una manera menos critica, pero mas detallnda, ln
teoria de la Armonia de las Esferas en dos versiones distintas. La primera

f Aristateles De Caclo 11 9 200%12.
' Barton (1952) 212.
8 Heath (1921) 162-165.
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de cllas, dada en La Repiblica, narma la leyenda de Er, mitico héroe, que
tras de meorr en batalla, resucita para relatar su visién del modelo del
universo. Entonces Er describe, jerarquizdndolos en un vrden descendente
con respecto a su tamaito, un conjunto de anillos concéntricos (los planetas)
que cstan suspendidos en el Bamndo ‘huso de la Necesidad’. El mis grande
de los anillos, que representa o las estrellas fijas, estd salpieado de luces;
le sigue Saturno, de color mis amarillento que el precedente; Venus es el
tercero ¢ irradia la luz méis blanca; el cuarto es Marte, de color rojizo;
Mereurio ¢s ¢l quinto y posee un color parecido al de Saturno; el segundo
en blancura es Japiter, el sexto de la lista; el Sol es ol séptimo y ol mils
brillante; finalmente la Luna, colocada en el octavo anillo, se ve coloreada
por ln luz reflejada del séptiino. Al tiempo de girar en torne al huso, los
anillos levan sobre su superficie una sirena, que va cantande un solo tone
o nota. El canto de lus ocho sirenas juntas conforma uun armonia.” Estas
sirenas son evidencia, poctica si se quiere pero significativa, de un ‘unjverso
platénico sonora’,

En el Timeo se da la segunda version; ahora las esferas celestes no
producen sonidos, poero en cambio la descripcion de c¢dmo se forman los
intervalos musicales enire los planetas es mds detallada. Pero antes de
proseguir, aclaremos que los Pitagéricos denatan por *lo mismo’ (o ‘Uno’)
la idea de igvaldad, unidad y concordia en ¢l Mundo. Y, 'lo Otro’ (o *Dos’)
simboliza la diversidad, discrimiracion o desigualdad.'?

El Demilurgo tomé los tres elementos de ‘lo mismo’, ‘lo otro’ y ‘la esen-
cia’, ¥ los mezctd en una gola forma comprimiéndolos por la fuerza. Con
base en divisiones sucesivas generd la progresion compleja 1, 2, 3, 4, 9,
8, 27, resultado de la unidn de dos progresiones geométricas: 1, 2, 4,
8 y 1,3, 9 27. Luego llena con dos repeticiones todos los interva-
los con medias aritméticas y annodnicas, obteniendo finalmente una es-
eala musical de 30 téruwinos y 35 tonos y leimmas en ngar de los 5 lo-
nos y log dos letmmas de ln gama elasica:

..+ [El Demiurgo] llend los intervalos dobles {i.e. entre 1, 2,4, 8] ¥

®  Plalén, La flepiblica X 615-618.
1% Ghyka (1978) 23.
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los triples [i.e. entre 1, 3, 9, 27} separando otras porciones de ta mez-
cla y colociandolas en los intervalos, de tal forma gue en cada in-
tervalo hubiese dos clases de medias, una excediendo y siendo ex-

cedida por partes iguales de sus extremos [e.g. 1, 4, 2, en o cual

ta media 3 es un tercio de | mds que 1, y un tercio de 2 me-

nos gue dos) la otra es In clase de media que excede y es exce-
dida por un misino ndmero. Donde habia intervalos de 3, # ¥
%, hechos por los términos correspendientes en los intervidos an

4

. . . . I
teriores, llend todos los intervalos de 5 con ol intersalo de & e

jando una fraccion; y el intervalo expresado por esta fraccion es-
taba en la razén 256 a 2431

Obsérvese que en la cita anterior apurece o aplicacion de ln Lambda
platdnica prometida en el Capitulo 2. Pero prosigniendo con ln exposicidn
del Timco de Platén, falta describir la formu en que ¢ Demiurgo dispuso
las érbitas de los planctas. Con la mezcla de que dispenia hizo dos cirenlos:
uno interior ¥ uno exterior. Al movimiento del circulo exterior lo Hamd cl
movimiente de ‘lo Mismo' v al movimiento del efreulo interior o} movimiento
de ‘lo Otro’ o 'Diverso’, hizo siete circulos desiguales, ordend a las drbitas
girar en direccidn opuests unu a lu otra; tres de elles [Sol, Mercurio y Venw)
lus hizo moverse con igual velocidad y u las restantes cuatro [Luna, Saturne,
Marte y Japiter] con velocidad desigual a las tres anteriores y entre si, pero
en la proporcidn debida.*

Algunos pensadores estiman que de los nombres de los siete plane-
tas jse derivan los nombres de los notas musicales! Nicdmaco, por ejem-
plo, alega que, debido a que Kronos (Suturno) es el plancta mas alto con reg-
pecto a ln Tierra, a la nota mas baja del diepason se le ha de llamor Hy-
pate (*Twdrn), pues hypatos {Oratog) es ‘la mas alta’. La clasificacidn ni-
comaquea comnpletn aparece en ln Tubla 4 (compdrese con 1n Tabla 2. Ono-
masia).

En Jo Tabla § se presenta la clasificacidn ptolemsica. Ubservese que
si consideramos los mimeros de la segunda columne y sus razones, dos a
dos, se generan los intervalos correspondientes. Por ejermplo, entre Saturno
y Jipiter tenemos la razdn 32 : 24 = 4 : 3 que corresponde a una cuarts

W Platdn, Timeo 35.
Y2 Platén, Timeo 6.
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Tabla 4
Armonia de las Esferas
segan Nicomaco

{ Armonia de las Esferas | Diapason B
Kronos  (Saturno) Hypale
Zeus (Jipiter) Parhypate
Ares {Marte) Lichanas {0 Hypermese)
Helios {Sol} Mese
Hermes  (Mercurio} | Paramesc
Afrodita  (Venus) Paranete
Selene {Imna) Nete

perfecta {Syllabe o Diatessaron); cntre Mercurio y la Tierra tenemos la
rezén 12 0 8 = 3 @ Tigual & vnn quinta peefectn (Diepente). (Véasze el
Apéndice II}. Estos conceptos se mantavieron por largo tiempo de forma tal
que llegaron, practicamente sin cambios, al medioevo mismo; cotnoe ejemplo
se cita un extracto del Libro III de Las Etimologias del fildsofo latino del
siglo VII Isidoro de Sevilla:

Capitulo 32. Sobre la situacidn de la esfera celeste.

1. La esfera de los cielos es redonda y su centro es la tierra, igualmente
distribufda en cada lado. Esta esfera, dicen {los fildsofos], no tiene ni
principio ni fin, por la razdn de que, siendo redonda como un circulo
no se percibe ficilmente donde comienza ni donde termina.

2. Los filésofos han manejado la teorfa de los siete delos del uni-
verso, esto es, planctas que se mueven con la armonfa de las es-
feras, y ascguran que todos los planetas estdn concctados a sus
orbitas y piensan que dstas, estando conectadas y, al parecer, fi-
jas una 2 la otra, se mueven hacia atris y son llevados con movi-
mientos definidos en dirercianes contrarias 19

Estas ideas, referentes ula Armonia de Lus Esferas, prevalecieron incluso
hasta el renacimiento ¥, como ejemplo, presentamos el magnifico grabado -
jemplo, p g
que aparece en la Practice Musice publicado en 1496 (Véase Figura 9}
Por ltimo un par de citas para exponer la influencia de las ideas pi-

13 Grant (1974) 12
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Tabla b
‘Armonia de las Esferas
segin Plolomeo

| Notas inmgviles [ Nameros | Esferas *.]

Nete Hyperbolacon 32 Saturno
Nete Diczeugmenon 2 Jipiter

. Nele Syucnmnenon 21 Marte

gt Paramese 18 Sol
Mese 16 Venus
Hypate Meson 12 Mercurio
Hypate Hypaton 9 Luna
Proslarmbanemengs ) Fuego, Aire;

Agua, Tierra

tagéricas en o caso de Kepler:

En ¢! Mysterium Cosmoyraphicum, Kepler habia tratado de construir
su universs sobre la hase de Jos cinco cuerpos pitagdricos, Como la
tearia no se wjustaba completamente & log hochos, tratéd de construir
el universo sobre las armonias musicales de la escala pitagdrica. La
combinacién de estas dos ideas lo llevd, veinte afios después a crear su
gran obra: Harmenice Mundi, que contiene ta tercera ley de Kepler.™
La Armonia de las Esferas juega un papel importante en la Edad
Media. De acnerdo con Atkanasius Kirclier, ao s6lo el macrocosmos,
sino ¢l microcesimos es musical, Aun Kepler, hombre del mis profundo
espiritu cientifico, no se pudo liberar de imaginaciones de esta clase.!®

i4
15

Koestler (1981) 272,
Helmhoaltz {}877) 299,
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Figura 0. La Musica de Jas Esferas {Grabado de Gafurius, 1496).
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Capitulo 6
El teorema de Arquitas

No cabe falsedad afguna cn la naturaleza

del ruimero ni en la de la armnonia
Filolao!

Es en el Tectetes, donde aparece uno de los passjes mas controvertidos de
! I )

los Didlogos de Platén, el cual nos dard un curioso pretexto para iniciar

este apartado.

Teetetes, dilecto alunno de Teodoro de Cirene, estudia con éste Geo-
metria, Logistica, Astronomia y Harmontke,

Al ser interrogado par Sécrates sobre como es gquse debe formularse una
buens definicidn, Teetetes se vale de un ejerpio concretor lu {otnia e
que s¢ demuestra Iy inconmensurabilidad de ciertas magnitudes. Dando
implicitamnente por sentada la irracionalidad de 2, Teodoro se da a la ta-
rea de demostrar la inconmensurabilidad de las rafces cuadradas de ndmeros
mayores considerande casos particulares (3, 5, §,...) pere, por alguna
razdn, encuentra una ‘dificultad’ en la prucba para /172

La disertacion contintia, pero la ‘dificultad’ deja pensando a no pocos
estudiosos. ;Se trata de un obstdcule insalvable? ;O quizds Teodore se
detiene premeditadamente? De entre las mimerosas cabalas que se han
hecho al respecto, me permito seleccionar uua que, si bien ha merecido un
justo descrédito, nos provee de una introduccion musical para el tera que
nos ovupa.

Un comentaricta andnimo del Teetetes propone, sdlo para rechazarla,
la opinidén de que uo hay razoén pertinente para detenerse en 17, De las tres
explicaciones que presenta, una tiene un contenido musical gue viene a co-
lacién. Teodoro, como tedrico musical, asi como gedmetra, pudo conocer

1 Citade por Garcio Bacea (1944) 302.
Platdn, ‘Teetetes 145-147.
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la relacién del ninero 17 con el problema de subdividir el intervalo tonal:
el tono se expresa en la razén 9: 8 = 18 1 16, pero el término 17 divide al
intervalo 18 : 16 desiguulmente (i.c., 18 : 17 # 17 : 16).> Mis adelante re-
tornaremos a la cuestion de la divisidn desigual del tono, al demostrar, para
el cuwso general, en que condiciones no se puede dar una divisidn en inter-
valos iguales, Por lo pronto, para cerrar el paréntesis abierto, diremos que
el trabajo de Teodoro condujo a una serie de resultados como, per ejem-
plo, un par de teoremas atribuidos a Teeteles, que generalizan la prueba de
Teodoro de la inconmensurabilidad:

Teorema 1. Si un nimero dado ¢s no cuadrado, su raiz cuadrads es
irracional.

Teorema 2. Si un nimero dado ¢s no ctbico, su raiz cibica es irracional,

Otro par de teoremas {atribuidos a Arquitas) tienen conexidn directa
con la Harmondke, y los tratareimos en detalle después de presentar la defi-
nicién de razdn epimera.

Dos numeros, A y B, estan en razén epiinera (emepdprov Staoryue,
llamada también superparticularis prapariio por Nicdmaco y Boecio), st la
diferencin B — A es una parte de A y de B, e, si 4 y B son miltiplos
de B — A. Por cjemplo, la razén 12 : 9 es epimera, pues 12 = 9 4 }(9), es
decir, 12: 9 =4 :3 = (3 4 1) : 3. En general, la razdn (n 4 1) : n es una
razén epimera.’

Arquitas probd que toda razén epimera pucde ser reducida a la forma
(n+ 1) : n, y que no e¢s posible insertar entre antecedente y conse-
cuente de semejante razén un ndmero (entero, por supuesto} que sea media
grontttrica de éstos.® Sibien Euclides presenta una prucha en su Seciio
Canonis, 1o demostracion preservada por Boccie en De Institutione Mu-
sica es la que presentamos {comentada), pues se considera mis apegada al
espiritu original de Arquitas.®

3 Knorr (1975) 104, nota 79.

% Hesath (1921) 215.

¥ Van der Waerden (1550) 97.
% Van der Waerden (1050) 113,
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Teorema 3. Entre dos ndmeros en razon epimera no existe una media
proporcional.

Demostracion

Sea A : I3 la razén epimera dada, y sean €'y D + E los ndmeros mds
pequenos en esta razon.

[Arquitas, o 1a inversa de Euclides, considern A <« B ie. Ay B
en la razén n 1 (n + 1). En el texto latino aparece DE significando
D + E, preferimos la segunda notacidn por ser mids cara. BEuclides,
por su parte, considera una linea recta DF que cs dividida en dos
por un punto & generdndose las lineas DG y GF que representan a
D y F respectivamente, Para encontrar los términos C y D 4 E se
aplica el método propuesto en 1a proposicién V11 33 de Los Elementos
de Fuclides: ‘Dados tantos mimeros como queramos, encontrar los
menores de aquelios que tienen la misma razon con ellos’].

Entonces D+ F excede al niinero C per una parte alicuota de si mismo
y de C. Sea D ¢l excesa.

[Aqui se supone implicitamente que £ = C. Por la condicion im.
puesta, 1) es un divisor de I 4+ E mismo y también de €. Cabe
recordar la definicidn dada por Nicdinaco de ndimero superparticular
(iripdproo dpibpdc): *El superparticulor, es un nimero que contienc
en si mismo la totalidad del ndmero comparado con él, y algin otro
factor adicional’].”

Se asegura que D no ¢s vn ndmero sino la unidad.

[No debemos olvidar que en la Aritinélica griega, 1a wnidad no cs an
nimero sino la fuente de todos los nimeros).

Pues, supougamos qite I oy miumero mayor que } y un divisor de D+ E;
entonces D es también un divisor de E ¥, por tanto, de €. Se signe que D
es un divisor comuan de € y D + E; pero esto ¢s imposible, porque log mds
pequetios de los mimeros cuya razon iguala a su razdn, son primos relativos.

T Nicomaco, Introduccidn a la Aritimdtica T XIX 1.



[Para la demostracidn cumpleta, véase Buclides [Slementos VII 22
‘Los menores nimeros de aquéllos que definen la misma razén que
otros, son los primos entre s’}

Por tanto D es la unidad, es deciv, D + E excede a C por una unidad y,
de aqui, unn wedia proporcienal entre € 3 D 4+ £ uo se puede encontrar.

[Pues no seria un nibers entero el quo aparecieral.

Consecuenteinente, una media proporcionnl entre los dos mimeros ori-
ginales A y B no puede existir. Pues su razdn iguala ala de Cy D 4+ F.

l.q.q.d.

Li dltima inferencia sc desprende de la proposicion VII 20 de los Ele-
meatos: ‘Los ndmesos mds pequedios de agudllos que tienvn entre =7 I
misma razdén que dos mimeros dados, miden a aquéllos que tienen la misma
razén el mismo numero de veces, el mayor al mayor y el wenor al menor’.

Para encontrar una aplicacién del Teorema 3 ala Hermontke, debemos
insistir que Arquitas nos habla de la a6 ezislencia de un nimero {entero,
no lo olvidemos) tal que se encuentre en proporcién continua entre dos
nimeros dados en razon cpimera.

La division pitagérica de] intervalo de octava (2 : 1) conduce necesaria-
mente a intervalos desiguales {la quinta (3: 2) v la cuarta (4 : 3)], mediante
cl signiente procedimientor 21 =4:2=(4:3) x(3:2).

De manera analogi se puede propouner una division del tone {9 : 8} como
se hizo al comienzo de este apartado: 9: 8 = 1816 = 18: 17 x 17 ; 16,
-

Pero como se ubservd entonces, 15 017 4 17 016, y o divisian idearvilios

es desigual.

Surge, entouces, una cuestion gue ha dado motivo o largns discusiones
entre Jos historiadores: En la Hermonike, la palabra diustema {(S1a0rnua)
posee varias definiciones equivalentes, como por ejemplo: inlervalo, la dis-
tancia entre dos notas de diferente tono o la extension [espacio} de voz



contenida entre dos notas® Liama entonces 1z atencidn la aparicion del
término disstemna en lr expresién éxpdpior Sgarnpa, con la yue se de-
note a la razdn epimera. Adicionalmente, por si esto fuera poco, en log
libros aritméticos de los Elementos una magnitud cualquiera es represen-
tada por Euclides mediante segmentos de linen recta.

Arpad Szabd, oo ln bisqueda de explicaciones plansibles, propone eomo
la acepeidn comndu en la Teoria de Lo Masicn de In palabra dieséomng, wyuclla
que 1o define literalmente come ‘distancia’™ (en tal sentido la utiliza, por
ejeinplo, Nicomedes ¢n la construccion de su concoide'®) dando de esta
maners un sentido geométrico al mancio de las razones de enteros. Dias-
tema dejo de entenderse, entonces, cn su sentido musical de consonancia
{symphonin} y se convierte en 'intervalo en tanto que distancia’

coopara los grieges o intervalo musical (diasterna) era alge tan real
y toncreto como la gvAdefd [nombre pitagdrico para el diatessaron,
véase Apéndice 11] | el abarcar las dos cuerdas exteriores del tetra-
corde (i.e. el intervalo de cuarta). Es enganoso hablar de una ‘repre-
senlacion en términos de lineas rectas’. Uno debe, mds bien, sefialar
que o intervalo musical {diasierna) era tan real y concreto como una
Wnea recta mensurable en su longitud. !

En los experimentos achsticos de log pitagdricos, Ia palabra diastema
significaba ‘Wnea recta’y se refesia & aquella seccion de cuerda del ‘ca-
non’ a la que se impedia vibrar cuandoe se producia el segundo tono de
una consonencia (1.e. después de que toda la cuerda ya habfa sonado)
y, de esta manem, ere necesorio para la creacign de un intervalo mu-
sical {lcm cursivas hacen referencia 2 un texto original de a.udenuo}
De aqui que la palabra que, de hecho, significaba ‘linea recta’ vino
a Lomar ¢l significado de ‘intervalo musical’, Mas aiin, dado que los
puntos extremos (dpot) de esta linea recta eran nidmeros del canon
: la palabra dinstema se usd, en consecuencia, para describir la ‘re-
lacidn entre dos wiimeros’ d'ula. por los nineros proporcionales de las
consonancias {12:6, 12: %, 12:8 etc.).?*

Las afirmaciones de Szabd Hegan al extremo de canjeturar gque procesos

®  Michaelides (1978) 77.
¥ Suabd (1978) 107.
W Heath {1921) 239.
"' Szabo (1978) 111,
12 Szaba (1978) 117.



tales como ln Antifairesis (algoritmo euclideano de la divisidn)!? pudieron
haberse originado en la teoria pitagérica de la musica, al emplearse en el
cideulo de razones entre las longitudes de la cuerda de un monocordio.**

En una critica demoledors, Bowen invalida la posicidn filoldgica a ul-
tranza adoptada por Szabd. Alega, por cjemnplo, que, si bien es cierto que
digstema significa “distancia’ en Geometrin, 1o mismo no sucede en o Har-
montbe.  Couvienc hacer notar que, junto al significado etimoldgive el
término {din-ste-ma: ‘aquiéllo que ha sido hecho para separar’) podenos
oponer su contrario {syz-stema: ‘aguéllo que ha sido hecho para juntar’)
que representa una escala o sucesion de intervalos!® Asi que le interpre-
tacién geométrica de dinstema es ajena a la Harmontke {véase Capitulo 2},

En el contexte del Teoremn de Arquitas =on mils serias las objeciones
que se pueden oponer o las tesis de Szabo: ¢s dudoso, como observa Knorr,
que Arquitas haya utilizado e} término diastema en el sentido que lo plan-
tea Szabd, pues Boecio {que, como ya se dijo, se considera la fuente mis
confiable con respecto a Arquitas) utiliza la palabra propertiv en lugar de
intervailum {que validarfa la opinidn de Szabd).1®

Existen otras razones de peso, como la cuestion de fa notacion original en
la demostracién del Teorema de Arquitas (poco apta pera simbolizar inagni-
tudes geométricas). Pero el argumento mas contundente alega que el punto
de partida de Ja Teoria Musical Griega no pudo ser de tipo geométrico, pues
la representacion geométrica de intervalos musicales no habria conducido a
resultados tales como el Teorema de Arquitas. La razdn es logica y atiende
a una cuestidn muy simple: si se piensa en los intervales musicales como
entes geomeétricos, el problema de encontrar medias proporcionales estd
automaticamente resuclto pues es posible construir éstas geometricamente
{véase el Apéndice 11, donde se discuien estas construcciones). Asi pues,
solo tiene sentido hablar de iz no existencia de una divisidn proporcional
de un intervalo si se estd en un contexto aritmético.

3 Knorr (1975) 332.
14 Szabd (1978} 135-137.

%

¥ Powen (1984) 339.
¥ Knorr (1975) 241.
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Para terminar retornemos a la aplicacidn dada al Teorema 3 sobre la
division desigual del tono. Encontramos, entonces, que no ¢s posible hallar
un ntimero X de tal manera que divida en proporcién al intervalo Y : 8Y
{9Y : 8Y = 9: 8 razdn que representa al tono) lo cual es equivalente a decir

“que ninguna razén X ;1 divide al intervalo 9 @ 8 en proporeidn (Le, no
existen X y ¥ tales que 9: 8 = (X :¥) x (X : ¥) = X*: ¥?). Lo anterior
se generaliza mediante el siguiente:

Teorema 4, Una razén epimera no puede ser el duplicado {cuadrads] de
una razon de enteros.

Demostracidon

Sea A : B la razdn cpimera dada. Supongamos gue existe una razdén de
enteros lo cual es cl subduplicado de la razén dada; esto es, 4 1 B =
(AY - X)X : BY), donde AY : X = X : BY. Eatonces BY, X v AY sen
tres enteros en proporeidn continua, Pero esto es imposible por el teorema
3, dado que AY y BY cstdn en razdn epimera. Por tanto la razén A : B
no ticne subduplicadoe racional.

l.q.q.d

La aplicacion a la Teoria Musical del Teorema 4 es clara: siempre que se
tenga un intervilo musical tal que venga expresado por una razon epime-
ra (i.e. (n+1):n), no serd posible encontrar otro intervalo (dado por la
razdn p : ¢}, de {al manera que lo divida en proporeién, pues esto implicarfa
que (n+ 1) :n = p?: g% en contradiccidn con el Teorema 4.,

En un panoraina mas amplio, y de mayor trascendencia para la Har-
monike, una consecuencia importante del Teorema 4 es que, en tanto gue
s Irracional I radz cundrada de uns razdn eplmera Tloga ol conflicto de
la inconmensurabilidad al terreno de la Teoria Musical. Sin emmbargo, no
debemos confundir causn y efecto pues, como afirma Knorr: ... Ja teoria
armonica de la irracionalidad fue un derivado de la teoria geométrica, més

que e} converso’.}’

T Knaorr (1975) 218



En este punto resulta interesante resaltar los conceptos de racional ¢
irracional en la Teoria de la Mdsica dando, de paso, una distincién mds
entre las escuelas pitagdrien y aristoxeninna. De acuerdo con Aristoxeno
{pprov  biaorypa) rheton diasteme es aquél intervalo racional cou res-
pecto a la melodia, es decir, aquél gue puede ser cantado o evaluado por ¢l
oido. Por otra parte ¢l (ddoyou Sidorypa) alogon dicslema cs squel in-
tervalo que no puede ser cantado o reconocido por o ofdo. Por supiesto,
como acota Michaelides, este punto de vista no se pucde acoplar a laide

pitagdrica de medir tos intervalos mediante razones numéricns.'®

3 Michaelides {1978) 290-291
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Conclusiones

De lo discutido en los apariados anteriores, nos formuamos una ima-
gen del grado de parentesco entre Misicn, Aritmétiea, Astronomin ¥ Geo-
metria Griegas. Quedd asentado de manera explicita, & través de ejemn-
plos concretos, que existen notorios puntos de contacto ¥ gue estas mate-
rias comparien, por lo tanto, intereses y dificultades semejantes,

Se demostro que para comprender ol papel de la Masica en el pensa-
miento gricgo se requiere de vua distineidn clara entre Mousike y Harmo-
nike: {a primera crea un lazo entre las homanidades y tas Mathonata, mien-
tras gue la segunda lo solidifica empleando todo mstrumento matemati-
co a su alennce y plantvanda, » sv vez, perspectives mis wmplins de aph-
eacion de éstos.

Al penetrar en los detalles, nos puede entusinsmar fa aparicion de cler-
tos conceplos que parecen revelar analogias interesantes; pero extraer, a
partir de datos tan disperses, conclusiones atrevidas sobre las mnaterias es-
tudiadas, serfa conceder una importancia desproporcionada s meras cu-
riosidades filologicns. El significado de las palabras griegas, como su-
cede en cualquier lengua, cs dindmico y se adapta 2 las necesidades que apa-
recen con ¢l transenrso del tiempo. L utilizacidn de ciertas palabras en di-
versos campas instnda que existe alguna conexidn entre ellos, pero no ne-
cesariarnente s¢ constituye en prucba definitiva. Tal es el caso, por ejem-
plo, del término dicstema, que aparece con significados distintos: ‘distan-
ciz’ en la Geometria ¢ ‘intervalo’ en la Harmonike; hecho, que si bien es sig-
nificativo, demanda ol sor cautelosas en nuestras conclusiones.

El owmmnipresente, y uo siempre bien libvado, peusamiento pitagorico
compartid con la Misica sus momentos de esplendor en una exaltada
mistica del nlmero, pero también comunico a ésta los obstdculos pro-
pios de las magnitudes inconmensurables.  Sin embargo las idens pi-
tagdricas cn torno a la Misica no son las inicas, a pesar de su predo-
minio historico y de ser las mas conocidus.

La rivalidad entre las escuelas pitagdrica y aristoxeniana nos revela que,
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en el terreno de ln Teoria Musical, las doctrinns del maestro de Sumos no
tuvigron una meeptacion incondicional. Algo semejante se aprecia en la
oposicitn de Aristételes n ideas tales como la Armonda de las Esferas.

La persistencin del pensamiente pitagdricos en el mundo occidental, no
se refleja tan sélo en la aparicion del Quadrivium en la Edad Media, Una
prueba de ello son los primeros intentos de Kepler por establecer Yas leyes
de los movimentos planetarios; al proponer Ias drbilas de los planetas como
situadas en esferas concéntricas njustadas a los poliedros regulares, hay una
aceptrcidn implicita de conceptos como ¢l de lo Armnonia de las Esferas.

Gracias a Jos trabajos de los mistematicos gricgos, quedd abierto ol ca-
mino hacia estudios mids elaborados ded fendnene imusical. Fue a pariir de
tales bnses que se susecitan intentos de explicacton de los fendmenos no com-
prendidos por los helenos: Euler propone unsn regla aritinética para calcu-
lar el grado de armonia de un intervido ¢ acarde, " Alembert v Ramean ex-
ponen su teoria sobre Ia causa de las consonancias y Fourier sienta los fun-
damentos para nuestra actual teoria fisica de la Armonia,
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Apéndice 1

Medias proporcionales

Porfirio el Neoplaténico nos da a conocer un extenso fragmento de Arquitas
en el que se definen las tres proporciones prineipales:!

Existen tres proporciones en ta Misica: la aritmética, la geométrica
y la subcontraria o, asl llamada, armdnica. Tenemos una proporcion
aritmética cuando tres estin relacionados con respecto al exceso, como
sigue: ¢l primero excede al segundo en la misma medida en que el
segundo excede al tercero. En esta proporcidn la razon de los dos
términos mayores e mas pequeila, mientras que la razon de los dos
términos menores ¢s inds grande, Tenemos una proporcidn geométrica
cuando ol primer término es al segundo copo el segundo es al tercero,
La razdn de los dos términos mayores es igusd « aquélla de los dos
menores, La proporcion subcontraria, la cual Hamamos armduica,
es aquéila en la cual los términons son tales que si el primero excede
al segundo en una cierta parte del primero, el segundo excederd al
tercero en esa misima parte del tercero. En esta proporcion la razon
de los dos Larminos mayores s mayor, mienlras que la razén de los
dos tériinos menares es menor.

Entonces, considerando los tres términos o, by clales quea > b > ¢ > 0,
podemos desprender de la cita anterior las definiciones de las tres principales -
proporciones con nuestra propia notacion:

Proporcion Aritmética:

a—-b=b~—c¢
y, segun Arquitas,
[es <
b "¢
Proporeion Geométrica:
a b
b e

! Cohen (1975) 6.
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Proporcién Armdnica:

1
a—-b = —.a Y
m
1 -
b—e = = ¢ donde m es un entero positivo.
m

Entonces resulta que

% > - puesto que
a m

b m-1 4

b m+41

¢ Tm

En la pdgina siguiente aparece una tabla autoexplicativa de las diez meding
proporcionales consideradas por Pappus y Nicémaco.
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Medias proporcionales (pegorijres) segin Pappus y Nicdniaco.

~ No. en No, en Forma Notacion Solucion en Solucion
NOMDRE Nicomaco _ Pappus Cldsica Actual Términos de @, 8,1 Minitna
Medin Aritmética 1 1 atc= — -
Media Geométrica P 2 ac = b*
1
Subcontraria L1 a=2a04 33+ 6
3 3 LR b= 4y b=3
Media armdnica @ ¢ b c=p4y e 2
Su aria de a-b ¢ al gt a='211+15,’?-|-7 a=6
k\qnicdo‘\:t;r:\}gﬁ;n 4 4 e a a : - b b= ot 254y b
c=p+7 c=12
Quinta media aob e ) a=oa+3i+y a=5
(Subcontraria de 1a 9 5 = az=bte—- — b=a+23+7 b=4
Media Geométricn} b—c b b c=g47 c=4
Sexta media azb b o? a=a+38 4+ a=6
{Subeontraria de Ia [ 6 Foptabe c:a+b—T b=a+4+2047 b=4
Media Geométrics) ~c a c=at+f—7 c=1
— - a—-t _ a . —
' b—¢ ¢
a—c a a=a+2047 a=4
Novena Media 3 9 = - a4+ c? =alb+c) b=a+p+7 b=3
a~b o« c=0+y c=2
a—c b a=a+B4y a=3
Décima Media 9 10 = - b2 4 ¢t = c{a 4 b) b=fg+ b=12
b-c ¢ c=q c=1
Séptima Media 10 1 ol ¢ a=b+e — -
a-b ¢
a—c a a=204 30+ a=6
Octava Media - 8 el a® = 2ab - bc b=a+284y b=4
a-b "5 92 . =
c=20+7 =3

NOTA: (a,8,7 tres términos en progresidn geomética) a > b > ¢




Apéndice I1

INTERVALOS CONTENIDOS EN UNA QCTAVA!

Intervalo Nombre griego Tono Razdn
Primera o unisono Homophones o Isotonia € 1:1
Coma Didimico Comma — 81:80
Coma. Pitagérico Commna —  §31441:524288
Segunda Menor Leimma Dy 256:243
Primnera Aumentada Apotome Ct 2187:2048
Segunda Mayor Epogdoos D 9:8
Tercera Menor — Eb 32:27
Tercere Mayor e E 81:64
Cuarta Perfecta Syllaba o Diglessaron F 423
Cuarta Aumentada — Fi 729:512
Quinta Perfecta Diapente o Diozeia & 3:2
Quinta Aumentada — G 6561:4006
Sexta Menor — Ab 128:81
Sexta Mayor e A 27:16
Séptima Menor — Db 16:9
Septima Mayor — B 243:128
Octawvn Digpason o Antiphonan € 2:1

NOTA: Aquéllos iutervalos cuyo nombre griego no aparcee eran con-
siderados come disonantes y se agrupaban bajo el nombre gendrice de
diaphonia,

1. Harvard (1986} 401, De Candé (1968) 146.
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Apéndice I11

Construccidon geométrica de las
tres principales medias

Pappus preserva y comenta uua construccion geomdtrica, de autor sndnimo,
en la que figuran lns tres medias principales junto con sus respectivos ex-
tremos, todo esto en un solo diagrama validudose dnicamceute de seig lineas.

Una observacidn antes de entrar en materin: en la figura se indican con
—~ los trazos dados por el gedmetra anénimo {(Jamade por Pappus

15 = ‘slguien’), medinnte — — — — los trazos adicionales requeridos por
Pappus y con — - — - — los trazos adicioneles propuestas para hacer mis

clara la demostracion,

Sobre AC, dismetro de una semicircunferencia, localizaos un punto ar-
bitrario B. Trazamos HD L AC (D sobve la scicirewderencial v In tan-
gente HG que pasa por D e tal manera que G estd en la prolen-
gacionde ACy HD = D@, Si0 es el punto medio de AC, trazamos el radio
OD, FB10OD y HD que corta a QD en K (Véase figura de la pdgina 59).

Claramente O (= 0C) es la media aritmétice de AR y BC pues
AB—-0D =0D-BC [yaque OD = {48 + BC)]. Tenemos que, BD es
la media geométrica de AB y BC pues, considerando los trazos auxiliares
AD y DC, |y los Elementos V1 13 y VI 8 (porismal}] se tiene: k

el /ADC es recto {Elementos 111 31).

= ADBC ~ ANABD  [Elementos VI 8)

= BC:BD=8BD:AB

o, equivalentemente (A — BD}: (B0 =L = AB - BD
BD s la media geométrica de AP y BC.

58



Por otro lado, OK esla medin nrmdnica entre OF y O pues, conside-
rando el trazo auxilinr HO, tenemos que:

AGDO ABFO [DGLOD; OD.LFB)
=0D:0F = DG:FB
== HD:FB [HD= DG por construccién]
= DK:KF (AHDK ~ABFK)
= (0D~-0K): (0L - OF)
QK es la media armodnica de 0D y OF.

¢

Segun el parecer de Heath, Pappus no se percata de que es posible dar la
construceion con tin sdlo cinco lneas pues, la proporeidn armdnica estd, de
hecho, presente en lneas yu existentes.! Sin embargo, en epinidn de Brown,
la couslruccidn de Pappus we justifica, pues su aparente error no es siie ula
critica velada nl gedmetra anénimao por su falto de rigor ogico y descuidoen
la demostracién de que DF efectivamente cumple con la propledad pedida
respecto a AB y BC. Tun ¢s asi, que Pappus mismo escribe; ‘Pero cémo

' Heath (1921) 364,

Slagpa,
g, e

RV

I
LM




es que DF es una media urmdnics, o entre que clase de lineas, ¢l no lo dice,
sino sélo que es una tercera proporcional con OD y BD."? Camo ses, a .
continuacién damos la demostracién, elaborada por Heath, de que DF es
efectivamente la media armdnica de AB y BC:

Por construccion ¢! ADBO  es rectanguloy  BFLOD
= ADBO ~ ADFB |Elementos VI §
= DB:0D=DF:BD
= BD*=DF.DO
pera BD'=AB-BC y DO = L(AB+ BC)
= 9AB-BC=DF.(AB+BC)
AB - (DF - BC) = BC - (AR - DF)
= AD:BC =(AB - DF):(DF - BC)
: DF  es la media arménica de AB y BC.

¢

2 Citado por Brown (1975) 175.
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Apéndice IV

Cronologia
Siglo VI Pitdgoras de Samos
Lassus de Hermione
Siglo -V Pindaro (ca. 522, ca. 446)

Protdgoras de Abdern (ca. 485, ce. 410)
Phrynis (ca. 475, 7)

Filolav de Tarento (ca. 474, ¥)

Sécrates {ca, 470, 399)

Damdn (ca. 430)

Siglo -1V Timoteo de Mileto (ca. 450, ca. 360)
Platon (428, 347)
Teetetes {414, 369)
Arquitas de Tareuto (ca. 390)
Aristételes de Estagiva (384, 322)
Heraclides de Ponto
.Aristoxeno de Tarente (ca. 375, 7)
Euclides (ca. 350, ca. 275)

Siglo -IXI Eratdstenes de Cirene (ca. 276, ca. 194)
Siglo ~I Didime {63, +10)
Siglo +1I Geminus
Plutarco (ce. 46, ca. 119)
Siglo +11 Ptolomeo (108, ca. 163)
Alypius
Clednides

Teon de Esmirna (ca. 125)
Nicémaco de Gerasa (co. 140)
Pollux
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Siglo 4111

Siglo +IV
Siglo 4V
Siglo +VI

Sigle 4-VII
Siglo +X
Siglo + XII

Siglo -+-XIII

Didgenes Laercio

Aristides Quintilianus

Pappus de Alejandria

Porfirio (232, 304)

Jiumblico de Calcis {ca. 250, ce. 325)

Aétiug
Proclo {ca. 00, 480)

Casiodoro (ca. 477, 570)
Bocecio (ca. 480, 524)

San Isidoro de Sevilla {7, 636)
Suidas (ca. 960)

Hugo de Sun Victor (1096, 1141)
Dominge Gundisalvo {ca. 1140)

Georgioy Pachymeres {1242, 1310)
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