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1 nt rodtJ:cct oc 

L.; t ir.~11.d:td <:!~ o~t.a tc---::;,1s e:: d::i:r '.Jr..l. lnt.roducc1etl a lo~ 

m~delo~ des=r1loE por la mecan1ca clas1ca relal1v1sta no local. 

h~·.:.1er.·10 enfd~l~ en la c•.:instrucc1ó11 de ur. formal1~ma canonic:o. 

r aól ci.. en que adem¡.:t de 

pr·.:-r:-:::r-::1cnu int"::-1·mao::.1-:in adi-::1on.al .del ~l~•.eo¡o_"\. es el un1co canunc­

-:~~r.-:-".::1d-:.. ¡:-ara cu::s.nt1zar una teoría. 

En el =~~{t~l~ 1 ~e mue:::tru que las te~r!as no locales c~n un 

r'l'.Jmer'::' i1r-.1•.c de ·1.l.r1able$ d1nar.ucas ~rmiten descr1b¡r la 

in'..erm..,.·::h.J....:!.~n de c.ai.mpos; para esto, se ut1l1za. un pr1.nc1p10 de 

ac-::1::::-r. e~•.a-.::icm.ar1a. En particular. ~& d1sc•.J•.e la electrod1nan-,!-::l. 

~e Whe~ler-Fe:•nman. Analogarnente. en el ::::ap1•~ulc 3 s:a da una 

lntrc--:1•.J<::Cl':'~ a las teor1a.~ de campos no !-=-cales; los c.J.mpos ..¡..:x;. 

~~e se estu~1an. s~n scbre el espac1c-tiemp~. Se muestra que eslo~ 

m~-:1-e-l-=-s F''J9-:jen. !>~r •.Jt1le!: para dEa>scr1bir part.Íc•.Jla.s cu3.nt.1cas c:on 

·.m f)~'--=-r o;:te forma. e!;; dec1r. ot:-Je~os ext.en::ados; o b1on familia.-s; 

de p3r- •. l'.'cul o.s 'cuán(icas. 

E:1 el ~apit.ul~ 2. se da •.rna ma!"!er.a de conslnnr it:rl 

ham.il•.on1an= para part.!'cu.la.!; clá!;J.cas rela•.;.."'l.~las descr1las por 

.l.:agr.::ing1anes n-:.- locales. Se presentan le!:. res·...r:l1.ados de J..:ien. 

J auregut e~. al. ( Phys. Rev. D a§_, 2385. l 987). Final mente. en el 

capi•.u1o 4 se exl1en.den e~lo$ res•Jllados al caso de teorla~ de 

-=ampes no::- leca.les. La construcción de un har:últonl.ano para ~stas 

'.'Z"~rlEt.Z ~-::. la c-=-n1.r1t::::•.Jc16n pr1nc1pal de est.a tesis. ExplJ.citament.e1 

~~ lrab~Ja con el modelo de Krist..e-nsen y Holler. quo pretende 



-:l~:tcr1b1r la tn•.Gu·acc1cn vn•.re nucleone5 (pa.rticulas: axlend1d<.is) 

meo·::han•.o::- el 1n•.erc..amt:i1c de iones.. Se e.L1g1é este mode.Lo por :;or 

mu:• 1n1.u1li•1c y estar amp11amente trat.adc en la 11ler.alura. 

P-::r Últ.1m-:;-,!:.e presen•.an las conclu:;ione::. y 1.as. perspe::U.vas 
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CAP!TULC l 

E.n eat¡;,. c9.p1tulo se presE.•nta una 1ntrodL1cci6n al Pt•oole1r,¿. Clé 

la une1·acc1-:in 1·elat1·.,11sto;:;. entre p~1·t1c1.1la;; con ea:r.iec1al o:.~e~ . .::16r • 

.;.. g~, d.:::;.=1·1;:j-::101·. ~ p~rt11· ae L1.r1 p1·1nc1P10 de- acc16n estac1or,:;.1·1:1J 

en pa1·t1cul=1· J se e;;;tL1d1a icl .;.cci6n tipo Foktel'. Se mer..:¡..:v·1""r1 

tan101én los obstaculos •:u.te 2:;16ten Pi:'ira astablecer una for-m~:lir·=16r. 

a Pat"t1r de esta acc16n. 

F1n~lmente,ae e;;.tt.td1a la electrod1nAm1ca de Wheele:r- Feyr.'!liin. 

que e;; \a te,.orl.; t·e1at1.,1ista de acc1ón a d1si:anc1a mas cono:.1-::i, 

s~ comeritan los Problemas a5oc1ado5 con este t1Po de modelo~. 



Pcr "accion a. d1stanc1a ·· cnlendemo!: una 1nleracc1on entre 

part.ícu!a~ ~1n la mf;;'d1ac1c:m de campos. Un e.1emplc e!; la teoria da 

grav1ta.c1ón de l~ewt.on ~n la que dos: part.{culas de masa. m
1 

y m
2

• se 

a•.raen -=~n •.Jna iuerza igual a: 

mm 
F = •3' -'-'- r 

r' 
(l. 1) 

e~ la d1s•_anc1a ~ue separa a 1-::-s -::•.Jerpo'!: y G la ccnstar:l.e 

de la gr3."lla"=1Cn. Tamb1en podemos considerar dos cargas elt?:::tricas 

la~ c•.1ale1 ~e alraeran e repelaran segun la le:.· de Coulomb. 

En .J.mt=-::-::: c:i!:C?;: la 1n1.eracr:::ion se realiza "º f';"l m1smc ln!::._ant.e 

J.ndependJ.en•.emenle de la d1st.anc1a que separa a los c•.Jerpos. 

•::en la •.eorla de la relat.iv1dad el ccncc~to de acc1on a distanc.ia 

odeJa de s:er 1nvar1ante. En ccnsG1cuenc1a ,se considera -;¡eneralmente que 

!-::os s1s•.emas relat1v1stas requieren , para su d'l!tscr1pc1on. de 1.eoria!. 

de -:arr.¡::c ; isos decu·. nc- es posible construir •.Jna leor1a. relali•tis•~a de 

&cc1on a d!s~anc1a. Sin embargo. esto no siempre es cierto: hay formas 

-:le cOn$t!' 1Jl.r dicha!: teorias. Por eJemplo, se pueden buscar ecuac1on!,~~· 

d~ ~c~•.!nd-: -=-;deon q•J(> d~so:riban el mov1nuent-:: de las p;irtic:1.Jla:!: er. un 

.i.ns•.a.n•.e dado y en un ~tstema de reieren-:1a arbitrario. Eslas: 

e-=: 1.1a-=:1-=ne~ daa-ben :.:;er inv3.rl.antes ante el grup~ de Poincaré. es decir, 

la •.rarisforn:ada de Lorentz de la:!:: scluc1cnes &s ta.r.1b1én solu-:::1en do 

las ... ecu.:;,.c1ones. 

•:.'lt.r.a rr.1ner:l da de~cribir teor1as de ac-::1cn a di.stanc1a. y en la 

cual centraremos mayor atenc1on. e~ la teoría de ac::ion a distar.el.a 

propue~•.a primeramente por Fol-:.-:er~ En esta descripción do la 

4 



nat_uraleza n:- '!:e u'.1li=~ el concept.o de campo como idenll.dad d1nam1ca 

indepen-;t1en•.e. Cada. part1cula s~ muove deo acuerdo al princ1 pio de 

65 .. (1 

siendo 

(l. 2:0 

Er. e~t&. e:-:J:"!'"e!:1•:m. el primer sumando del lado derecho &s la 

energ1a -::1r.e"..1ca; en el segundo '!:Umando A. es el para.metro de 

e•.-oluc1-:n :· l~ fun-:1on ?. depende de 1&$ posiciones y derivada~ de 

=-rd~n ~·J¡:-er!::::r. E~·.3. fun-::1on carZ\c•.~ri:!.!. la !n•.t;rac-::1ón q•Je ... ts 

o:?~•.a est.•.Jd11nd-::- •.• los (ndices l, J se refieren al numero 

-:ie l'Ar'"'.Íeulas lnv-:ilucr~da!f:. 

A p~rt1r de ~s~a .a.cc1on se pueden CQnstru1r las ecuaciones de 

m':'''lnue-n•.e analo-;as a la!: de Euler-Lagrange. 

•.'ne de les eJemplos mas est 1Jdiados. apl1c:ando la a.cc16n 1.2. es 

lti. ~1~=·-~-::--:!1nAm1-:a de Wheeler-Fe;'Timan. Por -su importanci.a sera 

de!<.cr1l;:i rrta!: a::itrlan•.e en detalle. 

·)•.r!. rr.1nera. tle dar la!: ecuaciones de movimiento para. teorias 

r-ela•.1·•1!•.u: dg a.cc1'!>n a d1st_ancia. e!: a través de una formulaciOn 

na.milter.1ana. 

Hi~tor!.-:amer.•.e, un obst.áculo para construir modelos baJo esta 

f'.:'rmulac1cr. i•Je el l9orema de no inleracc1ón de Curie, )ordan y 

.Sudarshan
4
.Su formulación original "Se dio en un espacio fase Cx.p) 

-:fe 6M d1mens1ones para N parl1culas. El teorema establece q1..~e : 

1. C•1namica hamilton!ana 
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2.. C-:;i•.•.l.r1anc1a rela1_1v1$la (os decir. covar13nc1a Ar1la el grupc 

de Pc1ncare:• 

3. L{nea.~ de Unl''erso lnvar1antes (os decir, dlfar.:;.nte~ 

·,;.bservadQres cbtienen conjuntos de lineas de un1verso 

iguales desd~ el punto de vista fls1co )> y 

-s:on cons1stent.es sólc para mov1m1ento libre . 

.=.·i.n emb3.rgc, a pe~:ir de •?st.o teorema.. as: posible construir una 

íorn:·-=l~c1~n hamllton1an.a relativista. s1 se omiten algunas de las 

hip.;ilesi~; pcr ejemplo, renunciando a.l concepto de coordenadas 

11-sicas canc-n1ca~. De manera .alternativa aunque no for::osamente se 

pi.Jede intentar sustitu1r l.a leor1a relal1vista de acciOn a 

~Ji s l anc1 a . por una t .-;·or 1 a h.'.l:.u l t oni a.na de p:trt 1 cul .as y t::ampos 

1nletactuando localment.e~ 

!..:..,E. Electrodinam1ca ~ Wheeler-Eeynma.n 

Gcm":J se menciono anler1ormenle. centraremos la at.encion en les 

modelos obt.enidos a partir do la aec1on 1. 2.. En part.icul:..r. se 

d1~c•.Jt.1ra en esta secc1on la electrodinam.lca de Wheeler-Feynman y se 

mostrara q•.Je es pcsible oblener una te~ría consistente a partir de ur:a 

acc.i.on. lip=:- Fo):}-:or. 

La ele=tr~dlnAmLca de Maxwell y Lcrentz. descrita por las 

ecuac1one~ 

Fµv = 4rt Jµ .•. 
Cl. •D 

C1. 5) 

6 



".1cnde Jµ es la corriente d&btda a l.a.s p3rt.1cula..s:, ! es. La. c.:irg.l >· 

rr. e~ la m3.sa;la coma .i.ndica derivada y los parente~1s cuadr3.do:i:. 

indican permutac1ones de los Índicos. os una t.cor1a 

f':lrmulada en lérm1nos d• campos. La inter·a.cc1on onlre las c.;irQAS 

'9st.:.. mediada por el campo eleclrorna.9n&lico Fµ~ Est.a formulacJ.on 

cons1dera que: a) el campo pose~ grados de 11b~rt.ad prop1os y b) 

las carQas pueden interactuar cons1go rru.smas, lo que lmpilca 

una energ1a. inf1ni•.a de aulolnleraccion. 

Si se -:¡uiere formular la tei:ir1a prescindiendo de estos puntos. la 

manera mas na..t.ur.a.l para hacerlo e~ por medio de una teoria relativista 

de acc1en a d1s• .. an-:1a. Esta. pres'=r1pc1on alternat1'"ª es bas1camente la 

9!~:::•.r~d1n.Am1ca de Wheeler-F'J'::nm~fi7 '1 la cual part.e de la acc1on 

•.1 po Fel: l.er dad.a ~or: 

s:1end.o 

~· .,. 

i 'Z+ (1. fl) 

el pr1mer termino es la energ1a cl.netica de la parlicula y el 

se'áfUnd.o nliembro descrl.be la. in•.eraccion; X Y r son las 

=:iorder.~d.:..s de dos p•.mt.os en las lÍneas de universo de las 

s:arl1cul.u: a y b. 

t. partir de e~•.a accl.on se puede descrJ.bir la eleclrodJ.nam.Lca 

re-:=uper a'r.dc!e las ecuaciones de Maxwell y Lorenlz para campos 

mitad a•:an=.ados y mitad retardados. Para hacer est.o. definimos 

1 as s:lguientes ca.n•.id.ades:: 

7 



(1, ';') 

1 ':' ( bl 

y ~<x;. - ~i;X) 
iJ Xµ "X\.' 

Cl. 8) 

Ahora.si la identidad de Dirac: 

(l. 9) 

y,/· f,) d(! en ambos la dos 

intagram~s sobre lodo el espacio. obtenemos: 

donde: 

'b> 

~ 1:: ' 
éJZAv(y..) ib1 

e -4n J e:--.) ,, 

Jµ CX:• = eb J 60: x
1

- Y,_ió.;: X
2 

- y
2 

)6C X
3 

- y• )6( x
4 

- y
4

) 

(1.10j 

Cl.lD 

es el C'.Ja-:iriveclor de densidad de corriente en el punto X debid.o...a....l.a" 

parUcul.a. b. 

Por ~lro lado. la expresion 1.7 liene divergencia nula: 

e 



't 1 r.c 
-"- A <X:O • 2e 6C xy.,xyL' ) J .. .,• o 
11,t'" b • 

Diferenciando esta expresión respecto a xm y restandole la expresión 

l.lV 1 obt•nomos: 

(1, 13) 

que e~ :.-;;•Jal a la expre~1 =:-r. 1. 3. De aqul vomos qua l. 7 y 1. 8 se pueden 

como el p-=•. ene 1 al cu.adr1ve:::tor1.al y el campo 

ele~•.rom.a.'iJne•.i-:o. ra~pec•.1-.·amente, produci.dos por la part.icula b. A 

ie~1.os campo$ se les c:n~=e cerno campos adjunt.os. 

Pi1.ra obt.ener las e::::uac1ones de movimiento a partir da l:i acción, 

"Arl.emos. 1 a linea de um.••erso de la particula a: esto producirá una 

•1ariacicn en la acc1on l.e dada por: 

(1' 14) 

In•.e~ran':l~ e~ta. •!'(pres1'!'r. por partes e igualando a cero los t.~mi.nos 

donde éam se anulan obter.em:.--s. después de aplicar la e:<pres1on g: 

.. . t ' ... 
mcx•e F Y. 
~ o. o. U\.> 

, ' 
e i. 15) 

As!.• pues. a part!r de la acción 1.6 se puede hacer una 

de~cripc1en consist.ent.e de la elec\.rd1.námica. pero difiere de la de 

9 



a:- LO$ p-.:1.enc.I. al e~ def .l r.¡ do!:. en 1. "t son l ¡, suma de pot.cnc1 al C?S m.t. lAd 

... 
3"' (; ... .) Cl. 16) 

(,;- ~q·..1[ se ob::er-·•a que e:-:..:.::;te s1me•-r1a en el t1empo lo qua ha:::e 

Par.=: in~i'.J!.r l..:,~ -::fe-:;:l_c-r, ·-'1-j!3.'.!.'':..:~ ~..:: 1.i&ne q•..1!:~ ha.cer IJSC :je la 

perf~'.::tc ':fe Feynman10 .1 a cual 

¡::-er-n1Lf.<a- lti<:Lu1r le-$ eie-::to$ rad1a• • .:."OS ~·' expli~a por qua se-lo se 

-;:ob~er"an o:.-n la naf.'...rral~:?:a los pc'.enc!.ales re'.arda.dcs. Par.::t ver ns•.o . 

,. .,. H: ¡ 
. ,, . 

rat l 

~ 
q? 

m " :·: " ,.: F 
2 

F 
UI' 

·:l. 1 e:i 
µ ..,,. 

.:i:um3nti-:- :·' re::•.::i.1·.dw l.:t!:: r::orilr1bUt::lcne~ de la part..lcula .:· sobre la -;;u.al 



... 
m c. :: , µ ' ~ [ _ ,"'' ov] _ !__ í( 

/.JI" . 2 ft 
I' F r$'t 

/.•l' 

.: 1 ' 1 'J) 

E:~;iun la t&orla dal abscrb~nlo porflftclc. c1l universo absorbo 

p.l.r 1.e :ie la se~al avan::a~b y retardada. E~t.~., fr,-,,c:c1ón ab:s.orb1da 

-:orre~pcnde al. tercer térrr...lnc del m.i.embro derechi::; de l 19. :\~1 pues., 

'· enemos qtJe: 

l' • ¡,.• 
m-:: :: = 

, µ 

pa:-'.io::•.Jla -:r debida 

e 
F av ] J 

µ1.• 

toda~ 1.1!!. dt':!ma:. p.:~rt.ic.ULlS. y los ("feclcs. 

~-.J a~c:.~n l.5 d:i. l.r1. de-scr1pc1"..'n 

·:ri-;!nalm~nt.e la ele-::trod1;:a~..!ca df-' Wheeler :: Feynman se pla.nt.e6 

-::=:om~ p~~1bla rn.:ine?r.a d'? a 1.a::a:- el probloma de l.:i ele-:trod.1.nám1c.~ 

-.:•.Jan•.1ca. La l.Cif.:'a or1g1nal era c~r.stru1r a partir de la a,,:c1on 1.!5 

un i::!rr.-..!.lismo ha.m.lltcn1anc e:::-. el c:.1al se pud1e!"'a. cuant1::ar l.:.\ 

•.e::Tl.l . .Sin -=-rnt:argo:- 1 t?o:;!..c r.::: ~··.:~ ~c~1blc pcr lo~ prct:lern.as que 

A ~~ntinua=10n se d1s~·J~11·An alguncs pun~oz 

e~-;: ·.ar.-::l ;J., que ha sen nece:..:.:ir J.~ J ~ 

11 



ne- r&l a• . .t v1 -.ola. 

Pr1meramente se liene que la oblencion de las ecuaciones de 

m-:-•:1miento que se derivan de una acc1on lipo FoY.~er. no !:G- puede 

gonerali=ar trivialmente a p•rtir de lo hecho para lagrang1anos 

usual e~ L(:·:.X. t). Esto se debe a que la ac::.ton no local n:) depende 

•inicame>n•.e de la pos1c1on y la velocidad a un tiempo dado. Por esto, 

e~ nec~sar10 generalizar el pr1ncip10 va.r1a.c1onal. El primero 

t.rabajar la generalizac1on del método var1a-::1onal fue Marnelius. El 

me-lodo que desarrollo lo preser..tam':'.'s en el ap9nd1ce A , 

Una. vez que se generaliza el me•.oct::i var1ac1onal, lamb1én se 

<;)t''.iene la fun-::1on generadora. En pr1nc1p1c, esto no-t perm.ite obtener 

la$ cant.1dades conservadas. ccn la salvedad de tener que .ir.terprelar 

q•.Je ~e o;,.»nliende por cantidad conservada en el caso no local. 

•:-trc prcblema que se llene las ecuac1ones de 

m=-•:im1en'."=' que resultan s~n del lipo !unc1onal diferencial y re::¡u1eren 

para e~pec.i!lcar su solucion un numero inf1n1to de condlc1onos 

iniciale~. Por eslo. no es triv1al hacer un formalismo can6r.ico .Aún 

mas. el espacJ.o de evo! uc.i6n no está b1 en entendido. Es los dos 

punt.os se discuten en detalle en el captt.ulo G. 

12 



F~rmulac1on C~nÓnic~ para Lagrangianos lipo FokY.or 

Eri lln&iogl• con la. mee&n1ea cl.tts1ca usual, a part.J..r do- una 

ae-::1on •.1po Fo~Y.er se construye la f'ormulaeiOn lagrang1ana y la 

funcion generadora¡ a partir de éslas se obtienen las cant.idades 

conservadas y las ecuaciones de mov1nuento; se establecen sus 

di!erenc1as con la mecánica clAs1ca usual. 

Para complelar la descripción dinamica con base en estas: 

~eorlas, se construye un formalismo hamiltoniano y se muestra su 

equ1valencia con la descripcion lagrang1ana del si~lema.. 

13 



Formulac:ión canonica para ol c:aso de part.lcuJ.As 

En la mec.\nica usual. la descripción dinámica de un ~!sto.ma s• 

puede ha.cor a partir de una acc1on. de la que podemos construir las 

ecuaciones de movimiento. J.a (unción lagranglana y • .apl.i.c'1lndo la 

lrallsformada. d& Lagendre, obt.ener el hamJ.ltonia.no. 

En esle capJ.t.ulo se va a generalizar esl.a. des.cr1pción. para la.s 

accione~ tipo Fok~i!'.!'r (1.2) y se con.struirá ol formalismo hatn!l.t.oniano 

par.a. estos sistemas. L.os rosul l:a.dos que a.qui s• prliPs•nt.a.n es.tán 

bas~dos an la referencia 11. 

ParlCLnteS de la. acc16n 

H N 

se-¿ m. J c-i'.:.)"2
dla - ~ I Q,;;1b Jdl"dl'W.~Cl",t') ce.1' 

a=t a,b:s 

donde 

w• Ct'',l') ~ G [x Cl") - Y. Cl')]z [-~ Ct")x.Ct')]r 
o.b o.b a. b o b 

[ 

, t ](1-rJ,"2 [ , z ]<t-Zl/Z · -><,. Ct'') -'\, Ct') ce.e' 

es un término que caracter1%a la interacci~n par~icular con la 

que se os•~á lrab.ajando !"' gª son las const..anles d• ac:opl.amJ.enlo. EJ. 

ca.so r =- •) cor-responde a la leot"!a en que la inleraccion eslA 

mediada p~r un campo .&s:.a.la.r ¡ r • 1 se refiere a un campo 

vectorial. por ejemplo. e.l campo elect.rom.3.gnéolic:o~ para t* = 2 se 

t..iene un campo 1.ensori al con el que se describen ciert..a$ t.eorJ.as 

gravi~acicnales. 

La acción Z.1 ~ien~ como caracl•rls~icas importantes ser: 
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a:J invar.tanle relal!v!slA y,b) inv.ariant.e ant• repar.anv:tt.r1z:ac1onos. 

eos det:l. r. la acci on no c:ambi a al var 1 ar lo:::"> parAmttt.ro:¡; t 
0 

por ur1a 

func.1.on l • fCt...:i::>. 

Para eslablecer una analogía con la. mec.:t.nica U$Ual hay que 

conslruir la función lagrang!ana. e~ decir, hay que escribir G.1 como: 

S • fdlL CD C2. 3) 

Para este referimos los parámetros que aparecen en 2.1 a un parametro 

eomun 

A.s.1 • si 

l '' .a l-~. t.' =t.+Cl-ctJ{ , o • conslanle C2.4) 

la acciOn Z.1 se puede escribir de l.-. forma. 

C2.5) 

donde: 

N H 

L • -I:m
4
C-x:''"" - +¿ g

4
gbJ d~ Wª~l-"(',l+C1-a:>~) (2.!)) 

a., b•& a 

El v·alor de o. puede ser cualquiera: por esto.no hay un solo 

lagrangiano asoeiado a 2.1. Do hecho hay un número infinito. 

Para -obt•ner las ecuaciones de movimiento a partir de 2. s. se 

puode lomar la \•ariación f'unc!onal de la acción o bien hacerlo a 

partir del mélod.o variacional expuesto en el apéndice A. 

Las ecuaciones de movimient.o que se oblienen son: 

H! 



~ab • • r •.z•z 
+ --- Cx Xb) Cx xb) 

IJ><o o. a 
C2. 7) 

E!:•.a expre!;lón es independiente del paramelro o.. por lo que no 

depende de la eleccion que se haga del lagrangiano. 

La f•.mcion generadora de t.ransforma.c1ones que se obtiene es: 

(2. 8) 

Com-=:- sit? mencione en el cap1t..ulo 1, a partir de la funcion 

generadora se obtienen las cantidades conservadas. Esto se hace a 

partir de las propiedades de invariancia de la l.nlvgral de acción 

escogiend~ transformadas espec!f lcas. Esto es esencialment..e el metodo 

De•.•.man y Schild'!Para ejemplificarlo cons1deremos una 

•.ran'!:lac1-::ion infinitesimal ospacio-t.emporal:x
0
--.xª + &. donde e us 

•.Jna cons•.ante. Las variaciones de esta lransformac1on son: 6xa. = & 

y 6t = •:+ lo que nos da la expresión para la!"uncion generadora : 

C2. 9) 

donde P es el vector de energia-momenlo. Despues de algunas 

operaciones algebraicas resulla: 
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(é!. 10) 

E~·.e melcd~ e~ muy lator1oso y no queda. cla.ra. la relac1on 

de la -;:i1"ergenc1a de las cantidades conservadas con las der1vadas 

del laiiJrangJ..ano . .Sin embargo.esto es parte esencial del teorema 

de tbe•. her cuya genoraltzación para ol caso local fue 

de.s:arrolla.da. por Herman11
. 

•::::!r. lo que hemos V1'!: 1.o hasta aqu1 se puede explicar la 

expres1cn 2.. 4 ,el porqué del par.a.metro común t. y lo que se 

ent1•nde por cantidad conservada en ol caso no local. 

·:a:::.!. pa.rllcula en un sist.ema depende de un pA.ramet.ro t.
0

• es 

decir. la acci6n esta descrita en t.érnunos de estos 

para.met.ros 

Cé!.11' 

A partir de esta se pueden obtener • por ejemplo, expresiones 

para ~! vector -:::ie energía. momento, que sera una expresión 

multllemporal: 

P Cl .... ,l) 
l n 

Par~ saber s1 es una canlidad conservada, primero habr1a que 

de•.erminarse respec:lo a. cual de lodos las parámetros se da la 

conserva.c1on. 

17 



Para resolver este problema, identií1caw.os los paramet..ros t..Q con 

1Jn paramelro comun lo cual nos pernu le obtener ca.nl.idadus 

unitempcrales Ce.~ 2.10) y la acción se pu&de poner en la forma G.3. 

Hasta ahora el paramelro t no se ha idenl1f1cado con una cantidad 

particular. Como por f.ac111 dad lo que busca es construir una leoria 

-:omple1.a.ment.e analoga con la. mecAnica clas1ca no relativista. la 

manera de identificar l es: 

C2. 1 '.3) 

es decir. t se id~ntif1ca con un.a cantidad medible que a;. el tiempo 

que se observa en un sistema inercial de referencia arbitrario. 

Asi pues, la conservación de una canlidac! se determina respect.o a.l 

p.a.rarr.et.ro t.. 

otro problema de la formulación presentada, es que las ecuaciones 

de moviw~enlo son de la forma funcional-diferencial. que en los casos 

ma~ sim~les son ecuaciones con retardo y para especificar su solución 

i:e requiere de un numero infinito de cond1c1ones iniciales. Est.o hace 

di!ic1l enlender el esp3.cio de confi9urac1cr. )' no es claro como se 

puede construir el espacio fase. 

Para entender qué pasa. con las ecuac1one~ de movimient..o y el 

espacio fase, se t.rabajarAn aquellas trayectorias de clase c 00. 

Flsicamente, e!:la hipót..esis requiere que el sistema siempre haya. 

estado interactuando de acuerdo a 2.1. Es decir, las integrales en 

2.1 sen sobre~. Mat..emalicamen~e. el ser C~ nos garantiza que las 

t.rayec•.cr1a.s pueden escribirse es términos de una serie de Taylor. 
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ecuac1cnes diferenciales ordinarias pero do orden in!in1Lo; por 

lanl~. el cspecif icar una soluciOn requiere do un numero 1nfinilo 

d• e~nd1cione$ inicialoG. 

El espee1ficar un numero lnfinilo de condiciones iniciales mas el 

hecho -de qu1> la.s: trayectorias sean de clas• Crr, genera una función 

~'Jede ser solucion del problema. pl.anl.eado: os decir, si 

conocem~s un tramo de la Lrayectoria, podemos conocerla loda via 

•Jna seria de T.a.ylor. L.a pregunta que suri;ie as : ..::. que papel 

juegan ecuac1onos dw Euler ? 

La funcion que se obliene de las condiciones iniciales 

no ne'=esa.riament.o es solución al problema a. menos que satisfa9a 

las oeuaciones de Euler: por •slo, éslas se pueden i ntorpret.ar 

como constricciones que deben ser cumplidas por las condiciones 

inic1ale~. Asl pues, ya podemos construir el espacio de evolución. 

Ahora solo fal~a definir el espacio fase. Una posible manera. 

para hacerlo es la siguiente: Partamos de un lagr~ngiano ordinario 

LCq.q,t) y apliquemos la tra.n~forma.da de Ostrogradski Capóndice 

A) cerne si el lagrangia.no fuera de orden n. La transformada que 

res.ult.a es sing•..ilar. es decir. ha)' mas variables de las necesarias 

y wsto ;:-crn-.it• definir a.lQun.a.s conslricciones 1 ~ Una vez eliminadas 

la!:. var1ables qm;t sobran por medio de las const.ricclones se 

o::bt.iene un !orma.l1$mo canOnico an&logo a la transformada de 

Le~er.dre. Para esto 1 generalizamos el formalismo de Oslrogradski 

p3ra el caso no local tomando en cuenta la posibilidad de escribir 

las trayectorias como series de Taylc. y en consecuencia se 

-::ibtiena un lagrangia.no de orden n-t ro. 

Consideremos el lagrangiano: 

19 



L., :a J~e, ... d~m .rcq0Ct+f, 0J,qbCL+~t-)'{cJ 
R 

C2. 14) 

Cu3.l quier l agr angi ano de la forma 2.4 puede escr1b1rse de 

esta manera utilizando funcione~ 6 de Dirac. 

L-::- q•J-=- !:e "ª a buscar es construir. a part1r de 2.14, léss 

ecuaciones de movimiento y el espac10 de evolución. 

Tomemos la acción de 2.14: 

C2. 15) 

Aplicand~ el pr1nc1p10 var1acional desarroll3dO en el apend.lce A. 

•.enemc-s -:¡•.Je las ecuaciones de mov1mlent.o serAn: 

o.acl, ...• m (2. 15) 

donde f y g eslan dadas por A.10 y A.17. 

La!: condiciones iniciales del problema seran m curvas q
0
C'c:i'' 

con r "5 lf'. que deberán s;alisfacer las constr1cciones dadas por 2.15, 

ya con esto se puede conocer el espac10 de evolucion. 

Para pasar a un formalismo canonice, en analogia con la expresión 

A.46 para el caso .lnfin1lo. la forma del nanulloniano se loma como: 

m 

H = L J dA P.CA)q~CA) - L[(q.c{b']) 
o.=t IR 

(2.16) 

dende 1! b y pb cumplen con los paréntesis de Poisson elementales dados 
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por: 

'ª· 1 7) 

Las ecuac1cnes de Ham1llon que se obtienen son: 

ca. 1Ba) 

ca. 1Bb) 

La e~ua::-1.ón 2.1 &a e~ el operartor de evolur:ión ~obre la t:r.icrdenada 

q,;{) v la. acuacion2.1Bb se puede escribir como: 

Est.a expr-es10n es una ecuación lineal no homogenea cu:y-a integración 

nos da el operador de evolución epQCA). 

Lo q'.Je resta e~ dar una expresión para el momento p(>.,) y mostrar 

la equ1v3.lencia entre la descripc16n lagrang1ana dada por 2.14. Es 

dvo::1r. las ecuaciones de mov1mient.o que se obtienen deben ser las 

m!smas en ambos casos. 

Da.de que las trayectorias son de clase c00
, las posiciones se 

p 1Jei::ien &'tcribir como una seritJ de Taylor, lo que nos dará una 

expres1cn generalizada de la transformada de OSlrogradski 

"' \ In> 
L Pa,nq 
n=o 
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cz. 20) 

De aqul que el momento asociado a 2.16 es 

po.CAJ 

. [vcDYCl-~) - YC --.)10.-{) J cz. 20) 

donde "i•:!-.) &!: la func:ion de escalón de Heavside. Los del.alles de la 

cons•.rt.1-::-=ion de p\.:,.,) sa pr-esenlan en el .apend1ce 8. 

En analog(a con las ecuac;1ones dv movinuont.o de Euler 

lnt~rpr~'~amos Z. a~) como una conslrict:ton que nos mapea el espac10 

de evoluciOn en el espac10 fase. 

·:onslricciones adicionales deben ser considera.da.s para garanlizar 

la est.at1lidad del espacio fase bajo una evolución t.empora.1. En •l 

apendice B se obtien• que estas constricciones son: 

Jdt[f"O.-{.P-" g ~~-{.p) •O 

IR 

ca. ZD 

que co1r:::ide ccn las ecuaciones de movimiento que se obtienen A 

partir de la formulación lagrangiana. De aqu! que la. formulación 

canorüca propuesta sea una ganeralizac.16n de la. lra.nsformada da 

Legendre. 



CAPI IULO "-

Introducc16n a la Taor1a de c.a.mpos no Locales 

~e pro~&nl~ una lnlroduccion & las tecr1as de campos no 

lecale!:. Primero descr1b&n las leerlas que lnvolucran 

fin1t.o. Se muestra que estas cc::uac1ones sirven para describir 

~istemas de particula~ ext.endidas. Posteriormente se trata el caso 

d• ecuac1ones d• orden 1n!in1to y su tralouru.ento, parle de 1Jn 

pr1n~1pic de acc16n generali~ado. Finalmente, se d1scuten los 

preblel'n.3.s 1nherentes a es•.o ti¡:•o de •~eorias. 
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3.1 lnlroducc1~n 

En los capitulo'!: anteriores se estudió el formalis.mo par.a 

te~rias no locales en el case de sistemas dl.scretos. En le que 

res.loa dol lr.;..b#jO se extendgran g.s;los conc:eplos pa.ra el caso da 

campos. 

La historia de las teorta!i rela.l1•11slas para campos no 

locales; se da de la ~igu1ont.o Un modelo para 

oelec 1.rodinam1c3. que ln'lolucrara. factores de forma fue propuesto 

por Walaghl. n en l 93.J.. En la década de los af'l:os cuarenta Feynman y 

He H.l.nu~ in•.rcducen modelos semeJanles para tratar de cuant1zar 

•.eor{a!; como la eleclrod1nam1ca: s1n embargo, las dificultades que 

se presentan para hacer una Jormula.c1ón ca.nonica impiden que se 

roalicQ e~lo proyecto. 

La moli·1aciOn principal para est..e tipo de t.eor1as fue el 

•.ralar de eliminar los probleros de diveri~encias que ex1st1an en 

las: l..eorl as como la electrodi na.mica donde aparecen di verg11nc1a.s 

por la energl.a infinita de auloacci6n del electrón. 

Las teorl.as de campos no locales present.aban var1as 

dificultadas como la violac1on dQ l• c3usalidad y la aparici6n do 

particul as f ant.asmas 1 entre otras. Esto-s problemas y el éxt t.o del 

programa de renorm.ali%aCión de electrodinAmica cuántica. hacen que 

e~te t.ipo de teor1as se olviden. No es sino hasta los anos solent.a 

-;¡ue se desarrolla la leor1a. de cuerdas que permite resolver los 

pr-:?blemas anles planteados ya que dent.ro de .sus postulados se pide 

que los: cbJetos; exl..endidos no ~1iolen el principio de causalidad y 

las anomal1as que surgen al cuantizar se eliminan con la elección 

de ciertos parametros como la dimensión del espacio tiempo. 

Ac•.ualmente. las t.eor1a.s de cuerdas son tas más t.rat.adas en 

la literatura; sin embargo, no t.rabajaremos con ellas por est.ar 
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fuera dol alcance de 6~la lésis. 

~.2 Ecu~ciones de orden finito super1or al sa9undo 

L.o~ modelos no locales se formu.l.aron pr.tnc:1palmenl.e ;J. pa.rl1r 

de ec'.la~iont"s de movtnuent.o con der1vadas super1ores a la segunda 

per~ de orden finito. Una &cuac1on c~racler1st1ca es 

N 

rr º ' .. 
s.1. end::: m .•O. 

r 

C3. l) 

Esta e~~resi6n se puede lnt.erprelar como la ecu~c1ón qu& describe 

•Jna. farr.ilia d~ pa.rtlc•Jl3-'$, -e~ decir • un c::r.;•..Jr.t.o de part.iculas 

".:on la.!: nusma.~ pre-piedades generales . Otra pc;s1.ble int.erpret.ac.tcr-, 

tue -:t.a.-óa por Greentd·quien .asoc.i.c' a. la ecuac1on 3.1 parliculas 

e~ten~1das. Pa~a mo$lrar •sla inlerprelacion reescribimos 3.1 

-;:orno 

fCo;;ip:x.) .. O C3. a:· 

·:~n-riderem-=>~ una fuente puntual earact.er1::ada. por la. densidid de 

~arga ~=r~. Como es sabtdo. el fActor de forma de la parllcula es 

la •~ranstcrmad.1 de Fourier de l.a densidad de carga 

(3. 3) 

siendo q la carga lolal de la part.tcula. 
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La ecuac1on an:doga a. 3. 2 para el ca.so de un potenci .al 

Aµª(A.rf:) es la ecuaciOn: 

f(o)oA a -4nJ (3.4) 
µ µ 

donde J • (J,p:O es el cua.drivec:t..or de corriente. qu& es la fuente 

del campo. 

·:crn= caso:: parlicular para aplicar es las ecuaciones. 

consideremc~ la generalizaciOn de la ecuación de Poisson para una 

fuent.e puntual: 

donde definimos 

1".r) = -
1
- J d 1

k 4'(k) expCH: •r) 
C.2rt) 1 

La transformada de Four1er de 3.5 es: 

o 

c:on 
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Aplicando la lran~formad3 inversa de Four1•r 3. a se 

obtiene: 

(3. 10) 

donde 

e 3. 1 D 

Aqu1 F(k 2) es el factor de forma para la donsidad pC.r). As1 

pue~, •temes que el potencial está.ti.ce calculado a part.ir de la 

ecu3ci~n ger.er3lí=ada 3.7 es el nusmo que el potencial que 

-;;al1st".a.ce la ecu3.cion de Poisson usual. para. part.lcul"s con un 

f~ctor do forma F0:
1
). 

L~s result.ados que hasla aquL se han presentado muestran que 

en la C·:Jrmulacion no se observan inconsistencias obvias; la 

ecuacion 

C3.12) 

es equiva.lent.v a 

v".¡,r;_r) • -4npCr) (3.13) 

El prot:lema que presenla esla. formulaci6n vs el referent.e a. 

l~s campos libres, es decir. soluciones a las ecuaciones de campos 

para regiones donde el cuadrivec\.or de corrienle se anula. La 

oeuaci.on 3, 4 ~o~ la forma: 

f(o)oA = O ,.. 

lo cual implica que 

(3.14) 
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CA . o (3, 15) 
µ 

o 

{(o)A . '" - (n>-)A ~'"' o < 3, 16) µ ' µ 

La ecuac1ón 3.19 corresponde al caso d~ parliculas ccn ma~a 

cer-:: nu.en•.ra!; que la otra ecuac16n corresponde a parl1cula~ con 

masa m, di.st..t.nl.:i de cero. Es•.o v1ol.a la exper1enc:ta r1s1ca pues se 

predice la eY.J.:!;t.encia de una {aml.lia de part!culas, tJna de J.as 

cuales !:e> cc-rnporta como un folon. m1enlras que las otras se 

movor~n. mas len.la.mente. Para evi t.a.r- esta 1ncon~1Sl<fnc1a se 

-=~nsidera que s.i. la. fuente es una pa.rtlcula. extendida con una 

densidad de carga diferente de una func:1on é de Ou·ac. er;.t.onces 

en c•..1a.lqu1&r p 1Jnto del ospac¡o las componentes 

n&cesariamenle cero. Es decir, la ecuac!On 

oA = O µ 

n.o •s una ec•..tac.t.ón d& campo valida. 

de J ne seran µ 

Una d.iscusion m.As det.allada. apar11ce en Rlewe y Green. Otros 

~rabajcs que tratan l~s ecuaciones con derivadas d~ orden super1or 

~on el Baru•. ' 7 ~Ch1ng "'y Wet ~o En c~t-:-s lr.aba.jos l&mb!.en s• 

discute la !ormulacion canOnica para estos rnod~los. 

3.3 Ecu.etones diferenciales de orden infinito 

L~s ~e~rla~ de campe no 1oc~les en !as que fijar~mos fi~estra 

a•.en-:::1on !:::en aqu6llas. qtJe involucran ect.J3.Ciones diferenc1.ales de 

ord~n infinito, y es a esto~ modelos a las que se les con~trulra 

un formali~m~ canonico en el s1guienle capltulo. 

Para de~cribir estos modelos se usará on principio d& acción 

estae1cnario g~n~r~lizado. 
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Cons1 deremo~ la acci6n: 2''> 

f . . 
S= dx ... ctx 

1 n 
WCx ••• X .) 

' n 
(3. l 7) 

siendo 

(3, 1(J) 

Aqul la flJ.nCl.On F' E.r!: tJn fact..or de forma y A es l..lna tnatr1z 

constan• .. e. 

El fac~or de forma se escribe com~ la ~ransformada de Fouri~r 

de unA funtíén 13 qUP. piJffde s~r por ejemplo unA disl.rl.bución d~ 

c•rga. 

Para fcrmular un pr.Lncipio de aeei6n d.,,. l• tn.afl&r.a us;ual 

•.ene-me:- qu~ de:" inir t.m conjunto de demsidades la.gra.tlgianas para 

lot earnpc-s: . Es decir. vartv.::is a eccribir 3.17 eorno: 

( 3. 20) 

para un~ den~1dad elegida del conjunto. 

Come pr .&. mer paso debemos referir l4S coordvn~d~as 

una coordenada comlJn >!": res:percto a ást.a, se va a t.omar la 

•lariacJ..on. de la .acc..Lon y sq vafl • medir cantidades consei-vadas. S.t. 

podemo~ ~sco9er ~ como: 



siendo al constantes real~s que cumplen 

E~ con•;enie-nt,.e también, introducir coordenadas relativas 

definidas por 

C3.2D 

que cumplan con las siguientes propiedades: 

(3.22) 

La elecc.iOn de esl.oS" par-amatr-os se hac:o por la stg:u1ent.e 

ra::on: como solo se v-an a cons1derar acciones inv.a.riant.es ant.• ei 

grupo de Poincare. las funciones de forma. son 1nva.rianles ante 

translaciones. Esto implica que F s6lo depend• d• l~s d1fvrenci~s 

entr'!' coordenadas¡ as1 pues. podemos definir 

Fk, ~~1 ... n d~ la siguiente maner~: 

Ulili:ando 3.22 tenemos la siguiente relAciOn 
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Asi pues. el integrando de la acción 3,17 es: 

WCx, •... 1 xzJ a Fkci..,, •...• ek,..' '\~1 ... o.m" 

..:3. 25) 

!nteQrando sobre la~ coordenadas relativas {. obtenemos la 

at Otm 

•4' 10,e' ka •Pk'· .. ffJ 1 x•( kp +pk1 (3. 25) 

E:!:la densidad lagrangiana no es Un1ca ya que depende 

!mplicitamen•.e del para.met.ro a. Sin embargo, se puede demostrar 

que cu .. lqu1er .Lagr.ang1ano que se elija.. generara. las tnismas 

ecuaciones de mov.i.mient.o. 

A diferencia. de las leerla de campo local, los campos 

a.S':'Cl&d':!s .a 3. 26 ya no dependen de un solo punto x. sine de un 

dcm.l.nl":' e~pacio-tempcral en terne a x. Es el factor de forma F lo 

que de•.-er nu. ni el t.amaf'lo de di cho domi n1 o. 

IJna "ez elegida una densidad l.agrangiana se puede .a.plJ.car el 

i:-rin::1p10 de accien. Sin embargo. eslo no es trivial por el 
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caracl.er n·:- local de la a..cc1cn; es necosarl.o 9enural1:::ar ol 

princ1p10 de acc1on esta~1onar10 para este tipo de t.eor1as.. La 

t.ecnica utilizada para est.o se presenta en el apendice C Aqu1 

s:Ólo so cit.ar;..n los pri.ncl.pales: r_.sult;idoso. 

La acci6n funcional es 

(3. 27) 

Tomando la variación se obtienen las ecuaciones de movim.iont.o 

y como íuncion generadora: 

., 
FCojis-fdcµ L 0:-4,,._)\. 

o • , 1.::<0 

donde usamos la not.ac1on 

( 3. 26) 

e 3. 29) 

Aplicando a la fun=ion ~enera.dora rot.a.ciones. t..ranslaciones 

en el espa~ao-t.iempo se obt...ienen cant.i dades conservada.s. por 

ejemple el tensor de ener91a y momenlo: 

"' T"v= -~ gµv + L C-b,_)' C3, 30) 

•. i. =o 
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Al igual q•.Je en el caso de parliculas est.e procedimiento resulta 

l.a.bor1cso y es necesar10 genoralizar el teorema de Noot.hor para 

eslv tipc de leorias. 

3.4 Problemat.1ca de l3s leerla sde campo no locale~ 

Las t.ecrla~ de campo no locales difieren de l.as t.oorias de 

-::amp<;> u~ualvs en que el pr1nc1pio de causalidad deja de ser 

vá'.lidc; la ne local1dad lmpl1ca quo dos eventos separados por un 

lntor•.•a.1-:i e!;.pacialolde dejan do ser lndependiont.es zz. Para 

.aclarar es!.,c lomomos el s1gu1enle ca:;;o p01rt.1cular n. ConsJ.dé:-ose 

•Jna func1on i.,:.• que describa a una part.icula ext.endida y lomemos 

como caso p:irt.icular de IJ' una función ó do Dirac al t.iempo li;:rO¡ 

para t...·~·. v.• no es necesaria.monte igual a coro fuera do una esfera 

de radie r•t.. Es decir, fuera dGl cono de luz tp no se v.a. a cero. 

Al io;•Jal que en el caso de particulas h.a.y que reconsiderar el 

concepto de causalidad. 

i:-• .. ra diferencia que pre'!.ent .. an est.as leerlas es que las 

ecuacicn'!Ps dv mov1nuent.o sen del tipo Íntegro-diferencial por lo 

que n~ se conoce bien el espacio do evoluc16n. Esto dificulta la 

con!:tru~cion de un formalismo canonice para este tipo de teorias. 

Au:: cuando •n esta tesis solo se va a trabajar con campos 

cl&siccs. es importante mencionar que al t.ralar con campos 

cuan•.1cc~ ne locales no se cumple la complete~ as1nt.6t.ica y en 

princ1p1: ne es pos1ble de!lnir la matriz s. un1tar1a y que cumpla 

con el prl.nc1plo de causalidad cuando hay un factor de forma Z• 

i nvol ucr ado. 

E!:'.cs tres puntos const.ilU)•en las principales dificultades de 

la~ te-orlas de campo no locales. En el siguiente ca.pi lulo so 

discutira ma~ a fondo acerca dol formalismo canonice y se 
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present.a.ra una manera par.a eonst..ru1rlo explolando ciertas 

analogla~ con el caso de part1culas. 

Como:: se menc1ono en la. inlroducciOn. l.as leerlas de cuerd.a..s 

prosontan ostos problomas por las condicionas que dobon cumplir 

como son el que: a) los objetos extendidos cumplan con el 

prin~1p1c de causalidad; b) se lengan las suficientes simelrias 

loe2le~ para eliminar un numero lnfinl~o de coordenada~ temparalos 

que espe~1f 1can al obJeto; y e) que el modelo sea invariante 

ante re~arametrlzaciones. Hacemos hincapié en que no trabajaremos 

con toorl~s de cuerdas. 
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Formulac10n Canón1ca para Lagrangianos no Locales 

en serie!:. de potencias de variables discretas q(l), se construya 

•.in formal 1 smc- canon1 co par a leor 1 as de campo no 1 ocal es apl l cando 

lo des.arrollado on ol capllulo doso. Para mayor claridad de los: 

re!.Ullados se trabaja con el modelo de t:r1slenson y Moller, para 

el C!J3.l se -:cnslr1Jyen lo!:: moment.os correspon':tient.es y se discuten 

le~ parentes1s de Poisson obtenidos. 
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4.1 Formu!ac1en canonica para tecr{as no locales de campe 

Si se tiene un con;unto infinito numerable de variable~ 

a! especificar los valorez de estas variables en un instante dado. 

Hay mucho~ sistemas con un numero infin1t.o de grados de libertad 

-=orno son lo:t sistemas con campos. Su descr1pcl.On no se h.ace 

usua1rnen'.e en ternii nos de q y p; por ejemplo, si se u ene un 

sis•.em3. q•.1e involucra campos en un espacio tridimensional. su 

coní191.1ra-=1en se determina espe-::lficando los v.a.lor&s de ciert.as 

Cunciones en cada punto en un J.ntervalo dado. 

En •.erminos genera.les las varJ.ables dependientes del tiempo 

re~pec•.1•.'amente. Desde un punto de Vista ha.m!llonJ.ano las 1fJ son 

la~ coordenadas basicas y las n los momentos canOnJ.cos. 

Esf.as dos maneras de contar grados qe libertad pueden ponerse 

en corresp•.:>ndencia. Dada la descripción de un sist.em.a en t.ér-mlno~ 

de un c~nJunto q• y P.• se definen nuevas variablf'tS rt ..,~ n como !! : 

.. 
~x.ll • 2: u.ex:> q/t' 

.. 
ncx.•.) = [ v.cx.> p.cl:> 

•= t 

y se tienen como paréntesis de Poisson elementales: 
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{ .p.:. ><J • rpc y> } • { "',o , ne y) } • o 

C4. 2) ., 
{ ~x:>. nCy) } • L u.ex:> v.cy> ... 

Ademas, si se pide que 4.1 no sea singular en e! sentido de 

~ue se puede despejar q• y p• como: 

C4. 3) 

J 
• . 

p• • d x. VCx.J ncx. t.::> 

por lo que se ti ene: 

"' ~x.t) • ¿ J á 9
y u.e'° u.cy) ~y.t) 

••l 
C4. 4) 

nCx,t) • I: J á'y v•Cx) V
0
Cy) nCy,ti ... 

de aqu1 que se cumplan la~ siguienles relaciones: 

., ., 
L u;::x::i u.cy) • L "•'XJ v.c..y) = ó•cx-y:> (4.6) 
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La expres1on 4. 2 so escrJ.b1rá como: 

{ 4'-:<.l),,µ;_y,l) } { nCx.lJ,nCy,l) } "'O 

C4. 7) 

4.2 Modelo de Krislensen y Mollar 

P3ra enlender mejor el procedinuenlo a seguir para conslru1r 

1.m formalismo ca.nonico para leor1as no locales de campo. vamos a 

consi.derar un modelo part.1cular. Trabajaremos con el modelo de 

t:rist..ensen y Moller"
21 por ser muy t..rat..ado en la lit..er.a.lura. 

E::.ttt 1nodelo sur-=i1Ó an la dÓcada do los cincuont..a y 

consistió en un acoplamient..o de Yukawa no local para descr1bir 

interacc1ones nucleon-meson. El modelo parle de la accion 

1'uneional 

C4. 8) 

siendo 

la accion para la parte libre y 

C4.10) 

la acción correspondiente a la par.te de int.eracci6n. Aqui. v.• 
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!'"epr&$ent.a a un nueleon y 4· .a un nieson. 

El factor de forma F debeo ser invarlant.e a.nle translAc:1ones 

por !o que cumple con: 

= f'C X -x , X -x ) • F' (X -x •X -x ) O F'( X -X •X -x ) 
Z1111 J.1.ZllZ l•:ZI 

e~ decir la~ func1ones F~. k•í.Z,3 dependen de arQumentos que son 

invariantes de Lorentz. 

Para 1n•.r-oducir una den~1dad lagrang1ann. debemos cscr1b1r la 

Acei on 4. e como 

(4, ll) 

Par-a est.o ha.g-..mos •l ca.rnb.i.o: 

( :n X -x • • • 
E~\o no~ permite escribir la acción como: 

De la generalizaci6n del principio var1acional presen~ado en 

el apendice •: •.enem:is: que las ecuaciones de mov1miento seran: 
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C4.14) 

(4. 15) 

1Jli!1:and~ la expresión para la función generadora ' c. e ) se 

pueden cblener cantidades conservadas medidas respecto a la parle 

t.llÍl'mpora.l dq la coordc:-..J.d.:;. comun ~<. 

A ¡::artir de 4.13 podemos obtener tamb1én, la expresi.6n para 

~l lagrangiano ascc1ado a este modelo, que ~erA: 

C4. 16) 

Fir..3-lmenle,hay que notar que la a::c1ón para este modelo no es 

in•:ariar.•.e ante reparametrizaciones lo que lendra algunas 

1mpl1cac1•.::>nes al construir el {01·rn•l.1.smc.o h .... nu.ll.oniano. 

4.3 Fcrm•.Jlac16n canonica para el modele de Krlst.ensen y Moller 

La~ resultado~ presentados en la sección 4.1 nos permiten 

e~cribir cualquier m~delo descrito por medio de campos en términos 

de vari.ables discretas q• por lo que se puede aplicar los 
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resultados obtenidos para el caso de particulas. 

Despu9$ de alounos desarrollo~ quo se presentan en ol 

apéndice D. tenemos que en analog1a con el caso da p.i.lrllculas la 

va.rl..a.c1on de la a.cci6n 4.8 genera la.s •cua.cion.es de mov1mionlo: 

1 d(
1

[ r:: ( l-( .. ·H. 0 ,~\-t.0 ) - <'lg:~ (.t-(\ +L 0 ,(~-t. 0 )] e 0 (4.17) 

• 

siendo 

(4.18) 

y 

(4.19) 

donde Les la densidad laQrang1ana que se obtiene de escribir 4.17 

como 

El sub{ndice 01. caracteriza los dislinlos campos y ol 

super!ndice t
0 

indica que la func1on es un desarrollo en series de 

polenc1as en torno a t. 0 , 

P:a.ra p3sar al formalismo canónico. tomaremos el ham.J. l toniano 

como: 

41 



N 

H • J L n:~cY~ l 

"'ª~ (x)dl - .:J! (4. 2(') 

~ l:lQ 

siendo m::-:.:0 lo!; momentos correspondientes .a las !'unciones de campo 

,P.~~. que cumplen con los paronl•sis de Polsson: 

{ 
l l } { l l } o - º· o o rp e :v . rp •.y) • n ex.) • n e y) • o 
~'h OJ Ch Ot 

C4. 21) 

y 

{ 

l ' -t- º<x) .n °Cy) 
en o 1 

} a C4.22) 

Si se ha-=e un desarrollo analogo a 4.1 y se aplica la 

transforr.-.ada de Ost~rogradski a las variables discret..as qCt) como 

se h1~0 en el capit..ulo z. es pos1ble obtener expresiones para los 

moln*nlos n(x) (apéndice O:>. 

C4. 23) 

Para el caso particular del modelo de Krislensen y Moller la 

!'orma expl {ci la de los rnoment.os será.: 

C4. 24) 
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C4. 2!5) 

(4. 20) 

dond• hemos doCinido • 

1:,• ( l<l-l )YC{
0
-D - YCl -UYCt-, 0

)] 
~ o ~ o ~ 

Al hacer el desarrollo de los momentos y los campos en ~orno 

.a t.
0

• la.s componentes del mismo orden de d&l"'iVación son v~riables-

canon1ca~ conjug&d.as. 

La expres1on p~ra el momento del campo escalar C4.24) es muy 

-simple :· no involucra el lérmino de interacción. Esto se debe a 

que en la acción 4.11 se pr1v1leg1Ó la coordena.d.a correspondiente 

a e~te campo. Si la eleccion ~e hubiera hecho sobre alguno de los 

campes espinoriales. éstos no involuc;rarian la parte de 

inleraccion. 

Por la m.ism3. razon los paréntesis de Poisson para el ca.so 

e~calar se reducen a los usuales. como a conlinuación se mueslrat 

Tememos el parenlesis 
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o - o • 
{ 

' < } rt éx.:>.n ci·) • 6 cx-yJ C4. an 

e tondo 

y 

Asl pues lenemos: 

Fara los momen•.os de los campos espinoriale,. los. parOhtes1s 

tn•,•clucran un término correspondienle a la par-Le de inleracc.i.on 

por lo qi.Je no se reducen a los paréntes1s usuales a menos que la. 

ínt.eraee1en sea muy dé"b11: por ejemple, cuando t.
0 

tiende a t 

Este ~igr.1fica que !a~ n y ~ no son variables canontcas 
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-:enJuga.das. L.i pregunta que surge os:: .!. se puetden const.ru1r c.a.rnpos 

'!.t•:x) t.ales que JUnlo con el campo o!!;calar <J¡(y.) sean variables 

canon1 cas?. Este problema fue tratado por .. -Pa..uli ,quien sug1r.lo 

una forma para U~x.) dada por: 

e 4. 29) 

Esta e:--:prasion es muy semejante a los momont.os 4.25 y 4.26; 

!al•.aria most.rar la. equivalencia enl.re los resullados presentados 

en la. t.esis y los de Pauli. 

•Jot..ro!: punto!: da interés son los s1gu1enl.•s. De la expresión 

4.aC•, vemos que para un lagrangiano que se elija se le puede 

construir su hamiltoniano. Cada lagra.ngia.no l.endrá asociadas 

ciertas densidades conservadas que no seran las m.LSmas en cada 

-caso¡ ~1n embargo, la int.egral de las densidades conservadas, 

la!; -cantidades conservadas. deben es lar unívocamente determinadas. 

l_ln prcbl•m..a. que queda abierto es si ósl.as c:oinc:idon con las 

~ant.idades c~nservadas que se pueden construir en el espacio fase. 

A~n cuando por completez seria interesante tratar los puntos 

arriba mencionados. vemos que lo desarrollado en osle cap1lulo nos 

permite obtener una formulación canónica satisfactoria y junto con 

el formalismo lagrang1ano exislenle, se tiene una descripción 

formal de la dinArnica de las leerlas de campos no locales análoga 

al lratam.Lento de la mecanica clAsica usual. 
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La finalidad de esta tesis ha sido obtener unsa formulact.on 

h.s.nult-:-n1ana para campos no locales. utilizando result.ados para 

modelos no locales de parllculas. 

La (ormulac1on canon1ca para el caso de parllculas llene como 

problem.a. princlp::t.l el que el espacio de condiciones 1n1c1ales es 

de di.mer.s1on 1nfin1ta. Si se espec1f1ca un numero infinito de 

condic1~nes inic1ale~ podamos conocer la lrayector1A del sistema: 

•de-mas n!::S re~tr1ng1mos a trayectorias de clase •:-r. 

~ qué papel juegan las ecuaciones 

Para especificar las condiciones 1n1c1a.les: so debe 

•.ener ::•.ndado que éstas son consistentes con el problema. 

plan•.~a-:!::; '!'~~e- se logra s1 sat..isfacen las ecuac1cnes de Euler. 

Por es~~. dichas ecuacion&s so pueden interpretar como 

const.ric::i.ones. 

La formulación de un formalismo canonice parle de la 

generali:acion de la ~ransformada de Oslrogradski. cuando el 

numere- '='9 coorden:ida.s tiende a 1 ní lni t.o, y considerando las 

eocrdenaO.as de la!; pa.rt.lculas como un desarrollo en series de 

po~encias en ~orno ¿ un punto t
0

. 

Para. aplicar est.os result.ados al caso de campos sobre el 

9~pa~1~-~1empo. se parte de la hipOles1s de que cualquier campo se 

puede e~F~nder en ser1es de las coordenadas discretas q(l), por lo 

que la a~licacien de los resultados anteriores es dtrecta. 

La generali~acion al caso de campos se hizo con el modelo de 

y Moller para lograr una ma>•or clari.dad en los 

re~ultad~s. La acción de este modelo, a diferencia de la lralada 

90 el caso de part..1.culas, no es invariante ante 
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r~param••.r-1:Ac:1ones. Si de ~n9'ra particular pr1v1leg1Amos una de 

!a~ .;:--;:,ordenadas. se observa que el momenlo corres:pon.diente t.om;,. 

'.lf'la fC-rr.'.l. mi.Jy t:imple y el par de p~rentasi.s de Poisson q•..1e !:e 

obt..iena- 0$ el U20lJ.a!. En los parenl•s.is: parA los. olros momentos. 

aparece •Jn t.errnino de interacc:ion. lo que cla~icament.e s1gn1f.i.ca 

-;:¡u& l.a.s íunc.iones da campo y los momentos no son var1able'5 

eanonic•s eonJUQadA~. 

0.!.0::s do!; ! agrangi anos. SU$ res pee.U. vas -acclones deber Ían ser 

invar1an'.eS salvo una. derivada total; ~1n embargo. no es claro 

para 41 m-:>deio do Kristonsen y Mollor qt..ie oxi.s(..a un.a funcJ.6h 

generaa~ri de tranzformac1ones canonicas para que ze cumpla esta 

.t.nvar1a.J"::1a. Adn ma!:'.. lAl vez. es necosar10 generalizar el CQr:::epto 

d• t.r•nsoiorrna.cion ca.11ó1üc.;c, 

Para. •.ener una idea de las· apliC3ciones quE> el formai1smo 

desarrc!lado pueda tenor. en un trabajo !uluro se piensa apl1~arlo 

a. l.ior1.as no locales con las que so lrabaja act.ualmente com-:i son 

las te~r1as de cuerdas. Por otro lado. un problema que no ha sido 

".ra.ta..d~ •S el de !ormulcr c:larami:tnt.e el teorema de Noether para 

~ampos no locales. Es~o compl•laria la descripción de est•s 

t.eor1.u:. ecJnO en el ca..so de la. mecAnica usual. 

Finalmente. s:e puede J.ntenla.r cuantiza.r la leer.ta. A 

diforen~ta de p.a.rlicula.s donde se obtendria. un.a pr-1mer<L 

cuant1:~-:lon, en el caso de campos se trata de una so~unda 

-:au.J.n•.i:a-:!On. En los trabajos en !os que se ha discut1do este 

ulliR'I':) p•.Jnto. aparece como problema la construcciOn d• la 

mat.r.l.z e debido a que no se cuenta con los paréntes1s de 

Poisson •Jsu.ale~; por consiguiente. si.gue siendo un problema 

vig9nto la cuan~izacion de campos no locales. 
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APÉUDICE 8 Me•.odo Var.1.ac1onal General.1.zado 

A) Hélodo variacional generalizado 

Aqu1 se van a present~'r Jos pr.1.nc1pales resultados del 

tr-..ba.JO do Mar nol J. us;. 

La idea que :!;igu.1.6 fue considerar un laQra.11giano local de orden n,a 

partir del i:ual se obtienen las ecu.::tciones de movimiento y la 

!uncien genera.dora. Estos resulta.dos so generalizan par.a &l caso en 

que n tJ.ende a infinito. Poslc.>riormente se considera un lagrang1ano 

no lo-::al; e~pandiendo las: po.!;tciones como una serie de Ta.ylor, s:e 

re-lema lo das.arrollado para los lagrang.1..anos de orden infinito. 

F~rnt3.1menle e~Las ideas se desarrollan de Ja siguiente manera. 

•::cnslderes:e un lagrang1ano de la. forma 

L '\::t) 

donde O = d-'dl 

La acc1on para este caso es: 

lZ 

S=fdlL"Ct) 

" 

n ' "' CA.1' 

0 •. 2) 

Tcmandc la. variación de A.2 obtenemos las ecuaciones de mov1m.1ent.o: 

DL"Ct) _ Dp~ :e O ax: ( t) a,l 
a=l, .. , .n CA. 3) 

y la función generadora: 
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CA. 4) 

dond•1 

r•l •...• n¡a.•1 •...• n (A. !5) 

Haciendo n tender a 1nfinit..o, 1.23 y 1.24 se reescriben co~o: 

CA. f!) 

FCt..) • (A. 7) 

Con~ider~mcs ahora un lagrangianc no local de la forma 

CA. 8) 

donde el significado de t.. y ~ se explicará posteriorment..e, Las 

ecuaciones de movimient.o que se deri•tan de la ult.ima expres16n son: 

lJx O:t..•() 
CA.9) 

"(D \CL)) 

de la que hemos definido: 
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iJL (A. lv) 

~ (t+() 

x0n+o ~ r +i D1
x. ~U <A. l D 

'"º 

lJe la e:-::presion 1.27 se obtiene que la funcion Qene~aa~ra sera: 

.,, 
r.;:•.) = -I L J d! Ck•~•D! >'.{DJ' f~l.Oóo(<{0) 1x ~t)] CA. lé!) 

l•O k•O 

-:¡ue puede '!:er e$cr-ita como una convoluc1on (ver referenc:..a • 1 ): 

<A.13) 

donde !:J.( l, >.) ::: ec. t +.\.) - 9( l-A), y e es la función de esc.1.:. ~n. 

L.as ecuac.ione~ de mov..1.nuent.o que se obt.ienen a part..1r de A.6 y A.9 

son: 

(A.14) 

Consideremos ahora un lagrangiano con una dependen::1a func1onal 

en x: 

CA. 15) 

Procediendo de la misma manera que con 1. 29 tenemos que: 
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OL'Ct: J 
o[o'x .. cu) m d~ 

donde d•f 1 nl. mas: 

OL' 

~ el+(:> 

"' l 
x,,(t.•t") e l: itol•tx ;t.) 

l•O 

En este ca~o la fun-:.1on generadora está da.da por: 

FCD --~-- •:-~o)'D¡¡ªC l, O 
(k,+l+lj! 

Esta expre~1Cn también puede ser escrita como una convoluci6n: 

CA. 10) 

CA. 17) 

CA.18) 

CA.19) 

CA. 20) 

La func16n generad~ra para un lagr~ngiano que depend~ de las 

posic1cnes y las velocidades. estará dado. segun A.13 y A.80 por: 

FCl) • ¿ FQCl) • ¿: F,,cu - LCt.)6l CA. 21) 
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b) Con~trucc1on del formalismo cancnico 

En esta secc1on presentamos los pr1nc1pales resullados d~ la 

rc(erenc1a 14 para construir un formalismo canon1co . 

8'1!; 1-:: amen t.. e 1 o que ~e hace .oisoc1ar a los lagr.ang1a..nos. no 

locale~ un lagrang1ano local de orden n. cuando n t.iende a infinit.o. 

Para los lagrang1ano~ de orden n. se sabe cómo constru1rles un 

lormali!:mo canonl.co que !:"e gener.al12a p.ara cua.ndo n tiendo a 1nfinit.o. 

•.:ons1deremoz un lagrang1ario no local de la forma: 

N N 

L ·z 1·z 1 I J L=- m C->:) · --.- g g d{W Cl-ae.l•C!-a){) 
o. o. 2 o. b o.I:> 

CA. 22) 

Par a a~oc1 ar a A. 41 un lagrangiano de orden inflnit.o, 

ccns1deram-::-s que las pos1c1ones son de clase C'D lo cual nos pert!'.l.lt!' 

e~cr1bl.rl3.!:: como una seriede Taylor en torno a un punto l
0

: 

CA.23) 

Susti tu)~endo A. 23 en A. 21 obtenemos: 

(A. 24) 

don do 
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.. .,, 
D ~ ¿Da Do . ¿ tr•U o 

Xa 
itx' 

::r,':::t S::o a . . f d9 9• - • y 1 o.~ C r) 8"ªG C r (A. il5) ... 

Las e-:uae;1ones de mo•J1'nttmlo que '!Oe den.van do A. 43 son: 

CA. 215) 

Estas e=ua~i~nes son de orden infinito por lo que el espacio de 

evoluc1on debe se~ lambién. de dimension infinita. 

Para pasar al formalismo hamil t.on1ano en el caso de un 

1Agrang1a.no da orden n. se ut..iliza. la. transformada de Ostrogradsk:1. 

Ésta. convior•.e el espa.0:10 do e·1olucaon &n el espacio f~se. es decir: 

El hanul~oniano que se obtiene es: 

n-1. m 

H • L LPo..kq:i..:.u_ LC q.q'~? ... q!!'!.) cA. an 
k•o cat 

donde la transformada da OstroQrAdsJd queda definida como: 

CA. 29) 

Los momentos asi defin1dos satisfacen los par&nt..esis de Poiss.on 
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ol emen•.~les: 

{ 
r } 6 6' qa.' Pb,S • ab • 

CA. 29) 

l..as expresiones A. 46 y A. 47 so generalizan pa.r.a el caso int"init.o. 

~implemen~e cambiando n por infinit.o. Sin embargo.al hacer est.a 

general1:ac1on no queda claro como converl1r el espacio de evolución 

4!n el e~pa.-:10 fa~e. es decir, no se sabe que der1va.das de las 

pcsicicnes deben converlirse en momentos. 

E~ a p3.rtir de eisle harrullon1ano infinito quao se construye el 

icrmali.srn-:: hanu.lt.oniano para el caso no local, como se hizo en el 

capl tul-: z. 
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APÉÍ~QICE e Construccion del esp.a.cio raso p.ara la.grang1.anos. t1po 

Fok~er 

En esle apend1ce se presenla la construcc16n de los momentos 

p•:l...) de la formulación cancn1ca. para el case no local. 

Para construJ.r el hanullonJ.ano no local, se cambiaran las 

•.far1.able!'; discre•.a!: por varJ.ables continua!: y las sumas por 

integrales. De aqu1 que la relac1on entre los momentos en el caso 

~iscrelo y continuo soa: 

p 0.)q (),) = 
o o 

CB.1) 

•::onsiderando que se ha trabajado con curvas d• clase e<» y qu• 

las posicione~ se pueden escr1b1r como: 

0L 
L nt 

CB.2) 

n:o 

oblanemos. a partir de B.t: 

Esla e:-:pres1én sugiere que pC>..:> se puede consJ.derar como 

1.J.na función generalizada actuando sobr• un cierto espacio de 

funci.ones de prueba <::'-~). de acuerdo a: 



<B. 4) 

donde: 

CB. !!\) 

Subslit..•..iyendo la expre$iOn A.29.pa.ra cu.ando n t..1.ende 

infinito. en 8.4 obtenemos: 

CB. !3) 

~esumando la~ series se tiene: 

{ 

+f~k ~.;;.; [ fQCk-( ,() - i1k9QCk-( ,p ]] (8. 7) 

Finalmenle. fact.orizando tj1C~) tenemos: 

CB.8) 

~iendo Y la función escalón de Heavside. 
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Ah~r a ~Ól o f .al la ''er quo condi ci on se debe cumplir par a 

garanl1::ar la estabilidad de las conslr1cciones pr1marias. Para 

esto es:r1bamos la expresión 8.9 como! 

CB. Q) 

o bien! 

Para ~ar&nlizar la estabilidad de 8,9 se dabe cumplir que: 

e s. 10) 

' . ~ 
El operador H actua. en el espacio fase mientras que Ad esta 

en 1'unc.ion de variables d•l espac10 dl!t evolución; por esto es 

nec:esaric aplie.a.r a Aa. el operador de deriv.ada temporal de su 

espac10. Es decir hay que demostrar que 

donde D • t:J 
l 

De la e:--:presiOn 2.19 tenemos que: 

CB.11) 

Hp •:U. IJ, ;¡•:O,;.,) - f co,>.) + rd{ IJ,[ fe;..-{) - IJ,g e;.,-{,{) 
':!; ·~ CI. ~ J(R ,... ~ ,... Q 

CB.12) 
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y tambien lenemos que 

· [ YO.H0.-0 - YC -1'.HO.-P ] 

Restando 8.13 d~ B.12 obtenemos: 

CB.14) 

Esta expresion s~ hace cero si: 

CB. 15) 

Hay que notar que las posiciones y moment.os se expandieron 

siempre en torno a un tiempo igual a cero. Si éstas se hubieran 

heo::ho vn torno a un punto >..
0

, la expresion anterior •sla.ria en 

t"uncion de >... • 
o 
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Apendic• C 

Princ1p10 var!ac1onal generalizado para el caso de campo~ 

Para general1zar el principio var1ac1onal al caso de campos 

no locales. primero se lrabaJara con lagrang1ano~ locales de orden 

superior al segundo pero fln!los. 

•:cns1dérese la sigu1enle acc10n: 

c-z 

s z: I ~(~~.:> d"x 

"'' 

donde a-1 y cz son superficies espac10 temporales. 

La variación de esta accion es: 

'"' 
6S' a f 

'" 

" L iJ~ Ó r/J CnJ 
--- o µ 

{Jr/J (n> 
n110 µ 

<:c.1:> 

Cc.2) 

despue~ de integrar por part.•s Sfl obt.ione como ecuaciones d• 

movimiento 

y como !unción generadora: 
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Cc.4) 

Pa-r a pasar a la 9ener ali zaci 6n al caso no 1 ocal. 1 os 

-:amp':)-S se desarrollan en serles de Taylor en torno a un punto x. 

i nvol uc:.ra. 

der11tada.s de orden 1niin1t.o. La~ ecuaciones de rnovl.micnt.o y la 

funclon generadora. que resulta. son igu.ales a c.3 y c.4 pero 

haciondo N •~ender a iniinito. es decir: 

Cr.. !S) 

y 

»> 

FC<>) • -Jd"J.J L (-" ... ?' Ce. 6) 

CI i. •••O 

·:~mo vernos, prac~icamente se- sigue el mismo mót.odo emplea.do 

para. el ca.so de pa.rt.1eulas y la aplicación direc:ta d• la Olt.1rna 

expres1en no~ proporciona in!crmación sobre las cantidades 

conservad.as. 
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Ap!)DdiC9 Q 

•3eneralizac1on del formalismo canonice al caso de campos 

En esle apendice se van a presenlar los desarrollos que nos 

permit.en retomar el formalismo de parliculas para el caso de 

campos;. 

LA acción con la que trabajara"' os la de ):r1stensen y 

Moller que se escribe como: 

CD. D 

Sust.iluyendc los campos por: 

(D 

4><:.U • L u.<ibq.ct.' 

(D 

.,,b ex:; • L u~cit>Q~c u CD. 2) 

oCt.enemos a par~ir de 0.1 la siguiente densidad lagrAnglana: 
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s1endo 

u = " u e ~+t 'u e~ ... { J 
•t •t • • l • 

/\ 
~b 

CD. 3) 

CD. 4) 

CD. 5) 

(0. 6) 

Al lagrang1ano D. 3 se le aplica el formalismo dosarroll~do 

para el case de parliculas: es decir. desarrollamos las posiciones 



en series do Taylor en lorno a un liempo t
0 

CA.42). y calculamos 

las !unciones 

{J;t 
CD. 7) 

-'q'" Cl) 

4':!! ---- CD. 0) 
.,q c t.) 

'" 

y 

- 4' g C t.-{ +t. , { -t. ) ] K \ o-. \. o \. o \. 
CD. 9) 

siendo 

K. • [ '{Ct.-t. HC{ -D - 'fCt. -t.)'fCt.-{) ] 
.. o " o ' \. 

Le!: momentos que se oet.1enern para el modelo de Krislensen y 

Moll•r son: 

"' 
P ~ºen = L J d 1

x u.c;b 4>(t
0

,;b 6Ct-t
0

) CD. 10) 
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-'7 d ~ d ( F'Ct-{ +l .e; ,{ )v.<t.-~ +l ..,( ,x+c; )• I • • ~ - o o-+~ 
1 % 101% tOZ Z 

CD.11' 

CD. 1'~) 

Para recuperar- ""l formalismo de campos utilizamos la 

O)(.preston: 

"' 
ne:<:> = L v

0
cx:i P

0
Cl) 

" 
-=on lo que finalmente obtendremos los momenlos: 

t 

íl~º= 'l'(L 0 ,~J Ó(l-L
0

) CD. l:J) · 
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