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INTRODUCCION 

Uno C:te'TC,!;';' Ú·~t){~~~~ -"fuf;clamenlal'es que ha intrigado al ser humano 

desde los~no~;:s"~:,~¡:i·c:I~i1·1zación ha sido el movimiento planetario. 
'·, .. ~•,;,· ''·< ,•'°' •.. : •·yy ,;~;~.~ , ;,.,:,:,' 

Los gri¿~g~;-j'~~c,E:@u,a.ñc:lo algunos tales como Aristarco Cver mas 
'" •.' . -··<· ~':(.!:~ ' . ~< 

adelante)'; ,9t~5,~c~f{~i:c:1eraban al hombre como el cent.ro del universo,· 

supusieron ~Je'i,~:"J-1'~~;ª estaba inmóbil y que los cuerpos celestes se 

movían en -t~;n; a·e~la, describiendo órbitas circulares. Los cuerpos 

conocidos en aquel tiempo fueron ordenados de acuerdo con la dislancia 

a la Tierra: la Luna, Mercurio, Venus, Sol_, Marle, Júpit~r y Saturno. 

E.n el segundo siglo de la era cristiana, el aslróno.mo Plolomeo de 
'C'."' ·;--

Al ej andr i a des arrolló la: teoría de rós .-._.;¡:,1c{cl;;'5_. ce,a~·a.:A:<p11ca:r el 

movimiento de los cuerpos ce.li;5t.'.;s{: \st:ip6n!_~-~r;~~¿ 'f?s. planetas 

describían un 

desplazaba en 

circulo denominado epict:i::Lo;:''24)-~~~~~i)lFo·;'a su 
:;¡:~~~~~ .1'·-·· --i-- _.-"·~·~~- ----- --

un círculo mayor, coricént:rico,.; a :_j_:a_ Tierra, 
-.-.';~-~~ :··::~.: 

vez se 

llamado 

deferente. El sistema de referencia que :.utilizó es el sistema de 

referencia geocéntrico. 

Esla descripción fué aceptada como correcta hasta que, en el 

siglo XVI, Pl monje polaco Nicolás Copérnico (1473-1543), que buscaba 

una solución más simple, propuso que el movimienlo de todos los 

planetas, incluyendo la Tierra, se efectuaba en torno al Sol. La idea 

no era nueva, habla sido propuesta por primera vez por el aslrónomo 

griego Arislarco en el siglo tercero antes de Cristo. De acuerdo a 

Copérnico, el orden de las órbitas de los planelas con respeclo al Sol 

era el siguiente: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Júpiter y Saturno, y 

la Luna giraba alrededor de la Tierra. Lo que Copérnico prop•.iso 

esencialmente fué otro sistema de referencia situado en el Sol. 

Basándose en la idea de Copérnico y en las observaciones del 

astrónomo Tycho Brahe (1546-1601), el astrónomo Johannes Kepler 
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(1571-1630) hace el descubrimiento de las 

planetario. Estas leyes 

descripción cine~lica del 

siguiente manera: 

denominadas 0 1 ey"'s 

moví mi en'to pl anet ar .i . 

I. Los planelas describen 

uno de los focos. 

II. El vector posición de cualquier planela"~~.~·~.,6~ 

barre áreas iguales en tiempos iguales. 

III. Los cuadrados de los periodos de revolüci6n son 

proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de los 

planetas al Sol. 

La siguiente etapa en la historia de la astronomia .fué una 

discusión de la dinámica del movimiento planetario y un es.fuerzo por 

determinar la interacción responsable de tal movimiento, esto es, 

entender porque se mueven los planetas. Es aquí donde Issac Newton 

(1642-1727) llevó a cabo la .formulación de la ley de gravitación 

universal, y nos dice: 

La f'uerza gravitacional con que se alraen mutuamente dos cuerpos 

es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente 

proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos. 

De este modo podemos establecer para un sistema de N-cuerpos, un 

sistema de ecuaciones dif'erenciales cuya solución se encuentra 

aplicando mélodos de integración numérica, que aproY.iman la solución 

analítica. El primer mélodo que se aplicó fué el de Euler, actualmente 

existen mé.todos de mayor ef i ciencia Ce i mpl í cit. amente con ti ene una 

expansión en serie de Taylor) como: Runge-Kutta, serie de Taylor, 

Gauss-Jaclcson, predictor de Adams, Cowell, etc .. 

En es't.e trabajo aplicamos el mélodo de integración numérica por 

e>..~ansión en serie de Taylor (orden séptimo) a las ecuaciones de 
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movimiento del sistema planetario para determinar las posiciones y 

velocidades de los planetas en el sistema heliocéntrico, durante un 

t.iempo cercano a dos siglos; y damos el procedimiento de como se 

construye el método de integración numérica de Gauss-Jackson. 

Determinamos el compor\.amiento de la energía potencial total de 

cada uno de ellos y la energía cinética \.otal de cada uno de los 

miembros del sistema planetario y determinamos las energías relativas 

en t. re ellos; como una consecuencia del análisis de sus var i aci enes 

peri 6di cas es posible reproducir, medi anl e técnicas de lr ansfor madas 

de Four i er y mi ni mos e uadr a dos , los periodos or bi \..al es y sinódicos de 

cada uno de ellos, además de otros periodos relativos. 

También estudiamos las variaciones del polencial de los miembros 

del sistema planetario, como una inlroducci6n a tiempo rut.uro, para el 

estudio de captura de cometas. 
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CAPJIHULO 1 PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

1.1) ECUACION, DE. MOV::IMIENTO 

En'':ocasi°ónes n<>o es necesario considerar un sislema de N cuerpos 
. . . 

para describir el c=mport..amienlo de dos de sus miembros, es posible 

plant..ear:. las ecuac.::..iones de movimient.o mutuas de dos de ellos 

suponiéndólós aislados, para ·.·.:d;;;~·~~~nar de manera aproximada su 

comport..amiento orb!L:..al real. Por:· ejemplo. sistema Tierra-Luna, un 

pl anet.a y el Sol. Si= embargo, ·en ·ambos casos debemos lomar en cuenta 

que la acción gravllas.toria de ot.:r.os. cúerpos perturba el esquema simple 

de dos cuerpos. 

El problema de dos cuerpos es: Í.Ín·caso parlicular del problema de 
. :._ -·. --, - -·. ·~- .. ~ 

N cuerpos; tiene dos caract..erist.icas,[rrip,'C>rJ._ant.es: -

O Tiene soluci _ón analitica. 

i:o El problemna puede stlll~Úric'i9~é'. al--de -uno solo Cmasa 
-· ~~~c:~·L:~-~::·:-· ,, · ~> ·<, _ .. -~·-."-~· 

reducida). 

Newton fué el p!!..rimero en est.áblecerio y ~esolverlo pues "si se 

t..iene para un tiemp= Ja posición y la velocidad de dos cuerpos de 

masas conocidas movié:-ndose bajo su mutua fuerza gr a vi t..a.t.ori a, en t. onces 

se puede calcular su posición y velocidad para otro tiempo" CA.E.ROY 

pp 69). 

Consi daremos un sistema conservativo consti luido por dos masas 

puntuales m 
1 

y m 
2 

sometidas sólo a su fuerza de interacción 

gravitatoria. Tal sis=:t.ema tiene 6 grados de libertad, es decir, su 

movimiento se pued~ describir en función de seis coordenadas 

independientes (3 por cada partícula ) , según se verá a continuación. 

Sean 
... r, y r l - os vectores 

2 
de posición para dos partículas 

(aisladas) de masas m._._ y m
2 

respect.i vament.e Cfig.1.1), que interactúan 
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mut.uament.;e; 

o 
F"ig.1.1 

Podemos describir su movimiento ubicando el sistema de referencia 

o bién en el cent.ro de masa 6 en alguna de las part.iculas. 

Utilizaremos el segundo procedimiento, ya que con este se 

simplifica el problema reduciéndolo al problema de un solo cuerpo. 

Aplicando las leyes de movimiento de Newton y su ley de "gravit.aci6n 

universal" se obtienen las ecuaciones de movimiento de las part.iculas 

bajo su mutua atracción gravitatoria: 

d 2 r m m ... 
i = G 

1 2 r 
m--- r i dt 2 2 r 

(1.1) 

y 

d 2r m m ; 2 -G i 2 
m = 2 dt.2 2 r r 

(1. 2) 

Sumando las ecuaciones (1.1) y (1. 2). e i nt.egr ándol as dos veces, 

t.enemos 

.. .. 
m r + m r 

s. i 2 2 
at ... s. o. 3) 

donde 

a y b son dos vectores constantes. 

Sea R el vector de posición del cent.ro de masa de las dos masas 

puntuales, R se define como 

.. .. 
mr +mr, 

1 1 2 2 
(1. 4) 

donde 

M 
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.. ¡ 

Derivando la ecuaé:ión .. C1.3) con ·respe_cto al tiempo, considerando 
·- ., , 

masas · cons tantes.e.Yo=Uli~li:z:an~o1c~la:o'.eduaci ón~c1:.4),~= t:enemos:~= 

~· ·- ·-·--''- ·-__ -·;_-- '·--

Esta relación demuestra que el centro de masa·. del sistema se 

mueve con velocidad constante. 

Las ecuaciones Cl.1) y C1.Z) 

y 

Gm 
2 

= -Gm 
1 

r 

.. 
r 
9 

... 
r 

·9 
r 

(1. 5) 

(1.6) 

Restando la ecuaciÓn __ C1;_.EÓ. ·de (1.6), obtenemos la ecuación de 

movimiento: 

(1. 7) 

donde 

µ GCm + m ) 
1 z 

y 

.. .. .. 
r r - r. 

1 z 

Multipliquemos vectorialmente r con la ecuación Cl.7) e integrando, 

tenemos 

r X :~ = h; Cl.8) 

h es un vector constante, conocido como vector de momento angular e 

indica que el movimiento se realiza en un plano. 

Para resolver la ecuación de movimiento utilizamos el sislema de 

coordenadas polares. 
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Los veclores de posici.~n_, __ \.'~J.()_c_!_dad_ y ac:leración en el sislema 

coordenado polar son (ecuaciones CA.19), CA. 21) y CA. 23); apéndice A), 

respecl!vamenle: 

r r~ 

.. 
r 

r 

(1. 9) 

"' e e. 

Se puede probar que la norma de h (ecuación C1. e)) -en el sislema de 

coordenadas polares eslá dada por: 

r
2e = h. 

Efecluando el produclo 

inlegrando, lenemos 

donde 

1 -+ .. µ 
2 r.r-¡;- c. 

C: es una conslanle. 

(1. 10) 

(1. 7) e 

(1.11)-

La ecuación (1.11) es la ecuación de conservación de energía por 

1 ... .... µ 
unidad de masa; 2 r.r eslá relacionada con la energia cinélica y - r 
con la energia polencial. 

Susliluyendo Cl.9) en la ecuación Cl.7), oblenemos .).a ecuación 

de movimienlo en el sislema de coordenadas polares ; y esla es, 

y 

··z 
r - re !::. 

z 
r 

o. 

(1. 12) 

(1. 13) 

Haciendo la susliluci6n de u = l/r y eliminando el liempo enlre las 

ecuaciones Cl.12) y Cl.13), lenemos 
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d
2

u +u=~. 
de2 , h 2 

La sol uci 6n general de,, está.:~éc,tlac1Ón •es -

~ + A. cosca :.., w); 
h2 

u 

donde A y w son dos constantes de- integración. 
' ' 

Reintroduciendo 'r. la ei:::uaCi6n C1 ;15),'si;) convierte en 

asi que 

y 

',- .:':/?.-·.""·':.· 
_} :_:,:''._ 

., :=;',~) 

: .·.": - "-, 
.-;-· 

p -
1 + e cosCe :- w) 

1 . 2) CLASI FI CACI ON DE LAS ORBI TAS CON RESPECTO A LA ENERGI A 

Cl. 14) 

(l .16) 

Como se demostró en la sección 1.1, las únicas órbitas posibles 

bajo la acción de una fuerza central inversamente proporcional al 

cuadrado de la distancia son órbitas eliplicas CO 5- e< 1), órbitas 

parabólicas Ce= 1), y órbitas hiperbólicas Ce> 1). 

Conociendo la excentricidad "e" es posible saber de qué órbita se 

trata, pero existe otro método para clasificarlas, basado en la 

energia y es el siguiente: 

Se consideran órbitas baricéntricas; en la figura 1.1 P1 y P2 son 

las posiciones de las dos particulas de masa m
1 

y m
2

, O es un punto de 
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referencia fijo, y-G es er cent.ro_ de masa de las dos part.iculas. 

Los vectores desde G a P1 y P2 son r' y r' respeclivamenle. Entonces 
.. 2 

así que tenemos 

;- ~2) .. .. ~- ¡;¡ r_ 

~ .. )t t· = 
2 

donde M es la suma de las masas. 

.. 
-r • 

} Cl.1 7) 

Como el cent.ro de masa viaja con velocidad const.ant.e, y_ utilizando 

la_ segunda ley de Kepler, tenemos 

r'2e = h .. .. 
} 

Sust.it.uyendo la ecuación Cl.17) en la ecuación Cl.19), llegamos a: 

=( 
m r 2· [ 

m 
)\ h 

2 2 
¡;¡- r e ¡;¡- . .. 

ya que 

2' 
r e = h; 

similarmenle 

=[ 
m r 2· [ 

m )\. h 
.. .. 

¡;¡- r e M 2 

Tomemos la ecuación de la energia (1 .11) y reescribámosla de la 

siguiente forma: 

e, Cl. 19) 



donde µ = GCm
1 

+ mz'. 
Si Vi y V2 son las velocidades -~e las masa~ m y 

- _- " -. - l 

cent.ro de masa, la energia t.oú.i .Ji'és:Ú ~..ida'.p,6r} 
"' ~'- -:-~.""--

con respect.o al_ 

. ·,-,' . 

Gm m 
E=!.mv 2 +!.mv 2

-
12 

211 222 -r--_, 
.--;·'._~-:.-:·;o'~·· '•'"!~ )~;~_-.· 

donde la suma de los dos primeros t.érmi~oS: e;;,: l,a IO'¡)i;ti;~i~ ,cinética 

y -Gm
1
m

2
/r es la energia pot.encial del sist.em~, :\ (-;;': 

La velocidad en coordenadas polares pára l~ ;;~l~¿.id~d Vs: es: 

v2 
l 

similarmente para V
2

: 

(1. 21) 

1 

¡ 
(1. 22) 1 

1 

Sust.ituyendo las ecuaciones Cl.21) y (1.22) en la ecuación (1.20) y 

comparándola con la ecuación Cl.19), t.enemos: 

E m m [ 1 ] _1_2_ -v2-µ/r 
m +m 2 

1 2 

mm 
...!.2...c. m +m 

1 2 

(1.23) 

Sea m
1
la masa de una part.1cula prueba y m

2 
la masa de un planeta y 

que se cumpla que m
2
> > m

1
, en t. onces 

E m1 [ ~v2-µ'/r ] m C, 
1 

Cl. 24) 

donde µ' = Gm
2

; se ve que la velocidad V para una dist.ancia dada es 

el fact.or de decisión. Así. t.enemos CRoy pp 75-95): 

10 
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- - - ~--o-==-=-="-=-==--==-=--o-...o --,------ - -==-';'.o;=---;c-==---==-=o-

l)Para una elipse, v2 
'-~-- - .- . ' -:·· .. 

u)Para una parábola, v2 = 2~'/r; './..qui:1 c;~;;::p: " ;,, ·· 
L t t)Para una hipérbola, v2 - ~nc;:ii#;s~~~.f~¿¡;-¡,,·.··A~ll'!·~~~?~'. ¡.i'/2a .. ; 

~:,.-.=.:_L~:._;¿~_;_,..::_~~,::.'·. ;o-_,__·,:-_ ~0i- ~ "'~""_-;_.:'....._L _,. 

Aqul para una órbit.a cerrada,, li!• ~J.íerg1¿,· t;ot..al d;;be ser 

negativa. 

1.3) PERIODOS ORBITAL Y SINODICO 

El periodo orbital es el tiempo que tarda un pl anel..a en dar una 

vuelta en \..orno al sol; se calcula a t..ravés de la l..ercera ley de 

Kepler T
2 

ex a 9
• 

El periodo sinódico es el t..iempo ent..(E! .sllC::esivas configuraciones 

similares de dos planetas respecto al SC)l; ,part..icularmente si TP es el 

periodo orbital de un planeta y TT el .. ~de 'la Tierra el periodo 

sinódico Ts para un planeta interior Ce! radio de su órbit.a es menor 

que el de la Tierra) está 

1 1 1 
'fs - 'fr - TT 

y TT por: 

(1. 25) 

y para un planeta exterior Csu radio· orbital es mayor al de la 

Tierra) está dado por: 

1 
'fs 

1 
TT 

1 
'fp C1. 26) 

Estas relaciones son derivadas para c5r bi.tás ·copl anares circulares y 

el mecanismo es el siguiente: 

Suponemos velocidades angulares constantes de/dt w, si 

integramos de O a 2rr, tenemos 

2rr = wT, 

donde T es el periodo orbital. Para el planeta P y la Tierra, 

t.enemos: 

w 
p 

2rr 
TP y 

2rr 
'i'T 

(1.27) 

Sean ep y eT los desplazanúento angulares del planeta y la Tierra 

respectivamente. 
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A medida que el planela P va avanz.ando, su dislancia angular e 

relaliva a la Tierra eslá cambiando y eslá·dada como e = 
variación con 

Cuando e 

sinódico Ts. es decir, 

Ulilizando las ecuaciones 

la ecuación C1.25) 

1 
'fs 

1 
'fp 

Si el planela P es exlerior, lomamos la dlf'erencia e 

su 

si.guiendo el desarrollo descrilo arriba se llega a la ecuación C1.26). 

12 
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CAPITULO 2 INTEGRACJON NUMERICA 

2.1) METOOOS DE INTEGRACION NUMEP.ICAS 

La. solÍ.!ción de una ecuación diferencial mediante a1gún mét'ddo ',de)> 
-.:'"· . . : '\ •, '\.'.;" -.. •':::~. 

i nlegraci ón numérica·· nos permi le oblener·_una ·i::-ol~ecc(I~r;·(~ciei.;'p~n(os que ··· 

represenlan los valores de las variables ~1"*''1;¡*h~.;\;~i·'~~q:~~,r~.SY~~C>.'~~-
inlegración; para lograr eslo es necesario i::e>í-io'cer. ,slis_:l.va

0

lores -~nCel · 

inslanle \ de lal manera que· n~~}.p~f~:~;i~W)'"~:lf\:;:Gif~a~IÓ~; en el 

inslanle L. 
l+1 ~'{. '. - ~- ~ '. 

En general los métodos de inlegracF6n'nullléricas son métodos de 

ileración de una o varias variables y· si;i· pueden clasificar como 

mélodos de un paso y de varios pasos Cmullipasos). 

t)Mélodos de un paso: 

Son aquellos que para poder delerminar la solución al liempo 

li.+i' ulilizan la solución del instanle anlerior \· Ejemplos de esla 

lécnica son los métodos de Runge-Kulta, de serie de Taylor-, y métodos 

de extrapolación de Bulirsch y Stoer. 

tt)Mélodos multipasos: 

Son aquellos que para delerminar el valor de las variables en el 

instante l. 
l+i 

utilizan al menos dos soluciones de la ecuación 

diferencial de los instanles anteriores \· Como ejemplos, el método 

Predictor-Corrector de Adams, y el método de Gauss-Jackson. 

2. 2) METOOO RUNGE-KUTTA ORDEN SEXTO DE F'EHLBERG CR!é6-F') 

Los métodos de Runge-Kutta utilizan el error de truncamiento 

local y al mismo tiempo eliminan el cálculo y la evaluación de las 

durivadas de f'Cx,y). El primer pas<> para derivar el método consiste en 

definir una función de la siguienle manera: 

13 



donde 

fCx, y) '= dy/dx; 

!'
0 

fCx0 ,y~)j~s.~2~afor inicial. 
'.;·-,, .j.:··;~:.-.:~;;~'~;.";:~·L<~ : .. ~Tt' -,-~\ -.-~-.-.·.-._. 

f ······¡~•· .... i{•'i ')' "·' ·+·'5h;';f'."b- ,f·J· ... '·] .• ~~-··. +ia.~5}'Y o'' '· ·L · Kj · 

_j=o .... 

1'. 2, ... , n 

k da el número de evaluaciones 

Dende 1 os coeficientes aK, se determinan aplicando el 

teorema de Taylor en dos variables CBurden pp 244). 

El método más comúnmente aplicado es el de Runge-Kutta de cuarto 

orden. Se han reali~ados varios trabajos que mejoran la eficiencia de 

esta \.écnica CShanksC1966) y BucherC 1965). FehlbergC1968,1972) 

desarrolló un mé\.odo para se:·:\.o orden, requiriendo unicamen\.e nuev,,; 

evaluaciones de las derivadas Cusualmen\.e conocido como procedimien\.o 

P.1:6-F ) , i1,.:luye un procédimien\.o de cent.rol para el calllbio del paso 

dé in\.egración, el cual está basado en el error de lruncamit.n\.o local. 

Por ejemplo para integrar UJ)a ecuación difer·encial de primer orden 

dy/dx = fC:-:,y), se utiliza el siguien\.e procedimiento: 

f 
K 

1.2 •... ,9 

donde h es el tamaf'io del paso CA..0, entonces el valor de "y" al f'inal 

del paso está dado como 

14 



y f 
IK 

Al aplicarle el teorema de Tayl or 

37 ecuaciones CNASA TR R-287) que permiten ,la :evaluación 

obt.ienen 

de .los 

coeficientes; para resolver estas ecuaciones se requieren algunas 

condiciones CNasa TR R -287), por ejemplo: 

Los valores obtenidos de los coeficientes a,b y c se encuentran en 

la tabla C.2 (apéndice C). y una estimación del error de truncamiento 

en "y", está dado por 

TE 

2. 3) METODO GAUSS-JACKSON CGD 

Para encontrar las soluciones de cada una de las ecuaciones 

diferenciales de segundo orden, es necesario Cpara este método) 

determinar sumas y diferencias entre los datos anteriores al instante 

en el que se desea evaluar. 

Contiene un método predictor (calcula el siguiente dato) y uno 

corrector Ccorrigue el dato calculado); el predictor está expresado en 

términos del conjunto de datos anteriores; y el corrector contiene 

además el dato calculado. 

Este método es aplicable a ecuaciones diferenciales de segundo 

orden y el mecanismo es el siguiente: 

Sea y. = f.Ct. ,y ,y , ... ,y ,y ,y , ... ,y) 
\. \. 12 n12 n 

C2.1) 

la forma de la ecuación diferencial de segundo orden, donde 

l. es el índice que denota el número de ecuaciones diferenciales 

de segundo orden. 

15 



Sean 

V k = 0,1,2 .... ,1 

los datos iniciales;donde l: denota el orden del proces:;:o, _ 

La idea es construir la primera y segunda suma er-i lérrnino del 

operador de diferencia hacia atrás. Para llegar a esL:.o hacemos lo 

siguiente: 

Como primer paso vamos a deternúnar la primera y se=-gunda suma de 

r en términos del operador de diferencia central Cver r=nas adelante); 

para determinarlos usaremos los operadores dados en 

Sea 

Si derivamos Yi.,k una vez y dos 

oY. k = f. k \., l, 

veces .. Y_t,k'_. tenemos 
2--

y D Y;,,k = fi.,k . 

Allied pp 54. 

Si las integramos e ignoramos las constantes- de inlegr-aci6n, tenemos 

-1 
Yi.,k = D fi.,k C2. 2) 

y 

-2 
Y;,,k = D f i.,k , (2.3) 

donde D-1 es el operador de integración. 

Por otro lado: 

-1 -1. -1. 
'V f i.,k + h Y;,,k - h Y;,,k C2.4) 

C2.5) 

donde 'V-1
: es el operador de suma hacia delante y es+t.á def'inido 

como 
-1 

='Vf +f· 
p-i. p' 

6-1
: es el operador de suma central y es def. !nido como 

entonces 

Utilizando las - ecuación CZ. 2) y C2. 3) en las ecu--:aciones C2. 4) y 
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e 2. 5) • 11 egamos~a~1as~expres1-orí&s,--~-cc;c~oo-~~-~---

Q_, f'~.~- ~ h .;~yi~k -.!-e~-·~~ chfü.'"~fr'i.k • -• C2.6) 

dond~h =t.k+<;,;lk / ~s el inle;v,a.~o• de Úbulaci6n. 

6-2fi,k = h-zYi,k + [6-2 - ChD)-2Jfi,k 

Si le aplicamos a esla úllima ecuación el vector desplazamienlo 

E, el cual eslá definido como Ef P E f p+
1 

y sabiendo que la relación 

enlre los operadores 6-2 ,E y 9-2 CALLIED pp 54 o en la labla C.1, 

apéndice C) es 6-2E = ·9-2
, entonces 

C2. 7) 

.' .. 

Por otro lado la rel~c;~n entré µ y 6 es.µ ._,_~ .• .Ct"~c_f.,~~~g"'2 ; la 

relación enlre D Y 6'e"S' ho •·>;;; ~~-~nh-1Ci6); y ent.re 9-~,µ•)'.o-1•;es 9-1 = 

.!.. + µ6-1. 
2 

Donde µ: es el operador promedio y está definido como 

µf = ~f + f ) 
p 2 p+1/2 p-1/2 

Ulilizando eslas relaciones, sustituyendolas en las ecuaciones 

C2.6) y C2.7) y haciendo un desarrollo algebráico, obtenemos: 

-1 

9 fi,k 
-1 • 

h Yi,k + .!..f 
2 i,k 

+ ~1 
2 

~)-•}f 
2 i,k 

(2. 8) 

y 

C2. 9) 

Las ecuaciones C2.8) y C2.9) la vamos a desarrollar en serie de 

potencia; las series que se utilizán son 

Cl + X)p = 1 + PX + PCP - l)xz + PCP - l)CP - 2)xª + ... 
2! 3! 

(2.10) 

senh-1X =X - - 1-xª + ~X5 
-

1 · 3 · 5 X7 + 2.3 2.4.5 2.4.6.7 ... C2.1D 

Utilizando la primera serie para desarrollar (1 + 
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lenemos: 

·· ~-i.~ -:~TI-2) ?t;-~'~.~ = --~:~~?=-~~~~-:~:~~~6--f=::~ ~~~,:~cScs--=º ----~=~-~,-o 
- ' .,, ·------ - - ----¿-_. ---,, __ ,c_,_--_•2,9 --27·- '-··•~•• c-

2
10, 

y ún~i~a~dC::.•F~'segunda serie pal"_a desarrollar senh-1 ~ , _lenemos _ 

-· __ --.>~" '·:·¿tE6=;"~~i~~2~~~\w~;~ii!!s;~·-:~ir~::~i:.~i;f }-~:~ .·\·;-· ------
y desarrol l 1rici~ ~n :si~~Í;~;\Ci~'''¿'6t~~fri.;C¡,,_;,,('5io.íiB~1 -Q;)~1 • 

-- ' ;; • -_'·, <: ' ',:::-.;> .:-.. :~ ~;· ,·.~:.~}~~~-.::--e~~-;;"·; .,_:.¿-.2~~-~~' ~·~:t~.' 'Í }'t" ;: _~: ,.__. <~' ~-;<> f 

\7-•r,,k ~= h-·Y,,k + {~ }: ~-~H:>·;_:~r;sg. + ~~::>6!5 
similarmenle 

\7-2f;,k-· = h-2Y•,k -+- {-~ ..,,_- ._-_·_-_'_6_ 2 - ~" -+- ••• }f. 
.. .A. .. , t2 _· 24~- cS04BO · \.,k 

Como se observa eslas dos úl_limas ecuaciones est.án en -

operador de diferencia cent.ral. 

Como segundo paso hay que t.ransformar es t. as dos úllimas 

ecuaciones en lérmino del operador de diferencia- -hacia- alras <::/, 

definido como 

\7f = f - f 
p p p-1 

y es convenient.e ut.ilizarlo para el prop6sit.o de programación 

La relaci6n enlre los operadores µ,6,\7,E eslá dada por 

µ 6 = \7E - =-7E· 2 • 

y la relación enlre los ope1-adores 6,\7,E es 6
2 = 7E. 

Tomando est.as relaciones entre los operadores y aplicandola a fi,k' 

se t.iene 

- =..7n 
2 f i,k+n V n 1 ,2,3, ... 

V n = 1,2,3,. .. 

Ut.ilizando est.as dos últ.imas expresiones en las ecuaciones C2.12) y 

C2.13),desarrollando y agrupando,t.enemos 

A 7f 
2 i.,k+i 

C2.14) 
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h-2 B f - B iff - B 9 4 f -= y t,k - o l,k 2 - l,k+l ' i.,k•2 

donde los coeficientes A y B están dados en la tabla C.3 (apéndice 

C); el mecanismo puede ser visto mas claramente en la tabla de 

diferencias, dada a continuación para octavo orden. Los términos que 

se encuentran arriba de la diagonal son utilizados para este orden. 

Los f. a f. son valores iniciales, los 'V~1 y 9~2 son calculados 
t.,O \. 1 9 t.,4' \.,9 

usando las ecuaciones C 2. 14) .y . C 2. 15). 
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La conslrucci6n del prediclor y correclor es como sigue: 

L)Prediclor: 

Despejando y de las ecuaciones C2. 6) (2.7) -

respeclivamenle, aplicandole el operador de desplazamiento y sabiendo 

que 6-2E=V'-2
, lenemos 

(2. 16) 

C2. 1 7) 

Expresaremos eslas dos úllimas ecuaciones en lérminos de 

operadores de diferencia de alraso. Se liene que las relaciones enlre 

los operadores D,17 es hD - lnC1-V'); la relación enlre los operadores 

6-1 ,17-1 ,E es ó-2 = V'-2 E-1
; y la relación enlre los operadores E,17 es E 

(1-17)-1
• 

Susli luyendo eslas relaciones en las ecuaciones (2.16) y C2.17) y 

aplicando la ecuación C2.10) y la serie de polencia 

x2 xª x' 
lnC1-X) = X - Z + 3 - 4 . . . V IX I< 1 

llegamos 

Yi.,k+i = h
2 
{V'-

2
fi.,lc + C0 fi.,k +_~ ~j11\_.1c} 

j=1 

V L = 1,2, .... ,n y k = 0,1,2, ... ,l. 

(2.18) 

(2.19) 

donde los coeficienles son dados en la labla C. 3 (apéndice C). El 

mélodo prediclor usa la labla de diferencia abajo de la linea diagonal 

(para k=8). 

L L)Correclor: 

Si un mélodo correclor es requerido, las fórmulas relevanles son 

oblenidas al despejar y, y y, de las ecuaciones (2.16) y C2.17) y 

reemplazando f;,k por E-1 f en el lado derecho, y después de una 
• i.,k+i 
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expansión en serie se .'n ega:!::· 
.·. ,·. >. :::. ,. . . (:' :, . 

::·::;~: ~~f Í~~~l~~~[~.f ~ii~~;,~~r. 
(2. 20) . 

C2. 21) 

donde los coeficienles son :d~dosf e~ la":ta'bla't.3 Capéndic;e C). 
. ·~ .~' .. ' 

2.4) METODO DE SERIE DE TAYLOR 

Todos los mélodos de inlegración numérica usados hasla el 

presenle en mecánica celesle, ya sea aquellos que ulilizan diferencias 

o aquellos del lipo Runge-Kulla, se basan en la expansión en serie de 

Taylor. 

El mélodo de integración en serie de Taylor fué aplicado al 

problema de N cuerpos por Cruz-Gonzalez y Lecar (1968), ellos proponen 

una expansión en serie para las posiciones y vel oci da des de un 

sistema de partículas evaluadas para un liempo t + .t.l. EL desarrollo 

en serie de Taylor es de la forma 

F'( t+.t.l) 
U> 
\"'!::"'et) · 

F'( l) + L-..,.i""!---<.C .t.l)' (2. 22) 

i = :l 

donde F'
1
'' es la i -ési ma derivada de F'. 

El intervalo de inlegración en lugar de ser variable Ccomo lo 

loman Cruz-Gonález y Lecar) lo consideramos conslanles; dado que 

Mercurio rige el paso de integración en el sistema planetario, 

realizamos varias pruebas en torno a esla consideración y enconlramos 

que el paso de i nlegraci ón más adecuado es .t.t = O. 2 d! as. 

Los des ar rollos en serie par a las posiciones y las vel oci da des 

están dadas por: 
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(2. 23) 

(2.24) 

Donde los coericienles de C~t)n se obtienen al derivar sucesivamente 

las ecuaciones de movimiento, es decir, derivar la ecuación para la 

aceleración de cada partícula, que está dada como: 

" .. 
-G¿mj 

r. .. _,_,_·_ 
(2. 25) ª· ' 9 

r. 
i=o ' j 
j = i. 

donde .. .. .. 
r .. r. r. ,, 

' J 

sabemos 

derivandola respecto al tiempo, se llega 

d n -+ :.. n-2 
~ri? = n(rifri?ri.j (2. 26) 

Derivando sucesivamente la ecuación (2.25) y utilizando la ecuación 

(2.26), se tienen 

-+(9) 
r = i 

" 
-G¿mi 

j=o 
j = i. 

i=i. 

.. 
r .. _,_,_ 

9 
r .. 

' J 

... 
r .. _,_,_ 

9 
r .. 

l J 

( .. r .. r .. 
3 ' J 'J 

!5 
r .. 

' J 

. r .. ) 
'J } (2. 27) 
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C 1976) , se e val u6 el \. é~mi no 

-+(!S) 
r. = 
' 

p 

-G¿mj 

j=o 
j = i 

{ 

¡t<S> 
_,_J_ -

3 
r .. 

' J 

.. , 2 
r .. 

g \J 

1cr .. 
.. ' J 

. " . r: .. 
·' J 

] r. ~ [-.. • ¡t<~>) + 3~ r .. 
\J 'J " r. 

' j 

cr. . r .. )cr~-.- + 
16 'J \. J \. J 

2 
r .. 

' J 

.. 2 ,' 
. r .. :>. 

' J . 

] } 

Cr~. + 
. 'J 

C2. 29) 

Para aplicar este método a las ecuaciones de movimiento del 

sistema planetario, en este trabajo evaluamos dos términos más: 

p 

{ -G¿mj 
.. ,<» 
r. = 
' j=o 

j = i. 

r ... r~~,) 
\J 'J 

Cr. 
46 ' j 

-+( ') .. <a> ci!. .r. .) .. , 2) [ Cr. 
.. .:>2 r. r. r .. . r. _,_i_ -12 ' j ' j ' J g__!:.2. 10 ' j ' J + 

B " " 2 
r. r. r .. r. 
'j ' j ' J ' j 

] 
+ /~j 

r .. 
' J 

[ 
3c~... -.+(

2 ) + r . r.'9.
1
) 

- "'r ij · r ij ij 'J + 

.. . 2 
+ 

.. • ¡t<~>) Cr . 
.. .:>ª ] r. .)Cr .. r. . r. 

'J ' J ' j 'J - 106 ' j ' J 
2 • r. r. 
' j ' j 
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-+<?> 
r = i. 

r .. .. [ 3T .-
r .. 

l J 

8 
r .. 

l J 
j:t 

.] 
..

.. ( 2. ·).[ 
r .. 

- 30....:..L:: 
!5 

r .. 
l J 

.. [ r .. 
15-'-J 

r~ j -

• 2 .. . r'. ~ ))2 Cr .. + r. 
15 l J l j l J + 

2 r. 
l j 

•_-.', 

C3r . -+< 2) .. -+( 9) )( .. .. 
.) ] . r. + r. . r i.j r i. j . r. 

20 l j l j \j l J 
2 

r. 
l j 

. r .. )• 
l J 
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Cr. 
.. 9 • 2 .. :;~~)) Cr. 

.. ,)5 ] } r. .) Cr .. + r. . r. 
9450 ' j ' J ' J ' j 'J -10395 ' j ' J 

d B 
r. r. 

' j l j 

(2. 31) 

Se han creado técnicas numéricas cuyo objectivo es, generalmente, 

el encontrar aproximaciones suficientemente exactas con un esfuerzo 

mínimo, por ello es necesario contar con una forma de comparar la 

eficiencia de diversos métodos de aproximación con respecto a su uso 

en computación. Merson C1975), en su estudio comparativo de métodos 

numéricos de perturbación, concluye que para las ecuaciones de segundo 

orden el método de octavo orden de Gauss-Jackson aplicado a las 

ecuaciones de Cowell Ccon regularización, A.E.ROY pp 217-218) es 

probablemente la combinación óptima. Las singularidades que ocurren 
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durante colisiones pueden eliminarse mediante la elecci6n apropiada de 

una variable independiente. Este proceso es conocido como 

regularización. Herrick C1972) "dice que el método de Gauss-Jackson 

Ctambién llamado "de segunda-suma gaussiana") es uno de los más 

eficientes. Los astr6nomos del Real Observatorio de Greenwich CH. M. 

Nautical. •• ) compararon diferentes métodos a través del cálculo de 

6rbitas, y encontraron que para resultados precisos recomienda el 

método de Cowell o Encke CAstrodynamic ª pp 22-28) usando el método de 

Gauss-Jackson. 

2. !3) ADI MENSI ONALI DAD 

En la aplicación de los métodos de integraci6n numérica a la 

soluci6n del problema de N cuerpos, se suelen reducir las variables a 

su forma adimensional, como los parámetros utilizados en este tipo de 

problemas llevan a números que exceden la capacidad de las máquinas, 

el proceso de adimencionalizar permite el cálculo numérico en números 

más pequef'íos, otra razón es, al escoger adecuadamente los parámetros 

de· adimensionalidad tendremos mejor precisión Cest.o está relacionado 

hast.a que cifra significativa es considerada). 

El mecanismo para encontrar las expresiones que nos permit.an 

adimensionalizar las variables es el siguiente: 

Sean 

UL unidad de longit.ud. 

UM unidad de masa. 

uv unidad de velocidad. 

UA unidad de acel er ación. 

UE unidad de energía. 

¡;º 6. 672X10-e 

UL Kt cm 
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UM = Kz gr 

Se sabe que 

G = 6.672X10-8 cm8 /Cgr.seg2
) 

donde Kt y Kz son conslanles, enlonces 

sea 

UT = I 
enlences 

G 

d 

(~ )3 
eo(lUM) 2 -- seg Kz 

Kz.('o seg ' 

G = 1 
UMCUD 2 

UL9 
· 1 

1u¡:;¡-

( d z ) 
Kzeo seg 

Se t.om6 Kt 

Kz 

distancia de la Tierra al Sol CRT). 

masa de la Tierra CMT). 

Con 

RT 1. 49597870X1019cm. , 

MT 5.974241387X1027gr., 

s~ liene para el liempo 

UT = / e=! 
para la velocidad 

UV = UL 
~ I 

T 

R 
T 

para la aceleración 

UA = UV 
~ 

.('oM 
T 

y para la energia 

UE = C Ul-OC UA:>C UL) 
R 

T 
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C~E'ITUL0 .. ~3~.RESUbTADQS~ 

3.l)TRAYECTORIAS 

Para es le lrabajo 
:·~:-= ,--:i-'. ,'.·~:/ ¡.._.~· -/""··- :. o· ' 

los .. ·. dalos '··'·i'rü21 a:r~s .. • de las posiciones , 
. '· -~~~':::,:}¿~ _,_-~o-,.-5..,.·: :- ,~·- º L- -

velocidades y masas eslán dados ~n l!!>c~bi~f3.'1•é:Tomadas del libro The 
,·_,_, .. :::~.;:~--:;:·>_,~;{,:.;·:~ ~~,;~;_,.·_ -.··: " 

día 9 de f'ebrero de 1988 como P.~n~o c:l~H;)~rlida para los cálculos. 

Tabla 3.1 

Planela l/m cM; .. ) XCUA) YCUA) ZCUA) 

Mercurio 6,023,600 -0.2106860 0.2139100 0.1361167 
Venus 408,523.5 0.3134507 0.5826997 0.2398570 

Tierra + Luna 328,900.55 -0.7514393 0.5863964 0.2542492 
Mar-te 3,098,710 -1.0322644 -1.0665526 -o. 4612491 
Júpiter 1,047.350 4.0565910 2.6665650 1.0441680 
Saturno 3,498.0 -0.8003520 -9.2631060 -3.7911240 
Urano 22,960 -0.7805500 -17.628160 -7.70953 
Nepluno 19, 314 4. 2723200 -27.657280 -11.42666 
Pl ut6n 130,000,000 -21.586950 -20.355540 0.15245 

Planeta V CUA,,dia) V CUA/dia) V CUA/dia) 

" \' z 
Mercurio -0.02721815 -0.01603306 -0.00574009 
Venus -0.01772437 0.00850462 0.00494772 

Tierra + Luna -0.01142690 -0.01208288 -0.00523898 
Mar-te 0.01099043 -0.00725496 -0.00362503 
Júpí ler- -0.004451361 0.005955QQQ 0.002661479 
~lurno 0.005267673 -0.000340008 -0.000366525 
Urano 0.003897789 -0.000288829 -0.000181720 
Nepluno 0.003084973 0.000460285 0.000111695 
Pl ut.6n 0.002251259 -0.002321290 -0.001402743 

Con el prop6silo de conocer la precisión de un cálculo 

inlroducimos un control de error relalivo CRE, usando la dif'erencia 

entre energía total inicial E y momentaneo 

CRE -IE - E•I 
- JEJ 
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Los ._Ya.lor-e.s. que_ al_canza CRE están erit.r:.e 10:'~-Y~ 10:~. Al comparar 

el error obtenido con las series de séptimo'y octavo orden (ecuaciones 

(2. :30) y (2. :31) respectivamente) no se encontró diferencia sin 

embargo, el tiempo de computo se incremer\[6 ·para el octavo orden, 

aunque no sensiblemente. 

Calculamos las efemérides planetarias en coordenadas carlesianas en 

un intervalo de liempo cercano a dos siglos (porque esle es un 

intervalo suficienlemenle largo para determinar los periodos orbitales 

de los planetas, excepto el de Plulón y suficientemente corlo para no 

prolongar excesivamente el cálculo numérico) en el sislema de 

referencia heliocenlrico; la obtención de las efemérides fué con el 

fin de saber que tan bueno eslá nuestro mélodo de integración, y para 

esto comparamos las posiciones de los planetas con los publicados por 

el JPL; los valores calculados para la posición, difieren de los 

publicados por Jet. Propulsion Laboratory JPL CPlanetary ... ) en 

milésimas para los planela interiores (Venus, Tierra y Marte) y en 

diezmilésimas para los planetas exteriores; en la tabla 3. 2 se 

muestran las posiciones calculadas aquí y las obtenidas por el JPL, 

para el 13 de septiembre del a~o 2000. 

Una vez que obluvi mos las posiciones para los planetas, 

graficamos las lrayect.orias descritas por ellos durante un tiempo 

cercano a 1.88 a~os para los planetas interiores (teniendo así vuelta 

completa para Marte) y dos siglos aproximadamente para los planetas 

exteriores; vease las figuras 3.1. 1 y :3. 1. 2 correspondiendo a los 

planetas interiores y exteriores respectivamente. Las figuras muestran 

las proyecciones sobre el plano xy de las trayectorias elípticas. Los 

segmentos descritos por Neptuno y Plutón concuerdan en su actual 

posición. 
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Venus ~ 
JPL 

calculado 
diferencia 
Tierraffi 

JPL 
calculado 
diferencia 
Marte el' 

JPL 
calculado 
diferencia 
JÚpi ter 2¡ 

JPL 
calculado 
diferencia 
Saturno}-¡ 

JPL 
calculado 
diferencia 
Urano·ó 

JPL 
calculado 
diferencia 
Neptuno iV 

JPL 
calculado 
diferencia 

PlutÓn e 
JPL 

calculado 
diferencia 

XCUA) 
-0.44447 
-0;44411 
0.00036 

0.99237 
0.99241 
0.00004 

-1. 14123 
-1. 14142 
0.00019 

2.55486 
2.55472 
0.00014 

5.23355 
5.23345 
o. 00010 

15. 0980 
15. 0980 

0.0000 

17. 4648 
17.4648 

0.0000 

-9.0991 
-9.0991 
0.0000 

-•.OC.:..OO 

Tabla 3.2 

YCUA) 
-0.53139 
-0.53163 
0.00024 

-0.15225 
-0.15198 
0.00027 

1. 07522 
1.07507 
0.00015 

3.98913 
3.98921 
0.00008 

6.99445 
6.99447 
0.00002 

-11. 8625 
-11.8624 

0.0001 

-22.5459 
-22.5459 

0.0000 

-28.2578 
-28.2578 

0.0000 

..... '• 

. o". ......... . 

x<UA:>. 

ZCUA) 
-o. 2'1093 
-o. 21107 
0.00014 

-o. 06601 
-0.06589 

0.00012 

0.52402 
0.52396 
0.00006 

1.64763 
1.64767 
0.00004 

2.66382 
2.66383 
o. 00001 

-5.4091 
-5.4091 
0.0000 

-9.6629 
-9.6629 

º·ºººº 

-6.0750 
-6.0750 
0.0000 

•.om:+oO 

"'"·•.1.1 aru•ia y - "par• I•• ''ªY..:'Ol'la.a 
d9 1- Plan.La• lril1H1or .. dUl'a.n\.e W'I 
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3. 2) PERIODOS 

Con el pr op6si to de analizar el compor tami en to peri 6di co del 

sislema planetario y asf poder verificar el método de integración que 

utilizamos, determinamos las energías potenciales relativas entre cada 

uno de los miembros del sislema solar como función del liempo, y luego 

delerminamos los periodos a través del método de lransformada de 

Fourier y para un mejor refinamiento en el periodo empleamos el mélodo 

de- nú ni mes cuadrad os. 

El mélodo de lransformada de Fourier FCv) de una función fCt) 

eslá definida como 
+00 

FCv) - J f(l)eL 2rrvt dl; 
-oo 

esla definición nos dice que la transformada de Fourier es una 

transf'ormación de f(t) en FCv), es decir, en una función que dependa 

de la frecuencia v en vez de la función que dependa del liempo t. En 

nuestro caso disponemos de un conjunto de dalos que eslán igualmente 

espaciados en el tiempo Cen 10 d!as); enlences, utilizamos la 

transformada de Fourier discrela FNCv), la cual eslá definida como 
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. . 
-----'~-~.:._~-~"'-~-No'°c __ c~c~--~~ _,e_,,,:___ o_-~~----~ 

F~Cv)~.E ['. fft.~)~3e.n~:" . __ 
't• T; _-;.-.,t~~~-,,:.~· - ;:','.~ ·. -\;'-~-~· -.-.,:>~ '.' 

Se examina · 1 a ~~EEt~~J~~~j~~~~~~~~;~~-]~~\'.:K~:~SE~~~:~r.-~~a;f~ff ~~ ~) l 2 _ · 

con el fin de poder deternuna¡-:~ '.cor¡'· f'.acilitjatj:_,'•las· .:frecuencias 
.,, > ,, . :·-, ;-;'-

car acler ! sli cas en los 'da,tC.5:.,iEs i~uy,cimpoft:a~le' i.Jt:Írrfar la ventana 

especlral 6Cv) que es c:lbl~nlda ~'C>rno úl'I~ h.1néióri de .v y los liempos de .. ·. : - ·- '··' 

observación y que eslá definida como 

N 

6N(v) = ¿- ei2rrvlK; 

K=i 

y que nos permite delerminar con mayor rapidéz y mejor precisión las 

frecuencias represenlalivas, eslo es, aquellas frecuencias cuyas 

amplitudes al cuadrado sean mayores. Para determinar la transformada 

de Fourier discreta ulilizamos un programa en Fortran y esencialmenl., 

es el sigui en le: 

Los dalos eslán almacenados en arreglos. FCI) conliene la energía 

potencial relativa enlre dos miembros del sistema solar y TCI), el 

liempo, ambos, de la i-ésima observación. Tenemos N observaciones. Es 

necesario escoger Ct) un intervalo de frecuencia DF, y Ctt) el indice 

de frecuencia alla CKH) y baja CKL), as! que la transformada se 

calcula para toda frecuencia de v = KL*DF a v = KH*DF, donde KL Y KH 

son enteros C en nuestro caso KL=O y KH=80). La parle real de FNCv) es 

almacenada en FRCK), donde v K*DF, la parle imaginaria en FICK), y 

la amplilud al cuadrado en FFCK) Cnosolros la normalizamos al 

dividirla es la por N2
). La parle real de la venlana es DCK), la parle 

imaginaria es GCK) y la amplilud al cuadrado Cya normalizada) es 

GGCK). PI liene el valor rr. El programa básico es el siguienle: 

DO 1 K= KL,KH 
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F'RCK) O 

F'ICK) O 

!XK) O 

GCK) O 

A1., 2. *PI *K*DF' 

0021=1,N 

A = AH•TCI) 

C COSCA) 

S SIN CA) 

F'RCK) F'RCK) + F'Cl)*C 

F'I C K) F'IC K) + F'C D *S 

!XK) DCK) + C 

GCK) GCY.) + S 

2 CONTINUE 

FF'CK) 

GG(K) 

CF'RCK)*F'RCK) + F'ICK)*F'ICK))/N*N 

C IX f:) JE!X K) +GC K) *Ge K)) rN*N 

1 CONTINUE. 

- - -- -· - - --· _ _.:....,_ "' ' 

Con eslos mélodos fué posible reproducir los periodos orbi la! y 

sinódico de los planelas que damos en la labla 3. 3. En la primera 

columna indica las parejas de cuerpos, donde el cero indica el sol y 

del uno al ocho sucesivamente los planelas desde Mercurio a Neptuno; 

en la segunda columna se dan los coeficienles de correlación múlliple 

R
2 

que nos mueslran el comporlamiento estadislico c¡e los valores de 

una de las parejas: a medida que R2 liende a uno el periodo es más 

comfiable; en la lercera y cuarla columna eslán los periodos oblenidos 

por medio del análisis de las energías polenciales relalivas y los 

periodos que se obluvieron por medio de las ecuaciones C1.25) y C1.26) 

respectivamenle dados en a~os. 
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Tabla 3.3 

1 2 --c~3 --- ---4 1 2 3 4 

cuerpos cR2 T Cal"ios) T Cal"ios) cuerpos Rz T Cal"ios) fcai'fosY 
r o r o 

01 0.0580 0.24085 0.24085 26 0.6590 0.62821 0.62833 
02 0.9997 o. 61519 o. 61521 27 0.3877 0.61974 0.61975 
03 0.9997 1.00004 1.00004 28 0.8945 o. 61 751 0.61752 
04 0.9913 1.88095 1.88089 34 0.6535 2.13549 2.13540 
05 0.9975 11.86333 11.86223 35 0.9119 1.09209 1. 09211 
06 0.9066 29.44348 29. 45772 36 0.7914 l. 03519 1. 03518 
07 0.9976 83.93345 84. 01331 37 0.5497 1. 01211 l. 01209 
08 0.9994 164.83499 164.79345 38 0.9463 1. 00615 1. 00615 
12 o. 7101 0.39580 0.39580 45 0.9348 2.23503 2.23533 
13 0.8292 0.31726 0.31726 46 0.8220 2.00933 2.00918 
14 0.7066 0.27622 0.27622 47 0.6384 l. 92411 1.92396 
15 0.7284 0.24584 0.24584 48 0.9645 1.90265 1.91630 
16 0.4611 0.24283 0.24284 56 0.8064 19.82556 19. 85932 
17 o. 1441 0.24154 0.24120 57 0.8911 13.82643 13.81248 
18 0.8176 0.24123 0.24120 58 0.9810 12.78530 12. 78233 
23 0.6602 1.59870 1.59870 67 0.8499 45.48778 45.36361 
24 0.7919 0.91423 0.91425 68 0.9375 35.83651 35.86955 
26 0.8610 0.64918 0.64886 

Ulilizando las mismas lécnicas, obluvimos olro periodo llamado de 

"evenlos" Ces el inlervalo de liempo que lranscurre enlre dos 

configuraciones similares de dos planelas respeclo a un observador 

exlerno fijo) dado en la labla 3.4, en la úllima columna los dalos 

fueron de FloresC1987). 

Tabla 3.4 

cuerpos Rz T Caflos) T Caflos) 
r o 

13 0.8321 0.96966 0.95178 
14 0.7935 1.89344 -------
16 0.7543 14.44822 -------
16 0.9729 29.75464 -------
17 84.30027 -------
23 0.9997 7.98612 7.99360 
24 0.9998 32.65639 -------
26 0.4510 14.85975 -------
26 0.9992 29.22965 -------
27 83.67066 -------
34 0.9980 15.78182 14. 94778 
35 0.6061 11.86192 12. 01321 
36 0.9992 29.47670 --------
37 84.02648 --------
46 0.9461 11.86680 --------
46 0.9895 29.28246 --------
47 84.65620 --------
56 59.61800 --------
57 82.84918 --------
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En las sigui en les figuras Cfig. 3. 2; 1 ·a 3. 2. 37) se 
._- - -

mueslran ·las 

energlas polenciales 
... :· ..... ; ', . · •. ·•. 8!5;. '. ; 

relalivas Cen t.ini:dades: de 1. 592X10: erg;) 

f"iguras 3. 2.11-:3. 2.12, 
'.• _ ... ·-: ·:,'.'.>:.:\··, '. ;-; 

3. 2.17-3.~2; 19,;. 3; 2. 23"-3, 2. 25, 3.,2. 28-;:3. 2 .. • 29 • 
. . , ' . 

3.2~31, y 3.2.33-3.2.34 observamos que para un número delerminadó de 

periodos sinódicos, t-enemos un periodo de "event-os"; por ejemplo 

Mercurio para t-res periodos sinódicos nos da un periodo de "evenlos" 

de 0.97afíos aproYimadamenle, Venus para 6 periodos sinódicos da uno de 

"evenlos" de 7. 99 afies aproximadamenle, Mar le para 7 periodos 

sinódicos le corresponde uno de "evenlos", ele .. 
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3.3) ENERGIAS 

En las figuras 3.3.1 Y 3.3.2 se mueslran las gráficas de energía 

polencial y cinélica respeclivamente, de los planelas y el sol para un 

liempo de 6000 días C16. 4 arios aproximadamente), en ella observamos su 

variación periódica cuyo máximo a núnimo Cpara esle inlervalo de 

liempo) se muestran en la tabla 3.5. Podemos notar que la variación de 

la energia del sol puede relacionarse con Júpiter y Saturno. 
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Engrg(a 

cuerpo 

Plut.6n 
Mart.e 
Mercurio 
Hept.uno 
Urano 
Tierra 
Venus 
Sal.urno 
Júpi t.er 
Sol 

o 2 4 6 
Tiempo l1to'dia1l 

r19.s.1.1 •flf1c• - -gl• """"'••c .. uJ - l.l~.o 

pot.cmcia.l 

m(nima 

-0.0006 
-o. 4126 
-0.9628 
-3.0686 
-4.2100 
-6. 4677 
-6.0135 

-56. 0138 
-340.6517 
-415. 6223 

¡pal'I a- ph.,..\.&• 'I •l 56.1 .....-.nl• 
0000 .,_ 

t.abla 

c10 .. º ergs.) 

m6.Xima AE 

-0.0003 0.0002 
-o. 3419 0.0706 
-0.6277 0.3261 
-3.0167 0.0629 
-3.8287 0.3813 
-5.2780 0.1797 
-5.9321 0.0814 

-60.1442 5.8696 
-308.8028 31.7489 
-378.1381 37.4842 
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3.6 

Energca ci n&ti ca ( 1 o .. 0 er·g6.) 

mlnima m6.Xima AE 

o. 0001 0.0003 0.0002 
0.1649 0.2266 0.0706 
0.24Q3 0.6743 0.3260 
1.4880 1.5504 0.0624 
1.8225 2.2122 0.3897 
2.5943 2.7739 0.1796 
2. 9464 3.0267 0.0813 

23. 7324 29.5622 5.8298 
146. 9414 178. 7651 31.8237 
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En la misma t..abl a, podemos ver que los pl anet..as y el sol se 

encuent..ran en orden decrecienle para la energía polencial de cada -uno-

de ellos y en orden crecient..e para la energía cinét..ica de cada uno de 

ellos, se observa que ambas energías son del mismo orden. Se observa 

que la dist..ribuci6n de los planela en t..érminos de la energía no 

corresponde direclament..e a su dislribuci6n espacial, ya que las masas 

y velocidades influyen en su valor; el orden en que se encuenlran los 

planelas respeclo a la energía polencial de cada uno de ellos es el 

mismo para la energía cinélica. Calculamos la energía polencial t..ot..al 

del sist..ema Cfig.3.3.3) y la comparamos con la energía cinélica lolal 

del sislema Cfig.3.3.4), enconlramos que el t..eor ema Vi r i al se 

sat..isface, i.e. 1/2 energía pot..encial lot..al e~ -1Q8.46QX1o40ergs.) 

menos la e1~erg!a cinét..ica del sist..ema e~ 198. Q74X1040ergs.). Ot..ra 

forma de verificar el t..eorerna es graficar un. medio de la energ.!.a 

polencial t..olal del sislerna conlra la energ.!.a cinélica t..olal del 

sist..erna (ver fig.3.3.6) y observarnos que la relación es una rect..a cuya 

pendient..e es menos uno, lo que nos implica que se cumple el t..eorema 

virial. En la figura 3.3.6 se mueslra el comporlarnienlo de la energía 

lolal del sislerna solar con respect..o al liempo, duranle un t..iernpo 

cercano a dos siglos. 
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3.4) POTENCIAL 

Con el propósito de estudiar el comportamier1to radial del 

potencial heliocéntrico en el sistema planetario, variamos la posición 

de un punt.o prueba, a lo largo de una linea radial al sol que pasa 

cerca de algún planeta C la distancia inicial es de 50 UA del sol). 

Las posiciones elegidas corresponden a la misma !'echa qL1e lomamos 

como punlo de partida para el cálculo numérico C9 de f'ebrero de 1988)¡ 

graf'icamos las posiciones para est.a !'echa en el plano xy Cf'ig.3.4.1), 

transf'ormamos las posiciones en coordenadas esf'éricas Cver labla 3.6). 

Tabla 3.6 

Planeta coordenadas cartesianas coordenadas esfericas 

xCUA) yCUA) zCUA) rCUA) ec grado) .pe grado) 
Mercurio -0.21069 o. 21391 0.13612 0.32966 65. 6126 134.5650 
venus 0.35180 0.58270 0.23986 0.72168 70. 5881 58.9793 
Tierra -0.75144 0.58640 0.25425 0.98649 75.0645 142.. 0328 
Marte -1.03226 -1.06666 -0.46125 1. 55430 107.2629 226.9360 
Júpi t.er 4.05669 2.66656 1. 04417 4.96556 77.8611 33.3186 
Saturno -0.80035 -9. 26311 -3. 79112 10.04083 112.1833 266.0618 
Urano -0.78066 -17.62816 -7.70963 19.25612 113. 6012 267.4647 
Neptuno 4.27232 -27.65728 -11.42666 30.22824 112. 2106 278.7913 
Pl ut.6n -21.58695 -20.35554 0.15245 29.67100 89.7056 223.3183 
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.. ¡ 

En la figura 3.4.1 se observa que si hacemos pasar radialmenle la 

parlicula cerca de Salurno, en esla fecha parlicular, esla pasará 

lambién cerca de Nepluno, Urano y Marle; donde el s1mbolo x indica que 

e10lá por encill\ól d9l plano CM9rcurio, Venus, Tierra, Júpi ler y Pl ul6n) y 

el circulo lleno nos indi,.~;3 ~~:":~.l~ ~~0:0.,~~:ajol Y~':,l plano 

Salurno, Urano y Nepluno). 
de los plan•las pa.ra el 

dla 0/feb.""1099. 

;~~J._t...,. 

--~~--:';:----+----..,...----Me~;:;;~ 1 Venus 
-20 -10 

. 
PJut.ón 

Harte • 

Sat.Urno • 

-10 

Orario • 

-20 

XCU.Q 

•Nept.uno 

CMarle, 

Para delerminar la posición del punlo prueba a lo largo de la 

11nea radial al Sol, hicimos lo siguienle: 

F'ig. 3. 4. 2 
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... 
1 .¡ 

y 

Observando la figura 3.4.2 tenemos que 

sabemos 

RP ;,; -e x2--+ 0-2-- 4- 51./2-
p YP + zP 

xP RPsenCep)cos(~p) 

yP RPsenCeP)sen(~p) 

z RPcosCeP) 
p 

} .. 

................. 

---
ver figura 3.4.3 --(.t._r,:)...,: 

1 
1 
1 

~'I·: 
' 1 

1 
1 

-"""~~~~-+'~~~-r~~~~· 

" 
F'ig 3.4.3 • Coordenadas polares esférica~ 

queremos conocer el valor de eP y ~P a través de C•), tenemos 

cos -1. [ :: ] 
-1. [ yp ] ~P = tan xP 

para calcular el ángulo CD Cver figura 3.4.4) 

F'ig.3.4.4 
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despejando 

observando la figura 3. 4:4; t.enem~s 

si suponemos 

e 
I' 

r/>c -= ti>., 

CD 

ent.onces podemos det.erminar la posición del punt.o prueba en el sist.ema 

de referencia heliocént.rico. 

Como queremos est.udiar el comport.amient.o radial del pot.encial 

heliocént.rico en el sist.ema solar, las coordenadas polares esféricas 

son las que mejor se ajust.an a nuest.ra necesidad; hacemos que una 

part.icula prueba que se mueve radialment.e respect.o al Sol pase cerca 

del planet.a de modo que penet.re su esfera de acción Cver Apendice B). 

Para hacer est.o, concideramos tpc=rJ¡I' y que el valor de ec est.é cerca 

del valor de el'. Calculamos el pot.encial heliocént.rico en el sist.ema 

solar como función de la dist.ancia para el dia 9 de febrero de 1988. 

En las figuras 3.4.5 a 3.4.8 el punt.o prueba t.iene como 

coordenadas ec = 117~ rpc = 265cy Re de 50 AU a 0.1 AU. 

En la figura 3.4.5 most.ramos el pot.encial t.ot.al del sist.ema solar 

Crespect.o al sist.ema heliocént.rico) y en la figura 3.4.6 el pot.encial 

heliocént.rico de cada uno de sus miembros CSol y planet.a), vemos 

el arament.e que el pot.enci al domi nant.e es el del Sol y los demás 

pot.enciales est.án cont.enidos en la franja rnuy delgada que se muest.ra. 

Ahora describiremos algunos det.alles de la franja delgada,en la figura 

3. 4. 7 observamos varios minimos que represent.an pozos de pot.encial, 

cuya ubicación corresponde a algún planet.a, el más profundo 

corresponde a Sat.urno, el segundo a Urano y el· t.ercero a Nept.uno; una 
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ampliación de est.a figura es .la. 3. 4.13.)'~~n~-~~-él~.s~ puede observar que 

exist.e ot.ro pozo de pot.encial y est.eo::o~responde a Mart.e. En la figura 

3.4.9 se observa el pot.encial de Júpit.er cuando el punt.o prueba t.iene 

como coordenadas ec ad', o ... . ... 
.pe = 33 y Re.· y sé ve un pozo de pot.encial, 

lo que indica que la cont.r i bue i ón de los demás planet.a es 

despreciable. La figura 3.4.10 se muest.ra el pot.encial cuando el punt.o 

prueba t.iene coordenadas ec = 90~ .pe= 223°y Re Cest.as coordenadas se 

eligieron de modo que la part.icula prueba penet.re la esfera de acción 

de Plut.ón) y en ella se observan dos pozos de pot.encial de los cuales 

el más profundo corresponde a Sat.urno y el segundo a Urano; una 

ampliación de est.a figura est.a es la 3.4.11 y se ve clarament.e de q~e 

exist.e et.ro pozo de pot.encial que corresponde a Plut.ón. 
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F'ig.3.4.11 

3.6) RADIO DE ACCION 

D. •.DDE+ol UA 

F'ig.3.4.10 

Dada la posición de algún objet.o en el sist.ema planet.ario es 

int.eresant.e conocer la int.eracción que posee con cada uno de sus 

miembros es decir, qué t.an import.ant.e es la acción de uno de los 

miembros del sist.ema solar respect.o de et.ro. 

Deseamos conocer el radio para el cual la acción del planeta es 

comparable a la acción del sol Cradio de acción), la expresión 

CApendice 8) que nos permit.e evaluarlo es la siguient.e: 
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l/5 

-~~"-GH rp • 

donde RA es el radio de acción, rP es el radio orbit.al del planet.a;_ m-'-

y M son las masas del planet.a y el Sol respect.ivament.e. 

Para t.ener idéa del t.ama~o de cada uno de los radios de acción, 

obt.endremos la razón del radio orbi t.al de un sat.éli t.e respect.o del 

radio de acción del planet.a correspondient.e, en la t.abla 3. 7 se 

muest.ran sus valores. Como se plJede observar los sat.élit.es eslán 

conlenidos en la esfera de acción del planela al que se asocian. 

Tabla 3.7 

Sal'l i Les Radio or bi Lal Razón de radios 
109 km 

Tierra 
Luna 384.4 0.4156 
Marte 
F'obos 9.4 0.0624 
Deimos 23.5 0.0406 
Jupit.er 
1979 J3 126 0.0026 
Io 422 0.0088 
Europa 671 o. 0140 
Gancmides 1071 0.0223 
Calildo 1884 0.0392 
Sinope 23670 o. 4921 
Saturno 
s 15 136 0.0025 
Dion<> 377 0.0069 
Rea 527 0.0096 
Til.s.n 1222 0.0224 
Japelo 3662 0.0662 
F'ebe 12960 0.2374 
Urano 
Miranda 130 0.0025 
Ar-iel 191 0.0037 
Umbriel 266 o. 0051 
Tilania 436 0.0084 
Oberón 583 0.0112 
Nept.lmo 
Tritón 366 o. 0041 
Nereida 5567 o. 0641 
Plut.on 
Caronle 19 0.0059 
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3.6) ENERGIA POTENCIAL MAS ENERGIA CINETICA AZIMUTAL 

En la figura 3.6.1 mostramos la gráfica de la energía 

potencial más energia cinética en l~ direcci6n azimutal contra 

distancia heliocéntrica de cada planeta, en ellá observamos la 

distribuci6n espacial de esta energia que indican los limites del pozo 

potencial correspondiente a cada uno, de ellos. La suma de la energia 

potencial y de la energía cinética azimutal se le conoce como energía 

potencial efectiva Ver. En la figura 3.6.2 se muestra la naturaleza de 

este pozo de potencial como resultado de la sum:i. de la energia 

potencial del Sol más la energia cinética azimutal de un planeta, 

también se muestra los puntos de retornos Cri y r 
2
). Del iritervalo 

integrado, hemos obtenido el valor minimo y máximo de la distancia 

orbital de cada planeta Cperihelio y afelio) tabla 3.8. 

t-ktrcurto 
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potencial 

Fig~3.6.2 Energía potencial efectiva para una fuerza 

de.atracción que varia con el inverso de 

cuadrado .de la distancia. 

RADIO ORBITAL DE LOS PLANETAS 

Planeta núnimo máximo 
CU/0 CUA:> 

Mercurio o. 30768 0.46368 
Venus 0.71842 0.72824 
Tierra 0.98340 1.01667 
Marte 1. 38120 1.66603 
Júpi t.er 4.94839 6.46660 
Sat.urno 9.01488 10.0666 
Urano 18. 7238 20.0988 
Nepluno 29. 8236 30.2282 

Pl ut.ón -----r- 49.3203 

Para Plut.ón no fué posible det.erminar sus dist.ancias mínimas 

respecto al Sol, dado que los dat.os de posición que obt.uvimos son para 

un tiempo menor al periodo orbital de él. 
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CONCLUSJ ONES . 
------------=------ _-_-_-

En el - 'es\X1cffo ;~e~. {i.".:a.i"r~lsmica·";•deT .~s:rd.e~a ' plahet'.ari6; 
,., ,~, .-,;~--': - ~~-~' ._,__, - j ~,'. _:_ \ ·< ,':_"'-~:-~ . . ' 

posiciones real es 'de J:CiS.J¡:ilá:r;>e(as're¡)rese!"l\.3.n,uria~ p3.r l"e' muy 1-rnp¿,r Únte . 

par a el ~s~Jdi~~ ~~;•su .-,:~~;?L~';J.;{6 :n~~·~r,an~~~ {;.;t~rJ°1i;;:;i .de · t,iemp0 

Cmillones de af;os), a:u~~ue. en. Ta .;ctu~úci<l.d ··~~-. :¡rP.J.-a;·~ -~i/~~~ntes 
l éc ni c as de in L egrC.~¡ ¿~·.:{~J~é~ {¿~ a .l as ~¿~a._' •. f_r_.6_._'r ... ·_,_'..e_'~i_•_:_>_:_· .•.• _\_._._ci __ ·.' __ ._e_,·_·.·_::1~---~_·_ .. •_:_._;.,_'.,:.·_f_.-_.nJ··.~n_-__ t_ o no 

. . .... .,:·'<.";'·_-.~--_: __ ·:·,: ->::::: : -·'.~;_::·_·_ - - -

puede a segur ar se. que 1 as.posi ci o~es, :yi~·te~~cf ¡:y·~-~~~J~~{#W~z;~~~-~-~~E>spués 
de algunos mi 11 ones, ;de . ái1~s corr espo~d.~~;~·;i:,1ct'~~~p~~~;~%~~i¡·;real;}ebi do 

pd ne::~:::• q:.fo::,::~~:¡:.}di~i:i~f ;¡~~iJ,i~~~~!,~litÜ y 

:::::::~::~::1:.:~~:::~,'ii~~~¡~~iJjlllJl~l~f ¡,~·1t::~::~ 
. ' --~~"'·:' '-· :...;:_;: 

por expansión en serie de Tayfor. para ;resb"1vér ·:i:a~ ecuaciones de 

movimienlo del problema de N cuerpos, nos da· una evaluación más 

direcla. Por ejemplo el mélodo de Gauss-Jackson por si mismo no es 

eficienle a menos que tenga de entrada otro método de inlegración 

numérica, enlol"lces, depe!)diel"ldo del método de integración será más ó 

menos eficienle. p;;rc.. re;;olver· este problema. Con respeclo a lo:: 

mélodos tipo Runge-1'.utla el elegir el orde!"l adecuada implica la. 

eficiencia del mélodo e!"l resolver el problema; caso conlrario del que 

ocurre en el mélodo serie de Taylor, ya que en el consideras hasta que 

orden de la serie quiere uno llegar para tener mejor precisión. 

Los cálculos oble!"lidos en un inlervalo de liempo cercano a dos 

siglos en el sistema heliocénlrico, dieron aproximaciones de milésimas 

en las posiciones de Venus, Tierra y Marte, y diezmilésimas para los 

planelas exleriores. 
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Los cál.culos O:Oblenl.dos con.las expansiones de .orden sép\.imo y 

ocfavc:rº-r1e.c, .. -.. n.·~ .. ~·c.·1t.'.••ª·~·····°'d:~é:~c··~1;m~1~.'-.":* .. ~r·.•.:.·1rmf .•. te:~.·ºr,.:ª• .•. t.• •. ·.·.ib·.c"_-.·.:_v1'.·-.·.ª .. rm.r_·eª{t.~i":P;ie~"=~-~.!.eL~l1c;il~~~tI:L:![:~~4~"-~ 
aparece _ , . . . . . . _ ·d_ .. es~.uéstA~·'°l?·,7¡.·~~~~·.dE--•1nkeg'.:ªc,16[1 .. ~;;~); ·· .. ~ . . ~: :~ ~·- -,~ !'.;:-: -

Es. i:#~fd'nt~b .riol:~t .tj~~·)á: ~c;ci~ri •de1.· s6i.ciom1~~·:/.;(;~}i:hma· 2? ' 
--·''·,!-• <•,'-~:•:.o ' • '' • • ' ' '• '- .:::..-.::--;~ -·~' ;,•• ",-\>: ',_-_;~ ~ .;:~~- :_,;:'~'.:;~: .. ···~'.;:~·.:·L: ;~ ~:--

pl anet.ari 'o ~un~~~·~~· la ' ._;¡c;{~ci.3.d .·de '<>.~¿¡¿-¡;: pia~~t'a\ ;'' J$r• deci rf•"' .;;,r1 · i1 

inlerior.de su ~sfe'.sra de influencia •. l~·acd6~ is,~1a~o;~¡~t¡;_·~i~· 
del SÓl. 
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APENDICE A 

SISTEMA DE COORDENADAS 

un conjunlo de 

A.1) SISTE4J:iE COO~[)EfÜJ)AS _CUP.VILINEAS 

Par,a desErl}>Ié1i~~.:.nlovinuenlo de 

inlerac~Úa~i·~l.'oG~'~iv~d-:ir debe_ definir un sislema de 
.. ,: .' .. ): ,";·;. - ;;-:::~: -'.<~; :. :~·~·~'.~.--.-~;;,;('. 

par-liculas 

referencia. 

general,;~~pt'd~fuq~~;'def'.i.rÚ.r ·'•un.sislema de.· COC)rd,e11adas cürvilineas, 

r~rici6n<ia:iF;:i~~· s~t1H~~ ;i~?. puede · ~n"áfrzaX movimienlo de_ 
.,,~, '.>«': ;:-:° ; .; 

que. 

En 

en 

una 

parlic~Í~; • Las c~ordena~a~ n\ás .'tl~ii~z~das son las coordenadas 

car t'esi anas., polares y -se utilizaban las 

coordenadas cilindricas eliplicas: 

Consideremos las coordeirlada.s _ reclangul ares C:-:,y,:z) y las 

curvilineas Cq
1
,q2,q

9
). Las ecuaciones de lransformaci6n entre ellas 

son de la forma siguienle. 

De curvilir.eas a carlesianas: 

X >:C ql. q2' qg) 

) y yC q,' q2' qa) 

z zC q,' q2' qa) 

De carlesianas a curvilíneas: 

q 1 Cx,y,z) 1 
q C:-:,y,z) 

J 

CA.1) 

CA. 2) 

Dado un punlo P de coordenadas reclarigul-ares ex.y,:::) se le 

asocia, según la lransformaci6n CA. 2), un conjunlo único de números 

Cq
1
,q

2
,q

9
) que llamaremos coordenadas curvilíneas de P. 

En las coordenadas cartesianas lratamos con tres familias de 

planos mutuamente perpendiculares: 
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; : ~~~:~=~~= ·1·· - .. e 

z = constante .' 
.=Ó-=---_co_c=o~O'--==-°;-=-=-~-:-7':-"r;-c=-=--o-y~~~~-::::=-:'~~-~-~ =--'"'=~, ~-:- :...C-=-~ -==-:--'¡-_ _:, ___ --=--==-- --=;--.'.=. '===--="=-=---=-=---=- "-- -o,-o 

CA. 3) 

¡_.__'. ~ -:·:·>-: -~--~""-.~--: ~~ ->-.~ -\::--. 
Imagirlemos'qui sc)breponemos en ~eile sfslema otras - tres farhl fi as 

de 
; .-'· - --:. ::-,." '· ·. -,-:~·:"' ..... :·. ' ·r ··: ·:- _-

super qci es~ cooJ:_deriadas, d~fini~~~ como: 

. ~~: . :~~:~~:~~ 1~ .. 
- __ - ·. ·, . - - ·,,·:_ .·. ·:: ,_.:, .. ,.: '. .: : -- -

La intersecci6n, de :cada _pa:r de est:as sÚperri,cies de1'ine11 las :lineas 
-···· . ~-- -- ~-- ~.;:. - .c.-·-'-~--··--- .. -· ... - -- . __ , 

CÁ. 4) 

coordenadas ·_- correspondiente~, ( fA.g;,{~~:1\/'.{~i.'l~~sG¡:;erf i 0

ci es cOor0denad~s 

se cortan en ú.gul:is recto~\ ~-r~i~le~~ c~rvÜi~eo e~ o;togonal. Las 

lineas c'?ord~na¿¡~s.·~i.':q~/;, q~ •de S~ ·sisJe~~~¿¡;~,nYn~oxs~n ~náioga~ ª 
. ' . - . . . . . - . ' . -

los ejes coordenado~ x,y, z' de Un sistema rectangular. 

Fig.1.1 

En el caso más general, en cada punto P de un sistema de 

coordenadas curvilíneas se pueden definir dos; sislemas de veclores; 

unitarios Cfig. 1. 2): 

uní tarios tangente.s 

segundo es el conjunto 

el primer conjunto es el de los vectqres 

a las superficies 

de vectores normales unitarios 

y 

" ,e 
Q 

9 

el 

a 

estas mismas superficies. Ambas ternas s6lo coincidirán en el caso de 

que el sistema de coordenadas curvilíneas sea ortogonal y derecho, y 

cada terna juega el mismo papel que los vectores unitarios f,J,K del 
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sí stema de -coor-denadas reclangul ares, con la única diferencia de que 

aquéllos_ puéden cambiar dé dirécci6n y sentido de un punto a otro. 

fig.1.2 

De acuerdo a lo anterior tenemos 

e1)t.onces 

Con: 

"' e 

V i 1,2,3. 

Q_ 

' 

(sistema ortogonal) CA. 5) 

CA. 6) 

(.6 .. 7) 

CA. 8) 

CA. 9) 

CA.10) 

CA. 11) 

donde r es el vector de posi ci_6n ' y las - h • h y h se les conoce 
qi q2 q9 
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como factores de ·escala ócoeficientes métricCs, pues los coef,ii3:ienle$ · 

diferencial&s : dq ,, dq , dq deben multripHcarse por ellos 
:· :-cc---=--=-.==;-----=--==~---~----;~-_:_,--~'=oo---1_.__,_,=-_:__'.-..;__==,2-· ______:;-.=:_:__-~-'-'=.--:__·_=--=-=-==--=-·=-==---=;:-~==-"=--'---'=- _'._ _ _'._...=~i_~.::_ __ _:_ec_--==--~--· -_:_:..:-=-=---'---=--~-"-'=---=="-~-'-

res pec UVamel"l(E;i:~pai""a~~Oble,;n~r ;lC,ngil.udé!; de arco; Los .'factores de 
• • • • • 1 • • 

__ ( _ _ /_;_ 

es cal a . cl~p~r>2;,,;;~. ¿;; .. ·· i as' .. coordenadas y tienen 
·,_,;.·c,':,.-

prodt..ktÓ '¿~~ -¡~·~, • cb6rd;;,nadas 
7- -··-·~_:: .~ \- i;~-~~~;. 

demost raci. 6n: 

pero 

,... 
e 

q. 
_\,..-

diferenciales 

(l) 

dlmehs i. Ón: 

tienen 

(A. 12) 

utilizando las ecuaciones CA. 8) y no en la ecuación Cl), ,llegamos 

enlences 

A.2) SISTEMA DE CORDENADAS POLARES 

Como aplicación de lo anterior, calcularemos las ecu.;.ciones para 

la posición, velocidad y aceleración de un punto referido al sistema 

de coordenadas polares. 

Las ecuaciones de transformación son 
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X 

(A. l $) 

.las 

Ahora de este sislema. 

(A.8), obtenemos 

en forma 

CA.16) 
.'.cose 

,__J enlences, la matriz de tr anfor maci ón del sistema coordenado 

cartesiano al sistema de coordenadas polares es: 

A 
[

cose 

-sene 

sene ] 

cose 

y la matriz transpuesta AL nos dar~ la transformación del sistema de 

coordenadas polares al sistema coordenado cartesiano. 
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A con ti nuací6ry demostraremos que.: es'· un 'si s,tema or t.ogonal 

í'.+ cose '.J) 

haciendo el des ar r.ol ró:a~gebr:á,ic:o,'.Jll,.egam!'.'s ·• 
~- --·- ·~~ _C~: __ -~-~~:~~~~~~~~~~(~:~ ·~1~;~~; ~'- ~~-·- ___ _ 

.· r = ~p~' ..... ··~:::P :i;;'~;", ... •.%i., ... ~··~·· .. >,,"~ .. • 

est,.. es el radio vecto/ ~~· el''sist~iná:.de coordenadas polares. 
: "-'~·''" 

(A. 16) 

Derivando la ecuación CA.15:?:e:o·~ réspE;.;tc:> al tiempo, tenemos 
.. 

r = cixose - pesenS)f + Cf,sene + pe~os8)J CA. 19) 

sabemos 

CA. 20) 

aplicando las ecuaciones Cl.16) y C1 .'19) en'..esla· ecuación, llegamos 

r = ~p + pe~e 

este es el vector de velocidad en el sistema de coordenadas polares. 

Con la misma técnica, encontramos la expresión para la aceleración 

en el sisten~ de coordenadas polares y esta es 

CA. 22) 

o bién, como 
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(A. 23) 

Esle sistema d"; ~oordená.doi.s esi el adecuad~~p,ara reso!.'.rer ~1 probl"ema · 

····~ de~dos~cu.enpos-.7~. ; ~~ ' >< ~~c-c; .. ~;y~T~º···· .-.+.-~-·-.-~~~r--:c-f:-~;~·~.:;~,:.f'~~-~o=o~~-··~­
··E1·· ·~rftirifa·a~ ~ó~F'a;_;;g·~8~~~~ttJ:;;;~i;-l~21'.i ~1f;;TtC-.a~-;:;~~?~~t;:Dt .;.ci~c ua:do 

para .repres.enl¡.r,? al' si~l~,m~~-é%i~i)it~~Tb;:-:}'.¡as ·r¡=¿~~s- :in' que ~'lcia . 
• i '., ." ·~-.-•.; -~' ·''. ·.; ~ ; ·~- '.;,:<''. ·'>/:: . ,,.;,::·.~' ·:·,~:,' ,;.::.,,.;,- .,.,"':-:<"C'"' - ~- :; '. :·;;_ ! ' • ~- ·,.::.e.- . ., ""-'"· ' . ~<"<';o--.:_, - ., -

pl anela li enei_ dire+E,ritle¿ ::o.ri énta0::.L6ri ,,:_cy: ' que.~~las•.ie:-:P~~;i{ Óne~. ·son 

complicadas y se. difi.culla :'u· manejó. 
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,, 

APENDICE B 
RADlffDE ACCION 

El campo ,de fuer:::a que ejerce el Sol sobre cada uno _de los 

planetas es inuy ;iriteríso :;,.: mayor acercamiento; hay ocasionés;~en .quelos 
'e,-.:• ':~t.' .. 1 

campos de. -. fuer'zas~:•del;:,, ,it~:~: • y. del Sol'-····. :~6~r~i ~-un • cue~~p~; son. 

comparables. en •Tnt'&nsl·~~d;:·es·•po~ .~~loque p~cle~ol::cili1~~·; ~na' esfera 
"•~'-·,,-;; • ,,:~·~'· f:_·, '-'.'; ""- ;·~'<:~;:~.::· ·'-:':'<'.:•' • ,';_'e,,_o ·:= , j -,'- ;. 

de acción .són ;':~'!~~":'.~~.;~)'. §.iii:~.~~-~.ªJ~r;fr~ Lefa,tle~S.:: ~obr·~ '1a· cual ambas 

i nleraccic:ínes· s:M:Yb~IG;~~.- :.::A":'á8rió:ni.la.~i6ñf'8.;.~6r.tb1~;ºi e.1. procedimiento 
- ··\1~:_ ... ·:.;·:'·, :{'.r:··>, ·:,··;[:- ~.-1 :·.--:<i •. i_:.:· .. ·.::; -: ::· ·-··' 

para calcular el ~a:afp de acc16n~·; ';:; ;it'. s 
Para llégar a ello ·~a.·c:~:~~[\g 

sabemos 

donde 
.. 
r .. 
'l 

~- - R . 
J ' 

:/~>:.\, :::::: :·:<>:\':~ ':' 
}. ; ·~- : 

:y 

;c.---,; 

si la ecuación la referimos ~al~:•:cuei-po uno; lenemos 

·~ 
1 

reslando CB. D de CB. 2), óbCéneníos' 
.. _, .. 

... 
r. 
" 

- G 
m 

1 

9 
r . 

1 ' 

r .·+~··-~ _._m_J_·-r.. s.i- - - L- s . "J 
j=2 rtj 

G 

i=2 

m. __ J_ .. 
r 

9 
r 

1 j 

V v J e H - < 0,1 

CB. D 

CB. 2) 

1j 

ya que 
.. 
r. 

L1 
si queremos V j f i , enlences le quitamos todas las 

j =i al último térnúno de 

; 
~- = - G Cm.+ m) 
" 1 

r 

ahora 

la suma·t leniendo 

,, 
s ,, 

n 

+ G\ m 
Li 

.. 
r .. 

'J 

j=2 

... 
r . 

1J 

... 
r. _,_J_· -

s 
r. 
'j 

.. 
r . 

1l 

G 

as! que r 9 = [(r 
'l 1j 

; .) . cr 
1\. 1J 

ulilizando eslas dos últimas ecuaciori.es 

y quilándole el subíndice 1, tenemos 
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n .. 
¿ r 

m. _•_J_ 
J 9 

r 
i=2 1 i 

V jf i 

y sustituyendo en 



.. 
r 

l 
CB. 3) 

_,_ . 
. ".::·~=- t',-,'¡-·º .~~.\' _<1·:·.: .. 

ci.E; .'~6Jfmí~Wt .. ~·~··;1a.. párticula. de masa m 
':~·}{ '}:- ·,. './'. ·:<:;:~, -.-:~:,- '': ·.·' . i 

rel ali ve ~·" , .:,__:,.,;' -:,_L,,, .• ~\;,-;, ,,/~.:. •. \l--~~-~-~: 

En· el• caso de· un 

,_,' -< . .,.-- -~--:~· •• ·> -. ,. ;;];~:.,-,· 

endl1en\r.;;~c~B~.i~.~'·@·~·;_;n1T~~h,l1'.6~1•éi pruJ~a e cometa 
-··,;·.· -- .-:>,.,.···· .. 

ó nave .Co' .. espacial) con respect6 :~<Gi( PJ,'.;:~~t,;.:,"< l~f e~ie~ a dE> fofi uenc.i. a 

esiera de acci 6n) •.. · ei:. si ~n\p~~ '.\:i~.i'frs·J~e.'/f-1áE>':.~~i}é~i'.h.i.{c¿~¿;.;,da ;E>n • el 

dentro ·.de····ra·• ¿u~1··es.·más. conv'enieri¿:'.,:;{ó~~r}~·~~}P~~d~ula pl anela, 

prueba en 6rbila planetocénldca y considerarlo cÓm¿;'P~~tJ;¡;~dd por. el 

Sol. 

El tama~o de una esfera dada puede ser llevado de la siguiente 

consideración. Sea P el planeta, S el Sol y V la partícula prueba 

(figura B.1), tienen masas m, M y m' respectivamente, donde m <.< M 

y m' es despreciable con respecto a ellos. Entonces por la 

ecuación CE. 3), lel)emos l;; ecuación de movimiento de la partícula 

pruebo;. con respecto al Sel y est.;; dada por 

; 
Gm[ 

.. - :: ] r r 
; G CM + m') V p V 

+ 
\' 9 9 

r r 
V VP p 

CB. 4) 

VCm') 

fig.a.1 
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La 

Introduciendo Asi·.•.PP,·· ÁP, Y. Ps a ser definidad como: 

PP 

~ 

r 
As GM~ 

9 
rv 

.. * 
r 

AP 'Gm PV 
9 

r py· 

Ps = -GM e~ -~: ] 
V P 

al pl ane'..a es 

escribir Ta.s· 

CE. 7) 

estas ecuaciones son.lasJuerzas.debidas .. al. Rl.an.et..a.P. o al Sol s .. 

En\.01)ces 

p 
p 

r +.A P 
P\' P .S 
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La ra=ón jP;J"JA
5

I y jP
5

J:'IAPjc da re1;;i)e\.ivamenle el orden de 

de l~ perlurbación del planela ~n la órbila hel1océnlrica de 

dos 

Enlences, 

para jPPI 

pero 

., 

en t. onces 

Para IP
5

j 

{[

X X' 

Gm ·:_·ª. - 9 
r r 

V p ~:rr 



pero 

y sea .u = 

enlences 

y 

·.:\.-.:-:-:<:· 

una. ve= obt.;~i."cias~1alik ~~~~~·_,:¿~L<::..í1.;.m~s .ti:~· rA~one;;. ª i guai amos. y 

Uli l Í zando. la ;;igoui~~\,Eo,e é~p¡-' fa'si6n .··.···.·· . 
• ~-;~~:_-.··. • :¿~-!.._· ,·'.>·.- :.:--

·~2~ <e i +. ~) 2 :..: cy,' ·• .'l' ~) 2;~ ~z'. .. ~ (){ 
- --, ~~ !: - --· -- -

enlences¡ llegamos 

(HJ 
2 

= ~: ~~:;~:::::~:~~= 7 : {1+C1 +2uco~8+~2) 2 (2'}t~co~~) (1 +~ucos e +u
2)J 1 

/2 

-." :·::-.,;'· ;: ; · ·::_'·_·.·::-· 

-~~;i··.'>{: :. ' ' '" ,. ·. . -. . . -~·.'.';\ .. 
Desarrollando en =:serle pb(enci:a ;·;, Tcada •;·t;,iiÍniri;:; · de es la 

ecuación, haci~nd~ un dtjemr ol lo ,;i:;~bi·1T8o:7~i"i~g:1~j~'j'c~~ L< 

de 

si e i:J, entoncES!€-s 

u. (m~M f' 5 

+ ~o( m~M )v5 

+ ... 

si e gcf, enlonoces 

.. u eslá acolada de 
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pero 

[ ·. m".M. ]'
1
. ·'

15
. --- r .. 2 p 

. . . ·,;-·.=_·:y<.:·.·:: .. /·.; ___ ;/:~~:.·: _,- ' ., 

En la siguiente tabla se.da,'éi°.ri~i~ d~ J.a esfera de acción 

cada planeta e.n unidades. ast.ro~ór4c¡~s ~n','ril~Tlo~es de kilómetros. 

;.', '. 
PLANETAS RADIO DE L'AESF:ERA óE:bActroN CRA.) 

AU 

Mercurio 0.000747-

Venus o. 004Ü 0.615 

Tierra 0.00619 0.925 

Marte 0.00387 0.579 

Júpi ler 0.322 48.1 

Saturno 0.365 54 .. 6 

Urano 0.348 52.0 

Neptuno 'é6.9 

Pl ut6n 0.0211 3.2 
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APENDJCE C 

.TABLA C,¡ 

P.ELACI 01; ENTP.E LOS OPEF.AOORES 

E !!. ó,µ .. 
D 

E 
I .. A I .. µ6+!..:5 2 

CI-17) - 1 hD e . 2 

.ó. E:-I 
ó+!..:52 17C I -17) - 1 hD -r µ 2 

e· 

c5 Ev2_E-;-.u2 .·f,.(J+.ó.)-1/2 

2sénhC~hD) .. 2 

17 I-E-1 
t.c r +.ó.) ~ .. 

hD log E l og ,,( I+b.) .. 

µ ~ Eu2 +E-1."2) 
2 

éo~h(~D) 
2 
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ªk 

o 

...., 2 
33 

4 
33 

2 

2 
3 

6 
7 

1 

o 

1 

2 
33 

o 

'c2383• 
- 486 

10077 
-4so2 

733 
-176 

4 
33 

~:~...:· 

·o> 

o 

o 

o 

1833 
- 352~-~·-··· 

o 

3 
22 

.77 
32 

TABLA C.2 

·;1067." ::'26312· - - ~176 ·· 
. ' 54, - _;·.-::: .. 1.701 ', -1 701 

5643 • I1é~:g 
- 686 _- ·-- · 10807 

6240 ··1053 
-1680'1c' -' 2401 

14l 
e-

o 

o 

335763 
- 22296··. 

5445 
-46592 

1771561 
6289920 

68 

18 
7 

32 
105 

·7203 
9152 

1215 1029 
-5632 18304 

729 
-512 

243 
2560 

1029 
-~1408. -

16807 
74880 

o 

o 

11 
270 

l 



A 
J 

o -1/2 

1 -1./12 

1.1 ... 720 

4 -11/1440 

6 -191/60480 

6 191/120960 

7 2497/3628800 

8 -2497/7257600 

g -14797/95800320 

10 14 797 /191600640 

11 924271 57 /261 5348736000 

12 -92427157 /6230697 4 72000 . 

TABLA C.S 

j 

·º 
1 

2 

4 

5 

6 

B 
J 

. l/12 

o 

-1 /240 

o 

31/60480 

o 
-28Q/3628800 

:·o.'·: ., 

a <. :far7Yz~i3Ó~~oo•• 
9/ • ·'..,9j;~~2'é"{;:' <· 
-. ·:.·:-:.:~ ,-;·;..~o··.·.·:"-·,:·:;~ .. ,''";·~~ 

•e 1 o'•···· c:;::§_BQ3~J:i>2615348736000 · 
,.- """.:.:;:;·:::~ _,._.. º">;--~º/i:,'.:·· 

1.1• •• , o·•}/: . ,e. ¿L _,._. 

··.•. 1~/····.···.·· -.... ~263699./6276836966400 
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j 

o 

1 

2 

3 

......, 4 

5 

6 

7 

8 

g 

10 

11 

12 

TABLA C.3 Ccontinua~i6n) 

e 
J 

l/12 

l/12 

19/240 

3/40 

863/12096 

j 

o 

3 .. 

Fj 

1/2 

3/8 

ºe:~iCr;¿ 

275/4032 5 i9osu6o4eo. 

33953/518400 6·"" /~~~7/17280 
;._'._;;-' 

8183/129600 

3250433/53222400 .e 

13695779093/237758976000 10 4777223./17418240 

2224234463/39626496000 11 703604254357/2615348736000 

132282840127/2414168064000 12 10636476381 7, 402361 344000 
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j D. 
J 

o l/12 

1 o 

2 -1/240 

3 -1/240 

4 -221 /60480 

5 _.19/6048 

6 -9829/3628800 

7 -407/172800 

8 -330157/159667200 

g -24 377 /l 3305600 

10 

11 -70074463/47551795200 

12 -1197622087/896690995200 

·• 

o 

2 

3 

4. 

5 

71 

2·· 
J 

-1./2 

..:1/12: 

-1/24 

-'3/160 

-863/6048C• 

-'275/24192 

,, ,· -c33953/3628800 

~467l ./7888480 

-13695779093/2615348736000 

-2224234463/475517952000 
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