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I'la, describiendo orbitas circulares. Los cuerpos
cqnqcidovék*e'n_‘éiqu‘el[L‘iaéympo fueron ordenados de-acuerdo con la distancia
a la Tiebn‘a:‘f"'fla-l.ima,, Mercuric, VenuS'.'VSol‘. Marte, “Jupit "’,. y. Saturne.

- En-el segundo sigleo dela’ era cri £,{an : jELolbmeo de

Alejandria desarrollé la. teor{a’ide <

movimiento

describlan un circulo denominado: eplc
desplazaba en un circulo mayér'.ﬂi a- - Tierra, llamado

deferente. El sistema de referencia queiutilizd  es el sistema de

referencia geocéntrico.

Esta descripecién fué aceptada como cqrfecta hasta que, en el
siglo XVI, el monje polaco Nicolis Copérnico (1473-1543), que buscaba
una solucidn mis simple, propuse que el movimiento de tedeos los
planetas, incluyendo la Tierra, se efectuaba en torno al Sel. La idea
‘no era nueva, habfa sido propuesta por primerarvez por el astréncemo
griego Aristarco en el siglo tercerc antes de Cristo. De acuerdo a
Copérnico, el orden de las &rbitas de los planetas con respecto al Sol
era el siguiente: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter y Saturne, y
la Luna giraba alrededor de la Tierra. Lo que Copérnice propuso
esencialmente fué otro sistema de referencia situado en el Sol.

Basé&ndose en la idea de Copérnico y en las observaciones del

astrénomo Tycho Brahe (1546-1601), el astrénome Johannes Kepler



uno de los focos,

II. El vector posicidén de cualquier plane:ta:‘jc"o

barre dreas iguales en tiempos iguales:

I1I. Los cuadrados de los ~periodos " de 'Vl;‘e\;’olu'cién Qné

’ proporcionales a los cubos:de los semiejes. mayores dé Tios‘v“'

planetas al Sol.

La siguiente etapa en la historia de la astronomia fué una
discusién de la dindmica del movimiento planetaric y un esfuerzo por
determinar la interaccidn responsable de tal movimiento, esto es,
entender porque se mueven los planetas. Es aquf donde Issac Newton
(1642-1727> llevés a cabo la formulaciédn de la ley de gravitacisén
universal, y nos dice:

La fuerza gravitacional con que se atraen mutuamente dos cuerpos
es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente
proporcional al zuadrado de la distancia entre ellos.

De este modo podemos establecer para un sistema de N-cuerpos, un
sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucidén se encuentra
aplicando métodos de integracién numérica, que aproximan la sclucidn
analitica. El primer métodc que se aplicd fué el de Euler, actualmente
existen métodos de mayor eficiencia (e implicitamente contiene una
expansién en serie de Taylor) como: Runge-Kutta, serie de Taylor,
Gauss-Jackson, predictor de Adams, Cowell, etc..

En este trabajo aplicamos el método de integracidn numérica por
expansién en serie de Taylor Corden séptimed a las -ecuaciones de
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movimiento del sistema planetario pa»raidef.‘evr:r‘rﬂr;ar’i-iua_‘s pos'iﬁiones Y
velocidades de los planet'as*en"‘k“keli "sjlstema' héiioic’éh't;:ri;o,kkddrante un
tiempo cercanoc a dos siglros; Y Vdryamn;as el procedimiento ae come Sse
construye el método de integracidén numérica de Gauss-Jackson.

Determinamos el comportamiento de la energfa potencial total de
cada uno de ellos y la energfa cinética total de cada unc de los
miembros del sistema planetario y determinamos las energfas relativas
entre ellos; como una consecuencia del andlisis de sus variaciones
periddicas es posible repreducir, mediante técnicas de transfeormadas
de Fourier y m{nimos cuadrados, los periodos orbitales y sinddicos de
cada uno de ellos, adem&s de otres periodos relatives.

También estudiamos las variaciones del potencial ‘de los miembros
del sistema planetario, como una introduccidn a tiémpo futuro. para el

estudio de captura de cometas,



"~ GAPEETULO 1 PROBLEMA DE DOS CUERPOS

ecuic=iones de. iminto mutuas - de dos de ellos

‘suponiéndolos :-aislacdoes, . para: minar  de manera aproximada su

comportami ento orbit-al rea;'.br ejemplo “sistema Tierra-Luna, un

pl‘aneta 'y el Sol. Si=m embargo

N cuerpos; tiene dos caracteris
i Tiene solucl .&n analftic:
t1d El problemma puede. simplificarse -al uno

reducidal,

Newton fué el perimero en ééyt.ékkbl“eq‘ ieso'l\:/e%rlo' pues “si se
tiene para un tiempes la posiecidn yla velocidad de dos cuerpos de
masas conocidas movié:-ndose bajo su mﬁtug fﬁéfza ’grravitatoria, entonces
se puede calcular su  posicidn y véiocidad paré otro tiempe” CA.E.ROY
pp 69.

Consideremos un sistema -conservativo constituido por dos masas
puntuales mooy m sometidas sdloe a su fuerza de interaccidn
gravitatoria. Tal sisstema tiene & grados de libertad, es decir, su
movimiento se puede= describir en funcidén de seis coordenadas
independientes (3 por <cada partfcula D, seglin se verid a continuacidn.

Sean F;. y f"z l.os vectores de posiciédn para dos particulas

Caisladas) de masas mo,ym, respectivamente (fig.1.1), que interactdan



mutamente;: = semim

-n.—‘—“"-’ s

&~ T -

Fig.1.1

Podemos describir su movimiento ubicando el sistema de referencia
© bién en el centro de masa 4 en alguna de las partf{culas.

Utilizaremos el segundo procedimiento, ya que con este se
simplifica el problema reduciéndoclo al problema de un solo cuerpo.
Aplicando las leyes de movimiento de Newton y su ley de ‘"“gravitacidén
universal” se obtienen las ecuaciones de movimiento ae las particulas

bajo su mutua atraccidén gravitateria:

2~
d r, m.m, 2
m—s =6 —F €113
dt r
y
2+
d7r mm_ -
m—> = -G ‘zz = 1.2
dt r

Sumando las ecuaciones (1.1) y Cl.ED; e ‘integrandclas dos veces,
tenemos | V
mP o+ mi =20+ B, 1.3

donde

2 y B son dos vectores constantes.

Sea F el vector de poslicidén del centre de masa de las dos masas

puntuales, R se define como
MB = mrf + mr_, 1.4

11 2 2
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Derivando ‘la ecua

-~masas-constant

Esta relacién demuestra que el centro:
mueve con velocidad constante.

Las ecuaciones ¢1,1) y (1.2 las podemos eserib

2
dr ? S
2’ = sz .y 1.8
dt ro
Yy
a2t
-2 = 1.8
dt . :
Restando la ecuacic 1 de (1.8,  obtenemos la ecuacidn de
movimiento: ‘
2z
ar . L. 7
dt
donde

b -
- = - r.

r
1 2

2

Multipliquemos vectorialmente ¥ con la ecuacidn C1.7) e integrando,

tenemos

23

X = R, 1.8

Qi&
p=x

R es un vector constante, conocido como vector de momento angular e
indica que el movimiento se realiza en un plano.
Para resolver la ecuacidn de movimiento utilizamos el sistema de

coordenadas polares.




e LOS. vectores. de posiciédn, velocidad.y Acelefacién'en el sistema

coordenado polar son Cecuacioﬁés'CAgiB);:(A{El) y CA.23); apéndice Ad,
respecti{vamente: ' v ‘ E

-
r =re

3
n
.
[
+
-
(3

4 Lo . Ry \ e C1.9)

 ffc;.1b) j
ecuacién (1.73 e
integrando, tenemos i T : ’
€1.11)-
donde A ’
C: es una constante,

La ecuacidn (1.11) es la ecﬁaﬁiéﬁjdéiéﬁnééf&acién de energf{a por

unidad de masa; % £.7 est§ relacionada con la energia cinética y - é

con la energia potencial.
Sustituyendo (1.8) en la ecuacién (1.7), obtenemos la ecuacién

de movimiento en el sistema de coordenadas polares ; y esta es,

¥ -ré?=- b c1.12d
r ,
y !
1d 2:. _
= 5r Cried = o. €1.13

Haciendo la sustitucidén de u = 1/r y eliminando el tiempo entre las i

ecuaciocnes (1.12) y C€1.13), tenemos i



La soluci én geﬁeéai d

u =t + A cosCe

RN

r = —_
1+ CAn® /e

1,18

e = Ahz/p

1.2) CLASIFICACION DE LAS ORBITAS CON RESPECTO A LA ENERGIA

Como se demostré en la seccidn 1.1, las uUnicas drbitas posibles
bajo la accidén de una fuerza central inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia son érbitas elipticags CO £ e < 1), érbitas

parabdlicas (e = 13, y dérbitas hiperbdlicas (e > 1D.

"

Conociendo la excentricidad "“e" es posible saber de qué érbita se
trata, pero existe otro método para clasificarlas, basado en 1la
energia y es el siguiente:

Se consideran érbitas baricéntricas; en la figura 1.1 Ps y Pz son

las posiciones de las dos particulas de masa moy m,. O es un punto de




referencia fijb} j"Gvéé'eI'éénLré,dé'mésa de-las dos partfculas.

Los vectores désdékG'§ Psfy‘Pz?$oh P y R

respectivamente, Entonces

asf{’que tenemos

donde M es la suma de las masas.

Come el centro de masa viaja con veloﬁidéd

la segunda ley de Kepler, tenemos

r'?6 = h
1

ERSWT

Sustituyendo la ecuacién C1.173 en la ecuacidn (1.18), llegamos a:

ya que
similarmente
Tomemos la ecuacidén de la energla

siguiente forma:

1 vz - p/r = G,
2

m 2

[ = ] h.

€1.110> y reescribdmosla de la

1.19>



‘donde p = Gm +.mYiT
: IR YOk

Si Vi.y Vz son las y‘elrokcid;a:;!eis de. "l.ias‘ﬂ

centro .de masa, yla'enérgia t,c)({éi

Sustituvendo las ecuaciones (1.281).y C1.228) en la ecuacidn (1.20) y

comparéndola con la ecuacidn (1.19),- tenemos:

m1m2 1 m‘mz'
E = 2 évz—,.;/r = SC. c1.23)
i 2 ES 2

Sea m‘la masa de una partic¢ula prueba y m, la masa de un planeta y

que se cumpla que m2>>m1. entonces

E=m [va-y'/r ] =m C, C1.24)
1 8 2 1

donde 1 = sz; se ve que la velocidad V para una distancia dada es

el factor de decisidn. As{ tenemcs (Roy pp 75-95):

10
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OPara una elipse, V2 = pIC2/r).

LdPara una parébola, v 2 e

" LidPara una hipérbola, V2

Aqu! para una ¢rbita’ cerrada

negativa.

1.3> PERIODOS ORBITAL Y SINODICO e
El periodo orbital es sl tiempo. que ~t","arvda'i.‘m' planeta en dar . una

vuelta en torno al sol; se calcula através de la tercera ley de

Kepler T° o &'
El periodo sinédico es el tiempo’ ‘ent »sivas confi guraciones

similares de dos planetas respecto al ‘sc r icularmente si Tp es el

pericdo orbital de un planeta 'y Tr.el .}.a";Ti'erra » el periodo

sinddico Ts para un planeta 1nteribr’:(,,e.]. adio I:ie su érbitéres menor

que el de la Tierrad est& relacionado

Ts Te Tr

Té ¥ Tr por:

1.25

y para un planeta exterior (su.radioc ‘orbital es mayor al de la

Tierrad estd dado por:
Lo L _ L
Ts Tr Tp
Ecstas relaciones son derivadas paré" fiSrbi":t,':as' ‘coplanares circulares y ‘

C1.26>

el mecanismo es el siguiente:
Suponemos  velocidades angulares ,,;,‘,:,9,15‘,5,%',,3,‘“‘,‘9,3, ] de/dt = w, si
integramos de O a 2n, tenemos
en = wl,
donde T es el periodo orbital. Para el planeta P y la Tierra,

tenemos:

_ 2n _ ean -
Y = F5 y WL = €1.27>
Sean eF Y eT los desplazamiento angulares del planeta y la Tierra

respectivamente,

11



A medida gque el planeta P . va avanzando. su.vdistanciéi Van‘gulyar 8.

Cuando € alcanza el valor'

sinédico Ts. es decir,.

Utilizando las ecuaciyéne':srf C

la:-ecuacidén (1.28) : ;
101

Ts T Tr e e
Si el planeta P es exterior, tomamos la diferencia 6= 6.6, ¥

siguiendo el desarrollo descrito arriba se llegé”a la‘ecuacidn C1.26).

12



de una ‘ ecuacidn di }‘errenvcy;rg‘l: : medi ant
int egraci 4n ,my.x:méri"i ’ca:'—r nos ’p,ermi te obtghef ";i.x ol
repr e‘sentaﬁ los ;{al or es de las vart zA\b'lqé ‘
integraci én, para ié‘gr:a.r?, esto : és‘.j hé;QS'air o

instante t o de ataﬁl : manera que

instante t . mediante un: incremento

En general los- métodos de.L tegr

iteracién de una o varias ‘vakrbi'aﬁbl"es”.y, ‘pueden clasificar como

métodos de un pasco y de varios pasos Crmul hééoé).'v
tOMétodos de un paso: '
Son aquellos que para poder determinar ‘la sol 'ucién_ al tiempo

L,Lﬂ, utilizan la solucidén del instante anterior t,‘. Ejemplos de esta
técnica son los métodos de Runge-Kutta, de serie de Taylor, y métodos
de extrapolacidén de Bulirsch y Stoer. :

ttIMétodos muliipasos:

Son agquellos que para determinar el valor de Vlaks variables en el
instante Q’Lu' utilizan al menos dos soluciones de la ecuacidn
diferencial de los instantes anteriores t,‘. Como ejemplos, el método
Predictor-Corrector de Adams, y el mé&tode de Gauss-Jackson.

2.2 METODO RUNGE-KUTTA ORDEN SEXTO DE FEHLBERG CRK6-F)

Los métodos de Runge-Kutta utilizan el error de truncamiento
local y al mismo tiempo eliminan el cilculo y la evaluacidn de las
dorivadas de f(x,y). El primer paso para derivar el método consiste en

definir una funcidén de la siguiente manera:

13



k. da el nimero de evaluaciones

Donde los coeficientes a bkj y ¢, se determinan aplicando el
teorema de Taylor en dos variables (Burden pp 244D.

El métode mis cominmente aplicado es el de Runge-Kutta de cuarto
orden. Se han realizados varios trabajos que mejoran la eficiencia de
esta técnica (Shanks(1866D y  Bucher(1865). Fehlberg(1968, 1972)
desarrolld un método para sexto orden, requiriendo unicamente nueve
evaluaciones de las derivadas Cusualmente conocido como procedimiento
FEES-F 3, incluye un procedimiente de control para el cambioc del paso
de integracidn, el cual esté basade en el error de truncamiente local.
FPor ejemplo para integrar una ecuacidn diferencial de primer orden
dy,dx = £fCx,y), se utiliza el siguiente procedimiento:

fo = foo,yOD,

SK = f xo + aKh,y0 + h i bxjrj K =1,2,...,89

donde h es el tamafio del pasoc (AxX), entonces el valor de “y” al final

del paso estd dade como

14



Al aplicarle el teorema de. Taylor ‘en' dos : sé?bbtigneﬁ‘f”

37 ecuaciones CNASA TR R-287> que permit;énv\,a evaluacién de los
coeficientes; para resolver estas ecuacioné§ :sér“reéﬁié;en, élgunés‘:
condiciones (Nasa TR R -287), por ejemplo: i ” :

a =a = 1, ag = o, c, = 0, ete.

Los valores obtenidos de los coeficientes a,b 'y © se encuentran en
la tabla C.2 Capéndice C). y una estimacidn del error de truncamiento
en “y", esti dado por

TE = 35, Cf 4 £, - £, - fh,
2.3> METODO GAUSS-JACKSON (GJID

Para encontrar las solucicnes de cada ‘una de las ecuaciones
diferenciales de segundoc orden, es necesarioc C(para este métodod
determinar sumas y diferencias entre los datos antericres al instante
en el gque se desea evaluar.

Contiene un método predictor Ccalcula el siguiente dated y uno
corrector Ccorrigue el dato calculado); el predictor estd expresado en
Ltérminog del conjunto de datos anteriores; y el corrector contiene
ademds el dato calculado.

Este método es aplicable a ecuacicnes diferenciales de segundo
orden y el mecanismo es el siguiente:

Sea y, = rtct.yi.yz.....yn.yi,yz,...,ynn €2.1>
la forma de la ecuacién diferencial de segundo orden, donde

i es el Indice que denota el nudmero de ecuaciones diferenciales

de segundo orden.

18




Yo Yip Y YK = 0Bl

los datos 1n1cl§les:;ddnde L denota el orden del processo,

La idea es construir la primera y segunda suma er Lérminoyvdél

operador de diferencia hacia atr&s. Para llegar a est_o hacemos lo

siguiente:
Como primer paso vamos a determinar la primera y seagunda suma de

f‘,l en términos del operador de diferencia central Cver mmas adelanted;

para determinarlos usaremos los operadores dados en - Allled pp 54.
Sea
_ d
D = Do. L ». ‘
Si _derivamos y " una vez y dos veces y ' tenemos
. _ z R
: Dyip = fix ),’ y\k fi,k :
..Si.las ‘integramos e ignoramos las consf.antes de ‘integr—acién, tenemos
C R
Yik © D I‘i’k N 2.2
Y
-2 i
yLk=D fi.k N 2.3

donde D' es el operador de integracidn.

Por otro lado:
ey _ o1 - _ ‘_‘- . .
\ f‘,l’k =9 f.L'k + h Yix ‘ h». yi.k, 2. 4>

-2 -2 -2 o2 o o
ST thy TRy, 2.5
donde ¥ es el operador de suma hacia delante y es®t4 definido
como v =97 + £
P p-1 P
&*: ‘es el operador de suma central y es def. inido como
8 =8+ f ,
P p-1 p-1/2
entonces
& =6 408 .
P p-1 p-1/2

Utilizando las-ecuacidn (2.2) y €2.3) en las ecu:aciones (2.4> vy

16



"2 enDd"RIr.
i,k

5'2r“‘ = h“zy,lk 18

Si ‘le aplicamos a esta Gltima ecuacidén el vector desplazamiento

E, el cual estid definido como Ef‘p = rpﬂ y sabiendo que la relacidn

entre los operadores & -,E y V> CALLIED pp 54 o en la tabla C.1,

apéndice C es 6 °E = V%, entonces

~2 _ -2 -2 -2
v f,hk_ = h yi,k + [&67 ChD? ]f.‘k

1

1 ~1
2—+/_:6 .

Donde p1: es el ‘operador promedic y estd definido ‘como
ut = X + £ b
. P 2 p+i/2 p~-1/2
Utilizando estas relacicnes, sustituyendolas en las ecuaciones

C2.8) y C(2.7) y haciendo un desarrollo algebréico, obtenemos:

v“rm = h"&.hk + %ri’k + u{é" - 21 43O %csenn™
%5) "}rl'k 2.8
y
O A {5‘2 - Xsenn™ iéb_z}fi.k . ca. o

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) la vamos a desarrollar en serie de

potencia; las series que se utilizin son

cr+ 0" =1 e px w PRy pEE T DR T Byt €2.10)
-1, _ _ .1 s 1.3 s _ 1.3.8 .2

senh X = X m}( + 2.4.5)( 5467 LN C2.11>

Utilizande la primera serie para desarrollar (1 + —:—623-“/2,

17




tenemos:

S
Vot

similarmente

-2 _ -2
9 f, —hyi'kf{

i,k-1

Como se observa estas do; Gi,{imas
operador de diferencia ‘centrr‘ai.t‘_#}k' ,’ =
Como segundo paso ‘hay,j que transformar est%#g VdVoAsi .
ecuaciones en término del "Vopt‘-:-rrjrador de dlferencj:a:" hacxaatras V. :

definido como

9 =f - f
P P p-1

y es conveniente utilizarlo para el propésito de programacidén
La relacién entre los operaderes u,6,V,E esté dada por
puéd = VE - %—VzE;
¥ la relacidn entre los cperadores &,9,E es & = V°E.
Tomando estas relaciones entre los operadores y aplicandola a .
se tiene
pe*™r = - Von=1,23,...

k4 Lk+n

rf = 97 Yn=1,23,...

ik Lkn

Utilizando estas dos Ultimas expresiones en las ecuaciones (£.12) y
CZ.13),desarrollande y agrupando, tenemos

-4 - -1 - - - - 3 -
v fi.,k = b Yok Aofi,k Axvf'\,ku szzfi.,ku AV fikez
3

A VS, - ... c2.14>
4 Lk+2

i8



R e o
= by T Bl Bzv'zfi,lul' BYTf

-2
‘g N -
t'x,k-l : Lke2

donde. los coeficientes A y B estédn dados en la tabla C.3 Capéndice

C>; ‘el mecanismo puede  Ser visto mas claramente en la tabla de

diferencias, dada a continuacién 'para octavo orden. Los términos que

se encuentran arriba de la diagonal son utilizados para este orden.
o i8

Los fi a f. son valoresk:,ihiyciales, los V?‘ Y V:zs son calculados

usando las ecuaciones (2.14).y 'Ca.ié)."

19
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La construccién del predictor y corrector- es como sigue

LDPredicLor.

i Despejando 9& y oy de las ecuaciones 2.8y

L

respectivamente, aplicandole el operador de desplazamienﬁo‘y éébiéndo"

que & 2E=9"%, tenemos

1,k

% = K292 4 hz{(hD)_zE - v‘z}rik €2.17>

ikt bk
k Expresaremos estas dos Gltimas ecuaciones " en términos de

operadores de diferencia de atrasoc. Se tiene qﬁe las relaciones entre

los operaderes D,V es hD = - InC1-V; la relacidédn entre los operadores
6#.04.E es 62 = ¥PE™, y la relacidn entre los operadores E,V es E
= C1-"7F,

Sustituyendo estas relacicones ‘en las ecuaciones (2. 16) y ca 17) y

aplicando la ecuacidn (2.10) y la serie de potencia

InCL-X> = X - % * %a_ g... vopxjer
llegamos
. 1 . . A
Yiget = h{v-if‘n,k TRt szeri,k} S S cz.18
: , , 51 ey :
Yiges = hz{v_?f e * Cfin +2 f:,v’f k} o a.1e
j=1
Vi=1,2,.....n y k=0,1,2,...,1.

donde los coeficientes son dados en la tabla C.3 Capéndice C). El
método predictor usa la tabla de diferencia abajo de la linea diagonal
Cpara k=8).
ttdCorrector:
Si un métode corrector es requerido, las férmulas relevantes son
obtenidas al despejar yi y ¥, de las ecuaciones (2.16) y (2.17) y
reemplazando ka por E—ifh en el lado derecho, y después de una

k+s
20
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donde loé»éoéfigiehték 7  ;?,
2. 4> METODO DE SERIE DE TAYLOR

Todos los métodos de integracidn nuﬁééi¢é jq$ados‘ hasta el
presente en mecdnica celeste, ya sea aquellos ﬁue utilizan diferencias
o aquellos del tipo Runge-Kutta, se basan enh l; expansidén en serie de
Taylor.

El método de integracién en serie de Taylor fué aplicado al
problema de N cuerpos por Cruz-~Gonzalez y Lecar (18968), ellos proponen
una expansién en serie para las posicliones y velocidades de un
sistema de partfculas evaluadas para un tiempo t + At. EL desarrollo

en serie de Taylor es de la forma

“’co i
FCL+ALY = FCLd + g’ e At cz.2a
i=4

donde F“'u es la i-ésima derivada de F.

El intervalo de integracién en lugar de ser wvariable Ccomo lo
toman Cruz-Gondlez y Lecar) lo consideramos constantes; dado que
Mercurio rige el paso de integracidén en el sistema planetario,
realizamos varias pruebas en torno a esta consideracidén y encontramos
que el paso de integracidn mis adecuado es AL = 0.2 dfas.

Los desarrollos en serie para las posiciones y las velocidades

estan dadas por:

21
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- RCLAALY - =
n=0

Donde los coeficientes de (ALD" se obtienen al derivar sucesivamente
las ecuaciones de movimiento, es decir, derivar la ecuacidén para la

aceleracién de cada partfcula, que estid dada como:

2. 7
™ o
2 = -G§ j — 2. 25
1 8
g r
j=0 L)
=i
donde g.=rF - F
i) i J
sabemos
-2
ro=cf LR D7

1) ij ij
derivandola respecto al tiempo, se llega

-+

IS SN I T S : ' cz. 265
dt™ ij {5 R A . e .

Derivando sucesivamente la ecuacidédn (2.850 "y uLiiizando,la ecuacidén

(2.26), se tienen

+(O) g
r.o=T,
i i
& L
a = .
[ 8
=] -+
{2} m l"‘,. -
r. = -G 3 :
i 8
- r,.
}1=0 t)
i=t
[ o4 -+ g - -
+(8) m T ri_CrL_ ‘ri‘)
SN} i gtd & : - caen
i 8 s
- r.., r..
1=° vl vl
i=i
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Para aplicar este método a las ecuaciones de movimiento del

sistema planetario, en este trabajo evaluamos dos términos mis:

o 204> 4¢3 -+ e +t2) g 4 2 H
o - £ T Cr,t_ .r,‘.D L Cr_‘, .ri,) 2 |
- .
Fi% ) ™ i1 1 I+ g2 |10 I - a2¢r? 4 |
i E) 5 5 2 i)
: r. . r . r '
)=0 v i Vi vl ;
i
. i
- 1
-+ +(2) r,‘ " -(2) -+ gt:l
Rt T RN LA BENE T ST e S A s B S
i ij 1) A2 )
ij
- +(2) - 8
Cr . r JCr + r, .r. 00D Cr r, D
45 13 1) J 1) L) 105 v 1)
r. . r.
v AR



(7
r..o=

5
18-23 |~ acr P24t 2 i
I‘D 1) . i) Y -
[ i e et T
(2) (2) {3)
cr? o+ g R ¢ar, | . ¢ a7 £i35¢p2 Fod
15 i iy ij + 20 i i i iJ i i
r.. r
v L2 ]
2 2
< T Sl o S
-210 t) L) rl &
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(2,312

Se han creado técnicas numéricas cuyo objectivo es, generalmente,
el encontrar aproximaciones suficientemente exactas con un esfuerzo
minimo, por ello es necesario contar con una forma de comparar la
eficiencia de diversos métodos de aproximacién con respecto a su uso
en computacidédn. Merson (1875), en su estudio comparativo de métodos
numéricos de perturbacidén, concluye que para las ecuaciones de segundo
orden el método de octave orden de Gauss-Jackson aplicado a las
ecuaciones de Cowell C{con regularizacidén, A.E.ROY pp 217-218) es

probablemente la combinacidn dptima. Las singularidades que ocurren
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durante colisiones pueden eliminarse me'di.ant;e la-eleccidn a'pfopiad‘ai:dre'—“'»

una variable independiente. Este proceso ' es conoceido ,équk

‘regularizacién. Herrick (1872) ‘dice que el método de Gauss-Jackson
Ctambién llamade "de segunda-suma gaussiana") es uno de los mis
eficientes. Los astrénomos del Real Observatorio de Greenwich (H.M.
Nautical...) compararon diferentes métodos a través del cllculo de
Srbitas, y encontraron que para resultados precisos recomienda el
método de Cowell o Encke CAstrodynamic 2 pp 22-28) usando el métode de

Gauss-Jackson.

2.5) ADIMENSIONALIDAD

En la aplicacidén de los métodos de integracién numérica a la
solucidn del problema de N cuerpos, se suelen reducir las variables a
su forma adimensional, como los parémetros utilizados en este tipo de
problemas llevan a nimeros que exceden la capacidad de las miquinas,
el proceso de adimencicnalizar permite el cilculc numérico en nUmeros
mas pequefios, otra razén es, al escoger adecuadamente los parédmetros
de adimensionalidad tendremos mejor precisidén (esto esté relacionado
hasta que cifra significativa es consideradad.

El mecanismo para encontrar las expresiones gque nos permitan
adimensionalizar las variables es el siguiente:

Sean

UL = unidad de longitud.

UM = unidad de masa.

UV = unidad de velocidad.

UA = unidad de aceleracién.

UE = unidad de energfa.
¢ = B.672X107°

)

UL = Kt em

26



UM = K2 gr

G = B.672X10 %cm® A gr. seg®

donde Ki'y Kz son constantes, entonces

[1ULJ3 . : ‘
_ K1 _ UL Sl e
G =L, 7Ton T - :
= |se9 Ki Segz
N Ka2fo
sea
3
_ K1
UT B K2fo S€g .
entonces
k:]
G eq U
uMcuT ?

Se tomé K1 = distancia de la Tierra al Sol CET).
- ' Kz = masa de la Tierra CMT).
Con

RT = 1. 405097870%X10%%cm. ,

Mr = 5.074241887X10%7gr. ,

se tiene para el tiempo

“ 8
: ut = / BT - 2 sos136%X10%seg. ;
§ EOMT

para la velocidad

UL, MTEO 3
uv = - = ——~§:——- = 5.16186587X10 cm/seg. ;
para la aceleracidédn
YoM
UA = - = T - 1.7810087X10 %cm/seg?;
o uT RZ
T
y para la energfa
EoMz
UE = CUMDCUACULD = ——ﬁaz—— = 1.5918281X1035ergs.
T
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3. 1D TRAYECTORI AS

Para este trabajo 1 os- as; posiciones,

velocidades y masas estén aadqé das del libre The

Astronomical Almanac 1888); .las:masa de las atmdésferas y
satélites. Las masas <m dé1"_ s en unidades de la
masa del sol CM, = 1.8801x10° onsiders arbitrariamente el

dia © de febrero de 1988@0 ida para los c&lculos.

Planeta 1/m cg;o XCUA> YCUAD ZCUA
Mercurio 6,023,600 -0. 2106880 0. 2139100 0.1361167
Venus 408,523.5 0. 2134507 0. 5826997 0. 2398570
Tierra + Luna 328,900.55  -0. 7514392 0. 5863054 0.2542492
Marte 3,088,710 -1. 0322644 -1.0665526 -0.4612401
Jupiter 1,047.350 4.0565910 2. 6BB5BS0 1.0441680
Saturno 3,498.0 -0. BOO3520 -9. 2631060 -3, 7911240
Ur ano 22,060 -0. 7805500  -17. 628160 —7. 70053
Neptuno 19,314 4.2723200 -27.857280  -11. 42666
Plutdn 130, 000, 000 -21. 586950 -20. 355540 0.15245
Planeta Vx( UA~diad V’_C UA~ di ad Vzc UA~diad
Mercurio -0.02721815 ~0. 01803306 -0. 00574008
Venus -0. 01772437 0. 00850462 0. 00404772
Tierra + Luna  -0.01142690 -0. 01208288 -0. 00523898
Marte 0. 01099043 -0. 00725496 ~0. 00362503
Jupiter ~0. 004451 361 0. 005055080 Q. 002661 470
Saturno 0.008257673  -0. 000340008  ~0. 000366525
Urano 0. 003897780  -0.000288820  -0. 000181720
Neptuno 0.003084973 0. 000480285 0. 000111605
Plutdn 0.00225125Q  -0.002321290  ~0. 001402743

Con el propésito de conocer la precisién de un célculo
introducimos un control de error relative CRE, usando la diferencia

entre energfa total inicial E y momentaneo F_‘*:

L4
JE-E
CRE = ‘TE‘—I__L
28
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,yjlois Al comparar

Los  valores_ que_alcanza CRE. gspavn,,en,,t,te |
'élf ‘error obtenido con las series de’ sépti:m'o:fy*dért,‘a'\:/oi orden’ Cecuaciones

C2.3Q)‘ ‘yl (2.31> respectivamented - n§ "ehcbn(ré_, diferencia sin

érﬁbafgo. el tiempo de computo‘ se‘k"iﬁ;ﬁrgmen&q"ﬁar; 'él éctavo orden,
aunque no sensiblemente.

Calculamos las efemérides planetarias en coordenadas cartesianas en
un intervalo de tiempo cercano a dos siglos (porque este es un
intervalo suficientemente largo para determinar los periocdos orbitales
de los planetas, excepto el de Plutdén y suficientemente corto para no
prolongar excesivamente el cdlculo numéricod en el sistema de
referencia heliocentrico; la obtencién de las efemdrides fué con el
fin de saber que tan buenc est& nuestro método de integracidén, y para
esto comparamos las posiciones de los planetas con los publicados por
el JPL; los valores calculados para la posicién, difieren de 1los
publicados por Jet Propulsion Laboratory JPL (Planetary ...) en
milésimas para los planeta interiocres (Venus, Tierra y Marted y en
diezmilésimas para los planetas exteriores; en la tabla 3.2 se
muestran las posiciones calculadas aquf y las obtenidas por el JPL,
para el 13 de septiembre del affo 2000.

Una vez gue obtuvimos las posiciones para los planetas,
graficamos las trayectorias descritas por ellos durante un tiempo
cercanc a 1.88 alos para los planetas interiores (teniendo as{ wvuelta
completa para Marte) y dos éiglos aproximadamente para los planetas
exteriores; vease las figuras 3.1.1 y 3.1.2 correspondiendo a los
planetas interiocres y exteriores respectivamente. Las figuras muestran
las proyecciones sobre el planc xy de las trayectorias elf{pticas. Leos
segmentos descritos por Neptuno y Plutdn concuerdan en su actual

posicidn,
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calculado
‘diferencia
Tierra®
JPL
calcul ado
diferencla
Marte o7
JPL
calcul ado
d%ferencia
Jupiter
JPL 2l
calcul adoe
diferencia
Saturnoh
JPL
calculado
diferencia
Urano~6
JPL
calcul ado
diferencia
Neptuno
JPL Q7
calcul ado
diferencia

Plutdn P

JPL
calcul ado
diferencia

Tabla 3.2

YCUAD
-0.5313¢
-0.53163

0. 00024

-0.18522%8
-0.15108
0. 00027

. 075g2=2
. 07807
. 00015

. 98913
. 88921
00008

994485
. 99447
. 00002

OG0 OWw Ot

-11. 8625
-11.8624
0. 0001

~-22. 5459
-22. 5459
0. 0000

-28. 26578
-28. 2578
Q. 0000

2CUAd

-0.

-0.
~0.

(oo Ne]

yCUAD

R |
f

xCUAD!

. 21093
21107
.00014

06601
06580
. 00012

. 52402
. 52396
. 00008

. 64763
. B4767
. 00004

. 66382
. 66383
. 00001

. 4001
. 40891
. 0000

. 6628
. 6629
. 0000

. 0750
. 0750
. 0000

#,00£400

Fig.2.1.1 Grafice y va » pars jas trayectorias

e 108 planelss (nlefiorse aurante un

Lisugo carcenc & 1.8 ahos,
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3.2> PERIODOS

Con el propésito de analizar el comportamiento periddico del
sistema planetario y asi poder verificar el método de integracidn que
utilizamos, determinamos las energfas potenciales relati{vas entre cada
uno de los miembros del sistema solar como funcidn del tiempo, y luego
determinamos los periodos a través del método de transformada de
Fourier y para un mejor refinamiento en el periodo empleamos el método
de minimos cuadrados.

El método de transformada de Fourier FCu) de una funcidén fCL)

estld definida como

+00
FCud = Jf(c)e‘a”L" dt;
-
esta definicidn nos dice que la transformada de Fourier es una
transformaciédn de f{td en F(ud, es decir, en una funcidén que dependa

de la frecuencia v en vez de la funcidén que dependa del tiempo t. En
nuestro caso disponemos de un conjunto de datos que estan igualmente
10 dfasd; entonces, utilizamos la

espaciados en el tiempo Cen

transformada de Fourier discreta FNCv). la cual estd definida como
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Se examlna la

con el'~fin de -

espectral 6Cuvd que es

observacidn 'y que esta definxda comof

: N
8,Cv Z ot B
K=1
y que nos permite determinar con mayor rapidéz y mejor precisidén las
frecuencias representativas, esto es, aquellas frecuencias cuyas
amplitudes al cuadrado sean mayores. Para determinar la transformada
de Fourier discreta utilizamos un programa en Fortran y esencialmente
es el siguiente:

Los datos estdn almacenados en arreglos. F(ID contiene la energia
potencial relativa entre dos miembros del sistema solar y TC(ID, el
tiempo, ambos, de la i-ésima observacién. Tenemos N observaciones. Es
necesario escoger (tJ un intervalo de frecuencia DF, y (t1td el f{ndice
de frecuencia alta (KH) y baja (KLY, as{ que la transformada ce
calcula para toda frecuencia de v = KL¥DF a v = KHxDF, donde KL Y KH
son enteros ( en nuestro caso KL=0 y KH=BO). La parte real de FNCVD es
almacenada en FR(K), donde v = Kx#DF, la parte imaginaria en FICKD, ¥y
la amplitud al cuadrade en FFC(K) <(nosotros la normalizamos al
dividirla esta por N5, La parte real de la ventana es IXK), la parte
imaginaria es &K) ¥y la amplitud al cuadrado (ya normalizadad es
G&KY. PI tiene el valor n. El programa bisico es el siguliente:

DO 1 K= KL,KH
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n
B
~
P
v,
[
o

-
.
[a)
ey
R
n

(o]

|

Il

i

.2, #PI%KxDF

PO 2 I =1,N

>
n

AL XTCID

[¢]
n

COSCAd
S = SIN c :
FRCKY ‘= FRCK) "+‘FEID‘*!C“‘;
FICK> = FICKD N FCIdxS
XK = DXKD 4 C

(KD GCKY + S

2 CONTINUE :
FFCK> = C(FRCKIXFRCK) + FiCKJ*FICKﬁD/N*N
GELFKD) = C(DXKO®DCKD +GLKI#GCKI D /NoN ’

1 CONTINUE.

Con estos métodos fud posible reproducir los periodos orbital y
sinddico de los planetas que damos en la tabla 3.3. En la primera
columna indica las parejas de cuerpos, donde el cero indica el sol y
del uno al ocho sucesivamente los planetas desde Mercurio a Neptuno;
en la segunda columna se dan loz coeficientes de correlacidn mualtiple
r? que nos muestran el compoertamiento estadistico de los valores de
una de las parejas: a medida que R® tiende a uno el periode es mas
comfiable; en la tercera y cuarta columna estd4n los perjiodos obtenidos
por medio del andlisis de las energfas potenciales relativas y los
periodos que se obtuvieron por medio de las ecuaciocnes (1.25) y (1.26)

respecti vamente dados en aflos.
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“Tabla 3.3

e B4 4 2 3 4
cuerpos TR T Cafosd> T Caficsd  cuerpos r? T.CaMosd> T Cafosy ™~
01: " .0.9580 0. 24088 0. 240838 26 0. 6500 0. 62821 0. 62833 -
o2 0. 9897 0.61518 0.61521 a7 0.3877 0.61874 0.861875
03 0. 9ea7 1. 00004 1.00004 28 0.8945 0.61751 0.61752
04 . 0.0013 1.880035 1.8808Q 34 0. 6535 2.13540 2.13540
oS 0. 9975 11.86333 11,86223 35 0.9119 1.08209 1.08211
06 0. 90E6 20, 44348 29. 45772 36 0.7014 1.035109 1.03%18
o7 0. 9976 83.93345 B84.01331 37 0.5497 1.01211 1.01209
oB 0.9984 164.83499 164. 79345 38 0. 9463 1.00615 1.0061S
iz 0.7101 0. 38580 0. 38580 45 0.9348 2. 23502 2. 23533
13 0. 8282 0.231726 0.31726 46 0. 8220 2. 009332 2.00918
14 0. 70686 0. 276az 0. z7ez2 47 0. B384 1.92411 1.92395
18 0. 7284 0. 24584 0. 24584 48 0. 9645 1. 80265 1.21630
186 0.4611 Q. 242832 0. 24284 S6 0.80B84 12.82556 19.83932
17 0.1441 0.24154 0.24120 57 0.8911 13.82643 13.81248
ig 0.8176 0. 24123 0. 24120 S8 0.9810 12.78530 12.78233
23 0. 6602 1.89870 1.59870 67 0.8B488 45.48778 485.36361
24 0.7918 0.81423 0.81428 68 0.8378 35.83851 35.869%55
25 0.8610 0.64918 0. 64886

Utilizande las mismas técnicas, obtuvimos otro periodo llamado de
“eventos” (es el intervalo de tiempo que transcurre entre dos
configuraciones similares de dos planetas respecto a un observador
externo fijo) dado en la tabla 3.4, 'en la tltima columna los datos

fueron de Flores(1987).

Tabla 3.4
cuer pos r? T Caros) o T Caros)

i3 0. 8321 0. 96985 0.e58178
14 0.7935  1.80344 AN
18 0.7543 14.44822 = eoileoo
16 0.0720 20.75464 . ——fiooo
17 e 84.30027 = mmmeeee
23 0. 98897 7.98612 7.99350
24 0. 8ouB 32.6553¢ 2@ —=—me-———
25 0. 4510 14.88878 20 0—eeeme——

28 0, 9992 29. 22965 mmm—————
27 @000 meee——— B83. 67088 2 @ —eem——— o T
34 0. 8880 15, 78182 14.84778
38 0. 6061 11.861902 12.01321

36 0. 9892 28.47570 20 0meeee———
3 e 84,02648 2 = | 0~—rmm——e
45 0. 9461 11.868680 2 | —mm—me——e
46 0. 9895 29.282458 2| mm—me——=
47 200 - 84.6%620 9@/ —mmmeeme—
86 0 e 59.61800 @0 me——em——

87  —m———— 82.84018 = ——me————
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En las siguientes figuras Cfic

enefgi as. p‘ote'nréi ales relativas Cen uUnidade:

Energla potencial relativa

_Erlorglc potencial relativa

de’ los minimos, nos: da.lo queile

figuras 3.2.11-3.2.12, .3.2.1

3.2.31, y 3.2.33-3.2.34 observamos que. ‘parj.é‘ un’ ndmero ‘c'l'et'.erm'in'kad'o"' de

‘per iodos sinddicos, tenemos un periodo de “eventos ‘;; por ejemplo
Mercurio para tres periodos sinddicos nos da un periodeo de “eventos”
de 0,87afos aproximadamente, Venus para © periocdos sinddicos da uno de
“eventos™ de 7.92  aflos aproximadamente, Marte para 7 periodos

sinddicos le corresponde unc de “eventos™, etc..
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3.3 ENERGIAS
En las figuras 3.3.1 Y 3.3.2 se muestran las grificas de energfa
) potenc;al y cinética respectivamente, de los planetas y el sol para un
tiempo de 6000 dfas C16.4 afos aproximadamente), en ella observamos su
variacidén periddica cuyo maxime a minimo (para este intervalo de
tiempo) se muestran en la‘tabla 3.8. Podemos notar que la variacién de

la energf{a del sol puede relacionarse con Jipiter y Saturno.
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tabla 3.5

méxi ma AE
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—-3.0187 0.0520
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En la misma tabla, podemos ver que los planetas y el sol  se

encuentran en orden decreciente para la energfa potencial de cada uno =

de ellos y en orden creciente para la energfa cinética de cada uno de
ellos, se observa que ambas energfias son del mismo orden., Se observa
que la distribuciédn de los planeta en términos de la energfa no
corresponde directamente a su distribucidn espacial, ya que las masas
y velocidades influyen en su valor; el orden en que se encuentran los
planetas respecteo a 1a’en.ergia potencial de cada unoc de ellos es el
mismo para la energfa cinédtica. Calculamos la energia potencial total
del sistema (fig.3.3.3) y la comparamos con la energfa cinética total
del sistema (fig.3.3.4), encontramos gque el teocrema Virial se
satisface, i.e. 12 energfa potencial total (a~ -198. 469X104oergs.3 =
menos la energfa cindtica del sistema = 198.974X104oergs.). Otra
forma de verificar el teorema es graficar un medico de la energfa
potencial total del sistema contra la energfa cindtica total del
sistema (ver fig.3.3.8) y observamos que la relacién es una recta cuya
pendiente es menos uno, lo que nos implica que se cumple el tecrema
virial. En la figura 3.3.6 se muestra el comportamiento de la energfa

total del sistema solar con respecto al tiempo, durante un tiempo

cercano a dos siglos.
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3. 40 POTENCI AL

Con el propésito .de estudiar el comportamiento radial del
potenclial heliocéntrico en el sistema planetario, variamos la posicidén
de un punto prueba, a lo largé de una linea radial al sol que pasa
cerca de algun planeta ( la distancia inicial es de S0 UA del sol).

Las posiciones elegidas corresponden a la misma fecha que tomamos
como punto de partida para el cdlculo numérico (9 de febrero de 1088);
graficamos las posiciones para esta fecha en el planc xy (fig.3.4.10,

transformamos las posiciones en coordenadas esféricas C(ver tabla 3.86).

Tabla 3.6

Planeta coordenadas cartesianas coordenadas esfericas

*xCUAD yCUAS zCUAD rcUA> 6Cgradod ¢Llgradod
Mercurio -0.21080 0.21391 0.13612 0. 32068 65.6126 134.5650
venus 0. 35180 0. 58270 0. 239886 0. 72168 70. 85881 58. 8703
Tierra -0. 75144 0. 58640 0. 25425 0. 98649 785.0648 142.0328
Marte -1.032286 -1. 06658 ~0. 461258 1.55430 107.26208 225.0360
Japiter 4, 05650 2. 66656 1.04417 4. 06856 77.8611 33.31886
Saturno -0. 80035 -0. 26311 -3.70112 10.04083 112.1833 265.0618
Urano -0.78055 -17.62816 ~-7.70053 10.25612 113.6012 267.4647
Neptuno 4.287232 -27.65728 -11.42666 30.22824 112.2106 278B.7813
Plutén ~-21.58695 -20, 35554 0.15248 29.67100 B89. 7056 223.3183
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En la figura 3.4.1 se observa que si{ hacemos pasar radialmente la
partfcula cerca de Saturno, en esta fecha particular, esta pasar§
también cerca de Neptuno, Urano y Marte; donde el s{imbolo x indica que
estd por encima del planc (Mercurio,Venus,Tierra,Jipiter y Pluténd y

el cfrculo llenoc nos indica que esta por debajo del plano (Marte,

Fig.3.4.1 Gr o
v-3.4. &fles Y ve X. Pogicié
Saturno, Urano y Neptunod. .
de los planetas Pars el
dis @-feb..1080.
Jopiter
LR
) Tltrr: , Venus
oy + S e————y Mercurion

- ———————
10 Marte o XCUA

Satirno. ,
. ot

Uran .

. . -z0]
Pluten

*Neptunc
Para determinar la posicidén del punto prueba a lo largo de la

linea radial al Sol, hicimos lo siguiente:

Fig.8. 4.2
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Observa_ndé la figura 3.4.2 tenemos que

— = ‘;——'i/z = = - iz
RroCre 2% 20
Re = ¢ BB + RE )"’
sabemos
Xy T Rrsen(8plcosCgpd BRI : :
Y, = ResenC@rdsen(erd L ER S N . F*D
4 = Rpcos(grd ;
P Fv\
ver figura 3.4.3 : ' u‘;

¢r

- 7

(2.3.0)

Fig 3.4.3 - Coordenadas polares esléricas

queremos conocer el valor de 6p y ¢p a través de (%, tenemos




tanC C‘ZD)J z TBa

despejando: CD, ':'Lpﬁe}ﬂ:‘SSr'

observando la figura 3,

sl suponemos

entonces podemos determinar la posi‘ci’én "d"ei‘vpunto prueba en el sistema
de referencia heliocéntrico. b

Como queremos estudiar el comportamiento radial del potencial
heliocéntrico en el sistema solar, las coordenadas polares esféricas
son las que mejor se ajustan a nuestra necesidad; hacemos que una
particula prueba que se mueve radialmente respecto al Sol pase cerca
del planeta de modo que penetre su esfera de accién Cver Apendice BD.
Para hacer esto, concideramos ¢c=¢r y que el valor de 6c esté cerca
del valor de 8p., Calculamos el potencial heliocéntrico en el sistema
solar como funcidn de la distancia para el dfa O de febrero de 1088.

En las figuras 3.4.5 a 3.4.8 el punto prueba tiene como
coordenadas 6c¢c = 117‘, ¢Pc = aes°y Rc de 50 AU a 0.1 AU.

En la figura 3.4.5 mostramos el potencial toltal del sistema solar
Crespecto al sistema heliocéntiricod y en la figura 3.4.6 el potencial
heliocéntrico de cada uno de sus miembros (Sol y planetad, vemos
claramente que el potencial dominante es el del Sol y los demis
potenciales estédn contenidos en la franja muy delgada que se muestra.
Ahora describiremos algunos detalles de la franja delgada,en la figura
3.4.7 observamos varios minimos que representan pozos de potencial,
cuya ubicacién corresponde a algin planeta, el mis profundo
corresponde a Saturno, el segundo a Urano y el tercero a Neptuno; una
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ampliacidn de esta figura 9511913.§l§;y en ella se puede observar que

existe otro pozo de potencial y esLe—gd}féép
3.4.9 se observa el potencial deblﬁpité;:;ﬁ;ﬁdo el punto prueba tiene
como coordenadas 8¢ = 8F, ¢c = 3£ ykééiyisé'Ve‘un pozo de potencial,
lo que indica que la contribucidn de los demds planeta es
despreciable. La figura 3.4.10 se muestra el potencial cuando el punto
prueba tiene coordenadas B¢ = Qd{ gc = 22§’y Rc (estas coordenadas se
eligieron de modo que la particula prueba penetre la esfera de accidn
de Plutén) y en ella se observan dos pozos de potencial de los cuales
el mis profundo corresponde a Saturno y el segundo a Uraneo; una

ampliacidn de esta figura esta es la 3.4.11 y se ve claramente de que

existe otro pozo de potencial que corresponde a Plutén.
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3.5) RADIO DE ACCION

Dada la posicién de algin objete en el sistema planetario es
interesante conocer la interacecién que posee con cada uno de sus
miembros es decir, qué tan importante es la accidn de uno de los
miembros del sistema solar respecto de otro.

Deséamos conocer el radio para el cual la accidn del planeta es
comparable a la accién del sol (radico de accidnd, la expresidn

CApendice B) que nos permite evaluarlo es la siguilente:
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‘ ' = m

donde "Ra’ es el 'Vradi“o de-accidn, rP es el radio orbital del prlén,é;tva

y M son las masas del planeta y el Sol respectivamente.

Para tener idéa ;iel tamafo de cada unc de los radivo's de acéiéh,
obtendremos la razén del radio orbital de un satélite respecto del
radic de accién del planeta correspondiente, en la tabla 3.7 se
muestran sus valores. Como se puede observar los satélites estén

contenidos en la esfera de accién del planeta al qu se asocian.

Tabla 3.7

Satélites Radip orbital Razdn de radios

107km
Tierra
Luna 384.4 0.4156
Marte
Fobos 8.4 0. 0624
Deimos 23.8 0. 0406
Jupiter
1@79 J3 126 0. 0026
Io 422 0.0088
Europa 671 0.0140
Ganimides 1071 0, 0223
Calixto 1884 0. 0392
Sinope 23670 0. 4921
Saturno
S 18 136 0. 0028
Dione 377 0. 0060
Rea 527 0. 0096
Titan 1222 0. 0224
Japeto 3562 0. 0652
Febe 12080 0. 2374
Urano
Miranda 130 0. 0025
Ariel 1091 0. 0037
Umbriel 266 0. 0051
Titania 436 0. 0084
.Ober&n 583 0.0112
Neptuno
Tritén 356 0. 0041
Nereida 5567 0. 0641
Pluton
Caronte 18 0. 0058
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~3.6) ENERGIA POTENCIAL MAS ENERGIA CINETICA AZIMUTAL

En la figura 3.6.1 mostramos la gré&fica de la energfia. ’

potencial

distancia

maAs energfa cinégtica

heliocéntrica de

en la direccidn azi

cada planeta,

mutal con(ra

en ella observamos la

distribucidén espacial de esta energfa que indican los limites del pozo

potencial correspondiente a cada uno,

de ellos.

La suma de la energf{a

potencial y de la energf{a cinética azimutal se le conoce comoc energia

potencial efectiva Vef.

este pozo

de potencial como

resultade de la suma

En la figura 3.6.2 se muestra la naturaleza de

de la energifa

potencial del Sol mis la energfa cindtica azimutal de un planeta,

también se muestra los puntos de retornos Cr1 y rZD.

integrado,

hemos obtenido el wvalor

orbital de cada planeta (perihelio y afeliod tabla 3.8.

Mercurio
- 1 . 3
-1.T3E40 [ & &L R N A S0 B B S P
o Venus \ Marte Ur ane Heptunc pruton d
3 ’
- f? L ""n N
4] " -
¢ o + .
G [y 4
[} 9,
o B
- B
o a [ -
- O ¢ _
g X
-+ o+
] 8 L 4
el
0 0 J
o, - L of
o XL i
- ~ ‘
BT -
o i ]
[ o $
u s 2 4
L ] £
. S
~1.80E+D -4 L RS VR A VS SO A OO SOV VY B ST T U Y W
o. Distancia

Fig.3.0.1 Energia polencial efectiva

pars cads planela v Distancia

o e

£.00E401'Yp

Del intervale

minimo y médximo de la distancia



v”Energ;a’poténeiéi

Fig.3.6.2 Energfa potencial efectiva para una fuerza
de ‘atraccién que varfa con el inverso de

cuadrade de la distancia.

RADIO ORBITAL DE LOS PLANETAS

Planeta m! nimo méximo
cua : cuUA>
Mercurio 0. 30768 0. 46358
Venus 0. 71842 0. 72824
Tierra 0. 88340 1.01667
Marte 1.38120 1. 66603
Jdpiter 4.94830 . 5. 45650
Saturno 9. 01488 10. 0656
Urano 18. 7238 20. 0g88
Nepluno 20. 8236 30. 2282
Plutén @ —e=—-— - 49. 3203

Para Plutén no fué posible determinar sus distancias minimas
respecto al Sol, dade que los datos de posicién que obtuvimos son para

un tiempo menor al periodo orbital de él.

‘B1°



posicicnes rea

par a el estudioc: de
~Cmillones.de’ aFos

técnicas de in{.égr acién

de algunos milloryu’rérg
principalmente al

Mientraé que 1o
Gauss-Jackson pretenden
contienen in\plicit#;néntq‘--rdesg

consideramos que para lc'svpr

por expansidén en serie Vdelr "'T‘éiry o
movimiente del problema de’ N cuer#oé.“ noéi; da Q’naii év;luacién més
directa. Por ejemplo el métode de Gauss-Jackson por isi misme no es
eficiente 2 menos que tenga de entrada cotro método de integracidén
numérica, entonces, dependiendce del métode de integracidn seré mis &
menos eficiente para resclver este problema. Con respecte 2 los
métodos tipoe Runge-Hutta el elegir el orden adecuadz implica la
eficiencia del métodoe en resclver el problema; caso contraric del que
ocurre en el método serie de Taylor, ya que en el consideras hasta que
orden de la serie quiere uno llegar para tener rﬁe_jor precisidén.

Los cdlculos obtenidos en un intervalo de tiempoe cercano a dos
siglos en el sistema heliocéntrico, dieron aproximaciones de milésimas

en las posiciones de Venus, Tierra y Marte, y diezmilésimas para los

planetas exteriores.
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interior deisu

del Sol. '
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‘particul
'cartesxana

: cdébdenadas cilfndricas elipﬂigés}

APENDICE A
VSISTEMA DE COORDENADAS =~ = 7

S CURVILINEAS

s “ coordenadas

polares 'y’ Cse utilizaban  las
Corisideremos las coordenadas. rectangulares Cu,y,z) vy las
curvilineas Cq$uh.qa). Las ecuaciones de transformacidén entre ellas

son de la forma siguiente.

De curvilinreas a cartesianas
¥ = q.q,,q. .

= ¥Cq,,q,,q, : CA. 1D,
= z(q,.q,.,q. i ‘

<

121

De cartesianas a curvilineas:

q = q‘Cx.y,zD :
qCx,y.22

0
1
"~
>
ny
W]

2 2 )
q ngx.y-z) J

Dado un punte Vériae 'coofdéﬁéaééfi}ééf§ﬁ§dfaﬁés" Cx,y,:)”'se le
asocia, segun la transformacidén (A.2), un conjunto Gnico de nUmercs
qu.qz.qab que llamaremos coordenadas curvilineas de P.

En las coordenadas cartesianas tratamos con tres familias de

planos mutuamente perpendiculares:
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» = constante’ T
constante .y [ : B - AL
constante. o : ;

En el casc mic general, en cada punto P de un sistema de

coordenadas curvilineas se pueden definir dos sistemas de vecteres

unitarios (fig. 1.2>: el primer conjunto ‘'es el de los vectgres

: i ”~ ”~ ”~ o v
unitarios tangentes e ,e ,e a las superficies g .,q.,qg y el
q q q 1’727 7a
1 2 3
: : ~ ’~ ~
segundo es el conjunto de vectores normales unitarics €, 1€, 18, 2
1 2 3

estas mismas superficies. Ambas ternas sélo coincidirdn en el caso de
que el sistema de coordenadas curvilineas sea ortogonal y derecho, y
cada terna juega el mismo papel que los vectores unitarios I,7,K del

55



sistema de coordenadas rectangulzres, con la Unica diferenciz de gqus”

'aqu’el,lbs;_,pu’ed'e‘n‘c'k'a\mbbi'ar’ de-direccidn y sentido de un punto a otre,. ;

fig.1.&

De acyerdo a lo. anterior tenemes

CA. B
CA. B
Ca'Td
Con:
s = hl gr CA. 8
a a q; .
1
h = gi_ CA. @
. q,
S g CA. 10D
Q, H i
i q,
H . = l 9q. CA.11)
- i) E

donde I es ‘el vector de ;Sosi‘ci’én:yvla,s';hq ,,h "y h se les conoce
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como factores de escala & coeficientes métriccs, pues los coeficientes

“dében i multriplicarse por. ©ellcs.

entonces

A. 2> SISTEMA DE CORDENADAS POLARES

Come aplicaciédn de lo anterior, calcularemos las ecuaciones para
la posicién, velocidad y aceleracidn de un punto referide al sistema
de coordenadas polares.

Las ecuaciones de transformacidén son
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)

unitarios ~de “este- sistema.

y Iéiééu;cién CA. 8, obtenemes.

CA. 18D

entonces, la matriz de tranformacidn del sistema cocordenade

cartesianc a2l sistema de cocrdenadas pelares es:

cos@ sen@
b =

-senfé cos@

Yy la matriz transpuesta A nos darg la2 transformacién del sistemz de

coordenadas polares al sistema coordenado cartesiano.
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‘demostracidn

CA/ 18D

9rdénada§ pblares;
é;iﬁiempo. tenemos
2= o] CA1OD
sabemos »
F o= of88, 4 c?.é‘é)é‘é‘* CA. 20

aplicando las ecuaciones (1,163 y:C1:10) en esta ‘scuacidn, [legames

-

=8, v ef8,

TCALBLY
este es el vecter de velocidad en el:-sistema de coordenadas polares.
Con la misma técnica, encontramos la expresidn para la aceleracidn

en el sistema de coordenadas polares y ecta es

£ =Cp - pézbgp + (208 + PEDE, CA. 22

o bién, como



compli cadas: Ly sel
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"APENDICE B

RADI O DE"ACCION -

que eJerce el Sol sobre cada"uno 'de Léé S

El'..campo.. de, fuéﬁzé

Planetas es n

comparables en

de -accidn:

lnteraccxone “procedimiento
para calcular

Paha‘llégaqfafell

sabemos ‘T _;
§L=GZ CBI1D
j=a
donde ¢, = B, = ﬁi
si la ecuacidn la’refefimbs 2 Jiele} 175Léﬁem¢517-,;
S CB.2)
m.
; rf
- r3 i
vy e “vigsE N = cloa
§ ya que ?“ =-Fﬁ; si queremes ¥ j%i{ﬂehtoﬁéeérle'quitamos todas las
’ J=i al dltime términoc de la suma), teniendc
' ? I S N ST
¥,=-GCm+m)—“+va_——‘ sz ART I
1 3 éﬂ i
ro. - r .
1 ji=2
4 ahora
-+ - -
r.=r -r
i) 1) ai
as{ que r? o= e -~ 2ol - 01
v 43 11 1) 1"

utilizando estas dos (Gltimas ecuaciones y sustituyendo en F“

¥ quiténdole el subfndice 1, tenemos
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Esta‘es

reléﬂi?ézél,qe
,En!él“césc )

& ‘nave:espaciald con respecto

esfera'de‘a;éiéﬁj es

planeta; dentro de’ ‘1  f v'é

pr ueba enﬂérbité{ﬁf;Aéiocéng;i;a y £§ﬁs1den,r’§
Sol .

El Cémaﬁo de una esfera dada puede ser llevado de la siguiente
consideracidén., Sea F el planeta, £ el Sol y V la particula prueba
Cfigura B.1), tienen masas m, M y m' respectivamente, donde m << M
y m' es despreciable con respecte a ellos. Entonces per la
ecuacion (F. 33, tenemos la ecuacidn de movimiento de la particula

prueba con recpecto al Scl y esta dada por

-

3 Y FP Y FP
r,o* G M+ m') — = CGm - (B, 4>

8
r
L]

SCMY

fig.a.1

[S1=4



‘entode lja“,pé.rt'i‘;ﬁbljla lfesp‘e;:'.:"all ‘planeta es

X Fv“ .
Ps = <GM|——:=
2
r r
v P

r
P

estas ecuaciones son.las fuerzas debidas alplaneta P-g:al_Sol S..

Entonces




magnitud dé la{pertﬁrbécién”del;planéié”’

'les;ﬁps;éﬁerﬁds;y

para lFP|

sz Gm:

1Pl

pero

ERISTH SRS

entonces




: 'kpeXV‘C' S — y e L

y .sea uE

entonces‘

< upa- ve ge - 1lan 3 one gukala,mcsr,‘ y

utilizands

m z- u c1+2ucose+u ’
4 u:'z

HCl +2ucc=8+u 22
1 +2u cosa+u ) : .

Desarrollande:en szserle

si @'=

d, en;o‘nceesr4 Rk ; .
I p FOZ TR 2%
g moM e wi O m~M .
- ; e ; i0 2

si 8 = go°, entonotyy:esk'y

.U esta acotads . de -
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En la siguiente''ta sfera. de. accidn de

cada planeta en unidades dé'k}:iylbéme*.rcs.

 PLANETAS

Me}curic - O '

Venus ;OL [

Tierra O

Marte 0.0 0..57a

Japiter 0.7322 v 48.1 :

Saturno 0. 38‘3_: : ) 54..6

Urano o.348 52.0 ?

Neptunec orsey T eelg

Plutén 0.0211 22 f
i



hD

T T+a

TABLA €1, .

PELACION ENTRE LOS OPERADGRES

m.

CACTHAYTIA2

&7



TABLA Ci2 @

s e Di-agPamasdesBuchens=p

bl MEEOACREB R e

[s)

i
ol

ml.é!_"

i

WIW e

N®

e}

1771561 1
5289920 270




TABLA C.5

N

N oo e W

o

11

i1z

TL1114400

.Coeficientes para el procesc-Gauss-Jacksoen:

124

117207

~101./60480
1917120860

2407 /3628800
~2497 /7257600

-14797.-98800320

14797./191600840 . 8000 .
QR4ET1 57261 5348736000

-92427157,5230607472000 /5276836966400

ESTA TERIS 2 PEBE
8o SRR BE L& 5asi8TECA




o0

w

N

[+ BN B v B 1}

0

10
11

12

3

112
1/12?

: ig}géoLf"_ka»
ok
£63.12006
275/,4032

© 33053518400 ‘
8183120600 ?0617)5628800
3250433/53222400 'aszié/egsoo
4671 /78848 . E6BAZRS3 /OB800320
13605778003,/237756076000 10 47772231 7416240
£224234453/30626405000 | 11 703B04254357.261 5248736000
13228268401 27/241 4168064000 12 10636476381 7402351 344000
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N e A s W m o]

m

10

11

i

srea0
221 c0se0
’,Qié/sé4si'
f_i-géagxgséseoo

2407172800

| —24377/13308600:

-42B1164477/26153487360C

. 33053/3628800

-330157/1 59667200 8371038800

<70074465-47551 795200 -13605770003./261 5348736000

-11 97622087 /826690085200 2224234463 ,47551 7952000,

71



. BIBLIOGRAFIA

AUTOR LTITULS, CETCE

Alonzo-Finn

P.Blomfield

Riy.Burden :‘

J. Dbouglas

J.C. Butcher

J.C. Butcher

J.C.Butqherkﬁ‘ :Ont the attainablé orde

U methods.

 Maih. Comp.19, 40B-417 C1965).

7a



=CONTINUACTO!

0-B4 1084

unge-Kutta processes.

h-step-size

47643.CLO87D

H.Goldstein -

B.A. Gould
i»n(efgr ati o}r’u;

Astren. J. 48, 149-156 C1937).

gt



AUTOFR.

M. Harwit .
W.Hauéér?kf‘kQ

,S{Hefricg~ ‘

Huei P.Hsu

H. M. Nautical

Almanac office

J. Jackson

Kreider,Kuller,
Ostherg
Lehmann

R. H. Merson

G. M. Mur phy

‘1980-1080.

Interpolatioh ahdlAil

Geometrfa analftica. . .

HMSO, London ¢1958)

Note on the numerical inte rationofi -

d%eidt® = £,

Mon. Not. Roy. Astr. Soc., B4, 502 C1924>

An introduction to Iineér'analYSis. :
Addison Wesley Publishing1C19565.

Limusa C19803,149—2L0;v

Numerical - integration ﬁofvrthéb differential
equations of celestial mechahics.(lQTED.

The matematical of physics and chemistry.

Cap.V Van Nostrand Reinheld Company, London

C1972>,p. 172-197.



- AUTOP

v F. Mydchxn Y.

. O.A.szcvaf°'{’>”

Philip:-
Bracewell ,R.

Ramdn Canal

A. E. Roy

E.B: Shanks - .. .

Keith R.Symon

~Tisserand

~{'Dé§

l-physical sciences

‘Solutions of dlfferent al equat ons bj

HMs

ction and Error Analysxs for the:

Me. Graw Hill Book Company 1969, p.

,'The fourler transform and Its aplications.

Me. Graw~Hxll 18883,

~El. nuevo sistema solar.

Prensa Cientifica C1984D.

Orbital Motion.

Adam-Hilger Lid, Bristol 1082 p GQ-QR

217T-218.

evaluations of funct1§n=
Math. Comp. 20, el-aagvmjésa)
Megchanics. k’ ‘ » 7
Addison-Wesley éqbii ‘ npa igsgé.p;-'
Traité 1 S

Cap.12 ,";,lﬂ



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Problema de dos Cuerpos 
	Capítulo 2. Integración Numérica
	Capítulo 3. Resultados 
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía



