UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

HIPERSIMETRIAS
EN FISICA BIDIMENSIONAL.

UN METODO DIRECTO
PARA RELACIONAR
. PROBLEMAS ‘
APARENTEMENTE DISTINTOS.

T E 8 | 8
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
F1 8 I C O
PR E S E N T A
SERGIO CHAYET KAHAN

MEXICO D/F. 1989




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



Indice.

AGRADECIMIENTOS
1 INTRODUCCION.

2 HIPERSIMETRIAS EN FISICA BIDIMENSIONAL.

2.1 Transformaciones conformes y Variable Compleja.

22 H-invariancia conforme en Fisica bidimensional.

2.3 H-invariancia conforme en Optica Geométrica,

2.4 H-Invariancia conforme en Mecdnica Cldsica.

2.5 H-invariancia conforme en Mecdnica Ondulatoria.

2.8 H-invariancia conforme en las oscilaciones transversales
de una membrana.

2.7 H-invariancia conforme de algunas otras ecuaciones
de la Fisica Matemdtica.

2.8 Recapitulacién y observaciones generales.

28
31

3 UN METODO DIRECTO PARA ENCONTRAR POTENCIALES
GENERALIZADOS, HIPERSIMETRICAMENTE RELACIONADOS

CON POTENCIALES DADOS.

3.1 Introduccién.

32 Un teorema de Variable Compleja.

3.3 Condiciones que permiten relacionar hipersimétricamente,
potenciales dados en Mecdnica Clasica y Ondulatoria.

3.4 Condiclones que permiten relacionar hipersimétricamente,
potenciales generalizados en Optica Geométrica y en membranas,

37
39

45

47



4 OBTENCION DE HIPERSIMETRIAS EN PROBLENAS 2AS
ESPECIFICOS.

4.1 El potencial central. 88258
42 Relacion entre potenciales centrales y potenciales tipo Morse. 67 1887
4.3 Resolucidn de problemas asociados a potenciales no separables,

utilizando hipersimetrias. 158175

4.4 Indices de refraccién y densidades de masa radialmente simétrlcos, 85 8885

4.5 Contraejemplos. 94 0004
CONCLUSIONES. %9 0399
APENDICES. 102 002
Apéndice 1 103€003
Apéndice 2 1083008
Apéndice 3 1100110
Apéndice 4 {168t 16
Apéndice 5 1200820
Apéndice 6 121 1821

BIBLIOGRAFIA. 1228822



Agradecimientos

Agradezco profundamente a mis maestros de la carrera por la calidad
de sus cursos y por la buena disposicion —e inagotable paciencia— para aclarar
dudas, dentro y fuera del salén de clase. Estoy ademds obligado por el estimulo
Incesante y apoyo incondicional que me han brindado.

Al Dr. Sergio Hojman por haberme permitido trabajar en este tema y
por la direccion de la presente tesis. Asi mismo, extiendo mi gratitud al Dr. Dario
NGnez por e! entusiasmo mostrado hacia mi trabajo y por las innumerables charlas
Informales relacionadas con la parte de Mecdnica del mismo.

Al M. en C, Enrique Lopez Moreno y a los Dres. Ana Marfa Cetto, Dario
Nifez y Manuel Torres por haber accedido gustosamente a formar parte del
jurado dictaminador y sobre todo, por el apoyo y el gran esfuerzo que represento el
revisar esta tesis en tan poco tiempo, debido a la premura impuesta por las
circunstancias.

Al Dr. Marcos Rosenbaum, Director del Instituto de Ciencias Nucleares y
a todos los investigadores del Departamento de Fisica y Matemdticas Aplicadas
del mismo instituto por la hospitalidad brindada, ademas de las facilidades de
computo proporcionadas que permitieron elaborar este trabajo en TgX.

Finalmente, a todos aquellos que de una u otra forma, me han brindado
soporte, comprension y carifio. En especial a Nancy y Arturo quienes me ayudaron
a teclear el presente trabajo.



1

Introduccion



En Fisica Cldsica las simetrfas proporcionan informacion Gtil acerca del
problema estudiado, pues cuando se trata de sistemas lagrangianos, estan rela-
clonadas con cantidades conservadas a través del Teorema de Nother .

Una simetria se define en términos generales, como una transformacion
del espacio solucién en si mismo, con la propiedad de mapear cada una de las
soluciones de! problema en otra. Cuando esto sucede, las ecuaciones asociadas
al problema son invariantes ante la transformacidn, ya que si dos soluciones per-
tenecen al mismo problema, pueden obtenerse a partir de las mismas ecuaciones.

Las hipersimetrias son el resultado de un intento por generalizar la
clase de simetrfas a la de transformaciones entre espacios solucidn de proble-
mas distintos con la propledad de mapear las soluciones de un problema en las
soluciones de ot

La mayor parte de las teorfas en Fisica Clasica estidn formuladas en
términos de principios variacionales o ecuaciones diferenciales que involucran
uno o mas campos —escalares o vecloriales— para describir el problema es-
peclfico en cuestién. La Optica Geoméirica por ejemplo, se formula a través del
principlo variacional de Fermat 6 [ n(r)dl = 0 donde el Indice de refraccién n(r)
es el campo escalar mediante el cual se describen los distintos medios dpticos.

Asociado a las transformaciones de hipersimetrfa existe un nuevo tipo de
Invariancia de las ecuaciones y principios variacionales de la Fisica. Se dice que
una ecuacion { o principio variacional ) es hipersimétricamente invariante —H-
Invarlante— ante cierta transformacion, cuando su imagen bajo 1a transformacién
en cuestion es la misma ecuacién { o principio variacional ) pero asociada a
campos distintos de los originales y por ende, a un problema especifico diferente
del descrito por la ecuacidn { o principio variacional Jinicial.

Recientemente S. Hojman mostré la H-invariancia ante transformacio-
nes conformes- de los principios variacionales de Fermat en Optica Geométrica
y de Maupertius para Mecanica Cldsicaasi como de la ecuacion estacionaria
de Schrodinger para Mecdnica Ondulatoria. M.A Roque encontrd algunas hi-
persimetrias en Optica Geométiica bidimensionaF, y D. Nifiez ha encontrado la
existencia de una relacién entre las hipersimelrias de la Mecdnica Cldsica con
las de la Mecdnica Ondulatoria en dos dimensiones, ademas de un gran nimero

YEN término fipersimetria acufiado por SHojman, pretende reflejar et hecho que dicho tipo de transfosmaclones
propoicionan Informacién sobre dos o mas p en i con lag ias, de las que so obtiene
inlormacion de uno soko.

2 Roque [1888]




de ejemplos de hipersimetrias en ambas teorfas®.

En esta tesis se hace una revision de los resultados existentes en
Optica Geométrica y Mecanica, introduciendo el Andlisis de Variables Complejas
—fuertemente sugerido por el hecho de trabajar con funciones conformes en-
tre espacios bidimensionales—, y se muestra la H-invariancia conforme de la
ecuacion para las vibraciones transversales de una membrana libre
ofr) 82

V2y(r,t) - - 3z i(nt) =0,

asf como la de algunas otras ecuaciones de la Fisica-Matemdtica.

Conocida la H-Invariancia conforme de una ecuacién o principio varia-
cional pueden obtenerse hipersimetrias al considerar transformaciones conformes
arbitrarias.

En Mecanica Clasica y Ondulatoria, al especificar 1a transformacién con-
forme, quedan determinados los potenciales que ésta relaciona, mientras que en
Optica Geométrica y en las vibraciones de la membrana existe la libertad de elegir
uno de los dos indices de refraccion y una de las dos densidades superficiales
de masa o respectivamente.

Surge entonces la interrogante acerca de la posibilidad de encontrar el
potencial y la transformacion conforme que relaciona a éste con un potencial
dado en Mecadnica, y de poder determinar si dos indices de refraccion o dos
densidades superficiales de masa estdn o no hipersimétricamente relacionados
y en caso de estarlo, de poder encontrar la transformacion conforme que lo logra.
En este trabajo se estudia dicho problema de manera general y se obtienen
algunos resultados.

La idea de relacionar mediante una transformacién dos problemas apa-
rentemente distintos no es nueva.

Darboux encontré un método para relacionar las soluciones de las ecua-
ciones de valores propios

2 &
a”2=p(z) +V(=)p(z) = Ap(z) (11)

2 d?
& 239(E) + U)¥(a) = u(e) (1.2)

3 Hojman y Nafiez (1989}



donde a es una constante y
A
Ule) =-via) +20° () (L9
{# es !a solucién propia de fa ecuacidn (1.1} correspondiente af eigenvalor A

El método muestra que !a relacidn entre las soluciones ¢ y ¢ de las
ecuaciones (1.1} y (1.2) es

W) = a [l (140)
p=A-24 (1.48)

donde ! = dz.

Haclendo o = A% /2m se obtiene una refacién entre los problemas des-
critos por ja ecuacion de Schridinger unidimensional asociados a los potenciales
V(z) y U(z) que satisfacen la condicién (1.8). En este caso se utiliza a funcién

propla ¢ para relacionar las soluciones ¢ y ¢ v la transformacién en general, no
es conforme.

En 1965 Kustaanheimo y Stiefel generalizaron Ja transformacién entre
(z.y) y (u,v)

(u2 - v2) (1.5a)
v (1.5b)
a tres dimensiones.

Dicha generalizacién relaciona el problema del oscilador armdnico en
cuatro dimensiones y una constriccion, con e} problema iridimensional de Kepler

en Mecdnica Cldsica y el del dtomo de hidrégeno tridimensional en Mecdnica
Ondulatoria.

Esta fransformacion permitié a Duru y Kleinert, y a Ho e Inomata cafcular
la funcién de Green coulombiana por el método de integrales de trayectoria de
Feynman®,

* Lamb (1880} p.36.
3 Cotnlsh [1884].



La transformacién (1.5) relaciona los mismos problemas bidimensionales
en Mecdnica Cldsica y Ondulatoria, y aparece como un ejemplo particular de los
resultados obtenidos en este trabajo.

Resulta interesante el que dos problemas de la misma teorfa aparente-
mente distintos, estén relacionados y sean por lo tanto equivalentes, ya que a
través de estas relaciones se manifiesta un aspecto de la estructura de la teorfa
y en Gitima instancia de la Figica misma.

Desde el punto de vista practico, una hipersimetrfa permite obtener in-
formacién acerca de un problema a partir de lo que se conoce sobre el problema
relacionado. Esta informacidn puede ser la de cantidades conservadas, integra-
bilidad, asi como la solucién completa del problema.

El método que permite encontrar directamente hipersimetrias entre pro-
blemas dados se convierte en una nueva y poderosa alternativa en cuanto a la
generacién de soluciones exactas en Fisica bidimensional, asl como en ia deter-
minacién de la existencia de soluciones a problemas especificos.

En el d4mbito de este método se obtuvieron los sigulentes resultados:
En Mecdnica Clasica y Ondulatoria, si el potencial V' con energla aso-
clada E satisface la condicién V2InV = 0, esta relacionado con el potencial
= —E|]’|2 con energfa asociada &, donde f es la transformacién conforme y
[

';' "i (lnv)' df'(hv)l‘d.g
F(z)= f <‘_’(j';f)) e / ¢ !

donde V' se ha expresado como una funcidn de las variables complejas mutua-

mente conjugadas z = z+iy y Z = z — iy, ya que se trata de un potencial
bidimensional,y F = f~1.

En membranas y Optica Geométrica, dadas las distribuciones o1 y o3 ¥
los Indices de refraccién ny y ng, y

(vﬁln)""a..so, (v’m)""'n,-s meN, i=1,2

si my # my los problemas asociados a ¢y y o2 no estdn hipersimétricamente
relacionados a través de una transformacion conforme, y fo mismo sucede con
los problemas asociados a ny Y nag.



Cuando my = mz = m, se definen f; y f2 como

' (V’ln)m—l'.’-g, (v,ln)n-l"

w g =

- S | T, TR, X
filw)= /[(W ln)m lo.'(w',ﬁ')] e (woiimat) (72107 e (TR e
) i=1,2. (1.8)

Si o; estd relacionado con o,; mediante f;, para { = 1,2 donde
2 m-1
(V ln) Ooi = 1

—lo cual puede probarse a través de una sustitucion directa— entonces a1 y o2
estdn hipersimétricamente relacionados mediante la transformacién

f=Rofi, F=f"

Lo mismo ocurre con los indices ny y n2 si se suslituye n? en lugar de
o; en la expresién (1.6).

Todos estos resultados son consecuencla de un teorema de variable
compleja que proporciona condiciones necesarias y suficientes para que una
funcién de dos variables reales sea el médulo de una funcién analifica de una
variable compleja. Esto se debe a que los problemas asociados al potencial V en
Mecdnica Cldsica y Ondulatoria asi como los asociados al indice de refraccion n
y a la densidad superficial de masa o de la membrana, estan hipersimétricamente
relacionados a fravés de una transformacidn conforme f con los problemas aso-
ciados al potencial V, indice # y densidad & respectivamente si y solo si satisfacen
las ecuaciones

[E=V (£(w), F@N] IS (W) = £ = V(w,B)

v, @) = n (f(w), F(@)) |1 (w)]
&(w,m) = o (f(w), f()) I/ (w)*

donde |f'} es el médulo de la funcién analitica f'.

-6~



La exposicion del trabajo estd organizada de acuerdo con el siguiente
esquema:.

En el capitulo 2 se introducen algunos conceptos del Andlisis de Variables
Complejas y se muestra la H-invariancia conforme de los principios variacionales
bidimenslonales de Fermat y Maupertius asf como de las ecuaciones de Schrddin-
ger en dos dimensiones y de fa ecuacion para fas oscilaciones fransversales de
la membrana. Se muestra también la H-invariancia conforme de las ecuaciones
bidimensionales de Poisson, de onda y de ditusién,

Los resultados asociados a la determinacién de las condiciones sufi-
cienles para que dos problemas estén hipersimétricamente relacionados mediante
transformaciones conformes, forma parte del capitulo 3, donde primero se plantea
el problema y se muestra la necesidad del teorema de Variable Compleja mencio-
nado. Posteriormente se demuestra el teorema y-se utiliza para enunciar y probar
los resultados en Mecdnica, Optica Geométrica y membranas.

Finalmente, en ef capitulo 4 se desarrollan ejemplos que ilustran el uso
de los resultados anteriores en la obtencidn de hipersimetrias para problemas
dados, asi como la generacion de soluciones exactas a partir de soluciones
conocidas para alguno de los problemas. La Ultima seccidn del capfiulo estd de-
dicada a mostrar algunos contraejemplos relacionados con el teorema de Optica
Geométrica y membranas,

En las conclusiones se presenta un resumen y una evaluacion de los
resultados obtenidos, y se proponen distintas direcciones para continuar la in-
vestigacion refaclonada con el material expuesto en este trabajo.

Los resultados que aparecen en fa seccién 2.3 fueron obtenldos en forma
distinta por M.A Roque, al igual que jos de las secciones 2.4 y 2.5 obtenidos por
D. Nifiez, a quien ademds se deben los ejemplos en Mecénica Cldsica de la
seccion 42.

Se considerd conveniente efectuar tas demostraclones en coordenadas
cartesianas y en general se procurd presentar fos resuftados de manera sencilla,
con el objeto de no obscurecer las ideas esenciales existentes detrds de cada
uno de eflos.

En los apéndices se incluyen los mismos resultados en coordenadas
generalizadas junto con sus respectivas demostraciones,
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2.1 Transformaciones conformes
y Variable Compleja

Una transformacion continua del espacio euclideano n-dimensional
(R") en sf mismo, mapea arcos de curva en arcos de curva. Si ademds pre-
serva los angulos entre curvas que se cortan —entendidos como los formados
por los vectores tangentes a éstas en el punto de interseccion—, se dice que la
transformacién es Conforme.

Este concepto es inherente a la transformacién , por lo que puede apli-
carse a mapeos entre cualesquiera dos espacios, siempre y cuando en estos
tenga sentido hablar de arcos y dngulos.

Para el caso especifico de transformaciones de R? en si mismo resulta
muy conveniente identificarlo con el plano complejo C, ya que la propiedad de
conformalidad estd estrechamente ligada con la de diferenciabilidad en C.

En este punto es preciso introducir algunas definiciones basicas con el
objeto principal de fijar la notacién.

Una funcién
J:ACR* —R?
es R2-diferenclable en (z,, ), i es diferenciable en ese punto en el sentido de

variable real' , mientras que por C-diferenciable en z, € A c C se entenderd la
existencia de la derivada compleja en z,

d . j(z) - /(zn)
4 = e— = D ————
f'{z) = dz J(zo) = ,131 =2,
Ambos tipos de diferenciabilidad estan relacionados por el sigulente teo-
rema,

TEOREMA 2.1 [ = u+ fv es C-diferenciable en z, = zo 41y, i y
solo si f = (u,v) es R%.diferenciable en {70, ¥0) ¥ tanto u como v satisfacen
Ins condiciones de Cauchy-Riemann en ese punto®:

du v Ju _ dv

dz  dy' 8y az

! Condiclones suflcientes para esto son la existencla y continuidad de las derivadas paiclales -sl.‘-, -‘3—:-, %%.
en (Zoy¥o).
2Marsdan (1973], p48.
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De esto se concluye que si las derivadas parciales de u y v son continuas
y satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann, f = u +iv es C-diferenciable.

f es analitica en una region A si es C-diferenciable en todo punto
z€ A

El siguiente teorema muestra que las funciones analiticas no constantes
son conformes cuando menos en alguna region.

TEOREMA2.2  Sif es anallticaen Ay f'(z,) # 0 paratodo z, € A®
entonces f es conforme en A.

Demostracién.

La demostraclén es directa, ya que si Z, y Z, son dos funciones dife-
renciables definidas en [e,b] ¢ R con valores en € —arcos— tales que

Z,(to) = Z(to) = 2o

Z!(to) #0 para i=1,2 &, € [a,b]

—existen los vectores tangentes en z,—, ¥
W, = f(Z;(t)) para i=1,2,
entonces, por la regla de la cadena
Wi(to) = f'(2) 2] (o), i=1,2,
y los vectores tangentes en f(z,) no se anulan, ademds
arg W/ (to) = arg f'(z0) + argZ'(t,). i=1,2.
Finalmente, restando la ecuacidn anterior para ¢ = 2 de aquella con

t=1
argW, '(t,) — argW, ' (t,) = argZ,' (o) - argZ,'(to),

3Estag mismas hipbtesi: It por ol Tt de fa Funcion Inversa que f os iaverlble en A con inversa
/7 analitica y !'(lo)l_l,(lo) = 1. (Marsden {1973), p.338),

- 140 -



ya que f'{z,) no depende de la curva en cuestidn, y f es por lo tanto-conforme
en z,. [u]

. En forma reciproca, puede mostrarse que si en A f es conforme y sa-
tisface las condiciones de continuidad entonces es también analitica’.

Si se tiene la pareja de variables reales independientes (z, y), siempre
puede pasarse a la pareja de variables complejas (z,z) también independientes
y viceversa utilizando las transformaciones

. 1.
z=z+iy z=-i(z+z)
(2.1)

F=z—1y y=%(§'—z).

St f = f(z,y) entonces f(z,3) = f(z(z,3),4(2,%)), sin embargo se
reservard a tilde para ofro tipo de transformaciones, y en adelante tanto f como la
composicion f se denotardn como f, siempre y cuando se utilice la transformacion

(2.1), 1 e
fz3) = /(z(z,i),y(z,i)) (22)
f(zv) = f(2(=z,v), 3(z, 1)),

De (2.1) se obtienen las relaciones de transformacién para los opera-
dores de derivacion parcial

2 _18 i3
9z 20z 208y
9_18 ,id )
9% 298z 28y

Si f = u + v entonces

e_f___]:[au 80] ;_[a_g 80]
2 1

3z =3 E I

dz dy

*Es necesatio que fanto g{- como %6 sean continuas. Para ta demostracion CI. Ahlfors [1853), p.73.

-1 -



y de esta expresion se concluye que las condiciones de Cauchy-Riemann son
equivalentes a

_ Este resultado es sumamente ilil , pues si se tiene f = f(z) —0 f =
f{z)—, \a analicidad queda sujeta Unicamente a las condiciones de continuidad.
Este hecho simplifica el proceso de determinar si una funcién dada es analitica
0 no, asi como la tarea de construirla.

En adelante, al hablar sobre cualquier funcién analitica, se supon-
dréd implicitamente que si depende de alguna variable compleja, no puede de-
pender de la variable conjugada.

2.2 H-invariancia conforme
en Fisica Bidimensional

Como se menciond en el capitulo anterior, una transformacién de hiper-
simetrfa es, en términos generales, un mapeo entre dos problemas de la Fisica
aparentemente distintos.

En este trabajo se estudian fransformaciones entre dos problemas des-
critos ya sea por el mismo principio variacional (Principio de Fermat o Principio
de Maupertius), o por la misma ecuacién diferencial (Ecuacién de Schrddinger
o Ecuacion para las vibraciones de una membrana), donde cada problema es-
pecifico estd caracterizado por un campo escalar al que se llamard genérica-
mente potencial generalizado, y corresponde al indice de refraccién en Optica
Geométrica, a la densidad superficial de masa en el caso de la membrana y al
potencial escalar en Mecdnica Cldsica y Ondulatoria.

Cada problema esta caracterizado por la pareja ecuacion-potencial ge-
neralizado o principio variacional-potencial generalizado.

Si después de aplicar una cierta transformacion se obtiene la misma
ecuacion o principio variacional, y el mismo u otro potencial generalizado, se
dird que la ecuacién —o el principio variacional— es H-Invarlante ante la trans-
formacion en cuestion. En el caso de obtenerse el mismo potencial generalizado,
la ecuacién o el principio variacional serd tnicamente invariante.

En lo que resta de este capltulo se mostrard la H-invariancia conforme
de algunas ecuaclones y principios variacionales de la Fisica en dos dimenslones.

- 42 -



2.3 H-invariancia conforme
en Optica Geometrica

En la aproximacién de la Optica Geométrica (A — 0), el problema central
consiste en encontrar la trayectoria seguida por los myos de luz,

La trayectoria de un rayo que pasa por los puntos A y B, obedece el
Principlo de Fermats

B
6/ndl=0 (2.4)
A

donde la variacién es sobre todas las trayectorias que pasan por los puntos A y
B.

En este caso el potencial generalizado es el indice de refracciénn y dl
es el elemento de longitud del espacic euclideano.

En espaclio bidimensional con coordenadas cartesianas el Principio de
Fermat se.expresa como

5/ n(z!, 2%)y dz1? +dz21 =0 (2.5)

conzl=zyzl=y

Para obtener las ecuaciones que debe satisfacer la trayectoria se intro-
duce e! pardmetro auxiliar r, y se consideran z! y z2 funciones de éste:

2t = 2'(r) i=12

Tomando esto en consideracion puede hacerse el cambio de variable en
(2.5) e integrar respecto a r

'] f n(z!, 22)\/(0)2 + (22)? dr =0 (2.6)

donde ¢ T' parat=1,2.

5 Botn y Wolf (1980), p.740.

- 13 -



La expresion (2.8) aparece muy a menudo en problemas fisicos de
Cilculo Variacional, y las soluciones son las ecuaciones de Euler®;

dd I R ad ", . :
d_‘; [a—z" (n (21)2 -+ (22)2)] - 5-;' (n (21)2 + (22)2) =0 § = 1,2.
Efectuando las primeras derivadas y recordando que +/(z1)? + (£%)% =

d | nif an dl ]
E{‘u/dr}_ﬁd—r‘o =12

e

Por (ltimo, puede eliminarse el pardmetro auxiliar r considerando a
como la variable independiente y cancelando factores comunes, obteniendo

d | def dn .
E["a]'az‘—o =13
que es equivalente a
dj dsf 18n? .
"-J [n~dT] =23 t=1,2 (2.7)

Et procedimiento anterior puede también efectuarse en coordenadas generaliza-
das, obteniendo ecuaciones andlogas. Dicho cdlculo y resultados se encuentran
en el apéndice 1.

Habiendo Indicado la forma de encontrar las trayectorias solucién al
Principio de Fermat, se muestra a continuacion la H-invariancia conforme de dicho
principio, para lo que es conveniente expresarlo en las coordenadas (z,z).

Aplicando las transformaciones (2.1} ai principio variacional (2.5) y ha-
clendo uso de las relaciones (2.2) se obtiene

5 f n(z,7)|dz] = 0 (2.84)

con trayectoria solucién 4
z = ~(r) b
7Bl R C; Ao = zarB)=zp. O

© Morse y Feshbach [1853), p276.

- 14 -



Sea z = f(w) una transformacidn conforme entre las variables (z, ), y
(w, @) con inversa w = F(z), donde z =z +1iy y w = u+iv.

Efectuando el cambio de variable en (2.8) se obtiene

0= / n(z,7)|dz| = § f n(f (), TE)f' (w)lldu]
b} F(q)

lo que implica

5 / fi(w, ¥)|dw| =0 (2.90)
con trayectoria solucién §
w=4(r)
FilaplcR-C i) = wpilB) =ug. O
donde _
iw, ®) = n (F(w), F(@)) 11 ()| (2-100)
y
4=Fom; wy = F(z4),wp = F(zp). (2.100)
[w]

En esta demostracién se utiliza fuertemente el hecho de que ambos
problemas estdn expresados en el mismo tipo de coordenadas, ademds de con-
siderarse Unicamente el caso de coordenadas cartesianas. Sin embargo, tanto
la H-invariancla del Principio de Fermat asi como las relaciones (2.10) pueden
generalizarse en el sigulente sentido:

Si al principio de Fermat expresado en coordenadas arbitrarias se le
aplica una transformacion conforme seguida de un cambio de coordenadas, se
obtiene el Principio de Fermat para un nuevo indice de refraccidn, expresado
ademds en cualquier tipo de coordenadas {no necesariamente el mismo del que
se partid).

El lector interesado puede encontrar la prueba de la proposicién anterior
en el apéndice 2.
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2.4 H-invariancia conforme
en Mecanica Cilasica

En Mecdnica Cldsica --a diferencia de como ocurre en Optica Geomé-
trica— para describir completamente el comportamiento dindmico de cualquier
sistema, ademds de conocer la trayectoria espacial seguida por cada una de las
particulas que lo componen, es también necesario saber como recorren dichas
partlculas las trayectorias a través del tiempo,

Existe una gran cantidad de formulaciones de la Mecénica Cldsica, sin
embargo hay una que resulta sumamente Util para aplicar los resultados obtenidos -
en Optica Geométrica descritos en la seccidn anterior. Se trata de! principio
varlacional de Maupertius, con el cual se obtlenen directamente las trayectorias y
posteriormente, de éstas y una condicién adicional, se encuentra la dependencia
temporal de los recorridos,

Si el sistema es consevativo se puede mostrar que el Principio de Minima

Accion .

§S=6[ Ldt=0 {2.11)
'l

puede ser reemplazado por el de Maupertius’

3
6S, =6 / pid dt=0 (2.12)
4H

donde p; y ¢' son los momentos y coordenadas generalizados del sistema. En
adelante —a menos que se especifique lo contrario— se utilizaré la convencién
de suma de Einstein; cuando aparecen dos Indices repetidos, uno en forma cova-
riante (sublndice) y el otro en forma contravariante (superindice), se sobrentiende
la suma para todos los valores definidos del indice en cuestion.

Es preciso aclarar que las variaciones en (2.11) y (2.12) son distintas,
En el primer caso se trata de desplazamientos virtuales en los cuales el tlempo se
mantiene fijo y las coordenadas varfan sujetas a las constricclones impuestas al

7(Go\dsloln (1960], p.368} En cuanto a la nomenclatura, existen algunas veriantes en la literalure; al Principlo
de Minkma Acclon se le conoce 1amblén como principlo de Hamilton, mientias que al de Maupertius se le llama
Princlplo de Minima Acclon, Sin embargo, 1a mayoria do los aulotes estan de acuerdo respecto a que ia foima
coiracta del principlo no se debe a Maupertius sino 8 Euler y Lagrange.
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sistema. Dichas variaciones en general no coinciden con trayectorias flsicamente
posibles. En el segundo caso, el proceso Incluye una variacion en el tiempo,
aln en los extremos, donde las coordenadas se mantienen fijas. Esto permite
exigir que la variacion de la trayectoria sea consistente con el movimiento fisico.
Algunos autores distinguen este proceso del anterior denotando la variacion con
el simbolo A en lugar de 8.

A S,= [ pidg* se le llama Accién Abreviada.
Si se tiene una sola particula de masa m en un potencial externo V =

V(q) con energla constante E, la integral en (2.12) puede transformarse en otra
puramente espacial.

2
Para eflo se utilizan el lagranglano L = %m(ﬁ%) -~V (q) —donde dl es el

elemento de trayectoria— y la Ley de Conservacién de la Energla E(q, %‘{) =E.
De estas ecuaciones se despejan los momentos generalizados y el tlempo en
favor de las coordenadas y el elemento de linea dl, obteniendo finalmente®:

5 / VIME =V &l = 0. (2.13)

El Principio de Maupertius expresado en esta forma es formalmente
equivalente al Principio de Fermat (2.4) y la manera de pasar de uno al ofro es a
- través de la identificacién

n(r) = VREmE -V @) (2.14)

Para obtener las ecuaciones de la trayectoria en el caso bidimensio-
nal utilizando coordenadas carteslanas, basta hacer la sustitucion (2.14) en las
ecuaclones (2.7) que son las correspondientes al Principio de Fermat, obtenlendo

d d 2 .
Vi2m(E - V(r))la- {\/[2m (E - V(r))]-ﬁz'} = —m-a—z—'.-V(r) i=12,
{2.15)
donde r = (zl,::).
La ecuacidn anterior puede reparametrizarse arbitrarlamente sin afectar

las trayectorlas solucidn. Sin embargo de entre la infinidad de pardmetros posl-
bles existe solamente uno de interés fisico, el tlempo, el cual se obliene a través

®Landau y Lifshitz (1960}, p.142.
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del cambio de variable

[2m (E - V(:c’, z’))] .il_
m dl’

(2.16)

S

Utilizando esta reparametrizacién en las ecuaciones (2.15) se obtiene

la Segunda Ley de Newton en coordenadas carteslanas
d’z
dtl

a 13 .
m =—-a—;':Y(z ,z) 1=1,2,

lo que muestra que el pardmetro t es efectivamente el tiempo.

A pardmetro ¢ definido mediante (2.16) se le llama pardmetro de Lu-
neburg y es precisamente éste el que permite expresar la ecuacién (2.15) de la
manera mas sencilla posible®,

Para mostrar la H-invariancia conforme del Principlo de Maupertius (2.18)
en el caso bidimensicnal con coordenadas cartesianag, es conveniente expresarlo
en términos de las variables (z,%); lo cual se logra mediante las relaciones (2.1)
y (2.2) en forma andloga al caso dptico geométrico obteniendo,

5 / VEME=V@ma)] lde] =0 (2.170)
con trayectoria solucién

z=1(r)

2.17b

vife, flCR—C; ) = z4,7(B) = zp. ( )

Haclendo el cambio de varlables de (z,Z) a (w,@) con z = z + 1y,

w = u +1v y ulilizando para tal motivo la transformacién conforme z = f(w) con
inversa w = F(z) se obtiene

s [iom(E-V (@ T@N MW i =0. (28

° Luneburg [10684}
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Para que la expresidn anterior represente nuevamente el Principio de
Maupertius asociado al potencial ¥{w, %) con energla £, es necesario imponer

la condicion _
(B -V (f{w), T@)] /' (W) = € - V(w,5), (2.19)

donde ademds, el nuevo potencial V¥ no debe depender de la nueva energla &.
Cuando este es el caso la expresion (2.18) se transforma en

5 f VEm € = V(w,3)] [dw| =0 (2.20a)

con trayectoria solucidn 4

w=(r) ‘
FileflcR=C; o) = wa, 4(8) = wg. {2.208)
F=Foq; wy = F(za),wp = F(zp). (2.21a)

i

La forma mds sencilla —aunque no la Unica— de satisfacer el requeri-
miento (2.19) es mediante el sigulente par de condiciones

V {(f{w), 7(®)) ' ()i = —¢ (2.216)
V(w, @) = - B/ (). (2.21¢)

Como el tiempo se obtiene a partir de la trayectoria, la transformacion
temporal queda totaimente determinada por el mapeo conforme espacial y la
definicion (2.18),

Para obtener ia relacién entre s y ¢, donde s es el tiempo asoclado al
problema con potencial V y energla £, basta hacer uso de la regla de la cadena

ds  ds 1 |dg]

y uliiizando la expresién (2.16) para las derivadas I%‘-:’-l y “': se obtiene

ds m 2m(E-V(z,%)] 1

& em(E - V(w,0) m )
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Simplificando y tomando en cuenta que se satisface la condicién (2.19)

resulta que
da

@ |!'(W)l2

Por dltimo, si C es una constante de movimiento asociada al problema
con potencial V y tlempo ¢

= |F'(z)%. (2:22)

oo,

C'=C(z," a0

dz dz (e}
2, E)Ezlt

entonces @ es constante de movimienlo asociada al problema con potencial V y
tiempo s, donde ’

& (wm G gove) = © (17O [y & [ v )

_ dz d7
=0 (zrzl T E:‘) )

ya que
dC
il £ (w )|2 (2.23)

La demostracion de la H-Invariancia conforme del Principio de Mauper-
tius en coordenadas generalizadas y las expresiones para las relaciones corres-
pondientes entre los potenciales andlogas a (2.21) se encuentran en el apén-
dice 2; asfl como la obtencién también en coordenadas generalizadas, de la re-
lacién (2.22).

2.5 H-invariancia conforme
en Mecdnica Ondulatoria

En esta formulacién de la Mecdnica Cudntica, el estado del sistema en
estudio estd caracterizado por la funcién de onda compleja ¥, la cual contiene
toda la informacién que se puede obtener de dicho sistema™.

10 5akural [1985), p.9e.
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Si el sistema se reduce 8l de una particula de masa m, fa evolucion de
la funcién de onda ¥(r,¢) estd descrita por la ecuacién de Schrodinger

--’-‘ivzxy(r t) +V(r,t)¥(r,t) = ih—a—lll(r t) (2.24)
2m ! ! ! a )

donde V(r,t) es, como en Mecdnica Cldsica, el potencial en el que se encuentra
la particula.

Sl ademds ef potencial V es independiente de! tiempo, fo cuai se su-
pondrd de aquf en adelante, la ecuacién (2.24) es separable respecto a las varia-
bles temporal y espaciales, dando lugar a estados estacionarios caracterizados

por
D(r,t) = e~y (x) (2.25)

donde ¢ satisface la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo
a_,
= Y vlr) + V(r)(r) = B (x). (2.26)

Un estado estacionario es aquel que tiene una energla blen definida'' &
relacionada con la frecuencia angular w mediante la expresion de Planck-Einstein
E = hw.

Dado un potencial V, el problema se reduce entonces al de resolver
la ecuacién (2.26), que en espacio bidimensional y coordenadas cartesianas se
expresa mediante

V(2 3)+ 37 B~V (@)} p(zy) = (227)

Para probar la H-invarlanca conforme de esta expresion es conveniente
utilizar como en los casos anteriores, el par de variables complejas (z,%).

La expresién para el operador laplaciano en dichas coordenadas se
obtlene combinando fas relaciones {2.3)

O (18 _$0)(a i) 19 14%
8297 \20z 20y/ \29z  28y/ 48z2 ' 438y*

' Gohen-Tannoudjl e al. [1877), p.33.
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obteniendo
82

24
V=i

(2:28)

Utilizando este hecho junto con las refaciones (2.1) y la convencion (2.2)
en la ecuacion (2.27) se obtiene

452 a_z_'/;(z z)+  [E-v(z9) =5 =0 (2.29)

Sea z = f(w) un mapeo conforme con inversa w = F(z). Para obtener
la expresién del primer término de la ecuacién (2.29) en las nuevas coordenadas
{w, W) se considera la composicion

o(w,7) = ¢ (f(v), 7(@)) (2.30)

y se utiliza la regla de la cadena dos veces, tomando en cuenta que la analicidad
de fy f implica

D
Ly

=0,

e
Dl @
£is
I
ol
E]\I
I

o

@
€l

obteniendo

a2 - a'p(z z) Tw
4558_75‘6( Jw), 7(@) = w[ H T ,(W)]

=1 (%)
3 *9(2,7) =
T 8z23% w2 f(w) j'(w)j @
=] ()
y en forma abreviada
Viu (v, 3) = | (W) PV 5 9(5,3) |-=:<-) : (2.31)
=7 (%)

Evaluando la ecuacién (2.29) en (f(w), F()), utiizando Ia expresion
anterior y mulliplicando por el factor conforme |f'(w)|? se obtiene

tagew®) + 3| 1) [ [B-V (1) T @) ]plwm) =0, (32
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Para obtener nuevamente la ecuacion de Schrédinger Independiente del
tiempo (2.29), esta vez asociada al potencial ¥ (w, @) con energia £ es necesario
imponer la misma condicién que en Mecdnica Cldsica

[E -V (j(w),?(ﬁ))] ]/'(w)]2 =& - V(w, @), (2.19)

con V independiente de la nueva energia £. Si esto sucede, la ecuacién (2.32)
se transforma en

48325‘9("’@) + Z,;[f - V(w:"ﬂ)] plw, ) =0, (2.38)

y las soluciones de ambos problemas estan relacionadas a través de la definicion
(2.30). o

La demostracién de la H-invariancia conforme de la ecuacién de Schro-
dinger independiente del tiempo en coordenadas generalizadas y la obtencién
en ese caso de expresiones andlogas a (2.31) y (2.19) se desarrollan en el
apéndice 3.

Es notable que lag condiciones necesarlas y suficientes para H-invarian-
cla conforme en los casos clasico y ondulatorio de una particula en potenciales
independientes del tiempo, son exactamente las mismas —(2.19)—. Este hecho
permite utiizar directamente en el caso ondulatorio resultados obtenidos para el
caso cldsico y viceversa,

Un ejemplo de esto son el par de condiciones suficientes (2.21) para
safisfacer Ja condicién (2.19)

V (1(w), F(@) 1f () = ~¢
V{w, ) = ~E|f'(w)?,

y de mayor relevancia ia sigulente proposicién:

COROLARIO 2.1 Para el caso de una partfcula de masa m, los
problemas clésicos caracterisados por los potenciales V y V independientes
del tiempo con energfas E y £ respectivamente, estdn hipersimétricamente
relacionados por el mapeo conforme f si y solo si los problemas ondulatorios
correspondientes a potenciales V y V independientes del tiempo y estados
estacionarios caracterizsados por las energfas E' y £ respectivamente lo estdn
a través del mismo mapeo f.
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2.6 H-invariancia conforme
en las oscilaciones transversales
de una membrana

Los casos de Optica Geométrica, Mecdnica Cldsica y Mecdnica
Ondulatoria anteriormente tratados, aunque representan areas muy amplias y
esludiadas de la Fisica, son teorias originalmente tridimensionales, y su res-
triccién a espacios bidimensionales reduce considerablemente el nimero de
sistemas reales que pueden ser descritos por éstas.

Lo mas deseable desde este punto de vista serfa el poder extender los
resultados obtenidos a espacios tridimensionales, sin embargo existe una serie
de argumentos discutidos al final de este capltulo, que muestran que teorfas de
hipersimetrfa conforme en dimensiones distintas a dos, estarian a su vez amplia-
mente restringidas,

Existe sin embargo una manera alternativa de proceder, y es buscando
modelos conformaimente H-invariantes en dreas de la Fisica originaimente bidi-
mensionales. La ecuacién de las oscilaciones transversales de una membrana
discutida a continuacion, es el resultado de dicha blisqueda.

Por membrana se entiende una pelicula plana que no ofrece resistencia
a la flexién ni al desplazamiento, extendida sobre un contorno rigido y plano.

El campo ¥ = ¥(r,t} representa el desplazamiento transversal de la
membrana del punto de equilibrio ¥ en el p/ano definido por el contorno, al tiempo
t.

Puede probarse que sl el desplazamiento ¥ es pequefio®, la tensién
T' a la que esta sujeta la membrana es constante y uniforme, y ¥ satisface la
ecuacion

tr(r)a%;\?(r, t) = TY2U(r,t) = ¢(r,t) (2.34)

donde r es la posicién en el plano del contorno, o es la densidad superficial de
masa de la membrana y ¢ es una densidad de fuerza externa que puede actuar
sobre ella®

25 dock (%—:—)’ <« 52
3 1ljunov y Samarsky [1872), p.40.
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En-coordenadas cartesianas, la ecuacién (2.34) aparece como

o(z,9) 2 30 \I'(z. vit) — TV3¥(z, y;t) = oz, y;1),
y utilizando las expresiones (2.1), (2.2) y (2.28) puede escribirse en términos de
las variables (z,%)

o(z, z) \Il(z Zit) — 4T —=¥(z,%;t) = ¢(2, %;t). (2.35)

6
3 0z
Para probar la H-invariancia conforme de la ecuacién (2.35) se utiliza

el mapeo conforme z = f(w) con inversa w = F(z), que es una transformacién
tnicamente espacial y no afecta operadores ni variables temporales.

Evaluando la ecuacién (2.35) en (f(w}, f(@)) v utilizando la ecuacién
(2.81) se obtiene"

o (1), 7®) 00 B30) = b T2 0w, mi0) = (100), T@)

y multiplicando por el factor conforme | f'(w)[? se obtiene nuevamente la ecuacién
de oscilaciones de la membrana

#{w, ) aez“’(“’ w;t) - 4T aa_<»(w Bt) = (w,Te).  (236)
donde
O(w,wjt) = ¥ (j(w),?(iﬁ);t) , (2.37)
#(w, @) = o (f(w), 7(®)) /' (w)?, (2.38)
Hw,@;t) = ¢ (f(w), F(@);t) |/ (w) . (2.39)
[m]
“como ol f, fa relackn (2.31) no pierde validez sl se reemplaza

W (z,7it) por (2, x) y ¢>(w. w; ¢) por p(w,w)
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La demosracién de la H-Invariancia conforme de la ecuacién de la mem-
brana (2.34) en coordenadas generalizadas se encuentra en el apéndice 3.

En este caso existen dos potenciales generalizados; o y ¢, que carac-
terizan cada problema.

Por simplicidad se tratardn aqui unicamente problemas de ‘membrana
libre” en los que ¢ = 0. La relacién (2.39) implica
t=0¢+=e¢=0

por lo que cada problema de membrana libre se transforma en otro también de
membrana fibre*. En este caso la ecuacion (2.84) se reduce a la ecuacion ho-
mogénea de tipo hiperbdlico™

U(r)gtig‘l’(r, 1) = TV?U(r,t) =0 (2.40)

y el problema tiene asociado Unicamente el potencial generalizado o.

La solucion a este tipo de ecuacién es (nica y estable si se especifican,
como condiciones Iniciales

¥(r,t0), %(r,to) Vred (2.41)
{condiciones de Cauchy), y como condiciones de frontera
U(r,t) VredA t>t, (2.42)
)
V¥(r,t) Vredd, t2t, (2.48)

{condiciones de Dirichlet o Neumann respectivamente) donde A es la regién de-
limitada por la frontera rigida 34, que puede ser abierta"”

Un método comunmente ulllizado para resolver la ecuacién (2.40) con
las condiciones (2.41) y (2.42) homogénea™

¥(r,t)=0 Vredd, t >t (2.44)

'8 100roma 22 asogura que [f*(w)] > 0 pues ! es conforme.
'8 En of espacio-tlempo tridimensional

7 Morse y Feshbach [1953), p664,706.

18 Los mds comunes.

- 26 -



consiste en separar la parte temporal de la ecuacion, sustituyendo 1a solucion de
prueba

U(r,t) = P(r)e ", {2.45)

de donde se obtiene la ecuacion para la parte espacial ¢
w?
V39(r) + Seola)ilx) = 0. (2.48)

Asociado a cada funcién o hay un conjunto de coordenadas separables
—que puede ser vaclo—. En cada uno de estos sistemas existe una familia com-
pleta de soluciones de la ecuacion (2.48), cuyas curvas nodales —definidas por
¥ = 0— coinciden con las curvas coordenadas —¢* = constante—. Sila fron-
tera @A por fortuna coincide con porciones de curvas coordenadas, el problema
puede resolverse en términos de soluciones a la ecuacidn (2.46) que satisfacen
las condiciones de frontera (eigenfunciones) y corresponden a valores especificos
de w {eigenvalores)®,

La solucién es una combinacion lineal de elgenfunciones, y el peso de
cada una estd determinado por las condiciones iniciales.

Si la frontera es cerrada, los valores propios w forman un conjunto dis-
creto y existe un valor minimo w,; la frecuencia fundamental. Al resto de frecuen-
cias se les llama sobretonos y a las funciones asociadas a cada sobretono o
frecuencia fundamental modos normales?®,

Cuando la razdn entre los sobretonos y la frecuencia fundamental es
entera, se dice que los sobretonos son armdnicos Esta propiedad es fundamental
en la Mdsica, ya que permite la construccidn de escalas tonales?!

Una membrana con densidad ¢ homogénea y frontera circular no tiene
sobretonos armdnicos®. Esta es la razén por la cual el grupo de instrumentos de
percusién ocupa un lugar secundario con respecto a los instrumentos musicales
capaces de producir una secuencia natural de arménicos, como el grupo de
cuerdas?,

¥ ynicamente en estos casos os posible obtener solucknes en forma mds Gtll que series de mdtiples variables
0 Integrales. (Morse y Feshbach (1953}, p.497)

20 pygda haber d n; un eig for asoclado a
'Berg y Stork [1962], p.348-351.

2 Morse e Ingard (1060}, p211

23 Ramaksishna y Sondnl {1954
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Sin embargo, existen un par de tambores indivs: Mridanga y Thabala,
cuyos primeros cuatro sobretonos forman una secuencia arménica natural con la
frecuencia fundamental,

Las membranas de este tipo de tambores —a diferencia de las conven~
cionales— tienen adherida una pasta flexible de manera no homogénea, lo que

se traduce en una densidad superficial de masa o que depende de la coordenada
radial r,

Distintos autores han propuesto modelos para fa funcién o(r), como
Gosh®, quien sugiere ofr) = & y o = 2%, o Ramakrishna que propone una
densidad de "escaldn” con un valor constante del centro a un cierto radio r, y
otro valor constante de r, al borde®, Este (itimo afirma que su modelo reproduce
razonablemente los resultados experimentales.

La H-invariancia conforme de la ecuacién (2.40) permite encontrar re-
laciones entre membranas con densidades de masa o distintas, y proporciona
un método alternativo ya sea para ajustar modelos de densidad a los fambores
tradicionales o para fabricar nuevos instrumentos de percusidn con interesantes
propledades.

2.7 H-invariancia conforme
de algunas otras ecuaciones

de la Frsica Matemadatica

La expresin (2.31) para la transformacidn det operador faplaciano bajo
mapeos conformes en coordenadas cartesianas — o las expresiones corres-
pondientes en coordenadas generatizadas (43.9) y (43.27)— permite mostrar
directamente ta H-invarlancia conforme de otrag ecuaciones bidimensionales, en
particular la ecuacién de Polsson

V'(",;ﬂb(z,?i) = p(z,3), (2471)
y la ecuacién de onda
vi(z, 7 1) - 1 & W(z,7;t) =0 (2.48)
= vi(z,z)ot8 7 ’

% Gosh {1922}
2% amakishna y Sondhi [1954].
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donde p y v son los potenciales generalizados y representan las fuentes del
campo y el campo de velocidad de fase respectivamente.

Utilizando una vez mds el procedimiento de evaluar en (f(w), 7(@)) v
sustituir la expresién (2.31) se obtiene

V%w,’w')p(wrm) = j(w, 0}, (2.49)
y "
V%w,i-)@(wyw; t) - i_z(-uIT,—Tu:).a_tiQ(w' W,' t) = 0, (2,50)
donde _
#lw, @) = | £'(w)?e (f(w), (@), (2.51)

#*(w,m) = u_,(%miu? (fw).F(@) = P @)P? (f(w), F@)  (252)

y las soluciones estin relacionadas a través de las expresiones

o(w,T) = ¥ (f(w), T@) (253)
(w, T t) = ¥ (f(w), 7(@)it) (2.54)
que son idénticas a (2.30} y (2.87). u}

Por dltimo se muestra la H-invariancia conforme de fa ecuacién bidimen-
sional de difusién, que puede utilizarse para describir la propagacion del calor en
distintos medios o la difusién de fliidos; ya sea la de un gas en un medio poroso
o la de una solucién con concentracién no homogénea.

Para medios isotropicos de lenta variacion con la temperatura, la ecua-
cién de difusién es

K(x) V2 0(r, t) + VE(r) - VT(r,t) — c(r)p(r)gz\ll(r,t) = —¢(r, 1) (2.55)

donde ¥ es el campo de temperatura, k el coeficiente de conductividad térmica,
¢ el calor especifico, p la densidad y ¢ la densidad de fuentes térmicas®.

28| 03 coofickentes k y ¢ por tegla general son funclones de la temperatura de variaclon lenta. Si se toman
Intervalos de poca vatlackn de temperatura esta dependencia puede Ignorarse. Tijunov y Samarsky {1972),
p.193-196.
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Si se trata de difusién, ¥ es el campo de concentracion, k el coeficiente
de difusion, ei producto cp el coeficiente de porosidad®’ y ¢ la densidad de fuentes.

Para mostrar la H-invariancia conforme de esta ecuacién es necesario
obtener una expresion andloga a (2.31) para el término

Vk(z,Z) - V¥(2,3;t).

Después de un cdlculo directo y similar al que se hace para deducir la
expresion {2.31) se concluye que®®

Y (w,0) P, B) + V(5B w0, T; 8)

=|1"(w)? [V(x,:)k(z,i) ~V(,,;)\Il(z,z;t)] — (2.58)
=@

donde _
p(w, @) = k (f(w), T(w)) (2.57a)
®(w,;t) = ¥ (f(w), F(@)t) (2.57)

Evaluando fa ecuacidn (2.55) { expresada en coordenadas cartesianas
(2,2) ) en (f(w), 7(i5)) v utilizando las expresiones (2.31) y (2.56) se obtiene

plw, W) V*2(w, ;1) + Vp(r) - V(w, T;1)
e, i) B, ) = ~E(w, T (258)
donde
&(w, W) {w, w) = |1 (w){?e (£(w), F@) o (), 7(@)) (2.59)
t{w, @) = |/ (w) % (f(w), F(@) - {2.60)
Los potenciales generalizados son ¢y cp. En el caso de propagacion de

calor puede escogerse entre ¢ y p siempre y cuando el producto se transforme
segiin la relacion (2.59). a

2730 llama coeficlente de porosidad & fa relacién entre ei volumen de tos poros y et volumen total Ibid. p.194,
28g 4

se en el apéndice 4,
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Tanto las ecuaciones de Poisson y de o bnda como 1a ecuacidn de di-
fusion, a diferencia de los principios de Fermatyfauwgupelis ¥ de la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo, describeniicolnicanenle p rocesos particula-
res en algunas ramas de la Fisica. Ademds, a dleerisenchde la ecuacidn para las

oscilaciones de la membrana, representan proceses * es offnlmente tridime nsiona-
les.

En esta tesis se consideran dnicamernlt i=sas evaciones y los principlos
variacionales descritos en las secciones antefiies. 23, Shembargo, los resultados
que se obtienen en el sigulente capitulo puedentmtmmbiénaplicarse alas ecuacio-
nes discutidas en esta seccidn,

Es preciso aclarar que la ecuaciénde © - onda (2.48) no describe los
fendmenos de la Optica Ondulatoria bidimensimil @ || en nedios inhomogéneos®

Si se combinan las ecuaciones de Mawellbell paa me dios bidimensionales
no homogéneos, se obtiene un sistema de ecutiFoonesde tip© ondulatorio que no
es conformalmente H-invariante.

2.8 Recapitulacion
observaciones genmerales

La H-invariancia conforme de fas ewciolaciones dife renclales y los princi-
plos variacionales discutidos en este capituo perm=rmlie ielac ionar problemas bidi-
mensionales aparentemente distintos { caracleltasszados por Yos potenciales gene-
ralizados asoclados ), y sus soluciones a tiavésdb de lansformaciones conformes.

En Mecdnica Clasica y Ondulatoria cpo'orioblenade una particula de masa
m sujeta al potencial V{z,Z} con energia Funennstae ey el primer caso y bien
definida en el segundo esta asociado, a trvisdeb de hisns Formacién conforme f,

con el problema de una particula de masa majeldaeta dlpote ncial V(w, W) y energia
E, donde

Y (w, @) = —Bfufew), {2.21¢c)
siempre y cuando V satisfaga la condicién
v {(f(w), T@) Vi P =-¢. {2.218)

En Optica Geométrica, el problemdt o e deleminar la trayectoria seguida
por los rayos luminosos en un medio descilopoq pordidice de refraceion n{z, 2},

29 para medios homogéneos ia ecuacién es correcta, pein ek Sszasocitts de interds ya que las hiporsimetrias
telacionan potenciales generafizados funclenalmente disihbs
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estd relacionado al de hallar la trayectoria en el medio descrito por el indice
fi{w, W) donde

i{w, W) = n (H{w), T (@) |/ (w)}. (2.10a}

As{ mismo el mapeo conforme f asocia el problema de las oscilaciones
transversales libres de la membrana con densidad de masa o(z,%), con el de la
membrana de densidad #(w, @) y oscilaciones tambien fibres, con

§(w, @) = o (f{w), (@) /' () (2.38)

Las soluciones a log problemas asociados se obtienen aplicando la
transformacién f a las soluciones de los problemas originales.

En Optica Geométrica y Mecanica Clasica, las trayectorias salucién 4
correspondientes a los problemas asociados al Indice de refraccion #{w, @) y al
potencial ¥{w, W) respectivamente, se obtienen de las trayectorias solucion v de
los problemas asoclados al indice n{z,Z) y al potencial ¥ (2,%) a Wavés de la
compaosicion
4=Foq (2.108) 6 (2.21a)
donde F = 7, ‘

En Mecadnica Cldsica el tiempo se obtiene de fa trayectoria aplicando
la reparametrizacion de Luneburg, y ia refacién entre los tiempos s {asociado al
potencial V) y t {asociado al potencial V) es

da 1
S = P 2.22
& = o = P (222)
Las funciones de onda (w, %) y ®(w, W; t) soluciones de los problemas
asociados al potencial V en Mecdnica Ondulatoria y a fa membrana con densi-
dad & respectivamente, estdn retaclonados con las funciones ¥(z,%) y ¥(z,%;t)
correspondientes al potencial V {2,Z} y la densidad o(z,z) a través de las com-

posiclones _

plw,B) = ¢ (I(w)l f('l—l!')) (2.30)
O(w, T t) = ¥ (f(w), F(@)e). (2.37)

Tanto en Optica Geométrica como en las oscilaciones de fa membrana,
las expresiones (2.10a) y (2.38) aseguran la existencia de los potenciales ge-
neralizados asociados @ y & para cvalesquiera potenciales generalizados ny o
respectivamente, y cvalquier transformacién conforme f,
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En Mecdnica la situacién es distinta. Para estar hipersimétricamente
relacionados a través de Ja tranformacidn conforme f, los potenciales V y V
deben satisfacer la condicién

[E— v (/(‘”)v-f(m))] |,I(w)|2 =¢-V(w,o), (2.19)

yademds V' y V deben ser independientes de las energias E'y & respectivamente.

Si se utilizan las condiclones suficientes (2.216) y (2.21¢); dado el po-
tencial ¥, si existe una transformacién conforme f que junto con V satisfaga la
relacion (2.21b), entonces V estd refacionado con el potencial V a través de fa
transformacion f, donde V estd definido por la expresién (2.21¢).

Alternativamente, dada una transformacion conforme f cualquiera, los
potencliales V y V que esta relaclona hipersimétricamente son Unicos y estdn
determinados por las condiciones (2.218) y (2.21c)*.

En genera), tanto en la Mecdnica Cldsica como en la Ondulatoria, la
energfa juega el papel de un pardmetro, mds que el de una constante. En la ma-
yorfa de los casos en los que se tiene un potencial independiente de la velocidad
y el sistema es conservativo, se desea conocer las soluciones al menos para
clerto Intervalo donde la energla puede tomar valores, los cuales pueden estar
distribuidos de manera continua o discreta.

En este sentido, las expresiones {2.21b) y (2.21¢) relacionan ef problema
asoclado al potencial V con la familia de potenciales

{VE(W'W)}.;EI

y energia fija £, donde I es el intervalo de energias de interés para el potencial
Vl y
Ve(w, ) = —E|f' ()%

Esta observacidn ilustra el porqué de la interpretacién de las transfor-
maciones de hipersimetrfa como activas, en las que el espacio solucién descrito
por algin tipo de coordenadas se modifica, mientras que el sistema de coor-
denadas no se altera y se utiliza para describir el espaclo solucién modificado.
A diferencia de ésta, existe la Interpretacién pasiva, en la que no se altera el
espacio solucién ni el problema fisico, modificando tnicamente las coordenadas
que se utilizan para describirlo.

3 Guando se utilzan estas para satistacer (2.19).
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Antes de finalizar este capltulo, es conveniente discutir brevemente so-
bre la posibilidad de extender los resultados obtenidos a espacios de mds de
dos dimensiones.

Si se trata de extender la ley de transformacidn del operador laplaciano
(2.31) 0 (A3.9) se observa que es necesario imponer condiciones a la funcidn de
onda, al factor conforme —que sea constante— o alguna combinacién a ambos,
reduclendo el nimero de problemas para los que podria aplicarse la expresion .
buscada a un par de ejemplos particulares®'.

A diferencia de las ecuaclones de Schrodinger y de la membrana, para
probar la H-invariancia conforme de los principios variacionales de Fermat y
Maupertius no es necesaria la hipétesis de espacio bidimensional®,

Sin embargo, para dimensiones distintas a dos, la clase de transforma-
clones conformes se reduce al Grupo Conforme, generado por un nimero finito
de sencillas transformaciones®.

La razén principal por la que esto sucede se deriva de la expresidn de
transformaclién para la métrica en coordenadas generalizadas y dimensién entera
(As.8) hallada en el apéndice 3

dq* 3g

a7 -HET’ (As.3)

%5 (9)0*(@) = gu(a)
que impone condiciones sobre !a transformacién conforme f, ¢* = j‘(i).
Como el tensor métrico es simétrico, la expresion (A3.8) contiene
n(n +1)
2

ecuaciones independientes para las n+ 1 funciones desconocidas; n componen-
tes de la transformacidn f v el factor conforme a?.

Restando el nimero de incégnitas del de ecuaciones se obtiene

20D g )= Lt 1)nt2) (2.61)

1 Esto 50 apracla en la ecuacién (A3.8).
2 lad traclkon dol apéndice 2 838 independi dela 16n del espaclo,
33 uiper {1948,
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que es positivo para n > 2, lo que Iimplica que en ese caso el sistema estd so-
bredeterminado.

La expresion (2.61) es cero para n = —1 que carece de Interés f(sico,
y para n = 2. En este caso las ecuaciones que resultan de la expresién (AS.3)
son las condiciones de Cauchy-Riemann.
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3

Un Méetodo Directo

] Para Encontrar
Potenciales Generalizados,
Hlpersimétricamente
Relacionados

Con Potenciales Dados



3.1 Introduccidn

La relaclén hipersimétrica entre distintos potenciales generalizados bi-
dimensionales mediante transformaciones conformes es una relacidn de equiva-
lencia, porque las expresiones {2.19), (2.10) y (2.38) —encontradas en el capitulo
anterior— admiten la funcion conforme de identidad para relaclionar a todo po-
tencial consigo mismo, y ademds la clase de funciones conformes es cerrada
respecto a la inversién y composicién,

Como toda relacién de equivalencia, la de estar hipersimétricamente
relacionados a través de transformaciones conformes, genera una particién del
espacio de potenciales generalizados —asociados al mismo principio variacional
o a la misma ecuacion diferencial— en clases de equivalencia. Este hecho permite
utilizar todo lo que se conozca sobre un potencial generalizado —soluciones,
leyes de conservacion, simetrias, elc.— para el resto de potenciales generalizados
que pertenezcan a la misma clase de equivalencia,

Hay una gran cantidad de problemas asociados a potenciales gene-
ralizados para los cuales’es diflcil encontrar soluciones exaclas e incluso, en
algunas ocasiones, saber si ese tipo de soluciones existen. En estos casos serfa
de gran utilidad poder determinar si dentro de la clase de equivalencia a la que
el potencial perlenece existen otros potenclales, y de ser asf, saber cudles son
las transformaciones conformes que los relacionan con el potencial en cuestion.
Cuando esto sucede, basta conocer las soluciones exactas o saber sobre la im-
posibilidad de hallarias en alguno de los potenciales equivalentes para extender
este resultado a los demds, incluyendo el potencial original.

Cuando no pueden encontrarse soluciones exactas y tampoco puede
probarse su inexistencia en ninguno de los potenciales equivalentes, al menos se
habrd logrado Identificar los problemas y, al momento de resolver aguno de ellos,
quedardn resueltos los demds, .

Como se menciond al final del capitula anterior, las expresiones
i(w, ) = n (f(w), F(@)} 1/'(w)| (2.10q)
5w, @) = o (f(w), F(@) /' (w) (2.38)

aseguran la existencia de los potenciales fi y & para cualesqulera potenciales n,
o y cualquier funcién conforme f,

Si se tiene el potencial n(z,Z) y se desea encontrar otro miembro de
su clase de equivalencia, basta con introducir alguna funcién conforme f en la
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expresién (2.10s). Este procedimiento puede repetirse para distintas funciones
conformes y puede iterarse' logrando producir una larga lista de potenciales equi-
valentes a n. Sin embargo, si se desea obtener informacién sobre el problema
asoclado al potencial n utilizando la lista de potenciales equivalentes, no hay
nada que asegure que serd mds sencillo obteneria de dichos potenciales y, peor
atin, suponiendo que se hubiese revisado Ia fista y resultara que para todos los
potenciales que en ella aparecen, obtener Ja informacién es igual o mds dificll
que para el potencial original n, siguiendo este método, serfa imposible saber si
existe algun potencial equivalente a n no incluido en fa fista para el cual fuese
sencillo obfener fa informacién buscada,

El anterior procedimiento es andlogo al de buscar en un directorio te-
lefdnico el nombre de un propietario a partir de su nimero. Ain en este caso
la lista es finita y se tiene la certeza de que, buscando secuencialmente puede
recorrerse el directorlo en su totalidad y, después de un periodo finito de tiempo,
saber si e! niimero corresponde o no a algdn propletario y, en caso afirmativo
encontrar el nombre buscado. Adiferencla de este ejemplo, la lista de potenciales
es en principlo ademés de infinita, no numerable, ya que estd generada por la
clase de funciones conformes cuya cardinalidad para el caso bidimensional tiene
esas dos caracteristicas.

Seria entonces deseable contar con alglin método que permitiera probar
directamente si dos potenciales generalizados pertenecen o no a la misma clase
de equivalencia, y en ese caso, poder encontrar explicitamente la funcién con-
forme que los relaciona. Esto permitind probar silos potenciales cuya informacion
de antemano se conoce, estdn o no relacionados con el potenciai en cuestién, De
suceder esto, el conocer fa transformacion conforme que los relaciona resolveria
fotaimente el problema.

El caso de la membrana con potenclal generalizado o es totalmente
andlogo al de Optica Geométrica con potencial n arriba discutido. Sin embargo,
en Mecdnica Cldsica y Ondulatoria fa situacidn es distinta, ya que como se men-
cloné al final del capitulo anterior, si se utilizan fas condiciones {2.21), el potencial
V estd relacionado a través de la funcidn conforme f con un potencial ¥, siV y
f satisfacen

V (7(w) T@) i () = ~¢, (2.218)
en ese caso, el potencial V estd definido mediante
V{w, @) = -E|f'(v)*. (2.21¢)
'Como ya 8o lont la lclon de confosmes es
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St se desea obtener informacion acerca del problema asociado al po-
fencial V a través del potencial ¥ hipersimétricamente relacionado, es necesario
encontrar una funcidn conforme f que satisfaga fa condicion (2.21c), lo cual
puede Intentarse introduciendo funciones “de prueba® en dicha expresién. Con
este méiodo de ensayo ¥ error, si después de un par de intentos no se obtiene
la solucién es imposible determinar si esto se debe a que la solucidn no existe, o
bien, af hecho de que no se ha Introducido la funcidn de prueba correcta. Al igual
que en los casos de Optica y membranas, este procedimiento podtfa evitarse en
el caso de existir algun mélodo que permitiera determinar, dado un potencial V, s}
existe una funcién conforme f que satisfaga la condicién (2.218), y en ese caso,
saber de qué funcidn se trala, Esto permitisia calcular el potencial V a través de
la expresion (2.21¢).

En el presente capitulo, que constituye la parie central de este trabajo,se
enuncia y demuestra una serle de fecremas que proporcionan condiciones su-
ficlentes en Optica Geométrica y en fas oscilaciones de fa membrana para que
dos potenciales estén hipersimétricamente relacionados a fravés de una trans-
formacién conforme y, en Mecdnlica Cldsica y Ondulatoria, para que un potenclal
V satisfaga la condicién (2.215).

En ambos casos, cuando se cumplen las condiciones suficientes puede
ademds calcularse la funcién conforme f buscada.

3.2 Un teorema
de Variable Compleja

Se analizard primero el caso de Mecdnica que consiste como ya se

Indico, en encontrar condiciones suficientes para que el pofencial V satisfaga la
expreslén

V (f(w),7@) | () = ~¢, (2.218)

y en calcular la funcién conforme f cuando esto suceda.

En olras palabras, se requiere despejar la funcién f en la expresidn
(2.21b). Para lograrlo es conveniente camblar a las varlables (z,%) y utilizar el
Teorema de la Funcldn Inversa?obtenlendo

V(z7) = -£|F' ()

2Las hipbtesls requerldas en e} teofema (2.2) son lag mismas que requicte e} Teorema da fa Funcién inversa, cl;
socclén 22,
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que equivale a
(s.1)

Esta dltima expresion es una condicidn necesaria para el potencial V';
el primer miembro debe ser igual al médulo de una funcién analitica que no se
anula’,

E! problema se reduce ahora al de encontrar condiciones suficientes
para que una funcidén que toma valores en los Reales sea el médulo de una
funcién analitica.

Por olro lado, las condiciones de analicidad son sumamente restrictivas
y a ellas se debe un gran ndmero de poderosos resultados en el Andlisis de
Variable Compleja, entre los que se encuentra el siguiente teorema:

Siu es una funcién con valores en los Reales con segundas derivadas
continuas en cierta regién A C R? y satisface la ecuacién de Laplace

V=0

entonces puede ser considerada como Ia parte real de una funcién analftica
en A. La parte imaginaria puede calcularse y es dnica salvo una constante de
integracién®
Esto significa que basta con conocer /a mitad de una funcidn analitica
para conocerla por completo —salvo una constante aditiva— , y sugiere que tal
vez baste con conocer el médulo de una funcién analitica para conocer también
el argumento, y una vez encontradas las condiciones para satisfacer la expresion
(8.1) esto se traducirfa en poder calcular a partir de! médulo, fa funcién F! pro-
bablemente hasta una constante de integracién,

Estas ideas conducen a la formulacién del siguiente teorema del cual,
pese a su relativa sencillez, no pudo hallarse mencidn alguna en la literatura,

TEOREMA 3.1 Sea A una regidén simplemente conexa de R?, y R
una funcién definida en A que toma valores reales positivos

3F! o3 anaitica porque F 1o as, y en tealldad existen todas tas dervadas de F y son analiticas( cf; Ahlfors

[1853), p.120). La 0n de no [ puede salls( se slempie que el potenclal esté acotado (supetlot
o Inferlormente), ya que estd definido hasta una conslanle aditiva
‘Pam la d —sao & de ¥ [:L] lo que A soa simpl conexa, Una

consecuencla de este teolema es que u resulta nfinllamente diterenclable en A. cf; Marsden [1973}, p.140
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R:AcR? —RT\{0).

Se supone ademés que R € Cl(A) ¥ que existen las segundas deri-
vadas en A5

Si R satisface la condicién

VimR=o0 (s.2)

entonces existe una funcién g analftica en A, inica salvo por una cons-
tante de fase tal que R es el médulo de g

R=lg

y la funcién g estd definida en A mediante

; “f'” _Raplm) g, Balt) 7
9(z,y) = R € troro) (3.3).

Demostracién.
Se definen las derivadas parclales 8,; y 8, como

0,c(z,1) = ~2ulEY o (1 p(e,y)), (3.4a)
6, (z,y) = W =(lnR(z, )z » (8.48)

que resuitan continuas debido a que R toma valores estrictamente positivos y es
continua de clase C!(A4). La condicién (3.2) Implica que las derlvadas cruzadas
conmutan, ya que

0= (InR)zz+(InR),yy=6,: —6,zy.

5Estos son las mismas | de Idad que ! s@ ulllizan pare obtener R?.
dieranclabliidad, y pueden ser relajadas en la misma

-4 -



Este hecho permite integrar © en A, y el valor de la integral es Unico
{salvo por una constante aditiva) en todo A, ya que ésta es una regidn simplemente
conexa. '

(=)
O(2) = B(zose) = [ O (6 1)dE+ Oun (£m)dn
(szo)
(=)
R’ ) R’ .’
= [ Enlbnge, Belon,,
(’alVo)
Definiendo g como
9(z,v) = R(z,y) €'€=), (s.8)

resulta que las relaciones {3.4) son las condiciones de Cauchy-Rlemann®,
De la expresién (3.8) se obtienen las partes real e imaginaria de ¢

Reg= Rcos®

Img= Rsen®

que son continuas de clase CI(A) porque Ry © lo son.

Esto permite utilizar el teorema 2.1 y conclulr que g es analltica en A,
mientras que de la definicion (3.6) se tiene

R=|g}

y la expresién (3.8) se obtiene sustituyendo (3.5) en (3.6).

Para probar la unicidad basta suponer que existe otra funcion analitica
7 en A con médulo R y argumento 8 ; § = Rei®,

Sea

S Esto se tra en ol apéndice 5 pata kquler funcion on forma polar,




que estd bien definida porque 6 y © lo estan, entonces

(=)
®(z,y) — (2o, 10) = / B, dé+Byndn. (3.7)
(zow0)

De las condiciones de Cauchy-Riemann (8.4) se deduce que las deri-
vadas parciales de © y © son iguales, ya que los mddulos de g y § coinciden.

Consecuentemente las derivadas parciales de ® se anulan y el segundo
miembro de (3.7) es cero, ie.

( ry) q’(xnnllu)—q’o,

5= Rei(8+%)

que difiere de g unicamente por la constante de fase ®,.
u]

Si la funcién R estd expresada en coordenadas distintas a las carte-
slanas (z,y), es necesario efectuar el camblo de variable correspondiente en la
definicién (3.5). En el apéndice 6 se obtiene la expresion andloga a (8.3) para g
en coordenadas generalizadas.

Introduciendo las variables (z,Z) en dicha expresion se obtiene’

(2,3) %‘de—;zdf
9(z) = R(z,7) e*ei¥a) . (3.8)

Si g es la derivada de una funcién conforme F —como en la relacién
(3 1)—, puede obtenerse una expresion para ésta integrando g.

COROLARIO 3.1 Si R satisface Ias condiciones del teorema, existe
una funcién F, conforme en A definida como

7g a3 por analitica y dep de x ¢ ¥. Para determinar de cual depende basta derivar

la ién (3.8) to a , abtonlendo §& = 0.
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[CA)

(=) i ~Ralen) g Ruaita) g,

Fla,y) = / R(%,§) € erio) (d% +id§) = (8.9)
(zﬂvVo)
tal que
R=|F|

F es inica salvo por una constante de fase y otra aditiva de integracién.

Demostracién

Como g es analitica en A, puede integrarse en forma compleja indepen-
dientemente de la trayectoria, permitiendo definir F como

(z,v)
Fla) = Flaoye) = [ o(5,)(d5+idi) (8.10)
(’o)Vo)
que es analitica en A y ademds
Fl=g,

F es (nica en 4 salvo por la constante de integracién, pues se trata de
una regién simplemente conexa®,

Sustituyendo la expresién (3.3) para g en (3.10) se obtiene (3.9) y

R=|F|.

La unicidad se deriva de la de g salvo la constanie de fase y de la de
F salvo la constante aditiva de integracién .
Como R no se anula en 4, |F'| tampoco, lo que permite utilizar el teo-
rema 2.2 para mostrar que F' es conforme en A.
[m]

8 Esta 09 Ia versitn compleja del Teorema Fundamental de! Célculo. cf; Marsden [1873), p.93.
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Una vez mostrado este teorema, se procede a analizar los problemas
planteados en la primera seccidn del presente capitulo.

3.3 Condiciones que permiten
relacionar hipersimé&tricamente,
potenciales dados
en Mecdnica Clasica y Ondulatoria

Al principio de la seccién anterior se mosiré que la condicién (2.21b)

para el potencial V _
V (£(w). 7)) | (w)* = —€ (2.218)

es equivalente a la expresién
V(z,z
yed LT (5.1)

Haclendo la Identificacion
14
R=\/-—
~&

se obtiene, para la condicién (3.2)

1
v’m(l)’ =%v’mv-%v’1ne=o,

~-¢
equivalente a
ViV =0,
y para la definicién (8.5) del argumento ©
(=) 1 1
V\i VvV \3
e(’:: V) = e(’o,!/o) = / ~In (j) mdé+In (—_5) 3 dn
(’mVu)

(=)

"[l"V]"l df+[an],edq

2
(e
(=v)
= Vin Vi
=3 —dg + S dn. (3.11)
(zosvo)
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Esto permite enunciar el teorema 3.1 en términos del potencial V inde-
pendiente de la velocidad.

TEOREMA 3.2 Sea V un potencial bidimensional definido en una
regién simplemente conexa A que toma ya sea puros valores estrictamente
positivos o puros valores estrictamente negativos®. SiV satisface la condicién

Vimv =0 (s.12)

en la regidn A, entonces estd hipersimétricamente relacionado con
el potencial V a través de la transformacién conforme F definida como

(o))

v, Vig =
Py 5L et
F(z) =/ [~—:2‘—-] e (') dz', {3.13)
X0
El potencial V es
V= -E|ff (2.21a)

donde f es Ia inversa de Ia transformacién F y los pardmetros E y
€ son las energfas nsociadas a los potenciales V y V respectivamente.

Demostracién
8i V toma valotes estricltamente positivos se resiringe el pardmetro &
a valores negativos y viceversa; si V' toma valores negativos se restringe ¢ a
valores positivas estrictos. En ambos casos
v

:—-e-:>0,

y con la identificacién s

- (5).

R toma valores estrictamente positivos, lo que permite aplicar directamente el
teorema 3.1 y su corolario.

9V dobe sar continua do clase CI(A) y deben exisiv ias segundas darivedss.
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La expresidn (3.13) se obtiene de (3.10) y {3.8) utilizando para @ la
definiclén (3.11) y las coardenadas (z,%)"

u}

La condicidn de tomar valores de un solo signo restringe Ia clase de
potenciales susceptibles a la aplicacién del teorema. Los potenciales acotados
—de gran interés en la Fisica— la satisfacen.

SiV es un potencial acatado inferlormente con cota C, puede redefinirse
mediante
Vi=V+a

donde la constante a eg tal que a > ~C, pues los potenciales estdn definidos
hasta una constante aditiva.

Como V > C en A entonces
Vi=V+a2C+a>0

en A,

Andlogamente, si V' es acotado superiormente puede redefinirse de ma-
nera que tome Unicamente valores negativos,

Si el potencial es no acotado pero satisface las condiclones de conti-
nuldad, el problema original puede separarse en dos restringiendo el dominio a
las regiones asoctadas con valores positivos y negativos de la energla.

St Vi v Vi salisfacen la condicldn (3.12), el producto V = V1V también
la salisface. Este hecho es it para generar potenciales que tengan otro asociado
segiin las relaciones {2.218) y (2.21c).

3.4 Condiciones que permiten
relacionar hipersimétricamente,
potenciales generalizados
en Optica Geomeéetrica
y en membranas

En este caso, dados los indices de refraccion n y #i o las densldades
superficiales de masa o y & se desea encontrar condiciones suficientes para que

°par pasar @ eglas 3 basia con fa (3.8). .
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estén hipersimétricamente relacionados a través de las ecuaciones
ii(w, @) = n (f(w), f()) /' (w)] (2.100)
Fw,w)=0 (j(w),?(w)) [/ (w)? (2.38)

donde f es una funcién conforme.

A diferencia de como ocurie en Mecdnica, sl se intenta despejar la
funcién f introduciendo las varlables (z,Z) donde z = f(w), se obtienen nue-
vamente las mismas ecuaciones, salvo que # y n asl como & y o intercambian
papeles y aparece F en lugar de f.

Hasta ahora no se ha encontrado un métedo que permita determinar en
general si dos potenciales generalizados dados estdn o no hipersimétricamente
relacionados segdn las ecuaciones (2.10a) y (2.38), sin embargo se cuenta con
condiciones necesarias y suficlentes que permiten determinar si los potenciales
pertenecen o no a una familia numerable de clases de equivalencia, y si son
miembros de la misma clase, en algunos casos puede determinarse si también
pertenecen a la misma clase de equivalencia hipersimétrica y cuél es la funcidn
conforme que los relaciona.

Dicho resultado es consecuencia de la siguiente proposicion.

LEMA 31  Sean gy ) funciones dos veces diferenciables definidas
en una regién A C R% que toman valores reales estrictamente positivos.

Si en una cierta regién B C A estdn relacionados mediante la expresién
o(w, @) = |1 ()[*h (/(w), (@), (8.14)

donde f es una funciémn conforme, entonces en la misma regién se
verifica Ia siguiente relacién

Vium) n8(w,@) = |f'(w) [V, 5 Inb(z,3)

e=f(u) (3.15)

=7 ()

Demostracién

Aplicando el operador V2 _, In a la expresion (8.14) y utilizando las pro-
(w,w)

pledades del logaritmo y del mddulo complejo junto con la linealidad del operador
laplaciano se obtiene

Vium In8(w, ®) = Vi, 5 In f(w) + Vi, 5 In F(@)
+ Vg Inb (f(w), 7(@) . (3.16)
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De fa expresion (2.28) para el laplaciano en las coordenadas (w,®) se
deduce que R

a
sam () =0,

(ww)l.nf(w) =4—

Vi 1 T(@) = 4 T (@) =0,

y este hecho aunado a la regla de la cadena transforma la ecuacién (3.16) en

83 lng(w,w) ! (w)f (w)4 lnf)(z z) |.=;(.),

3207 e

pues fy f son analiticas y por lo tanto Independientes de @ y w respectivamente.

Esta (ltima relacién es equivalente a (3.15) a través de las propiedades
del mddulo complejo y de la expresién (2.28) para el operador laplaciano.
a

Si las funciones V%w'm)lng(w,iﬂ) y V%,‘;) Inh(z,%) son a su vez dos
veces diferenciables y toman valores positivos en clerta regién, la expresion (3.15)
es de la forma (3.14) y puede aplicarse nuevamente el lema.

Este procedimiento puede iterarse, y a condicidn (3.14) implica
2 n — 2 -
(Vhwyin) "s(w,m) = 1 (@) (Vg 0) W) g (317)
=1
siempre y cuando las expresiones

n
(V%W,W) l“) g(w,ﬁ), \V(x 7) ) l)(z,i')
estén bien definidas, donde
(V)" =Viin-.. V2 nV2in
————

n veces

y {Vv? ln)° es el operador Identidad,

Para poder enunciar el resultado principal de esta seccion de manera
precisa es conveniente introducir algunas definiciones.
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Sea ¥n(A) la clase de funciones g definidas en la regién A c R? con
valores reales estrictamente positivos tales que la funcién

(v*m)" (s.18)

esté blen definida y ademds
n
(v*1m)"s=0 (3.19)
en A donde n es un nimero natural.

Si se cumple la condiclén (8.19) para n, entonces la expresion (3.18)
ya no estard definida para n + 1 y tampoco entonces para ninglin m > n, Esto
implica que si m # n, las clases Xy (A) ¥ ¥n(A) son ajenas,por lo que el conjunto
de clases {Nn},eN €8 una particién de la famifia § definida como

§(4)= U ¥ala),
neN

y las X son clases de equivalencia.

Sin embarge como se verd mas adelante, estas no son las clases ge-
neradas por la relacion de equivalencia de hipersimetrfa®',

TEOREMA 3.3 Sean o, & y n, fi densidades superficiales de masa
de dos membranas e fndices de refraccién para dos medios respectivamente,
todos ellos miembros de Ia familia F(A).

Sio y & estén hipersimétricamente relacionados segiin Ia expresién
5(w, ) = o (f(w), F(@)) 17" (w){? (2.38)

entonces ambos pertenecen a la misma clase ¥n(A) para algiin n en
los Naturales.

En cada clase }n(A) existe al menos un potencial 05, con Ia propiedad

(V2 1n) " an = 1. (3.20)

Yan ostas estén idas on Ias clases Nn
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Si o y & estdn relacionados cada uno con el patencial oy segiin la ex-
presién _
oi(w, @) = oon (fi(w), F;(®) i (w)?  i=1,2 - (s.21)

con 01 =7 y 02 = 7, entonces las expresiones para f1 y f2 son

(') D (v31)"losp

w 1 4 il de- df
-1 32 Tin)P 1o, 31a)h T,
Silw) = /[(W ln)n U.'(w’,'ﬁ’)] e taiman (1) (T2 e
Wo :
i=1,2. (3.22)
y la funcién conforme f que relaciona & con o es
[f=FRof (3.23a)
donde
Fp=f (8.280)

Andlogamente para los Indices de refraccién i y n relacionados segiin Ia
expresién __
i(w, @) = n (f(w), F(@)) |1 (w)]. (2.10a)
En cada clase }n(A) existe al menos un potencial nom tal que
-1
(V’ 1:1)'" n2, =1 (3.24)
Sin y fi estdn relacionados cada uno con ngm segin
ni(w, ) = nom (fi(w), i(®) Mi(w)] i=12. (8.25)
donde ny = fi y ng = n, entonces fy y f2 serdn

I pa )t (9008) e

w - 1 P13, dg— L2 ey d?

st = [ (9710) ™t )] e e T T
Wo

i=12 (3.26)
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¥ [ estd dado parlsexs exprsiones (3.28).

En ambos casos h lumul funclin f es dnica salvo por una rotacién y una
traslacién, es decir, si g es immmbié solucion a las ecuaciones (2.10a) y (2.38)

entoces R
e (u)=g (e bou+ co) (s.27)
donde 0, y ¢, sontomssunstmiet com , real y ¢, compleja.

Este teorema proporclcaixions inlc arnente condiciones necesarias para que
dos potenciales generalizads Oes de b farmilia § estén hipersimétricamente relacio-
nados segdn las condicions (2] (2.0 © (2.88). En el siguiente capitulo se dan
contraejemplos que muestandpa quel cordicion de pertenecer a la misma clase
Xn no es suficiente.

Si alguno de los b Q& poleciales satisface la condicién (3.21) o (3.24),
después de haber enconledo oo lalicid n f puede conshuirse la forma general
para ésta utilizando la expesiddision (827) v, sustituirse directamente para probar si
se cumplen las relaciones 110..104)0 (2. 38). §i no existen constantes 8, y ¢, que
permitan satisfacer las rehcorwiones h unicidad de la forma general de f asegura
que éstas no se satisfacenparagparaiigun a funcién conforme y los potenciales no
estédn hipersimétricamenle iehos:laclndos.

Por otro lado, sllsdo aixdos polen ciales generalizados pertenecen a la misma
clase ¥p pero uno de elsnoanno silislace las condiciones (3.21) o (3.25), el teo-
rema no proporciona inlimcasacién sufic iente para determinar si los potenciales
satisfacen o no las relacines e=g (110s) o (2.38).

Demostracién,

Sean o y ¢ densiiactilades & rmzasa de dos membranas pertenecientes a
la familia § con o € ¥n(#)yi3v 5 lu(_A) relacionadas mediante la expresion

iwB, B) =|f () 2o (f(w), T (@) .

Dellema 3.1 seleneansne

(Vhomyin) ‘sosi=0 =17 () ots3)] ..., (520
5=4()

Sin < m la expesiSl sign[328) es vilida para k= n y como ¢ € Nn(4), el
miembro derecho es ce b oflo quieinplica que & € ¥n{4). Esto contradice el que
las clases sean ajenas,
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Andlogamente, si n > m la expresidn es vélida para k = m y el miembro
izqulerdo se anula.

Como el factor conforme |f'{w)|? no se anula en 4, ¢ € ¥m(A) que es
de nuevo una contradiccién. Por lo tanto, n = m y los dos potenciales pertenecen
a la misma clase Xn(4).

Para probar la existencia de los potenciales oon se utiliza la sigulente
proposicidn,

Para cualquler natural n y cualquier funcién p continua de clase C1(4)
existe ¢, solucién de la ecuacién®

(V2 ln) "—I\b(z:, y) = p(z,y). (8.29)

Sin =1 la solucion es y = p.
Sea ¢ la solucién de la ecuacidn de Poisson®

V2o(z,y) = p(z,v),
entonces & = ¢¥ es solucidn de la ecuacion
V2 in&(z,y) = p(z, ),

y es de clase C1(A) porque ¢ lo es.
Sin=kyy es solucidn de la ecuacién

(V2 ln)k_2¢(zl V) = Q(zv V):

que existe por hipdtesis de induccidn, se tiene

(V2 l“)k—l'/’(x, ¥) =V Ind(z,y) = p(z,y).

12 La sokiclon ¥ o3 (nica con condiclones de Dkichlet o Neumann en una liontera corrada. Sila fontera 68 ablerta
deben espaclficarse las condiclonas en el infinito,

3 3¢ trata de una ecuacion aliptica, tuys soluclon existe y os Gnica sl so utliizan las condiclones de tionlera del
ple de pagina antetlor. cf; Morse y Feshbach [1853], p.690,703,
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La existencla de las funciones o,n para todo n natural se deriva de la
expresion (3.29) haciendo p(z,y) = 1, y la condicién (8.20) implica que o, €
Xn(A). i

Si o; estd relacionado con o,,, segun la expresién
0, D) = |fi(w) Poon ((w). Ti(@), =12 (s21)
el lema 3.1 implica -
1 n-1 st
(Vimyn)" " oi(w,m) = |f'(w) P [( A vm(z,?)} s L2
F=f(w)

(3.30)
y haclendo uso de la condicién (3.20) se obtiene

THOE [( by In) - ;(w,ﬁ)]%. =12 (3.81)

El segundo miembro de esta expresidn es positivo y ademds como o; €

Hn(4)

Vzh[( (wm)!n )—l""(""w)]t%(V’ln)"aa(wﬁ)w i=1,2

en 4, lo que permite aplicar el teorema 3.1 Junto con el corolario para R = |},
obtenlendo™

w L1 ('@ )(vi 1a)"~ o "edf (v’ln)"—xl i
n— 3 3 2 ) TaeoT, 9¢
Ji(w) = /[(V"’ ln) lai(W',W’)] 30 watiaty (7112) (v318)" ey !
Wo
i=1,2. (3.22)

Para los indices de refraccién n y fi miembros de la familia § elevando
al cuadrado la relacidn (2.10a) se obtiene

#22(w, B) = |f'(w)|?n? (f(w), T(D)) . (s.32)

' No es necesario susthtuk la expresion (3.30) para R, basta comparar ésta con la relackn (3.1) para V., La
-1
telackén (3.22) se obtlene directamenle do (3.13) identificando f; con F,y —~ % con (V’ln)" o
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Esta expresién es formalmente igual a (2.38) si se ldentlfican n? con ¢

y #2 con & La condicién (2. 10a) implica entonces que n?y g pertenecen a la
misma clase ¥m(4).

Como
m
(v31n)"n? = 2(v?1n) ",
n? pertenece a la clase Hm(A) sl y solo si n pertenece, y se tiene entonces que
la relacién (2.10a) implica que n y @ pertenecen a la misma clase Nm(A4).
Si se detfine n2,, = o, se tiene n,y, que satisface (3.24) para todo m
natural,

Sean n; relacionados con nop, a través de la expresion
ni(w, @) = |f}(w)| nom (fi(w), Fs(@))  i=12 (3.25)

que eg formalmente Igual a (8.21) si se identifican n'? con o;. Esto implica la
validez de la refacién (3.30) para n} y n2,, v, haciendo uso de la propledad (3.24)
resulta que

1
m-1 3
= [ (Vg )" i@ @] " i-sa
Identificando esta expresion con (3.31) se obtiene, de (8.22)
(o' &, m—1 315)™"1a3,,
? m-1 31 ({:;:))" l'l’.-.e - (:V;I))m_ln;-( 3
stah= [ (72 10) " gt ) e ; ;
We
i=1,2 (3.26)

Antes de obtener las relaciones (3.23) es conveniente mostrar la unici-
dad.

Sean f y g dos funciones conformes que satisfacen, para o y & la
expresidn (2.38), que ulilizando g y las variables z = g{w) aparece como'®

o(53) = ™Y @) (5742 77(2) -

1550 ha usado el Tootoma de la Funcion Inversa para expresar g’ (w) en 1éiminos do 2.
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Sustituyendo en fa ecuacion (8.38) para f se obtiene
t

5(w,3) =| £'(w) | (47 (£(0)) [* 6 (57 (), 572 (F(@)))
= (o) @ [ o (5 o stw) 7 o Tim))
como & es arbitraria, haciendo & = 1 resulta que
| (”-1 ° ])I(w) | =1.

Aplicando el teorema para g~1 o f se obtiene

w o (T)—Ode+odq w
i o fw) = /1-e (A dm'=/e"9~dw'= eow te,
Vo o
de donde
1) =g (*u+co). (s.21)

Expresando ahora la ecuacién (3.21) para { = 2 en coordenadas z =

fa(w);

von(2,7) = |F}(2)%02 (Fa(2), Fa(2)
donde Fy = f;}. Suslituyendo en (3.21) para § = 1 se obtiene

o1(w,@) =| (F o f1)'(w) | o2 ((Fz o f1)(w), (F20 fl)('ﬁ))
que es la ecuacién (2.38), y
I=Fofs (3.28a)
resulta de utilizar (3.27) y la unicidad.

Las relaciones (8.28) y (3.27) también son vélidas para i y # debido a
la expresion (3.32).
o

El siguiente capltulo estd destinado a ejemplos en Mecdnica, Optica
y membranas, con el objeto principal de ilustrar las distintas posibilidades de
aplicacién, asf como las limitaciones de los teoremas aqui mostrados.
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4

Obtencicon de Hipersimetrras
en Problemas Esfecificos



4.1 El potencial central

Si el potencial depende Unicamente de la distancia al origen r, la fuerza
estd dirigida radialmente y se dice que tanto ésta como el potencial son centrales.

El problema del potencial central resulta de gran interés en este trabajo
ya que, puede mostrarse que en ese caso hay conservacion de momento angular'
"y esto implica el que, las trayectorias estén restringidas a un plano cuya normal
es paralela al vector momento angular. Una vez determinada esta direccion, el
problema se reduce a uno equivalente en Mecdnica bidimensional. Este hecho
permite aplicar los resultados obtenidos a problemas originalmente tridimensio-
nales.

Cuando V = V(r), la condicién (3.12)
vinV =0,

hipbtesis del teorema 3.2, se transforma en
1d d
;:i—r (r;an(r)) =0,
La solucién general de esta ecuacion es
V{r) =ar® {4.11)
con a y b constantes reales.
La relacidn r? = 2? 4 y? = [2]® = 27 permite expresar el potencial
central (4.1.1) en las varlables (z, %), obteniendo

V(z,%) = a(z2)3.

Del teorema 3.2 se tiene para la derivada de la transformacién conforme

i Vst 3
Fl(z) = [:V?] exp {-;—/-#—dz’ - Y#_tﬁl} .

! Goldsteln [1880], p.72.
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En pért]cular

Ve _of(m)i'7 bz _ b
14 a{z3)3 227 2
y en forma andloga
Ve_ b
v T2

sustituyendo se obtiene

o= [ (3] - 1)

= (~a/€)}2} (4.12)
Integrando esta expresién se concluye que? ' fa :
—a/EVE (2. 21 - i
Fz) = {( "N): (h) 441 b2 (4.1.8)
(~a/€)ilnz b= -2,

Para obtener el potencial V hipersimétricamente relacionado con V es
necesario calcular la funcion f (inversa de F' ),

Sea w = F(z).
Si b # ~2 entoces

w= (—a/E)% (b-f-2) zt;l,

2= (=&/a)¥ [(‘i“;_z) w]“’—’.

2En'lo sucesivo se supondrd que en cada caso el dominio se ajusta para ser simplemente conexo, Para el caso
espocilico de 2™ y Inx se olocltan cortes rama paia asegurar que la ktegral es univalunda,
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Para b= —2 .
w=(-a/f)TInz

2= el-t/tu,
es decir "
f(w) = { (-&/a)w¥ [(442) w] 7 b -2 (4.1.4)
el-¢/a)tu b=-2, :
de donde? .
J(w) = { (=& /o) (b_;z) W, bt g
(_e/a)%e(—fla)éw = -2,
y

I ) = {(-5 a7 (42) 7 10l b2
(—e/ajet-eltwsm oy

El potencial ¥ se obtiene de la expresién (2.21a)

~E(~£ Ja)¥3 (b_gz)ﬁ_’ || b2

V(w,w) = { )
—E(~¢ [a)el~¢/a) 3 (wtT) b= -2

Para que V sea independiente del pardametro de energlfa £ se hace
= —¢£, obteniendo finaimente qu el potencial

Vi) =-¢&rb (4.15)

con energla E, estd hipersimétricamente relaclonado con el potencial V con
energia £:

V(R) = ~EC,RiT3  b# -2 (4.1.6a)
V(u,v) = —Ee* =-2 (41.7)

*La dorivada se puade caleular ducctamente, o uthizar F! de fa expresién (4.1.2) junto con (4.1.3) y ol Teoioma
de la funckén Invorsa £ = [F! o f]73.
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donde O} es constante para cada b, con

4

.
G = (9:_2) " (4.L.65)

Para resolver el problema de potencial central se utiliza la conservacidn
de la energia

-;:m (7 +r2%) +v() = B, (4.1.8)
yla conservaclon de momento angular I, que se obtlene de la ecuacién (Al 8)v
para ¢* =0

. .oV
m2rif 4 mr? 0=—a—0=0,

es decir d
Z (med) =0, meti=1 (4:19)

Suslituyendo 6 de la expresién (4.1.9) en (4.1.8) puede despejarse f en
funcién de r, obteniendo

% [ (E-vir) - l’rzr_ (4.1.10)

De esta relacidn se obtiene la trayectoria expresando r en funcidn de 6 y utilizando
para d la ecuaci6n (4.1.9)

1
I dr 2 2]
= [2(m-v) - ]

y finalmente
r

dr (4.1.11a)

0-—-0,= .
° ./r,z\/sz V() _ 1 o
o By e .

La dependencia temporal se obtiene directamente de (4.1.10)

(4.1.115)

f dr!
t—t,=/ .
o VAIE=V )~
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Sustituyendo en la expresién (4.1.11) la forma explicita para el potencial
{4.1.1) y efegtuando el cambio de variable p = r~! se obtiene

(4.1.12)

= ./ \/ZmE_ZmaP—b_pz'

Puede mostrarse que esta expresion es integrable en términos de fun-

ciones circulares (trigonométricas) o elipticas solamente cuando el pardmetro b
toma los valores*

$ 4 2 1
-6, -4, -3, -2, _El "gr -1, _'8'» —'2‘) o,
Sustituyendo estos valores en las expresiones (4.1.5) y (4.1.8) se ob-
serva que los problemas de potencial central del tipo (4.1.1), estdn relacionados
—a través de las ecuaciones (2.21)— segun fa siguiente tabla:

b 6 4] 2 1 3 0| -8 -4
—2b 3 4 2 1
M2 | "2 ]3| -1 -3 -2 0 -6 —4

Esto significa que el nimero de potenciales centrales que pueden re-
solverse con funciones a lo mds elipticas, es menor del que se crefa tener antes
de conocer estas relaciones de hipersimetrfa.

En el caso especlfico de los potenciales
Vi) =-e3,  V(R)=-1ERY,

que representan el oscilador arménico de frecuencia angular w = 25 con

energla E y el problema de Kepler para una constante de fuerza k = lE con
energfa £ respectivamente, la transformacién conforme que se obtiene de (4.1.8)

1
F(z) = Ezz,

* Golsieln (1080),0.89,80,122,
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es precisamente el caso bidimensional de la transformacién propuesta por Kus-
taanheimo y Stiefel en 1965%.

Ho e Inomata utilizaron esta transformacion en 1981 para calcular por
vez primera la funcién de Green en forma exacta para el potencial coulombiano
a través del método de integrales de trayectoria de Feynman®,

Para obtener la trayectoria del oscilador arménico, basta sustituir el valor
b =2 en la expresién (4.1.12) y efecluar el cambio de variable ¢ = p3, de donde

8- 00 =7z / ,2"‘5 + szf 62

‘1
__lf dn - mE
) Vi-a = VmIET t 2méR

= Yeostn —con—?
=3 (cos n, —cos np) .
Esta expresidn es equivalente a’
P=r [mE +Vm?E? +2mfi2 cos 2{0 ~ 0,,)] ) (4.1.18)

que es la ecuacién de una cénica centrada en el origen con excentricidad

G

Expresando w y z en forma polar se encuentran las relaciones inducidas
por la transformacién conforme F entre (r,8) y (R, ©)

Re® =w=F(2) = _;_'2 = % 2,820, (4.1.14)

® Cornish [1983).

| a idea original se debe a Duru y Kielnert, sin embargo fueron Ho e inomata quienes realizaron el clculo explicito,
(Ho ¢ lnomala [1981})

7€t taclor \/m’E’ F 2m&iT os real para valores de la energia mayores que el minimo det potenclal electivo,
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Sustituyendo fos valores de (r,§) en términos de (R, 8) en la ecuacion
(4.1.13) se obtiene su imagen bajo F'

1?=2R [mE‘+ VmiE? +2mEl2cos(6 ~ e,)] ,

y Ja curva representada por esta ecuacién es, segin la expresién (2.10a), fa
trayectoria solucién del problema de Kepler, tratdndose en este caso de una
cdnica con uno de sus focos en el origen y excentricidad

/1 2818

e= + ;H_Ei

En forma andloga pueden oblenerse las trayectorias solucién exactas

para el resto de las parejas de potenciales que aparecen en Ja fabla; calcu-

lando directamente la integral asoclada a uno de los dos problemas y aplicando

la transformacion correspondiente para encontrar la solucién del problema hiper-
simétricamente relacionado.

Salvo en los casos de la particula libre { & = 0 ), de} oscllador armdnico
y del problema de Kepler, las integrales asociadas a los demds problemas de la
tabla son de tipo eliptico.

El potencial proporcional a r=2 no aparece en la tabla por estar asociado

a través de fas ecuaciones {2.21) con un potencial no central. Sin embargo, este

problema es equivalenle al de la particula libre con una modificacién a {a barrera
2

centrifuga T;Tr’

Seglin el corolario 22, también fos problemas en Mecdnica Ondulatoria
asoclados a los potenciales {4.1.16} con estados estacionarios caracterlzados
por el pardmetro de energia E, estdn hipersimétricamente relacionados con los
problemas de estados estacionarios asociados a los potenclales (4.1.8) y (4.1.7)
con pardmetro de energla £.

Para ilustrar este resuitado, a continuacién se resuelve {a ecuacién bidi-
mensional de Schrodinger (independiente del tiempo) para el oscilador arménico y,
a través de Ja transformacion (4.1.3) se obliene fa solucién de! dtomo de hidrégeno
bidimensional.

La ecuacién (2.26) para el potencial V' = ~&r? es separable en coor-
denadas polares y, la solucién ¢ puede expresarse mediante e} producto
v(r,0) = W R(r), {4.1.19)
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donde 12 es fa constante de separacidn y R es la parte radial que debe satisfacer
la ecuacién

" 1 2m 2 ll _
R (r) + =R'(r) + [h2 (E+er?) - 5| R(n) =0,
Sustituyendo para R el producto
3
R(r) = r%e P p(r), {4.1.20)
se obtiene la siguiente ecuacidn para la funcién p
2o r) + [(Za +1)ro-1 - 2ﬁr“+1] #(r)
+ [(az—l -2 (ghﬂg - 2ﬂ(a+l))r + (ﬂz 2m€) r"'”] p(r)=0,
y definlendo a y # como '

, f2= - (4.1.21)
puede eliminarse la dependencia en r! del coeficiente de p, obteniendo
- 2
() + [(21 +1)rt - Zﬂr] p'(r) + [—hﬂg -28(1+ 1)] p(r) =

donde por brevedad se utlliza A en lugar de la expresidn (4.1.20).
Efectuando el cambio de variable

r=¢7 (4.1.22)
se obtiene
;}e""'ﬁ"(e) + [G + 21) g - 2ﬂ~r] GRS ["‘E - 261+ 1)] B(r) =
donde 5= po & Con

y= % (4.121)



se simplifica el coeficiente de ', obteniendo
&0+ +1- 2676 + 3 [2F - o+ 1) 0 =0

Finalmente, haciendo
(4.1.28)

|

se obtiene
S0(e) 4+ 1= 2|2 + 3 [B2 - 00 2t =0,

donde L = joz, que es la ecuacion asociada de Laguerre cuya solucién son los
polinomios asociados L's(x), con

n=12 ["':f e v l+1)] (4.1.24)

Utilizando las relaciones (4.1.19)-(4.1.23) se obtiene [a solucién com-
pleta en términos de r y §

¥ir0) = il T [, (‘_: mé 2 ) (4.1.25)

Las condicions de univaiuacion y de frontera (convergencia a cero de la
densidad de probabilidad en el infinito para estados ligados), restringen respec-
tivamente a los pardmetros ! y n a tomar valores en los enteros.

Esto implica la cuantizacion del cuadrado del momento angular®, con
valores proplos
K, lez,
y la cuantizacién de la energfa segln la expresidn (4.1.24).

Para obtener la solucion del dlomo de hidrégeno bidimensional, es ne-
cesario componer la funcién de onda (4.1.25) con la funcién conforme f seglin
la relacién (2.30). Las condiciones de univaluacién y de frontera, asf como las

8 En dos dimenslonos sofo hay una componente del momento angular y o} cuadrado de este vector es simplements
ol d do dicha
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de normalizacién, se deben imponer después de fa transformacion , pues de lo
contrario, en algunos casos pueden no obtenerse todas las funciones proplas.

Utilizando fas relaciones {4.1.14) se obtiene la solucién g = Yo f del
atomo de hidrégeno bidimensional.

o(R,0) = e"?(m)%r\/z’m?*’ﬂy,. (\/ 12—;"_5212) . (4.1.26)

Para que la funcién de onda sea univaluada es necesario que % sea un

entero, es decir
= 2k, kel,

y la expresion (4.1.27) se transforma en
p(R,0) = %0 (2R)be” VR R K, (\/—‘—2-,';"—-{212) - (4.1.26)

La condicién de convergencia a cero en el infinito restringe al pardmetro
n 8 tomar valores enteros, lo que implica fa cuantizacidn de la energia £,

De ia expresion (4.1.24) se tiene que

-mE?

R Er

La funcién de onda ¢ (4.1.27) normalizada es la misma que se obtlene
af resolver directamente la ecuacidn de Schrédinger correspondiente.

4.2 Relacidn entre
potenciales centrales
y potenciales tipo Morse

En la seccidn anterior se abtuvo la refacidn entre jos potenciales V{r) =
—~&r7" y V{s,v) = —Ee®™ —(4.15) y (4.1.7) respectivamente—,

El potencial mds general de este tipo que satisface la condici6n (8.12)

es
V(u,v) = —Eet¥. (4.2.1)
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.Del teorema 3. 2 y las expresiones (3.11) y (3.13) se obtiene

e (vowo)

(w,0)
v(w,w))% i [ ~(v(em)mde+ (1 V(En) edn

3utio) - efw, (4.2.2)
Integrando esta expresion se encuentré f y de ésta la inversa F

2 2 b
J(w)= zez“’, F(z) = -Eln (Ez) . (4.2.8)

Entonces 21
Fl(z) =3z
y de la expresién (2.21a) se obtiene el potencial V hipersimétricamente relacio-
nado con V a través de las condiclones (2.21).

4 1

V(z,2)=-¢|F(a)* = G (4.2.4)

.\ =]
es decir, los problemas asociados al potencial V (r) = —%r conenergia Ey, el

potenclal V(u, v) = —Ee®¥ con energla € estdn hipersimétricamente relacionados
a través de la transformacién (4.2.3).

En el capitulo 2 se mencloné que las relaciones (2.21) no son la dnica
forma de satisfacer la condicion (2.19). A continuacién se muestra una manera
alternativa cuando se cuenta con la relacién (2.19) para otos problemas,

Sean V y V dos potenciales hipersimétricamente relacionados a través
de la funcién conforme f

(B-v (s(w), 7@)) |/ (w)|* = € - V(w, ), (2.19)
y V1 = Vi(z, Z) un potencial arbitrario.
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restando la expresién

Vi(w,®) = V1 (f(w), F(@) | (w)|* (4.2.5)

de ambos lados de la ecuacion (2.19) se obtlene la misma relacién pero ahora
para los potenciales V y ¥

[8-¥ (1(w),7@)] |7 (w)]* = € - (w,3), (4.2.60)
donde . .
V=vV+, VsV+W. (4.2.8b)
Esta es una forma sencilla de generar relaciones conformes de hipersi-
metria.

El potencial (4.2.4) puede interpretarse como una correccién a la barrera
centrifuga y, si V1 es un potencial central arbitrario, la solucién del problema
asoclado al potencial
4&
b2
con energla £ y momento angular I = mr’é, es igual a la del problema asociado
al potencial V3 (r) con la misma energfa E y momento angular I, donde

V(r)=-2r "4 Wny(r)

8mé
12 _ g2
Cere
Para mostrar este hecho, basta sustituir la expresién para el momento
angular (4.1.9) en la ecuacién de conservacién de la energfa para el polencial V
(4.1.8)
Lo (1B _4€
2 2m b2
y hacer uso de la definicién de I! para obtener la expresién de conservacién de
energia del potencial Vi

) r Vi(r) = E,

1 ., "7 _
Mt g +Vi(r) = E.

Entonces, el problema asociado al potencial central Vi (r) con energla E
y momento angular I' estd hipersimétricamente relacionado, segin la expresién
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{4.2.6) con el potencial ¥, donde ¥, f y V; corresponden respectivamente a las
relaciones (4.2.1), (4.2.8) y (4.2.5), de donde

Vatw) = vi ([5ede]) oo
y
Py, v) = Bt + v, (T:—Ie%") eby, (4.2.7)

En fa seccidn anterlor se resolvi6 el problema del potencial central en
cuadraturas, obteniendo para la trayectoria la expresion

r
0—0, = / dr’ . (4.1.11a)

2mE _ 2mV(r 1
o v/ pE - ) -

y para la dependencia temporal

{4.1.11b)

t—tp =

r
/’ dr!
L VEE-V(E) - e

Expresando z en forma polar pueden obtenerse las relaciones entre
(r,8) y (u, v) inducidas por la transformacion (4.2.8)

id

2 b
r = —£ 3
€7

. (4.2.8)

Sustituyendo estas expresiones en la relacion {4.1.11a) se obtiene la
trayectoria solucién en cuadraturas del problema asociado al potencial (4.2.7)

\ 2. i«

-y = (4.2.9).
b f ImVi[E
T e/ ipF -l -

8i Vi(r) = ar®, el potencial 7 se convierte en

P(u.v) = ~Ee?¥ + Ac™ (4.2.10a)
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donde

7=b(°';2), A=a(%>c. (4.2.108)

Utilizando 1a lista de la seccidn anterior para potenciales centrales mo-
nomiales, puede afirmarse que las soluciones de los problemas asociados a

- ]
V(uv) = ~E 4 AesY
son a lo mds funciones ellpticas para los siguientes valores de n

1 2
~4,-2,-1, O, é‘r S’r 1, S‘) 9! 2, '8'1 31 4, 6, 8.

z n 2 . 2
De la trayectoria solucién para el oscilador arménico V(r) = ar. con
energla E' y momento angular '

" =y2 [mE +vmlE2 — 2mal? cos 2(0 ~ 00)] , (4.1.13)

y de las relaciones (4.2.8) se obtiene la trayectoria solucién

8
cosb(v — uo)] + —%q-

mAb22
2

2= :—2cb“ [mE‘+ \/m2 (E? +4A€) -

asociada al potencial ¥ con energia £, donde
V(u,v) = —Eet 4+ Ac?, (4.2.11)

El caso de b < 0 corresponde al potencial de Morse.

El problema de Kepler, V(r) = ar” esld asociado con el potencial
~ 3
V(u,v) = —Ee 4 Ac7,

que es equivalente a {4.2.11). Esto no es sorprendente si se sabe que los dos
potenciales centrales estdn relaclonados.

) El problema asociado al potenclal (4.2.7) puede reducirse directamente
a cuadraturas utilizando el método de Hamilton-Jacobi.
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El hamiltoniano asoclado es
1 P
Hipuypo,u,0) = 5= (o8 +2) + T(u,0),
donde py = m%‘;‘-, Py = m%% y
H(Pu,va ulu) = 6‘.

Como el hamiltoniano se conserva y es clclico en V, la ecuacion de
Hamilton-Jacobi puede expresarse en términos de la funcién caracteristica de
Hamiiton W, que es separakle®

W =Wi(u)+ayv

donde py = ay que es constante y la ecuacién de Hamilton-Jacobi resulta

1 u 2 3,
T [(W{(u))2 + aﬁ] ~ Bt 4 vy (l-b—'c: ) =g

de donde

’ u
Wi{u) = f \/2m [E + Eetv' — ) (T:—IC%“') e"“'] —~aldy'
Ua

u!

=?_VY_=]‘ md
e ) ]
,

t—t, {4.2.124)

o = oW _ / aydu'
o = e 2z
9 to \/2m [C + Eetv' — vy ()%Ieé“') e"“'] -a?

Comparando la expresion (4.2.12b) con (4.2.9) se obtiene una relacién
entre ambos tipos de integrales.

+u. (4.2.128)

9 Golsteln {1860}, p.451,
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Del corolario 2. 1 se infiere una vez mas que jos problemas ondulatorios
de estados estacionarios asociados a los potenciales V' y § (4.2.7), también
estdn hipersimétricamente relacionados a través de la transformacién conforme
(4.2.3); en particular los potenciales

Vir) = —55 1 b TAr 2 (4.2.18)

y energla E con .
V(u,v) = —Eebt + 43 (4.2.11)
y energla €£.

La ecuacién de Schrddinger asociada al potencial (4.2.13) es separable
en coordenadas polares —por tratarse de un potencial central— con

¥(r,8) =M R(r), (4.1.19)
y ecuacién radial
RY() + R (r) + [ (E—— 2+:fr1,) —i—:] R(r) =0.
Definiendo ' mediante
M= i’;;f (4.2.14)

la ecuacian anterlor es equivalente a la ecuacion radial para el oscllador arménico

= b4 2 4 <
con potenclal V(r) = 23%r? y momento angular I’ cuya solucién aparece en la
expresidn (4.1.25), de donde se obtiene la solucién para (4.2.18):

. - mA y3
(r,0) = el TR L1 (b—-”:,'l"‘ﬂ’) (4.2.150)

LR
Va2mA kb

Utilizando las relaciones (4.2.8) se abtiene la solucién del problema de
estados estacionarlos asociado al potencial (4.2.11)

iy
p(s,v) = eliv (—:-) e%"“e‘lﬁz"'[,",, (?——':l:m‘eb“) . (4.2.16a)

- '+ 1)] . (4.2.15b)
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- b
Como el potencial ¥ es Independiente de v, el factor Aav corresponde
al movimiento de particula libre en esa direccién, asociado con la energia

A%p? 2

y = -

donde & = £, + &,. Sustituyendo esta dtima expresién en (4.2.14) se obtiene

1,2 _ _BmEu
U

que permite expresar (4.2.15b} en términos de ia energla £, como

EY  Ehb 1\ A%? 1\?
{u = —H + -—m (n+ ~2-> - —2;-"—(714- '2“) B (4.2.166)

La condicién de frontera en el infinlto restringe el pardmetro n a valores
enleros y para los estados ligados debe tenerse

2

E
~1z < £, <0, (4.2.17)

pues -%7-; ea el valor minimo del potenciaf {4.2.11). Esfo implica la cuantizacién
de £y vy la existencia Gnicamente de un nimero finito de estados ligados, ya que
la condicién (4.2.17) impone sobre n fa restriccion

2mE

1
0<n < o = =,
rb2mA 2

La funcién de onda (4.2.18a) coincide con la soluclén del problema aso-
clado al potencial de Morse con E = 24 y [ = 0 que aparece comunmente en la
literatura

! ™ 13 v
plu) = ce'fue- A 17 (~",1'+1' : :;'M ebu)

donde 1F; es fa funcién hipergeométrica confiuente y C es una constante de
normalizacion®®,

10 F1ugge (1971), ,162- 186,
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4.3 Resolucion de problemas
asociados a potenciales
no sepa rables,
utilizando hipersimetrfas
Existen (nicamente cuatro sistemas de coordenadas separables para la
ecuacidn de Schrédinger bidimenslonal y, dado un potencial, es posible determinar

mediante un cdlculo directo si la ecuacidn de Schrodinger asociada es o no
separable en cada uno de estos sistemas",

La ecuacion de Schrédinger asociada al potencial

V(f ) Aeobtdn
W= s
\/nenh {at + by + &) + coa?(~b¢ + an + d)

donde (£, 1} son coordenadas bipolares, relacionadas con las coordenadas car-
tesianas a través de la transformacion

(4.8.1)

z = g cosh ch&ﬂ (4.3.2)
y =csenh {seny

con ¢ constante, ab,e,d constantes reales arbitrarias y energia E, en general no
es separable en ninguno de los cuatio sistemas de coordenadas mencionados.

En esta seccidn se aplica el teorema 3 2 al potenciat (4.5.1) y se en-
cuentra el potenclal V hipersimétricamente relacionado con éste segin fas con-
diciones (2.21) v, la ecuacién de Schrodinger asociada al nuevo potencial resulta
ser separable en coordenadas bipolares y exactamente soluble,

Esto permite resolver exactamente la ecuacién de Schrédinger asociada
al potencial V ({4.8.1), asi como el problema clédsico relacionado con el mismo
potencial,

En coordenadas bipolares el laplaciano es

v? —_.___1..____._.(_‘9_2.._*..9}_) (433)
&)~ 52(senh 2 4 sen?y) \BE* 8/’ -
y

mV{&n)=lnd+af+by— -;-ln [senh2(a£ -+ by + ¢} + cos®(~b¢ + on + d)] .

"' Elsenhan (1848}
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" Sean Do
’;: aE+bq+c (4.3‘4)

~b€+ant+d

entonces 2 N " bson 6 cond
; asenh+y coshy 4+ bsendcos
] —hV=qa-
¢ ¢ senh 3y + cos?
a bsenh~ycoshy — asenfcosd

+—InV =5h-
an senh 2 + cos? f

(4.35)

! -gz-an - [a?( senh 2y + cosh?4) 4 b?(sen 20 — cos?6)] [ senh 2 + cos® 4]
; o¢* - (senh 2y + cos? §)2

2 [asenh y cosh + bsen 0 cos 6]

(senh?y + cos? 6)2

a V=" [b2(senh 2 + cosh 2y} + a?(sen g — cos?0)] [senh 2 + cos? 8]
an? {senh 2 + cos? §)2

2 [bsenh ~ coshy — asen f cos 6]
! (senh y + cos? §)2

Y de esto

(32_ + _82_) mV = —(a? + b%) [(senh 27 + cosh?y + sen 20 — cos? 6)]
T T {senh 2 + cos? 6)
2(senh 2 cosh 24 + sen 20 cos §)
(senh 2 + cos? §)2
_-—2(:12 + bz)[ cosh?y cos? 6+ sen20 senh?y~senh2y—cos? 0]
(senh % + cos? 0)2
_ —2(a? + b?) [senh y(cos? 6 + sen 26 — 1)) -0
B (senh 2y + cos? §)? o

y de (4.3.3)
V"'an(f, rl) =0,

lo que permite aplicar el teorema 3.2,
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De las expresiones (3.11) y (46.2), el argumento © de la derivada de la
transformacién conforme F es '

0-6,= | 1 idy (4.3.6)
donde z' = z,z’ = y,ql = §, q’ =1n y T estd definido segin la expresion

a ozt
T i(q) = ¢ 55 50" (46.2b)

con S la métrica simpléctica.

Para calcular T' se utiliza la transformacién (4.3.2) y el teorema de la
funcidn Inversa para obtener gz}. Sustituyendo la expresién (A6.2b) resulta que

Tll - o senh £ cosn cosh £sen n — o cosh £ sen nsenh £cosn
o(senh 2€ + cos? y)
T, = o senh 2¢ cos® g + ¢ cosh >€sen ?y -
o(senh 2€ + cos? n)
721 —cosh € sen 2 — senh 2£cos? p
o(senh?¢ + cos? p)
T2y = ~o cosh € sen nsenh £ cos n + o senh £ cosncosh £senn
o(senh 2¢ + cos? )

=0

=—1

=3 0,
le. T =S yde (4.3.8)

1 fdlmV dlnV
06,3 [ gin-5irde

De las expresiones (4.3.5) para las derivadas parciales de InV
6- %-—{M+w+4
donde

I / {bsenh v coshy — asenf cos )dé — (asenh ¢ cosh £ + bsendcos@)d
senh 2+ 4 cos? §
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Para calcular esta integral se utiliza la trayectoria

No

1=t =

entonces

e /’ (b — xa) senh ((a + xb)€ +c) cosh ({a + xB)€ +¢) |, d

senh? ((a + xb)€ + c) + coa?((b — xa)é — d)
(a + xb) sen ((b — xa)¢ — d) cos((b — xa)¢ — d)
senh?((a + xb)€ + ¢) + cos?((b ~ xa)¢ — d)

d§

donde el punto inicial es indefinido™,

Sean
§=a+xb $=b—xa.

Utilizando estas definiciones y las identidades
sen’z + cos?z = 1, cosh?z — genh®z =1 {4.3.8)

la integral I se transforma en

- /‘¢[tmz(¢€ d) + 1] tanh (6€ + ¢) +6[1 — tanh?(5¢ + c)] tan (g€ — d)
B 1+ tanh?(5¢ + c) tan?($€ — d)

tanh (§¢4-¢ +6 tan(¢€~d
=/ coss(pE~d cosh*(6€+¢)
L+ tanh?(8¢ + ¢) tan? (g€ — d)

tanh (6¢€,+c)tan(4€,—d)

d¢

0
14 u2

s o (o) o[ -2) -

¥2 Aqui solo interesa © hasta una constante; la constante de fase de F',
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= %{—b€+ an 4+ arctan [tunh (a€ +bn+¢)  tan(bf —an — d)] } +6,.
Entonces

Pl =[] e
- [XE] i {ei(—b€+an) e arctan| tanh (a€+bn+c) tm(bf—un—d)]} ';'

1

= [_AE] {eu€+bn+i(—b€+nq)}

{cosh(a€+bn+c)cos(b€ an—d)+isenh(aé-+bn+c) sen(bf —an— d)}
senh?(a€+bn+c)+cos? (b€ ~an—d)

Sean
¢=£+in =—(c+c)

f=£&-in ﬂ=5(?—s)

Entonces

Fls,5) = [ A ]%e?-_{ {coshﬂcosiq+€senhﬂsem’c}% ’

_— ]
-& senh 29 + cos? i¢

donde ¢ = §¢ + §¥+c,c=F¢ - §s+id,a=a+ibyE=a—ib.
Haclendo uso de las identidades para las funciones trigonométricas e

hiperbdlicas de la suma de dos argumentos y de las relaciones

senhiz = {senz coshiz = cosz

se obtiene

rn- 4] i)
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y finalmente
1 a
! A3 esf
F' = |——
(<) [_ e]

+/cosh (& + B)
donde 8 =¢ +1d.
Integrando
. 1 157)
ro=[A]'et [ 2w
| cosh (@ + B)
'2,4]% s At +B
=]—| €73 / -——-—————-—-d(
L—€ vgﬂu‘ﬁﬁ) +1
- 'ﬂ]%e:’A/ du y = T
L€ & J Tyt
r L -8
2A3€e7
= | 24 Vu? I
L_e] = ln[u+ uw+1],
’ 24a1ie?d . =
F(¢)= [:—-] —:'i—ln [e"'f"‘ﬁ + Ve a+8) 4 1| .
Sea
w = F(¢)
entonces

gkw = CE‘+5 + vV 32(‘7‘+ﬂ) +1
1
donde k = (i—f—) ? Gef.
Restando e®+# y elevando al cuadrado se obtiene
2ckw¢a?f+ﬁ = czkw -1
y finalmente
1 B
¢ = =In senh (kw) - =.
[+ [+3
Haciendo k = 1, que equivale a definir A como

_ Ealef
2
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se obtiene

fw) = %.ln senh (w) — g (4.3.11)
f'w) = é ::::: (43.12)

1 senh?) 4 cos? u
! by —
¢ "‘)I [l senh 22 + sen2p

donde w = A +ig, y A, son también coordenadas bipolares.

De la expresién (2.21a), el potenclal V con energia € relacionado con

—-E [aenh24\+couzy]
a2 4+ b2 | genh3 A+ sen2p]’

Ves

V(A ) = (4.8.13)

Silas coordenadas bipolares (,\,pz estan relacionadas con las cartesia-
nas (u, v) segin (4.3.2) donde o7 = a? + b%, entonces la ecuacién bidimensional
de Schradinger asociada al potencial V¥ con energia ¢ es

1 () lp+62 ) 2m [E E (senh2A+cosz/&)] =0
o3(senh?)+ sen?p) \3AZ * 3p? rd (a*+b%) (senh?) + sen?p) !

donde se ha utilizado la expresién (4.3.2) para el laplaciano en coordenadas
bipolares,

Multiplicando por o3 (senh?A + sen?p) se obtiene

a? a? 2m 2 2y 2 hZ) 2 =
m+5—“—2 ¢+F[Ed1(senh + sen*p) + E(senh “) + cos p)]p—o,

que es separable, a diferencia de la ecuacion asociada al potencial V' con energia
E.

Sustituyendo (A, ) = L(A\)M () se obtienen las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias
L") + (3"‘(_’3:_45 ) et 22+ Q> L) =0 (43.130)

- 2
M"(4) + (’”‘(EA2 TE) cost 4 2":‘,15 - Q) M) =0 (43.135)
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donde Q es la constante de separacién.
Utilizando las identidades (4.3.8) junto con

cos’z = %(cos 2z +1) cosh?z = -;—(coshh: +1)

se obliene la equivalencia de las ecuaciones (4.3.13) con

") + ['"_("i;;m cosh 2 + "‘(__E_:___.ﬁ‘” + Q] L) =0 (4.3..14)
M'(p) + [m(E'-L-zagé‘) con 24 + m(E’-:;a}C) - Q] M(u)=0 (4.3.15)

que son las ecuaciones de Mathieu con argumento imaginario y real respectiva-
mente.

Las soluciones de (4.3.14) son fas funclones asociadas de Mathleu de
primer tipo

Cen (,\, m(E +2a¥€))  Se (,\, m{E + a}f))

2 2? (4.3.16)
Fe (x mE+oi£) "’"M) Ge (,\ m(E +01€) +0§5))
n ] 2’!2 1 n ) 2’}2

con n natural®,

Las soluciones de {4.3.15) son las funciones de Mathieu de primer tipo

cem ( ’ m{o}é — E)) , s (F; m(o'f £ - E))

z Z
I I (43.17)
m(oi € — E) moi & — E)
Tem | 8y gz ) gem \b——p

con m natural,

Las funciones Cep, Sen, cen ¥ sen son periddicas mientras que Fen,
Gep, fen ¥ gen 1O lo soN.

3 Gradshteyn y Ryzhik (1965, pa91-993,



Segishiesy relackn (2 .30), las funciones propias de la ecuacién de Schrd-
dinger asocisitd Rigj polencial bidimensional ¥ con energla E son

v &, n)=L(A(E,m)M{n{& )

donde L y M0 * non cusbsqquaiers lunciones de Mathieu de (4.8.18) v (4.3.17) res-
pectivamenie$ 824 tag liclonies A= A(€, n} y # = u(€, 1) se obtienen de la trans-
formacion F {14824 8.9} hecle mclo uso de ta relacion (4.3.10) y de la definicidn de A
y u. Estasson

,\=%++‘— +§ln{=" +o+ed {\/;+ 0cosg+\/—c+ ¥ sen %]}(4.3.1811)

z ] g
z V=t o Vet o
e it | S Sen It 08 Z R it AR (4.3.185)
t3 cosl+cos FVet 9+ sengv—~¢+ ¢
donde g4e ¢=comtn yeosh, & = +/senh “y 4 coa?f y
1= af+ipte, = ~bf +an +d. {(4.3.4)

loserams corespo T dienles problemas clasicos tamblén estdn hipersiméirica-
mente reheomyionados.

laces, pouacdne e Hamilton-Jacobl para el potenclal V es separable en
coordenis ' sa g birerss, lo que no sucede con la ecuacién asoclada al potencial
V.

fiaglfy fagangia o asoclado a V es

! : E senh ) + cos?
Jes =M It meny) (32 4 g3) 4 2 2enh A +cos’
7 (senh + sen #)( +F)+a§ sonh ZA ¢ senip

dondei= 2 = = 2p
106/ Los mine2 rtos generalizados son

Py = %f-\—'. = mo} (senh’) + sen zﬂ) i
= %;‘L- = mvg (aenh ZA + sen 2.“) [‘l
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y el hamiltonlano resulta

H (A,u,m,pp) = . ) [2m (p,\+p,,) E(senh2A +cod p)] =

o} (senh?)A+ sen?

La ecuacion de Hamilton-Jacobl para la funcién caracteristica W es

1 1 (faw\? (aw\? 2 2
o7 (senh?A+ sen?p) [m((ﬁ) +(—37) ) — E(senh®A +cos® p)| = €.

Sustituyendo
WA, u) =Wi(2) +Wa(p)
y multiplicando por o?(senh2X + sen?p) se obtiene la pareja de ecuaciones
dlferenclales ordinarlas

(Wi()? = 2m (025 + E) senh 22 + 2my
(Wé(p))2 =2m (02?: - E) sen?p 4 2m(E - 7)

donde «4 es la constante de separacidn
2
=P (2 2
1= g ( €+E) senh “),
Integrando ambas ecuaciones y sumando se obtiene
W= / \/2m (02€ + E) senh 2 + 2my dA
+ / \/;m {(02€ — E) sen3p + 2m(E - 7) dp.

Flnalmente
t+ 8 / senh22d)
1= 55 =
\/2m (02& + E) senh2) + 2my

sen?pdu
+mo / 4.8.19
Vam (0’25 E) sen?p + 2m(E — 7) ( )

B2 = /
\/im (o%& + E) uenhZ;\ + 2my

du (4.5.20)

Vim (o2& —E) sen’p+ 2m(E— )
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La trayectorla solucién se obtiene de (4.3.20)

B d)
m / v=2m(o*E + E) sen ?(1A) + 2my
/ V2m(0?E - E) sen?p + 2m(E — 4)
_i/ du
" 2 ) \/m(eTE + E)cosut m(—02¢ — E +27)
i i
2J v/m(=02€ + E)cosv + m(c?€ + E — 2v)
= ~ 2 i51(20) + S2(21)} (4.3.21)

donde u = 2§\, v = 2u y S1, 7 son integrales elipticas de primer tipo™.

La trayectoria solucién del problema asoclado al potencial V (4.8.1) con
energla E se obliene sustituyendo las expresiones para A y u (4.3.18) en la
relacion (4.8.21),

Con este ejemplo se muestra Ia existencia de relaciones hipersimétricas
conformes entre problemas separables y no separables, lo cual permite utilizar el
teorema 32 para aumentar la clase de problemas exactamente solubles,

Es convenlente hacer notar que los resultados obtenidos en los capltu-
los 2 y 3 no son suficientes para poder afirmar lo anterior, ya que existirfa la
posibllidad de que todos los potenciales separables que satisfacen la condicién
V2InV = 0, estuvieran solamente relacionados con potenciales también separa-
bles. '

4.4 |Indices de refraccion
densidades de masa
radialmente simeétricos

De la relacién (2.14) entre el indice de refraccién y el potencial mecénico
y del ejemplo 4. 1 se concluye que, las trayectorias de los rayos en un medio
tridimensional descrito por un Indice que depende unicamente de la distancia
radial r son planas y, una vez identificado el plano de éstas, el problema se reduce

" Ibid, p.154,
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a uno en espacio bidimensional, lo que permite aplicar las técnlcas discutidas en
este trabajo
Por otro lado, las membranas con densidad superficlal de masa ra-
dlalmente simétrica o = o(r) resultan de interés en el estudio de los tambores
musicales circulares y, especlficamente en el problema de ajustar modelos de
densidad que reproduzcan las vibraciones arménicas de la Thaba/a mencionado
en el capitulo 2,
En esta seccién se estudian los Indices de refraccién y densidades de
membrana radiales mds sencillos, que son los que pertenecen a la clase Xi.
Por definicidn, dichos potenclales generalizados deben satisfacer las
ecuaciones
V2Inn(r) =0, Viho(r)=0 (4.4.1)
respectivamente, cuya solucién general aparece en la seccién 4. 1 y es n(r) =
o(r)=art o
)
n(w, @) = o(w,w) = a(ww)3 (4.4.2)
en coordenadas {w, 1), con a y b constantes reales.
De las expresiones (3.20) y (8.24) que definen los potenciales oon ¥
nom se tlene que
oo1(r) = no1(r) = 1.

A diferencia de como ocurre con el resto de las clases X, todos los
miembros de X; estan relacionados con los potenciales generalizados 0,1 Y 1,1,
ya que al sustituir estos uitimos en las condiciones (2.38) y (2.10a) respectiva-

mente se obtiene 2
§(w,w) = U!r('")l
i(w, ) = | fa(w)],

y la hipdtesis (4.4.1) junto con el teorema 3. 1 aseguran que los potenciales (4.4.2)
las satisfacen.

De la expresién (8.22)

(w;=)
:lf-'-dw'— —‘“—":' dw'

lo(w, @)} € e
WY (443)

fa{w)

que se obfiene de (4.1,.2) haciendo & = 1.
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'. De (3.26)

3 (&) 3 . 'd '—”:—‘d‘\b"
A(w) = [2(,,,,.”)] e (voido)
—a(wwﬁ fmg
= auw’.

(4.4.4)

Integrando ambas expresiones se oblienen las transformaciones fo ¥ fn

folw) = { fﬁi‘fu‘”# : i :: (4.4.5)

In(w) = { f’rzf’“ :z:i (4.4.6)

La Inversa Fip(z) se obtiene al resolver la ecuacién z = fu(w).
Para b # ~1

1
rm By w=[b+1,]’“.

b+ 1 a

Cuando b= ~1 .

z=alnw EXT
1
341, ) T

Fals) = { [‘3”] b# -1 (4.4.7)
es b=-1

Fy se obtiene de (4.1.4) haciendo £ = ~1y

Fa(z) = { “fﬁ [ﬁ#z]&? b# -2

(4.4.8)
eve, b= ~2
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Para obtener la trayectoria solucién de los rayos que pasan entre los
puntos (uo, vo} ¥y (u1,v1) en el medio Sptico caracterizado por el Indice de re-
fraccion n (4.4.2) se calcula la trayectoria entre los puntos (zo, yo) ¥ (z1,41) en
el medio con indice n,; = 1, que resulta ser el segmento

2(r) = 2o+ 7(21 ~ o), relo,1]

donde
Zj = f,,(wj), j = 0, 1. (4.4.9)

Y z; = z; +dyj, wj = uy; +3v; para j = o, 1. Se calcula la Imdgen de esta curva
bajo la transformacién F, como Indica la relacion (2.10b)

[E52 e+ s = 2a))] 821
et (sotrln-s)) b= -1

w(r) = F,oz(r) = {

Sustituyendo en esta expresién los valores de z; de la relacién (4.4.9)
se obtiene

[ub#1 4 et - ] bt
2 (%)r . b=-1

que representa las trayectorlas solucin en forma paramétrica compleja, de la
familla de problemas asociados a los indices de refraccion (4.4.2).

w(r) = (4.4.10)

Utllizando las relaciones w; = ryefs para j = 0,1 se obtlenen las ecua-
clones paramétricas en forma real

(1) = [ (1= )2+ G2 4 3o )P (1 1)r con|(b+1) 01 ~00)]) Lo

tan{(b +1)8(r)] = (1~ 7)rbtlgen (b+ 1)6, + it sen (b + 1)0;

4.4.11
(1 - r)r8* con(b + 1)8, + rrit! cos(b + 1)0; ( )

para b # —1y,

r(r)=ro (,—:) (4.4.12)
tan 8(r) = tan(f, + r(61 — 6,))
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cuando b = —~1.

Las familias de soluciones son Gtiles en el "disefio” de sistemas 6pticos.
Sila trayectoria requerida forma parte de la familia, la combinacidn de pardmetros
que identifican dicha trayectoria proporciona directamente el indice de refraccién
que la produce.

Andlogamente, las membranas caracterizadas por la densidad superfi-
clal de masa o (4.4.2) estdn hipersimétricamente relacionadas con la de densidad
o,1 = 1 a través de la transformacion fo (4.4.5).

L.a ecuacidn para las vibraciones transversales de la membrana asoclada

a las densidades de masa ¢ = o(r) es separable en coordenadas polares con
soluciones de la forma

¥(r,0) = R(r) cos(l0 + 6,), (4.4.18)

y la ecuacién radial para R es
R*(r) + ! R!(r) + —wza - —12 R(r)=0 4.4.14
(r) r (’) T (") r2 (r) ( okl )

donde la constante de separacidn ! debe ser un entero para que ¢ sea univaluada.

Como se menciond en el capitulo 2, junto con la ecuacién (4.4.2) deben
especificarse las condiciones de frontera para que la solucién esté blen definida
y, cuando la frontera coincide con porclones de las curvas coordenadas, cada
una de las elgenfunciones satisface las condiciones de frontera.

Tal es el caso de las membranas circulares con densidad de masa radial
y frontera r = ro.

Sustituyendo a1 en (4.4.14) se obtiene la ecuacion de Bessel con ar-~
gumento %r

d? w d w w? w
28, W a w w' 2 _ 2 L
rdr2zl(ﬁr)+rdrz‘(\/—fr)+[Tr IJZ,(ﬁr) 0,
cuyas soluclones Independientes son las funclones de Bessel J; (7“’5"-) y las de

Neumann N, (7w7r)' ya que [ es entero'®,

13 Artken (19851, pST6.
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Las condiciones de frontera son
¥(ro,8) =0, [¢(r,8)| <00 re(0,r)

Las funciones de Neumann divergen en r = 0 y deben ser descartadas
por incompatibilidad con las condiciones de frontera,

Como consecuencia de exiglr y(ro) = 0 se obtiene la cuantizacién de
la frecuencia angular w

vT
Wiy = -—r:-[.lg-‘). (4.4.15)
donde pg.') es |a ralz nimero j de la funcién Jj.
A las elgenfunciones
Y15(r,0) = (ﬁ ) cos(l6 + 0,) (4.4.18)

asocladas a las frecuencias wj; se les llama modos normales y, la solucién es-
pacial al problema de la membrana con densidad de masa 0,1 = 1 es la serle

V(8 = D ey (n6). (4.4.17)
1LjeN

Los coeficlentes aj; se determinan mediante las condiclones iniclales™,

De Ia expresion (4.4.15) se concluye que las frecuencias normales wyj
no estdn arménicamente relacionadas entre si para la membrana con densidad
constante.

Para obtener las soluciones de los problemas de membranas circulares
con densidades o (4.4.2), —segin la expresién (2.30)~ es necesarlo aplicar la
transformacion fo a la solucién general del problema para o1 y después imponer
las condiciones iniciales y de frontera.

Sustituyendo w = Re'® y z = re'? en la expresién (4.4.5) se obtienen
las relaciones inducidas por f,.

18 Esto 50 logra expiesando las condiclones kiclales Yo ¥ ¢‘. como sarles dnl lbu (4 4. 17) lo cuat s posile
slampie y cuando ¥, y ¥, sean dos vaces de
fionlera, (Tlunov y Samarsky (1972}, p878)
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Para b # -2

r=:f‘;ﬂ£i22 ¢
b+2

0=Te+21k. .

Introduciendo estos valores en la solucion (4.4.13) se obtiene

®(R,0) =R (:—1@23'—% cos (@e) .

La univaluacién de la parte angular restringe los valores de ! seglin

1= 2m mel

Si ! es entero, las soluciones radiales son funciones de Bessel y funcio-
nes de Neumann, pero estas (ltimas se descartan porque divergen en R = 0, al

igual que en el problema de ¢, = 1, quedando

w 28 _b+3
J,(:/—_fmliz>, lel.

Para [ no entero las dos soluciones radiales independientes son
w 2¢/a 43
:H(ﬁb+2R’)' 1¢Z.
La_condicién de frontera  (R,,©) = 0 implica la cuantizacién de la
frecuencia angular

2m

Tb+2,-52 (33) mel si l¢Z
Ro % b meNu{o} sl leZ (44.18)

Wy =
™ a 2

2m
donde ;4(”‘_’) es el cero nimero j de la funcién de Bessel Jy, con

l= 2m.

b2
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Los modos normales son

2y ¢ b2
Pmj (R,8) = Jx?;"l,‘ (-b—_f—;-\/—;R 7 )cos(m9+ 8,),

mel st I¢gl
meNu(o} si leZ

y la solucién espacial general que satisface las condiciones de frontera es

{4.4.19)

p(r©) = Z“m:‘ Pmj {r,©). {4.4.20)

myJ

A sustituir w = Re*® y 2 = z 41y en la expresién de f, para b= —2 se

obtiene
z=+clnR

) = V30 {4.4.21)

La ecuaclién para las vibraclones de la membrana con densidad o,
también es separable en coordenadas cartesianas. El par de ecuaciones ordina-
rias resulta

x%@+(%—kﬂxupm

Y'()+ K'Y (y) = 0

(4.4.22)

donde k2 es la constante de separacién.
La solucién general del sistema (4.4.22) es

. [l
X(z) = 4V T,

Y(y) = Be'®

con A y B constantes complejas. La solucién completa de la ecuacién de la

membrana resulta
i/ 22 -k3z
¢'(2, y) = CC' T k ZC‘kv.
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Sustituyendo las expresions (4.}] (4.4,21) se cbtiene la solucion espacial
general de la ecuacién asociada aoff] =[) =d2"%,

Wl & gl &
e (R,8)=C ("r iy ) M8,

Imponiendo las condicionesée u:us uiliacicn y de frontera p(R;,8) =0
se obtlenen restricciones para k yu

Vak=lel, ;= f[(ﬁ) (1%0)2 - n]. jetl (4.4.23)

Los modos normales son

TR
¢15 (R, 8) = sen| T_,:—% ~PhR cos (0 +6,) (4.4.24)

y la solucién espacial completa

P(R,6)=) s+ gy (R2,0) (4.4.25)

=3

N =N

En el marco de los intentospura_sir ajusler nodelos de densidad superficial
de masa al tambor indio Thabala, Guh" 1 " eschi® ta ecuacién para o R) = R™!
yo(R)=R"2

Por su parte Rao" resoMbhec 3 ecuacin para o(R) = B~", n > 0.

En esta seccion se ha lopudo oo moster ¢y ue las membranas de Gosh y
Rao que pertenecen a la clase mdsgenear=nenl o) = R} son equivalentes a la
membrana con densidad constante,sdem:memds &2 ha ber encontrado las soluciones
de la ecuacién de la membrana pankfa #dahchse —(44.18)-(4.4.20) y (4.4.28)-
(4.4.25).

17 Gosh [1922),
'8 Ramakrishna y Sondhl [1954].
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De las expresiones (4.4.18) y (4.4.23) se deduce que los modelos con
o(R) = R™™, n > 0 son inaceptables para describir la Thabala como lo afir-
man Ramakrishna y Mohan Sondhi en el articulo que proponen una densidad de
escalén'®, Ademds se concluye que ninguna membrana circular con densidad
o(R) = R, b € R tiene modos normales arménicos.

4.5 Contraejemplos

En esta seccion se discuten dos contraejemplos asociados al teorema
33.

/) Un potencial generalizado que no pertenece a la familia §.

Se conoce como ojo de pescado de Maxwell al medio caracterizado
por el indice de refraccidn

n(r) = o [1 + (5)2]—1 (4.5.0)

con n, ¥ a constantes y tiene la propledead de formar imigenes perfectas de
objetos puntuales —todos los rayos que emergen de un punto convergen nueva-
mente en otro; el punto imagen—.

Al aplicar el operador V2 In al indice (4.5.1) se obtiene

2
V2in{r) = -V?In (1 + %)

pero
2 2
i (142) 212 (200 (147
v h(HF)"rar ('arl" 1+:;7
_10 (2%
T rar 1+§;.
4 2\ "2 S b
=3 (1 -+ ;‘f) (4.5.2)
9 1bid,
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. 2\ —2
2 _4 r
v lnn(r) = ;1- (1+ ;i‘)
Aplicando nuevamente el mismo operador y utilizando la expresién (4.5.2)

se obtiene 9
V?in V2 lnn(r) = v21n (‘—:) -2v%In (1 + '—)
a a?

8 r? -2
_—;f (1+ ‘—1—2-> o"

k 8 2\ =2
(Vzln) nr) = -= (1 + %) . k22,

En general

ya que
k+1 8 29-2
(v*1n) " n(r) = V21n (‘.Tz [1+ :—,] )

por hipétesis de induccién y,

kt+1 3
(v*1) " nfr) = V21n (-%) ~29%In (1 + I:T>

Resumiendo se tiene

(v*1m)" () = (e E) e
M= _;ﬂ,(ug’,) keN, k>2.

(v? 1n)" a(r)#£0  VEkEN,

por lo que el ojo de pescado de Maxwell constituye un ejemplo de un Indice de
refraccién que no pertenece a la familia § y ésta no puede contener a toda la
clase de potenciales generalizados.
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£l cardcter numerable de dicha famlilia suglere ademds que la cardinali-

dad de ésta debe ser menor que la de su complemento,

if} Sabre Ja insuficlencia de las condiciones necesarias del teorema 3.3.

En el capitulo 3 se menciond que el que dos potenciales generalizados
perienezcan a la misma clase X, no es suficlente para que estén hipersimétri-

camente relacionados segun las expresiones {2.10a) y (2.38).

Como contraejemplo se utilizan las densidades o(z,y) y o1(u, v) con

olz,y) = (= +%)

oy(u,v) =¢
Aplicando el operador V? In se obtiene
1
1 2 2, .2) =
Viwo@n =39, (“ Ty ) =1,

y esfo implica que o es del tipooez ¥

V2 lnop(u )=V %= (6?4 ?) e,
[CF))

(uyv)

Aplicando nuevamente el mismo operador se obiiene

(v?-.n ”‘) * (z,y)=0

(ui) ()

2
(V?m) ln) o1y, 1) = V2 In{u? +0%) 4+ V2 wv= V?“ "

pero
2u? ~ 20?2

8% 2. .3
-‘:’-;fln(u +v') = e

Andlogamente
-2l

AR I
wln(u +v )— (u2+v2)1)

- 08 -
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y sumando se obtiene
2
(Vf‘_') ln) o1(y,v) =0,

lo que implica que o y o1 pertenecen a la clase Xs.

Como o = 0,3, 8l 0 ¥ o1 estdn relacionados segun (2.38), la funcidn
conforme f; debe ser

(w'%") ne Toe)ig -
fHilw) = / [v’ lnal(w',ii)")] ‘e (wo!/ o) dw'. (8.22)

La expresion (4.5.4) en coordenadas (w, W) aparece como

V2 n oy (ww) = wige <(T-v7)

Susfituyendo en (3.22) se obtlene
fi(w) = 207",
fi(w)= we= 7,
) = jufe i@,
Al sustituir en la expresion (2.38) se obliene

)

]w]zeé(-“_"’_“’a)g‘{( ,

o1{w, @) =
y en coordenadas (u,v)
o3{y, v) = (u? + v¥)e¥et™,
que diflere claramente de la expresién (4.5.3). la contradiccidn proviene de
haber supuesto que o y o1 salislacian la relacidn (2.38). De aquf se concluye

que los potenciales no estan hipersimétricamente relacionados a través de una
transformacion conforme, atin cuando ambos pertenecen a la clase Xg.
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‘Sea ahora
Sl s

con¢= £+iq.'La densidad superficial o9 definida mediante la expresion {2.88)
como -

o'l(f—ln?—l)

= l;["‘c‘i‘(?—’_r’) {4.5.5)

4] (f: E) = "‘{‘2

estd, por construccion, hipersimétricamente relacionada con oy a través de g{¢) =
¢~1 y el teorema asegura que pertenece a la clase Ny

Si o3 estuviera relacionada con ¢ a través de f3{¢) se tendrfa, de (3.22)

fals) = —2ie 47,
y al sustituir en (2.38) se obtiene

oafs,) = fol Pt 627 A7)

que difiere claramente de la expresién (2.38).

Esto permite conclulr que oy ¥ o7 estdn hipersimétricamente relaclona~
dos aidn cuando no sea a fravés de la densidad o = o,3. Un camino alternativa
para mosfrar lo anterlor es utilizar dicectamente fa transitividad de la equivalencia
hipersimétrica conforme para probar que o9 y o no pueden estar relacionados
segln la expresion (2.38).

Cuando dos potenciales generalizados pertenecen a la misma clase ¥,
y no estdn relaclonados a través de ny;m 0 oom, &l teorema 3. 3 en general no
proporciona informacién que permita determinar si estan o no hipersiméiricamente
relacionados por una transformacién conforme,
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Conclusiones



En este trabajo se realizé una revision de la H-invariancia conforme para
las teorias bidimensionales de Optica Geométrica, Mecdnica Cldsica y Mecénica
Ondulatoria , introduciendo el Andlisis de Variables Complejas como una poderosa
herramienta en el manejo de las transformaciones conformes involucradas.

También se encontraron otras ecuaciones de la Fisica-Matematica H-
invariantes ante transformaciones conformes; las ecuaciones de Poisson y de
onda, asf como la ecuacién para las oscilaciones transversales de membranas.
Esta (ltima representa una teorfa que describe fenémenos bidimensionales, a di-
ferencia de las anteriores que son modelos asociados a fendmenos originalmente
en tres dimensiones.

Al final del capitulo 2 se mencionaron algunas de las limitaciones que
tendrfa una teoria de H-invariancia conforme en mas de dos dimensiones. Sin
embargo, también es cierto que fa transformacion de Kustaanheimo-Stiefel —el
primer ejemplo de una hipersimetrfa— puede generalizarse a cuatro dimensiones
para relacionar e! problema tridimensional de Kepler con el oscilador armdnico en
cuatro dimensiones y una constriccidn. Esto costituye un motivo para investigar
la teoria tridimensional con y sin constricciones, aun cuando la cardinalidad de la
clase de transformaciones conformes de dimensién mayor a dos sea considera-
blemente menor a la de transformaciones bidimensionales.

Existe también la posibilidad de considerar alguna clase mas general
que la de las funciones conformes, menos restringida sobre todo en tres y mds
dimensiones y, buscar teorias en dos y mds dimensiones, H-invariantes ante una
clase mds grande de transformaciones.

Entre otras posibitidades para continuar investigando en relacion a este
tema estarian, la bisqueda de nuevas ecuaciones o principios variacionales con-
formalmente H-invariantes y, el tratar de generalizar los resultados obtenidos
en -Mecdnica Clasica y Ondulatoria a otro tipo de potenciales, especificamente
aquellos que dependen de las velocidades y coordenadas generalizadas como
el potencial electromagnético cldsico. Quizd como un proyecto mds ambicioso
puede menclonarse, el intentar generalizar las transformaciones en teorfas de
campo cldsicas, de manera tal que las "variables" en cuestion sean la funcién
de campo y sus derivadas. Estas juegan el mismo papel que las coordenadas
espaciales en teorfas de particulas, ya que las transformaciones que se han apli-
cado en este trabajo a las ecuaciones de Schrddinger y Poisson, asl como a la
ecuacion de onda y a la ecuacién de las vibraciones de la membrana, involucran
Gnicamente las coordenadas espaciales, que en las teorias de campo cldsicas
actian como pardmetros andlogos al tiempo.
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Una proposicion igual de ambiciosa que la anterior serfa, la genera-
lizacion de las hipersimetrias a transformaciones que Wevaran de un problema
descrito por algun modelo a otro descrito por un modelo distinto, por ejemplo,
de un problema de oscilaciones de la membrana a otro de trayectorias en Optica
Geométrica.

Quizd la aportacidn prinicipal de este trabajo consista en una serie de
resultados comprendidos dentro de lo que podria llamarse “El problema inverso
del Cdleulo de Hipersimetrias”, que de manera general consiste en determinar si
dos problemas estén o no hipersimétricamente relacionados y, poder encontrar
la transformacidn en caso que lo estén.

En Mecdnica Cldsica y Ondulatoria se encontrd que para el potencial vV,
la condicion V21nV = 0 es necesarla y suficiente para que esté relacionado con
el potencial V a través de las condiciones (2.21). Estas (ltimas son dnicamente
un caso particular de fa relacion (2.19). Cuando esto sucede puede encontrarse
la transformacién conforme mediante un proceso de integracion. Queda entoces
por investigar, si existe una versién mds general del teorema 32, con condiciones
para determinar si dos potenciales estdn relacionados a través de la condicion
{2.19). De ésta tiltima pueden obtenerse hipersimetrias distintas, como se ilustra
con el ejemplo del potencial da tipo Morse en el capitulo 4.

Para las vibraciones de la membrana y el problema de la Optica Geomé-
trica, se hallaron condiciones necesarias que permiten determinar si dos proble-
mas estan relacionados y, en ese caso, puede hallarse la transformacion mediante
un proceso andlogo al ulilizado en Mecdnica. Se mostré ademds con los con-
traejemplos del capitulo 4, que dichas condiciones no son suficientes, quedando
ablerta la posibilidad de una generalizacion de! teorema 3. 3.

Por tltimo, cabe mencionar que los métodos encontrados permiten abor-
dar desde una perspectiva distinta, problemas de “disefio” de medios dpticos o
de membranas con densidad no homogénea, a partir de las trayectorias o modos
de vibracidn deseados, como en el caso de ajustar modelos para la Thabala, Por
otro lado, el haber podido relacionar un problema en general no separable con uno
separable, plantea nuevas interrogantes en torno al problema de separabilidad y
generacion de soluciones exactas.
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Apéndice 1

Obtencion de las ecuaciones para las trayectorias de los rayos y
de movimiento, en coordenadas generalizadas, a partir de los principios
variacionales de Fermat y Maupertius respectivamente.

En una variedad riemanniana de dimensién k con tensor métrico g;;
cubierta por un sistema apropiado de coordenadas {g}, el elemento diferencial
de longitud dI se define mediante

di? = gii(q)dd'de’ . (AL1)

Utiizando esta expresi6n en el Principio de Fermat (2.4) e introduciendo
el pardmetro auxiliar r se obtiene

) 6/ n(q)%dr =6/ n(q)\/g;j(q)d"q'fdr =0 (41.2)

. ]
donde ¢ =¢'{r)y ¢ = %‘{,—
La trayectoria solucion satisface las ecuaciones de Euler’

d /9L aL .
EF(aT-‘)'aT-‘=° P=1,2,...,k (AL3)

donde
L(g, ) = n{0)y/sij(9) 4 ¢ (AL4)
Sustituyendo (A1.4) en las ecuaciones (AL13) se obtiene, para el primer
término

+(25)- & (3o 56 + 1,41
2 (35 nta) (o) +sulold])
= (roda (%)

= :—:% (Ma)m.(ﬂ%)

! Morse y Foshbach (1653} p. 276.
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y para el segundo

aL an(q)dl 1dr ()ag,,(q)
3¢* = Togr FrREY aq
_onlg) dl }n( )39.:(9) dg’ dg? di
Bq* dr V=g d dl dr'

§'¢’

Restando el segundo término del primero e igualando a cero resuita que
dlid dq'- an(q) 1 ag«] (q) dq dq’ -
df [lﬂ (“(q)gu(‘n dl ) aq| En(q) aq dl dl =0 4= 1!"'1"'

Finalmente, multiplicando por u%} se obtienen las ecuaciones, en coor-
denadas generalizadas, para la trayectoria de los rayos correspondientes a las
ecuaclones (2.7):

d dg* _138n 1 ,9g; dq* dg’ _
"dl [“Fu dl]—z'a?—i-'in 'a—qu-—r a=1,...,k (AL8)

a

Para obtener el Principio de Maupertius de la expresién (A1.2) basta

hacer la identificacion
n{g) = VIm(E -V (g)), (AL8)

y para las ecuaciones de movimiento es suficiente con sustituir (A1.6} en las
ecuaciones (A1.5) y utilizar el parédmetro de Luneburg definido mediante

VIm(E-V(q))d nlg) d
_ = .___________‘_u_ _'.n_m. (A1.7).
obtenlendo

d d' | aVi(g) 1 ,3gi;(q) do’ dg’ _
m-— [gu(‘nm'—‘} = m'—a‘F + 5"‘ '—a“;T—Tit—'d—t'- a=1...,k

Derivando fa expresion entre corchetes y agrupando términos se obtiene

[ ‘g'sq)q ¢ +oul)d - ;a—%@"é’] =—-"1,.‘,iq(,i’ 1=1L..k
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donde ¢° = i‘f‘—'.
Multiplicando por g“ y observando que los indices 5 e ¢ aparecen con-
traidos, la expresion anterior se fransforma en

m [JII,(q)é«‘ +'%y|.(q) {39.',(‘1) + 8g;,(9) _ 99i;(q) }d'.q"‘]

ERY g’ ag!
av
= "—'—aq(-q) " (g} I=1,...,k
que equivale finalmente a
m [q’ +r'.~,-q‘qf] =, I=1....k . (AL8)

Estas son las ecuaciones de Newton en coordenadas generalizadas, donde T'
representa los coe ficientes de la conexién y F la fuerza generalizada, con

1 3gi, , 89js _ 9gij av
Iy = 36"(9) {3‘;'7' * - a—q‘,i} , Fl=—d'in (AL9)

a

Esto mustra que el pardmetro de Luneburg definldo en términos de la
longitud mediante la relacién (A1.7) es, efectivamente, el tiempo.
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Apéndice 2

H-invariancia conforme de los principios de Fermat y Maupertius
en coordenadas generalizadas.

Sea S una variedad riemanniana con tensor métrico gy;. Para la siguiente
discuision es necesario distinguir entre puntos de S y las coordenadas que los
representan.

Los distintos puntos de S se denotardn mediante barras (/e. §), mientras
que para denotar las componentes del punto ¢ en distintos sistemas de coorde-

nadas se utilizarén primas {ie. ¢").

Es también preciso distinguir entre dos tipos de transformaciones en S.
Una es la transformacién activa

7 =19,

y proporciona las componentes del punto § si se conocen las componentes de g,
ambas en el mismo sistema de coordenadas’,

El otro tipo de transformacion es un cambio de coordenadas, y asocia a
las componentes del punto ¢ en el sistema C, las componentes del mismo punto
en el sistema C' . .

ql‘ = hl' (q)_

A este tipo se le conoce como transformacién pasiva®.
Sea f una transformacién activa e Invertible de S en si mismo, con
inversa F:
9=/(3) 7=F(q). (42.9)

Segdn la definicidn de la seccidn 2.1, f es conforme sl preserva dngulos.
En una variedad riemanniana las funciones distancia y dngulo se definen como

di*(q) = gi;(q)de’dg’
giydqt gt

cosd = —— ——,
Vloizdgided| - lgij89i6 7]

'3 nacesarlo que g y g eslén cublertos por la misma carta coordenada.
2Rullon, et. s, [1962].
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Siuna regién A € § es conformalmente mapeada enlaregién BC Sy
los puntos correspondientes estdn cubiertos por la misma carta coordenada, los
elementos de longitud en ambas regiones se relacionan a través de’

di*(g) = o?(7)di* (3), (42.20)

donde '
a:8 ~— RY,
d1*(g) = gij{g)dq’de’, di*(3) = g;(7)d7' dg’. (42.2)

Sean q‘ y q" dos sistemas de coordenadas relacionados mediante la
funcién A con inversa H

¢ = hi(g") ¢ = H"(g). (42.3)

Se demuestra primero la H-invarlancia conforme del Principo de Fermat,
que en coordenadas ¢' se expresa mediante

J ! n{g)y/gij(q)dg'dg? =0

donde ¢ = (r) es la trayectoria solucion,
Aplicando la fransformacion (A2.1) y haclendo uso de las relaciones

(A2.2) se obtlene
5 [ al/@) Vo @as@aras =o

Fay
y efectuando el cambio de coordenadas (A42.3):

5 [ wlron@)a(@) Vol @i =0, (424

HloFonq

-3 Kulper {1948).

- 107 -



es declr,

§ [ ate)/o@har e =o (425

k]
donde
(@) = n(f o h(7)a(r(@)) (A2.55)
y las soluciones «4 y 4 estén relacionadas mediante
J=H'oFoq. (A2.5¢)
[m}

Para mostrar la H-Invariancia conforme del Principio de Maupertius en
coordenadas generalizadas,

5/ Vem (E -V (q))y/si;(a)da’dg! = 0
)

con solucién ¢ = ~(t), se hace Ia Identificacion

n(g) = vam (E - V{q))
y se sustituye en la expresion {A2.4) obteniendo
5 [ VERE-VTREa (@) Vo @erd =0, (4ze)
HloFon

con solucién
4=H'oFoq. (A2.7d)

Exigiendo la condiclén adicional
[B=V (soh@)]o*(r(@) = £ - V(@) (A2.8)

con V independiente de €, (42.8) se convierte nuevamente en el Principlo de
Maupertius
§ [ VIR E= V@ s @)aran = o. (42:10)
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_ Para satisfacer la condicion (A2.8) es suficiente si se cumplen
V(foh(@))e? (r(@) = ¢ (A2.75)
V(@) = -a? (h(7") E. (A2.7¢)

La transformacién temporal (2.22) se obtiene utilizando la regla de fa

cadena’
ds _ ds di(g) di(q)

P T b (428

De la expresidn (A2.2):

B
al

(

{q

|-

=

o

|
—

y de la definicién del pardmetro de Luneburg (2.18):

difg) _ v2mlE = V(@) difg) _ v2m[E-V(g)]
ds m ! dt m :
Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (A2.8) y utilizando 1a con-

dicion (A2.8) se obtiene

ds 1
Et_ = ;2—(-_‘_1_—. (AZ.Q)
a

4 como ol alemento de longitud es lnvariante anle camblos de coordenadas, se utliiza dl’(i) = ﬂ-‘i(ﬁ)‘ﬁ“ﬁ!
dkectamanta en lugar de df?(g) = 9; (@) dag'e’.
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Apéndice 3

H-invariancia conforme, en coordenadas generalizadas, de las ecua-
ciones de Schrodinger independiente del tiempo y de las oscilaciones trans-
versales de una membrana.

En coordenadas generalizadas, las ecuciones de Schrédinger indepen-
diente del tiempo y de las oscilaciones transversales de una membrana son

V() + 37 B~ V@]l =0, (48)

T,V ¥(g,t) - a(q)%‘l’(q,t) = —¢(g,t). {43.2)

Para mosirar la H-invariancia conforme en ambos casos, es necesa-
rio encontrar, como en el capitulo 2, la ley de transformacién conforme para el
operador laplaciano pero shora en coordenadas generalizadas.

Sea S una variedad riemanniana de dimensidn n con tensor métrico gy,
y sea f una lransformacion activa, conforme en S y con inversa F como en el
apéndice 2,

Segun las definiciones del apéndice 2 y ulllizando fa misma notacién:
¢ =1'@) 7 = Fi{g). (42.1)

y los elementos de longitud se transforman segtin

di*(q) = o®(7)di*(3), (A2.2a)
donde
S — R+,
d*(g) = gi;(q)da’de’, A (3) = 0y (7)d7'dg’. (42.2b)

Sustituyendo fas expreslones (A2.28) en {42.2a) y tomando en cuenta
la ley de transforrnacion



se obtiene
k g
sis(a)da'de’ = o @an®) 3T sl

015 @)e7(3) = gua(e) 3L a7 a—: (43.3)

para la transformacién de la métrica’.

En coordenadas generalizadas y evaluando en el punto §, la expresion
covarlante para el laplaciano actuando sobre el campo escalar ¢ es?

V) = (f%a"".“_(f)) , s
donde por brevedad se ha utilizado la notacidn
7% = g*(), g = det (g;5).
En forma andloga a la composicién (2.30), se define
$(@) =¢(f(3). (43.5)

Haclendo uso de (A3.8) en (AS.4) se obtiene

18 1 3q*a la-' 07 e o2 .
VA (/@) = ;%ﬁ([det (;;m aq a::)] aqqm a:r” 233,‘ FI —v(/(T )))
et ( St 20T o 2y mq») (430)

¥ Notese Ia diferencla entie esta expresion y la de covarlancia de la mélrica, lo cual se debe al cardcter aciivo de
ta transtormacién f.

2 Artken (1985), p. 165.
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donde

Q:'m

—~—=

il a

Sl
1]
(=
[

-
—
mlm
<l
SN’

es el Jacobiano de la transformacion f.

Volviendo a (A3.6)

V2 (1(2))
___1_ i a2—na_(qla_§'._ 3 mra\b(f(q)) Z—nmi i mra¢(f(?)
"g%{aa" a(ﬂw)" ar % a() agm (" ey
_ 1 Jolg) 97 9a2"(G) | a-n| @ (200, g O (04
_ﬁ{ *al [aqm (%) + 79 aT-( )]}

a(g) ag™ 66"
1

3(q) g™
x g g'"'—¢ @) +e* @Y, e pa)

= 2= nladllym Ly (1(a)

' =z€:ﬁ[ (50)7 52 (52 + 202

x g™ F!" (/@) + @V, ¢(q) |q 1(3)

]
ag

_l@=noa’@ .28 (o7 ) _ala) 8 (3@
“{ 7 agm [a-'(aq) a(7) o™ (3(4))]

mr 29(9)

Xg 3" '¢I=I(ﬁ) '|"-"2 (?)V' 'p(Q) Iq:/(ﬁ)
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g™

}

o
xohem @) + 2 st (s e @)
=L{( )am lnaa(q)HZ-N [L (Z2)™, 2

o)

(43.7)



Pero el término en corchetes de la expresién mlelora-jor escero, ya que

B8 (o83 8l 3 (2@)
a7 \3¢™ ) 3(g)ag™ \d(q)

_o (o) 8¢ 8 (&
AT A AG
=0,

La expresidn (A8.7) se reduce a

2=\ 2_:_’1 ac‘g(‘-j) mra‘p(Q) 20yt 2 E

vio = (150) Gl Bl st ) (89
y para n = 2:

V@ =@, (), (43.9)

[m]

Esta demostracion permite apreciar la Impofinciasicia dela hipdtesis de
espaclo bidimensional,

Para mostrar la H-Invariancla conforme de laeccishacién{43. 1) enel casc
bidimensional, basta con evaluarla en ¢ = f(g) y utiiza brena relclin (43.9), obte-
niendo

v.24(a) + i—"}a’ @E-V (@M= = =0 (43.10)
y exigiendo
[E-V (f@)])e*@) =€ - i) (43.11)
se obliene la nueva ecuacién de Schrddinger
V@ + 33 - Vale= - (45.12)
a
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En forma andloga, evaluando la ecuacién bidimensional (A3.2) en ¢ = 7
/(g) y utilizando la relacién (A3.9) se obtiene :

TV2(3,t) - o*(3)o (/(3)) gf‘l’(ﬁ.t) =-a@e(s@,1), - (A3f13)

que es equivalente a L

TVi8(5,t) - 6(7);;3:7@(6,0 = -i(3,t) (4s.14)
donde

(g, =¥ {(/(3)¢) (As.15)
5@ = (/1(2) «*(3) (As.16)
#(3) =¢((3) o*(3), (A48.17)
con lo que concluye la prueba de la H-invariancia conforme de la ecuacién (48.2).
[m}

La expresién {A3.4) para el poerador laplaclano es covariante ante
transformaciones —pasivas— de coordenadas, lo que Implica la covariancia bajo
transformaciones de coordenadas de fas ecuaciones {A8.12) y (A3.14).

Lo anterlor significa que si k es una transformacién de coordenadas con
Inversa H: L .

¢ =r(q) q" = H(q) (43.18)

y las soluclones en el sistema de coordenadas C a los problemas de Schrodinger
—Independiente del tiempo— con potencial V(7) v, de la membrana con densidad
de masa &(7) y densidad de fuerza externa ¢(7), son los campos ¢(g) y ®(q,t)
respeclivamente, entonces las soluciones a los mismos problemas en el sistema
de coordenadas €' son ¢(7') = ¢ (h(3")) vy &(z') = @ (h(@). 1) .

Lo anterior pude utilizarse para relaclonar hipersimétricamente los pro-
blemas de Schrodinger asociados a los potenciales V (g} en coordenadas C 'y
V(') en coordenadas C', siempre y cuando satisfagan la condicién

[E-V(son@)] o® (r(e) = € - V(T). (43.19)
En este caso, las soluciones se relacionan mediante

$@) = ¢ (h(@) =¢(soh(@), (43.20)
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relaciones que se obtienen aplicando la transformacion de coordenadas (43.18)
a las expresiones {A48.11} y (AS.5).

La condicién (A8.19) es igual a {A2.8) para ef caso cldsico y la manera
mds sencilla de satisfaceria es & través de (A2.7)

V(foh(@)) o (h(g)) = ~£
V(@) = -o? (a(7") E.

En forma andloga pueden relacionarse los problemas de oscllaclones
de membrana asociados a las densidades o(q) y ¢(g) en coordenadas U, con log
problemas asoclados a las densldades (7'} v €(§') en coordenadas C'; siempre
y cuando se cumplan

#(7) = (/o b(@)) o (1(T) (43.21)
(@) = (/o h(@)) &® (1(7") (43.22)

y las soluciones estdn relacionadas segin
B(7',2) = ¢ (h(z),t) = ¥ (f o h(7),0). (43.28)

Las tres dltimas expresiones se obtienen de (A3.16),(A43.17),(A43.15) y
la transformacién de coordenadas (43.18),
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Apéndice 4

H-invariancia conforme de la ecuacién de difusién.

Para mostrar la H-invariancia conforme de la ecuacién de difusién

KR VR(r, 6 + Vh(2) - V(e 1) — c(lole) S 0(r, ) = —r6)  (2.55)

discutida en el capitulo 2, es necesario obtener la expresién {2.56) para el término
Vk(x) - V¥(r,¢t).
En coordenadas cartesianas (z, y)

ok o¥  3kav

y para expresar esle término en las variables (z,z) se utiliza la transformacién
inversa a (2.3)

s_8,2
7.5 5 (442
-a—y-=$£—l-5§.

Sustituyendo en {44.1)

8k ok a¥ oV ok Ok oF Jv
V""’“’-(a*&)(3;*‘5;)'(5;‘5)(7;'3;)

_ ,0k(2,7) 8%(z,Z;t) | Bk(z,Z) 0¥(z,7t)
=% ez Tiae ez (443)
Considerando la transformacion z = f(w) y la regla de la cadena, resulta
que _
: 3k (f(w), T(w)) _ 9k(z,3) 7w
dw Bz |a=l(w)
saf(®)
ak (f(w),_f(W)) - ak(z,?)' e
0w =07 et @
={ ()

y para las derivadas de ¥ los resultados son andlogos.
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Sustituyendo en (A4.3) para las variables (w, W) se obtiene la relacién
buscada:

Viwayk (f(w), T(@)) 'V(w o) (f(w), F(@)it)
ak(f (w) 7(=)) 3% (£( W) T(@);t)

a’=(/(W) I(w)) a9 (I(W) 7(@):9)

+2 55
_ 2[Bk(z,z) 8W(2,Z;t) 8k(z,'i) 9%(z,7;t)
=2|/'(w)] [ 8z 37 3% 8z ]:H%:;
=|/'(w)|* [V(z,;)k(zyf) Vien)¥(z7 t)] mtie) - (Ad4)
3=7()
ul

La expresién correspondiente en coordenadas generalizadas se obtiene
de manera sencilla,

Utllizando la misma notacién de los apéndices 2 y 3, el gradiente en
coordenadas generalizadas se escribe como'

Vk()—ﬂ(—"l'

donde
ar
i €t g5 = gij.

De las expresiones anterlores

8k(q) e a¥(q,t)
Bq’ 55

ak(q) aW(Q»‘) h 1y
aq 8q1 gieg- 8

= 9klg) 9%(a,t) ki 1y
B agr ¥ 9 ok

V. klg) -V, Y(gt) =

! Arlken (1885}, p,158-180,
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que Implica

V(@) Vi 2(3.t) = a—g—aigq;t) 7 (A4.5) |

donde
p(@) =k(/(3@)
&(qt) =¥ (1(2)t)
y las variables ¢ y g estdn relacionadas a través de la transformacién conforme
f coninversa F, ¢* = f*(3).

Utilizando en {A4.5) la ley de transformacicn para la métrica (A8.8) junto _
con la regla de la cadena se obtiene

9k (I(Q)) a¥ (/(7), t)—l] ak(g 8%(q,t QQ_"_",_‘_I_I_B_?_'_E naZ(q-)
a7 oy g lg=yiz) 99" lo=yiq) 9T 97 B¢" 8¢
- Mg_){ 0% (gt Mal(g).
8¢ lo=sm) 99 q=!(q)
es decir
Vip(@) - V;2(5t) = o®(3) [V, k(q) - V, ¥ (g, )] 16)" (Ad.8)
a

Por otro lado, como se aprecia con el siguiente cdlculo directo, la ex-
presion (A4.5) es covariante ante translormaciones de coordenadas

9k (h(q')) av (h(‘I')rt) gh'j = dk(q) 3%(q,t) ﬂq_"_ﬂll_fq_"?_qz rs

3qn' aqu aqk 3ql aqli aqu‘ aq" 3q'
Bk(g) 9%(0,t)
[Prgputai Y. ¥ Ml s Ll 1 18 Ad.T
aq" 8q‘ g ( )

Las expresiones (A3.9) y (44.8) permiten mostrar la H-invarlancia con-
forme de la ecuacion de difusién (2.55) en el sistema de coordenadas C. Debido
a la covariancia ante transformaciones de coordenadas del laplaciano (A3.27)
as{ como de la del término Vk - V¥ (A4.7), es posible efectuar el cambio de
coordenadas para pasar al sistema C', obtenlendo

k(f o h(@)) VAR (f o k(@) t) + Vo k (f o h@)) - V¥ (f 0 (7))
—e(foh(@) p(f o h@) o (h(@)) = —¢ (£ o b)) & (R(T"))
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que puede reescribirse como

ﬁ(.q-l)v:i,)&(qlu t) + vﬁl)ﬁ(al) * Vﬁ,)&(ﬁl,t) - a(-q—l)ﬁ(q_l) = _E(El)t

definiendo
(@) =p(h(@)) =k (f oM7)
&(T ) = (h(q )1‘) =W (, °h(al))t)
&(@)ala") = & (h(@") 5 (h(@)) = o® ((@")) e (£ o h(T)) (/o b(@))
i(7) =¢(r(@") = o® (a(@")) ¢ (s o (7)) .
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Apéndice 5

Condiciones de Cauchy-Riemann para funciones expresadas en
forma polar.

Para la funcién compleja g expresada en forma cartesiana
g(z, y) = u(:l y) + '.”(11 V)y
las condiciones de Cauchy-Riemann son

e = Uy (45.1)

Uy = ~YUg.
Pero la funcién g también puede expresarse en forma polar como
9(z,y) = R(z, )€V

donde
u(z,y) = R(z,y) cos 6{(z,y)
v(z,y) = R(z,y)sen O(z, y).

Sustituyendo estas expresiones para las partes real e Imaginaria en las
condiclones (A5.1) se obtiene el par de ecuaclones

(Rz—R O,V) cos® = (R,v +R©,z)8en®
(Rz~RO,)sen® =~ (R,;+RO,:) cos ©®

que se safisfacen para cualquier pareja de valores (z,y) si y solo si se cumplen

las relaciones
Rz= RO,

Rrv =-RO, )

que son entonces equivalentes con (45.1).
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Apeéndice 6

Obtencidn de funciones analiticas a partir de su médulo en coorde-
nadas generalizadas.

Para obtener la expresién andloga a (3.8) en coordenadas generalizadas
es conveniente Introducir 1a métrica simpléctica bidimensional S, con elementos

500=511=0, Slg=1, 521=—l.

El uso de esta métrica permite escribir 1a definicién {3.5) del argumento
6 como

H
. . a . .
o(!) - (zh) = / (5? mx) 5% ddd
io
dondezl=zyzi=y.

Utilizando la transformacién z! = h'(g) que relaclona las coordenadas
generalizadas g con las cartesianas z se obtiene

h(§")
a ¢t 1
o@)-om= [ (mpmr) fosimu. (o
h{ar) ’
Definiendo la métrica T' como
82:

T'i(q) = 5 55 17= 3 (46.25)
la expresidn (A6.1) se transforma en

h{g")
o({") - (&) = / (a—a- In R) Ti dgf, (46.20)

h(gs)

y la relacion (3.8) en
ih}" (B"lnﬂ)T' dg’

o(7") = R(g") e+ . (46.3)
a
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