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1 
1 ntrod ucción 



En Física Clásica las simetrías proporcionan Información útil acerca del 
problema estudiado, pues cuando se trata de sistemas lagranglanos, están rela­
cionadas con cantidades conservadas a través del Teorema de Néither . 

Una simetría se define en términos generales, como una transformación 
del espacio solución en sí mismo, con la propiedad de mapear cada una de las 
soluciones del problema en otra. Cuando esto sucede, las ecuaciones asociadas 
al problema son invariantes ante la transformación, ya que si dos soluciones per­
tenecen al mismo problema, pueden obtenerse a partir de las mismas ecuaciones. 

Las hlpersimetrlas son el resultado de un Intento por generalizar la 
ciase de simetrías a la de transformaciones entre espacios solución de proble­
mas distintos con la propiedad de mapear las soluciones de un problema en las 
soluciones de otro'. 

La mayor parte de las teorías en Física Clásica están formuladas en 
términos de principios variacionaies o ecuaciones diferenciales que Involucran 
uno o más campos -escalares o vectoriales- para describir el problema es­
pecifico en cuestión. La Optica Geomélrica por ejemplo, se formula a través del 
principio variaclonai de Fermat 6 f n(r)d! =O donde el índice de refracción n(r) 
es el campo escalar mediante el cual se describen los distintos medios ópticos. 

Asociado a las transformaciones de hlpersimetría existe un nuevo tipo de 
invariancla de las ecuaciones y principios varlaclonaies de la Física. Se dice que 
una ecuación (o principio variacionai) es hlpersimétricamente Invariante -H­
lnvarlante- ante cierta transformación, cuando su imagen bajo la transformación 
en cuestión es la misma ecuación ( o principio varlaclonal ) pero asociada a 
campos distintos de los originales y por ende, a un problema específico dilerente 
del descrito por la ecuación ( o principio variacional )inicial. 

Recientemente S. Ho]man mostró la H-invariancla ante transformacio­
nes conforme~ de los principios variacionales de Fermat en Optica Geométrica 
y de Maupertius para Mecánica Ciásica,así como de la ecuación estacionarla 
de Schriidinger para Mecánica Ondulatoria. M.A Roque encontró algunas hl­
perslmetrías en Optlca Geométrica bidimensional', y D. Núñez ha encontrado la 
existencia de una relación entre las hipersimelrías de la Mecánica Clásica con 
las de la Mecánica Ondulatoria en dos dimensiones, además de un gran número 

'El IOrn11no hlpctsinotria acuñado por S.Ho)nan, pretende reflejar el hecho que dicho tipo do transformaciones 
proporcionen lnformeclOn sobro dos o ml"ls problemas en conlrasle con las slmelries, de las que so obtiene 
lnlormaclOn de uno solo. 

2 floquo (1989i 
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de ejemplos de hipersimetrías en ambas teorías'. 

En esta tesis se hace una revisión de los resultados existentes en 
Optica Geométrica y Mecánica, introduciendo el Análisis de Variables Complejas 
-fuertemente sugerido por el hecho de trabajar con funciones conformes en­
tre espacios bidimensionales-, y se muestra la H-invariancia conforme de la 
ecuación para las vibraciones transversales de una membrana libre 

2 u(r) a2 

V w(r, t) - T at2 w(r, t) =O, 

así como la de algunas otras ecuaciones de la Física-Matemática. 

Conocida la H-invariancia conforme de una ecuación o principio varia­
cional pueden obtenerse hlpersimetrías al considerar transformaciones conformes 
arbitrarias. 

En Mecánica Clásica y Ondulatoria, al especificar la transformación con­
forme, quedan determinados los potenciales que ésta relaciona, mientras que en 
Optlca Ge,ométrica y en las vibraciones de la membrana existe la libertad de elegir 
uno de los dos índices de refracción y una de las dos densidades superficiales 
de masa u respectivamente. 

Surge entonces la interrogante acerca de la posibilidad de encontrar el 
potencial y la transformación conforme que relaciona a éste con un potencial 
dado en Mecánica, y de poder determinar si dos índices de refracción o dos 
densidades superficiales de masa están o no hipersimétricamente relacionados 
y en caso de estarlo, de poder encontrar la transformación conforme que lo logra. 
En este trabajo se estudia dicho problema de manera general y se obtienen 
algunos resultados. 

La idea de relacionar mediante una transformación dos problemas apa­
rentemente distintos no es nueva. 

Darboux encontró un método para relacionar las soluciones de las ecua­
ciones de valores propios 

(1.1) 

y 

(1.2) 

'Ho;non y Núñez [19a9i 

- 3 -



donde a es una constante y 

( "')2 U{:i:) = -V(:i:) + 2a2 ~ {1.S) 

(rp es la solución propia de la ecuación (1.1) correspondiente al eigenvalor X¡•. 
El método muestra que la relación entre las soluciones rp y .¡, de las 

ecuaciones (1.1) y (1.2) es 

donde 1 = -Jz. 

,'i{:i:) =a [<P(~)rp(:i:) - rp'(:i:)] 
rp(:i:) 

µ=.\-2X. 

{1.4a) 

(l.4b) 

Haciendo a2 = ll.2 /2m se obtiene una relación entre los problemas des­
critos por .la ecuacion de Schréidlnger unidimensional asociados a los potenciales 
V(:i:) y U(:i:) que satisfacen la condición (1.S). En este caso se utiliza la función 
propia rp para relacionar las soluciones rp y Vi y la transformación en general, no 
es conforme. 

En 1965 Kustaanhelmo y Stiefel generalizaron la transformación entre 
(:i:, 11) Y (u,t1) 

:i:= ~ (u2-.,2) 

11=ut1. 

a tres dimensiones. 

(1.5a) 

{l.5b) 

Dicha generalización relaciona el problema del oscilador armónico en 
cuatro dimensiones y una constricción, con el problema tridimensional de Kepler 
en Mecánica Clásica y el del átomo de hidrógeno tridimensional en Mecánica 
Ondulatoria. 

Esta transformación permitió a Duru y Kleinert, y a Ho e lnomata calcular 
la función de Green coulombiana por el método de integrales de trayectoria de 
Feynman5. 

4 Lamb (1D80] p.38. 
5Co<nlsh (1984]. 
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La transformación (1.5) relaciona los mismos problemas bidimensionales 
en Mecánica Clásica y Ondulatoria, y aparece como un ejemplo particular de los 
resultados obtenidos en este trabajo. 

Resulta interesante el que dos problemas de la misma teoría aparente­
mente distintos, estén relacionados y sean por lo tanto equivalentes, ya que a 
través de estas relaciones se manifiesta un aspecto de la estructura de la teoría 
y en última instancia de la Física misma. 

Desde el punto de vista práctico, una hipersimetría permite obtener In­
formación acerca de un problema a partir de lo que se conoce sobre el problema 
relacionado. Esta información puede ser la de cantidades conservadas, lntegra­
billdad, así como la solución completa del problema. 

El método que permite encontrar directamente hlperslmetrías entre pro­
blemas dados se convierte en una nueva y poderosa alternallva en cuanto a la 
generación de soluciones exactas en Física bidimensional, así como en la deter­
minación de la existencia de soluciones a problemas específicos. 

En el ámbito de este método se obtuvieron los siguientes resultados: 

En Mecánica Clásica y Ondulatoria, si el potencial V con energía aso­
ciada E satisface la condición V 2 !n V = O, está relacionado con el potencial 

V = -E 11'12 
con energía asociada t, donde f es la transformación conforme y 

(•'·-'> 

!• (V(z' z')) ~ l f (lnV),fdé-(lnV),-¡<IE 
F(z) = --'- e dz' 

-t 

donde V se ha expresado como una función de las variables complejas mutua­
mente conjugadas z = :i: + iy y z = :i: - i11, ya que se trata de un potencial 
bidimensional, y F = ¡-1. 

En membranas y Optica Geométrica, dadas las distribuciones 111 y 112 y 
los índices de refracción n1 y n2, y 

( 
2 )m¡ _ 

V In 11¡ =O, ( 
2 )m¡ 

V In n¡=:O m¡ EN, i = 1, 2, 

si m1 ,¡, m2 los problemas asociados a 111 y 112 no están hlperslmétrlcamente 
relacionados a través de una transformación conforme, y lo mismo sucede con 
los problemas asociados a n1 y n2. 
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Cuando m1 = m2 = m, se definen '1 y h como 

i = 1, 2. (1.6) 

Si tr; está relacionado con 1r0 ; mediante/¡, para i = 1, 2 donde 

( 
2 )m-1 V In IT0¡ = 1 

-lo cual puede probarse a través de una sustitución directa- entonces 1r1 y 1r2 
están hiperslmétrlcamente relacionados mediante la transformación 

Lo mismo ocurre con los índices n1 y n2 si se sustituye n~ en lugar de 
tr; en la expresión (1.6). 

Todos estos resultados son consecuencia de un teorema de variable 
compleja que proporciona condiciones necesarias y suficientes para que una 
función de dos variables reales sea el módulo de una función analítica de una 
variable compleja. Esto se debe a que los problemas asociados al potencial V en 
Mecánica Clásica y Ondulatoria así como los asociados al índice de refracción n 
y a la densidad superficial de masa tr de la membrana, están hlpersimétrlcamente 
relacionados a través de una transformación conforme f con los problemas aso­
ciados al potencial V, índice ñ y densidad ú respectivamente si y solo sisa tisfacen 
las ecuaciones 

[E- V (/(w), f(w))] l!'(w)l2 =e - V(w, w) 

ñ(w,w) = n(/(w),/(w)) ll'(w)I 

ü(w,w) =:1r(/(w),/(w)) l!'(w)J2 

donde 11'1 es el módulo de la función analítica / 1• 
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La exposición del trabajo está organizada de acuerdo con el siguiente 
esquema: 

En el capítulo 2 se Introducen algunos conceptos del Análisis de Variables 
Complejas y se muestra la H-lnvariancla conforme de los principios varlaclonales 
bidimensionales de Fermat y Mauperlius así como de las ecuaciones de Schrodin­
ger en dos dimensiones y de la ecuación para las oscilaciones transversales de 
la membrana. Se muestra también la H-lnvariancla conforme de las ecuaciones 
bidimensionales de Poisson, de onda y de difusión. 

Los resultados asociados a la determinación de las condiciones sufi­
cientes para que dos problemas estén hlpersimétrlcamente relacionados mediante 
transformaciones conformes, forma parte del capitulo 3, donde primero se plantea 
el problema y se muestra la necesidad del teorema de Variable Compleja mencio­
nado. Posteriormente se demuestra el teorema y se utiliza para enunciar y probar 
los resultados en Mecánica, Optica Geométrica y membranas. 

Rnalmente, en el capítulo 4 se desarrollan ejemplos que ilustran el uso 
de los resultados anteriores en la obtención de hlperslrnetrías para problemas 
dados, así como la generación de soluciones exactas a partir de soluciones 
conocidas para alguno de los problemas. La última sección del capítulo está de­
dicada a mostrar algunos contraejemplos relacionados con el teorema de Optlca 
Geométrica y membranas. 

En las conclusiones se presenta un resumen y una evaluación de los 
resultados obtenidos, y se proponen distintas direcciones para continuar la In­
vestigación relacionada con el material expuesto en este trabajo. 

Los resultados que aparecen en la sección 2.3 fueron obtenidos en forma 
distinta por M.A Roque, al Igual que los de las secciones 2.4 y 2.5 obtenidos por 
D. Núñez, a quien además se deben los ejemplos en Mecánica Clásica de la 
sección 42. 

Se consideró conveniente efectuar las demostraciones en coordenadas 
cartesianas y en general se procuró presentar los resultados de manera sencilla, 
con el objeto de no obscurecer las Ideas esenciales existentes detrás de cada 
uno de ellos. 

En los apéndices se incluyen los mismos resultados en coordenadas 
generalizadas junto con sus respectivas demostraciones. 
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2 
Hipersimetrías 

En Física Bidimensional 



2.1 Transformaciones conformes 
y Variable Compleja 
Una transformación continua del espacio euclldeano n-dimensional 

{Rn) en sí mismo, mapea arcos de curva en arcos de curva. SI además pre­
serva los ángulos entre curvas que se cortan -entendidos como los formados 
por los vectores tangentes a éstas en el punto de intersección-, se dice que la 
transformación es Conforme. 

Este concepto es inherente a la transformación , por lo que puede apli­
carse a mapeos entre cualesquiera dos espacios, siempre y cuando en estos 
tenga sentido hablar de arcos y ángulos. 

Para el caso específico de transformaciones de R2 en sí mismo resulta 
muy conveniente identificarlo con el plano complejo C, ya que la propiedad de 
conformalldad está estrechamente ligada con la de diferenciabilldad en C. 

En este punto es preciso Introducir algunas definiciones básicas con el 
objeto principal de fijar la notación. 

Una función 
/:A e R2

-+ R2 

es R2-dllerencleble en (xa, 11a), si es diferenciable en ese punto en el sentido de 
variable real' , mientras que p_or C-dlferencleble en za E A e C se entenderá la 
existencia de la derivada compleja en za 

d /(z) - /(za) 
/

1(za) = -d /(za)= lim 
z a-+io Z - Zo 

Ambos tipos de diferenciabilidad están relacionados por el siguiente leo-
rema. 

TEOREMA 2.1 / = u+ iv es C-diferenciable en za = xa + i11a si y 
solo si/= (u,11) es R2-diferenciable en (xa,lla) y tanto u como u satisfacen 
las condiciones de Canchy-Rlcmann en ese punto': 

au ª" au ª" 
ax= 811' a11=-ax· 

'Condldonos suflclcnles para esto son la exlstoncla y continuidad de las derivadas parciales §.;, !;. i;- 1 f¡ 
en (z.,v.). 

2 Morsdon [1973), p.48. 
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De esto se concluye que si las derivadas parciales de u y v son continuas 
y satisracen las condiciones de Cauchy-Riemann, f =u+ iv es C-di[erenciable. 

f es enelltrca en una región A si es C-di[erenciable en todo punto 
zeA. 

El siguiente teorema muestra que las funciones analíticas no constantes 
son conformes cuando menos en alguna región. 

TEOREMA 2.2 Si fes anafüca en Ay / 1(z0) '/O para todo Zo E A' 
entonces f es conforme en A. 

Demostración. 

La demostración es directa, ya que si z, y z, son dos runclones dife­
renciables definidas en [a, b] e R con valores en C -arcos- tales que 

Z,(ta) = Z,(to) = Zo 

y 
Z/(t 0 ) '/O para i = 1, 2 t0 E [a, b] 

-existen los vectores tangentes en z0-, y 

W, = f(Z,(t)) para i = 1, 2, 

entonces, por la regla de la cadena 

w:(to) = / 1(z0)Z/(to), i = 1, 2, 

y los vectores tangentes en /(zo) no se anulan, además 

argW/(t0 ) = arg/1(z0 ) + argZ/(t0 ). i = 1, 2. 

Finalmente, restando la ecuación anterior para i = 2 de aquella con 
i=l 

argW/(t0 ) - argW.'(t0 ) = argZ/(t0 ) - argZ, 1(to) 1 

3 Est11s mismas hlpOlosls esoguian, por ol Teorema do la Función Inversa que /os kwcrllblo en A con Inversa 
r' nnalÍtlca y f'(•o)/-11(r0} = 1. (Mnrsden (1973), p.339.~ 
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ya que / 1(z0 ) no depende de la curva en cuestión, y fes por lo tanto· conforme 
M4 O 

En forma recíproca, puede mostrarse que si en A f es conforme y sa­
tisface las condiciones de continuidad entonces es también analítica'. 

Si se tiene la páreja de variables reales independientes (:i:, u), siempre 
puede pasarse a la pareja de variables complejas (z, z) también independientes 
y viceversa utilizando las transformaciones 

z= :i:+iu 
1 

:i:= 2(z+z) 

i u= 2(z-z). 
(2.1) 

z=:i:-iu 

SI f = /(:i:,u) entonces Í(z,z) = /(:i:(z,z),u(z,z)), sin embargo se 
reservará·la tilde para otro tipo de transformaciones, y en adelante tanto f como la 
composición Í se denotarán como /, siempre y cuando se utilice la transformación 
(2.1), le. 

f(z,z) = /(:i:(z,z),u(z,z)) 
/(:i:,u) = /(z(:i:,u),z(:i:,y)). 

(2.2) 

De (2.1) se obtienen las relaciones de transformación para los opera­
dores de derivación parcial 

a 1 a i a 
8z = 2 a:i: -2au 
a 1 a i a 
a:. = 2 a:i: + 2 au · 

Si f = u+ iu entonces 

a¡=~ [ªu_ª"]+~ [ªu+ª"] az 2 a:i: au 2 au ax ' 

-t Es necesario quo tenlo * coma * sean conllnuas. Pera la demoslraclOn cr. Ahlfors (1953), p.73. 
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y de esta expresión se concluye que las condiciones de Cauchy-Riemann son 
equivalentes a 

a¡ =O 
az ' 

a/ =O. 
az 

_ Este resultado es sumamente útil , pues si se tiene f = f(z) -o 7 = 
/(%)-, la anaiicldad queda sujeta únicamente a las condiciones de continuidad. 
Este hecho slmplifica el proceso de determinar si una función dada es analítica 
o no, así como la tarea de construirla. 

En adelante, al hablar sobre cualquler función analítica, se supon­
drá implícitamente que si depende de alguna variable compleja, no puede de­
pender de la varlable conjugada. 

2.2 H-invariancia conforme 
en Física Bidimensional 
Como se mencionó en el capílulo anterior, una transformación de hiper­

simetría es, en términos generales, un mapeo entre dos problemas de la Física 
aparentemente distintos. 

En este trabajo se estudian transformaciones entre dos problemas des­
critos ya sea por el mismo principio varlacional {Principio de Fermat o Principio 
de Maupertius), o por la misma ecuación diferencial {Ecuación de Schrodinger 
o Ecuación para las vibraciones de una membrana), donde cada problema es­
pecffico está caracterizado por un campo escalar al que se llamará genérica­
mente potencial generalizado, y corresponde al índice de refracción en Optica 
Geométrica, a la densidad superficial de masa en el caso de la membrana y al 
potencial escalar en Mecánica Clásica y Ondulatoria. 

Cada problema está caracterizado por la pareja ecuación-potencial ge­
neralizado o principio variacional-potencial generalizado. 

Si después de aplicar una cierta transformación se obtiene la misma 
ecuación o principio varlaclonal, y el mismo u otro potencial generalizado, se 
dirá que la ecuación -o el principio varlaclonal- es H-lnverlente ante la trans­
formación en cuestión. En el caso de obtenerse el mismo potencia! generalizado, 
la ecuación o el principio variacional será únicamente invariante. 

En lo que resta de este capltulo se mostrará la H-invariancla conforme 
de algunas ecuaciones y principios variaclonales de la Física en dos dimensiones. 
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2.3 H-invariancia conforme 
en Optica Geométrica 
En la aproximación de la Optica Geométrica ( ~ -+O), el problema central 

consiste en encontrar la trayectoria seguida por los myos de luz. 

La trayectoria de un rayo que pasa por los puntos A y B, obedece el 
Principio de Fermat• 

B 

6/ndl=O 

A 

(2.4} 

donde la variación es sobre todas las trayectorias que pasan por los puntos A y 
B. 

En este caso el potencial generalizado es el índice de refracción n y dl 
es el elemento de longitud del espacio euclldeano. 

En espacio bidimensional con coordenadas cartesianas el Principio de 
Fermat se.expresa como 

(2.5) 

con :r:l = :r: y :r:2 = 11· 

Para obtener las ecuaciones que debe satisfacer la trayectoria se Intro­
duce el parámetro auxiliar r, y se consideran :r:1 y :r:2 funciones de éste: 

:r:¡ = :r:'(r) i = 1,2. 

Tomando esto en consideración puede hacerse el cambio de variable en 
(2.5) e Integrar respecto a r 

6] n(:r:1,:r:2)V(:i:1)2 + (:i:2)2 dr =O (2.6) 
1'o 

donde :i:' = !!fr, para i = l, 2. 

5 Born y Woll (19001, p.740. 
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La expresión (2.6) aparece muy a menudo en problemas físicos de 
Cálculo Varlaclonal, y las soluciones son las ecuaciones de Euler': 

i = 1,2. 

Efectuando las primeras derivadas y recordando que yl(:t1J2 + (:t2)2 = 
di. 
dr' 

~ [ n:ti ]-~~=O 
dr dl/ dr a:i:i dr 

i = 1,2. 

Por último, puede eliminarse el parámetro auxlilar r considerando a l 
como la variable independiente y cancelando factores comunes, obteniendo 

!!. [n dzÍ]- an. =o 
dl dl az• i = 1,2, 

que es equivalente a 

i = 1,2. (2.7) 

El procedlmlento anterior puede también efectuarse en coordenadas generaliza­
das, obteniendo ecuaciones análogas. Dicho cálculo y resultados se encuentran 
en el apéndice 1. 

Habiendo Indicado la forma de encontrar las trayectorias solución al 
Principio de Fermat, se muestra a continuación la H-invariancla conforme de dicho 
principio, para lo que es conveniente expresarlo en las coordenadas (z, i). 

Aplicando las transformaciones (2.1) al principio variacional (2.5) y ha­
ciendo uso de las relaciones (2.2) se obtiene 

6 f n(z, i)ldzl =O (2.8a) 

con trayectoria solución '1 

Z='1(r) 

'1 : (a, PI e R -> C¡ 

'Morse y FeSiboch (1953L p27B. 
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Sea z = f(w) una transformación conforme entre las variables (z, z), y 
(w, w) con Inversa w = F(z), donde z = z + iu y w =u+ fo. 

Efectuando el cambio de variable en (2.8) se obtiene 

0=6 J n(z,z)ldzl=6 J n(/(w),/(z))l!'(w)ildwl 
'I F(i) 

lo que Implica 

6 J ñ(w,w)ldwl=O 

con trayectoria solución ; 

donde 

y 

w=i(r) 
i: [a,,8] e R--+ C¡ i(a) = WJ1.1Í(,8) = WB· 

ñ(w, w) = n (J(w),/(wl) l!'(w)I 

(2.9a) 

(2.9b) 

(2.lOa) 

(2.lOb) 

o 

En esta demostración se utiliza fuertemente el hecho de que ambos 
problemas están expresados en el mismo tipo de coordenadas, además de con­
siderarse únicamente el caso de coordenadas cartesianas. Sin embargo, tanto 
la H-invariancla del Principio de Fermat así como las relaclones (2.10) pueden 
generalizarse en el siguiente sentido: 

SI al principio de Fermat expresado en coordenadas arbitrarlas se le 
aplica una transformación conforme seguida de un cambio de coordenadas, se 
obtiene el Principio de Fermat para un nuevo índice de refracción, expresado 
además en cualquier tipo de coordenadas (no necesariamente el mismo del que 
se partió). 

El lector interesado puede encontrar la prueba de la proposición anterior 
en el apéndice 2. 
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2.4 H-lnvarlancia conforme 
en Mecánica Clásica 
En Mecánica Clásica -a diferencia de como ocurre en Optlca Geomé­

trica- para describir completamente el comportamiento dinámico de cualquier 
sistema, además de conocer la trayectoria espacial seguida por cada una de las 
partículas que lo componen, es también necesario saber como recorren dichas 
partículas las trayectorias a través del tiempo. 

Existe una gran cantidad de formulaciones de la Mecánica Clásica, sin 
embargo hay una que resulta sumamente útil para aplicar los resultados obtenidos · 
en Optlca Geométrica descritos en la sección anterior. Se trata del principio 
varlaclonal de Maupertlus, con el cual se obtienen directamente las trayectorias y 
posteriormente, de éstas y una condición adicional, se encuentra la dependencia 
temporal de los recorridos. 

Acción 
SI el sistema es consevativo se puede mostrar que el Principio de Mínima 

1 

6S = 6 J L dt= O 

1, 

{2.11) 

puede ser reemplazado por el de Maupertius1 

680 = 6 J p¡q¡ dt =o 
1, 

(2.12) 

donde p¡ y q; son los momentos y coordenadas generalizados del sistema. En 
adelante -a menos que se especifique lo contrario- se utilizará la convención 
de suma de Einstein; cuando aparecen dos índices repetidos, uno en forma cova­
rlante (subíndice) y el otro en forma contravarlante (superíndlce), se sobrentiende 
la suma para todos los valores definidos del índice en cuestión. 

Es preciso aclarar que las variaciones en (2.11) y (2.12) son distintas. 
En el primer caso se trata de desplazamientos virtuales en los cuales el tiempo se 
mantiene fijo y las coordenadas varían sujetas a las constricciones impuestas al 

7 (Goklstoln (1960), p.386.) En cuanlo a le nomcnclalure, exlston algunas variantes en la lltoralura; al Principio 
do Mioma AcclOn se lo conoce también como principio do H11mlllon1 mlenlms que ni do Mauperllus se lo llama 
Principio do Mínima Acción. sn embargo, la mayoría do los autores cslAn de acuerdo 10spccto n que In forme 
conecta del principio no so debo e Meuperth.Js sino e Eulor y Lngrenge. 
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sistema. Dichas variaciones en general no coinciden con trayectorias físicamente 
posibles. En el segundo caso, el proceso Incluye una variación en el tiempo, 
aún en los extremos, donde las coordenadas se mantienen fijas. Esto permite 
exigir que la variación de la trayectoria sea consistente con el movimiento físico. 
Algunos autores distinguen este proceso del anterior denotando la variación con 
el símbolo Á en lugar de ó. 

A 80 = f p¡dq1 se le llama Acción Abreviada. 

Si se tiene una sola partícula de masa m en un potencial externo V = 
V(q) con energía constante E, la Integral en (2.12) puede transformarse en otra 
puramente espacial. 

Para ello se utilizan el lagranglano L = !m(~f) 2 
-V(q) -donde cll es el 

elemento de trayectoria- y la Ley de Conservación de la Energía E(q, *) =E. 
De estas ecuaciones se despejan los momentos generalizados y el tiempo en 
favor de las coordenadas y el elemento de línea di, obteniendo finalmente•: 

ó j y'2m[E- V(r)I cll =O. (2.lS) 

El Principio de Maupertius expresado en esta forma es formalmente 
equivalente al Principio de Fermat (2.4} y la manera de pasar de uno al otro es a 

. través de la Identificación 

n(r) = y'[2m(E-V(r)]. (2.14} 

Para obtener las ecuaciones de la trayectoria en el caso bldlmenslo­
nal utlllzando coordenadas cartesianas, basta hacer la sustitución (2.14} en las 
ecuaciones (2.7) que son las correspondientes al Principio de Fermat, obteniendo 

v'[2m (E- V(r))]~ { y'[2m (E- V(r))J~:i:1 } = -m 8~1 V(r) i = 1, 2, 

donde r = (:i:
1

1 :i:'). 
(2.15) 

La ecuación anterior puede reparametrlzarse arbitrariamente sin afectar 
las trayectorias solución. Sin embargo de entre la Infinidad de parámetros posi­
bles existe solamente uno de Interés físico, el tiempo, el cual se obtiene a través 

8Lendnu y Llfshltz 11960], p, 142. 
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del cambio de variable 

d V(2m(E-V(:r:1 ,:r:2
))] d 

;¡;;= m dl' (2.16) 

Utilizando esta reparametrlzaclón en las ecuaciones (2.15) se obtiene 
la Segunda Ley de Newton en coordenadas cartesianas 

d':r:1 a , • 
m- = ---..V(:r: :r: ) 

dt' a:r:•. ' 
i = 1,2, 

lo que muestra que el parámetro t es efectivamente el tiempo. 

l'J parámetro t definido mediante (2.16) se le llama parámetro de Lu­
neburg y es precisamente éste el que permite expresar la ecuación (2.15) de la 
manera más sencilla posibleº. 

Para mostrar la H-lnvarlancla conforme del Principio de Maupertlus (2.lS) 
en el caso bidimensional con coordenadas cartesianas, es conveniente expresarlo 
en términos de las variables (z, z); lo cual se logra mediante las relaciones (2.1) 
y (2.2) en forma análoga al caso óptico geométrico obteniendo, 

6 j y[2m(E-V(z,i))J idzi =O 

con trayectoria solución "I 

z= 1(r) 
"I : [a, .B] e R -+ C¡ 

(2.17a) 

(2.17b) 

Haciendo el cambio de variables de (z, i) a (w, ili) con z = :r: + iy, 
w =u+ itl y utilizando para tal motivo la transformación conforme z = f(w) con 
Inversa w = F(z) se obtiene 

6 j y'[2m(E-V(/(w),/(w)))]l!'(w)J2 ldwl=O. (2.18) 

0 Luneburg 11eo4i 
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Para que la expresión anterior represente nuevamente el Principio de 
Maupertlus asociado al potencial V ( w, üi) con energía t, es necesario Imponer 
la condición 

[E- V (/(w), 7(w))] l/1(w)i2 = t- 'V(w, üi), (2.19) 

donde además, et nuevo potencial 'V no debe depender de la nueva energía t. 
Cuando este es el caso la expresión (2.18) se transforma en 

5 / Vl2m(t- 'V(w,w))] ldwl =O 

con trayectoria solución 7 

y 

w=-1(1') 
7 : [a, P] e R -+ C¡ 'l(a) = WA 1 7(,8) = WB• 

(2.20a) 

(2.20b) 

"i=Fo"t¡ (2.2la) 

o 
La forma más sencilla -aunque no la única- de satisfacer el requeri­

miento (2.19) es mediante el siguiente par de condiciones 

V (/(w), /(üi)} l!'(w)i2 = -t 

'll(w, üi) = -El/'(w)l2
• 

(2.2lb) 

(2.21c) 

Como el tiempo se obtiene a partir de la trayectoria, la transformación 
temporal queda totalmente determinada por el mapeo conforme espacial y la 
definición (2.16). 

Para obtener la relación entre • y t, donde • es el tiempo asociado al 
problema con potencial 11 y energía t, basta hacer uso de la regla de la cadena 

y utilizando la expresión (2.16) para las derivadas ~ y ~ se obtiene 

d1 m ./l2m(E-V(z,z))J 1 
dt = y[2m(t - 'V(w,w))] m l!'(w)l2' 

- 19 -



Simplificando y tomando en cuenta que se satisface la condición (2.19) 
resulta que 

(2.22) 

Por último, si O es una constante de movimiento asociada al problema 
con potencial V y tiempo t 

( 
dzt!i) 0= o z,z, dt'dt't 1 

dO _
0 dt - 1 

entonces Ó es constante de movimiento asociada al problema con potencial V y 
tiempo a, donde 

- ( dw diii ) ( - 1 dw 1 düi a ) 
O w, w, da' d.'• =O f(w), f(w), l/'(w)l2 da' l/'(w)i2 da' l/'(w)i2 

( 
dzt!i) =0 z,z, clt'dt't 1 

ya que 

dÓ = !!!:_ dO = l/'(w)l2dO =O. 
da daclt dt 

(2.23) 

La demostración de Ja H-lnvarlancla conforme del Principio de Mauper­
tlus en coordenadas generalizadas y las expresiones para las relaciones corres­
pondientes entre los potenciales análogas a (2.21) se encuentran en el apén­
dice 2; así como la obtención también en coordenadas generalizadas, de la re­
lación (2.22). 

2.5 H-invariancia conforn1e 
en Mecánica Ondulatoria 
En esta formulación de la Mecánica Cuántica, el estado del sistema en 

estudio está caracterizado por Ja función de onda compleja ill, la cual contiene 
toda la Información que se puede obtener de dicho sistema'º· 

'ºsakurel (1985], p.98. 
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SI el sistema se reduce al de una partícula de masa m, la evolución de 
la función de onda .P(r, t) está descrita por la ecuación de Schrodlnger 

tr.2 a 
-

2
m V2.P(r, t) + V(r, t).P(r, t) = itr.Ot.P(r, t) (2.24) 

donde V (r, t) es, como en Mecánica Clásica, el potencial en el que se encuentra 
la partícula. 

SI además el potencial V es Independiente del tiempo, lo cual se su­
pondrá de aquí en adelante, la ecuación (2.24) es separable respecto a las varia­
bles temporal y espaciales, dando lugar a estados estacionar/os caracterizados 
por 

lli(r, t) = e-iwl.p(r) (2.25) 

donde .¡. satisface la ecuación de Schrodinger Independiente del tiempo 

tr.2 
- 2m V2Y,(r) + V(r),P(r) = E,P(r). (2.26) 

Un estado estacionarlo es aquel que tiene una energía bien definida 11 E 
relacionada con la frecuencia angular w mediante la expresión de Planck-Elnsteln 
E= tr.w. 

Dado un potencial V, el problema se reduce entonces al de resolver 
la ecuacíón (2.26), que en espacio bidimensional y coordenadas cartesianas se 
expresa mediante 

(2.27) 

Para probar la H-invarlanca conforme de esta expresión es conveniente 
utilizar como en los casos anteriores, el par de variables complejas (z, i). 

La expresión para el operador laplaclano en dichas coordenadas se 
obtiene combinando las relaciones (2.3) 

a2 (1 a ' a ) (1 a ' a) 1 a2 1 a2 
azaz = 2 a:i: - 2 a11 2 a:i: + 2 811 = 4 a:i:2 + 4 a112 

11 Collcn-Tannoudjl •I al. {1917], p.33. 
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obteniendo 

(2.28) 

Utilizando este hecho junto con las relaciones (2.1) y la convención (2.2) 
en la ecuación (2.27) se obtiene 

0 2 2m [ ) 4. éJzéJz ,P(z, z) + f;2 E - V(z, z) ,P(z, z) =o. (2.29) 

Sea z = /(w) un mapeo conforme con Inversa w = F(z). Para obtener 
la expresión del primer término de la ecuación (2.29) en las nuevas coordenadas 
(w, iii) se considera la composición 

ip(w,w) = .¡. (/(w),/(w)) (2.SO) 

y se utiliza la regla de la cadena dos veces, tomando en cuenta que la analicldad 
de f y 7 Implica 

obteniendo 

~=a¡ =O 
aw aw ' 

éJz = éJf =O 
éJw aw 

4. a2_,P(/(w),7(wl)=4.!...[ª.P(".:_iz) 1 1(w)] 
awaw éJw é)z •=/(w) 

•=ÍCW> 

= 4.a2.p(z.'..z) 1 l'(w)1(w) 
8zé)z •=/(w) 

•·7rw> 
y en forma abreviada 

Evaluando la ecuación (2.29) en (/(w), /(w)), utilizando la expresión 

anterior y multiplicando por el factor conforme l/'(w)\2 se obtiene 

a2 2m I 
1
2 [ _ ) 4.awaw<p(w,w) + f;2 / 1(w) E-V (/(w),f(wl) ip(w,w) =o. (2.S2) 
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Para obtener nuevamente Ja ecuación de Schrodlnger Independiente del 
tiempo (2.29), esta vez asociada al potencial V(w, w) con energía e es necesario 
Imponer la misma condición que en Mecánica Clásica 

(E- V (/(w),J(wl)] l/'(w)i2 =e - V(w,w), (2.19) 

con V independiente de la nueva energía e. Si esto sucede, Ja ecuación (2.S2) 
se transforma en 

~ 2m -
4awaw\O(w,w) + h2 [e - V(w,wl]'P(w,w) =o, (2.SS) 

y las soluciones de ambos problemas están relacionadas a través de Ja definición 

~~· D 

La demostración de Ja H-lnvarlancia conforme de Ja ecuación de Schro­
dlnger Independiente del tiempo en coordenadas generalizadas y la obtención 
en ese caso de expresiones análogas a (2.Sl) y (2.19) se desarrollan en el 
apéndice 3. 

Es notable que las condiciones necesarias y suficientes para H-invarlan­
cia conforme en los casos clásico y ondulatorio de una partícula en potenciales 
Independientes del tiempo, son exactamente las mismas -(2.19)-. Este hecho 
permite utilizar directamente en el caso ondulatorio resultados obtenidos para el 
caso clásico y viceversa. 

Un ejemplo de esto son el par de condiciones suficientes (2.21) para 
satisfacer Ja condición (2.19) 

V (/(w), f(w)) l!'(w)l2 =-e 

V(w,w) = -EIJ'(w)l2, 

y de mayor relevancia la siguiente proposición: 

COROLARIO 2.1 Para el caso de una partícula de masa m, los 
problemas clásicos caracteri.sados por los potenciales V y V independientes 
del tiempo con energías E y e respectivamente, están hipel'tlimétricamente 
relacionados por el mapeo conforme f si y solo si los problemas ondulatorios 
correspondientes a potenciales V y V independientes del tiempo y estados 
estacionarios caracterizados por las energías E y e respectivamente lo est/{n 
a través del mismo mapeo f. 
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2.6 H-invariancia conforme 
en las oscilaciones "transversales 
de una membrana 

Los casos de Optlca Geométrica, Mecánica Clásica y Mecánica 
Ondula !orla anteriormente tratados, aunque representan areas muy amplias y 
estudiadas de la Física, son teorías originalmente tridimensionales, y su res­
tricción a espacios bidimensionales reduce considerablemente el número de 
sistemas reales que pueden ser descritos por éstas. 

Lo más deseable desde este punto de vista sería el poder extender los 
resultados obtenidos a espacios tridimensionales, sin embargo existe una serle 
de argumentos discutidos al final de este capítulo, que muestran que teorías de 
hlperslmetría conforme en dimensiones distintas a dos, estarían a su vez amplia­
mente restringidas. 

Existe sin embargo una manera alternativa de proceder, y es buscando 
modelos conformalmente H-lnvarlantes en áreas de la Física originalmente bidi­
mensionales. La ecuación de las oscilaciones transversales de una membrana 
dlscullda a continuación, es el resultado de dicha búsqueda. 

Por membrana se entiende una película plana que no ofrece resistencia 
a la flexión ni al desplazamiento, extendida sobre un contorno rígido y plano. 

El campo i1I "" iil(r, t) representa el desplazamiento transversal de la 
membrana del punto de equilibrio r en el plano definido por el contorno, al tiempo 
t. 

Puede probarse que si el desplazamiento i1I es pequeño", la tensión 
1' a la que está sujeta la membrana es constante y uniforme, y W satisface la 
ecuación 

aZ 
a(r) atZ '11(r,t)-TV2i11(r,t) ""c(r,t) (2.34) 

donde r es la posición en el plano del contorno, a es la densidad superficial de 
masa de la membrana y e es una densidad de fuerza externa que puede actuar 
sobre ella" 

12
Esdock (*f' < *· 

13 TJJunov y Snmmsky (1972), p.40. 
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En coordenadas cartesianas, la ecuación (2.84) aparece como 

a2 
u(x, 11) at2 '*1(x, lli t) - TV2'*1(:z:, lli t) = 1(:z:, lli t), 

y utilizando las expresiones (2.1), (2.2) y (2.28) puede escribirse en términos de 
las variables (z, z) 

a2 a2 
u(z, z) at2 '*1(z,z; t) - 4T azaz '*1(z, z; t) = 1(z, z;t). (2.85) 

Para probar la H-invariancia conforme de la ecuación (2.85) se utiliza 
el mapeo conforme z = /(w) con Inversa w = F(z), que es una transformación 
únicamente espacial y no afecta operadores ni variables temporales. 

Evaluando la ecuación (2.S5) en (/(w), f(w)) y utilizando la ecuación 
(2.Sl) se obtiene" 

- a2 4 a2 -
u (/(w), /(w)) at2 ~(w, w;t) - l/'(w)l2 T awaw ~(w, w;t) = 1 (/(w), f(w);t), 

y multiplicando por el factor conforme l/1(w)l2 se ·obtiene nuevamente la ecuación 
de oscilaciones de la membrana 

donde 

a2 a2 
ii(w, w) at2 ~(w, w;t} - 4T awaw~(w, w;t} = 1(w,w¡t). (2.36) 

~(w,w¡t) = '*1 (/(w), f(w);t), 

ii(w, w) =u (/(w), f(w)) l/1(w)l2, 

i(w, w¡t) = 1(/(w),7(w)¡t) l/1(w)l2• 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

o 

14 Como ol operador laplaclnno os pummonte especie!, la rolac!On (2.31) no pierde \lalldoz si so reemplaza 
'11(•,i¡I) p0< .P(•,i) y ~(w, iii¡ t) por ¡p(w,iii). 
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La demosración de la H-lnvariancia conforme de la ecuación de la mem­
brana (2.34) en coordenadas generalizadas se encuentra en el apéndice 3. 

En este caso existen dos potenciales generalizados; u y r, que carac­
terizan cada problema. 

Por simplicidad se tratarán aquí unlcamente problemas de "membrana 
libre• en los que r =O. La relación (2.39) Implica 

c=O<=>c=O 

por lo que cada problema de membrana libre se transforma en otro también de 
membrana libre". En este caso Ja ecuación (2.S4) se reduce a la ecuación ho­
mogénea de tipo hiperbólico" 

a2 
u(r) Bt2 w(r, t) - TV2\Il(r, t) =O (2.40) 

y el problema tiene asociado únicamente el potencial generalizado u. 

La solución a este tipo de ecuación es única y estable si se especifican, 
como condiciones Iniciales 

\Il(r, ta), 
8\II 
at(r,ta) \Ir EA 

(condiciones de Cauchy), y como condiciones de frontera 

w(r,t) \1 r E 8 A, t ~ ta 

o 

(2.41) 

(2.42) 

Vw(r,t) \1rE8A, t ~ta (2.43) 

(condiciones de Dlrlchlet o Neumann respectivamente) donde A es la reglón de­
limitada por Ja frontera rígida 8A, que puede ser abierta" 

Un método comunmente utlllzado para resolver Ja ecuación (2.40) con 
las condiciones (2.41) y (2.42) homogénea•• 

\Il(r,t) =O \1 r E 8A, t ~ ta, 

15 EI lo01ema 22 asegum que l/'(w)I' >O puos 1 es confC1me. 

te En ol ospock>·llompo lrldlmonsk>nol 
17 

MOISO y Rlshboch [1953], p.664,706. 

ta Los más comunes. 
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consiste en separar la parte temporal de la ecuación, sustituyendo la solución de 
prueba 

w(r,t) = ,'l(r)e-iwt, (2.45) 

de donde se obtiene la ecuación para la parte espacial .P 

wl 
v2,i,(r) + yu(r),P(r) =o. (2.46) 

Asociado a cada función u hay un conjunto de coordenadas separables 
-que puede ser vacío-. En cada uno de estos sistemas exlsle una familia com­
pleta de soluciones de la ecuación (2.46), cuyas curvas nodales -definidas por 
,'i = O- coinciden con las curvas coordenadas -qi = constante-. SI la fron­
tera aA por fortuna coincide con porciones de curvas coordenadas, el problema 
puede resolverse en términos de soluciones a la ecuación (2.46) que satisfacen 
las condiciones de frontera (eigenfunciones} y corresponden a valores específicos 
de w (elgenvalores}". 

La solución es una combinación lineal de elgenfunclones, y el peso de 
cada una está determinado por las condiciones Iniciales. 

SI la frontera es cerrada, los valores propios w forman un conjunto dis­
creto y existe un valor mínimo w0 ; la frecuencia fundamental. Al resto de frecuen­
cias se les llama sobre/onos y a las funciones asociadas a cada sobretono o 
frecuencia fundamental modos normales'º· 

Cuando la razón entre los sobretonos y la frecuencia fundamental es 
entera, se dice que los sobretonos son armónicos .Esta propiedad es fundamental 
en la Música, ya que permite la construcción de escalas tonales" 

Una membrana con densidad u homogénea y frontera circular no tiene 
sobretonos armónicos". Esta es la razón por la cual el grupo de Instrumentos de 
percusión ocupa un lugar secundario con respecto a los Instrumentos musicales 
capaces de producir una secuencia natural de armónicos, como el grupo de 
cuerdas''. 

19 Unk:amento en oslos cesas os poslblc obtener sotuclonos en fo1me m'1s ólll qua serles de mOttlpknJ vnr\oblcs 
o lnlegmlcs. (Morse y fcshbach (1953], p.491.) 

20 Puodo hebm deocnernclón; un elgonvnlor asociado e elQenlunc\onos hdcpondlcntes. 
21 

Berg y St0<k (101l2L p.340-351. 
22 

MOISC o lngard (19601 p211 
23 Romokrlshna y Sondhl (1054~ 
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Sin embargo, existen un par de tambores indios: Mrldanga y Thabala, 
cuyos primeros cuatro sobretonos forman una secuencia armónica natural con la 
frecuencia fundamental. 

Las membranas de este tipo de tambores -a diferencia de las conven­
cionales- tienen adherida una pasta flexible de manera no homogénea, lo que 
se traduce en una densidad superficial de masa u que depende de la coordenada 
radial r. 

Distintos autores han propuesto modelos para la función u(r), como 
Gosh", quien sugiere u(r) == ~ y u == ~· o Ramakrishna que propone una 
densidad de 'escalón' con un valor constante del centro a un cierto radio r0 y 
otro valor constante de ro al borde". Este último afirma que su modelo reproduce 
razonablemente los resultados experimentales. 

La H·lnvariancia conforme de la ecuación (2.40) permite encontrar re­
laciones entre membranas con densidades de masa u distintas, y proporciona 
un método alternativo ya sea para ajustar modelos de densidad a los tambores 
!rad!clonales o para fabricar nuevos instrumentos de percusión con Interesantes 
propiedades. 

2.7 H-invariancia conforme 
de algunas otras ecuaciones 
de la Física Matemática 
La expresión (2.Sl) para la transformación del operador laplaclano bajo 

mapeos conformes en coordenadas cartesianas - o las expresiones corres­
pondientes en coordenadas generalizadas (All.9) y (All.27)- permite mostrar 
directamente la H-invar!ancla conforme de otras ecuaciones bidimensionales, en 
particular la ecuación de Polsson 

v1 •. i).P(z,i) = p(z,i), 

y la ecuación de onda 

1 a2 
V2>I<(z,z¡t)--z-( -¡µ~(z,z;t) ==O 

V Z1Z t 

24 Gosh (1022]. 
20 flamakrlstma y Sondhl (1954i 
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donde p y 11 son los potenciales generalizados y representan las fuentes del 
campo y el campo de velocidad de fase respectivamente. 

Utilizando una vez más el procedimiento de evaluar en (/( w), /(w)) y 
sustituir la expresión (2.31) se obtiene 

v[.,,w¡'P(w,üi) = p(w,w), (2.49) 

y 
1 a2 

V2c., ;¡;¡t(w, iii¡t) - "2( -) --¡t(w, iii¡ t) =o, (2.50) • " w,w at 
donde 

p(w, w) = l/1(w)J 2p (/(w), /(wl), (2.51) 

ií
2 (w, iii) = l/'(~)12 v2 (/(w), /(w)) = JF1(w)l2v2 (/(w), /(wl) (2.52) 

y tas soluciones están relacionadas a través de las expresiones 

rp(w,w) = .P(/(w),/(wl) 

t(w, iii¡ t) = '11 (/(w), /(w); t) 
que son Idénticas a (2.30) y (2.S7). 

(2.53) 

(2.54) 

o 

Por último se muestra la H-lnvariancla conforme de la ecuación bidimen­
sional de difusión, que puede utilizarse para describir la propagación del calor en 
distintos medios o la difusión de flúidos; ya sea la de un gas en un medio poroso 
o la de una solución con concentración no homogénea. 

Para medios isotrópicos de lenta variación con la temperatura, la ecua­
ción de difusión es 

a 
k(r)V2'1i(r, t) + Vk(r) · V'll(r, t) - c(r)p(r)a¡'ll(r, t) = -e(r, t) (2.55) 

donde '11 es el campo de temperatura, k el coeficiente de conductividad térmica, 
e el calor específico, p la densidad y e la densidad de fuentes térmicas'"· 

26 Lo9 cooflclentos k y e por regla general son funciones do la temperalure do vnrlaclón k!nln. SI so loman 
lntorwlos do poca vnrlaclOn do tcmperatu1a esta dependencia puedo ~norarsc. TI)unav y Samarsky (1972), 
p.193-196. 
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Si se trata de difusión, 11/ es el campo de concentración, k el coeficiente 
de difusión, el producto cp el coeficiente de porosidad" y e la densidad de fuentes. 

Para mostrar la H-invariancia conforme de esta ecuación es necesario 
obtener una expresión análoga a (2.Sl) para el término 

Vk(z, z) · VIJ/(z, z¡t). 

Después de un cálculo directo y similar al que se hace para deducir la 
expresión (2.Sl) se concluye que'ª 

V¡w,W)P(w, w) · V¡..,,w¡<Ii(w,'iii¡t) 

donde 

= \/1(w)l2 [v (•,i)k(z, z) ·V (•,iJIJ/(z, z¡t)] ~=!_(w) 
•=/(W) 

p(w, iii) E k (/(w), /(iii)} 

cJi(w,iii¡t) = 11/ (/(w),/(w);t). 

(2.56) 

(2.5711) 

(2.57b) 

Evaluando la ecuación (2.55) ( expresada en coordenadas cartesianas 
(z, z) ) en (/(w), /(iii)} y utilizando las expresiones (2.Sl) y (2.56) se obtiene 

p(w, w)V2cJi(w,iii¡t) + Vp(r) · VcJi(w,iii¡t) 
a 

-é(w,iii)¡i(r)BtcJi(w,'iii¡t) = -í(w,iii;t) (2.58) 

donde 

é(w, iii)p(w, 'iii) = \/1(w)i2c (/(w), /(iii)) p (/(w), /(w)} (2.59) 

i(w, 'iii) = \/1(w)l2c (/(w), /(w)). (2.CIO) 

Los potenciales generalizados son e y cp. En el caso de propagación de 
calor puede escogerse entre e y p siempre y cuando el producto se transforme 
según la relación (2.59). O 

27 So llama coeflc\enlo de porosk1ad a la. (elac!On entro el volumen do los poros y el volumen total Ibld. p.194. 
28 El procedlmlenlo detallado se encuenlrn en el apéndice 4. 
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Tanto las ecuaciones de Poisson y de ond bnda como la ecuación de di­
fusión, a diferencia de tos principios de Fermat yMallJ&1upe1lius y de la ecuación de 
Schrodlnger independiente del tiempo, describenúnlc:ilnlcamente procesos particula­
res en algunas ramas de ta Física. Además, a dile1cnsencla de la ecuación para tas 
oscilaciones de la membrana, representan procesos• es 01lglnalmente tridimensiona­
les. 

En esta tesis se consideran únicamente lassas ecuaciones y tos principios 
variaclonales descritos en tas secciones ante1io1es . .e-s. Sin embargo, los resultados 
que se obtienen en et siguiente capítulo pueden lamlm.mblen aplicarse a tas ecuacio­
nes discutidas en esta sección. 

Es preciso aclarar que la ecuación de o · onda (2.48) no dese ribe los 
fenómenos de la Optica Ondulatoria bidimensional a Id en medios inhomogéneos" 

Si se combinan las ecuaciones de Maxwoillsell pa1amedios bidimensionales 
no homogéneos, se obtiene un sistema de ecuaclonoones de tipo ondulatorio que no 
es conformalmente H-invariante. 

2.B Recapitulación y 
observaciones gen•nerales 
La H-invarlancia conforme de las ecuacloi:x:lones diferenciales y los princi­

pios variaclonales discutidos en este capítulo,pe1a1srmlte 1elac ion ar problemas bidi­
mensionales aparentemente distintos ( caracle1lzoorzados por los potenciales gene­
ralizados asociados), y sus soluciones a tmves d b de lmnsformaclones conformes. 

En Mecánica Clásica y Ondulatorla,elp10'01roblemade una partícula de masa 
m sujeta al potencial V(z, z) con energía Econen1nslanle en el primer caso y bien 
definida en el segundo está asociado, a tmvésdab de lalmnsformaclón conforme/, 
con el problema de una partícula de masa msu)elJseta al potencial V(w, w) y energía 
E, donde 

11(w,tii) = -El11(wI111w)i11 

siempre y cuando V satisfaga la condición 

V (/(w), /(w)} l/'(wll1 1¡ ¡2 =-e. 

(2.21c) 

(2.21b) 

En Optica Geométrica, et problema de o e dele1mlnar la trayectoria seguida 
por los rayos luminosos en un medio desc11lopoq por el Indice de refracción n(z, :z), 

2
g Pera medios homogCmcos la ccueclOn es conocle, pcio e~em~s.=aso ctrQCO de 1nte1és1 yo quo 1as hlpc1s1metrias 

relecionon polenclalos gonmellzo.dos lunclonalmente dlsll'ilo! 
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está relacionado al de hallar la trayectoria en el medio descrito por el fndice 
ñ(w,ili) donde 

ñ(w, iii) En (/(w), f(w}) l!'(w)I· (2.lOa} 

As! mismo el mapeo conforme f asocia el problema de las oscilaciones 
transversales libres de la membrana con densidad de masa cr(z,i), con el de la 
membrana de densidad ü( w, iii) y oscilaciones !amblen libres, con 

ü(w, iii) s cr (/(w), /(ili)) l/'(w)i2. (2.38) 

Las soluciones a los problemas asociados se obtienen aplicando la 
transformación f a las soluciones de los problemas originales. 

En Optica Geométrica y Mecánica Clásica, las trayectorias solución .:¡ 
correspondientes a los problemas asociados al Indice de refracción ñ(w, üi) y al 
potencial 'V(w,w) respectivamente, se obtienen de las trayectorias solución.., de 
los problemas asociados al índice n(z,z) y al potencial V(z,z) a través de la 
composición 

(2.lOb) ó (2.21a) 

donde Fs ¡-'. 
En Mecánica Clásica el tiempo se obtiene de la trayectoria aplicando 

la reparametrlzaclón de Luneburg, y la relación entre los tiempos • (asociado al 
potencial V) y t (asociado al potencial 'V) es 

da 1 1 2 
di= IJ'(w)l2 = IF (z)I . (2.22) 

Las funciones de onda l?(w, üi) y ~(w, w; t) soluciones de los problemas 
asociados al potencial 'V en Mecánica Ondulatoria y a la membrana con densi­
dad ü respectivamente, están relacionados con las funciones '1(z, z) y '11 (z, i¡ t) 
correspondientes al potencial V(z,z) y la densidad cr(z,i) a través de las com­
posiciones 

l"(w, iii) = .¡, {J(w), f(w)) 
~(w,iii;t) = ili (/(w),/(w);t). 

(2.30} 

(2.37) 

Tanto en Optica Geométrica como en las oscilaciones de la membrana, 
las expresiones (2.lOa) y (2.38) aseguran la existencia de los potenciales ge­
neralizados asociados ñ y í1 para cualesquiera potenciales generalizados n y cr 
respectivamente, y cualquier transformación conforme /. 
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En Mecánica la situación es distinta. Para estar hiperslmétrlcamente 
relacionados a través de la tranformaclón conforme /, los potenciales V y V 
deben satisfacer la condición 

[E- V (/(w),f(w))) J/'(w)J2 =e - V(w,w), (2.19) 

y además V y V deben ser Independientes de las energías E y e respectivamente. 

SI se utilizan las condiciones suficientes (2.216) y (2.21c); dado el po­
tencial V, si existe una transformación conforme f que junto con V satisfaga la 
relación (2.216), entonces V está relacionado con el potencial V a través de fa 
transformación /,donde V está definido por la expresión (2.21c). 

Alternativamente, dada una transformación conforme f cualquiera, los 
potenciales 11 y V que esta relaciona hlpersimétrlcamente son únicos y están 
determinados por las condiciones (2.216) y (2.21c}'º· 

En general, tanto en la Mecánica Clásica como en la Ondulatoria, la 
energía juega el papel de un parámetro, más que el de una constante. En la ma­
yoría de los casos en los que se tiene un potencial Independiente de la velocidad 
y el sistema es conservativo, se desea conocer las soluciones al menos para 
cierto Intervalo donde la energía puede tomar valores, los cuales pueden estar 
distribuidos de manera continua o discreta. 

En este sentido, las expresiones (2.216) y (2.21c) relacionan el problema 
asociado al potencial V con la familia de potenciales 

{ VE(w,w)} ~el 
y energia fija e, donde les el intervalo de energías de Interés para el potencial 
V,y 

11E(w,w) = -El/'(w)il. 

Esta observación Ilustra el porqué de la Interpretación de las transfor­
maciones de hlpersimetría como activas, en las que el espacio solución descrito 
por algún tipo de coordenadas se modifica, mientras que el sistema de coor­
denadas no se altera y se utiliza para describir el espacio solución modificado. 
A diferencia de ésta, existe la Interpretación pasiva, en fa que no sc altera el 
espacio solución ni el problema físico, modificando únicamente las coordenadas 
que se utilizan para describirlo. 

30 cuando so utlllzon estas pata sal\sfoccr (2.19). 

- 33 -



Antes de finalizar este capítulo, es conveniente discutir brevemente so­
bre la posibilidad de extender los resultados obtenidos a espacios de más de 
dos dimensiones. 

Si se trata de extender la ley de transformación del operador laplaclano 
(2.Sl} o (AS.9) se observa que es necesario Imponer condiciones a la función de 
onda, al factor conlorme -que sea constante- o alguna combinación a ambos, 
reduciendo el número de problemas para los que podría aplicarse la expresión 
buscada a un par de ejemplos particulares". 

A diferencia de las ecuaciones de Schréidinger y de la membrana, para 
probar la H-lnvarlancla conforme de los principios varlaclonales de Fermat y 
Maupertlus no es necesaria la hipótesis de espacio bidimensional". 

Sin embargo, para dimensiones distintas a dos, la clase de transforma­
ciones conformes se reduce al Grupo Conforme, generado por un número finito 
de sencillas transformaciones". 

La razón principal por la que esto sucede se deriva de la expresión de 
transformación para la métrica en coordenadas generalizadas y dimensión entera 
(AS.S) hallada en el apéndice 3 

(AS.S) 

que Impone condiciones sobre la transformación conforme /, q' = ¡i(-q). 
Como el tensor métrico es simétrico, la expresión (AS.S) contiene 

ecuaciones Independientes para las n + 1 funciones desconocidas; n componen­
tes de la transformación f y el factor conforme a 2• 

Restando el número de Incógnitas del de ecuaciones se obtiene 

n(n+ 1) 1 
-- -(n+ 1) = -(n+l)(n+2) 

2 2 

"Eslo so aprocla en la ccuac!On (A3.8). 
32 La domostracl6n del epOndlco 2 os kldcpendlonto do la dimensión del espacio. 
33 Kulpor [1940]. 
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que es positivo para n > 2, lo que Implica que en ese caso el sistema está so­
bredetermlnado. 

La expresión (2.61) es cero para n = -1 que carece de Interés físico, 
y para n = 2. En este caso las ecuaciones que resultan de la expresión (AS.S) 
son las condiciones de Cauchy-Riemann. 
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3 
Un Método Directo 

Para Encontrar 
Potenciales Generalizados, 

H ipersimétricamente 
Relacionados 

Con Potenciales Dados 



3.1 Introducción 
La relación hipersimétrica entre distintos potenciales generalizados bi­

dimensionales mediante transformaciones conformes es una relación de equiva­
lencia, porque las expresiones (2.19), (2.10) y (2.S8) -encontradas en el capitulo 
anterior- admiten la función conforme de identidad para relacionar a todo po­
tencial consigo mismo, y además la clase de funciones conformes es cerrada 
respecto a la inversión y composición. 

Como toda relación de equivalencia, la de estar hiperslmétrlcamente 
relacionados a través de transformaciones conformes, genera una partición del 
espacio de potenciales generalizados -asociados al mismo principio varlaclonal 
o a la misma ecuación diferencial- en clases de equivalencia. Este hecho permite 
utilizar todo lo que se conozca sobre un potencial generalizado -soluciones, 
leyes de conservación, simetrías, etc.- para el resto de potenciales generalizados 
que pertenezcan a la misma clase de equivalencia. 

Hay una gran cantidad de problemas asociados a potenciales gene­
ralizados para los cuales· es diflcil encontrar soluciones exactas e Incluso, en 
algunas ocasiones, saber si ese tipo de soluciones existen. En estos casos sería 
de gran utilidad poder determinar si dentro de la clase de equivalencia a la que 
el potencial pertenece existen otros potenciales, y de ser asf, saber cuáles son 
las transformaciones conformes que los relacionan con el potencial en cuestión. 
Cuando esto sucede, basta conocer las soluciones exactas o saber sobre la im­
posibilidad de hallarlas en alguno de los potenciales equivalentes para extender 
este resultado a los demás, Incluyendo el potencial original. 

Cuando no pueden encontrarse soluciones exactas y tampoco puede 
probarse su Inexistencia en ninguno de los potenciales equivalentes, al menos se 
habrá logrado Identificar los problemas y, al momento de resolver aguno de ellos, 
quedarán resueltos los demás. 

Como se mencionó al final del capítula anterior, las expresiones 

ií(w, w) = n (/(w), /(wl) l/'(w)I 

ú(w, w) = rr (/(w), /(wl) l/'(w)j2, 

(2.lOa) 

(2.S8) 

aseguran la existencia de los potenciales ií y ú para cualesquiera potenciales n, 
rr y cualquier función conforme/. 

Si se tiene el potencial n(z, z) y se desea encontrar otro miembro de 
su clase de equivalencia, basta con Introducir alguna función conforme / en la 
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expresión (2.lOa). Este procedimiento puede repetirse para distintas funciones 
conformes y puede Iterarse' logrando producir una larga lista de potenciales equi­
valentes a n. Sin embargo, si se desea obtener Información sobre el problema 
asociado al potencial n utilizando la lista de potenciales equivalentes, no hay 
nada que asegure que será más sencillo obtenerla de dichos potenciales y, peor 
aún, suponiendo que se hubiese revisado la lista y resultara que para todos los 
potenciales que en ella aparecen, obtener la información es Igual o más difícil 
que para el potencial original n, siguiendo este método, sería Imposible saber si 
existe algún potencia! equivalente a n no Incluido en la lista para el cual fuese 
sencillo obtener fa Información buscada. 

El anterior procedimiento es análogo al de buscar en un directorio te­
lefónico el nombre de un propietario a partir de su número. Aún en este caso 
la lista es finita y se tiene fa certeza de que, buscando secuencialmente puede 
recorrerse el directorio en su totalidad y, después de un período finito de tiempo, 
saber si el número corresponde o no a algún propietario y, en caso afirmativo 
encontrar el nombre buscado. A diferencia de este ejemplo, la lista de potenciales 
es en principio además de infinita, no numerable, ya que está generada por la 
clase de funciones conformes cuya cardinalidad para el caso bldimenslonal tiene 
esas dos características. 

Sería entonces deseable contar con algún método que permitiera probar 
directamente si dos potenciales generaifzados pertenecen o no a la misma clase 
de equivalencia, y en ese caso, poder encontrar explícitamente la función con­
forme que los relaciona. Esto permlliná probar si los potenciales cuya Información 
de antemano se conoce, están o no relacionados con el potencial en cuestión. De 
suceder esto, el conocer la transformación conforme que los relaciona resolverla 
totalmente el problema. 

El caso de la membrana con potencia! generalizado " es totalmente 
análogo al de Optica Geométrica con potencial n arriba discutido. Sin embargo, 
en Mecánica Clásica y Ondulatoria la situación es distinta, ya que como se men­
cionó al final del capítulo anterior, si se utillzan las condiciones (2.21), el potencial 
V está relacionado a través de la función conforme f con un potencial V, si V y 
/satisfacen 

V (/(w), /(iii)) l!'(w}l2 = -t, 
en ese caso, el potencia! 'V está definido mediante 

'V(w,iii) = -Elf'(wW. 

1 Corno ye so monclonb la composk:IOn do lunck>nos conlocmes os conformo. 
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Si se desea obtener Información acerca del problema asociado al po­
tencial V a través del potencial V hlperslmétricamente relacionado, es necesario 
encontrar una función conforme / que satisfaga la condición (2.2lc), lo cual 
puede Intentarse Introduciendo funciones "de prueba" en dicha expresión. Con 
este método de ensayo y error, si después de un par de intentos no se obtiene 
la solución es Imposible determinar si esto se debe a que la solución no existe, o 
bien, al hecho de que no se ha Introducido la función de prueba correcta. Al Igual 
que en los casos de Optica y membranas, este procedimiento podrfa evitarse en 
el caso de existir algún método que permitiera determinar, dado un potencial V, si 
existe una función conforme / que satisfaga la condición (2.216), y en ese caso, 
saber de qué función se trata. Esto permitiría calcular el potencial V a través de 
la expresión (2.2lc). 

En el presente capítulo, que constituye la parle central de este trabajo,se 
enuncia y demuestra una serle de teoremas que proporcionan condiciones su­
ficientes en Optlca Geométrica y en las oscilaciones de la membrana para que 
dos potenciales estén hlpersimétricamente relacionados a través de una trans­
formación conforme y, en Mecánica Clásica y Ondulatoria, para que un potencial 
V satisfaga la condición (2.21b). 

En ambos casos, cuando se cumplen las condiciones suficientes puede 
además calcularse la función conforme / buscada. 

3.2 Un 'teorema 
de Variable Compleja 
Se analizará primero el caso de Mecánica que consiste como ya se 

Indicó, en encontrar condiciones suficientes para que el potencial V satisfaga la 
expresión 

V (/(w), /(w)) l/'(w)i2 = -t, (2.2lb) 

y en calcular la función conforme f cuando esto suceda. 

En otras palabras, se requiere despejar la función f en la expresión 
(2.2lb). Para lograrlo es conveniente cambiar a las variables (z, i) y utilizar el 
Teorema de la Función lnversa2,obteniendo 

V(z, i) = -t!F'(z)i2 

2Los M;iOtosls requeridas on el teorema (2.2) son las mtsmas que rcqulo1e el Teorema do la Funct6n Inversa. el¡ 
sección 22. 
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que equivale a 

· {VTi;if = iF'(z)I. v-=-r (S.1} 

Esta última expresión es una condición necesaria para el potencial V; 
el primer miembro debe ser Igual al módulo de una función analítica que no se 
anula'. 

El problema se reduce ahora al de encontrar condiciones suficientes 
para que una función que toma valores en los Reales sea el módulo de una 
función analítica. 

Por otro lado, las condiciones de analicldad son sumamente restrictivas 
y a ellas se debe un gran número de poderosos resultados en el Análisis de 
Variable Compleja, entre los que se encuentra el siguiente teorema: 

Si u es una funci6n con valores en los Reales con segundas derivadas 
continuas en cierta regi6n A e R2 y satisface Ja ~cuaci6n de Lap/ace 

V2u= o 
entonces puede ser considerada como Ja parte real de una funci6n analítica 
en A. La parte imaginaria puede calcularse y es única salvo una constante de 
integraci6n' 

Esto significa que basta con conocer /a mitad de una función analítica 
para conocerla por completo -salvo una constante aditiva- , y sugiere que tal 
vez baste con conocer el módulo de una función analítica para conocer también 
el argumento, y una vez encontradas las condiciones para satisfacer la expresión 
(S.1) esto se traduciría en poder calcular a partir del módulo, la función F1 pro­
bablemente hasta una constante de Integración. 

Estas Ideas conducen a la formulación del siguiente teorema del cual, 
pese a su relativa sencillez, no pudo hallarse mención alguna en la literatura. 

TEOREMA 3.1 Sea A una regi6n simplemente conexa de R2, y R 
una función definida en A que toma valores reales positivos 

3 F' os eneÍlllca porque F lo os, y en realidad existen lodu les dortvndas do F y son onalÍUces.( el¡ Mllors 
[1953), p.120.). La condlck)n do no anular so puedo snllslacerso slcmpm que el polenclal esl6 ocolada (supork>r 
o kllerlormonle), yu que esté definido hasta uno constenle aditiva 

4 Pera la unicidad -sotvo la constante do lnlcgroclOn- os necesario que A son slmplemonlo conexo. Une 
consecuoncla do esto teoroma es que u resulta lnflnllamonto dllernnclnblo en A. el; Mersden [1973), p.1-tO 
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R: A e R2 -+ R+\{o}. 

Se supone ademiís que R E C1 (A) y que existen las segundas deri· 
vadas en A.5 

Si R satisface Ja condici6n 

(8.2) 

entonces existe una funci6n g analítica en A, única salvo por una cons· 
tante de fase tal que R es el módulo de g 

R= /g/ 

y Ja funci6n g está definida en A mediante 

(U) 

Demostraci6n. 

Se definen las derivadas parciales 0,z y 0,u como 

( ) R,u (z,·11) (I ( )) 0,z z,11 = ---R-- = - nR x,¡¡ •U (8.4a) 

( ) - R1z(z1 11) ( ( )) 0,u z,11 = --R-- = lnR "'•11 oz' (S.4b) 

que resultan continuas debido a que R loma valores estrictamente positivos y es 
continua de clase C1(A). La condición (S.2) Implica que las derivadas cruzadas 
conmutan, ya que 

o= (In R) ozz +(In R) ouu = 0,uz -a,.u. 

5Eslos son las mismos condiciones suficientes do conllnulded quo ocnorelmonlo so ullllzen pore obtener R2 -
dlfe1encloblllded, y pueden ser relajados on le misma proporción. 
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Este hecho permite Integrar 0 en A, y el valor de la Integral es único 
(salvo por una constante aditiva) en todo A, ya que ésta es una reglón simplemente 
conexa. 

(•,vl 
e(:i:, 11) - 0(:1:., 11.J = J 0,e (e, ,,¡de+ 0,q (e, ,,¡d., 

(•.,v.) 
(•,vl 

= J -R,, ~· '1) de+ R,e ~e, r¡) dr¡. (S.5) 

(•01Vo) 

Definiendo g como 

g(z, u) = R(:i:, ¡,i) eiª(•,vl, (S.6) 

resulta que las relaciones (S.4) son las condiciones de Cauchy-Rlemann•. 

De la expresión (S.6) se obtienen las partes real e Imaginarla de g 

Reg = Rcos0 

Img=Rsen0 

que son continuas de clase C1(A) porque R y 0 lo son. 

Esto permite utilizar el teorema 2.1 y concluir que g es analltlca en A, 
mientras que de la definición (S.6) se tiene 

R= lul, 

y la expresión (S.S) se obtiene sustituyendo (s.5) en (S.6). 
Para probar la unicidad basta suponer que existe otra función analftlca 

g en A con módulo R y argumento é ; g = Reié. 

Sea 

e Esto se muestra on ol opOndlco 5 pera cuelquktt función ropresontedn on forma polar. 
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que está bien definida porque é y 0 lo estan, entonces 

(:,v) 

~(z, y) - ~(z0 , Yo) = j ~.e d€ + ~.~ dr¡. 

(:.,v.) 

(S.7) 

De las condiciones de Cauchy-Riemann (S.4) se deduce que las deri­
vadas parciales de 9 y é son iguales, ya que los módulos de 11 y g coinciden. 

Consecuentemente las derivadas parciales de ~ se anulan y el segundo 
miembro de (8.7) es cero, J.e. 

~(z, y)= ~(zo, Yo)=~º' 

y 
g= Rei(eH.) 

que difiere de 11 unlcamente por la constante de fase ~0 • 

D 

Si la función R está expresada en coordenadas distintas a las carte­
sianas (z, y), es necesario efectuar el cambio de variable correspondiente en la 
definición (S.5). En el apéndice 6 se obtiene la expresión análoga a (s.s) para 11 
en coordenadas generalizadas. 

Introduciendo las variables (z, z) en dicha expresión se obtiene' 

(•,'i) ll,-
J !!¡fde-::¡fil 

g(z) = R(z, z)e<•··••> (S.S) 

Si g es la derivada de una función conforme F -como en la relación 
(S.1)-, puede obtenerse una expresión para ésta Integrando g. 

COROLARIO 3.1 Si R satisface¡..., condiciones del teorema, existe 
una funci6n F, conforme en A definida como 

1 1 es por consuucclOn analÍUca y dependo solamente de • o i. Para dolormlnar do cual dependo basta dorfvar 
la expresión (3.8) rospcclo a i, oblonkmdo ~ = O. 
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(i,i) . 
C=.vl ; f _n••fl'•>de+~d~ 

F(:i:, 11) = J R(x, y)e <10.i0 > (dx + idy) (S.9} 

(z.,v.) 

tal que 

R=/F'/. 

F es única salvo por una constante de fase y otra aditiva de integraci6n. 

Demostraci6n 

Como ges analítica en A, puede Integrarse en forma compleja Indepen­
dientemente de la trayectoria, permitiendo definir F como 

(z,v) 

F(:i:,v)-F(:i:., 11.) = j g(x,v)(dx+idv) 

(z.,v.) 

que es analítica en A y además 
F'=g. 

(8.10) 

F es única en A salvo por la constante de Integración, pues se trata de 
una región simplemente conexa•. 

Sustituyendo la expresión (S.S) para g en (8.10) se obtiene (S.9) y 

R=/F'/. 

La unicidad se deriva de la de g salvo la constante de fase y de la de 
F salvo la constante aditiva de Integración. 

Como R no se anula en A, /F'I tampoco, lo que permite utilizar el teo­
rema 22 para mostrar que F es conforme en A. 

o 

ª Esle os la versión compleja del Teorema Fundamental del CAicuio. el¡ Mersdon (1973)1 p.93. 
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Una vez mostrado este teorema, se procede a analizar los problemas 
planteados en la primera sección del presente capítulo. 

3.3 Condiciones que permiten 
relacionar hipersimétrlcamente, 
potenciales dados 
en Mecánica Clásica y Ondulatoria 
N principio de la sección anterior se mostró que la condición (2.21b) 

para el potencial V 
V (f(w), /(w)) l!'(w)l2 = -é 

es equivalente a la expresión 

· ~ = iF'(zJI. v-=r 
Haciendo la Identificación 

R= {V v::e 
se obtiene, para la condición (S.2) 

2 (v)l 1 2 1 2 V In - = -V In V - -V In é = O, 
-é 2 2 

equivalente a 
V2 ln V= O, 

y para la definición (S.5) del argumento 0 

(z,u) 1 1 

0(z111)-e(:i:o,110) = J -In (~e )',~de+1n (~e )'.ed11 
(z.,u.) 

(z,u) 

= ~ J -!In v¡ ·~ de+ 11n VJ.e d11 
(z.,u.) 

(z,u) 
1 f V,~ V,e = 2 -y-de+ y-d11. 

(z.,u.) 
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Esto permite enunciar el teorema 3.1 en términos del potencial V Inde­
pendiente de la velocidad. 

TEOREMA 3.2 Sea V un potencial bidimensional definido en una 
región simplemente conexa A que toma ya sea puros valores estrictamente 
positivos o pui·os valores estrictamente negativos•. Si V satisface la condición 

V2 lnV =O (S.12) 

en la regi6n A, entonces está hipersimétricamente relacionado con 
el potencial V 11 través de /a transformación conforme F deBnida como 

(•',i') V-

• , 1 f ~d•-....:.t[e 

I [V( 1 "")] 2 > V ' V 
F(z) = ~·/ e < .. '.•

01l dz'. (S.lS) 
Xo 

El potencial V es 
V= -Ej/'12 (2.21a) 

donde f es la inversa de Ja transformación F y Jos parámetros E y 
t san las energías asociadas a Jos potenciales V y V respectivamente. 

Demostración 

SI V toma valores estrictamente positivos se restringe el parámetro t 
a valores negativos y viceversa; si V toma valores negativos se restringe & a 
valores positivos estrictos. En ambos casos 

y con la ldenliflcaclón 

V 
-e> o, 

R toma valores estrictamente positivos, lo que permite aplicar directamente el 
teorema 3.1 y su corolario. 

•y dobo sor conllnua do e laso C1(A) y dobon oxlsli las segundas derivadas. 
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La expresión (3.13) se obtiene de (S.10) y (S.6) utilizando para 0 la 
definición (S.11) y las coordenadas (z, i) 'º 

o 

La condición de tomar valores de un soto signo restringe la clase de 
potenciales susceptibles a la aplicación del teorema. Los potenciales acotados 
-de gran Interés en la Física- ta satisfacen. 

Si V es un potencial acotado lnferlormente con cola O, puede redeflnlrse 
mediante 

V'=V+a. 

donde la constante "' es tal que "' > -0, pues los potenciales están definidos 
hasta una constante aditiva. 

Como V ~ O en A entonces 

V 1 
= V + °' ~ O+ a. > O 

en A. 

Análogamente, si V es acotado superiormente puede redeflnlrse de ma­
nera que tome únicamente valores negativos. 

Si el potencial es no acotado pero satisface las condiciones de conti­
nuidad, el problema original puede separarse en dos restringiendo el dominio a 
las reglones asociadas con valores positivos y negativos de la energfa. 

SI Vi y V2 satisfacen la condición (S.12), el producto V= V¡ V2 también 
la satisface. Este hecho es útil para generar potencia les que tengan otro asociado 
según las relaciones (2.21b) y (2.21c). 

3.4 Condiciones que permiten 
relacionar hipersimétrlcamente, 
potenciales generalizados 
en Optlca Geomé1:rlca 
y en membranas 
En este caso, dados los índices de refracción n y ñ o las densidades 

superficiales de masa u y i1 se desea encontrar condiciones suficientes para que 

10 Paro pasar a eslas cootdonadss basta compa.uu con la expcoslón (3.8). 
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estén hipersimétrlcamente relacionados a través de las ecuaciones 

ñ(w,iii) = n (/(w), /(w}) l/'(w)I 

ér(w, iii) =u (/(w), /(iii}) l/1(w)l2 

donde f es una función conforme. 

(2.lOa) 

(2.38) 

A diferencia de como ocurre en Mecánica, si se intenta despejar la 
función f Introduciendo las variables (z, z) donde z = /( w), se obtienen nue­
vamente las mismas ecuaciones, salvo que ñ y n así como ér y u intercambian 
papeles y aparece F en lugar de /. 

Hasta ahora no se ha encontrado un método que permlla determinar en 
general si dos potenciales generalizados dados están o no hlpersimétrlcamente 
relacionados según las ecuaciones (2.lOa) y (2.38), sin embargo se cuenta con 
condiciones necesarias y suficientes que permllen determinar si los potenciales 
pertenecen o no a una familia numerable de clases de equivalencia, y si son 
miembros de la misma ciase, en algunos casos puede determinarse si también 
pertenecen a ta misma clase de equivalencia hlpersimétrica y cuál es la función 
conforme que los relaciona. 

Dicho resuilado es consecuencia de la siguiente proposición. 

LEMA 3.1 Sean g y ~ funciones dos veces diferenciables definidas 
en una regi6n A e R2 que toman valores reales estrictamente positivos. 

Si en una cierta regi6n B e A están relacionados mediante la expresi6n 

g(w, iii) = l/'(w)l2 ~ (/(w), f(iii}), (S.14) 

donde f es una funci6mn conforme, entonces en Ja misma regi6n se 
verifica la siguiente relaci6n 

V{w,w)lng(w,iii) = l/'(w)l2 V{~,i)ln~(z,z) l•=!_Cw>. 
i'=/(W) 

(3.15) 

Demostraci6n 

Aplicando el operador Vf w,w) In a la expresión (3.14) y utilizando las pro­

piedades del logaritmo y del módulo complejo junio con la linealidad del operador 
laplaclano se obtiene 

v(w,w) lng(w, iii) = v(w,w) ln/(w) + v(w,w) ln/(iii) 

+ vf w,w) In~ (/(w), /(iii}). (3.16) 

- 48 -



De la expresión (2.28) para el laplaclano en las coordenadas ( w, üi) se 
deduce que 

a2 
v~w,iii)ln/(w) =4awawln/(w) =0, 

2 - a2 -( 
V (w,iii) In /(w) = 4 awaw In I w) =o, 

y este hecho aunado a la regla de la cadena transforma la ecuación (3.16) en 

a2 ..,¡ ai 4ª a_lng(w,üi) = / 1(w)/ (w)4ª a-ln~(z,%) l•=/(w)> 
w w z z •=7CW> 

pues f y 7 son analíticas y por lo tanto Independientes de üi y w respectivamente. 

Esta última relación es equivalente a (3.15) a través de las propiedades 
del módulo complejo y de la expresión (2.28) para el operador laplaclano. 

o 

SI las funciones Vlw,iii) In g(w, üi) y Vl
6
,:¡¡ In ~(z, %) son a su vez dos 

veces dlferenciables y toman valores positivos en cierta reglón, la expresión (3.15) 
es de la forma (3.14) y puede aplicarse nuevamente el lema. 

Este procedimiento puede Iterarse, y la condición (3.14) Implica 

( 
2 )R _ 1 2 [( 2 )R _] V¡w,w¡ln o(w,w)=l/(w)I V¡.,•)ln ~(z,z) •=!Cwl 

i'=/(W) 

(3.17) 

siempre y cuando las expresiones 

(vlw,iii) 1nf o(w,w), 
I 2 )R \V ¡.,:s¡ In ~(z, %) 

estén bien definidas, donde 

n veces 

y (V2 !n)0 
es el operador Identidad. 

Para poder enunciar el resultado principal de esta sección de manera 
precisa es conveniente lnlroducir algunas definiciones. 
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Sea Nn(A) la clase de funciones 9 definidas en la reglón A e R2 con 
valores reales estrictamente positivos tales que la función 

esté bien definida y además 

(v2 1nf o= o 
en A donde n es un número na tura l. 

(S.18) 

(S.19) 

SI se cumple la condición (S.19) para n, entonces la expresión (S.18) 
ya no estará definida para n + 1 y tampoco entonces para ningún m > n. Esto 
Implica que si m # n, las clases Nm(A) y Nn(A) son ajenas,por lo que el conjunto 
de clases {Nn}neN es una partición de la familia 3' definida como 

3'(A) = LJ Nn(A), 
nEN 

y las }{ son clases de equivalencia. 

Sin embargo como se verá más adelante, estas no son las clases ge­
neradas por la relación de equivalencia de hipersimetrfa". 

TEOREMA 3.3 Sean u, ü y n, ñ densidades superficiales de masa 
de dos membranas e índices de reíracci6n para dos medios respectivamente, 
todos ellos miembros de Ja familia :J(A). 

Si u y(; están hipersimétricamente relacionados •egún Ja expresi6n 

ü(w, w) =u (/(w), /(w)) J/1(w)J2 (2.S8) 

entonces ambos pertenecen a la misma clase Nn(A) para algún n en 
lo• Naturales. 

En cada clase Nn(A) existe al menos un potencial u 0 n con la propiedad 

V2 ln Uon =l. ( )
n-1 

(S.20} 

11 Sin embargo estas están conlonldas on las clases Jln 
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Si u y éí están relacionados cada uno con el potencial Uon según Ja ex-
presi6n 

u¡(w,w) = Uon (/;(w),/¡(w)) l/i(w)i2 i = l, 2. (S.21) 

con ui = éí y u2 = u, entonces las expresiones para fi y h son 

i = 1 1 2. (S.22) 

y Ja funci6n conforme f que relaciona éí con u es 

(!1.2Sa) 

donde 
(!1.2Sb) 

Análogamente pua los índices de refracci6n ñ y n relacionados según Ja 
expresi6n 

ñ(w, w) = n (f(w), f(w)) J/1(w)j. (2.lOa) 

En cada clase ){n(A) existe al meno• un potencial n0 m tal que 

( 
2 )m-1 2 V In n0 m =l. (S.24) 

Si n y ñ están relacionados cada uno con n0 m según 

n;(w,w) = nom (f;(w),f;(w)) lf/(w)I i =1,2. (S.25) 

donde n¡ = ñ y n2 = n, entonces /¡ y h serán 

i = l, 2. (S.26) 
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y f está dado por/aHN.! expmiones (S.23). 

En ambos casos, la luaul función f es única salvo por una rotación y una 
traslación, es decir, si g es larnlimambién solución a las ecuaciones (2.10a) y (2.SB) 
en toces 

/(IAl)'(w) = ¡ ( é 8•w + c0) (S.27) 

donde 00 y c0 son con11111nstanle1 con 00 real y c0 compleja. 

Este teorema proporclc:il:x:\ona unlcarnen\e condiciones necesarias para que 
dos polencia\es generalizados oes de~ lamilla ;r estén hiperslmétricamente relacio­
nados según las condiciones (:J: (2.IOo) o (2.SS). En el siguiente capflulo se dan 
contraefemp\os que mues~an q¡¡ n que la condición de pertenecer a la misma clase 
)(n no es suficiente. 

Si alguno de los dos i:i s po\enclales satisface ta condición (S.21) o (S.24), 
después de haber enconlrodo oBo lo lunc ió n f puede cons\ruirse la forma general 
para ésta utilizando la expresló-Olsión (!.27) y, susliluirse d\rectamenle para probar si 
se cumplen las relaciones (1.101 .. lOo) o (2.$8). Si no existen constantes 00 y c0 que 
permitan satisfacer las relac\onoione~\a unicidad de la forma general de r asegura 
que éstas no se satisfacen po1nrpara nlngun a función conforme y los potenciales no 
están hlpersimé trlcamen\e relaosle\ac\onados_ 

Por otro lado, silos do olxlos po\encia\es generalizados pertenecen a la misma 
clase Nn pero uno de ellosnoonno sa\ls!a.ce las condiciones (S.21) o (S.25), el teo­
rema no proporciona lnlorrnac=ioacJón sufic lente para determinar si los potenciales 
satisfacen o no las relaciones ees (2.\0o) o (2.SB). 

Demostración. 

Sean u y éf densldoc!Jolades de m:asa de dos membranas pertenecientes a 
la familia a' con u E ){n(A)ynv ú EHm(A) relacionadas mediante Ja expresión 

ü(w,R, lli) = 11' ( •.uWu (!( w), /(wl). 

Del lema 3.1 se llensnrne 

( Vlw,w) In) k éf(w,w)=O = l/(w) 12 
[ (vl•,i) In) k a(z, z)] •ª/(vl . (S.28) 

•-7CW> 

SI n < m la expresli51es\6n(!.2B} es válida para k= n. y como a E }(n(A), el 
miembro derecho es cero, lo olio que lmpli ca que éf e ){n(A). Esto contradice el que 
las clases sean ajenaa 
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Análogamente, sin> m la expresión es válida para k = m y el miembro 
izquierdo se anula. 

Como el factor conforme J/1(w)l2 no se anula en A, u E Jlm(A) que es 
de nuevo una· contradicción. Por lo tanto, n = m y los dos potenciales pertenecen 
a la misma clase J/n(A). 

Para probar la existencia de los potenciales <ron se utiliza la siguiente 
proposición. 

Para cualquier natural n y cualquier función p continua de clase C1(A) 
existe.¡,, solución de la ecuación" 

( )
n-1 

V 2 In .¡,(:i:, 11) = p(:i:, 11). 

Si n = 1 la solución es .¡, = p. 

Sea 'P la solución de la ecuación de Polsson" 

V 2<p(:i:, 11) = p(:i:, y), 

entonces ~ = •"' es solución de la ecuación 

v2 1n ~(:i:, 11) = p(:i:, 11), 

y es de clase C1 (A) porque 'P lo es. 

SI n = k y .¡, es solución de la ecuación 

( 2 )k-2 V In ,P(:i: 1 11)=~(:i:,11), 

que existe por hipótesis de inducción, se tiene 

( 
2 ) k-1 2 V In ,P(:i:, 11) =V In ~(:i:, 11) = p(:i:, 11). 

(S.29) 

12 La sok.JclOn ,¡,os Cinlcn con condlck>nos de Ok'lchlel o Noumann en uno. lrontera cerrada. Slla lronloro os oblcrlo 
deben ospeclflcarso les condiciones en el i\llnlto. 

13 So trata do una ccuac\On oíiptlco, cuya soluclOn existo y os Onlce si so ullllzen las condiciones do lronlora del 
plo de p6glna anlellor. el; Mo1so y Feshbach [19531 p.600,703. 
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La existencia de las funciones u0n para todo n natural se deriva de la 
expresión (3.29) haciendo p(x, 11) = 1, y la condición (3.20) Implica que u0 ,. E 
){,.(A). 

SI u¡ está relacionado con u0 n según la expresión 

u¡(w, iii) = ll/(w)l2uon (/¡(w), f¡(iii)), (S.21) 

el lema 3.1 Implica 

(vfw,ili) lnr-l u¡(w, iii) = l/1(w)l2 [(vf.,i) lnr-l u0 n(z, z)] •=!M , i = l, 2. 
'i=/(W) 

(3.SO) 
y haciendo uso de la condición (3.20) se obtiene 

1 [( 2 )n-1 -]! l!;(w)I= v(w,;;;¡In u;(w,w) . i = 1.2. (3.31) 

El segundo miembro de esta expresión es poslllvo y además como u¡ E 
Nn(A) 

2 [ ( 2 ) n-1 ] l 1 ( 2 ) n V In V(w,;;;¡ln u;(w,iii) = "2 V In u¡(w,w) =O i= 1,2. 

en A, lo que permite aplicar el teorema 3.1 junto con el corolario para R = lf!I, 
obteniendo" 

i = 1, 2. (S.22) 

Para Jos índices de refracción n y ñ miembros de la familia :Y, elevando 
al cuadrado Ja relación (2.lOa) se obtiene 

ñ22(w, w) = l/1(w)J 2n2 (/(w), f(wl). (3.S2) 

14 No es nccesark> sustllulr la o>cpreslOn (3.30) pare R, basta comparar ésta con la relaclOn (3.1) para V. La 

roleclón (3.22) so obllcme dlmctamonlo do (3.13) kfenlltlcando /¡con F, y -7 con {V 2 ln} n-l o¡. 
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Esta expresión es formalmente Igual a (2.88) si se Identifican n2 con u 
y ñ2 con ü. La condición (2.lOa) implica entonces que n 2 y ñ2 pertenecen a la 
misma clase J/m(A). 

Como 

n2 pertenece a la clase J/m(A) si y solo si n pertenece, y se tiene entonces que 
la relación (2.lOa) Implica que n y ñ pertenecen a la misma ciase Jlm(A). 

SI se define n~m = <Tom se tiene n0m que satisface (S.24) para todo m 
natural. 

Sean n¡ relacionados con n 0 m a través de la expresión 

n¡(w, w) = J/l{w)J n0 m {/;(w), f;(w)) i = 1,2. (S.25) 

que es formalmente Igual a (S.21) si se identifican n~ con cr¡. Esto implica la 
valldez de la relación (S.SO) para nl y n;m y, haciendo uso de la propiedad (S.24) 
resulta que 

1 [( 2 )m-1 2 -] Í J/;(w)J= V¡w,w)ln n¡(w,w) . i = 1.2. 

Identificando esta expresión con (S.Sl) se obtiene, de (S.22) 

i = 11 2. (S.26) 

Antes de obtener las relaciones (S.28) es conveniente mostrar la unlcl-
dad. 

Sean / y g dos funciones conformes que satisfacen, para u y ú la 
expresión (2.SB), que utilizando g y las variables z = g(w) aparece como" 

u(z,z) = J(11-1)'(z)J2ú (11-l(z),g-l(:z)). 

15 Se ha uso.do ol Toocom11 do la Función Inverso para expresar g1(w) en h1rmlnos do .1. 
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Sustituyendo en la ecuación (3.SB) para f se obtiene 

ú(w, w) =l !'(w) 121 (g- 1)1 (l(w)) j2 ú (u-1 (l(w)), -g-I {7(w))) 

=I (g- 1 o !)'(w) ¡2 
ú (g- 1 o f(w),g- 1 o /(wJ) 

como ú es arbitraria, haciendo ú = 1 resulta que 

Aplicando el teorema para g-1 o f se obtiene 

(s,1) 
w i f -Odf+Od~ w 

g-I O f(w) = J l • C (•ool••) dw1 = J d8 •dw1 = e'°8•w + Co 

Wo Wo 

de donde 
(S.27) 

Expresando ahora la ecuación (S.21) para i = 2 en coordenadas z = 
h(w)¡ 

O'on(z, z) = IFHzJl2u2 (F2(z),F2(z)) 1 

donde F2 = ¡:¡1• Sustituyendo en (S.21) para i = 1 se obtiene 

u¡(w,w) =I (F20/¡)1(w) j2 u2 (!F20/¡)(w),(F20/¡)(w)) 

que es la ecuación (2.38), y 
I = F2 º /¡ 

resulta de utilizar (3.27) y la unicidad. 

(3.23a) 

Las relaciones (S.23) y (3.27) también son válidas para ñ y n debido a 
la expresión (3.32). · 

D 

El siguiente capítulo está destinado a ejemplos en Mecánica, Optlca 
y membranas, con el objeto principal de Ilustrar las distintas posibilidades de 
aplicación, así como las limitaciones de los teoremas aquí mostrados. 
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4 
Obtención de Hipersimetrías 

en Problemas Esfecíficos 



4.1 El potencial central 
Si el potencial depende únicamente de la distancia al origen r, la fuerza 

está dirigida radlalmente y se dice que tanto ésta como el potencial son centrales. 

El problema del potencial central resulta de gran interés en este trabajo 
ya que, puede mostrarse que en ese caso hay conservación de momento angular' 
y esto Implica el que, las trayectorias estén restringidas a un plano cuya normal 
es paralela al vector momento angular. Una vez determinada esta dirección, el 
problema se reduce a uno equivalente en Mecánica bjdlmensional. Este hecho 
permite aplicar los resullados obtenidos a problemas originalmente tridimensio­
nales. 

Cuando V= V(r), la condición (U2) 

V'2 In V= O, 

hipótesis del teorema 3.2, se transforma en 

1 d ( d ) -- r-InV(r) =0. 
r dr dr 

La solución general de esta ecuación es 

V(r) =ar~ 

con a y b constantes reales. 

(4.1.1) 

La relación r2 = :i:2 + 1,12 = jzj2 = zz permite expresar el potencial 
central (4.1.1) en las varia bles (z, z), obteniendo 

V(z,z) = a(zz)!. 

Del teorema 32 se tiene para la derivada de la transformación conforme 

1 Ooldsfo/n [19801 p.72. 
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En particular 

y en forma análoga 

sustituyendo se obtiene 

V, 6 a~(zi)~-li b i b 

V= a(zi)~ = 2:ü = ~· 

v.. b 
v=2i· 

• ! 

F'(z) = [a(zz)•]' exp {!~ ¡ dz
1 
_di} 

-t 2 2 z1 zt 

= (-~) ! (zi) { exp {¡In ~} 
= ( ~t) ! ( z:z) ~ 
= (-a/t)!z! 

Integrando esta expresión se concluye que2 

F(z) = { (-a/t): (r:h) z~+l b =f -2 

(-a/ tP 1n z b = -2. 

(4.1.2) 

(4.1.ll) 

Para obtener el potencial '\/ hipersimétricamenfe relacionado con V es 
necesario calcular la función f ( inversa de F ). 

Sea w=F(z). 
SI b f' -2 enloces 

w=(-a/t)! (b~ 2 )z4'1, 
z= (-t/a)fh [(6 ~ 2) w]~. 

2 En Jo sucesivo so supondré que en ceda caso o/ dominio so ajusla para ser slmplemonro conexo. Pera el ceso 
especifico do 6" y In• se ofocltían corcu ram• pam asegurar que la Integral os untvalueda. 
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es decir 

Para b= -2 
w = (-a/C)hnz 

z= e(-t/a¡!..,, 

f(w)= {(-C/a)m [(~)w]rh b;i\-2 

e(-l'/a)!w b = -2, 

de donde' 

f'(w) = { (-C/a)ITT (4-1) rh wffo bi-2 

(-l'/a)!eH/a)!.., b= -2, 

y 

lt'(wll2 = (-l'/a)m ~ m lwlÍ'f> b i -2 
{ 

2 ( ) • 21 

(-l'/a)e(-t/a)!(w+üi) b = -2. 

El potencial V se obtiene de la expresión (2.21a) 

V(w,w)= -E(-l'/a)m ~ m¡w¡m b;6-2 { '( )' " 
-E(-l' /a)e!-E/a) ! (w+w) b = -2. 

(4.1.4) 

Para que V sea independiente del parámetro de energía C se hace 
a= -e, obteniendo finalmente qu el potencial 

V(r) = -trb (4.1.5) 

con energía E, está hlperslmétrlcamente relacionado con el potencial V con 
energía t: 

_,. 
V(R) = -EObRm b ;6 -2 

'V(u,v)=-Ee2u b=-21 

(U.6a) 
(4.1.7) 

3 Lo dOllvodo so puodo cok:ulor dkcctomonte, o utilizar F 1 do la axpros!On (•.1.2) junto con (•.t.3) y ol Tooromo 
do la luncl6n lnvorso / 1 = IF' o /)- 1

• 
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donde 06 es constante para cada b, con 

06 = c;2) m. (4.1.6b) 

Para resolver el problema de potencial central se utlllza la conservación 
de la energía 

~m (r2 + r282) + V(r) =E, (4.1.8) 

y la conservación de momento angular l, que se obtiene de la ecuación (Al.8) 
para g2 =O 

• 2 - av 
m2rr0 + mr O=·--= O, 

ªº es decir fi ( mr21i) =O, mr20 =l. (4.1.9) 

Sustituyendo 8 de la expresión (4.1.9) en (4.1.8) puede despejarse r en 
función de r, obteniendo 

dr [ 2 ¡2 ] ~ -= -(E-V(r))-- . 
dt m m2r2 

(4.1.10) 

De esta relación se obtiene Ja trayectoria expresando r en función de O y utilizando 
para O la ecuación ( 4.1.9) 

1 dr [ 2 ¡2 ] ! 
mr2do= -;(E-V(r))- m2r2 ' 

y finalmente 

J
r dr' 

O - Oo = ,.i2y2mE _ 2m~(r1 ) _ 1 ' 
ro ~ l ?7 

(4.1.lla) 

La dependencia temporal se obtiene directamente de ( 4.1.10) 

J
r dr1 

t -to='• y~ IE-V(r')]- m~~/2, (4.1.llb) 
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Sustituyendo en la expresión (4.1.11) la forma explícita para el potencial 
(4.1.1) y efe9tuando el cambio de variable p = r-1 se obtiene 

,-1 

f dp 
0-0o = - . 

-1 v'~ - ~p-b - p2 
r. 

(4.1.12) 

Puede mostrarse que esta expresión es integrable en términos de fun­
ciones circulares (trigonométricas) o elípticas solamente cuando el parámetro b 
toma los valores' 

2 

s' 1, 2, 4, 6. 

Sustituyendo estos valores en las expresiones (4.1.5) y (4.1.6) se ob­
serva que los problemas de potencial central del tipo (4.1.1), están relacionados 
-a través de las ecuaciones (2.21)- según la siguiente tabla: 

b 6 4 2 1 2 o -S -4 3 

-2b 3 ~ -1 2 1 o -6 -4 m -2" -3 -3 -2" 

Esto significa que el número de potenciales centrales que pueden re­
solverse con funciones a lo más elípticas, es menor del que se creía tener antes 
de conocer estas relaciones de hiperslmetría. 

En el caso específico de los potenciales 

V(r) = -!r2 , 

que representan el oscilador armónico de frecuencia angular w = ~ con 

energía E y el problema de Kepler para una constante de fuerza k = ~E con 
energía! respectivamente, la transformación conforme que se obtiene de (4.1.S) 

• GolsJcln (1080],p.89,90,122. 

1 
F(z) = 2z2 , 
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es precisamente el caso bidimensional de la transformación propuesta por Kus­
taanheimo y Stiefel en 19655• 

Ho e lnomata utilizaron esta transformación en 1981 para calcular por 
vez primera la función de Green en forma exacta para el potencial coulombiano 
a través del método de Integrales de trayectoria de Feynman'. 

Para obtener la trayectoria del oscilador armónico, basta sustituir el valor 
b = 2 en la expresión (4.1.12) y efectuar el cambio de variable e= p2, de donde 

,-• 
1 J de 

O -
8º = -2 J2m! + 2mE t _ <2 

-· p- ¡r .... 'º 

--~J-d_11_. 
- 2 ~· 

~-mE 
'1 - r 

1 
- vm2E2 + 2m!12 

'10 

1 ( -1 -1 ) =2 coa r¡ 1 -coa 'lo, 

Esta expresión es equivalente a 7 

¡2 = r2 [ mE +V m2 E2 + 2m!l2 coa 2(0 - 80 )) , {4.1.lS) 

que es la ecuación de una cónica centrada en el origen con excentricidad 

Expresando w y zen forma polar se encuentran las relaciones Inducidas 
por la transformación conforme F entre (r, 8) y (R, 0) 

Rei9 = w = F(z) = ~z2 = ~r2ei2B, (4.1.14) 

5cornlsh (1Da3]. 
6 Le Idea orlQlnnl so debo e Ouru y KJclncrt, sin ombmgo fueron llo o Jnomeln quienes realizaron el cAlculo oxplÍcllo. 

(Ho o lnornola (toat}.) 
7 El laclor Vm.'J E'J + 2mCl2 os real pera valores do Ja onmaía mayores que el mhlmo del polonclel oloctlvo. 
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Sustituyendo los valores de (r, 6) en términos de (R, 0) en la ecuación 
(4.1.lS) se obtiene su imagen bajo F 

12 = 2R [mE + Vm2E2 + 2m!l2coa(0 - e.¡]' 
y la curva representada por esta ecuación es, según la expresión (2.lOa), la 
trayectoria solución del problema de Kepler, tratándose en este caso de una 
cónica con uno de sus focos en el origen y excentricidad 

.r-2ffi 
e= y1+ ;;Elº 

En forma análoga pueden obtenerse las trayectorias solución exactas 
para el resto de las parejas de potenciales que aparecen en la tabla; calcu­
lando directamente la Integral asociada a uno de los dos problemas y aplicando 
fa transformación correspondiente para encontrar la solución del problema hiper­
simétricamente relacionado. 

Salvo en los casos de la partícula libre ( b = O ), del oscilador armónico 
y del problema de Kepler, las Integrales asociadas a los demás problemas de la 
tabla son de tipo elíptico. 

El potencial proporcional a r-2 no aparece en la tabla por estar asociado 
a través de las ecuaciones (2.21) con un potencial no central. Sin embargo, este 
problema es equivalente al de la partícula libre con una modificación a la barrera 

centrífuga ~· 

Según el corolario 22, también los problemas en Mecánica Ondulatoria 
asociados a los potenciales (4.1.16) con estados estacionarlos caracterizados 
por el parámetro de energía E, están hiperslmétrlcamente relacionados con los 
problemas de estados estacionarlos asociados a los potenciales (4.1.6) y (4.1.7) 
con parámetro de energía !. 

Para Ilustrar este resultado, a continuación se resuelve la ecuación bidi­
mensional de Schrodlnger (independiente del tiempo) para el oscilador armónico y, 
a través de la transformación (4.1.S) se obtiene la solución del átomo de hidrógeno 
bidimensional. 

La ecuación (2.26) para el potencial V= -!r2 es separable en coor­
denadas polares y, la solución .¡, puede expresarse mediante el producto 

t/i(r, O) = e111 R(r), (4.1.19) 
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donde 12 es la constante de separación y R. es la parte radial que debe satisfacer 
la ecuación 

1 [2m ( ) ¡2] R"(r)+¡:-R1(r)+ ¡2 E+!r2 -~ R(r)=O. 

Sustituyendo para R. el producto 

(4.1.20) 

se obtiene la siguiente ecuación para la función p 

rªp11(r) + ((2a + l)rª-1 -2Prª+1) /(r) 

+ [(a2-12)rª-2 + (2~,f -2,B(a+l))rª + (t12+ 
2~l') rª+2] p(r)=O, 

y definiendo a y p como 

puede eliminarse la dependencia en r 1 del coeficiente de p, obteniendo 

p11 (r) + [(2! + l)r-1
- 2.Br] p'(r) + [ 2~/ - 2,8(1 + l)] p(r) = 01 

donde por brevedad se utlliza P en lugar de la expresión (4.1.20). 
Efectuando el cambio de variable 

se obtiene 

donde p = p o t· Con 
1 

"(=-
2 
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se simplifica el coeficiente de ¡,r, obteniendo 

efi"(eJ+11+1-Pelii'W+i [~~ -p(1+1i] fiW =º· 

Finalmente, haciendo 

(4.1.2S) 

se obtiene 

:i:L11 (:i:) + 11+1- :i:JL'(:i:) + i [;h~ -(1+1)] L(:i:) =O, 

donde L = ¡;o :i:, que es la ecuación asociada de Laguerre cuya solución son los 
polinomios asociados L1n(:i:), con 

1 [mE h ] n=- ----(1+1). 
2 112 F2"ít (4.1.24) 

Utilizando las relaciones (4.1.19)-(4.1.2S) se obtiene la solución com­
pleta en términos de r y O 

·¡• ¡ ../=t ,• 1 (y-2mt 2) ,P(r,O) =e' •re---.--.- L n --
11
-r . (4.1.25) 

Las condicions de univaluaclón y de frontera (convergencia a cero de la 
densidad de probabilidad en el Infinito para estados ligados), restringen respec­
tivamente a los parámetros 1 y n a tomar valores en los enteros. 

Esto Implica la cuantlzaclón del cuadrado del momento angular', con 
va lores propios 

IEZ, 

y la cuantizaclón de la energía según la expresión (4.1.24). 

Para obtener la solución del átomo de hidrógeno bidimensional, es ne­
cesario componer la función de onda (4.1.25) con ta función conforme f según 
ta relación (2.SO). Las condiciones de unlvatuaclón y de frontera, así como las 

3 En dos dimensionas so1o hay una componcnlo del momento engulnr y ol cundrndo do oslo vector es slmplomontu 
el cu0dredo do dicha componente. 
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de normallzación, se deben imponer después de la transformación , pues de lo 
contrario, en algunos casos pueden no obtenerse todas las funciones propias. 

Utilizando las relaciones (4.1.14) se obtiene la solución \O= .¡,o f del 
átomo de hidrógeno bidimensional. 

.... , . r.=r.;;rl/. 1 (v-2me ) v>(R,0)=e'>(2R)>e-v----r Ln -,.-.-2R . (4.1.26) 

Para que la función de onda sea univaluada es necesario que i sea un 
entero, es decir 

I= 2k, keZ, 

y la expresión (4.1.27) se transforma en 

(4.1.26) 

La condición de convergencia a cero en el Infinito restringe al parámetro 
n a tomar valores enteros, lo que Implica la cuantización de la energía e. 

De la expresión (4.1.24) se tiene que 

-mE2 
!=------.-

2l2(n+k) + 1]2 neZ. 

La función de onda tp (4.1.27) normallzada es la misma que se obtiene 
al resolver directamente la ecuación de Schriidinger correspondiente. 

4.2 Relación entre 
potenciales centrales 
y potenciales tipo Morse 
En la sección anterior se obtuvo la relación entre los potenciales V(r) = 

-tr-• y 'V(u,v) = -Ee2u -(4.1.5) y (4.1.7) respectivamente-. 

El potencial más general de este tipo que satisface la condición (S.12) 
es 

V(u, u)= -Eebu. (4.2.1) 
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Del teorema 3. 2 y las expresiones (S.11) y (S.13) se obtiene 

(u.,•) 

lu ~ J bd~ = eTe {vo,•o) 

= e!lu+iu) = e~w. 

Integrando esta expresión se encuentra f y de ésta la Inversa F 

Entonces 

F 1(z) = ~~. 
bz 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

y de la expresión (2.2la) se obtiene el potencial V hlperslmétrlcamente relacio­
nado con V a través de las condiciones (2.21). 

- 1 1 ¡2 4! 1 V(z,z) =-e F (z) = -¡r¡;¡:¡• (4.2.4) 

es decir, los problemas asociados al potencial V(r) = -tfr-• con energía E y, el 

potencial V (u, v) = -Eéu con energía e están hlperslmétrlcamente relacionados 
a través de la t~ansformación (4.2.3). 

En el capítulo 2 se mencionó que las relaciones (2.21) no son la única 
forma de satisfacer la condición (2.19). A continuación se muestra una manera 
alternativa cuando se cuenta con la relación (2.19) para otros problemas. 

Sean V y V dos potenciales hiperslmétrlcamente relacionados a través 
de la función conforme f 

[E - V (/(w), ](w))) i/'(w)i2 = ! - V(w, w), (2.19) 

y V1 = V1 (z, i) un potencial arbitrario. 
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restando la expresión 

'V1(w, w) a Vi (/(w), /(w)) IJ'(w)l 2 (4.2.5) 

de ambos lados de la ecuación (2.19) se obtiene la misma relación pero ahora 
para los potenciales V y ii 

[E - V (/(w), /(w))] lt'(wJl2 = t - ii(w, w), (4.2.6a) 

donde 
V= V+ V¡, ii = 'V+ 'Vi. (4.2.66) 

Esta es una forma sencilla de generar relaciones conformes de hlpersl-
me tría. 

El potencial (4.2.4) puede Interpretarse como una corrección a la barrera 
centrífuga y, si Vi es un potencial cenlral arbitrarlo, la solución del problema 
asociado al potencial 

- 4G -2 
V(r) = -b2r + Vi(r) 

con energía E y momento angular 1 = mr2ti, es Igual a la del problema asociado 
al polenclal Vi(r) con la misma energía E y momento angular 11, donde 

112= 12 _ Bmt 
62 . 

Para mostrar este hecho, basta sustituir la expresión para el momento 
angular ( 4.1.9) en la ecuación de conservación de la energía para el potencial V 
(4.1.8) 

1 ·2 (112 4t) _, ( ) -mr + -- - - r +Vi r =E 
2 2 m 62 ' 

y hacer uso de la definición de 11 para obtener la expresión de conservación de 
energía del potencial V¡ 

1 112 -· -mr2 + -r + V1(r) =E. 
2 2m 

Entonces, el problema asociado al potencial central V¡ (r) con energía E 
y momento angular 11 está hlperslmétrlcamente relacionado, según la expresión 
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(4.2.6) con el potencial ií, donde '\I, f y '\11 corresponden respectivamente a las 
relaciones (4.2.1), (4.2.S) y (4.2.5), de donde 

y 

ií(u, t1) = -Eebu +Vi (fie!u) tbu. (4.2.7) 

En la sección anterior se resolvió el problema del potencial central en 
cuadra turas, obteniendo para la trayectoria la expresión 

r 

! dr' e-e.= , 
12J2mE 2my

2
(r') 1 

ro r -¡ir - 1 - ?'" 

(U.lla) 

y para la dependencia temporal 

Í dr
1 

t-t.= Ji¡E-V(r')I- ~· 
ro m m r 1 

(4.1.llb) 

Expresando z en forma polar pueden obtenerse las relaciones entre 
{r, 8) y (u, t1) inducidas por la transformación (4.2.S) 

if 2 !.!!. !!!. 
re = bt •e • . (4.2.8) 

Sustituyendo estas expresiones en la relación (4.1.lla) se obtiene la 
trayectoria solución en cuadraturas del problema asociado al potencial (4.2.7) 

t•'t 

t1-t10 = ~ ! E\/2mE -d~ - 1 
!o!... j1r 1 e7 l• • 

SI V1(r) =ar', el potencial ii se convierte en 

ií(u.t1) = -Etbu + Ae'lu 
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donde 

(4.2.lOb) 

Utilizando la lista de la sección anterior para potenciales centrales mo­
nomiales, puede afirmarse que las soluciones de los problemas asociados a 

1Í(u.v) = -Eobu + Ao!f-u 

son a lo más funciones elípticas para los siguientes valores de n 

1 2 
-4, -2, -1, o, 2, 8, 4 s 

1
• s' 2· 

8 
2, s' s, 4, 6, 8. 

De la trayectoria solución para el oscilador armónico V(r) = cir2 
con 

energla E y momento angular 11 

!12 = r2 [mE+ Vm2E2 -2mcil'2 cos2(0-/lo)], 

y de las relaciones (4.2.8) se obtiene la trayectoria solución 

(4.1.lS) 

4 b [ V mAb
2

!2 ] Sm! ¡2 = ¡;2º u mE +m2 (E2 + 4A!) - --
2

- cos b(v - v0 ) + -¡;r 

asociada al potencial ii con energía e, donde 

V(u, v) = -Eobu + Ao 26u. (4.2.11) 

El caso de b < O corresponde al potencial de Morse. 

El problema de Kepler, V(r) = cir-1 
está asociado con el potencial 

V(u, v) = -Eobu + Ao!u, 

que es equivalente a (4.2.11). Esto no es sorprendente si se sabe que los dos 
potenciales centrales están relacionados. 

El problema asociado al potencial (4.2.7) puede reducirse directamente 
a cuadraturas utilizando el método de Hamllton-Jacobl. 
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El hamlltonlano asociado es 

donde Pu = m!!Jt, Pu = m* Y 

Como el hamiltonlano se conserva y es cfclfco en V, la ecuación de 
Hamllton-Jacobl puede expresarse en términos de la función característica de 
Hamllton W, que es separableº 

W = W1(u) +"'u" 

donde Pu = ocu que es constante y la ecuación de Hamllton-Jacobl resulta 

de donde 

y 

W1(u) = j 2m [e+ Eebu' -Vi (¡f¡eiu') elu']- oc~ du1 

Uo 

u 

aw f mdu
1 

t - to= [jf = --;:============ 
u. 2m [e+ Eelu' -Vi (Ji¡e~u') elu'] - a~ 

tlo=ªW=-Ju 
ªªu u. 

(4.2.12a) 

(4.2.126) 

Comparando la expresión (4.2.12b) con (4.2.9) se obtiene una relación 
entre ambos tipos de integrales. 

•oolsloln (1960J, p.451. 
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Del corolario 2. 1 se Infiere una vez más que los problemas ondulatorios 
de estados estacionarlos asociados a los potenciales V y ii ( 4.2. 7), también 
están hlperslmétricamente relacionados a través de la transformación conforme 
(4.2.S}; en particular los potenciales 

- u 1 b2 
2 

V(r) = -62'¡:2 +¡-Ar (4.2.lS) 

y energía E con 
(4.2.11) 

y energía t. 
La ecuación de Schriidlnger asociada al potencial (4.2.lS) es separable 

en coordenadas polares -por tratarse de un potencial central- can 

,P(r, O)= é18 R(r), (4.1.19) 

y ecuación radial 

R r + -R r + - E - -r + -- - - r =O. "( ) 1 '( ) [2m ( b
2 
A 2 4t 1 ) 1

2
] R( ) 

r 11.2 4 b2 r2 r2 

Definiendo 11 mediante 

112 = ¡2 _ Bmt 
- fi.2b2' (4.2.14) 

la ecuación anterior es equivalente a la ecuación radial para el oscilador armónico 
con potencial V(r) = ~r2 y momento angular 11 cuya solución aparece en la 
expresión (4.1.25), de donde se obtiene la solución para (4.2.lS): 

·'·( O) _ i1S 11 -•ip'A ¿ Ll' (by'2ñi'A 2) I" r, - e r e • n -
2
-h-r (4.2.15a) 

con 
1 [ mE 2 1 ] n=- ----(! +1). 
2 \1'2mA hb 

(4.2.15b) 

Utilizando las relaciones ( 4.2.8) se obtiene la solución del problema de 
estados estacionarlos asociado al potencial (4.2.11) 

( ) -(/t!u (2)
1
' !!!u -~·••Ll' (2,/2mAfl'u) rp u, 11 - • ¡; e • e n -,,,-b- · (4.2.16a) 

- 73 -



Como el potencial '\Í es Independiente de 11, el factor eil~u corresponde 
al movimiento de partícula libre en esa dirección, asociado con la energía 

e.= ti2b212 
8m 

donde e = tu+ eu. Sustituyendo esta úlllma expresión en (4.2.14) se obtiene 

¡12 = _ 8mtu 
ti2b2 1 

que permite expresar (4.2.156) en términos de la energía e., como 

(4.2.166) 

La condición de frontera en el Infinito restringe el parámetro n a valores 
enteros y para los estados ligados debe tenerse 

(4.2.17) 

pues -~es el valor mínimo del potencfal (4.2.11). Esto Implica la cuantlzaclón 
de Cu y la existencia únicamente de un número finito de estados ligados, ya que 
la condición (4.2.17) Impone sobre n la restricción 

O<n<~-!.. 
My2mA 2 

La !unción de onda (4.2.16a) coincide con la solución del problema aso­
ciado al potencial de Morse con E= 2A y l = O que aparece comunmente en la 
literatura 

( ) O !!!u -"'W•'• F ( I' l 2v'2mA --"u) <pu= e• e 1 i -n, + •--¡;;-t:' 

donde ¡F¡ es la función hlpergeométrlca confluente y O es una constante de 
normalización'º· 

'ºFICgg& [1971], p,162-166. 
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4.3 Resolución de problemas 
asociados a potenciales 
no separables, 
utilizando hipersimetrías 
Existen únicamente cuatro sistemas de coordenadas separables para la 

ecuación de Schréidinger bidimensional y, dado un potencial, es posible determinar 
mediante un cálculo directo si la ecuación de Schrodinger asociada es o no 
separable en cada uno de estos sistemas". 

La ecuación de Schréidinger asociada al potencial 

AeªH&rr 
v(e.11)= , ..¡ •enh 2(ae + b11 +e) +c062(-be + ª" + d) 

(U.1) 

donde (e, r¡) son coordenadas bipolares, relacionadas con las coordenadas car­
tesianas a través de la transformación 

% = O'C08h ecoa11 

1/ = o-eenh {sen11 
(4.3.2) 

con O" constante, ap,c,d constantes reales arbitrarias y energía E, en general no 
es separable en ninguno de los cuatro sistemas de coordenadas mencionados. 

En esta sección se aplica el teorema 3 2 al potencial (4.S.l) y se en­
cuentra el potencial 11 hiperslmétricamente relacionado con éste según las con­
diciones (2.21) y, la ecuación de Schrodinger asociada al nuevo potencial resulta 
ser separable en coordenadas bipolares y exactamente soluble. 

Esto permite resolver exactamente la ecuación de Schrodinger asociada 
al potencial V (4.:1.1), así como el problema clásico relacionado con el mismo 
potencial. 

En coordenadas bipolares el laplaciano es 

v2 = 1 (~+~). 
((,•) o-2(senh 2e+ sen 211) ae2 a,,2 (4.S.S) 

y 

11 Elsonharl [1948]. 
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Sean 
1= ae+br¡ +e 
e= -be+ª" +d 

(4.S.4) 

entonces 

y 

~In V= a_ asenh1cosh1 + bsen8cos8 
ae senh 21+cos28 

~In V= b- bsenh1cosh1 - asen8cos8 
8r¡ senh 21 + cos2 8 

(4.S.5) 

~In V= - [a2( senh 2-r + cosh 21) + b2(sen 28 - cos28)] [ senh 21+cos2 8) 
ae2 ( senh 21 + cos2 8)2 

+ 2[asenh1cosh1 + bscn8cos8J2 

( senh 21 + cos2 8)2 

~ ln V= - [b2( senh 2-r + cosh 21) + a2( sen 28 - coa2 8)] [ aenh 21 + cos2 8] 
8r¡2 ( senh 21 + coa2 8)2 

+ 2 Jbaenh1 cosh1 - asen 8 cos Bj2 

( senh 21 + cos2 8)2 

Y de esto 

( 
a2 82 ) V -(a2 + b2) [( senh 21+cosh 21+sen 28 - coa2 8)] - + - In = ~--~-------=----=------~ ae2 8r¡2 (eenh 21+coa28) 

+ 2( eenh 21 cosh 21 + sen 28 coa 8) 
( senh 21 + cos2 8)2 

-2(a2 + b2)[ cosh 21cos28+sen28 senh2,-senh21-cos2 8) 

( senh 21 + coa2 0)2 

-2(a2 + b2) [ eenh 21(cos2 8 + sen 28 - 1)) 
= ( senh 21 + coa2 8)2 = O, 

y de (4.3.3) 

lo que permite aplicar el teorema 32. 
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De las expresiones (3.11) y (A6.2), el argumento 0 de la derivada de la 
transformación conforme F es · 

i¡a1nv . . 
0-00= - -

8
. T';dq' 

2 q' 

donde z
1 = z,z" = y,q

1 = e,q• = r¡ y T está definido según la expresión 

(4.3.6) 

• 8qi ~ 8x1 

T';(q) = 8xk 8 1a
9
;' (A6.2b) 

con S la métrica slmpléctlca. 

Para calcular T se utiliza la transformación (4.3.2) y el teorema de la 

función Inversa para obtener ~· Sustituyendo la expresión (A6.2b) resulta que 

T 11 = crsenhecosr¡ cosh e sen 'I - crcosh e sen r¡senh ecosr¡ =O 

u( senh 2e + cos2 r¡) 

T1
2 
= crsenh 2ecos2 'I + crcosh 2esen 2,, = 

1 
u( senh 2e + coa2 r¡) 

T2l = -cosh 2esen 2r¡ - aenh 2ecos2 'I = _
1 

u( senh 2 e + cos2 ,, ) 

T
2 -tT cosh e een,, senh e coa,, + tT eenh e coe,, cosh e sen,, 
2= =~ 

cr(eenh 2e + coa2 r¡) 

f.e. T = S y de (4.3.6) 

0 _ 00 = !. J a 1n v d,, _ a 1n v ae 
2 ae a,, · 

De las expresiones ( 4.3.5) para las derivadas parciales de In V 

0 - 0º = H-be + ª,, + 1} 

donde 

I = J (bscnh 7 cosh 7 - asen 11 cosll)de - (asenh e cosh e+ bsenll cosll)dr¡. 

senh 27 + cos2 ll 

- 77 -



Para calcular esta inlegral se utiliza la trayectoria 

entonces 

- 'lo 
K.= e.· 

e. 
I = J (b- tca) senh ((a+ tcb)e +e) cosh ((a+ tcb)e +e) de 

senh 2 ((a+ tcb)e +e)+ coa2((b- tca)e- d) 

+ (a+ tcb) sen ((b- tca)e- d) cos((b- tca)e- d) de 
senh 2((a + tcb)e +e)+ cos2 ((6- tca)e- d) 

donde el punto Inicial es indefinido 12
• 

Sean 
? = b- tca. 

Utilizando estas definiciones y las identidades 

sen 2z + cos2 z = 1, cosh 2z - senh 2z = 1 

la integral I se transforma en 

(4.3.8) 

e. 
I = J?[tan2(?e- d) + 1] to.nh (5e+ c)+6[1- tanh2(5e +e)] tan(?e- d) d 

1+ tanh 2(5e+c)tan2 (?e-d) e 
e. ? lanh 6e+c + 5 lan(\6(-d} 

= J COI '(-d cooh •(6f+c) de 
1+ tanh 2(5e+c)tan2(?e-d) 

lanh cse.+c} lan(,e.-d} 

J du 

12 Aquí solo illercsn 9 heste una constnnle; la consiente de laso de F'. 
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y 

e= i {-be+ ar¡+ arctan [ tanh (ae + br¡ +e) tan(be - ar¡ - d)]} +e •. 

Entonces 

F'(e,11) = [ ~t"] l <f9 

= [~t"] l { ei(-bHa11)<farctan[tanh(aHb11+•)tan(be-•11-dlJ} l 

= [ _At"] ! { e•eH11+iHH•11)} ! 

x{coeh(ae+b11+c) cos(be-ar¡-d)+ieenh(ae+br¡+c) een(b{-ar¡-d) }~ 
eenh 2(ae+br¡+c)+coe2(be-ar¡-d) 

Sean 

r= e+111 
r= e-•11 

Entonces 

1 1 

F'( -¡- [A]' fil { coehiJcoes"•+ieenhiJeeni'}º 
r.~ - - e• 2 • -t" eenh i7 + coe2 ¡, 

donde i7 = ~~ + l'f +e, ' = ~r - 1'f +id, a = a+ ib y ii = a - ib. 
Haciendo uso de las Identidades para las funciones trigonométricas e 

hiperbólicas de la suma de dos argumentos y de las relaciones 

se obtiene 

eenhi:i; = isen:i; cosh i:i: = coe :i; 

1 - [ A ] ~ { cosh (17 - •) }! 
F(r,r)= -t" cosh(i7+•)coeh(i7-•) 
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y finalmente 

F'(r) = ~' e• 
[ ] 

l ;;r 

-& v' cosh (ar + .B) 
(U.7) 

donde .B =e+ id. 

Integrando 

y 
! ::l!. 

F(r) = [ :¿ )' e; 1n [¡!ir+/!+ v' e2(ar+lll + 1] . (4.:1.9) 

Sea 
w =F(r) 

entonces 
ekw = /ir+/! + v' e2(ar+JI) + 1 

donde k= (if) ! iie~. 
Restando eªr+JI y elevando al cuadrado se obtiene 

2ekw e<>r+/I = e2kw _ 1 

y finalmente 
1 .B r = ¡¡In senh (kw) - ¡¡· 

Haciendo k = 1, que equivale a definir A como 

&a2ell 
A=--2-
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se obtiene 

y 

1 p 
/(w) ==In aenh{w)- = 

a a 

!'(w) = .!._ coahw 
a senhw 

l!'(A,µ)¡2 = _1_ aenh
2
A+coa

2 
µ 

\a\2 aenh 2 A+ sen 2µ 

donde w = A+ iµ, y A,µ son también coordenadas bipolares. 

(4.S.11) 

(U.12) 

De la expresión (2.214), el potencial 'V con energía e relacionado con 
V es 

V(A,µ) = ~ [ aenh
2
A+ coa

2 µ1 · 
a2 + b2 senh 2 A+ sen 2µ 

(UlS) 

Si las coordenadas bipolares (A, µl están relacionadas con las cartesia­
nas (u, 11) según (4.S.2) donde uí = a2 + b , entonces la ecuación bidimensional 
de Schriidlnger asociada al potencial V con energía e es 

1 (¡¡2'P a2"') 2m [e E (senh2A+cos
2

µ)1 0 
uHsenh2A+ sen2µ) ·aA2 + 8µ2 +/1 + (a2+b2)(senh2 A+ sen2µ) 'P = ' 

donde se ha utillzado la expresión (4.S.2) para el laplaclano en coordenadas 
bipolares. 

Multipllcando por uH senh 2 A+ sen 2 µ) se obtiene 

que es separable, a diferencia de la ecuación asociada al potencial V con energía 
E. 

Sustituyendo tp(A, µ) = L(A)M(µ) se obtienen las ecuaciones diferen­
ciales ordinarias 

L"(A) + (2m(Eh; ure) aenh 2A + Q) L(A) =O (U.1Sa) 

(
2m(E - u2 e) 2 2mu2

1e ) 
M"(µ)+ h2 

1 cos µ+~-Q M(µ)=O (4.S.1Sb) 
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donde Q es la constante de separación. 

Utilizando las Identidades (4.ll.8) junto con 

1 
cosh 2 :z: = 2( cosh 2:z: + 1) 

se obtiene la equiwlencia de las ecuaciones (4.ll.lll) con 

L11(.\) + [m(E ~uil') cosh2.\ + m(E ~ u~l') + Q] L(.\) =O 

M"() [m(E-uil') m(E+u~l') Q] M() 0 ¡.i + 11.2 coa 2¡.i + 11.2 - /J = 

(4.ll.14) 

(4.ll.15) 

que son las ecuaciones de Mathleu con argumento Imaginario y real respecliw­
mente. 

Las soluciones de (4.ll.14) son las funciones asociadas de Mathleu de 
primer tipo 

Ce (.x m(E+uil'l) 
n 1 2,.2 • 

Fe (.x m(E+uil'l) 
" 1 21'2 ' 

Se (.x m(E+uil'l) 
n ' 2h2 

Ge (.x m(E+uil'l) 
n ' 21'2 

(4.S.16) 

con n natural". 

Las soluciones de (4.S.15) son las funciones de Mathieu de primer tipo 

( 
m(uil'-E)) 

cem /J1 21'2 o 

f e ( m(url' - E)) 
m ¡.i, 21'2 ' 

( 
m(ull'-E)) 

aem ¡.i, 
2

11.2 

( 
m(url' - E)) 

gem ¡.&, 211.2 

(4.S.17) 

con m natural. 

Las funciones Ce,., Se,., ce,. y ae,. son periódicas mientras que Fe,., 
Ge,., fe,. y ge,. no lo son. 

13 Gmdshlcyn y Ryzhl< (1965], p.991-993. 
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Segúnla1~11 relación (2.SO),las funciones propias de la ecuación de Schro­
dinger asocfadaalR/e.I polcnclal bldlmensíonal V con energfa E son 

~( €, '1) = L(.\({, 'l))M(µ({, r¡)) 

donde L y Mson •non cuafosqu iera funciones de Mathleu de (4.S.16) y (4.3.17) res­
pectivamenlc y,fasif las funciones,\=,\({, '7) yµ= µ({,11) se obllenen de la trans­
formación F(4.l.it>,/.3.9) hacle ndo uso de la relación (4.3.10) y de la definición de ,\ 
yµ. Estas so~ 

)=fH¡ +~In{e!'I + 2Hef [~cos ~+Y-\+ hen i]} (4.S.18a) 

11 {el- seno+cos!v'-{+11+sen!v',+t1} µ=11c i11.rdan :x. (4.S.186) 
c:o <:osD+cos !~+ sen!.J-,+t1 

dende s/je ~= cosh-rcosO, c'J = y' senh 21' + cos2 IJ y 

(J = -b{ + Qf) + d. (4.S.4) 

losc·~rs corrospe>ndlenles problemas cláslcos también están hlperslmétrlca­
mente relaclof1'l0/ionados. 

la eos 1 ecuaclóí\ de Hamilton-Jacobl para el potencial V es separable en 
coordenadas 'las bipolares, lo que na sucede con la ecuación asociada al potencial 
v. 

EliatJlt1 Jagmnglano asociado a 'V es 

rM/ ( ¡ 2 ) ( • 2 • 2) E senh 
2 

,\ + cos
2 

µ L= "• =-;;' s-enh ,\ + 8en µ ,\ + µ + 2 2 2 ' <r1 senh .\+senµ 

donde)=9= d! µ'= ~ 
1 "ili' -ar· 

locJ Los momentos generalizados son 

P>.=:f =m111(senh 2.\+sen 2µ).\ 
Pµ = : ~ = mu? ( senh 2 

Á + sen 2 µ) ¡,, 
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y el hamlltonlano resulta 

H(>.,µ,p,.,p,..)= 2( h/ 2 )[-2
1 (P1+P~)-E(senh2>.+cos'2µ)]=t. 

u1 sen >.+senµ m 

La ecuación de Hamllton-Jacobl para la función característica W es 

1 [ 1 ((ªw) 2 (ªw) 2

) 
2 2 

] ur(aenh2>.+aen2µ) 2m 8f + a¡; -E(senh >.+cos µ) =t. 

Sustituyendo 
W(>., µ) = Wi(.\) + W2(µ) 

y multiplicando por ur(senh 2>. + sen 2µ) se obtiene la pareja de ecuaciones 
diferenciales ordinarias 

(Wf(>.)) 2 = 2m (u2t +E) aenh 2>. + 2m1 

(W4{µ)) 2 = 2m (u2 t - E) sen 2µ + 2m(E- 1) 

donde 1 es la constante de separación 

1= :~ -(u2t+E) aenh 2>.. 

Integrando ambas ecuaciones y sumando se obtiene 

W= f J2m(u2t+E)aenh 2.\+2m1d>. 

+ f J2m(u2t-E) aen 2µ+2m(E-1)dµ. 

Finalmente 

t + lh = aw = mu2 J senh 
2 

).d>. 
at J2m (u2t +E) aenh 2 .\ + 2m1 

+ mu2 j sen 2 µdµ (4.S.19) 
y'2m (u2t - E) sen 2µ + 2m(E-1) 

aw J d>. 
p

2 =a;¡= m J2m (u2t +E) senh 2 >. + 2m1 

J dµ 
- m . (4.S.20) 

yl2m(u2t-E) sen2µ+2m(E-1) 
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La trayectoria solución se obtiene de ( 4.S.20) 

P2 f d.\ m = v'-2m (u2t +E) sen 2(i.\) + 2m-y 

J dµ 

- y'2m (u2e - E) sen 2µ + 2m(E- -y) -i¡ du 
= 2 v'm(ule +E)cosu+m(-u2e -E+2-y) 1¡ dv 

- 2 v'm(-u2e +E) cosv + m(u2t +E- 2-y) 

= -~ {i81(2i.\) + 82(2µ)}. (4.3.21) 

donde u= 2i.\, v = 2µ y 81, S2 son Integrales elípticas de primer tipo". 

La trayectoria solución del problema asociado al potencial V (4.S.l) con 
energía E se obtiene sustituyendo las expresiones para .\ y µ ( 4.S.18) en la 
relación ( 4.S.21). 

Con este ejemplo se muestra la existencia de relaciones hiperslmétricas 
conformes entre problemas separables y no separables, lo cual permite utilizar el 
teorema 32 para aumentar la clase de problemas exactamente solubles. 

Es conveniente hacer notar que los resultados obtenidos en los capítu­
los 2 y 3 no son suficientes para poder a firmar lo anterior, ya que existiría la 
posibilidad de que todos los potenciales separables que satisfacen la condición 
V 2 ln V =O, estuvieran solamente relacionados con potenciales también separa­
bfes. 

4.4 1 ndices de refracción 
y densidades de rnasa 
radialmente simétricos 
De la relación (2.14) entre el Indice de refracción y el potencial mecánico 

y del ejemplo 4. 1 se concluye que, las trayectorias de los rayos en un medio 
tridimensional descrito por un índice que depende únicamente de la distancia 
radial r son planas y, una vez identificado el plano de éstas, el problema se reduce 

14 1bJd1p.1s4, 
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a uno en espacio bidimensional, lo que permite aplicar las técnicas discutidas en 
este trabajo 

Por otro lado, las membranas con densidad superficial de masa ra­
dlalmente simétrica u = u(r) resultan de Interés en el estudio de los tambores 
musicales circulares y, específicamente en el problema de ajustar modelos de 
densidad que reproduzcan las vibraciones armónicas de la Thabala mencionado 
en el capítulo 2. 

En esta sección se estudian los índices de refracción y densidades de 
membrana radiales más sencillos, que son los que pertenecen a la clase }{1. 

Por definición, dichos potenciales generalizados deben satisfacer las 
ecuaciones 

V2 ln n(r) =o, V2 1nu(r) =o (4.4.1) 

respectivamente, cuya solución general aparece en la sección 4. 1 y es n(r) = 
u(r) = arb o 

n(w,iii) = u(w,w) = a(wüi)~ (4.4.2) 

en coordenadas ( w, iii), con a y b constantes reales. 

De las expresiones (S.20) y (S.24) que definen los potenciales u0 ,, y 
n0m se tiene que 

uoi(r) = no1 (r) = 1. 

A diferencia de como ocurre con el resto de las clases }{m, todos los 
miembros de }{¡ están relacionados con los potenciales generalizados cr0 1 y n0 1, 
ya que al sustituir estos últimos en las condiciones (2.38) y (2.lOa) respectiva­
mente se obtiene 

ü(w,w) = l!~(w)l 2 

ñ(w,w) = l!~(w)I, 
y la hipótesis (4.4.1) Junto con el teorema 3. 1 aseguran que los potenciales (4.4.2) 
las satisfacen. 

De la expresión (S.22} 

(w1-.J 

i J ~dw'- ~áw' 
J!(w) = [u(w, w)Jl e (wo,'Wo) 

l l = a3W2 1 

que se obtiene de (4.1.2) haciendo e = -1. 
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y 

y 

De {3.26) 

(w,W) i 2 

t i J 7dw'-~cliü' 
f~(w) = [n2{w,w)] .. e ( ....... ) 

= a(ww)! ei In l: 
= awb. (4.4.4) 

Integrando ambas expresiones se obtienen las transformaciones fa y In 

f,,(w) = vao.hw 2 b ;" -2 
{ 

ill 

..¡.iln w b = -2 

/n{w) = { F-frwb+l b ;" -1 
alnw. b=-1 

La Inversa Fn(z) se obtiene al resolver la ecuacl6n z = /n(w). 

Para b 'f -1 

z=-ª-wHI 
b+ 1 

Cuando b= -1 
z=alnw 

Fa se obtiene de (U.4) haciendo t = -1 y 

Fa(z) = { am [!.tlz] fh b ;" -2 

e-7:. b = -2 
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Para obtener la trayectoria solución de los rayos que pasan entre los 
puntos (u0 , t10 ) y (u1, v¡) en el medio óptico caracterizado por el índice de re­
fracción n (4.4.2) se calcula la trayectoria entre los puntos (:i:0 ,y0 ) y (:i:i.v1) en 
el medio con índice n0 1 = 1, que resulta ser el segmento 

z(r) = z0 + r(z1 - z0 ), r E [O,lj 

donde 
z; = f,.(w;), i =o, l. (4.4.9) 

y z; = :i:; + iv;. w; = u;+ iv; para i = o, l. Se calcula la imágen de esta curva 
bajo la transformación Fn como Indica la relación (2.lOb) 

w(r) = F,. 0 z(r) = { [~(zo + r(z1 - zo))] rh b 'l -1 

e~ (z.+r(z1 -z.J). b = -1 

Sustituyendo en esta expresión los valores de z; de la relación (4.4.9) 
se obtiene 

w(~= r 1 ¡ [w!+l + r(w6+1 - w!+i¡] rh b ,¡, -1 
Zo (T.) 1 b = -1 

(4.4.10) 

que representa las trayectorias solución en forma paramétrlca compleja, de la 
famllla de problemas asociados a Jos índices de reíracclón (4.4.2). 

Utilizando las relaciones w; = r;eiB; para;= o, l se obtienen las ecua­
ciones paramétrlcas en forma real 

tan[ (b + l)O(r)] = (1- r)r!+1 
aen (b + 1)00 + rrl+1 

aen (b + 1)01 
(1 - rH+l cos(b + 1)00 + rr!+l cos(b + 1)01 

para b ,¡, -1 y, 

r(r) = r0 (~) r 

tan O(r) = tan(00 + r(01 - 00 )) 
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cuando b = -1. 

Las familias de soluciones son útiles en el "diseño' de sistemas ópticos, 
Si la trayectoria requerida forma parte de la familia, la combinación de parámetros 
que identifican dicha trayectoria proporciona directamente el índice de refracción 
que la produce. 

Análogamente, las membranas caracterizadas por la densidad superfi­
cial de masa u (4.4.2) están hlpersimétricamente relacionadas con la de densidad 
u0 ¡ = 1 a través de la transformación fu (4.4.5). 

La ecuación para las vibraciones transversales de la membrana asociada 
a las densidades de masa u = u(r) es separable en coordenadas polares con 
soluciones de la forma 

\fi(r,O) = R(r) cos(IO + 80 ), 

y la ecuación radial para R es 

1 [w2 ¡2] 
R"(r) + ;:R'(r) + Tu(r) - ;:2 R(r) =O 

(4.4.13) 

(4.4.14) 

donde la constante de separación l debe ser un entero para que \fi sea unlvaluada. 

Como se mencionó en el capítulo 2, junto con la ecuación (4.4.2) deben 
especificarse las condiciones de frontera para que la solución esté bien definida 
y, cuando la frontera coincide con porciones de las curvas coordenadas, cada 
una de las elgenfunclones satisface las condiciones de frontera. 

Tal es el caso de las membranas circulares con densidad de masa radial 
y frontera r = r 0 • 

Sustituyendo u0 ¡ en (4.4.14) se obtiene la ecuación de Bessel con ar­
gumento 1fr 

2 d
2 

( w ) d ( w ) [w2 
2 2] ( w ) r dr2 Z¡ ./Tr + r-;¡;:Z1 ./Tr + Tr - l Z1 ./Tr =O, 

cuyas soluciones Independientes son las funciones de Bessel J¡ (\lTr) y las de 

Neumann Nn (\lTr), ya que 1 es entero". 

15 Allken (19851 p.578. 
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Las condiciones de frontera son 

.P(r0 ,8) =O, l.P(r, 8)1 < oo r E [O, r0 ], 

Las funciones de Neumann divergen en r = O y deben ser descartadas 
por Incompatibilidad con las condiciones de frontera. 

Como consecuencia de exigir .P(r0 ) = O se obtiene la cuantlzación de 
la frecuencia angular w 

w¡; = ../T µ~ll. 
ro J 

donde µ}1l es la raíz número ; de la función J1• 

A las eigenfunciones 

(
w¡· ) .P1;(r1 8) = J¡ frr cos(l8 + 80 ) 

(4.4.15) 

(4.4.16) 

asociadas a las frecuenc las w¡; se les llama modos normales y, la solución es­
pacial al problema de la membrana con densidad de masa u01 = 1 es la serie 

.P(r,8) = 2: a1;.P1;(r,8). 
1,;eN 

(4.4.17) 

Los coeficientes a¡; se determinan mediante las condiciones Iniciales". 

De la expresión (4.4.15) se concluye que las frecuencias normales w1; 
no están armónicamente relacionadas entre sí para la membrana con densidad 
constante. 

Para obtener las soluciones de los problemas de membranas circulares 
con densidades u (4.4.2), -según la expresión (2.SO)- es necesario aplicar la 
transformación la a la solución general del problema para u0 1 y después Imponer 
las condiciones iniciales y de frontera. 

Sustituyendo w = Ré9 y z = reiB en la expresión (4.4.5) se obtienen 
las relaciones Inducidas por la· 

'"Esto so logoa expresando lns condlclooes illclnlos .¡,.y.¡,~ como serles dol ti>o (4.4.17), to cual os posible 
siempre y cuenda 1/J0 y V>~ sean dos voces dlforonclnblos ospaclalmenlo y sallsfagan los condiciones do 
lronlore. (fljunov y Semersky [1972), pB76.J 
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Para b f. -2 

r = 2y'ii R~ 
b+2 
b+2 

9= -2-0+2d. 

Introduciendo estos valores en la solución (4.4.lS) se obtiene 

~ (R,0) =R. (:~n!:i1) cos ('(b; 2)0). 

La univaluación de la parte angular restringe los valores de 1 según 

2m 
l= b+2' mEZ. 

SI 1 es entero, las soluciones radiales son funciones de Bessel y funcio­
nes de Neumann, pero estas últimas se descartan porque divergen en R = O, al 
Igual que en el problema de u0 1 = 1, quedando 

Para 1 no entero las dos soluciones radiales independientes son 

l¡H. 

La. condición de frontera '(> (R0 , 0) = O Implica la cuantlzaclón de la 
frecuencia angular 

- f.fb + 2 - •;• (fr.) 
wm; - V -;;:-2-Rº 1'; 

m E Z si 1 \t Z 
meNu{o} si IEZ 

(4.4.18) 

l=~. 
donde )fr.) es el cero número ; de la función de Bessel J¡, con 

J 
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Los modos normales son 

(
2Wm · _ ¡a !±!) 

'Pm;(R,0)=J#i b+~VTR • cos(m0+00 ), 

mE Z si l \i!Z 
m EN U {O} si 1 El 

(4.4.19) 

y la solución espacial general que satisface las condiciones de frontera es 

'P (r, 0) = :~::>m; 'Pm; (r, 0). (4.4.20) 
md 

PJ sustituir w = Re'9 y z = "'+ iy en la expresión de fa para b = -2 se 
obtiene 

"'= y'iiln R 
!/ = y'iia. 

(4.4.21) 

La ecuación para las vibraciones de la membrana con densidad 0-0 1 

también es separable en coordenadas cartesianas. El par de ecuaciones ordina­
rias resulta 

X 11 (:i:) + (~ -k2
) X(:i:) =o 

Y 11 (!1) + k2Y(11) =O 

donde k2 es la constante de separación. 

La solución general del sistema (4.4.22) es 

{4.4.22) 

con A y B constantes complejas. La solución completa de la ecuación de la 
membrana resulta 
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Sustituyendo las expresiones (1.1) (4.4.21) se obllene la solución espacial 
general de la ecuación asociada a a(R) =(~) = aR·2• 

imponiendo las condlcloncsdcuiue unlvaluacién yde frontera 1"(R01 0) =O 
se obtienen restricciones para k yw 

Vak = 1 E Z, 

Los modos normales son 

w2 : 
1"1,· (R, 0) = sen .!l_li. -12in~ C08 (10 +e.) 

Ta a. 

y la solución espacial completa 

l"(R,0)= ~ •: a1¡1'J¡(R,0). 
IJEN ~::N 

(4.4.23) 

(4.4.24) 

(4.4.25) 

En el marco de los lntentOSP'JIB.~l·r aJualar modelos de densidad superficial 
de masa al tambor indio Thabala, Gosh" 1 "•"resolvió la ecuación para u(R) = R- 1 

y u(R) = R- 2. 

Por su parte Rae" resolvlólacc ~s ecuación para u(R) = R-n, n >O. 
En esta sección se ha logrado 1'11 IO moslrar que las membranas de Gosh y 

Rae que pertenecen a la clase mas genesneneral a(ll) = aR6 son equivalentes a la 
membrana con densidad constante,adcm:meemas de haber encontrado las soluciones 
de la ecuación de la membrana paralO!la sida la clase -(U.18)-(4.4.20) y (4.4.23)­
(4.4.25). 

17 Gosh [1922). 
18 Ramakllshna y Soodhl [1054i 

·93 E993 • 



De las expresiones (4.4.18) y (4.4.2S) se deduce que los modelos con 
u(R) = R-n, n > O son Inaceptables para describir la Thabala como lo afir­
man Ramakrlshna y Mohan Sondhl en el artículo que proponen una densidad de 
escalón'"· Además se concluye que ninguna membrana circular con densidad 
u(R) = Rb, b E R tiene modos normales armónicos. 

4.5 Contraejemplos 
En esta sección se discuten dos contraejemplos asociados al teor.ema 

3.3. 

/) Un potencial generalizado que no pertenece a la familia \j. 

Se conoce como ojo de pescado de Maxwell al medio caracterizado 
por el índice de refracción 

[ 2]-1 
n(r) = n0 l+ (~) (4.5.1) 

con n0 y a constantes y tiene la propiedead de formar imágenes perfectas de 
objetos puntuales -iodos los rayos que emergen de un punto convergen nueva­
mente en otro; el punto imagen-. 

Al aplicar et operador V 2 Jn al índice (4.5.1) se obtiene 

V2 Jn(r) = -V2 ln (1+ ~) 
pero 

(4.5.2) 

'°lbld. 
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y 

. 4 ( 2)-2 
V

2 
ln n(r) = ;;2 1 + ~ 

Aplicando nuevamente el mismo operador y utilizando la expresión ( 4.5.2) 
se obtiene 

V
2 

ln V
2 

In n(r) = V2 ln ( :: ) - 2v21n ( 1 + :: ) 

a ( r2)-
2 

=-- 1+- . 
a2 a2 'J 

En general 

( 2 ) k 8 ( r2 )-
2 

V In n(r) = -;;2 1 + ;;2 , k ~ 2, 

ya que 

(v21n)k+l n(r) = v21n (-~ [1+ 5r2

) 

por hipótesis de Inducción y, 

Resumiendo se tiene 

( 
2 )le {-;;\(1+~r

2 

k=l 
V In n(r) = 8 ( r')_2 

-ii'" 1 + ii'" k EN, k ~ 2. 

y 

l/k EN, 

por lo que el ojo de pesc6do de Maxwell constituye un ejemplo de un índice de 
refracción que no pertenece a la familia ;j' y ésta no puede contener a toda la 
clase de potenciales generalizados. 
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El carácter numerable de dicha familia sugiere además que la cardinali­
dad de ésta debe ser menor que la de su complemento. 

i/) Sobre la insuficiencia de las condiciones necesarias del teorema 3.3. 

En el capítulo 3 se mencionó que el que dos potenciales generalizados 
pertenezcan a la misma clase Jln no es suficiente para que estén hlperslmétrl­
camente relacionados según las expresiones (2.lOa) y (2.38). 

Como contraejemplo se utilizan las densidades u(:i:, 11) y 111(u, 11) con 

u(~, 11) = eH•'+u•) 

Aplicando el operador V2 Jn se obtiene 

V~•.rl In u(:i:, v) = ¡ v:.,,¡ (:i:2 + 112) = 1, 

y esto Implica que 11 es del tipo ir02 y 

V2 In O' (u v) = V2 eUtl = (u2 + 112) eUtl. 
("1•) 1 1 ("1•) 

Aplicando nuevamente el mismo operador se obtiene 

( 2 )2 -V (•,rl In u(:i:, 11) =O 

y 

pero 
a2 In( 2 2¡ 2u2 - 2.,2 

- u +11 = . 
éJu2 (u2 + 112¡2 

Análogamente 
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y sumando se obtiene 

(v~•.•> ln)2 u1(u,11) =o, 
Jo que Implica que u y u1perlenecen a Ja clase }(2. 

Como u = 110 2, si u y 111 están relacionados según (2.S8), la función 
conforme fi debe ser 

"'• 

La expresión (4.5.4) en coordenadas ( w, íii) aparece como 

v2 1nu1(ww) = wweHw•-w•) 

Sustituyendo en (S.22) se obtiene 

fi(w) = 2ie-~"'', 
ft(w) = we-{w•, 

if{(w)l2 = Jwl2e-!(w•-w•). 

Al sustituir en la expresión {2.38) se obtiene 

y en coordenadas (u, 11) 

que difiere claramente de la expresión ( 4.5.S). La contradicción proviene de 
haber supuesto que u y 111 satlslacfan la relación (2.SB). De aquí se concluye 
que los potenciales no están hlperslmétrlcamenle relacionados a través de una 
transformación conforme, aún cuando ambos pertenecen a Ja clase }(2. 
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Sea ahora 
w = ,-1 

con ; = e+ ir¡. La densidad superficial 112 definida mediante la expresión (2.SB) 
corno 

112(;,f) = ,_,-2¡2 111(;-1,f-1) 

= k1-• •• w-•-,-·¡ (4.5.5) 

está, por construcción, hipersimétrlcamente relacionada con 111 a través de 11(¡) = 
;-1 y el teorema asegura que pertenece a la clase N2. 

SI 112 estuviera relacionada con 11 a través de hfr) se tendría, de (3.22) 

h(d = -2ie-fr-•, 

y al sustituir en (2.38) se obtiene 

que difiere claramente de la expresión (2.S8). 

Esto permite concluir que 111 y 112 están hlperslmétrlcamente relaciona­
dos aún cuando no sea a través de la densidad 11 = 110 2. Un camino alternativo 
para mostrar lo anterior es utilizar directamente la transitlvidad de la equivalencia 
hlperslmétrica conforme para probar que 112 y 11 no pueden estar relacionados 
según la expresión (2.38). 

Cuando dos potenciales generalizados pertenecen a la misma ciase )1,,. 
y no están relacionados a través de Ram o u0 ,,., el teorema 3. 3 en general no 
proporciona Información que permila determinar si están o no hlperslmétrlcamente 
relacionados por una transformación conforme. 
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Conclusiones 



En este trabajo se realizó una revisión de la H-invariancla conforme para 
las teorías bidimensionales de Optica Geométrica, Mecánica Clásica y Mecánica 
Ondulatoria, introduciendo el Análisis de Variables Complejas como una poderosa 
herramienta en el manejo de las transformaciones conformes involucradas. 

También se encontraron otras ecuaciones de la Física-Matemática H­
invariantes ante transformaciones conformes; las ecuaciones de Polsson y de 
onda, así como la ecuación para las oscilaciones transversales de membranas. 
Esta última representa una: teoría que describe fenómenos bidimensionales, a di­
ferencia de las anteriores que son modelos asociados a fenómenos originalmente 
en tres dimensiones. 

/\J final del capítulo 2 se mencionaron algunas de las limitaciones que 
tendría una teoría de H-invariancla conforme en más de dos dimensiones. Sin 
embargo, también es cierto que la transformación de Kustaanheimo-Stiefel -el 
primer ejemplo de una hlpersimetría- puede generalizarse a cuatro dimensiones 
para relacionar el problema tridimensional de Kepler con el oscilador armónico en 
cuatro dimensiones y una constricción. Esto coslituye un motivo para Investigar 
la teoría tridimensional con y sin constricciones, aún cuando la cardinalidad de la 
clase de transformaciones conformes de dimensión mayor a dos sea considera­
blemente menor a la de transformaciones bidimensionales. 

Existe también la posibilidad de considerar alguna clase más general 
que la de las funciones conformes, menos restringida sobre todo en tres y más 
dimensiones y, buscar teorías en dos y más dimensiones, H-lnvariantes ante una 
clase más grande de transformaciones. 

Entre otras posibilidades para continuar Investigando en relación a este 
tema estarían, la búsqueda de nuevas ecuaciones o principios variaclonales con­
formalmente H-lnvariantes y, el tratar de generalizar los resultados obtenidos 
en Mecánica Clásica y Ondulatoria a otro tipo de potenciales, especfficamente 
aquellos que dependen de las velocidades y coordenadas generalizadas como 
el potencial electromagnético clásico. Quizá como un proyecto más ambicioso 
puede mencionarse, el Intentar generalizar las transformaciones en teorías de 
campo clásicas, de manera tal que las 'variables' en cuestión sean la función 
de campo y sus derivadas. Estas juegan el mismo papel que las coordenadas 
espaciales en teorías de partículas, ya que las transformaciones que se han apll­
cado en este trabajo a las ecuaciones de Schrodinger y Poisson, así como a la 
ecuación de onda y a la ecuación de las vibraciones de la membrana, involucran 
únicamente las coordenadas espaciales, que en las teorías de campo clásicas 
actúan como parámetros análogos al tiempo. 
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Una proposición igual de ambiciosa que la anterior serla, la genera­
lización de las hipersimetrías a transformaciones que llevaran de un problema 
descrito por algun modelo a otro descrito por un modelo distinto; por ejemplo, 
de un problema de oscilaciones de la membrana a otro de trayectorias en Optlca 
Geométrica. 

Quizá la aportación prinicipal de este trabajo consista en una serie de 
resultados comprendidos dentro de lo que podría llamarse 'El problema inverso 
del Cálculo de Hipersimetrías', que de manera general consiste en determinar si 
dos problemas están o no hiperslmétricamente relacionados y, poder encontrar 
la transformación en caso que lo estén. 

En Mecánica Clásica y Ondulatoria se encontró que para el potencial V, 
la condición V 2 ln V :: O es necesaria y suficiente para que esté relacionado con 
el potencial V a través de las condiciones (2.21). Estas últimas son únicamente 
un caso particular de la relación (2.19). Cuando esto sucede puede encontrarse 
la transformación conforme mediante un proceso de integración. Queda enloces 
por Investigar, si existe una versión más general del teorema 32, con condiciones 
para determinar si dos potenciales están relacionadas a través de la condición 
(2.19). De ésta última pueden obtenerse hiperslmetrías distintas, como se ilustra 
con el ejemplo del potencial de tipo Morse en el capítulo 4. 

Para las vibraciones de la membrana y el problema de la Optica Geomé­
trica, se hallaron condiciones necesarias que permiten determinar si dos proble­
mas están relacionados y, en ese caso, puede hallarse la transformación mediante 
un proceso análogo al utilizado en Mecánica. Se mostró además con los con­
traejemplos del capítulo 4, que dichas condiciones no san suficientes, quedando 
abierta la posibilidad de una generalización del teorema 3. 3. 

Por última, cabe mencionar que los métodos encontrados permiten abor­
dar desde una perspectiva distinta, problemas de "diseño" de medias ópticas o 
de membranas can densidad no homogénea, a partir de las trayectorias o modas 
de vibración deseados, como en el caso de ajustar modelos para la Thabala. Por 
otro lado, el haber podido relacionar un problema en general na separable can uno 
separable, plantea nuevas interrogantes en torno al problema de separabilidad y 
generación de soluciones exactas. 
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Apéndices 



Apéndice 1 
Obtención de las ecuaciones para las trayectorias de los rayos y 

de movimiento, en coordenadas generalizadas, a partir de los principios 
variacionales de Fermat y Maupertius respectivamente. 

En una variedad riemanniana de dimensión k con tensor métrico g¡; 
cubierta por un sistema apropiado de coordenadas {q}, el elemento diferencial 
de longitud cll se define mediante 

dl2 = g¡;(q)dqidqi. {Al.1) 

Utilizando esta expresión en el Principio de Fermat (2.4) e introduciendo 
el parámetro auxiliar r se obtiene 

ó J n(q)~dr=ó f n(q)Vg¡;(q)i/i¡idr=O (Al.2) 

donde q1 = q1(r) Y 41 = ~· 
La trayectoria solución satisface las ecuaciones de Euler' 

fr G~) - ;~ = º • = 1, 2 ••••• " (Al.S) 

donde 

L(q,q) = n(q)Vg;¡(q)qiqi. (Al.4) 

Sustituyendo (Al.4) en las ecuaciones (Al.3) se obtiene, para el primer 
término 

1 Morse y Foshbach [10531 p. 276. 
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y pare el segundo 

8L 8n(q) dl 1 dr ( ) 8g¡;(q) .¡ .; 
aq• = -¡¡q;--¡; + 2d!n q aq.-q q 

_ 8n(q) dl 1 ( ) 8g¡;(q) dqi dqi dl 
- -¡¡q;- dr + 2 n q --aqt" di df dr · 

Restando el segundo término del primero e Igualando n cero resulte que 

dl [.!!_ ( () . ( )dq¡)- 8n(q) _ ! ( )8g¡;(q) dq¡ dqi] =O 
dr dl n q g,, q dl aq• 2 n q 8q' di di • = 1, ... ,k. 

Finalmente, multiplicando por n~ se obtienen las ecuaciones, en coor­
denadas generalizadas, para la trayectoria de los rayos correspondientes e las 
ecuaciones (2.7): 

d [ dqi] 1 an 1 2 8g¡; dqj dqi 
ndi ng¡,df = 2 aq• + 2n Bqidfd! • = 1, ... ,k. (Al.5) 

o 

Pare obtener el Principio de Mauperllus de la expresión (Al.2) basta 
hacer la Identificación 

n(q) = V2m (E - V (q)), (Al.6) 

y pare las ecuaciones de movimiento es suficiente con sustituir (Al.6) en las 
ecuaciones (Al.5) y utlllzar el parámetro de Luneburg definido mediante 

obteniendo 

d vf2m(E- V(q)) d n(q) d 
;¡¡= m dl =~-;¡¡ 

m~ [g¡ (q)m dqi] = -m 8V(q) + !m2 8g¡;(q) dqi dqi. 
dt • dt aq• 2 aq• dt dt 

(Al.7), 

'= 1, ... , k. 

Derivando la expresión entre corchetes y agrupando términos se obtiene 

[
8g¡,(q) .; .¡ + ( ) ,,¡ 18g¡;(q) .¡_,;] 8V(q) 

m --aqr-q q g¡, q q - 2aqoq ~· = ---¡¡;- '= 1, ... ,k. 
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donde q' = ~· 
Multiplicando por g11 y observando que los índices j e ,· aparecen con­

traldos, la expresión anterior se transforma en 

m [6•·( l"' +'! ••() {ªu;,~q) + au;.~q) - 8g;;(q)} .¡ ·i) 
• q q 2 g q aqi aq• aq• q q 

=-ª~d·q)g,,(q), l=l, ... ,k. 

que equivale finalmente a 

1=1 .... ,k. {Al.8) 

Estas son las ecuaciones de Newton en coordenadas generalizadas, donde r 
representa los coeficienles de la conexión y F la fuerza generalizada, con 

{Al.9) 

o 
Esto mustra que el parámetro de Luneburg definido en términos de la 

longitud mediante la relación (Al. 7) es, efectivamente, el tiempo. 
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Apéndice 2 
H-invariancia conforme de los principios de Fermat y Maupertius 

en coordenadas generalizadas. 

Sea S una variedad riemanniana con tensor métrico g¡;. Para la siguiente 
dlsculsión es necesario distinguir entre puntos de S y las coordenadas que los 
representan. 

Los distintos puntos de S se denotarán mediante barras (le. q), mientras 
que para denotar las componentes del punto q en distintos sistemas de coorde­

nadas se utilizarán primas (i.e. lJ. 
Es también preciso distinguir entre dos tipos de transformaciones en S. 

Una es la transformación activa 

y proporciona las componentes del punto q si se conocen las componentes de q, 
ambas en el mismo sistema de coordenadas'· 

El otro tipo de transformación es un cambio de coordenadas, y asocia a 
las componentes del punto q en el sistema O, las componentes del mismo punto 
en el sistema 0 1 

A este tipo se le conoce como transformación pasiva'. 

Sea f una transformación activa e Invertible de S en sí mismo, con 
Inversa F: 

q = /(q) q= F(q). (A2.1) 

Según la definición de la sección 2.1, fes conforme si preserva ángulos. 
En una variedad riemannlana las funciones distancia y ángulo se definen como 

dl2(q) = g;;(q)dqjdq; 

g¡·dqÍ6q; 
cosl/ = ' 

vflfliJdqidq;¡. ¡g¡;6qi6q,., 

'Es necesario que 'l yq ostlm cublorlos por la mlsma carla coordenada. 
2 Fulton, et.al, (1962}. 

- 106 -



Si una reglón A e S es conformalmenle mapeada en la reglón B e S y 
Jos puntos correspondientes están cubiertos por la misma carla coordenada, los 
elementos de longitud en ambas reglones se relacionan a través de' 

(A2.2a) 

donde 
o::S ->R+, 

dl2(q) = g¡;(q)aq'¿qi, (A2.2b) 

Sean qi y q1¡ dos sistemas de coordenadas relacionados mediante la 
función h con Inversa H 

(A2.3) 

Se demuestra primero la H-lnvarlancla conforme del Prlnclpo de Fermat, 
que en coordenadas qi se expresa mediante 

6 J n(q)\ju;;(q)dqÍdqi=O 
., 

donde q = 7(r) es la trayectoria solución. 

Aplicando la transformación (A2.l) y haciendo uso de las relaciones 
(A2.2) se obtiene 

6 J n (/(q)) Jo:2(q)g;;(q)aq'rlqi =O 
Fo-, 

y efectuando el cambio de coordenadas (A2.3): 

6 j n (!o h(q'l) o: (h(q'J) .j g¡/(q1)dq';dq'i =O, (A2.4) 

H 10Fo1 

3 Ku_,e, [1946]. 
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es decir, 

donde 

6 J ñ('th/u/;(q')dq'i¿q1i =o 
i 

ñ(q') = n(f o h(q'))a(h(q')) 

y las soluciones "I y :Y están relacionadas mediante 

.:¡ =: H' o Fo7. 

· (A2.5a) 

(A2.5b) 

{A2.5c) 

o 

Para mostrar la H-invariancla conforme del Principio de Maupertlus en 
coordenadas generalizadas, 

6 j y'2m(E-V(q))y19;1(q)dqidqi =O 

'1 

con solución q = 7(t), se hace la Identificación 

n(q) = y2m (E- V(q)) 

y se sustituye en la expresión (A2.4) obteniendo 

6 f y2m [E - V(! o h(q'))Ja (h(q'l) v'g¡/(q')~i¿qti =O, (A2.6) 
H 10Fo1 

con solución 
(A2.7d) 

Exigiendo la condición adicional 

(E- V(! o h(q'l)) a 2(h(q')) = ! - 'V(q') (A2.8) 

con 'V Independiente de !, (A2.6) se convierte nuevamente en el Principio de 
Maupertlus 

{A2.7a) 
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Para satisfacer la condición (A2.8) es suficiente si se cumplen 

V(/ o h(q')) o:2 (h(q')) = -é 

"V(q') = -o:2 {h(q')) E. 

(A2.7b) 

(A2.7c) 

La transformación temporal (2.22) se obtiene utilizando la regla de la 
cadena' 

De la expresión (A2.2): 

dl(q) 1 
dl(q) = o:(q) 1 

y de la definición del parámetro de Luneburg (2.16): 

dl(q) y'2mlé - 'V(qJl 
y,= m 

dl(q) y'2m!E- V(q)) 
-;¡¡-= m . 

(A2.8) 

Rnaimente, sustituyendo estas expresiones en (A2.8) y utilizando la con­
dición (A2.8) se obtiene 

da 1 
dt = o:2 (q)' (A2.9) 

o 

'como ol olemenlo do longllud os lnvarlenle anlo cambios de coordenadas, so ullllzo dl2(q) = o;;(q)iiql.Jql 
dieclamonlo on lugar do df2(q) = ol;(q')r!q11aq'q;. 
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Apéndice 3 

H-invariancia conforme, en coordenadas generalizadas, de las ecua­
ciones de Schriidinger independiente del tiempo y de las oscilaciones trans­
versales de una membrana. 

En coordenadas generalizadas, las ecuclones de Schriidlnger Indepen­
diente del tiempo y de las oscilaciones transversales de una membrana son 

V2,P(q) + ~~ [E-V(q)j,P(q) =O, (AU) 

82 
T0 V2 '11(q, t) - u(q) Bt2 lll(q, t) = -c(q, t). {AS.2) 

Para mostrar la H-lnvarlancla conforme en ambos casos, es necesa­
rio encontrar, corno en el capítulo 2, la ley de transformación conforme para el 
operador laplaclano pero ahora en coordenadas generalizadas. 

Sea S una variedad rlernanniana de dimensión n con tensor métrico g¡;, 
y sea / una transformación activa, conforme en S y con Inversa F corno en el 
apéndice 2. 

Según las definiciones del apéndice 2 y utilizando la misma notación: 

(A2.1) 

y los elementos de longitud se transforman según 

(A2.2a) 

donde 
oc:S-->R+, 

.u2 w = g¡¡ (qJ ar tlq,.. (A2.2b) 

Sustituyendo las expresiones (AZ.Zb) en (A2.2a) y tornando en cuenta 
la ley de transformación 

. aq' . 
d<f = -.dq' 

8q' 
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se obtiene 

y 

. • 2 ar¡t aql . . 
g¡1·(q)dq'dq' =a (q)ut1(q)-

8 
.-

8 
.dq'dq' 

q' qJ 

para la transformación de la métrica'. 

(AS.ll) 

En coordenadas generalizadas y evaluando en el punto q, la expresión 
covarlante para el laplaciano actuando sobre el campo escalar,¡, es' 

(AS.4) 

donde por brevedad se ha utilizado la notación 

g = det(g¡;). 

En forma análoga a la composición (2.SO), se define 

fü) = "'(f (q)) . (All.5) 

Haciendo uso de (As.s) en (AS.4) se obtiene 

1 NOteso la dlfe1oncla entro esta cxpreslOn y la do covarlancla do la méllk:e, lo cuel so debo el carécter actNo do 
la tmnslormnclón /. 

2 Arlknn {1985), p. 165. 
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donde 

8(q) - (ªqi) 
8(q) = det 8qi 

es el jacoblano de la translormaclón /. 

Volviendo a (AS.6) 
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Pero el término en corchetes de la expresión anlcrlonol·ior es cero. ya que 

La expresión (AS.7) se reduce a 

y paran= 2: 
(AS.9) 

o 

Esta demostración permite apreciar la imporlanclul:cla de la hipótesis de 
espacio bidimensional. 

Para mostrar la H-invariancla conforme de laecuacl•loaclón(AS.1) enei caso 
bidimensional, basta con evaluarla en q = /(9) y utillza1la1s11 relación (.AS.9), obte­
niendo 

(AS.10) 

y exigiendo 
[E- V (!(q))]a2(q) = ! - ~(¡), (AS.11) 

se obtiene la nueva ecuación de Schrodlnger 

(AS.12) 

o 
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En forma análoga, evaluando la ecuación bidimensional (AS.2) en q = 
/(q) y utilizando la relación (AS.9) se obtiene 

que es equivalente a 

donde 

TV~t(q, t) - ú(q) :t: t(q, t) = -í(q, t) 

t(q, t) = .p (l(q), t) 
ú(q) =u (l(q)) o 2(q) 
í(q) = '(l(q)) o 2(q), 

(AS.lS) 

(All.14) 

(AS.15) 
(AS.16) 
(AS.17) 

con lo que concluye la prueba de la H-lnvariancla conforme de la ecuación (AS.2). 

o 

La expresión (AS.4} para el poerador lapiaclano es covarlante ante 
transformaciones -pasivas- de coordenadas, lo que Implica la covariancia bajo 
transformaciones de coordenadas de las ecuaciones (AS.12) y (AS.14). 

Lo anterior significa que si hes una transformación de coordenadas con 
Inversa H: 

(AS.18) 

y las soluciones en el sistema de coordenadas O a los problemas de Schrodinger 
-Independiente del tiempo- con potencial 'Y(q) y, de la membrana con densidad 
de masa ú(q) y densidad de fuerza externa e(¡¡), son los campos \b(q) y t(q, t) 
respectivamente, entonces las soluciones a los mismos problemas en el sistema 
de coordenadas 01 son ~(q') = 9 (h(q')) y dí(¡¡')= t (h(q1

), t). 
Lo anterior pude utilizarse para relacionar hlperslmétrlcamente los pro­

blemas de Schrodlnger asociados a los potenciales V(q) en coordenadas O y 
'Y(¡¡') en coordenadas 0 1, siempre y cuando satisfagan la condición 

(E- V(! o h(f))) o 2 {h(q')) =e - 'Y(ql). (AS.19) 

En este caso, las soluciones se relacionan mediante 

~(q') = 9 (h(q')) =.¡,(/oh(¡¡')) 1 (AS.20) 
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relaciones que se obtienen aplicando Ja transformación de coordenadas (All.18) 
a las expresiones (A8.11) y (AS.5). 

La condición (AS.19) es Igual a (A2.8) para el caso clásico y Ja manera 
más sencllla de satisfacerla es a través de (A2.7) 

V(/ o h(q'J} c;,2 (h(q')) = -f 

11 (q') = -c;,2 ( h(q')) E. 

En forma análoga pueden relacionarse Jos problemas de oscilaciones 
de membrana asociados a las densidades cr(q) y r(q) en coordenadas O, con los 
problemas asociados a las densidades ü(q') y c(q') en coordenadas 0 1; siempre 
y cuando se cumplan 

Ü(f) = CT (/o h(q')) c;,2 ( h(q')} 

i(q') = (!o h(q')) c;,2 ( h(q')} 

y las soluclones están relaclonadas según 

~(q',t) a ~{h(q'),t) = .P(/oh(q'),t). 

(AS.21) 

(All.22) 

(A3.2S) 

Las tres úlllmas expresiones se obtienen de (AS.16},(AS.17),(AS.15) y 
la lransrormación de coordenadas (AS.18). 
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Apéndice 4 

H-invariancia conforme de la ecuación de difusión. 

Para mostrar la H-lnvarlancla conforme de la ecuación de difusión 

a 
k(r)V2\Il(r, t) + Vk(r) · V\Il(r, t) - c(r)p(r)a¡\Il(r, t) = -c(r,t) (2.55) 

discutida en el capítulo 2, es necesario obtener la expresión (2.56) para el término 
V k(r) · V\Il(r, t). 

En coordenadas cartesianas (:i:, 11) 

(A4.1) 

y para expresar este término en las variables (z, z) se utiliza la transformación 
Inversa a (2.S) 

a a a 
-=-+-ª"' az az 
a .a .a (A4.2) 

a11 = 'az - 'a::· 

Sustituyendo en (A4.1) 

Vk · V\II = (ªk + ª~) (ª\II + ª~)- (ªk - a~) (ª\II - a~) az az az az az az az ª" 
= 2ak(z,z) 8\Il(z,z¡t) + 2ak(z,z) 8\Il(z,z¡t). (A4.S) 

az az az az 

que 
Considerando la transformación z = f(w) y la regla de la cadena, resulta 

ak(f(w),/(w)) =ªk(z,z)' l'(w) 
aw az •=/(w) 

•r1117CWJ 

ak(/(w),/(wl) = 8k(z,z)' f(w) 
aw az •=/( .. ) 

•=7\wl 
y para las derivadas de \II los resultados son análogos. 
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Sustituyendo en (A4.S) para las variables (w, w) se obtiene la relación 
buscada: 

V¡w,¡¡¡¡k (/(w), /(w)) •V (w,iii)IP (/(w), /(iii)¡ t) 
= 

2
ak(/(w),/(w)) 8'11 (/(w),/(w)¡t) 

aw aw 
8k (/(w), /(w)) 8il! (/(w), /(w)¡ t) 

+ 2 aw aw 
= 2\J'(w)\2 [ªk(z,z) 8'11(z,z¡t) + 8k(z, %) 8'11(z,z;t)] 

az a:: az az •=/(w) 
•=7CWl 

= \J'(w)\2 
[v(•,•Jk(z,z) ·V¡•,iJill(z,z¡t)]~=lM. (A4.4) 

•=/('ii) 

o 

La expresión correspondiente en coordenadas generalizadas se obtiene 
de manera sencilla. 

Utilizando la misma notación de los apéndices 2 y 3, el gradiente en 
coordenadas generalizadas se escribe como' 

donde ar 
e¡= Bq'' 

De las expresiones anteriores 

V k( ) • V 'li( t) = 8k(q) ¡. 8.P(q,t) ,j 
• q ' q, aq• e aqi 

8k(q) 8il!(q, t) ki lj 
= --. --. -g g l':k•t:1 

8q' 8q1 
- 8k(q) 8il!(q, t) ki lj 
- aqraqr-g g gkl1 

1 Allken (1905],p.150-160. 

- 117 -



que Implica 

donde 
p(q) = k (f (q)) 

~(q, t) = '11 (f (q), t) 

{A4.5) 

y las variables q y q están relacionadas a través de la transformación conforme 
/con Inversa F, q1 = f'(q). 

Utilizando en (A4.5) la ley de transformación para la métrica (As.s) junto _ 
con la regla de la cadena se obtiene 

8k (l\q)) 8'11 (!(?), tJ.;·; = 8k(q~ 8\It(q, t 8q~ 8q1. 8qt 8¡¡; g"a2(ii) 
8ij' 8ij' 8qk q=/(q) 8q1 q=/(q) 8ij' 8ij1 8q• 8q' 

8~qX 8\It(q,t~ kl 2(-) 
= ~q=/(q) 8ql q=J(q) g ex q • 

es decir 
V,p(¡¡). V9~(¡¡, t) = cx2 (¡¡) (V ,k(q) ·V, '11(q,t))

9
=/(q). (A4.6) 

o 

Por otro lado, como se aprecia con el siguiente cálculo directo, la ex­
presión (A4.5) es covariante ante transformaciones de coordenadas 

8k (h(q')) 8'11 (h(q'), t) ,.,. 8k(q) 8'11(q, t) 8qk 8q1 8q'1 8q'; ., 
8q" 8q',. 11 = 8qk ar 8q'i 8q'Í 8q' aq; 11 

8k(q) 8'11(q, t) ti (A4.7) =aqr-aqr-11. 

Las expresiones (AS.9) y (A4.6) permiten mostrar la H-invariancla con­
forme de la ecuación de difusión (2.55) en el sistema de coordenadas O. Debido 
a la covariancia ante transformaciones de coordenadas del iaplaciano (AS.27) 
asf como de la del término Vk • V'll (A4.7), es posible efectuar el cambio de 
coordenadas para pasar al sistema 0 1, obteniendo 

k (/oh(¡¡')) v:, '11 (/oh(¡¡'), t) + v,, k (/oh(¡¡')) ·V;• '11 (/oh(¡¡'), t) 
- e(/ o h(¡¡'J) p (/o h(q')) cx2 (h(¡¡'J) =-e(/ o h(¡¡'),t) cx2 (h(¡¡')) 
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' . 

que puede reescribirse como 

¡i(q'¡v~, 1 ~(q', t) + v (i,1¡i(q'). v 1,,1 ~(q',t)- c(q')p(q') = -i(q'), 

definiendo 

¡i(q') = p (h(q')) = k (!o h(f)) 
~(q', t) = ~ (h(f), t) = '1' (!o h(q'), t) 

c(q')p(q') = é (h(q')) p (h(q')) = o.2 (h(f)) e(!º h(q'l) p (!o h(q'l) 

i(q'J =e (i.(q'l) = o.2 (i.(q'J), (1 º i.(q'l) . 
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Apéndice 5 

Condiciones de Cauchy-Riemann para funciones expresadas en 
forma polar. 

Para la función compleja g expresada en rorma cartesiana 

g(:t, 11) = u(:t, 11) + iv(:c, 11) 1 

las condiciones de Cauchy-Rlemann son 

u,z: = 11,v 
u,v= -v,z:. 

{AS.1) 

Pero la función g también puede expresarse en rorma polar como 

donde 

g(:c,11) = R(:c,11)ei8(z,v) 

u(:t, 11) = R(:t, 11) cos 9(:t, 11) 
v(:c, u)= R(:t, 11) sen 9{:t, y). 

Sustituyendo estas expresiones para las partes real e Imaginarla en las 
condiciones (A5.1) se obtiene el par de ecuaciones 

{R,z -R ª·v) COB a= (R,v +R a,:) sen e 
(R,: -Ra,v) sena= - (R,u+Ra,z) cosa 

que se satisfacen para cualquier pareja de valores (:e, 11) si y solo si se cumplen 
las relaciones 

R,z = Ra,u 
R,u = -Ra,:, 

que son entonces equivalentes con (AS.1). 
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Apéndice 6 

Obtención de funciones analíticas a partir de su módulo en coorde­
nadas generalizadas. 

Para obtener la expresión análoga a (S.S) en coordenadas generalizadas 
es conveniente Introducir la métrica simpléctica bidimensional 5, con elementos 

5ºo = 51
1 =o, 512 = 1, 52

1 = -1. 

El uso de esta métrica permite escribir la definición (S.5) del argumento 
e como 

0(2:1)- 0(i~) = j (a~; InR) 51; d:xi 
;:. 

donde :z:1 = :z: y :z:2 = 11· 

Utilizando la transformación :z:1 = h1(q) que relaciona las coordenadas 
generalizadas q con las cartesianas :z: se obtiene 

h{q') k • 

e¡qr)-0(%)= J (a:k1nR):~,s;;~:;d{ (A6.1) 
h(W 

Definiendo la métrica T como 

. aq• k a:z:1 
T';(q) = a:z:ks iaqi' 

la expresión (A6.1) se transforma en 

h(o!') 

0(9")-0(%)= J (8~1 1nR)rt;dqi, 
h(4~) 

y la relación (S.6) en 
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