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INTRODUCCION

Ertre los muchos ferdmenos de la nsturaleza que la flsica trzta de
explicar, estdn aguellos que sa reflersn s iz propsgacidn da ondes:  y= sean
detas electromagnéticas, actsticas, ste. Estos estudies hsn requsrido sin
duda del uso de diferentes téenicas y teorfas mstemidtless las cuzles
permiten dar uns descripeidn de tales fendmenos; por ejamplao, en muchos
casos estas fendmencs estdn gobernedos per ecusclones diferenclales
parclales, un caso pritcular es la teorfe de propagactén de cndas en medios
elédsticos.

En este trabajo de tesis sz haca un estudio de la tecria espectral de las
ecuacicnes de eldsticidad en el caso de madios anisotrdpices; i.e., en medics
en los cuales la velocidad de propagacidn de la onda depande de le direccidn
elegida. En este estudio se hace uso dst andlisis funclonal como principsl
herramienta matemética ({REL]), y mes especfficamente de la teorfa de
cperadores linsales no acotsdos sstre especics dz Hilbert (IREL), IWEID y
de la teorfa de trensformadss integrales ([RE2}, [BOC]) con principsl
enfisis 2n la teorfs espectral {[KAT], [REL)}.

Ls tesls estd compuesta por seis capltulos y i spéndice los cuales estdn
desglozados como sigue:

CAPITULO L En este capftulo s= obtienen las bi=n conocldss zocusciones
de eldsticidad {{FED]} bajo la suposiclidn d2 gue €l medic {eldstico = infinito)
2= homdger=o. Ademds se supone g 12 densidad de enscgfa aldstica lenergfa
por inidad de volumen) es positiva dafinids,

CAPITULO 1I. Si pars las ecuaciohes de eldsticidad g2 supsnz 1ma
solucldn 2n forms de onds plena, se obtiene dz forma lnmediste iz ecuacidn
de Christoffal ((FED)), 1= cusl 2s el madia principa! pars Introducirnoe 5 la



teorfa de propagacién de ondas en medios eldsticos. Esta  dltims
ecuacldn, funto con sue congszusnciss matemdtlcas {tsl como la de ser
autoad juto en el espsciao de las matrices de 3%3) como flsicas (tsles como
las carscter{sticas fisiczs prmslpalés da lss velecidades de propagscidn de
las ondas {MUS]), son 1z parte fundsmental da estudio de estz capftulo.

CAPITULO 11I. Este capftulo estd dadicado a formular el problema de
propagatlén d= ondas en medios elésticos sobre wn especio dz Hilkert
adecuado. Para ésto se hace necesario definir el aperador de eldsticided H;
{{REK]), el cual describz 2l comportamients espacial de les ondas en medlos
elésticos. Finalmente, por madio de la equivalencias unitaria d= Hy con el
operader de Christoffel, dado por la ecuscidn del mismo nombre, se
demuestra que Hy es un oparader autoadjinto en un dominlo adecusds
contenido en el espacic de Hilbert.

CAPITULO 1V. El resultsde principsl de este capftulo es dar la
represantacién espectral del aparadar Hy usendo téonices de Tranformada de
Fourier ([REZ], {BOC)), tomande como base principsl el Tearama Espectral
(IREL]) parz operadores llneales no acotados definidos sobre un espacio de
Hilbert. De esta representacicn espectral y de la definicldn d2 superficles de
lentitud ([AUL), [DUF]] == dafine un sistema da coardenadas radiales

-generalizado, el cual permite definir un opsrador unitaric que transforma =l
operader Hy en el cperador d2 multiplicscidn definido =obres otro espacio d=
Hilbert difzrente. De =siz dltimo resultado se demusstrz que Hp es
absolutamente cortinuo y gue su espsctro coincids con los mumsrss reales
positives incluyendo al cero.

CAPITULD V. En este capftuls se hece un estudia dzl Principio de Limite
Absorberte ([ACM], {EI0]), el cusl nos dice bajo que condiclones el operadcr



rasclvents da Hp, R(2Z), dofintdo coma Riz)={H, - 2}, tams en algdn sertids
valores lfmite sochre los nimearos resles positivos, obtenidos como fmites
sobre R{z} cuando z tiende a cero, con z elemento de los mimeros cemplejos
menos la recta real.

CAPITULO VI, En este capftulo =& formula sl problema de propagacidn de
cndss en medics 2ldsticos anisctrdplcas e infiomogdneos como un problema
sobra un espacio de Hilbert, el cusl coinclde en este caso con el utilizade
para el caso homegéneo, A difersncls del capftulo 111, la construzcidn del
operador (autoadjunto) da eldsticidad, andlogo al del caso homagéneo se hace
a partir de usar técnicas de formss cuadritizas ([REL]).

APENDICE. Este apéndice estd dedicado a mostrar slgimss de las
versiones del Teorems Espsctrel pars opzradores linesles no acotados y
autbadjuntos definides sobre un espacio da Hilbert ({REL], [KAT]}, las
cuales jusgsn un paosl fuindsmental en el capftulo IIi, donde este teorema se
usa coMo pramisa bésica.

Los resultadcs cheridos en esta tesis s2 inscriben dentro dal marcs de la
teorfa estecionsria de dispersidn. Como refarenciss generales d2 esta teorfa
s2 tienen come ejemple [AGM], [AMR], [RUR], [RE2], [HOR] y [SCH) para
el caso de 1o mecdnica cudntics, y [WILY, (WEL), [WE2], [DER] vy [SMT]
para el casa de propagacidn da ondss cldsicas. En particular hemos utilizads
tdeniras de (WEL) y [WEZ].

En la tecrfz estacioneriz de dispersidn. en una primera etapa, s= obtiene
una represertacidn espsetrsl y se demuestra 2! principle de ifmite
absorbentz parz =l problems ne perturdedo (medic homegdnzs en nusstre
caso).

Er uns segunde staps sz cbtlensn dos rapressnisciones espactralzs v s



damuzstra el prinzipio d2 lmite absorbante para el cperador parturbzdo {en

nuestro caso medio inhomogénes) madiants métodss de teorfs shstracta d=
perturbacidn de operadores linealzs.

' A partir de estos resultzdos == desarrolle Ias teorlz dz disparsidn,

operadores de onda, y operzdor de dispersidn,

El contacto con las asplicacicnes se= realiza & partir dal operazdar de
dispersién, que permite calculer las cantidsdes de interds desdz el punta de
vista de las aplicaciones, como ondas asintdticas, ate.

En esta tesis se completd la primers etapa para el operader de
eldsticidad en medics anisotrépicos & inhcmogénecs, ¥ s& iniclo 1a segunda
2n el capftulo VI.



CAPITULO '1
LAS ECUACIONES DE EL ASTICIDAD
PARA MEDIOS HOMOGENEOS

La teorfa de !a eldsticidad tiens coma fin estudiar las deformaciones que
surgen de los cuerpos eldsticos medismte métodes matemdticos. Las defor-
maciones ¥ movimisntos qua swrgen bajo la accidn de fuarzas extsriores se
pusden csracterizar mediante el vector desplazamiento w=uix,t), el cual zs
una matriz calumna de 3xl con xER? y tER. Las componentes da ulx,Y) serdn
en sucesive denotades por u, 1, \y. Estos dasplazamiertos surgen en un
cuerpo eldstica tajo la acclén de les fusrzas tnternss (tensionss) las cusles

estdn representadas por ls metrlz simétrica de tensiones (tensor de
tensicnes) de 3x3:

X r Ty Tiz Ty
=1 T21 T2z T» .

{1 (o =} ° i

Ty Tz Ty

dande Ty, , Ty2 4 T3 » SO0 las compenantes de la fuerzs (tensidn) que actda
en l= wnidad de supecficie dsl slsmento de superficie perpendicular al eje
%, da R¥; endlogamenta Tay , T2z 4 T23 ¥ T31 » Toz , T3y SON Jas comporemtes
de lss tenslonss qua actfan sobre ls wnidad de superflele perpendiculares a
Ios 2jes %2 ¥y %3 de R, Las comparentes T, 58 llemsn_ tenslenes normales y
rij; con i, } distintos: son llamadas tensiones de sujecidn.

3! cansiderameos un elemsnto 6 volumen, lss scuaclonss d2 movimiente
zctarén dadas per &l siguisnis sistemz da ecuacionas:

1



8% 3 azﬂ

1_
{1.2} PET = j§1 3

* Fi. : =1,2.3.

donde p es 1a densidad volumétrics en el punto [X;,Xz%}ER? v Fy, F2, Fy €on
las componentes de las fuerzas volumétrices exteriorss {fusrzas proporcio-
rales a 1a rmasa tontenida en un elemento de volurnen). '
En 1o sucesivo haremes ias siguientes suposiciones:
() Las fuerzes volumdtricas exterlores (también llamadas fusrzas de
cuerps) son nulas.
{11} La densidad volumétrica p es constante e jgual a 1z upldad,
Por ctro lado, supongames gque la deformacidn  del cusrpe sélido en
consideracién es paquens, de tal forma que ecta la podemos éxpresar como

3u du
(1.3} Yij = —%— [‘3’% + Tle ] 3 Li=1,2,2.

La ecuacidn {1.3) representa wn tensor cartesians, y éste e= llamado tensiin
de deformacibn. Una propied=d importante de ests tenzor es su invarlznecia
bajo la permuta=idn de los fndices i y j5 Le.,

{1.4) Yi_j = yji; 1,5 = 1,2,3.
De esta forma el tensor d= deformacidn es simétrico, y podermos considerar
lo como un tensor simdtrico tridirmensional de rango dos, el cusl tiere sels
componentes indepandientes: i, Yazo Y Yi25Vau Y257Yes Yo-¥a.

Por un cuerpo eldstico entenderemos & aouel gue produce esfusrzos
nternos en respuestas & fuerzes externes qus ceusan ls deformacién, Al los
esfuerzoe Internos son los que producen la deformacidn, de el forma que 2]

2



cuerpo Tegresa a su estado iniciel cuendo lae fusreas externas son nulas: el
esfuerzo y le deformaciédn == hacen cero simultdneamente. D esta forma,
deformacicnes paguenias producen esfusrzas pequencs. Lo anterior lndice qus
existe una relacidn entre el esfuerzo y la deformacidn, la cusl podemos
establecer si suponemos que el esfuerza en cuslguier ounte, en un instante
dado, gueda completamente determinsdo st especificamoes la deformacldn en
ese punto y en ese moments, Esto significa que séle se considerardn cuerpos
sbsclutamente eldsticos: el cusl s tn caso ldesl. Sin embargo muchss
cuerpos reslas satisfacen ests condiclén para deformeciones razonsbizmenta
paquenas. De esta forma =e obtiens la relacidn siguiente

(1.5 tij‘r—' ti_j(Tl.rn} Ly, lm=1{,2,3.

En el caso ger=ral se tleme, de la relecidn (1.5), que existen sele
cantidades 7, qua depznden de lss compenentes Yy.- Un caso da perticular
Interds y el énic.o qus se tratard en esta tasis, es considarar que existe una

relacidn ltnesl homogénes entre vy 3 Y Vi Esta relscidn se conoee en la
literatira coms Ley de Hocke: '

{1.8) T = G im¥imd
2n la cual
3t
(1.7 Cy o= | ot ;
1jim [GYIm Y1m=D

-y es llamado tensor de médulo eldstico o tensor de contantes eldsticas.
"Si ® dencta la erergfa 2ldstica, entonces
' _av
{1.8) . rlj" 3‘[1 3
v per 1o tanto da las releclones {L.6} v /1.7) ss tiens qus

3
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@ Lo T Ayt 8Ny 8y Oty - imid

asf las compénentes del tensor C, slm sstlsfacen las condictonss ds simatrla

(.10} - Bijim™ Cum= Ciymi= Cmige 3
l.e., las componentes no s= alieran sl un par de sublndices se permutan
internamanta o con el ctro par. .

"Las relaclones {£.8) y (1.6) implicsn que lss derivades de € con
respecto a yp; son funclones linesles homogénzas de las compeonsntes Yy
entonces § es una funcidn cuadrdtica d= Tyjs ¥ Por otro lade la rslacidn

A db = r!jdyij.: %’- 'j;fu H
defins a & excepto por tma constente zditiva, Si stranemos qus la energls
=l4dstlce es cers en susencla de defoemacicnes (yl =0), entonces 1a constante
aditiva es cero y par lo tante $ es una funoldn cuadrdtica homogdnes de Yyt
entonces el teorema de Euler para funziones homogdnezs implica qus

a¢
=2d;
iy 8y
o equivalentemente :
=1 =4 .
(1.11} 'b'-jrgjﬁj‘— QCIJImYIJ}]m'

En lo sucesivo supandremas que la ensrgfa eldstica P es una funcldn positiva
defintda {[FED],[DUT]). '



Regresando al sistema de ecuscionss (1.2), s= tt-ne que e=te se puade
ezerible come

. 6%y, &t
{ £y
{L.12) Frrat B—J_xj H

donda hemas usade la convenzidn de ndices repatidas, Col") el fin ds obterer
un slstema de ecusclones que =dla contenga 2l veciar desplazamiente,
hagamos uso d= las relacicnes {4.2) y {1.8), para asf obtensr

. 8, 3.1 By azul .
(1.12} a—{‘-"culm axj Cigtm a"Tx x "33 mj

En esta dltims igusldad reemplacemos m por L y | per m en los subfndices
mudes dz la axpresidn C!J,‘m(szul/axjéxm}. Ls stmetr{s del tenser Cljlm
con respecto a lot subfrdices nos Indica que los dos términos de le derecha
en {1.13) son igusles, de tal forms gque les szuscisnss de mowlmiente son
([FEC:

gha; Ot

ot Y
(1.14) 31_'— Llm &, o O 43

La solucldn de astes ecuaciones estdn expliciisments dsterminsdas si se
conoeen las condiciopss injcisles del problam= (OUF]). En nuestro caso,
mis que hacer un endlisls exhsustiva de 13 ezuscidn (1.1, estamoes
interssados en snslizsr iz parts especizl (miembro derecho} de tal ecuscidn,
Estz andilsis astd onfoszds 2 emcomtrar la repressmiscidn espectra! de la
part2 espacial de la ecu=cidn (L. 14) veando téonicas de andlisis fumcisnsl, y
més espexfficamente dz la ‘sarfz de opersdares linesles sobrz espacics e
Hilbzrt v transforrnades intsgrales.



CAPITULO II

ONDAS PLANAS Y LA ECUACION DE
CHRISTOFFEL -

Como se vié en el cepfwulo antericr, la ecuacidn de mavimisnta para
medios eldsticos homogéreos estd dada por

8%y 8%,
(2-1) ﬁr=cijlmm 3
esta es uns souacldn diferenclal parcial homogénea ds segundo arden an el
vector desplezamiente, el cwsl sin pérdida da generslided == pusde
considerar en 2.
St considarsmas silo ondss aldstices plenes y monocrométicas, £a tlene
que el vecter desplazamiento se puede escribir come

(2.2} ulx,t) =ae! PrX-wll

donde A={A LAz ANER? es un vector constente  (independiente de les
coordenadas y el tiempo), p=(p;,P2.P} R0}, |p |P=pf+pd+pf=t, y p=
Py X P XD ER.

El factor exponenciel & ' con

(2.3} o=px-wtiR ;

sz llame factor de fase, slendo ¢ la verisble Jde fass. EI para'm:—trc tdsica de
la onda es la frecusncla angular w=2mAR, 2n el cuzl #R =28 1z fracuencia
(nifmarc de oscilaclonss completas del vector desplazamiantc por segunda).

&



21 pertddo rER [le n:i.u" s una sentlacidnl estd ral:—.clanada eon ¥ I:c‘:_‘ madis
s reizscidn T=1/v. '

La cnda dzzcriee par l= acwacidn (2 2} =e llzma plana dibdc. a l=.

dependencia linszl de @ conllas cao'-d—-nada-= En general el frents de cmr's e -
d=termina por las su-erﬂ'-iec gz jgusl fasze. St supo.r_amos Gued =s wa

constante:

(2.4} p=pw-wt=fER §

obtenemos 12 szuatidn

(2.5} px=f+utiR

lo cusl implica cuz la ecuscidn parz uns supsrficis da igusl fase, en
cualquizr instantz dado, =5 un plaro perperdiculer sl vector umltarie
pERN{D}. El planc fase se musve paralelements 2 f miemo, puesto que p es
o vestor dsdo vy poa (gue 2s 1z distencia dz este piéno al origzsn) sa

incrementa lineslmenta con el tizmoo. Le rdpldez |v]| 2z este planc estd

dacz por

(2.6 lv.{:d( {::: =uw ;

l.2., l= répidez del plano colmeide numéricementa con la frecuencia a;r.guls:*.
A estz répidez =2 le conoce como 1a velccidad fase de la crda. A el vertor
{2.7 v={v{z ERIN{D} 4

sz la llems sl veitor velocldad-faze y al vestar pER serle conozs come |
vector de enda o fose normal.

Cleramentz ls relzoidn (2.2 no. satisface la ecuscidn (2.1) pars
b= lquir-ra gue sasn lzs valorss de A D;R" \\u} ¥ wER, sin -=m..=r&_ si susti-



“.. Figulentss propiedades:

wimes la e*'uuciér [2 21 enla (2 4 cbt‘_nam
(2 8 . Lo "‘i"cljlmp pl "1’ :
o squlvalentemente : -

(251 S *lempjﬁl‘“ )" '-0

Definamos la matriz [ipl da 2x3 cuyss alemenios estén dadc:s por B

(2.10) FUR=C) P 0y ¢

"o cuai nos permite e:-:presaf l& scuacidn {2.9) en s forms directa
(2.1 1) i) -ADu=0 , A=wi=|v|?;

La scuecidn {2.11), conscids como Ecuzcidn de Chrisisitel, es 1 eouzsidn
bdsica para introdugirmos & la tecrfs da ‘ordss eldsticss en medios
anisotrdpicos, ya qua s pertir da ests podamos encortrar iss dlrazciorss del
vactor desplzzamiznto v les correspendisntes velocidades dz fass.

St ow=ulx,ERMN{0), emtonnes ls ecuzclén (Z.1t) es equivalente s pedir
qus
{2.12) QA pr={ip-at =0 ;
f.e., A=w? s una ralz de la ecuseldn caracterfstice OO\ p=0.

Algunzs propledzdes Importantas d2 la matriz (g estdn s'x'miazf 3% en el
siguiente lema.

Lema 2.1. Le matriz () deflnide por o velscifn (2.10) tiene las
(i Tip) es una matrlz simétrica pare cuclquier diceccidn de pER™N{G).
) Ulp) es una matelz zosibiva definida. '

e



{iti} Tedas las raices de Q{A,pY=0 son pamtlvas.

* Demostracidn. De ias propledsdes de simetr{a da! tansor Ci j lrn' ec. (1. 10), '
se tene qua

T P =C 1P P11 2 P Comt PP Cm 1P =T i ;
o equlvalentemente '

(2.13) L rp=re), pER™0);

dende el supraindice * dencta transpuesto. Esto demuestra (i)
Para la demostra=idn de {ii) es suficlente mostrar que pars cualqutar-
AERM{D} se cumple que

(2.14) ATPIAYD ;

L)

o equivalentemente

(2.‘151 . Alpjcljlmijm>0 -

Sea T= (le] la matriz de 3x3 definids por

. Apr Az A
{2.18) T=[Tijj= Ay Az A

Apr APz Aagps

i

-entonces la relacién (2.15) se pusde expresar como

2 T CijlemTim? © 5

dz donde es clarw que sste es un ceso particular de ls condicldn general da .
gqus la energfs eldstios sea positiva (ec.(i.11)), dorde el temsor simétrico
arbliraria ¥, § 28 lgual = Ti 5 Entonces la condicidn (L.11) sobre la

L3



energfa elésticn garantiza que T{p) sea positiva definida pera cuslquier
direccldn de pERMN{D}.
Firalments, la demostracién da la propledad {1li} es uma consecuencla
"inmediata de la propiedad (ii).
Q.E.D.

10



_ CAPITULO III
EL OPERADGR DE ELASTICIDAD

Denctermnos gar L2:3(R?) 2l espacio dz tadss las matrices columna de 3xl
defintdas scbre R? y que toman veleres en C?, da tal forms que si uEL#3RY)
entonces u es Lebssgu2 medible y da cuadrads integrable. Para x={x,,%2,%3)
ER? y utl.23 (R definamaos en L3R 12 norma de u como

z Loz 3 2
(32.1) flul =[ {uix) { dx=J > luj[x)l Ox.
' R? r? 7

Claramente estz norma proviene de wun producto escslar, el cusl para
F,g§L2'3(R’) estd definido por

k!
3.2y - (F,g):'-[ £69 'g'(x}dx=] = fj(x]gj'(x} dx .
£
Rr? R?

El espacta L33(RY provisto del producta escalar (3.2) define un especia de
Hiltert, el cuzl seguiremos denotando por L33(RI).
Para (€L%*(R7) definamcs el cperadar transformada da Fourler £ pare u
de la siguiente forma {[BOC)):
F:L2I{RY) ——aL 23R

;
{Fu) (p)=ﬁ(r-‘l=m§m s-llmJ ulys P gy

(3.3}

Re—»eo x|SR

11



eon inversa definida per

(3.4) (F ﬁ) ®= -—W - limJﬁ(p}ElP xdp
lpIsR
Donde el l{mite e toma &n la topologla fuzrte d= L3R,
Las propiesadadss principales del eperador transformads de Fouriﬂr -£on
las sigulentes: ’ - .
{1} F es un opereder lneal unitario de L2RT) satre sf mismo; Le., par‘a
todas uELAIRY se tiens que GELZHRY v

2 2
(3.5) I {uix) | dx:J'lﬁ(pH dg.
R3 R3
Esta dltima igualdad se llama Identidad de Parsewval. .
{t1) St u€L23{RT) y su derivada en sentido da distribuclones con respecto

.a cads una de las coordenzdas %4 3=1,2,3; es una funcidn en
1.2:3{RY) ,entonces

(3.6) (F %J:[%]”:xpfuﬁpjﬁ L §=1,2,3;

y sl ah/axlaxj en sentido de distriouciones es 1ma funcidn en LZ3RY
entonces

&

@7 . {g;;s‘*;] "=-plpjﬂ 3 4,3=1,2,3.
. 4

Estas propledades nos permiten expresar lz =accidn ds=i operador
H°='Cijlm az,faxjaxl de la siguienis fzrms

12



(3.8} Heu=F'T () Fus
donde el dominlo del operador Hp estd definids por
3.9 D{Ho) ={ueL(R¥): C(JLELARY} .

En reslidad el dominio dal operador Hq, O(Hg), colncide con el espacie de
Sobolav HUR3,CY: el espaclo de todas las matrless columna ds 3xi
definidas en L3R tsles que sus derlvadas parcisles hasta de segundo
orden partenscen a L23(RY), ‘

Definicidn 3.1. E! operador lineal Hy definldo en (3.5} con dominic
H}R*%C?, se (loma el operador de la teo~fa de fao eldsticidad. o

_ simplemente el cperador de eldsticidad. (IREK]).

Definames el operador (1) en L3*{R? da 1= forma sigulente
(3.10a) D{E{N={fcL> Ry : T(IFELZIRY] .
(3.10b) (CDP)=T (R} (p}, FEC{T ()

Lema 3.2. El operador [(p) con dominte defintdc en la ec.(3.10a) y accién
duada por la ec. {3.10b] es un operador autcad junio cin respecte al producto
escalar usual de L33 {R3).
Dempstracidn. Puzsto quz el espasio DF(RY=CH (RINECTRIECTIR?) estd
contenide en DIC{}), se tlene guz D(T{)) 28 danso en L¥(R?Y. L=
demostracidn quedard eompleta si sz demusstrs que T(ICT*") { T} as una
extensidn de () } y T*[)CT{"}; de donde I"(-}=1""{.

Demostremos primere qus [()CI*(:). Pussto que I°() es simétrlca y
positiva definida {Lerna 2.1}, =e tien= que para toda u,v€D{IM{:})):

({0 =[ (TiRulp) iR dp=[ ut(p) [T ([} h*{p) ciP'—‘-{uﬂp} Tlp) v'ipldp.
. R? R3 rR?
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[ ut{p) [F'(p)V(p)]‘dp -IU*(D) tl'{p)V(p)“dp (U-l"(p)V)
R R?

Esto demuestra que st vED{T{(}), entonces VED(M*()) y TMpdv=T"(phy;
Le., T{ICT*) _ _ 7

Para demostrar qua T*(@EICT(p), se= \.ED(F'( )5 lee., VELBHRY y
{C{phu,vi=(u,B8}; pera algin 9€L*?(RY) v toda u€D(l(*)). El vector B es tgual
a [™*{p)v por definictdn, entonces

{T{phu,v) =J'u+(p) {Fip)vIp)]*dp= Ju*(p}ﬁ‘(p) dp=(u,B) , para toda LED{I™(")).
R? R?
Pare D(T (")} es denso en L2(RY, de donde T(p)v=>H; l.a., vED{I"(*}}. E=to
prueba que st VEDKTC*()), entonces ED(C()) y Clplv=B=i{f)v; L=,
{p)Crip).
Q.E.D.

Teorema 3.3. El cperador de eldsticided Hy definido en L23RY con dominio
HR3,C?) es un operader autocad junte con respecte al producto escalar usual
en L3R, )
Demostracldn. Esta aftrmacidn s= sigue inmediatamente si niotamos gue la
transformada de Fourier es un mapsa wnitario de L%YR?) en sf mismo y
ademds I{(p} es sutzadjunto por el Lamz 3.2.([SMI)).

Q.E.D:
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CAPITULOC 1V

LA FAMILIA ESPECTRAL DEL OPERADOR DE
ELASTICIDAD

La suposicién de una saluclbn en fortna de onda plana para la scusclon de
movimiento para medles eldsticns homogéneos nos conduce al sigulente
problema para sl cperzdor de sldsticldad

{3.1) Holh {xh = Adr{x) 5

donde AER'={AER:A)D). Para AER?, vactor constantz {indeperdiente de la
posteidn), supingamos que Yx) es de la forma

(4.2) i =ac®*, ipi=t .

Los resultados de los capftulos 1T y III nes conducen a considerar tres
valores pera MERY, los cusiss sin pérdida de generslided se pueden escoger

de tal forma que
(4.3} M2 A 2Ny S equivalentemente [v122[vp |22 )2

Mss sun, es fécll demosirsr que la megnitud de los vectores velocidad
v iply m=1,2,3; scn homogéneos da gradd.uns én el vector @ lvn(ap]l =
[l vy P - (IBUFD.

Denotemes par %703 a la functdn dada en {4.2) correspondiente &t valor
M n=1,2,3; Le., ¥ ez de 1a forma

(2.4) - Vi =a"eF* | n=1,2,3.

15



Bejo esta suposicidn los vectares ATERY r=t,2,3; deben satisfacer la
slgulente ecuacidn fecs. (2.9} y {2.11)) '

(4.5) (Cph-A B A=) n=(,2,2 .

Pussto que T {p} es une matriz simétrice d: 3x3, es posible -:5.1‘1.&11' las
eomponentas de £sta zomo ([DUF], [MUS))

4.6} . P =ae 3 Lm distintos; L.m==1,2,3.

Resclviends la ecuacidn (4.6} para las tres cantidades @y, S8 tiene que
(4.7) ui*=—r-—-— 3 1=1,2,3;

donde los (ndices I,},m son distintos. Mas aun, loe @ son horeegdnecs o

grado ~1 en gl vemor o, 31 definimes

{4.8) ' a =0 =~z ¢

sntonces la ecuschdn {4-3) se pusda escribir como

{4.9) (A -a)A] = %a Al = 8, 1=x1,2,3;
- a9 L_a1m=1mm_1’ Tt

ia cus! nog ~onduce a que

- a_ @S
(4.10) M=xty -

Dafinames S dz tal forma qus S=l; entonces s companantas del ventor
An; n=1,%,3; e= pusden escribir coma '

16



a
n_ _“m_.
(4.11) Am_ n_a}.._,'

ademds la ecuzcidn cdbica que satisfacen los A n=1,2,3; estd dada f:bf '
{4.12)

Un andlists eznelllo de los coclentes

a, e 4] an
A= NTEEX H
N - ~a -~
n 2t ApTBz A B3

{413 AAT:

muestran que, en general, la direccidn [AT:AR:AT es ni colncidante ni
ortogenal al wvector da propagscidn pER™N{Q], de esta fortna las ondas
eldsticas en general son cuasilongitudinales o cuasitransversaies (Fig.4.1).

:3 2 1 -]

e 1

Figura 4.1. Maturaleza de los vectores desplezamtiento con cndas
planas de nermal p. Las vectores Al A% A? son on-—-
das planas gque vie jon con diferentes velocidades.
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Por atro lado notemes que -

‘Az 3 uak 1 3 a aé <
AAI=Z e e 5~ Mgy [M-ak - ;\z-akj -
Usando 1a condictdn S=1, =e obtiene qua
(4.14) ) ALA?=0, a menos qua A=N\; 1

l.e., Al y A? son ortogonales. Andlogamente se gusds demestrar que los
vactores A%, A? y A% A son ortogonzles, Entonces asaclads 2 la diraccidn
pERM™ {0} exista unm trlada ortogonsl de poslbles vectores desplazsmiento, |
cada uro de los cusles s= propaga con clerta velocidsd de fase.

En el casc especial en sl que A=A, los vactores asociedes Al y A% estdn
polarizades en el plano de normal A?, pero no estdn polarizados zn ninguna
direccidn partlouler conten!de en ese plano. Ondas eldsticas con Ay=A=h,
no son pastbles en ningdn medio eldstico conoctdo {({MUS]).

La discusidn anterior no excluye los cesos A= ¥=1,2,3; ya qu= =sstos
se cumplen si y sblo si la corrsspondiente oy €S igus l 2 cero, por la scuaci-
én (4.9). :

Hagamos notar que las ralacianes de ortogonelidad entre les vectores A"
se siguen cumpliendo =un sl estos estdn multiplicados por constantss
arbltrarias ,8“, rsspectivamente. Escojamos astse constantes de tsl forma
qua

C!
@i jAnE=An A“—B”E k Spmton=123;
f.e.,

n 3 ai =-1s2
{4.16) = [,.E:i W] ,n=1,2,3.

18



Sigamos derotando par A™; n=1,2,3; a los vectoras definides por (4.11)
rormalizados a la unidad. Entonces de (4.11), (4.15) y (4.16) se tizns gue
A" es de 1a forma

{4.17) [1.21 wagT ]

Nctemas edemds que los vectoree A" definidos en (4.17) son vectcres
homogéness de grado cero en el vector pER™{0}.

Entonces, sin pérdida de generalidad, las solucionss (4.4) se pueden
szorible como

-2 oy az as

' R A
[An_al rn'a__.- ;\n—a3 )' n=1,2,3.

(4.18) W, p) =PT-1'IW A" P | LeRN(0} y n=1,2,3.

A las funclonas definides por la ralacidn {4.18) las llamaremocs
eigenfunciones improplas del cperador de eldsticidad, deblds al hechs de que
4% n=1,2,3; no pertencee al espacto L3R, Sin embargo, a peser dei
hecho anterior, las propiledsdes espesctrales del ogarzdor de eldsticidad Hp
2stdn relacionadas con tales elgenfunciocnss improplas. Estzs propledades
serdn cbtenldas por medic de un conjunto de transformadas de funclones
FEL23(RY). Estes transformadas scn formalmente los productos escalares en
L#3(R3) de F con las eigenfuncicnes impropias:

{4.19) F"(;ﬂ:JP(x] ¥ Tx, p) dx; n=1,2,3.
RJ

Clarament= estas expreslonss san forrnzles, puesto que lss elgenfunclonss no

estdn en L213(RY), y serd nacesario interpretarl=s como lfmitss en el espaclo
L2(RY);
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Lema 4.1. Para cada FEL3R?) los siguientes limites fuertes existen sn
L2{R?): 7
(4.20y f“(p) =s-lim £ Mup)dx , n=1,2,3
: M=o
|xfEsm

donde |x z=k2 "kz -

Pemostracidn. De la forma da las scluciones, definidas en [4 18}, = tiens
_que

{4.21) )& "6x,p) dFﬁ‘F"—’ If(x] AP gy
|x%4hA = <0

_%[ | £, () e P% ]An
== e [Ey e x | A
|x}2sm

Puesto que para cada n=1,2,3 los fectores AT son constantes, i=4,2,3; y
ademds de que cada { EL3RY, s= sigue de lp teorfsa de Fourler-Planchersl
([BOCH que les funciones dadas =n (4.214] cenvargen, cusndo M—os, en la
norma de LYRY a una funcidn, denotada por 7, pertenectente a LR,
Q.E.D.

. El lsma 4.1. asocla & cada fEL27(R?) una terns dads por (fl f" ], donde
cada f n‘:L’(R"‘), n=1,2,3; mas aun se cumple el siguients resultado.
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tema 4.2.( fgualdad de Parsevel). Parc cada fELM3{RY se cumpié__ la
siguiente igualdad

{4.22) BE = NETR
=l L¥RY)

dende cada una de las %’n estén definidas en {4.20).

Demostracidn. Denotemos por f=Ff a la transformada de Fowrler de

FEL®?{R?), y por f 2 la tern= escclade a cads FEL™3(R?) cuyas componentes
son las £™:

(4.23) F=(Fin
Usando las relaclones (4.20), (4.21} y (4.23) =& concluye qus
(4.24) ' f=(F-ALf-ALF-AY) .
Mas aum, de (4.24) es ficll ver que fse puade e=criblr omo
(4.25) F=fA
dondz A es una matriz da 3x3 cuyas columnes estdn formadzs por cads wo

de las wectorss A n=1,2,3., Notemos ademis qua A es ez mairiz
ortegensl debide 2 que sus erlumnes forman wn conjurto ortonotmal,

entoncas ATi=At ({NDBJ).
Poroctre lado se tiene gue
3 = 3 ~n Fy 3 n 2 ~ ~%
@.26) S =S|I = S0 d={fphE Prdp
n=1 L3R} n=ijg, pa M= r2

srtonzes usands {4.23) v el hecho d= que A =s crtogonsl, =z tiene quz la
relacidn (4.26) es equivzlente a



. .« . 3 V “n 2 .. 2 z z
4.27) .- Zley =|1F(p}| dp=|{f(x)| dx=lIfll .
. =l LAERY g, R?
.La f}enﬁltima igusldad es cansecuancla inmediata del Teorema de Parseval
({BOCH).
' Q.E.D.

Definames el sigulenta operador lineal

B3R —L =R
[q-za) -~ ] A

Of =f={*,f2,f%) .
Entonces una consecuancia frymediata de la igualdad de Parseval (4.27) es la .
tsometr(a del operador ¢:

(4.29) HERI=I1FIl , pore toda FEL?3(RY) ;
Le., — .
{4.30) =],

En particular ® es wa isometrfa parclal, y se sigue qus $3°=P es la
proyeccidn ortogenal de e3[R, ol range de ¢.

De las ecuaciones (4.24) y (4.25) se slgue que
4.3 BE=(F-AL f-A%,f-AY) 5 para tods FELZARY ;

l.e., 8f tiere como componentes las prayscciones de la transformada ds
Fourler de FEL2?(R¥ achre cadas uno de los vectores ortorarmeles AT

n=1,2,3. entonces en la base formada per A, A%y A? el vector tlere la

forma expliclta
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(4.32) af':ifi’:%n)f\n ; para toda FEL3(RY) .
n=

Esta interpretacién nos permite dar la deftnicidn precisa de o

Lema 4.3, Fara cade SBLEYRY el siguiente ifmite fusrls existe en LH3(RY

n 3
{4.233) G =s-lim £ (o) M ix,pldp
M[nzﬂ P
foirem?
dende Fn; n=1,2,3; sen fas companentes del vectar FEL23 (R},

Dempstracidn Lo existencta del ifmite [4.23) en LBWHRY ez um
consecyzneta inmediata de la Teorla de Fourter-Planchers! ((BOCH.

Q.ED.
Neternos qus para cada fEL2ORY o tiene qus

(4.24) T BF=FYIAE, Le., B%=FA

Teorema 4.4. £} sperodor Linsal $:L33{R)—L 3R es un aperador linea!
uniterio; i.e,,

{4.35) =l y tdtml.

Demostracidn. La primers izualdad en (4.35) 25 consecuencia tnmedizts ds)
lema 4.2. Para verificar lz ssgunda igualdad en (4,35}, notemos qus la
rnstriz A es tna matriz artogonal en el eepacic de lss metrices dz 3.3 v
como transformzcidn 2= biysctiva, entoncss st FELEBTRY) s tiens Sue
g=ALELT[RF). Mae aun, puestc-que 1a transformada de Fowrler es un opers--
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. dor lineal unitario de L%*(R? en sf mismo, se tiene que FigEL® 3(R’) con -
g=Af. Do esta forma pzra toda fEL%3(RY

(4.35) " $PE=Ch=(h)tA, donde h=1°F .
Por otro lado de la relacidn (4.34) se tiene que

A=1@N Yt={FFAfI=(ARlt=fAL .
Sustituyendo este resultado en (4.26) s= tlen= que

& SY=fAtA=FI=F .
Q.E.C.
La ecuscidn (4,30) es la expancidn en elgenfinnliones zn ferma sbetracta,
l.e., para cada fEL%?¥(R?) =e tiene 1z sigulente reprasentacidn

(4.37) . F=E+F |

Esta expansidn en elgenfinciones ncs proforcicns umz  representzeldn
espectral para el operador de eldsticidad He.

Teorema 4.5. El oreredor unltaric E‘:LZ-HR’]—O-L?-’{R‘) define una

representacidn espectral del operade~ de eldsticldad Hg en el siguiente
sentldc '

(4.38) BHgf = 00F A0 para toda FED(H)-
Demostracién. Pzra demostrar la ralecidn (4.39) hapamos uso dz de la
definteién 3.1, de qu= sl cpersder trensformads de Fourler es wniteria, del
lemz 3.2 y de que la matriz A s= ortogonal.

Como =2 vid 2n la demopstracidn del lema 3.2 el conjunto D3RI} es den=o
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] ._ 2n L g(R"‘\ Entonce-= si FED(H) y ‘D’(R’) sa tiene qus
1439 (@Hof,g]—(Hf 38} ={FT () FE,FAg) ={T (FE,FFAg)
R | =TOFBAD = (AT (FFg = AT 1FEg)
=(ATT( VAAFEg) =(AlT (- )AF,g)

r La__;?;.atf!: A*F(-)A €s s matriz diagonal cuyas compenentes en le diagenal
sén___ los elgenvalores de T'(): ya que la matriz A tiene como columnas
los elgenvectores d= () (INOB), t.e.,

o T MO O
(4.40) D=A(A=|8 A; 0 |=D().
O 0 M

Sustituyends (4.40) en (4.39) ohtenemos que
. (4.41) (¢H .g}—(A*I'()Af,g)-—(DUF,g) .

Lla .r‘alacldn (4.41) == 2quivalente a la relacidn (4.35) puzsto guz el conjuto
D*RY es denso en L3R,

Q.E.D.

Claramente la relacldn {4.28) e= equivalente 3

14.42) =00 .

i.e., el operader ¢ dlazonaliza 2] operador H..

Ei denotamos par F;n(') ¢ la proyzceién ortogonal sobre el ebgensspacio
correspondisnts a }\n(’]; n=1,2,3; entornces == tizne que Fn(-) este d=do por
{RAT]



(4.43) E‘n{p)=%rj D) -2 dz 3 n=1,2,3.
. CLlp :
donds Cn(p] es ura curva simple cerrada que sdlo enclerra al sigenvalar Ay
-De los lemsas 4.1-4.3, da los teoremas 4.4. v 4.5, y d= (£.43) s= cbtlens,

" Corolario 4.6. Para e matriz T{), el operador do eldsticidad H, y las

proyecciones’ crtogonales P o\ se cumplen la= siguientes relacicres en
L3R

3~
(4.49 (0 3 P =I; pER™NID] .
o nl

’ 3 -~
-{4.45} (i} Tp=AZ An(p]Pn(p] At pERMN{0} .
. n=i

. 3 ~ ~ 3 “ -
(5.48) (1) HoFAS AP RIAF =3 SN P ()T 5 pERAD}
- . = n= . .

~.

- - -3 -~
{4.47) {(iv) n2=1 Pn=I 3 con Pn=¢‘Pn(°]¢ .

Por otro lado, de acuerde & los resultados en los capftulos IT y 11T, lme
- caracterfstivas de propsgscidn de ondss planas =n un medlo anisctrdpico se
- puzden encontrar a partir de lz scuscidn ds Ch-tsteffel (2.11):

(¢.48) (To)-Ahu=C ; A=wt=]|"|?;
1= cual orlginz uns relscidn d= dispersidn dada por la szuactdn [2..‘;2):
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{4.45) : QNP =1 (0)-Al =0 .

Para una A fija, lz ecuscidn (4.49) define una superficie de dimensidn dos
~ en el espacio determinado por el vecter p; e dicha superficle s= le conoce
como superficie del vectar de enda {[AUL]}. Puesto que el segundo término
en la relacién de dispersidn es proporcionel a A, entences la relzcidn de
dispersidn siempre =& puede expressr en términos de ls variabie 1/N2 Por
o tanto el vector de onda pER™{0} es stemprz proporcional a A2, entonces '
ez mis conveniente considersr la superficle de lentitud (o de velocidad -
inversa), la cual da lz inversa de la valocidad de fase, 1/w=1/|v]. come
una funcidn da la direceldn de propagscidn y es independiente ds A'Y?=w, en
lugar d= la superfizie del vector de onds la cual depende dz AM2=w. De esta

dizcusidn se sigie qus la ecuacldn que describe @ la superficle de lentitud
estd dada por

(4.50) QP =T -1]=0 .

Uns forma alternstive da desorible & esia superficle de lentitud es
haclendo notar que la relzcidn de dispersidn (4.49) es un polinomio de tercer
grado en lss varisbles (A,p). Dicho polinomio tiene una factorizacidn dnica
(4.54) 20,p) =Q A Qz(0PIQ: (N 3
danda loe factores Qn(}.,p); r=%.2,3; se puedan escribir de formaz drlez de

tzl forma que el ecoefizizate de N en cade G_IAp) =e2 urd. De reto
" forma, usande la reissida (5.33), 1a supaificle de lentitud ee pusde deseribir

por la ecuseldn

{(4.52) £01,p) =G, (1,p)Q:(1,p)Q{L.p) .
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El lugar geomdirico quz describe c=ds Fat_:t'nr" Oﬁ(i',.;)_'g-,hsj.;é,ﬁ'; a"s{é:'.;!aﬂs'_':
por el sigulznte conjunto o Sl s el ' ’

{4.52) 5 —(EcR’

y por lo tanto el lugar g-—nmgt"ico uEE:fitD pm‘ la sup-—rfic:le de. lenth.u:i e=
dadp por : :

3
{4.54) . 8=U5 .
n=t _ ) )
Esta decoripoidn alternstiva de la rﬁp-#lcln de lentitud permite dsfinir -

stbra R? un sistema de casrdsnadas redisles gen=raiizadas definidas por los
mapsos '

MO— (RS}
(4.55) e "
En““"‘n(ﬂﬂﬁﬁ in=1,2,3;
v
(4.56) ©EMe,8) =p3, 5 n=1,2,3.

S designamos por dS & la SU}:\Erﬂcle medible dz dimensidn dos de la
esfera de radio uno en R?, entoncss '

[4.57) :i&.—:pzd;-:iEn H
donde
{4.58) ={8, |3n:(u LR

donde d5 deneta la m=cnd=. d= la 5\..';:-'!“51‘:1— g2 la esfera unhr:rla de’
dimenzidr dos en R Claramente la eo, {4.58) define una m—.-:!'.:.‘a finitz 69 .
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' Denoterna= pm Lzl’(S ) sl sspeclo de rilbert 8= funclones medibles con
: valnres an {7 deflnidas sobre S v tal qu= son de cusfrado intagrsbie con
resl:scto ala medlds 69 Y demta'nc\s por 1.3+9(S J=LAE ). Con ayuds de las
’ _ :r.-spaclos ]__z 3(S H n—l,..,.... d=F1namos les =1gu1-’-ntes e=pac1c.s d= Hiibert

- {4..59_)--- e ..n-—-{¢E'Lz :‘(Sr;'_._Pn(Gn]cb(Bn] =¢:(Bn)} yn=1,2,3;
Ewsm Mg
s LR

Una vez definldos estos zspscios definamas 2! sigulente operador ilneai
U:L#3R)—H
(4.62] .
{Ug} g, 8 =F“E,, PLiB 850 5
donde €= {9;,6:, G . .
Unz conszuenciz inmediata dal teorema 4.5, de 13s scuaclonss 14.42) v
{4.43), dal corplario 4.8 y de las relacionss {4.55)-(4.562) estd erurclada zn
=] sigulente corolaric.
Corolerio 4.7. (i} 2! opercdor U de L3R satre A es un cperadsr Laitaris,
(ii} 21 operador UH U 1:H—H es el ccerader de multiplicacidn por g e,
.63) Ubieud '=p.

Para czda conjumis de Zirel ICR* demotermos por y;lp) a ls" funcidn
carzcterfsiles da I parz czdz f€L y denotemos par £ & la ferm:lis zepectral
del operadar H, antoncss 2! corplaris 4.7, implica qus {[WELh:

=%



4.64) END ) =Urty- (e
y _

(485 © (UBEDA) =y laIUF . o

: _.La familia espé:tra!. i2(p)} dstermine vna medida espectral E(I). St I,e.é.

‘ol tntervalo f{a,b], entoncss E((e,E])=E()-Ele). Para ctros tipos . ds

intervales defintmos
E{lz,b)) == -Ela-0) ;
Ea,B)}=Eb-0}-Zia) 3
E([s,b)) =E(b~C} -E(a-Dj
Entorzes es clare que las definiciores anteriores detarminzsn s fureldn -
Ell} cuyce valores son proyecclonzs, d=finide pera todos las coniuntos d=
Eorel 1 d2 1= recta resl [en nusstrs casc de RY) y que cumnple ademds con las
eigulentes propledades:

(<.66) E{INI=EMET) ;
{4.67) E{dVDN =EM+E(D}, st INT'=2
® @ .
{4.68 E(ngl 1] =ELE(I"] : Inﬂlm=z : 1 diferenta d2 m.

Mas gereralmarte, rsra wn vecicr arbltraric, elemants d2 un espacla de
Hiivert, se tiens qua .
{4.65) mf(n=l(E(I'lf,ﬂ=l|E(135i!z i
define unz madida no negative v contablsmente sditiva (iROY]) pera
conjunkss de Barsl 1. Por otrc lasdo ei Teersma de Descompesicidn de
Lebeegue ((ROY]) astedlecs que cuzlysler medide m sabre R tlens unas dnica
descompesicidn m=m_ +m,, donds m_, 25 abeohdsmentz contfnus v om 2
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singular con respecto a la meadida d= Lebesgue || scbre R.

Deflnicion.4.B. Sea K un espacic de Hilbert y B un operador iineal definids
sobre K.

{1} Un vector [EK se dice que es absolutamente continuo con respescto 2 B
si mees absolutamente cont{nua con respecto a la medida de Lebesgue scbre
R; Le., st y sble si

(4.70) 11{=0 = m ) =NEWF*=0.

(1) 51 m, es singular con resgecta a la medida de Lebesgue sobre R 1.2,
st existe un conmjunto de Borel I, con |I|=0 tal que rnF(T.]=mf(Iﬂ[g}' para
todos los conjuntos de Borel ICR, entonces f€K es singular con respacic a B.

Al conjunto da vectores en K que =on absolutamente contfnucs {singulares)
con respecto 2 B, se dencta ususlmente como K__(B) {K, (B} c simplements
por Kar.: (Ks} y se llsma subespacio de continuidad absoluta (singularidad) con
respecto & B, Una propieded importante que tienen estos subespecios es que
{[KAT]: Kac y K o Son subespacios (cerrades) de K, son complementos
ortogonzies uno de otre y reducen al operador B. Méds atn . K tlene la
sigutente descomposicidn
{4.71} K:K&:@Ks .

51 KaczK (o equlvalentemante =i KS={D]), B == dice que es
(sspectralments) absclutamente contfrie. Similarmente, si Ksz, E es
{espactralments) singular. En ganeral, la parte Ba: (BE,', sa le llama la parte
lespectralmenta} cortfnuz (singuler) da2 B. Entences o, C(E] (aE(B}), el
espectro sbschitamente contfua (strguler) de B, estd dads por olB )
{g{E_)). D= esta forma s2 tlane L sigulente descomposiaibn pera el sspeciro
de B ({AMK]): : ’
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13.72) (B} =aac{B)Ua's(B) H

Regrasando a nusstro pr"ublsma crigiral, se tienzn entonces los siguientes
resultados para el oparador de eldsticidad Hy.

Teorema 4.9.(}) El operador de eldsticidad H, es absslutemente ccntlnuo.
(1) El espectro de Hy cotncide con R*U{0};5 f.e., o(H)=R*U{B}.
Demostracidn. Sea ICR* un conjunto de Borel. Entonces la lgualdad {4.€4),

referente a la familla espectral de E(A) del operador Hg, Implica que para
toda FEL23(RY '

(EEH ={U"xUE = UE,UR = [ (URUR, o -
I

Entonces si [1]=0 (la medlda da Lebespue de 1), le dltima expresidn implica
gqua (EMF,N=0, lo cusl demuesira qua H; es absolutamente contlfnuo
{daf.4.8}. Esto demuzastra (1).

La dempstracidn de (i) es como slgus. Presto que Hy es absolutamente
cont{nus, entonces el espectro singulsr de Hy, as[H.,), as igual a cero. De
esta forma, de acuerds con la dascomposicidn (4.72), se tiena que
{4.73) F(H)=R*U{C} .

‘ Q.E.D.

Una consacuencia inmediata del teorema 4.9. y de 12 ecuacidn (4.42) es
que €l intervalo {-w,0) pertznzce a la resoiventz del operador Hy.
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CAPITULO V
EL PRINCIPIO DE LIMITE ABSORBENTE
PARA EL OPERADOR DE ELASTICIDAD

Sas Rlz)=={t};~z]7' el operador resolvents del. operador da eldsiicidad
Hp definido pera 26C\o(H;). Es d2 gran interds conorer cusnda el operador
R{z) toma, en algdn sentido, valores limite sobre el eje positivo RY,
obtenidas como  Ifmites ssbre R{z] cusnde 2z~+XER" para
zECi__“—'{zEC:‘-':lmz)D}. Puasto qua R*CoiHg) (tecrema 4.9.) es clero que tales
ifmites no existen en ls topologfa wniforme de L{LZP(RY,LBARY) (et
zapacic da tados los opsradores ascotades de L3RI en L3RI, Sin
ermbargs, vomo se verd mids adelante, tales ifmites existen si se considera
a Rz} como una furcién que toma valorss en una topologla dptima de
operadores ilnzales acolades. A este resultado, el cual sigulendo una
terminologle sceptada, lo Hamaremos Principlo de Limite Absorbente, y es
e} resultado princips! de este capltlo. Antas de emunclar y demostrar
dicho principlo haremos wne discusidn de la herramisnts matemética a
wutilizar pars sllo. ‘

Denctemos por QCR™ 2 un confunto ablerto y conexs {ns vacin) da puntos
pertenoclentes 2 R7, v saa S une sugerficla susve de dimensidn (n-1)
pertenaciente a le clausura de Q, la cusl Is dermoterzmos por Q. Cuando
en (J 2std dada una funcidn f(x) definida en cada punto (i.e., si ls lguald=d de
las funclones se entlende como la igualded de sus valerss en cada punto),
podemos considsrar el valor de esta funcldn en S como ls funeldn ﬂxES .

33



defintda en cadz punto de S, cuyos valores colnelden con tos d2 Fix) para todo
#€5. 3i examlinamss en Q wna funcién dads a.e., sl valor d2 § en 1a superficts
fijada 5 se determina de manera no unfusea: ya que la medida sxtariar de 3
es tsro, la Funcldn puede tener en S un valor arbitraris. Sin embargo, en
determinado sentide, s2 pusda hablar de loe velores que une funcidn, definlds
a.e., toma en las superflcies de dimansidn n-1.

Por simplicldad, supomgsmes que la  suparficle S—:S(xn) es la

interseccidn de Q con &) plsno x mansianta, Sea fEL3(Qt, entonces por el
Teorema de Fuybinl ({Mil]}, pers casl tedo %, existe un vsior
ﬂn‘ES(x )ELF(S} de la fumeidn £ en S(xn)., dafinide casi slempre en 5 {a
fgualdaf’ de s funclones de {n-l)esims varisble se entlende como Ia
tgusidad de sus valores s.s. en el sentido de la medida [n-1)-dimemsicnal;.
Entonces el velor que toms en S(xﬂ] una Funciédn cortfrius en Q, para cas}
toda X 98 una Funcidn contfnuz en S(xn], y &l valsr gue tomz en S{xn) una
funcién de L2Q), para cas) toda x , pertenece  LA(S{x }}.
Definletdn 5.1.- Se ilama fraza flg de la funclén § de C{Q} {funciones
continuas definidas en Q) en una superficte (n-1}-dtmensicnal S al valzr que
oma en esta superficie wuna funcién contfrua en T, la cual cesi siempre
coiacide con fy i.e., por traza de una functdn continue sn S se entlende al
vitlor extendido unlvocamente de la funcidn segin la continuidad en 5.

El concepto de traza de uma funcidn en S se puads Intreducir tamblén pars
las funciones pertenscientes a algurns espacies provistos de normas
integralez, en psrticular, para lzs funclones d= los aspaclas d= Eobolav
HYQ, cusndo k21; dends

H*{Q)=Espacio de tadss las funcicnss pertenaciantes & L¥HQ) tales
guz todas Jes derivadas  gensralizadas ds astas Dinclenss,
hasta el crden k inclusive, pertenscen & L¥QH.
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Como se sabe Hk(Q] es un aspacio de H_i‘lber-i s} lc proveemss mn 1a
‘norma sigulente

5.1} - n%s Ea, “FeH’(
5.1 e 1Hk(Q) l%k[l |Pdr; FEHMQ).

Mas aun puesto que todos les H {Q, k21, estdn contenidos en HYQ), serd
“suficiente intredusir el concepto de trsza para las funcionzs en HY(Q).

Sea 5 una superficie de cless C! definide en @, y sea 5, un trozo simple
de S que se proyecta unfvocamente en un conjunto adlerto y comexo de D del
plano {x =0} y descrita por la 2cuscidn

{5.2} xn=¢(x'], x’:(x;....,xn_ll ,Q(x‘]EC‘(ﬁ].

St suponemes que Q es acotads, entances existe afR* tal qua QC{D(xi(a,
1=1,2,-..40}, ¥ sea FECP) tal que f = 0 en el complementa d= Q. Entonces
por el Teorema Fundamental de Cleulo se tiens que

) x ]af(x‘ 5 )
f(x)lgf(x‘,¢(x’)]= —a—-— a5, 4
! 0

y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

“’{"’laf(x £ P ® |afte g ) 18
lf1 ]Scb(x’] '—"g:;'—' d&nSa . __EE;—-. ne

r ol k 2 2
Multiplicando esta desigusldad por t1+3 (é—%) ] & intsgrando en O, ob-
L ool "2 - _

tenzmos la desiguaidad
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(8.3 New =J ifl qzds,scnifnz
, L¥S) g, 'S H

donde C)0 es una constante que no depande de la funcidn f.

Ya que la supsrficle S puede ser cublerta por un ndmers finito da trozos
simples, i.e., trozos-de} tipn S, (gque =e proyecten guizas en otros planos
roordenados), sumando las desigualdades correspondlentes {5.31,
obtendremos la desiguaidad

(5.4} "f”Lz(S'j SC“f“H‘L(Q] H

dondz ia constante C no depende de la funcién f.

Hay quz fecer notar qua 1a desigualdad {3.4) s cumpla también pare toda
Funcidn FECHT) v tal que BQEC! feo., p.2, §4, caz. I MIT).

S=a FECHD), emonces axiste ina sucesidn de funzionas £_{d5 pst,2,...; de
VD) qu= canvarge en le norma de HYQ) hacla F Parz las funclones fp fq
desigualdad [5.4) toma la forma
(5.5} _ IIFP-FqH L@ sCIE, o qlle(Qj

Comio IIFP -F “H’(C’)—’G cusnda p,g—wx. tzmbién se tiene qus (i -
3 “L.'- q-—bﬂ cumi_ 2,9—*w. Esto implice quz la sucesidn de les irazas
f plS de las funclones f_ en S es da Cauchy en L3(8). y pussta qua L35) es
completo, existe foELA(S) tal que [ |g——fs cusndo p—~#w, Tomando &l
Hmlte cusndo p—wm en la desipualdad (S 51, Dbt-‘-r=mcs
[5‘5;’ Wf -f- ILz{Slscilf '“H”Q

Czmpestremes la unicidad d= fs Se= £ (x); k=1,Z,...; ctra sucssidn de
funcioras de clege €Y7 pars le cual "‘_ERHH‘(Q}""’O cuardo k—wa, v sez
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Eglx) el lmite en la norma de L%S) para l= sucesidn gkls; k=1,2,...3
entonces por las desigualdades (5.5} y (5.6) se tiena que

WFe-gall  SNEe-F Nl +BF -g il +ilg_-gall
STESY g S aLag 9 Py A TS Lyg)

Hig-gcll ).
@ e )

Puesto qua el sepundo miembro de la desigualdad tiende a cero cuando g—vo,
resulta que Fs—-g 5

Definicién 5.2. A la functén ig{x) (como elemento de L¥(S)} la llamaremos
la traza de la funcién Flx}EHHQ) er la superficie S y le designaremos por fle
{a Ilf'lSIIL_;[S la designaremes ;?or ”f”L.z(S))'

SC[“f—Fq“H‘(Q]Hlfq-Eq”l-li

De esta farma el concepto de traze de una funeldn se ha determinado para
cualguier elemento FEH Q).

* Observemos que este conceplo &5 realmante une generalizacidn de)
concepto dal valor de una funcidn en una superficie de dimensidn n-1. En
efecto, por simplictdad, sea 5=S{x} la intersescldn del dominic Q con el
plano x n:constante. y sea fEHYQ). Tomemos una sucesién Fm; m=1,2,...; de
funzionzs en CNO) que en la norma del espacic HYQ) converge hacla f. Segdn
la definicidn 5.2, el papel de trazs FlS(x )» Bare tada x lo desempefia en
Lz(S{xn)) la sucesidn dz funclones fm] ST): . Puesto qua la sucssidn f
converge en L*(Q) hacta f, entonces se puede escoger un2 subsucesidn £ ;
k=1,2,...; que converes a f a.e. en Qj L.e., para cas! todo x, la subsucesidn
fm‘ lS(x 3 k=1,2,...; converge hacia el valor de 1a fumcidn fen S(xn1 a.e. en
el ttdh de la medida (n-1)-dimensicnst. Por lo tanto, la traza y el valor
de la Funcidn F en S(x ) coinciden para cas!{ tode x .
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Por otro lada la trazs flg da la funcidn FEHNQ) sztisfste la desigualdad
(3.4). Para demostrar zsta afirmacidn, es suficlente qus en la desigusidsd
{5.4) escrita para las funcicnas f_ ECHT) tomar &l Umite cuzndo p—bo.

En resumen, =e ha demestrade el sigulente teorema.

Teoratns 5.3. Sec S une superficle de dimensibn n-] cempacta y ciase CL
£ntonces toda funceén FEHYQ) tlens en esta superficle wna traza flg ,
perteneciente a L3S} y ademds se cumple la desiguzldad {5.4}.
Tea PEHR(Q], ¥y1. Como tods derivads gensrzlizada DT, lai¢k, pertanzce a
HY Q). emtonces, de2 zcuerdo al teoremaz S5.3., an cuslquier superficie de
dimenslon n-i compacts y de clase C! existe una traza de =sta derivada:
D% { ¢ EL3{S). Ademds sz cumplen las sigulentes desigualdsdes

. o 0
(3.7} | fiD F“L.‘{S)SCHFHHIJHI{D}SCI“"HKEQ}'
donde la constante C>0 no depsnds de ia funcidn ©.

Parz nuestro estudic es conveniant2 usar algunce especics zdicionsles. St
a€R, denctzmos por L2 (R ai espaclo definido por

(5.9) L2_(R)={EL 3R 7+t Y 2 R,

St definimos sobre L2_(RY) el producta escalar
(5.3) (Fag)y 2 (R’)=[ ()T g bl 5
a 3

son f,gEL_za[R’}, entonces L’c(Ra) es wm sspecis dz Hilbert, Dafinimos
también los espacios da Hilbert Hu[Ra), a€R, como s cerrzdura de C°w{R3}
=n iz nerma

(5.10) HEligy oy=1IF (145%™ FE 2 g
LR



donda FEC"w(R”) y F es la tronsformadz d= Fourler en L3RI,

Antes de enunciar el corrzspondiente tecrsms dz irazs .psra las
ecuaciones de eldsticidad en madics homogénses, recordsmos cusndo s2 dles
que una funcidn as Hélder contfnua.

Definicidn 5.4. Sean X y Y dos espoclas normados y deflnames una funcidn
F:X—+Y. Entonces f se dice que es HBider continua cen expensnte B si

NEOE iy € K leeyllPygs

para teda x,y en el dominio de definicién de .

Teorema 5.5.(Teorsma de Traza) Para coda a>!1/2, peR'U{0}, y code
n=1,2,2, existe un cperador de traza Tn(p}, acctads ge Ha(R"] en Lz(Sn] tal
que v

(5.11) WREPICRERIPERE

para cada @EC"'N(R"}HH&(R’]. donde p Gn estdn dados por la 2c.(2.35) y Sn
estd definida en [2 ec.{4.53). s gun Tn(') es un mapes Hilder continuo de
R*UJ{0} en L(HE(R."),LZ{Sn)) con exponente
a-1/2, si «€3/2;
(5.12) 3= 1 1-4, 6>0 y arbilrariamente poquedio, st 9=3/2
1, siay3/z.

El tzorema d2 {raza enunclade de ests forma es 11 czso particular del
tzorema de treza emunciado por R. Wedsr ({WELYY, lz difsrenciz radics &n ls
rzgularided d= les supsficles de lentitud consideradzs. En efecta. podsmes
élstinpulr do= tipas da sigperficies dz lzntitud. 51 1= 1guslded nuncs se cumpie
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en la scumctdn (4.3), l.e., si los mentas de la superficle de leniitid sflo s=
juntan'en el arigen, entorces la superficie de lentitud se llama reguiar. Per
otro lada, si los mantos de la superficle da lentitud se encuentran en uno o
mas generadares de esta superficie, a esta 1a llamaremos singular. El caso
singular es el qus geners la diferenciz ertre los teoremas ya seflaladas, ya
que como es blen conocida {[DUF]) 2l case regular consiste de tres mantcs
{acotados) concéntricos que no se intersectan, mientras que en el caso
singular s tiensn puntes én comdn, los cusles son llamedes puntos mditiples
de la superficte de lentitud, y en dichos puntos las superficies de lentitud son
singulares.

Continuando con nuestro  andlisis, dofinamos sl operader Bn, H(p),
pERU{D}, a>1/2, de L3R en H {=c.{4.59)) como

(5.13) B, o P=pP (BT, () (88,16 )s

dende n=1,2,3, yja:(l-i-lxl'-’]-afz. Entonces del teorama de traze 5.5., se
sigus que
{5.14) B IR0} — LIL2ORLE)

y ;
es una funclon Hildar contfnua con exponente v dado en {5.12). De esta forma ‘
para pER'U{0} definamos el operador
{5.18) B (p)f=RB, ,a(p]f'+‘&21a(p]f‘+83,a(p15.

Notemos qus Ba(']:R‘U{O} —_— LlL.’l’{R’),H@) es una furzidn que tambidn ez |
Hilder contfrius con exponente y. Entoncss de las scusclorse 4.63) y (5.15)
de sipue= qua '

{5.15) (VE, B,8=(B , (o1 (6):
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¥
{(5.17) : (R D {p,0)=5(B {p) N (B);

para FED(H). Mas aun, pars 2€C, y cade intervalo compacto I)\CR‘U*.D}, tal '
que A es un punto intarior d 1)‘, se sigue que

(5.18) EQR{z)EQF[ S BB, (e + & R(z}Pu,;)z

DY
donde l-,\“‘ denota el complemento de 5% relat.ivo a R*'U{0}.
Finalmente, denctzmos por L 23(R%)= @ LR y per

(5.19) H?_(R={FEHARS 1/(1+|x|=‘“/2fepz(k=n
cen norme definida por
(5.20) WPl ®y=NHT Hilgs oy

dondz afR. Asi mismeo definimoes H"-"3U{R’):HZH(R’)@}Fa{R3)&‘Hza {RY).

Todo 1o anterlor nos permite emunesiar &l sigulente principlo.
Teorerma 5.58.(Principio de Limite Absorbente). Para ceda AERW{D}, los
sigutentes limites

(5.21) Ri.(kil!]):li‘rSR()\:le)
Sy

existen en la topologlh en LILZ? ROV HBD IR noec cads ari/Z, y lus

funniones .
. . - '-"‘.Z_l‘ S S
WL LS C NoL= H

LR(z"'iU), zER*

I\
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son localmente continuas en LlL’-’H(Ra),H‘-"u(R’)) con exponente y dado en
la ecugeidn {5.12).

La parte mds importante en lz demostracidn del teorema anterior es
Investigar el comportamiento de wma integral del tipo
(5.23) V= ok [ 28 g,

T

cerca de una cirva d2 integracidn T, donde T es uns curve suave la cual
consiste de un ndmero finlte de contornos a arces los cuales no se
intersectan uno a otro ¥ que son de longitud Finita.

Como se sabe ((MUK],[PRO]), el valor principal da la integrsl de Cauchy
V{z) existe para cualquier funzidn Hblder cont{rua $it) y para =€T (para z en
el complemento de T, la integral ex!ste en sentido comén); 1.e., el Umite

{5.29) J 1:Q#';_Ldt‘: 1imJ' —?—gf—)t-dr;
T 0.y
. €
existe, con tET y donde T _={2EC/[2-t|{c}NT. Mas aun sg tien= que
(5,29 [ 218 e [ G0 g 4 1y
T ‘T

donde, obviamente, la integrsl del miembro derechc de la ec.(5.25) es
absolitameante convergente. En particular, para ¢{t}=1 obtenemos

T-t

(5.26) I ar_ - i
T
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La Integral

r-t
T

- con tET, se llama integral singuler de Cauchy. Al operador A definlds por la
ecuscldn (5.27) =e llama cperador singuiar. Las propledades més importan-
tes del cperador A =on las sigulentes (MUK {FRO)).

(5.27) (A% ct)=—,§-,aJ' 2D 4

Lema 5.7.(1) Sea o(t) una funcién HBlder centinua sobre T, enionces el
operador A a3 conifnwo sobre T por lo izquierda y por la derecha.

{1} Sea 2(t) una funclén Hilder contfrua scbre T, entonces el aperadar A
tambien es Hblder continuo en teda la curve T.

El anterlor lema =e conoce en is ltaraturz ((NMUK][PRO}) ccme Teorema
de Privalov-Plemel}. La extensidn dsl tzorema de Privsiov-Plemelj a
aspscics LP, 1¢{p<w, estd dzda como sigus ([PRO).

Lema 5.8.{1). La integral singular de Cauchy (5.27) exisie para cada funcidn
integrable ¢ definlda sobre T y casi todcs los puntos tET, y el operador A
definide por esta integral es un opsrador acotads en el espasio LP(T),
1 ¢p<em. '
(i) Sea ¢lt) wuna funcidn Hblder contfnua sshre T, entonces el operadeor A es
tarnbién Hilder contlnuo ssbre LP(T), 1{p<e.

Demostractén del Tearema 5.6. Lz demastrz=idn de este tzorams ss
sigus inmadistaments de los lemas 5.7. y 5.B. En =fecto. la sxl_stencia =
¥

hecho de qua B_(") es = funcién iocalmente HElder cortfrus v ademds s2
oumE s que

a3



L e mEae 1
{5.28) Lo EaR (?\—}O]Ec.':p.'\fi[ ﬁTXB'a(P}Bc(F)dP
. o I,
| =aBt NE N+ RINPL, IE 5
donde p.v. dencta el valor princlpal dz la integral. La contfnuldad d= HBlder
" para 1a expresién dada en {5.22) es consscuencia inmedists dal tecrema ds

Privalov-Plemel . ‘
Q.E.B.
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CAPITULO VI _
LAS ECUACIONES DE EL ASTICIDAD .
EN EL. CASO INHOMOGENEO

Como =2 vid an el cspftulo 1, las ecuzclones de eldsticidad en el caso
homogéneo tlensn una exprasidn dz la forma

8%y 8%,
6.4} T = Cijim B3

en danda los elementos dal tenear Cljlm; 1,1,1me=1,2,3,, son constantes. Si
dste no es &l casyy l.e., en 2] caso en que los clementas Ciim dspend=n de
1= posieidn x€R?, emionces lzs ecuscicnes (€.!) no son vélidas. Pzra ver
cualzz eon las nusvas eciacionss, retcmemos l=sz ecuaclones (1.3}, (1.6} y
11.12), donde zhera se considerard que Clj1m=:ijlmm; xER™:

aul aum
(5.2) YI.ITI=T {aTn'l"'Ex—l" ].',
6.3) 5 C im ™ Vi3
8%, &ty
{6.4) = xj .

Sustituyendo las ecuvacionas (5.2) vy (6.3}”5:1 les %'_;ua-:iioheé (54\,se

chienen lss ecusciones de eldetictdsd en =l caso sn el qua ) jlm='7q'f _jlrr.r*"’.
“las cuales 2stén dzdas por : . o
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A lus sistemes ffsicos gobernzdos por las ecuzsiones (8.5) los
Hamsremos medios eldsticos anisarépicos e inkcmogéneos.
"Debldo a qus las propiedades fsicas de loz medics eldstices anisotréploss
e lnhomegdneos estdn enteramente cortenidss en los zlzmantos dzt tensor
G j]m(x), ¥ que talss propledades rzpresentan cantidadec finitas, sz hard 1s
sigulents suposicidn

(6.6)  para toda xER?, existen pER* tal qus yculmscljlm(x)s;cljlm.

Con sl Fin de estudiar las ecuscionzs (8.5) hagamos ues de 'z sizulente
notacidn abreviadz, 1a cusl se basa en las propiededes de simste{z (1.10):
1,1—»
2,2—Z -
6.7} 33—3
2,3y 3,2=—+
1,3y 3,t—5
1,2y 2,t—5

3

—_

Con zsta nueva notacién la en rgf.:. aldstica dsfinida por {1.1:i} toms’
formsz o

{6.8)

»

y hz=lzndo uzo de 1z suposieidn (6.5) se tiens qué
(6.9} Ex»0;

a6

Pix)= T;cﬁnxh’a‘.”g; . B



o equivslentzmente
(6.10) _ ﬁb‘h’ahﬁ)o' Yy ER a-l 2

Ademnds pussto que C_ 3{::) tlur\e pmpiac_-d= '3
Ios eubfndlces avy § (a\. R 10]} y & a1
tlans Ch.: la e\_.(o 10) &s =qu!

(5 H 1} agtxlyu*rﬁ>

ez, 12 mstn‘. Cij d= Exu, cuygs "cmnanemes stdn
define un cperador pﬂsit‘v: =n C8

"Por otro lads, definsrmnos las. rristr!c-zs El’m{x),
compensntes 2stdn dadas por C C

- -1 . - 4 .- a
{6.12) (E =”‘m)1 1 m b Lm=1.2,3.

iema 6.1. Las matrices £ =h mt,v), zan componentes definidas en (6.12) _.i son
matrices hemitianis, i.e., = 1“.’:ﬂ‘) son iguiles a su \‘.rcuzs,mséén :oﬂjugad-i. : :
Demostracidn. La demastracidn sz sipuz inmsdistaments dz ls .._.(1 'iﬂ)—'_{.-
del hecho de gue las componentes del tensor Cl - ti_'z—- ;...*.pe :

resles.

+
re=.

pa

. G . D -
De aste forms, las ecuzcionss de eldsticidsd para madize an 150.:*601039 e' o
inhemogénaos son sguivalantes a

3y 3 au

- = 3 1T, 1
{5.13) o T [E’ ) =— iz
l,?n =1 %% l"'”'"m‘

dends =l DECY, 2R3, (SR,
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P_ara‘hacer un estudia profundo da ls ecuzcidn {6.13) ec naoeserlo
intreducir el concspts de forma cuadrdtics. Este cancepto y los resultados
miz generales del mismo serén descritos en lo qus sigue {[REL).

Definicton 6.2. Una_forma cuadrdttea es un mapeo qQigt=<Q{gl—C, donde
Qi) es un subespacio linea! densc de un espaciz de Hilter: TL A Q09 se ir
llama danunio de ie ioi ma_guadratizz, ba farmn noec tal yus iy €a
:l:q___l-_.é-—vrlﬂ

2de lnea:r » Guw'r s wamal paru ¢,%8Q0). St qlg.gi=gtle, ),
entan:es g se llame simétrica. St q{e.¢)20 para toda 45Q(g), entonces g se

llamu positiva; v st gld,¢12-MilolI*, para alguna M, entonces g se dice que
es semiacctada.

Clarammente sl g es seniscotade, emoncss q es  automdticamente
simdtries si [T es u espacio de Hilbert comple jo.

Para invactigar iz corexidn entra oparzdorss awteadjimtos y forTnas
cusdrdticas semlscotadss es rzoesarin tambidn introducir la nocidn ds
cerradurs. Un cperador A es corrad? siosu dominia D(A) es completo baje la
norma li¢i}‘_\\=llﬁ¢ll+l‘;g’nll. Andlogaments, se tienz la sigulante definicién.

Definicidn 6.3. Sea § una forma cwadrdtica semigcoteds. Lo forma
cuadrética g se llame cerrada st QIg) es completa bale la norma

(6.19) NI, (=g, + vk 211,

S5iq es cerrada y DCQlg) es dense en Qlgd en {a norms= “'"+1‘ entonces D
s2 llama el niclee de la forma para 5.

Motemos quz -,y provizne del producte esealar

{6.13) CREINECICND R g VERIE

a8



Adernds, =i q es cerrada, entonces £sto zc equivalente = decir qus para
cualguler suzesidn & £0Hm), pr y q(a ¢zm,¢ d)m}-bﬂ, cuando n,rm-—#o;
entonces $EQ{g) yq(r,b -y -¢.]-+G cusndo p=—bwd.

Un resuitads lmpor'tante entre formas cusdrétices

y oreradores
aitoad juntos es el siguiente{[REL], Teo.VIIL L5},

Teorema 6.4. 5t g es una forme cuadrdtica semiacctada ¥ cerrads, entonces.
g o5 la forma cuadrdtica de un dnico operador autoadjunto.

De estz forma, a2 partlr d2 la parte espacial do la ecuacidn (£.13) ==
suglere defllnir lfamalmente) la sigulente forma cuadrdtica

e Imp . 8u | 8y 3,
(E.16) (u,v}-—',z,:n_l [E o g E‘_;]’
donde
{B.17) {U,‘J)'—:[u[x) Vddx 3 u,vEC?.
: 3

Eomo consscuencia lnmediatz del lema 6.1. y de la relacién (6.17), se
tlens gue

(6.18} s{uw) es une forma simétrica; Le.eluy)=a*{v,u);
6.19) para todsz 2,860, elzurfv,wzae(u, vi+Balu,w);

. (6.20) para tode 2,F5C, elu,avrEvi=ata v+ E % vl
Mss aun

_ L, , Bu 3 Buyrdyy
(6.24) efuui= ,:rin—;[E ) 52‘ 3—"—] [ i ou,,,[éi{] de =

a%



- _1 . = S
j aﬁ"" B a2 g

3! denztemes por Ca la m..-:trl: cuyas cumpan-n..es son c 5.- Eﬁtoncas dz I

supsaicidn {6,6) y de (3.21) 2 slgus qLE- 1.,'

- L N 1
5.22) e[u u;:— (Cx)v,v) dx = J {Cvyd) dx 2 rn n (\.,v) dx 20
R R? o JRe

donda A, €= &l minima algsnvaler de Iz matriz T v el cusl sz puade
cbtensr z partir de la & v=cidn da Christeffel l2.1 1Y, 51 efu,u}=0, entonzes
iz Ia so.lB.22) == chilare ql..— v (x).—.a i.e.

(6.2% "Ui aui-_; : .
5.23 ;x—j TE =0
¥ en particular B
cu;
(5.44) a-—xj E 0.

Bz acta forma, =t uEL3 R, enloncee de (6.24) se ilens gue =3, :
- En raslidad a qu: se hz hesho 2l d=durir las souscienzs [e 16;-(6.24) g2 -
demestrsr &l siguiants l=ma.
Lema 6.5. La forma cuzardtice s{u,v) ex una forma siméirica y pesitiva con
" daminie 2l espacic de Scholew HURI,CH=IP RMBHNURYOHHRY.

=0



Una conszcusncla inmédiata dal teorema B.4. y dal lema 6.5. es que
2("y*) es le forma cusdrética agoclada a un {nlco opersdar autosdjunto, el
cual designaremos por H. Ademds, como ef',’) es positiva, H es
 necesariamente un operador positive. De todo lo anterior s= sipue que

(6.25) ) &(u,v)= Hu, v;

para toda LEDHICHHRY,CY y tedo vEHUR3,CY. Mas aun al perador H es una
extensldn autoad junta del operader diferencial
3

6.26) Em=@i_1{El’m{”’ &)

* con dominio el espacio de Sobolev HARY,CY. El cperader H es el cperador
eldstico en el caso inhomogéneo.

1



APENDICE
EL TEOREMA ESPECTRAL

En esta spéndice discutiremos e! Teorema Espectrsl en sus diferentes
formas, ya que existen varlas fermulaclones aparentemente diferentes de
esta tecrema, pero en slgin sentldo toedas son equivalentes. Este teorema
jusga un papel fundamental en tody sste trsbajo de tesis ya qua es una
descripeldn concreta para todos los pperadores autoadjuntos.

Una de les formulaciones mas wtilizadas en toda la tesis es aquslla que
nes dice qua cada cperador avtoadiunto A es un opersdor dz multiplicacién.
Esto significe qua dade un operador sutosdjunto scbre un espacia de Hilbert
], slempre podemcs encortrsr uns medids p schre un espacio M y un
operador unitario UsT]—sL2(N, dp) tal que
{a.1} ' {UAUTR (xi=F x)F(x);
para alguna Funcidn medible F definida sobre M.

La farmulacidn anterior claramente es una generalizacidn del teorema de
diagonalizacidn de matrices en dimenslén flnita, el cuzl nos dica que cada
matriz sutasdjunta de nxn pusde ser diagonalizada; t.s., dedo un operador
autoadjunte A sobre un espscio vectorial complejo V de dimension finita,
existe un cperador unitario UsV—"? y numeras reales ?\,,"',hn tal que
{=.2} (UAU"'ﬂi=7\1F1;
para cada f=(f,,* ',Fn)EC".,.

La anterior formulacidn se puede enunciar de 1z siguisnte forma.

S



Teorema a.l. (Teorsma Esgectral Fermulode ccmo Operador ds
Multiplicacidn) Sea A un operador autcadjunto socbre un espacio de Hilbert
separable T] cen dominlo D(A}. Entonces exlste un espacic medible {M,u2,
con u una medida finita, un operador unttarlo U:Tl—L2(M,dp) ¥ ura funcidn
f a valores reales, definida sobre M, la cual es Finita a.e. y tal que
(1) YEDHA} = T Uy) (IELEM,d ). )

(1) 31 YEUD{A)], entonces {UAUY) (mi=im)L(m).

Omiltiremcs lz demestracidn de este tsarema ya gue sdlo nos interesa
mostrar les egulvsiensias entre esta formuleczidn y otras, sin embergs la
demestracidn de éste se pusde consultar en [REL].

Existe uns forma newral para definie finciones de un operadar
autoad junto usands el teorsma antericr. Dada una funcidn da Borel acotads
sobre R definamos

(=.2} h(A]=U"Th {HU;

donds Th(ﬂ es un operador scbre L*(M,dy) el cual actéa coma multlplicacidn
por la fincidn hif(m)). Usando esta definicidn el sigulente tecrema se sigus
facilmente del tzorema s. .

Teorema a.2.{Tecrema Espectral Forma de Céiculo Funclonal) Sea A un
operador autoadjunta sakre []. Entsnces existe un tnico mapeo ¢° de las
funcicnes gcotadas de Scral sobre R en LD tal que
i} &” o5 un x-homemerfisme elgebrdics; Lo,
¢ (fgr=¢" {Fle™ {g), 3" (AM)=MD7 (D)
27 {L)=1, S =T
i) ¢" es continue en norma; i.e., Ho” (‘n]|I,_(H)5Hhi1w=su3:-lh{x) .
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{il}) Sea hn(x) una sucesidn de funclones d2 Borel ecoliedas con hn[x)—bx,
cuands n—wwo, para cada x y {n (x}]S|x] para toda x y n. Entonces, para
cualquler ¢EDHA), & (h Jy——rAid, cuando n—o. _

{iv) 5i b (x)—¥h(x) puntualmente y s la sucesién Iih |l , es acctaca, entonces
¢‘{hn)—+¢“(h} fuertermnente.

v} Si Ad=N, @"{hh=h{A)y.

[vi) 5i k20, entences ¢" (h)20.

El cdlevle funcional es muy dti, por 2jsmplo nos permltz definie s
exponencial exp(itA) y demostrar fecilmente muchss de sus propiedades
tcomo tna funcidn d2 t {para ejemplos mds particulares relacionadss con
propagacién de crdas ver par efempls {DOML). En el caso éz gu= A saa
zootado ne necesitamos el cdleulo funcional para definic lz exponsncisl,
pussio que podemos definir exp(itd) peor l2 s2rme de paiencizs la cusl
coOnvergs =0 norma.

El cflculo funclonal tsmbign ros proporoions una forma d2 comstrulr
medidss espectrales. En efectc, sl ¢ =5 wn vector cicifeo; la., €}
{g{A)\WgECm(R)}‘as denso en []. sntcnces es posible representar & [] como
Lz(R,dylP), donds By & la redida qu= satisfzee

(a.4) glx) dy.}b () ={Y,g(Adi;
R

"da tal farma gue A se transformas 2n 2l cperador de multiplicecidn zar ., En 0

ganzral, [] s& dascompens en una suma directa d= subespsclos ciclfece tal
que ! 2cpacic medible, M, 2n 2l wsorems 5.1, pusd:s ser razlizsdo come unz
unidn Je copias de R. '
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Finalments, el Teorema Espectral an su forma de medida s valeras en un
espacic da proyactores s= sigue facilmeante dsl cdlculo funclonal. Sea P(Q) el
operador XA} dande xq s la funcidn ceractar(stica del conjunto medible
2CR. La familla d= operadores {P(Q)} tlene las sigulentes propiedades.

(i) Cada P( == uma proyscctén ortogensl.

{t1) P{@)=0, P{(-w0,c0)}=l.

. @ _
) Si@=Uo_con 0 MK =6 st n v m son distintos, sntonces
n=1
N
Pid=e-tim T P ).
N—e n=1
(v} P(R,)P{02,)=P(,N05).

Esta familia e2 llama medida 4 vaiores en proyectores {p.v.m}. Para ¢2[],
{$,P{Q) ) es vn=z bien definida medida ¢z Borel sobre R 1a cuzl denctaremos
per die,P{2)¢}. La medidz compleja dip PNy} s= define por polarizacién.
Entonces dada unz funcidn g da Borsl scotsds podamios definte g{A) por
+e
(2.3} (¢,E(F\)®)=J(Ei?\]d('3>spi7\)¢)-
-
No es dificil demostrar que al mapao que mends g a3 g{A} tiens

propledadss {i)-(iv) d=i teoremz &.2. Por 2iro lado, supongames gue

funcidn de Borsl no zcotadz a valores complajos y sea
+m

8
(1]
1]

> D =le (120012 dte,p 0081 o).

i+
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" Entonces, D g s denzo en [Ty gl{A) estd definido sobra Dg por

+o0

8.7 (&gl ¢)=[g()\)d(g,P(f\) ®).
Para simplificdr 1a notacién es:r‘iban.xﬁs simbélicamente

o '
(2.8} E(F\)=[g€}\)dl’ (A,
En particular, para ¢,¢€D{A) )

0
(2.9} (¢.A¢)=JM{¢1?(M .

-

51 g es a velores resles, entonces g(A) es autoad junto sobre Dg.

Resuniendo, .
Teorema a.3.(Teorema Expectral Forma P.'V.M.) Existe una correspondencia
uno a uno entre aperadores autoad untos A y medidas p.v.m. {PI2)} sobre T],

la cerrespondencia estd dada por
+a

(a.10} A= J’MPN.
-
Si gl es una funcién ce Sorel @ valzres reales scbre R, entonces
+eo
(@.i1) g(A}:J'gmdpm;

definida sobre D_, es autcadjunto. 51 g es acotada, g{A) cotncice con ¢”[g) en
& o

el tecrema a.2.
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