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INTROOUCCION 
Entr'e les muchos fen6menos de la nstureileza que la f!slc3 trEta de 

explicar, est:ín aquellos que se refier=n a is. f'í'Opªgscl.ón de ondas: ya sean 
~stas electromagnéticas, scústtcas, etc. Estos estudies han requerido s!n 
duda del u=o ds dlfet"'entes técnicas y teorf35 m&tem~ticss Lss cc::les 

permiten dar una descripción de tales fen6menos; por ejemplo, en muchüs 
casos estos fenémenos est~n gobernados por ecueclones diferer1':\ales 

parciales, un c:aso prtlcular es la teoría de propagacl6n de cnd.Js en medios 

elásticcs. 

En este trabajo de tesis se haca un estudio de la teoría espectral de las 

ecuacicnes de E'l&sttcidad en el caso de medios anisotrópiccs; i.e., en médl.::1s 

en los cuales la vele.ciclad de propagac!e'n de la onda dep.::nde de ls. dirección 
elegida. En este estudio se hace us.":I del aMilisis funolonal como princlp=l 

herramienta matemática {[RE1]), y mes espec!flcamente de la teor(a de 
c.¡::·eraCorEs lir.eales no acotados s:.bre csp:=cir:s :3: Hiláert llRE1}, {\VE.l}) y 
de la teorra da transformad:.s inte&rales ((RE2], [BOC)) con prlncips.l 

sru:lsls an la teoría espectral l[KATj, [RE!)). 
La tesLs está compuesta por seis ca?(tulos y un apir.dice los cuales Est~n 

desglozados como sig1..<e: 
CAPITULO l. En este cap(tulo se obtienen las bi.,;::i c~nocldss =-.:ua=::icnes 

de elásticidad {(FC'....O]} bajo la suposición da que el mi=dio {elástico a inftnito} 

es homóger.eo. Además se supone ;u& la cl;reidad de en:rg!a elástica {e:nerg{a 

¡:;c:r unidad de volumen} es positiva definida. 
CAPITULO 11. Si para las ecuaci:ines de elásticidad s-e su¡:::n= ur.a 

solución en forms de onci:i plena, se obtiene el= forma inmediE:itEi l:= ecuac16n 
de Cf.ristoffel {(FEO]}, la cual es el me~io prl.:1clpa! Fsr= intr~ducl.rn::s .s la 



teoría de propagac.lón de c;n::las en medios elást\cos. Esta áltims. 

ecuac16n, jt.a'lto con S'LlS conse::u.sn=las matemáticas {tal como la de ser 

aut.oadjtmto en el esFsclo de las mati:lces de 3x3} como físicas {tsles como 
la.s caracter{stica.s físic=.s prLn::lpales d-=: las velccldades de propagación de 
las ondas {MUS]}, son le parte fundsmental de estudio de este capítulo. 

C'\PITULO lII. Este ca.p!tulo está dedicado a formular el problema de 
propagacl6n de ondas ('O medios el~s~lcos sobre un espacio d.: Hllbert 

adEcuado. Para ésto se !-.o.ce necesario definir el operador de elástlcid.:id H~ 

({REKJ), el cual dsscrib.:'. el comportamient:) espacial de las c.ndas en medios 
elásticos. Finalmente, por medio de la equivalencia. unitaria d.:: H0 con el 

operador de Christoffel, dado por la ecuaci6n del mismo n:rrnbre, se 
demuestra que H0 es un operador autoadju.-ito en un dominio adecuac!o 
contenido en el espacio ¿e Hilbert. 

CAPITULO lV. El result&do principal ds este cap(tulo es dar la 
representación espectrsl del operador H0 usando tknicas de Tranformade de 
Fouri9~ {[RE2], (BOCJ), tomando como base principal el Teorema Espectral 

([RE1]) para oFeradores Uneales no acotados definidos sobre un espac~o de 
Hilbert. De esta representa~ion espectral y de la definición da superficies de 

lentitud ([AUL], (DUF]J se define un sistema de coordana<las radiales 
·generalizado_, el cual permite definir un op~rador unitario que transforma el 

operadc:r H0 en el opsraéo• de multiplic:aci6n definido ::ob:-e otro espacio da 
Hllbert diferente. De es~::: último re:sultado se demuastra. que H0 es 
absolutamente continuo y qua s-...i es?ectro colnclde con los maneros rec.les 

positivos incluyendo al ceoro. 
CAPITULO V. En e'.:te cap!tulo se hace un estudio del Pr1nclplo de Límite 

Absorbente ((AGM], {EiílJl, el i:usl nos dice: bajo que c:on:ficiones el operad::"" 



resolvente de H0, R(z), definido como R(z)=(HD - z}-1, toms en algún sei:.tid':· 

valores límite sobre los námeros resle.s positivos~ obtenidos como límites 
sobre R{z} cuando z tiende a cero, con z elemento de los ndmeros complejos 
menos la recta real. 

CAPITULO VI. En este capítulo se formula el problema de propagaclón de 

ondas en medios elásticos anisatróplcos e inh:imog4neos como un problema 
sobre un espacio de Hilbe.rt, el cual coincide en este caso con el utlli;:ado 

para el caso homcsér.eo. A difer:ncia del cap!tulo 111, le constru:ción del 
operador {autoadjuntoj de elástic:ldacl., análogo al del caso homogéneo se hace 
a partir de usar t~cni.:::as de formas cuadráti:::as {[RE1)). 

APENDICE. Este apéndice e:;tá dedicado a mostrar algunas de las 

versiones del Teorema Espe=tral para op=radores ltraales no a~otados y 
autoadjuntos definidcs sobre un espacio d• Hilbert. {[REl], [KAT]), las 
c~les juegan un pe.pal fund.;.mental en el capítulo Ill, don::!e este teorema se 
usa como pr:::-nlsa bás!ca. 

Los resulta±:s abar.idos en esta tesls se inscriben dantro dal r.iarc:: de la 

teoría eslécion&ria de dispersión. Cerno refar9nclss generales ~ esta teoría 

se tl•nen como ejemp'.c [AGM], [AMR], [KUR], [RE3], [HOR] y [SCH] para 
el caso de la rr.ecánica cuántica, y [W!L], [WEl], [WE2], [DER] y [SMT] 

para el caso de propagación de ondas clá.slcas. En particular hemos utilizado 
técnicas de [\\IE~] y [WE2]. 

En la teor-!a estacion:ria de dis¡::ersién. er. una prlmera etapa, se obtiene 

una representsción es¡:;:ct:-al y se demuestra el prin=ipio de límite 
a~orbente para el p:-üblams no pertl!J"'óado (medio har:i.cg~naj E:-1 ~-=~tro 

caso). 

E.r. una se~unda etaFa se obtlen::r. dos rapraser.taciones es~.si:trsles y :a 



demL.'Estra el prin::iplo de límite absorbente para el operador perturbado (en 

nL.>estro caso medio inhomog6neo} mediante m4todas de teor!a ebstrac:ta de 

perturbaci6n de operadores lineales. 

A partir de astas res".Jltados se desarrolla la teoría de disp=rsl6n, 

operadores de cnda, y operador de dispersl6n. 

El contaqto con las apllcacic·nes se- realiza e partir dei aparador de 

d\spers\6n, que permite calcular las cantidadias de interás desde el punto de 

vista de las aplicaciones, como ondas asint6ticas, etc. 

En esta tesis se complet6 la primerei etapa para el operador de 
elcistictdad en medios anisotr6plcos e tnl-:.omogánecs, y se inicio la Segurda 

en el capítulo VI. 



CAPITULO l 
LAS ECUACIONES DE ELASTICIDAD 

PARA MEDIOS HOMOGENEOS 
La teoría de ta elástlcldsd tier.e com:J fln estudiar las deformaciones que 

sllI"'gen de los cuerpos elásticos me:liante métodcs matemáticos. Las defor

maciones y movimientos qlle surgen bajo la acción de fL-arzas EXt.::rlores se 

pU6den caracterizar mediante el vector desplazamiento u=u{x,t}, el cual es 

una matriz columna de 3xt con xER3 y tER. Las componentes de u(x,t} ser~n 

en sucesivo denot=das por u1 , u2 , u,. Estos Casplazsrnlentos surgen en un 

cuerpo elástic.:J bajo la acctén de las fuerzas internas {tensiones) las cuales 

están representadas por l& matriz simétrica de tensiones {ti::r.sor de 
tensiones) de 3x3: 

r •11 t'tz '" 
«1j> = l '" <zz !"¡:3 

't"n ,,. rn 

donCe t'u , r 12. , r 13 , s:Jn las carr.pcr.entes c!e la fuerza (tensión) que actóa 

e:n la untdsd de superficie del elemento de superficie perpendicular al eja 

:.: 1 de R'3; e.nálogamente t':a , t'22 , r 23 y r11 , t''3:? , r'33 son las componentes 

de las tensicnes q:.e acté:n si:ibre la unidad de superficie perpendiculares a 

los ejes x::: y x3 de R'3. Las com¡AJnentes rH se llémsn tenslones n.:;rmales y 
t'!j; c:in i,j distintos; son llamadas tenstones de sujeci6n. 

51 cc.nsicisramos un ele:-r:.::nto de: volumen, les ecuacion=s &-: mov!miento 

e~tarán da.das por el sigur.::n.~= slsterr,:;:: cie ecuaciones: 



{l.2) i=l,2,3. 

donde p es la densidad volum~trica en el punto {x1,x2,x,}ER3 y F 1 , F'2 , F3 son 
las componentes de las fuerzas volumétricas exteriores (fuer-zas prop:ircicr

nales a la masa tontenida en un elemento de volumen). 
En lo sucesivo haremos las siguie"tes suposiciones: 

(l) Las fuerzas volum~trl.cas exteriores (también llamadas fu:-rzas de 

cuerpo) son nulas. 
{U) La densidad volu:ndtriéa p es constante e igual a la unidad. 

Por otro lado, supongamos que la deformación del c:u=rpo s6Ud=:i e-n 
ccns\derac\én '2S ?"=queÑ., de: tal forma que ~la la podemos é:'l':prooar como 

[1.3) Y~j = -t [~~~ + ~~: ) ; i,j = 1,2,3. 

La ecuación (1.3) representa un tensor cartesiano, y ést.e es llamado tensi6n 

de deformaci6n. Un:a. propiedad importante de: esta tensor es su invarlai1C\a 

bajo la permutacl6n de los !ndices i y j; t.e., 

[1.4) Y¡j = Yj¡; i,j = i,2,3. 

De esta fonna el ter.sor de deforma::lón es slmétrlco~ y poC.er.i.os considerar

lo como un tensor simétrico lrldimenslonal da rango dos, el cus;l tler.e sel.s 

compcnenles lndepa:;Cler.tes: Ytt' )'2?• Yn• Y12=)"n, Y2:t==)'3:z, )':n=Yn· 
Por- un cuerpo el&.stico entande.remos a a~.cel qua produce e:sfu=rzos 

!nternos en respuestas a fuerzes extern=s gue caussn ta deforrr1actén. As! l:;s 

esfuerzos lnterros son los que pr~ducen la deformacián, de te:: fo':"'IT:& ·:;ue el 
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cuerpo regresa a su estaclc inicial cuanC-:1 ls.s fu.arzas exterr.ss son nulas: el 
esfuerzo y le def~rmacién ::e. hacen cero simultcíneamente. Da esta fc.rma, 

deformaciones pequeñas producen esfuerzos pequeños. Lo anterior bldice: q:.ia 
existe una relación entre el esfuerzo Y la deformacién, le cual poc!emos 
1::stablecer si suponemos que el esfuerzo en cualqui.gr ?unto, en un \ng.tante 

dado, queda completamente detennLJ1a¡Jo si especificamos le de.formaciér, en 
ese ?'..:n~o y en ese moment:J. Esto significa qua sólc s~ considerarán cue::-pos 
absclutamente e!ást!=os: e:l cual es t....., caso ideal. Sin embeir?,o much:-s 

cuerpos rae:les salisfscen esta condiclén para cieformaciones razorabiementa 

psqueñas. De esta forma se obtiene la relacién siguiente 

(1.5) 

En el caso general se tle:i:e, de la relaci6n (1.5), que existen seis 

cantidades t"i. qua dependen de l.ss comr:io:ientes Y¡:::· Un caso da pc:.rticular 
interés y el Jnic.a que se tratará en esta tgsis, E=S c~nsidarsr que existe una 

relación lineal homo~éne:;. entre t"ij y Yim· Esla relsción se conocs en la 
liter-:atu:-::. c:::imj Ley de Hcoke: 

(1.6) 

eri la cual 

(1. 7) 

y es llamado tensor de m6dulo elástico o tensOf' de contantes elásticas. 
Si iti de.l"lCta la e-r.;:rg(a el.t~tlca, entonces 

(1.8) '1j= ~~ ; 
Y¡j 

y pc.:--.1·~ tant·~ de l::is rel=~ior.es (1.6} y '1.7) se liare qt..":: 



(1.9) 

as! las componentes del tensor Cijlm satisfacen las condicloncs de slmetr!a 

(1.10) 

1.e., las componentes no se alteran si un par de subíndices se permutan 

internamente o con el otro par. 
·Las rala.clones {1.8) y (1.6) implican gue les der-lv:.das de ~ con 

respecto a Ytj son funciones llnesles homog~neas de las componentes ylj' 

entonces ti es una ftJTlClÓ:n cuadrcítlca de y1j; y pcr otro lado la ralaci6n 

a~ 
d!li :::= t'¡jdY¡ i = ~ -Jy!j ; 

. ·' o i lj 

define a tfl ex;:epto por l!I1a ccn!;~'?.,~~ a::HHva. Si st.'F:;narr-:~::: qu.: lo. energ(s. 

el~stlce es cero er. ausencia de ci:formaciones (y1j=O), entonces la constante 
aditiva es cero y por lo tanto 4i es una fun·::lón cuad:-.:Ílica homog€nea de y1j; 

entonces el teorema de Euler para fun=iones homog~neas lmpllca qus 

o equlvalenteme:nte 

(J.11) 

Y¡j~=2~; 
Y¡j 

En lo sucesivo su¡:ondremos que !a energ!a elástica <11 es UllE. flmCl6n positiva 

definida ([FED],[DUF]). 

4 



Regresando al slstema de ecuaalones ( 1.2), se ll.-::ne que este se puede 

e-scrlb\r como 

{1.12} 
a~ul_ :t'ij . 
arr- xj ' 

dor.:!e h=mos usa:io la canvei:i~idn da !ndice:s repa:idos. Con el fln d.s obtene::
un slstema de ecusclones que sólo conter.ga c::t vactar desplazsr.:\ento, 
hagamos uso de 1:1s r9le:cicnes (1 .. 3) 'l (1.6), para as! obtener 

S'u1 8 Y1m 1 [ ª'um a'u¡ ¡ · 
(Lt3l ~=e l --=..,,e lm ..--.-+-a a J at· lj m axj ¿ IJ oxjox1 xj xm 

E:-i esta áltlma igualdad reemptec-:omos m por 1 y l por m en los subíndices 

mudos~ la axprest:5n cijlrr.{a2u1;axja)'.m). Ls slmetrfs ciel tensor cljlm 
con respecto a les sub{ndices nos lndica que les des t4rmlnos de le derecha 
er. {1.13} son iguales, de tal fer.ne;. que les e~·.;s.::·:;r.-=.~ d:: m.:>vim\entc s:in 

{[FED]): 

{1.14} 
B'u1 o'u -e m ¡w-- ijlm~ 

" ' 
La soluclén de astas SC\.!aelor.es estS:-i ex.plici~sr:ie~:? datermina¿as si se 

conoce:n las condiciom-s inlciel.:s del prob~.;m~ llüL1FJ). En nu=slro caso,· 

rnás que hacer 1..111 e~Hsis exhausti·.:::i da la e:uccl.Ón (1.14~, estamos 
interesados en sn=li.zsr i=. parte esp=c::.al (mi.:rr.bro derecho} de tal ecuaci6n. 

Este análisis está. enfo::=d:! a er.~ontrar la represe:-;~a-::ión espectrá~ dé la 
parta espa.::i2l de la eo::lla::~ón (1. t4) us.:.:-,d~ técnicas de arális!s func.:.~n;;,~. y 

más esp.::::fflcarnent.: de la ~eor{:i de cp.ersd~res lir.ssles sobre espacies :ie 

HUt=:-t '! tr;.nsforr:;ade: ir.-.egrsl;,s. 
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CAPITULO II 
ONDAS PLANAS Y LA ECUACION DE 

CHRISTOFFEL 

Como se vié en el capítulo anterior, la ec:tactén de movimianto para 
med!os elásticos homoe;~r.eos est<i dada por 

(2.1) 
ª'u¡ a'um 
M' = cljlm ª'Jª'1 

esta es una gcuación diferencial parcial homogénea cla segundo orden en el 
vector desple::amiento, . el CU91 sin ~rdida de generalidad se puede 

considerar en Cl. 
Si considersmos sólo cn:ias elástLcas planas y monocromáticas, se lh:ne 

que el vector- desplazamiento se puede e:scribtr como 

(2.2) u(x,t) =.A.ei{p·x-wt) ; 

donde A=(A1,A2,A1)ER' es un vector constante (indef16n<lLente de lEiS 

coordenadas y el tiempo}, p=(phP2:P1)ER1\{0}, IP J2=pf+pl'+p:f=1, 'j p·x= 

P1·x1+P: ·x2+P1 ·x3ER. 
El factor exponen=iel e1r;b con 

12.3) q>=p·x-wtER; 

se llama factor de f~se, siendo <P la variable de fase. El parSm~tro ~sic:. de 
la onda es !s. fre::ue .. .cla angular w=2;r!l'ER, an el cual JIER .as la fr;;.c':..!srv:ia 

(nilmarc de os;:::il:icio:-.ss ccmple:tas de:l vector desplazsmient~ por so::gund;i) • 

• 



El Feriódo rE R {lc.ngitu~ .:is una os::Hac!6n} est~ rel::clon=.ds. c:in v pe:- r:;adi::· 

ls. re:s.::ién t'=l/v. 
La cnda d=:s-:rlte p-X' b: t:=ua:ién {2.2) se llsma plSna débtcic a l= 

cie?endencia hns=l ci: ,,,_ e-::"". ¡as coo!"'denadas; En gen2ra.1 el frente de onda se 

c!::otermina por las superf\ci=s Ca LgU6l -fase. Si supo_r.emos GU€ $ es una 

ccr.5tante: 

(2.4) 

obter:err.os la s:ua=i¿:i 

{2.5) 

lo cual impllca ~e la e:-uaci~n Fer:: ~ suparficie da igual fase~ en 
cualquier tnstai:te ::!adc, es un plar.o p-=.r¡::erdL.:;..ilcr al ve:ctor un.Uario 

pER\.{O}. Et plano fase se rnue:ve parslelemer.t.-:: =. s! r.i.~smo 1 puesto que pes 

un "\·e:tor dsdo y ';"'>. (qlie es l=. :listE.:i=ia C:;:: sste piSno al c;ri!;.:.n) se 

\ncÍ"ementa. !lneslm~t-= c,:n el ttsrr.po. L=. rápidez ¡-.·! cl: esta plani: esti 

daC= FºI"' 

(2.E) 

l.e., 1.a r:ápide:: del plsn::i c:iinc\ée n'Jm.Sriceim=:nta con 1:. frect.:enciE:i a;:gula:"'. 

A est:. rSpidez se le c::inocs como la ve!c:cidad fase dsi la or.da. A el vector 

\2. 7i 

se le. ll!::m;: :1 v;.:.tx ve!o1;t:fo.d-fa!:e y al' ve-:.t·:::-""' pER1 !::.r: !s c-:nc:..; c.jmci 

vector c!e cna".:i o fase normal. 
Claram.art:e 1:. rsls:::t.:il 12. 2) _no_ satisfacs la ec:u:::i~í! {2_.1) F=ra 

,:~lquisra que saen l:s v:lcr-=s de A,pE-R~\\0} y (JER; s!.n o:méEirE,;o s! st:sli-
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¡lllm!js la ecuacl6r. (2.2} en la {2.1) cbt.:nemcs 

(2.8) 

o =qul.,1alentemente 

(2.S) (CljlmPjP¡-w'<l1~)um"'º • 

De.finamos la ma~riz r{p} da 3x3 cuyos elemen;.os e:~tán dadoS por 

(2.10) 

lo cuai nos permite e'.<presar la ecua:::itSn {2. 9} en la. forms directa 

(2.11) (í(p) -;\l)u=O, )\=ow'=lvl'; 

La ecuaci&n (2. l 1j, conoci.ds como Ecu:ict6n d_e C.hrl.stoffel, es la s::ua::lón 
básica para lntrodooirnos & la leería de ondt.s elásticas en medios 

anl.~ott"6plcos, ys q:,¡e a F·srtir de esta podemos er.c.jntra::-- i.::s dlrecclorEs del 

vectc:-- dsspl=.z:=.ml<:nto y las corr.::-=r-cnd1antes ·telo:!dade-:: de fas=-. 
51. i.;::c(>=,t1ERs\{0}, entonces 1ei ecu=.ctén \2..11) es &qulvali=nte a F~d~r 

qua 

(2.12) 

i.e., X=ú.•2 es una ra!: de la ecuación caracter!stica ll{)..,p)=O . 

. -'\l~unas prcpiedad~s imp"Jrta.ntes d: ls matriz lit·} ~stSn en~rnclat!s:= e:n el 
slgulente lema. 

Lema 2.1. La matrlz r(?) defLnlda p':JT" la ,-elüclé,., (2.10} tlene lJ.s 

.si&tdentes proptedad<?s: 

(l~ r(p} es un:i matriz simétrica pa~a. ·=~cdquJer direzcl&n de pER3 \{C}. 

(:i) l{f) es una rnJ.!rlz ::c-sie1v.:i d~finid-:i • 

• 



{lti) Todas las ralees de Q(X,p)=O son posltlvas. 

Demostraci6n. De les propiedades de simetría del tansor Cljlm' ec. (1.10), 
se tiene que. 

o equl valenlemenle 

(2.13) r+(pl=í<p), pER'\{Oj; 

dende el supra!ndice t denota transpuesto. Esto demuestra (i}. 

Para la demostra::lón de {ii) es suficiente mostrar que para cualqu\er 

AER''\{Oj se c1.ttnple que 

(2.14) .'\í(p)A)O ; 

o equl valentemente 

·entonces la relacidn (2.15) se pu.:de expresar como 

(2.17) 

d: donde es claro que este es un ceso particular de le c.:::ind!clón general da 

que la energ(~ elástica sea positiva {ec. {1.11)), donde el tensor simétrico 

arb\:.rario Ytj as igual e Tijº E.ítonces la cond\ci6n (1.11} S·:::ibre la 

q 



energía el&st1ca garantiza que r{p) sea positiva definida para cualquier 

dlreccl6n de pER'\{0). 
Finalmente, la demostración da la propiedad (lli) es una consecuencia 

Inmediata da la propiedad [11). 

O.E.O. 
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CAPITULO III 

EL OPERADOR DE ELASTICIDAD 

Denotemos por L 2•3 (RSj al espacio de todás las matrices columna de 3x1 

definidas sobro= R~ y que toman valores en Cl, da tal forma que st uELZ1 1(R3) 

entonces u es Leb.:::.sgua medible y de cu.edrad~ integrable. Para x=(x1tx2,:.c:1) 

ER1 y t...-€L2 •1 {R3) defl.r.a:nos en L2 •3 {R3) la norma de u como 

[3.1) 'f ·, J 3 ' llull = \u(x)! dx= ~ \ujlxll dx. 
R' R' j-l 

Claramente esta norma proviene de un produ::::to escalar, el cual para 

f,g~L2,l(R3) está definido por 

(3.2) 

El espacio L2•3(R3) provisto del producto escalar (3.2) define un espe:cio de 

Hilbert., el cual seguiremos denotando por L2•'tR1). 

Para uEL2•3 (R3} definamcs el operador trans;onnada de Fourier F para u 

de la siguiente forma l[eOC]): 

F:L'•'IR'l-->L"'lR'l 

D.~ r 
lFu)(p)=ú(p) = ,z,,\>. 1 s-l!mJ u•x) .-ip"' dx ; 

R-+co \xl"'R 

ll 



c~n inversa deftni:ia por 

-1 1 J lp·x IF O)(x) =~ s-\lm O(p) e dp . 
R-->á> il'l"R 

{3.4) 

Donde el l{mtte se loma en la lopolog!a. fuerte de L2• 1(R3). 

Las propleadad:s prtn.:lpal:s del cperedor transformada de Fouri'lr son 
las siguientes: 

(i) Fes un open:.do; lineal unitario de L2 •1(R1) sobre s! mismo; l.e., para 
toda uEL2• 1{R3) se llena qua íiEL2 •1 (Rl) y 

{3.5) r \u!xl ¡' dx=r\ü{p) \
2 

d,. 
JR1 JRJ 

Esta última igualdad se llama Identidad de Parseval. 
{ii) Sl uEL21

3 (R3) y su derivada en sent!.do da dlstrlbuctones con respecto 

a cads una de las coordenadas xj; J=1,2,3; es una función en 
L 21

3(R 3) ,entonces 

(3.6) 1F ~1=(~r =lp{u=lpJª; j=1,2,3; 

y si a'Zu/éhc:1ax j en sentido de distrlóuclones es una fimctón en L2•3 (R"l) 

en lo ne es 

{3.7) 

Estas propiedades nos permiten expresar 1:. acción dal operador 

H0=-Cljlm. 3 2/3xjax1 de la siguiente f=:"'flla 
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(3.B) 

donde el dcmlnlo del operador H0 está definid:i por 

(3.9) D(H,)=(uEL"'(R3):r(·JuEL'"!R'l}. 

En realidsd el dominio del ope>ador Ha, 0(H0), coincide c:·n el espacio de 
Sobolav H2{R3,C3): el espacio de todas las mat.:"l~es columna de 3~1 

definirl&s en L=•3(R3) tales que sus derivadas parciales hasta de segundo 
orden pertenecen a L2•l(Rl). 

Oefinlcl6n 3.1. El operador lfneal H0 deffnl:Io en {3.8) con dominio 

H2(R3,C3), se llamü el oper.:i.d:Jr de .!!!_ teo.-(a ~ 1g_ el6stlctd.:i.d. o 

. simplemente el cperador de el6sticldad.([REK}). 

Definamos el oper::.dor r{·} en Lª•3(Rl) .:Je la fonr.a siguiente 
(3.!0a) D(r(·)) ={féL'"(R'): r(·)fEL2"(R')} • 
(3.1 Ob) (r(·)f) (p)=r(p)f(p), fEC(r( ·)) 

Leriia 3.2. El operador r(p) con domtnlo dd'lnldc e,, la ec.{3.10a} y acci6n 
dada por la E'C. (3. iObj es un operacior at.:!cadjunto c:n respecte ol producto 

escalar us:.ial de L;::• 3 (R:.). 

Demoslracldn. Puestc qu;; el esps:io !)3 (R'l=C~lR')GlC:;'(R')IBC~(R3) está 
contenido en D{r(·)), se tiene qua D(r(·)) as dsnso en L21 1(R3j. La 
demostraclén quedará C:Jmpleta sisa demu:strEi que r(')Cí'(·) ( r'{') es una 
extensiqn de r(·J J y r"(·)Cr(·J; de donde r(·J=r"(·J. 

Demostremo~ pMme:-o qu= r<·}Cf"'(·). Pu~sto que r(·) ES slm~trica y 

·positivti definida (Lema 2.1), !:e tiene que para toda u,vED(r{·j): 

(r( ·Ju, v) =r [ r;p)u(p) l +·;'[p) dp=Jr u+(p) [r(·J]+v•(p) dp=Ju+(p) r!p) v'\p) cp 
. J~ ~ ~ 



=f ut(pl[r'(p)v(p)]'dp =fu•(pl[r(p)v(pl}'dp =(u, r:(p)v). 
R3 R1 

Esto demues?°" que si vED(r(·)), entonces ;,eo¡r'(·)) y r•(p)v=r(p)v; 
!.e., r(·)Cr'(·). 

Para demostrar ·qua r'(p)Cr(p), see vED(r'(·)); !.e., vEL'"(R') y 

(r(p)u,v)=(u,e); pera alg&i 9EL'"(R'l y toda uED(r(·)). El vector e es Igual 
a r•[p)v por deflnlcl6n, entonces 

(r(p)u,v) =fut(pl[r(p)v(p)]'dp= c(p)G'(p) dp=(u,6) , pera toda Lf.D(r(·)). 
Rl J~1 . 

Pero D(r(·)) es denso en L'•'(R'), de donde r(p)v=6; !.e., vED(r(·)). Esto 
prueba que si vED(r'(•)), entonces vED(r(•)) y r(p)v=9=r'(F)v; !.e., 
r'(p)Cr(p). 

Q.E.D. 

TBDreJ!la 3.3. El cperador de elásticidad HI) deffnldo en L2•3(R3) con dominio 

H2(R',C3) es un operador auto~djunto con respec!o al praducto escalar usual 
en LZ,l(Rl). 

Oemcstrac16n. Esta afirmación s.e sigue inmediatamente si notam·:.s que la 
transformada de Fourier es un map.::o unitario de L2 •3{R3) e.n s! mismo y 
adem~s r(p) es autoadjunto pc:·r el Loma 3.2.([SMI]i. 

Q.E.D; 
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CAPITULO IV 

LA FAMILIA ESPECTRAL DEL OPERADOR DE 
ELASTICIDAD 

La suposlc16n de ura soluclór, én forma de onda pian3 para la e·=uacl?n de 

movlmlento pEira medies elcíst~co:.s homogé:ieos nos conduce al siguiente 

probler.ia para el operé:lor de :1.isttcldad 

{4.1) [H0"11) {x) = Aqt(x) ; 

donde XER+={AER:A)O). Para AER3 , vector constante {independiente de la 

pos!c16n)~ si;;:::igarr::is ::;,ue '11 {:.:) es d:: la for:-na 

io»: .. {4.2) 'i'{x)=A• · , ip\·=l . 

Los rasultacios de los cep(t;,..il.:s II '/ III ncs condu.:en a considerar trés 

valores para AER"', lo~ c::.iai.es sin pér:ilda de gsnerslideci se pueden escoger 

de tal forma que 

{4.3) A1 ~A¡: ~A3 ; 6 equival=-ntemente: \vi) 22:1•12 \ 2~lv3 \ 2 

h.4ss aun, es fácil danos~rar que la m=-grütud de los vectores velocidad 
vn(p); n=l,2,3; sen homogéneos da grddo.ur.:J 6:1 el ·1ector p: \v0(ap)\ = 
\a\ \vn{p) ¡. l!DUF]). 

Denotemos F~r ~(>:) a la furr.::l~n dsde en {4.2) cor-ri=spondLer.te et valor 

A
0

; n=1 1 2,3; l.e.: llt°{x~ =~ cie la forma 

(4.4) ,¡,n\x)=A"elp·x, n=i,2
1
3. 



&jo esta suposición los vectores AnER3; r.=1 12,3; dsben sat.l.sf'acer la 

siguiente ecuación [ecs. (2.9) y (2.1 !)) 

(4.5) (r(p)-Anl) A"=O ,n=l,2,3 

Puesto qua r(p} es una matriz s!mátrlca d= 3x3, es fOSlble E.s:rlbír las 
componenl•s de ósta cor.>o ([OUF], [MUS]) 

(1.6) rim {p} =ª1ªm ; l,m dlstlntos; l:m=1,2,3. -

Resclvlendo la ecuación {4.6} par:1 las tres cimtldades ªP se tiene qUl:! 

(4.7) 
r 1 r 1• 

m 1 
• 1-1 2 3· r , - , , , 

lm 

donds los índices l,l,m son dlstLntos. Mes aun! !~-: a1 s':~ ~r!"':'g~~$:'': .:0; 
grai::!:i .... 1 e~ e: .,.,:::~o:"' ?· :Si defb;;mos 

(4.8) 

;--ntoncas l;¡ e:>:UsclJn { 4.5) se puede escribir como 

{4.9) 

la cual nos condu:-e a gue 

(4. !O) n ª15 

"1 =x-=a. n =¡ 

rF-flnamcs S d-e. l:;¡J form?a qu; S=l; en~onc@S. lz.s componantes del vecto~ 

A"; n=:i,2 13; s: pueden e-scribf.r c::·mo 

•• 



n_ ªm • (4.11) Am-~• 
n i 

ade:m<Ís la ecuación c::úbic::a que satlsfacen los A.
0

; n=l,2,3; está dada. por 

(4.12) 
3 
}'. 
r=l 

Un arníl~sls senctllo de los cocientes 

(4.13) 

muestran 

ortogonal 
nl co!ncldante nl 

fonna las ondas 
elásticas en gene:ral son cua::11ong\tud\n.alcs o cuasitransversaies \Fig.4.1). 

Figura 4.1. Naturaleza de los vectores desplazamfento con ondas 
planas cl: r.crmal p. Los vc.:tores A 1, Az, Aj sen on

das planas que viajan con difer&ntes velocidades. 
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Usando la condicidn 5=1, se obtiene que 

{4.14) 

l.e., A1 y A2 son ortogonales. Análog3mente se puada demcstrar que los 

vectores AZ, A'l y A3 , A1 son orlogonc.les. Entonces asocisda a la di~cl6n 
pER'l\{D) existe una t?""iada ort·~gor.sl de posibles vectores desplazamle:nto, 

cada une de los cueles se propaga con cierta velocldsd de fase.. 

En el caso especial en el que A1=>.2, los vector-Es esociad;..""S A1 y A2 están 

polarizados en el plano de nonnal A1, pero no están polarizados en ninguna 

direcci6n particuler conten!da en ese plano. Ondas elásticas con A 1==A~A1 
no son posibles en ningún medio el~stico conocido {[MUS}). 

La discusión anterior no excluye los casos >..=ak; k=i ,2,3; ya que estos 

se cufnplen si y s61o si la corre~pondiente ªk e.s lgusl a cero, por la ecuacl-

6n {4.9). 

Hagamos notar que las relac.:.anes de ortogonslidad entre les vectores. A0 

se stgwn cLrnpliendo aun si estos est.611 multiplicados por constantes 

arbitrarlas p", respe~tlvamente. Escojamos estss constantes de tal forma 

'l"" 

·{4.15) 

1.e., 

{4.16) 

1, n=1,2,3; 

3 a<? -llZ 

¡;n= [.¿ (A ~a.)' ) , n=l,2,3. 
K=! n K 

'ª 



Sigamos denotando por A"; n=t,2,3; a los vectores definidos por (4.11) 

r.ormallzados a la unidad. Entonces.de (4.i1), (4.15) y {4.16) se tiene que 

A" es d9 13. forma 

(4.17) 

Notemos además que los vectores: .t\n d=.-fl.nidos ~n (4.17} son vectcr.::s 

homo&~neos de grado ce•:> en el vactor pER"J\{0}. 
Entonces, sin p~nilda de generalidad, las soluclonss (4.4} se pueden 

escribir como 

(4.18) .¡.n¡x,p) =~ An e1P'X, pER3\{0) y n=l,2,3. 
l«<r -

A las funciones definidss por la relacidn (4.18} las llamaremos 

elgenfunclones lmprcplas del operaCor de el&setcidad, debido al he::f":: da qce 
IJ.rn; n=1,2,3; no pertenece al espacio L2•"J{R3}. Sin embargo, a pesar dei 

he::ho anterior, las propledsdes e:psctrales del OFeradYr de al~stlcldad H0 

están relacionadas con tales e:.genfunciones imprcplas. Est:s propiedades 

será~ obtenidas por medio de un conjunto de transformad.:zs de funciones 

fEL2• 3{R3). Estas transformadas son formalmente los productos escalares er. 

L2
1
3{R3) de f con l~s eigenfuncion~ impropias: 

(4.19) 'n J 'n f (p)= f(x)•'i' (x,p)dx; n=l,2,3. 

R' 

Claramente estas expreslon:s son formales, puesto que lss eigenf1.D1Clones no 

están en L2•3(R1), y será ne=asarlo interpretarles como l!mitss en el espacio 
L21l(R"J}. 



Lema 4.1. Para cada fEL2•3{R3) los siguienti?s llmttes fuertes existen en 
L2(R'J: 

(4.20} r"Cpl=s-Um fr(x}·'l<
0

"Cx,p}dx, n=l,2,3; 
M-><o 

. lxl'"lv\ 

Oemostrac:ldn. De la forme de las scluciones, ~finidss en {4.18), 5e llene 
que 

(4.21} Ín~J·'l<'"cx,p)dx=b If(x)·A"e·lp·x dx 

1xr"M 1~1 "M 

Puesto que pera cada n==l,2,3 los fe.ctores Aj ~an conslant~, j=l,2,3; y 
además de qLE cada f ja 2(R'l), se sigue de le teor!s de Fourier-Plancherel 

{[BOC]) que las funciones dadas en {4.2ij co~~en, c:uando fl..1-toco, en la 
norma de Lí:(R3) a una funci6n, denotada por fn, pe~eneciente a Li(R3). 

Q.E.O. 

El l.:rr.a 4.1. asocia & c:áda fEL2 •:¡(R~) una. te-ns dada por (f1,f-?,f3), djnde 

cada Í"EL2(R3); n=i,2,3; mas aun se cumple el slg-.dente resultado. 
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Lema 4..2.( Igualdad da Parseval). Para cada fE~21'1(R3) se cumple la 

sigulente igualdad 

2 3 ... 'Z 
11r11 = ¿ 11r"11 ; . 

n:l L'(R3) 

(4.22) 

donde cada una de las fn i:>sC6n Cef!nldas en (4.20}. 

Demostrac16n. Ü:.[lotemos por f=Ff a la transf'?nnada cie Fo'..!r'ier de 
fEL2

1
3{R3}, y por f a le teme as:.cisda a c.sda fELZ1 3 (R3) cuyas con;ponente:s 

son las Í": 
.............. 

(4.23) f=tf 1,f;:,f3) 

Usando las relaciones (4.20), (4.21) y (4.23) se concluye qu• 
.... ,. .. .. 

(4.24) f=!f·A 1,f·A',f·A') . 

Mas aun, de (4.24) es fácil ver qUe f se puede escribir como 

(4.25) f=f·A; 

donde A es una matriz de 3x3 clf¡as columnas est.Sn formadas por cade lSlC) 

de los vector-as A"; n~1,2,3. Notemos adamSs que A es una matriz 

ortcgonal debido e que sus c·.:>llDi"lnE:s formoil un conjunto ortonormal, 
entoncas A-1=A' ([NDB]). 

?cr otro lado se tie:ia qt:e 

(4.26) i11r·11' = ~f1r"(p>1'¿,=J ~ 1r"(p)\'dp=fr1p>·r·(p)dp; 
n=l LZ,l(Rl) n=l Rl R, r.=1 R'J 

:nt.on::::e:s i.:ssn:!c {4.25) y el h12cho da q~ A es ort.o~or.al 1 se tiene qte la. 
relación ("i.26} es eqt::i.v=.lente: a 



{4.27) 3.' J· 2 J ' ' ~ nr"n = \flpl 1 dp= if<xl 1 dx=llfll . 
n=I L2 {R3

) R' R' 

La penúltima igualded es consecuancla inmediata del Teorema de Parseval 
{[BOC]). 

Definamos el siguiente operador lineal 

~:L"'lR~->L" 3(R'l 
{4.28) ... ... .... - -

~f=f=(f',f',f'l . 

Q.E.D. 

Entonces una col'lS:!cuenc~a inmediata de la igualdad de Perseval {4.27) es la 

i~ometr!a del operador ~ 
{4.29) IWl\=llfl\ , para toda fEL"'<R'J ; 
l.e., 
{4.30) ~·~=1. 

En particular t es una .. iscmetr!a p.srcl.sl, ~ se sigue que ~~'=? es la 
proyeoc16n ortogonal de 4'L2,.,(R.3), el rango de ill. 

De las ecuaciones {4.24) y {4.25) se sigue que 

(4.31). if=(f·A',f·A',f·A'l ; pare tode fEL'"lR'l ; 

l.e., !Jif tiene como componentes las pray-=cciones de la transformada de 
Fourler- de fEL2 • 3 (R3) sobre cada uno de los vectores arton~rmales A"; 

n=1,2,3. entonces en la base fonnada ¡;cr A1., A2 y A3 el vector tiene la 
forma explicita 
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M.32) 
-. 

~f=~{f·A"JAn; p>ra toda fEL"'!R'i • 
n=1 

Esta 1nlerpr-etacl6n nos permite dar la deflnlc16n precisa de iSi•. 

Lema 4.3. Fara. ca.da fEL~• 3{R3} el siguiente í{mite fuert& existe en L2•3(R3) 

(4.33) 

dende fn; n=1,2,3; son i!lS cornpanentes del vec!vr fEL21l{R'). 

Demostracldn . Lo existencia del ltmlte (4.33) en L'"(R'J es una 
consecuencla inmediata de Ja TeorCa de Four!er·Plan=herel {[BOCJ). 

O.E.O. 

Notemos qL.~ para c2da. fE.L2•3(R1) 5e l1ene que 

(4.34) 

Teorema 4.4. El aperador !insal S:-:L:,'J{R3)-=--+l.l,l(R') es un aperado; ltr.e.:i.! 

unitario; i.e. 1 

(4.35) <11~=1 y <!¡ ~·=1 • 

Demostrac:l!Sn. la primera igualdad en (4.35i -as consecuencia lnmedi.<:its d-=! 

lema 4.2. Para verifí::ar la s:s,unda tgualdad &n {4.35}, notemos e;~ la 
rn ::.triz. ,o\. es UT\SI matriz ort·?gonal en el es;i.scic de lss matrlc:es da 3):3 '! 

c::.mo trsnsformac:iór. es '::·\yactiva, entonc:.s si FEL2 •1 (R3) se tlen9 ::¡'..!e 
g=AfEL'Z•3 {R3}. ~las sun., pi.:1:stc:;·que la lraroformada de Fcurler es un opera~-



dor lineal unitario de L2•3{R1) en s{ mismo, se tiene que F-1gEL2•3 lR1) con 

g=Af. De esta forma para toda fELZ•l(Rl) 

. -
(4.36) · <ll~'f=th=(h)IA, don:!e h=~'f. 

Por otro lado de _la relaci6n {4.34) se tiene que 

í~l'=[ (~'f} 'Jl;:[FF-1Af] '=[Af]t=fAI . 

Sustituyendo este resultado en {4.36) sa tiene que 

O.E.o, 

La ecua::ión, (4.30) es la expa115iÓ:i. en elgenf1..1:1C:iones an fcrmc:. c:.tis;.racta, 

1.e., para cada féLZ13(R1) se tiene la siguiente r:presentación 

(4-37) . f=<i'f . 

Esta expansi6n en elgenfuncionas n::s propJr~iong una r12presentacl6n 

espectral para el operador de elásticidad He. 

Teorema 4.5. El oFerodor unltoric ~·:L'•'(R~-L'•'(R~ deT!ne una 

represent.:i..:lón esFectral de! ope-radc~ de el.1sticldad H0 en el siguiente 

sentid.: 

... .... ... ... 
(4.38} ~H0f={A 1f1,A2fZ,A3f3); para toda fED(H 0). 

Demostraclfu. P::-'3 demostrar la relación (4.3S) hagamos uso da de la 

::ieflniclÓn 3.1, de qua el oper.:.dc:- transformada de Fourier es unit..srio, del 

lema 3.2 y de que la matr!z ,'\ ss ortogonal. 

Como se vló en la demcstraci6n del lema 3.2 el conjunto D~(RJ) es cie~c 
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en Í-213 (R3). Entonces sl _fED(H) y g~03 {R3) se llene qu,;; 

(4.39) (¡Hof,gl =(Hf,~'gl =(F-•r( ·)Ff,F-1Agl =(r(·)Ff,FF-1Ag) 

= [r(·)Ff,Ag) =CA trc ·)Ff,g) =(Aire·) IFf,g) 

=CA trc ·) AAIFf,g) =(Atr(·)Af ,g). 

La n:at:-lz Atr{·)A es una matriz dl.agonal cuyas compcnentes en le dlagcnal 

son_ los eigenvalores de r{·): ya que la matriz A tieM como columnss 

los algenvectores da r(·l ([NOB]), 1.e., 

(4.40) 
r [X1 O 

D= Alr(o)A= O X, 

o o 
~ J=DC'l • 
x, 

SustltLr¡endo (4.40) en (4.39) obtenemos que 

- - -(4.41) (4H,f,g) =(Atr(·)Af,g) =[D[·)f,g) • 

La relac:l6n (4.41} es equivalente a la relaclén (4.38) ¡::...;:sto que el conjunto 
0 3 {R3) es denso en L2,3(R3). 

Q.E.D. 

Claramente la relación {4.38) es eq:uivalente a 

(4.42) ~H,~'=D ( · i . 

i.e., el operador it· dla~cnaliza al operador Htl. 
Si d::rv.:itamos por P 

0
{·) =- la proyeccién ortogonal so~_!"': el eigene;p¡¡¡,c\o 

co:-r;:spandients a A
0

(•); n=l,2,3; entonces se t:~ne que P r/·) esta dado por 

[[KAT]) 



{4.43) n=!,2,3. 

donde Cn(p) es una curva simple cerrada qua sólo encierra al eigenval~ Xn. 
De los lemss 4."1·4.3, de los .teoremas 4.4. y 4.5, y da (4.43) se cbl1ene. 

Corolario 4.6. Para la matriz r('}, el >Jperador de elásticídad H, y las 

proyecciones· ortogonales P n(-) se cumplen las slgui:>ntes relacicnes en 

L'"lR'l: 

{4.44) 

. {4.45) 

{4.46) 

{4.47) 

3 -
{I} }'. ? {p} =! ; p€R3\{0) • 

n=1 n 

3 -
{11) r{p) =A}: >. (p)? (p} N; pER3\{0J • 

n=l n n 

Por otro lado, de acuerdo a los r=sultados en los capítulos II y 111! l:.s 

c::c.rac:ter!stk::a5 de prop3gs::ión de ondss plaru:.s ~n ui m=d!o anlsctrépico se 

pueden encontrar a partir de la =cuaci:!n de Cf-:~sto:fel {2. ! 1): 

{4.48} (r{p)-1\l)u=O; 1'=o:'=\"I'; 

la cual origina una relsci6n de dispersi~n ¿sda por la ecuaci~:; {2.i2): 
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(4.49) 

Para l.Q"la X fija , la ecuación {4.49) define una s~rflcle de dimensión dos 

en el espacio determinado por el vector p; a dicha su?"=rficle se le conoce 

como superficie del vector de cndcz ((AUL)}. Puesto que al segundo t~rmino 

en la relac16n de dispersión es proporcional a A, entc.nc:es la relc.ción de 
d!sFerslón siempre se puede -=xpressr en términos d6 ls variabie 1;x1n. Pc.r 

lo tanto el V<:Clor de onda pER3\{0} es s!empra propCrcion:al a x11::, entonces 
es rnSs 'ConVE:niente considerar la superffcfe de len!ltud {o de ve!ocid.J.d · 

inversa), la cual da la inversa de: la v~locidad de fase, 1/w=1/\v1: como 
una fl.alCiÓn de la dirección Ce propagai::ión y es independiente de A 11?=--.i, en 
lugar de le superfi.·-:ie del vector de onde la cual dependa de A 112=:...o. De esta 
discusión se sigt:e que la ec:.iaci6n qua describe a la superllcie de lentitud 

está: dada por 

(4.50) Qll,pl=lrtpl-Il=O. 

Una forma s.ltsrra~ivs de des::riblr a esta supsrficle de ·1entltU:: e:: 

hacier.::!o not::r que la rel::c16n de d!spersl~n (4.49) es un polinomio de tercer 
grado en lss vsrisbles (X,p). Dicho polinomio tiene t.:il!! factorizacién -ánii::e 

(4.51) !2(;>.,p) =Q, (;\,p)Q,{;\,p)Q,(1',pj 

tl'Jnde les f:ctores Q0(_)\,p); n=i.2,3; se pueden es.:r1b:r &: fcrm: ú:r.ic3 d=

t:=.1 forma que el co::i=~:::~::.1te :ic ~ en c:..ia C/r\A,Fi <;'-="? t.:r~. O.. rct:i 

f:-;rn~: t.!';ar.dc. la re:~:.ii:ié;; \;.5.3i, la SUF-i::Cflclc de i.entltud se puede describir 

pc.r la ecuac16n 

(4.52) Q(l ,p) =Q,(1,p)Q, (1,p)Q,(1,p) 
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El lugar geom4lrtco qi.:;, :!escribe cad:. factor 0~{1,pl; Íl=i,2,3; esiS :lado 

por el siguiente conjunto 

(4.53) 5n={~ER3 :A {;)"~-~r; n=1~2,3; 
n , . -

y por !o tanto el lugar g:om~t:--\co dEscrilo~por·l: supe~fict~;de·.lentltu:3~·est~-. 
dado por 

(4.54) 
3 

S=U 5 
n=1 n 

Esta d:scri¡:;ci6n alter1...at\va de la ~uye!'ficie cie !entit'J:l pemüt;:; def!.nir 

sobre R 3 un sistema d-= c-:ocrdenad3os radiales gen:raHzadas definidas por los 
mapeos 

(4.55) 

y 

(4.56) 

E:n:R3\.{0)-.(R~ ,S
0
i 

;'.n{~):\\i{~), ~~~)~ ; n=i,2,3; 

= -!(p,e '=p-5 ; n=t,2,3. n rr' n 

Si d€sig,namos por dS e le superficie medible Ce dimensión dos de la 
esfera de :-adio uno en R'l, entonc=s 

(4.57) 

donde 

(4.58) den=iBnl'a5(6n/1='nll: 
d:::>n:k. dS denc':.s la msdlds d= la SUf~rficle Ce la e:sfere unitE=riei de 
dimer.~\Ór. d!:>s en R3• Clararr:en':.e la ec. (4.58} define un:;. m:-:Hde f¡.nita d9

0
• 

'ª 



Denotemos pcr L?i'l(Sn) al -=spaclo d.: r:lil~art Ce. funciones me<lihl;;:.s ccn 
valores -=in C3 definidas sobre sn y tal g:.i: s~n de cuadrado integrsbie con 

resFecto a ls. medlds dG ; y denote..11os por L2 •º{S )=l.2 {S ) . C=in ayJ~:o. de lo~ _ _- - n n n 
e-spacios L2

1
3 (Sn);_ n=~,2,3; _d:flnamos 1~ siguientes espacies de. Hiibert 

· \4.59) · ¡;n=!<tEL"'(S,i:P n<enJ<P(0¡¡1 =<P(9r.)} ; n=l,2,3; 

(4.50) 

y 

(4.51) 

Una vez definidos estos ;;:.spsclos o:i.;::finamYs i!l siguiente operador iineai 

U:L'"!R')-+H 
(4.62) 

" - -(Uó)(p,ó)=p~? ¡9 i.;1,9 l 
., ... , n rr · n 

donc!e i;=(B1,6;:,e1:. 
Uns. conseuer.c!a lr_11ediata clsl teorema 4.S~ de lss ecuacione.s (4.42\ y 

{4.43}, del corolario 4.6 y cle las relaciones {4.55)-(4.62) está ;,r.:.ir.ctaáa e-n 
el siguiente coro!arlo. 

Corolario 4.7. (i} ~! o¡;ert:.-~or U de :.;:i,l(R'.?) sotre H t?S un cp:rü.d::ir i..nltart-~. 

{ii} ~l opE'rador UH:U·1:H___.H es el c.r:erJdor de mulHFhcaci6n por p; 1.e., 

\4.53) UHc\..i- 1=p. 

Para •::.ds canjun:~ da =.:-:""E! ICR+- der.otemos por :<¡(p) a ls func:.~n 

caracter!stlca da i: para cada ;EI. y Cenctemos F':ir E: & le f&rn!.lia ::s:¡lS.::tra! 

del op::-:=.do:- H0, :nt:::>nces el c:::iroloariQ 4.7. i:n:;lic:a qu~ {[\\fEl}): 



{4.64j 

y 

{4.65} (UHE{l]fl (p] =px¡lp}Uf. 

La famllLa espe::tral {~(p)} ~etermlne una mec:Ud9. espectral E(l). SL l_es 
el intervalo {~,b], entonces E((a,b]}=E(b)-E.(a). Psra o.l;.ros ~ipos de 
!nter1alc:s definlmos 

E([a,bj} =S{b}-E{a-0) 

El \a,c}} =E(b-0}-E(a} 
E([a,b}} =Elb-G]-E(a-Oj 

Entor:ces es clarc que las dafinlc::or.es anteriores determ1r.sn t.ns fw.c!6n 
E!I} cuycs valores son proyec:cionas 1 dafir.ida para todos los conjuntes de 
Bc.rel 1 d.: l;, recta ree.l (en nuestr::; ~sso de R~) y qce cumpl.a aderr.ás con las 
siguientes propiedades: 

H.66) 
(4.67) 

{4.68) 

Eilf\:·¡ =E(l}E1l'l ; 
EtlUI')=E(I1+Ef!'), si If)I'=Z 

"' "' E{ U 1
0

) =2: E(ln) ; Innlm=0 ¡ n difer.:r.te de rr •. 
n=1 n=1 

?\'las genera.lrner:te, "!=ara u:-. •.;ect.::r arbllrario, elerr.ent::. Ca un espacio de 
Hllbert., se lier:e que 

(4.55} 

:ie~ir.e una madida nv negativa y contableme:nt.& aditiva {(R.OY)} pe::-a 
conjunt::;s de EJrel l. P-::or ·:itrc lsdo ei Tec·r=rr.a da S'-::::·:omFSi·=iJn de 
Lel:es~ue ((KOY]) est:Ole.::.;; que cu=l:r-11.er me¿i¿=. :n ~obr.a R :i.;~ L-rt5 ár.!ca 

di:;scompcs1ci6n m=mac +m~, dond: rnac :s ab~oh..t=me.-n!.=- c:¡:t!~UE. :: m~ =~ 
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singular con respecto a la medida de Lo.be:s~ue \ • \ sobre R. 

Deflnlcton.4.8. Sea K un espaclo de Hilbert y B un ·?perador lineal d!?f'lnldo 
sobre K. 

(1) Un vector fEK se dlce que es .:ibsolutamente contlnuo con resp~scto a B 

sl mf es absolutamente co.'ltlnua con respecto a la medlda de Lebesgue sobre 

R; t.e., sl y s6lo si 

{4.70) \l\=O => rnf(l)=l\E(l)fll'=O. 

(fi) Si mf es singular con respecto a la m~dida de Lebesgue sobre R l.e., 

si existe un conjunto de Borel 10 ccn \10 \:::0 tal que mf{íl=mf(lllI0)· para 

tcdos !os conjuntos de 5orel ICR, entonces fEK es singu!a.- con respece9 a B. 

Al conjunto de vectores en K que son absolutamente cont!nuos {slngularés) 
con respecto a B, se denota tr.:U5lmente como Kac (B) {K

5 
(8}) o simplemente 

por Kac {K
5

) y se llsma subespacfo de contlnuldad absoluta (slncularlda·:fJ con 
respecto a B. Una propiedad importante. que llenen estos subespecios es que 

{[KAT]): Kac y K
5 

son subespac:::ios (cerra.des) de K, son complementos 
ortogonaies uno de otro y reducen al operador B. Má.s aán • K tlene la 

siguiente descomposlc\~n 

(4.71) K=K&
0

GlK
5

• 

Si i<
6
c=K (o equivalantem2nte si K

5
={0}), B se dice qug es 

(espectralmente) absolutamente c:::int!nu.:J. Similarmente, si K==K
5

, B es 

(s;:pectra.lmente) singular. En ganeral, la parte B_,... {B j sa le llama !a parte 
o- 5 

{espectralmente) cor.t!nua (singul.e::} da B. Entcr,ces ªec{B) (cr
5

(Bj}, el 
espectro absolutament: cont(nuo (s1ngulsr) de B, es!.á dado~ p:ir cr(B

2
c:::) 

{a(B.,,)). De esta fcr'!11a se ttan~ 1: siguiente descampc,s!ci6n pi::ra el ::spec:.ro 
da B-({AMR]l: . 
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(4.72) 

Regresando a nu=stro problems ..:-rlgir.al, se tien~n entonces los siguientes 

resultados para el operador de elésticidad H0• 

Teorema 4.9.(l) El operador de eldstfcfdad H0 es absolutamente ccnt(nuo. 

(fl) El espectro de H, coincide con R'U{O}; !.e., '7(H0)=R'U{O}. 

Oemoslracldn. Sea ICR .. un conjunto de Borel. Entonces la lgU3.ld9d {4.64), 

referente a la.familia espectral :!e E{A} del operador r!0, implica que para 

toda fEL'"tR'l 

(E(J)f,f) =(U-\¡Uf,f) =(Y.¡Uf,Uf) = f (Uf, Uf¡ H dp • 
l lll 

EntoilCes si 11\=0 (le mec!lCa da Lebe:sg:ue cle I), la última expresién implica 
que (E(I)f,fj::;;;;Q, lo cual demues~ra qL"" H0 es absoll.rtamente contCnuo 

(daf.4.8). Esto demuestra (!). 

La demostración de (iiJ es como slgt...:.a. Pl.'6sto que He E.S absolutamente 
cont!nuo, entonces el espectro si.ngulsr de H0, a

5
{H0), es igual a cero. De 

esta fonna, de acuerdo con la descompos!.ci6n {4. 72), se tiene que 

¡1. 73¡ -:r<Hol=R·u¡o¡ . 
Q.E.D • 

. Una consecuencia irunediata del teorem:t 4.9. y de la e.cuacicSn (4.42) es 

que e:l intervalo (~c:o,O) f2rtenece a la resolvente del operador Ht1· 



CAPITULO V 

EL PRINCIPIO DE LIMITE ABSORBENTE 

PARA EL OPERADOR DE ELASTICIDAD 

Sea R(z)=(H0-z}-1 el operador resolvente del. operador de elástic1dad 
H0 deflntdo pera zEC\cr(Hcl. Es de gran inter~s conocer cuando el operador 

R(z} toma, en algán sentido, valores límite sabre el eje positivo R\ 
obtenidos corno l{mltes sobre R(z) cuando z-t-XER... para 

zEC±=={z€C:±Imz>D). Puesto que R'C<7(H,) (teocema 4.9.) es claro que tales 

límites no existen en }e topología uniforme de L(L2• 3 (R3},L2 • 3{R'l)} (el 
espacio de todos los op.arc:.dores acotados de L2•l(R3) en L2 •3(R3}. Sin 

embargo, como se verá más adelante, tales l!mites ex.tsten si s~ considera 
a R(z) como una furción que; toma valoras en L.lfE topolog(a óptima. de 

operadores lineales acotados. A este resultado, el cual siguiendo una 

tarmtnolog!a scept.ada, lo llamaremos Pttnc:lplv de Límite Absorbente, y es 
el resultado pr'inclpal de este capftulo. Antas de enunciar y demostrar 
dicho prlnclplo haremos una discusión de la herramienta mats;.mática a 
utilizar- para ello. 

Denotemos por QCRn a un conjunto abierto y cone);.c (no vaclo) da puntos 

pertenecientes a R", y sea S una superftcle suave de dimensl&n {n-1) 

perteneciente a la clausu:-a de. Q, la CU3l ls den:iter.::mos FOr O. Cusndo 
en Q astá dacla i.ma función f(x) definida en cada punto {i.e., si ls Igualdad de 
las funciones se entle."1de como la lgualda:I de sus valcre-s :n cada plUlto), 

podemos considarar el valor de esta función en S como la función fixES , 



definida en cads punto de S. CLl'JOS vaion:s ::olncide'l. cor. los Ce f{.x' para todo 
xES. Si examinamos en Q una fur.clón da.:!=. a.e., el valor d:: f E:n l& st..:pe:rflcl? 

fijada S se detenrilna de manera no un(voca: ya qua le medida e.xte.ricir de S 

es c;ro, la función pci;:de tener en S un ·1alor arb1~rsrlo. Sin embargo, en 

determinado sentido, s>! puada hablar de los valores que t1l1a función, deflnlda 
a.e., loma en las superflcle:s di; dimenslén n-1. 

Por slmplicldad, supongamos que la Sl.'Perflcls S=S{x
0

) s-s la 

lntersecc:16n de O con el plrc.o x
0 
=::onstanta. Sea fEL2(Q), ,;:.ntonces por el 

Teorema de Fubi.nl {[MIJ]). pera casi todo "n e.xi~te un v.slor 

fir.~S(x ¡EL'(S) de la función f en S(xn)' definido casi siempre en S (la 
i.guslda8 de las funciones de (n- l)estma variable se entien:le como la 
igualdad de sus: valores a.s. en el sentido de la me-:ilda [n-l}-dimemslvnal/. 

Entonces el valor que toma en S(xnl u;ia fune16n co~1'L(nua en Q, para casi 
te.da xn, es una func16n cont!n~:a en S(xn)' y al val::r que toms en S(xn) una 
func16n de L2(Q), para casi toda xn, pertenece a L2 (S{xn)). 

Deflnlcldn 5.1. Se llama ~ fls d• !a funcl6n f ¿• C(Q) (funciones 
contfnuas deflnldas en CJj en una superficie (n-1j-dtmens!cnaI S a! vnl·::r que 

Coma en esta superflcle una funcí6n continua en 0, la cual casi siempíe 

cC'ini:tdE? .con f; l.e., por ~ de una functón continua. en S se entiende al 

valor extendido unlvocammte de la funct6n segtin la. continuidad en S. 

El con.ce¡:ito de tf'Sza de una func16n en S se puad-3 1ntroduclr tamblán pars 
las funciones pertenecientes a algunos espacios provistos de normas 

integrales-, en paM.iculc:r, para las funciones ds los esp.:icios de Sobolev 
Hk{Q), cua~do k:?:1; de.rufa 

Hk{Q)=:Espaclo da todas las funcionas perte~ci~ntes a. L~{Q) tales 

qua tod3s lss derivadas ger.eralizsdas de estas f~¡cícnes, 

h:ista el crden k lnclusi·;e, Ferter.ecen e:. L2 (Qi. 



Como se sabe Hk(Q) es un espacio de Hilbert sl lo prcYaemc·s c~n la 

norma slgulente 

(5.1) nrn' k = '5 [ ¡oªfl'dx; fEH"toJ. 
H (Q) \a[Sk • Q 

Mas aun puesto que todos los Hk {Q), k21, est~n contenidas en H1 {Q) ~ será 

suficiente introducir el concepto de: trsza para las funcionas en H1 (Q). 

Sea S una süperficie d.: clase C1 definida er. 'O, y sea 5 1 un trozo simple 

de s que se proyecta unívocamente en un conjunto abierto y conexo de o del 

plano {x
0

=0} y descrito por ls <:cue.ctón 

(5.2) x
0

=$(x'}, x'=hc1, ••• ,x
0

_ 1), $(x')EC1(1)). 

Si suponemos que Q es a~tado, entonces e:xlste aER+ tal q:.:e QC{O(x1(a, 

1=1,2, .•• ,n}, y sea ffC~(O} tal que f =O en el C.:lrr:plement·:J cl: Q. Entonces 

por el Teorema Fundamental de ~lc!..!lo se tiene que 

y por la desigualdad de Cau::hy·Schwartz 

, JQ>(x') ¡ar(x',l;n) I' Jª ¡af(x',liJ !' \f¡ \ SQ>(x') a; dlin<:a ai; dl;n. 
s, oln o n 

r n-1 k 2 ] 
1

" 
Multiplicando osta desigualdad por 11+ ¿ ( ~) = lnt.grando en O, ob-

l n=l aip 

ten:mos la desigualdad 



(5.3) ' J ' ' llfll = lf¡ 1 dS1 SC2 1\fll • 
L2{S1) S, 51 H1(Q) 

donde C)O es una constante que no depende de la func:tdn f. 

Ya que la sup;arficie S puede ser cubierta por un n(anero finito de trozos 

simples, i.e., trozos ·del tiF:J 5 1 (qce se proyect=n quizas en otros planos 
c:oorrler.ados), sumando las destgua ldades correspondientes {5. 3}, 

obtendremos la desíguaidad 

{5.4) 

donde ta constante e no depende de la funcl6n f. 

Hay q~ ñacer r.otar gua la desigualdad (5. 4) se cumple tsmblén para tocia 

fum:!6n fEC1{0) y l•l que aQEC1 (teo.1, p.2, H, °'?· ¡¡¡ [MIJ]) • 
.Sea fEC1 {Q), e.'it.::no:es existe una suc:esién de ft1n=l.or::s f? h:); p=l,2, ••• ; de 

C1{0) qt.:-= converge en le norma de H1(Q1 h:cta f. Par= las funciones fp-fq la 

desl.g"Jaldad {5. 4) toma la fo:-rr.a 

(5.5) llfp-fqll se 11f -f :i • 
L2{Q) P q H1(Q) 

Como llfp-fqllH'{Q)-+0 cuando p,q--. l>mblén se tiene qua l!fp
f .. llL"S)_..Q cu.:.n:k:· p,q~. Esto impH.::a qu.: la sucesión da las trazas 
~ ,_ 

fp!s de las funcionas f en Ses da Cauch~ e:n LZ(S). y pu;st.:i que LZ(S) es 

completo, existe f5EL~S} t:il que fpls--+fs cu=nóo p--+-oo. Toms:ido al 

lltT.lt.E cusndo p-tu> en la de:sigualdad (S.Sl, obtenemos 

rs.E) llfq-fs!IL'(S) SClifq-fllH'(Q) • 
Da=:'lcstr.:mc·s la urücidad cia fs. Ses gk{x}; k::l,Z, .•. ; ::tra suc.::sidn de 

fLnc~or.as de clase Cl(Q) par:. le. cual /lf-~kllH 1 (Q}--t-O cuar.da k~:, :-· Si:S 



g5(x) el ltnilte en la norma de L2(S) paca la sucesión gkl& k=l,2, ••• ; 
entonces por las desigualdades (S.S) y (5.6} se tiene que 

l!f5-g51! snf5-fq\I +llfq-gqll +\lgq-gsll 
L2(S) L 2(S) L2 (S) L'(SJ 

se (ltf-fqll +llfq-¡;qll +llgq-gsll ). 
H'(Ql H 1(Q) H'(Q) 

Puesto que el segundo miembro de la desigualdad tiende .a cero cuando q-+<:o, 

resulia que f s=gs 
Oeflnlci6n 5.2. A la runcfón r5 Cx) (como elemento de L2{S)) la llamaremos' 
la traza ds la funcdn f(x)EH1(Ql en la superficie S y la designaremos por r¡ 5 
(o llf¡

5
11L'!Sl la designaremos por llfl!L'(SJ). 

De esta forma el concepto de traza de una función sa ha determinado para 

cualquier elemento fEH1{Q). 

· Obser1emos que este concepto es realm~'lte una generalización del 
concepto dal valor de una func16n en U'1.a sup:rflcle de dimenstén r.-1. En 

efecto, por slmpllcldad, sea S:::S{xn) 1.6 interse~lón del dominio Q con el 

plano x
0
=constante. y sea fEH1(Q). Tomemos t..'na svcesién fm; m:::1,2, ••. ; de 

funi::ion=s en C1 (Q} que en la r.onna del espacio H1(Q} converge hacia f. Seg6n 

la deflnicl6n 5.2, el papel de t.raz9 f\s(x 1' para tocio x
0

, lo desempeña en 
L2(S{x }) la sucesión de funciones f \sn(,;d. Puesto que la sucesLón f n m x m 
converge en L2 {Q) hacia f, entonces se pue: escoger una subsucesi6n f ; 

. ~ 
k=1,2, .•• ; que converge a fa.e. en Q; 1.e., para cas! todo xn la subsucesi6n 

fm ls{x ); k=1,2p .• ; con•:e!"g,e hacia el valor de la fLmci6n f en S(x
0

) a.e. en 
el k;;t1db de La medida (n-!)-dimensionsl. Por lo tente, la traza y el valor 

de la funcl6n f en S{xn) coinciden para c:as! todo xn. 



Por olro lado la lraza r¡ 5 da la fun:t6n fEH1(Q} sstisf.,=e la desigualdad 
{5.41. Para demostrar esta a:irmación, es suficiente qLE en la da;\gus.ldsd 

(5.4) escrita para las funcionas fpEC 1(0) t~mar e1 l!mite cuando p~. 

En rest.n1'len, se ha demostra¿:i el siguiente teorema. 
Teorema 5.3. Sea S una superl'icie d~ dimensi6r. n-J ccm¡:acta y cb.se C1• 

Entor.ces tvd(l func1én fEH1(Q) tii:r.si en esta. superflcte una traza fjs , 
perteneciente a L2 (S) y ad~más se cumple 1'1 destg:.ialdad (5.4} . 
.Sea fEHk(Q), k) t. C:;mo toda· der1vE1da gen~ral!zada 0.::-f, !al (k, perl~.:ac:e a 

H1 (0): enton::e;~ da ecuerdo al teorema 5.3., an c:JS:lquie:- superficie de 
dimens\cn n- !. 

oªr¡s EL2(s;. 
(5.7i 

compacls y de clase C1 existe una traz~ Ce '2Sta derivada: 
Además se c~plan las siguientes ciasigualdsCes 

llDºfllL'(S)~Cl\fll l>!+l . "Clifl\ .k .. ; 
H (Q¡ E lOI 

donde la constante C)O no depsn:!::: de la funcié·n ;. 

Fara nl.<estro estc:ho es conv.::ni.enle ussr- E-lg\Jí\cs es;igr.::ios adicionales. Si 

aER, denct.amos por L 2 a (R 3) ai espac:lo definido por 

(5.9) L' (R'J={fEL2(R>1/(hlxl'Jª/2fEL2(R3J). a 
51 defin1mos sobre L2ct(R3) el FrodUi:tO es::alsr 

(5.9) (f,g)L' (R')=J (l+lxl'Jªf!x)g'(>.idx ; 
a R' 

=cr. f,gEL2cc~R3j~ enlo:1::::2s L2c:(R3) es un sspaci:. da Hilbert. Cafinimos 
tambl~n los espacios da Hilbert Ha{R3), aER, como le. .=.=rr-=:dura ds C0

00
\R3l 

en la ncrrna 
(5.10} 

39 



donde fECºco{R3} y Fes la transfcrmad: de Fourler en L2{R3). 

Antes de enuru:i3r et correspon:Hente teorems d= traza . para las 

ecuaciones d<;! el~sticidad en medies homogé~cs, recc~mos cuar.:io se dice 

que .una fura::i6n es HOlder cont!nua. 

Oefinlci~ 5.4. Sean X y Y dos es¡r.:iclos normados y derln,:imcs un,:i fun.:i6n 

f:X-+Y .. Eneonces f se dice que es H"6léer con~inu:::z ccn ex;:c;;;r:!e 8 sl 

llf(x)-f(y) lly ~ K llx-yllil X; 

para eoda x,y en el domlnlo de deftnlcl6n de f. 

Teorema 5.5 .. {Teorema de Traza) Para cad.J a)l/2, pER"'U{O}, y cada 

n=l,2,3, existe un operador de traza T n(p), acc!ado de Hcr(R'l) en L2(S,) eal 

que 

(5.11) 

pw-a cad.i cpEC~00(R4)flH0lR3), donde p )' an eseán d:::id:Js pcr la e~.{4.55) y 3
0 

!O'St6 defl.nlda en la ec.(41.53). fvfas aun Tn{') es un rr.apeJ h3lC.er contlr:uo de 

R'U{O) en L(Ha(R'),L2(Sn)) cor. ex¡xmente 

{ 

a-1/2, si cr(3/2; 
(5.12) r= 1-ó, ó)O y arbi!rariam~r.!e pequeñv, sl a=3/2; 

1, si a)3/2. 

El taora.-n3 de traza ern.ru:iacio de esta forme;, es t..=l caso particular del 

t;:orema de trs.za ern.11iciada por R. \V=:i=• ((\VE 1)~, l= Oif.;renci= radies en ls 

regularidad d-= 1s.s sup;:fictes d-a l=ntitud ccnsi:lara.:i:s. E:i -=fect~. p~=mcs 

distinguir dos tipos de Sl.!pi:-rfici.es óe l;:ntitu:l.Si la 1gusld=d ntJfiC3 se ci.nlpic 



en le ecuación (4.3}, l.e., si les mantos de la superflclei de lentitud ~la se 

juntan ~en el origen, entonces la superflc!.e de lentitud se llama regular. Pcr 

otro lado, sl los mantos de la superficie da lentitud se encuentran en uno o 

más generadores de esta superficie, a esta la llamaremos singular. El caso 

singular es el que genera la diferenci9 entre los teoremas ya señaladas, ya 

que como es bien conocido ([D'.JF]) el caso regular consiste de tres mantcs 

{acotados} concéntricos que r.o se intE!rsectan, mientras ·que en el caso 

singular se tienen puntes en comón, los C\J9les san lls.mados puneos múltlpleis 

de la superficie de lentitud, y en dichos puntos las superflcis-s de. lentitud son 

singulares. 

Continuando con nuestro andlisis, definamos el operador Bn,a(p), 

pERU{D), a}l/2, de L'"(R'l en Hn [ec.(4.59)} como - . 
[5.13) Bn,a[plf=pP n[60)Tn[p)[~<afl[G0); 

donde n=1,2,3, 

sigue qua 

(5.1~) 

-a/2 y -~a=(1+1xl:?) . Entonces del. teorema de tr:o.za 5.5.~ se 

B [·i:R'U{D) ~ L(L'"[R'),H) n,a . n 

Es una funcior:. H5lcier contfnua con exponente y dado en {5.12). De esta forma 

?ara pER .. U{Ol definamos el operador .. 
[5.15) Ba<Flf=B1 a(plf+B2 n(p)f+B3 a(p)f. ' ,... , 
Notemos qu= Ba(·):R~{O} --+ L{LZ1 3 (Rl),HIB) es una furr:ión que tambi~n es 

H!:>lder cont(nua con ex?cnente y. Entoncss de las s:::u;;cl.:.r.:o; (<l;.63) y (5.15} 

de sig1.:e qua 

[S.16) 
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y 

(5.17} 

para fED(H). Mas aun, pera zEC+ y cada intervalo compacto lxCR+U{O}~ t.el 

que>.. es Lm punto lnlerlor Ca lA,-se sigue que 

(5.18} ~aR(z)¡a= f p~z B:(p)Ba(~)dp + ~aR(z)?(.l¡.:)~a; 
I¡.. 

donde lx"' denota el compleme-nto de Ix rel~tivo a R""U{O}. 
Finalmente:, denc:.:mos por La2•1{Rl)= 9 LaZ(Rl) y pcr 

i=l 

(5.19) H' a<R'l={fEH'IR')/{ 1+1xl"lª/2fEH'(R'l}; 

con norma. definida por 

(5.20) llfllH'a (R'l=ll (1+lx1 2)ª
12

fliH'IR'); 

donda aER. Asi rnisrr.o definimos H:!• 3a{R3):H2a(R3)!BH2 cr(R1)eiHZa(R3). 

Todo lo ante;ior n:.s perrnlts E!"lunciar el sig~iente prir.ciplo. 
Teorema 5.6.{PrlncJplo de Lf:nlte Absorbente}. Poro cada >..ER+U{D}, los 

siguientes límite~ 

(5.21} 

_.:._._;·?.:z}~ ;,.é.C_ :~" 

" ···- .l R(z±iO), zER' 
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son localmente contínuas en L(L2 •3a(R3),H2• 3a(R3)} con exponente y dado en 

la ecuación (5.12). 

La parte miis importante en la demostración del teorema anterior es 

lnvest.\gar el comport.amlenlo de una integral del Upo 

'i'(z)= .,..!, J ..!illl.. dt· 
L1l'\ t-z 1 

T 

(S.23) 

cerca de una curva de. integración T, dende T es una curva suave la cual 

consiste de un número finito de contemos o arces los cuales no se 
lntersectan uno a otro y que son de: longitud finita. 

Como se sebe ([MUK],[PRO]), el valor principal da la Integral da Cauohy 
llt(z) existe para cualquier fun:i6n H81der cont!nua ${t) y pa;a ;;:ET (para z en 

el complemento de T, la integral existe en sentido comón}; l.e., el límite 

(5.24) J S!l!l... d< = llm f .!l!L d<· t'-t "'-" t'-l t 

T •~ T-T 
E 

existe, con tET y donde T
6
={zEC/iz-ti(<}nT. Mas aun'° tiene que 

J i(!l. d.= r d>(<)-!/>(t) d.+ lr.q,(t)· 
L-l t"-t ' 

T lT 
(5.25) 

d~nde, obviamr:nte, la Lntegral del miembro derecho de la ec.{5.25) es 

absolutamente convergente. En p::::.rticular1 para ${t):=1 obtenemos 

(5.26) J d< ' 
T~=r. •. 
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La integral 

(5.27) (,\$){t)= ;¡ f T t!1 á•; 

con tET, SE: llama integral singular de Cauchy. Al opersdor /\ de~inid:i por !a 
ecuaclé:i (5.27j se llems operador singular. L;:,s pro?ledades más importan

tes del operador /\ sen las slgule:ites ([MUK} ~(PRO)). 

Lema 5.7.(l) Sea $(t) ona func16n H'dlder ccn!lnu.J sobre T, entonces el 

operador /\ e:; ccn!{:iuo sobrei T pcr !e izquierda y p:;r la derech2. 

{U) Sea C(t) unJ ;un.:lén H'dlde.- contlr.ua sobre T, entonces ~l operador /\ 

tamblen es H'61der ccneín:.zo en teda la curva T. 

El anterior lema se conoce e:n i.=. !it::ratt.:.-:=. (i:i...:!..JK]![PROJ) c:mo Teorema 
de . Prlvalov-Plemelj. La extensi6n dal teor=ma de Pri·;slov-Plemelj a 

espaci:s LP, l(p(oo, está Cada cor.:o sigu;: {[PKO]). 

Lema 5.8.(l). La integral singular de Cauchy (5.27) exl~:e para cac!;i, función 

Jntegrable rp deflnldJ sobre T y casi tod~s los punt:Js tET, y el operador /\. 
definido FºJr esta integral es t..'11 operad~r acot:ido en el espa.:to LP(T), 
1 (p(cc. · 

(il) Sea Q{t) una f1.1r1.;;f.:n Hóld!?r con!(.'1UIJ s.:.b;e T, entvr::es ei operador A es 

también HOider ~ont{nuo s:;bre LP(T), 1(p(oo. 

Demostrac16n del Teorema 5.6. La dc."'Tlost:-:s·=ión de este t=or.:ma s= 
sig-..:e inrr:2diatar.ient: de lc.s lemas 5. 7. y 5.8. En efecto! la existencia :fe 

l:is límites (5.2 !J en la tc·p:ilc-ª!a 1..:nifcrme de: L(L::, 3 a'H:, 3_ª) Sé sigue del 

hecho é,:. que E.:r ( •) es m: fLiil::ién iocalmente HCldt::r cor.t!r.us y acier:iás sa 

C:ur:'lf ~,:. C!UE: 
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(5.28) <aR±(),±lOHa=p.vJ p: ¡.. B'a(p)Balp)dp 

l;. 

=lr.B' a()-.) Ba(i.)+<aR()-.)P[l¡.. ')<"a; 

donde p.v. denota el valo:r prlnclpal de la integra1. La c:ontfnuida:i de Htilder 

para la expresión dada en {5.22) es consacuen-~ia l.nmediat& del teorema és 
Pr1valov-Plemelj. 

Q.E.D. 
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CAPITULO VI 
LAS ECUACIONES DE ELASTICIDAD 

EN EL CASO INHDMOGENEO 

C:mo se vil en e:l cap!tulo l, las ecuaci:Jnes de eléstlciOad en el caso 

homog~neo tlen!::r: tma EYpre<.:iÓn :ie: la forma 

(6. !) 
a'u1 a'um 
-al'"= cljlm axjdx¡' 

en donde los elementos del tens:Jr Cljlm; 1,j,l!rr.=1,2,3., son cons:antes. Si 

Sste no es e:l caso; l.e., en el caso en que los elementos ClJ.lm dependan de 

la .poslcié·n :xER~! €ntcnces l:::s ecuac~c.nes (6.!j n:t s"n validas. P~r-a ver 

C'Jal:s son las n~vas ecuaciones, rEt..:memos l=.s e(;!uacionEs ( 1.3), (1.6) y 

(i.12), donde ehcr'3 se consi:ierará qu;;. Cljlm=::ijlm(x}; xER3
: 

1 [ au1 3um J 
(5.2) ylm= 2 ax;;, .,.dxJ ; 

(6.3) 

(6.4) 

Sustituyendo las ecuaciones 

'Lj=Cijlm(x)y¡m; 

a2u1 - º.aT1t 
arr-:- xj. 

(5.2) y (6.3) e;i lss ~=usciones 

cbtienen lss ecuaciones d:: elástlcidscl en sl caso =n el qu-a Cijlm=':ijlrr. fx), 
les cuales e:st~n Cs::as por 
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{6.5) 

.~ los sistemas físicos gabe:-nsclos por lss ec:uc:ior.es \6.5) los 

UBmaremos medios el6stlcos anis-:-tr6ptcos e inhcrnogÉ>ruios .. 

Cebido a que las propiedades físicas de los medies elásticos anisotr6plc::1s 

e inhomogéneos est&n enteramente ccr.tenk!ss en los .gJ-:r.1-=ntos d;:;i tt.nsor 

cljlm(x}, y que tales p:--opleciades r.:p:--esentan cantidades finitas, s¿ r.ar:!i ls 

siguiente suposición 

(6.6) para toda xER\ existen µ,t!ER .. tal que µCijlmSC 1jlrn {xj~~ijlm" 

Con el fin de estudiar las ecuacionss {6.5) hagamos ~ei de !e siguiente 
nota~lón abreviada, la cual sa basa en las propiedades de simetrí:: (1.10): 

1,1-+1 

{6. 7) 

2,2-+2 
3,3--+3 

2,3 y3,2->4 
1,3 y 3~:-+5 

1,2 y 2,1-+5 

Con e.sta nueva notación la en~rg!a el&s~ic:a definida !"·T.' {1.11.) toma \3 

{6.8) 

y h=.:~er.do u~o de la suposición (6.E~ se tiene qua 
{6.9j <líxl>ü; 
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(5.10) 

Además pl.!esto que e c;{x) --t1=..11a~p~P1ecl..~2s-:d~--;-~-~~t~é~·.~coriir~so.:~t~ a:: ·:r,., ' ·'" ., - -- " -: -,_ ., ··. -.'. ,.,_-,._-- --· -- , -. 
los subíndices a·y p (ec.{1-.101},- y sus compon=ntés soñ.'_element~:d:·.R; se 
tiens que la ec. {6.10) es·· ~q1..ú-·ia1e~t~-,-~~-:- ·-7JT ----'-,"'":_,,. _,,_-· -:~< -=- __ ,_:"'-:·· 

(5. ! !) C~pMYaYp>00 psra tod~ réC; a=l ,~,: ... ó; , : . 
1.e., la m~triz C(xj d~ 6~-6 1 -cl.ya~--~~poi?_nt~~ -~~{~~~ :,-~--~~~~~~:~ ·c~:~-{X);. ·. 
define: un c¡:.erador ~it!vc· en cs. 

Por· otro ladc, dsflnsmcs ~:as 

compcn=ntes :st~n dsáas p-:i':' 

(5.12) (-l,m. )) • ( , -c. lY l,j~-ljlm x1; 1 1 j,l,m=1,.t:~3. 

Lema 6.1. La,; r.iatríces ~l,m{:.-}, c~n componentes def!ntd·JS en (6.12)~ soii. 

t . . ·¡ i -i.k¡ ) . 1 • • J " :na r1ces ne.T.1 lolnlS~ .e., .:.. · x sm iguJ es a su "rar.spu:s .. a con u5a_a, 

Damostracl6n. Ls óem:istra-:ión se sigue 1nrn~:Ii.atament:: & la ='=· (1.1 il) :~ . 

del h:cho de _que las comp::i;;e.nt;:;s del t:nscr e¡·¡ {>:} tiene. c~mpor.:;:.te; 
J rn 

!"'eal:s. 

Q.E.D. 

06 -:sta fc.rms, las ecu-ceion.:s de el.Ssticlclsd para medlcs anlsotrópicJS e 

:nh.:mog~r.e::is sDn =:;ui·1aler.tes a 

(6.13) 
,3'?u 3: a ( 1 rr. au l 
..,..,.. = ¿ ~ E,.·¡,¡~¡: 
ot.· l m:::! >· o:-:m 

doral: 1-r-U{x.,t}EC3, x.ER3, t.ER. 
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Pa.ra h?.cer un estudio profundo da ls ecuación (6.13) es ta::esario 

intrcdu::lr el concept~ de forma c!.ladrá:tlca. Este c:onc~to y los resultados 

má~ gene:--ales del mismo serán descritos en lo que Sigue {[RE1]}. 

Deflnicion 6.2. Una_forma cu-:id.-ótlca es un mapeo q:Qtq}x.Q{q}-+C, donde 

Q(q) es un subespocio linea! dense de un espact: i:z '-ll'':er! TI· A C1!q:' se L
!!2!':"!-1 C-J . ..,a:iio d.:=. f,1 1;-c,, rna cuo.d.-G~t:-::. 1 .. IJ ;-:"l"'~l"l --: ª .. t1¿f '"iua -;,1'.1/1/ e-.3 

=~~.;"~f'ldr:: i.L'letJ.L :· :_; .• '+',., es .~ne.JI par ... q;,.,.,éQ(q}. Sl q{$,tl'}=q•($,\ll), 

en~on;es q se Hamo slm~tr!ca. Sl q(t+i,$)20 par-'l toda $EQ(q), entonces q se 

llama poslt:lva; y sl q($,di)~-Mllct>!I"::, para alguna tv1, entonces q se dice que 

es semlacct:ada. 

Claramente sl q es semlac:itada, enton==s q es automitlcamente: 

s!mtitric= si TI es t...-i espacio de Hilbsrt c:;mplejo . 

. Para inv~~tlg:er la o:onexién entr-a OFCr.=dores ;;.utoa:ijuntos y fo:-inas 

cu:.dr~tlcas semlacotadas es r.;c2sari::o tambián introducir la noc16n d~ 

cerradura. Un Cr:'erador A es cerra·:-, si su dominio D(A] es c~mpleto bajo la 

rorma ll$11.=l!A$1!+1\dil!. AM.loe.arrtenta, se tiena la si~ul.ente deftnición.. 
('\ . - -

Deflnlci6n 6.3. Sea q un.J fc.rrna cuadr5tfca serniacotada. La forma 

cuadrática q se !!arna cerr"ada si Q(q) es completa ba}o la n.:;rma 

!6. l4) 11 $11\ l =q\$,$'+1M+ !J 11$11'. 

Si q es cerrad-:i y OCQ(q} es denso en Q{g) s>n !a nc;rm~ ll ·ll+t, entonces O 

se ll:i.ma el núcleo de la forma p.:z..-a q. 

N~temos que !l·ii+1 p:-.:.v!ene del produ~to escalar 

(5.15) \$,'l'l + ¡ =q(,P.,P)+iM+1) !<1>,·•l • 
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Adem.is,' si q es ce:rrac~, entonces éste ~s equiv&lente a decir qüe para 

cualqui=:- su::esión -9-
0
EQ(q), $n--+$ y q{~0-$-m,i;bn-$m}-t0, cuar.do n,r:o-.oo; 

enton:es $EQ{q) y q{$n-4>'<Pn-4>)->0, cuando n-. 
Un resultado Lmportante entre fomias cuadr&ti:E:s y o~radores 

ac-toadju:-.tos es el slgulente([REl], Teo. Vll!.15). 

Teorema 6.4. St q es una. forma cu:idráHca ssmiacctad.l .Y cerr:ida1 enton.:es 

q es la forma cuadr.lttca cie un :'lnico operador autoadjunto. 

De esta forma, a partir d~ la parlé .esp&clal de la ecuaci6n (6.13} se 
sugiere def!nlr (fcrr:ialmente) la sigu~e:-ite fc.rma cuadrática 

(é.16) ~{u,v)=~ r El,m(x) ~ • ~]; 
l,m=1 l m l 

donde 

(6.17) {u.,v)=fu{xJv'(x)dx; u,vECl. 

R' 
Como co~e:cuencia inm&d!ata del lema 6.1. y ds la ralac16n (6.17), se 

tiene que
(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

~1as aun 

~{u,v} es lll1C: fer.na slmétrlcs¡ t.e.,elu,v)=e'{v,u); 
para tOC:. r.i.,{3€C, e(cru+p:v,w):o:e(u;>1)+,8a(u,w); 

para to::ls o:,fiEC, e(u,av+P'J.•)=a'e'(u,v)+f3'e'("'..J,U}. 

(6.21) e(u,u)=i (El,m{x) ~ ·~)Jclilm(x) ~ l ~ fdx =. 
l,m=i m l J~r m l 
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_ 1 j' ( 5 aum) f aú1 ..: au1 1' 
--¡¡ ~~lm(x) axm+ CXj .. ax¡ }Y.¡ J dx 

={- f · Ca¡¡(x)va;'•¡¡dx ;{ tJ•···(C(x)v,v) dx.··· 
RJ - . RJ_ - . 

SI den':ts:ncs por Ca la m::.trl= cuyas· cOmpon=ntes son C.::p· . Entonces de la 
S"P'5ldén (6.6) y de (6.21) se slgus que 

· 1 J 1 Jr · AmlnJ {5.22) e(u,!.1}=4 (C(x)v;v) dx ~ '4 (Cv;1) dx ~ -
4
- (v,v) dx ~ O: 

R3 R, R3 

do;id~ )..min ES el mln.im':I elg::nvslcr de 1: -mstr..::. C y el c:.:al SO: p:Jede 

cl:.ten=r e: psrtir de la e.:u;c!Ón de Ct-.:-lstcffel (2.1 t}. Si e(u,u}:::O, entor.ce-s 

:.: ls e:c.{6.22) s= cbtler.: qc: vc:{x}'ál; !.::.,_ 

eui au~ 
{5.23; ~ +-;;--- ~ iJ; 

.:IX j C:Xi 

y en particular 

(6.24) 
au! -
ª"J =o. 

Da e~ta forma; s! t..-EL2 • 3(R3}! en~::.ncss- de (6.24) se ~len: ':1,!.ie u=J. 
Sn raslidsd l;J que se h: he-:ho al d::duclr las e-=i.:sc:iones {6.16j-{6.24j t:s 

d.=r~u:s~:=r el s!5u!ente ::::ia. 

Lem!l 6.5. La fc:-m:i c~.J:~.Í!1co. e(u,vl es ur..i forma stmé!;-!-:.:i y pcsitlv:l c;·r. 

d:ir.-:, .... i::· :l eSP'J·;i-;- de S.::b:·!~-..· H'.(Rl,C3)=~P;R')EJH1(R'l~e:-P(R3' ..... 



Una cons;:cl!Encle Lrunédieta d::i teorema 6 .. 4. y dal lema 6.5. es que 

e{·,·) es la forma cuadrStLca asociada a un único operadar autoadjunto~ el 

cual designaremos por H. Adem~s, como e{·,-) es posit~va, H es 

necesariamente u.1 operador positivo. De todo lo anterior se slgu= que 

(6.25) e(u1v):::(Hu,v}; 

para toda uED(H)CH1(R1 ,C3) y teda \.-EH1(R1,C3). Mas aun el parador Hes una 

extensh5n autoadjunta del operador dlfen:nclal 

(6.26) ~ :X.( El,m(x) ~ ]; 
f,°m=1 l m 

con dominio el espacio de Sobolev H'2(R1,C3), El operador H es el cpsrador 

elástico en el caso inhomog~neo. 



APENDICE 

EL TEOREMA ESPECTRAL 

En esta ap~ndice discutiremos el Teorema Espectral en sus diferentes 

formas, ya que existen varias formulaciones aparentemente diferentes de 

este teorema, pero en algón sentido todas son equivalentes. Este teorema 

juega un· papel fundamental en tocb .;ste trabajo de tesis ya que es una 
descrlpcidn concreta para todos los operadores autoadjuntos. 

Una de les formulaciones mas utilizadas en toda la tesis es aquella. que 

nos dice que cada cperador autoadjunto A es un operador da mult.iplicacl6n. 

Esto significa gue dado un operador autosdjunto sobre un espscio de Hilt.ert 
fl, siempre podemos encontrer una medida ,u scbr-e un espacio M y !.lT1 

operador unitario U:CT-+L2(t.:11dµ) tal qu.: 

(a.1) (UAU-1f) (xi=F(x)f(x); 

par-a alguna funci6n medible F definida sobro M. 

La f.:irmulac::ión anterior ciar-amente es una generalizaci6n del teorema dB 

dlagonal1zac16n de matrices en dimensión finita, el cu:.t nos dice que cada 
matriz autosdjt.mta de nxn puede ser diagonalizada; t.e., dedo un operador 
autoadjunto A sobre un espc·::io vectorial complejo V de dimension finita, 
existe un operador unitario U:v__.c-i y numer::is reales A1,-··,A

0 
tal que 

(a.2) 

para cada f=(f1,'",fn)Ec"' •• 
La anterior fonnulac::lón se puede enunciar de la siguiente forma. 



Teorema a.1. (Teorema EsFectral Formulado cerno Operador de 

Multtplicact6n) Sea A un operador autoadjunto sobre un espaclo dei Hllbert 

separable Il con domlnio O(A). Entor.::es existe un espacio rr.edible (M,µ), 
con .u un.l med!da finita, un operador unitario U:fl~2 (M,dµ) }'una funCi6n 
f a valores reales, definida sobre M, la cual eis finita a.e. y tal que 

(1) .¡,€D(Ai - f(·)(U.¡,){·)EL2 (M,dµ). 

(11) SI .¡,EU[D(A)], er.ton,es (UAu-•.¡,)(m)=f(m)·Hm). 

Omitiremos la c!emcstraci6n de este tao:-ema ya gue sólo nos interesa 
mostrar las equl·.r~ie~las entre esta formulEi::ién y otras, sin embargp la 

demostración da éste se pue:de consultar er: {RE!]. 
Existe una forma ncitural para áaflnlr ft.!!1Cione.s de un operador 

auloadjunto usan.10 el teorema ainterlor. Dada una función da Bore:l acotada 

s~bre R deflnam:is 

(a.2) 

dor.de Th(f) es un operador sobre L¡(M,dµ) el cual actúa como mulllplicaci6n 

por la funcién h(f{m)). Usando esta definición el siguiente teorema sa stgu: 

facilmente del teorema ::..1. 

Teorema a.2.{Teorema Espectral Forma de Cálculo Funcional) Sea A un 

operador outoudjunto s::>l:re n. Ent~nces exlste un Uni.:o m.lpE'O <P" de las 

funciones acotadas de Bcr;l sol:re R en l{Ili ~al q'1e 

(i) i¡. .. es un x-homomOrfisrno algebráico; !.e., 

$" (f;;:· =$" {f)rp" (¡¡), ~· (Xf)=M' (f); 

q>íl)=I, q)(f'.<'.!>(fli'. 
Oii $A es cont{nuo en nor1na¡ i.e., \ltb"(h)ll!.\ITJS:llhl!

00
=suF1hfx) l. 



(Uf) Seo h
0

(x} un::i s'Jcesi6n de fur:clcnes c!:o Borel acotadas con ñ
0

{x}-+x, 

cuando n-+cc, p-ra cada x y \h
0

{x)\!::\xl para todo x y n. Entonces, p>ir:i 

cualquier ~-ED[A), $.[hn).¡,--+A'i', cu:indo n-+c:>. 

(iv) 31 h0(x)-+~(x) puntualmente y sl la suceslén llh
0

11
00 

es acctad:i, entcrn:es 

$.[hn)-+$.[h) fuertemente. 

[v) Si .>,.¡r=X.¡,, $"[h)•P=h[X)•j. 

(vi) Si h~O, entcnc&s cp"(hj~O. 

El c~lculo f!.L"".cional es ml.J'f útil, por ejempio nos permlt= definir la 

exponencial e>:p{Lt.A.} y demostrar fecilmente: muchas d= sus pr~pied;:.d.:=s 

como ur.a función do: t {para ejemplos mSs particulares _rela=i:;nad.:s c.:n 

propagacié:-i de cndas v.:.- por ejarnpl:: [DOM}). Sn el caso C= qL.:e A sea 

c:c:::itado no necesitamos el cálculo furu::lonal para definir la exponen=lal, 

puesto qua redemos deflni.r exp(it.A.) pe• la S<6r1~ d.a F~tenci:s la cu:.l 

converge en nonna. 

El cál.cuio f:.aicional t.smbi~n r.os pro?O:-::l.ona t.....-..a fer.na da cor.strul:

medidas espectrales. En efectc, si 'JI as t.."'1 vector cio:::l{co; l.a.! si 

{g{A}1J:/gfCCO{RJ}. es cia'lSO en n! .;:itcn::es as posible representa:- ¡;;, TI como 

L2 (R,dµoJ), donda µ!Ji es la medida q?....'= -=:atisf:ace 

[a.4) r ¡;[x)dµ~[x)=['i',g[A-;); 
·R 

de tal far.na qtE ,; se tr=.r.sformc. :r. el cperador de mult1plicéCiÓn por x. En 
gen=ral, n se ¿sscompcn= em una suma directs. d: sube=;:-:cios cio::l!~ tai 

que el =spacio medible, r-.. :, en el t=orema a.1. ptE:i:- s=r- r:sllzsdo ~orno w.a 

L..-ii6n de CC·¡:'i:as da R. 

•• 



Finalmente, el Teorema Espectral an su forma de medida a valor-=s en un 

espacio de proyactoras S'3 slgue facilmente del cálculo funcional. Sea P(Q) el 

operador Xn (A) donde Xn es la funci6n caract-=r(stica del conjunto me-c:Hble 
.QCR. Le famllla de operadores {?(Q}} tiene las siguientes propiedades. 

(i) Cada ?(r:!) es ur.3 proyeccl6n ortogcnsl. 

(H) P(0)=0, P({-«>,a>ll=l-

°' (ili) Si Q = U Qn cOn n
0
nnm=C si n 'Y m son distintos, entonces 

n=l 

N 
?i!Jl=s-iim ¿ ?in,,J. 

N-+oo n=l 

(lvl p¡n,JP(Q,l=P(n,nn,). 

Esta farnlll= se ll:ma medlda !1 vu.fores en Frcyec.tores (p.v.m). P=.ra $1.:Il, 
{q¡,P(Q)cp} es 1,.."\E bien definida medida Ce Bcrel sobre R la cual denotaremos 

por d($,?(Q)cpj. La medi:la c.om¡:ileja d(i:p~P(Aj¡f) se define por FV1arlzaci6n. 

E:itonces dada una funcló:i g de Eor=l ==ctsda Fcdamos def!n!r g(A) por 

•oo 

(a.5) ($,g(A)$) = J gí).jd(~,P(A) Q>). 

-a> 

No es dificil demostrar que el mspeo qu..: m&nds g a g(A) tten: !:.s 

propiedades (i)-{iv) del te~!"':.me e.2. ,Por ·=tro l&:lo, supongamos que una 

func16n de E-orei no e.cotada a \'alares complejos y sea 
+., 

<•-Sl o,=(c¡;/ f i;:C).l I' di<0,PG\J<0l <"'l-
. ., 



Er.tonc:::es, Dg es denso en fl y g(A} está definido sobr2 Dg por 

+co 

(a. 7) (<t>,g(A)<j>)= f g(>.)d(g,P(;\)<j>). 

•(O 

Para simpllficir la notac16n escribamos simb6Uc:::amente 
+ce 

(a.8) g(A)=f g(>.)dP(>.). 

•(O 

En particular, para <j¡,.¡.ED[A) 

+co 

(a.9) (</l,Aojl)= f d{q,,P(>.).p). 

. ., 
Si g e:s a valores resles, entonces g{.Ai.} es autoadjunto sobre O_ . • Resumiendo, 
Teorema a.3.{Tearema Espectral Forma P. \l.t...f.) Exfste una correspcndencia 
uno a uno entre operadores autoadjuntos A y medidas p.v.m. {P(r2)) sobre TI, 
la ccrrespondencia está dada por 

(a.10) 

-<O 

SI g{·) es una funcién Ce Borel a vaI.:res reales sobre R, entonces 
+co 

[a.11) g(Al=f g[>.jdP[>.); 
..., 

definida. sobre D_, es autcadjunto. 51 ges .:i~otada, g(A} cotnci:'.:; c:;r. 4;"'{g} e!1 

el teorema a.2. e. 

Sb 
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