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TR ROCDUCCIGH

En 1981 Charles W. Gear guien resolvio el preblema de  hallar
unt algoeritme eficiente para resolver Sistemas de  Fouaciones

. . P B - 3 1
biferenciales Rigidasn, se plantea on el SIAM Review la pregunta

SOLUCICHES RUMIRICAS DE RCUACIHIFS DIVl

OUEDA ATOO HMAS POR HACER 7

y vresponde a csto realivzando un analisis de los  distintos
pasos en el desarvolle de la solucion de un prollema de soluciones
numericas de 2cuaciones diferenciales ordinarias dosde el nomonto
en gue s identificado por ol “usuaric® hasta ©)l momente en el
cural existon programas  que resuclven cate probloia, para
postericrmente describir o)l avence  en la  solucion  de varios
problemas de interes en ecte area. Cltamos agui  gus  coenentarios
con respocto al avance de a los motodos conocidos como metodos  de

poca precision :

Motodos de poop precicion.- Loo matedes actucloz do
solucion de Ecunacionss Diferenciales Ordinarize  ¢estan
hasados en ¢l  concepto del orden polinomial. Dzto
aprozima la solucion hnmerica a la verdadera solucion de

una manera asintotica. Desafortimadamente, PATA

incrementos grandes aparecen  vavriog problemas. El
primero es gue las estimacioness de  @rror  son  poca

confiables dehide a que tambien sc encuentran basades en

1('1)’."&3\’., . w.

HUMERICAL SOLUTIONS (335 ORDINARY DIFFERENTYAL - FOUATIONS I3
ANYTHING LUFT TO DO

SIAM Bovioevw, Vol. 23, Mo, 1, Janduary 1001,




tecoria asintotica. Kl segundo  es que los netodos
actuz2les son ineficientes y muestran pocas bpropicdades
de estabilidad, Motodos do poca preclision son rvequeridos
en un  rango amplio de aplicartenes, on partacularn,
simtlaciones cu Cicmps real o ibtegracion =n ol tiempo
de Leuaciones NDiferencianles. BEn la dantegqracion de tiempo

real una:  de las  propledades mag imporLant: e 1a

correspondencia antre la estabilidaad real el siatoma ¥y

la  del wodelo numerico dado gus  las scimulacionss

frecuentonents ¢o nacen para verificar lasg  propiedades

de nanejo de un dicpocitivo dads. Bl metods debe sern tan

ezstable como #l dispositive 1o ro,

Es une de estos metodos do haja mecision el Ltema de esta
tesic. DLicho metedo suragio como  una  golucien &l problema de

graficacion de soluciones de Sistrmas Qo Benacionss  Diforenciales

POr comi en  lau  que s deben destacac propicdodes de

pericdicidag, estabilidad v oo tipo gcometricn,

En el capitule 1 ¢e hace un estudic teorico de las
propiedades del metodo propuscte  ohbtentendose  algunes  teoremas

que describen el comportamicento de ecte netodo,

En el capitulo 2 se realira una comparacion entre distintos
netodos numnericos de resolucion de sistemas de ecttaciones

diferenciales.

El capituleo 2 trata acerca de un programa graficader de
sistemas de ecusciones diferenciales docarrollado por el autor - en
el Inctitute de Investigaciones con  Hatematicas Aplicadas v
Sistemas y en el Institute de Matematicas de la URAM. Cabe-

mencicnzr e la mayolr parte de las ilustraciones de este  trabajo

fueron ygzneireadas por dicho proegrama.
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Svceciron 11
Preoumtaee a

Sistemas de Lrouanciones Difercnciales.- N lo largs de cste
texto ce debe entender por Sistema de Ecuacionss Difesrenciales
el siguiesnte Sistoma de Deouaciones Difercenciales Ordinarvias  de

Primey Orden

= 1 =
1 [1“’ u:’ jz’ terd U:) u‘(rn) uxr)

= t =
z "2( 4 ut’ 'u‘ LR u.‘;) U?(,n) Uzn

{(1.1) :
u= :‘f;.(r’hx' 1:2, ,__,u(‘) u (LU) :,ugul
) donde Vir My e, Y o SO0NM valores dados -y
=28 |
f,‘ : A < R * R | I 1 =1 .,. =
Al conjunto de T[Tunciones u (¢ u_{t . u_(t que
; JEh . 1

satisfacen para toda ¢ las ecuaciones

ut(t) :fi(f., Vo U ey, un)
u (t.):fz(t,ui,uz, .l ,ua)
U (t) = Ao, v, uy, o, )

se le 1llamna la solucion generxal del Sistena.



-AL problenada T eneoneray vna solucion al sistema {1.1) que

satisfaga las condicioned Initciales dadas

donde lous los muieros o, son variables dadas se le 1lame el

problema con condiclones iniciales.

ciatenas Auntenomos - Un sistema es aulonomo si U no aparece

e terminos del ticmipo en {(1.1) para toda t, es decir, si

por lo que i (1.1} es un Sistema Autonomo puede usen  escrito

de la siguicnte manera

u ::fi(u’,u:t’_,_,u‘) 1% (lu)—-ulo
u, =f'.:(u:' U, .., un) uy(fn) = v

! = f (u
4, s =07

vee, U son valores dados y

1
! &0

donde U

‘zn’
f_‘:/ic‘ﬁar' s 3 i34 it =1 ,,. s

Tambien los Sistemas de Rcuaciones Diferenciales suelen ser

denotados vectorialuonte:

u o= f o, u), u(t



Qo Qea e mms s s

r sy T
u1 R '{1("'_1')
- u — u_ - - Fo{t, u
u = 'z v, = s St o, u)y = ,1‘( ! )
vl L Yo s, W)

Ehora Iidien, si tenememos un  sistema no  autonomo  de n
ecuacionrs padomos ebtener un sistema autonomo de n4l  ecuaciones
con solucionas equivalsntes, por lo gque en  gencral trabajaremnos

con plstemas de la forma
Uty = £, (¢

Para el cago de 5 = 2 usarenos una notacicon un poco  distinta

aungue convencional en el caso de Sistemas Autonones en el plano

u = {(x, v}
. IRy
Voo fz(x,y)

y con ¥ = (£, ¥ ) couwo condicion inicial al tiempo ! .
Frecuentemente trabajaremos con sistemas de dos  variables  puesto
gue uno de los obhjoetives de este trabajo es  la graficacion por
conpuittadora de soluciones de ecuaciones diferenciales y en gensral
solo se grafican dos o a lo mas tres variablen do las gue componen

¢l sistema.

Soluciocnes Periedlces .~ Una solucion al sistoma
u o= ) o(t. u) u (Lo) = u,

se dice dque es una Folutten periodica gi existe un numerco
T » 0 tal que % (t + T) = (t) para todz ¢t > 0. T e¢s5 llanado un
periodo de la solucicn. A la menor de Lodos las 7 que salbisfacen
la condicion w{f + 7)) = u(t) se la llwna <l periods de la
solucion, y w1 7 # 0 se dice que la solucion periodica es neo

trivtal



Fiemplo 1.1.- Considave el sistema  de ecuaciones
difercuciales
.r ==y y o X
con soluclon general .
x(t) = cos{t) + “sen(t)
y(l) = sten(l‘) 4- C,}COS(’-)

()

(C,eos(t) + £ sen{t}), € scnlt) + C cos{t))

Se tiene (€ vas{t) + O sen(t), Cosen{r) + C_ cos{t)) =
2ri ) )

por lo que es5 un sistewa con soluciongs periodicas, hecho guo =e

-,

(C‘cos(l + 27y ¢ Cosen{t 4+ ), Cosen(t 4 2m) + O ocos(t 4

puede apreciar en la figura 1 dende estan gralicadas varias

solucicnes de cote sistona.

Flgura 1

solucionss da (v,y) = (=y,x)



un punto ?Io cnoun punto critico del sistema 2 = fIu) si

Primera Integral - Una funclen U definida en un cowpacte K
que toma valores en los reales con derivadas parciales Uﬂ Y Uy
contimas e¢n ¥ y que no se anulan salvo posiblemente en los puntos

criticos del siotema (7, ¥) = F(>, v)

> , ¥y, ez lanmada una ornmers

tntegral ool sigstenca en ' Ko gl U= {t y,v{t)yy = cte, para toda
solucion (~{(}, ¥v(t})) del sistema de ecuaciones diferenciales que
este contenida en v, Las curvas de nivel U, y) = e, son
llamadas las curves integrales del gistema. Cltoamos agqui un par de
lemas oin denostracion [Mavtin, 19831, gue seran de utilidad  para

determinar solucionos periodicas.

Lema 1.1, 81 Y(», v} es una primera integral de la  ecuacion
diferencial total 7 («, ) dv - Ff (v, ») ¢ = 0 en X, entonces U

es uwna primera inteqgral de (~, y) = f{«, w) en . ta

Lema 1.2, Sea Y = U(x~, v} unda primeva integral de un sistema
de ecuaciones diferenciales en dosr variahies, v si1 la curva de
nivel € = {{x, v} U=, ¥y} = Kk} es una curva cerrada Yy no
contiene ningun punto critico del sistema, entonces wualguier

solucion del sistema con valovr inicial en € es poriodica y la

curva de nivel € ¢g gsu trayectoria. 2]

10
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S ECel oM ,
MeTonos DE Ui SoLe Paso

Definiciones. -Sea ¢ v [2,2]; sea U, un  vector
C(K) la polucion del Sistema de Ecounacionss
U o= f(t,7) que satisface uw{f_) = v, , definimos e

exacte relativoe a la solucicon o como

arbitravio vy
Liiforenciales
1

tnoremsento

: ho= Q
—_ e
/‘.(? , u; ) =
Fe,u) .= Q
Urs s Lavedin wre s para o la solucion e un Sistema de
Ecuacionas Dif ziiciales se define por las ecuaciones o
U =1
Y] = o o4 hd(d TR =
1nu‘ ‘n‘ b (In' urs’ R) * 0, 1, ey
conde ¥ aproxima o w{t_+ rnh). La funcion ¥ (t, u; b} es
llanada la Ffuncicn tnayementa,

Es dntuitivamente razonable suponer gue T(t, U; h) se
aproxime a A{f, ¥; A) tonlo como sca posible siempre que 7t sea
suficientemente poguena, es dacir

Tim | T(t, Uy R) ~ A(t, U; k)] o= 0
RS

La mayoria de las funcionns  incremento comunmente usadas

satisfacen la condicion de arrviba. Esto nos lleva a la siquiente

dafinicion

11



Un metodo definido por la funcion incremento T (L, U; -h) es

convergente gi para toda condicion inicial UO y para todo t-:

Lim u o= u(t),
h =+ o

donde ! = t_+ nh,
Un metodo es consiatente si para toda v y todo !
B{e, u; 0) = f(t, 1)

Un metodo es de erden p si P es el mayor entero para el cual
se cumple .
17

Te, u; h) = b(t, u; b) = o)

Por otra parte, si nos restringimos a gsistomas  autonomos

entonces T y 4 dependen unicamente de @ y t, por lo que se suprime

el argumento ¢ al escribirlas.
Veamogs finalmente un teorema de gygran utilidad para el
estudio de sucesiones, que usaremos ampliamente sobre puntos de la

solucion del sistema.

Lema 1.3, Considere la sucesion { (== 0, 1, 2 ...) que
satisface la siguiente desigualdad para n = 0, 1, 2, ..., N - 1 :

donde 4 y B son constantes no negativas due no dependen de n

entonces
n
n -A~;1 : 18 Azt
1 1 s AT 1+ n=1,2, ..., N {1.2)
nh " A= o



Demostraclion.  Demostrarencs este hecho por inducaion

materatice; primer caso sl 4 = 1

{) Basae de la Induceion.~ Para» = 1, tenemos que (1.2) se

reduce a [ | < a4l | + B lo cual ¢s cierto por hipotesis,
1 [5) 4

tt) roze de Induccion.=- Supongamos que (1.2) es cilerto parva

no< M, enbences por hipotesls del lewa
& 1= Ay 1 o+ B
al

Yy como pov hipetesis de dnduyccion

n
" A - 1
< OIS £
]I_nl < A i'nl b s

sustituimos lfnf on la penultima desicgualdad v se tiene

lo cual es lo que se gueria demostrar, dhors bien pora el
caso A = 1 demostraremnos el resultade tawblen por induccicn, a

saber

i)pase de la induccion.~ Paran = 1  teremos que (1.2} se

reduce
alf 1 = {7, + F lo cual es cierto por hipotesis.

L1y Pazo de Induccion.- Suponhgemos que §1.2) es cilerto paran

< N, entences por hipotesis del lema

’



Y como por liipotesis de iInduccion

sustituimos | | en la penultima desigualdad y se tiene :

. < r R R S Y hd o N 5
1,1 (S, B 4 & Wb+ (me)5
lo cual ¢s lo que se gqueria demostrar. B

Criterios de Convergencia.- Bs de utilidad el tener una

prueba gsencilla schre la convere

sunola de oun metodo pues verificar

las condiciones de la definicicen es en Ja mavoria de los cagos  un
probhilesa muy conplicadn. En este centido ol siguiente Teorema  nos

da v eriterio ds facil aplicacion.

Tecorema 1.4. Sea la funcion ¥{t, v; &) continua vy  tal que

existe una constante I que cumple

o .
&g

h)y - &L, 0 k)| £ 1|2 - 1

v ( ,

t

para todo (¢, Z; h) vy (t, %; A} v tal que h = A, donde
ho Z 0 es una cohstante dada. Entences una cendicion necesaria vy
suficlente pava la convergencia del metodo definido por ¢ es dque

el metodo sea consistente.

Demnostracion. Por definicion, un metodo es convergente si

lim v, = u{s) ,
[aladev] '

t =a
n

o'equivalentemente sl
Hm fu - u(s)] = 0

00

nhu-t
©

14



rn [§]

sl e hr(e TN
RTE L Y E(Ln_lﬁ k)

= uhM‘ — ( “.‘)
+oheqr ban hy) - ale 3(‘w4)ﬂh)]

= un_‘ - u(.’.n‘;)
+ h[&([nl, qui hy = T(e ., ﬂ(chq);fq
B T ) ) = () 0)
B (e o) = A (e ]

aplicande la desiqualdad del triangule

|ﬁ“ IR ] AR IR N N
SO AR G qu; nyo=om(e L, w(e v oh)d
SR L OO SIS PR D B CR T G TR O N
IR U, ) 0) = ALt () R

Y por las hipotesis tencmos que

vy oE(e E;%; hy - 2(¢ Ut )1

reg ! k) E l-lun_x— wu(t

n-1' n—-4 )i rn-—-1
1) por ser ¥ continua es wniformente continua en el compacto
definideo por : ¢  t =t womou(t) 0= h o= ',y por tanto

n

18 (¢ 5(‘n-;)i h) =@t 0t )0+ 0 "o @

n-2 '

uniformemente para toda t, es decir, como ® es uniformemente
continua en X s¢ tiene que para toda £ > 0 existe & > 0 tal que
para todos (s, v, n) @ K, (s, ¥, h ) &k tales que

Pls, u, Ry = (s, u , byl <6 entonces
[‘1"(5,3; hy - (qo’uo; hu)] ¢ £

15



por “lo que para el caso de 5 =
ohtencmos que la oxpresion antsriop

irplica que

1] < & wep ]'I-(L”_' u(.‘_’h y; 0y - ‘I'(Ln--i' i'[(f.‘“‘); Wyl =

por Jo que ¢sta ultima diferencias eg tan cercana a ¢rero  COmo

se quicra sionpre  guos N oea lo suficientrmente peguena
independientewmente del valev de t
.

v} como el me

todo es consistenie

B0, N0, ) 0) = s, ule 1)),

-4

y por la definicieon y cl teorema del valer wmedio

_ (L) (e )
T A B e
=0 (v F)

= f(tn_‘—; I OPTE 4 4 5

Tl
. L - N B B 1

para 0% ¢ = Lt L»4‘ obteniendo

I'I'(f,n__:, U“n--:,); 0)-—1&((“_.1, 'u(!n._‘h); iy =

bFQe, o ¥t ) = F(e 4 &, wu(e + £))1,

ne Rt

lo cual tiendc & cero uniformenente cuando i o+ @

Si definlmos

A = (]: 4 hl)

n-g

E o= hfi2 Tt y: k) o~ e, ,ou(e ro 0)l

(
R R TC I S R (I S T O  S DUk

-4 M

i6



tenenos

ut

;Ix‘n- U(Ln)} - 13“1. R h!.|-i.7h_i -
= oAl -ou(t )+ B
y por el lema 1.1 : ' )
17 - G )l € AT - T 4 _gf_::fL B
y dado que v, = u{t,)
Bl uge )= ._"";:_‘11 ]

Tomando el limite obtenemos

U o-u ALY -
lim IUn-u(s)l < 1lim A1y hL) -1 g

jagd]ey] 00 1+ hi - 1
n
{5 = ts) -
[ 1+ 0 L 1
= lim Y c h
jatadds)

" [lq:‘(l'n__il a(" ); h) - ’1’(“.“_&' 'U(t

Tr-t

ER A G RS SR X TR PR R S B
_ o(cutou‘_ 1
- = L N
lim [1E (e, Wt )i ) = B(t_, (e L) 0yl
7 -+00

P (T T I D R A TR R LU S S DN &

ta—t &k
[ -

1

= 7 0

17



con esto hemos demostrado la suficiencia dea las condiciones
del taorema para gue un motodo sea convergente. A continuacion se

democtrara que la conaictencia ea una condicion necosaria para que

un metodo sea convergente.

supongamos  que el metodo determinado por la funcion

incremento £ ¢¢ convergente con respecto al sistema
u = f{t, w) u(lo)::uD,

y sea # la solucion al sistonma

n
=

; z(!.") a’

(o]
t
Gy
n

donde &{t,Z) := &®(t, =; 0). Por la definicion misma

.
de # se tiene gue el metodo determinado por % visto como solucion

del sistema © = $(t, =) es consistente, vy por tanto por la primera
parte de este teorema se tiene vue los valores 3“ dados por el
metodo convergen a la soluclon #  del sistema. Por ofra parte
tenencs que por hipotesis el metodo eg converaente con respecto  a
f(t. 1), por lo que los valorecs ﬂh convergen a  la  solucion  u,
Entonces por la unicidad del limite se tiene que necesarlamente
z(t) = u(t), lo que implica que :

S{t, u) =u(t) ==(t) =g(t, 7

lo cual prueba la consistencia del wetodo.
!

Calculo del Error.- El conocer de antemano el erreor en la
aproximacion de la solucion de un mctodo es de gran importancia,
por lo gue se citamos sin demostracion un teorema [Henrici, 1983}

en este sentido.

18



seesTagrema 106 Seat T, wiTh) como ¢n el teorena 1.4. vy sean

N z-0, 20y hZ 0 constantes tales que :

bt , Uft); )= AL, T(t); R} MY,
t @ [a, &) hiho

v 81 U es una sucasion de vectores gue satisface
G =N n=0,1,2,...,
= i o, SR .
u = un+ h[-(ln, u", h)y + h' kT ] t e {o, b}
donde * = 0 y & = 0 son constantes, Yy los vectores &
1

satisfacen I | = 1. pIntonces, para t < [=, &] y & 5 h

7 - uqe y] 2 A

n LA

N OE (Lt~ a),

donde

r

'
=]

.
£
L

i
™~
v
o

=

series de Taylor.~ Si la funcion u(t) es wuna solucion del
Sistema Ecuaciones Difevenciales, y si las componentes de f son lo
suficlentemente diferenciables, entonces las derivadas superiores
de U ({¢) pueden ser expresadas en terminos de f/ y de sus derivadas,
esto es
- 145

T 0 =£_L_.f(a(¢)) = /7 (ult))
at



51 u{t) es infinitamente diferenciable -y en general
supondremos aue lo  es- podenos  aplicar el .Teorema de Taylor
obtenizndo

. 2 - 3
T(t4h) = U(L) ¢ RU(L) + 4 U(L) + ”ii‘u(" 1

— - A - R -
= u{t) + hf(u) + ol S {u) 4 -:ﬁ--—["(u) + v

por lo que

- —_— 2
- wt 4y ~ u(t - h - R o
fAfu; h) = ——(—w—;{—-"——(——) = f{u) + H £} o+ ~—5T frr(u) 4+
y por lo tanto un metodo de integracion puede estar basado en
un truncomiento de la serie gue describe a A(U; ), es decir, una

funcion incremento de orden 2~ este dada por

B, h) o= f(T) 4 RSy 4 e STV

2 4

y en el caso de p = 1 tenemos el Metodo de Euler

B (u; h) = f(U)

Bl usar truncamientos de la Serie de Taylor con ¢ > 1 lleva a
metodos poco  practicos pues s5e necesita calcular y evaluar
derivadas superiores de f(u). Los metodos de un solo paso iﬁtentan
aproximar A(a;’h) a traves de expresiones en gue no aparezca
explicitamente ninguna derivada de f. Este ez el caso de los
metodos de Runge-Kuita. Veamos el case de los metodos de
Runge-Kutta simplificados o de segundo orden.

20



funclones increncito

Estos metodeos estan dados por
(7 h) = a;f(ﬁ) o fUT 4 phf ()}, donde
u‘ + a2 = 1, azp = 1/2
con lo que obtenemos la solucion general : ,
a @

$(u; Ry = (1 = c)f (u) v af(u + -%_} AU

que cosiste en un wetodo de segundo orden en el que

requieren dos evaluaciones de / para obtener esta solucion.

21
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Stoccion 13
Ei Merono pe Fuler

Este motodo o poco precliso sin  ewmbarge es  conceptualmente
simple v de {facil ¢ostudio por lo gue cg uno  de  los metodos mas
canocldoes. En el coaso de un  sistema autonome dee dos  vaviables
tenemos qgue ¢l mnetodo de  Euler pare dos  variables nes da  la

sigulente zprvoximacion

donde

¥ o= 40, )

y = /0%, v)

Y (>.,,v,) es la condicion inicial
2 .

De aqui se deduce dque la funcdion inecremento del metodo dJde

Buler &(t, v} coincide con la funcion £(%) y por tanto no depende

de h

Teorema 1.6. ELl metodo de Euler es consistente y o convergente

siempre que f tenga primera derivada continua.

Demnostracion. Clarvamente el metodo de  Dular 5 conaistente
hd i - n b N . . X - vy " - -
Nt = L, M G . a v, ¢ partict T = .
pues ¥ (L, u; h) S, v} para toda X, en panticular parah 0

Ahora bien, el metodo de FEuler es convergente, pues si se
restringe el dominio de f' al compacto t = t = s, U e K donde K es
compacte, entonces 7' es acotada por ser imagen continua de un

compacto v por lo tanto / {(=¥) es de Lipschitz, es decir

16, =(t)) - &(t, W) < Liz - v
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—eeeeeno o Bgtaoultinasdesigualdadegdunto-cons las congdstencia-del- Metodo ...
ar

‘son lays hipotesis requeridas para aplicav el teovema 1.4., por . lo

gque el metodo es convergonte 8,

i}c\‘_{:_ﬁm_\
" ~
- . )
o
“xm\\\\\”z
i)

Figura 2
rtotedo de Fular

Recordenos que el Metodo de Euler es un metodo de primer
orden, pues es un truncamiento en el primer termino de la
expansion de fTaylor de la funcion incremento ezacto L,
Graficamente, ¢l metodo de Euler tiene la interpretacion dada por
la figura 2, dondsz ﬂo e¢s la condicion inicial, u(t) la solucion al
sistema con 50 como condicicn inicial v #{!] es otra solucion al
mismo sistema con diferente condicion inicial. Entonces el metodo
de Eulev en ! nos da ﬂc como primer punto de la solucion, y pava
t,+ & obtenemes w = U o+ Af (V) 51 se encuenira ubicade en la
tangente a u(t) en ¥, y por tante no es probable que u,
pertenezca a la grafica de u(t), por lo que podemos considerar que
estamos frente a un nuevo problema con condicion inicial v con
solucion = (') v ahora tendremos que 57 se encuentra sobre la
tangetite a #(t) en Ut, vy asl sucesivamente.
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Una rutina_en pscudocodigo que dmplenente el Metodo de..Buleri...

en pare dos variables podria ser
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Figura 3
arafica de flujo do un eistema
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Edemplo 1.2, Considere el sistema descrito: por la grafica del
flujo ¢e la Liguva 3, con ecuacion '

- y valor inicial ¢, =1, X, = 0, v, = -1,

. 2
con solucion (x, v} = {(1in t , -1/t), '
En la tabla 1 se encuentran los puntos de la soluclion exacta,

la solucion del metodo de Euler vy la difercncia entre ambas con un

incraepento & = 0.1

7 t x () v{t) x v w{e )] -y ()

0 1.0 | 0.0000 |-1.0000 | 0.000 |-1.000 { 0.0000 { 0.0000_
1 1.1 1 0.1906 1-0.2090 1 0,200 Q.0093
208333 1 0.380 10,816 & 0.0353
(247 1-0.7692 § 0.543 1 =0.749 } 0.01ge | 0.0194
1.4 G729 20,7142 1 0693 1=0.6091 1 0.0206 ¢ 0.0226 |
> 1.5 | 0.8109 |-0.6666 | 0.831 1-0.541 ] 0.0209 | Q.6243
1 0.2100 1 ~0.6250 | 0,260 |=0.5¢8 | 0.0202 } 0

1.0612 1 -0.5082 ) 1.0728 1-0.! 0. 0186
A.1755 10,5555 1 1,191 1-0.° . 0.0162 | 0.0296

1.26837 | -0.5263 1.297 -0,

1.3862 | ~0.5600 | 1.386

| 1.8325 |-0.4000 | 1.819 |-0.363 | 0.0135

0.0090

_u.0182

N

f
{

[ B ES1]
tim
oo e

=)
W
e
lo
o
[
;u
%(J

!
o
=y
o
fes]
(=)
[
o
[Sa)
[e2]

E.

0 3.0 ] 2.1972 1-0.3333 | 2.152 }-0.222 | 0.visn
30 4.0 | 2.7725 |~0.2500 | 2.647 |=0.200 | ©.31250

40 5.0 3.2188 |~0.2000 | 2.990 |~0.140 | 0.2262 ! 0,0599
50 6.0 3.5835 [~0.1666 | 3.228 [-0.095 | 0.3549 | 0.0715
5 8.5 1.2801 [~0.1176 | 2.491 {~-0.100 | 0.7¢84 | 0.1070
100 1 11.0 2.7957 {-0.0909 } 3.360 |-0.067 | 1.4356 | 0.1588

Taktla

calouto da la solucton

81 graficamos ambas soluciones obtenenos
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SErccCciroN 14
EL Meorono e Euler 2

purante la  dmplcmentacion d=2l meteds de Eulevr  ehn dog
variables en FPoscal para graficar soluclones  dao Ecuaciones
Difercnciales surge de mancra natural la pregunta  de  come  hacer
mas eficiente dicho metodo. Una de lag priwveras ideas  gue  surgio
fue eliminar las lineas 4 y 5 de la rutina Jlistada ea 1a

pagina -4, obteniconds

1 ®ooamow g

2 v 1= Mg

3 Repeat

4 NooaEoar b (x, V)
5 A U hj'z *, v);
6 Endrepeat;

Claramente esta modificacion en la codificaclon conllava wuna
modificacion en el metodo de Euler pues formalmente obtenemos el
slguiente metodo

xR = X + h sy

n - fi ( n-1 'yn--l)
o RS S A Y ~ 3y
n Y-t el n it n-y !

] observe n en Jugar de n-1

1.0 verdaderamnente interesante da esta modificacion no es an
si la supresion de dos lineas de codigo, aus no son realmente nuy
costogas en terndinos de tiempmo maguina, sine el  incremento en
precision aparenta al qra{iqar soluciones periodicas de sistomas
de ecuaciones diferenciales on el "plano. Las graticas

corresnondientes a las Liguras 6 y 7 son soluciones aproximadas de



up Sistemas de Heouagclones Difereuciales calcouladas por o1 metodo
de Buler v el netode de Fuler 2 con el wmismo paso o Incremento h
gue nuestran e dramatica diferencia entre ostos metodos  pues  la
solucion wieal® esta daday por la grafica obtenida con el metodso de
Euler 2. DPe squl surge Ja idea de  estudiar las propiedades dal

metodo de Buler 2.
Ejemplo 1.3, Graficas de la solucion del sistema
<oE ey 4D Vo= 2 o~ 4

con valores iniciales

~——

.._.__

:r;-l' for Help !

Figura o
Matode de Bular 2z
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Frgure 7
Matode de Buler

Primeramente tenemos que en estricto el metodo de Euler 2 no
es de-un $o0lo paso, pues Yy, se encuentra expresada en termines de

como corresponde a  un  metodo de

(xn' van.) vy no de <xn—1’ yr--l)’

un solo paso re hecho, a primera vista, 1 metodo de Euler 2
semeja en ciertos aspectos a un metodo predictor-corrector. Sin
embargo, reexpresando este metodo, veremosz sus similitudes con el
metodo de Ruler y de ahi que se le haya 1llamado a esta

modificacion metodoe de Euler 2.

Verifiquemos este informacion : si sustituimos a =, por

X " - * ") i s s M
noy FRA(x v ) en la expresion de v obtenemos
: £ Bf o(x
Xr\ )\h—i + ‘fl( n-1’ yh—i )

¥ =y - + h‘fi(xn»l + hfl(xh—l ’yn-ll ¢ Y ) !

n—-1



= U eg)l Jo. que ¥ esta determinada por

. - . xn-! * hfl(xn—l ! 'yn"k)
T (),h . y") H ?.-) = : : ,
Ypog ¥ hli (Ar\-x * h}r‘ (‘\nq 1 s ) yr,» 1 )

mostrando esto gue el metodo de Euler 2 es un nmetodo de un
solo paso.

Sistemas Lincales. Ahora bien egtudiemos el comportamiento
del Metodo de Euler 2 en el caso de Sistenas de Ecuaciones
Diferenciales Lincales en dos variables, es deciy, ostudiavemos o1
gistema :

f ;; =4 < x .
f = o equivalentemente
l_ 3 [ o v

W= oax o+ by

1,5 = ex 4 oy
Por EKulex 2 obtenemos

s o= o 4 i'x(a:-zr‘_ 4 by ) e {1.3)

n [ale § ES Nn-1
YV, ®Y ., ot agex vy ) e {1.4)

sustituyende o (1.3} en la ecuacion {1.4}) ge tiene

= R e [ - < 4 )
¥ » * ( ['l -11 h(akn-wt). byn-vx)] + dyn- )

D n-i LA 3

Yy recorganizande terminos
2
) = - h "~ o N % .
5'n yh"! * (C n—1+ yn— ! ‘ Phoe (a'\nux * byn—d. )
donde los primeros dos terminos de la parte derecha de la
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ecuacion son el valor propuesto poy “el  metodo  do Buler, vy
tercero un facter corrcctor de Vo
: :
Ejemplo 1.4. Considere el sistoma : :
" x 0 -1 >
Y 1 04l y
Este sictena tiene como soluciones circules centrados en
origen, y el Metodo de Fuler 2 da en este caso
x = X - hy
n-t Tn-t .
;o= . Rl - h"
'\'r-. yn—i 4 ¢ e~ 1 ! 'Vn—l.
Por otro lado, del metodo de Euler resulta la aproximacion
» = xe'.—i - r“"\ln-»l
Y, = My T
KECDIF -7 .
. h‘.\\
\\n
/"—'ﬁ“——\‘”‘*\~‘
// \\
//'
s T T T
s - "~
n:0 / - \_\
nz0.0000 /" o \
20, DGO / 4
»(I’J 1. l".d\‘rO . / /
\ali-! {3R3) / /
Lerlaer *
it k
Inoert OM ] \
\ \
—_— RN /
FL for el N ‘\
hY
N \‘
.\.' \\,_‘___
-‘\. /
. .‘-.\\\
| lq. e

el

el



. v wrre e e g

£ W

[P NS 48 3

4
ST et )
ot DK .J; /
e s 1
CM IO /
Lnwert OM /

X for taln .. ,
-

Figura o
Hotode de Tuter 2

Las figuras 8 v 9 muestran la diferencis grafica entre ambes

metodos originada por el factor corrector de v .

sistemas No Lineales. Veamos el ¢aso para Sistemas WNo

Lingales, Tenemos :

)
net ... (1.5)

Yo VR fz(xn‘yrwz)

®
i

b f: (xn_l,y

gi f es lisa, come funcion de x tenemos que para. h

suficientemente peguena :.

fz (xn 4 y\’\—i )y o= f?. (xn-i ‘ yr\—l b fzx (xr\—t ’ yr\-
1 . X . 2
sy f o 180 =X )

3z



peiro como

X owm X -k RS ’

" ey RO oY) . por tanto
X - X = hf [

n n-1 ‘1 (> n-1' yn~x b

y se tiene

fz (xn—x’ yn-x) = fz ‘xn—l' n-x)
LR S ) (X Yooy
hz 2
+—_§7 F)f (¢ n-g/ n—1)

Sustituyvendo en (1.5)

Y, =V ot h[f (> n-t! n-—x)

n

* hf?.x S Yo )fx (* ¥ )

Fe- X n—-1
z
h 2
21 zxx( )f(‘*’, n~l)]

y reordenando se tiene

Vo= kR Y )

n -1 n-t
2z Y
+h 'ft (kn-z' Yrms )fzx (An—a 4 yh—l)
S - i z
+ 21 fzxx(): )fz (kn‘n’ yr.—t )

2 . .
El coeficiente de A sera llamado en ocasiones la correccion
de'y o simplemente la correccion.

Este factor corrector, que tamblen fue encontrado en el caso
de los @gistemas lineales, tiene una justificacion intuitiva
interesante., Pensemos en el metodo de Euler como de dos pasos
relativamente independientes el uno del otro : el primero consiste

en calcular ¥ v el seyundo en calcular v, . Latonces, de acuerdo
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con la visto en 1.3 el meotodo de. Buler avanza por -tangentes a ldas
solucioneys del sistema donde en cada paso es wmuy probable  que el
valor propuesto comno sigulente aproximacion de la solucion este on
una solucion distinta que ol inmediato anterior. Por 1lo que se
puede pensar gue ¢l metodo de Buler da aproximaciones  equivocadas
en cada uno do los dog pasnr guo Se moncionair alrilia, Entonces  en

ste genticds ]l mebtodo de Euler 20 tawmbien da una . aproximacion
equivocada en el primer paso, a saber, el calculo de <,  por lo
que se debe entonces hacer una correccion en el segundo paso del
metodo de Euler, es decir, en el calculo de ¥, Y esta correccion
debe depender del error que se cometio en el primer paso, o sea,
debe estar en terminos de ¥. Como se ve, oste es ol caso del
factor corrector del metodo de Euler 2. HMas adelante en esta misma
gseccion se democtraran algunas propiedades  de psto factor

corrector.

Por ahora se demostraran algunas propiedades  del wmetodo de

Euler 2 en su conjunto.

Tecorema 1.7. Rl metodo de Euler 2 es consistente Y

convergente.

Demostracion. EJ metodoc de FEuler 2 es consistente pues dado
que :
sE((xn, v )y h) =

n

BIECRER
fz(xr:’ 'Vrn) s (xn’ yn)f;!x(xn’ yr.
R? 2
AT CR

para h = 0 se tiene ¥ ((x_, ¥ ); h) = fix_ . M ).

Ahora bilen, el metodo de Euler 2 es convergente pues si se
restringe el dominio de S' al compacto LSt s = 7 e K donde K es
compacto, entonces / y su derivadas son acotadas por ser imagen
continua de uh compacto, y por lo tanto las suma y multiplicacion
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(=2) es de Lipschitz,'es"decif .
JE (2, Z(L)) ~#(t, W{tyyl s L=z - il

Esta ultima desiqualdad, junto con la consistencia del Matodo
son las hipotesis requeridas para aplicar el teorsma 1.2., por lo

que el wetodo es convergente, ]
Teorema 1.8. Sea ¥ la solucion al sistem ¥ = F(¥) con
condicion inicial UO, y ﬁnhwlz la solucion de valores

obtenidos por el wmetodo de Euler 2, Entonces para t & ({a, ],
h = A&, s¢ tiene que

U= uf{t S ANE (t -
(uh u n) | 1N1£‘L( a)
donde N, 3% EL estan defiuidos como en el teorema 1.5.

Depostracion.~ Definamos

8 (L, (=, ¥v); RY = :
£,00, v) & RS0, V) S, (%, V)

y cono se tiene que

AL, Ty Ry = b 2R - (L)

I ]
h
y por tanto
» — . —
fo (L, u; h) ~ A{t, u; h)| =

. - ~ _ UL + ) - U(L)
I[ft(“)' F ) ()1, ()] - :

h
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Y porlo tanto

i

&

[fi(ﬁ): £,00) 4 hy R ‘(?}))

' 2 A —
T(ey + g ()l £ GE )Ty ‘

M

- L rygTy e BT
(1,60, 7,48+ ar s, @) - :

hogo, G, G0)) - 1/ fT SN

Dado que esta ultima ecupresion esta definida en un compacto

tanto fx(n), /1H(U) Y f'(z(f)} estan acotadas y de ahil que

hoigo, ST BT - 12 S )
T AL(0, S (U)S, (EYE w11y F R )

£ h [ MH, o+ 1/2 Hn] = AN,

donda

) s M,

(f,, (0 = M,

A

H
a

)

No= N+ 1fuH,

81 por otra parte definimos

i, =% no=0, 1, 2,...
—_ h “w — 2
ur‘H = un + AT (tr.’ un" Yy « A Rk Sh] ‘n e [a, b],
donde
. 2
leKXR )f.l( n! yh) b=k



aplicandn el  toorema  1.5.. Con--pen DyeeER TR TR

H 2 N ¢ kil obtencwos lo guns so gquerda-demostrar, i

Ahora bilen estudicimos el valor del factor de scgundeo orden en
la expresion de v, {la correcciony segun ¢l  metedo de Luler 2.
Principalmente analizaremos cualitatidvanonte el comportanicnto de

. 2
la corveccion A°F (v ) ) f ()

I n

AR

Inicialmente veanos el caso de scluciones poriodicas pues es
donde el metodo de Buler 2 es propucsto. En  onalguiler sclucion
cerrada destacaremos al menos cuatro puntoas, a  saher, aguellos

donde se anule x o Vv {(ver figura 10).

Flgura 1o
solucion Partcdica

Lema 31.9. Sea ﬂ(ﬂ) una, solucion periodica al sistema v = f({v)
yeaasec [t , t] tal que u(s) = {0, v}). Entonces el factor de
correccion del metodo de Euler 2 coincide con la correccion del
matodo de Euler.



Demostracion .- La expresion de <. del metods -de  Ruler 2

coincide con la exprosion de x del metodo de Ruler. Sole  resta
. b

ver el caso de Y. Para ¢l caso de Fuler 2, YFachtorizando fl

tencmos ¢

Vo= SN CR R

n n-t 1! -1

3 At
AP S AN R IR (S WA SRR

Yy como por hipotesis f o5 cero tenewos que

‘Vn = "r.—1 4 hfz(xrnx' ‘\)n-d)
que es5 la axpresion de ¥ seqgun cl metodo de Buler. &

El siguiente teorema afirme que el factolr de correccion de v
en el metodo de Buler 2 es positive cuande la correccion real dada
por U, (s + h) - [uz(ﬁ) + hfz(ﬂ(S))] lo es, y viceversa cuande este
factor e¢s negati&o tambien lo es la correccion dada peor el matodo

de Euler 2.

Lema 1.10. Sea (t) una solucion periedica al sistema

U=z /f{u), vy sea s = [t,r t;) tal que u{s) = (v, 0). Entonces, el
factor de correccion del metodo de Euler 2 en este punto tiens el
signo correcto, es decir :
[n f@Ens Gen] [ e n - (o e d@en)] = o
Demostracion .- Como por hipotesis /z(ﬂ(ﬁ)) = 0 es

equlvalente damostvar gue

[h f,,,ﬁ(a:))f,(ﬂ(s'))] [u, (s + h) - ﬁz(s)] =0,
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N

o tambien es enuivalente

[Fectit=017, 1560 2,050 5 »)

por definicion :
A(u(s); h) = _uflsshj-u(s) y por tanto
A

_ MplEsh) g (s)

h

A (u(s); k)

]
obteniendo
[ h fZX(U(s))[l(H(S)}] A (u(s); n)
= 7, (8 (=)) £, (E(=)) [ u_(s+h) - u_(<) }
¥y expandiendo en un ternino de la serie de Taylor a uz(5+h)
tenemos
u (s4h) = u (s) + hu (s 4+ Fh) 0 S F S,
) ] =

de lo gque se obtiene
L@ (5)) 70T [, (5) 4 miy(s + £h) =

¥ h)

S

P ((s)) £ (R(s)) h vy (s +
como u es solucion del sistema de ecuaciones diferencialeés, y
que /ZX(E(S)) ft(a(5))

> 0, es equivalente demostrar

dado que A
Ju(s + ¢ k)) =0
Ahora bien aplicando la regla de la cadena
4 = /2)4 fx + fL’y fz

= fo * o+ ny

d .
ar fe s

39



v como pon ﬁip;LéZié:);lﬁ(ﬁj)xifoﬁﬁé tlieng = e e
L7, GU)) = £ (T(s)) £ (H(=)) 4 7, (E)) £, (E(5))

= [ (U(s)) f (u(s))

F£4
y como f,{(s)) = 0 yh » 0 se tiene que

foom £ (W(s)) S {U(s}) > 0 s £ (U(s 4+ I h)) > 0

2

ale

pues dado que f, se anula en U(s), cntonces si 1, tiene
derivada positiva cn este puento por fuerwa ha de ser crecionte en

una vecindad v de ahi qgue fz(ﬁ(a + Fly) > 0. Inversumente wsi fz

tiene derivada negativa entonces es decreciente en uiln vecindad vy
se tienc /,((= + ¥h)) < 0.
Con lo gue hepos obtenido que el producto
£ (E)) £ () £ (00 + 8 )

es positive. S|

Lema 1.11. Una condicion necesaria para oque el mnetods de

Buler 2 de meijores aproximaciones a la verdadera solucion es gque

[ r@Ee s @eEn] e v - e e m =] 2o

Demgstracion.- Este hecho se sigue de manera evidente de las

argumentaciones hechas en la Qemosstracion del Lema 1.10. i1



CAPITULO 2

2.1 COMPARACIONT G DE METODOS

Probleuas
(2%

17 Clase de Problenas

2 Cloasc de Problenas

22, Orres RoourADos

Aplicaciones a otros metodos
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2
SctccironN 21
CoMi*ARACIONES DE MEYODOS

Restringiremos nuestra atencion a metodos numericos que
resuelven sistemas de pirimeyr orden de ecuaciones diferencicles.
Los problemas de prueba y los criterics de conparacion  fueron
escogidos de tal manera que los resultados obtenidos sobr2  un
metodo en particular dependan principalmente en gue tan bien puede
realizar los pasos de integracion relativamente rsutinarieos  bajo
diversns requerimnientos de precision en  los  resulbados,  Por  lo
tanto, deliberadamente se ha intentado cuprimiy los  efectos  de

caracteristicas espaciales de logs metodos, como podrian el su

habilidad poara escoder el paso inicial, ol manejo de

discontinuidades o ol ftrato de ecuaciones rigidas. fotas
! v

caracteristicas son  importantes, pero  pucdsnh 50 consides adas

separadamnente. En particular, aunque algunas de ladg ecuaciones
consideradas son  ligeramente rigidas, los metodos discnados
especialmente para este tipo de problemas no  fueron considerados

agqui.

besde luego, los problemas seleccionades Lueron escogidos  en
gran manera arbitrariamente. Se intento escoger problemas
realistas y representativos, sin embargo, como ya se indico, se
han evitado problemas con singularidadaes eon su solucion o gue sgon
nas gquo medoradaneite viygldus. Los problemas estan agrupados en 4§
grandes <¢lases, 5 problemas en cada clase. Cada problema esta

definido por una ecuacion diferencial vy una tolerancia en el

Ecto capitula walo fuortemonts bagado & los rosullados
propusstoen en ol articule COMPARING  HUMERICAL  METHODR  FOR ORDINARY
DIFFERENTIAL ENUATIONS por T, K. Huil, wW. H. ENRIGIUT, 1. M. FELLEN
Y OE. RRDAEVICH puablicado an o] STAN JOURNAL, Oon NUMERICAL AMNALYLIS
vorL,. £, WD, 4 DICIEMDRE 1972, on divernaa acauilonya ]
preasntan paragrados v oresultadse de diche articulo en ol taxlo,
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orror. Kl prohliwma e@E Cencontratoo-und o gelucion .aproximada
manteniendo el ervor local menor-a la telerancla, Se hian mantenido
las toleranciag 1o suficientemnente grandes pava gue ¢l - errovr de

redondso de la computadora no cause ningun problema.

4

Problemas.- Un  problema p  agueda Jeterpinado poy reis

elementos o = <, Lar Yyr G0 T ko>, donde los  tres Priwaros

terminos definen la ecuacion difcrencial v = S, u) can condicion
inicial E(Lu) = 50. Fl cuarte elonento 1f e el valor final de & e
indica que la integracion debe sev vealizada sobre el intervalo

[lo, 'r]' Bl siguiente terning la tolerancia en el CLror,
Finalwente, el ultimo termine cn loa especiticacion ¢e un problena
es el tamano maximo dal paso hﬁuw

Un#a ver definido un problema podemon  considevar clacses  de
problemas £, con una nmedida  <de probabilidad  asociods  con la

clase do problemas. Enrouces la clase se conviertes en un copacio

mucetral do probloemas. Azl miswmoe, podemos consideray wmatodos Y
clases de metodos M. Una funcion c¢osto < es5  una wedida  solire

pavejas (@2, m) donde c{p, m) es el costo (o vesalver el problena @
con el netodo m., Finalmente definivemog una iuncion costo doe un
metodo relativa a una clase de problemas, es decir, “(F, m). Por
lo gque ve puede afirmalr gue m ¢s mejor que w'  en la clane de

IR

problemas £ de acuerdo con el costo € si T ,m) <« C(F 'y,

En este caso en particular se ucara la funcion de costo de
tevminada por el tiempo total de calcule de la solucion,
Comparemos aliora hajo estos criteyvios 1los metodos de

5]

Adams-Rashforth de orvden 2, Runge-Kutta de orden 4, Buler 2 vy
Heun, las definiciones particulares de estos metodos fueron
ez} oy

[Piger, 1983).0La comparacion se hara sobre cuatro familias de

obtenidas en [Burdsn, 1985%), (Xing, 194847, J[Henvicdi, 190

ecuacionzs, cada familia con 5 ocuaciones. Ln este caso partlicularvr
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la tolerancia ne easta Jeterminada por un valor especifico de 7,
sina de una manera visual en terminos de que tan «“cerca® esta la
solucion aprowimada de la real en la grafica. El tamano

del paso esta ajustado para oblenher soluciones apﬁoximaaaménte
equivalentes,

ki3
Clase A. Lcuaciones de una sola variable.

Al: El inversoe de la exponecncial

Vo= -y v(o) = 1 (v =C o™ C = 1),
A2: Un caso especial de la ecuacion de Riccati

v = -y/o2 v(0) = 1 (v = 1/ X TC € o= 1),
A3: Un problera cscilatorio

SJ =y cos(X) yv{o) = 1 v = ¢ @FFN Ko 1)
Ad: Una curva logilstica

)"=-::;—[1-y2—6] v(o) =1 (v =—2l ey,

1+19Ce

A5: Una cuxva ecspiral

N . - ;) .,

v = S »{0) = 4 (r =ce”? ¢ = g™,

]
kn emla clace consideraromos x2 1, ¢ lo que es oquivealonte x =t



Clase B. Sistemas de ecuaciones de pocas variables,

Bl: El crecimiento de dos poblaciones en conflicto

X o= 2N - xy) x{0) =1
Vo= =y~ xy) y({0) = 3.
B2: Una reaccion guinmica lineal
J‘( ooeX 4 Y X(U) = P
Yy o= %X - 2y 4= v(0) = 0
z = Yy o- 2 2{0} = 1.
B3: Una veaccion quimica npo lineal
= - x{Q0) = 1
E _\Jz v({0) = 0
= yd z(0) = 0.
E4: La integral de superficle de toro
X = o=y - w2/ (y7 } :,?)”7 x{0) =
Yy o= X - owm [ (Xz + y:)i/‘! v({0) =
z = ox [ (7 e V)R =(0) = 0.

BY: Ecuaciones de BEuler del movimento de un cuerpo rigide sin

fuerzas externas

x = y= x{0) = 0
Vom o= X2 vi{0) =
2 = =51 xy ={0) = 1,
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C

i:

© Clase C.

x =
y =
u =
£ =
Como
Conio
Cono

Conmo

ceuaclones do Orbita.

1

—;:/(:-c’ 4 yz)
_y/(_\:7 + _\,")'

.1 (¢ es
Cl con <
Cl con =
Ccl con <

Cl con <

NS

_—

x(0)
‘v{0)
2 (0)
u(0)

H

H

la excentiicidad de la orbita)

= .3
= .5,
= 7.
= .9.
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Clase D. Equaciones do orden superior,

D1: Derivada de las ccuaciones de Bessel de orden 1/2 con el

oriden recorrido wna unidad a la izquierda »

X =y *(0) = 0.6713967...
v o= - [~~¥w— 4 [ 1 - -9L3§~2] x J v(0) = 0.0954995. ..
t 41 (t + 1)

D2; Derivada de la ecuacion de Van dey Pol

X o=y x(0) = 2

n
(=]

(1->:z)y - v{0)

<
Y

D3: Devivada de la ecuncion de Duffing

il
<

® =y ®x(0)

y = X7 /6 -~ X + 25en(2.765357) y(0) = 0

D4: Derivada de la ecuacion de un cuerpo en caida libre.

X =y % (0) = 30

Yy = 0.032 - 0.4y° vi{o) = 0

b5: Derivada de la ecuacion lineal de seguimiento

i o=y x(0) = 0
vo= (1) s -t v(0) = 0 .
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El costo de resolver loz proplemas anteriores esta dado en la
tabla 2 donde AR = Adams-Pashforth de orden 2, -RK =
runge~Kutta de orden 4, E2 = Euler 2 y H = Heun.

I Ag‘ RK B2 H I ’-AB RK E2 H

V*Al 3 7 2 3 cl 7 7 | 3 7
A2 ‘*“56 Mﬁ3 ;" 2 h c2 16 7 8 17
A3 & 5 1 . 3 C3 17 7 9 17
Aq 3WANWQ 2 3 Cd-‘ 17 7 8ﬂ 17
A5 1 3 1 Z ch5 16 wir --9 18
Bl 3 7 2 ) 4 D1 ﬂNé_ 3“"“;“ 2
B2 1 2 1 1 D2 o 5 1 2
B3 4 12 3 5 D3 1 3 » 0 1
B4 16 3 9 17 D4 4 '”;}”‘““;“’“Ng”
BS 2 ‘ 9 22 2 B5 2 4 1 2”

Tabla 2z

Tlompok Comparalivias

Por otro lade y de manera independiente a las comparaciones
anteriores se¢ probo el netodo de Buler 2 en unha serie de ejemplos
ohtenidos en diversos textos de ecuaciones diferenciales
ordinarias que ge citan en la bibliografia. Presentamos agul la
lista de ellos, y a continuacien 1las graficas de algunas

soluciones particulares.
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Pl: ;C = =X -V P2: ¢ om =2 (X~ 1)
: . z
= SV - X A Y
P3: X = -ycos(») P4t x o= =y ([l - =)
3.) = —-sen(x)} - Vo= N (1 - )
2 2
Zz o= ] -~ x -y
. . 2
P5: x = § = X 4 X PG: X =y - X
Y o= = YR
P7: x = y - :~:‘/2 PO X = vy - cos(x)
[, y = sen(x)
. a .
P9: x =y P10: X = x ~ xV
v o= -t Vo= ooy o+ Xy
Pll: = =y P12 = W(1 + V)
M 1 1 G 2
vy = ~(g/b)sen(x) =- X 4= Y m Xy 4oy

De las graficas de las soluciones a los diversos sistemas de
ecuaciones diferenciales se concluye que el nmetodo de Euler 2 es
casi tan bueno cono el metodo de Runge-~Kutta y por lo general
mejor due los metodos de orden 2 usados.,
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SEcaecitoN 22
Q105 ResuLTAROS

La modificacion qua se hize al nmetodo de Euler se puede
aplicar a la resolucion v sistemas de mas de dos variables, Por
ejemplo, en el caso do gistemas de tres  varilablos usande en el
calculo de Yoes los valores (xnuj Yo zn) y para el calculo de

v , = ). En general, para cualquier

neg ! "t "

=3 oo (x
net los valores (
nmuiero de variahles, utilizando en cada paso los valores mas

. —a
actuales obtenidos uo

Mas aun de acnerde a como se definio un metede de un  solo
paso en 1.2, esta dueda determinado por la funcien incremento
ﬁ(ln, u ; A}, y por tanto se punds, a la manera del nmctodo de

n
-~

Euler 2, recmplazar cl vector v o= (x# L%) por el vector u

(Xn+“ yn) en ¢l calcule de ¥, - De manera analoga, aun para
sistemas de mas de dos variables, se puede extender esta
modificacion., Incluso para metodes predictores-correctores o de
mas de un paso, siemnpre cque se haga referencia a Mo, g2 puede
sustituir por el vector de valores mas actuales computados 5:.

En este sentido se modificaron log metodos de Heun .y  Leap
Frog observandose en la practica una nmejora en la aproximacion
numerica y nmejores ovropicdades e egtabilidad con respecto  a
goluciones periodicas.
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SEccirown 3

MPLEMER CACIGN DE LAS MODFICACIONES
IMmPLEMENrACION DE LAS MODEICACIONES

RECDIF-87 es un programa  para wicrocombutedoras  IRM  PC
compatibles que ofrece al usuario un laboratorio para el ostudio
de sistemas de ecuaciones dilerenciales. Ll programa fue
desarrollado en el Instituto do Hatematicas y en ¢l Instituto de
Investigaciones en Matematicas nplicadas y Sistemas de la UNAM con
el proposito de castudisr propicdodes vcomctricas de las soluciones
de sistemas de ccuacioncs diferenciales.

Este programa rcecibe como entrada las funciones que  describen
el sistema de ecuaclones diferenciales vy los valores iniciales del
problema y tiene como salida la grafica do la solucion del sistema
de ecuaciones, o© hien la grafica del {lujo del sistcumn de

ecuaclones diferenciales.

En el programa XECDIF-87 se destacan algunos puntos degde el
punto de vista computacional, & los cuales nos referiremos en este
capitulo.

Parser de Funcioues.- Para que el usuario pueda introducir
las funclones que determinan el sistama de ecvaciones

diferenciales en el momento de la cerrida del programa sin  tener

que modificar el programa fuente se requirio escribir un parser de
funciones que recibiera comoe eontrada una cadena de cavacteres
conteniendo la definicion matematica de una fupncion. Este la
revise para verificar que no haya ninguna inconsistencia, y genera

un formato evaluable por la computadora.

El formato evaluable utilizado es el comnecido como notacion

polaca inversa o notacion sufija. La notacion sufija, a diferencia

ot
ro

' e B T



de la notacion infija usual que pone los operadores entre 1los
operandos, coloca primero los operandos y despues los  eperadores.

Veamos algunos edemnlos

Notacion Infija Notacion Sufija
a + & a b o+

a * (b ¢ o) a b e 4 %

a * & 4 ¢ a b oK% 4

a * b° al;c“'ﬂ

aflb - ¢} a be -~/

(& = b/ a b - c /

La evaluacion se yealiza leyendo la ewpresion de izquierda a
derecha efectuando las operaciones en el orden de escritura en
contraste a la notacion infija cque evalua las expregionecs de

acuerdo a cemplicadas reglas de priovidad e cperadores ¥y  uso de

parentesis.

La interpretacion de la definicion de una funcien capturada
desde el teclado esta formada por dos procesos 1 primcro, la
conversion de la cadena en notacion infija a la forma evaluable en
notacion sufija que se hace una sola vez al momento de la captura
de la funcion, y segundo, la evaluaacion en gi de esta forma sufija
para valores pspecificos. Con respecta a este ultinn paso es  de
gran importancia gue la evaluacion ge haga rapidamente, pues on la
resolucion de un sistema de ecvaciones diferenciales por metodos
nunericos se evalua al mencos una vez la funcion que lo define en
cada paso de la aproximacion a la solucion. Una vez escrita la
primera version del evaluador de funciones de notacion sufija, se
procedio a depurar el codigo con el efecto de hacerlo mas
eficiente, obteniendosz gque se evalua yna func¢ion eon  notacion
sufija en el 103% - 113% del tiempo que tarda en hacerlo si  la
misma funcion esta escrita en el codigoe fuente v compilada. Es
decir, sc obtuveo un sobiccosto dao entre el 3% y el 13%, sobracosto
gue no afectn.significatjvamonLe el tiempo de resolucion de los

sistemas de ecuaciones.
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ndenas, en  tanto que la evaluaclion y los calculos son
relizados desde programa se temaron algunas medidas  para evitar
operaciones que puedan resultar en desborde aritmetico. Para este
fin se wusaron formulas e estimarion del resullado de  las
distintas operaciones aritmeticas posibles. 8§10 denotames  por
MAXREAL es el maximo numero real que no causa deshorde y por =, &
numeros menoras qus MAXREAL tenemos que  las  formulas utilizadas

son ¢

sSuma, Resta .- Bi = MAXREAL/2 <axe/2 & &/2 < HAXREAL/2
entonces « % L no resulta en deshorde aritmetico,

Doemostracion. - Claramente  sio:

~ MANREAL/2 < a/2 % &/2 < MA¥XREAL/2

se tiene que « % & < MAMNREAL vy ademas el calculo de a/2 % b&/2
no genera deshorde puesto que = < MARREAL y & < MAMREAL vy . por
tanto «/2 ¥ &/2 < MAYREAL.

Multiplicacion .- 8i <« < 1 o & < 1 o bien

In(leal) +  In(l2l) < In{MAXKREAL)
entonces @ * & no resulta en deshorde aritmetico.

Demostracion.- En el caso de {«f <1 o &l < 1 tenemos
ta * 5] < |2l < MAYREAL fee * &1 < 5] < MAXREAL

y para el caso de In{txl) + 1In{l~l) < In{MAXREAL) tenemog
que  In{lal) o In{l®l) = In(re % 0f), ahora bien, como la Funcien
exponencial es estrictamente creciente resulta la * &) < MAYXREAL ¥y
nuevamente el calculo de In(lal) + In{idi) ne genera desborde
puesto que 1 < lae] < MAXREAL, 1 < 1#| < MAXREAL, ln(x) < x/2 por
tanto In(e) + In(b) < a/2 4 572 < MAXREAL/2 4 MAXREAL/2 < MAXREAL,

Division .- Si el /MAYREAL < &}  entonces a/> no resulta

enh desborde aritmetico.



Demostracion .- Claramente de ol /MAXREAL < b se deduce
que la/bl < MaxpLaiL v obviamenis el caleculo no genera deshourde
ferl < MAYREAL,

puesto que lo) /e

Logaritmo\Bspansncial .~ 8i exp (-MAXREBAL) < & \ a » 0 -
@ < In(HAYXREAL) entonces 1ln(«)\exp(<) no genera deshorde

aritmetico.

Demostracion .- Dado que  logaritmolexpononcial es  una
funcion estrictemonte creciente y ademas In(=) < » \ expl{-1zl) < 1

se sigue de manerda inmediata que no genera deshborde.

Clipping.~ F) efocto de c¢lipping consiste en  teomnar  las
coordenadas de  uwir rumto en la pantalla de graficacion cono
relativas a algun stro punto. Este efecto fus  ugado  para  tres

distintos proposiltos  en el programa

a) el permitir gue simultaneamente se despliegue el menu  de

opciones y la ventana de graficacion,

b) centrar las coordenadss de acuerdo a ios ejes cartesianos,

c}y para permnitir «<perseguirs una golucion que abandone la
ventana de graficacion moviendo la ventana en la dirveccion de 1la

particula.

El clipping que npermite  desplegar tanto nl nmenpu como  1a
ventana de graficacion es realizado por rutinas de graficacion
incluidas en TUREQ Pascal, en tanto que el centrads de coordonadas
y la “persecucion™ de soluciones son calculadz=s en 2] programa.

En este mismo sentido so aplico una escalacionr a  la  ventana
de graficecion la cual se pucde variar desdls ¢l programa, es
daciy, Ja poraion del plane de graficacion que =e esta  graficands
se puede altereay como si se viera de cerca o de lejos el plano  de

craficacion.
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Editor de Caracter.- Con el objeto de hacer facil la captura
y modificacion de las ecuaciones del sistema, de lag econdiciones

iniciales o de parapetyoes del problera, s incluyordil tna Seiie de

constantes predefinidas vy funcionss o definir por ¢l usuario,  asi

como un cditor de  caracter que facilita cuvalguier censulta o
modificacion de la definicion de  alguna de las funciones
existentes a traves de  insercion o reescvitura de cavactoros,

valor por omision de¢ la cadena €1 no es introducido valeor alguno,

etc.
Ejeiplo 3.1, Supongaucs aue el usuario tecleo la  funcion X
equivocadamoente como ¥ - X 4 3 *x vy  aen lugar de > - (¥ + 3) W

entonces, el usuario puecde corregiyr ccta exprocion tecleando

t) X para invocar la detinicion de la funcion
L) a9 para posicionarse sobra el 27 eavactor
tit) Ins para prender el modo de Insevrcian

tu) | inserta el parventesic

V) para posicionarse sobre el 90 caractoer
ul) ) inserta =1 parentegis

vii) Fnd para posicionarse al final de La cadena
vir!) Return para confirmar la captura

Menu de Comandos y Codigos de Coutrol.- El programa pueds sor
controlado en gran medida por el menu que aparace o La fzyulerda
en la pantalla de trabajo y a traves de codigos de conlrel, de
hecho el modo menu genera codigos de contrel que el programa
interpreta. Asi sco tiens, por ejemplo, que oprimir <returns con la
barra brillante en =< es cquivalente a dar X desde el teclado. Ecto
esta de acuerdo con la tendencia mas accoptada actualmente
consistente en permitir el manejo de un programa por  menu o por

comandos de control.



Inplementacicon de Algoyitmos.- Fooel momento de cjecucion o
puede sclincolonyr el metodo numnerico con el que s¢ resolvera el
fd

sicstema Jde ecuaciones diferenciales, nee da Ia senal de

inicio ¢ calcule de la solucion, &l deterning cual oo o1

netodo avinal y ejrcuta la rutina de zolucion del sistena con el
metods regspectivo. Fn el calceulo de la solucion so determina si el
incrvencnio dt oeg variable (inversanente propoicional a la longitud
del veolor f(ﬁ)) o fijo, v si ¢l sistema e5 de aouos de tres o do

sole  evalua

mas de tres variobles, pucsto gue en el primer o

las L[unciones ¥, v, =. Bl punto gque se  esta gratlcande  se hace
centelicar un o bireve  dnstant?  para  wostrar o oen dende eota la

solucion actual, <au embargo, i cntre un pasao vy el s

no

hay cambjo an 1o pousicion v pontalla del punto ool

grafica

ni se bLaeo centellear, por lo que una  solucion acon condisjon
inicdial cp oub punto eritico se vers como U puba eotaticd, Cuahdo

el tiemoo final f

alcanzado se hace sonar uwna alarma ¢y ¢ e

roeiniciatlazada a O,
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Seccron 32

Manual o Mareao DEL PROGRAMA

YECHIF-87 ¢5 una herramlenta util tanto para el investigador
como para el estndiante qus desee  cstudiar  cualitativamente el

comportamiento de las soluciones de  ecuaciones diferenciales na

lineales, que sucle ser complicado. La visualizacion e soluciones
aproxinadas ayuda a adguirir expoviencia y oa  desarrollav  una
intuicion que  puede guiar hacia an estudio y/o compresion

profundos del teowma.

El sistema de Ecuaciones Difcerenciales ordinarias que

resuelve XECDIF-47 para el caso de tres o wencs varialiles es
(, v, &) = S(t, 5, v, =)
y para el caso de mas cde tres variables ec

3.) Z,00, v L")) = f(L, », v, =, u, v, w)

donde ¢ es la varilable independiente, X, ¥V, #, u, v, w 5on
t I

las vaviables dependientes. El valor inicial esta dado por t,, x

i a’

Yar Zar Har Vo1 Yy

Para usar el progran XECDIF-87, ¢l usuarlo dehe determinar
primero el sistema de ecuaciones especifico que desca estudiar.
Para esto el programa le pernite definir los termines del  sistema
de ecuaciones mediante el editor de caracter mencionado en 3.1.
Posteriormente el usuario debe determinar los  valoves iniciales

tr, 0, vo, =0, ud, v0, w0 tambicen mediante el editor de caracter.

Consull..sa: NI, e =137, PGVt ent o de partioulan, Manual da
P acton y aplicasienen, Joi Aoy M. aarza; AL Laopor—0rtyg; M.
olivaere, rublicads por o COMUMLCAoI Ghing Teanioos Sorve Anmurtila
No. FHown el Tnstitulo du InvertvguecLsnea wn Matwiiaticas Aaplicaday

Y Swwtomaa do la diptag,
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Fe recomendable obsorvar inilcialmente la  grafica del flujo
(oprimiendo clrl-k), v en base a ¢sto, modificar las escalas de
graficacion ¢ v 2 donde reducir o a Ja mitad dimplica gue el

seanento del * obeoervado e duplica v analogauentse para oy @l

eje v.

El programa cuenta con  tres Lipog diferentes de numeros

reales o conctantes, parametros especiales y variables.

Las coustantes gon «, &, <, ,,, f inicializadas con el valor

0 ye, ¢, n inicializa coen ¢! numero o, la constante universal

de qgravitacion en sistema c¢gs v el nunero 7; log paremelros
especiales esztan dados por £, 4, dt, estos parametros afectan la
ejecucion del programa; las vaviables de YECDIF son t, x, v, &, u,
v, w,

Se cuentan con dos tipos de funciones @ Funciones Auxiliares

y terminos del sistenn de ecuacionecs difcrenciales.

Las funciones aumiliares son A, B, .., F inlcializadas

con el valor 0; v los terminos del sistema X, ¥V, 2, U, V W

La pantalla de observacion de XECDIr esta desplegada a la

derecha del menu, y desde ella ce pueden consultar v cambiar todos
los numeros y funciones. ELl centre de la pentalla es el origen del
sistema de coordenadas. Este puede moverse libremente si se oprime
Ja tecla de 1Insert y oprimen las flechas del curgor. cCada
movimiento desplaza los ejes 64 pixels. EB)L  desplazamiento puede
reducirse a la mitad oprimiendo '-' y duplicarse oprimiende ‘'+'.
La tecla 'Home' vregresa el origen al centro de la pantalla. Hay
que notar qgue pdder usar el menu se tiene gque volver a oprimir
Inzervk,

ESTA TEVS R ROE
RO,
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Los conandos con que cusnta el programa son

CTRL-A
CTRL-B
CTRL-C
CTRL-H
CTRL-T
CTRL~-J
CTRL~K
CTRL-R
CTRI-W
CTRL-X
CTRL-Y
\b

+

1
Alt-M

Despliega la imagen anterior.

Inicialirza las variables y funciones del programa.

Pone el incremento dt en terminoes de la velocidad.

Desplisga una ayuda en la pantalla

rRapone los valeres inlcialen dol prob]éma.
Pane o quita los ejes.

Dibuja el flujo del sistema de ocuaciones.
Sobrepone una red en la pantalia,

Limpia la pantalla.

Pone el inecremento dt fijo.

Cambia el color de la trayectoria.

Grafica una solucion.

Aunenta el tamano del desplazamiento de los

Disuinuye el Lamano del desplazamicento de
Desplisga una explicacion del programa,

Canbia ol metodo de rezolucion.
Captura de las funciones >, v, =, u, v, 6w,
Valores iniciales x_, ¥ , & , U v, w o,

] o o’ (8]
valor dt

Parametros de escalacion.
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Ejemplo 3.2. $i se desea estudiar e)] sistoma de

diferenciales

¥ las s

Entonces se oprime la tecla X, aparece el recuadro
ilustrado en la figura 11 en ¢l ge escrihe

ecuaciones .
=t 4yt < 20
= 5()-7:,: - 1)
oluciones con valol inicial
3 v, = -0.2, 0.1, 0, 0.1, ..., 0.8, 0.9,

que  esta
sqr{=i4sqri{y)-20 y se

Ly

HECDIF-07

Leo

2

BLzi) . 1000

Tasert U

R 4

FL far tioln

termina

Figura 14
captura de una funcion

con <return>, despues se oprime Y y aparace
nuevamente un recuadro en el qua se debhe escribir S5%(x*y - 1)
terminado con <return>, despnes para ver el  flujo del sistenma

orrimimos CTRL~-K y sparece la grafica de la figura 12

apreciamos que ne se han visto todas las

de la que

caracteristicas




intervaantes, pov lo que escalamos pard vy una povcion del plano
10 vaces mayor, og decir, opriminos p, aparsce un roecuadro y danos
el valor 9.5, despues &2 eprime g, v se da el valor 8.5, dumos
CTRL-W para lis

fluio, aqui se aprecia que la vista es muy lejana pox lo guoe con p

gqriar la pantalla y CTRL-K para qgue so grafigus el

= 36 y g = 34 obtenewos la grafica de la figura 13 la cual eg  una

buena aproximacion pues  aparecen  graficados  lom cuatro  puntos

criticos del smictema.
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o T . L T L 1 TR S
L I i s Rl T T e T
O e L g - o ‘ o R
5 f & . N + . v
- da 4 W « # + ¥ . +
‘g\ Ve, Wl gl (- - P | R PR .
{} roon t R R [ RS RN IV L . [T E
RN RN o e e i
E." LS N~ (N Y O SUR bt e T o
k‘ S T I R I R

Figuua (2

poE S, w05

Para graficar las solucionss particulares opriminoes = y el
valor inicial corvespondiente 3, despues tecleamos v y el valor
inicial -0.2, se oprime la barra espaciadora y se grafica la
sclucion, cono esta no queda muy clara se cambia ¢l increwmento de
tiempo con Alt~d y danos 0.01 y para tener una buena  aproximacsion
usancs el metods  de Runge-Fubtsz 40 que se obticuc oprimiends
repetidas vecos  Alt-M havta que  aparenca en el menu  de la

ioquirsrrds como ol meltodo actual., Pava estudiar tods  la gsolucion




:

danos Alt-d con ©l valor -¢.01 con lo gue la solucion wva a 1w
wacta atras en el tiempo v asi  sucesivamente  para. cada valor

inicial de vy, obteniendose la gratica de la figura 14,
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Finalmente para ahandonar el programa oprimines - CTRL-Q. Hay
gque notar que el programa no efactua ningun tips  de comprobacion
e sta  dnstruccion, por lo que se debe ser cuidadeoso al

utilizarla.
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CONCLUTTONES

E1 objetivo inicial de ests tesis era estudiar y enalizar

matemati

anente las proviedades del metodo de Euler 2, Se  buscaba

rentacion teorica del usao Jde este metodo on o el

v
i

tener una fun

prograna XECDPIF-47.

En la etopa de documontacion, que  suele  antoceder a  todo
trahajo escrite, so¢ ohserve gue ol et Propuesto era
redicalmente distinto en las dideas que lo Justifiican {un fartor
corrector) con vespecto a aguellas  gue  {undamentan  Jos  sebodos
usuales (aproximacion de la seriec de Tavieov). v ahil guae aun

CULLLE € OaaGh iivlie

st il ico we enfoque canonioe ven s eaituidlo,

en una gran pedida este enfogue bo on do groan vrild
pue s

propicdades geometricas de las  zolucionss  y o Lo Yanlo  por osu

Adads Has oaun,

tooodque el metodo o Adooraca por su tectamiento de las

precision numcrica, los analisis usualen ¢l ervor con ale

ValiQs

Fn lo general ¢l objietive inicial fue  alcanado, utilizando
una nueva perspoctiva en el eatudio de algimos setodas pumeriooy
la presevvacion de propicdades geometricas de la solucion que esta
siendo aproxinada. Incluso se logro fundamentar desde o1 punto  de

vista heuritstico, & tLraves d=] uso de enlo

e henvisticogs

generales, la superioridad aparente dol  metodoe de Buler 2 con

respecto a otuvos netodeos numenicnsg de orden superionr.

Por otra parle, ¢l ploghaime ue nobivo ecste cstudio valida vy
aplica 1los resultedos de csta tesis, Este progrows, wmas alla  del

uso- gue agqui se le die, queda c¢omo una herramienta  pava otras

aplicacions

. Algunas de las 1deas computacionalos  originadas  en
ests programsa han  sido utilizadas o obras aplicaciones

desarrvelladas =n el Instituto de Matemabticas.
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