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w r::vDUCCJ o;~ 

En 19ü1 Charl<C·S W. Gt-i11· qui12n rer:olvJo el problema ele halliir 

1111 i\J.gorit1110 eficiente• pitL1 resolv('r Sü:IJ·1n.1f: el" Ecnacion1?s 

Diferenciales RiqtcL:i.:; / S(• i 1 l an teu en c-1 ~JITd·f I~1·vit.•\/ 1 a pl~('~Juntil : 

y respondic a c!::to·Tl'i']:i:~ando un ilnalü:i~: de? los di.r:tintc"~ 

paf;os en 01 c10s€lrt·ollc:1 (1t.' l;1. ~;·)lt!cjn:1 d0 un pr(:!'lc•1:1.-, dr- ::,·l11r:i0nr~~ 

nttHH.:rica.L~ de ecuar:.Lt.1110.r; c1j fc•1:encj,:~J e:"'l orc1i11¡1r.i ·1:· llc::~d(} (•] l:i0Hlf.!l1 l u 

probl1~:;1,..i, 

.1luL~iu11 (1~· vc11·]0.:.; 

su.t; <'Ui.t(·ntórj_o:_·; 

poca prEcisi.on 

1 

bat:¿ulos en (;l co11cq1\:o del ord,?n p'.).1.inr,¡nial. r;~,; to 

apro:dma lu ;;oJucion 1111J:1é.•ricH a .la verd;.HJn·~, solucion de 

uno. 111aner¡1 u.si.ntoli.c:1, p~lrr1 

El 

pri111ero er> qne lc:i::: e:-1timucionr·;-:.-; d(~ i:·rror son poco 

confiablec lkbi.cfo a que tambic:n se• c-ncuc·ntrc:n basildos (•!1 

Cff~A.V.. e. W. 

NL'MEHlCAL ~>OLU"i!nr-::; OF ()U.nINAH.Y [llFFFHENTI.tt. n""ll.JATIOf'".¡:-;; 1~:; 

ANY7UJ.?'l0 LEF'f TO no» 

3 
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tcorja usintotica. Rl segundo PH que los nietorlus 

act.u<ll r•s son illL'fi ci.ente;:; y mueGtr:;1n pocaG pi:opj cdiidt•s 

tle (.'StobJli.d.:v1. t·1·~todo.s d0 poca p1·1•r:l:~Jo11 :-:on tequerirlos 

en un ra!l<JO dr.Jpl·Jo ele aplic:,1r·-Jc"1·:::, il! }'drti.ru.1.1r, 

de I::cuar:jones rdf.crc1 nc:irt.1·:~r;. En l;:l J11t1:•t]rticion ele tlc,mpo 

i-l'al un~{ clr, lo:·; prop.i1 .. dttd1.:s t1i1f.i jmporL.:~nt-~,~-~ e·:~ 10 

co1~rer~11onclc:ncla t'.J1trc'. ]¿¡ f::~tnhilidr1c1 rt.:•i-i) d;_-1 t~j~-;te1;·;;1 y 

lll de1 modi:~J o JJU.1:1c·rico claclo (!JI':· J¿¡r_; .··;tmulac.i n!1!.:-S 

[r0C"uentc~rnr.•nt:r.' ~:e· llúC(:n p,11·a v•:=·rifJ e Jr Jo:·~ propj ed;:d1!!-; 

de• r11c1nc1 jc1 ele u11 cl·f.r .. po~.~itj_\1 0 c1ac.1c·. L.l Iri(·tod·:i debe~ ~.H.-r tan 

esL.11Jlc• como r·l d:i,;pc.r;it·i1•0 Jo •·c-.. 

Le11u-1 de C>!:.ita 

t0::;i::;. !)J.c:llo ll1E•toclo :;\lr~¡j O CC>r.\f.l \])j" B•)lllciol< it1 pré,lJl.Uriil dt'' 

graf ic ac J_ou de .. .sol uc i ouci ~:; ele !:;.i :·:1-t""•i;l<J:.: t1r:·. Ec llt'.r j n:1.: :· T! i f:+. r01u.:.J d l (~S 

por r::(1n:r,11L.:..:..'.::··r;-i. en 1,-1:: CJllr! f:f: (J.-:b(.:ti clF>::)t.:•ca1· propi.t··d .. 1d~::; di.:. 

pertorlii::i.tld .. d, E•stahil i1L:"l.:J y 1!(· tjLYJ (J('Oflli:··i.r.icn. 

r:n el cupituJ.o las 

prupicd¡¡rk: s d(~J melodo propu,_: .. ~ to ob tJ."11 lt.:rtd•):3f.! a lr~]ttn0r.'. tcori:: .. mas 

que c.1r.:r;criben el co!npnrt.:imic!l!lo de f'::t.e rnr!t.odo. 

En c•l capit.nlo ;~ se real.1:'.cl una compctracion 0nt.n" clist .i.ntos 

metodos num~ricos do rosolucion de sistemas 

cU.fercnc:i.aleé;. 

de CCl\clC:ÍOl!C'S 

El capitulo J t111t«. acerca ele u11 proc;.1rarna grafic2tClor de 

sistemas de ecuaciones diferenciüles d0~ür:rollado por el autor en 

el In:;ti.t11t0 de Inver;tigC1ciones en Matemati.cils l1.pli.,·:1da;; y 

Sistemas y en el Iltsl:ituto ele M11t0inaticas de la tnJT\11, Cobe 

mencion.0;1· •¡1;;• L~ r.:.-1y.-:.i· parte ck las j_] ustJ:aci.onN• de este trilbajo 

fuer,,¡; \Fª''rei.tdJ:> por dicho prci1Jr¡¡¡na. 



CAPITULO 

Sistu1;1s ele Ecu0cione¡; Diferenciales 

s i.G tf:TFl r: Au tonot1ot; 

Soluc.f_ouos Periodica.s 

Priucru Jntcarol 

Def in:l.c5.one>; 

Criterio::; de Converqe11ci.11 

Cal~ulo tlel Rrror 

1.3. METOEh) or: EULff' 

1.4. METODO ()[ EUlSR 2 

Sist:e1nat> no r.:Lncnles 

Alguno::; l\esul ta do.~ 
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S e e e 1 o 1-~ 1.1 
f'r~[LIM'l· 1-'.l<F '~ 

Sistewau do ~~unciones Di!ercnci~lGs.- ~ lo l~rg~ de cut~ 

texto r.e debe t.:nt:encler por ~)istr:m:l ck~ Ecuüc:i.oni:·t.; 1Ji.ft:.·1 4 encid.1ci.s 

el. sigui0nte Sj_1;t(_i;1~ de r:ct1acjor10s Di[0~¿!11cj_ales OrdinGrittfi de 

Prime1 ürdcm 

u .r, ( l , u 
1 j 

u /~ {t , u 
2 1 

( 1. 1) 

u = /~ ( ! "/.,' 
l 

, 1J , z 

1 
11 

1: I 

ti 
~ ' 

1) ) 

u ) 

" 

V 
o 

u, (l.n) 

v, ( 1 ()) 

u
0 

(l
0

) 

V 
10 

u zn 

u 
,;iO I 

dondE· u 
10, ... ' V 

"º 
son valore~ dados y 

1 ... 5 

JÜ conjunto de funciones u
1 
(t.), 1Jz ( t ) 

satisfacen para toda lar; ecuaciones 

f i (1 u .. u¿,' 

'./a) 

se le lla111a la solucion general del sistema. 

6 

que 



-Jü proble1nn c!<"' "úcontr.:ir una r.;olucJon ctl ~;is tema ( 1.1) qlll' 

sc1t.ir;i'aga }¡¡:; cond.i.cil·neG irdciale;; d.1d~11; 

u. (1 ) 
L O 

IÍ 

' 
l, 2 / • • • / !·; 

d01tde lu::; los nnH1cros nt sou variables dnd~s se Je 1lttr11rt el 

probl'-:lilü con con:Ji.c:lcmes iniciules. 

~.~lH terEu; An tt:aOl!!c.ir; . ·· U11 .sir.; tPma es 0.11 t. o~torrio si 11 no aparece 
' u1 ten1i nos del ti c1:1¡-"J 011 (l. 1 ) para toda i , e<~ dec Jr, si 

o V i 1 ... s ' 

po1: lo r¡ue r.i ( 1.1) er; un Sistenlil Jl.uto11omc, pUNlre r:ci.· escrito 

ele .1 ét si0ui ulte n;;rneru : 

u 
l 

u 

" 

f 
1 

(u, 

f :¿ {'-', 

u:t' 

u (1. ) 
z o 

l1 
10 

u 
?O 

11 f~ (u
1 

, • • • I lJQ) ll 
¡;l) I 

donde u • 
10 

. .. , 

A e lR ~ 

u 
GO 

so11 valores dado1; y 

i = 1 ... s 

'l'arnbicn los· S1.r;t:0H1as t)(~ Ecuaciones Diferenciale" SU8.len ser 

denotado:; vectoria:tr11."J;1 t:e: 

/ (r' ;:; ), 

7 

u 
o 



donde 

,. 
" 

j [ 
!, ( r • ;, ) 

] 
lO 

u 
I (1 ;:;¡ 12 ( 1 I Ü) 

" " ~~n 
o 

u j ~ ( ( , ü¡ 
~t) 

f,hora b:;_en, '"' :i t•~lií?lll(:Ill(J!:; un s ist<:mn 110 aut:oncimo de n 

cr;11;.1cionr:f: p.:::cii:mo::; oht0nr•r nn sistema i11ttonomo ele n11 ecuaciones 

con solucioni::...-; Qqtt:iVc:tL-~'.-nteo, po1~ lo crue en gt?n(·t·al trc1bt1jurr.•m(:>r.: 

con :·;t.stcrLt:.; ele la fonnd 

;¡ (l 1 (v), u 
o 

Pura l?l caso de" ,, ~ 2 U:>•li cr.ios un1; 11otaciGll un poco dJ;;t.lnta 

aunque convenc:i.onc; l en el c{1!)0 de SisLel7\as t\utono1:1f)::i t:n 01 pJ;.¡11c. 

y con u 
o (\)' y()) 

u (:>:' y) 

f i ( ,· ,'.!) 

Y /2(:-,v) 

corno conclicjon 111 

1:·1·i.:~cuenteHk·ntQ tr¿¡~}t!jrtremos con sistcrna~; de~ do:-; variable:-: puc::-;to 

qu0 l!HO de.: loG ohjtd:ivos de estE· tr,1br:-.j1J C!.S J.rt qrnfic;:.cion peir 

C(1mrn1tar1ora. de soluciones dt~ cc1;¿ici(•UeD difc·rC>nr. i él.les y E·J1 <;_J("'ll(~ru.l 

r>olo se qr¡Jfican dos o a lo 111n:.:: t.1:es v111·j¿iblE·;; de lus qui:· componc'.11 

c·l sistema. 

Soluciones P~rlodicas - Una solucion nl Gict0mn 

11=/(t,11) = 11 o 

se dice que e.s una ,col.·ucion P•'rz:orJi.cC< sj. c:-:istr.; un nun1cro 

T > o tal qu0 ~(1 + T) = ~(t) para tod~ 1 ~ o. T os llacado un 

periodo de la .sol.ucic.n. A la ¡;101101· ele toclos las T que satisfacen 

lü conclicion ;:; ( t ·I T) :Ci(t) se J t: la 
solucion, y si T ~ O se dice que la solucion poriodica es no 
t r-I vt .-:il . 

o 



f.j C·rnp} O 

diferellci alc•i; 

l. J. -

.,,. '.":: -y 

con r:olnc.io11 c¡ener<tl 

x(t) 

y(t) 

/(t) 

c
1
cos(t) ·f C

2
r,en(t.) 

c,::;,;n(t) + c~cos(t) 

el de ecua el 01ws 

y 

puede apreciar en la f ic¡nra c1011de est;·tn uraficaclns VClrí.a~; 

:y 

9 



Un pt111to u
0 

(~f:: \!11 punto cr i t leo clt::l sj.~:~tcma u f ('-i) si 

f (Ü
0

) :: O 

PrlVi0ru rntw1rHl - Una funcion U defJ.nidil en un compacto K 

que tona vt.lores c·n l•;r; reales con der:i.vaclns parciales 11, y UY 

contirn111:; c·n K y que no se <u1ula!I s<1l.vo posj.bleE1ente en Jos puntos 

criticos <10.l r:i::rt0 r'i1 ('··,Y) "/(:-·,Y), e~ 1L1::-.:;rl.1 r::1<1 .::-·;·c::.orc. 

ir,le[{rul r.ic·1 s·ic;t1•1u_, C!n }; sJ U('·'. (t) .~'(l.)) e te, p.:11:a toclil 

i;olucj 011 (:-:( ~), Y ( t)) cle.1 sl.stema de ecu:1ci.on«:: c.li.f0rencj .\l.er: que 

este contP11i.cla en l .. Lis na-Vil;; de ni_ve>.l U(:<, v) -- cu- son 

lentas ~:j.11 dt·J11ost1·~,·:ici11 fNart.i.n, 1983], qt11.· scr~11 dE1 11tiliJ;1d pa~a 

d·~te>rmi 11a1: ;;e,] uc.ionc_·:: pr.·ri.ocli c.1:;. 

LPllíil 1. 1. Si. U(···, y) e:.; una pri.1i1<.'r<1 inte9r.·. l ele la c·cn;rc.i.on 

clih~ro:icj al total f (•·• y) el·· - f (:··, :») d.> "' O en " c,11\:oncE-s U 

es una pr:lri;c;~·¿_¡ i.nt r~r¡r;,J ele (-", y) = f (.-.:, :.•) •!ll /' tJ 

Lt:·ma 1.;~. Sf~f1 U== U(:,._·, y} una primc.'.1:t1 intc·~;r.:iJ ch=~ uu sit1t0ma 

de ecuacione:.:~ di.fcrc:ncjale~j en do:~ ·.;arJtLb]t:>E;, y .r~1 la curva de 

nivel e ~0 { ("', ~·) '. u(:-:, y) ¡,} e;. un:i curv.01 cr.'tTiick y no 

contiE'nc' nir:rjun puuto critico del si1<tcn1a, 

solucior1 rleJ "ist:0m:i con valor :inicj 111 r:n r· 

curva de nivel e es su traycc\:ori.a. n 

10 

c·n tonce.s cu¿i lquier 

0s p01~iodi~il y la 



S L e e 1 o N 1.::0'. 

METOilU'.:; DE Ui-1 SOLO P1,:~u 

t; ( t J 

V = l ( /. 1 ;·¡) ql i e .<_; :: t j .(;;fa et'..-! ·r~· (t. n ) 

~xact0 r~lrtti 1/1) a J.a solt1ci.<1J1 ~ co1no 

( 
~-U.:+._!-:l:::__~J h ;.c.~ o h 

f, (1 
' 

u; " ) = 
! ( t , 1i) lt o 

U11 1'n~~·lc1 r:',: 1 el·.-. tu, eosc; f''~ra 1.tl solucjon .:lt: un Sit)tf:'lili.\ Ll.8 

Ecv.1cion•Js Di.fc1~1~ncj nl,~·8 ;.;'::! define peir J.ttg ccuc..::ionc~;; 

1·,11 
n o' 1' '-' 

Ln funcion ~(t, u; h) 

ED intui.tJ.v<.Jmente> rc1.zonub.l.c· snpon171: qllc ·!: ( t, u; h) f;e 

aproxtme a ¿_ ( t , li; h) t ¿int:o como r:;(;'¡t po.c;Jble si.empre que h sea 

suf.icientemi::.~r;t(• IJf!quena, t~r; c.lr:!cir : 

lirn 1 O:· (t u¡ h) - /,(1, '1; •"-) 1 o. O 
. ¡, ... o 

¡,'--' nwy0rJ.;.1 ele J.as funcion1:·;; incn::m<,nto comunmP.nte usadas 

sc:it1r:L1cen la c:o11dicion de ¡¡1-rib2 •. J:t<to no .. ; ll0v<1 a la siguientQ 

defi1dcicin 

1l 



Un metc·do defl.niclo por la f11ncion incne:nento iI> (l., u; h) es 

conuerc;•:·nt<> ui pa1-él toda condicion inicia] ü
0 

y para todo t 

donde t n = t 
0 

+ nh. , 

J.im u 
h ~ o 

l = l 
n 

Ü( l), 

Un rnetodo es con,;iBt,;.nt.e si p1ira toda v y todo t 

1 (t, u) 

Un rnetndo es de arden p si P os el mayor entero para el cual 

se cumple : 

~·(t, u; h) - t.(t, u; h) o (i.1') 

Por otra parte, si nos res tr inr¡imo;_: a r; i,c: temar-; autonomos 

entonces .¡; y t. depend·~·n uni camc·nle dé' ;:; y ,1,, por lo que se ¡;uprime 

el argumento al escr:LbirJ.ns. 

Veamos finalmente un teo1-ema clf~ <Jl'ill1 u ti. l J.d0d par<1 el 

estudio de sucesiones, que usaren10:~ amplian1e1lte solJrc pu11tos de la 

solucion del sistema. 

Lema 1.3. considere la sucesion ~n (n = O, 1, 2 ... ) que 

satisface la siauiente desigualdad parar, = O, 1, 2, ... , N - 1 : 

1 ~' n+i 1 :".: A J ;; n 1 + B 1 

donde A Y.ª son constantes no negativas que no dependen de n 

entonces 

t'.: _ _::_l B A~' 1 
I< 1 :$ An 1(

0
1 + 

A - 1 n 1, 2, N (l. 2) :: 
• • • I r. 

nB A::l 

12 



este l!C'cho por 

reduce a ¡ ,~, 1 .- A 11. 1 
1) 

+ n, lo cuHl es cierto por hipotenia. 

( i) p,1;;c c1c< Inducc.i on. - ;;upon9ciinfJs <¡ti<' ( 1. 2) e>:: cierto p<tra 

n. < N, ent:üilC 1~'S rJor h:ipotcsJf, deJ. lc)l1li1 

j( ¡:;Al.:l+D 
n-t1 n 

ji; n 1 :S ,(' 1~· 0 1 I· ~~--::---} G 

sustit11i1:1os 11:,,1 C>ll la penult.imil cle::drJualdad y r:re tiene 

::1" ___ ·: _ _1 
+ A - 1 + IJ 

An+ 1 1 I' 1 + • o + 1 ] B 

lo cual es lo que se querj¡¡ ~nmnPtrer. Ahore bien p~ra el 

caso A = 1 tlemor.trare111os el n~sul.t.ado 1:<1111lYlen po1· incluccion, a 

saber 

i )nar;e de la inch1ccion. - Para n 

reduce 

1 tH>-erno s que ( 1 . 2 ) se 

a 11: 1 1 :S: li;",, 1 + ll lo ctwl. er; ciE>rto Pt'r hJ.poLi'sir;. 

1'. i) Pa~o de Inrl\lf::cj.on ... supon9ilmos qiw (11. 2) es cierto para n 

1tn•i1 ~ IY. l 
n 

+ 8 

13 



y como por llipotc•i;ü; tle 1.nc1uccion 

:::nstj_tuimo~; ¡.~,, 1 ca la penultim11 dcr;igualdad y se ti.ene 

1 <: ,,.
1 

1 ~; I ·~ 
0 

1 + nR + D 1(
0

1 + (n+l)B 

lo cual ~s lo que sC' queria demostrar. 

Criterio:; el.e Convc1·,1cmcü1. - Es ele ut:ilic1.Jd el tener una 

prueb.1 r;encill '' :sc•brc 121 convc;:c:-."l'!··:L:. ck un i;wh:itlo r·ut":,•: vc•r1ficilr 

lus concticJ.oues l}(~ la dc:f]riicicn L!fj en Ja m;_1ynrlu dt• los c¡tf::(it~ un 

probJ.¿:;ia muy co::·iplicúdn. En l~~jtf' :::c,ntido (·l :-;iguic~nte 'I10or._i!n:i 110E~ 

de" un crJ tPri.o r,l,•, f<tc.U i>.pli.cac io11. 

Tec.1rema 1. 4 [;8i1 1 fl fnncion .;·. (l. ti; ¡, ) C(•lt t illU!t ] tal que 

ex1sUe una cc11sta11tc-: l que C:lllll1~ Je 

l •i• ('. h) ~- (1 h) 1 ::; !. 1 
--· ii 1 

' 
.. , - 'U .. : ~ -

parn todo (t 
' 

... " ) y (t 
' 

'IJ; h) y tul que h ~ h donde ·-· o' 

h
0 

'.': O es u1w constm1t.:: c1'1c1a. E11Lu11cer.< lllld concUcion necesari ¡¡ y 

sufj_ciento para la convergencia del metodo definido por~ es que 

el metodo sea consistente. 

Dernostn1cion. Por defi.ntc:J.011, un metc•do e¡; conv<"ruente si 

o equivalentemente si 

lilll V 

n-+CO 

t :Q 

" 

14 



Si 

'~n - :U (s) ,, - ti ( t,.,) 

::: ur,-1 + h} ( tri -t , tJ r.-J i IL) 

- U(lr,·-J) - hL.(ln-·<' U{ln-t); h) 

:: ur1·-t - l1 ( t ,-, ·1) 

+ h[~·(l,·,-t' u,,_,; h) - L\(tr,·I' Ü(tn··l);,h)J 

i.1,.,_
1 

- Ü ( t. r. 

+ /¡ c-~· ( / ,, ¡' 
ll 

n--1' 
lt) - •I-( ll\·J, ;:; ( t ,,., ) ; h) 

+ .¡. ( l v(r,., ,l; h) - ~· ( t n-i ' ;:¡ ( t 1'-·1); r. ., 
+ ir• (I,._,, )Í ( 1 n-l); (1) - /, (f. ... 

1 ' 
u ( / n-1 ); 

aplicando la ~esi0uald2d del triangulo 

1 ti v(I,,) 1 •.. iü - ;; ( l,.,_,) 1 ,, n-l 

h [ J ·!· ( 1,.-1' 
- /¡) •!' ( ( r¡--j I Ü( t.,.,_,); ·~ u 

n··:I I 
-

+ 1 il· (l t>-1 ' Ü(t ,., .. ,); ¡. - rr1 ( t 11-·.t , Ü ( l r.-1 ) ; 

+ '~ { ! l'l·-1' ;:; ( l. n-1 ) ; O) - 1" ( l r.-1' 11 ( t 1.-1 ); 

y por las Jü.poUes:i r; t<:.nomos qtt<" 

o) 

")] 

h) 1 

O) 1 
h) 1]; 

,. i) por r;cr '-' conti.J!U.J es ll!lJ foi:mr=nlo. c<:>nlinua en el compacto 

definido por l ~ t ::; 
o " 

H "U(I.) o :S /¡ -- lt o y por tanto 

n ..., ro 

unif:ormemonb' pin:a 1·orl¡¡ t, es decir, como 1' es uniformemente 

continua en K se tiene CJll•'! para toda r. > o e:-:iste 6 > o tal que 

para todos ('-'·, u, h) '" K, ("'o, :ti
0

, h
0

) E ;: tales que 

,, ' h) 11 
fJ' 

15 
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1J :":' 1/ ' 
" o 

se qui e rt.1 !.:'; t t":111p1·(· que h 

indcp~:.ndi01itc-1f¡ente dc~l valer 

i• { ( ". 1 ' 11 ( l r.-t ) ; 

i.i ( 1 .. ) •. ;; ( t ,,_,) 
--¡l __ ,._ ___ ---··-· 

-;; (t.,,_ .t + ,i:) 

f ( l n- t ·:· 1: , '7 { l n .. J < ~ ) ) 

para O~ { S n - tn-i' obteniendo 

l•J:• (t., .. ,, u(t., .. ,.l; 0)-Ll(tn·-t' v(tn·-< ); h) 1 

lo ctwl. tienck n cero unifonn••li\':mtc cuando " ~ "" . 

Si uefillimos 

A ( 1 + l•L) 

B h [ ! •1• ( /. n-I / Ü( 1,,..,); h) - '1'i ( l r1-l ' u· ( ln-1 ): O) l 

+ f f (In· t' Ü ( l n-1 ) ) - /(t.,_,+ " ;; { l r.-1 + /;")) l], ' ' 

lG 



tenemos 

IÜn Ü(tr,)I .- ¡;:;,,_,- !!(tn_
1

)1 h!IÜn-i 

=o A 1 ;:¡ r,-i' u ( t n-i) 1 + B 

y por el lema 1, 1 

y dado que "o 

Tomando el limite obtenemos 

lim IÜn-Ü(s)I 
ri·•O) 

óó. i i.m _u __ .:_1-_'2_1.J_'_'._::-_J_. B 
1 + hL - 1 

( 1" - t ) ]" 1+ ·-T-l -·O l - 1 

;:; ( ! n-l) 1 t· R 

l im ------- hL---·-----··-- · h · 
n .... co 

[l'li(I . ..,_,, Ü(t"_
1

); h) - •!·(tro-t' Ü(t"_ 1 ); O)I 

+ l/(ln-i' Ü(tn_
1

)) - f(t
1
,_.+ (, Ü(ln··li· t})I] 

<~- l oH. .. 
C' - 1 = L 

lim [I·~ (tn-t' Ü(t.,_
1

); h) - •I• (tr,-•' Ü( t,,_ 1 ); O) 1 

n->CO 

+ f J ( t n-l , Ü ( t n-l) ) - / ( t n-i + ( , Ü ( t ,.,_1 + < J JI] 

= 

= o 

17 



con coto h~mos demostrado la suficiencia de los condiciones 

del tnor0ma para que un melado sea convergente. A conlinuacion Ge 

dcmo~t!-,,_,_.d que l;; con::;j_,;tr:ncio "'" 1.111a condicir)n net:<":f; .. -_,r1a p;:ir0 que 

un metodo oeu convergente. 

supongamor; que el motado clctermürnclr.1 por la [une ion 

incrernr:nto ·T: er; convei-rJente con 1:cr.:pecto al sJ.stema 

Ü (to) :: "o' 

z i(ln) uo, 

donde ";(t ,z) O). Por la definicion misma 

de . .:z se tiene que el metcdo dctL'rminado por ·T· visto como solucion 

del sL~;temn ;::; == ::. ( t, ·:2) (:S COIH-3) r.;tr~ntc, y po1: tanto por la prirnerll 

rnetoclo convcr9t?11 i1 la sol1;clon del Blslcma. Por otra parto 

tenernos que poi.- ]¡j_pote:;ir_; "']_ metouo r:G cc•11vc1·')1?llto con rcspc-,cto a 

sol ne ion. u. f (t. Ü)' por lo c¡ue los v ;: l ore:~-· 11 converrre:n ¿¡ la 
" 

Entonces por la un i e id acl ele 1 ) irn.i. te se tiene que necesHr1owente 

z(t 1 -- Ü(I ), lo que in•.pU.c11 que 

f ( t ' -Ü) ¡-; ( t ) •1• ( l ' u; o) 

lo cual pn1eba 111 cons1st:cnciu del 1112t.:;.;]c. .. 

Cnlculo dul Error.- El conoc0r de antem11no el error en la 

aproximacion de la s0l<1cion de un 1:wtodo eó' de gran import;¡ncia, 

por lo que se e i.tamos ::; in ele mor_; t:i-ac ion un tc,orcnia L Henrici, 

en este sentido. 

18 
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Teorema 1. 5. - sen '•I· ( t , u; h) co1nó -en e' 1 fe(fr~ma i; '1 • y sean 

N 2: ·O, P ?: O y h 2: o con.';tnnb:•r; lid.es que 

u 
o 

tl 
n+t 

donde k -. 
satisfac0n ''" "' 

donde 

lrJi(t, Ü(t.}; h) ..... "'...(t, Ü(f.)¡ h)I:; Nh1
', 

te [n, b] h S h
0 

7) n=0,1,2, ... , 

lln+ h{·~· (1,,, ",,; h) 1· ¡,'1 J.: &"] 

o y q ;-_: o son con~;tanten, y los vectot·r·s & 

::; 1 en t:.c:llcf~s, pnra t "' 1 :~' b 1 y /¡ ::; h. ,, o 

r m.i.n (P, q l , 

N -· Nhp- r + f?.hq-r, 
1 L> o 

{ 
Ll 

- 1 e 
L 2: o F. {t) --L--

L. -
L .. o 

lll, 

n 

series da Taylor.- Si la funcion ~{t) es una solucion del 

Sist."lilª Ecuaciones JJif.erencl.illes, y si. las componentes ele f son lo 

suficient~mente diferenciables, entonces las derivndas superiores 

de ¡;· { t ) pueden ser expresadas ''n terminos ele f y de sus derivadas, 

esto es 

;:¡<k+il ( t) 

19 



Si u(t) es infinitnm0nte diferenciablc -y en generill 

supondr0mos que lo es- podemos aplicar el Teorema de Toylor 

obteniellclo 

;:¡(l. ;h) 
h 7 h 3 

• .. :.: :u ( 1 1 + hu 1 l l + --
2
-

1 
;:; 1 l 1 + •.... ,, ( l J 1 ••• 

31 

¡,7 ei' 
= ü 1t 1 + hf(uJ + -21 /'(u)+ /"(UJ + ... 

31 

por lo que : 

t>. 1ü; "l 

y por lo tanto un metodo de integracion puede estar hasado en 

un trunc~miento de la seriG que describe a b.(Ü; /,), os decir, una 

funcion incromento de nrden p esta dada por : 

f (Ü) + ':'. f' (;-;) 
2 

+ ... + 
t. r· - .t 

" 
PI 

y en el cuso de p 1 tenernos el Metodo de I~uler 

¡¡; (Ü¡ h) f (Ü) 

Bl usar truncamientos de la serie de Taylor con P > 1 lleva a 

rnetodos poco practicas pues se necesita calcular y ev<lluar 

derivnc1;is superiores de f (u) . Los metodos de un solo paso intentan 

aprox:l.mm: t. (Ü¡ h) a travcs de exprer;iones en que no aparezca 

explicitamente ninguna derivada de/. Este es el caso de los 

metodos de Runge-Kutta. veamoa el caso de los metodos de 

R\n1ge-Kutta simplificados o de segundo orden. 

20 



Estos metodo:i eutJn dudo:; por [unchinn; Jncrcme:t:t'-1 ·1•: .L1 f:ornrn 

¡¡. (:;:;; /t) f1 f (Ü) + <:J.,f (ÍÍ + phf ¡;1)), 
1 . 

donde 

'",P " 1/2 

con lo que obtenemos la soluclon general 

que cosiste en un •,;etoclo de :;f!gundo orden en el que se 

requieren dos evaluaciones de f para obtener esta solucion. 

21 



S [ r: e 1 o 1-.J 1.3 

Et. Mu ouo DI: Lu1__u;: 

Es te m0tc.do l':: poco prcc:I :.o sin c•:aburc¡o (';; concq1tuillmente 

:;imple y tle facj.l c·r:l:udio por lo que· (•:: uno dt, lo:; w.•tc1clo:; mar; 

conocidos. En el cci:::~o ele un s i.··;tt?rna etutonorno ele! do!;; val' i i•bles 

tenemos que• e·] mctotk> de• Eu.lc;r par~ clo.•: variall.lC'G no:~ da la 

siguient0 aproximncion : 

don ele 

,, ... 

Y,., 

X "' /1 C··' y) 

y /
2

(x, Y) 

-·~· < 
n··J. 

y ,. 
r, -1 

lt /1 ( :i<r1-1 '\' n-1 ) 

h f"2 {:~~n-1 'Yr1-1) ' 

Y ( ''ri ,v
0

) es la condic:Lon :!.nicia l 

De aqui se deduce que la funcion increment1; del melodo de 

Euler ~(t, ii¡ coincide con la funcion /(~)y po~ tanto no dC'pendc 

de h . 

Teorema 1.6. El metoclo de• Euler eé: consistcente y conv0rgent0 

siempre que f tenga primera derivada crJntinua. 

•I• ( l , 
- h) f (1.' ;:;¡ toda " ' pa1:tic:uL1r h pues u • "" P1..\l'd en para o. 

' 
Ahora bien, el me todo ele Euler es convergente, pues si se 

n::stri11qe el dominio de /' al compacto i ~ t $ s; ti E t~ donde g es o 

compacto, ontonc>:s f' es acr>t'<tcla por f:Pr i.mRc;en cont.itllli'. de un 

compact0 y por lo t.:in to / ( =·!;) es di' LJ pschi tz, es decir : 

¡;¡:;(1., Z"(tJJ - <r·(t, 11¡t¡¡1 $ Llz - ;:;¡ 
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Esta ultima desigualdad junt~con la con~J8tencia dul Mú~odo 

son la~ hipotcsi~ requeridas para aplicar el teorema J .4., por lo 

que el metodo es convergc·nte 1;1 

FlSfUI .:i. 2 

H.-,u:·d·:i d.:.. Et 1 l f•·r 

Recordemos que el Hetodo de EulPr es un metodo de primer 

orden, pues es un truncamiento en el primer terral no de la 

expansic·n de 'J'aylo1- de la funci.on .i.ncrc·mento e;:act.o " . 
Grufici1::1•:,nte, ,-,J r.ietodo de Euler tiene la interpretaci on dada por 

la fj.gura 2, doncl;:: uº es la condic)oa inicial, u(l) la solucion al 

sistema con u
0 

cor,m condicien inicial y ?< (t. i es otra solucion al 

mismo f;istema C'o;1 clif:.ereut.1? condi.ci.on inicl.<Ü. Entonces el me todo 

de Euler c·n !
0 

nos dci ü
0 

corno pri111er punto de la soluci.c•ll, y para 

t 
0 

+ h ol.n:enemos :c.·
1 

:: u
0 

+ h/ (u 
0

) '1
1 

se enct1.::n t:rd ubicado en la 

tangente a u(t) en u
0 

y por tanto no es probable que u
1 

pertcnc::r::a a la -<;ir<.1fica de i:((!), por lo que podemoi; considerar que 

estamos f¡-ente a un nuevo problema con conclic ion inicial u 
1 

solucjon ~(t) y ahora tendremos 

en lL 
1, 

que 

23 

u 
7 

S0 encuentra sobre 

con 

la 



1 

2 

3 

5 

6 

7 

8 

llna n1t.1.na en psc·HtlccodJ.go. qne implemente (•l. Mv.t:odo de Euler 

;..: : .. :.e i 
" (1 

y : " " 
;o 

o ; 

.•. 
r1-J :...:"; 

+ h./1 (xr. 4 ·t' >'r.-t) i 

+ hf 2 (\ .• -1' yr.-1) i 

r .._ ,. 

\· 
1 

·j· 
!', •. '· ~ ~ 1 

1 ,, ..... '\ 

\ 
1 I' 

.¡ 
·!· 
·¡ 

[. 
L 

Fl<JUra. 9 

Orafi.cli. do flujo <l•"> un gi,gt••rr1<J. 
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·i 
., 

1 
·1 
1 

:1 
j 
! 

1 

·¡ 
1 
1 

' 

i 

1 
' .. .I 



t:jempJ.0 1. 2. Con:::;iden:, ol siut:enm dnscrito por l.u grnfir:él del 

flujo de la [igurH 3, con acuacion 

X =: -2Y 

\J 
-~ e L> 

-1, 

con solucion (x, y) (ln 
2 

1 ' -1/l}. 

En ln tabla 1 se encuentran los puntos de ln solucion exacta, 

la soluc ion clel met:odo d•' EuJ ei- y la cliferc·ncia f_•nti:P a11tlJé\f; con un 

incre~1ento h = O. J 

0.1070 -------
j._Q_.Q_ 11 . o 

•ra\:.la J 

C•:llculo ck· l,i. r.;.;:•luci.01. 

Si graf icamos ambas soluciones obtenemos 
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S r: e e 1 o N 1.4-
EL t·lcroDo DE EuLcR 2 

Dtn-ünt.e lil irnp] c:nentncion del melf.;l1o de Eule1· en do¡; 

f:ctti.\C j Ollf:I> 

Difercnc:j ¡Jlc·t; t;i11.·q·.o cJ,~ lllillh·i.·a na1.11raJ la prP<Jtl!.t:a de crnao h::tccr 

mas e [ ic i e ntc cU,·i10 mc:toch. Un él de: l cH: pr i.uc·ra:; icll.'ú<: que surc¡ i.o 

flle t:lirninar li,;" ll.IH::i:~ ~ y 5 ele la rutin;1 J it~t;icla en la 

pagina ;:~, obtr·11:i.C'11do 

2 

3 

<) 

6 

X : = ). ; o 

y : - 'J ... ; 

RepC<'L 

:, 
' -

y ' .. 
I~ndrepr~nt; 

X + hj 

' 
(:.: 

' 
y ) ; 

y + Id 
. :t. (x' y ) i 

CJ.aram<.?nlc er;ta 111odificocion en la cocli fi.cacion conllc>va tina 

modif icacion en ol metodo ele Ettlor pues Eormalm~nte obtenemos el 

siguiente metodo : 

yn H yn-1 1 h /2(xn,:,1 n-1) 

l obf:erve n en J.uga1· ele; n-1 

Lo verdad~ramente interesante ele esLa modificacion no es en 

i:;i la cupresion de cl0s li1was c!P C'nili<Jo, C!ll'' nn son n?alnwnte muy 

costosas en tl•r11,inos ele t 'LE·m;:io maquina, sino el ir1C'rcmr:nto en 

preci.:;ion aparente nl 9raU.car soluci.ones f'l·rioclJ.cas de :dstc•n1ils 

c.li. [ l~ l:t?liC i i-1 l PS en el gr.·\t Icas 
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un E:if;temcii: dv Ecu11ci0rn.!r; Dl.fen.,t1<'.li\le1; culculaclar. poi: c·l rnetodo 

Ul-: l~nJ.er l' e·:. :.1t:~.0(:-2 de· Fttl•'.ll. 2 con el mismo péU)O o incremento h 

soluc:i.on "'¡·,:-~íl«'' e:.ta dach por l<i Gl'itfi.cn obt1,•1üda r:c•n r~l metoclo de 

Eule1: ;~. De <1c¡Hl Sl'rge 1 a idea de• esludio1· las p1·opú.:d•1tles d·~l 

metoclo de Euler 2. 

Ejemplo 1.3. Graficas de la solucion del sistema 

y 2>: - 1 

con y¡\lores in:i.ci<'.le.s '·a 

~ECC-11' - 87 ! ________ _ 

i:=:~~~ 
'.iF2•:1-·i 
r;;;Q ·----~-· 

~t :(} ,ll:Jt:il 
;-----·- --· -

R'O 

:-B-'t_l ---------' 

Lª ::o~)-~~º ... 
: b•ll.\lt!Ull 

,,.-.----/ ~\ 

/ \ 
1 ) 
i I 
\ 1 

\ / "---- ___ / 

F\.9ur •. t. 6 

t.t••todv ,J.:¡¡ I::ut ... r Z 

2B 



~!1 ;Q 

;u,u ___ _ 

!J'º·ºººº . \ 

lo;,crt Ofl 

----------·----·-'""===-·-------- ----· 
' :------·-~-----. 
F 1 fer HL' 111 ........ _____ . 

FL9~ir<! ·¡ 

M~todc· d\;. El1l1ir 

Primeramente tenemos que en e~tricto el metodo de Euler 2 no 

es de un solo paso, pues Y., se encue¡¡tra e::prer_;acla en termi.nos de 

(xn, Y,.,_,) y no de (xn_
1

, Yn_ 1 ), como co1:r•cesponde a un metodo de 

un solo paso- oe hecho, a primer~ vista, el metodo de Euler 2 

semeja en ciertos aspectos a un metodo predictor-corrcctor. Sin 

embargo, reexpresando este nietoc11:., v.:re1:10.s Sii[; sirn.i. l i l ucles con el 

metodo de Euler y de ahi que se le haya llamado a esta 

modificacion metodo de Culer 2. 

X 
r.-1 

Verifiqui:mos •=Stil informacion : si sustituirnos a :\, por 

+ h/,_(xn_,,Yn-<) en lu exprc~sion de v., obtenemos 
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con Jo qu0 i· c•stil determinada por 

h) " [ 

mostni.H1o esto que el metodo de EnlE·L· 2 es un nietoclo clG un 

solo pa:;o. 

Sistemas I.inc,ales. ¡,hora bien er;tudiemos el compoi:tamü•nto 

tk·l Metodo rle Et1l(•1: 2 en el caso ele Sistnm,c1;; de E·:uaciones 

Diferenci0l.:·s Ljllr:-;\l.-:·~: en dos v<u-iable:>, f'S dccix, c•st11dL1i-emos el 

sistenw : 

[:~J [~ : ][: ] 

y ex + ~/y 

Por Euler 2 obtenemos 

>'. x,.,._, + h(axr.-t + by,.,_ 1 ) 

Y,, ~· yn-1 + h (c:-.::n + d1'n--1) 

o equivalPntcmente 

... ( 1. 3) 

••. (l. 4} 

sustituyendo xn (1.3) en la ecuvcion (1.G) se tiene 

y reorganizando terminos 

:» "' .Y -i· h (e :·:,,_
1 
+ dy \ + h 

2 
e (ax + n n··i n- 1 • n·· 1 

donc\e los pri.meros dos terminas de la parte derecha de la 

30 



ccuacion ::cm c.l valor propuesto pot- el me todo de~ Euler, y c•l 
tercero un Iactor corrector de v - ,, 

Ejemplo 1.4. Considd·e el :;jstema 

Este sistema tiene como soluciones circules centrados en el 

origen, y el Metodo de Euler 2 da en este caso 

X X - hv 
n- 1 · n·- 1 

Yn-1 + h.'< ,.,_ 1 - 1."v 
- ri- 1 

Por otro lado, d0l mctodo de Euler resulta la aproximacion 

X :i..: (¡\1 
1,-f ., Ir·! 

y \1 + h:< 
n - r·,-·1 r.·-1 

L-·-----~----
L:.. ________________ _ 
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i --------- ..___ ___ _ 

Fl ;¡c1rn C-

Mf'...lod.;:. <fo 1i:ul10<1 2 

Las figuras 8 y 9 muestran la diferencia graf ica entre ambos 

me todos originada por el facto1· corrector de Y n. 

Slstemas No Lineales. Veamos el caso para Sistemas No 

Lineales, Tenemos 

)( = X .. h f, (Xn- t ,Yn-1) n 1'-1 
... ( 1. 5) 

Y,., :: y .. h /2(Xn•~'n-1) t'1-J. 

Si f es Hsa, como funclon de x tenemos que para h 

suflcientemente pequena :. 

>\,_,) + /zx(x,,_,, )'n-il(xn - x,..._,) 

f ({}(X - X )
2 

2l<)( n n-i 
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pero como 

por tanto 

X - )( 
n-1 

y se tiene 

/ z (X n-1 ' y n-1 ) 

sustituyendo en (1.5) : 

y reordenando se tiene 

+ h/2x(x,.._1, Y,.,_1)/, (x,,_,, Y,,_,) 

2 

__!!__ f (l') f ('< )
2 

+ 2 f 2 ).(X • J • n-1 / y f") - 1 

+ h
2

/ (x 
1 n-t' 

El coeficiente de h
2 

sera llamado en oceDioncs la corroccion 

do Yn o simplemcmte la correccion. 

Este facto~ corrector, que tambien fue encontrado en el caso 

de los sistemas lineales, tiene una j1ts.tificacion in tui t:lva 

interesante. Pensemos en el metodo do Euler como de dos pasos 

l"E!lat:iVétmente independientes el uno del otro : el prillioro consiste 

en calcular xn y el segundo en calcular Yn. Eüttonces, ele acuerdo 
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con la vü;to c.·n 1. 3 t·l mctüdo .(l>:' Eulu- avilnZ<l por tang1°ntc's a lüs 

solucioner: clcl cisten1n dond•; cn cad,, P<1E:o es muy probabll' c¡u"' el 

valor propu.~sto co:::c• :~igttiL•nlP. npro:-::imilcion cJ.-, 1 a soluc 1 on c,ste en 

una r;olucion di;;ti11t<:1 que el illf.:t>rllcito anterioi-. Por lo que se 

puede penc;ar que (·] rJ(·toclo de Euler cln apro:d111;1c .i c_1ncs c«¡111.vocaclas 

lllld 

equivocada en el p1·imer paso, a sab•?r, el calculo d,, 

apro:d macion 
..: 
"' 

por lo 

que se debe entonces l1ncer una correccion en el segundo paso del 

metodo de Euler, es decir, 011 el calculo de :i.•" y ef;ta corrcccion 

debe depender del error que se cometio en el primer paso, o sea, 

debe estar en termines de v. Como se ve, este es el car;o del 

factor corrector dé'l 1;1c·fodo de Euli:•r ;:. Mar< adc·lante en e'ot:a misma 

seccion se demostrar~n algunas propiedades de 

corrector. 

facto1· 

Por dhora .se dcmo!;tro1.-i1n al<Juna!; propiedad.:'::; cl1?l 1'1cel:odo ele 

Euler 2 en su conj u11 to. 

Teorema 1.7. El metodo de Euler 2 es 

convergente. 

y 

Demostracio11. El metodo de Euler 2 es consistente pues dado 

que 

j 
para h =O se tiene ili((xn, Yn); h):: /(x,.,, Y.,). 

Ahora bien, el metodo de Euler 2 es convergente pues si se 

restringe el dominio de f' al compacto 1
0

s t. s s; 11 co K donde K es 

compacto, entonces I y su derivadas son acotadas por ser imagen 

continu<i de uf! compacto, y por lo tanto lils suma y mul t:iplicacion 
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de • , i ' de Lipschitz, es dt~cir 

Esta ultima dei;i011«lld,1d, junto con la consistencia cl"l :i.3t0uo 

son las hipolesis rec¡ner_·J.dils p.'1::;¡ <1[.>U.car el teoi-c,rni'.! l. 2., por lo 

que el rn~todo es convergente. lit 

TCOl'f'lnil 1. 8. sea u la solttcion al sistcm u /(Ü) con 

conr.licion injcial u 
o' y u } 

r. n:::t,2.~ . .. 
la solucion de valores 

obtcnidor: por el me todo de Euler 2. Entonces para t E 

h s h
0

, se tiene que : 

donck N, y E:L es tan defi11ido;, como en el teorema 1. 5. 

Demostracion.- Definamos 

y como se tiene que 

A(l, u¡ h) 

y por tanto 

" ~~-':..L_- u¡ tJ_ 
h 

u· 
I h JI ::: 

(a, 

1(1(u¡,1 ¡ü¡+hf ¡ü¡¡ ¡ü¡) 
ÍÍ(t + h) - Ü(t) 

t 2 1 :lx 
h 
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y por lo tanto 

h 

= h 1 (O, /
1
(Ü)/"(i.";¡¡ - l/2 f (u(l;))I 

D<:1do que esta ul Lin1a ,_,;-:pn°sicm e::;til cle[inida en un compile to 

tMJt:o /
1

(;-i¡, f",,(71-) y f. (Ü(i)) e:;tan acotc,das. y el»~ ahi que; 

:; /-¿ 1 { 0 I f 1 (u) f ~;; { ü ) ) 1 + ¡ J./~~ f (:;-¡u: } } ! 

:S h [ !-1/1,_ + 1/2 trJ ;- h/I, 

dondr~ 

11, (ü J I :S n
1 

lf (u)i ~ H" 

Si por otra pHrte definimos 

donde 

11 
o -· n 

11 + h ( 1' .. { l ' ll • h) + h' h fJ l 
n r1 n / r• 

lf {()/(x,y)"ISh 
2.xx 1 n n 
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apl i Ci.!l1ct<) 0] t 00 rc~n;a ·~-. 5. C01l p = 1 ' 'T ·- 2 I 
¡· 1, 

11 
1 

l\hor<i b.it:·n c•;,!:11dü·:.1os e· 1 Véllor dcd. factor clr" segundo oi-clc•n 0!1 

la r•:-:pre:::ion de Yr, ( L1 co1-i-ecci.on) i::cq1m el me todo de r:uler 2. 

Principulmc·nte u.nc11.i~~.d1·l.1 111os r11nJ it:-11::!.'-'.:.l:;:cnt~ t.'!l c<.1111portd1r:.il'nto de 

la corrc·ccjeon h'2'f
1 

{\~ 1 ., '/
11

) /
2

-...:{.•',,, Yr
1

} 

J11ici.al1n1?11te ve~111os el caso de s0J.t1cio110s püriodicas p11cs es 

donde el n:r·toclo de Enler 2 e;, propuc:;to. En cttnlquier i;olur:jon 

cerrada d0~tacaremos al meno;, cuatro puntos, íl saber, aquellos 

donde se anuJp x o y (ver fj~1ura 10). 

\' 

·--~-=-' --~ 

/,. l 
(

. v, 

hJ 

1.-·igura 10 

soluci.c.r1 r,;,ncd~co. 

Lema l.9. Sea 1;¡1. ¡ una,:;olucion periodicn al sistema Y= /(Y) 

yea s~ ¡1.
0

, tr] tal queÜ(s)"' (O, v). Entonces el factor.· de 

correccion del metoclo de Eulor 2 coincide con la correccion del 

nw~:odo de Euler. 
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Demor;li:-icion . - LiJ .-,xprc;;ioll de '\, del me· tocio dr: l~lller 2 

coincicle coll le. e:-:pn·::ion do x,, del 111eto<b de Bulc·r. Solo resta 

ver c·l ca:>ü ÜC' 'I 
~ l"'I ' 

el CilGO de 2' y ilct~ori ::¿111do !, 
tonc~rnos : 

y como por hipotPsis /
1 

os cero tenewos que 

que es la e;:presion de v,, s•::uun el metodo rlr' Euler. u 

en el metodo de Eulcr 2 es positivo cuilndo la correccio11 L~ill Jad~ 

por u,. (s + h) - (u
2 

(·'') + hf 2 (;.1 (s) )J lo E!S, y v:Lc,c"vcr:;a cuz,ndo este 

factor es negativo tambien lo es la correccion dada por el metodo 

de Euler 2. 

Lema 1.10. sea Ü(t) una solucion pcriodlca al si.~:terna 

u =/(u), y seas E [t
0

, tr] tal que u(;:,-)" (u, O). Entonces, el 

factor de correccion del metodo de ~uler 2 en este punto tiene el 

signo correcto, es decir 

Como µor hipotesis /
7 

(Ü(s)) o es 

equivaJ.enl:e rl2taost1:ar que 
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o tombien es equivalente 

por def inicion 

t; (Ü (s); h) ~s+h)-Ü _ _(::0_ 

h 

f 

obteniendo 

~2 (Ü (5); h) 

y por tanto 

y expandiendo en un teniino de la serie ele Taylor a u,,(" +h) 

tenemos : 

o 5 < 5 1, 

de lo que se obtiene 

Como ü es snlucion del sistema de ecuaciones diferencialee, y 

dado que h >O, r>s equivalente demostrar que /
2
x(Ü(s)) 

/
2

(Ü(s + ¡; h)) <o O 

Ahora bien aplicando la regla de la cadena 

d . . . 
di I z = f 2x x + f zy Y 
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~l fz(Ü(,<)) = /
2
x(v(")) f.(;:i(s)) ¡ f,Y(Ü(s)) /

2
(Ü('')} 

= /
21

(Ü(s)) /
1
(Ü(s)) 

y como /
2 

(Ü(,:;)) O y /t > O se tiene «¡11r· 

pues dado que /
2 

se anula en Ü(s), entonces 61 /
2 

tiene 

derivada poiittivn en este pnento por fl1erz,1 ha de ser crcci.:,nU• en 

una ve:cindad y dE'. ahi c¡ue /
2

('7(·' + .;·1,¡¡ >o. lnven;c;1112nt:P ::i /
2 

tiene cler1vadct nega ti v.-, en ton'~f!S es decrec j c•nte Pn Uil:1 VüC i nd:,d y 

se ti.e-ne> /
2

(11(·.c + C:h)) <O. 

Con le· que hen1or; obtenido que el producto 

es positivo. tJ 

Lema 1.11. Una condicion necesaria para que el metodo de 

Eulúr 2 de mejores apro:dmacionü'' ·' lu vi:,n1aC..,o,ra so11.1cion e,'; que 

Demostrcicion.- Este hecho .se sigue dv m~·nera c,·,·irJente de las 

argumL'ill tacioncf-i hechas c11 lct LlL·i:;.J:.: t.r2.c iDn <le.U Lema l. 10. ¡j 
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CAPITULO 2 

Proble:::ar. 

J
1

~ Clase de~ Problcmnu 

2.2. ÜJT:t.X: F!i ::t!LT/'.D<X; 

Aplicaciones a ocroe metndoe 
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S 1: e e 1 o N 2.1
2 

COMI '/'.l~ACIONES DE MElODOS 

Restringiremos nuestra atencion a metodos numericos que 

resuelvc;n sistemas dt· pi imer ordc•n de ecuacionc·:; cli h·rcnci<,J es. 

Los problemas de pruerrn y lo~~ cri lerios de co111¡i¿1L ilCi.011 fue1·011 

escogidos de tal manera que los resultDdo.s obt0ni.d<)S sobre• un 

metodo eu p¡¡rticular clep01:clan p1·inci.palmc11t•,• (>ll q11c• tiin !Jil,n puNle 

re al j.7.iU' 1 os pa ~;os de· i 11 tt."J rae .i.on re l J L i '/ .J !lk'Il te r: u l .. 111;1 r io~.: l.1~1 jo 

!'cH· J.o 

caracteristicas 0speci~le~ de los metodos, su 

j ni t: i al, do 

separacl?Jmente. En part:icul<i1·, clll1H¡u.:~ alc¡unCJ~·: ele l;:,:: .~cu;,r;jon<!S 

consideradas son ljgeramente r1uidas, d i~3c·nddos 

especiitlmente poi-a este tipo de probl•::mas nn fucro:1 co1ís.itJ,..,r.1clor; 

aqui. 

Desde ltwgo, los problemas sc-l.cccionddos f11c·ron 12:scog.iclo:.; (•11 

gran manera arbitrarjamente. Se intento escoucr 

realistas y representativos, sin embargo, como ya se indico, se 

han evi.tado p1·oblemas con singularidades <:'n su :>olucion o que son 

grandes clases, 5 problemas en cada clase. Cada problema esta 

definido por una ecuacj 011 diferencial y una tolerancia en el 

_____________________ ........_ ___ _ 
Pl'Vpu..;.~.tc.o 

OIFFF.l{li:N1'IAt. Eí:l.IJA'l'IUN:'-:; r•·~·:' T, J:, IItrLt .• W. lt. EtatIOJtT, JI, ... 
rtiJ~ut1 .• ·1do; 

onuIN/\HY 

1·El.LJ:N 



la::; .tolc:ranci;:w lo sufjch·ntí::m•~nl.c· 91·anctc:: pc11:it que (-1 etTC•r de 

r<~d(•llLlGo de la c01,,putaclo1:a no c<1usc· 11J.ngun proble>rno. 

Problemas. - Un problema p q1wdu c],c. \ <:• !: n"in~;do 

p = </' t I \} , t r, T 1 h > r dotH.lé ltiS 
O fJ ~.ny . 

termilJOS c1efinen lil é'.Cll.JC.i•)ll di[C·rl'ncial ~; "f (t, u) CO!l Com1.!c:i.on 

inicial i:l(t 0 ) = ;..10 . F.l cuarto el•c1::o':nto \ e~; el Véllrn: fi.11<il ck l. e 

indica c¡u•c; L1 inV-·01:acion clé0 lic: S•·t· t·cali.::~1J:\ :iobrs el Jnt:.0·1 v;ilo 

c·;:ror. 

Finu.1rnc·nLP, f..:.l ulti1;¡0 t.c1m11P) c-n lz! c:::peci t icn.;_·jon {~•: t:n prr>~_d.E·rn~:i 

es e 1 tc\l\1ano ¡¡u:·.:i1:10 dr• J l'·''"" /, 

Untt vez c1ef I.1d.clo ttn prt)blt>rna r.,::1dcmc¡:. con:.;icL-,r,:lr cla:;C>:-) c1e 

problC'::¡as r·, con unz.~ rnt.·í-1ic1a <.~v pi-obnbiJ.Jd.:-1cl z1;_;:,1cLL1ci .. -. c(111 J.d. 

clase tlo prob.1.e.11\J.S. En;-_i)11.~:_::; 11.1 (~] 0;;<? se conviPrti:- (·\J un L .. (:1):11::io 

cluBf!~~ de• metoclo~; l·l. ULa f:uli.cion costo 
" J 

parejar; (P, rrl) clorldC~ L (r-), m.) !?.!.> 21. costo (lL· rt?solv0.L· el p1·obJ.t .. L\c) p 

con el n12t.oclo '''· Final.111f·nt..c:: cl0f.i11i tT'.··10'' u1i.1 i ui:cion 

metodo relativa a una clase de ptoblemas, es 0ecir. 

10 qtll:} !.:(! 1JU8ÜC üf.irJHéi.1 fl 1.it..' f.'l C;,'") lTICjOr CJ1..l(' IT~ 1 (--1:1) 

~ 

' 

e o,; to c11: 

(P' m.) 

1 a cla~;'" 

probl ~·mas f' d(' u cuerdo cou el coi; to e si e ( r· •'") < r (!' ,r1c' ) . 

Ull 

Por 

ck 

En este ca~o en pa1·ticul~r se usara ln funcion de costo de 

tenninacli'\ por el t:!.e1npo totul c1P calculo clr, lR soluci.011. 

compar(mos ahora hojo estos criterios los de 

Adams-Dashforth de orden~. Runge-l~1tta de orden 4, Euler ~ y 

Heun, las def:i.uj cioner; pa1·U.culares ele estos m;::todo~o fueron 

obtenicl.-1s en [nurelcen, 1905], ( \;j IHJ, 19f«)), 

[PJ.:· .. l.":r, 1983].I,u COli1par1:1cion !?C' hora .sotirc cur.tro f~1.m.i]jd::: de 

ecuücici¡;.:::c;, caclc1 Ca111iJ.i.3 con 'J 0.Cltc1cioneé;. r:n este C.Jt"U pcn·t lcular 

13 



lu toleranci11 no e;.:Li ''i.:termin.:.da poi- un vulor cspeciU.co de r, 

cino. de una 1;1ii11era vlDtwl en tenilinos ele que tan «cerca» esta la 

solucion apro:·:Ü1Licl,1 ele la re11l en la grnfica. in ta111,1no 

del paso er;la aj1u;l:aclo para obl:E•ner soluciones 11proximadarnente 

equival(•ntr.>s. 

n 

g 
Clase A. Ecuaciones do una sola variable. 

Al: El j nverso ª'' la expon-:·ncial 

y " -y y (O) :. 1 (Y e o-" e 

A2: Un caso especial de la ecuac1on de Riccati 

y == -yª/ 2 y (o) =. 1 

A3: Un p1·oblema c>sci.li!torio 

y y COS (X) y(O) 1 

A'1: Uni:l curva logística 

y ....L (1 - }'..__) 
4 20 Y(O) 1 

A5: Una curva espiral 

(Y 

(Y 

__ 2_i:._ ___ • e 
-)(/4 

l+l9C<' 

1). 

e " 1). 

1 J • 

1) . 

y :V (o) ::; 4 (r Ce -O , C IT/2 
4<? ) • 

J..:n .-i;:t.:t eta""º conG1.do.f'nr.;.rn0w ><"=: 1 • .;. lo quo oG oq1...1i.vc.i.L'.wr1t<.t J< 



Clanc n. !:~Jstemn;; d'.: ccuilciones de pocas variu.hlE~s. 

Bl: El crecimiento de do:.; poblacio11E::s <::'11 conflicto 

X :: 2(x - xy) x(O) 

y -(Y - xy) Y(O) 3. 

B2: Una re;icci<.·11 Cj\!ÍlíliCil lineal 

X .. ... x + y x(O) 2 

y X - 2Y + -· Y(O) o 
·- y ::~ z(O) 1 • 

B3: Uni.t rPacc.ion quimica IJO lineal 

X :: ->: x(O) 1 , 
Y(O) y X - ~) o 

2 z y z(O) o. 

B4: La integral de, superf:i.cic de toro 

X :: -y - .-..;;.. / (X 2 :-/)'/" + x(O) - 3 

/ (X 2 :/'). /., Y(O) y X - x:.'~ + o 
/ (>e 

2 
z X + y2) t./2 z(O) o. 

B5: Ecuaciones de Euler del movimento de un cuerpo rígido sin 

fuerzas 0xtornas 

X yz x(O) o 
y - xz Y{O) 1 

z -.51 >:,;1 z(O) l. 
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Clase c. ~cuacionc~ cic Orbita. 

Cl: X ::: •• 

y 11 

7 :.?. :l ,,'?_ 

-Á'. I (X + y ) 

u -~· I ( x7 + ,/ l ., " 

x(O} 

Y(O) 

~' (o) 

u(O) 

o 
o 
(·i ~=--~ ) 1/Z 

e .l (~ es la exc0ntricidad de la orbitn) 

C2: como Cl con ,, . 3. 

C3: como Cl con .:: . 5. 

C4: como Cl con r:. . 7. 

e:): como CJ con .~: . 9. 
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Clase D. Equaciones de orden superior. 

Dl: llerivadc1 de las PC\lilcion<o•:; de Bessel de orckn 1/2 co11 el 

ori~rnn recorrido unil unidad a la izquJ0rda 

X 

y 

x(O) 

Y(O) 

D2: Derivada de la ecu~cion ae Van der Pol 

y 

y ( 1 - ,/)Y - X 

D3: Derivada de la E·c•.;;.cion ele Duffiny 

X : y 

y 

x(O) 

Y(O) 

x(O) 

Y(O) 

o. 6713967 ... 

0.0954995 ... 

2 

o 

o 

o 

D4: Derivada de la ecuacion de un cuerpo en caida libre. 

X - y 

y 
2 

0.032 - 0.1Y 

X(O) 

Y(O) 

30 

o 

D5: Derivada de la ecuacion line¡¡l de, seguimiento 

y 

y (1 + y2 )1/7. /(25 - l) 

x(O) 

y (O) 

o 

o 



Al 

~I ---- !I 

i 

1 

ILL ----



a=O.OCDQ 

l. !--------¡! 
~~c.=c._'·_c_..:·::_._-_=-~_v ___ ~il 

Fl for lk.:lp 



¡¡ 

11 
1 

l 
i 

1 

'--------t __________ _ 

,..,. 

l 
/ 

./ 
/' 

~~·--



El costo clo resolver lo:: pi:vi)lcr.li.ls a11teriores esta dado en la 

tabla 2 donde l\B Adams-Búr.;hforth de orden 2, RK 

Runge-Kutta dt' onkn 4, E2 = Euler 2 y H = Henn. 

Al 

An 

3 

5 

1 

H 

3 

2 

3 

p 

A2 

A3 

E2 

7 2 

2 3 ~:~~r-T-~ :~ 
-!------ ------· 

C4 17 7 ü 17 

A5 es 16 1 9 18 

Bl 3 7 2 4 
·---~ -·- -·~--- -·---

B2 2 1 1 
--- --

B3 1 12 3 5 
--- --·--· ----· ·----

B•l lG 3 9 17 

B5 2 9 22 2 

Tablo z 

Por otro Indo y de manera independiente a las comparaciones 

anteriot·es se probr; el metodo de r.uler 2 en und serie de ejemplos 

obtenidos en diversos textos de ecuaciones diferencialN: 

ordinarias que, s·e citan en la biblio9rafiu· Presentamos aqui la 

lista de ellos, y a continuacion las graficas de ulgunas 

soluciorws pai~ticulares. 
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Pl: X 

V 

P3: X 

y 

P5: X 

y 

P7: X 

y 

1'9: X 

y 

Pll: X 

y 

= 
-2x 

, - y 
2 

-Y - X 

-yco0(>:) 

-sen(") 

9 
.V - X .¡ )o'. 

-x 

1/2 
y - :< 

-x 

9 
y 

3 
-): 

y 

-(e /b) sen(x) 

P2: X -2x (x - 1)2 

y -2V 

P4·: X -y ( 1 - ~'.) 

y X ( 1 - ,., ) 
7 2 

"' 1 - X - y 

PG: X y " - X 

y ... )'." 

P8: X y - cos (>: 

y sen(x) 

PJ.0: X X - xy 

y -Y + xy 

P12: x y ( 1 + y) 
1 " 2 y 2x + ~' y - xy + ;:, y 

De lar; ~n:aficas de lns r.olu·=iones a los diven:os sistem0s de 

ecuaciones diferenciales se concluye que el metodo dr? Eule1· 2 es 

casi tan bueno corno el rnetodo de Runge-Kutla y por lo general 

mejor que los m~toJos de orden 2 usados. 
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SECCION 

La modi [ icRC ion qu.-, se 11 i ;:o ill me todo dL' Enl er [;e puede 

aplicar i\ la resolucioll dv si:.:toé'li\M: du m,-,r; de do~; variablr:>s. Por 

ejemplo, en el caso ele ::ish:m¿1;; cJ., tn;s var.iabl·:>s nsa1Icl11 en el 

calculo de Y,,., los valores ('\,.
1

, Y", '°n) y para el culculo de 

;::.!nf<t los \'Cllore~ (X"n-q I Yn~· t t =~n) o 

numero do v11rJabl r;·s, ut.il :i Zc111do en 

actuales o!Jf:enido~ ~~ 

En 0enera 1, 

cad<t paso 

cualquier 

los valores mas 

Has i"\Ull ele ac1J0rcl0 a como r;c, clefinio un metodo dr~ un solo 

paso en 1.2, este qu0da determinAdo por la funcion inc1cm0nto 

W(ln' Ur.¡ '1), y por t . .:1nt1) se pundr?, a 121 111anera ti<' l 1110 todü 

el vector Euler 2, reernplazar c:l vector ü,, = (x,,. Y,,) por 

(x,,+, • Yn) en ol calculo de 

sistemas ele mas de dos 

Y • De 
" variéib1es, 

manera analoga, aun 

se puede c·;.:tenc1er 

de 
-·?. 
ll = 

n 

par u 

esta 

modj.ficaci.on. Incluso paru rnetocks p1·ectictorcs--coJ.T•2ctoros o de 

mas de un pa.<;o, ;;.i.empre que se lla0a referonci" il ,, 
n' se 

sustituir por el vector de vaJores mas uctualt~s computados ü;, 
puede 

En esto sentido so modificaron los metodos de Heun y Leap 

Fro<] observanclose en la practic<» una mejora en la aproxi111acion 

numerica y mejores pr0picdudc~ ~~ estabilidad con respecto a 

soluciones periodicDs. 
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Cl.lppj_ng 
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3 

ll!'nH ele Con;indos y Codigos d•~ Control 

I1~1ple.n1eutacion d.:.! P.1 ijoi.·i tmos 
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S E e e 1 o "' 3:1 
TMP1.n1E1~ rAc10H ni: L/l.f; Mo1.11; 1cACIOl'JL!:; 

XECDIF-87 e~o un pra<Jl"itllli\ par¿¡ i;¡, crocc>mput~iclorü:> IHM PC 

compatibles q\le ofr.0 ctc etl ustwrio un lal.Joi·atoi:io p;lril el '"sLuclio 

de sistemaB de ecuacio11~s di.f.0re11cinl_ef;. El fue 

dcsarrollaclo en el Instituto ele HatematlcZts y en 0l Jn;;titutr:• ele· 

Investigaciones en Matpmatica~ Arlicaclas y Si~temas ele Ja UNAM con 

el proposi r.o dP r::stud:i.t1t· propj c·di:1di.:1 :~ c_1c•u1;¡1 tric,:i:.~ di~· J as !;,:ilu<'ion•?S 

de sistemac; de CC\lucionc-:; e~ i U·1:c·i1Cic1l(·S. 

Este pro91·c.m<i rcc:ibe co1110 ,:·.ntrnda J.¿¡·_• [\lncion<·r, que ckr:cr:i.ben 

el siste1na rlc ec11acio110s di(e1·011cial0s y loG v~lo1·1?~ i.ni~i;1Jr·s rlPl 

problema y tic~n<.:' como ;:alidct L1 0rc·1fica ck J.;¡ solucí.on cl1.'l ¡;i::t·~m.:i 

de ecuacio1JC•:c:, o bi.en ln 9i:ofici1 cle1 flujo dc·l sist.:,1,¡:1 d,c· 

ecuacionea cli(crenciales. 

En el programa XECDIF-87 se destacan algunos puntos desd0 el 

punto de vista computc.cional, a los cualt·s nos ri:•feriremos en este 

capitulo. 

Parser tle Funciones. - Para qlle el usunrio r•twda i11troclucir 

las funciones que cleternd nan el de ec11aciones 

diferenciales en el momento de la corrida del programa sin tener 

que modificar el progrmna fuente se n·quirio escri!Jir un ¡»'1n;c•r de 

funciones qlle recibiera como entrada \llld c:adena de caracteres 

conteniendo la definicion rnatematica el•:> lll1R func.1.on. ¡.;,,;te la 

revise para ve1:ific111· que no haya ninguna inconsü;tc·ncia, y <Jenera 

tm formato evaluable por la computndora. 

El formato eva]Hable utilizado es el conocido cornu notacion 

polaca inversa o notacion sufjja. La notacion sufija, a clif~i:encia 
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de la notdciun iníJ.ja tL;ual que pone los operadores entre lo::; 

openrnclos, coloc¿1 primr:ro J.o¡; operandos y r.lespuer. los operadores. 

VeamoH r:ilqunnf: ejP111pJ n~· : 

Notacion Infija 

a + b 

a. * (b + e ) 

a * b .¡ e 

a * be 

a/(b - e) 

(a - b)F 

Nolacion S11fija 

a b + 
a b e + • 
a b * e + 
a b e 

o. b e - / 
a l._) - e / 

J,a eval\111cion se i:eali~a J c,yendo la (,;:pres ion de izquierda a 

derecha efect:u.-mdo l.0': operacionc,s en el orden de escritur.1 en 

contrar.te a .ln notaci.on infija que evult:a 10;; QXpresionu: cl12 

acuL~rdo a ccimplicudas 1·e0lu.s de prioridad rl1? operddoi.·•:!S y u:;o de 

pan·n tesis . 

La interpretucion ele la defi.nicion rlc• una fu1wion capturi!d,1 

desde el teclado esta formada por dos procesos prirnc·ro, la 

conversion ele·. la cadena en note.ci.on infija il la fo1ma ev¿\J.11:1hl.e éll 

notacion sufija que se hace una sola vez al momento de la captura 

ele la funcion, y segundo, la evaluaGion en si de re~;ta form,J ::rnfij¿1 

para valores ospecificos. con respecto a Este ultlrno paso es de 

gran importancia que la cvaluacion so haga rapidam~nle, puc~ en l~ 

rcsolucion de un sistc111il de ect1acJ.011es dif0rencialcs por 1¡iet(1dos 

numericos :>e c•valua al menos un¡¡ vez la fu¡¡cio'J qur·: .l.o detine en 

cada paso de la apro:dmacJon a la so.1t1cion. Una v0;:. eser.ita la 

primera ver:::ion del ev<lltlildor de funcione~; de not:acir)n sufija, se 

proceclio n clepur;-ir el cod.i90 con el efecto de hacerlo mas 

eficiente, obtt,niendos·:; que se evalua un¡¡ funcion en notacion 

sufija en el 103% - 113~ del tiempo que tArda en hacerlo si la 

miura3 funcinn cuta escrltQ en el codign fu0nte y compilada. Es 

decir, se oJ)tuvo un sobri_~l;osto d":.! entr1? el 3·~ y el 13~~, ::;oJ)l:•?costo 

qne no afPctit slgnlfi.•::,\UvamonLe el tiempr:, d•' n:"·'olncion de los 

sistcn1ac ele PCLlacio11es. 
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¡,dc·nias, en t<rnto que la evaliwclon y los ca1culos son 

reli.z<1dos d1)Stle prot_!t:<Jn1c1 se: tomaron alc3unu.:; rn<.-.cli.da~; parn evitnr 

operacionP::: CJU•? pll('d,1n r.esultilr en clesborcle aritmeti.co. Pat·u e~;te 

fin se u;.,1ron Corn1uL1s de e~;tima.-,i on del i·,:,sul Lddo de laf; 

distJ.nt.as opcra.ciont"·s ttrJt1.-~~t-.:i.-:!<lS lHJ!Jlble:-;. Si ci0notamo0 por 

MAY.Rl~ld. es E.·l 1n,1:-:i mo 1wmero rr>al qtl(· no cousa desborde y po;· "', 1:> 

nurnt·J:os rnc::1101-f"IS qu1·.· M.'\XREl\L t.(·ne.mo~~ qui_.. J as formulas util i:.::adas 

son : 

SUftlO, Ri?sta Gi Ml1XREi\L/2 <•""·' /2 !: b /2 < Ml\XREM,/:c 

eutoncC" r; o ?: b no rc":;ul ta en di:•.r;bonie ar i tmetico, 

De1:10:;tt·acíon. - Clarumcnte si 

- HAXH.Ei\L/2 < n/2 :1: l> /2 < HJ\XP.El1!./2 

se t.ic:nt?. quE (1 :
1:. ;_1 < M!i.X!~I~l'.L y i::tdt~111a:..-; (<l t'itlcuJo dt:"' o./2 :1:. b/2 

no genera cl0:.;bonl" p'.!C'f;to que co ·~ MAZf-tEAL y b < M/1XHE/\L y por 

tanto a/ 2 -!: b /2 < MP1:-:Hf:J\T,. 

Hul tipl i.cacio11 . - Si e" < 1 o ¡_, < 1 o bien 

Jn( !al) lll(\01) < ln(M/\Xl:El\I.) 

entonces a * b no resulta en desborde aritmetico. 

Demosl:racion.- En el caso de !al < J o Jbl < 1 tenernos 

1 a * b 1 < 1r11 < 1-l.iU:REAI, Ja * bl < Jhi < HAXREAL 

y para el caso de ln(i"'') + ln(lbl) < ln(MA..'\:Rf;J\L) ten<>P'.0C 

qui?. Jn( !rrl) ! ln( )~;¡) = ln( IG * bl), ahora bi1~11, corno la fllnc-ion 

expo11encial es e::;trictamente crecient0 resnlté1 la * b) < Ht'\XREJ\J, y 

nuevilmente el calculo de ln(lal) + 11l(lbl) no genera desborde 

puesto .que 1 < letl < MAXREJ\L, 1 < lbl < MJ\XREJ\L, ln(x) < x/2 por 

tanto ln(a) + ln(b) < 0¡2 .¡ 1'/2 < MAXl\E/\I./2 + H/\XRE/\L/2 < M1\XREAL. 

Division .- Si Jal/l·fA>:íiEAI. < Jbl entoricc·r; a/b no ru;ulta 

en desborde aritmetico. 

54 



Demo:;tr¡¡cion .·· Claram<>nte ele lnl/MAXRF.AI, < lbl se cledw::e 

que lcr/b 1 < Ml\Xf:Lt.J, y obvia;nP1>IJ· el calculo no genen:1 desbonlc, 

pu€!sto qui:~ !1·:! /:~r .. :.:::!:.".L < !o! < M.t\~'.HE:\L. 

Logm: i tmo \E.:¡.•on·:·iic i..ü . - Si e;.:p ( -l·l1'\XREl.L) <n\a>O 
(J. < ln ( M,\}:!:EAL) c·n toncer. 111 (") \e;.:p (o) no <J<:11era desborde· 

«ritmeticc•. 

Demo~;tr«cio11 Dado qure lo•)arit.mo\e:-:ponc·11c:idl es una 

íuacion er:ti:ict·.r,¡,¡e:¡¡U, cTcciente y adeernaF: ln(···) < x \ exp(-lxl) < 1 

SE! sig11.:e ele munc::·;¡ .i n1nc>diaL1 c¡ttc· no <Jf•ner;, der;boi:de. 

Clippin9. - El r=J>cto ele clippjng C•Jnsi ste en to;n¡¡r l ¡¡r; 

coordt?né!tli<s de llll r·t·.nt:o en la pilntitl:L.1 clp 0rafi cacion como 

relati•;ar, a ¡¡J.gun :;ti··:. punto. E;;tr, efecto fue, uc;adr) p;1r¿¡ tres 

distintc;r; J"ropc;:,:: ·~r; e:n Pl p1·.-,c_¡rarn,1 

a) el pcrmjtir CJlic· simnlt.:.nei:'tm1.:=ntt:: st· th~·.:.:p] ieCJtlf:· el 1t11:i11u dr:.' 

opciones y l~t vent <.mu ele 91·¿1tic~1cion, 

b) centrar la:-: coorclt:>nadu::.: ch! acue1do ü ~Of~ cji:·r: cart(:r;i21110~;, 

c)y para pen1itir -:"<p0rsc:guir-> tillé\ ~:olucion que ;11Jarn:lon0 J.¡¡ 

ventana de graficacJon moviendo la ventana en la direccian de la 

particul;1. 

El clip~1inq que· ri·:~rmitc df~spl0gar t:int:o r:il nv~ntl cc1mo la 

v~ntana de graficdcion es realizado por rutinas de gra[jcacion 

:lllcluicJn[: en Tllftí30 !'uccal, en tcinto que el Ci:'l:1-.ri"1o dio coorcl:'naclas 

y la <<p(?rr~•?cucion""· de solucio111:·s son calculrt~::L .. -; i.::n !~~1 pr0r~¡r,1111a. 

En este lliÍ!";lliO ~Jcnticlo si:· aplico u11.1 e~·;co~ acio1! a la v8ntanu 

decir, )?t po1:cion dc;'1 plano t1(· SJl-ilficücjon qu1:· :-:1_• er;ta rJr.:tf:Lcnndo 

:;e puede· Hlt1.~:rar com<.J !.ii se vier,1 de ccrc.J o de ].t"~jos el plano dt.• 

~'rilficaGion. 
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Edllor d0 Carnctcr.- Con el oLjcto de hi!c:cr facil la captura 

y modifJc.wion d•¿ Jos GC\lct•~Jo11cs del :::istelilil, el(' lile: condic:i.onr::< 

coustunle~ pr0cJ(•fJnj.cl:i:: y ft;¡¡r·ion¡:·~, ¿1 dcfJ_n1r f)ül' t·l u:;utlrlo, usJ 

como un editor de cdractP1· q11e Lwil.it..1 cualquir .. r consuJL1 o 

ezJ~tent(·r.: ti trovi.:·:: (!1~ j.n::i:'.rcj_on o re0scr·.i.t1¡i:a <1° c~1t.~act:t·1·r:·~;, 

etc. 

Eje1Hpln 3.1. supon~1ai;11.,~· que· E·l u~;uurjí) tc·.::1vo 1i-I func:io11 X 

3 *Y en lu9,u· rlc• :-: - (-.- 1 3) 

entonces, el usuario puede corre9ir c-:;ta e:;pi-cc:lon t;:r:Jr:ando 

i) X 

i i ) -· • 

i i i ) Ins 

i V) ( 

u) _,_, .•.• 

ui) ) 

ui j_) r:nd 

ui i i:) Return 

pc,r¿t prender (·l n-.0do ch' rn:~c, i·i: 1 (rn 

inr~1_:.rt~1 el pl1rent.1. :__;J :: 

para posicionarse· ~;obrt-~ .;~.1. 9(; carucler 

i11s0rta el pare11te~is 

p¡¡ra posicionars1_> al flnal cl0 -'-<1 carl•?Jli1 

para couf:in;,ar li:l cilpt:ura 

Mcnu de coinancio::; y cod.luoc de coutroJ. - 1:1 progr cc1o1a puc-cle r;er 

controlado en gran medida 

en la pnntalla de trabajo 

hecho el modo monu gen0ra 

poi: el lllCnll q11P ,:ip:1~:·.:~c 

y a tro_ves ele cocl i 00.s 

codigos de co1'1 trc·l 

" 
'. izl1t1l1_~1·üa 

dr: CüJi Lr:0] 
' ck 

que t• l pro0rarna 

interpreta. i\s.i se· tjr,n.e, por ejcmpl.o, qtll? q>riini.r <i·cturn:. C•>n 1.:i 

barra brillante en x es equivalente a dar X desde el tcclndo. E~to 

esta de acuerdo con la tendencia mas n~optadn ac Lual111é:ll te 

consistc•llt•:: cm pcnni.tir 01 manejo clc un prog1·,i111,1 por 111enu o por 

comandos de control. 

56 



I1.1plf'nent-.¡lcJc·tt do J\l9or i tJ;¡or,. - f.¡. r~l mo1:1c·11tu de c.·je-cttC'ion se 

puc:dr~ !-;c:l1·~cc:i.c\nt.ir t·l rnt!torlo llUilit:•t.i(_:o ctlJl el que f::i:· rt:.soJ.verd r.:1 

sj :~tr·11H.1 l~'} ecu;1c·; .:11H·s c1 i fc·ri:-:':ici aJ,-_._._1 .. y cuandcJ :;r· da .1 t1 1··:·r1 ·i]_ :1í 

iní.cio e'.·· calc:u.lu de lél ncdt1t··ir1n, r .. J pr~;q:·.-::;1~t1 ,·;,·:.¡,·::.r1!li11,! cu;il e:: \:1 

l1!r:~to(l1-:i i1• .. :LtL:1J y t:•j·"cut:ct J.¿¡ i·utJna de~ ::-;oluc:io11 d1::'1. ;-;l;;Lt..:n' .. ;.'. r.ciJ1 el 

rnC!todu l •.)f;f;cctj vr.1. r:n i::l c;.l culei lle J ¿¡ ;;(lluci1)11 :::e- c11:t1:·rrn.i lli.1 si ~.:J 

i11c1·(;:~!·~~-1i.<.:1 dl vs v,¡riablo (:Jnvc-r.'~dtJ(•Jit(! propo1·1·.i. 1 irh.1J a Jd Jon~Jit:ud 

de] \-c-ctor / ("ii)) o f:ijo, y :-_:i c~l ~¡j_r_1t:1 !na c.-s dl_, ;;JC•11us uc trc·s o cli"~ 

111 .. )f-~ de t~:c-¡: V\lrt.•.!J.1f'~-;, pttc·f:'.t':> qtu:-i en el priF1L'l- c.:iSO ;-::olo evn.Ju~l 

hóy c¿¡¡:1i;jo 1:~n }¡1 p,_,~-;ic::jo11 ,.¡; JJ.lJ1Lr.il1b di":l punt·r) v:.:l:t' n<.1 .(,:t:· 01:ctfic:¿l 

n.i.. :.::0 11.-;1.'.r: cr.:ntel.! 1.~nr, por lo qtlf.: tt!1:1 ~:oluc:ion 1:,_1¡1 rnnrl_i ,·· 1 1:•n 

el t:i.f.. .. (lfJ(i Eina1 t f c•r: alcan::;Jclo sr.: }l.::tr:':' soni:tr ltftd ..:.1 L:inna y ;:.~:; 

r1:~1nJ . ...:.ii:.dJ:..:é.ldci .:t ü. 
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S 1.: e e 1 o r·J 3.2
1 

MAMUAL DIC Mr,Ni:..10 l>kL P1~001~f\MA 

XEClJIF-87 e·:·• u1w lkJTami.entu util tanto pz1ra e] i ll\'C•f; t iq ,\t irJr 

co1no pil1·a c•l estqclii•nto qu.:· cli:<:cc c:1;turJi.-.ll: cti;1lita\j11;;mentc c·l 

comport:élmionto el(· l.J.s ~;o] uci.011c.s clcJ (•Cllc1cjont·:::; difi:.·rcncj llle~: no 

lineale:.:, quP. su•·lr:_· s1:.:r cornpJ.icaclo. L41 vi:;tttl1.i.:~.·1¡:·to11 rl,~ ::;0lucjc.111c:~ 

apro;.:jm.tdas CtYUdJ a aclqujri1: t_•:·~r-c·1-ic-11cil1 y a cl1_·~::d1 L·o].lul· un;:1 

intuicjc,n qni: ¡.mc·dc r¡ui;1r bc1cia 1111 etd:ucli.) y/,, 

profundos del tcrn~. 

El sistema de EcuHciones Difcrencialc~ que 

f ( t' >:' '.J' z) 

y paro el ca~o de mos ele tre~ variables es 

(X f Y f :..'-! / -,_J 1 VI L')) ::- f ( l 1 Y 1 Y / :;."! 1.l 1) lO) 

donde t es la variable independiente, y x Y, 2, u, u, w son 

las va1·iables ckpc.:ndientes. El valor ini ci<tl est<J. dodo por t l, x
0

, 

w . 
o 

Paru usar el progrum Y.J·:CDIF-37, ül usuario debe detc·nni11,1r 

primero el sistema de ecuaciones especifico que desea estudiür. 

Para esto el progrnma le permite definir los terminos del sistema 

de ecuaciones mediante el editor de caracter mencionado en 3 .1. 

Posteriormente Pl usu,1rio cleb0 determinar lo:; Vi1.lo1:ef; ü1ic i.dles 

ti, xo, YO, zo, ~o. uo, wo tambien mediante el editor de caracter. 

J. i.. 

"" Nv. ;-·;: 1-)rt vl f1··~·tth1Lo J .... 

SG 

¡~, )j ,,_..,"/-(lr t .. -.-:; 

J,!1..•t.,1 .. _d.1..:•.1.;,, 

AnK~rd.lü 

Apll..:··d.: ... .;; 



f.¡: rc!co1::cr:cli1bli:! ob.':c!rvar i.1JJ.ciaJrnente la gr.afica del Cl.u:io 

(op1·ii.1Jc,ndo cl.i:l-k), y E·n ]Jase a c<;to, modificar Lis c·sc,<1ld:; de 

0rnfir;ici.on ,:, y •.;• dnnrl•· r•0 clne·t 1- ,., R la mi tod impl i.cil quP el 

c·j e Y. 

F.l progri;1:1L\ cuc•Jlta con u·~·s tipor; LU fe rentes de 11u111ei:o:; 

realc~s .: con!:tontt.-s, pli.ramctros e:·:pecialr:·S y variablt·r;. 

J....as cor1r:l:i.1nte.r:.; :::011 a, b, e 

O y L"', e, rr :ini.cinli;: .. :r·~:;_::.: con t.:l nup,:ro i• / lct C':'•11:.;:t.1n1 i::• unjv~-~1-~::al 

de gravitacion en :.ist:cltta c9;~ '/ e.l nur1lf_·ro rr; ]ü!.:: parc1r,¡c_-tros 

especia] es e:::l:an diiclo~; p·:n· p, q, df_, esto~: pu.rcun~troi-i afectclll la 

ejGcucion dc~l pro~a·.:1ma; las vurihblcs de~ XECDIF son t, x, y, ;,-: , u, 

tJ ' 1.ll. 

Se Clll'mlan con ckis ti.pos d0 fu11cionc:r: : Funci.L•IF.·f' J\uxi .. 1 i étres 

F i.niciul:i.z<•dus 

con el. valor O; y lo:; tc,nnino:; clc:l Eistem,1 x, Y, ·-, u, V \<1. 

La pantalla de observacioll dr" :rncorr esta d,,,:•:pJegadu. a la 

derc>cha del. mc=nu, y du~;cle el.la r;p pueden c:onsul t.:u- y c:Rrnbiar todos 

los mu;1eros y funci.oiiec. El cent-.i:c de la p.-.ntal.la es el ori.9cn del 

sj Ri'Pm.1 de conrdeniiclas. Ef;te pi!c·r],, moverse J i!Jrémr .. nt.:• ::;i se opi·J.me 

la t0r:J a de> InsE·rt y oprim"n J.;¡s flechas del cur~:or. Cada 

movJ.micnto desplaza los ejes 64 pixels. El desplazamiento puede 

reducirse a lil mitacl oprimiendo'··' y duplicar~;(! opr1mii2Hck• '+'. 

La tecla 'Home' ¡-egrer;<1 el origen al centro de la pantal1:1. Hay 

que notar que poder t1:;i\r el menu :;e tiene que volver a oprimir 

Inrct-t. 
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Los co11icll1dos con que cllr·nta el programa son 

crr1:L-/\ 

CTHL-B 

CTRL-C 

C'I'RL-H 

cTnL-r 

CTRL-,7 

CTRL-K 

C'l'RL··R 

C'l'RL-11 

CTRL-Y. 

CTRL-Y 

\b 

+ 

F1 

J\lt-11 

X, Y, z, 
u, V, ¡.¡ 

x, y, ?., 

u, v, \'/ 

Alt-d 

p, q 

Deq>LLt'9<1 la illliH.Jt:ll ant;,r i 01:. 

InJcia.Uza lé1S vai:L:iblc'S y func.innc·:; clel programii. 

Pone el .i.nc1·e1llc·nt0 dt en tc•rmino::; tlc~ la ve.1.ocidild. 

Desplic9a una Ayuda en l.a pantalla. 

Hepon(• Jos vill.orr:c; ini.ci.aJc; cl•:·l. problc·lllü. 

Pone o qujtu los ejes. 

Dibuj¡; el fl.ujo del sü:tema clt: 1•c:uur.iones. 

Sobrepone un;¡ red en la pantalla. 

Lin1pJ.~ l~ pAllt~ll~. 

Ponr.• cd incn:·rnr~nto rlt: [J.jo. 

Carnbi.1 el col.01· ele 1¿1 ITilY•?ctorL•. 

Gr;ti:ica una solucion. 

Atu,1~11\:¡1 •?l tam«lllO del de.';plazami,0 nto d(' le•:-: eje::;. 

Di:..;:.:inuyc el L<11adno dcJ despla::nn1jento c~r~· }or; e·jes. 

Der;pl..i8CJa una c:·:plicacion del pr>:>c¡1·C11nn. 

Car.1bia el metoclo ele rc<:olucion. 

Captura de l.<Js funci.01H?S x, y, .. u, v, '" 

Valores iniciales x
0

, Y
0

, 

Valor dt 

Parametros de escalacion. 
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Rjemplo 3.2. Si se desea estudiar el 

difen::nc.iules : 

si:.; Lc·m11 de ecuaciones 

X ;..~ 2 -t Y!! - 20 

y 1 us r;oluciones con va.len· j nicÚtl. 

X 
o 3 -0.2, -0.1, o, 0.1, ... , o.a, o.9. 

Entonces se oprime la tecla X, aporece el 1·ecuadro que esta 

ilustrado f'l1 la figui·i! 11 en c·l se escri.lx· sqr(:·:)-isqr(y)-~!O y se 

... l 
1 

uo..1u.nnt10 

:,~ts·~~~:-~~~··-e=_-_~:~5;~.---_·=-_--_::__-_· _--_-_--=-_·--~----1-r·----------·--- ··---····-·-----··-

I··i.'}UJ'O. tf. 

C(.\plura d'IJ uno. fur11;i.or1 

termina con creturn>, despues se oprime Y y aparece 

nuevamente un recuadro en el que se cl0he escrihir S*{x*y J) 

t.?rmi.naclo con <return>, desp11et; para ver el flujo del .sistema 

o~r.imimos CTílL-K y uparece la grafica de la figura 12 de la que 

11p1:eci amos que no se han v ü; to tocL1s caracterint.icas 

Gl 



flujo, 2qui :.~e~ .::ipreci<l qu(· 10 vi~ta l:!l muy 1.t~j0n11 po1: lo qui:\ con p 

= 3G y q ::: 3t1 olitc11erno;..: ]_;:1 1~1rafic:a de la fj ~Juro 1J l¡:¡ cu(1l f'[; un;1 

criticas del f'ist.ema. 

w 1:011 w~ t. 
·1:.~~~.: .-~·;:·.~ .. -,: -·:.-f~ i, i .;. 

t.~:)+'( , .. ,\1 • . J ~· '" . ;~ 
-··-···················-··1' 
....... ! I I 

, ,. 

.. .. ' 

./ ' ' 
------- ~ 

. •' 
. -~ ' •' 1:-

¡ •••• , .• ,., ..... 
; 
~· l¡ufl 

li 
~ (. -

-f 11 ftq• IL lp j' /. 

¡t ~ .• 

~· 

I ,, e'° " 
.' .:' .. 

~· ,,· 

" 
,_,. 

•' ,.- e•' 

c¡1:a fic;trlu:-

~:·' 

•:'' 

.. ··' 
,~· 

' 
.. 

.l 
j: 
,¡ . 

l :i: . -
·!-
' 

l 
.-1 ~, 

i 
·i 

{· .. 

' -

•" 
!\. \ /~ ¡• . .. ·¡ ,,.· 

li' 

lo:.: ctu t.ro p1111 tos 

... - \· 

'· 
1 
j 

·! 
,_ '.i 

·I 
>: ~i 

.1 

1 

~· '\' r.; ''. f. T",., f. ;_¡·· 

------- ________ l __ ~--· :___ ~ ~- ~-----·-·---·---·-----1~--~--~--~-~---~---~'---·~--- ~-- ~----
Ft~¡UI ü. J:O:. 

p :: f;1·1, '1 :.~ O!:i 

Pura grafica1· las solucion•:·:~ partic11li1n~s oprimimos x y el 

valor inicial correspondiente 3, despucn tecleamos y y el valor 

inicial -0.2, se opri1ur-' Ja buJ.Til e.spaci;,ir.bra y sP grafica la 

tiempo •"un J\l t.--d y da1~1oc~ O. 01 y piH'it tenl•r u11a buen<: apro:-: i lttflc :ion 

11\Cllll d» la 



d<mos 1\l t-·d cun c·l v;Llor -ü. 01 con Jo c,uc 

F\.•jUfU- i3 

!16, '1 

Ft•)L1J·1.\ f•t. 

!;c.I uct1"•t . .:tt-. i:tol. w\,ioto:·lf••:l. d.:, oor::·~. 

(i3 

solttc:ton Vo:t a 

'· 

r 
T 
r 

\. 

·-

F 
t 

¡ 
' I 

Í' ,i'I ./' 

1 

_~J 



Finalmente parii ulrnmlonai· Pl p;:o9i.·am¡¡ oprim.i!no5 CTRI,-Q. He, y 

que: notí1r quE- el prc,9eamn r10 efí-'?Ctua td.n~1un tiri:') ele eoniprobacirJn 

ele eF;t.;1 i.nstrucclon, ¡m1· lo que se. dehP .ser cttídiicloso <11 

ut.i J jz;;rla. 
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COl~CLU~_;rrniEs 

!>! obj(-tivo inici11l cJ,c; estil l0sis orci est.udL1r y <malizar 

mat1.:.•111aticait1('Urc· Jn..r; prupJ edadc~~-~ d··:l m·~·todo de Ettl er 2. se b1tf;c.il,;1 

prog1nn~ XECOIF-·07. 

CUL,;,r~:.~ en Ln::i..,:·.l(ilJ.1;:~; ;- .•. lLL i l i .. ~U u!t t.•11fuqu1. : .. t/li_l!J ¡,_·1-,; !.'!l t;tl 1·.·:1:u.JJt) 1 

11 t .U. i ::;rn el o 

la prcr;e:·rvacio11 ele~ ¡.iropic:c1ade~; q1:·CiJ:1c·trLca;-: dr> J.D S1JJ1.1cion qu(• C>.sta 

siendo upro:-:i:11éicl~). J11clu!~O se li:1<Jro func.l.:.1111(:1itc:~.1- cli~.:,dc• •.·l plfn!.t) dt: 

v1stu heur\st:ico, 

1:1.~t:od") cü! Eul1-:r con 

Por otru purt:1..~, c~J i . .d:ul]J:tti1\n lltle moLi.vu escc 1~t;l....1J<lio v;·1lida y 

apltca lor.~ rt~:.:u]:í:.t!do~; d.:.: c.r;ta te:~j ~;. E.stl:· 1-·rogr;_1:11d, rncJ;; élll.1 clr:il 

ttS<1 que aqu i f;t.: 1 e el jo 1 quec/.1 como ttnü lic~rr1rn1 l (:n Ló. pai-c:1 otras 

ttplic.Jcio11c.:~. J\l_rJnn¿1~; de lús idr·<~:.: cornput.-11:io11,;ilt. 1 f; 1.Jr.i.girii;,rln.:; 1:·n 

u t· i 1 i ::n¡_1¡;:-~ ('ll Ot:J:..t!> 



lLrns FettE•l' 1h1tl1illl;:I:'{, M. (•ll c. Mé!da G.é\f:.'.é\ Vic¡il y Dr. ,J<.JtiL' Luii; 

J\brf'll Leon. 
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