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INTRODUCCION

El presente trabajo consta de tres capitulos y un anexo. Los das
-primeros capitulos son resultada de la revision bibliografrica,
recaopilactién ¥ ordenacldn de temas tales como la histeria de la
ecologia poblacional ¥ la regulaclon de los tamaMos poblacionales.
En e] tercer capltulec se propone ¥ desarrolla un medela matematico
para repraesentar el crecimiento de una paoblacidén.

El objetiva fundamental del trabajoc ez praponer y desarrollar un
modelo tedrico de crecimi{iento de una poblacidn, cuando &sta aa
regulada por algun mecanismo dependiente de ia densidad.

Resaltan dos aspectos en este planteamiento, que en realidad
corresponden a dos grandes campos de trabajo en la ecologila
contemporanea. el primero se refiere al desarrecllo de modelos
matematicos en la ecoclogla de poblaciones, el segundo, es el tema

de la regulacien de ias poblaclones.

Dedicamos el primer capitulo a una breve revistisén histarica acerca
de los estudics demograficos. en particular al surgimientn y
desarrollo de los meodelas matematicos aplicadaos al estudioc de la
biologia de poblaciones,

Se ldentifican distintas lineas de trabajo en la modelacien
matematica, dirigldas tadas al entendimlento de! flulic numérico en
ias poblaciones, pero enfoacando alternativamente distintos

aspectos de la blologia, como son ia limftacion de los recursos vy

del espaclo, la presencia de otras pobhlacliones de diferente
especie, las diferencias demograficas dentro de las poblaciones,
la heterogeneicdad espacial. etec.

Dichas Iineas surgen comg madelos clasicos de crecimi{ento
poblaclonal, gque comparten un origen comtun en el modelo de
Malthus. {ver cuadro 1}, Se exponen sus principales planteamientos

y desarrolloe, tratanda de respetar el orden cronoldgice.



El gsegundo capituloc aborda un tema de central importancia en el
modelo propuesto, es precisamente una de sus premisas
fundamentales: la regulacién dependiente de la denslidad.

Se revisan log princlipales mecanismos reguladores que presentan
las pablacianes tanto animales coma vegetales, se [ntenta exponer
ios conceptos y argumentos basi{cos acerca del tema, dandoles un
seguimientno histérice, para flnalmente abordar someramente la
polémica aun vigente entre los ecologos acerca de la capacldad de
las poblacliones para regularse. Par ultimo, a manera de conclusidn
se discute el tema de la regulacién, planteando la valldez de
bhuscar la representaclan de patrones de comportamlento comple jos

en lenguaje matematico.

En el Capitulo 1] ze expone el planteaml{ento de un modelio
estructurado ¥ con regulaclian dependiente de la densidad.E]
desarrolloc matematico comprende los siguientes puntaos:

1) Presentacien de la matriz de poblacidén con la correspondlente
{dentificacidn de cada uno de sus parametros, as! caomo del sistema
de ecuaciones resultante de la proyeccidn de la matriz una unidad
de tilempo.

2) Anallisis de los puntos de equilibrioc del sistema.

3) Estudi{o analitico de la estabiliidad del puntoc de equili{brio de
periodo uno. Analisis geoméetrico de la primera bifurcaclan.

4) Empleo de metodos numericos para el estudio de los puntos de
equilibrio de periodos mayvores a uno. Construccian del espaclo de
parametros y el diagrama de bifurcaciaones.

Utilizacidn de la funcidn de autogorrelacion y del egpectro de
potencias para demostrar la exlistencia de caos determintistico.

En 2] capitulo IV se exponen las conclusiones del trabaljo.

En el anexo se desarrollan Jas definiciones matematicas de algunaos
conceptos presentes en el trabajo, ast come fa demostracldon de

alguno de sus resultados.



CAPITULO X
 ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA

DINAMICA DE POBLACIONES EN ECOLOGIA

Algunas definiciones:

La palabra ecologia deriva de la raiz griega "olkos”™, que
significa "casa®™, asi literalmente la ecologla es el estudioc de la
"ecaga", o mas ampliamente del medio ambiente. Sin embargo el
término abarca mas aun, se trata del estudio de los patranes o
leyes que gobiernan la naturaleza, o sea que nos explican cémo
crecen 2 {nteractuan con su medi{o los indlviduos y las
peblaclioneg. Cémo ¥ queé tipo de interacclones surgen entre las
poblaciones, ya sea de la misma o de dliferentes especies, m traves
de cadenas alimenticias, competencia e Inclusive cooperacidn. En
todos los caseos se trata de descubrir las principlios o leyes que
regulan estas relaciones.

En este contexto la ecologia poblaclional ¥ mas especificamente la
dinamica poblacicnal, se ocupa de describir y explicar los cambics
numeéricos de las pobiaciones y de los procesos particuiarmente
biocldégicos que determlnan dichos cambios a traves del! tiempo.
Entendemosa por poblaclidn al conjunto de individuos de la misma
aspecie, que interactuan ¥ se reproducen entre si, compartiendo un
espacio determinado ¥y que normalmente no estahlecen contactos con

otros grupos de su especle (Nicholson.aoa7?).



Antecedentes histdaricos:

La ecoleogia poblacional tiene un desarrcollo muy parti{icuiar, sus
{deas basicas provienen de las ciaencias sociales, especialmente de
la demografia humana.

Para hablar acerca del naclmiento y desarrollio de la demagrafia
humana debemos considerar qQue esta se relaciona estrechamente con
el periaodeo de transitc hacia el capitalismo y con el desarrollo

acondmico ¥ soaclal de las sacledades urbanas mas ricas.

A finales del siglo XVI v caomlenzes del XVII en las naclones del
mundo europeca Imperaba el mercantilismo coma practica ¥ teoria
econdmica ¥ politica. Esta concepcidn vinculada al fortalecimliento
del! poder del Estado., consistia esenclalmente en hacer mayor la
produccién de la poblacion y la cantidad de poblacidén activa,
estableciendo flujos comerciales que pasibilitaren el mayor
ingreso.

Con esta perspectiva Inglaterra, Francia ¥ Austria comenzaron a
calcular la fuerza activa de sus poblaciones, y es asi como se
establecen las primeras estadisticas de nacimiento y mortalidad.A
partir de estos registros surgen los primeros estudios vy
reflexiones tedricas acerca del crecimliento poblaciocnal,

En 1862 se publlica "Natural and Political Observations mentioned
in a fallowing index and made upon the Blills of
Mortality™(Observaclones naturales y politicas gque se mencionan en
el {ndice que sigue y basadas en las declaraclione=s de mortalidad),
de John Graunt gquien era un comerciante britanico. En este libro
se analizan las diferentes causas de muerte ¥ se hace la primera
estimacien tedrica de la tasa de aumento de la ciudad de Londres,
a partir de la proporclien de personas en edad reproductiva y de su
supuesta ferti{iidad, Una consideraclén importante acerca de su
trabajo es que Graunt especula que si efectivamente la poblacisén
creciera con dicha tasa, la densidad poblaclional seria varlas
veces superior a la existente., loc cual indica que Graunt estaba
familiarizado con la [dea del crecimiento geométrico potenclal y

con una clerta limitacién impuesta a tal aumento. (Hultchunson,19081)



- A partir de aqui y fundamentalmente durante el siglo XVII!, son
muchos log auteores que se interesan y aportan consliderag{ones
importantes sobre e! tema. fundamentalmente desde perspectivas
econdmicas y politicas.

A finales del sigle XVII! el problema de la poblacian es enfocado
de manera mas precisa por el economista britadnico Thomas Robert
Malthus.La primera versison de su cbra es publicada andnimamente en
1798 con el nombre de " Ensave sobre las principlios de la
poblacien™ ¥y tiene un gran Iimpacto en todo el mundo intelectual.En
este trabajo, Malthus expone su [dea apocaliptica acerca del
crecimiento vy futuro de la poblacidn humana, cuyoc crecimiento
tiende a ser gecomeétrico, mientras que los recursos alimentarios
crecen aritméticamente.

Lag ideas de Malthus tuvieron un gran impacto an el concepto
darwiniano de !a lucha por la existencia.Fue originai en proponer
dicho concepto . aungue su uso e {nterpretacién distaba de aquel
desarrollado luego por Darwin (1859). Para Malthus la lucha por la
exlatencia ocurrfa entre una clase soclat y el medio del cual
obtenia sus regursos, no era un fendmeno Iindlvidual ¥ por lo tanto
no lo interpretaba como el! medloc por el cual se pudiera mejorar
las condi{ciones de vida de la sociedad. (zmarukhan, 1pae) Por el
contrarlo, esta concepcidn conlleva a la {nvevitable catastrofe
demografica, cuyas expresiones inicliales seran , segun Malthus, la
miseria, el vicio. las entermedades, las guerras, etc,Asil la
doctrina malthusiana consiste esencialmente en descartar la
atencidn de los factores saclo-econamicos, de la miserla v
desocupacidn. para fljarila en los problemas de crecimiento de la
poblacidn. (D, valentei, 1078)

Lyell (1830), quien también adoptd e! concepto de la lucha par la
existencia, tampoco le atorgd un papel generador de cambios que
condu fesen a la evoluciean, por el cantrario en el contexto de sus
ideas esta Jucha es una de las causas de extincidn de laos
organismaos.Para Darwin la lucha por !a exlistencia se da en el
ambitoe individual. (=arukhdn, i1pga) Por lo tanto tiene como

resul tado la adaptacldén diferenclial, que da ple a la teocria de la



2 se!adcl6n3nqtural. éué cuq&ﬁcirisa la transformacicdn y evoluciaén

de las espabiés.

Los supuestos bioldgicos fundamentales para concebir un
cfecimlentn poblacional ilimitado como el propuesto en el modelo
de Malthus son:

- Medio ¥ alimento {limitade, no hay limitaciones de espacio ni de
recursos.

- Poblacidn alislada. o sea no hay Inmigracicen nil emigracian.

- Poblaci®n homogénea, desde el punto de vista demagrafico la
poblacidén se comporta comoe una unidad.

- Med!o homogeéneo.o sea que el medio ambiente no presenta
discontinuidades, parches, refugios, ete., por lo tanto Ia
distri{ibucidn de la poblacidn es hamogénea.

Tomanda como clertas todas estas premisas, la hipétesls aritmetica
mas {mpertante que plantea e! modeio malthusf{ano, es el
crecimiento poblacional a tasa canstante.

Durante el sigleo XiX continuaren los avances en explorar
posibilidades de una representaclon matematica para el erecimientao
pablacional, si{empre con ldeas provenientes de las clencias
soclales y fisiecas.

Agsl podemos mencionar como las exponentes mas Importantes de este
periado a Michel Sadler, Adolph Quetelet, Fourier ¥y
particularmente Verhulst, guien propuso la famosa ecuacidn

logistica de la que hablaremeocs mas adelante.

A comienzos del siglo XX los responsables del establecimiento vy
difusidn de la ecologlfa poblaclional fueron los ecdlogos de campo ¥
de laboratorio, mientras que su contenido tedrico continud
postergado por algun tiempo.

En esta primera etapa es [mportante destacar los trabaljlos de
Braisltford Robertson, fisidlogo que en 1308 publiced dos articulos
en los cuales aplicaba la curva sigmoidal de crecimiento logistico
a varios casos de crecimiento individual en animales. Asi como a

Mc'Kendrick y Kesava Pal! quienes en 1911 trabajando con



poblaciones de bacterias en un medio limitado,constituyen los
antecedentas Iinmediatos al redescubrimiento de la logistica

realizado por Pear!l y Reed en 1520. (Hutchinson, iw81)

La Primera Guerra Mundial intensificéd e! trabajo de los
entomélogos, especialmente en las areas relaclonadas con el
control de plapgas, almacenamiento de granes y produccion de
cosechas. Se desarrolia la entomologia econdmica a traves de |a
creciente aceptacicén del control blologlco ¥ se estimula el
astudio de las poblaciones animales en e! laborateric.0Otro
importante efecto de la guerra sobre muchos de los gue estaban
atentos a los problemas del crecimiento pobiaclonal fue por un
lade, refaorzar l!a idea de que las las guerras son €] resultado
dirgcto o indirecto de las presiones de la poblacidn sobre los
medios de subsistencia . Por otra parte, tambi{eéen se afirma la
necesidad de contar con informacidn estadistica de ltas
poblaciones, como condicidn para dar respuesta efectiva a la

situaciéan creada despues de la guerra. (kungsland, 1984)

EL MODELO LOG!STICO

Raymond Pearl. guien desde 1917 trabajaba como jefe de ja Divisidn
de Estadistica del Programa de Administracidn de Alimentos Herbert
Hoover, salid de la guerra con estas dos ldeas muy afirmadas ¥
comen<® a egtudiar su impacto sobre las tagsas de nacimiento ¥
mortalidad en los palses europsos.Fue en 1320, cuando junto a su
colega Lowel]l J.Reed, publicaron una serie de articulos acerca de
la tasa de crecimiento poblacional. Mas tarde descubrisron que
ochenta aflos antes se habila llegade a la misma ecuacion ¥
adoptaron el término utilizado por Verhulst en 1830, Ilamandole
curva loglistica de crecimiento poblacional.Renace de esta forma
una de las |ineas mas {mportantes en el desarrollo de los modelos

matematicos en la ecologia de poblaciones: la logistica.



Laﬁtarhn.dlferen;la] de la ecuacidén logistica eg:

N = KNI Ne - N

donde KNe es la tasa de crecimiento ilimitado del modelo de Malthus,
l1lamado parametro malthusiano. N es el tamafio de la poblacioen y Ne
es la capacidad de zarga de! medic, definida como el namero maximo
de {ndlividuos que puede soportar clerto amblente y estableclda por

la disponibilidad de nutrientes, el espacicoc, la acumulacion de

productes de excrecién u otros factores dependientes de ta
densidad. El modelo conserva laos supuestas malthusianos, excepto
aquel que plantea el medio ¥y alimento flimitados.

El términe (Ne - N) expresa la limitacién al crecimiento

poblacional dependiente de la densidad. Si N es mayor que Ne , el
termino retroactivo se hace negatlvo v la poblacidn cae
asintdticamente hasta Ne, Cuando N &8s menor que Ne la poblacidn

crece, la curva Integral de l|la poblacldn en crecimiento es

sigmoide, aumenta primeroc lentamente, pero cada vez con mayor
rapldez, haclendo una inflexldn cuando N = Ne /2 y luego

acercandose mas lentamente a la asintata Ne.

Lotka, en esa misma epoca, correspondiente a los afMos velntes,
trabajaba una gran cantidad de temas, que abarcabhan desde estudiocs
demogrAficas de distribucién de edades, tasas de nacimlento vy
mortalidad, estudios cuantitativos en epidemiologia., hasta

trabajos de caracter evolutive. Ya en 19Q7, estudianda el

crecimliento pobhlacional, Lotka separaba ejemplos en los cuales el
crecimiento era expomnancial v etemplos en los cuales la poablacidn
se encontraba en estado estacicnario, sin combinar ambas
comportamientos en una sdala ecuacldn. Fue recien en L1823, cuando
Latka se convence del caracter general de la ecuactiean logistica.En
st libre, "Elementos de la Bilologia Fisica™(1824), Lotka expane su
concepclidn acerca de la evolucldn desde un enfoque sistémico,

constituyédndose en el primer antecedente de la teoria de sistemas

8



‘desarrollada en los aPMes cincuentas por Ludwin von

Bertalanffy. (.lci.ngllcnd. 10804)

MODELOS CON RELACIONES INTERESPECIFICAS

"0Otro aspecto importante y que marce el comlienzo y desarrnllo de
ctra linea de modelacién matematico en la ecologla de poblacicnes,
fue la descripclidéan de las Interaccliones entre las especi{es como un
sistema de ecuaclones diferenclales simultAneas. Lotka propusc jas
ecuaciones correspondientes al tipo de {nteraccion
parasito-haospedero, depredador-presa y competencia, demaostrando
que condiciones infciales diferentes dabhan lugar a modelos
distintos. Encontrd ejemplos para sus modelos en los analisis
sobre la malaria de Ross(1911). Tambi{én recogld ¥y desarrolle los
trabajos del entomalago William Robin Thompson, qQuien trabaljs
modelos de Interaccidn paraslite-haspedero con generaclones
discretas. (Lotka. 1935)

Contemporaneamente a la publicacidn del libro de Lotka, Vito
Volterra publica un articulo acerca de las interaccliones entre
especies gque viven en asoclacion biclogica.Volterra estaba
interesado en la apiicacidn de las matematicas a las cienciasg
biolsgicas y soclales., Fue a travées de su yerno, un bildlogo marino
llamado Umberto D'Ancona, que se plantea el problema de las
{nteracciones entre poblaciones. D'Ancona estudiaba las pesquerlilas
de] mar Adristico y encontr¢$ que durante los affos de guerra, epoca
en que ja pesca habla dismlinuido notablemente, se did un
incremento inusual de cliertas especies depredadoras.Anallizando el
problema de |{as pesquerilas, Valterra tlega a las mismas ecuaclones
y resultado de oscilaciones periléadicas en ambas poblaciones, a las
que habia llegado Lotka unos affos antes.

identificamos en los trabajos de estos autores el nacimlente de
otra linea de desarrolle en las modelaos de ecolagia de

poblaciones. En estos modelos ya no se trata del estudio de una



pcblacién aislada, sino de la {interaccisen entre dos poblaciones
gque compiten por algun recurso, ¢ en la cual! una de sllas eos
parasitada o depredada: por lo demas se mantienen los supusstos
de! modelc malthusiano.

Uno de los primeros modelos gque describen la interacci{ean entre un
insscto parasitoide y su hospedero, expresado en generaclohes
discretas, fue planteado por Nicholson y Balley en
18935.Contribuciones muy importantes al desarrollo de este tipo de
modelas fueron hechas por kKostitzin (19368}, quien trabaje el tema
de las Interacciones poblacionales, especificamente la simbiosis,
Fue ¢! primero en plantear un modelo analogo al de Volterra para
describir la seleccien natural debida a la competencia y
depredacidén en poblaciones interactuantes . (scude y Ziegler, 107B)

Otro tipo de Interacclen, gque ha sido {gnorado por mucho tiampo
es el mutualismo , en este caso las dos especies se ven
beneficiadas. Aparentemente el primero que utiliza el término
mutualismo fue Pierre Van Beneden en su libre "Les commensaux et
las parasites”™, publicado simultaneamente en Alemania e Inglaterra
en 187v5. En 1302,con la publicacidn del libre "Mutual afid : A
factor {n evolution”, de Peter Kropotkin,la anaiogia del
mutualismo con la cooperacién en las socledades humanas adguiere
importancia politica y provoca la respuesta de los darwinistas
saclales, Sin embargo el gran desarrolloc de los afos veinte y
treintas para la ecologla gque se mantiene en el olvido hasta los
afios setantas en los que el mutualismo vuaelve a ser obieto de
interé¢=z para Jos ecdiogos. (Boucher D., 1vaz}

Los pocos centros de investigacion que tenian una precaria
existencia durante los afos treintas, encontraron una posicioén
segura después de la sepunda guerra mundial. La ecologlia tedrica
comienza a ganarse un lugar en la literatura ecolégica, aungue su
integracién con las observaciones de campo ¥y de laboraterio recién

empieza a cobrar fuerca en los afios cincuenta.
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MODELOS CON ESTRUCTURA

Es en 1945 cwando Patrick Leslie plantea un modelo en ! cual se
resaltan las diferencias demograficas entre las distintas clases
de edad de una paoblacien. Lotka aporte el punto de partida para
aste tipo de modeles a travées de sus anallsls de poblaciones
pestables, de la tasa Intrinseca de crecimienteo y de |a
estructuraclieén de | poblaclidn en base a clases de edad.

De manera inversa a la ecuacidn logistica que asume que tanto la
tasa de mortallidad coma |la de natalidad son Independientes de la
distribucion de edades de la poblacién, aungue sl estian en funcidn
de su tamaPRo, en el caso del modelo de Leslie la distribucidon de
edades eg lo determinante en el crecimiento poblacicnal,

Haclendo referencia nuesvamente a los supuestos bloldgicos de
Malthus, en e! caso de los modelas con estructura se elimlina el
supuesta de homogeneidad en la poblacién. En el ecase particular
del modeloa de Leslie, la estructuracidn es en funcidn de las
clases de edad que componen una poblacién, sin embarga en términas
generales la divisivn puede darse en funclédn de cualgquler otra
caracteristica de los indlviduas.lLos demas supuestos malthusianos
como medio v alimento {limitado., poblacliédn alslada y cerrada, se
mantienen como premisas de laos modelos con estructura.

Mas adelante trataremos con mayor detalle este tipo de modelos
poblacionales, ya que gs precisamente en esta linea que se enmarca

el presente trabajo.
MODELQOS CON DIFUSIAON

Los trabajos de dispersion aleatortia en ecologia tienen sus bases
en lag lineas que estahleclieron Latka (1924) ¥ Volterra (18926) en
sus trabajos origlnales scobre las relaciones de competencia y
depredador-presa, expresados en términos de ecuzaclones
diferenclales na lineales v simultaneas.

La tecria de la caminata aleatorfa en ios organismos es Iniclada

por Pearson y Blakeman en 1806 y Brownlee en 1511 . (okubo, 1901)

n



Figher, Haldane (1937), Kolmagaorov y Fetrovsky (1937) y Kendal!l
(1948), desarrollaron modelos de dispersien de genes y de
apidemias.Con el trabajo de Skellam (1951), se sientan las bases
de ta teorfa de la digpersi{én aleatoria en las peoblaclianes
bioladglicas. En cuanto a la {investigacién experimental, se
degarrolld primero en lnsectos. con los trabajos de los
entomélogos Japoneses came Watanabe(1352), Kono(i1852), Ita ¥
HMorisita (1952). (okubko. 1P81} Este tipo de modelos se utilizan
cuando se elimina de las premisas malthuslianas aquella gque plantea
la homogeneidad del medio. Se han desarrollado dos formas de
modelar el fendmeno de difusion, laos modelas que intreoducen la
varlfaclsen continua en tiempo y espacio (secuaciones de
reaccivn-difusidény, y aquellios que {ntroducen la heterogeneidad
ambiental en términos discretos, o distribucidédn por parches, de
esta manera hay una variaci{én continua en el tiempo y discreta en
el espacio.

En los afos setentas han destacado en este campo los trabajos de
Levin, en relacian a la dispersiden e interaccién poblacional
(1874); asi como de Okubo (1981 en sistemas de reaccidn-difusidon.
Ya en la década de los sesentas la ecologia de poblaciones entra
en una nueva etapa, en la cual su desarrocllo es mas acelerado, se
registran en la literatura nuevas aportaciones en cada una de las
lineas de desarrollo que hemos mencionado.

As{ por ejemplo en el campo de la logistica. surgen aportaciones
{importantes, asi como una serie de aplicaclianes a casos
particulares.En 1863. Smith plantea una nueva esuaclidn gue
describe el aumento en la tasa de alimentacldén (F), hasta un
maximo (K Y, en lugar del aumento en ntmero de indlviduos o en
biomasa. El resultado es una curva asimétrica, cuyo tratamiente
matemitico se complica cansiderablemente. (Hutchinzon, 1e81)

Otra variante lmportante es la logistlica con retardo, en este
tipos de modelos se toma en consideracion gque el proceso de
reproduccican ne es instantanee. sinc que hay un lapso de tiempo
entre la fecundacidn ¥ 1a eclosidn, en el cual las candiciones

ambientales pueden cambiar. Este tipo de modelos aparecen par
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primera vez en la economlia, ¥y posteriormente en la ecologia de
peblaciones a traves de los trabajos de Hutchinson (1848), de
Wangersky y W.J.Cunningham (1887).

La introducecion de variaciones aleatorias en el medio ambiente
conduce a la logistica estocastica, desarrollada fundamentalmante
por Feller (1938), Pielou (1869), Roughgarden (1975) y Leigh
(19751,

Otra wvarlante de {a logistica surge a partir del! prcbhiema de la
simetria perfecta de la curva clasica alrededar de N = Ne /2,1a
cua! implica que las fuerzas que producen el aumentc de la tasa
hasta e! maximo son iguales y opuestas a las gue causan el retardo
subsiguiente de la tasa de crecimiento. Gilpin y Ayala
{1973)incorporan una canstante en la ecuacidn que varlia de un
grupo de organismos a otro y modifica el puntoc de inflexidn de la
curva.

Por altimo la Jogistica que utiliza ecuaciones en diferencias, en
lugar de funciones continuas , constituye un aporte importante
pues da como resultado comportamientos dinamicos muy complicadoes
come oscilacjones con ciclos de periodo 1, 2, 4, 8, 16, e
inclusive regimenes cadticos e Irreguiares.

Los principales trabajos en este campo han sido publicados por
Maynard Smith y Slatkin (1973), May (1974),L1 ¥y Yorke (13975), May
¥y Oster (19768). Bellows (1881) hace una revision de ios trabajos
de varios autores y estudia comparativamente una serie de modelos
que describen la regulacicon dependiente de !a densidad.

Tambien los modelos con relaciones interespecificas se han
desarroilade ean los ultimos afies. Se introducen nuevas variantes
al clasico modelo de competencia de Lotka y Vol terra, por ejemplo
tasas de crecimiento per capita gque son funciones no lingales de
la disponibilidad de recursos, planteadas por Armostrong y Mc

Gehee (1880,

La Introduccién de la heterogeneidad espacial, sstudiada por
varios autores, entre ellos Levin (1975) y Hansky

{1981).constjtuye otra importante variante cuya consecuencia es
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que ae@species similares pueden coexistir regiconalmente. Hassell
yComins (1874} plantean un modelo do competencia expresado en
acuaciones en diferencias y estructuran las poblaciones en dos
clases de edad. Otro aporte importante ha sido e8! trabajo de
Resigno ¥y Richardson, publicado en 1967, Qque analiza en detalle
las premisas del modelo depredador-presa, de competencia y de
eimbicosis; Introduce modificaciones sencillas cuyo resultado es la
posibilidad de coexistenclia de ambas especies bajo clertas
condiciones. Madelos que introducen el tiempo de retardo tambieéen
han sido estudiados, un ejemplo es el trabajo de Caswell (1872).
En cuanto a los modeles con estructura, han sido planteadas las
versiones estocasticas por Sykes (15363) y Poliard (1966, 15T3).En
1965 Lefcoviteh pilantea un modelo estructurado no por sdades, sino
por estadlos de desarrollo, particularmente adecuado para
poblaciones de insectos,plantas, coratles,etc.

El presente trabajo esta enmarcado en é#sta linea de desarrollo, e
introduce el problema de la densodependencia a un modelo con

estructura.
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MODELO DE MALTHUS
CTErecimiento pablacional s ¢
e Medio v o alimento 1li1mitea

g

]
e Pablacioan A1SlaIn v NOMCGENSS
% Madies homogensn
‘ . .
MODEL.OS LOGISTICOS
Cirecimients 1im tFE00 oo diEconrorliass
ge recuwr=os.los rob. rianoe A e esbepilzuad
*« Fob. Aatslads o Baofoatedn
® Madio MOMOoOOSTTS
T T g v v
' 1 . MODELQS COMN RELACIDNES
. ) ! ) - - INTERESFECIFICAS
v ' é- : Crecimiento limitado,la pob

no estd aislada,compite
es depredada o parasitada.
Dependiendo de las cond.
iniciales alcanza o no la
estabilidad,.

MOLELOS TOn EoTRTTLNS

La pob.no es homogenea
Tiende a alcanzar una
estructura estable., aunhque

p mm—

el crecimiento sigue siendo !
ilimitado. 1
#* Medio v alimenmto 1limitado 1
#* Medio homooenao !
# FPoblacion aislada )

i i iz

' SIGLELOS ST DIFUEION

' El medio no es homogaEneo.

b7 i por lo tanto la distribucion

. de la pob.tambien varia.

L Pyt

En este cuadro se resumen las principales caracteristicas de los
modelos de crecimiento poblacional. esquematizando cuatro lineas
de desatrrolle v esbhbozando las relaciones entre las MISMAS, asi
como su arigen camun en «l modelo nalthusianc.

(Comunicac.ian wE el Miramontes, i Sanche= F.1787).
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CAPITULO II

REGULACION PDBLAC!ONAL t PROCESDS DEPENDIENTES DE LA DENSIDAD

La densidad poblacional, entendida como el numero promedic de
organismos por unidad de area, ha sido estudiada por muchas
autores en poblaciones naturales y en el laboratorieo, explorando

diferentes comportamlientos dinamicos, sus causas y consecuencias,
Deflniciones y antecedentes historicos.

Los mecanismos queo presentan las poblaciones para regular su
tamafMo cuando alcanzan densidades criticas, son muy variadeos y
tienen lugar Ya sea a travées de tasas de mortalidad o natalidad
dependientes de la densidad, emigracidn e inmigracidn, asi como
también a traves de mecanismos extrinsecos como interacclones del
tipo depredador-presa y parasito-hospedero.

Los primeros antecedentes datan de 1830 ,cuando Michel

Thomas, propuso la llamada "ley de poblacion™, que postulaba gue la
proliferacieon de los seres humanos varia inversaméente a su numero.
Su aporte es importante por ser el primer planteoc formal de
densodependencia.

En 1833, un matematico de cor{igen beiga [lamado Pierre Francois
Verhulst, construye el madelo mas simple de una poblacién que
crece continuamente con Jn limite superior. El modelo plantea una
tasa de aumento maxima (K N) ¥ una funclen de N (tamaiko
poblacional}, que reduce asta tasa. Verhulst le llamd "curva
logistica™, palabra usada en Francia del sigle XX para referirse
al arte del calculo, en oposicion a la aritmetica teorica., ¥
aplicada a los logaritmos utilizados en los calculos astrondmicos.
El fundador de la teoria logistica muere en 1849 y sus trabajos se

mantienen ignorados por mas de setenta afios.
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Dependencia ¢ independencia de la densidad

EFn 1911 L.D.Howard y W.F.Flske fueron lozs primeros en plantear el
punto de vista de que la natalidad o mortalidad densodependientes
deberian contribuir a la estabilidad de las pobiaclones.

En su claslco estudic con !a polilla ("gipsy moth") ¥y la palilla
col!a de caté{"brown taf{led moth"}), eillos distinguieron tres
factores de mortalidad:

En primer términoc los llamados ™factores facultativas™,
responsables de! bkalance en la naturaleza y cuya accidn aumenta en
proporclén al numero de aorganismos. En segundo lugar, los
"factares catastroflcos™, que representan la destrucecian ejercida
por las tormentas, bajas o altas temperaturas u otras condlclicocnes
climaticas.

Par dltimo se refleren a la destruccion causada por otros agentes,
como depredadores generallstas, que no son afectadaos directamente
por la escasez o abundancla de la presa y provocan una mengua maAs
& menaos constante en la poblacién.

En el affo 1928 Thompson utiliz®d los términos "individuales™ y
"generales" para referirse a "facultativos™ y "catastroaficos”™.
Chapman (1931),planted e! concepto de "la resistencia ambiental™,
haciendo una analogia entre el fliujo de corriente eléctrica y la
tasa de crecimiento de la poblaciédn. Dicho concepto fue retomado
por Gause (1934),restringiendole al case particular de la
influenclia de! tamaffo de la poblacién sabre la tasa de
cracimiento, en concordancia con ta teoria logistica. Smith
(1935), tome® el terming "reslistencia ambi{ental"™, sugiriendo que
podria ser analizada y clasificada en dos componentes: factores de
mortalidad densadependlentes y denscoindependlentes. Planted un
modelo aritmético: m = a D + b, donde m es la tasa de mortalidad,
D es la densidad. b es el componente densoindependiente v a es el
componente densodependiente.



Regulacidén ¥y capacidad de carga

Howard y Fiska(l191l13, Nichoison(1833), Smith(1935) ¥y muchos
autores postericores coincidieron en plantear que las poblacliones
se "regulan™ a traves de mecanismos o de factores dependientes de
la densidad de individuos.

Eisenbergh(19866), define el termino "regulacisn®™, como la
parmanencia del! numero de animales de una poblacién natural dentro
de cierto rango, dicho rango &s determinado por el medio en su
conjunto ¥y es alcanzada a traves de mecanilsmos denscdependientes.
Begon ¥ Mortimer(1981), entianden por "regulacisn™ la habhitidad de
una poblacidédn para disminuir su tamafo cuando se encuentra por
encima de cierto umbral, asi como también |a capacidad de
incrementarse cuando ia poblacidén esta por debajo de dicho nivel.

A este nivel se te conoce como "capacidad de carga™: K

TASA DF MORTALIDAD

TASA DE NATALIDAD

b - = -

—_— K Pensidad

Fig. 1 Taga de natalidad y mortalidad ve. denawdad.

Varley, Gradwell y Hassell (1984) también se refieren a las
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poblaciones reguladas, como aquellas que tienden a regresar a la
densidad de equilibrio (K) sfempre gue se hayan alejado de este.
Nicholson(1957) prefiere sustitulir Jos términos denaocdependientes
v densolindependientes por "tactores denso-gobernantes™ y "factores
nc reactivos”™.

Nicholson distingue entre los factores que "goblernan la densidad
poblacional™ ¥y agquellos que determinan la distribucidn de la
poblacien. Por ejemplao los factores climitices , & la intensildad
de ataque de los depredadores pueden determinar la distribucidén,
gin embargo dentro del Area favorable la densidad poblaclonal
puede ser gobernada por otros factores tales como la cantidad de

alimento o de refuglos.

El papel de la competencia intraespecifica

La teoria basica de Nicholson se resumid en dos articulos

publ {cados en 1533 y 1835. Nicholson sostuvo siempre la i{idea de
que las densldades poblacionales tendian hacia un nivel] estable en
relacidn con Jas fluctuantes condiciones ambientales, vy que el
unico factor que puede elercer esa cantrol es [a competencia
intraespecifica,

Sus observaciones |eo llevaron a pensar que el &xlto de las
especles era de algun modo {ndependliente de la presencia de élguna
caracteristica adaptativa.Que !a competencia actuaba como una
contrafuerza a |a selececidn natural! en la flijacien de rasgos
genetlcos en e! curso de la evolucidén. El planteaba los sigulentes
argumentos:

Cuando aparecen individuos con caracteristicas adaptativas tienden

a ser preservados por la selegcidn natural,sin embargo #sto causa
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un incremento paoablacional hasta llegar al punto en que ia
competencia es tan intensa que regule a la poblacidn., De esta
manera la seleccidn natural favorece nuevos tipos que
desequiilbran el balance de la naturaleza, y la competencia
mantiene y restablece este balance durante y después de la
seleccidn,.

Para Nichelsen la competencia depende de dos propledades basicas:
la capacidad de crecimiento de |la poblacidn y la capacidad de los
organismos para explotar el medio.La densidad a la cual actua la
competencia estarid en funcidn de éstas caracteristicas.

Begon, Harper y Townsend definen a la competenclia como el tipo
de interaccidn que se da entre individuos llevados a un limite en
el requerimiento de recursos cuya disponlibilidad es limitada. EI
regultado es una reducci{on en la sobrevivencia., en el crecimiento
y/o en la reproduccian,

Bakker (1861,196%) se refiere a la competencia como una
"...manifestacidn de la lucha por la existencia en la cual dos o
mas organismos Influencia negativa o desventaja sobre el otro.
debldo a que sus demandas exceden la disponibilidad de sus
recurscs comunes™

Detiniciones similares fueron dadas por Salomon(1949),
Andrewhartha y Birch (1854), Mi{lne (1857), todos se refleren al
dafio que se ocasionan los organismos que se disputan un recurso
limttadeo.

Caracteristicas de la competencia intraespecifica

Begon, Harper y Townsend sefalan cuatro caracteri{sticas de la
competencia Intraespecifica:

al)E]l efecto ultimo de la competencia es una disminucidn de Ia
adecuacion., o sea una disminucidén de la contribucleén de los

organismos a la siguiente generacidn.
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b) La competencia 3¢ establece por un recurso limitado.,(lu=z,

aiimentc, espacio,parasjas.etc.}.

e) Los efectos de la competencla sobre los {ndividuos no siempre
son reciprocos,debida en gran medida a que =i bien se trata de
individuos de la misma especle, éstos no son completamente

egulvalentes.

d} La competencia puede {ncrementar ia adecuacidn de clertos
individuos. Esta caracteristica surge precisamente de la no
equivalencia entre los {ndividucs. Ag! un competidor "fuerte®
tiene la pasibliiidad , en condicliones de competencia,de que su
caontribucidn a [a siguiente generacion sea praporcionalmente
mayor.

L.a competencia puede dar lugar a distribuciones sesgadas dentro
una poblacidn, exagerando las diferencias individuales, Esta
asimetria tiende a reforzar [a capacidad regulatoria de la
competencia Intraespecifica.

Los efectos densodependientes de la competencla Intraespecitica
saon de central Importancia en ta dinamica de las poblaciones

naturales.

Competencia ""scramble” y “contest”

Existe un gran espectro de interacclones y de efectos, pero

Nicheolson (1954) plantea clertos estindares de formas extremas de

competencia, a las cuales denomina competencia “Yscramble" ¥
"contest" . A bajas densldades no hay competencia, o sea tados |
organismos cbtienan va sea el alimento necesari{o, la pareja. el

espacio adecuada, etec. A partir de cierto umbral de densidad, la

21
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situacion cambia y comienzan a observarse los efectos de la
competencia. En la llamada competencia "scramble™ todos los
individuos contingan obteniendo una cantidad de alimento
equivalente, aunque no satisface el minimo necesario para
sobrevivir ¥y en consecuencia todos mueren.En términos de
fecundidad, por encima del umbral! se deja de producir erias.

En la competencia de tipo "contest™, una vez gque la densidad
poblacional excede el umbral, clerto numero de individuos continua
abteniende la cantidad requerida del recurso para satisfacer las
necesidades minimas y logran sabrevivir, mientras que ! numerao

excedente muere.

Para visualizar estos dos extremos de compstencia, graficaremos la
mortajidad en términos de valores k versus el logaritmo del tamafMo
poblacional. 5e define el valor k como el logaritmo del cociente
entre el numero de organismos en la clase x ¥ @l namero de
organismos en la clase x+41. (k = Loginxsnx+1), Haldaneo, 1o49;

variey y dqaradwell, 1070}

\hl:’ A *scramble’

‘cnn*zif“

\oca N

Fig.2 mMortalidad ve. tamalo poblacional.

En el caso de la competencisa tipo "scramble™ !a pendiente de la

raecta tiende a ® y en la competencia tipo "contest” la pendiante
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se apraoxima a la unidad.

Un ejemplo de estos tipos de competenclia caorresponde al
experimente de Bakker (1981), con larvas de Drosophiia
melancgaster, cltado por Varley, Gradwell y Hassell (1973),

N Jaler &

—_
|o§u
Fig. 3 sorialidad de larvas., Valores k wvs, tamafio peoblacional,

E! experimentoc consiste en variar el numero de larvas dejando f1ija
la canti{dad de alimento o viceversa. Los autores reexpresan los
datos de Bakker en términos de valores k, versus el logaritmo de
la densidad de larvas por mg.de alimento. Cuando se alcanza 0.3 mg
& mencs de aillmento peor larva, no hay suficiente comida para que
sobreviva ninguna Jfarva v la curva resultante es de tipo scramhble

0o de "scobrecompensaclén™,

Es usual graficar la densidad poblacional ¥ la mortalidad en
coordenadas logaritmicas e Interpretar la pendiente de la curva
resultante, como un Indicador de la "fuerza" o "debllidad" del

factor de mortalidad dependi{iente de la densidad.
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M dalor &

Fig.4 wmortalidad va. tama®e poblacional. '21'“

Cuando la pendiente tiene valores antre 0 y 1, s da una
subcompensacion de la mortalidad sobre el increamento poblacional.
Cuando la pendients es la unidad, se da una compensacién exacta y
la poblaci#én recupera su nivel de equilibrioc luego de sufrir
cualgquier disturbio, en una s&la generacidn, Es esquivalente a la
competencia de! tipo contest. S! Ja pendiente toma valores mayores
que uno, el concepto de una densidad estable ajustada a una
"capaclidad de carga”™, pierde sentido ya gue pueden aparecer
dinadAmicas poblacionales mas complejas, con patrones de
oscilaciones ciclicos estables g inclusive fluctuaciones
irregulares y aparentemente cadoticas.

Esto sucede cuando e! efecto densodependiente es muy fuerte, o sea
cuando se da un fendmeno de sobrecompensacicon.

Un ejemple clasico de comportamiento oscilatorio es el estudioc de
Nicholson con una poblacidn de Luecilia cuprina.

AN

dvas
d

h

- Lo

Fig. S Tamafio poblacicnal wve. tiempo. Tomado de Mayo?c,



DE MORIALIDAD

Tash

l.os diferentes grados de incidencia del fendmeno densodependliente

gobre el tamafo poblacional se ejemplifican en el

Tribolium confusum (Bellaowsa, 1881),
Townsend.

experimento con
citado por Begon. Harper y

El experimentoc conslstid en hacer crecer cohortes del escarabajo a

diferentes rangos de denslidad, reglstrandose el numero de

individuos que sobrevivian ¥y llegaban at estado adulto. Las

resultados se expresaron en términos de

los efectos de la densidad
sobre

la tasa de mortalldad per caplita,

numero de mMmuertes, ¥
numero de sobrevivientes.

o) AR AR
2 z
[ 3 =3
H g .
-3 -4 /
. /"-/ '
' densidad / deasidad densidad

Fig:, 6 o Tasa de mortalidad ve. dersidad poblacional.

b)) Mumerc de mueries ve, densidad peblacional.
£) WNumeto de schrevivientes wve. densidad.
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En las tres graficas se distinguen 3 regliones:

En la regién 1, l1a martalidad es Independiente de la densidad. Hay
individuos que mueren, pero la probabllidad {ndividual de
sobrevivir ¥y llegar a adulto se mantiene constante,

En la regiédn 2, se hacen evidentes los efectos dependientes da la
densidad. La tasa de mortalidad se lncrementa pero aun
"subcompensa”™ los {ncrementos en el tamaBo poblacional.

En la reglidénm 3 la competencla se hace mas Iintensa y el (ncremento
en la tasa de mortalldad "sobrecompensa®™ cualquier lncremento en
la densidad.

El ejemplo éarrespondiente a la "compensacldén exacta™, es citado
per Hassell, 1978 v corresponde al experimento de Le Cren,1973 con
truchas. Aquf{ el efecto de la martalidad dependiente de la
densidad compensa exactamente el ifncremento en el tamafo

poblacional.

A loc} N
tinal

log M intcal

r 4

Fig. 7 TamaWe poblacionat al liempo t+:t wvs. tamafo poblaciemal al
frempo ¢,
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————— e = Ve me m o omE x an ou e e e —

He.Cauley y Murdoch {185B8B7), analizando poblaciones de campo y
experimentales de Daphnla ¥y de fitoplancton, observaron varias
clases de dinamica resultado de la competenclia Intraesgpecifica.
Lo interesante fue gue observaron que jos clclos eran generados
tnternamente y las distintas dinamicas obedecian a diferenclas
entre las tasas hiologicas o tiempos de retardo ¥ no a
condiciaonantes externas como temperatura,l!lluvias, ete. Las
distintas clases de dinamlica ococurrieron en la misma especie , en
al mismo medio ¥y en diferentes afos, asf{ como en habltats
adyacentes o similares en el mismo tlempo.

Los eclclecs o fluctuaciones de la poblacidn, ne fuercn el resultado
de factares externos, sino que estuvieraon determinados por los
parametros blolégicos {ntrinsecos,

En suma !a competencla Iintraespecifica puede tener un efecta muy
marcado scobre &! numero de Iindividuos de una poblacidn, es en este
sentido que se habla de su capacidad reguladora.

A continuacidan se exponen una serie de cases que ejemplifican

distintos mecanismos que regulan los tamafios de las poblaciones.

Mortalidad dependiente de la densidad: algunas evidencias de campo

¥ de laboratorio

Podemos citar algunos ejemplos en los cuales los efectos de la
competencia se manifilestan a travées de la mortallidad.

Bauer (1985), ejempliftica la regulacion a traves de la mortaiidad
dependi{iente de la densidad en insectos., estudiandoc dos especlies:
Pardia tripunctata y Notocella roborana, encontrd gue la
mortalidad de pupas es el mecanismo regulador que mantiene la
densidad de los adultos aproximadamente constante.

Se ha demostrado que pare un conjunto de especles de Ingectos, la
mortalidad de las pupas en el estlercol es densodependiente, tal
es el caso de la polilla rOperaphtera brumata ¢}lJ)J), estudiada por
Varley y Gradwell (1968) v de otras muchas poblaciones entre las

gue cuentan las estudiadas por Hughes y Mlitchell (1960), Mukerii
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(197;)}-Bénson.(1973),_ Varley et.al. 1875.

En poblaciones de aves se ha encontrado este tipo de moartallidad,

un ejemplo es la poblaclién de perdices estudiada por Blank et al,

(1967) en Hampshire, donde la mortalidad de pollualos durante
primeras cinco semanas de vida,
poblacional.

las
asta correlacionada con el tamafo

También se han detectado mortalidades dependientes de
an poblaciones de mamiferos, tal es el

la densidad
caso del toro salwvale
Connochagtes taurinus ajlbojubatus,estudiadeo por un paricdo de
cinco a seis generacliones en Serengetil,Tanzania y reportado por

Sinclalr (1970). En este casc es5 la mertalidad de adultos por

falta de alimento ¥y de recien nacidos causada por desnutricidn en
las madres las que dependen de la densidad.

Un caso similar, también reportado por Sinclair (18707 es la

mortalidad de adultos causada por desnutricioén en una poblacién de
bufalos (Synerus carfer Sparrman’ nativa de Serengeti.

En el estudio de Chitty(1952) ciltado por Andrewartha y Birch

(1954), acerca de una poblacidén de Microtus agrestis,
ragistraron fuertes fluctuaciones en el

varios aRos. Dado gue

se
tamafia poblaclonal durante

las diferencias elimaticas entre los alMos no
fueron demasiado significativas,

disminucicnes en el

Chitty concluyd que las

tamafo se debian a mortalidad an los Jévenes

durante la estacidn reproductiva.

También se han detectado mecanismos de regulacidn en poblaciones

naturales vegetales, tal es el caso de tres especies del geénero

Ranunculus. (Sarukhéan, 1971 Sarukhan y Harper, 1973 Sarukhéan ¥

Oadgil.1p74) En estas poblacignes se sncontir® que la mortalidad

de ias plantas maduras estaba reilaclionada con
crecimiento de los individuos en

los ciclos de

las poblaciones, ocurriendo los
maximos riesgos de mortalidad simultaneamente a

crecimimientoc mas acelerado.

los periodos de
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Natalidad dependiente de la densidad

Los etectos sobre la fecundi{dad y maduraclidén, tamblén estan
daocumentados a través de una serle de estudios de campo y de
labaratorio.

El etecto mas simple de la densidad sabre 1a natalidad es que las
hembraa al! tener menor cantlidad de recursos para alimentarse,
produciran un numero menor de huevos & de hijos.

Ohgush! v Sawada (1985),reportaron un trabajo con el escarabaljo
Henosepilachna niponica L., que se alimenta de cardos sililvestres.
El objeta del estudic {ue conacer como se regula la peoblacian de
huevos con respecto a la abundancla de recursos.

Observaron gue las hembras reabsorven los avoeltos en desarrollo
dentro de! ovariao, aumentan su dispersidn y disminuye su
sobrevivencia,

Este mecanismo flsioclogico controla la tasa de ovoposicidn, en
respuesta al numero de huevos vy al grado de deterioro de las
hojas.

Un ejemplo simlilar es el de una pocblacien de moscas
Eriaoschiabrassicae, se encantiré gque el factor clave era
densodependiente ¥ carrespondia a la reduccidn en la praduccidn de
huevas por hembra . (penson, 1271)

La identificacién del factor clave (podoler,H.y Rogera.D.) consiste
en visualizar ya sea de manera grafica o a travées de una prueba de
regresiéon vy correlaclon,cual es la mortalidad correspondiente a
cierto estadio o clase, gue contribuye de manera mas i{mportante a
la mortalidad total y¥ por lo tanto a las varfaclones del tamafio
poblaclonal.

En otra poblacion de Insectes, la polilla mediterranea (Anagasta
kuhntella (233, estudlos de laboratorioc. realizados por Hassell y
Huffaker (1969) dieron por resulitade la ldentificaclién de dos
factores claves, uno de elios dependiente de la denslidad y que
actuaba sobre la fecundlidad y meortalidad de huevoas.

En otro estudio, realizado por Stenning, Harvey y Campbe!l (19588),
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sobre una poblacian de urracas (Ficedula hypoleucas palias’) del
bosque de Dean, Gloucestershire, tambien se aistaron como posibles
raguladores de la poblacien la reduccion del tamafio de |a puesta,
y la disminuecidn de la tasa de retorno de las aves maduras al
lugar de anidacidén.

Eisenberg (1366) encontrd regulacién en una poblacion de caracoles
(Lymnaea elodes’,bajo condiciones naturales, alcanzada a traves

del ajuste de la fecundidad de los adul tos.

La competencia por espacio para desovar también repercute en una
reduccidén de la fecundidad.

Begon ¥y Mortimer (1581} se refieren a una poblacion de
langostas(Chorthippus brumneus), en donde el efecto de la
competencia entre las hembras por encontrar un lugar adecuado para
depositar sus huevas, en este caso estliércol qua no hava sido
ccupado por otra hembra, provoca una disminucidn an la cantidad de
huevos por unidad de tiempo, ademas de un gasto de energia que ira
en decremento del desarrolleo de los huevos y por 1o tanto
disminuira la viabilidad de estos.

Otro afscto de la competencia Iintraespecifica por los recursos, 58
da sobre las tasas de desarrollio y maduracion de los individuos,
afectande finalmente su fecundidad. Begon, Harper y Townsend citan
a Harper (196l1), para dar un ejemplo de este fenémeno en plantas
de maiz. S5# menciona que a densidades altas las plantas no salo
son mas pequeffas, sino que destinan una proporcidn menor de su
biomasa a las semillag, resultando en una dizsminucisn de la
produccidn por unidad de area.

Begon ¥y Mortimer {19813, citan a Branch (1375) guien trabaja con
una poblacidn natural de lapa Patella cochlear. La lapa se
alimenta de un alga que crece saobre 21 sustrato roceoso ¥ sobre su
propia caparszoén, la competencia mas intensa es por el alimento y
canforme aumenta l|la densidad ., se produce una reduccisn
compensatoria del tamafo de la lapa. Conforme se reduce el tamaPo
de los individuos de 1a poblacidn, disminuye la cantidad de

gameatos producidos.
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Territorialidad

Regresando a una de las caracteristicas de la campetencia
intraespecifica seMalada por Begon, Harper y Townsend que es la
"asimetria®”™, es importante sefialar al! comportamieto territorial
como una forma de esta competencia y que tiene como una de las
consecuencias mas Iimportantes la regulacidn del ntmeroc de
individuos que puede "sostener™ un territorio.

El sistema de tomar y mantener territorios asegura posibilidades
reproductoras optimas para aguellos organismos que pusdan
vcuparios, al tiempo gue i{mpide la reproduccion de aquel los otros
que no lo consiguen.

Un ejemplo es l|a poblacien del lagopodo rojo, Lagopus lagopus
scoticus{(Lath.), estudiada durante 13 generaciones, y dande sa
encantrée gque el factor clave era denscodependiente v correspondia a
la mortalidad invernal (watson., 1971}, Al explorar las causas de

la mortandad, se encontré gque las aves que no alcanzaban a ocupar
territorios al comienzo de la estacidén reproductiva, eran presas
de depredadores, enfermedades ¥y hambre. {watsen, 1971)

Cuando el "duefo™ del territorio muere, su lugar es ocupado por
otro recién | legadeo. Krebs (138371) encontrd en una poblacidn de
aves (great tit}), que los territorios vacantes eran reocupados por
aves provenientes de otros lugares (inmigracion).

También se sefMala en algunos ejemplos el proceso inverso, la
emigracidan, en busca de ctros lugares de anidacisan cuando ta
donsidad es muy alta.

En el analisis del factor clave de una poblacidn de buhos (Strix
aluceo L. Southern (18970), encontr& que el fracaso en la gestacion
¢onstitula cada aMo la principal causa de baja en la poblacldn.
Sin embargo detectd que gquien ejercia el papel regulador,
compensando estos altibajos, era la emigraciédn de los jovenes, que
abandonaban el territorio antes de la estacidn reproductiva.

Otro caso es la poblaciédn del escarabajo colorada
Leptinotarsadecemlineata (Say.)l,en la cual @l factor clave también

es densodapendiesnte ¥ corresponde a la emigracioen de adultos antes

AN



de l!a hihérhadién'o;bﬂhli:El'as;udio_aé.reallzé en Merivale,
Cntario, du:ahta_ﬁeis”genéfacloneﬁ-y fue reportado par Harcourt
(1871). ' S '

Otras interacciones

La regulacidén densodependiente nc solamente actua a traves de
procesos de competencia Intraespecifica, sino que tamhiéen se
manifiegta a través de otros tipos de {nteracclones como por
elemplo las de depredador-presa o de parasiteo-hospedero.
Ciertos tipos de depredadores o de parasitos, tienen un efecto
estabilizador sobre la poblacien de 1la presa afectande
principalmente la sobrevivencia de ésta.

Asi Bauer (1885), en su articulo cita a Frank (1967), quien

encontrd mortal ldad dependiente la densidaden pupas de

Operophterabrumata L,., causada por depredadores del género Abax
sp.(coledptera, carabldae), Philonthus decorus C. (Coledptera,
Staphiniladae), larvas de Elateridae v la musarafMa Sorex araneus,

Otro caso es e] de la polilla de pling (Bupalus pinfarifus)
estudlada por Klamp (1966) durante 14 generaclaones. Encontrd que
el factor clave era la mortalidad denscdependiente de larvas,
principalmente causada por parasitismo de Tachinl!dos como
Eucarcetlia rutilla y Poecllastictus cothurnatus., lgualmente se
trata de parasitismo el caso de Saccharosydine saccharivora,
poblacien originartia de Jamaica., estudiada por Metcalfe (1372)
quien encantréd que la regulacion se daba en el estadlio de huewa,
También hay ejemplos de depredacidén. tal es el casa de la
poblaclidén de poallilas (Operophtera brumata’) en un hosque de
Berkshi{re, estudiada pear Varley y Gradwell (18568) en la cual
localizaron densodependencia en |a depredaci®an de pupas.

Hasgell (1969) tamblen reporta mortal idad densodependiente por
depredacidn de escarabajos v pequefios mamiferos., en una poblacién
de Cyzenls albicans (Fall.). de Wytham Woods, Berkshlire. EI
mecanlsmoc de regulaclén es por agregacidn de depredadores o

parasitos generalistas.
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Acerca de la polémica

En la década de los sesentas se did® una intensa poléemica acerca
de |a capacidad de las poblaciones para autocrregularse, asl como
acarca de la capacidad reguladora de factores extrinsecos cuyQs
efectus se evidencian cuando la poblacién alcanza cierto umbral de
densidad,

Hay qulenes plantean que carece de sentido hablar de factores
dependientes e Independlientes de la densidad, pues en definitiva
la influencia de cuaiquier factor amblental estara en relacian con
la densidad poblacional. (andrevaritha v Burch, 19354}

Murray (1982) polemiza con Charlesworth (1981 y Hassell {1881}en
cuanto al uso y signiflicado del términe "densodependencla®™.

Estos ultimos plantean gque el término densodependenclia se reflere
a la disminucidn en las tasas de nacimlento ¥ al Iincremento en las
tasas de mortalidad en poblacliones donde la densidad se

i ncrementa. Murray plantea que la definici®dn es "inadecuada" ¥y
"confusa®"™. Inadecuada porque no contempla el caspo en que las tasas
de natalfdad y mortalidad se mantienen constantes en un amplio
rango de densidades y es confusa porque no se refiere a las causas
que determlnan los cambi{os en dlichas tasas.

Plantea que se puede obtener el tipiceo creclmiento sigmolidal, aun
consi{derando fecundidades v scobrevivenclas constantes. Qulen
determina el tamafo de la poblacidén sera ta cantidad de ﬁ!lmento.
el numero de sitios de anfdaci®sn v el cli{ma ¥ no un incremento en la
competencia. ( Thompeon., 1930.190306: Andrevarthe y BLrchi994,1900;

Bireh, 408P; Schwverdifeger, 1938)

Pollard y Dempster (1981), siguifendo esta misma Iinea establecen
las diferencias entre iaos modelos con un limite superlor de
recursos en los cuales la pablaclén puede fluctuar entre O y la
capacidad de carga y ios modelos dei equilibrio en los cuales las
fluctuaciones se dan en torno a la pohlacion de equillibrio,
Sugleren que &ste ultimo modelo es totalmente incensistente.

Andrewartha y Birch (1954) encabezan esta corriente de pensamiento
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dentro de la ecologla., Polemizan con las conclusiones alcanzadas
por Nicholson (1933), planteando que éste extrapola errdneamente
resultados experimentales u obtenidos a partir de modelos
matematicos a pablaciones naturales,.

Andrewartha y Birech coinciden con otros autores en sefalar el
caracter confuso de los términos "balance™ y "densodependencia®.
Por otra parte sostienen que las condiciones ambientalas - el
clima, @| alimento, !os refuglos, ¥y la presencia de otros
organismos causantes de enfermedades - estan en perpetuo cambio,
ya sea debido a fluctuaciones erraticas, asi ccmo ritmjcas.

Por lo tanto las poblaciones naturales, segun astos autores, nunca
pueden incrementarse © crecer de manera continua ¥y en consecuaencia
no es necesaric invocar factores dependientes de la densidad para
explicar et cambio en el tamafNo de las mismas.

Otro aspectco sefMaladeo, es que |la mayoria de las especies son
escasas eh la naturaleza, por o tanto muy dificilmente agotan sus
recursos.

Hutchinsen (1981) reflexiona acerca de la reducida probablilidad de
persistencia que tendria un organismo regulado completamente por
factores independientes del tamafMo poblacional. Considera que la
mortalidad independiente de la densidad tendria una importancia
mayor en organismos con ciclos anuales y duda de su capaclidad
reggulatoria en aquellios que tienen wvarias generaciones por afic o
viven durante variocs afos.

Varley, Gradwell y Hassell plantean que los factores climaticos
como tormentas, sequiaz, heladas, pueden determinar los camblos en
los numeros poblacionales. pero gue son los factores dependientes
de la densidad los responsables de regular la poblacion en las
cercanias de cierto nivel promedio de abundancia, que estara
determinado por una gran cantidad de factores, ya sea climaticos,
de espacio. presenclia de enemigos, alimento, refuglios, etc.

En este sentido es importante sefMalar gque para que un sistema sea
consideradoc "estable", deben existir unc o mas puntos de
equilibric o cicleos limites, a los cuales 21 sistema regresa

cuando sufre un disturbio o permanece cuando 2! disturbio es
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pequaelio. (connell y Sousa., t083)

La capacidad regulatoria de l1os mecanismos dependientes del tamafio
poblaclonal harian posible estas condiciones de Testabllidad™.
Davison y Andrevwartha (1948) estudiaron los cambios poblacionales
de un peqguefo insecto chupador. Thirps Imaginis. Calcularon el
numero de insectos sebre una muestra de 20 rosas, realizando
conteos semanales durante un periodo de 14 afios. Observaron que
cada afio la poblacion de Thrips alcanzaba un maximo. Utilizaron la
técnica de regresion multiple para explicar el tamafMo poblacional
en funcion de una serie de variables de caracter metecoroldglice.
Lograron explicar con este método el 54% de la varlanza vy
concluyercn gue el tamafo poblacional se determinaba por 1a accidéan de
factores climaticos aleatorios ¥y de ninguna manera podia
intervenir algun factor dependiente de la densidad.

Kuenen (1958) y Smith (1961} replantearon el anallsis de los datos
introduciendo un factor de mortalidad densodependiente con el cual
se logra explicar mas del S0% de 'a wvarianza.

Muchas veces la técnica estadistica utilizada, como puede ser el
analisis del factor clave, no es suficiente para detectar procesos
significativamente dependientes de la densidadque podrian regular
la poblacidn, Recientemente se han reportado estudios en los
cuales se pone en evidencla que al trabajar con datos promedio de
doensidades poblaciconales por generacidén, a nivel macroscopica, no
88 considera la escala espacial scbre la cual actua la
densodependencia. Tal es el caso reportado por Hassell, Southwocod
¥ Reader (1987) acerca de la dinamica poblacional de la mosca
blanca viburnum (Aleurcotracheius Jjelinekif). En este estudio se
hace un detaliado conteo del! numero de huevos y demas astadiosg
hasta adultos. sobre treinta hojas marcadas de un arbusto,
identificando densodependencia en la sobrevivencia por

hoja.mientras que a nivel del arbusto se enmacscara osta regulacidn
dependiente de la densidad.

La polémica también se ha desarrollado en torno a conceptos mas

generales donde aparentemente no se trata de negar la existencia
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de mecaniamos reguladoreg sino de relativizar su importancia ¥y

efectos sobre las poblaclones.

Halirston, Smith y Slobodkin en un articulo publicado en 1960, ¥

basandose en algunas observaciones de caracter universal, proponen
la existencia de métodos de regulacion caracteristicos para cada

nivel tréfico. Los descomponedores, productores y carnivoroes

estarian !!mitados por el alimento y para los herbivoras el factor

serian los depredaderes.,.En ambos c¢casag la
la densidad.

iimitante fundamental
limitacisédn actua de manera dependliente de
Objeciones i{mportantes a este planteamiento fueron formuladas por

Murdoch (1966) y por Ehrlich y Birch (1967). Las eriticas abarcan

desde las premisasg., argumentaci{en., conclusi{ones, hasta la

metodologlia.

La argumentacidédn de Murdoch s{ bien no nlega la existencia de

regulacidn en las poblaclones naturales, cuestiona el caracter

limitades de] concepto de recurso entendido exclusivamente como

alimenteo, ¥ la valldex
les permite a partir de ohservaciones en poblaciones o grupos de
nivel trafico en gu

de generallzaclones tan contundentes que

poblaciones extraer conclusiones acerca del

conjunto. Plantea la necesidad de definir una unidad de estudio.

Birch y Ehriich por su parte ponen mucho énfasis en descalifi{car
Smith y Siobodkln, desarrocllando

tipo de modelos

las afirmaclones de Halrston,

explicaciones alternativas. Polemizan c¢on el

usados para estudliar el "coentrol”™ poblacicnal, planteando gque

éestas deben tomar en conslideracién los cambios caonstantes en los

tamaWos poblaci{ocnales , lag fluctuaciones aleatorias en las

condiciones mediocambientales, v el comportamienta de las

poblaciones leocales. Para lograr {ntegrar todo este tipo variables

es8 necesario desarroliar modelos estocasticos.El concepto de
la densodependencia en la regulaclen de

(Strong,D. 1004 Y

“vaguedad"” o debiflidad de
poblaciaones es planteado en articulos recientes
aparentemente retoma algunos argumentos desarrollados en el
articuleo de Ehrlich v Birch (1867). Plantea que la (nfluenclia de
los parametros poblacionales es con frecuencia
con efectos mAs marcados en Jlos

la densidad sobre
deéebil, intermitente o discaentinua,
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argumnentos desarrollados en el articulo de Ehriich ¥ Birch t1967).
Plantea que la I{nfluencia de la densidad sobre los parametras
poblacionales es con frecuencia debil, intermitente o discontinua,
con efectas mas marcados en ios valores extremos de densidad,

y actuando principalmente otros factores coma et clima,
heterogenelidad del medlio, edad, etc, a densidadesa intermedias. Asi
propone representar con mayor fideiidad los fluctuantes cambhlos

en los tamafijos de las pohlaclones naturales e Incluso los casos de
extincién. Define el concepto de "densidad expliclita”, entendliendo
con @ste término los factores densodependientes que actdan a
densidades muy altas, poco frecuentes en peblacicones naturales,
donde se debll{tan artificlalmente la influencla de factores

medicambilentales.
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Algunoxs comentarios acerca de la revisidn bibliograrica

Varley (1863) retoma la vieja discusion que desde posiciones
antagédnicas mantuviercon Andrewartha y Birch por un lado y
Nicholson por el otro. Plantea que en ambas poslciones existen
argumentos validos e intenta conciiilarlos aclarando el usc de
clertos términos y eapecificando su alcance ¥ signitfticado.

Asi plantea que la palabra "control™ en el sentido utilizade por
Nicholgaon es un proceso estabiiizador, dependiente de la densidad.
Para este proceso Varley preflere usar la palabra regulaclén,
acuffada por Kuenen {(1858), Klamp (1962) y Bakker (19B64)que
detinimas al princlipio.

Distingue dos procesas diferentes : la determinacién de las
tamafos poblacionales, que efectivamente esta dada por factores
climaticos, abundancia de recursos, enfermedades, refuglas, etc, ¥
la regulacidn de dichos tamafios que estad a cargo de los procesos
dependientes de la densidad, que actuan sobre las tasas de
mortalidad, natalidad, emigracidén e inmlgracien.

Hemos podldo observar a través de esta revisidn de trabajos. que
las poblaclones ya sea en condiciones naturales o experimentales,
poseen mecanismos homeostaticos vya sea frente a las limitaciones
impuestas por su medio ambiente, como a su propla capacidad
reproductiva.

Es claro también gue sobre ellas actitian fuerzas Independlientes de
la densidad, cuya accidén no tiene relacién coan el numero de
individuos que ocupan clerto espaclo, y son precisamente qulenes

pueden determlnar los tamaMos poblacianales,

Evidentemente existen otro tipo de fuerzas., cuya acclion st depende
del tamafic de la poblacldn y cuvoc papel es potencialmente
"regulador”,

Pensar que los factores gue actdan de manera Iindependliente de la

densidad come las heladas, tormentas, sequias, etec, pudleran tener
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un efecto regulador, seria suponer una distribucidn de
probablilidades de catastrofes de varlada intensidad. (Hutechinson,
1001 '

En cuanto a la afirmaclon acerca de que la mayoria de las especles
son escasas en la naturaleza y por lo tanto dificllimente agotan
susg recursos, podemos plantear que ademas de que los recursos
tamblén pueden ser muy escasos, no g2lempre son utilizables por !os
organismos e inclusive pueden no agotarse ¥ sin embargo
constituirse en factores l{mltantes.

El proplo Nichoison (1957) planteaba que los factores que
"goblernan la densidad de una pobilacion”, tales como la
disponibilidad de allmento o de espaclio, no necesari{amente son los
mismos que aquellos que determinan su distribucidén, tales come el
clima, la intensidad de ataque de depredadores generalas, etc.
Egta afirmacidén es Iimportante porque de alguna manera hace
explicita J1a idea qQque luego desarrolld Varley (1863) en cuanto a
la separacién conceptual de los términos "determinaciéan™ y
"regulacléen™,

Para efectog de este trabajo lo gque pretendo subravar es que la
axplicacidn de muchos comportamientos dinamicos que presentan
cliclos aveces irregulares y hasta cadticos. puede radicar en los
valores de los parametros blolédglicos de la pablaci®dn como las
tasas de natalidad y de meortalidad, que a su vez estan en estrecha
relacién con las densidades poblaclonales aleanzadas. Por atra
parte, tomande comoc base los ejemplos cltados c¢reemos que es
posible plantear que los efectos dependientes de la densidad en

un gran numero de casos se dan en una séla clase de edad o estadio
de desarrollo o en mas de una consecutivas.

El punto de vista de que la natalldad. mortalidad o migracien
densodependlientes juegan un papel Importante al contribulr a ia
establlidad de las poblaciones, se ha estudlado en los ultimas
affos y han aparecido en la literatura ecoldglca una serie de
trabalos que abordan el tema con modelos que utilizan lag
ecuaciones en diferencias, ya que permiten describir el complejo

comportamiento dinamico de las poblaciones. Aparecen modelos que
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ya sea cuantifican la dénsadependencia como los de Uliyet
(1850),Varley ¥y Gradwell {(1963), Hassell y Huffaker (1369) y
Haasgsell, Lawton y May (1976). como aquellos que describen su

funcidn reguladora como los de Cook 119631, Pennycuilk, Compton y

Beckingham (1968), Varley y Gradwell (18688), Usher (1972), Maynard
Smith y Slatkin (1973), Varley,Gradwell y Hassell (1973), Hasgel]
(1875,

Belilowa (19813 realiza un detallado andiisls de las propledades
descriptivas de diferentes modelos con densodependencia,con
poblaci{ones no estructuradas, generaciones discretas y descritas
a traves de ecuaciones en diferencias de primer orden,

May y Oster (18976) hacen una resefia de los principales modelos de
ecuacliones en diferencias, llustrando con un caso particular, la
logistica discreta, el comportamiento dinamico gque va desde un
punto de equillbrio estable, a través de una secuencia de
bifurcaciones dentro de clclos estables de perfodos 2, 4, 8 y
tinalmente cayendo en un aparente caos.

Estos resultados de enorme riqueza dinamica nos 1llevan a
reconsiderar el clasico concepto de regulacldan dependiente de la
densidad. entendida como los camblos en los tamaFlios poblacionales
dirigidos a mantener las condiclones de "estabilidad" de las
poblaciones.

En este trabajo se evitara el uso del término regulacidn gue alude
inmediatamente a la fidea de estabilidad. Nos referiremos a los
camblos densodependientes en los tamafMos peoblacionales.

En respuesta a los comentar{os acerca de la "vaguedad de 1a
densidad™, de la necesidad de desarrollar modelos estocasticos que
incluyan promedios de varlaciones en los tamafios poblaclonales v
en las condiclicnes ambientales, pensamos que el ocbhjetivo es
modelar la dinamica de las poblacliones con la herramlenta mas
sencl!lla gque se pueda., aqui se propone preclsamente un modelao
discreto, no lineal,.

Como se menciona en el Capitulo I, el efecto de la estructura de
edad sobre laz dinamica poblaclional ha sido investigado por varlas

auUtores f{(Lewvis (19P42), Leslis (1943.ap4®). 5in embargo en estos
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madelaos los coeficlientes de fecundidad y sobrevivencia se
mant{enen constantes y asi 2] comportami{ento del sistema dependera
de los efgenvalores de la matriz. o sea del valor de su tasa de
reemplaza ( A ), detl vector proplo derecho ( X ) o vector de las
proporcliones estables y del vector de los valeores reproductivos.
La aplicabllidad de tales modelos a la dinamica de poblaciones es
muy restringida, sera adecuada s&lo para aquellas situaclanes en
las cuales podamos suponer que las caracteristicas demograficas
son lndependlentes del tamafio de Ia poblacidn, del tlempo y dal
espacio, Estos modelos pueden aplicarse a lag primeras etapas de
colonizaclan de una especle Invasara, donde n! los recursas nl el
espaci{io constituyen factores limitantes,

Lesile (1848) constdersd varlas si{tuaci{iones donde los elementos de
la matriz M eran funcicnes de la suma del vector de pablacidn 5.
y produjo as!{ un comportamientc poblacional gimtlar al
correspondiente a la ecuaci{én logistica. Observd clerto
comportamiento osci{latorfo antes de alcanzar el equilibrio, Ila
extengldon del comportamiento ascllatorioc dependia de la estructura
inicial de edades. Los trabajos de Pemycuik, Compton y Becklingham
(1958) dieron por resultado oscllaciones estables, sin alcanzar un
eguilibrioc. Usher (1272) también modeld varles tipos de
comportamiento oscilatorio.

El modelc gque se desarrollara a continuaclién es un modelo
estructurado, en el cual se Incorpora un parametro peblacional que

varia en funcidédn de ta densidad.
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CAPITULO III

PLANTEAMIENTQ DEL MODELO

Premisas del modelo

En el capitulo |1l se ha procurado exponer los argumentos mas
importantes acerca del fendmeno de la densodependencia, asi como
también gse han seleccionado algunos elemplos que repregentan cada
uno de los mecanismos reguladores gue pueden desarrollarse en las
poblaciones. Se recurrio precisamente a dicha revisi{ion
bibliograrica para plantear las premisas del modelo. En primer
lugar, aungque no sea el propoesito de aeaste trabaio dlluctidar la
polemica existente en torne al tema de Ila densodependencia,
existe suficlente evidencia de campo y de laboratorioc come para
justificar el desarrollio de una herramienta que puede ayudar a
interpretar datos censales y describir el comportamiento dinamico
de ciertas poblacianes.

LLa primer premisa de la cual parte el madelio es que exigten
cambios en la mortalldad ¥ la fecundidad dependlientes de |a
densidad. Otro aspecto que también fue extraldo de la revisison
biblieagrarica, es gue las cambios densodependientes por lao
general se dan en una o varias de las categorfias en las que se
divide la poblacien.

Para decidlr camo y dénde introducir la densodependencia, se
recurri<$ a los ejempios de campo v de laboratorio., estableclendose
que en este modelo la regulacidén ocurre sobre la tecundidad. El
eriterio de estructuracion escaogido fue entonces la presencia o
ausencia de regulacidn. Surge as! la segunda premisa {mportante
del modelo. la poblacion estard estructurada en das clases y el
factar de regulacidn densodependiente actuara sobre la fecundidad
de la segunda clase,

Ademis de egtas dog premisas partlculares del modelo, se comparten
las planteadas para los modeios con estructura en general. tales

como poblacion aislada, pobiacidn gerrada v medio homogeéneo.
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DESARROLLO

. Dado que los criterios de estructuracidn gquedan a decisidn del
investigadar, quien pcodra escoger de acuerdo a sus obletivas o
posibilidades. alguna caracteristica de 1a poblascldn que permita
dividirla en grupaos aijenas entre si, como es el caso de la
estructuracidn con base en la edad, tamafio, estadio de desarrollo,
diametro, etc. En el modeio presentade aqui el criterlio gque se
eiigid para estructurar la poblacieon, fue preclsamente el fendmeno
de densodependencia, del cual queremcs conocer su incidencia en la
dinamica de la poblacidn.

Se pretende llegar a establecer el espaclio de parametros en donde
se puede visualizar el comportamlento dinamlco de las poblaclanes
de acuerdo al wvalor de sus parametros poblaclonales.

De esta manera la poblacidn gquedara dlvidida en dos grupos o
clases, €@l grupo que no presenta mortal idad o natalidad
densaodependientes, ¥y al otro que si o presenta, El vector de

poblacidén tiene dos elementos:

Se obtiene asi la matriz de provecciean lineal mas simple, con dos

clases, ¥y cuatro parametros gque la deflinen: a, b, ¢ ¥ d.

[

bix )
i

[ od

Se interpreta cada uno de los elementos de 1a matriz de acuerdo a

su posiclén en la misma. asli el elemento a ubicade en el primer
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rengiceon, primera columna, representa el aporte de la primera clase
a 51 misma., En este modelo consideraremas que no hay fecundidad en
la primer clase y por lo tanta el parametro a representa la
permanencia de log Individuos en la clase al! cabe de una unidad de
tiempo.

El parametro b , representa el aporte de l|la segunda clase a la
primera, Esta contribucién a la primera clase en una unidad de
tiempo s&lo puede ser posible a travées de la fecundidad de las
hembras de la segunda clase. Este parametro sera preclsamente el
que presenta |la densodependencia.

De esta manera ubicande cada elemento en su posicién matriclal
peodemos definlr su signitficado biologico ¥ su dinamica. Existen
muchas posibilidades de plantear la densodependencla, ya sea can
respecto al tamafMo de |a poblacion en zu conjunto, o con respecto
a algun grupoe o clase en particular. En este modelo y basandonos
en los datos de tablas de vida de la bibliogratia hemos
considerado que el mecanlismo regulador densodependiente debe
actuar sobre la fecundidad de la segunda clase. y estara en
tuncicon del ntmero de {ndividuos presentes en la primera glase,
Uno de los ejemplos de campo al cual podemas remitirnos de
inmediato se cita en el capltulo Il v es el caso reportado por
Begon ¥y Mortimer (18381) acerca del! efecto de ila densocdependencla
sobre una peblacidén de langaostas (Chorthippus brumneus! deonde las
hembras reducen la tasa de gvoposician cuando |la densidad de
huevos es muy alta ¥ no encuentran liugar suficiente y adecuado
para depasitar sus huevos. En este ejemplo el factor limitante son
lcs gitiag de ovepeslicicdn y los camblos dependientes de la
densidad de las huevos afectan el parAmetro de fecundidad de laos
adultos.

Se trata entonces de escoger una funclén decreciente, cuya
comportamiento sea aceptable desde el punto de vista bicléglico ¥
que sea relativamente sencilla. La funcidn gue satisface estas
neces {dades es la funcion expanencial negativa.

El parametrc c representa la contribucliéon de la primer clase a
ia segunda, por lo tanta expresa la sobrevivencla al caba de una
unidad de tiempo de las hembras que estaban en ia primera clase y
que lagran pasar a la segunda clase.

Por ultimo el parametro d seri el aporte de la clase dos a si
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misma. La forma de contribulr a la segunda clase estando an ella
al transcurrir una unidad de tiempo. es permanecer en l!a clase. Al
escoger una unidad de tl{empo suficientemente grande podemnos lagrar
que ya no haya permanenci{a en la segunda clase ¥ por lo tanto
igualar a cero este parametro.

La matriz A finalmente tiene la forma siguiente:

Para fines practicos trabajaremos coan la matriz B que se obhtine
por una

transformacidn de similaridad de la matriz A. La similaridad se
logra mediante el cambio lineal de coordenadas representado por la
matrtz H y B = HAH*' .,

La nueva matriz B gqueda de la siguiente forma :

Se debe aclarar un abusce de lenguaje y es gque, en real ldad, las
varlables X, ¥ ¥, ¥a no son propiamente las mismas, sino que san
lag transformadas por H.

Per su estructura B es mas facii de anallzar que A pues tiene
sdlo dos parametros y por ser semejante a A + tendra el mlsmo
polinomio caracteristico ¥ sus vectorés propios son las
transformaciones, bajo H, de lzz de A. Por lo tanio ei
comportamiento dinamlico de B es completamente equivatiente al de la

matriz A. {(Vver apendica)

Tal como se planted en el capltulo anterlor, si efectuamos el
producto de la matriz de proyeccidén poblacional que acabamaos de
describir., por el vector de distribuclén de la poblacldn al tiempo
t., obtendremos el vector de distribucién proyectado una unidad de

tiempo.
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_af b 6xp(-xn x x
RS Ch Y Je Y Jtea

" ‘Este proddcto lo podemos expresar de la forma de un sistema de dos
ecuaciones en diferencias de primer orden:

X = a x‘ + b oxp(—x") ¥

L+l t

Yier T %
Donde &l numero de hembras de la primera clase al tieampo
tvt, tendra dos aportaclones :
1) Las hembras que permanecen en la clase al cabo de una unidad de
tiempo.
2) Las hijas de las hembras que estaban en la segunda clase al
tiempo anterior. Este elemento no s constante, pues el parametro
b esta afectadoc por la funcidn exponencial negativa que {ndica la
densodependencia. Por lo tanto a medida gque aumente el numero de
hembras en la primera clase., disminuira la fecudidad de las
hembras de la segunda clase, afectando as{ el tamafho de la primera
clase al tiempo siguiente.
Se puede ahora reducir este sistema de ecuaciones a una so&la

ecuacidn de segundo orden. la cual sSe usara a menudo

x = a X + b expl{-x
v P J'Cl X

t+d t—1

En esta escuacisen definimos el numero de hembras de la primera
clase en el tlempo t+«1 en funcidn de la fecundidad y permanencia
de las hembras de l!a clase uno al tiempo + ¥ de la fecundidad de
las hembras de la segunda clase. Este udltimo componente lo
exprasamos en funcidén del numeroc de hembras en la clase uno al
tiempo t-1 , o lo que es lo mismeo el numero de hembras de la
segunda clasa al tiempo 1,

Vale la pena recoerdar gque tanto las variables como los parametros
no son los originales, sino los de una hipotéetica e inexistente

poblacidn equivalente con el mismo comportamiento dinamico.
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Analisis de leos puntos de equilibrio

Ei valar del punto de equilibrio, o sea el valor al cual la
pobliaclién alcanza la establilfidad, o podemos calcgular
algebralcamente. Cabe aélarar que nos referimos a la estabi{lidad
numérica del vector de pobliaclédn ¥y no al vector de proporclones
aestables planteado en el modelo de Lesllie.

En el equilibrio se cumple que :

¥y calculamos

L d -
X = Fix )

donde F(x) es la funcldn con la cual a partir de les valores de x,
v xl_* ., obtenemos xt,t H x“l = F ( xL, xl_‘ y

En nuestro caso corresponde a la ecuacidn (13

14 =T a x + b e -
[ [} xp xt) xt-t

En el egquilibrio tendremos:

- - - -
® = a x + b exp(-x 7 x {23

-
Donde x es @l punto de equilibrio de perlodo 1, pues s=2 obtiene
al iterar solo una vez la funcién x° = F (x‘i

El valor de X" io obtenemos dividiendo ambos miembras de (2} entre
-
x -

1 = a + b owp(—x.‘:
1 - a=05> .xp(—x-!
1 - a -

sxpl=~% 3
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In = «y

x = [n {3

a b oxp("xt) ® ' x
1 a Y I Y Jeer

En el equilibrio: Mn = n

En el equilibrio, al aplicar la matriz de proyeccion al vector de

pobtlacien, obtenemas el mismo vector poblacional. 0 sea gque la
pablaclan se encuentra en estado estacionario, siende la tasa de
reemplazo igual a 1.

- -
Por 1o tanto: M n ~ n = O

Se quiere ahora encontrar la sclucldn para la cual se cumpla gue
matriz de proveccldn menos la matriz {dentidad. multiplicada por
gl vector de poblacién sea igual a cero.

(M - 1y n'= 0
La solucién trivial seria aquellia en la cual el vector n* fuera

o]
igual a cero., o sea el origen : a
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l.a poblacien es rechazada por el (0,0),ya que s1 partimes de
cualquier punto muy cercano al (0,0) la tendencla sera alejarse

del misma, por lo tanto es un punto de equlilibrio inestable y sin
embargo es fuertemente regulada por arriba.

Nos Interesa conocer para que otros valores de x. e y. sncontramoes
una scglucien fgual a cero.

Para ello hallamos e] determinante de l|la matriz de provecclidn, menas
matriz !dentidad ¥y despeiamos el valor de x para el cual se anula

el determinante:

a - 1 b oxp(‘XL
1 -1
det (M = 1) = (a = 1)(-1) - b oxpt-x) = 0

Despe jandc el valor de x* . obtenemos:

~(a - 1) - b ;::p(-)(‘) = 0
1 - a=b expl-x )
1 - a = b
ethxt)
b

1 - a

4
.up x!.)

Asl obtenemos gque el valor de x" es in

Dado gue a8l modelo plantea wuna poblacidn estructurada en dos
clases., exlste la componente y, En e] caso del eguilibrio de

perlodo 1, coma antes definimos significa ¢
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La clase y, en el aequilibrio coincide con el valor de ia clase L
por lo tanto i o :
. - . b
¥ = in
! - a

En e] diagrama de fase los puntos nas van dando Informaclidn acerca
de jos diferentes estadios gque va atravesando la poblacidn a
medida que transcurre e! tiempo. E! eje de las absclsas representa
los valores que va tamando la clase ¥ ¥ el ele de las ordenadas
los valores de la clase y¥. En el equillbrio tenemos el siguiente

diagrama de fase:

¥ .

F /

P n+ocl vilibrio .
i (7] \Le. ei/ /

PR B ) <
. e e I i ]
X
Fig. B Espacio de fase, a = 0.25, b = 1,2,
Se observa que ambas clases convergen hacia un valor de
equilibrio,correspondiente a in b .

1 - a

En la figura 10 se muestra la convergencl!a hacia un valor estable
en el plano de x vs. t.

En los siguientes diagramas de fase se observa el debilitamiento
del poder de atraccidn del punto de equllibrio, la convergencla es
cada vez menor conforme aumentamos el valor de! paratro b.

Finalmente e! punto deja de ser un attactor estable vy sucede la
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primer bifurcacion apareciendo dos nuevos puntos de equilibrio que

actuan como atractores estables de perlodo dos.

Flg. @ a) Eepoacico de fase, b = 2. 4. Nc se cbmerva convergencia

hacia un punto, sino hacia un intervalo en terme al valor de

equilibrio.

F'.lg. O b) Kepacio fase, b = 1. 4. Aparecen das nuesvonh Punlos de

equitibrio entre les cuales oscilan los tamafos poblacicnales. EL
valor del parameitrc a se fijd en o. 23,
Y
L J.-—-"' .
“.‘u M .. . -
o - i/ —a 1 J
X,

51



Fig. 10 Plano de x wvs t. Hey convergencia hacia un valer ectlable

rgual a Ln b b = 1.2, a = o.253.

1 - a
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Analisis de la estabilidad del punto de equilibrio

Linealizamos ®] sistema con el

en la vecindad del punto In

-
Le llamaremos n al vector

i
[]
"
—
- x
*
—
it
™S b
3 3
[
-2
1
-]

A partir de ilas funclones

"

r‘(x.y) 2 x + b supt-x) v

"
x

fz(x.yl

Obtenemos las derivadas parclales y canstruimos

Jacobi :
g 11 = a + b v{(-1) exp(-x)
a x

?
g f2 - !
o X

a - by exp{-x)

D =

fi.fz 3

correspondiente ai

objeto de analizar el
b

1

= a

b expi-x)
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Ahara'la.evaiuamos en el punto de equilibrio v cbtenemas:

a - b['.:-.—-b— }au.—. [-'-n = ] b exp ["‘“—k:-:;—]

=

’ ;f:Jz

Simplificando obtenemos:

anfz

Le restamos A !, para calcular la ecuacidn caracteristica

1 - a
["Di‘1.f2 T '\l] -

De donde el polinomioc de segundo grado es :

_‘A_z = [a - (l-alin ].‘. - (1-a) = 0

1-a

Hacemos el cambio de variable donde:

b

2 = 1n

l-a

¥y sustitulmos, despelando el valor de A
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a - ﬁfl-a)ﬁ”!a-ﬁ(i—a)]z + 401-a?
A= -

-

En el caso unidimensional el efgenvalor de ja funcién F en el
equilibrio carresponde al valor de la pendiente de la rfuncién en

su intersececlon con la recta de 457,

d F
A= 4 N -
N=N

Este multipiicadar en N. (punto de equilibriol), determina la

estabilidad lecal del punto de equilibria. SI A < 1, el punto es

un atractor. cuande A = 1 el equilibrio es neutralmente estable y
en el caso de ser A > 1 el punte de eguilibrio es {nestable. (aay
v Ostera9?ch.

Analogamente al caso unidimensional A es el multiplicador de la

matriz de Jacobl ¥y acotaremos su expresion fgualandola a -1

can el objeto de obtener el valar del parametre b para el

cual el eguitlibrio de periodo 1 se vuelve fnestable.

lgualamos A a =1 :

/
fa-pc1-a)1* ¥ ta-@1-a33% « sct-ay |,

-
Fra

v ta - (1-a)3 1° + 4 (1-a) = - £2 + a - Acl-a)]
fa -~ (21-a)? 1T+ 4 (1-ad = - (2 + a - fAC1-a)1°
la - (1-a33 1% + 4 (1-23) = 4 + 4a - f¢1-a) + La - A(1-a) 1°
{1 - a ) = 1 + a - F{l~-a)
-2 a = -2 (1-a)



1=
n b . 2 a
: 1 = a 1 - a
b exp ( 2a/l-a )
1- a

Despejando el paré@atra b

b= ( 1-a Yexp{ 2a/1l-a ) t4)

Para este valor del! parametro b, se plerde la estabflidad

punto de equilibrio de perliodo 1.

Z nuevea a.qui‘i brios

Fig.1l1l Eupacto fagce, donde b = 1.4d9, a = o, 253, s
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Egstamos ahora en caondlclones de comenzar a degscribler el espaclao
de parametros, espacio en el cual cada punto reprasenta una

pochlaclidn con ciertos valores de a ¥y b que la caracterlizan. La

frontera superlaor de la -ona de establlidad de perfodo 1 esta dada

por la ecuaciéan (4 ). La otra frontera la obtenemos a partir del

- -
valor de x ay H

Siendo o

ln ——

1-a

entances 1 - a > O por lo tanto,

O < a <1, el parametro a siempre sera positiva y menar gque 1,
dado que es un parametro de supervivencia y ademas el valor de x"
debe ser positivae. La permanencla en la primera clase tomara un
valor constante en el tiempo.

El parametro b siempre es positivo y mayor gque (1 - a). Aguellas
pobliaciones cuyos parametros a y b estén comprendidos en €1 Area
Ilimitada por la rfuncion b = (1-a) exp(Zasi-a) v+ alcanzaran un

valor de equilibrioc estable de periodo uno,

O

Fig. 12 Eszpzzie de pearémsirczs. Lz funcién b = (1-a) oxp(2as1-a)
delimita la fronlera de la regiédn de squilibric de periedo uneo.
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Cuando el parametrc b se Iincrementa mas allad de este valor. el
punto de eguilibrio X se vuelve inestable. Esto significa gque en
lugar de ser un atrscter, las poblaciones cercanas a ! se alejlan
y empiezan a osclilar entre un vajor grande de w y otro pequefio
y‘.. o sea entre dos puntos de equilibrio de perlodo dos.

En terminos bicioglcos, dirlames Jue una pohlaclen peqguelfia se
reproduce mucho. A la sigulente unidad de tlempo, debldo a los
efectos de ta densidad poblacional., su fecundldad bajla
notablemente y la poblacion vuelve a ser pequefia. Esto se traduce
en una oscllacliaen de perlodo Z. A los valores en toarna a las
cuales oscila ta poblacien . se les denomina puntos de egquilibrlio
de perfodo dos.

En el planc fase se observa aglomeraciodn en torno a dos puntos

(Fig.13).,

v
i &«
e
I '
<
‘ ' ' ' %
o
o O —_—, Rintos de
] equilibrio
" O

Fig. 13 2a) Espacio faze, b = 2.3, a = 0.25,
B) b = 7.8% Equilibric de pericdo des.
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En general un punto de equlillbrie de orden n. es aquel que

despues de n iteracliones de la ecuacion originatl (1) vuelve a caer

en el mismo punto.

Podemos definir el equilibrio de periodo 2 como el estado en el
cual e! tamafic de la pobiacion al tiempo t es igual al tamafio al

tiempo t+2 :

Luego de dos iteracliones de la funcidén se alcanza el mismo valor.

»® = F (Fmxn

Donde x corresponde al punto de equilibrio de periodo 2. Al
aplicar estes concepto a nuestro modeio y partiendo del ariginal

sistema de dos ecuacliones

Praoyvectamos ] sistema una unidad de tiempo

X = a x + b - )
1+2 tet SRR =X, 7 Xy,
= + sp(=-x 1
yt’z a x, b gup( X 1 ¥,
Dadoc gue en el equllibrio Kiea = ¥,» Ppdemos sustitulr dichos
-
valores por x
> . b -
X = » -
& x"i + axp( xt") F
- - - - -» - -
v = a X + b axpl-x ) oy
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Quedan definidas asi dos funciaones Fix,y)=
Despelamos v*"  de

El valor

Fix,y? y Fly.»)

O v Fly,.x) = O

la segunda ecuacidon :

- - - . - . -.
b's - b axp(-x Y oy = 3 x

- - .- .y
¥ (1-b eupi{-x ) = a
- - - -
Y = a x

de x°© sera ia interseccion de las graficas. Notese

son simétricas con respecto a la recta vy = x.
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Analisis geometrico de la primera bifurcacion

Se abtuveo 'la funcidn que determina les valores gque va tomando la

clase y estando en egquilibrio de perlode daos.
Esta funcion rfaclimente la podemaos graticar obteniendo en el
egpaclio de fase tadus aqueliocs puntos para los cuajies la s=segunda
La poblacion en su conjunto estara en

lo esten. Dado que la

clases

implicita
la recta de AS.
corresponden

clase esta en equiliibrio.
cuandc ambacs
aobtenemnos a

equillibrio de periodc dos
* es una tuncloen la

*

-
funcion que deflne x
ta funcion v. sobre

partir de la imiAgen de
Los puntocs en los cuaies se intersectan ambag curvas
a ﬁos puntoes de eqguilibric. Cuando el valaor de i parametroc b es
‘menor 6 fzual al ismitte de =1 egtabllidad del equilibrio de
I = Aldsupil Aarsl - a), entonces sa obtiene
. O sea el

<

o sea b = i

perisdo unae.
un solo punto de interseceldn correszspaondiente a2 &n
’ l-a

punts de eguilibrio de perifodec uno.

1 Yix),
; .

S,

IMINTn YRR ON**) oy oIo wmagsn x**®{y**), E! puric
equilibric de peri b = z.4.

Fig.14 unzis

de imiersecciin correspornde al
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Al aumentar &l paramewro b aparecen dos nuevosg puntas gue

corresponden " al equiliibriec de periodo dos. Conforme se
incrementa el valor dei parametro b los puntcos se aiefan wuno del
" otro, TR S

Q) I

Fig.15 a b= 1.9, ae observan  tres  pumtos de LAleraeccLom
corresponchentez al punto trestable de periedo une v los dos ade

rericodo doa,
b b= 2.3,
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Fig.

16

Plarno X vs t. Para un valer dal parametrs

poblacion se estabiliza en
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Filg. 17 Espacio lame para diferentes valores del parametro b. el
paramestre A se fLjd en o. z2

a' b = 2.5 Equilibric de periode ocho.

b) b = 12. ¢ Equilibric de periodo diecimers.

c) b = 19.3 nfinitos puntes pericdicos. Se f(orma el atracter
extrafio correspondiente a un régimen cadtico.,
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Fig. 18 prlonos sorrespondientes o X vs t parc difersntes wvalores
del porametre b
a) pPeriocdo cuatra. b = 8. 18
b) periodo oche, b = 11.9
) Periodc dieciseis, b = 12. ¢
d) cace, b = 22
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Puntos de equilibrio de periode cuatro

De acuerdo a la definicion. el punto de equlilihrioco de periodo
cuatro es aquel gue después de cuatro iteraclones de la funcidn,

el resultado vuelve a caer en el mismo punto.

t Lt+a L+3 te2
Dado que
b = + = -
t+2 a xu-n b expt xu;) xt
= a b -
Yt_z : . _xL * @xp _x‘} Y,
¥y por |o tanto :
xt—a = a Xz * b oxp(-x“z) Yoo
= + b - )
y\.-ws a xt¢l. oxp xt-uj xL

Finaimente luego de cuatro iteraciones de la funcion. se obtiene :

X = a + b oup(- ]
1+4 L+3 Pi=¥ .3’ Ytea

¥ = a x + b expi-x I
(e te2 |4 tez T rez

5] desarrollaramos estas ecuacliones sustituvendo en cada teéermino el
valor correspondiente de x, . s= hnaria svidente 4= necesidad de

buscar otra alternativa de anaiisis. LDada la dificultad para
resolver analiticamente estas ecuaciones, recurrimos a ta
simulaciosn numerica con el objeto de definir en el espacio de
parametros ias zZonas correspondientes al egquilibriao de periodo

dos, periodo cuatro v sucesivos, Numericamente se¢ calguiaron

-

los valores del parametro b en donde se origina un cicio o* ¥y 2
para diferentes valores del parametro a, partiendo desde a = |

hasta a {gual a 0.7.
Can los puntos obtenidos se trazaron las fronteras que deiimitan

[-T-]



en el espacloc de parametros. las regiones con estabilidad de
pericdos 2, 4, ¥ 8. Dichas lineas, al igual que la frontera
correspondiente al periodo  unao, obtenida de la funcion
b = (l-alexpt{las/l-a) , se hacen asintotas cuando a iguala 1a
unidad.
;A
. {a/ ..-F'F
- P
. b ,-"'._.—" rlf‘
.r”.r"'- K
L. s K
e -
e At e T .
o i it S __/.d'
_-—‘-J—.-’--
| —_
" o M'._ Il T
o

F'ig. i9 Eigadiis A parametros. Fronteras COreRpondientea a Las
regronea del equiltbrio de periodo ung, doe, cuatro vy eocho.

La aparicion de orbitas pericedica
medids que crece e] parametrs b e
de! sistema.(Flig.17 y 18>

Los valecres del carametro b para

vuelve repulscra v se duplica ei

puntos de bifurcacion del sistema

En la Fig. 20 se muestra el

67

diagrama de bifurcacion del

S cuvo periodo se dupliica a
S una caracteristica relevante
los cuales la orbita atractora se

periode, se conocen como los

sistema,



dande'se grafica en las abcisas los valores del parametro b y en
ias ordenadas |os correSpondientes atractores de 1a orbita.
Selfljé el "parametro a an Q.25 v se observan las suces{vas
bifurgaciones de! sistema.
Para "0.75 < b < .46 existe un unieco punto de equlilibrice fgual a
In b .

‘1 - a

'Para- b > 1,458 este punto comienza a ser repulssr, pero aparecen
tdos nuevos puntos de equilibrio de periodo dos gue son atractaores
para los valores de l.48 < b < 7.69.

En b = 7.68 aparece una &rbita de periodo cuatro atractora gque
‘perslste para 7.69 < b < 12, En el wvalor de b = 12 la <&rbita de
periodo cuatro se convierte en repulsaora v aparece una orhita de
periodo ocho gque persiste para 12 < b < 12.85.

El preceso continua hasta alecanzar un cierto valor de

b donde existen una infinidad de puntos perioadicos v se conoce

como lta primera ventana casotica del sistema.

Fig.20 bpuagrama de bifurcacién.a = 0.29. b toma wvaloras entre 1 v

4
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Feigenbaum (1978). sefald que los valores del parametro para
les cuales hay bilifurcacloen convergen a un limlte bw para el cual
hay una {nfinidad de puntos pericddices, a traves de un proceso de
duplicaclian del periodo de la orbita.

Esta caracteristica de duplicaclian del pertodo es un fendmeno
universal v el valor de la constante T es e| mismo para una amplia

clase de funclones ¢ N, T Rxo-oc ™" ., donde T = 4,669202...7.
Basandonos en este teoréema se {ntentd calcular la frantera
correspondliente al cags en el plano de parametros, E]l Intenta
fracase por dispaoner de valores del parametro b correspondientes a
las orblitas perledizas mas baias, cuando el teaorema se aplica al
limite de la sucesisn (bn) cuande n tiende a ™ ., AUN asi, se
obsarva claramente en el diagrama de bifurcaciones la zZona de
transicion al regimen caotico.{Fig.21)

£l intervalo « bw . 48 3 de la Fig.20 contlene un nimera infinita
de subintervalos para los cuales existe una érbita periodica
atractora, algunas particularmente conspicuas se comentan mas
adetante.

Para los valores de b » 44.8 aparece una orhita de periodo tres.

Fig. 21 Dragrama de bSifurcacionres.,a = 0,25, «l paramstro b  tema
valsres onire 1 v 13,
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Se escogld un valor del parametro b carrespandiente al {ntervalo
antre la primer acumulacisn de bifurcaclones ¥ una de las ventanas
pericadicas mas conspicuas, can el objeto de constatar el caos.
Comenzaremos por revisar los principale=s rasgos del regimen
caédtico. En el regimen cavtico no exlsten arbitas perliodicas
atractoras, perc sl una infinidad de orbltas periddlcas
repulsoras, © sea que ¢l coniunto de los puntos pericdlicos es
denso. (=Zastre 3y M. tves) Puesto gque las 9rbitas son repulsoras y
densas, las trayvectorias de los puntos gque no pertenecen a las
misamas recorren practicamente todo ei Intervalo [0.,11. se dice que
el sistema es topologlicamente transitlvo (Sastre y M. 1088
Schuster,1P8e? . Esto significa que en su evaluclon la pablacgian
recarrera practicamente taodos los estados posibles.

Por ultimo , el tercer aspectoc seffalado es que las &rbltas de
puntos mMuy cercanos, <¢an el transcurso de las generaclones. S5e van
separando exponenclalmente, o ses que existe sensibilidad respecto
a las condiclones iniclales {(exponentez de Lvapunov
posltivos)(zchuziorasg4), En otras palabras, no se puede predsecir

a largo plazo el comportamiento de la poblaclian.

Para detectar el caons determintistico existen una serie de metodas,
en &l presente trabalo se practicaron algunas pruebas tales como
ta Transformada de Fourfer ¥ la funciean de autocorrelaclon.

La transformada de Fourler permite obtener una grafica de
frecuenclas cocnocida como el espectrc de patenclas, a partlr de
una serle de datos resultados de ia {teracion de 1la funclen para
clertos valores de los parametrocs a v b.

Se graflcsd el espectro de potencias en donde se distinguen las
sefiales periddisac de s coadtlica=. En fas prilmeras 1o0o= puntos se
acumulan marcando los valores visitades con mavor frecuencia
(Fig.23!). en caso de corregponder a un regimenrn cadtlco e] aspecto
de! espectro de potencias es una banda mas o menes {rregular con
picos dencsos en todo el intervalo, demostrando que el conjunto de

los puntos pericddicos es denso (Fig. 22).
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Fig. 22 Espectro de potencias, A
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Fig.23 Espectro de potencias para un valor del pardmeiro b

correspondiente al periodo cuatre, b = 8.3, a = o.295.

La prueba de la funciéon de autecorrelacion (ri(nl)) consizte en

observar el comportamlents de los sucesivos valores de la variable

r en una serie de tiempo. En este caso. a partir de la lteracidon

secuencial de la funclsn x = 2 ¥ + b sxpr-x X%
L+1 i L t=-1

una serie (xt‘n}para ciertos valores filjos de |los parametros a y

r 5 obtuvo

b. Se calcularcn los caeficlentes de carrelacien v s graflicaron
contra el incremento en n. Para el caso de fljar a v b en valores
correspondientes a un caomportamiento periddico se observe gque el
valor de r se Incrementa considerablemente (se aproxima a la
unidad) cuando n corresponde al periodo de la orbita o a un
maltipto de este (Fig.24). Sin embarge cuande tos pardmetros a ¥y b
corresponden a un regimen cacotico. los valores del coeflclente r
van disminuvendo vy oscllando de forma amortiguada en tormeo al cero
(Figs.25 vy 337. Se comprueba asl la ausencla de una orbita
periodica que se evidencie a traves de un valor de r cercano a la
unidad,
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n
Fig. 24 Funciwen de autocorrelocion, donde b = 1.9, a = o.as,

Se observa equtlibrio de periodo cuatre.

B T S O Sy A

n i

— .

Flg. 25 Funcion de autocorrelacién , donde b = 18, a = 0o.2s5.
5o observan los cecillaciones de los valores de I en torno
al cere que tipifican al régimen cadtico.
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Ez interesante sln_embargo.camparar egtog resultados con los
obtenidos a partir de una serle de datos compietamentes aleatorios
(Fig.an). ' '

1 KL
N
c.SE
-
K> -
-
5. 5 -
1 PIVEES WU TN TR [N ST NN ST SN VNNV WY SR NN N SN UHE W U S S TR W W R
L] S 10 15 =20 VWZS

Flg. 26 Fuhclon de autocorreldaciton comn una serie de datom
aleatorios. Los wvalorea de I zon muv btajos y ocscilan
irregularmente en ternc al cero.

En primer lugar en este casco la osclilacie¢n en torno al

cers es minima. los valacres de r siempre caen por debalo de Jlos
intervalos de conflanza . para fines practicos su vajlor es cero.
En el caos deterministico por 21 contrario, se observa cierta
regularidad en dichas osci{lacicones. se observan ciaramente en
figura 33.

Frecuentemente al aplicar la funcion de autocorrelaclion a series
de tiempo obtenidas con datas de campo. los resultados pueden ser
muy simllares a los obtenidos con los datos del modelo. En el
primer caso el comportamiento se Interpreta como una sefal
periodica debllitada a causa de! ruido provecado por factores
medicambientales. En el caso del maodelo agqul propuesto se trata de
un rasgo distintivo del caos determinictico, no hav ftuente de
ruido alguna v por lo tanto s2 observa exclusivamente la sefal

dinamica.
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A continuacicn se muestra el espaci{io de fase correspondiente a un
valar del parametro b fgual a 18 v un wvalaor de a igual a 0,25,

Se observa que tadas las trayectorias son atraldas hacla clerta
regian del espacioc fase. este conjunto atractor no periadico ecs
canocldo como atractor extrafio.

Una travectoria puede vis{tar todos las puntos del atractor en el
curso del tiempo, la =zegunda caracteristica {mportante &3 su
sensible dependencia de ias condicicenes inlciales,

En la #1{5.28 s& reprasenta un diagrama de xt vs., t para los mismas
valores dei parametro, en donde se puede apreclar €] caracter

cadtlico del comportamiento.

2ty '
I &

'

-
- {_ e——

Rkt L I g —.-

T e T T T Nt it x
_v 1 A 1 Y '
L] =3
J
Fig. 27 Espacio fase donde @ 2 ©.23 yv b = 1B, Se cbserva la forma

del atracior extra®o,
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x(t)'

Fig.28 bDlagrama de Xt s t. pars un valer de b= 1@

En el diagrama de bi{furcaciones (Fig.e0} aparecen tres ventanas
periodicas muy consplcuas, dos de ellias las ubicames en b = 158.8 v

b = 33.2, para un valor de a lgual a 0.25.(Fig.29 v 30)
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Fig.29 a)Eapacio de fose correspondients a un valor del parametro
igual @ 10. S¢ observa ceoncentracién de puntos en ciertos valores.

b) Espesirc de potsncias para el mismo

comportamiLento periédice.
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Fig. 30

al Espacio de fase b= 33.B, a=z .23
Ss observa convergencia hacia B8 punice de eqguilibrio.

b) Eepecire de potancias para los mismocs parameiros, las
frecuencias evidencian periodicidad
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Fig.31 Ampliacidm  del diagrama de biufurcacieres  donde  se
obgerva la wventana periddica El pardmetire b toma
valoreg entre 33 » 39,

Finalmente aparece una orbita de periodo tres, para un valor de!
parametra b lgual a 44.8, filjJanda a en .25 (Fig.33).

A partir de éste valor se entra nuevamente en wWn procedso de
bifurcaciones sucesi{vas de arden tres.

A continuvacion se muestran las filauras correspondientes al plano
fase para un valor cercano a la aparicien de la arbita de perf odo
tres, en la cual! se observa el atractaor extrafMo caracteristico del
caos determini{stico, peosterlormente con un pequefoc {ncremento del

parametro b se obzerwva en el espaclo de fase tres puntaos

atractores. (Fig. 32 v 33)

0 WLBE
79 EST’! ‘\:";‘Q"Q FS'. st Ttb&



R L

L=t L
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L . - ew oy -
L - 3
Fig.32 Eapacio de fase, a= o. 23, b= aas. Se mueslra wl atractor
extraio
Jom-tot, 2
L o
i 3 puitos de equilibrio
I
=
- X
N 1 PR 1 |
Fig.33 Espacio de fase. a= v.25, b=z 44.u. Orbila pertédica  de

pericdo treas.
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Fig.34 ©piagrama de aulecorrelacién correspondienie o un valor del
parameiro b de 44. Se observa gue loa valores del coeaficrternte r
son paulatinamentes més bajos y omcilan en Lorne al cero,

\
PL-..u)

R

Fig.35 E£speciro de potencias para lom muemou valores de a vy b.
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Fig. 36 £upectro de potencias correspondiente a una Arbute
pariocds tres. axz 0. 25. b:saaq, a.
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CAPITULO 1V

CONCLUSIONES

lLos dos primerocs capitulos del preseante trabalo corresponden a2 una
investigacien bibliografica v sistematizacicen del material reunido
gque Incliuve las principales conclusiones acerca de la evolucion de
la modelacion matematiza en dinamica de poblaclones,. asi caomo de
los princlpales mecanismos de regulacion dependlente de la
densidad que se han reportado en poblaciones naturales v de
labaorataerto,

En los afos setentas se Inicla el estudioc de modelos no lineales
en ecologia con los trabajos de May (1974,19768). LI v Yorke (137%)
v May v Oster (19787. A partir de estos trabajos se han
desarrollado modelos que representan dinamicas caomplelas,
Citaremos aifunos de los elemplos mas iImportantes de caaos en
modelos ecoldagicos. En primer términe el va ciiaslico modelo
desarrol lado po:r Mav v Oster (1976) cuvas propliedades dinamicas va
hemos comentado en el capltulc . HMay (1980 propaone un mpodelo con
dinamica continua v cbtiene un sistema de numero infinlto de
dimensiones a partir de una gcuvacisen diferencial con retarcdo.
Gitpin (1973) desarroila un models utilizande un slstema de tres
ecuaclones diferencliales gque representan €l crecimiente de tres
especies, un Jdeoredader v dos presas,

Schaffer 11987 trabaia con un sistema caorrespondiente a una
interacclieon pianta - herbivoro. donde Incluve fluctuacianes
estacionales en la zalldad de !a planta. Por ultimo sefMalaremos el
modeio de cuatro ecuacicones diferenciales gue descriven lza
Incldencia de clertas epldemias de enfermedades eruptivas como el
sarampisn (andsrssrn v Moy, 12820 .

El primer hecho relevante es &l gran potenclal de ezte tipo de
modelos para producir una divearsidad de comportamlentos dinamicos.
En nuestro casa se trata de un nodelo determinlistico. con dos

parametros libres, gue zonclbe una poblacidn estructurada v que es
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capd: de producir una variedad de conductas dinamlcas coma la

" estabiiidad de los atractores de periodo uno., dos, cuatro v
ocho,aparfecidn del atractor extrafio con una Infinidad de arbitas
perfédlcas'no atractoras y posteriormente una sucesian de
intermitenclas periodicas.

Este modelo estructura a 1a poblacidn en dos clases, con s&lo una
de ellas regulada por mecanismos dependlentes de la densidad.

La propuesta, ademas de facilitar el manelo algebralica., esta
sugerida por e! comportamiento de poblaciones reales. En &1
capitulo I menclionamos algunos elempios reportades coma 25 @]
caso del escarabajo Henosepflachna niponica. que mediante algun
mecanismo flsiblcgico controla la tasa de ovoposiclon en respuesta
a la densidad de huevas v al deterlore de las hojJas de las cuales
se alimenta. (ogusht ¥y Sawvada.ieus) Tambiégn se mencion® a la
poblacien de langeostas Chorth!ppus brumneus, donde el mecanismo
dependiente de la densidad también actua a traves de la
fecundlidad,. {pegon v Mortimer.acs1) Otro ejempln as el de la

mariposa Sandixz xami. para la cual existe evidencia de una
relacidn negativa entre el numero de hueves cvopositados y el
parcentaje de sobrevivencia de &s5tos. (perrey. 1084)

Estas evidencias de campo. v la observaciédn gue surge tamblen de
la literatura, de que la regulacidn generalmente se presenta en un
séalo estadio de desarrollao o edad.o en mas de uno gque podemos
agrupar, hicieran pesible 2l planteamigento de dividir a la
poblacion en dos clases. la primera independiente de la densidad vy
la segunda gque es coentrolada a traves de un parametro de
fecundlidad afectado por una funcion exponenclal negativa del
numero de Individuos presentes en la primera clase.

La relevancia del parametro b, gque representa la fecundidad
dependiente de la densidad, 2= muy clara, va gue las diferentes
dinamicas aparecen al variar su valoar,.

El parametro a. gque representa la probabilidad de sobrevivencia en
la primera clase, tamblen Juega un papel! Iimportante. pues para
cada valor de a se fijan loz valores de b gue dan lugar a los
cambios cualitativos de ia dinamica.

Para valores pequeMos del parametro a, el proceso de bifurcaciones
sucede para valores de b mas bajos ¥ la amplitud de la &rbita es
mawvor. (Flg.35 v 36)
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Flg. 35 Dragrama de bifurcaciones. a= O, 125 Yy b toma valorss s-ritre
4 ¥V 18

'Y

Fig. 36 Diagrama de bifurcaciones, a= 0,5, b tema valores enire 1
v 13,
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Dada 1a interpretacién de a, dirtamos gque cuando la sobrevivencia
es baja, la poblacien es mas sensible al tenomeno de regulacion
dependiente de la densidad. Para valores de b pegquefos =& alcanzan
raplidamente las densidades criticas que dan lugar a biturcaciones,
siendo la amplitud de dichas oscilaciones muy pronunciadas.

Cuandeo la probabllidad de permanencia es alta pareceria que la
poblacian es menogs senslble a fncrementos en el parametro
denspodependliente, las bilfurcaclieones de los atractores surgen pata
valores mavares del parametro, la poblacléan en terminos generales
es mas estable, en el sentido de que fluctuaclones en b no alteran

facilmente el comportamliento dinamico de la poblacion.

La frontera que delimita las zonas correspandlientes ai equilibric
de periodo uno y dos en &l espaclo de parametros se calculd ¥y se
obtuvo su expresidn analitica que corresponde a una funcidn
exponencial del parametro a. Los demas valores de b en dande
ocurren bifurcacliones se calcularon numerlcamente, sin embargo de
acuerdo 8 la travectoria de los puntos se puede suponer que las
fronteras corresponden a una familia de funcliones exponenciales

que sa&alo varian por alguna constante.

Para evidenciar el comportamiento cactico se utilizaron metodos
tales como el espectro de potenclas v la funcidén de
auteocorrelacion. El atractor extrafio aparece e€n los espacios de
fase construlidos para diferentes valares del parametro b, una wve:z
alcanzada la frontera de acumulacion de bilfurcaciones.

Estos métodos utilizados para evidenciar el regimen cadtico en el
modelo se podrian tamhien emplear para detectar e! caos en la
naturaleza a partir de una sgerle de tiempo o sea de un conjunto de
observaciones obtenidas secuencinimente en ol tiempo.

El espectro de potenclas permite expresar los datos comeo una serle
de frecuencias !lamadas frecuenclas de Fourier. Para un fendmeno
peridadico el aspecto del ecspectro de potenclas sera la presencla
de picos conspicuocs correspondientes a las frecuenclas del
fendmeno. En el extremo opuestao de un fendameno campletamente
aleatorio esperariamos ebservar una banda en el espectrc donde
todas las frecuenclias contribuvan por iguai a lta varfian=a.

En el caso del caos deterministico se ocbserva una situacién
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intermedia, no es-la.banda tipleas del ruldo. s& observan plocs gue
'déﬁbtéh.éierta regularidad, ein embargo &stos HlcOS £on Mas o
mehné densos en el intervalc.

La transtormada de Fourler es tamblen una tecnica usada pata
evidencliar la dinamica subvacente de un fericmens gue teng
ruidosas Superpuestas.

Preclisamente esta ec la dificultad mavo Gcue se presenta al

r
trabaiar con datos reales, distinguir i

t

exliste alosuna sehal

"dinamica aunque esta sSe enmascare por a presengia de una gran
cantlidad de varilables gque fluctuan atleatorliamente,.

Entonces un primer paszo para detectar caog en situacicnez reales
podria consistir en la apllicaclidn de alguna téeznica de all
de 1os datos Que nos vermita ver con maveor clarldad la zeial
dinamica. Aun acsi un silstema real tiene n dimensicnes v
desconocemos el numero de varlablees que determinen su dinamicoa.
Cuando tenemaos un sistema deé una, Socs 0 tres dimenslanes ia
construcclan del espaclo fase s un camine wutll para ohservar los
diferentes estados por los cuales atraviezsa el sistema a traves
del tiempo.

Una alternativa Interesante es sugerilda por Takens (1981) para
construlr un espacic de fase n dimenstonal a partir de una serie
de tiempo univariada. La ldea conslgte en canstrulr una =erle de
tiempo con s4lo una varfable (¥t) gue podamcs medir ¥ €scoger un
clerto valar de retardo T . Grafizcar en el s2suacio fase los puntos
definidos por & x¢t3 wvs. wlt+Tyr, xt+T: vz, x(+ZTy, sto.

Se experimenta con diferentes valores de T v ze obtienen asi una
serie de atractores en el espaclo fase cuvas dimenziones pueden

el numero de

[y
i
fr
[x]
=
o C
-
w

medirse v postesrlormente graticarl
dimensiones usadas en cada intento: dicha relacion se satura en
cierto valor correspondiente al numeroc de varlablies que determinan
la dinamica del renomenc.
En consecuencla a traves del valor de Jla dimenslon fractal se
obtiene informacion acerca del numero de grados de libertad que
tiene el fendmena.
S!1 Elen laz alternativas planteadas constituven camlinos
metodologlicos susceptibles de recorrerse avudados por ia
existencia de un numerc importante de pragramas JdJe compute: exliste
s

la dificujtad de obtener series de tiempo uficientemente largas
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'dnhde'la'variabia“se hava medido siempre a intervalos reeuiares,.
Sin embargo hay eiemplos de deteccion de csos en sistemas
ecoldgicos. tal s el case del ciclo del lince canadienses
 (s=h=Har.:9n4). explosiones de crecimiento en i1a pobiacion de
Thrips fmaginins (Schaffer y Kot 198p) ¥ ciclios epidemioitgicas

en poblaciones humanas (Schaffer ¥y Kot. 1086).

Otro aspecto Jue nos atrae es pensar en los posibles papeles que
pueda jugar el caors deterministico en 1a naturaleza. En este
sentido exister una serie de especulaciones o propuestas
promiscrias en diferentes areas de trabajo.

Existe evidenc¢ia experimental de oscilaciones cadticas en las
poblacicnes de celulas sangulness (Lascta, 1979 <wtads por

Vidalavse?. Se han provuesto modelos <on base &n la conocida
capacidad de la medula ©sea para cambiar la preduccien cuando el
numero de celulas sanguineas cambia.

Tambien en genetica poblacicnal!l se han expiorado rosibles
aplicaciones de sistemas caoticos gue modelen la frecuencia de un
cierte aleic con respecto a la poblacian total.

En teorias acerca del origen de la viida se desarroli® un modelo
para €] origen de polimeros prebiocoldgicos en el cual la generacien
de diversidad de secuencias es dirigida por reacclones de dinamica
cadtica (Nicolis. el.al. 1084, Zilad: peor Conrad, 1986) .

Modelos de dinamica neurocna]l tambiéen pueden presentar soviuclones
casvticas. cumpliendo. probablemente. funciones de defensa al
incrementarse la exploracion de comportamisntios, un organismo cuya
conducta &s {mpredecible es menas vulinerable frente a los
depredadores (conrad, 1v87). For ejemplo el vuelo de algunas
mariposas tiene sus bases en un mecanismo neuronal cadtico. Se
ezsrpezuls tamblen que otra posibie funcion del caos seria prevenir
Ia perdida de diversidad ¥ por Jo tanto ia adaptabilidad (conrad
1207},

En el capltuls I! intenmtamos hacer un seguimiento de las
principales opiniones, propuestas v polemicas acerca de las
posibles causas gue determinan los cambios en los tamafos
poebliacionales,

Las poblaciones son reguladas de manera dependiente de la

densidad, o en realidad sus fluctuaciones solo son resul tado de

:3:]



laé_cambiaﬁtes candiclones medioamblientales ?. Para dar una
posible respuesta a esta pregunta comencaremos por hacer ciertas
restricciones de lenguale.

Al concluir &l zersundo capitulo abandonamos e! *termino regulacion
para retertirnos a los etectos dencsodependlentesz., Luegro de los
resultados obtenidos a partisr del modelo resulitan mas eviden

las racones.

o

En general se entlende la dencsadependencia com uha relaclien
invarea entre la tasa de crecimients per caplta de una poblacion v
su correspondiente densidad. En el trabaic de ZStrong (19842, aus
ya se ha menclionadao, se cuestiona el caracter monatonlcamente
decreclente de esta relaclon que define como densodependencla
explicita v propone la i{dea de debilidad & Iintermitencis en la
densodependencgia. Los resultados del madels nos ilevan a
cuestionar el clasico concepto de reguiaclon denscdependiente v
tamblén a dar respuestas a planteamientas camo =i d=2 Stroneg.

De hecho una poblacieén cuva dinamica correzponda a un atractor
extrafio es tan {mpredecibie cemo aguella gque piantearla un modelo
estocastico gue incluva un gran numero de varfables., aungue su
comportamienteo estara determinado por efectos dependientes de la
densidad.

La rica dinamica desplegada por simples mecanismas

= ren dUna €*¥p cCacliion alternativa a as
densodependientes sugie a explicacio I« tiva ]

—

4]
e
o

fluctuaciones en clertas poblaciconesz. tocs 2linamos & pencar que

los efectos dependlentes de l!la denzidad teandran mavor {nci{dencla
en poblaciones can clclos de vida muy cartos o @muv largos. En
ambos casos las fluctuaclanes meteoraimglcas no son zuficlentes
para expliicar violentoes cambios en las tamafios poblacionales G

incluso extincliones iocales.

Desde el punto de vista metodologlics ec relevante la ohservaclon
de May (:9839) acerca de l!as limitacianes de loe metodos cliasicos
usados para la detecelidn de densodependencia. tales como el
analisis del factor k. Esta abservaclon cuciere ta ampliaclen ¥y la
busqueda de nuevos metocdos.

Hassell (1987) trabajando con la mosca blancs viburnum y con datos
generados en computadora, demoestre en que medida la &scala de
estudio de ia poblacian pusde afectar la busaueda de etectas

densodependientes. Ern el caso de la mosca detectaron 13

ae



_densodependencia a nivel de las hojas., aungque globaimente en el
arbusto @sta no se evidenciara.

Basandonos en estos resultados, el surgimiento del caos
deterministico en voblaciones con heterogeneidad espascial v
distribucion parchada puede explicar fenomenos tan comunes <como la
extincion loecal.

Fnr‘otra parte como hemos sefalado la deteccion del caos
deterministico a partir de series de tiempo no es sencillo., +v sus
difjcultades estriban en la separacion de la sefia! rulidosa de la
sefal dinamica as: como en la determinacion del numero de
variables que influven en la dinamica subyacente en el fenomeno,.
FPor ultimo tambien subravemos coma dificultad metodoivgica la

obtenciden de series de ti{empo lo suficientemente largas.

Para finalizar sefalamos las posibies perspectivas de desarrollo
del trakbajo en provectos ultericres, FPerspectivas de ampl!iacion ¥
v profundizacion tanto desde ! punto de vista teeorico como
practicoe. En cuanto s! ascpecto teorico la rigueza desslerada nos
plantea muchas interrogantes autn no resueltas para modelos en dos
dimensiones, guedan comd puntos a desarrollar el anailisis
algebraico de |la estabilidad de periodeos mavores a uno. la
exploracidtin de funciones gque delimiten las fronteras de 1la
primeraventana cacotica, e! desarrollo de otros metodos para
demostrar el regimen caoctico, el caiculo de la dimension del
atractor extraffio. etc.

Desde el punto de vista practice. la perswmectiva natural es
precisamente ls determinacicen de los parametros a ¥ b en
poblaciones reales gque presenten regulacicen dependiente de la
densidad & partir de tablas de vida v su comparacian con los
resultades del modeln., aplicarcien de las tecnlcas comentadas ¥

expleracion de otras.
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APENDICE

'Algunas deriﬁic1pﬁé$ matematicas :

Def.. 1v-.

At#gétnf exiraﬂo : (Ruelle v Takens, 1vM1}

']nflnifé'csjecclon A con las sigulentes propledades :

1) A es invariante bajo f¢+) f.e flA) = A

i1) A tlene una orbita gue es densa en A

11f) A tiene una vecindad a de puntas cuvas orbitas tienden

e [ s

,ésintaticamante a A : iim ! (a) = A

Def.2. -

Caos deterministico :(=sag=tre, itvap)

No 32 orbitas perivdicas atractoras. perc 3 infinltac orbltas
pericdicas repulsoras.

1) E! conjunto de los puntos periadices es denso o sea gque para
cualgquier x = {0,111 es limite de una sucesion de puntas (xn} gque
pertenecen a orbitas pericdicas.

11) El =sistema es topolorcicamente transitiva

oA N B o=

111> El sistema tiene sensibilidad respects & las condiclanes
Iniclales. o sea que l!laz 4rbltas de puntos tode lo cercanos que se
desee con €] transcurso de |as genceraclones se van eeparando

exponenclalmente,
3 2 =0 sean xo. X1, < ¥, 3 n = N

| rm (xoy - " ix1) | =z 9“6 |xe - x1i

Los exponentes de Liapunovy miden esta separacion exponenclal.Def.3

Pl



Def. 3.-

Exponentes de Liapunov : (gehuster. 1va4)
En un rezimen cavtico, puUntos cersanoas son separados bajo la
accisn de un sistema ¢omo e! sigulente : x = F {xntl

[al 2
Los exponentes de Liapunov miden esta separaclion exponencial.

Dados los puntos x'.’xn _ todo lo cercsanos que se desee. despu®s
o : -4

de n. 1teracicones de ¥, la distancia entre los correspondientes
elementos de la ®rbita viene dada por:

Sy ﬁME e n _ nAiX
'Igf-:~(x°? £) ¥ (xo)] = e o
"Waciendo abora n + @ vy &£ .+ O se obtiene
y ‘nt - ™
. I Xo + £} (r (xa)
ACx ) = 1im 1im 1 in ]
o Lol Ju 4] £ 00 1] =

ioc cual puede ser escrito en forma abreviada :

1im 1 Iny dr” (xo')‘

) =
h(xo N-+m n ax

Que es Ja expresicen farmal del! exponente de Liapunov. Esto

A
significa que e Y9 e el factor promedio por el cual Ia

distancia entre puntos adyacentes es diiastada despues de una
iteracion.
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Transformacion de similaridad :

Sa'mcdifigé el'o;igiﬁél sistema de coordenadas a un nusevo
- sistema de refarencias. bajo las siguientes transformaciones
lineales no singulares : '

n=eH ., L =H'y . R =0

dbﬁaé.f os ¢l vector coiumna correspondiente a la distribucieon de
edades de la poblacien, n es e! vector renglon asociado a cada
vector £ ¥y cuyo producto escalar., nafe, 885 €] cuadrado de la
logitud del vector !a.

H o5 1a matriz diseonal con los elementos (PoFiPz..,.Pk-sl,

(FiP2Ps,, ,.Fk-1}, ..., +Pk-2Fk=-1), Fk=-1, ! qQue 572 gobtisnen

directsmenie de (03 dai105 de supervivencia de la tabla de vida.

Bajo el nuevo sistema de referencia definido por las

transformaciones lineales arriba mencionadas, se obtiene:

A fa = £y
H A H'vwa = wb
B wa = wb

El] efecto de esta transformacion sobre los elementos de A es
reemplazar los correspondientes valores Px de la subdisgonal por
una serie igual a |la wunidad.

Las matrices A v B tienen la misma ecuacidn caracteristica y en
consecuencia las mismas ralces.

En terminos bioloeicos significa gqus a traveas de la transformazisn
lineal del sistems criginal de coordenadas. se define una
poblacion hipotetica en la cual los individuos tienen un 100% de
sobrevivencia excepto en e) dltimo Frupo donde todos mueren en la
unidad de tiempo. Simultansamente se da un ajuste en las tasas de
fecundidad de forma gue ia poblacion hipotetica tenga la misma

tass de crecimiento gue la poblacion original. (Leslie.P. 1943)
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modelo preoepuesto en este trabaio la matriczc original es:

En el
a. b on(-xt)
A = - : o
' : < 0
Y.la.matriz H = o N
- a cb expl(-xt)
donde H A W = 1 o

que corresponde a la matriz B con la cual se trabajo.
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