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INTRODUCCION 

El presente trabajo consta de tres capitules y un anexo. L.os dos 

primeros capttulos son resultado de la revisión bibliografica, 

recopilación y ordenación de temas tales como la historia de la 

ecologia poblactonal y la regulación de los tama~os pablac!onales. 

En el tercer capitulo se propone y desarrolla un modelo matematlco 

para representar el crecimiento de una población. 

El objetivo fundamental del trabajo es proponer y desarrollar un 

modelo teórico de crecimiento de una poblacl6n.cuando ésta es 

regulada por al~ún mecanismo dependiente de la densidad. 

Resaltan dos aspectos en este planteamiento. que en realidad 

corresponden a dos grandes campos de trabajo en la ecologia 

contempera.nea, el primero se refiere al desarrollo de modelos 

matemáticos en la ecolog!a de poblaciones, el segundo, es el tema 

de la regulación de las poblaciones. 

Dedicamos el primer capitulo a una breve revisión histórica acerca 

de los est.udios demográficos. en particular al surgimiento y 

desarrollo de los modelos matematicos apl 1cados al estudio de la 

biolog!a de poblaciones. 

Se identifican distintas lineas de trabajo en Ja modelacion 

matemática, dirigidas tod~z al entendimiento del tlu~o numérico en 

las poblaciones, pero enfocando alternativamente distintos 

aspectos de la ble 1 ogia, como son 1 a 1 im1 tac ion de 1 os recursos y 

del espacio, la presencia de otras poblaciones de diferente 

especie, las diferencias demograficas dentro de las poblaciones, 

la heterogeneidad espacial, etc. 

Dichas linea~ surgen como modelos clásico9 de crecimiento 

poblacional, que comparten un origen común en el modelo de 

Malthus. <voi;ir euadro I), Se exponen sus principales planteamientos 

y desarrollo, tratando de respetar el orden cronológico. 



El segundo capitulo aborda un tema de central importancia en el 

modelo propuesto. es precisamente una de sus premisas 

fundamentales: la regulación dependiente de la densidad. 

Se revisan los principales mecanismos re~uladores que presentan 

tas poblaciones tanto animales como vegetales. se intenta exponer 

Jos conceptos y argumentos básicos acerca del 

seguimiento histórico. para finalmente abordar 

tema. dándoles un 

someramente la 

polémica aún vigente entre Jos ecólogos acerca de la capacidad de 

las poblaciones para regularse. Por último. a manera de conclust6n 

se discute el tema de la regulación, planteando la validez de 

buscar la representación de patrones de comportamiento complejos 

en lenguaje matemático. 

En el Cap! tul o I I 1 se expone el planteamiento de un modelo 

estructurado y con regulación dependiente de la densidad.El 

desarrollo matematico comprende los siguientes puntos: 

1> Presentacion de la matriz de población con Ja correspondiente 

ident1f1caci6n de cada uno de sus parámetros, asi como del sistema 

de ecuaciones resultante de Ja proyección de la matriz una unidad 

de tiempo. 

2:> Anal is is de los puntos de equilibrio del sistema. 

3> Estudio anal!tico de la estabilidad del punto de equilibrio de 

periodo uno. Analisis geométrico de la primera bifurcación. 

4) Empleo de metodos numéricos para el estudio de los puntos de 

equilibrio de periodos mayores a uno. Construccion del espacio de 

parAmetros y el diagrama de bifurcaciones. 

Utilización de la función de autocorrelación y del espectro de 

potencias para demostrar la existencia de caos determinlstlco. 

En el capitulo IV se exponen las conclusiones del trabajo. 

En el anexo se desarrollan las definiciones matemáticas de algunos 

conceptos presentes en el trabajo, as! como la demostración de 

alguno de sus resultados. 
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cAPrTULO r 

ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA 

DJNAHJCA DE POBLACIONES EN ECOLOGIA 

Al.gunas deCinicioness 

La palabra ecologla deriva de la ral:: griega "olkos", que 

significa "casa", as! literalmente la ecolog!a es el estudia de la 

"casa", o mas ampliamente del medio ambiente. Sin embargo el 

término abarca mas aün, se trata del estudio de los patrones o 

leyes que gobiernan la naturale=a. o sea que nos explican c6mo 

crecen e interactúan con su medio los individuos y tas 

poblaciones. Cómo y qué tipo de interacciones surgen entre las 

poblaciones, ya sea de la misma o de diferentes especies, a través 

de cadenas alimenticias, competencia e inclusive cooperacion. En 

todos los casos se trata de descubrir los principios o leyes que 

regulan estas relaciones. 

En este contexto la ecologla poblacional y m.:..s espec!ticamente la 

din~mica poblacianal, se ocupa de describir y expl lcar las cambios 

numéricos de las poblaciones y de los procesos particularmente 

biol6gicos que determinan dichos cambios a través del tiempo. 

Entendemos por poblacion al conjunto de individuos de la misma 

especie, que interactúan y se reproducen entre ~1. compartiendo un 

espacio determinado y que normalmente no establecen contactos con 

otros grupos de su especie <Nt.chot¡¡on.1P:S7). 
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Antecedentes histOricos1 

La ecologia poblacional tiene un desarrollo muy particular, sus 

ideas bAsicas provienen de las ciencias sociales, especialmente de 

la demogratia humana. 

Para hablar acerca del nacimiento y desarrollo de la demografia 

humana debemos considerar que ésta se relaciona estrechamente con 

el periodo de transito hacia el capitalismo y con el desarrollo 

económico y social de las sociedades urbanas mas ricas. 

A finales del siglo XVI y comienzos del XVI 1 en las naciones del 

mundo europeo imperaba el mercantilismo coma practica y teoria 

económica y politlca. 

del poder del Estado. 

Esta concepción vinculada al fortalecimiento 

consistla esencialmente en hacer mayor la 

producción de la población y la cantidad de población activa, 

estableciendo 

ingreso. 

lujos comerciales que posibilitaran el mayor 

Con esta perspectiva ln13:taterra, Franela y Austria comenzaron a 

calcular la fuerza activa de sus poblaciones, y es asl como se 

establecen las primeras estad!sticas de nacimiento y mortalidad.A 

partir de estos registros surgen los primeros estudios y 

reflexiones teóricas acerca del crecimiento poblacional, 

En 1662 se publica "Natural and Political Observations mentioned 

in a fol lowins index and made upon the Bil ls ot 

Mortality"CObservaciones naturales y pollticas que se mencionan en 

el indice que st13:ue y basadas en las declaraciones de mortalidad>t 

de John Graunl quien &ra un comerciante britanico. En este libro 

se analizan las diferentes causas de muerte y se hace ta primera 

estimación teórica de la tasa de aumento de la ciudad de Londres. 

a partir de la proporción de personas en edad reproductiva y de su 

supuesta fertilidad, Una consideración importante acerca de su 

trabajo es que Graunt especula que si efectivamente Ja poblac16n 

creciera con dicha tasa. la densidad poblacional serla varias 

veces superior a la existente. lo cual indica que Graunt estaba 

familiarizado con I~ Idea del crecimiento geométrico potencial y 

con una cierta l lmltación impuesta a tal aumento. ÍHulc:h1.n•on,1P91) 
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A partir de aqul y fundamentalmente durante el si~lo XVIII, son 

muchos los autores que se interesan y aportan consideraciones 

importantes sobre el tema. fundamentalmente desde perspectivas 

económicas y poJlticas. 

A finales del siglo XVI l f el 

de manera mas precisa por el 

problema de la población es enfocado 

economista británico Thomas Robert 

Halthus.La primera versión de su obra es publicada anónimamente en 

1798 con el nombre de " Ensayo sobre !os principios de Ja 

población" y tiene un gran impacto en todo el mundo intelectual.En 

este trabajo, Malthus expone su idea apocallptica acerca del 

crecimiento y futuro de la población humana, cuyo crecimiento 

tiende a ser geométrico, mientras que los recursos alimentarios 

crecen aritméticamente. 

Las ideas de Malthus tuvieron un gran impacto en el concepto 

dar\Jlniano de la lucha por la existencia.Fue original en proponer 

dicho concepto aunque su uso e interpretación distaba de aquél 

desarrollado luego por Oarwin C1859>. Para Malthus la lucha por Ja 

e><!stencia ocurr!a entre una clase social y el medio del cual 

obtenla sus recursos, no era un fenómeno individual y por lo tanto 

no lo interpretaba como el medio por el cual se pudiera mejorar 

las condiciones de vida de la sociedad. Csa..r..,.khán, 1POel Por el 

contrario, esta concepción conlleva a la invevitable catástrofe 

demogr~fica, cuyas expresiones iniciales serán segon Malthus, la 

miseria, el vicio. las enfermedades, las guerras, etc.As! la 

doctrina malthusiana consiste esencialmente en descartar la 

atención de los tactores socio-económicos, de la miseria y 

desocupación, para fijarla en lo~ problemas de crecimiento de Ja 

población. CD.VQlentoi, 1070) 

Lyel 1 C1830l. quien también adopto el concepto de la lucha por Ja 

existencia, tampoco le otorgo un papel generador de cambios que 

condujesen a la evolución, por el contrario en el contexto de sus 

ideas e~ta lucha es una de las causas de extinción de los 

organismos.Para Oarwin la lucha por la existencia se da en el 

ámbito individual. Csa..r .... khcin, t.PSB) Por lo tanto tiene como 

resultado la adaptación diferencial, que da pie a la teoria de la 
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selección natural, que conducirá a la transformación y evolución 

da las especias. 

Los supuestos biológicos fundamentales para concebir un 

crecimiento poblacional ilimitado como el propuesto en el modelo 

de Ma 1 thus son: 

- Medio y alimento 111m1tado. no hay 11mitac1ones de espacio ni de 

recursos. 

- Población aislada, o sea no hay 1nmigrac16n ni emigración. 

- Población homogénea, desde el punto de vista demogr~tico la 

población se comporta como una unidad. 

- Medio homogéneo, o sea que el medio ambiente no presenta 

discontinuidades, parches, refugios, etc., por lo tanto la 

distribución de Ja población es homogénea. 

Tomando como ciertas todas estas premisas, Ja hipótesis aritmética 

mas importante que plantea el modelo malthustano, es el 

crecimiento poblactonal a tasa constante. 

Durante el siglo XIX continuaron Jos avances en explorar 

posibilidades de una representación matem~tlca para el crecimiento 

poblacional, siempre con ideas provenientes de las ciencias 

sociales y t'islcas. 

Asi podemos mencionar como los exponentes m~s importantes de este 

periodo a Michel Sadler, Adolph Quetelet, Fourier y 

particularmente Verhulst, quien propuso la famosa ecuación 

logística de Ja que hablaremos mas adelante. 

A comienzos del siglo XX lo~ responsables del establecimiento y 

difusión de Ja ecologla poblactonal fueron los ecólogos de campo Y 

de laboratorio. mientras que su contenido teórico continuó 

postergado por algún tiempo. 

En esta primera etapa es importante destacar Jos trabajos de 

Brafslt'ord Robertson, fisiólogo que en 1908 publicó dos articulas 

en los cuales aplicaba Ja curva sigmo1dal de crecimiento logist!co 

a varios casos de crecimiento individual en animales. As! como a 

Mc'Kendrick y Kesava Pal quienes en 1911 trabajando con 
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poblaciones de bacterias en un medio limitado.constituyen los 

antecedentes inmediatos al redescubrimiento de la loglstfca 

real izado por Pear 1 y Reed en 1920. CHutc::h1.nr¡;¡on. 1PB1> 

La Primera Guerra Mundial intensificó el trabajo de los 

entom6logos, especialmente en las ~reas relacionadas con el 

control de plagas, almacenamiento de granos y producción de 

cosechas. Se desarrolla la entomolog1a económica a través de Ja 

creciente aceptación del control biológico y se estimula el 

estudio de las poblaciones animales en el laboratorio.Otro 

importante efecto de la guerra sobre muchos de Jos que estaban 

atentos a los problemas del crecimiento poblacional fue por un 

lado. reforzar la idea de que las las guerras son el resultado 

directo o indirecto de las presiones de la población sobre Jos 

medios de subsistencia Por ot·ra parte, tambi~n se afirma Ja 

necesidad de contar con información estadística de las 

poblaciones, como condición para dar respuesta efectiva a la 

situación creada después de la guerra. (J<Lngala.nd, .t.Pe<&) 

EL MODELO LOGISTICO 

Raymond Pearl, guien desde 1917 trabajaba como jefe de Ja División 

de Estadistica del Programa de Administraci6n de Alimentos Herbert 

Hoover, salió de Ja guerra con estas dos fdeoa~ muy afirr.iadas y 

coman~ó a estudiar su impacto sobre las tasas de nacimiento y 

mortalidad en Jos pa!ges europeos.Fue en 1920. cuando junto a su 

colega LoweJ l J.Reed, publicaron una serie de artlculos acerca de 

la tasa de crecimiento poblacional. Más tarde descubrieron que 

ochenta anos antes se habla llegado a la misma ecuación y 

adoptaron el término utilizado por Verhulst en 1830. llamándole 

curva Jog!stica de crecimiento pobJacional.Renace de esta forma 

una de las l!neas más importantes en el desarrollo de los modelos 

matemáticos en la ecolog!a de poblaciones: la 1og!sLica. 
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La forma dlferenclal de la ecuación log1stlca es; 

N = K N C No - N > 

donde KN• es la tasa de crecimiento ilimitado del modelo de Malthus, 

llamado parametro malthusiano. N es el tama~o de la pablac16n y N. 

es la capacidad de carg~ del medio, dettnida como et número maximo 

de Individuos que puede soportar cierto ambiente y establecida por 

la disponibi l ldad de nutrientes, el espacio, la acumulación de 

productos de excreción u otros factores dependientes de la 

densidad. El modelo conserva los supuestos malthuslanos, excepto 

aquél que plantea el medio y alimento ilimitados. 

El término CNe - N> expresa la 1 imitación al crecimiento 

poblacional dependiente de la densidad. Si N es mayor que Ne , el 

término retroactivo se hace negativo y la población cae 

asintóticamente hasta Ne. Cuando N es menor que Ne la población 

crece, la curva integral de la población en crecimiento es 

sigmoide, aumenta primero lentamente, pero cada vez con mayor 

rapidez, haciendo una inflexión cuando N Ne;t /2 y luego 

acercAndose mas lentamente a la asintota Ne. 

Lotka, en esa misma época, correspondiente a los artes veintes, 

trabajaba una gran cantidad de temas, que abarcaban desde estudios 

demogrAticos de distribución de edades, tasas de nacimiento y 

mortalidad, estudios cuantitativos en epidem!ologla, hasta 

trabajos de caracter evolut.lvo. Ya en 1907, estudiando el 

crecimiento poblacional, Lotka separaba ejemplos en los cuales el 

crecimiento era exponencial y ejemplos en los cuales la población 

se encontraba en estado estacionarlo, sin combinar ambas 

comportamientos en una sóla ecuación. Fue recién en 1923, cuando 

Lotka se convence del carácter general de la ecuación loglstica.En 

SL libro, "Elementos de la Biolog1a F1sica"C1924>. Lotka e>cpone su 

concepción acerca de la evolución desde un enfoque sistémico, 

constituyéndose en el primer antecedente de la teoria de sistemas 
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desarrollada en Jos aftas cincuentas por Ludwin ven 

Bertalantfy. CKi.ng•La.nd. 1PB•l 

MOOELOS CON RELACIONES INTERESPECIFICAS 

Otro aspecto importante y que marco el comienzo y desarrollo de 

otra linea de modelación matemático en la ecología de poblaciones, 

tue la descripción de las interacciones entre las especies como un 

sistema de ecuaciones diferenciales simultáneas. Lotka propuso Jas 

ecuaciones correspondientes al tipo de interacción 

parásito-hospedero. depredador-presa y competencia, demostrando 

que condiciones Iniciales diferentes daban lugar a modelos 

distintos. Encentro ejemplos para sus modelos en los análisis 

sobre la malaria de RossC1911l. También reeog!6 y desarrolló los 

trabajas del entomólogo \Ji 11 iam Robtn Thompson, quien trabajó 

modelas de Interacción parásito-hospedero con generaciones 

discretas. CLotka.. 1P:1cs> 

Contemporáneamente a la publicación del libro de Lotka, Vito 

Volterra publica un articulo acerca de las interacciones entre 

especies que viven en asociación biol6gica.Volterra estaba 

interesado en la aplicación de las matemáticas a las ciencias 

biológicas y sociales. Fue a través de su yerno, un biólogo marino 

1 Jamado Umberto D'Ancona. que se plantea el problema de les 

interacciones entre poblaciones. D'Ancona estudiaba las pesquer!as 

del mar Adriático y encontró que durante los a~as de guerra, época 

en que Ja pesca habia disminuido notablemente, se di6 un 

incremento inusual de ciertas especies depredadoras.Analizando el 

problema de las pesquerlas, Va 1 terra 11 ega a las mismas ecuaciones 

y resultado de oscilaciones peri6dicas en ambas poblaciones. a las 

que habla llegado Lotka unos a~os antes. 

Identificamos en los trabajos de estos autores el nacimiento de 

otra linea de desarrollo en los modelos de ecologla de 

poblaciones. En estos modelos ya no se trata del estudio de una 
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población aislada, sino de la interaccion entre dos poblaciones 

que compiten por algün recurso. o en la cual una de ellas es 

parasitada o depredada; por lo demAs se mantienen los supuestos 

del modelo malthusiano. 

Uno de los primeros modelos que describen la interacción entre un 

insecto parasitoide y su hospedero, expresado en generaciones 

discretas, fue planteado por Nicholson y Bailey en 

1935.Contribuciones muy importantes al desarrollo de este tipo de 

modelos fueron hechas por k:ostitzin <19361, quien trabajó el tema 

de las interacciones poblacionales, específicamente la simbiosis. 

Fue el primero en plantear un modelo análogo al da Volterra para 

describir la selección natural debida a la competencia y 

depredación en poblaciones 

Otro tipo de interacción, 

interactuantes . <seudo y 21.eglor, s.P?B) 

que ha sido ignorado por mucho tiempo 

es el mutualismo en este caso las dos especies se ven 

beneficiadas.Aparentemente el primero 9ue utiliza el termino 

mutualismo fue Pierre Van Beneden en su libro "Les commensaux et 

les parasites". publicado simultáneamente en Alemania e Inglaterra 

en 1875. En 1902.con la publicación del ibra "Mutual aid A 

factor in evoJution". de Petar Kropotkin. la analogía del 

mutualismo con la cooperación en las sociedades humanas adquiere 

importancia política y provoca Ja respuesta de Jos darwinistas 

sociales. Sin embargo el gran desarrollo de Jos arios veinte y 

treintas para la ecologia que se mantiene en el olvido hasta los 

a~os setentas en Jos que el mutualismo vuelve a ser objeto de 

interés para los ecólogos. Ceouc:her o., •Pe2> 
Los pocos centros de investigación que tenlan una precaria 

existencia durante los arios treintas. encontraron una posición 

segura después de la segunda guerra mundial. La eco logia teorica 

comienza a ganarse un lugar en la literatura ecolOgica, aunque su 

integración con las observaciones de campo y de laboratorio recién 

empieza a cobrar fuerza en Jos af"íos cincuenta. 
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MODELOS CON ESTRUCTURA 

Es en 1945 cuando Patrick Leslie plantea un modelo en el cual se 

resaltan las diferencias demográficas entre las distintas clases 

de edad de una población. Lotka aportó el punto de partida para 

este tipo de modelos a través de sus análisis de poblaciones 

estables. de la tasa intr!nseca de crecimiento y de la 

estructuración de J • población en base a clases de edad. 

De manera inversa a la ecuación logistica que asume que tanto la 

tasa de mortalidad como la de natalidad son independientes de la 

distribución de edades de la población. aunque si están en función 

de su tamaf'io, en el caso del modelo de Leslie la distribución de 

edades es lo determinante en el crecimiento poblaclonal. 

Haciendo referencia nuevamente a los supuestas blológicos de 

Nalthus, en el caso de los modelos con estructura se elimina el 

supuesto de homogeneidad en la población. En el caso particular 

del modelo de Leslie, Ja estructuración es en función de las 

clases de edad que componen una población, sin embargo en términos 

generales Ja división puede darse en función de cualquier otra 

caracter1stica de los indlvtduos.Los demás supuestos malthusianos 

como medio y alimento ilimitado, población aislada y cerrada, se 

mantienen coma premisas de Jos modelos can estructura. 

Más adelante trataremos con mayor detalle este tipo de modelos 

poblacionales, ya que es precisamente en esta linea que se enmarca 

el presente trabajo. 

MODELOS CON D!FUSION 

Los trabajos de dispersión aleatoria en ecologia tienen sus bases 

en las lineas que establecieron Lotka C1924l y Volterra C1926J en 

sus trabajos orl~inales sobre las relaciones de competencia y 

depredador-presa. expresados en términos de ecuaciones 

diferenciales no lineales Y simultáneas. 

La teoria de la caminata aleatoria en los organismos es iniciada 

por Pearson y Blakeman en 1906 y Brownlee en 1911 . Cokubo. tPGt.) 
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Fisher. Haldane C1937>, Kolmogorov y Petrovsky <1937> y Kendall 

<1946>, desarrollaron modelos de dispersión de genes y de 

epidemias.Con el trabajo de Skellam C195ll, se sientan las bases 

de la teoría de la dispersión aleatoria en las poblaciones 

biológicas. En cuanto a la investigación experimental, se 

desarrol 16 primero en insectos. con los trabajos de los 

entomólogos japoneses como Uatanabe<1952), KonoC1952>. Ita y 

Horisita <1952.>. Cok~bo. 1PB1l Este tipo de modelos se utilizan 

cuando se elimina de las premisas malthusianas aquel la que plantea 

la homogeneidad del medio. Se han desarrollado dos formas de 

modelar el fenómeno de difusión, los modelos que introducen la 

variación continua en tiempo y espacio <ecuaciones de 

reacción-difusión), y aquellos que introducen la heterogeneidad 

ambiental en términos discretos. o distribución por parches, de 

esta manera hay una variación continua en el tiempo y discreta en 

el espacia. 

~n los a~os setentas han destacado en este campo los trabajos de 

Levin, en relación a la dispersión e interacción poblacional 

(1974>; asi como de Okubo <1981> en sistemas de reacción-difusión. 

Va en la década de los sesentas la ecologia de poblaciones entra 

en una nueva etapa, en la cual su desarrollo es más acelerado, se 

registran en la literatura nuevas aportaciones en cada una de las 

lineas de desarrollo que hemos mencionado. 

Asi por ejemplo en el campo de la loglstica. surgen aportaciones 

importantes. as! como una serie de aplicaciones a casos 

particulares.En 1963. Smith plantea una nu~va ecuación que 

describe el aumento en ta tasa de alimentac16n <F>. hasta un 

mAximo <K l • en lugar del aumento en número de individuos o en 

biomasa. El resultado es una curva asimétrica, cuyo tratamiento 

matemático se complica considerablemente. <nutc.hLn;on. 1PU1} 

Otra variante importante es la loglstica con retardo, en este 

tipos de modelos se toma en consideración que el proceso de 

lapso de tiempo 

las condiciones 

reproducción no es instantaneo. sino que hay un 

entre la fecundación y la eclosión, en el cual 

ambientales pueden cambiar. Este tipo de modelos aparecen por 
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primera vez en la economla, y posteriormente en la ecologla de 

poblaciones a trav&s de Jos trabajos de Hutchinson <1948>. de 

Wangersky y W.J.Cunnir1gham <1957>. 

La introducción de variaciones aleatorias en el medio ambiente 

conduce a 

por Fel lar 

(1975>. 

Ja Joglstica estoc~stica, desarrollada fundamentalmente 

<1938>, Pielou (1969>. Roughgarden <1975> y Leigh 

Otra variante de la loglstica sur.ge a partir del problema de la 

simetrla perfecta de la curva clásica alrededor de N =Ne /2, la 

cual implica que las fuerzas que producen el aumento de la tasa 

hasta el máximo son iguales y opuestas a las que causan el retardo 

subsiguiente de la tasa de crecimiento. Giipin y Ayala 

(1973>incorporan una constante en la ecuación que varia de un 

grupo de organismos a otro y modifica el punto de inflexión do la 

curva. 

Por último la logistica que utiliza ecuaciones en diferencias, en 

Jugar de funciones continuas constituye un aporte importante 

pues da como resultado comportamientos dinámicos muy complicados 

como oscilaciones con ciclos de periodo 1, Z 

inclusive reglmenes caóticos e irregulares. 

4,8,16,e 

Los principales trabajos en este campo han sido publicados por 

Maynard Smith y Slatkin C1973>, Nay C1974>,Li y Yorke C1975l, Hay 

y Oster C1976). Bellows <1981> hace una revisión de los trabajos 

de varios autores y estudia comparativamente una serie de modelos 

que describen la regulación dependient~ dP. la densidad. 

También los modelos con relaciones interespeclficas se han 

desarrollado en los últimos a~os. Se introducen nuevas variantes 

al clásico modelo de competencia de Lotka y Vol terra, por ejemplo 

tasas de crecimiento per cápita que son funciones no lineales de 

la disponibilidad de recursos, planteadas por Armostrong Y Me 

Gehee e 1980>. 

La introducción de la heterogeneidad espacial, estudiada por 

varios autores, entre el Jos Levin <1975> y Hansky 

<1981>.constituye otra importante variante cuya consecuencia es 
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que especies similares pueden coexistir regionalmente. Hassell 

yComin& <1974) plantean un modelo de competencia expresado en 

ecuaciones en diferencias y estructuran las poblaciones en dos 

clases de edad. Otro aporte importante ha sido el trabajo de 

Resigno y Richardson. publicado en 1967, que analiza en detalle 

las premisas del modelo depredador-presa, de competencia y de 

simbiosis; introduce modificaciones sencillas cuyo resultado ~s la 

posibilidad de coexistencia de ambas especies bajo ciertas 

condiciones. Modelos que introducen el tiempo de retardo también 

han sido estudiados, un ejemplo es el trabajo de Caswell (1972>. 

En cuanto a los modelos con estructura, han sido planteadas las 

versiones estoc~sticas por Sykes <1963l y Pallard <1966,1973>.En 

1965 Lefcovitch plantea un modelo estructurado no por edades, sino 

por estadlos de desarrollo, particularmente adecuado para 

poblaciones de insectos,plantas, corales,etc. 

El presente trabajo está enmarcado en ésta linea de desarrollo. e 

introduce el problema de la denscdependencia a un modelo con 

estructura. 



MODELO DE MALTHUS 
Crec11n~e~tc pabl~c1on~l ~ t~~~ c~s. 

•Medio~ alim~nto 1l1m1t200 
• P~blacion ~1~1~~~ nomo~én8s 

* Hed io nomoqenec; 

!----------,-----·- - --· ---.----· . 1 
~--..:._. __ __OIL--------'------· .. ···· 

MODELOS LOGISTICOS 
C¡·ectm1~nto l1~1~~n0 c01· •JL~oo~1o~l1M~., 

OP. r·ec1...i-·<so~::..L.;.. 1·.nb. <1""•nnE- ,;.. 1.=1 •"''St,~rJ1 l !·.;aw 
_. Pob. flt"E>.l-O«:"J,;. 
"' l•l¿:od tC' horr.ou.;.n-?o . ' 

r !.-~..;:.~~-.-é_C_L._O_~-c-~-IJ-C-=-,-"-.L~.:~_--,-J,-,,~,------,-1 
MODELOS CON RELHCIOf\IES 

lNTERESPECIFICAS 
C1·ec1miento limitado, la pob 
no está ~islada,campite 

es deoredada o ca1·asitada. 
La oob.no es homogénea 1 
Tiende a alcanzar una · 

Dependiendo de las cond. 
iniciales alcan=a o no la 
estabilidad. estt·uctura estable.aunque ! 

el crecimiento sigue siendo 
ilimitado. 
*Medio y alimento 1lim1tado 
* Media homoqéneo 
* Población aislada 1 

•7 ~ 

. El medio no es homogéneo. ·-
~-

OOt' lo tanto la d1stt·ibuc1on 

E~ r1·ec=eror.:.~ 

t' t- ..,:i¡2 ·'-" 1 -J .__ _______ _ 
.::J.:..LJhG 

de la pob.también varia. 

En este cuadro se t•esumen las principales caracterist1cas de los 
modelos de c1·ecimiento poblac1onal. esquemat1=ando cuatro lineas 
de desar·r•ollo y esbo:ando las relaciones entre las mismas, asi 
como su 01·19~n co1nun ~r· ~l n1odelo '~dlthusiano. 
CComun1cac10n ve1·bal M11·amontes.P: Sánche= F. 1987). 
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CAPITULO II 

REGULACION POBLAC!ONAL PROCESOS DEPENDIENTES DE LA DENSIDAD 

La densidad poblacional. entendida como el número promedio de 

organismos por unidad de área. ha sido estudiada por muchos 

autores en poblaciones naturales y en el laboratorio. explorando 

diferentes comportamientos dinámicos. sus causas y consecuencias. 

Definiciones y antecedentes históricos. 

Los mecanismos que presentan las poblaciones para regular su 

tama~o cuando alcanzan densidades criticas. son muy variados y 

tienen lugar ya sea a través de tasas de mortalidad o natalidad 

dependientes de la densidad. emigración e inmigración, as1 como 

también a través de mecanismos extr!nsecos como interacciones del 

tipo depredador-presa y parasito-hospedero. 

Los primeros antecedentes datan de 1830 ,cuando Hichel 

Thomas, propuso la 1 Jamada "ley de poblacion", que postulaba .:¡ue la 

proliferación de los seres humanos var1a inversamente a su número. 

Su aporte es importante por ser el primer planteo formal de 

densodependencia. 

En 1833, un matemático de origen belga J lamado Pierre Franco is 

Verhulst. construye el modelo mas simple de una población que 

crece continuamento con Jn llmi te superior. El modelo plantea una 

tasa de aumento máxima <K N> y una función de N ctama~o 

poblacional >, que reduce esta tasa. Verhulst le 1 lamó "curva 

l DJil st ica", 

al arte del 

palabra usada en Francia del si~lo XIX para referirse 

cálculo, en oposición a la aritmética teorica, y 

aplicada a los 

El fundador de 

logaritmos utilizados en los cálculos astronómicos. 

la teorla log!stica muere en 1849 y sus trabajos se 

mantienen ignorados por más de setenta a~os. 
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Dependencia e independencia de la densidad 

En 1911 L.O.Howard y U.F.F1ske fueron los primeros en plantear el 

punto de vista de que la natalidad o mortalidad densodependientes 

deberian contribuir a la estabi 1 idad de las poblaciones. 

En su clAsico estudio con la polilla <"gipsy moth"> y la polilla 

cola de café<"brown talled moth">. el los distinguieron tres 

factores de mortalidad: 

En primer término los llamados "factores facultativos". 

responsables del balance en la naturaleza y cuya acción aumenta en 

proporción al número de organismos. En segundo lugar, los 

"factores catastroflcos". que representan la destruccion ejercida 

por las tormentas, bajas o altas temperaturas u otras condiciones 

cl imaticas. 

Por último se refieren a la destrucción causada por otros agentes, 

como depredadores generalistas. que no son afectados directamente 

por la escasez o abundancia de la presa y provocan una mengua mas 

o menos constante en la población. 

En el ano 1928 Thompson utili=ó los términos "individuales" y 

"generales" para referirse a "facultativos" y "catastróficos". 

Chapman Cl931>,planteo el concepto de "la resistencia ambiental". 

haciendo una analogla entre el flujo de corriente eléctrica y la 

tasa de crecimiento de la población. Dicho concepto fue retomado 

por Gause <1934), restringiéndolo al caso particular de la 

influencia del tamaf'ro de la población sobre la tasa de 

crecimiento. en concordancia con la teorla loglstica. Smith 

<1935).tomó el término ttresistencta ambiental", su~triendo que 

podrla ser analizada y clasificada en dos componentes: factores de 

mortalidad densodependtentes y densoindependientes, Planteó un 

modelo aritmético: m a a D ~ b, donde mes la tasa de mortalidad, 

Des la densidad. bes el componente densoindependiente y a es el 

componente densodependiente. 
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Regulación y capacidad d~ ~arga 

Howard y Fiske<1911), NicholsonC1933), SmithC1935) y muchos 

autores posteriores coincidieron en plantear que las poblaciones 

se "regulan" a través de mecanismos o de factores dependientes de 

ta densidad de individuos. 

EisenberghC1966>, define el término "regulación", como la 

permanencia del número de animales de una población natural dentro 

de cierto rango, dicho rango es determinado por el medio en su 

conjunto y es alcanzado a través de mecanismos densodependientes. 

Begon y MortimerC19Bl>, entienden por "regulación" la habilidad de 

una población para disminuir su tama~o cuando se encuentra por 

encima de cierto umbral, asi como también la capacidad de 

incrementarse cuando la población está por debajo de dicho nivel. 

A este nivel se le conoce como "capacidad de carga": K 

TASt\ DE MOR.To\LI OAO 

K 

Fig. 1 To.ea. de ria.La.lida.d y morla.li.do.d v•. deng\.da.d. 

Varley, Gradwel 1 y Hassel 1 C1964> también se refieren a las 

18 



poblaciones 

densidad de 

reguladas, 

equilibrio 

como aquellas que tienden a regresar a la 

CK) siempre que se hayan alejado de éste. 

NichoJsonC1957> prefiere sustituir los términos densodependientes 

y densoindependientes por "tactores denso-gobernantes" y "factores 

no reactivos". 

Nicholson distingue entre Jos factores que "gobiernan la densidad 

poblacional" y aquel los que determinan la distribución de la 

poblacion. Por ejemplo los factores climáticos. ó la intensidad 

de ataque de los depredadores pueden determinar la distribución, 

sin embargo dentro del área favorable la densidad poblacional 

puede ser gobernada por otros factores tales como ta cantidad de 

alimento o de refugios. 

El papel de la compelencia inlraespec~Cica 

La teoría bastea de Nicholson se resumió en dos artículos 

publicados en 1933 y 1935. Nichalson sostuvo siempre la idea de 

que tas densidades poblacionales tendlan hacia un nivel estable en 

relación con las fluctuantes condiciones ambientales, y qua el 

Unico factor que puede ejercer ese control es la competencia 

intraespeclfica. 

Sus observaciones lo ! levaron a pensar que el éK!to de las 

especies era de algún modo independiente de la presencia de alguna 

caracterlstica adaptativa.Que la competencia actuaba como una 

contratuerza a la selección natural en la fijación de rasgos 

genéticos en el curso de la evolución. El planteaba los siguientes 

argumentos: 

Cuando aparecen individuos con caracteristicas adaptativas tienden 

a ser preservados por la selección natural.sin embargo esto causa 
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un incremento poblacional hasta 1 legar al punto en que la 

competencia es tan intensa que regule a la pcblacl6n. De esta 

manera la selección natural favorece nuevos tipos que 

desequilibran el balance de la naturale:a. y la competencia 

mantiene y restablece este balance durante y después de la 

selección. 

Para Nicholson la competencia depende de dos propiedades basteas: 

la capacidad de creclmien~o de la poblacl6n y la capacidad de los 

organismos para explotar el medio.La densidad a la cual actúa la 

competencia estará en función de éstas caracteristicas. 

Begon, Harper y Townsend definen a la competencia como el tipo 

de interacción que se da entre individuos 1 levados a un limite en 

el requerimiento de recursos cuya disponibilidad es limitada. El 

resultado es una reducción en la sobrevivencia. en el crecimiento 

y/o en la reproducción. 

Bakker (1961,1969) se refiere a la competencia como una 

" ••• manifestación de la lucha por la existencia en la cual dos o 

más organismos influencia negativa a desventaja sobre el otra, 

debido a que sus demandas exceden la disponibilidad de sus 

recursos comunes" 

Definiciones similares fueron dadas por SolomonC1949l, 

Andrewhartha y Birch C1954>, Hilne <1957), todos se refieren al 

da~o que se ocasionan los organismos que se disputan un recurso 

limitada. 

Caracter~s~icas de la competencia inlraespecifica 

Begon. Harper y To~nsend se~alan cuatro caracteristicas de la 

competencia intraespecifica: 

a>El efecto último de la competencia es una disminución de la 

adecuacion. o sea una disminución de la contribución de los 

organismos a la siguiente generación. 
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b> L.a competenc1a se establece por un recurso 1 imitado.< luz, 

alimento, espacio, parejas, etc.>. 

el L.os efectos de la competencia sobre los individuos no siempre 

son reclprocog,debido en gran medida a que si bien se trata de 

individuos de la misma especie, éstos no son completamente 

equivalentes. 

d> La competencia puede incrementar la adecuación de ciertos 

individuos. Esta característica surge precisamente de la no 

equivalencia entre los individuos. Asi un competidor "fuerte" 

tiene la posibilidad en condiciones de competencia,de que su 

contribución a la siguiente generación sea proporcionalmente 

mayor. 

L.a competencia puede dar lugar a distribuciones sesgadas dentro de 

una población. exagerando las diferencias individuales. Esta 

asimetría tiende a reforzar la capacidad regulatoria de la 

competencia intraespeclflca. 

Los efectos densodependientes de la competencia lntraespecitlca 

son de central importancia en la dinámica de las poblaciones 

naturales. 

Compet.encia "scramb1e" y "cont.esl" 

Existe un gran espectro de interacciones y de efectos, pero 

Nicholson <1954> plantea clertos estándares de formas extremas de 

competencia. a las cuales denomina competencia "scramble" y 

"contest" A bajas densidades no hay competencia, o sea todos los 

organismos obtienen ya sea el alimento necesario, la pareja, el 

espacio adecuado, etc. A partir de cierto umbral de densldad, la 
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situación cambia y comienzan a observarse los efectos de la 

competencia. En la llamada competencia "scramble" todos los 

individuos continúan obteniendo una cantidad de alimento 

equivalente, aunque no satisface el m1nimo necesario para 

sobrevivir y en consecuencia todos mueren.En términos de 

fecundidad, por encima del umbral se deja de producir cr1as. 

En la competencia de tipo "contest", una ve: que la densidad 

poblacional excede el umbral, cierto número de individuos continúa 

obteniendo la cantidad requerida del recurso para satisfacer las 

necesidades mlnimas y logran sobrevivir, mientras que el número 

excedente muere. 

Para visualizar estos dos extremos de competencia, graficaremos la 

mortalidad en términos de valores k versus el logaritmo del tama~o 

poblacional. Se define el valor k como el logaritmo del cociente 

entre el número de organismos en la clase x y el número de 

organismos en la clase x+l. Ck:; log1nx/nx+1), Haldanu. 1p.¡p; 

•se rQ"' 'b \e.: 

En el caso de la competencia tipo "scramble" la pendiente de la 

recta tiende a oo y en la competencia tipo "contest" la pendiente 
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se aproxima a la unidad. 

Un ejemplo de estos tipos de competencia corresponde al 

eKperimento de Bakker C 1961 >, con larvas de Drosophi Ja 

me/anogaster. citado por Varley, Gradwel 1 y Hassel 1 <1973>, 

~ .. 1., lo; 

Fig. 3 MOrla.Li.da.d d• la.rva.a. Va.lore• k V•. t.a.mai"io pobla.cl.onal, 

El experimento consiste en variar el número de larvas dejando fija 

la cantidad de alimento o viceversa. Los autores reexpresan los 

datos de Bakker en términos de valores k, versus el logaritmo de 

la densidad de larvas por mg.de alimento. Cuando se alcanza 0.3 mg 

o menos de ai. !mento por larva, no hay suficiente comida para que 

sobreviva ninguna larva y la curva resultan te es de tipo scramble 

o de "sobrecompensac16n". 

Es usual grat'icar la densidad poblacional y la mortalidad en 

coordenadas logaritmicas e interpretar la pendiente de Ja curva 

resultante, como un indicador de la "fuer::a"' o "debí 1 idad" del 

factor de mortalidad dependiente de la densidad. 
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Cuando la pendiente tiene valores entre O y 1. se da una 

subcompensaciOn de la mortalidad sobre el incremento poblacional. 

Cuando la pendiente es la unidad, se da una compensaci6n exacta y 

la población recupera su nivel de equilibrio luego de sufrir 

cualquier disturbio, en una s6la generación, Es equivalente a la 

competencia del tipo contest. Si la pendiente toma valores mayores 

que uno. el concepto de una densidad estable ajustada a una 

"capacidad de carga", pierde sentido ya que pueden aparecer 

dinámicas poblacionales más complejas. con patrones de 

oscilaciones c!clicos estables e inclusive fluctuaciones 

irregulares y aparentemente caóticas. 

Esto sucede cuando el efecto densodependiente es muy fuerte, o sea 

cuando se da un fenómeno de sobrecompensacion. 

Un ejemplo cl~sico de comportamiento oscilatorio es el estudio de 

Nicholson con una población de Luci/ia cuprina. 

N 

... 
F.ig. 5 Ta.mo.~o poblae\.Ono.l va. t\.•mpo. Tomado de Mo.yCil>?C:U. 



Los diferentes grados de incidencia del fenómeno densodependlente 

sobre el tamano poblacional se ejemplifican en el experimento con 

Tr1bo/Jum confusum (8ello1.1s. 1981>. citado por Begon. Harper y 

To1.1nsend. 

El experimento consistió en hacer crecer cohortes del escarabajo a 

diferentes rangos de densidad, registrándose el número de 

individuas que sobrevivian y legaban al estado adulto. Los 

resultados se expresaron en términos de los efectos de la densidad 

sobre la tasa de mortalidad per cáplta. número de muertes, Y 

número de sobrevivientes. 
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En las tres gráficas se distinguen 3 regiones: 

En la región 1. Ja mortalidad es independiente de la densidad. Hay 

individuos que mueren, pero la probabl l idad individual de 

sobrevivir y 1 legar a adulto se mantiene constante, 

En la región 2. se hacen evidentes los efectos dependientes de la 

densidad. La tasa de mortalidad se incrementa pero aún 

"subcompensa" los !ncrementos en el tamarl:o poblacional. 

En la región 3 la competencia se hace más intensa y el incremento 

en la tasa de mortalidad "sobrecompensa" cualquier incremento en 

la densidad. 

El ejemplo correspondiente a la "compensación exacta", es citado 

por Hassell, 1976 y corresponde al experimento de Le Cren,1973 con 

truchas. Aqui el efecto de la mortalidad dependiente de la 

densidad compensa exactamente el incremento en el tama~o 

poblacional. 

Fig. 7 To.ma.f'fo pobla.c1.onal a.l l1.empo l+I. v•. to.ma.?ro pobla.c1.ona.l o.l 

l1.•rnpo t. 
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Hc.Cauley y Murdoch <19B7l. anali~ando poblaciones de campo y 

experimentales de Daphnia y de fitoplancton, observaron varias 

clases de din~mica resultado de la competencia intraespec1tica. 

Lo interesante fue que observaron que los ciclos eran generados 

internamente y las distintas dinamicas obedeclan a diferencias 

entre las tasas biológicas o tiempos de retardo y no a 

condicionantes e1<ternas como temperatura,! luvias, etc. Las 

distintas clases de dindmlca ocurrieron en la misma especie en 

el mismo medio y en diferentes arios, asl como en habitats 

adyacentes o similares en el mismo tiempo. 

Los ciclas o tluctuaclcnes de la población, no fueron el resultado 

de factores e~ternos, sino que estuvieron determinados por los 

parametros biológicos 1ntr1nsecos. 

En suma la competencia intraespeclfica puede tener un efecto muy 

marcada sobre el numera de individuos de una población, es en este 

sentido que se habla de su capacidad reguladora. 

A continuación se exponen una serie de casos que ejemplifican 

distintos mecanismos que regulan los tama~os de las poblaciones. 

Mortalidad dependiente de la densidad: algunas evidencias de campo 

y de laboratorio 

Podemos citar algunos ejemplos en los cuales los efectos de la 

competencia se manifiestan a través de la mortalidad. 

Bauer C198S>. ejemplifica la regulación a través de la mortalidad 

dependiente de la densidad en Insectos, estudiando dos especies: 

Pardfa trfpunctata y Notoce/Ja roborana, encontró que la 

mortalidad de pupas es el mecanismo resulador que mantiene la 

densidad de los adultos aproximadamente constante. 

Se ha demostrado que para un conjunto de especies de insectos, la 

mortalidad de las pupas en el estiércol es densodependiente, tal 

es el caso de la polilla fOperophtera brumata <JJ), estudiada por 

Varley y Grad~ell (1968> y de otras muchas poblaciones entre las 

que cuentan las estudiadas por Hughes y Hitchel 1 C1960>, Mukerji 
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( 1971), Benson ( 1973 >, Varley et.al. 1975. 

En poblaciones de aves se ha encontrado este tipo de mortalidad, 

un ejemplo es la población de perdices estudiada por Blank et al, 

< 1967) en Hampshire, donde la mortalidad de polluelos durante las 

primera& cinco semanas de vida, est~ correlacionada con el tama~o 

poblacional. 

También se han detectado mortalidades dependientes de la densidad 

en poblaciones de mam1feros, tal es el casa del toro salvaje 

Connochaetes taurinus a/bojubatus,estudiado por un periodo de 

cinco a seis generaciones en Serengetl,Tanzania y reportado por 

Sinclalr <1970). En este casa es la mortalidad de adultos por 

falta de alimento y de recién nacidos causada por desnutrición en 

las madres las que dependen de la densidad. 

Un caso similar, también reportado por SinclP.ir Cl970) es la 

mortalidad de adultos causada por desnutrición en una población de 

búfalos fSynerus caffer SparrmanJ nativa de Serengeti. 

En et estudio de Chitty<1952l citado por Andrewartha y Birch 

<1954>, acerca de una población de Nicrotus agrestis, se 

registraron fuertes fluctuaciones en el tama~o poblacional durante 

varios a~os. Dado gua las diferencias climáticas entre los a~os no 

fueron demasiado significativas, Chitty concluyó que las 

disminuciones en el tama~o se deblan a mortalidad en los jóvenes 

durante la estación reproductiva. 

También se han detectado mecanismos de regulación en poblaciones 

naturdles ve¡;oto.los, tal es el caso de tres especies del género 

Ranunculus. Cso.rukhó.ri, t.07t.; Sorukhari y Hc.rper, tP7!1: so.rukhó.ri y 

En estas poblaciones se encentro gue la mortalidad 

de las plantas maduras estaba relacionada con los ciclos de 

crecimiento de los individuos en las poblaciones, ocurriendo los 

mAximos riesgos de mortalidad simultAneamente a los periodos de 

crecimimiento más acelerado, 
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NaLalidad depend~enLe de la densidad 

Los efectos sobre la fecundidad y maduración, también est~n 

documentados a través de una serie de estudios de campo y de 

laboratorio. 

El efecto más simple de la densidad sobre la natalidad es que las 

hembras al tener menor cantidad de recursos para al lmentarse, 

producir~n un número menor de huevos 6 de hijas. 

Ohgushi y Sawada (1985>,reportaron un trabajo con el escarabajo 

HenasepJJachna nJpanJca L •• que se alimenta de cardos silvestres. 

El objeto del estudia fue conocer cómo se regula la población de 

huevos con respecto a la abundancia de recursos. 

Observaron que las hembras reabsorven los ovocitos en desarrollo 

dentro del ovario, aumentan su dispersión y disminuye su 

sobrevivencia. 

Este mecanismo fisiológico controla la tasa de ovoposición, en 

respuesta al numero de huevos y al grado de deterioro de las 

ha j as. 

Un ejemplo similar es el de una población de moscas 

ErioschfabrassJcae, se encontró que el factor clave era 

densodependiente y correspondia a la reducción en la producción de 

huevas por hembra . <nencoon, tP73) 

La identificación del factor clave (podol•r.H.y Ro9•ra.D. consiste 

en visualizar ya sea de manera gráfica o a través de una prueba de 

regresión y correlación, cuál es la mortalidad correspondiente a 

cierto est.adio o clase, que contribuye de manera más importante a 

la mortalidad total y por lo tanto a \o.s variaciones del ta.marta 

poblacional. 

En otra población de insectos, la polilla mediterránea <Anagasta 

kuhnfella <Zl>, estudios de laboratorio. realizadas por Hassel y 

Huttaker <1969) dieron par resultado la identificación de dos 

factores claves. uno de ellos dependiente de la densidad y que 

actuaba sabre la fecundidad y mortalidad de huevos. 

En otro estudio, realizado por Stenning, Harvey y Campbell (1988), 
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sobre una población de urracas <FJc:edula hypo/E'uc:a palias) del 

bosque de Dean, Gloucestershire, también se aislaron como posibles 

reguladores·de la poblaci6n la reduccion del tamaMo de la puesta, 

y la disminución de la tasa de retorno de las aves maduras al 

lugar de anidaci6n. 

Eisenberg <1966> encontró regulación en una poblacion de caracoles 

<Lymnaea e/odesJ,bajo condiciones naturales. alcanzada a través 

del ajuste de la fecundidad de los adultos. 

La competencia por espacio para desovar también repercute en una 

reducci6n de la fecundidad. 

Begon y Mortimer ( 1961 > se ret ieren a una población de 

langostas <Chorthippus brumneusJ, en donde el efecto de la 

competencia entre las hembras por encontrar un lugar adecuado para 

depositar sus huevos, en este caso estiércol que no haya sido 

ocupado por otra hembra. provoca una disminución an la cantidad de 

huevos por unidad de tiempo, además de un gasto de energ1a que irá 

en decremento del desarrollo de los huevos y por lo tanto 

disminuirá la viabilidad de éstos. 

Otro efecto de la competencia intraespeclfica por los recursos, se 

da sobre las tasas de desarrollo y maduración de los individuos. 

afectando finalmente su fecundidad. Begon. Harper y Townsend citan 

a Harper (1961), para dar un ejemplo de este fenómeno en plantas 

de ma1z. Se menciona que a densidades altas las plantas no sólo 

son mas pequer'ías, sino que destinan una proporción menor de su 

btomasa a las semi! !as, result<;i.ndo ton •,1n¡;i, di~m!nu-::!6n de la 

producción por unidad de Area. 

Begon y Mortimer <1961>. citan a Branch C1975l 

una población natural de lapa Patella coch/ear. 

quien trabajó 

La lapa se 

con 

alimenta de un al¡;a que crece sobre el sustrato rocoso y sobre su 

propia caparazón, la competencia mas intensa es por el alimento y 

conforme aumentca 1 a densidad se produce una reducción 

compensatoria del tamaf'io de la lapa. Conforme se reduce al tamaf"io 

de los individuos de la población, disminuye la cantidad de 

gametos producidos. 
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Terri t.orialidad 

Regresando a una de las caracteristicas de la competencia 

1ntraespec1fica sei"ialada por Be~on. Harper y Townsend que es la 

"as1metria". es importante se~alar al comportamieto territorial 

como una forma de esta competencia y que tiene como una de las 

consecuencias más importantes la regulación del número de 

individuos que puede "sostener" un territorio. 

Et sistema de tomar y mantener territorios asegura posibilidades 

reproductoras Optimas para aquellos organismos que puedan 

ocuparlos, al tiempo que impide la reproducción de aquel los otros 

que no lo consiguen. 

Un ejemplo es la población del lagópodo rojo, Lagopus /agopus 

scoticus<Lath.), estudiada durante 13 generaciones, y donde se 

encontró que el factor clave era densodependiente y correspondia a 

la mortalidad invernal Cwati;;on . .t.P?.t.). Al explorar las causas de 

la mortandad, se encontró que las aves que no alcanzaban a ocupar 

territorios al comienzo de la estación reproductiva, eran presas 

de depredadores. enfermedades y hambre. {"'o.ti;on. 1P7J.) 

Cuando el "duef"ío" del territorio muere, su lugar es ocupado por 

otro recién 11 egado. Krebs e 1971) encontró en una población de 

aves Cgreat tit>, que los territorios vacantes eran reocupados por 

aves provenientes de otros lugares (inmigración>. 

También se sef"íala en algunos ejemplos et proceso inverso, la 

emigración, en busca de otros lugares de anidaciOn cuando la 

densidad es muy alta. 

En el análisis del factor clave de una población de buhos rStrix 

a/uco L. Southern e 1970). encontró que el fracaso en Ja gest.ación 

constituia cada af"io la principal causa de baja en la población. 

Sin embargo detectó que quien ejerc1a el papel regulador, 

compensando estos altibajos, era la emigración de los jóvenes, que 

abandonaban el territorio antes de la estación reproductiva. 

Otro caso es la población del escarabajo colorado 

Leptinotarsadecem/ineatB CSay.>,en la cual el factor clave también 

es densodependiente y corresponde a la emigración de adultos antes 
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de la hibernaotón otoNat-. El es_tudio se r"ealiz6 en Mer"ivale, 

Ontarto, dur"ante seis generaciones y fue r"eportado por Harcourt 

(1971>. 

Ot.ras interacciones 

La regulac16n densodependiente no solamente actúa a traves de 

procesos de competencia intraespecltica, sino que también se 

manitiesta a través de otros tipos de interacciones como por 

ejemplo las de depredador-presa o de parásito-hospedero. 

Ciertos tipos de depredador"es o de parásitos. tienen un efecto 

estabilizador sobre la población de la presa atect.ando 

principalmente la sobrevlvencia de ésta. 

As! Bauer C198S>. en su articulo cita a Frank <1967>, quien 

encontró mortalidad dependiente la denstdaden pupas de 

Operophterabrumata L., causada por depredadores del género Abax 

sp. Ccole6ptera, carabidae). Philonthus decorus C. <Coleóptera, 

Staphiniladael, larvas de Elateridae y la musaraf'fa Sorex araneus. 

Otro caso es el de la poi i l la de pino <Bupa/us pinJarJus) 

estudiada por Klomp (1966> durante 14 generaciones. Encontró que 

el factor clave era la mortalidad densadependiente de larvas, 

principalmente causada por parasitismo de Tachinidos como 

Eucarcelia rutJJ/a y Poecilostictus cothurnatus. Igualmente se 

trata de parasitismo el caso de Saccharos}·dJne saccharJvora. 

población originaria de Jamaica. estudiada por Hetcalte <1972> 

quien encontró que la reHulacton ~~ daba en ~1 est3dto de huQvo. 

También hay ejemplos de depredación, tal es el caso de la 

población de polillas (0perophtera brumataJ en un bosque de 

Berkshire, estudiada por Varley y Gradwel 1 <1968> en la cual 

localizaron densodependencia en la depredación de pupas. 

Has se 11 < 1969) también reporta mortalidad densodependiente por 

depredación de escarabajos y peque~os mamtferos, en una población 

de Cyzenis albicans <Fal 1. l. de \Jytham \Joods, Berkshlre. El 

mecanismo de regulación es por asregaci6n de depredadores o 

parasitos generalistas. 
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Acerca de ia polémica 

En la década de los sesentas se di6 una intensa polémica acerca 

de la capacidad de las poblaciones para autorregularse, as1 como 

acerca de la capacidad reguladora de factores extrlnsecos cuyos 

efectos se evidencian cuando la población alcanza cierto umbral de 

densidad. 

Hay quienes plantean que carece de sentido hablar de factores 

dependientes e independientes de la densidad. pues en definitiva 

la influencia de cualquier factor ambiental estará en relaciOn con 

1 a de ns 1 dad pob 1 ac i ona 1. l AndreYarlha y D~rch. t.~4) 

Murray C1982> poleml=a con Charlesworth (1981> y Hassel 1 {198l>en 

cuanto al uso y significado del término "densodependencia". 

Estos Ultimas plantean que el término densodependencta se refiere 

a la disminución en las tasas de nacimiento y al incremento en las 

tasas de mortalidad en poblaciones donde la densidad se 

incrementa. Hurray plantea que la definición es "inadecuada" y 

"confusa". Inadecuada porque no contempla el caso en que las tasas 

de natalidad y mortalidad se mantienen constantes en un amplio 

rango de densidades y es contusa porque no se refiere a las causas 

que determinan los cambios en dichas tasas. 

Plantea que se puede obtener el tlpico crecimiento sigmoidal. aún 

considerando fecundidades y sobrevlvencias constantes. Quien 

determina el tamaNo de la población será la cantidad de alimento. 

el número de sitios de anidaci~n y ~I clirna y na un lnc~emento en la 

competenc 1 a. C Thomp•º"'• IPllP.t.~cs: Andr•va.rth1;1; y D~rch,t.~4.s.s>oo: 

Direh.u:>oo: sch,..•rdlí•g•r. •~D) 

Pollard y Oempster <1981>, siguiendo esta misma linea establecen 

las diferencias entre los modelos con un limite superior de 

recursos en los cuales la población puede fluctuar entre O y la 

capacidad de carga y los modelos del equilibrio en los cuales las 

fluctuaciones se dan en torno a la población de equilibrio. 

Sugieren que éste último modelo es totalmente inconsistente. 

Andrewartha y Birch C1954) encabezan esta corriente de pensamiento 
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dentro de la ecologla. Polemizan con las conclusiones alcanzadas 

por Nicholson <19331, planteando que éste extrapola erróneamente 

resultados experimentales u obtenidos a partir de modelos 

matemáticos a poblaciones naturales. 

Andrewartha y Birch coinciden con otros autores en se~alar el 

carActer contuso de Jos términos 

Por otra parte sostienen que las 

el ima, el al imanto, los refugios. 

"balance" y "densodependencia". 

condiciones ambientales - el 

y la presencia de otros 

organismos causantes de enfermedades - están en perpetuo cambio, 

ya sea debido a fluctuaciones erráticas, asl cerno ritmicas. 

Por lo tanto las poblaciones naturales, según estos autores, nunca 

pueden incrementarse o crecer de manera continua y en consecuencia 

no es necesario invocar factores dependientes de la densidad para 

explicar e) cambio en el tamai"io de las mismas. 

Otro aspecto se~alado, es que la mayoria de las especies son 

escasas en la naturaleza. por lo tanto muy diflcilmente agotan sus 

recursos. 

Hutchinson C1981) reflexiona acerca de la reducida probabilidad de 

persistencia que tendria un organismo regulado completamente por 

factores independientes del tamaf'to poblacional. Considera que la 

mortalidad independiente de la densidad tendrla una importancia 

mayor en organismos con ciclos anuales y duda de su capacidad 

regulatoria en aquel los que tienen varias generaciones por ario o 

viven durante varios a~os. 

Varley, Gradwell y Hassell plantean que los factores climáticos 

como tormentas, scqu1:i.::;, he> lada:;, pucdc:>n dctermin.:.r los cambios en 

los números poblacionales, pero que son los factores dependientes 

de la densidad los responsables de regular la población en las 

cercanlas de cierto nivel promedio de abundancia, que estará 

determinado por una gran cantidad de factores, ya sea climáticos, 

de espacio, presencia de enemigos, al !mento, refugios, etc. 

En este sentido es importante seNalar que para que un sistema sea 

considerado "estable", deben existir uno o más puntos de 

equilibrio o ciclos limites, a los cuales el sistema regresa 

cuando sufre un disturbio o permanece cuando el disturbio es 
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pequeno. Cconnell y souaa., s.oe9> 

La capacidad regulatoria de los mecanismos dependientes del tamano 

poblacional har1an posible estas condiciones de "estabilidad". 

oavison y Andrewartha C1948> estudiaron los cambios poblacionales 

da un pequei"to insecto chupador. Thirps im::Aginis. Calcularon el 

número de insectos sobre una muestra de 2.0 rosas, realizando 

conteos semanales durante un periodo de 14 a~os. Observaron que 

cada a~o la población de Thrips alcanzaba un maximo. Utilizaron la 

técnica de regresión múltiple para explicar el tama~o poblacional 

en función de una serie de variables de caracter meteorológico. 

~ograron explicar con este método el 84% de la varianza y 

concluyeron gue el ta.maf"io poblacional se determinaba por la acción de 

factores climatices aleatorios y de ninguna manera podia 

intervenir algún factor dependiente de la densidad. 

Kuenen <1958> y Smith C1961> replantearon el anAlisis de \os datos 

introduciendo un factor de mortalidad densodependiente con el cual 

se logra explicar mas del 90% de la varianza. 

Muchas veces la técnica estadlstica uti 1 i=ada. como puede ser el 

an~lisis del factor clave, no es suficiente para detectar procesos 

significativamente dependientes de la densidadque podrlan regular 

la población. Recientemente se han reportado estudios en los 

cuales se pone en evidencia que al trabajar con datos promedio de 

densidades poblacionales por generación, a nivel macroscópico, no 

se considera la escala espacial sobre la cual actúa la 

densodependencia. Tal es el caso reportado por Hassel l. Southwood 

y Reader (1987> acerca de la din~mica pob\acional de la mosca 

blanca vibur-num <AJeurotriiJcheius jeJin;:oJ.:ifl. En este estudio se 

hace un detallado conteo del numero de huevos y damas estadios 

hasta adultos. sobre treinta hojas marcadas de un arbusto, 

identificando densodependencia en la sobrevivencia por 

hoja.mientras que a nivel del arbusto se enmascara esta regulación 

dependiente de la densidad. 

La polémica también se ha desarrollado en torno a conceptos mAs 

generales donde aparentemente no se trata de negar la existencia 
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de mecanismos reguladores sino de relativizar su Importancia y 

efectos sobre las poblaciones. 

Hairston. Smith y Slobodkin en un articulo publicado en 1960. y 

basandose en algunas observaciones de carácter universal. proponen 

la existencia de métodos de regulación característicos para cada 

nivel trófico. Los descomponedores, productores Y carnivoros 

estarian l lmltados por el al !mento y para Jos herbivoros el factor 

limltante fundamental serian lo9 depredadores.En ambos casos la 

limitación actúa de manera dependiente de la densidad. 

Objeciones importantes a este planteamiento fueron formuladas por 

Murdoch C1966> y por Ehrlich y Birch <1967). Las criticas abarcan 

desde las premisas, argumentación. conclusiones, hasta la 

metodologia. 

La ar~umentaclón de Hurdoch si bien no niega la existencia de 

regulación en las poblaciones naturales, cuestiona el car~cter 

limitado del concepto de recurso entendido exclusivamente como 

alimento, y la validez de generalizaciones tan contundentes que 

les permite a partir de observaciones en poblaciones o grupos de 

poblaciones extraer conclusiones acerca del nivel trófico en su 

conjunto. Plantea la necesidad de det' ini r una unidad de estudio. 

Birch y Ehrltch por su parte ponen mucho énfasis en descalificar 

las afirmaciones de Halrston, Smith y Slobodkin, desarrollando 

explicaciones alternativas. Polemizan con el tipo de modelos 

usados para estudiar el "control" poblacional planteando que 

éstos deben tomar en consideración Jos cambios constantes en los 

tamaffos pobl::icionales • las fluctuaciones aleatorias en las 

condiciones medioambientales, Y el comportamiento de las 

poblaciones locales. Para lograr integrar lado este tipo variables 

es necesario desarrollar modelos estocásticos.El concepto de 

"vaguedad" o debilidad de la densodependencia en la regulación de 

poblaciones es planteado en articulas recientes 1slrc:ing,O.s.PG4) y 

aparentemente retoma algunos argumentos desarrollados en el 

articulo de Ehrlich y Birch <1967). Plantea que la influencia de 

la densidad sobre los parámetros poblacionales es con frecuencia 

débil. intermitente o discontinua, con efectos m.A.s marcados en los 
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argumentos desarroJ lados en el articulo de Ehrlich y Birch <1967>. 

Plantea que la influencia de Ja densidad sobre los parametros 

poblacionales es con frecuencia débil, intermitente o discontinua, 

con etectos más marcados en Jos valores extremos de densidad, 

y actuando principalmente otros factores como el clima, 

heterogeneidad del medio, edad, etc. a densidades intermedias. As! 

propone representar con mayor fidelidad los fluctuantes cambios 

en los tamanos de las poblaciones naturales e incluso los casos de 

extinción. Define eJ concepto de "densidad expl!cita", entendiendo 

con este termino los factores densodependtentes que actúan a 

densidades muy altas, poco frecuentes en poblaciones naturales, 

donde se debilitan artificialmente la influencia de factores 

medioambientales. 
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Al.gunos comentarios acerca de ia revisión bib1iográCica 

Varley (1963> retoma la vieja discusion que desde posiciones 

antagOnicas mantuvieron Andre~artha y Birch por un lado y 

Nicholson por el otro. Plantea que en ambas posiciones existen 

argumentos válidos e intenta conciliarlos aclarando el uso de 

ciertos términos y especificando su alcance y signiticado. 

As! plantea que la palabra "control" en el sentido utilizado por 

Nicholson es un proceso estabi l i.zador. dependiente de la densidad. 

Para este proceso Varley pretiere usar la palabra regulaciOn, 

acuf'fa.da por Kuenen <195Bl. l<lomp <1962> y Bakker <1964Jque 

definimos al principio. 

Distingue dos procesos diferentes la determinación de los 

tama~os poblactonales, que efectivamente estA dada por factores 

cl irnAticos, abundancia de recursos. enfermedades, refugios, etc, y 

la regu1aci6n de dichos tamaNos que estA a cargo de los procesos 

dependientes de la densidad, que actúan sobre las tasas de 

mortalidad, natal !dad, emigración e inmigración. 

Hemos podido observar a través de esta revisión de trabajos, que 

las poblaciones ya sea en condiciones naturales o experimentales, 

poseen mecanismos homeostAticos ya sea trente a las llmltaciones 

impuestas por su medio ambiente. como a su propia capacidad 

reproductiva. 

Es claro también que sobre el las actúan fuer.zas independientes de 

la densidad, cuya acción no tiene relación con el número de 

individuos que ocupan cierto espacio, y son precisamente quienes 

pueden determinar los tama~os poblacionales. 

Evidentemente existen otro tipo de fuer:as. cuya accion si depende 

del tama~o de la población y cuyo papel es potencialmente 

"regulador". 

Pensar que los factores que actúan de manera independiente de la 

densidad como las heladas, tormentas, sequlas, etc, pudieran tener 
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un efecto regulador, seria suponer una d1str1buc16n de 

probabilidades de catástrofes de variada intensidad. <Hutcht.n•on. 

t,pat,) 

En cuanto a la afirmación acerca de que la mayor1a de las especies 

son escasas en la naturate~a y por lo tanto dif1cilmente agotan 

sus recursos, podemos plantear que además de que los recursos 

también pueden ser muy escasos, no siempre son utili::ables por los 

organismos e inclusive pueden no agotarse y stn embargo 

constituirse en ractores l1m1tantes. 
El propio Nichalson <1957l planteaba que los factores que 

"gobiernan la densidad de una poblacton", tales coma la 

dispon1bl l ldad de a 1 lmento o de espacio. no necesariamente son los 

mismos que aquel los que determinan su distribución, tales como el 

clima, la intensidad de ataque de depredadores generales, etc. 

Esta afirmación es importante porque de alguna manera hace 

explicita Ja idea que luego desarrol 16 Varley (1963) en cuanto a 

la separación conceptual de los términos "determinación" y 

"regulación". 

Para efectos de este trabajo lo que pretendo subrayar es que la 

explicación de muchos comportamientos dinámicos que presentan 

ciclos aveces irregulares y hasta caóticos. puede radicar en los 

valores de los parámetros biológicos de la población como las 

tasas de natalidad y de mortalidad, que a su ve:: están en estrecha 

relación con las densidades poblacionales alcanzadas. Por otra 

parte, tomando como base los ejemplos citados creemos que es 

posible plantear que los efectos dependientes de la densidad en 

un gran número de casos se dan en una sóla clase de edad o estadio 

de desarrollo o en m~s de una consecutivas. 

El punto de vista de que la natal !dad, mortalidad o migración 

densodependientes juegan un papel importante al contribuir a la 

estabilidad de las poblaciones, se ha estudiado en los últimos 

anos y han aparecido en la 1 iteratura ecológica una serie de 

trabajos que abordan el tema con modelos que utilizan las 

ecuaciones en diferencias, ya que permiten describir el complejo 

comportamiento dinAmico de las poblaciones. Aparecen modelas que 

39 



ya sea cuantifican la densodependencia como los de Ullyet 

(1950),Varley y Gradwell <1963>, Hassell y Huffaker C1969J y 

Hassell, Lawton y Hay <1976>. como aquellos que describen su 

función reguladora como lo's de Cook < 1965), ?ennycuik. Compton y 

Beckingham <1968>. Varley y Grad\Jell C1968l, Usher (1972) Maynard 

Smith y Slatkin C1973), Varley,Gradwell y Hassell C1973>, Hassell 

( 1975). 

Bellows <1981> reali:a un detallado análisis de las propiedades 

descriptivas de diferentes modelos con densodependencia,con 

poblaciones no estructuradas. generaciones discretas y descritas 

a través de ecuaciones en diferencias de primer orden. 

Hay y Oster (1976> hacen una rese~a de los principales modelos de 

ecuaciones en diferencias, 1 lustrando con un caso particular, la 

loglstica discreta. el comportamiento dinámico que va desde un 

punto de equilibrio estable, a través de una secuencia de 

bifurcaciones dentro de ciclos estables de periodos 2, 4, 8 y 

finalmente cayendo en un aparente caos. 

Estos resultados de enorme riqueza dinámica nos llevan a 

reconsiderar el clásico concepto de regulación dependiente de la 

densidad. entendida como los cambios en los tama~os poblacionales 

dirigidos a mantener las condiciones de "estabilidad" de las 

poblaciones. 

En este trabajo se evitar~ et uso del término regulación que alude 

inmediatamente a la idea de estabilidad. Nos referiremos a los 

cambios densodependientes en los tama~os poblacionales. 

En respuesta a los comentarlos acerca d~ la "v~~ucdad de I~ 

densidad", de la necesidad de desarrollar modelos estocásticos que 

incluyan promedios de variaciones en los tama~os poblacionales y 

en las condiciones ambientales. pensamos que el objetivo es 

modelar la dinAmica de las poblaciones con la herramienta mas 

sencilla que se pueda, aqui se propone precisamente un modelo 

discreto, no lineal •. 

Como se menciona en el Capitulo l, el efecto de ta estructura de 

edad sobre la dinámica poblaclonat ha sido investigado por varios 

autores (t...q.,..\.a 11042,. L••l\.• <J.s:>•!5.1P4e>), Sin emba.r~o en estos 
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modelos los coetlcientes de tecundidad y sobrevivencia se 

mantienen constantes y asi el comportamiento del sistema dependera 

de los eigenvalores de la matri::. o sea del valor de su tasa de 

reemplazo ( A >. del vector propio derecho x o vector de las 

proporciones estables y del vector de los valores reproductivos. 

La apllcabllidad de tales modelos a la dinAmica de poblaciones es 

muy restringida, será adecuada sólo para aquellas situaciones en 

tas cuales podamos suponer que las caracteristlcas demogrAticas 

son independientes del tamaf'l:o de la población, del tiempo y del 

espacio. Estos modelos pueden apl lcarse a las primeras etapas de 

coloni::acion de una especie invasora. donde nl los recursos ni el 

espacio constituyen factores llmltantes. 

Leslie <1948) consideró varias situaciones donde los elementos de 

la matrl:: H eran funciones de la suma del vector de población n, 

y produjo asl un comportamiento poblacional similar al 

correspondiente a la ecuación Iogisttca. Observó cierto 

comportamiento oscilatorio antes de alcanzar el equilibrio. la 

extensión del comportamiento oscilatorio dependia de la estructura 

inicial de edades. Los trabajos de Pemycuik, Compton y Beckingham 

C1968> dieron por resultado oscilaciones estables, sin alcanzar un 

equilibrio. Usher <1972> también modelo varios tipos de 

comportamiento oscilatorio. 

El modelo que se desarrollara a continuación es un modelo 

estructurado, en el cual se incorpora un parámetro poblactonal que 

varia en tunción de la densidad. 



CAPITULO III 

PLANTEAMIENTO DEL MODELO 

Premisas del modeio 

En el capitulo ! t se ha procurado exponer los argumentos más 

importantes acerca del fenómeno de la densodependencia. as1 como 

tambien se han seleccionada al~unog e~emplos que representan cada 

uno de los mecanismos reguladores que pueden desarrollarse en las 

poblaciones. Se recurrió precisamente a dicha revisión 

biblto~r~tica para plantear las premisas del modelo. En primer 

lugar, aunque no sea el propósito de ~ste traba1o dllucldar la 

polémica existente en torno al tema de la densodependencia, 

existe suficiente evidencia de campo y de laboratorio como para 

justificar el desarrollo de una herramienta que puede ayudar a 

Interpretar datos censales y describir el comportamiento dinámico 

de ciertas poblaciones. 

La primer premisa de la cual parte el modelo es que existen 

cambios en la mortalidad y Ja fecundidad dependientes de Ja 

densidad. Otro aspecto que también fue extraldo de 

bibliograflca, es que las cambios densodependientes 

general 

divide 

se dan en una 

la población. 

o varias de las categorlas en 

la revisión 

por lo 

las que se 

Para decidir cómo y dónde introducir la densodependencia. se 

recurrió a los ejemplos de campo v de laboratorio. estableciéndose 

que en este modelo la regulación ocurre sobre la fecundidad. El 

criterio de estrucLuracion esco~ida fue entonces la presencia o 

ausencia de regulación. Surge as! Ja segunda premisa importante 

del modelo. la poblaci6n estará estructurada en dos clases y el 

factor de regulación densodepandiente actuara sobre la fecundidad 

de la segunda clase. 

Ademas de estas dos premisas particulares del modelo, se comparten 

las planteadas para las modelos con estructura en general. tales 

como poblacton aislada. población cerrada y medio homogé~ 
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DESARROLLO 

Dado que los criterios de estructuración quedan a decisión del 

lnve~tigador. quien podra esco~er de acuerdo a sus objetivos o 

poslbi 1 idades, al gun.::i. caracterlstica de la población que permita 

dividirla en grupos ajenos entre sl, como es el caso de la 

estructuración con base en la edad, t.amal'l:o, estadio de desarrollo, 

diámetro, etc. En el modelo presentado aqu1 el criterio que se 

la poblacion, fue precisamente el tenómeno 

cual queremos conocer su incidencia en la 

eligi6 para estructurar 

de densodependenc ia, de 1 

dtnamtca de la población. 

Se pretende ! legar a establecer el espacio de par-Ametros en donde 

se puede visuali=ar el comportamiento dinamice de las poblaciones 

de acuerdo al valor de sus parametros poblaclonales. 

De esta manera la población quedará dividida en dos grupos o 

clases. el grupo que no presenta mortalidad o natalidad 

densodependientes. y el otro que si lo presenta. El vector de 

población tiene dos elementos: 

Se obtiene asi Ja matriz de proyección lineal más simple. con 

clases. y cuatro parAmetros que la detinen: a,. b, e y d. 

A [ e 

" 

dos 

Se interpreta cada uno de los elementos de la matriz de acuerdo a 

su posición en la misma. asi el elemento a ubicado en el primer 
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renglón. primera columna. representa el aporte de la primera clase 

a si misma. En este modelo consideraremos que no hay fecundidad en 

la primer clase y por lo tanto el parámetro a representa la 

permanencia de los individuos en la clase al cabo de una unidad de 

tiempo. 

El parámetro b representa el aporte de la segunda clase a la 

primera. Esta contribución a la primera clase en una unidad de 

tiempo sólo puede ser posible a través de la fecundidad de las 

hembras de la segunda clase. Este parámetro será precisamente el 

que presenta la densodependencta. 

De esta manera ubicando cada elemento en su po~ición matricial 

podemos definir su significado biológico y su dinámica. E~isten 

muchas posibilidades de plantear la densodependencia. ya sea con 

respecto al tamaf"io de la población en su con_1unto, o con respecto 

a algún grupo o clase en particular. En este modelo y basándonos 

en los datos de tablas de vida de la bibl iogratla hemos 

considerado que el mecanismo regulador densodependiente debe 

actuar sobre la fecundidad de la segunda clase. y estará en 

función del número de individuos presentes en la primera clase. 

Uno de los ejemplos de campo al cual podemos remitirnos de 

inmediato se cita en el capitulo l y es el caso reportado por-

Begon y Hortimer (1981) acerca del efecto de la densodependencia 

sobre una población de lanqostas <Chorthippus brumneusJ donde tas 

hembras reducen la tasa de ovoposici6n cuando la densidad de 

huevos es muy a 1 ta y no encuentran lugar suf 1 el ente y adecuado 

para depositar gus huevos. En este ejemplo el factor limltante son 

los sitios de ovoposlción y los cambios dependientes de la 

densidad de los huevos afectan el parámetro de fecundidad de los 

adultos. 

Se trata entonces de escoger una función decr¿c{ente. cuyo 

comportamiento sea aceptable desde el punto de vista biológico y 

que sea relativamente sencilla. La función que satisface estas 

necesidades es la función exponencial negativa. 

El parámetro e representa la contrfbucfón de la primer clase a 

la segunda, por lo tanto expresa la sobrevivencia al cabo de una 

unidad de tiempo de las hembras que estaban en la primera clase y 

que logran pasar a la segunda clase. 

Por último el parametro d será el aporte de la clase dos a si 
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misma. La forma de contribuir a la segunda clase estando en el la 

al transcurrir una unidad de tiempow es permanecer en la clase. Al 

escoger una unidad de tiempo suficientemente grande podemos lograr 

que ya no haya permanencia en la segunda clase y por lo tanto 

igualar a cero este parametro. 

La matriz A finalmente tiene la forma siguiente: 

A 

Para fines pr~cticos trabajaremos con Ja matriz B que se obtine 

por una 

transtormaci6n de similaridad de la matri: A. La similaridad se 

logra mediante el cambio lineal de coordenadas representado por la 

ma t r 1 z H y e = H A H- 1 

La nueva matriz B queda de la siguiente forma 

B [: 
Se deba aclarar un abuso de lenguaje y es que, en real !dad, las 

variables xt Y Yt ya no son propiamente las mismas, sino que son 

las transformadas por H. 

Por su estructura B es mas fácil de anall:ar que A pues tiene 

s61o dos parámetros y por ser semejante a A tendrá el mismo 

polinomio caracter!stico y sus vectores propios son Jos 

transformaciones, bajo H. de le:; de A. Por lo tanto ~¡ 

comportamiento dinámico de B es completamente equivalente al de la 

matriz 

Tal como se planteó en el cap!tulo anterior, sl efectuamos el 

producto de la matri: de proyección poblacional que acabamos de 

describir. por el vector de distribución de la población al tiempo 

t, obtendremos el vector de distrtbuci6n proyectado una unidad de 

tiempo. 



[: [ ~ ) ... 

Este producto lo podemos expresar de la forma de un sistema de dos 

ecuaciones en diferencias de primer orden: 

xl•t = a xt. + b expC-xt.) yl 

y t+f. x .. 

Donde el número de hembras de la primera clase al tiempo 

t+1. tendrá dos aportaciones 

1> Las hembras que permanecen en la clase al cabo de una unidad de 

tiempo. 

2> Las hijas de las hembras que estaban en la segunda clase al 

ti ampo 

b está 

anterior. Este elemento no es constante, pues el 

afectado por Ja función exponencial negativa que 

densodependencia. Por 

hembras en la primera 

lo tanto a medida que aumente el 

clase. disminuirá la fecudidad de 

pará.metro 

indica la 

número de 

las 

hembras de Ja segunda clase, afectando as! el tamaNo de la primera 

clase al tiempo siguiente. 

Se puede ahora reducir este sistema de ecuaciones a una sola 

ecuación de segundo orden. Ja cual se usara a menudo 

xt•t. =a xt. + b ~xpC-xt.l X ·-· 
En ee:ta ecuacion definimos el número de hembras de la primera 

clase en el tiempo t•1 en función de Ja fecundidad y permanencia 

de las hembras de la clase uno al tiompo t. y de la fecundidad de 

las hembras de la segunda clase. Este último componente lo 

expresamos en función del número de hembras en la clase uno al 

tiempo t.-1 , o Jo c:¡ue as lo mismo e 1 número de hembras de 1 a 

segunda clase al tiempo t.. 

Vale la pena recordar que tanto las variables como los para.metros 

no son los originales, sino los de una hipotética e inexistente 

población equivalente con el mismo comportamiento dinámico. 
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Ana.lisis de los punLos de equi~ibrio 

El villor del punto de equilibrta. o sea el valor al cual la 

poblaci6n alcan=a la estabilidad. lo podemos calcular 

algebraicamente. Cabe aclarar que nos referimos a la estabilidad 

numérica del vector de población y no al vector de proporciones 

estables planteado en el modelo de Les\ie. 

En el equilibrio se cumple que 

y calculamos 

X 

' 

• X 

donde F<x> es la función con la cual a partir de los valores de x
1 

y obtenemos x = F < ,., 

En nuestro caso corresponde a ta ecuación Cll 

En el equi 1 ibrio tendremos: 

. 
• X . -a X + b tt>Cp( - X 

• 
X ( 2 l 

Donde x es et punto de equilibrio de periodo l, pues se obtiene 
• al iterpr solo uno. ve= la. función : >< • F (X ) 

El valor • de X to obtenemos dividiendo ambos miembros de . 
X 

1 a • b -•l<p( -x l 

• 1 - a b •l<P ( - X ) 

1 - " -~:tpC-x 

b 
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• • 

In 

In 

1 - .a 

b 

b 

1 - .a 

• -· 

( 3l 

En su forma matricial podemos escribir: 

[ o ] [ : ) l 

a 

M n , .. 
En el equilibrio: -· --H n = n 

[ : J. .. 

En el equilibrio. al aplicar la matriz de pr-oyecclOn al vector de 

población, obtenemos el mismo vector poblaclonal. O sea que la 

población se encuentra en estado estacionario, sidndo la tasa de 

reemplazo igual a 1. 

Por lo tanto: 
. . 

Hn-n =O 

Se quiere ahora encontrar la solución para la cual se cumpla que la 

matriz de provecci6n menos la matriz identidad, multiplicada por 

el vector de población sea igual a cero • 

<M - I > • n o 
• La soluci6n trivial seria aquella en la cual el vector n fuera 

igual a cero, o sea el origen (ºº) 
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1..a población es recha:ada por et CO,C>,ya que si partimos de 

cualquier punto muy cercano al <O.O> la tendencia ser.a alejarse 

del misma, por lo tanto es un punto de equilibrio inestable y sin 

embarga es fuertemente re~ulada par arriba. 

Nos interesa conocer para que otros valores de 

una solucion igual a cero. 

• X e Y • encontramos 

Para el lo hal James el det.erminante de la matriz de proyección, menos la 

matri:: identidad y despejamos el valor de x para el cual se anula 

el determinante: 

[ 1 

b oxpC-x,] 

- 1 

a - 1 

d.gl < M - 1 > e a - 1 ) e - 1 > - b gxp e - x L > = o 

. 
Despejando el valor de x 

-ca -
1 

obtenemosi 

1) 

- a 

- b ~;:p(-)(t) 

b gxp ( - X l) 

b 
1 - .. 

b 

- a 

• Asl obtenemos que el valor de x es In 

o 

b 

1 - a 

Dado que al modelo plantea una 

clases, existe Ja componente y. 

población estructurada en dos 

En el caso del equilibrio de 

periodo 1, como antes detintmos significa 
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La clase yt en el equi J ibrio coincide con el valor de la clase x". 

por lo tanto 
• b 

Y = In 
1 - a 

En el diagrama de tase los puntos nos van dando información acerca 

de los diferentes estadios que va atravesando la población a 

medida que transcurre el tiempo. El eje de las abscisas representa 

los valores que va tomando Ja clase x y el eje de las ordenadas 

los valores de la clase y. En el equi l lbrio tenemos el siguiente 

diagrama de tase: 

y 

/ 
Fig. a EapCIC\0 d• [a.a•. a o. 2:s. b t.. 2. 

Se observa que ambas clases convergen hacia un valor de 

equilibrio.correspondiente a In b 

1 - a 

En la fisura 10 se muestra la convergencia hacia un valor estable 

en el plano de x vs. t. 

En los si~uientes dla~ramas de tase se observa el debilitamiento 

del poder de atracción del punto de equl 1 lbrlo. la convergencia es 

cada ve: menor conforme aumentamos el valor del paratro b. 

Finalmente el punto deja de ser un atractor estable y sucede la 
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primer bifurcacion apareciendo dos nuevos puntos de equilibrio que 

actúan como atractores estables de periodo dos. 

O.} 

'/~ 

-

_..,.. 
' 

F"ig. O a} E•poci.o d• r-•· b • :1.. •· No •• ob••rvo. c:cnvergenc:\.o. 
hCLc1.o. un punlo, s;\.no ho.c\.CL un t.nLerva.lo en torno a.l volor de 
eq1.Hl\.bl'\.o. 
Fig. g b} E•PCLC:\.O Ca.ee, b • i.. 4d. Apa..recen do• nuevo• punt.011 de 

•qu\.l\.br\.o entre Loa cua.lea oac\.lcin loa la.ma.Pl'oa pobta.c\.ona.lea. El 
va.lor del pa.ra.m•tro a ae ft.jó en o. 2'!1. 

b) 

-
- -· C.· "" :;---· . ._,,... . ' . 
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f"ig. 

'-gu.a.L 

X C.t) 

10 Plano de 
b 

X v• t. Hcy convergenct.o. 

n ln b = •· 2. a = o. 20. 

1 - a 
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Análisis de la eslabLlidad del punto de equilibrio 

Lineal izamos el sistema con el 

en la vecindad del punto In 

objeto de analizar el 
b 

equilibrio 

1 - a 

Le 1 Jamaremos ñ• al vector correspondiente al equilibrio: 

-· n = 
• 

[ >] [

In 

Jn 

= 

b 

1 - a 
b 

1 - a 

A partir de las funciones 

r,cx,y>: ax+ b g::p<-x> y 

] 

Obtenemos tas derivadas parciales y construimos la matriz da 

J acob i 

:r: a + b y < - 1 > •xp e - x l 
¡j X 

iJ f2 
1 

<J X 

[ 1 

a - by vxpC-x> 

a - by exp(-X) 

b exp{-x) 

] o 
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Ahora la evaluamos en el punto de equilibrio y obtenemos: 

.Jl = ts.tz [ " - b Ít,,....!:!.... J) ~"• (-ln-b- ) 
l a-a ' -a 

1 

Simplificando obtenemos: 

...Dfs,f:z 

Cl-alln b 1-a ] •-a 
1 o 

Le restamos).. l. para calcular la ecuación característica 

Cl-a.>/n b 

( ..Dfi.f2 
1 - a 

De donde el polinomio de segundo grado es 

(a - Cl-a>tn b 

•-a 
J.\ - Cl-al 

Hacemos el cambio de variable donde: 

(1 = ln 
b 

1-a 

Y sustituimos. despejando el valor de).. 
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a ->. = 

En el caso unidimensional el eigenvalor de la función F en el 

equilibrio corresponde al valor de la pendiente de la tunción en 

su intersección con la recta de 45•. 

>.=[::]. 
N:N 

Este multiplicador en N• Cpunto de equilibrio>. determina la 

estabilidad local del punto de equilibrio. Si )l.< 1. el punto es 

un atractor. cuando A 

en el caso de ser h > 
1 el equilibrio es neutralmente estable y 

el punto de ec:¡ui 1 ibrio es inestable. cNa.y 

AnaJogamente al caso unJdimensional e:.>... es el multiplicador de Ja 

matriz de Jacobi y acotaremos su expresión igualándola a -1 

can el objeto de obtener el valor del parámetro b para el 

cual el equilibrio de periodo l se vuelve inestable. 

Igualamos.\. a -1 

fa-(?C!-aJ 1~ Y Ca-{?( 1-a) J 2 
... 4(1-a' 

-1 

.¡ [a Cl-a){? ,. • 4 

[a Cl-a){1 J' • 4 

[a - <1-a)/1 ,. • 4 < 1 -a > 

1 - a 

-:! a 

Cl-a> 

<1-a) 

4 • 
= 

[2 

[2 

a 

a 

,r~c 1-al J 

(1C1-a>J
2 

4a - ,'1(1-al • (a - f1<1-a> ]
2 

.. a - (1C!-a> 

-(1 Cl-a> 

SS 



(1 
2 a 

= 1-a 

Jn 
b 2 a 

= 1 - a J - a 

b 
•MP C 2a/1-a > 

J- a 

Despejando el parametro b 

b = 1-a >oxp< 2a/l-a 

Para este valor del parametro h. 

punto de equilibrio de periodo 1. 

::::.:; .. )( .. ~ 

se pierde la 

~----~-----~--- ·-~----~------' 
X.. 

F'ig. 11 Ewpa.c:i..o fcui•, donde b 1 . .-.:s. a "" o. 2~. 
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Estamos ahora en condiciones de comen:ar a describir el espacio 

de parámetros. espacio en el cual cada punto representa una 

población con ciertos valores de a y b que la caracteri~an. La 

frontera superior de la :ona de estabilidad de periodo 1 esta dada 

por la ecuación (4 >. La otra frontera. la obtenemos a partir del 

valor de 

Siendo 

• • 
X e Y 

• >< = ln 
b 

1-a 

entonces 1 - a > O por 1 o tanto~ 

O < a < 1 el parametra a siempre sera positivo y menor que 1, 

dado que es un par~metro de supervivencia y además el valor de 

debe ser positivo. La permanencia en la primera clase tomara un 

valor constante en el tiempo. 

• X 

El parametro b siempre es positivo y mayor que <1 a). Aquellas 

poblaciones cuvos par,metras a y b estén comprendidos en el area 

limitada por la funcion b <1-a> expC:::!a/1-a> alcanzarán un 

valor de equilibrio estable de periodo uno. 

b 

---------

Fig. 12: E&p:::.:::t.o d.oi ¡::::.ré.!'Tl~tr:::a. 
deb.m1.la. La. íronlera. d• 1.a. re91.6n 

L.:::. fu:-1c:.:n b 
de •q•.nl1.br1.o de 
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Cuando el para.metro b se incrementa mas allá de est.e valor. el 

punto de equilibrio x se vuelve inestable. Esto significa que en 

lugar de ser un atractor. las poblaciones cercanas a ~I se alejan 
•• 

y empiezan a oscilar entre un valor grande de x y et.ro peque~o .. y o sea entre dos punto5 de equilibrio de periodo dos. 

En términos biologicos, dirtamos que una poblac!ón peque!"!:a se 

reproduce mucho. A la siguiente unidad de tiempo, debido a los 

etectos de la densidad pablacional. su fecundidad baja 

notablemente y la poblacion vuelve a ser peque~a. Esto se traduce 

en una os.::ilación de periodo 2. A los valores en torno a los 

cuales oscila la poblacion 

de periodo dos. 

se les denomina puntos de equilibrio 

En el plano fase se observa aglomeracion en torno a dos puntos 

CFig.13>. 

'1 

yí 
r 
r ¡ 

Fig. 13 al 
bl b - 7. d5 

/ 
C:.; 
. ,._;. 

o 

Eapo.C:\.O fo.:liG, 

s:q ...... l..br\.o de 

e· 

~ R..nfos de 
equilibrio 

\ 
o 

" b = 2. :s. a = o. z:s. 
per\.odo do•. 
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En general un punto de equilibrio de orden n. es aquél que 

despuos de n iteraciones de la ecuación original (1 > vuelve a caer 

en el mismo punto. 

Podemos definir el equilibrio de periodo 2 como et estado en el 

cual el tamaf"io de la poblacion al tiempo t es igual al tamaf"io al 

tiempo t+2 

Luego de dos iteraciones de la función se alcanza el mismo valor. 

X F , .. 
-- --X (X ) 

Donde -· >< corresponde al punto de equilibrio de periodo 2. Al 

aplicar este concepto a nuestro modelo y partiendo del original 

sistema de dos ecuaciones 

3 )(t. + b ;::;;(-)(t.) yt. 

Proyectamos el sistema una unidad de tiempo 

Dado que en el equilibrio X , .. podemos sustituir dichos --va! ores por x 

-- --X a X + b e:<p( -x ) X , .. , .. 
-- .. 

y a X + b Qxp ( - X y 
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Quedan det1n1das as1 dos funciones F<x.y>= O y F<y.xl =O 
•• Despejamos y de la se~unda ecuación 

" 
•• •• b .;i::.:¡::<-x y 

•• .. 
3 • 

v··c1-b •>Cp(-x··1 ·-ª >< 

•• y ; •• 
a • 

•• 1 -b eMp ( - )( 

•• El valor de x sera la intersecciOn de las iii:rá.fic~s. Nótese que 

F<x~y> y FCy.x> son simétricas con respecto a la recta y= x. 

ºº 



An.alisis geomelrico de la printrritr.a bi1'urca.:i.:.n. 

Se obtuvo ta tunc1Cn que determina los valores que va tomando la 

el ase y estando en equilibrio de periodo das. 

Esta tunclon tAcilmente la ~ademas ¡;;:r:::.: l. car obtt?ntendo en el 

espacio de ta.se todos aouel los puntos para los cuales la se~unda 

clase esta en equilibrio. La poblacion en su con1unt.o estará. en 

equilibrio de periodo dos cu3ndc ambas clases lo estén. Dado que la 

funciOn que define x es una tuncion impllcita la obtenemos a 

partir de la im.i¡;"EOn de la función v•• sobre Ja recta de 45 

Los puntos en los cuales se 

a los puntos de equi l ibr-io. 

intersectan ambas curvas corresponden 

Cuando el valor del par-.:i.met.ro b es 

menor o igual al de la est.ab 11 idad del equilibrio de 

uno. o se.a b < ' l periodo 

un solo punto de 

entonces 
b int.er-secciOn correspondiente a 

se obtiene 

o sea e 1 
1-a 

punto de equilibrio de perlado uno. 

l y¡x), 
' 

/ 
.. .. ,. 1 !! ¡ 

1 

.. ,, 
:i 
·· . 
. 

1' 
'.d 'i -----------·-\ ___ ...,,...---

t. -----
~--- X 

Fig.l~ pUr:l.o 
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Al aumentar 

corresponden 

el 

a 1 

parámet.ro b 

equilibrio 

aparecen dos nuevos puntos 

de pet'lodo dos. Conforme 

incrementa el valor del parametro 

otro. 

b los puntos se ale1an uno 

O.) 

b) :' 1 
!! 1 
i; 

r 
!i 
'" 1 ; 1 
'1 1 
'' 1 

·~ 

1 
¡ 

_.J-___ _,.... -----~ 

-~-----_,.... 

:"···~ _,.... 

L;..,--=:==--=-=->==-~*="'·--~_-,:~~~~=== ------ --· 
Fig.15 b= J., o. •• observo.n t.r-•• 
eorrespono:hent.03 o.t ¡:-unto Lnest.abl• de per1.edo <..4no v 

periodo doa, 
b> b= 2. !!l. 
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-------------··-' --~-·----- ---- ____ .,. __ _ 

·-.--- ---- -------
t 

Fig. 16 Plano X v= t . P::Z.ro. un ve.ter b =· LB 

pobla.c;\.Ol"I •• ••la.b1.LL:::c;1. en torno a. doa va.lar••. 
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0 

/ 
I 
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X 

X 

-~ - -=- ---· 
'-----~-- -------, ____ , _____ ){_, J 

'------------
Fig. 17 Eepac1.o ÍCl•• paro. d1.f•r•ntes vo.lores 
pa.ro.m•t.ro a •• h.Jó en o. Z:S 

a) b L2. :i; Equ1.l\.br1.o de peri.oda ocho. 

b) b "' 12. P r;:q1.o11.L1.br1.o do p•ri.odo d1.ec1.•e\.a. 

C) b = 1P. :S Infi.!"li.to::o punte: por'lodu:oi;;. So 

del paro.metro 

Cerma. al 
extra.f'l'o corr••pondiente a un r•g\.man ca.6t.Lco • 

•• 

b. al 

a.lra.ctor 

, 



X Lt). 

. ·.-· 

e) 

'¡{\i.) 

,·,·. ,·-·.········"' 
t. 

b) 

X Lt.l 

.......... · ...... . . ....... . ..... 

d) 
F.lg. 18 Plo.':'ioo¡¡ correi;;pon.::henteo¡¡ a. >< vo¡¡ t. po.rc. di.f.;¡rent.oi; v.::::.torgo¡¡ 

de\. pa.rO.metro b 
a) Pertodo cuci.t.ro. b = u. 10 

b ) Pertodo ocho, b = .1.s.. P 
C) P•ri.odo dl.ec\.••\.•• b = :1.2. P 

d ) ca.ce, b ":: :z:z 

05 

•.·. 

.. t. 



Puntos de equilibrio de periodo cua~ro 

De acuerdo a la definición. el punto de equilibrio 

cuatro es aquel que después de cuatro iteraciones de 

el resultado vuelve a caer en él mi5mo punto. 

Dado que 

y por lo tanto 

X 
L+Z 

X ••• 
yl+S 

a •, . 

de 

la 

periodo 

función. 

Finalmente luego de cuatro iteraciones de la funcion. se obtiene 

X ••• 

y~+• a x + b .,xp ( - x 
l•Z t .. 2 

y ,., 

Si desarroli~ramas estas ecuaciones sustituyendo en cada término el 

1:::;. necoz i dad de valor correspondiente de 

buscar otra alternativa 

resolver anallticamente 

X 

' de an.-1 isis. Dada 1 a dificultad 

estas ecuaciones. recurrimos a 

para 

la 

simulacion num~rica con el objeto de 

parámetros las zonas correspondientes 

definir en el 

a 1 equillb:-io 

dos. periodo cuatro sucesivos. Numéricamente se 

espacio de 

de periodo 

calcularon 

los valores del Parametro ben donde se ori~ina un ciclo ~ 2 y ~ 9 

para diferentes valores del parámetro a. partiendo desde a = i 

hasta a i~ual a 0,7, 

Con los puntos ob~enidos se tra~aron las fronteras gue del imitan 
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en el espacio de las re~iones con estabi l ldad de 

periodos 2. 4. 

correspondiente 

y 

parametros. 

8. Dichas lineas. a 1 igual que la frontera 

al periodo uno, obtenida de 

b = (1-a>~xp<Za/l-a) se hacen aslntotas cuando 

unidad. 

f.======-=-
____________ ........ 

Fig. 1 g 

regt.ori•:a d•l ~q• • .llltbr\O d<i! po-ri.odo t...1no, do11, cuatro y ocho. 

la 

a 

o. 

función 

iguala la 

La aparicion de orbitas periódicas cuvo perlado se duplica a 

medido gu~ crece el parametro bes una caracteristica relevante 

del sistema.<F!g .. 17 y 19) 

Los valores del car~metro b para los cuales la órbita a.tractora se 

vuelve repulsara v .s~ duplica el periodo, se conocen 

puntos de bifurcación del sistema. 

como los 

En la Fl.g. 20 se muestra el diagrama de bifurcación del sistema. 
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donde se gratlca en las abctsas Jos valores del parámetro by en 

las ordenadas los correspondientes atractores de la órbita. 

Se tijO el parAmetro a en O.~s v se observan las sucesivas 

b1tureaciones del sistema. 

Para 0.75 < b ( 1.46 existe un unico puntu de equllibrlo igual a 

In b 

1 a 

Para b > 1,46 este 

dos nuevos puntos de 

para los valores de 

En b = 7.69 aparece 

persiste para 7.69 

punto comien.::a a ser repulsor. pero aparecen 

equilibrio de periodo dos que son atractores 

1.46 < b < 7.69. 

una Orbita de periodo cuatro atractora que 

< b < i.::. En el valor de b = 12 la órbita de 

periodo cuatro se convierte en repulsara v aparece una órbita de 

periodo ocho que persiste para 12 < b < l~.as. 

El proceso continua hasta alcan~ar un cierto valor de 

boo donde existen una infinidad de puntos periódicos y se conoce 

como la primera ventana caotica del sistema. 

y · .. ·. 
··,. 

Fig. 20 Dia.groma. dg btfurco::aól"'I. a y 

<d 
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Fel~enbaum <19791. se~alo que los valores del par.::i.metro para 

los cuales hay bifurcac1on convergen a un limite b~ para el cual 

hay una infinidad de puntos perlódlcas. a través de un proceso de 

dup1icac16n del periodo de la orblta. 

Esta caracterlstlca de dupllcaclón del periodo es un fenómeno 

universal v el valor de la constante !F es el mismo para una amplia 

clase de funciones = .li.'X' -
n:--k 

e - donde !F 4, 669:::!02 •• ) . 
Bas~ndonos en este teorema se intentó calcular la frontera 

correspondiente al caos en el plano de para.metros, El intento 

fracaso por disponer de valores del par~metro b correspondientes a 

las orbltds p¿r!cdt.:.;.:;: más ba1as. cua.ndo el teorema se aplica al 

1!.mite de la sucesicn lbrd cuando n tiende a oo . Aún as1, se 

observa claramente en el diagrama de bifurcaciones la =ona de 

transiciOn al ré~imen caótico. <Flq.21 l 

El intervalo ba.• • 4b de la Fig.20 contiene un número infinito 

de subinterva\os para los cuales existe una Orbita periódica 

atractora, al~unas particularmente conspicuas se comentan más 

adelante. 

Para los valores de b > 44.8 aparece una órbita de periodo tres. 

y 

Fig.21 o.~s. pa.ra.m•tro;> b to;>ma. 

va.loree enlre l v 13. 
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Se esco@ló un valor del parametro b correspondiente al intervalo 

entre la primer acumulación de bifurcaciones y una de las ventanas 

periódicas mas conspicuas. con el objeto de constatar el caos. 

Comen::aremos por revisar los principales: ras;os del régimen 

caótico. En el régimen caotico no existen Orbl~as periódicas 

atractoras. pero si una infinidad de órbitas periódicas 

repulsaras. o sea que el con1unto de los puntos periodlcos es 

denso. <s:::.•t:-g ;·~t. 11..""ftBl Puesto que las órbit.3s son repulsaras y 

densas. las travectorias de los puntos que no pertenecen a las 

mismas recorren pr.acti.:amente toda el intervalo [0,11. se dice que 

el sistema es topologlcamente transiti·.10 (s.::i.~trg y M. 1PD0; 

schuster,1PB•l. Esto si~niflca que en su evolución la población 

recorrera practica.mente todos los estados posibles. 

Por Ultimo el tercer aspecto sef'lalado es que las órbitas de 

puntos muy cercanos, con el transcurso de las generaciones, se van 

separando exponencialmente, o sea que existe sensibilidad respecto 

a las condiciones Iniciales (exponentes de Lvapunov 

positivos> (S::hL.::!.gr,1~.i>. En otras palabras, no se puede predecir 

a largo pla;;:o el comportamiento de Ja ooblacion. 

Para detectar el caos determinlstico existen una serle de métodos, 

en el presente trabajo se practicaron al~unas pruebas tales como 

la Transformada de Fourier v la tuncton de autocorrelaclón. 

La transformada de Fourler permite obtener una ~raftca de 

frecuencias conocida como el espectro de potencias, a partir de 

una serie de datos resultados de la lteracion de la tuncion para 

ciertos valores de los parametros a v b. 

Se ~raficó el espectro de potencias en donde se distin~uen las 

seRal~s pPriO~!~a= do l~= c~~~i~~s. E11 ·~~ ~rlmsras Jos puntos se 

acumulan marcando los valores visitados con mavar frecuencia 

<Fig.231, en casa de corresponde.-r a un ré~imen caottco el aspec::to 

del espectro de potencias es una banda mas o menos irregular con 

picos densos en todo el intervalo, demostrando que el con1unto de 

los puntos periodicos es denso <Fig. 22). 
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11 .. ¡I ,:¡ 1 
,, 1 

í\i 1 

11 
1 

Fig. 22 E•p•ctro de potenC\.a.si, .a = o. 2~. b = t.8. 
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P~wJ 

Fig. 23 E•p•c:tro .:le pot.enc1.a.2 pa.ro. un va.1.or del pa.ró.melro b 

c:orr••pondi.•nle a.l periodo cuatro. b = o. :1, a = o. 2:1. 

La prueba de la funcion de autocorrelación <r<n>> consiste en 

observar el comportamiento de los sucesivos valores de la variable 

r en una serie de tiempo. En este caso. a partir de la iteración 

secuencial de la funci~n X ... a X 
' 

+ b ~:;;;:·(-Xt.) Xt-l se obtuvo 

una serie <xt • ...,lpara ciertos valores 

b. Se calcularon los coeficientes de 

fijos de los parámetros a y 

corte\acion v se graficaron 

contra el incremento en n. Para el caso de f 1 jar a Y ben valores 

correspondientes a un comportamiento periódico 

valor de r se incrementa considerablemente lse 

unidad> cuando n corresponde al periodo de la 

múltipla de é;:;te (Fig.24>. Sin embar¡;i;o cuando 

corresponden a un régimen caótico. los valores 

se observó que 

aproxima a 1 a 

orbita o a un 

¡ 00: parámetros a 

del coeticiente 

e I 

y 

r 

b 

van dtsmlnuvendo y oscilando de forma amorti~uada en torno al cero 

CFl-gs .. 25 y 33>. Se comprueba asl la ausencia de una órbita 

periodica que se evidencie a través de un valor de r cercano a la 

unidad. 



1. 1~11) 

• 5 

.5 

1. o 

Fig. 24. 

1.0 1. 5 20 25 
11 

Func\On de o.ulocorrola.c\.On, dond• b = ••· t.'.', a u. 21!:>. 

Se observa. equ\lt.bn.o de perlodo cua.lro. 

Figa 25 Func:i.ón d• a.u.locorrela.ci.On • donde b = 18, a = o. 2:5. 

Se obsorva.n la.a ogc\.la.ci.onelil de loa va.torea de r en torno 
o.l cero que ttp1.Í\.ca.n a.l r•gi..men ea.ó\1.co. 
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Es interesante sin embargo comparar estos resultados con los 

obtenidos a partir de una serie de datos completamante aleatorios 

e Fig. 26>. 

• 5 

1. o 

Fig. 26 

·-···········-·······~···--····· 

1.0 1. 5 .:ao 

F1..1nc::Lón de autoeorrelac::LOn con una. ••rLe d• do.to• 

o.l•i:i.lorLoa. Loa vo.loreo de r 11on mYy bo.¡os y oaetlon 

trregulo.rmenle en torno o.l cero. 

En primer lu~ar en este caso Ja oscilación en torno al 

cero es mlnima. los valeres de r siempre caen por deba1o de Jos 

intervalos de confian=a para fines practicas su valor es cero. 

En el caos determinlstico por el contr.::.rio, se observa cierta 

re~ularidad en dichas oscilaciones. ss observan claramente en 

t 1 gura 33. 

Frecuentemente al aplicar la funcion de autocorrelacion a series 

de tiempo obtenidas con datos de c~mpo. los resultados pueden ser 

muy similari=os a los obtenidos con los datos del modelo. En el 

primer caso el com~ortamiento se lnteroreta como una se~al 

per!Odica debilitada a causa del ruido crovocado por factores 

medioambientales. En el caso del modelo .aqul propuesto se trata de 

un rasbo di.stintivo del caos determinl::tico, no hay fuente de 

ruido al~una y por lo tanto se observa eKclusivamente Ja se~al 

dinámica. 



A continuación se muestra el espacio de fase correspondiente a un 

valor del parámetro b igual a 18 y un valor de a igual a O.~S. 

Se observa que todas las trayectorias son atraldas hacla cierta 

región del espacio tase. este conjunto atractor no periódico es 

conocido como atractor extra~o. 

Una trayectoria puede visitar todos los puntos del atractor 

curso del tiempo, la se~unda caracter1stica importante es su 

sensible dependencia de las condiciones iniciales. 

en e 1 

En la fii;;:.28 se representa un dia~rama de xi vs. t 

valores del par.:...metro, en donde se puede apreciar 

para los mismas 

el carácter 

caótico del comportamiento. 

~y 

1 

/ 
/ 

¡ 

' 
,.:/ 

.. 
' 

( ___ ~-~--· -···-··-·--- ··- .. - ··- -· 

n 9 • 27 E•pa.c:1,.o Co.•• dond• a ::o. o. 2'!1 y b 

del o.1.ra.cior 9)(1.ra.f'¡o. 
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)( (t) 

.... ... 
' .... 
. ' , .. •· .. ''.', 

. . ' . ' 

...... ~.·. 

.·.·.· ...... .. .. 
. ....., .. ·-·: 

F'lg. 28 D~o.g-ro.ma d~ )(l ._..._ t. po.r;:: un V-:J.tcr d~ b~ 18 

En el diagrama de bifurcaciones CPig.20) aparecen 

periodJcas muv conspicuas. dos de el las las ubicamos en b 

b = 33.2. para un valor dQ a igual a 0.25. cFig.29 y 30J 
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ventanas 

18.8 y 



y t 

• • 

t 
, 
' < 

- ••• w 

l( 

w 

FJ.g. 29 a) E•pGe\.o de (o•• eorr••pondl.enl• a. un valor d•l po.ra.m•lro 

\.guo.l o. t.P. Se observo. eoncenlraeión do 

b ) S:•p•elro de polenc1.a.• ~aro. •l mt.•mo 

eornpor\.a.m1.•nt.o per\.ódt.eo. 
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pu!"llo• en e1.ertos 

va.lor de b, 

valor••· 
•• ob•erva. 

b 



fY 

r •. 

' ' . 

w 

Fig.30 a> E~po:ic1.o de fa¡¡.., b= 33. a. a= o. 2~ 

S• obaerva. conv•r9•nc1.a. ha.el.a. e puntoa de •q• . .al1.br1.o. 
b) E•p•ct.ro d• po1.erv::\.a.B po.ra lo• m'-•mo• pará.m•l.row, los 

frocuenc1.a.• •v1..donc1.a.n per1.odL<:1.dad 
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Fig. 31 

. ,•.l.----------·----:::·.~ ... .: 

··.· ·--:·------------- ···-· --: ...-:·· :---;-.:;··-·· ... ; :··:-·---.. 

... ----- -------- -= , __ ....... -

Amplt.a.ct.ón 

obaerva. 
valore!il 

dol dlagra.ma. do 
la. venta.na. periódt.ea. 

enlr• 33 y 35. 

bt.(..,rea.c:: .. on•• donde 

E:l pa.ró.m•lro b lomg, 
•• 

Finalmente aparece una orbita de periodo tres, para un 

parámetro b igual a 44.8, fiJando a en 0.25 CFig.33>. 

valor del 

A partir de éste valor se entra nuevamente en un proceso de 

bifurcaciones sucesivas de orden tres. 

A contlnuacion se muestran las fi~uras correspondientes al plano 

fase para un valor cercano a Ja aparicion de la orbita de periodo 

tres. en la cual se observa el atractor eNtr~no c~racteristico del 

caos deterministico, po~teriormente con un pequeffo incremento del 

parámetro b observa en el 

a tractores. <Fig. 32 y 33) 

79 

espacio de fase 

'\Tl:,W 
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tres puntos 



FJ.g. 32 
•tetr<Li'l'o 

f"ig. 33 

y 

. • 
¡ 

..A 

/ .. 

_,; 

E•pCIC'l.O de fa••· a:::: o. 25, 

pvrlocto lr••· 

_,. ·····--·-·-···· X 

Se mu•aLrg, •' Q.ll"'CICLOr 

X 

44. u. d• 
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l [ "Rtn) 

::a. '5 

• u 
.::- • 5 

n 
H· uu-u D 

íl u D 
·o - - n 
.... Y.-~- ..... -~ -~~- .. :'!. ? .... ?. .. 

~ n 
i c_ ...... ~~~·~-,,,~~-~~_.,o-<-'--~~_.,~~~~~.J 

°'• '5 1 1..:1 :l. 5 3..::1 35 

Fig .. 34 Dto.gro.mo. d• a.uloc:e>rre\.a.c\.ón c:orre•pond1,ent.• a. un vo.\.or d•1. 
po.ro.metro b de 44. Se ob••rva. que lo• vo.Lor•• del coefi.c;lenl• r 
son po.ulo.ltno.menl• mós bo.jo• y oec\.la:n •n lorr10 a.l cero. 

Fig. 35 

i 1 

<I 
l' 
1 

81 



Fig.. 36 E•peclro de potenc\.a.a corr••pond~•nl• 

p•t"todo tr••· ª"' o. 2~. b=••, e. 
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CAPITULO IV 

CONCLUSIONES 

Los dos primeros capitules del presente trabajo corresponden a una 

investigacion bibliografica v sistematt=acion del material reunido 

que incluye las principales conclusiones acerca de la evolucion de 

la modelacion matematica en dlndmlca de poblaciones. a~i como de 

los principales mecanismos de repulaclon dependiente de la 

densidad que se han reportado en poblaciones naturales v de 

laboratorio. 

En tos anos setentas se Inicia el estudio de modelos no lineales 

en ecoloi;la con los trabajos de Mav (197.'.'¡.,1976>. Ll y Yorke <1975) 

y May y Oster <1976>. A partir de e5tos trabajos se han 

desarrollado modelos que representan dlnamlcas complejas, 

Citaremos al~unos de los ejemplo::; mas importantes de caos en 

modelos ecológicos. En primer término el va clásico modelo 

desarrollado por M.:iy v Oster < 1.976) cuvas propiedades dina.micas ya 

hemos comentado en el capitulo l. May Cl.9801 propone un modelo con 

din~mica continua v obtiene un sistema de número infinito de 

dimensiones a 

Gilpin <1979i 

partir de una ecuñción diferencial 

desarrol \a un modelo uti J i=ando un 

con retardo. 

slstem~ de tres 

ecuaciones dlterenclales que r~pre~entan el cre~imlento de tres 

especies, un deoredador y dos presas, 

Schatfer ll987l traba1a con un sistema carresponai~11L~ ~una 

interacción pl~nt~ herbtvoro, donde incluve luctuaciones 

estacionales en la calidad de la planta. Por última sef'ialaremos el 

modelo de cuatr~ ecuaclon~s diferenciales que describen la 

incidencia de ciert~s epidemias de enfermedades eruptivas como el 

sarampi6n (A~d.w:-:;;::r-. ·,- :.i.::.·:. l.~Z). 

El primer hecho reJevant.e es el .;:ra.n potencial de i:~te tipo de 

modelos para pr~duclr una diversidad de comportamientos din:t..micos. 

En nuestro caso se trata de un modelo determlnistico. con dos 

par:t..metros 1 ibres, que concibe una población estructurada V que es 
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capa: de producir una variedad de conductas dinámicas coma Ja 

estabilidad de los atractores de periodo uno. das, cuatro v 

ocho.aparición del atractor extra~o can una infinidad de arbttas 

periódicas no atractoras y posteriormente una suceslon de 

intermitencias periódicas. 

Este modelo estructura a la población en dos clases, con sólo una 

de ellas regulada por mecanismos 

La propuesta. además de facilitar 

dependientes de la densidad. 

el manejo allo'{ebraic.:i. está 

sugerida por el comportamiento de poblaciones reales. En el 

capitulo 11 mencionamos alqunos ejemplos reportados como es el 

caso del escarabajo HenosepJJachna niponica. que mediante algún 

mecanismo fisiológico controla Ja tasa de ovoposición en respuesta 

a la densidad de hu~vos ~¡ deteriora d~ las hojas de las cuales 

se al !menta. <09w.Qhl y so.vo.da.11.>tJ~) T.11mbién se menciono a la 

poblacion de Janqostas Chorthippus brumneus, donde el mecanismo 

dependiente de la densidad también actüa a travós de la 

fecundidad, <segon y Morl~mer.1001) Otro ejempl':I es el de la 

mariposa Sandi~"l xamJ. para 

relación negativa entre el 

la cual existe evidencia de una 

número de huevos ovopositados y 

porcentaje de sobrevfvencia de estos. (D•nrey. •Pea> 
el 

Estas evidencias de campo. v la observación que surge también de 

la literatura. de que la regulación generalmente se presenta en un 

sólo estadio de desarrollo o edad.o en más de uno que podemos 

agrupar, hicieran posible el planteamiento de dividir a la 

población en dos clases. la primera independiente de la densidad y 

la segunda que es controlada a través de un parámetro de 

fecundidad afectado por una funcion exponencial negativa del 

número de individuos presentes en la primera clase. 

La relevancia del parámetro b, que representa la fecundidad 

dependiente de la densidad, es muy clara, xa que las dlterent~s 

dinámicas aparecen al variar su valor. 

El parilmf?tra a. que representa la probabilidad de sobrevivencia en 

la primera clase, también juega un papel importante. pues para 

cada valor de a se fijan los valores de b que dan lugar a los 

cambios cualitativos de Ja dinámica. 

Para valores pequef'ios del pard.metro ª• el proceso de bifurcaciones 

sucede para valores de b más bajos y la amplitud de la orbita es 

mavor. <F!g.35 y 36J 
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Dada la :lnterpretac16n de a~ dir1amos que 

es baja, Ja poblac:lon es mas sensible al 

dependiente de la densidad. Para valores 

cuando la sobrev1vencia 

tenorneno de re~ulacion 

de b peque~os s~ alcan=an 

r~pidamente las densidades criticas que dan lu~ar a bifurcaciones. 

siendo la amplitud de dichas oscilaciones muy pronunciadas. 

Cuando la proba.bi l idad de permanencia es alta parecerla que la 

poblacion es menos sensible a incrementos en el parAmetro 

densodependiente, las biturcaciones de los atractores surgen para 

valores mavores del parametro, la población en terminas generales 

es mas estable, en el sentido de que fluctuaciones en b no alteran 

fáci !mente el comportamient.o din.<1.mico de la población. 

La frontera que delimita las =:anas correspondientes al equtl ibrio 

de periodo uno y das en el espacio de parametros se calculo y se 

obtuvo su expresión analltica que corresponde a una función 

exponencial del parámetro a. Los demás valores de ben donde 

ocurren bifurcaciones se calcularon numericamente. sin embargo de 

acuerdo a 1 a t.rayector i a de 1 os puntos se puede suponer que 1 as 

fronteras corresponden a una familia de funciones exponenciales 

que sólo vartan por alguna constante. 

Para evidenciar el comportamiento caótico se utilizaron métodos 

tales como el espect.ro de potencias y la función de 

autocorrelaclon. El atractor extraNo aparece en los espacios de 

fase construidos para diferentes valores del parámetro b. una vez 

alcanzada la frontera de acumulacion de bifurcaciones. 

Estos métodos utilizados para evidenciar el régimen caótico en el 

modelo se podrlan también emplear para detectar el caos en la 

naturale=a a partir de una serie de tiempo o sea de un conjunto de 

observaciones obtenidas ~~cuPncinlmen~e en ol ti~mpo. 

Et espectro de potencias permite expresar los datos como una serie 

de frecuencias llamadas frecuencias 

periódico el aspecto del espectro de 

de Four fer. Para un fenómeno 

de picos 

fenómeno. 

conspicuos correspondientes 

En el extremo opuesta de un 

potencias será la 

las frecuencias 

presencia 

del 

fenomeno completamente 

aleatorio esperariamas observar una band~ en el espectro donde 

todas las frecuencias contribuyan por igual a la varian=a. 

En el caso del caos determinlstico se observa una situación 
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int.ermedia. no es la banda. tiple.a del ru1d.:.. se ob.::erv.<.r1 ¡::.t;:-c.=: qu.:. 

denotan cierta re~ular1dad, sin embargo estos picos son m~s o 

manos densos en el intervalo. 

La transformada de Fourier es t.ambi~n una tecnica us~da para 

evidenciar la din~mtca subvacente de un f~n0men~ aue ten~a se~ales 

ruidosas superpuestas. 

Precisamente esta es la dificultad mavor oue se pres~nta al 

tr&ba,ar con datos reales. distinguir si e~iste al~una se~al 

dinamica aunque esta se enmascare par la presencia de una ~ran 

cantidad de variat.Je.s: que t luctu.:.n ;;.leatoriament.e. 

Entonces un primer pase cara detectar caos en situaciones reales 

podria consistit en la aplicación dE:- ol~uno té-~1·,1c.:. d& .::..l1=:am1ento 

de los datos que nos oermita ver con maveor cl.".t 1d.:..d la '"ef':ol 

din~mica. Aan asi un sistema real tiene 11 dim~nsicne~ v 

desconocemos el namero de variables que determ1n~n su din~m1ca. 

Cuando tenemos un sistemo de una, dos o tres dimei,slones la 

construcción del espacio tase ez un camine• utl ¡:.ar.:;. observar los 

diferentes estados ~or los cuales atraviesa el sistema a través 

del tiempo. 

Una alternativa interesante es su~erida por Takens ll9dll para 

construir un espacio 

de tiempo univariada. 

de fase n dime-nsianz.l a oartir 

La idea consis~e en construir 

de une. serie 

u na se- r i e de 

tiempo con sólo una var.!.:..t.le (>.:~i que podamcs r.iedir v escoi?er un 

cierto valor de rt>tardo T Gr-atl:-:ar en el o:si::.acio fa.se- los puntos 

definidos por x(~) vs. >c(! .. Tl. x(~ .. T1 ·..-:;;, x(t .. ::;Ti, '"°te. 

Se experimenta con diferent~s valores de T v se obtienen asi una 

serie de atractores en el espac!a :ase =u~as dimenEiQnes pu~den 

medirse·..- posteriarment!? ~raticc.1 ]Es;; contr::. i;.I numero de 

dimensiones usadas en cada intent.~: dicha relacion se satura en 

cierto valor correspondiente al numero de 

la dinamica del renomeno. 

En consecuencia a través del valor de la 

obtiene informacion acerca del nume-ro de 

ti ene e 1 t enomeno. 

variabies 

dimension 

~radoz de 

que determinan 

fractal se 

libertad que 

Si ~ien las alternativas planteadas constituven caminos 

metodoló~icos susceptibles de recorrE:-rse avud~dos por la 

exist.encia de 

la dificultad 

un numere lmportant.e 

de obtener series de 
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donde la variable se haya medido siempre a intervalos re~ulares. 

Sin embargo hay e~emplos de det&cciOn de 

eeol6;-ieos. tal es el easo del ciclo del 

caos en sistemas 

lince canadiens~ 

<sch::lffer, 1P04>. explosiones de crecimiento en la población de 

Thrips Jma~inins Cscho.Uer ;..· Kot. spep) y ciclos epidemiolO¡:¡icos 

en poblaciones hum;;.nas tschClffer y 1<ot.. tPOd). 

Otro asp&cto que nos a~rae es Pensar en los posibles 

pueda 1ugar el cao~ do?termin1stico en Ja naturale:a. 

papeles 

En es te 

sentido existen una serie de especulaciones o propuestas 

promisorias en dif~rentes areas de trobajo. 

Existe evidencia t-XPE-rimental de oscilaciones caoticc..s en las 

pot.facic.nes de celul;;;is s.:.nl;,'ulne;,;.s (Lo.oaota. 1"':'7 <:\ta-:i':' rcr 

que 

vidal.ts>eu>. Se han proouesto modelos con base en la cor.ocida 

capacidad de l.;;... medula ósea para cambiar !a producción cuando el 

numero de celulas san~u1neas cambia. 

También en genética poblaciona ! se han explorado posibles 

aplicaciones de sistemas caoticos oue modelen Ja frecuencia de un 

cierto alelo con r&s;:;iecto a la. población tot&l 

En teor1as acerca del ori@'en de Ja vi:ia se desarrollo un modelo 

para el origen de pc,¡1meros orebiolo¡;icos en el cuc.l la generación 

de diversidad de secuencias es dirigida por reacciones de dinamica 

caótica (Nlcotli:o. wt. al .. 1Pfl4. -:ito.d~ por C'.'.:" .... r-::::!. 19f!O). 

Modelos de din:..mica neuronc.l t.,.mbie-n pueden presentar soluciones 

caoticas. cumpliendo. probabl&mente. funciones de defensa al 

incrementarse la exploración de comportamien:os, un ori;sanismo cuya 

conducta es impredecible es menos vulnerable frente a los 

depredadores (C::>nrad. 1i:>07) Por ejemplo el vuelo de .:.lgun,:i.s 

mariposc.s tiene sus bases en un mecanismo neuronal caótico. Se 

e~?E"=ul:;. tambi€.-r, "!UI::' otro posibie tunc1on del caos serlci. prevenir 

la pérdidc. de diversidad y por Jo tanto lo ;¡dciptabi 1 idad Cconrad. 

1pe7). 

En el cap!tulo 11 intentamos hacer 

principales opinionés, propuestas y 

posibles causas que determinan los 

pobl~cicinc..!ez. 

un se~uimi8nto de las 

polémicas acerca de las 

cambios en 1 os tamar'íos 

Las poblaciones 

densidad. o en 

son re~uladas de manera dependiente 

realidad sus fluctuaciones solo son 

de 1 a 

resultado de 

88 



las cambiantes condiciones medioambientales ? Para dar una 

posible respuesta a esta pregunta comen=aremos cor hacec ciertas 

restrtectones de lensua~e. 

Al con~luir el serundo capitulo abandonam~s el termino re~ulacion 

pata referirnos a los efectos dense.dependiente::. Lue?o de los 

resultados obtenidos a partir del modelo resultan mAs e~1dentes 

1 as ra::ones. 

En general se entiende Ja densodependenc!a como una relacion 

inversa entre la tasa de crecimiento per cApita de una poblaclon v 

su correspondiente densidad. En &l traba~a de Stron¡; t!•2!84J, qut­

ya se ha mencionado, se cuestiona el car.:i.ct<:.-t rnonwtor.1-:..::r.mente 

decreciente de esta relacion que define como denscdependenc1a 

eKplleita v propone la idea de debt 1 !dad e lnt.;.rml tencla en la 

dens.:>dependencia. Los resu! tados del m.:ide!u nc.s ¡ \e·:an ,:;, 

cuestionar el clasico concepto de regulaclon denscdependiente v 

también a dar respuesta a planteamient~s ~orno @i de Stron~. 

De hecho una poblacion cuya dlnamtca corre~p~nda a un atractor 

extraf'l:o es tan impredecible como aquel la que pianteétrl.a un modela 

estoc~sttco que incluya un ftétn numero de ~ar Sables. au1ique su 

comportamiento estara determinado ~or efectos dependientes de la 

densidad. 

La rica dinamica desple~ada por simples mecanismos 

densodependientes sufieren una e;.:plicac!ón altern::.t.iva a las 

f luctuactones e-n cier t.:.s pot.la:::ic.r.e~. rJc.s !n.:l !na~ .. :,s ~ 

los efectos dependientes de !a den:::idad tc-r.dr...;.n mavor 

en poblaciones con ciclos de vida muy cortos o muv 

ambos casos las t luctuacic.ines met.t-oroi•.jí!i.:.as swn 

pensar que 

incidencia 

largos. En 

suf 1 cientes 

para explicar violentos cambios en los tamaños poblacionales o 

incluso e~tinciones locales. 

Desde el punto de vista metodolo~ic~ es relevante la observacion 

de May <1989) acerca de las limitaclone.s de los met.ados clasicos 

usados par.=i Ja detección de densodependen·=ia. tales como el 

analisis de-! factor k. Esta obser·,¡.:icion su.::1t.re.- !á ampliación y la 

busqueda de nuevos métodos. 

Hassel 1 t1967) traba1.:indo caii la mosca blanca viburnum y con datos 

i;e.-nerados en computadora, demostro ~n qu~ m~dida la esc~la de 

estudio de l.& pobiacion puede arectar l.:. ous~u¿.d,:. c,s. E--tec:t::is 

densodependientes. Er. el casa de la mosca dE-tc-ctaron la 
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densodependencia a nivel de las hojas. aunque globalmente en el 

arbusto esta no se evidenciara. 

Basandonos en estos resultadas. el sur~imiento del caos 

determinlstico en poblaciones con heterogeneidad espacial y 

distribucion parchado puede explicar fenomenos tan comunes como Ja 

extincion local. 

Por otra parte como hemos Ee~alado la detección del caos 

determinlstico a partir de series de tiempo no es senci ! lo. v sus 

dificulte.des estriban en le. separación de la sef'ial ruidosa de la 

seNal dinámica asl como en la determinación del numero de 

vsiriabJes 

Por Ultimo 

~ue influven en la 

también subrayamos 

dinámica subyacente en el fenomeno. 

como dificultad metodológica la 

obtencion de series de tiempo lo suficientemente lareas, 

Para finalizar sef'ralamos las posibles perspi:;.ctivas de desarro;Jo 

del trabe.jo en prc.yectos ulteriores. Perspee-tivc.s de c..mpliacion y 

y profundi:aciOn tanto desde el punto de vista teorice como 

practico. En cuanto <>l aspecto teorico Id rigue.za desolel'.!c:ida nos 

plantea muchas interro?antes aun no resueltas para modelos en dos 

dimensiones. quedan como pt.intos a desarrollar el andlisis 

algebraico de la estabilidad de periodos mavores a uno. la 

exploración de funciones gue dE>limiten las fronteras de la 

primeraventana caótica.. el desarrol lci de otros métodos para 

demostrar el regimen caotico, el ca.lculo de la dimension del 

atractor 

Desde el 

extrai"io. 

punto de 

et.e. 

vista pr.:i.ctico. Ja perspectiva natural es 

precisamente le.. determinacion de los para.metros a x ben 

poblaciones reales que presenten regulación dependiente de la 

densidad a partir de tablas de vida y su comparacion con los 

resultados del mod~lo. ~pli~~~!cn de :~s t~cnicas comentadas y 

exploracion de otras. 
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APENDICE 

Algunas definiciones 11\alemalicas 

De t • l • -

Atractor extrano ( Ruelle y TakQ>r"lli, J.1>71 l 

Infinita coleccion A con las si~utentes propiedades 

1> A es invariante ba~o f(·} t.e f<A> "'A 

ii> A tiene una órbita que es densá en A 

111> A tiene una vecindad a de puntos cuvas orbttas tienden 

asintoticamente a A 

Def.2.-

Caos determln!.stlco : Cs:i::t.n~. J.PODl 

No 3 Orbltas periódicas atractoras. pero 3 infinitas orbitas 

periodlcas repulsaras. 

1> El con~unto de los puntos periodicos es denso o sea que para 

cualquier x e {0.lJ es limite de una sucesion de puntos {xn} que 

pertenecen a orbitas periodfcas. 

11> El sistema es topolo~icamente transitivo 

f"<AinB~~' 

i i 1 J El sistema tiene sensibilidad respect.o las condiciones 

Jniciales. o sea qu~ !~= órbltQs ae puntos todo lo cercanos que se 

desee con e-1 transcurso de las E=eneraciones se van separando 

exponencialmente. 

3 xa. xi. ~ X. 3 n E !N 

<xoJ J xO -

Los exponentes de Lfapuno'' miden esta separacion exponencJal.Det.3 
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Def. 3. 

Exponentes de Liapunov ( schu~tQr. SPS4 l 

En un rei;1men caot1co. puntos cer!:anos son separados bajo la 

acción de un sistema como el si~uiente Í ( Xl"'\} 

Los exponentes de Liapunov miden esta separación exponencial. 

Dados los puntos x
0 

x
0

•& todo lo cercónos que se desee. despues 

de n iteraciones de r. la distancia entre los correspondientes 

elementos de la órbita viene dada por: 

V 

)... ( )t ) = llm Jim 
o n+o> 

"' + o 

1 
n 

in 

n)>.( ){ l 
e e o 

se obtiene 

[ 1 
+ &) 

lo cual puede ser escrito en forma abreviada 

" ( )( ) o 
/Jm _,_ 

n 

Cue es la expr~sión formal del exponente de Liapunov. Esto 

si~nifica 
A.t:-COl que e es e 1 factor promedio por el cual ·~ distancia entre puntos adyacentes es dilatada después de una 

iteracion. 
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Transformacion de similaridad 

Se modifica el original sistema de coordenadas a un nuevo 

sistema de referencias. bajo las siguientes transformaciones 

lineales no singulares 

1J = <f> H IH 1 "' o 

donde { es el vector columna correspondiente a la distribucion de 

edades de la poblacion. ~es el vector ren~lon asociado a cada 

vector t: y cu;..•o producto escalar, na.{a.. es el cuadr,;;.do de la 

logitud del vector ~a. 

Hes la matr!:: dia~onal con los elementos CP0F1P2 •.• Pk-1i. 

CP1P2P!1 ••• Pk-1> . . . , 1PJ.:.-:.!Fk-t), Fk.-1. 1 q1;e se obtianen 

di~ect~menle de los d~~os de supervivencia de la ~abla de vida. 

Bajo el nuevo sistema de referencia definido por las 

transformaciones lineales arriba mencionadas. se obtiene: 

A {Q = {b 

H A H-slf'a. 

B \j'Q = \j'b 

El efecto de esta transformacion sobre los elementos de A es 

reemplazar los correspondientes valores P~ de la subdiagonal por 

una serie igual a. la unidad. 

Las matrices A y e tienen la misma ~cuacion caracter1stica y en 

consecuencia las mismos ralees. 

En términos bioloeicos sio:nif ic.a c::iue a trav~~ de la transformo.:i.-=:ión 

lineal del sistemc. original de coordenadas, se define una 

población hipotética en la cual los individuos tienen un 100~ de 

sobrevivencia e~cepto en el Ultime o:rupo donde todos mueren en la 

unidad de tiem~o. Simultdneamente se da un ajuste en las tasas de 

fecundidad de forma que la pobla.cion hipotética tenga la misma 

tci.sa. de crecimiento que la poblacion ori~inal. (Leal1.e.P. ll>4'!5l 

93 



En el modelo propuesto en este trabajo 1& matrl: ori~inal es: 

[ a 
b -~p<-•"] A = e 

[ e o ] V la matriz H • o 1 

[ a cb expC-xl) ] donde H A H-1 

1 o 

que corresponde a Ja matrl: B con la cual se trabPjO. 
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