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ItfTRODUCCI ON 

En muchos campos do la invesligación, cuando se desea 

cubrir simul t.á.noament.e los aspoct.os mat..omá.1.icos, est.adi st.icos y 

prAct.icos del problema de la localización do óptimos económicos, 

el investigador conCronla la carencia do una re!"erenci a 

especializada que cubra los aspectos anteriores do! propio 

problema. Las roCoroncias exist..cnt.es sobre el lema, desarrollan 

ol toma ignorando algunos do los aspoct.os fundamont.ales dol 

problema. Asi por ejemplo, si el énfasis es on la t.eoria, lo~ 

autores ~e concentran on hacer desarrollos mat.emát.icos, omitiendo 

la fase ost.ad!st..ica do la investigación, ilustrando 

discusión, con ejemplos do pizarrón muy lejanos a lo quo pudiera 

ser u~a siluación de la vida real. Cuando el ónrasis se haco sobre 

los aspoct.os aplicados del prc}blema. la t..coria es prácticamente 

ignorada por completo. y muchas voces no es posible garanti7.ar 

quo se ha logrado una situación óptima. 

Por las razones anteriores. el presente trabajo tiena com0 

objetivo primordial. lograr combinar. más oquitat.ivamont.e, los 

tres aspectos fundamentales de la localización de condiciono~ 

óptimas. Tal propósito pretende lograrse on ost.a tesis. 

r~s.una.i.ando algunos resultados matomát..ico~ y di? cálculo nun1érico. 

asi como el uso do las herramientas osladist..icas, y on particular. 

aquélla de la regresión. 

Una caracterist..ica especial que se manifio~ta en esta 

tesis, es el empleo de paquetes de cómputo el cct.rónico. 

comprobando la axcolencia del paqu~te estadi~tico SA$ CStu~isLical 

Analysis System-Sistema para Analisls Estadis~ico). 



CAPITULO 1 

LOCALIZACIOH DE PUNTOS EXTREMOS. 

Una de las aplicaciones d& las dorivadas es la dolerm.lnación 

de los valores del máximo y minimo do una función. 

En eslo capitulo se consideran algunos leoremas que 

desarrollan la loor!a do las condicionos rcquorldas para la 

ocurroncia de un máximo o do un mi ni mo, para f'unciones de una 

mAs variables cor) y sin re~L1'icciont:!'s; eslo !:O hace con el a.Poyo 

de algunos ejemplos ilust.rativo~. En o! siguiente capitulo 

present.ará la ilust.ración del cálculo do punto".i r~xt.rcmo5 de 

runcionos por motados numórico~. 

A. EXTREMOS SIH RESTRICCIONES. CASO UtHV;JUADO. 

Se dice que la. !'unción f liene un m.iximo relat..ivo en un 

punto e, si existo una vecindad HCcJ do e, t.al qua, para toda x en 

Ne e) y en el dominio de /: 

f( X) !:. fC e). 

An.iloga.monLe. se dice que la función ¡ t.iene un miriimo 

relativo en un punto e, s1 exis.t.B una vecindad NCc) de c. la! que, 

para toda x en Ne e) y en el dom.! ni o de /: 

/Cx) ;,: /(~). 

Lo!: ;;-..1,;.,:l¡¡,u:.. y m.1.n1mos r-elalivos de una función. se denominan 

val ores ext.remos da la f'unc! ón. 

Una función cont..inua de!'i ni da. sobro un 1 nt..erval o cerrado, 

t.iona un máximo y un minimo sobra el propio intervnlo. 

Teorema. t . J • 

Si: 

l.) La /unclón / tiene un val.or extremo on e; 

¿¿,) f está definida en. una vecindad de e; y 

ill.) ¡•ce:> existe, entonces ¡• Cc>~o. 



Demcstract:ón.: 

Supongamos quo f t.iane un m.á.ximo relativo en c. Existe un 

número n > O lal que / est.A definida sobre <c-n, c+n> y, para t.oda 

~E <e-~, e+~>. /CxJ S /Ce). Luego para t.oda he <0,ry>, 

¡e c+h::J - ¡e e) 

" ::: º· 
y,· por t.a.nto, /'"'Ce.) ::: O. Para t..oda he <-r¡,O>, se Lieno-: 

¡e c+h) - /Ce) 
~ º· 

y, por tanto, /'-CcJ !?: O. Corno /'Ce) ax1st.a por hipótesis, 

f'+CcJ =/'-Ce) y, por t.ant.o, /'(e) =O. m 

Con est.e teorema deduce lo siguient.e: los valores 

extremos de una función definida sobre un intervalo pueden ocurrir 

sólamento en los puntos críticos; éstos son los puntos del 

intervalo donde la derivada os cero o no exist.e, y t.ambión los 

puntos extremos del int.ervalo si es que pertenecen al propio 

intervalo CHasser et. al. 1979). 

Se puede concluir que, una condición necesaria para quo una 

función tenga un ext.remo relativo (máximo o minimoJ en un punto .e, 

es que e sea un punto critico; la inversa no os neccsariament.e 

· ·-ciert.a. 

Para la det.orrninaci6n de los valores máximos y minimos de 

una Cunción so procede como sigue: si el número de pun~o~ criticos 

es Cinit.o, calculamos ol valor de la función en cada uno de los 

puntos crit.icos y el mayor do estos valores que so oblonga os el 

máximo~ el menor es el minimo CH~sser et. al. 1979). 

Ejemplo f. f. 

E:ncuénlrense los valores máximos y mínimos de la f'unci6n: 

/C :x) = x-:3x 1 ,..~ 

sobre el inlervalo (-1,21. 

Sol.uct'.ón.: 

Para determinar los puntos críticos do ¡ sobre r-1,21 sa 



calcula la primera derivada do /: 

/'(;G) -.. 1-x-:2!/!I' X;"' Ó 

So observa que /' no exisle en x ~ O y que ó~la se anula 

sólo en x = ±1. Por lo lanlo los punlos crilicos de f sobre ol 

intervalo C-1,21 son -1.0,1,2. Calculando el valor de 

uno de los punlos cril!cos se tiene: 

/C-1) 2, 

/CO) o. 
/CD -a. 

/C2) a - 3 ff> -a. 

Por consiguienle, /C:-1) = 2 es el máximo y /C1) 

valor minimo de la función/ sobre C-1,2J. 

t. Teorema dol valor modio. 

on cada 

-2 os el 

Con el leer orna del valor medio se podrán desarrollar 

crilcrios quo nos permitan probar si un punto critico es un máximo 

o un m1nimo relativo de una función, en el caso on que la función 

no aslé dofinida sobro un inlorvalo cerrado. 

Un caso p.:.rlicular dP,il t,oorcma del valor medio as el ll-1mado 

Teorema de Rollo C:Hassor ot al. 1979). 

Teorema f. 2. 

CTeorema de Rolle). Supón6ase que / es continua sobre 

[a,bJ, donde a< b, y diferencia.ble en <a.b>, además /Ca:J=O=/Cb). 

f:HlOllCét~ C.Xi:=tc- i.!!"t {"'mtn C E <a..b> tal q:ueo f' (C) = Q, 

Demos tra.c i 6n: -------
Si /Cx) > O para alguna x e <a.,b>. sea e un punLo sobre 

[a,bl donde/ alcanza su mAximo. enLonces como /Ce) > o. mientras 

que /Ca.J=O=/Cb), tenemos que e e <a,b>. Como f esLá definida an la 

vecindad <a,b> do e y /'Ce) existe, por el Teorema f, f. ~e tiene 



que f' Ce) = O. 

Si /(X) < O para alguna x G <a,b>. hacemos que e sea un 

punt.o de r a, bJ donde f lome su valor m1 ni mo, enlonces razonando 

como en el caso anterior se liene que /'(e) ~ O. • 

La condición de que j' ex.isla en todo punt.o de <a,b> es 

necesaria para la validez del Teorema da Rolle CHasser et al. 

1979). 

Tear~nna t. 3. 

CTeorema del Valor fte.."d'io.>. Si f es continua r;on. la, bl 

donde a< b ;y di.ferenciable sobre ._.a,b>, entonce-s existe un. punto 

e en <a, b> tal que: 

Demostración: 

o 

/'<:e> j<:b> - f<:a.> 
~ª--

F'i gura 1. 1 

b 



Con relación a la ~igura 1 .. 1. considér~sv la. ocu.ici6n do la 

rect..a quo pasa por los pun_t.os.a y b. a.s.aber~ 

o bien: 

31-·¡cci:J .. /Cb)·- /Ca:J.Cx - a:J, 
~-.a 

31 = /Cb~ - /Ca:J Cx - a:;¡ + /Ca), 

También se define la función FCx:>. como la distancia 

verLical entre un punto <x./Cx)) en la gráfica de la función f y 

el punto correspondiente en la recta secante que pasa por a y b. 

es decir: 

FC x) = /C x) - /C b~ - ¡e a:;¡ e X - a) - ¡e a) . 

So tieno que la función F cont.inua el l nt..ervalo 

cerrado Ca bl, pues Lo que as la suma do f y un polinomio lineal. 

los cuales son continuos alll; tambiún t..ione que f os 

diferonciable en <a.b> y. además, de- la ocuación para FCx), seo 

observa quo FCa)=O y FCb)=O. Dado lo anlvrior. vemo:!:; que 

cumplen las condicione~ para la valide.: del Toorema da Rolle; pcr 

la conclusión do dicho Looroma, so esLablecn que e>~~La una e en 

el inLorvalo abiorLo <a.b), tal que F¡Cc)=O; de aqul, so Llene: 

.. F'Cc) ¡·e e) -

/Cb) - /Ca) 
b-a 

/Cb) - /Ca) 
b 

Por lo tanto, ex:!ste un número e on <a.b> tal que: 



de donde: 

/'e e) 

2. Máximos y mínimas relativos. 

/Cb)-/Cw 
--¿;::a- • 

El siguionle teorema se demuestra en Hasser el 'al. (1977): 

Teorema / . 4, 

Si fes continua sobre un intervalo la,bl y /'Cx.> ~O sobre 

<a,b>, ~ntoncos /es n.o decreciente sobre [a,bl, Artálodamente, si 

f es continua sobre (a,b] y j'(xJ S O en ~a,b>, entonces f es no 

creciente sobro <a,b>. 

Teorema t. 5. 

Si e es un punto cr!ticn de f y si &~i~te un Lnterualo la,bl 

con e e <a,b> tal que f es continua sobre la,bl y: 

o /'(-,,> " o para X E '\a, e> y /'(x> "' o para 

entonces I tiene un m.aximo rt."lat iuo en e; 

ii) f'Cx> "' o para X "" <a,c> y f'<x> " o para 

on.ton.cos I tiene un ml nltno relativo en e; 

lii.) /' Cx> ) O parcz X E <a, e> y /' (x:> > O p.::ira x 

/'Cx> <O para x E <a,c> y /'Cx~ <O para 

X E <c,b>, 

E o;-c,b>. 

<e ,b>, 

e '\c,b>, 

entoncPs / ne.") t iüne nt un máximo ni un mi n.imo relativo en 

Demostración: Sólo 6l inciso i> 
Como /'(x) ~O para x E <a,c>, / 

[a.el. Do donde: 

/Cx) S /Ce) para toda x 

no decreciente sobre 

<a, e>. 

Como f'Cx) ~O para x e <c,b>, / es no creciente sobre 

[c,b). De donde: 

/Cx) ~/(e) para toda x e <c,b>. 

As! pues. /Cx) $ /Ce) para leda x e <a,b> y f tienu un 



máximo relalivo on 

EjQmplo t. 2. 

Encuéntrense los máximos y los núnimos relat.ivos d& la 

función / def' i ni da por: 

/CXJ -oo<x<oo. 

Solución: 

Como: 

rr.x)'OO { x:2cx-4)-Z/D+ X Cx-4) 1
/:!I 

~ xC7x-24)Cx-4) _ 2 ,,.n • 

¡• no exist.e en 4 y es cero en O y en 
24 

7 

X>' 4 

Invesligando el valor de /' alrededor de oslos puntos 

cr1licos, se tiene: 

/' (x) o, X E <-oo.O>; 

f'Cx) < o, X€ <º .. > • 7 • 

/' (x) > o, X e <~·4> u 
<4.oo.'>. 

Ut.il!zando el Teorema t.5, /tiene un máximo relativo en O y 

un mínimo r~l ativc en 1.. C~l..í f"u111.;.i.ón no t..J.ene ni un má.xirno ni un 

mi ni mo absol ut.o e Hasser el al. 1 979). 

Teorema. J • 6. 

Supón6ase que f es diferenciable en "Un.a vecindad NCc) de c. 

j'(c) = O :y que /"(e) existe: 

i) Si /" C:c> <" O, entonces f t (ene un máximo 

rel.at ivo en c. 

i.i.) Si /"(e).> O. entonces f tiene un m.1nt:mo 

re-l.at ivo en c. 



Demost.raciónt 

Si: 

/"Ce) lim f'Cx) - f'Cc) 

x+c 
< o. 

enlences existe un int.ervalo <a.b>, que cont..iene a e, lal que: 

/'Cx) - /'Ce) == f'Cx) 
X - X - C 

para t.oda x e <a. e> u < c,b>. 

Se puede suponer que <a.b> e N Ce). Enlences j es conlinua 

sobre Ca,bl y, 

/'(x) O para t.oda <a. e), 

f'Cx) < O para loda x e <c,b). 

Por lo lant..o, por el Teorema t.B / Lione un máximo relat.ivo 

en c. 

Obsérvese que los Teoremas f.5 y f.6 proporcionan sendos 

métodos para encontrar los valores extremos de una función. 

Ejemplo f. 3. 

Ex.aminar las sigulonlo::;; funciono'.:'.: con respe-ctci a sus punt.os 

ext.remos: 

ü /Cx) X € lR. 

Sol.t.1ci6n: 

/'Cx) = 3x2 -3 y /"Cx) • 6x; 

de donde result.a x 2 = 1 al igualar /'(x) con cero, ecuación que 

tiene dos soluciones: 

X 6 X -1. 



Al analizar eslos resultados la derivada es cero sólo para 

x = y x = -1. que son nuest.ros punt..os extremos. Evaluando / en 

los puntos anLeriores, se tiene: 

y: 

/C-1) = <-D
9

-3C-1) 2. 

Por consigulont.a. l t.:iene mÁx.t.mo en " = -1 y. un rninimo eri 

x "' 1, puest.o que /"C-1) = -e y /*'Cl) = 6. 

t t) ¡ex:> = 4x-x
2

• X E (R. 

Solución: 

Puesto que /'Cx) = 4-2x. al igualar esta dorivada con cero. 

se tiene en x = 2 ol valor extremo único; ésto os un máximo. 

puesto que /"Cx) = -2 para toda x E IR. y por lo tanto en x = 2. El 

máximo de f es /C2.) = 4(2) - 2.C 2) = 4. 

ll t) j(x.> 

Solución.: 

/' (x) 

X E lR, 

4x 3 +2x 

2xC2x
2

+1) = O. 

En este ca~o tonemos un valor extremo en x = O, el cual es 

un rrúnimo puest..o que /' (x) < O par,¡:. x E <-co,O> y /'Cx) > O para 

X E (0,oo'>. 

El valor extremo es /CO) = 0 4 +0 2 = O. 111 

Con los resultados anteriores muost..ra ul uso de los 

Teoremas t.4 y t.5. dando es condición necesaria para que/ tenga 

un punt..o máximo o mlnimo on x 0 • que /'Cx 0 ) = O. La inversa de ~ste 

leorema os f"alsa; c>s decir, es posible que si /'CXo) = O, la 

10 



función puad& no tener un extremo en x = x 0 • El siguiente ejemplo 

ilustra esta posibilidad: 

Ejemplo J. 4. 

Analicese la siguiente función· y d~t.er~nens~~ si existen, 

sus puntos exlromos: 

/CxJ 

Solución: 

• x, x e CR. 

Puesto que /'(x) = 3x2
• /'(X)= O implica x =O. De aqui, 

se ti ene quo el valor de la dcr i vada es posi Li vo para x ,,t o. y 
sólo se hace nulo para x = O. Por el Teorema t. 5 /Cx.) = x 8

, 

x E~. no llene un extremo en x =O. As!, el ojemplo muestra que 

un punt.o para el cual la derivada se hace cero, puede no conducir 

a un valor máximo o minimo de la función. 

Teorema. t.7. 

Si en un pu.nto e~tacionario x 0 de /(x) las primeras <n-1J 

derivadas se anulan y ¡<" 1
<x> ~ O, entonces ~n x = x 0 ocurr& que 

···- /Cx:> tiene: 

i:> un punto de inf lexl6n si n es impar. ~ 

ii> un punto extremo si n es par. Esto punto extremo será un 

máximo si ¡<n>(x0:> < O y '".Jn m..tnlm.o si ¡<nl<x0:> > O. 

Ejemplo t. 5. 

Analicense las siguienl&s fuhciones: 

O /Cx) = x• X E [R, 

Sol.ucL6n.: 

f'Cx) == 4x 1 
::: O, 

lo cual proporciona el punt.o estacionario x 0 = O. Ahora bien: 

/'CO) = /"CO) = /'"CO) =O, 

pero: 

!' " e º' = 24 > o , 

!1 



por lanlo en x 0 = O se t.iena un punto rninimo. 

itJ /Cx) = x> X E [R, 

~: 

Esla !'unción proporciona a x 0 = O como punlo estacionario. 

Ya que ¡<n>(Q) no es cero cuando n = 3. se t.iene entonces quo 

x 0 = O es un punto do inf'lexión. 

B. EXTREMOS SIN RESTRICCIONES. CASO KULTIVARIADO. 

Un punt.o es un punt.o de máximo 

si ¡f=0 +1t) :!f /f=o) pua toda!:= (1t 0 , ••• ,1t,, ... ,1t") tal que llt,1 
es suf'iciant.emonLu pequoffa para leda j = 1, z, ... , n. 

Do manera similar. se def'ine a ~o como un punt.o de mínimo. 

cuando f(z.1;1+~;:; /~o)• para t.oda h con 

ant.er i ores. 

las pr epi odades 

El gradiente liono un papel import.ant.e en la idonlif'icación 

de los máximos y núnimos. Si un punto de una f'unción con pendient.a 

cero (gradiente) no es u11 extremo Cmáx!mo o mínimo), ent.onces debe 

sor un punt.o de lnlleXJ.ón CTaha 1976). 

t. Condiciones necesarias y suf iciontes para extremos. 

Existen teoremas qua establecen condiciones necesarias y 

suficient..os para los axtremos de una !'unción /C=) en n varlablos. 

En los resul t.ados quP ~; IJ'1""'n S'!:" ~u~c:-i.Gr.!.. quo.: ..,,xl::.l..~.!11 las primeras 

y segundas derivadas parciales de f (~. siendo ést..as, 

runciones cont..inuas on x. 

Teor9ma t. 8. 

~ll ve::. 

Una condición necesaria para que =.o sea t~n punto extremo de 

/ C=.). es que-~ 

donde 9/ (
iJ/ • iJ/ 
""· ax~. 

9/b) = q,, 

12 



~=(O.O •...• OJ. es un vector do ceros. 

De aqui, debe entenderse que on cualquier punto extremo. la 

condición V/('z_ 0 ):;,,.p, tiene que satisf'acerse, es decir. el valor del 

gradiente dobe ser el vector cero. Tal condición es satisfecha 

también por los puntos de silla y de inflexión. Consccuentcmenle, 

la condición establecida por ol Teorema J,8 os nocesaria pero no 

suficiente, para la existencia do un ext.-remo. 

Los puntos obtenidos a partir do la solución d,g. tlf ~o)=-.P. 

son llamados por Taha C1976), puntos ostacionarios. 

Teorema I. 9. 

Una. condición su/iciento para que un punto oslacionario sea 

extremo es que la matriz hessian.a Co de Hesse) H evaluada =a 
o positiva definida cuando =o es punto de 

mi nim.o, y 

LLJ nef!'aliva definida. C'Uando =u es pun.to de 

m.ixim.o. 

Recuérdeso que una malriz cuadrada Cnxn) es: positiva 

deCinida si los valores de los determinantes menores principales 

de la matriz son todos positivos. Por otra parte. una matriz 

cuadrada os: negativa definida si el valor dol k-esimo 

dat.erminante menor principal do la matriz t.ieno al signo de 

C-l)k, k=1 ..... n. Recuórdese además que la matriz H de una 

runción. es la matriz de las segundas derivadas. 

éiempl.o t. 6. 

i) i)emuést.rese que la i:·unción: 

f(x 1 .x6 .x3 ) = x 1 +Zx,+x~x,.-x~-x~-x~. 

obtiene un máximo absoluto. 

Solución.: 

La condición necesaria para la ocurroncia de un exlremo 

en el ponlo ?:a= (x 10 .x .. 0 .x,, 0 ). es que 9/f=_o) :::: rp. De aqui: 
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:~ .. 1-2x,= O. 

ilf 
;;;;,,,,. x,-2:1::1:~ O, 

~," a+x,-ax,= o. 

De la ecuación Cl.1) se obtiene 

Cl, 1) 

Cl. 2) 

Cl. :9) 

resolviendo simul~~neamenLe las ecu~ciones C1.Z) y Cl.3), resulta: 

x~= z...-3 y x,=: 4/9, Asi, ~~i f tlene un ext.remo, éste debe ocur'rir 

en el punte ~o= tt/2.Z/S,4/St. Oemos~raremos que ésle es un máximo 

absol ut.o. 

Para establecer la. condición c1e suficiencia, evaluaremos H. 
la malrlz Hessiana. en ~o=r~/Z,2/9,~/91. Obsérvese que: 

.,•¡ 
;}Xf 

H .,•¡ 
ib:;Z~\ 

.,. 1 
Ox,llx, 

.,•¡ 
ttx, hx;: 

,,. / 
ax~ 

.,. f 
bxllh:,O:. 

o 
-2 

8'! 
8x,iJxl 

IJ' f 
Dx~iJxl 

<J2 f 
Ox~ 

o 

-2 

para todo vector x (.:t 1 ,X¿.x,.) y, obv!ameonle-, pa.ra el vect.or 

=o l 1/Z, 2/3, 4/!f 1. 

A cont.inuaci6ri obtcüd1·e111os, sucesiv~menle los det.erm.tnantes 

menores principales de 

H, I -2¡ = -2. 

-2 

o o l 
-2 

4, 

HI : 
~o 
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1 

-2 

1 H
0 

I = o 
o 

o 
-2 ~ 1 = -6 

-2 

(Aplicando la regla de Sarrus 
para delerminat.es de 3x3). 

Los valores -a, 4 y -6 alternan en signos que coinciden con 

el signo de C-l)k. k=t.2.s. Lo cual implica que la matriz HI , es 
~o 

no negativa definida, demostrándose por el Teorema t.9 que f tiene 

un máximo absoluto. El valor máximo do/, es: 

1 
4 

ii) Demuestre que la runción: 

tiene un m1n.1mo absoluto en [R
8 

Solución: 

Derivando a f con respecto a x,.x~ y x,. e igualando las 

derivadas a cero, li ene: 

8/ 
ax, 4x,+2x.:= O, 

~~= 4x.:+2x,+2x,= O. 

%, = 6x,+2xz= O; 

sistema que tiene una solución única: x,= O. x~= O, x,= O, es 

decir, ~0 = C0,0,0). 

Estableciendo la cond!ció1) de suf'ic!encia, se llene: 

2 

4 

2 : J . 



cuyos determinantes menores principales, son: 

1 H, I = 4 1 = 4, 

I H. I 
4 2 

12. 
2 4 

1 

4 2 o 

1 H. I = 2 •I 2 56. (Después de aplicar la regla 

o 2 6 
de Sarrus). 

Los valeros 4. 12. y 56, lodos positivos. implican quo HjXo 

una malri2 positiva dofinida; por lo t.anlo =o= (0.0,0). 

roprosenla un punto minimo; obsérvese que /C0.0,0)= O. 

S.i H 1 
""º 

no es positiva definida o negativa definida, =º debe 

ser un punt.o silla. 

Puedo d.arsu el caso donde est.o no C$ concluyenlt::·, es decir, 

=o puede ser o no un punto extremo, y el desarrollo de una 

condición de suficiencia llega a ser diiicil; en algunos casos el 

método del análisis canónico quo se describirA enseguida puede 

llevar a información más concluyent.o. 

2. Málodo del análisis canónico. 

Considérese el polinomio do segundo grado: 

Q (1. 4) 

Der1nanse los vectores 2 y ~. y la matriz B. por las 

r elaciones : 
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z, (1, (1,' (1, ,e/2 

Z, (1. fJz 1 /2 (1., 

z (1 = y B 

z, (1, (J., 1/z (1., .1:/z 

En lérminos de los elementos ant..er i ores, el 

dado por, e l. 4). puede escribirse: 

Q = f1o+z• (1+Z' 82. 

Puede demost.rarse, véase Myors C1971), que 

aQ/ilZ.e=O, ... ,QQ/82.,= O, cuando Z es el vector: 

(11.,/2 

f1zp/Z 

f1 .. 

polinomio Q 

Cl. 5) 

Cl. 6) 

El vcct.or 2~= (2 10 , Z,1'; 0 , ••• , z .. 0 ). donde las primeras 

derivadas de Q con respecto a Z 1 , Zz, ... , z .. se anulan. recibe el 

nombre de punto e5lacionario. Un poco de álgebra puede damost.rar 

que el valor do Q cuando Z = 2 0 , es: 

(1. 7) 

Al inlroducir la transformación Z = v+Z 0 Cl.5), es 

decir, al mover el origen de coordenadas al punt.o estacionario, 

ent.onces Q lom.:1 la form;i: 

Por olra parle, al introducir la rotación v = Mw, donde M 

es tal que: M'BM =A, os una matriz diagonal, con las ralees 

caracLar1st.1cas de M. A. 1,h.a:•···. >..P. en la diagonal principal, 

entonces Q pueda expresarse como sigue: 

Q Q0 +w• /\ W 



Clarament.e. Q 0 es Uf'!. mAximo cuando t.odas las X 1 son 

negat.ivas y un minimo, cuando todas las X, son posit..ivas; si hay 

raices caraclerist.icas de B de ambos signos. entonces Q0 no es un 

moi:<l mo ni un mi ni mo, C Hyers 1 971). 

Ejompto t. 7 

Demuest.re que el polinomio cuadrát.ico; 

no Llene punt.os extremos. 

Sot\lción: 

Con la not.aci6n introducida, clarament.e: 

y B = [~ ~l 
De aqui, las coordenadas del punlo estacionario, son: 

y puesto qua las ralees caract.erist.icas de B, sast.i~acon la 

ecuación caract.orist.ica ¡e - AII =O, ont.onco5: 

~] 1 1 

CQ-)\) 4 
o. 

4 (3-)\) 

X
2
-6X.+16 O, 

y las ralees caract.erist.icas da B, son: X, = 5.772 y X~~ -2.77. 

Estas difieren en signo, condición que implica que / no t.ione 

máximo ni minimo en !R 2 , ocurriendo un punt.o de silla en: 

1B 



c. MAXIHOS Y MINI MOS RESTRICTOS 

METODO OE LOS MULTIPLICADORES DE LANGRANGE. 

Sea!(!,) = f(.x, .x •.... ,x,) una función real definida IR" 

y considerése el problema do encon~rar sus punt.os ext.remos cuando 

so sast..ifacen ciort.as rest.riccionos en x 1 ,x.r•· .. ,x,. 
Defino.se el Vl'J'Ct.or .f!C=) como sigue; 

donde g.,~= 9,(x 1 .x,, •... ,x,), J:coi,?., •• m. El probl1?ma de 

encontrar los extremos de /, sujet..a a las rcst.ricciones 0 1 (::)1: O, 

9.e CzJ= o •... , Orn (z)= O, puede resolverse cierta facilidad, 

introduciendo el voct.or de const..ant.os :\= (>.. 1 ,A..i ••.. ,>..,), conocido 

como el vect.or de ''multiplicadores de LagrangCJ". 

La ecuación un voct.or 1xp de ceros, 

satisface las condiciones necesarias para punt.os cst.acionarios. 

Tomando las derivadas parciales con respecto a t.odas las X¡ en la 

ecuación ant..orior, se tiene: 

~' C/ - ~ !1.) O. 

donde las ecuaciones rosultant..es, junt..o con las ecuaciones de 

restricción o=~· con~ un vect..or px1 de ceros, proporcionan los 

valores f'act.ibles de :x. y ~ q~~ ~~•.isfttcen las condiciones 

necesarias p~r~ punLos ext.remos, Lo anterior. as! definido. ~s el 

mét.odo conocido como mét..odo de Lagrange; el mót.odo id.:mtif'ico. 

los punt..os ast..aciona.rios de problemas de 

rest..ricciones de igualdad. 

Sea: 

donde Q, es una ma~riz de ceros; 
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p o 

con V~ 1 éD• siando el voct.or hilera de las primeras derlvadas do 

9 1 , con respecto a x 1 ~x.r• ... ,xP; y: 

Q 
a• L Cz ·0 

ax, ox. 1 

, para t.od.a i y j 

siendo L é:_ , ~) " f (:;:) - ~ f!_(:;:}. la función de Lagc.o.nge. Q es 

entonces la matriz de segundas derivadas de L. 
l..a mat.riz Hº es la llamada matriz hessiana de la front.era. 

Dado ol punt..o ost.a.cionario C=_ 0 , ?::_o) para la 

Lagrange L ~· ?:) y la matriz hossian.n en la fron.t..e-ra 

!'unción do 

Hº e.valuada 

en ~o· ~o), entonce~ ~º será un punto de-: 

í) Máx.t.mo si, comenzando con el dot.ormina.nte menor principal 

do orden C2m+t). los últ.imos ( P -m) det.er m.l. nant.es monore-s 

principales de Hª. forman una configuraclón de ~ignos all~rnos, 
comonzando con ol de ( - 1 ) rn~ 1 • 

i.i) MJ.nimo si. comon:.:ando con el det.errninanl~ menor 

principal de orden (2m+ :1.), los úl t.imos ( p-m) dol.erminanf.es ffit3'f)Oras 

principales de Hº tienen el signo de (-1)m. 

Con los rosullados anluriores, so liane quü: un punto 

est.acionar i o puode ser un puot.o ext.ro/llO sin sat.i sf'acer las 

condiciones aflt.eri,='res.; es decir, est.as condiciones son 

suficientes, pero no necesarias CTaha, 1977). 

Existen otras condicione!':: quo 

svficlentos. De~inase la matriz: 

t.ant.o nccesar i as como 

evaluada en ol punt.o eslacionarlo C=o, ~o)· p y Q se d~f1nen come 



antes¡ µ es un parámetro desconocido. 

Al considerar el delerminanlo jt:.j, cada una de las Cn-m) 

ralees µ" del polinomio lt:./= O, deb~n ser: 

i) Positivas, si =ºes un punt.o minimo. 

ii) Neg~t.ivas. si =º es un punto máximo. 

Ejemplo t. 8. 

Considere el proble-ma de núninúzar: 

x~ + x~ + x~ • sujeta a las r~stricciones: 

y 

(}z C=) .::. Sx 1 + 2x~ + x;) - 5 "" O. 

Sol.iJclón: 

La runción de Lagrange os: 

L C=· ~ = x~ + x~ + x~ - ).. 1 (x, + Xz + 3xJ - 2) 

- >....:!. (5x 1 + 2x~ + x:J - 5), 

Derivando se obt..ienen las siguient..os r.:ondicionc::o necesarias, 

para la ocurrencia del punt..o estacionario: 

ilL 
<tx, 

2x, - A, - 6Az. º· 
º· 
º· 

-C5x, + 2xz. + x:J - 6) = O. 

La soluci6n de este sislema de ecuaciones simultáneas 

produce: 
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Hu ~s la matriz: 

[ 

o o 
o o 
1 5 
1 2 
3 1 

1 1 3 
5 2 l 
2 o o 
o 2 o 
o o 2 

.Puesto que en este problema. m=2, 2m+t = zxz+t = ~; debe 

comprobarse que los úlLimos p-m = 3-2 = t, delerm.inant.es menores 

principales de Hº, lienen el signo de C-1)"'= C-l ) 2 = ...-1. Es decir, 

en esle caso es sut~ic.1enle probar que 

posi li vo. 

De aqui: 

H" I • 460 > o. 

H"J. es un número 

lo cual implica que en ~o= C0.81, 0.35, 0.28), ocurre un mlnlmo. 
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CAPITULO !I 

EXTREMOS DE FUNCIONES POR METODOS NUMERlCOS. 

El cálculo do oxtremos da una función no lineal sin 

restricciones, on una o m~s variables puede sor, on muchos casos. 

dif'icil. 

Los mólodos numéricos que se describirán (;'n est..o capitulo. 

juegan un papo! import.anlo en la oplinuzación du dichos problema$. 

Además, para una mejor compronsión do la teor1a desarrollada para 

los mélodos, se prose~tarán varios OJemplos ilustrat..ivos. 

Cabe moncionar que, on la última parle- do esla capitulo. 

expono sin mucho detallo, un procodimient..o 

mult.ivariable con roslriccionos. 

de opli mi z:aci ón 

A. EXTREMOS DE FUNCIONES EN UNA VARIABLE. 

Un problema no lineal sin roslricciones 

tiene la forma: 

una variable. 

optimicoso z = /Cx), 

dando j(x) os una función Cno lineal) do la. úrüca variablo "x" 

y la búsqueda del valor óplimo CmAximo o mínimo) se realiza nobre 

t.odo ei conjunt.o do númoros real .es. 

En la práclica, rara vez res11lta frucllfera la localización 

de óptimos empleando el cálculo, ya sea porque so d~~conozca 

analit.icamente la !'unción obj i!t.i vo, lo cual hace imposible la 

diferenciación, o bien, que los punt.os est.acionarios no puedan 

oblenerse algebrái e amen Lo. En la J. es casos, se ompl can m&lodos 

numéricos para aproximar la localización de algunos de los óptimos 

locales dentro de una lolerancia aceptable CBronson 1984). 

Estos métodos que son técnicas dG búsqueda secuencial, 

empiezan con un int.ervalo t'init.o. sobre el r:ual, se considera que 

la función objelivo es unimod.:i.l ~ c-s decir; se considera que el 

intervalo incluye uno y sólo un punl..:::i en el cual /Cx) t..iene un 

máximo o un núnimo local. 

Las lécnicas roducen entonces, sist..emát.icament.e, el 

intervalo alrededor del óp•.· i_ mo local, ha.::;t.a que ésLe 4ueda 

confinado dent..ro de los limites acepLables. Esta reducción se 



efectúa evaluando socuencialment.e la función objetivo en puntos 

seleccionados, y empleando dospués la propiedad unimodal 1 para 

eliminar porciones del úllimo intervalo . 

i..nt.erva.lo 

bu11ca. un ma.)<;tmo 

loc:a.l 

x, 

Figura é!. 1. 

• Cx.a:. /Cxe_)) 

x, b 

i. nt.ervalo 

buac:a. u"' rn'-n\.mo 
loc:ol 

Considérese, por ejemplo. la Pigura 2. ! que muestra loe 

valores de la función objoLivo on los puntos x, y X.z· Si 

que un núnimo local e~ el único valor oxtremo en ra,b] onloncos 

este mínimo debo eslar· a la izquierda de X.z, ya quo j(x) ha 

empezado a incrementarse a partir d•.:o osle punto y, por la 

propiedad unimodal, daba conl1nuar incremenLándoso a la derocha de 

él. Por lo lanLo, el sub1nlervalo Cx~,bl puedo descart~rse. 

Si un máx.i mo 1 ocal O!> e-1 único valor ex1..romo en [a, bJ, 

enlences debe estar a la derecha de x,. y el subinlervalo Ca,x,) 

Hay diversas té~nicas d~ bú~quodu s~cuenclal, pero en esla 

invesl!gación se hará referencia a una. en la siguienLe sección. 

Veáse Bronson (1904). 

1. Búsqueda en 3 punlos_del intervalo. 

El intervalo a considerar s~ divide en 4 partes y se avalúa 

la función objetivo para los 3 puntos equidistantes interiores. 

Enseguida se determina el punto interior que produz~.a el mejor 

valor de la ~unción objetivo Cen caso de empala, seloccióneso 



arbilrariamente uno da los punlos). y el subintcrvalo con cen~ro 

en ese punlo. formado por dos cuar~as parles del inlervalo 

inicial. reemplaza al propio intervalo inicial. 

La búsqueda en 3 puntos del intervalo es el procedimiento 

más eficiente de búsqueda a espacios iguales, cuando se desea 

lograr una lolerancia previamant.o dada. con un núlnf)ro mlni.mo de 

evaluaciones funcionales. También os una de las búsquedas 

secuenciales m.:'\s fáciles de programar en comput..adora. 

2. Funciones convc~xas. 

Los procodimionlos de búsquada garanli~an la aproximación 

los óptimos globales on un intervalo de búsqueda, sólo cuando la 

función objolivo e::: f..Jr.imod.1.l .all1. Günornlmont.c. un !.:l proictic<l 

se sabe s1 una función objolivo parlicular es un1modal sobre un 

intervalo dado. Por lo t.anlo, cuando so aplica un procedimienlo de 

búsquuda bajo osla !.l.Lua.t.::i..!in. no ~xi$l~ la s.-=:guLl.daJ do quu ü~le 

procodirnionlo descubra ol óptimo doseado, CBronson 1984). 

Una función fCx) es convaxa. en el intervalo p Cf"inilo 

infini'lo), si para 2 puntos cualesquiera x,y Xz en ~y para Loda o. 

en {0,1 J: 
1 

f(a.x,+C1-o.)x.i) ~ CJ./Cx,)+(1-c.U/Cx.r.) ca. D 

Si C2.1) se cumple con la desigualdad inversa, enlences /Cx) 

es cóncava. Asi, una función quo no es conveY.a, es cóncava y 

viceversa. Las funciones cóncavas y convexas son unimodales. 

Teórnma P.. t. 

Si /Cx) tieno derivada do SOtPJ.ndO orden. 

es convexa en. p, sól.o si f''Cx)~O para toda 

c~ncava sólo si f' 'Cx).SO para toda x en p. 

Teorema 2. 2. 

f°'• ontoncos /Cx:> 

p. j(x) os 

Si j(x.J es convexa an ~· antonces cual.quier minimo l.ocai en 

p es minimo (Sl.obaL en ip, Sl. /Cx> cóncava en p, entonces 

cualquier máximo l.ocal. en f' es v.n m.áxim.o el.obal. on ip. 



Si C2.1) ~e cumple con la desigualdad estricta, excepto en 

a=O y a=l, la función es estriclamenlo convexa. Tal función tiene 

una segunda derivada estriclamonto positiva y cualquier núnimo 

local Cy por lo lant.o global) as único. 

Ejemplo 2. t. 

Usase la búsqueda 3 puntos del int.ervalo para aproximar 

la localización del máximo do fCx)::: xC6rt -x) en (0,20) una. 

aproximación c=l. 

Solución: 

Ya qua /' '(x)=-2 o cualquier punlo, llene dol 

Teorema 2.t que /Cx) C$ cóncava y, por lo tanto, unimodal. en 

(0,201. Se tiene entonces la seguridad da que la b(Jsquod~ en 3 

puntos dol intervalo será convergente hacia ol rnáxlmo global. 

Localizaremos o.l máximo por aproximaciones sucesivas: 

Primera i terac i6n: 

Dividiendo [Q,201 en 4 parles iguales, so tiene que x,= 5, 

xz:: 1~ y x,= 15 son los lres puntos interiores, Entonces: 

/Cxz)= XzC5n-x~)= 10C6n-10)= 57.09, 

/Cx 3 )= x,C!3n-x 3 )= 16C6n-15).,, 10.62. 

Ya que x~ es el punLo que genera el mayor valor do la 

runción objetivo. se ~orna al intervalo [5,151 con centro en Xz• 

S9($t.J.nda i te rae i.6n: 

So divida (5,16] on cuatro partes igu~lc~. 

Xz= 10 y x 5 ~ 12.5, como los 3 puntos inleriores. Asi: 

/Cx,)= x,.C5rr-x,)= C7. 5)C5n-7. 5)= 61. 56, 

/Cxl!)= X.i:C6rr-xz)= 10C5rr-10)= 57. 09 

/Cx 5 )= x 5 C5rt-x~):::: C12. 5JC5rr.:.12. 5)= 40.10. 

2G 

x .. ~ 7. 5, 

anl•• J 1 



Ya que x .. es el punto interior que da el mayor valor de 

/Cx), se toma el inLervalo (5,101 con cenlro en x ... como el nuevo 

inlervalo do interés. 

Tercera l teraci61\: 

Se divide (5.101 en cuatro parlas iguales, con x 0 = 6.25, x .. ~ 

7.5 y x 7 = 8.75 como los nuevos puntos interiores, entonces; 

/Cxt.)= ce. 25)C5rr-6. 25)= 59.11, 

j(x~)= C61.56) como nnl&~, 

f<x,)= CB.75)C5n-B.75)= 60.88; 

como x .. da el mayor valor da jCx). Lo1n.). el intervalo l6.25. 

e. 751 con cent.ro x .. , como el nuovo intervalo de interés. 

Cuarta L teraci6n: 

Dividiendo [6.25, 8.761 en cuatro partes iguales, se generan 

x 8 = 6.875, x .. = 7.5 y x~= 8.126 como nuevos punlos interiores, 

entonces: 

/Cr, 0 )= C6.075)(5n-6.875): 60.73, 

/C~ .. )., 61.56 e corno anlou1, 

j(x 0 )= C9.125)C5n-8.125)~ 61.61. 

Se t.ieno ahora que x 0 es el punLo interior que da el mayor 

valor de la función objetivo; se t.oma por 1 o t.ant.o el 

subintervalo (7,6, 8.751 con centro en x~, como ol nuovo int.etv~lo 

d~ lnl.er6:>; t'C'r"O "'1 I"'HlntJn medio de este int.crvalo, O>;;;l. .. \ dentro do 

la t.olerancia previament.o establecida, c=l, do aqui que tome 

como punt.o óptimo . 
X ::::. Xt1= 8.125 

. 
con z = /Cx")= 61.61. 



B. EXTREMOS DE FUNCIONES MULTIVARIADAS SIN RESTRICCIONES. 

En esla sección axarrúnara. brevement..e. el problema de 

encontrar extromos de funcionos multivariadas. sin restricciona$. 

1. Málodo dol ascenso acelerado. 

Se examina la función, dándole valoras arbitrarios (con una 

ciort.a socuoncia), empleando cualquier inrorm.ación previa acore~ 

de la posible ubicación dol máximo. 

Sea enlences ::_0 =.Cx 10 ,x._ 0 , •••• Xp 0 ) el voclor inicial Cde 

acuerdo a los valores arb1lrarios dado~. el punto quo maY..imlcc a 

la runción, será. nuoslro vect.or inicial). Dotorminenso después los 

voctores ~·· =~· ~, .... , por la relación it.eraliva: 

X 
-k· t 

. 
X + >_ 'lfl • -k k X 

-k 

Aqui. :=es un escalac positivo que maximiza/(=• + l..'i'1=J· 
Es mejor si Xk representa un m.áx1 mo global; sin embargo, un rnAx.1 mo 

local sirve. El procoso it.erativo t.ermina cuando l~ d!rorencia 

entre los valores do la runcion objetivo para dos vectores 

sucesivos, os monor que la Lolorancia proviamente oslablocida. 

El últ.imo veclor x calculado se vuelve la aproxima.c.t6n r.tnal . 
para x . 

Cabe mencionar, en cuanlo al valor de la Lolerancia, que 

enlre más poquei'ía soa, se t.Qndrá un valor más .apro">oti m.-.d~ ~el -. ....... 1._,, 

máximo CBronson 1984), 

Ejemplo Z.Z. 

Usese el mélodo del ::i~c~n~o acelerado para re~;ol ver el 

siguiente problema: 
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SolucLón: 

Al realizar un muestreo sobre varios punt.os do la función 

objetivo sobre la reglón -10 ~ x,.x. S 10. se obtiene. el valor 

máximo para 3. -19. 45 y oc1,.1rre en =0 ::C0,6J • ¡: se tomá como la 

aproximación inicial para =·· 
El gradiente de la .función objetivo es: 

P~imorQ lteractón: 

De aqui: 

[

-2cx,- 1'"5) 
V/• -2cx,- rr) ] . 

1(=0 + >- VJ¡=J= -(4.4721>--2. 2361)
2

- C5-3. 7168>.-3.14Hl)
2

- 10 

- 33. 74 A 
2 

+ 33. 74 >- - 18. 42 . 

Se llene que ost.a f'unci ón do A asuma un máximo global 

~:=0.5, puoslo que: 

/Cx)= -33.74 >-
2 + 33.74 >- - 18.42, 

f'Cx)= 67.48>. + 33.74, 

Ahora considérese: 

=•= =o+ A 'i//I =o 

0.5. 

= ( ~.597 - ".· 722(.5)] ~ [ 2.236] 
~.89 - 5.499(.5) 3.142 

con /C=,)= -10.00. Ya qua la di.ferancia ent.re /C=0 )= 18. 45 y 

/C~ 1 )= -10.00 es signif'icaliva. se con~inúa con las iteraciones. 



Setf'Jnda iteración~ 

[ Z.Z36 
] + " [ 

-aca. Z36 - Y5 J] 
=· + " '7/1 3.142 -ZC3.14Z- n:J 

~· 

[ Z.236 + . 0001/.. 

] ; 3.192 - .COBA 

De aqui: 

-(2.238 + .001>. - f6 J 2 
- (3.142 - .OOOE.>:\ - rr J

2 

-10 

Tenemos 
.. A.,= o. 4909, y de aqu1; 

"~'7/ 1 [ 2. 238 + . 0001(. 4909) ] = [ 2. 236 l =..:= ~\ + 3.142 - . oooec . 4909) 3.148 
?:'• 

Como = 1 =~.z has t. a la aprox.1 maci 6n emplea.da, acepLa 

punlo en c-1 cua.1 
. 

;J =-10. OO. 

2. Método de Hewt..on-Raphsor.. 

Selecciónesc: un vocLor inicial =.o• cc1mo en el método del 

ascenso acelerado. Los veclore~ ~'' ~~· ~,, ... , se determinan 

it..eralivamente medianle la relación: 

'7/1 . 
=~-

La rogla para detenerse os la mlSma que- la empleada en el 

método del ascenso acelerado. 

El mót.odo No....n.on--Raphson converg~rá a un máximo local, si H¡ 
es negat.iva definida sobre alguna vecindad E alrededor del máximo 

y ~i ~º queda d~nlro u~ osla vecindad. 
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Debe mencionars~ que si H¡ es nagat.1va. definida. 

y es negativa definid3. 

Si no se selecciona correct.amente el vect.or inicial .::,0 • 

el mét.odo puede no converger en absoluto. En ambos casos, el 

proceso it.eralivo se da por terminado y se inicia nuevamente con 

un3 mejor aprox1rn.:i.ción inicial. 

E:Jempto ..E_:_~:-

D Usando el mél.odo de- Hewt.on-l<aphson maximicese: 

con una tolerancia de 0.05. 

Solución: 

Considérese el muestreo de la función 2 en los 

puntos de la Figura 2. Z 

rz 

10 

-10 -5 5 'º 
-5 

-10 

Figura 2.2 
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En los puntos seleccionados z loma_los valor~ de la Tabla 2.1 

"• x, 

o o - %4..BóPó 

o - 10. <&:S3d 

10 - dZ.0977 

" o - Z7. :SOBP 

" - Zl.OPZP 

" ""· <J77 t 
10 - eo. 14.0Z 

- 7a.?9Z3 

'º -11?. !l.t.d• 

- 7Z.Z90Z _,. - d:S. 8148 

-t00.0P04 

-10 -1C'.IP. :'.SPOP 

-td3,17'!JO 

-10 10 -ZOd. 7:SP1 _,, - o t. ze:s:ii 
o -10 -:107.70:14 _,, 

-tzo.d"'dZ _,, -to -Z3:S.O..,Zl 

-to -o -ZZó. OOdO 

-:33Z.<&2ZO 

" - 03. P34C 

to -1PO. 3407 

10 -130. :Sd<i 1 

-z•z. PIJOO 

Tnblo z.' ConJunlo Jo va.\oreon dv 
obLon\.does ~l OUli l \. l U\.¡- t ºº 

punlo~ ~olocc\.onadoo on la ocuoc\.Ón: 

Como punt.o inicial sa elige ~e= (0.6J. con /C=._0 ):0: -18. 453. 

El vector gradient.e, la ma.l.riz Hessl.a1\.:1. y l.;;. i:--.vcr-~:- rl"!' la mdt.ri.z 

Hessiana para osla función objoLivo. son. respect.ivament.o: 

(

-2Cx,- -Y~)] 

"l/= -2Cx,- rt) [
-2 

H¡= o 

para t.oda x:, y xi:. 
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Pri.'1'1.era, i. teraci6n· 

So t.iene: 

[ 

-2< o.;. .,16'"')] 
.. , I=· = -2rn - rr) [ 

4. 472] 
-3.716. 

ontoncas: 

o ] [ 4. 472 ] 
-o. 5 -3. 716968 

íº] - [-2. 236] = l5 1. 858 

subsliluyendo ~' en z. res~lta: 

Z1:1./C ~') =-10. 00. 

Como se oblione: 

[
2. 236] 
3.142 • 

fCo:,)-fC0: 0 )= -10. oo-C-18.463)= 8. 463 > 0.6, 

se continuán las iteraciones. 

Sef!t.J.nda iteración 

Se tiene sucesivamenle: 

[

-2(2. 236--1'"5"' )] 
7

! '°'' • -2(3.142 - n) 

x,=x,-( H¡j )-
1 7/1 - - =.1 ~· 

Substituyendo~~ en z. se tiene: 

[
-o. 0001] 
0.0008. 

z - /C~~)= -10.00. 

Puesto que /C~~)-/(~ 1 )=0 < 0.06, se Loma entonces: 
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i i) Usando ·el método· , de Newt..on-RaPhson 

z : -senx 1x.t+cosCx,.-xz) 

con una tolerancia de 0.05. 

Solución.: 

maximicese 

Considérese el muesLreo de la función 2 en los punt..Os de la 

Figura 2. 3. 

X2 

.75 ... 

,SO ~ 

.25 .. 

. __....__.._____.____ :r1 
-1 -.75 -.!>O ·.25 Ü 25 .~ .75 

-.25. 

Figura 2. 3 
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En los puntos seleccionados z toma los valores de la Tabla 2.2. 

x, x, " 
1. OlóO 

- • ?!5 '. ,,126 

-. !5ú t. 000!) 

.t. 0041 

ll'PS)'O 

25 . pp:;:; 

• ~ú PP12 

• 70 llDdP 

POZ5 

.?O 1. Ol2d 

- . 75 • 7:; 1. OOP4 

-. 50 . 7" t. 00<:'59 

- • 2!:> .?~ 1. ºº~ 1 

.70 1.n>t:oP 

20 ?O PPd6 

• 0() • ?O s>P94 

• ?!:> 9901 

?O • l>Od4 

• 00 1. 000!) 

- ,, • 50 1. 00d5 

-. !50 .t. 0042 

-.25 ºº 1. 002ú 

() 00 i>l>Vl-'> 

. ,, ºº . 0~?8 

. 00 • !'.iO PP!'.ir.S 

• 70 . Oú • 1>1>94 

• P1.>12 

2" 1. 0041 

-.?5 2':> t. OODt 

-. 50 .. t. 002ú 

- • 2.5 20 t. OúJ.0 

() 20 • s>PYP 

. ,, . 25 • PPO~ 

. 00 • 25 , P~?O 

• 70 • 2 !5 , l."IPód 

20 • l>:l>G5 

• PP1.>fl 

-.75 • PPi>P 

-. 2:'í " , l>l»PP 

.PPVV 

• !50 , PSl'PP 

.75 • PPll'P 

• PPPO 

Ta.bl a. 2. 2. Con Junto do valor~a do 

obloti\.dou ul uuo l i. tui. r lo• 

punlOli uolucci.onadoQ on lu ocuOci.ón: 

z = -ia~n X1XzTCOQ()( ,-Xzl. 

J ~; 



....... -. 

cont. i.nuo.ci.Ón.,,, 

- • :z. !5 

-.'!:>O -.25 

-.2!5 -.2.'5 

• 50 

. ?5 

-.2~ 

- • !:SO 

- , '!:iO - , '50 

- . 2'!:i - • !50 

.25 -.~o 

• ~O - , ':JO 

• 7'!> - • !:)0 

-.75 

- • ?::> - • 7'!5 

- • '!:iO - • ?!5 

-. 2!'5 ·-. 75 

-.?5 
• 25 - • ? !S 

• 50 

• 7'3 - • ?!'S 

-.75 

- . ?5 

-. :Z.!'S 

• 25 

.50 

• 75 

Tabla ConJunlo 
ob~oni.dcn, at 

• C>P!5!'S 

, PP66 

• P'178 

• PVDP 

•. ºº'º 
•• 0020 

1.. 009 .._ 

t. 0041 

• PP12 

. P":l" 

• C>C>'!:ió 

. PP70 

• C•OOPP 

l. 0020 

t. 004?. 

t. 006!) 

t.0009 

. POCS:P 

• '°'P6t 
. 0094. 

• l)i;loóó 

• PCtPP 

t.009t 

t..OOd9 

•.0094 

t. o 126 

• "º2!'S 

• PDdP 

• '1s>t2 

• C>Pt;!'; 

• C>PDO 

t.oo.¡t 

t.0027 

t.0026 

t. Otd9 

d• val oro u d• 
UUDl\.lu\r lou 

pun~oQ eoteccLonado~ •n la ocuocL6n: 

Z =-non x 1 xz+coe<x 1 -)(z). 

El veclor gradiente y la matriz hessiana para es~a función 

'lf 
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[ 

x~senx 1 x.z-cos(x 1 -xz) 
-cosx,xz-x1Xzsenx 1xz+cos(x,-x2) 

-cosx ~ Xz-t'X 1 X.rsenx 1 :C:::.1: +cos(x,-x.z)] 

Xasenx 1xz-cosCx,-xz) 

Se elige ~0 =(0,0) como nuestro valor inicial, 

Primera tteración 

Se Liene: 

entonces: 

con /Cx 1 ) = 1. y como /C~ 1 J-/C~0 ) ~ 1.000 - 1 =O< 0.5. saloma: 

x• =,:.- (0,0J' 

Se elige ahora a x 0 =C-1,1) como nuestro valor inicial. 

See-unda i terac Lón.: 

entonces: 

'V f 1 = [1 . 03·:6] • 
~o O. 985 

H j _ [-1. 0157 
f ~o - O. 0160 

o. 0169] 
-1. 0167 

~ ]-· [-.9837 
LH1I~º = -.01530 

-. 0163] 
-. 9837 

x,= x 0 -ÍH¡I ]-• 'V/' 
- - ~ Xo X 0 

= [-~] 

[=n -
[~]. 
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[
-.9937 
-.01630 

[
-1. 033] 
-0.G66 

- . 0163] [1 . 0346] 
-.9837 0.965 



con /Cx 1 ) 1. Como: /Cx,) 1.000 - 0.9977 

= 0.0083 < 0.05. se t..oma: 

. . 
x ~,= co.01· y z = ¡e~,, ; i. 

3. Programas SAS para la aplicación del mbtodo de Hewton-Raph~on 

El proccdimient..o IML do SAS para microcomput..adoras, ofrocc 

alt..ernat..ivas de programación d~ ruLin.as it..eraLivas de cómputo. 

Como un ejemplo, considérese el programa de la Tabla 2.3, el cual 

aplica el método de Newt..on-Raphson para oncont..rar el máximo dr. l:i 

:función: 

Est.a :funci6n fue oval 1Jada manual mc:nle. como so presenta ar. 01 

ejemplo 2. 3. El programa roquierc la alimenlacion de expresiones 

SAS, muy parecidas a las instrucciones de los lenguajes BASIC, 

para la función objetivo, la matriz Hessiana y el gradient..o. 

Para al uso del procedimienLo IML, ol lector puedo consult.ar 

los manuales SAS, del SAS Insl~Lule Cl985). 

En el programa de la Tabla 2.3, FCx) os el gradiente de la 

:función objet..ivo y JCx) la m3triz Hessiana. 

Abajo se presenta el rcsullado que produce la computadora: 

EL PUNTO M(IX !1·10 E:S: 

'2.236060 
.3. 141:516 

Se observa que est..e resultado concuerda 

obtenido en el ojamplo 2.3. 
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Tabla 2.3. Programa SAS para la aplicación del Método 
de Newtan-Raphsan 

START ~IEWTON: 
RUN fUN: 
DO ITER=1 TO MAXITER 

WHILE (MAX(ABS(F)) >CONVERGE): 
RUN DERIV: 
DEL TA=-SOLVE(J, F) 
X=X+DELTA 
RUN FLl'J: 
END: 

FINISH: 
MAXI TER=2: 
CONVERGE;;cQ 1 05: 
START n.r~: 
X1=x11¡: X2=x121: 
F=(-é'>< X1-(SURT 5) )11 

(-2•\X2-il): 
FINISHo 
START DERIV: 
J=(-2 11 O)// 

(O 11 -2): 
FINISH 
oo: 
PRINT "EL PUNTO MAXIMO Es:": 
X=(o.si: 
RUN NEWTON; 
PRINT x: 
END: 
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C, OPTIHIZACION MULTIVARIABLE CON RESTRICCIONES 

HETODO DE NEWTON-RAPHSON 

Sea x el vector: ~:: [ x,. x 2 , • • • , x"}'. La !'arma estándar de 

un problema para el cálculo de oxt.remos do una función 

lineal con restricciones de igualdad es: 

Maxi rnizar 

sujela a las reslricciones: 

g,C~)= O, 

g.,(~)= º· 

9rnC'.:)= O, 

con m<n Cmonos roslricciones que var1rtblesJ. 

C2. 2) 

Para resolver el problema, se forma la f'unci6n de Lagrange: 

C2.3) 

Al lomar derivadas de L. se obliona el siguienle sistema de 

ecuaciones: 

aL O, J= 1.2 •... 
Ox, 

..... 
C2. 4) 

aL o, i:: 1,2, ... a"A, ,m; 

el cual debe resolverse simultánnamenle. 

Describiremos enseguida el método de Nawton-Raphson para la 

solución del sistema (2.4). 

Por hi póle::;:i ~: 

un sislem¿i lineal do ecuaciones, ol cu.::i.l resul la 

generalmente imposible de resolver analit.icamenle. Sit) embargo, 

como las soluciones de C2.4). son los puntos estacionarios de 

LCz), Y dado que los exlremos de LCz) son algunos de los punlos 
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estacionarios, doberá ser posible lograr aproximarse al ext.remo 

derecho de LCz), que corresponde a la soluc!6n 6pt.ima dO"l problema 

original. La forma iterativa de lograrlo se realiza a ~ravés de la 

relación~ 

8ste enfoque tiene valor limi~ado porque es muy dificil 

det.ermi nar un z 0 adecuado. 

Para un z 0 incorrecLo, ol mé~odo de H~~t.on-Raphson puede 

di varger o convar-ger en el axl.remo .. erróneo .. de LC z). También es: 

posible que el motado converga cuando no c-xi::>l.tt la solución ópU.ma 

CBron.son 1994). 
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CAPITULO 111 

AJUSfE DE FUNCIONES DE RESPUESfA. 

En la det.erm.i.nación de ópt.1mos, uno de los aspect.os 

fundamenlales es lograr el aju~t.e de la función de r~spucsla 

propuost.a. Esencialmonlc, se considera al valor de la respuosla 

explicado como una función conlinua da los niveles de los 

fact.ores; as1: si 'f1 es el nivel de la respuest..a, entonces: 

n= /C X , , X z, . e 3. 1) 

f puede ser de eslrucLura mat.emát.ica muy variada y propuesta por 

ol invest.igador, en Lant.o que, el fenómeno que esludia la~ 

variables~· X,,X~·· .. , XP, dobe ser, necesariamenlc, un renómeno 

observable. 

Ahora, en general, el valor observado Y~, i.=l,Z, ..• n y lo 

quo pronost..ica / para los valores 

correspondicnles a la observación, no coinciden con cxact..it.ud 

la mayoría de los t:enómenos objeto de esl.udio, do modo que podemos 

escribir: 

Y 1 - /C X 1 , • X 1 ~, • • , X , ,, ) = e, , '-=-i,z •... ,n. (3.2) 

donde e,, el error de observaci6n 1 puede considor.:trse como una 

variable aleatoria. Usual mente se supone ECc 1)= O, z 
"'. 

y ECe 1 e,)= O si i.7'-J, siendo c 2 t.ma constante desconocida, y 

por al Teoroma del Limllo Cent...ral, J.os errores e 1 , se considora.n 

dis+.ri.huidos normalmenle. 

Para aclararlo un poco, de! fenómeno ~n ost...udio se hacen n 

observaciones, teniéndose, como resultado, n vect.oros d~ la fornta: 

,_: 1, Z,,,,, n; (3. 3) 

con est.os valores observados, el siguiente pa:;o es l 09r"r el 

ajuste de los datos a la función /. 

En asto capitulo, expondremos brevemente la estructura 

mat.emá~ica m.A.s común de las ~unciones de respuesta propuestas por 
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los investigadores, refiriéndonos particularmente, al· modelo 

lineal general y a algunos modelos no lineales de mayor empleo en 

las aplicaciones. asi como Lambién, a los méLodos estadísticos 

apropiados para el ajuste de los modelo~ propuestos. 

A. EL MODELO LINEAL GENERAL 

En muchas situaciones f es una función lineal de los 

pirámotros, es decir, f P.s de la forma: 

C3. 4) 

donde ~º' ~ 1 , ••• 1 ~P son parámetros desconocidos qua pueden 

estimarse a partir de las observacionez. Do aqui, si (3.4) 

substituye en (3.2), se obt.icno: 

(3. 6) 

i. = 1, z, ... , n, 

ECc,)::: O, EC0 1 e- 1)= O 

(3.SJ es ol llamado modelo tJeneral de las hlp6'lesis lineal.es, 

bien. modelo Lineal ¡Seneral. De acuordo con la e~t.ruclura de ost.e 

modelo, los t.érminos Y, son variables aleatorias, pero las 

cantidades X 1 1 , ·x 1 z::, •• • , X, P, deben ser val ores numéricos 

conocidos; es dcci r, 1 as X 1 1 , i = :1 • 2 , • J= 1,2,. , p. son 

constantes numéricas y nn v~ri ~r.!~~ .::i.lc~i~cr!..:..:;.. 

1. Modelos lineales especiales. 

El caso más simpln ocurre cuando Y1 se aproxima por una 

runción lineal de loz niveles de los factores. como ocurre en la 

expresión C3. 5) En otr.:i.::: oca.::;ion.::~, Í es un pol 1 nomio de grado 

enLero en uno o más factores; por ojcmplo, on ~l caso de un sclo 

factor, puede ocurrir que/ so.a un polinomio de grado on X,. 

como s:iguo: 



/CX11• X1r••••• X,P) =Po .... f11X1 + (l.iX~ + ••• + f1mX':' C3.6) 

i. = t, z, ...• n. 

Pueslo que al ser dado el nivel X 1 del raclor en osludio, 

aut..omAt..icament..'(" e5 posible calcular los valores X~, ...• X~. puede 

verse que haciondo: 

X1=X,,, X~":O"Xi.r•····X~=X 1 ", 

al subsl1lu1r f por el lado derecho de C3.6), on términos de la 

equivalencia anterior, se obtiene la expresión C3.5) dol modelo 

lineal general. En el caso en que/ es pal i nom.! o de segundo 

grado en los niveles de los factores, so tieno la oxprcsicn 

general: 

JC X 1 1 , X 1 r, . . . • X 1 P) (Jo +J: f11X11 +E fl~J)(!J + ... 
J ~ 1 J • 1 

+ i:: i:: fl,,x,,x,., 
J ... ~ ~ 1 ,,. 

C3. 7) 

nuevamenle. puede verso que conocidos los valores X, 1 • puedan 

calcular-se de inmediat.o las cantidades x~, y x~Jx•k• obteniéndose 

un modelo lineal en los parámot.ros, que seria caso p..<tr llcul ar 

de C3.5). 

Los pal i nomios con exponen les fraccionarios concci dos sobre 

los niveles de los f'ac• .. ore$, también ocurren un caso 

par~icular del modelo lineal goneral. Considérase, por ejemplo, el 

modelo: 

t.= 1, 2 .• , • n; 

en este caso. si se dan los nivolos X 1 , y X 1 ~, automát..icamento 

es posible calcular las cantidades x~;d. x?~ 7 . x1· 2 
x?·, 6X~~ 7 • par-a t.odas las observaciones, lcniéndoso de nuevo 

como una función lineal de los par-ámetros. 

vi. 4 
r. 1 r • 
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2. Modelos Linealizablos. 

Los modelos linealizables son aquellos que, mediante una 

transrorm.aci6n. dan lugar a un modelo lineal; entre los más 

conocidos están los modolos ~ipo Cobb-Douglas, cuya fo~ma general 

es la siguiente: 

a. a. a, 
Y,..- oQ,, 01c ... Q,,. T)1• L:11 t, 2 •• ,. , n, C3. 8) 

dando Y, es la rospuesla, Q¡ t • Q. ~ •...• Q¡ p son los niveles 

ensayados observados de las variables oxplicativas, 

a, r,.~«""º .n,. son los parámetros del modelo. y las n. son los 

errores Cmultiplicat..ivos) del propio modelo. Tomando logarit.mos en 

C3.8), so oblione: 

log ('{ 1 ): log(o.) + (1 1 logCQ 1 ,) + f?,,logCQ, z) +.,. 

(?PlogCQ, PJ + 1ogCT) 1 ), 

(3. Q) 

que es un modelo lineal on ro. ~,. r~··· .. ~p• después do hacer 

log(o)= ~0 ; las logCn 1 ) serian los orrores del modelo. C3.8) ~s 

entonces un modelo linoalizable. pu~sto quo, una lransrormaci6n 

logartlmica, produce un modelo lineal. aquól dado por C3.9J, 

B. MODELOS NO LINEALES 

Cuando / no es función lineal de los parAmet..ros, 

enlences se ob'licne un modelo de regresión no lineal, siempre que 

no exist.a una tr ansf"or m3.Cl ón quo linoarice ol modelo. 

Consideraremos en esta seccion, algunu~ iho..!.::lc:: d~ r ... !Jr'~s16n no 

lineal. 

1. E1 modolo semilogar!tmico. 

8n los f"enómenos relacionados con el crecimiento de seres 

vivos o poblacionos, o bien. en al contox~o económico en los 

fen6menos relacionados con el crec1miento de una empresa o de un 

capit.al, si ol nivol da la variablo dcpcndion~o YE /CX), donde X 

es la va.riable explicativa, t.ienc una velocidad de crecinúont..o quo 



es proporcional al valor aclual de Y, puode '"1scribirse: 

=~ (JY. C3.10) 

Separando variables e inlogrando, se oblione: 

J ~ J ¡JdX, 

de donde resulla: 

LnC Y)= (1X+C, C3. 11' 

dondo Ln danola al logarilmo natural y C una constante de 

integración. Tomando expononcialos on ambos rniembros de (3.11), se 

t.iene: 

C3. 12) 

donde se ha escrito eC= a. Al hacer observaciones del fenómeno. Y 

no resulta exactamente igual al valor observado, ocurriendo un 

error de observación e Cusamos oste símbolo para el orror. para no 

confundirlo con e, la base de los logaritmos naturales), pudiendo 

eser i bi rse: 

(3.13) 

Véase la Pigura 3.1. 

(3.13) es un modelo no lineal en los parárnet.ros y (?., que 

imposible de ser linearizado lravás de una Lransformac16n. 

Obsérvese 4ue si en C3.13), el Lórmino do orror es 

multiplicativo, se obtendria el modelo: 

Y= oe(JX e. C3. 14) 

el cual podría transformarse a un modelo lineal en los parámet.ros. 

mediant.o una transrormaci6n logaritmica. Asi. si en C3.14) 

t.oman logar! tmos naturales en ambos miembros. ~;e obtiene: 
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LnCY)= LnCaJ +(IX + LnCEJ. (3. 15) 

C3.16) es un modelo lineal en los parámot.ros LnCaJ y r. (3.13) 

y C3.14) no son. anLoncos, modolo~ oquivalont.os. Las diferoncias 

ent..re est.os modelos han sido est..ablccidas en el t.rabajo de 

Cas~illo M. C1978). 

2. El modalo lognrít.mico. 

Supóngase que en una función de producción la rapidez de 

variación de la cantidad de produclo Y, con respecto a la cantidad 

de insumo X, es direct.amcnt.e proporcional 

product.o e insumo. Es deci.r: 

dY 
dX 

(lY_ 
X 

la razón entre 

(3. 11:3) 

En est.e modelo X y Y sólo pueden t.omar valores positivos. y: 

Ci) si (1 es positivo. el modelo puede represenlar el cr·ecim.iont..o 

acelerado de una empresa, proporcionalmente a la razón Y/X, lo 

cual increment.a las diferencias con otras empresas; Cii) si ~ es 

negativo, el fenómeno se invierle, y la rápidez do variación do la 

cant.idad de product..o con raspee lo al insumo, decrece 

propnrcionalment..e a la razón Y/X. 

Separando variables u int.cgrando en C3.16), so cbticnl'.': 

de donde resulta~ 

dX 
x 

LnCY:> = (1LnCXJ + C, 

e 3. 17) 

donde C es una conslant...e de integración. Tomando exponenciales 

C3.17J, se t...ieno: 

Y:: ef}'Ln(X)+C C3. U)) 



dor1de se ha escrit..o ec= 

.En términos-de las observaciones. al· int.roducir el elemenLo 

aleatorio de error, C3.18) puede escribirse: 

(3, 19) 

Véase la Figura 3.2. 

3, La logística .. 

~ - . 
Cuando la velocidad- de creCimicOt.o· d~ Y .con respec't."o a X. es 

de la forma: 

al int.egrar la relación ant.erior, se obtiene una expresión con 

ost.ruct..ura: 

A 

1+ae -A{IX 

donde A es el valor máx.i mo que puede lomar Y. Al referir l ;...s 

observaciones con rolaci6n al valor le6rico ant..erior, se obtiene 

el modelo: 

A 

1 +a.e -A¡1X 
+ €. (3. 22) 

La función (3.21) se conoce como la to5istlca. Véase Figura la 

3. 3. 

C. AJUSfE POR M:UIIMOS CUADRADOS 

La función de respuesta propuest..a, se ajusLa por al mót..odo 

do minimos cuadrad~~- Cuando la función do respuesLa es linoal, do 

modo que puedo ost..ablecerso como un caso parLicular dol modelo 

gt:inaral lineal. el a.jusLo por núnimos cuadrados conduce un 

sis~ema do ecuaciones lineales en los estimadores, que conoce 

como el "sist..ema do ecuaciones normalos"; est.as so resuelvon 

ciert.a facilidad y dan lugar <1 ~st.imadores con propiod,:..des 

ópt.ímas. En el caso do funcione::; de respucst.a no linoales, el 

mét.odo de rn1 ni mos cuadra dos se aplica por aproxí maci ones 



Modelo Logaritmico 

- 3.575+1268•J<Ü·M928 

Figtra 3.2 
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sucesivas. Ampliaremos esLas ideas. a lo largo de la presente 

sección. 

1. Ajuste de rrodelos de regresión lineal. 

Considórenso las n observaciones que se ajustan al modelo 

lineal genoral. escrita~ en notación matricial: 

' ] 
X'' Y.1z. X" f1o e, 

Y, X,' x,, X'' (1, e, 
C3. 23) 

Yn x .. 1 Xn .r. Xn, (1, en 

dondieo E'.Ce,)=.0. E<o~);:etz, ECe 1 e¡)::O si i.;!j, con 

Supondremos, adicionalmonte. que los errores e, se dislribuyen 

normal mento. 

Si se eser i be: 

Y, 
Y, 

Y, 

(1, 
(1, 

fl, 

X'' X" 
X,, X,, 

Xn, Xn, 

e, 
e, 

entonces C3.23) se roduce a la I'orma compacta: 

Y= X(' + c. 
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X' o 

x,, 
x. 

Xn, 

(3. 24) 

C3. 29) 



Supondremos que todos los voclores columna de la malri7. X. son 

lineament.e independient.es, produciéndose •'el modelo general de 

regresión mult.iple". Enlences, la aplicaci6n del mólodo de rn!nimos 

cuadrados, requiere encontrar un vector ~ que haga mínima, la 

suma de cuadrados de los errores, E e~ e' e. Es decir, se lr·at.a 

de encontrar el vector ~= ~. tal que, la expr~sión: 

e'e= CY - X/D'CY -(1), C3. 26) 

sea un núnimo absoluto. Encontrar t.al vector -~ es un problema 

malemálico, cuya solución conduce al siSt.ema de 

normales: 

x•x (I= X'Y, 

sistema que produce la solución ~= CX'X)- 1 X'Y. 

ecuaciones 

C3. 27) 

El conjunt.o de clemonlos ~. son, por el Teorema de 

Gauss-Harkofr, los mejores estimadores lineales insesgados. Son 

lineales, porque so escriben como una ftJnción linoal da las Y,,!); 

son i nsesgados, por que EC (J,) = (? 1 , ~ =o , 1 ••. , p-, y son los maj ores 

estimadores, en el sentido de m1nima va.rlanza. Para la 

demoslración del Teoreoma de Gauss- Markoff, vóase Martincz Garza 

y CasLillo M. C1987). 

Insert.arido el v.:clor (?= CX'X)-s.X'Y, en lugar de (J en la 

expresión C3.26), el mf.nimo de la suma de cuadrados de los 

errores, es: 

e Y-X(I). e Y-X(l) Y'Y - Y'X(l - (l'X'Y + (l'X'X 

Y'Y (l'X'Y + C (l'X'X -Y'X)(l 

y• y - (I' X• y• 

puesto que C{J'X'X -Y'X)'= •Pn• un vector nx1 de ceros. 

Por las pr~picdadcs de los errores Y'Y - n'X'Y= SCE, 
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dividida ent.rc 2 a, se dist..ribuy~ como una variable ji-cu4dradu con 

n-1-p grados do liberlad. indepondicmt.amente de (1. Ademá~. si H : 

~,=~~=·· .=(Jp• es cierta, enlences cr'X'Y-nf2
)/o

2 
se dislrtbuyo 

como una varia.hle ji-ctJadrada con p grados de Libartad. 

2. Análisis do varianzn. - -

Usualmunte, problema$ <lplil-:adoso el j nve!:tigador se 

vs. Ha.: al menos una (1 1 es dist.int..l. de cero. Sin cnlr.:ir on los 

detalles del problema, la prueba reali2a construyendo al 

análisis de varianza de la Tabla 3.1, en la cual lo$ cuadrados 

medios so calculan dividi~ndo la!; suma!. de cuadrado:; cr1Lrv sus 

Tabla 3.1 Análisis de Varianza do la Regresión 

Fuentes de Grados do Sumas do Cuadrados F 
Variación Libert..ad Cuadrados medios Calculada 

Regresión p (I' K'Y - nY2 
CMRcgr CMRcgr 

s• 
Error n-1-p Y' Y-(J' K Y::SCE CME=S

2 

Total n-1 Y' Y-(JY' 

correspondient.os grados de libort.ad. La F calculada CF~n 1 ) se 

campar a con un valor t.abul ado, al ni vol do si gni f' i c.'\nci a c-1 ogi do, 

y si ést.a es mayor que el valor t.abulado, ont.once!; so rechaza f-1 0 , 

en !'avor do H 0 • 

Los. mót.odos de compul.'.lción ~lcctr6nic3. facilit.nn c>nor:nc-r.1"'!'nlo 

el ajust.e da modelos do regresión múlt.iplo. Paqt.Jot.c~ ost.;\di5licos 

como el SAS CSt..at..isLical Analy5is Syslem para 

Análisis Est.adislico), o el SPSS CSLaL~lical Pack~go f'or Social 

Science - Paquete Est.adlstico para Ciencias Socialt~s), l1encm 

programadas las rutinas de cálculo de la técnica de regre~1ón. 

Ilustraremos ol uso d~l paquete SAS en la siguiente ~acción, c~n 

algunos ejomplos. 



3. Ajust.e de modelos do regre~lón no li.noal. 

En el caso general un modelo no lineal' puede r.epr_esentarse 

simb6licamenle, en la forma: 

C3.<?0) 
\.=t. 2, •• , , n, 

dondo f11,f?z•· .. , ~P' son los parámet.ros dol modo lo. y 

X, 1 ,x,~ .. ,. ,X,q, son números reales conocidos. 

El método d0 Gauss-Newt.on para ol ajusle da un modelo no 

lineal, por m.inimos cuadrados, utiliza el Teorema do Taylor; vóase 

Widdor C1961). Emplea un conjunlo do valores arbilrarios iniciales 

do los parámet.ro~. t.omando da la oxpan!;ión dA la función h 

serie de Taylor alrodcdor de los valores anlerioros, los p1·imeros 

términos, Se obtiene as1, un modelo lineal que pormile derivar una 

primera esL1mación de los parámelro~. C:.'>crib;;.sf:>: 

e 3. ag) 

donde ~ 10 , ~z 0 ., •• , ~po es el conjunLo de valores iniciales 

propuestos para los parámot.ros; do aqu1, se llene, con la no~aci6n 

acoslumbrada: 

h ((1,, . .. , (1,; X, , , ... , X,,) o h ((1, o, ..• , (1, o; Y., , , ... , X,,) 
p 

+,~, h'i(f',o, .... /1poi X1,, .... X, 1 ).6/li + R,, ( 3. 30) 

donde h',,,.iJh/<1¡1 1 y R 1 os el residuo de la iósima observación, 

obt.enido al aproxini.ar la función h por un polinonu.o J,, r;..rl:::c:­

grado en las 6{? 1 • 

~l mét.odo de mínimos cuadrados se aplica para ost.ima.r las 

6/1¡, aproximando la función h, por eol lado derecho de (3. 30). Es 

decir, SE:1 t..endria la suma de cuadrados de los errores: 



(3, 31) 

-,~. n; (11 ....... 11 •• : x ....... x.,) Afl,]' . 

(3,31) os un modelo lineal en las MJ,. el cual puede ajustarse 

por los métodos de regresión múltiple. Aqui termina la primera 

aproXimación del procedimient.o. 

El procedimiento anterior so repito, tomando como valores 

iniciales en lugar do las {1 1 .,. los valores (1 1 0 + A (1 1 , si.ende los: 

h (1 1 , lo~ valorus que minimizan ol valor de Q< 1 , de la rol~ci6n 

C3. 3D. Sea, 

J = 1. 2 •..•• p. C3.3iD 

y escr!base do nuevo~ 

j= t. 2 ••••• p, e 3. 33) 

Sé tiene as!, expandiendo el valor do h en serio Taylor, 

alrededor de (1 1 ,, {1 1 I!. • ••• , ¡? 1 P, la oxpresión para la S.IJJTl2. de 

cuadrados: 

Q<1t>;:: 1 ~ 1 (Y,- h({1 1 ,, ••• ,[1p 1 ; X1 ,, ••• ,X,~) 

-¿ h~Ú'-;t1•····ftp,; x., ..... X1q)oo,] 2 . , .. 
de donde se derivan nuevas estimaciones para J:Jp 1 • Aqui termina la 

segunda aprmdmaci6n del procedim!cnto. 

El proceso continúa. has:t..a que l .::l:: :;;ean 

prácticamente iguales a cero. Si esto ocurre despuós de m etapas 

aproXirnalivas, se toma (J 1 = (1 1 m , J= 1. z ..... p. 



Uso del PROC HLIN da SAS 

Algunos modelos de regresión 1 i ncal, sa ajustan 

fácilmente por métodos do computacióh electrónica. Por ejemplo el 

procedimiento NLIN de SAS. logra el ajusto de modelos no lineales 

con disLintos algoritmos do cálculo. Varios de ollas requieren la 

alimentación de las dor1vadas parciales del modelo con respect,o 

los parámetros, por parte del usuario del s1stcm<J. computacional; 

sin embargo, se liene un mót.odo que requiere do 

información para lograr el ajust.e. pero loma mtis t.iempo de máquina 

que los anteriores para hacerlo. Ilustraremos el empleo de e~tas 

técnicas, on la siguiente sección. 

D. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

El ajuste a modelos do regresión lineal y no lineal, 

través de paquot.os de computación eleclr6nica, 

algunos ejemplos on la presente secci6n. 

Ejemplo 3. I. 

:i.luslrará con 

Considérese el conjunl.o de dalos de la Tabl¿, 3. 2, que 

presenta los rendimientos do ca~a parlir de 12 fórmula~ de 

ferlilizaclón, en promedio de 9 experimentos realizados en la zona 

de abaslecirnienlo del Ingenio Xicolóncatl, 

Tamaul i pas. 

El programa SAS de la Tabla 3.3, realiza el ajuslo de los 

dalos al modelo; 

t.= 1., 2 ••• , n, (3. 31) 

donde Y 1 denola al rendimiento de ca~a Loneladas por hec~:.trea. 

Se usan en el programa, los siguienl.e~ nombro5. SAS; R pi.1.r¡,_ el 

rendirnienlo de carla en Kg/60m
2

, N, P y K para 1:1~ dosis. de 

nitrógeno, fósforo y potasio en Kg/Ha., y '{ para el rendimiento 

de ca~a en toneladas por hectárea, el cual no es ot.ra cosa. sino 

una lransformación lineal de 'f=R/6. Obviamente, ol ajusl.c se logra 

a través del procedimiento GLM de SAS, puesto que se l.rat.a de un 

5"/ 



Tabla 3.2. Fertilizantes en Xi cot.énca t.l . 

F6rmula N p K Rer1di mi en lo de caria 
(kg. d•L nu t r \.4tT'd.e/Ho.. l (kg. por pa.rc•lc:i d~ 

o o o 434.90 

ª 200 o o 499.16 

3 o 200 o 482.06 

4 200 200 o 559.70 

6 o o 200 434.65 

6 200 o 200 508.26 

7 o 200 200 446.75 

8 200 200 200 537.90 

9.· 100 100 100 602.80 

10 

11 

12 

300 100 1ú0 668.<!0 

100 300 100 681.16 

100 100 300 533.66 

Tabla 3.3. Programa SAS. Ajuste de un 
Modelo de Regresión 

DATA LNa: INPUT N P t, R: 
Y=R/b: CARDS: 

o o o 1,3¿;,90 
200 o o 1,99,15 

O 200 11 l.82,ílS 
20[] 21.lJ o 559. 70 

o o 200 1,31,,55 
200 o 2Dl.l SJll.25 

o 200 200 L;l;b. 75 
200 2IJD 2DiJ 537, 90 
lJJO 100 WD so¿,110 
3JO 11J[] 11J[J SSdol,O 
UJ0 300 lJJD 5111o15 
lilO lJJD 300 533, 65 

PROC GLM: MODEl. Y= N N><N r: 
PROC PRINT: RUN: 

<>Om 
2 

) 



modolo lineal (en los parámelros). La Tabla 3.4~ proscnla los 

resultados producidos por la computadora. Para la d~~cr!pción y el 

uso del SAS, el lector puede consullar Marlinez Garza (1980), o 

cualquiera de lo~ manuales SAS del SAS !nslilule, por ejemplo SAS 

Instilute C1982J. 

Para probar Ho= (1 1 , ffz, ·. (JP en oposi e! ón a H,.:: al menos 

una (1, es di st.i nt.a de cero, con a= 0.01, obtenemos 

F:.o.oi= 7.591, valor tabulado de F y, puoslo que F~a 1 >7.591. Go 

rechaza H 0 con ª"' O. 01 y se concluyo que 31 meno~ una de las 

variables dol modela produce ¡dgur1 ef'ecto signi!'.icat.ivo sobre el 

rrl'ndirniont.o. 

La ocuaci6n de rogresi6n estima.da os: 

Y= 74. 7255 + 0.1024311 - O. 000192411
2 

+ O. 02940P. ( 3. 35) 

Efemplo 3. 2. 

Considérese ol conjunt.a do datos de la Tabla 3.5, que es la 

misma que la Tabla 3.2 proscnt.ada en el ejemplo 1 1 con la 

dif'erencia de quo so reportan desglosados para las 5 localidades. 

El programa SAS de la Tabla 3.6 realiza el aju~te de los 

dalos al modelo: 

Y,= fio + ~,N,+ fJz.N~.e + {1 3 P~.d + (J<4P 1 + e,. C3. 36) 

l = t, 2 ••• , n. 

Realizando la siguiente lransrormación: 

y 

so oblione a como una !'unción linoal de los parámetros; es 

decir: 

C3. 37J 

1. = 1, z, ... , n. 

El ajuste al modelo C3.37) tambión sa logra con el procodimienlo 

GLM do SAS. puesto que se t.ra~a de un modelo linoal. 

Do los resultados producidos por la computadora reportados 

en la Tabla 3.7. se obtuvo un valar de Fcai= 14.50. De acuerdo con 
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Tabla 3.5. Rendimientos de Caña de Ton/Ha en 
Loca 1 idades de 1 a Zona Cañera de 
Xicoténcatl, Tamps. 

Trata-

miento 

1 o o o 82.656 73.021 73. 392 59 ,892 73.455 
2 100 o o 89.031 89. 646 82 .142 78.851 76.288 
3 o 200 o 75.031 71. 937 77 .309 85 .267 92 .163 
4 200 200 o 89.490 97 .646 98.517 98. 934 81.830 
5 o o 200 77 ,531 73 .604 59 .309 65. 309 86.372 
6 200 o 200 75. 990 89. 729 77. 226 88 .809 91.788 
7 o 200 200 78.906 66. 687 78. 392 71.392 76. 913 
8 200 200 200 81.573 98 .062 99 .726 8&.976 81.913 
9 100 100 100 86. 948 87 .104 80.892 88.101 75.955 

10 300 100 100 98.198 91.104 92. 976 106. 517 76. 538 
11 100 300 100 96.323 89.646 96 .059 94.226 108 .038 
12 100 100 300 81.531 85.021 97. 267 88. 93•1 91. 955 

Tabla 3.6. Programa SAS. ·Ajuste de un 
Modelo de Regresión 

DATA Ll'Ja: INPUT TRAT LOC N P ~ R: 
U= N>o(],a: 
V= PMH11br 
CARDS: 
.11 
1 2 
1 3 
1 4 
1 5 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

O ll2o6So 
o 73,021 
o 73,392 
O 59oll92 
o 73,_¿;55 

'' ' '' ' '' ' 11 4 100 3JO :W0 9~.2a, 

11 5 100 3JD 100 11J1l o031l 
12 1 100 100 300 ll1o531 
12 2 100 100 300 llS, 021 
12 3 100 100 300 97.267 
12 4 100 100 300 llll o 934 
12 5 100 100 300 91,955 
PROC GLM: MODEL Y= N U V P! RUN: 

Nota: Las instrucciones U= Nñ- 110.B 
y V'='- P**l .6, ePfü•r<i.n l <t<> '!:>.­

riahles SAS U y V, qt1e se CE;_ 
plean como rC!gTc."lorn~ en la 
instrucción HODEL. 
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Tabla 3.5. Rendimientos de Caña de Ton/Ha en 
Localidades de la Zona Cañera de 
Xicoténca t 1 , Tamps. 

Trata- N 
miento 

1 o o o 82. 656 73 .021 73. 392 59 .892 73 .455 
2 100 o o 89. 031 89. 646 82 .142 78.851 76. 288 
3 o 200 o 75.031 71.937 77 .309 85. 267 92.163 
4 200 200 o 89.490 97 .646 98. 517 98. 934 81.830 
5 o o 200 77. 531 73 .604 59 .309 65. 309 86 .372 
6 200 o 200 75. 990 89. 729 77. 226 88 .809 91. 788 
7 o 200 200 78. 906 66. 687 78. 392 71.392 76. 913 
8 200 200 200 81.573 ge.062 99. 72G 86.97ó 81. 913 
9 100 100 100 86. 948 87 .104 80.892 88.101 75.955 

10 300 100 100 98 .198 91.104 92.976 106. 517 76. 538 
11 100 300 100 96. 323 89 .646 96 .059 94 .226 108.038 
12 100 100 300 81.531 85.021 97. 267 88. 934 91. 955 

Tabla 3.6. Programa SAS. Ajuste de un 
Modelo de Regres i6n 

DATA u;o: INPUT TRAT LOC N P K R! 
U= N>o(o.ei: 
V=- puu11b: 
CARos: 
J. 1 
1 2 
1 3 
1 ¿; 
1 5 
o o 
o o 
o o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 82.656 
o 73,021 
o 7303"12 
O 59oll92 
o 73,455 

11 .-; 100 :::ria 1.0íJ q¿;,226 
11 5 100 3'.JO 1lIJ J.080038 
J.2 1 100 1DD 3'.JO 81o53J. 
J.2 2 100 100 3'.JO 85 o 02J. 
J.2 3 100 100 3'.JO 970267 
J.2 4 100 100 3'.JO Mo93t; 
J.2 5 l.IJD 101 3'.JO 91, 955 
PROC GLM: MODEL Y= N U V P: RUN: 

Nota: Las instrucciones U== N*><0.8 

fil 

y V= P**l.6, l~f'n~rnn ln"'- 1!:1.­

Tiablefl SAS ll -y \', que :Je e:~ 
plea.n como regre8or:ic: C'TI l '1 

instrucción MODEL. 



·s~ 5 · 

GnlEP t'.L l~NEA~: ~100 ELS n~flí.EO\JRE 
OJ:PE'JnFf'lff v~r,tftf'L~: y 

SD!IP.(.E OF 5UM·QF SQU/.~E S M(ftfl ) r:u ~PE r V ti 1.1 r: 

~•(tr'J~L 4 "\l.i,h .91'i46g3 I> ? 4 L7?B1d P'< 1 '·. Sl 

•:P P.f1R SS °"i2ó0_.;i20?70'5~ 5-~ .r!2!t0.1 I)?'' rR > " 
~ORRF.CT EO TOTAL ~9 ,;715',73503993 o .~'l'J 1 

R-St:1UAR F e. v. ROOT MSE y l"qN 

o.~1329n 9 .1299 7.708&970{, R 4 •!t33')h(1_(7 

SOURCf OF TYPE 1 SS VAi LIE i>R > F 

"' N 1 ?il1)4,573't2íllt9 33.7" '1,.1(1f''IJ 

"' u 1 'i!·.-l. 71.)1 ~0409 '1,f1} o ,')");'>7 
V 1 r.4~.l 1029tJ24 Jl1,:;'., a •. 1onr. 
p i H,?.JY24~l'l4 o. l'' 1. :rv1~ 

SfJUQCf OF fYl'E l ll s~ e Vr\Lut \'O > f ,, 136.32213673 ::i • ~n "· t -:-;4·') 
ll ,'j5.'H034464 1 ... 11 (1 • .,, • ..,7 

V l 3 ,¡)lt2 53 1A-'t 11, 2? ,.. • (. ,, l ~ 
p B,IJJ'}2 tü?4 (). ~ 4 1·,,-:rir,1-

T f (lf( •HJ: ,1•.1 tri 5_T') rrc:~ r:R 'lF 
Pf1D~t-1FTFR '?~Tli-~!!T: :-i,·.~~4·1E:Tr-l-'=·1 f<: T TM.\ Ti:: 

INTr.~crr; "1J .'t'7íl"7'- ?7 ~4. (1 ~ n. 110111 "· JDn .... .,4 0·1 

". -n.170·'\"'ff.O -1. 5? 'l, ' -~,1.-1 n. l J ?v··~.,·:11 
u (l.!: 9r.r) 1 7 5(· 2.0A o. r.1,'1·, (). 'l.~~ lj. -:._¡,-.-¡ , 

I' ") .c0r1 f'4n.(l º· 4 7 n, f. 4 l ~ ,, • ri01~"'5~ 11 
p r). 1 1 77i1) ~ l o. 3iJ f}. ?.')f~I, n. r4r- r·r~ ;¡i: 



los grados de libert.ad dol modelo y del error· F: 5 ,o 0 1= 2.051, se 

t.iene F~ 01 ) 2.051, por lo qua se rechaza l;i hipolesis nula y se 

concluye que al menos uno de los parámclros ~ es dislinlo de O. La 

ecuación do regresión estimada os: 

Y= 71. 47707 - O. l 7007N + O. 69598ll + o. 0007948V •· O. 01 77005P C3. 38) 

E:Jemplo 3. 3. 

Se desea ajuslar el siguicnle modelo: 

(3. 39) 

haciendo uso de los dalos do la Tabla 3.5. Tal ajusle se logra con 

el programa SAS de la Tabla 3. 8. 

Tabla 3.8. Programa SAS. Ajuste de un 
Modelo de Regresión 

DATA i..l'JO: 
CARDS! 
l. l. 
l. 2 
l. 3 
l. 4 
l. 5 .. . . . . 

o 
o 
o 
o 
o 

INPUT TRAT LOC N P K R: 

o o ll2o65b 
o o 730021. 
o o 7303'12 
o o 5'lol:i'l2 
o o 730455 

11. 4 1DiJ 3..iO li.JO 'i4o2ii. 
11. S l.00 ::DO Jm Wll o 038 
12 1 1llJ WO 3JU él1o531 
12 ~ 100 WD 3CIJ ll5o021 
12 3 :LOO WO 3l'l 97, 26 7 
J¿ 4 11ll l.00 3JO M • 934 
12 5 J.DO WO 3JO 91,'155 
PROC RSREG: l'llDEL Y=N p, RUN: 

Nota: RSREG calcula n.utomáticmnente la9 
variables para los efectos cuadrá 
ticos puros y mixtos 1 de allí que 
la instrucción MODEI. sea simple­
mente MODEL y:. N P: 
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El procedim!~nt..o 1Jllliz<'l.do on est..o caso fue el procedirnient..o 

RSREG de SAS qua ajusta polinomios de sequndo grado, debido a que 

se quiere eslimar el efeclo de t..érmino~ cuadráticos y d~ 

interacción sobre el rond1mienlo. Se puede omilir la declaración 

de las variables t~2. P2, y NP, puest..o que el procedimienLo RSREG 

las calcula aut..omát.icamenle. 

Las hip6t~esis. nula y alLerna siguen siendo las mismas que on 

los ejemplos anteriores. Los valores est..imados para los n.a son 

dados por la Tabla 3.9; como Fcu•= 10.2a > F~,,o 01 = 1.88l se 

rechaza H0 , concluy~ndo quo eYist..e significanc1a ostadist.1ca dol 

modelo. En la parte inferior de la Tabla 3. 9, al procedimint..o 

RSREG proporciona las ralees y vectores caract.erist..icos de 13. 

malriz B Cla rnat..riz B se define en la Sección 2 del Capit.ulo I), y 

el punlo cr1Lico, indicando que dicho punto es un punto de silla. 

La ecuación de regresión estimada es: 

Y= 72. 4541 + 0.101038821~ + 0.1657682P - O. 000184969N
2 

C3. 40) 
+ O.OOC073504P2

+ 0.000064277NP. 

E:jempl~ 

Considérese el conjunlo de datos de la Tabla 3.10, que 

presenla los rondimienlos de un experimanlo llevado a cabo por el 

de Dr. W. L. NeJ son, del depart..arnenlo de Agronomia de la 

Univcrsida.d Eslalal de Carolina del Norle, sobre papa irlande:::a 

con fert..ilizant..e fosfat..ado a los niveles de 

160 libras por acre. do superfosfat..o lriple. 

o. 40. eo. 120 y 

El rendimienlo medio obtenido so expresa on libras por 

El programa SAS da la Tabla 3.11, realiza ~l ajuste dD los 

datos al modelo: 

(3. 41) 

por varios procedimionl.os, a saber: GAUSS, MARQUARDT. GRADIEMT y 

DUD. 
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Tabla 3.9. Ajuste~del .. Modelo Y;~. Bo+B¡N;+B2P;+s11Nj+s22Pj+a12N¡P; 
a Traves .de RSREG .de SAS, 

rn:snriHSF'' M!,=J\tl Qft; 43~ c;·7 
r~w1r HSF' 1. "n n 
~-'lQIJli,Q,f:. G • 51)l l•lJU(1 
(Qff or V•~IhTIO~ c.1032 ~3 

AEGl1(5<; IOM DF nrc 1 o-,., 

L!N"AO :; ':11 z;7. 7'i'.:I 11•'t 

DUA~RAnr 1 'J:::!. f¡t., lt? 
r·o~VPOOJCT 11i,5?1-i 1 H!'U)2 
TOT ~L rir::,:: f s t; :_T11;-7,L7t)41t 

Ff'.t;t '1'1fd !'F so, 

TOT !i.l _ i:nf!Q": '4 '.\'V· 7. ~~,t¡ t·l 

O,\t:;:A,'.fíTl:t.:· rr f ') Tf "' I~ 

IMTERCHT ., :'.' .i~'i '• ln OG:) 
IJ n.t'11-13H.ll 
p ·"• •)! .'-.r.71, R"! 
N•N - '1,fl[I'": l !! 11 Qt,9 
P•N ., ,'1"'1,,t,t,; 17 
p~p r ,"l":'Jrt "Y~ !;i H4 

rr.r·o~ PF s·, 

M ?"\n:;·,, -;,.; 
p (}'lf,,f)')ll'j 

SOLUTION FOR OPTJHUH RFSPOt~SF 

ll ..., ;ir;, r 1-71r.: 

-2 J r;. ·j'l(!'?f, 

rr r:nrr1 e~ 11t.UJC r~: or1 P'.tJM 

rt;,r~ 11/:'d.U(!i rtr.r:N"f(T''":S 
N 

.·1:')íl1' 7 7')JC1~1l f'l,{.""l:""lf· 
_,,. , ..... 'l qr.r:.1c. ') ,.,.1.,., '·''• 
SC1L1.' ... l·/'1 '·'·\"' ,\ ')\o1'.\Lc P'lJMT 

" O, or·p~ll 76 
-<;. l :'.'1 J ?? 

q,-~ sCtJ.'\ 1)F 1 -F,!\T re 'lrinn 

1).l,(.l}'• :n:; 01,, O."'.!O l 
0. 02º'' t ·~ ' t'l.)l''p• 
u.nn'¡:; 0, .,, ')"l'"f 

U,'30! :·, l".f' "··'1"í'l 

rH'.1U '..(t''."I: 

61 ... C/5 1• i '· ,.., ·~ 

.:; Tíl rrv - -~" rr r; ~I ., '~ ,. 

¿. 't w~ "'1n•v, ,,,,,,.,, 1,"."'0 t 
) • ,) ?- '• i.; 7 ,,~ '· :>,<..;., n. n01; 1 
:1.dj.ti'i r 7n4 "·'·" n. f1 l'l;f 

¡J, f•)Q 1 ~' ,,7P _, . 'C (l,\-'l,<"l() 

(i. (i,)1) l ?t1!t'l/. •1, ', ' il. f '177 
,, • o J · Jl '.' 1 ~-. 1 n.~r r1

0
r;r,"l,, 

Mt:,\N ~Q!J¡\q!· f -n.\: 1 r PP'"'f1 

76fl. 4t:.f) l l? ·'·º 1:.f)'l'.11 
1 :i2.. ~ ".!? '! 'i.3 f., º· fl(' ~p 

Nota; Obsérvese que RSREG de S/\S aplica la 
técniC'a del análisis canónico y diag 
nostir.a líi nnturalc.>za del ~unto crí-: 
t~co de ... YP G0+~ 1 N+~2r+B11 N 
+Szl'+B¡zNP. 



Este último procedimienLo no requiere la alimenlaci6n de las 

derivadas de Y con respeclo a A y B. los parámolros del modelo. 

El procedi m1 ent.o NLIN requiere el ompleo de varias 

inslruccionos, a saber: PARAMETERS, DER. y MODEL. 

Tabla 3. 10. Ferllli:zante de fosfalalo en un 

cullivo de papa irlandesa. 

Superrosfalo Triple o 40 90 120 

Ni vol ex:> o 2 3 

Rendi mi en lo e R) 229.1 231. e 254. 250.1 

160 

4 

249.6 

La instrucción PARAMETERS introduce valores inicialos para 

los parámeLros, siendo on este caso Ac 251.5, B= -22.4 y R= 0.455, 

Estos valores iniciales deben ser sugerido~ por el investigador por 

algun procedimiento aproximado, vóaso Draper y Smilh C1967). 

Las instrucciones DER. especifican las dorivadas del modelo 

y la inslrucci6n MODEL indica ol modulo a ul1liza.r, on lÁ'rminos 

·-de una expresión SAS. 

Los resultados del SAS $0 reportan la Tabla 3.12. La 

mínima suma de cuadrados da los errores es de 131. 786, la cual 

ocurre cuando A= 255. 53, B=-28. 306 y R= O. ::'i744. 

El mélodo GRADIENT no produjo convergencia. 
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Tabla 3.11. Programa SAS. Ajuste de un 
Modelo no lineal 

DATA uruo: INPUT X y: 
CARDS: 
o 22901 
1 231oll 
2 25402 
3 25006 
4 24906 
PROC NLIN l'ETHOD=GAUSs: 
PARAl'lETERS A=251o5 B=-2204 R=Do455: 
MODEL Y=A+e+Rm<x: 
DER·A=l: 
DER18=Ru~x: 
DERoR=B><X•R••(X-1): 
PROC 1'1...1 N MEmOD=MARQUARDT ! 
PARAMETERS A=251.5 8=22.4 R=Oo455: 
MODEL Y=A+BtR>11<X 
DER1A::1: 
DER18=R•()(x: 
DER1R=B•<Xl<RrtH(X~1): 
PROC NLI N rETHOD=GRAD 1 ENT: 
PARAMETERS A=251o5 8=-22o4 R=Oo455! 
MODEL Y::A+BuR~o<X: 
DERrA=1: 
DER18=R10<x: 
DER1 R=SHX,,R~o~ (X-t) : 
PROC Nl 1 N MéTHOD=DlJD: 
PARAMETERS A=251o5 B=-2204 R=Q,455: 
MODEL Y=A+B~Rm<x: 
PROC PRINT: 
RLN: 

(,7 



Tabla 3.12. Ajuste de un Modelo de Regresión no Lineal a 
Través de 1 PROC llLIN de SAS. 

~ 

~ ., 
IÓ 
11 
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fJ¡¡~J-Lf f>li. '\~ !_ rv.- f <: '~JAP r:~ f fn• 1T JI![ p11.,r r 
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Tabla 3.12. Continuación. 
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Tabla 3.12. Continuación. 
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CAPITULO IV 

ILUSTRACIONES DE LA TECNICA. 

Una vaz que se han dosarrollado los lomas anlor1ores, 

saber! l. Localización de punto~ extremos. 2. Extremos de 

runciones por método~ numóricos y 3. Aju~te do runc1ones do 

respuesta, toca ahora ilustrar las Lócnicas descritas. aplicadas a 

la solución do algunos problemas t1plcos. La discusión comenzará, 

considerando el caso do la localización do condiciones 6pt.irna.s, 

cuando la función de respuesta es un polinomio entoro; enseguida 

se procederá considerando funciones d~ respuesta cada vaz más 

complicadas, cubriendo los caso~ de polinomios con oxpononlos 

fraccionarios, hast¿ funciones de estructura más complicada, cuyo 

ajusto requiero el uso do los métodos de la regresión no lineal. 

En cada caso, si se requiere, se describirán los detalles de las 

técnicas bajo consideraci6n. También se ilustra. la localización de 

puntos óptimos con restricciones. 

A. OPTIHOS CON POLINOMIOS ENTEROS. 

Esencialmente. se considerán ejemplos que cmpléen funciones 

de respuesta do segundo grado. puesto que éstas ocurren con mucha 

rrecuencia en estudios económicos. 

1. PolinoDlio de segundo grado. 

En ol Ejemplo 1 del Capitulo III, la ajecuci6n del programa 

SAS quo manda el ajusle de los rendimientos de caf"ia al polinomio: 

(4.1) 

donde Y, es rondimiento de caf"ia on toneladas por hectárea y N, y 

P, son las dosis de nilr6gono y de fósforo aplicadas al suelo par 

héctarea. la computadora produce los resultados de la Tabla 3.1. 

De esla labla se obtiene la ecuación do regresión estimada: 

Y= 74.7255 + 0.10243N - 0.0001924N2 
+ 0.02840P. C4. 2) 
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Suponiendo quo la tonelada de ca~a se liquida al agricultor. 

raz6n de $31.000 y que los precios dal kilogramo de nitrógeno y de 

fósf'oro apl.icados al suelo, son. respect.ivamont..e de $630 y $635, 

entonces el ingreso nct..o, I. que obtiene el agricultor, dado 

por: 

I= 31000C74.7255 + 0.10243N - 0.0001924Nz + 0.02840P) 
C4. 3) 

- 630N - 635P - Ca, 

siendo C 0 • el cost..o fijo de producción, cuyo monlo es inneco~ario 

calcular, pucst..o que os una const..ant..e on cst.e problema. Claramont..e 

I as un polinomio do segundo grado en N, y de primer grado en P. 

Obt.nndremos la do~is do nitrógeno qua maximiza el ingreso neto del 

agricultor. 

Por los result.ados del Capitulo I, I os un máximo, cuando: 

y < o. 

Operando sobre C4.1), so obtiene: 

dI 
dN 31000(0.10243 - 2 x 0.0001924N) - 530= Q, 

0.10243 - 530/31000 
2 X 0001924N 

221. 75Y.g. 

Es f'ácil ver que d 2 I/dNz= 31000 x (-2 x 0.0001924)= -11.92 <O, 

lo que implica que Ngptimo= 221.75kg/Ha, es el punLo donde I es 

máximo. 

2. Polinomio do $cgundo grado en varias variables .. 

En un experimento roalizado el noroeste de Móxico, 

report.ado por Marinalo y Palacios (1979), se obluvo una función 

que relaciona el rendimienLo del cultivo de t.rigo, con los niveles 

do humodad aprovochablo consumid~ del suelo, tras ct..apas 

f'enólogicas dif'erent.os; del mismo experiment.o se obLuvo t.ambién, 

la relación entre la cantidad de agua consumida y los mismos 

niveles de humedad aprovechable. Las ~unciones estimadas ~on: 



y 

Y= 2.32 + 7.95X, + 6.18Xz + 4.86X, - 4.78X~ 
- 4,59X~ - 5.81X~ - 3.64X,Xz• 

A= 129.12 - 21.78X,- 53.7X, -22.4BX,, 

C4. 4) 

(4. 5) 

donde Y os el rendi rnionlo de lr i go (m tonel ad.as por héct..area, X 1 

C$ la proporción de ln humedad aprovechable consumida ant..es del 

si~uient..e riego en la cLapa fenológica \.::: 1, z, :s, y A la 

!Amina da agua usada por ol cultivo, oxpresado en cenLimelros. 

Sup6ngao;;c que el prt.."ci o d•:-1 t.r l ~JO es P.,,= S2900 por lonel ada 

y que el procio del agua es PA~ $40 por ccnt..imet..ro. De aqui, !, el 

ingreso net..o, os dado por: 

C4. 6) 

donde C 0 denola el coslo fijo da producción. Encontraremos el 

punLo donde l, dado por C4.5), es un máximo. 

Por los resultados del Capilulo I. si la función I, dada por 

C4.6), tiene un oxt..romo, ésle deba ocurrir en el punto donde: 

81 
ox, o. 81 

BX"z o. ar 
OXJ o. 

De aqui. tomando derivadas parciales en la expresión para 

y usando las relaciones C4.4) y C4.5), se tiene, sucesivamenle: 

:~.· 2900 :~.- 40 :~. 
2900(7.95 - 9.56X, - 3.64X,) - 40C-21.78)c O, 

~z= 2900 ;.e- 40 :~z 
2900C5.18 - 9.18X, - 3.64X,) - 40C-53.7)= O, 

81 2900 9Y - 40 f!!! ox, = ax, dXJ 

2900C4.66 - 11.62X,) - 40C-22.46)= O. 
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' ·- .. 
Después de alQ:U~~s.-:s"impi'1fi~~c;iones. ias 'ecuaciones ant.~r1o.res se 

red.ucen a: . 

9.56X, + 3.64Xz= 8.2504. 

3.B4X, + 9.1BX,= 5.9207, 

11. 62:X,= 5.1698. 

cuya solución numérica es X, 0 = 0.727, Xz 0 : 0.357 y X~ 0 = 0.446. 

Por olra parle, operando sobre las primeras derivadas de la 

función I, se obtiene: 

2900(-9.56). a'r 2900( -3. 64) • º· ltX 1 cjX.t 

2900(-9.18). o. 

de modo que la matriz Hess!ana. ignorando el fact.or cont.ant.e 2900. 

es: 

H• [ 

-9.56 -3.64 o l ' -3.64 -9.10 o 

o o -U.62 

y sus menores principales son ~,= -9.56. A~= C-9.56)C-9.18) 

- C-3.64)(-3.64)= 70.84, A,= -11,62 [C-9.50)(-9.10) - (3.04:,(3.64)] 

-866.82. Estos alternan en signo como lo requiere el Ti: .. orema 1.9 

del Cap1lulo I. de modo que 1,,. ft.mción I. dada por (4. 5), tiene un 

máximo en el punto C0.727, 0.367, 0.455). 

3. Ilustración do la técnica del análisis canónico. 

Como vimos en el Capitulo I. la t~cnica del dnálisis 

canónico para determinar los: QXLremos de un polinomio de segundo 

grado, representa un método muy apropiado estos casos. 

Ilustraremos el empleo de la Lécnica, con los resultados completos 
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de la investigación sobre rorlilizanles, quo en I'orma condensada 

se usaron en ol Ejemplo 3.1. Asi, la Tabla 3.5 preSenta los 

resultados modios de 5 exporimenLos, donde se invesLiga el efeclo 

del nilrógono, rósforo y potasio, sobre el rendim.icnlo de caNa de 

azúcar. Por olra parlo, al programa do la Tabla 3.0 conduco al 

modal o do r egr 13Si ón ajustado quo s1 guc: 

Y= 72. 4541 + 0.10l03882N + O. 01tl57682P -. 00018497N 2 

+ 0.00007358P 2 
+ 0.000064.28NP 

(4. 7) 

con los precios considerados en la subs0cción _._, I, el ingreso 

neto para el agricultor, e~ dado por: 

I= 31000C72. 454.1 + O. 10103002"1 + O. 01G57082P - O. 00018497N2 

+ 0.0000735BP 2 + 0.00006428NP) - 530N - 635P - C 0 . 

Encontraremos, si oxJ.st..e. ol punto máximo de I. 

Obsérvese que maximizar I, es equi valenlo a m.axim!zar 

!/31000, donde' 

31 ; 00 = 72.4541 + 0.10103882N + 0.01657682P 

- 0.00018497N 2 
+ 0.00007358P2 

+ 0.00006428NP 

-.017096774N - .02048387? - C 0 /31000 

72.4541 + 0.083942046N - 0.00390705P 

- 0.00018497N 2 + 0.00007358P2 + 0.00006428NP 

- C 0 /31000. 

Ahora, de acuerdo con la notación inlroducida en el Capitulo I, 

para el análisis canónico, se tiene: ~e= 72.4541-C0 /31000, 

(J,• 0.083942046, (J,= -O. 00390705, (1, ,: -O. 00018497N2. 

(J,.= o. 00007358 y a~,= 0.00006428: ~·~· De aqui. el 

vecLor ~y la matriz B del propio Cap!~ulo I, ~on; 

• 

(J= [_ o. 08394204 ] • 
0.00390705 

-0.00018497 

0.00003214 

0,00003214 ); 

0.00007358 

consecuenlemenle. las coordenadas del punLo critico, son dados 

por: 
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Za= _8 -1(l/z= -[ -o. 00018497 
o. 00003214 

= [ 215. 1880 ) . 
-67.4452 

0.00003214 

o. 00007358 r [_ 0.08394204 

0.00390705 
] " 0.5 

Por otra parle, las ralees caract.er!sticas de la matriz B. se 

obtienen como solución do la ecuación: 

C-.00018497 - A) C.00007358 -X) - C.00003214) 2 = O, 

de la cual se obtiene A,= 0.0000775153 y Az= -0.00019990, 

valores que difieren en signo. indicando que ocurre un punto 

do silla y no hay máximo ni m1nimo de I. 

Derivación de una rocornendacion. Puesto quo ol ingreso neto 

I, no se maximiza dent.ro Cni f'uara) do la región de exploración, 

es necesario producir una recomendación para los agricultores. Una 

manera de hacerlo. consisto en explorar la frontera de la región 

experimenlal, calculando el ingre:::;o neto en varios punlo~. El 

problema es adecuado para su solución por m6todo5 computacionales. 

As! por ejemplo. el programa SAS de la Tabl;.1 ·l.1, c.:i.lcula el valor 

de I para 31
2 

punlos cxperimenlales, pueslo quo lanlo los valores 

de N, como los do P. so incremcnlan a inlcrvalos de tO Kilogramos. 

El uso del procedimienlo SORT, manda el ordenamienlo de los 

valores de r, da mayor a monor. El primer punto quo se oblenga en 

la impresión de rcsullados, deberá ser nuestra rocomendaci6n. Como 

resultado del programa ant..erior, la m~4111i n:o. i~.~rir:.c V.L1.11 ..... :.. hoJaS, 

de las cuales la primera se reproduce nn la Tabla 4. 2. La 

recomendación que so puede dar a los agiculLores, es la siguienLe: 

N= 280 y P= 300, que produco un ingreso nelo de~ $4,045,040.76 

por héctarca Cvalor que incluya el costo fijo de producción). 
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Tabla 4.1. Programa SAS. Cálculo del Ingreso Neto 

DATA LJ\IO: 
DO N=O TO 3[[J BY 10: 
DO P=O TO 3JD BY 10: 
1 = 311Il0"(72 ,L;S41fO,:LOJD3002><Nt0o01.bS76ll2><P 

-0,000UY.~7 ><N><Nt{], DDDD7351l"P"P 
t{], OU.106i;20ttN)IP )- ·:::dJ~N-b~~p; 

OUTPur: END: END! 
PROC SORT: BY DESCEND 1 NG 1 : 
DATA DOS: SET LNO: 1 F N LE lllO: 
PROC PRINT DATA=oos: - -
PROC PRINT: RU\J! 

Tabla 4.2. Resultado de la Tabla 4.1. 

SAS 

OBS N p 

280 ::no 4045040.76 
270 3(1(J 4044578.08 
290 300 4044356.63 
26(1 300 4042968.58 

5 300 30(> •l0425~5. 69 
6 ~50 300 404021::. :;' . ."l 
7 '240 3(11) 40?.6::;09. l~:i 
8 230 3(11) 4031:?~19. 21 
9 :?20 300 40:!5(16:'.46 

10 ~10 ~.:;oo 401T/t8.!::P-'; 
11 ::oo 3(H) 4009::'.:~8. ':°"jl 
12 190 30(! .3999591.:; 1 
13 ::so 291_¡ .;.·1~1 1 1 )/}.'.""¡CJ 
14 '.271) 29 1" :~994114.(18 
15 ~90 :'9(1 .}99:~49•l. 10 
16 260 '.29(1 :;99270::::. 8~3 
17 :;.(1(1 290 3991463.89 
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B. OPTIHOS CON POLINOMIOS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS 

Consideraremos en esla sección, un par de ejemplos donde se 

localizan punlos óptimos con polinomios do variables con 

exponentes fraccionarios. Dadas las dificullades para resolver las 

ecuaciones que establecen las condiciones de primer orden. en el 

segundo ejemplo se propone un mólodo computacional para definir el 

punto óplimo. 

t. Polinomio psoudocuadralico. 

Marl1noz Garza y Palacios V. (1981) consideran ol siguient.e 

problema: en un e~~orimenlo realizado on el Estado de Sonora, se 

encontró una función q1..-1ca rl'"!lac1ona el rc-ndir.úcnlo de lrigo con 

cantidades do agua y ni lrógeno uli lJ.zados. La !'unción oblonida os: 

Y~ -40 13 - H t..:;.,~ O.OG:.::H -t 30.20/.,º·:s 
C4.8) 

donde Y es el rondimiento do trigo en toneladas por hectárea, A la 

cantidad dE.! agua usada en millares dn mcl.ros cúbico~ por hectare.:l 

y N la dosis de nilr6geno en kilogramos por hectárea; ~i se supone 

qua_el precio del lrigo as de 82900 la lonolada, ol precio del 

agua $400 el millar de metros cúbicos y el precio del nilrógeno 

$12 por kilogramo, ¿cuál es son los ni ve! es ópli mos de agua y 

ni Lrógeno que permi len maximizar el i ngrE!so?. 

Solució'n. Sea I el ingreso en pesos por hocLárca. Es fácil 

ver que una expresión para!, la siguionlc: 

!:: 2900C-·10.13 - 6.72A - 0.085N + 30.26Aº'~+ 1.97No.':l'. C-1.Q) 

+ O. 03Aº· "11º· ") - C 0 - 400A - 12N, 

donde C0 es el costa fijo de producción, el cual es una constante 

en esle problema. (4. 9) ruede cscribir~c: 

7g 



I 
2900 

-40.13 - 6. 72A - O. 085N + 30. 26A0
' ~+ 1. 9711°' ~ 

C 0 400 12 
+ 0.03Aº'~No.~ - 2900 - 2900 A - 2900 N, 

expresión que al subsliluir A por U2 
y N por V~ toma la forma: 

I 
[-40. 13 

Ca ) + 30. 26U + l. 97V 
2900 2900 

[-6. 72 
400 ) 

[-o. 005 
12 )v2

+ 0.03W 2900 U
2

+ 2900 

[-40.13 ~] + 30.26U + 1. 97V 
2900 

-6.85793U
2

-0.0891379V2
+ o.o3W. (4. 10) 

Claramon~e C4.10) es un polinomio cuadrático, cuyo único oxtremo 

puede determinarse por la técnica del análisis canónico, lomando: 

(l= [ 30. 26 

l. 97 
y B=[ -6.85793 

0.015 

o. 01!3 ] 

-0.0891379 . 

Consecuenlomonle, con la notación dol Capitulo I, las coordenadas 

de Z 0 , el punto oslacionario, son: 

Za= [ VUoº ]= -B-'fl/z: [ 2. 2312 11. 4257 

además las ralees caract.eristicas de la matriz 8 so11 X. 1 ::: -O. 0991 y 

Az= -6.659, ambas negativas, lo cual implica que z0 os un máximo, 

y puesto que A~ U
2 y N= V

2
, entonces: 

A 0 = C2.2312) 2 = 4.978 millares de metros cl'..lb!cos de agua, 

y: 

N0 = C11.4257)z= 130.6 kilogramos de nitrógeno por heclár-ea. 

Cuando A= 4.979 y N= 130.5, I+C 0 = 814,159.83. que es el ingreso 

neto máximo. 
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2. Rendimiento e ingreso máximo con. w1 polinomio pseu_docuad1·atico. 

Mar 1 n Garcl a C l 989) en su exámen pr eliminar par a oblenc~r el 

grado do maestro cm ciencias, en el C.:mlro de Hidrociencias del 

Colegio de Poslgraduados, presenld los resul Lados do un 

experimento de maiz, en et cual se 0nsayan dosis de nilr6geno 

kilogramos del nulr1enlc por hectárea., M, y densidad de scmill.;:1 en 

kilogramos por hoclárca, D. sobre el rendimiento del cult..ivo. Y, 

expresado on kilogramos de grano por hect.área, los cuales se.· 

reporlan en la Tabla 4. 3, Por método~. de regresión mulllplu 

obluvo la relación: 

Y= 1363.7135048 _. 26.857304Nº·º + 425.7257960º· 7 

(4.11) 

-0.45G002N 1
'ó_ 15.37954101

"
4 + 1.49999Nº·ºoº· 7 

Procediendo como en el ejemplo ant.~rior, la transformacl611 Nº· º= U 

y oº· 7
= V, produco el polinomio de segundo grado que sigue: 

Y= 1353.765048 < 26.857304U + 425.725796Y 

-0. 466002U2
- 15. 3796•11 V2 

+ 1, •19999UV. 

Usando la técnica del análisi~ canónico, con: 

(1= [ 26. 867304 ] • 
425.725796 

B" [ -O. 4136002 

0.74995 

el punlo eslacionario es dado por: 

0.7499996] • 

-16.379641 

(4.12) 

Tal punto es un máximo, puesto que las raices caraclerlslicas de 

B, son A,= -15.4172 y ">·z."' -0.42837, ambas negativas. En términos 

de N y de D y por la transformación definida. ol rendimiento 

máximo de Y, ocurre cuando N= 161.29 y D: 56.07. 
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Tabla 4.3. Rendimiento de grano (Kg/Ha) obtenido para cada 
uno de los tratamientos de nitrogeno y presión 
pobl aciana 1 bajo estudio 

NITROGENO PRES ION DE R E P E T CIONES 
TRAT. N POBLACION D 

(Kg/Ha) (Pl/Ha) JI IlI IV 

o 20 2446. 52 4139. 23 4030. 90 4739.58 

10 o 60 2830.20 3507 .31 4974.3I 4103.13 

100 2162.15 1489. 58 2703.02 3259. Uc 

60 40 4996.88 5258 ,67 5904 .16 6648. 95 

60 80 3931. 59 5330. 90 5899 .65 4816.32 

12 120 20 3832. 28 3615 ,63 4455.20 5525 .03 

9 120 60 3751. 03 4048. 95 4834.38 5592. 70 

l3 120 100 2785.07 4107. 64 4572. 57 3999 .31 

180 40 3633. 68 4667. 35 7140.97 6630. 91 

8 180 80 5915.46 5335.41 6495 .49 8377. 77 

3 240 20 2807. 64 2699.31 5136. 79 5714.58 

ll 240 60 3913. 53 4721. 52 4784.72 6332. 99 

240 100 3398.95 3322. 22 5046. 52 5732. 64 
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Cálculo dol máKil'ftO por mé~odos numÓricos. El rnAximo do Y, 

dentro de la región de exploración, a sabar: {cN, D)IO ~NS 240, 

20 ~ D 5 100}. so encontrará por mótodos computacionales. Esto 

hace a través del programa SAS de la Tabla 4.4. Los resultados 

dad~s por la computadora, dospuós de examinar más de 10,000 puntos 

dentro de la región do exploración, se presentan en l~ Tabla 4.5, 

la cual sólo presenta la impresión de la primera hoja de los 

propios rosul t.ados. Los valores de N y de D que producen ol máximo 

rendimiento, son: M= 151 y o .. 55, lo~ cuales colncidcn lo5 

producidos por el análisis canónico, lo que'! prueba la bondad del 

móLodo da cálculo numórico. So trat..6 do resolver ol mismo problema 

por el mólodo de Nowt.on, sin qua hubiora convorgenc!a 

solución. 

Una vez que so ha mostrado la bondad del mélodo del cálculo 

numórico introducido on ost.a t.asis, oncont.raromos los r1.ivcles de N 

y D, que maximizan el ingroso net.o dol agricultor, dlgamos I, 

cuando el kilogramo do nitrógeno cuost..a S517. el kilogramo de 

somilla de m.aiz 8394 y ol precio da venta dol kilogramo do maiz 

de $ 325, (precios dados por M.arin García C1989)). 

Con los precios anleriores. os fácil vor quo !, el ingreso 

nelo dol agricullor. es dado por: 

I = 325C1353. 765048 + 26. 857304Nº"" + 425. 7257960°' ., 

-517N - 3840 - 286000, 

dando la conslanlc 286,000, es al coslo fijo da producción. en 

pesos. 

Cl progr;::i.rr"~ S/'S de l :-. T~hl :>i o1- A, tl''"' f"!>'>q'.11 ori\ el mismo número 

de punlos que aquél do la Tabla 4.4, produce los r~~ul~ados de la 

Tabla 4.7. De acuerdo con esla úllima labla, N= 130 y 0= 53, 

producen un ingreso máximo, denlro de la región de oxploraci6n, de 

s 1,447,243.48. 



Tabla 4.4. Programa SAS. Cálculo del Rendimiento Máximo 

DATA tm: 
DO N=O TO 2L:O BY 1: 
DO D=2!J TO 1ill B'f 1: 
Y= 1353, 76SDL:5+26o8573JL:><(N><><Oo8)+L:C!5, 725796JC(D><><O, 7) 

-O• L;66002><(N>C•1 ,6 )-15, 3796L;1><(DJCH],,L;) 
+11~qgc¡~6H(NHMÜ18)>'(D1m017): 

OUTPur: END: END.: 
PROC SORT : BY DESCEND 1 NG Y: 
DATA Dos: SET lM: IF N LE aJO: 
PROC PRINT DATA=DOs: - -­
RUN! 

Tabla 4.5. Resultado de la Tabla 4.4. 

5AS 

OBS N D y 

1 151 5!:. 5619.97 
?. 152 55 5619.94 

·> 150 55 5619.91 
4 153 ~15 56l9.84 
5 149 55 5619.77 
6 151'.\ 55 5619.66 
7 148 55 5619. ~'J'J 
:J ~5~ 5,il 5619.4~.:. 

9 1~3 56 5619.42 
10 155 55 5619.40 
l 1 151 5ú 5619.-:.:.6 
1.2 154 56 5619 .. 33 
13 147 55 5619.25 
14 15Cr 54 ~j61"J.23 

15 l.51 5'1 5619.21 

"'' 15(1 ~tl 5619.'21 
17 149 ~:.·1 561~1 . .21:1 
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Tabla 4.6. Programa SAS. Cálculo del Ingreso Neto 

DATA IJ'JO: 
DO N'D TO 240 BY 1: 
DO D'2D TO 1DU BY L: 
l '325•(13530 7b504ll+26 oll573J4•(N••Do8)+425, 7257961t(D1t•Oo 7) 

-O o .q,blJJ21t(N••1o b)-15 o37"l,41>t( D>t•1o 4) 
+J.,L;999G9ll-<(N•«<!J,o)•(D•MU, 7) )-5:17><N-384•D-28bODO: 

OUTPUT: END: END ! 
PROC SORT: BY DESCEND 1 NG 1 : 
DATA DOS: SET LtJO: 1 F N LE am: 
PROC PRINT DATA=oos: - -
RUN: 

Tabla 4.7. Resultado de la Tabla 4.6, 

3AS 

OBS N D 

1 13(1 53 1447243. 48 
2 129 53 t 44 ·1230. 8•l 
~ 131 5:; 14•+7;:~/. 6/ 
4 128 •N 1447189.61 
:; 13:! s::: l4ti"i lb::::.~::.:. 
6 129 ~~ 1447143.36 
7 .128 52 1447t::.:::::. 63 
8 13!) 5'2 t4:t-7l:'.4 .5:J 
9 127 53 1447119.65 

10 13:. 53 1447111. ::?(I 

ll 1:-?7 ::;~ 111'170'/S. :."".::'. 
12 131 5;: 1'1A 70Ti'. -:.::. 
n 1:26 ~~)~ J 4_4-;1·127' ~18 
14 126 5~:. l ·1"J.70~0. HJ. 
15 1 ~.4 5.: 1447(iJU.82 
16 ic.2 52 t417(l(ll .8·-t 
17 125 5:-~ \11ilb9.'..1. 79 
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c. MAXIMOS Y MINIMOS RESTRICTOS 

En esla sección se presentarán algunos ejemplos d~ problenws 

de máximos y minimos. cuando no hay reslricciones enlre las 

variables. 

J. Máximo restricto con una runción potencial. 

Marlinez G. y Palacios V. (1991) presanLan los ro~ullados de 

un esludio realizado en Bra=il en 1971; se enconLró que el ingreso 

brut.o esperado por camp..:sino, Y, era una función de la superficie 

cult.ivada, $, del núrr,ero e.Je jornales empleados, T, y et.ros costos 

variable~. c. A parll.r de una encuesta sobre predios, se t:?st.imó la 

!'unción: 

e 4. 13) 

donde Y se da en cruzelros, S en hóclareas, T jornales y e 
también en cruzeiros. Se sabe que la renta de la lierra es d0 100 

cruzeiros por héclarea, el jornal de 5 cruzoiros y la tasa de 

int.erós al capit.al de 10~<:; además. el gast.o medio que los 

campesinos pueden roal izar. o'.'-; dol orden de 250 cruz..ei ros. es 

dec!r: 

100S .-. 5T + 1. 1C= 250. (4.14) 

Considérese ol problema de maximizar C4.13), sujelo a la condición 

(4.11). 

Usando el rnálodo d€' r.o.ult.iplica.dorcs de los Langrango. so 

establece la ~unción: 

Asi. la primera condición, necesaria para ~l máximo de L, 

L,= 90.4 x 0.56GS- 0
'

491 To.ooc:s cº· 9 
- lOOh.::::: O, 
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llL 
oc 

~ = 280 - 100s - 5T - 1. lC= O. 

De las ecuacionos anteriores se obtiene el sistema: 

45. 7476s- 0 · 'ª 1 Tº· ·~ eº· a 100>., 

6,Q144SO.:>ci:P T-o. "'. eº·ª= 5),,, 

24.12S0 'o;oP TO.Olld e-o. ? .. 1. 1>., 

100S + 5T 1. lC = 250. 

O, 

C4.15a) 

C4.18b) 

C4.15c) 

C4.18d) 

Dividiendo miembro .a miembro C4.15a) ont.re C4. 15b), resulta: 

~ = 3. 0229471. ( 4. 16) 

Dividiendo miembro a miembro C4.15a) entre (4.15c), resulta: 

1 . 8966667S- 'C= 90. 909091 , ·" ~ = 4 7. 930979. (4.17) 

De los resultados C4.16) y (4.17) se obli0ne, respect..ivament.e: 

T= 3. 0228471$ y C= 47. 930979S. Estos VC\lores se insertan Em la 

condici6n C4.15d), do donde se obtiene: S 0 = 1.48953; de aqu1, las 

relaciones anteriores para T y C producen: T 0 = 4.50262 y C 0 = 

71.3946 y el valor de~ es 1.6779. 

Para demostrar que? L tiene lm máximo en S 0 = l.48G'.33, T 0 = 

4. 60262 y C 0 = 71. 39•16 debe obtenerse la matriz Hessiana de la 

frontera, que se discute en la Sección C del Capitulo I. Se 

observa que: 
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ademá=, corno se t.1ene la rest.ricción gCS,T,C)~ 2so-1oos-sT ..... 1.1c. 
ttnt..onc:es: 

g,CS,T,C)= -100, g,CS,T,C)= -5 y g,(S,T,Ch -t.1. 

€valuando la~ L 1 J an el punto So= 1.48953, T~~4.S0262. c 0 ~ 71,3946 

(es ihnecesario hacerlo con las g,,s. puesto que ~on ~on~tun~os 

para todo valor de S. l y C); se obLieno ~ntonces: 

¡: 
g, g, 

"' 1 
o -100 -5 -1. 1 

l.,, l.,, L,, ~ [-'00 -45.0073 3.013905 0.663037 
H= g, l.,, L., L~, - -5 3.013605 -i. 6015a 0, 33l.61G 

9, L,' L,. L,, -1.1 0.6(53037 0.0331619 -0.017018 

Es f"ácil ver qua al Lercl:1ro y el ct.mrlo del,,crmtnant.~s menoi-es dc­

H. digamos A, y A_. son; A,= +20170.4 y A .. = -172.4. lo:. cuales 

al t.ernan en signo, comenzarldo c::::on ttl d~ c-1) t..,.. :1.1:" H, f>or­

consiguient.c. la función (4, 13) t.ierze tJl) máximo reslrict-o por la 

condición (4.14), en el punLo: So= 1.49 hectáreas. Ta= 4.6 

jornales, c 0 ~ 71. 4 cruzeir-os. siendo el valor- máxitno de Y. Y0 :::. 

360. 4 crtrr.eiros. 

a .. Costo mínimo rcs:trJ cto a W\ ni ve-1 'i. iJo de ~roducción .. 

Cons!dórose la ecuación de rQgresi6n estima.da: 

Y~ 2707.5117 + 12.2B07S6N - 0.057692N~ f 66.6880210 

- O. 6969560'+ O. 10544HID, (4. 18) 

que da a-1 t"endimient.o do maiz Y, mi kilogramo:. por héict,ar-ea. 

términos de N y D. la dosis d~ nit~6geno expresada a~ kilogr~mos 

por he~la~ea y la ~anlidad da s~m.íll~ aplicada por h~clárea, 

expresada en kilogramos, rospecLiv~menLe, cuando los datos de la 



Tabla 4.3. se ajuslan a un polinomio cuadrá~ico en N y D. Tal 

ajuste como homes visto. se logra con facilidad través de un 

programa SAS. Enconlraremoz los V.:1.lores de N y do D. que minimizan 

al coslo de producción en p~sos por hectárea c. dado por; 

e~ 286000 + 517N + 3840, (4.19) 

sujelo o. la rest.ricción de qua Y:-. 5000 kil.ogr.amo~• de m.:dz por 

hect.área. 

Usando el mét.odo do los mullipll..cadore~ dC' Langrange. 

descr1 lo en c•l Cap! lulo I, ~e form.<\ la función: 

L= 206,000 + 517N + 304D - >.(5000 -C2757. 5117 + 12.26078511 
(4. 20) 

- O. 0576921~ 2 + 65. 6668210 - o. 6969560
2

+ O. 105441ND)). 

El minimo de L Csi r-.}S que- ocurre). $(;!' t.-iene cuando aL/dN= o. 
OL/dD= O, OL/OA= O, es decir, cuando: 

517 + >.C12.C:607SG - 0.1153S4N + 0.1054410)= O, 

304 + A.C65. 666021 - 1. 3939120 + O. 105·1411() = O, 
C4. 21) 

~ = CC7~ft. 5117 1?..260786N 0.057692N2 

t- G9. 6660é'.?1D - O. 6969550?.+ 0.105441ND) - 5U0(i= 0, 

Sist.ema quo produce la solución aceptable Chay ot.ra inacept.able 

por quo ocurra fuern de la región do exploración): 

N= 49.474302!, D" .:4.9414\5 y '-= -45.831843, 

después de un álgebra muy laboriosa. La mat.riz Q de la Sección e 

do! Capit.ulo I, tiene les stguienles elementos: 

-o. 115384>.. +O. 105441>., 

~0.105441 ;\. -1. 3931l12>.. 
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Ahora, como se tiene una sola restricción. definida por la 

relación: 

gCN,D)= C2757. 5117 + 12. 260786N - O. 057692N2 + 65. 6668210 

- O. 6969560
2 

+ O. 105441 NO) - 5000= O, 

entonces: 

g ,CN, Oh ~ 12. 2607813 - 0.115384t~ + 0.105•l41D, 

g~(N,D)= ~ = 65.866821 - 1.3939120 + 0.105441N. 

De a.qui. la. matriz Hessiana de la frontera Cla mat..riz Hª d1~ la 

Socc16n C d•:tl Capitulo IJ, uvaluada en el punt...o ~slaciona.r.io: N= 

49.474302, 0= 44.841415, A= -45.931843, 

H= [ ~1. 200367 

8.3784544 

11. 28036'? 

5.2862614 

-4.0325554 

dada por: 

i:;i, ::Ot::i4!::i44 ] . 

-4.9325554 

63.8855(5 

Es f'ácil ver que 1 H"I= -9413.92 <O, qua llene el signo de C-1)n
1 = 

(-1) 1 = -1, (donde m=t, pucst..o que se t.ieno una. sola restricción:> 

lo que implica que C tiene un minimo rclalivo el punto C N=. 

49.47, D= 44.84), por el inciso liJ do la Sección e del Capitulo 

I. 

Puede demost..ra:-se que en el punto CH= 271. 32. º"' 73. 64), 

que produce la solución inaceptable referida en lineas. ant.eriores. 

ocurre un máximo relativo. 

Solución alternativa. Una t.écnica mas pr.ict.i ca para 

localizar el punto qut:' conduce al costo mínimo dQ producción, par~-i 

el problema que se ha venido discutiendo, explot.a los medios de 

computación cleclrónica. Asi, cuando el rendimiento de maíz 

restringe a un nivel Y 0 de producción on la expresión (4.18), se 

obtiene la ecuación cuadrálica en N que sigue: 

C-0.067G92JN
2 ~ (12.260786 + 0.105441D)N + (2757.5117 

+ 65.6666210 - 0,6969560
2 

- 5000): º· 



ecuación que puado resolverse fácilmenle para N, produciendo la 

solución: 

N= 
2a 

(4, 21) 

donde a= -0.057692. b= 12.260786 + 0.1054410, e:.: 2"157.5117 

+ 65.8869210 - 0.6969560
2 

- 5000. Est.e valor da N dado por (4.Cl) 

se insert.a en C4.19). y la expresión rasulla.nle evalúa para 

algunos valores de D, dentro dol r.:rngo experimental. El programa 

SAS de la Tabla 4. 8, hac~ ol traba.jo anlc-rior para valores de D 

ent.ro 20 y 100, a inlcrv.:llo~ tmilarios, y para valores do Yo que 

van do 3000 a 5000, a intervalos de 100 unidades. La lábla 4.9 dá 

los puntos donde C so max..imtzét o sn m!nimi:.:::;J, p.::i.r.:i l::i~ v.::i.lorc5 

propuestos do D. 

3. Rcndimion-lo máxi100 r,_.striclo ."?. lm crédllo fiju. 

Si ahora el problema es maximizar Y dado por C4.18), sujela 

a la roslrcción de quo el coslo do producción C dado por C4.19), 

se fija a un nivel C 0 Clo cual puede ocurrir cuando el cródilo 

los agriculloros, se reslringo a un ciert.o mont.o, digamos C 0 ), 

ent.onces se const.ruye la funci 6n: 

L= 2767.6117 + 12.26079GH - 0.057692N
2 

+ 65.f35G821D 

-0.69695tm2 
+ 0.10544HlD -·A [ctl - (286000 + 5171../ + 3940)]. 

C•L 22) 

El máximo do L Csi e$ que ocurre), se t.iene cuando dL/ON= O, 

8L/cl'D=- o. CL,....m.::.. O, o:: <l.::...:.i;, cuu1ic..lo: 

oL 
liN 

oL 
íii\ 

12,260786 - 0.115384N • 0.1054410 • 517A= O, 

65.666821 - 1.3939120 • 0.105441N + 384~= O, 

286000 + 517HO + 3840 - C 0 = O. 

El programa SAS do la Tabla 4.10 resualv~ el sisLema 
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Tabla 4.8. Programa SAS. Cálculo del costo minimo 
y máximo de producción 

DATA t.m: 
DO D=20 T01DU BY 1: DO C0=3LDO TO 9100 BY IDO: 
A-::-O,OS76l1.2! B::0,1CJSt;lJ,)tD+12 1260786: 
C=2757 o5l.l 7-C0+65.b66~21~D-O • 69b%6><D~D ! 
ll=8HS-t;1cM•C: 
.lf a GE(] THEN N1=(-B'SORT(U))/(2><A): 
lf ll LT O THEN N1=•: 
1r ll GE O THE N2=(-8-SORT(ll))/(2><A)! 
IF' a LT o THCN r~2~,: 
CS:L=21l6CIJIJ+S17o<N1+3'l4><D: 
CS2=21l6000+5:L 7><N2+ 31l4><D: 
OUTPUT: END: Et'\!D ! 
PROC SORT ! BY CO CS1 ! PROC PR l l1JT: BY CO: 
PROC SORT: BY (O cs2: PROC PRINT: BY co: 
RUll! 

Tabla 4.9. Resultado de 

Mlnimo Cu.;.;t.o 

co D Nt C$1 

3000 91 .76 3 H fJO(i 2tl 
9100 89 0.86 '.1206L4 . 40 
3200 fJ7 0.22 8t9:i22 .2 .. ~ 
3300 $(. 2.35 320289 e•• . ~l.J 

3400 84 2. !O :11·i:i+1 .27 
3500 82 2. 12 ~i16585 . 98 
3600 79 o 21 ~H 5·1 ·~9 .3u 
3700 'I 0.90 316035 .Sei 
:moo 20 o.s:i 29a:m .70 
3900 23 0.05 294il61 .<.2 
4000 26 0.42 296201 .22 
4100 29 1. 5Y 297960 . 76 
4200 34 O. 9ll 299563 .45 
4300 39 2. ~)() 302:100 .02 
4400 -!O B. 18 3G56B9 . o.IS 
4500 .¡o 14.77 30900 l .H 
4600 41 20 .92 312561 .'.!! 
4700 20 27. 39 316291 . .¡3 
4800 4:J 34.24 320216. 95 
4900 +l 41. :rn :3243';'1. 02 
5000 45 49.35 320798. 2-l 

la 

!J 

(10 

80 
80 
(1(1 

(10 
80 
uo 
no 
ílO 
80 
(10 

80 
80 
no 
79 
7fl .. 
77 
76 
75 
7.¡ 

Tabla 4.S. 

Maxima 

NZ 

38:1. 61 
379. :J! 
374. 9:3 
370. 44 
365.05 
361. 15 
~i56 . ~! 1 
851 . 3~; 
346.23 
340. Q5 
335. 5U 
329. íJ4 
323 -97 
3l7 .ü5 
:;12 .24 
306 . :;s 
300 . 22 
293 '00 
286 .16 
27fl .fl7 
271 . 049 

Costo 

C2 

3150-1! .?O 
~1202-1 .73 
61055$ .95 
5U8241 . 21 
505l.16'; '~"'fl 
'30~M3..; -~" 
50093ó .~6 
·l98:J6(l 15 
495723 G2 
4929\1'.l 21 
<190174 .74 
·fü';'252 .09 
'1f:421~i .2·. 
481040 .75 
47:'767 .15 
47-1:351. lú 
.i7o7a5 .a-1 
467051. ó6 
463129.13 
4509/6.53 
4:i-15-18 .SG 



anlerior de ocuacionos, para N. O y X. Puoda verso que lodos 

los punLos que saslifacen las condicionas do primer orden, la 

malriz Hessiana de la frontera, os: 

[_,:, -517 --384 

Hº= -0.115384 o. 105441 

-384 0.105441 -1.393912 

JHªI= 431457.4 >O, que os el signo de C-1)m+f.= C-1) 2 
.. 1, lo que 

implica que en Lodos los puntos que sast.iracan las condiciones de 

primer orden, ocurre un máximo restricto, por el inci~o i) de la 

Sección C del Capit.ulo I. 
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Tabla 4.10. Programa SAS. CáÍculo del Rendimiento Máximo 

DATA t.tJO: 
DO C0=3lIJOO!J TO 500000 8i :LIDJO: 
A=011054<;1+1,::f1'1'l.12><5.17/31lt;: 
8=65' b66ó21><517 /384-12. 2607(16: 
C=Q,J.OS«1><517/3M+Oo11531lt;: 
E=(C0-2861Ill)/51?: F=-3/lt;/517: 
D=(B+C"E)/(A-C"f): N=E+F><D: 
LAMBDA= ( 12, 2607il6-0o1153il4>1( C0-286000-3M><D) /517+0, JJJS<;41>1D) / ( -517) ; 
Y=2757, 5117+12, 260786uN-O, 057692><tJ•N-l{.5, 6661l21><D-0, 6'16'156><0><0 

+Q, 1DS441uN)(D: 
OUTPur: END: 
PROC SORT: BY Y: 
PROC PR\NT DATA=l.lllO: VAR N D LN13DA CO Y: 
RUN: 

Tabla 4. ll. Resultado de la Tabla 4.10. 

St'tS 

DBS N [l LAM1--;[1h co y 

2.Sl.496 6-1 0535 0.0.375::·,-.1¡ 500000 .9 ... :50.05 

2 33.3w855 .\-.i ~ .7631 0.0341190 49000(.' 400E.~. 5~ 

3 316. 214 79. '~ ~.·-;:,-: o. 0.:::06..tgo 480000 433:?. 4.: 

4 16.314 .:IC•.5361 -0.0283<116 310000 4528. 5t"I 

s 2ns.S73 77 .18:~3 0.0'271790 ·1700•.')( ~c-21 o 

6 3?..955 .i:.D2t.5 --•J.<l2487Jc . 320000 4 7q4 . t.:: 
7 :280.931 74.391'? <).0'2370139 46001)0 4876.01 

8 51.596 .15_ 1169 -0.0::11401(·, 33C•OOO $025.(.};> 

9 :".(.3.:':IC 7:.cots 0.02023.89 45000(• 50':1-S. 7·) 

JO t~9. -~37 ·17. 1·;)73 -0,017931!'.) 340000 s::-2:-·.,,_,6 
1 l 2.\~, .6-1';. 70 . .!.,l .l l C. Ol l·768"1 4400C-O :;280.~9 

12 86.878 ,jq. e-::;·77 -0.014-1015 350000 53G·" .<-'.' 
13 2'7::8.00;:'., '-R. o:.o"' o 0137988 43(,;'.)QO <431. l 

l·• 104. 5:10 ~l. :iepr) -0.0109'"~14 2.60000 SS\ l . :..-.~ 
15 ,·110. ,367 ,_,5. 7 .304 ·.). tj<Y!B~>"''.1"'". 4 12(•000 s·.1~,c -7 

16 122.161 :;.1. ?784 (l ::o::.;:;:: l ,¡ 3700:'.·0 $1_,(!lj •S 
J7 192. 7?5 1;:..-; •. i·H)O 1). OC>f,~~SI J.10000 56:'.~' 7<) 

18 ¡ -~9. 302 ~.¿,_ ::.688 -0.:1.-,40~>14 38('·00() 5t:_,,_.::. ! 1 

l~ l 7'J .004 61. l•l'tf., O. Ol•:?88E 7 -iooi··oo St:.7,~. '?14 

:;:tC 157. 4.¡:•, :s.::i.f:ó9~· :1. ("'.)058.:.:. .:'.'-""¡(JQ(¡ :,, ..... s~'- 4::--



CAPITULO V 

En esla lesis se disculen, on forma condensada, los 

elemenlos malemál.icos, esladislicos y práclicos del problema de la 

localizaci6n de condiciones 6plimas. 

En el Ca pi t..ul o se consideran algunos leoromas que 

establecen la~ condiciones de ocurrencia de punlos extremos 

(máximos o minimos), on el caso de funciones de UnC\ o más 

variables. Se discuten tanlo las siluacionos da condiciones 

exl.rernas sin r eslr ice tones, como aqual 1 os 

reslricciones sobre las variables. 

que se- i mponon 

En el Capilulo 11 presenta algunos de los mót..odos riúmericos 

qua desempeñan un papel impar t.dnle, e:n rcl<tción con el problema de 

localizar condicion1~s ópl.ima.s. El enfás1s .aqui, es t.rat..ar do 

resolver el problema cuando os práct.1camenle imposible encont.rar 

una solución abierla. como ocurre cu.<rndo iS>l problf'•rn;t involucra 

f1Jnciones no lineales. S.~ exponen, onlre ot.1-0~. lo~ métodos de 

Newt.on-Raphson y el del ascenso acelerado, que son lécnio::as de 

búsquoda secucnci al. 

Por ot.ra parto, como el ªJust..e dr-.:- l:1 íunc16n d.r:?- respuesLa, 

es uno de los aspe-et.os relevant.c-~• en la d0t.ermir1ación de 

condi.ciones óplirr.:i.!":, el C.1pilulo IIT cubre muy brev!Z'mentc. los 

mélodos est.adislicos de ajust.0c} par,,_ modolos 11 noales y r)o 

lineales. Para tal propósilo, se ilustra el uso de lo$ 

procedimientos GLM, P.SREG y NLIN de S/.S, 1J>n varios eji:-mplo5 de 

nat.uraloza aplicada, cu<.ff1do el ajuste de LJ.s func1 ones do 

respuest.a, Sü realiza por mét.odos de compulación elecLrónica.. 

Finalmcnt.c. el L.o.p1Lu.L._, :·.r p;~O::'-'rit;, una soric d•::> cjc-mplos 

.ilust.ralivos. c:cn lo-s cuales ~e redondea ol LDm<1 d~ r:~o.L:..• tasi~. 

En algunos casos, se- sugiere11 algunos arlificLas para la 

localización do cond1cionPs ópl.imas, que consli luyen una 

aporlación prácLica de P.sle lr~bajo. 
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