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INTRODUCCION

En muchos campos de la investigacidn, cuando se desea
cubrir simultdneamente los aspectos matematicos, estadisticos y
practicos del problema de la localizacliédn de dptimos econdmices,
el Investigador confronta la carencla de una referencia
especializada que cubra los aspectos anteriores del propio
problema, Las referenclas existentes scobre el tema, desarrollan
el tema lgnorando algunos de los aspectos fundamentales del
problema. As{ por ejemplo, si el énfasis es en la teoria. los
autores se concentran en hacer desarrollos matemiticos, omitiendo
la fase eostadistica de la investigacidn, e ilustrandao su
discusidn., con ejemplos de pizarrén muy lejanos a lo gue pudiera
ser uﬁ£>situacién de la vida real. Cuando el énfasis se hace sobre
los aspectos aplicados del problema, la teorifa es practicamente
ignorada por completo, y muchas veces no os posible garantizar
que Se ha leogrado una situacién éptima
Por las razones anterlores, el presente trabajo Liene como
cbjetivo primordial, legrar combinar, mas oquitativamente, los
tres aspectos fundamentales de la localizacidén de condiciones
Sptimas, Tal propédsito pretende lograrse en esta tesis,
resuni endo algunos resultados matematicos y de caleulo nunmdrico,
asi como el uso do las herramientas estadisticas, y on particular,
aquélla de la regresién
Una caracteristica especial que se manifiesta en esia
tesiz, ez el emplec de paquetes de cémputo electrénico,
comprobando la excelencia del paquete estadictico SAS (Stalistical

Analysis System-Sistema para Analisis Estadi{sticed.



CAPITULO 1

LOCALIZACION DE PUNTOS EXTREMOS,

Una de las aplicaciones de las derivadas es la determinacion
de los valores del maximo y minimo de una funcidn.

En este capitulo se consideran algunos teoremas que
desarrollan la teoria de las condiclionos requeridas para la
ocurrencia de un méximo o de un minimo, para funciones de una o
mé&s variables con y sin restricciones; esto se hace con el apoyo
de algunos ejemplos flustrativos. En el siguiente capitule se
presentara la ilustracidén del cadlculoc do puntos extremos de

funciones por métodos numéricos.

A. EXTREMOS SIN RESTRICCIOMNES. CASO UNIVARIADC,

Se dice que la funcldn f tiene un miximo relativo en un
punto ¢, si existe una vecindad NCc) de ¢, tal que, para toda x en

NCc) y en el dominio de f:

FCx) £ FCod.

Andlegamente, se dice gue la funcidn f tiene un minimo
relative en un punte ¢, si existe una vecindad HCc) de c. tal que,
para toda x en NCe) ¥y en el dominic de f:

FCx) 2 fCed.

Loz maxlnos y mtnimos relativos de una funcidn, se denominan
valores extremos de la funcidn.
Una funcidn continua definida sobre un intervale cerrade,

tiene un maximo y un minimo sobre el propioc interwvale.

Teorema f.1.

St

i La funcién f tiene un valor éxtremo en c;
idD  f esta definida en una vectindad de ¢; y
iddd frCed existe, entonces f'cd=0,

o



Demosiraceén:

Supongamos que f tiene un maximo relativo en ¢. Existe un
nimero 1 > 0 tal que f estid definida sobre <{c-7n, c+n> y. para toda
% € <c-n, <¢tnr, fCxD = fC¢). Luego para toda & € <O,

fCetAd ; fCe2 < o,
13

¥y por tanto, f* Ce) £ 0. Para toda A e =, 0>, se Liene:

z 0,

fCe+hd =~ fCed
P

.

¥, por tanto, ' Ccd 2 0. Como f'Ced oxiste por hipétesis,
f7Ced = f27Ce> y, por tante, f'Ced = O. ]

Con este tLecrema se deduce lo siguiente: los valores
extremos de una funcién definida sobre un intervalo pueden ocurrir
sélamente en los puntos eriticos; éstos son los puntos del
intervalo donde la derivada es ceroc o no existe, y también los
puntos extremos del intervalo si es que pertenecen al propio
intervalo CHasser et al. 19790,

Se puede concluir gque, una condiciédn necesaria para que una
funcidn tenga un extremo relativo C(mdximo o minimed en un punto <,

es que ¢ sea un punto critice; la inversa no es necesariamente

“clerta.

Para la determinacién de los valores maximos y minimos de
una funclén se procede como sigue: si el nimero de puntos criticos
es finlto, calculamos el valor de la funcion en cada uno de los
puntos criticos y el mayor de estos valores que se obtenga es el

maximo, el menor es el minimo (Hasser et al. 1978>.

Ejemplo f.f.
Encuéntrense los valores maximes y minimos de la funcidn:

fCxd = x=3x7T

sobre el intervaleo {-1,2].

Solucién:

Para determinar los puntos criticos de f sobre [-1,2] se



“ealcula“la primera derivada de f;.

F1Cd = 12", xm o0

Se observa que f’ no existe en x 2= 0 y que écsta se anula
sdlo en x = #1. Por lo tanto los puntos criticos de [ sobre el
intervalo (-1,2] son -1.0,1,2. Calculando el valor de f on cada

une de los puntos criticos se tiene:

fC-1> = &,
JCO> = O,
je1 = -2,

k]
ey = 2-3¥YE > -a

Por consiguiente, fC-1) = 2 es el mixdmo y fC1d = -2 es el
valor minime de la funcién f sobre [-1,2].

1. Teorema del valor moedio.

Con el teorema del valor medie se podran desarrollar
criterios que nos permitan probar si un punto critico es un maximo
o un minimo relativo de una funecidn, en el caso en que la funclién
no esté dofinida sobre un intervalo cerrado.

Un caso particular del teorema del valor medio es el llamado

Tecrema de Rolle CHasser ot al, 1979).

Teorema {.2.
CTeorema de Rolle>r. Supdngase gque [ @5 continua sobre
{a,bl, donde a < b, y Jdiferenciable en <a.b>, ademhs fCad=0=fCb3.

Enlonces cxigte un punto ¢ € <a,b> tal gue f'Cel = O,

Demostracibn:

Si fCx2 > O para alguna = € <a,®, sea ¢ un punto scbre
{a,d] donde f alcanza su maxims, entonces como  fCe) > O, mlentras
que fCad=0=/C(b), tenemos que ¢ € <a,d>, Como f esti definida en la
vecindad <a,b> de ¢ y f'Cc) exdiste, por el Teorema {.f. =c tiene

i



que 7'Ce> = O.
Si f(x) < O para alguna x ¢ <a,bd>, hacemos que ¢ sea un
punto de {a, &) donde f tome su valor minime, entonces razonando

como en el caso anterior se tiene que f'Ccd = O, n

l.a condicion de que ¢° exista en tode punto de <a,dr es
necesaria para ia valider del Teorema de Rolle CHasser et al.
1979).

Teorena 1.3.
CTeorema del Valor Mediod. S{ f es continua en (a,bi}
donde a { & y diferenciable sobre <a,b>, entonces existe un pwito

c en <a,b> tal que:

JCb2 = fCad
b - a

f°Cel =

Demostracidn:

Afay (a))

Figura 1.1



Con relacidn .a la Figura 1,1, considérese la scuacidn do "la

recta que pasa por los p@gios a‘y:b; a saber::

o bien:

&Y =

L83 " SB ex — 2> v fead.

También se define la funcidn FCxD, como 1la distancia
vertical entre un punto (X, fCxd) en la grafica de la funcidn f y
el punto correspondiente en la recta secante gque pasa por a y &,
es decir:

_ ) - ftad

FCxd = fCxd =t

Cx - & — fCad,

Se tiene que la funcién F es continua en el antervalo

cerrade [a b], pussto que es la suma de f y un polinomico lineal,

los cuales son continuos alll; también se tiene que f es
diferenciable en <a,& y, ademis, de la ecuaciédn para F(x), se
observa que F(ad=0 y F{(bI=0. Dade lo antericr. venos que se
cumplen las condiciones para la validez del Teoremz de Rolle; por

la conclusiéen de dicho tecorema, so establece que existe una ¢ en

el intervalo abierto <a,b>, tal que F’Cc)=0; de aquif, so tiene:

B - fCad

. . e .
FiCad = f£0CaD s .

B~ fCad

- F'Ced = 7°Ce P

Por lo tante, existe un numero ¢ en <a.b tal que:

. L fCBI—fCad
free - BRLED-0



de donde:

, CfCOd-fCad
7€ = et

2. Maximos y minimos relativos.

ca,bs,

El siguiente teorema se demuestra en Hasser ‘et ‘al. C1977):

Teorema {.4. . SR
St f es contlinua sodbre un intervalo [a,ib]r v f'€x> 20 sobre

entonces f ©5 no decrectente sobre (a,bl, Andlogamente, si

f es continua sobre (a,bl y f'Cx0 5 0 en <a,b>, entonces f €5 no

creciente sobre <a,bx.

con ¢

Teorema {.5.
Si ¢ &5 un punto critico de f ¥ si existe un intervale {a,dl

€ <a,b> tal que f es continua sobre f{a,bl y:

2 f'Cx> 2 0 para x € <a,e> y (x> S0 para x € <c, b,

entonces f tiens un maximo relative en c;

i) fCxd 2 0 para x @ <a,ecs y fICxD 20 para x € <e,b>,

entonces f tiene un minimo relativo en c;

ii2 f'Cx2 > 0 para x € <ay¢’ ¥ f'(x2 > 0 para x € <c,b>, Q@

{a.,cl.

fe,bl.

fCx> ¢ O para @ € <a,¢> y f'Cx> < 0 para « € <c,b>,
entonces f no tiene nt un maximo ni un minimo relative en
<.

Demostracidn: Sélo sl inciso {2

Como f'Cx) 2 O para x € {ay¢>», f ms no decreciente sobre

De donde:

FCxd> £ yCc) para toda x e <a,e>.

Como fF'Cx) < O para x ¢ <<¢,0>, Jf es hno creciente sobre

De donde:
fCx> = fCcd para toda x & <c, b2,

Asy pues, fCx) 5 fCc¢) para toda x & <a,& y f tiene un



maximo relativo en c.

Ejemplo f.2.
Encuéntrense los méximos y los mipnimos relatives de la
funcidén f definida por:

fC = -;— xFCx-43Y7, cw < x <
Solucisdn:
Como:
frea= —:3 xCx=a>"F s (mmad P
- —é -7 147+ Bx® - 24%)
= & xTxm2Cx-4 "0, x =4

/' no existe en 4 y es cero.en O ¥y on 2—;—

Investiganda el wvalor de (' alrededor de estos puntos

criticos, se tiene:

frCxd ¥ 0, = e {-w.0>;

¢ < O, xe<0.2—;- B

FCx> > 0, x e <5§4> U <4, .

Utilizando el Teorema .5, f tiene un maximo relative en O y
un minimo relative on 4. Esta funcion no tiene ni un maximo ni  un
minimo absolute CHasser et al. 19790,

Teorema !.6.
Supéngase que f es diferenciable en una vecindad NCc) de ¢,
7'Ced = 0y que f"Ced existe:
T2 St f” Ce2 < 0, entonces f tiene un maxime
relativo en c.
ii> Si f* Ce2 > 0. entonces f tiene un minimo

relativo en c.



.. pemostracidni
Si:

gnCed s 14m
x+C

frCxd ~ f'Ced
x - ¢

< O,

entonces ‘existe un intervalo Ca,b>, que contiene a ¢, tal que:

£iCx) = frCed _ frCad
x - ¢ )

para toda x € <a,c> U <c,b>.

Se puede suponer que <a,b> < N (¢?. Entonces f es continua

sobre [(a,d) y,

f'Cx > O para toda x € <a,ce>,
FCx) ¢ O para toda x & <c,b>.

Por lo tante, por el Teorema 1.5 [ tLiene un maAxime relativo

Obsérvese que los Teoremas (.5 y (.6 proporcionan sendos

métodos para encontrar los valores extremos de una funcidén.
Ejemplo 1. 3.
Examinar las sigulonles funciones con respecto a sus puntos
extremos:

O fCx = -3, x e IR

Solucidn:

Para puntcs criticos fC(x) = O; de aqui, se tiene:
Jrixd> = 3x%-3 ¥ frCxd = Bx;

de donde resulta x°= 1 al fgualar f/'Cx) eon cers, ecuacidn que

tiena dos soluciones:



Al ‘analizar estos resultados la derivada es cero ‘sélo - p‘ara"
x =z 1 y x = -1, que son nuestros puntos extremos. -Evaluando:'f en.
los puntos anteriores, se tiene: i

€1y 5 1%-3C1 = -2

B T NRETES Syt S

ximo en x = -1 y Un miaimo en
x 2 1, puesto que  f7C-1d 'z <8 'y f7C1d7s 6,

Por consiguiente t}.‘.tyan’ev'i‘

Solucidn:

Puesto gque f'(x) = 4-2x, al lguvalar esta derivada con cero,
se tiene en x = 2 ol valor extremo unico; éste es un  maximo,
puesto que f"(xd = -2 para toda x € R, y por lo tanto en x = 8. El
maximo de J es f(2) = 4C&) - 2Cad = 4.

LLed fCxd = xt et x e [R.

Solucidn:

Frex = ax’e2x
s @ac2x’+1d = O.

En este casc Lenemos un valor extremo en x = 0, el cual es
un minimo puesto que f'Cx) ¢ O para =x & <~®,0> y f'€Cx) > O para
x € <O, .

El valor extremo es fC0> = o%+0%s o, a

Con los resultados anteriores =e muestra el wuso de los
Teoremas !.«4 y (.5, donde es condicidn necesaria para que f tenga
un punto maximo © minimoe en x,, que f'Cxyd = 0. La inversa de este

teorema es falsa; o3 decir, es poSible que si f'Cxd = 0, la



funcién puede no tener un extremo en x .= %o El siguiente sjemplo
ilustra esta posibilidad:, : S

Ejemplo 1. 4. i e, :
Anallcese la sigulent.e funcién y' dst.erminen si . ’é)d.'st.and. i

sus. puntos extremos:

. fCx = %7, % R,

Solucidn: -

Puesto que f'Cxd = 3:52. F7Cx> = O implica x = O, .De aqul,
se tiene quo el valor de la derivada es positlvo para = % 0, ¥y
sé4lo se hace nule para x = O. Por el Tesrema {.5 fCxd = x_ﬂ,
x € R, no tlene un extreme en x = 0. Asi, el ejemplo muestra que
un punto para el cual la derivada se hace cero, puede no conducir

a un valor maximo o minimo de la funcidn.

Teorema {.7.

ST en un punto estaciondario x, de (x> ltas primsras Cn~12
derivadas se anulan vy /(“)(x) *x O, entonces en x = X, QCUrrEe Gue
_ fCx2 tiene:
£J un punto de inflextdn st n es impar, y

{2 un punto extremo st n es gar. Este punto extremo seri un

{(n) tn?

maAximo st f Cxg2 ¢ O y un mintmo st f Cxgd > O.
Ejemplo .5,
Analicense las siguientes funclones:
£ fCx) = x* x = R.
Solucidn:
FrCxd = 42’ = O,
lo cual proporciona el punto estaclonario xg = 0. Ahora bien:

FUCO) = £70COd = £700COd = O,
pero:
FUUCOY = 24 > 0,



por tanto en x, = 0 se tiene un punte minimo.

(1) fCx = x* x e R.
Solucion:
Esta funcién proporciona a x, = 0 como punto astacionario.

Ya que j‘“)COD ne es cero cuande n = 3, se tiene entonces que

xg = 0 es un punto de tnflexidn.

B. EXTREMOS SIHN RESTRICCIONES. CASO HULTIVARIADO.

Un punto xg = (x,,. .. ,x‘,u..z,.,) es un punto de maximo
st f(xo*th) = f(xe) para toda & = (his. ... Ry 5. 0k,]) tal gue Ay |
es suficientementv pequefia para toda § = s,2,....n.

De manera similar, se define a x, como un punto de minimo,
cuando f(xo+h) = (%), para toda A <on las propiedades
anteriores,

El gradiente tione un papel importante en la identificacién
de los midximos y minimos. Si un punto de una funcién con pendienta
cerc (gradiente? no es un extremo Cmaximo o minimol, entonces debe
sor un punto de inflexidn (Taha 1976).

1. Condiciones necesarias y suficlentes para extromos.

Existen tecremas que establecen condiclones necesarias y
suficientes para los extremos de una funcién f(i] en n varliables.
En los resultadeos que siguen so cupcndrid gue wxisilen las primeras
y segundas derivadas parclales de j(z_c). slendo éxtas, a su vesm,

funciones continuas en =x.

Teorema {.8.
Una condicidn necesaria para que x, sea un punte extreme de

/(_23). &3 Que:r

donde Vf = [%'. g—ig. . . .‘—;é]. es el gradiente de f y
a



¢ = (0,0,....02, 85 un vector de ceros.

De aqul, debe entenderse que en cualquier punte extremo, la
condleiédn 9/ (x.)=¢, tiene que satisfacerse, es decir. el valor del
gradiente debe ser el vector cero. Tal condicién es satisfecha
también por los puntos de silla y de inflexidén. Consecuentemente,
la condicidén establecida peor ol Teorema (.8 S nocesaria perc no
suficlente, para la existencia de un extremo.

Los puntos cobtenidos a partir de la solucion de 9f [’EDJ“"

son llamados por Taha C1976), puntos estactonarios.

Teorema {.9.

Una condicidn suficiente para gue un punto oeslacionario sea
extremo es que la matriz hessiana (o de Hessed H evaluada en xg
sea:

L) posttiva definida cuando %, es un punto de
mnimo, y
ti2 negativa definida cuando X, €s un punte de

mAximo,

Recuérdese que wuna matriz cuadrada Cnxnd) es: positiva
daefinida si los valores de los determinantes menores principales
de la matriz son todos positives. Por otra parte, una matriz
cuadrada es: negativa definida si el valor del k~esimo
determinante menor principal de la matriz tiene el signo de
C—i)k. k=1,....,n. Recuérdese ademis que la matriz H de wuna
funcidn, es la matriz de las segundas derivadas,

Ejemplo 1.6.

{0 Demuéstrese que la tuncion:

(ke %) = 2 4B, 42, =2~ (202} € B
obtiene un miaxime absoluto,

Solucidn:

La condicién necesaria para la ocurrencia de un extremo

en el punto zo= (X,0.%20,%50), € que Vf[(x,) = ¢. De aqui:



2L - 1-2x,x O, €1.13

%,
a
Tif %y ~B%e= O, . 1.2
a
'c?i',’ 2am,-2x,= O. 1.3

De la ecuaciotn €1.12 se obtiene Xy = /2. Por otra parte, |
resolviendo simultaneamente las ecuaciones €1.2) y (1.3}, resulta:
X,= 2/3 ¥ X,z 4r8. Asi, =i f tliene un extremo, e¢ste debe ocurrir
en el punte X,z (1-2,2,8, 4781, Demostraremos gque éste eg un maximo

absoluto.

Para establecer la condicidn de suficiencia, evaluaremos H,

la matriz Hesslana., en xp=r1r2,2/9,4-81. Obsérvese gue:
<y ot s
¥t B, I, %, d%,
H = %y s 2%
dx, 0x, 24 Bx, 0%,
"y 3%y o2
By %, dxy O, axs

para todo vector x = {x,.z{.x,J y, obviamente, para el vector

Nog = (4/2,279,4-97.

A continuacién obtondremos, sucesivamente los determinantes

menores principales de H‘x B
Xa

PR =1 -2l - -2

-2 0
o -2

i

"
I

P H, I

i



| Hgl = o V—a 1 =.-B .- CAplicando la regla de Sarrus
o o 3 _é para determinates de 3x3).

Los valores ~2, 4 y -8 alternan en signos que coinciden con

el signo de C-1>k. k=1,2,3. Lo cual implica que la matriz H xo €S
=o

no negativa definida, demostrandose por el Teorema .9 que f tiene
un maximo absoluto. El valor miximo deo f, es: o

(

-1
3

W
—
[
-
+

V]
——
(Y]
—
+
w v
—
(A28
—
'
—
(1 V] Lo
f
}
—

wp=

1) Demuestre gue la funcidén:

2 2 2 i i
(%, %)= B 4 Bag B 4Bx K B2, (s 2202,

tiene un minimo absoluto en R°

Solucidn:
Derivando a f con respecto a x,,%x, ¥ %,, @ jigualando las

darivadas a cerc, se tiene:

af _ -
5;,‘ 4z, +2x.= O,

P
E{E, = 4z +Bx, *2xy= O,

as
0_;(_, = Bx,+2x,= 0;

sistema que tiene una seolucidn Gniea: x,= 0, =x,= 0, =x,= 0, es
decir, xq,= €0,0,02.

Estableciendo 1a condicidn de suficiencia, se tiene:

n
a
V]

Al =

[+
)
x



cuyos determnanﬁes,méngres ﬁr'iﬁcipales, son:
| H,| =] 4 | =4,

_ 14 2
R

"

iz,

4 2 Q
4 2
(o3 2 (37

It
n

S6. CDhespués de aplicar la regla

H
' al de Sarrus),

Los wvalores 4, 12, y 86, todos positivos, implican que Hlxu
es una matriz pesitiva definida; por lo tanto xg= (0,0,00.
representa un punto minimo; cbsérvese que f(0,0,C3= O.

SiH xq no es positiva definida o negativa definida, %o debe
ser un punL; silla.

Puede darse el caso donde esto no es concluyente, es decir,
%o puede ser o no un puntoc extrems, y el desarrolle de una
condicidn de suficliencia llega a ser difficil; en algunos casos el
método del andlisis candnico que se describirid enseguida puede

llevar a informacidn mas concluyente.

2. Método del anilisis eandnico.

Considérese el polinomlic de segundo grado:
1 [ L P

Q= p+E A2 r;..z?»r‘);l B, 8022, €. 4>

[

Defi{inanse los vectores 2 y (3, y la matriz B, por las

relaclones:
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z, IED FEm Ao’z ... ﬂ;-/z

2 3z .72 Pzaz cee Baps2
> . : . 5= . v B = . B Ces -
Z, £ 3,172 o2’z s Be»
. En términos de los elementos anteriores, - el pollnbmio Q

dadeo por, (1.4)., puede escribirse:
Q = Ro+Z'A+Z' BZ. - 1.5

Puede demostrarse, véase Myers (19715, que ayazZ,= 0,

AQ/FZ,=0,...,0Q0782,= O, cuandoc Z es el vector:
Zo= ~B pr2. 1.8
El vector Ziz (Zie» Zzo:.-.. 2Zss), donde las primeras
derivadas de Q c<on respecto a 2, Z;.,..., £, se anulan, recibe el

nombre de punto estacionario. Un poco de Algebra puede demostrar

que el valor de Q cuande 2 = Z,, eos:
Qo= fBotls372. 1.7

Al introducir la transformacion Z= v+Z, en (1.5, es
decir, al mover el origen de coordenadas al punto estacionario,

entonces Q toma la forma:
Q = Qu+v'Bv.

Por otra parte, al introducir la rotacidn v = Mw, donde M
es tal que: M'BM = A, es una matriz diagonal, con las rafces
caracteristicas de M, X, ,,Az,.... A, en la diagonal principal,

entonces Q puede expresarse come sigue:

»

Q= Qo+w'Nw = Qu+ b k.w?.

e

17



Claramente, Q, s un miximo cuande todas las Ny son
negativas y un minimo, cuando todas las A\, Scn-positivas;' si..-hay
rajces caracteristicas de B de ambos signos,. entonces Qs ‘no.es. . un .

maximo ni un minimo, C(Myers 19712,

Ejemplo 1.7

Demuestre que el polinemio cuadratice:’
Flxiime) = Bayxt 33, R '[x,.z.)' e rR*
no tiene puntes extremos,

Soluctioén:

Con 'la notacién. introducida, claramente:
[o} o 4
- I
De aqul, las coordenadas del punto estacionarioc, son:
o pt __fo 417 o S <1 I
e oo

y puesto gue las railces caracteristicas de B, sastifacen la

ecuacidén caracteristica lB - A!i = 0, entonces:

[0 4] N [1 O] CO~-22 4 - o
4 3 o1 4 C3-AD
Asl se Liecne
z
A= BN + 16 = O,
y las raices caracteristicas de B, son: A, = 8.772 y X, = -2.77.

Estas difieren en signo, condiclén que implica que f no tiene

maximo ni minimo en [Rz. ocurriends un punto de =illa en:

18



C. MAXIMOS ¥ MINIMOS RESTRICTOS
METODO DE LOS HULTIPLICADORES DE LANGRANGE.

P

Sea f(x} = f{* .2%e.....%,) una funcién real definida en R

¥y consliderése el problema de encontrar sus puntos extremes cuande
so sastifacen clertas restricciones en x,,x,0...,x%,.

Definase el vector 2(::_) como sigue:

b - [ @ )

donde o, ()= o, (xormer ), y=1,2,..m El  problema de
encontrar los extremos de f, sujets a lag restricelones g, [&]: o,
p:(2)= O..... gulx)= O, puede resolverse con cierta facillidad,
introduciendo el vector de constantes A= (Ps.,k,,... .x,). conocido
como el vector de “multiplicadores de Lagrange".

La ecuacién 1{_ - X _q_g « P, un  voctor txp de ceros,

satisface las condiciones necesarias para puntos estacionarios.
Tomandc las derivadas parciales con respecto a todas las x; en 1la
ecuacidn anterier, se tiene:

4 - = yer,®2, oo,
Fo oA = o ¢

donde las ecuacicnes resultantes, junto con las ecuaciones de
restriccién g=¢, con ¢ un vector pxi de ceros, proporcicnan los
valores faclibles de = y X que satisfacen las condiciones
necesarias para puntos extremes, Lo anterier. asf definido. es5 el
método conocido como métode de Lagrange; el método identifica
los puntos estacionarios de problemas de optimizacidn con

rastricciocnes de igualdad.

Sea:

Pl @

(mep) x (mep)

donde O, es una matriz mxm de ceros;
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Y. (%)

Vo”&) mxn

con Vg, (:f_). st endo el vector hilera de las primeras derivadas de

Pir CON respeclo a8 XisXgr...rsXp; Yi

o L (x .2

gx, oOx,

y para toda i y j

pRp

stendo L (% «A) = f{x) - A g(x). la funcién de Lagrange. Q es

entonges la matriz de segundas derivadas de |,

La matriz HB es la llamada matriz hessfiana de la frontera.

Dade el punto estaclonarie {zo. Ag) para la funcidn de
Lagrange L&:_. Z\_) y la matriz hessians en la frentera Hn eval uada
en {xs. Ao}, entonces x, serd un punto de:

12 Maximo si, comenzando con el detorminante menor principal
de orden (Em+1), los UWltimos Cp~md determinantes moenores
principales de H". farman una eonfiguracidn de signos alternos,
comenzando con el de C—x)m“.

$t)  Minimo si, comonzando con el determinante menor
principal de orden (2m+1d, los Gl times (p-m? determinantes menores

principales de Hn tienen el signo de -,

Con los resultados anteriores, se tiene que: un  punto
estacionario puede ser un punto extremo sin  satisfacer las
candiciones anteriores; es decir, estas condiciones son
suficientes, pero no necasarias CTaha, 189773,

Existen otlras condiciones gue son tante necesarias como
suficientes, Definase la matriz:

0 P

P ——

P la-pm

evaluada en el punto estacionario (%, __k_,,) P y Q se deflnen come



antes; p es un parametro desconocido.

Al considerar el determinante [A]|, cada una de  las Crn~md
rafces M del polinomio |A]= 0, deben ser:

i3 Positivas, si xo €S un punto minimo.

t{D Negativas, si xg 5 un punto mixime.

Ejemple 1.8,

Considere el problema de minimizar:
=) = %% + x> + x> , sujeta a las restricciones:

9!(2‘_) = Xy v xe v 3, -2 =0,
y
g,(a_c_) 2 Ba, + 2%, + xy, -5 = 0.

Solucion:

La funcidn de Lagrange es:
L{x A) = 22 4 xd o+ xf -y [y + % + 3, - 2)
- X (B + Bx, + x, - 5).
Derivando se obtienen las sigulentes condiciones necesarias,

para la ocurrencia del punte estacionario:
aL

“El—=2x'—)t"5>\a=o-
31;2=ax‘—>\| -ax = o,
90%,‘:2*" ~ 3, - A, = O,
g_l):,':‘("""r*i?x,—a):o,
g—;f::—CSx,+axe+x=_5)=o_

La solucidén de este sistema de ecuaciones sinmultaneas
produce:

%o = (Xi0s Xzo» %30) = €O.81, 0.35, 0.28),

A= (Ayos Ase} = €0.08G7, 0.3067).
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Hn es la matr{z:

0
o]
H = 5
2
1

,Puesto que en este problema m=2, 2m+t = 2Zx2+g = 35; debe

copprobarse que los ultimos p-m = 3-2 s 1, determinantes mencores

principales de Hu. tienen el si{igno de ¢-10™= ¢-13%: +i. Es decir,
en eslte caso es suficiente probar que | Hu|. es un  numero
positivo.

De aqui:

| #°] = 480 > 0.

le cual inplica que en x,= €0.81, 0.35, 0.28>, ocurre un minimo.
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CAPITULO (I

EXTREMOS DE FUNCIONES POR METODOS NUMERICOS,

El c<ilculo de extremos de unha funcidn no lineal sin
restricciones, on una o mAs variables puede ser, on muchos casos,
dificil.

Los métodos numéricos que se describirdn en este capitulo.
Juegan un papel importante en la optimizacidn de dichos problemas.
Ademis, para una mejor comprensién de la Leoria desarrollada  para
los mélodos, se presentardn varios ojemplos {lustratives.

Cabe mencionar que, en la Gllima parte de este capitulo, se
expone sin muche detalle, un procedimientoe de optimizacidén

multivariable con restricciones.

A. EXTREMOS DE FUNCIONES EN UNA VARIABLE.

Un problema no lineal sin restricciones en una variable;
tiene la forma:

optimicese 2z = fCx>,

donde fCx) es una funcidn Cno lineal de la unica variable "x"
¥y la bisqueda del valor ¢ptimo Cmaximo © minimod se realiza sobre
todo el conjunto de ndmeros reales.

En la practica, rara vez resulta fructifera la localizacién
de &plimos empleands el cdlculo, ya Sea porque sSe desconozca
analfiticamente la funcién objetivo, lo cual hace imposible 1la
diferenciacidén, © blen, que los puntos estacionarios no puedan
obtenerse algebrdicamente. En tales casos, se enplean métodos
numéricos para aproximar la localizacidn de algunos de los dplimos
locales dentro de una toelerancia acepltable (Bronson 18842.

Estos métodos que son t@¢cnicas de busqueda secuencial,
empiezan con un intervalo finito, sobre el rcual, se considera que
la funcidn objetivo es unimodal; e¢s decir; sSe considera que el
intervalo incluye uno y sélo un punto en el cual (x> tiene un
miximo © un minimo local.

tas teécnicas reducen entonces, sistemiticamente, el
intervale alrededor del dptimo local, hasta que éste yueda

confinado dentro de los limites aceplables. Esta reduccién se



efectua evaluando secusncialmente la funcién ohjetivo en - puntos
seleccionados, y empleando después la propiedad unimodal, para

eliminar porciones del Ultimo intervalo,
o Coy, fCx3D

Cx,, fCx,20 .

L 1 1 J

=3 x, xp &
Eliminegse owvte Eliminese ente
intervalo at se intervalo st ame
busca un maxime busca un minime
local local

Figura &. 1.

Considérese, por ejemplo, la Figura 2./ que muestra los
valores de la funcidn objetivo on los puntos x, ¥ X:. Si so sabo
que un minimo local ex el Unico valor extremo en [a,b] entonces
este minime debe estar a la lzquierda de x,, ya que fC(x2 ha
empezado a incrementarse a partir de este punio ¥y, por ia
propiedad unimodal, debe continuar incrementdndose a la derecha do
¢l, Por lo tanlto, el subintervalo (x..®] puede descartarse.

Si un maximo local es el unice valor extremo en [a,dl,
entonces debe estar a la derecha de x,, y al subintervale C(a,x,d
puede descartarcze. (Sronson 1984).

Hay di versas técnicas de bisqueda secuencial, pero en esta
investigacidn se hara referencia a una, en la sigutente Sseccidn.
VeAse Bronson (1084).

i. Busqueda en 3 puntos del intervalo.

El intervalo a considerar se divide en 4 partes y se evalua
la funcidn objetivo para los 3 puntos equidistantes interiores.
Enseguida se determina ¢l punte interior gque produz.a el mejor

valor de la funcién objetivo Cen caso de empate, seleccidnese
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arbitrariamente uno de los puntos), y el subiptervalo con centro
en ese punto, formado por dos cuartas partes del intervalo
inicial., reemplaza al propioc intervalo inicial.

La busqueda en 3 puntos del intervalo es el procedimiento
mas eficiente de busqueda a espacios iguales, cuandc se desea
lograr una tolerancia previamente dada, con un ndmero minime de
evaluaciones funcionales. También es una de las busquedas

secuenciales mAs faciles de programar en computadora.

2. Funciones convexas.

Los procedimientos de bUsgueda garantizan la aproximaecidén a
los 6ptimos globales en un intervalo de bUsqueda, sdle cuande la
funcisén objetive es urdimedal all{. Generalmente. en la practica ne
se sabo si una funcidn objotive particular es unimedal sobre un
intervale dado. Por lo tanto, cuando se aplica un procedimiento de
busqueda bajo esta situacidn, ne existe la seguridad de que este
procedimiento descubra el éptimo deseado, (Bronson 18984),

Una funcidn f{x> ez convexa en el intervale e ((finito o
infinitod, si para 2 puntos cualesquiera x,y %, en ¢ y para toda o
en (0,1): |

j[ox.+c1—a3x,] £ ofCx, D+~ fCx,D <a2.12

Si C2.1) se cumple con la desigualdad inversa, entonces fCx)
es cdncava. Asi, una funcién que no es convexa, es céncava y

viceversa. Las funciones cédncavas y convexas son unimodales,

Teorema 2. 1.

Si{ fCx> tiene dertvada de segundo orden en ¢, entonces fCxD
es convexa en p, s¢le st f''C(x220 para toda x en ¢ f<x2 o=
co_'ncaua s56lo st f''Cx>20 para toda x en p.

Teorema 2. 2.

5L f(x> es convexa en p, entonces cualguier minimo local en
p s mintmo global en p. St f(x) es codncava en ¢, entonces

cualguier miximo local en p es un maximo global on p.



Si (28.1) =ze cumple con la desigualdad estricta, excepto .en
a=0 y a=1, la funcidén es estrictamente convexa. Tal funcién tiene
una. segunda derivada estrictamente positiva y cualquier minimo

local Cy por lo tanto globall es uUnico.

Ejemplo 2.1,
Usese la bisqueda en 3 puntos del intervalo para aproxdmar

ia localizacidn del maximo de f{x2= x(Sn -x2 en (0,207 con una
aproximacidn £=1.

Solucidn:

Ya que f’'(xd)=-2 { 0 en cualquler punto, se tlene del
Teorema 2. { que f(x) ec= cdncava vy, por lo tanto, unimadal . en
[0,20}. Se tiene entonces la seguridad de que 1la blsqueda en 3
puntos del intervalo ser4 convergente hacla el miximo global.

Localizaremos ef midximo por aproximacliones sucesivas:

Primera tteracidn:

Dividienda (0,201 en 4 partes iguales, se tiene que x,= 5,

xyz 10 ¥y x,= 15 son los tres puntos interiores, Entonces:

fCx,2= =, (Sn-x,d= B(Sr-82= B3.864,
fCx,3= x,0(8r~x,)= 10(8a-103= 57.08,
FCx,0= x,(Bn-x,)= 18(8n-183= 10.62.

Ya que x; es el punto que genera el mayor valor de la
funcién objetivo, se toma al intervalo [(5,15] con centro en X,

coms @l nuavo intervale do inleréds.

Segunda tteracidn:

Se divide [5,15] en cuatreo partes iguales, con x,= ’7‘5_.

x,= 10 ¥y x;= 12,5, como los 3 puntos interiores. Asi:

fCx.D= x,(Br-x.d= C7.58)(5n-7.52= Bi.56,
fCxed= 2 CBr—x,d= 10CST-102= 57.08 (como antes),
FCxydm x,(Br-x,2= C12.5)(Sn-12.5)= 40.10.
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Ya que %, es el punto interlior gque da el '‘mayor valor. de
fC¢x0, se toma el intervaleo (5,10] con centro en x,, como el nuevo

intervalo de interés.

Tercera Lteracibdn

Se divide [5,10] en cuatro partes iguales, con x.= 6,285, x,=

7.5 y x,= 8.75 como los nuevos puntos interiores, enlonces:

FCxed= (6.252(51-6.250= 58,11,
FCx,d= (B1.BB) como amlan,
Fix,0= (B.755C5n-8.75>= &0.68;

come x, da el mayor wvalor de (x>, se toma el intervale [8.25,

8. 78] con centro x.. como el nuavo intervale de interéds.

Cuarta ileracidn:

Dividiendo {6,235, 8.79) en cuatro partes iguales, se generan
Xaz 6.875, x,= 7.5 y x,= B.1288 como nuevos puntos interiores,

entonces:

fCoxed= (B, B7S)(Sn~6.8753= 60. 73,
fCx D= BL.86 (como antens,
FCxgd= (8.1255C5m-8, 1253~ 61.61.

Se tiene ahora que x, es el punto interior que da el mayor
valor de la funcidén objetivo; se toma por lo tanto el
subintervalo (7.9, 8.75] con centro en x,, come el nuevo intervaloe
de lnterds; pere =1 puntn medio de este intervalo, estd dentro de
la teolerancia previamente establecida, =£z1, deo aqui dque se tome

come punto éptimo :

%72 xe= 8.128 con 2" fCx,d= B1.61.



B, EXTREMOS DE FUNCIONES MULTIVARIADAS SIMN RESTRICCIONES.

En esta seccidn se eoxaminara brevemente, el ‘problema de

encontrar extremos de funciones multivariadas, sin restricciones.

1. Método del ascenso acelerado.

Se examina la funcién, dandole valores arbitrarios (con una
clerta secuencifad, empleandeo cualquier informacién previa acerca
de la posible ubicacién del miximo.

Sea entonces Eu:c-x,u.x“,..., . mao) el  vector inicial Cde
acuerdo a los valores arbitrarios dados, el punto que maximice a
la funclién, ser& nuestro vector iniecial). Determinense después los
voctores Xis Xzr Xye...s por lia relacidn {terativa:

L]
Xt B PN a2

Aqui , K: es un escalar positive que madmiza f x, 0t le .
x.
-k
3
Es mejor si xk represanta un miximo global; sin embargo, un maximo

local gsirve. E]l procese iterativo termina cuando 1a diferencia
entre los valores de la funciaén objetive para dos vectores
sucesivos, es menor que la tolerancia previamente establecida.

El dltimo vector = caleulado se‘ vuelve la aproximacidn final
para 5‘.

Cabe mencionar, en cuantoc al valor de la tolerancia, que
entre mas peguefia sea, se tendrd un valor mas aproximade dal valeow

maximo CBronson 1884).

Ejempla 2.2,
Useses al método del aftconsoe acelerade para resolver el

siguiente problema:

Maximicese g= ~Cx,— ¥ B 3 = Cx,~m>7- 10.

~a
o



Solucion:

Al realizar un muestreoc sobre varios puntos Ha la funéisn
objetivo sobre la regién -10 £ x,,x, $ 10, se obtiene. el ,‘Yalcr
maximo para j, -18.48 y ocurre en x,=[0,8]'; se Loma’ como la
aproximacidén {nicfal para A_c'. : o ; ‘

El gradiente de la funcién objetivo es:

-2Cx,~ ¥ 5 2
VIl cacxe-

‘Primera [teracidn:

o —ac~vE 3
%ot A Vf, = * 1 —acs- moraes i
% L5

De aquf:
f(£¢,+ A ‘7[] ]= ~C4.47811-2. 236127~ (5-3.7188A-3.1416)% - 10
xa

= - 33,74 A2 + 33.74 A - 18.42 .

Se tiene que osta funeidn de A asume un maAxime glaebal en

X:=O. 8, puesto que:

fCx>= ~33.74 A7 + 33.74 X - 18.42,
FrCxd= B7.48N + 33.74,

23.74
A 745 a.5.
Ahora considérese:
_ 8.587 - 8.722C.5 = 2.238
xi= Zot A V"lx = [5.89 - s.499c.5>] [3.142 ]
o

con fCx,)= ~10.00. Ya que la diferencia entre [fCxd= 18.45

fCx,2= ~10,00 es significativa, se continla con las iteraciones,



Segunda Lteractidn:

: P 23;3 “2C2.238 - ¥ 5D
=+ N Vflx = [ 3l1az| YA | —acst42-
, .

2.236 + . 0001
3.182 - . 008A *

De aqui:
I[’_Cu"‘ N Vf| ]= -C2.238 + .001x - ¥ B 3% - ¢3.142 -~ .0008\ - n >*®
) 4o
= ~ ¢B.600A"-~ &.382N + 10"> 107",

Tenemos k'.': 0,4008, y de aqul:

s b ATY _ 2.238 + .0001<¢. 45085 ~ a. 856

Zes 2 Ny Il" = | s.142 - .oc0BC.4c00> | 7 | 3.142 |

]

Como Ky=x, hast‘a la aproximacidén empl eada, se acepta

[2. 236, 3. 142] ' N punto en el cual 3‘:-10.00.

2. Método de Hewton-Raphsorn.

Seleccidnese un vector inicial x,, como en el método del

ascenso acelerado. Los veclores =x,, =x;, x3,.... se determinan

iterativamente mediante la relacitn:

Hod H T | Hy . v/ .
La regla para detenerse es la misma que la empleada en el
método del ascenso acelerado.
El método Newlon-—-Raphson convergerd a un maximo local, si H/
es negativa definida sobre alguna vecindad e alrededor del mAximo

¥y si 2o queda dentro de esta vecindad.
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Debe menclonarse que si H;’ es negativa definida, H;’exist.e

y es negativa definida,

Si no se selecciona correctamente el vector inicial Lo
el mélodo puede no converger eon  absoluto, En ambos casos, el
proceso flerativo se da peor terminado y se inicia nuevamente con

una mejor aproximacién intcial.

Ejemplo 2.3

{2 Usando el métods de Mewton-Raphson maximcese:
2 ~Cx, ~Y B O x.-m - 10,

can una tolerancia de 0.05.

Solucidn:
Considérese el muestreoc de la funcién =z en los
puntos de la Figura 2.2

X2
. . . 10 a "
L] L} 5 L3 n
xr

=10 -5 0 ] 10

[ " -5 L]

n - -10 - »

Figura 2.2
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Xz 2

a o ~ 24.8008

P L] ~ 10.432348

o 10 - 62.0877

L -] - z7.%089

! £ £ - zs.o0p2p
) L 10 - 54.6771
10 © - 80,1482
10 . E] - 7a.78239
10 10 -117.81084
-5 o - 7z.2802
- E] - ¢5.81438
-5 1o -100. BB 4
-0 [} -t10p, 3909
-10 E] ~163, 4730
-10 10 -2006. 7504
° -3 - 81,2835

o -10 ~187.7014

~3 -5 -120. 0462
-3 -10 -233.0021
~10 -a ~z20,0098
~10 -10 ~332.4228
E] -3 ~ 83,9340

3 10 ~190, 3407

10 -3 -130, 504 4
10 =10 -242.9BOD

Tabla 2.4 Conjunto de wvalores da
z oBlenidos al oustitluir lon

puntos soleccionados on la ecuacidn:

z= -(x,—rs-)z(xl—n]z— 10,

Como punto inicial se elige o= [0,85], con fCxd= -18.433.
El vector gradiente, la matriz Hessiana y la inversa de la matriz

Hessiana para esta funcidn objetivo, son, respeclivamente:

ar -2x,- Y5 O 2 o .
/= -2Cxz- 1D : H/’ [0 -2] : H/

para toda x, y =x,.



- Primera tteracién’ - -
So'tiexie:, :

- 4. 472]

= |-3.7t8

5 V'leeﬁ[-‘?@ ZThy

entonces:

-1
meror (W) ¥ |
- o} _ [-o.8 ¢} 4.472 - 01 _ f-2.238%1 _ [2.2386
S o -0.8 -3.716988 5 1.858) ~ |3.142] °*
substituyendo x, en Z, resulta:
zefCx%,2=-10, 00
Come se obtiene:
/Cf.)—/(a:,,): -10. 00-C~18. 483>= B8.453 > 0.5,

se continuan las {teraciones.

Segunda tteraciédn

Se tiene sucesivamente:

o7 . -ae{a.2836-vyY § D _ [-0.0001
xy -a¢3.142 ~ m ; 0. 0008’

-1

zeemc( Helw ) .

_[2.a2s8] _ [-0.5 o ~0.0001Y _ f2.236
3142 o -0.5 0.0008]) ~ 3142
Substituyendo z, en @, se tiene:

2 = fCazd= =10,00.

Puesto que fCx,3-4(x,2=0 < 0.085, se toma entonces:

Ll

x'= x, = [2.238, 3.142)', con z'= fCx,>= ~10.00.
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O Usande el T T metode T de - ’Newr!.'or'\—Ra'ph_s{;n i maxi mi cese
. 2= “—seﬁx;ﬁrz*’coscﬁc,-ﬁ;z,‘) - S
con una. tolerancia de 0.05, . KRR

Soluciens

Considérese el muestreo.de la f‘unéién ‘2 en los puntos. de - la
Figura 2.3. ) :

Xz
= . » ] Yo s * +
» * - &, 73 « " *
» # . . 50 ¥ v « v
x ¥ » ’ 250 ¥ - b

- Xt
4 -3s -s0 -25 (0 25 w0 75
% I * + 25 » » »
- * » « ~50 ¢ . * »
. s » . -5 . = »
w » * * L] LY ¥ »

Figura 2.3
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En los punté:s seleccionados z toma los valores de la Tabla 2.2,

x, P E
- 1 1 t. 0100
t 1.01i20
1 t. 0009
1 1. 0041
. 1 - eoen
L . PS5
. GO 1 PRz
.75 1 . poce
1 1 . onz5
- .75 t.o0t2a
- ?5 .?5 1.000¢
-. 50 .25 1.0053
~. 25 .75 1.00a1
o .75 - pPes
.25 .75 . PD8s
-1 .75 BE-t-1- 1
.77 .75 . 22048
1 .75 -pPOoGe
hd i . S0 1. 0003
- 75 -1 1. 0008
-. 50 . 50 1.0042
- 25 . 50 1. 0020
] . B0 . ODOS
25 -1 .we?8
. 50 1 - oond
.75 - 50 . PP9e
1 . 50 REETTE )
- 1 .25 1. 0048
-. 75 . an 1.0081
~-. 50 « 25 1.0020
-.25 .25 1.00s0
o <20 . DPOY
.25 .25 .ooa
. 5a .25 . D970
.75 .25 rCr-22]
t .26 [ -t-11]
- 1 °o . poDG
- - 75 o . PODD
~. 50 o . oo
-. 2% [¢] . PRPO
o 3 1
.25 4 .PPOY
-1 o LPPoR
.?5 (<] N =fd=1-]
E 5 . o0

Tabla 2.2. Conjunto de valores de

z obtenidos al augtituir tos

puntos aeloccionadoa eon ta ocuacidn:
2 2 TEHeN X 4XatCOos(x ~Xzl.



continuactdn. "

-1 -.25 . ppss
-. 7?5 -.25 BT
~. 30 . Pl
-. 25 . oeDe
a . woeo

. z5 1. 0010
. 50 1.0020
.75 1.0091
1 1.0041

- 1 Lpoiz
) -.75 . opu4
~. 50 . P050
-. 25 . o070
o . 0oep
.23 1.0020
.50 -, 30 1, 0047
.7 .50 41,0009
1 -. 50 1.0009

- 1 . PB OGP
-. 75 . 9904
~-. 50 . 0use
.. 25 . . Ppos
o . POPO
.25 1.008¢
. 80 -. 75 1.0063
.75 - 75 1.0004
1 -. 75 1.0220
ERE -~ 4 .pazs
~. 75 - 4 . pBGO
-.50 - 1 T2
-.23 - 4 . PO5T
o - 1 . opa0
.25 - 1 1. 00414
. 50 -4 t.0027
. 7?5 - t 1.00206
1 - 1 1.0198

Tabla 2.2. Conjunto de wvalores do
£ oblenidon al sustituir los
punion soleccionados sn la ocuacion:

Z = —sen x, xstcom{x-%Xz)

El vecltor gradiente y la matriz hessiana para esta

objetivo son, respectivan

~xcosx, Xz-senlx, ~x.D

v =

—x cosx, Xa—senlx, ~x,)
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Hy =

2 .
X2SENX, X, ~CcoOs(x;~xp) ~COSX X +X X 5enc, K tcos{e,~xyD
2
—COSX, X ~%, X ;5€n%, X +cos(x, -2, xpsenx, X ,~coslx, =xz)

Se elige 2,:C0,0) como nuestro valor ‘inicial,

Primera {teractibn :

Se tiene:

v’lﬁoz[g]' Hy at[g 8] [H/l-'fu]-:[g 8] :

entonces:

-
[¢}
i mely) 1)
con fCx,2 = 1, y como FCxI=fCxed = 1.000 -~ &t = 0 < 0.8, setoma:
x"= 2= 10,030y 2'= flxd = 1.

Se elige ahora a x,=C(-1,12 como nuestro valor inicial.
Segunda iteracidn:

os] - [1-0346 H _[t.0167  o©0.0169
|%07 foroes | flx.= 00168 -1.0167] °

H Tt [-.0837 -.0163] |
fl-'_‘v “1-.01830 -.g9a37)]
entonces:

-1

%= ’_‘a'[Hfli P
11 [-.es37 ~.0183] [t.0348
a 1 ~. 01630 -. 8837 0. 865

- 3] - [5]

37



con fCx,7 = 1. ‘Como: . fCx) = fCxgd = 1.000 - 0,9977
~=-0.0083 < 0.0, se toma:

3. Programas SAS para la aplicacidn del método de Newton-Raphson

El procedimiento IML de SAS para microcomputadoras, ofrece
alternativas de pragramacidén de rutinas jterativas de cdmputo.
Como un ejemplo, considérese el programa de la Tabla .3, el cual
aplica el método de Newton-Raphson para encontrar el maximo de la

funcién:

= = —senx,xptcoslx,-x,J.

Esta funcidn fue evaluada manualmente, como se presenta en el
ejemplo 2.3, El programa requiere la alimentacion de expresiones
SAS, muy parecidas a las instrucciones de los lenguajes BASIC,
para la funcidn objetive, la matriz Hesslana y el gradienta,

Para el uso del procedimiento IML, el lector puede consultar
los manuales SAS, del SAS Institute (1983,

En el programa de la Tabla 2.3, F(x) es el gradiente de la
funcioén objetivo y JCx3 es la matriz Hessiana.

Abajo se presenta el resultado que produce la computadora:

EL FUNTO MAXIMD ES:
2. 236068
3.14151¢

Se observa que este resultado concuerda con el punto &éptimo

obtenido en el ejemplo 2. 3.
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Tabla 2.3. Programa SAS para la aplicacidn del Método
de Newton-Raphson )

START MEWTONS
RUN FUNY
DO | TER=1 T0 PAXITER
WHILE (MAX(ABS (F))»CONVERGE }1
RUN DERIVY
DELTA=—SOLVE(S.F)
X=XHDELTA
RUN FUNS
END}
FINISHY
naX1 TER=21
CONVERGE=0,055
START FLN;
xm:xlmi: x2=x|aii
F={-2{X2-{SQRY ) )//
(~Eu§xe—n):
FINISH)
START DERIV:
J={-2 1} o)/
(o || -a)
FINISH
Do:
PRINT “EL PUNTO MAXIFO ESI")
¥={g.sh
RUN NEWTONs
PRINT Xi
END;
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C, OPTIMIZACIOM MULTIYARIABLE CON RESTRICCIONES
KETODO DE NEWTON-RAPHSON

Sea x el vector: x=lx,, »;, ... x.1". La forma estandar de
un - problema para el calculoe de extremos de una funcion, . no
‘lineal con restricciones de igualdad es: i

Masximizar : =z=/Cx),

sujeta a las restricciones:

8.,Cx3= 0,
8aCxd= O,
. cz. 2
9.C2= O, ’

con m{h (menos restricciones que variables).

Para resolver el problema, se forma la funcidn de Lagrange:

"
LCx, v ®ase o s ®ashy o Rpse o shad = fCI-E A, g,C2D. ce. 3
- [ ] -

Al tomar derivadas de .., =e obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones:
%f o, FEEETT- S
(=1 ]
aL :
ET,= o, i= 1,2,....,m;

el cual debe resolverse simultaneamente.
Describiremos enseguida el método de Newton-~Raphson para la

solucion del sistema €2.43,

Por hipdtesis:
Llxyy Xau.vvn Xae Ayy Apyeo.y Amd = LC2d,
@s un sistema no lineal de ecuaciones, (<3} cual resulta
generalmente imposible de resolver analiticamente. Sin emtrargo,
como las soluciones de €(2,4), son los puntos estacionarios de

LC=zd, y dado que los extremos de L(z) son algunos de los puntos

8o



ostacionarios, deberd ser posible ‘legrar  aproximarse al extremo
derecho de LCz), que corresponde a. la Vsol’ucl,én optima del problema
original. La forma {terativa de lograrlc se realiza a través de la

'reiaciéh:
- - .—I
T R [Hx. lzk] vlzk )

Este enfodque tiene valor limitade porque es5 muy diffcil
determinar un =4 adecuado.

) Para un ¢ incorrecto, ol mélode de Newton-Raphson puede
diverger o converger en el extremo “errénec® de LLz2). Tamblén es
posible que el método converga cuando ne exisite la solucidn spltima
CBronson 18843,
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CAPITULO [II

AJUSTE DE FUNCIONES DE RESPUESTA.

En la determinacidén de o4ptlimos, uno de los aspectos
fundamentales es lograr el ajuste de la funcidén de respuesta
propuesta. Esenclalmente, se considera el valor de la respuesta
explicado como una funcién contfnua de los niveles de los

factores; asi{: si n es el nivel de la respuesta, cnlonces:

N= Xy Xae. . os X,0 3.1

f puede ser de estructura matemitica muy variada y propuesta por

@)l investigador, en tanto que, @) fendmene que estudia a las
variables »n, X,X:,..., X,, debe ser, necesariamente, un fendémeno
abservable,

Ahara, en general, el valor observade Y,, i=t,2,...n ¥y lo
que pronostica s para los valores ) SR ST SN

correspondientes a la observacién, no coinciden con exactitud en

la mayoria de los fendmenos objeto de estudio., de moedo que podemos

escribir:

Y, = SR, Hieroonw X0, = e, Lst.2.....n. €A
donde e,, el error de observacidén, pucde considerarse come una
variable aleatoria. Usualmente se supone ECe 3= O, ECef): %,
y Ele,e,d= 0 si i®j, siendo o una constante desconocida, vy
por el Teorema del Limite Central, los errores e,, se consideran

di stributdos normalmente.
Para aclarario un poco, del fendmeno en astudio se hacen n

observaciones, leniéndose. como resultado, n vectores de la forma:
CY, o Xyye Xyzveoow X,02, i= t,2,...,n; 3.3

con estos valores observados, el sigulente pazo es lograr el
ajuste de los datos a la funcidén .
En este caplitule, expondremos brevemente la estructura

matemdtica mas comin de las funciones de respuesta propuestas por



los - investigadores, refiriéndonos particularmente. Tal 'mz;derlc'
lineal gereral y a algunos modelos no lineales de mayer emplec “‘en o
las aplicaciones, asi como también, a los métodos ;est'adlst’,icos‘

apropiados para el ajuste de los modelos propuestos.

A. EL MODELO LINEAL GENERAL

En muchas situaciones f s una funcidn lineal’ de:—losr

parametros, es decir, f es de la forma:

FCX oo Xizgeoonw X032 = Bo + ByX, + FaXie + ...+ 3,X,,, C3.4_)
i=4,2,....n, tn > p+i)d

donde o, Bis...v A, son pardmetros desconocidos que pueden

estimarse a partir de las observaciones. De aquf, si (3.4 se

substituye en (3,20, se obtiene:

Y= o + Xy, + FXoe + 0+ BX, e, Ca. %
is ¢,2,...,n,
2 2

ECe, D= O, ECeyd= o, ECe,e,d= O TN

C3.9) es ol llamado modelo general de las hipdtesis lineales, o

bien, modelo lineal general. De acuerdo con la estructura de este

modelo, los términos Y, son variables aleatorias, pers las
cantidades X,,, 'X, z1e-.. X,.p. deben ser valores numéricos
conocidos; es decir, las X,,, i= t,2,..., n, j= 1.2,..., p. son

constantes numéricas v no variables aleatorias,

1. Modelos lincales especiales.

El caso mAs simple ocurre cuande Y, se aproxima por una
funcién lineal de los niveles de los faclores, como ocurre en la
expresién €3.5>. En otras ocasiones, f es un polinomio de grado
entero en une o mas factores; por ejempleo, ¢n wl caso de un sclo
factor, puede aecurrir que f sea un polinomio de grades m en X,,

como sigue:
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FERy s Kianinon X, 0D = Bo + 3Ry X Lo R AR ¢3.8>

L21,2,0..,0. B
Puesta que al ser dado el nivel X, del factor ‘en  estudio,
automaticamenie es posible calcular los valores X?..‘.. ¥, puede
verse que haciendo:
Xi= Xouw XT= Koo, XP= %,

al swubstituir f por el lado derecho de (3.6, en teéermines de la
equivalencia anterior, se obtiene la expresién (3.85) del modelo

lineal general. En el caso en que f es un polinomio de segundo

grado en los niveles de losz factores, sSe tiene la oxpresian
general:
P [
2
SRy Kizreons X)p2 = g TE. 3,X, +‘g‘ By Xy, *o.-
PP 3.7
+ )"j ‘g ‘ﬂ;.x.,x...

1k

nuevamente, puede verse que conocidos los valores X,,. puedan
caleularse de inmediato las cantidades X?, y %X ,;X.v», obteniéndose
un modelo lineal en los parametlros, que serfla un caso particular
de (3.5).

Los polinomios con exponentes fracclonarios conocidos sobre
los niveles de los faclores, también ocurren como un <aso

particuiar del modelo lineal general. Considdérese, por ejempla, el

model o:

Ve for AT+ 5007w p XN s eyt 2 x0T e
Lm1,2...0 .0

en este caso, si se dan los niveles X,, y ¥,,, automaticamente

es posible calcular las cantidades X?]d. X?;?. X?]z. X?;o.

x?;“x?;’. para todas las observaciones, tenléndose de nuevo a f/

como una funclidén lineal de los parametros.



2. Modalos Linealizables.

Los modelos linealizables son aquellos.. éue, mediante una
transformaciédn, dan lugar a un modelo lineal;’ antre“lbs mas
conocidos estan los modelos tipe Cobb-Douglas; cuya fbrma geneﬁai

es la siguiente:

B 82 B
Y= oQy Qe « . Qip Meo t=1,2,..., n, €3.8>
donde Y, es la respuesta, Qe Quesrevon Qup san los niveles
ensayados u observadeos da las variables oxplicativas,
& 3y4f32s...+{3; Son los parametros del modelo, y las 7n, son los

errores (multiplicativos) del propioc modelo. Tomando logaritmos en
€3,8), se obliene:

log CY 2= loglad + 3,10gCQ, (2 + ,1oglQ, > +...
+  f3,legCQ,,> + logln,d.

3.a

que es un modelo lineal en 36, 3+ (es-...» (3,» después de hacer
logCeD= fIy; las logCy,) serian los errores del modelo. 3.8 eg
entonces un modelo linealizable, puesta que, una transformacidn

logaritmica, produce un madelo lineal, aquél dado por C3.9)

B. MODELOS NO LINEALES

Cuando f no es una funcidn lineal de los parametros,
entonces se obtiene un modelo de regresidédn no lineal, siempre que
no exista una transformacidén quo linearice el model o.
Consideraremos en esta seccion, algunos asodasloz de reagresién no

lineal.

1. E1 modelo semilogar{tmico.

En los fendmenos relacionados con el crecimiento de seres
vivos o poblaciones, o bien, en el contexto econdmico en los
fendmenes relacionados con el crecimiento de una empresa o de un
capital, si ol nivel de la variable dependiente Y= f(XD, donde X

es la variable explicativa, tiene una velocidad de crecimienio que



es proporcicnal - al valor actual de Y, puede ascribirse;

D.IQ.
==

= BY. €3.100

Separando varlables e integrando, se obtione:

ay
% - J Adx,

de donde resulta:
LnCY¥d= fX+C, €3.11>

donde Ln denota al logaritmo natural y C es una constante de

integracién. Tomando exponencialas on ambos miembros de (3,112, se

tiene:
.
ye o * C L nefX €3.12>
donde se ha escrito ec= a. Al bhacer observaciones del fendmeno, Y
no resulta exactamente igual al valer cbservade, ocurriendo wun

error de observacidn < Cusamos oste simbolo para el error, para no
confundirlo con e, la base de los logaritmos naturales), pudiendo

escribirse:

Y- ol te €3.13
Véase la Figura 3.1.

€3.43) es un modelo no lineal en los pardmetros a y (1, que es

imposible de ser linearizade a travéds de una transformacidén,

Obsérvese yue si en (3,130, el término de error es

multiplicativo, se obtendria el medelo:
Y= ueﬁx &, C3, 14>

el cual podria transformarse a un modelo lineal en los parametros,
mediante una transformacién logaritmica. As{, si en (3,14> se

toman logaritmeos naturales en ambos miembros, se cobtiene:
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P

LnCY): LnCad + f3X + LnCed, €3.15

C3.15> es un modelo lineal en les parametros LnCad y . (3.13
y €3.143 no son, entonces, modelos equivalentes. Las diferencias
entre estomx modelos han sido establecidas en el trabajo de

Castillo M. C1878).

2., El modele logaritimico.

Supdngase que en una funcidn de produceidn la rapidez de
variacién de la cantidad de producto Y, con respecto a la cantidad
de {insumo X, es directamente proporcional a la razén entre

producto e insumo., Es decir:

= by - €3.18)

En este modelo X y ¥ sélo pueden tomar valores positivos, y:
Ci2 si 3 es positivo, el modelo puede representar el crecimliento
acelerado de una empresa, proporcionalmente a la razén Ys/X, lo
cual incrementa las diferencias con otras empresas; (ii) si 2 es
negative, el fenémeno se (nvierte, y la rapidez de variacién de la
cantidad de producto con respecto al insunmo, decrece
proporcionalmente a la razdn Y/X.

Separando variables e integrando en C2,162, sze cbtiene:
dY dX .
J'T“nJT . €3.17>
de donde resulta:

LnCY¥d= pLRCXD + C,

donde C es una constante de integracién., Tomando expenenciales en
€3.17>, se tiene:

wx, €3.18>

P g
Yo oPLNCXIC [eanxz] .



donde se ha eserito ec= a.
'En" términos de las observacxones.;al Lnt.roduclr el. elemento

aleatorlo de error, (3. 180 puede escribirse'
¥ axﬁ+ e S eaie)

véase la Figura 3.2, -

- La '].o'g'yfs'tic'n. .

Cuando ).a vel.ocidad de crec:.miento de ' éon resi;a'c'to a: X, es

de la forma: Sl

esizoy

al integrar la relacidn anterior, se- obt;lene- ,L‘m'a “expresién con

estructura:

a2t

donde A es el valor maxime que puede tomar Y. Al referir . las
observaciones con relacidn al valor teédrico anterior, se obtiene
el modelo:

A

Yo ——————m— g, <3222
1+ae—Aﬁx

La funcidén (3.21) se conoce como la Llogistica. Véase Flgura la
3.3.

C. AJUSTE POR MINIHOS CUADRADOS

La funcién de respuesta propuesta, se ajusta por el métedo
de minimos cuadrados. Cuando la funcién de respuesta es lineal, de
modo que puede establecerse como un case particular del modelo
general lineal, el ajuste por minimes cuadrados conduce a un
sistema de ecuaciones lineales en los estimadores, que sé conoce
como el “sistema de ecuaciones neormales'™; estas se resuelven con
clerta facilidad y dan lugar a estimadores con propiedades
Sptimas. En el caso de funciones de respuesta no lineales, el

método de minimos cuadradeos se aplica por aproximaciones

ug



Modelo Logaritmico
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Modelo Logistico
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sucesivas. Ampliaremos estas ideas. a lo large de la presenie

seccidn.

1. Ajuste de modelos de regre=zidn lineal.

Considérense las n observaciones que se

lineal general, eseritas en notaciédn matricial:

Y, 1 X Xz
Y. 1 Kay Xer
Ya 1 Lns Xye

z z

donde ECe,>=0, ECeVd=ze",

Supondremos, adicjonalmonte,

normalmentoe.

Si se escribe:

YI
Ya

Yo

que los

entonces (3.232 se reduce a la forma compacta:

52

ajustan al modelo
Xip o e,
Xazp 3 e,
. . + . C3.232
Xnsp 3 eq
ECe,e,0=0 sl ixj, con n o3 oped.

errores e, se distribuyen

Xy Kiz o v v X4y
Xer  Xea o Xzp
. . . = X,
Xny Xnz Xnp
3,240
w,y
@s
- = e,
=,
X5+ e 3. 25>



Supcndremos que todos les vectores columna de la matriz X,  son
lineamente independientes, produciéndese "el '‘modelo general de

regresidén multiple”. Entonces, la aplicacidn del método de minimos
~
cuadrados, requiere enconirar un vector {3 que haga minima, la

n
2
suma de cuadrados de los errores, £ e} = e'e. Es decir., se ‘irata

~ B
de encontrar el vector fi= 1, tal que, la expresidn:

e €Y = XMICLS DL 3,26

sea un minimo: abseluto. ‘Encontrar:tal 've_ctéi" i es""_ un. “problema

matemitico, cuya solucién conduce ,ayl" sistema  de ecuaciones
neormales: R
-~ S .
X'X = X%, <3.27
~ - ’
sistema que produce la solucidn = (XX "X°Y.
~
El conjunto de elementos en (3, son, por el Teorema de
Gauss~Markoff, los mejores estimadores lineales inpsesgados., Son

lineales, porque se aescriben como una funcidn lineal de las Y,,e;

~
son insesgados, porque E(3,32=z (3,., t=zo,t,... p; Yy son los mejores
estimadores, en el =entide de minima varianza. Para la
demostracién del Teorema de Gauss- Markoff, véase Martinez Garza

y Castillo M. (1987D.

Insertando el vector fi= CX’X)—'X’Y. en lugar de (3 en la
expresién (3.2B8), el minimo de la suma de cuadrados de los

errores, es:

-~ ~ ~ ~ ~
CY-X@'CY-XAd = Y'Y - Y'X3@ — 3"XK'Y + %X
~

~ ~
S XY'r - K'Y ¢ CBRK ~YTXI3

i

-~
X'Y -~ BK°Y,

~
puesto que (F'X'X -Y'KD'= ¢,, un vector nxt de ceros.
~

Por las propiedades de los errores Y'Y - 3'X"Y= SCE,
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dividida entre o°, se distribuye como upa variable ji-cuadrada con
-~
n-1-p grados de libertad. independientemente ﬁe 3. Ademas, 'si H :
~

f=fle=...=fl,, es clerta, entonces (' X'Y-n¥->/0° se distribuye

como uUna variable ji-cuadrada con p grados de libsrtad

2. Analisis de varianza.

Usualmente, on problemas aplicados el investigador s
interesa en probar la hipatesis: Hg=s f(Ivs [Ia= s = {i,= O
vs. H.: al menos una 3, esc distinta de cero. Sin entrar on los
detalles del problema, la prueba so realiza copstruyendo el
analisis de varianza de la Tabla 3.1, en la cual lo= cuadrados

medios se calculan dividiende las sumas de cuadrades entro  sus

Tabla 3.1 AnAllsis de Varianza de la Regresién

Fuentes de Grados de Sumas de Cuadrados F
Variacién Libertad Cuadrados medios Calculada
- g
Regresidén P XY - nY CMRegr CMRegr
2
s
~
Error n-1-p Y'Y-#'% Y=SCE cME=57
Total n-1 ¥ Y-pvs

correspondientes grados de libertad. La F caleulada CF_.,J se
compara con un valor tabulado, al nivel de significancia elegido,
y sl ésta es mayor que el valar tabulado, entonces sec rechaza H,.
en favor de H,.

Los métodos de camputacioén electrédnica facilitan enormemscte
el ajuste de modelos de regresidn miltiple. Paquetes estadisticos
como el SAS C(Statistical Analysis System - Sistema para
Anilisis Estadistico), o el SPSS (Statitical Package for Social
Sclence — Paguete Estadistico para Clencias Soclales), tiencen
programadas las rutinas de calculo de la tédcnica de regres=tdédn
Ilustraremos el uso del paquete SAS en la siguiente seccidn, con

algunos ejomplos.

S



3. Ajuste de modelos de regresicn no lineal.

En el caso general un modelo no lineal: p'uedef,r,epr,esentarrs’e

simbdlicamente, en la forma: o : 2 L

Toe (B faron Bos Koo Xianeon RiJ) 4 ey s
C3.280
i=1.,2,...,n, )
donde BivfP2sr v 3, son los parametros dol modelo, b’
X, X 2....X, 4, son numeros reales conocidos.

El método de Gauss-Newton para wl ajuste de un modelo no
lineal, por minimos cuadradeos, utiliza ¢l Teorema de Taylor; véase
Widder €18812. Emplea un conjunto de valores arbitrarios iniciales
de los parametros, tomando de la expansién de la funeldn B en
serie de Taylor alrededor de los valores anteriores, los primeros
términos, Se cbtiene as!{, un modele lincal que permite derivar una

primera estimacién de los pardmetros. Escribase:

~ ~ ~
Bz Fio*B3, . Ba= Frotdfiee. . =3, o+, ca. 2w
dende Fror Fzorrer o es el conjunto de valores iniciales

propuestos para los parametros; de aqul, se tiene, con la notacion

acostumbrada:
~ ~
h(n|-~'-iﬁy; )(H,_,_.K“‘): h(ﬁ|0¥~"'ﬁpu;xl||"'vxlq)
p
+ L, N (Brove o fBros Kivsen. o Xi,)80, + R, €3.300
I

dende h’=dn- 93, vy R, es el residuo de la iésima observaclon,

obtenido al aproximar la funcidnm h por un polinomio de grimer
grado en las Af3,,

El método de minimos cuadrados se aplica para estimar las
Afi,, aproximando la funcién h, por el lade derecho de (3.30). Es

decir, se Lendria la suma de cuadrados de los errores:



Qo= '}'_‘,’[Y.— h{Bror--2foi Xive-oesXig)
€3,31)

.
SR AL CIPTERRRT NS SPTRPS O L

€3.31> es un modelo lineal en las A72,. el cual puede ajustarse
por los métodos de regresidén multiple. Aqul termina la primera
aproximacién del procedimiento.

El procedimiento anterior se repito, tomando como valores
PN
injiciales en lugar deo las 3,,, los valores 3,, + A& (3;,, si1endo los
~
4 3, los valores que minimizan el valor de Q(., de la relacion

€3.315. Sea:

~

B0+ A= (3,,. i=t.2,... .8, €3. 32>

y escribase de nuevo:

-~ -~
fBy= R+ 4,73, is1.2....,p. €3.33
Se tiene asf{, expandiendo el valor de h en serie Taylor,
alrededor de (3,14 F1es:.+9 31ps Lla expresidn para la suma do
cuadrados:
Qes= T [= (B Beus Xoa X))

P
-z Y (RO RS TR 19 [7CH

de donde se derivan nhuevas estimaclicnes para &3,. Agqul termina la
segunda aproximaclidn del procedimiento,

~
El proceso s=e continua, hasta que laz A g3, sean

practicamente iguales a cero. Si esto ocurre después de m elapas
~
aproximativas, se toma (3,= 3., , j=1,2.....p.



Uso del PROC NLIN de SAS

Algunos modelos de regresidén no lineal, se ajustan
facilmente por métodos de computacidén electrédnica. Por ejemplo el
procedimiento NLIN de SAS, logra el ajuste de modelos no lineales
con distintos algoritmos de calculo. Varios de ellos requieren la
alimentacién de las derivadas parciales del modelo con respecto a
los parametros, por parte del usuario del sistema computacional;
sin embarge, se tiene un mélodo que no reguiere de esta
informacidn para lograr el ajuste, pero toma mas tiempo de miéquina
que los anteriores para hacerlo. Ilustraremos el emplee de estas

técnicas, en la siguiente seccidn.
D. EJEMPLOS TLUSTRATIVOS

El ajuste a modelos de reaegresiéon lineal y no lineal, a
través de paquetas de computacidn electrénica, se ilustrari con

algunos ejemplos on la presente seccidn,

Ejempla 3. 1.

Considérese el conjunte de datos de la Tabla 3.2, que
presenta los rendimientos de caffa a partir de 12 férmulas de
fertilizacidn, en promedio de 5 experimentos realizados en la zona
de abastecimiento del Ingenio Xicoténcatl, en el Estado de
Tamaulipas.

El programa SAS de la Tabla 3.3, realiza el ajuste de los

datos al modelo:
Ti= Bo + BN+ BNTH 3,P4 e, i=i,2,...m, 3. 31>

donde Y, denota al rendimiento de ¢aNa con toneladas por hectarea.
Se usan en el programa, los siguientes nombres SAG; R para ol
rendimiento de cafia en Kg/‘z’SOmz. N, P y X para las dosis de
nitrégene, fésforo y potasio en Kgs/Ha., y Y para el rendimiento
de cafia en toneladas por hectarea, el cual no es otra cosa, sino
una transformacion lineal de Y=R-6. Obviamente, el ajuste so logra

a través del procedimiento GLM de SAS, puesto que se trata de un

wn



o "I"‘abAla'Sl 2, " Fertilizantes ‘en 'Xicoténcatl.

Fermuta TN P KT Rendimiento de cafia_

c 2 Ckgl del nutlrientesHa.) . tkg. ‘par parcela de sOm )
1 0 0 o ; 434.90
wal 0 o 0o © 7 aseas
3 -0 200 0O 182,08
4 200200 . O : , 55g. 7O
5. 0.. o =200 434.55
s 200 o 200 . 508. 25
7 0. 200. 200 446. 75
- 200 200 200 . 537.90
9. E 0 7100 . 100 100 ; 502. BO
1o 300 100 100 : 558. 40
11 < ... 100 . 300, 100 581.15
e 100 100 300 833,65

Tabla 3.3. Programa SAS. Ajuste de un
Modelo de Regresidn

DATA UNO+ INPUT N P Kk Ri
Y=R/Ly CARDS)

0 0 O 43S
200 0 0 43S

02m N 482405
o0 2m 0 S5

0 0200 434,55
B0 0200 918,85

0200 200 445,75
200 &0 203 $37.40
100 100 100 SO3.80
300 100 100 550040
W0 30 100 581,45
100 100 300 53365
PROC GLMI MODEL Y= N N P}
PROC PRINTS RUN?
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modelo lineal Cen los pardmetros3. La Tabla 3.4, presanta los
resultados producidos por la computadora. Para la descripcién y el
uso. del SAS, el lector puede consultar Martinez Garza (18803, o
cualquiera de los manuales SAS del SAS Institute, por ejemplo SAS
Institute C1982).

Para probar He= ,, ftz...., (3, en oposicién a H.= al menos
una 7, es distinta de cero, con a= 0,01, obtenemos
F‘s,u‘u.z 7.5p1, valer tabuladeo de F y, puesto que F.,,»7.501, sco
rechaza He con a= 0.01 y se concluye que al menos una de las
variables del modeleo produce ulgun efecto significative sobre el
rondimiento.

La ecuacidn de regresidn estimada os:

~
Y= 74.7255 + 0.10243N - 0.0001924N° + 0.02840P. 3. 3%

Eyemplo 3.2.

Considérese ol conjunto de datos de la Tabla 3.5. que es la
misma que la Tabla 3.2 presentada en el ejemplo 1, con la
diferencia de que se reportan desglosados para las 5 localidades.

El programa SAS de la Tabla 3.8 realiza el ajuste de los

datos al modelo:

Yoz fo 4+ BN+ N7+ 3PS v puP e e, €3. 380

t=1,2,..,n.

Realizando la siguiente transformacién:
u, =Ny Ve ©

se obtiene a Y como una funcldn lineal de Jlos parametros; es

decir:

Yi= Ba ¥ BN PLUE BV, (1,P ¢ e, ¢3.37>

v=4,2Z,. .. ,0.

El ajuste al modelo (3.37) también se logra con el procedimiento
GLM de SAS., puesto que se trata de un modelo lineal.
De los resultados producidos por la computadora reportados

en la Tabla 3.7, se obtuve un valor de F.,,= 14.50. De acuerdo con
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Tabla 3,4, Ajuste del Hadelo Y= 8qteyfivapittesptey.

- TR :
. ‘ GEﬂER#L‘LINEAR BLILLS PROCEDURE
MEPENDENT AR AN B iyt it b

UARE§;17;~,7, MEAN 5 QUADE. FVALUE -

SaIRCE” Cam nE
»OOF 57;..:627414', o 1972.04500108 p.s
FRROR _ Tn 103,103 44315 ! ze AT v : on > f
CTRRECTED TATAL 11 750.93964629 o : o naearg
R=SIARE LV, e ROES b = YopTan
n.758034 5LGTRS 4. 79457302 84 L6AAO2TTY
SDURCE DF TYPT 1°55  F VALUE PR > F
N 1 413.6054hU75 19,20 o.n027
NEN 1 74.17319625 2, N.1102
P 1 d43.35557614 L
SOUNCE DF TYPE TI1 S5 B VALUE - PR > T
N 1 19.)7231295 S.22 nLns)7
N*N ] 2113 1762056 1.3 alrias
| 1 83723757614 I G,0074

T roR Hoe PR > (11 STD ERRCR OF
PADAMFTFR EETIMATE PARLUITOR =G eSTiMATE
INTERCERT T5.72553763 a7 N, 00Nt
. n RO ‘:”)q A, N8TT

NN Lhnntadye -101s e
n n.n?ﬂan!nf 1.90 A, n37e



Tabla 3.5. Rendimientos de Cafia de Ton/Ha en 5
Localidades de la Zona Canera de
Xicoténcatl, Tamps.

Trata- N p K

miento 1 2 3 4 5
1 i 0 0 82.656 73.021 73,332 59,892 73.455
2 100 4] 0 89.031 89.646 82.142 78.851 76.288
3 0 200 0 75.031 71.937 77.309 85.267 92.163
4 200 200 ¢} 89.490 97,646 98.517 98.934 81.830
5 ¢ 0 200 77,531 73.604 59.309 65.309 86.372
6 200 0 200 75.990 89.729 77.226 88.809 91.788
7 0 200 200 78.906 66.687 78.392 71.392 76.913
8 200 200 200 B1.573 98.062 99.726 80.876 61.913
9 100 100 100 86.948 87.104 80.892 B8.10! 75.955
10 300 100 100 98.198 91.104 92.976 106.517 76.538
1 100 300 100 96.323 89.646 96.059 94,226 108.038
12 100 100 300 81.531 85.021 97.267 88.934 91.955

Tabla 3.6, Programa SAS. Ajuste de un
Modelo de Regresitn

DATA N0V INPUT TRAT LOC N P K Ri

U= Ao A Nota: Las instrucciones U= N#%(.8
vz Frodiaby y V= P**1.6, peneran las va-
CARDS | riables SAS U y V, que se em
ac 165k plean como regresoras en la
73.02% instruccidn MODEL.

73,392

5,892

730455

[
B

Uil

44,25
10 10A.034
0 ALSA
85,021
100 100 30 97,267
100 100 33 BA.834
100 230 300 92,955
GLM? MODEL Y= N U V Pt RUN}

g-- oDooooQ

Egé‘-- cooon

a}
[a}
a
s}
4]
.
’
:
14
0
a

BEEEREE - cowe
ANNWUUETN -

B

o

E

]

u:l
a
b=3
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Tabla 3.5. Rendimientos de Cafia de‘Ton]Ha‘en-S
Localidades de-la Zona Cafiera de
Xicoténcatl;, Tamps.

. Tr;ta— N P K

miento 1 2 3 4 5
1 0 0 0 82,656 73,021 73.392 59,892 73.455
2 100 0 0 89.031 89.646 82.142 78.851 76.288
3 0 200 [} 75,031 71,937 77.309 85.267 92.163
4 200 200 Q 89.490 97.646 98.517 98.934 81.830
5 ] 0 200 77.531 73.604 59.309 65.3090 86,372
[ 200 ¢ 200 75.990 B89.729 77.226 88.809 91.788
7 0 200 200 78.906 66,687 78,392 71,392 76.913
8 200 200 200 B1.573 98.062 99.72G6 86.576 81.913
9 100 100 100 86.948 B87.104 80.892 88.101 75.955
10 300 100 100 98,198 91.104 92.976 106.517 76.538
11 100 300 100 96.323 B9.646 96,053 94.226 108.038
12 100 100 300 81.531 85.021 97.267 88,934 91.955

Tabla 3.6. Programa SAS. Ajuste de un
Modelo de Regresidn

DATA LNOJ INPUT TRAT LOC N P K R:

U= NreQ.8} Nota: Las instrucciones U= N#%0,8
V= Pinl b y V= P*Al.6, generan Pas wa-
CARDS riables SAS Y ¥y V, que se ca
WA 8265, plean como regresoras en la
73,021 instruccidn MODEL,

730392

7892

73455

Ui ulfu

S
108,038
00 AL.53L
300 85.02%
100 100 300 W7e2k?
100 10 N 8A.H34
3100 U0 300 9SS
GLM? MODEL Y= N U V P} RUNS

ERREREE o power
ANNWUEBEUTN =~
B
éégé-- CcOoooco
EE-- oocgogooa

-

RO
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Tabla 3.7,

DEPEMPENT VERTARL 73 ¥
SDURCE

NODEL

£PRAR

CORRECTED TOTAL

R-SGUARFE Cale
0,513291 ©0.1299:%
SDURCE E o oF
N 1
u 1
% 1
P 1
SHuURCE DF
N 1
U 1
v '
P 1

PAPAMET FR EQTIMATS

INTORCOPT 7). ATTOTEDT
o

—A 1707980

'y N EITATTEE

v A LACTPLAA
p 0. 1TTNEL

“Reee,

SUM GFSQUARES
R T T T e
k71573503993

RODT HSE -
7.70869706 .

T FOR 1O

AMETIR =1

2NN TRB61 TR0
59,42 401027

Uy MEAN

8.4 433B6ET

F VALUE
33,72
.91
ha,.07
0. 14

F VALUE

7,0

.

TR >R

q.,3aM
0,17227
J,00n4
17065

1Tt

AN
1349

VAR
1aena
PR > F.

Coaan

ST (RECR MF
FOTIMATE

2.10nN7n
N1 21mat,
N, 2352467737
".'!Ql“’ﬁ-“,
ALRGATTERT



los grados de libertad del modelo y del error F:,,n or= &.051, se
tiene F..,> 2.051, por lo que se rechara la hipotesis nula ¥y se
concluye que al menos uno de los parametros 3 es distinte de 0. La
ecuacldn de regresién estimada es:

~

Y= 71.47707 - 0.17007N + 0.B9598U + 0.0007848YV + O.0177005P (3.38)

Ejemplo 3. 3.

Se desea ajustar el siguiente modelo:

2

Y.z Ba + BN+ B.P+ BNT + B.PT ¢ BNP, v e, 3. 39

Lt=4,2,,..40,

haciendo uso de los datos de la Tabla 3.5. Tal ajuste se logra .can
el programa SAS de la Tabla 3.8,

Tabla 3.8. Programa SAS. Ajuste de un
Modelo de Regresién

DATA LNOT INPUT TRAT LOC N P K R}
CARDS! Nota: RSREG ealcula automdticamente las
L1 O O O addSk variables para los efectes cuadrd
18 O 8 g 73.0% ticos puros y mixtos, de alli que
313 0 0 0 73F la instruccién MODEL sca simple-
L4 0 ‘0 0O SH.882 mente MODEL Y= N P;

15 0 0 0O 73455

e '] .

R [ .

e 1 1 ] 1]
11 4 100 300 L0 Hee2ds
1L § 100 300 40 108,038
12 1 100 104 300 ALl.53%
12 ¢ 100 100 300 85.02%
12 3100 100 300 97.27
12 4 100 100 30 88.934
12 5 200 100 300 9LA5S
PROC RSREG) MODEL Y=N P RUN.
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El procedimiento utilizado en esile caso fue el procediﬁmenéa
RSREG, de SAS que ajusta polinomios de sequndo grado., debide a que
se quierel estimar el efecto de términos cuadraticos Yy de
interaccidn scbre el rendimiento. Se puede omitir la declaraclon
de las variables N2, P2, y NP, puesto que el procedimiento REREG
las calcula automaticamente.

Las hipdtesis nula y alterna siguen siendo las mismas que en
los ejemplos antericres. Los valores estimados para los (J,e son
dados por la Tabla 3.0; como F.,,= 10.26 > F3, 5 o,= 1.88. se
rechaza Hy, concluyendo que existe significancia estadistica del
modelo. En la parte inferior de la Tabla 3.9, al procedimintc
RSREG proporciona las raices y vectores caracteristicos  de la
matriz B Cla matriz B se define en la Seccidn 2 del Capftulo Id, ¥y

el punto critico, indicando que dicho punto es un punto de silla.

La ecuacidn. de regresidn estimada es: U TS

Y= 72.4541 + 0.10103882N + 0.1657682P - 0.000184888N°

2 s €3, 402
+ 0,.00CO73TEAP" + 0, 000064277NP, e

Ejemplo 3. 4.

Considérese el conjunto de datos de la Tabla 3,10, que
presenta los rendimientos de un experimento llevado a caba por el
de Dr. W. L. Neison, del departamento de Agronomia de la
Universidad Estatal de Carolina del Norte, sobre papa irlandesa
con fertilizante fosfatado a los niveles de O, 40, a0, 120 y
160 libras por acre. de superfosfato triple.

El rendimiento medio obtenido se expresa en libras por
parcela de 168 de acre.

El programa SAS de la Tabla 3,11, realiza ¢l ajuste deo los

S

datos al modelo:
®
Y= A + BRT + e. C3.412
por variocs procedimientos, a saber: GAUSS, MARQUARDT, GRADIENT v

DUD.

B



Tabla.3.9.

RECOMNSE SURFAC
CeegnnNgE
€y M\:,F .
3-5Q11A
CORF. nr VARxAtruu

.V DF.V -

u':' F

CINEARL S RS
OARRAT I o5 155 5a5es
CROSSARONILT, A iR eB2RINAN2
Taral orEAEESS & ART L L T0 4k
£S17IAL 3 3
T0TAL ERAQ LssC T 3367, TR 6
DARAMTT R PR FATE L
1 T 1 IRATRIDGE)
W TERCEP R BT TR
P 1. Menienied
: - 4,000 404
el b ma88s8eas 77
pup voeananTib
FACTOR pf 55

N ;

g . 2 "'Ny.l)‘)n'

SOLUTION FOR OPTIMUM RESPONSE

FACT CAITICAL VALNE

v BET IS ST

p -215.570%
PPENICT AR YALUD AT OPTIMUM AR FR )
FIOFMALUES CIRENECTY ‘S] "
JAnan?7ISIan1 n YA 0, 997458 76
ZalAs1arnla 7. SAnay L =0, 121572

SOLITIDE AT A SANDLE PAINT

RESCUANE

AJuste de] Mode1o ¥ie Bo*rBlN +32P +811N2+822Pi+812N Py
‘a Traves de RSREG de SAS.:

f-FaTiC

gladaiil
Db han IS, 4T NN,
0. 290 1or 47 aeaiad
J,N00% Q.7 1,777
d.60h ir, 8 AP ]
AT SQUANE
el Gantane
TR ry TL2ALTG e
LaSraans FLIRE Tannnt
,‘f‘;:“7(s</. '.*_'c.'- z,_'nr)r,l
45 17h8 ALt N ARTTS
1xrage -1,70 0,132
DL244704 2,57 0,E0T7
DI RAR NI n,A0 0,603
BEAN CQUARY [ -RATIO pprn
Baasnt 12,40 6,01901
1%2::7?‘( G,36  0,0020
Nota: Obs@rvese que RSREG de SAS aplica la

téenica del andlisis canBnieo vy diag
nostica la mcurc\lcza del gunto eri-
thD de Yﬂ uO*ﬁ ‘H—LZI’H, 1

+822P +812HP.
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Este Ultimo procedimiento no requiere la alimentacién de las
derivadas de Y con respecto a A y B, los parametros del modelo.

El procedimiento NLIN requiere el empleo de varias
instrucciones, a saber: PARAMETERS, DER. y MODEL.

Tabla 3.10. Fertilizante de fosfatats en un

- cultive de papa irlandesa.

Superfosfalo Triple o] 40 80 120 160
Nivel T o] 1 2 3 4
Rendimiente CRD 229.1 231.8 254, 250,1 240.6

La instruceldn PARAMETERS Intreduce valores iniciales para
ios parametros, siendo en este caso A= 251.8, B= -22.4 y R= 0. 4885,
Estos valores iniciales deben ser sugeridos por el investigader por
algun procedimiento aproximada, wvéase Draper y Smith (18967).

Las instrucciones DER. especifican las derivadas del modelo
y la instrucci&n MODEL indica el medelo a uwtilizar, en términos

T de una expresidén SAS.

Los resultados del SAS se reportan en la Tabla 3.12. La
minima suma de cuadrados de los errores es de 131,785, la cual
ocurre cuando A= 255.53, B=-28,308 y R= 0.5744.

El método GRADIENT no produjo convergencla.
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Tabla 3.11. Programa SAS. Ajuste de un

Modelo no lineal

DATA UNO;3 INPUT X Y}

CARDS}

0 28

1 2318

2 256:2

3 25k

4 b

PROC NLIN METHOD=GAUSS)

PARAMETERS A=Z51,5 B=-22,4 R=[, 455}
MODEL Y=A+B4R»0X)

DER:A=1;

DERB=Rroex)

DERR=BrexpeRMx(X~1)

PROC MLIN METHOD=MARQUARDT 4
PARAMETERS A=Z51.S Bs22,4 R=[14455)
TODEL  Y=A+BFRwX

DER:A=1}

DERB=RmxX3

DERR=Br)Rien{X~1) 3

PROC NLIN [METHOD=GRAD (ENT}
PARAMETERS A=851:5 B=—22+4 R=0:4555
PRDEL Y=A+RRMX}

DERA=1)

DER+B=Rinx;

DER: R=810R10((X-1 )

PROC NLIN MFTHOD=DUD}

PARAMETERS As25145 B=~2E+4 R=01:455:
MODEL Y=A+BMRI0X}

PROC PRINT

RUNS
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Tabla 3.12. Ajuste'de un Mode]o de Regresion no Lingal a
. T Través det PROC HLIN de SAS.,

: HETANNNE MAXDYARDT
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CAPITULO IV

ILUSTRACIONES DE LA TECNICA.

Una vez que se han desarrollade los temas anteriores, a
saber: 1. Localizacién de puntos extremos. 2. Extremos de
funciones por métodes numaricos y 3. Ajuste de funciones de

respuesta, toca ahora ilustrar las lécnicas deseritas, aplicadas a
1;; solucién do algunos problemas tipicos. La digcusidn comenzaré,
considerando el caso de la localizacidn de condiciones &ptimas,
cuando la funcidn de respuesta es un polinomio entero; enseguida
se procederi considerando funciones de respuesta cada vex mas
complicadas, cubriendo los casos de polinomios con exponentes
fraccionarios, hasta funclones de estruclura mas complicada, cuyo
ajuste requierc el usoc de los meétodes de la regresién noc lineal.
En cada caso, si se requiere, =ze describiran los detalles de las
técnicas bajo consideracidn., Tamblén se ilustra la localizacidén de

puntos édptimos con restricciones.
A. OPTIMOS CON POLINOMIOS ENTEROS.
Esencialmente, se consideran ejemples que empléen funclones
de respuesta de segundo grado, puesto que ¢stas ocurren con mucha

fraecuencia en estudios econdmicos.

1. Polinomio de segundo grado.

En el Ejemplo I del Caplitulo III, la ejecucidén del programa

SAS que manda el ajuste de los rendimientos de caffa al polinomio:

Yi= Bo + BN+ B Ni+ 3P+ @, C4.1>

donde Y, es rendimiento de caffa on toneladas por hectarea y N, ¥y
P, son las dosis de nitrégenc y de fésforo aplicadas al suelo por
héctarea, la computadora produce los resultados de 1a Tabla 3.1.

De esta tabla se obtiene la ecuacidn de regresién estimada:

~
Y= 74,7255 + 0,10243N - 0, 0001924N° + 0. 02840P. 4.25
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Suponiendo que la tonelada de caMa se liquida al agricultor, a
razén de $31,000 y que los preclos del kilograme de nitrdégeno y de
f'ésforo aplicados al suelo, son, respectivamente de 8830 y $635,
entonces el ingreso neto, I, que cbtiene el agricultor, es dado

por:

I= 31000C74. 7855 + 0.10243N - 0.0001924N> + 0. 02B40P>
C4.3
~ B30N - 835P ~ Cp,

siendo C,, el costo filjo de produccidn, cuyoc monto es innecesario
caleular, puesto gue es una constante en este problema. Claramente
I os un polinomio de segunde grade en N, y de primer grade en P,
Obtendremos la dosis do nitrégeno que maximiza el ingreso neto del
agricultor.

Por los resultados del Capftule I, I es un maxime, cuando:

o

I,

o

Cperando sobre (4.1, se obtiene:

g% = 31000C0.10243 - 2 x 0.0001524N) - 530: 0,
0.10243 - 53031000
< Noptime= 5 GOOTEEAN = 221.75kg.

Es facil ver que d¥I/dN?: 31000 x ¢-2 x 0.00019243= -11.62 < O,
lo que implica que N,,,,m.= 221.75kg-Ha, es el punto donde I es
maximo.

2. Polinomio de segundo grado en varias variables.

En un experimento realizado en el noroeste de México,
reportado por Marinato y Palacios €1973), se obtuvo una funcidn
que relaciona el remdimiento del cultivo de trigo, con los niveles
do humodad aprovechabla consumida del suelo, en tres etapas
fensdlogicas diferentes; del mismo experimento se obtuvo también,
la relacidn entre la cantidad de agua consumida y los mismoes

niveles de humedad aprovechable. Las funciones estimadas son:
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Y= 2.32 + 7.95X, + 5.1BX, + 4.96X, - 4.78X;
- 4,50%% - 5.81%% - 3.64X,X,,

(4.45

A= 128.12 - 21.78X,~ 53.7X, -22.46X,, C4. 52

donde Y es el rendimiento de trige en toneladas por héctarea, X,
es la proporcién de la humedad aprovechable <consumida antes del
siguiente riego en la etapa fepolégica i, i=1,2,3, y A es la
lamina de agua usada por el cultivo, expresado em centimetros.
Supédngase que el precio del trigoe es P.= $2900 por tLonelada
Yy que el precie del agua es P,= $40 por centimetro, De aqui, I, el

ingresc neto, es dado por:
I= P,Y = Cy - PLA= 2800Y ~ C, - 40A, c4.8d

donde C, denota el costo fijo de produccién. Encontraremos el
punto donde 1, dade por C4.B6), es un maximo.
Por los resultados del Capftulo I, si la funcién I, dada por

(4.6, tiene un oxtremo, éste debe ocurrir en el punto donde:

ar at at
3.~ O .- © X, ©

De aqul, tomando derivadas parciales en la oxpresién para I

y usando las relaciones C4.4) y C4.95), se tiene, sucesivamente:

a1 Y aA
a," #90° 5x,” 4 A,
= 2800C7.98 — 9.86X, - 3.64X) — 40C-21.78>= O,
a1 ar aA
> 2900 X~ 40 K,

= 2800¢56.18 — 8.168X; -~ 3.64X,> - 40(~-53.7>= 0,

al aY aA
=5 = 2800 'ﬁ,- 40 3%,

= 280004.86 - 11.62X,) - 40(-22.48)= O.
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Después ‘de. alguna impu’x‘i‘c}ajciobnesb.' 1as 'ectja:ciones anteriores se

reducen‘ai i

9.86X, + 3.84X.= B.2504.
3.84X, + 9.18X,= 8.9207,
11.82X,= 5.186988,

cuya solucidn numérica es X,g= 0.727, Xaip= 0.357 'y X,o=. 0.445.
Por otra parte, operande sobre las primeras derivadas de. la

funcidén I, se aobtiene:

2 2z ¢4

S‘L; = 2000¢-0.563, —2X _ 2s00c-3.643, e S

o2 X, 0%, KON 5

2 2 z

2.1 . ee00c-e.18), L2, 21 . 2e00¢-11. 2,
ax’ &K 20X ox? :

de modo gque la matriz Hessiana, ignorandoc el factor contante 2800,

as:

-0. 56 -3,64 [
H= ~-3.64 -g. 18 o ;
[ 0 -11.82

¥ sus menores principales son A, = -9,.56, he= C-9, 56)C-9.18>
- €-3.8430-3.84>= 70.84, A,= -11.62 [(—9.56)(—8.18) - (3.64)(3.64):’

-868.82. Estos alternan en signo como lo requiere el Teorema 1.9

"

del Capitulo I, de modo que la funcién I, dada por €4.8), tiene un
maximo en el punto €0.727, 0,357, 0.4533.

3. Ilustracidn de la teécnica del andlisis candnico.

Como vimos en el Capiftulo I, la técnica del analisis
candnico para determinar los extremos de un polinomie de segundo
grade, representa un método muy apropiade en estos casos.

Ilustraremos el emplieo de la técnica, con los resultados completos
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de la investigacion sobre fertilizantes, que en forma condensada
se usaron en el Ejemplo 3.1. Asi, 1la Tabla 3.8 presenta 1los
resultados medios de 5 experimentos, donde se investiga el efecto
del nitrdégono, fésfare ¥y potasio, sobre el rendimiento de cafja de
azucar. Por otra parte, el preograma de la Tabla 3.8 conduce al

models de regresidn ajustade gue Sigue:

-~
Y= 72.4541 + 0.10103882N + O, 018576882P -, O0018487N° C4.7>
+ 0.00007358P% + 0. OOCOB42ENP

con loz precios considerados en la subseccidn 1, I. el ingreso

neto para el agricultor, es dado por:

I- 31000C72.4541 + 0.10103882N + 0.01557082P ~ 0.00018497N*
+ 0.00007358P% + 0.00006428NPY - 530N - B635P ~ Co.

Encontraremos, si oxiste, el punto maximo de I.
Cbhbsérvese que maximizar I, es equivalente a maximizar

I/31000., donde:

31660~ = 72.4541 + 0.:10103882N + 0.01857882P
~ 0.00018407N% + 0.00007358P% + 0. 0000E428NP
—.017088774N ~ . O204B387P - C,-31000

= 72.4541 + 0.083042046N - O.00300705P
~ 0.00018497N°% + 0.00007358P%+ 0.00006428NP
- Cor31000.

Ahora, de acuerdo con la notacién intreducida en el Capftule I,

para el analisils candnico, se tiene: 3= 72.4541-C.-/31000,
A= 0.083942046, f1.= -0.003890708, f7,,= ~0.0001 8497N° .
fe2= 0.000073%8 y flz,= ©.00008428= f,.. Be aqui, el

vector # y la matriz B del propic Capftuleo I, som:

= 0. 08394204 B -0, 00018407 0. 00003214 |,
. - 0.00330705 0.00003214 0. 00007358

consecuentemente, las coordenadas del punto critico, son dados

por:
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. ~% ’ . T
B Yprz. -| "O-0OOLB407 0. 0000321 4 0.08394204:] wols

Zo=
Q. 0000321 4 0. 00007358 ~ 0, 00390705
216, 18680
~§7. 4452
Por otra parte, las rafces caracteri{sticas de la matriz B, se

obtienen como solucidn de la ecuacién:
C-. 00018407 ~ M) €.00007358 ~\> - C.00003214>%= 0,
de la cual se obtiene A;= 0.0000775153 y A,= -0.00018880,

valeores que difieren en signo, indicandes que ocurre un punto

de silla y no hay maximo ni minimo de I.

Derivacidn de una recomendacion. Puesto que el ingress neto

I, no se maximiza dentro {ni fuerad de la regién de exploracidn,
es necesario producir una recomendacién para los agricultores. Una
manera de hacerlo, consiste on explorar la frontera de la region
experimental, calculando el ingrezo neto en varios puntos. El
problema es adecuado para su solucidn por métodos computacionales.
Asi{ por eiemplo, el programa SAS de la Tabla 4.1, calcula el valor
de 1 para n? puntes experimentales, puesto que tanto los valores
de N, como los de P, se incrementan a intervalos de 10 Kilogramos.
El usc del precedimiento SORT, manda el ordenamiento de los
valores de I, de mayor a monor. El primer punte que se obtenga en
la impresidn de resultados, deberd ser nuestra recomendacién. Como
resultado del programa anterior. la mdquima imprime varlas hojas,
de las cuales la primera se reproduce en la Tabla 4.2, La
recomendacidn que se¢ puede dar a los agicultores, o5 la siguiente:
N= 280 y P= 300, que produce un ingresc neto de: $4,045,040.78

por héctarea (valor gue incluye el costo fi jo de produccion?,

77



Tabla 4.1. Programa SAS. Cdlculc del Ingreso Neto

1= 3000%( 724 454140, 1010306 N HI Q1S PLASHP
-0, ODTAE? MNNHTL DODO P 3SEHPHP
14 GOOOL42ARNE )- -0 3TNl 5P

OUTPUT) END?Y END3

PROC SORT: BY DESCENDING 14

DATA DOS) SET NI IF N LE 1403

PROC PRINT  DATA=DOS}

PROC PRINT! RUNY

Tabla 4.2. Resultado de ta Tabla 4.1.

SAS
oBs N F I
1 280 200 3045045, 76
2 270 J00 4044578, 083
3 290 300 AOAATSEH. 63
q 260 300 A4042968.58
g 300 K 4042508, 67
& 280
7 240
8 230
9 220
10 210 4017718.89y
11 200 AOO9228. 51
12 190 3999591, 31
13 pt=1v) SN 77 000
14 270 29 G994114.08
18 290 290 39 FA1G
14 260 290
17 00 290




B. OPTIMOS CON POLINOMIOS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS

Consideraremos en esta seccidn, un par de ejemplos donde se
localizan puntos Optimos con polinomios de variables con
exponentes fraccionarios. Dadas las dificultades para resolver las
ecuaciones que establecen las condiciones de primer orden., en el
segundo ejenplo se propeone un método computacional para definir el

punto éptimo.

1. Polinamio pseudocuadratico.

Martinez Garza y Palacios V. €1881> consideran el siguiente
problema: en un experimento realizado en el Estado de Sonora, se
enconlrd una funcidén que relaciona el rendimjepnto de trigo con

cantidades de agua y nitrégeno utilizados. La funcién obtenida es:

Y= -40.13 ~ &, 724 - 0.088N + 30,2047 7 + 1. u7n’
4.8

+ 0,03A°- %% °

donde ¥ es el rendimiento de trigo en toneladas por hectarea, A la
cantidad de agua usada en millares de metros cubicos por hectarea
y N la dosis de nitrégeno en kilogramos por hectirea; si se supone
que el precio del trigo es de $2000 la tonelada, el precio del
agua $400 el millar de metros cubicos y el  precico del nitrdégeno
$12 por kilogramo. ¢cuales son los niveles optimos  de agua ¥y

nitrdégeno que permiten maximizar el ingreso?.

Solucich. Sea I el ingreso en pesos por hectarea., Es faeil
ver que una expresién para I, es la siguiente:

]

I= 2900C-40.13 ~ B.72A ~ 0,085N + 30.26A% %+ 1, o728 ?

+ 0.03A% N® Py~ c, - 400A - 12N,

4,95

donde C, es el costo fijo de produccidén, el cual es una constante

en este problema. (4.98> puede escribirse:
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I

5550~ - —40.13 - B.72A - 0.08BN .+ 30. 26A% %+ 1. g7n @

Co 400 12

0.5,6.5 _ A -
2900 =900 2900

+ 0.03A N - N,

expresidn que al substituir A por u? ¥y N por v? Loma la forma:

Co
I + 30.26U + 1.07V
Z500 ° [ 4013 - 7550 ]

400 2 iz 2
+ |-8.72 ~ 38060 U™+ ~0.085—é—9—06 v©+ 0. 03UV

Co
+ 30.26U + 1,97V
= [‘40. 13 3506 ]
-8, 88703U% -0. 0801 37aV*+ 0. 03UV. 4.10>

Claramente C4.10) es un paolinomio cuadritico., cuyo uUnico extremo

puede determinarse por la técnica del anilisis canénicc. Lomando:

- 30.268 y B= ~5, 89703 0,019
1.97 0.0195 -0. 0891379

Consecuentemente, con la natacidon del Capitule I, las <oordenadas

de Z,, el punto estacionario, son:

Z.- [Uo ] T [f'iié?] .,
Vo .

ademas las raices caracteristicas de la matriz B son A,= -0.0891 y
Az= —-6,638, ambas negativas, lo cual implica yue &, es un maximo,
y puesto que A= u? y N= Vz. entonces:

Ag= C2. 2312>%- 4.978 millares de metros cubfcos de agua,

No= C11.42572%- 130.8 kilogramos de nitrégens por hectirea.

Cuando A= 4.978 y N= 130,55, I+Cg= $14,158.83, gque es el ingreso
neto maximo.
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2. Rendimiento e ingreso miximo con un polinomic pseudocuadratico.

Mar{in Garcfa (1989 en su examen preliminar par

grade de maestro ¢n ciencias, en el Centro de Hidroc

& obtencr el

iencias del

Colegio de Postgraduados, presenta los resul tados de un

experimento de maiz, en el cual se ensayan dosis de nitrdégeno en

kilegramos del nutriente por hectarea, M, y densidad de semilla en

kilogramos por hectarea, D, sobre el rendimiento del
expresado en kilogramos de grano por hectarea, los
reportan en la Tabla 4.3, Por metodos de regresién
obtuvo la relacién:

o, e

Y= 13853. 758048 + 26, 857304N + 428, 7a5708D"" ©

1. C. 0,0,

-0.486002N*" - 15, 3766410 * + 1, 45900N°" °pD

Procediendo como en el ejemplo anterior, la transforma

b p° - V. produce el polinomio de segunde grade que s

Y= 1353. 765048 + 26.857304U + 425. 725796V

-0. 466002U% - 15, 376641V7+ 1. 45999UV.

Usando la técnica del analisis candnico, con:

cultivo., Y,
cuales seo

multiple se

C4.11>

cion N7° 7= U
igue:

C4.12

= [ 26. 857304 ] 8= [ =0, 466002 0. 74899988 ]
= f = .

428. 725796

el punte estaclonarie es dado por:

Uol. _g=tp,,. | 55 4437138
v, 115, H44 91 5O

e

0. 74995 -15. 379641

Tal punto es un maximo, puesto que las rafces caracteristicas de

B, son A,= —-15.4172 y k.= -0.42837, ambas negatiwvas.
de Ny de Dy por la transformacién definida, el
mAximo de Y, ocurre cuando N= 151.29 y D= 55.07.
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Tabla 4.3.

Rendimiento de grano (Kg/Ha) obtenido para cada
uno de los tratamientos de nitrdgeno y presion
poblacional bajo estudio

NITROGENO PRESION DE REPETICIONES
RAT. N POBLACION D
(Kg/Ha) (P1/Ha) I 11 g v
1 ¢ 20 2446.52 4139.23 4030.90 4739.58
10 0 60 2830.20 3507.31 4974.31 4103.13
2 ) 100 2162,15 149,38 2703.02 3259.02
5 60 40 4996.88 5258.67 5904.16 6648.95
6 60 80 3931.59 5330.90 5899.65 4816.32
12 120 20 3832.28 3615.63 4455.20 5525.03
9 120 60 3751.03 4048.95 4834.38 5592.70
13 120 100 2785.07 4107.64 4572.57 3999.31
7 180 40 3633.68 4667.35 7140.97 6630.91
8 180 80 5915.46 5335.41 6495.49 8377.77
3 200 20 2807.64 2699.31 5136.79 5714.58
1 240 60 3913.53 4721.52 4784.72 6332.99
4 210 100 3398.95 3322.22 5086.52 5732.64
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Cdlculo de) miximo por mdtodos nwwiricos. El miximo de Y,

dentro de la regldn de exploracidn, a saber: {FN. DD|O = N = 240,

20 = D < 100}, se encontrari por métodos computacionales. Esto se

hace a través del programa SAS de la Tabkla 4.4. Los resultados
dadus por la computadora, después de examinar mas de 10,000 puntos
dentro de la regidn de exploracién, se presentan en la Tabla 4.5,
la cual s6lo presenta la impresién de la primera hoja de los
propios resultados. Los valores de N y de D que producen ol miximo
rendimlento, s=on: M= 151 y D= 55, los cuales coinciden con los
producidos por el anilisis canédni¢o, lo que prueba la bondad del
método de calculo numérico. So tratd de resolver el mismo problema
por el método de Mewton, sin que hublera convergencia a una
soluecion.

Una vez que se ha mostrado la bondad del método del <calculo
numérice introducido on esta tesis, encontraremos los niveles de N
y D, que maximizan el ingreso neto del agricultor, digames I,
cuando el kilogramo de nitrdgens cuesta 8517, el kilogramo de
somilla de malz 8384 y ol precic de venla del kilogramo de maiz es
de § 325, (preclios dados por Marin Garcia C18883D.

Con los precios anteriores, es facll ver que I, el ingreso

neto del agricultor, es dado por:

I= 325(13353.765048 + 26.857304N%" " + 428, 7as7esD” ¥
-0. 466002N*° - 15, 37968410 ¢ + 1. 4050aN° "D 7>

~-517N - 384D -~ 286000,

donde la constante 286,000, es el costo fljo de produccidn, en

pesos.

[y

Cl programa €25 de 1a Tabla 4. 6, ane ewvplora el mismo numero
de puntos que adquél de la Tabla 4.4, produce los resultados de la
Tabla 4.7. De acuerdo con esta dGltima tabla, N= 130 Y D= 53,
producen un ingresc maximo, dentiro de la regién de exploracidén, de

$ 1,447,243.48.
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DATA UNO;

Tabla 4.4. Programa SAS. Cdlculo del Rendrimi.'ento Waximo

DO N=0 TO @40 BY 1}

DO D=2 TO ) BY i

Y= 1353 TRSOABHE0 85?0 B ) 4425, 725791 D1 4 7)
~0 4 £LOOI (N0t o ) ~15, 3796411 Dronda 4)

+1,0 £FFAR( N 8 ) D10 7)

OUTPUT! E

PROC SORT! BY DESCENDING Y»
SET unvo! IF N LE 2008

DATA DOS:
PROC PRIN
RUN?

ND? ENDJ

T DATA=DOST

Tabla 4.5.. Resultado de 1a Tabla 4.4.

=)
B
4]

LN BN

N

RETY

132
150
193
149
154
1489
PR
192
1959
151
154
147
150
151
150
149

BY

Y

5619.97
5419.94
5619.91
G619.84
S619.77
Gh19 b6
5619.,99
GH19.473
GH19.42
G619.40

5619.29
S61%.20
5619.21
Ga17. 21

Gb1y. 20



Tabla 4.6. Progralﬁa SAS. Cé]culo del Ihgreso Neto

DATA LNO Y
DO N=0 TO 40 BY L)
wnenro:mav:”
-3&5x(1353.?asn4&+ag.as73n4n(Nxxu.a)+aes.?es7qhu(pnnu.?)
.AELDDEN(NKNL-L)—LS-37QL4LM(DMML-4)
+Lo FETRDA( N0 Q o & ) e D1y ) } 50704~ 384D~ZBLI0NT
OUTPUTS END: END3
PROC SORT! BY DESCENDING I}
DATA DOS} SET UNO: IF _N_ LE 200}
PROC PRINT  DATA=DOS/
RUNY

Tabla 4.7.. Resultado de la Tabla 4.6,

345
ans N D i
1 130 53
2 129 53
k& 131 53 .
. 4 128 .. 53 144718961
5 2 53 1847163
& 129 52 1447143
7 128 52 1447133,
8 130 57 1347124,55
9 12 53 1447119, 65
10 137 53 1447111.20
11 127 s 1q709%
12 131 ol LA4F0OTY
13 128 [ 1447027, 98
14 176 53 14470720, 81
15 1124 5 1447010, 82
1é 132 52 (417001 . 84
17 i05 s 149693179



€. MAXIMOS Y MINIMOS RESTRICTOS
En esta seccidn se presentaran algunos ejemplos de problemas
de maximos y minimos. cuando no hay restricciones entre. las

variables,

1. Maximo restricto con una funcion potencial.

Martinez &. y Palacios V. (18981 presentan los resultados de
un estudio realizado en Brazil en 1971; se encontrd que el ingresc
bruto esperado por campesine, Y, era una funcion de la superficie
cultivada, $, del nunerco de jornales empleados, T, y otros costos
variables, C. A partir de una encuesta sobre predios, se estimd la
funcidn:

0. 350

Y= 80,48 0.008 _©.3

T c . C4.13

donde Y se da en cruzeires, S en héctareas, T en jornales y C
también en cruzeiros., Se sabe que la renta de la tierra es de 100
cruzeiros por héctarea, el jornal de B c¢ruzeires ¥y la tasa de
interés al capital de 10%; ademas, el gaste medico que los
campesinos pueden realizar, es del orden de 250 cruzeiros, es

decir:

1008 + ST + 1.1C= 250. C4.14>

Considérese el problema de maximizar C4.132, sujeto a la condicién
c4. 14>,

Usando el método de multiplicadores de los Langrange, se
establece la funcidn:

O.56p

L= 80.45 ©.00¢

T c®? + aca2s0 - 1008 - BT - 1.10C3.

As{., la primera condicién, necesaria para el maximo de L, es:

oL
s

s L,= 80.4 % 0.8605 @431 70008 08 _ 00 o,
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L . L,s 80.4 x 0.0865° 5%° 7O P14 &8 5 Lo,

aL 0. 359

€% = Ly= 80.4 x O3S ©.oue

T

~0, 9

C - 1.1x = 0O,

al.

e 250 - 100s - ST - 1.1C= 0.

Dé las ecuaciones anteriores se obtiene el sistema:

~0. 431 0.89 0. 8

48. 74768 7% %% ¢ - 100A, C4.18ad
B.01448%° %9 79 P14 002 C4.18bD
24,1287 79 79900 o~ T 41y, ¢4.15¢c>

100S + ST 1.1C = 250. C4.15d)

Dividiendo miembro a miembro C4.18a) entre (4.15b), resulta:

8. 61627915 'T= 20, .. é = 3.0228471. 4.1863

Dividiendo miembre a miembro C4.15a) entre (4.15c¢), resulta:
1. 89668673 ’“C: 20.909091, .. % = 47.930979. C4.17>

De los resultados €4.18> y (4.17> se obtiene, respectlvamente:
T= 3.02E84718 y C= 47,930878S. Estos valores se insertan en la
condicidén €4.18d>, de donde se obtiene: Sg= 1.4B953; de aqul, las
relaciohes anterjores para T y C producen: Te= 4.80282 y Cg=
71.3946 y el valor de A es 1.5779,

Para demostrar que L tiene un maximo en Sy,= 1.48633, T,=
4.8508628 y Cp= 71.3946 debe obtenerse la matriz Hessiana de la
frontera, que se discute en la Seccidn € del Capitule I. Se

observa que:

L, = 45,7476 x C-0.431d>g ' *71 0 080 0.9
L,z= 45.7476 » €O, 0pgYs™ © *34 po.-Pi4 0.0y
Liss 45.7476 x €0.3d>5™ 0 #31 0. 080 0.7 .,
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L,.= B.0144 x (~0.91435% 79% 71 P

O, 399

Les= 6.9144 3% CO, 3DS "o @i me. T

T c 2 Ly,

~1.7

0O, BEO TB.OBd c . .
H

Lysys 24,12 x €~0. 735

ademis, como se tiene la restriceion ¢gCS,T,Cx= 2B0-1005-8T-1.1C,

entonces:
9.(S, T,CY= ~1060, g,(S.T,Cx= -5 ¥ GyCS T,0= 1.1,

Evaluando las L,; on el punto Sy= 1.489%3, T,=4.5028Z, C,= 71,3045
Ces innecesaric hacerio con las g,,s. pussto gue szon constantes

para Loda valor de S, T y CJ; se obltiene entonces:

o g 92 9> ¢ ~100 -5 ~1.1

Gy Ly by Lo, ~100 ~48. 6573 3.,013805 O, 653037
He b o, L., Les Lasl® -5 3.013805 ~1.80152 0. 331516

gy bay Las Lay 1.1 0,6863037 0.0231519 -0, 017018

Es f4cil ver que el tercera y el cuarto delerminantes menores de
H., digamos A, y &,, son: A,= +20170.4 ¥y A= =-172.4, los cualas
alternan en sigho, comenzands con el de €-13%7 o 41, Por
consiguiente, la funcidn 4,133 tiene un méximo restricta por 1la
condicidén C4.140, en el punto: Sgx 1.49 hectareas, T,z 4.%
Jornales, Cy= 71.4 cruzeiros, siende el valor miximo de Y, Y
366. 4 cruzeiros.

»

a

@, Costo minima restricto a un nivel 1ijo de praduccidn.

Considérese la ecuacidn de regresién estimada:

Yo 2707.5117 + L2.260766N ~ O, O5VBEENT + 65, 866621D
~ 0.696956D%+ 0. 1085441 ND, €a.183

que da el rendimiento do mafz Y, en kilogrames por héctarea, en
términas de N y D, la dosis de nitrogeno expresada en kilogramas
por heectarea y la cantidad de semilla aplicada por heclarea,

axpresada en kllogramos, respeclivamente, cuande los dalos de  la

an



Tabla 4.3, se ajustan a un polinomio cuadratice en N y D Tal
ajuste como homos visto, se logra con facilidad a traves de un
programa BSAS., Encontraremeos los valores de N y de D, que minimizan

el costo de produccidn en pesos por hectarea C, dado por:

C= z2BB000 + F17N + 384D, 1,295
sujeto a la restriccidn de que Y= S000 kilogramos de malz por
hectarea.

Usande el metodo do los multiplicadores de Landrange,

descrito en ol Capitulo I, se forma la funcidn:

L= 286,000 + S17N + 384D -~ )\['5000 ~CRY87.5117 + 12, 260788N

4. 20>
-~ 0, 057692?42-* 65, 8BBB21D ~ 0.698955D2+ Q. 105441ND)).
El minimo de L (si{ es que ocurred, se Liene cuando Jdl/éN= O,
8L-8D= 0, dL-/8x= O, es decir, cuando:
—glg = 517 + AC1IZ2, 8680788 ~ 0.115364N + 0.105441D0= O,
O . 34 + ACS5.60082L - 1.3G3912D + 0.1054411)= O
an ’ : : ' C4. 280
—g—% = Largy.sLiv 4 12. 260786N - 0. 057892N"

+ 65, G66821D ~ 0.686956D" + 0.105441ND> ~ BOUG= Gy

Sistema que produce la solucidn aceptable C(hay otra inaceptable

por que ccurre fuera de la regidn do exploraciond;
N= 40. 474302, D= 44.841415 y A= ~45.83143,

despuds de un Algebra muy laboriosa. La matriz Q de la Seccidn C
dal Capitulo I, tiene los sigulentes elementos:

k3 =
L a"L
— = 0. 115384x, oo~ ¢ +0. 108441,
aN
2
z aTL
oL = -1,393012A.
35N - tO-105441x, an?
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Ahora, como se tiene una sola restriccidén, definida por’ la

relacidn:

gCH,D= CE&?57.5117 + 12, 260786N - 0.057692N" + 65, 666821 D
- 0.696058D%+ 0. 105441NDY - 5000= O,

entonces:
g,(N, D)= _a_;! = 12.260786 ~ 0.115384N + 0.105441D,
g.(N, D= == = 65.686821 - 1.393812D + O,105441N,
De aqui, la matriz Hesslana de la frontera Cla matriz HB de la

Seccidn C dol Capitulo I), evaluada en el punto estacionario: N=
40. 474302, D= 44.841415, A=z —45.831843, os dada por:

[¢] 11. 280367 g, 3784544
H= 11.280367 5, 28682614 ~4, 8325554
8. 3784544 ~4. 8325554 83, BBSSE
Es fAcil ver que | Hla | = ~0413.02 { 0, gque tiene el signo de € -13™=

¢-1>'= -1, Cdonde m=1, puesto que se tiene una sola restriccidénd
lo que implica que C tiene un minimo relative en el punte ON=,
49. 47, D= 44.84), por el inciso ({3 de la Seccidén C del Capltulo
I,

FPuede demostrarse que en el punto (N= 271.32, D= 73.64),
que produce la solucién inaceptable referida en lineas anteriores.

ocurre un miximo relativo.

Solucidn alternativa. Una técnica mas practica para

localizar el punto que conduce al costo minime de produccidn, para
el problema r.:[ue se ha venido discutiendo, explota los medios de
computacién electrénica. As{, cuando el rendimiento de maiz se
restringe a un nivel Y, de produccién en la expresién €4.183, se

obtiene la ecuacidn cuadratica en N que sigue:

C-0.087602>N> + C12.260788 + O.105441DON + C2757.5117
+ 85, 666821D ~ O, 606056D° — 50C0)= 0,

a0



ecuacién que puede resolverse facilmente para N, produclendo la

solucisn:
-b +1’£2 - 4ac
Ne —=e—= C4, 210
a
donde a= =-0.057692, b= 12 260788 + 0.105441D, c= 2787. 5117

+ BS.86882LD -~ 0.6808058D° - BOOO, Este valor de N dado por C(4.213

se inserta en C4.19), y la expresiéon resultante se ewvalda  para
algunos valores de D, dentro del range experimental. El  programa
SAS do la Tabla 4.8, hace el trabajo anterior para valores de D
entre 20 y 100, a intervalos unitarfos, y para valores de Y, que
van de 3000 a 5000, a intervalos de 100 unidades, La tabla 4.9 da
los puntos donde C se maximiza © se minimiza, para log valores

propuestos de D.

3. Rendimiento maximo restricto a un crddito £ jo.

Si ahora el problema ez maximizar ¥ dado por €4.183, sujeta
a la restrccion de que el costo de produccién C dado por (4.192,
se fija a un nivel Cy Clo cual puede ocurrir cuandeo el crédito a
los agricultores, se restringe a un cierto monto, digamos Cg2.

entonces se construye la {unciédn:

Ls 2787.5117 + 12. 26078GN - 0.057802N° + 65.660821D

-0.606056D% + 0.105441ND - X [, - €286000 + SL7H + 3843 ].
4. 22

El maximo de L (Csi es que ocurred, se tiene cuando dJdLsdN= O,

D= O, Sl 0, oz docir, cuande:

== = 12.26078G ~ 0.115384N + 0.105441D + 517Ax= O,

— = 65.8686821 - 1.393812D + 0,105441N + 384A= O,

== = 2886000 + S17HO + 384D -~ Cy= O,

El programa SAS de la Tabla 4,10 resuelve el sistema

g1



Tabla 4.8. Programa SAS. Cdlculo del costo m?nimo

y maximo de produccion

DATA UNO»

DO D=20 ToLd gy L1 DO Co=3I0 To H¥W BY 100¢
A=-0/ 057021 820y I0S6ALD 12, 260786
C=2757, 511 7-COHLE LELALD{  EALUSHHDKD §
D=ErE-GRANC)

AF 0 GE O THEN NL={-B+S0RT(0))/ (A ):

IF QLT O THEN NLl=es

IF G GE 0 THE N2=(-8-SORT{0) )/ (awa)}

(F Q4 LT O THEN R2=47
CSL=2BL0004SLPWNL L0}
CS2=2BLINIHEL PN 3060

OUTPUT? ENDI ENDI

PROC SORT: BY €O CSL) PROC PRINTS BY €Oy
PROC SORT! BY €O CS2F PROC PRINT} BY CO3
RUNS

Tabla 4.3. Resyltado de 1a Tabla 4.8.

Minimao Cozto Maximao Costo
co B N1 CS1 b N2 c2
3000 91 1.76 314808 .28 80 4831 .61 515041 .90
3100 8¢ 0.86 320424 .40 80 479 .01 5126824 .77
3200 a7 0.22 1052247 8Q 374 .93 810534 .93
3300 a6 2.35 320239 .55 ¢l arve . 44 508241, 21
3400 8% 2.10 319344 .27 80 365 .83 5054847 .7
3500 82 2.12 318585 .98 80 361 .18 500434 .42
3600 79 0.21 446449 o 80 354 .01 500946 .96
3700 7T 0.90 316035 .85 7o 491.35 198368 15
3800 20 Q.55 292248 .70 ] 346 .28 95728 52
3900 23 0.05 294461 .62 80 340 .95 49299% .21
4000 26 0.42 296201.22 80 335 .50 490174.74
4100 29 1.59 2979606.76¢ 40 329 .64 487252, 09
4200 34 0.%8 299863 .45 8¢ 323 .97 484245 .27
4300 39 2.56 302360 .02 8¢ 317 .85 4910409 .75
4400 10 B.18 305589 .43 7 312 .24 4TTT6T 15
4500 40 14,77 309001 . 14 78 3046 .38 474351 .18
4600 41 20.92 312561 .31 T 300 .22 470785 . 84
4700 20 T.39 316291 .43 77 293,00 447031 .66
4800 43 34,24 420216 .95 Té 286 .16 463429 .13
4900 A4 41.53 324371 .02 75 279 .87 430976 .53
5000 43 4%, 35 428798 .24 7 271 .049 454548 .54




anterior de ecuaciones, para N, D y A. Puede verse que en todos
los puntos que sastifacen las condiciones de primer orden, la

matriz Hesslana de la frontera, es:

0 -517 -3s4
H=  |-s17 -0. 115384 0.105441
. ~384 0. 105441 -1.303612
[H?|= 431457.4 > 0, que es el slgno de ¢-137"*: €-13%s1, lo que

implica que en todos los puntos que sastifacen las condicicnes de
primer orden, ocurre un mixime restricto, por el inciso (O de 1la

Seccién C del Capitule I.
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Tabla 4.10.- Programa SAS.  Cilculo del Rendimiento Miximo

DATA W05 :

DO Co=330000 To 00000 EY 10000

A=l MIS4414Y  FFNDEL/ 04T

B80S, bab&LEL7/ 384-12 080

Cat WSLL10E1?/ 36440 1153840

E={Co-28L000) /5171 F=~384/837)

D=(BH+OE )/ {A-CHF )} NSE+F D}

LAMBDA= {12, 2607840115 384 CO-2aL0N0 3364D ) /51740, 10544100 )/ {~517) §

Y2752 SLLTHLE S PBEIN-0 o 05 PAEHNINNALS « Lo LARLND-T  LOSGLDRD
A0 WSLE LD

OUTPUT! END}

PROC SORT) BY Y1

PROC PRINT DATASLNGS VAR N D LAPHDA €O Y»

RUNG
Tabla 4.11, Resultado de la Tabla 4.10,
ER%

DRS N O LA D co ¥
1 151.49¢ B2.0535 D.0375071 300000 I450.05
z 33%3.855 £ .76318 0,034119C 490000 4008, 5%
3 316,214 FH.ATT 0.0306430 480006 zx2.43
4 16.314 40,8361 -3, 0782418 310000 4528. 5o
s 293.573 77.1823 Q.Q271790 470000
[ Z.958% AT BRET 3,02487 1% I20000
7 3 74.23919 2.023708%9 460000
2 £ 45,4169 ~0.071401¢ IICRLO
g JOLAGLS 0.0202389 450007

16 AT ALY ~Q.GL7IILS 330000
tL 702111 C.0LETERT 440060
12 49, 6977 ~0.014415 250000
12 LR.0Z07 . .01I53028 4305006
1a E1. 9885 -D.010%1Y 260000
1% 35,7304 = 420000
16 122,161 AL R7H4 0 307HRLA I70000
17 192.725 0. 00EI557 410000
18 109,300 ~0.0n4s0514 230H00
13 17%.084 O.ChIERET

20 157,443 O, ONEELE




CAPITULO V

RESUMEN

En’ esta tesis' se  discuten,  on. forma condensada, los
elementos matemAticos, estadisticos .y pricticos del problema de la

localizacidn de condicicnes éptimas.

En el Capiltule I sg consideran algunos teoremas que

establecen las condiciones de ocurrencia de puntos extremos

Cmaximos o minimos), en el caso de funciones de una o mas
variables. Se discuten tanto 1las situaciones de condiciones
extremas sin restriccianes, como agquellos en dque se imponen

restricciones sobre las variables.

En el Capitulo 11 presenta algunos de los métodos nUmericos
que desempefian un papel importanle, i relacidédn con el problema de
localizar condiciones dptimas. El enfasis aqul, es5 4Lratar de
resolver el problema cuando s practicamente imposible encontrar
una solucién ablerta, como ocurre cuando &1 problema involucra
funciones no lineales. So exponen, entre otres, los métodos de
Newton-Raphson y el del ascenso acelerado, cque son técnicas de

busqueda secuencial.

Por otra parte, como &l ajuste de la funciédn de respuesta,
es uno de los aspectos relevantes en la determinacidn  de
condiciones oOptimas, el Capitulo TIT cubre muy brevemente, los
métodos estadisticos de ajuste para modelos lineales y  no
lineales. Para tal proposito, se ilustra el usa de las
procedimtentos GLM, RSREG y NLIM de SAS, en varios ejemplos de
naturaleza aplicada, cuandeo el ajuste de las funciones de

respuesta, s realiza por métodos de computacien electrénica.

Finalmente, el tapitulc IV prozenia una serie de ejemplos

ilustrativos., con los cuales ze redondea ol Loma de

En algunos casos, SCc Sugieren algunos artificios para la
localizacidn de condicianes épLimas, que constituyen una

aportacidn priactica de este trabajo.
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