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INTRODUCCION

El {formalismo lagrangiano de la Mecanica Clésica se ha convertido en parte fundamental
del lenguaje de la fisica moderna. Por una parte, como es bien conocido, la fisica de
las particulas elementales tiene sus modelos mds futnosos expresados en términos de las
llamadas Teorias de Norma y por la otra, la Mecdnica Cudntica requicre del formalismo

hamiltoniano, que a su vez esta basado en el formalismo lagrangiano 1.

La importancia de expresar las ecuaciones de movimiento de un sistema fisico dado
en términos de un principio variacional. debe su enorme exito principalmente a que
permite asociar cantidades conservadas con simetrins infinitesimales del sistema. Ei
teorema de Noether (1918) permite, de una manera directa, probar si una transfor-

cr e . . . ’ . . . i
macién infinitesimal dada es una simetria para un sistema lagrangiano v asociar a ésta
una cantidad conservada a lo largo del movimiento. Este tipo de simetrias se llaman

simetrias de Noether.

Por otro lado, se ha demostrado que las simetrias de las ecuaciones de movimiento
constituyen un conjunto mucho mas grande, que incluye a las simetrias de Noether como
caso particular. Estas simetrias pueden también definirse como simetrias de la funcién
lagrangiana, extendiendo el formalismo lagrangiano mucho més alld de la prescripcién
L = T — V usual. De hecho, es necesario construir la funcidn lagrangiana de tal
manera que resulta ser proporcional a combinaciones lineales de sus propias ecuaciones
de movimiento (Hojman S. 1984a). Asi, nuevos tipos de simetrias (no Noetherianas)
asociadas a la funcién lagrangiana pueden definirse, de tal manera que este nuevo
conjunto (que incluye a las simetrfas de Noether), sea equivalente al de las simetrias
de las ecuaciones de movimiento. Ademais, y este es un paso importante, se ha definido
un modo sistemdtico para asociar varias constantes de movimiento con cada simetria

no Noetheriana dada ( Hojman S. y Harleston H. 1981).

'i'De hecho el formalismo hamilteniano puede verse cormo un caso particular del formalismo lagrangiano de primer orden,
para detalles ver nota a pie de pigina pp. 15.



Las trensformaciones de simetria de Nocther transforman a la funcidn lagrangiana
de tal manera que la variacion funcional de ésta es la derivada total respecto al tiempo
de una funcién arbitraria. Las ccuaciones de movimiento quedan consecuentemente
invariantes. En el caso de las transformaciones de simetria no Noetherianas, la funci('n'l
lagrangiana se transforma por una funeién lagrangiana equivalente que lleva a ecuancio-
nes de movimiento distintas a las originales, pero con exactamente el mismo espacio
solucion que las ecuaciones de movimiento originales. Asi, mientras las simetrias Noet-
herianas dejan invariantes a las ecuaciones de movimiento, las simetrias no Noetherianas
transforman las ecuaciones de movimiento covariantemente, dejundo invariantes las so-
luciones de las ecuaciones de movimiento. En general, ditemos que una transformacion
dada es una simetria del sistcma, si las soluciones de las ccuaciones de movimiento del

sistema permanecen invariantes bajo la transformacion.

El propdsito de este trabajo, es estableccer un método para construir simetrias no
Noetherianas asociadas a un par de lagrangianos equivalentes dado (Lagrangianos que
llevan a ecuaciones de movimiento distintas, pero con exactamente el mismo espacio
solucién). La construccion de estas simetrias es relativamente simple, requiriendo de una
solucién particular de una sola ecuacién diferencial parcial lineal. El método también
es Util para construir funciones lagrangianas asociadas a una simetria no Noetheriana
duda. Esto permite, en principio, construir también otras posibles simetrias del sistema
y entender mejor la estructura de esta nueva visidn de la relacién entre simetrias y

cantidades conservadas.

La estructura de esta tesis, que pongo a consideracidn del jurado, es la siguiente: Enla
primera seccidn, se define el concepto de simetria para un sistema dindmico Newtoniano,
que constituye el fundamento de toda la estructura logica del texto. Estas simetrias
son las més generales que pueden asociarse a un sistema de ecuaciones diferenciales

determinado.

En la segunda seccidn, se discute el principio variacional que es la base de la cons-

truccidn lagrangiana.



Sin duda uno de los problemas mis interesantes y mds antiguos que se han planteado
en ¢l drea es el llamado problema inverso del cileulo de variaciones. Es a partir de la
propuesta de solucién a este problema que surge la idea de relacionar simetifas con

lagrangianos equivalentes.

En la seccidn IV se definen las simetrias de la funcidn lagrangiana, que es muy usnal
entenderlas como un subconjunto de las simetrias de las ecnaciones de movimiento., La
mas famosa simetria lagrangiana es aquella formulada por Noether. Se expone también
la definicién de una simetria lagrangiana llamada simetria de s-equivalencia, que con-
tiene en su definicidn a la simetria Noetheriana. Se muestra, ademds, la necesidad
de construir un nuevo concepto de simetria lagrangiana, que tiene la peculiaridad de
que las simetrias lagrangianas asi definidas coinciden con aquellas de las ecuaciones de

movimiento, expuestas en la primera seccion.

Por dltimo, se presenta una linea de pensamiento particular basada en las secciones
anteriores, que conduce a la relacién entre simetrias y lagrangianos equivalentes, que es
propiamente el contenido fundamental de este trabajo. Un ejemplo que muestra como

opera en la practica esta idea es el contenido de la \iltima seccidn.

Los apéndices pretenden cubrir un objetivo doble: por una parte, se desarrollan
algunos calculos de este trabajo que son cruciales en el desarrollo de las ideas expuestas
y por otra, intentan introducir al lector, verdaderamente interesado, al lenguaje en el
que se escriben estas ideas en las publicaciones en curso, mostrando algunos materiales

que no han visto laluz a lo largo de estos ultimos afios.

Una peculiaridad del trabajo es formular desde el principio el teorema de Noether
para funciones lagrangianas que dependen linealmente de las aceleraciones. Evidente-

mente, el teorema de Noether usual, se obtiene como caso particular de esta propuesta.



L. SIMETRIAS DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden,

i~ Fid. =0 j=12...n (1.1)

En Mecdnica Cldsica un sistema de este tipo representa Ia soguada ley de Newton
para un sistema de n grados de libertad, donde ¢ 7 = 1...n denotan las coordenadas
generalizadas y ¢ denota la derivada respecto al tiempo de la coordenada. Se ha
supuesto que en general las fuerzas generalizadas F' dependen de las coordenadas,

las velocidades y el tiempo.

Cualquier funcién C(¢', §',) que permanece constante a lo largo de todo movimiento
posible del sistema (1.1), es una constante de movimiento asociada al sistema. Conse-
cuentemente, su derivada respecto al tiempo sobre las trayectorias solucidn del sistema

(1.1), se anula:

oC | 40C 00

d ;
—C = F'— :

dt ag " Tagd T A

Supongamos que el sistema {1.1) puede ser integrado. En este caso siempre es posible

escribir su solucién general como el conjunto de trayectorias, dadas por las funciones,
=4 (C%)  a=1,2...2n (1.2)

donde las 2n cantidades C%, son las llamadas cantidades conservadas o primeras in-
tegrales del sistema (1.1). El conjunto de las cantidades C® debe ser un conjunto
completo, funcionalmente independiente de funciones C"(q", 4, 1), a despejar desde las
ecuaciones (1.2}, por lo que el jacobiano de la transformacion,

¢ =¢(C%)

¢t =¢(Cc"1)



debe ser distinto de cero,

det “i’—? 40 (13)

El conjunto de tedas las soluciones posibles del sistema (1.1) para los distintos valores
dc las cantidades C®, permitidos por el sistema, lo lamaremos ¢ espacio solucidn del

sistema (1.1).

Es también cierto que dado un conjunto completo, funcionalmente independiente

C%(q',¢", 1), el espacio solucidn del sistema queda inicamente determinado puesto que*,

ace
det |s————| # 0
aq', )
y sera entonces posible reconstruir Jas trayectorias del sistema a partir de las 2n
funciones C“(q",qi,t)f.

*k ok
La transformacién infinitesimal total,

F(0) =g+, ¢, 0) ' (1.4a)
T=1+6t(q',¢',1) (1.4b)

se dice que es una transformacion de simetria para el sistema (1.1), si mapea curvas
solucién del sistema (1.1), en curvas solucién del mismo sistemaj. Estas transforma-
ciones tienen la propiedad de dejar invariante el espacio solucién del sistema dado. Es
posible asociar a cada clase de equivalencia de transformaciones infinitesimales totales

dadas, una transformacidn representativa llamada la transformacién infinitesimal local,

* Al menos una de las constantes de movimiento C® debe depender explicitamente del tiempo. Para detalles ver Landau
L. y Lifshitz (1978).

'l' Una demostracién posible de este hecho puede verse en Saletan y Cromer (1971),

i El significado matematico de las funcxones Sq' y 6t como funcmncs infinitesimales arbitrarias, puede hacerse evidente

escribiéndolas en la forma 6q‘ = ot (q’ ¢,1) y 6t = ¢7(9’,4%,1), donde ¢ ¥ 7 s0m funciones analiticas dadas y ¢ es un
parimetro de pnmer orden (¢? ~ 0). Consecuentemente al desarrollar en serie de potencias en ¢ s6lo nos interesarin los
términes de primer orden en ¢



dada por,

6 = €1 D) = ' - ot
t=0 (1.5)
Esto es asf por el siguiente argumento: Supongamos que tenemos una trayectoria cual-
quiera en el espucio configuracion definido por las coordenadas ¢'. Las transformuciones

(1.4) mapean esta trayectoria en otra infiuitesimalmente cercana, Pueden definirse dos

tipos de variaciones entre estas dos trayectorias cercanas:
p )

a) Variaciones infinitesimales totales, que son Ia medida de la variacién entre un punto
de la trayectoria original al tiempo t y el punto correspondiente de la trayectoria variada

al tiempo {,
6¢' =71 - q'(t)
b)Variaciones infinitesimales locales, que son la medida de la variacién entre un punto
de la trayectoria original y el correspondiente de la trayectoria variada, en el instante
de tiempo t,
8¢ =7 -4(1)
Es fdcil mostrar que estas dos variaciones estan relacionadas por la ecuacién,
8¢ = 6% + 46t
6*q-i - (6*71')'
| (8¢') # &
A lo largo del texto usaremos las variaciones infinitesimales locales.
Las condiciones que deben satisfacer las transformaciones (1.4), para ser una simetria

del sistema (1.1}, se deducen utilizando las técnicas del célculo de variaciones, como

sigue. Definase la funcién,

Mg, ¢t =d = Fi(¢, ¢, t) (1.6)



que se anula sobre las trayectorias solucidn del sistema (1.1). Parn que la transformacion
(1.4) sca de simetrfa para este sistema, es necesario exigir que e trayectoria trimsfor-
mada §'(t), obtenida al aplicar las transformaciones (1.4) a una trayectoria solucién
dada, sea también una solucidn del sistema (1.1) escrito en las coordenadas transfor-
madas. El cdlculo de variaciones permite definir la variacidn total de coordenadas,

producida por las transformaciones (1.4) sobre una funcién dada:
SMY = M0 - M8 (L.7)

Desarrollando la variacion (1.7) hasta términos de primer orden en € obtenemos,

Mt ('JM' M

i_ Jj Y J
M = (5~ T3 £ aqjﬁ) (1.8)
Sustituyendo ahora M por su definicién, dada en (1.6),
aF’ 8F'
3]
M = ¢(— = an +¢) (1.9)

La condicién necesaria y suficiente para que las transformaciones {1.5) sean de simetria
para el sistema (1.1), es que la variacién (1.11), se anule a lo largo de las trayectorias

solucién del sistema (1.1), 2.e.,

dde 0Fd, ?f_,gl =0 (1.10)

donde

(1.11)

es la derivada respecto al tiempo sobre las curvas solucién del sistema (1.1). La ecuacién
{1.12) se llama la ecuacién de variacién asociada al sistema (1.1) (Hojman S. (1984)).
Cualquier solucién particular de esta ccuacidn, es una simetria de las ecuaciones de

movimiento (1.1)1.

TEs interesante deducir Ia ecuacion de variacién en el caso en que un lagrangiano de la forma L(g%,4',t) existe para un
sistema del tipo (1.1). En este caso la relacién (1.12) se llama ecuacién de Jacobi. Para detalles, ver el apéndice A.



HLEL PRINCIPIO VARIACIONAL

El estudio de las simetrias de lus ecuaciones de movimiento, permite obtener simetrfas
de un sistema dindmico dado, resolviendo la ecuacion de variacion (1.12) asociada al
sistema. Cualquier solucién particular de Ja ccuacidn de variacidn. es una simetrin
particular del sistema. La enorme importancia de éstas simetifas se debel en gran
medida, al hecho de que permiten la integracion del sistema en cuestidn, via la relacion
entre las simetrias del sistema y sus cantidades conservadas. Ahora bien, ésta relacidn
se lleva a cabo a través del Hamado principio variacional, que permite la construccidn de
cantidades conservadas asociadas a transformaciones de simetria dadas. En esta linea

de pensamiento se ha inspirado el famoso teorema de Noether (1918).

Aunque en Mecanica Cldsica, los ecuaciones de Newion de un sistema integrable,
determinan completamente su evolucién dindmica, la idea de formular la teoria en
términos de un prineipio variacional es muy 1itil, desde un punto de vista global,
sugiriendo analogias estructurales en otras dreas de la fisica, como en la Mecdnica

Cuéntica y la Teoria de Campos.

Es importante mencionar que no todas las ecuaciones de movimiento Newtonianas,
como el sistema (1.1), son derivables a partir de un principio variacional. Las condi-
ciones necesarias y suficientes para que un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo
(1.1), sea derivable desde un principio variacional, fueron investigadas por Helimholtz
a fines del siglo pasado (problema inverso del cilculo de variaciones) y su trabajo ha
encontrado continuidad recientemente. En la seccion 111 revisaremos aigunos conceptos
fundamentales de este interesante problema, que seran ttiles para extender el forma-
lismo lagrangiano a sistemas lo més generales posibles y asi tener una sdlida basc para

relacionar simetrias con lagrangianos equivalentes.

A lo largo de este trabajo supondremos que los sistemas de ecuaciones diferenciales

tratados, son derivables de un principio variacional.

*kskok ¥



Aunque usualmente se supone que lu funcidn lagrangiana depende de la posicidn,
la velocidad y posiblemente del tiempo, supondremos aqui, que ademas, depende li-
nealmente de las aceleraciones, puesto ¢ue mas adelante nos intercsard extender ¢l
formalismo lagrangiano, para relizar un paralelo entre las simetrins de lus ecunciones
de movimiento, que ya hemos estudiado, y las simetrias de la funcion lagrangiana.

Supongamos, entonces, que ¢l sistema (1.1) prede obtenerse a través de la variacion

de la funcional de accidn,
. t CoL
Sle')) = [ " Lta' 4"\ 1) (21)
1

Las ecuaciones de movimiento se obtienen propeniendo una variacién arbitraric de
una trayectoria cualquiera, entre dos puntos dados y calculando la correspondiente

variacién en la funcional de accién (2.1), exigiendo el siguiente principio fundamental:

La variacién de la accidn (2.1) anie iransformaciones infinitesimales arbitrarias,

debe ser sélo funcidn de los puntos eztremos de la trayecioria variada™,

Para calcular la variacién de la funcional de accién (2.1) producida por las transfor-

maciones infinitesimales arbitrarias,
70 = q'(t) +8q' 47, ¢/ 1)
t=t+6te,¢,1)
es necesario calcular, primero, la variacién producida en la funcién lagrangiana por

estas transformaciones.

Podemos definir ahora, dos tipos de variaciones en la funcion lagrangiana:

a) La variacién funcional,

6L = E(d!, ¢, ) - L(¢?, &, ¢ 1) (2.2)

* Este es el lamado principio variacional de Weiss, para detalles consultar Sudarshan y Mukunda (1974).
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b) La variacion de coordenadas,

i g oej A dl .
6L = L(qj,(jJ,qj,?);I—t e L(QJ,QJJJ]»*) (23)

Aquf hemos introducido el factor di/dt, puesto quic el elemento de lnen en 1 integral

de trayectoria (2.1), varia de dt — df.

Para definir la funcidn lagrangiana “npueva”™ en términos de la funcién original,
notamos que las variaciones definidas en (2.2) ¥ (2.3), deben coincdir, puesto que
son variaciones producidas por la misma causa: la variacién de coordenadas propuesta.

Esto conduce a la siguiente relacidn entre las funciones lagrangianas (ef. Hill 1951),

L., ﬂ——L(q NRNY (24)

El desarrollo hasta términos de primer orden de la variacién de coordenadas (2.3) nos
conduce al siguiente resultado,

T ) aL )
5L = 6ﬁq+5ﬂq+aﬂq+&&+LW) (2.5)

que puede escribirse, utilizando la relacién entre variaciones locales y variaciones totales
(1.5) como,

d oL d, oL d oL
6L = giizmt + Lo+ 5m “_(ma'

)E'} - GiLE (2.6)

donde el operador Gj es,

a2 8 d 8 9
Fo= — — o — - — 2.7
Gi=—3257 Y &ag " a7 (2.7)

Podemos ahora, calcular la variacién en la funcional de accién y aplicar el principio

variacional mencionado, obteniendo,

ssla' () = (ke + 2ot + S(Zeh o 4 Shpe | (2.8)

lo que implica que,

GiL=0 (2.9)
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Estas son las lamadas ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L), que comiinmente se escri-

ben sin €] término dependiente de las nceleraciones.

Es importante notar que las ecuaciones (2.9) son, en gereral, ecuaciones diferenciales
de cuarto orden, pero como hemos supuesto que nuestra funcion lagrangiana es lineal
en las aceleraciones, estas ecuaciones seran ecuaciones diferenciales de tercer orden.
Para que las ecuaciones de E-L (2.9), scan cquivalentes al sistema Newtoniano (1.1),
hay que proponer ciertas condiciones sobre la funcién lagrangiana. Estas condiciones
son precisamente el objeto de estudio del problema inverso del calculo de variaciones,

que ahora revisaremos.

Todos los resultados obtenidos en esta seccidn, se reducen al caso comtnmente

tratado, cuando la funcidn lagrangiana no depende de las aceleraciones.



12
H1. EL PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO DE VARIACIONES

La construccién usual de la funcidn lagrangiana como L = T — V' ¢s til solamente
para sistemas conservativos, o para algunas fucrzas dependientes de la velocidad muy
particulares, como la fuerza de Lorentz en electroinagnetismo (Golstein 1980). Existe
ain una enorme variedad de sistemas dindmicos que no corresponden al caso anterior

y aqui, salvo raras ecepciones, no se usa una formulacidn variacional.

Una caracterizacién mds profunda, que aquella dada por las ecuacioncs de Newton
para un sistema dindmico, puede hacerse a partir del conjunto completo de trayectorias
en el espacio configuracién del sistema. A este conjunto completo de trayectorias le
llamaremos el espacio solucién del sistema. Consideraremos que cualquier conjunto de
ecuaciones diferenciales, que reproduzca el espacio solucién de un sistema dindmico

dado, es igualmente admisible.

Es importante notar, que este punto de vista define una clase de funciones lagran-
gianas equivalentes, mucho méds amplia que la usual donde las funciones lagrangianas
difieren a lo mas por la derivada total respecto al tiempo de una funcidn arbitraria.
Mientras que estos lagrangianos, que difieren entre si por una derivada total, llevan a
ecuaciones de movimiento idénticas, los lagrangianos equivalentes dan origen a familias
de ecuaciones de movimiento, que en general no son las mismas, pero su espacia solucién

coincide exactamente, como mostrarernos en la seccién IV,

E] problema inverso del cilculo de variaciones para la Mecdnica Cldsica, consiste
esencialmente, en encontrar todos los lagrangianos, que bajo la variacién de la funcional
de accién, dan origen a un sisterna de ecuaciones diferenciales dado, o planteado de

manera més general, que dan origen a un espacio solucién dado.

En este trabajo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden
en los que siempre sea posible resolver para las aceleraciones. En otras palabras, nos

restringiremos al caso de sistemas regulares, sin constricciones.
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Aungque mucha agua ha corrido bajo los puentes desde que el problema inverso fue
planteado por Helmholtz en 18861 y muchos intentos por resolver el problana se han
llevado a cabo, la solucidn general para funciones lagrangianas que reproducen un
espacio solucién dado, ha sido establecida recientemente, a través de los trubajos de
Havas (1973), Sarlet (1982), Hojman y Urrutia (1981) y Hojman R. Hojman 8. y

Sheinbaum J. (1983}, usando el formalisino lagrangiano de primer orden,

[TEEEY

Como es bien conocido, cuaquier sistema de ecuaciones diferenciades de segundo orden
puede simpre escribirse introduciendo un adecuado nimero de nuevas variables, como
un sistema del doble de ecuaciones diferenciales de primer orden. Un ejemplo familiar es
el procedimiento que lleva a la construccién de la funcién hamiltoniana, en la Mecdnica

Clésica, a partir del formalismo lagrangiano.

Para nuestros propdsitos, consideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales de

segundo orden,
MU F )= - Fld,¢,0)=0 (3.1)
Definiendo,
mi = qi, $i+n = éi, fi = _,Bi-}-n’ fi+n = Fi(a‘j,mj+",t)
obtenemos el sistema de ecuaciones equivalente en primer orden,

20 = f“(.’l?b,f) a,b=1...2n (3.2)

Sea L(z%,£%,1) un lagrangiano cuyas ecuaciones de E-L sean un sistema equivalente a

(32),

#®L .. 8L , 8L oL
T a + _—_=
9308ib” T 9opzb” T 9398t  da¢

E.L = (3.3)

fPun una revisién del trabajo original de Helmbholtz, puede consultarse Whittaker 1944 pp. 45. Una revisién profunda
sobre ¢l problema inverso pucde verse en Santilli 1978, En el apéndice B planteamos las lamadas condiciones de Helmholtz
y las conectamos con los trabajos recientes sobre of problema inverso,
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Para que estas ecuaciones den ongen & ecuaciones cquivalentes a {3.2) necesitamos
1
exigirt,
*L
0119zt

Integrando esta relacion para L obtenemos,

=0 pura todo a,b

L = Lz, et + 1,(zb, 1) (34)

cuyas ecuaciones de E-L sonj,

9zt  Ox° at  Oat

Ahora bien, para que estas ecuaciones sean equivalentes al sistema (3.2), las siguentes

E@:(ﬁ‘-—ﬁ)fu?fﬁ—@i:o (3.5)

ecuaciones deben cumplirse,
8[“ alb
det ('a—m—b' - Ez) # 0 (36)

(aza az,,) b O, Ol

35 50 )] TFe T B (.7)

Havas (1973) mostrd que dado un l,, el sistema (3.7) siempre tiene solucién para lq.
Esto significa que el problema inverso del calculo de variaciones sieipre tienc solucién,

cuando se plantea en el caso del formalismo lagrangiano de primer orden.

1 Este es un caso particular de lagrangianos singulares. Aunque aparecen interesantes problemas en el tratamiento de este
tipo de lagrangianos (en especial, Ja construccién de la teorfa hamiltoniana correspondiente) su uso esta muy extendido ¢n
1a fisica actual. Para detalles sobre estos lagrangianos puede consultarse Hojman y Urrutia (1931} y Sudarshan ¥ Mukunda
(1974)

iEl formalisma hamilloniano, puede obtenerse, como un caso particular de formalismo lngrangiano de primer orden: 58
definimos,

=g 2N = g

li=pi lign=0 lo=-~Hlg’,pi1)
En este caso l;x matriz que multiplica a las velocidades ¢n la ecuacién (3.5) es,
( 0 1)
-1 0
la forma simpléctica del formalismo hamiltoniano. El lagrangiano (3.4}, tiene Ia siguiente estructura,
Lig* ¢ spint) = pid* = H

y sus ecuaciones de E-L asociadas, son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton.



Hojman y Urrutia (1981), utilizando como coordenadas un conjunto completo de
constantes de movimiento funcionalmente independientes del sistema (3.2), demostra-
ron que el lagrangiano mds gencral para este sistema puede escribirse como,

L. OC™ acm
— N Y S o)
L - IT"(C ){ aIn 4 at }

donde las funciones Cb(x“,t) denotan un conjunto erbiirario de 2n constantes de

(3.8)

movimiento funcionalmente independientes del sistema (3.2), i.e.,

oce

det 5t

#0

y las funciones l; son funciones arbitrarias de las Ct con la restriccién,

al ol
det ( O Cf;,,) 40

Existen infinitas maneras distintas de satisfacer esta condicién. Mientras que en el caso

de las ecuaciones de Newton (1.1), el lagrangiano puede no existir o ser 1inico, en el
caso de primer orden siempre existen infinitos lagrangianos posibles para un sistema

del tipo (3.2) (Hojman S. Urrutia L (1981)).

Nuestro objetivo ahora es reescribir el lagrangiano de primer orden (3.8) en el
formalismo de segundo orden. En otras palabras, encontrar la solucidn del problema

inverso del calculo de variaciones para sistemas Newtonianos.

Esencialmente la mitad de las ecuaciones de primer orden (3.2), establecen la defi-
nicién de n variables z*t" | como las derivadas respecto al tiempo de las coordenadas

z'. La otra mitad de las ecuaciones son dindmicas.

Con las definiciones,
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el lagrangiano de primer orden (3.8) se escribe ahora,
Cm "1, ac™ . gem

M1
ar ¢ T w

= I,"(Cp( q t)){ {3.9)

Por otra parte, si C = C(q¢',4",1) es una constante de movimiento asociada al sistema
(3.1), entoncest,

d ac o i, 9 _ o i i
prid o +8t 0,(@ - Fi(¢?,¢’, 1))

Sustituyendo esta relacidn en el lagrangiano (3.9), podemos reescribirlo como,
L(g' ¢, @, 1) = 1i(§' = Fi(a,¢,1)) (3.10)

donde,

acm
8

Ahora bien, el lagrangiano (3.10) dard origen a ecuaciones de movimiento equivalentes

pi = lm(CP)

a las ecuaciones Newtonianas (3.1), si

O; Oy
agl - agt (8.11)
qd oFi aFi
a d 6F

1‘ Es extraiio que esta relacién fundamental no aparezca en la literatura sobre el tema, por 1o que valdria la pena demostrarla:
Para esto, basta considerar 1a derivada respecto al lietnpo de una constante de movimiento cualquiera,

d. 8C .. 8C,
-C= -—-—"' —g' 4 =
w0755 Tapt 2 Bt

Restando estas dos ecuaciones se llega, directamente, al resultado requerido.
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Sarlet (1982) investigd las condiciones necesarins y suficientes para la existencia de
“na funcién lagrangiana en e} fonnalismo de segundo orden. Pues bien, las condiciones
{3.11-12-13) no son condiciones adicionales sobre la funcién lagrangiana, pues resulta
que las condiciones de Sarlet, son las condiciones de integrabilidad de las relaciones

(3.11-12)t.

Las condiciones (3.11-12-13) son las condiciones necesprins y suficientes para que lus
ecuaciones de E-L obtenidas a partir de un lagrangiano como (3.10}, sean equivalentes
a las ecuaciones de Newton (3.1). Estas condiciones se obtienen aplicando el operador

G; al lagrangiano {3.10).

La condicién (3.11) se obtienc exigiendo que las derivadas de tercer orden, no apa-

Tezcan en las ecuaciones de movimiento.

La condicién (3.12), llamada también ecuacién de movimiento de p;, se obtiene
cuando se garantiza que si se cumplen las ecuaciones de movimiento originales, se

anulen las ecuaciones de E-L correspondientes.

De manera andloga, si se exige que cuando se anulen las ecuaciones de E-L, se anulen

como consecuencia, las ecuaciones de movimiento, se obtiene la condicién (3.13).

De esta manera el problema inverso del edlculo de variaciones para la Mecdnica

Clasica, queda, en principio, resuelio.

En resumen, dado un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, éstas
admitirdn una formulacién variacional, si y sélo si, las condiciones (3.11-12-13) tienen
solucion simultanea. En tal caso, la funcidn lagrangiana puede siempre escribirse como

una combinacién lineal de el lado izquicrdo de sus propias ecuaciones de E-L.

Aunque en principio, la solucién'del problema inverso, se plantea a partir de la

solucién general de las ecuaciones de movimiento {, en la préctica cualquier solucién

IVcr Hojman 5. Hojman R. Sheinbaum J. (1963). Para detalles referimos al lector al apéndice B.

IPuesto que s requiere tener un conjunto completo, funcionalmente independiente de constantes de movimiento CF.
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particular de las condiciones (3.11-12-13) es 1itil para construir una funcién lagrungiana
asociada al sistema dado.

En la siguente seccidn utilizaremos estos resultados para asociar simetrias de la

funcién lagrangiana a constantes de movimiento.
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IV. SIMETRIAS DE LA FUNCION LAGRANGIANA

Le relacion entre simetrfas y constantes de movimiento, se ha convertido en un pa-
radigma de construccion tedrica para la fisica moderna. Si un sistema de ecuaciones
diferenciales, puede ser descrito en términos de un lagrangiano, es entonces posible
estudiar las simetrias de las ecuaciones de movimicento, & través de las simetrins de la

funcién lagrangiana y construir constantes de movimiento asocindas a estas simetrias.

Una de las herramientas mas poderosas para explorar lns simetrias de la funcion
lagrangiana y construir coustantes de movimiento asociadas, es el llamado teorema
de Noether (1918)*, que propone una manera simple de construir una constante de

movimiento asociada a una transformacién de simetria de la funcion lagrangiana.

La puesta en escena de una funcion lagrangiana que respete una simetria previamente
establecida, es el punto de partida para construir las llamadas Teorias de Norma, que
con tanto éxito describen las interacciones fundamentales. Aunque muchas discusiones
se han dado en torno a la definicion de simetifa lagrangiana, existen alin, algunos puntos

que permanecen en la obscuridad.

Discutiremos aqui, la relacién entre las simetrias de los lagrangianos y las de sus
ecuaciones de movimiento (Hojman §. 1984) y la correspondiente construccidn de
cantidades conservadas asociadas, con vistas a utilizar estas ideas para relacionar

simetrias con lagrangianos equivalentes, que es el objeto de este trabajo.

Sin una definicidn previa, bien establecida, del concepto de transformacion de si-
metria, la discusién sobre las simetrias de los lagrangianos pierde, evidentemente, todo
su sentido. Pero, con seguridad puede afirmarse, antes de entrar en detalles, que la
creencia general, parece ser, que los lagrangianos poseen, en general, menos simetrias
que sus ecuaciones de E-L asociadas. Esto se debe al hecho de que usualmente se definen

las simetrias de la funcién lagrangiana como aquellas que transforman a esta funcién

* Una traduccién al inglés del articulo original de E. Noether puede encontrarse en Transport Theory and Statistical Physics
1 (1971) 186-207. Sobre el tearema de Noethier recomendamos especialmente la lectura de Hill E.L. (1951) y, Sudarshan y
Mukunda (1974).
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por otra funcién lagrangiana que difiere de la primera por la derivada total respecto al

tiempo de una funcién de la forma flg' ' 1).

En adicidn a éste concepto de simetria , un nuevo concepto de simetria lagrangiana,
llarnado s(olucién)-equivalencia, ha sido definido, generalizando el anterior debido
Noether, de tal manera que abora, o cada simetria de s-equivalencia pueden asociarse

varias cantidades conservadas posibles.

De acuerdo al espiritu de este trabajo, revisaremos el caso de ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Como veremos, las simetrias de s-cquivalencia (incluidas las de Noet-
her) no es suficiente para cubrir todas las simetrias de las ecuaciones de movimiento,
siendo necesario definir un nuevo tipo de simetria lagrangiana, para hacer coincidir
al conjunto de simetrias de la funcién lagrangiana, con aquellas de sus ecuaciones de

movimiento.

ok k

Comenzaremos esta revision de las simetrias de la funcién lagrangiana enunciando el
teorema de Noether, para lagrangianos que dependen de las aceleraciones: Dada una
funcién lagrangiana L(qi,tji,tji,i) y una transformacién infinitesimal de coordenadas
tipo (1.4a-b}, si la variacién funcional producide en la funcidn lagrangiana, por esta
transformacidn, puede escribirse como la derivada total respecto al tiempo de una
funcién de la forma f(qi, q'i,i) , entonces la transformacién dada es una transformacién
de simetria asociada a la funcidn lagrangiana dada, i.e., si,

6L = G{gmt + Lot + G(Zne) - 2G5l - Gilel = Lrd 0 @)
entonces, la transformacién £, 8¢ es una simetria de Noether asociada a L. Como
consecuencia de la ecuacién (4.1), puede obtenerse una cantidad conservada asociada

a la transformacion infinitesimal propuesta;

L
d o d oL ) 0

T (oL, '
gi_f(_a—q_'g +L6t+dt(at ) (dtﬁ')g} f(Qy(l 1) (4.2)
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que sc obticne directamente al evaluar la ecuacién (4.1) a lo largo de las trayectorias
solucién de las ecuaciones de E-L asociadas a L. En nuestro caso particular, donde L
esta dado por la ecuacién (3.10), la cantidad conservada (4.2) adquire una interesunte
estructura, que parte de la siguiente observacién: El ténnino entre corchetes en la

ecuacién (4.1), puede escribirse,

— d BFI d

R = _(Elli + yjmor 57 )¢ -}-;th (4.3)
sobre las trayectorias solucién del sistema. 51 usamos la ecuacién de variacién (1.12) y la
ecuacién de movimiento de p; (3.12), es ficil mostrar que & es una cantidad conservada

(Hojman 8., Nufiez L., Patifio A., Rago H. {1986)).

El teorema de Noether puede ser reexpresado de la siguente manera: Dado un
lagrangiano del tipo (3.10) y una transformacién infinitesimal, €', si las ecuaciones
de E-L de la variacién producida por esta transformacién en la funcién lagrangiana
propuesta, se anulan idénticamente, entonces la transformacién es una simetria de

Noether, asociada al lagrangiano L,
Gi6L =0 (4.5)

El hecho de que el teorema de Noether se pueda reescribir en Ja forma (4.5) se debe al

sigwente teorema:

Las ecuaciones de E-L se anulan idénticamente, si y sélo si, €l operador de E-L, G;,

actlia sobre la derivada total respecto al tiempo de una funcién de la forma f(qi, i\,

Supongamos que las ecuaciones de E-L asociadas a L son,

Gil = Aij(§ — Fi(¢*,d5, 1)) (456)
donde,
Ouj
Aij = ( FHi +#L*5—,)+ Bq] (47
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La relacién (4.5) pedra shora escibirse como,
GiL = Gi(~€' A - Fig*,dt, 1y =0 (4.8)

donde se ha usado €] teorema mencionado, anulindose asi, el término de la derivada
total en lu expresion (4.1). Las implicaciones de este teorema sobre la relacion (4.8),

nos conducen al siguiente resultado:
A5 - Fi(eh b = ;ﬂC(q*»qk,f) {4.9)

para alguna funcién C(g*, ¢*,t). Esta ecuncién implica que € es una constante de
movimiento (puesto que su derivada respecto al tiempo se anula sobre las trayectorias
solucién). Usando la relacidn,

d,. oC . i § o

ZEC“ aq-,’(q F (q 4 at)) (410)
que cumple cualquier cantidad conservada C{g',4',1), podemos realizar la siguicnte
identificacion en la ecuacién (4.9),

ac

‘fiAij = 57 (4.11)

que es el resultado del llamado teorema inverso de Noether. En palabras, podriamos
decir, que dada cualquier constante de movimiento C asociada a las ecuaciones de
movimiento de L, siempre es posible construir una simetria de Noether £/ (a despejar
de (4.11)) dellagrangiano dado, cuya constante de movimiento asociada es precisamente

C.

Ademss, es interesante notar, que dado un lagrangiano L = (' — F') y una
transformacion de simetria de las ecuaciones de movimiento £', no necesariamente

Noetheriana, 1a funcién K construida en (4.3) es una cantidad conservada.

Evidentemente, €l teorema de Noether, inicialmente propuesto, se reduce al caso

usualmente tratado, cuando la funcién lagrangiana no depende de las aceleraciones.
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Pasemos ahora a considerar transformaciones de simetria de la funcién lagrangiana

mds generales: las llamadas transformaciones de s-equivalencia.

Inicialmente notamos que las simetrias Noetherianas satisfacen la ecuacidn de va-
riacién (1.12), pero dada una solucién de la ecuacién de variacion ésta no necesariamente

es una simetria Noetheriana *.

El teorema de Nocther es muy restrictivo en cuanto a la forma funcional que exige
para la variacién de'la funcién lagrangiana y bien cabe la posibilidad de que esta
variacion de la funcién lagrangiana pueda escribirse, ya no como una derivada respecto
al tiempo, sino como una funcién I(¢',¢', §, 1), que dé origen a ecuaciones de movimiento
equivalentes a las ecuaciones de movimiento originales. Es, posiblemente, en esta idea,
donde se ha encontrado la inspiracién para extender la relacién entre simetrias de la

funcién lagrangiana y cantidades conservadas asociadast.

n este caso, las ecuaciones de movimiento asociadas al “lagrangiano en
En este caso, las ecuac d to asociadas al “| ” §L pued

escribirse, en general, como,
GibL = cA] G;L (4.12)

es decir, son equivalentes a las ecuaciones de movimiento asociadas a L., La matriz A-},

esta dada por,
; 1k
A= ARAaTh (4.13)

donde la matriz A;; se calcula desde (4.7) y

o d aFi_ 8ul
TN Shal ) Jubliiy, I 3 414
ik aq-k(dtltl +I"J an, )+ aq-g ( )
donde
pi = Ay (4.15)

* Una transformacién de simetria es aquella que transforma las trayectorias solucidn, de un sistema de ccuaciones dife-
renclales, en trayectorias solucién del mismo sistema. Las simetrias Noetherianas dejan invariantes a las ecuaciones de
movimiento, En este sentido son un tanto restrictivas, pues existe 1a posibilidad de que una transformacién dada cambie
las ecunciones de movimiento covariantemenie dejando, por tanto, su espacio solucién invariante,

1 Ver el articulo de Hojman y Hatleston (1981).
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Es muy importante notar, que u} es solucién de la ecuncion de movimiento de py, si
A;; es solucién de la ecuacibn de Sarlet (ver apéndice B) y ¢' es solucién de la ecuacién
de variacién{. En otras palabras, si existe solucién para el problema inverso del edleulo
de variaciones, para un sistema inicialmente propuesto de ecuaciones diferenciales Ne-
wtoniano, tipo {(1.1) y si fi es una simetria de lus ecuaciones de movimiento, entonces

¢ definido en (4.15), sera solucién de la ecuacién de movimiento de y;.

Como consccuencia, puede ahora mostrarse que,

—n(f\’) k=1,2... (4.16)

de donde podemos obtener hasta n constantes de movimiento independientes asociadas

a las ecuaciones de movimiento de L*.

La ecuacién (4.16), es el lamado teorema de las trazas. Para una demostracién

posible de este teorema referimos g lector al apéndice C.

Exploraremos ahora las restricciones impuestas por la condicién (3.11), sobre la
funcién g;. Un vistazo sobre esta relacién nos permite obtener la siguiente conclusién:

51 p; satisface la ecuacién (3.11) entonces,

8G -
M= —ga (4.17)
para alguna funcion G(qi, t]'i,t). Esto implica que al lagrangiano L(qi,(ji,ﬁi,t) podemos
asociarle, en este caso, un lagrangiano de la forma L(¢', ¢, 1),

— i dG '
L(d'.¢ 1) = L(¢', ¢, ¢ §'t) + = (4.18)

Por tanto, un lagrangiano independiente de las aceleraciones para el sistema (1.1) existe,

st y sélo si, la condicién (3.10) se cumple, en este caso A en (4.7), es simétrica. Para

fEs importante mencionar que, generalmente, la matriz Ay proviene de una funcién lngrangm.nn particular y ¢n este caso
gera solucién de la ecuacidn de Sarlet de facto.

* Este hecho se debe al teorema de Cayley-Hamilton, of. Birkoff y McLane (1947), que asegurs que toda matriz de nzn
satisface su propia ecuacién caracterfstica.
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este lagrangiano podemos definir,

L
Wy = —a—(}-’—é—q-; = Wy (4.19)

y tendremos,
Aij = ——W,-J- (420)

Supongamos que existe una funcién L(g',¢",1) y que le aplicamos una transformacion
infinitesimal dada por {'. La expresién (4.1) serd entonces,

d dL ; i
6L = ?15{54"‘5' + L6t} — W3 - FI) (4.21)

1

donde hemos utilizado la expresion (4.19). Como en el caso de los lagrangianos de la
forma (3.10), este “lagrangiano” dado por (4.21), tendrd la misma estructura que el

lagrangiano dependiente de las aceleraciones, si definimos,
pi = —€Wy (4.22)

que sera también una solucidn de la ecuacion de moviniento de juy, si £' es solucién
de la ecuacién de variacién y W5 es solucién de la ecuacién de Sarlet. Andlogamente,

podemos construir aqui, un teorema de las trazas pero ahora con 6L dado por (4.21).

Por otra parte, la relacién (3.10), impone ciertas condiciones sobre las simetrias de
las ecuaciones de movimiento. Si €' es una solucidn dc la eenacidn de variacidn y la

condicién (3.10) se cumple, obtenemos la siguiente relacion,

ok pek
Witz ~ =W =0 4.23
Esta condicidn implica que la simetria §i, es una simetria de s-equivalencia asociada

a Ia funcién lagrangiana L(g?, ¢',).

Considérese ahora el caso en que &', como solucién de la ecuacién de variacion no
satisface (4.23). Aqui, la simetrfa £, transformard a Ia funcién lagrangiana L(g', §*,t) en

un “lagrangiano” §L dependiente de las aceleraciones, cuyas ecuaciones de movimiento
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nos llevan al resultado,

GibL = Cij(§ - FI) + (= Ajj + Cij)(§’ - FY) (4.24)
donde,
9 aFk  a(W;eky
Aij = 5z J(dt(ﬂ W)+ Wit ) + = (4.25)
1., ¢k k
Cij = B(Wik€™)  d(Wut') (4.26)

ag' g3
es decir, las ecuaciones de E-L asociadas a 6L, son combinaciones lineales de las
ecuaciones de movimiento y de sus derivadas respecto al tiempo. En otras palabras, las
ecuaciones de E-L de 6L, se anulan, cuando se anulan las ecuaciones de movimiento del

lagrangiano original L,
Gi6L| L (4.27)

Esta relacion se puede usar para definir una nueva transformacion de simetria, asociada
a la funcién lagrangiana L(q', t]i,t) dada, que incluye a las simetrias de Noether y a las
de s-equivalencia. Tomando en cuenta esta definicidn de transformacién de simetria de
la funcién lagrangiana, pueden ahora hacerse coincidir las simetrias de las ecuaciones
de movimiento, con aquellas de la funcién lagrangiana, puesto que las simetrias lagran-
gianas no imponen ya ninguna condicién adicional sobre las soluciones de la ecuacidn

de variaciou.

Aunque en este trabajo no estamos interesados particularmente en las posibles apli-
caciones de este nuevo tipo de simetria lagrangiana, enunciaremos, por completez, el

correspondiente teorema de las trazas para el caso en que la relacién (4.23) no se cumple.

En este caso es posible definir la matrizt,

o == (_B _A) (4.30)

1‘ Una manera de justificar la construccién de la matriz o se muestra en el apéndice C.
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donde A esta definida por (4.7) y,

Op;  Ouy
1= ey T 4.
Cii = 35~ 55 (4.31)
o d ark
Bij = Eq_"(éi“f +"k??“q7)“ (i 7) (432)

asociada al lagrangiano L = 1i(§ — F'y ¥ la correspondiente matriz ¢* asociada al
lagrangiano equivalente L = p,’(ﬁ'i— F l‘), con las definiciones correspondientes para A*,
B*y C*.

En este caso ¢l teorema de las trazas es,

d
Etr(a‘a—l)k =0  k=1,2... (4.31)

encontrando asi, varias constantes de movimiento asociadas a este nuevo tipo de si-
metria lagrangiana, relacionadas con las trazas de las potencias enteras del producto

de matrices de 2n x 2n componentes, dado por (4.31).

Para finalizar diremos lo siguiente: dado un conjunto de ecuaciones de movimiento
tipo (1.1), un lagrangiano L independiente de las aceleraciones puede no existir, pero
si las condiciones (3.11-12) se cumplen, serd entonces posible construir un lagrangiano
dependiente de las aceleraciones para este sistema, Es importante notar, que mientras
para el caso de ecuaciones difereciales de primer orden, el problema inverso del célculo
de variaciones siempre tiene solucién, en el caso de ecuaciones diferenciales de segundo

orden, la funcién lagrangiana prodria no existir.
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V. RELACION ENTRE SIMETRIAS Y LAGRANGIANOS EQUIVALENTES

Recientemente se ha mostrade mucho interés sobre algunos uspectos del estudio de las
simetrias y cantidades conservadas para sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo
orden. Para sistemas dindimicos que pueden expresarse en términos de una funcion
lagrangiana, el tipo de simetrias mejor conocido es el de las simetrias Noctherianas,
que de manera directa relaciona con la simetria dada, una constante de movimiento,

tal como lo hemos descrito en la seccidn anterior.

Ciertamente, un grupo mas extenso de simetrins lagrangianas ha sido estudiado
obteniendo interesantes resultados a cerca de la relacidn entre simetrias y cantidades
conservadas, desde las simetrias de s-equivalencia, hasta la propuesta de una nueva
simetria lagrangiana, que tiene la ventaja de que con ella las simetrias de la funcién

lagrangiana y aquellas de las ecuaciones de movimiento coinciden.

Una propiedad especifica que ha sido observada por algunos autores, es la si-
guiente: Cuando una simetrfa puntual{, asociada a un lagrangiano L(g’, ¢, ), es de
s-equivalencia, ésta lleva, indudablemente, sobre un lagrangianc equivalente de la forma

I(q',¢',1).

Sin embargo para simetrias no puntuales, dependientes de las velocidades, otro
tipo de problemas surgen. En primer lugar, una simple ohservacién de la variacidn
producida en la funcién lagrangiana por una simetria €', dada (cf. ecuacién (4.1)),
nos conduce a la conclusién de que, en general, transformara a la funcién lagrangiana
L(¢%,¢',t) por otra dependiente (lincalmente) de las aceleraciones. En segundo lugar, no
todas las transformaciones de simetria propuestas permiten que la funcién lagrangiana
transformada, dé origen a ecuaciones de movimiento de segundo orden, sino como hemos
visto, a ecuaciones de movimiento de segundo orden y sus derivadas respecto al tiempo.

Estas son el tipo de simetrias que no cumplen con la relacién (4.23). Sin embargo, adn

‘I‘Pam Ias simetrfas puntuales las funciones €, 6t no dependen de las velocidades.
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en este caso extremo, es posible definir una transformacién de simetria de Ia funcidn

lagrangiana.

Aunque en este caso no es posible asociar s la transformacidn de simetrin propuesta
un lagrangiano usual, independiente de las aceleraciones, siempre es posible {cuando
el lagrangiano existe, por supuesto) asoclarle una funcién lagrangiana cuya estructura

funcional esta dada por (3.10).

En el caso de las .simetrias de s-equivalencia las cosas son muy distintas: como
veremos aqui, siempre es posible asociar a cada simetria de s-equivalencia, una funcién

lagrangiana de la forma L{g', ¢, ).

Mds ain, podemos invertir este razonamiento: dado un par de Jagrangianos equiva-
lentes I{g',4*,t) ¥ I(¢', ¢*,1), es posible construir a partir de ellos, varias simetrias de

s-equivalencia asociadas al par de lagrangianos dado.

Como veremos, dos de ellas son transformaciones de s-equivalencia genuinas y las

otras son transformaciones conformes.

En esta seccidn demostraremos que la construccidn de estas simetrias, requiere de
una solucién particular a una sola ecuacién diferencial parcial, que guarda interesantes
analogias con la teorfa de Hamilton-Jacobi, en el correspondiente formalismo Hamilto-

niano.

Fork ok

Consideremos una funcién lagrangiana L{¢*,4',1) y una simetria de s-equivalencia
£, asociada a este lagrangiano. Segun los resultados de la seccidn anterior, podemos
concluir, que siempre es posible asociar a esta simetria de s-equivalencia, un lagrangiano

de la forma (3.10), con la funcién g; construida por,

pi = Wi;ed (5.1)
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donde W;; esta definida en (4.19), El lagrangiano (3.10) tendrd, en nuestro ¢nso, la
cstructura,

L(g',¢',¢' ) = Wyl (§' = F) (5.2)

Como la simetria dada es de s-equivalencia, la funcion ji; en (5.1) satisface Ia condicidn

3.11) y por tanto podemos usar la relacion (4.18) para reconstruir ¢l lagrangiano dudo,
I &

L' i) = Ll 0 + 56 (53)
donde
; aG
Wil = -5 (5.4)

Cuando esta expresidn sc evalda sobre las trayectorias solucidn del sistema (1.1), se
4

obtiene ¢! interesante resultado,

;o d
L{g", ¢t} = =G {5.5)

dt
Ahora bien, no es dificil mostrar que siempre que se tiene un lagrangiano usual, indepen-
diente de las aceleraciones, y una simetria de s-equivalencia asocinda a este lagrangiano,

es posible, en general, construir el correspondiente lagrangiano equivalente L como una

funcion de las posiciones, las velocidades y el tiempo.

La variacidn producida en la funcién lagrangiana original por la simetria de s-

equivalencia es, en general, una funcidn lineal en las aceleraciones®*,

P d BL
§L = —W.gls — i
135 (q )+ ( EY (1 )
evaluando esta expresion sobre las trayectorias solucidn del sistema, obtenemos

7 LIt aL (55)

* Para simplificar los siguientes cAlcnlos tomaremos §t =
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Si ahora usamos la definicidn de variacién funcional (2.2), podemos construir el lagran-
giano equivalente asociado, de la siguiente manera

d oL

= G(5¢ +6) (5.7)

que es, claro esta, un lagrangiano independiente de las aceleraciones.

Resumiendo, podemos decir que dado un Jagrangiano y una simetria de s-equivalencia
asociada, siempre es posible construir el Jagrangiunoe equivalente correspondiente, de tal
suerte, que resulte independiente de las aceleraciones. El conocimiento de este lagran-
giano equivalente, nos posibilita la construccién de cantidades conservadas asociadas

via el teorema de la trazas (4.16).

Veamos ahora que hay a cerca del razonamiento inverso: Dado un par de lagrangianos
equivalentes (L, L), j es posible asociar una transformacion de s-equivalencia a este par

de lagrangianos?.

Supongamos primero que solamente tenemos el lagrangiano L. La principal obser-
vacidn es ahora, la siguiente: encontrar una solucién particular de la ecuacién diferencial
parcial de primer orden (5.5)1, es suficiente para construir una simetria de s-equivalencia

7’ asociada al lagrangiano L, a despejar de la relacidn, .
;e
Wisn! = a5 (58)

donde G cs una solucién particular de la ecuacién (5.5)1.

TLa solucién general de esta ccuacién puede escribirse coma: G = Gp + F{C?) donde F{C?®) es una funcién arbitraria de
las constantes de movimiento funcionalmente independientes y G es la solucién particular que necesitamos.

1La analogia que la ecuacidn (5.5) guarda con la ccuacidn de Hamilton-Jacabi, puede argumentarse como sigue: Conside-
remos el espacio fase definido por las 2n coordenadas independientes ¢, p;, donde,

Definiendo, como es usual, la funcidn hamiltoniana a partir de la funcién lagrangiana por,
L{g'mid* pist) = d'pi = Hig'opint)

podemes construir las ecuaciones de movimiento canénicas.

Ahora bien, en la teoria de Hamilton-Jacobi se demuestra que la funcién gencradora de la transformacién candnica
que lleva al sistema dindtnico desde las coordenadas iniciales QF, P, a las coordenadas %, pi que describen la trayectoria
evolucién del sistema, es precisamente 1a funcional de accidn (2.1), escrita en las coordenadas ¢, Q*, t. Aqul denotaremos
8 esta funcién generadora por G{g',Q", 1)
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~

Respecto al grado de libertad que tenemos al determinar la simetria 7, notwmos
que si Gy es una solucidn particular de (5.5), cualquicr otra solucién Gy, difiere de Gy
por una constante de movimiento F. S 7;{ ¥ 17{; denotan las correspondientes simetrins

determinadas via (5.8), la diferencia entre estas simetrias serd,

. . OF
“‘,‘J'!]J = —'5-(;;
d
EF— 0

que es suficiente para concluir que estamos tratande con una simetria de Noether
asociada al lagrangiano L {cf. ecuacidn (4.11)). Por tanto, la simetria de s-equivalencia
asociada al lagrangiano L, determinada por este proceso, es tinica hasta una simetria

de Noether arbitraria, asociada a L.

Si conocemos un lagrangiano equivalente I, es evidente que todo el proceso anterior
puede aplicarse para obtener otra simetria de s-equivalencia 7/, asocinda al lagrangiano

L.

Esta no es la tinica instancia en este orden de cosas. Cuando se tiene un par
de lagrangianos equivalentes es posible construir otras dos transformaciones de s-

equivalencia, asociadas al par de lagrangianos equivalentes dado. E! procedimiento

Ademas las coordenadas iniciales @, P; escritas como §
las consiantes de moviniiento necesarias para integrar el sistema.
Las ecunsciones de la transformacidn candniea de Hanilton-Jacobi son,

de las coardenadas del espacio fase g', py resultan ser

aG
Pi = ﬁ
6
aQi

Reescribiendo la ecuacion (5.5) en el espfritu de la teorfa de Hamilton-Jacobi, obtenermos

Pi=

86 3G _ )
0'557'*'9 el E R CRE D
Evaluando esta ecuacién a lo largo de las trayectorias solucidn del sistema y usando las ecuaciones de la tromsformacién
dnica obt I tela ién de Hamilton-Jacaobi,

8 o
50 QN = -1 2 ,J)

Esta ecuncién diferencial parcial es, en general, no lineal y se requicre obtener o partir de ells una solucién completa, es
decir, una solucidn que dependa de la mitad de las constanies de movimiento necesarins para la integracién del sistema.
La otra mitad se obtiene directamente utilizando la ecuncién de transformacién para P;, Para detalles el lector puede
consultar, Goldstein (1880).
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es andlogo al de la construceién de las simetrias g7 y 7. La ides fundimnental es que
ahora disponemos de dos matrices Wiy ¥ W; 17 que satisfacen la ecuacidén de Sarlet y,

por tanto, podemos construir combinaciones hibridas de la ecuncién (5.5). Por ejemplo,

d

at=1 (2.9)

Una solucién particular G de esta ecuacién nos permite construir una simetria de

s-equivalencia,

Wil = -2 (5.10)

Obviamente podemos intercambiar ahora el papel de L v L en toda esta escena. Es

decir, podemos buscar una solucién particular de la ecuacion,

d—=
-(EG =1L (5.11)
que nos permitird construir otra simetria de s-equivalencia Ej )
G
W,Jﬁ = "5 (5.12)

asociada al par de lagrangianos equivalentes dado.

En todos los casos el conocimiento de un par de lagrangianos, equivalentes nos
conduce directamente a leyes de conservacién via el teorema de las trazas (4.16) y claro
estd, el conocimiento de cualquier simetria y una cantidad conservada, nos permite la
construccidn de otra cantidad conservada (no necesariamente independiente) usando la
relacién,

aI\ aK

J — 1!
ey 55 T qi =K (5.13)

(dt
que puede verificarse ficilmente utilizando el hecho de que €/ satisface la ecuacion de
variacién y que K es una constante de movimiento (Hojman S. (1984)). Mds atn, el
conocimiento de cualquier funcidn y; y alguna simetria ¢!, nos permite la construccién

de una cantidad conservada K, usando la relacién (4.3).
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Algunos comentarios finales vienen al caso: Aunque, en gcnoral‘, encon{rar una
simetria dindmica de las ccuaciones de movimiento, requicre resolver la ecuacién de
variacién {1.12) que son n ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, aqui,
cuando dos lagrangianos equivalentes se conocen, dos simetrias de s-equivalencia ¢/
¥ Ej genuinas y varias simetrias conformes pueden coustruirse resolviendo una sola
ecuacién diferencial parcial de primer orden. El hecho de que dos de estas simetrias
sean simetrias conformes y las ofras dos scan simetrias de s-equivalencia genuinas, se

debe a la relacion que exisie entre ellas,
Ej = Af.n" (5.14a)
& = (a) g (5.14)
donde,

A = Wy (T

(8™ = Wag(w=1yH

que se obtiene como conclusién al comparar las ecuaciones (5.8) con (5.12). Basta en-
tonces, tener el par de simetrias 77, 77 (o ¢4, €), para obtener las otras dos simetrias,
. ’ - v + N .
sin més que aplicar estas relaciones. En ese sentido es que llamamos a dos de estas si-
metrias, conformes (pues no hacen mds, que multiplicar a las ecuaciones de movimiento

transformadas, por la matriz A) y a las otras dos, simetrias de s-equivalencia genuinas.

Es interesante notar que el procedimiento de construccién de las simmetrias mostrado
en las ecuaciones (5.14a-b) puede generalizarse de tal manera que cualquier potencia

entera de la matriz Af produce otra simetria,
it N
& =)'

Esta relacién es similar a la obtenida para generar una jerarquia infinita de transfor-

maciones de simetria en la teorfa de soluciones de la ecuacién de Korteweg-de Vries

{Olver P.J. (1977)).



V. EJEMPLO

En esta dltima seccién mostraremos, en un puro espiritu pictérico, un ejemplo donde
aplicaremos las ideas expuestas en la seccidn V de este trabajo, con el objeto de precisar

cudl es la mecanica de aplicacion de cstas ideas tedricas.

Consideremos el par de lagrangianos equivalentes (Hojman S. Hurleston (1981)),

1 0 0 &
= §(qf+q3 ~qf —qd) (6.1)
y
a1 4
L = 41916292 + 9291+ ql?z+24( 1+43)
1 1 35
—-(91 +q3) + ¢} +qu3+2 343 - 4Q1‘J2 (6.2)

que representan al oscilador arménico isotrépico, bidimensional, con masa y frecuencia

igual a la unidad.
Las ecuaciones de movimiento asociadas a estos lagrangianos son, respectivamente,
Gi+4qi=0
(E c ) (41 +q )
C E/\@2+q
donde
1o, .,
E=3¢+d+d +d)
C=aq+ ag

El atento lector puede verificar facilmente, que tanto E como C, son cantidades con-

servadas asociadas a este sistema dindmico.
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Es importante notar, que las ecuaciones de movimicnto asocindas a estos lagran-
glanos, comparten exactamente el mismo espacio solucidn, aunque estas ecuaciones

diferenciales resulten distintas.

Las matrices Wy W definidas en (4.19), son respectivamente,

10
(6 %) (6.3)
E C
(¢ 9) (6.4)
Planteando ahora la ecuacidn {cf. ecuacion (5.9)),
d. =
-(HG =L

obtenemos como solucién particular para la funcién G,
3

_3a . 9 . 1 . 1 .., 1.3 ta 1s.
G= glieh+guai+gnad+gnad +opdia + 5@t giat

1

3.
gt2d2 (6.5)

y aplicando la relacién (5.10) obtenemos la simetria de s-equivalencia,

& = (@B +0C) (65)

- 1 - s
£o = Z(qu +aq1C) (6.7)

Resolviendo ahora, la ccuacidn (cf. ecuacion (5.11)),

a’ =L
obtenemos,
= 1 .
G = (a4 + 242) (6.8)
que nos permite construir otra simetria de s-equivalencia via (5.12),
_1gE-@C
Q=5 Eocr (69)
l1gE —qC
g k| ~(620)
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Las correspondientes simetrias conformes construidas a partir de (5.14) son,

1
=5 (6.11)
_ 1
= Zq; (612)

Es interesante notar que para éste sistemn dindmico particular la ecuacidén de variacién
aparece completamente desacoplada, y por tunto, pueden intercambiarse los fndices 1,2
en las expresiones dadas para las simet rias nsocindas al par de lagrangianos equivalentes,
de tal manera que pueden obtenerse otras simetrias de s-equivalencia asociadas a éste

sistema dindmico,
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APENDICE A

LA ECUACION DE JACOBI

Aungque las ecuaciones de movimiento (1.1) son, en general, ecuaciones diferenciales
no lineales, la ecuacion de variacién (1.12), obtenida en el texto, resulta ser un conjunto
de n ecuaciones diferenciales parciales linenles. Sin embargo, en la prictica no es ficil
encontrar soluciones para esta ecuacion y el problema podria resultar tan complicado,

como la integracion de las ecuaciones de movimiento.

Es necesario remarcar, que rara vez se utiliza la ecuacién de variacidn para obtener
simetrias de las ecuaciones de movimiento. En contraposicién, es muy usual estudiar
las simetrfas de un sistema dindmico dado, a partir de las simetrias de la funcién
lagrangiana asociada al sisterna. La razén de este hecho, se debe fundamentalmente,
a que la relacién entre simetrias y cantidades conservadas, sc realiza a través del

formalismo lagrangiano,

Es interesante entonces, reescribir la ecuacién de variacidn en términos de una funcién

lagrangiana L(g', ¢',1), cuando ésta existe, por supuesto.
Supongamos que tenemos una funcién L(q’, ', 1) tal que,

EiL = Wi;(i¥ - FY) (A1)
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dondet,
L
d 9 d
5= 55 " a7 49

El sistema (A.1), seré equivalente al sisterna (1.1), si el determinante de la matriz W
es distinto de cero. En este caso los dos sistemas compartirdn exactamente el mismo

espacio solucion.

Podemos ahora, realizar el mismo procedimiento de construccién de la ecuacién de

variacién, mostrado en la seccidn 11, con la definicién,

Mg, ¢, §,1) = EiL (A.4)

Lo variacion de coordenadas, producida en esta funcién por una trasformacién infini-

tesimal arbitraria del tipo (1.5) serd,

L ) D . D
(i EH N BLl i g i° pradlpr+di L ,
El(q 2479 7t) = BxL(q 147,19 »t)+e(€ aquxL'*'E a(]jElL""S B(j—’ElL) (4 5)

(cf. ecuaciones (1.7) y (1.10)).

TPura sistemas regulares, ain constricciones ¢l determinante de 1a matriz (A.2) es distinto de cero, Supondremos que éste
es ¢l caso,
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Si utilizamos las relaciones,

i
s Bl =Wy
8d _da @
agidt ~ Aoy " Bgi
dd _da
dgidt — dt oyl

la ecuacidén (A.5) puede escribirse de la siguiente manera,

El'L(q—quJ, qjvt) = El'L(qjqu7qJ’t) + GUVI'J'EJ + (W
a°L d d 9°L L
aq]a H IJ)E + (dt Oanq 6(]'an )6.’] (A'G)

Supongamos ahora, que la trayectoria inicial ¢i(t), es una curva solucién del sistema
(A1) y que la transformacién infinitesimal €4, es una simetria de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (A.1), de tal manera, que la trayectoria variada '(t), serd también,
una solucién de las ecuaciones de movimiento. Como las ecuaciones (A.1) se anulan

idénticamente sobre sus trayectorias solucidn, obtenemos*,

ad 9%L a?L
7.
Wigat +(anaq R 'J)sz
L 8L
e = AT
G ga7 aq'aqz)5 (4.1

que es la llamada ecuacién de Jacobif. Sus soluciones £! son transformaciones de
simetria de las ecuaciones (A.1). Ademds, es ficil verificar, que esta ecuacion se reduce

a la ecuacidn de variacion (1.12) si se utilizan las relaciones de Sarlet (ver apéndice

* Ver Santjlli (1978).
TVcr por cjemplo Santilli (1978).
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B), que son precisamente las condiciones de existencia de una funcidn lngrangiana que

cumpla la ecuacién (A.1).

Algunos comentarios finales: Dada una ecuncidn de movimicento Newtoninna, podiia
suceder que no existiera funcién lagrangiana asociada a estas ecunciones. En este caso,
no es posible plantear la ecuacidn de Jacobi, siendo siempre posible plantear la ecuacién

de variacién correspondiente.

En muchos casos la funcion Jugrangiana no esta inicamente determinada, mds alld
de la indeterminacién usual relacionada con la suma de la derivada total respecto al

tiempo de alguna funcidn arbitraria.

Dos funciones lagrangianas que dan origen a ecuaciones de movimiento equivalentes,
se llaman lagrangianos equivalentes. Sin embargo, la ecuacién de Jacobi permanece
invariante, ya sea escrita en términos de una funcién lagrangisna dada, o de cualquier

funcién lagrangiana equivalente.
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APENDICE B

LAS CONDICIONES DE HELMHOLTZ

Se ha encontrado que en algunas arcas de Ia fisics, la solucién de los problemas
dindmicos puede ser fuertemente simplificada, si las ecuaciones fundamentales se ex-
presan en la forma de un principio variacional. El principio de Fermat (Mandelstam
S. Yourgrau (1979)) en dptica y el principio de Weiss en Mecinica Analitica, son dos

ejemplos bien conocidos.

Aunque en Mecénica Clésica, las ecuaciones de Newton pueden plantearse, en general,
sin restriccidn alguna a cerca de la naturaleza de las fuerzas, no sucede lo mismo con
la formulacién alternativa de estas ecuaciones, construida a través del formalismo de

Euler-Lagrange.

La restriccién mejor conocida, es aquella de que a todo sistema de ecuaciones Ne-
wtonianas conservativo, siempre puede asociarse una funcién lagrangiana de la forma

L=T-V,donde T es la energia cinética y V la energia potencial.

Por otra parte, el conocimiento de una funcién lagrangiana y de sus propiedades
de invariancia, nos permiten obtener leyes de conservacién de los sistemas dinamicos.
Es entonces muy importante investigar ciales sistemas Newtonianos pueden plantearse
a través de un principio variacional. La primera investigacién sobre esta cuestion fue

hecha por Helmholtz, estudiando el siguiente problema:
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Dado el conjunto de ecuaciones diferenciales,
Mig',d'i\ ) =0 ' (B.1)

bajo qué condiciones existe una funcion L{g", ¢, ) tal que,

EiL=Mi(¢d,¢,§ 1) (B.2)
donde,
d o a
B=dag " oy

Las condiciones encontradas por Helmholtz para la existencia de tal funcién, son las

siguientes,

AMT B

o5~ o (23)
BMT  BMI  d oM aMi
AR 4
oM'  AMI  1d ,8M' AAf
P " ar ra\ g T o) (B3)

Dado el sistema (B.1), estas relaciones deben cumplirse como identidades.

En este apéndice construiremos una demostracién posible* de estas condiciones,

utilizando el cdlculo funcional.

% Qtro interesante enfoque sobre las condiciones de Helmbhioltz construidas a partir de los conceptos de forma variacional
y sistema adjunto puede verse en Santilli (1978).
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Consideremos una cierta funcional I{u). Al aplicarle la transformacién infinitesimal

u — u + bu, la variacién inducida en la funcional I{u) se podréd escribir, en general,

como,

8I(u) = /G Az, u)budz

donde el integrando es una funcional de la variable u, que depende de la posicién del

punto z en la regiéon G de integracidn.

La derivada funcional de I(u) respecto a u en el punto z se define por,

= A(z,u)

Aplicaremos esta definicién a la variacién de la funcional de accién (2.1). Sin considerar

explicitamente los terminos dependientes de los puntos extremos, podemos escribir,

85(a(0)) = - [ EiLlg()E a(t))e (B9

¥y por tanto
8S(t) _ .. .
é—qi'('t-j = E,L(t) (.B.l)

Asi, utilizando la relacion,

§'t) )
e o
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donde 6";- es la delta de Kronecker y 6(t — t') es ln delts de Dirac, es facil mostrar que

la derivada funcional del lagrangiano respecto de las coordenadas es,

6f(t,)L(Q(t)Q(),f):é(t—t’)-g—ql-}(i)-t-( 5(t—f)) (t (B.9)

Mostraremos, a continuacion, que las condiciones de integrabilidad para que una funcién

lagrangiana cumpla con la relacién (B.2) pueden escribirse de la siguiente manera,

MYty  SMI(t)
bgi(t') — ég(1)

i

(B.10)

Afirmamos que estas condiciones, aseguran la existencia de una funcional de accién

tipo (2.1) tal que,

6S(a()) = [ dtMrir)eice) (Ba1)

La demostracién consiste en desarrollar la condicién (B.10), en todos sus términos, lo

que nos conduce al siguiente resultado,

M

aM DM
(G ® = Zr Nt =) + (5

O 0+ D e 1)

aMi aMJ 1y d2
+(357(t)—7g:r(t Db ld (t-t)=0 (B.12)
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Multiplicando esta ecuacién por una funcién arbitrarin (') e integrando sobre #

obtenemos,

oM 6MJ daMf d2 aw

5’\1‘ AL d
+(Gr “*Fq{““)‘ ——(95’—(1)))1/’ )
éMI aM?

Il

= (t)¥(t) =0 B.13
+ (G0 = G i) (B.13)
y tomando en cuenta que la funcién (') es arbitraria obtenemos, consecuentemente,

las condiciones de Helmoholtz (B.3-4-5).

ECUACIONES DE SARLET

Supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales (B.1) puede realizarse en

forma Newtoniana,
M =g - Figh¢i,t)=0 (B.14)

Si sustituimos directamente (B.14) en (B.3-4-5) obtenemos las condiciones de Helmholtz
para este sistcma, expresadas en términos de las fuerzas generalizadas F¥. Ahora bien,
mas que encontrar una funcién lagrangiana, que a través del principio variacional tenga
asociadas ecuaciones del movimiento idénticas a {B.14), nos interesa encontrar una
funcién lagrangiana, que tenga asociadas ecuaciones de movimiento equivalenies a las
ccuaciones (B.14). En otras palabras, lo que realmente interesa es reproducir, a través
del formalismo lagrangiano, un espacio solucién determinado, mas que la estructura de

las ecuaciones de movimiento inicialmente propuestas.
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Con este objetivo, se propone estudiar el problema inverso, desde un conjunto de

ccuaciones equivalente a (B.14), lo mas general posible, dado por,
‘/Vij(f{'j —Fiy=y (B.15)
con
det Wy #0

y preguntarse ahora, sobre la existencia de una funcion lagrangiana, que tenga asociadas

ecuaciones de movimiento del tipo (B.15).

Esta manera de replantear el problema inverso permite, escribir las condiciones de

Helmholtz en términos de la matriz W; v las fuerzas generalizadas.

Asi planteado, la pregunta por la existencia de una funcién lagrangiana, puede
intercambiarse por la pregunta por la existencia de una matriz W;;, tal que, el sistema

(B.15) permita una formulacién variacionalj.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, para una funcién lagrangiana de la forma L(qi, q'{, t),

pueden reseribirse de la siguiente manera,

EiL = Wil +V; (B.16)

T Aunque aqui no entraremos en detalle a este interesante problema, el lector interesado puede consultar Sarlet (1982).
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donde
8L
s,
Wij = GRE (B.17)
Yy
8*°L L 8L
Vis ot oo — — B
‘= %ep Taim  og (B.18)
Despejando las aceleraciones del sistema (B.16) obtenemos,
i = (Wi Vi (B.19)

Por otro lado, al conminar a las ecuaciones (B.15), para que puedan escribirse como
ecuaciones de Euler-Lagrange para algin lagrangiano L, las fuerzas F' deberdn poderse

escribir como,

Fl = _(w-hky, (B.20)

V; = =1, F7 (B.21)

que se obtiene directamente, al igualar las accleraciones del sistema (B.15), con aquellas

del sistema (B.19).
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Sustituyendo en (B.16) la expresion (B.20), obtenemos la relacidn,
EiL=Wi(i - F¥) (B.22)

El problema inverso podréa entonces plantearse de la siguiente manera: j Existe una
matriz W;;, tal que la ecuacién {B.22) se cumpla, para alguna funcién lagrangiuna

L(g',¢",1) 7.
Las condiciones que debe cumplir la matriz W;; pueden plantearse asi:
Dado el sistema lagrangiano,
Wid —V;=0 (B.23)

las condiciones de Helmholtz asociadas a este sistema son,

Wij = Wy
Wiy Wy

6~ o¢
av;  av; 8 . 0
é?} —a—(}'{ =2(-5t-+q '5"‘7)“7,]
av; vy 1,8 .0 .9V, 8V
a7 o~ 2ar T e G T g

v usando las definiciones,
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oF!

Bi= e

voo 1OV 0
b3 "o

las condiciones de Helmholtz pueden reescribirse como®,

d . frer

—W = A - ’ 2

V=14 -4 (B.24)
V=AW-WA (B.25)

Ny oW awy

Glij Gk 9%k 2

5t = B Oy (B-20)

%V = B'W -WB (B.27)

que son las llamadas ecuaciones de Sarlet. En particular, a la ecuacién {B.24) la
hemos llamado en el texto ecuacién de Sarlet. Si esta ecuacién tiene solucién para una
matriz W, el problema inverso del cdlculo de variaciones tendr4 solucién y una funcién
lagrangiana podra ser asociada al sistema (B.1). En otro caso, el sistema propuesto no

tendra formulacién variacional posible.

Un comentario final. Las ecuaciones (B.24-25-27), son las condiciones de integrabili-

dad de las ecuaciones (3.11-12), obtenidas en el texto. Esta afirmacidn puede argumen-

tarse con la siguiente construccidn:

*Sarlet (1982).
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La ecuacion de movimiento de g; (3.11), escrita en términos de una funcién lugran-

giana, tiene la siguicnte estructura,

doL oL
rr 0 (B.28)

Ahora bien, si hacemos las parciales respecto de ¢’ de la ecuacién (B.28) y simetrizamos

({ = ), obtenemos la ecuacién (B.24) de Sarlet,

Repitiendo el procedimiento pero ahora antisimetrizando (i — j) obtenemos la

ecuacién (B.25), notando que la matriz V;; puede escribirse como,

8¢'9¢?  B¢*oy
Finalmente, para encontrar la ecuacién (B.27), derivamos la expresién {B.28) respecto
de ¢/ y antisimetrizamos (i — 7). Como la ecuacién de movimiento de y; puede
escribirse en la forma (B.28) y como las condiciones de integrabilidad de {B.28) son
precisamente las ecuaciones de Sarlet, el hecho de que exista solucién para el problema

inverso, garantiza automaticamente, que las condiciones (3.11-12) tienen solucion.

Notése que aqui esta planteado el problema inverso, para funciones lagrangianas
independientes de las aceleraciones. La condicién (3.11) podria no cumplirse, y en este
caso puede ser posible atn (si la ecuacién (3.12) tiene solucién), escribir un lagrangiano

lineal en las aceleraciones asociado al sistema (B.1),
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APENDICE C

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LAS TRAZAS

El teorema de las trazas, tal y como aparece en la ecuacion {4.16), puede demostrarse
facilmente usando para las derivadas totales respecto al tiempo sobre las trayectorias

solucién, de las matrices 4 y A las respectivas ecuaciones de Sarlet.

Sin embargo, lo que nos interesa en este apéndice, no es realizar esta demostracion
directa del teorema de las trazas, sino introducir al lector en el lenguaje del formalismo
de Cartan y mostrar que con esta herramienta, puede plantearse el teorema de las
trazas desde una perspectiva diferente: La aplicacion sucesiva de una transformacidn de
simetria de s-equivalencia asociada a una funcién lagrangiana, produce que las potencias

enteras de la matriz A (ver ecuacion (4.13)), sean constantes de movimiento del sistema.

La idea bésica de la introduccion del formalismo de Cartan, consiste en expresar las
ecuaiones de E-L, en términos de un sistema del doble de ecuaciones diferenciales de

primer orden en ¢l formalismo lagrangianot.

fmmque los lagrangiancs para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (cf. ecnacién{3.4)) son lineales en
las velocidades y por iunto, singulares, presentande consccuentemente, problemas para la construceién del formalismo
hamiltoniano correspondiente, tieten por otra parte, intercsantes propiedades: Lado un conjunto de ecuaciones diferenciales
de primer orden (3.2} siempre es posible construir un lagrangiano asociado al sistema, ademis las simetrias de s-equivalencia
para este tipo de lagrangianos, coinciden con las simetrias de las ecuaciones de movimiento (ver Hojman 8, Zertuche (1984)).
Por otra paric &ste tipo de lagrangianos sc usan frecuentemente en )a fisica, comd por ¢jemplo el lagrangiano de Dirac.
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El integrando de la funcional de accién (2.1), puede definirse como una 1-forma

diferencial, llamada la forma de Cartant,

oL ; aL | ;
= ;g — s d( .
B(L) = (L - Goi)dt + gds 1)

pensando al conjunto de coordenadas (g',¢',1) como independientes. A partir de esta

1-forma, es posible construir una forma simpléctica asociada, dada por,

w=df (C.2)

donde “d” representa la operacion de diferenciacién exterior.

En coordenadas, la 2-forma (C.2), tiene la siguiente estructura*,

7 8L 8H
Bij Wi B@g ~ 8
~wy; o -8 (C.3)
o _ 'L 8 g

¢ ~ 8o 8¢

donde W;; esta definida por (4.19) y,

L 9L
ﬁfj = oo — o
8q¢id¢*  8¢'dq?
. oL ..
T A Py
'H(q 1§ )t) L aanq

1C5mprin M. (1983).
* Nétese que esta matriz es de 2n + 1 x 2n + 1 componentes.
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Por otra parte, dada una ecuacién diferencial de segundo orden del tipo (1.1), siempre

es posible construir el campo vectorial caracterfstico, dado por,

8 0

f)i+q aq +F5?j-'-' (C4)

que no es otra cosa, mas que la derivada total respecto al tiempo sobre las curvas

solucidn del sistema, que hemos definido en (1.13).
En esta notacion las ecuaciones de E-L son,
ipdd =0 (C.5)
donde “"es el producto interno entre formas diferenciales y campos vectoriales.

Supongamos ahora, que tenermos una cierta transformacién infinitesimal de simetria
asociada a las ecuaciones de movimiento, representada por la funcién £'(¢?,¢7,t). Un
campo vectorial puede asociarse con esta transformacion, dado por,

Y=

-
- o (C.6)

; 0
dq aq'

donde 5' = I'(£'). Esta transformacién serd una simetria de las ccuaciones de movi-

miento, si y sdlo si,
LY =[0Y]=0 {C.7)

donde Ly, representa la derivada de Lie a lo largo de las curvas caracteristicas del

sistema (1.1) y el corchete, es el corchete de Lie usual entre campos vectoriales.
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En componentes la relacion (C.7) es,
Y(F)=T@") ' =T() (C8)
que es una manera equivalente de escribir la ecuacién de variacion (1.12).

Ahora bien, la condicién para que ésta transformacién de simetria sea una simetria

de Noether asociada al lagrangiano L, serg,

Lydd =0
= iy d(df) + d(iy df) (C.9)

y como el primer término se anula, obtenemnos,
iydf=dF
lo que implica que F es una cantidad conservada, asociada al campo de simetria Y.

La ecuacién (C.9), implica que la forma simpléctica df, es invariante ante la trans-

formacién de simetria dada, es decir,
do(L) = d8(1)

donde L es la variacién funcional producida en L por la variacién Y. Las ecuaciones de

movimiento son, por tanto, invariantes ante la simetria de Noether Y.

Supongamos que tenemos ahora, dos lagrangianos equivalentes L, L y que la simetria

Y, es una simetria de s-equivalencia asociada a L, que produce el cambio funcional de
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L — . Como las ecuaciones de movimiento, se transforman ahora covariantemnente,
Lydf(L) = d6(L) (C.10)
La condicién para que la simetria ¥ sea de s-equivalencia puede eseribirse comot,
Lrw(L) =0 (C.11)
s1y sélo si
Lra(L) =0 (C.12)

Demostraremos & continuacién, que esta definicidn de simetria de s-equivalencia nos

conduce directamente al tcorema de las trazas.

Sean w y w, las matrices asociadas a los lagrangianos L y I, respectivamente.

Definimos,
A=wwh (C13)
.Introduciendo 1a unidad, en la forma w™lw, en la ecuacién (C.12) obtenemos,

LrA=0 (C.14)

TL& siguicntes relaci pueden mostrarse f, te utilizando la identidad,

Lydo = d{ipda)

ver por ejemplo, Abraham R, y Marsden J.E. (21978} pp. 121,
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por tanto, la traza de A es una constante de movimiento.
Con la misma simetria de s-equivalencia ¥, podemos construir otra forma simpléctica,
LyB =& (C.15)
con la propiedad,
Lro=0 (C.16)
Tomando la derivada de Lie a lo largo de T, en la ecuacién (C.15), obtenemos,
Lplyw=0 (CAT)

e introduciendo la unidad, en la forma ww™!

, en esta ecuacion, tenemos,
LrLyA+LpA% =0 R (eAE)
Utilizando la identidad,
Lixy)=LxLy —LyLx
obtenemos,

ErAQ =0

que implica que la traza de A? es una constante de movimiento,
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Este procedimiento puede repetirse inductivamente parae mostrar que la traza de las

potencias cnteras de A son constantes de movimiento.

El teorema de las trazas, aparece aqui, como la aplicacién sucesiva de la transfor-

macion de simetria Y sobre la forma simpléctica w. Ndtese que s,

trA =F

donde F es una constante de movimiento, entonces

es otra constante de movimiento, que no necesariamente es independiente de F.

LyF=F

Discutiremos ahora, sobre la posibilidad de construir un formalismo de primer orden

asociado a los lagrangianos del tipo (3.10). En este caso, como el lagrangiano depende

de las aceleraciones, es posible definir los momentos candnicos,

Pi=5-,-

asociados a las coordenadas ¢' y ¢' respectivamente.

(C.19)
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Sustituyendo la forma funcional (3.10) para L, en estas definiciones, obtenemos,

d 8Fi
M b (C21)
Di = (€.22)

Definiendo consecuentemente la funcién “hamiltoniana™ como,
H=gm+ipi~1
g d oFi

==z + Higat )+ Flu; (C.22)

podemos escribir la correspondiente forma de Cartan, siguendo la misma légica de

construccién que la original (C.1), de la siguiente manera,
g d oF/ ;
6(L) = (‘]’(E#i + ﬂj-g(}T) + Flu;)dt
d OFI . ¥
= (ki +a aT.,-)de' + pidg' (C.23)

Para el formalismo de primer orden, explicitamente independiente del tiempo (df = 0

en (C.23)), obtenemos la forma simpléctica asociada,

B;:  A;
- df = ( ij u) C.24
¢ ~Aj; C','J' ( )

con las definiciones para Bjj , 4;; y Ci; dadas por (4.32-7-81), respectivamente. Esta

es la matriz o usada en el texto (cf. ecuacién (4.30)).
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Un lagrangiano de la forma L(q"q"',t) existe, si y sélo si Cj; = 0, En cste caso, la
forma simpléctica (C.24), se reduce a (C.3), con dt = 0. Las matrices A;; y Byj se

reducen consccuentemente a las matrices Wi; v 3;; de este apéndice,

La demostracion del teorema de las trazas para o, sigue exactamente el mismo

procedimiento mostrado en el caso de w.

Un comentario final sobre la representacion de Lax de Jos sistemas dindmicos, viene

al caso: La ecuacién (C-14) puede escribirse en coordenadas como,

Ty 0 0f
SAL = A A

¢ Dxc ¢ Dxa

(C.25)
donde

A4 = Fac(at)”
y el vector f esta definido en términos de las fuerzas F por las ecuaciones,

zt =qr x:-{-n — q-x fl o it f:+n =Fi(qj,ljj,i)

Evidentemente si se toma la traza en la ecuacién (C.25) recuperamos el teorema de las
trazas, que aqu aparece como concecuencia del teorema. de Lax (Marmo G. Rubano

C. (1983)).
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CONCLUSIONES, COMENTARIOS Y PERSPECTIVAS

Este trabajo fue inspirado inicialmente por la siguiente pregunta: Dadas dos funciones
lagrangianas que describen & un mismo sistemia dindmico, ; cdmo es posible que una
funcidn lagrangiana tenga una simetria, que no posee la otra funcion lagrangiana, siendo

que ambas describen al mismo sistema dindunico?.

La respuesta encontrd firme asidero cn la propuesta de Hojman y Urrutia (1980)
para resolver ¢} problema inverso del calculo de variaciones y en los trabajos posteriores
de Hojman et al sobre las extensiones del formalismo lagrangiano. La pregunta inicial
quedo hasta tal punto revasada que fue posible comenzar a investigar sobre una cuestion
mds interesante: las posibles analogias que podrian construirse, a partir de estos

trabajos, con la teoria de Hamilton-Jacobi.

Después de realizar algunas maniobras, se llegd a la conclusion de que dentro del
formalismo lagrangiano se podia plantear una ecuacién diferencial parcial lineal cuya
solucidén particular es relevante para asociar simetrias con lagrangianos equivalentes.
Hablando en términos muy generales, la propuesta de este trabajo contiene un método
de integracion de la ecuacién de variacién (1.12) cuando el sistema dindmico corres-
pondiente puede deducirse a través de un principio variacional. Asi, el conocimiento
de dos funciones lagrangianas equivalentes permite la obtencién de varias simetrias
s-equivalentes por medio de una solucién a una sola ecuacién diferencial parcial lineal.
De otra manera ¢l conocimiento de una simetria para un sistema dindamico determinado
requeriria de resolver las n ecuaciones diferenciales parciales, en general acopladas, que
representan a la ecuacién de variacién, para alguna solucién particular, Es posible que
este método tenga alguna relacion con los métodos de integraridn de ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales, puesto que ¢l conocimiento de dos funciones lagrangianas

equivalentes, o n su caso, de una funcién lagrangiana y una simetria de s-equivalencia,
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permite escribir la representacion de Lax del sistema dindmico. Esto es importante para

la integracidn de ecuaciones diferenciales parciales no lincales.

Ciertamente, la obtencidn de dos funciones lagrangianas equivalentes no s un asunto
nada sencillo y su conocimiento implica de suyo, una integracién parcial del sistema
dindmico dado. Este punto puede verse claramente si se considera que dos lagrangianas
equivalentes permiten la construccién de cantidades conservadas directamente, sin

necesidad de realizar integral alguna.

En el caso en que se conoce solamente una funcién lagrangiana podria intentarse un
tour de force; la integracién del sistema dinamico via la obtencién de la solucidn general

a la ecuacién diferencial parcial lineal,

d
EGZ:L

que implica la aplicacién del teorema de Liouville expresado por la relacién,

d .
EI_;,F_O

donde F es una cantidad conservada.

Un planteamiento que surge de este nuevo enfoque del formalismo lagrangiano apli-
cado ahora a ecuaciones diferenciales de primer orden, permite una mejor comprension
de la relacién entre el formalismo lagrangiano y el formalismo hamiltoniano que tan
importante es para el planteamiento de los problemas en la teoria cudntica. En especial
podria alumbrarse el camino hacia la comprensién de la relacién (ntre transformaciones

unitarias y transformaciones candnicas.
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Es también interesante plantearse la posibilidad de que los resultados de este trubujo

puedan generalizarse a la teoria de campo cldsica.

Pero sin lugar a dudas uno de los problemas mds interesantes aparece cuando se hacen
notar las ambiguedades que plantea el formalismo lagrangiano pura la cuantizacidn de
problemas cldsicos; Dadas dos funciones lagrangianas cguivalentes sus correspondien-
tes funciones hamiltonianas conducen, via el procedimiento de cuantizacion candnico,
sobre problemas cuanticos distintos. Esto puede comprenderse facilmente ya que los
hamiltonianos correspondientes no resultan estar relacionados por una transformacion
unitaria, pues en general las transformaciones de s-equivalencia transforman la forma

simpléctica del espacio fase.

Queda por averiguar sobre la posibilidad de extender el concepto de transformacién
de simetrfa expuesto en el trabajo y sus posibles relaciones con las transformaciones

isoespectrales en teoria cudntica, con supersimetria y con Teoria de Campo.



04

5.

10.

References

Abraham R. Marsden 1LE. {1978) Foundations of Mechunics 2% Ed., (Reading, Mass.
W.A. Benjamin).

Arnold V.L(1978), Mathematical Methods of Classical Mechanies {Springer Verlag,
New York).

Birkhoff G. Mac Lane 5. (1850} A Survey of Madern Algebra, 9° Ed., (Macmillan
Co. New York).

Camprin M. (1983) A note on non-Noether Constants of Molion Phys. Lett. A 05
p.209.

Goldstein H.(1973) Classical Mechanics, 29* Ed., (Addison Wesley, Reading Mass).

Havas P.(1973) “The Coneclion between Conservation Laws and Iuwvariance Groups:
Folklore, Fiction and Fact”, Acta Phys. Austriaca 88 p. 145-167.

Hill EL.(1951) “Hamilton’s Principle and the Conservation Theorems of Mathematical
Physics” Rev. Mod. Phys. 23 p. 253.

Hojman 5. Urrutia L.F. (1981) “On the Inverse Problem of the Caleulus of Variations™,
J. Math. Phys. 22, p.1896.

Hojman S. Harleston H.(1981) « Equivalent Lagrangians: Multidimensional Case”, J.
Math. Phys. 22 p.1414.

Hojman §.{1984) “Symeiries of Lagrangians and their Equations of Motion” J. Phys. A
17 p.2399.



il.

12,

18.

14.

15.

16.

17.

i8.

19.

20.

21,

65

Hojman R. Hojman S. Sheinbaum J.(1983) “ A shorteut to construci the Lugrangian
Jrom its Equations of Motion” Phys. Rev. D 28, p.1333.

Hojman S. Nufiez L. Patifio A. Rago H. (1985) Symmetries and Conserved quatities
in geodesic motion J. Math. Phys. 27(1) p.281.

Mandelstam S. Yourgrau W. (1979} Variational Principles iu Dynamica and Quantum
Theory Dover, New York.

Marmo G. Rubamo C. (1983) Eguivalent Lagrangians and Loz representations 1l
Nouvo Cimento 28B p.70.

Landau L.D. Lisfshitz (1970) Mecdnica, (Vol. 1 Curso de Fisica Tedrica) Reverté,
Barcelona.

Olver P.J. (1977) Evolution Equations posscssing infinitely many Symetries J. Math,
Phys. 18 p.1212.

Sudarshan E.C.G. Mukunda N. {1974) Clessical Dynamics: A Modern Perspective
(Jhon Willey and Sons, New York).

Saletan E.J. Cromer A.H. (1971) Theoretical Mechanics {Wiley, New York).

Santilli R.M. (1978) Foudaiions of Theoretical Mechanics I {The inverse problem in
Newtonian Meccanics), (Springer Verlag, New York.)

Sarlet W. (1982) “The Helmholiz Conditions Revisited: A New Aproach to the Inverse
Problem of Lagrangian Dynamies, J. Phys. A 15 p.1503.

Whittaker E.T.A.(1944) Treatisc on the Analytical Dynamics of Parlicles and Rigid
Bodies, Cambridge.



6a

22.  Zertuche F. (1983) Relacidn entre simeirfas y constantes de movimiento en sistemnas de
ecuaciones diferenceciales y en sistemas lagrangianos. Tesis de licenciatura en Fisica,

UN.AM.



	Portada
	Índice
	Introducción
	I. Simetrías de las Ecuaciones de Movimiento
	II. El Principio Variacional
	III. El Problema Inverso del Cálculo de Variaciones
	IV. Simetrías de la Función Lagrangiana
	V. Relación entre Simetrías y Lagrangianos Equivalentes
	VI. Ejemplo
	Apéndices
	Conclusiones, Comentarios y Perspectivas
	Referencias



