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l. INTRODUCCION 

La teoría de sistemas dinámicost juega un papel fundamental en la modelación de 

fenómenos evolutivos deterministas, ya sea en forma continua o discreta. Sus orígenes 

se remontan a la mecánica celeste del siglo pasado y a los trabajos de Poincaré, Liapunov 

y Birkhoff, entre otros. Rápidamente se descubrió que por lo general es imposible in

tegrar un sistema para encontrar las ecuaciones de todas sus órbitas o trayectorias. 

El enfoque geométrico cualitativo, iniciado por Poincaré, trata de responder a c.sta 

dificultad proporcionando en muchos casos aunque sea una descripción parcial de las 

características principales del espacio de trayectorias. En los últimos 25 uiios esta teoría 

ha tenido un desarrollo notable, debido en gran medida al uso cada vez más frecuente de 

las computadoras en las matemáticas. Ellas nos permiten explorar fácil y rápidamente 

una gama enorme de nuevos fenómenos prácticamente inaccesibles mediante las técnicas 

analíticas convencionales. Aquí se pretende ilustrar la utilidad del método computa

cional en el análisis de las características cualitativas de algunos tipos fundamentales 

de sistemas dinámicos en dos dimensiones. En particular se desea obtener información 

gráfica que ayude a determinar la estabilidad del atractor de Hénon, cuyo compor

tamiento asintótico constituye un ejemplo clásico de lo que se conoce como dinámica 

caótica. La idea es desarrollar técnicas que puedan ser implementadas ca uua cornputú.

dora y que sean útiles para llegar a una mejor comprensión de los problemas teóricos, 

lo cual se logra muchas veces mediante el estudio de ejemplos particulares que se con

sideran representativos de un amplio rango de fenómenos físicos o matemáticos. Nos 

concentraremos en dos tipos de sistemas dinámicos: mapeos y flujos. Un mapeo F 

es simplemente una función F : !Rn -+lRn (que supondremos siempre lo suficiente

mente diferenciable para cualquier técnica que se vaya a aplicar). Ese mapeo genera 

un sistema dinámico simplemente por iteración, de forma que dado un punto x0 E lRn, 

se tiene x1 = F(x0 ), x2 = F(x.), y xn = F(xn_.J, n 2: l. La órbita positiva de x0 

t A lo !a.rgo de este trabajo se identificará la noción de sistema dinámico con los modelos matemáticos 
que lo representen (i.c. ecuaciones diferenciales o <lifcomorfismos, según se trate de un modelo continuo 
o discreto). 



es el conjunto de puntos {x0 , x 1 , x2 , •• • }. Es muy sencillo obtener numéricamente h1 

6rbita de cualquier punto evaluando la función en ese punto y después repitiendo el 

proceso. Un flujo es un sistema dinámico continuo dependiente del tiempo que está 

dado por las soluciones de una ecuación diferencial ordinaria. Restringiremos nues

tra atención al cn.50 dP ernncioncs antónomns, de la forma dx/dt = f(x), donde f l'' 

una función vector-valuada de lll" a lll" c¡uf' se conoce nsuo.lmentc como campo \'ccto

rial. El flujo definido por las soluciones de tales ecuaciones está darlo por la función 

cp : Ill" X 1ll -• Jll", donde cp(x, t) es 111 solución ele la ecuación diferencial al tiempo 

t con condición inicial x en t = O. Así rp(x, O) = x, 'h. La órbita o trayectoria por 

x es el conjunto de puntos {cp(x, t),-oo < t < oo }. Corno los flujos están dados por 

ecuaciones diferenciales ordinarias, generalmente son más importantes que los mapeos 

desde el punto de vista de aplicaciones. Por otro lado son rrní.s difíciles de eotudiar 

numéricamente, dado que se requiere de algún tipo de integración numérica del campo 

vectorial f para calcular la evolución temporal del ílujo en la computadora. En §2.1 se 

dará un método sencillo para hacer esto. 

Una de las nociones fundamentales en la teoría de sistemas dinámicos es la de esta

bilidad, de importancia central en este trabajo. El concepto conocido como estabilidad 

estructural fue introducido por Andronov y Pontryagin [5] en 1937, y ha jugado un 

papel crucial en el desarrollo de la teoría por más de 30 años, tanto en la escuela rusa 

como en las de Smale y Thom. A pesar de su utilidad, esta definición tiene algunos 

graves defectos, como lo son el hecho de que considera a todos los ciclos límites del 

plano como equivalentes, y el hecho de que atractores no hiperbólicos como los de 

Lorenz y Hénon no son estructuralmente estables. La definición de estabilidad que nos 

insteresará aquí es Ja de Zeeman [1], que se enuncia de forma precisa en §2.1. La idea 

general, sin embargo, es la siguiente. Dado un campo vectorial v en una varic<l11<l X, 

el flujo de v se obtiene resolviendo la ecuación diferencial ordinaria x = v. El com

portamiento nsint6tico de este flujo está descrito por sus atractcircs, y de forma más 

cuantitativa, por una medida sobre esos atractores. Dada e> O, se puede construir una 

e-suavización u de esa medida, obteniéndose los picos más altos en las zonas en donde 

el flujo es más lento (las zonas de atracción). Para construir u de forma más precisa, se 

usa una ecuación diferencial parcial en X, conocida como la ecuación de Fokker-Planck 

para v con difusi6n c. La funci6n u es entonces el estado estacionario de esa ecuación. 



Una vez que se ha construido u se define a dos campos vectoriales como é-equivalentes 

si sus soluciones u son equivalentes como funciones. El punto clave de la constrncci6n 

radica en la definición de equivalencia que se dé. Se define a un campo vectorial v corno 

é-estable si tiene una vecindad de é-eqnivalentes, y como estable &Í eli c-c;lalile pürü 

é arbitrariamente pequeñas. En el caso de los sistemas discretos (difcomorfismos), ltL5 

definiciones son análogas. El comportamiento asintótico del flujo discreto de un difco

morfismo O está descrito por una medida sobre sus atrnctores. Dada e > O, se construye 

una suavización u de esa medida, y se procede de manera similar al caso de los campos 

vectoriales. La diferencia de construcción está en la forma de definir la suavización u, 

que en este caso será la composición de una función de difusión con el mapco inducido 

por el mismo difeomorfismo O. 

Antes de dar ejemplos de las formas en las que se puede aplicar el método com

putacional a estos resultados, habrá que entender bien la teoría. El tercer capítulo de 

este trabajo se dedicará entonces a su explicación detallada, particularmente en lo que 

se refiere a la teoría sobre sistemas discretos, en donde se desarrollarán los resultados 

de [1] para una clase más amplia de funciones. Así pues, se trata de cumplir con un 

doble propósito. Primero, explicar y extender algunos de los más recientes avances en 

la teoría de clasificación de sistemas dinámicos, y segundo, ejemplificar la forma en que 

el análisis computacional puede ayudar a determinar tanto la forma del flujo de un 

sistema como la naturaleza de sus atractores. 



2. HERRAMIENTAS NUMERICAS PARA EL ANALISIS 

CUALITATIVO DE SISTEMAS BIDIMENSIONALES 

§2.1. Retratos fase 

Para obtener información cualitativa sobre un fenómeno matemático en la computa

dora se tienen que generar imágenes y gráficas que de alguna forma capturen las car

acterísticas cualitativas del sistema, y las haga resaltar claramente. En el análisis 

numérico de los sistemas dinámicos bidimensionales se tienen que resolver dos proble

mas distintos. El primero se refiere simplemente a la iteración de una función, dada 

una serie de condiciones iniciales (ya sea para seguir la trayectoria de un punto en 

particular, o bien para determinar el comportamiento global de toda una región del 

espacio). En general es muy sencillo llevar a cabo este proceso en la computadora, y 

por lo tanto sólo se discutirá (en §5) para un caso de especial interés. 

El segundo problema es el de obtener información cualitativa sobre las soluciones 

de las ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a los sistemas continuos. Esto es 

mucho más que una :;imple integración numérica de la ecuación. No sólo se quiere 

conocer el valor de una solución particular a un tiempo dado. Se deseu conoce: '!! 

comportamiento global de todas las soluciones; se quiere determinar la localización de 

puntos fijos, la existencia de ciclos límites y la dirección del flujo para el conjunto de 

todas las soluciones de la ecuación. Se desea obtener lo que se conoce como un retrato 

fase de la ecuación diferencial. La primera dificultad que surge al tratar de hacer esto es 

la de aproximar un sistema continuo mediante cálculos numéricos discretos, ya que en la 

computadora no existe ninguna noción de espacio continuo. Dado un campo vectorial 

u, y una condición inicial x0 , se tiene que escoger una i:i.t y calcular un nuevo punto 

x = x0 + v!::..t (según el esquema más sencillo de aproximación lineal). Evidentemente 

hay un error involucrado (de orden de b.t'), y este error puede irse acumulando hasta 

llevar a una "falsatt trayectoria solución. Considérese, por ejemplo la siguiente ecuación: 
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{ ~=-y y=x 

cuyas soluciones son círculos concéntricos alrededor del origen. Si se toma como 

condición inicial {x0 , Yo) = (1,0) sobre la ooluci6n d(' radio 1 y se integra numéricamente, 

se obtiene 

X¡= Xo + v,(x0 ,y0 )D.t = 1 

de donde y"X?~ =JI+ t:.t• f 1, de modo que (x,,yi) ya no está en el círculo, 

y la solución que se obtiene es una espiral en lugar de una órbita cerrada, lo cual es 

completamente distinto desde el punto de vista cualitativo. Surge la pregunta: ¿Cómo 

saber qué tan cerca está la solución numéric1t obtenida de la solución real? Evidente

mente, si se usa una t:.t más pequeña, el error disminuye. Sin embargo, el tiempo que 

lleva resolver la ecuación aumente. proporcionalmente, y en el caso de algunos campos 

vectoriales no lineales, la velocidad del flujo puede crecer muy rápidamente, en cuyo 

caso el escoger una t.t menor no corrige mucho Jos resultados. Incluso métodos de 

integración más precisos, como los de Runge-Kutta, pueden follar. 

La solución a este problema consiste en elaborar un programa "inteligcnten, que 

sepa reconocer cuándo está cerca de un punto fijo, cerca de un ciclo límite, o bien en 

una zona del campo vectorial donde la velocidad es muy alta. Esto requiere introducir 

lo que se denominará como una t:.t dinámica, lo cual consiste en re-evaluar la velocidad 

del flujo en cada iteración y según el caso aumentar o disminuir la /lt que se esté 

utilizando. En la vecindad de un punto fiju, donde l~ velocidad del flujo es cercana a 

cero, si se usa una /lt fija se requiere un número muy grande de iteraciones y un tiempo 

muy largo para obtener una solución gráfica. Por otro lado, en zonas en donde el campo 

vectorial tiene un valor absoluto muy alto, una t:.t fija puede ocasionar espaciamientos 

muy grandes entre los puntos calculados y una muy mala aproximación. El algoritmo 

más sencillo de evaluación y graficación para una trayectoria con l:it dinámica se da a 

continuación. 
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procedure Calcula_y_Graf ica; 
be gin 

xl := x2; 
yl := y2¡ 
if abs(x2) + abs(y2) > 1 then 

t := t + dt¡ 
x2 := xl + vx(x2, y2) * dt¡ 
y2 := yl + vy(x2, y2) * dt¡ 
{Estas 2 líneas pueden sustituirse por un método 
más preciso de integración, como el de Rungc-Kutta} 

if (abs(xl - x2) < 1) and 
(abs(yl - y2) < 1) 

then dt := 1.5 * dt¡ 
if (abs(xl - x2) > 2) or 

(abs(yl - y2) > 2) 
then dt := 0.2 * dt¡ 
draw(xl, yl, x2, y2); 

end¡ 

Para implementar este algoritmo hace falta considerar todavía las dimensiones ¿e la 

pantalla, los factores de escalamiento, y el signo de t, ya que para obtener la gráfica de 

toda una trayectoria también hay que seguirla hacia atrás desde la condición inicial. 

En el Apéndice se incluye el programa en Pascal de un paquete completo de graficación 

de retratos fase de ecuaciones diferenciales en el plano. En las figuras 2.1 y 2.2 se puede 

observar la diferencia entre los retratos fose de la ecuación 

{
x=x2-xy 
iJ =-y+ x• 

obtenidos mediante una At fija (Fig. 2.1) y una 6.t dinámica (Fig. 2.2). El criterio 

usado para decidir qué Ates la correcta en todo momento está basado en la resolución 

visual del monitor de la computadora. Se escoge /::,.t de forma que la distancia entre x, y 

X;+ 1 sea, en términos del monitor, equivalente a la distancia de dos pixels de la pantalla. 

Una mejor precisión que ésta no serviría de nada pues no se distinguiría visualmente. 

Finalmente, en algunas ocasiones es conveniente saber qué velocidad tiene el flujo 

en distintos puntos del retrato fase. Para esto se pueden asignar colores distintos a 

velocidades distintas y graficar las trayectorias usando estos colores. Esto será muy 





útil en §4 para determinar la localización de los at~a.ctores en el campo vectorial de la 

ecuación de van der Pol. 

§2. 2. Diferencias finitas 

En la teoría que se desarrolla en la tercera sección de este trabajo juegan un papel muy 

importante las ecuaciones del calor y de Fokker-Planck, amhus ecuaciones diferenciales 

parabólicas. En el análisis gráfico-numérico del tipo de sistemas dinámicos descritos 

aquí será por lo tanto necesario implementar algún método para resolver este tipo de 

ecuaciones diferenciales parciales. A diferencia de lo que sucede con !ns ecuaciones 

diferenciales ordinarias, para las ecuaciones parciales no hay programas, paquetes o 

métodos generales de solución, y en general su estudio es mucho mtl.'i complicado. Sin 

embargo, existen esquemas numéricos generales que pueden adaptarse a Jos distintos 

tipos de ecuaciones. Uno de los más usados es el de diferencias finita.'i, que consiste 

en remplazar IM derivadas parciales por aproximaciones en diferencias. Se analizará el 

método primero para el caso de una dimensión, ya que después el paso a dos variables 

es bastante sencillo. La ecuación diferencial parcial general en una variable espacial es 

au a•u au at = a(x, t) ax• + b(x, t) ax - c(x, t)u, 

que puede escribirse como 

~; = L(x,t,D,D')u, 

donde el operador L es lineal y D = a/ ax. 

(2.1) 

Para obtener una ecuación en diferencias equivalente a (2.1) se cubre la región 

que se va a examinar con una red o malla rectilínea de puntos para l., Ja a los ejes x, t 

y con separaciones entre los puntos de la malla de h y k para las direcciones x y t 

respectivamente. Los puntos (X, T) de la malla están dados por X = mh, T = nk, 

donde m y n son enteros y m = n = O es el origen. Las funciones q1w satisfacen las 

ecuaciones diferencial y en diferencias en los puntos X = mh, T = nk se denotarán por 

u;:. y u;:. respectivamente. Las fórmulas en diferencias (que involucran a dos niveles de 

tiempo adyacentes) se obtienen de la expansión en serie de Taylor 
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( a ª' ) u(x t+k)= l+k-+!k'-+··· u(x t) 
' Bt 2 Bt' ' 

= cxp(k :t)u(x,t). 

Si denotamos x = mh, t = nk y u(mh, nk) =u::, entonces, si Les independiente de t, 

se tiene 

un+l = ex¡J(k~)un 
m at m 

= exp(kL)u::,. (2.2) 

Dada u;:. se desea conocer u::,+ 1, y todos los métodos por diferencias consisten en 

aproximar (2.2) de una forma u otra. Para cada ecuación en particular habrá que 

evaluar cxp(kL). Sin embargo, como L generalmente contiene a D y D2
, será útil 

encontrar expresiones aproximadas para estos dos operadores desde ahora. 

El desarrollo en serie de Taylor para u(x + h, t) alrededor de (x, t) nos da 

au h' B'u h' a•u 
u(x + h, t) = u(x, t) + h ax (x, t) + 2! Bx' (x, t) + 'iff ax• (x, t) + O(h') (2.3) 

lo cual, dividido por h resulta en 

:: (x, t) = [u(x + h, t) - u(x, tJ) Llx + O(h). 

La diferencia hacia adelante de la ecuación anterior es la aproximación de primer orden 

~: ~ [u(x + h, t) - u(x, t)) /h + O(h) 

para 8u/ax evaluada en (x,t). En la notación de subíndices la expresión anterior se 

escribe como 

a
au 1 = _hl [u;~+l - u:;,]+ O(h). 

X n,m 
(2.4) 

Una aproximación alternativa análoga a (2.4) está dada por la serie de Taylor para 

u(x - h,t): 

au 1 a2 u 1 a•u 
u(x - h, t) = u(x, t) - -

8 
(h) + 1 -

8 2 
(h) 2 

- 1 -
8 

• (h)' + O(h'), (2.5) 
X 2. X 3. X 
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donde todns las derivadas se evaluan en (x,t). Dividiendo por h se obtiene la relación 

au¡ 1 -
8 

= -h[u:;, - u:;,_,)+ O(h) 
X n,m 

que se conoce como diferencia J111cia atriís, y que también es una aproximnción de primer 

orden en el error O(h). 

La forma más sencilla de obtener una aproximación de orden mayor para 8u/8x es 

restando la ecuación (2.5) de la ecuación (2.3). El resultado, con las derivadas evaluadas 

en (x, t) es 

au h' a•u 
u(x + h,t) -u(x- h,t) = 2h-

8 
+--

8 
+ O(h•), 

X 3 x' 

que dividido por 2h nos da 

Bu' = u;:.+1:: u;:._ 1 + O(h'). 
ax n,m -h 

(2.6) 

A partir de (2.3) y (2.5) se pueden obtener fácilmente aproximaciones para las derivadas 

parciales de segundo orden. Por ejemplo, si se suman esas dos ecuaciones se obtiene 

1 ~u 
h,{u(x+h,t)-2u(x,t)+u(x-h,t)}= ax• +O(h'). 

En la notación de subíndices la expresión anterior se escribe como 

a•u¡ = u;:.+1 - 2u;:. + u;:._1 O(h') 
a • h' + . X n,m 

(2.7) 

En dos dimensiones los operadores pueden aproximarse de manera similar. Por ejemplo, 

el laplaciano, que se usará en §4, puede aproximarse de la siguiente forma: 

V''u/1,m = u.,/1,m + u •• /1,m 

= ;, { U1+1,m - 2u1,m + tl.1-1,m + U1,m+l - 2u1,m + U1,m-1} + O(h2
) 

= ;. { U1+1,m + U1-1,m + U1,m+l + U1,m-l - 4u1,m} + O(h'). {2.8) 

Dada la frecuencia con que aparecen las aproximaciones para a/ ax y 8 2 /ax, será 

conveniente introducir una notación de operadores de diferencias finitas dados por 
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y por 

ó;u~ = u;;.-+ 1 - 2u~ + u~_ 1 • 

En la práctica, para fines de cálculos numéricos, se puede substituir la expresión para 

ó,u;:. por i(u;:.+1 - u;:._ 1), que es una aproximación equivalente (tornada de (2.6)) que 

tiene la ventaja de tener subíndices enteros. La expresión original u~n+l/> - u;:._ 112 será 

más útil para el desarrollo teórico formal, como se verá a continuación. 

Ahora hay que establecer una relación entre ó, y D. Para esto, dcfínasc el operador 

de traslación E por Efn = Ín+t· La serie de Taylor 

f(x + h) = f(x) + %/'(x) + ~f"(x) + ·· · 

puede escribirse como 

f(x + h) = Ef(x) 

[ 
hD h'D' ] 

= 1 + - + -- + · · · f (x) 1! 2! 
= ehD f(x). 

De aquí se deduce que E= ehD. Ahora bien, 15, = E 1I• - E- 1!•, de modo que 

2 -115, 
D = -senh -

h 2 
1 ( 12 12. 32 

=¡;_ ó,-22·3!8;+2'·5! 8; ... ). (2.9} 

A mBllera de ejemplo, considérese la ecuación de calor en una dimensión 

En este caso 

L=D', 

y la ecuación (2.2) se vuelve 
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(2.10) 

de donde, por (2.9) 

D' == .!._(62 - .l..ó' + .. ·) h2 • 12 s • 

Sustituyendo D 2 en (2.10) y desarrollando la serie de la exponencial, 

u:;,+ 1 = ll + ró; + ir(r - k )ó: + ~r(r2 - ir+ 1/15)6! ... ]u::,, 

donde r = k/h2 es el cociente de la malla de puntos. Si se toman las ó. hasta segundo 

orden, se obtiene la fórmula 

u;:.+ 1 = (1 + ró;)U;:., 

y al substituir tS; queda 

(2.11) 

donde u;:. es una aproximación de u:;.. 

Antes de tratar de implementar este método en la computadora, es necesario saber 

bajo cuáles condiciones funciona y bajo cuáles falla. Hay que establecer un criterio de 

convergencia. Considérese la fórmula (2.11). Denótese la diferencia entre la solución 

real y la solución aproximada en el punto (mh, nk) por 

Por el teorema de Taylor, 

(au)n (82u)" un+l = un + k - + !k2 - + ... 
m m at m 2 8t2 m 

1 

(au)" (ª'u)n (ª'u)n (ª'u)" u::,+I = u::, + h ax m + ih' 8x2 m + ~h· ax• m + üh• ax• m + ... , 
y 

n n (ªu)" 1 2 (8'u)" 1 •(ª'u)" 1 •(ª'u)n u =u - h - + -h - - -h - + -h - + ... 
m-I m ax m 2 ax• m • ax• m 2• ax• m , 
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de modo que 

( au)n (ª'u)" un+l - (1 - 2r)u" - r(un +u" ) =u" + k - + !k' - - (1 - 2r)u" 
m '"' m+i m-1 ,.,. Ot m 2 at2 m '" 

[ (au)" (ª'u\" - r u" -1- h --- + !!;' -) 
m ' ax m , ox' m 

+!hª(ª'u)" +ih•(ª'u)" +··· 
e ox' m ,. ax• m 

+u" -h(ªu)n +!h'(ª'u)" 
m ax m 2 8x' m 

- !h' (ª'u)" + 1-h' (ª'u) n + .. ·] 
e ax' m " ax• m 

= k(au _ a'u)" + !k'(a'u _ _!_ a'i:_)n + ... 
at ax• m 

2 i)t' 6r ax• m 

Como au/at = a'u/éJx', el primer término de la ecuación anterior desaparece, y se 

tiene 

= (1 - 2r)(u:;. - u::.)+ r(u::.+1 - u::.+1 + u::,_1 - u;;._1) 
+ u;:,+ 1 

- (1 - 2r)u:;. - r(u:;.+ 1 + u:;._ 1) 

= (1 - 2r)z" + r(z" + z" ) + !k' (ª'u - _!_{)'u)" + · · · 
m m+I m-l 2 éJt2 6r OX1 m 

Dado que todas las derivadas de u están acotadas, la expresión anterior se puede escribir 

como 

(2.12) 

El problema de convergencia para un método de diferencias finitas consiste en encont.rar 

las condiciones tales que z;:, -> O uniformemente para un punto fijo X = mh, T = nk 

cuando h, k -> O y n, m -• oo. 

Lema. Si O < r ::; 1/2, entonces z;:, -> O bajo las condiciones dadas arriba. 

Demostración. Si O < r ::; 1/2, los coeficientes del lado derecho de (2.12) son todos 

mayores o iguales que cero, y por lo tanto 

jz;:,+ 1¡ :S: (1- 2r)iz;:,¡ + rjz;:,+ 1 1 + riz;:,_,j + A(k' + kh') 

::; z(nl + A(k' + kh'), 
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donde A depende de las cotas superiores de 8'u/8t' y 8'u/ ax•, y z(nl es el módulo 

máximo de z~ sobre lrui m. Así pues 

zi .. +•J S Z("l + A(k' + kh'), 

y si z<oJ = O (i.e. si la condición inicial es igual para la ecuación diferencial y la 

aproximación en diferencias) t>ntonces 

zlnl s nA(k2 + kh 2
) 

=TA(k+h') 

-+O cuando k, h _, O para X, T fijos. 

Por lo tanto el método converge si O < r S: 1/2. 

1 

El pwio a dos dimensiones es inmediato. Considérese el operador L para la ecuación 

de calor dado por 

a• a• 
L := n- + -

8 
:= D~ +Di, uxi x; 

donde 

a a 
D, = -a Y D, = -a . 

X¡ X2 

Como en el caso de una dimensión, se cubre la regi6n del espacio (x11 x., t) que se 

va a examinar con una malla rcctilinca paralela a los ejes, con divisiones h, k sobre 

las direcciones del espacio y del tiempo respectivamente. Los puntos de la malla están 

dados por X 1 = lh, X2 = mh, T = n.k, donde 1, m, n son enteros. La función que 

satisface la ecuación en diferencias en cada punto es U,~m· La ecuación en diferencias 

correspondiente 11 (2.2) es 

(2.13) 

Substituyendo L en (2.13) se obtiene 
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donde 

y 

Eliminando D~ y D~ queda 

ut:.' = [l + r(.s;, + ir(r - n.s:, .. . ]11 + r(ó;, + ir(r - v.s:, .. .JUtm 
= [l + r(ó;, + s;,)]U17m + O(k2 + kh'). 

En §4 se aplicará esta teoría a una ecuación menos sencilla (i.e. la ecuación de 

Fokker-Planck), y se discutirá su implementación en la computadora. 
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3. ESTABILIDAD DE CAMPOS VECTORIALES 

Y DIFEOMORFISMOS 

§3.1. Campos vectorinlee y h ecuación de Fokker-Planck 

Desde los inicios ele la teoría sobre sistemas <linárnkos se ha intentado establecer cri-

terios para "clasificar" estos sistP1U;L<; de al~nna. rna.ncra. Un progra111a de clasificacicl12 

consiste de cuatro pasos fundament;i.lcs: 

(i) Escoger una relación de equivalencia en el espacio V de todos los 

campos vectoriales difcrcnciaules, 

(ii) Definir un campo v como esta/Jlc si tiene una vecindad <le equivalentes, 

( iií) Probar que los sistemas estables son <le ns os, y 

(iu) Clasificar las clases estables. 

El primer esfuerzo realizado en esta dirección fue la teoría desarrollada por Thom para 

sistemas gradientes 

t1 = -\7 /, ! : X_, IR, 

donde X es una variedad difcrenciable cualquiera. Se define f ~ f' si existen difeomor

fismos a,/3 tales que el siguiente diagrama conmuta: 

Según este esquema las funciones estables son las funciones de Morse (i.e. aquella.5 

cuyos puntos críticos tienen un hessiano no singular). 

Para el caso general (no sólo gradiente), se desarrolló el concepto de estabilidad 

estructural. Un flujo en X es una función cp: X x IR-• X, 1p(x,t) = ip'(x) tal que 

t >---+ <p' es una acción de grupo de fil en X. La órbita <le x es ip(x x IR). El campo 

vectorial v ele 'P está dado por v = B<p/Bt, e inversamente <p es el flujo <le v. La 
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topología e= en el espacio de campos vectoriales en X induce unrL topología en el 

conjunto de flujos en X. Do;; flujos <p, ep' son topológica.mente c1¡11í\•alentes si existe 

tl!l homcomorfiomo h : X -> X que marnla órbitas de <p a órbitas de 'P'- Un flujo es 

cstnicturnlmcntc csUtoic sí ti,•1:c ~rna vccindc,d de c'<¡ni;·alc::t"' topoló¡;icos en el espacio 

de flujos, y un campo vcctori11] es cstnidurnlrncnl.c estaule ói '"1 flnjo !o l'S. 

Esta teoría tiene varios defecto:<. Los principales son que los sistemas cstrnctnral

mcnte estables no son densos, y por lo t<rnto no lkvan a ning11nn. clasificación, y que 

la equivalencia topológica e~t.<l dad<t por homcomorfísrnos, lo cual hace que sistemas 

cuyo comportamiento es intuiti\·armentc muy distinto caigan dentro de nna misma chtsc 

de equivalencia. La noción rle c·:,tahilid;1<l estructural tiene entonces pocos usoo en las 

matcrrdLticrLs aplicadas. 

Las definiciones y resultados que se presenl<t!L .::n este e<tpítulo, y que fueron pro

puestos por Zccman, con:;titn}'<'n un enfoque alternativo parn este prohlcrn<t. Este 

enfoque se concentra en hac<~r resalt<Lr la localización y }¡, form;1 ,¡,, los :;tractores <le 

un sistema dado. P:tra lograr rsto se usa 1111 modelo que simule el comportamiento rlc 

una población arrnstrnda por el flujo del sistema. E\·idr~nterncntc, h población se ved. 

llevada hacia los atractorcs, en donde se iri acnmnbudo. Si un atrnctor tiene medida 

cero (como sucede típicamente), entonces cuando t -> co la población en el atractor 

será infinita. Esto no es muy deseable, ya que es muy incómodo trnbajar con cantidades 

no acotadas. Entonces se introduce un término de difusión en el modelo, de forma que 

cuando la densidad de población en el atractor sea demasiado <tlta, ésb empiece a 

desbordarse. Así, los atractorcs quedan como cimas de montañas y los repulsares como 

valles en el espacio X. Este modelo se puede representar mediante una ecuación del 

tipo conocido como de n;acción-difusión: la ecuación de Fokker-Phmck. 

La ecuación de Fokkcr-Planck surge en ciertos problemas foico3 como ecuación 

de movimiento para la función de distribución de lJJS variables macroscópicas de un 

sistema complejo, tales como la función de distribución probabilística del movimiento 

browniano de un conjunto muy grande de pnrtículas [8]. Tllmbién es útil sin embargo, 

para obtener información cualitativa "macroscópica" sobre un sistema dinámico cuyo 

comportamiento no puede ser descrito en forma exacta debido, al igual que <~n los 

sistemas físicos, a su complejidad. La construcción es como sigue. 

Sea X una variedad orientada compacta n-dimcnsional de clase e=. Dcnótcse con 

16 



IR+ a los reales no negativos. Dado un campo vectorial v clase e~' en X, y dada;;> O, 

la ecuación de Fokkcr-Planck para v con difusión t:: es la ecuación diferencial parcial 

(3.1) 

dondcu:X:<lll+ ->fil+, u(x,t) 20, xEX, 120 y fu'-"l, Vt. 
X 

L<L función u representa la densidad de unn población en X arrastrada por v y 

sujeta a una difusión E. El término 1w es un campo n•clori<1l r¡uc representa a la 

población u <JUC se mueve con el llujo de v, de modo c¡uc la rlivergcncia de uv reprcsc•nta 

un enrarecimiento de la poblackn1 <lebido a v, lu c1lal l:outribu:,·e ne~.;~tti\·un1c11tc al 

crecimiento local de tL. Por otro lado, el término s6u reprcscnt>L u1rn difusión f-fnr•rtc, 

que contribuye positivamente a la velocidad de crecimiento, puesto <¡ne el l<tplaciano 

de u en x compnra el valor promedio de u en puntos vr.cinos a X y por lo tanto mide d 

exceso de difusión que entra a partir de esos puntos y lo compara mil lo que sale de :r.. 

Sea u•·• : X -•fil+ la solución de (3.1) dada por iJu/Jt =-,O. A esta .oolución se le 

llama el estado estacionario ele la ecuación. Como sil u =~ V'· ( uv), entonces hay un 

equilibrio entre la fuerza del atractor y la fuerza de la difusión. La población ya no se 

mueve. Evidentemente, si ,;; es muy grande el estado de equilibrio será cercano a una 

función constante, mientras que si t: -> O entonces el estado ele equilibrio será un pico 

muy grande sobre el atractor. En [1] se prueba la existencia y unicidad de u"•' para X 

compacto, y se demuestra que es un atractor global de (1), es decir que dada cualquier 

densidad de población uº con Juº = 1, se tiene que uº _, uº•'. 

Definición. Dos funciones u, 1t' : X-> Ill son equivalentes, denotado u~ u', si existen 

difeomorfismos a, f3 en X y IR tales que el diagrama siguiente conmuta 

X 
u 

-> 

.la 
X 

u' 
-> 

Definición. Dos campos vectoriales v, v' en X son e-equivalentes si u"·' ~u•'.•. 
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Definición. Un campo vectorial es é-cstitblc si tiene una vecindad de é-eqnivalentcs 

en el espacio t1(X) <le campo,; \'l:ctoriales C00 en X. 

Definición. Un campo vcctori;tl es estnbfo si e; ¿·-estable para una E: > O arbitraria

mente pequcfia. 

Como ejemplo sencillo considérese v(x) 

Planck en este caso se vuelve 

El estado estacionario r:stá rlnrlo por 

lo cual puede escribirse como 

Integrando se obtiene 

()' () 
E:--+ -----(ux) =O. 
ux' Dx 

du ux 
-+-=A 
dx é ' 

donde A es una constante. Entonces 

Integrando de nuevo queda 

d ( ='!'•) A "''' dx ue = e . 

IR. L<t ecuación de Fokkcr-

donde B es una constante. Si A < O entonces la expresión entre paréntesis tiende a 

-oo cuando x -> oo, de modo que u < O para valores de x suficientemente grandes. 

Por lo tanto u ;::: O => A = O. Por otro lado la condición J u = 1 determina el valor de 

B, y entonces 

u= _l_e-~2;2~ 
v'2U 

Por lo tanto en este caso el estado estacionario es simplemente la distribución normal 

con media O y variancia é. 
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!13.2. :estabilidad de difoomorfismos y mapeos e···' 

E~ta ~1.:t:t.:ll~1¡1 se dcd!r:;~r;Í. n. ln. <lernoslración del teorc1na principal de este trabajo~ el 

caal establece las cc1n<licíoncs u1.;rc:-:rirÍi1:i para. cxtcnd<'r 0l pro~rnn1a de clasiticnc:ión 

de sistemas continuos al caso Ji~crr;to. El est.1111io de los ~istcmas dinámicos discretos 

til~ne la ventajn. de que pitra t'::..;tos lo:-; fonó1nenos caóticos a.pare,:.l~ll l~n espacios de dos 

diu1ensionc~i lo nial fílcilitn. ('11onnernc11lc su :i..n;Ltisis. Las definiciones ile ecp1ivakncia. 

la tcorí:t no l':l tan <'l<:~anl<~. Annqw~ lo;-; fnndanwntos ~obrl~ cquivalí~Hcla, l'.Stabilidnd y 

c:lasificn_d1'1n se pl¿:..nü~an 011 [l.] p¡lr:t cl¡foo111nrf1:SiliO:-i sohn~ \·:iri\.1 1lad1'~' ~\.sin frontcra 1 iHltlÍ 

IlOS intcre:-:;ar;Í. <1e111ostrar UllO de los tt:cirt.'lll<l.S fnndanl~iltnlcs part"!.. ru11ciuilt:S l[UC ~l() ~Oll 

inYcrtibles, es decir parn. funciones C•"•j en~\. qw; HO llt~CL':-ia.ri<u1u.•nle ,';on snpr<lyt-·ctivas, 

y para •::trÍ(!dnde~ ,\ coa frontera. (Esto liltiino l;s 1i:i;jla1dt~ Sl'!lcillo.) En lngar de 

utilizar, co1110 se hace en u11a fnuc..:Viu de di.stribnc\()n prohabilí:-;lica par;t pruLar el 

l'l~sultl.i.do, ~e t!.~ar;1 In rcanción de calor ut 6.u. Antes que nada., harernos tJrccisa. la 

noción de variedad con frontera. 

El medio-espacio (cerrado) lfl" está dado por 

Definición: Una varicd1td con frontcrn es un espacio métrico i\1 tal que x E kf => 3 V 

vecindad de x y n 2': O tales que V es difcomorfo ya sea a fil" o bien a IH". 

Sea entnn~~s X unn. vn.riedad compactn. C00
• Se<c U el espacio de funciones suaves de 

densidad de prohahilicbd en X, es decir de funciones u : X _, Jlt ciase e~ L;,,\cs qae 

Ju = 1, donde 1i representa h medida de una población en X. Denótese por ¡\( el 

espacio de funciones medibles en X. Sea O : X __ , X Uirn función clase C"", tal 

que µ(O(X)) >O. Ent.oncf's O induce el mapco 0' : U_, .M, donde O'u es la medida 

u transl'onmtda por O como se explica abajo. Dada E > O se construye una función 

S : .M -> U de suavización, y se considera la composición 

L 
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Se probará que L tiene un punto fijo único 11º", y que 'iu E U, L"1L -·-+ uº" cuando 

n --1" oo. De forma análoga. a. §3.1, úª·.- representa-el -estndo cstaciou:1rio de_ una pohlaci~~~1 __ _ 

transformada por O y difundida por e:. Dos mapco5 O, O' en X son c:-cquivalcntcs si 

u0·• ,....., uº''" corno en §3.1. 

Definición: O : X -• X es &-estable si tiene una v<•cindad de t:-equivalcntcs en el 

P.~pflr.io ele II1llpeo~ Cr>-J <:n ¿'(, COll la topología C"0. 

Definición: O es estable si es t:-estaLlc parn:: > O arbitrariamente pcquc1"'ia. 

Ahora se procc<kr<t n definir O' y S de maner:1 precisa. 

Sea C(X) el espacio de Dan;ich de las funciones rc;llcs continuns en X, con In normn 

del suprrmo 

!!f!i ""- sup{if(x)[;x C': X}. 

Se<t C(X)' el espacio clual, es de.:ir el c:;pacio de Tlan¡,ch rlr~ las funcionales linc;clcs 

acotadas en C(X). Si /L : C(X) _ _, IR,. es nna merlida en X, entonces f E e~· y X 

compacto ~ ¡t(f) es acotado. De hecho, ¡t(!) ~::_:: ¡1(X)jjff ). Adcrnús ¡i es lineal, por 

lo tanto las medidas en X pcrtcncc:r.n a C(x)•. Sea m : M --• C(X)' la función que 

asigna a cada u E ;\( la medida correspondir.ntc /L ( C(X)•, tbda por 

m1L(f) = J 1L(x)J(x)dx, JE O(X). 

Dada una función infinitamente diforenciablc O: X-·> X, sea ií: C(X)• --+ C(X)' dada 

por 

0¡1(!) = ¡1(!0) ¡t E C(X)', Je~ C(X). 

Lema 3.1. El mapeo o· : u-> )>'( inducido por ií esl.J. dado, parn X ':Ó O(X), por 

• 1L(0- 1x) 
O u(x) = JO(O-'x) 1t E U, 

donde JO(y) denota el módulo del jacobiano de O en y. 

D~mostrnción.Se?_ o· <'1 mapr.o inducido por ií de forma que el siguiente diagrama con-

mute 

u o· 
.M __,. 

lm lm 
C(X)• íi C(X)• __, 
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Sea x = O(y). Entonces dx,; JO(y)dy. Para toda u E U y f E C(X) se tiene que 

J u(y)f(Oy)dy = f 1t(y)JO(y)dy 

= mu(JO) 

= mO'u(j) 

= J O'u(x)J(x)dx 

= J O'u(x)f(Oy)JO(y)dy. 

Como esto es cierto para toda JE C(X), entonces 

u(y) =e O'n(.r.).!O(y). 

Por lo tanto 

O't•(x) = u(y) e= _!t(q_~'x)_ ( ) • ) xEOX. 
JO(y JO(O-':r.) 

1 
Si O no es suprayectiva en X, es necesario especificar 0' para las x E X donde o-' 

no está definida. Sea entonces o· : U -• J>l dada por 

{ 

u(O-'x) , 
JO(O-'x), x E O(X) 

O , xi/: O(X) 

Para construir la función de suavización S usaremos la solución a tiempo é de la 

ecuación de calor au/at = t1tt con condición inicial uº = 6., la delta de Dirac t en 

y. (En [16] se demuestra que la ecuación de calor tiene soluciones para condiciones 

iniciales y de frontera Lcbesgue-integrablcs, y en principio serviría cualquier uº tal que 

Juº= 1). Sea I(.(x,y) esta solución. Entonces 

f E,(x,y)dx= 1, 

t Sea {!.) una sucesión de funcionc2 tales que: (i) ¡,?_o y ¡.~a fuera <le una vecin<la<l N• <le un 

punto fijo u; 

(ii)f f>=I, Vk; 

"• (iii)N•-{u)cuando <-oo. 
Entonces la función 5 de Dirnc se define como lim•-~ ¡.. 
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porque ln. solución de ou/íJt = e.u prcscrvn. J tL =:- l. Por otro lado, dado que la 

solución de la ecuación de calor depende continuamente d" la condición inicial, se tiene 

cp1" !(. (:r, ·) e: r.( X). 

Sen. S: C(X)" - > C{X) ,J..fini<b ¡ior 

/L ( C(X)" XC: X. 

Parn. toda ¡t E C(X)", S¡i es difercnci<cble respecto a x rlchi<lo a la difercncialiilidacl 

de K,. Adc1mis, S manda mcdidns de probttbilirlad a U, porque si /L es una medida de 

probabilidad entonces 

y 

51i(x) :-.:: o 

J S¡1(x)dx "" / ¡1(K,(x, ·))dx 

= ¡i(j K,(x,.)dx) 

= ¡1(1) 

= l. 
Lema 3.2. El mapeo S : ¡\( -> U inducido por S' está dado por 

Su(x) = / K,(x,y)u(y)dy u E U, xEX. 

Demostración. Sea S el mn.peo inducido, de forma que el siguiente diagrama conmute: 

M 
s 

-> u 

1"' ¡¡ 
C(X)" -> 

le 
C(X) 

Si u E U, entonces 
Su(x) = Smu(x) 

= mu(K,{x,-)) 

= J J(,(x,y)u(y)dy. 

1 
Ahora considérese la composición 
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C(X)~.M~C(X). 

L 

Como o·, S son lineales, y C(X) y J.l "ºª eRpncios vectoriales sobre IR, entonces 

L puede verse como operador lineal sobre C(X). 

Definici6n. Un operador es compacto si manda conjuntos acotados en conjuntos 

relativamente compactos, dondC' por relativamente compacto se entiende un conjunto 

contenido en un subcojunto del espacio. 

Lema 3.3. L es un operador compacto en C{X). 

Demostración. Sea F la esfera unitaria en C(X) dada por 

F = {!; 11111 = l}. 

Hay que probar que la imagen de F es relativamente compacta en C(X), ya que 

cualquier conjunto acotado puede encerrarse en un múltiplo de F, y entonces LF rela

tivamente compacto => L es operador compacto. 

Por el teorema de Ascoli, t basta probar 

(i) {l/Lf /I; f E F} es acotado, y 

(ii) LF es equicontinua. 

ya que entonces LF está totalmente acotado y como C(X) es completo, la cerradura 

de LF es compacta y por lo tanto LF es relativamente compacto. 

Por los lemas 3.1 y 3.2, 

Lf(x) = / J(.(x,y)Oº f(y)dy 

X 

/ 

!(o-•v) 
= K,(x,y) JO(O-ly) dy 

9(X) 

:O:::/ K,(x,y))dy. 
JO(O-•y 

9(X) 

t Teorema de Ascoli: Sea x un espacio compacto, o(x) el espacio de Danach de las funciones 
continuas en X con la norma del supremo, y oco(X) acotado puntualmente y equicontinuo. Entonces o 
está totalmente acotado en O(X), donde por totalmente acotado ae entiende que está contenido en una 
uni6n finita de bolas abiertas de radio •, V•>O. (Ver ¡12]). 
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Como JO es continuo y X es compacto, cntonccn JO > ó > O para alguna 6. Por lo tanto 

I/JO está acotado, digamoa que por A. Sea B = J H,(x,y)dy. Como X es compacto y 

K, es continua, B < oo. Entonces ILJ(x)I :S AB. Esto demuestra (i). 

Para probar (ii) hay que dcmost.rar que Vx E X, Vr¡ >O, 3ó > O tal que 

Vf E F, Vx' E X,d(x,x') < ó '* ILJ(x) - L/(x')I < 17. 

Como ]{, es C 00 con respecto a x, existe una cota C (igual a la má.xima pendiente de 

K,) tal que 

IJ{,(x,y) - J{,(x',v)I :S Cd(x,x'). 

Sea ó = 17/ABC. Entonces 

Vf E F, ILJ(x) - Lf(x')I = 1 j (K,(x,y) - ]{(x', y))}~~~~~~) dyl 
e(X) 

:S ABGd(x,x') 

< 17. 

Definición. Se define el cono positivo P en C(X) por 

P = {J; f 2: O} = {f; J. 2: O, Vx E X}. 

El interior de P está dado por 

int(P) = {!; f >O} = {!; f= >O, Vx E X}. 

Se dice que un operador es fuertemente positivo si manda P - {O} al interior de P. 

Lema 3.4. L es fuertemente positivo. 

1 

Demostración. Hay que probar que si f 2: O, f =J O, entonces Vx E X, Lf(x) >O. Sea 

entonces 

de forma que Lf(x) = J Idx. 
D(X) 

J(0-1y) 
I = J{,(x, y) JO(O-iy)' 

Obsérvese que 1 2: O, Vy E O{X) y que 1 es continua en O(X) por la continuidad 

de O. Como f =I O, :lz E X tal que f(z) f O. Entonces f(z) > O. Sea y= Oz. Entonces 

f(0- 1y) > O. Por lo tanto I > O para y= Oz. 
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Como 1 es continua, entonces 3V C O(X) vecindad de y tal que 1 > O en V. Pero 

entonces 

Lf(x) = f Idx >O, 
e(X) 

µ(ll{X)) >0. 

Esto es cierto para toda x E X. Por lo tanto Lf >O. 

1 
Observación: Aquí hay que tener mucho cuidado, ya que el lema anterior sólo es válido 

para funciones O tales que µ(O(X)) >O, ya que de lo contrario la integral de Lf(x) se 

estaría evaluando sobre un conjunto de medida O y entonces se tendrfn Lf(x) =O, con 

lo cual se vendría abajo toda la teoría. 

Definición. Un álgebra de Banach es un espacio de Banach A que a la vez es álgebra 

con identidad e, tal que 'r/x, y E A 

llxy¡¡ :'S l!xll llvll 

y tal que l!ell = l. 

Definición: Sea A un álgebra de Bannch. Sea G(A) el conjunto de todos los elementos 

invertibles de A. Dado x E A, el espectro o-(x) de x es el conjunto de todos los números 

e tales que ec -· X no es invertible. A cada e E o-(x) se le conoce como valor espectral 

de x. El radio espectral de x es el número 

p(x) = supfüj: €E a(x)}. 

Lema 3.5. Si e =/= O es un valor espectral de L, entonces € es un eigenvalor de L. 

Demostración. Sea Le = L - U, y Jl(L¡) el espacio nulo de Le. Si J.l(Le) =/= {O}, 

entonces € es eigenvalor de L. Supóngase q~1e J./ (L 1) = {O}, donde € =/= O. Entonces 

Llx =o* X= o, y existe L-¡ 1
: L - e(C(x))--+ C(X). Como 

{O}= Jl(I) = Jl(L~)"" N(Li) = Jl(L~) = · · ·, 

entonces X= LHX) = Ll(X). Por lo tanto Le es biyeciva y L¡' existe en todo C(X) 

y entonces e no es valor espectral, lo cual contradice la hipótesis. 

1 
Teorema {Krein-Rutman).t Dado un cono positivo P y un operador lineal com

pacto L fuertemente positivo con respecto a P, entonces 

t Paro. su demostración ver [6j. 
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(a) L tiene un único eigenvector ti interior a P: Lu = .\t1 (.\>O, !vi= 1). 

(b) El eigenvalor ,\ a.~ociado n v es de m6dulo mayor al de todos los otros cigenvalorcs 

de L. 

Lema 3.6. L tiene u¡¡ ci¡;cnvalor positivo de módulo máximo, y C(X) puede escribirse 

como la suma de subesp11cios L-invaríantes 

donde 

{i) E es el eigenespacio de .\, 

(ii) dim(E) = 1, 

{iii) En int(P) -f 0, 

C(X) = E+H, 

(iv) Ll!l tiene radio espectral < >.. 

Demostración. Si E es el eigenespacio correspondiente al vector ti del teorema de 

Krein-Rutman, entonces quedan demostrados (i), (ii), (iii) y (iv). 

Por el lema 3.5, los valores espectrales de L son eigenvalores de L, y los eigcnvalorcs 

de Llu son todos menores que.\, con io cual queda probado (v). 

Lema 3. 'T. .\ = l. Demostración. Sea f E E n int(P). Sea a := f f. Entonces a > O 

porque f >O. 

Sea u "" u- 1 f. Entonces Ju = a- 1 J f = l. Como u E E, entonces Lu = .Au. Por 

otro lado, Lu es suave porque S, y por ende L, son suavizantes. Entonces .\u es suave, 

lo cual implica que u E U, y .\u= Lu E LU e U. Por lo tanto J ,\u= 1 y ,\ = l. 1 
En el lema anterior, cuando X tiene frontera, hay que precisar lo que se entiende 

por una función suave en ax, es decir, hay que definir difcrencíabilidad en la frontera 

de una variedad. 

Sea f una función suave de un abierto V C JJJk a IR. Si x E V, la derivada Df. se 

define de la manera usual. Si x E oV, entonces como f es suave, se puede extender a 

una función suave f definida en una vecindad abierta de x en JR.k. Defínasc D fn como 

la derivada D fn : JRk --> IR. Si J es otra extensión local <le f, sea { x,} una sucesión 

de puntos en Int(V) que converge ax. Como J y Jambas coinciden con f en Int(V'), 

entonces 

DJ,, = DJ •.. 
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Por la continuidad de estl\.B derivadll.B con respecto a x,, x, -+ x => D j. = D j •. Ahora 

sea X e JR.n una k-variedad con frontera, y defínase el espacio tangente T.(X) en x E X 

como la imagen de la derivada de una parametrizaci6n local de JJP a X alrededor de 

x. 

Lema 3.8. II = {h E G'(X); L"h -•O cmmdo n ~ oo}"'" {he C(X); f h "'O}. 

Demostración. Sea L, = Ll11 y p el radio espectral de L - l. Entonces p < 1 por el 

lema 3.6(v) y por el lema 3.7. 

Esc6ga.se r tal que p < r < l. Un resultado conocido para álgebras de Banach (ver 

por ejemplo Rudin [12]) es que 

Por lo tanto 3n0 tal que 

Vn>n0 , ~<r, 

es decir l!L~ll < rn. 

Por la definición de la norma de un operador lineal 

llL~ll = sup{IWhll/lihjj; h EH}. 

Por lo tanto, si h EH entonces jjLnhll/IJhJJ :S: JJL~ll < rn. Entonces 

lo cual implica que Lnh-+ O cuando n-> oo. 

Con esto se prueba que {h E C(X);J h =O} C II. 

Para demostrar la otra contención, supóngase que f E C(X) y que Ln f ->O cuando 

n -> oo. Por el lema 3.6, sea f = e+ h, e E E, h E H. Por el lema 3. 7, Le = e, entonces 

e= Ln = Ln f - L"h-> O cuando n-> oo. Por lo tanto f E H. 

Ahora sea f E C(X). Entonces 

{ . _J. f(o- 1x) 
J x O f (x)dx - o(x¡ JO(O-'x) dx 

= { lM_JO(y)dy Jx JO(y) 

= l f(y)dy. 
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Por otro lado 

Entonces 

y por lo tanto 

l Sf(x)dx = l (l J(,(x,!J)f(y)dv) dx 

= r ( r J{,(x, y)dx) f(y)dy 
Jx Jx 

= l f(¡¡)dy. 

J Lf = J so· f = Jo· f = J f 

Si h EH entonces L"h --+O cuando n--> oo. Por lo tanto J Lnh -•O cuando n -• oo. 

Por lo tanto J h = O. 

A la inversa supóngase f E C(X) y J f ==O. Por el lema 3.6 sea f = e+ h, e E 

E, HE H. Como dim(E) == 1, se puede escribir 

e== cu 

donde u es el punto dado en el lema 3.7, y e E JR. 

Entonces J e == e Ju = c. Además ya se probó que J h = O, entonces e = J e+ J h = 

J f = O. Por lo tanto e = O y f == h E H. 1 
Ahora se procede a demostrar el teorema principal, que plantea la existencia y 

unicidad de un estado atractor estacionario u9
·' para la función O. 

Teorema. (i) Llu tiene un punto fijo único u. 

(ii) Cualquier subconjunto acotado de U converge uniformemente a u. 

Demostración. (i) En la demostración del lema 3.7 se construyó un punto u E En U. 

Como Lu =u, entonces u es punto fijo de Llu· 

Ahora sea u' un punto fijo cualquiera de Llu· Entonces u' E E, porque es un 

eigenvector del cigenvalor l. Entonces u' = bu para alguna b E JR. Por lo tanto 

b = J bu = Ju' = 1, porque u' E U. Entonces u' = u, de forma que el punto fijo de Llu 

es único. 

(ii) Sea G un subconjunto acotado de U. Hay que probar que Vr > O, 3N tal que 

Vn > N, 'r/g E G, IWY - uil < E:. 
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Sea G' = {g - u¡ g E G}. Entonces G' también es ncotndo, digamos que por k. Si 

g E G, entonces g - u EH por el lemn 3.8 ya que f (g - u)= J g - Ju= 1- 1 "'O. 

Por lo tanto G' e H. Finalmente, tomando las mismas r, n 0 que en el lema 3.8, sen N 

tal que N > n 0 y rN k < F:. Entonces parn toda n > N y g E G. 

IW!7 - u\I = IW(g - u)\I 
S rn\\g - ul\ 
s rnk 

<c. 
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4. SISTEMAS CONTINUOS Y EL CAMPO VECTORIAL 

DE LA ECUACION DE VAN DER POL 

En esta seccí6n se aplicarán los rnltodos numéricos de §2.1 y ~2.2 a la lcorfa desarrollada 

en §3.1. Primero que nada se obtendrá una forma explícita parn resolver lo. ecuo.ción 

de Fokker-Planck en 2 dimensiones por diferencias finita.~. Posteriormente se explicará 

la manera de implementar este método ya en la práctica en lo. computadora. Se verán 

algunos ejemplos sencillos en una dimensi6n y se dará el listado del progro.ma en Pa_ocal 

que resuelve la ecuaci6n en este caso. Finalmente se analizará el caso bidimensional 

con el campo vectorial de la ccuaci6n de Van der Po!, y se mostrnrán los resultados 

obtenidos de su estudio numérico. Se escogió este campo vectorial en part.icular porque 

es un ejemplo clásico que ha tenido mucha importancia en el es!udio de los sistemas 

dinámicos, y también porque es un caso muy ilustrativo del tipo de características 

cualitativas que pretende hacer resaltar la teoría que aquí se ha expuesto. 

Considérese entonces In ecuación de Fokkcr-Planck 

au 8t = r;;Au - V·(uv). 

Siguiendo la notaci6n de §2.2, esta ecuación se puede escribir como 

(Ju 
- =Lu at ' 

en donde el operador L está dado por 

L = r;;D~ + cD~ - aD. - bD• - e, 

y donde a""' v., b = 11., e== av. + avtl. 
ax 3y 

Los operadores D., D., n; y n: están dados por 

D~ = t,(s; - ¡,s: + .. ·), 

D~ = ;!,(ó; - fió:+ .. ·), 
D.= k(ó. - -l<ó; + .. ·), 

n" = k(ó. -As:+ .. ·), 

ó;u~rn ::::: ur+1,m - 2u~m + uJ-1,m 

ó~u~m:::: u~m+l - 2u~m + u~m-1 

so 

(4.2) 

(4.2) 



Sustituyendo estaB expresiones en la ecuación (2.13) se obtiene 

u~;:.1 = { 1 + k[b(ó~ - !,-8: + ó~ - ii8: + .. ·) 

- al,m (ó ·- -Ló' + "·) - ~~(8 - -Ló' + · · ·) - C¡ l }un h & ~14 a h V 2( 1/ ,m l,m 

::::: u~m + [s( {:¡- (ó; + é~) - ~a,.~é, · ~b,,m6u -- kc1,m] u~,,,. 

Sustituyendo las expresiones correspondientes para ó, y 8v y haciendo n = é( :, ) y 

k 
{3 = - se obtiene la fórmula en diferencias finitas 

2h 

u,7:,1 = (1 - fo - kc1,m)U1~m + (n - f3a1,m)U1",. 1,m 

+ {n + f3a1,mJU1"..1,m + {n - f3b1,m)Ut.,.11 + (n -1- f3b1,m)Utm-I {4.3) 

Antes de aplicar esta fórmula, hay que encontrar las condiciones tales que converge a 

la solución teórica para un punto fijo X = lh, Y = mh, T = nk cuando h, k ---> O y 

l,m,n ....... oo. 

Teorema. Ln expresión (4.3) convergen la solución de (4.1) si o :S ¡ y khB :Sé, 

donde B =max1,m {a1,m,b1,m}· 

Demostración. Denótese la diferencia entre la solución real y la solución aproximada 

en el punto (lh,mh,nk) por 

Por el teorema de Taylor, 

(au)n (ª'u)n un+1 = un + k - + !p - + .. · 
l,m l,m at l,m 2 8t2 l,m ' 

n _ n • (ªU)n . '''(ª'u)n . l•!(B'u)n . 1 •(ª'u)n . 
u1+1,m - u,,m -i-h -a -r 2" -a , -r ºn -a ' -t- ;¡h -a~ -t- ... , 

X l,m X l,m X l,m X l 1m 

(Bu)" (ª'u)n (ª'u)n (ª'u)n u~m+t = u~m + h -a + ~N -a , + ~h' -a ' + -l;h' -a • + .. " y l,m Y l,m Y l,m y l,m 

n n (ªU)n 1 2 (ª'u)n 1 , (ª'u)n 1 • (ª'u)n u =u - h - + -h - - -h - + -h - + ... 
l-l,m l,m ax 1,-m "J ax"J l,m ~ 8x3 l,l""l :u 8x" l,m ' 

y 

n - n (ªu)n t 2 (ª'u)" 1 '(ª'u)n t • (ª'u)n 
u1,m-1 - u,,m - h -a + ih -a , - 6h -a • + ,.h -a • + ... ' y l,m Y l,m Y l,m Y l,m 
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de modo que 

- (a+ {Ja,,m)u~-l,m - (o: -J1b1,m)u~m+l - (a+ J1b1,m)u~m-I 

=un +k(ªu)n +lk'(él'u)n + .. ·-(1-4a-kc, )un l,m Ot l,m 2 VI' l,m ,m l,m 

( a lf (ºu) 1 2 (8'u) 1 •(ª'u) 1 '(B'u) ]n - O'. - I'ª• u + h - + -h - + -h - + -h - + ... ,m ax 2 ox' ' ax• " ax• l,m 

- (a+ fla1 m) [u - h(ºu) ·I 'h' (º'u) - !h' (ª'~) + .J-h' (º'u.)' + ·. ·]º . ax ' ax• • ax- ,. ax• l,m 

- (a - .Ba1 m) [u+ h(ªu) +!Ji' (ª'u) + !J¡• (ª'u) + 1-h' (ª'u)+ .. ·]n 
' By ' ay' • oy' " By' 1,m 

- (O'.+ ,Ba1 m) [u - h(ºIL) + lh' (º'u) - lh' (º'u) + 1-J¡• (ª'u) + · · ·]n . ay 2 ay• • ay• '' ay• 1,m 

[au (º'u 8'u) Bu au. ]n = k - - i:: - + - +a-+ b- +cu at ox' 8y' ax 8y J,m 

[
éJ'u 2.B ( a•u 8'u) O'. (ª'u 8'u) ]º 

+ kk' -¡¡¡:¡ + 3k' a ax• + b oy' - 6k' ax• + iiy< + ... J,m. 

Como el primer término satisface (4.1) entonces es igual a cero. Por lo tanto se tiene, 

tras un desarrollo similar al de §2.2, que 

+(O'.+ ,6a1,m)z~-l.m +(a -J1b1,m)zr,m+I +(O'.+ {Jb1,m)z~m-l 

[ D'u ( o'u B'u) (ª'u B'u) Jn + lk'-+/l_kh' a-+b- -.!.kh' -+- +··· . 
' at• ' ax• ay• " ax• oy' l,m 

(4.4) 

El último término de la cxpresi6n anterior puede escribirse como O(k2 + kh'), ya que 

tanto las derivadas parciales de u como el campo vectorial a= v., b = v. son acotados. 

(N6tese que la compacidad del espacio X en el que se está trabajando juega un papel 

crucial en todo momento.) Sea z! 0 l =max,,m jz~ml, y sea C =max1,m jc1,ml· Si a::; ¡, 
entonces a - ¡3B = f;, (i:: - khB) ~ O. Como todos los coeficientes de ( 4.4) son mayores 

o iguales que a - {JB entonces todos son positivos. Por lo tanto 

jzr,!1!::; {1-40'.)jzr,ml + kCjz~ml +(a - {ia1,m)jz;~1,ml +(a+ PU1,m)l-"~-1,ml 

+(O'. - {Jb1,m) jz~m+l 1 + (O'.+ (3b1,m)lzr.m-l I + O(k' + kh') 

::; (1- fo)z(n) + kCz(n) +(a - /fo1,m)z!n) +(O'.+ (3a1,m)z(n) 

+(a - f3b1,m)z(n) + (a+ (3b1,m)z!n) + O(k2 + kh') 

= (1 + kC)z!n) + O(k' + kh'). 
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Entonces 

z!n+I) ~ (1 + kG)z!n) + A(k' + kh2
) 

donde A depende de las cotllS de éJ'u/8t', 8'u/8x' y a•u/ay'. 

Como z!o) = O (i.e. la condici6n inicial real y la de la fórmula de diforencillS son 

una misma) entonces 

z!nJ ~ {1 + (1 + kG) + (1 + kG)' + · · · + (1 + kc¡n- 1
} A(k' + kh') 

y como nk = T, y 

( TG)n 
(1 + kCt = 1 +--;:;-- <ero, 

entonces 

z!nJ ~ ero An(J(2 + kh2
) =Tero A(k + h') ->O cuando h, k-> O. 

1 
Veamos algunos ejemplos en una dimensi6n. En este caso la ecuaci6n (4.1) se reduce 

a 
au a•u au av 
Bt = E: ax• - V ax - U ax 

y la fórmula equivalente a (4.3) es 

u;:,+'= (1- fo- kcm)U::. +(a - f3am)u::.+1 +(a+ f3amJU::._, (4.5) 

donde a= E:k/h', {3 = k/2h, am = vlm' Y Cm= ::1m. 
La variedad unidimensional compacta y sin frontera más sencilla es el círculo. Si se 

toma el intervalo [O, 27T] y se rlivide en M part.eR, la fórmuht (4.5) Re p11erle aplicar p11r11 

i E {O, 1, ... , M} identificando los puntos extremos u;:1 = Uf:, de forma que se obtiene 

un ciclo de puntos que equivale a una representación discreta del círculo. Para simular 

este esquema numérico en la computadora hay que asignar valores iniciales a cada Um 

y aplicar la fórmula (4.5) para todos los puntos, graficando el resultado después de 

cada iteración. Para lograr esto último se representa el intervalo [O, 211") en la dirección 

horizontal de la pantalla, y se divide la resolución horizontal H del monitor entre M, de 

forma que la solución se grafica como una poligonal con vértices (i~, U,, (i+l)~, U.+1). 

Para M suficientemente grande esta poligonal adopta la apariencia de una curva suave. 
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El programa en Pasen! que resuelve la ecuación de Fokker-Planck en una dimensión se 

lista n continuación, con parámetros y funciones correspondientes al cmnpo vectorial 

v = cos(x). 

Progre.e Ecuie.cion_d6_Fokker_Plftnck_&n_el_circulP; 
{ 

conat m = 106; 
n e 1000; 

k e 0.03; 

e e O.OJ; 

du/dt e•D(D(x)) + D(u•v) 

{n~~•ro de divisiones del intorvalo especial} 
{numero do iteraciones en el tiempo} 
{intervalo dt do avance en el tiempo} 
{epsilon de difusion} 

{ NOTA: Para asegurar una correcta convergencia del motado, oe debe 
cumplir le desigualdad 

4.ol: (perimotro/m) 

} 

} 

va.r U,nuevie.U: c.r:ra.r [O .. m] of real¡ {nqui •º guardan loa va.lores de 

la aolucion numerica on cada punto} 
i,j: integer; 
campo: erray[1 .. 2,0 .. m) of real; {aquí•• guardan loa volaros 

do la velocidad y divergencia del cernpo 
en cada punto} 

x,integral.h,a,b,correccion,integralinicicl: roal; 
perimetro,fe.ctor: real; {al intorvnlo capaciol aa do O hnetA 

perimetro} 

procedure condicion_inicial; {eotableco la condicion inicial parA 
empezar a calcular} 

be gin 

•nd; 

for i ;; O to m do U[i] ;; O; 
U[m div 2) ;; m/perimetro; 
factor ;; lOO•perimetro/m; 
for i ;; O to m - 1 do 

{iuncion delta} 
{amplificacion pera graficacion} 
{dibuja la condicion inicial} 
round (U[i) •factor), drnw (i•round (53g/m), igg -

(i+1) •round(63g/m), 109 - round (U[i+1) •factor), 1); 

function v (x: real): real; {campo vectorial} 
begin 

v :; cos(x); 
end; 
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function Dv {x: real): real; {divorg•ncia dol campo voctorial} 
bogin 

llEGill 

Dv := -dn(x); 

clr1cr; 

hiroo; 
perimotro :~ 2•pi; 
h := porimotro/m; 
a := e•k/1qr(h); 
b := k/2•h; 

condicion_inicial; 
for i := O to m do 
be gin 

end; 

x := i•perimetro/m; 
campo [1,i] := v(x); 
campo [~,i] := Dv(x); 

{calcula la integral inicial de la aolucion para 
doepuoe poder mantenerla constante} 
integrolinicial := O; 
for i := O to m do integraliniciol := 

integralinicial + U[i]•h; 
for := to n do 
be gin 

for i := 1 to m - 1 do 
be gin 

end; 

if keypre1eed then halt; 
{Algoritmo de diferencias finitas} 
nuevaU[i] := (a - b * compo[1,i]) * U[i+1] + 

(1 - 2•a - k • campo[2,i])o U[i] + 
(a+ b•campo[l,i])• U[i-1]; 

nuevaU[m] := {a - b • compo[1,m]) • U[O] + 
(1 - :?•: - l: t cn;;.po[:l,m])• U[m] .,. 

(a+ b•campo[l,m])• U[m-1]; 
nuovaU(O] := (a - b * campo[1,0)) • U[1) + 

(1 - 2•a - k • campo[2,0])• U[O) + 
(a+ b•campo[l,0))• U[m]; 

integral := O; 
for i :=O to m do integral := integral + nuevaU[i]•h; 
correccion := integralinicial/intogral; 
for i := O to m do nuevaU[i] := nuevaU(i]•correccion; 
far i := O to m - 1 do 
begin {borra la eolucion anterior y dibuja la nuevo} 
draw (i•round(639/m), 199 - round (U[i] •factor), 

(i+1)•round(63Q/m),1QQ - round (U(i+l]•factor),O); 
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it keypreoood then holt; 

draw (i•round(630/m) ,100 - round (nuovall(i] •!actor), 

(i+l) •round(630/m), 100-round (nuevall(i+l] •!actor), l); 

ond; 

!or i:~ O to 1:1 do U[i] := nuevaU(i]; 

ond; 
E11D. 

El campo v = cos(x) tiene 2 ceros en el intervalo [0,2irj. Sin embargo, si se considera 

la dirección del flujo, se observa fúcilmPntc que sólo uno de ellos (ir /2) es a tractor. Para 

resolver la ecuación de Fokker-Plrmck en la computadora hay que asignar valores a los 

parámetros que deben cumplir las relaciones o: ::; ~ y ~hfl :S €. Para el ca.so de 

v = cos(x) se tiene que B = 1, y entonces los valores E:= 0.03, h = ir/52 y k = 0.025 

cumplen las desigualdades. (Los vnlorcs exactos se escogieron por cornodiclad y a base 

de prueba y error para obtener mejores resultados gráficos.) En la figura 4.1 se muestra 

el resultado de 1000 iteraciones para el campo v = cos(x) con la condición inicial 

m=M/2 
moJM/2 

que es un análogo acotado de la función ó y cuya integral es l. Si se parte de otra 

condición inicial de integral 1, la gráfica que se obtiene después de 1000 iteraciones es 

indistinguible de la de la figura 4.1, lo cual no es de sorprenderse, ya que la teoría indica 

que todas las soluciones tienden a un mismo estado estacionario. Lo que se observa 

inmediatamente de la figura 4.1 es que hay un má.ximo justo sobre el punto 7r /2, lo cual 

hacer ver la eficacia del método para localizar los atractores ele un sistema dado. 

Un ejemplo menos trivial está dado por 

v = cos(}x) + Kxcos(}x), (4.6) 

donde K es una constante « l. Este campo tiene dos atractores, uno en ir /3 y otro 

en 4ir /3. Sin embargo, debido al factor K x, el segundo de ellos es "más fuerte" que 

el primero. Es interesante ver si la ecuación de Fokker-Planck hace resaltar o no esta 

diferencia. El segundo término del campo (4.6) tiene el problema de ser discontinuo en 

un punto, ya que xcos(2x) tiene valores distintos en O y 2ir, y si se está considerando el 

intervalo [O, 2irj con u0 = u2 rr entonces habrá un salto en el valor del campo puesto que 

v0 =J v2 .. Desafortunadamente tocla la teoría que se ha desarrollado aquí es para el ca.so 
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Figura 4.1. Solución de b1 ecuación de Fokker-Planck en el círculo para el campo v = cos(x). 
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Figura •1.2. Ecuación de Fokkcr-Planck en el círculo para el campo v = cos(~x) + J(xcos(ix). 



clondo v es continuo y difercnciable. Sin embargo, el enfo<¡ne cornpntacionrd tie1:" nnn 

venta.ja. que no existe en los rnzonn.mientos teclrlcos: se puede expcri1ncntar, es decir 

se pncdc aplica.r el progr<una a un campo discontinuo para ver si fondona. Aüa así es 

'ccomeP.•Ja\,],, nnnli7.11r el prohlema y no proceder oimpl1•mcnt<' al t:rntc:<>. 

Ignorando el punto de cliscontinnirlad, lo que quccln es <:l intervalo (O, :J;r) que no <'S 

con1pact.o. Si se nplica, la PcuacilÍn de: Fokkt~r-Planc1~ a cic~a~ n. <:ualqnkr cnrnpo v dis

continuo en \¡,_frontera de\ Íntcr\"1JO, St' ptll'<lc:ll pr1Hl1!<:Ír rc:ni\tar\1)S irnJ.:,;c:tblcs. (:(l[ll() 

se indica en ¡ t! 1 la teoría r:xpuesta en §3. L pnPdc aplicarse~ a cnajuntos no con1partos 

si se aplican ciertas n 1stricc:io1ws a 11 l!Il b frontera. En p<\rtintlar c.s nece.s:uio que la. 

dirección del flnjo 1\c v en la frontera n<> Yaya hacia. afnern, :;a qne ;;e produciría 1111 

falso alractor en esn. zona y l:l pnhlacicJn arra:,lriL1..1<L ¡iur el !1:1jo tcnf!erb ;t :-:alirse del 

espacio .. Y. En el caso de (·1.G) 5Íll e111b<trgo 1 la dirección del flnjn 1'11 los 0xtre1nos O y ~;r 

es hacia adentro dd intervalo, ck modo qur:, con cierta prcc:utción, ¡>ocl<:mos ignorar 

la discontinuidad. En la fignra 4.~ se rnucstra la soh1ción nunH~rlc<t tlc la t:cua.ción de 

Fokker-Planck para 1000 iteraciones con 61 ,_-, 0.025. Como pnerle observarse clara-

mente, hay dos mÍLxitnos sobre los atractores, y el prirnero es eú~ctivaII1l:lltt: lilCHOr q~¡c 

el segundo. La discontinuidad aparentemente no causó problemas. Pasemos nhora al 

caso bidimensional. 

Como ejemplo ilustrativo, sea v el rnmpo vectorial dado por la ecuación de Van 

der Po! 

{ ~=y·-x'+x y= -X 
(4.7} 

Esta ecuación, que modela un circuito eléctrico sencillo con una resistencia no lineal, 

ha jugado un papel muy importante- en el estudio ele la dinámica no lineal, sirviendo 

como prototipo para distintos fenómenos. Si v es un campo vectorial cualquiera en el 

plano con flujo rfi, y D es una región del plano, entonces [ 18] se tiene 

~(area¡/¡,(D))= f \l·v. 
J) 

Esto quiere decir que la divergencin de v mide ht velocidad a la que se expanden las 

áreas conforme se siguen las trayectorias solución. Si se aplica esta fórmula a la ecuación 
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(4.7) con D, el disco de radio r, se obtiene 

fi(nrca 9,(D,J) = f (1- 3x') 
j), 

= J~' j~'" (1 - :fr'cos'O)r dr dO 

o 
ce rrr'(l - ::'.r') 

·I 

De aquí se ve que sólo el círculo de radio 2/ \/} tient'. nn úrea qne no cau1hia con <!l 

flujo. Esto indica que h cctiaci<'>n (-1.7) sólo tiene una órbita periódica r¡uc está cerca 

clcl círculo <le rarlio 2//3. 

Al tratar de aµlicar la fórum!a (.L~) Ct)ll el Ciil.ll!JU u cladu pur Lt l2(\líH.:i1)11 de Yan a ... ~r 
Poi surge el proLkzrw. rlc r¡uc la ccn:ición ('1.7) está dcfiairla en IR', mientras rpw ('1.3) 

sólo se puede aplicar a conjuntos acotado;;; (porque s6lo se puede n1arH1jar un n1Í1ncro 

finito de u;~). Se puerle optar por uno de dos caminos. O bien tomar una región 

rectangular !{ del plano y trabajar en 11n conjunto compacto aurH¡11c la teoría de §3.l 

no incluya variedades con frontera, o bien tornar una variedad sin frontcrn isomorfa a 

un rectángulo (i.c. un toro) y proyectar el campo (4.7) a esa vuricdad y uplicar (4.3), lo 

cual lleva a la misma dificu]ta.d que para el ejemplo (4.G) en una clímensión, puesto qne el 

campo vectorial sería discontinuo en las dos lineas del toro correspondientes a la frontera 

de IC Se pueden encontra.r justificaciones para opta.r por ambas opciones, y al hacer 

los cálculos en in. computadora. para los dos procedimientos se observan exactamente 

los mismos resultaclos, lo cual es muy a.lentador. Si se toma!{ = [-2, 2] X [-2, 2] y se 

combinan las técnicas descritas en §2.1 y §2.2 con un método adecuado de graficacíón, 

se puede obtener informa.ción sobre los atractores del sistema a través de imágenes 

como la de la figura 4.:J. Aquí se representa la velocidad del flujo del sistema. mediante 

colores, desde a.zul para. las zonas más rápidas hasta. violeta para. las zonas ccrcana.s 

a los puntos fijos. Encima del retrato fase se representa la solución de la ccua.ción 

de Fokker-Planck correspondiente a este campo vectorial. Inmediatamente destacan 

dos características de esta solución. La primera es que la densidad de población se 

acumula en toda la. zona correspondiente a.l ciclo límite, lo cual índica que este ciclo 

es efectivamente un atractor global del sistema. La segunda es que hay dos máximos 

en la solución. Por lo tanto no todo el ciclo es igualmente "atractor". Si se observa el 

retrato fase, se puede ver que el ciclo límite no tiene un color único correspondiente a 
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unn. sola Yclocidn.tl, sino que hn.y dos rnnuLs lentas y dos ritr!HIS rápidas. Lo5 1náxin1os 

Pn la densidad de pobladl)n corrc:-Sponden a ln.!:: rn.rnas lenta.s. El t:ornp<)rt,n.rnientn 

de este ~i~tr~ma di:~:l:nico rs c11nlitativan1ente di~tinto :d de orro si.~t1_•wn C\JH t~li clc!o 

límite de velor.i<liul uniforme. Las definiciones de cqniva\cncia dadas en s:L L distinguen 

claramente entre los <los, mientras que el concepto tradicional de c<¡uiva\encb topológica 

no lo hace. 
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5. ESTUDIO NUMERICO DEL ATRACTOR DE HENON 

El progreso de la teoría de sistemas dinámicos ¡rnede verse como el desarrollo simult:í.nco 

de dos líneas de investigación. Por un lado, la búsqueda ele simplicidad, <•stabilidad, 

determinismo. Por otro lado, el descubrimiento de complejidad, inestabilidad, caos. 

El objetivo general ele la teoría es entender qué sucede a tiempos largos; saber cuál 

es el comportamiento asintótico de los sistemas. Naturalmente, esto lleva a enfocar el 

estudio hacia el entendimiento de la forma que tienen los atractorcs. 

Uno de los primeros y más famosos ejemplos de dinámica caótica es el siguiente 

sistema de ecuaciones concebido por Lorenz en 1963: 

f~=-lOx+lOy 
) y == 28x - y - xz 
l z == -iz + xy 

que es una simplificación de un problema relacionn<lo con fenómenos de hidrodinámica. 

Lorenz descubrió que la mayoría d·o las trayectorias parecen oscilar en forma impredeci· 

ble alrededor de dos puntos fijos, y que cualesquiera dos trayectorias con condiciones 

iniciales muy cercanas tarde o temprano se separan totalmente y adoptan compor· 

tamientos completamente distintos. Además, existe una región acotada dentro de la 

que todas las trayectoria5 acaban por quedar atrapadas. Todas las órbitas tienden 

a un conjunto de medida cero que tiene una estructura local de un producto de una 

2-variedad por un conjunto de Cantor. Esto se conoce como un a tractor extraño. La 

definición precisa se da más adelante. 

En 1970, Hénon [3] propuso un sistema dinámico <lbcrdú que focrn. lo !I!6s ~Pnrillo 

posible pero tuviera características esenci:tlcs de comportamiento am\logas a las de las 

ecuaciones de Lorenz. El sistema de Hénon tiene dos ventajas obvias. Primero, que 

es bidimensional, lo cual hace más sencillo su estudio, y segundo, que es un sistema 

discreto, por lo que los cálculos numéricos son mtis precisos que para un sistema con

tinuo como el de Lorenz. Los sistemas continuos y los discretos están relacionados de 

la siguiente manera. Si se consideran exclusivamente las intersecciones de las trayec

torias en IR,3 con una sección transvers<il Y, se puede definir una función O en Y de 

la siguiente forma: dada y E Y, se sigue la trayectoria que se origina en y hasta que 
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vuelve a interscctar a Y, denotando por O(y) a la nueva intersección. Esta función O 

se conoce como mapco de Poincaré. A la inversa, dado un difcomorfismo O : Y --• Y 

de una variedad compacta Y, sea 1'0 el espacio cociente de Y x IR hajo la relación de 

equivalencia (y,.>) ·'- (O"(y),' - "). A partir de esto se obtiene un flujo suave {ip,},~ 11 

en Yo haciendo ip,[y,s) = \!J,·' + tj, donde (v,.;j ;=Y, cler:otn h cl;l'c de equivalencia de 

(y,.5) E Y X IR. 

Dado un difcomorfismo O: IR" -• 1R" con un punto fijo hiperbólico x (i.c. un punto 

fijo tal que DO(x) no tiene eigenvalorcs de módulo 1), y una vecindad U <le x se definen 

las variedades locales estable e inestable !Vioc (x) y w1~Jr) como 

W1'
0
Jt) = {x E U/O"(x) -> x cuando n ->oc, y O"(x) E U, Yn 2: O}, 

W¡~c(x) = {x E UIO-"(x) -> x cuando n -•oc, y o-"(x) E U, Yn 2: O}. 

Las variedades globales estable e inestable W' (x) y W"(x) se definen como 

W'(x) = LJ o-"(H'ioc(x)), 
n:>-o 

Definición: Dado un flujo continuo o discreto en IR", un punto pes un punto w-Iímite 

de x si existen puntos <p,,(x), cp,,(x), ... en la órbita de x tales que tp,,(x) --+ p y 

t, -> oc. El conjunto w-límite de x, denotado w(x). es la unión de todos sus puntos 

w-límite. 

Definición: Dado un difcomorfisrno O en IR" con un punto fijo p, un punto lwmoclínico 

es un punto q 1 ¡¡tal que q E W"(p)(lW'(p). La órbita {O"(q)} de q es una órbita 

lwmoclínica. 

Dada una ecuación diferencial en IR", con un mapeo de Poincaré O con un punto 

fijo p, se dice que hay una órbita transversal I10mociínica si las variedades W' (p) y 

wu(p) se intersecan transversalmente. 

Definición: Un atractor es un conjunto cerrado invariante A con la propiedad de que, 

dada é > O, 3 U en la é-vecindad de A con µ(U) > O y tal que x E U =>- w(x) C 

A y cp,(x) E U, \;/t 2: O. 



cita: un volumen en lll3 s1~ t•st ira i:n lIII<t 'lirerciún al 111is1no ti1'!npo que se rlohla sohrt• 

sltw1hr Pl n1i~t110 efecto i11.1.~di;1nte !a cornpos1ri(:J!1 de ¡.r1· . .., ü1;q,._·0:.: .·:'1h:f' r•! 111nnr1 .r .. 11. 

ConsidéreSi! lln:t r1~gión abuµ;adrt 1:n l;t dirección díd 1·.ie :r (Figuríl G.Li.lf:·--LT"Jübl:~r!o 

del área. puede ilíl.C:l~r~1.~ n1edia.11!.e 

y' !I .. l . 
., 

111: l 

qtll! ¡1ro<lnce la forrna. <le lit figura G.1.b; a, es un paráruet.ro aju~tabll~. El üulJlado se 

corupleta 1111:\Eante una contracci{in :-:obrP el 1..•jc x: 

T 11
: x" ~: b.t'~ .11" = 1;', 

qHc pnH11lú~ la. forrnn tle la figura .). 1.c:; b es otro parfÍrueLro, que debe ser ui.enor qne 1. 

en valor ab~oluto. Finali11cnte :--e vndve a. l~t orit'ntaci6n original sobre el eje x n1cclia11te 

y", 

tic lo •¡ue rcsnlt;c lil figurn 5.1.1.\. 

!J/11 " ..:.;:; J;' 

Sea T := T"'T"T'. Escribi<~ndo (x,,y,) en lugar de (.r,y) y (J:,+ 1 ,¡¡,~ 1 ) en lugar <le 

(x"',y"') se obtiene el sistema dinámico discreto en fil', 

T: J:,H =y,+ 1- ax¡, !1<+1 = bx,. (5.1) 

Unil diferencia entre el comportamiento de este sis terna y d de las ec111Lciones de Lorcnz 

es r¡uc los pnntos sucesivos que se obtienen me<linnte la ikración rfo (5.1) nn siempre 

convergen n. un atraclor. E11 u~~1:1ioncs csc:~r<~n n 1 in finito. Esto se <lcbe a 'tlle el tt~rrnino 

cuadrático de 1~ donüna para tli~l,tucius grandes drl origP1t. 

Se h<t vi, to <[tlC el comportamiento del sistema (5. l) puede ser radicalmente distinto 

pilrn valores distintos rle los par1imctros a y /J. La func!ón T tiene dos puntos invariantes, 

dados por 
1 ¡:·--------

X= -
9
-[-(l - b) e!: V (1-1>)2 l· ·foj, y""' IJ:c. 

-a 

Estos puntos son reales para 

a > a0 = -(1 - b)2 / 4. 
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Figura 5.1. El iíre11 inicial a es rnnpc11dn. por T' a b, por T" a e, y finalmente por T"' a. J. 

Figura 5.2. 10000 ilerncioncs de la función T partiendo de x0 =O, Ya= O. 



l :u ando t!~lo St! curuplt!~ uno tle los puutos es si<'1111Jrc int~;;tH.lJie, 111i1~utras que l~l otro (~.-; 

iílc::-:t.n.blc para 

Si ~e íija el valnr de b (por cjen1plo h ::-~ ú.:l): enlunct~~ para. a . !1¡, toiJr¡.., :11-..; i1:ii1~n«.; 

ticndr~n fl infinito~ (le ;1·1nclo c¡ne no lw.y atra.ctor. Lo rni~rrlll ~ttt:ede pt1r¡t a> 11:1 (don'k 

rl;-, :::: l.;j.~ para b :..: n.:1). Cnandq se increrncnta. (]. p11r cncirna. de º~.·, H.l prlncipio el 

atractor sÍglll~ :iil'HllO :-it~ncill1; y ('()ll:;i~~t.C de lln co11,iunt o pt'ric~1(licu t.ll~ fJ r1~lilf.lb. Con fon ne 

;1111w:nt11 el \ldor dt: n. d valnr de ¡1 su~rc~ una Sl~rir· 11l: f1if"11rcncinr:1• . .:: :: til'nik a intlnit.o 

:.1:un«ts'1 ru:~.-; o 111c::u:-:. l!•~rakL1:,. I.1..1:; ií~.:.::~o::: 1 ~"!~d,,n ;1 d::-:t.;·i1i1ti~·21.: (~i:nc.:a:w:ute snhr': 

l~sas t:ur\"as. La. c . ...;/,n1d.11r;i lun.;.;itudinal i.lcl :11r;u:~f1r {:i ltJ !t1r~o d1~ ~;:s l'.nn·a:::) parl'ce 

c.-,fructur;i, tr;1ns\·e:-s;d ca rílrnhio1 es !ltncho tu;Ís cornp1ica1LL. Si .:iv atn¡Jliíic<t nna. Z<1na 

cpie cont1~11~a. tir1;1. Sl;cciún de curva, :::e puede ol>:st:rvar 'i11l.' se lii\'it.lf~ Pil do:·; o 1nií.s 

co1nponentes para.ldas, y call¡i. una de éstas tL fiU Ycz l':) en renlic1'1cl nn conjunto infinito 

<le curvas. Existe una sucesión jerárquica. de "niveles" en la cstrucLura. del atrüctor que 

es análoga a ltt cstructurn de un conjunt0 de Cantor. 

El hecho de que después de miles de iteraciones los puntos no hayiin e~capado 

sugiere la existencia de regiones en el plano invariantes bajo T. EfcctiYan1ente 1 ta.les 

r.;gioncs existen par cad11 valor de a. Por ejemplo, p<1ra el valor a "' 1.4 usado para 

calcuhcr la fiµ;ura 5.2, el cuadrilitero .,tDCD ,I,cJu ¡;,;: 

X,\ = -1.33, JlA "'° 0.42, Xn 

Xc == 1.245, Yo = -0.14, J:n 

1.32, YJJ = 0.133, 

--1.0G, Yv == -0.5, 

es invariante. La in1agen de flBOD es una región ucutatla pvr cuatro i'.lrcos de pnrñhola, 

y está totalmente contenida en el cuadrilátero. Lit figura 5.3 muestra la imagen de 

ADCD parn. nna, dos y tres iteraciones de 1'. Nótese <¡u1~ para la tercera iteración (Fig. 

5.3.c) ln. región transformada ya es mny similar al atrndor en sí (compárese con la 

figura 5.2). 
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A c011tliiunCirlit rios i11ten;5ariÍ. ;n·c:riguar ;.;i a- prtrt.ir de e:-;ln.- infonnaeitJu 11u1nc'·ric1_t ~e_ 

puede concluir algo ncPrca de l<t cst.1hilidacl del sistema. El prolJ!ema ele 111 estabilichcl 

de C~te tipo cJ.! atr<tClOWS ha tc•nic!o interés dcscic~ h<tce mns .Jce cli<'Z <lllnS, y Jt;csta h focha 

todos los rc:::ultado:; obtenido:'i en e!')te sentido ha.n sido nci~rtti\·os, ya ctlte si_- ha usrulo 

la. noción de estahilicliul cstr111:tural, .según la cual el atractor de~ Ill:non es incstab\!'!, 

n. conjuntos cou1pact.o:-i. Sin 1~1nbargo, la. funciún T rcst rin)~ida a í~:-;I (b <:01npad.o . ..; no (:s 

i1nplemcntar l:t t't111l:Vn1 di~ sna\·ización 8 en la co1nput.a(1ora ::;v p1u:dL· ~itilizar c~l niisrno 

itnple111cntaci()11 <le T se lwf•: {le la si~uiente rnancra. ~e c:·:n1~1in;u1 lo.s pnnto.') t..11,1 una 

región de ill-2 r¡uc content.;a al conjunto i11Yaria11te ](y se revlsa. se están o no en este 

conjunto. De ser ;,sís<~ calcnh y se grafica lrt imngen del pnnto b11jo T. El resultar.lo 

final es la imagen complctrt ele! orndriilitero K. El program<t que hace e:;lo, y que fue 

utilizado para calcular la.s itnágeues dí~ la figura. 5.3, se lista. a continuación. 

Program Atrnctor_do_Henon; 

conat a ::::; {asignar aqui un valor para el parn:net.ro a}; 

b = 0.3; {vnlor fijo de b uando para loo c:ilculos (puede cn¡,o,biarec)} 
color;; 3; 

type mo. tri:: = nrray [O .. 3:?0, O .. 100] of integor; 

apuntador = -rr.a tríz; 

var espacio!, espacio2, espacioantl, esp~cioant2, vacío: apuntador; 

{Co~o el numero do punteo que so manejan ea superior a loo 6JOOO, 
es neceirnrio utilizar apuntndoraa para que las oatructuraa 

quepan en la memoria} 

veces: integer; 

function en_cuadrilatero(i, j: integer): booloan: 
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{Decida ei ol pu:it.o que aa esta oxar.ün:=ndo p~ntennce al cuadrilatero 

invnriante i-:} 

var x,y: real; 

hegin 

end; 

X := (i - 159)/107; 

y := (99-j)/200; 

en_cuadrilntoro := true; 

if X < -o. 293·!782•:· l. :06'i301 

if X > 0.27-!'/:JS'.2":: . 1. 283.;ólS 

if )' > -O. 1083018 •z o. :750586 

if o 15618~::' ;·: o. J3.;~.:68 

t.hen en_cu¡;:.dri:!.;i te ro ;'.!! l<JO; 

thon en_ cuadril.: tero f11lse; 

then on_cuadrila tero ·-· falae; 

thon en cuadr1latc.ro faltte: 

procodurc dibuja_c\1aci=ilBtero: {Dibuja el ~urca du la regicn invarinnto} 

be gin 

end; 

dra:dround(l59• 107·(-l.33)) ,rcunc\(09-200•0.12), 

round ( !SQ -10·1•1. 3:l). ro:n:d(99-200 ·O. 133). colcd; 

dra•:1 (round ( 150t 107 · ( - 1. 33)) , rcu:1d ( 99-200 •O .. : :n , 
round (159• 107 • ( -1. 06)) , round\99-200· (-0. 5)). color); 

dr>\·1(round( 159t107•1. :.:5), round (99-200· (-0. l·l)), 

round( 159 t107 + (-1. 06)), ro'..lr.d (99-COO<( -0. 5)) • color); 

dr<n:(round(1591"1Q7~·t.::~S) ,rounJ(Jg .::co- (·C. t-~)), 

round (159 "107 "1. 3") , round(90-"00 ·O. 133) ,oo lcr) ; 

proccdur1! condicion __ inicial; {..\!ligna un \'alar pooitivo a todos los punteo 

d~l eop;icio} 

var i,j: integcr; 

be gin 

new(vacio); 

for j : = O to 200 do 

for i := O to 3~0 do 

be gin 

vacio'[i,j) :=O; 

if <= 100 then espnciol"[i,j) := 1; 

if j >= 100 then oapacior [i-100. j) : ~ 1; 

end; 

end; 

procedure itera; 

var i,j,k,coordl,coord2,valant: integer; 

x,y: real; 

bogin 

eapncion.ntl - :::- cop!!.cio1-; 

oopo.cioant2"' := eepacio2"'; 

espacial ... := vacio"'; 

eepacio2 ... := vacío"'; 

for i : = 1 to 319 do 

for j := 1 to 199 do 
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ond; 

BEGI!I 

EllD. 

be gin 

if koyproanod thon halt; 

{Tomn cada punto (i,j) do la pnntalln, )" ui correapcndc a 

un punte del cuadrilntero lo con-.;iorto a coordonadaa realoo 

parn cnlcular au i~agen} 

if en_cund=il~tero(i,j) then 

bng1n 

lf j í CG t'.i.c• ·:~l~:: ': 

y : --

ii j >~ 100 then vnlant 

:~ (i - 159)/107; 

(99-j)/::OO; 

X : - :r + 1 - n •:.: • :·:; 
y b•·(i-159)/107; 

PBr~ciotmt1-[i,j]; 

eup~cio~nt2-[i,j]: 

ccord1 :': rot1:i.d(l59 t 107•:<); 

coord2 : = :-ound.(09 - 200"y); 

{Auigna t:il valor do ce.da punto 11 ou i::rngon} 

if coord2 <"!' 100 then oop.J.cio 1- [coordi, coord:!] ; = valnnt; 

if coord2 >= 100 then ~op~cio:-[coord1,coordJ] :~ valant; 

{dibuja oolo loa valoreo dietintoH de coro, oíl decir 

aquolloa que corresponden a la Íi.lagon dol cupacio o.ntcrrÜ;r} 

if <= 100 Lh~n i! (aspmcioant1-[i,j] >O) thon 

plot (coordl, coord2, color); 

i! 100 thcn if (•opacioant2' [i, j] > O) thoa 

plot (coordi, coord2, color); 

end; 

end; 

graphcolormode; 
palette(1); 

new(eepacioi); {inicializa loe apuntadores} 

new (cspacio2) ; 

ne:1 (eepacioant1); 

new(espacioant2); 

condicion_inicial; 

!or ~occ~ :e 1 to 3 do {treo iteracionea para lograr las treo imagenes 

de la figura 5.3} 
be gin 

end; 

dibuja_cuadrilntero; 

itera; 
if veces < 4. then clenrecreen; 

Cuando dos parámetros a y a' están suficientemente cerca, se puede escoger un 
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ll.,.,, pucrlan compararse correctamente. Esto hace posible la noci<in <h~ "vecin<la<l .Je 

Considérese en pritncr lugar él inlervülo 1..k pa.rátrn.!tros c 0 < fL ". a 1 . Para 1•:-,!1¡,..; v:l!

ores de a el atr;t<:tor consiste de un solo punto. Evidenlcrnent.c, d<t<la una pcrturbaci<Ín 

T' ele T, las funciones ur .• y n'r'.• tendrán ambas 1111 solo máximo de n<Ltura!eza similar 

y ser!Ír: difeomorfas, es decir 1'<]11ivalcnlcs. Se pue<lc concluir entonces que para estos 

valore~ del par<Í.n1etro a, T es eshlble. Pa.ra los valores a 1 ::~ n ·< a~, se observan una 

serie de bifurCíu~iuncs de dohlarniento <le períoc1o. Podría pnnsa.rse a pri1ncra vista que 

los valore~ dl~ bifurcacic\n son inestables. Sin <'tnbnrgo no es así. Consid<~rc:-:e la. priincrit 

bifurct1cilni. Para a !llt_'nor rtue cierto valor a, se tie11e un p('río<lo ¡> :··: 1 corrcspundientc 

a un pnnto fijo );. Para a> a\ SL~ tiene p :-- '2, y hay dos a.traCh.)n:s .r,1 y 1·::· Si a> <!¡, 

tau peqnciio cotno se quiera c;-.;cogicndo a cercn. di; u,. Dada ¿; .'" O~ si lo::i llos punto~; 

lo.:; <los atra<:tores st~ reflej<1r;ln con10 un solo tntÍxiino t~n la. fundón Fr,, Esto p1telle. 

entenderse corno signe. Si se usa. In. soluci1)n de Lt t•cnn.ci(:in df~ ealor corno fnud{Sn <1l: 

sun.viza.ción, entonces dada una. condición inicial dl~ <.los funcion<~s delta 1n11y cerca11a:S 

(Fig. 5A.n) la, solución de la ccnación de cabr .se c~ncarga dt~ ir llenando el csp;tcio entre 

ellas conforrne avanza el tieu1po (Fig. S..1.lJ). Para un ticn-:po suficicnternente 1ar~o: los 

dos picos iniciales se habd.n transformado en un solo máximo (fig. 5.4.c). Ahora bien, 

dada E > O tan pequeña como se quiera, es posible tomar dos deltas lo sufü:icntcmente 

cercanas como para que a.parc,c:i. un solo máximo en un tiempo menor que s. Pero esto 

cci justo lo q1;.c :;e ncccsit~ p:'!.!":! q'.!t' T ~0~ ''qf:n h k• (lfl el valor de pará.n1ctro a, 1 ya que 

para. cualquier :::, > O existe uua. ~.-ccindn.d <le p:irrÍ.rr!ct.rc\'3 a.lrP<lr.<lor el~ a¡ para los cuales 

la función u.r,, es casi idéntica, ya que dos atractores cercanos se comportan como uno 

solo bajo la suavización. Corno el 1trgumcnlo se aplica al resto de la.s bifurcaciones, se 

puede concluir que T es cstí1hlc para todos lo:; valure::i Je a c;1trc a 1 y a.,. 

Par:i. a, ::; a < a,, se observa un comportamiento surwnncntc comp!f,jo. Parece 

haber regiones de caos intercal<ulas con "ventanas" t!e pcrioclicidrrd. Este fenómeno 

no es del todo nuevo, ya que algo muy similar se observa en el caso de los mapcos 

unidimensionales corno el siguiente: 

J0 (y) = 1 - ay', O < a::; 2, 
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1, 

Figura 5.•1.a. Condición inici;d de dos f1111cioncs 5 para la ecuación de calor en un 
intervalo compacto. 

Figura 5.4.b. Solución después de 0.075 unidades de tiempo. 

Figura 5.4.c. Solución después de 0.2 unidades <le tiempo. 



r¡uc han siclo c:;t.ut!iados bastante más qnP. los sisterna.'i en dos dimensioncs.¡21) Aunque 

pocos de los resultados "ª una dimensión ¡medcn aplicarse directamente al caso bitli

n1cnsional, hay al~una}\ características que se n1aniflestan de forrna inuy siuiilar en 

t!.rnbos t'.i1c.; .. !e .)i:)lciilit::-. Por l'je1nplo 1 se observa m.nnóricatnent1~ que parci:e ha1H'l' 

ua:t i11íi11ida<.i dl~ \'CII t.anas de corr1portc11niento peri(Jdico t~n el f~spacio <le pa r;Í.rnetros. 

Por otro lado~ se ohs<'r\':t. t ar11hi1.·~11 lo que parecen .ser rcgioru~s <k caos, sin puntos íijus 

ni pcriodicir1ad. :\partir d1) ::;iinp!es ob:-;<'rvacionc:-) grúJic:!.s 110 se pued1;n har·t:r dcdnc

ciones fonn:iles ni lt'on;w;~:::. Siu c1nbar~~o, se pttl~d1:n analizar las distinta.-; po:-;ihilidadt-'S 

de coruportan1iento d('l si~ti'rna (que :~r;u·.i;is a los c<'llc11ln:-1 nu1111~ríco."i ::;e han n'.dacido 

bastnntt:) 1 y .sacar concl11;-;i<HH'.':i para cada caso. 

Supúnga:-.;e qne t~xi.-:-tcn intervalos de la fDrrnn. l::....: (ni, nJ) t:n t•! '.~spacio de par;Írnctros 

tales C'lll(~ para o ·~ 1 hay exclu.siva.n1cute {irlJittt::i ca()ticas. Dado un valor t:u:-ilquicra 

a. para el cual d sist(!IWL 1nanifirste un cmnportan1ie11t(J irregular, r cxpcriu1cntando 

nu111{~rici1111cnte, se observa lo siguiente. Exist.c~n lH'rtnrbí!('.ÍOIIPS df' a EuHcientcn1ex:tc 

pcqueiias tales que la irnrt~~t~n grlÍfica del a tractor no carnbia. Parece ser qtu: Io únieo c11H~ 

varía es la n1ancra en qut'. los puntos se~ distribuyen sobre d a.tractor, y no el atractor 

en sí. Una vez n1ús, hay r¡w.; n~ca.k.ar que esta~ obscrvacionc~ son purarnentc Yisuc.lcs, y 

podría ser que el sistema tuviera cambios dr{c"iticos en sn cstnctnra transversal imper

ceptibles a baja,; resoluciones. Aún así, debido a la pequeña escala a la que se tendrían 

que manifestar, y dadas las características de la función de suavización ya rlcscritas al 

discutir los puntos de bifucación, P.stos cambios no se reflejarían en la función uT,• para 

una perturbación suficientemente pequeña. Por lo tanto, si existen intervalos de c<ws 

"puro", estos intervalos son regiones estables de T. 

Desgraciadamente, esto es lo más r¡ue se puede decir en favor de la cstabilidarl 

del atractor de Hénon. A partir de aquí, todas las observaciones qnc se puerl('n hacer 

indican la existencia de un conjunto infinito de parámetros para los cuales el sistema 

es inestable. Se trata de ;iqnellos puntos de frontera entre las regiones periódicas y las 

caóticas. En estos puntos la menor perturbación prccipit~. !a función uT·• ele tener un 

número finito de máximos a tener Ja forma de nna distribución suave encima de nnas 

curvas parabólicas. La pregunta es, qué tan grande es este conjunto de parámetros 

inestables. ¿Es denso'! 

Existen <los formas alternativas de comportamiento para el sistema. La primera 
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posibilidad sería que los \':_dores del paránwtro a corrcspondicntcB-n. un c:ornportarnicnto 

caótico fueran sólo la front<ora entre dos rc¡:;ioncs de periodicidad. En ese <:aso ;;ólo se 

tcndrfa un comportamiento caótico p<trn nn conjunto de parámetros de medi<l;i cero. 

Los experimentos numéricos parecen contradecir esta hip<)tcsis, puesto que se nlis~rva 

"caos" pa.ra mucho más valores de a de lo que se cspcrnria si el conjunto fuera de mc<li<la 

cero. Sin, crnbitrµ;o. esto podría deberse i:drnplernent.e a errores <lr~ aprnxirr1acifln de In 

cornpntadora, los c11alr~s harían que un punto salt;ira a través dr~ 1111 nümcro indefinido 

de pcriodicirladcs, parnndo por órbitas r¡nc en rc;didad no lc corresponden, y dando 

la folsa impr<'sión de caos. Tarnhi<2n po<lría sucedr.•r •¡uc las •:ent.anas de periodicidad 

fueran en la 111aynría dt: Jo;; casos f an t~s1 n•cha.-;! o de período;-; tan altos, qne fuer1lrt 

escncialcrnente indistinguibles 1lc Hllil c'>rhita cac'Jtic:i. 

La segunda altcrnntiva s<·r{;1 <1nc cfr'rtiva11H:rll<! huhit~ra ("onjnntos abiertos de valores 

ele a con cornportan1icnto exclt: . ...,i•::tn1cnte c:HJt.ico. Y<t se ha \·i~t.o que para t'sos puntos 

el a.tractor sería Pstable, i:nn:o t ;u11hil~n son c~tablcs los intPn·a!o:~ correspondientes a 

órbitas periódicas. Sólo q11edarícu1: 1:01110 en el ca;-;o ant1 1 rinr~ ]os p1111tos ele frontera cntrt~ 

regiones de caos y regiones de p{:riodicidrHl, los cnalcs podrían SC[ dr sienJo dc:t:SO.:-i en 

ciertos intervalos. en an1bos ca.sos los valores prohlcrn:'Ltico:; se rt.~duccn a un conjunto 

de medida cero. 

Como se puede ver, no hay eYi<lcnci<t suficicntP. qnP. ayn<l<' a, probar la densidad 

del conjunto de valores inestables del sistema. Se sabe rnny poco todavía acerca del 

atractor de Hénon. De hecho, la existencia misma de un atractor extraíio para T 

signe si~ndo ltn problen1a n.bicrto.[1] Sin crn1nngo, il r!"1ancra. de conclusión, se puede 

establecer la siguiente 

Conjetura: El atractor de Hénon (5.1) es estable scgün la definición de §:i.2 para un 

conjunto denso de parámetros, y los valores inestables forman un conjunto rle medida 

f':fl:TO. 

Por muchos aiios el trabajo en sistemas <linirnicos se ha desarrollado bajo un princi

pio conocido como el dogma de estabilidad, según el cual un modelo de un sistema físico 

es útil sólo si sus propiedades cualitativas son invariantes bajo perturbaciones. Gen

eralmente se exigía la condición <le estabilidad estructural para considerar a un sistema 

como un "buen" modelo de un fenómeno dado. Recientemente se descubrieron defectos 

e insuficiencias tanto en el concepto de estabilidad estructural como en el dogma de 
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estabilidad, y ya no se confía en ellos tan ciegamente. Sin embargo, se sigue lrnscanclo 

nna cierta robustez en los modelos, y 1tsícomo la estabilidad, definida de un modo o 

<le otro, seguirá. jugando nn papel primordial en la teoría de los sistemas din<írnicos, la 

c0111pllLi1(iún :"leguirtÍ. sie1Hlo el in:;Lrunwnto iJetd pitra :;u e::)tudiu. 
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APENDICE: PAQUETE DE GllA.FICACION 

DE RETRATOS FASE 

Pro~!'a~ Graficncion.de_ocuacioneo_diforencialoo_en_ol_plano; 
{Veruion e~ Turbo Pnncnl} 

type cndonn_do_lOO ~ n tring [ !00]; 
arroglo_polaco c!:rü:.' [1 .. 100] of cadon.:i_de_100; 

lnbel otrn_vez; 

Vnr ¡.:a trb:: ~\rra'.J [ 1 .. 9, 1 .. soJ of Real; 
num_ir.:ag, nu:n_archi vos, Jlu;;.oro_do_condiciorwo. 
Donoidad, Punto, rocareild, ya: Intoger; 
orige:ix,origony,amplificccion,s, 
cota,Fnctorl,Factor2,a,b,o,k,contndor_de_flecha: Real; 
polaca_x, polaca_y: arroglo_polaco; 
ocrecnbuffer: arr~y [1 .. 16128] of hyt~: 
pn.:it:J.lla: .filu; 
tecla: char; 
carnpo_x, campo_)', ca:r:po_ •:ectorial_.::, ca:::po _ voctorinl_y : cadena_de_ 100; 
oobropuootao, f locha Bino, nu::;ero. f ilona:::o, no;:ibr"C _do_archi veo: atring [12) : 

procoduro Graphico; externnl igraph.bin': 
procoduro lliRoa; extornnl Grnphico[6]; 
procedurc HiReaGolor(Color: Intogor); external Grnphica[9]; 
proceduro GraphBackground(Color: Integor); oxtoronl Graphics[15]; 
pro ce dure GraphWindow (Xl, Yl, X2, Y2: Intogor); oxternal Grnphics [18]; 
proceduro Plot(X,Y,Color: Intoger); oxtornnl Grnphics [21]; 
pro ce duro Draw(Xl, Yl ,X2, Y2, Color: Integor); extornal Grnphics [24] ; 
procedure GetPic(var Buffer; X1,Y1,X2,Y2: Intogor); extornal Graphica [36] ; 
procoduro PutPic(var Buffer; X,Y: Intoger); cxternal Graphica [39]; 
function GetDotColor(X,Y: Intogor): Intoger; oxternal Graphics [42] ; 
procedure ClearScroon; extorna! Graphics [60]; 

{---------------------------------------------------------------------· ·} 

function SUFIJA (expreeion: cadena_do_100): caden<i_do_!OO; 

var infija, {expreoion infija original} 
polnca, {expreeion oufij a final} 
tor.;p, 
tornp2: string[lOO]; {cadenas tomporalos} 
alphab: atring[100); {cadenn dn caractcroo alfabeticoe} 
i,psp: integor; {contadores} 
invalida: booloan; {indicndor do expreaion invalida} 

type cadena m string[lOO]; 

{Lao siguientes funciones (f ,g,r) determinan ol orden do precedencia 
de loe caracteres de la exprenion} 

{---------------------------------------------------------------------------}2 
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function f (eimbolo: cadena): intcgcr; 

var eimbolo_char: cndena_de_lOO; {si~bolo que ao va a analizar} 
begin 

end; 

if poa (símbolo, alphnb) <> O 
thcn f : = 7 
uli:>a b~gin 

ei:':':bal0_ch~r . .,.,, r'.:op:! (si";bolc, 1, 1); 
caue nb:bolo_chnr of 

end 
end 

't','"·' 
I.;.: 1. 1 /' 

'(' 
')' 

: = 
: -
: = 

: = 

1 ; 
3 
6; 
9· 
o· 
-1 ; 

{---------------------------------------------------------------------------} 
function g (oimbolo: cadena): integer; 

var oirr.bolo_char: cadena_do_100; 
begin 

end; 

if poo (aimbolo,nlphnb) <> O 
thcn g := 8 
oleo bogin 

end 

aimbolo_char := copy (si:nbolo,1,1); 
cnoe oimbolo_char of 

1
-t-

1
,

1
-' g:=2; 

... ''/' g 4; 
g 5. 

'(' g := o 
end 

{ - --------- ---- ---- ------------------ - - --- -- - - - - --------------------- ----- - - } 

function r (air.ibolo: cadonn): intoger; 
be gin 

if poa (oirnbolo, alphab) <> O 
thsn r := 1 
aleo r := -1 {distingue las variablae do los operadoren} 

end; 

{---------------------------------------------------------------------------} 
function una ria. (oimbolo, infijita: cadena): cadena; 
be gin 

if (oirnbolo '-') or (oimbolo '1') or 
(oirnbolo = 'a') or (eirnbolo = 'e') or (oimbolo 

be gin 
unarin := •no'; 
case oimbolo of 

1
-

1
: if i = 1 thon unnria := '\'; 

'1': begin 

1 a') then 

if copy (infijita,1,1) 'n' then 
un<iria := 'l.t'; 

end; 
'e': begin 

if copy (infijita,1,1) 
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cnd; 

end; 
end 

end: 
'e': begin 

end; 
'o 1 : begin 

ond; 

elne unaria :-::. 'no'; 

if copy (infijita,2,1) ~ '¡,• then 
unaria : ::; '$' ; 

if copy (infijitn.1.1) = 'o' then 
.:..! ,;op;.; (:i.t:.fij.o.r.i1,::,1) 'u' th11n 
unaria '>' · 

if (copy (infijita,1.1) 
(copy (infijitn,1,1) 
if copy (infijita,2,1) 
unnrL1 1 <' · 

'i ') or 
'o') thcn 

=- 'n' then 

{---- --------------- -- .. --- -- --- -··--- ----------- - - -- --- -- . ---- -- - -------··-----} 

procodure convierta (infija: endona; vnr polnca: cudena); 

var otac~:: arru;t[l .. 20] of string[lOO]; 
nuavo: atring[IOO]; 

{ el 11 até!.c1-: 11 } 

{:ür:;bolo quo al) outa analizando} 
{tope clol atad:} topo, 

contador: integer; 

{nub-procod11r~ t!n ca~~~c=tc} 
procoduro dt.tccta_oporndorou_una=ion; 

{Detecta el wono~ unario, aai cono lan funcionoa nen, 
coa, 
ln, 
oY.p} 

bogin {de tecta_oporadores_unarioo} 
{revisa ai ea un operador unario} 
terr.p := unnrio. (nuevo,infija); 
if temp <> 'no' then 
{Di en unaria entonces dependiendo del tipo do 

funcion quita los caracteres noceaarios de infija} 
be gin 

cane tomp oí 
't:': infija .- copy (infija,2,100); 

'<' '>' 1 $ 1 
• infija .- copy (infija,3,100); 

~nd; '{dei caae} 
rspeat 
bogin 

end; 

nuovo := copy (infija,1,1); 
infija :• copy (infija,2,100); 

until nuovo <> 1 
'· 

if nuevo= '(' then 
be gin 

i :• O; 
pep {parontesia nin pareja} 1; 
whilo p•p > O do 
bogin 

end; 

i:=i+l; 
temp2 :• copy (infija,i,1); 
if temp2 ' (' then psp := pap • 1; 
ií temp2 • ')' then pop:• pap - 1; 



end; 

tojf.p'.2 ;:; aufija (cap:; (in!ija,1,i-1)); 
polaca ::::: concat. (polnc;:i., to~p'2); 
polnca := concat (polncn,tQ~p): 
nuevo := copj' (infijn,i ~ 1, 1); 
infija :·:: copy (iniija.i .. 2,100); 
if nue·:o ;;:: ' ' thon 
repe11t 
be gin 

n1:"vn .,,,, r:nri:· (~~:~;~. ! . !) ; 
infija r:opj• (infijri.2, 100): 

end; 
until nuo·:o <> 
i : = O; 

end {del if nun'.·o 1 
('} 

else begin 

end; 

if te~p <> 1
\' th~n 

be gin 

cnd 

in?alidn := tr11~; 
to:-:tcolar(12); 
\•:riteln ('E:·:p:renion i::·;~lidn'): 
toxtcolor(15); 

elao bcgin 
nol~ca :~canea~ (nnlaca,nuevo); 
~olaca :~ concat (~olaca,te~p); 
nue·:o 
repeat 
begin 

nu~·:o -=~rr {:!.nftj J:, ! . !.) ; 
infija := copy (infij3,2,100); 

end; 
until nuevo <> 1 

{Al finalizar oata rutina, debo considerarsele 
como ai hubiera oido un cn.racter o.lf abctico} 

contador := contndor + 1; 

end; {del if ternp <> 'no'} 

bagin {convierto} 
{inicializa el atack} 
tope := 1; 
atack[tope] := • ( •; 

{inicializa la cxpreoion sufija} 
polacn := ' 1

; 

contndor · = O; 
i :=O; 
nuevo := ' '; 

{toma el primer sirnbolo que no oea onpacio en blanco} 
rcpont 
be gin 

end; 

nuevo := copy (infija,1,1); 
infijo := copy (infijn,2,100); 
if llU'JVO = ' - J then i : = 1; 

until nuevo <> ' 1
; 

{traduce la axprGsion infija} 
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•::hile (nuevo <> 'ti') and not invalida do 
be gin 

end; 

{qui~~ ~el otack loa oi~boloo do mayor prioridad} 
if ºtope ~ O 
thcn begin 

ond 

invalida := true; 
te:<tcolor(12); 
writeln ('Ezpreaion invalida'); 
te;:tcolor(15); 

ola• •,¡hilo ( f (nuevo) < g (stack[tope])) 
nnd not invalida do 
begin 

er.d; 

~e;:"? :it.::.c!:[:.~pc]; 
topo topo - 1; 
polaca := concat (polncn,te~p); 
contador:~ contador 4 r (~e~p); 
if contador < 1 
thcn begin 

in·:ali<ln : .:::: tru1~; 

te;:tcclor (12): 
writcln ('E~prenicn in~alida'); 
te:·:tcolor (15); 

{rovioa oi la c~prenion ~o velidn} 
if not invalida 
then begin 

detccta._operadoreo_unarioo; 
i ·= i - 1 · 
{r~visa si' el siguiente air:;bolo co un pa.rcnteoiu derecho} 
if f (nueva) <> g (utack[tope]) 
thon 

be gin 

end 

topo := tope + 1; 
otnck[ tope] : = nuovo; 

olee topo := tope - 1; 

{toma el oiguionto oimbolo que no aail oapacio en blanco} 
if length (infija) > O 
thon begin 

nuevo := 
repaat 
be gin 

nuevo := copy (infija, 1 1 1); 
infija :~ copy (infija, 2, 100); 
detecta_operadoro s_unarios; 
if nuevo= '( 1 then i := 2 elae i :=O; 

end; {del rapcat} 
until nuevo<> ' '; 

end {del if length (infij a) > O} 
olso nuevo:= '#'; 
end {del if not invalida} 

{revisa oi la cxpresion oo valida} 
if not invalida 
then if (tope > O) or (contador <> 1) 

then begin 
invnlida. :~true; 

textcolor (12); 
writeln ( 'Expresion invalida'): 
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end; 

textcolor (16); 
end 

{--------- --- --- - - -- - -- - - - - -- - - --- .. - - -- ---- -- --·· - --- - - - -- - -- -- - - --- . -- -- - - -- } 

bcgin {oufijn} 

{inici<~liza ~1 intlicatlor <le iovali<lo y la cae.lena do alíabato} 

invalida := fillao; 
alphab := 'nbekxy1234SG789'; 

{con·lierto la expreoion a notacion polaca} 
infija ;z concat(o:.-:prcrnion, 1

)
1
); 

convierto {infija,polnca); 
if not im-.>.lidn 
thon aufija .-- polncn t-

1 1: 1 

olee sufija :-== 'tf'; 
end; {aufij a} 

{----- -- -- - ----- - - -- -------- --- ----- ----------- ----------- ----- - ---- -- ------} 

procedure proproceao (cndenn: cadena_de_100; vnr polacarray: nrreglo_polaco): 

var x: atring(l]; 
i,ponicion: integor; 

bogin 
toxtcolor(14); 
\'triteln; 
poaicion ::::: O; 
for i := 1 to lsngth (cadana) - 1 do 
be gin 

pooicion :::: poaicion t 1; 
caoe copy (cndena,poaicion, 1) of 

'k': if k =O then 
be gin 

writo ('k= '); 
readln (k); 
etr (k: 20, polacarray [poeicion]); 

end 
ele e atr (k: 20, polacnrray [poaicion]); 

'a': if a = o then 
be gin 

write ( '• '); 
readln (a); 
etr (a: 20, polncnrray [poaicion]); 

a:::tl 
ele o etr (a: 20, polacarray [pooicion]); 

'b': if b ~ o then 
be gin 

write ('b '); 
readln (b); 
str (b: 20, polacarray [poaicion]); 

end 
ele e atr (b: 20, polncarray [pooicion]); 

'o,: if • = o then 
begin 

write ('e '); 
readln (e); 
otr (e: 20, polacarrny [poaicion]); 

end 
elsa etr (o: 20, polacn.rrny [posicion]); 
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el a a polace.rray [poaicion] :;:::; copy (cadona .pcsicion, 1): 
end; {en so} 
x := copy (polacnrray [ponicion], 1. l); 
while x = 1 

' do 
be gin 

polacnrrny lpoai.cion] . ·- r.:.op;t (?.:i!J.::-~==~y [pC1si-:ionJ ?., 100); 
;..: ce;;:; ~?::!J.'.':-~~!"'.'!)' [ponici.on], 1, i); 

ond; 
trnd; {far to} 
polacnrray (pooicion + 1) 1 # 1

; 

end; {preprocaoo} 

{- --- - --- -- - - - - - - - -- - - - -- ---- -- - - - -- ------ --- - ------ ------ ---- --- ------ --- --} 

vnr tope,i,j,bast1rn: integer; 
ni~bolo: cadenn_dc_100: 
Dtack: arr3y [1 .. 100) of real; 

function fl(x,y: real): real; 

be gin 
tope .- o· 
i : ;:::; 1; 
oir:ibolo campo_x[i]; 
·:1hile oir:¡bolo <> 'ti 1 do 
be gin 

ca a e oirr.bolo of 
'x': begin 

end; 
'y': begin 

ond; 
'e': bcgin 

topa ::::: tope+ 1; 
ata.cf.: [tope] 

tapo := tope +- 1; 
atack [topo) : = y; 

topo := tope + 1; 
atack [topo) .- e; 

end; 
1 a': begin 

end; 
'b 1 : be gin 

ond; 
'k': bcgin 

end; 
'+': begin 

topo :=topo + 1; 
otock [tope) .- a; 

tope := tope + 1; 
stack [tope) := b; 

tope : :::; topo + 1; 
atack [topo) := k; 

otack [topo -1) := ntack (topo -1] + otack [tope); 
tope :=topa - 1; 

end; 
'-': begin 

end; 
'•': begin 

stock (topo -1) : = ntack [tope -1) - etack (topo]; 
tope :=tope - 1; 

ntack [topo -1) := ntacl: [topa -1) * otack (tope]; 
topo := topa - 1; 

cnd; 
'\': otack [tope] := - (ntack (topa)); 
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if frnc(atact [tope]) =O thon 
be gin 

end 

otacl: [tope 1· 1] :-' otod: [tope - 1]; 
for j >""' 1 to round (atad: (topo)-1) do 
ntad: [topo - 1) :::-.: atad: [topo - 1) "otuck [top1~ 1· 1); 
topo : ::::: topo - 1; 

elsu Ui~gi:~ 
"if stac:k (tena 1] > O thcn 
ntad: [tope :_t1 :-· e:·~p(uL\c:: [':.-Jp~} • !n(.·1t.<\c;: [~c¡:c -l~)) 
clae if at3c~ [tone - 1) = O then 
stacl: (tone - 1] .: = O 
elue if f~nc (ntac~: (to~c)í:!) <> O thi::n 
otacl: [tope -1] -o:·:p'<ut,ci: [topc]-l:l(·otacl: [tope -1])) 
el a o 
stacl: [to""Je -1] f~:·:p(ut.:ic.~: [:.ope]•ln(-utack [tope -1])); 
tope ;.:.: t;po - 1; 
end; 

'/':begin 

end; 

stild; [top~ -1] : '~ fltacl: [tope -1) / u tac~: [tape]; 
tope :"' t.opc - 1; 

'<': otac;: (tape] sin (stacl: [tope]); 
'>': o tac}: [tope) con (utac:O: [tepe]); 
'!:': ntíl.Ck [topo) ln (n"tack [topo]); 
1 $ 1

: at.'.\c~: [tope).- e:<p (utack [tope]): 
elae begin 

end; 
end; {cose} 

i ::::: i + 1: 

top~ ; " tvpc -+ !; 
val (ni.ir.balo, ntad;: (topo] 1 baaura); 

simbo lo : = campo_x [i]; 
ond; {•11hilo} 
f1 := stacl: [topo); 

end; {!} ESrn 
;pJJR function f2(x.,y: real): real; 

be gin 
topo O; 
i ·= 1 · 
si~bol~ := campo_y[i); 
while oimbolo <> '#' do 
be gin 

case nimbo lo of 
'x': be gin 

tope 
stack 

end¡ 
'y': be gin 

tope 
otack 

end; 
'o': be gin 

topo 
otnck 

end; 
'k': be gin 

tope 
stack 

ond; 
'a': bogin 

tope 

tope + 1; 
[tope) ;:::: x; 

:::: tope + 1; 
(tope] := y; 

::::: tope + 1 · 
[topo) ;;:: e· 

tope + 1; 
[tope) := k; 

tope + 1; 
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end: 
'b': be gin 

end; 
''+ 1 be gin 

ntnck [tope] :~a; 

topo :=tope + 1; 
otack [tope) : " b· 

o~.ic::. [t.upu iJ :- u tac.!": [topo -lj • ntad: [topo]; 
tope :~topa - 1; 

cnd; 
be gin 

atad: [topo -11 := etJ.ck 
tope :~tope - 1; 

(topa ·1) - otac!: [tope]; 

cnd; 
'..t-' : bogin 

'\': 

ntnd: [tope -t] :e::: ot.:ic'.: [top~ -1] ~ otnck (tope]; 
tope tope - 1; 

er:.d; 
ot;:icl-: [top1!] ;:e - (utnci: [!.opc]); 
if frac(atack [topa]) ~O ~hcn 
be gin 

end 

ataC:: [topo - 1] :- otac:: [tope - 1); 
!or j 1 :o rou:-!d (!.!t,J.c~: [top(!]-1) do 
otnd: [tope - 1] · nti1c~·: [tapn - tJ .. !ltitcl: 
tepe :=tope 1; 

elao begin 
i.! ntad: [t.op1i - !} .> O then 

[tope+ 1); 

otacl: [tope -1) :- o::p(ut.ac:~: [topd "ln(ntncl: [topo -1])) 
ele~ if otack [tone 1) = O tl1en 
ntacl: [topo - 1) ~~ O 
oloo if frac (utac~ c~opo]/2J <> o then 
ntack [tope-!] -e:op(nt<lck [tope)•ln(-otacl: [tope ·-1])) 
e loo 
atnck [tope -1] :~ oxp(ntnci: [topo)•ln(-utnd: [topo -1])); 
tope :=tope - l; 
end; 

'/'; begin 

end; 

ntack [tope -1] :~ atncl: [topo -1) / ntncl' [tope]; 
tope :~ topo - 1; 

'<': ntack [tope] nin (atacl: [tope)); 
'>': ntack [tope] .- coa (atack [topo]); 
'!:': stock (topo) := ln (stock [tope]); 
'$': atack [topo] .- oxp (atack (topo]); 
eloo begin 

tope ::::: tope + 1; 
val (simbo lo, ntack [tope], baoura); 

end; 
c::ld; {c.:i.úu} 

i ::::: i + 1; 
oimbolo := carnpo_y [i); 
ond; {whilo} 
f2 := atack [tope]; 

end; {f} 

{---------------------------------------------------------------------------} 
procedure parn::;.otroo; 
be gin 

a o· 
b O; 
e O; 
k O· 
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cnd; 

ca:r.po_x := sufija.(ca:.:po .. vectorial_:.:) 
co~po_y :~ eufijo.(car.:.po_voctorial_y) 
if (cam.po_x <> 1#l) nnd (car:-;.po_;: ~:> ti') then 
be gin 
pri:procann (campo_x, polaca .. x); 
proprocona (campo_y, polac~_y); 
eod; 

{-- -- -- .. --- - - -- -- -- - - - -- ---- - - - - - --- - -- - ---- ----·---- ---··. ----- ------- - -- -- -- } 

proc~dur~ ecuaci~u_n~o~~; 

var 
i: integor; 

labcl no; 

Be gin 

End; 

no: 
clracr; 
te:<tcolor(9); 
•;1riteln ('-Escribir cualquier nu:::ero rac:ianal cc::;a p/q. '); 
~riteln ('-Uoar ln9 conatantea n,b para expresar nu~oros mayores quo 10'); 
·::riteln (' y numero ti en for::-.a decir..;il'); 
writeln ('-Expresar loo para~etros o connt3nten do perturbacion con k,e.'); 
•:1ritBln; 
'"riteln (' EJE:.!PLO: d:</dt ~ (3/~) ·x - 0•;1'); 
~-iriteln: 
writeln (' dy/dt =y - k•x~2'); 

~ ::o•); 
writeln; 
'.'iritoln ( 1 

\'Jriteln (' 1: 0.015.¡'); 
wri teln; 
textcolor(15); 
writoln¡ 
writc ('dx/dt ~ '); 
readln (carr:po_ vectorial_x); 
•:1riteln; 
write ( 'dy/dt = '); 
readln {carr:po_vectorinl_y); 
textcolor(14); 
pnrametroo ¡ 
if (campo_x = '#') or (ca:::po_y 
be gin 

end; 

delay (2000); 
gota no; 

'11') then 

{---------------------------------------------------------------------------} 
Procedure Evalua; 
Be gin 

matriz [5,punto) 
Matriz [2, PUJ:lto] 

Hatriz [4,PUllto] 

matriz (5,punto] + matriz (6,puntoJ; 
Matriz [2,Punto] +o •Matriz [9,Punto] * 
f1Cl·latriz [2,Pimto]/e + origenx, 

l.\ntriz (4, Punto] /o + origeny 
) • J.latriz [6, Punto]; 

Matriz (4,Punto] + a • Matriz [9,Punto] • 
f2(1.\atriz (2,Punto]/s t origcno:, 

Matriz (4,Punto]/o + origony 
) • Matriz [6,Punto]; 
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End; 

{------- -- -... ---- ----· ---- - ----- --------· --- - .. --- .. -- ------ -- --------. --- -··} 

Proc~duro Dibuja; 
Bogin 

Dra:·: (2-..RoundC:!nt:rL: [2,Punto]) 
2TRoundC.Jn:r-i:: [1,P'-!nto]) 

319, GQ - Rmm<l(~.!~trit.: [·1,Pt!..~tc)), 

• 319, 09 - Round(Hatriz [3,Punto]) ,1); 

Procuduro Condicic11e~_inicialoo; 

var a,b: intogcr; 

Bogin 

End; 

Punto :=O; 
!Iu~ero_de_condicionon :~ SQR(2 ~ Donaidnd ~ 1); 
For a := -Dcnnidad to Denuidad do 
Be gin 

End; 

Far b := -Densidad to Dcnaidad do 
Be gin 

End; 

Punto:= Punto -t· 1· 
C.J.se DeauiJJ.<l of 
1: Bogin 

Factor! ·- 100; 
Factor:! : ::..: 60; 

End; 
2: Begin 

Factor! 
Factor2 

End; 
3: Begin 

Factor! 

End; 
End; 

Factor2 

Matriz [2, Punto] 
Matriz [4 ,Punto] 
1.!atriz (6, Punto] 

:;::: 
70; 
·15; 

50; 
30; 

a * Factorl + 6; 
b ' Factor2 - 6; 
0.0005; 

For Punto :""' 1 to Hu.ilero_<lo_condicioncu do 
Be gin 

End; 

Matriz [9, Punto] : = 1; 
Matriz [5, Punto] : = O; 

Matriz [7] :=Matriz [2]; 
Matriz [8] := Matriz [4]; 

{---------------------------------------------------------------------------} 
Pro ce dure Ajuota_dt; 
Begin 

If (Abo (Matriz [!,Punto] - Matriz [2,Punto]) < 1) and 
(Abo (Matriz [3,Punto] - Matriz [4 ,Punto]) < 1) then 
Motriz [6,Punto] := 1.6 * Motriz [6,Punto]; 

If (Abo (!.!a triz [2,Punto] Matriz [1,Punto]) > 2) or 
(Abe (Ha triz [3,Punto] - Untriz [4, Punto]) > 2) then 
).fatriz [6,Punto] := 0.2 * Matriz [6,Punto]; 

If (Abe ().fatriz [2,Punto] - ).fatriz [1,Punto]) > 5) or 
(Abe (f.!a triz (3 ,Punto] - Matriz [4 ,Punto]) > 5) then 
Matriz [4,Punto] := 100; 

End; 
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{- -------- ---------- ------ ----------- -------- -- -- ·- ····- ·-·· -- ----------- ---- --} 

Proceduru Ej nn; 
var i: integnr; 
Be gin 

End; 

Hinrn; 

end; 

f or i 
far i 

: 
: 
-
... 

o 
o 

to 159 do plot (4•i,99,1); 
to 99 do plot (319, 2•i, 1); 

{ -- -- ----- - - - ----- -- ------ - -- -- -- - -- - - --- - -- - -- -- - --··- ----- ---- ------ - ------} 

Procedura Vn .. de_regrooo; 
Be gin 

?.latriz 
!-la tri= 
Hntriz 
Matriz 
Ha tri= 

[9,Punto] 
[5,Punto] 
[2,Punto] 
[•l. Punto] 
[6,Punto] 

Matriz 
O; 
?.fntriz 
!.fa tri:: 
o 0005; 

[9,Punto] - 2; 

[7 ,Punt.o]; 
[8,Punto]; 

End; 

{-------------·--------------·---------------------------------------------} 
procedu::-c :flcc!i.:io; 
var i: integer; 

x,y: real; 
be~in 

fer i : = 1 te r:.u:;;e:::c_do_cor:.o:!ici..c:1e!i C.o 
be gin 

if (oqr(matriz[4,i] - motriz [3,i]) >O) and (AboOlatriz [6,i]) <0.1) 
thcn 
be gin 
7. := ((matriz[2,i] - matriz [1,i]}>coo(pi/4) -

(matriz [4,i] - matriz [3,i])•ain(pi/-l)) • 4 / 
eqrt(oqr(matri=[2,i] - matriz [1,i]) + 

nqr(matriz[4,i) - matriz [3,i])); 
y := ((matriz[2,i] - matriz [1,i]).•oin(pi/4) + 

(matriz [4, i] - matriz [3, i]) •coa (pi/•1)) • 4 / 
nqrt(eqr(matriz[2,i] - matriz [1,i)) + 

eqr(matriz[4,i) - matriz [3,i))); 
if matriz [9, i) = 1 then be gin 

X -x; 
y -y; 

end; 
dra'1 (2•round(x+matriz[2,i)) + 319, 99 - round(y+:natriz[4,i)). 

2<-round(matriz[2,i]) • 319, 99 - round(::rntriz[4,i]),1); 
X := ((matriz[2,i] - matriz [1,i])•coo(-pi/<l) -

(matriz [4,i] - matriz [3,i]}'·ain(-pi/4)) • 4 / 
eqrt(oqr(matriz[2,i) - matriz [1,i)) + 

oqr(matriz[4,i) - matriz [3,i))); 
y := ((matriz[2,i) - matriz [1,i))•ein(-pi/4) + 

(matriz [4,i) - matriz [3,i))•coo(-oi/4)) 4 / 
oqrt(oqr(matriz[2,i) - matriz [1,ili + 

oqr(matriz[4,i) - matriz [3,i])); 
if matriz [9, i] = 1 then be gin 

X -x; 
y -y; 

end; 
draw (2•round(x+motriz[2,i]) + 319, 99 - round(y+matriz[4,i)), 

2•round(rnatriz[2,i]) + 319, 99 - round(matriz[•l,i]),1); 
end¡ 
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end; 

{- --- - - - ---- --- --- -- - -- -- - - -- -- - - ---- ---- - - - --- .. .. --- --- -- -- ---- ------- --- - - - } 

Proceduro Cillcula _y,_Craf ica; 
Do gin 

End; 

contador_da_flecha contador_do_flechn + 1; 
if (frac (contador_do_!lecha/GO) =O) nnd (flechnoino ='SI') then flechan; 
ffatri::-: [1] ·- ~!::.~::!..:: ~:~; 
Matriz [3] ::=: ~fa tri~ [.:O): 
For Punto 1 to llu::;ero. du_condicior.,~a do 
De gin 

End; 

If (:fatri= (9,Punto] > -:) nnd 
(Abn (lfo. tri:: [2, Pl!nta]) + Aba (!·!a tri:: [.!,Punto]) 1) 
and (abo(:nntrio(6,our:toll < 10) 
then . 

De gin 

End 

E·.rillu::i; 
Ajusta_dt~ 
If (Round(,\bs(;fat=io (2,Punto])) <= 319) and 

(Round(Abo(:.\atriz (~.Punto])) <= 99) nnd 
(Abo(!.latri= (G,Punto]) <!O) and 
(AboO·!D.tri:: [5,Punto]) <cota) 

thnn Dibuja 
ElrH1 Va_de_regreso; 

Elae Va_d~_rugreso; 

{------ --- -··---- - --- --- - --- ---- - ----- - - -- -- ---- -------- --- -------- ---- ----- -} 

nrocedure nro'lf•ct.'! 11ucu0::.ci:i; 
bogin • • -

cnd; 

clrucr; 
textcolor(2); 
writeln ('PROYECCIOl/ DE Ul!A SECUEllCIA DE H!AGEJIES. ') ;writeln; 
textcolor(15); 
\·:rite ('Hombro generico do loe archivan do pantallaa : '); 
roadln {nombre_de_nrchivoe); 
writo ( 1Deedo 1 haata '); 
readln (num_archi voe) ; 
hiree; 
fer num_imag := 1 to nur:t_nrchivoD do 
be gin 

end¡ 

etr (num_imag,numoro); 
nssign (pantnlla,concat(nombre_de_archivoa, 1

• ',nmnero)); 
renet (pantalla); 
blockroad (pantalla, ncreenbuff or, 126, rec oread); 
close (pantalla); 
putpic (ücrt:u.iLu!íer,O, lf..V); 

repc11t until kcyproarrnd; 

{--------------------------------------------------------------------------} 
proccdure e ave acreen; 
be gin 

write ('l!ombro del archivo (1101>IBRE.nnn , donde nnn 1 a 999) '); 
readln (filename); 
asnign (pantalla, filenamo); 
rowri te (pantalla); 
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end; 

blockwrito (pantnlla,ncraenbuffor,126,recoroad); 
cloBe (pantalla); 

{- -- -- - -.. - - -- - - - -- -- - .. ---- -- .. - --- -- - -- --·- - -- - - -- -- -- ----- --·----- --- - -· ----- } 

proceduro oolucion_pn~ticular; 

label ne; 
be gin 

clrncr.: 
no: 

end; 

writc ('Condicion inicial :·: '); 
roadln (~.atri= [2,1]); 
·::ri ti:? ( 'Condicion inicial y '); 
readln c~atri= [.:' 1]); 
:·:riteln; 
~atriz [6,1] :~ 0.0005; 
a ::::: .JO °" A:::olific.i.ciGn; 
:.\atri= [9,lf 1; 
1fatriz [5,1] :~o; 
matriz [2,1] := C,,atri= [2,1] - origonx) ' •; 
matriz [.J.,1) :=- (:;-,atri~ [<!.,1] - origeny) "' o; 
if (aba(1wtriz[2,1]) > 3oJ) or (abo(Mtriz[·l, !]) > 3o.;) 

or (f1(1.!otriz [2,Punto]/o t odgenx. 
Mntriz (4.,Pu:i.to]/o t origen;-) 
~ 1.!atriz (6,Punto] > 3e.!) 

or (f2(J.latriz [2.Punto]/o + origonx. 

then 
be gir. 

textcolor(12); 

Matriz [4.Punto]/o + origeny) 
"- !fotri:: [6,P\L'1to] > 3c-!) 

\'/:riteln ('Valorea fuera de rango. 1
); 

toxtcolor(15); 
writoln; 
gato no; 

end· 
mat~iz [7,1] :=matriz (2,1]; 
motriz [8,1] :=motriz (4,1]; 
ajee; 
if oobrepuootao = 'SI' thon putpic (ecroenbuffer,0,199); 
numero_de_condicionoe : = 1; 
contador_de_flecha := O; 
repent calcula_y_grafica until koypraosed; 

{--------------------------------------------------------------------------} 
p~cccd."..lro ruti.·dLo, 
bogin 

clrecr¡ 
densidad : = O; 
Ropeat \frito ('Denaidad de flujo (1,2 o 3) '); 

Readln (Denoidad); 
until Denoidad in [1,2,3]; 
a : = 40 * Amplificacion; 
condicionee_inicinloe; 
writeln; 
write ('Dibujo ojea (S/l/)? '); 
read (kbd,tecla); 
if (tecla= 'a') or (tecla= 'S') then ejes 
eloo begin 

hiree; 
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end; 

hiroocolor ( 15); 
ond; 

contildor_de_flecha := O; 
repoat cnlcula_y._gr.1fica until keyprooaed; 

{- ··----- -----------·-- --- -

proceduro ca~bia_a~plificncion; 
be gin 

end; 

Ropt'at clrocr; 
•::ritoln ('A!:l?lificaciou :::: ',n::1plificncion:-..l.:1); 
1•1ri teln; 
\frite ( 'l/uova <i;;iplificacion (nin 0.1) == '); 
Rendln (A~pli!icncio~); 

until (A:r:plificJci.on >~ 0.1); 
·:1ritoln; 
•::ritnln ('Tie::-:po ::-.i:!.:·i::lO C.:.11 recorrido 1 ,cot11:l:O); 
wri teln; 
~rito (':luevc valor= '): 
roadln (cot.a), 

----} 

{ - - --- -- -- - -- -- - -- - -- -- - - - - ·- --- -- - --- -- ------------- - - - --------------------} 

procedure nue~o_ol_origen; 
be gin 

cnd; 

clrscr; 
writoln; 
.._.:ritoln ('El orige!l enta en (',orig~n.;::5:3,', ',origenr:S:3,'}'); 
·:1riteln; 
wri te ( 1 Jluo\•a coordon~da x dol origan = '); 
reodln (origen:<) ; 
writo ('!/ueva coordenada y del origen='); 
readln (origony); 
sobropueotao := 1 ll0 1

; 

{--------------------------------------------------------------------------} 
proceduro rnenu; 
bogin 

writeln; 
textcolor (2) ; 
write ('Fl:'); 
textcolor(15); 
writeln (' !IUEVA ECUACIOll '); 
textcolor(2); 
virite ('F2: '); 
textcolor(15); 
11riteln (' GRAFICA SOLUCIO!I PARTICULAR'); 
textcolor(2); 
write ('F3:'); 
textcolor(15); 
Nriteln (' RETRATO FASE COl.!PLETO'); 
textcolor(2); 
wri te ( 'F4: ') ; 
textcolor(15); 
writeln (' SALVA LA PA!ITALLA Ell DISCO'); 
textcolor(2); 
write ('F5:'); 
textcolor(15); 
writeln (' CANDIA LOS PARA/.!ETROS O COllSTA!ITES'); 
textcolor(2); 
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end: 

'1rite ('F6: '); 
textcolor(lS); 
t;rritcln (' ORIGS~I ( 1 ,origQn:.:.:3:1, 1

, ',origeny:3:1,') 1 ); 

to1:tcolor(2); 
'(Jrito ('F7: '); 
te:·:tcolor(lS); 
\·1r1tídn (' C1~:.:s:: .. :::::'.?IJ ~!,\'.".. (' ,cct":1:0, 

')Y/O A!~PT.TFICACIOll (' ,amplificacion:J:l,')'); 
textcolor('.J); 
writc ('Hl: '); 
toxtcolor(15); 
nri te ln (' SOLUCIO:IES PARTICULARES SOBREPUESTAS (', oobrepueotao, ') '); 
te:<tcolor(2); 
ni te ('F9: '); 
textcolor( 15); 
\·1riteln (' DIBUJA FLECHJ\S Ell EL FLUJO ( 1 ,!lecha.sino, 1

)
1
); 

toxtcolor(2); 
•::rite ('F10:'); 
to:-:tcolor(lS); 
\·1riteln (' PROYECTA r:.:AGE::/ES DE DISCO'); 
textcolor(2); 
~1ritc ('ESC: 1

); 

textcolor(15); 
wri teln (' TER!IIliA'); 

{---------- -- -- - - -· - - -- - - - - - - - - -- --- ------------- ----- - ------ --- - --------- -} 

procodurc monaaj e; 
bogin 

end; 

toxtmode (caO); 
textcolor(15); 
clrscr; 
writoln; 
wri toln ( 'GRAFICADOR DE ECUACIOl!ES DIFEREllCIA!.ES El! EL PLA!ID'); 
writeln (' (c) Salvador !falo G., 1987-88, U\UllA!-1'); 
writeln; 
write ('Oprima ESC para salir o RETURll para continuar'); 
road (kbd, tecla); 
if tecla = #27 thon halt; 

{------------------- - ----- -- ---------- ------------------- -- ----------------} 

function funckey: boa loan; 
be gin 

if (tecla = #27) and keypreeaed then 
be gin 

end; 
end; 

re ad (kbd, <ecla); 
funckcy := truo; 

{----- --------------------- -- ---- ---- --------------------------------------}. 
DEGI!I 

meno aj e; 
flechasino ;:;; 'UO'; 
sobrepuestao := 1110'; 
ya :=O; 
origenx := O; 
origen y : ;;::: O; 
amplificacion . - 1; 
cota := 6; 
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EllD. 

otra_ voz: 
if ya ~ 1 thon getpic (ocrecnbuf!er,0,0,639, 199); 
textmode(c80); 
textcolor ( 15); 
clracr; 

)'ª := O; 
rcL'.d (l:bd., tecln); 
if funckoy then 
cnuo tocl~ of 

1161: bogin 
retrato; 
;•a : :-:: 1: 

end; 
#68: proyocta_aocuencia; 
1165: bogin 

if aobrcpuest.Jn 'SI' thcn oobrepueatas '110' 
elae nobrcpuoatas 'SI,; 
gota otra_ ;•e::; 

end; 
1165: car;¡bia_a:r.plii icacicn; 
#60: bogin 

aolucion_pnrt icular; 
ya := 1; 

end; 
1167: bogin 

end; 

if flechasino 
olsc flechnoino 
gato otra_ve:.:.; 

#63: parametroa: 
#62: aavescroen; 
1159: bogin 

end; 

ecuacion_nueva; 
gato otra_ voz; 

'SI' then flechaoino 
'SI'; 

::::: 'HO' 

#64: mueve_el_origen; 
else if tecla <> #27 then gato otra_vcz olno hnlt; 

end; 
gato otra_ voz; 
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