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INTRODUCCION 

La dualidad onda-particula fue establecida por primera vez en 

la mecánica cuántica como parte del proceso de estructuración de 

dicha teort a en lo's arios 20 's. En la década de los 60 's se conoce 

de otra nueva conexión entre onda y particula en la fisica clAsica. 

La dualidad en la mecánica cuAntica se refiere al hecho de que los 

micro-objetos (electrones, protones.etc.) se c9mportan 

circunstancias como particulas (efecto fotoeléctrico, 

en algunas 

dispersión 

Copton. etc.) y en otras como ondas (difracción de electrones}. En 

cambio la dualidad en la fisica clásica procede de ciertas 

ecuaciones de onda no-lineales, las cuales exhiben soluciones de 

ondas solitarias que no se dispersan ni se disipan, y que ademo\s 

conservan su forma y tamaNo indefinidamente. A estas 

solitarias se les llamó solitones. 

ondas 

Las obe~rvaciones que de eolitones hizo por primera 

Scott Russell se reportaron en la British Association 

vez John 

for the 

Advancement of Science hace 150 aNos. En la actualidad el concepto 

de solitón ha invadido casi todas las ramas de la fisica y de lae 

~iencias aplicadas. 

En el primer capitulo se presenta una breve historia del 

surgimiento del concepto de solitón. Ahl se definen conceptos tales 

como onda viajera y onda solitaria, y en términos de estos entes ee 

da la definicion de solitón, Finalmente se menciona que el concepto 

de solitón aparece en las ciencias como un nuevo paradigma. 
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En el cap_ltulo II ·-se estÚdia la ecuacfóri de Sine-Gordon. .Para 

este caso se· Obtiéíién __ -las soluciones de "sol i t(mes ordinc.riof:>" y _si::= 

describen las soluciones de "solitones respiradores" (breath"'r 

solitons). La última parte del capitulo II está dedicada a las 

aplicaciones de la ecuación de Sine-Gordon. 

Es en el capitulo III donde se repasa brevem~nte la teor1a de 

l'a relatividad especial, esto con el fin de establecer la teoria 

relativista a la Sine-Gordon. Se presenta la dinámica relativista 

tanto de solitones ordinarios corno de solitones respiradores, 

utilizando los principios variacionales. Finalmente se estudia la 

dinAmica de solitones ordinarios en el caso en 

influenci~dos por fuerzas externas. 

que estAn 

Le corresponde al cuarto capitulo el estudio de la paradoja de 

los gemelos y el fenómeno de simultaneidad en la teoria de 

Sine-Gordon. Este capitulo comienza con la revisión de la paradoja 

de loa gemelos en le teor1a de la relatividad especial, revisión 

que se hace con el fin de preparar el camino para abordar el 

problema de le paradoja de los gemelos en la teorla de Sine-Gordon. 

Este capitulo se termina con el estudio 

simultaneidad en la teorla de Sine-Gordon. 

del problema de 

El último capitulo estA dedicado a una aplicación mAs de la 

ecuación de sine-Gordon: "El dispositivo mecanico Sine-Gordon". En 

este capitulo se reporta la construcción de un dispositivo mecánico 

(de la barra de goma} y se propone la construcción de un 

dispositivo mcc.:.nico más e l"borado. 
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de los soli tones·· tales como .. · cO.liSiones soli t6n~soli tón· y 

soÚton-anti:::~oli t6n; 'Final~ente se ·dan': los . resultados obtenidos 

y· la~ ~óncl.U~i6~~·~''. 
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CAPITULO 1 

SOBRE EL CONCEPTO DE SOLITON 

1.1.- ALGO DE HISTORIA "PEOR ES NADA". 

1.1.1.- GENESIS DEL CONCEPTO DE SOLITON 

l 

Al parecer el primero en observar ondas solitarias fue el 

ingeniero y arquitecto naval escoc~s John Scott Russell hacia 1834. 

Russell introdujo el concepto de onda solitaria a la ciencia de la 

hidrodinámica a mediados del siglo pasado. El incidente que lo 

llevarla a observar las ondas solitarias se debió en gran parte a 

la necesidad de hacer posible la navegación con naves de vapor en 

los canales de Edinburgo y Glasgow. Consultado sobre esta 

posibilidad sugirió hacer antes unas pruebas. 

Una vez instalado en los canales de Edinburgo y Glasgow, 

Russell llevó a cabo una serie de observaciones, para las que 

utilizaba una barca que era arrastrada por un par de caballos. 

El observaba el movimiento de la barca que era rápidamente 

jalada por el estrecho canal. Esto propiciaba el acumulamiento de 

una masa de agua en el canal, que en un principio se acumulaba en 

la proa de la barca en un estado de violenta agitación. En seguida 

esta acumulación de agua se desplazaba alejándose de la barca a 

gran velocidad, adquiriendo la forma de una gran elevación 

solitaria de agua, la cual tenia una forma suavemente redondeada y 

bien definida. Dicha elevación continuaba su curso a lo largo del 

canal, aparent~mente sin cambiar su forma y sin disminuir su 

rapidez. El mismo Russell calculó la velocidad de la onda solitaria 
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que resulto de entre 13 y 14 kilómetros por hora y observo que por 

espacio de algunos 9 metros preservaba su forma original con una 

elevación de aproximadamente medio metro. Su velocidad disminuía 

gradualmente después de un recorrido de tres kilometros 
1•>. 

Hacia 1844 Russell publica su reporte sobre ondas de agua. En 

este trabajo demcstró en forma clara los aspectos escenciales de 

los diferentes tipos de ondas de agua. En su trabajo clasifica a 

las ondas de agua en cuatro categorías. 

l),- Ondas oscilatorias 

ü).- Ondas capilares 

Ul).- Ondas corpusculares 

iv).- Ondas de translación 

Fueron éEtas últimas para las que ~ussell insistión en 

elaborar una teoría matemática, estando convencido de que tal 

teoría seria realizada por futuras generaciones de físicos y 

matemAticos. 

En 1872 Boussinesq derivó una ecuación paró ondas en la 

superficie de un líquido cuyas soluciones resultaron las de ondas 

solitarias. Esta es la ecuación de Boussinesq. e••> 

En 1895 los f1sicos holandeses O.J. Korteweg y H. deVries 

derivaron una ecuación que lleva sus nombres estudiar las 

ondas de agua en un canal rectangularr6
• ••

1
• Ellos aportaron una 

1•) Paro md• d•tr.1Ll4¡¡ 9obr111 la VLdo. y obro d• J. S. Rua•ell ref 
5. 

1••1 1'.,,,,'14. (plt• 6fr/})Yo>e.+- 1/Jl<>t.H.'14.:::.0 

1•••> r/;>l • .._..._ •/><Ps. • t/;H.H.:.C :::. O cor. '- unu conatanloo 



3 

fundamentación an3:litii:a sencilla para el estudio de ondas 

solitarias, donde incluyeron efectos no-lineales y dispersivos a la 

vez que despreciaron los efectos disipativos. 

1.1.2. LA ERA DE LA SIHULACION DIGITAL 

En el periodo de tiempo que va de finales del siglo pasado a 

mediados del actual, la actividad relacionada con la teoria de 

ondas no-lineales fue casi nula, ya que las soluciones de ondas 

solitarias fueron consideradas más bien como una curiosidad 

matemática de la teoría no-lineal de ondas. 

En 1939 Frenkel y Kontorova 
, .. ,, 

derivaron la ecuación que 

actuz l.1:.ente lleva el nor.ibre di;: Sine-Gordon 
... 

al estudiar la 

propagación de uná dislocb~ión en una cadena infinita de átomos, 

saltando elásticamente sobre una cadena inferior de átomos 

similares 

En 1953 Seeger Donth y Kochendorfer"'", utilizando la 

ecuación de Sine-Gordon, describieron el movimiento de una 

dislocación en un cristal. 

No fue sino hasta 1955 que el interés por la teoria de ondas 

no-lineales empezó a tomar cierta importancia con los trabajos 

publicados por Fermi, Pasta y Ulam 
UPJ 

sobre la conducta de un 

sistema de osciladores no-lineales, es decir de un conjunto 

acoplado de resortes no-lineales de masas discretas. 

OrL91.nulmenlo e lita ocuaclón ccnocla 

la. ecuactón de kl&Ln-Oordcn, el n.:imbre de Slntr-Oc.rdon 

a warlln Kru11kal. 
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Lo importante en E:Stos trabajos es que, por primera vez, se 

utiliza la simulación digital para resolver el problema 

numéricamente. También se podría decir que el interés por las ondas 

solitarias se debió en parte al interés que presentaba para los 

estudios efectuados en física de plasmas. Asi en 1958 1 en la Unión 

Sovi~tica Sagdeev postuló que las soluciones podrían propagarse en 

un plasma en forma similar a como se propagaban en una superficie 

liquida. 

En 1962 Perring y Skyrmec•!!IJ estaban interesados en las 

soluciones de ondas solitarias de la ecuación de Sine-Gordon como 

un modelo sencillo para partículas elementales. 

Las soluciones obtenidas por simulación digital indicaban que 

tas ondas sol(tarias emer~lan de la colisión con ta mlsma forma y 

11eloci.dad can tas que entraban Perring y Skyrme fueron 

capaces de dar una expresión analítica de la •:::elisión. 

En 1965 Norman Zabusky y Hartin Kruskal '"°' usando simulación 

digital concluyeron que las ondas olitarias ( en el formalismo de 

la ecuación Korteweg y deVries sufren colisiones elásticas. 

Mientras investigaban las condiciones bajo las cuales 18s ondas 

solitarias podian ser observadas, Zabusky y Kruskal, mostraron lo 

siguiente: ondas unidireccionales de resortes de masas discretas 

con una ley de fuerza cuadrática entre las masas podían ser . 

modeladas por la ecuación de Korteweg y deVries; las soluciones 

obtenidas por simulación digital, arrojaban la información de que 

en tales solucic·nes exisc lan -:?ntidades que eran persistentes en eL 

tt:.em.po y a las que Zabusk.y y Kruskal bauti2aron con el nombre de 
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sol i tonesCóOJ. 

Desde entonces y hasta la fecha se han venido derivando nuevas 

ecuaciones que exhiben soluciones de solitón. Entre ellas est4n las 

siguientesC!HJ: ecuación no-lineal de Schri)dinger, ecuación de 

Hirota·, ecuaciones de Manley-Rowe etc. Además se desarrollaron 

métodos poderosos y sofisticados para resolverlas tales como la 

transformación de sacklund, el método inverso, que puede ser 

considerado como una generalización no-lineal de la transformada de 

Fourier etc. 

1.1.3.- UN FUTURO PROMETEDOR 

Desde que el término de soli tón fue acul'íado en 1965 por llorman 

Zabusky y Martin Kruskal se ha venido dando una intensa actovidad 

científica relacionada con el concepto de solitón sus 

aplicaciones. 

Para apreciar la impo~tancia que ha suscitado el concepto de 

solitón, se verá a grandes rasgos lo que ha acontecido a partir de 

los anos 60's en lo que se refiere al número de trabajos publicados 

que incorporan la palabra de solitón en su titulo. 

En 1968 se publicaron 10 trabajos. 

Entre 1968-1970 el número de trabajos disminuyó a la mitad, es 

decir, solo fueron publicados 5 trabajos. 

Entre 1970-1972 se observa un incremento; el número de 

trabajos publicados es de 30. 

~ntre 1972-1974 hay una drástica disminución; el númerü de 

trabajos publicados fue de B. 

Entre 1974-1976, el interés sobre el concepto de solitón 



\''..h-:lv.,,:,. ·a tomar auge. ya que el ntlmerc de trabajos publicados es de 

100 aproximadamente. 

Entre 197~-1978, a 13 a~os de que se bautizara el solitén, se 

da una verdadera explosión en el incremento de trabajos alcanzando 

casi laE 1000 publicaciones. 

De 1978 en adelante resulta practicamente "imposible" seguirle 

la pista al n~mero de trabajos publicados, ya que, el concepto de 

solitón ha penetrado en muchas ramas de la física, la matemática y 

la ingeniería. 

Actualmente el uso del concepto de solitén está todavía en la 

fase inicial de lo que muchos piensan tendrá un uso que crecerá 

exponencialmente. 

1.2. SOBRE SOLITONES 

1.2.1.- ONDAS VIAJERAS Y ONDAS SOLITARIAS 

Antes de definir el concepto de solitón se tratará de precisar 

conceptos tales como: onda viajera y onda solitaria. 

Sea V = f(X) una función que esta representanda 

por una curva continua. Si se reemplaza la variable 

grAficamente 

x por la 

variable x-a., donde a. es una constante positiva, se obtiene la 

función 11 = f(»-a.) cuya gráfica tiene la misma forma que la gráfica 

de la función f(x), pero ha sido desplazada sin deformación hacia 

la derecha una cantidad a. . 

Similarmente, pdra x+a., se tiene que y= f(x+a.) representa un 

desplazamiento rígido de la curva hacia la izquierda en la cantidad 

a.. Todo lo anterior está esquematizado en la figura 1.2. 
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Figura 1.1. gráfica de la función f .<x¡ 

Si consideramos a la constante a. como a= vt donde es el 

tiempo y v es una nueva constante, y si ~ ± = x ! ut, entonces. se 

dice: que: 

</> (x,t)= <!>., ({_) 

o 

r/J (X,t)= <f> (X-Ot) 

representa una onda qu~ se mueve hacia la derecha con un.a velocidad 

constante o (ver figura 1.3). Y que 

\6.,({+): </>(x+Vt) 

representa una onda que se mueve hacia la izquierda con una 

velocLdad constante u {ver figura 1.4). 

Así, 

~ ± = X ± Ut 

representa la posición en un sistema coordenado que se está 

moviendo con una velocidad constante v para el que la onda está 

estacionaria. 



t. (tie.....po) . 

1.2 desplazamientos rígidos de f (X) en la cantidad 

(aw.plrfvcl) 
'b 

la izquierda y hacia la derecha 

e 

ft'it-a.) 

a hacia 

Figura 1.3. Onda moviéndose hacia la derecha con una velocidad 

constante v 
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A las ondas -de la forma 

donde X± "vt 

se le suele llamar ondas vlajeras u' 

lo anterior se desprende que: 

Una onda u(ajera ~u({±) 

solamente a través de ~± X ± 

constant~. .J 
fe.-.plj-rv.\) 

Figura 1.4 Onda moviéndose hacia la izquierda con una velocidad 

constante v 

O~ la gran variedad de ondas viajeras, se pueden seleccionar 

soluciones localizadas llamadas ondas solitarias. 
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viajera 
"· ·-· 

localizada que tien.de a_ un'_~a101~ ··.c9n_~_tiint~- c._u_ando_ { ._'.~ __ ±_;_oo 

En la sigUiente sub-seccion se precisará lo que para nosotros 

es un sol i tón. 

1.2.2.- QUE ES UN SOLITON? 

Anteriormente se menciono que tanto en los resultados 

obtenidos por Perring y Skyrmec'51 
como en los obtenidos por 

Zabu~ky y Kruska1'60
, 1 las ondas solitarias emergi an de la colisión 

con la _misma forma ·y velocidad con las cuales entraban. 

_Para introducir el . concepto de solitón se partirá del 

siguiente problema: 

-- ' Con' la: evidencia anterior < resultados de Perring-Skyrme y 

-.Z:a·t.usk~~~r~Skal-), supongamos que se tienen dos ondas solitarias 

,;--u:>_ y rp ())) (con~= x-utt y !)= x-uzt) que tienen amplitudes 

diferentes. Sup<:>ngamos también que 4>( {) y 4>( !)) se propagan a lo 

largo de una linea· recta en el mismo sentido «t>< O a la izquierda 

de <P< >J)), es decir, en una dimensión, donde la velocidad de 4>({) es 

mayor que la velocidad de rpc !)) ( ut ' uz ) ( ver .figura 1. 5) . 

Si la onda de mavor amplitud ~{F,) se encuentra a la izquierda 

de la onda de menor amplitud 4>!n), sucederá que, en un cierto 

tiempo, la onda solitaria ~({) alcanzará a la onda solitaria 4><nl 

sufriendo ambas una colisión, es decir, una interacción no-lineal. 

S.:irp1·esivamente se observa que las ondas solitarias siguen su 

curso sin haber cambiado su forma, amplitud y rapidez después de la 

interaccion {ver figura 1.6). 
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De lo anterior se puede concluir que las ondas so:olitarias 

asociadas a ecuaciones no-lineales, tales como la ecuaoeción de 

Sine-Oordon y otras ecuaciones que describen la e-s=:volución 

no-lineal, gozan de las siguientes propiedades: 

a) La solución de pulso se propaga sin distorsión. 

b) Se preserva su forma y rapidez después de la interasacelón. 

Figura 1. 5. movimiento hacia la derecha de dos ondas solit.:t tarlas con 

diferentes amplitudes y velocidades 

A continuación se pasará a formalizar lo que en eets:e traba jo 

se entenderá por un solitón. 

D~FINICION 1: En términos generales se dirá. que un sooo litón es 

una solución de onda solitaria de una ecuación de onda e si cumple 

con lo establecido en a) y b). Esto es: una entidad loc;;=a l!zada o 

solitaria que se propaga a una rapidez uniforme y preserv.vva su forma 

y rapidez en interacciones con otra ( u otras de talos• entidades. 

Obviamente se tiene que todo soli tón es una onda solitaria, 
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pero existen ondas solitarias qu-:: no son solitones. El ejemplo de 

una onda solitaria que no es un solitón, es el de la flama de una 

vela (para este ejemplo ver la referencia 51 p. 1445). 

Como un corolario de la definición se sigue que el ejemplo 

quizá mAs sencillo de un soli tón sea la solución de pulso de onda 

Figura l.& Dos ondas moviéndose en una linea recta. a) antes de la 

colisión; bl en la interacción; c) y d) después de la colision 



de la ecuación dé. onda ,lineal sin dispersión. 
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DeFINICION 2 : Un solitón tipo Sine-Gordon es una solución de 

onda solitaria de la ecuación de Sine-Gordon. 

La forma anal!tica de la solución de onda de la ecuación de 

Sine-Gordon será obtenida en el capitulo II. 

1.3.-EL SOLITON COMO UN PARADIGMA 

Con frecuencia los físicos se han propuesto, en primer lugar, 

aplicar los recursos metodológicos que vienen siendo desarrollados 

por los matematicos; con el fin de resolver problemas que en 

general no pueden representarse por "esquemas" lineales. 

En realidad existen muy pocos problemas no-lineales que pueden 

resolverse en forma exacta. La gran dificultad que presentan los 

problemas no-lineales es que, aparentemente, no existe un 

proc~dimiento gracias al cual éstos puedan ser unificados. As! la 

ecuación no-lineal supuesta como un modelo, casi siempre tiene un 

alcance limitado en cuanto a su aplicación y validez. Para entender 

los problemas no-lineales se han desarrollado ciertos métodos para 

resolver de manera exacta ecuaciones como la de Sine-Gordon, la de 

Korteweg y deVries etc. As!, los desarrollos relacionados con el 

concepto de solitón estAn proporcionando una nueva visualización 

que podrla calificar al concepto de solitón como un paradigma, es 

d&cir, los conceptos incorporados en el análisis matemático de 
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solitones están dando sistemáticamente nuevos puntos de vista, es 

decir un paradigma. 

Es asi, en el sentido paradigmatico que el concepto de solitón 

esta apareciendo en muchas ramas de la flsica. 
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CAPITULO 2 

LA ECUACION DE SINE-GORDON 

2 .1. - A MODO DE INTRODUCCION 

Comunmente los fenómenos relacionados con las ondas 

no-lineales aparecen en diversas ramas de la fisi~a. Ejemplo de 

tales fenómenos son: el rompimiento de las olas de mar en las 

playas; la propagación del potencial de acción a lo largo de los 

nervios, detonación de ondas en explosivos, y choque de ondas en 

gases y plasmas. Es por eso que cierto tipo de ecuaciones 

diferenciales no-lineales son de gran importancia en las diversas 

ramas de la física y de las ciencias aplicadas. 

Este capitulo tiene como objetivo el estudio de una de estas 

ecuaciones diferenciales no-lineales, a saber la ecuación de 

Sine-Gordon. 

2.2. LA ECUACION DE SINE-GORDON EXHIBE SOLITONES 

2.2.1. LA ECUACION ~DE SINE-GORDON SURGE EN GEOHETRIA 

La ecuación diferencial parcial no-lineal de segundo orden 

1 • "'º (2.1) 
~2 =7o2 sen</> 

(donde los parAmetros Co y wo son respectivamente la velocidad y la 

frecuencia características) es llamada la ecuación de Sine-Gordon, 

que es una ecuación de onda conservativa y dispersiva1
•l. 

... Una ecuocL6n de onda '" lo 
c'".Jn•ervo.t.Lva 

•cuo.e\.ór1 

11ub••cd.6n 9. 3. 2t. b, d1.11p•r•\.vo. \.o. 

depend• d. lr.1. frecuenc:\.c y d• \.n longLlud de onda. 

lo energ{a 

de SLne-Oordon 

ve\.ocido.d de 

tolo.\. •• 
la 

propaga.é1.ór'1 
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Po'r conveniencia sup~ndremcis q~e; .. cc (:X:; Asl la 

ecuacióri 

La ecuación (2.2), _es la forma normalizada de la ecuación 

(2.1). 

La ecuación de Sine-Gordon apareció por primera vez en el 

siglo XIX en conexión con ciertos problemas de geometría 

diferencial U.BJ 

Si las variables en la ecuación (2.2) son transformadas como 

1 
(x + t) X r¡ =y 

1 
(X-t) =y 

<P<x:tl 'I' (r¡,T) 

entonces se llega a la ecuación equivalente: 

~=sen>¡1 (2.3) 

que se estudió por varios aNos en conexión con la teor1á de . 

superficices pseudo-esféricas de curvatura negativa. constanteu81
• 

La ecuación de Sine-Gordon es de interés actual ya que no solo 

es completamente integrable y sus soluciones tienen notables 

propiedades de solitón, sino también porque es considerada como un 

modelo para fenómenos no-linealesu. "01
• La ecuación de Sine-Gordon 

ademAs es importante, hablando en términos generales pues mezcla 

los ingrediE!ntes m.1s comunmente utilizados. 
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a) Un término cinético (que puede ser tr3nslacional, 

rotacional,· etc). 

b) Un término de esfuerzo lineal. 

c) Un término de potencial periódico. 

Finalmente, es importante mencionar que: la ecuación de 

Sine-Gordon se puede considerar como la generalización al caso no 

lineal del oscilador armónico. 

2.2.2.- ECUACION LINEAL DE ONDA 

Se sabe que los procesos de ondas que ocurren en los diversos 

medios homogéneos son usualmente descritos por la ecuación 

diferencial lineal de onda 

"2"' l ..!t..:L = o 
bx2 - ~ bt 2 

(2.4) 

La ecuación (2.4) describe la propagación de ondas viajeras 

que viajan a una velocidad constante Co. 

Tres son las hipótesis que son formuladas para plantear la 

ecuación (2.4). Estas hipótesis son13
"' 

NO.l LINEALIDAD: Las amplitudes de las oscilaciones· son 

suficientemente peque~as. Esto significa que los términos 

no-lineales en ~ son peque~os y por lo tanto pueden despreciarse. 

No.2 NO HAY DISPERSION: El intervalo de longitudes de onda 

bajo consideración es aquel para el que no hay dispersión; esto 

significa que la velocidad de propagación es independiente de la 

frecuencia y de la longitud de onda en ese intervalo. 

No. 3 NO HA}" DISIPAC!ON: La ecuaci6n (2.4) es invariante con 
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respec1:.o a la inversion en el tiempo, esto es. invariante onte la 

transforrr'taciCn t~ - t.. 

Si se rechazán estas tres hipótesis, la ecuación (2.4) deja de 

ser uf1~versal y cada medio tiene que ser descrito por su propio 

sistema de ecuacionesc9
cSJ. 

Sorpresivamente, si estas tres hipótesis no son rechazadas 

completamente. es decir, si se considera que los efectos de 

no-linealidad, dispersión y disipación son pequel"ios se obtiene una 

ecuación cuya forma es la misma para una gran variedad de 

fenómenos. 

La ecuación de Sine-Gordon surge cuando son rechazadas las dos 

primeras hipótesis, es decir, la linealidad y la no-dispersión. 

La ecuót:i6r1 de Sine~Gordon es no-lineal y dispersiva pero ignora 

los efectos de disipación. 

2.2.3.- BAJO QUE CONDICIONES LAS ECUACIONES DE ONDA LINEAL 

Y NO-LINEAL EXHIBEN SOLITONES 

Como la solución de pulso de la ecuación de onda lineal (2.~) 

resulta ser un ejemplo de solitón, se sigue que la ecuación lineal 

de onda (2.4) sin dispersión, exhibe solitones. 

El introducir el término de dispersión y eliminar la 

no-linealidad en la ecuación (2.4) desecha la posibilidad de tener 

solitones. Esto se debe a que las diversas componentes de Fourier 

con condiciones iniciales se propagan con diferentes velocidades. 

Introdu~ir la no-linealidad sin dispersión en la ecuación (2.4), 

también rompe con la posibilidad de que existan solitones 
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debiendose esto a que la energla del pulso est~ siendo.· 

continuamente inyectada en los modos de frecuencias altas. 

Resultarla extra~o que una ecuación de onda no-lineal con 

dispersión (que es el caso de la ecuación de Sine-Gordon) pudiera 

exhibir soluciones de ondas solitarias, y más extra~o resultar!a si 

exhibiera solitones. Aunque lo anterior parezca paradójico, se sabe 

que las ondas solitarias ocurren también en sistemas los cuales 

estAn caracterizados por la no-linealidad y la dispesión. 

Las ondas solitarias pueden comprenderse cualitativamente como 

representando un balance entre los efectos de la no-linealidad y 

dispersión. 

Resumiendo lo anterior, se tiene que: 

l.- La ecuación (2.4) sin dispersión exhibe solitones. 

2.- La ecuación (2.4) con dispersión no exhibe solitones. 

3.- La ecuación (2.4) con no-linealidad y sin dispersión no 

exhibe solitones. 

4.- La ecuación (2.4) con no-linealidad y dispersión exhibe 

solitones. 

La ecuación de Sine-Gordon exhibe pues soluciones de ondas 

solitarias que son solitones. 

La forma analltica de las soluciones de solitón de la ecuación 

de Sine-Gordon se obtendrá en la sub-sección 2.3.2. 

2.3.- SOLUCIONES DE LA ECUACION DE SINE-GORDON. 

2.3.l SOLUCIONES DE AMPLITUDES PEOUERAS. 

En lo que resta del capitulo se trabajara con la ecuación 
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n:r:r..:.! i::ada de Sine-Oordon ( 2. 2) , .a meno's .que.. expli~i tamente se 

diga c.tra cosa. 

Si suponemos que ~ está tener pequel'fas 

variaciones angulares en torno de. rp·-: ~·, es decir. si r:p < < 1, 

en~~nces se tiene que sen ~ ~ ~- Con la _suposici~n anterior la 

<=:'Ja~ión ( 2. 2) se reduce a la ecuación diferencial parcial lineal 

ds segundo orden 

(2.5) 

Las soluciones de la ecuación (2.5) son de la forma 

(2.6) 

::::i.:is A ~s una constante e t = Y-11. 

- 4
2Aexpl [Ax-wt] 

-w
2 Aexpl [11.x-wt] (2.8) 

l&s s~gundas derivadas parciales de (2.6) con respecto a x y t. 

Sustituyendo (2.7) y (2.8) en (2.5) se obtiene 

[-42~expi [11.x--wtJJ - [-w
2
.Nexpl[Ax--wt]J = Aexpl[Ax-wt] 

Simplificando la expresión anterior resulta 

es decir, 

2 
w A,2 + 1 (2.9) 
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J·etació~ d.,;,. dt.s~rsión 

entre· u(Y~· A;~ 

De (2.9) sigue que: 

11,) = / A.2 + 

Esto significa que ex1tt.e propagación para todos los valores 

reales de A excepto para aquellos en los que 1w1 < ·1; en· este caso 

A se vuelve imaginaria y las soluciones resultan ser soluciones 

estacionarias C!J!JJ. 

La grafica dela relación de dispersión (2.9) se ilustra en la 

fig. 2.1. 

Figura 2.1. Gr~fica de la relación de dispersión w2 = A2 + 

Supóngamos a continuación que ~ estA restringida a hacer 

peque~as variaciones angulares en torno de ~ = íl¡ se sigue que la 



... ·< ,-,- -- --~·-,_-~----~·~~-'- .; 

ecú~c ió~ e 2; 2 ¡:\ie r'educe a~' la· ecuacüSh dÜerericÚl 

dt: segiJ~~ú-· ~rdeñ . . '.'. .. \'. ~->~·,_;:~~~--· 
paré:J·a1. · lineal· 

·<;~; - a'.:> . 
...... ·.· •. - •t•, -·, = -4> ,• 
V"" U '._,, .. , 

La· ecuaCión c2:1ol admite también_ e¿~;, '~olució~. ·~.i~ expr.;'sión· 
. ~-·L:~·t~.;' ": - .,º ~:--~,1- ::'.··~~--:;·.-: i' -

s~su:~Yi~ :2/~r y (2.si 

(2;6). 

En forma completamente anAloga, 'si'· se· 

en (2.10),se o~tiene. 

donde 

(2.11) 

La expresión (2.11) es una vez más la relación de dispersión 

entre"' y 4. 

Como ~ = /:;-:-:-' se sigue que existe propagación para 

todos los valores reales de "'• pero para 141 1, w se vuelve 

imaginaria, y las soluciones resultan ser soluciones 

inestables e 1.o. 50 ' "~J. 

La gráfica de la relación de dispersión (2.11) se ilustra en 

la Cig. 2.2. 

2.3.2.- SOLUCIONES DE AMPLITUDES GRANDES 

A continuación se investigarán las soluciones de la ecuación 

de Sine-Gordon (2.2) que no están restringidas por la hipótesis de 

amplitudes pequeNas. 

Consideremos ondas viajeras, es decir, soluciones de la forma 



donde 

la relación de dispersión 

42 = tiJz + 1. 

~ = X - Ul. (2.12) 
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con u una constante que representa la velocidad de propagación. 

Matemáticamente esto corresponde a suponer que </> depende de las 

variables X y t en la forma 

</> = </>(X - Vt) 

As! tales soluciones son traslacionalmente invariantes. Para 

tales soluciones las derivadas parciales con respecto a las 

variables x y t se convierten en derivadas totales con respecto a 

~. 

En efecto, haci~ndo uso de la regla de la cadena se tiene que 



De (2.12) se sigue que 

y 

" et 
¡;;;;- = ~ 

Utilizando de nuevo la regla de la cadena se obtiene 
11• " (a! ) " (~) ~ et [,:) ;;;! • ;;;:-- =~ l1x =ti( 

resultando 

(2.13) 

En forma completamente an~loga 

y 

8 2 z d,z 

Tt2 ~ "d(' 

- " 

(2.14) 

Sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.2) se obtiene 

o 

y finalmente 

sen rp 
1.- .,2 

sen 4> 

(2.15) 

24 
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" 1 - u2 

entonces (2.15) se puede escribir como: 

~=a sen q, 
dl'.' 

(2.16) 

La ecuación (2.16) es una ecuación diferencial ordinaria de 

segundo orden que es semejante a la ecuación diferencial que 

describe el movimiento de un péndulo simple. 

Multiplicando a ambos lados de (2.16) por (rf.4>/d(J se obtiene 

( : J, [ ~~ J = a. sen </> • [ : J 
o 

~ ~ ( ~ ) = " sen q, · ( ~ ) (2.17) 

como 

a. sen rt> • ( ~ ) = ~~ [ " (E.- cos <f¡)] 

(donde E es una constante de integración) se sigue que (2.17) toma 

la forma 

~. d. [ ~) d. 
[a(E - cos 4»] (2.18) 

d.t <tr- <tr-
lnt<:grando a (2.18) 

f ~ . d ( ~) f ~ FE -~~s </>;] ~ 
se obtiene 

1 [ ~ r a (E - cos<f¡J ~ 



dY, = ± _1_ 
.,r¡;i 

(_!!±_ .. ) z.' 
a( ·. 

-{ 2 (E - cos .Pl 1 

Integrando (2.20) se obtiene 

.pu 
± 1 

Jo -{ 2CE ~ cos -tal 

cornr.,.1 a. = ( l 2 -· -u ) se obtiene que, 

.pi 

(2.21) 

.pu 

± J;7 L -:..,;::;;2:::;(:;;E=~=c=o=s=.P;::l:-

26 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

toma la forma 

(2.22) 

La ecuación (2.22) es una integral el1ptica de Jacobi de 

primer género' 281 

En el caso de la ecuación de Sine -Gordon no normalizada 

12.1), la ecuación (2.22) toma la forma 

~, ::: ± / 1 - u2 /Co 2 1 Co s"'u dtfi 
"'o o -{ 2 (E - cos .P l 1 

(2.23) 

Dos casos de suma importancia son: 

PRIHE:R CASO. 

E = 1 y l' < 1. 

En esta situación se tiene que {2.21) se reduce a 



·.¡,u 
d;p { = :J: __ l I 

·ra-i o -( 2 ( l - cos <Pl 1 
(2.24) 

Para calcular la integral 

.P., 

fo" 
d;p 

2 ( 1 - cos 4>) 

se utilizar~ la siguiente identidad trigonométrica 

o 

4 sen
2 (+) = 2(1 - cos .P> 

Sustituyendo (2.26) en (2.24) se obtiene 

.pu 

± ~Jo -/::::===:"'~( =4> :;:)::::; 
4sen z-

.pu 

:!: ;..,Jo 2 sen d;przJ 

(2.26) 

(2.27) 

La integral (2.27) es sencilla y viene dada como 

.P., 4> 

{ = ± ~J0csc ({--) (+ dLP) = ± ~ln (tan (-+) ] 
Asl, se obtiene que 

{ = :!: )..-. ln [tan ( 4> ~ ) ] 

28 
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± /"71{ = ffi [tan ( </>~ ) ] (2.28) 

Exponenciando primero y luego usando la función ·inversa de la· 

tangente en ambos lados de (2.28) 

exp [±..,........ {] = exp 

are 

finalmente se obtiene 

</>u = 4arc tan [e>tp (± 
Como a. = ( l-u'l-1 

y { = :c-

escribir como 

+ 
</>~ = 4arc 

o en la forma mAs general . 

.p± = 4arc tan {exp [± "' - vt - "'º J} 
u .,ll:'"U', (2.31) 

En el caso de la ecuación de Sine-Gordon no normalizada (2.11 1 

la ecuación (2.31) toma la forma 

+ .p- = 
u 

Las 

4arc tan {exp [± wo (X - ut - Xo) ]} 

C o .¡-¡-:--;:;2 /C o 
2 1 

el<presiones ( 2. 30) , ( 2. 31) o ( 2. 32) 

(2.32) 

representan la 

solución de una onda solitari~ o solltón. El parámetro u representa 

la velocidad constante del solitón Cla cual estA restringida a 

tomar valores entre -1 y 1 en el caso de las relaciones (2.30) y 
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\ :! . :,1 ), ; y el .Parámetro ~- indi~~· ·e1.·-_ce~.~ro·:~del:._.so~itórl. 

La expresión· . 

. ·~~ = 4arc tan "{exp' [· -----

es una función que crece monótamente de.cero a 2n cuando x va de.-a> 

a +oo <ver fig.2.3). 

La solución (2,¡1) representa un solitón que se mueve de 

izquierda a derecha con una velocidad constante u. 

La expresión 

~: = 4arc tan { exp [- X - Ut ]} ---{"l"::"ü'21 
(2.34) 

de~rece monótonamente de 2n a cero cuando x va de -oo a +oo 

Figura 2.3. Un solitón propAgandose con.Velocidad u 
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Figura 2.4. Un anti-solit6n propAgandose con velocidad v. 

( ver r ig 2. 4 ) . ~ 

La solución (2.34) representa un anti-solit6n que se mueve de 

izquierda a derecha con velocidad constante v. 

SE:GUNDO CASO 

E = -1 y V > 1 

La ecuacion (2.21) toma la forma 

"'º {=±-1 r 
-{O.!Jo -f2t-1 - cos 1»' 

y la solución vine dada como 

</>~ = 4arc tan {exp [:!: (2.35) 

La expresión (2.35) es una solución inestable t 'º· !SOJ 

ecuación de Sine-Gordon normalizada. 

de la 

Volviendo a la ecuación (2.22) encontramos que dicha ecuación 
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admite.dos soluciones interesantes que tienen cierta importancia. 

La primera clase de soluciones es aquella para la que 

E > 1 y u ( l 

en este caso ~ resulta ser una función monotamente creciente de { 

que puede escribirse como( 28
J 

{ 

2 [ X - ut ~., = are cos 2 cd '·. 2 •. ~1 
(2.36) 

donde cd es una función el1pt1ca de módulorzet 

k = -ri-r--
Para E >> 1, la ecuación {2.36) se reduce a 

:fJ O: /-
2
-E- 1 (X - Ut) 

u l - u2 

El segundo caso es aquel para el que 

-1 < E < 1 y u ) 

Aqu1 ~ resulta ser una función periódica de { que se puede 

escribir coraorzai. 

~., = 2 are sen { ksn [ =• -_": ]} 
donde sn es una función el1 ptica de m6dulo1281 

/ 1 - E 1 k = --2--

Como la magnitud de sn es siempre menor o igual a 1, se sigue, 

que la magnitud de rp estará restringida por1281 



</>.~ 2 are sen (kl 

y -e~ aproximada~e~-t~ ~i~ua·1 a cero para E ~ l 

Las. o.tras ~~s ~~~~·tili1~ad~~ spn 

y 

_, :.:~1~-:-~ :E~/i': ¡: ·· 
·::)_;;7~:: ,;,.>-;·,';<>:.:.'_ 

., , --. .:;:'./.: ';·;:~. ~ .. -_ :·-,,·_, ~{:".' :_·: -:~~< 

y 
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... ' 1 

_, -~·::~~-: .~:} E:'.trfr~:c y;,: y º , 

¡¡,;sumiE!ri~~i,·i'a:s ~¿,¿C.~ones de la ecuaci6n de Sine-Gordon (2.2l ' ·. ~~~'~< ?: ·;,·,·~-' . 
pueden ser dfvÜlida·s· ¡,;;·cuatro categorJas que son: 

;;·~ E.~.':i",é u;c 1 y. :r ~O </>es monótona creciente. 

~ ·~ i c'c ·E c. 1; u < l. </> es peri6dica alrededor de n . 

. 3.- ~1 i E e 1, u > l. 4> es peri6dica alrededor de cero. 

4. - E ~ -1 ~ V ) y :: ~ O </> es monótona creciente. 

2.4.- APLICACIONES DE LA ECUAC!ON DE SINE-GORDON. 

2.4.1.- PROPAGACION DE UNA DlSLOCACION EN UN CRISTAL. 

Como ya se mencion6 en la subsección 1.1.2. (capitulo ll, la 

propagación de una dislocación en un cristal sólido fue estudiada 

inicialmente por Frenkel y Kontorova czcn. El modelo que éstos 

propusieron consideraba una cadena de átomos, que suponian fijos 

con respecto a una cadena superior de átomos en movimiento (ver 

fig. 2.SJ. 

La cadena de atarnos fijos da origen a un potencial periódico 

para el i-ésimo atomo en la cadena superior de la forma151 

A 1 - cos [ 
2no..p< ) 
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Figura 2.5. (1) y (2); cadenas inferior y superior de atomos. 

donde ~l es el desplazamiento del i-~simo átomo de su posición de 

equilibrio con respecto a la cadena de átomos fijos (ver fig. 2.5) 

y "a" es el especiamiento dc.1~red. 

La ecuación de movimiento para el i-ésimo átomo en la cadena 

superior viene dada 131 por 

~·'Pl = 2ílA 
( 2íl a."' l ) + .\ (;> .. , - 2;>' + .p. ) (2.37) --- sen 

St 2 a. ... 
donde m es la masa de un átomo, A es la constante de la fuerza 

el.:tstica entre átomos vecinos y "a." el espaciamiento de la red. 

La ecuación (2.37) para 1, 2 1 •••••• , N representa un 

conjunto de ecuaciones en diferencias acopladas que puede ser 

transformado en una ecuación diferencial parcial mediante un 

proceso de limite. 

En efecto, haciendo131 

en el limite la ecuación (2.37) se transforma en la ecuación 

diferencial parcial no-lineal 

~·~ __ 1_ n'~ 
--;;;¿- - C~ éH 2 

e! sen ~ (2.38) 
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que no es ·otra qúe ia ecuación·.- d~- -s:rne~·a-ora·on :donde 

.. ·~· ~··J:~:i"'. 
~-.. -.-' -.. ;." :: . : '.''· ..... »· 

<=s la .. velociad iimite c¿r~cte~lsi:féa que· coincide.con. la velocidad . (•,:. 

del sonido en 'ei 'cristal· y·· 

lo: 

2.4.2.- PAREDES DE BLOCH EN CRISTALES MAGNETIZADOS 

Se sabe que un material ferromagnético se divide en dominios y 

tada dominio está totalmente magnetizado y además que lo~ diversos 

-::::.mir1ios pueden orientarse al azar121 (ver fig.2.6). 

Fue Pierre Weiss quien en 1907 intradujó la noción de dominio. 

A m~~ida que se pasa de un dominio a otro, el momento magnético mo 

gira gradualmente de su posición original a otra nueva posición. 

Esta región entre los dos dominios se llama pared de dominio y 

Ec a~~hura es de aproximadamente unos cientos de atamos. Asi una 

~ar~~ de Bloch es la región que separa un dominio con cierta 

orien~ación de magnetización de un dominio con otra orientación de 

magfietización {ver fig. 2.7) . 

.Se sabe que cuando un campo magnético externo es colocado 

pai·alelamente al eje de un cristal, los dominios can sus 

magnetizaciones paralelas al campo se incrementan en tama~o a 
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expen~as de· los dominios con magn~tizaciones einti - paralc:las al 

campou
91

• Esto da lugar a un movimiento de paredes de dominio. 

Figura 2.7. Estructura de una pared de Bloch 

Si se supone que la magnetización H hace un Angulo peque~o con 

el plano YZ¡ en este caso M tendrá una componente normal al plano 

de la pared, y aunado al campo magnético se requiere un campo de 

desmagnetización que sea normal al plano de la pared. Este campo de 

desmagneti2ación produce un torca que actúa sobre M y que se suma a 

la torca causada por el cambio en la energía libre de la pared 

debida a la diferente orientación de la magnetización H. 

Las torcas que actuan en M en la dirección del eje X, son 
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debidas _a la-. interacc·ion.· .. ~~~-~e'- ~sPi1:ieS :de .:~.it~mo~-- vecinos y la 

anisotropia df,1·.~'rist~)'.'2> · ' ·~·. 

La ecuaci6J·d~i~'2.;S{~i~~~~ ;~~~~ düec2ión ,del. éJe x viene dada 
_!;'.. '~=;1:: :'>-';,", -::~:~:_ '>. 

' -~ '.',,·"' ,:'~'.:.\, -:>.~»: :·. 
·-:/ .--·;-,e~, 

[ .
.. ' "

2

~·]· ; k ~~n .24' 
: /Jx , •. 

(2.39) 

donde r es la /~zón giromag~ética•dada por 

.. y=----2m.C 

con C la velocidad de la luz, e y me la carga y masa del electrón 

respectivamente. 

En la dirección <P del plano YZ existen torcas que actúan 

debido a los efectos de anisotropla y a los producidos por el campo 

de desmagnetizacion. Si se supone que la principal torca que actúa 

en el plano YZ o:s la torca de desrnagnetización, la combinación de 

las ecuaciones componentes que describen el movimiento de M 

conducen a ''
91 

M ¡¡</> = 4ílM2a ¡:-a;- (2.40) 

Diferenciando la ecuacion {2.40) con respecto al tiempo, y 

sustituyendo el resultado obtenido en la ecuación (2.39) se obtiene 

1 .,·~ k 
- -- --- = -- sen ~ 

ci bt 
2 

A 
(2.41) 

donde~ = 24' y Cw = 2y ~ es la velocidad limite de la pared. 

La ecuación {2.41) es una vez más la ecuación de Sine-Gordon y 

describe el comportamiento de la rotación de la magnetización M en 

la pared. 
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2. 4. 3. - TEORIA NO-LINEAL DE PARTICULAS ELEMENTALES 

Los problemas que han enfrentado las tt:!ortas lin~ales d~ 

particulas elementales se debe por un lado a que consideran a las 

partlculas como entes puntuales, es decir. sin extensi6n 1 y 

otro, que éstas partt culas puntuales representan singular id.a.de" 

el campo. 

Desde hace tiempo se han venido proponiendo teori.as 

no-lineales donde no aparecen singularidadesr,!5. '!Sd. '!S?J. 

Una teoria no-lineal para interacciones fuertes está siendo 

desarrollada donde la ecuación de Sine-Gordon aparece como un 

modelo clásico simplificadoc"e. 581
• 

En el contexto de las teorlas no-lineales el modelo de 

Sine-Gordon presenta facetas interesantes como el hecho de qu~_ 

debido a la no-linealidad, las soluciones son soluciones 

localizadas que pueden ser consideradas como particulas con 

extensión. 

En este modelo se trabaja en una variedad no-lineal como por 

ejemplo la circunferencia unitaria o, equivalentemente en el 

conjunto de los números reales módulo 2nc•e>. 

La densidad Lagrangiana t•i en una dimensión para la ecuacién 

de Klein-Gordon viene dada port"01 

-'!' = - _l_ [,,,• - ,,,. + ,,.,•,,,•] 
2 X 11 

(2.42) 

I•) Uno breve inlroducción a lo leor(o do denaidados Lograngiono.a 

do •n' lo ••cción 9. 2 1capltu\o 91. 



La densidad.Langrangiana C.2.4?,) n.o es._aélmis:ib.le'ya"que no: es 

periódic~. es decir, 

z ( i'l ,. z ( 1> :.: 

.Para. remedlar la no-periodicidad, se propone la siguiente 

densidad Lagrangiana["DJ 

Z + [9'~ -<P~ + 4m.
2 sen'(~)] (2.43) 

es decir, se ha reemplazado el término de la masa en la ecuación 

(2.42) por una función periódica de 9' con periódo 2n. Esta función 

se ha elegido as! de tal suerte que cuando ,p es peque~a la densidad 

Lagrangiana (2.43) se reduce a la densidad Lagrangiana (2.42). Esta 

última densidad nos conduce a la ecuación de Klein-Gordon en el 

limite de bajas amplitudes. 

La densidad Hamiltoniana corresponde a la densidad Lagrangiana 

:2.43) viene dada por 

rK = + [~~ + ~: 2 2 
+ 4m. sen (+)] (2.44) 

La ecuación correspondiente a las densidades (2.43) y (2.44) 

es 

"

2

1> = m
2 

sen ,p --:;T 
(2.45)· 

La ecuación (2.45) no es otra que la ecuación de Sine-Gordon . 

La ecuacic:in de Sine-Gordon constituye un modelo unidimencional 

adecuado para una teor!a no-lineal de partículas elementales. 

Los solitones en teorla de particulas elementales muy 

probablemente aparecerán como nuevas part1culas. Serán miles de 
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veces mas pesadas que el protón1921
• El soli tÓn tendra su 

anti-particula el ant1-sol1ton. 

Actualmente se está elaborando una teor1a. ·(; t·g;¡.¡~o~;t;.Poly~kovl 
que predice que cada solit6n es un _cada 

anti-solit6n un anti-monopolo'"· 921
• Estcis 

.. - -":' ::-:.·' ·\-
morlopOlos . ., llamados 

monopolos de 't Hooft-Polyakov son una solución de ·1as ecuaciones 

de Yang-Milla. Según esta teoria 1 si existen los mono polos 

magnéticos es posible construir fermiones a partir de bosones y 

reclprocamente bosones a partir de fermiones, en contraposición al 

resultado de la mecánica cuantica que nos afirma que un agregado de 

particulas con un número par de fermiones constituye un bosón pero 

que no hay manera de construir un f ermión como un agregado de 

bosones. 

Lo anterior, en principio serla una alternativa para las 

teorlas de unificación las cuales hacen uso de una poderosa 

simetría que hoy en dia se conoce con el nombre de supersimetria. 

La supersimetria es una clase de reflexión abstracta que cambia a 

un fermión en un bosóntau. 

Es muy probable que en unos cuantos a~os mas, se empiece a 

hablar del concepto de solit6nc•> en teorias de unificación. es 

decir, de super-solitones. 

... H<>y qui.en•• afirman que l•or(a. do •upercuerda.a, 

•upercuerda •• un aoli.Lón. 
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• 4 .. - LA JUN!A DE .JOSEPHSON 

La junta .de :,.Jos.ephSOn.:·:qlJe ·se~ ilu.st.x:-a esquemá.ticamen~e en la 

figura 2. a, c'~nsi.~tE!'~E!; d~,¡;; Ú;as ele ;.n"~tal superconductor que están 

sepáradas por ~'n~· )~~~g~d~~i~~ ': (a~ro~imadamente 25 Al tira · de 

material 6üd~12;. ·,· { . 

l•l 

\2.) 

Figura 2.B. Junta de Josephson (1) y (2) tiras de metal 

superconductor. (3) material óxido. 

La junta de Josephson es un dispositivo que ha despertado un 

gran interés por su múltiples aplicaciones. La Junta se utiliza 

entre otras cosas 

información1521
. 

para transmitir, almacenar y procesar 

La Junta exhibe dos tipos de inductancias por unidad de 

longitud. Una de ellas (L) es debida al almacenamiento de la 

energl a del campo magnético y viene dada como'521 
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L [ 2>--.•d] _ µo H/m (2.46) 

donde µo = 4íl x 10-7 H/m es la permeabilidad, d es la anchura de 

la tira de material óxido, ~es la anchura de la Junta y >,. es la 

profundidad en la que se difunde el material óxido en el metal 

superconductor (ver fig. 2.9). 

í( 

,f--__ a..-+¡_4.....;·%J 
·/ ~ 
I 

/ _______ .L 

I 

/ 
I 

I 
/ 

------/-- -
/ 

Figura ·2.9. Junta de Josephson. Un fluxón o cuanto de flujo 

magnético i en una cierta dirección¡ y un anti-fluxón, o un cuanto 

de flujo magnético-§ en la dirección contraria. 

En la figura 2.9 se observa que un flujo magnético puede 

penetrar a lo largo de la tira de material oxido y se propaga en 



una direccion longitudinal a la dirección del eje X. 

La otra inductancia por ·unidad 

almacenamiento de 

ó>:id,o y está dada port~2' 

e = 

donde eo l 
. 36íl. X 

Las .tiras de· 

por las funciones de onda'34
' 
9~ 1 

= P1...-2 elrpi 
11', ' 

donde p
1 

y p
2 

son las densidades de carga electrónica. 

Sea 

(2.48) 

43 

descritas 

la diferencia entre las fases de las funciones de onda; Josephson 

muestra
194

J que la corriente a través de la junta puede ser 

determinada por el cambio en la fase de las funciones de onda a 

través de la junta. Asi, usando la invarianza de norma para 

relacionar la fase de las funciones de onda 1 él muestra<
341 

que la 

corriente en la junta viene dada por 

I = lo sen rf> (2.49) 

que es la corriente de Josephson por unidad de área donde ~ está 

relacionada con el voltaje aplicado a u por 

~ =[1~e)u (2.50) 

Definiendo 
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como el flujo_ magnéticoL entc•nces (2.49) se puede escribir cerno 

I = Io sen [2~: ) 
donde 

~o 

es el flujo cuántico individual que es iguala 2 x 10-7 a·cm~ .. 

De las relaciones (2.47), (2.48), (2.49) y (2.50) se obtienen 

las siguientes expresiones 

ilv 
= - L ( :~ ) (2.51) ax 

/J( - e ( :~ ) - Jo sen <P (2.52) ax 

""' (~)V (2.53) -;;t 

donde Jo'941 es la mA:xima densidad de corriente de Josephson. 

Combinando las ecuaciones (2,51), (2.52) y (2.53) se obtiene 

la siguiente ecuación 

~sen</> 
··'11 

Midiendo la distancia en unidades de 

Josephson'9
' 

94
• 
9~1 

/ fi 1 
2eJoL 

y el tiempo en unidades del tiempo de Josephson 

fíe 
T = 2eJo 

(2.54) 

la longitud de 



t.5 

sen ·,p 

•• .... ·· ·.c/f·>···~ •• · .. ·· • 
forma normaliz'ácia ·de iá eéi..iacion de Sine-Gordon la cual 

resultá ser con\ÍeniE;n1:e para 'üna .de¡;cripci6n de la prop&gación del 

flujo ~agnéti:~·enla Junta. 
' '· ,•' .,- . 
. Finalinen\:.e ·sé.' hár.:. yer, que la ecuación de s.ine~Gordon.: ta.~bién 

cC.ristituye, .. un modelo . para la propagación de pulsos . 'ópticos 

ul ira--Corto·s. 

2.t..5.- PROPAGACION DE PULSOS OPTICOS ULTRA-CORTOS 

En la década de los SO' s los pulsc•s de lu=. mas e.ortos que se 

obtenian en el laboratorio se formatan de una radiación continua 

t:.on avudc. de obturadores electro-ópticos basados en el efecto Kerr. 

es de:i:.ir. en el s:urgmiento de: la anisotropla óptica de algunos 

,_:ristealE:~ lJajei lct influencia de un campo eléctrico. La duración tnás 

..:.i: rtb do:: tiem¡::..:- d·::: estos ~·ulsos venia siendo de lO~P seg'
3

1)
1
. 

Después de 195J los pulsos ópticos ultra-cortos empezaron a 

obten-::rse utili::a:nd•:· l.'.-tsereE. Lo que se encontró es que existlan 

reglrr,E:neE de funcionamiento de láseres en los cuales la radiación 

4ue Ee ~mit~ de ~stos tiene la forma de una secuencia de pulsos 

luminosos equidistantes y relati•1amente cortos. Los pulsos ópticos 

o~t~nidos utilizando !~seres tenian una duración de X 
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De 1986 en adelante se han produc it10
1
•

1 
pul sos 

ultra-cortos (seria mejor llamarlos ultra-l1iper-cortos) cuya 

duración de tiempo es de 6 x 10-
15 

seg (6 femtosegundos). 

En los a~os 60's los tratamientos teóricos de la propagación 

de pulsos ópticos ultra-cortos a través de sistemas de dos riiveles 

empleaban un modelo semi-clásico en el que un campo'° 

electromagnético clásico interactúa con una colección de 

osciladores mecánico cuánticos
120

' 
3
u. El medio descrito por este 

modelo se puede visualizar como una colección de átomos en un 

sist~ma de dos niveles los cuales están acoplados únicamente por su 

interacción con el campo de radiación. 

Para el caso de un campo electroma'811ético cuasimonocrornátic..o 

polarizado en la dirección del vector é se puede escribir como 

E(x,t) = é ~(x,t) cos(wot - hox) 

con .i:- ( x, t) variando lentamente con el tiempo, uJo y A.o son la 

frecuencia angular y el número de onda respectivamente. Si el medio 

está caracterizado por una función de distribución g(Aw} llamada la 

función espectral, entonces el momento dipolar por unidad de 

longitud viene dado por'zoJ 

donde 6w 

t•) Lo• 

ul\.h:zondo 

P (x,t) = no p f_: [3" (x,t,6w) cos(wot - hox) -

- :P (x,t,6<o.') sen(<,x,t - Aox)] g(6w) d(6w) 

w - wo y $( x, t, h.w} , :P(x, t, .6.w) se refieren a un A tomo con 

rruHodoa 
ld11areg 

d• genoraetón de 
deliCrtlo!3 

pul•o• 
lodo 

ullro.-corlo• 
loe 

refwt{tr.ctaa 14, 24, 25 y 37. 



frecuencia de transición 

variando lentamente, se 

y 

00 

2íln.owop I · .· 
-c~(A..-----.,"'";:-c""')- .1"1x,t,t.c .. ».. g(t."') d(t.w) 

-OJ 
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(2.56) 

donde p es la matriz dipolar de los elementos asociados con los dos 

niveles y Wo es el centro de una linea simétricamente ensanchada. 

La respuesta al sistema de dos niveles es entonces generada 

por'ª· a11 

iJY _1_ y 
-;,¡-- + T2 12.57) 

:~-+ T; _,- (2.58) 

~f + -A-¡[= - +- ~ ,, (2.59) 

donde JI= ,: es la densidad normalizada con a la diferencia de 

densidades entre los estados superior e inferior y Ti, TZ son los 

tiempos longitudinales y transversales de relajación. 

Cuando tanto Ti como T2 tienden a infinito y oCtu.J) ó(dw), 

la duración de los ·pulsos se hace menor que los tiempos 

caracteristicos de relajación del sistema. Las expresiones (2.SSJ, 

(2.57), (2.58) y (2.59) toman la forma 

,, (2.60) 
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(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

Haciendo 

_'1} = n.o~~f> X 

las _relaciones (2.60), (2.61_) , __ :(2.62) y (2,63)_ -_,toman la forma 

siguiente 

(2;64) 

(2.65) 

(2.66) 

Combinando las ecuaciones (2.65) y (2.66) se obtiene 

ir1tegrando la expresión anterior resulta 

1 (2.67) 

La expresión (2.67) representa una ley de conservación. 



Eligir;mdo la siguie~te representacion paramétri~::a 

{ 
iJq, 

7 '_ dt> '-~ (2.68) 

~. ± sen 

"' 
(2.69) 

tf= ± -COS 

"' 
(2. 70) 

Combinando (2.64), (2.69) y C2.70l se obtiene la ecuación que 

describe la propagación de pulEos opticos ul tra-cortos1911 

a•q, 
lh)bu = ± sen ~ 

donde se reconoce que es la ecuación de Sine-Gordon (2.3). 

Teor1as recientesu5. 401 las cuales introducen los efectos de 

dispersión de la velocidad de grupo y la modulaciOn de fase en las 

ecuaciones, describen la propagacion de pulsos ópticos cuya 

solucion de solit6n tiene la forma de una sech 2
• También se viene 

estudiando la propagación de pulsos ópticos en fibras opticas'371
, 

utilizando la ecuación no lineal de SchrLX!inger como un modelo. 

Sal in, Gran¡;;ier, Rogar y 8 
(•&\>] run reportan el primer 

experimento de generación de pulsos ópticos ultra-cortos cuyo 

tiempo de duración fue de 70 fmseg 12
!'i. 

4
P

1
• Ellos vienen observando 

ciertas a11omalias en las que la forma del pulso deja de ser una 

sech
2 

y pasa a tomar la forma de un pulso con tres picos (ver 

fig. ~.10). Esta anomalla no es predicha por la teorias existentes 

pero se ha interpretando utilizando el concepto de un 3-solitón 

< tri-solitón). 

Salin y colaboradores han observado experimentalmente un 

3-soliton (en el dominio visible) que ha sido producido utilizando 

un laser . 



Figura 2.10<•>. Traza del pulso óptico que es interpretado como 

tri-solitón 
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un 

Finalmente se dirA que los pulsos ópticos ultra-cortos son de 

gran interés por las aplicaciones tales como: el radar óptico, 

fotografla y holografía de alta velocidad, y en un futuro no muy 

lejano para medir distancias enormes con un error de décimas de 

milimetro o incluso de milésimas de milímetro, con lo cual mucho 

aparatos tales como el teodolito pasaran a formar parte del acervo 

de los museos tecnológicos. 

Aunque no se comenta en este capitulo, la solución mas general 

de la ecuación de Sine-Gordon consiste de L solitones, M 

anti-soli tines, N respiradores y la solución de la radiaciónc981
• 

Por otro lado, como el número de aplicaciones a la ecuación de 

Sine-Gordon es significativamente grande no se hace mención de 

aplicaciones en casos como el de la bioquimica, la teoria de la 

gravitaci6n18
J { instantones gravitacionales), la biologla 



51 

(propagación de ondas a .lo largo. de .membranas, potencial de acción, 

e•>.· ... , 
etc.) y la astroflsic~ · , 'etc: 

1•> D• lna aphco.cion•11 o 
Cóm•nlor olgo qu• ha cou•odo 

lof!i o.11lrof<aico• han •ug•rido qu• 
ni.ende ob111trvado \o olmó11fera d. 
eol\.lón. fEal• com•nlorlo fue hecho 
42, pag. 132> 

la oalroftai.co. quiaiero. 
gran imprealón. 
gra.n punlo ro Jo 

Júpi.ler comporta. 

por MonCL9Lyraky, V•r 

br•v•menle 
••ci.•nl•m•nL•. 

qu• viene 

r•f•r•nc!.a 



CAPITULO 3 

SINE-GORDON Y RELATIVIDAD ESPECIAL 

3 .. 1. - BREVE REPASO DE RELATIVIDAD ESPECIAL 

3.1 .. 1.- LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ 

52 

Se hace una introducción de los elementos necesarios para 

desarr'ollar la dinámica relativista a la Sine-Gordon. 

Einstein formul6 su teor1a de la relatividad especial 

partiendo de: al cuatro hipotesis referentes a la homogeneidad e 

isotrop1a del espacio; b) de la homogeneidad del tiempo con algunas 

reglas para sincronizar relojes, y e) de dos postulados: el 

principio de la relatividad y la constancia de la velocidad de la 

luz(aOJ. 

El postulado del principio de la relatividad nos afirma que no 

existe sistema inercial preferente, siendo las leyes de la física 

iguales en todos los sistemas inerciales. El segundo postulado, se 

refiere a la constancia de la velocidad de la luz, nos afirma que 

la velocidad de la luz en el vac10 tiene el mismo valor e en todos 

los sistemas inerciales. 

Se entiende por un sLstem.a tnercial un sistema de referencia, 

(es decir, un sistema de coordenadas y relojes en el que se pueden 

medir las posiciones de los cuerpos y sus tiempos) en el que los 

cuerpos que se mueven libremente tienen velocidades constantes, es 

decir, su movimiento es uniforme y rectil!neo. 

Antes de pásar a derivar las transformaciones de Lorenz se 

presentar~n algunos conceptos y resultados de dlgebra lineal. 



S"E!a V un esPac.i~ Vé:_tOiiar lineal----Sobre los real~s IR. En_ V 

dende 01.j = oji = <Y)". -'11/ son ciertos coeficientes y xi, llj 

las C.Oordenadas- de los véctares X e lJ en la base {'1')
11 

•••••• 1 l'}n}. 
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_se 

son 

La· forma cuadrática ~ = l: G .. 
1 

x\ x
1 

correspondiente la forma 

t•i lineól ( 3. 1) siempre puede ser reducida 

cuadrados('11 

+ •..•.••. + xz - ')(? 
r r + 1 

a 

• - "' -... 

la suma de 

(3.2) 

donde r representa el número de cuadrados positivos y s el número 

de cuadrados negativos. A la forma (3.2} se le denomina metrica o 

forma fundamental. 

Para simplificar la exposicion considermos que V es un espacio 

lineal bidimensic1nal {un plano). En este caso r y s estaran 

restringidos a tomar los siguientes valores: 



y 

1) .- r = .2; s o 

2) :- r o, •S 2 

3):C. r 1·,·. s ,ó 

4) ·"."" ·r ó';::s 

5)._~ r = 1' s 1 

'Tanto en l) como en 21 (3.2) toma la forma 

z 
+ " z 

.En 3) y 4) (3.2) se reduce a 

~ " 
z 

o ~ = z 

finalmente en 5) 

~ " 
2 - X 

z 

' 2 

(3.3) 

-x 
z 
2 

(3.4) 

(3.5) 
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Cuando la métrica est~ dada por (3.3) se dice que el espacio V 

es eucLLdiano; cuando está dada por (3.4) V es semi-euclidiano y 

cuando está dada por C3.5) es pseudo-euclidiano. 

Sea V un espacio vectorial bidimensional sobre IR que 

asociada una métrica pseudo-euclidiana ~ = x~ -

{e
1

• e
2

} es una base pseudo-ortonormal de V si 

e > 

' 
e > 

2 
-1 

e) ce
1

, e
2

> O 

(3.6) 

z ". z Se dice 

tiene 

que 

Una transformación lineal T de un espacio pseudo-euclidiano V 

es llamada pseudo-ortosonal si 

<Tx, Ty.> 

para x. y e V. 

Sea V un espacio lineal bidimensional sobre ~ y T una 

transformación pseudo-ortogonal. 



Sea 

A 

la matriz 

entonces 

/ ·_ - ,_,· : 
De la definic:Í.6ri de una .base pseudo-ortonormai s_.,- si.g~e que 

·~ T~ ,· •. t~·,-> <e•,: 

<.Te
2 

~ 

De las relac_iones _(3 :. 

"·a,2 :- 4~ 
l t. .- 2 i 

_. a.:;z:,~.- a.:·z,· 
a.-:-a: -~-(1,,,--a.-

- .t_t-___ ~z ·-· Z~·-·22_. 

$$ 

De (3.9) y C3.1DÍ ~e c~~cluye que "'u" o y "••"o. y de !3.11) 

se obtiene 

a. a: 
21 __ 1_2_. 

- .. --= a. 
t t 22 

Si ( a
12

/a,
0

) = a se sigue que 

a. 
21 

a a. .. y a. 
12 

a <l 
22 

(3.12) 

Sustituyendo (3.12) en (3.9) y (3.10) _resulta.que 

a• 
" 

2 2 
- "' a. .. = 1 y 



vbteniendose 

y 

los cuales se 

Asl 

A 

a :t 
11 ~·, 

(3.131 

a. :t "' 22 . .,r¡::-::c;2, 

~ ~ a ,~;;;~]. l 
21 Í l·.·c . .,.~lj ¡.': } . '.~:': f:L:- <:<

2 1, 

obtien~n s~~~N~~J~~~ (fY~;· ~n < 3; 12 l . 

<) .':~ - "'··;-~t~ '~: \~:,1~--·~~ ~;~~--''.~~~~~ ,·:;::~:·.::. ,-7.-

(3.14) 
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Toda matriz de la forma (3.14) será llamada una matriz 

pseudo-oJ .. t ogona l • 

(3.14) es la matriz de cambio de base, es decir, transforma 

bases pseudo-ortonormales en bases pseudo-ortonormales. 

Consideremos los signos "mas" en la matriz {3.14} y designemos 

a esta matriz con la letra Ao, es decir, 

"' l -rr-:::c¡21 

--rr-::::c;• 1 

(3.14) Ao [ ~21 
.yy-::--c;21 

Se puede decir inm~diatamente que el determinante de la matriz 
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A<- es igual a la unidad .. 

Finalm·.=nte, cÍ:•mO--
,., 

cosh e = 
-1 1 - tanh 2 81 

(3.16) 

tanh e 
-1 - tanh 2 Ei1 

que existe ·una 

,,, 1:·a1 que< 

c.o.sh:'1' =-· y senh "' 
a 

·~·1 .y¡-::-a•1 
(3.17) 

·_. _ :~·- -

Dé esta forma, se llega a que la matriz (3,15) toma la forma 

Ao = fcosh 1' 

lsenh 1' 
senh :] 
cosh .,, 

Hasta aqu! lo de Algebra lineal. 

(3.18) 

Sea L un sistema inercial. Se define un suceso como un punto 

en el espacio pseudo-euclidiano de cuatro dimensiones (el espacio 

de Minkowski cuya métrica pseudo-euclidiana es x2 z 
3 

c 2
t
2

). Este es un espacio cuyas tres primeras coordenadas son 

espaciales y la restante es temporal. Asi un suceso vendrA 

especificado por el lugar (por sus tres coordenadas espaciales) y 

por el instante en el que ocurre (por su coordenada temporal}. La 

e•1olución de un cuerpo en este espacio esta descrito por una curva 

qu~ es llamada l(nea de Universo. 

Elilao; 

.,.;,. h'"'c.h.:.. de 

dedu<:tr rdc:.1.lmer•l& uL\l\zondo 
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A continuación se obtendrán las relaciones de transformación 

que permiten pasar de un sistema inercial a otro. Consideremos dos 

sistemas inarciales r y Z' donde L' se desplaza a una velocidad 

constante u con respecto a ~- Supongamos que los ejes coordenados 

de L son paralelos a los ejes coordenados de r• y que el movimiento 

relativo es a lo largo de los ejes [ [', tal como se ilustra en 

la fig. 3.l. 

V 

o 

Figura 3.1. El sistema inercial E' se desplaza con una velocidad 

constante u en la dirección de +~ con respecto 

al sistema inercial E. 

Si se efectua una transformación en el plano ZK, del espacio de 

Minkowski (rotación hiperbólica), la matriz de transformación 

(3.18) en cuatro dimensiones toma la f0rrna siguiente 



Ao ; [cos~ rp 

senh rp 

o 

o 

o 
o 

o 
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(3.19) 

Las coordenadas ( x, y., ;, -O en r estarj,n ligadas a las 

coordenadas {~', 11', ¡', 1'} én r• (utilizando (3.19)) como 

E 
x' cosh rfJ + ct 1 senh, rp 

ti' 
{3.20) 

¡' 

= x' senh rp + et' cosh ti' 

Sustituyendo las relaciones {3.17) 

a 
; senh rp = -{"T"":(i'l 

~n las relaci0nes (3.20} se obtiene 

X = 
x' + oct' 

~·, 

v' 

;¡' 

et = 
ox' + et' 

(3.21 J 

{3.17) 

En (3.21) falta determinar el par~metro ~. Consideremos en E' 

el origen de coordenadas, es decir, consideremos a x' = O entonces 

de 

x' + oct' 

-{"T"":(i' 1 
con x' o 

se obtiene que 
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donde co. = + 
Como +es la velocidad relativa ·r del sistema t• resulta -.1ue 

o/ = o:c y 'Y 
OI = --

C 

Sustituyendo este valor de u en las relaciones (3.21) se 

obtiene finalmente 

X 

11 

;¡ 

x' + 'Yt' 

¡;-:-:r1 _., 

11' 

;¡' 

t' + _!'z x' 
e 

(3.22) 

Las relaciones (3.22) son las transformaciones de Lorentz Las 

fórmulas inversas de Lorentzson obtenidas cambiando 'Y por -'Y en las 

fórmulas (3.22}, es decir, el sistema L es ahora considerado como 

si se estuviera moviendo con una velocidad -'Y con respecto al 

sistema I'.'. 

Las transformaciones inversas son: 

x'=~~ 
/1 - ~, 

11'= ll 

;¡' = ;¡ 

'lº 
-2 X 

t, = e 

~
2---, 

-2 
~ 

(3.23) 
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Si ~-.es pequei"iQ-,COÍnparado con e, ~ /c 2
1 "' 1 y en este 

caso (3.22) se, reduce a 

[

:: :: + n· 

;¡ ;¡' 

t t' 

(3.24) 

que, son .. las transformaciones de Galileo. 

3.1.2.- CONSECUENCIAS DE LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ 

La primera consecuencia de las transformaciones de Lorentz se 

refiere a lo siguiente: Si se tiene una varilla en reposo en un 

sistema inercial ¿, y ella es colocada paralelamente al eje X de ~. 

entonces la longitud medida en el sistema Z viene dada por A.~. Si 

A~' es la longitud de la varilla medida desde otro sistema inercial 

L', entonces la relación que hay entre Ax y bx' es 

¡ 1 - ~, 
ll x' 

(3.25) 

Se define la lonei t tJd propia lo de la varilla como la longitud 

que es medida en un sistema de referencia en el que la varilla se 

encuentra en reposo. De la relación (3.25) se tiene que 

l = lo / l - :;.::::-i ( 3 . 26) 

Es decir, la longitud de la varilla medida desde un sistema de 

referencia que se mueve con velocidad o/, se ve reducida por el 

factor~='. A esta consecuencia se le llama la contracción 

dt:- Lorer:t2-. 
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La segunda consecuencia de las transformaciones de Lorentz es 

Si dos sucesos ocurren en un mismo punto de _coordenadas 

esp&ciales rx·, ¡¡•, ¡•) en un sistema [• y si lit' es el tiempo 

transcurrido entre estos dos sucesos en E', ent.onces el tiempo l:J.• 

que transc.urre entre dos sucesos en un sistema ~ viene dado por 
Al• At 

e/ 1 - ~:' 
Se define el ti9mpo propio To como el tie•po que indica un 

reloj que se mueve junto con un objeto dado, entonces se tendrá que 

TP l / 1 _ ¿:-i 
es decir, el tie•po propio To de un objeto en movi•i•nto será 

siempre menor que el correspondiente tiempo en el siste•a en 

reposo. Esto significa que un reloj en movimiento se atraza repecto 

a un reloj en reposo. 

3.1.3.- DINAMICA RELATIVISTA 

Una forma muy conveniente y elegante de abordar ciertos 

problemas en. las diferentes ramas de la flsica consiste en utilizar 

el formalismo variacional, es decir se parte del principio de 

Haailton de la mlniaa acción. Este princpio afirma que existe una 

cierta integral 5, llamada acción tal que cuando su variación 65 es 

igual a cero, esta integral toma un valor alnimo. 

La acción se puede escribir como 
tz 

s = fu.~ tU 

d~nde ~representa la función de Lagrange del sistema. 
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En este formalismo el 'momento E' de una 

part1cula vienen 

Lagrange 

en las 

energia 

(3.30) 

E 
m ~2 

(3.31) 

Si.~ es muy pequena comparada con e, la expresión para la 

energ1a relativista (3.31) se reduce a 

E = mc
2 

(3.32) 

La ecuación (3.32) es la famosa ecuación de la eners(a en 

r~po5o de la partlcula. 

La masa en reposo mo se define mediante la siguiente relación 

m = 
rno 

~-2--¡ 

.¡ .1 - -~2-

donde mes la masa relativista. 

(3.33) 
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Finalmente, el Ha mil toniano relativista o funci6n 

Hamiltoniana viene dada como 

/ 
i 2 2 I 

.De= e P + m c. (3.3.:.) 

3. 2. - BREVE REPASO DE DENSIDAD LAGRANGIANA'"' 

Sea q, una función que depende de las variables x y t, es 

decir, 

</> = </>(X, t) 

Supongamos que la función~ es bien comportada. esto es, que 

tiene sentido hablar de sus derivadas parciales con respecto a x y 

Se define una densidad La6ran6iana :e como una función que 

depende de .¡,, "'x' .P,, esto es 

:e= :ec<1>. "'x' <P,> (3.35) 

La correspondiente ecuación de Euler-Lagrange resulta ser 

"[11:e) a ( 11:e) a:e 
-ax- ""'" + --.u- ~ -~ = o 

(3.36) 

En términos de la densidad Lagrangiana (3.35l se define la 

densidad de momento y la densidad de energ1a o densidad 

Hamiltoniana como 

n = 11:e 
~ 

(3.37) 

~ = :e - n<1>, (3.30) 
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3.3.- TEORIA DE SINE-GOROON 

3. 3 .1. - LA ECUACION DE S.INE-l'JOP.DON ES INVARIANTE RELATIVISTA 

(LA CONTRACCION DE LORENTZl 

Un aspecto interesante de la ecuación de Sine-Cordon es que 

resulta invariante ante transformaciones de Lorent2 

Para exhibir esta invarianza ante transformaciones de Lorent~ 

se podr1a utilizar la forma normalizada de la ecuación de 

Sine-Gordon (2.2) la cual simplificaria los cAlculos. Pero con el 

fin de mantener la notación que se estará utilizando a partir de la 

sub-sección 3.3.2 , se utilizar~ la forma de la ecuación de 

Sine-Gordon (2.1), es decir, la ecuación 

~ - __ l_ ~ = wo z sen </> 

a.~ 2 Co 2 iJt
2 

Co
2 

(2.1) 

De la forma de la ecuación (2.lJ resulta sencillo concfuir la 

invarianza ante las transformaciones 

X - -~2- t 

de Lorenz. En efecto_,- ... ~~~'] 

.x' 

t' 

e 
¡--:---;jz---, 

-1 i.. - -c;;z-

t - vx 

~
z--, 

--2 
o 

(3.39) 

las transformaciones de Lorentz 

De la regla de la cadena 

{J {J {Jx' {J 

--¡¡;;;- ""Tx"'"" ~ + --¡¡¡-¡--

{J {J iJx' {J 

iit --ax-o- ¡¡-¡:-- + -¡rr;-

,,, ' 
~ 

{Jt' 
¡¡-¡:--



se sigue que 

_ ., 
= r.--;;•--i 

.¡ 1 - "leo• 

o en forma más concisa 

" 
"" 

" ilt 

donde 

= 
~·--, 

leo 2 

~ 

~·--, leo7 

1 

• r-:--<i"-:---1 
-Y· 1 - leo2 
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--"- + _ _..;1:_ __ _ 

ax• ~i;.:;1 

[ " u " ] 
h' · Co2 a¿• 

(3.40) 

[-u " ":. ] ---+ 
ax• 



57 

Utilizando nuevamen~e _la:.regla c_!e . la_ cadena, tomando en 

Sustituyendo (3,41) en la ecuación (2.1) 

[~ iJx•z 

[~u• .,,,. 2 
+ ~- 2U 

bt t 2 "x' lit' 

dx' at' 

2 

~senr/J 
Co

2 

[
_fl_ + ~ -~ __ .,_•.p~-

IJx' z 

+ 

Dt' 2 Co 2 ih:.'iJt' 

2u 

Co 2 -"-·~.p--] = 
IJx' iJt' 

2 

~senq, 
Co

2 

2 

~sen tP 
Co

2 



obteniendose finalmente que 

"2f> 1 ~ 
~ - Co 2 1Ji' 2 

"fd] 
1 '"' j l iJI ,?.. ' Co 

2 

~sen rP 
Co

2 
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, 
"'º </1 sen 

·.Co 
2 

Asl resulta que la ecuación de Sine-Gordon es invariante ante 

transformaciones de Lorentz 

Esta invarianza ante las transformaciones de Lorentzconduce a 

la contracción de Lorentz. de la dimensión 
¡-:--¡;2-:--i .¡ l - /c

0
z , tal como sucede en la 

relatividad. 

espacial por el factor 

teoria especial de la 

Resulta verdaderamente sorprendente que si un solitón tipo 

Sine-Gordon se está desplazando con una velocidad v, entonces 

dependiendo del sistema, existirá una velocidad limite "Co" para la 

que la velocidad del solitón nunca podrá ser igual o mayor a esta 

velociadad llmi te Co que impone el sistema<••. En el caso de la 

relatividad especial, la velocidad limite es la velocidad de la 

luz. En la relatividad especial no se puede ver directamente la 

contracción que sufre un objeto que se mueva a una velocidad 

próxima a la velocidad de la luz. Pero en el caso de la teor1a de 

Sine-Gordon, (por lo menos en el dispositivo mecánico de la barra 

de goma) se puede observar como el ancho del solitón se contrae de 

acuerdo a la relación de contracción de Lorerit-z. 

f•> En 

dteposnl1vo 

ac;opludo& 

.1 capítulo ~. r•porlo lo 

íorrwJ muy pClrltcular. En 

COn'llllruCC\ón 

do 

¡:tstomo. lo 

do un 

p.,,nd1..1loa 

voloc1dad 
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3. 3. 2.- DINAMICA- RELATIVISTA A LA -SINE"GORDON 

La ir.varianza de la ecuación di? Sine-Gordon __ (2.2). ccin r:esPe..:tc1" 
' .. ,. 

. . ' - ·, '~ ' - -,. .. _·;. ' 

a las t.ra.nsformaciones de Lorentt asegura -la conse-rV8'6T6ri, - tanto· de_· 

la energía como del momento, y por 

principio la dinámica relativista a la ~ine-Gordori eii.·e1 (plano tX •. 
( . : ~- ·.'.~:' : . - . ; : ' :, 

Para obtener la energl a, el momento, la m~s_a/: ciéI·· ~-~ii_~ón .. ,' se 

utilizara el formalismo variacional. 
. ''". ·_ -

La densidad Lagrangiana asociada a la ecuación de Sine-Gordon 

(2.2) viene dada como(7
) 

;e = _1_ .p• - __ 1_ ,,,. 
2 X 2Cc 2 t 

( 1 - cos </>) (3.42) 

En efecto, si se sustituye la densidad Lagrangiana (3.42) en 

la ecuacion de Euler-Lagrange (3.36) 

_}!_ - (_}!_~) + -ª- (2J}__) - iJiJ~-
iJx iJ.px iJt ii<f>t .,, 

se obtiene la ecuación de Sine-Gordon (2.1) 

2 

~senrp 
Co 

o (3.36) 

(2.1) 

En forma similar a como se procedió en la subsecci6n 2.3.2. se 

tiene que 

± / 2wo
2 

(1 - cos </>) 
Co

2 
(1 - u 2fC~ 

-1 2( 1 

(3.43) 

- cos 4>> 1 

Las e><preeforíes (3~43) y (3.44) son semejantes 

e><presú>nes_ <2.19) y (2.21) obtenidas en el capitulo Il. 

(3.44) 

a las 
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Se sigue que j.uj < Coy el solitón~iene una .i!nchura (solitón 

en reposo) 

y 

-. ·-;-' -. - .,- '·' - - -~---

La energ1a del .solit6n viene aada ·por, 

E =:·f lle.(1>) ctx· 

donde lle·= i ·- n.p
1 

Para la ecuación (2.1), se obtiene que 

n = a:e 
~ 

lle (1>). 

z. 

(3;45) 

(3.38) 

1 [~: ~ 1 
-cos.P>] X (1>) = ""2 --·- t/12 ~ __ ~W"!l2_ (1 

Co t Co 

Sustituyendo (3.46) en (3.45) se obtiene 
00 

E 1 L, ["': + 
1 .¡,• 2wo

2 

( 1 - cos <l>l] 2 --=->- - --c;;z-Co t 

(3.46)_ 

d.'< (3.47) 

La solución de la ecuación de Sine-Gordon no-normalizada (2.1) 

viene dada como 

+ 
1>~ (X, t) 4 are tan 

wo ( x - ut) 

] 
(2.32) 

Derivando parcialmente a !2.32) con respecto a x y se 

obtiene 
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~ 

[ 1 + 

(3.49) 

S•1st.i tuyendo (3.48) y (3.49) en 

E 

>2w~lX~ V~) 

· .... c •. ·.·.~ ... /···.·· · .. •.:·1·.-' .,·~. . l \ ''. · ' /co
2 

....... ·,·_., -

(3.47) se obtiene 

2wo { x - ut) 

Co ~2-:---¡ e..,, ¡ - leo• 

e 
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+ 1 

eo2 

2Wo
2 

(l .. -
~ 

"' 

~. ·. 2·---z 
16 -Wo U 

2wo (:\.' - t.'i} 

• .. 2 ....... o '.'" .. - .". º]· 2 
j Cofj - ."

2 

leo' ... 

E=+ Leo 2 Wo (X - ul) ]2 

+ 

(1 - cos \I>)] dx 

E 
8 wo Co 

e 
r:-u•---i 

eo.¡ "' - leo' 

(3.50) 

La energía en reposo o energ!a propia resulta ser 

Eo=Swoeo (3.51) 

El momento relativista queda expresado por 

p Mo v (3.52) 



73 

donde Mo ~5: la masa en 

expresión 

Mo 
:.::·' '·d.:'' .. /?;~'.: .. :1.:~\\·f): ·::·~:;~}·' 

Integrando '(3.S3) ~,;' e'ii~u~ntrf ~~~f )'' ' 
: ,M" '~~~···.· • ''l3'~.·5·4.) 

-~··. .. 

Sustituyendo (3.54) en (3.52) se ~~ti~n;·cc, 
p = 8 wo V/Ce. 

Los result&dos obtenidos en (3.50), (3.51)-, (3.52), (3· .. 54) y 

(3.55) son válidos para solitones tipo Sine~Gordon cuya expresión 

anal1tica viene dada por (3.32). 

Existe otro tipo de soluciones de soliton de la ecuaciOn de 

Sine-Gordon. estas soluciones son llamadas sol i. tones respiradores. 

La solución de solitón respirador consiste en un par confinado 

solit6n-anti-solitOn en un estado oscilatorio (ver fig. 3.2). 

Este estado oscilatorio del par confinado solit6n-anti-solit6n 

viene dado anal1 ticamente por la expresi6nc1
• •u 

1>: = 4 are tan {tan €i sen [(COS €!) l] sech ((sen€!) X]) (3.56) 

o m:..s generalmente 

.P: = 4 are tan {tan e sen [ (cos e¡ ( t - lo) J sech [(sen 8) (x - xo) J} 

(3.57) 

Las soluciones (3.56) o (3.57) representan a un solit6n 

respirador estacionario que oscila con una frecuencia dada por 

cos e. A Su vez la e):presi on 
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Figura 3.2. Un solit6n respirador evolucionando conforme 

transcurre el tiempo. u es la velocidad de propagación. 
p 

La linea punteada es la trayectoria 

del centro del respirador. 
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R 

._.-.· 
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representa a ú'n· .. ~esp~?-adoZ.. --ciúe·.e~_tá c.-~ovÍ~ndOSC. con una .velocidad o 

y oscila con una frecuencia igual a (cos 0Jf{1~21. 

Las expresiones (3.5&), (3,57) y (3.58) cuando los parametros 

e, u, Xo, 'º son constantes representa una solución exacta de la 

ecuación de Sine-Gordon ( 2. 2) us. •tl. 

Para obtener el comportamiento dinámico de los solitones 

respiradores, es decir, para obtener las expresiones de la energla, 

el momento, la masa, del solitón respirador el procedimiento es 

analogo {pero mt!.s complicado} al efectuado en el caso de la 

dinamica del solitón ordinario. Siguiendo a Takhtadzhyan y 

Feddeev'!:i01
• vemos que utilizando métodos perturbativos se obtiene 

que para un solitón respirador, la energia y el momento definidos 

por 

E J_: [+ </>~ + + </>~ + ( l - cos ,Pl] dx 

vienen dados por 

E = 

p 

16 sen e 
y¡-:.-u•-, 

16 u sen 8 

..¡-¡-::-;:;• 1 
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La energia y la masa en reposo del solitón respirador son 

respectivamente, donde 

E~ 16 sen e 

Ho 16 sen 8 

p ,-
es la velocidad del solitón respirador. 

3.4.- DINAHICA DE SOLITONES EN PRESENCIA DE "FUERZAS" EXTERNAS 

3.4.1.- LOS SOLITONES SE COMPORTAN COMO PARTICULAS RELATIVISTAS 

En las subsecciones 1.2.1, 2.2.3 y 2.3.2 se vio que las 

soluciones de la ecuación de Sine-Gordon (2.2) describen ondas que 

no se disipan ni se dispersan como lo hacen las ondas <•> co11unes 

Estas ondas solitarias que fueron llamadas solitones, conservan su 

forma y tamano indefinidamente. cuando dos de estas ondas 

colisionan, cada una de ellas emerge de la interacción con su 

identidad intacta; y si un solitón encuentra a un anti-solitón, 

ambos pueden aniquilarse. Dada una descripción de un ente con estas 

propiedades, se podr1a d~cir que se trata de una partlcula. 

En la subsección 3.2.2 se probó que la ecuación de Sine-Gordon 

es invariante ante transformaciones de Lorentt de las variables 

independientes, y que esta invarianza conduce a la 

contracción de Lorentide las dimensiones espaciales por el 

r:---ü'-:---J 
{ l - feo' , tal Y como sucede en la teoria especial 

ramosa 

factor 

de la 

relatividad. Hás adelante en la sub-sección 3.2.3 se estableció el 

e•> Un ejemplo d• ondci coMÚn~ el aquel loa 
orLglnan al d.jo.r co.•r uno. p~•dra a un ••t.onqu•. 
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comportamiento din~mico t.anto de·. S'óLi ton.~·;;; oi·d'(·~é:u .. ·i-cs·c~~- ··como- de 

sot i ton~s re-s.pi,rador~s. de lo Bn'teriOr< s,.: · puede ·-c.onC.ii..ú.r que el 
' . . . . . 

comportamiento din,t,mico de solitones· ~(o:fodinarios y, reSp.i.i-ddo:res) es 

semejante al comportamfl::nto dln.."imic.o de partt.culas relativistas 

clásicas, es decir, los solitones se comportan como P.artt.culas 

relativistas. 

En est~ seccion se estudiará el comportamiento dinamico de 

solitones ordinarios en presencia de fuerzas externas, y la 

conclusión a la que se llegara es que en presencia de dichas 

fuerzas, estos solit~nes también se comportan como partlculas 

relativistas clásicas. 

3.4.2.- DINAMICA DE SOLITONES EN PRESENCIA 

DE UNA FUERZA EXTERNA CONSTANTE 

Consideremos la ecuacion de Sine-Gordon normalizada (2.2) 

82
"' ét'.P sen ,P 

itx2 - -;T;:; (2.2) 

Si a (2.2) se le incluye un término adicional, es decir, se le 

étKade una fuerza externa constante re••>, la ecuación (2.2) toma la 

formarz2. 23. •11 

~+sen ,P 
Ox 2 

e•> Loa 11oli.lone• ord\narlo• aquel loa cuya 

por; "'!. = • V 

En 

lar. {e:.cp (!: X - fl/. J} 
y¡--=-v:-r-1 

~. 90) 

dol du1posnll vo mecdnt.co 

l•.1.,.t-zu 1Ppr~s•nlu ur1.,;,. tor<:o ... ..:terr1a <:onatanto, 

(3.59) 

expreiai.ón vi.e no dada 

lVO\o" capUulo "' ••la 



Si x __, :!: ro la ,ecuacicn : ( 3. 59 ¡ se 

ecuaci6n.12 s._~6.· "~--· -.. ·. 
a•,¡,"' ~ 
--- + sen ,P

00 
• 

d.t·· 
(3.E>OJ 

donde rp
00

Ct) = <f: (:!: to, t). 

reduce a 

Supongamos que la soluci6n de ·c3.60) es de la forma'"·. 
461 

dondetzu 

con 

</J ex, tl = 1/1 e¡¡¡ + .P.,,lt¡ 

"-f: 'Y(t') d,t
1 

-rr-:::v• (Tf1 

'Y( t) = d~~ t) y 

(3.61) 

(3.62) 

Considerando a (3.60), (3.61) y (3.62) se.obtie_ne que 

[ 
. túl>,,, ] -rt ._-;;- (3.63) 

78 

la 

Si se supone que sen ,P
00 

"' </>
00

, la ecuaci6n ( 3. 60) toma la forma 

d2 "'(X> 
---+ 

dt
2 

(3.64) 

Resolviendo la ecuación ( 3. 63) ·se obtiene 

"' "' .,. ( 1 - cos t) 
"' 

(3.65) 

Sustituyendo (3.65) en (3.63) se llega
1471 

a 

l•) El 11L9no 

Gnl\.-solL\6n 

••lo.ct..:-nado~. 

0 T t
9 

'Y( t) "' -------
24~2nT1 

ljlC!P lndtca qu1> 

coordenado 

(3.66) 

que 

eon&\d"ro.ndo 
encuorilro. 



!.a expresión (~.66) da'la:'v.:locidad del,'seilitón y es 

79, 

válida 

para valores, pequei"íos, del',"" tiempo.' >oe,, ::c3.6Gl/ 'Se ve, que la 

o..:.e:lera:i.:.n· d.:1--Solft?n_ es/ ~rd~,~~c·':U;.f)~~- a.-,~<[ (d.·~c'tf/ -~ü_;··«-"''·1.1. 
A, continuación se obtendrá l~' ,expresi~n de , la 

s:olitón par& valores gra~de:·s ·del tiempo. Sea 

velocidad del 

el sistema 

coordenado del Solitón y sea Z' un sistema coordenado Galil~ano que 

se estd tnoviendo con una velocidad 'l~(t) con respecto a !:. Como 

(3.66) es válida para 1 ~ O, se supondrá que la trayectoria del 

sc,litón no se aparta mucho de la trayectoria del sistema ;¡:•, y que 

la variación del tiempo de, la función y( t) = .,rr--:-;:;2 (tfl permanece 

pequei"ía, es decir que r ( 1) no difiere del factor de Lorerrtz. 

Sea 

•Y( 1 ¡ + 'lf( 1' + di') 
1 + 'Y( 1) "'tfl 1' + d;') 

?' (, + .U) = 

donde Ves la velocidad relativa del solitón con respecto al 

~istema coordenado E' y t' es el tiempo propio, es decir 

'. = fT-=-'Y"l ' . 

Como "\ftt' ¡ O 1 desarrollando a. primer orden en 'Úí'Y slabtiene 

(3.67) 

Integrando a (3,67) y expresando a.!\{11•) en forma silmilar a 

la ecuación ( 3. 66) vemos que
1
'

71 

o/( t) "' tanh [ n r 
13 

] 
:24(~·(tfl]~ (3.68) 

Asi (3.68) es la generalización relativista de (3.66) para 

tiempos grandes. 

ESTA 
Sil 

rrns 
DE U 

~ nrnF. 
ifüi .. WfECA 
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3.4.3.- DINAMICA·DE SOLlTONES EN PRESENCIA DE UNA FUERZA. EXTERNA 

COtlSTANTE MAS UN PEOUEílO AMORTIGUAMIENTO 

Si se le agrega a (3.59) un término lineal que represente un 

peque~o amortiguamiento viscoso r (con o r 1). la 

ecuación (3.59) toma la forma 

<J' .p - . <J'.t- • r ~ • seon .p = r 
iJt

2 
r'Jx

2 éJx 
(3.69) 

Procediendo en forma análoga a lo realizado en la subsección 

anterior, se obtiene: que''71 

'Y( t) ,,, tanh {[ n r t 

3 

] ( 

24(~"(i)l) 5 1 1 - ~ rJ} (3.70) 

La expresión (3.70) representa la velocidad del solit6n que· 

está afectado tanto por una fuerza externa constante éOmo por. un 

pequeNo amortiguamiento viscoso. 



CAPITULO 4. 

LA PARADOJA DE LOS GEMELOS Y EL FENOMENO DE SIMULTANEIDAD 

EN LA TEORIA DE S!NE-GORDON 

4 .1. - LA PARADOJA DE LOS GEMELOS EN RELATIVIDAD ESPECJ AL 

4.1.1.-EN OUE CONSISTE EL PROBLEMA 

81 

La te~r1a de ld relatividad especial a dado origen a un buen 

numero de paradojast
5

t>
1

• De e:llas quiza la que mas fama ha 

alcan~ado, por las controversias suscitadas. sea la paradoja de los 

relvjesf\), 2""· !>1>1 • 

En 1911 Einsteinu.71 escribla: "Si un organismo vivo permanece 

en reposo en un sistema, y otra describe una trayectoria arbitraria 

y vuelve al punto de partida al final de dicha trayectoria, el 

organism~ viajero regresarA en condiciones casi inalteradas, 

mientras ~u~ el organismo que permanecio en su p~sición inicial a 

dado lugar a nuevas generaciones .... " 

Si los organismos son hombres, entonces se tendrá que el 

gemelo viaJ~ro volverá al punto de p~rtida v se en~ontrara con la 

situación ~e que es más jov~n que su gemelo. El supuesto problema 

que se ~r~senta, es que cualesquiera de los dos gemelos puede 

~onsidt:rarse como el viajero, si esto sucede, cada uno de ellos 

encontrar~ al otro más joven; pero esto es una contradicción 

16gi 0:a. Pensar en estos terrninc•S es suponer que la situación de 

ambos ?~melos es simétrica, y es en esta supuesta simetrla donde 

reside el problema de la inconsistBncia lógica, ya que entra en 

contradii:.c.ión con los postulados de la relatividad especial. 
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4 .1. 2; - U\ P.UTA DEL .TIEMPO RE~ULTA SER OEPEND/Fll!f3T!TE 

Supongamos que <m .. el espacio plano i:X d& M.lnJ.:ows•I sea se Úenen 

des sUi:..~so:s< P·.-Y q.· qU~. ~-S~~- -_identificados-en i:ste ··plünó. o cómo 'doS 

- .-_ '. ·.,.;_- _,' ·-·' 
Los sucesos ¡::¡ p¡ q en 

principio .esta_rAn :relaciónados mediante una infinidad•~ 111tl!neas de 

r 

Figura 4.1. Diversas lLneas de Universo 

Se encuentra que la distancia recorrida entre los succsooasos p y 

q dependerá de la ·11nea de universo que se elija. 

En efecto. si un objeto cuenta con alguna forma de 11ed bedir el 

tiempo. entonces el tiempc• registrado por el objeto ser.'l el : tiempo 

medido desde ed E"istema inercial Z. 

La relación que existe entre r y / vi'i:!ne dada por 
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El t.iemr·o. propio'_." T :~u.~ -~_rai:-iscurre entre los sucesos p. y _-q. :est:t. 

·-::-q:ir.::::saj·:· ms 1Jfante:""· 

. - : . 
La int'9graÚÓn .de (//.1'¡ ~se. efectuar~ a lo largo de la linea de 

universo :·ae -p~-a·-:·cr- ~:ilte>s.~ 

Figura 4. 2. Ll neas de Universo para: ( d }. Un objeto que se encuentra 

o:::n reposo. {b) un objetco en_movimi•l!nto de p a q. 

Consideremos ahora un objeto que se encuentra en reposo {sobre 

el ej~ X (ver fig. 4.2)). Su linea de universo sera una linea recta 

vertical. Si un segundo objeto viaja de p a q por una 11nea de 

universo diferente, de tal suerte que en p ambos objetos se alejen 

y en q ambos se junten, st;: tendra que. C::'l tiempo pr•:ipiv que 
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t.ranscurre a lo largo de: la llhe:a de- universo del primer objete·. 

Por otTo',ladcii el tiempo 'T' transcurre a. lo'· largo de·'la linea 

'" '"''''~º ~~{gt[)':.':·_7;::· :::: ''" ,,5,, 
coJ;,parirnrlo las expresiones (4.2) y (4.3) ,¿~'.encuen;ra;que 

Ar'< /,.r · .. >. :::;· 

Esto- sigriifiC:a que los relojes '-a-so'-ctad6-E a, _i-¿~~'.~~-~?&_T~-t'-;;-~-. -dar-~n 

lec.turas: diferentes de" tiempo cuando se encuent"r'an- ·en· r·> oé:· hecho, 

el reloj del segundo objeto {objeto en movimiento) ·se. ·:.retra;.a en 

comparacion con el reloj del primer objeto. 

De la teoría especial de la relatividad se que los 

relojes en mcvimiento a velocidad constante se atrasan con __ 

respecto a los relojes sincroni=ados en un sistema inercial de 

referencia por el factor ~/¿1. En el cas0 de la paradoja 

de los g~melos, la situación es completamente diferente. En este 

caso lo.que se compara es el reloj único dE:l gemelo viajero con el 

reloj único (en reposo) del gemelo estac.ionari:•. Para comparar 

ambos relc•jes se necesita que el los coincidan dos veces, es decir. 

al comienzo del viaj~ v al t~rmino de é~t~. e~t0 es, cunnd0 ambos 

gemel·:•S SE: vu1;::lvan e:i encontrar. 
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Lo esencial es que el reloj del gemelo viajero cambia su 

velocidad al· invertir la dirección y regresar. Este hecho es el que 

hace que la sitación no sea simétrica, es decir, uno de ellos 

experimenta en algún momento aceleraciones y el otro no. 

4.1.3.- ANALISIS DE LA PARADOJA DE LOS GEMELOS 

EN RELATIVIDAD ESPECIAL 

Para tener una idea más clara acerca de la paradoja de los 

gemelos, se hará un análisis cuantitativo. El problema empieza con 

la existencia de los gemelos A y B. 

Supongamos que en un cierto instante de tiempo el gemelo B 

decide emprender un viaje hacia el espacio cósmico, dejando a su 

hermano gemelo A en la Tierra. La velocidad u a la que viajará B 

sera "casi" del orden de la velocidad de la luz. Se despreciará el 

tiempo en el que B estará acelerado {es decir. al partir, al dar la 

vuelta, y al encontrarse de nuevo con A). 

Segun lo anter ic r se puede observar que, mientras que el 

gemelo A estA siempre en un sistema inercial, el gemelo B se 

encuentra de hecho en dos sistemas inerciales durante todo su 

viaje. Uno de ellos es cuando se marcha y el otro cuando da la 

vuelta y retorna. 

Supongamos que los gemelos AY B se pueden comunicar enviándose 

seNales luminosas que son emitidas a intervalos de una cierta 

unidad de tiempo (por ejemplo cada vez que cumplan af'íos) y que el 

viaje de ida y vuelta le tome a B un tiempo de T unidades de 

tiempo. 

A medida que el gemelo B se aleja del gemelo A, cada gemelo 



recibirá las seKal~s del otro a un ritmo menor qut? viene dadc poi' 

n' = n í1-.,Zcl 

..¡ 1 + »/e 1 
(4 .4) 
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donde n' y n son el número de seNales por unidad de tiempo que 

emiten tanto el gemelo viajero como el gemelo estacionario, cuando 

el gemelo viajero va del punto de partida hasta el punto en el cual 

da la vuelta para retornar. 

Cuando el gemelo B da la vuelta y retorna acercandose a su 

hermano gemelo A, cada gemelo recibirá las seNales del otro a un 

ritmo mayor el cual viene dado como 

n" = n + v/c 1 (4.5) 
-1 - "/el 

donde n", 7) corresponden al número de sef'lales por unidad de tiempo 

que emiten tanto el gemelo viajero como el gemelo estacionario, 

cuando el gemelo viajero va del punto en el que da la vuelta y 

retorna hasta el punto en el que se encuentra con su gemelo. 

VIAJE DE IDA. El gemelo viajero parte alejándose. Las seNales 

que reciben ambos, por unidad de tiempo vienen dadas por la 

expresión (4.4). Si suponemos que el suceso de que 8 de la vuelta 

tiene lugar a una distancia L = (uT)/2 (donde T es el tiempo total 

del viaje) medida con respecto a A, entonces la última seNal que 

emite 8 antes de dar la vuelta alcanzará al gemelo A en un tiempo 

L/c posterior. Asi. durante mucho más de la mitad del tiempo total 

T. el gemelo A estara registrando las sef"íales de B a un ritmo me:nor 

n' dado por (4.4). En el tiempo restante, el gemelo A recibirá 

seriales a un ritmo mayc•r l?" dado por { 4. 5) . 
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En el instantG en que B da la vuelta.- A dete(:t3 es.te suceso en 

un tiempo 1n dado 'PC'lr 

·.L, .... (· l c + ..!'....) :.u-·: . e 

Sin embargo, el tiempo que .;;id~ B ,se~A' 

El numero de sei'lales reiibldas.durante el viaje de ida, medido 

por A, estarA dado por 

r,'la = 

En cambio, el gemelo viajero mide un numero dado por 

l). {Q 1 ~L ~2-¡;;1 [-~----v.L¿>:_c __ 
' • v/c 1 

VIAJE DE REGRESO. Ahora, el tiempo que tarda en hacerse el 

resto deJ viaje, es decir, el tiempo en el que B, va del punto de 

retorno hasta el punto en el que se encuentra con A, medidio por 

este último es 

lb = __!,__ ,. __!,__ 
e + ( 1 - 7-) 

El gemelo B mide un tiempo dado por 
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El número dr: St.'.':"ales 1·-7t:1:ibidas durante el viaje de vuelta (el 

resto del viaje) medido por A es 

>)' tt -2!:_ ~·1--:-;i 
u ../' i_,- · · · e 

El gemelo B mide un numero dado por 

>¡"lb' ( l 

De lo anterior, se tiene que: 

a) El i:iempo total del viaje medido por A es, 

<o. + tb (~+ -{:--) + (+- +) 

y el medido por 8 es 

Ta :: ta' + tb' = 

b) El numero total de seNales que recibó A enviadas por 8 es 

2nL ,. 



y que recibió B enviadas. por A es 

fla : T¡' lo' • l)"lb' · •. _21!:.._. (1 .. 
2>JL 

.--ú-

89 

"1J + 
-~ 
" 

As1, se tle:ne que: cada ge::melo recibe tantas sei"iales como emite 

el otro en todo el viaje. Ambos gemelos estarán de acuerdo en que 

sus medidas del tiempo total no concuerdan; y sus relojes, cada uno 

de los cuales ha estado se~alando su tiempo propio, presentan 

deEacuerdos al juntarlos dú nuevo en un mismo lugar. 

4.2.- LA PARADOJA DE LOS GEMELOS EN LA TEORIA DE SINE-GORDON 

4,2.1.- LA.ECUACION DE SINE-GORDON PERTURBADA 

COMO UN MODELO MAS REALISTA 

Desde el punto de vista de la teorla de perturbaciones, la 

ecuación de.Sine~Gardon normalizada (2.2) 

~xx - ~tt - sen ~ = O (2.2) 

puede considerarse como la descripción dinámica de orden cero. La 

ecuacion ( 2. 2) como ya se mencionó ad mi te come• soluciones C ver 

sub-sección 3.3.2) de un soliton respirador estacionario 

r:-:: 4 are tan {tan e sen [1cos e»i) sech [csen e¡ xJ} (3.Só) 

y un soliton respirador en movimiento (con velocidad constante v) 

· sech [(sen 8) X - V( - Xo ]} 

~2¡ 
(3.581 
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Sea 

la ecuacion de Sine-Gordon perturbada, donde el· t_érmino E/ se 

supone pequeí'lo. Escogiendo a -,( como apt. con e: 

representando una perturbación disipativa. 

O, y con 0.•/>1 

Poniendo a (4.6} en la forma matrical. es decir. como el 

sistema de 

y desarrollando [ : t J, se obtiene 

+ ••••• 

Al orden cero vemos que 

<Po,xx - <Po.ti - sen"'º= O (4. 7) 

Si en la solución del sol1t6n respirador (3.58) se supone que 

los parAmetros 8, -0,x.o y '-o varian lentamente con el tiempo en 

lugar de ser constantes, es decir, si (3.58) toma la forma 

,¡, = 4 are tan {tan 8(t) sen [(cos 6(t) l 
o,R 

·sech 

donde ~ = <ll) 

[<sen 6{1¡ l 

y 

x-K(t)-xo{t) 

~·nT' 

Tx = u(l). 

'-T(x,t) - lo(I)]· 

~·(T)I 

]} (4.8) 
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satisfecha 

El 

4.2.2.- LA PARADOJA DE LOS GEMELOS 

Como ya se mencionó al comienzo de este cap1 tu lo, la ecuaci6r. 

de Sine-Gordon perturbada 

" « (4 .12) 

será considerada como una descripción dinámica más "realista" de lr1 

dada pcr la ecuación de Sine-Gordon (2.2) 

.p xx - q, 1 1 - sen q, = O (2.2) 



Haciendo abstracción, pensemos, cerno seria,er panorama en un 

mundv descrito poi:- i:l mc•delo .14 .. 1:?). ,En -ezte mundo sus p.;iblad•:ire;S 

son los soli tones respiradores Sine-Gordon .-

Supongamos que A Y. B son scilitones rG!sPiradores·. Si A:.:-y B son 

gemelos (A el gemelo estacionario y B .el· gemelo viajero) entonces A 

puede ser representado mediante e 4. 10), es 

y B mediante ( 4 .11 >., a sat¡er, 

La condición 

e et = o> .. 
gemelos -es que 

De las relaciones (4.13) y (4.14) se observa que el reloj del 

gemelo B se mueve más despacio por el factor ¡ 21 
1 - " que el 

reloj del gemelo A. Por tanto, desde este punto de vista, el gemelo 

estacionario 11envejece" más aprisa que su gemelo B. 

Un análisis similar al efectuado en la sub-sección 4.1.3 

podrla ser efectuado y la conclusión de éste seria similar a la 

obtenida en 4.1.3. 

Por lo tanto queda establecido que existe un efecto de 

envejecimiento para el gemelo estacionario similar al que resulta 

de la teorta de la relatividad especial. 



93 

4.3.~ EL FENOMENO DE-.SIMULTANEIDAD EN LA TEORIA DE SINE-GORDON 

En eúa se,~cfÓn se 'esttid:Íará "l. fenorrísno .de ::¿rnGJ.~a~eidod en 

un universo.descrito· por. el .modelo (4.lZl C·Ver las sub-secciones 

4.2. Cv 4 .. :::.:ú. 
Consideremos en este universo dos Sistemas inerciales Z y L' 

los cuales se están moviendo con una velocidad relativa u. 

Supongamos que hay dos solitones respiradores ~A Y ~a en reposo en 

el sistema L' separados una distancia Sine-Gordon lo'. ~A Y ~a 

estan en L' en calidad de "observadores" y vienen dados como 

.P., = 4 e .. sen (I' ¡ sech (8
4 

x') 

y 

rp
0 

= 4 6
0 

sen(!') sech [6
8 

(X' - (e'}] 

Cada uno de estos observadores cuenta con un rBloJ asociado a 

él. La sincronización de los relojes de ~A y ~n es análoga a la 

efectuada en la teorla de la relatividad especial, es decir, en 

este universo descrito por el modelo (4.12). existe una veloCidad 

ma.xima Co ~ 1 ,., impuesta por el modelo { 4. 12) (Por ejemplo, en el 

caso d~ u11a dislocación en un cristal, la velocidad limite es la 

velocidad del sonido en el cristal: y en el caso del dispositivo 

mecan i1:0, la velocidad 11 mi te es la que fija el propio 

dispositivo1
••>). Entonces la forma de que disponen ~A y 4'

8 
para 

sincroni~ar sus relojes es la siguiente: en el punto medio entre ~A 

,., Oado que [Q &cuaclór"I 1•. 12> eatd íormo. oormQll:zada, 

1.o vQloc\dud mdiHmo de La tr"lteracclórt t?ma ,¡.l valor <lo 

dol dtepotnhvo m•cóo\C? do 
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v 'fu se .g~nera ~Jf'!~ intc-1:.i::tce-Lcn., y ~ada "·re:sl=-'_irad.;ir pcindr.'.\ .=u 1·~1(~j 

en t·· = o- -cuaOd~-"· 1a<·-1-rúEfracc-i6~: 11egue··a-·e11os. 

Supongamos q_ue".:·ut:/.-:·~¡:;~~~-"r-~spirador f/>c.- el cual .se t?ncue:ntr:a 

en .r.eposo e~· ~-l. ~-i~·t:~~,~~~ ~-~ _:'~:bse~va '<lue lo~ · r~spfractOre~< iP-··' -·y 
-A'· 

se mueven .:01;r !.'ü~a ~\1el~cid¿d u, . digamo~ hacia'~ l~/ d~1·~~ha. 
respirador .. rpc· ~b·~.;;:'.;,~ ~u;; '1> ·· y rp

0
. vi~ne~ dados bo~~'. '.··,:: .:.·( :: 

.,, 
·:e 

. ; [Lt~:~ . · .. ·. ,; . 

·'º".·['.:=:··~.:~~·~}·f ~i~c;}·'. y 

Y ~e viene dada por lo y nota que al 

surgir la interacción en el punto medio entre ~A y ~8 en E', ésta 

viaja hacia rpA y hacia rp8 , alcanzando primero a y 

pcsteriórmente a ~0 • Cuando la interacción alcanza a ~A en ese 

preciso instante. ~A pone su reloj en t' ~ O. Posteriormente. ~e 

"ve" que: 11>
8 

pone su reloj en ~' = O y por lo tanto rf.ic corycluye que 

los suc.e:sos no fueron simultaneos. 

C• • --··'''.'L',, ,, 

interacción, entonces en l =t.A, la c)íit~.r-.~-~:=sié:_(i-~~~~lle,j-ª--:~~~ ~-_pAc.-,:~r.-c-co- se 

tiene que 

.. , l::t1lO 

\f•V'l.r\ar1l• rtflallV\•lo.. 

Co< 
A ...!:=::..::../ 2. . . 

ya do sine-aordor. 



donde 

con Co 1, y 

con 

t 
A 2(-1.' + ú ) : . 

lo~ >f, l· - U 

2:>.:_-.
1

-(·l-+ ti 

en t.~ t
8 

la interácci6n- 'ú~g¡¡" a ;p
0

· y 

t 
e 

lo'~21 

2( l - u ) 

lo' 

2 

í 1 + ll 

-{ 
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Asl, haciendo ~e la medición del tiempo con su reloj en~. el 

intervalo de tiempo entre las puestas de los relojes de ~A Y ~8 en 

~· estar~ dado por 

At 

At 
lo' -fT+V1 lo' -{ - u 

2 -{ 1 - u 1 2 -{ + u 

lo' [->'l+ul -{ - u I] At 
2 ~ y l + u 1 

At = 
lo' u 

Sin embargo ~e observa que el reloj de ~A se ·retrasa por el 

I zl 
factor 1 - u , de modo que, para ~e' su reloj marcará 

At' "'' / 1 -
21 

u 
lo'u / ·' l - u l:>'u 
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·:U<.ndo el reloj d.<= 9
0 

sep~nl!noonga para marcar t· = o. El· reoultado es 

qlle el re~piradr.'.~~;- _•f1~ - en r enon~ncuentia·- que los- ,rel9J~s de-,'!',("" 
·,-__ c."--:·-··' 

:::. ' no ·es tan· sin~·roniZados. Ee3 Es decir . 

.[ .[·• .... ~~X····-< gy·.··1" ]: 
·.~Á ·~., 4 e se,n [ 10'•'• 0

' u.; J 'sech' 
A {TT'T7jj .1 

"'ª 
4 a • sen 

[ 
. T- ! ] 

rr=a-:u•1 [ [ 

X - g - lo')] 
sech a • .,rr-::-;;• 1 

•P
0 

en 

De esta forma se conclul(uiluye que 1a simultaneidad en la teor1a de 

Sine-Gordon -es en verdad un o m concepto relativo semejante al concepto 

de simultaneidad en la teorlsllrla OBpecial de la relatividad. 
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CAPITULO 5 

EL DISPOSITIVO MECANICO DE SINE-GORDON 

S.1.- EL DISPOSITIVO 11E·:ANJCO [JE LA BARRA DE GOMA 

S.1.1.- EL DISPOSITIVO MECANICO COMO UN PROYECTO EXPERIMENTAL PARA 

EL LA.Bc>RA'fORIO DE FISICA MODERNA (UN PROYECTO PEDAGOGICO J 

Si se e.><aminan la cantidad y la clase de prácticas 

i::::.q:.oerimeritciiles-.: que se ll€:van a cabo E:n e:l laboratorio de flsica 

moderna, se puede observar que este numero (de experimentos 

~-=aliz_~~~s }_::e~ '.-~~t:_n~f_icati vamente considerable (alrededor de 30) y 

EU 'tipo va' desde e><pedmentos realizados en el siglo XIX (efecto 

f araday) h~sta experimentos realizados a principios y mediados del 

siglo XX (dispersión Compton (1923), e><perimento Milikan, etc.). 

Cabe mencionar que también se realizan experimentos cuyos 

fundamento teóricos son de actualidad. como por ejemplo la 

fr,rmacion de Fractales y el estudio de sistemas que entran en 

regl menes caóticos, etc. 

Se puede asegurar que actualmente no existen a este nivel 

·~Xp€::rim€::ntos que contemplen la teorla de ondas no-lineales. Uno de 

l:::•s problt::mas a que se enfrentan los centros educativos a nivel 

sup~rior v unive::rsidades de paises dependientes es el relacionado 

·:i:: 11 lo realización de experimentos cuyos fundamentos teóricos 

tengan que ver con temas actuales de la fisica. Un gran porcentaje 

de este tipo de experimentos requiere para su realización de 

t~·:nicas complejas, es decir, emplean componentes y aparatos tanto 

mt~dnicos como electrónicos muy especializados. Los experimentos de 

•;:s ta ,: la::::-2 son, por ejemplo: trabajos relacionados con el estudio 



de algunos c.aractertsticas de la radioactividad que utilí:;:an un 

experimentC>s de microondas, et.e. 

Dado que hay muy pocos experimentos (sobre t~mas actuales de 

fisica) que se pueden realizar con materiales y equipo de fácil 

adquisi..:ión y a precios razonables; se propone presentar en 8:ste 

capitulo un pro.yecto de construcción de un dispoeitivo mecánico que 

exhiba solitones tipo Sine-Gordon, el cual desde el punto de vista 

pedagógico tendria cierta importancia y utilidad e.orno una práctica 

experimental de teoria de ondas no-lineales a nivel del laboratorio 

de física moderna. 

5.1.2.- ECUACION DE HOVIHIENTO DEL DISPOSITIVO HECANICO 

Rubinstein
1
'

01 
considera como un sistema clásico descrito por 

la ecuación de Sine-Gordon a una banda el~stica de longitud 

infinita que tiene uno de sus bordes más pesado, y que se ~ncuentra 

en un campo gravitacional perpendicular a su eJe. El único 

movimiento permitido es el movimiento de torsión en torno a su eje. 

Este modelo clAsico de la ecuación de Sine-Gordon viene 

esquemctizado en la figura 5.1. 

En analogía con el modelo clAsico de la banda elAstica 

infinita'~~u se ougiere proponer como dispositivo una banda 

cilindrica de material elástico (barra de goma) a la que se le han 

... '"''"' .. coso lo tubo d& o::enlellor.o, do 

aproxunudatTHfnt• 2. '!O mtllo::>nee. 
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fijado a distancias iguales un cierto número de péndulos,. ,La figura 

5.2. muestra esquemáticamente una porción de este sistema de 

péndulos. (c.) 

'"liElllllll~lllli.1111111 
~ 

Figura 5.1.- Banda elAstica infinita en un campo gravitacional. 

a) borde cargado; b) eje de la banda: 

e) dirección del campo gravitacional 

Para obtener la ecuación de movimiento que describe a este 

sistema de péndulos consideremos tres péndulos vecinos¡ los 

péndulos (4--1)-ésimo, 4--ésimo y (4+1)-ésimo (ver figura 5.3). 

Cuando el péndulo 4-ésimo es girado un Angulo ~A con respecto 

a la vertical, los péndulos (4-1)-ésimo y (A+l)-ésimo giran un 

Angulo ~h-• y ~4.,con respecto a la vertical respectivamente. El 

P"ndulo ft-ésimo gira un ángulo ~h (respectivamente 

~,. - ~h+•) con respecto al péndulo (4-1)-ésimo (respectivamente 

(h+l)-esimo (ver figura 5.3 (b)). 

La barra cil1ndrica se tuerce ejerciendo sobre los péndul•.:>S 

Ch-11-ésimo y A-ésimo (respectivamente (4+1)-ésimo y A--ésimo) una 

traca -r1 (respectivamente T2) en torno al eje de giro de los 

¡..•éndulos que se opone al desplazamiento angular 4'
1 

., 
" 
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(') 

Figura 5;2, (a) barra cilindrica de mater~al elástico (barra de 

goma). Cb) serie de péndulos. (e) vista frontal. 

(d) eje de giro del sistema 

(respectivamente ~z = .PA - ~,..,> y de magnitud proporcional al 

llngulo ~. (respectivamente .P_>. 

La torca T• (respectivamente T2) viene dada por 

Ti= -k <<1>4 - <1>4_,> (5.1) 

(respectivamente TZ = -k c.p4 - ~4.,> (5.2) 

donde k es el coef'.kciente de torción de la barra cillndrica o 

también llamado constante de torción. 

La torca resultan te Tt.z debida a las torcas Tt y T2 viene 

dada por 

Tt,2 := TI + T2 (5.3) 



101 

T't.,2 (5.~) 

donde íS.~l. se ha obtenido sustituyendo (5.1) y (5.2) en (5.3). 

Existe otra torca que actua sobre el sistema de péndulos, la 

torca gravitacional restauradora Tg que viene dada por 

Tg = -mg l sen <P,,_ (5.5) 

donde l es la longitud del péndulo y m es su masa. 

(b) 

Figura 5.3. Sistema de péndulos. a) vista de frente. b) vista 

frontal. l>:x separación entre dos péndulos vecinos. 
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De la segunda ley de Ne~ton se sigue que 

d21> 4 

dt
2 

= r·r (5.6) 

donde I es el momento de inercia de un péndulo con respecto a su 

eje de giro, y TT es la torca total que actúa sobre el sistema de 

péndulos y que esU. dada por 

TT = Tt,2 + ·rg 

TT = k ( rp A.• , - 2rp A, + rJ> ,._,) - mg l sen rJ> I>. 

La ecuación 5.6 toma la forma 

d•.p 
I --"- = k ( <P,.., - 2<1>,. + .P,._,> - mg l sen r,t>4 ... .CS.7) 

dt
2 

CA.= 1, 2, .......... , N) 

---· -¡-- ml 

/ 
/ 

' , 

Figura 5.4. Vista frontal del A-ésimo péndulo 

cuando es rotado un ángulo .p4 . 
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La expresion (5.7) con A= 1, 2, ........ , N representa un 

cvnjunto·de ecuaciones diferenciáles en diferencias acopladas. 

El conjunto (5. 7i. "puede .. · ser. tran.sformado en una ecuación 

diferencial parcial. mediante .ún proceso de limite. 

En• ef~cto·, ponien~o a·. (5. 7) en la siguiente forma 
2 

. - . - . d, <!>,._ = 
1:( </>i,~ 1 )2</>6 '.+:q,¡~,)'-I .Ú' mg lsen r¡,6 ; (A= 1, .. ,N) 

(5.8) 
''.~< 

MÚl ÚpÚca.ncÍo. •la• expresión ( 5. 8) por ( t.x-
1

) /kt.x'•'se obtiene 

(A 1, 2, ..••. , N) 

(5.9) 

Toinan·&;·e;r llmite de· (5.9) cuando N - oo, es decir, cuando se 

pasa de un sistema discreto de péndulos a un sistema continuo, (o 

eqivalentemente cuando Ax - 0), se obtiene 

donde 

Co
2 = k ( t.xl' 

l 

2 wo mgl 
a-l-

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

La ecuación (5.10) es, como ya lo vimos anteriormente la 

ecuación de Sine-Gordon (2.1) 

doo Cver tlg. 
~- 9>. 
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De las relaciones (5.11) y (5.12) se sigue que; la distancia 

ºSine-Gordon" /Q y e1 tiempO "Sine -Gordon" To ·Vienen dddos por 

(5.13) 

To = / m~l 1 (5.14) 

En términos de la distancia lo y el tiempo To, la velocidad 

limite Co del sistema de péndulos queda expresado por 

Co = 
lo 
To 

(5.15) 

5.1.3.- DINAHICA DE UN SOLITON EN EL DISPOSITIVO HECANICO 

DE LA BARRA DE GOMA 

Las expresiones para la energ!a relativista E, la energ!a en 

reposo Eo, el momento P y la masa en reposo de un solitón en el 

dispositivo mecAnico de la barra de goma vienen dados (en general) 

por las relaciones (3.50), (3.51), (3.54) y (3.55). 

Si a la densidad hamiltoniana (3.46) se le agrega un término 

dimensional A, es decir (3.46) se ·puede escribir como 

__ 1_ .p• 
Coz t 

Procediendo enteramente similar a lo realizado en la 

sub-seccion 3.3.2, se obtiene que 

E = 
8 A wo Co 

Eo = 8 A wo Co 
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p Ho V 

~
•-----,---¡ 

. !. '• .. . __ . ,_._:_ Co_ 

con 

Mo 

Como <»o
2 

" mil . y.·.~;,•.=,, tenemos que 

A 
I 

-¡t;X}" 

Con,.est·~,·~xpI"esiÓn para A vemos que la energía de un solit6n 

viene.dada.por 

--E = e .¡ mg l k 1 
(5.16) 

La· energi a en reposo Eo como 

Eo = e .¡ mg. l k (5.17) 

A su vez. el momento P se expresa mediante 

8 I r;;;¡' 
e;;;;)'/ k-k- V 

p 

y la masa en reposo como 

8 ~~I~- ~ 
(t.x)

2 I-;-

(5.18) 

(5.19) 
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5.1.4.- ECUACióN DE MOVIMIENTO DEL DISPOSITIVO MECANICO 

CUANDO ESTA AFECTADO POR UNA TORCA EXTERNA CONSTANTE Y UN 

AMORTIGUAMIENTO VISCOSO PEQUERO 

En el caso en el que el sistema de péndulos se ve afectado por 

una torca constante externa r 1 y un amortiguamiento viscoso 

pequeNo r• ( ::A ) <donde r• es el coeficiente de umortiguamiento 

o e r• ce 1), el conjunto de ecuaciones en diferencias (5.7) toma 

la forma 

11. = 1,. ..... ., N 

(5.20) 

Efectuando un proceso de limite semejante al llevado a cabo 

con la ecuación (5.8) resulta 

( <P11.~ - <P11. ) ( <P4...: <P11. •• ) 

b.x 

sen 

Cuando bx---. O, la ecuación anterior se transforma en la 

siguiente ecuación diferencial parcial 

l.>.)0 
2 

--- sen ,p - T 

Co
2 

(5.21) 



La 8CUaci6n· dife'rericfal·:'(5. ~1:):· •ya fue tratada ·en la subsección 

3.4.3. . ';;~'..;_: :"-~:-~:· ::' ·~~.:. '.~ '.~'.~·~~.·, -,.{,:~ : . ". 
Para 18 e~u~~'16n';'(5)~1):,'~~ {!en~' qÚ~ .:·• 

' 2 
:.WO 

mgl 
.. -.-1-,-

r - / 1:~¿ 
T' 

T ;¡; Jñgl 

(5.22)' 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

La dis.tancia y el tiempo "Sine-Gordon" vienen dados por las 

relaciones (5.13) y (5.14). 

5.2.- CONSTRUCCION DEL DISPOSITIVO MECANICO 

5.2.1.- DESCRIPCION DEL DISPOSITIVO EXPERIMENTAL 

DE LA BARRA DE GOMA 

El dispositivo experimental, consiste de una serie de 81 

péndulos fijados a una barra cillndrica de material elistico 

(barra de goma) cuya separación entre péndulos vecinos es de dos 

centimetros. La barra de goma que fue colocada en posición 

horizontal ha sido fijada por sus extremos a una armazón de madera 

(ver figura 5.5). La barra se ha estirado lo suficiente como para 

que su deflecci6n sea minima frente al peso de los péndulos. Cada 

uno de sus extremos va fijo a un balero que puede girar libremente 

y que se encuentra empotrado en cada extremo del armazón. La 

función de los baleros es la de permitir exitar al dispositivo por 
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ambos extremos, aplicando torcas desde el lado ext~rior de éste. 

Una ve::. instalada la barra de g-:.ma en e~ arma::cn. :::.:s ¡:.oti-r:julos 

fueron fijados a ella utilizando peque~os segmentes del Qismo 

material de la barra (estos segmentos tienen una lc·ngit',.¡d de cm.> 

a los cuales se les redondeaba uno de los extremos y en el otro 

extremo se le practicab~ una perforación en la cual se fijaban los 

péndulos. El extremo redondeado fue pegado a la banda de goma. Lo 

anterior está ilustrado esquemáticamente en las figuras 4.2 'l 4.3. 

T- -.- ·-·----
---¡---- ·--- T 

Figura S.S. Fotografia del dispositivo mecAnico experimental 

de la barra de goma 

Las dimensiones del dispositivo experimental de la barra de 

goma son: El armazón de madera tiene una forma rectangular (ver 

fig. S.5) mide 170 cm de largo por 30 cm de altura. La barra de 

goma estA fija a los extremos del armazón a una altura de 15 cm de 

la base de éste. El diámetro de la sección transversal de la barra 

(sin estirar) es de 0.8 cm, y los péndulos tiene una longitud de 

8 cm. 
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5.2.2~- ANTE PROYECTO DE CONSTRUCCION DE UN DISPOSITIVO 

(DISPOSITIVO DE DISCOS) 

En la subsección anterior se dio una descripción del 

dispositivo experimental de la barra de goma. Con este dispositivo 

se pueden estudiar caracteristicas del comportamiento de los 

solitones tales como colisiones soli tón-soli tón y 

solitón-anti-solitón. Sin embargo (en la forma como fue construido) 

no permite estudiar algunas otras caracterieticas tales como el 

comportamiento dinámico de un solitón influenciado por ''fuerzas" ... externas . 

A continuación se describe la construcción de un dispositivo 

mAs sofisticado mediante el cual se pueden llevar a cabo mediciones 

más completas. El dispositivo mecánico consiste en una serie de 

péndulog que en este caso son discos de Lucita que tienen un 

diámetro de 30 cm¡ llevan empotrado en su centro un balero., y a lo 

largo de una llnea que va del centro a su borde se le han 

practicado diversas perforaciones (ver fig. 5.6). Los discos están 

sostenidos horizontalmente mediante una barra cillndrica sólida de 

latón e interconectados por un resorte de acero. 

Una porción de este dispositivo mecánico de discos se ilustra 

en la figura 5.7. Las perforaciones practicadas en el disco de 

Lucita, permiten colocar un cuerpo pequeno de peso considerable 

cuya función es la de servir de péndulo. Dependiendo de la 

1•1 Aqut re¡. he re loreo. con•lo.nt.• e>et.erna. y 

amorh91Jamter.to vu.coso pequoi\o, únlcoment.o. 
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perforación en la cual se coloque-éste ?eqúe!'lo -cuerpo, _se - podr.\ 

elegir el inomento de inercia del disco:_ 

El dispositivo mec:.nico de discos; que te~dri. una- lcingi tud de 

230 cm, constar:. de 50 discos de Lucita cuya separación entre 

discos vecinos ser:.. de 5 cm. 

Para introducir una torca constante externa en el dispositivo 

se hace pasar aire por una serie de tubos delgados que están 

orientados sobre el borde superior de los discos (ver fig. 5. 7). 

Haciendo variar la presión del aire a través de los delgados tubos, 

se puede variar la constante de tcrsión {de la torca externa), y 

por consiguiente se puede elegir un valor conveniente. 

En el caso de un amortiguamiento viscoso pequei'ío lo que se 

hace es introducir los bordes de los discos en un 11.quido viscoso 1 

como por ejemplo el agua !ver figura 5.8). 

En analog1 a con el caso de la torca cona tante, el coef !ciente 

de amortiguamiento r puede hacerse variar dependiendo de la 

profundidad a la que se intriduscan los discos en el liquido. 

La figura S. 9 muestra al dispositivo mec.\nico de discos con 

todos los aditamentos. 

El dispositivo mec.\nico de discos fue utilizado por Nakajima, 

Yamashita y Onod.,,.i'"' para estudiar algunas caracteristicas de la 

Junta de Josephson ya que éstas tienen su análogo mec.\nico del 

dispositivo mec.\nico de diseca. 

El objetivo que se perseguir_á con la construcción de este 

dispositivo de discos seria estudiar el comportamiento dinámico de 

un solitón que esta afectado por una torca externa constante y un 
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( 
' 

Figura 5.6~ Disco .de Lucita (1) perforaciones. (2) balero. 

(3) cuerpo peque~o masivo. 

Figura 5.7. Una secci6n del dispositivo mecAnico de discos. 

(1) barra cil1ndrica s6lida de lat6n. (2) resorte de acero. La 

separac.i6n entre péndulos vecinos es b:x. .:::: S cm. 
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Figura 5.0. Se aplica una torca externa constante utilizando una 

corriente de aire que sale por unos delgados tubos. 

Figura 5.9. Se logra un amortiguamiento viscoso pequeKo sumergiend~ 

una porción de los discos en un recipiente con agua 



Figura S.10. Dispositivo m~cánico de péndulos con sus aditamentos 

arr.ortig~amiento viscoso peque~o. es decir, se trataria de verificar 

i::>:~erimentalmente las relaciones'•> (3.66) 1 

'Y(l) "' n r i 3 

24~2(7)1 

1•, · AcluCllrnente la conatrycclón 
1-.~ya l<.i fo11e lnlctal. So ha 

(3.68) y (3. 70) 

(3.66) 

(3.68) 

di.•po•itlvo 
conal,.ut,. 

(3.70) 

d• d~'•coa 
untcumente 
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5. 3. - PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL .Y RESULTADOS ' 
' ' 

S.3.1.- E;{PERIMENTC• No. '1 

En este primer experimento se determina la cons ta·nte-~- de 

torsión k de una sección de la barra de goma entre dos pé!'lt:'~lc•s 

vecinos. El resultado experimental de la constante de to1;ci6n I< ,' · 

junto con el valor del momento de inercia uno de. los 

péndulos con respecto a su eje de giro, se utilizar.A para ~btene"~ -

la "longitud Sine-Gordon'' lo y el "tiempo Sine-Gordon" reo. De los 

valores de lo y To obtenidos se obtendrá la velocidad limite Co del 

sistema. 

Para calcular experimentalmente la constante de torsión k se 

fijó uno de los péndulos en su posición vertical y se procedió a 

girar su péndulo vecino. Un Dinamómetro se colocó en la parte 

terminal del péndulo girado en posición perpendicular (ver fig. 

5.10). 

El Angulo que gira el péndulo vecino con respecto a la 

vertical fue medido utilizando un transportador. 

5.3.2.- EXPERIMENTO No. 2. 

En este experimento se trata de verificar que el dispositivo 

mecánico de la barra de goma exhibe solitones. Para tal efecto se 

ha dividido en dos partes. 

a) En esta primera parte se trata de: obtener una fotrogrf1a 

, .. El 

2 
mi 
--- donde 

" 

c:alculado la 

la mOJla d"l p4ndu.lc· y l ou lvn91,.tuJ. 
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l C.) 

Figura 5.11. Dispositivo experimental para determinar la constante 

de torsión K de la barra de goma entre dos péndulos vecinos. 

(a) Dinamómetro. ( b). transportador. (e) péndulo fijo en la 

posición vertical. (d) péndulo vecino girando y (e) barra de goma. 

Las escalas más finas del dinamómetro y el transportador son 0.01 N 

y o.sº, respectivamente. 

instanta.nea de un pulso que viaja a una velocidad 11 pequef'Sa" 

comparada con la velocidad limite Co del sistema. Para lo anterior 

s~ aplica una peque~a torca al dispositivo por uno de sus extremos. 
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bl En esta parte se trata de captar el movimiento de· un pulso 

que viaja a gran velocidad a través del dispositivo. mf:diante'' una 

serie de tomas fotográficas. 

5.3.3.- EXPERIMENTO No.3 

En este experimento se estudiaran las colisiones 

solit6n-solit6n y solit6n-antisolit6n. 

Antes de pasar a describir el procedimiento experimental se 

hará la siguiente: 

CONV~NCION. Cuando la barra de goma sea girada en el sentido 

contrario a las manecillas del reloj, el pulso as! generado serA 

llamado un sotitón. Cuando se gire en el sentido de las manecillas 

del reloj, serA llamado un anti-solltón (ver figura S.11). 

i) COLlSlON SOLlTON-SOLlTON. En esta parte se trata de 

generar una colisión solitón-solit6n. Para llevar a cabo esto se 

deberá aplicar en ambos extremos del dispositivo un giro {los giros 

deberAn hacerse "simultáneamente"} en el sentido contrario a las 

manecillas del reloj, según la convención. 

ii) COLISION SOLITON-ANTl-SOLITON. En este caso, en un extremo 

del dispositivo se deberá aplicar un giro en el sentido de las 

manecillas (anti-solit6n) y en el otro extremo un giro en el 

sentido contrario (solit6n). 

Se calculó experimentalmente la constante de torsión de una 

sección de la barra de goma entre dos péndulos vecinos, y el 

resultado obtenido es 

k 46 000 Dinas-cm 
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Figura 5.12. (a) Un solitón se forma al girar la barra en el 

sentido contrario a las manecillas del reloj. (b) Un anti-solitón 

al girar en el sentido de las manecillas. 

El momento de inercia de un péndulo con respecto a su eje de 

-ml2 

giro se calculó utilizando la expresión ~-3~- y el valor 

numérico es 

I = 20.3 gr - cm 2 

Utilizando las expresiones teóricas (5.13) y (5.14) se obtiene 

que la "distancia Sine-Gordon" lo y el "tiempo Sine-Gordon" To para 

el dispositivo experimental de la barra de goma tiene un valor de 

k "' 5.4 cm 
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H =" 0.057 seg 

La velocidad llmi~.r::. -·i:o - o ·,,e~oc.id.ad carac._~.::ri~~ti~a .del" 
··" .. ' < 

dispositivo mecAnico, la cual viene dada por ,la expr~sióri' <~.'14) es 

númericamente igual a 

Co ~ 95.0 cm/seg 

Delas relaciones '5.!0:l. (5.17), (5.16) ·¡ (5.19)_se ha 

obtenido la energía relat!v!sta E, la energia en reposo Eo. el 

momento relativista P y la masa en reposo Mo p&rd un soli~6n que 

inicialmente se estaba mvv:er;dc a una velocidad de: aproximadarne1n.e 

80 c.m/seg en el dispositivv m~c~nico de la barra de goma tver 

figura 5.14). Los valores ottenidos son los siguientes: 

E= 27~217.4 ergios 

E~ = 148077.4 ergios 

P = 24¿0. 3 gr cm seg-1 

Mo = 1&. 3 gr 

La figura, siguiente 'fig. 5 .13 l muestra la fotograf ia 

. . instantanea de un solit6n que viaja de izquierda a derecha en el 

dispositivo de la barra de goma. 

~L.."'\e.-''' 

11111111111111111111111·
111

1111111111111111/ lllllH/ 
rn 

Figura S.13. Solit6n ·1iajando de izquierda a derecha 



En la fotograf1a inStanta~-~~· ,-d~'--· ·1a ·-)éI'~u;~-: -S-.-i3 el 

puede ser considerado como un s6iú6ri ,·'es~·~ci~!la~io . dado 
'.:_,/~ :-:-~-~~--~" -- . 

expresión ( 2. 32) con u = o y ,'._-~~f: .. ~~~~~'~;~~~~~/~-~~{~ ::c-~~o-· 
.:.J.'';' ;•e:;,_;':.i 

,.,_ .. , 

con Co = 95 cm/seg Y, c~L~> 19.~ seg-•, es 'decir, la 

anterior. -~toma_~~~-~ rorma. -=- ~-. 

o. 20 " l ~2/(9&.o)• 
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soliton 

por la 

ecuación 

La figura 5.14 muestra seis fotografias instantáneas de un 

solit6n que viaja de izquierda a derecha. 

Inicialmente se esta moviendo a una gran velocidad u 

(_ 80 cm/seg) comparada con Co y gradualmente se va deteniendo 

debido a los efectos disipativos. El tiempo entre cada toma 

fotográfica fue de 0.5 seg. 

Se calculó la velocidad del solit6n cada 0.5 seg midiendo 

directamente sobre las fotografias las distancias recorridas. Al 

principio, el solit6n (fotografla 5.14a) se estaba moviendo a una 

velocidad de u = 80 cm/seg y por lo tanto 
¡-:---¡;•-:---¡ 

{ • - fco 2 ~ o. 54. 

Como lo = 5.40 cm resulta que l = 2.98 cm y t' = 3.10 cm. 
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Figura 5.14. Fotografias instantáneas de un solitón relativista que 

se mueve: de izquierda a derecha. 

El tiempo entre cc1da toma fue de O. 5 seg 
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Los datos obtenidos son 

~·-. ( ) ,., ' e••> 
t:.x (cm) t:.u (cm/seg) /co 2 l' l (cm) cm i : 

39 78 0.58 . 3.BO 3.10 

34 68 0.71 4.10 3.80 

32 64 0.75 4.80 4 .10 

28 56 0.81 4.90 4.40 

Tabla 5.1 

La figura 5.15 muestra una serie de cuatro fotograflas 

instantáneas de una colisión de dos solitones que están viajando en 

sentidos opuestos. La tercer fotografia muestra el momento antes de 

la colisión. 

La siguiente figura (fig. 5.16) muestra una serie tres 

fotograf1as instantáneas de una colisión de un solit6n que. viaja de 

izquierda a derecha con un anti-solit6n que viaja en sentido 

contrario. 

En la tercer fotograf la se observa que el solit6n y el 

anti-solit6n se han aniquilado disipl>ndose la energia en 

oscilaciones peque~as de los péndulos. 

.. , En cuarLci columna don lo. valor•• 

dueclamonlo aobr• \.o.a fologra.Haa. 

empleando rela.ci.6n l•órica 
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Figura 5.15. Colisión solitón-solitón. 6t =0.5 seg. 

5.4.- CONCLUSIONES 

Las conclusiones obtenidas a partir de los resultados 

experimentales son las siguientes 

i) El dispositivo mecánico de la barra de goma efec.tivamer.te 

exhibe solitones tipo "Sine-Gordon". 



b~~1111;;~~W~·:;~~:,;1;111;1111;,~ 
~;;~~,1~1;'1~~!' 111~!1111111 11~111~~·:, ::n~~d 

Figura 5.16. ColiEi6n ,;:<:liton-anti-solit6n. la= :-.5 se¡;. 

i i) Un solit6n que viaja a una velocidad grande a través del 

dispositivo mecánico se co~~rae de acuerdo a la relac.16n de 

contracción de Lorentz. 

L i i) Tanto en una colisión soli t6n-soli ton C.·~mo en una 

colisión solitón-anti-solitór., éstos se comportan com' partlculas 

relativistas. 

Las dificultades encontradas en la realización sxperimenta~ 

fueron las siguientes: 

i) No se puede incrementar apreciablemente el momento de 

inercia I incrementando la :0ntitud de los péndulos, ya gu& el peso 

de éstos hace que la barra si:: i:~elgue adoptando la f<:>nr.a de una 

catenaria. Esto en princi~i~ introduciria efectos no de~~ables. 
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ti) No es posible estudiar la dinámica de pulsos influenciados 

por torcas externas y amortiguamientos ya que no hay manera de 

aplicar estas fuerzas externas al dispositivo mecánico de la barra 

de goma. En cambio en el dispositivo mecánico de discos (que ya se 

está construyendo) lo anterior no representará muchos problemas. 

Finalmente se puede decir que el dispositivo de la barra de 

goma es conveniente para estudiar el comportamiento dinámico de los 

pulsos en el dispositivo desde el punto de vista cualitativo ya que 

no es posible obtener datos numéricos precisos. En cambio en el 

dispositivo mecánico de discos, en principio, se podrán llevar a 

cabo mediciones más exactas. 

As1, se propone el dispositivo mecánico de la barra de goma 

como un dispositivo experimental para ilustrar la teorla de ondas 

no lineales para el laboratorio de f1sica clásica I (mecánica) y el 

dispositivo mecánico de discos para el laboratorio de f 1sica 

moderna. 



i. 
i 
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