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INTRODUCCION

La dualidad onda-particula fue establecida por primera vez en
la mecanica cuintica como parte del proceso de estructuracién de
dicha teorfa en los afios 20's. En la decada de los 60's se conoce
de otra nueva conexién entre onda y particula en la fisica clasica.
La dualidad en la mecanica cuantica se refiere al hecho de que los
micro~objetos (electrones, protones,etc.) se comportan en algunas
circunstancias como particulas (efecto fotoeléctrico, dispersién
Copton, etc.) y en otras como ondas (difraccién de electrones). En
cambio la dualidad en la fisica clasica procede de ciertas
ecuaciones de onda no-lineales, las cuales exhiben soluciones de
ondas solitarias que no se dispersan ni se disipan, y que adenas
conservan su forma y tama®o indefinidamente. A estas ondas
solitarias se les llamé solitones.

Las observaciones que de solitones hizo por primera vez John
Scott Russell se reportaron en la British Asscciation for the
Advancement of Science hace 150 afios. En la actualidad el concepto
de solitén ha invadido casi todas las ramas de la fisica y de las
ciencias aplicadas.

En el primer capitulo se presenta una breve historia del
surgimiento del concepto de solitén. Ah! se definen conceptos tales
como onda viajera y onda solitaria, y en términos de estos entes se
da la definicion de solitén., Finalmente se menciona que el concepto

de soliton aparece en las ciencias como un nuevo paradigma.
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»deécribéh}las  soluciones 'de “solitones respiradores" (breather

: soligbns)} La ﬁltima parte del capitulo 1I estad dedicada’ a las
.‘aplicaciones de la ecuacién de Sine-Gordon.

Es en el capitulo I1I donde se repasa brevemente la teorla de
}a relatividad especial, esto con el fin de establecer la teoria
relativista a la Sine-Gordon. Se presenta la dinsmica relativista
tanto de solitones ordinarios come de solitones respiradores,
utilizando los principios variacionales. Finalmente se estudia la
dinamica de solitones ordinarios en el caso en que estan
influenciados por fuerzas externas.

Le corresponde al cuarto capitulo el estudio de la paradoja de
los genmelos y el fendmeno de simultaneidad en la teoria de
Sine-Gordon. Este capftulo comienza con la revisién de la paradoja
de loe gemelos en la teoria de la relatividad especial, revisioén
que se hace con el fin de preparar el camino para abordar el
problema de la paradoja de los gemelos en la teoria de Sine-Gordon.
Este capitulo se termina con el estudio del problema de
simultaneidad en la teoria de Sine-Gordon.

El dltimo capitulo estA dedicado a una aplicacién mas de 1la
ecuacién de sine-Gordon: “El dispositivo mecanico Sine-Gordon". En
este capltulo se reporta la construccién de un dispositivo mecanico
{de la barra de goma) y B8se propone la construccién de un

dispositivo mecanico mas e¢laborado.
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CAPITULO 1
SOBRE EL CONCEPTO DE SOLITON
1.1:~ ALGO DE HISTORIA "PEOR ES NADA".

1.1.1.- GENESIS DEL CONCEPTO DE SOLITON

Al parecer el primero en observar ondas solitarias fue el
ingeniero y arquitecto naval escocés John Scott Russell hacia 1834.
Russell introdujo el concepto de onda solitaria a la ciencia de 1la
hidrodinamica a mediados del siglo pasado. El1 incidente que lo
llevaria a observar las ondas solitarias se debi¢ en gran parte a
la necesidad de hacer posible la navegacién con naves de vapor en
los canales de Edinburgo y Glasgow. Consultado sobre esta
posibilidad sugiri® hacer antes unas pruebas.

Una vez instalado en los canales de Edinburgo y Glasgow,
Russell llevé a cabo una serie de observaciones, para las que
utilizaba una barca que era arrastrada por un par de caballos.

El observaba el movimiento de la barca que era rapidamente
jalada por el estrecho canal. Esto propiciaba el acumulamiento de
una masa de agua en el canal, que en un principio se acumulaba en
la proa de la barca en un estado de violenta agitacién, En seguida
esta acumulacién de agua se desplazaba alejandose de la barca a
gran velocidad, adquiriendo 1la forma de wuna gran elevacion
Bolitaria de agua, la cual tenia una forma suavemente redondeada y
bien definida. Dicha elevaciosn continuaba su curso a lo largo del
canal, aparentemente sin c¢ambiar su forma y sin disminuir su

rapidez. El mismo Russell calculd la velocidad de la onda solitaria
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que resulte de entre 13 y 14 kilemetros:por hofa‘y observe que - por
espacio de algunos 9 metros ‘preservaba su forma origiﬁal con”’una
elevacidn de aproximadamente medio metro. Su velocidad disminuia
gradualmente después de un recorrido de tres kilemetros .,

Hacia 1844 Russell publica su reporte sobre ondas de agua. En
este trabajo demcstré en forma clara los aspectos escenciales de
los diferentes tipos de ondas de agua. En su trabajo clasifica a
las ondas de agua en cuatro categorias.

i) .- Ondas oscilatorias

i) .- Ondas capilares

“i) .- Ondas corpusculares

iv) .- Ondas de translacion

Fueron estss ultimas para las que Russgll insistion en
elaborar una tecria matemitica, estando convencido de que tal
teoria seria realizada por futuras generaciones de fisicos vy
matematicos.

En 1872 Boussinesq derivéd una ecuacidn para ondas en la
superficie de un liquido cuyas soluciones resultaron las de ondas
solitarias. Esta es la ecuacién de Boussinesq.‘.”

En 1895 los fisicos holandeses D.J. Korteweg y H. deVries

¢ : (whe :
derivaron una ecuacidn que lleva sus nombres ' al estudiar 1las

(G, 441

ondas de agua en un canal rectangular Ellos aportaron una

i*y  Para mds detalles sgobre la wvida y obra de J.S8. Ruseell ver refl
3.

2
. (pxx.‘ 4’1\’ ere )y.x’ 'ﬁxxxx.'

(ase, “bx P R = 0 cen a unu constanle
x RuR
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fundamentacion analitica sencilla ' para &l esthdio‘; de " ondas

solitarias, donde incluyeron efectos no-lineales v dispersivo"é la

vez que despreciaron los efectos dlsipativo .
1.1.2. LA ERA DE LA SIMULACION DiGITAL>
En el periodo de tiempo que va de finales del siglo pasado a
mediados del actual, la actividad relacionada con 1la teoria de
ondas no-lineales fue casi nula, ya que las soluciones de ondas
solitarias fueron consideradas mas bien como wuna curiosidad
matematica de la teorfa no-lineal de ondas.

En 1939 Frenkel y Kontorova '°°' derivaron la ecuacidn qué

actuzicente lleva el nombre de Sine-Gordon ‘= al estudiar 1la
propagacidn de una digiocscidn en una cadena infinita de Atomos,
saltando elasticamente sobre una cadena inferior de atoios
similares .

En 1953 Seeger , Donth vy Kochendérferm‘a utilizando - :la
ecuacién de Sine-Gordon, describieron el movimiento de uha
dislocacidn en un cristal. ) -

No fue sinoc hasta 1955 que el interés por la teorfa de ondas
no-lineales empezé a tomar cierta importancia con los trabajos
publicados por Fermi, Pasta y Ulam e sobre 1la conducta de un
sistema de osciladores no-lineales, es decir de un conjunto

acoplado de resortes no-lineales de masas discretas.

(LI - gbu = Sen ¢ . oOrgwnalmente esla ecuacién s conocta

como la  ecuactén de Klewn-Gordon, el nombre de Sine-Jordon 80 debe
a Martun Kruskal,
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Lq impqrtante en estos trabajos es que, por primera vez, se
utiliza  la simulacison digital para resolver el problema
numéricamente. También se podria decir que el interés por las ondas
solitarias se debid en parte al interés que presentaba para los
estudios efectuados en fisica de plasmas. As{ en 1958, en la Unidn
Soviética Sagdeev postuld que las soluciones podrian propagarse en
un plasma en forma similar a como se propagaban en una superficie
liquida.

[43) :
estaban interesados en las

En 1962 Perring y Skyrme
soluciones de ondas sclitarias de la ecuacidn de Sine-Gordon como
un modelo sencillo para parti{iculas elementales.

Las socluciones obtenidas por simulacidén digital indicaban que
las ondas solitarias emergian de la colision con la misma forma y

R 1e5)
yelocidad con las que entraban .

Perring vy Skyrme fueron
capaces de dar una expresidn analitica de la colisidn.

En 1965 Norman Zabusky y Martin Kruskal 901 sando simulacién
digital concluyeron que las ondas olitarias ( en el formalismo de
la ecuacion Korteweg y devVries ) sufren colisiones elasticas.
Mientras investigaban las condiciones bajo las cuales las ondas
sclitarias podian ser observadas, Zabusky y Kruskal, mostraron lo
siguiente: ondas unidireccionales de resortes de masas discretas
con una ley de fuerza cuadritica entre las masas podian ser
modeladas por la ecuacioén de Korteweg y deVries; las soluciones
obtenidas por simulacién digital, arrojaban la informacidn de que
en tales solucicnes existtan entidades que eran persistentes en el

ttempo vy a las que Zabusky y Kruskal dautizaron con el nombre de
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solitones .

Desde entonces y hasta la fecha se han venido derivando nuevas
ecuaciones que exhiben soluciones de soliton. Entre ellas est4n las

P 28
sigu:Lem:es[5 2

ecuaci®n no-lineal de Schrédinger, . ecuacifn de
Hirota, ecuaciones de Manley-Rowe etc. Ademas se desarrollaron.
métodos poderosos y sofisticados para resolverlas tales comno 1la
transformacidn de Biacklund, el método inverso, que pusde ser
considerado como una gene}alizacién no-lineal de la transformada de
Fourier etc.

1.1.3.- UN FUTURO PROMETEDOR

Desde que el término de solitén fue acufado en 1965 por HNorman
Zabusky y Martin Kruskal se ha venidoe dando una intensa actividad
cientifica relacionada con el concepto de soliton Vi sus
aplicaciones.

Para apreciar la importancia que ha suscitado el concepto de
soliten, se verid a grandes rasgos lo que ha acontecido a partir de
los affos 60's en lo que se refiere al numero de trabajos publicados
7que incorporan la palabra de solitdén en su tftulo.

En 1968 se publicaron 10 trabajos.

Entre 1968-1970 el numero de trabajos disminuyd a la mitad,. es
decir, solo fueron publicados 5 trabajos.

Entre 1970-197é se observa un incremento; el numero de
trabajos publicados es de 30.

Entre 1972-1974 hay una drastica disminucion: el numerc de
trabajos publicados fue de 8.

Entre 1974-1976, el interés sobre el concepto de solitdn



e
vu%lve ‘a tomar- auge. Ya dué el nuﬁérajde‘trabajos puﬁlicados es de
100 aproximadamenge. ) o A ‘

Entre 1976-1978, a 13 afios dé qﬁe se bautizara el solitdn, se
d4 tna verdadera explosidn en el incremento de trabajos alcanzando
‘casi las 1000 publicaciones.

De 1978 en adelante resulta practicamente “"imposible' seguirle
la pista al namero de trabajos publicados, ya que, el coﬁcepto de
solitdn ha penetrado en muchas ramas de la fisica, la matematica vy
la ingenieria.

Actualmente el uso del concepto de solitdn estd todavia en la
fase inicial de lo que muchos piensan tendrd un uso que crecera

exponencialmente.

1.2. SOBRE SOLITONES
1.2.1.- ONDAS VIAJERAS Y ONDAS SOLITARIAS

Anfes de definir el concepto de s0litén se tratarid de precisar
conceptos tales como: onda viajera y onda solitaria.

Sea Y = £(X) una funciCn que estd representanda grificamente
por una curva continua, Si se reemplaza la variable x por 1la
variable x-¢, donde a es una constante positiva, se obtiene la
funcion y = f(x-a) cuya grafica tiene la misma forma que la grafica
de la funcidén f(x), pero ha sido desplazada sin deformacién hacia
la derecha una cantidad o .

Similarmente, para x+a, se tiene que v = f(x+a) representa un
desplazamiento rigidc de la curva hacia la izquierda en la cantidad

a. Todo lo anterior estad esquematizado en la figura 1.2.
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Figura 1.1. gréfica de la fuhcicnrfﬂiy
Si consideramos a la constante a como o= ¢ donde ¢ es. el
tiempo y ¢ es una nueva constante, y si t: s x 2 u¢, . -entonces,  se
dice que:

¢ (x,0= 9, ()

P (x,)= ¢ (x-ut)
representa una onda gue se mueve hacia la derecha con una velocEdad
constante v (ver figura 1.3). Y que

P8, )= Plxrol)
representa una onda Que se nmueve hacta la t(zqQuierda c¢on una
velocidad constante v {ver figura 1.4). .

As{,
I, = x % vt

representa la posicidn en un sistema coordenado que Be esBta
moviendo con una velocidad constante v para el que la onda esta

estacionaria.



”}Figﬁfa 1.2 desplazamientos rigidos de f(x) en la cantidad " @ " hacia

{amphfiud)

Y la izquierda y hacia la derecha

] L

f (posicidn)
x

! ~ .

Figura 1.3. Onda movié¢ndose hacia la derecha con una velocidad

i &/{;hwwo).

constante v



A las éniias"dé la forma
' b= Zy

se le suele llamar ondas viajeras u ond

lo anteriox; se desprende que:
Una onda viajera ¢, €¢,> es una s
solamente a través de §, = X ':l"'b

constante.

(o.u?li“u d)

{Posicion)
> X

Lt Cewpo)

Figura 1.4 Onda moviéndose hacia la izquierda con una velocidad.
) constante v
De la gran variedad de ondas viajeras, se pueden seleccionar

soluciones localizadas llamadas ondas solitarias.
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1ocall”ada que tlendP ES un: valo

En la 51gu1ente "sub- secc1on se preciSura lo que para nosotros

es un solitdn.

1,2.2°- QUE ES UN SOLITON?

.’Anteriormente’ se .- menciono que tanto en los resultados

obtenidos por Perring v Skyrne™™ como en los obtenidos por

ts0)
.

'Zabusky y KrusVal las ondas solitarias emergian de la colisidn

con la:mlsma forma 'y velocidad con las cuales entraban.

Rafa.;incrqduéir ellAconcepto de =solitén se partira del

'1Sigu;e fe'pfoblgma:

Ia évidencia anterior ( resultados de Perring-Skyrme 'y
Kruskal), supongamos que se tienen  dos ondas solitarias
') y ¢ (n) {con f= =x-uit y 1= x-uv2l) que tienen amplitudes
"diferentes. Supongamos también que #({) ¥y ¢(n) se propagan a lo
Tiafé§ ,de una linea recta en el mismo sentido (¢(f) a la izquierda
”dé»¢(n)). es decir, en una dimensién, donde la velocidad de (%) es
mayor que la velocidad de ¢(n) ( vt » vz ) ( ver figura 1.5).

Si la onda de mavor amplitud ¢{f) se encuentra a la izquierda
de la onda de menor amplitud ¢(n}, sucederid que, en un cierto
tiempo. la onda sclitaria ¢(f) alcanzard a la onda solitaria ¢(n)
sufriendo ambas una colisidn, es decir, una interaccidn no-lineal.

Sorpresivamente se observa que las ondas solitarias siguen su
curso.sin haber cambiado su forma, amplitud y rapidez después de 1la

interaccioen { ver figura 1.6).
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De lo anterior se puede corﬂciuyir © que ‘las: ondas Il jtirlas
asociadas a eﬁuaciones . no-lineales, vtales como la . etteac ifn de
Sine-Gordon y otras ecuaciones que describen la  e-=mvolicion
no-l;’.neal. gozan de las siguientes propiedades:
a) La solucién de pulso z;e propaga sin distorsién.

b) Se preserva su forma y rapidez después de la interasacclén.

L) e,

Figura 1.5. movimiento hacia la derecha de dos ondas solitttarias con
diferentes amplitudes y veloc%dades

A continuacidén se pasara a formalizar lo que en etede trabajo
se entendera por un solitén.

DEFINICION 1: En términos generales se dira gque unsosolitdn es
una Bolucién‘ de onda“ solitaria de una ecuacién de ond 2 si cumple
con lo establecido en a} y b). Esto es: una entidad lxa=alizada o
solitaria que se propaga 2 una rapidez uniforme y presav.-wa su foxrma
y rapidez en interacciones con otra ( u otras ) de tals» enidades.

Obviamente se tiene que tedo solitén es una  ond solitaria,
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pero éxisten ondas sclitarias que no son solitones. El esemﬁlo iéé,
una Anda solitaria que no es un soliton, es el de la'flama de wuna
vela (para este ejemplo ver la referencia 51 p . 1445).

Como un corolario de la defipicién 1 se sigue que el ejemplo

quiza mas sencillo de un sclitén sea la solucion de pulso de onda

tamphtody
b

(fosiisSn)

Figura 1.6 Dos ondas moviéndose en una linea recta. a) antes de ‘la

colisidén; b) en la interaccidn; ¢} y d) después de la colision
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de la‘ecdacion‘d

co® al

1DEFINICION 2 Un solitdén tipo Sine-Gordon es una:solucién de
onda solitaria de la ecuacién de Sine-Gordon.
» 'La,forma analitica de la solucién de onda de la ecuacién de

Sine-Gordon sera obtenida en el capitulo II.

1.3.-EL SOLITON COMO UN PARADIGMA

Con frecuencia los fisicos se han propuesto, en primer lugar,
aplicar los recursos metodolégicos que vienen siendo desarrollados
por los matematicos; con el fin de resolver problemas que en
general no pueden representarse por "esquemas' lineales.

En realidad existen muy pocos problemas no-lineales que pueden
resolverse en forma exacta. La gran dificultad que presentan los
problemas no-lineales es que, aparentemente, no existe un
procedimiento gracias al cual éstos puedan ser unificados. Asi 1la
ecuacisdn no-lineal supuesta como un modelo, casi siempre tiene un
alcance limitado en cuanto a su aplicacién y validez. Para entender
los problemas no-lineales se han desarrollado ciertos métodos para
resolver de manera exacta ecuaciones como la de Sine-Gordon, la de
Korteweg y deVries etc. Asi, los desarrollos relacionadocs con el
concepto de solitén estan proporcionando una hueva visualizacién
que podria calificar al concepto de solitén como un paradigma, es

decir, los conceptos incorporados en €1 analisis matematico de
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solitenes estan dando sistematicamente nuevos puntos de ‘vista. es. "
decir un paradigma.

Es asi, en el sentido paradigmatico que el concepto dg:séliﬁéﬁ"'

esta apareciendo en muchas ramas de la fisica.
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CAPITULO 2
LA ECUACION DE SINE-GORDON
2.1.- A ¥ODO DE INTRODUCCION

Comunmente los fendnenos relacionados con las ondas
no-lineales aparecen en diversas ramas de 1la fisica. Ejemplo de
tales fendmenos son: el rompimiento de 1las olas de mar en las
playas; la propagacién del potencial de accidén a lo largo de 1los
nervios, detonacién de ondas en explosivos, y choque de ondas en
gases y plasmas. Es por eso que cierto tipo de ecuaciones
diferenciales no-lineales son de gran importancia en 1las diversas
ramas de la fisica y de las ciencias aplicadas.

Este capftulo tiene como objetivo el estudio de una de estas
ecuacjones diferenciales no-lineales, a saber 1la ecuacién de
Sine-Gordon.

2.2. LA ECUACION DE SINE-GORDON EXHIBE SOLfTONES
2.2.1. LA ECUACION DE SINE—GO&DON SURGE EN GEOMETRIA

La ecuacién diferencial parcial no-lineal de segundo orden

2 2 2z
[ ¢z _ 1 X . :S - o)oz seng (2.1)
o Co ot Co

(donde los parametros Co y We son respectivamente la velocidad y 1la

frecuencia caracteristicas) es llamada la ecuacién de Sine-Gordon,

¢ . 4]
que es una ecuacidén de onda conservativa y dispersiva .

(")  Una ecuacién de onda ew: a) conservaliva s#i la energia total ..
conwerva (En L 18 caso de ta ecuscLédn de Sine-Gordon ver la
subseccién 8.3, 2, 1) dispersiva L 18 la velocidad de propagacién

depende de ta frecuencia y de la longitud de onda.



Por ‘conveniencia.supondremos. que.

. ecuacidnt(2,1)se’describe como.

;,;ga.§¢Uaéi§th2;2),,eévia fdfﬁa nbrméiizada de’ la. . ecuacidn
(Z.ay. : -

“La ecuécién de Sine-Gordon. aparecid¢ por primera vez en el
éiglo  XI¥X en conexién con ciertos problemas de geometria
diferencial “®,

Si las variables en la ecuacidn (2.2) son transformadas como

X ~—————7} =—%— {(x + ¢
t—————— T =~%— (2e~2)
@lx; b)) ————y (n,T)
entonces se llega a la ecuacidn equivalente:
a’y
an It

= sen y {(2.3)

que se estudié por varios aNos en conexién con la teoria de
superficices pseudo-esféricas de curvatura negativalconstanteuan

La ecuacién de Sine-Gordon es de interés actual ya que no solo
es completamente integrable y sus soluciones tienen notables
propiedades de solitén, sino también porque es considerada como un
modelo para fenémenos no—1inea1es""m. La ecuacién de Sine-Gordon

ademas es importante, hablando en términos generales pues mezcla

los ingredientes mas comunmente utilizados.
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‘a). Un téfminé cingtico (qﬁe puede ser translﬁcional,
-rotacional;-etc) .
_b).'Un término de esfuerzo lineal.
c) "Un término de potencial periddico,
Finalmente, es importante mencionar gque la ecuacidn de
Sine-Gordon se puede considerar como la generalizacidén al caso “no

lineal del oscilador arménico.

2.2.2.- ECUACION LINEAL DE ONDA
Se sabe que los procesos de ondas que ocurren en los
mediocs homogéneos son usualmente descritos por la i ecuacien

diferencial lineal de onda

P 1 a‘e
ax* co? 8¢t

La ecuacién (2.4) describe la propagacién de ondas .= viajeras

=0 (2.4) R

que viajan a una velocidad constante Co

Tres son las hipéstesis que son formuladaé para plantear la
ecuacidén (2.4). Estas hipotesis sonmdn

NO.1 LINEALIDAD: Las anmplitudes de las oscilaciones son
suficientemente pequefias. Esto significa que los térninos
no-lineales en ¢ son pequefos y por lo tanto pueden despreciarse.

No.2 NO HAY DISPERSION: El inter&alo de longitudes de onda
bajo consideracion es aquel para el que no hay dispersidn; esto
significa que la velocidad de propagacisén es independiente de 1la
frecuencia y de la longitud de onda en ese intervalo.

No.3 NO HAY DISIPACION: La ecuacidén (2.4) es invariante con
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respecte a la inversion en el tiempo, esto es. invafianfe':ante la
tfaﬁgformadioh b—¥¥1 =t

. si se:féCHazén estas tres hipsdtesis, la ecuacién (2.4) deja de
ser”ﬁﬁiverééi~y cada medio tiene que ser descrito por su propio
“sis;éﬁ;'dé ecuaciones™”,

FSorprésivamente, si estas tres hipétesis no son rechazadas
:comﬁletamente‘ es decir, si se considera que los efectos de
“"no-linealidad,; dispersién y disipacién son pequeffos se obtiene una
’ecuacién cuya forma es la misma para una gran variedad de
ernémenos.

La. ecuacidén de Sine-Gordon surge cuando son rechazadas las dos
primeras hipdtesis, es decir, la linealidad y la no-dispersién.
La ecqacién 4e Sine-Gordon es no-lineal y dispersiva pero ignora

los efectos de disipacién.

2.2.3.- BAJO QUE CONDICIONES LAS ECUACIONES DE ONDA LINEAL
Y NO-LINEAL EXHIBEN SOLITONES

Como la solucien de pulso de la ecuacién de onda lineal (2.4}
resulta ser un ejemplo de solitén, se sigue que la ecuacién  lineal
de onda (2.4) sin dispersidn, exhibe solitones.

El introducir el término de dispersién vy eliminar la
no—-linealidad en la ecuacién (2.4) desecha la posibilidad de tener
golitones. Esto se debe a que las diversas componentes de Fourier
con condiciones iniciales se propagan con diferentes velocidades.
Introducir la no-linealidad sin dispersion en la ecuacion (2.4),

también rompe con la posibilidad de que existan solitones
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debiendose esto a gque la energia del . pulso. esta  'éiehdo;‘7
cohtinuamenfe inyectada en los modos de frecuencias altas.

Regultaria extrafio que una ecuacién de onda no-lineal con
dispersién (que es el caso de la ecuacién de Sine-Gordon) pudiera
exhibir soluciones de ondas solitarias, y mas extrafio resultaria si
exhibiera solitones. Aunque lo anterior parezca paradéjico, se sabe
que las ondas solitarias ocurren también en sistemas los .cuales
egtan caracterizados por la no-linealidad y la dispesién.

Las ondas solitarias pueden comprenderse cualitativamente como
representando un balance entre los efectos de la no-linealidad vy
dispersién.

Resumiendo lo anterior, se tiene que:

1.~ La ecuacién (2.4) sin dispersién exhibe solitones.

2.- La ecuacién (2.4) con dispersién no exhibe solitenes.

3.- La ecuacién (2.4) con no-linealidad y sin dispersién no

exhibe solitones.

4.- La ecuacién (2.4) con no-linealidad y dispersién exhibe

solitones.

La ecuacidn de Sine-Gordon exhibe pues soluciones de ondas
solitarias que son solitones.

La forma analitica de las soluciones de solitén de la ecuvacidén

de Sine-Gordon se obtendra en la sub-seccién 2.3.2.

2.3.- SOLUCIONES DE LA ECUACION DE SINE-GORDON.
2.3.1 SOLUCIONES DE AMPLITUDES PEQUERAS.

En lo que resta del capitulo se trabajarad con 1la ecuacién
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ncroalizada de Sine-Gordon (2.2}, .ménés qu‘ - o;xpll;itamenie se

diga.otra cosa.

21 suponemos que ¢ ,est’:’.‘i.[,x;estr;ingido -tener . pequeRas

variaciones angulares en torno*dé, ¢‘ 'dye‘ci'x’;. sl ¢ «<¢ 1,
2ntonces se tiene que sen ¢ = '¢..A Cén la '!lspposici_én' anterior 1la
ezuacion (2.2) se reduce a la ecuacién diferencial parcial lineal

de segundo orden

2 2 .
Lo .22 L4 (2.5)
ax 2 .

Las soluciones de la ecuacién (2.5) son deila forma’

7,7¢ (x,8) = Aexpl [&x - Wt] S(2:6) -

d2nie- A 25 una constante e ¢ = V-1,

S=an
oz¢ 2 R ] ,,,‘ N
2 &~ KAexpl [Ax-we]  (2.7)
ox B e
2
TP . _Phexpi [Ax-we] (2.8)
0‘2 M

las =egundas derivadas parciales de (2.6) con respecto a x y ¢.
Sustituyendo (2.7) y (2.8) en (2.5) se obtiene
[-A*Aexpi [Ax-wt]] - [-w Aexpiléx-will = Aexpildx-wi)
Simplificando la expresién anterior resulta
8240t = 1

es decir,
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jo" ‘diLspersion

w =Y a? + 1

;lEéfQ significa que exuﬁe propaéacién para todos  los ‘valores
reaiéé de & excepto para aguellos en los que ]w[ « 1; en"este  caso

& se vuelve imaginaria y las soluciones resultan ser soluciones
=3
estacionarias %,

La grafica dela relacién de dispersién (2.9) se ilustra en la

fig. 2.1.
A
1
,I . N T ,-R
s|e "

Figura 2.1. GraAfica de la relacisn de dispersion uf = A, 1
Supdngamos a continuacion que ¢ esta restringida & hacer

pequeﬁas variaciones angulares en torno de # = Il; se sigue que la



En forma completamente analoga,:si se sus

“en (2:10),8e obitiene.

-A" o+ W ;\—1
donde
=t . (2.11)

La expresién (2.11) es una vez mas la relacidn de dispersidn
entre wy A.

Como & = o a1 se sigue que existe propagacién para
todos los valores reales de w, pero para |&] ¢« 1, w se vuelve
imaginaria, y las soluciones resultan ser soluciones
inestables *® 2% %%,

La grafica de la relacién de dispersién (2.11) se ilustra en
la fig. 2.2.

2.3.2.- SOLUCIONES DE AMPLITUDES GRANDES

A continuacién se investigaran las soluciones de 1la ecuacidén
de Sine-Gordon (2.2) que no estan restringidas por la hipétesis de
amplitudes pequefias.

Consideremos ondas viajeras, es decir, soluciones de la forma

¢ = (L)
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"‘Grafica de la relacién de dispersién

&= w1,

doﬁde"
¥ = x -~ ot (2.12)
‘Vton v una §onstante que representa la velocidad de propagacién.
Matemdticamente esto corresponde a suponer que ¢ depende de las
variables x y ¢ en la forma
@ = ¢{x - vy

Asi tales soluciones sBon traslacionalmente invariantes. Para
tales soluciones las derivadas parciales con respecto a las
variables x y ¢ se convierten en derivadas totales con respecto a
L.

En efecto, haci¢ndo uso de la regla de la cadena se tiene que

a 4 o

I T OF x



De (2.12) sbe sigue que.

L
ax =1
ISR 2
R ox az
Utilizando de nuevo la regla de la cadena se obtiene
O 0 (Y & o)X _ 4 (ua
&x ax \9x )~ O x| Ox 2 (&
resultando
& a4’ )
# = w (2.13)
En forma completamente anaAloga
e _ _, 4
3 d¥
Yy
2 . 2
AP o’a_‘iz (2.14)
Sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.2) se obtiene
2 2 )
. _i_f_ - u‘-% = sen ¢
a
o
N 2
(1 -u:) -d—g;- = gen ¢
y finalmente
a*¢ sen ¢
= Ben ¢ (2.15)

24



Hacinndo

S 1
a = 2z
R B TR

entonces (2.15).se puede escribir como:

= a sen ¢ (2.16)
. @ : N
La ecuacién (2.16) es una ecuacidn diferencial ordinaria. de

2y
2

segundo orden que es semejante a la ecuacién diferencial ‘que
describe el movimiento de un péndulo simple.

Multiplicando a ambos lados de (2.16) por (d¢/df) se obtiene

) eme 1

% L [%.] = asen ¢ - [—g—] (2.17)
cono

a sen ¢ - [—%%—J = ‘%?" [ e (E .- cos ¢)]

(donde E es una constante de integracién) se sigue que (2.17) toma
la forma
Mo 4 [ 48]
ZE i

I [a.(E - cos ¢)] S z.18)

Integrando a (2.18)

- do_ 4
Iz az

I [acs'—cés'.p)'] ‘

%

se obtiene

L [—5‘5“;]2 = a (E - cos¢)
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a A
v ARy Za {E--"COB @) V.- "
ar = v A @ (2.20)

Y a! Y2 (E - cos ¢!

Integrando (2.20) se obtiene

N ;
R g— j —_— . (Z.31)
Y al o Y 2(E - cos !}

). 2
cons go= (1 -y) ‘, se obtiene que, (2.21) toma la forma

VA j , kz'*;'zz'} '

2 (E - cos ¢)

La ecuacién (2.22) es una integral eliptica de Jacobi de
primer género”m

En el caso de la ecuacién de Sine ~Gordon . no normalizada
{2.1), la ecuacién (2.22) toma la forma

¢U
v /1o otee? —ic’—— I N — (2.23)

) o 2 (E - cos @)

Dos casoe de suma importancia son:
PRIMER CASO.
E=1 y e o<1,

En esta situacién se tiene que (2.21) se reduce a



@
S e PSRN SIS i Peo s
oYra o Y2 (T —ces @r b Sl

Para calcular la integral

Py, i R
I ¢ (2.25)
0 Y2 (1 - cos &) . T

se utilizara la siguiente identidad trigonométrica
4 sen? [—g‘-] = 2(1 - cos @) (2.26)

Sustituyendo (2.26) en (2.24) se obtiene

1 J’% ap
Y e HJo /——————_lasenz [_%_]

@

¥ =%

¢=:_1__Jf“____d¢;___
Y a Vo 2 sen ['.j-)?-—‘]

=t 7,__1__IJ:::;;¢ (—;—] [;— w] (2.27
a

La integral (2.27) es sencilla y viene dada como

1 Yo ¢ 1 1 #y
I =t mj-ocsc [—2—] [T w] =t mdn [tan [ 7

As!, se obtiene que

}

) ]

28
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tangente en ambos lados de (2.28)
exp [t Y a} (] = exp {ln. [tavn‘;
arc tan {exp [t fa—‘r,] } = kax"gb; :
finalmente se obtiene ‘

¢u = 4arc tan [exp
4

Como a = (1-0%)7* y

escribir como
+
¢; = 4arc tan {exp [t

o en la forma mas general.

/10

En el caso de la ecuacién de Sine-Gordon no normalizada (2.1),

¢i = 4arc tan {exp [z -"'—"‘-—‘—"—"—~]} (2.31)

la ecuacién (2.31) toma la forma

+ - -
¢, = 4arc tan tfexp [% w—"—(x——":——zxc’-?— (2.32)
Co 1 -0 7/Co 1
Las expresiones (2.30), (2.31) © (2.32) representan la

solucién de una onda solitaria o solitdn. El parametro ¢ representa
la velocidad constante del solitén (la cual esta restringida a

tomar valeres entre -1 y 1 en el cagso de las relaciones (2.30) vy



T30 )

es una funcidn que crece monbtéménte'defcefg a-2M cuan #‘yé de e

a+o (ver fig.2.3).

La solucién (2.33) representa ‘un  ‘solitén . que ée'“mheVé ‘de
izquierda a derecha con una velocidad constante v. .

La expresién

#7 = 4arc tan { exp |- Z—ti. (2.34)
v 1-021

dezrece mondtonamente de 2MT a cero cuando x va de -®w a +o

& o,

Figura 2.3. Un soliten propégaﬁaséeméoh,véloéidad v
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. Flgura 2.4: Un antig-solj.tén propagandose con velocidad u.

(ver. fig 2.4} .

La soluéién ‘(72.3147)'5r‘epx:esehr:.av un anti-solitdén que se mueve de
izquierda a derecha c‘onb»?‘ileltlzcida't.r'l constante vu.
SEGUNDO CAso
EH= —1 . ‘ y v 1
La ecuacion (2.21) toma la forma

P
1J“' do
o]

¥ = 2 —
Y a ! ¥ 2{-1 = cos ¢)
y la solucién vine dada como
wi = 4arc tan {exp |* i'—‘”—z——— + 0 (2.35)
¥Y1-ot

La expresién (2.35) es una solucién inestable''®*®® de 1a

ecuacidn de Sine-Gordon normalizada.

Volviendo a la ecuacion (2.22) encontramos que dicha ecuacidn



admvitre;doér\sg‘:ui;.lc‘iones"interesantes que tienen cierta :’unppi‘tanciai.v

> La priineré clase bde soluciones es aquella para la que e
‘ E» 1 y v ¢ 1

en este caso ¢ resulta ser una funcién monotamente crecienﬁe' fdé t

que puede escribirse como " ¥

¢, = arc cos { 2 cd® ———-15—_—'—)i——z———- -1 (2:36)
k T - o1 -
donde cd es una funcion eliptica de madulo 2

2
k-= .

E 1

Para E »»> 1, la ecuacién (2.36) se reduce a

. 2E
¢u > —— (x. - vi)
1= v

- El-gegundo caso es aquel para el que

-1 ¢« E 1 y v 1

Aqui{ ¢ resulta ser una funcién periédica de ¥ que se puede

¢, = 2 arc sen {ksn [—f—z—_——%—]}
v -1

[28)

escribir como™™.

donde sn es una funcién eliptica de médulo

Como la magnitud de sn es siempre menor o igual a.l1, se', sigue.

que la magnitud de ¢ estara restringida por(zm
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202 aresent (k)

ne‘E de la ecuacidn de Sipe-Gordon (2.2)

: pueden: seridivididas’ e ~cua;x;o categorias que son:

y —%?—- 2 0 ¢ es monétona creciente.

,o¢. ¢ L. ¢ es periédica alrededor de f1.

4~ E €1, v 1y g? 2 0 ¢ es mondtona creciente.

2.4,~ APLICACIONES DE LA ECUACION DE SINE-GORDON.
2.4.1.- PROPAGACION DE UNA DISLOCACION EN UN CRISTAL.

Covﬁo ya se menciond en la subseccidn 1.1.2. (capftulo 1), 1la
propagacidn de una dislocacidn en un cristal sélido fue estudiada
inicialmente por Frenkel vy Rontorova®. E1 nmodelo que dstos
propusieron consideraba una cadena de Atofnos. que suponian fijos
con respecto a una cadena superior de Atomos en movimiento (ver
fig. 2.5).

La cadena de Atomos fijos da origen a un potencial periddico

para el i-ésimo atomo en la cadena superior de la forma'

a {1 - cos _2_”__9.‘_]
a
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,
/ / o

o

Figura 2.5. (1) y (2); cadenas inferior y superior de atomos.
donde @i es el desplazamiento del i-#simo &tomo de su posici¢n ‘de
equilibrio con respecto a la cadena de atomos fijos (ver fig.: 2.5)
y "u" es el especiamientodelared.

La ecuacién de movimiento para el i~ésimo Atomo en 1la ..cadena

superior viene dada por‘sl

nd®®¢ 211 n ¥
; = 2 gen (2 - ] + A [pm - 2p, + pm] (2.37)
¢

donde m es la masa de un Atomo, A es la constante de 1la fuerza

elastica entre Atomos vecinos y "a'" el espaciamiento de la red.

La ecuacidn (2.37) para ( = 1,2,...... ,N representa un
conjunto de ecuaciones en diferencias acopladas que puede ser
transformado en una ecuacién diferencial parcial mediante un
proceso de limite.

En efecto, haciendo'™

20 p
a

¢ =
en el limite la ecuacion (2.37) se transforma en la ecuacidn

diferencial parcial no-lineal

=P = L7 - 6° sen ¢ (2.38)



:2.4.2.- PAREDES DE BLOCH EN CRISTALES MAGNETIZADOS

Se sabe que un material ferromagnético se divide en dominiocs y
cadas dominio esta totalmente magnetizado y ademas que 10§ diversos

P iz
Zominios pueden orientarse al azar !

{ver fig.2.6).

Fue Pierre Weiss quien en 1907 introdujé la nocién de dominio.
A medida que se pasa de un dominioc a otro, el momento magnético mo
girs gradualmente de su posicién original a otra nueva posicién.

Esta region entre los dos dominios se llama pared de dominio y
s¢ anchura es de aproximadamente unos cientos de Atomos. Asi una
pare< de Bloch es la regidn que esepara un dominio con cilerta
orienvacién de magnetizacién de un dominio con otra orientacion de
magnetizacioén (ver fig. 2.7).

3e sabe que cuando un campo magnético externo es colocado
paralelamente al eje de un cristal, los dominios con sus

magnetizaciones paralelas al campo se incrementan en tamafio a
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expensas . de’los  dominios con magnetizaciones anti-paralelas @ al
sy

campo Esto da lugar a un movimiento de paredes de dominio.

o
>
=4
.
,
-
—
T
b

’
.

[

-
R
N

'
H
¥

2 Figura 2.7. Estructura de una pared de Bloch

. 5i Be Bupone que la magnetizacién M hace un Angulo pequelo con
el plano YZ; en este caso M tendriA una componente normal al plano
de la paréd. y aunado al campo magnético se requiere un .campo de
desmagnetizacién que sea normal al plano de la pared. Este campo de
desmagnetizacién produce un torca que actta sobre M y que se suma a
la torca causada por el cambio en la energifa libre de 1la pared
debida a la diferente orientacidn de la magnetizacidén M.

Las torcas que actuan en M en la direccién del eje X, son



debidas a la,i
anisotr@bsa'd 1

eje X:viene dada

4(2.39)
dqnde"yfes.la razon giromagnética-dada pof:

e o
con C la velocidad de la luz, e Q me la carga y hasa deir élecéféh
respectivamente. : v '
En la direccidn ¢ del plano YZ existen -torcas qﬁe actdan
debido a los efectos de anisotropia y a los producidos por el campo
de desmagnetizacion. Si se supone que la principal torca que actua
en €l plano YZ es la torca de desmagnetizacién, la combinacién de
las ecuaciones componentes que describen el movimiento de M

113)
conducen a

M 8¢ 2z
el Yl afi’a (2.40)

Diferenciando la ecuacién {2.40) con respecto al tiempo, vy

sustituyendo el resultado obtenido en la ecuacion (2.39) se obtiene
2 2

9% _..L._"._‘i._=_k...5en:} (2.41)
2
ax’

donde ¥ = 2¢p y Cw = 2 ¥ 2f1 A) es la velocidad limite de la pared.

La ecuacién {(2.41) es una vez mas la ecuacién de Sine-Gordon .y
describe el comportamiento de la rotacién de la magnetizacién M en

la pared.
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2.4.3.- TEORIA NO-LINEAL DE PARTICULAS ELEMENTALES
Los problemas‘qué ﬁén' enfr¢ntado Yas ' teorlaé Vfingalesj
particulas elementales séydebe p&r ﬁn 1$d§ a qué cén#iﬂerah“ .
particulas como entes puntualés; es decir, éin ~extensi¢n

otro, que éstas particulas puntuales representan‘singUlar

el campo.

Desde hace tiempo se ~ han venido. proponiendo “,tebrlag W

: (45, 36, 37)
no-lineales donde no aparecen singularidades R

Una teorfa no-lineal para interacciones fuertes ests siendo

desarrollada donde la ecuacion de Sine-Gordon aparece  como '.un

t4a. 58} e

modelo clasico simplificado

En el contexto de las teorias no-lineales el modélo dé
Sine-Gordon presenta facetas interesantes como el hecﬁo da:;qug
debido a 1la no-linealidad, las soluciones 'son soiucianeé'
localizadas que pueden ser consideradas como particulas: con
extension.

En este modelo se trabaja en una variedad no-lineal como . por
ejemplo la circunferencia unitaria o, equivalentemente en el
conjunto de los numeros reales médulo 2n™?,

La densidad Lagrangiana‘" en una dimensi¢n para la ecuacién

de Klein-Gordon viene dada pcvr“m

1 2 2 2,2
= - = - + m .4
= [ﬁx ¢v ) ] (2.42)
*) Una breve introduccidn a la teoria de densidades Lagrangianas

se da en lo secaidn 9.2 (capltulo 9.
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““Para remediar la no—periodicidéd;',ge:’propohe"la siguiente

densidédnLSgrangianaun’ .
ze -1 [:p; ~ & + an® sen® [-‘2’;]] (2.43)

es decir, se ha reemplazado el término de la masa en la ecuacién
(2.42) por una funcidén periddica de ¢ con periddo 2M. Esta funcidn
s& ha elegido as! de tal suerte que cuando ¢ es pequefa la densidad
Lagrangiana (2.43) se reduce a la densidad Lagrangiana (2.42). Esta
ultima densidad nos conduce a la ecuacién de Klein-Gordon en el
limite de bajaé amplitudes.

La densidad Hamiltoniana corresponde a la densidad Lagrangiana

12.43) viene dada por

® = ;— [lp: + @; + un,zaenz [%]] (2.44)

La ecuacidén correspondiente a las densidades (2.43) 'y (2.44)

2 2
_*’_:;_ - _"_'ZL = m? sen ¢ (2.45) .
ax’ ae

La ecuacidn (2.45) no es otra que la ecuacién de Sine-Gordon
La ecuacién de Sine-Gordon constituye un modelo unidimencional
adecuado para una teoria no-lineal de part{culas elementales.

Los solitones en teorta de particuias elementales muy

probablemente apareceran como nuevas particulas. Serian miles de
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veces ~mAs . pesadas que el protén .

anti-particula el anti-soliton.

que predice que cada solitén es un mono

(4. 92)

anti-solitén un anti-monopolo ';Llaﬁados

monopolos de 't Hooft-Polyakov son una soluc;éh’ée:“iaé' ecuaciones
de Yang-Mills. Segun esta teoria, si 7éﬁi§tén" los monopolos
magnéticos es posible construir fermiones a pa;tir‘ de bosones vy
reciprocamente bosones a partir de fermiones, en contraposicién al
resultado de la mecanica cuantica que nos afirma que un agregado de
particulas con un numero par de fermiones constituye un bosén pero
que no hay manera de construir un fermién como un agregado de
bosones.

Lo anterior, en principio seria una alternativa para las
teorias de wunificacién 1las cuales hacen usc de una poderosa
simetria que hoy en dia se conoce con el nombre de supersimetria.
La supersimetria es una clase de reflexidn abstracta que cambia a
un fermién en un boscﬁé“,

Es muy probable que en unos cuantos afos mas, se empiece a

hablar del concepto de solitén'” en teortas de unificacion, es

decir, de super-solitones.

[L4] Hay quienes afirman que en teoria de supercuerdas, una
supercuerda es un aoclitdn,
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OSEPHSON

La junta-de ‘lustra’ esquemiticamente:en :la

figura. 278, ‘cons: s deimetal superconductorique estan

"sgpérédé brox,madameﬁté‘_zsy'A):'tihédfde

material éxido

D]

2272727272777

kA

Figura 2.8. Junta de Josephson . (1) y (2) tiras de metal

superconductor. (3) material ¢xido.

La junta de Josephson es un dispositivo que ha despertado un
gran interés por su mﬂltiples.aplicaciones. La Jjunta se utiliza
entre otras cosas para transmitir, almacenar Yy procesar
informacien™2.

La junta exhibe dos tipos de inductancias por unidad de
longitud. Una de ellas (L) es debida al almacenamiento de 1la

energla del campo magnético y viene dada como'™?
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L= [L".;*d] o H/m . (2.46)
donde po = 401 x 1(‘)—7 H/m es la permeabilidad, d es la. anchura de
la tira de material oxido, o es la anchura de la junta y A es 1la
profundidad en la que se difunde el material ¢xido en el metal

superconductor (ver fig. 2.9).

Figura 2.9. Junta de Josephson. Un fluxén o cuanto de flujo
magnético # en una cierta direccién; y un anti-fluxén, o un cuanto
de flujo magnético -¢ en la direccién contraria.

En la figura 2.9 se observa que un flujo magnético puede

penetrar a lo largo de la tira de material oxido y se propaga en



una direccion longltudinal a'la direccién de eJe x

La otra inductanc1a por

’unidad ”de

oxido vy esté dada porw”

f/m es “la permeabil dadral:vaclio j}

donde éé x 10

siendo descritas

Las tiras de material superconduc r vienen
porilas funciones de onda™* ’SY" :
O a2 L 7_‘ o w2 72
UL T L PR N

: dondé p‘ry P, son las densidades de carga electronica.
Sea
b= P - g2 (2.48)
la diferencia entre las fasgs de las funciones de onda; Josephson
nuestra'**’ que la corriente a través de la junta puede ser
determinada por el cambio en la fase de las funciones de onda a
traves de la junta. Asi, usando la invarianza de norma para
relacionar la fase de las funciones de onda, #1 muestra‘™* que la
corriente en la junta viene dada por
I = Io sen ¢ (2.495

que es la corriente de Josephson por unidad de area. donde - ¢ . esta

relacionada con el voltaje aplicado a ¢ por

do 2e
L [ﬁ ] v (2.50)

Definiendo
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3= Lot

como el flujo.magnético, ‘entonces’ (2.49) se puede escribir como

)
R | IR L &
donde RS
Fo = 2

es el flujo cuantico individual que:es igual:a é,x 1077 G'cm?”

De las relaciones (2.47), (2.48), (2.49) 'y (2.50) se obtienen

las siguientes expresiones

du a8l g .
= = - L [_aT] (2.51).
8l v L i :
¢ [—-—N ] - Jo sen ¢ L taus2y
a9 _ [ 2e
Tl (‘T] {2:53)

donde Jo'"*' es 1a maxima densidad de corriente de Josephson.
Combinando las ecuaciones (2,51), (2.52) y (2.53) se obtiene
la siguiente ecuacién
2 2
2 o X2 . 2oel gen (2.54)
ax e g
Midiendo 1la distancia en unidades de la longitud de

‘= /3a5er

y el tiempo en unidades del tiempo de Josephson

(3, 94. 95]
Josephson

He
2eJo
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la ecuacisn (2.54) toma la form

ultra<¢ortos;. =i

2.4.5.- PROPAGACION DE PULS0S OPTICOS ULTRA—éORTOS
En la década de los 50's los pulscs de luz mas cortos que se
obtenian en el laboratoric se formaban de wuna radiacioén continua
con ayuda de obturadores electro-épticos basados en el efecto Kerr,
es decir, en el surgmiente de la anisotropia optica de algunos
sristales bLajo la influencia de un campo eléctrico. La duracidn mas
corta de tiempo de estos pulscos venta siendo de 107 segmo{

Despues de 1960 los pulsos dpticos ultra-cortos empezaron a
obtenerce utilizande laseres. Lo que se encontrd es que ezistian
regimenes de funcionamiento de laseres en los cuales la radiacién
que se enite de ¢stos tiene la forma de una secuencia de pulsos
luminosos equidistantes y relativamente cortos. Los pulsos &pticos
obtenidos utilizando laseres tenian una duracidén de 4 %

) (141

10 “seg
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Der i986 en adelante se han rnroducidom pulsos spticos
ultra-cortos (seria mejor llamarlcs ultra-hiper-cortos). 'i::py‘a::’
duracién de tiempo es de 6 x 10"'5 seg (6 femtosegundos). -
En los afos 60's los tratamientos tedricos de 'la prc‘:p:aga;ciéryi‘{‘:",

de pulsos épticos ultra-cortos a traves de sistemas de dos ‘ ,n'i‘)

empleaban un modelo semi-clasico en el que -,

electromagnético clasico interactua con una 'co;lyeccié‘n,'

. )
osciladores mecanico cuanticos® ',

El medio descr'ito'j»“p'orr‘ "e’s'ce'
modelo se puede visualizar como una coleccidén de Aton‘\osu ekny ﬁn
sistema de dos niveles los cuales estan acoplados ﬂnicémeﬁte pox; su':
interaccidén con el campo de radiacién.

Para el caso de un campo electromagnético cuasimonocromitico
polarizado en la direccién del vector ¢ se puede escribir como

E(x,¢) = & ¥{x,¢t) cos{uwct - Aox)
con Z(x,¢) variando lentamente con el tiempo, we ¥y & son la
frecuencia angular y el numero de onda respectivamente. 5i el medio
esta caracterizado por una funcién de distribucién g{Aw) llamada la
funcién espectral, entonces el momento dipolar por wunidad de
longitud viene dado pcu'lzm
P (x,¢) = no p J‘_: [F (x,¢,Aw) cos(wot ~ hox) -

- P (x,¢,8w) Ben{wot - &ox)] glAw) d{dw)

donde Aw = w ~ wo ¥ F(x,¢, Aw), P(x, ¢, Aw) se refieren a un atomo con

=) Los méLodos de generacién de puluos dpticon ultra-cortos
utilizando ldaeres viene descritos on tedo detallo an tas
referencias 14, 24, 25 y 37,



o .1 ey . 2fnowop:
ax c e .o e
y
~ 2Mnowep R T
r o= m,l--im't",émi P(AB) - d(Bw) (2.56)

donde p es la matriz dipolar de los elementos asociados con los dos
niveles y wo es el centro de una linea simétricamente ensanchada.

La respuesta al sistema de dos niveles es entonces generada

por(B.Bll
“(;%“* Ti ,=7‘e_5,,m;- (2.57)
- I _ (2.58)
S e 2

donde‘Af= u: es la densidad normalizada con o la diferencia de
densidades entre los estados superior e inferior y 74, T2 son 1los
tiempos longitudinales y transversales de relajacidn.

Cuando tanto 71 como 12 tienden a infinito y g(dw) = S(Aw),
la  duracidn de los ‘pulsos se hace menor que los tiempos
caracteristicos de relajacien del sistema. Las expresiones (2.55),
(2.57), (2.58) y (2.59) toman la forma

N 1 9 _ 2ncwop
-l Tl (2.60)
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22 . ;z”; i+ B i 2.6y
Tt o (2.62)
apf e i '
A riutht ﬁﬁ—;t? : A ) (2.63)

_toman . la. . forma ..

ot
-om.
ar e ey
RS 5 :(2.68)
oW .
o = t” (2.66)

Combinando las ecuaciones (2.65) y (2.66) se obtiene
integrando la expresison anterior resulta
e (2.67) e

La expresién (2.67) representa una ley de conservaéién.



Eligiende la’siguiente fehre#eﬁfacign parametricag
e gt o Rt

Lt v 1 {2.68)..
Patsen o S (269
W= % cos 8 ‘ (2.70)

Combinahdo (2.645.,(2.69) vy (2.70) se obtiene la ecuacién que

déscribevla propagacién de puleos opticos ultra-cortos™”

2
Qe
] ~Fran = * sen ¢
donde se reconoce que es la ecuacion de Sine-Gordon (2.3).

(15, «0)
Teorias recientes ' *

las cuales introducen los efectos de
'dispetsién de la velocidad de grupo y la modulacién de fase en las
‘eéuaciones. describen 1la propagacion de pulsos oépticos cuya
solucion de solitsn tiene la forma de una sech®. También se viene
“estudiando la propagacion de pulsos epticos en fibras opticas™
utilizando la ecuacién no lineal de Schrédinger como un modelo.
Salin, Crangier, Roger vy Brun“m reportan el primer
experimento de generacion de pulsos opticos ultra-cortos cuyo
tiempo de duracién fue de 70 fmseguﬁ'*m. Ellos vienen observando
ciertas anomalias en las que la forma del pulso deja de ser una
sech2 y pasa a tomar la forma de un pulso con tres picos (ver
fig. 2.10). Esta anomalia no es predicha por la teorias existentes
pero se ha interpretande utilizando el <concepto de un 3-solitdn
{tri-soliton}.
Salin y colaboradores han observado experimentalmente un

3-soliton (en el dominio visible) que ha side producidec utilizando

urn laser,



Figura 2.10"". Traza del pulso ¢ptico que es interpretado como . Un.

tri-solitén

Finalmente se dira que los pulsocs épticos ultra-cortos son de-

gran inter#s por las aplicaciones tales como: el -radar-éptico,-

fotografia y holograffa de alta velocidad, y en un futuro no -muy
lejano para medir distancias enormes con un error de décimas de
milimetro o incluso de milésimas de milimetro, con  lo cual . mucho
aparatos tales como el teodolito pasaran a formar parte del -acervo
de los museos tecnologicos.

Aunque no se comenta en este capitulo, la solucién mas general
de la ecuacién de Sine-Cordon consiste de L solitones, M
anti-solitines, N respiradores y la solucién de 1la radiacion™”,
Por otro lado, como el numero de aplicaciones a 1la ecuacién de
Sine-Gordon es significativamente grande no se hace mencién de
_aplicaciones en casos como el de la bioquimica, la teoria de la

gravitacionlm (instantones gravitacionales}, la biologfa

(" Figura tomada de la referencia 49, pag. 1132 iig 1
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(propagacién ‘de-ondas’a’ 1o largo’ de vmgmbr,avhav's", .potencial de accién,

etc.) y la astrofisiea’’ 1 R R 3

Y pe las aplicaciones a la astroftsica quisiera l;r.vom.nlw
comentar olgo que me ha cousado una gran impresidn. Recientemente,
tea aslrof(sicos  han sugerido que un gran punte rojo que viene
stendo obaervade en la  atmdéefera de Jipiter e comporta como un
solildén. (Esle comentario fue hecho por Monaslyrsky. Ver relerencia

42, pag. 132)



52

CAPITULO 3
SINE-GORDON Y RELATIVIDAD ESPECIAL
3.1.- BREVE REPAS0O DE RELATIVIDAD ESPECIAL
3.1.1.~ LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Se hace'una introduccién de los elementos necesarios ‘para
désarﬂoliéf la dindmica relativista a la Sine-Gordon.

Eiﬁétein formulé su teoria de la relatividad especial ’
pﬁrtiendo de: a) cuatro hipotesis referentes a - la homogeneidad e
isotropia del espacio; b) de la homogeneidad del tiempo con algunas
reélas para  sincronizar relojes, y ¢) de dos postulados: el
pfincipio de la relatividad y la constancia de la velocidad de 1la
lUZlao’.

El postulado del principio de la relatividad nos afirma que no
éxiste sistema inercial preferente, siendo las leyes de la fisica
iguales en todos los sistemas inerciales. El segundo postulado, se
refiere a la constancia de la velocidad de la luz, nos afirma que
la velocidad de la luz en el vacio tiene el mismo valor c¢ en todos
los sistemas inerciales.

Se entiende por un sistema tnercial un sistema de referencia,
(es decir, un sistema de coordenadas y relojes en el que se pueden
medir las posiciones de los cuerpos y sus tiempos) en el que los
cuerpos que se mueven libremente tienen velocidades constantes, es
decir, su movimiento es uniforme y rectilineo.

Antes de péasar a derivar las transformacicnes de Lorenz se

presentaran alguncos conceptos y resultados de algebra lineal.
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Sea V. un e'sbac_ib.;\fu‘afé_t'ofiaf'1inea1j sobre 105 reales R, En V .se

defins un products @scalar:

(3.1)

donde ;= 91\ = <ﬂl, "75" Cs'onk,\ciertos coeficientes vy %, ‘v, - son
“las coofrdenradés’ de 108 véctores x e ¥ en la base {(N,.......,n 0.

La forma cuadratica % = § g” x, x, correspondiente la forma
t«ilineal (3.1)" siempre - puede ser reducida a la suma de
cuadradosm? ' . . -

2 2 2 2 2
22X XK ...+ X - X L - {3.2)
1 -2 T r+i res

donde r representa el numero de cuadrados positivos y s el numero
de cuadrados negativos. A la forma (3.2) se le denomina metrica ©
“-forma: fundamental.

Para simplificar la exposicion considermos que V es un espacio
lineal bidimensicnal (un planc). En este caso r vy s estaran

restringidos a tomar los siguientes valores:



54

¥ = x + x (3.3)

% = x o & = -x (3.4)

=" -2 (3.5)
Cuando la métrica estd dada por (3.3) sBe dice que el espacio V
es euclidiano; cuando esta dada por (3.4) V es semi-euclidiano y
cuando estd dada por (3.5) es pseudo-euclidiano.
Sea V un espacio vectorial bidimensional sobre R que tiene
2 2

asociada una métrica pseudo-euclidiana & = %, - %, Se dice que

(e', ez} es una base pseudo-ortonormal de V si

a) (e‘. e‘w = 1
b) te,, e,» = -1 {(3.6)
c) <e‘, e, = [¢]

Una transformacién lineal T de un espacio pseudo-euclidiano V
es llamads pseudo-ortogonal si
«Tx, Tyr = <x; 73
para x, pe Vv,
Sea V un espacio 1lineal bidimensional sobre R y T una

transformacién pseudo-ortogonal.
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1 12 212

De.(3.9).y-(3.10):se contluye: que a

se obtiene
a a’’

21 7 sa2
a1 St T SR

Si (a.‘z/a.“) =. o se S;gué qper )

a. = a.a fani =
21 11 y . S ;
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cbteniendose

(3437750

(3.14)

B e Y1 -a'l

Toda-matriz de . la forma- (3.14) serid llamada una  matriz
pseudo—ortogonal ,

(3.14) es la matriz de cambio de base, es decir, transforma
bases pseudo-ortonormales en bases pseudo-ortonormales.

Consideremos los signos "mas" en la matriz (3.14) y designemos

a esta matriz con la letra Ao, es decir,

1 o
Y157 Y1 =
Ao = - 1 (3.14)
Y1 - ol Y1

Se puede decir inmediatamente que el determinante de la matriz
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(A4}

{3.16)

-1 = tanh: 61

cos ——'y senh ¢ = et 3.17).
: Rl Y1 al SORLA
“De ‘esta forma, Se llega a que la matriz (3,15) toma la forma

‘ cosh ¢ senh ¢
Ao = (3.18)
senh 2 cosh ¢

Hasta aqui lo de Algebra lineal.

Sea & un sistema inercial. Se define un suceso como un punto
en el espacio pseudo-euclidiano de cuatro dimensiones (el espacio

de Minkowski cuya métrica pseudo-euclidiana es P yz + ;2 -

cztz). Este eB un espacio cuyas tres primeras coordenadas son
espaciales y la restante es temporal. Asi{ un suceso vendra
especificado por el lugar (por sus ‘tres coordenadas espaciales) vy
por el instante en el que ocurre {(por su coordenada temporal). La

evolucion de un cuerpo en este espacio esta descrito por una curva

que es llamada linea de Universo.

4 Estas dos OXPIesiOnes se pueden deductir fdeiimerite utilizando
el hecho de que ccah 8 - senh 8 =71, ’
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A continuacid¢n se obtendran las relaciones. de transformacién
que permiten pasar de un sistema inercial a otro. Consideremos dos
sistemas in@rciales £ y I' donde I' se desplaza a una  velocidad
constante v con respecto a L. Supongamos que los ejes coordenados
de I son paralelos a los ejes coordenados de I' y que el movimiento
relativo es a lo largo de los ejes z Z‘, tal come se ilustra en

la fig. 3.1.

ik

™M
[

%, “I .‘

P

Figura 3.1. El sistema inercial &' se desplaza con una velocidad
constante v en la direccion de +X con respecto

al sistema inercial Z.

Si se efectua una transformacién en el plano Zz del espacio de
Minkowski (rotacién hiperbdlica), la matriz de transformacién

(2.18) en cuatro dimensicnes toma la forma eiguiente
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-

cosh ¢ 0 o senh¢
Ao = B (3.19)
0T 0 0
|senn @ 0 0 ‘coshe

Las coordenadas: (x,.Y, # ey ;en’ Z estardn - ligadas a @ .las
coordenadas (%', y'.rs‘{7vi'én‘£"(ﬁtilizando (3:19)) como
x'= x' cosh ¢ + c¢ senh‘¢‘f 
v= v
(3,20}
FA E

c¢ = x' senh ¢ + c¢' cosh ¢

Sustituyendo las relaciones (3.17)

cosh ¢ = —21——— ; senh ¢ = ——2—— S (3.17)
YT - Y1 -al
2n las relaciones (3.20) se obtiene
x' + oace'

x:——_—_—z.—

1 - al
v= oy

(3.21)

2= 23

ax’ + c¢’
ct =

vyi—al

En (3.21) falta determinar el parametro «. Consideremos en . £' _

el origen de coordenadas, es decir, consideremos a %' = 0 entonces
de
' o
xa oot con %' = 0
Y1 < al

sa obtiene que



0"+ oct' ‘ = X

X = e donde ca = -
‘/)l—a'l .
Como —%— es la velocidad relativa ‘¥ del sistema &' resulta que
Y = ac y a=—g—

Sustituyendo este valor de ‘o en las relaciones (3.21) ' se

obtitne finalmente

r ' + Y

X T e

;

v
(3:22)
7= 3
¥ T )
a A -5 2
7 —1 . :
1 - —Ez :

L

Las relaciones (3.22) son las transformaciones de Lorentz Las
férmulas inversas de Lorenizson obtenidas cambiando ¥ por -¥% en las
férmulas (3.22), es decir, =1 sistema ¥ es ahora considerado como
si se estuviera moviendo con una velocidad -¥ con respecto al
sistema Z°.

Las transformaciones inversas son:

[ Zom Y
721
—2
<

1 -

(3.23)




' : Caiin
FSi‘ﬁﬂeé;bEQuéﬁ'chmpafédd'coh‘c, Y1 - 77 a1 ’y en. ‘este

‘cagor(

qhe’son as:transformaciones de Galileo:

3.1.2.- CONSECUENCIAS DE LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

La primera consecuencia de las transformaciones de Lorentz se
refiére a lo sipuiente: Si se tiene una varilla en reposo en un
sistema inercial Z, y ella es colocada paralelamente al eje g de %,
entonces la longitud medida en el sistema Z viene dgda por Ax, Si
Ax' es la longitud de la varilla medida desde otro sistema inercial

Z', entonces la relacidn que hay entre Ax y Ax' es

(3.25)

Se define la longitud propia & de la varilla como la longitud
que es medida en un sistema de referencia en el que la varilla se
encuentra en reposo. De la relacidn (3.25) se tiene que

-6 1-—::— (3.26)

Es decir, la longitud de la varilla medida desde un sistema de

referencia que se mueve con velocidad ¥, se ve reducida por el
¥ . i
factor 1 - -z - A esta consecuencia se le llama la contraccidn

de Lorerta.



La segunda consecuencia de las transiofmaciones de

"Lorentz es

lg aitacien del tiempo, . :

5i dos sucesos ocurren en’ un  mismo. punto' de'_coordenadas
espaciales (x', ¥', 3') en un sistema L' y si- ' es el tiempo
transcurrido entre estos dos sucesos en L', entonces el tiempo At

que transcurre entre dos suceses en un sistema T viene dado por
, Al
Al
72
1 = =2
c
Se define el tiempo propio To como el tiempo que indica un
reloj que se mueve junto con un objato dado, entonces se tendra que
1
To = ¢ 1 =~ —n‘rz_
3
es decir, el tiempo propio ro de un objato en movimiento sera
siempre menor que el correspondiente tiempo en el sistema en
reposc. Esto significa que un reloj en movimiento se atraza repecto

a un reloj en reposo.

3.1.3.- DINAMICA RELATIVISTA

Una forma muy conveniente y elegante de abordar ciertos
problemas en las diferentes ramas de la fisica consiste en utilizar
el formalismo variacional, es decir se parte del principio de
Hamilton de la minima accién. Este princpio afirma que existe una
cierta integral S, llamada accién tal que cuando su variacién 65‘ es
igual a cero, esta integral toma un valor aminimo. .

La accidn se puede escribir como

s=j‘:'zu

doande £ representa la funcién de Lagrange del sistema.
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en las

la energia

Y es muy pequefia comparada con ¢, la expresidén para la
relativista (3.31) se reduce a

E = mc® (3.32)
ecuacién (3.32) es la famosa ecuacién de la energfa en

de la particula.

masa en reposo me se define mediante la siguiente relacién

mes ——Me (3.33)

=2 ——
/1 - Tl
c

es la masa relativista.



64
Finalmente, el Hamiltoniano relativista ] funcién:

Hamiltoniana viene dada como

3.2.- BREVE REPASO DE DENSIDAD LAGRANGIANA'"

Sea ¢ una funcién que depende de las variables =x y ¢ es

decir,

¢ = Plx, O

Supongamos que la funcion ¢ es bien comportada, esto es, que

tiene sentido hablar de sus derivadas parciales con respecto a x 'y

B by b By

e etc).

xx’ e’

Se define una densidad Lagrangiana ¥ como una funcién que

depende de ¢, ¢'x' ¢, esto es

£ = (e, ¢, #,) (3.35)

La correspondiente ecuacién de Euler-Lagrange resulta ser
3 L a (24 [.24
% [TJ;'] M T [_"'W] -~ =0 (3.36)
En términos de la densidad Lagrangiana (3.35) se define 1la

densidad de momento y la densidad de energta o densidad

Hamiltoniana como

(24
= "¢4_ (3.37)
x = X - l'l¢:c . (3.38)"

1*) Para mds informacidn ver la referencia 27, capltulo 14
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3. 3 - TEORIA DE SINE GORDON
2.3.1.- LA ECUACION DE wINE POPDON ES INVARIANTE R’LATIVI”TA
(LA CONTRACCION DE LORENTZ) 7
Un aspecto interesante de la ecuacisn de  Sine-Gordon . es ;ue
resulta invariante ante transformaciones de Lorenkz
Para exhibir esta invarianza ante transformaciones de Lorentt
se podria utilizar 1la forma normalizada de 1la ecuacién de
Sine-Gordon (2.2) la cual simplificarfa los calculos. Pero con el
fin de mantener la notacién que se estard utilizando a partir de la
sub-seccidn 3.3.2 , se wutilizara la forma de 1la ecuacién .de
Sine-Gorden (2.1), es decir, la ecuacién
t3 2

7y 1 o wo?

N —?"—“‘= — Een ¢ 02,1

De la forma de la ecuacién (2.1) resulta senciilbicd

invarianza ante las transformaciones de Lorenz:: En'efecto

At ik 3
. <
x' = —-———-___.7_|
’ 1 - _4)_2_
Co
(3.39)
o= ¢ -~ vx )
/1 —--—‘iz_‘
Co
las transformaciones de Lorentz
De la regla de la cadena
a _ _ o ox' . _ @ 3¢’
ax - ox’ dx e’ 3x
a [ ax’ a ae'

e Ix "¢t T Ta¢



se sigue que.

o en forma més concisa

2 1 L) v/eo? a
2—— -

3x v ox’ e
- /Cnz 1- /Coz '

[ -v L 1 [
T ax +/" —o, T e

ae v
1 - /Cn: 1= /Co

(3‘46)’7

donde

i




Sustiiuyendo {3.41) en la ecuacidén (2.1)

o o’y | o* p 2 g =
. v? . ax'? Co* a0t Co? ox'ae’
7 /Co
1,2 2z, z 2
—_ e LA af - 2v CAL _ wo? sen ¢
o? ax? a ax'de’
1- /COZ Co
1 LX) N o2 *p _ 2v 2%y
1 - o2 . 3 ® cot aue? Co® ox'8¢’
/Co
2 7y 1 % b 2 ¢ wa?
Co?® ox'? Co® ae'? Co® oxtat | T sen @
Co
2 2
1 2 e 1 .2 B
- [ + v wo
v? [1 - /Coz] ax'z Coz[ /Coz - 1] ae’ sen ¢
1 - /Coz Co
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& 20
e ——— we T
R A e —an .
[ o T sen 0
1.~ - L
. o
obteniendose finalmente que
e 1 8y wo? sen @
ax? Co?  orr? co?

ASL resulta que la ecuacion de Sine-Gordon es invarianﬁg ante

transformaciones de Lorentz

Esta invarianza ante las transformaciones de Lorentlconduce‘ a
la contraccién de Lorentzde la dimensidén espacial por el factor
/ 1Y ;;;:j. tal como sucede en la teoria especial de 1la
relatividad.

Resulta verdaderamente sorprendente que si un solitén tipo
Sine-Gordon se esta desplazande con una velocidad ¢, entonces
dependiendo del sistema, existira una velocidad limite "Co' para la
que la velocidad del solitén nunca podra ser igual o mayor a esta
velociadad limite Co que impone el sistem&'n En el caso de 1la
relatividad especial, la velocidad limite es la velocidad de 1la
luz. En la relatividad especial no se puede ver directamente 1la
contraccidn que sufre un objeto que se mueva a una velocidad
préxima a la velocidad de la luz. Pero en el caso de la teoria de
Sine-Gordon, (por lo menos en el dispositivo mecanico de 1la barra
de goma) se puede observar como el ancho del solitén se contrae de

acuerde a la relacién de contraccién de Lorentz

*  En el capltulo s, ae reporta la construccidn de un
disposilive  mecanico que consiate en una sene de pendulos
acoplades  en  wura  forma muy  parlicular, En  eate Fitema, ta velocidad

limile es igual a ©5 cmraeq.
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La invar1an"a de ‘la ecuacioén de Slne Gordon ‘2 2

utili*ara el formalismo variacional

La. densidad Lagrangiana asociada .a 1a ecuacién;de Sine= Gordon
(2.2) viene dada como™,

R — 4% - 22— (1 - cos ¢) (3.42)
2 2Co Co
En efecto,

si se sustituye la densidad Lagrangiana
la ecuacion de Euler-Lagrange (3.36) . e
a ;24 a [:24 aL :
-2 [’T¢““] . - [—a$—} -53--0 (3.36)
x [
se obtiene la ecuacidn de Sine-Gordon (2.1)

(3.42)..en

2 L N
1 wo U
@ -—— ¢, = sen ¢ {(2.1)0
xx coz (73 C“z

En forma similar a como se procedid en la subseccién 2.3 2. e
tiene que

1
dep 2t V// 2wo’ (1 - cos ¢) (3743)
=« Y ce® (1 - vl

v
I —_— (3.44)
0 Y 2(1 - cos ¢} '

 Las expresio es '(3743) 'y (3.44) son semejantes a las

expre51ones (2 19) y (° 21) obtﬂnldas en el capitulo IT1.
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S (solitdn
" para 1a”edugéiﬁnr(é.i):kse‘bbt;éne'éué"
Yy
% (h), =
N | 2 1 2wo ‘ B

00 (@) = —E"[px o ¢ - ——E—c— (1 -.cos. ¢)] (3.46)_

Sustituyendo (3;46) en(3.45) se obtiene

0
_ 1 2 1,2 2wo> _ .

E = - J-—m [¢x + = 'pe - =52 (1 cos ¢)] dx (3.47)

La solucién de la ecuacisdn de Sine-Gordon no-normalizada (2.1)

viene dada como

+
#, (%, &) = 4 arc tan Cof 1 = 7 fo.? (2.32)

e

Derivande parcialmente a (2.32) con respectc a2 =x y ¢ se

obtiene



D we (% miul)

.2
¢:'.' T Tex
. W20
Yot et
Sustituyendo. (3.48) y ‘('3‘.4'9') en (3;&7) se obtiene
2wo {x - wv¢)
. 2——
2 co/1 =" /coz
16 wo
T &
LR
\ 2] Co 1 - /coz
E:—i—j_m . ] 2 wo (x -~ ve)
c 1 - ot 2
1 -+ e ° 7z




~
1

Lowe  (x Zwe)

o L SR pu———— pa— ) 2
. , EEE N . ) m
] S ) Co/ 1 - /Coz [1 + /Coz]
S e
1 s 16 wo”
E = —— - -
e 2 wo (x> - wi) Y2

«f-"sea) |] + s T 2

P

— L2 (1-- cos #)| ax
2
Co

E = 8 wo Co
2——
/1" [e 2
Co
La energia en reposo o energia propila resulta ser

Eo = 8 wo Co (3.51)

El momento relativista queda expresadc por
p oo Mew (3.52)
“2—-———j
1 - /Cc-z



‘donde M. 25 1a mas

expresion

Los resultados obtenidos en (3.50).‘(3.5i).'(3.52), (3u54) 'y

(3.55) son validos para solitones tipo Sine;céfabn"chya éipfesién
analitica viene dada por (3.32). 7 o 7
Existe otro tipo de soluciones de solitén de 1la  ecuacién de
Sine-Gordon. estas soluciones son llamadas Solitones respiradores,
La solucisn de solitén respirador consiste en un par confinado
solitén-anti-solitédn en un estado oscilatorio (ver fig. 3.2).

Este estado oscilatorio del par confinado solitdén-anti-solitén
viene dado anali{ticamente por la expresién“'“l
¢n = 4 arc tan {tan 2 sen [(cos €} (] sech [(sen &) x}} (3.56)

© mAs generalmente
¢: = 4 arc tan {tan 6 sen [(cos 8)(¢ - )] sech [(sen 6)(x - x0)]}
(3.57)
Las solucicnes (3.56) o (3.57) representan a un solitdén

respirador estacionario que oscila con una frecuencia dada por

cos &, A Su vez la expresion
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2
_

)

N
e

Figura 3.2. Un solitén respirador evolucionando conforme
transcurre el tiempo. up es la velocidad de propagacién.
La 1linea punteada es la trayectoria

del centro del respirador.
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representa a u con una velocidad v

y oscila con ‘Una frecuencia igual a (cos B)/*)"_—_—"—"z'l

Las expresiones (3.56), {(3.57) y (3.58) cuando 1os parametros
8, v, x, fo 5on constantes representa una solucidn: exacta de la
ecuacién de Sine-Gordon (2.2)"% Y,

Para obtener el comportamiento dinamico de los solitones
respiradores, es decir, para obtener las expresiones de la energia,
el momento, la masa, del scolitén respirador el procedimiento es
anadlogo (pero mas complicado) al efectuado en el caso de la
dinamica del sclitén ordinario. Siguiendo a Takhtadzhyan y

Feddeev™™

. vemos que utilizandoc métodos perturbativos se obtiene
que para un solitén respirador, la energia y el momento definidos

por

E=f_m[é—¢_x+ 2 ¢:+(1-cos¢)]dx

P = -r-: [- ¢x¢t] dx

vienen dados por

i s g g i6.8en-6. - -
l-uz_l
P = 16 v sen &

i
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La'energia y la masa en reposo del solitén respirador son
i Es = 16 sen ©

Mo

16 sen 8
respectivamente, donde

vEE
es la velocidad del solitén respirador.

3.4.- DINAMICA DE SOLITONES EN PRESENCIA DE "FUERZAS" EXTERNAS
3.4.1,- LOS SOLITONES SE COMPORTAN COMO PARTICULAS RELATIVISTAS

En las subsecciones 1.2.1, 2.2.3 y 2.,3.2 se vio que las
soluciones de la ecuacién de Sine-Gordon (2.2) describen ondas que
no se disipan ni se dispersan como lo hacen las ondas conunes'™,
Estas ondas solitarias que fueron llamadas solitones, conservan su
forma y tamafo indefinidamente. Cuando dos de estas ondas
colisionan, cada una de ellas emerge de 1la interaccién con su
identidad intacta; y si un solitén encuentra a un anti-solitén,
ambos pueden aniquilarse. Dada una descripcién de un ente con estas
propiedades, se podria dgcir que se trata de una particula.

En la eubseccién 3.2.2 se probd que la ecuacién de Sine-Gordon
es invariante ante transformaciones de Lorenti de las variables
independientes, y que esta invarianza conduce a la famosa
contraécién de Lorentzde las dimensiones espaciales por el factor

ST |
1-° /boz . tal y como sucede en la teorta especial de 1la

relatividad. Mas adelante en la sub-seccidén 3.2.3 Be establecio el

®) Un ejemple de onda comin, eon ot de aquelias que e
originan al ‘dejar caer una piedra a un estanque.



comportamiento-dinamico:

solitones rn#pnrodorns.

comportamiento dindmico dé solitones (ordlnar os Y respiradorcs) es

semejante al comportaminnto dinamico dE' partlcﬁlas relativistas
clasicas, es decir, 105 solitones ‘se 'comportan como partlculasv
relativistas.

En esti seccion se estudiara el comportamiento dinamico de
solitones ordinartos en presencia de fuerzas externas, y la
conclusisen a la que se llegard es que en presencia de dichas
fuerzas, estos solitones también se comportan como particulas

relativistas clasicas.

3.4.2.- GINAMICA DE SOLITONES EN PRESENCIA
DE UNA FUERZA EXTERNA CONSTANTE
Consideremos la ecuacion de Sine-Gordon normalizada (2.2)

2
_g_g_ 2 w = sen ¢ (2.2)
dx a.?

Si a (2.2) se le incluye un término adicional, es decir, se le

-
affade una fuerza externa constante r ’. la ecuacién (2.2) toma 1la

(22, 23, 471
forma
2 2
J a3
f - f + sen ¢ = 1 (3.59)
a¢ ax
¥y  Los solitones ordinaries @on aquellos cuya exprosicdn vieno dada
.4 X -
por: @ = 4 arc tan {exp [* 1} @90
v ST :
(e En ol caso det dispositi vo mecdmco wer  capltulo %) eata

Pawrza jepresenta urna torcu exlerra consianie,
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B e e i ‘‘reduce [-a " la”

121, 96, 461

ecuacion

St sen g
Hai?t i

donde Z¢m(t)'v- = ¢(: 0, 4

Supongamos que 1a solueisdn ‘de (3.60). es de l’a'f i"orlnyax('z".“k"’l

® (X, 0 = )+ B (B (3.61)

dondem,’ g S -
Cx -J‘:, YLy ae KRR R
T {3.62) .,
S 710!
con i
TR ey 4‘;.5;«:" tan.e¥ fs

',Cons'lderajrgd;wa' (3760}, (3.81) y (3.62) se;'obtie‘ﬁgjqﬁe

N . N N . . w o L R ,7
Py = n [u - ”] Y (363

4 YT BT de
Si se supone que sen ¢ao £ ¢>m, la ecuacién (3.60) toma la forma
. 4
LA
7 ¢ ¢m ~ T {3.64)
- de

Resolviendo la ecuacién (3.63) se obtiene

¢ =~ 71 {1 - cos ¢ (3.65)

Sustituyendo (3.65) en (3.63) se 1lega‘_‘7’ a

a
Tr ¢
V) =~ e (3.66)
26y 1 - 0T ()
)  ElL  signe menca  en WP  indica que  se  asta considerando un
onti=soliidn an un siatema coordenade on el que so encuentra

estacienader.



Y , 79"
Snily . es "&-Slida
ve:‘que la’

L Y0

A-continuacién seobt

resicn de la velocidad. del

soliten’ para.valeres. grandes ‘del’ tiempo. . Sea Z el ~ sistema

coordenado del ks'o}iﬁén‘_y stéa z un /éisytema coordenado Galileano que

se ests moviendo cc;nru:na: veloc':rj.da‘;;i,'b’(l.) con respecto a T. Como

{3.66) es valida para ¢ .Z o, ée supondra que la trayectoria del

sclitén no se aparta muche.de.la- trayectoria del sistema £', y que

la variacion del tiempo.de la funcién r(¢) = v 1 - ©°(¢)! permanece

pequefia,. es decj.r quer y(¢): no difiere. del factor de Lorentz
YT, :

Sea

. ey + e o+ alt)
V) = ey AR T ey

donde 4 es la velocidad relativa del solitén con respecto al

sistema coordenado %' y ¢ es el tiempo propio, es decir
¢ = YT T,
Como ¥(¢') = 0, desarrollando a. primer orden en Y/¥ seobtiene
<
hr
G T "[ T - uz(c)l]
- - 377 (3.67)

Integrando a (3.67) y expresando a\*[f(l') en forma silmilar a

: 147
la ecuacidén (3.66) vemos que !

3
nre
¥(¢) = taph [—a—————er
[24({‘1_-—«)2(_1)‘1]‘] (3.68)
Asf{ (3.68) es la generalizacién relativista de (3.66) para

tiempos grandes.

ESTA TENS W@ DEBE
SALR DE LA uwliufECh
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3 4, 3 - DINAMICA DE SOLITONES EN PRESENCIA DE UNA FUERZA EYTEPNA
CONSTANTE MAS UN PEOUEHO AMORTIGUAMIENTO

Si se le agrega a (3.59) un termlno llneal que represente - ?“1

pequefic amortiguamiente vi d¢ (con 0 ¢ JF c{:;l). 1a
ecuacidén (3.59) toma la forma
2 2
—2—%— -2 f + I ot _ sen ¢ = T C(3.69)
ae I ax

Procediendo en forma aniloga a lo realizado en la  subseccién

: (47}
anterior, se obtiene que

. v
v(o) = tanh =D 1 . (3.70)
24[»’1 -u_z_(l)|] T2 ] L T :

La expresioén (2.70) representa la vglocidad dél solitén- quet

estd afectado tante por una fuerza externa constante como

pequelio amortiguamiento viscoso.
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CAPITULO 4
LA PARADOJA DE LOS GEMELOS Y EL FENOMENO DE SIMULTANEIDAD
EN LA TEORIA DE SINE-GORDON
4.1.- LA PARADOJA DE LOS GEMELOS EN RELATIVIDAD ESPECIAL

4,1.1.-EN QUE CONSISTE EL PRCBLEMA

La tesria de la relatividad especial a dade origen a un  buen

159)

numero: “de - paradojas De ellas quiza la que mas fama ha

alcanzado, ‘por-las controversias suscitadas, seas la paradcja de los
s . . 591
relgjes'™ % #%

‘En 1911 Einstein™”

escribla: "Si un organismo vive permanece
en reposo en un sistema, y otro describe una trayectoria arbitraria
y vuelve al punto de partida al final de dicha trayectoria, el
organisme  viajero regresara en condiciches casi inalteradas,
mientras jue el organismoc que permanecio® en su posicién inicial a
dado lugar a nuevas generaciones...."

Si los organismos son hombres, entonces se tendrid que el
gemelo viajero volvera al punto de partida v se encontrara con la
situacidn e que es mads joven que su gemelo. El supuestoe problema
que se presenta, es que cualesquiera de leos dos gemelos puede
considerarse como el viajero, si esto sucede, cada uno de ellos
encontrars al otro mas joven; pero esto es una contradiccién
légica. Fensar en estos terminos es supoper que la situacidn de
ambos gemelos es simétrica, y es en esta supuesta cimetria donde
reside el problema de la inconsistencia legica, vya que entra en

contradiccion con los postulados de la relatividad especial.
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Figura 4.1. Diversas lineas de Universo

Se encuentra que la distancia recorrida entre 1os 502505 p Yy
Q dependéra de la -linea de universo que se elija.

En efecto, si un objeto cuenta con alguna forma de e bedir el
tiempo, entonces el tiempc registrado por el objeto serde + tiempo
medido desde el sistema inercial Z. h

La relacién que existe entre v y ¢ viene dada por

——— ey
v
dr «)/_1 - /cz ae




a3

[a)

,Elktiempo;prop;

GRPIEES

Figura «.2:; Lineas de Universo para: (a4) Un objeto que se encuentra

Ssbemcsiioss ) repeso. (k). un.objeto en movimiente de p:a q.

Consideremos ahora un objeto que se encuentra en reposo (sobre
al éje ¥ (ver fig. 4.2)). Su linea de universo sera una linea recta
vertical. Si un segundo objeto viaja de p & g por una linea de
universo diferente, de tal suerte que en p ambos objetos se aleijen

v en q ambos se junten,se  tendra que, el tiempo  propic ¢ gue
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transcurre a.lo largo de la llnea de UanCr°0 del primer: objeéo;

) undo obJeto estara dada

‘EEto 51gnif1ca quQ Yos reloJes asgc ad
lncturas dlfﬁrentes de tiempo cuando se encuentr n
el reloj del segundo objets (objets. en movimicnca)

comparacion con el reloj del primer obJeto.

los

De' la teorlfa especial de la relatividad se ,sabe fque

relojes. en movimientc a velocidad constante v “se: atrasanr con__7 

respecto a los relojes eincronizados en un. sistema inﬁrcxal de

—_ ;
referencia por el factor / 1 - /Cz . En el caso de la paradoja

de los gemelos, la situacion es completamente diferente. En . este

caso lo que se compara es el reloj unice del gemelo viajero con el
reloj dnico (en reposc) del gemelo estacionarie. Para comparar
ambos relojes se necesita que ellos coincidan doz veces, es  decir,
al comienzo del visje v al termino de #cte, este es, cuando  ambos

gemeles ¢ vuelvan a ancontrar.

d
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Lo esencial es que el reloj- del gemele viajero cambia su
velocidad al invertir la direcci®n y regresar. Este hecho es el que
hace que la sitacioén no sea simétrica, es  decir, uno de ellos

experimenta en algun momento aceleraciones y el otro no.

4.1.3.- ANALISIS DE LA PARADOJA DE LOS GEMELOS
EN RELATIVIDAD ESPECIAL

Para tener una idea mas clara acerca de la paradoja de los
gemeloe, se hara un analisis cuantitativo. El problema empieza con
la existencia de los gemelos A y B.

Supongamos que en un cierto instante de tiempo el gemelc B
decide emprender un viaje hacia el espacio cdsmico, dejando a su
hermanc gemelo A en la Tierra. La velocidad ¢ a la que viajara B
sera "casi' del orden de la velocidad de la luz. Se desprecilara el
tiempo en el que B estarad acelerado (es decir, al partir, al dar la
vuelta, y al encontrarse de nuevo con A).

Segun lo antericr se puede observar que, aientras que el
gemelo A esta siempre en un sistema inercial, el gemelo B se
encuentra de hecho en dos sistemas inerciales durante todo su
viaje. Uno de ellos es cuando se marcha y el otre cuando da 1la
vuelta y retorna.

Supongamos que los gemelos Ay B se pueden comunicar enviandose
seffales luminosas que son emitidas a intervalos de una cierta
unidad de tiempo (por ejemplo cada vez que cumplan afos) y éue el
viaje de ida y vuelta le tome a B un tiempo de T unidades de
tiempo.

A medida que el gemelo B se aleja del gemelo A, cada gemelo
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recibiri “las ‘seffales del otre a un ritmo menor gue viene dadc por‘

-,
n' = n .m (4.4)
Y1 + Nc

dohde‘n' vy n son el numero de seffjales por unidad de tiempo que
emiten tanto el gemelo viajero como el gemelo estacionario, cuando
el gemelo viajero va del punto de partida hasta el punto en el cual
da la vuelta para retornar.

Cuando el gemelo B da la vuelta y retorna acercandose a su
hermano gemelo A, cada gemelo recibird las sefales del otro a un

ritmo mayor el cual viene dado como

" =7 Iy (4.5)
I BNA

donde »", n corresponden al numero de sefales por unidad de tiempo
que emiten tanto el gemelo viajero como el gemelo estacionario,
cuando el gemelo viajero va del punto en el que da la vuelta vy
retorna hasta el punto en el que se encuentra con su gemelo.

VIAJE DE IDA., E1 gemelo viajero parte alejandose. Las seRfales
que reciben ambos, por unidad de tiempo vienen dadas por la
expresién (4.4). Si suponemos que el suceso de que B de la vuelta
tiene lugar a una distancia L = (¢T)/2 (donde T es el tiempo total
del viaje) medida con respecto a A, entonces la uqltima seRal -que
emite B antes de dar la vuelta alcanzara al gemelo A en un tiempo
L/c posterior. As{, durante mucho mas de la mitad del tiempo total
T. el gemelo A estara registrando las seffales de B a un ritmo me&nor
n' dado por (4.4). En el tiempo restante, el gémelo A recibira

seffales a un ritmo mayvor »" dade por {(4.5).
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E

n el i‘nstaknte en que B da-:lavuelta, A detects este suceso en

un tiempo ' dado por

El" numero de sefalés recibidas c!urérjte ‘el viaje de ida, medido
por. A, estara dado por i L S
. ot 2"
r,',.,=L[1.-g_.)_f£27§"__=gL 1 -/
v Y1+ v : ¢

En cambio, el gemelo viajero mide un numero dado por

v e T ] )

VIAJE DE REGRESO. Ahora, el tiempo que tarda en hacerse el

resto del viaje, es decir, el tiempo en el que B, va del punto de

retorno hasta el punto en el que se encuentra con A, medidio por

este ultimo es



El numerc de gedales racibidas durante el viaje de. vu2ita (el
resto del viaje) medido por A es

R A [_\’1::17:2_]_13_

v
1 - v/c

Elygemelo B mide un ndmero dado por‘

y el medido por B es

’ 2 2
. N v 1 L 0 1
To = fa' + 's 1 - /;z + —- / 1 - /;z

b} El numero total de seffales que recibé A enviadas por B es

2— 2y
= 4 v = Ok v nl v
Na = 2'ta + n"éh = —=— 1~ /2 o 1 - /‘:z
a0k o



¥ que recibié;B~thiédqs¢pof A es

: Asi. se tiehe qde‘cada gemelo recibe tantas seffales como emite
el otro en‘todo él viaje. Ambos gemelos estarin de acuerdo en que
sus‘medidas del tiempo total no concuerdan; y sus relejes, cada uno
de los cuales ha. estado seffalando su tiempo propio, presentan

desacuerdos al juntarlos de nuevoe en un mismo lugar.

4.2.- LA PARADOJA DE LOS GEMELOS EN LA TEORIA DE SINE-GORDON
 4.201.- LA ECUACION DE SINE-GORDON PERTURBADA
COMO. UN MODELO MAS REALISTA

Desde el bunto de vista de la teoria de perturbaciones,’ la’
ecuaéiénldé'siﬁé;cofdon normalizada (2.2)
S Bre = t,, - SeN $ =0 (2.2)
puede considerarse como la descripcion dinamica de orden cero.  La
ecuacion (2.2) como ya se menciond admite come soluciones (ver
sub~saccion 3.3.2) de un solitén respirador estacionario

e

B ¢n =-4. arc ‘tan {}an 2 sen [(cos 5)1 sech [(sen 2) 2]} (3.56)

y un solitén respirador en movimiento (con velocidad constante o)

¢% 4 arc tan {Fan e sen [(cos 8) _i_:;xz_:_is_] .
” 2
E » 1 - e

-sech [(sen o) ~3‘—_—-'—’-‘—:—’—‘—°~]} (3.58)




Sea’

'ﬁ:;-:c Y .'_ sen bosef TR

‘1a ecduacion ‘de Sine-Gordon - perturbada,’. dcyjndé; ‘el t,‘ér‘mix‘\o et se

‘suponer pequefic. Escogiendo a. =f como ap,. don i y.:coen :ui:,bt e
representando una perturbacién d'l'sivpat'iva. : : :
Poniendo a (4.6) en la - forma : matrical, ' es - decir.-‘como’ el

(39, 411

sistema de primer orden :
3, -1 3 [«
"axx + sen(} a‘ qbl ~&f
y desarrollando ¢ , se abtiene
¢
¢ ¢ : P
= + & *ooen
@, L Py

o,

Al orden cero vemos que

@

mxx-«:o.u-sen ¢°=0 (4.7)

Si en la solucién del solitén respirador (3.58) se supohe que
los parAmetros 8§, ¢.20 y 4o varian lentamente con el tiempo en

lugar de ser constantes, es decir, si (3.58) toma la forma

#, g~ 4 arc tan {tan 8(4) sen jlcos 8(&) L= T(x'”z” telBi}.
. Y1 ot
x—g(¢)~ xo{ t) '
ssach {sen 8{(H) Epesn Ty — (4.8)
Y L - b)) 1
donde ¥ = o) y T, = u{4).

x



GEMELOS
Como va se mencions al-comienzo de este capttulo; la ecihaciér
de Sine-Goerdon perturbada .

7¢xz—¢“—sen¢=a¢( oot 1

sers considerada como una descripcion dinamica nas "realis;é" de’ln
dada por la ecuacién de Sine-Gordon (2.2)

Py - by - SN @ =0 (2.2)

xx
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Hacxendo abstraccion, pensemos. como seria el panorama &n-.un

munde dcscxxto por el modnlo (a 1”) us‘ potladhxes
son los solltones respiradores Sine Gordon

Supongamos que A v B scn SOlltOneS rcspiradoree. 514 B.'SOn

La condiéiﬁh para’ que A-

EA (¢=0) = g, =0}

De las relaciones (4.13) y (4.14) se observa que el reloj . del’

2

gemelo B se mueve mas despacio por el factor 1 - v que el s

reloj del gemelo A. Por tanto, desde este punto de vista, el gemelo
estacionarioc envejece' mas aprisa que su gemelo B, ‘
Un anAlisis similar al efectuado en la sub-seccidn 4.1
podria ser efectuado y la conclusién de éste seria simila; ”aﬁ la:
obtenida en 4.1.3.
Por lo tanto queda establecidoe que existe un efecto de
envejecimiento para el gemelo estacionario similar al que resulta

de la teorta de la relatividad especial.




multapeidad en

Usub-secciones

. 'censideremos en este universo dos sistemas inerciales Z y E',
los ‘cuales 'se estan  moviendo 'con una velocidad relativa @ s!

supongamos que hay dos solitones respiradores 2

A
+,Y #, en reposo  en
el sistema ¥', separados una distancia Sine-Gordon &'. ¢ y @

A a
estan en L' en calidad de '"observadores" y vienen dados como

#, =4 8, sen (') sech (8, x')

¢B = 4 en sen (¢') sech Isn (x' - &')]

Cada uno de estos observadores cuenta con un reloj ascciadec a
#1l. La sincronizacion de los relojes de ¢A y ¢n es analoga a 1la
efectuada en la teorlfa de la relatividad especial, es decir, en
este universo descrito por el modelo (4.12), existe una velocidad
maxima Ce = f"impuesta por el modelo(4.12) (Por ejemplc, en el
caso de una dislocacion en un cristal, la velocidad 1limite es 1la
velocidad del sonido en el cristal; vy en el caso del dispesitivo
mecanice, la velocidad 1limite es la que fija el propio

-y

dispositivom ). Entonces la forma de que disponen ¢A y ¢n para

sincronizar sus relojes es la siguiente: en el punto medio entre ¢A

«® Dado que la ecuactdn (4.12) aenld en au forma normalizada,
la velowcidad mdxima de la interaccion toma el valor de uno,

tve, La velacidad timite del dispositivo mecamen 1 de
V3 cmoseqg (ver cap. 5)



L cadairespirvader’ "pondry sy

llegue a ‘ellocs.

S{Jpongahés

~ —gl'cugh

en reposo en €l siste

El mismo observa que la separacién ehéfe los reshitadofes‘ ¢
Y ‘¢, viene dada por o = _/ PR yi'¢érrnoi:a Tque’ial
surgir la interaccion en el punto medio entre ¢A y ¢B en L', ‘ésta

viaja hacia ¢

y hacia ¢ alcanzando primero a @

A B’ Y

A
posteriormente a ¢ . Cuando la interaccidn alcanza a ¢A , en ese

preciso instante, ¢A pone su reloj en ¢ = 0.  Posteriormente, . ¢
"ve" que ¢D pone su reloj en ¢ = 0 y por.lo tanto'¢c concluye' que
los sucesos no fueron simultaneos.

Si ¢ =

tiene que

. Eato sucede ya.
invariante retalivista, PRt
##) o es la mdxima- velocidad



9
wm

donde

caon

¢ = L'V 1 - 2% o' ST e}

® 201 - 0) 2 Y1- o
As{, haciendo ¢c la medicidén del tiempo con su reloj en T, el
intervalo de tiempo entre las puestas de los relojes de ¢A 0% ¢n en

£*' estarad dado por

Al.=¢.-¢A
AL = o' Y1+ o} o' Yi-v
2 Y1i-o 2 Y1+ 0o
. 1 - 1
At = (3 Y1+ 0 Y1 v
2 Y1 -9t Y1+ ol
A¢=_lf_..‘i___.
Y1 -

Sin embargo ¢c observa que el reloj de ¢A se 'retrasa por el

factor 1 -2 . de modo que, para ¢ , su reloj marcara
c

AL = A 1 - —_—
Y11
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"UundO el: relGJ de (,‘) 5¢ pongnaonga para marcar:¢* = o TEYL ‘ras uliado “es

que 21 respirad ,ﬁnienonaancuentra que los reloje" Can N

z' nc| estan sincronizados fel - Es decix

S =4 B sen

(o-oo VT
f 1 " .

‘7¢n =4 an sen

ray . x - f -t
—————me| - s@ch 8 | —
{iTE - lyT ="

De esta forma se concluyulluye que 1a simultaneidad en la teoria de
Sine-Gordon‘es en verdiihom concepto relativo semejante al concepto

de simultaneidad en la terislwriawpecial de la relatividad.
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: CAPlTULO
EL DISPOS[TIVO 'MECANICO. DE SINE-GORDON
) S.i.—VEL1DISPQ5111VO MECANICO DE LA BARRA DE GOMA
S.1.10-EL D‘IASPOS‘ITIV‘VQ MECANICO COMO UN: PROYECTO EXPERIMENTAL PARA
Q'EL QAﬁﬁﬁA%ORld bE FISICA MODERNA {(UN PROYECTO PEDAGOGICO)
Si‘ ééi examinan lla cantidad y 1la clase de practicas

eAparlmentales que se llﬂvan a cabo en el laboratorio de fisica

moderna. se /puede _observar que este numero (de experimentos

:rea};~ados' es;signlficatiQamente considerable (alrededor de 30) vy
. e experimentos realizados en el siglo XIX (efecto
vfaradav) hasta experimento= realizados a principios y mediados del
sxg;orxx (disper51én Compton (1923), experimento Milikan, etc.).
Cabe “mencichar 'que  tambien se realizan experimentos cuyos
Vfundamento tedrices son de actualidad, come por eijemplo la
fermacion de Fractales v €l estudio de sistemas que entran en
regimenes caodticos, etc.

Se puede asegurar que actualmente no existen a este nivel
zaperimentos que contemplen la teorifa de ondas no-lineales. Unc de
i2s problemas a que se enfrentan los centros educativos a nivel
superior v universidades de paises dependientes es el relacionado
2¢n la realizacidn de experimentos cuyos fundamentos tedricos
tengan que ver con temas actuales de la fisica. Un gran porcentaje
de este tipo de experimentos requiere para su realizacién de
téecnicas complejas, es decir, emplean componentes y aparatos tanto
mecanicos como electronicos muy especializados. Los experimentos de

zeta clase son, por ejemplo: trabajos relacionados con el estudio



ag
. de algunas caractericsticas de 'la  radicactividad que  utilizan un

. . . g . .
digparcsiin de Compton v difracoitn dae Bragg,

tubd Geiger-Muller'
experimentces de microondas, etc.

bado que hay muy pocos experimentos (sobre temasz actuales - de
fisica) que se pueden realizar con materiales v equipc de facil
adquisiciédn vy a preciog razonables; se propone presentar en  aste
capitulo un proyecto de construccién de un dispositivo mecénico que
exhiba solitones tipo Sine-Gordon, el cual desde el punto de vista
pedagégico tendria cierta importancia y utilidad como una practica
experimental de teoria de ondas no-lineales a nivel del laboratorio

de fisica moderna.

5.1.2.- ECUA&ION DE MOVIMIENTO DEL DISPOSITIVO MECANICO

Rubinstein““'considera como un sistema clasico descrito por
1; ecuacion de Sine-Gordon a una banda elastica de longitud
infinita que tiene uno de sus bordes mas pesado, y que se encuentra
en un campo gravitacional perpendicular a su eje. El dnico
rovimiento permitido es el movimiento de torsidn en torno a su eje.
Este wmodelo clasico de la ecuacién de Sine-Gordon viene
esquemetizado en la figura S5.1.

En analogia con el modelo clasico de 1la banda elastica

13

15! . N
infinita se wsugiere proponer como dispositivo una banda

cilindrica de material elastico (barra de goma) a la que se le han

% en  1vec et costo de un tubo de centellon, era de

oproxumadamente 2. %5 millones.
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fijadeo a distancias igiiales un ciertc numero de péndﬁldé;*La figura:

5.2 muestra esquematicamente una pbrcion de este. sistema de

pendulos. (<2

(b}

<o iss

Figura 5.1.- Banda elastica infinita en un campo gravitacional.
a) borde cargado; b) eje de la banda;

c} direcciédn del campo gravitacional

Para obtener la ecuacién de movimiento que describe a este
sistema de péndulos consideremos tres péndulos vecinos; los
péndulos (A-1)-ésimo, A-ésimo y (A+1)-#ésimo (ver figura 5.3},

Cuando el péndulo &~ésimo es girado un angulo ¢A con respecto
a la vertical, los péndulos (A~1)-ésimo y (A+l)-ésimo giran un
Angulo ¢A-: y ¢&.‘con respecto a la vertical respectivamente. El
pendulo  A-ésimo gira un  Angulo ¢“ -~ ¢af‘ (respactivamente
¢A - ¢a~.) con respecto al péndulo (&-1)-ésimo (respectivamente
(A+1)-ésimo (ver figura 5.3 (b)).

La barra cilindrica se tuerce ejerciendo 8obre 1los péndulos
(A-1)-¢simo y A-ésimo (respectivamente (A+1)-ésimo y A~ésimo) una
troca 11 (respectivamente 12) en torno al eje de giro de los

pendulos que se opone al desplazamiento angular ¢‘ = ¢“ ¢A~:

A
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(d)

ey

Figura-5:2. (a) barra cilindrica de ' material ' elastico {barra de
goma). (b) serie de péndulos. (¢) vista frontal.

(d}) eje de giro del sistema

(respectivamente ¢z = \o& - ¢A,.g) y de magnitud proporcional al
angulo ¢‘ {respectivamente ¢!).

La torca 71 (respectivamente t2) viene dada por

: Tes ok (g, - ) (5.1)
(respectivamente T2 = -k (b, - ¢, ) (5.2)
e donde k es el coefiiciente de torcisn de 1la barra ~cilindrica o

también llamado constante de torcidn.

dada por
T4,2 = T1 + T2 (5.3)

R T R N T

La torca resultante ti2 debida a las torcas. 1 y T2 viene .o



TRz oz ek (P - 204 @y ) (5.4)

donde i5.4), se ha obtenido sustituyendo (5.1) y (5.2) en (5.3).

-Existe otra torca que actua sobre el sistema de péndulos,
torca gravitacional restauradora tg que viene dada por
Tg = -mg { sen ¢k (5.5)

donde ¢ es la longitud del péndulo y m es su masa.

ﬁ———Ax—-—-“;‘
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la

Figura 5.3. Sistema de peéndulos. a) vista de frente. b) vista

frontal. Ax separacién entre dos péndulos vecinos.



De la ségunda ley de Newton se sigue que
a2¢A
1 — =TT . {5.6)
de

donde I es el momento de inercia de un péndulo con respecto a

eje de giro, y Tr es la torca total que actua sobre el

sistema
péndulos y que esti dada por
TY = T1,2 + Tg
Tr = k ( Pp. " 294+ ¢k-1) - mg ¢ sen @
La ecuacidén 5.6 toma la forma
d*p, )
1 772..-: k (( @y, - 20, + #, ) ~mE Isen $,....(5.7)
. (A =1, 2,.......... . N)
X

Lsemd,

-
;L_~

1
!
!
1
|
!
|
i
|
]
]
1
]
1
)
i
'
<~
]

Figura 5.4. vista frontal del &-ésimo péndulo

cuando es rotado un angulo ¢k'
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su

de



,.Q.ﬂ... ' an

transformado en’’una ecuacién

(&= 1,..,N)

Tomando &

sen ¢k

iimite de (5.9) cuando N —» o, es decir, cuando se

pasa de un sistema discreto de peéndulos a un sistema continuo, (o

eqivalentemente cuando Ax — 0),

donde

se obtiene

2 2 2
CJ f - 12 0 f = w°z sen ¢ (5.10)
ax Co e Co
2
R (5.11)
w? = MBL i(5.12)

La ecuacién (5.10) es,

como’ - ya ""l07‘vimos ' anteriormente la

zcuacién de Sine-Gordon (2.1)

23

Ax

la

distancia

enire

“dow . pérdulos vecinos (ver fig.



' i 104
De las relaciones (5 11) y (5 12) se sigue que la distancia

“Sine-Gordon" fs y el t1ﬂmpo "ane -Gordon" To viengn dados por i

_EET_ Ax ‘(5.13?
to s [ (5.14)
ng . '

En términos de la distancia l y el tiempo. To, - la . velocidad

limite Co del sistema de péndulos queda expresado por

o
To

Co = (5.15)

5.1.3.- DINAMICA DE UN SOLITON EN EL DISPOSITIVO MECANICO

DE LA BARRA DE GOMA

Las expresiones para la energla relativista E, la energia en
reposo Eo, el momento P y la masa en reposo de un solitén en el
dispositivo mecanico de la barra de goma vienen dados (en general}
por las relaciones (3.50), (3.51), (3.54) y (3.55).

Si a la densidad hamiltoniana (3.46) se le agrega un ‘término

dimensional A, es decir (3.46) se puede escribir como

2
m[¢1=—;!—A[¢’~ L gt - 2o

- (1 - cos¢)]
Procediendo enteramente similar a 1lo realizado en la

sub-seccion 3.3.2, se obtiene que
E = 8 A wo Co

2———
o
/1 - /Eoz

Eo = 8 A wo Co
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tenemos que

Jest 'expnesién:ﬁara A-vemos que la energifa de  un solitén

vieng:dad' p:'

E- 8 Yme ik k] (5.16)
o v
= 1 - /éoz
““La energia en reposo Eo como
Eo =8 Y mg.l kK (5.17)

A’ su’vez, el momento P se expresa mediante

a I - / ngl o
( Ax) k

el s B3 5 (5118 ) b
L B
/ 1 - /Eoz

Yy la masa en reposo como

s —1 /.mel (5.19)
(Bx) k
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5.1.4.- ECUACION DE MOVIMIENTO DEL DISPOSITIVO MEC(\NICO b 3

CUANDO ‘ESTA AFECTADO POR UNA TORCA EXTERNA CONSTANTE Yi' UN
AMORTIGUAMIENTO VISCOSO PEQUERC

En el caso en el que el sistema de péndulos se ve afectado por

una torca constante externa t' Yy un amortiguamiento viscoso
dxﬁ&
Ty ] (donde I'" es el coeficiente de amortiguamiento

pequefio F'[

G0 « I'" ¢« 1), el conjunto de ecuaciones en diferencias (5.7} toma
la forma
dz«p& b,
A= 1,...... .. N
(5.20)

Efectuando un proceso de limite semejante al 1llevado a cabo

con la ecuacidn (5.8) resulta

a4 Pa by ~ %a., 1 2 r 2
() - Bt Ve C T S
bhx . k Ax e kax X} -
mgl T
"~ és - /ax
kox sen A Ax

Cuando &x — 0, la ecuacidén anterior se transforma en la

siguiente ecuacién diferencial parcial

2 .
a*p 1 ’e . 3 _

ae? at Co

2
0o

3 sen f -~ T (5.21)
dx Co



La disﬁancia,y,ei‘tiempo "Siné-Gordon" vienen dados ‘por las

reléciones (5.13) y (S5.14)"

© 5.2.--CONSTRUCCION DEL DISPOSITIVO MECANICO
5.2.1,.~ DESCRIPCION DEL DISPOSITIVO EXPERIMENTAL
) DE LA BARRA DE GOMA
El dispositivo experimental, consiste de una serie de 81
péndulos fijados a upa barra cilindrica de material elasstico
(barra de goma) cuya separacidn entre péndulos vecinos es de dos
centimetros. La barra de goma que fue colocada en posicién
horizontal ha sido fijada por sus extremos a una armazén de madera
(ver figura S$.5). La barra se ha estirado lo suficiente como para
que su defleccidn sea minima frente al peso de los péndulos. Cada
uno de sus extremos va fijo a un balero que puede girar libremente
Yy qué se encuentra empotrado en cada extremo del armazén. La

funcioén de los baleros es la de permitir exitar al dispositivo por
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ambos extremos, aplicando torcas desde el lado extarior de este.

Una vez instalada la barra de goma en €l armazén. i°€

fueron fijados a ella wutilizando pequefos segmentos del zismo
material de la barra (estos segmentos tienen una lcngitud de 1 cm.)
a los cuales se les redondeaba uno de los extremos 'y en el otro
extremo se le practicaba una perforacieén en la cual se fijaban los
péndulos. El extremo redondeado fue pegado a la banda de goma. Lo

anterior estd ilustradc esquemadticamente en las figuras 4.2 v 4.3.

Figura 5.5. Fotografia del dispositivo mecdnico experimental

de la barra de goma
Las dimensiones del dispositivo experimental de la barra de
goma son: El armazén de madera tiene una forma rectangular (ver
fig. 5.5) mide 170 cm de largo por 30 cim de altura. La barra de
goma estad fija a los extremos del armazén a una altura de 15 cm de
la base de ¢ste, E1l diidmetro de la seccién transversal de la barra
(8in estirar) es de 0.8 cm, y los péndulos tiene una longitud de

8 cm.
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5.2.2.- ANTE PROYECTO DE CONSTRUCCION DE UN DISPOSITIVO
: - (DISPOSITIVO DE DISCOS)

Eé la 'subseccion anterior se dio una descripcion del
disposiiivo experimental de la barra de goma. Con este dispositivo
se pﬁgden estudiar caracteristicas del comportamiento de 1los
solitones tales como colisiones solitén-solitén v
solitén-anti-solitén. Sin embargo (en la forma como fue construido)
no permite estudiar algunas otras caracteristicas tales como el
comportamiento dinamico de un solitén  influenciado por ‘“fuerzas”
EZtEl"nES‘.,.

A continuacién se describe la construccioen de un dispositivo
mas sofisticado mediante el cual se pueden llevar a cabo mediciones
mas completas. El disposiéivo mecanico consiste en una serie de
p¢ndulas que en =ste caso son discos de Lucita que tienen un
diismetro de 30 cm; llevan empotrado en su centro un balero, y a 1lo
largo de una linea que va del centro a su borde se le han
practicado diversas perforaciones (ver fig. 5.6). Los discos estan
sestenidos horizontalmente mediante una barra cilindrica sélida de
latédn e interconectados por un resorte de acero.

Una porcién de este dispositivo mecanico de discos se ilustra
en la figura $.7. Las perforaciones practicadas en el disco de
Lucita, permiten colocar un cuerpo pequefio de peso considerable

cuya funcién es la de servir de péndulo. Dependiendo de 1a

* Aqul  se refiere a una toreca conatante externa Y un

amortiguamiento viscosce pequefio, unicamente.



elegir el momento de inercia delf'diééo

El dispositivo mecanico de discorsr una: 1dngi€ﬁd ‘de

230 cm, constara de 50 discos de Luéif.ya"c’u“y‘av separaq’ivbn: entre
discos vecinos sera de 5 cm. i '

Para introducir una torca constante externa en el dispasifivo
se hace pasar aire por una serie de tubos delgadoe que estan
orientados sobre el borde superior de 165 disces (ver fig. 5.7).
Haciendo variar la presién del aire a traveés de los delgados tubos,
se puede variar la constante de torsidn (de la torca externa), vy
por consiguiente se puede elegir un wvalor conveniente.

En el caso de un amortiguamiento viscoso pequefio lo que se
hace es introducir 1os. bordes de los discos en un liquido viscoso,
como por ejemplo el agua (ver figura 5.8).

En analogla con el caso de la tarca constante, el coeficiente
de amortiguamiento I puede hacerse variar dependiendo de 1la
profundidad a 1a que se intriduscan los discos en el liquido.

La figura 5.9 muestra al dispositivo mecanico de discos con
todos los aditamentos.

El dispositivo mecanico de discos fue utilizado por Nakajima,
‘Yamashita v Onc\der“m para estudiar algunas caracteristicas de 1la
Junta de Josephson ya que éstas tienen su anadlogo mecéanico del
dispositivo mecanico de discos.

£l objetivo que se perseguira con la construccién de este
dispositivo de discos sertfa estudiar el comportamiento dinamico de

un solitdn que esta afectado por una torca externa constante y un



© Figura 5.6L>Diépofde Lucita (1) perforaciones. (2) balero.

{3) .cuerpo. pequefio masivo.

Figura 5.7. Una sBeccién del dispositivo mecanico de discos.

(1) barra cilindrica sélida de latén. (2] resorte de acero. La

separacién entre péndulos vecinos es Ax = 5 cm.
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Figura 5.8, Se aplica una torca externa constante utilizando una

corriente de aire que sale por unos delgados tubos.
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Figura 5.9. Se logra un amortiguamiento viscoso pequefo sumergiendc

una porcidn de los discos en un recipiente con agua
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Figura 5.10. Dispositivo mecanico de péndulos con sus aditamentos

amortiguamiento viscoso pequefio, es decir, .se trataria de verificar

)

&xperimentalmente las relaciones'. (3.66), (3.68) y (3.70)

Ty e LD (3.66)
: B AT
{3.68)

. 9
9(¢) =~ tanh ire 5 =
24 (VT =5 T )

. )
¥() = tanh 0r ¢ - = [1 - %— ru)] (3.70)
26y T =0 l) .

*) - Actualmente la conetruceidn de ente dispositive
se hava en la  fase intcial. Se ha empsrade a conalruir
afa pegcicir de és8te (40 cm).

de

discos
unicamente




5.3.- PROCEDIMIENTO E ERI

.3, 1 - EAPERIHENTO NO

En este  primer experimento Sé determinai

torsidn k. de una seccion de la barra de ‘goma entre dos ¥péh§plos

vecinos. El resultado experimental de 1a constante de tb

)

junto con el valor del momento de inercia I de uno

péndulos con respecto a su eje de giro, se utilizard para obtener

la "longitud Sine-Gordon" f y el "tiempo Sine-Gordon" ro.‘rbgﬂ
valores de &% y To obtenidos se obtendrd la velocidad limite Co
sistema.

Para calcular experimentalmente la constante de torsion k
fijo uno de los péndulos en su posicién vertical y se prbcedi
girar su péndulo vecino. Un Dinamémetro se colocd en la p.
terminal del péndulo girado en posicién perpendicular (ver
5.10).

El angulo que gira el péndulo vecino con respecto a

vertical fue medido utilizando un transportador.

5.3.2.~ EXPERIMENTO No. 2.
En este experimento se trata de verificar que el disposi
mecanico de la barra de goma exhibe solitones. Para tal efecﬁo
ha dividido en dos partes.

a) En esta primera parte se trata de obtener una fotrog

(L3 El momente de inercie T es caleulado ulthvzande
2

erpresion 1 oz donde m ea la masa del péndulc v | nu tonguud.

1on

los

del

. se.
4 a
arte

fig.

la

tive

se

rfia
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Figura 5.11, Dispositivo experimental para determinar la constante

de torsion K de la barra de goma entre dos péndulos vecinos.
(a) Dinamdmetro. (b} transportador. (c) péndulo fijo en 1la
posicién vertical. {d) péndulo vecino girando y (e) barra de goma.
Las escalas mas finas del dinamémetro y el transportador son 0.01 N

v 0.5°. respectivamente.

instantanea de un pulso que viaja a una velocidad "pequefa"
comparada con la velocidad limite Co del sistema. Para lo anterior

se aplica una pequeffa torca al dispositivo por unc de sus extremos.



ce

b) En esta parte se trata de captar el movimiento &e‘t‘ 'p@lsb
que viaja a gran velocidad a traves del dispositive, médian;e“iﬂha

serie de tomas fotograficas.

$.3.3.- EXPERIMENTO No.3 .

En este experimento se estudiaran las - c&lisiones
s0litén-s0litdn y solitén-antisolitédn.

Antes de pasar a describir el procedimiento experimental se
hard la siguiente:

CONVENCION. Cuando la barra de goma sea girada en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, el pulso asi{ generado sera
llamado un solitdén. Cuando se gire en el sentido de las manecillas
del reloj, serad llamado un anti-solitdén (ver figura S.11).

L) COLISION SOLITON-SOLITON. En esta parte se trata de
generar una colisién solitdn-solitén. Para llevar a cabo esto se
debera aplicar en ambos extremos del dispositivo un giro {(los giros
deberan hacerse "simultaneamente') en el sentido contrario a 1las
manecillas del reloj, segun la convencién.

tl) COLISION SOLITON-ANTI-SOLITON. En esté caso, en un extremo
del dispositivo se debera aplicar un giro en el sentido de las
manecillas (anti-solitén) y en el otro extremo un giro en el
sentido contrario (solitén).

Se calculd experimentalmente la constante de torsién de una
geccién de la barra de goma entre dos péndulos vecinos, y el
resultado obtenido es

k = 46 000 Dinas-cm



117

Q)]

Figura 5.12. (a) Un solitén se forma al girar la barra en el
sentido contrario a las manecillas del reloj. (b) Un anti-solitén

al girar en el sentido de las manecillas,

El momento de inercia de un péndulo con respecto a su eje de
giro se calculd utilizando la expresién I = —:%ﬁi— y el valor
numérico es

I =20.3 gr - cm®

Utilizando las expresiones tedricas (5.13) y (5.14) se obtiene
que la "distancia Sine-Gordon" % y el “"tiempo Sine-Gordon" To para
el dispositivo experimental de la barra de goma tiene un valor de

b 5.4 cm



La ~velocidad™ limits':

» caracteristi: e
dispositivo mecanico, la cual viene dada pdrilé.éxp sién

numericamente igual a

Co 2.95.0 cm/éeé o

De las relaciones (£.18), {5.17), (5.18) v  .(5.19).

obtenido la energfa relativista E, la

s hal
energia en reposc - Eo, el
momento relativista P ¥y la masa en reposo Me para un soclitén que

inicialmente se estaba movierndc a una velocidad de aproximadamente
80 cm/seg en el dispositive mecanico de la barre de goma (ver
figura 5.14). Los valores ottenidos son los siguientes:

E = 274217.4 ergios
E

N

= 148077.4 ergios
P

2420.3 gr cm seg”’

Me = 16.3 gr

La figura siguiente (fig. 5.13) muestra la fotografia

. instantanea de un solitén

que viaja de izquierda a derecha en el
dispositivo de la barra de

goma.

Figura S5.13. Solitén viajando de izquierda

a derecha
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La anchura de este solit®

En la fotografia inStahtéﬁe

con Co = 05 cn/se ‘seg™t, es Heqir, 1a »equaciéh.

anterior.:toma

0.20 x

) =
Y 1- " Jos.0)?
e

¢° = 4 arc tan

La figura 5.14 muestra seis fotografias instantaneas de un
solitén que viaja de izquierda a derecha.

Inicialmente Be esta moviendo a una gran velocidad v
{. 80 cm/seg) comparada con Co y gradualmente s8e va deteniendo
debido a los efectos disipativos. E1 tiempo entre cada toma
fotografica fue de 0.5 seg.

Se calculé la velocidad del solitén cada 0.5 seg midiendo
directamente sobre las fotografias las distancias recorridas. Al
principio, el solitén (fotografia 5.14a) se estaba moviendo a una

[
velocidad de » = 80 cm/seg y por lo tanto 1 -~ /baz X 0.54.

3

Como o = 5.40 cm resulta que £ = 2.98 cm y {' = 3.10 ¢m.
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Figura 5.14. Fotograffas instantaneas de un solitén relati ta que

ueve de izquierda a derecha.

El tiempo entre cada toma fue de 0.5 seg
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Los datos obtenidos son

2——-——| | .
ax (cm) Av (cm/seg) /1= v /Eoz & (cm)'.’i 4 (cm)(’.’
39 78 0.58 CENTTT3LB0 0 B0
34 68 0.71 4.10 3.80
32 64 0.75 4.80 4.10
28 56 0.81 4.90 4.40

Tabla 5.1 *

La figura 5.15 muestra una serie de cuatro fotografias
instantaneas de una colisidn de dos solitones que estan viajando en
sentidos opuestos. La tercer fotografia muestra el momento antes de
la colision.

La siguiente figura (fig. 5.16) mnuestra una serie tres
fotografias instantaneas de una colisién de un solitén que viaja de
izquierda a derecha con un anti-solitén que viaja en sentido
contrario.

En la tercer fotografia se observa que el solitén y el
anti-solitén se han aniquilado disipéndose la energia en

oscilaciones pequefias de los péndulos.

[L2] En  la cuaria columna e dan loe wvalores medidos
directamente sobre las f{otograltas.

(. valores oblaridos empleando la relocidn tedrica

|
=l l—u/coz.
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Figura 5.15. Colisién solitdn-solitédn. At =0.5 seg.

5.4.- CONCLUSIONES

Las conclusiones obtenidas a partir de los resultados

experimentales son las siguientes

{} El dispositivo mecanico de la barra de goma efectivamerte

exhibe solitones tipo "Sine-Gordon".
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- '\."
Figura 5.16. Colitién s:litén-anti-solltén. At = :.5 seg.

it) Un solitédn que viaja a una velocidad grande a traves del
dispositivo mecanico se contrae de acuerdo a la relacion de
contraccién de Lorentz.

iif) Tanto en una colisién solitén-soliten como en una
colisién solitén-anti-solitern, éstos se compbrtan com> particulas
relativistas.

Las dificultades encontradas en la realizacién experimental
fueron las siguientes:

) No se puede incrementar apreciablemente el momento de
inercia I incrementando la longitud de los pendulos, ya gue el peso
de ¢stos hace que la barra se cuelgue adoptando la faorma de una

catenaria. Esto en principic introduciria efectos no d=s=ables.
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ti) No =25 posible estudiar la dinamica de pulsos influenciados

por torcas externas y amortiguamientos ya que no hay manera de

aplicar estas fuerzas externas al dispositivo mecanicoc de la barra

de goma. En cambic en el dispositivce mecanico de discos (que ya se
estd construyendo) lo anterior no representard muchos problemas.

Finalmente se puede decir que el dispositivo de 1la barra de
goma es conveniente para estudiar el comportamiento dinamico de los
pulsos en el dispositivo desde el punto de vista cualitativo ya que
no es posible obtener datos numéricos precisos. En cambio en el
dispositivo mecanico de discos, en principio, se podran 1llevar a
cabo mediciones mas exactas.

Asil, se propone el dispositivo mecinico de la barra de goma
como un dispositivo experimental para ilustrar la teoria de ondas
no lineales para el laboratorio de fisica clasica 1 (mecénica) y el
dispositivo mecanico de discos para el laboratorio de fisica

moderna.
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