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l. INTRODUCCION 

I. 1. Resumen 

En esta tesls se presentan los ané.llsls de la pantalla de 
concreto de la presa de Aguamllpa (segunda etapa), estudlos hechos por 
~l Inslituto de Ingenleria para la Comlsión Federal de Electricldad. 

En los siguientes incisos de este capitulo se establecen los 
aspectos mé.s relevantes que Justifican la construcción de esta obra. 
Aspectos tales como los filosóficos, cientificos, económlcos y 
sociales esté.n involucrados ·en la necesidad de su construcción. 

En el capitulo 2 se presenta el estado del arte en el disefio y 
construcción de presas de enrocamiento con pantalla de concreto. Se da 
un panorama general de las diferentes partes que constituyen la 
cortina, asi como algunas observaciones acerca de su método 
constructivo. Se hace notar que el disefio actual de este tipo de 
presas es poco analitico. 

El capitulo 3 se refiere a las variables de entrada que 
intervienen en el ané.lisis de losas de concreto. Se da una descripción 
de lo que actualmente se ha observado en el comportamiento de losas en 
pavimentos, cimentaciones y presas. Se establece que el problema de la 
interacción entre la losa y el suelo que la soporta se da 
principalmente como uno de deformación esencialmente tridimensional, y 
se establece que su modelaclón sólo puede real izarse mediante un 
sistema de ecuaciones diferenciales o cé.lculo funcional. 

En el capitulo 4 se describen los modelos matemé.ticos que 
distintos investigadores han desarrollado para estudlar el problema de 
la interacción losa-suelo. Se desarrollan algunos modelos elé.stlcos, 
no elé.sticos, y en función del tlempo. 

En el capitulo 5 se describen los distlntos métodos que exlsten 
para la solución de los modelos matemé.ticos (ecuaciones 
diferenciales). Se hace prlncipal referencia al método del elemento 
flnlto, ya que éste fué el que se ellgló por ser el que mejor se 
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ajusta a las necesidades de cálculo que se presentan en el análisis. 

En el capitulo 6 se presentan los resul lados de los análisis 
real izados para la presa de Aguami lpa. Estos an:'l.l isls fuerón tanto 
elásticos como no-elásticos, estableciendose las siguientes familias: 

1) Análisis elásticos lineales 
2) Análisis no-elásticos no-lineales 

Se observó la necesidad de colocar juntas n:rticales en la 
pantalla de concreto para aminorar· los esfuerzos de tensión 
presentados por la losa, por lo que finalmente los análisis fueron: 

a) Análisis elástico lineal sin Juntas verticales de tensión 
b) Análisis elástico lineal con juntas verticales de tensión 
c) Análisis no elástico-no lineal sin Juntas verticales de tensión 
d) Análisis no elástico-no lineal con Juntas verticales de tensión 
c) Análisis no elástico-no lineal sin Juntas verticales de tensión 

en la franja central de la losa 

En el capítulo 7 se realizaron las co1nparaciones de los 
resultados obtenidos con los observados en otras losas de concreto, 
estableciendose que los primeros concuerdan cualltativamente con los 
segundos. Además se interpretaron los resultados obtenldos, 
llegandose a establecer que, la interacción entre la losa de la presa 
y los materiales de apoyo, toma gran importancia en el problema. 

Finalmente, en el capitulo 8 se dan las conclusicmes de la 
investigación, estableciendose la necesidad de compactar enérgicamente 
los materiales de apoyo de la losa, asi como la colocación de juntas 
verticales en algunas zonas de la losa y un procedimiento (un riego de 
asfalto, por ejemplo) que aminore los efectos de la interacción entre 
el suelo y la losa, para asegurar un buen comportamiento de la 
pantalla de concreto. Por último se dan las recomendaciones para la 
construcción de la losa y para mejorar la lnvest igación que aqui se 
presenta. 

Todo el trabajo se real izó siguiendo u:.ia metodologla de 
investigación, la cual se describe a continuación. 

1.2. La metodologia de la investigación 

Los éxitos alcanzados por la ciencia ayudan al hombre cada vez 
más en sus esfuerzos por controlar al medio ambiente. Por eso, para 
que la investigación cientlfica cumpla con sus objetivos es 
importante fijar ciertos criterios: es necesario el establecimiento de 
una estrategia en la cual se combinen diferentes elementos básicos 
para el mejor desarrollo de esta actividad. Esa estrategia o proceso 
slstemátlco que utlllza la lnvestlgaclón para la mejor consecución de 
sus fines es el método cientlflco. 
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Utilizar una metodologla de investigación para J.a solución de un 
problema ingenieril que permita optimizar el tiempo empleado en una 
investigación cientlrica, es el objetivo de esta tesis. La metodologla 
que nos proponemos seguir (ref. 1) es la que se plantea a 
continuación: 

A)ELECCIÓN DEL TEMA. 
B)INVESTIGACIÓN BIBLIOGRÁFICA. 
C)FORMULACIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO O EXPERIMENTAL. 
D)PLANEACIÓN DEL TRABAJO. 
E)RECOLECCIÓN DE DATOS. 
F)EJECUCIÓN DE LOS TRABAJOS. 
G)INTERPRETACIÓN Y COMPARACIÓN DE RESULTADOS. 
H)GENERALIZACIÓN. 
I)CONCLUCIONES Y RECOMENDACIONES. 
J)COHUNICACIÓN MEDIANTE REDACCIÓN DE INFORME. 

La idea es seguir los pasos de la metodologia con el fin de 
mostrar su utilidad. Para ello se ha esl.-ucturado el trabajo de la 
siguiente manera: 

Los primeros dos capitulas se han reservado para abarcar los 
incisos A y B de la metodologla propuesta. Los tres siguientes se 
relacionan con la parte correspondiente a la formulación de modelos, 
que para nuestro caso son del tipo matemático; aqui se hace un breve 
estudio de los modelos matemáticos que se han desarrollado para el 
estudio de la interacción entre placas y suelo desde un punto de vista 
teórico. El capitulo VI se encuentra relacionado con los incisos D, E 
y F y se refiere a distintas alternativas que ·:~ .-,stur11aron para el 
análisis de la losa de concreto de nuestro problema. El siguiente se 
relaciona con el inciso G de la metodologla; en esta parte se da la 
interpretación correspondiente a los resultados obtenidos en cada una 
de las cinco alternativas analizadas y se comparan estos resultados 
con los que se han obtenido en la experiencia y en la práctica. 
Finalmente, en el capitulo VIII se emiten las conclusiones y 
recomendaciones relacionadas con las caracterlsticas más relevantes 
encontradas en la solución del problema planteado. 

I.3. Aspectos fundamentales 

El estudio de las presas tiene que ver con aspectos como los 
cientlficos, económicos, técnicos, etc. De todos estos aspectos, los 
más importantes son los que se describen a continuación. 

I.3.a. Aspectos filosóficos 

Filosofia quiere decir amor por el saber; la busqueda de la 
verdad es la esencia de la fllosofia. Pero, Que impulsos o 
motivaciones hacen a los seres humanos investigar y querer saber?. La 
respuesta a esta pregunta podemos formularla de la siguiente manera: 
Primero. - :Det ~ nace ta ~. lo que se presenta cuando 
tenemos vivencias novedosas que no comprendemos en un principio y 
deseamos entender. Segundo. - Ve ta.. 11eóp~1eata<> obtenidas surge et 
COll4ciml.ento. Tercero. - 7Je ta ®da acerca de lo conocido et e«ame11. 
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c.tiÍtlca 'J. la clalla ~; necesitamos entonces verificar los 
conclmientos recientemente adquiridos. Cuarto.-Por otro lado, estamos 
siempre en situaciones. Algunas de ellas cambian pero otras no. Estas 
últimas, las cuales son :fundamentales a nuestra existencia, se 
denominan situaciones limite. (por ejemplo, desgracias, dolor, 
muerte}. Vivencias que ensel\an al hombre lo que es :fracasar. Por eso 
él ha establecido una lucha contra sus efectos. 

Quinto. -Ahora blen, en la actualidad se torna resueltamente 
decisiva una situac16n general, que de hecho habla existido siempre; 
esto es, el problema de la comunicación exlstcncial. Nuestras 
creencias, por ejemplo, chocan con la fe de otras personas. En algun 
punto limite s6lo parece quedar la lucha sin esperanza por la unidad. 
Surge as1 la necesidad de comunlcar~c~ ~xi~tAnclalmente con nuestros 
semejantes. 

De lo anterior podemos sefialar, entonces, que una lnvestlgac16n 
clentlfica se ve motivada por los aspectos filosóficos que acabamos de 
descrlblr y que, por ende, estos son de interés al tema que venimos 
desarrollando. 

1.3.b. Aspectos clentiflcos y tecnológicos 

Desde el punto de vista del desarrollo, existen dos tipos de 
conocimiento: La ciencia pura, que consiste en el afán del 
conocimiento por el conocimiento mismo; y la ciencia aplicada, que es 
la dlreccl6n adecuada del uso del conocimiento con fines sociales y la 
integración de sistemas o procesos de aplicacl6n del conocimiento. 

La cien~ia adquiere un valor positivo cuando se dirige al 
beneficio de la sociedad. 

Un pais t ipicamente desarrollado es capaz de preparar a su 
propio personal en el campo de la ciencia, de la técnica, de la 
educación, de la gerencia y de la admlnistraci6n al nivel empresarial 
y nacional. Este personal de alto nivel es el que ! leva a cabo la 
industrializaci6n del pais, la conexión entre las oportunidades de 
empleo, el esfuerzo productivo y el esfuerzo educativo a todos los 
niveles sentando las bases.del desarrollo económico. 

La educaci6n influye en el desarrollo de un pals en virtud de que 
de ella emanan cuadros dirigentes y mano de obra especializada. 
Entonces, el gobierno y los intereses económicos que lo apoyan, deben 
mostrarse propicios al perfeccionamiento de las instituciones 
educativas porque en estas se forman los hombres con las cualidades y 
aptitudes que ellos esté.n necesitando, ya que tal esfuerzo formativo 
habrá de redltuarles buenas ganancias. 

Por encima de situaciones ideológicas y poli ticas, los paises 
socialistas desarrollados y los capitalistas desarrollados, por igual, 
han hecho de la educación, inspirada en las necesidades concretas de 
la comunidad y guiada por el conocimiento clentif1co auténtico, el 
instrumento basico de su desarrollo económico. Sin embargo, uno de 
los rasgos muy particulares de la ensefíanza superior latinoamericana, 
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es el escaso Interés que se pone en la lnvestlgaclón al servicio del 
desarrollo, aunque este haya aumentado en los ültlmos afies. La pobreza 
de la Investigación clent1f'lca y tecnológica lleva al atraso o a la 
aplicación ciega de las técnicas de los paises más avanzados. 

Entre los obtáculos más graves a los que se enrrenta la Industria 
mexicana está la !'al ta de tecnologia adecuada. Esto se ha resuelto 
parcialmente a traves de las Inversiones extranjeras directas, que se 
han reunido con el capital nacional. Por otra parte diversas empresas 
nacionales tienen concertados convenios de asistencia técnica con 
empresas extranjeras, sin embargo, en la generalidad de los casos se 
pagan cuotas muy elevadas por el uso de las patentes y por la 
asistencia técnica. Por eso , el proceso de Industrialización requiere 
de labores de investigación tecnológica para el desarrollo de procesos 
industriales o para adaptar los de otros paises a las necesidades y 
condiciones del nuestro, para Independizarnos, as1, de las costosas 
regalias que se pagan por el uso de procedimientos industriales. 

Por lo anterior, nuestro tema adquiere una justif'icaclón de tipo 
cientifico y tecnológico. 

I.3.c. Aspectos económicos 

Se describirán los más importantes. 

I.3.cl.-El terrltorlo nacional 

La superf'lcle de nu¡stro pais es de 1 967 183 km:. a los que hay 
que sumar 6 496 km de Islas, más 450 000 km de platarorma 
continental, zócalos submarinos de las islas y arrecifes. El suelo de 
la nación está cruzado por dos sistemas montafiosos que siguen 
paralelamente las costas del Golfo de México y del Pacifico,' uniendosé 
en el nudo Mixteco, situado en el estado de Oaxaca. La localización de 
nuestros rios obedece a las zonas geográficas derivadas de e1;tos dos 
sistemas orográficos. El escurrimiento medio anual de esos rios se 
calcula en 357 257 m1llones de metros cübicos. A excepción de unos 
cuantos, la mayorla de los rios mexicanos no son propicios para la 
navegación ya que en su recorrido presentan caldas de agua que no 
favorecen esta actividad, pero en cambio, representan una riqueza 
potencial para la generación de energia eléctrica. 

Los climas de México son muy variados a tal grado que se dice que 
posee todos los climas que hay en el mundo. El trópico de cancer 
atraviesa el territorio nacional hacia su parte media (entre los 23 y 
24 grados latitud norte} estableciendo dos g1·andes zonas climáticas 
casi iguales en extensión: una templada al norte y ot.ra tropical al 
sur; sin embargo, esta situación se ve considerablemente alterada por 
las diferencias de altitud en el territorio de México, que dan lugar 
a que se presente un variado mosaico de climas que van desde el 
ecuatorial, en las selvas de tabasco, hasta el f'rio, en las altas 
montafias. 
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I.3.c2.-Agricultura 

El total de tierras laborables del pais, según la Secretaria de 
Agricultura y Ganaderia ( hoy Secretaria de Agricultura y Recursos 
Hidráulicos), asciende a 29.3 millones de hectáreas, comprendiadas las 
tierras de temporal , las de Jugo o humedad, y las de riego. El 64Y. de 
la superficie total del pais se considera de tierras áridas, en estas 
la lluvia no basta para permitir el crecimiento de cultivos que solo 
se logra si existe riego. En el 31. 2Y. de las tierras concideradas 
semi-áridas, las lluvias permiten el cultivo sln necesidad de riego; 
el resto de estas tierras requiere de riegos de auxilio para asegurar 
el desarrollo de los cultivos. Es clara la importancia que tienen las 
obras relacionadas con las actividades del riego, entre las que 
destacan las presas de almacenamiento. 

I.3.c3.-Importancia de la energia eléctrica en la Industria. 

La industria de México requiere cada vez mayores volumenes de 
combustible y a bajo precio, como lo demuestra el hecho de que el 
carbón de piedra haya sido fundamental para la industria moderna. Hoy 
se puede hechar mano de otras fuentes de energia como el petr~leo, el 
gas natural y la electricidad. 

La producción de energia eléctrica, indispensable para un amplio 
sector industrial, ha venido creciendo rápidamente en los últimos años 
gracias la intervención que sobre ella ejerce el gobierno, preocupado 
esencialmente por un rá.pido desarrollo. En diciembre de 1960 se 
reformó el articulo 27 de la cont i tución , quedando asentado que 
corresponde exclusivamente a la nación generar, conducir, transformar, 
distribuir y abastecer energia eléctrica que tenga por objeto la 
prestación de servicio público. 

La energia eléctrica posee caracteristicas que la colocan en un 
plano de primera importancia para la Industrial lzo.ción de cualquier 
pais: la facilidad con que se transmite a grandes distancias y 
transforma con eficiencia en otras clase de energia, como la luz y el 
calor; la comodidad en su uso; el menor volumen de equipo y el mejor 
control y eficiencia de su producción, la convierten en la fuerza 
motriz más económica. 

Existen dos sistemas para producir energia eléctrica a gran 
escala: Primero, aprovechando una calda de agua para mover un 
generador eléctrico; la calda puede ser natural o artificial; las 
plantas de este tipo se denominan Hidroeléctricas. Segundo, utilizando 
máquinas de vapor o de gas, movidas mediante procedimientos térmicos o 
de combustión interna, en cuyo caso se denominan Termoeléctricas y en 
ellas puede usarse como combustible el petroleo, el bagazo de caña, el 
gas natural, la gasolina y otros productos. 

Las plantas hidroeléctricas son las más importantes, porque 
pueden aprovechar la fuerza, hasta cierto punto, gratuita de la 
naturaleza y ofrecen mayores perspectivas para una producción en gran 
escala. México es un pais rico en recursos aprovechables para la 
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generación de energ1a eléctrica; la potencialidad hidroléctrica del 
pa1s se estima en trece millones de caballos de potencia. 

I.3.c4.-La industria de la construcción. 

La industria de la construcción tiene una importancia especial en 
el desarrollo de un pais, por el valor total de los recursos que 
maneja y porque sus realizaciones son bienes de capital que aumentan 
constantemente el potencial productivo del mismo. Tan solo en México, 
se calcula que la construcción de obras materiales -presas, puertos 
carreteras-, y obras de beneficio social -hospltales, escuelas y casas 
habltaclón- a cargo del sector p1lbllco, representan aproximadamente el 
SOY. del valor total generado en la actividad de la construcción. Se 
estima que en 1967 laboraron directa o indirectamente en la rama de la 
construcción alrededor de 700 000 personas. 

1.3.cS.-Las Obras Públicas. 

El estado es una entidad soberana integrada por cuatro elementos: 
Población, Territorio, Orden Jurldlco y Gobierno. El mru. importante de 
estos es la población que habita el territorio; la sociedad que crea y 
se rige por el orden juridico y que debe elegir la forma de gobierno 
más adecuada a sus intereses. El gobierno, desde este punto de vista, 
es una institución social a la cual se asignan diversas funciones y 
objetivos y se le otorgan las funciones necesarias para realizarlos. 
El estado contribuye a la capltallzaci6n nacional, al construir obras 
bá.slcas de infraestructura y al extender su accl6n a la esfera de la 
producción de bienes y servicios. Esto se realiza mediante una red de 
organismos desentrallzados, empresas estatales y de partlc1pac16n 
estatal. 

Las obras públ leas representan uno de los capl tu los má.s 
importantes de los gastos gubernamentales, además de que slgnlflcan 
uno de los instrumentos de mayor eficacia para proporcionar ocupación 
a los trabajadores que quedan sin empleo, en épocas de crisis. Con 
ello las obras públicas son un importante y poderoso instrumento de 
politica económica para lograr el desarrollo. Cuando el gobierno 
emprende obras de regadlo, construcción de carreteras, ferrocarriles y 
plantas de energ1a eléctrica, fomenta la actividad económica 
proporcioando medios para establecer negociaciones que, sin esos 
recursos, no podrian aparecer. 

Para cubrir el costo de las obras públicas se pueden seguir 
varios caminos: En condiciones normales se utiliza una proporción de 
los ingresos ordinarios, destinándola a las obras públicas de caracter 
productivo. Cuando el gobierno no puede costear el valor total de las 
obras públicas, recurre a emprestltos de caracter interior, emitiendo 
bonos que pagan un interés al ser comprados por el público. Por último 
puede recurrirse a préstamos del extranjero. Por ejemplo, para poner 
en práctica sus programas de Comento, la Comisión Federal de 
Electricidad depende en materia de fondos, de las asignaciones 
gubernamentales, de los préstamos exteriores otorgados por los bancos 
internacionales y de los ingresos derivados de la venta de energ1a 
eléctrica al público. 
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1.3.d. Aspecto sociales 

1.3.dl.-La rea idad socio-cultural del hombre 

El hombre en cualquier lugar se encuentra rodeado de inumerables 
objetos y elem ntos naturales, asi como de otros hombres. Él, sus 
semejantes y oda lo que se encuentra a su alrededor', dentro de un 
área geográf"i a, con limites mf>.s o menos conocidos, es su medio 
ambiente. 

Todo este conjunto no es un agregado en el que las partes que lo 
constituyen na a tienen que ver entre si, sino que forman un todo, con 
un sin número de interacciones e interrelaciones clel hombr-e con sus 
semejantes, d 1 hombr-e y el medio natural y el creado por él. Este 
mundo de hom res, cosas, normas, funciones, estructuras etc., en 
cuanto se enf ca desde el punto de vista del hombre mismo y de lo 
inherente e. u vida, constituye lo que se denomina la realidad 
sociocultural del hombre. Esta realidad se representa por cinco 
categorias: E medio, la sociedad, el tiempo, la cultura y el hombre 
mismo. Es tan importante esta realidad sociocultural del hombre, que 
existe un con unto de disciplinas cientificas dedicadas a su estudio, 
son las llama as ciencias sociales. 

Mediante un esquema conceptual (Fig.1.1) se puede ilustr-ar 
grá.ficamente l planteamiento de esta realidad. El esquema se compone 
de cuatro pl os superpuestos, el plano de la base representa la 
realidad soci cultural del hombre. Todo el contenido de la realidad 
sociocultural es el objeto f"ormal de estudio de nueve ciencias 
(Soclologia, tropologia, Psicologia, Historia, Demografia, Economia, 
Geograf'ia, Ed cación y Politica). Este conjunto de ciencias ocupa el 
plano superpu sto al de la realidad del hombre y, encima de este, se 
encuentra el lana de la proyección del conocimiento, dividido en tres 
grandes inter ses: Uno, la integración cientifica, que consiste en el 
afé.n del con cimiento oor el conocimiento mismo o clencia pura; el 
otro, el del desarrol l~ del pensamiento social, o sea la dirección 
adecuada del so del conocimiento con fines sociales y materializada 
en la ter-ce a gran proyección, lo que representa la verdadera 
integración d sistemas o procesos de aplicación del conocimiento que 
son realizado a través de la planif"icación económica, la antr-opologia 
aplicada, los programas de desarrollo y el desarrollo de la comunidad. 
El cuarto y último plano corresponde a los objetivos generales; 
también divl e su campo en tres gr-andes fines: El desarrollo del 
conocimiento, la solución al problema existencial, y la preservacion 
de la humanid d a través de una acción planificada. 

I.3.d2.-Condi iones socio-culturales de México. 

Las car 
Existen diver 
tecnológicos, 
podemos sitar 

teristicas socioculturales de México son muy variadas. 
as areas en el pais con diferentes niveles económicos, 
culturales, históricos.etc. De esas caracteristicas 

las siguientes: 
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1) Medio.-Vivimos en un medio muy variado, influido por factores 
geográf'icos, climatológicos, de recursos naturales, etc. 

2) Historia.-México es un pais con historia, la que se ha visto 
afectada por el hecho de haber sido explotado durante tres siglos por 
Espafia y dos por los E.U.A. 

3) Sociedad.- La sociedad mexicana se encuentra dividida en dos 
grandes grupos: a). -La urbana. - compuesta por los industriales y 
pol1t1cos, los profesionistas, los obreros, empleados y los 
trabajadores libres. b).-La rural.-Integrada por los terratenientes, 
los campesinos y los indigenas. 

4) Cultura. -cientificamente hablando, es todo lo creado por el 
hombre para satisfacer sus necesidades y lograr que la especie humana 
sobreviva. La nuestra es de origen indlgena-europea, con caracteres 
propios; civilizada en las clases pudientes y analfabeta con pérdida 
de valores propios en las más bajas. 

5).-Por lo que toca al individuo podemos decir que el mexicano, 
de manera global, tiene una mentalidad fatalista; ello le hace pensar 
que no puede hacer nada para superar su estado actual de vida. Lo 
anterior lo ha hecho más tendiente a adoptar manifestaciones de tipo 
sentimental (artes, etc.) que de tipo racional (ciencia y tecnologla). 
Por otro lado es poco afecto a formar grupos cooperativos para a 
través de ellos realizar metas. 

El cambio sociocultural se refiere a las variaciones o 
innovaciones efectuadas en la cultura; variaciones que pueden 
realizarse en campos como los de la tecnologia, las normas de 
conducta, las costumbres, la organización social, la cultura material, 
las instituciones, etc. 

Nuestro tema infiere un cambio. No solo ios aspectos económicos y 
cientlficos son de tomarse en cuenta sino también los sociales. La 
construcción de una presa hidroeléctrica, por ejemplo, no solo da 
oportunidades de trabajo y de desarrollo en las comunidades donde se 
realiza, provoca además que sea más accesible el servicio de energla 
eléctrica y con ello, la comunicación a través del radio y la 
televisión los cuales a su vez son portadores de más cambios 
culturales, en un sentido positivo. 

1.4. Descripción del problema 

En la sección anterior seftalamos los aspectog fundamentales 
relacionados con el tema que venimos tratando. Vamos ahora a describir 
que parte de ese tema estudiaremos. 

Cuando se necesita dotar de agua a una población, o se tienen 
necesidades de energla eléctrica, o bien se requiere el riego de 
terrenos de labor que lo necesitan, puede ser considerada la 
construcción de una presa como solución a estos problemas. 

Una presa es el resultado de un estudio general en el que 
Intervienen los siguientes aspectos: 

-Caracterlsticas de rlo. 
-Geologla de la reglón. 
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-Sitios apropiados para crear el embalse y cimentar la obra. 

Apn.rte de estos aspectos tienen que ser considerados, también, 
los estudios de factibilidad económica. 

Además se requiere que se establesca la necesidad de construir la 
presa, esto es, la existencia de tierras de labor que requieran el 
riego, o necesidades de energla eléctrica, etc. 

Una vez establecido lo anterior el siguiente paso es elegir la 
disposición de las partes que integran la presa (cortina, obra de 
toma, vertedor, obra de desvio, casa de máquinas, etc.), seleccionando 
al mismo tiempo el tipo de estructuras y haciendo una estimación 
global de su costo. 

De acuerdo con el procedimiento de construcción podemos 
clasificar a las presas en: de relleno hldr ullco y de materiales 
compactados. En base a los materiales de que está constituida su 
cortina se pueden clasificar en homogéneas, homogéneas con filtros, de 
materiales graduados, con delantal o con pantalla, o bien de 
enrocamlento (ver fig.1.2). 

Un caso especifico del último tipo es la presa de enrocamlento 
con pan tal la impermeable; la pan tal la, local izada en el paramento de 
aguas arriba, puede ser de asfalto o de concreto. Este tipo de presa 
normalmente es de dimensiones más pequef\as que una presa tradicional 
de tierra y enrocamiento lo que permite un ahorro en el volumen y 
acarreo de materiales. 

Nuestro interés estará fijado en una presa de enrocamlento que 
piensa construir la C.F.E. en el sitio denominado Aguanailpa, Nayarit, 
sobre el cauce del rlo Santiago. 

Para esta presa se ha considerado una estructura de enrocaml~nto 
con losa de concreto en su paramento de aguas arriba, selección que se 
hizo de acuerdo a un cri terlo económico. 

Nuestro problema será la optimización del disel'io de la losa de 
concreto, para lo cual se hará un anál isls matemático a fin de 
determinar las propiedades mect'micas de las zonas de apoyo de dicha 
losa, considerando diferentes alternativas de solución. 

1.5. Conclusión del capitulo. 

En los párrafos anteriores describimos los aspectos fundamentales 
relacionados con el tema y la parte que estudiaremos de este. Vamos 
ahora a sel\alar como influyen en dicho tema estos aspectos para lo 
cual haremos una serle de comentarlos que nos ayudarán a fijar esta 
idea. 

Una fuerte motivación de tipo filosófico nos condujo en primer 
lugar a abordar el tema de las presas, este es el asombro. Una 
estructura de esta naturaleza está considerada por muchos lngenleros 
como la obra de lngenleria Clvll por excelencia. Sl nos preguntamos 
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por qué?, encontraremos que las razones aducidas son multlples. Est"s 
Involucran, como ya vimos, aspectos tales como clentlflcos, técnicos, 
económicos, sociales y de tipo filosófico, incluso. 

En apariencia el problema está perfectamente bien estudiado, sin 
embargo, surge la duda y el examen critico: ¡esto no es as l. Por 
ejemplo, desde el punto de vista clentlflco existen aun muchos abismos 
que salvar; problemas como la determinación de los esfuerzos y 
desplazamientos en la masa de suelo no han sido del todo resueltos. 

Por otro lado nos encontramos siempre con las situaciones limite; 
como profesionales que somos debemos actuar de manera ética, por lo 
que tenemos la gran responsabilidad de que al dlsefiar la presa, ésta 
no nada mas sea económica y funcional, sino también, segura. Debemos 
evitar, hasta donde esté nuestro alcance, una falla que pueda provocar 
desgracias tanto materiales como humanas. 

Ahora bien, la parte que estudiaremos del tema que hemos elegido 
es una presa de enrocamlento con pantalla de concreto. El interés 
clentiflco es claro cuando notamos que el dlsefio de la losa y detalles 
menores se apoyan aún sobre bases totalmente emplrlcas, como lo 
veremos más adelante. 

También el aspecto técnico es importante: Cuando se hace una 
investigación al servicio del desarrollo se crea tecnologla, y este es 
precisamente nuestro caso, ya que no es nece<:ario que compaflias 
extrangeras reallcen el anállsis y disefio de esta obra, puesto que 
especialistas nacionales ya lo han realizado y han dado una serle de 
recomendaciones para su realización exitosa, librando al pals, de esta 
manera, de las cuantiosas regallas que se hubiesen tenido que pagar en 
caso centrarlo. 

La elección de la presa de enrocamlento c~n pantalla de concreto 
tiene una justificación de tipo económico, debido al menor volumen de 
materiales manejados durante su construcción. 

Por otro lado C. F. E. ha pensado hacer de esta obra una planta 
hidroeléctrica. La generación de este energético, como ya vimos, es 
necesaria para la industrialización del pais, por lo que los 
beneficios serian mayúsculos al fomentar este renglón de la actividad 
económica. 

Uno de los objetivos de los planes de desarrollo es lograr 
mejores condiciones de vida en las comunidades del pais. Los 
beneficios que proporslona la energia eléctrica a los habitantes de 
una reglón hace que aumente su cal ldad de vida: se puede hacer uso de 
aparatos eléctricos, se puede contar con alumbrado público para la 
seguridad, son posibles las escuelas nocturnas, etc. En fin, se podria 
dar una serle de beneficios económicos y sociales que traerla la 
construcción de esta obra en las comunidades beneficiadas por ella. 

Por lo anterior se concluye que la construcción de esta obra debe 
realizarse ya que es necesaria su integración al desarrollo del pais. 
Sin embargo, se debe recalcar el hecho siguiente: Los problemas para 
el desarrollo de la ciencia en México se han acentuado en los últimos 
afias porque se le ha colocado en un segundo término; se ha encasillado 
a esta actividad como asunto secundarlo. 
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El consejo nacional de clencla y tecnologia, CONACYT, disminuye 
afio con afio su presupuesto dedicado a la 1nvestigac16n. Los 
investigadores de la UNAM llenen mucho entusiasmo por la ciencia, pero 
el apoyo gubernamental cuesta mucho trabajo conseguirlo. 

Los mexicanos, y en particular los ingenieros, sl nos decidimos 
por un pais abierto y moderno, tenemos ante nosotros el reto de 
ponernos a la altura de la mejor lndustrla internacional; sólo as1 se 
cumplir~ con el reto de producir empleos remuneradores y conocimientos 
nuevos y riqueza patrimonial y social; es por eso que debemos lograr 
el apoyo del gobierno para llevar a cabo estos objetivos. 
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11. ESTADO DEL ARTE EN LA CONSTRUCCION Y DISEÑO DE PRESAS DE 
ENROCAMIENTO CON PANT Al.LA DE CONCRETO 

II.1. Evolución de la presa de enrocamiento 

Las prácticas de construcción en presas de enrocamiento han 
evolucionado considerablemente desde el siglo pasado. Esta evolución 
puede clasificarse en los siguientes tres periodos: Primero.- El siglo 
diecinueve y los principios del siglo veinte pueden ser considerados 
como el perlado del enrocamlento colocado a volteo. En este tiempo se 
construyeron enrocamientos que excedieron los 30 m de altura. 
Alrededor de 1940 comenzaron a desarrollarse las primeras presas con 
membrana impermeable. · 

Segundo. - A partir de los 40' s surge el siguiente periodo, de 
vigorosa experimentación , con nuevos disef\os y nuevas técnicas de 
construcción. La compaflia norteamericana "Paciflc Gas and Electric" 
hizo extensiva la construcción de presas con losas de concreto, antes 
y durante este periodo, lo que proporcionó a la profesión la 
oportunidad única de estudiar el comportamiento a largo plazo del 
enrocamiento a volteo. Se hizo común la tendencia de colocar el 
enrocamiento en delgadas capas (alrededor de 3 m) y subsecuentemente 
compactarlas con el tráfico de tractores y camiones de construcción. 
Al rededor de 1940 las losas son reemplazadas por corazones 
impermeables de tierra en presas de enrocamiento a volteo, debido al 
problema de flltraciones que presentaron algunas presas con losa de 
concreto y a la creciente necesidad de estructuras más altas. Entre 
1955 y 1965 se establece la transición al enrocamiento compactado, 
algunos factores que contribuyeron a este hecho fueron: la necesidad 
de presas más altas, la falta de roca de alta calidad, la diversidad 
de sitios para desplantar presas y el desarrollo de maquinaria, en 
especial el rodillo vibratorio. Terzagui recomendó que las presas 
altas de enrocamiento a volteo estuvieran compuestas de tres zonas: 
Una superior de roca pequefla, una central con roca de tama.l\o medio y 
una inferior de roca grande. tl notó la alta compresi bi lldad del 
enrocamiento a volteo y la pérdida de resistencia bajo saturación para 
varios tlpos de roca, coll>O un remedio sugirió el compactamiento del 
enrocamiento. 
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Tercero.- Los últimos veinte afias constituyen el perlado 
contemporaneo; en éste, el dlsefio estandarizado de presas con losa de 
concreto ha sido aplicado con refinamientos y ha sentado confianza 
para el dlsefio y construcción de presas cada vez más altas. 

En las últimas dos decadas, las grandes presas de enrocamiento, 
principalmente con losa de concreto han estado en una etapa de disefio 
experimental por parte de muchas de las constructo1·as del mundo. 

En el simposio del ASCE (American Society Civil Engeneering) para 
presas de enrocamiento realizado en 1960, la presa de enrocamiento se 
dei'inió como "Una presa constituida por roca, colocada a volteo o 
compactada en capas, como principal elemento estructural"; esta 
definición inclula tanto presas con nucleo central como presas con 
losa de concreto. Si bien el volteo es usado efccLlvamente en algunas 
zonas de la presa (como en la linea de ln base aguas abajo o en las 
ataguias), la compactación ha llegado a ser universal en todas las 
presas de enrocamiento. Una definición más adecuada es: "Una presa 
donde el enrocamiento compactado en capas es el principal elemento 
estructural". 

El disefio actual de presas de enrocamiento con pantalla de 
concreto es esencialmente poco anal1tico, basado principalmente en el 
criterio y en la práctica. 

La tabla II.1 es una lista en orden cronológico, conteniendo 
algunos datos flslcos y de disefio, de las presas arriba de los 50 m de 
al tura. La figura I l. 1 muestra la sección conceptual ti pica de una 
presa de enrocamiento con pantalla de concreto. Como podrá observarse, 
las partes fundamentales que la constituyen son: 1. -El cuerpo de 
enrocamiento, dividido en ciertas secciones, incluyendo la zona de 
apoyo de la losa, 2. -El ple de losa, y 3. -La losa de concreto, 
incluyendo sus Juntas. 

II.2. Caracterlstlcas del enrocamlento 

II.2.a. Calidad y graduación 

En la explotación ,de las formaciones rocosas duras, el 
enrocamlento resultante llene, generalmente, alrededor de 30Y. de 
partlculas menores de 2.5 cm. Debido a esto se ha especii'icado 
comunmente que el enrocamiento no debe tener mt.s del 30 ó 40Y. de 
partlculas menores de 2.5 cm, pero una roca basáltica con más del 50Y. 
de parliculas menores de 2. 5 cm ha prc1ducido excelente enrocamlento. 
Tamblén en afios recientes se ha encontrado que algunas rocas tienen 
excelentes propiedades cuando se las rompe en tamafios relativamente 
pequefios con pocas piezas grandes, con la mayor parte de las 
particulas entre 10 y 15 cm. El aluvión (grava-arena) del r1o, el cual 
forma excelentes terraplenes compactados, con baja permeabl l ldad Y 
alta resistencia al esfuerzo cortante, en ocasiones es similar a este 
tamafio. 

Las propiedades más importantes del enrocamiento compactado deben 



ser baja compreslbllldad y alta reslstencla al esfuerzo cortante. 
Usualmente el enrocamlento es muy permeable, esta permeabilidad del 
enrocamiento puede usarse para proveer un drenaje especial en zonas 
interiores. Generalmente las rocas duras extraidas en las canteras con 
una distribución de particulas tal que un 20% o menos de particulas 
finas pase la malla No 4 y un 10% o menos de finos pase la malla 
No.200, tienen las propiedades necesarias para formar un enrocamiento 
con alta resistencia y baja compresibilidad. 

La resistencia a la compresión simple de especimenes intactos de 
roca usados para pres~s de enrocamiento generalmente está e~ un rango 
de 100 (6 200) kg/cm (las muy bajas) a más de 2500 kg/cm (las muy 
altas), la mayorla se encuentra en e~ rango de 500 a 1500 kg/cm2

. Como 
regla general una roca con 300 kg/cm o más es una roca dura adecuada. 

Sin embargo, para presas de enrocamlento no es técnlcamente 
conve~iente usar rocas con altas resistencias; rocas con 300 a 400 
kg/cm de resistencia , no son más compresibles en todo el volumen del 
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puntas; las orl l las y puntas resistentes dafian los 11•,umátlcos del 
equipo de transporte más rápidamente que las de baja reslstencla. Por 
eso, en la explotación de bancos, el enrocamlento de baja a moderada 
resistencia tiene algunas ventajas económicas en cuanto a su costo de 
perforación y ruptura con explosivos, además es considerablemente 
menor el daflo del equipo de ataque y transporte. 

Las rocas con alta absorción o baja resistencia dan, todavia, 
resistencias considerablemente menores cuando se saturan, comunmente 
20 a 40Y. menos. Cuando estas rocas son compactadas con un equl·P,O 
pesado, ocurre el romplmlento de las más grandes. A pesar de ello 
est.os materiales pueden usarse en una zona de la presa y con un método 
de construccll1n apropiado. 

11. 2. b. Excavación y tratamiento de la cimentación 

El ancho de la base en la sección mfixima de una presa de 
enrocamlento con pantalla de concreto, es mayor, en la mayoria de los 
casos, que 2.6 veces la altura. Toda la carga de agua es tomada por la 
zona de la clmentacl6n que queda aguas arriba del eje de la presa. 

La mayor parte del itr:ea excavada para la cimentación se realiza 
solamente con equipo terrestre, el cual remueve los depósitos de suelo 
y expone los puntos de la roca dura ln-sl tu. En la zona que queda 
abajo del paramento de aguas arriba el trabajo se realiza con una 
retroexcavadora o un equipo similar, el cual puede remover, 
también, roca húmeda blanda. No se requiere llmpleza final de tlpo 
manual. El suelo y el material entre la superflcle y la roca dura 
bajo el paramento de aguas abajo. de la cimentación, y en toda la 
cimentación de la mayorla de las presas de baja a moderada altura , se 
dejan en su lugar. 

Los depósitos aluviales de grava en el fondo del rio se quedan en 
su lugar, excepto los de una cierta zona bajo el ple de losa (ver 
fig. 11.1). Tales depósitos usualmente tienen baja compresibilidad, 
relativamente tan buena como la del enrocamiento compactado. 
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11.2.c. Zonificación 

Muchas mediciones en presas han confirmado que el vaso lleno 
provoca muy poco movimiento en la presa hacia aguas abajo. El factor 
de desplazamiento total (peso total dividido entre el empuje 
horizontal del agua) es alrededor de 7.5 Es útil por tanto la 
zonificación de materiales en el enrocamiento. Los procedimientos de 
colocación de la roca son bien conocidos. La zonificación es 
importante ya que en algunas é.reas, bajo el paramento de aguas arriba, 
se requieren bajas compresibilidades; y en otras, bajo el paramento de 
aguas abajo, se necesita que sean drenables, , no requiriendose en 
ellas bajas compresibilidades. Lo anterior con el objeto de .evitar 
subpresiones y previniendo el caso de erosión por desbordamiento. 

El cuerpo del enrocamiento puede colocarse en cuatro zonas, 
incrementando los espesores de las capas compactadas hasta dar una 
conveniente transición de compresibilidad y permeabilidad a las zonas 
bajo los paramentos de aguas arrlba y aguas abajo. La menor 
compresibilidad debe estar bajo el paramento de aguas arriba, donde se 
transml te la carga del agua a la cimentación. En cuanto· a la 
permeabilidad, ésta debe aumentarse progresivamente de la zona 2 (ver 
fig. 11. 1.) a las zonas 3A hasta la 3E, previniendo el caso en que 
suceda el evento de una avenida antes de ser colocada la losa de 
concreto. 

Zona 1. -El propósito principal de esta zona de fina roca fue, 
inicialmente, proveer un soporte uniforme y firme para la losa de 
concreto. Recientemente existe la tendencia de combinar este material 
con una cantidad suf'iente de partlculas de arena y finos para asegurar 
una baja permeabilidad en ella. Tal graduación provee una barrera 
semipermeable, previniendo una posible filtración provocada por una 
grieta en la losa de concreto o un defecto en los detenedores de las 
juntas. Las particulas deben tener una graduación con tamafios mrucimos 
de 3" a 6" y un porcentaje de finos (malla No 100) menor que el 5 ó 
1sr.. Es conveniente que el coeficiente de permeabilidad se encuentre 
en un rango de entre 10-3 a 10-• crn/s. 

En esta zona el material , con un 40r. de partlculas de arena Y 
finos, es colocado y compactado en capas de 0.4 ó 0.5 rn de espesor con 
un rodillo liso vibratorio. Generalmente es colocado con un porcentaje 
de agua en el rango de 4 a 10", pero no se sefiala comunmente, la 
cantidad que ha de emplearse. Una especificación serla que el 
contenido de agua no fuese tan alto que el equipo de compactación 
operase en un material no firme; este tipo semipermeable de material 
es especialmente sensitivo al exceso de agua. 

En sitios con altas precipitaciones también es necesario 
proyectar esta zona como una superficie vertedora. En las presas Alto 
Anchicaya y Salvajina la erosión, provocada por una fuerte 
precipitación, produjo, en la zonas adyacentes al ple de losa, 
hondonadas que alcanzaron de 5 a 8 m de profundidad en pocas horas, Y 
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se tuvieran que realizar importantes reparaciones. El dafio por erosión 
es causado principalmente por corrientes superficiales quu bajan de 
las laderas o de la superficie horizontal de la construcción del 
terraplen principal. 

Esta zona está expuesta a erosión por precipitación y a 
disturbios por los trabajos durante su construcción. Para prevenir 
esto se han empleado algunos métodos de protección tales como una 
impregnación de asfalto y arena o una capa de 50 a 75 mm de concreto 
lanzado. En sitios lluviosos se recomienda que se coloque esta 
protección tan pronto como sea posible despues de colocado el 
terraplen. Esta protección es generalmente satisfactoria contra la 
erosión pero no puede soportar las grandes concentraciones de las 
corrientes superficiales provenientes de los terraplenes. Por eso, la 
mayor protección contra la erosión se obtiene capturando y desviando 
esas corrientes. 

Zona 2. -Esta zona es una transición entre la zona y el 
enrocamiento. Su propósito principal es limitar el tamafio de vacios e 
impedir con ello que los materiales de la zona 1 se desplacen y 
penetren hacia los vacios del cuerpo de la c:ortina. El material de 
esta zona es colocado y compactado al mismo tiempo y con los mismos 
espesores (0.4 a 0.5 m) que los de la zona l. 

Zonas 3A y 3B. -Debido a que la carga de agua pasa a la 
cimentación a través de la zona que queda aguas arriba de la cortina, 
es necesario que la compresibilidad de estas zonas sea lo más baja 
posible que minimice los asentamientos de la losa. La experiencia ha 
demostrado que la colocación de los materiales en esta zonas, 
compactadas con un rodillo liso vibratorio en capas de 0.60 ~ 1.00 m 
de espesor, respectivamente, ofrece un comportamiento satisfactorio. 

Zonas 3C y 30. -La compresibilidad de estas zonas tiene poca 
influencia en los asentamientos de la losa debido a que toman una 
carga despreciable de agua. De ahl que la zona 3C se coloque 
comunmente en capas de l. 5 a 2 m de espesor. Estas capas se compactan 
dando a cada una 4 pasadas con el rodillo liso vibratorio. Conviene 
especificar el espesor de las capas de la zona 3C porqu" as1 se 
obtiene un ahorro económico sustancial debido al menor desgaste del 
equipo. La 30 es una zona de enrocamiento colocado a volteo. Estas 
zonas admiten la colocación de rocas de gran tamafio. 

11.2.d. Uso del agua en la compactación del enrocamiento 

La adición de agua al enrocamiento compactado mejora sus 
propiedades al hacerlo menos compresible. Sln embargo, para rocas 
duras con baja absorsión (menor de 2Y.) el mejoramiento es poco 
significativo y probablemente no Justifique su costo, especialmente 
para presas de moderada altura y para las zonas 3C y 30. 

La necesidad de adición de agua es debatible. Los siguientes 
aspectos son una gula: 

a) Para la mayoria de las rocas duras en presas de baja a 
moderada altura la adición de agua tiene una influencia despreciable 
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en el comportamiento de la presa. 

b) Para grandes presas y para rocas con baja resistencia a la 
compresión simple en condiciones saturadas, el agua probablemente debe 
afíadirse rutinariamente en la zona bajo el paramento de aguas arriba. 

c) Para rocas con alto contenido de particulas de arena y finos, 
el agua debe usarse siempre. En estos materiales el agua ablanda' los 
finos y las rocas grandes pueden ser forzadas a hacer contacto con las 
demás con el rodillo vibratorio. No es la finalidad del agua el lavar 
o canalizar los finos hacia los vaclos del enrocamiento. 

La cantidad de agua afladlda comunmente ha sldo de 10 a 20X, y en 
ocacl~mes hasta de 30X. Para la mayorla de las rocas usadas 100 
lts/m (alrededor de lOX) es más que suficiente. Una buena práctl<:a es 
adicionar el agua en los camiones Justamente antes de ser colocada la 
roca, lo cual es económico y asegura la completa humedad de la roca. 

II.2.e. Estabilidad del enrocamlento 

Es dificil encontrar un método realista de verificación de 
análisis de estabilidad para el enrocamiento; sl blen el método de 
análisis limite ha sido usado, en la actualidad muchas presas han 
fallado debido a una estabilidad inadecuada. 

Para el enrocamlento de aguas abajo la relación peso vertical a 
fuerza horlzontal(con toda la carga de agua) es mayor de 6 para una 
pendiente 1.3:1. Por eso, el diseno de la pendiente ha estado basado 
en la tradicional relación 1. 3: 1, precedente que se desarrolla para 
enrocamientos y cimentaciones en roca :firme, con variaciones 
ocasionales. Para la presa Arela (de 160 m) la relación fué de 1.4:1 
debido a que la resistencia al esf"uerzo cortante del enrocamlento, 
sometido a allas presiones, :fué bajo. Algunas pendlenles más suaves, 
basadas en análisis de estabilidad, se han manejado en enrocamlentos 
con material débil o sobre cimentaciones menos competentes. 

II.3. Caracterlstlcas del ple de losa 

El ple de losa es una franja de concreto que sigue la perl:feria 
de la losa en el contacto con la boquilla. 

II.3.a. Tratamiento de la cimentación del ple de losa 

El ple de losa se construye generalmente sobre una roca dura no 
lntemperlzada. Sin embargo, todas las rocas contienen zonas 
susceptibles con algunas rallas y fracturas que pueden estar rellenas 
de arcilla. Una roca con menor calidad puede usarse como cimentación 
aceptable empleando algunos métodos para su tratamiento: excavación de 
la roca eroslonable y uso de lechadas de concreto; ampliación del ple 
de losa y uso de pantallas o trincheras, o filtros aguas abajo de la 
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presa. La colocación de material impermeable (ver zona 4 de la 
flg.11.1 ) en las zonas bajas de la losa de concreto se ha usado en 
algunas ocasiones para sellar grietas en la losa o las aberturas de 
las juntas. 

La práctica de dlsefio y construcción del ple de losa consiste en 
la excavación de una trinchera, a una profundidad nominal (obtenida a 
partir de una exploración), que proveerá una cimentación 
razonablemente competente. El criterio es eliminar la posibilidad de 
erosión o tublflcaclón en la cimentación. Debe realizarse una 
excavación cuidadosa para minimizar la fracturaclón de la superficie 
de la roca sobre la cual se colocará el ple de losa. Para tener un 
buen contacto del concreto en la cimentación, se requiere la limpieza 
de la roca mediante chorros de agua o aire. 

11.3.b. Dimensiones 

El ancho del ple de losa (ver f!g. II.2a), en una roca dura no 
eroslonable, es entre 1/20 a 1/25 veces el tirante de agua. El ancho 
m!nlmo ha sido generalmente de 3 m, si bien 2 m pueden ser usados en 
presas con al turas menores de 40 m, sobre muy buena roca. Cuando se 
tienen condiciones locales pobres o un sitio con roca pobre, se usan 
anchos mayores. 

El espesor frecuentemente ha sido dlsefiado aproximadamente igual 
al de la pantalla de concreto. Un espesor de O. 3 m generalmente es 
razonable para la · mayorla de los ples de losa. Sin embargo una 
excavación sobre roca muy quebrada o sobre una topografia muy 
irregular usualmente requiere mayores espesores. Un espesor de d!sefio 
de 0.4 a 0.5 m puede ser considerado como el m!nlmo requerido para los 
ples de losa de grandes presas. 

11.3.c. Acero de refuerzo 

El propósito principal del refuerzo es el mismo que en la 
pantalla, como acero por temperatura. El acero es colocado, en ambas 
direcciones, a cada 10 o 15 cm en la parte superior y se fija al 
enrocamlento mediante anclas. No se usa acero en la parte baja en el 
sentido perpendicular a la corriente del rio, porque llene 
teóricamente una desventaja, ya que al trabajar de manera incorrecta 
en esta dirección hace a la losa más riglda y, por ende, menos capas 
de ajustarse a los posible~ asentamientos diferenciales de la roca de 
cimentación. 

Las anclas en el ple de losa (ver flg.1I.2a), no estan dlsefiadas 
para soportar cargas producidas por subpresión, su propósito es 
simplemente el de ligar el concreto con la roca. Su longitud 
espaciamiento y diámetros se elige de acuerdo a las caracteristicas de 
la roca de cimentación. Las anclas comunmente utilizadas se encuentran 
en un rango de 25 a 35 mm de diámetro, espaciadas aproximadamente de 
1.0 a 1.5 m en cada dirección con longitudes de 3.0 a 5.0 m. 

11.4. Caracteristlcas de la losa de concreto 

La losa de concreto ha demostrado ser durable aún bajo al tos 
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gradientes hidráulicos y condiciones climatológicas extremas, lo mismo 
en presas con enrocamlento a volteo que en presas con enrocamiento 
compactado, y en aquellas construidas antes del uso de puzolanas. 

1 I. 4. a. Espesor 

El espesor de la losa de las primeras presas de enrocamiento a 
volteo rué tradicionalmente 0.3 +0.0067H [H= altura de la presa en mi. 
La experiencia muestra que las viejas losas han sido remarcadamente: 
satisfactorias. Para la presa con enrocamiento compactado, el espesor 
de la losa ha ido decreciendo a 0.003H y 0.002H ó menos. Estas losas 
han tenido un comportamiento satisfactorio y existe la tendencia 
general hacia losas más delgadas. Generalmente se considera un espesor 
entre 0.25 y 0.30 m como el minimo necesario para cubrir el acero y 
para hacer la superficie de grietas por contracción, poco importante. 
En presas con altura moderada (entre 75 y 100 m), se piensa, en base a 
la experiencia disponible, que es razonable un espesor constante entre 
O. 25 a O. 30 m. 

11.4.b. Acero de refuerzo 

El uso de O. 4" de refuerzo en cada dirección para la losa de 
concreto de presas con enrocamiento compactado, ha sido un cambio útil 
en relación con el 0.5Y. anteriormente usado P.n presas con enrocamiento 
a volteo. En algunas presas recientes se planea e 1 uso de o. 3Y. du 
acero en la gran zona central con compresiones conocidas, 
..:;onservándose el O. 4" en el perimetro de la losa, en donde se 
desarrollan tensiones en algunas zonas. 

El acero de refuerzo siempre se coloca en una capa al centro del 
espesor de la losa. El propósito es hacer la losa lo más flexible 
posible, permitiendo seguir pequefios asentamientos, sin que se 
desarrollen al tos esfuerzos por flexión, y dando igual resistencia 
flexionante en ambas direcciones. 

Una tendencia, la cual parece razonable y económica, es hacer que 
el acero de refuerzo pase a través de las juntas verticales. Cuando el 
refuerzo pasa a través de .la juntas verticales existe menor riesgo de 
que se desarrollen grietas por contracción en las Juntas de 
construcción en el sentido vertical. La ventaja económica de correr el 
acero a través de las juntas verticales es la eliminación de 
detenedores de agua, cuya tecnologia es cara; asl, el aumento en la 
cantidad de refuerzo utilizado resulta ser un ahorro y no un aumento 
en el costo total de la presa. 

11.4.c. Concreto 

La densidad e impermeabilidad del concreto funcionan 
satisfactoriamente bajo altos gradientes hidráulicos teniendo este una 
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resistencia tipica a los 28 dlas entre 20 y 24 MPa. Una alta 
resistencia en el concreto no es recomendable, generalmente debido a 
que va a estar sujeto a grandes contracciones y a que la seguridad y 
la impermeabilidad son más importantes. Con la moderna tecnologia del 
concreto, las bases de calidad y durabilidad son más firmes y dignas 
de conf"lanza que en el pasado. 

11.4.d. Juntas verticales y perimetral 

En la mayoria de las presas, la pantalla no cuenta con juntas 
horizontales y las verticales son Juntas frias con detenedores de 
agua. Cuando se requiere interrumpir la colocación del concreto, se 
usa una junta de construcción simple con el acero de refuerzo 
atravesándola. 

Cuando se aplica la carga de agua, el movimiento del terrapl en 
hacia aguas abajo impulsa la losa de concreto fuera de la junta 
perimetral. La Junta perimetral siempre se abre y se desalinea 
moderadamente cuando se llena el vaso, y es una fuente potencial de 
filtraclónes si no está dlsefiada inspeccionada y construida, 
correctamente. En presas de baja a moderada altura(menos de 75 m) el 
movimiento de la junta comunmente ha sido de unos cuantos millmetros. 
En algunas presas altas el movimiento de la junta ha sido de algunos 
centimetros. La presa Arela, con 160 m de altura, tubo una abertura en 
cierta zona de la junta, de 2. 5 cm; la filtración en la junta no 
ocurrió pero es probable que se haya roto el detenedor de agua. 

Debido a la historia de rlltraciones en las Juntas perlrnetrales 
la tendencia ha sido colocar de dos a tres detenedores de agua 
separados (ver f'lg. II.2a). Se piensa que no es conveniente incluir el 
rbtenedor central debido a que su presencia hace dlricll colocar un 
concreto confiable y continuo en las Juntas; los detenedores inrerior 
y superior han dado un servicio sallsractorio. El material del 
detenedor superior puede ser mastic cubierto con goma elástica o una 
membrana de plástico. Es necesario que el m"stlc selle contra el 
concreto para evitar filtraciones; esto se logra utilizando una 
vigueta de acero rlgida unida a una laminilla que empuja el mastlc 
hacia el concreto cuando se aplica la carga (ver fie.IJ.2c). Este 
sistema, Inicialmente ideado para la presa Yacambu, fué primero 
utilizado en la presa Arela. 

El hypalon es considerablemente más durable que otras membranas 
disponibles y debe ser considerada el material preferente. 

II.4.e. Construcción 

A partir de 1967, con la realización de la presa "De Piedras", en 
Espafia, las losas de concreto se construyen en franjas verticales a 
partir de la zona más baja. Estas franjas tienen un ancho entre 12 y 
18 m (15 m es una medida usual). 

Se piensa que la construcción de la losa debe empezarse cuando 
todo el enrocamiento ha sido colocado, pero en grandes presas la 
construcción de la losa en etapas puede ser económicamente 
justif'icable y conveniente. En la presa Arela se construyó primero la 
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zona baja en el paramento de aguas arriba con el objeto de protejer el 
enrocamlento contra una posible avenida; la pr.mtalla f"ué colocada en 
etapas y ha tenido un buen comportamiento. Lo anterior muestra que la 
losa puede colocarse en la secuencia que convenga a su constructor; 
como resultado se tiene un programa más corto y económico. 

II. 5. Futuro de las grandes presas de enrocamiento con pantalla de 
concreto 

El f"uturo disefio de grandes presas de enrocamlento compactado con 
losa de concreto, dirige su atención al movimiento de la losa bajo la 
carga de llenado. 

Debido a que los movlmlentos en grandes presas son directamente 
propoclonales al cuadrado de la altura e Inversamente proporslonales 
al módulo de compreslbllldad, de aqui puede predecirse el movimiento 
que tendrá la losa. En presas con alturas mayores que 160 m, el sitio 
requerido para su construcción debe tener una roca de cimentación no 
eroslonable que admita tratamientos especiales, si se requiere, y 
contar con un alto módulo de compresibilidad. 

La experiencia ganada en grandes presas de enrocamiento con 
corazón impermeable, combinada con los conocimientos y experiencia 
adquirida sobre los movimientos de la losa, sientan la bases para el 
f"uturo dlsefio de presas de enrocamlento con pantalla de concreto. 
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TABLA II. l. LISTA PARCIAL DE PRESAS DE ENROCAMIENTO CON PANTALLA DE 
CONCRETO 

NOMBRE ALTURA LOCALIZACION Aflo DE TALUD TALUD AREA DE 
(m) TERMINACION AGUAS AGUAS LA ~OSA 

ARRIBA ABAJO (m ) 

Morena 54 California 1895 0.6 1.3 

Strawberry 50 California 1916 l. 2 l. 3 

Dlx River 84 Kentocky 1925 l. 2 l. 4 

Salt Springs 100 California 1931 l. l 1.4 10900 

Cogwell 85 California 1934 1.35 1.°6 

Mal paso 78 Perú 1936 0.5 1. 33 

Cogotl 75 Chlle 1939 l. 6 1.8 

lower Be ar 71 California 1952 l. 3 1. 4 5800 

Lower Be ar 2 50 California 1952 l. o 1.4 2800 

Paradela 112 Portugal 1955 l. 3 l. 3 55000 

La Jale 87 Cana da 1955 l. l l. 5 

Plnzanes 67 México 1956 l. 2 l. 3 

Courtright 98 California 1958 l. o l. 3 6700 

Wishon 82 California 1958 l. o l. 4 20000 

San ldelfonso 62 México 1959 l. 4 l. 4 

New Exchequer 150 California 1966 1. 4 l. 4 

CPbin Creek 76 Colorado 1967 1.3 l. 3 

Fades 70 Franela 1967 1.3 l. 3 16500 

Rama 110 Yugoslavia 1967 l. 3 l. 3 

Kangaroo 59 Australia 1968 l. 3 1.4 8000 
Creek 

Pl.ndarl. 45 Australia 1969 l. 3 1. 3 16400 

Cethana 110 Austral la 1971 l. 3 1.3 23700 

Alto 140 Colq1nbl.a 1974 l. 4 1. 4 22300 
Anehl.ncaya 

Le H.ouehal.n 60 Franela 1976 1.4 1. 4 16000 

Llttle Para 54 Australia 1977 1.3 1.4 10200 

Golillas 130 Colombia 1978 1. 6 1. 6 14300 

Out ardes 2 55 Ganada 1978 1.6 1.6 14300 

Wlnneke 85 Australia 1979 l. 5 2.2 82500 

j Bal.ley, R. D. 95 USA 1979 2.0 2.0 65000 

Arel.a 160 Brasl.1 1980 l. 4 l. 4 139000 

Ne ver l. 115 Venezuela 1981 l. 4 l. 5 53000 
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NOMBRE ALTURA LOCALIZACION AflO DE TALUD TALUD AREA DE 
(m) TERMINACION AGUAS AGUAS LA LgsA 

ARRIBA ABAJO Cm ) 

Hackintosh 75 Australia 1981 1. 3 1. 3 27100 

Hangrove 80 Australia 1981 1. 5 1.6 29100 
Creek 

Shiroro 130 Nigeria 1982 1. 3 1. 3 150000 

Yacambu 150 Venezuela 1982 1. 5 1. 5 13000 

Hurchison 89 Australia 1982 1. 3 1.3 16200 

Awonga 47 Australia 1982 1. 3 1. 3 

Fortuna 65 Panama 1982 1. 3 1.4 

Glennies 67 Australia 1983 1.3 1.3 50000 
Creek 

sálvajina 145 Colombia 1983 1. 5 1.5 

Bejar 71 Es pafia 1984 1.3 1.3 19140 

Terror Lake 58 Alas ka 1985 1. 5 1.4 

Alsasua 50 Es pafia 1985 1.3 1. 4 13850 

ICotmale 97 Sri Lanka 1985 1. 4 1. 45 60000 

Lower Pleman 122 Australia 1986 1. 3 1.5 35000 

Iruru 50 Perú 1986 

Ita 123 Brasil BD 1.3 1.3 110000 

Cirlta 85 Indonesia BD l. 3 1. 4 

Segredo 145 Brasil BD l. 3 1.3 21000 

Acena 65 Es pafia BD 1.3 1.3 

Kallwa 100 Flllplnas BD 

Hachandlnho 124 Brasil BD 1.3 1.3 

La miel 180 Colombia BD 1.5 1.5 

Musa 150 Nueva Guinea p 1.5 1. 5 

Cuesta 80 Argentina p 1. 4 1. 5 
Blanca 

Aguamllpa 180 México BD 1.5 1. 5 

P=Propuesta BD=Bajo Disel\o 
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111. INTERACCION ENTRE LOSAS DE CONCRETO y· SUELO 

En una lnvestlgaclón cient1f"lca es importante la etapa de 
observación, ya que esta nos ayuda a def"lnir cuales son los parámetros 
que intervienen en nuestro problema. Def"lnlr estos parámetros será de 
utilidad en los análisis posteriores que llevaremos a cabo. 

La interacción entre losas de concreto puede ser estudiada a 
partir de las observaciones realizadas en pavimentos rigldos, en losas 
y cajones de cimentación y en la propia losa de concreto de las presas 
de enrocamiento con pantalla. 

III.1. FACTORES QUE INFLUYEN EN EL COMPORTAMIENTO DE LAS LOSAS 

La tabla I II. 1 muestra algunos de los f"actores que arectan el 
comportamiento de las losas de concreto en dlf"erentes estructuras. 
Estos f"actores se ubican en cuatro grupos: 1.-Materiales de apoyo; 
2.-Losa de concreto; 3.-Cargas, y; 4.-Factores ambientales. 

III.1.1. PAVIMENTOS 

Se describen a continuación algunos de los f"actores que lnf"luyen 
en el comportamiento de las losas de concreto de pavimentos rigidos. 

III. l. l. l. Caracteristicas de los materiales de apoyo 

Las caracter1stlcas de los materiales d~ apoyo como son : tipo , 
módulo de elasticidad, relación de Polsson, relación de 
amortiguamiento, etcetera, inf"luyen slgnlf"icatlvarnente en el 
comportamiento de un pavimento y en el de cualquier otra estructura. 

III. l. l. l. l. tipo de materiales 

Usualmente los materiales de apoyo de !u losa de un pavimento 
son: La base, la sub-base (generalmente material bien graduado 
producto de la trituración de roca, lo J:•L.•rno q•Je la base), la capa 
subrasante , las terracerias y el subsuelo. 
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Los materiales de la terraceria y la capa subras~rnte juegan un 
papel fundamental en el comportamiento de un pavimento rigldo. Se ha 
observado que los suelos organlcos y aquellos cuyo reh1te elástico es 
importante proporsionan un mal comportamiento a las .terracerlas del 
pavimento. 

Los materiales del subsuelo son los que existen en la región en 
donde se construye la obra. De acuerdo a su comportamiento ante cierto 
tipo de cargas estos pueden ser fricclonantes o cohesivos. 

Las caracteristicas no lineales carga-deformación de los 
materiales del pavimento , capa subrasante y subsuelo están 
relacionadas con la distribución fislca no uniforme de los mismos. Los 
materiales del pavimento usualmente se deforman mucho menos que los de 
la capa subrasante y el subsuelo. La deformación de la capa subrasante 
y el subsuelo llega a ser un factor slgnlflcativo en la dlsposlclón de 
la deformación de la superflcle del pavimento. 

Los movimientos del terreno de cimentación o de espesores 
importantes de material de terraceria comp:·eslble conducen al 
agrietamiento de las losas cuando los asentamientos diferenciales son 
importantes en trechos cortos y ocurren con rapidez 

111.1. 1.1.2. Módulo de elasticidad 

En teoria de la elastlcldad se define el módulo de elasticidad 
cwmo la pendiente de la tangente. en un punto a la curva 
esfuerzos-deformaciones. Éste depende de muchos factores como son el 
tipo de material, temperatura, velocidad de aplicación de las cargas, 
etc. 

El módulo de elasticidad se encuentra directamente relacionado 
con las carateristicas esfuerzo-deformación de un determinado 
material. Un bajo módulo de elasticidad en suelo.-; quiere decir al ta 
compresibilidad con bajos niveles de esfuerzo, lo que significa que el 
material es muy deformable. 

III.1.1.1.3. Relación de PÓisson 

Al someter un cuerpo sólido a un estado de esfuerzos uniaxlal, 
éste experimentará una deformación en la dirección del esfuerzo normal 
aplicado. Sin embargo se observa también que el cuerpo se contrae o 
expande (deformación en el sentido transversal) dependiendo de si el 
esfuerzo normal aplicado fué de tensión o de compresión. La relación 
entre la deformación unitaria transversal y la deformación unitaria 
longitudinal, se conoce como relación de Poisson. 

La relación de Poisson también se relaciona con las 
caracteristicas esfuerzo-deformación de los materiales. bajos valores 
de esta relación significan un material poco rigldo. 
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III. l. l. 1.4. Relación de amortiguamiento 

El impacto que provocan los vehiculos al circular por un 
pavimento genera sobrecargas en estas estructuras. Estas cargas 
provocan vibraciones en la losa que pueden llegar a ser de 
consideración e influir en el comportamiento del pavimento. 

Si se apl lea a un cuerpo soportado elásticamente un impulso de 
corta duración, vibrará con su frecuencia natural, la cual depende de 
su masa y de sus propiedades elásticas. Cuando se pierde energia en el 
proceso se dice que la vibración se ha amortiguado y la frecuencia 
natural será algo menor. 

La amortiguación se expresa en términos de la razón de 
amortiguamiento C, la cual es una Indicación de la cantidad de energia 
vibratoria perdida en cada ciclo: C = O indica que no hay pérdida, C=l 
indica que toda la energia del impulso se ha disipado en un ciclo de 
vibración. 

Algunos ensayos real.izados en masas de suelo de 1 a 3 toneladas 
métricas y con losas cuadradas de O. 6 a O. 9 m de lado indican 
frecuencias naturales de 700 vibraciones por minuto para la turba, a 
1800 vibraciones por minuto para la arena muy compacta. 

III.1.1.1.5. Permeabilidad 

Los materiales de la base deben drenar el agua que se introduce a 
través de la carpeta o por los acotamientos del pavimento. e impedir 
la ascensión capilar con el objeto de disminuir los posibles efectos 
(disminución de resistencia, generación de presiones de poro, etc.) de 
1~ presencia de excesos de humedad en los materiales de apoyo. 

III. 1.1. 1.6. Geologia 

En pavimentos es importante tomar en cuenta la geologia de la 
reglón en donde se construirá la obra ya que as! podrán tratarse los 
problemas relacionados con posibles fallas geológicas. 

Las fallas geológicas 
comportamiento al pavimento 
provocar fuertes daños en él. 

III. 1. l. 1.7. Estratificación 

pueden dar como resultado un mal 
en su funcionalidad e incluso pueden 

Si Je>s materiales del suelo natural están estratificados debe 
tomarse en cuenta la naturaleza de los materiales que constituyen las 
capas y sus espesores. Como ejemplo se tiene el caso de una aeropista 
que se localizó sin tomar en cuenta las caracteristicas del subsuelo, 
sobre un terreno irregular tanto en estratigrafia como en propiedades 
mecánicas, el cual contenia espesores muy importantes de arcilla de 
alta compresibilidad, al poco tiempo la pista tubo que ser inutilizada 
pues presentó deformaciones muy importantes. 
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111.1.1.2. Caracterl.stl.cas de la losa de concreto 

E11 los parrai'os siguientes se describen las caracterl.stlcas de la 
losa que influyen en el el comportamiento de un pavimento. 

111. 1.1.2. 1. Dimensiones 

La geometria de la losa es un importante factor que influye en el 
comportamiento de todo el sistema. 

111.1.1.2.la. espesor 

El espesor de un pavimento se relaciona di.rectamente con la 
rl.gl.dez del mismo, lo cual se ve reflejado en la forma en que se 
asienta la losa de concreto. 

111.1.1.2.lb. ancho 

El tamafío de las losas de un pavimento generalmente suelen ser 
cuadradas con 3 a 5 m de lado. El ci;ucreto preesforzado pcrml te la 
utilización de superficies continuas de area muy superior. 

lI l. 1. 1. 2. le. largo 

Las losas en pavimentos normalmente han sido cuadradas por lo que 
no se disponn de muchos datos sobre la influencia de este factor, sin 
embargo es de esperarse que una losa alargada presente un 
comportamiento menos adecuado que las de tipo comi'in. 

111.1.1.2.2. Calidad del concreto 

Los concretos que se utilizan en la losa suelen ser de 
resistencia relativamente alta, generalmente comprendida entre 200 y 
400 kg/cm2

• 

El mal comportamiento de una losa puede deberse a una mala 
calidad del concreto. Las fallas pueden deberse a: ullllzación de 
materiales y agregados no adecuados, desintegración por reacción de 
los agregados con los al<:alls del cemento, problemas derivados del uso 
de sales para proteger el concreto de los frios extremos en zonas de 
clima severo, etc. 

Uno de los factores que causan la desintegración del concreto es 
el fabricarlo con un mezcla humeda y el uso de agregados con excesivo 
contenido de finos. 

111.1.1.2.3. Módulo de elasticidad 

En el concreto el módulo de elasticidad varia de 10 000 y 14 000 
Kg/cm2 por lo que puede decirse que .su compresibilidad es baja en 

1 
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relación a los niveles de esfuerzo a que va estar sometida la losa, y 
en comparación con la compresibilidad de los materiales de apoyo. 

III.1. 1.2.4. Armado 

El armado en los pavimentos rigldos se especirlca para prevenir 
esruerzos por cambios de temperatura. 

III.1.1.2.5. Contacto suelo-losa 

Una de las causas de falla en los 
constituye un mal comportamiento estructural 
apoyo adecuado. La mala colocación de la losa 
conducen a la ruptura de esquinas y bordes. 
'!' 1' . 
ni. Í.3.· Caracterlsticas de las cargas 
III.1.1.3.1. Distribución 

pavimentos rlgldos lo 
provocado por falta. de 
y e 1 fenómeno de boinbeo 

Las cargas aplicadas a un pavimento se deben a los vehlculos que 
circulan en él. 

Se ha observado que la distribución no uniforme del lráfico tiene 
como resultado un daño acumulativo y disparejo en la superficie del 
pavimento que conduce a asentamientos diferenciales. 

III.1.1.3.2. Ordenes de magnitud 

La magnl tud de las cargas que se apl lean a un pavimento es 
h"-stante importante: llega a 8 toneladas por eje, en camiones, hasta 
150 toneladas que pesa un avión ~C-B. Las presiones de 1n1lado de

2
las 

llantas son del orden de 6 kg/cm en los camiones y 13 a 14 kg/cm en 
los aviones más pesados. ' 

A lo largo del eje longitudinal, en el movimiento de una rueda, 
es imposible establecer el contorno de deformación del pavimento, sin 
embargo en la dirección transversal al tráfico, la de1lecclón del 
pavimento está gobernada por el equilibrio básico de las cargas 
externas y el equilibrio interno esfuerzos-deformaciones del 
pavimento. 

III.t.1.3.3. Velocidad de aplicación 

La velocidad de aplicación de las cargas ejerce in1luencla sobre 
el pavimento. En general las cargas estáticas o lentas ejercen peores 
efectos que las más rapldas. En las rampas de las carreteras suelen 
versen más destruidos los tramos de subida que los de bajada. 

La repetición de una carga pro~ un pequef\o aumento en la 
deformación permanente del pavimento. El incremento progresivo de las 
deformaciones permanentes, al repetirse las cargas, induce ratiga de 
los materiales. 



35 

III.1. 1.4. Factores ambientales 

Los pavimentos estan expuestos siempre a las condiciones 
ambientales, y se ha observado que estas pueden destruirlos aun sin la 
aplicación de cargas. 

Los mecanismos generales por los cuales el ambiente inf'luye en el 
comportamiento del pavimento son (1) Efectos en las propiedades 
ingenieriles de los materiales, tales como resistencia y deformación, 
(2) Efectos en la integridad de los materiales, tales como durabilidad 
y acción f1sico-qu1mlca, y (3) Efecto en el cambio volumétrico y los 
resultados del equilibrio de esfuerzos en el sistema del pavimento. 

III.1.1.4. 1. Temperatura 

Todos los materiales del pavimento se expanden o contraen con las 
fluctuaciones de temperatura. Por eso, las losas de los pavimentos 
desarrollan grietas en el invierno y se expanden durante los meses de 
verano e 

La conductividad térmica de un material se define como la 
cantidad de calor que fluye normal a una superficie de arca unitaria 
en un tiempo dado bajo un gradiente térmico unitario. 

Para propósitos prácticos los factores que afectan a un pavimento 
pueden dividirse en factores extrinsecos e inlrinsecos. Los factores 
extrinsecos son usuaimente las condiciones ambientales, tales como 
lemperatura del aire, radiación solar, viento, precipitaciones, 
evaporación y condensación. Evidentemente, la localización geográí"ica 
tiene una fuerte influencia sobre el clima de la reglón. 

Los factores intrinsecos generalmente se refieren a la emisión de 
radiación (a traves de longitudes de onda) del suelo y a propiedades 
térmicas de los materiales, los cuales son la conductividad térmica, 
capacidad·calorifica, y calor latente de fusión de los materiales del 
pavimento y del subsuelo. Aun en un ambiente muy dinámico los factores 
intrinsecos son relativamente constantes comparados con la fluctuación 
de los factores extrinsecos o externos. 

La temperatura ambiente es el factor más importante en el 
equilibrio térmico del pavimento. La figura III.la. muestra los 
cambios de temperatura sufridos por la losa de un pavimento. Puede 
verse que la radiación solar y Ja temperatura ambiente tienen un 
efecto significativo en la temperatura del pavimento. El pico de la 
temperatura del pavimento se presenta una hora despues que. el de la 
radiación solar. Si bien la temperatura del pavimento asume un 
fluctuación ciclica, la amplltud de la fluctuación decrece con la 
profundidad. La fig. II I. lb. muestra un perfil de temperatura. La 
radiación del subsuelo mantiene la temperatura d<?l pavimento durante 
la noche. 

Como todos los materiales son sensibles a los cambios 
volumétricos debido a las fluctuaciones de temperatura, los efectos de 
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la variación térmica se reflejan en contraciones y expansiones en el 
pavimento. Debido a que la variación de temperatura no es uniforme el 
pavimento experimenta un movimiento no lineal.. La conductividad 
térmica y la capacidad calorífica de los materiales del pavimento 
afectan su porcentaje de flujo de calor, resultando gradientes 
térmicos a traves del eje vertical del pavimento. Por lo tanto, La 
magnitud de la expansión térmica no es constante; la or11 la del 
pavimento t lende a curvarse hacia arrl ba durante las noches frias, y 
hacia abajo cuando la temperatura del aire es mayor que la del suelo. 

Por tanto, los esfuerzos Inducidos por temperatura son tanto 
esfuerzos flexlonantes como esfuerzos axiales. 

Cuando los esí'uerzos f"lexlonantes exceden la resistencia de la 
carpeta, se desarrollan grietas, aun sin estru• el pavimento sujeto a 
cargas. Algunos pavimentos de concreto de aeropuertos experimentan 
finas grietas f"uera del area de operación normal del avión. 

Para una carpeta de concreto dada, los esfuerzos Inducidos por 
cambios de temperatura se Incrementan cuando se Incrementa el espesor 
del pavimento. La experiencia Indica que un pavimento de concreto con 
un espesor de 16 pulgadas puede presentar una superficie de grietas 
mayor que un pavimento con un espesor menor, por ejemplo de 12 
pulgadas. 

La flg. III.2a. muestra los resultados de pruebas realizadas para 
medir los ef"ectos de la temperatura en la resistencia de un concreto 
hecho con cemento portian. En el rango de 40 a l00°F, la resistencia 
relativa (con respecto a la de 70°F) decrece de 1.25 a 0.80. En altas 
temperaturas la resistencia del concreto decrece aun más. En la fig. 
III.2b. se muestra el efecto de la temperatura en la resistencia de un 
suelo arcilloso. Los cambios en la resistencia siguen la misma. 
tendencia que en el concreto. 

I II. l. l. 4. 2. Humedad 

La humedad es una variable fundamental en todos los problemas de 
estabilidad de suelos. 

Las condiciones ambientales en las cuales puede ocurrir un cambio 
de humedad en el pavlmento·(ver f"lg. III.3.) son: 

1.-Flltraclón de agua hacia el pavimento de terrenos vecinos lllAS 
elevados. 

2.-Ascenso y descenso del nivel de aguas freétlcas. 
3.-Flltración de agua a través de la superf"icie del pavimento. 
4.-Transferencia de humedad con terrenos adyacentes. 
5.-Transferencla de humedad con el subsuelo. 
6.-Transferencia de humedad por vaporización de agua del 

subsuelo. 

En general la presencia de humedad tiene un efecto negativo en el 
comportamiento del pavimento. Para un pavimento, los efectos de 
temperatura y humedad se consideran aun más serlos que la carga de los 
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vehiculos. 

En cllmas con temperaturas abaJo del punto de congelamiento, la 
humedad en el pavimento tlene una lnfluencla declslva en su 
comportamiento. 

En muchas carreteras y aeropuertos los contenidos de humedad en 
las orillas del pavimento se encuentran inestables y son generalmente 
mayores que en las zonas lnterlores. 

Ill.1.1.4.2a. Acción de las heladas 

Uno de los aspectos relacionados con la temperatura y la humedad 
lo constituyen las heladas. 

Los fenómenos de deshielo producen un descenso drástico en la 
reslstencla de las capas de los pavimentos e.rectados por congelación. 

La flg. 111.4 muestra la varlaclón tiplca anual de las 
deflecclones en un pavimento. El comportamiento del pavimento puede 
dlvldlrse en cuatro grupos. 

1.-Durante los meses de dlclembre, enero y febrero, el suelo se 
encuentra en el perlado de maxlmas profundidades de congelamiento por 
las heladas. La humedad actúa como un cementante del suelo, 
proporcionando una al ta rlgldez al pavimento y provocando que los 
asentamientos en él sean peque~os. La capacidad de carga y el 
comportamiento del pavimento resultan mejores. 

2. -A Hnales de febrero y prlnclplos de abrll el clima cambia 
rápidamente de frlo a caliente y a frlo otra vez. La superflcle del 
suelo sufre perlados de deshielo y congelamiento, c.antenlendose la 
profundidad de la capa congelada. El vapor atrapado en el suelo 
asciende y desciende. La excesiva presencia de humedad en el suelo 
durante el deshielo reduce grandemente la capacidad de carga del 
pavimento, lo anterior conduce, consecuentemente, a un 1ncrem9nto 
slgnlflcatlvo en las dei'lecclones. 51 el vapor queda atrapado en el 
fondo del subsuelo, en un perlado breve de deshielo y congelamiento, 
esto puede provocar la elevación del pavimento. En este perlado se 
presenta la máxlma destrucción del pavlmenLo, provocado por grietas, 
deslntegraclón, etc. · 

3. -Durante el mes de abrll, la temperatura de la noche es 
predominantemente mayor que la del punto de congelamiento. El suelo se 
descongela completamente. La mlgraclón de vapor cesa. La alta humedad 
del pavimento tiende a descender y el pavimento recupera su estado 
inicial de reslstencla. 

4. -De los meses de mayo a noviembre el pavimento funciona de 
manera normal y los efectos temperatura-humedad no son slgnlflcativos. 

111.1.1.4.3. Acción de agentes quimlcos. 

Los pavimentos estan expuestos a la corrosión qu1mica producto 
del medlo ambiente. As1 tamblen sufren las consecuencias del petroleo 
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y aceites que caen de los vehiculos de transporte. 

111.1.2. CIMENTACIONES 

llI.1.2. l. Caracteristicas de los materiales de apoyo 

Se describiré.n a continuación las caracteristicas de los 
materiales de apoyo que influyen en el comportamiento de losas de 
cimentación. 

111. 1.2. 1.1. Tipo de materiales 

El terreno de apoyo influye de manera importante en el 
comportamiento de las cimentaciones. Un suelo puede estar constituido 
por materiales tales como arenas, arcll las, llmos, loes, los cuales 
tienen un comportamiento diferente con respecto a los demas tipos de 
suelo. En una arena, por ejemplo, los asentamientos mlls lmportates son 
los debidos al asentamiento elástico; no asi en una arcilla en donde 
el fenomeno de la consolidación es el aspecto más relevante en cuanto 
a asentamientos se refiere. Otro aspecto en donde influye el tipo de 
suelo de apoyo es en la forma de deformarse la estructura ante las 
cargas impuestas. 

El comportamiento de una cimentación superf"icial depende mucho 
del tipo de terreno sobre el que descanse. La tabla 111.2. enumera las 
diferencias més importantes entre el comportamiento de la arena y el 
de la arcilla como materiales de cimentación. El limo tiene un 
comportamiento intermedio entre la arena y la arcilla. 

La figura III. 5a muestra la distribución de asentamientos bajo 
una carga uniforme en un material con comportamiento friccionante, 
como la arena o la grava. La f"igura llI.5~ muestra los asentamientos 
producidos al inicio por una carga unirorme en un material con 
comportamiento cohesivo como la arcilla saturada. 

111.1.2.1.2. Módulo de elasticidad 

En arena el módulo de elasticidad cambia con la prorundidad con 
la presión de confinamiento y con la derormación. Ademé.s crece en 
algunas zonas centrales de. las areas cargadas. 

III.1.2.1.3. Relación de Poisson 

En suelos este factor anda entre 0.2S en arena compacta y 0.35 a 
0.43 en arcillas muy compresibles. 

En las arenas la relación de Poisson varia con la compacidad del 
suelo y con la magnitud y tipo de esfuerzos aplicados. 

III.1.2.1.4. Relación de amortiguamiento 

Las cimentaciones pueden estar sometidas a vibraciones por 
diferentes causas naturales y artificiales: terremotos, viento, 
corrientes de agua de gran velocidad en estructuras marinas, etc., 
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producen vibraciones transitorias como casi-continuas , de Crecuenclas. 
variables; las máquinas de movimiento alternativo, compresores bombas, 
etc, son Cuentes importantes de vibraciones continuas y ocasionan en 
general los problemas más serlos. 

Las vlbraclones del suelo tienen varios efectos importantes: Sl 
algun sistema suelo-cimentación pudiera entrar en resonancia, se 
podrlan producir grandes dafios; La vibración puede producir una 
reducción de la relación de vaclos en suelos no cohesl vos, lo cual 
tendrá como consecuencia un serlo asentamiento; La vibración en suelos 
no cohesivos sueltos y saturados puede ser causa de que se produzca en 
el suelo el efecto de licuación, la pérdida de resistencia y la Calla. 

El sismo de la ciudad de México ocurrido el 19 de septiembre de 
1985 mostró los efectos en la zona III la cual experimentó una Cuerte 
amplificación dinámica Cree. 2). 

La Clg. III.6. muestra la representación slrnpllClcada de las 
componentes de la vibración de un sistema suelo-estructura. La 
frecuencia natural no es una propiedad que dependa unicamente del 
suelo, sino que depende tambien del peso y tamafio de la clmentaclón y 
de la carga que soporta. 

111.1.2.1.5. Permeabilidad 

Debido a 
limos, etc. ) , 
tiempo. 

la baja permeabilidad de algunos suelos (arcillas, 
su comportamiento ante cargas queda definido en el 

Para ilustrar la influencia que tiene la permebil idad de los 
materiales de apoyo en el comportamiento de las estructuras, se 
considera el caso de un suelo blando apoyado en una capa resistente y 
sometido a una sobrecarga (ver fig. 111.7). Los despla?.amientos en el 
sistema se presentan en dos Cases: Primero el desplazamiento durante 
la aplicación de la carga, y despues, el desplazamiento al 
consolidarse el estrato bajo la carga superficial constante. Durante 
la aplicación de las cargas los puntos bajo la carga .,,, mueven hacia 
abajo,pero la parte de la superficie que no cslá cargada se desplaza 
hacia arriba; los puntos 

0

del interior del terreno se mueven hacia 
e.Cuera. Durante la consolidación todos los puntos de la superficie se 
desplazan hacia abajo. De esta forma el asentamiento en la superficie 
de la zona cargada aumenta, y la superficie exterior a la zona cargada 
finaliza con un desplazamiento neto hacia abajo. 

111. 1.2. 1.6. Geologla 

En cimentaciones este aspecto puede interesar para determinar 
aproximadamente los tipos de suelo que se encuentran en un determinado 
lugar. 
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111. 1.2.1.7. Estratlflcaclón 

La estratlflcaclón de las capas de apoyo influye en la magnitud 
de los asentamientos sufridos por las estructuras dependiendo de 
espesores y tipos de material. Por ejemplo, en las arcillas finamente 
estratificadas con finos estratos de arena o limo alternados, la 
presencia de estos últimos en el suelo compresible actúa como refuerzo 
del conjunto que restringe la deformación horlzon~al de la arcilla. 

Cuando existe estratificación en el subsuelo los materiales de 
que estan constituidos las capas adquieren una gran importancia en el 
comportamiento de la losa de cimentación. 

Si las capas de los estratos esté.n constituidos por combinaciones 
de materiales con comportamiento cohesivo y con comportamiento 
friccionante, el comportamiento de la losa se ve influenciada por los 
espesores de cada estrato. La ubicacón de los estratos dentro de la 
masa de suelo es importante; cabe esperar un mayor asentamiento cuando 
los estratos de suelo compresible son superficiales y tienen un gran 
espesor, que si esos estratos se locallzan a grandes profundidades o 
tienen espesores poco importantes. 

111.1.2.2. Caracteristicas de la losa de concreto 

A continuación se detallan las caracteristlcas de las losas de 
cimentación que tienen influencia en su comportamiento. 

111.1.2.2.1. Dimensiones 

En este caso también las caracteristicas geométricas de la losa 
influye en el comportamiento de las cimentaciones. 

111.1.2.2. la. Espesor 

La rigldéz de la cimentación influye en las presiones de contacto 
suelo-losa y, por ende, en la forma de los desplazamientos de la 
estructura. 

La Clg. III.8 muestra la dlstrlbuci6n de presiones en 
clmentaclones, sobre una placa, la cual se ve alterada por la rigldéz 
de la losa. 

Si la cimentación es flexible la losa se deformaré. según la 
figura II I. Bd, pero si es rlglda esta tendré. asentamientos 
diferenciales menores (ver fig. 111.Ba) dependiendo del tipo de suelo 
de apoyo. 

111.1.2.2.lb. Ancho 

En el caso de las cimentaciones el ancho de las losas puede 
llegar a ser mayor que las losas normales en pavi-ntos rlgidos, 
debido a que las primeras estaré.o sometidas a esfuerzos mayores. 
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111.1.2.2.lc. Largo 

Se ha observado que las losas muy alargadas presentan mayores 
asentamientos diferenciales que las de sección más regular. 

111.1.2.2.2. Calidad del concreto 

En las cimentaciones la calidad del concreto debe cuidarse ya que 
de ella dependen las caracteristicas de resistencia y deformabllidad 
que alcance la cimentación. 

111.1.2.2.3. Módulo de elasticidad 

En el concreto de las losas de cimentación el orden de magnitud 
del módulo de elasticidad es mucho mayor que el del terreno de 
cimentación. Sin embargo el comportamiento de la losa en cuanto a 
deformaciones depender~ también de este factor. 

111.1.2.2.4. Armado 

La experiencia demuestra que el arm<..do influye en las 
caracteristlcas del comportamiento del sistema losa-suelo, al 
proporcionar a la losa de concreto mayor rlgidéz y resistencia a la 
flexión. En el caso de las cimentaciones, el acero se disef\a para dar 
a la losa las caracteristicas de resistencia requeridas para soportar 
las cargas impuestas por la estructura. 

Son raros los casos de ruptura en las losas de clmentaclones, 
debido a qu., generalmente la resistencia que proporciona el acero de: 
refuerzo a la losa es suficientemente grande como para que se 
presenten este tipo de problemas, aun cuando el suelo de apoyo haya 
fallado por distintas causas. 

111.1.2.2.5. Contacto suelo-losa 

Cuando se tiene un problema de capacidad de carga en suelos, la 
solución puede ser dar mayor ~ea de contacto entre la cimentación y 
el suelo con el fin de distribuir mejor las cargas, es aqui donde 
adquiere lmportancla el aspecto del contacto entre la losa y el suelo. 

111.1.2.3. Caracteristlcas de las cargas 
111.1.2.3.1. Distribución 

Las cargas se distribuyen a las losas de cimentación por medio de 
columnas y trabes, lo cual tiene gran influencia en el comportamiento 
de la estructura. 

111.1.2.3.2. Ordenes de magnitud 

La magnitud de las cargas a que estan sometidas las cimentaciones 
depende del peso de la estructura que soportan, y que llega a la losa 
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a través de las columnas. Dependiendo de su magnitud ser~ el 
comportamiento de la cimentación. 

III.1.2.3.3. Velocidad de aplicación 

El comportamiento en general de una estructura y del suelo que la 
soporta depende mucho de la velocidad de aplicación de las cargas. Un 
suelo, por ejemplo, puede comportase en forma distinta con cargas 
estáticas que con cargas din~icas si se permite que en el último caso 
se generen presiones de poro. 

III.1.2.4. Factores ambientales. 

En el caso de cimentaciones los factores ambientales como la 
humedad y la acción qu1mica también tienen influencia en el 
comopcrtameinto de la losa. 

III.1.2.4.1. Temperatura 

En este caso la temperatura adquiere menos importancia que en el 
de pavimentos, debido a que generalemente las losas se localizan a una 
profundldad tal que las fluctuaciones de temperatura son menores, ya 
que se excava para el caso de cimentaciones compensadas o parcialmente 
compensadas. 

III.1.2.4.2. Humedad 

El ascenso en el nivel freátlco en un tPrreno reduce los 
e'1fuerzos efectivos a una prof"undldad dada, lo cual da lugar a una 
menor capacidad de carga y a un mayor asentamiento. 

Sl el material en donde se apoya la cimentación está constituido 
pcr materiales flnos expansivos la contracción de las arcillas por 
secado también constituye otro aspecto en donde la hwnedad en los 
ina.teriales influye en su comportamiento. 

III.1.2.4.3. Acción de agentes qulmicos 

La acclón qu1mica y la degradación de materia. orgé.nlca son 
causas, en algunas ocaciones, de fallas en las cimentaciones. Por eso 
este aspecto puede llegar a ser también importante en el 
compcrtamlento de la losa. 

111. 1.3. PRES AS 

III.1.3.1. Caracteristicas Je los materiales de apoyo 

Se detallarán ahora las caracterlstlcas de los materiales de 
apoyo que influyen en el comportamiento de las losas de presas de 
enrocamiento con pantalla de concreto. 
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111.1.3.1.1. Tipo de materiales 

Las capas de los materiales de apoyo de la losa en una presa de 
enrocamiento con pantalla de concreto son comurunente zonas compactadas 
de Cragmentos pequefios de roca. La compactación de estos materiales ha 
permitido reducir los espesores de la losa que se tenian para 
enrocamiento ha volteo. La zona de respaldo de la losa de una presa de 
enrocamiento con pantalla de concreto, comurunente ha sido considerada 
compuesta de materiales de roca cribada y triturada, con una 
graduación con tamafios máximos de 3 a 6". Esta zona es relativamente 
permeable ya que no hay suCiciente cantidad de partlculas Cinas 
menores que la malla número 4 para llenar los vacios entre las grandes 
part1culas. 

La mayorla de las presas con losa de concreto realizadas antes de 
1950 Cueron construidas mediante enrocamlento colocado a volteo y con 
una zona delgada de grandes rocas colocadas con grua en el paramento 
de aguas arriba, Justamente bajo la losa de concreto. Esta pré.ctlca 
cambió en el periodo de 1955-1960 cuando el respaldo empezó a ser 
colocado en estratos compactados y el uso de rocas de gran tamafio Cué 
abandonado a Cavar del uso de rocas pequefias. El propósito es proveer 
un buen soporte de tal manera que la carga de agua actuando sobre la 
losa sea uniCormemente distribuida, eliminando la posibilidad de que 
una roca de gran tamafio bajo la losa provoque uno. carga altamente 
concentrada. 

111.1.3.1.2. Módulo de elasticidad 

En el caso de presas de enrocamlento con pantalla de concreto es 
de esperarse que se requieran altos módulos de elasticidad en los 
materiales de la zona de respaldo para evitar deCormaciones excesivas 
en la losa que puedan provocar su ruptura con las consecuentes 
n 1 traciones. 

111.1.3.1.3. Relación de Poisson 

La relación de Poisson en los materiales de apoyo Cluctúa 
alrededor del valor 0.3, dependiendo del tipo de material y el grado 
de compactación que se aplique. 

También en este caso son deseables valores altos de esta relacl6n 
con el objeto de obtener un material poco compresible. 

111.1.3.1.4. Relación de amortiguamiento 

Las olas generadas por el agua en el vaso de 
pequefias vibraciones en la masa del enrocamiento. 
este hecho puede llegar a ser importante 
amortiguamiento en los materiales de la presa. 

la presa provocan 
Tomando en cuenta 
el estudio del 
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111.1.3.1.5. Permeabilidad 

Cuando el respaldo de la losa de concreto es muy permeable , la 
cantidad de :filtración a través de la ruptura de una Junta o de una 
grieta en la losa, está limitada por las dimensiones de la grieta y 
por la :fricción hidráulica que actúa al paso de la :filtración; el 
control se logra mediante la trayectoria que recorre la :filtración 
dentro de la losa de concreto. Cuando el respaldo es semipermeable, la 
cantidad de infiltración que puede pasar a través de las grietas en el 
concreto, está limitada por la permeabilidad del respaldo bajo la 
losa, ya que la resistencia al flujo a través de este es 
considerablemente mayor que la carga de presión perdida en el paso a 
través de la grieta. 

En las presas construidas durante los afios 60' s comúnmente el 
material de respaldo era horneado para eliminar todas las particulas 
menores de 2" la razón principal para eliminar estos tamaflos de 
particulas :finas y rocas pequefias era eliminar la posibilidad de que 
las :fugas a través de las juntas en la losa de concreto pudieran 
transportarlas :fuera de la zona del respaldo y depositarlas en los 
vacios del enrocamiento principal, creando una indeseable pérdida de 
soporte bajo la losa de concreto causando la ruf'tura. 

En la presa Cethana en Australia, se decidió usar el mismo 
principio para el respaldo pero usando rocas sln procesamiento para 
ellmlnar part1culas de suelo y rocas pequeftas. Aqu1 los ingenieros no 
consideraron que exlst1era una real posibilidad de que las partlculas 
flnas :fueran lavadas por las :fugas en la losa de concreto y 
permitieran el subsecuente asentamiento de la losa. Además 
consideraron que era técnicamente ventajoso dejar las rocas pequefias y 
flnos en el material de respaldo ya que serla conveniente que el 
material :fuera menos permeable, tal que menos agua pudiera atravesar 
la presa en un evento de fuga a través de la losa de concreto. La 
presa Cethana fué provista de más instrumentación que la usual, lo 
c:ual comprobó que su comportamiento :fué excelente. 51n embargo, al 
construirse la siguiente gran presa de este tipo, Alto Anchlcaya, a la 
que se dio la misma especificación en la zona de respaldo se 
desarrollaron grandes flltraclones en el perlmetro de las Juntas, con 
un máximo de 1800 lts/s en el primer llenado. Esta experiencia mostró 
que la zona de respaldo no :fué múy efect 1 va en esta presa como una 
barrera secundarla para controlar las fugas a través de la lo.sa de 
concreto. 

111.1.3.1.6. Geologla 

La geologla de la reglón es importante ya de de ella depender{> 
mucho el comportamiento de la masa del terraplen de la presa, Y por 
ende el de la losa. 

111.1.3.1.7. Estrat1:f1caci6n 

Las distintas capas del enrocamiento constituyen una verdadera 
estrat1:f1caci6n de los materiales, sin.embargo las más importantes son 
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las que quedan bajo el paramento de aguas arriba debido a que, como se 
indicó en el capitulo anterior, de su comportamiento dependen los 
movimientos que tendrá la losa al ser aplicada la carga de agua. 

Los materiales bajo la losa de concreto son los que constituyen 
la zona de respaldo y el propio enrocamlento, cuyo comportamiento 
varia según la zona, por lo cual debe tenerse en cuenta este hecho. 

Debido a que el comportamiento de los materiales en la masa del 
enrocamiento varia según la zona es de esperarse que el comportamiento 
general de la estructura dependa de los espesores de cada zona. 

III.1.3.2. Caracterlstlcas de la losa de concreto 

A cont lnuaclón se detallarán las caracterlst leas de la pantalla· 
de concreto que lni'luyen en su comportamiento. 

III.1.3.2.1. Dimensiones 

También en el caso de las presas las caracteristicas 
dimensionales de la losa son un f'actor importante en su 
comportamiento. Estas son generalmente Irregulares, teniendo 
dimensiones menores en en el sentido del eje del rio sobre el talud de 
apoyo de la pantalla de concreto. 

III.1.3.2.la. Espesor 

El hech'.l de que en el pasado el espesor de la losa f'uera 
tradicionalemente 0.3+0.0067H para las primeras presas de enrocrunlento 
a volteo y que ese espesor se halla reducido a 0.003H y 0.002H o menos 
en presas con enrocamiento compactado indica que hay una relación 
entre el espesor de la losa y las caracteristlcas <le los materiales de 
apoyo, puede deducirse entonces que el comportamiento de la losa está 
tambien en f'unci6n de su espesor. 

III.1.3.2.lb. Ancho 

Conceptualmente el ancho máximo de las losas de presas de 
enrocamlento deberla ser el de la boquilla, sin embargo este hecho se 
ve af'ectado porque las losas se construyen en f'ranjas verticales con 
un ancho entre 12 y 18 metros. Es de esperarse que el comportamiento 
de la pantalla de concreto también dependa de los máximos anchos que 
se tengan en la losa. · 

III.1.3.2.lc. Largo 

Puede tomarse el largo de la pantalla como la dimensión que se 
tiene en el sentido del talud de apoyo de la losa, siendo máxima esta 
dimensión en el eje de la cortina. 
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111.1.3.2.2. Calidad del concreto 

Debido a que la seguridad y la impermeabilidad son aspectos muy 
importantes en presas de enrocamiento con pantalla, el concreto debe 
guardar una alta calidad para lograr un buen comportamiento en la 
losa. · 

111. 1.3.2.3. Módulo de elasticidad 

El módulo de elpttcidad en las losas de concreto varia entre 
10 000 y 14 000 Kg/cm . 

111.1.3.2.4. Armado 

Con el propósito de hacer la pantalla lo má.s flexible posible el 
acero se coloca al centro del espesor de la losa, lo. que indica que 
tanto la posición del acero como su cantidad son factores muy 
importantes en el comportamiento de la presa. 

111. 1.3.2.5. Contacto suelo-losa 

Un buen contacto de la losa y el suelo evita el efecto de 
concentraciones de esfuerzo provocados por un nial apoyo. Sin embargo 
ese contacto puede ser liso o rugoso, hecho del que también depende el 
comportamiento de la pantal l_a y que habrá que tomar en cuenta. 

111.1.3.3.Caracteristicas de las cargas.· 

Las cargas a las que va estar sujeto el sistema de la losa de 
concreto y el suelo son las debidas a peso propio, carga hldrostátlca, 
y las debidas a los efectos de sismos. 

111.1.3.3.1 Distribución 

Las cargas debidas al agua apllcadas sobre la losa son de tipo 
hidrostático en condiciones normales de opercación. La forma de como 
influyen estas cargas sobre el comportamiento de la losa se refleja en 
la distribución de esfuerzos y desplazamientos en el sistema 
losa-suelo. 

111.1.3.3.2. Ordenes de magnitud 

La magnitud de las cargas estáticas que sopotará la presa estará 
en función de la altura de ésta. Dichas cargas pueden ser las debidas 
al peso propio y las de'l~ del agua. 

Para ilustrar la forma en que actl)an estas cargas, en las figuras 
111.9 y 111.10 se presentan los desplazamientos producidos en 
distintas presas de enrocamiento con pantalla de concreto. 

Las figuras 111.9 muestran el perfil de los asentamientos en la 
losa de concreto en dichas presas. Las figuras III.10 ilustran la 
hlstorla de los asentamientos en cada una de las crestas de éstas 
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obras. 

A continuación damos una breve explicación sohre la historia de 
los asentamientos en éstas presas. 

III.1.3.3.2a. Presa Foz do Arela 

La gran presa Foz do Arela con 160 m de altura, sobre el rlo 
lguacu, Paraná, Brasil, tiene una losa de concreto con espesores entre 
0.3 m (en la corona) y 0.8 m (en la base) la longitud de su cresta es 
de 828 m. 

La respuesta de esta presa cuando se apllcó la carga de agua fué 
rápida. La historia de las deformaciones con el tiempo se muestra en 
la figura III.10a. 

Los mflximos asentamientos de la losa, hasta febrero de 1985 se 
muestran en la figura III.9a. El máximo valor (77.5 cm) es 
considerablemente mayor que para otras granc;les presas en boquillas 
angostas. Sin embargo, el enrocamlento reaccionó como sl el modulo de 
compreslbllldad (medido normal a la carga) fuese de curca de 2.5 veces 
más grande que el valor representativo vertical observado durante la 
construcción, lo que está en concordancia con lo observado para otras 
presas. 

La evolución de los asentamientos de la cresta, con el tiempo, se 
muestran en la figura III. 10a. Los movimientos en el paramento de 
aguas abajo debidos a la carga de agua se lnd lean en la f lgura I I I. 11. 
La deformación total de la presa corresponde principalmente a 
reducción de volumen. Los esfuerzos reportados en la pantalla de 
concreto siguieron el modelo general reportado para otras presas, 
compresión en la mayor parte de la cara con algunas zonas de tensión a 
lo largo de la junta perimetral y cerca de la cresta de la presa. 

Por otro lado, durante el llenado del vaso doce Juntas 
verticales, de un total de 51, se abrieron. La méxlma abertura en las 
Juntas fué de 3 cm, y la suma total de las aberturas fué de 14 cm de 
ancho. El movimiento llláxlmo de la Junta perlmetral a lo largo de la 
base de apoyo fue de 1·. O, 2. 5 y 2. 4 cm en tres direcciones: 
a) asentamiento normal a la losa, b) movimiento tangencial (al 
paramento de aguas arriba), y c) abertura de la Junta; 
respectlvB11ente. La flltraclón llláxlma medlda alcanzó 236 lts/s durante 
el llenado completo, en agosto de 1980. Esta filtración se ha hido 
reduciendo gradualmente. 

III.1.3.3.2b. Presa New Exchequer 

Esta presa llene una altura de 150 m, la longitud de su cresta es 
de 427 m y el volumen de enro'!ia111lento utilizado en la construcción de 
r.u cortina fué de 4 090 000 m . El espesor de su losa varia entre 46 
cm,. en la cresta, hasta 86 cm en la base. 

Se mlc;lleron los asentamientos de 1a losa durant.e la construcción 
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y el llenado de la presa, colocando un arreglo de 40 bancos de nlvel 
en toda la pantalla de concreto. Los grandes asentamientos que ha 
experimentado el enrocamiento y la losa de concreto se presentan en la 
figura lll.9b. La historia cronológica de los asentamientos se 
presenta en la figura lll. lOb, la cual tambien indica los 
asentamientos esperados para 1996. En el caso de esta presa debe ser 
considerada la existencia de una presa de gravedad má.s pequefta 
construida en el mismo lugar con una altura de 56 m. 

lll.l.3.3.2c. Presa Shiroro 

La presa Shiroro construida sobre el rio Kaduna, en Nigeria, 
tiene una altura de 125 m y una longitud de cresta de 560 m. El 
espesor de su losa de concreto varia según la relación t = 0.3 +.003H 
en metros. 

Los máximos asentamientos medidos en el enrocamiento antes del 
llenado, se registraron cerca de la mitad de la altura de total del 
enrocamiento en puntos cercanos al eje de la cortina El asentamiento 
má.s grande al término de la construcción fué de 0.84 m registrado en 
un punto localizado en esta zona. La figura 111.12 muestra el perfil 
de algunos asentamientos sufridos por el enrocamiento al final de la 
construcción en la sección mé.xima. 

Durante y despues del llenado se midieron las deformaciones en el 
plano de la losa en dos direcciones: a)En la direción horizontal, 
perpendicular al sentido del rio, y, b) en el sentido de la pendiente 
del paremento de aguas arriba. La figura 111.13 mu,,stra las isollneas 
de igual deformación y los esfuerzos calculados a partir de las 
r1ediciones realizadas. Se estimó que la losa estuvo en comprensión, 
casi totalmente, en la dirección horizontal, excepto para una pequefta 
zona de tensiones en la margen izquierda, cerca de la cresta. En ~a 

otra dirección se estimaron tensiones en la cresta y en una zona en la 
margen derecha. La figura 11 l. 14 muestra los desplazamientos 
horizontales de la cresta. 

111.1.3.3.3. Velocidad de aplicación 

Normalmente el llenado, que constituye las cargas aplicadas sobre 
la pantalla, se realiza enº etapas ya que se ha observado que llenados 
y vaciados bruscos.originan un mal comportamiento de los materiales en 
la presa. 

111.t.3.4. Factores ambientales 

Las losas de concreto han demostrado ser durables bajo al tos 
gradientes hidráulicos y condiciones climáticas extremas. 

111.1.3.4.1. Temperatura 

Debido a que las losas en las presas se encuentran expuestas a la 
intemperie es de esperarse que sufran efectos sim1lares a los que 
sufren las losas en los pavimentos. 
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III.1.3.4.2. Humedad 

Una buena parte de la losa siempre esté. expuesta a cambios de 
humedad de manera que habria que observar como influye este factor en 
el comportamiento de la pantalla. 

III.1.3.4.3. Acción de agentes quimicos 

Debido a que la losa siempre esté. en contacto con el agua podria 
pensarse que esto provocase corrosión en los materiales de la 
pantalla, por lo que se tendrian que hacer observaciones sobre su 
influencia en el comportamiento de la presa, sin embargo, no se tienen 
suficientes datos sobre este hecho, qulzas debido a que no se cuenta 
con casos reportados de daflo por la acción de estos agentes. 

III.2. EL PROBLEMA DE INTERACCIÓN 

Es importante hacer notar que el problema en si de interacción se 
da principalmente como uno de deformación, en el que intervienen los 
principios de conservación de masa y de cantidad de movimiento a 
través de las ecuaciones de equilibrio dinámico, considerando la 
hlperestatlcidad existente, en donde van involucradas las ecuaciones 
constitutivas de los materiales (tanto del concreto de la losa como 
del suelo). Asl que en éste caso las cargas provocarán el movimiento 
del sistema losa-suelo el cual se ve afectado por los factores arriba 
mencionados. Se destaca que en esto son muy lmporLantes tanto la 
magnitud de los movimientos como las posibles fallas de los 
materiales. Debe verse que es un fenómeno en esencia tridimensional ya 
que involucra tanto el volumen de la losa, ast como una región 
espacial dentro de la masa de suelo. En esta situación también aparece 
im•olucrado el principio de conservación de energla, ya que la energta 
comunicada por las cargas externas se transforma en energla de 
deformación en los volumenes mencionados, e incluso aparece el 
prlnclplo de aumento de entropia por la energta disipada como calor o 
deterioro estructural. 

De todo lo anterior se ve que entre las incógnl tas básicas de 
este problema están las distribuciones espaciales de los movimientos 
asl como de las regiones falladas (en caso de que se presenten). 

Un aspecto interesante que debe mencionarse es que en los tres 
tipos de interacción losa-suelo (pavimentos, cimentaciones y presas) 
los :factores mencionados existen en los tres casos¡ sin embargo, la 
dl:ferencia básica entre ellos la constl tuyen las caracterlst leas de 
las cargas, asl como la geometrla global del problema y las 
condiciones de :frontera. Asi que aquellas caracteristlcas de esta 
interacción en donde no influyan significativamente las di:ferenclas en 
las condiciones de carga y de frontera, podrán general Izarse, es 
decir; extrapolar este tipo de experiencias de uno de los casos a los 



so 

otros dos. 

Por todo lo anterior se ve que una modelaci6n rnatem~tica adecuada 
de este problema sólo puede hacerse mediante ecuaciones diferenciales 
parciales o c~lculo funcional; no obstante, en el siguiente capitulo 
se revisar~ algunos de los modelos matem~ticos que diferentes 
investigadores han seguido en el curso de los afios para estudiar este 
problema. 
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TABLA I ll. 1. FACTORES QUE INFLUYEN EN EL 

COMPORTAMIENTO DE LOSAS DE CONCRETO 

TIPO DE ESTRUCTURA A B c 
FACTORES PAVIMENTOS CIMENTACIONES PRESAS 

1.-CARACTERlSTICAS DE LOS 
MATERIALES DE APOYO. 
l)Tlpo de materiales. mucho mucho mucho 
2)Modulo de elasticidad mucho mucho mucho 
3)Relacl6n de Polsson. mucho 
4)Relacl6n de amortiguamiento mucho 
5)Permeabl lldad. mucho poco mucho 
6)Geolog1a de la reglón mucho poco reg.-11ucho 
7)Estratificaci6n. 

a)tipo de materiales. reg.-mucho mucho 
b)espesores. regular mucho 

B)Peso volumétrico mucho mucho mucho 

2.-CARACTERÍSTICAS DE LA 
LOSA DE CONCRETO 
!)Dimensiones. 

a)espesor. reg.-mucho mucho mucho 
b)ancho. reg.-mucho poco mucho 
c)largo. reg.-mucho poco mucho 

2)Calidad del concreto. mucho regular mucho 
3)HÓdulo de elasticidad regular mucho regular. del concreto(28 dlas) 
4)armado poco-reg. mucho poco 
5)contacto suelo-losa mucho mucho mucho 
6)separcl6n de juntas regular poco mucho 

3.-CARACTERlSTICAS DE LAS 
CARGAS. 
1)Distribucl6n mucho mucho mucho 
2)0rdenes de magnitud mucho mucho mucho 
3)velocldad de aplicación mucho mucho mucho 

4.-FACTORES AMBIENTALES 
l)Temperatura mucho poco regular 
2)Humedad mucho poco poco 
3)Accl6n de agentes qui micos mucho regular poco-reg. 
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IV. F O R M U L A C 1 O N MATEMATICA 

Pasando ahora al tercer punto de la metodologia de invest\gaclón 
que es, en nuestro caso, la Cormulaclón del lnOdelo matemático, a 
continuación se describen los modelos matemáticos que han sido 
desarrollados para la resolución de este problema, a f"in elegir una 
alternativa de análisis para el problema de interacción 
suelo-estructura. 

IV.1. tt:JDELOS ELAsTICOS 

Desde un punto de vista fislco, un material elástico o un medio 
elástico, cuando es sometido a un sistema de ruerzas externo, se 
deforma, pero regresa a su conCiguración original cuando se retira 
dicho sistema de ruerzas. La curva cargas-deforrn<'lciones coincide con 
la de descargas. En los modelos que se presentan a continuación, las 
relaciones esCuerzo-def"ormaclón son de tipo lineal. 

IV.1.1. El modelo de Winkler 

Este modelo, propuesto por Wlnkler (ref"erencla :J) se basa en la 
hipótesis de que la def"lex!.ón, uo, de un punto d'?l medio , en la 
superf"icie, es directamente proporcional al esf"uerzo, q, aplicado en 
ese punto e independiente ·de los esf"uerzos apl lcados en otros, esto 
es: 

q(~.'f) = kuo(~,'f) 4.1. 

donde k es el módulo de reacción con unidades de escuerzo por unidad 
de longitud. 

Fisicamente este modelo consiste en un sistema de resortes 
elásticos mutuamente independientes cuya constante elástica es k. Una 
caracterlstlca importante de este modelo es que los desplazaJlllentos 
ocurren bajo el area cargada; Cuera de esta reglón los desplazamientos 
valen cero (ver Clgura IV.1). En relación con el anállsls de 
estructuras f"lotantes, la relación q = kw es unicamente consecuencia 
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del principio de Arquimedes. 

Como puede verse este modelo parte de un enf'oque conceptual, 
relacionando las caracterlsticas del material con el módulo de 
reacción k del medio. Esta caracterlstica Junto con las. cargas q(a:, lf) 
constituyen los datos de entrada para la resolución del problema, 
obteniendose como resultado la deflexión UJ en la dirección 
perpendicular al plano a: y IJ· 

a) Cargo un i form• b) Carga concentrado 

rrtrr~ 
V z 

q 

rrJTI-"-
v z 

e) Cargo r ig ido d) Carga flf'1Cible uniforml" 

Fig. IV. l Oesp lazami .. rdoS medio de Winkler 

Para el modelo se requiere como datos de entrada las 
caracter1st1cas de las cargas, el módulo de reacción k, y las 
caracteristicas de la losa que vaya a soportar el medio. Al resolver 
el modelo se tendré.n como resultado sólo los desplazamientos en la 
dirección vertical y sólo en el plano de contacto de la losa y el 
suelo, pero no en la masa del medio. 

Una ventaja de este modelo es la simplicld~d del análisis. 

Sin embargo tlene la deoventaJa de que al considerar 
como hipótesis que la deflexión es directamente proporcional al 
esfuerzo q aplicado, el problema se limita a problemas 
bidlmenslonales, ya que no se toma en cuenta la resistencia al 
esfuerzo cortante del suelo en la dirección paralela al plano a:Jf (no 
lnteractuan los resortes vecinos). De hecho se esté negando una 
posible lnteraclón en el plano de contacto de la losa y el suelo. 
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IV. 1.2. Modelos elásticos con dos par6.metros 

En los modelos de este tipo el comportamiento ·del suelo queda 
definido por dos constantes elilsticas independientes. 

IV.1.2.1. Modelo Filonenko-Borodich 

Este modelo es un sistema de resortes (como en el de Wl.nkler), 
que se conectan entre si mediante una membrana la cual se encuentra 
sometida a un esfuerzo de tensión constante (ver fig. IV.2), de esta 
manera el modelo adquiere continuidad. 

' -

Considerando el equilibrio del sistema membrana-resortes, en el 
caso del problema tridimensional, la deflexi6n en la superficie del 
suelo debido a la presión q (ver flg. VI.3) está dada por: 

4.2. 

donde: 

a2 a2 

vª .. -- + 
aa:.2 a112 

V2 es el operador diferencial laplaciano. 
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En el caso de problemas bidimensionales la expresión 4. 2. se 
reduce a: 

q(a:) 4.3. 

las dos constantes elW.ticas que caracterizan el comporta111iento 
del modelo son k y T. 

Este modelo requiere como datos de entrada las dos constantes k y 
T, las caracterlsticas de las cargas (dlstribución, magnitud, etc), y 
las caracter1sticas de la losa. Como datos de sal ida se tendrM de 
nueva cuenta los desplazamientos en el sentido vertical al nivel del 
plano de contacto entre la· losa y el suelo. 

Con la inclusión de la membrana en este modelo, se considera que 
en el suelo se pueden llegar a desarrollar deformaciones en el suelo 
fuera del á.rea cargada y por ende se toma en cuenta la contlbucl6n a 
la deformación, de á.reas vecinas cargadas, lo cual se ha observado que 
corresponde mé.s a la realidad. Sin embargo vuelve a aparecer el 
problema de que el modelo no proporsiona los esruerzos y 
desplazamientos en la masa del suelo, limitando el problema a una 
dimensión. 

Este modelo puede resolverse matemáticamente con alguno de los 
métodos descritos en el siguiente capl tul o. 
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IV.1.2.2. Modelo de Hetényl 

En este modelo los resortes del modelo de Winkler interactúan 
entre si por medio de: una placa elltstlca ('(er f'igura IV. 4), en 
problemas tridimensionales, o una viga elá.tlca, en problemas 
bidimensionales. Este modelo se apoya en un enf'oque conceptual. 

donde 

PLACA ELAST tCA 

t z 

La expresión matemá.tica para este modelo estlt dada por: 

D= 
12(1 - vp2 l 

D es la rigidéz a la flexión de la placa. 

Para problemas bidimensionales: 

q(x) • kw(cz:) - D>--­
dcz:t. 

4.4. 

4.5. 

Este modelo requiere como datos de entrada las caracterlsticas 
del material de apoyo, relacionadas con las constantes k y D (rlgldéz 
a la f'lexlón de la placa). También requiere conocer la distribución de 
las cargas q(cz:,i¡), y las caraterlsticas de la losa (geometrla, 
rigidéz, etc.), que soportarlt el medio. 

Con la inclusión de la placa se consideran ahora esfuerzos de 
tensión que pueden llegar a desarrollarse en el medio. Sin embargo las 
expresiones 4. 4. y 4. 5. sólo proporsionan los desplazamientos en el 
sentido •1ertlcal para 'J. = O. 
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En este modelo los resortes del modelo de Winkler interactúan 
entre si por medio de una capa de material el cual soporta esfuerzos 
cortantes (ver figura IV.5). 

t z 

Fig. JV.5 Mod• lo de PoS!<rnok 

Las fuerzas y deformaciones que mantienen el equilibrio en cada 
elemento del sistema se muestran en la figura IV.6. Asumiendo que el 
material de la capa es isotr6pico con respecto al plano a:, 'f, con 
módulo de rlgldéz al cortante Gxa:Gy=Gp, tenemos que: 

G G ª"' 'txz .. PlXZ = Pa¡c-

'tyz "' Gp7yz "' G é!w 
~ 

las fuerzas por unidad de longitud, que actúan en el elemento de 
la capa, son: 

Nx = J'txzdz 
o 

G Bw 
~ Ny •f'tyzdz • G~ 

o ª" 

Considerando el equilibrio en .la dirección ~ tenemos 



aNx aNy 
+ + q - ro o 

aa: ª" 
Utilizando la condición de que ro = k~. tenemos que 

r •• j 

.. +d.. X 

H+ ..a';:! d. a. 

l 
ar., 

r ... +--¡;-d .. 

b) Fu•r:,..S ac tuondo "" la copa 

d• "'º t •r io 1. 

Fl9.1V,6 Fu•,.•ol y d.for•oclan•S •n lo lapo d• "'º'"riol 

dt 1 onod• 1 o d• Post trnok, 
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4.6 . 

Este modelo, partiendo de un enfoque conceptual, relaciona las 
caracterlsticas del suelo con las constantes k y Gp (módulo de rigidez 
al cortante de la capa de material), y requiere como datos de entrada 
la magnitud y distribución de las cargas, q(a:,i¡), el módulo de 
reacción k y el módulode rigidez al cortante de la capa de material. 
También son necesarias las caracterlsticas de la lo!lla como datos de 
entrada. ·conio resultados se tendrAn los desplazaaientos en la 
dirección vertical, a la altura del plano de contacto losa-suelo. 

En el capitulo cinco se describen algunos métodos que se pueden 
emplear para la solución de este modelo. 

\ 
IV.1.3. Modelos continuos elásticos· 

A continuación se presentan los modelos más comunes de este tlpo. 
En el anexo 4A se dan los conceptos fundamentales de la teorla del 
medio conlinuo. 

IV.t.3.1. El medio continuo elástico isotrópico 

En un sistema de referencia principal el tensor de deformaciones 
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[e Jk] adopta la t'orma 

o 

Por otro lado las relaciones constitutivas de una material 
elástico lineal, en un marco de referncia cartesiano, son 

fS' = ;\(e + e + e ) + 2Gc 
X X y z X 

fS' • ;\(e +e +e ) + 2Gc y • y z y 

fS' ., ;\(e +e + e ) + 2Gc 
z • y z z 

'r .. G 'r 
xy xy 

'r . G 'r 
xz xz 

'r .. G 'r yz yz 

donde G es el módulo de rigidez del medio y ;\ es la constante de Lamé 
det'lnida pcr 

donde 

como 

donde 

E = 1116dulo de elasticidad del medio 
v • relación de Poisson 

El esfuerzo (T
1
k], en un sistema de referencia principal, queda 

[ 

ll.J
1
+2Gc

1 

[TJ1t] • O 

o 

Ji • el + c2 + c3 

En materiales homogeneos, lsotr6plcos y sln esfuerzos residuales, 
las componentes volumétrica y distorsional de .los tensores de esfuerzo 
[T

1
k] y deformación [c

1
k], esté.n relacionados de inanera dlrectlllllente 

proporslonal si el 1111terial es elé.stlco lineal. 
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El tensor de deformaciones puede ser expresado en sus componentes 
volumétrica y distorsional como 

donde 

[cv] componente volumétrica del tensor de deformaciones cc,k] 

[c0] componente distorsional del tensor de deformaciones [e Jk] 

Matricialmente el tensor [e ] se expresa por 

[e ] • 
V 

en tanto que el tensor [c
0

] por 

[ c 1
-Jl/3 o o 

l [co] = o e -J1/:J o 
2 

o o c
3
-J1/:J 

De igual forma para el tensor de esfuerzos cr,k] se obtiene 

componente volumétrica del tensor de esfuerzos cr,k] 
componente dlstorsional del tensor de esfuerzos cr, .. 1 

En .f"orma matricial, (T) y [T 0] toman la forma 

~J 
3 l o o 

[T,,J • o ~J 
3 l o 

o o ~J 
3 l 

4.7 

4.8 

4.9 
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o o 

o o 4.10 

o o 

Comparando las ecuaciones 4.7 con la 4.9 se deduce que 

[T v] = (3;\ + 2G) [e) 

y al comparar la ecuación 4.8 con la 4.10 se llega a que 

desarrollando esta última relación, ahora para el caso más general, 
para cada una de sus componentes se llega a que 

8S [ 8Sx 8Sy ) 
ti' = 2G __ x + ;\ div S T G + 

X 
8a: 

xy 
8'f 8a: 

as [ 8S 8Sz ] 
ti' 

2G __ Y + ;\ div S T = G ___x + 
y 

8y. 
yz 

8'f 8'f 
4. 11 

8S ( asx asz ) 
ti' 

2G __ z + ;\ div S T G --+--
z 

8'f 
xz 

8'f 8a; 

donde 
div S • 3c .. 

e + e + e 
X y z e • 3 

y 
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as as as 
X 

e --· + 
__ Y_= 

'l 
aa: X 

ª"" aa: xy 

as as Y as __ Y 
=e --+ 

__ z_ = 
'l 

ª"" 
y a-; ª"" 

yz 

as as as 
z e --· + 

z 
--='l 

a-; z a-; aa: xz 

de las ecuaciones 4.11 se deduce que 

8rr 8i: 8i: 
il.) :a: div S --·- + ~. ~= G v2s + (G + 

8a: ª"" 81f 
X 

8i: 8rr 8T 
11.).J!._ --2!.!':. + __ Y+ ~= G v2s + (G + div S 4.12 

8a: 81J. a,,. y 81J. 

8-r 8-r 8rr 
il.) :,,. div ~. _2'..!. + z G v2s + (G + s 

8a: 81J. a-; 
z 

Recordando que las ecuaciones de equilibrio están dadas por 

80' 8T ª"' pf + 
X __ Y~ 

+ zx 
pa --+ 

X X aa: 81J. 8'1-

ª"' 8rry 8-r 
pa "' pf + --2!.!':. + .~ 4.13 

y y aa: 81J. 8'1-

ª"' ai: Brr 
pa = pf + ~'+ ~. 

__ z 

z z aa: ª"" 8-; 

sustituyendo la ecuación 4.12 en la 4.13 se tiene que 



pa 
X 

pa 
y 

pf 
X 

pf 
y 

a 
+ (G + A)---¡j(C dlv S 

+ (G + ~)~ div S 
ay, 

74 

4.11 

Sumando las expresiones 4.14 para obtener una en forma vectorial 
se obtiene 

~ 4 4 4 

pa = pf + G V2S + (G + A) grad dlv S 4.15 

que es la ecuación fundamental de la elasticidad. 

51 en un problema las aceleraciones son despreciables la ecuación 
4.15 se reduce a 

~ 4 4 
G V2S + (G + A) grad div S + pf o 4.16 

La ecuación 4. 16 es la que debe resolverse en los problemas 
elásticos, Junto con las condiciones de frontera y carga del caso 
particular de que se trate. 

Con este modelo se puede dar un tratamiento formal al problema de 
interacción. 

En este caso, como datos de entrada se requerirán el módulo de 
elasticidad y la .relación de Polsson del medio, la magnitud y 
distribución de las cargas, y las caracteristlcas de la losa 
(geometria, rigidez, etc.). Como resultados se tendrán los esfuerzos y 
deformaciones en la masa del suelo y en la losa. 

Entre las ventajas de' este modelo se encuentra la mayor cantidad 
de información que se obtiene de los resultados del análisis con 
respecto a los otros modelos. Una de sus posibles desventajas es que 
se requerirá un mayor tiempo de computo. Sin embargo con las modernas 
computadoras esta desventaja ha ido desapareciendo. 

Para resolver este modelo pueden emplearse los métodos 
anal1 ticOs, métodos aproximados , y en problemas m~ complejos los 
métodos numéricos (elemento finito, etc.). 

lV. l. 3.z-;. Modelo de Reissner 

Este modelo también introduce en su análisis restricciones a los 
esfuerzos y deplazamientos, que simpli~lca las ecuaciones b~icas para 
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el medio continuo elástico lsotr6plco. Asumiendo que los esfuerzos en 
el plano a:i¡., a través del estrato de espesor H son despreslables 
(O')(x=<ryy=Txy=O) y que las componentes de desplazamiento u, u y UJ 

satisfacen las condiciones siguientes: 

para 'f = H 

y 

u=u =o para 'f o 

La respuesta del suelo está dada por 

Clu. e 112
0 

ª2 112q = q -
2 

4 º1 
4 .17 

UJ es el desplazamiento vertical en la superfl~ie del estrato, o 
sea para -¡. • O, y q es la carga externa,; 11 es el operador 
diferencial Laplaciano aplicado a las variables ~y-¡.. Las constantes 
C

1 
Y C

2 
que caracterizan la respuesta del suelo esté.n relacionadas con 

Ea y va de la siguiente manera : C 
1 
= E./H y C

2 
= HGa/3 . Ea y Ga 

son, respectivamente, los modulas eléstlco y de rlgldéz al cortante 
para el estrato. 

Este modelo requiere como datos de entrada la magnitud y 
distribución de las cargas, el módulo de elasticidad Es del medio, la 
relación de Polsson va, y las caracteristlcas de la losa 
(dimensiones, etc.). Como resultados se tendré.n los desplazamientos en 
la dirección vertical a lo largo del eje ~ (y sólo para ~ = O sl se 
aplica la ecuación 4. 1 7. ) 

Una de las prlnclpales desventajas de este modelo, para nuestro 
caso, es que no se puede considerar la interacción losa-suelo ya que 
entre sus hipótesis esta la que en los planos perpendiculares a 'f el 
cortante vale cero. 

IV. 1. 3 .. 3. El medio continuo elástico anisótropo 

En el · mayor número de casos los suelos exhiben propiedades 
anlsotrópicas debido a la estratlflcaclón de sus capas que ocurre 
durante su formación. Si bien a una escala micro estos suelos exhiben 
propiedades heterogeneas, ellos pueden ser representados adecuadamente 
como suelos homogeneos con propiedades macroscópicas predominantemente 
anlsotróplcas. Son necesarias 12 constantes elést leas independientes 
para caracterizar el comportamiento de un material anisotropo. Las 
relaciones esfuerzo deformación referidas a un sistema coordenado 
ll:'l'f tienen la forma: 

crxx VzxO"zz 

Exx 
Ex Ez Gxy 
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VxyO'xx O'yy VzyU'zz Tyz 
Eyy +--- 1 '1YZ 

Ex Ey Ez Gyz 

VxzO'xx Vyza'yy O'zz Tzx 
E2z. = - + -rzx 

Ex Ey Ez Gzx 

Se puede demostrar que: 

Exvxz = Eyvxz Eyvzy = Ezvyz ; EzVxz = Exvzx 

Un suelo homogeneo anisótropo, con propiedades elásticas 
simétricas en relación con un plano, referido a tres planos mutuamente 
perpendiculares, se dice que es un material ortotrópico. Un material 
elástico transversalmente isotrópico es un caso especial del caso 
general de materiales ortotrópicos. En el caso particular donde el 
suelo exhibe isotropia en el plano a:,¡¡, las ecuaciones de arriba se 
reducen a 

v' Txy 
Exx ( trxx--Vcryy ) - -- 11'zz '1XY -G-

E E' 

v' Tyz 
Eyy ( cryy-vcrxx) - -- O'zz '1YZ 

E E' G' 

v' Txz 
Ezz • crzz- (crxx+ O'yy l -rxz 

E E' G' 

E es el módulo de Young para el plano de isotropia y E' es el 
modulo de Young para la dirección perpendicular a dicho plano. v es la 

.relación de Poisson que caracteriza la contracción (o expansión) en el 
plano de isotropla (plano éi:t¡.) cuando se aplica tensión (o compresión) 
en el mismo, y v' es la relación de Poisson que caracteriza la 
contracción (o expansión) en el plano de isotropia cuando se aplica 
tensión (o compresión) en dirección perpendicular a dlcho plano. 
G=E/2( l+v) es el módulo de resistencia al esfuerzo cortante para el 
plano de 1sotrop1a y G' es el m6dulo de resistencia al esfuerzo 
cortante que caracteriza la distorsión de los angules entre el plano 
isotrópico y su normal. 

IV.1.3.4. El medio continuo elástico no homogeneo 

Un medio cuyas propiedades mecánicas no son las mismas en todos 
los punto.s de su masa es denominado "medio no homogeneo". !::ste, puede 
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exhibir propiedades anisotrópicas en cada punto, dentro del mismo.En 
el caso de un medio isotrópico no homogeneo los paré.metros elásticos 
(Gsyva) ya no son constantes, esto es: 

a.= e:.c~.v.'fl , v.= vac~.v.'fl 
La rigidéz del suelo generalmente sólo se incrementa con la 

profundidad, debido a los efectos prolongados de sobrecargas. Para tal 
medio se tiene: 

G. = Ga('f) , Va = Va('f) 

Gibson (ref.4) analizó los esfuerzos y desplazamientos de un medio 
elástico plano no homogeneo e incompresible cuyo módulo de rigidéz al 
cortante varia linealmente con la profundidad de acuerdo con la 
siguiente expresión: 

Ga('f) = Gs(o) + m-i. 

donde Gs(o) es el módulo de rigidéz en la superf'icie del medio y 1111-
describe la variación lineal del 116dulo de rigidéz · al cortante del 
medio. 

IV.2. HJDELOS NO ELÁSTICOS Y EN FUNCION DEL TIEMPO 

IV.2. 1. Comportamiento elasto-plástico 

Los modelos descritos con anterioridnd no toman en cuenta un 
comportamiento irreversible del suelo. 

La distinción básica entre el comr,,rtamiento puno.mente elástico y 
el comportamiento elasto-plástico, es que, en este último, los 
escuerzos que pueden ser inducidos en el medio son limitados ya que se 
introducen en el análisis criterios de falla o ccdcncla. Un modelo de 
particular interés es el propuesto por Rhines (ref. 5) el cual asume la 
existencia de una capa de material ,entre los resortes (o elementos) 
del modelo de Pasternak, capaz de soportar esfuerzos cortantes 
f'initos, ver figura IV.7. 

Las ecuaciones que gobiernan la respuesta del modelo en el rango 
elástico son 
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k 
-- UJ g 2 

en las cuales c y k son las constantes de las capas de resortes 
superior e inferior, respectivamente; g es la constante de la capa de 
material; ~(a:) y 0

2
(a:) son los desplazamientos verticales en la parte 

superior de todo el medio y de la capa de material, respectivamente 
(ver rlgura IV. 7); p(a:) es la presión aplicada en la superficie. · 

Fig.!V.7 Mod•lo d• Rhin•S 

Cuando las fuerzas aplicadas en el medio se incrementan el 
esfuerzo cortante en la capa de material se incrementa en forma 
proporcional. Se asumirá que el suelo exhibe un comportamiento 
elasto-pl~tico perfecto, esquematizado en la figura IV.8. 

ti 

... 

. ) b) 

Fig.JV.8 Comportamiento elos:10-plo'stlto 
d• IG copo deo 1nattriol dtl 
1nod•lo de RhineS. 
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Si la fuerza cortante en cualquier punto de la capa de material 

es menor que el valor Nº, entonces el medio se comporta elásticamente 
de acuerdo con la ecuación constitutiva 

N 
da: 

Cuando la fuerza cortante en algún punto del material alcanza el 
valor de N", las particulas del material pueden deslizarse con 
respecto a las demás, produciendo asi una discontlnuldad en la 
deflexión uo

2
. La deformación angular en la cual el material comienza a 

ceder es 

( ::~r = ;º 
La deformación plástica del modelo simula el corte en un suelo 

provocado por una falla de punzonamiento. Las capas de resortes 
superior e inferior permacen elásticas en todo el proceso. 

Las investigaciones realizadas por Rhines demuestran que la 
inclución de las caracteristlcas de cedencia de la capa de material 
pueden alterar notablemente la magnitud y distribución de los 
esfuerzos en la superficie de contacto er.tre el suelo y la 
cimentación. Los efectos llegan a ser más signlficati vos cuando el 
nivel de esfuerzos en la cimentación rebasa el esfuerzo critico. 

IV. 2. 2. Compo1·tamiento en función del tiempo 

Cuando el suelo exhibe efectos de consolidación o de fluencia 
(deslizamiento de masas de suelo), llega a ser necesario considerar el 
comportamiento del suelo en función del tiempo en el problema de 
interacción suelo-estructura. Los esfuerzos y desplazamientos en un 
suelo granular no cambian sustancialmente con el tiempo excepto cuando 
ocurre un flujo plástico o un aumento significativo del flujo 
visco-plástico. Sin embargo, en suelos con comportamiento 
predominantemente cohesivo, los esfuerzos y deformaciones varian 
significativamente con el tiempo. La representación de las 
deformaciones de un medio saturado bajo carga, en términos de 
consolidación debido a la disipación de presiones de poro, fué 
primeramente rormulada por Terzaghl (ref. 6). Esta teoria fué 
posteriormente generalizada por Biot (ref.7), tomando en cuenta 
efectos tridimensionales. La teorla de 12 consolidación primaria 
establece que, bajo la acción de cargas externas las cuales permanecen 
constantes con el tiempo, los esfuerzos y deformaciones en el suelo 
tienden a un valor estable. La consol idaclúu secun+oda se considera 
debido a efectos de rompimiento de partlculas en la estructura del 
suelo. También, el anál lsis de la interacción su·· 1 o-estructura puede 
ser hecho empleando modelos reológicos elementales aproximados o un 
modelo viscoelástico cotlnuo aproximado (donde las relaciones entre 

ESTA 
SAWl 

TESIS 
lJE LA 
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esfuerzos y deformaciones a través del tiempo, para el comportamiento 
dilatacional y distorsional,estan representadas en términos de 
ecuaciones diferenciales o integrales). Los modelos-viscoelásticos han 
sido usados en el tratamiento del análisis de la interacción 
suelo-cimentación. A su vez, los modelos reológicos elementales 
aproximados han sido empleados para el anállsis de vigas y placas 
apoyadas en tales medios. 

IV.2.2.1. Consolidación tridimensional 

Imaginando un elemento cúbico sujeto al fenómeno de 
consolldación, las componentes de esfuerzo en dicho e le mento deben 
satisfacer las condiciones de equilibrio 

ª"' 8i: 8i: 
__ x + z + 

__ Y _ 
o 

8a: ª"' a,,. 
8i: ª"' 81: 

z + 
__ Y+ X o 4 .18 

8a: ª"' 81f 

81: 8i: ª"' __ Y+ X 
--+ 

z o 
8a: ª"' a,,. 

Fisicamente puede pensarse que esos esfuerzos están compuestos de 
dos partes; la primera formada por la presión del agua que llena los 
poros del material, y la otra formada por los esfuerzos en los granos 
del material. Los esfuerzos causados por una sobrecarga serán tomados 
parte por el agua y parte por las particulas sólidas del suelo. 

Las componentes de deformación son 

8u ª"' + -2.!_ e ~ '1 -av X y 81f 

ª"' ~+ ª"' 4.19 e -av '1 lf'i-y y 81f 

ª"' ª"' + 
8u 

e Bii- '1 B"ie- ~-z y 

Para describir completamente las condiciones macroscópicas del 
suelo debe considerarse una variable adicional dada por la variación 
del agua en los poros. Se denotará con e la variación del volumen de 
agua por unidad de volumen de suelo y se llamará a esta cantidad 
"variación del contenido de agua". El incremento de la presión en el 
agua se denotará con "'· 
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Introduciendo el efecto de ln. presión cr del agua en las 
ecuaciones constitutivas del material se tiene 

CT V CT 

e X - -(cr + CT ) + 3H X --r- E y z 

.,. V .,. 
e y - --(IT + .,. ) + 

y --r- E z X 3H 
.,. V .,. 

e z 
--(cr + CT ) + 

z -E-- E X y 3H 
T 

X r 
X a 

T 

rv 
y 

a 
T 

z r z a 

donde H es una constante fislca adicional del medio. 

Las ecuaciones <L 2'0 pueden escribirse como 

2G(ex .,. 
X 

2G[ey .,. 
y 

2G(ez 
.,. 

z 

T Gr 
X X 

T Gr 
y y 

T Gr z z 

siendo 

y 

+ VE ) 
1-2v - IXIT 

+---VE ) 
1-2v - IXCT 

+---VE ) 
1-2v - IXIT 

E e + e + e 

IX "' 

X y Z 

2( 1 + v) G 
30 -2v) Ir 

4.20 

4. 21 

Por otra parte la variación en el contenido de agua puede 
expresarse como 

e = IXE + ..!!:..._ 
Q 

donde Q es una constante. 

4.22 
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Sustituyendo las ecuaciones 4. 21 en las condiciones de equilibrio 
4.·18 se tiene 

siendo 

.....,.,2., + G Be 8a-
uv - 1=---2i1 8F - ªBF = o 

.. ...!!!!.._ = o 
ª" 4.23 

Se indicará ahora con Vx el volumen de agua que fluye por unidad 
de tiempo a través de la cara del cubo perpendicular al eje a: del 
sistema de referncla, y se definirá de manera siml .lar a Vy y Vz. De 
acuerdo con la ley de Darcy esas tres componentes de la variación del 
volumen de agua, se relacionan con la presión en el agua mediante las 
ecuaciones 

Vx = - k ...!!!!.._ aa: 
Bv 

Vy = - k ~ ª"" Vx = - k 8¡.- 4.24 

donde k es una constante denominada "coeficiente de permebllldad del 
suelo" 

Asumiendo que el agua sea incompresible, la variación del 
contenido de agua en un elemento de suelo debe ser Igual al volumen de 
agua que fluye, en la unidad de tiempo, a través de la superficie del 
elemento, esto es 

80 8Vx 8Vy 8Vz 
---¡rr-=-BF-~-~ 

•: ·, !. 
De las ecuaciones 4.Z:z,4.24Y4.25 se obtiene 

kn2_ = ~~ 1 8<T 
• ~ - at + Q 8t 

4.25 

4.26 

Las ecuaciones 4·.23 Junto con la 4.2(,constltuyen el s.istema de 
ecuaciones diferenciales que gobiernan el fenómeno de la 
consolidación. 
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ANEXO 4A. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DEL MEDIO CONTINUO 

lla. l. ESTADO DE ESFUE1120 EN UN PUNTO 

De mecánica del medio continuo vemos que para expresar el estado 
de esfuerzos en un punto (flg.4a.1) es necesario considerar nueve 
términos que definen al tensor de esfuerzos [T], el cual se escribe 
como: 

[ 
.,. • • X yx zx 

[ T • .,. • 4a.1 xy y zy 

• "t" .,. 
xz y z z 

donde: 

rrx' es el esfuerzo actuando normal al plano i¡-'f(plano a:) en la 

dlrecclón del eje a: (ver figura 4a.1.) 
rry, es el esfuerzo actuando normal al plano a:-'f(plano 11> en la 

dirección del eje 'I· 
a-

2
, es el esfuerzo actuando normal al plano a:-11(plano ) en la 

dirección del eje a:. 
-rxy' es el esfuerzo actuando tangente al plano a: en la dirección 

del eje 'I· 
"t" . es el esfuerzo actuando tangente al plano a: en la dlrecclón xz 

del eje 'f· 
"t" yz' es el esfuerzo actuando tangente al plano 'I en la dlrecclón 

del eje 'f· 

De manera slmllar pueden deflnlrse los otros términos del tensor 
de esfuerzos. 



Se puede demostrar que: 

• xy • yx • xz • zx 
y • yz • zy 
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Para determinar los esf'uerzos, S, del mismo punto en un plano 
cualquiera, n, basta con multiplicar al tensor de esf'uerzos, [T), por 
el vector, ñ, normal a dicho plano. lo cual nos da: 

4a.2. 

donde: 

{ 

COS IX} 
cos /3 

cos 7 

n es el vector normal al plano n. 

La expresión 4a.2 puede escribirse, de manera desarrollada, como:· 

11" • • X xy zx 

s l ' 11" • xy y zy 

Txz • 11" 
yz z 

]{::} 
Para determinar el vector esf'uerzo, rr, actuando normal al plano n 

es necesario operar mediante el producto punto los vectores S y n, lo 
cual nos da la magnitud del vector ii-. El vector iT tiene la misma 
dirección que el vector ñ, por lo tanto: 

.,. = s"ñ 4a.3. 

y 

rr=o-n 

en 4a.3 rr es el módulo o magnitud del vector rr. 

Para. obtener el vector esf'uerzo cortante, • (tangente al plano 



n), basta con restar los vectores S y O" ya que: 

s =;;. +:;; 

por lo tanto: 

T 5 - O" 

4a.2. ESFUERZOS PRINCIPALES. 
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Los esfuerzos principales son aquellos que actúan en planos donde 
los esruerzos cortantes son nulos. A los planos donde actúan estos 
esfuerzos se les denomina planos principales. 

Si conocemos el tensor de esfuerzos en un punto para obtener los 
esfuerzos principales basta con resolver la ecuación: 

-O" 
3 + I o·

2
- I ,,.. + I3 = o 

1 2 
4a.5. 

donde: 

l = O" + O" + O" 
1 X y z 

l = + + - 2 - 2 2 
O" O" O" O" O" O" T T 'r 

2 X y X z y z xy xz yz 

O" T T 
X xy zx 

l = determinante del 
T O" T tensor de esfuerzo 3 xy y zy 

T T O" 
xz yz z 

Los valores de 1
1

, 1
2 

e 1
3 

son los invariantes del tensor de 

esfuerzo. 
La relación 4a. 5 es una ecuación de tercer grado en tr, la cual 

conduce a tres valores reales, los cuales son los escuerzos 
principales en el entorno de un punto, a los que se denomina: 

0"
1
= esf'uerzo principal mayor. 

0"
2
= esf'uerzo principal intermedio. 

0"
3
= esf'uerzo principal menor. 
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Para obtener el plano donde actúan los esfuerzos principales 
basta con resolver, para cada uno de ellos, el siguiente sistema de 
ecuaciones, en donde se sustituye a u por el correspondiente esfuerzo 
principal (del cual estemos determinando el plano donde actúa). 

(u - u)cos a: + 
X 

i: cos a. + 
xz 

2 
cos « + 

T COS f3 + 
xy 

"t' cos 'l 
xz 

o 

"t' cos,-=O 
yz 

T cos f3 + (u - u)cos 7 o 
yz z 

cos
2 f3 + 

2 
cos 7 

Por ejemplo para u
1 

se tiene: 

(u -u )cos a: + 
X 1 

't' cos a. + 
xz 

2 
COS IX + 

T COS /3 + 
xy 

cos
2 f3 + 

T COS 7 
xz 

T COS 7 
yz 

2 
cos 7 

o 

o 

o 

1 

de donde se obtienen los cosenos directores (cos«
1

, cosf3
1
,cos7

1
) para 

gt. 

De manera análoga se procede para u
2 

y ~3 • encontrandose (cos a:
2

, 

cos/32,cos7
2

) y (cosa:
3

,cosf3
3
,cos7

3
), respectivamente. 

El tensor de esfuerzos expresado en términos de los esfuerzos 
principales queda: 

[ o 

o 

[ T J 
o 

:, l o 

4a.3. ESTADO DE ESFUERZO PLANO 

Se presenta un estado de esfuerzo plano cuando las fuerzas que 
actúan en un cuerpo son coplanares: 

Como se trata de un problema en el plano el tensor de esfuerzo 
queda: 

[T J 



siendo por lo tanto: 

o 
z 

o i: 
zx 

o 

4a.4. ESFUERZOS PRINCIPALES EN EL PLANO 

y"[ =o 
zy 
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Los esfuerzos principales mayor y menor en el plano quedan 
definidos, respectivamente, por: 

IT = 
2 

O' 
X 

O' 
X 

+ IT 
y 

2 

+ IT 
y 

2 

4a.5. ESTAIXJ DE DEFORMACIÓN 

/[ ITX : ITY r 
2 + "[ 

xy 

2 + "[ 
xy 

Para expresar las deformaciones en un punto se debP,n considerar 
nueve términos que definen al tensor deformaclon [E ) el cual se 
escribe como: 

au au au 

[ ::: 
e e 

J · rn 
ª" "] yx zx 

[ E ] 
a .. a .. 

e e 

ª" ª"' y zy 

e e ª"' ª"' xz yz z 

ª" 8'f 

En el tensor, la diagonal principal mide las deformaciones 
unitarias longitudinales y los otros elementos del tensor mlden las 
deformaciones unltarlas angulares. 

En el estudio de un elemento como cuerpo deformable se demuestra 
que: 

por lo que el tensor deformación puede escribirse como: 

Bu 1 eª" + B .. .! eª" + BUJ ] 
Ba; 2 8t¡ Ba; 

2 ª"" Ba; 

l [ E ] -[ ! , ••• Bu] a .. .! eª .. • ª"' ] 2 Ba; Bt¡ BIJ 
2 ª"" BIJ 

1 eª"' + Bu J 1 cªua +B .. Bua 
2 Ba; B'f 2 ª" ª"" ª"' 



ªª 

ó 

1 1 

ü 
2 7 xy 2 7 xz 

l [ E J l 
7 e - 7 xy y 2 yz 

l 
7 xz 2 7 yz e 

z 

El vector deformación unitaria está dado por: 

1 1 
e 2 7xy 2 7 X xz 

} r a: 

[ ' 1 
f3 e= -7 e 2 7 cos 

: Xy 
y yz 

1 cos 7 
-7 2 7 e 2 xz yz z 

donde: 

e = vector deformación unitaria; y 

;; = { ::: ; Jl 
cos 7 

vector unitario 

4a.6. DEFORMACIÓN LINEAL Y ANGULAR 

El vector deformación unitaria se puede descomponer en un vector 
en dirección lineal (ver f'igura )más otro vector en la dirección 
perpendicular a dicho vector lineal. Esto es: 

Para obtener el vector deformación lineal se proyecta el vector 
deformación sobre el vector unitario, con lo que se obtiene el módulo 
del vector de deformación lineal. Lo anterior puede realizarse 
mediante el producto punto de los vectores e y e, o sea: 

El vector def'ormación lineal tiene la misma dirección que el 
vector unitario. Por lo tanto: 
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Para la dete1·minación del vector derormación angular basta 
realizar una resta de vectores, debido a que: 

por lo tanto: 

4a.7. ESTADO DE DEFORMACIÓN PLANA 

Se presenta un estado de deformación plana cuando todas las 
deformaciones ocurren en direcciones perpendiculares a uno de los ejes 
ortogonales; por lo tanto, el tensor deformación no tendrá deformación 
lineal ni angular en la dirección de dicho eje. En otras palabras, se 
presenta un estado de deformación plana cuando las deformaciones solo 
ocurren en un plano. 

El tensor deformación [E ] queda de la siguiente manera: 

(E ] 
X 

1 
[ 

e 

- "1 2 xy 

4a.8. PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECÁNICA 

a)P~incipio de conservación de la masa Este principio establece que en 
el interior de un "volumen de control" no hay ni creación nl 
destrucción de masa. Entendiendose por volumen de control un elemento 
diferencial referido a un sistema coordenado fijo en el espacio. La 
ecuación que representa al principio de conservación de masa, también 
llamada ecuación de continuidad, se escribe como: 

ap 

at 
+ div(p v) O 

b)Principio de conservación de cantidad de movimiento.- Este principio 
expresa que "La rapidez de variación con respecto al tiempo de la 
cantidad de movimiento de un sistema mecánico es igual a la resultante 
de las fuerzas exteriores actuantes". Se ve que este principio 
equivale a la segunda ley de Newton. La ecuación de la cantidad de 
movimiento es: 

div(T) p(a- r> 
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c)Ecuaciones de equilibrio.- Estas son las que debe cumplir cualquier 
elemento dif'erencial de un cuerpo que se encuentra en equilibrio 
dinámico, y que son deducidas a partir de la ecuación de cantidad de 
movimiento. Estas se esriben como: 

arr ai: ai: 
pax =- pfx+ 

X ~ + zx --+ 
aa: 81J. 8'f 

ai: arr ai: 
pa pf' + ~+ 

__ Y_ + ~ 
y y aa: 81J. 8'f 

ai: ai: arr 
pf' + xz ~ + z 

pa --+ 
z z aa: 81J. 8'f 

d)Principio de conservación de energia.- Según este principio la 
encrgia no se crea ni se destruye, solo se transf'orma(aqui no se 
consideran los ef'ectos relativistas de Intercambio entre materia y 
energia). La ecuación dif'erencial que representa este prlncipio se 
puede escribir como: 

89 
pCv

8
t m KV

2
0 + (rrx + pp)cx + (rry + pp)cy + (rr

2 
+ pp)cz 

+ 2(-r e + i: e + T e ) 
xy xy xz xz yz yz 

e)Principio de aumento de entropía. - Este prlnclplo expresa que "La 
variaclón con el tlempo de la entropia total(ST) de un sistema, nunca 

es menor que la suma del f'luJo de entropia Sf'' a través de sus 

f'ronteras, asl como del f'luJo de entropla proporcionada por la masa 
que f'luye a través de ellas". Este principio se simboliza de la 
siguiente manera: 

I!: o 

donde: 

B representa el f'luJo de entropia debido a la masa que f'luye. 

4a.9. Htl'ODO DIRECTO 

Este es un procedimiento en el cual se plantea el problema de 
resolU816n del conjunto f'ormado por las ecuaciones de equilibrio, las 
relaciones cinemáticas y las ecuaciones constitutivas. 
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Las ecuaciones de equllibrio son 

811' 8-r 8-r 
pa pf + 

X 
+ ~ + zx 

X X 
8a: 8t¡ 81J. 

8-r 811' 8-r 
pa pf + ~ + 

__ Y 
+ ~ 

y y 
8a: 8t¡ 81J. 

8-r 8-r l!cr 
pa pf + xz + ~ + z 

z z 8a: 8t¡ a,._ 

y las relaciones cinemáticas están dadas por 

8u l (~ + ~-] e a¡c- e """2 X xy 8t¡ 8a: 

8u 1 ( :i- + ~1 e aq_- e """2 y yz 81J-

8u> 1 (~+~) e ¡r;¡.- e """2 z zx 8a: 81J. 

Por otro lado, se observa que las ecuaciones constitutivas que 
caracterizan el comportamiento del medio tienen la forma general 

donde <p
1 

y <p
2 

son operadores del siguiente tipo 

Se observa entonces que se tienen relaciones entre componentes 
isotr6picas (dilatasionales) y dlstorslonantes del tipo 

"'25d =- 'P3e d 

siendo 
sd s. s y' 

s, T ' T . 6 T 
X z xy xz yz 

ed e • e • e, e 
xy' 

e . 6 e 
X y 2 xz yz 

donde 
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s "' - s e e - e 
X X X X 

s "' - s e e - e z z z 

s "' - s -es+ s ) e e - e= -Ce + e ) 
y y X z y y X z 

siendo 

s + s + s e + e + e 
s X y y e X y z 

3 3 

En un material dado se tlene la siguiente pareja de ecuaciones, 
una para la relación lsol.róplca y otra para la dlstorslonante 

P"S Q"e 
4a.5 

donde 

P" = 'P1 : Q" = 9>2 : P' = 'P3 : Q' = 'P~ 

Las relaciones 4a.5 son las ecuaciones contitutivas. 

El procedimiento de solución es como sigue: 

a) En las ecuaciones constitutivas se remplazan las 
cantidades de deformación por las de desplazamiento, de 
acuerdo con las relaciones cinemáticas correspondientes. 

b) Las expresiones de esfuerzos, resultantes del paso 
anterior, se remplazan en las ecuaciones de equilibrio. 

c) Se encuentra una expresión vectorial q,ue sintetiza las 
tres ecuaciones de equilibrio anterior. Esta variará según 
el modelo escogido para las componentes lsotróplcas y para 
las dlstorsipna,ntes. 

d) Se resuelve por algún método matemático 
ecuaciones diferenciales parciales u otro 
(métodos numéricos, etc. ) la expresión 
mencionada. 

conocido de 
equivalente 
resultante 
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V. P R O C E D 1 M 1 E N T O S DE SOLUCION 

Siguiendo con la Idea de la metodologia de investigación, se 
puede sefialar que los procedimientos de solución se relacionan con la 
etapa de cálculo. 

Los modelos matemáticos indicados en el capitulo anterior para el 
estudio de la interacción suelo-estructura se formulan siguiendo 
procedimientos conceptuales o formales, respetando principios flsicos 
y presentandose en forma de ecuaciones diferenciales. Como método de 
solución se dá el proceso que transforma, por ejemplo, una ecuación 
cllferenclal en un sistema lineal de ecuaciones·. Algunos de estos 
métodos pueden ser: 1) los métodos cerrados (serles de funciones 
armónicas, transformada de Laplace, etc. ) , y 2) los métodos 
variaclonales. Los primeros se describen en el apéndice C de esta 
tesis. El apéndice B trata el tema del cálculo funcional del que se 
derivan los métodos varlaclonales. 

V. l. Métodos directos en los problemas variacloim les 

Sólo en casos excepcionales las ecuaciones diferenciales de los 
problemas varlacionales se integran en forma finita (ver apéndice B). 
De aqui la necesidad de obtener otros métodos para la !;olución de 
estos problemas. Los · llamados métodos di rectos consisten 
fundamentalmente en que el problema varlaclonal (apéndice B), se 
considera como limite para cierto problema sobre el extremo de una 
función de un número finito de variables, suponiendo en la funcional 
~rvc~>l que las funciones admisibles pueden desarrollarse en series de 
potencias 

'J(~) a + a a: + a cc2 + ••• + a <en + ••• 
O 1 2 n 



o en serles de Fourler 

'j(a:) ªo 
- 2-- + E (ancosna: + bnsenna:) 

n=l 

o en general, en algunas serles del tipo 

'j(a:) =E ªn'fln(a:.) 

donde 'I' (a;) son funciones dadas. 
n 

n=l 
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Asl la funcional es función de un conjunto infinito de variables 

V.1. l. M~t~do de diferencias finitas de Euler 

La idea del método de diferencias finl tas consiste en que se 
cont•lderan lor; valores de la funcional 4'[1J.(a:)] en las lineas quebradas 
.formadas pci' un número n dado de segmentos rectl llneos cuyas abe isas 
de los vertices estan dadas por : a:.

0
, a:

0
+ Aa:, a:

0
+ 2Aa:, •.. ,a:

0
+ (n-l)Aa:, 

donde 
a:. -a; 

tia: 1

11 
° (ver .figura V.1) 

!:I~ 1 v< • 1 > 

0 x • 

. 1 

Figuro V.! 

De esta manera la .funcional u[lj(a;)) se trans.forma en una función 
tp('j

1
,¡¡

2
, ... ,¡¡n-l), de las ordenadas 11

1
• v2 .... '"n-i' de los vértices de 

la quebrada. 

El método consiste en escoger las ordenadas IJ.
1

, ¡¡
2

, ••• , 'ln-l' de 
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modo que la función <p(i¡.1,i¡.2 , ••• ,lfn_1) tenga un extremo, es decir se 

determinan las i¡.
1

,i¡.
2

, ••. ,lfn-l' del sistema de ecuaciones 

ª"' o 
ai¡.1 

y luego se pasa al 
imponiendo ciertas 
variacional. 

ª"' o 
ai¡.2 

limite cuando 
restrlcclones, 

n 
la 

o 

de donde se 
solución de>l 

obtiene. 
problema 

Sin embargo, es más fácil calcular el valor de la funcional 
"['l(a:)], en las quebradas, en forma aproximada. Si no se efectúa el 
paso al limite, puesto que n es finito, del sistema de ecuaciones 

ª"' =O, (1 = 1,2, ... ,n-1) 

se pueden determinar las ordenadas '1
1

,'1
2
,. ···'ln-l' buscadas, 

obteniendo asi una quebrada que es la solución aproximada del problema 
variacional. 

V. 1.2. Método de Ritz 

La idea del método de Rltz consiste en que los valores de la 
funcional .,[i¡.(a:)] se consideran solo en las curvas de todas las 
combinaciones lineales admisibles 

n 

'In = E ª1 "'1 <a:> 
1=1 

con coeficientes constantes. Las combinaciones se forman con las n 
primeras funciones de cierta sucesión elegida de funciones W

1 
(a:), 

Wz(a:) • ••. 'Wn (a:). 

Asi la función 4'['1(a:)] se transforma en una función <p(o:
1

, o:2 
.. ) 

n 

de los coeficientes «
1 

•. «
2 

, ••• , o:n. 

Los coeficientes o:
1

, o:
2 

, ... , 

función '{l(o:1, o:
2 

o:;,> tenga 

coeficientes deben ser determinados 

0t , se escogen de modo que la 
n 

ª"' 
ªª1 

Si se pasa al limite para n 

un extremo, por lo que dichos 

del sistema de ecuaciones 

o • (1 1,2, ... ,n) 

111 se obtiene 

111 

'I = E °'1"'1 <a:> 
1=1 

que es, para ciertas restricciones, la solución exacta del problema 



96 

var!acional. 

Si solo se consideran los n primeros términos 

se obtiene una solución aproximada del problema varlaclonal. 

V. 1.3. Método de Kantorovlch 

En el método de Kantorovich la solución aproxim~da se busca en la 
f'orma .. 

'1-,. =E cxkCa:,>Wk(a:t' ""2'" · ,a:n) 
1 =1 

en donde los coeficientes cxk(a:
1

) son funciones incógnitas de una de 

las variables independientes a:
1

. 

La funcional ..C-i. ] se transforma entonces, en una funcional 
u [cx

1
(a:1 ),cx

2
(a:

1
), ... ,cx,.Ca:

1
)] que depende de m funciones, de una 

variable independiente, cx
1

(a:
1

),cx
2

Ca:
1
), ... ,cx.,Ca:

1
). 

Las .funciones cx
1

Ca:
1

),cx
2

(a:
1
), ••• ,cx.,Ca:

1
), se escogen de modo que la 

funcional Ü tenga un extremo. 

Si se pasa al limite para m 
condiciones, la solución exacta. 
obtener una solución aproximada. 

oo, se puede obtener, bajo ciertas 
Si no se pasa al limite se puede 

Si se escoge el mismo número m de términos en este método y en el 
de Ritz y se comparan los resultados, se observa que la aproximación 
con el método de Kantorovich es más exacta que al aplicar el de Ritz, 
puesto que aqui es posible manejar una mayor clase de funciones, 
pudiendose escoger de entre ellas las que mejor se aproximen a la 
solución del problema variacional. 

V.1.4. ~~todo de Galerkin 

Este es un método no· variacional, el cual puede ser aplicado a 
algunos problemas no lineales. 

Considerando la ecuación 

L(IJ) = f(a:) 5.1 

se toma un sistema de ecuac'~ones continuas 

5.2 

1 inealmente independientes que satisfacen ciertas condiciones. 

Escogiendo la solución aproximada del problema en f'orma de la 
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combinación lineal de las primeras n runcioncs del sistema lineal 
5.2, se tiene 

Se sustituyen las q.n en la ecuación 5. 1 y se eligen los 

coeficientes a
1

(1 = 1,2, ... ,n) de tal manera que la función 

L ( E "'1"'1 (a:)) - f(a:) 
1 =1 

sea ortogonal a cada runción m
1
(a:), (1 = 1,2, ... ,n), esto es 

E "'i"'i (a:)) - f(a:J]m1 (a:)da: = o , (1 = 1,2, ... , n) 
l =1 

w, q.n tiende a la solución exacta 

" = E "'1"'1 Ca:l 
l=I 

En la mayoria de las veces se escoge ~olo un n~mero n Clnlto de 
constantes a

1
, y además no muy grande (n = 2,3,4,5, y a veces incluso 

n = 1). En este caso hay que tomar, claro est~. solo n runciones m
1

(a:) 

y elegir dichas íunciones de modo que sean linealmente independientes 
(condición de ortogonalidad) y que' satisfagan las restricciones 
establecidas. 

V.2. Método del elemento íinito 

El elemento finito es un ml:todo numérico perteneciente a la 
familia de métodos variacionales, que sirven para resolver problemas 
de maximización o minimización de funcionales, los cuales a su vez 
sirven para resolver ecuaciones diferenciales, ya que estas pueden 
transformarse en funcionales. 

La maximización de la funcional puede llevarse a cabo por 
ejemplo, con los métodos variacionales el metodo de Rltz o el método 
del elemento flnlto, o no variacionales por ejemplo el metodo de 
Galerkln. 

El método del elemento finito utiliza el espacio de funciones de 
Hilbert. 

V.2.1. Evolución del método del elemento íinito 

La evolución del método del elemento íinlto puede dividirse en 
tres periodos históricos: a) El periodo medieval, b) El renacimiento, 
y c) El periodo barroco. 
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PERIODO MEDIEVAL 

Este periodo está caracterizado por la aplicación, por decirlo 
asi a siegas, de las matemáticas a los problemas de ingeniería. 

Por ejemplo, en el tratamiento de los problemas de ingenieria, 
los cuales presentan algunas veces dl:flcultades en su análisis, no 
tanto por su complejidad matemática sino por el número de elementos 
que se puede involucrar, un elemento estructural se representaba por 
un gran número de elementos esencialmente simples, observándose la 
naturaleza individual de cada elemento. Luego se especificaban las 
variables de entrada y salida para cada elemento y los puntos que lo 
:formaban y las relaciones entre ellos. 

En :forma matricial se tiene 

5.3 

6 

Aqui F podia representar, por ejemplo, el sistema de :fuerzas 
actuando en el elemento estructural, y u los desplazamientos de los 
nodos del mismo elemento. 

Las ecuaciones 5.3 implican un comportamiento lineal, pero no era 
evidente que la teoria se pudiese extenderse a situciones no lineales. 

Lo que segula era establecer las conexiones del sistema. Primero 
identl:ficando un campo de variables tales como u, para representar la 
continuidad del sistema ensamblado 

u, = u; 
Despues, por el equilibrio del segundo campo de variables en cada 

nodo, la suma establece que 

donde 

n 

E ~ o 
c=l 

El sistema de ecuacloqes se obtiene como 

K 

Ku+F =O o 

F ,. 
o, i~ 

e=t 1 

5.4 
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Aun siendo muy grande, el sistema de ecuaciones 5. 4 puede 
res o 1 verse. 

EL RENACIMIENTO 

Este periodo se caracteriza por la Justificación de los modelos 
matemáticos del elemento rlnlto empleados en el anó.lisls de los 
problemas de lngenieria. 

El principio del trabajo virtual representa una propiedad más 
general de un sistema estructural y es una erramienta más poderosa en 
el análisis estructural. El procedimiento en su forma presente asume 
el teorema clásico que dice: si un campo de fuerzas está en equilibrio 
para todos los puntos de un medio, entonces la suma del trabajo 
externo e interno (generado a partir de desplazamientos virtuales), 
debe ser igual a cero. 

El trabajo virtual puede ser representado como la minimización de 
un funcional . Sl X(u) es tal funcional, representada generalmente por 
una integral tomada sobre el dominio, la aproximación de u conduce a 
la minimización de un campo aproximado de ecuaciones 

ax 
o 5.5 

ªª 
a queda definida por la expresión 

u= Na 

donde 

u = vector de desplazamientos 

N número de paré.metros necesarios para definir los desplazamientos a 

Si la funcional 5.5 es cuadr~tica, y sl 

entonces la ecuación 5.5 conduce a 

EL PERIODO BARROCO 

La era barroca ha sido caracterizada por la aparición de nuevas 
formas del método mediant~ una tremenda elaboración de detalle, 
yuxtaposición de formas para tratar mayor número de problemas, y 
abandono de los modelos cl~icos con un importante registro de nuevas 
bases cientiflcas y nuevas aplicaciones 

v.2.2. Descripción del método 

En muchas ocaciones los problemas fisicos pueden represenlarse 
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matemáticamente por una o varias ecuaciones dJferenclales, asi mlsmo. 
pueden plantearse como un problema de f"unclonales. Lueu,.., entonces. 
cuando están dados en forma de ecuaciones dlferenclales se puede 
transformar a un problema de funcionales equlvulente. 

De esta manera los problemas de mecé.nlca de medios continuos en 
los cuales deben satisfacerse las ecuaciones de equlllbrlo, la~ 

relaciones cinemáticas y las ecuaciones constitutivas (relaciones de 
Hooke para casos elásticos, etc.), se transforman nn un problema en el 
que se mlnlmlza la Energla Potencial de Deformación dentro de una 
reglón dada, ante la acción de cargas. 

Este funcional para el caso elástico se plar\Pa asi: se considera 
que la energla comunicada por las fuerzas externas a un sistema 
material se transforman en Energla Potencial de Deformación, por 
tanto 

Texl = Ep 5.6 
donde 

Text = Trabajo externo 
Ep = Energla de Deformación absorbida por el medio 

La ecuación 5.6 es válida para problemas estáticos y elásticos 
{No se consideran erectos lnelásticos ni dinámicos que lntroducirlan 
efectos de amor~IPuamlento por pérdida de calor). 

Pl P2 P3 Pn 

----- ::---.. 

( Lf}-\Ji,E 
~ 

""- -........ ~ ----
F gura V.2 

El trabajo externo estará dado por: 

Toxl = J F1<S 1ds 
s 

) 

5.7 

En tanto que la energia pot·enclal de def"ormaclón está dada por la 
integral en todo el volumen del medio de los productos ~ c(dvol); ya 
que ~ representa energia por unidad de volumen, en tanto que e es una 



cantidad adlmensional, luego la Energia Potencial será: 

Ep = J o-cdvol 
vol 

Asi que reemplazando en 4, a 5 y a 6, se obtiene 

J F 1o 1ds = J crcdvol 
s vol 

Los productos Fi01' y O'jCj son productos 
vectoriales (escalares). 

Asi por ejemplo si 

F = j 

entonces: 

y matricialmente: 

En tanto que 

siendo: 

{::} º1 {::} 
z 

{ 
~~y } 
'JYZ 
'Jzx 

t:1' l • C .t = O'xCx + (f'yCy + O"'zCz + "t'xy7xy + Txz7xz + "tyz)'yz 

y matricialmente 

0'1'C1 = (u)t(c) 

5.11 
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5.8 

5.9 

punto 

5. 10 

Ahora bien, el problema en la ecuación 5. 9 consiste en que se 
conpcen las cargas exterio~es F1, asi como la distribución en el medio 

de u y de e , o sea que se desconoce: 

O'I ( <t:, <J, 'f) 

e 1 (a:, 'J• 'f) 

en la f'rontera 

en el medio 

en el medio 

y pór lo tanto el problema matem~tico que debe resolverse es calcular 
el valor de cualquiera de la integrales a ambos lados de la ecuación 



5.9. Por ejemplo en el caso de la ecuación 5.B 

Ep = J a-1c 1dvo1 
vol 
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el problema se plantea así: Encontrar las f\mclones a-(~.~.~) y 
e(~.~.~) tales que se minimice la Energía Potencial de Deformación. Es 
decir, deben encontrarse las distribuciones de esfuerzos y 
deformaciones' tales que la Energía Potencial sea mínima; ya que en la 
naturaleza al apllcar fuerzas a un sistema este se deformará de tal 
manera que se consuma la menor cantidad de energl.a. Es decir no 
adoptará deformaciones tales que la integral 5. 16. represente una 
energía excesiva, sino la ml.nima, y además, obsérvese que la 
configuración para un ml.nimo es única. Notese que las funciones 
solución del problema .r(~.~.~) y c(~,y .• ~) cumplen con las condiciones 
de equilibrio, relaciones cinemáticas y las ecuaciones constitutivas, 
por lo que representa la solución del problema físico planteado. 

MÉTODO DE SOLUCIÓN 

A continuación se detallara la solución de este problema, 
con referencia al problema bidimensional. En este caso los vectores se 
representarfl.n así: 

Para materiales elásticos la ley de Hooke se escribe así: 

entonces: 

De 5.12 

De 5.13 

E 
X 

E 
y 

7/Xy = 

O" 
X 

O" 
y 

_1_(0" - """ ) E X y 

T 
xy 

-G-

Ec + v.r 
X y 

Ec 
+ """ y X 

a- = Ec + v(EE. + va- ) 
X X y X 

Despejando ""x 

5. 12 

5.13 

,5. 14 



De manera análoga: 

E 
CT 

y (1 + v)(l - v) (e +ve l 
y X 

Txy = G7xy = 2(1 + v) 7xy 
E 

En forma matricial se tendrá lo siguiente: 

[ 
O'x l CTy = 
Txy ( l 

E 

[ : V l~V l [ :: l 
0 0 2 7><Y 

+v)(l-v) 

entonces: 

donde: 
CD ] es la matriz simétrica definida por: 

E 

[~ o 

V 

CD l 
(1 + v)( 1 - v) 

de ah1 que: 

As1 que la ecuación 5.8 queda: 

Ep = J Ce JtCD ](e )dv 
vol 

Ahora bien, las relaciones cinemáticas son: 

l~V l 
2 

ªº ªº 
= ( ::" 

ªª J e X e 
__ Y_ 

7XY 
+ __ Y _ 

JC 

ª"' 
y 

ª" aa:: 

aax 

{ 
~ 

} e= 
a ay 

--¡¡-¡-

ªª" + 
8/;y 

~ ~ 
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5.15 
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8ox 

[ ::• • :~ )][ D l [ 
a;r 

]·· 
Ep J [~~X 8óy aoy 

5. 16 iJi""" a;¡-
vol 

8ox 8óy 
~ 

+ a;r 

Por lo que se ve el problema consiste en determinar los campos 
escalares ox(a:, lj) '.f óy(a:, vl que mlnimlzan el f"uncional 5. 16. o sea 

delerminar el campo de desplazamientos o = oxl + oyJ que minlmlza la 
eneg1a potencial. 

Por eso se ve que las integrales 5. 7 y 5. 8 dependen del campo 
vectorial de desplazamientos que se presenta en la reglón del problema 
considerado y que es el que debe determinarse. 

Se tiene as1 que dicho campo puede tener la siguiente forma para 
cada uno de sus componentes escalares según a: y 'I· 

F i g. V. 3 Curvas d .. n j Ve- poro ~X 
(o paro ~\I ) 

~ ' d" 5 p lazamien to 

Si ~e discretiza la región, por ejemplo mediante triángulos (que 
es lo que se denomina "Elementos Finitos"), dentro del área 
comprendida en cada uno de ellos, puede suponerse que la variación de 
óx ó óy es lineal, es decir se def"lne un plana. 
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k' 

" 1 ir"'" n to S 

~, b; --- s. 
,• '• J 
' J 

Flguro V.li 

La conflguracl6n real se aproxima por una serle de caras planas 
que definen una superficie poliédrica; esta será pues una aproximación 
al problema real. Las expresiones matemáticas do estas funciones 
serán: 

ox(x,i¡) a + ba: + 
CIJ } 

flj 

5.17 
oy Cx, i¡l d + ea: + 

Las únicas incognitas son los paré.metros de estas funciones. 

OBTENCIÓN DE LOS PARÁMETROS 
Se establecen las siguientes hipótesis. 

1.-Se supone que se conocen los desplazamientos en cada nudo del 

triángulo. 

Sl se conoce .Sx
1

, <5x
1

, cSxk 

ox1 = a + ba:1 + CIJI } 

oxJ = a+ ba:
1
+ CIJJ 

oxk = a + ba:k + CIJk 

De aqui se obtienen lo~ valores de a, b y c. 

Para los desplazamientos en IJ se tiene: 

oy 1 = d + ea:1 + f111 } 

oyt d + ea:.J+ fi¡J 

oyk= d + ea:k + fi¡k 

Con esto se obtienen d, e y f. 

5.18 

5~ 19 
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OBTENCION DE LAS CONSTANTES. 

Para el slstemu 5. 18 se tiene: 

[ ~ a:I 

V¡ l [ : l [ •·, l det [ 

1 a:I V¡ l a: VJ .sx, A a: IJ·J J J 
a:k vk .Sx 1 a: vk 

k 
k 

Se tiene por tanto que: 

.Sxl a: 
1 V¡ 

.Sx J a:, v, 

.Sxk 
a .Sx + a .Sx + a ax a: vk l 1 2 J 3 k 

k a = .. a 
A A 

.Sxl IJ¡ 

.Sx VJ J 

.Sx b .Sx + b .Sx + b .Sx 
IJk l 1 2 J 3 k 

b 
k 

b .. 
A A 

a: .Sxl 1 

a: .Sx 
J J 

.Sxk 
e .Sx + ª2¡¡"1 + e .Sx 

a: 1 1 3 k 
k e = .. e = 

A A 

De manera análoga se obtendrán las constantes d, e Y f' para el 
campo Ciy(a:,q). Se tiene que: 

Ciyl a: 'JI l 

.Sy J a: IJ J J 

Ciyk a:k vk 
ª1Ciyl + ª2.sy, + 4 3.Syk 

d .. d = 
A A 

blCiy 1 + b2CiyJ + b Ciy 
.1 k c1Ciy1 + c 2 CiyJ + c3Ciyk 

e = f .. 
A A 



107 

Aplicando las relaciones cinemáticas 5. 15 y 5. 17 se tiene: 

aox 
ex= - = b 

aa: 

Boy 
cy=-=f 

Box 8oy 
7xy=-+ Cte. 

ª" ª" aa: 
Por lo cual la integral 5. 16 queda: 

Ep= I [ b f !<._l)[ D )[ : l dv 

vol c+e 

Por lo tanto: 

[ e ] 
1 

[ 

b
1

Bx
1 

+ b ox + b ox 
2 J 3 k 

c 1oy1 + c 2oyJ + c 3oy11 

c 1ox 1+c2oxJ+c3oxk+b1oy1+b2oyJ+b3oyk 

ox 

[ 
b o b2 o b o 

l 
1 

1 3 ºY1 
1 

( e ] o et o c2 o e oxJ 
t:. 3 

oyJ 
e b e b e b3 oxk 1 1 2 2 3 

oyk 

De otra forma: 

( e ] 3xt = [ B laxe [ oe)ext 5.20 

donde: 

b o b o b3 o 
oxl 

1 2 ºY1 

( D ) o et o c2 o e y [ oe] oxJ 
3 

ºYJ 

el b1 c2 b2 c3 b3 ox., 

oyl& 

De este modo la ecuación 5.16 queda: 

Ep = I [ .ser [ B r [ D ] [ B ] t a•] dv 

ol 



E 
p 

[ o"] l [ B r [ D ][ B ][ o"] I dv 

ol 

ya que [ o"] y [ B ] son independientes de las coordenadas. 

Asi pues: 

6 

Ep 

donde: 

( K ]
0 
= ( B ) t ( D ] ( B ] tAt 

t = espesor unitario 
·A 

A,ª área del triángulo • ~ 
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5.21 

La ecuación 5.21 seria válida solo para la Clgura triangular. 

Ahora blen, las Cuerzas que llegan a cada nudo del triángulo 
producen una energia tal que: 

[ /jº]~xe [ F lex1 = Ep 5.22 

donde: 

( F ].= 

Bx1 

Igualando 5.21 con 5.22 se tiene: 

premul tlpllcando por [ a•r1 ambos lados, se obtiene: 

S.23 

Válida para un elemento. 
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Se puede generalizar a la malla total de la siguiente manera: 

No 

(F]T=[(F]., Ne Número de elementos 

Ne 

l ( K ]., 
1=1 

esta última expresión es vállda ya que se pueden sumar las energias 
elementales de cada elemento, para obtener la energia total. 

Ne 

[ o"]T = l [ 01]9 
1=1 

Por lo tanto el problema global queda: 

( K )T { ó }T = ( F ) 
2nx2n 2nx 1 2nxl 

5.24 

Ahora se tiene un sistema lineal de zn ecuaciones con zn 
incógnitas, siendo n el número total de nudos de la malla. Asi que el 
problema del funcional se ha transformado mediante el Método de 
Elementos Finitos en un sistema lineal de ecuaciones y los resultados 
ue proporciona son valores discretos de las funcionales buscadas. 

Conocidos los desplazamientos es posible calcular el estado de 
esfuerzos y deformaciones. Para ello se utilizan los desplazamientos 
conocidos de cada elemento. 

Dado que, de 5.20 : 

( e ] = ( B ] { o"} 5.25 

5.26 

Nótese que los esfuerzos y deformaciones serán constantes en cada 
elemento; o sea tienen distribución uniforme en cada uno de ellos, 
pero, variando de elemento a elemento. Esto constl tuye un error. de 
aproximación del método. 

En lo que sigue se detallará la obtención de la matriz de rigidéz 
total [ K ]T, asi como el vector de cargas [ F ]y• mediante los 

cuales, al resolver el sistema 5.24, se obtendrán los desplazamientos 

de cada nudo, o sea el vector { ó }T• que será parte de la solución 

buscada, la otra parte la constituyen la obtención del campo de 
esfuerzos y deformaciones mediante las ecuaciones 5.25 y 5.26. 
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Notese que los elementos vistos fueron triangulas, sin embargo, 
se pueden emplear rectángulos y, para problemas tridimensionales, 
pueden usarse paralelepipedos, etc. Además la solución se dió para el 
caso elástico, pero la misma metodologia puede apl lcarse a otros 
materiales e Incluso a otros campos de la fislca (Termodinámica, 
Electricidad, etc.). 

DETALLES DEL PROCESO 

Servirán para ver como se generan mal las de elementos 
triangulares, numeración de nudos y elementos, elaboración de la 
matriz de rlgldéz total, del vector de cargas (lncluyendo fuerzas de 
cuerpo), asi como la solución de sistemas de ecuaciones y finalmente 
la manera de obtener el estado de esfuerzos y deformaciones conocidos 
los desplazamientos. Además se presentará un dlagranma de bloques para 
programar el método por computadora. 

ELABORACIÓN DE LA MALLA. 

El medlo se discretiza mediante una serie de elementos 
triangulares. 

Figuro V.5 

Queda formada una mai la caracterizada por el número de nudos y 
elementos, en la figura son 14 elementos y 13 nudos. 

Comunmente los nudos y elementos se numeran de izquierda a. 
derecha y de abajo hacia arriba. 

Existen restricciones para f'ormar mallas, como la que un nudo no 
debe quedar sobre alguno de los lados de·un elemento. 

DATOS PARA NUDOS. 

Los nudos se identlf'ican mediante sus coordenadas y sus 
condiciones de restricción, o sea debe sef'íalarse si los nudos son 
libres de moverse o no, según las direcciones ~. ~ 6 ~. ':I de giro en 
las mismas direcciones. En la tabla siguiente el número 1 indica que 
esté.n restringidos y el cero que están llbres. De esta manera, en la 
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figura 1, los nudos 1 a 4 están restringidos en todas las direcciones 
en tanto que del 5 al 13 están restringidos según 'f· Los giros se 
indican tamblen en la misma tabla. En ella se ve que pueden sei\alarse 
diferentes posibilidades de movimiento (grados de libertad). 

TABLA V. 1 

11 de nudo Rest. Rest. Rest. Giro Giro Giro Coor. Coor. Coor. 
a: 'f ¡z. a: 'f ~ a: 'f 'f 

1 1 1 1 1 1 1 • • o 
2 1 1 1 1 1 1 • • o 
3 1 1 1 1 1 1 • • o 

" 1 1 1 1 1 1 • • o 
B o o o 1 1 1 • • o 
e o o o 1 1 1 • • o 
7 o o o 1 1 1 • • o 
e o o o 1 1 l • • o 
9 o o o l l l • • o 
10 o o o l 1 l • • o 
11 o o o l l l • • o 
12 o o o l l l • • o 
13 o o o l l 1 • • o 

DATOS PARA ELEMENTOS 

A su vez los elementos se indican sei\alando su número, los nudos 
que le pertenecen( incidencias), as1 como el tipo de material de que 
est~n constituidos. Al respecto los nudos de cada elemento se 
identifican como 1, j y k, siguiendo el orden opuesto al giro de las 
manecillas del reloj (ver figura V.6) 

k 

~ j 
Figuro V.6 

Para el caso de la figura V.5, los datos serian los de la tabla 
2. En ella, a los nudos 1, j y k se les designa, respectivamente: 

NUD(l) 



# de elem. 

1 
2 

3 
4 
5 

B 

7 
B 

9 
10 
11 
12 
13 
14 

DATOS SOBRE MATERIALES. 

NUD( 1) 

1 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
s 
5 

B 

7 
7 

7 
e 

NUD(J) 

NUD(K) 
TABLA V.2 

NUD(J) 

B 

7 
2 
B 

3 

9 

4 

11 
e 
7 

12 
13 
e 
9 
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NUD(K) 
Tlpo de 

malcrlal 

6 3 

6 2 
7 2 
7 2 
B 2 
6 3 
9 3 
10 3 

11 3 

11 3 
11 1 
12 1 
13 3 

13 3 

Puede tenerce más de un material,para esto, de cada material se 
dán los datos de: Peso volumétrico ;r, Módulo de Elasticidad E y 
relación de Poisson v. 

TABLA V.3 

tipo de E 
V 

7 
material (Kg/m2) (Kg/m3) 

1 2x108 0.25 2000 

2 3x108 0.35 2100 

3 1x107 0.45 1800 

DATOS DE CARGAS 

Se indican señalandi;i el nudo sobre el cual actúan j' sus 
componentes según «, ~ y ~· Por ejemplo, para la Cigura 1 se tienen 
los datos de la TABLA 5.4 

TABLA V.4 

# de carga 11 donde comp.« comp.~ comp.~ 

actúa (Kg) (Kg) (Kg) 

1 10 300 400 o 
2 13 o 600 o 



113 

FORMACIÓN DE LA MATR1Z DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO 

Recordar para ello que esta matriz, [ K ]", se f'orma por el 

producto: 

siendo: 

[ B J = 

donde: 

[ K ]., = ( B t [ D] [ B ) tA 

a:I 

A = a: 
l 

2 J 

a: 
k 

[ 
b o b2 o b o 

1 3 

o e o o º2 e 
t 3 

e b1 e b2 e b 
1 2 3 3 

E 
y (D)=---

(1+11)( 1-11) 

E = Módulo de elasticidad, y 
11 = relación de Poisson 

l 
con t = 1 

'I¡ 

'IJ 

'lk 

donde: b = '1,- 'lk= bl 

l 
1 

b = 'lk - 'IJ = b J 2 
b = '1·1- IJ.J= bk 3 

e m 'IJ- 'lk =el 1 
e = '/k - ijJ= CJ 2 

e = 'I, - 'IJ= ck 3 

Asi que observando el orden de las matrices se tiene: 

o sea que la matriz [ K ]" es de 6x6. Se tiene por lo tanto que: 

Ku K12 Kt3 K1• Kts K1e 
} l 

K2t K22 K23 

[ K J }J 
Ka1 Ke2 Ke3 Ke• Kes Kaa }K 

I J K 

Esto indica la inf'luencla de los datos de los nudos 
correspondientes sobre los renglones y .las columnas de la matriz. 

1 
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FORMACIÓN DE LA MATR1Z DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO 

Recordar para ello que esta matriz, [ K ]º, se f'orma por el 

producto: 

siendo: 

[ B ) 

donde: 

[ K t= [B)t[D) [ B ) tAt 

"'• 
A "'i l 2 

1 a: 
k 

[ 
b o b o b o 1 2 3 

o e o º2 o e 
1 3 

e b1 º2 b2 e b 
1 3 3 

E 
y (D)=---

(l+v)(l-v) 

E = Módulo de elasticidad, y 
v = relación de Poisson 

con t = 1 

11. 

IJJ 

IJk 

donde: b1 = 'I¡- IJk= bl 

b 2 = 'fk - 'fJ = b J 

b3 = 1¡.1- i;J= bk 

et • i;J- 'fk =el 

e = 'fk- 'fJ= eJ 2 

e3 = 'f¡ - i;J= ek 

¡: : .. ~ .. ] 
Asi que observando el orden de las matrices se tiene: 

o sea que la matriz[ K ]º e's de 6x6. Se tiene por lo tanto que: 

Ku Kt2 Kt3 Ku Kts Kte 
} I 

K2t K22 K23 

( K ) }J 
Ka1 Ka2 Ka3 Ka4 Kas Kae }K 

I J K 

Esto indica la lnf'luencia de los datos de los nudos 
correspondientes sobre los renglones y .las columnas de la matriz. 



Observese que en general el orden de la matriz es: 

n
9 

Nu<los del elemento x grados de llbertad 

Para el caso de un trlángulo y para el problema bldlmenslonal: 

n =3x2=6 
e 

FORMACIÓN DE LA HATR!Z DE RIGIDEZ TOTAL 
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Para esto, los elementos de la matriz de cada elemento se colocan 
en una matriz global, cuyas dlmenslones serán: 

donde: 
NT = NN x GL 

NN = Número total de nudos de la malla. 
GL = Grados de llbertad. 

De manera que los renglones y columnas de una matriz elemental se 
colocan en renglones y columnas de esta matriz global, según la regla 
siguiente: 

Los renglones y columnas correspondientes a I se colocan en 
los renglones y columnas números Nt y Nz. 

siendo: 

Nt [GL x NUD(I)) - 1 

Nz GL x NUD(l) 

(Recordar lo que sign1C1ca NUDCIJ. NUD(J),etc.en la tabla V.2) I' : 

Asimismo, los correspondientes J y K se colocan en los 
renglones y columnas N3, N•, Ns y Ne respectlyamente: 

siendo: 
N3 [GL x NUD(J)) - 1 
N• [GL x NUD(J)] 
Ns [GL x NUD(K)] -
Ne [GL x NUD(K)) 

De esta manera los datos correspondientes al elemento 8 de la 
Clgura V.5, se colocan (considerando que GL = 2) en: 

Nt 2 X 5 = 10 
Nz 10 

·N3 2 X 11 - 1 21 
N• 22 
Ns 2 X 10 - 1 19 

De esta manera la matriz global quedará: 

(siendo NT = NN x GL = 13 x 2 = 26) 
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FIGURA V.7 
2 o 10 11 19 20 21 22 20 

2 

9 Kll K12 Kls Kle K13 j(¡4 
10 K21 K22 K2S K2e K23 K2'4 

19 Ks1 Ks2 Kss Kse Ks3 KS4 
20 Ka1 Ke2 Kas Kea KB3 KG4 
21 K31 K32 K3s K.,s K33 K34 
22 Ku K42 K4S K4e K43 Ku 

26 

Esta fué la matriz del elemento número 8. 
Luego se formarian. de esta manera, matrices globales de cada 

elemento, y finalmente se sumarian entre si todas estas matrices para 
obtener la matriz de rigidez total que se busca, la cual obviamente 
debe ser de orden NT x NT. 

OBTENCIÓN DEL VECTOR DE CARGAS. 
Este vector se forma con las cargas concentradas apl lcadas en 

cada nudo, asi como por efecto de peso propio. 

APORTACIÓN DE CARGAS CONCENTRADAS 

En este caso como el vector de cargas concentradas [F ) es: 

O sea un valor de orden (NT x 1), asi que los datos de cargas se 
colocan en los renglones correspondientes al nudo donde actúan, por 
ejemplo para las cargas mostradas en la figura V.5, se obtendria (ver 
TABLA y.4). 



Datos Fl(nudo 10) 300 ....... . renglón 19 

400 renglón 20 

renglón 2S 
Datos F2(nudo 13) 600 ..... , . . renglón 28 

CARGAS POR PESO PROPIO. 
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Para esto se procede concentrnndo un tercio del area 
correspondiente de cada elemento en cada uno de sus nu-:b,,;, y luego Ja 
carga en cada nudo será igual a la suma de las caq¡as mencionadas 
correspondientes a cada elemento que llega a él. P·w ejemplo (ver 
fig.V.5), para el nudo 6 la carga seria: 

q 
3 (eapeaor unitario) 

la cual estarla colocada en el renglón doce del vector de cargas, ya 
que al nudo 6 concurren los elementos 1, 2 9 y 10. Este dato se 
colocarla en el renglón 12 del vector de cargas, ya que la componente 
vertical de esta carga se obtiene multiplicando 6x2= 12. De la misma 
manera se colocarlan los pesos correspondientes para los demás nudos. 
Con esto se tendrla completo el vector de cargas. 

ELIMINACIÓN DE ECUACIONES POR RESTRICCIÓN DE MOVIMIENTOS 

Esto se consigue gracias a que se eliminan los renglones y 
columnas cuyos desplazamientos están restringidos, lo cual se 
identifica mediante el número de nudo y su condición de restricción. 
Por ejemplo si el desplazamiento en ~ del nudo n

1 
está restringido se 

eliminan el renglón y la columna números: 

· (GL x n
1

) - 1 

En tanto que si el desplazamiento en 'f de otro nudo n está 
restringido se eliminan el renglón y la columna: 

GL x n
2 

En el ejemplo de la figura V. 5 están restringidos en ~ y 'f los 
nudos del 1 al 4 y se ellmlnarian los 8 primeros renglones de la 
matriz que aparece en la figura V.7. 

RESOLUCIÓN DEL SISTEMA LINEAL DE ECUACIONES 
Como se vló antes, el Método del elemento finito conduce al 
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sistema lineal de ecuaciones dado por: 

Hemos ya visto como se forman [ K ]T y [ F ]T. Solo falta 

resolver el sistema para obtener el vector de desplazamientos tanto en 
a; como en IJ, correspondientes a cada nudo de laa malla. Para esto 
puede emplearse cualquiera de los métodos numéricos conocidos, como el 
de Gauss-Jordan, Gauss-Seidel u otros (ver apéndice A). Vale la pena 
hacer la observación que la matriz [ K ]T resulta bandeada y porosa, 

es decir, tiene muchos elementos nulos Por nste motivo se han 
desarrollado diferentes versiones de los métodos anteriores que 
resultan más eficientes desde el punto de vist~ computacional, en lo 
referente a memoria necesaria y tiempo de computo. El tipo de estas 
matrices se representa en la figura V.B. 

XXX 

o 
o 

o 

o 
XXX 

o 

o 

o 
o 

XXX 

o 

o 
o 
o 

XXX 

FIGURA V.8 

Ahora bien, cualquiera que sea el método de resolut'.!!ón empleado, 
nos proporciona la solución buscada, o sea el vector [ K ]T con lo 

cual se conocen los desplazamientos(tanto en a; como en IJ-) de los nudos 
de la malla. Los desplazamientos son en si una representación 
discretizada del campo de desplazamientos buscado. De aqui se ve que 
entre más fina sea la malla mayor número de datos sobre dicho campo se 
conocerán, pero se incrementará el tiempo de cómputo, lo cual resulta 
más caro. Existe pues el problema de aproximación contra economia. 
Debe adoptarse entonces un criterio de optimización. 

DETERMINACIÓN DEL ESTADO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES 

Conocidos los desplazamientos en cada nudo se calculan las 
deformaiones y los esfuerzos en cada elemento mediante las ecuaciones: 

y 

En este caso para { ~e} se emplean solo datos correspondientes a 

los desplazamientos de los nudos asociados a cada elemento. 
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Por ejemplo para el nudo 8 se tendria: 

óx 
s 

óys 

Óx 
[ óe] 11 

Óyll 

óx 
10 

Óy10 

De esta manera se obtendrl.a: 

asi como [3] 
xy 

Notese que { a- } es unlCorme en cada elemento, y con esto se 

obtiene el tensor escuerzo en cada elemento: 

A partir 
principales por 
de escuerzos es 
más Cina. 

de este tensor pueden encontrarse los escuerzos 
métodos conocidos. Aqul se ve también que este estado 
burdo y se obtiene mayor aproximación sl la malla es 

No obstante las limitaciones de precisión mencionadas antes, las 
cuales son inherentes a cualquier método numérico, este método dá 
resultados muy satlsCactorios que incluso pueden graCicarse mediante 
programación, y además, permiten el manejo de cualquier geometria 
irregular, distribución de cargas y de heterogeneidad de propiedades 
de los elementos, las cuales son limitadas en otros métodos de 
análisis. 

Notese además que lo~ errores numéricos involucrados pueden ser 
del mismo orden a los que se tienen por Calta de datos experimentales 
completos en toda la reglón. 
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VI. A N A L 1 S 1 S REALIZADOS 

Pasando ahora a la parte correspondiente a la ejecución de los 
trabajos en la metodologia de investigación, se describirán en este 
capitulo los análisis realizados en la losa de concreto de la presa de 
Aguamllpa. 

VI.1. Generalidades 

En virtud de que el problema de la interacción en el sistema 
losa-suelo tiene un caracter esencialmente tridimensional, se optó por 
realizar la modelación utilizando la técnica del elemento rinito, 
descrita en el capitulo anterior, para lo cual se emplearon elementos 
f'inltos tridimensionales mediante una malla como la mostrada en la 
f'igura VI.2. En el anexo VI.A se detallan las caracteristicas 
generales del programa utilizado para llevar a cabo las modelaciones.' 

Las dimensiones de la presa y zonif'icación de materiales se 
encuentran representadas en la f'igura VI.1. El espesor de la losa, de 
acuerdo con la expresión e = 0.003H y teniendose una altura máxima de 
190 m , se consideró de O. 60 m. La forma de la losa es la que se 
presenta en la f'igura VI.lb. 

Siendo el objetivo del estudio el diseflo óptimo de la losa de 
concreto, se realizaron varios análisis, agrupándose en dos grandes 
familias, que son: 

1) Análisis elásticos lineales con y sin Juntas de tensión. 
2) Análisis no elflsticos-no lineales con y sin juntas de 

tensión. 

A partir de estas familias se consideraron los siguientes casos: 

a) Análisis elflstico-lineal sin Juntas en planos verticales. 
b) Análisis elflstico-Uneal con Juntas f'lexibles en planos 

verticales. 
c) Análisis no elflstlco-no lineal sin Junt.as en planos 

verticales. 
d) Análisis no elflstlco-no lineal con Juntas flexibles en 

planos verticales. 
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e) Anállsls no elástico-no linea) sln juntas flexibles 
verti,,,.Jes en la franja central de la losa. 

La colocación de la juntas 
hecho de que, al analizar la 
indicaron, como se detallará más 
de tensión en algunas zonas de la 

flexibles (figura VI. 3) obedece al 
losa sin Juntas, los resultados 

adelante, la presencia de esfuerzos 
losa. 

La losa contará con una junta perlmetral. El material de esta 
junta se consideró para los objetivos del análisis, muy compresible. 

Para fines del análisis con elementos finitos, la losa se 
dividió en dos capas denominadas 

a) CAPA 1.- Parte de la losa que se encuentra en contacto 
con el agua. 

b) CAPA 11.- Parte de la losa que se encuentra en contacto 
con el enrocamiento. 

Pa~a las condiciones de frontera se consideraron las laderas coma 
empotramientos rocosos permitiendo solo giros en los puntos 
localizados en esas zonas. 

En todos los análisis la modelación se llevó a cabo considerando 
en la interacción losa-suelo, un contacto rugoso. 

Para todos los casos la modelaclón se realizó analizando catorce 
etapas. Las primeras nueve corresponden a las etapas de construcción 
de la cortina y la losa, y las últimas, correspondientes a cinco 
etapas de llenado. Los resultados que se presentan en este trabajo son 
los que corresponden a la últlrra etapa de llenado. 

La f !gura VI. 4 muestra los desplazamientos de la losa P.n la 
sección transversal máxima de la presa al final del llenado para todos 
los casos analizados. 

En las figuras VI.7aVI.11, que indican el estado de esfuerzos 
en .la losa y en las zonas (material 5 y material 2), se presentan los 
resultados correspondientes a la mitad de la losa (vista desde aguas 
arriba), aprovechando la condición de simetria que se presenta en la 
boquilla en donde se localizará la cortina. 

Vl.2. ANALISIS ELASTICOS-LINEALES 

Vl.2. l. Análisis elástico lineal sin juntas verticales 

Este análisis se llevó a cabo suponiendo que los materiales 
constitutivos de la presa (ver figura VI. ll. tienen como 
caracter!.stlcas de deformabilldad las que se muestran en la tabla 
Vl.l, siguiente. 
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TABLA VI. 1 

E, X 10 
6 

V 

"' 
o 

e, x ~o 'l 3 
e ~g/m2 l ( Kg/m ) (~g/m ) 

o 
LOSA 2000 ,30 40 2500 2400 

o 
JUNTA PERIMETRAL .0001 .40 o .oooos 1900 

o 
HATEBIAL 6 lS .20 32 s 1060 o 
MATERIAL 2 1B ,16 36 o 2100 

o 
ENROCAHIENTO 16 .16 40 o 2100 

Los resultados de estos análisis SE' presentan en las :figuras 
VI.5 a VI.7l correspondientes a la última etapa de llenado. 

Las :figuras VI.Ba y VI.6& muestran los desplazamientos del 
terraplen y la losa en la máxima sección. La :figura VI.5 muestra las 

. zonas de extensión y compresión en relación a dO'splazamientos según 
el plano de la cara de la losa. 

La :figura VI. 4 indica que en este caso analizado, el 
desplazamiento máximo en la losa resultó ser de 2.0 m. 

En las :figuras VI. 7a a VI. 7l se presentan las distribuciones de 
esfuerzo calculados (es:fuerzos normales y cortantes). Las partes 
sombreadas corresponden a las zonas de tensión en la losa y en los 
materiales de apoyo. 

En las :figuras VI. 7a y VI. 7d, que presentan los es:fuerzos 
normales, act.uando en sent Ido horizontal, en los planos local Izados a 
15 cm y 45 cm de la superficie mojada de la losa (capas I y II), las 

~~~~~tu~~~br~~~":ide~~~sl~s~ ¿;:¡ ~~~en es~~er~~~ d1~0 te~;:~2• al~:z: 
sospecharse que si se Introducen en la losa Juntas verticales con 
relleno muy compresible estos es:fuerzos de tensión serán menores. Por 
lo anterior se procedió a ejecutar un análisis similar al anterior 
introduciendo en la losa cierto número de Juntas en planos verticales 
con relleno muy deformable (por ejemplo, mastic). 

VI. 2. 2. Análisis elástlco-Úneal con Juntas :flexibles 

En este análisis se asignó a los materiales constitutivos de la 
presa las caracteristicas que se sefialan en la tabla VI.2. 



JUNTAS VERTICALES 
JUNTA PERIHETRAL 

MATERIAL 5 
MATERIAL 2 
ENROCAHIEHTO 

TABLA VI. 2 

.0001 

.0001 

15 

18 

16 

.20 

.1s 

.1s 

o 

º· o 

6 
e, x ¿o 
( J:.9/m ) 

.oooos 

.00005 

o 
o 
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"1 3 
( J:.g/m ) 

1000 

1900 

1950 

2100 

2100 

La distribución de las juntas flexibles que surcan la losa se 
presenta en la figura VI. 3a. 

Los desplazamientos en la losa en la sección máxima de la presa 
al final del llenado, se presentan en la figura VJ.4. El máximo 
desplazamiento es igual a 3. O m superior al correspondiente al caso 
vr.2.1 .• anterior. 

Las distribuciones de esfuerzo calculados para la losa se 
presentan en las figuras VI.Ba a VI.Be. Los esfuerzos normales 
(figuras VI.Ba a Vl.8d), disminuyen, como era de preverse, respecto al 
caso anterior en que la losa estaba excenta de Juntas en planos 
verticales (comparese la figura VI.7a con la VI.8a y la figura VI.7d 
con la VI.Bd para el caso de los esfuerzos normales horizontales). 

Al introducir las Juntas de tensión en planos verticales, algunos 
esfuerzos paralelos a la linea de máxima pendiente, que para el caso 
de la losa sin juntas eran de tensión, se transformaron en esfuerzos 
de compresión (vease las figuras VI.7b, VI.8b, VI.7e y VI.Be). 

VI.3. ANÁLISIS NO ELÁSTICOS-NO LINEALES 

Los resultados de los análisis anteriores se refieren a 
materiales de apoyo de la losa cuyo comportamiento es elástico lineal. 
Si los materiales sobre los que descansa la losa no tienen este 
comportamiento es posible asemejar dicho comportamiento como un 
material no elástico-no lineal. 

A fin de observar la importancia que pudiera tener para el disefio 
el considerar que durante el llenado el comportamiento del material 
fuese no elástico-no lineal, se efectuaron los análisis que se 
detallan en esta parte. 

VI. 3. 1. Relación hiperbólica para representar el comportamiento no 
lineal de un suelo 

Duncan y Chang(:reif.10) han propuesto una relación de tipo 
hiperbólico para representer el comportamiento no lineal de un suelo 
en la curva esfuerzo-deformación (ver figura VI. 12). Esta relación 
queda expresada por 
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e 
(a-1- O' 3) • -~_1::::-.---c----

E 1 (a-1- a-3)ult 

6. 1. 

donde E
1 

es el módulo tangente inicial en la curva VI. 9a y (a-1-a-
3

) ull 

es el valor asintótico al que tiende el esfuerzo desviador Ca-
1
-a-3

), 

aproximado en la hipérbola para una deformación infinita. 

Sin embargo, los valores de E
1 

y (a-
1

- a-
3

) ull varian al variar la 

presión de conflnaml•Dto "'• en ua ·~· de labora~orio. Janbu 'l'e~. :1i)) 

establece que la variación de E
1 

con .....-eto a cr
3 

puede ser expre.ada 

-diante Ja ecuación 

~. - kP.r :: r 6.2 

donde tr e11 el est'uerzo principal menor y P Ja J>l'eslón at-férlca. k 

y n son
3 
co~tantes adl11en11t_I_ que depe~n del tipo de -terlal. 

La variación de (0'1- . 0'3)•n puede det411l"lltnarse a partlr de su 

relación con el esfuerzo desvlmdor· (v
1
- tr3J,. en la· falla. Esta· 

relación es: 

6.3 

donde a R,. se le conoce como relación de falla y es un par6metro cuyo 

valor es sie•pre 11enor que la unidad, lo que se deduce de la t'igura 
VI.12. 

Por otro lado,de acuerdo con el criterio de Mohr Couloab 

6.4 

donde ces la cohesló~;del 
0

aaterlal y - su 6rJsulo de t'rlccl6n interna. 

Sustituyendo":la ecuación 6.4 en la 6.3 y despeJandO a Ctr
1

- tr3 lull 

se tiene 

6.5 

ecuación que da la variación de CC1'1-0'3)ult en tér•lnos del nivel de 

escuerzos existente. 

Kondner Cref.10) propone una expresión para deter•lnar el módulo 
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tangente a la curva esfuerzo-deformación de acucr·do con el estado de 
esfuerzos existente dado por la expresión 

cr 1 - u 2 )2 
(0'-0') 

1 3 ult. 

Sustituyendo la ecuación 6.5 en la 6.6 se tiene 

E= [ 1 -
R,(1-senp)(0'

1
- 0'

3
) 

2ccosp + 20'
3
sen• ] kP.( ;3 r 

• 

Vl.3.2. Endureclmlento de un material por esforzamiento 

6.6 

La influencia del endurecimiento por deformación que consiste en 
cargar un material inicialmente Dlá.s allá de su llmlte de f'luencla, 
D1odlfica la relación esfuerzo-deformación, subsecuente. 

Sl, por ejemplo, una probeta de un cierto tlpo de material es 
esforzada ml\s allá del limite de fluencia (ver figura VI.13), hasta un 
punto B, descargada entonces hasta C, y vuelta a cargar, la 
resistencia a la fluencia aumenta de un valor en A hasta uno en D. 
Subsecuentes actos de descarga y carga incrementan la resistencia a la 
fluencia. Más aun, los módulos de elasticidad son variables en todo el 
proceso. 

Al cargar hasta B, descargar a C y volver a cargar a D, se disipa 
una cierta cantidad de energla de deforniaclón en forma de calor 
producida por fricción interna. Esta energia que se desprende queda 
representada por el área ashurada de la figura VI.13. La pérdida de 
energia de deformación se conoce como hlstéresls aecánlca y el 
diagrama VI.13 se conoce como rizo de histéresis. 

Al descargar hasta C, hay una deformación ellistlca C' recuperable 
representada por CG y una deformación permanente cp • OC. O sea que, 

para cualquier punto sobre el diagrama esfuerzo-deformación, la 
deformación puede ser considerada como formada de dos partes; una 
elástica y una irrecuperable. 

En los análisis reállazados aqul se desprecia el rizo de 
histéresis pero se toma en cuenta la defor111BCi6n irrecuperable asi 
como la variación del módulo de elasticidad, de la manera en que se 
detalla en el s1gulente inciso. 

VI. 3. 3. Comportamiento del l•lat_erial de apoyo de la losa 

Para llevar a cabo lo~ anállsls no elásticos-no lineales con el 
elemento finito se hicieron las slgulentes consideraciones: 

a) Durante la construcción el comport8.llliento de. los -t.erialcs 
constitutivos de la presa, es elástlco llneal de a~u.,rdo con los 
resultados Instrumentales presentados por Alberro y He.cedo (referencia 
._.';;.. ). El módulo de elasticidad y la. relación de Polsson, hasta la 
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última etapa de construcción (colocación de la 
diferentes materiales constitutivos de la presa, 
presentan en la tabla siguiente: 

losa), para los 
son los que se 

LOSA 

JUNTAS VERTICALES 
tal las hay) 

JUNTA PERIKETRAL 

MATERIAL S 
MATERIAL 2 
EHROCAKIEHTO 

TABLA Vl.3 

6 
E, x ~o 
(gg/a ) 

2000 

.0001 

.0001 

lS 

16 

lS 

V 

.30 

• 40 

.40 

.20 

.1s 

.1s 

o 
40 

o 

G 
e, x ~o 
'.J':.g/m ) 

2500 

·ºººº~ 

.oooos 

s 
o 
o 

'1 3 
(~g/m ) 

24.00 

1900 

1900 

1950 

2100 
2100 

b) Considerando un comporatamiento hiperbólico de los materiales de 
apoyo en las relaciones esfuerzo-deformación, al final de cada etapa 
de llenado, se determinan los elementos de suelo en los que por lo 
menos dos de los esfuerzos principales son de tensión o b\én en los 

~~;e~~o:s;u;~~º~;'c'":2~1 yª~e~:"'':~~i!e u~g~~u~r!:ªe~:,,tdtci~"a~sli~~a~ 
a E e 100 Kg/cm . 

Por otro lado, se compara en cada elemento el esfuerzo desvia?or 
(cr

1
- cr

3
) con el que correspondla al de la etapa de llenado anterior. 

5i este esfuerzo desviador sufrió un decremento a raiz de la última 
etapa de llenado, se considera que el elemento sufrió descarga y se le 
asocia un módulo 

E = 3000 (cr ) 1/
3 

3 

de acuerdo con la ecuación 6.2, pero considerando deformaciones 
permanentes. 

Si el esfuerzo desviador sufrió un incremento, se estima el valor 
del módulo considerando la expresión propuesta por Kondner 

5i un elemento llega al estado de iºalJ..ia por esfuerzo cortante se 
supone que su módulo E es igual a 100 Kg/cm . . 

VI. 3. 4. Análisis no elástl·,o-no Uneal sin Juntas verticales 

La figura VI. 4 muest1·-u. los desplazamientos de la losa en la 
sección méxima al final de la última etapa de llenado. El máxim:> 
desplazamiento en este ca.i;o fué de 6.0 m. Este desplazamiento es muy 
considerable y sef\ala l~ importancia de la compactación de los 
materiales de apoyo de la losa. 
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Las figuras VI.9a a VI.9t muestran los esfuerzos en la losa y en 
las zonas de apoyo. 

En las figuras VI. 9a y VI. 9d se observa que los esfuerzos de 
tensión y compresión en la losa, aumentan con respecto a los 
resultados obtenidos en los análisis elástico-lineales, alcanzando 
valores hasta de 260 y 650 Kg/cm2

, respectivamente. La zona de tensión 
(zona ashurada de la figura) para esfuerzos horizontales tanto en la 
capa I como en la capa 11, es muy similar (en cuanto al área que 
abarca) a la calculada en los análisis elástico-llnúules; la parte de 
la losa sometida a compresión abarca una franja central limitada por 
una linea de máxima pendiente (sobre el paramento mojado), situada 
aproximadamente a 80 metros del eje de slmetrla de la los~-

Con el objeto de ver la importancia que pudiera tener la 
colocación de las Juntas verticales flexibles en el comportamiento de 
la losa, apoyada en este mismo tipo de materiales con comportamiento 
no lineal, se efectuó el análisis siguiente. 

Vl.3.5. Análisis ño elástico-no lineal con Juntas flexibles en planos 
verticales 

Para este caso la distribución de las Juntas es la que se 
presenta en la figura VI. 3a. 

La figura VI.4 indica que para este análisis se obtuvo un 
desplazamiento máximo de 6.0 m en la sección transversal máxima, igual 
al que se obtuvo para el caso anterior. 

Las figuras VI. lOa a VI. lOt indican el estado de esfuerzos en la 
losa y en los materiales de apoyo de ella, al final del llenado total. 

La superficie de la losa sometida a tensión (zona sombreada) 
abarca un área muy similar a la del caso anterior, estando limitada 
por la linea de máxima pendiente situada aproximadamente a 80 m del 
eje de simetria de la losa. 

Los esfuerzos horizontales normales actuando en las capas I y 11 
de la losa, mostrados ~n las figuras VI. lOa y Vl.~Od, alcanzan valores 
máximos de 250 Kg/cm en tenslón y 450 Kg/cm en compresión. Se 
observa que, si bien en este análisis hubo una reducclón de esfuerzos 
con respecto al anterior caso, esta disminución no fué muy marcada. 
Teniendo en cuenta lo anterior, se efectuó un último análisis sin 
colocar Juntas flexibles en la zona central de la pantall~, 
conservandose unicamente las juntas en las zonas de la losa sometidas 
a tensión. Este análisis es el que se detalla en el siguiente inciso. 

VI.3.6. Análisls no elástic>-no lineal sin juntas flexibles verticales 
en la franja central 

Para este último caso, la distribución de las juntas es la que se 
presenta en la figura VI.36. 

El desplazamiento máximo de la losa en su eje de simetrla fué de 
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6.0 m como puede observarse en la figura VI.4. Este desplazamiento es 
!cual al de los dos casos anteriores. 

Las figuras VI. lla a VI. llt muestran las distribuciones de 
esfuerzo en la losa y en los materiales de apoyo, 2 y 5. 

Como puede verse en las f'iguras VI. 11a y VI. lld, la zona de 
tensión en las capas I y 11 de la losa, de nueva cuenta abarca 
aproximadamente la misma área que la que cubren las de los casos 
anteriores. 

La tabla VI.4 resume los m:iximos esfuerzos que se presentaron en 
la losa en los distintos casos analizados asi como su localización. 

TABLA VI.4 

CASO SENTIDO NAX. ESF ALTURA• HAX.ESF. ALTURA 
DEL TEHSIBH l•I CONPRE~ION (mi 

ESF. (ll:g/• 1 ( ll:g/• 1 

A H 110 ea • L 305 e3 m E 
A p 3e ea m L •S s • E 
B H IDO s• • L 2e3 e3 • E 
B p e teo • L 110 o • E 
e 11 200 70 • L eso 63 • E 
e p 200 70 • L •o 75 • E 
D H 250 56 • L 450 40 • E 
D p 195 ee • L 100 o • E 
E H 210 70 • L eso e3 • ¡: 

¡; p 250 70 • L 'º 75 a E 
H = HORIZONTAL ¡ P a PARALELO A LA LINEA DE NAXINA PENDIENTE 
L a CERCA DE LAS LAS LADERAS ¡ E • EN EL EJE DE LA LOSA 
• EN RELACION AL PUNTO NAS BAJO DE LA LOSA 
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ANEXO VI.A. DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA UTILIZADO EN LOS 
ANALISIS 

El programa empleado para llevar a cabo los anó.llsls es una 
versión modificada del denominado SAP IV y esté. basado en el método 
del elemento finito. 1':ste, utiliza elementos isoparamétricos de 8 
nodos y permite simular tanto el proceso cnnsi:.ructlvo de unn presa 
como el llenado de su embalse. · 

El programa esté. escrito en FORTRAN IV y adaptado para la 
computadora B-7800 de la Dirección General de Cómputo Académico de la 
UNAM. Utiliza un diagrama de flujo como el mostrado en la figura 
VI.A.1 teniendo las siguientes caracteristicas 

a) Una rutina principal y 14 subrutinas. 
b) Requiere 3902 registros en disco. 
c) No necesita cintas durante el proceso. 
d) Graba resultados finales e intermedios en 15 
también emplea para lectura. 
e) Maneja elementos finitos de forma paralelepipeda 
de 8 nodos. 

archivos, que 

isoparamétricos 
1 

La cantidad de nudos y elementos para la malla que puede manejar 
el programa depende de la capacidad en disco que se le asigne en la 
computadora. 

En los casos anallza\ios que aqui se presentan se utilizó una 
malla de 540 nudos y 450 elementos. 
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CAPITULO VII. INTERPRETACION Y COMPARACION DE RESULTADOS 

Continuando con la siguiente parte de la metodologia de 
investigación, en este capitulo vamos a comparar los resultados 
obtenidos de los análisis realizados (ver capitulo anterior) con los 
que han presentado algunos investigadores, ya sea con mediciones en el 
campo o con resultados de análisis en el mentaciones, pavimentos o 
presas. 

Cum1nlngs (REF. 11) presenta mediciones realizadas en un material 
elástico mediante la técnica de la fotoelasticldad. El material es una 
placa de baquelita que al ser presionada por otra de acero, da como 
resultado la distribución de esfuerzos que se presenta en la figura 
VII.1. Esta figura concuerda en forma cualitativa con la distribución 
de esfuerzos (ay), en la sección má.xima de la presa, que se presenta 

en la flgura VI.7m (en dicha figura se tlene unicamente la 
distribución de esfuerzos en la masa del enrocam!ento y puede 
considerarse en forma muy burda que los esfuerzos se proyectarian en 
el terreno natural de la manera que sefialan las lineas punteadas). En 
las figuras se notan ciertas diferencias las cuales pueden deberse a 
que so tienen condiciones de carga desiguales estratificación de 
materiales distinta, y una geometria diferente. 

Prado (ref.12) tiene mediciones realizadas en pavimentos 
flexibles tomadas en una p~sta de prueba. La figura VII.2 muestra las 
deflexiones de la carpeta asfáltica en la sección longitudinal. Como 
puede observarse en dicha figura la zona de compresión fué hacia el 
area central de la zona cargada de la carpeta y las zonas de extensión 
fueron hacia los extremos. Lo anterior concuerda con los resultados 
mostrados en la figura VI. 5 obtenidos del anallsis elástico para la 
losa sin Juntas con el método del elemento finito, presentandose 
también compresion en la zona central de la losa y zonas de extensión 
en los los extremos de la. losa proximos a las laderas. 

Al berro y colaboradores (ref. 13) también realizaron un análisis 
para la misma presa de Aguamllpa basado en la expresión de Boussinesq 
en el que se considera al medio en donde está apoyada la pantalla de 
concreto de la presa, como semi-infinito, y un contacto completamente 
liso entre la losa y el suelo. Las figuras VII.3a a VII.3c muestran 
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los resultados obtenidos por este investigador. Dichos resultados 
difieren de los obtenidos con el método del elemento finito en forma 
cuanlltativa en cuanto a ordenes de magnllud (comparcse por ejemplo la 
figura VII.3a con la VI.4) y en cuanto a la distribución de esfuerzos 
(comparese la figura VIl.3b con la Vl.5). Sin embargo en forma 
cualltativa se asemejan un poco más. Las diferencias encontradas en 
los dos métodos se deben a las hipótesis adoptadas y marcan la 
importancia que tiene la interacción entre la losa y el suelo 
dependiendo de si se considera un contacto liso o rugoso. 

De las anteriores comparaciones podemos hacer algunos comenLor1os 
sobre los resultados obtenidos en los análisis. 

En los análisis realizados , en lo que se refiere a esfuerzos en 
el sentido horizontal,se observa que todos los casos presentaron una 
zona de tensión que ocupa las dos terceras partes del área total del 
la losa (ver figuras VI. 7a, VI. 7d, VI. 1 la y VI. lld). Esto señala el 
efecto de la interacción entre el suelo y la losa al ser considerado 
un contacto rugoso y la Influencia de los empotramientos rocosos. 
También se observa en las figuras que en todos los casos, 
aproximadamente al nivel 180 m, cerca de las laderas, se presentan 
altas concentraciones de esfuerzos de tensión, lo que puede ser 
explicado ya que se detecto que en esas zonas los materiales de apoyo 
de la losa se plastlf lcaron. Las mismas figuras Indican 
concentraciones de esfuerzos de compresión cerca del nivel 70 m debido 
a la Influencia de las cargas y a la plast1f icac1ón de materiales de 
apoyo. 

En cada caso se puede observar lo siguiente: 

Caso A. - Análisis eUi°ttco lineal sin juntas en planos 
verticales.- En este caso se presenta un desplazamiento máximo de 2 
m. Este desplazamiento en presas ya construidas nunca se a presentado. 
Por ejemplo, para la presa Foz do Arela con una altura de 160 m, el 
desplazamiento máximo fué de 80 cm, y para la presa New Exchequer 
considerando su parte más recientemente construida con altura de 107 m 
se registró un desplazamiento máximo de 158 cm. Sln embargo 
considerando que el desplazamiento máximo, de acuerdo con la 
experiencia, crece en forma proporsional al cuadrado de la altura de 
la presa, se .deduc1ria de estas observaciones un desplazamiento máximo 
en la losa de la presa de Aguaml lpa de 113 cm (considerando el 
desplazamiento de la presa·Foz do Arela) y de 500 cm (considerando el 
presentado por la presa New Exchequer). Esta disparidad en los 
resultados puede deberse a que se tienen diferentes condiciones 
geométricas, asl como diferencias en los materiales en cuanto a 
zonificación, compactación, etc. 

Caso B. - Análisis elástico lineal con juntAs en planos 
verticales. - En este caso se presenta un mayor desplazamiento en la 
losa. Es de esperarse que al ser colocadas las Juntas se libere parte 
de la interacción entre la losa y el suelo y en consecuencia se 
presenten mayores desplazamientos. Sin embargo, la influencia de las 
juntas no es negativa sino al contrario, yn que se aminoran los 
esfuerzos de tensión y compresión en la losu, al trabajar ésta en 
partes separadas definidas por las Juntas; de manera que la energia 
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externa no SP. absorve completamente por la losa. 

Caso C.- Análisls no el6.stlco no l1neal sln juntas en planos 
vertlcales.- Como podrá observarse en la tabla VI.1 en este caso se 
presentan mayores esfuerzos de tensión y compreslón que en los casos 
elástlcos y un mayor desplazamiento máxlmo. Esto se expllca debido a 
que al ser los materiales de apoyo de la losa más compresibles son 
de esperarse mayores desplazamientos en la cortina y en consecuencia 
mayores esfuerzos de tenslón y compresión. 

Caso D. - Análisis no eléstlco no lineal con juntas en planos 
verticales.- En este caso los esf"uerzos de tensión y compresión 
fueron un poco menores que en el caso C (ver tabla VI. 1), debido al 
mismo efecto que tubieron las Juntas en el caso B. 

Caso E.- Anállsis no elástlco no lineal sln Juntas en la franja 
central.- En este caso los esfuerzos de tensl6n resultaron ser un poco 
menores que el méxlmo presentado por el caso C y un poco mayores que 
los del caso D lo que era de esperarse ya que es un caso lntermedlo 
entre los dos últimos sefialados. 

VII.l•Observaclones sobre los desplazamlentos en la losa 

En la sección máxima en donde la resultante de las cargas es 
mayor que en cualquier otra seccl6n, la posición del máxlmo 
desplazamiento es cercana a la de dicha resultante de cargas, fuera 
del centro del area cargada (recordar que el mAxlmo desplazamiento en 
el pavlmento de la flg. VII. 1 fué al centro del área cargada). Las 
cargas hidráulicas sobre la losa llenen una distribución triangular 
cuya resultante cae a un tercio de la base del triangulo. En esa zona 
la losa soporta los mayores esfuerzos dados por las cargas, en 
consecuencia y tomando en cuenta las condiclones de frontera, en esa 
área se tendran los máximos desplazamientos lo cual puede ser 
interpretado como la lnfluencla de la dlstrlbuclón de las cargas. Al 
no estar las cargas aplicadas uniformemente repartidas, ya que tienen 
una distrlbucl6n triangular, el desplazamiento se presenta fuera del 
centro del é.rea cargada. Lo anterior conflrma que la forma de los 
desplazamientos en la losa depende de la magnitud y distribución de 
las cargas segun lo dicho en el capitulo 3. 

La sección máxima presenta mayor movimiento que las secciones en 
las laderas. Las zonas en las laderas son áreas en donde el movlmlento 
está más restringido que en la franja central de la losa, por contarse 
en esa zona con menos volumen de material det'ormable por unidad de 
area (aparte del de .las laderas que es rlgldo) lo cual se ret'leJa en 
la magnitud de los movimientos. 

Los anállsis no lineales arrojaron mayores deformaciones que los 
lineales. Los materiales no elé.sticos-no llneales son mf>.s compresibles 
en general que los elé.stlcos-llneales, esto debido a que en cada 
incremento de carga el incremento en la deformación ~e hace cada vez 
mayor resultando como consecuencia desplazamientos mayores. 

La deformación fué mayor cuando se colocaron Juntas verticales en 
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loG distintos casos, que cuando no se colocaron. En la losa sin juntas 
Ja pantalla interactúa en Corroa monolitlca con el suelo, lo que hace 
que tenga mayor eficiencia en la transmisión de energia de deformación 
segun su plano. Al ser colocadas las juntas, se tienen losas aisladas 
lo que permite mayor libertad al suelo y a la misma losa. Además, las 
juntas tamblen sirven para romper parte de la interacción que existe 
entre la losa y el suelo, lo que a su vez provoca que aumenten los 
desplazamientos. 

Los asentamientos diferenciales arrojados por los resul tndos de 
los anállsis fueron mayores en el caso de la presa que en el caso de 
losas rigldas de cimentaciones. Esto "s debido a qt.tA al tener la losa 
de la presa una de sus dimensiones mucho menor que las otras dos, esta 
se vuelve muy flexible, con los consecuentes asentamientos 
diferenciales. 

De la figura VI.4, puede deducirse que la forma de la deflexión 
de la losa se alabeará más que si se tubiese una boquilla rectangular, 
o en otro tipo de losas rectangulares como las de pavimentos (en 
condiciones de carga estáticas) o cimentaciones. A menor altura la 
separción entre ambas laderas disminuye, haciendo que las franjas 
horizontales interiores tengan mayores restricciones al movimiento, 
provocando una lnteraccion diferente entre ellas al ir aumentando la 
altura, siendo menor la influencia de la interacción en la parte más 
alta. Es de notarse el carácter tridimensional del problema, en cuanto 
a desplazamientos se refiere, y adquiere mayor relevancia cuando se 
tiene, como en el caso de la Presa de Aguamllpa, una geometria que no 
es simétrlca con respecto a uno de Jos ejes. Las observaciones 
anteriores confirman lo dicho en el capitulo 3 en lo que se refiere a 
la manera en que debla modelarse el problema; esto es mediante un 
modelo con cálculo funcional, debido a la geometrla irregular y no 
linealidad de los materiales. 

VII.2.- Observaciones sobre los esfuerzos en la losa 

En las zonas en donde se presenta un cambio de curvatura en l,os. 
desplazamientos, generalmente aparace un cambio de esfuerzos; ·de 
compresión a tensión o viceversa. Las zonas de tensión en la franja 
central de la losa (veanse las figuras VI.6a a VI.10a) son debidas al 
cambio· de curvatura de los desplazamientos que ocurre por la 
Influencia de las condiciones de frontera. Lo mismo ocurre en las 
laderas. 

Al modelarse la losa con el elemento finito se hizo la hipótesis 
de que su contacto con el suelo era completamente rugoso. Un punto de 
la losa que se mueva en cualquier sentido deberá ser seguido por el 
correspondiente punto del suelo. Esto genera esfuerzos adicionales 
refleJandose su influencia en las zonas de tensión que abarcan la losa 
(comparese las figuras VII.3b, correspondiente a la losa con contacto 
liso, con la de los análisis con elemento finito, figura Vl.5). En la 
presa se piensa que no se tiene en realidad un contacto completamente 
rugoso, pero tampoco liso, sino un caso intermedio, en donde la losa 
puede deslizar en forma relativa con respecto al suelo cuando se 
hallan vencido las resistencias a la f"ricción l lberándose con el 
tiempo parte de las tensiones en la losa. 



161 

Se cree que las deformaciones de la losa en la franja central 
cxtruyen parte del material hacia las laderas (o por lo menos 
restringen el movimiento del material en las laderas) provocando que 
estas se vuelvan más rigidas lo cual genera concentraciones de 
esfuerzo (tensiones en la dirección paralela a la linea de máxima 
pendiente en la zona central cercana a las laderas. Vease por ejemplo 
la figura VI.7b). 

VI l. 3. Si ntes is 

Todos los resultados anteriores pueden interpretarse si se 
considera que en los problemas de interacción entre losa y suelo ya 
sean de presas,· pavimentos o cimentaciones influyen los siguientes 
factores: 

a) Propiedades de los materiales 
b) Rigideces relativas 
c) Distancias entre apoyos fijos (claros) 
d) Separación de Juntas 
e) Distribución espacial y temporal de cargas, y 
f) Relación entre el espesor de la losa y sus otras dimensiones 

Ahora bien, la interacción dependerá por tanto de la manera como 
se distribuye la energia de deformación que adquiere el sistema losa 
suelo al actuar sobre las cargas, teniendose que la energia se 
concentra en las reglones donde el módulo de elasticidad es más alto. 

As1 que debido a que la losa es menos deformable que el suelo 
tiende a transmitir las cargas normales a su plano en mayor proporsión 
en el sentido de este, es decir a absorver la energia externa mediante 
flexión y transmitiendo una menor cantidad hacia el suelo de apoyo, 
que será en menor proporsión a medida que aumente el espesor de la 
losa. 

Por otra parte sl la energia que recibe el suelo es suficiente 
para plastificarlo entonces este ya no tomará más energia haciendo que 
se incremente la que toma la losa, con el concecuente riesgo de que se 
agriete. 

A su vez la colocación de Juntas en la losa hace que se transmita 
menos energla en el plano de ella y se incremente la que toma el 
suelo. Esto provocará mayores desplazamientos del sistema losa suelo, 
pero· menos esfuerzos en la losa reduciendo su probabilidad de 
agrietarse. 

Por otra parte a menor longltud del claro existiran menos 
deflexlones en la losa por transmitirse energia hacia los apoyos. Esta 
si tuaclón hace que, por ejemplo, en presas la forma de la boquilla 
tenga influencia en la distribución de esfuerzos ya que en una 
boqull la triangular la dlstancia entre las laderas (según planos 
horizontales) es variable ocacionando una 1nteracc16n bldlmenslonal 
(segun el plano de la losa) entre todos los elementos de losa. 

En lo que se reflere al efecto de cargas, se ha encontrado por 
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ejemplo en pavimentos, que las f'uerzas concentradas producen en el 
punto de aplicación una zona de tensión y en la perlf'eria de tensión. 
Este f'enómeno tamb!en puede considerarse que ocurre en presas si se ve 
que aparece una reglón de compresión aproximadamente en donde está la 
resultante de la presión hidrostática del agua. En cimentaciones esto 
no se observa ya que las cargas de columnas normalmente se transmiten 
a través de las contratrabes, y no en puntos concentrados. 

Entonces, si tomamos en cuenta de manera combinada los aspectos 
anteriores, se puede explicar el comportamiento observado tanto en 
losas de cimentación, como en pavimentos y presas. 

De esta manera en las losas empleadas en cimentaciones se ha 
observado poco o nulo agrietamiento debido a que su gran espesor en 
relación al claro (def'iendo este por la separación de contratrabes), 
además de su mayor cantidad de ref'uerzo, asl como del hecho de que las 
cargas se distribuyen mediante las contratrabes. No obstante esto no 
implica que el suelo de apoyo no llegue a plastif'lcarse (Calla por 
capacidad de carga). 

A su vez en pavimentos la alta relación entre claro (seg(m la 
dirección de camino), asl como el hecho de tener cargas concentradas 
móviles (incluso de impacto), originan que ne generen esfuerzos de 
tensión y compresión que se desplazan con la posición de la carga, 
originando una especie de amasado del suelo de apoyo con su 
consiguiente extrusión. Todo esto explica la tendencia a agrietarse de 
los pavimentos y del Cenómeno de bacheo. 

' En el caso de losas de concreto colocadas en el talud de aguas 
arriba de presas, se presenta una situación parecida a la que se tiene 
en pavimentos, sólo que en este caso con cargas coasiestátlcas, si se 
desprecian los ef'ectos hidrodinámicos del oleaje del agua almacenada. 
Su dif'erencia radica en el ef'ecto de empotramiento de las laderas y 
terreno de cimentación. Los resultados observados en este caso 
(presentados en este trabajo) parecen conf'lrmar los conceptos 
anteriores, al ver los ef'ectos de la no linealidad del suelo de apoyo 
de la losa, asi como el de juntas verticales en ella. 
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CAPITULO VIII. CONCLUSIONES V RECOMENDACIONES 

Hemos llegado a la parte final de nuestr~ trabajo y de la misma 
metodolog1a de investigación que venimos siguiendo. En esta parte 
estableceremos los aspectos m.U. relevantes encontrados en la 
investigación y también daremos una serle de recomendaciones que 
podrán servir de base para mejorar lo que aqul se obtuvo. 

Con base en los resultados obtenidos en el capitulo 6 y de las 
interpretaciones dadas en el capitulo 7 podemos establecer las 
siguientes conclusiones encontradas en la investigación: 

a) La interacción suelo estructura influye significativamente en el 
comportamiento de la losa. Esta aseveración se concluye de los 
resultados de los análisis llevados a cabo, observandose la:; 
peores condiciones cuando la losa tiene un contacto muy rugoso 
con los materiales de apoyo. 

b) Las juntas verticales favorecen la disminución de la interacción 
losa-suelo y perml ten que la pantalla se acomode mejor a los 
asentamientos del suelo provocando la disminución· de esfuerzos. 

c) Los resultados de los· análisis con elemento finito, considerando 
una losa infinitamente rugosa, indican que la extensión de las 
zonas de tensión horiz•>ntal en la pantalla, es practicamente 
independiente de la ley considerada para describir las relaciones 
esfuerzo-deformación del suelo (Alberro1 ref.12). 

e) Las concentraciones de esruerzos de tensión se presentan en las 
laderas y en la corona. Los máximos esfuerzos de tensión se 
generan en todos los casos cerca de los empotramientos y 
aproximadamente a la elevación 100. Por lo tanto dicha zona 
deberá contar con reruerzo horizontal adicional. 

Estas conclusiones pueden generalizarse a grandes presas de 
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enrocamlento con pantalla de concreto con caractcristicas similores a 
las de la presa de Aguamilpa. 

Recordando que el objetivo del estudio es la optimización del 
diseño de la losa de la presa de Aguamllpa, de los incisos anteriores 
podemos concluir que el óptlmo comportamiento de la losa se obtiene 
para una puntal la que descanse sobre un material con comportamiento 
elástico-lineal siendo su contacto con los materiales de apoyo lo más 
liso posible. En tal caso son minimas tanto la magnitud como las zonas 
que abarcan los esfuerzos de tensión en la losa. Corresponde entonces, 
para asegurar un buen comportamiento de la losa, compactar 
enérgicamente el material de apoyo de la pantalla, mediante pasadas de 
un compactador vibrante según la pendiente del talud, antes de ser 
colocada la losa. Asl mismo un riego de asfalto puede const.l luir una 
interposición que aminore la inte~ción entre el suelo y la losa, 
asemejando su comportamiento al de una losa lisa. Por lo tanto para la 
construcción de la presa de Aguamilpa se recomienda: 

a) Prestar especial atensión a la compactación del material de apoyo 
de la losa. 

b) En la superficie terminada del suelo de apoyo de,.la losa, 
efectuar un riego de asfalto que además de constitulr~<J)rotección 
para evitar la erosión de la zona de transición, puede servir de 
interposición para reducir favorablemente la interacción 
losa-suelo. 

c) En la zona central de la losa, sometida a esfuerzos de compr·esión 
horizontales, las Juntas verticales podré.n ser Juntas de 
compresión, cruzadas por el acero de refuerzo. 

d) En las zonas de concentración de esfuerzos de tensión (abajo de 
la elevación 160 y cerca de la corona, en la cercania de los 
empotramientos), colocar Juntas de tensión, distrlbuyendolas de' 
la m•mera que indica la figura VIII. 1. En estas zonas también 
convendria aumentar el refuerzo horizontal para evitar fallas 
entre Juntas de tensión. Seria recomendable por tanto, analizar 
cuidadosamente la repartición del refuerzo horizontal en la losa. 

Finalmente, con el objeto de meJDr~r los resultados de la 
investigación que hemos realizado se prn>den dar las recomendaciones 
siguientes: 

a) Modelar la presa con el método del elemento finito, considerando 
la distribución de las Juntas de tensión que se presenta en la 
figura VIII.1, haciendo la hipótesis de que se tiene un contacto 
intermedio entre ll!;o y rugoso. Lo último puede lograrse 
utilizando para ello los denominados elementos f le' lelos 
(Li, ref.14), los que permiten desligar un punto común entre la 
losa y el suelo. 

b) Una vez construida la presa, instrumentarla a fin de observar su 
comportamiento, prestando especial cuidado a las zonas de tensión 
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que se presenten en la losa. 

e) Comparar los resultados observados con los calculados con el 
objeto de poder llegar a generalizaciones aplicables a un mayor 
número de casos de presas de enrocamiento con pantalla de 
concreto. 

Con este trabajo creemos haber dado un buen ejemplo sobre la 
aplicación de la metodologia de investigación a la solución de un 
problema práctico y cumplido con ello los objetivos perseguidos. 
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APENDICE A. METODOS NUMERICOS 

A. l. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

El sistema de ecuaciones algebraicas lineales 

a a: +a a: +a a: + .•. +a a: =b 
11 t 12 2 13 3 tn n 1 

a a: +a a: +a a: + ••• +a a: :b 
31 1 32 2 33 3 3n n 3 

a te +a a: +a a: + ••• +a a; =""b 
nl 1 n2 2 n3 3 nn n n 

Puede escribirse el\ la forma matricial 

a 
t1ª12ª13º' ' 8 tn 

a 
21ª22

8
23º' ' 4 2n 

a 314 32ª33''' 4 3n 

a: 
1 

a: 
2 

a:3 

a: 
n 

Lo cual se expresa simbólicamente como 

Aa: = b 

En donde A es.la matriz del sistema 

b 
1 

b 
2 

b 
3 

b 
n 
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A.1 

A.2a 

A.2b 

A la matriz A ampliada con la columna b se le denomina "Matriz 
Ampllada" del sistema y se representa por (A, b). 

La solución de un sistema de ecuaciones es un conjunto de valores 
incógnitas que verifican simul taneainente a todas y cada una de las 
ecuaciones del sistema. A continuación se presentan algunos métodos 
para llegar a esa solución: 
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A.1. l. Método de eliminación completa 

Este método consiste en aplicar el teorema fundamental de 
eqivalencia que expresa que dos sistemas son equivalentes si admiten 
ambos al mismo sistema de valores incógnitas. De esta manera se puede 
ir sustituyendo ecuaciones del sistema por combinaciones lineales del 
mismo en las que se vayan eliminando incógnitas, hasta que, en el caso 
más general, quede una sola incógnita en cada ecuación. Con esto se 
puede despejar el valor de la incógnita que haya quedado en cada 
ecuación y finalemente obtener la solución para todo el sistema. 

A. 1.2. Método de Gauss-Jordan 

El método consiste, básicamente, en sistematizar el teorema 
fundamental de eqlvalencla. Observando el sistema A. 1 y sus 
equl valencias, puede notarse que las incógnl tas están perfectamente 
ordenadas; es decir, en todas aparecen, en una primera columna, 
coeficientes de x

1 
y la propia incógnita, en la segunda coeficientes 

de x
2 

y la incógnita, y asi sucesivamente. De aqui que se pueda 

ahorrar el trabajo de escribir repetidamente las incógnitas x
1

, x
2

, 

xn' y signos de 1gual en las ecuaciones, lo que viene a 

constituir la matriz ampliada (A,bl. La eliminación de incógnitas por 
medio de la sustitución de ecuaciones lineales, corresponde, en la 
matriz ampliada (A,b), a tratar de convertir en ceros sus elementos, 
representativos de los coeficientes del sistema. 

Las siguientes tres operaciones (operaciones elementales sobre 
renglones de una matriz) sobre la matriz ampliada, producen otra 
correspondiente a un sistema equivalente: 

1.-Intercamblar dos renglones. 
2.-Multlplicar todos los elementos de un renglón por una misma 
constante no nula. 
3. -Sumar a los elementos de un renglón los correspondieutes <?!ementos 

de otro mul Llpllcados por una constante. 

Se puede decir que el método de eliminación completa consiste en 
aplicar las operaciones elementales sobre los renglones de la matriz 
ampliada (A,b) ·de manera de transformarla en otra matriz (I,c) en 
donde I es una matriz unitaria y e es el vector solución del problema. 

A.1.3. Sistema de ecuaciones en banda 

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es en banda, si los 
llnicos elementos no nulos de la matriz del sistema se agrupan 
alrededor de la diagonal principal. 



Ejemplo: 

= b 
1 

b 
2 

a a: +a a: +a a: b 
n-1, n-2 n-2 n-l ,n-1 n-1 n-1, n n n-1 

a a: +a a:=- b 
n, n-1 n-1 n,n n n 
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A.3 

Los sistemas en banda con un solo elemento a cada lado de la 
diagonal principal, como el A. 3 o con dos incógnltas en la primera 
ecuación y una solo nueva lncógni ta en cada posterior ecuaclón, se 
pueden resolver con el siguiente procedimiento: 

1.- Asignar a a:"
1 

cualquier valor arbitrario. 

2.- Despejar de la primera ecuación la incógnnita a:
2

. El valor de esta 

dependerá del valor asignado a a:
1

• 

3. - Despejar de la segunda ecuación la incogni ta a:
3

, usando los 

valores de a:
1
y «

2
obtenidos en los pasos 1 y 2. 

4.- Para la última ecuación se puede escribir 

a a: +a a: =b + rº 
n,n-1 n-1 n,n n n n 

En donde rº es el residuo resultante en la n-eslma ecuación, al 
n 

considerar los valores Xo de la incógnita. Por lo que puede decirse 
que se ha encontrado la solución del sistema: 

AXo=b+r 
o 

en donde r = {0,0,0, ... ,rº}T 
o n 

A.4 

5. - Reemplazar ahora los términos independientes de A. 3 por ceros y 
asignar a a:

1 
otro valor arbitrarlo para seguir el procedimiento 

anterior con el nuevo sistema de ecuaciones homogeneas. Se obtendrá 
asi la solución del sistema 

A.5 

6.- Sumar miembro a miembro A.4 y A.S, af'ectando a la última ecuación 
por un factor de corrección a para obtener 

A(X
0
+aX

1
)= b + (r

0 
+ ar

1
) A.6 
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En la ecuación A.6 se ve que si se da a a el valor de r 0 /r', la 
n n 

suma X +aX 
o 1 

dará la solución del sistema original, ya que con esto se 

elimina el residuo. 

En el caso de sistemas en banda que tengan tres incógnitas en 
cada ecuaión será necesario establecer dos Cactores de corrección a y 
~- Siguiendo el procedimiento anterior se resolverán los sistemas: 

en donde 

AX o 

AX1 

AX2 

b + r 
o 

O + r 
1 

O + r 
2 

r ={0,0,0, ... ,rº ,rº}T 
o n-1 n 

yr2={0,0,0, ... ,r~-t 

,r' } T 
n 

,rº } T 
n 

La suma de estos tres sitemas, afectados los dos últimos por los 
coeCicientes a y ~. respectivamente, da 

En donde habré que determinar o: y ~ de manera que sus 1 vaiores 
satisCagan el sistema de dos ecuaciones 

r0+u1r1+~ 1 r2 O 

r0+u2r1+~2r2 O 

para que Xo+ aX
1
+ ~X2 sea solución del sistema Aa: b. 

A.1.4. Métodos por aproximaciones sucesivas 

Debido a que los métodos iterativos usan relativamente poca parte 
de la memoria de una computadora, son particularmente ventajosos para 
resolver sistemas de gran número de ecuaciones. 

A. 1.4. 1. Método de Jacobi 

Suponiendo en el sistema Aa: = b, que 

A=D+R 

Donde D es una matriz diagonal¡ o sea, una matriz cuadrada cuyos 
elementos sobre la diagonal principal son los únicos diferentes de 



175 

cero. Entonces 

{D + R)~ = b ~ D~ b - Rx 

de donde 
A.7 

La ecuación A.7 sugiere el método iterativo 

~ 2 D-1b - D- 1R~ 
k+t k 

A.8 

Que es el método de Jacobl. Para que converja es necesario que 
los elementos diagonales de A sean lo más grande posible, por lo que 
conviene reordenar los renglones y columnas de dicha matriz, en este 
sentido. Por otra parte la diagonal de A no_

1
debe contener elementos 

nulos para que pueda existir la inversa D • En caso de tenerlos 
también es posible hacer una reordenación de renglones y columnas. 

En la ecuación A.1 se despeja a: ~1 de la primera ecuación, ~z de 

la segunda, ~3 de la tercera, etcétera, obteniendose 

~ 
1 

~2 

~3 

~ 
n 

_l_ (b -
ª11 1 

_1_ (b -
ª22 2 

(b -
ª33 3 

a 
nn 

(b -
n 

ª12~2 

ª21~1 

ª31~1 

a ~ 
nl 1 

-

-

-

ª13~3 

a ~ 
23 3 

ª32~2 

a ~ -
n2 2 

Se considera a 

X = {~ lo> ~ lol ~ lol 
o 1 ' 2 • 3 t •• 

como la primera aproximación a la solución. 

- a ~) 
1n n 

- a ~ J 
2n n 

- a ~ J 
3n n 

a ~ ) 
n,n-1 n-1 

A.9 

Se sustituye en los segundos miembros de las ecuaciones y se 
obtiene la nueva aproximación 

T 
~ 11) } 

' n 

El superindice indica el número de la sustitución efectuada. La 
última aproximación se sustituye en los segundos miembros y se obtiene 

X = {~ 121 ~ 12> ~ 121 
2 1 • 2 • 3 . 

T 
.~ 121 } • etc. 

n 
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Repitiendo el proceso k+l veces se llega a la aproximación 

a:(k+ll (b - a a:(k) - ª1311:.~kl a a:.lkl¡ 
1 

ª11 
l 12 2 1n n 

a: ( k•ll _1_ (b - a a:.<kl ( k) a a:.<kl) - a a:. 
2 a 2 21 l 23 3 2n n 

22 

a:~ k+1) _1_ (b - a a:(k) - a a:.(k) - a a:.<kl) 

ª33 
3 31 l 32 2 3n n 

(k+1 
(b - a a:.<k - a:.(k) - a a:<kl) a: a 

n a n n1 1 n2 2 n,n-1 n-1 
nn 

A.1.4.2. Método de Gauss-Seidel 

Este método es en general idéntico al de Jacobi; 1¡\,{\if'erencia 
consiste en que una vez que se calcula la componente a:.

1 
se usa 

inmediatamente en la misma iteración. 

Las ecuaciones que determinan la iteración k+l son 

a:!k•1) _1_ (b -
ª11 1 

a a:<kl 
12 2 

ª13a:~ k) - a a:<kl) 
ln n 

a:< k•1) _1_ (b - ª21a:! k•tl 
(k) _ a a:<k>¡ 

2 
ª22 2 ª23a:3 2n n 

a:(k•1l _1_ (b - ª31 a:!lc+tl ª32a:~ lc+1) - a a:<kl) 
3 

ª33 
3 3n n 

«(k+t (b - a «(k+U (k+l) - a a:<k•ll¡ - a a: 
n a n n1 1 n2 2 n,n-1 n-1 

nn 

A.1.4.3. Método de relajaci_ones 

Considerando el sistema de ecuaciones A. 1 se admitirá que los 
elementos de la diagonal principal son mayores, en valor absoluto, que 
la suma del resto de los elementos en valor absoluto, en el renglón 
correspondiente de la matriz del sistema. 

Multiplicando ambos miembros de cada una de las ecuaciones de A.1 
·por el reciproco del elen.ento diagonal correspondiente, con signo 
menos, y pasando los segundos miembros al primero se obtiene 



donde 

-a: +e a: +e a: + .•• +e a: +d =O 
l 12 2 13 3 ln n 1 

c a: -
21 1 

a: +e a: + •.. +e a: +d =O 
2 23 3 2n n 2 

e a: +e a:: -
31 1 32 2 

a: + ... +c a: +d =O 
3 3n n 3 

e a: +e a: +e a: + ..• -
nl 1 n2 2 n3 3 

a: +d =O 
n n 
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A.10 

Si a:~º 1 , J = 1,2,3, ... ,n son los valores de las incógnitas en una 

primera aproximación; sustituyéndolos en la ecuación A. 10 queda el 
sistema 

C a:(O) _ 
21 1 

en donde los valores R1 son los residuos para una primera aproximación 

El método de relajaciones consiste en cambiar los valores 
Iniciales de las incógnitas, de manera que sean despreciables todos 
los residuos R1. 

Si el valor a:~º 1 de la inc6gni ta a:
1 

se incrementa en Aa:
1

, el 

residuo RJ cambia en -Aa:
1 

y el resto de los residuos R1, l•J, cambian 

en c
11

Aa:
1
. De aqul se puede afirmar que para reducir a RJ a cero, 

debe incrementarse a:
1 

en Aa:
1 

s RJ. Al hacer esto, los otros Rl también 

camblarl\n· y podrán reducirse a cero, uno por uno, considerando Aa:
1 

apropiados. 

Conviene eliminar el mayor residuo que aparezca en el sistema en 
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cualquier estado del proceso, volverlo a hacer en el slgulente, y as1 
succsl vamente hasta que todos los residuos sean despreciables, cor:. el 
grado de aproximación preestablecido. 

A.1.4.4. Método del camino de mayor inclinación 

Este método y el que sigue, utilizan el concepto de gradiente, el 
cual se establece para sistemas lineales cuya matriz sea simétrica y 
definida positiva. 

Una· matriz cuadrada A = [ a
11 

] es simétrica si sus elementos 

colocados simétricamente con respecto a la diagonal principal son 
iguales untre s1; es decir, si y solo si a

11 
= a

11 
para toda 1 y toda 

J. 

Una matriz cuadrada es definida positiva si su determinante y 
todos sus menores principales son mayores que cero; es decir, la 
matriz 

a a a •.. a 
nl n2 n3 nn 

es definida positiva, si y solo si 

1 >o ..... 
ª21ª22ª23'' ' 8 2n 

ª318 32ª33''' 8 3n 

a a a ... a 
nt n2 n3 nn 

• 1 

> o 

El procedimiento iterativo de solución para el sistema A~ = b 
consiste, básicamente, en selecionar un vector solución inicial X1, 

una dirección v
1 

y una distancia "'i en la dirección de v 1, para 

obtener la siguiente aproximación a la sol..;;ión, x2 y asi 

sucesivamente. 
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Puede decirse que, en general, el método consiste en aplicar la 
fórmula 

X 
1•1 

1,2.3, ... A.11 

En el método del camino de mayor inclinación, dado el sistema de 
ecuaciones A~= b, se define el vector residuo en la 1-esima iteración 
como 

A.12 

En base a esta definición, las expresiones que determinan "• y v
1 

en este método son 

por lo que la ecuación A.11 queda 

• 1 1, 2, 3, .... 

en donde r
1 

está dado por A.12. 

A.1.4.5. Método del gradiente conjugado 

En este método, dado el sistema A~ = b con su solución aproximada 
X1, se define el primer vector residuo r 1 como en el método anterior , , 

r =b-AX 
1 1 

A.13 

y el vector v1 como 

A partir de estos vectores se continúa la solución usando las 
expresiones 

fJ = -1 
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en donde 1 = 1, 2, 3, •.. , n 

A.2. Inversión de matrices 

Siendo A una matriz cuadrada no singular, es decir que su 

determinante sea diferente de cero; A-1 es la inversa de A si 

Haciendo X 
obtiene 

A-1 y sustituyendo en la ecuación anterior se 

AX = I 

Puede considerarse que sta ecuación matricial representa un 
sistema de ecuaciones simultaneas, en donde no hay solo un vector de 
términos lndependlentes sino n, los n vectores básicos que forman la 
matriz unitaria J. Adem~s no existe solo un vector de incógnitas sino 
n, los que corresponden a cada columna de la matriz unitaria. 

Por lo anterior es posible determinar la inversa de una matriz 
con el método de Gauss-Jordan de eliminación completa. Para lograrlo 
basta con aplicar las operaciones elementales sobre los renglones de 
la matriz ampli&da (A,I), de manera de transformar a A en I. De esta 

manera se obtiene la matriz ampliada (l,A-1
) con lo que queda 

determinada la inversa A-1 buscada. 

A.2.1. Método de intercambio 

Con este método se determina la matriz inversa en el mismo sitio 
en donde se tiene la matriz original, destruyéndose ésta. 

Considerando el sistema de n ecuaciones lineales con n 
incógnitas, de la forma 

Aa: = b 
cuya solución es 

a: = A-1b 

donde A-1 es la matriz del sistema A. 

Básicamente el método consiste en despejar una incógnita de una 
ecuación y sustituirla en todas las otras, tomar otra incógnita de 
cualquier otra ecuación y sustituirla en todas la demás, etcétera; al 
repetir n veces el proceso se tendrén despejadas todas las incógnitas 
y resuelto el sistema. 

A.2.2. Partición de matrices 

Si la matriz A es de orden tan grande que no se pueda invertir 
con los métodos anteriores debido a la capacidad de almacenamiento de 
la computadora de que se disponga, es posible dividirla en submatrlces 
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de orden menor y as1 determinar su inversa con el procedimiento 
slgulente: 

Considerando el sistema de ecuaciones 

Aa: = b 

en el que A es la matriz por invertir y b un vector cualquiera de 
términos independientes. 

A.14 

Si A
22 

representa una submatriz de A con inversa conocida, 

formada por algunos de los últimos renglones de A, y el mismo número 
de las últimas columnas, también de A, se puede ex¡.>1·csar la ecuación 
matricial A.14, en forma notacional, como 

[ ... ~!.~.~···~·~·~] [-·:~·] = [ ... ~~·] 
21 1 22 2 2 

A.15 

En donde, fijada la posición de la submatriz A
22 

en .. A, quedan 

obligadas las otras submatrices que aparecen en A.15. De esta manera, 
si A

22 
resulta ser de orden mxm, el vector X

2 
contendrá los últimos m 

elementos de a: y el vector B
2 

también tendrá los últimos m elementos 

de b. 

Para resolver el sistema matricial A.15 se harán las operaciones 
matriciales indicadas en él, teniendo en cuenta que los elementos 
matriciales son a su vez matrices. Se tiene 

A X +A X =B 
11 1 12 2 1 

A X +A X =B 
21 2 22 2 2 

despejando el vector X
2 

de A.17 

luego 

·X = A"2 CB -A X ) 
2 222211 

sustituyendo A.18' en A.16 y despejando de esta el vector X
1 

de donde 

A.16 

A.17 

A.18 

A.18' 

A.19 
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Haciendo 

A. 19' 
y 

D A.19" 

con ello A.19 queda 

A.20 

llevando A.20 a A.18'" se obtiene 

6 

A.21 

haciendo ahora 

A.21' 

y 

A.21" 

se puede escribir A.21 como 

La solución del sistema ser~ 

por lo que la inversa de la matriz A es 

en donde C, D, E y F est6n def"inidas en A. 19', A. 19", A. 21' y A. 21" 
respectivamente (todas en f"unción de A

22
). 
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A.2.3. Método ilerativo para mejorar la aproximación a la inversa de 
una matriz 

La expresión 

puede escribirse en la Corma 

A.22 

Si B es una matriz aproximadamente igual a A-1
, la cual pudo 

haberse obtenido con el método de Gauss-Jordan, se puede escribir la 
matriz de residuos 

R = I - BA .. BA 

Los elementos de R son pequefios. Además, si todos los elementos 
ele R resultan ser menores, en valor absoluto, que la unidad, los 
elementos de las potencias crecientes de R serán aun más pequefios, de 
manera que Rn tenderá a la matriz O a medida que n aumenta. 

Por otra parte se puede considerar la identidad 

( I - R) ( I + R + R2 + R3 + • • • • ) = I A.23 

en donde la serie de matrices debe ser convergente por una serie de 
'potencias cuyo término general tiende a la matriz cero cuando n tiende 
a inCinlto. 

Premul tipllcando ambos miembros de la ecuación A. 23 por (I-R- 1 J. 
se obtiene 

I + R + R2 + R3 + • • • • = ( I - R-l) 

De donde se puede obtener la inversa de A al postmul tlpl !carla 
por su aproximación B. Por lo que se puede mejorar la aproximación de 

A-1 por medio de la expresión 

A-1 = ( I + R + R2 + R3 + •••• ) B 

En la cual solo habrá, que considerar unos cuantos Lérminos de la 
serle, por ser esta conve~pente, para obtener una ffiejor aproximación a 
la inversa de la matriz A • 

A.3. Valores y vectores caracteristlcos 

El problema de valores caracteristicos de una matriz cuadrada A, 
consiste en determinar los valores de un parámetro A que proporcionen 
soluciones diCerentes de la trivial al sistema lineal 

Aa: = Aa: A.24 

Es decir soluciones tales que a:~ O. Esos valores de A se llaman 
valores caracteristicos. Las soluciones de la ecuación A.24 se llaman 
vectores carateristicos de la matriz A. 
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A.3.1 Método directo 

De A.24 se tiene 

Aa: - ;>.a: = O 

de donde 

(A - ;>.I)a: = O A.25 

Para que el sistema lineal A. 25 tenga solución diferente de la 
trivial, el determinante del sistema debe ser idénticamente nulo, ·o 
sea 

que en forma explicita puede excrlbirse como 

•• . a 
In 

a -;\a ••. a 
22 23 2n 

a -;:>. ••• a 
33 3n 

=o 

a a a •.. a -;:>. 
ni n2 n3 nn 

Desarrollando este determinante e lgualandolo a cero, se obtiene 
una ecuación algebraica en A llamada ecuación caracterist1ca de la 
matriz A; 

Que en forma explicita puede excribirse como 

Las ralees de esta ecuación son los valores caracteristlcos de la 
matriz A. Sustituyendo cada uno de estos valores caracteristicos en 
A. 25, se obt lene un sistema lineal de ecuac! ones homogéneas con 
solución diferente de la trivial; es decir, un sistema indeterminado. 
Entonces, si se dé. a una de las incógnitas un valor arbitrario, por 
ejemplo a:

1 
= 1, se obtienen los valores de las otras incógnitas en 
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términos de ésta, al resolver el sistema resultante. La solución será 
el vector caracterlstico correspondiente. 

A.3.2. Método de Krylov 

El método de Krylov para determinar la ecuación característica de 
una matriz, es una aplicación del teorema de Cayley-Hamll ton, que 
establece que "toda matriz A verlf'lca su propia ecuación 
caracteristlca 11

, es decir 

~(A) o 

Sea 

~(;\) =a;\"+ a
1
;\"-1+ a ;\"-2+ •.•. +a ;\+a =O , a •O 

o 2 n-1 n o 

la ecuación caracterlstica de la matriz A de orden n. Como el orden de 
la matriz es n, la ecuación característica debe ser de grado n, por lo 
que a

0 
• O . 

donde 

Dividiendo la ecuación anterior entre a se tiene 
o 

Por el teorema de Cayley-Hamllton 

Mutipllcando ambos miembros de esta ecuación matricial por un' 
vectór V cualquiera, se tiene la expresión 

la cual puede considerarse un sistema lineal en las incógnitas b1, b2, 

..... b. 
n 

A.3.3. Método de Leverrier-Faddeev 

Sea una matriz cuadradi cualquiera con ecuación característica 

A.26 

de la que se trata de obtener el valor de sus coeCicientes b1 , b2 , b3 , 

b . El método de Leverrier-Faddeev para obtener dichos 
n 
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coeficientes, hace uso de la definición de traza de una matriz, la 
cuul expresa: La traza de una matrlz cuadrada es ia suma de los 
elementos de su diagonal principal. 

Si se representa con trA la traza de la matriz A, el método puede 
expresarse por medio del siguiente conjunto de ecuaciones recurrentes: 

A.26' 

donde B =A 

De las ecuaciones recurrentes tenemos 

B
1 

=A 

B = A(B+b Il=l.2+b A 
!?----- 1 1 1 

A(B +b Il=A3
+b A2+b A 

2 2 1 2 

---------" 
- .---'" A(B

3
+b

3
I)=A4+b

1
A3+b

2
A2

+b
3
A 

' .,,::::-~ 
,,----- Con este método también pueden invertirse matrices. De acuerdo al 

teorema de Cayley-Hamilton se tiene que la matriz A debe veriCicar su 
propia ecuación caracteristica, entonces 

A"+ b An-I+ b A"- 2 + •••• +b A + b I = O 
1 2 n-1 n 

P1•emultipllcando ambos miembros de la ecuación anterior por A-
1

, la 
inversa de A, se tiene 

y despejando a A-1 se obtiene 

A-1 = - ¿ (An-1+ blAn-2+ b2An-3+ • •• • + bn-11) 
n 

Procediendo en igual Corma se llegará a que 

A.27 

A.28 
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Finalmente sustituyendo A.28 en A.27 se atiene 

A-1= - _bl (B + b l) 
n-1 n-1 

n 

Expresión que permite determinar la inversa de la matriz A. 

A.3.4. Método de aproximaciones sucesivas 

Dada la ecuación matricial Aa: = ;>.a:, se ocurre aplicar un método 
como el de Jacobi. 

Sea a:
0 

un vector cualquiera que se aproxima a un vector 

caracteristico de la matriz A; mul tipllcando a:
0 

por la matriz A y 

extrayendo del vector producto su elemento més grande, se obtiene 

Aa: = /\ c:c , en 
o 1 1 

caracteristico y 
respectivamente. 

manera se tiene 

donde ;>.
1 

y a:
1 

son los valores aproximados al valor 

a la nueva aproximación al vector carateristlco, 
Repltlendo el proceso con a:

1 
y siguiendo de esta 

Aa:, = ;>.2"'2 

Aa:2 = 1'3a:3 

Este método converge siempre al vector caracteristico 
correspondiente al mayor valor caracteristico. Con una tranformación 
se puede llegar al menor valor. sr se premultiplican ambos miembros de 

la ecuación A.24 por A-1 se llegar~ a 

A-1 - Aa: = AA-1 a: .. a:= AA-1a: 

de donde 

A-ta: ,. 1 
T a: A.29 

Al aplicarse A. 29, el método c9nverger~ al valor más grande de 
1/1', o sea a"i més pequefío de los valores de A. 

A.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias 

A.4.1. 'Solución de una ecuación dlferenclal 

Dada la ecuación diferencial ordinaria de orden n y cualquier 
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grado, cuya forma más general es 

F(a:, IJ• IJ' ,lf", ... , 'f<n>¡ =O A.30 

se establece en matemáticas que en su solución general deben aparecer 
n constantes arbitrarlas. Entonces, puede aceptarse que la solución de 
A.30 es 

A.31 

La ecuación A.31 representa, gráf'lcamente, una Camilla de curvas 
planas, cada una de ellas obtenidas para los valores particulares de 
las n constantes c

1
, c

2
, •..• en. Cada una de las soluciones 

particulares de la ecuación diferencial A.30 pueden obtenerse, 
analltlcamente, sujetando a la solución general A.31 a n condiciones 
lndependlentes que permitan valuar las constantes arbltrarlas. 
Dependiendo de como se establezcan estas condiciones se distinguen dos 
tipos de problemas: Los llamados de valores lnlclales, y los de 
valores en la frontera. 

Un problema de valores iniciales está gobernado por una ecuación 
diferencial de orden n y un conjunto de n condiciones Independientes, 
todas ellas válidas para el mismo punto inicial. Por el contrario, en 
los problemas de valores en la frontera deben establecerse condiciones 
de frontera en todos y cada uno de los puntos que constituyen la 
frontera del dominio de soluciones del problema. 

La solución numérica de ecuaciones diferenciales consiste, 
básicamente, en sustituir el dominio continuo de soluciones por un 
formado con puntos aislados Igualmente espaciados entre si. De esta 
manera en un problema de valores Iniciales, el dominio de definición 
de soluciones a:~ a se sustituye por el conjunto infinito numerable de 
puntos a:

0 
= a, a:1 = a:

0 
+ h , a:

2 
= a:

0 
+ 2h, a:

3 
= a:

0 
+ 3h, ... ; y en el 

caso de valorés en la frontera se sustituye el intervalo a ~ a: ~ b por 
el conjunto finito de puntos a:

0 
= a, a:1 = a:

0 
+ h , a:

2 
= a:

0 
+ 2h, a:

3 

a: + 3h, ... , a: a: + nh = b, obtenido al dividir el intervalo en n 
o n o 

partes iguales. 

Hablendose dlscretizado el problema continuo, se tratará de 
obtener la solución para los puntos considerados, y esto se hará, en 
general, sustituyendo las· derivadas que aparezcan en la ecuación 
diferencial y en sus condiciones de frontera o iniciales, por Córmulas 
numéricas de deri vaclón que proporcionen aproximaciones a las 
derivadas o tratando de integrar la ecuación diferencial y 
reemplazando al proceso de integración por una forma numérica que ~~ 
aproxime a la integral. Una vez hecho esto, la ecuación expresada en 
dU'erenclas finitas debe ser aplicada repetidamente en todos los 
puntos pivotes donde se Jesconoce la solución para llegar a la 
solución aproximada del problema. 

A. 4. l. 1. Solución numérica de problemas de valores lnlciales 

Un problema ordinario de valores iniciales esté. gobernado por una 
ecuación diferencial ordinaria y un conjunto de condiciones, todas 
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ellas válidas para el mismo punto Inicial, a:=a:. 
o 

La solución 

numérica de este problema consiste en evaluar la Integral de 'f( a:) en 
todos los puntos pivotes de su intervalo de definición, los que 
estarán igualmente espaciados en h unidades. Estos valores se 
obtienen, paso a paso, a partir del punto inicial, lo que da el nombre 
de ·~métodos de integración paso a paso". 

La evaluación de i¡ en los puntos pi vote a:
1 

= a:
0 

+ ih, i = 1, 2 , 

'.'. se lleva a cabo usando "fórmulas de recurrencia", que 
utll lzan los valores conocidos de v en las estaciones anteriores a:

1
_

1
, 

a:,_
2

, a:
1

_
3

• • •• , de manera que para aplicar estas ecuaciones es 

necesario, entonces, evaluar muy aproximadamente a i¡Ca:J en elgunos de 
los primeros puntos pivotes (uno a cuatro); y esto se hace, 
usualmente, desarrollando a f(a:) en serles de potencias. 

A.4. 1.la. Métodos de integración de Euler 

La solución de un problema de valores Iniciales se obtiene 
generalmente paso a paso por métodos de integración hacia adelante, lo 
que perml te valuar v

1
+

1 
tan pronto se conoscan los valores i¡

1 
y 11

1
_

1
, 

de v en uno o más pivotes anteriores. Uno de estos métodos debido a 
Euler, es aplicable a ecuaciones de primer orden y no requiere conocer 
la solución de los puntos pivotes anteriores. 

Dado el problema de valores iniciales 

:~ f( a:, i¡J ' lj( "'o) = 'lo A.33 

se debe integrar la ecuación diferencial en el intervalo 
a:

1
:s a: :s a:

1
•

1 
= a:

1 
+ h , y evaluar la Integral aplicando la fórmula, 

generada a partir de series de Taylor, de integración numérica 

a: 
1+1 J f(a:,i¡)da: 

"'1 

de donde se obtiene la siguiente expresión aproximada llamada fórmula 
de Euler 

'll+l .. "1 + hf(a:l, "1) A.34 

Gráficamente el método de Euier consiste en ir de un valor 'In 

conocido de la solución de la ecuación diferencial 'I' = f(a:,<f) en un 
punto, al siguiente, por medio de la tangente, (T

1
), a la curva 

Integral t¡ = <f(a:) en el mismo punto de la solución conocida. 
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A.4.1.lb. Métodos de Runge-Kutta 

En los métodos de Runge-Kutta en lugar de Ir por la tangente T
1

, 

del método de Euler, se utiliza una secante con pendiente igual al 
promedio de pendientes de la curva integral en los puntos de 
coordenadas (a:n,'Jn) y (a:n+t'~n+l), en donde (C

0
..,. 1 = a:

0 
+ h, Y 'in+t 

puede estimarse con el procedimiento normal de Euler. De lo anterl~r 
se obtiene un método mejorado de Euler con error del orden de h , 
definido por la expresión 

'I - 'I + - 2h [fCa: ,q l + f(a: 1,q l] 
n+l - n n n n+ n+t 

donde f(a:n+i'"n•l) es el valor de la función f(a:,IJ.) para a: 

'I = 'I + nf(a: ·" ). n n n 

A.34' 

a: - h, y 
n 

Observando las ecuaciones A. 34 y A. 34' puede decirse que ambas 
consisten en aplicar la fórmula de recurrencla 

A.35 

donde 

<f>(a:, IJ.) f(a:,IJ.) en el método de Euler 

y 

<f>(a:,IJ.) = +[f(a:,IJ.)+f(a: + h ,IJ. + hlJ.'l], IJ.' = f(a:,i¡) en el método 

mejorado de Euler. 

La ecuación A.35 da origen una gran variedad de métodos conocidos 
como de Runge-Kutta. La dl.ferencla entre ellos consiste en la f:orma 
como se def:lne la función <f>(a:,IJ.). 

Un método de Runge-Kutta para resolver ecuaclones
5
dlf:erenclales 

ordinarias de primer orden con error del orden de h consiste en 
apl !car la ecuación de recurrencla A. 35, en donde la f:unclón <f>(a:, q) 
está dada por la expresión 

<1><a:, 11> ·= -}-ck1 + 2k + 2k + k.,,l A.36 
2 3 

en la cual 

k1 =f( a:, q) 

k2~f(a: + h hk1 

2'" + 2 

k3=f(a: + h hk2 
2·1J.+ 2 

k.,,=f(a: + h 
2'"+ hk3) 



191 

La ecuación A.36 se obtiene haciendo un promedio pesado de las 
cuatro pendientes k

1
, k

2
, k

3
, k, a la curva integral. 

A.4. l. le. Método predictor-corrector de Milne 

con e~~; :: .:'r:Xéi~a~~ ~':~s~ª~:Zi~;=~l.e~l.:e;oei:'aªC:::el~., ~:l~~~~~r d;r:e; 
el valor de su derivada q!, en los prl.omeros cuatro puntos pi.votes, 
para apl l.carlo y continuar la solución con él. Estos valores de IJ 
pueden obtenerse desarrollando la función en serles de potencias o 
aplicando alguno de los métodos de Euler o de Runge-Kutta. 

Dada la ecuación dlferencl.al y los valores de los cuatro puntos 
pl.votales 

A.37 

donde 

puede integrarse la ecuación dl.ferencl.al, entre o:.
1

_
3 

y a:
1
•

1
, aplicando 

la fórmula de lntegracl.ón numérica 

2 -1 2 

con lo cual se obtiene el "predictor" de MI. lne, o sea 

J 
a:l+1 

IJ' da: = 

a:l-3 
J 

a:l+1 

f(a:, IJ)da: 

a: 
1-1 

entonces 

por lo que 

+ ~3 (2f - f + 2f ) 
'11+1, p = "•-3 1-2 1-1 1 

con lo que puede calcularse f
1

•
1

• el sublndice P indica el término 
11 predlctor 11

• 

El valor correcto de ~·l+l se puede obtener integranclo la ecuación 

diferencial entre a:
1

_
1 

y a:
1
+l' por medio de 



J ª\(a:)da: = +< 1 

a: 
-1 

4 

que es la fórmula de Slmpson de 1/3, de donde se obtiene 

a: 
l+l 

que es el "corrector" de Mllne. De aqui 

f( a:, 'll da: 

'11+1- "1-1= ~(fl-1+ 4rl+ fl+l) 

finalmente 

,, = ,, + -3
1 

h(I + 4f + f ) 
.,, +1,c Y'l-1 1-1 l l+l 

A.4. 1. ld. Solución de sistemas de ecuaciones diferenciales 

Sea el sistema de ecuaciones difer•mclales de prl mer orden 

'1'= f(a:,t¡.~) ¡ ~·= g(a:,'j,'¡) 
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A.38 

donde 'I y ~ son funciones de la mlsma vrwiable independiente a:, con 
las dos condiciones iniciales 

A.39 

si se conocen los valores de t¡
1

, t¡
2

, IJ.
3

, ~1 , 'i-
2 

y -;
3

, al aplicar el 

método de Hllne a las ecuaciones A.38 se obtlene el sisguiente 
conjunto de fórmulas: 

" + ~3 C2f - r + u
1
> Tl-3 1-2 1-1 

que permiten determinar f
1

•
1 

y g
1

•
1

• Además se tiene 

+ -io-h31 ( f + 4f + f ) 
il-l+t,c • ~l-1 1 .. l l 1+1 

A.40 

las cuales son una aproximación al sistema A. 38 con las condiciones 
iniciales A.39. 



A.4.1.le Soluci6n de ecuaciones diferenciales <le orden 
superior 
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Cualquier ecuación diferencial de orden alto puede escribirse 
como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Asi la 
ecuación de orden n se transforma en n ecuaciones diferenciales de 
orden uno, que puede resolverse por el método anteriormente visto. 

Por ejemplo, la ecuación diferencial de tercer orden 

J.J"'= f(a:, 'J, 'I' ''J.") 

es equivalente al sistema 

" '= u 
<11"=) u '= u 

Cv"'= u'=)u '= rc~.v.u,uJ 

A.41 

La integración hacia adelante paso a paso de ecuaciones 
dilerenciales de orden superior puede también efectuarse sustituyendo 
en la ecuación diferencial y sus condiciones lnlclales, las derivadas 
por fórmulas numéricas de derl vación consistentes; es decir, todas 
ellas con el mismo orden de error. La ecuación en diferencias finitas 
asi obtenida, deberá aplicarse repetidamente en los puntos pivotes y 
resolverse en términos de la solución previamente obtenida, con el 
mismo procedimiento en los puntos pivotes anteriores. El proceso puede 
llevarse a cabo sin necesidad de lnlclar la solución por serles de 
Taylor. 

A.4.1.2. Solución numérica de problemas de valores en la frontera 

Un problema de valores en la frontera está gobernado por una 
ecuación diferencial de orden mayor que uno con ciertas condiciones de 
frontera en cada borde. 51 la ecuación diferencial es ordinaria de 
orden 2n, en general habrá n condiciones de frontera en cada borde. 
(~ = a y ~ = b) del Intervalo a s ~ s b de deflnlcl~n de soluciones, y 
estas condiciones contendrán derivadas de orden 2n-1. 

A.4. 1.2a. Integración Paso a Paso 

Los problemas de valores en la frontera definidos por una 
ecuación diferencial ordinaria de orden dos, pueden resolverse usando 
los métodos de integración. hacia adelante paso a paso, de la sección 
anterior. Para hacerlo debe considerarse a v

1
• la solución desconocida 

de v en el primer punto pivote, como parámetro, y resolver el sistema 
para diferentes valores de v

1 
hasta que la solución correspondiente 

satisfaga la condición de frontera en el otro borde del intervalo de 
integración. El procedimiento para seleccionar los valores suceclvo.s 
de v

1 
puede ser simplemente el de prueba y error y/o el de 

Interpolación. 

Los problemas de valores en la frontera de orden mayor de dos 
pueden resolverse con el mismo procedimiento, pero se requiere conocer 
el valor Inicial Cv

1 
J de dos o más parámetros y algunas de sus 

derivadas, lo que puede hacerlo bastante complejo. 
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A.4. l.2b. Solución de problemas lineales 

La solución de un problema lineal de cualquier orden de valores 
en la frontera, por diferencias finitas, reduce la integración de la 
ecuación dlferenclal a la evaluación de las ralees de un sistema de 
ecuaciones algebraicas simultaneas. Estas ralees son los valores de la 
solución requerida en los puntos pivotes de su intervalo de 
definición. 

Para 
frontera, 
pasos: 

resolver un problema ordinario llneal de 
por diferencias finitas, deben seguirse 

valores en la 
los siguientes 

1) Dividir el intervalo de definición de la solución [a:
0

, a:
1 

J en n 

partes iguales de longitud h. 

2) Sustituir en la ecuación diferencial y sus condicones de frontera 
las derivadas por expresiones aproximadas de derivación numérica, 
todas ellaB con el mismo orden de error (usualmente del orden h2

). 

3) Al Aplle>a.- el operador diferencial llneal, obtenido de la ecuación 
diferencial, en los n-1 puntos pi votes a:

1
, a:

2
, ••• , a:

0
_

1 
Si en 

alguna de las fronteras no se conoce la solución, también en esa se 
deberá aplicar el operador diferencial. Al centrar el operador cerca 
de las fronteras, es posible que se recurra a puntos ficticios 
localizados fuera del rango de integración, los que pueden evaluarse 
usando las condiciones de frontera. 

4) Resolver !!l sistema de ecuaciones algebraicas obtenidas en el punto 
anterior. Este sistema dará los valores de 

A.4.1.2c. Solución numérica de problemas de valores caracteristicos 

Un problema de valores caracteristicos es un problema de valores 
en la frontera definido por una ecuación diferencial homogenea, con 
condiciones homogeas de frontera. Por ejemplo, la ecuación 

en donde k es un parámetro, cuya sulución debe verii'icar las 
condiciones de rrontera 

~(O) •O , ~(1) • O 

define un problema de valores caracter1st1cos. 

a) Integración paso a paso 
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Los problemas de valores caracteristicos de orden dos pueden 
resolverse con los métodos de integración paso a naso. Para iniciar la 
solución habrá que asignar a 11

1 
cualquier valor conveniente, por 

ejemplo uno, ya que la solución puede estar multiplicada por cualquier 
factor de escala y seguir siendo solución. Al valor caracteristlco k 
se le darán valores arbitrarlos sucesivos hasta que la solución 
correspondiente satisfaga la condición de frontera en el otro borde 
del intervalo de lntegr_aclón. Los valores sucesivos de k pueden 
mejorarse por interpolación. 

b) Solución de problemas lineales 

Las aproximaciones al menor valor caracteristlco de un problema 
de valores caracteristlcos l lneal pueden obtenerse transformando la 
ecuación diferencial en la correspondiente ecuación de diferencias y 
resolviendo el problema de valores caracteristlcos, dado por el 
sistema de ecuaciones lineales asi obtenido. 

A.4.2. Ecuaciones diferenciales parciales 

En esta parte se considera la solución de la ecuación diferencial 
parcial de segundo orden, que tiene la forma: 

A.42 

en donde los coeficientes A, B y C son, en general, funciones de las 
variables a:, 'I· y u. La ecuación se considera 

Eliptica sl Bz - 4AC < O 

Parabólica si B2 
- 4AC O 

Hiperbólica sl Bz - 4AC > O 

A.4.2.1. Ecuación diferencial parcial eliptica 

Los casos que se consideran tipicos de este tipo de ecuación, los 
constituyen la ecuación de Laplace 

·a 2u a?.u 
--+ 

__ ., 
o 

aa:ª ª"ª 
A.43 

y la llamada ecuación de Poisson, de la forma 

a2 u 8 2 u 
--+ al 

= F(a:, 'll 
aa:ª 

A.44 

Las ecuaciones A. 43 y A. 44 se representan también mediante el 
denominado operador armónico o Laplaciano, para el que se usa el 



simbolo V2
: es decir 

82u. 
V2u. =-- + 

aa:2 
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Un método para resolver ecuaciones dlCerenciales parciales 
recurre al concepto de ecuaciones 'en dlCerenclas Clnitas. En el caso 
de dos variables independientes, !Je nec,.!'lltan considerar dos 
direcciones, estableciendo una malla. El operador que corresponde al 
término 

[ a:
2

aJ.J 
en el renglón 1 y en la columna j, es 

(~:
2

aJ,J= a: [a: ]1,J= ~h {-
a 

:<J. } 
o 

8<J. 

r o ) • o o o 
1 o o 

A.45 

Aplicando el operador A.45 a la Cunclón u(a:,q.) se obtiene 

(
8

2
u ] 1 

-- = -- -u +u +u -u aa: aq. i,J 4h2[ 1-1,J-1 1-1,J+1 1+1,J-1 1+1,J+1] 

En el caso del operador armónico o Laplaclano se tiene 

aª a2 1 •}. +.{-;] v2 = --+ 
av2 = 7{ 1 -2 

aa:ª 

+.{º o 

) = 1 -4 A.46 
2 

o 1 o 

"~\ Aplicando el operdaór diCerencial A.46 a la f'unción u.(a:,q.), se 
tiene 

v2
u. = -

1
-[u. +a -4u. +u. +u. ] 

l,J h2 .1.J-l l,J+l l,J 1-l,J l+l,J 
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A.4.2.2 Ecuaci6n diferencial parcial parab6lica 

Un caso tipico de este tipo de ecuación lo constituye el problema 
de la transmisión de calor en una sola dirección, representado por la 
ecuación 

at. 
a---

air.ª 
A.47 

cuando el t'luJo es en la dirección ir., siendo t. el tiempo, u la 
dlstrlbuclón de la temperatura, que es runclOn de ir. y t., y a una 
constante que depende de la conductividad térmica, densidad y calor 
especlt'ico del material. 

Las Córmulas numéricas de derivación que se utilizan son 

u +u 
1 + I, J 1, J A.47' 

At 

au 
1 

1 ( ) -- = -- u. -2u +u 
8ir. 1. J hª 1 ,J -1 1 • J 1 • J + 1 

A.48 

El ~lisis ocurre en el punto j, en el instante 1, deseéndose la 
temperatura en ese punto en el Instante qu" sigue, 1+1. Susti tuy•mrlo 
las ecuaciones A.47' ;y A.48 en A.47, se tiene 

u +a 
l + 1, J l 'J a ( ) = -- a -2a +a 

h2 1 ,J-1 1 , J 1 , J + I 

de donde 

aAt. · 
a "' a + --[a -2a +a ) 

1+1,J 1,J hª l,J-l 1,J 1,J+l 

A.4.2.3. Ecuación diferencial parcial hiperbólica 

Un ejemplo que Ilustra este tipo de ecuación es el caso de un 
cable vibrando, cuya ecuación de movimiento es 

2 ª211 aª11 

e a(l;ª • at.ª 
A.49 

En donde i¡(t.,ir.) es la distancia perpendicular al cable en el instante 

t. ;y en el punto ir., siendo c2 una constante que depende de las 
propiedades Cisicas del cable. Las condiciones en loa extreaos de la 
cuerda, por estar CiJos, son que sua desplazamientos aerén nulos, es 
decir 

i¡(t.,O) • O ¡ i¡(t.,ir.
1

) • O 

Los operadores de dlt'erencias ~ini~as que se aplican ;y que 
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provienen de la ec·uación A. 49, para una cuerda que parte del reposo 

con velocidad nula en el instante t=O( ~1=1 ~ :r(t,xl= O), son 
i=o 

ª21J-I 1 -- = --(q. -2q. +q. ) A. 50 
ª~2 1,J h2 1,J-1 l,J l,J+1 

en el instante i, y que involucra tanto al punto J como a los puntos 
adyacentes a la izquierda y derecha de dicho punto j, y 

ª21J-I 1 -- = -- (v -2q. +IJ- ) A.51 
at2 l,J (At.)2 1-1,J 1,J 1+1, J 

Que se aplica al punto J y en el instante i, pero que también 
hace referencia a los instantes i-1 e i+l, en dicho punto. El valor 
q.

1
.J es el desplazamiento del cable en el instante i y en el punto o 

pivote j. Hay que distinguir j de ~ ya que, por ejemplo, en el extremo 
a:=O, J=1. Las variables de tiempo t. e i no tienen diferencie. entre si. 

Sustituyendo las ecuaciones A.50 y A.51 en A.49 

c 2 1 
--[q. -2.¡ +.¡ ) • -- ('> -2.¡ +.¡ ) h2 1,J-1 1,J l,J+l (At.)2 1-1,J 1,J 1+1,J 

finalmente se tiene que 

donde 

'>1+1,t 2 '>1,J- 'f1-1,,+ al!('f1,J-l-2'f1,/'>1, J+l) 

Suponiendo c=l, entonces si At.=0.1, y h=0.1, se tiene 

ª2. 1 

A.52 

Tomando en cuenta estu valor, la ecuación A.42 toma la forma de 

A.53 

Para el instante J=O, de la ecuación anterior se tiene, para 



J 2,3,4, •.. , 10 

tomando en cuenta que 

Bt¡( t, a:) 

at o 
l=O 

que expresado en diferencias finitas se escribe 

por lo que 

sustituyendo en A.54, resulta 
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A.54 

A.55 

El método de solución consiste en aplicar la ecuación A.55 para 
t=O, y la A.53 para los lnstantes slgulentes. 
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APENDICE B. CALCULO FUNCIONAL 

B.1. Elementos de cálculo de variaciones 

B.1.1. Concepto de funcional 

Si consideramos en el plano IVJ. una curva que une dos puntos A y 
B, Y hacemos girar sobre el eje a: dicha curva, .ésta describirá una 
superficie S cuya é.rea J se calcula con 

donde 
J 

a:2 

J = 2tt a: " / 1 

l 

df 

+ 'I' 2 da: 

" = f(a:) 
da: 

Sl se admite la posibilidad de ir variando la linea que define la 
función 'I = f(a:), de manera que para cada conjunto de valores de 'I se 
defina una linea diferente, manteniendo fijos los extremos A y B, 
entonces J resultará función de 'I• por lo que 

Se dice entonces que J es una función de llnea (Volterra), o bién una 
funcional (Hadamard). 

B. 1.2. Máximos y minimos de funcionales 

El cálculo de varicaclones se ocupa de la determinación de los 
valores máximos y minimos de las funcionales. El objeto del cálculo de 
variaciones consiste esencialmente en buscar una función argumento 
vCa:J en correspondencia a la cual una integral del tipo 

a: 

J['I 1 = J 2

F(a:,'l•'l'ldx 
a:l 

adquiere .un valor máximo o un minimo. Este valor se llama 
genéricamente un extremo de la funcional, y la función 11Ca:l que le 
corresponde se denomina la extremal. 

El problema fundamental del cálculo de variaciones puede 
expresarse asi: ·en el dominio de las funciones argumento admisibles 
para una funcional determinada, hallar la función argumento (extremal) 
para la cual la funcional ~Jcanza ún valor extremo, con respecto a los 
valores que ella adquiere para to.das las demás funciones argumento del 
dominio, que se hallan en una vecindad suriclentemente pequel'ía de la 
extrema!. 

La vecindad de la función 'I • f(a:) se define como.sigue: Dada una 
cantidad positiva h, se dice que una función 'I = f (a:) está en la 
vecindad (h} de una función 'I = f(a:}, en el intervalo (a:

1
,a:

2
), cuando 



se tiene 

B.1.3. Concepto de variación 

:5 a:: :s a: 
2 

201 

Considérese una función continua Tj(a:) definida en el intervalo 

a:
1
s a: s a:

2
, con derivadas primera y segunda, también continuas, nula 

en los extremos, por lo demá.s la que sea. Y conslderese también un 
pará.metro e que puede hacerse pequefio como se quiera; se llama 
variación de la función v = f(a:), y se escribe ºV• la función 

ÓIJ = CTj(CZ:) 

Todas la funciones 

'J.• m 'I + ª" m f(a::) + C1J(«:) 

pertencen al dominio de las funciones argumento y, para un valor 
suficientemente pequefio e, se hallan en una vecindad arbitrarla 
pequefia de la extremal V= f(a:). 

La funcional 

J(v
0

J = J(f(cz:) + ClJ(«:)) 

que puede considerarse como función !l(c) de la variable e, tendré., 
para e = O, un má.xlma o un minimo, relativamente a todos los valores 
de e incluidos en una vecindad suficientemente pequefia de e = O. La 
condición necesaria para que v • f(a:) sea una extrema! es que 

d!l -;:¡c- • O para e = O B. 1 

dnde 

La ecuación B.1 también puede escribirse como 

Ja: { 8F 
n'll(CZ:) -- -

a: av 
l 

~ [ ~ l} da:. o 
da: av' 

B.2 

B.1.4. Lema fundamental del cá.lculo de variaciones 

Si H(a:) es una función continua de a: en (a:1,a:2) y se tiene 
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a; I n~(a:JH(a:)da: = O 

a:l 
cualquiera que sea la función ~(a:), continua, 
primera y segunda, y nula en los extremos a:

1 
y a:

2
, 

con sus derivadas 
entonces H(a:) tiene 

que ser idénticamente igual a cero, esto es 

H(a:J = O para a:
1 

s a: s a:
2 

aplicando el lema anterior a la ecuación B.2 resulta 

y siendo que 

d [ aF] dcC -¡¡¡;r = 
... 8a:81f' 

entonces la ecuación B.3 puede escribirse como 

B2 F 8 2 F 8 2 F 8F 
'fN~~- + 'f'~~~- + 

81f' 
2 

B'f 8q.' 8a: 8'f' 
=o 

B.3 

esta expresión es la ecuación dlf'erencial de Euler ordinaria de 
segundo orden en la variable 'f· Para que la !'unción IJ =f(a:) sea mlixlma 
o m1nlma tiene que satisfacer estaecuaclón. 

B.1.5. Variación de una funcional 

Se define 

aJ['f 1 • e [ ~~ t 
o sea 

f,J =o 
a la condición necesaria para un extremo de la f'unclonal J[ 'f ] . Se 

'dlce,entonces, que la f'unclonal se hace estacionarla. 

La expresión integral de la variación es 

oJ ,. J a:
2 

611 { :~ - d: [ ::. ] } da: 
a:t 
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B. 1.6. Extremos de funcionales de varlos argumentos 

Sea J una funcional con varias funciones argumento 

u1(a:J,u2(a:), .•• que puede escriberse bajo la forma 

a: 

J[ u1•"2• ... ] = I 1F[ a:,u1(a:),u2(a:), ••. ,u~(a:),u;(a:), ••. J 
a:2 . 

Introduciendo funciones arbitrarias l)(a:), ((a:),... que se anulan 
qn los extremos a:1 y a:2, se afirma que la función 

X{c
1
,c2, ••. ) =I a:~(a:,f{a:)+c 1l)(a:),g(a:)+c2((a:), .•. ,f'+c

1
lJ',g+c2(', •.• ]da: 

a: 

debe tener un extremo cuando c
1
= c

2
= ... = O, obteniendose en este caso 

¡~-
d [~] =o 

º"1 ~ 
éJF d [~] o º"2 -~ 

El anterior ~istema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, 
expresa la extención de la condición de Euler para el caso de una 
f'unción de varios argumentos. Sus integrales son prec.lsamente las. 
!'unciones extremales buscadas: 

g( a:), ••. 

B.1.7. Extremos con condiciones auxiliares 

Si el extremo que se 
auxiliares, los problemas 
complicados. 

La condición 

busca resulta 
variacionales 

G(a:,v.~l •O 

llmi tado por condiciones 
pueden ser un poco mas 

que consiste en una relación en t6r•inos finitos entre a:, ~ y ~. se 
llama holon6mlca. 

El problema con condiciones auxiliares se plantea asl: volver 
estacionarla la funcional J, dependiente de n f'unclones argumento 
u1(a:),u

2
(a:), ••• , con m condiciones auxiliares, holon6micas o no 

holonómicas c,ca:,u1,u~u2,u; .... ) - o (j = 1,2 .... .,m). 
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Indicando con ;\(a:),l\
2

(a:), ... ,ll.(a:), m f"unciones indeterminadas 

regulares en (a:
1

,a:
2

), y considerando la f"unc16n 

• F (a:,u
1
,u;,u

2
,u;, . .. ) = F + l\

1
G

1
+.ll

2
G2+ .•• + 11.a. 

el problema equivale a buscar un extremo de 

J"[ u
1
,u

2
, ••• ] = J a;

2

F.(a:,u
1
,u;,u

2
,u; •... )da: 

"'1 

Al anularse óJ• esto conduce a las n ecuaciones de Euler 

r~-
d [ :~~ ] =o 

ªª1 -.:¡¡e-

8F
0 

d [ :~; ] o ªª2 - -.:¡¡e-

que Junto con las ecuaciones para G
1 

lleva a tener un sistema de n+m 

ecuaciones con n+m funciones inc6gn1tas 

cuya integración da la resolución del problema. Las funciones 

l\
1
,l\

2
, ••• ,l\. se denominan multlpllcadores de Lagrange. 

B.1.8. Variación de una integral doble 

donde 

Para las integrales dobles del tipo 

J [~] = J F(a:,v.~.p,q)dA 
A 

y q 

la condición de Euler que expresa la co.ndic16n necesaria para que la 
funcional J se vuelva estacionarla es 

8F d [ 8F ] d [ 8F ] • O 
~ - -.:¡¡e- ap - -.:¡¡e- 8cl 

B.2. Funcionales lineales 

Se llama forma lineal a la combinación 



que 

n 
p (a: ) k a: + k a: + ... + ka: E kla:I n 1 l l 2 2 n n 

l=l 
cumple con 

n n 
p (a:+ 

n 1 'I¡) E k1Cª'i+ 
l=l 

'I¡) E ka: + 1 1 
1=1 

E k1"1 
1=1 

p (a: ) ... p ('J ) 
n l n 1 

n n 

Pn(aa:1) = E k1(aa:
1

) 

l=t 
a E k a:= aP Ca: ) 

l==l l 1 n l 

La ecuación de Pn(a:
1

) se puede escribir como: 

b 

F('J(a:)) = J K(a:)v(a:)dx 
a 

en donde K(a:) se denomina nucleo de la funclonal. 
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La funcional F[vCa:l] de la ecuación anterior es una funcional 

lineal y cumple con 

F(v ... 'f) = F( '/ ) + F( 'f ) 

F ( C'J ) = cF ( 'J ) 

D.2.1. Espacios de Hilbert 

Se llaman funclones de cuadrado sumable en (a, b), todas las 
funciones f(a:) definidas en dicho intervalo, tales que existe y es 
limitada la integral 

Una función f(a:) en el intervalo (a,b) puede considerarse como un 
conjunto de valores adquiridos por la lnf lnldad de coordenadas 
constituidas por todos los valores que la función misma adquiere en 
(a,b), y por tanto a f(a:) se le podré. llamar punto del espacio de 
infinitas dimensiones, asi definido. 

Se puede definir la distancia entre dos puntos f 1(a:) y f
2

(a:) en 

el espacio de Hilbert, como 

nula 

1/2 

A[ft .f2) = [ t [ f 1 (a:) - f 2(a:)) 2 da: ] 

• 
El origen del espacio Hllbertiano es la función idénticamente 

f(a:) - o 

La recta que proyecta desde el origen el punto f(a:) .esté. 
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constituida por los puntos 

llf( cc) 

El coseno del ángulo w, en el espacio hilbertiano, formado por 
las rectas que proyectan desde el origen los puntos f

1
(cc) y f

2
(cc), es: 

b J f
1 

(cc)í
2

Cccldcc 
a cosw 

Dos funciones que satisfacen la condición 

b J f
1

(cc)f
2

(cc)dcc =O .. 
a 

se dice que son ortogonales. 

o 

El l>.ngulo w no cambia si los puntos f
1
(ccl y f

2
(cc), se reemplazan 

por los puntos Af
1
(cc) y µf

2
(cc) siendo A y µ dos números cualquiera. 

Escogiendo A = ;\
0 

y µ = µ
0

, con 

de manera que 

entonces resulta 

siendo 

Jb Jb ip~(cc)dcc • ip~(cc)dcc • 1 
• • 

Las func_iones ip(cc) que satlsfacen la condición 

r ip2 (cc)dcc ,. 1 

• 
se llaman normales. 

Se tiene un sistema de referencia ortonormal en el espacio 
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hl lbertlano, mediante el conjunto de n funciones ip
1
(a:), ip

2
(a:), .. ., 

<¡>n(a:), normales y ortogonales entre si de dos en dos, tales que si 

i,j son dos indices cualquiera, e i~J. se tiene 

f
b 

tp~(a:)da: = 1 
b 

f tp (a:)tp (a:)da: 
1 J 

o 
a a 

La desigualdad de Bessel indica que el cuadrado del vector que 
une el origen con un punto del espacio hllbertlano no puede ser menor 
que la suma de los cuadrados de sus componentes con respecto a un 
sistema de referencia ortonormal, lo cual significa que 

b n [ b ]2 f f 2
Ca:Jda: z: E f fCa:Jip

1 
Ca:Jda: 

• l=l • 

Las funciones ortonormales pueden ser utilizadas como elementos 
para el desarrollo en serle, de funciones f(a:) de cuadrado sumable 
cualquiera mediante la expresión 

donde 
b 

h, .. J Eca:i,,, ca:Jda: 
• 

B.2.2. Ecuaciones de Fredholm y de Volterra 

Indicando con K(a:,~) una función conocida de las variables a: y~. 
si la ecuación 

F [ a:,v(a:J] =~(a:) 

es una funcional lineal de vCa:), entonces resulta que 

~K(a:,(>vC()d~ •~(a:) 
• 

B.4 

La ecuaclón anterior se conoce como integral de Freclholm de 
primera especie. Una ecuación mé.s general es 

[ JbK(a:,E>v<E>dE ] + v<«> • ~(«) 
• 

B.5 

a la cual se le denomina ecuación integral de Fredhol111 de segunda 
especie. Haciendo variar el limite superior de la integral de la 
ecuación B.4 se tiene la integral de Volterra de primera especie, que 
es 
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~Kc~.(>vC(Jd( - ~e~> 
• 

Variando ahora el límite superior de la integral de la ecuación B.5 

que es la ecuación integral de Volterra de segunda especie. 

Una ecuación aun más general es 

b 

vC~J + AJ KC~.(JvC~)d~ - ~(~) . 
la cual puede desarrollarse en una serie de potencias de A como 

m 

donde 

ve~> "'"'o+ "'1(~)A + "'2(a:)A2+ ..... E "'n(~).\n 

« = o 

« = 
1 

« = 
2 

« a 
n 

~(~) 

- JxK(a:,~)«O(~)d~ .. 
- [Kc~.~)a1 (~)d~ • 

- [Kc~.~)« (~)d( 
n-1 . 

n=l 
B.6 

determinandose asi, en un proceso iterativo, los coeficientes del 
desarrollo en serie, de vCa:). La serle B.6 converge para todo valor de 
;\.. En particular converge para .\ • 1 que es el valor que da la 
solución de la ecuación de Volterra de segunda especie. Esta solución 
esté. proporcionada por tanto por la serle convN·gente 

m 
« (a:) B.7 

n=o" 

Una aplicación de lo anterior se tiene en la resolución de la 
ecuación diferencial homogenea de primer orden 

v' • p(a:Jv B.8 

se quiere determinar su integral bajo la condición inicial de que para 
a: = a sea v = b. 

Trasladando el origen de coordenadas al punto (a,b), escribiendo 

X= a: - a , Y= V - b , P(a:) = p(a:), Q(a:) • bp(a:) 

con esto la ecuación B.8 se transforma en la ecuación no homogenea 
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Y' = P(a:)Y + Q(a:) 

con las condiciones iniciales de que sea Y = O para X O . Integrando 
se tiene 

donde 

Y(a:) = ÍP(l¡)Y(i¡)dl¡ + R(a:) 
o 

RCa:> = f oci;>di; 
o 

es una función conocida. 

La ecuación B.8. se ha transformado asi en una ecuación integral 
de Volterra de segunda especie, la cual siempre tiene solución, 
dándose ésta, por ejemplo, mediante la serle convergente B.7. 

B.2.3. Transformaciones funcionales lineales 

Considerando dos variables independientes s y t, sea F(t) una 
función cualquiera de t, f(s) una cualquiera de s, la relación 

b 

f(s) z J K(s,t)F(t)dt 
• 

con núcleo K(s,t), es una transformación funcional lineal. 

La transformación funcional se escribe 

f(s) = T { f(t) } 

donde Tes el operador que efectúa la transformación de F(t) en f(s). 

La transformación inversa de T se indica T-1
, y se escribe 

B.2.4. Transformadas de Fol.II'ler y de Laplace 

Las relaciones 
b 

f
1
(s) "' J cos st F(t)dt 

• 
b 

f
2
(s) • Jsen.st F(t)dt 

• 
son transformaciones con nucleos K(s,t) dados por cos(st), y sen(st), 
respectivamente. Sl se hace 

f(s) • f
1
(s) + 1f

2
(s) 
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resulta la nueva transformación 

b 

f(s) = J e1
ªt F( t)dt .. 

que es la transformación de Fourler-Laplace, la cual tiene por nucleo 

K(s, t) = e 1ªt 

Se llama transformación de Fourier propiamente dicha y se indica 
con el slmbolo 9, la transformación 

9 { Fet>} • f"'.,ixt F(t)dt 
_.., 

Se llama transformación de Laplace propiamente dicha y se lndlca 
con !f, la transformaclón 

!f { F(t)} = r:e-yt F(t)dt 

Las transformaciones de Fourler y de Laplace tienen las 
siguientes propiedades: 

{F}= 
b 

{F} :J [e lxtF ]. _ la: :J a,b a,b 

{F}a 
b 

lf !fa,b { F } !f ( e-yt F ). -a,b 

:J a,b { F"} = [e lxt(F'-1a:Fl]b - la:~ { F} 
• a,b 

!f { F"} = ( e··yt(F'-la:Fl) b + 1/!f { F } a,b a a,b 

Las transformadas inversas se Fourler y de Laplace est€ln 
definidas por 

en el caso de la transformación de Fourler, y 

en el caso de la transforlllaclón de Laplace, slendo '1 una constante 
·conveniente, tenlendose que escoger mayor que la lllAs grande de las 
partes reales de los afijos de las slngularldades de la función f(!f). 

El procedimiento que se sigue para resolver una ecuación 
diferencial usando estos conceptos es el de transformar dlcha ecuacl6n 
y manipular el resultado que se obthme de manera que sea posible 
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anlltransformarla para encontrar la solución buscada. 

Un ejemplo de apllcaclón lo encontramos en la lntegraclón de la 
ecuación de Laplace bidimensional 

8.9 

slendo que 

f(«,s) = :t {F(«,t)}~ 
y 

:t {F' ( «, t)} = s:t (F( «, t)} - F( O) 

Aplicando la transformación de Laplace a la ecuación 8.9, se tiene 

..i:_!_ + s 2 f = s F(«,Ol + [ BF ] 
8«2 at i=O 

8.10 

Esta última expresión es una ecuación diferencial ordinaria de" 
segundo orden, en la que se ha supuesto que se conocen los valores de 
F(«, t) y su derivada con respecto a t, para t • O. Integrando la 
ecuación 8.10 y antitransformando la función f(«,s) obtenida, se llega 
a la determinación de F(«,t) que resuelve la ecuación diferencial 8.9. 
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APENDICE C. DESARROLLOS EN SERIE 

Los desarrollos en serle son utiles en la solución de ecuaciones 
diferenciales. Los métodos que emplean estos desarrollos se basan en 
la idea de expresar la solución de la ecuación diferencial en términos 
de una serle, transf'ormando el problema en otro en el que hay que 
determinar los valores de los coef'iclentes de dicha serle. 

Antes de tratar el tema del desarrollo en serles de una runclón, 
se verán algunos aspectos relacionados con las runclones de variable 
compleja, que servirán para estos desarrollos. 

Sea la variable compleja 

'i- a: + l'f 

en el campo complejo C, y sea 

Ut = U + ju 

otra variable compleja en el campo C, que depende de 'i-· "' se llama 
runclón de la variable compleja 'i- en el campo C cuando a todo valor de 
'i- en 11: corresponde un valor determinado para "'• siendo además "' 
función continua de las variables a: y 'f• provista de derivadas 
parciales del primer orden BuJ/Ba:, BuJ/B'f f'lnltas y continuas en C, 
siempre que estas estén ligadas entre sl por la relación 

BU> 1 B0 
aié- = 1 av,-

La relación anterior se llama condición de monogenldad. 

Observaciones: 

1) Se dice que e constituye una reglón conexa cuando ésta es de una 
sola pieza. 

2) Se llama curva simple a una curva cerrada que encierra en su 
lnterlot· a una reglón conexa. 

3) Se llaman funciones unlf'ormes (o monódromas) las que adquieren un 
solo valor para cada valor de la variable. De lo contrario se 
llaman multlf'ormes o polidromas. 

4) Se dice que una runclón de variable compleja es regular u holomorfa 
en el interior de un ·carnpo conexo C, cuando dicha runc16n es 
f'inlta, continua y unlfornie para todo valor de 'i- contenido en el 
campo. 

5) A las relaciones 

Du 8u 
--a;c·" ~ 

Bu 
a¡- -

se les conoce con el nombre de condiciones de cauchy-Rleman las que 
se derivan de la condición de monogenldad establecida 
anteriormente. Entonces, se dlce que U> y u son funciones armónicas 

f 
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ya que de lo anterior se deduce lo siguiente: 

o o 

A las !unciones u y ., que cumplen estas relaciones se les 
denomina !unciones armónicas asociadas. 

Los puntos ordinarios de una !unción de variable compleja f(1') 
son los que pueden encerrarse en una región conexa en que la lunclón 
resulta holomorla. Los puntos que no cumplen con está propiedad se 
llaman puntos singulares 

Existen cuatro especies 
criticos, los que pertenecen 
Riemann, los polos y los puntos 

de puntos singulares: los puntos 
a los tajos de las superlicies de 
singulares esenciales. 

Un punto criticos es aquel en el que la f"unclón, al ser girada 
al rededor de dicho punto, adquiere un valor dif"erente al de partida. 
Por ejemplo, analizando la runclón ln'f 

ln; = lnr + le 

Si consideramos un punto P que rodee al origen :f"ormando una curva 
L' (Cig. c. l.) lormará el ángulo e. 

Por cada vuelta que el punto P' dé alrededor del origen, el ln; 
aumentará o dlsmlnulrá en 21ll (según sl la vuelta es en el sentido 
antihorario u opuesto a el), ya que el ángulo e habrá aumentado en esa 
cantidad. Entonces el origen es un punto critico para la !unción ln'f. 

~L 

X 

Figura C.l 

Los polos son puntos· en que el módulo de la :f"unc16n f se hace 
in:f"inltamente grande, siempre que ellos sean ordinarios para la 
!unción reciproca 1/f. 
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Los puntos singulares esenciales son puntos en que resultan a un 
111 I smo tiempo inflnl Las la !'unción f y su reciproca, o bien en donde la 
!'unción f resulta indeterminada. 

C.1. Desarrollos en serle de potencias 

C.1.1. Desarrollos en serle de Taylor 

Toda !'unción holomorf'a se puede expresar, dentro de un campo 
circular, por medio de un desarrollo en serles de Taylor. 

La fórmula 

siendo 

a = 
n 

1 r "'c1> 
2ñ7 " ---'-'-'--.- d-¡. J L 'Jn• 

da el desarrollo en serle de potencias positivas de la variable 'f de 
toda función 111 holomorf'a dentro de un circulo con centro en -¡. a O. 

Para clrculo!l con centro en un punto -¡. • -¡.
0

, cualquiera se tiene 

;: Ul(n)(p) n 
Ut(-¡.') = ~ ni - ('f'- 'fo) 

n=o 

C.1.2.Desarrollo en serles de potencias negativas 

La relación 

donde 

... 
14(-f') • - r bn'f' -n 

n=l 

b • 211 ¡ 4111(-f)'fn-ld'f 
n ll Je, 

da el desarrollo en series de potencias negativas de 'f· 

i· 

En el caso de que el centro de e' no esté en el origen, sino en 
'f = -J

0
, se tendrá 

m 

la(·J') • - ~ b ('f' --J )-n l. n o n•l 



215 

TEOREMA DE LOS RESIDUOS 

Al primer coeficiente que resulta del desarrollo en se:-ies de 
potencias negat•vas 

b 
1 2!1 ¡ IO('f.)d'f 

Je' 
se le denomina residuo de UJ('f) en el punto 'i- = 'f-

0
, y se escribe 

RES[uo(;¡:)J = b = 2
1

1 ! UO(<J)d'f. 
'f-0 1 n Je' 

de la expresión anterior 

f uo('f.)d'f = 2n1 RES[UJ('f.)] 
e' ~o 

El teorema de los residuos establece que la integral de una 
función de variable compleja, calculada a lo largo de una curva 
cerrada L, es igual a 2n1 multiplicado por la suma de los residuos de 
dicha función en cada uno de sus puntos singulares internos a L. De 
aqui que .. f UJ('f.)d'f = 2n1 E RES(uo('f.)] 

L n=I 'f.n 

C.2. Desarrollo en serle de Fourier 

C.2. 1. Funciones periódicas 

Se dice que una función de variable compleja es periódica cuando 
es posible subdividir el plano complejo en una infinidad de regiones 
todas iguales entre si, tales que la función adquiere los mismos 
valores en puntos correspondientes u homólogos, de dichas reglones. 

Las funciones que adquieren los mismos 
puntos homólogos de ciertos paralelogramos 
periódicas o elipticas. 

valores en todos los 
se llaman doblemente 

C.2.1.1. Desarrollo de funciones simplemente periódicas en serle de 
Fourler 

Si f('f.) es una función periódica uniforme de la variable compleja 
'f., con periódo 2L, y en el interior de una Caja del plano 'f., 
comprendida entre dos rectas HH' y NN' paralelas a la dirección del 
periódo 2L, no llenen niugun punto singular, entonces es posible 
desarrollarla en una serie de Fourier de la Corma 

donde 



ªn = -i-- J ~1f(~)cos n~~ d~ 
~o 

C.2.2. Desarrollo en serle de Fourler en el campo real 
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En el campo real se puede hacer que el periódo se reduzca a 21t, 
con lo cual el punto a: = -n puede tomarse como ~º y P.l punto a: = +tt 

como ~1 • Lo anterior tiene la ventaja de que los coeflclentes del 

desarrollo de f(~) en serle de Fourler se slmpllflcan a: 

y la función f(a:) se expresa como 

m 

f(a:) = a
0 

+ E (ancosn«: + bnsenna:) 
nml 

Una función f(«:) deflnlda en cierto intervalo a s a: s b se dice 
secclonalmente continua cuando es posible subdividir dicho intervalo 
en un número finito de subintervalos, en cada uno de los cuales f(a:) 
sea finita, continua y dotada de limites finitos cuando a: se acerca a 
qualqulera de los extremos de cada sección desde su lnterlor. 

Toda función f(«:) perl6dlca de perlado 2w, que sea secclonalmente 
continua y monótona en el intervalo (-ir,w), puede siempre 
desarrollarse en una se~ie de Fourier. 
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