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. INTRODUCCION

I.1. Resumen

En esta tesls se presentan los andllsis de 1la pantalla de
concreto de la presa de Aguamlilpa (segunda etapa), estudios hechos por
el Instituto de Ingenleria para la Comisién Federal de Electricidad.

En los slguientes inclsos de este capitulo se establecen los
aspectos mas relevantes que Justifican la construccién de esta obra,
Aspectos tales como los filos6ficos, clentiflcos, econémicos y
sociales estdn involucrados en la necesldad de su construccién.

En el capitulo 2 se presenta el estado del arte en el disefio y
construccién de presas de enrocamiento con pantalla de concreto. Se da
un panorama general de las diferentes partes que constituyen la
cortina, asi como algunas observaciones acerca de su método
constructivo. Se hace notar que el disefio actual de este tipo de
presas es poco analitico.

El capitulo 3 se refiere a las variables de entrada que
intervienen en el anadlisis de losas de concreto. Se da una descripcion
de lo que actualmente se ha observado en el comportamiento de losas en
pavimentos, cimentaciones y presas. Se establece que el problema de la
interaccién entre la losa y el suelo que la soporta se da
principalmente como uno de deformacién esenclalmente tridimensional, y
se establece que su modelacién s6lo puede realizarse medlante un
sistema de ecuaclones diferenciales o calculo funclonal.

En el capitulo 4 se describen los modelos matematicos que
distintos investligadores han desarrollado para estudiar el problema de
la interacclén losa-suelo. Se desarrollan algunos modelos elasticos,
no elasticos, y en funcién del tiempo.

En el capitulo 5 se describen los distintos métodos que existen
para 1a soluclién de los modelos matematicos (ecuaciones
diferenciales). Se hace principal referencia al método del elemento
finito, ya que éste fué el que se eliglé por ser el que mejor se



ajusta a las neceslidades de calculo que se presentan en el anallsis.

En el capitulo B se presentan los resultados de los analisis
realizados para la presa de Aguamilpa. Estos anfllsls fuerén tanto
elasticos como no-elasticos, estableciendose las sigulentes famillas:

1) Analisls elasticos llneales
2) Analisis no-elasticos no-lineales

Se observé la necesldad de colocar Juntas verticales en la
pantalla de concreto para amlnorarr los esfuerzos de tension
presentados por la losa, por lo que finalmente los anallsis fueron:

a) Analisls elastico lineal sin Juntas verticales de tensién

b) Analisis elastico lineal con Juntas verticales de tensién

c) Analisis no elastico-no lineal sin juntas verticales de tensién

d) Analisis no eléastico-no lineal con juntas verticales de tensién

c) AnAlisls no elastico-no llneal sin juntas verticales de tensién
en la franja central de la losa

En el capitulo 7 sc realizaron las cowmparaclones de los
resultados obtenidos con los observados en otras losas de concreto,
estableciendose que los primeros concuerdan cualltativamente con los
segundos. Ademas se interpretaron los resultados obtenidos,
llegandose a establecer que, la interacclén entre la losa de la presa
Y los materliales de apoyo, toma gran lmportancia en el problema.

Finalmente, en el capitulo 8 se dan las concluslones de la
investigacioén, estableciendose la necesidad de compactar enérgicamente
los materiales de apoyo de la losa, asi como la colocacién de Juntas
verticales en algunas zonas de la losa y un procedimiento (un riego de
asfalto, por elemplo) que aminore los efectos de la interacclén entre
el suelo y la 1losa, para asegurar un buen comportamlento de 1la
pantalla de concreto. Por ultimo se dan las recomendaciones para la
construccion de la losa y para mejorar la investigacién que aqui se
presenta.

Tode el trabajo se reallzé6 slguilendo usa metodologia de
investigacién, la cual se describe a continuacién.

1.2. La metodologia de la investigacién

Los éxitos alcanzados por la clencia ayudan al hombre cada vez
mas en sus esfuerzos por controlar al medio ambiente. Por eso, para
que la investigacién clentifica cumpla con sus objetlves es
importante fljar clertos criterios: es necesarioc el establecimliento de
una estrategia en la cual se combinen diferentes elementos baslcos
para el mejor desarrollo de esta actividad. Esa estrategia o proceso
sistematico que utilliza la lnvestlgacion para la mejor consecuclédn de
sus fines es el método cientifico.
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Utillizar una metodologia de Investligacién para la soluclén de un
problema 1ngenieril que permita optimizar el tiempo empleado en una
Investigaclién clentifica, es el obJetivo de esta tesls. La metodologia
que nos propenemos segulr (ref. 1) es la que se plantea a
continuacioén:

A)ELECCION DEL TEMA.

B) INVESTIGACION BIBLIOGRAFICA.

C)FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO O EXPERIMENTAL.
D)PLANEACION DEL TRABAJO,

E)RECOLECCION DE DATOS.

F)EJECUCION DE LOS TRABAJOS.

G) INTERPRETACION Y COMPARACION DE RESULTADOS.
H)GENERALIZACION.

1)CONCLUCIONES Y RECOMENDACIONES.

J)COMUNICACION MEDIANTE REDACCION DE INFORME.

La idea es seguir los pasos de la metodologia con el fin de
mostrar su utilidad. Para ello se ha estructurado el trabajo de 1la
sigulente manera:

Los primeros dos capitulos se han reservado para abarcar los
incisos A y B de 1la metodologia propuesta. Los tres sligulentes se
relaclionan con la parte correspondliente a la formulacién de modelos,
que para nuestro caso son del tipo matemdtico; aqui se hace un breve
estudio de los modelos matematlcos que se han desarrollado para el
estudlio de la lnteracclén entre placas y suelo desde un punto de vista
teérico. El capitulo VI se encuentra relacionado con los incisos D, E
¥y F y se reflere a distintas alternativas que -~ e~studiaron para el
andllisls de la losa de concreto de nuestro problema. El siguiente se
relaciona con el inciso G de la metodologia; en esta parte se da la
interpretaclén correspondiente a los resultados obtenidos en cada una
de las cinco alternativas analizadas y se comparan estos resultados
con los que se han obtenido en la experiencia y en la practica.
Finalmente, en el capftulo VIII se emiten las conclusiones y
recomendaclones relaclonadas con las caracteristicas mas relevantes
encontradas en la sclucién del problema planteado.

I.3. Aspectos fundamentales

El estudio de las presas tiene que ver con aspectos como los
cientificos, econémicos, técnicos, etc. De todos estos aspectos, los
mas importantes son los que se describen a continuacién.

I.3.a. Aspectos flloséflicos

Filosofia qulere decir amor por el saber; la busqueda de la
verdad es la esencia de 1la filosofia. Pero, Que 1impulsos o
motivaclones hacen a los seres humanos investigar y querer saber?. La
respuesta a esta pregunia podemos formularla de la siguiente manera:
Primero.- Del acambra nace &a pregunta, lo que se presenta cuando
tenemos vivencias novedosas que no comprendemos en un principio y
deseamos entender. Segundo.- De laa nespuestas obtenidas surge el
caonacimienta, Tercero.~- De ta duda acerca de lo conocido el examen



4

caftica y fa clara cendega; necesltamos entonces verificar los
concimientos recientemente adqulridos. Cuarto.-Por otro lado, estamos
siempre en sltuaciones. Algunas de ellas camblan pero otras no. Estas
ultimas, las cuales son fundamentales a nuestra existencla, se
denominan situaclones limite. (por eJemplo, desgracias, dolor,
muerte). Vivencias que ensefian al hombre lo que es fracasar, Por eso
é]1 ha estableclido una lucha contra sus efectos.

Quinto.-Ahora blen, en la actualidad se torna resueltamente
decisiva una situaclién general, que de hecho habla existido siempre;
esto es, el problema de 1la comunicacién exlstencial. Nuestras
creencias, por eJemplo, chocan con la fe de otras personas., En algun
punto limite solo parece quedar la lucha sin esperanza por la unidad.
Surge asi la necesidad de comunicarncs existenclalmente con nuestros
seme jantes.

De lo anterlor podemos sefialar, entonces, que una investigaecion
clentifica se ve motivada por los aspectos flloséficos que acabamos de

describlir y que, por ende, estos son de interés al tema que venimos
desarroliando.

I.3.b. Aspectos clentificos y tecnoléglcos

Desde el punto de vista del desarrollo, existen dos tipos de
conocimlento: La clencia pura, gque consiste en el afan del
conocimiento por el conocimiento mismo; y la clencla apllicada, que es
la direccién adecuada del uso del conocimiento con fines sociales y la
integractén de sistemas o procesos de apllcacién del conocimiento.

La clencia adquiere un valor positivo cuando se dirige al
beneficlio de la socledad.

Un pals tipicamente desarrolladoc es capaz de preparar a su
propio personal en el campo de la clencla, de la técnica, de la
educacion, de la gerencia y de la administraclén al nivel empresarial
y naclonal. Este personal de alto nivel es el que lleva a cabo la
industrializacién del pais, la conexién entre las oportunidades de
empleo, el esfuerzo productivo y el esfuerzo educativo a todas los
niveles sentando las bases del desarrollo econémico.

La educaclién influye en el desarrollo de un pais en virtud de que
de ella emanan cuadros dirigentes y mano de obra especlallizada,
Entonces, el goblerno y los intereses econdmicos que lo apoyan, deben
mostrarse propiclos al perfeccionamiento de las instltuciones
educativas porque en estas se forman los hombres con las cualidades y
aptitudes que ellos estén necesitando, ya que tal esfuerzo formativo
habra de redituarles buenas ganancias.

Por encima de situaclones 1deolégicas y politicas, los paises
soclalistas desarrollados y los capitallstas desarrollados, por igual,
han hecho de la educacién, inspirada en las necesidades concretas de
la comunidad y gulada por el conocimlento clentifico auténtico, el
instrumento basico de su desarrollo econdmico. Sin embargo, uno de
los rasgos muy particulares de la ensefianza superior latlnoamerlcana,
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cnftica y la clona cenleza; necesitamos entonces verificar los
concimientos reclentemente adquirlidos. Cuarto.-Por otro lado, estamos
slempre en situacliones. Algunas de ellas cambian pero otras no. Estas
altimas, las cuales son fundamentales a nuestra existencla, se
denominan situaciones limite. (por ejenmplo, desgraclas, dolor,
muerte). Vivenclas que ensefian al hombre lo que es fracasar. Por eso
€1 ha establecido una lucha contra sus efectos.

Quinto.-Ahora bien, en la actualidad se torna resueltamente
declsiva una situacién general, que de hecho habla existido slempre;
esto es, el problema de 1la comunicacién existencial. Nuestras
creencias, por ejemplo, chocan con la fe de otras personas. En algun
punto limite soélo parece quedar la lucha sin egperanza por la unidad.
Surge asi la necesidad de comunicarnos exlstenclalmente con nuestros
semejantes.

De lo anterlor podemos sefialar, entonces, que una investigacién
clentifica se ve motivada por los aspectos fllosé6ficos que acabamos de
describir y que, por ende, estos son de interés al tema que venimos
desarrol lando.

1.3.b. Aspectos clentificos y tecnoléglcos

Desde €l punto de vista del desarrollo, exlsten dos tipos de
conocimiento: La ciencia pura, que consiste en el afan del
conocimiento por el conocimiento mismo; y la clencla aplicada, que es
la dlreccién adecuada del uso del conocimiento con fines sociales y la
integracion de sistemas o procesos de aplicacién del conoclimiento.

La clencla adquiere un valor positivo cuando se dirige al
beneficlo de la sociedad.

Un pais tiplcamente desarrclilado es capaz de preparar a Ssu
propio personal en el campo de la ciencla, de la técnica, de la
educacién, de la gerencia y de la administraci6én al nivel empresarial
y naclonal. Este personal de alto nivel es el que lleva a cabo la
~industrializacién del pais, la conexlén entre las oportunidades de
empleo, el esfuerzo productive y el esfuerzo educativo a todos los
niveles sentando las bases del desarrollo econémico.

La educacién influye en el desarrollo de un pais en virtud de que
de ella emanan cuadros dirigentes y mano de obra especlallizada.
Entonces, el goblierno y los intereses econémicos que lo apoyan, deben
mostrarse proplicios al perfeccionamiento de las 1instituclones
educativas porque en estas se forman los hombres con las cualldades y
aptitudes que ellos estéan necesitando, ya que tal esfuerzo formativo
habrd de redituarles buenas ganancias.

Por encilma de situacliones 1ldeol6glicas y politicas, los paises
‘socialistas desarrollados y los capitalistas desarrollados, por lgual,
han ‘hecho de la educacién, inspirada en las necesldades concretas de
la comunidad y gulada por el conocimliento clentifico auténtico, el
instrumento. basico de su desarrollo econémico. Sin embargo, uno de
los rasgos muy particulares de la ensefianza superilor. latinoamerlcana,
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es el escaso Interés que se pone en la investlgacién al serviclo del
desarrollo, aunque este haya aumentado en los Gltimos afios. La pobreza
de la investigacién clentifica y tecnolégica lleva al atraso o a la
aplicacién clega de las técnlcas de los paises mas avanzados.

Entre los obtaculos mis graves a los que se enfrenta la industria
mexicana estad la falta de tecnologia adecuada. Esto se ha resuelto
parcialmente a traves de las lnversiones extranjeras directas, que se
han reunido con el capital naclonal. Por otra parte diversas empresas
naclonales tlenen concertados convenlos de aslstencla técnica con
empresas extranjeras, slin embargo, en la generalldad de los casos se
pagan cuotas muy elevadas por el uso de las patentes y por la
aslstencia técnica. Por eso , el proceso de Industrializacién requiere
de labores de investigaclén tecnolégica para el desarrolleo de procesos
industriales o para adaptar los de otros paises a las necesidades y
condiclones del nuestro, para independizarnos, asi, de las costosas
regalias que se pagan por el uso de procedlmientos lndustriales.

Por lo anterior, nuestro tema adquiere una Justificacién de tipo
clentifico y tecnolégico.

1.3.c. Aspectos econOmicos
Se describiran los mas importantes.
1.3.c1.-El territorio naclonal

La superficie de nv.bestro pais es de 1 967 183 kmz. a los que hay
que sumar 6 496 km~ de 1slas, mas 450 000 km~ de plataforma
continental, zécalos submarinos de las Islas y arrecifes. El suelo de
la naclién estd cruzado por dos slstemas montafiosos que siguen
paralelamente las costas del Golfo de México y del Pacifico,' uniendosé
en el nudo Mixteco, situado en el estado de Daxaca. La locallizaciédn de
nuestros rlos obedece a las zonas geograficas derivadas de estos dos
sistemas orograficos. El escurrimlento medio anual de esos rlos se
calcula en 357 257 millones de metros ciblcos. A excepcién de unos
cuantos, la mayoria de los rios mexicanos no son propiclos para la
navegaclén ya que en su recorrido presentan caidas de agua que no
favorecen esta actlividad, pero en camblo, representan una riqueza
potenclal para la generacidén de energia eléctrica.

Los climas de México son muy variados a tal grado que se dice que
posee todos los climas que hay en el mundo. El trépico de cancer
atraviesa el territorio nacional hacia su parte medla (entre los 23 y
24 grados latitud norte) estableciendo dos grandes zonas climaticas
casi iguales en éxtensién: una templada al norte y otra troplcal al
sur; “sin embargo, esta situaclén se ve considerablemente alterada por
las diferencias de altitud en el terrltorio de México, que dan lugar
a que se presente un varlado mosalco de climas que van desde el
ecuatorial, en las selvas de tabasco, hasta el frlo, en las altas

montafias.



1.3.c2.-Agricultura

El total de tlerras laborables del pais, segin la Secretaria de
Agricultura y Ganaderia ( hoy Secretaria de Agricultura y Recursos
Hidraulicos), asclende a 29.3 millones de hectareas, comprendiadas las
tierras de temporal , las de Jugo o humedad, y las de riego. El 64% de
la superflicie total del pais se considera de tlerras aridas, en estas
la lluvia no basta para permitir el crecimiento de cultives que solo
se logra sl exliste riego. En el 31.2% de las tlerras conclderadas
seml-aridas, las lluvias permiten el cultivo sin neceslidad de riego;
el resto de estas tierras requlere de riegos de auxilio para asegurar
el desarrollo de los cultlivos. Es clara la importancia que tienen las
obras relaclonadas con las actividades del rlego, entre las que
destacan las presas de almacenamlento.

I.3.c3.~Importancia de la energia eléctrica en la Industria.

La industria de Méxlco requiere cada vez mayores volumenes de
combustible y a bajo preclo, como lo demuestra el hecho de que el
carbén de pledra haya sido fundamental para la industria moderna. Hoy
se puede hechar mano de otras fuentes de energia como el petrdleo, el
gas natural y la electricidad,

La produccién de energia eléctrica, 1ndispensable para un amplio
sector industrial, ha venido creciendo rapidamente en los ultimos aifios
graclas la intervenclén que sobre ella eljerce el gobierno, preocupado
esenclalmente por un rapido desarrollo. En diciembre de 1960 se
reformé el articulo 27 de 1la contitucion , quedando asentado que
corresponde excluslvamente a la naclén generar, conducir, transformar,
distribuir y abastecer energia eléctrica que tenga por objeto 1la
prestacion de servicio publico.

La energia eléctrica posee caracteristicas que la colocan en un
plano de primera importancia para la Industrlalizacién de cualquier
pais: la facllidad con que se transmite a grandes distancias y
transforma con eficliencia en otras clase de energia, como la luz y el
calor; la comodidad en su uso; el menor volumen de equipo y el mejor
control y eficiencia de su producclién, la convierten en la fuerza
motriz mas econédmica. ’

Existen dos sistemas para producir energia eléctrica a gran
escala: Primero, aprovechando una caida de agua para mover un
generador eléctrico; la calda puede ser natural o artificlal; las
plantas de este tipo se denominan Hidroeléctricas. Segundo, utllizando
maquinas de vapor o de gas, movidas mediante procedimientos térmicos o
de combustién interna, en cuyo caso se denominan Termoeléctricas y en
ellas puede usarse como combustible el petroleo, el bagazo de cafia, el
gas natural, la gasolina y otros productos.

Las plantas hidroeléctricas son las més Importantes, porque
pueden aprovechar la fuerza, hasta clerto punto, gratuita de 1la
naturaleza y ofrecen mayores perspectivas para una produccién en gran
escala. México es un pais rico en recursos aprovechables para la



generaclén de energia eléctrica; la potencialidad hidroléctrica del
pais se estima en trece millones de caballos de potencla.

1.3.c4.~-La industria de la construccioén.

La Industria de la construceién tlene una importancia especial en
el desarrollo de un pais, por el valor total de los recursos que
maneja y porque sus realizaclones son blenes de capital que aumentan
constantemente el potencial productive del mismo. Tan solo en México,
se calcula que la construcclién de obras materiales -presas, puertos
carreteras-, y obras de beneficio social -hospltales, escuelas y casas
habltacién~ a cargo del sector publico, represenian aproximadamente el
50% del valor total generado en la actividad de la construccion. Se
estima que en 1967 laboraron directa o indirectamente en la rama de la
construccién alrededor de 700 000 personas.

1.3.c5. -Las Obras Publlcas.

El estado es una entidad soberana integrada por cuatro elementos:
Poblacién, Territorlo, Orden Juridico y Goblerno. El mas importante de
estos es la poblaclén que habita el territorio; la socledad que crea y
se rige por el orden Jjuridico y que debe elegir la forma de gobterno
més adecuada a sus intereses. El goblerno, desde este punto de vista,
es una Institucién social a la cual se asignan diversas funclones y
objetivos y se le otorgan las funclones necesarias para realizarlos.
El estado contribuye a la capitalizacién naclonal, al construlr obras
basicas de infraestructura y al extender su acclon a la esfera de la
produccién de blenes y serviclos. Esto se realliza mediante una red de
organismos desentrallizados, empresas estatales y de particlpacion
estatal.

Las obras pablicas representan uno de los capitulos nmas
importantes de los gastos gubernamentales, ademds de que significan
uno de los instrumentos de mayor eflicacia para proporcionar ocupaclién
a los trabajadores que quedan sin empleo, en épocas de crisis. Con
ello las obras piublicas son un importante y poderoso instrumento de
politica econémica para lograr el desarrollo. Cuando el goblerno
emprende obras de regadio, construccién de carreteras, ferrocarriles y
plantas de energia eléctrica, fomenta 1la actividad econémica
proporcioando medios para establecer negoclaclones que, sin esos
recursos, ho podrian aparecer.

Para cubrir el costo de las obras publicas se pueden segulr
varios caminos: En condiclones normales se utiliza una proporclén de
los ingresos ordinarios, destinandola a las obras publicas de caracter
productivo. Cuando el gobierno no puede costear el valor total de las
obras publicas, recurre a emprestitos de caracter interlior, emitlendo
bonos que pagan un interés al ser comprados por el publico. Por ultimo
puede recurrirse a préstamos del extranjero. Por eJemplo, para poner
en practica sus programas de fomento, la Comisién Federal de
Electricidad depende en materia de fondos, de 1las aslgnaclones
gubernamentales, de los préstamos exteriores otorgados por los bancos
internacionales y de los ingresos derivados de la venta de energfa
eléctrica al pablico.
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1) Medio.=~Vivimos en un medio muy variado, influido por factores
geografiicos, climatoléglcos, de recursos naturales, etc.

2) Historlia.-México es un pafis con historia, la que se ha visto
afectada por el hecho de haber sido explotado durante tres siglos por
Espafia y dos por los E.U.A.

3) Sociedad.- La socledad mexlcana se encuentra dividida en dos
grandes grupos: a).-La urbana.- compuesta por los industriales y
politicos, 1los profesionistas, 1los obreros, enmpleados y los
trabajadores libres. b).-La rural.-Integrada por los terratenlientes,
los campesinos y los indlgenas.

4) Cultura.-clientificamente hablando, es todo lo creado por el
hombre para satisfacer sus necesidades y lograr que la especle humana
sobreviva. La nuestra es de origen indigena-europea, con caracteres
proplos; clvillzada en las clases pudlentes y analfabeta con pérdida
de valores proplos en las mas bajas.

§).~-Por lo que toca al individuo podemos decir que el mexicano,
de manera global, tiene una mentalidad fatalista; ello le hace pensar
que no puede hacer nada para superar su estado actual de vida. Lo
anterior lo ha hecho mas tendlente a adoptar manifestaclones de tipo
sentimental (artes, etc.) que de tipo raclonal (clencia y tecnologia).
Por otro lado es poco afecto a formar grupos cooperativos para a
través de ellos reallzar metas.

El cambio soclocultural se reflere a las variaclones o
Innovaciones efectuadas en 1la cultura; variaciones que pueden
realizarse en campos como los de 1la tecnologia, las normas de
conducta, las costumbres, la organizaclén social, la cultura material,
las instituclones, etc.

Nuestro tema Inflere un cambio. No solo los aspectos econémicos y
clentificos son de tomarse en cuenta sino tamblén los soclales. La
construccién de una presa hidroeléctrica, por eJjemplo, no solo da
oportunidades de trabajo y de desarrollo en las comunidades donde se
realiza, provoca ademis que sea mis acceslible el servicio de energia
eléctrica y con ello, 1la comunicacién a través del radio y 1la
televisién 1los cuales a su vez son portadores de mas cambios
culturales, en un sentido positivo.

I.4. Descripcién del problema ,

En la seccién anterlior sefialamos 1los aspectos fundamentales
relacionados con el tema que venimos tratando. Vamos ahora a describir
que parte de ese tema estudlaremos.

Cuando se necesita dotar de agua a una poblacién, o se tienen
necesidades de energia eléctrica, o bien se requiere el rilego de
terrenos de labor que lo necesitan, puede ser considerada la
construccién de una presa como solucién a estos problemas.

Una presa es el resultado de un estudio general en el que
intervienen los sigulentes aspectos:

~-Caracteristicas de rio.
-Geologia de la reglén,
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-Sitios apropiados para crear el embalse y cimentar la obra.

Aparte de estos aspectos tlenen que ser conslderados, tamblén,
los estudlos de factibllidad econémica.

Ademads se requlere que se establesca la necesidad de construir la
presa, esto es, la existencia de tlerras de labor que requieran el
riego, o necesidades de energia eléctrica, etc.

Una vez establecido lo anterior el sigulente paso es elegir la
disposicién de las partes que integran la presa (cortina, obra de
toma, vertedor, obra de desvio, casa de miqulnas, etc.), seleccionando
al mismo tiempo el tipo de estructuras y haciendo una estimacién
global de su costo.

De acuerdo con el procedimiento de construccién podemos
clasificar a las presas en: de relleno hidr ullco y de materiales
compactados. En base a los materiales de que estd constituida su
cortina se pueden clasificar en homogéneas, homogéneas con filtros, de
materlales graduados, con delantal o con pantalla, o bien de
enrocamlento (ver fig.1.2).

Un caso especifico del ultimo tipo es la presa de enrocamiento
con pantalla impermeable; la pantalla, localizada en el paramento de
aguas arriba, puede ser de asfalto o de concreto. Este tipo de presa
normalmente es de dimensiones mis pequefias que una presa tradicional
de tlerra y enrocamiento lo que permite un ahorro en el volumen y
acarreo de materlales.

Nuestro interés estard fijJado en una presa de enrocamlento que
plensa construir la C.F.E. en el sitio denominado Aguamilpa, Nayarit,
sobre el cauce del rio Santiago.

Para esta presa se ha considerado una estructura de enrocamlgnté
con losa de concreto en su paramento de aguas arriba, seleccién que se
hizo de acuerdo a un criterlo econémico.

Nuestro problema serd la optimizacién del disefio de la losa de
concreto, para lo cual se hard un analisis matemitico a fin de
determinar las propiedades mecanicas de las zonas de apoyo de dicha
losa, considerando diferenteg alternativas de soluclén.

1.5. Conclusién del capitulo.

En los parrafos anteriores describimos los aspectos fundamentales
relacionados con el tema y la parte que estudiaremnos de este. Vamos
ahora a sefialar como influyen en dicho tema estos aspectos para lo
cual haremos una serie de comentarlos que nos ayudarén a fljJar esta
idea.

Una fuerte motivaclén de tipo filoséfico nos condujo en primer
lugar a abordar el tema de las presas, este es el asombro. Una
estructura de esta naturaleza esta considerada por muchos lngenleros
como la obra de Ingenleria Civil por excelencia. Si nos preguntamos
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por qué?, encontraremos que las razones aducldas son multiples. Estas
involucran, como ya vimos, aspectos tales como cientificos, técnicos,
econ6micos, soclales y de tipo filoséfico, incluso.

En apariencia el problema estd perfectamente bien estudiado, sin
embargo, surge la duda y el examen critico: jesto no es as !. Por
ejJemplo, desde el punto de vista cientifico existen aun muchos abismos
que salvar; problemas como la determinacién de 1los esfuerzos vy
desplazamlentos en la masa de suelo no han sido del todo resueltos.

Por otro lado nos encontramos siempre con las situacliones limite;
como profesionales que somos debemos actuar de manera étlca, por lo
que tenemos la gran responsabllidad de que al disefiar la presa, ésta
no nada mas sea econdémica y funcional, sino también, segura. Debemos
evitar, hasta donde esté nuestro alcance, una falla que pueda provocar
desgracias tanto materlales como humanas.

Ahora bien, la parte que estudliaremos del tema que hemos elegido
es una presa de enrocamiento con pantalla de concreto. El interés
cientifico es claro cuando notamos que el disefioc de 1la losa y detalles
menores se apoyan aun sobre bases totalmente empiricas, como lo
veremos mas adelante.

También el aspecto técnico es importante: Cuando se hace una
investignclion al servicio del desarrollo se crea tecnologia, y este es
precisamente nuestro caso, ya que no es necesarlo que compafiias
extrangeras realicen el analisis y disefio de esta obra, puesto que
especiallstas nacionales ya lo han realizado y han dado una serie de
recomendaciones para su reallzaclén exitosa, librando al pals, de esta
manera, de las cuantiosas regalias que se hublesen tenido que pagar en
caso contrario.

La eleccién de la presa de enrocamiento con pantalla de concreto
tiene una Justificacién de tipo econémico, debido al menor volumen de
materiales manejados durante su construccion.

Por otro lado C.F.E. ha pensado hacer de esta obra una planta
hidroeléctrica. La generacién de este energético, como ya vimos, es
necesaria para 1la industrializacién del pais, por 1lo que los
beneficlos serian mayusculos al fomentar este renglén de la actividad
econdmica,

Uno de los objetivos de los planes de desarrollo es lograr
mejores condiciones de vida en las comunidades del pais. Los
beneficios que proporsiona la energia eléctrica a los hablitantes de
una regién hace que aumente su calldad de vida: se puede hacer uso de
aparatos eléctricos, se puede contar con alumbrado piblico para la
seguridad, son posibles las escuelas nocturnas, etc. En fin, se podria
dar una serie de beneficlos econétmicos y soclales que traerfa la
construccién de esta obra en las comunidades benefliciadas por ella.

Por lo anterior se concluye que la construcclén de esta obra debe
realizarse ya que es necesaria su lntegracién al desarrollo del pais.
Sin embargo, se debe recalcar el hecho sigulente: Los problemas para
el desarrollo de la clencia en México se han acentuado en los ultimos
afios porque se le ha colocado en un segundo término; se ha encasillado
a esta actividad como asunto secundario.
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El consejo naclonal de ciencla y tecnologia, CONACYT, disminuye
afio con afio su presupuesto dedicado a 1la Investigacién. Los
investigadores de la UNAM tienen mucho entusliasmo por 1la clencia, pero
el apoyo gubernamental cuesta mucho trabajo consegulrlo.

Los mexicanos, y en particular los ingenieros, si nos decidimos
por un pais ablerto y moderno, tenemos ante nosotros el reto de
ponernos a la altura de la mejor industria internaclonal; s6lo asi se
cumplira con el reto de producir empleos remuneradores y conocimientos
nuevos y riqueza patrimonial y soclial; es por eso que debemos lograr
el apoyo del goblerno para llevar a cabo estos objetivos.
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. ESTADO DEL ARTE EN LA CONSTRUCCION Y DISENO DE PRESAS DE
ENROCAMIENTO CON PANTALLA DE CONCRETO

11.1. Evolucién de 1a presa de enrocamiento

Las practicas de construccién en presas de enrocamiento han
evolucionado considerablemente desde el siglo pasado. Esta evolucién
puede clasiflicarse en los sigulentes tres periodos: Primero.- El siglo
diecinueve y los principlos del siglo veinte pueden ser considerados
como el periodo del enrocamiento colocado a volteo. En este tiempo se
construyeron enrocamientos que excedieron 1los 30 m de altura.
Alrededor de 1940 comenzaron a degarrollarse las primeras presas con
membrana impermeable. '

Segundo.~ A partir de los 40's surge el sigulente perlodo, de
vigorosa experimentacién , con nuevos disefios y nuevas técnicas de
. construccion. La compafiia norteamericana “Paciflc Gas and Electric"
hilzo extensiva la construcciédn de presas con losas de concreto, antes
Yy durante este periodo, lo que proporciondé a la profesién la
oportunidad vnica de estudiar el comportamiento a largo plazo del
enrocamiento a volteo. Se hizo comin la tendencia de colocar el
enrocamiento en delgadas capas (alrededor de 3 m) y subsecuentemente
compactarlas con el trafico de tractores y camlones de construccién.
Al rededor de 1940 1las losas son reemplazadas por corazones
impermeables de tierra en presas de enrocamlento a volteo, debido al
problema de flltraclones que presentaron algunas presas con losa de
concreto y a la creclente necesidad de estructuras mas altas. Entre
19556 y 1865 se establece la. transicién al enrocamiento compactado,
algunos factores que contribuyeron a este hecho fueron: la necesidad
de presas mas altas, la falta de roca de alta calidad, la diversidad
de sitios para desplantar presas y el desarrollo de maquinaria, en
especial el rodillo vibratorio. Terzagul recomendé que las presas
altas de enrocamiento a volteo estuvieran compuestas de tres zonas:
Una superior de roca pequefia, una central con roca de tamafioc medio y
una inferior de roca grande. El noté6 la alta compresibilidad del
enrocamiento a volteo y la pérdida de resistencia bajo saturacién para
varios tipos de roca, como un remedio sugirié el compactamiento del-
enrocamlento. o
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Tercero.~ Los ultimos veinte afios constituyen el pertlodo
contemporaneo; en éste, el disefio estandarizado de presas con losa de
concreto ha sido aplicado con refinamientos y ha sentado confianza
para el disefio y construccién de presas cada vez mis altas.

En las ultimas dos decadas, las grandes presas de enrocamlento,
principalmente con losa de concreto han estado en una etapa de disefio
experimental por parte de muchas de las constructoras del mundo.

En el simposio del ASCE (American Soclety Clvil Engeneering) para
presas de enrocamlento realizado en 1960, la presa de enrocamiento se
deflni6 como "Una presa constituida por roca, colocada a volteo o
compactada en capas, como principal elemento estructural”; esta
definicién incluia tanto presas con nucleo central como presas con
losa de concreto. Si bien el volteo es usado efeclivamente en algunas
zonas de la presa (como en la linea de ln base aguas abajo o en las
atagufas), la compactacién ha llegado a ser universal en todas las
presas de enrocamiento. Una definicién mds adecuada cs: "Una presa
donde el enrocamiento compactado en capas es el principal elemento
estructural”.

El disefio actual de presags de enrocamiento con pantalla de
concreto es esencialmente poco analitico, basado princlpalmente en el
criterio y en la practica.

La tabla II.1 es una lista en orden cronolégico, contenliendo
algunos datos fislcos y de disefio, de las presas arriba de los 50 m de
altura. La figura II.1 muestra la secci6n conceptual tipica de una
presa de enrocamiento con pantalla de concreto. Como podra observarse,
las partes fundamentales que la constituyen son: 1.-El cuerpo de
enrocamiento, dividido en clertas secciones, Incluyendo la zona de
apoyo de la losa, 2.-El1 pie de 1losa, y 3.-la losa de concreto,
incluyendo sus Juntas.

II.2. Caracteristicas del enrocamiento
11.2.a. Calidad y graduacién

En la explotacién de las formaciones rocosas duras, el
enrocamiento resultante tlene, generalmente, alrededor de 304 de
particulas menores de 2.5 cm. Debldo a esto se ha especificado
comunmente que el enrocamiento no debe tener mas del 30 ¢ 40% de
particulas menores de 2.5 cm, pero una roca basaltlica con mas del 50%
de pariiculas menores de 2.5 cm ha producido excelente enrocamlento.
También en afios reclientes se ha encontrado que algunas rocas tienen
excelentes propledades cuando se las rompe en tamafios relativamente
pequefios con pocas plezas grandes, con la mayor parte de las
particulas entre 10 y 15 cm. El1 aluvién (grava-arena) del rio, el cual
- forma excelentes terraplenes compactados, con baja permeabilidad y
alta resistencia al esfuerzo cortante, en ocasiones es similar a este
tamafio.

Las propledades mas importantes .del enrocamiento compactado deben
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ser baja compresiblilidad y alta resistencia al esfuerzo cortante.
Usualmente el enrocamlento es muy permeable, esta permeabilidad del
enrocamiento puede usarse para proveer un drenale especlal en zonas
Interiores, Generalmente las rocas duras extraidas en las canteras con
una distribucién de particulas tal que un 20% o menos de particulas
finas pase la malla No 4 y un 10% o menos de finos pase la malla
No.200, tienen las propledades necesarias para formar un enrocamiento
con alta resistencla y baja compresibilidad.

La resistencia a la compresiétn simple de especimenes intactos de
roca usados para presas de enrocamlento generalmente esta ep un rango
de 100 (6 200) kg/cm” (las muy balas) a mas de 2500 kg/cm” (las muy
altas), la mayoria se encuentra en el rango de 500 a 1500 kg/cmz. Como
regla general una roca con 300 kg/cm” o mAs es una roca dura adecuada.

Sin embargo, para presas de enrocamiento no es técnlicamente
convenlente usar rocas con altas reslstenclas; rocas con 300 a 400
kg/cm” de resistencia , no son mas compresibles en todo el volumen del
enrocamiento. que las mas duras. Al romper una roca con alta a muy alta-
resitencla (1000 kg/cm® 6 mAs) con frecuencla aparecen en ella muchas
puntas; las orillas y puntas resistentes dafian los ncumaticos del
equipo de transporte mas raplidamente que las de baja resistencia. Por
eso, en la explotacion de bancos, el enrocamiento de baja a moderada
resistencia tiene algunas ventajas econémicas en cuanto a su costo de
perforacién y ruptura con explosivos, ademas ¢5 considerablemente
menor el dafio del equipo de ataque y transporte.

Las rocas con alta absorcién o baja resistencia dan, todavia,
resistencias considerablemente menores cuando se saturan, comunmente
20 a 40% menos. Cuando estas rocas son compactadas con un equipo
pesado, ocurre el rompimlentoc de las mas grandes. A pesar de ello
estos materlales pueden usarse en una zona de la presa y con un método
de construccién aproplado,

I1.2.b. Excavacién y tratamiento de la cimentacién

El ancho de la base en la secclén maxima de una presa de
enrocamiento con pantalla de concreto, es mayor, en la mayoria de los
casos, que 2.6 veces la altura. Toda la carga de agua c¢s tomada por la
zona de la cimentacién que queda aguas arriba del eje de la presa.

La mayor parte del &rea excavada para la cimentacién se realiza
solamente con equipo terrestre, el cual remueve los depésitos de suelo
y expone los puntos de la roca dura in-situ. En la zona que queda
abajo del paramento de aguas arriba el trabajJo se reallza con una
retroexcavadora o un equipo similar, el cual puede remover,
también, roca humeda blanda. No se requliere limpieza final de tipo
manual. El suelo y el material entre la superflcle y la roca dura
bajo el paramento de aguas abajo de la cimentacitn, y en toda 1la
cimentaclén de la mayoria de las presas de baja a moderada altura , se
dejan en su lugar.

Los depésitos aluviales de grava en el fondo del rio se quedan en
su lugar, excepto los de una clerta zona bajo el ple de losa (ver
fig.I1.1). Tales depésitos usualmente tlenen baja compresibllidad,
relativamente tan buena como la del enrocamlento compactado.
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II.2.c. Zonificacién

Muchas medlciones en presas han conflrmado que el vaso lleno
provoca muy poco movimiento en la presa hacla aguas abajo. El1 factor
de desplazamlento total (peso total dlvidido entre el empuje
horizontal del agua) es alrededor de 7.5 . Es utll por tanto 1la
zoniflcacioén de materiales en el enrocamiento. Los procedimientos de
colocaclén de la roca son blen conocldos. La zonificaclén es
importante ya que en algunas &reas, bajo el paramento de aguas arriba,
se requleren bajas compresibilidades; y en otras, bajo el paramento de
aguas abajo, se necesita que sean drenables, , no requirlendose en
ellas bajas compresibilidades. Lo anterlior con el objeto de .evitar
subpresiones y previniendo el caso de erosién por desbordamiento.

El cuerpo del enrocamiento puede colocarse en cuatro zonas,
incrementando 1los espesores de las capas compactadas hasta dar una
conveniente transicién de compresibilidad y permeabilidad a las zonas
bajo 1los paramentos de aguas arriba y aguas abajo. La menor
compresibilidad debe estar bajo el paramento de aguas arriba, donde se
transmite la carga del agua a la cimentacién. En cuanto- a la
permeabilidad, ésta debe aumentarse progresivamente de la zona 2 {ver
fig.11.1.) a las zonas 3A hasta la 3JE, previniendo el caso en que
suceda el evento de una avenida antes de ser colocada la losa de
concreto.

Zona 1.-El1 propésito principal de esta zona de fina roca fue,
inictalmente, proveer un soporte uniforme y firme para la losa de
concreto. Recientemente existe la tendencia de combinar este material
con una cantidad sufliente de particulas de arena y flnos para asegurar
una baJja permeabllldad en ella. Tal graduacién provee una barrera
semipermeable, previniendo una posible flltracién provocada por una
grieta en la losa de concreto o un defeccto en los detenedores de las
Juntas. Las particulas deben tener una graduacién con tamafios maximos
de 3" a 6" y un porcentale de finos (malla No 100) menor que el 5 ¢
15%. Es convenlente que_el coeficlente de permeabilidad se encuentre
en un rango de entre 10 a 10 cm/s.

En esta zona el material , con un 40% de particulas de arena y
finos, es colocado y compactado en capas de 0.4 6 0.5 m de espesor con
un rodillo liso vibratorio. Generalmente es colocado con un porcentaje
de agua en el rango de 4 a 10%, pero no se sefiala comunmente, la
cantidad que ha de emplearse. Una especificacion seria que el
contenido de agua no fuese tan alto que el equipo de compactacién
operase en un material no firme; este tipo semipermeable de materlal
es especlalmente sensitivo al exceso de agua.

En sitlos con altas precipitaciones también es necesarlo
proyectar esta zona como una superficie vertedora. En las presas Alto
Anchicaya y Salvajina 1la erosién, provocada por una fuerte
preélpltaclén, produjo, en la zonas adyacentes al ple de losa,
_hondonadas que alcanzaron de 5§ a 8 m de profundidad en pocas horas, ¥y
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se tuvieran que realizar importantes reparaciones. El dafio por erosién
es causado principalmente por corrientes superficiales que bajan de
las laderas o de la superficle horizontal de la construccién del
terraplen principal.

Esta zona estd4 expuesta a erosién por precipitacién y a
disturbios por los trabajos durante su construccién. Para prevenir
esto se han empleado algunos métodos de proteccién tales como una
impregnaclén de asfalto y arena o una capa de 50 a 75 mm de concreto
lanzado. En sitlos 1lluviosos se recomlenda dque se coloque esta
proteccién tan pronto como sea posible despues de colocado el
terraplen. Esta proteccién es generalmente satlsfactoria contra 1la
erosién pero no puede soportar las grandes concentraciones de las
corrlentes superficiales provenientes de los terraplenes. Por eso, la
mayor proteccién contra la erosién se obtiene capturando y desviando
esas corrlentes.

Zona 2.-Esta zona es una transicién entre la zona 1 y el
enrocamiento. Su propdsito principal es limltar el tamafio de vaclos e
impedir con ello que los materliales de la zona 1 se desplacen y
penetren hacia los vaclos del cuerpo de la cortina. El material de
esta zona es colocado y compactado al mismo tlempo y con los mismos
espesores (0.4 a 0.5 m) que los de la zona 1.

Zonas 3A y 3B.-Debldo a que la carga de agua pasa a la
cimentacién a través de la zona que queda aguas arriba de la cortina,
es necesarlo que la compresibllidad de estas zonas sea lo mas baja
posible que minimice los asentamlentos de la losa. La experiencia ha
demostrado que 1la colocacién de los materiales en esta =zonas,
compactadas con un rodillo liso vibratorio en capas de 0.60 a 1.00 m
de espesor, respectivamente, ofrece un comportamiento satisfactorio.

Zonas 3C y 3D.-La compresibilidad de estas =zonas tiene poca
influencla en los asentamlentos de la losa debldo a que toman una
carga despreciable de agua. De ahf que la zona 3C se coloque
comunmente en capas de 1.5 a 2 m de espesor. Estas capas se compactan
dando a cada una 4 pasadas con el rodille liso vibratorio. Conviene
especificar el espesor de . las capas de la zopa 3C porque asi se
obtiene un ahorro econémico sustancial debldo al menor desgaste del
equlpo. La 3D es una zona de enrocamiento colocado a volteo. Estas
zonas admiten la colocacién de rocas de gran tamafio.

I1.2.d. Uso del agua en la compactacién del enrocamlento

La adicién de agua al enrocamiento compactado mejora - sus
propiedades al hacerlo menos compresible. Sin embargo, para rocas
duras con baja absorsién (menor de 2%) el mejoramiento es poco
significativo y probablemente no Justifique su costo, especialmente
para presas de moderada altura y para las zonas 3C y 3Db.

La necesidad de adlcién de agua es debatible. Los siguilentes
aspectos son una guia:

a) Para  la mayoria de las rocas duras en presas de baja a
moderada altura la adicién de agua tiene una influencia despreciable
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en el comportamiento de la presa.

b) Para grandes presas y para rocas con bajJa resistencia a la
compresion simple en condicliones saturadas, el agua probablemente debe
afiadirse rutinariamente en la zona bajo el paramento de aguas arriba.

c) Para rocas con alto contenido de particulas de arena y finos,
el agua debe usarse siempre. En estos materiales el agua ablanda' los
finos y las rocas grandes pueden ser forzadas a hacer contacto con las
demas con el rodillo vibratorio. No es la finalidad del agua el lavar
o canallzar los fines hacla los vaclos del enrocamiento.

La cantidad de agua afiadida comunmente ha sido de 10 a 20%, y en
ocacignes hasta de 30%. Para la mayoria de las rocas usadas 100
‘1ts/m” (alrededor de 10%) es mas que suficliente. Una buena practica es
adicionar el agua en los camiones Jjustamente antes de ser colocada 1la
roca, lo cual es econémico y asegura la completa humedad de la roca.

I1.2.e. Estabilidad del enrocamiento

Es dificil encontrar un método realista de verificacién de
analisls de estabilidad para el enrocamiento; sl blen el método de
anilisis 1limite ha sido usado, en la actualidad muchas presas han
fallado debido a una estabilldad inadecuada.

Para el enrocamiento de aguas abajo la relacién peso vertical a
fuerza horlzontal(con toda la carga de agua) es mayor de 6 para una
pendiente 1.3:1. Por eso, el disefio de la pendiente ha estado basado
en la tradicional relacién 1.3:1, precedente que se desarrolla para
enrocamlentos y cimentaciones en roca flrme, con varlaclones
ocaslonales. Para la presa Arela (de 160 m) la relacién fué de 1.4:1
debido a que la resistencla al esfuerzo cortante del enrocamiento,
sometido a allas preslones, fué bajo. Algunas pendientes mas suaves,
basadas en andlisis de estabilidad, se han manejado en enrocamlentos
con material débll o sobre clmentaclones menos competentes.

I1.3. Caracteristicas del pie de losa

El ple de losa es una franjJa de concreto que sigue la periferia
de la losa en el contacto con la boquilla.

I1.3.a. Tratamlento de la cimehtaclén del ple de losa

El pie de losa se construye generalmente sobre una roca dura no
intemperlizada. Sin embargo, todas 1las rocas contiencn 2zonas
suscept ibles con algunas fallas y fracturas que pueden estar rellenas
de arcilla. Una roca con menor calidad puede usarse como cimentaclién
aceptable empleando algunos métodos para su tratamiento: excavacién de
la roca erosionable y uso de lechadas de concreto; ampliacién del pie
de losa y uso de pantallas o trincheras, o flltros aguas abajo de. la
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presa. La colocacién de material impermeable (ver zona 4 de 1la
fig.I11.1 ) en las zonas bajas de la losa de concreto se ha usado en
algunas ocasiones para sellar grietas en la losa o las aberturas de
las Juntas.

La practica de disefio y construccién del pie de losa consiste en
la excavacién de una trinchera, a una profundidad nominal (obtenida a
partir de una  exploracién), que proveera una clmentacién
razonablemente competente. El criterlio es eliminar la posibilidad de
erosién o tublficaclén en la cimentaclén. Debe realizarse una
excavacién culdadosa para minimlzar la fracturaclén de la superficie
de la roca sobre la cual se colocard el ple de losa. Para tener un
buen contacto del concreto en la clmentacién, se requiere la limpieza
de la roca mediante chorros de agua o alre.

11.3.b. Dimensiones

El ancho del ple de losa (ver fig.Il.2a), en una roca dura no
erosionable, es entre 1/20 a 1/25 veces el tlrante de agua. El ancho
minimo ha sido generalmente de 3 m, sl bien 2 m pueden ser usados en
presas con alturas menores de 40 m, sobre muy buena roca. Cuando se
tienen condiclones locales pobres o un sitlo con roca pobre, se usan
anchos mayores.

El espesor frecuentemente ha sido disefiado aproximadamente igual
al de la pantalla de concreto. Un espesor de 0.3 m generalmente es
razonable para la  mayoria de los pies de losa. Sin embargo una
excavaclén sobre roca muy quebrada o sobre una topografia muy
irregular usualmente requlere mayores espesores. Un espesor de disefio
de 0.4 a 0.5 m puede ser considerado como el minimo requerido para los
ples de losa de grandes presas.

II.3.c. Acero de refuerzo

El propésito principal del refuerzo es el mismo que en la
pantalla, como acero por temperatura. El acero es colocado, en ambas
direcciones, a cada 10 o 15 cm en la parte superior y se flja al
enrocamiento mediante anclas. No se usa acero en la parte baja en el
sentido” perpendicular a la corrlente del rio, porque tlene
teéricamente una desventaja, ya que al trabajar de manera lncorrecta
en esta direcclén hace a la losa mas rigida y, por ende, menos capas
de ajustdrse a los posibles asentamientos diferenciales de la roca de
cimentacién.

Las anclas en el ple de losa (ver fig.1l.2a), no estan disefiadas
para soportar cargas producidas por subpresién, su propésito es
simplemente el de 1ligar el concreto con la roca. Su longitud
espaciamiento y diimetros se elige de acuerdo a las caracteristicas de
la roca de cimentaci6én. Las anclas comunmente utilizadas se encuentran
en un rango de 25 a 35 mm de dlametro, espacladas aproximadamente de
1.0 a 1.5 m en cada direccién con longitudes de 3.0 a 5.0 m.

I11.4. Caracteristicas de la losa de concreto

La losa de concreto ha demostrado ser durable aun bajo altos
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gradientes hidraullcos y condiciones climatolégicas extremas, lo mismo
en presas con enrocamlento a volteo que en presas con enrocamiento
compactado, y en aquellas construidas antes del uso de puzolanas.

I1.4.a. Espesor

El espesor de la losa de las primeras presas de enrocamlento a
volteo fué tradiclonalmente 0.3 +0.0067H [H= altura de la presa en m].
La experlencia muestra que las vielJas losas han sido remarcadamente
satisfactorias. Para la presa con enrocamiento compactado, el espesor
de la losa ha ido decreciendo a 0.003H y 0.002H é menos. Estas losas
han tenide un comportamiento satlsfactoric y existe 1la tendencia
general hacia losas mas delgadas. Generalmente se consldera un espesor
entre 0.25 y 0.30 m como el minimo necesario para cubrir el acero y
para hacer la superficle de grletas por contraccién, poco lmportante.
En presas con altura moderada (entre 75 y 100 m), se plensa, en base a
la experlencla disponible, que es razonable un espesor constante entre
0.25 a 0.30 m.

I1.4.b. Acero de refuerzo

El uso de 0.4% de refuerzo en cada direccién para la losa de
concreto de presas con enrocamiento compactado, ha side un camblo dtil
en relacién con el 0.5% anteriormente usado en presas con enrocamiento
a volteo. En algunas presas recientes se planea el uso de 0.3% de
acero en la gran zona central con compreslones conocldas,
conservandoese el 0,4% en el perimetro de 1la losa, en donde se
desarrollan tensiones en algunas zonas.

El acero de refuerzo slempre se coloca en una capa al centro del
espesor de la losa. El propésito es hacer la losa lo mas flexible
posible, permitiendo segulr pequefios asentamientos, sin que se
desarrollen altos esfuerzos por flexién, 'y dando 1gual resistencia
flexionante en ambas direcclones,

Una tendencia, la cual parece razonable y econdmica, es hacer que
el acero de refuerzo pase a través de las Juntas verticales. Cuando el
refuerzo pasa a través de la Juntas verticales existe menor riesgo de
que se desarrollen grletas por contraccién en las Juntas de
construccién en el sentido vertical. La ventaja econdmica de correr el
acero: a través de las Juntas verticales es la eliminacién de
detenedores de agua, cuya tecnologia es cara; asi, el aumento en la
cantidad de refuerzo utllizado resulta ser un ahorro y no un aumento
en el costo total de la presa.

Il.4.c. Concreto

La dens idad e impermeabllidad del concreto funcionan
satisfactoriamente bajo altos gradlientes hldraulicos teniendo este una
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resistencia tipica a los 28 dlas entre 20 y 24 MPa. Una alta
resistenclia en el concreto no es recomendable, generalmente debido a
que va a estar sujeto a grandes contracciones y a que la seguridad y
la impermeabilidad son mas importantes. Con la moderna tecnologia del
concreto, las bases de calldad y durabllidad son mas firmes y dlgnas
de conf'lanza que en el pasado.

11.4.d. Juntas verticales y perimetral

En la mayoria de las presas, la pantalla no cuenta con Juntas
horizontales y las verticales son Juntas frias con detenedores de
agua. Cuando se requlere interrumplr la colocacién del concreto, se
usa una Jjunta de construcclén simple con el acero de refuerzo
atravesandola.

Cuando se aplica la carga de agua, el movimiento del terraplen
hacla aguas abaJjo Iimpulsa la losa de concreto fuera de la Junta
perimetral. La Junta perimetral slempre se abre y se desalinea
moderadamente cuando se llena el vaso, y es una fuente potencial de
filtraciénes si no esta disefiada inspecclonada y construida,
correctamente. En presas de bajJa a moderada altura{menos de 75 m) el
movimiento de la junta comunmente ha sldo de unos cuantos milimetros.
En algunas presas altas el movimlento de la junta ha sido de algunos
centimetros. La presa Areia, con 160 m de altura, tubo una abertura en
clerta zona de la Junta, de 2.5 cm; la filtracién en la Junta no
ocurrié pero es probable que se haya roto el detenedor de agua.

Debido a la historia de flltraciones en las Juntas perimetrales
la tendencia ha sido colocar de dos a tres detenedores de agua
separados (ver flg.I1I.2a). Se piensa que no es convenlente inclulr el
cz2tenedor central debido a que su presencla hace dificil colocar un
concreto confiable y continuo en las Juntas; los detenedores inferior
y superlor han dado un serviclo satisfactorio. El material del
detenedor superior puede ser mastlc cublerto con goma elastica o una
membrana de plastico. Es necesarlo que el mastic selle contra el
concreto para evitar flltraclones; esto se logra utilizando una
vigueta de acero rigida unida a una laminilla que empuja el mastlc
hacia el concreto cuando se aplica la carga (ver fig.II.2c). Este
sistema, Inicialmente 1ideado para la presa Yacambu, fué primero
utllizado en la presa Arela.

El hypalon es considerablemente mas durable que otras membranas
disponibles y debe ser conslderada el material preferente.

11.4.e. Construcclén

A partlr de 1867, con la realizacién de la presa "De Pledras”, en
Espafia, las losas de concreto se construyen en franjas vertlcales a
partir de la zona mas baja. Estas franjas tlenen un ancho entre 12 y
18 m (15 m es una medida usual).

Se plensa que la construccién de la losa debe empezarse cuando
todo el enrocamiento ha sido colocado, pero en grandes presas la
construcclén de la losa en etapas puede ser econtmicamente
Justificable y convenlente. En la presa Arela se construyé primero la
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zona baja en el paramento de aguas arriba con el objeto de protejer el
enrocamlento contra una posible avenida; la pantalla fué colocada en
etapas y ha tenldo un buen comportamliento. Lo anterlior muestra que la
losa puede colocarse en la secuencia que convenga a su constructor;
como resultade se tiene un programa mas corto y econémico.

II.5. Futuro de las grandes presas de enrocamiento con pantalla de
concreto

El futuro disefio de grandes presas de enrocamlento compactado con
losa de concreto, dirige su atencién al movimiento de la losa bajo la
carga de llenado.

Debido a que los movimientos en grandes presas son directamente
propocionales al cuadrado de la altura e inversamente proporsionales
al médulo de compreslbllidad, de aqui puede predecirse el movimiento
que tendrda la losa. En presas con alturas mayores que 160 m, el sitio
requerido para su construcclén debe tener una roca de cimentacién no
erosionable que admita tratamientos especiales, s! se requiere, y
contar con un alto médulo de compresibilidad.

La experiencia ganada en grandes presas de enrocamlento con
corazén 1mpermeable, combinada con los conocimientos y experiencla
adquirida sobre los movimientos de la losa, slentan la bases para el
futuro disefio de presas de enrocamiento con pantalla de concreto.



TABLA I1.1. LISTA PARCIAL DE PRESAS DE ENROCAMIENTO CON
CONCRETO
NOMBRE ALTURA LOCALIZACION AflO DE TALUD
(m) TERMINACION AGUAS
ARRIBA
Morena 54 California 1895 0.6
Strawberry 50 California 1916 1.2
Dix River 84 Kentocky 1925 1.2
Salt Springs 100 California 1931 1.1
Cogwell 85 California 1934 1.35
Malpaso 78 Peru 1936 0.5
Cogoti 75 Chile 1939 1.6
lover Bear 1 71 California 1952 1.3
Lower Bear 2 S0 California 1952 1.0
Paradela 112 Portugal 1955 1.3
La joie 87 Canada 1855 1.1
Plnzanes 67 México 1956 1.2
Courtright 98 California 1958 1.0
Wishon 82 California 1958 1.0
San Idelfonso 62 México 1859 1.4
New Exchequer 150 California 1966 1.4
Cebin Creek 76 Colorado 1967 1.3
Fades 70 Francla 1967 1.3
Rama 110 Yugoslavia 1967 1.3
Kangaroo 59 Australia 1968 1.3
Creek
Pindar1 45  Australla 1969 1.3
Cethana 110 Australla 1971
Alto 140 Colgmbia 1974 .4
Anchincaya
Le Rouchain 60 Francla 1976 1.4
Little Para 54 Australia 1977 1.3
Golillas 130 Colombla 1978 1.6
Outardes 2 55 Canada 1978 1.6
Winneke 85 Australia 1979 1.5
Balley,R.D. 98 USA 1979 2.0
Areia 160 Brasil 1980 1.4
Neverl 118 Venezuela 1981 1.4
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PANTALLA DE
TALUD AREA DE
AGUAS LA LOSA
ABAJO  (m® )
1.3

1.3

1.4

1.4 10900
1.6

1.33

1.8

1.4 5800
1.4 2800
1.3 55000
1.5

1.3

1.3 6700
1.4 20000
1.4

1.4

1.3

1.3 186500
1.3

1.4 8000
1.3 16400
1.3 23700
1.4 22300
1.4 18000
1.4 10200
1.6 14300
1.6 14300
2.2 82500
2.0 65000
1.4 133000
1.5 53000
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NOMBRE . ALTURA . LOCALIZACION AflO DE TALUD TALUD AREA DE
(m)  TERMINACION AGUAS AGUAS LA LgSA
ARRIBA ABAJO (m

~ Mackintosh 75 Australia 1981 1.3 1.3 27100
Mangrove 80 Australia 1981 1.5 1.6 29100
Creek
Shiroro 130 Nigeria 1982 1.3 1.3 150000
Yacambu 150 Venezuela 1982 1.5 1.5 13000
Murchison ’ 89 Australlia 1982 1.3 1.3 16200
Awonga 47 Australia 1982 1.3 1.3
Fortuna 65 Panama 1982 1.3 1.4
Glennies 67 Australia 1983 1.3 1.3 50000
Creek
Sdlvajina 145 Colombla 1983 1.8 1.5
Be Jar 71 Espafia 1984 1.3 1.3 19140
Terror Lake 58 Alaska 1985 1.5 1.4
Alsasua 50 Espafia 1985 1.3 1.4 13850
Kotmale a7 Sri Lanka 1985 1.4 1.45 80000
Lower Pieman 122 Australla 1986 1.3 1.6 35000
Iruru 50 Pera 1986
Ita 123 Brasil BD 1.3 1.3 110000
Cirita 85 Indonesia BD 1.3 1.4
Segredo 145 Brasil BD 1.3 1.3 21000
Acena 65 Espafia BD 1.3 1.3
Kalliwa 100 Fllipinas " BD
Machandinho 124 Brasil BD 1.3 1.3
La miel 180 Colonbia BD 1.8 1.8
Musa 150 Nueva Gulnea P 1.5 1.5
Cuesta 80 Argentina P 1.4 1.5
Blanca
Aguamilpa 180 México BD 1.5 1.8

P=Propuesta BD=Bajo Disefio
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Il INTERACCION ENTRE LOSAS DE CONCRETO Y SUELO

En una investigacién clentifica es Importante 1la etapa de’
observaclén, ya que esta nos ayuda a deflnir cuales son los parametros
que intervlenen en nuestro problema. Definir estos pardmetros sera de
utillidad en los analisls posterliores que llevaremos a cabo.

La interaccién entre losas de concreto puede ser estudlada a
partir de las observaciones realizadas en pavimentos rigidos, en losas
y cajones de cimentacién y en la propia losa de concreto de las presas
de enrocamiento con pantalla.

ITI.1. FACTORES QUE INFLUYEN EN EL COMPORTAMIENTO DE LAS LOSAS

La tabla III.1 muestra algunos de los factores que afectan el
comportamiento de las losas de concreto en diferentes estructuras.
Estos factores se ublican en cuatro grupos: 1.-Materliales de apoyo;
2.-Losa de concreto; 3.-Cargas, y ; 4.~Factores amblentales.

I1r.1.1. PAVIMENTOS

Se describen a continuacién algunos de los factores que influyen
en el comportamiento de las losas de concreto de pavimentos rigldos.

I11.1.1.1. Caracteristicas de los materiales de apoyo

las caracteristicas de los materiales de apoyo como son :tipo ,
médulo de elasticidad, relacién de Poisson, relacién  de
amortiguamiento, etcetera, influyen significativamente en el
comportamiento de un pavimento y en el de cualqguier otra estructura.

II1.1.1.1.1. tipo de materiales

Usualmente los materiales de apoyo de la losa de un pavimento

~son: La base, la sub-base (generalmente material bien graduado

producto de la trituracién de roca, lo nlimo que la base), la capa
subrasante , las terracerias y el subsuelo.
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Los materiales de la terraceria y la capa subrasante Jjuegan un
papel fundamental en el comportamientn de un pavimento rigido. Se ha
observado que los suelos organicos y aquellos cuyo rehote elastico es
importante proporsionan un mal comportamiento a las .terracerias del
pavimento. ’

Los materiales del subsuelo son los que existen en la regién en
donde se construye la obra. De acuerdo a su comportamiento ante cierto
tipo de cargas estos pueden ser friccionantes o cohesivos.

Las caracteristicas no lineales carga-deformacién de los
materiales del pavimento ,capa subrasante y subsuelo estan
relaclonadas con la distribuclién fisica no uniforme de los mismos. Los
materiales del pavimento usualmente se deforman mucho menos que los de
la capa subrasante y el subsuelo. La deformacién de la capa subrasante
¥ el subsuelo llega a ser un factor significativo en la disposicién de
la deformacién de la superficle del pavimento.

Los movimientos del terreno de clmentacién o de espesores
importantes de material de terraceria compresible conducen al
agrietamlento de las losas cuando los asentamlentos diferenclales son
importantes en trechos cortos y ocurren con rapidez

111.1.1.1.2. Médulo de elasticidad

En teoria de la elasticidad se define el médulo de elasticidad
cumo la pendiente de 1la tangente. en un punto a la curva
esfuerzos-deformaciones. Este depende de muchos factores como son el
tipo de material, temperatura, velocidad de aplicacién de las cargas,
etc.

El médulo de elasticldad se encuentra directamente relacionade
con 1las carateristicas esfuerzo-deformacién de un determinado
material. Un bajo moédulo de elasticldad en suelos quiere decir alta
compresibilidad con bajos niveles de esfuerzo, lo que significa que el
material es muy deformable.

111.1.1.1.3. Relaclén de Polsson

Al someter un cuerpo s6lido a un estado de esfuerzos unlaxlal,
éste experimentarad una deformacién en la direcclén del esfuerzo normal
aplicado. Sin embargo se observa también que el cuerpo se contrae o
.expande {deformacién en el sentido transversal) dependiendo de si el
esfuerzo normal aplicado fué de tensién o de compresliéon., La relacién
entre la deformacién unitaria transversal y la deformaclén unitaria
longltudinal, se conoce como relacion de Polsson.

La relacién de Polsson también se relaciona con las
caracteristicas esfuerzo-deformacién de los materiales. bajos valores
de esta relacién significan un material poco rigido.
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III.1.1.1.4. Relacli6én de amortiguamiento

El 1impacto que provocan 1los vehiculos al circular por un
pavimento genera scbrecargas en estas estructuras. Estas cargas
provocan vibraciones en la 1losa que pueden 1llegar. a ser de
consideraci6én e influir en el comportamiento del pavimento.

Si se aplica a un cuerpo soportado elasticamente un impulso de
"corta duracién, vibrara con su frecuencia natural, la cual depende de
su masa y de sus propledades elastlcas. Cuando se plerde energia en el
proceso se dice que la vibraclén se ha amortiguado y la frecuencia
natural sera algo menor.

La amortiguacilén se expresa en térmlnos de la razéon de
amortiguamiento C, la cual es una indicacién de la cantidad de energia
vibratoria perdida en cada clclo: € = 0 indica que no hay pérdida, C=1
indica que toda la energia del impulso se ha disipado en un ciclo de
vibracién.

Algunos ensayos realizados en masas de suelo de 1 a 3 toneladas
métricas y con losas cuadradas de 0.6 a 0.8 m de lado , indican
frecuenclias naturales de 700 vibraciones por minuto para la turba, a
1800 vibraciones por minuto para la arena muy compacta,

III.1.1.1.5. Permeablilidad

Los materiales de la base deben drenar el agua que se¢ introduce a
través de la carpeta o por los acotamientos del pavimento. e impedir
la ascensién capllar con el objeto de disminulr los posibles efectos
(disminuclién de resistenclia, generacién de preslones de poro, etc.) de
lu presencia de excesos de humedad en los materlales de apoyo.

I1IT1.1.1,1.6. Geologia

En pavimentos es 1mportante tomar en cuenta la geologia de la
regién en donde se construira la obra ya que asi podréan tratarse los
problemas relaclonados con posibles fallas geolégicas.

Las fallas geoléglcas pueden dar como resultado un mal
comportamiento al pavimento en su funcionalidad e Incluso pueden
provocar fuertes dafios en él1.

I11.1.1.1.7. Estratificacién

Si1 los materlales del suelo natural estan estratificados debe
tomarse en cuenta la naturaleza de los materiales que constituyen las
capas y sus espesores. Como ejJemplo se tiene el caso de una aeropista
que se locallz6 sin tomar en cuenta las caracteristicas del subsuelo,
sobre un terreno irregular tanto en estratigrafia como en propledades
mecanicas, el cual contenia espesores muy importantes de arcilla de
alta compreslbilidad, al poco tiempo la pista tubo que ser inutilizada
pues presentd deformaciones muy lmportantes.
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I11.1.1.2. Caracteristicas de la losa de concreto

Eu los parrafos slgulentes se describen las caracteristlicas de la
losa que influyen en el el comportamiento de un pavimento.

I11I,1.1.2.1. Dimenslones

La geometria de la losa es un lmportante factor que influye en el
comportamiento de todo el sistema,

11I1.1.1.2.1a. espesor

El espesor de un pavimento se relaclona directamente con la
rigidez del mismo, lo cual se ve reflejado en la forma en que se
asienta la losa de concreto.

II1.1.1.2.1b. ancho

El tamafio de las losas de un pavimento generalmente suelen ser
cuadradas con 3 a § m de lado. El coucreto preesforzado permite la
utilizaclén de superficles continuas de area muy superlor.

I111.1.1.2.1c. largo

Las losas en pavimentos normalmente han sido cuadradas por lo que
no se dispone de muchos datos sobre la influencla de este factor, sin
embargo es de esperarse que una losa alargada presente un
comportamiento menos adecuado que las de tipo comin.

111.1.1.2.2, Calidad del concreto

Los concretos que se utilizan en 1la losa suelen ser de
resistencla relativamente alta, generalmente comprendida entre 200 y
400 kg/cm”.

El mal comportamlento de una losa puede deberse a una mala
calidad del. concreto. Las fallas pueden deberse a: ublllzaclén de
materlales y agregados no adecuados, desintegracién por reacclén de
los agregados con los alcalls del cemento.‘problemas derivados del uso
de sales para proteger ¢l concreto de los frios extremos en zonas de -
clima severo, etc.

Uno de log factores que causan la desintegracién del concreto es
el fabricarlo con un mezcla humeda y el uso de agregados con exceslivo
contenido de finos. C

I11.1.1.2.3. Modulo de elasticlidad

En el concreto el mddulo de elasticidad varia de 10 000 y 14 000
Kg/cm2 por lo que puede decirse que su compresibllidad es baja en
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relacion a los niveles de esfuerzo a que va estar sometida la losa, y
en comparacién con la compresibilidad de los materiales de apoyo.

III.1.1.2.4. Armado

El armado en los pavlimentos rigldos se especifica para prevenir
esfuerzos por camblos de temperatura.

I11.1.1.2.5. Contacto suelo-losa

Una de las causas de falla en los pavimentos rigidos lo
constituye un mal comportamiento estructural provocade por faltz de
apoyo adecuado. La mala colocaclén de la losa y el fenotmeno de boubeo
conducen a la ruptura de esquinas y bordes.

R P
1II.1,3. Caracteristicas de las cargas
I11.1.1.3.1. Distribuclén

Las cargas aplicadas a un pavimento se deben a los vehiculos que
circulan en él.

Se ha observado que la distribuclén no uniforme del Lrafico tiene
como resultado un dafio acumulativo y disparejo en la superficlie del
pavimento que conduce a asentamientos diferenciales.

I11.1.1.3.2. Ordenes de magnitud

La magnitud de 1las cargas que se aplican a un pavimento es
bastante importante: llega a 8 toneladas por eje, en camiones, hasta
150 toneladas que pesa un avién DC-8, Las presiones de inflado de las
1lantas son del orden de 6 kg/cm en los camiones y 13 a 14 kg/cm en
los aviones mas pesados.

A lo largo del eJje longitudinal, en el movimiento de una rueda,
es imposible establecer el contorno de deformacién del pavimento, sin
embargo en la direcclién transversal al trafico, 1la deflecciédn del
pavimento esta gobernada por el equilibric baAsico de las cargas
externas y el equilibrio interno esfuerzos—deformaciones del
pavimento.

I11.1.1.3.3. Velocidad de aplicacién

La velocidad de aplicaclién de las cargas ejerce influencia sobre
el pavimento. En general las cargas estaticas o lentes ejercen peores
efectos que las mas rapidas. En las rampas de las carreteras suelen
versen mas destruidos los tramos de sublda que los de bajada.

La repeticién de una carga proveea un pequefio aumento en la
deformacién permanente del pavimento. El incremento progresivo de las
deformaciones permanentes, al repetirse las cargas, induce fatiga de
los materiales, :
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I1I.1.1.4. Factores amblientales

Los pavimentos estan expuestos siempre a las condlciones
amblentales, y se ha observado que estas pueden destruirlos aun sin la
aplicacién de cargas. .

Los mecanlsmos generales por los cuales el ambiente influye en el
comportamiento del pavimento son (1) Efectos en las propledades
ingenieriles de los materlales, tales como resistencla y deformacién,
(2) Efectos en la Integridad de los materlales, tales como durabllidad
y acclién fislco-quimica, y (3) Efecto en el cambioc volumétrico y los
resultados del equilibrio de esfuerzos en el sistema del pavimento.

III.1.1.4.1. Temperatura

Todos los materiales del pavimento se expanden o contraen con las
fluctuaciones de temperatura. Por eso, las losas de los pavimentos
desarrollan grietas en el fnvierho y se expanden durante los meses de
verano.

La conductividad térmica de un materlal se define como la
cantidad de calor que fluye normal a una superficie de area unitaria
en un tiempo dado bajo un gradiente térmico unitario.

Para propésitos practlicos los factores que afectan a un pavimento
pueden dividirse en factores extrinsecos e intrinsecos. Los factores
extrinsecos son usualmente las condiciones ambientales, tales como
! emperatura del alire, radiacién solar, viento, preciplitaciones,
evaporacién y condensacién, Evidentemente, la localizaclén geografica
tlene una fuerte Influencia sobre el clima de la regién.

Los factores intrinsecos generalmente se refieren a la emisién de
radlacién (a traves de longitudes de onda) del suelo y a propiedades
térmicas de los materlales, los cuales son la conductividad térmica,
capacidad calorifica, y calor latente de fusién de los materiales del
pavimento y del subsuelo. Aun en un amblente muy dinadmico los factores
intrinsecos son relatlvamente constantes comparados con la fluctuacién
de los factores extrinsecos o externos.

La temperatura ambiente es el factor mas Importante en el
equilibrio " térmico del pavimento. La figura III.la. muestra los
camblos de temperatura sufridos por la losa de un pavimento. Puede
verse que la radiacién solar y la temperatura amblente tienen un
efecto significativo en la temperatura del pavimento. El pico de la
temperatura del pavimento se presenta una hora despues que el de la
radiacién solar. S1 bien la temperatura del pavimento asume un
fluctuacién clclica, la amplitud de la fluctuacién decrece con la
profundidad. La fig. III.1b. muestra un perfil de temperatura. La
radiacién del subsuelo mantiene la temperatura del pavimento durante
la noche.

Como todos los materiales son sensibles a los camblos
volumétricos debido a las fluctuacliones de temperatura, los efectos de
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la variacién térmica se reflejan en contraclones y expansiones en el
pavimento. Deblido a que la varlacién de temperatura no es uniforme el
pavimento experimenta un movimiento no 1llneal. La conductividad
térmica y la capacidad calorifica de los materiales del pavimento
afectan su porcentaje de flujo de calor, resultando gradientes
térmicos a traves del eje vertical del pavimento. Por lo tanto, La
magnlitud de la expansién térmica no es constante; la orilla del
pavimento tlende a curvarse hacla arriba durante las noches frias, y
hacia abajo cuando la temperatura del alire es mayor que la del suelo.

Por tanto, 1los esfuerzos inducidos por temperatura son tanto
esfuerzos flexionantes como esfuerzos axiales.

Cuando los esfuerzos flexionantes exceden la resistencia de la
carpeta, se desarrollan grietas, aun sin estar el pavimento sujeto a
cargas. Algunos pavimentos de concreto de aeropuertos experimentan
finas grietas fuera del area de operaclién normal del avién.

Para una carpeta de concreto dada, los esfuerzos inducidos por
cambios de temperatura se incrementan cuando se incrementa el espesor
del pavimento. La experliencia indica que un pavimento de concreto con
un espesor de 16 pulgadas puede presentar una superficle de grietas
mayor gque un pavimento con un espesor menor, por ejemplo de 12
pulgadas.

La flg. III.2a. muestra los resultados de pruebas realizadas para
medir los efectos de la temperatura en la reslstencla de un concreto
hecho con cemento portlan. En el Jango de 40 a 100 F, la resistencia
relativa (con respecto a la de 70°F) decrece de 1.25 a 0.80. En altas
temperaturas la resistencia del concreto decrece aun mas. En la fig.
II1.2b. se muestra el efecto de la temperatura en la resistencia de un
suelo arcilloso. Los cambios en 1la resistencia siguen la misma
tendencia que en el concreto.

III.1.1.4.2. Humedad

La humedad es una varlable fundamental en todos los problemas de
estabilidad de suelos.

Las condiciones ambientales en las cuales puede ocurrir un cambio
de humedad en el pavimento-(ver fig. I1I1.3.) son:

1.-Flltracion de agua hacia el pavimento de terrenos veclnos mas
elevados.

2.~Ascenso y descenso del nivel de aguas freaticas.

3.-Filtraclén de agua a través de la superficle del pavimento

4. -Transferencla de humedad con terrenos adyacentes.

S. -Transferencia de humedad con el subsuelo.

6.~Transferencia de humedad por vaporizacién de agua del
subsuelo.

En general la presencia de humedad tlene un efecto negativo en el
comportamiento del pavimento. Para un pavimento, . los efectos de
temperatura y humedad se consideran aun mas serios que la carga de los
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vehiculos.

En climas con temperaturas abajo del punto de congelamiento, la
humedad en el pavimento tiene una influencia declisiva en su
comportamiento.

En muchas carreteras y aeropuertos los contenidos de humedad en
las orillas del pavimento se encuentran lnestables y son generalmente
mayores que en las zonas interlores.

I11.1.,1.4.2a. Acclén de las heladas

Uno de los aspectos relaclonados con la temperatura y la humedad
lo constituyen las heladas.

Los fendmenos de deshielo producen un descenso drastico en la
reslstencla de las capas de los pavimentos afectados por congelacioén.

La fig. 1I1.4 muestra la varlacién tiplca anual de las
deflecclones en un pavimento. El1 comportamiento del pavimento puede
dividirse en cuatro grupos.

1.-Durante los meses de diciembre, enero y febrero, el suelo se
encuentra en el periodo de maximas profundidades de congelamlento por
las heladas. La humedad actda come un cementante del suelo,
proporcionando una alta rigidez al pavimento y provocando que los
asentamlentos en ¢é1 sean pequefios. La capacldad de carga y el
comportamiento del pavimento resultan mejores.

2.-A finales de febrero y principlos de abril el clima cambla
rapidamente de frio a callente y a frio otra vez. lLa superficle del
suelo sufre periodos de deshlelo y congelamiento, nantenlendose la
profundidad de 1la capa congelada. El vapor atrapado en el suelo
asclende y desclende. La excesiva presencia de humedad en el suelo
durante el deshielo reduce grandemente la capacidad de carga del
pavimento, lo anterior conduce, consecuentemente, a un incremento
significativo en las deflecciones. Sl el vapor queda atrapado en el
fondo del subsuelo, en un perlodo breve de deshielo y congelamiento,
esto puede provocar la elevaclén del pavimento. En este perlodo se
presenta la méxima desirucclédn del pavimenlo, provocade por grietas,
desintegracion, etc. !

3.-Durante el mes de abril, la temperatura de la noche es
predominantemente mayor que la del punto de congelamiento. El suelo se
descongela completamente. La migracién de vapor cesa. La alta humedad
del pavimento tliende a descender y el pavimento recupera su estado
inicial de resistencia.

4.~-De los meses de mayo a noviembre el pavimento funciona de
manera normal y los efectos temperatura-humedad no son significativos.

II1.1.1.4.3. Accién de agentes quimicos.

Los pavimentos estan expuestos a la corrosiéon quimica producto
del medio ambiente. Asi tambien sufren las consecuenclas del petroleo
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y aceltes que caen de los vehiculos de transporte.
III.1.2. CIMENTACIONES
III.1.2.1. Caracteristicas de los materlales de apoyo

Se describiran a continuacién las caracterfsticas de los
materiales de apoyo que Influyen en el comportamlento de losas de
cimentacién. '

III.1.2.1.1. Tipo de materiales

El terreno de apoyo Influye de manera Iimportante en el
comportamiento de las cimentaciones. Un suelo puede estar constituido
por materiales tales como arenas, arclllas, limos, loes, los cuales
tienen un comportamiento diferente con respecto a los demas tipos de
suelo. En una arena, por ejemplo, los asentamientos mas importates son
los debldos al asentamiento eldstico; no asi en una arclilla en donde
el fenomeno de la consolidacién es el aspecto mads relevante en cuanto
a asentamientos se reflere. Otro aspecto en donde influye el tipo de
suelo de apoyo es en la forma de deformarse la estructura ante las
cargas impuestas,

El1 comportamiento de una cimentacién superficlal depende mucho
del tipo de terreno sobre el que descanse. La tabla 111.2. enumera las
diferencias mas importantes entre el comportamiento de la arena y el
de la arcilla como materiales de cimentacién. E1 1imo tlene un
comportamiento Intermedio entre la arena y la arcllla.

La figura I1I1.5a muestra la distribucién de asentamlentos bajo
una carga uniforme en un materlial con comportamiento fricclonante,
como la arena o la grava. La figura III.5h muestra los asentamientos
producidos al 1inlclo por una carga uniforme en un materlal con
comportamiento cohesivo como la arclilla saturada.

III.1.2.1.2. Médulo de elasticidad

En arena el médulo de elasticidad cambia con la profundidad con
la presién de confinamiento y con la deformacién. Ademas crece en
- algunas zonas centrales de las areas cargadas.

II1.1.2.1.3. Relacién de Poisson

En suelos este factor anda entre 0.25 en arena compacta y 0.35 a
0.43 en arcillas muy compresibles,

En las arenas la relaclén de Polsson varia con la compacldad del
suelo y con la magnitud y tipo de esfuerzos apllcados.

II1.1.2.1.4. Relacién de amortiguamiento
Las cimentaclones pueden estar sometidas a vibraclones por

diferentes causas naturales y artificiales: terremotos, viento,
corrientes de agua de gran velocidad en estructuras marinas, etc.,
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producen vibraclones transitorias como casl-continuas , de frecuenclas.
variables; las maquinas de movimiento alternativo, compresores bombas,
etc, son fuentes importantes de vibraclones continuas y ocasionan en
general los problemas mas serlos.

Las vibraclones del suelo tlenen varlos efectos importantes: Si
algun sistema suelo~cimentacién pudlera entrar en resonancia, se
podrian produclr grandes dafios; La vibraclén puede producir una
reduccién de la relaclién de vaclos en suelos no cohesivos, lo cual
tendra come consecuencla un serlo asentamiento; La vibracién en suelos
no cohesivos sueltos y saturados puede ser causa de que se produzca en
el suelo el efecto de licuacién, la pérdlda de resistencia y la falla.

El sismo de la cludad de Méxlco ocurrido el 19 de septiembre de
1985 mostré los efectos en la zona III la cual experimenté una fuerte
amplificacién dinamica (ref. 2).

La fig. IIl1.6. muestra la representaclén simplificada de las
componentes de la vibracién de un sistema suelo-estructura. La
frecuencla natural no es una propledad que dependa unlicamente del
suelo, sino que depende tambien del peso y tamafio de la cimentacién y
de la carga que soporta.

I111.1.2.1.5. Permeabllidad

Debido a 1la baja permeabllidad de algunos suelos (arcillas,
limos, etc.), su comportamiento ante cargas queda definido en el
tlempo.

Para ilustrar la influencia que tlene la permebilidad de los
materiales de apoyo en el comportamiento de las estructuras, se
considera el caso de un suelo blando apoyado en una capa resistente y
sometido a una sobrecargae (ver flg. II1.7). Los desplazamientos en el
sistema se presentan en dos fases: Primero el desplazamiento durante
la aplicacién de 1la carga, y despues, el desplazamiento al
consolidarse el estrato bajo la carga superficial constante. Durante
la aplicacién de las cargas los puntos bajo la carga s« mueven hacla
abajo,pero la parte de la superficie que no esla cargada se desplaza
hacia arriba; los puntos del interior del terreno se mueven hacia
afuera. Durante la consolidaciédn todos los puntos de la superficie se
desplazan hacia abajo. De esta forma el asentamiento en la superficle
de 1la zona cargada aumenta, y la superficle exterior a la zona cargada
finaliza con un desplazamiento neto hacia abajo.

111.1.2.1.6. Geologia

En cimentaclones este aspecto puede interesar para determinar
aproximadamente los tipos de suelo que se encuentran en un determinado

lugar.
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I11.1.2.1.7. Estratificacioén

La estratificacién de las capas de apoyo influye en la magnitud
de los asentamientos sufridos por las estructuras dependiendo de
espesores y tipos de material. Por ejJemplo, en las arcillas finamente
estratificadas con finos estratos de arena o limo alternados, la
presencia de estos ultimos en el suelo compresible actua como refuerzo
del conjunto que restringe la deformacién horizontal de la arcilla.

Cuando existe estratificacién en el subsuelo los materiales de
que estan constituidos las capas adquleren una gran importancia en el
comportamiento de la losa de cimentacioén.

Si las capas de los estratos estén constituldos por combinaciones
de materiales con comportamiento cohesivo y con comportamiento
fricclonante, el comportamiento de la losa se ve influenciada por los
espesores de cada estrato. La ublicacén de los estratos dentro de la
masa de suelo es ilmportante; cabe esperar un mayor asentamiento cuando
los estratos de suelo compresible son superficlales y tienen un gran
espesor, que sl esos estratos se leocalizan a grandes profundidades o
tienen espesores poco importantes.

I1I1.1.2.2. Caracteristicas de la losa de concreto

A continuaci6én se detallan las caracteristicas de las losas de
cimentacién que tienen influencia en su comportamiento.

111.1.2.2.1. Dimensiones '

En este caso también las caracteristicas geométricas de la losa
fnfluye en el comportamiento de las clmentaclones.

111.1.2.2, 1a. Espesor

La rigidéz de la cimentacién influye en las presiones de contacto
suelo-losa y, por ende, en la forma de los desplazamientos de la
estructura.

la fig. III.8  ‘muestra 1la distribucién de presiones ‘en
cimentaciones, sobre una placa, la cual se ve alterada por la rigldéz
de 1a losa.

S1 la cimentacién es flexible la losa se deformard segin la
figura 1II1.Bd, pero sl es rigida esta tendrA asentamientos
diferenciales menores (ver fig. 111.8a) dependiendo del tipo de suelo
de apoyo.

I111.1.2.2.1b. Ancho
En el caso de las cimentaciones el ancho de las losas puede

llegar & ser mayor que las losas normales en pavimentos rigldos,
debldo a que las primeras estaran sometidas a esfuerzos mayores. ’
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111.1.2.2.1c. Largo

Se ha observado que las losas muy alargadas presentan mayores
asentamientos diferencliales que las de secci6én mas regular.

111.1.2.2.2. Calldad del concreto

En las cimentaclones la calidad del concreto debe culdarse ya que
de ella dependen las caracteristicas de resistencia y deformabilidad
que alcance la clmentacién.

I11.1.2.2.3. Mb6dulo de elasticldad

En el concreto de las losas de cimentaclén el orden de magnitud
del moédulo de elasticldad es mucho mayor que el del terreno de
cimentacién. Sin embargo el comportamiento de 1la losa en cuanto a
deformaciones dependerd también de este factor.

111.1.2.2.4. Armado

La experlencia demuestra que el armado influye en las
caracteristicas del comportamlento del sistema losa-suelo, al
proporcionar a la lesa de concreto mayor rigidéz y resistencia a la
flexién. En el caso de las cimentaciones, el acero se disefia para dar
a la losa 1las caracteristicas de resistencla requerldas para soportar
las cargas lmpuestas por la estructura.

Son raros los casos de ruptura en las losas de climentaclones,
debido a que generalmente la resistencia que proporciona el acero de
refuerzo a la losa es suficlentemente grande como para que se
presenten este tipo de problemas, aun cuando el suelo de apoyo haya
fallado por distintas causas.

111.1.2.2.5. Contacto suelo-losa

Cuando se tiene un problema de capacidad de carga en suelos, la
solucién puede ser dar mayor &area de contacto entre la cimentacién y
el suelo con el fin de distribuir mejor las cargas, es aqui donde
adquliere importancia el aspecto del contacto entre la losa y el suelo.

111.1.2.3. Caracteristicas de las cargas
I11.1.2.3.1. Distribucién

Las cargas se distribuyen a las losas de cimentaclén por medio de
columnas y trabes, lo cual tiene gran influencia en el comportamiento
de la estructura.
111.1.2.3.2. Ordenes de magnitud

La magnitud de las cargas a que estan sometidas las cimentaclones
depende del peso de la estructura que soportan, y que llega a la losa
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a través de 1las columnas., Dependiendo de su magnitud sera el
comportamiento de la climentacion.

IT1.1.2.3.3. Velocidad de aplicacioéon

El comportamlento en general de una estructura y del suelo que la
soporta depende mucho de la velocldad de aplicacién de las cargas. Un
suelo, por eJemplo, puede comportase en forma distinta con cargas
egtaticas que con cargas dinamicas sl se permite que en el dltimo caso
se generen presiones de poro,

I11.1.2.4. Factores amblentales.

En el caso de clmentaciones los factores amblentales como 1la
humedad y la acclén quimica tamblén tienen 1influencia en el
comoportameinto de la losa.

I11.1.2.4.1. Temperatura

En este caso la temperatura adquiere menos importancia que en el
de pavimentos, debido a que generalemente las losas se localizan a una
profundidad tal que las fluctuaclones de temperatura son menores, ya
que se excava para el caso de climentaclones compensadas o parclalmente
compensadas.

I11.1.2.4.2. Humedad

El ascenso en el nlvel freatico en un terreno reduce los
esfuerzos efectivos a una profundidad dada, lo cual da lugar & una
menor capacidad de carga y a un mayor asentamiento.

S1 el materlal en donde se apoya la cimentaclién esta constituldo
por materilales finos expansivos la contraccién de las arcillas por
secado también constituye otro aspecto en donde la humedad en los
materiales influye en su comportamiento.

I11.1.2.4.3. Acclén de agentes quimicos
La accién quimlca y 1la degradacién de materia organica son
causas, en algunas ocaclones, de fallas en las cimentaciones. Por eso

este aspecto puede llegar a ser tamblén Importante en el
comportamiento de la losa.

II1.1.3. PRESAS
I11.1.3.1. Caracteristlicas de los materliales de apoyo
Se detallaran ahora las caracteristicas de los materlales de

apoyo que influyen en el comportamiento de las losas de presas de
enrocamiento con pantalla de concreto.
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I11.1.3.1.1. Tipo de materiales

Las capas de los materliales de apoyo de la losa en una presa de
enrocamiento con pantalla de concreto son comunmente zonas compactadas
de fragmentos pequefios de roca. La compactacléon de estos materlales ha
permitido reducir los espesores de la losa que se tenlan para
enrocamiento ha volteo. La zona de respaldo de la losa de una presa de
enrocamiento con pantalla de concreto, comunmente ha sido considerada
compuesta de materiales de roca cribada y triturada, con una
graduacién con tamafios maximos de 3 a 6". Esta zona es relativamente
permeable ya que no hay suficiente cantidad de particulas finas
menores que la malla nimero 4 para llenar los vacios entre las grandes
particulas.

La mayoria de las presas con losa de concreto realizadas antes de
1950 fueron construldas medliante enrocamiento colocado a volteo y con
una zZona delgada de grandes rocas colocadas con grua en el paramento
de aguas arriba, Justamente bajo la losa de concreto. Esta préctica
cambié en el periodo de 1955-1960 cuando el respaldo empezé a ser
colocado en estratos compactados y el uso de rocas de gran tamafio fué
abandonado a favor del uso de rocas pequefias. El! propésito es proveer
un buen soporte de tal manera que la carga de agua actuando sobre la
losa sea uniformemente distribuida, eliminando la poslibilidad de que
una roca de gran tamafio bajo la losa provoque uno carga altamente
concentrada.

II1.1.3.1.2. Mdédulo de elasticldad

En el caso de presas de enrocamiento con pantalla de concreto es
de esperarse que se requleran altos médulos de elasticidad en los
materiales de la zona de respaldo para evitar deformaciones exceslvas
en la losa que puedan provocar su ruptura con las consecuentes
filtraciones.

I11.1.3.1.3. Relacién de Poisson

La relacién de Polsson en los materiales de aﬁoyo fluctaa
alrededor del valor 0.3, dependiendo del tipo de material y el grado
de compactacién que se aplique.

También en este caso son deseables valores altos de esta relaclén
con el obJeto de obtener un material poco compresible.

111.1.3.1.4. Relacl6én de amortiguamlento

Las olas generadas por el agua en el vaso de la presa provocan
pequefias vibraciones en la masa del enrocamiento. Tomando en cuenta
este hecho puede llegar a ser Importante el estudio del
amortiguamlento en los materlales de la presa.
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111.1.3.1.5. Permeablilidad

Cuando el respaldo de la losa de concreto es muy permeable , la
cantidad de filtracién a través de la ruptura de una junta o de una
grieta en la losa, estd limitada por las dimensiones de la grieta y
por la fricelén hidraulica que actia al paso de la flltracién; el
control se logra mediante la trayectorla que recorre la filtracién
dentro de la losa de concreto. Cuando el respaldo es semipermeable, la
cantidad de inflltracién que puede pasar a través de las grietas en el
concreto, estd limitada por la permeabilidad del respaldo bajo la
losa, ya que 1la resistencla al flujo a través de este es
considerablemente mayor que la carga de presién perdida en el pasc a
través de la grieta.

En las presas construldas durante los afios 60's comunmente el
material de respaldo era horneado para elimlpar todas las particulas
menores de 2" la razén principal para eliminar estos tamafios de
particulas finas y rocas pequefias era eliminar la posibilidad de que
las fugas a través de las Juntas en la losa de concreto pudieran
transportarlas fuera de 1la zona del respaldo y depositarlas en los
vacios del enrocamiento principal, creando una indeseable pérdida de
soporte bajJo la losa de concreto causande la ruptura.

En la presa Cethana en Australia, se decidié usar el mismo
principlo para el respaldo pero usando rocas sin procesamiento para
ellminar particulas de suelo y rocas pequefias. Aqui los ingenleros no
consideraron que existiera una real posibilidad de que las particulas
finas fueran lavadas por las fugas en la losa de concreto y
permitieran el subsecuente asentamiento de 1la losa. Ademis
consideraron que era técnlcamente ventajoso de)ar las rocas pequefias y
finos en el material de respaldo ya que serla convenlente que el
material fuera menos permeable, tal que menos agua pudiera atravesar
la presa en un evento de fuga a través de la losa de concreto. La
presa Cethana fué provista de mas Instrumentacién que la usual, lo
cual comprobé que su comportamiento fué excelente. Sin embargo, al
construirse la sjgulente gran presa de este tipo, Alto Anchicaya, a la
que se dlo la misma especificacién en la zona de respaldo , se
desarrollaron grandes filtraclones en el perimetro de las Juntas, con
un maximo de 1800 lts/s en el primer llenado. Esta experiencla mostré
que la zona de respaldo no fué muy efectiva en esta presa como una
barrera secundaria para controlar las fugas a través de la losa de
concreto.

111.1.3.1.6. Geologia

La geologia de la reglén es importante ya de de ella dependera
mucho el comportamiento de la masa del terraplen de ]la presa, y por
ende el de la losa.

111.1.3.1.7. Estratificaclién

Las distintas capas del enrocamlento constituyen una verdadera
estratificacion de los materiales, sin .embargo las mas importantes son
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las que quedan bajo el paramento de aguas arriba debido a que, como se
indicé en el capitulo anterior, de su comportamiento dependen los
movimientos que tendra la losa al ser aplicada la carga de agua.

Los materiales bajJo la losa de concreto son los que constituyen
la zona de respaldo y el proplo enrocamlento, cuyo comportamiento
varia segun la zona, por lo cual debe tenerse en cuenta este hecho.

Debido a que el comportamiento de los materiales en la masa del
enrocamiento varia segin la zona es de esperarse que el comportamiento
general de la estructura dependa de los espesores de cada zona.

I1I.1.3.2. Caracteristicas de la losa de concreto

A continuacién se detallardn las caracteristicas de la pantalla
de concreto que influyen en su comportamiento.

II11.1.3.2.1. Dimenslones

Tamblén en el caso de las presas las caracteristicas
dimensionales de la losa son un factor Importante en su
comportamiento, Estas son generalmente irregulares, teniendo
dimenslones menores en en el sentido del eje del rio sobre el talud de
apoyo de la pantalla de concreto.

111.1.3.2.1a. Espesor

El hech> de que en el pasado el espesor de la losa fuera
tradicionalemente 0.3+0.0067H para las primeras presas de enrocamiento
a volteo y que ese espesor se halla reducido a 0.0034 y 0.002H o menos
en presas con enrocamiento compactadc indica que hay una relacién
entre el espesor de la losa y las caracteristicas dec los materlales de
apoyo, puede deducirse entonces que el comportamlento de la losa esta
tamblen en funcién de su espesor.

II1.1.3.2.1b. Ancho

Conceptualmente el ancho maximo de las losas de presas de
enrccamiento deberia ser el de la boquilla, sin embargo este hecho se
ve afectado porque las losas se construyen en franjas verticales con
un ancho entre 12 y 18 metros. Es de esperarse que el comportamiento
de la pantalla de concreto también dependa de los maximos anchos que
se tengan en la losa.

I111.1.3.2.1c. Largo

Puede tomarse el largo de la pantalla como la dimensién que se
tiene en el sentido del talud de apoyo de la losa, silendo mixima esta
dimensién en el eje de la cortina.
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II11.1.3.2.2. Calidad del concreto

Debido a que la seguridad y la impermeabllidad son aspectos muy
importantes en presas de enrocamiento con pantalla, el concreto debe
guardar una alta calidad para lograr un buen comportamliento en la
losa. ’

I1I.1.3.2.3. Mbédule de elastlcidad

El m6dulo de elgsticldad en las losas de concreto varia entre
10 000 y 14 000 Kg/cm®.

II11.1.3.2.4., Armado

Con el propésito de hacer la pantalla lo mas flexible posible el
acero se coloca al centro del espesor de la losa, lo. que indica que
tanto la posicién del acero como su cantidad son factores muy
importantes en el comportamiento de la presa.

I111.1.3.2.5. Contacto suelo~losa

Un buen contacto de la losa y el suelo evita el efecto de
concentraclones de esfuerzo provocados por un mal apoyo, Sin embargo
ese contacto puede ser liso o rugoso, hecho del! que también depende el
comportamliento de la pantalla y que habra que tomar en cuenta.

I1I1.1.3.3.Caracteristicas de las cargas.

Las cargas a las que va estar suleto el sistema de la losa de
concreto y el suelo son las debidas a peso propio, carga hidrostatica,
y las debldas a los efectos de sismos.

II1.1.3.3.1 Distribucién

Las cargas debidas al agua aplicadas sobre la losa son de tipo
hidrostatico en condiciones normales de opercacién. La forma de como
influyen estas cargas sobre el comportamiento de la losa se refleja en
la .distribucién de esfuerzos y desplazamlentos en el slstema
losa-suelo.

II1.1.3.3.2. Ordenes de magnitud

La magnitud de las cargas estaticas que sopotard la presa estard
en funcién de la altura de ésta. Dichas cargas pueden ser lasg debidas
al peso proplo y las dg';g del agua.

Para {lustrar la forma en que actdan estas cargas, en las figuras
111.9 y 111.10 se presentan los desplazamientos producidos en
distintas presas de enrocamiento con pantalla de concreto.

_ Las figuras I11.9 muestran el perfil de los asentamientos en la

losa de concreto en dichas presas. Las figuras II1I.10 llustrag la
historia de los asentamlentos en cada una de las crestas de estas



47

obras.

A continuacién damos una breve explicacién sobre la historia de
los asentamlentos en €stas presas.

I1I1.1.3.3.2a. Presa Foz do Arela

La gran presa Foz do Areia con 160 m de altura, sobre el rio
lguacu, Parand, Brasll, tiene una losa de concreto con espesores entre
0.3 m (en la corona) y 0.8 m (en la base) la longitud de su cresta es
de 828 m.

La respuesta de esta presa cuando se aplicé la carga de agua fué
rapida. La bhlstoria de las deformaciones con el tiempo se muestra en
la figura I1I.10a.

Los maximos asentamientos de la losa, hasta febrero de 1985 se
muestran en la flgura I[11.9a. El maximo wvalor (77.5 cm} es
considerablemente mayor que para otras grandes presas en boquillas
angostas. Sin embargo, el enrocamlento reaccioné como si el modulo de
compresibilidad (medido normal a la carga) fuese de cerca de 2.5 veces
mas grande que el valor representativo vertical observado durante la
construccién, lo que estd en concordancla con lo observado para otras
presas.

La evolucién de los asentamientos de la cresta, con el tiempo, se
muestran en la flgura 111.10a. Los movimlentos en el paramento de
uguas abajo debldos a la carga de agua se indican en la figura III.11,
La deformacién total de 1la presa corresponde principalmente a
reduccién de volumen. Los esfuerzos reportados en la pantalla de
concreto slguleron el modelo general reportado para otras presas,
compresién en la mayor parte de la cara con algunas zonas de tensiéon a
lo largo de la junta perimetral y cerca de la cresta de la presa.

Por otro 1lado, durante el 1llenado del wvaso doce antas
verticales, de un total de 51, se abrleron. La méxima abertura en las
Juntas fué de 3 cm, y la suma total de las aberturas fué de 14 cm de
ancho. El movimlento maximo de la Junta perimetral a lo largo de la
base de apoyo fue de 1.0, 2.5 y 2.4 cm en tres direcclones:
a) asentamiento normal a 1la losa, b) movimiento tangencial (al
"paramento de .aguas arriba), 'y <¢) abertura de 1la Junta;
respectivamente. La filtraclén maxima medida alcanzé 236 lts/s durante
el llenado completo, en agosto de 1980. Esta flltraclién se ha hido
reduciendo gradualmente.

I11.1.3.3.2b. Presa New Exchequer

Esta presa tiene una altura de 150 m, la longitud de su cresta es
de 427 m y el volumen de enro%aniento utilizado en la construccién de
su cortina fué de 4 090 000 m~. El espesor de su losa varia entre 46
cm,.en la cresta, hasta 86 cm en la base,

Se midieron los asentamientos de la losa durante la construccioén
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y el llenado de la presa, colocando un arreglo de 40 bancos de nivel
en toda la pantalla de concreto. Los grandes asentamientos que ha
experimentado el enrocamiento y la losa de concreto se presentan en la
figura III.S9b. La historia cronolégica de 1los asentamlentos se
presenta en la fligura II11.10b, 1la cual tamblen indica los
asentamlentos esperados para 1986. En el caso de esta presa debe ser
considerada la existencia de una presa de gravedad mis pequefia
construlda en el mismo lugar con una altura de S6 m,

I11.1.3.3.2¢c. Presa Shiroro

La presa Shiroro construlda sobre el rio Kaduna, en Nigeria,
tiene una altura de 125 m y una longitud de cresta de 580 m. E1}
espesor de su losa de concreto varia segun la relacién t = 0.3 +,003H
en metros.

Los maximos asentamientos medidos en el enrocamiento antes del
llenado, se registraron cerca de la mitad de la altura de total del
enrocamiento en puntos cercanos al eje de la cortina El asentamiento
mAs grande al término de la construccién fué de 0.84 m registrado en
un punto localizado en esta Zona. La figura III.12 muestra el perfil
de algunos asentamientos sufridos por el enrccamiento al final de 1la
construccién en la secclén madxima.

Durante y despues del llenado se midieron las deformaciones en el
plano de la losa en dos dlrecciones: a)En la direcién horizontal,
perpendicular al sentido del rlo, y, b) en el sentido de la pendiente
del paremento de aguas arriba. la figura III.13 munstra las isolineas
de 1igual deformacién y los esfuerzos calculados a partir de las
rmediclones realizadas. Se estimé que la losa estuvo en comprensioén,
cas! totalmente, en la direcclén horizontal, excepto para una pequefia
zona de tensiones en la margen izqulerda, cerca de la cresta. En la
otra direcclén se estimaron tensiones en la cresta y en una zZona en la
margen derecha. La figura 1I1I.14 muestra los  desplazamlentos
horizontales de la cresta.

111.1.3.3.3. Velocldad de aplicacién

Normalmente el llenado, que constituye las cargas aplicadas sobre
la pantalla, se realiza en etapas ya que se ha observado que llenados
y vaclados bruscos originan un mal comportamlento de los materiales en
la presa.

111.1.3.4. Factores ambientales

Las losas de concretc han denostrado ser durables bajo altos
gradientes hldraulicos y condiciones climaticas extremas.

111.1.3.4.1. Temperatura

Debido a que las losas en las presas se encuentran expuestas a la
intemperie es de esperarse que sufran efectos similares a los que
sufren las losas en los pavimentos.
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111.1.3.4.2. Humedad

Una buena parte de la losa siempre est& expuesta a camblos de
humedad de manera que habria que observar como iInfluye este factor' en
el comportamiento de la pantalla.

II1.1.3.4.3. Accién de agentes quimlcos

Debido a que la losa siempre estd en contacto con el agua podria
pensarse que esto provocase corrosién en los materlales de la
pantalla, por lo que se tendrian que hacer observaciones sobre su
influencla en el comportamiento de la presa, sin embargo, no se tlienen
suficientes datos sobre este hecho, qulzas debido a que no se cuenta
con casos reportados de dafio por la accién de estos agentes.

III.2. EL PROBLEMA DE INTERACCION

Es importante hacer notar que el problema en si de lnteraccién se
da principalmente como uno de deformacién, en ¢l que intervienen los
principios de conservacién de masa y de cantidad de movimlento a
través de 1las ecuaclones de equilibrio dinamico, considerando 1la
hiperestaticidad existente, en donde van involucradas las ecuaciones
constitutivas de los materiales (tantc del concreto de la losa como
del suelo). Asi que en éste caso las cargas provocaran el movimiento
del sistema losa-suelo el cual se ve afectado por los factores arriba
menclonados. Se destaca que en esto son muy Inportantes tanto la
magnitud de los movimientos como 1las poslibles fallas de los
materiales. Debe verse que es un fendmeno en esenclia tridimensional ya
que involucra tanto el volumen de la losa, asi como una regién
espacial dentro de la masa de suelo. En esta situacién también aparece
involucrado el principlo de conservacién de energia, ya que la energia
comunicada por las cargas externas se transforma en energia de
deformacién en los volumenes menclonados, e Incluso aparece el
principlo de aumento de entropia por la energia dislpada como calor o
deterloro estructural.

De todo lo anterior se ve que entre las incognitas basleas de
este problema estén las distribuciones espaciales de los movimientos
asi{ como de las regiones falladas (en caso de que se presenten).

Un aspecto interesante que debe mencionarse es que en los tres
tipos de interaceclén losa-suelo (pavimentos, cimentaciones y presas)
los factores menclonados existen en los tres casos; slin embargo, la
diferencia basica entre ellos la constituyen las caracteristicas de
las cargas, as{ como la geometria global del problema y lag
condiciones de frontera. Asi que aquellas caracteristicas de esta
interacci6n en donde no influyan significativamente las diferenclias en
las condiclones de carga y de frontera, podrin generallzarse, es
declr, extrapolar este tipo de experiencla.s de uno de los casos a los
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otros dos.

Por todo lo anterlor se ve que una modelacién matematica adecuada
de este problema sélo puede hacerse mediante ecuacliones diferenciales
parciales o célculo funcional; no cbstante, en el sigulente capitulo
se revisaran algunos de los modelos matematicos que diferentes
investigadores han seguido en el curso-de los afios para estudiar este
problema.
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TIPO DE ESTRUCTURA A B Cc
FACTORES PAVIMENTOS | CIMENTACIONES PRESAS
1. ~CARACTERISTICAS DE LOS
MATERIALES DE APOYO.
1)Tipo de materiales. mucho mucho mucho
2)Modulo de elasticidad mucho mucho mucho
3)Relacién de Polsson. mucho
4)Relacién de amortiguamiento mucho
5)Permeabi11dad. mucho poco mucho
8)Geologia de la regién mucho poco reg. -mucho
7)Estratificacién.
altipo de materiales. reg. ~mucho mucho
blespesores. regular mucho
8)Peso volumétrico mucho mucho mucho
2. ~CARACTERISTICAS DE LA
LOSA DE CONCRETO
1)Dimensiones.
a)espesor, reg. ~mucho mucho mucho
b)ancho. reg. ~mucho poco mucho
c) largo. reg. ~mucho poco mucho
Z)Ca'lldad del concreto. mucho regular mucho
3)Modulo de elasticlidad
del concreto(28 dlas) regular mucho regular.
4)armado poco-reg. mucho poco
S)contacto suelo-losa mucho mucho mucho
6)separcién de Juntas regular poco mucho
3. -CARACTERISTICAS DE LAS
CARGAS, ,
1)Distribucién mucho mucho mucho
2)0rdenes de magnitud mucho mucho mucho
3)velocidad de aplicacié6n mucho mucho mucho
.14. -FACTORES AMBIENTALES
1)Temperatura mucho poco regular
2)Humedad mucho poco poco
3)Accién de agentes quimicos mucho regular poco-reg.




CONCEPTO

ARENA ARCILLA
(N.C. O LIGERAMENTE
SOBRECONSOLIDADA)
MAGNITUD DEL ASENTAMIENTO PEOUE;O GRANDE
VELOCIDAD DE ASENTANIENTO RAPIDO LENTO

TRAYECTORIA DE ASENTAMIENTO

FACTOR QUE RIGE EL DISENO
DE ‘LA CIMENTACION

IRREGULAR, MAYOR
DE LOS BORDES DE
LA CIMENTACION

ASENTAMIENTO
DIFERENCIAL

FORMA DE PLATO

ASENTAMIENTO
MAXIMO Y DIFERENCIAL

TABLA III.2
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V. FORMULACION MATEMATICA

Pasando ahora al tercer punto de la metodologia de investigaclién
que es, en nuestro caso, la formulaclén del modelo matematico, a
continuacién se describen los modelos matemdticos que han sido
desarrollados para la resolucién de este problema, a fin elegir una
alternativa de analisis para el problema de interaccion
suelo-estructura.

_IV.1. MODELOS ELASTICOS

Desde un punto de vista fisico, un material elastico o un medio
elastico, cuando es sometido a un sistema de fuerzas externo, se
deforma, pero regresa a su conflguracién original cuando se retira
dicho sistema de fuerzas. La curva cargas-deformaciones coinc¢ide con
la de descargas. En los modelos que se presentan a continuacién, las
relaciones esfuerzo-deformacién son de tipo lineal. )

Iv.1.1. El modelo de Winkler

Este modelo, propuesto por Winkler (referencia 3) se basa en la
hipétesis de que la deflexién, w, de un punto del medio , en la
superficle, es directamente proporcional al esfuerzo, q, aplicado en
" ese punto e Iindependiente ‘de los esfuerzos apllicados en otros, esto

es:

qla, y) = kis(a,y) 4.1.

donde k es el mbdulo de reaccién con unidades de esfuerzo por unidad
de longitud.

Fislcamente este modelo consiste en un slstema de resortes
elasticos mutuamente independientes cuya constante elastica es k. Una
caracteristica importante de este modelo es que los desplazamlientos
ocurren bajo el area cargada; fuera de esta reglén los desplazamientos
valen .cero (ver figura 1IV.1). En relacién con el analisis de
estructuras flotantes, la relaclén q = ke es unlcamente consecuencia
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del principio de Arquimedes.

Como puede verse este modelo parte de un enfoque conceptual,
relacionando las caracteristicas del material con el mé6dulo de
reacclién k del medlo. Esta caracteristica junto con las cargas ql{a, 4)
constituyen los datos de entrada para la resoluclén del problema,
obtenlendose como resultade la deflexién & en la direccién
perpendicular al plano a y y.

Cxoyd

P

x x
L l//' ' b7, TI
z Yz

a) Corga no uniforme b? Cargo concentrade

el /1/ ITTES 7

vz
<) Cargae rigide d) Corga flexibie uniforme

Fig.IV.1 Desplazamientos on un medio de Winkler

Para el wmodelo se requlere como datos de entrada las
caracteristicas de 1las cargas, el médulo de reacclén k, y las
caracteristicas de la losa que vaya a soportar el medio. Al resolver
el modelo se tendran como resultado sé6lo los desplazamientos en la
direccién vertical y sélo en el plano de contacto de la losa y el
suelo, pero no en la masa del medio.

Una ventaja de este modelo es la simplicidad del anallsis.

éln embargo tlene la desventaja de que al considerar
como hipétesis que 1la deflexi6n es directamente proporcional al
esfuerzo gq aplicado, el problema . se limita a  problemas

bidimensionales, ya que no se toma en cuenta la resistencia al
esfuerzo cortante. del suelo en la direcclén paralela al plano a«i (no
interactuan. los resortes vecinos). De hecho se estd negando una
posible interacién en el planc de contacto de la losa y el suelo.
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iv.1.2. MOdelds elasticos con dos parametros

En los modelos de este tlpo el comportamiento ‘del suelo queda
definido por dos constantes elasticas independientes.

IV.1.2.1. Modelo Fllonenko-Borodich
Este modelo es un sistema de resortes (como en el de Winkler),
que se conectan entre si mediante una membrana la cual se encuentra

sometida a un esfuerzo de tensién constante (ver fig.1vV.2), de esta
manera el modeleo adquiere continuldad.

RENBRAKA ELASTICA
ek, : Lo
¥z

Fig:1¥.2 Hode lo de Filonenko-Boradich

Considerando el equllibrio del sistema membrana-resortes, en el
caso del problema tridimensional, la deflexién en la superficle del
suelo debido a la presion q (ver fig. VI.3) esta dada por:

ata,y) = kolx,y) - T0%(a, ¢) a.2.
donde:
2 2
a a
v = + 3
oa? ay

v2 es el operador diferencial laplaciano.
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777 /ir/ 7 s l// o
vz ¥z

93 Carga concoentrada b) Corge rigids

T a 1 x
L ——
% % | % % Fig.IV.3 Desplozemientos en of medelo
; de Filanenko-Boredich.
vz

I

¢t Corgo flexible uniferme

En el caso de problemas bidimensionales la expresién 4.2, se
reduce a:

dZu(e)
q{c) = k() - T ——— 4.3,

de?

las dos constantes elasticas que caracterizan el comportamiento
del modelo son k y T.

Este modelo requiere como datos de entrada las dos constantes k y
T, las caracteristicas de las cargas (distribucién, magnitud, etc), y
las caracteristicas de la losa. Como datos de salida se tendran de
nueva cuenta los desplazamientos en el sentido vertical al nivel del
plano de contacto entre la losa y el suelo.

Con la incluslién de la membrana en este modelo, se considera que
en el suelo se pueden llegar a desarrollar deformaciones en el suelo
fuera del area cargada Yy por ende se toma en cuenta la contibucién a
la deformaclén, de areas vecinas cargadas, lo cual se ha observado que
corresponde mas a la realidad. Sin embargoe vuelve a aparecer el
problema de que el modelo no proporsiona  los esfuerzos Yy
desplazamlentos en la masa del suelo, limitando el problema a una
dimenslén.

Este modelo puede resolverse matemdticamente con alguno de los
metodo_s descritos. en el sigulente capitulo.
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Iv,1.2.2, Modelo de Hetényl

En este modelo los resortes del modelo de Winkler interactian
entre si por medio de: una placa eléstica (ver figura IV.4), en
problemas tridimensionales, o una viga elatica, en problemas
bidimensionales. Este modelo se apoya en un enfoque conceptual.

PLACA ELASTICA

F‘.g.lv.ll Mode lo de He'éng;

La expresion matematica para este modelo estd dada por:

gl ¢) = ko(x, ¢) - DV'o(e, ¢) 4.4.
donde
3 1
Ep h H
D= ——M
12(1 - vp)

D és la rigidéz a2 le flexién de la placa.
Para problemas bidimensionales:

o d*o(a)
q(x) = ko(c) -~ D——ou— 4.5,

dc*

Este modelo requiere como datos de entrada las caracteristicas
del material de apoyo, relaclonadas con 1as constantes k v D (rigidéz
a la flexién de la placa). También requiere conocer la distribuciéon de
las cargas qla,¢), y las carateristicas de 1la losa (geometria,
rigidéz, etc.), que soportar& el medlo.

Con ‘la inclusién de la placa se consideran ahora esfuerzos de
tensién que pueden llegar a desarrollarse en el medlo. Sin embargo las
expresiones 4.4. y 4.5. s6lo proporsionan los desplazamientos en el .
sentldo vertlical para 4 = 0.
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En este modelo los resortes del modelo de Winkler interactian

entre si por medlo de una capa de material el cual soporta esfuerzos
cortantes (ver figura IV.5).

CAPA SUJETA
fi ESFUERZOS
CORTANTES

el IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!

1HHE

vz

FigelV.S Modelo de Pasternak .

) Las fuerzas y deformaciones que mantienen el equilibrio en cada
elemento del sistema se muestran en la flgura IV.6. Asumlendo que el
material de 1la capa es lsotrépico con respecto al plano a,y, con
médulo de rigidéz al cortante Gx=Gy=Gp, tenemos que:

Txz = Gpyxz = Gp-g%

fyz = Gpyyz = Gp—— a“

i Lag fuerzas por unldad de longltud, que actdan en el elenento de
la capa, son:

1 1
Nx = [tuzdz = ap%. Ny 'I‘ry:dz L
° @ ll

Co‘nslderandorel equilibrio en la direcclion ‘4’ tenemos
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aNx 8Ny

+gq=-ro=20
da 3y

Utilizando la condicién de que reo = kw, tenemos que

qla, ) = kol g) - GVula, y) 4.6,

a? Esfuerzos en lo copa de mat. b> Fuerzns actuande en lo capa
de material,

Fig.IV.6 Fuerzas y deformacionss +n la capo dv motrerial

del modele de Pasternak,

) Este modelo, partiendo de un enfoque conceptual, relaciona las
caracteristicas del suelo con las constantes k y Gp (m6dulo de rigidez
- 'al cortante dc la capas de material), y requlere como datos de entrada
- la magnitud y distribuclén de las cargas, qlea,4), el mbédulo de
reaccion k y el modulode rigidez al cortante de la capa de material.
También son necesariags las caracteristicas de la losa como datos de
entrada. "Como = resultados se  tendr4n los desplazamientos en  la
direccién vertical, a la altura del plano de contacto losa-suelo.

: En el capitulo cinco‘se describen algunos métodos que se pueden
emplear para la solucién de este modelo.
: t

IV.1.3. Modelos continuos elasticos -
A continuacién se presentan los modelos mAs comunes de este tipo.

En el anexo 4A se dan los conceptos fundamentales de la teoria del
medio contlnuo.

IV.1.3.1. El medio contlinuo elastico isotrépico

En un sistema de referencia principal el tensor de def‘orméciones
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[cj'k] adopta la forma

_ €, o] 0
[e jk] = [v] €, o]
[s) 0 €

Por otro lado las relaclones constitutivas de una material
eléstico 1ineal, en un marco de referncla carteslano, son

o =Ale + ¢ +£ ) + 2Ge
x x y Tz x
o =Ale + & +¢) + 2Ge
y x y z y
o =Ale + e +c ) + 2Ge
z x y z z
‘l.'xyﬂ G 7,
txz- G 7!!
G
Tyem © 7,

donde G es el modulo de rigldez del medio y A es la constante de Lamé
definida por

A=Y E
{(1+v) (i-2v

donde

E = médulo de elasticidad del medlo
v = relacién de Poisson

"El esfuerzo [T)x]' en un sistema de referencia principal, queda

como

AJ‘+2Gc . o o
[T ’k] = 0 AJ l+2(.h:2 (W)
0 v} AJ1+26c3
donde

= + +
Jl 1 62 cS

.En materlales homogeneos, 1sotropicos y sin esfuerzos reslduales,
- las componentes volumétrica y distorsional de los tensores de esfuerzo
'[T)k] y deformacién [c"]. estan relacionados de manera directamente

proporsional s} el material es elastico lineal.
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El tensor de deformacliones puede ser expresado en sus componentes
volumétrica y distorsional como

e, =[]+ le)
donde

[ev] = componente volumétrica del tensor de deformacliones [c’k]

[CO] = componente distorsional del tensor de deformaciones [e s k]

Matriclalmente el tensor [e ] se expresa por

7 1 0 o0
1

lei=—] 0o 1 o 4.7

3 o o 1

en tanto que el tensor [col por
e‘-Jl/S 0 0
[col = 0 cz—Jl/a o] 4.8
o] (o] 53-J1/3

De igual forma para el tensor de esfuerzos [Tjk] se obtlene

[rd =]+ 1) ;

donde
~ T ] = componente volumétrica del tensor de esfuerzos [T“]
[To] = componente distorsional del tensor de esfuerzos [T Jk]

En forma matricial, [Tv] y [Tol toman la forma -

IA+26

26y, o 0
(r) = 0 26, o a9



26(e,~J1/3) 0 o
[r)= o] 2G(e~J1/3) 0
o 0 2G(e ~J1/3)

Comparando las ecuaciones 4.7 con la 4.9 se deduce que
[Tv] = (32 + 26) [ev]

y al comparar la ecuaclén 4.8 con la 4.10 se llega a que

Ir,) = 26 [eg)

4.

T2

10

desarrollando esta ultima relacién, ahora para el caso mas general,

para cada una de sus componentes se llega a que

as as as
¢ =26 —"+AdivS ; T =6 [ X . L4
* ax X oy aa
as as as,
o =26 —7 +AadivS ; T _=6 [ Y.
y ay i y az 3y
as as, as,
¢ =26 —"+AdivS T, =6 [ +
z -2 2 a3 dx
donde
. div S = 3¢
m
€ + € Cz
e == Y
- 3

)

4.11



73

as 38
x +~—-¥-=1

ay dx d
as as.
3z ay vE
BSI BSZ

+ =7xz
ay dx

de las ecuaciones 4.11 se deduce que

do at at

x 4 yx . zX
dx ay a
8t ao at

XY o Y . zy
ax ay ;22
aT ot do

Xz + vz + z
dx 3y ag

#

2 a
GV S, + (G + A)«EE div S

Recordando que las ecuaclones de equllibrio estan dadas por

pa_

pa

pf_

£
Py

ef,

+

=GVs +(G+A)2divs 4.12
y ay
=6 vs + G+ aivs
z o
dor at at
x . yx zX
da ay L2
atr 8o 9t :
A 4.13
dax ay a3
at at do
xz‘* YZ +
dax ay ag -

sustituyendo la ecuaclén 4.12 en la 4.13 se tiene que
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_ 2 3
pa_=pf +GV S, + (G + h)—sz div S
2, 2]
pay = pfy + GV Sy + (G + l)—gz div S 4.14
pa_ = pf + G VS + (G+ A)-2-divs
z z z 84

Sumando las expresiones 4.14 para obtener una en forma vectorial
se obtliene
> > - >
pa=pf + G VS + (G + A) grad div § 4.18

que es la ecuacién fundamental de la elasticidad.

Si en un problema las aceleraciones son despreciables la ecuacién
4.15 se reduce a

o > >
GVUS + (G + A) grad div S + pf =0 4.186

La ecuacién 4.16 es la que debe resclverse en los problemnas
elasticos, Junto con las condiclones de frontera y carga del caso
particular de que se trate.

Con este modelo se puede dar un tratamiento formal al problema de
interaccioén,

En este caso, como datos de entrada se requeriran el médulo de
elasticidad y 1la relacién de Polsson del medio, la magnitud y
distribucién de 1las cargas, y las caracteristicas de la losa
(geometria, rigidez, etc.). Como resultados se tendran los esfuerzos y
deformaciones en la masa del suelo y en la losa.

Entre las ventajas de’ este modelo se encuentra la mayor cantidad
de  informacién que se obtlene de los resultados del andlisis con
respecto a los otros modelos. Una de sus posibles desventajas es que
se requerira un mayor tiempo de computo. Sin embargo con las modernas
computadoras esta desventaja ha ldo desaparecliendo.

Para resolver este modelo pueden emplearse los mé&todos
analiticos, métodos aproximados , y en problemas mAs complejos los
métodos numéricos (elemento finito, etec.).
1V, 1,.3.2-." Modelo de Reissner

Este modelo también introduce en su andlisls restricclones a los
esfuerzos y deplazamlentos, que simplifica las ecuacliones basicas para
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el medio continuo elastico isotréplico. Asumiendo que los esfuerzos en
el plano ay, a traves del estrato de espesor H son despresiables
(oxx=0yy=Txy=0) ¥y que las componentes de desplazamiento «, & y
satlsfacen las condiclones sigulentes:

u=u8s=w=0 para 4=H
Y
4=u9=0 para 2 =0
La resphesta del suelo esta4 dada por
2 €, 2
Cw~CVu=gq- Vq 4.17

1

w es el desplazamlento vertical en la superfigie del estrato, o
sea para 4 = 0, y q es la carga externa,; V- es el operador
diferencial Laplaciano aplicado a las variables « y 4. Las constantes
Cl y 02 que caracterizan la respuesta del suelo estan relacionadas con

Ee y ve de 1la sigulente manera : C‘= Ee/H y Caﬂ HGs/3 . Es y Gsm

son, respectivamente, los modulos elastico y de rigidéz al cortante
para el estrato.

Este modelo requlere come datos de entrada la magnitud y
distribucién de las cargas, el mé8dulo de elasticldad Es del medlo, la
relacién. de Poisson vs, y 1las caracteristicas de la losa
(dimensiones, etc.). Como resultados se tendran los desplazamientos en
la direccién vertical a lo largo del ejJe « {y s6lo para @« = 0 sl se
aplica la ecuacién 4.17.)

Una de las principales desventalas de este modelo, para nuestro
caso, es que no se puede considerar la interacclén losa-suelo ya que
entre sus hipétesis esta la que en los planos perpendiculares a 3 el
cortante vale cero,

IV.1.3.3. El medio continuo elastico anisétropo

En el "mayor numeroe de casos los suelos exhiben propledades
anlsotrépicas debido a la estratificacién de sus capas que ocurre
durante su formacidén. S1 blen a una escala micro estos suelos exhiben
propledades heterogeneas, ellos pueden ser representados adecuadamente
como suelos homogeneos con propledades macroscoplcas predominantemente
anlsotrépicas. Son necesarias 12 constantes elasticas independientes
para caracterizar el comportamiento de un material anlisotropo. Las
relaciones esfuerzo deformacién referidas & un sistema coordenado
ayy tlenen la forma: '

Txx VyxCyy VzxCzz Txy
€xx = - - — P Yy T
Ex Ey Ez ny
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VxyCxx CTyy VzyOzz Tyz

€yy = = + - ; ¥yz =
Ex Ey Fz Gyz
VezFxx VyzCyy Ozz Tzx

€zz = - - + 3 TIx =
Ex Ey Ez Gzx

Se puede demostrar que:
Exvxz = Eyvxz Eyvzy = Ezvyz ; EzVxz = Exvzx

Un suelo. homogeneo anisbétropo, con propledades elasticas
simétricas en relacién con un plano, referido a tres planos mutuamente
perpendiculares, se dice que es un material ortotré6pico. Un matertial
elastico transversalmente isotrépico es un caso especial del caso
general de materlales ortotroépicos. En el caso particular donde el

suelo exhlbe lsotropla en el plano ¢, las ecuaclones de arriba se
reducen a

1 v’ Txy
€xx = —— (Owx-vayy) — ——- 02z ; Fxy = g

E E'

1 v’ Tyz
€yy = —— (Oyy-VOxx) = — 02z ; Fyz =

E’ G’

1 v Txz
€zz ¥ —— Q22— (oxxt oyy) ; yxz =

E E' G*

E es el médulo de Young para el plano de lsotropia y E' es el
modulo de Young para la direccién perpendicular a dicho planc. v es la
.relaclén de Polsson que caracterize la contraccion (o expansion) en el
planc de isotropia (plano ay) cuando se aplica tensién (o compresion)
en el mismo, 'y v' es la relacion de Polsson que caracterlza la
contraccién (o expansién) en el plano de 1sotropia cuando se aplica
tensién (o compresién) en direcci6n perpendicular a dicho plano.
" G=Er2(1+v) es el médulo de resistencla al esfuerze cortante para.el
plano de isotropia y G' es el médulo de resistencia al esfuerzo
cortante que caracteriza la distorsién de los angulos entre el plano
isotrépico y su normal,

IV.1.3. 4. El medio cohtmuo elastico no homogeneo

Un medio cuyas propledades mecanicas no son las mismas en todos
los puntos de su masa es denominado “medio no homogeneo". Este, puede
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exhibir propledades anlsotroéoplicas en cada punto, dentro del mismo.En
el caso de un medio isotrépico no homogeneo los parametros elasticos
(Gsyvs) ya no son constantes, esto es:

Gs = Ga(w,y,3) , va = vala, §,4)

La rigidez del suelo generalmente sélo se Incrementa con la
profundidad, debido a los efectos prolongados de sobrecargas. Para tal
medio se tlene:

Gs = Gs(q) , vs = va(g)

Gibson (ref.4) analiz6 los esfuerzos y desplazamientos de un medio
elastico plano no homogeneo e incompresible cuyo médulo de rigidéz al
cortante varia linealmente con ‘la profundidad de acuerdo con la
slgulente expresion:

' Gs(g) = Gslo}) + myg
donde Gs(o) es el médulo de rigidéz en la superficle del medio y my

describe la variacién lineal del m6dulo de rigidéz al cortante del
medio.

IV.2. MODELOS NO ELASTICOS Y EN FUNCION DEL TIEMPO
IV.2.1, Comportamiento elasto-plastico

Los modelos descritos con anterioridad no toman en cuenta un
comportamiento irreversible del suelo.

La distincién bésica entre el comportamientc puramente eléstlco y
el comportamiento elasto-plastico, es que, en eoste Gltimo, los
esfuerzos que pueden ser inducidos en el medio son limitados ya que se
introducen en el analisis criterlos de falla o cedencla. Un modeloc de
particular Interés es el propuesto por Rhines (ref.5) el cual asume la
exlstencia de una capa de material ,entre los resortes (o elementos)
del modelo de Pasternak, capaz de soportar esfuerzos cortantes
finitos, ver figura IV.7.

Las ecuacliones que gobliernan la respuesta del modelo en el rango
elastico son R

2

4w, [k+c] c
——— 452=—Tu
da g
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da

en las cuales c .y k son las constantes de las capas de resortes
superior e Inferlor, respectivamente; g es la constante de la capa de
material; wu(a) y mz(a:) son los desplazamlentos verticales en la parte

superlor de todo el medlo y de la capa de material, respectivamente
(ver figura IV.7); p(a:) es la presién apllicada en la superficle.

Fig.IV.T Modelo de Rhines

Cuando_ las fuerzas aplicadas en el medlo se incrementan el
-esfuerzo cortante en la capa de material se Incrementa en forma
proporclional. Se asumira que el suelo exhlbe un comportamiento
elasto-plastico perfecto, esquematizado en la flgura 1IV.8.

x

TﬂI[ﬂI[[[l]t . b
: : o

z Cduy 7du)® duy 7d=
’ °) ' : b)

Fig.1V.8 Comportamiento e¢leosto-plastice
) de la copa de materiol del
modelo de Rhines.
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S{ la fuerza cortante en cualquler punto de la capa de material

es menor que el valor No. entonces el medio se comporta elasticamente
de acuerdo con la ecuacién constitutiva

dw
N=g_£

da

Cuando la fuerza cortante en algun punto del material alcanza el
valor de , las particulas del materlal pueden deslizarse con
respecto a las demas, produciendo asi una discontlnuldad en 1la
deflexién w,- La deformacién angular en la cual el material comienza a

ceder es

[_d_"’z]° -
da 4

La deformaciéon plastica del modelo simula el corte en un suelo
provocado por una falla de punzonamliento. Las capas de resortes
superior e Inferlior permacen elastlcas en todo el proceso.

Las investigaciones reallzadas por Rhines demuestran que la
Inclucion de las caracteristicas de cedencla de la capa de materlal
pueden alterar notablemente 1la magnlitud y distribucién de 1los
esfuerzos en 1a superficle de contacto entre el suelo y la
clmentacién. Los efectos llegan a ser mas significativos cuando el
nivel de esfuerzos en la clmentaclén rebasa el esfuerzo critico.

IV.2.2.Compor-tamiento en funcién del tiempo

Cuando el suelo exhibe efectos de consolidaclién o de fluencia
{deslizamiento de masas de suelo), llega a ser necesario considerar el
comportamiento del suelo en funclén del tiempo en el problema de
interaccién suelo-estructura. Los esfuerzos y desplazamientos en un
suelo granular no cambian sustancialmente con el tiempo excepto cuando
ocurre un flujo plastico o un aumento significatlivo del flujo
visco-plastico, Sin embargo, en suelos con comportamiento
predominantemente cohegsivo, los esfuerzos y deformaciones varian
significativamente con el tiempo. La representacién de las
deformaciones de un medio saturado bajo carga, en términos de
consolidacién debido a la disipacién de preslones de poro, fué
primeramente formulada por Terzaghl (ref.6). Esta teoria fué
posteriormente generalizada por Blot (ref.7), tomando en cuenta
efectos tridimensionales. La teoria de 12 consolidacién primaria
establece que, bajo la acciodn de cargas externas las cuales permanecen
constantes con el tiempo, los esfuerzos ¥y deformaciones en el suelo
tienden a un valor estable. La consolidaclén secundnila se consldera
‘debldo a efectos de rompimiento de particulas en la estructura del
suelo. También, el anilisis de la interaccién su-lo-estructura puede
ser hecho empleando modelos reolégicos elementales aproximados o un
modelo viscoelastico cotinuo aproximado (donde las relaclones entre

ESTA TESIS M@ preE
SR DE LA BGUSIECA
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esfuerzos y deformaclones a través del tlempo, para el comportamiento
dilatacional y distorslonal,estan representadas en términos de
ecuaciones diferenciales o integrales). Los modelos-viscoeléstlicos han
sildo usados en el tratamiento del analisis de 1la interaccién
suelo~cimentacién. A su vez, los modelos reoléglcos elementales
aproximados- han sldo empleados para el analisis de vigas y placas
apoyadas en tales medlos.

Iv.2.2.1. Consolidacién tridimensional
Imaginando un elemento cuiblico sujeto al fenémeno de

consolldacién, las componentes de esfuerzo en dicho elemento deben
satisfacer las condiclones de equilibrio

do 8t ar
L LIS Y -0
dx ay ax
8t 8o aT
z 4+ LA =0 4.18
ox ay ay
8t at do
Y 4+ X+ Z=0
ax ay axg

Fisicamente puede pensarse que esos esfuerzos estan compuestos de
dos partes; la primera formada por la presién del agua que llena los
poros del material, y la otra formada por los esfuerzos en los granos
del material. Los esfuerzos causados por una sobrecarga seran tomados
parte por el agua y parte por las particulas sélidas del suelo.

Las componentes de deformacién son

au ' dus 3w
&%z ‘' %" Fy oy ’
L . du _dw ‘ 4.19
€y 3y ' L A T :
dw = 8Os du
& =55 ¢+ YTz ' 5y

Para describir completamente las condiclones macroscépicas del
suelo debe considerarse una varlable adicional dada por la variacién
del agua en los poros. Se denotard con © la varlaciéon del volumen de
agua por unidad de volumen de suelo y se llamard a esta cantidad
“variacién del contenido de agua". El incremento de la presién en el
agua se denotara con o.



81

Iniroduciendo el efecto de 1n presidn o del agua en las
ecuaciones constitutivas del material se tliene

0‘x v a
ex=E -E(¢y+oz)+3ﬂ
cry v [
&= FE -~ EF%*% *ax
G‘Z v o
e, =~ Flo o)+ >y 4.20
T
= 2
1x G
tv
W= G
T
- _—2—
Tz [e]
donde H es una constante fisica adicional del medio.
Las ecuaclones {4 20 pueden escribirse como
o= 2G [e‘ + W] ar
% ZG{Ey * T ] d
- ve _ .
o, = 26['3, * W] ac 4.21
'l.'x = Gy
T = Gy
y
T, = Gy
siendo
€ =¢e +e + e
x y z

= 2(1 +v) G
« 3(1 -zv) A

Poi'- otra parte la varlacién en el contenldo de agua puede

expresarse como
o
© = ae + = - 4.22

donde Q es una constante,
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Sustituyendo las ecuaclones 4,21 en las condiciones de equllibrio
4.18 se tiene

2 G de o _
Vurt 47553 %z -0
2 G de do
o+ oy a5 - ° 4.23
2 [«] de e _
Ve + 435 g Bz =0
siendo
2 2 2
w29 , 9 , 8
x ay %

Se indlcara ahora con Vx el volumen de agua que fluye por unidad
de tiempo a través de la cara del cubo perpendicular al eje « del
sistema de referncia, y ce definirda de manera similar a Vy y Vz. De
acuerdo con la ley de Darcy esas tres componentes de la variaclién del
volumen de agua, se relaclonan con la presién en el agua mediante las
ecuacliones

= - aoc . — L . = 8o
Vx = k—fi? ;s by = k—a“ : Vx = k———ﬂf; 4.24

donde k es una constante denominada "coeficlente de permebilidad del
suelo" \

. Asumiendo que el agua sea Ilncompresible, 1la varlacion del
contenido de agua en un elemento de suelo debe ser igual al volumen de
agua que fluye, en la unided de tiempo, a través de la superficie del-
elemento, esto es

de  _ _ dVUx _ dVy _ dVz 4.25

at ax ay az

; . .
e ! .

De las ecuaclones 4.2:;7.,4;24y 4 .25 se obtiene

2 se . 1 oo ..
Ko =aget @ Bt . 4.26

Las ecuacliones 4.23 junto con la 4.2¢constituyen el sistema de
ecuaclones diferenclales que goblernan el fenétmeno de la
¢onsolldac10n.
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ANEXO 4A. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DEL MEDIC CONTINUO

4a. 1, ESTADO DE ESFUERZO EN UN PUNTO

De mecénica del medio continuo vemos que para expresar el estado
de esfuerzos en un punto (fig.4a.1) es necesario conslderar nueve
términos que definen al tensor de esfuerzos [T}, el cual se escribe
como:

T T T
x yx zx

Lt 7 = T o T 4a.1
xy % zy
T T o
Xz y z z

donde:

oo ©s el esfuerzo actuando normal al planc 4~3{plano «) en la

“direccién del eje « (ver figura 4a.1.)
o , es el esfuerzc actuando normal al plano «-g(plano g) en la

direccién del eje y.
o es el esfuerzo actuando normal al plano e-y(plano ) en la

direccién del ele a.
'rxy, es el esfuerzo actuando tangente al plano « en la direccién

del eje y.
Tat ©5 el esfuerzo actuando tangente al plano « en la direccioéon

del eje 4.
' Tyz. es el esfuerzo actuando tangente al plano 4 en la direccién
del eje 4.

De manera similar pueden definirse los otros términos del tensor
de esfuerzos.




Se puede demostrar que:

T =T ;T =

xy y%

Para determinar los esfuerzos, §,
basta con multiplicar al tensor de esfuerzos,

cualqulera, _mu,

" el vector, n, normal a dicho plano.

5= [r]{a}

donde:

(5)-

n es el vector normal al plano m.

La expreslién 4a.2 puede escriblrse,

84"

T Gy T =T

yz zy

del mismo punto en un plano
[T], por
lo cual nes da:

cos «
cos B

cos ¥

de manera desarroliada, como:

o T T cos o
x xy zX

S = T a T cos 8
xy y zy

T T o cos ¥
Xz ya z

Para determinar el vector esfuerzo, ¢, actuando normal al plano ﬁ

es necesario operar mediante el producto punto los vectores s y n, lo

cual nos da la magnitud del vector. o.

direccién que el vector n, por lo
[
y
a

.en 4a.3 o es el modulo o magnitud

El vector ¢ tiene la misma
tanto:

= S-n 4a.3,
=on

del vector ¢.

‘Para. obtener el vector esfuerzo cortante, T (tangente al plano
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n), basta con restar los vectores s y - ya que:

91
+
di1

S =

por lo tanto:

LR
]
2]
1
91

4a, 2. ESFUERZ0S PRINCIPALES.

Los esfuerzos principales son aquellos que actdan en planos.donde
los esfuerzos cortantes son nulogs. A los planos donde actuan estos
esfuerzos se les denomlina planos principales.

S1 conocemos el tensor de esfuerzos en un punto para obtener los
esfuerzos princlpales basta con resolver la ecuaclén

3 2 _
o+ 110 120 + Is =0 4a.5.

donde:

x xy zX
I = - . - _ determinante del
3 xy y 2y tensor de esfuerzo
T T [
xz yz z

Los valores de Ix' I2 e l3 son los lnvariantes del tensor de

esfuerzo.

La relacién 4a.5 es una ecuaclén de tercer grado en o, la cual
conduce a tres valores  reales, los cuales son los esfuerzos
principales en el entorno de un punto, a los que se denomina:

o= esfuerzo princlpal mayor.
o= esfuerzo principal intermedio.

'obu esfuerzo principal menor.

H < <
_ siendo LA o, LA




86

Para obtener el plano donde actéGan los esfuerzos principales
basta con resolver, para cada uno de ellos, el sigulente sistema de
ecuaciones, en donde se sustituye a o por el correspondiente esfuerzo
principal (del cual estemos determinando el plano donde actua).

(e -~ o)cos a + T cos B + T cos y =0
x Xy xz
v cos a + (0 - o)cos B + T cos y =0
xy y vz
T cos a + T cos B + (o0 -~ o)cos ¥ = 0
xz Yz z
2 2 2
cos a + cos B + cos” g =1
Por ejemplo para o, se tiene:
(0 ~c_)cos a + T cos B8 + T cos y =20
x 1 Xy xZ
T cos x + (00 ~¢ dcos B + T cos ¥y =0
xy Y 1 Yz
cos o + os + (0 -0 )cos y =
L a tyzc B ( - 1) 7 o]
2 2 2
cos o + cos A + cos ¥y =1

de donde se obtienen los cosenos directores (cosu‘.cosﬁl.cosrl) para
o, .
1

De manera andloga se procede para L d‘s, encontrandose (cos a,,

cosBa. cOSral y (cosaa. cosBa. cosqra) , respectivamente.

El tensor de esfuerzos expresado en términos de los esfuerzos
principales queda:

°, o] 8]

[T]=] o o, o
(¢} 0 o
3

4a.3. ESTADO DE ESFUERZO PLANO

Se presenta un éstado de esfuerzo plano cuando las fuerzas que
~‘actdan en un cuerpo son coplanares: :
Como se trata de un problema en el plano el tensor de esfuerzo.
queda: . ’

Gx tyx

(r]-=
T [
xy ¥
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siendo por lo tanto:

4a.4. ESFUERZOS PRINCIPALES EN EL PLANO

Los esfuerzos princlipales mayor y menor en el plano quedan
definldos, respectivamente, por:

4a.5. ESTADO DE DEFORMACION

Para expresar las deformaclones en un punto se dehen considerar
nueve términos que definen al tensor deformacion [E ] el cual se
escribe como:

gu  du B

T, Cux € on dac dy g

[ E ] = € e e T= a_u a_.” 22
xy y zy da 3y g

€ [>] € dw s aw

Xz yz z Er —E ﬁ

. En el tensor, la diagonal principal mide 1las deformaciones
unitarias longitudinales y los otros elementos del tensor miden las
deformaciones unltarias angulares.

En el estudio de un elemento como cuerpo deformable se demuestra
que: i
du o du _ duw 8e _ du

34" 3z ' 8z 8z ' g By

por lo que el tensor ‘deformacién puede escribirse como:

du 1 Jdu s 1 Jdu s

T slagg*tae) zlbz*aa!

_| 1 80, u T 1 8u  Ba

[E]l=|z0E*5]) 7% 2z v 3!
1 3w . 3u 1 0w, 3n aw
zloz* 3] zlag ey ) 5%
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)
c 1 1
x 2 1xy 2 sz
|1 1
[ E J -l 2 7xy Cy 1 7yz
1 1 €
2 1xz 2 ryz z
El vector deformacién unitaria esta dado por:
e 1 L
x 2 wxy 2 7xz
cCos o
- _ 1 1
€ = 5 rxy cy 5 1yz cos B
1.1 1 . cos ¥
2 “xz 2 7yz z
donde:
€ = vector deformacién unitaria; y
COoS o ]
e = cos B ; = vector unitarlo
cos ¥ J

4a.6. DEFORMACION LINEAL Y ANGULAR

El vector deformacién unitaria se puede descomponer en un vector
en direccién lineal(ver figura JmAas otro vector em la direccioén
perpendicular a dicho vector lineal. Esto es:

=5 + 5,

Para obtener el vector deformaclén lineal se proyecta el vector
deformaclén sobre el vector unitario, con lo que se obtlene el médulo
del vector de deformacién 1lineal. Lo anterior puede realizarse
mediante el producto punto de los vectores € y e, o sea:

c, =538

El vector deformacién lineal tiene la misma direccién que el

vector unitario. Por lo tanto:

e=¢ e
1
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Para . la determinacién del vector deformaclédn angular basta
realizar una resta de vectores, debido a que:

E=g +¢
1 e

por lo tanto:

e, =g - €
] 1

4a.7. ESTADO DE DEFORMACION PLANA

Se presenta un estado de deformacién plana cuando todas las
deformaciones ocurren en direcclones perpendiculares a uno de los ejes
ortogonales; por lo tanto, el tensor deformacién no tendra deformacién
lineal ni angular en la direcclén de diche eJe. En otras palabras, se
presenta un estado de deformaciétn plana cuando las deformaclones solo
ocurren en un plano.

El tensor deformacién (E ] queda de la sigulente manera:

e 1
x 2 1xy

[E] = 1
Z Yy Sy

"4a.8. PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECANICA

a)Principio de conservaclién de la masa Este principlo establece que en
el "interior de un "volumen de control'" no hay ni creacién ni
destrucecién de masa. Entendlendose por volumen de control un elemento
diferencial referido a un sistema coordenade fijo en el espacio. La
_ecuacién que representa al principio de conservacién de masa, también
1lamada ecuaclén de continuidad, se escribe como:

dp
-— + div(p v) =0
ot

b)Principlo de conservacion de cantidad de movimiento.- Este princlpilo
expresa que "lLa rapldez de variaciédn con respecto al tlempo de la
cantidad de movimiento de un sistema mecanlico es igual a la resultante
de las fuerzas exterlores actumntes”. Se ve que este principlo
equlvale a la segunda ley de Newton. La ecuaclén de la cantidad de
movimiento es:

div(T) = pla- £)
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_c)Ecuaciones de equilibrio.- Estas son las que debe cumplir cualquier
elemento diferencial de un cuerpo que se encuentra en equilibrio
dinamico, y que son deducidas a partir de la ecuaclon de cantldad de
movimiento. Estas se esrlben como:

do art at

pa = pf + L yx . zx

* *  sx ay 8%
-2 4 ac art

pn = pf + xy Y 4 zy

dx ay 9%

at ar dao

pa = pf + XZ o YT o z

z * B 3y ay

d)Principio de conservacién de energia.- Segun este principio la

energia no se crea nl se destruye, solo se transforma(aqui no se
conslideran los efectos relatlvistas de intercambio entre materia y
energia). La ecuacién diferencial que representa este principio se
puede escribir como:

ae
2 . . .
pCv-a-;- = KV“0 + (a-x + pp)cg + (a-y + pp)cy + (a-z + pp)cz

. . .
+2(t e + 7T +T
Xy Xy XZ XZ vz vz

e)Principio de aumenio de entropia.- Este principlo expresa que "La
variacién con el tlempo de la entropia t.otal(ST) de un sistema, nunca

es menor que la suma del flujo de entropia Sf. a través de sus

. fronteras, asif como del flujo de entropia proporcionada por la masa
que fluye a través de ellas”. Este principlo se simboliza de 1la
siguiente manera:

dST
dt

-B -~ §sfds =0
Sc
donde:
B representa el flujo de entropia debido a la masa que fluye.

' 4a.9. METODO DIRECTO
Este es un procedimlento en el cual se plantea el problema de

resolugién del conjunto formado por las ecuaciones de equillibrio, las
relaclones cinematlicas y las ecuaclones constitutivas.
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Las ecuaclones de equilibrio son

ao ot a8t

pa = pf + X 4 yx . zX
x * ay g
8T do ar

pa = pf + L2 A LA zy
Ja ay a
at a4 Ao

ea = pf + *xz vz z
= * o a3y 2

y las relaclones cinemiticas estan dadas por

_ du . _ 4 au Co
‘x T 7@z ¢ Sy T T2 [ 3y ' @x ]

_ _dm . _ 1 au dw
& "oy P %72 ["5@" * By ]
e = 9w e = 1 8w Su
z ag : x> 2 dx 3

Por otro lado, se observa que las ecuacliones constitutivas que
caracterizan el comportamiento del medio tlenen la forma general

?,0 = 9.
donde ¢, Ve, son operadores del sigulente tipo

n L]
al ai
¢, = LP—=— ¥y ¢ =L4q 35
1 120 [ at‘ 2 o 1 at‘

Se observa entonces dué se tienen relaclones entre componentes
isotrépicas (dilatasionales) y distorsionantes del tilpo

¢‘S = ¢29
wzsd = ¥3%
siendo
S =Sy S,.S, T T 0T,
e, =€, €., €, c*y. L o cyz

donde
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S =0 -S H e =g ~-e&
x x x x
S =¢ -8 H e =€ -~ e
z z . z z
S =0 -S=-(S+8) : e =g —e=-(e +e)
y b 4 x z Yy y x z
siendo
Sx + Sy + Sz e, +te + e,
s = ) H Yy e = 3

En un materlal dado se tilene la siguiente pareja de ecuaclones,
una para la relacién isolrépica y otra para la distorsionante
P"S = Q"e
4a.5 .
P’Sd = Q’ed

donde

Las relaclones 4a.5 son las ecuaclones contitutlvas.
El procedimiento de solucién es como sigue:

a) En las ecuaciones constitutlvas se remplazan las
" cantidades de deformacién por las de desplazamlento, de
acuerdo con las relaciones cinematicas correspondlientes.

b) Las expresiones de esfuerzos, resultantes del paso
anterior, se remplazan en las ecuaciones de equilibrio.

c)  Se encuentra una expresién. vectorial  que sintetiza las
tres ecuaciones de equilibrio anterior. Esta varlara segin
el modelo escogldo para las componentes isotréplcas y para
las dlstorsionantes,

d) Se resuelve por algin método matematico conocido de
ecuaclones diferenclales parciales u otro equivalente
(métodos  numéricos, etc.) la expresién resultante
mencionada.
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VVPROCEDIMIENTOS DE SOLUCION

Sigulendo con la idea de la metodologia de fnvestigaclén, se
puede sefialar que los procedimientos de solucién se relacionan con la
etapa de calculo,

Los modelos matematicos indicados en el capitulo anterior para el
estudico de la Interaccién suelo-estructura se formulan sigulendo
procedimientos conceptuales o formales, respetando principlos fisicos
y presentandose en forma de ecuacliones diferenciales. Como método de
soluclén se dA el proceso que transforma, por ejemplo, una ecuaclén
diferencial en un sistema 1lineal de ecuaclones. Algunos de estos
métodos pueden ser: 1) los métodos cerrados (series de funciones
arménicas, transformada de Laplace, etc.), y 2) los métodos
varjacionales. Los primeros se describen en el apéndice C de esta
tesis. El apéndice B trata el tema del calculo funcional del que se
derivan los métodos variacionales.

V.1l.Métodos directos en los problemas variaclonales

S61o en casos excepcionales las ecuaclones diferenclales de los
problemas varlacionales se integran en forma finita (ver apéndice B).
De aqui la necesidad de obtener otros métodos para la solucién de
estos problemas. Los - llamados métodos directos - consisten
fundamentalmente en que el problema variaclonal (apéndice B), se
considera como limite para clerto problema sobre el extremo de uns
funcién de un numero finito de varlables, suponiendo en la funclonal
s[y(a)] que las funclones admisibles pueden desarrollarse en series de
potencias

2 n
&) = +axc+aact+ ... vaaxc + ...
“L() aO 1 2 n
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o en series de Fourler

a (-]
ylae) = 20 + E’(ancosna: + bnsenna:)
n=

o en general, en algunas series del tlpo

o
¢le) = Y ag (a)
r‘=1nn

donde gon(a:) son funciones dadas.
Asi la funclonal es funcién de un conjunto infinito de variables

- T |

ofy(x)] = w(ao, a,....4a

V.1.1. Mitndo de diferencias finitas de Euler

La idea del método de diferenclas finlitas consiste en que se
conuideran low valores de la functonal s[g(«)] en las lineas quebradas
formadas pei un nimero n dado de segmentos rectilineos cuyas abclsas

de los vertices estan dadas por : @ @t Ac, a* 2Aa:,....a:°+ (n-1)Acx,

donde
1 %
Ax = ——— (ver figura V.1)}

",*‘Ax xa+ln—1)Ax

Figura V.1

De esta manera la funcional s{y(a)] se transforma en una funcién
v(gt.qz'.....qn_l). de las ordenadas Yot ¥ de los vértices de

la quebrada.
El métode consliste en escoger las ordenadas L 70 YEEERE Ay de
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modo que la funclién wa'“z""'vn-l) tenga un extremo, es declr se
determinan las Ypr e s del slistema de ecuaclones

6«: ay de

=0 R =0 s e ey —_—=0

641 a"‘a aq'n-l
Yy luego se pasa al limlite cuando n o , de donde se obtiene,
1mponiendo clertas restricciones, la  solucién del problema
variaclional.

Sin embargo, es mas facil calcular el valor de la funclonal
sly(ac)], en las quebradas, en forma aproximada. Si1 no se efectUa el
paso al limite, puesto que n es finlto, del sistema de ecuaciones

8¢
— =0, (i=1,2,...,n-1)
ayl
se pueden determinar las ordenadas R R Ay buscadas,

obtenlendo asi una quebrada que es la solucién aproximada del problema
variacional.

V.1.2, Método de Ritz

La idea del método de Ritz consiste en que los valores de la
funcional w»[y{x)] se consideran solo en las curvas de todas las
combinaciones lineales admisibles

n
4‘n =‘¥lalul(m)

con coeflcientes constantes. Las comblnaclones se forman con las n
primeras funclones de clerta suceslon elegida de funclones l-ll(a:).

wa(a:), . ,Un(a:).

Asi la funcién o[y(x)] se transforma en una funcién w(ul, L AR ¢n)

de los coeficlentes O v Oy aey
Los coeficlentes « e % reses @, SE escogen de modo que la
funcién c)(a‘, L, aene a;‘) tenga un extremo, por lo que dichos

coeflcientes deben ser determinados del sistema de ecuaclones

ap
— =0, ({=1,2,...,0)

au‘

Sl se pasa al limite para n o se obtlene \

L]
¢=X a‘w‘(a:)
1=1

que es, para clertas restricclones, la soluclén exacta del problema
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variaclonal.

Si solo se consideran los n primeros términcs

=1 o W, (x)
1=1

se obtiene una solucién sproximada del problema variacional.

V.1.3. Método de Kantorovich

En el método de Kantorovich la solucién aproximada se busca en la
f'orma

o
%, =!§xak(¢|)wk(cl, LR ,a:n)

en donde los coeficientes ak(c’) son funciones inctégnitas de una de
las varliables 1ndependientes a:l.

La funclonal s[g ] se transforma entonces, en una funcional

© lo (€), 0 (e ),...,a (¢)] que depende de m funclones, de unma
variable independiente, al(a:i),az(a:l), e ,un(a:l).
Las funciones al(a:‘),az(cl)....,a-(a:l). se escogen de modo que la

funcional & tenga un extremo.

Si se pasa al limite para m o, se puede obtener, bajo clertas
condiciones, la solucién exacta. Si no se pasa al limite se puede
obtener una soluclién aproximada.

S1 se escoge el mismo numero m de térmlinos en este método y en el
de Ritz y se comparan los resultados, se observa que la aproximaclén
con el método de Kantorovich es mas exacta que al aplicar el de Rltz,
puesto que aqui es posible manejar una mayor clase de funciones,
pudiendose escoger de entre ellas las que meJor se aproximen a la
solucién del problema variaclonal.

V.1.4. Método de Galerkin

Este es un método no variacional, el cual puede ser aplicado a
algunos problemas no lineales.

Considerando la ecuacién
L(y) = f(x) - 5.1
se toma un sistema de ecuac’.ones continuas
wl(c),wz(m),....mn(a:) 5.2

linealmente independientes que satisfacen clertas condicjones.
Escoglendo la solucién aproximada del problema en forma de la
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combinacién lineal de las primeras n funclones del sistema lineal
5.2, se tiene
n
¢ = Louw(a)
1=1

Se sustituyen las 4;n en la ecuaciétn 5.1 y se ellgen los

coeficientes a‘(i = 1,2,...,n) de tal manera que la funclén

n
L [ E“,"’,(“)] - flx)
1=1

sea ortogonal a cada funclén m‘(a:). (I =1,2,...,n), esto es

X
1 n
j. [L[ Za‘wl(a:)] - f(a:)]usl(w)da: =0, {(i=12,...,n)
1=1
[

Cuando n , ' tiende a la solucion exacta

n
¢= X alwl(a:)
1=1
En la mayoria de las veces se escoge Solo un numeroe n finito de
constantes L ademads no muy grande {(n = 2,3,4,5, y a veces incluso

n =1). En este caso hay que tomar, claro estd, solo n funciones m‘(a:)

y elegir dichas funclones de modo que sean linealmente independientes
(condiclén de ortogonalidad) y que satisfagan las restriccliones
establecidas.

V.2. Método del elemento finito

El elemento finito es un método numérico perteneciente a la
familia de métodos varlaclonales, que sirven para resolver problemas
de maximizacién o minimizaclén de funclonales, los cuales a su vez
sirven para resolver ecuaciones diferencliales, ya que estas pueden
transformarse en funclonales. ’

La maximizacién de 1la funclonal puede 1llevarse a cabo por
eJemplo, con los métodos variaclionales el metodo de Ritz o el método
del elemento finito, o no varlaclonales por eJemplo el metodo de
Galerkln.

El método del elemento finito utiliza el espacio de funciones de
Hilbert.

Vv.2.1. Evolucion del método del elemento finito
La evoluclén del método del elemento finito puede dividirse en -

tres periodos histérlcos: a) El periodo medieval, b) El renacimlento,
y ¢) El perilodo barroco. .



98

PERIODO MEDIEVAL

Este perlodo estd caracterlzado por la aplicaclén, por decirlo
asi a slegas, de las matematicas a los problemas de ingenleria.

Por ejemplo, en el tratamlento de los problemas de 1ingenleria,
los cuales presentan algunas veces dificultades en su anallsis, no
tanto por su complejidad matematica sino por el numero de elementos
que se puede involucrar, un elemento estructural se representaba por
un gran namero de elementos esenclalmente simples, observéndose Ila
naturaleza individual de cada elemento. Luego se especificaban 1las -
variables de entrada y salida para cada elemento y los puntos que lo
formaban y las relaciones entre ellos.

En forma matriclal se tlene

F"=x°u’+r‘; 5.3

Aqui F podia representar, por eJemplo, el sistema de fuerzas
actuando en el elemento estructural, y u los desplazamientos de los
nodos del mismo elemento.

. Las ecuaciones 5.3 implican un comportamiento lineal, pero no era
evidente que la teoria se pudlese extenderse a situclones no lineales.

Lo que seguia era establecer las conexlones del sistema. Primerc
identificando un campo de varlables tales como u, para representar la
continuldad del sistema ensamblado

o
uJ u,
) Despues, por el equilibrio del segundo campo de variables en cada
nodo, la suma establece que

[N w k]

F=0
| 3

e=1

El sistema de ecuaclones se obtlene como

Ku+ F =0 5.4
o .
donde
5K
K=K =3
LRI P
¥
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Aun siendo muy grande, el sistema de ecuaclones 5.4 puede
resolverse.

EL RENACIMIENTO

Este periodo se caracteriza por la Justificaclién de los modelos
matematicos del elemento finito empleados en el analisis de 1los
problemas de ingenieria,

El princlpio del trabajo virtual representa una propledad mas
general de un sistema estructural y es una erramlenta mas poderosa en
el anillisis estructural. E]l procedimiento en su forma presente asune
el teorema clasico que dice: sl un campo de fuerzas esti en equilibrio
para todos los puntos de un medio, entonces la suma del trabajo
externo e interno (generado a partir de desplazamientos virtuales),
debe ser igual a cero.

El trabajo virtual puede ser representado como la minimizaclén de
un funcional . Si A(u) es tal funcional, representada generalmente por
una integral tomada sobre el dominlo, la aproximacién de u conduce a
la minimizacién de un campo aproximado de ecuaciones

8%
—_—= O 5.5
8a
a queda definida por la expresion
u = Na

donde

u = vector de desplazamientos

N = nimero de parametros necesarios para definir los desplazamientos a
51 1la funcional 5.5 es cuadrética, y si

=g %

entonces la ecuacién 5.5 conduce a

Ka + F 0 = 0
EL. PERIODO BARROCO
.La era barroca ha sido caracterizada por la aparicién de nuevas
formas del método mediant: una tremenda elaboracién de detalle,
yuxtaposiclén de formas para tratar mayor numero de problemas, 'y

abandono de los modelos cléasicos con un importante registro de nuevas
bases clientificas y nuevas apllicaclones

V.2.2. Descripcién del método

En muchas ocaciones los problemas fislicos pueden represeniarse
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matematicamente por una o varlias ecuaciones diferenciales, asi mismo,
pueden plantearse como un problema de funciconales. Luegn entonces,
cuando estan dados en forma de ecuaclones diferenciales se puede
transformar a un problema de funclionales equlvalente.

De esta manera los problemas de meclnica de medlos continuos en
los cuales deben satisfacerse las ecuaclones de equilibrio, lag
relaclones cinematicas y las ecuacliones constitutivas (relaclones de
Hooke para casos elasticos, etc.), se transforman ¢n un problema en el
que se minimiza la Energia Potenclal de Deformacién dentro de una
reglén dada, ante la accién de cargas.

Este funcional para el caso elastico se plantea asi: se consldera
que la energia comunicada por las fuerzas externas a un sistema
material se transforman en Energia Potenclal de Deformacién, por
tanto

Text = Ep 5.6
donde

Text = Trabajo externo
Ep = Energia de Deformacién absorblida por el medic

La ecuacién 5.6 es vallda paré problemas estaticos y elasticos
(No se consideran efecctos inelasticos nl dinamicos que introducirian
efectos de amort.ieuamiento por pérdida de calor).

Figura V.2 : :

-El trabajJo externo estarad dado por:
Toxt = J' F 8 ,ds 5.7
s .
En tanto que la energia potenclial de deformacién estd dada por la

‘integral en todo el volumen del medio de 1los productos o el(dvol); ya
que ¢ representa energia por unidad de volumen, en tanto que ¢ es una



cantidad adimensional, luego la Energia Potencial sera:

Ep = I oedvol
vol

Asi que reemplazando en 4, a 5 y a 6, se obtiene

J'anlds - f cedvol
-] Vol

Los productos Fi It y o, son productos

vectoriales (escalares).

Asi por ejemplo si

F
x x
Fi = Fy 61 = Sy
F
z z
entonces:
F,»3, =F& +F8 +F3
171 y z
y matrictalmente:
= .57 _ t
F,-3, [s 1'(F 1
En tanto que
ox £x
oy ey
. = oz e = €z
i Txy y i Ixy
Tyz Tyz
Tzx X
siendo:
;1';1 = OxE€x ¢ OyEy + OzEz + Txy¥xy + Txz¥xz + Tyz¥yz
y matricialmente
- - [3
oyte; [l (e)
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punto

Ahora bien, el problema en la ecuaciétn 5.9 consiste en que se

donpcen las cargas exterlores Fl' asi como la distribuclén en
de ¢y de ¢ , o sea que se desconoce:

31 = Bl(m.y.@) en la frontera

;a - 0l(c.y.4) en el medlo

E; = c|(m,¢,¢) en el medlo

v pdrylo tanto el problema matematico que debe resolverse es
el valor de cualquiera de la integrales a ambos lados de la

el medio

calcular’
ecuacion
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6.9. Por ejemplo en el caso de la ecuaclén 5.8

Ep = alcldvol

vol

el problema se plantea asi: Encontrar las funciones o(a,4,2) ¥y
e(a, 4,4) tales que se minimice la Energia Potenclal de Deformacién. Es
decir, deben encontrarse 1las distribuclones de esfuerzos y
deformaciones tales que la Energia Potencilal sea minima; ya que en la
naturaleza al aplicar fuerzas a un sistema este se deformarad de tal
manera dque Sse consuma la menor cantlidad de energia. Es declr no
adoptara deformaciones tales que la integral §5.16, represente una
energia excesiva, sino la minima, y ademas, obsérvese dque la
confliguraclén para un minimo es dnlca. Notese que las funciones
soluclén del problema o(a,y,4) y £(«,y,4) cunplen con las condiciones
de equilibrio, relaciones clinemiticas y las ecuaclones constitutivas,
por lo que representa la soluclién del problema fislico planteado.

METODO DE SOLUCION

A continuaci6tn se detallara la soluciétn de este problema,
con referenclia al problema bidimensional. En este caso los vectores se

representaran asi:
€x ox
E = { ey } ; = { oy }
rry Txy

=l .?:[alm

Para materiales eldstlicos la ley de Hooke se escribe asi:

1

e = —(c - ve) 5.12
x E ® y
= 1 .
€ = — (¢ - ve) 5.13
y E y x .
T )
¥y = L (5. 14
De 5.12 o = Ee_ + ve
o x y
De 5.13 ¢ = Ege + veo
% y x
entonces:
o = Ee_ + v(Ee + ve) = Ee_+ vEc_ + v
» x Y x x Yy x

Despe jando L

_ E
Ux Y ) (1 - ) (cx * l’cy)



De manera analoga:

E
o T eIl = (ey + vcx)

Txy = Gyxy = E Xy
2(1 + v)
En forma matriclial se tendrd lo sigulente:

Tx

E 1 v 0 €x
[ 7] o €y
Txy (1+0)(1 -v) 0 [} léﬂ Txy
entonces:
le laxx =D laxalc 13x1
donde:
{D } es la matriz simétrica definida por:
E 1 v 0
ml= — 1 0
(t +v)(1 - v) o o 1;;
de ahi que:
lo 1*fe ] = [e 14D 1le )
Asi que la ecuaclén 5.8 queda:
Ep =f {e 1D )le Jav
vol ’
Ahora bien, las relaclones clnematicas son:
as as 66x as
€ = —= ; e = —X : Ty = [ + y]
X e y ay ay o
3dx
£
- _ ddéy
€= 3¢
38x . 98y

.18

103
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33 x
T
_ asx 88y 33x asy 88y '
Ep = [ ) Em [ £ + ax ]][ D ] g dv 5.16
Vel 395x , 83y
ay dx

Por lo que se ve el problema consiste en determinar los campos
escalares &x(a,y) y Syla, ¢) que minimizan el funclional 5.16. O sea

determinar el campo de desplazamientos 5 = &xl + SyJ que minimlza la
enegia potencial.

Por eso se ve que las Integrales 5.7 y 5.8 dependen del campo
vectorial de desplazamientos que se presenta en la regién del problema
consliderado y que es el que debe determinarse.

Se tiene asi que dicho campo puede tener la siguiente forma para
cada uno de sus componentes escalares segin « y ¢.

Fig.V.3 Curvas de nivel pora SX
(o parao 89 pJ

g = &eSplozomiénTo

. 'St se discretiza la regién, por ejemplo medlante triangulos (que
es " lo que se denomina “Elementos Finitos"), dentro del 4rea
comprendida en cada unc de ellos, puede suponerse que la variaclién de
3x 6 8y es lineal, es decir se define un plano.
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"Udos elemcnras
N ‘ﬁ\/—_
AN ZANVZNZ NN
NI ZINZIN
] ~ [/

Figura V.Y

La confliguraclién real se aproxima por una serie de caras planas
que definen una superficle polliédrica; esta serad pues una aproximacién
..al problema real. Las expresiones matematicas de estas funclones
- seran:

3x(x,4) = a + ba + cy
Sy(x,¢4) = d + ex + fy
Las unicas incognltas son los parametros de estas funclones.

OBTENCION DE LOS PARAMETROS
Se establecen las slgulentes hipétesis.
1.-Se supone que se conocen los desplazamientos en cada nudo del
triangulo.

S1 se conoce Ex‘, 6:). axk

Bx‘ = a + bml'i' CIJ.l
dx = a + ba:Ja- cy.J 5.18

[od
x
[1

a+ bax+ c
k Yy

De aqui se obtienen los valores de a, b y c.

Para los desplazamlentos en ¢ se tlene:

6y‘= d + ea:l+ t'qh
' 6yJ= d + ea.)+ fg’ . S. 18,

5yk= d + ex + qu

Con esto se obtienen d, ey f.



OBTENCION DE LAS CONSTANTES.

Para el sistemu 5.18 se tiene:

1
1
1

[

@«
@

k

4
¢

%

e

Se tiene por tanto que:

ST A
3
% ¥
Sx « Y
a= L3 k k
A
1 Gx‘ 4
1 Sx
J 3
1 8 I’
b= k k
A
1 x Sx
1 « Sx
] J
1 « Sx
c = k
A

De manera anAloga se obtendrin

campo Sy(ax, ). Se tlene que:

- sxl

s
*3

Sy, = 4
3 x
vy & ¥
8y « "
d = kK K k
v b Sy + b25y + b35yk
e =

- &x
*

1 a:! y»‘

4 = det I .

° 1 9

1 T Y

alﬁx‘ + azﬁx, + aaaxk
A

blﬁxl + b28xJ + baﬁxk
A

C,le + czsxj + caaxk
A

106

las constantes d, & y f para el

616yl + aZGyJ + 8a6yk
A
c“Syl + c2¢§yJ + c38yk

A
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Aplicando las relacliones cinematicas 5.15 y 5.17 se tlene:
38 x : a8y 8Sx 88y

ex = — = b ; €y = wme = f H Ty = — + —— = Cte.
da ay 3y da

Por lo cual la integral S.16 queda:

b
Ep= J [p £ (eta)][D]| £ dv
Vol cte

Por lo tanto:

b bﬂaxl + baﬁx’ + bscsxk
1
[= ] = f = —;— c 3y, + c2«5y‘| + c, 8y,
c+t+e
clax. %czﬁx,'&caaxk#blayl +b26y’ +b36’k J
axl T
bl 0 b2 (o} b:! 0 6’.
! Sx
[ € ] = — 0 e, 0 <, (o} c, 3
A Gyj
e, bl e, bz <, ba Guk
. 5yk L
De otra forma:
o
[c]:!xl = [B]:ue [6]&;1 5.20
donde:
: Sx
b: 3} bz o} b a 0 5y'
[B] = o] e, 8 ¢ o] c y [8]-= 8’;
6yj
c, b ' e, b 2 e, ba Bxk
Jyh

De este modo la ecuacioéon §5.16 queda:

s[ [ 210105107 av
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E, = [,s"]‘[a]‘tnlce][s"][ av
ol
va que [ 6°] vy [ B] son independientes de las coordenadas.

Asi pues:

o= [S1[B]'[21[8][57] 4,
[s)[x],[87] 5.21

Ep

donde:
[3
[kl=08)[p]1[B] 4
t = espesor unitario
At= area del trianguloc = —g—
La ecuacion 5.21 seria vallda solo para la flgura triangular.

Ahora blen, las fuerzas que llegan a cada nudo del triéngulo
producen una energia tal que:

et -
[8°),,6 [Flg, =Fr _ 5.22

donde:

[ F ]°= Fx

L it -|8xl

iguala.ndo 5.21 con 5.22 se tiene:
. t .
[1(F1=[T[x1,[57]
- premultiplicando por [6']"‘ ambos lados, se obt.lem‘a:r -
[Fl,=[k],[3) | s

‘ - Valida para un elemento.
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Se puede generalizar a la malla total de la siguiente manera:
Ne
[F ]'r = z [F ]c f Ne = Namero de elementos

1=1

Ne
[, =L («k],
1=1
esta Ultima expresién es vallda ya que se pueden sumar las energias
elementales de cada elemento, para obtener la energia total.
Ne
e . o
[8], =L (3]
1=1

Por lo tanto el problema global queda:

[&]; {as}T =[F] 5.24
2nx2n 2nx1 2nx1

Ahora se tliene un sistema 1lineal de 2n ecuaciones con 2n
"incégnitas, sliendo n el nudmero total de nudos de la malla. Asi que el
problema del funclional se ha transformado mediante el Método de
Elementos Finitos en un sistema lineal de ecuaciones y los resultados
ue proporclona son valores discretos de las funclonales buscadas.

Conocidos los desplazamientos es posible calcular el estado de
esfuerzos y deformaciones. Para ello se utillizan los desplazamientos
conocidos de cada elemento.

Dado que, de 5.20 :

[e] =[E]{5°} | 5.25

v el =(2102){5} | | 5.26

Nétese que los esfuerzos y deformaclones seran constantes en cada
elemento; o sea tienen distribucién uniforme en cada uno de ellos,
pero, variando de elemento a elemento., Esto constituye un error. de
aproximacién del método.

. En lo que sigue se detallara la obtenclién de la matriz de rigideéz
- total [ K ]'r' asif como el vector de cargas [ F ]'r' mediante los

cuales, al resolver el sistema 5.24, se obtendran los desplazamlientos

de cada m;do. o sea el vector { 3 }. que serd parte de la solucién
T B

buscada, la otra parte la constituyen la obtencién del campo de

esfuerzos y deformaciones mediante las ecuaciones 5.25 y 5.286.
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Notese gque los elementos vistos fueron triangulos, sin embargo,
se¢ pueden emplear recténgulos y, para problemas tridimensionales,
pueden usarse paralelepipedos, etc. Ademas la solucién se di6é para el
caso elastico, pero la misma metodologia puede aplicarse a otros
materliales e incluso a otros campos de la fisica {(Termodinamica,
Electricidad, etec.).

DETALLES DEL PROCESC

Servirdn para ver «como se generan mallas de elementos
triangulares, numeracién de nudos y elementos, elaboracién de la
matriz de rigidéz total, del vector de cargas (incluyendo fuerzas de
cuerpo), asi como la solucién de slstemas de ecuacliones y finalmente
la manera de obtener el estado de esfuerzos y deformaciones conocldos
"los desplazamlentos., Ademas se presentara un diagranma de bloques para
programar el método por computadora.

ELABORACION DE LA MALLA.

El medlo se discretiza mediante una serlie de elementos
triangulares.

480 kg

Figura V.5

Queda formada una malla caracterizada por el nimero de nudos y
elementos, en la figura son 14 elementos y 13 nudos. o

‘Comunmente los nudos y elementos se numeran de izqulerda a.
derecha y de abajo hacla arrilba.

Existen restriccliones para formar mallas, como la que un nudo no
debe quedar sobre alguno de los lados de-un elemento.

DATOS PARA NUDOS.

Los nudos se identifican medlante sus coordenadas y Ssus
condiclones de restriccién, o sea debe sefialarse. s! los nudos son
l1ibres de moverse o no, segtn las direcciones @, 4 6 4, y de giro en
las mismas direcciones. En la tabla slgulente el nimero 1 indica que
estan restringidos y el cero que estan llbres. De esta manera,en la
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figura 1, los nudos 1 a 4 estan restringidos en todas las direcclones
en ‘tanto que del 5 al 13 estan restringidos segin 4. Los giros se
indican tambien en la misma tabla. En ella se ve que pueden sefinlarse
diferentes posibilidades de movimiento (grados de libertad).

TABLA V.1
# de nudo| Rest. {Rest. |Rest Giro| Gire] Gire|Coor. |Coor. |Coor.

@ Y ¥ x Y % « Y k3
1 1 1 1 1 1 1 [ “ o
2 1 1 1 1 1 1 " " o
3 1 1 1 1 1 1 - ] ]
4 1 1 1 1 1 1 " [] o
-] o [+] 0 1 1 1 L] » o
8 o (] 1} 1 1 1 . [] o
7 o o ] 1 1 1 ] - [¢]
a o (] ] 1 1 1 [ ] o
8 [} (1] o 1 1 1 [ ] L] [}
10 [} o (/] 1 1 1 [] L] o
11 o ] o 1 1 1 » ] o
12 [} o [+] 1 1 1 [] . o
13 o o o 1 1 1 . " o

DATOS PARA ELEMENTOS

A su vez los elementos se indican sefialando su numero, los nudos
que le pertenecen{incidenclas), asi como el tipo de material de que
estdn constituldos. Al respecte 1los nudos de cada elemento se
identifican como i, J y k, sligulendo el orden opuesto al giro de las
manecillas del reloJj (ver figura V.6)

F iglJr a V.6

. Para el caso de la figura V.S, los datos serian los de la tabla
2. En ella, a los nudos i, J y k se les designa, respectivamente:

NUD(I)
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NUD(J)
NUD(K)
TABLA V.2
# de elem. | NUD(I)| NUD(J)| NuD(k)| TiPe de
material
1 1 3 5 3
2 1 T [+ 2
3 1 2 k4 2
4 2 8 7 2
s 2 3 a8 2
8 3 9 8 3
T 3 4 ) a
8 s 11 10 3
9 B 8 11 a
10 [:] 7 11 3
11 T 12 11 1
12 7 13 12 1
13 7 8 13 3
14 8 ] 13 3

DATOS SOBRE MATERIALES.

Puede tenerce mas de un material,para esto, de cada materlal se
dan los datos de: Peso volumétrico 7y, Médulo de Elasticidad E y
relacién de Polsson v. |

TABLA V.3

tipo de E ¥

material |{(kg/m®)| Y |(ke/m®)
1 2x10® | o0.25 | 2000
2 3x10° 0.35 | 2100
3 1x10”7 | 0.45 | 1800

DATOS DE CARGAS

Se iIndican sefialando el nudo sobre el cual actian y sus
componentes segin «, 4§ y 4. Por ejemplo, para la flgura 1 se tlenen
los datos de la TABLA 5.4

TABLA V.4

# donde |comp.a jcomp.y jcomp.q4
#de cargal opga | (Ke) | (ke) | (Ke)

10 300 400 (o}
2 13 + O 600 0

-
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FORMACION DE LA MATR1Z DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO
Recordar para cllo que esta matriz, [ K ]°, se forma por el

producto:
- t‘ -
[x]1=[8][p] [B] t4 cont =1
siendo:
1 @« Y
1 1 |
A = —— 1 @
t ] 3
1 « ¢
donde = g =-¢g=0>
b, 0 b, 0 b, 0 LSl
' z” % 4T o,
b, =y -~yg=0>b
[(B] = 0 c, o c, 0 <, a (R T
c, =y -yg=c
! bx ) bz €a ba cl = J_ - cl
' 2 - W TG
G THTHTS
1 v 0]
E
y [p)Je=— jv 1 o0
‘ (1+v)(1-v)
(1-v)
1 o] z

donde: .
: E = M6édulo de elasticidad, y
v = relaclén de Polsson

Asi que observando el orden de las matrices se tlene:
t ° »
[ 5 ]8x3 [ b ]axa[ s laxB = [ K ]GxB
o sea que la matriz[ K ]° es de 6x6. Se tiene por lo tanto que:

Kin Kiz K13 Kisa Kis  Kie }’
K21 K22 K23 .

L R

Ke1 Ks2 K83 Kea Kes Kse } K

[S—_—
[

I J K
Esto indica 1la influencia de 1los datos de 1los nudos
correspondientes sobre los renglones y las columnas de la . matriz.
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FORMACION DE LA MATR{Z DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO

Recordar para cllo que esta matriz, [ X ]° se forma por el

producto:
= t -
[k]l=0[81[0] [B] ta cont =1
siendo:
1 @ Y
1 1 1
A — |1
S T Y
1 a& k
donde: b .- ¢=
b, O b, ©O b, 0 A b
2= T %7 0,
- b, =y =-4g=>b
[B] 0 e, o c, o c, 3 1 %y Tk
C =y =~ y=cC
e, b, e, b, c, b, v ko
R P S
3 = le' 9—, ck
1 v 0
E
v [p} - v 1 0
(1+p)(1-v) . o U=
2
donde:
E = Mbdulo de elasticidad, y

non

v = relaclén dec Polisson

Asi que observando el orden de las matrices se tiene:
. t k h
[ B ]st [ b ]Sxa[ B ]Sxe = [ K ]Gxﬁ
o sea que la matriz{ K ]° es de 6x6. Se tlene por lo tanto.que:

Ki1 K12 Kia Kia Kis Kie } I
Kz1 K22 Kaa . . .
[K] = . . . . . . } J

Ke1 Kez  Kea Kea Kes Kes }'K

Esto  indica 1la influencia de los datos de los nudos
correspondientes sobre los rengliones y las columnas de la matriz.
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Observese que en general el orden de la matriz es:
n° = Nudos del elemento x grados de libertad

Para el caso de un triangulo y para el problema bidimensional:

n =3x2-=
L]

FORMACION DE LA MATRIZ DE RICIDEZ TOTAL

Para esto, los elementos de la matriz de cada elemento se colocan
en una matriz global, cuyas dimensiones seran:

NT = NN x GL
donde:
NN = Numero total de nudos de la malla.
GL = Grados de libertad.

De manera que los renglones y columnas de una matriz elemental se
colocan en renglones y columnas de esta matriz global, segin la regla
sigulente:

Los renglones y columnas correspondientes a I se colocan en
los renglones y columnas nhUmeros Ni y Na.
slendo:
= {GL x NUD(I)]} - 1
N2 = GL x NUD(I)
(Recordar lo que significa NUD(I), NUD(J),etc.en la tabla V.2)

Asimismo, los correspondientes J y K se colocan en los
renglones y columnas N3, N4, Ns y Ns respectivamente:

slendo:
Na = [GL x NUD(J)] - 1

Na = [GL x NUD(J)]
Ns = [GL x NUD(K)] ~ 1
Ne = {GL x NUD(K)]

. De esta manera los datos correspondientés al elemento 8 de la
figura V.5, se colocan (considerando que GL = 2) en:

N1 =2x8 =10

Nz = 10

‘Na =2 x11-1=21
Ne = 22

Ns =2.x 10 -1.= 189

De esta manera.la matriz global quedara:
“(slendo NT = NN x GL = 13 % 2 = 26)
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FIGURA V.7
1 2 Ca a 10 11 ... 19 20 21 22 ... 28

1

2

-] K11 Ki2 Kis Kie Ki3a Kia
10 K21 K22 K2s Kz2a K23 K2
19 Ks1 Ks2 Kes Kss Ks3 Ksa
20 Ke1 Kez Kes Kes Ksa Kos
21 K31 Ka2 Kas FKnes Kaa Ksa
22 Ka1 Kaz ’ Kss Kas Ka3 K
28

Esta fué la matriz del elemento numero 8.

Luego se formarian, de esta manera, matrices globales de cada
elemento, y finalmente se sumarian entre si todas estas matrices para
obtener la matriz de rigldez total que se busca, la cual obviamente
debe ser de orden NT x NT.

OBTENCION DEL VECTOR DE CARGAS.

Este vector se forma con las cargas concentradas aplicadas en
cada nudo, asi como por efecto de peso propio.
APORTACION DE CARGAS CONCENTRADAS

En este caso como el vector de cargas concentradas [F ] es:

l"xl

F&z

Fx
3

[Fl. =] -

l Fxum
FyN"

O sea un valor de orden (NT x.1), asi que los datos de cargas se
colocan en los renglones correspondlientes al nudo donde acttan, por

ejemplo para las cargas mostradas en la figura V.5, se obtendria (ver
TABLA V.4).
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F =
{ T ﬁ [
batos Fil(nudo 10)}{ 300 l........ renglén 18
400 renglOn 20
rengl6n 28
Datos F2(nudo 13)| 600 |........renglGn 26
L)

CARGAS POR PESO PROPIO.

Para esto se procede concentrando un tercio del Area
- correspondiente de cada elemento en cada uno de sus nudnsx, y luego 1a
carga en cada nudo serd igual a la suma de las cargas menclonadas
correspondientes a cada elemento que llega a él. Por ejemplo (ver
fig.Vv.5), para el nudo 6 la carga seria:

Al’l + é E + Jé 3 + ‘110 YO {carga vertlcal)

3 (enpesor unitario)

la cual estaria colocada en el renglén doce del vector de cargas, ya
que al nudo 6 concurren los elementos 1,2 9 y 10. Este dato se
colocaria en el renglén 12 del vector de cargas, ya que la componente
vertical de esta carga se obtiene multiplicando 6x2= 12. De la misma
manera se colocarian los pesos correspondlentes para los demas nudos.
Con esto se tendria completo el vector de cargas.

ELIMINACION DE ECUACIONES POR RESTRICCION DE MOVIMIENTOS

Esto se consigue graclas a que se eliminan los renglones Yy
columnas cuyos  desplazamientos estan restringidos, lo cual se
identifica medlante el namero de nudo y su condicién de restriccion.
Por ejJemplo si el desplazamiento en « del nudo n, esta restringido se

eliminan el renglén y la columna numeros:
(CL x n‘) -1

En tanto que sl el desplazamiento en g de otro nudo n esta
restringido se eliminan el renglén y la columna:

Gan2

En el ejemplo de la figura V.5 estan restringldos en € y ¢ los
. nudos del 1 al 4 y se ellminarian los 8 primeros renglones de la
matriz que aparece en la figura V.7.

RESOLUCION DEL SISTEMA LINEAL DE ECUACIONES
Como se vi6 antes, el Método del elemento finito conduce al
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sistema lineal de ecuaciones dado por:
[«k1,[s),=[F];

Hemos ya visto como se forman [ K ]T vy [F ]-r' Selo falta

resolver el slstema para obtener el vector de desplazamicntos tanto en
@ como en y, correspondlentes a cada nudo de laa malla. Para esto
puede emplearse cualquiera de los métodos numéricos conocidos, como el
de Gauss-Jordan, Gauss-Seidel u otros (ver apéndlce A). Vale la pena
bacer la observacién que la matriz [ X ]1 resulta bandecada y porosa,

es decir, tlene muchos elementos nulos . Por rste motivo se han
desarrollado diferentes verslones de los métodos anteriores que
resultan mas eficlentes desde el punto de vista computacional, en lo
referente a memoria necesaria y tlempo de computo. El tipo de estas
matrices se representa en la figura V.B.

XXX (o] 6] o]
o] XXX o] o
[ K ]'r= o] [o] XXX 0 FIGURA V.8
s} o 0 ‘e XXX

Ahora blen, cualquiera que sea el método de resolucién empleado,
nos proporciona la solucién buscada, o sea el vector [K ]T con lo

cual se conocen los desplazamientos(tanto en @ come en ¥) de los nudos
de la malla. Los desplazamlentos son en si una representacién
discretizada del campo de desplazamientos buscado. De aqui se ve que
entre mas flna sea la malla mayor numero de datos sobre dicho campo se
conoceran, pero se incrementara el tiempo de cémputo, lo cual resulta
mas caro. Existe pues el problema de aproximacién contra economia.
Debe adoptarse entonces un criterlo de optimizacion.

DETERMINACION DEL ESTADO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES

Conocidos 1los desplazamientos en cada nudo se calculan las
deformalones y los esfuerzos en cada elemento mediante las ecuacliones:

[=d=08)s} v [e1=[01[21[s]

- En este caso para { 6’} se emplean solo datos correspondientes a

los desplazamientos de los nudos asoclados a cada elemento.
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Por eJemplo para el nude 8B se tendria:

l- 6x5
ﬁys

Sx

° = 1
[1 = |s"

Sx
10

6le J

De esta manera se obtendria:

€ T
x x
{c}= € asi como {o-}= L
[ y ¥
- ¥

Xy xy

Notese que { o } es uniforme en cada elemento, y con esto se

obtlene el tensor esfuerzo en cada elemento:

[0]=[:x T:y:,

xy Yy

A partir de este tensor pueden encontrarse los esfuerzos
principales por métodos conocidos. Aqui se ve también que este estado
de esfuerzos es burdo y se obtlene mayor aproximacién si la malla es
mas fina.

"~ No obstante las limltaciones de precisi6én menclonadas antes, las
cuales son inherentes a cualquier método numérico, este método da
- resultados muy satisfactorios que incluso pueden graficarse medlante
programacién, y ademids, permiten el manejo de cualquier geometria
irregular, distribucién de cargas y de heterogeneldad de propledades
de los elementos, las cuales son limltadas en otros métodos de
analisis.

Notese ademds que los errores numéricos involucrados pueden ser
del mismo orden a los que se tienen por falta de datos experimentales
completos en toda la regién.
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ViANALISIS REALIZADOS

Pasando ahora a la parte correspondiente a la eJjecucién de los
trabajos -en la metodologia de lnvestligaclén, se describiran en este
capitulo los andllsls realizados en la losa de concreto de la presa de
Aguamllpa.

VI.1. Generalidades

En virtud de que el problema de la interaccién en el sistema
losa-suelo tlene un caracter esencialmente trldimensional, se opté por
realizar la modelaclén utilizando la técnica del elementc finito,
descrita en el capitulo anterior, para lo cual se emplearon elementos
finitos tridimensionales mediante una malla como la mostrada en la
figura VI.2. En el anexo VI.A se detallan 1las caracteristicas
generales del programa utlillzado para llevar a cabo las nodelaciones.

Las dimensiones de la presa y zonificacién de materiales se
encuentran representadas en la figura VI.1. El espesor de la losa, de
acuerdo con la expresién e = 0.003H y tenlendose una altura maxima de
190 m-, se consider6 de 0.60 m, La forma de la losa es la que se
presenta en la figura VI.1b.

Siendo el objetivo del estudio el disefio 6ptimo de la losa- de
concreto, se realizaron varios anallsis, agrupAndose en dos grandes
familias, que son:

1) Analisis elasticos lineales con y sin juntas de tension.
. 2) Analisis no elasticos-no lineales con y sin Juntas de
tensién.

A partir de estas famillas se consideraron los sigulentes casos:

a) Analisis elastico-lineal sin juntas en planos vertlcales,

b) Analisls elastico-lineal con Jjuntas flexibles en planos
verticales. .

c} Analisis no elastlico-no lineal sin Juntas en planos
verticales.

d) Analislis no elastico-no lineal con Juntas flexlbles: en

planos verticales,
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e} Anallisls no elastico~no linem]l sin  Juntas flexibles
vertinrales en la franja central de la losa.

La colocacién de la Juntas flexibles (figura VI.3) obedece al
hecho de que, al analizar 1la losa sin Juntas, 1los resultados
indicaron, como se detallard ma&s adelante, la presencia de esfuerzos
de tenslén en algunas zonas de la losa.

La losa contard con una Junta perimetral, El material de esta
Junta se consideré para los obJetivos del analisis, muy compresible.

Para flnes del anallsis con elementos finitos, la losa se
dividié en dos capas denominadas

a) CAPA I.- Parte de la losa que se encuentra en contacto
con el agua.

b) CAPA II.- Parte de la losa que se encuentra en contacto
con el enrocamlento.

Para las condiclones de frontera se consideraron las laderas come
cmpotramlientos rocosés permitiendo solo gires en los puntos
locallizados en esas zonas.

En todos los analisis la modelacién se llevé a cabo conslderando
en la interaccién losa-suelo, un contacto rugoso.

Para todos log casos la modelacién se reallzé6 analizando catorce
etapas. Las primeras nueve corresponden a las etapas de construccion
de la cortina y la losa, y las iultimas, correspondientes a cinco
etapas de llenado. Los resultados que se presentan en este trabajo son
los que corresponden a la ultima etapa de llenado.

La fligura VI.4 muestra los desplazamlentos de la losa en la
secclén transversal maxima de la presa al final del llenado para todos
los casos analizados.

En las figuras VI.7 a VI.1l1, que Indican el estado de esfuerzos
en la losa'y en las zonas (material 5 y material 2), se presentan los
resultados correspondientes a la mitad de la losa (vista desde aguas
arriba), aprovechando la condicién de simetria que se presenta en la

. boquilla en donde se localizara. la cortina.

VI.2. ANALISIS ELASTICOS-LINEALES
V1.2.1. Analisis elastico lineal sin Juntas verticales

Este anallisis se 1llevdo a cabo suponlendo que los materiales
constitutivos de la presa (ver figura VI.1), tienen como

caracteristicas de deformabilidad las que se muestran en la tabla
V1.1, sigulente. :



TABLA VI.1
6 2]
E, x 10 v @ ¢, x 10 LA
(Kg/m’ )} {(Kg/m ) (Kg/m )
°
LOSA 2000 .30 40 2500 2400
o
JUNTA PERINETRAL . 0001 .40 [s] +0000S 1800
o
MATERIAL §& 15 .20 32° 5 10850
MATERIAL 2 i8 <185 950 Q 2100
ENROCAMIENTO 15 .18 40 [+] 2100

Los resultados de estos analisis se presentan en las flguras
VI.5 a VI.7¢& correspondientes a la dltima etapa de llenado.

Las figuras VI.6a y VI.6& muestran los desplazamientos del

terraplen y la losa en la maxima secciédn. La figura VI.5 muestra las

. zonas de extensién y compresiéon en relacién a dosplazamientos segun
el plano de la cara de la losa.

La flgura VI.4 indlca que en este casco anallzado, el
desplazamniento maximo en la losa resulté ser de 2.0 m.

En las figuras VI.7a a VI.7!¢ se presentan las distribuclones de
esfuerzo calculados (esfuerzos normales y cortantes). Las partes
sombreadas corresponden a las zonas de tensién en la losa y en los
materiales de apoyo.

En las flguras VI.7a y VI.7d, que presentan los esfuerzos
normales, actuando en sentido horlizontal, en los planos localizados a
15 em y 45 cm de la superficlie moJjada de la losa (capas I y 1I), las
zonas. sombreadas muestran que los esfuerzos de tensién alcanzan
magnitudes considerables, del orden de los 100 Kgscm™. Es de
sospecharse que sl1 se introducen en la losa Juntas verticales con
relleno muy compresible estos esfuerzos de tensién seran menores. Por
lo anterior se procedi6é a ejecutar un analisls similar al anterior
introduciendo en la losa clerto nfimero de jJuntas en planos verticales
con rellenc muy deformable (por ejemplo, mastic).

VI.2.2. Analisis elastico-Ilneal con Jjuntas flexibles

En este analisis se asigné a los materlales constitutivos de la
presa las caracteristicas que se sefialan en la tabla VI.2.
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TABLA VI.2

- G 8

E, % 10 v "3 c, x 10 L

(Kg/m ) {KRg/m } (Kg/m )

-3
LOSA 2000 .30 40 2500 2400

JUNTAS VERTICALES . 0001 .40 0: . 00008 1800
JUNTA PERIMETRAL .0001 .40 o .0000S 1900
MATERIAL S 15 .20 32: 5 1050
MATERIAL 2 18 15 35 o 2100
ENROCAMIENTO 186 .18 40 [ 2100

La distribucién de las Juntas flexibles que surcan la losa se
presenta en la figura VI.3a.

Los desplazamientos en la losa en la seccién maxima de la presa
al finpal del 1llenado, se presentan en la figura VI.4. El1 maximo
desplazamiento es igual a 3.0 m superlior al correspondlente al caso
VI.2.1., anterior.

Las distribuclones de esfuerzo calculados para 1la losa se
presentan en las figuras VI.8a a VI.Be. Los esfuerzos normales
{figuras VI.8a a VI.Bd), disminuyen, como era de preverse, respecto al
caso anterior en que la losa estaba excenta de Juntas en planos
verticales (comparese la figura VI.7a con la VI.8a y la figura VI.7d
con la VI.8d para el caso de los esfuerzos normales horizontales).

Al introduclir las Juntas de tensién en planos verticales, algunos
esfuerzos paralelos a la llnea de maxima pendiente, que para el czso
de la losa sin Juntas eran de tensién, se transformaron en esfuerzos
de compresién (vease las figuras VI.7b, VI.8b, VI.7e y VI.8e).

VI.3. ANALISIS NO ELASTICOS-NO LINEALES

los resultados de 1los analisis anteriores se refleren a
materiales de apoyo de la losa cuyo comportamiento es elédstlico lineal.
Si los materiales sobre los que descansa la losa no tlenen este
comportamlento es posible asemelar dicho comportamiento como un
material no eldstico-no lineal.

A fin de observar la importancia que pudiera tener para el disefio
el consliderar que durante el llenado el comportamiento del material
fuese no elastico-no 1lineal, se efectuaron los analisis que se
detallan en esta parte.

VI.3.1. Relaclén hiperbélica para representar el comportamiento no
lineal de un suelo

Duncan y Chang(pef,10) han propuesto una relaciétn de tipo
hiperbSlico para representzr el comportamiento no lineal de un suelo
en la curva esfuerzo-deformacién. (ver figura VI.12). Esta relacién
queda expresada por



1123

4
(o= o5} = — €
E * {(e.- o)
1 17 Taluie

donde l:'l es el médulo tangente inicial en la curva VI.9a y (a'l-a‘s)uu
es el valor asintético al que tiende el esfuerzo desviador (‘r:-’a)’

aproximade en la hipérbola para una deformacién infinita.

Sin embargo, los valores de El 1% (rl— va)“"_ varian al variar la
presién de confinamiento ¢y @0 UR ensaye de laboratorie. Janbu(ref.i90)
establece gue la variacién de t. con respecto a °, puede ser expresada
mediante 1a ecuacién

0, n
Zl - ".[-’:— ] 6.2

donde o, es el esfuerzo principal menor y .P. la presién atmosférica. k
y n son constantes adimensinales que dependen del tipo de material.

La variaciéon de (c'- ’crz)_u puede deteralnarse a partir de su
relacién con el esfuerzo desviador (o-l- ’a)r en la falla. Esta’
relaclén es:

(o o) = R (0 o) ume 6.3

donde Q R‘_ ée le conoce como relacién de falla y es un partémetro cuyo

valor es siempre menor que la unidad, lo que se deduce de la figura .
vi.12.

Por otro lade,de mcuerdo con =1 criterio de Mohr Coulomb

6.4

2ccgs¢ + Zcrasenﬁ
(ci:_ %a)e = [ 1+ senp ]
dohde c es la cohesio'l:l.‘f‘ del material y ¢ su éngulo de friccién interna:
Sustituyendorla ;émclOn 6.4 en la 6.3 y despejando a (cl- ’a,uu

se tiene

6.5

(o~ o) -+

1 3 ult »

2ccos¢ + Za'asen¢
[ 1 + sen¢ ]

ecuaclén que da la variacién de ('a-!-c'ra)“u en términos del nivel de
esfuerzos ‘existente. '

Kondner (ref.10) propone una expresion para determinar el médulo
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tangente a la curva esfuerzo-deformacién de acucrdo con el estado de
esfuerzos existente dado por la expresién

¢ -0 2
E = 3000 (0'3)1/3[ 1~ —('o_—l:—'—o-_—%——] 6.6
1 3 ulvy

Sustituyendo la ecuacién 6,5 en la 6.6 se tiene

e-lq- Rr(l-senﬂ(cr‘- cra) P o, 1"
2ccos¢ + 20‘35en¢ a Pl

V1. 3.2. Endurecimiento de un material por esforzamlento

X La influencia del endurecimiento por deformaciétn que consiste en
cargar un material jiniclalmente més alla de su limite de fluencia,
modifica la relaclén esfuerzo-deformacién, subsecuente.

S1, por ejemplo, una probeta de un clerto tipo de material es
esforzada mas alla del limlte de fluencia (ver figura Vi.13), hasta un
punto B, descargada entonces hasta €, y vuelta a cargar, la
resistencia a la fluencla aumenta de un valor en A hasta uno en D.
Subsecuentes actos de descarga y carga lncrementan la resistencia a la
fluencla. Mis aun, los médulos de elasticidad son variables en todo el
proceso.

Al cargar hasta B, descargar a C y volver a cargar a D, se disipa
una clerta cantldad de energla de deformacién en forma de calor
producida por fricclén interna. Esta energia que se desprende queda
representada por el #rea ashurada de la figura VI.13. La pérdida de
energia de deformacién se coneoce como histéresis mecanica y el
dlagrama VI. 13 se conoce como rizo de hlstéresis.

Al descargar hasta C, hay una deformacién elastica €’ recuperable
representada por CG y una deformacién permanente cp = OC. 0 sea que,

para cualquier punto sobre el dlagrama esfuerzo-deformaciéon, la
deformacién puede ser considerada como formada de dos partes; una
elastica y una lrrecuperable.

En los analisls realiazados aquf se desprecla el rizo de
histéresis pero se toma en cuenta la deformacion {rrecuperable asi
como la varliacién del médulo de elasticidad, de la manera en que se
detalla en el sigulente inciso.

VI.3.3. Comportamiento del waterial de apoyo de la losa

Para llevar a cabo los anillisls no elasticos-no lineales con el
elemento finito se hicleron las siguientes consideraclones:

,a)' Durante la construccién el comportamiento de los materiales
. constitutivos de 1la presa, es elastico lineal de acuerde con los
resultados Instrumentales presentados por Alberro y Macedo {referencia
.A20). El.médulo de elasticlidad y la relacién de Poisson, hasta la
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ultima etapa de construccién (colocaclén de 1la losa), para los
difercntes materiales constlitutivogs de la presa, son los que sgse
presentan en la tabla siguiente:

TABLA VI.3
8 ]
E, x 10 v ¢ c, x 10 7,
(Rg/m ) (Xao/w ) {Kg/@ )
LOSA 2000 .30 ‘0° 2600 2400
JUNTAS VERTICALES .0001 «.40 0: . 00005 1800
{8l las hay)
JUNTA PERINETRAL 0001 .40 ] . 00005 19800
o

HATERIAL © 18 « 20 32° S 1850
HATERIAL 2 18 .18 355- [+ 2100
ENROCAMIENTO 18 ) .18 40 V] 2100

b) Considerando un comporatamiento hiperbdlico de los materiales de
apoyo en las relaciones esfuerzo-deformacitn, al final de cada etapa
de llenado, se determinan los elementos de suelo en los que por lo
menos dos de los esfuerzos princlpales son de tensién o blén en los
que el esfuerzo normal al paramento de aguas arriba es de tensién y
superlor a 0.1 /cm”, y se les asocia un médulo de elasticidad lgual
a E = 100 Kg/cm .

Por otro lado, se compara en cada elemento el esfuerzo desviador
(cr‘- 0'3) con el que correspondia al de la etapa de llenado anterior.

Si este esfuerzo desviador sufri¢ un decremento a rafz de la dltima
etapa de llenado, se consldera que el elemento sufrié descarga y se le
asocia un médulo

E = 3000 (cs)"a

de acuerdo con la ecuaclén 6.2, pero considerando deformaciones
permanentes.

Sl el esfuerzo desviador sufrié un incremento, se estima el valor
del médulo considerando la expresioén propuesta por Kondner

. ¢, - C 2
_ 173 _ 1 2
E = 3000 (a,) [ 1 "'(Tr_-'-__)_']

[~y
1 3 ult

S1 un elemento llega al estado de 1'allza por esfuerzo cortante se
supone dque su médulo E es igual a 100 Kg/cm®.

VI.3.4. Analisis no elasti:o-no lineal sin jJuntas verticales

La 'i‘lg\ira Vl.4 muestra los desplazamlentos de la losa en la
seccién maxima al final de la ultima etapa de llenado. El1 méximo
desplazamiento en este caso fué de 6.0 m. Este desplazamlento es muy
considerable y sefiala la. 1lmportancia de la. compactacién de los
materiales de apoyo de la losa.



126

Las flguras VI.9a a VI.9¢ muestran los esfuerzos en la losa y en
las zonas de apoyo.

En las figuras VI.9a y VI.9d se observa que los esfuerzos de
tensién y compresién en la losa, aumentan con respecto a los
resultados obtenidos en los anadllsls elastico-lineales, alcanzando
valores hasta de 260 y 650 Kg/cm™, respectivamente. La zona de tension
(zona ashurada de la figura) para esfuerzos horizontales tanto en la
capa I como en la capa II, es muy similar (en cuanto al area que
abarca) a la calculada en los anAllsls elastlco-lincales; la parte de
la losa sometida a compreslén abarca una franja central limitada por
una linea de méxima pendiente (sobre el parumento mojado), situada
aproximadamente a 80 metros del ejJe de simetrin de la loso.

Con el objeto de ver 1la importancia que pudiera tener 1la
colocacién de las Juntas verticales flexibles en el comportamiento de
la losa, apoyada en este mismo tlpo de materiales con comportamiento
no lineal, se efectud el andlisis sigulente.

V1.3.5. Analisis fio eldstico-no lineal con Juntas flexibles en planos
verticales

Para este caso la distribucién de las Jjuntas es la que se
presenta en la figura VI.3a.

La filgura VI.4 Indica que para este andlisls se obtuvo un
desplazamlento mAximo de 6.0 m en la seccién transversal maxima, ifgual
al que se obtuvo para el caso anterior.

Las figuras VI.i0a a VI.10¢ indican el estado de esfuerzos en la
losa y en los materiales de apoyo de ella, al final del llenado total.

La superficie de la losa sometida a tensién (zona sombreada)
abarca un area muy simllar a la del caso anterlor, estando limitada
por la linea de maxima pendilente situada aproximadamente a 80 m del
ejJe de simetria de la losa.

Los esfuerzos horizontales normales actuando en las capas I y II
de la losa, mostrados en las figuras VI.10a y VI.%Od. alcanzan valores
maximos de 250 i(g/cm2 en tenslén y 450 Kg/cm™ en compresién. Se
observa que, sl bien en este anAlisls hubc una reduccién de esfuerzos
con respecto al anterior caso, esta disminucién no fué muy marcada.
Teniendo en cuenta lo anterior, se efectud un ultimo andlisis sin
colocar Juntas flexlbles en la 2zona central de la pantalla,
conservandose unlcamente las Juntas en las 2zonas de la losa sometidas
a tensién. Este analisis es el que se detalla en el sigulente lnciso.

VI.3.6. Anallslis no elastico>-no lineal sin juntas flexibles verticales
en la franja central

Para este altimo caso, la distribucién de las juntas es la que se
presenta en la figura VI.36.

El desplazamiento maximo de la losa en su eje de simetria fué de
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6.0 m como puede observarse en la . figura VI.4. Este desplazamlento es
tpual al de los dos casos anterlores.

Las figuras VI.11la a VI.11¢ muestran las distribuclones de
esfuerzo en la losa y en los materiales de apoyo, 2 y 5.

Como puede verse en las figuras VI.llae y VI.1ld, la 2zona de
tensién en las capas I y II de la losa, de nueva cuenta abarca
aproximadamente la misma 4rea que la que cubren las de los casos
anteriores. i

Los méximos esfuerzos horizontales de tensién y compresion en la
losa alcanzan valores de 2102y 650 Kg/cm™, respectivamente. El maximo
valor de tensién (210 Kg/cm™) fué menor que el del caso del inclso
V1.3.4.

La tabla VI.4 resume los maximos esfuerzos que se presentaron en
la losa en los distintos casos anallzados asi como su locallzaclén,

TABLA VI.a

CASO |SENTIDO [ MAX. ESF ALTURA® MAX.,ESF. ALTURA

DEL TENSION (m) COMPRESION (m)

ESF. (Kg/m ) (Kg/m )
A H 110 80 m L 308 63 m E
A P el 68 o L 45 S m E
B H 100 54 m L 283 63 m E
B P 8 160 m L 110 OmE
[ H 280 70 = L 850 63 m E
[ P 200 70 m L 40 75 m E
D H 250 S5 m» L 450 40 m» E
D P 1885 68 m L 100 O mE
E H 210 70 m» L 880 63 m ¥
E P 280 70 m L 40 7S m E

H = HORIZONTAL ; P = PARALELO A LA LINEA DE MAXIMA PENDIENTE
= CERCA DE LAS LAS LADERAS ; E = EN EL EJE DE LA LOSA
EN RELACION AL PUNTO MAS BAJO DE LA LOSA’

*r
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ANEXO VI.A.  DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA UTILIZADO EN LOS
ANALISIS

El programa empleado para llevar a cabe los analisis es una
versién modificada del denominado SAP IV y estd basado en el método
del elemento finito. Este, utiliza elementos Iisoparamétricos de 8
nodos y permite simular tanto el proceso canstructivo de una presa
como el llenado de su embalse. '

El programa est4 escrito en FORTRAN IV y adaptado para la
computadora B-7800 de la Direccion General de Computo Académico de la
UNAM. Utiliza un dilagrama de flujo como el mostrado en la flgura
Vi.A.1 teniendo las slgulentes caracteristicas

a) Una rutina principal y 14 subrutlnas.

b) Requlere 3902 registros en disco.

c) No necesita cintas durante el proceso.

d) Graba resultados finales e intermedlos en 15 archlves, que
tamblén emplea para lectura. ' :

e) Maneja elementos finitos de forma paralelepipeda isoparamétricos
de 8 nodos. !

La cantidad de nudos y elementos para la malla que puede manejar
el programa depende de la capacldad en disco que se le aslgne en la
computadora.

"En los casos analizados que aqul se presentan se utilizé una
malla de 540 nudos y 450 elementos.



[ LECTURA DE DATOS DE NUDOS,ELEMENTOS,PROPIEDADES DE MATERIALES Y CARGAS

1

(:)—-————-—-———_—4<:;71= 1, % DE ELEKENTOS P

1

CALCULO "‘DE LAS CONSTANTES b Y € (A PARTIR DE LAS COOURDENADAS)
Y DE ESTAS SE OBTIENE LA MATRIZ [ B ]

I

FORMACIONR DE LA MATRIZ [ D ] A PARTIR DE LOS DATOS DE PROPIEDADES
-(CADA ELEHMENTO PUEDE TENER PROPIEDADES DIFERENTES)

T
CALCULO DE LA MATRIZ [ K ] MEDIANTE EL PRODUCTO KATRICIAL
t
lkl1=[0B)[D]L[B]

Y SU UBICACION EN UNA MATRIZ GLOBAL

FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL, MEDIANTE LA
SUMA DE MATRICES GLOBALES DE TODOS LOS ELEMENTOS

l FORMACION DEL VECTOR DE CARGAS
I ELIMINACION DE ECUACIONES POR GRADOS DE LIBERTAD RESF%XNG!DOS ]
LI B

RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES CON LO
QUE SE OBTIENE EL VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS

L

b I= 1, % DE ELEHEN10;:>'

)

OBTENCION DE LOS VECTORES € Y O PARA CADA ELEMENTO
A PARTIR DE' LOS DESPLAZAMIENTOS DE SUS NUDOS

l

CALCULO DE ESFUERZOS PRINCIPALES

IHPRESION DE
RESULTADOS

Fig. VI.A.1 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO PARA
COMPUTACION.
NOTA: EL PROCEDIMIENTO INDICADO EN EL DIAGRAMA SE MODIFICA PARA
ANALISIS NO LINEALES DE ACUERDO CON LO SENALADO EN EL INCISO VI.3.3.
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CAPITULO VII. INTERPRETACION Y COMPARACION DE RESULTADOS

Contlnuande con la sligulente parte de la metodologia de
investigacién, en este capitulo vamos a comparar 1los resultados
obtenidos de los anallsis realizados (ver capitulo anterior) con los
que han presentado algunos lnvestligadores, ya sea con mediciones en el
campo o con resultados de analisls en cimentaciones, pavimentos o
presas.,

Cummlngs (REF.11) presenta mediclones realizadas en un material
elastico mediante la técnica de la fotoelasticidad. El material es una
placa de baquelita que al ser presionada por otra de acero, da como
resultado la distribucién de esfuerzos que se presenta en la flgura
VII.1. Esta figura concuerda en forma cualitativa con la distribucién
de esfuerzos (\ry), en la seccién maxima de la presa, que se presenta

en la figura VI.7m (en dicha fligura se tlene unlcamente la
distribucién de esfuerzos en la masa del enrocamiento y puede
considerarse en forma muy burda que los esfuerzos se proyectarian en
el terreno natural de la manera que sefialan las lineas punteadas). En
las figuras se notan ciertas diferencias las cuales pueden deberse a
que se tlenen condiciones de carga deslguales estratificacién de
materiales distinta, y una geometrlia dlferente.

Prado (ref.12) tiene mediciones realizadas en pavimentos
flexibles tomadas en una pista de prueba. La figura VII.2 muestra las
deflexiones de la carpeta asfaltica en la seccién longlitudinal. Como
puede observarse en dicha figura la zona de compresién fué hacla el
area central de la zona cargada de la carpeta y las zonas de extensién
fueron hacla los extremos. Lo anterlior concuerda con los resultados
mostrados en la figura VI.5 obtenldos del analisis elastico para la
losa sin Juntas con el método del elemento finito, presentandose
tamblén compresion en la zona central de la losa y zonas de extensién
en los los extremos de la iosa proximos a las laderas.

: Alberro y colaboradores (ref.13) tamblén reallizaron un anallsis
para la misma presa de Aguamilpa basado en la expresién de Boussinesq
en el que se considera al medio en donde estd apoyada la pantalla de
concreto de la presa, como semi-infinito, 'y un contacto completamente
" liso entre la losa y el suelo. Las figuras VII.3a a VII.3c muestran
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los resultados obtenidos por este investigador. Dichos resultados
dirieren de los obtenldos con el método del elemento finito en forma
cuantlitatlva en cuanto a ordenes de magnitud (comparese por ejemplo la
figura VII.3a con la VI.4) y en cuanto a la distribuclon de esfuerzos
(comparese 1la flgura VII.3b con la VI.S5). Sin embarge en forma
cualitativa sSe asemejan un poco més. Las diferencias encontradas en
los dos métodos se deben a las hipétesis adoptadas y marcan la
Importancia que tiene 1a interaccién entre la losa y el suelo
dependiendo de si se conslidera un contacto 1liso o rugoso.

De las anterlores comparaclones podemos hacer algunos comenlarios
sobre los resultados obtenldos en los anallsis.

En los analisls realizados , en lo que se refiere a esfuerzos en
el sentide horizontal,se observa que todos los casos presentaron una
zona de tensiétn que ocupa las dos terceras partes del area total del
la losa (ver figuras VI.7a, VI.7d, VI.1lla y VI.1id). Esto seRala el
efecto de la interaccli6tn entre el suelo y la losa al ser considerado
un contacto rugoese y la influencla de los empotramlentos rocosos.
Tamblén se observa en las flguras que en todos los casos,
aproximadamente al nivel 180 m, cerca de las laderas, se presentan
altas concentraciones de esfuerzos de tenslién, lo que puede ser
explicado ya que se detecto que en esas zonas los materliales de apoyo
de la losa se plastificaron. Las mismas flguras indican
concentraclones de esfuerzos de compresién cerca del nivel 70 m debido
a la influencia de las cargas y a la plastificaclén de materlales de
apoyo.

En cada caso se puede observar lo sigulente:

Caso A.- Analisis elatico llneal sin Juntas en planos
verticales.- En este caso se presenta un desplazamiento maximo de 2
m., Este desplazamiento en presas ya construldas nunca se a presentado.
Por ejemplo, para la presa Foz do Areia con una altura de 160 m, el
desplazamiento maximo fué de 80 cm, y para la presa New Exchequer
- considerando su parte mas recientemente construida con altura de 107

se registré un desplazamlento méximo de 158 c¢m. Sin embargo

considerando que el desplazamlento maximo, de acuerdo con la
- experlencia, crece en forma proporsional al cuadrado de la altura de

la presa, se deduclria de estas observaclones un desplazamiento maximo

en la losa de la presa de Aguamilpa de 113 cm (considerando el

desplazamiento de la presa Foz do Arela) y de 500 cm (considerando el
" presentado por la presa New Exchequer). Esta disparidad en los
resultados puede deberse a que se tlenen diferentes condicleonesz
geométricas, asi como diferencias en los materiales en cuanto a
zonificaclén, compactacién, etc.

Caso B.~ Analisls elastico 1lineal con Juntas en planocs
verticales.- En este caso se presenta un mayor desplazamlento en la
losa. Es de esperarse que al ser colocadas las Juntas se llibere parte
de la interaccién entre la losa y el suelo y en consecuencla se
presenten mayores desplazamientos. Sin embargo, la influencla de las
Juntas no es negativa sino al contrario, ya que se amlnoran los
esfuerzos de tensién y compresién en la losw, al trabajar ésta en
partes separadas definidas por las Juntas; de nmanera que la energia
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externa no se absorve completamente por la losa.

Caso C.- Analisls no eléstico no lineal sin Juntas en planos
verticales.- Como podrd observarse en la tabla VI.1 en este caso se
presentan mayores esfuerzos de tensién y compresiédn que en los casos
eldsticos y un mayor desplazamlento maximo. Esto se explica debido a
que al ser los materiales de apoyo de 1la losa mas compresibles son
de esperarse mayores desplazamientos en la cortina y en consecuencla
mayores esfuerzos de tensién y compresioéon.

Caso D.- Analisls no eléastico no lineal con Juntas en planos
verticales.~ En este caso los esfuerzos de tensién y compresion
fueron un poco menores que en el caso € (ver tabla VI.1), debldo al
mismo efecto gque tubleron las Juntas en el caso B.

Caso E.- Anallsis no elastico no lineal sin Juntas en la franja
central.- En este caso los esfuerzos de tensién resultaron ser un poco
menores que el maximo presentado por el caso C y un poco mayores que
los del caso D lo que era de esperarse ya que es un caso intermedlo
entre los dos Gltimos sefialados.

VII.1 Observaclones sobre los desplazamlentos en la losa

En la secciétn maxima en donde la resultante de las cargas es
mayor que en cualquler otra seccién, la posicién del maximo
desplazamlento es cercana a la de dicha resultante de cargas, fuera
del centro del area cargada (recordar que el miximo desplazamiento en
el pavimento de la fig. VII.1 fué al centro del area cargada). Las
cargas hidraulicas sobre la losa tienen una distribucién triangular
cuya resultante cae a un tercio de la base del triangulo. En esa zona
la losa soporta los mayores esfuerzos dados por las cargas, en
consecuencia y tomando en cuenta las condiciones de frontera, en esa
4rea se tendran los maximos desplazamientos lo cual puede ser
Interpretado como la influencia de la distribuclén de las cargas. Al
no estar las cargas apllcadas uniformemente repartidas, ya que tlenen
una distribuclién triangular, el desplazamiento se presenta fuera del
centro del 4rea cargada. Lo anterior confirma que la forma de los
desplazamientos en la losa depende de la magnitud y distribucién de
las cargas segun lo dicho en el capitulo 3.

La seccién maxima presenta mayor movimiento que las secciones en
las laderas. Las zonas en las laderas son areas en donde el wovimiento
estd mas restringido que en la franja central de la losa, por contarse
en esa zona con menos volumen de materlial deformable por unidad de
area (aparte del de las laderas que es rigido) lo cual se refleja en
la magnitud de los movimientos. :

Los analisls no lineales arrojaron mayores deformaciones que los
lineales. Los materiales no elasticos-no lineales son mas compresibles
en general que los elasticos-lineales, esto debido a que en cada
incremento de carga el incremento en la deformacién se hace cada vez
mayor resultando como consecuencia desplazamlentos mayores.

La deformacién fué mayor cuando se colocaron Juntas vertlcales en



160

los distintos casos, que cuando no se colocaron. En la losa sin Juntas
la pantalla interactUa en forma monolitica con el suelo, lo que hace
que tenga mayor eficiencia en la transmisién de energia de deformacioén
segun su plano. Al ser colocadas las Juntas, se tienen losas alsladas
lo que permite mayor llibertad al suelo y a la misma losa. Ademas, las
Juntas tambien sirven para romper parte de la interaccién que existe
entre la losa y el suelo, lo que a su vez provoca que aumenten los
desplazamlentos. ‘

Los asentamientos diferenclales arrojados por los resultados de
los anéllsls fueron mayores en el caso de la presa que en el caso de
losas rigidas de cimentaclones. Esto =5 debido a que al tener la losa
de la presa una de sus dimensiones mucho menor que las otras dos, esta
se vuelve muy flexible, con los consecuentes asentamientos
diferenclales.

De la figura VI.4, puede deducirse que la forma de la deflexién
de la losa se alabeard mds que si se tublese una boquilla rectangular,
o en otro tipo de losas rectangulares como las de pavimentos (en
condiclones de carga estadticas) o clmentaciones. A menor altura la
separcién entre ambas laderas disminuye, haclendo que las franjas
horizontales interiores tengan mayores restricclones al movimiento,
provocando una interaccion diferente entre ellas al ir aumentando la
altura, slendo menor la influencia de la Interaccién en la parte mas
alta. Es de notarse el cardcter tridimensional del problema, en cuanto
a desplazamientos se refiere, y adqulere mayor relevancia cuando se
tiene, como en el caso de la Presa de Aguamllpa, una geometrfa que no
es simétrica con respecto a uno de los eJes, Las observaclones
anteriores confirman lo dicho en el capitulo 3 en lo que se refiere a
la manera en que debia modelarse el problema; esto es medlante un
modelo con calculo funcional, debido a la geometria irregular y no
linealidad de los materiales.

VII.2.- Observaclones sobre los esfuerzos en la losa

En las zonas en donde se presenta un cambio de curvatura en l.os_
desplazamientos, generalmente aparace un cambio de esfuerzos; 'de
compreslién a tenslén o viceversa, Las zonas de tensién en la franja
central de la losa (veanse las flguras VI.6a a VI.10a) son debldas al
cambio de curvatura de los desplazamientos que ocurre por la
influencia de las condiclones de frontera. Lo mismo ocurre en las
laderas. '

Al modelarse la losa con el elemento finito se hizo la hipoétesis
de que su contacto con el suelo era compietamente rugoso. Un punto de
la losa que se mueva en cualquler sentido deberid ser seguldo por el
correspondiente punto del suelo. Esto genera esfuerzos adiclonales
reflejandose su influencia en las zonas de tensioén que abarcan la losa
(comparese las figuras VII.3b, correspondiente a la losa con contacto
liso, con la de los anélisis con elemento finito, figura VI.5). En la
presa se plensa que no se tlene en realidad un contacto completamento
rugoso, pero tampoco liso, sino un caso intermedio, en donde la losa
puede deslizar en forma relativa con respecto al suelo cuando se
hallan vencido las resistencias a la friccién llberandose con el
tlempo parte de las tensiones en la losa.
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Se cree que las deformaciones de la losa en la franja central
extruyen parte del material hacia las laderas (o por lo menos
restringen el movimiento del material en las laderas) provocando que
estas se vuelvan mas rigidas lo cual genera concentraciones de
esfuerzo (tenslones en la direccién paralela a la linea de maAxima
pendiente en la zona central cercana a las laderas. Vease por eJjemplo
la figura VI.7b).

VII.3. Sintesis

Todos los resultados anteriores pueden Iinterpretarse sl se
considera que en los problemas de interacclén entre losa y suelo ya
sean de presas, pavimentos o cimentaclones influyen los sigulentes
factores:

a) Fropledades de los materiales

b) Rigideces relativas

c) Distancias entre apoyos fljos (claros)

d) Separacliéon de Juntas

e) Distribucién espacial y temporal de cargas,

f) Relacién entre el espesor de la losa y sus otras dimensiones

Ahora blen, la interacclén dependera por tanto de la manera como
se distribuye la energia de deformaclén que adquiere el sistema losa
suelo al actuar sobre las cargas, tenlendose que la energia se
concentra en las regiones donde el médulo de elasticidad es mas alto.

Asf que debido a que la losa es menos deformable que el suelo
tiende a transmitir las cargas normales a su plano en mayor proporsiédn
en el sentido de este, es decir a absorver la energia externa mediante
flexién y transmitiendo una menor cantidad haclia el suelo de apoyo,
que serd en menor proporsién a medida que aumente el espesor de la
losa. .

Por otra parte sl la energia que reclbe el suelo es suficiente
para plastificarlo entonces este ya no tomara mas energia haclendo que
se incremente la que toma la losa, con el concecuente riesgo de que se
agrilete.

A su vez la colocacién de Juntas en la losa hace que se transmita
menos energia en el plano de ella y se incremente la que toma el
suelo. Esto provocara mayores desplazamientos del sistema losa suelo,
pero menos esfuerzos en la losa reduclendo su probabilidad de
‘agrietarse.

Por otra parte a menor longitud del claro existiran menos
deflexiones en la losa por transmitirse energia hacia los apoyos. Esta
situacién hace que, por ejemplo, en presas la forma de la boquilla
tenga influencia en la distribucién de esfuerzos ya que en una
boquilla triangular la distancla entre las laderas (segun planos
horizontales) ez variable ocacionando una interaccién bildimensional
(segun el plano de la losa) entre todos los elementos de losa.

En lo que se reflere al efecto de cargas, se ha encontrado por
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ejemplo en pavimentos, que las fuerzas concentradas producen en el
punto de aplicacién una zona de tenslién y en la periferla de tensioén.
Este fentmeno tamblen puede considerarse que ocurre en presas s} se ve
que aparece una regién de compresiéon aproximadamente en donde est& ia
resultante de la presién hidrostatica del agua. En cimentaciones esto
no se observa ya que las cargas de columnas normalmente se transmiten
a través de las contratrabes, y no en puntos concentrados.

Entonces, si tomamos en cuenta de manera combinada los aspectos
anterlores, se puede explicar el comportamiento observado tanto en
losas de climentaclon, como en pavimentos y presas.

De esta manera en las losas empleadas en cimentaciones se ha
observado poco o nulo agrietamlento debldo a que su gran espesor en
relacién al claro (defiendo este por la separacién de contratrabes),
ademas de su mayor cantidad de refuerzo, asi como del hecho de que las
cargas se distribuyen mediante las contratrabes. No obstante esto no
implica que el suelo de apoyo no llegue a plastificarse (falla por
capacldad de carga).

A su vez en pavimentos la alta relacién entre claro (segin la
direccién de camino), asi como el hecho de tener cargas concentradas
méviles (incluso de impacto), originan que sc generen esfuerzos de
tension y compresién que se desplazan con la posicion de la carga,
originando una especie de amasado del suelo de apoyo con su
consigulente extrusién. Todo esto explica 1a tendencia a agrietarse de
los pavimentos y del fenémeno de bacheo.

En el caso de losas de concreto colocadas en el talud de agﬁas
arriba de presas, se presenta una situacién parecida a la que se tiene
en pavimentos, s6lo que en este caso con cargas coaslestaticas, sl se
desprecian los efectos hidrodindmicos del oleaje del agua almacenada.
Su diferencia radlica en el efecto de empotramiento de las laderas y
terreno de clmentacién. Los resultados observados en este caso
(presentados en este trabajo) parecen confirmar los conceptos
anteriores, al ver los efectos de la no linealldad del suelo de apoyo
de la losa, asi como el de juntas verticales en ella.



Fig. VII.1 Distribucién de esfuerzos en un material eldstico
(placa de baquelita) determinado con la técnica de
foto =elasticidad
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CAPITULO VIiIl. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Hemos llegado a la parte final de nuestrn trabajo y de la mlisma
metodologia de investigacién que venimos slguiendo. En esta parte
estableceremos los aspectos mAg relevantes encontrados en la
investigacién y también daremos una serle de recomendacliones que
podran servir de base para mejorar lo que aqui se obtuvo.

Con base en los resultados obtenidos en el capitulo 6 y de las
interpretaciones dadas en el capitulo 7 podemos establecer las
sigulientes conclusiones encontradas en la investigacién:

a) la interaccién suelo estructura influye significativamente en el
comportamiento de la losa. Esta aseveracién se concluye de los
resultados de los anadlisls llevados a cabo, observandose las
peores condiciones cuando la losa tiene un contacto muy rugoso
con los materlales de apoyo. .

b) Las Juntas verticales favorecen la disminucién de la interaccién
losa-suelo y permiten que la pantalla se acomode mejor a los
asentamlientos del suelo provocando la disminucién de esfuerzos.

c) Los resultados de los' anAlisis con elemento finito, considerando
una losa infinitamente rugosa, indican que la extensién de las
zonas de tensién horizontal en la pantalla, es practicamente
independliente de la ley considerada para describir las relaciones
esfuerzo-deformacién del suelo (Alberro, ref.12).

e) Las concentracliones de esfuerzos de tensién se presentan en las
laderas y en la corona. Los mAximos esfuerzos de tensién se
generan en todos los casos cerca de los empotramientos y
aproximadamente a la elevacién 100. Por lo tanto dicha 2zona
debera contar con refuerzo horizontal adicional.

Estas conclusiones pueden generallzarse a grandes presas de
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enrocamlento con pantalla de concreto con caracteristicas simllares a
las de la presa de Aguamilpa.

Recordando que el objetivo del estudlo es la optimizaclén del
disefic de la losa de la presa de Aguamilpa, de los Inclsos anteriores
podemos concluir que el éptimo comportamiento de la losa se obtiene
para una pantalla que descanse sobre un material con comportamiento
elastico-1lineal siendo su contacto con los materiales de apoyo lo més
1iso posible. En tal caso son minimas tanto la magnitud como las zonas
que abarcan los esfuerzos de tensitn en la losa. Corresponde entonces,
para asegurar un buen comportamiento de la losa, compactar
enérgicamente el material de apoyo de la pantalla, mediante pasadas de
un compactador vibrante segin la pendiente del talud, antes de ser
colocada la losa. Asi mismo un rlego de asfalto puede constitulr una
interposicion que aminore la intercclén entre el suelo y la losa,
aseme jando su comportamlento al de una losa lisa. Por lo tanto para la
construccién de la presa de Aguamilpa se recomlenda:

a) Prestar especial atensién a la compactacién del material de apoyo
de la losa.

b) En la superficie terminada del suelo de apoyo de, la losa,
efectuar un riego de asfalto que ademas de constitulrsproteccién
para evitar la erosién de la zona de transicioén, puede servir de
interposiciéon para reducir favorablemente 1la Interacclién
losa-suelo.

c) En la zona central de la losa, sometida a esfuerzos de compresién
horizontales, las |Jjuntas vertlcales podran ser Juntas de
compresion, cruzadas por el acero de refuerzo.

d) En las zonas de concentracliéon de esfuerzos de tensléon (abajo de
la elevacién 160 y cerca de la corona, en la cercania de los
empotramientos), colocar Juntas de tensién, distribuyendolas de
la manera que indica la figura VIII.1. En estas zonas también
convendria aumentar el refuerzo horizontal para evitar fallas
entre Juntas de tensioén. Seria recomendable por tanto, anallzar
culdadosamente la repartlicion del refuerze horizontal en la losa.

!

Finalmente, con el objeto de mejorar los resultados de la

investigacién que hemos realizado se pueden dar 1as recomendaclones
sigulentes:

a) Modelar la presa con el método del elemento finito, considerando
la distribucién de las Juntas de tensién que se presenta en la
figura VIII.1, haciendo la hipétesls de que se tiene un contacto
intermedio entre 1lito y rugoso. Lo ultimo puede lograrse
utilizando para ello los denominados elementos flcticios
(L1, ref.14), los que permiten desligar un punto comin entre 1la
losa y el suelo.

b) Una vez construida la presa, instrumentarla a fin de observar su
comportamiento, prestando especlial cuidado a las zonas de tensién
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que se presenten en la losa.

c) Comparar 1los resultades observados con los calculados con el
objeto de poder llegar a generalizaclones aplicables a un mayor
nimero de casos de presas de enrocamlento con pantalla de
concreto.

. Con este trabajo creemos haber dado un buen eJjemplo sobre la
aplicaclén de la metodologia de 1lnvestigacién a la soluclén de un
problema practico y cumplido con ello los obJetivos perseguldos.
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APENDICE A. METODOS NUMERICOS
A.1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

El sistema de ecuaclones algebralcas lineales
r a +a_c +ta _«C +...+ta € =
1151432548 5% 20 b:

a « +a « + @€ +...+ta_ a =
211 22 2 a23 3 2n n b2

a « + cta o +.,.+¥ @« = .
31 a822 33 3 a ha A.l

1 3n n

. . . . . .

a a+a a+a a+...+a a=b
nt 1 n2 2 n3 3 nnn o n

L

Puede escribirse en la forma matricial

[a..a,a ...a ] « ] [ b 7

11 1213 in 1 1

a.a . a_ _...a a b

21 22 23 2n 2 2

a_a_a__...a @, b

31 32 33 3n a 3

= A. 22

a

nlanzana ann_l . xn 4 Lbn A

Lo cual se expresa simbélicamente como
Az = b A.2b
En donde A es la matriz del sistema

A la matriz A ampliada con la columna b se le denomina "Matriz
Ampliada" del sistema y se representa por {4,b).

La solucliédn de un sistema de ecuaclones es un conjunto de valores
incdgnitas que verifican simultaneamente a todags y cada una de las
ecuaciones del slstema. A continuacién se presentan algunos nétodos
para llegar a esa solucién:
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A.1.1, Método de eliminaciéon completa

Este método consiste en aplicar el teorema fundamental de
egivalencia que expresa que dos sistemas son equivalentes si admiten
ambos al mismo sistema de valores lncognitas. De esta manera se puede
ir sustituyendo ecuaciones del sistema por combinaciones lineales del
mismo en las que se vayan elimlnando Incégnitas, hasta que, en el caso
mis general, quede una sola Incégnita en cada ecuacién. Con esto se
puede despejar el valor de la 1incégnita que haya quedado en cada
ecuaclén y finalemente obtener la scolucién para todo el sistema.

A. 1.2, Método de Gauss-Jordan

El método consiste, basicamente, en slistematizar el teorema
fundamental de edivalencla. Observando el slistema A.1 y sus
equivalencias, puede notarse que las Incégnitas estan perfectamente
ordenadas; es decir, en todas aparecen, en una primera columna,
coef'lclentes de x ¥ la propia incégnita, en la segunda coeflclentes

de x, ¥ la incoégnita, y asi sucesivamente. De aqui que se pueda
ahorrar el trabajo de escribir repetidamente las 1ncégnitas Xy Xy
s X ¥ signos de igual en las ecuaclones, lo que viene a

constituir la matriz ampliada (A4,b). La eliminacién de Incégnitas por
medio de la sustituciéon de ecuaclones lineales, corresponde, en la
matriz amplliada (4,b), a tratar de convertir en ceros sus elementos,
representativos de los coefliclentes del sistema.

Lag glgulentes tres operaciones (operaclones elementales sobre
renglones de una matrlz) sobre la matriz amplliada, producen otra
correspondiente a un sistema equivalente:

1.~-Intercambiar dos renglones.

2.~Multiplicar todos los elementos de un renglon por una misma

constante no nula,

3.-Sumar a los elementos de un renglén los correspondientes elementos
de otro multiplicados por una constante.

Se puede decir que el método de eliminacién completa consiste en
aplicar las operaciones elementales sobre los renglones de la matriz
ampliada (A4,b) de manera de transformarla en otra matriz (I,c) en
donde I es una matriz unitaria y c es el vector solucién del problema.

A.1.3. Sistema de ecuaclones en banda
Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es en banda, si los

unlcos  elementos no  nulos de 1la matriz del sistema se agrupan
alrededor de la diagonal principal.
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Ejemplo:
r
a & + a « =
111 i2 2 'x’
a x© + a + ’ =b
21 1 22%2 %23%3 2
a a +a a +a.cx =b
4 32 2 333 344 3
. .. A.3
a @ + a x +a @ = b
n-1,n-2 n-2 n~-1,n-1 n-i n-1,n n n-1
a @« +a a=Db
L n,n-1 n-1 ny n n

Los slistemas en banda con un solo elemento a cada lado de la
diagonal princlpal, como el A.3 o con dos incégnitas en la primera
ecuacién y una solo nueva incégnlita en cada posterior ecuacioén, se
pueden resolver con el siguiente procedimiento:
1.~ Asignar a a:'1 cualquier valor arbitrario.
2.~ Despelar de la primera ecuacién la incégnnita z,. El valor de esta

dependera del valor asignado a a:‘.
3.~ Despejar de la segunda ecuacién la 1Incognita x,, usando los
valores de a:ly Zczobtenidos en los pasos 1 y 2.
4.~ Para la ultima ecuacién se puede escribir

a « +a ea«=b +r°
n,n=1 n=1 n,nn n n

En donde r: es el residuo resultante en la n-esima ecuacién, al
consliderar los valores Xo de la incdgnita. Por lo que puede decirse
que se ha encontrado la solucién del sistema:

Ao =b+r ) A4
en donde r_ = {0,0,0.....r:)T

§.- Reemplazar ahora los términos Independlentes de A.3 por ceros y
asignar a «, otro valor arbltrario para segulr el procedimiento

anterlor con el nueve sistema de ecuaciones homogeneas. Se obtendra
asi la solucién del sistema

A)(1=0«n't ' A.5

en donde rl=(0,0.0, ceen r;‘)T

6.~ Sumar mien;bro a miembro A.4 y A.5, afectando a la ultima ecuaclén
por un factor de correcclén « para obtener

A(x°+axi)= b+ (ro + ar1) A.B



En la ecuacién A.6 se ve que sl se da a a el valor de r°/r;, la
n
suma Xo-'-ac)(1 dara la soluclén del sistema original, ya que con esto se
elimlna el residuo.

En el caso de sistemas en banda que tengan tres incégnitas en
cada ecuaién serd necesario establecer dos factores de correccién a y
B. Sigulendo el procedimlento anterlior se resolverén los slstemac:

Ao = b + r
(-]
AX1 = 0 + r

AXz=0-0-r2

en donde
T
r ={0,0,0,... .r:_‘.r:)
T
= )
r={0,0,0,...,r} .1}
- " w 3T
vry {0,0,0,... L SUPENT oy }

La suma de estos tres sitemas, afectados los dos ultimos por los
coeficientes a y 8, respectivamente, da ) i

A(Xo+ ax1+ sz) = b + (r°+ou'l+;3r2)
En donde habra que determinar o« y 8 de manera que sus  valores
satisfagan el sistema de dos ecuaciones
roﬂxlrl-&Blrz =0
r +a
Q

r+g r._ =0
21522

. para que Xo+ ¢X14 sz sea soluclén del slstema Az = b.

A.1.4. Métodos por aproxlmaclones suceslvas

Debido a que los métodos iteratlivos usan relativamente poca parte
‘de la memoria de una computadora, son particularmente ventajosos para
resolver slstemas de gran nuamero de ecuaciones.

A.1.4.1. Método de Jacobl
Suponiendo en el sistema Ac = b, qte
A=D+ R

ponde D es una matriz diagonal; o sea, una matriz. cuadrada cuyos
elementos sobre 1la diagonal principal son los unicos diferentes de
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cero. Entonces
(D + R)aa=b =»Dx=0b~ Re

de donde 1 s
«=D"b - D Rc A7

La ecuaclién A.7 suglere el método iterativo

~1 -1
a1 Db b Ra:k A.8

Que es el método de Jacobi. Para que converja es necesario que
los elementos dlagonales de A sean lo més grande posible, por lo que
conviene reordenar los renglones y columnas de dicha matriz, en este
sentido. Por otra parte la diagonal de A no debe contener elementos
nulos para que pueda existir la inversa D . En caso de tenerlos
también es posible hacer una reordenacién de renglones y columnas.

En la ecuaciétn A.1 se despeja a: a:l de la primera ecuacién, <, de

la segunda, o, de la tercera, etcétera, obteniendose

1
= — (b - a -a, & - ...= @
[ml a“( 1 12%2 7. %1% 4n n)
cﬂ——l—-(b—aac-aa:—...-aa:)
2 2 211 23 3 2n n
22
la =1 - - -ima_a 9
%a a (3 aalxt aszcz %an n) A9
33
€ =t (b-a  -a a -..-a a )
n a n nt 1 n2 2 n,n—-1 n-1
L nn
Se considera a
{o} (o) (o) (o) T
X = e e e, . ..,

-} 1 2 3

como la primera aproxlmac\én a la solucioén.

Se sustituye en los segundos miembros de las ecuacliones y se
obtiene la nueva aproximacién
(1) (1) 1) )T

(1)
- . . - -«
x1 (a:l Y A '

~ El superindice indica el numero de la sustitucién efectuada. La
dltima aproximacién se sustituye en los segundos miembros y se obtlene

T
2) 2) (2) 2) } etc
’ .

DY 4
' [t
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Repitiendo el proceso k+1 veces se llega a la aproximacliéon

[ (k1) 1 (k) (k) (k)
a = — (b - a,  «x - @« - o=
1 au( 1 12 2 axa 3 alna:n )
(k+1) 1 (k) (k) (k)
a T — - - = e e
2 a (bz aZIml azama aZna:n )
22
(k+l) 1 (k) (k) (k)
«, = 5= (ba a,,, a,.c, R )
33
3
e = 1 (poa ™ -a oo (§3)
n a n nl 1 n2 2 n,n~1 n-1
L nn

A.1.4.2. Método de Gauss-Seldel

Este método es en general idéntlco al de Jacobi; !.ﬁ"ﬂli‘erencia
consiste en que una vez que se calcula la componente a:‘ , Se usa
inmediatamente en la misma iteracion.

Las ecuaclones que determinan la iteracién k+1 son

[ (ke1) 1 (k) (%) (k)
<, = a (bx 3,2% 2,3% T )
(k+1) 1 {kx+1) (k) (k)
a —_— - - oo
2 = (b, ey, 2:0%a 20%n )
22
(k1) 1 (k1) (ke1) )
a = e—— - - N
3 a_ (P, 23:% 2325 35,7, )
33
(k+1 1 (k+1) (k+1) (k+1)
“ R T ) T A 1T )
L nn

A.1.4.3. Método de relajaciones

Conslderando el sistema de ecuaciones A.1 se admitirad que los
elementos de la diagonal principal son mayores, en valor absoluto, que
la suma del resto de los elementos en valor absoluto, en el renglén
correspondiente de la matriz del sistema.

Multiplicando ambos miembros de cada una de las ecuacliones de A.1

-por el reciproco del elenento diagonal correspondiente, con signo
menos, y pasando los segundos miembros al primero se obtiene
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-
- ..+ +d_=
ml+c12a:2+cma:a : €1n% dl 0
czxmt- a:a*czaa:sh .. +c2na:n+d2=o
- et =
1 €31 %% 32% gt cancn*da 0 A.10
'c +c + o= « +d =
nl ml nzmz cn:!ma n dn 0
-
donde
CIJ = - a’/a“
v, —d‘ =~ bl/a“; (i, =1,2,3,...,n)
Si a:(°), J=12,3,...,n son los valores de las incégnitas en una

primera aproximacién; sustituyéndolos en la ecuacién A.10 queda el
sistema

( (0) (o) (o) (0)
- +. + +,. ..+ a +d =
1 T€12% *C1a% €1 t4 =R
(0) <0} ) )
- + +,...¢+ +d =
czxmx ma caaca c2nmn d2 kz
()} (o) ), (0]
@ +. - +...+ +d =
{ %1% *52% T3 “an"n da Ra

o
c d:( ’*C C(°J+C m(O)_._.

0
.= a - +d =R
n1 1 n2°2  ‘n3’a n T9 R

L

en donde los valores Rl son los residuos para una primera aproximacién

El método de relaJéciones consiste en camblar 1los valores
iniciale=z de las incégnitas, de manera que sean despreclables todos
los residuos Ri.

S1 el valor a:;”

de la incégnita a:J se incrementa en Am], el
- residuo R) cambia en -Aa:J y el resto de los residuos Ri, i#j, cambian
en c”Aa:J. De aqui se puede afirmar que para reducir a Ry a cero,
debe incrementarse a:’ en Aa:] = Rj. Al hacer esto, 1los otros Ri también
camblaran’ y podran reducirse a cero, uno por wuno, considerando ch
. aproplados.

Conviene eliminar el mayor residuo que aparezca en el sistema en
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cualqulier estado del proceso, volverlo a hacer en el sigulente, y asi
sucesivamente hasta que todos los reslducs sean despreciables, con el
grado de aproximacién preestablecido.

A.1.4.4. Método del camino de mayor inclinacién

Este nmétodo y el que sigue, utilizan el cencepto de gradiente, el
cual se establece para sistemas lineales cuya matriz sea simétrica y
definida positiva.

Una matriz cuadrada 4 = [ a, ] es simétrica si sus elementos

colocados simétricamente con respecto a la diagonal principal son
iguales entre si; es decir, sl y solo si a, = an para toda i y toda

1
J.

Una matriz cuadrada es definida positiva sl su determinante y
todos sus menores principales son mayores que cero; es decir, la
matriz

E
a . a, a _...a
[ 11712713 in
221%22%3° " " %2n
a a__a, _...a
A= 31 32 33 3n

a a _a - |
n1“n2°n3’ n

n
es definida positiva, si y solo si

a

> a _...a S
laul 0. 1% 411%12%1a in .

>0,...,

a a, a

a ...a
21822 21 22 23 2n
e d
aaxaazaaa 3n

a.,a _...a
anl n2 a3 nn

El procedimliento iterativo de soluclén para el sistema Ax b
‘consiste, -basicamente, en seleclonar un vector solucién iniclal x’,
“.una  direccién v, ¥y una distancia « en la dlrei:flbn de v,, para
" obtener 1la sigulente aproximacién a la soluclén, X2 y asi
sucesivamente.
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Puede decirse que, en general, el método consiste en aplicar la
férmula

xld = )(l + alvl. i=1,23,... AL 11

En el método del camino de mayor inclinacién, dado el sistema de
ecuaciones Ax = b, se define el vector residuo en la i-esima iteracién

como

r, =b—AX‘ A.12

En base a esta definlcién, las expresiones que determinan « y v,

en este método son

T
rr,
=7 y.v =
rAr
0
por lo que la ecuacién A.11 queda
T
Wy
a:ld=a:‘+1_ r|,1=1.2,3,
rlA r,

en donde r, estad dado por A.12.

A.1.4.5, Método del gradliente conjugado s

En este método, dado el sistema Ax = b con su soluclén aproximada
X . se define el primer vector reslduo r, como en el método anterior .|

r, =Db - A A.13
-y el vector v, como
vo=r .,

A partir de estos vectores se continta la solucién usando las
‘expresiones !
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en donde { =1, 2, 3, ... , n
A.2. Inversién de matrices

Siendo 4 una matriz cuadrada no singular, es declr que su
determinante sea diferente de cero; 4! es la inversa de 4 si

At =g

Haciendo X = A}

obtiene

y sustltuyendo en la ecuacién anterior se

AX = I

Puede conslderarse que sta ecuacién matricial  representa wun
sistema de ecuaciones simultaneas, en donde no hay sole un vector de
térmlnos independientes slno n, los n vectores basicos que forman la
matriz unltaria I. Ademas no existe solo un vector de incégnitas sino
n, los que corresponden a cada columna de la matriz unitaria.

Por lo anterior es posible determinar la inversa de una matriz
con el método de Gauss-Jordan de eliminacién completa. Para lograrlo
basta con apllicar las operacliones elementales sobre los renglones de
la matriz ampliada (A4,71), de manera de transformar a A en I, De esta

‘manera se obtlene la matriz ampliada (I,4"') con lo que queda

determinada la inversa A_" buscada.,
A.2.1. Método de intercambio

Con este método se determina la matriz lnversa en el mlsmo sitlo
en donde se tiene la matriz original, destruyéndose ésta.
Considerando el sistema de n ecuacliones lineales con n
incognitag, de la forma
Ax = b
cuya solucioén es
c=4A"b

donde A es la matriz del sistema A.

Basicamente el método conslste en despeJar una incégnita de una
ecuaclién y sustitulrla en todas las otras, tomar otra incégnita de
cualquler otra ecuacién y sustituirla en todas la demas, etcétera; al
repetlr n veces el proceso se tendran despejadas todas las incégnitas
y resuelto el sistema.

A.2.2. Particlén de matrices
Si la matriz A es de orden tan grande que no se pueda invertir

con los métodos anteriores debido a la capacidad de almacenamiento de
la computadora de que se disponga, es posible dividirla en submatrices
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de orden menor y asi determinar su inversa con el procedimlento
sligulente:

Considerando el sistema de ecuaclones
Ac = b A.14

en el que A es la matriz por invertir y b un vector cualquiera de
términos independientes.

St ‘422 representa una submatriz de A con inversa conocida,
formada por algunos de los ultimos renglones de A4, y el mismo numero
de las Ultimas columnas, también de A, se puede expresar la ecuaclién
matricial A.14, en forma notaclonal, como

A A X B
{llim] [,...,}.].—_ [3] A. 15
Az: } A:zz xz Bz

En donde, f1jada la posicién de la submatriz Azz en’ A, quedan

obligadas las otras submatrices que aparecen en A.15. De esta manera,
si Aaz resulta ser de orden mxm, el vector Xz contendra los ultimos m

elementos de o y el vector Bz también tendra los ultimos m elementos
de b.

Para resolver el sistema matriclal A.15 se harén las operaclones
matriclales indicadas en é1, tenlendo en cuenta que los elementos
" matriclales son a su vez matrlices. Se tlene
Aqu+A‘2X2=B! A. 186

A.17
Amxzmzzx =B

. despejando el vector X, de A.17

ApXy = By ~ A, ' : A.18
luego

X = Azz(B2 Amxl) A. 18’

sustituyendo A.18" en A.16 y despe.jando de esta el vector Xl

A X #AmAzz(Bz A X) =B

de dohde

)(1 = (A1 - Atz‘zzdzl) (B A:zﬁzzaz) . A.19



Haciendo

-1
¢ Ali - AIZAZZAZI

con ello A.19 queda

llevando A.20 a A.18° se obtlene

-1

X, = 4,8, - AzzAznc (B - DbB)
6
X, =- AzzAmC B + (A +/122A210 p)
haciendo ahora
_ .t
E A22A21
Yy
_ 4t -1
F = A,‘,2 + EC D

se puede escribir A.21 como

-1
X2 = EC Bl + F82

La solucién del sistema sera

EREAI

en donde C, D, E y F estén definidas en A. 19' A.19",A.21

respectivamente (todas en funcién de A )

182

A. 18’

A.19"

A. 20

A.21

A. 21

A.21"

vy A.21"
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A.2.3. Método iterativo para meJorar la aproximacién a la inversa de
una matriz

La expresién
-1

puede escribirse en la forma
o=1I-4"a A.22

Si B es una matriz aproximadamente igual =a A-l. la cual pudo
haberse obtenldo con el método de Gauss-Jordan, se puede escribir la
matriz de reslduos
R=I-BA»BA=1-R; A=FI -R; A= -R7'8

Los elementos de R son pequefios. Ademas, sl todos los elementos
de R resultan ser menores, en valor absoluto, que la unidad, los
elementos de las potencias creclentes de R seran aun mas pequefiog, de
manera que R" tendera a la matriz O a medida gue n aumenta.

Por otra parte se puede considerar la identidad
(I -RU+R+RF+B+....)=1 A.23

en donde la serie de matrices debe ser convergente por una serie de
potenclias cuyo término general tlende a la matriz cero cuando n tiende
a infinito,

Premultiplicando ambos miembros de la ecuacién A.23 por (I-rY),
se obtiene

I+R+R+RF+....=U~-FYH

De donde se puede obtener la inversa de A al postmultiplicarla
por su aproximacién B. Por lo que se puede mejorar la aproximacién de
A-i por medio de la expresién

A= +R+RP+R+....)B

En la cual solo habra que considerar unos cuantos iérminos de la
serie, por ser esta converFente. para obtener una rejor aproximacién a
la inversa de la matriz 4 .

A.3. Valores y vectores caracteristicos

. El problema de valores caracteristicos de una matriz cuadrada 4,
consiste en determinar los valores de un parametro A que proporcionen
“goluciones diferentes de la trivial al sistema lineal

Ax = Ax A. 24

Es decir solucliones tales que « # 0. Esos valores de A se llaman
valores caracteristicos. Las soluclones de la ecuacién A.24 se 1laman

vectores carateristicos de la matriz A.



A.3.1 Méteodo directo
De A.24 se tlene
Ax - Ax =0
de donde
(A-Allxc =0 A.25
Para que el sistema lineal A.25 tenga solucién diferente de la
trivial, el determinante del sistema debe ser ildénticamente nulo, o

sea

|4 -ar] =0

que en forma explicita puede excribirse como

a, - ve.d
11 A‘“xz %3 in
a a,_- ces

21 22 haza %n
a a a ~A...a

31 a3z 33 an

=0

a a a R

nl n2 ol nn

Desarrollando este determinante e lgualandolo a cero, se obtiene.
una ecuacién algebralca en A llamada ecuacibén caracteristica de la
matriz A :

#(A) =0 1
Que en forma explicita puede excribirse como

- n n~-1 n-2 =
$(A) = aoh + aih + azh + ....+an_l7u +a 0

Las rajices de esta ecuaclién son los valores caracteristicos de la
matriz A. Sustituyendo cada uno de estos valores caracteristicos en
A.25, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones homogéneas con
solucién diferente de la trivial; es decir, un sistema indeterminado.
Entonces, 81 se dA a una de las incognitas un valor arbitrario, por
e.jemplcv.a:'l = 1, se obtienen los valores de las otras Incégnltas en
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términos de ésta, al resolver el sistema resultante. La soluclén sera
el vector caracterfistico correspondiente.

A.3.2. Método de Krylov

El método de Krylov para determlnar la ecuacién caracteristica de
una matriz, es una aplicacién del teorema de Cayley-Hamlilton, que

establece que "toda matriz A verifica su propia ecuacién
caracteristica ", es decir
$(a) =
. Sea
pA) =aa™ aa™% aaA™% ...4a A +a =0, a #0
o 1 2 n-1 n o

la ecuacién caracteristica de la matriz A de orden n. Como el orden de
la matriz es n, la ecuaclén caracteristica debe ser de grado n, por lo
que a_ 0.

Dividiendo la ecuaclién anterior entre a_ se tiene

FA) = A" ba™" bzl"'2+ ....tb__ A +b =0

n-1 n
donde
b=a/a b=a/a2a,...., b= asa
1 1 o 2 2 o n n o

Por el teorema de Cayley-Hamilton
F(4) = A" b A" " b A" % ... +b A+bI =0
1 2 n-1 n

Mutiplicando ambos miembros de esta ecuaclén matricial por un'

n n-1 n-2
F(A) = A'y+ bld ¢+ bzA ¢+ ""+bn-x‘“ +by= 1}

la clyxall puede considerarse un sistema lineal en las incégnitas b1' bz’
ceses bn.
A.3.3. Método de Leverrier-Faddeev

Sea una matriz cuadrada cualquiera con ecuacién caracteristica

n-2

A bA™ e p A% ...4b A +Db =0 A.26
1 2 n-1 n -

de la que se trata de obtener el valor de sus coeficientes b:' bz, ba.
Jeeirs b . El método de Leverrier-Faddeev para obtener dichos
n .
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coeficlentes, hace uso de la definlclén de traza de una matriz, la
cual expresa: La traza de una matriz cuadrada es ia suma de los
elementos de su diagonal principal.

Si se representa con trA4 la traza de la matriz A, el método puede
expresarse por medio del siguiente conjunto de ecuaciones recurrentes:

trB1
b‘ = - — A. 26"
1
donde B =4
trB
b, = - "

donde Bk=A(Bk_1+bk_ll) y k=2,3,4,...,n

De las ecuaclones recurrentes tenemos

B
_ L - _ 2
B, = ACB +b I)=A+b A

AY
W
1

a3 2
A(Bz+b21)-A +blA +b2A

_at 3 2
A(Ba*bal)-—ﬁ +blA *bzd #b:‘A

\

Con este método también pueden invertirse matrices. De acuerdo al
teorema de Cayley-Hamilton se tiene que la matriz A debe verificar su
propia ecuaclién caracteristica, entonces

A b A M b A% ....¢b A+ bI =0
1 2 n=-1 n

Premultiplicando ambos miembros de la ecuaciétn anterior por A". la
inversa de A, se tiene

AN b A2 b A% e b I A= o0
1 2 . n~1 n

y despe jando a A se obtlene

= - n=-1 n-2 n-3
AT = b_; (A7 '+ bIA + bzd t ot bn_ll) A.27

Procedlendo en igual forma se llegari a que

_  an-1
B 1—A

n-

n-2 n-3 ’
"‘blﬁ +b2A +.. .cbn_zA A.28
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Finalmente sustituyendo A.28 en A.27 se otlene

-1 _ 1
A= b, (Bn_l * bn_xl')

Expresion qué permite determinar la inversa de la matriz A.

A.3.4. Método de aproximaclones sucesivas

Dada la ecuaciéon matricial Ax = Ac, se ocurre aplicar un método
como ¢l de Jacobi.

Sea « un vector cualquiera que se aproxima a un vector
caracteristico de la matriz A4; multiplicando «  por la matriz 4 y
extrayendo del vector  productoe su elemento més grande, se obtlene
Aa:o = 7«141':1 , en donde 7«1 y «, son los valores aproximados al valor

caracteristico y a la nueva aproximacién al vector carateristico,
respectivamente. Repitlendo el proceso con (z:l y slgulendo de esta

manera se tiene

Aa:x = Azazz

Aa:z = Aac:l
Ax =Ax
-1 nn

Este método converge siempre al vector caracteristico
correspondiente al mayor valor caracteristico. Con una tranformacién
se puede llegar al menor valor. S! se premultiplican ambos miembros de

la ecuacién A.24 por 4™ se llegara a

~t

liac=ac = ax=2ata

s
- de donde

-1 1 )
A €= = A.29

Al apllcai'se A.29, el método convergera al valor maAs grande - de
1/A, o sea al mis pequefio de los valores de A. !

A.4. Ecuaclones diferenclales ordinarias i

“A.4.1. 'Solucién de una ecuacién diferencial

Dada la ecuaclién diferencial ordinaria de orden n y cualquler
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grado, cuya forma mas general es
Fla, ¢ ¢ ¢y ") =0 A.30

se establece en matematlcas que en su solucién general deben aparecer
n constantes arbitrarias. Entonces, puede aceptarse que la solucién de
A.30 es

Glax, u.c,cz.....c)=0 A.31

1 n
La ecuacion A.31 representa, graficamente, una familia de curvas
planas, cada una de ellas obtenldas para los valores partlculares de

las n constantes €» Cpueeen €. Cada una de las soluclones

particulares de 1la ecuacién diferencial A.30 pueden obtenerse,
analiticamente, sujetando a la soluclén general A.31 a n condiclones
independlentes que permitan valuar las constantes arblitrarias.
Dependiendo de como se establezcan estas condiciones se distinguen dos
tipos de problemas: Los llamados de valores iniclales, y los de
valores en la frontera.

Un problema de valores iniciales estd gobernado por una ecuaciédn
diferencial de orden n y un conjunto de n condicliones independientes,
todas ellas valldas para el mlsmo punto Iniclal. Por el contrario, en
los problemas de valores en la frontera deben establecerse condiciones
de frontera en todos y cada uno de los puntos que constituyen la
frontera del dominio de soluclones del problema,

La soluciétn numérica de ecuaciones diferenciales consiste,
basicamente, en sustituir el dominlo continuo de soluclones por un
formado con puntos aislados lgualmente espaciados entre si. De esta
manera en un problema de valores inlclales, el dominio de definiclén
de soluclones o =2 a se sustituye por el conjunto Infinito numerable de

. = = + = = ces)
puntos a:o a, cr.1 a:o h, a:z a:o + 2h, a::’ a-:c + 3h, s ¥ en el

caso de valores en la frontera se sustituye el intervalo a s « = b por

el conjunto finlto de puntos aco = a, «z:1 =a +h, a = x + 2h, «c, =
« + 3h ..., c = + nh = b, obtenido al dividir el intervalo en n

partes liguales.

Hablendose  discretizado el problema continuo, se tratard de
obtener la soluclén para los puntos conslderados, y esto se hara, en
general, sustituyendo las derivadas que aparezcan en la ecuaclén
diferencial y en sus condiciones de frontera o iniciales, por férmulas
nunéricas de derivacién que proporcionen aproximaciones a las
derivadas o tratando de integrar 1la ecuaclén diferenclal y
reemplazando al proceso de Integracién por una forma numérica que se
aproxime a la integral. Una vez hecho esto, la ecuacién expresada en
diferencias finltas debe ser aplicada repetidamente en todos los
puntos pivotes donde se lesconoce la soluclén para llegar a la
soluclén aproximada del problema.

A.4.1.1. Solucién numérica de problemas de valores inliclales

Un problema ordinario de valores iniclales esta gobernado por una
ecuaclén diferencial ordinaria y un conjunto de condlciones, todas
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ellas vAlidas para el mismo punto inicial, « = @ . La solucién

numérica de este problema consiste en evaluar la integral de y(ax) en
todos los puntos plvotes de su intervalo de definiclén, los que
estaran 1gualmente espaciados en h unidades. Estos valores se
obtlienen, paso a paso, a partir del punto inicial, lo que da el nombre
de "métodos de integracién paso a paso".

La evaluacién de g en los puntos pivote :z:l =« + ik, i =1, 2,

2. ... , se lleva a cabo usando "férmulas de recurrencia que
utilizan los valores conocidos de ¢ en las estacliones anterlores @
T o Byge e de manera que para aplicar estas ecuaciones es

necesario, entonces, evaluar muy aproximadamente a y{a) en elgunos de
los primeros puntos pilvotes (uno a cuatro); y esto se hace,
usualmente, desarrollando a f(«) en serles de potenclas.

A.4.1.1a. Métodos de integraclén de Euler

La solucién de un problema de valores Iiniclales se obtiene
generalmente paso a paso por métodos de integracién haclia adelante, lo

que permite valuar 4 tan pronto se conoscan los valores Yy,

de ¢ en uno o mas plvotes anterlores. Uno de estos métodos debido a
Euler, es aplicable a ecuaciones de primer orden y no requiere conocer
la soluclén de los puntos pivotes anterlores.

Dado el problema de valores iniclales
d
"a%'“ fla,y) , Wa) = ¢ A.33

se debe Integrar la ecuaclén diferencial en el intervalo

a:ls @« s m’ﬂ = a:l + h , y evaluar la integral aplicando la férmula,

generada a partir de series de Taylor, de integracién numérica

@ @«
191 1+1

I %da:aj' fla, y)da

% %

¢:l'l 2
¢l =hf(ml.ul)+o(h )
«

1

de donde se obtiene la sigulente expresién aproximada 1lamada férmula
de Euler

Ha"H * hf(m|.u|) A.34
Graficamente el método de Euler consiste en ir de un valor ¢,

conocido de. la solucién de la ecuaclén diferencial ¢’ = f(a,4) en un
punto, al sigulente, por medio de la tangente, (1'1), a 1a curva

integral ¢ = y{x) en el mismo punto de la soluclén conocida.
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A.4.1.1b. Métodos de Runge-Kutta

En los métodes de Runge-Kutta en lugar de ir por la tangente Tt'

del método de Euler, se utiliza una secante con pendiente igual al
promedio de pendientes de 1a curva Iintegral en 1los puntos de

coordenadas (a:n,qn) v (mnu’“nn)’ en donde €. = a:n + h, ¥ qml

puede estimarse con el procedimiento normal de Euler. De lo anterlor
se obtiene un método mejorado de Euler con error del orden de h°,
definldo por la expresiéon

¢ )] A.38°

n+t

_ h
=4, + _Z—[I(Cn'vn) * f(a:nﬂ'qnfl

donde f(ccnq,qnﬂ) es el valor de la funcién flx,y¢) para « = x - h, ¥y
$= ¢t nf(a:n.un).

Observando las ecuaclones A.34 y A.34’ puede declrse que ambas
consisten en aplicar la férmula de recurrencia

Yoy B4, Bl u) A.35
donde
¢la, y) = f(a, ¢) en el método de Euler
Yy
¢la,y) = —é—-[t‘(a:.q)ﬂ’(a: + h 4 + hyg')], ¢ = flc,¢) en el método
me jorado de Euler.
La ecuacién A.35 da origen una gran variedad de métodos conocldos

como de Runge-Kutta, La diferenclia entre ellos consiste en la forma
como se define la funcioén ¢{ax, y).

Un método de Runge-Kutta para resolver ecuaclones_diferenciales
ordinarias de primer orden con error del orden de h consliste en
aplicar la ecuac:idn de recurrencia A.35, en donde la funcién ¢(a, ¢)
esta dada por la expresién

I | \
Pla, y) = T(ka + Zk2 + 2k3 + k‘) A.36
en la cual

kl=f(ac. ¢)

h
k=fle + 74+ =)
. h
ka—f(m*'-z—.q" )

k=fla + le-.q + hk.)
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La ecuaci6én A.368 se obtlene haciendo un promedio pesado de las

cuatro pendientes kl, kz' ka' k‘ a la curva integral.

A.4.1.1c. Método predictor-corrector de Milne

Este es un método para_ecuaciones diferenciales de primer orden
con error de aproximado de h, que requlere conocer ln solucién de ¢ y
el valor de su derivada ', en los priomeros cuatro puntos plvotes,
para aplicarlo y continuar la solucién con ¢l1. Estos valores de ¢
pueden obtenerse desarrollando la funcién en series de potencias o
aplicando alguno de los métodos de Euler o de Runge-Kutta.

Dada la ecuacién diferenclal y los valores de los cuatro puntos
pivotales

¢ =fla,y); Yo Wy My ¥y 1 f:' f. £, A.37

donde

£ = f(a:l.yi)

puede integrarse la ecuaciédn diferencial, entre « y « ., aplicando

1~3 143
la formula de integraclén numérica
&,
2 4 5
f(x)dc = -—a—h(o 2 -1 2 0} + O(hY)
«

1

con lo cual se obtiene el "predictor” de Milne, o sea

@« @

141 1+1
y'dax = fle, y)de
%3 Ty
entonces
' 4 5
Yy T Yo = grhlef - f, 42+ otn’)
por lo que s

4
Ha,p "Ha* 3 "(an-é fx-1+ Zfl)

con lo que puede calcularse f .. el subindice P 1ndlca el término
"predictor”.
El valor correcto de 4y, B€ puede obtener integrando la ecuacién

diferencial entre L y ®, por medio de

1’
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@
1
I fla)de = -1 4 1} + on®)
a
-1
que es la férmula de Simpson de 1/3, de donde se obtiene

@ @

141 1ex
I ¢'de = J fla, y)dc

ml -1 cl -1

que es el “"corrector" de Milne. De aqui

1
Y™ oy~ galr rans £ )

finalmente

1
+ Th([x-1+ ar+ fu )

¢ 1

=
1+1,c ul -1

‘A. 4.1, 1d. Solucién de sistemas de ecuaclones diferenciales
Sea el sistema de ecuaclones diferenciales de primer orden
¢'=flae, 4, 4) i = gla, 4, 3) A.38

donde 4 y 4 son funciones de la misma variable lndependiente &, con
las dos condiclones inicliales

y.(a:o) =¥ q.(a:o) = %, A.39

s] se conocen los valores de l;‘. 4;2, “a' 7'1' ¥, Y %y al aplicar el

método de Milne a las ecuaclones A.38 se obtlene el sisgulente
conjunto de férmulas:

¥

4 ;
1t,p - Hia M (2f|—2 £t 2‘1)

4
Ha,p - Aaa * 3 h(Zg‘-z 8" ggl)

gue permiten determinar f,L.YE Ademas se tiene

1e1’

1 ;
“lu.c 11 * 3 (fl-i* “'1+ ‘rlu) A.40

: 1

’;IOI.c *#at 3 h(g‘_l* 4g‘+ g:u)

_las cuales son una aproximacién al sistema A.38 con las condiclones
iniciales A.39. :
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A.4.1.1e Soluc@én de ecuaciones diferenciales de orden
superior
Cualquier ecuaci6on diferencial de orden alto puede escribirse
como un slstema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Asi la
ecuacién de orden n se transforma en n ecuaclones diferenciales de
orden uno, que puede resolverse por el método anterliormente visto.
Por ejemplo, la ecuaclén diferencial de tercer orden

y''= fle, g, 4, ¢") A 11

es equivalente al sistema

4’'=u
(4"=) u’=w
(y*'= u’'=)s ‘= fla,y,u,w)

La integracién hacla adelante paso a paso de ecuaclones
diferenciales de orden superior puede también efectuarse sustltuyendo
en la ecuacién diferencial y sus condiciones iniciales, las derivadas
por férmuias numéricas de derivaclén consistentes; es decir, todas
ellas con el mismo orden de error. La ecuacién en diferenclias finitas
asi obtenida, debera aplicarse repetidamente en los puntos pivotes y
resolverse en términos de la solucién previamente obtenlda, con el
mismo procedimiento en los puntos pivotes anteriores. El proceso puede
llevarse a cabo sin necesidad de 1inlclar la solucién por series de
Taylor. .

A.4.1.2. Solucién numérica de problemas de valores en la frontera

Un problema de valores en la frontera estid gobernado por una
ecuacién diferencial de orden mayor que uno con clertas condiciones de
frontera en cada borde. S1 la. ecuaclén diferenclal es ordinaria de
orden 2n, en general habrd n condiclones de frontera en cada borde
(e =ay a=>b) del intervalo a s ¢ s b de definiclén de soluciones, y
estas condiclones contendran derivadas de orden 2n-1.

A 4. 1:2a. Integraci6én Paso a Paso

Los problemas de valores en la frontera definidos por  una
ecuacién diferencial ordinaria de orden dos, pueden resolverse usando
los métodos de integracién hacla adelante pasco a paso, de la secclon
anterior. Para hacerlo debe considerarse a 4y la solucién desconocida

de ¢ en el primer punto pivote, como parametro, y resolver el sistema
para diferentes valores de %, hasta que la solucién correspondiente

satisfaga la condiclén de frontera en el otro borde del intervalo de
‘integracién. El1 procedimlento para selecclionar los valores suceclvos
de 4 puede ser slmplemente el de prueba y error y/o el de

interpolacién.

Lbs problemas de valores en la frontera de orden mayor de dos
pueden resolverse con el mismo procedimiento, pero se requiere conocer
el wvalor inteial (q;') de dos o mas parametros y algunas de sus

derivadas, lo que puede hacerlo bastante complejo.
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A.4.1.2b. Solucién de problemas lineales

La solucién de un problema lineal de cualquier orden de valores
en la frontera, por diferencias finttas, reduce la integracién de la
ecuaclén diferencial a la evaluacién de las raices de un sistema de
ecuaclones algebralicas simultaneas. Estas ralces son los valores de la
solucién requerida en los puntos pilvotes de su intervalo de
definicion.

Para resolver un problema ordinartio 1lineal de valores en la
frontera, por diferencias finitas, deben segulirse los sigulentes
pasos:

1) Dividir el intervalo de definicién de la solucién [mz,mll en n

partes iguales de longitud h.

2) Sustituir en la ecuacién diferencial y sus condicones de frontera
las derjvadas por expresiones aproximadas de derlvaclén numérica,
todas ellas con el mismo orden de error (usualmente del orden h™).

3) Al Aplicar el operador diferencial lineal, obtenido de la ecuacién

diferenclial, en los n-1 puntos pivotes ml, a%....,a%_f Si en

alguna de las fronteras no se conoce la solucién, también en esa se
debera aplicar el operador diferencial. Al centrar el operador cerca
de las fronteras, es posible que se recurra a puntos ficticlos
localizados fuera del rango de integracién, los que pueden evaluarse
usando las condiciones de frontera.

4) Resolver el sistema de ecuaclones algebraicas obtenidas en el punto
anterlor. Este sistema dard los valores de

Lo LR PIARRAD NFER 4 de %Y Y

A.4.1.2c. Soluci6én numérica de problemas de valores caracteristicos

Un problema de valores caracteristicos es un problema de valores
en la frontera definido por una ecuacién diferencial homogenea, con
condiciones homogeas de frontera. Por ejemplo, la ecuacién

dzy .

da

+ ky =0

en donde k es un parametro, cuya sulucién debe verificar las
condicliones de frontera

4(0) =0, ¢(1) =0
define un problema de valores caracteristicos.

a) Integraclé6n paso a paso
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Los problemas de valores caracteristicos de orden dos pueden .
resolverse con los métodos de integraclén paso a paso. Para iniclar la
solucién habrd que aslignar a ¥, cualquicr- valor conveniente, por

ejemplo uno, ya que la solucién puede estar multiplicada por cualquier
factor de escala y segulr siendo solucién. Al valor caracteristico k
se le dardn valores arbltrarios sucesivos hasta que la solueién
correspondiente satisfaga la condicién de frontera en el otro borde
del intervalo de integraclén. Los valores sucesivos de k pueden
me jorarse por interpolacién.

b) Soluclén de problemas lineales

Las aproximaciones al menor valor caracteristico de un problema
de valores caracteristicos lineal pueden obtenerse transformando la
ecuacién diferencial en la correspondiente ecuacién de diferencias y
resolviendo el problema de valores caracteristicos, dado por el
sistema de ecuaciones lineales asi obtenido.

A.4.2. Ecuacliones diferenciales parciales

En esta parte ge considera la solucién de la ecuacién diferencial
parcial de segundo orden, que tlene la forma:

azu 32a a"’a
A 3 + B + C——t F = 0 A.42
da 8ady ay’

en donde los coeficlentes A, B y C son,en general, funciones de las
variables @, ¢, y u. La ecuacién se considera
Eliptica s1 B° - 44c <0
Parab6lica si B° - 44C
Hiperbélica si B - 44C

v i
(=T =]

A.4.2.1. Ecuaclén diferencial parcial eliptica

) Los casos que se consideran tiplcos dé este tipo de ecuaclén, los
constituyen la ecuacién de Laplace

~a"’u azu
+——=0 - A.43
ac®  ay

y la ilamada ecuaci6n de Polsson, de la forma

a%u 8%u
* = F(c, ) A. 44
ae? 892

- Las ecuaciones A.43 y A.44 se representan también mediante el
denominado operador arménico o Laplaciano, para el que se usa el
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simbolo Vz; es decir

8%u a%u at 5
Vzu = + = + u

ac® a8yt

Un método para resolver ecuaciones diferenclales parcliales
recurre al concepto de ecuaciones 'en diferenclas finitas. En el caso
de dos varlables independientes, se necrsitan considerar dos
direcclones, estableciendo una malla. El operador que corresponde. al

término
62
3 dyj1,)

en el renglén { y en la columna J, es

a? 8 ( a8 a a
1
ol s o o)
da ayji,y da | ay 1.9 dy 9
-1 0 1
=1 ° 0 ° A5
1 0 o]
Aplicando el operador A.45 a la funcién u(x, ) se obtlene
a"’u 1 [ ]
2 —|-u +u +u -
ax dy1, ) PYS] AR Rl I e R PV I R T WY S R R Y A
En el caso del operador arménico o Laplaciano se tiene
8° a® 1 '
V= = '—2{ 1 -2 1} + —f -2
aa ay ) h 1
1 (o] 1 (o] )
= 1 -4 1 A. 46
e .
(o] 1 [+]

ngy, o
Aplicando el operciclaor diferenclal A.46 a la funcién ulx, y), se
tiene .

1
2

—_— - +
v“’l.1= hz[‘,‘l.)-l’ul,jol 4“1,1*“:-1.1 “ux.)]
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A.4.2.2 Ecuacién diferencial parcial parabélica

Un caso tipico de este tipo de ecuacion lo constituye el problema
de la transmision de calor en una sola direccioén, representado por la
ecuacion

du 62u.
—

at aa

A.47

cuando el fluJo es en la direccién «, slendo t el tlempo, u 1la
distribucién de la temperatura, que es funcién de @ y t, y a una
constante que depende de la conductlvidad térmica, densidad y calor
especifico del material.

Las férmulas numéricas de derivacién que se utilizan son

3u “101 +u.l
——l = 221, 1) 447
at 1,3 At
GuI 1 [
—_— =2 ——lu 24 +u ] A.48
ac L, "l 1,5-1 1,) 1,)e1

El analisis ocurre en el punto Jf, en el instante 1, deseAndose la
temperatura en ese punto en el instante que sigue, i+1. Sustituyendo
las ecuaciones A. 47’ y A.48 en A.47, se tlene

ul'l J"‘ul J a [
—_—t—tr = ——lu -2u, tu ]
at hz 1,)-1 1, 1.)+41
de donde ) '
ait
R R W [“:.1-1'2“:.1’“1.101]

A.4.2.3. Ecuacién diferencial parcial hiperbélica )

Un ejemplo que ilustra este tipo de ecuacién es el caso de un
cable vibrando, cuya ecuacién de movimiento es
’ 2 2
2 "y e

A 49

c
ac®  at?
En donde 4(t,x) es la distancia perpendicular al cable en el instante

t ¥y en el punto @« slendo ¢:2 una constante que depende de las
propledades fisicas del cable. Las condiclones en los extremos de la
cuerda, por estar fijJos, son que sus desplazamientos serén nulos, es

decir
y(t,0) =0 ; q(t.a:‘) =0

Los ' operadores de diferenclas finitas que se aplican y que
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provienen de la ecuaclién A.48, para una cuerda que parte del! reposo

con velocidad nula en el instante t=0( a:fl -» %ﬁ(—"lg 0), =on

t=0
%y 1 [

= —\% .24, ¢ ] A.50
ac?ly,y p% L T T ga

en el instante i, y que lnvolucra tanto al punte J como a los puntos
adyacentes a la lzqulerda y derecha de dicho punto J, y

824; 1

= —lu_ -2y, +4 ]A.Sl
'y (Anz[l 1,3 1,0 "i41, )

at?

Que se aplica al punto J y en el instante I, pero que también
hace referencia a los lnstantes i-1 e i+1, en dicho punto. El vaior

4 3 es el desplazamiento del cable en el linstante { y en el punto o

pivote j. Hay que distinguir j de « ya que, por ejemplo, en el extremo
a=0, j=1. Las varlables de tiempo t e I no tienen diferencle entre si.
Sustituyendo las ecuacliones A.50 y A.51 en A.49
r_'2 1
— -2 — -24 o+
02 [“:.J—t "l.:"’l.s»x] = (M,Z["x-m %) "M.J]

finalmente se tlene que

qhidﬂ 24",' “l-l.J* a'[“'l.j-l-qu,f“l,jn] A.52

donde
’ c2(at)?

hz

2
a =

Suponiendo c=1, entonces si At=0.1, y h=0.1, se tlene

a2 =1

'fomando en cuenta este valor, la ecuacién A.42 toma la forma de

Qg™ %t Y aThay) A.53

Para el 1nstante' 1=0, de 1la ecuacién anterior se tiene, para



J=23,4...,10

¥o0,1-17 Yo, 3mt 5070,

tomando en cuenta que
ay(t, )

at t=0

que expresado en diferencias finltas se escribe

1

aat = y,," ¥,,,) =0

por lo que

4

~1,) = “l

s

sustituyendo en A.54, resulta

Y,y T 050 0t von)
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A.54

A.55

El método de solucién consiste en aplicar la ecuacién A.55 para

t=0, y la A.53 para los instantes sigulentes.



200

APENDICE B. CALCULO FUNCIONAL
B.1. Elementos de caAlculo de variacliones
B.1.1. Concepto de funcional
Si conslderamos en el plano @y una curva que une dos puntos 4 y

B, y hacemos girar sobre el eje & dicha curva, ésta describira una
superficle § cuya area J se calcula con

donde
ar

¢ = i 4 = fla)

de

Si se admite la posibilidad de ir variando la linea que define la
funcién ¢ = f(a), de manera que para c¢ada conjunto de valores de ¢ se
defina una linea diferente, manteniendo fljos los extremos A4 y B,
entonces J resultara funcién de y, por lo que

J = J[ ()]

Se dice entonces que J es una funclén de linea (Volterra), o bién una
funcional (Hadamard).

B.1.2. Maximos y minimos de funclonales

El célculo de varicaciones se ocupa de la determinacién de los
valores maximos y minimos de las funcicnales. El obJeto del calculo de
variaciones consiste esenclalmente en buscar una funcién argumento
y{x) en correspondencia = la cual una integral del tipo

@
2
J[g]=J Fla, 4,4’ )dx
«
1
adquiere un  valor maximo o un minimo. Este valor se 1llama

genéricamente un extremo de la funclional, y la funcién yla) que le
corresponde se denomina la extremal.

El problema fundamental del calculo de variaclones puede
expresarse asi: en el dominio de las funciones argumento admisibles
para una funcional determinada, hallar la funcién argumento (extremal)
para la cual la funcional zlcanza un valor extremo, con respecto a -los
valores que ella adquiere para todas las demas funciones argumento del
. dominio, que se hallan en una vecindad suficlentemente pequefia de la
extremal . ' '

La vecindad de la funcién 4 = f(a) se define como,sigue: Dada una
cantidad positiva h, se dlice que una funcién g = l' (x¢) esta en la
vecindad (h) de una funclién ¢ = f(a), en el intervalo (a:l a:z), cuando



se tiene
|fle) - f'(a:)l <hprac sScsa

B.1.3. Concepto de variacion

Conslidérese una funcién continua m{x) definida en el intervalo
a:‘s xS «,. con derivadas primera y segunda, también continuas, nula

en los extremos, por lo demas la que sea. Y conslderese también un
parametro € que puede hacerse pequefio como se qulera; se llama
variacion de la funclién ¢ = f(x), y se escribe 8y, la funcién

3y = enlax)
Todas la funclones
q‘ =g + 3y = flx) + en(a)
pertencen al dominto de las funclones argumento y, para un valor

suf'iclentemente pequefio &€, se hallan en una vecindad arbitraria
pequefia de la extremal g = f(x).

La funcional
JIg'1 = Jif(a) + en(a)]
que puede considerarse como funcién X(e) de la varlable g, tendra,
para € = 0, un maxima o un minimo, relativamente a todos los valores
de € lncluldos en una vecindad suficlentemente pequefia de ¢ = 0. la
condicién necesaria para que § = f(x) sea una extremal es que

aX

—-a-E—-Opar'ac=0 B.1
dnde
x,
2
A(e) = J F(xc,g + en, '+ en’)da
'

1

La ecuacién B.1 también puede escriblirse como
“a aF d paF '
e} — - — -—] dc = 0 B.2
« ay da b ay’

B.1.4. Lema fundamental del calculo de varlaclones

Si M(«) es una funcién continua de « en (ccl.a:z) y se tiene
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n
[ Me)M(x)de = O
«
1
cualquiera que sea la funclén n(a), continua, con sus derivadas
primera y segunda, y nula en los extremos « vy «,, entonces M(x) tiene

que ser idénticamente igual a cero, esto es
M(a) = O para «, E «,

aplicando el lema anterior a la ecuacién B.2 resulta

aF d 8F | _
8y da [64/.' B B.3
y siendo que
] a%F a’r
+ vl + qll
dm [ ayay’ ay'®

entonces la ecuacién B.3 puede escribirse como

a°rF 8°%F a%F aF
g” 2 + “’ . M I_ =0
ay dy ¢ ’am [: 173 ay

esta expresién es la ecuacién diferencial de Euler ordinaria de
segundo orden en la variable y. Para que la funclén g =f(a) sea maxima
o minima tiene que satlsfacer estaecuaclén.
B.1.5. Varlacién de una funclonal

Se define K

aqul-c[ g;‘f ]
4]

o sea
8J =0

a la condlcién necesaria para un extremo de la funcional J[u 1. Se.
dice, entonces, que la funcional se hace estaclonaria.

La expresién lnteghal de la variaclén es

stj' ag{ [ ]}da:
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B.1.8. Extremos de funcionales de varios argumentos

Sea J una funcional con varias funciones argumento
ul(a:),u.a(a:),. .. que puede escriberse bajJo la forma
%
- ’
Ju,u,...]= I Fl eu (@), u (), ... 4 (@), u)(a),...]

a«
2

Introduciendo funciones arbitrarias n(a«),g{«),... que se anulan
€n los extremos €, ¥y, se afirma que la funcién

@
1
Xle,e,,...) =J F[z:,f(a:)*:ln(a:).g(a:)nzc(c). <o fire m  gve Ll e
«
debe tener un extremo cuando €= €,=...= 0, obteniendose en este caso

gF _ d aF =0
aul da z'iu,’1

8F _ d oF 1.,
du, dex 8“2, -

El anterior sistema de ecuaciones diferencialcs de segundo orden,
expresa la extencién de la condlcién de Euler para el caso de una
funcién de varios argumentos. Sus integrales son precisamente las.
funclones extremales buscadas:

u = f(x), u, = gla),...

B.1.7. Extremos con condiclones auxiliares

S1 el extremo que se busca resulta limitado por condiclones
auxiliares, ‘los problemas variacionales pueden ser un poce mas
complicados.

La condiecién
Gle,4,72) = 0

que consiste en una relacién en términos finitos entre «, ¢ y 2, se
1lama holonbmica. ’
El problema con condiciones auxiliares se plantea asi: volver

estaclonaria la funcional J, dependiente de n funciones argumento
“1(°:)’“a(m)""' con m condiclones auxiliares, holonémicas o no

’ ’ = DRI .
holondmicas G|(¢:.u‘,ulu2.u2.. L) =0 (4 1,2,, m)
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Indicando con A‘(a:).hz(m)....,hn(a:). m funclones indetermlnadas

regulares en (a:l,azz), y considerando la funcién

. . , . .
F (a, waulg, U, ) =F + Alc:l+ “Azc:; R 4 A‘G-
el problema equivale a buscar un extremo de
-3
J° “F : ‘o.d
[ul,uz....] = @ ur . )da
@
1

Al anularse 6J. esto conduce a las n ecuaclones de Euler

oF" _ d oF" 1.,
aul de au’l

L] -
ar  _ d aF ] =0
8442 da au2

. . . .

que Junto con las ecuaciones para C.‘l lleva a tener un sistema de n+m

ecuaclones con n+m funclones incégnlitas !

u‘.uz.....un.kl.ha.....A_

cuya integracién da 1la resolucién del problema. Las funciones

Vo f

hl, Az, e .7«_ se denominan multiplicadores de Lagrange. i f

B.1.8. Varlaclén de una integral doble
Para las integrales dobles del tipo
JIgl= J'F(ac.v.';.p.q)dl\
A

donde

= 9% = 97
p ya= g,

la condiclién de Euler que expresa la condicién necesaria para que la
funcional J se vuelva estacionaria es

oF a4 [ eF | _ d [ 8F ] g
ay da ap da aq
B.2. Funclonales lineales

Se llama forma lineal a la combinacién
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Pn(c‘) =ke +ke +...tke = Lka
que cumple con

ko, + ):k‘q‘ = Pn(ml) * Pn(‘ﬁ)

n
Ple+y)= Tkle+y)=
n1 ot R M 1 e

[Eer L)
-

1
' n n
Pn(aa:l) = |§1k'(am‘) = alglk‘m‘= aPn(acl)

La ecuaclén de Pn(a'.l) se puede escribir como:

b
Fly(x)] =I K(a) y(a)dx
a
en donde K(&) se denomina nucleo de la funcional.

La funcional F[g(z)] de la ecuacién anterlor es una funcional

lineal y cumple con
Fluy+ 4] =F[u] +Fl2]
Fleg 1 =cF [¢4]

B.2.1. Espaclios de Hilbert

Se llaman funciones de cuadrado sumable en (a,b), todas las
funclones f(a) definidas en dicho 1lntervalo, tales que existe y es
limitada la integral

v 2
I f“(c)de
8

Una funcién f(x) en el intervalo (a,b) puede considerarse como un
conjunto de valores adquiridos por 1la inflinidad. de coordenadas
constituidas por todos los valores que la funcién misma adqulere en
(a,b), y por tanto a f(«) se le podra llamar punto del espacio de
infinitas dimensliones, asi definido.

Se puede definir la distancla entre dos puntos f‘(a:) y fz(a:) en

el espacio de Hilbert, como
1/2

a[r.f)] = [Ib[ £ (@) - t‘z(a:)]zdaz]

El origen del espacio Hilbertlano es 1la funclén idénticamente
nula

f(c) =0

La recta que proyecta desde el origen el punto f(x) esta
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constituida por los puntos
“Af (@)

El coseno del angulo w, en el espacio hilbertiano, formado por
las rectas que proyectan desde el origen los puntos fl(a:)‘ Yy f‘z(a:). es:

b
L fﬁ(a:)fzta:)da:

b 2 b 2
[I. £2(@)ae L t‘z(a:)da:]

Dos funclones que satisfacen l1a condiciéon

CoSw =
1/2

b
j". fl@f (c)dz =0 » =0

se dice que son ortogonales.

El 4ngulo w no cambla sl los puntos fl(a:) v fz(a:). se reemplazan
por los puntos Afl(c) Y u{z(a:) slendo A y g dos numeros cualqulera,

Escoglendo A = 7«0 yp=p, con

“’1(“) = Aofl(a:), wz(a:) = Az(a:)
de manera que

b b
2.2 _ 2
I Aofl(cc)da: = J- uotz(a:)dc = 1
a &
entonces resulta

cos @ = r vl(a:)qu(a:)da:
i3

slendo
' 5 b
2 2 -
J-. w‘(m)dc_ - J; va(ac)dm 1

Las funclones ¢(a) que satlsfacen la condlicién

r pa(a:)da: =1

" se 1llaman normales. - _ _ .
'Se tlene un sistema de referencla ortonormal en . el - espacio o
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hllbertiano, mediante el conjunto de n funciones w‘(m). (oz(ac).....
wn(u:). normales y ortogonales entre si de dos en dos, tales que si

i, j son dos indices cualquiera, e 1#j, se tlene
LI b
Ia q?l(a:)da: =1, Jl. q)l(a:)wj(ac)da: =0

La desigualdad de Bessel indica que el cuadrado del vector que
une el origen con un punto del espacio hilbertiano no puede ser menor
que la suma de los cuadrados de sus componentes con respecto a un
sistema de referencia ortonormal, lo cual significa que

b 2 n b 2
J‘f (x)de =2 [ If(c)wl(a:)d«r, ]
a 1=1 a
‘Las funciones ortonormales pueden ser utilizadas como elementos
para el desarrollo en serle, de funciones f(«) de cuadrado sumable

cualquiera mediante la expresién

fle) = hlwl(a:) + hzwz(c) + ...

donde

b
h = I.f(c)w|(c)dc

B.2.2. Ecuaclones de Fredholm y de Volterra

Indicando con K(«,£) una funcién conocida de las variables « y £,
si la ecuaclién

F [ a:.u(a:)] = gla)

es una funcional lineal de (&), entonces resulta que .

J.px(a:.ﬁ)uﬁ)de = g(a) B.4
a

La ecuaclén anterior se conoce como integral de Fredholm de
primera especie. Una ecuacifén mAs general es

. .
[_[x(a;.em(e)as ] + yle) = gla) B.5

“a -la cual se. le denomina ecuacién integral de Fredholm de segunda
especle. Haclendo variar el limite superior de la integral de la
ecuacién B.4 se tiene la integral de Volterra de primera especle, que
es
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rK(a:.E)v(i)dE = z{x)

Variando ahora el limlte superlior de la integral de la ecuacion B.5
[rx(a:.E)u(E)dE |+ st = ww
a

que es la ecuaclén integral de Volterra de segunda especie,

Una ecuaclén aun mas general es
b
wla) + a]‘ K(@, E)4(§IdE = ()
-

la cual puede desarrollarse en una serie de potencias de A como
w0
Wa) = a + o (@A + az(a:)lz+... = T («)A” B.6
n=1
donde

o= 4(x)
X
o= - I.K(c,s)ao(E)dﬁ

as - I:K(«:.E)ax(E)dE

o= - Jxk(c.ﬁ)an_l(ﬁ)dﬁ

determinandose asi, en un proceso iterativo, los coeficientes del
. desarrollo en serie, de g(a). La serie B.8 converge para todo valor de
A. En particular converge para A = 1 que es el valor que da la
solucién de la ecuacién de Volterra de segunda especle. Esta solucién
esta proporclonada por tanto por la serile convergente

o
ylec) = o (x) : B.7.
n=0'l

Una aplicacién de lo anterior se tiene en la resolucién de la
ecuaclédn diferencial homogenea de primer orden

¢ = plady B.8
se quiere determinar su integral bajo la condicién inicial de que para

@« =aseay=0>b,
Trasladando el origen de coordenadas al punto (a,b), escribiendo

X=a~a, Y=y4g~->b, Ple) = p(c), Qla) = bp(x)

con esto la ecuacién B.8 se transforma en la ecuacién no homogenea
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Y = P(x)Y + Q)

con las condiclones inlclales de que sea Y = 0 para X = 0 . Integrando
se tilene

Yie) = JXP(ﬁ)Y(E)dE + R(x)
o
donde

' R(x) = rQ(E)de
1]
es una funcién conocida.
La ecuacion B.8. se ha transformado asi en una ecuacién integral
de Volterra de segunda especle, la cual slempre  tiene solucién,
dandose ésta, por elemplo, mediante la serle convergente B.7.

B.2.3. Transformacicnes funcionales lineales

Consliderando dos variables independientes s y t, sea F(t) una
funcién cualquiera de t, f(s) una cualqulera de s, la relacién

b
f(s) = IK(s.t)F(t)dt
]

con nucleo K(s,t), es una transformacién funqlonal lineal.

La transformacién funcional se escribe

f(s) =T { F(t) }

donde T es el operador que efectia la transformacién de F(t) en f(s).

La transformacién inversa de T se indica T'l, y se escribe

F(t) = r"{ f(s) }

B.2.4. Transformadas de Fourier y de Laplace

Las relaciones
b
£,(s) = Icos st F(t)dt

b .
£ (s) = Isen st F(t)dt

son transformaciones con nucleos K(s,t) dados por cos(st), y sen(st),
respectivamente. S1 se hace :

f(s) = fl(s) + Ifz(s)
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resulta la nueva transformacién

N .
£(s) = _I'e‘“ F(t)dt

a
que es la transformacién de Fourier-Laplace, la cual tlene por nucleo
K(s, t) = &'

Se llama transformacién de Fourler proplamente dicha y se indica
con el simbolo ¥, la transformacién

00
F {F(t)} = fe‘“‘ F(tiat
-0

Se llama transformacién de Laplace proplamente dicha y se indica
con £, la transformaclén

00
¢ { F(t)} = J' ™Y F(t)dt
[+

Las transformaciones de Fourier y de Laplace tienen las
sigulentes propliedades:

Fov {r}= [e"™F ]: - ms"b{r}
b
z_.b{r}u [e""F].-yz..b{F}
1xt v
g, . { r"} = [ e "'(F-1aP)]_ - 1a%F, { F }
. b
() L v ()
- - -Las transformadas lnversas se Fourler y de Laplace estan
definidas por
:’i"{ f(a:)} -2 re"“" f(z)de
, : 2

én él caso de la transformacién de Fourler, y

’ +lo0
2"{ rw)} -1 r e'* Flyray

7w

ven el caso de la transforuwacién de Laplace, slendo y una constante
‘conveniente, tenlendose que escoger mayor que la més grande de las
partes reales de los afljos de las singularidades de la funcion f(y).

El  procedimiento que se sigue para resolver una ecuaclén
diferenclal usando estos conceptos es el de transformar dicha ecuacién
y menipular el resultado que se obtlene de manera que sea posible
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antitransformarla para encontrar la soluclén buscada.

Un ejJemplo de apiicacién lo encontramos en la integracién de la
ecuaclon de Laplace bidimensional

siendo que
fla,s) = £ (Fla, t))y
y
2 {F'(x, t)) = s¢ (F(a, t)) - F(0)

Apllcando la transformacién de Laplace a 1la ecuacién B.9, se tiene

2
9f =5 Fa,0) + —g{:] B.10
da t=0

Esta Gltima expresién es una ecuaclén diferencial ordinarla de’
segundo orden, en la que se ha supuesto que se conocen los valores de
F(a,t) y su derivada con respecto a t, para.t = 0. Integrando la
ecuacién B. 10 y antitransformando la funcién f(a«,s) obtenida, se llega
a la determinacién de F(ez, t) que resuelve la ecuacién diferencial B.9.
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APENDICE C. DESARROLLOS EN SERIE

Los desarrollos en serle son utlles en la solucién de ecuaciones
diferenciales. Los métodos que emplean estos desarrollos se basan en
la idea de expresar la soluci6én de la ecuaciédn diferencial en términos
de una serle, transformando el problema en otro en el que hay que
determinar los valores de los coeficlentes de dicha serie.

Antes de tratar el tema del desarrollo en serles de una funcién,
se veran algunos aspectos relaclonados con las funciones de varlable
compleja, que serviran para estos desarrollos.

Sea la varlable compleja
3=« + iy
en el campo complejo C, y sea
w=u+ v

otra varlable compleJa en el campo €, que depende de 4. w se llama
funcién de la variable compleja 4 en el campo € cuando a todo valor de
4 en T corresponde un valor determinado para ww, slendo ademas
funcién continua de las varlables « y g, provista de derivadas
parclales del primer orden 8w/dax, 3w/dy finitas y continuas en €,
siempre que estas estén ligadas entre si por la relacién

ow _ 1 0w
da i a4y
La relacién anterior se llama condicién de monogenidad.
Observaclones:

1) Se dice que € constituye una regién conexa cuando ésta es de uﬁa
sola pleza.

2) Se 1llama curva simple a una curva cerrada que enclerra en su
interlor a una reglén conexa.

3) Se 1laman funciones uniformes (o monédromas) las que adquieren un
solo valor para cada valor de la varlable. De lo contrario se
llaman multiformes o polidromas.

4) Se dice que una funcién de variable compleja es regular u holomorfa

" en el interlor de un ‘campo conexo €, cuando dicha funclén es
finita, continua y uniforme para todo valor de 4 contenido en el
campo.

5) A las relaciones

Ju s au du -

ax 9y ' 3¢ ac

se les conoce con el nombre de condiciones de Cauchy-Rieman las que
se derivan de la condicién  de monogenidad establecida
anteriormente. Entonces, se dlce gue w y & son funclones arménicas
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ya que de lo anterior se deduce lo sigulente:

3%u %u 8% 8% .
+* = (0 H + =0
ac® af ac® af

A las funciones 4 y ~& que cumplen estas relaciones se les
denomina funciones arménicas asocladas.

) Los puntos ordinarios de una funcién de varlable compleja f(4)
son los que pueden encerrarse en una regién conexa en que la funclén
resulta holomorfa. Los puntos que no cumplen con estd propledad se
llaman puntos singulares

Exlsten cuatro especles de puntos singulares: los puntos
criticos, los que pertenecen a los tajJos de las superficles de
Riemann, los polos y los puntos singulares esenciales.

Un punto criticos es aquel en el que la funcién, al ser gilrada
alrededor de dicho punto, adquiere un valor diferente al de partida.
Por ejemplo, analizando la funcién 1ng

lng = lnr + ie

Si consideramos un punto P que rodee al origen formando una curva
L’ (fig. C.1.) formara el angulo e.

Por cada vuelta que el punto P’ dé& alrededor del origen, el Ing
aumentard o disminuira en 2md (segin si la vuelta es en el sentido
antihorario u opuesto a el), ya que el angulo © habra aumentado en esa
cantidad. Entonces el origen es un punto critico para la funcién lng.

y

i)
/

Figura C.1

. Los polos son puntos en que el modulo de la funclén f . se ‘hace
infinitamente grande, siempre que ellos sean ordinarios para la
/funclén reciproca 1/f. : .
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Los puntos singulares esenciales son puntos en que resultan a un
mismo tlempo inflinitas la funcién f y su reciproca, o bien en donde la
funcién f resulta Indeterminada.

C.1. Desarrellos en serle de potencias
C.1.1. Desarrollos en serie de Taylor
Toda funcién holomorfa se puede expresar, dentro de un campo

circular, por medio de un desarrollo en series de Taylor.

La férmula

siendo

da el desarrcllo en serie de potencias positivas de la variable g de
toda funci6én w holomorfa dentro de un circulo con centro en g = O.

Para circulos con centro en un punto g = %, cualquiera se tiene

(n) )
w(y’) = z———-ﬂ (- e)"

C.1.2.Desarrollo en series de potenclias negativas

" La relacién
«

w(/;)-—Zbr; "

=l
donde

b = —17 JI wly) " g

da el desarrollo en series de potencias negativas de 3.
Eh el caso de que el centro de ¢’ no esté en el origen, sino en

¥ = g, Se tendra

w(;)=-£b(¢-1)

n=1

‘ 1 ‘ ‘ n-1
b = oad f w(g)(;-';o) dg
cl
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TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Al primer coeficlente que resulta del desarrolle en serles de
potencias negat'vas

_ 1
b =7 § w(q)dy
cl

se le denomlna residuc de w(4) en el punto g4 = %, Y se escribe

n.ES[w(I;)],‘;x b = 55— ,‘l; w(q)dy

de la expresién anterlor

§ w(4)dg = 2ni RES[w(g)]
o 0

El teorema de 1los residuos establece que la integral de una
funcién de variable compleja, calculada a lo largo de una curva
cerrada L, es igual a 2ni multiplicado por la suma de los residuos de
dicha funcién en cada uno de sus puntos slngulares internos a L. De
aqui que

§w(/{-)d/{, = 2nd ); RESUs(g)],,

n=1

C.2. Desarrollo en serle de Fourier
C.2.1. Funclones periédicas

Se dice que una funci6én de varlable compleja es peridédica cuando
es posible subdividir el plano complejo en una infinidad de reglones
todas iguales entre si, tales que la funclén adqulere los mlismos
valores en puntos correspondientes u hom6logos, de dlchas regiones.

Las funciones que adquleren los mismos valores en todos  ios
puntos homblogos de clertos paralelogramos se 1llaman doblemente
peri6édicas o elipticas.

C.2.1.1. Desarrollo de funciones simplemente periédicas en serie de
" Fourier

S1 f(4) es una funclién periédica uniforme de la varlable compleja
4. con periédo 2L, y en el interior de una faja del plano 4,
comprendida entre dos rectas NN° y NN' paralelas a la direccléon del
periédo 2L, no tienen ningun punto singular, entonces es posible
'desarrollarla en una serie de Fourler de la forma

f(g) ='a +..)=:1[ a cos —"—:L + b sen -’—]?— ]

donde
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q‘l
1
ao = L J f(’})d’;
%

[

L [
- nny
a =4 J flg)cos —*~ dg
k3

o

1 ¥y
b I I f{g)sen L' dg
K7

a
C.2.2. Desarrollo en serie de Fourler en el campo real

En el campo real se puede hacer que el perlédo se reduzca a 2m,
con lo cual el punto « = —-r puede tomarse como %, ¥ el punto & = +nm
como 4. Lo anterior tiene la ventaja de que los coeficlentes del

desarrollo de f(4) en gserie de Fourler se simplifican a:

1 n
a°= Sn I f(a)de

-

J- f(a:)cosm: da

. . n
b= T Iu f(z)sennx do

yla fﬁnclén f(x) se expresa como

0
fle) = a + ¥ (a cosnx + b sennx)
L~ n=t n n

. Una funcién f(a) definlda en clerto intervalo a S & < b se dice
‘secclonalmente continua cuando es posible subdividir dicho intervalo
en un numero finito de. subintervalos, en cada uno de los cuales f(ax)
sea finita, continua y dotada de limites finltos cuando « se acerca a
qualquiera de los extremos de cada secclén desde su interlor.

Toda funcién f(ax) periodica de perlodo 2k, que sea secclonalmente
" continua y monbttona en el intervalo (-r,n), puede siempre
desarrcllarse en una serie de Fourler.
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