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R E S U M E N

En este trabajo se congtruy
clifford del mapa de cartan‘
en la literatura, qua
usaron

na generalizacién el algebra de
su’version extendida) reportado
na ‘simetria isotdpica donde se

grupos multivectorial

asociados a las teorias

oh o piédades de este mapa y su inverso

teoria de cCartan de losbesplnores transformando el es pa910 de los

mismos en sua correspondlente maltivectorial, factible de

sexr
asociado a campos flslgosfpara particulas elementales.

La estructura matematica aqui presentada permite obtener con

sencillez las relaciones entre formas multilineales de la teoria

de campo usadas en los calculos de amplitud de interaccidn para

diagramas de Feynman conocidas como identidades de Fiexrz e incluye
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Cartan multivectorial -contiene informacioén vtil en la explicacién
de sus caracteristicas

¥ limitaciones) un conjunto de resultados
asociados

a un modelo de interacciones electroddébiles

reportado
recientemente, cuyos campos fisicos

estan cecuxpresados en algebra
ica ¥ por lo tanto se encuentra incluido en la mecanica
cuantica cuaternidnica usada
Praquaris.,

cuaternion

tltimamente en los nodelos de

.Finailmente y con ia idea de tener un modelio Lolonduico de
interaccidn, se ‘obtiene una ecuazcidn asociada a la de Dirac donde

el ‘campoe ferniodnico se encuentra representado por su mapa de

Cartanr mul ivectocrial bajo una simetria isotdépica v otra

espacic—-temraral a elegir.



A B S T R A C T

A multivectorial generalization of the Cartan map, spinors to

. - . ptaq
vectors, is constructed from K c°

spinors to B (p,q) Clifford
élgebra (p = 1 and g = 3) as afparticular example in this thesis
introducing an isotcpic symmetry (SU(2) or SU(3) in our particular
examples in order toﬂréié£e5td’usual gauge theoxies) and, the

symmetries of spacetime used'as a basis to represent the physical
fields. The algebraic properties of this map and of the operators
representing observables are studied

the inversion map is also
presented.

We show explicitly the quaternion projection of the

map, its properties and its mathematical and physical meaning:; a
comparison is also made with spinor-vector maps used in the
literature.

To introduce the isotopic symmetry in the multivector cCcartan
map a multivector, representatlon G(p,q) is used not noce<5ﬁrily

constructlon allows to rccast all the Flerz identities

into a single equation - correspondlng to - the cClifford product of
the maltivector cartan map’ for

=eyera1 particular cases The
procedurc presented here can be
spinors and multilineal

; pta
generalized to any of the <

forms used in scattering amplitudes
involving elementary particles ~oi Feynman diagrams
Finally, the multivector:. Cartai:

a2guation using G(1,3) spacetime symmetry and somne
gauge groups. The multivectorial. Dirac equation can nevertheléss
be defined on any spacetime wanifold, using
The Dirac equation in &
projected,

map is applled to the Dirac
as .. the "basic

the same procedure.
quatertivnic clewliuvwedk model is
using both geometrical and physical arguments, Ffrom the
general multivector Dirac equation, this allows an analysis -of its
propertics and of scme of its limitations.
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INTRODUCCION.

El gran ~ matematico - britanico William Kingdon Clifford
(1L845-1879) fue precurSor de ideas matematicas de especial interés
tanto para la fisica cémO'para la geometria y temas

especial vocacidn para 1a docenc1a.

afines, con
En particular fue el cre1dor

del algebra geometrlca (11amada ahora algebra de clifford en ‘su

honor) usada en afios. reclentés por un’ grupo cada vez mas nutrido

de cientificos en el mundo'

mo lenguaje util para integrarx ideas
Yy resultados de muy’ dlversas dlsc1p11nas.

En 1878 publlcojCllfford el'prlmer
‘esta estructura matematlca

articulo al respecto de -

: durante muchos anos las
técnicas vectorlales de Gibbs yWHeav151de domlnaron totalmente el
mundo cientifico y tecnologlco,_
Wessel, Grassmann, ‘

mientras que las algebras AJde

cuaternlqnlcas Y en general de clifford fueron
relegadas casi por complet: :

En cerca de cien anos de desarrollo
de la ciencia flglca y natewatlca hubo luminarias
rauli. r.AaudeT Dirac ol :.l_t.ur.c S Flajurana - gdleucss  Ghalodn. oohoo
algebras asociatiﬁas;-para ,dcscribir

particulas eleméntalgs, pero&

como Wolfgang

" las propiedades de las
‘sin. reconocer explicitaﬁcnte este
heche o al menos considerando el algebra como un caso particular
del algebra de‘matfices:fﬁéceSaria

lo hicieron como Arthur Eddington,
década de 1930-1940, ' ‘

para sus propdsitos. Ootros si
Andres Mercier,Proca, en 1la
'pero.su%pércepcién no fue transmitida hasta

nosotros. A partir de 1960 varios fisico-matematicos (Marcel
Ric=zz, Gacton Casannva, Raoger ZRouder[

Zov Teitler, David IHestenes
entre otros) han trakajado. . consimceintemente en las algebras de
Clifford y su aplicacidén~ax la’iifisjica, siendo hasta 1936 gue se

oxrganizd el primer taller intelrzcional de algebras de Clifforad

en
Cantexbury, Kent {(Gran Bretaha) con la sistencia de 66
participantes y auspiciado por 1la .NATO. En esta ocasisén se
reunieron cientificos de la calidad de David Hestenes, Perti
Lounesto, R.W. Tucker, E. Kihler, Kristina Bugajska, James P.

Crawford, Dieter B. Ebner, Ruth Farwell o John Mc.Ewan entre

otros, siendo Jaime Keller (asesor de esta tesis) el unico parti-



cipante de origen latinoamericano en este evento. En este taller
se presentaron trébajos de una gran variedad de intereses (desde .
fisica tedérica hasta ingenieria eléctrica) y su segunda versidén se
realizara durante este ano (septiembre de 1989) en Montpellier,
Francia. . Cabeée mencionar que -'en junio de 1981 Jaime ‘Keller, Jerzi
F. Plebansky Yy Marcos Rosenbaum coordinaron. un simposio en México
(auspiciado‘ por la -Facultad de Quimica, el entonces Centro de
Estudios'thléares,:ql Instituto de Matematicas 2aAplicadas y 1la

Direccidn Genéral_de Asuntos ‘del Personal Académico de la UNAM)
titulado "Mathematics

,of-nﬁhe Physical Space Time" donde se
abordaron conceptos relativos al algebra de Cliffora del

espacio-tiempo y algunas de sus aplicaciones.

Estos son los antecedentes histdricos que establecen la razdn
de una investigacidn sob¥e algunas c¢aracteristicas del &algebra de
Clifford, propiedades. y aplicaciones a modelos de interxés en la

explicacidén de fendmenos presentes en la naturaleza. Es asi como
este trakajoc toma 1la proposiéién (por demas compartida por varios
cientificos) de gue el élgeﬁra geométrica es la base de un sistema
matematico universal que permite integrar ideas vy resultados
(cCclualkmente ren Giversasd <SSLraoWax 5&;’%&@&1;& WS oican; kbajc v :
geomeétricos utiles en la elucidaciéﬁfde conclusiones fisicas para
modelos fisicomatematicos de la naturaleza.

el desarrxrollo de la

‘su inevitabilidad en
ciencia: se opserva en su frecuente

redescubrimiento en Adiferentes 1ugares, por distintas peysonas Yy
en diferentes épocas; las algebras construidas por Dirac y Pauli
en su intento de resolver problemas de la fisica, el Algei.ra de
Clifford presente en la estructura de los operadores de creacidn y

Adecstruccion fermidnicos asy

coma alteaimos trabajos recieohtnw
presentadas por G.C.
=ste hecho.

sobre

teoria de determinantes Rota y D. Hestznes,

son algunos ejemplos de

En esta tesis se pretende construir una general lzacidn del
mapa de Cartan (y su version extendida) reportedo en la

literatura, que corresponde a un mapa espinor—-vectoer (o en su
version extendida espinor—coaternio) basado en la teoria de Cartan

para los espinores gue incluiya a la vez

simetrias isotdpica ¥y
espacio-temporales

en una algebra de Clifford, a partir de un
sistema espinor-multivector, donde el mapa multivectorial obtenido



pueda tener 31gn1f1cado como  un campo flSlCO aeocn.ado a alguna
partlcula elemental. :

Esta construccidn se propone pensando entre otras cosas, gque
el sentido geométrico . del ~algebra permlt:x.ra mostrar facil ¥y
ecc;ncmlcamente algunasArelacrlones entre las formas multlllneales
usuales en la teoria Qe transiciones entre particulas elementales,
y podria constituir un procedimiento wviable en la generacidn de
modelos de norma holondmicos para las mnmismas. Es asi como las
identidades de Fierz comunes usadas ‘en los calculos de amplitud de
transicidén para interacciones entre particulas elementales, cque
son ‘obt_.enidas mediante el calculo de trazas .del producto Jde
matrices de Dirac en alguna representacidén dada; adguieren
significado geométrico libre de representacidn como el producto de
mapas multivectoriales de Cartan. N

. Por otro lado se obtiene una  ecuacidén de Dirac cuyo campe
fisico esta representado por un multivector (construido usando una.
simetria isotdpica y otra espaciotemporal) dgque en espacio-tiempo
"curvo no necesita una tétrada"ortogonal..‘dada en la vecindad de
cada punto de la misma, a difercncia de lo ocurrido con los
espllnvies. Esta idea es paivecida a - ia® Censtrucoidn Diras MERTom<O
(en nuestro caso el operador diferencial de la ecuacidn. de Dirac
se encuentra escencialmente intacto y el mualtivector asociado al
campo fisico tiene una estructura diferente a la usada en este
caso) y a la ecuacidén de Dirac para mnmultivectores reportada por
P.R. Holla:xn 13 (este autor combina una ecuacidn de Dirac con s=u
dual en una estructura operador-estado en espacio-fase).

Pa.,2 la consecucidn de este objetivo sera preciso analizar
adeaas ' la rwepresentacion multivectorial de 1o0os grupos de Lie mas
usuales en las teorias de norma de .éxito probade (o probable) en
tecria. de- campo para ser usada como simetria “isotdpica™ en el
mapa ceneralizado, en este rengldn existe la propuesta manejada
por un csniunto [e ih‘.;‘?c*‘gadores como M.F. Atiyah, R. Bott, A.
Shaplro3, P. Lounestols, D. Hestenes y G. Sobczikll entre otros,
sobre los grupos ortogonales, espin Yy pin a construir en el
algebra; siendo especialmente los 1Mltimos guienes abordan - la
representacidon multivectorial de grupos SU(n) bajo una conjetura
gque es analizada aqui para casos particulares de interés en este

2]



trabajo, ccontrastando con ‘un mecanismo diferente de construccidn
no reportado = en la  literatura. Asi como garantizar las
propiedades adecuadas de los operadores asociados a magnitudes

\
cbservables con respecto al mapa para conservar las mismas en el
modelo multivectorial.

Existen algunos intentos de construccidn de modelos
vectoriales (gque gracias a nuestra estructura se puede
demostrar que son realmente cuaternidénicos) para interaccion entre
particulas elementales (sobre todo para interacciones
electrcdébiles) realizados recientemente por el grupo J.
Mickelsson, C. Wash y G.C. Joshi, o por el grupo J. Reifler y R.
Morris usando una

propuesta que gqueda
particular de la anteriormente mencionada;

de esperar que los
dentro de la

incluida como caso

razon por la cual era
estos autores queden
acqui presentada, se buscara
adicionalmente el significado fisico y matematico del método de

proyeccion usado como un factor de interés en el estudio de los
modelos asociados.

resultados de

incluidos
estructura glokal

Finalmente se estudia el mapa inverso asociado al
eV A L e e e -

Suliirsostoxial 2z

BERaE T gy Aantraranaistenaia

en 1A
construceidn de

permita su
Por esta razon sce usa el teorema
en la literatura para

esta estructura
en modelos fisicos.
de Crawford reportado
biespinorial

matematica que
adecuado uso

cualqﬁier Algebra

de Dirac, demostrando gue nuestra algebra puede ser

clasificada como tal,

se reconstriiye el espinor original como un
producto de

operadores de proyacciodn obtenidos
idenpotentes primitivos del Aloskia para
del ygrupo SU(n) dado. -

con elementos
cada direccidn isoctdpica



“caPITULO I.

AL GEBRAS DE CLIFTFORD -
REPRESENTACION MULTIVECTORIAL DE GRUPOS DE LIE.

Comenzarenmos este capitulo definiendo el algebra geomeétrica

de Clifford (por W.K. Clifford) -y mostrando explicitamente el
conjunto de axijiomas minimo necesario para nuestros: fines
operativos; estos axiomas estaran dados en términos de las

operaciones fundamentales dJdel algebra (suma y producto), aun
cuando por razones de significado e importancia geométrica y
algebraica posteriormente se definiran otras operaciones, a saber:

productos externo e interno, conmutador, anticonmutador, etc.

Debido a gque el algebra de Clifford es un tipo diferente de 6tras

algebras asociativas gracias a algunos axiomas adicionales que,

permiten clasificar los elementos de la misma,
separaremnos los axiomas

entre otras cosas,

presentados en dos partes;

los gue se
relacionan con l1a definicidn de

cualgquier algebra vy .aquellos
Ificozs para 1Lz Az orissamal ’

.
Definiciorn.

G(p,gq) sobre el campo de los numeros reales o cémplejos gque a su
wvez es un espacio vectorial

Un algebra de Clifford es un anillo asociativo

sobre esos mismos campos, tal cgue para
toedo par de elementos &,B € 6(p,q)

(gque en lo sucesivo llamaremos
nultivectores) y o«,8 «

‘(campo de los numeros reales o complejos)
es ciexto qgue:

a2 (AeB) = (aA)eB = Aoc(aB).
anterior (que 4de hecho define
simplemente a €(p,d) com= un algebra) se siguen lo:s i

Como consecuencia de lo

axiomas H

1. A+B e S(p.,d) ., cerradura en la s1ina.

2. A+B = B+A, conmutatividad en la suma.

3. (A+B) +C = A+ (B+C), asociatividad en la suma.

4. Existe un elemento 0 € G(p,q)., existe la identidad -
tal gue A+0O = A, aditiva.

5. Existe un elemento —-A ¢ G(p,dq) existe un unico invexrso
tal gque A+ (—-A) = O, aditivo.



&. AeB € G(pr,q)., cerradura en el producto.

7. Ao (BeC) = (AcB)-C, ascciatividad en el pro-—
ducto.

8. Ae (B+C) = AeB +4 A-C, distributividad del produc-—
(B+C) oA = BehA + CoA to con respecto a la suma.

o. « (A+B) = oA + oB

10. (x+B8)A = A + BA

11. x(BA) = (xB)aA

12. oA = A-l = A,

(donde 1 represénta el elemeanto unidad bajo la
multiplicacidn).
Los axiomas 1 hasta 5 definen a (6(d4d,q9),+)
abeliano bajo la suma - gque Jjunto con los
conceden a 6G(p,d)

como un grupo
tres siguientes 1le
la calidad de anillo ascociativo.
gracias a los axiomas 9 a 12, E(p,q)
espacio vectorial

Finalaente
queda definido como un
sobre el campo de los reales o complejos. "

Para concluir la definicidn de un aAlgebra geométrica

agregaremos algunos axjiomas especificos de la misma, que en
. . - PR . . 2
general permitiran clasificar los mult:x.vectores1 -
n-t1
A . - - . -
IR A = <A> + <A>  + <A> T . =) A LT QOLIAE 11 e €1 jlumeno
Q 1 < - 2 =~

r
de generadores Jdel algebra.

) r—-vectorial de A, cuando A =
<A>r para algun entero positivo r entonces se

homogéaeneo de grado r (o bien un r—vector).
terminos e=zcalar, vector, bivector,

La cantidad <A>r es la parte

dice cque A es
Histdéricamente los
trivector, etc. se usarcn con

profusion desde 1850 para designar lo que en nuestra nomenclatura
sera ur. czro-vector, l-vector, 2-vector, 3-vector y asi sucesiva-—
mente.

Siguviendo la definicidn dada por Cartan, un r—vector sera

un. sistema de r vectores tomados en un orden defianido.
14. <a+B> = <A> + <B>_.

1i5. <AA> = A<A> = <A> A si A = <A>
T r r o

Gracias a los axiomas 14 y 15 es evidente gue hemos definido

el espacio 67 de todos los r-vectores como un subespacio
P,q 2



lineal de G(p,d) (Quefpor'si mismo va es un espacio lineal) y a
los escalares  (reales.o complejos) como una subdalgebra conmutativa
de 8(p,q) - De hecho 'gl ‘operador gque extrae el r-vector de A,  <A>
funciona como un operador proyeccidn ya que <<A> > = <A> .

16. La relacidn éntr‘e:; rlos diferentes r—-vectores de B(p,q) se
establece gracias a su’ ¢onstruccién ¥ el producto entre los mismos
va que: - R

2 2 )

a) Si A = <A> entonces. AeA = A" = <A"> + <A2>2
b) Todo multivector puede expresarse como una suma de r-vectores
simples. Un multivector simple es aguel gue puede factori-

zarse en el producto de r vectores anticonmutantes a, . a,,
s.-a tal qgue :

A = a_o...0a > = —a_ e : ’
- a -a_e. ca donde a“_»ak x a_| .

pa:;:'a 3,k = 1.2...n v J = k.

Como un comentario de gran importancia a este axiona,
azlororoiizs 2 raczsin porzs deoenotoarx 2l Alashea Aa OV i FEArAd comn
S(p,q) . Estrictamente hablando se ha simpl ificado la notacidn
usual en aras de alcanzar mayor'c]_‘ar‘idad, sin cmparqo es preciso
conservar la informacién minima necesaria pera completar nuestra
definicién: como un dato de gran importancia para el manejo
matematico y fisico de los modelass a los gque se aplicara esta
astruciura <3S necesario precisar el tipo de espacio lineal que se
estd generando, para lo cual bac-ta. con especificar la propiedad 16
a) para todos 1dJds i—-vectorxas base, gu‘lﬂu:.r.adu‘_t:b Qel Algeuwra. De
esta forma si existen n i-vestorsas anticonmutantes en €(p,q) el
s en la hace es 27, v p de los n l—-vectores son
tales gue <A2>°>O mientras que ¢ = n-p tendran la caracteristica

nimero de element

de gue <A2>o<o (se debe subrayas rme a lo largo de este trabajo no
se abordaran las algebras de Clifford degeneradas €(p,d,r) donde

de n 1-vectores, p son tales gue <A2>°>0, q <on <A2>o<-° Yy r,

tienen ia propiedad <A2>o = 0), por esta razdn es uBtil pensar que
el algebra 6(p,q) es generada por el espacio wectorial '

<A>1 = A(p,q) quedando condicionada su estructura a los valores



pP,q:z si P o d son nulos B este . eSpacip sera euclideano
pseudoeuclideano en caso contrario.

17.
A

Y

Para todo r-vector A _no nulo existe un vector no nulo a en
. tal qgue A _a es un (r+1) —vector,/ grgcias a lo cual se garanti-—
za la existencia de r-vectores no triviales para todo grado finito
(r + 1) = n. :

Una vez establecida nuestra definicidén de € (p,q) procederemos
a abordar aguellas . operaciones . ¥y rropiedades que poxr su
importancia y significado geométrice deben establecerée aesde el
inicio de este trabajo. - .

.
Definicion. Bl producto interno de dos multivectores
cualesquiera A,B € 6(p,q) esta dado comoll' 12

AB =3 2 B =Y AB_ =) Z A _-B_ , -

™ k3 r *
donde
a) Ar = <A>!_ s B = <B>s N ¥
o) A -B_ = <A oB_> -
r o = = lr—si
, : -
Definicion. El producto externc de dos multivectores cuales-—

gquiera 2.8 € §(p,q) estld dado comoll’l?'

ArAB = ) A_AB = ) AAB_ = ) 9 A_AB_
= 3 r s
doncde . e
a) Ar = <A>._ Y B, = <B>_
b) A AB = <A oB > . ’
L k-3 r =% re+s

=1, ambas definiciones es noterio gue tante ) o2

interior como el exterior son derivados del producto del algebra o

(cuyo simbolo en 1lo sucesive se obviara), a su vez es posible

observar cdmo el producto interior disminuve el grado de B, en ¥
unidades (o vicaeversa), mientras gue el exterior lo eleva en la

misma cantidad. Gracias a la importancia y aplicaciones gue se



a éstos productos geomdétricos a centinuacidén
de sus identidades mas importantes que pueden

daran en lo sucesivo
exploraremos algunas

probarse a partir de los axiomas_establecidoslg
T.1) A-(B+C) = A*B + A-C.
I.2) AA(B+C) = AAB + AAC.
si a e a
P,
- I — (-1yT
I.3) a Ar = <aAﬁz_1— > (aAr ( 1)A}a) para r > O.
~
1
a.A_ = a-(a,a,.--a_) = RZI (-1)** a-a (a,.:.3 _...a_ ) donde
a, e AP « Y el signo circunflejo invertido significa que

Aebe omitirse a, del producto. Si r es par se dice gque el

multivector <A> es par, e impar en caso contrario.

s - 1 -7 =
I.4) anp = <a2§.l_>”1 = > (aA} + . (—-1) AEa) para r = O.
. r
. _ < S o .
ar\nr L(z é G.ukuk J l"
k=1
I.5) ah = a*A -+ aAhA = <aaA > + <ai > para r = O.
L o r o r=-1 ™ r+1
I.6) En general AB = Z AB = Z aB_ = Z ) A_B_  , donde

1/2[(r+s)—|r-s|]
o - v <A R > ST
Pegpey A R : s .
r s kL='0 rTa | I:—S j+2K

E= .pogsible incrementar considerablemente al conjunto de
identidades aquji expuestas, sin embargo solo en el caso de gue sea
estrichcront~ mocasaria an nso en alguna expresidn se procedera a
mencionar la nueva identidad usada en el resto de este trabajo.

Concluiremos la presentacidn del Algebra de Clifford en este
capitulo subrayando algunos hechos importantes; el producté-de
multivectores homogéneos no es homogéneo, el producto de

multivectores pares es par por lo gue todos 1los multivectores



‘pares forman una‘subélgebra de G(p,q)

(no es'el caso “del c¢conjunto
de multivectores impares)

Y flnalmente es poslble representar 1la
estructura agui presentada usando matrlces: cuadradas mxm;s

I.A- La Simetria y la Teorla de Grupos.

Aun cuando el estudlo de las s;metrlas en el mundo- fisico y
el lenguaje matematico natural para descrlblrlas
grupos) no se desarrollaron

(la teoria de los
simultaneamente, su relacidén

fue
claramente formulada desde antes de 1930 (siendo

mas nitida en-su

aplicacién a la mecanica cudantica de la teoria de campo) en un

grado tal gque gracias a la estructura de teorxria de grupos se
pueden evidenciar simetrias no manifiestas aun en fisica clasica u
otras disciplinas relacionadas con la misma.

En la actualidad ha cobrado gran importancia el estudio de
las simetrias internas de los sistemas

(en un espacio diferente
del de Minkowski, llamado isotdpico )

que aunadas a las cspacio-—

temporales permiten interpretar el efecto de las tranbformaCLOnes

de simetria en las expre51ones diferenciales parciales o

integrales de la fisica matematica gue determinan la dinamica del
mismo, de eskta forma el heahn . de que el Lagrandiano

(Hamilitoniano)
de un sistema resulte

invariante ante una trangformacion de
simetria interna . bkajo un grupe de norma (invariancia de

norma) , es
tan trascendente en el

fuerzas- fundamentales y
conocidas en la’ naturaleza como lo
espacio—temporales: translacion en
(conservacidén del momento lineal),
(conservacidoén de energia),

conoccimiento de las
cargas consexrvadas

son las
simetrias continuas

el espacio
translacidn en el tiempo

rotacion en espacio tridimensional
(conservacidén del momento angulitr)

Adicionalmente es

v transformacidén de Lorentz.

interesanrtie mencionar dos tipos de

‘Simetrias existentes en la naturaleza,

de tanta importancia como
la simetria - Jde permutacidén (invariancia de un
sistema de wvarias particulas idénticas ante el intercambioc de 1las
mismas) y, finalmente, las

En eéstas 1Mltimas podemos
maciones:

las anteriores:

imetrias aiscreitas espacis—-lienporales.
reconocer las siguientes transfox—
inversidén espacial o transformacidn de paridad

interaccicries dékil

(las’
les violan esta simetria),
finalmente la

inversi¢én temporal,
translacidn Y rotacién discretas de una red

10



cristalina (las rotaciones generan los 32 grupos puntuales due

corresponden a subconjuntos de rotaciones tridimensionales y de

las reflexiones que dejan una red cristalina invariante, junto con

la translacion discreta forman los grupos espac1ales de sinmetria
basicos en la fisica de estado SOlldO ).

‘generales de las
simetrias en la naturaleza Yy su- reallzaclon bajo
mnatematico,

como comentario final a los aspectos

un modelo
se mencionaran algunos: hechos -sobre la apllcaClon de
la tecoria de grupos en las SLmetrlas flslcas.

En prlmer Jugar el
Hamiltoniano (Lagrangiano): de

{SLStema invariante Yajo un

conjunto dJde operaciones unitarias

de simetria (para gue las

transformaciones lineales dejen"’ihVariantPs a los observables

flslcos) conmmutara con todos los operadores del grupo de simetria

Y sus estados propics son bases vectoriales de representaciones

del grupo de simetria gue pueden ser encontradas por métodos

matematicos generales.
gran wvalor de 1la interp:etaciéﬁ*fisica de los resultados de 1la
teoria de grupos, asi como reconocer las desviaciones del modelo

de simetria cuando la simetria- fisica esta rota PO razona

espe—
~iFicpa,

A pesar de que yva se,gséfél Conjunto de axiomas gue definen
un grupo en la definicidén misma de una algebra de Clifford ©(p,q),
Se procedera a enumerarlos nuevamente con el objetivo de lograr
mayor comodidad en la lectura.

’,
Definicion: Todo conjunto {(G;a,b,c...} es un dgrupo bajo 1la
operacidén o, si para todo par ordenado de elementos a,n <« G se
. . 1 a4
asccia otro elmento del conjunto ackh € G tal gue 0’3.;

i) ao (boc) = (aob)oec asociatividaa

i) Existe un elemento e € G tal

Mo

existe la identicdaad
Swe par todo a € G, asve = a

e
e
[ ad
-~

Para todo a € G hay un unico

elemento a ! « G tal que
aca™ = e

existe el inverso de cada
elemento

11

Por 1dltimo es recomendable establecer el
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De esta forma todd.conjunto de operadores de sinetria gque
cumplan las anteriores propiedades formaran un grupo Y
usar la teoria Jde los mismos para
simetrias de la naturaleza.

se podra
analizar y manipular las
En algunos casos los elementos del
grupo tienen etiquetas gue se conportan como parametros continuos
Y por lo tanto contienen -un numero iqfinito de elementos,
grupos son Jlos llamados continuos y dos

estos

ejemplos serian los
correspondientes al grupo de rotac1ones en espacios euclideanos y

las translacicnes continuas _(cuando un grupo es finito,’
de sus elementos es el orxrden del mlsmo).

el nanerxo

En la realizacién de simetrias. internas y esSpacio-—-temporales
para sistemas fisicos Jjuega un papel relevante el conjunto de
matrices invertibles.nxn que incluye a.la matriz 1 bajo_ la mualti-
plicacion matr1c1a1 ya gue tal cual o blen con algunas. propiedade
adicionales constltuyen los grupos. claslcos matriciales; (+ s;g—

nifica aqui conjugada transpuesta y T 51gn1f1ca trans puesta34).

i) El grupo Jineal general GL(n),jformado por el

conjunto de
matrices invertibles nxn.

s
|23
s

hohl grupn. unitario ITn)dfarmado nor Todss 1as matrices
. . . + . . ’
unitarias nxn (U0 = 1).

EL grupo unitario especial SU(n) consistente del conjunto de
matrices unitarias‘cén determinante uno.

iv) EL grupo ortogonal Oo(n) de matrices reales
(oo = 1).

ortogonales nxn

cwando un subconjunto H de un grupo. G forma a
bajo la mizma operacicén que G,
[£57

su vez un grupo
entonces constituye un subgrupo de
. 'de esta forma es sencillo reconocer que O(n) < U(n) < GL(n) Yy
que SU{n) c U(n) < GL(n) siendo estas cadenas alguncs ecjenplos de
las correspondientes al analisis de la estructura de los grupos de
utilidaw it =3I eostuldisc 4o las simetrias fisicas y sa ruptura
spontanea.

En la aplicacidén de la teoria de grupos a las simetrias de
norma de las interacciones existazntes en la naturaleza existe'nna
divisidn natural de tratamientos vya que son

muchas b4 muy
importantes las consecuencias fisicas de tomar un

grupo de norma

12



para el cual la multiplicacién del grupe es conmutativa

(grupo
abeliano) o no conmutat;iv.a' (grupo no abeliano).

El ejenplo mas
claro a saber radica en las notables diferencias

entre la
electrodinamica cuantica (QED) v . el modelo

estiandar para
interacciones débiles incluido en el correspondiente a Weimberg vy
Salam.

Algunos conceptos fundamentales en la teoria de grupos gque

entre otras cosas permiten la realizacidn de las transformaciones

Ael grupo como transformaciones lineales sobre

espacios
vectoriales (estados fisicos)

en fisica clasica y cudantica -(de
hecho esta realizacidén es. una representacidn del grupo) son los
siguienteslo' 34, : -

a) Isomorfismo. Dos grupos G ¥y G’ son isomdrficos si existe una

correspondencia  uno a uno entre sus elemn=ntos tal que

‘preserva la operacidn del grupo. En otras palabras si
g, € G > g; e G’ Y g,°9, = 9, en G, entonces
g;og; = g; en G’ y viceversa.

b) Homomor fismo. Un homomorfismo de un grupo G a otxro G’ es un
mapr2 (no recesariamenta N A aNo) e nreserva ia operacidn
del grupo. . Como es Ffacil notar, el iscomorfismo es un caso

especial del homomorfismo.

La teoria entera de las representaciones de un grupo se

construye usando homomorfismos de dJrupos abstractos para

algura simetria fisica a grupos de operadores lineales sobre
espaczios vectoriales (espacio de estados fisicos).

c) Reprasentacidén de un grupo. Si existe un homomorfismo de un
o grupe G a un grupo de operadoxes U(G) sobre un

espacio
- wvectarial lineal VvV, cntonces U(G) forma

na representacidn

‘d=1l grupo G la dimension de la representacidon es la
ctincensidn del espacio vectorial V. Se dice que una represen—
tacivi: ww LiZzdigna =i =21 homeomorfismo se transforma en

isomorfismo y en caso contrario se trata de una representa-—

cidén degenerada, siendo mas concretos,

la representacidn de
un grupo es un mapeo tal que

13



g € G u_ U(g) donde U(g) es un operador scbre V tal

que U(g,)U(g,) = U(g,g,).

Por ultimo se dice gque dos representaciones de un grupo
relacionadas mediante una transformacidén de scemejanza son
equivalentes entre si.

Debido a gue en este +trabajo se busca aplicar algunos
conceptos matematicos a la teoria de camnpo de las particulas, .es’
de interés el estudio de la tecria matematica general de los
grupos continuos, estrictamente hablando nos interesan los grupos
infinitos cuyos elemnentos pueden ser parametrizados en: forma
analitica y continua (grupos de Lie) tales que nos garanticen una
adecuada estructura geométrica y algebraica al ser aplicados en un
campo. Sin embargo todos los grupos continucs de interés en
simetrias fisicas son representables por grupos de matrices con
alguna estructura algebraica y geométrica adicicnal ya conccida.-
Estos son los llamados grupos lineales o clasicos de Lie y seran
los que tratemos postericrmente. ’

L.B8. Representaclon Multivectorial de orupos Ge isie.

Con =1 objetivo de poder construir el mapa gue permita
definir el campo multivectorial bajo una simetria de norma es
preciso presentar una de las muchas representaciones gque un grupo

de Lie puede tenerx:; la multivectorial. Comenzaremos por recordar
que el producto internoc de dos elz=mentos X,y € Ap’q define el
tensor métrico en Ap.q , Ppor 1o ave tr?_da isometria del producto
inLefuo © tLransfvimacidn linaél. L = £E{=x; ac "‘.P'q on =i mizme, tzl
quel?

I.B.1. E(X)ef£(Y) = Xoy

a® El grupo de todas las

es una transformacidn ortogonal de Ap
transformaciones ortogconales de Ap a es el grupo ortogonal O(p,dq) .

2.6 demostraron, toda isometria £ =

£ () de Ap a puede expresarse’ como una aplicacidn de n

Como £. Artin y E. Cartan
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reflecciones simples' (de hecho la

isometria mas sencilla)
expresables individulamente como;

I.B.2. R, (x) = —uxu~?! - .
tal gue X .  ”
I.B.3. £x) =

x o ) -1 -3
—1 Sl 5 ...
(-1) "u -suju xul Tug, o e

si escribimos U = u ..., entonces I.B.3. se transforma enj;

I.B.4. £(x) = (-1)*vuxu”?

En virtud de la importancia de la expresién I.B.4.
clasificado a todos los | multivectores U
producto de k wvectores como
de todos los

se ha
factorizables en un

k—-versores. El grupco nmultiplicativo
versores invertibles en €(p,qg) se ccnoce como el

grupo de Clifford mientras cgque el correspondiente a lcs' versores
unitaricss invertinhlas en Gip.g) =e llama. grupo versor Vip.a). E1
grupo V{(p,<d) e35 homomdrfico 2:1 al 0(p,q)12. o

El grupo multiplicativo de todos los versores unitarios pares
en G(p,q) es el grupo espin de A

ool (Spin(p,q)) vy algunos autores
l1laman a sus

; . *
elementos espilnores

(axin cuando no todos
espinores son versores).

El grupo rotor de A;q
constituido por un tipo especial da versor par

los
Spin*(p,q) esta
S tal gque

= 1 donde S* = a

vya que at = a, .

I.B.5 s¥s

]
*8

?...aza‘ s = a a

es un sukgrupo de Spin{p,q)
corresponde al grupe dJdenerador de todas las rotaciones de A Y

P.a
que en el caso de los espacios Euclideanos obviamente coinciden.
Es conveniente

Por construccidn Spin*(p,q) que

reconocer que la identificacidn b
clasificacidn de los grupos clasicos de Lie fue influenciada por

*Apéndice
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la representacidn de ‘las transforhacibnes linedles con matrices,
por  lo: Cual“"éabe- esperar .. dlferentesk caracterlzacloncs de los
grupos al usar dlstlntas‘representac ones
usar ’algebra geometrlca),'
introducir. algunos“'

(este‘ eria el caso al

razén que conviene
elementos” :

Qe onunes para el
tratamiento de 1os fenomenos fislcos- Se llamara espacio—-tienpo al

espacio vectorlal pseudoeuclldeano con s;gnatura (2,3) cuyo grupo
ortogonal ©O(1,3) es- el grupo de Lorentz (sus elementos permiten
construir las trahsformacioqes de ﬁorentz), . el grupo SOT(l,B) es
conocido como el grupo propio de Lorentz vy Spin*(l,s) es su
representacion espin 1/2. . .

Antes de continuar el andlisis de 1la teoria de dgrupos de Lie

cabe mencionar su . teorema fundamental por excelencia; los
generadores de un grupo de Lie forman una dalgebra de Lie donde 1la
multiplicacidn (paréntesis de Lie) esta definida como

fa,b] = aedb-beda para a Y D elementos del algebra (en esta

expresidén b y da son las derivadas de a y b). Como consecuencia

directa del teorema se deduce c¢ue al clasificar algebras de Lie se

clasifica a gruros de Lie con la ventaja de gue la primeora se

Jogra con ios meitodus auvimalies.del algsiua Lincal {toda Elgolkia Az

Lia es un espacio lineal) y aun cuando tradiciocnalmente este

s

procedimiento se realiza mediante la representacidn matricial en

nuestro caso nos proponemos emplear el Adlgebra geométrica para
4
describir y clasificar algebras de Liel?

Con 1a finalidad de simplificar el estudio de las algebras

abstractas de Lie se construiria un Algebra asociativa isomdérfica

en la cian =21 paréntesis de Lie (producto del algebra) se represen-
tara como

I.5.6. [A,B] = % (AB~BA)

donde los elementos A, B, C... pueden identificarse como

transformaciones lineales, matrices, operadores diferenciales o
alguna otra posibilidad acorde con los fundamentos de
adlgebras. Como el algebra de Clifford es asociativa,

subalgebra de la misma cerrada bajo el paréntesis de

estas
cualquier
Lie es un
algebra de Lie, es posible mostrar que el espacio de los

16



bivectores en 6(p,q) es cerrado bajo la operacidn I.‘B.G) yva ue

para todo par e, = ,¢l¢>ej "y gmnzii=‘j'em/\en“ elementos de G (p,q)

.[elj ’ emn] i glhejA'em glmejAen B gjmel’\en gjnel/\em

si gU = 0, esta algebra se Vllamar-é en lo sucesivo
bivectorial.’
En algunos trabajos sobre el *t:ema""2 es comun obsexrvar la-

hipdtesis de trabajo en la que sSe asegura que toda algebra de Lie
es isomérfica a un algebra bivectorial, lo que por cierte
garantiza una representacion bivectorial para la primera. Aun
cuando no existe la demostracidn formal de esta aseveracion es
cominmente conocida la existencia de representaciones
bivectoriales parxra la mayor parte de las &algebras de Lie de
interés fisico gque proporcionan un mecanismo simple pafa el
anélisi_s, representacidén y. clasificacidén de- las algebras de Lie..
La importancia de esta propuesta radica en que aun siendo falsa,
cuande menos indicaria una clasificacién. de las Aalgebras Jde Lie
acorde con su representac'on multlvectorlal (gque por cierto no ha

—~2 2 e ma o = e T, e B
DAl S IWOSDITITSIVIS ot Z

Procederemos - a continuacidn- a examinaxr ias. algebiras
bivectoriales (répresentacién de las correspondientes a Lie) que
poxr su aplicacidén a los fendmenos naturales revisten alguna
importancia, siendo quizé’. ‘los de mayor interés los llamados grupos
espinoriales ya mencionados con anterioridad.

Para describir la estructura del &algebra de Lie 8% (a q), se

elige una base el,...,‘en en Al . - tal que su producto interno
P

£ije un‘tensor meéiLrico mientias que =1 aterior deteimmine una basc

para €2 (A ). Debido ‘a gque toda algebra bivectorial es

subalgebra de alguna otra; es posible exhibir la representacidn

multivectorial del a&algebra o Lie del grupo unitario especial

sSU(n) v su generalizaciodn SITfn, 1) como una subalgebra de
c® (2p,2q9), donde se ha elegideo al conjunto de vectores
e ,/e,,---,e_, f1 = e .., f2 = e .o fn = e, como base de

. N . .11
AZp 2q con las siguientes propjiedades 12
.



e, - fj = 0 )
donde i, = 1,...,n. Usando estos vectores se construyen los
bivectores ’
:E:l 3 = e, A e.J . + f‘ A ff:'_‘ . i
s = - i = 3
Flj e, A f_‘ £, A e, . i 3
Hk = e_ A :Ek —epa N fkq i,d = 1,...,n h's kxk=1,...,n—-1

"Los bivectores Eﬂ] e F‘J‘ Y H_  son linealmente independientes
entre si y forman una base de un espacio con dimensidn n'2 - .1 que
constituyé una representacidén multivectorial de los generadores
del grupo SU(r,d) . Los ejemplos gque se presentan a continuacion
mostraran esta correspcn(_ié:ng‘ia explicitamente. st

Con ..ia. c-ctructopra. omaktemidticoa  ve Aeacarrollisdn. as nmowible
construir representaciones multivectoriales para varias familias
de grupos de Lie de .interes en las simetrias de las leyes
naturales, a continuacidn se estudiaran algunas de ellas gue por
sus caracteristicas y aplicaciones son importantes.

i) sSU(0,5)
’ Este grupo en espacio euclideo fue uno de los primeros en ser
usado con algun eéxito: relativo en teorias gran unificcda= de la
interaccion entre particulas elementales Yy actnalmente sa @ le
considera una etapa intnrrmedia, si bien no indispensabkle, pero al
menos util, en el camino a la respuesta final de unifi:aciénzg

Para obtener la representacion multivectorial de SU(0,5) se.

extiende el espacio a una dimensionalidad de 10(4, lo) con los
vectores base; e , e_, e's, e,, e, £, £,, £, £, £_ y la métri-
ca e -e, = fl-f] =g,, = diag (-1,-1,-2,-1,-1).

. 2
Los vectores base del espacio © (AO w)
. s

siguientes bivectores:

permiten obtenexr los
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12 1 2 1 2 1.2 1 2 1 2
E,=e Ae + £ Af B F,,=e A £, - £ A e,
E“‘ = e, ~n e, + fx A f4 ) F-u = e, A fd o ,f1 A e,
E15 = e, A e -+ fx A fs - Fxs = e, A fs iad f!. A ?s
E,=e, Ae, + £ A £ - ) F,, = e, -2 £, - £, A e,
Ezq = e, A e, -+ fz A f4 ]F‘z4 = e, A f4 —_ f2 A e,
E,, = e, f e, + £, A £ - o F,o=e, A £ - £, ~r e .
E34 = e, A e, + fa A f“ ]E‘s_.l = e, A fq. - f3 A e -
E,= e, A e, + f3 A fS Fzs =e, A fs - ;:'3 'A e
D = S, oSy VOE N I - T S, 5o 0 T oa o

H =e, aArf, — e, n L H, =e;, aAr, = e, A 1L,

H = e A £ - e A £ : I3 4 = a A f - e A I

2 2 2 3 3 E3 4 4 s s

gue forman una representacion fidedigna de los 24 generadorxes del
grupo SU(5) ya due reproducen el 3adlgebra de conmutadorcss Jde Lie
con las constantes de estructura apropiacdas para =1 caso. por
ejemplo: Lk
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[E‘ y o’ E”‘] = EJk R [ij , H‘] = l=.‘Jk s3 3 = a+1
'[ElJ . Ekzl = Q [Exj ’ FxJ] =,_2HJ

[F‘ 3 = EJk H‘] = O

[F‘jj , = o0 iw'd =k y
. e 3 = i + 2
[Elj ‘. Fkll o

[F_uz . ,Hzl = 0 si J = i+1 [Ej,k4~' H‘] = —F-‘k con Jj = i+1,

son relaciones que fueron obtenidas con el AaAlgebra de cCclifford
€(0,10) gue contiene evidentemente a SU(0,5) y al grupo 6(0,5).

como todos los multivectores usados en (0,5) y 6(0,10) son
unitarios, &éstos son isomérficos a los grupos versores V(0,5) -y
v(0,10), los gque a su vez son homomorficos 2:1 a los

correspondientes grupos ortogonales.

Cabe hacer un alto con la construccidn matematica relativa al
grupo de Lie 8SU(0,5)  para introducir un puntoe de gran interés
Lisico. Eu Sa conusiruccidon uamivecuoriai- de esSie giuow -aparsoeds
de forma natural la .- ne_c_./esat_é,adj de ‘una expansidén . al espacio
generador base Ao,xo, yla fcollf_x_struccj.o’n Ade ©(0,10) cque lleva
directamente a 0(0,10) y.su correspondiente grupo especial, este
hecho es suvmamente ,importanté Ya‘ qué sugiere la . construccidn de
una teoria gran unificada vertical S0 (0,10) para superar las
dificultades del modelo SU(O0,5), . esta construccidn ha sido
abordada con fuertes esperanzas de éxito va cque a su  vez

[

constitaixia mnuana oo

noatenacisn onceptual con los modelas de
cuerdas de Jgrupos excepcionales para interacciones rfundamentales
con’ dnelusidn de sSimetrias horizontales entre familias de
particulass elementales. Finalmente cabe subravar gque al abordar
la cor.strgccién de los grupos de Lie inveolucrados usualmente en
las teorias gran unificadas®t®+<2 Y sSus rupturas de simetria con
una sola estructura matematica, el algebra de Clifford, adendas de
ganar naturalidad en los modelos se evita el manejo arbitrario de
representaciones en  funcidn de su complejidad en alguin grupo
determinado (los grupos SC(4n+2) usados en muchos modelos son de
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dificil analisis con la técnica tensorial usual para estudiar los

grupos de norma mas pequernos en la cadena de simetria a diferentes

escalas, por lo <tTanto es comun encontrar mezclas exXtrafas de

anadlisis ¥y representaciones gque obscurecen las ideas fisicas).
Gracias a la definicidn del grupo Spin ¥y a las propiedades

del Algebra de Clifford sabemos que los elementos del grupo Spin
(0,10) son acguellos gue ante la involucidn e, > —e. fi —_ _fi
en €(0,10) no camkbian de signo y evidentemente contiene al grupo
SU(0,5)1°'12; por su parte los elementos del grupo Spin
seran invariaqtes ante la involucion e, —> -e
contenidos en el

(0,5)
en 6(0,10) y estan

Asimismo, es posible
demostrar el isomorfismo entre los elementos del grupo Spin (0,5)
Y los correspondientes en el grupo 8(0,4)12.

grupo Spin (0,10} .

Ccuando en el estudio de particulas elementales en interacciodn
se emplea SU(0,5) con fines gran unificadores a altas enexgias, es
necesario gue a energias menores ocurra una. ruptura de  simetria
vara reéuperar el modelo QCD y Weimberg-Salam a la escala predicha

por las ecuaciones del grupo dJde renormalizacion,

sienpre es Util hacer obvia la forma

AvvIney AN YA Y

por lo tanto

en gue estad contenido el

o =imple SITERINSO(2YRI T

en Suiny. o Para ia
construccion multivectorial que aqui se ha hecho es factible hacer
la siguiente identificacidn:

E ,(SU(0,5)) <«— E_(SU(0,3))

. E,(SU(0,8)) <— E, _(SU(0,3)) “
E,,(SU(0,5)) «— E,, (SU(O0,3);
F,,(80U(0,5)) <«—— F (SU(0,3))
F,,(SU(0,5)) C—s FIB(SU(O,B):)‘.

F,,(SU(0,5)) <—> F_,(SU(0O,3))

H (SU(0,5)) <«—> H_ (SU(0,3)) . :

H,(SU(0,5)) «———> H (sU(0,3))

N

21



con lo que se identificaron los ocho generadores del érupo sSuU (o0, 3)
en SU(O0,5) (claro que Dbajo 1la

certificacion del algebra de
Lie correspondiente),’

una identificacidén semejante a l1a anterior
nos permite reconocer los tres generadores del grupo SU(0,2);

E45(SU(O,5)) > E}z(SU(O,Z))

F,(SU(0,5)) «—> F (SU(0,2))
H,(SU(0,5)) «— H, (SU(0,2))
Finalmente elegimos a

H3(SU(O,5)) > Ei(SU(O,l))

como el unico generador del grupo abeliano dado,
ruptura de simetria SU(0,5) > SU(0,3)
representacién multivectorial

de esta forma la
x SU(0,2) x U(1) tiene clara
(el resto de. los generadores een
SU(G,5) transforman bajo los dos grupos no abelianos y fisicamente

representan operadores gque permiten la interaccion entre quarks y

leptones, adicional a la electro~-débil y fuerte pura)
By =rivtwniAd As s

batahatal meta ~cagm S han Ann il endo esmnAacios
- euclideos, los

grupoces rotores involucrados
spint(o,5), sSpin'(0,3)) son

correspondientes (Spin(0,10),

;Spinf(o,lo),

isomorfos a los grupos espin

Spin(0,5), Spin(o0,3)).

ii) sSU(1,.3)

Existe un considerable interads en el analisis de este tipo de
gruposs construidos usando el espaT.lo minkowskiano como generadores
del dlgedbra multivectorial wya gque en algunos modelos

son una
rosible etapa intermedia aen  1s

ruptrura de simetria en grupos gran

unificadores mayores cgue SU {5) - En este caso se usara un
espacio A&G con los vectores tcuse e, S, €, e,7 fo’ ft, fz, fa
tales que e ,.e, = £ -f, g,, '= diag (1,-1,-1,—-1) para i,j =

0,1,2,3, gue permite obtener los siguientes bivectores compuestos;



Eo1 = e, A e, + fo A f1 Fo1 = e9 A~f1:— foiA Y
oz — @0 N S, * £, A £, oz = %o Aff?;—;?d"A €2

an = e, A e, + fo A f3 Fo: = e A : A~ e, .
42 = €@, A e, v £ AL F,, = e, A f;'— £, A e,

E, = e A e, + f1 IS fa- Flé =e A fa - f1 A e, .

E, =e, Ae, + £ A £~ ) F,=e, AL, — £, A e,

Ho =ej, A f, — e, A fz H2 = e, Af, — e, A f3

Hx = e Af, - e, A f2 .

gque son - las representaciones multivectoriales Ae 10% ’ is5

generadores del grupo SU(1,3). ya gque reproducen el Algebra de Lie
de sus conmutadores.

Como es evidente,

el grupo de Clifford €(2,6)

contiene al
anitarios son

G(1,3), al ser anmbos isomorfos a los corvres—
. EE Y e mea e - - -~ T me e T Ty = v o -

et ciica .o R e N VOO SOl wG Y -~ 3 LTt ot e i ST Pl = =

ortogonales. Cuando =se construye el

grupo espin Spin (1,3) se
cbhbserva gue es

mientras que Spin+(1,3)
espin 1/2 Jdel grupo

isomorfo a €(3,0),
(representacion multivectorial

propio de
Lorentz) lo es a 6(0,2)11'12.

iii) sU(3).

El éxito de la cromodinamica cuantica

(QCDP) como una teoria
de campo de Yang-Mills

con grupo de- norma no abelicus

SU(3)
actuando sobre un numero cuantico llamado color radica en Rue es
un principio dinamic-. que explica (Y predice) hechos

experimentales gue invelucran interacciones fuertes, d<- hecho la
idea de los guarks nace como una necesidad de clasiticacidn de
espectros relacionados con hadrones pero despuds S Chnconctd gue
su papel en el modelo es mas importante gue un mero ordenamiento.
Es por esta razdn que debe incluirse el analisis multivectoriél de

este grupec en todo modelo sobre campcS.

Al efectuar el estudio

sobre el grupo SU(5) se construyd



indirectamente el grupo SU(3) mediante la técnica Ya abordada con
anterioridad y a pesar de la validez probada de la misma, tiene el

inconveniente de forzarnos a expandir nuestro espacio base AP q 2

otro Azp 2q con varias dimensiones adicionales de espacio interno
.

o isocépicolz. Esta caracteristica del método es irrelevante

cuando se aplica la representacién multivectorial a modelos que
aceptan espacios de dimensionalidad mas altas que el de Minkowskii
(teoria de cuerdas o supersimetria), por otro lado es comun decsear
restringir la situacién al espacio—-tiempo fisico de la naturaleza
Aha Yy su algebra de cCclifford €B(1,3) como los e§pacios linecales
fundamentales para la representacidén de grupos de Lie.

En virtud de las cohdiciones para la representacidén matricial
de las Algebras de clifford sabemos que la representacidn
irreducible €(1,3) sobre el campo de los reales es 4xX4 y a su vez
es conccido gque el espacio de estas matrices es generado por 16 dé
@llas linealmente independientes, elegimos las matrices de Dirac
Yy sus productos de tal forma gue toda mmatriz H representacidn de
algun elemento en €(1,3) puedas éer expandida con respecto a esta
hage . Ne. esta forma <o qgarantica aue el grupo SU(C(3) (v ctros de
menor orden) tienen representasidn fidedigna en T(1L,2); es facil
obhservar que sicecmpre y cuando el grupo de Lie tenga a lo mas 16
generadores podra tener representacion multivectorial en €(1,3),
cuando el grupo sea -mayor se forzara la inclusidn de mayor

dimensionalidad en qu.
.

Con kase en lo antes ' dicho s=e pueden encontrar varias
representaciones para el grupo SU(3) en E(1,3) en el campo de los

comrlojoes, 1l primera de ellizs estd dz2da comos
- X 5 o - X -
Ai =g (g, *+ 1v,5) rg = 3 17y AP
A, = 2 0 - iz ) A =31 ¢
2 ~ 2 Yoz Tia e = 3 (Foas * ¥3)
- X - i
Az T3 (T, *+ 27,50 A, =2 (7}‘ * Toya)
= X
A, = (v odv,,)
i 1 i
A = [ L. ¥ + '3 - x ]
8 v 3 s 2 v 3 g 2 v 3 12




donde A , 1 = 1,.-}8.reproduqeh elAélgebra de Lie de conmutadores
para SU(3) ¥y (wu ; 7uV-Z anp , wuvpt) e ©(1,3)- Cake hacer notar
que solamente los generadores.A1 , Az P 13 Y Aa estan incluidos en

02(1,3) por lo que seran una subidlgebra de ¢(1,3) con la caracte— -
ristica adicional de ser 1la representacién multivectorial de

sSU(2,0) = U(1L,0) (Al . Az b4 13 son los generadores de SU(2,) Y AB

de U(1,0)), el resto de los generadores no forman una subalgebra

de SU(3) (son los versores impares de C(1,3)) y transforman ;i—~
multaneamente baje las subdlgebras SU(2) y U(L) .

Es notorxria la transformacidn de Ay (L = 121,2,3) ante el
multivector i75 . la de AJ (3 = 4,5) ante iyl?_ Y la
correspondiente a AL (k = 6,7) ante Yaa (ivs)(ivlz), que son los

elementos que permiten construir el generador de U(1). Esta
observacidn recuerda el trabajo publicado por J. Keller®? en el
que se efectiia un estudio sobre la cantidad de idempotentesVQue'
definen a los proyectores minimos @ necesaxios para clasificar,
jideales minimos en 6(1,3) v la consecuencia gue ésts tendria en
cuanto a la representacidén matricial del algebra, bkajo esta

construccién de SU(3) se puede garantizar gue

i . J T . 3 : : .
L Y (1+175)J Al == A‘L % (1+175)l = Ai para i = 1,2J§ dcnde
A, e sU(2).
a _3 - i -1 =
[ > (1 175)] A, = A‘[ > (1 175)] o
L (awiw. )} A = a L (a+ir. 3| = a para = 4,5
2 12 3 3 2 12 3 J ’
1 —_ 3 - 1 ~ -
[ s (1 l?lz)] A, = RJ[ > 1 —'3’12)] =0
1 1+ H] A = a L (1+y_): = o0 para k = 6,7
2 o3 x ™ 2 o3’ { P ! -
i - - 2 - — .
[ 2 (1 703)] A < }‘k[ z (1 703)] o.
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donde —% (L = i'a's) es el proyector de qguiralidad del campo,

%" (L = i”az) es el correspondiente’ al espin y el restante se
interpreta como la proyeccidn Z del momento lineal. Finalmente es
interesante indicar gque esta estructura multivectorial tiene
representacidn matricial no trivial para la quiral correspondiente
a las matrices de Dirac, lo cual coincide con el hecho de gue al
elegir los proyectores quiralidad y espin para clasificar ideales
minimos de €(1,3) ) (Llamados espinores¥*) se ‘induce la
representacidn gquiral para -las matrices de Diraczs.

Otra construccidén para SU(3) en 6(1,3) esta dada como;

- i = X
A, = 2 (7,5 + ¥523) Ag 2 (7, ¥i2a)
. i - i 3 .
Aa -2 _(713 * Fo43) A T 2 (v, + iz ) - .
- i - 1 g .
Ag - 2 (712 + 7012) A, 2 (?1 lwoz)
A = L (y_ + ir__)
a 2 s o3
N, = N o v, v oiw 1v,,570 )
8 2- 2 o 2 o12

bajeo las mismas condiciones de notacidn que en el caso anterior.
Sabemos que la parte par de un &lgebra de Clifford sera wuna
subdalgebra de la misma, sin embargo lo -contrario - o as
forzosamente cierto, de hecho éste es un ejemplo en el cnal se
construye la representacidn multivectorial de suU(2) usando
combinaciones apropiadas ce multivectol_:_e_{s impares y pare~ como se
opserva para los tres primeros generadores de SU(3* (por . .clerco
invariantes ante 70) . El generader de U(l) corresweonde a 7\8 Y se
construye con la ccmbinacién lineal de los multivecteias gue dejan

invariantes los generadores del grupo hasta un frotor Jdado
(Aademas de ¥, Ppara A‘ con i = 1,2,3, estan i'a'1 , Ppara AJ ~aon b o=
4,5 y irv,,, = ¥ (iv ) para A, con k = 6,7). Para esta

construccion se puede observar que

*Apéndice
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[—,1; (1+1°)]A‘ = 2, [—23= (1+7°)]= A, para i = 1,2,3 donde
’ A, € sU(2)

[ 2 -] ’& N [% (-7 ]

[% (1“'”1712)]7‘, =2 [ 3 (L+iy )] = o0 para j = 4,5

(3 ctra] %, = 2 ¥ amino]

x =al o = a =
[2 (1+170m)] xk = Ak[ > (1+17m2)] [o] ara k 6,7
b R 3 —_ S —i = - . e
. [ 2 (1 17012)] A = A [ 2 (1- 17012)] Ak .
donde % (1 = 70) es un proyector tipo masa para el campo. Esta

estructura de SU(3) tiene representacicn no trivial para 1la normal

1o cual coincide con ¢l h=zcho de cue al elcglc los

I Fomn oy o mime, o oo P =
PLroyowooiaed WGQsai y <SSRl i

de Dirac,

———e 2 e ’ . S v
cair ideglos minimcecos Sc S roy

normal de Dirac.
Una vez presentados dos casos es sencillo inducir un
de comportamiento general; se construven los

i
(espinores* se induce la representacidn

aesguema
generadores de SU(2)

usando algun elemento multivectorial de simetria con interés

fisico para clasificar espinores en el modelo. El proyector

restante en 6(1,3) permite encontrar la simetria multivectorial de

dos ger.=radores mas y determina hasta constantes de normalizacidn

el correspoiidiente a U (i) (este es ta combinacion linecali dcde los

tres —multivectores que dejan invariante a los generadores del

grups, siendo uno de ellos el producto de las unicos multivectores
en €(",2) independientes necesarios para clasificar espinores),

los dom.- geraradavres reatantes tendran una simetria dada por el

producto de 1los otros dos multivectores de simetria. Finalmente

se garantiza al menos una representacion matricial no trivial para
el sistema multivector-—-espinor en el grupo SU(3) £fijada pox dos

*Apéndice




proyectores elegidos arbltrarlanente en funcién de su utilidad
14, 28

flslca o matematlca
iv. suU(=2 )'
E]l modelo gue combina exitosamente las interacciones débiles

.y electromagnéticas es el SU(2)xU(1l) donde se encuentra incluido
el grupo no abeliano mas sencillo en el proceso de generalizaciodn

a isosespin en la fisica moderna, ademas, este grupo es
localmente isomorfo a S0O(3) y su cuadrado lo es al grupo propic de
Lorentz. Este grupo contiene tres generadores que fuerxron

representados multivectorialmente al estudiar SU(5) (en un espacio
expandido) Yy cuando menos fueron mostradas Ados posibilidades en
€(1,3) en la seccidn correspondlente a SU(3) usando multlvectoreb
no simples y en un caso no‘homogeneos, graclas a los grados de
libertad incluidos en 6(1,3)
sobre el de los complejos,:
de representac1ones multlvectoriales de SU(2) (ademas de las que
ueden eleglr las reprosentaciones o

e puede garantizar una gran variedad

yvya fueron menc1onadas,,se o1

con i =-"L.2.5 v iitu',"iv e
Es asi como en este,capltulo, después de una introduccidn

necesaria para presentar el algebra de Clifford y sus propiedades

eniLre otras TMLsS ) -

asi como algunos elementos de simnetria en teoria de grupos, se usd
la represenltacidén multivectorial de los grupos de Lie (ejemplifi-
cando con algunos casos particulares de utilidad en la teoria de
campo aplicada a particulas elemewntales) para inducir un manejo
diferente en la clasificacidén de los mismos a traves del algebra
de Lie de sus genervadores; cantozzranda’ 1 mecaniamn va reportado
en la literatura de duplicaci6h=del e=spacio generador del algebra
Je Clifford para construir el .algebra de Lie de los generadores de
un grupo SU(n) como subalgekrca e la parte bivectorial de 1la
pPrimera. Con otro mecanismo nusvo de construccioén en el cual los
proyectores que clasifican ideales minimos (espinores) en el
algebra de Clifford asociada a un espacio generador permiten
construir representaciones multivectoriales de grupos de Lie SU(n)
sin necesidad de una duplicacicon de este espacio.

Adicionalmnente, en este sistema nultivector-espinor se puede

obre‘el campo de los reales Yy aun



establecer una representacidén matricial no trivial para 1los

multivectores del éigebra de Clifford y los generadores del grupo

de Lie correspondiente, analizandose a fondo el caso
correspondiente a SU(3) para este mecanismo alterriativo de

construccidén.
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CAPITULO II.

GENERALIZACION MULTIVECTORIAL DEL MAPA DE CARTAN
’ i MAPA’ INVERSO.

IX.A. INTRODUCCION
Elie cartan fue un

de los fundadores de la teoria moderna
de los grupos de Lie- ‘yen sus notas se encuentran las raices del
tratamiento geométrico ' de

3 la_,u representaciones de los grupos
ortogonales y sus subgrupo:is’ (tanto con parametros reales como
complejos) . ELl propos:.to Qe este capitulo sera extendexr 1la
estructura esplnor—mnltlvector desarrollada pbr Cartan para
incluir simetrias isotdpicas y espacio-temporales, debido a 1la
importancia de las-- aplicaciones que el trabajo de-

matematico francés tiene. - o

6 define un espinor en espacio

tridimensional euclideo (E.) mediante las componentes de un vector
isotrdépico (de norma nula), como el par de cantidades £, - & tal
que . B

este gran

- Por ejenplo, Cartan

= PE . —— o PR
1 ] L - - - -
Ix.1j X, = i(g, + £)) -
X3 = _26051 .

donde x‘ i = 1,2,3 son’' las componentes de un vectorj is ot ép.ico

2 2 2 _ .4 4 La2,.2 _ .4 2.2 __ .4 2.2 _
[x1 X, ¥ Xy & * & 28,5, £o 28,5, £, r A58 o) ‘
de esota forma un ocpiner oo cstablece como un wocktor imotwidpico
pr;l«_.rn.z'ado o dirigido (la rotacidn alrededor <de un eje por un

ngulo ‘2™ cambia su polarizacion) . En nuestro caso adoptaremos la

definicidér de un espinor como 1la de un ideal minimo Jde algun
algebra geométrica, utilizando la teoria de Cartan sobre los
espinores para construir un mapa gque relacione a los mismos con
los mnultivectores de un aligebra de Clifford generada por el
espacio gque permitid definir a los primeros, segin cartans.

Definicidén. El mapa de <cartan N(£,8) de C°xc®.a H(2) esta
dado por

30



NO(E, D) = - (&8, £,

.- £,¢8 —“5227
II.2) N(E,8)= 1(g,8, €2
—(gxlz-f‘éz%) -
donde .
€ ) g Y , .
E = b ’ & = - e .c® )
5? 2 . :

2

(espinores de dos componentes de Weyl),

N es un vector isotrdpico
Y N° es un escalar24, en total N = [N

..N] forman un cuaternio.
Esta definicidén merece algunas. anotaciones adicionales; en
primer lugar es interesante mencionar que a pesar de las razones

que provocaron histdricamente la introduccion de los espinores en
la fisica matematica (para obtener ecuaciones de onda de prinmer
orden Yy teorias covariantes relativistas entre otras cosas) estos
objetos matematicos poseen caracterxisticas

no descecables en un
modelo de

::.nteracc:.on entre, part:.culas de aiv
r
comun, xnterpretar aLl esplnor £ =

1/2 hacla arriva

e

crsos eap*rea (e"

L O J como aquel con pzu_yv.__c..g,;un

sobre el eje z, lo que va introduce una
estructura coordenada local arbitrarias

ademas para. el grupo de
las transformaciones relativistas - tanto 1 como —y deben
représentar el mismo estado fisico, lo que puede provocar
‘Aificultad

2n la interpretacién de zlgunas expresiones } por lo

que es descable implementar una estructura matemdatica udnica en
espinores y multivectores.

Adicicnvsimente es conveniente recordar
<
que cuando Cartan

desarrolla

su teccia demuestra gue el espacio
eiclideo de dimension 2v

- 1>\D v1) tiene 2Y ecuaciones para un
v-plano isotrdpico gque definen a un espinor (el espac10 E
semiespinores de dos tipos diferentes con nagnitud i ).,
un espincr con dos componentes
un espacioc E,

kvdefine
por lo que
Gswlidiktats puzds coxr conctruido en
(gque es el caso ya gue N es un vector tipo espacio
°es un escalar,

nente en N = [NOJQ

debeamos

isotrdpice ¥y N los gue al considerarse simultanea-—-

definen un cuaternio) o bien E,- Finalmente

subravar gue el mapa de Carxtan ha quedado definido como un



mapa 2:1 sSobre cualquler tlpo de varledad de eatados fisicos.
Gracias a que el napa de. Cartan N(E £) es lineal y simétrico

es posible asegurar que~a1.ap11carle'un operador diferencial D
resulta que R

II.3) DN(£,£) = 2D’N(§,£) = 2N(D’£,£) = 2N(£,D’&)

donde D’ es el operador diferencial correspondiente a D gue actua
sobre el primer argumento del mapa o bien sobre el segundo Yy por'
lo tanto actua sobre el espacio espinorial £. Cuando se analiza
el efecto de diversos operadores de importancia por su significado
fisico sobre el mapa II.2) se observa gue dado un operador en el
espacio espinorial es posible encontrar su operador eguivalente
actuando sobre un espacio multivectorial generado por el mapa

N(E,£);:
ITX.4) = ON(£,&) = N(BE,£) : .-

donde O es un operador (gque puede © no ser diferencial) en el
espacio multivectori

Syomientras que 0 es su equivalente actuando
u24

subre ‘2 espracdd <SS

los operadcres tlpo,

Do’ Bechd 23 oseacills dntalis. psc
'51c16n (como es la posicidn misma y . los
potenciales gue son’ funcxon de la misma) seran idénticos en ambas
representaciones mlentras gque 1qg operadores diferenciales
{enexgia v momenﬁo) segulrén el comportamiente II.3), finalmente
el operador espin cambiara de la representacidén de Pauli a la de
Proca. )

La conmutatividad del mapa de Cartan N(£,&8) con los

mnneradores fandamentales de todae wnodelo de interacecidn expresada

en IX.4) garantiza gue este mapa <conserva los valores propios de
los estados gque se usan para’ obtener informacién fisica. si £ es
un estado propio del operadorxr ; zcon valor propio A entonces;

ON(&,&) = N(C:) £,8; = N\&,Qq) Se Leaumivima a
II.5)
ON(E,8) = N(ALE,&) = N(£,2,8) = AN(£,8). :

Con la finalidad de escribir el mapa II.2) en la forma
adecuada para su extensidén geomdtrica a otras . dimensiones Yy
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simetrias, asi como su uso en el siguiente capitulo se reescribe
de la siguiente forma; ’ '

Ir.e) - N*(£,28) = gl Zx ,

con T, = (1,1:Pau“) como una base para los cuaternios; £, c?

Yy se ha usado el espinor ‘bajo 1la reprasentaéion conjugada & ya
que si

e e 2
IX.7) 2 = 2 entonces ¥ = |_,5 e C° ,

2 - 1
donde [Ea , ea] son numeros complejos vy (Eg - , 53 ] son sus
conjugadas complejas. Es sencillo notax que bajo la definicidn
IxX.7) T ’ T ’
Ir.8) ¥ = g £ , donde £ = (_g_. g ) es la representacidn matri-

cial del tenscr métrico espinorial.

Teorema II.1. El cuaternidén 'generado por el mapa dJde <Cartan
 M(E.2) = Na(_r"-:.l)‘o‘“ es ermivalente al . multivector N(£,8) = 2 &
deonde el factor escalar muestra .la degeneracidn gue existe en el
grupo de Clifford €(3,0) = (1, o, io‘i , i1} al ser una doble
cobertura (una en el campo de los reales b
imaginarios del Algebra de leos cuaternios).

Priuecba.

otra bajo los

Sea , ) .
N(E,8) == NU(E,0) o, = (£,2, - £,2)) [ o 2,.]_+ (g,2, - szez)(-g' 'é) +
L(E. 25 gzzz)[ g 3] - (g, L) (_é g] - 5 ‘ £,8, £.%

N(£,8) = 2 € 2§F = 2 (_?_ g][ & ](€1€2)= 2 [ 88, &%, ]

A
2 -¢,&, -4L,%;

con lo que el teorema gqueds demostrado.
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IT. B. MA PES E;KTEN‘DTDOS DEv CA‘R:;‘AN. ' ’ "

Conservando la 1dea de superar las dificultades matematicas

que una estructura esplnorlal independiente de la multivectorxrial

‘objetivo de
impongan condiciones sobre los

pudiexra tener, se -aborda -el construir mapas que

campos gue puedan modelar las
particulas elementales de acuerdo a sus propiedades isotdpicas y
spacio-temporalec=s, clasificar las represen-—

taciones proyectadas irreducibles de diversos dgrupos con intereés
en teoria de campo.

cuando manos para

En esta seccidén se construira un mapa

inspirado en el de
Cartan con las

caracteristicas adicionales de

gque =se -usaran
espinores (ideales minimos)

de dimensidn arbitraria, un grupo de
norma vy el grupo de Clifford G(1,3) como la simetria del
espacio—-tiempo Aha para todos los casos.
un mecanismo de construccion que,

ia estructura, permite

De hecho se presentara
al mismo tiempo gue generaliza

darle un seguimiento

geomé&trico:
.asociable a una teoria de norma.

Definicidén. El mapa extendido de Cartan s la forma
R o~ - . - -~ n ) .
bij..?.x‘tcal . L'IB [P Qe cz Acz a < dada o Tus Sivuisciites
coeficientes; - LT
IT.B.1) Mg(w,x) = wﬂr“(ABE)* _ donde; )

i)b X, e Cf siendo ideales minimos de €(1,3) o sea espinores

del espacio-tiempo. La reprecsentacidén conjugada espinorial
para el espinor guedara definicda de tal manera
c =ser: Ioom

A=t v

gue X* = £ x:
espinorial «icgida 4o 21 f£orma gue ol mapa
multivectorial sin

simetria 3= norma

pero con simetria
espacic temporal sea igual

para todo valor de n

Yy se
mantenga en todo momente 1a biyeccidén § = (-1)”% para Y €
n
c? , lo gue equivale a e:ztzx=3 23 mara AdAe 1a Aimensidn
2(n-‘L) zn
spinorial C a

asignande a un niumero

complejo el
papel de un espinor de Weyl.

P
(2ad
~

& e €(1,3) ax =

0,..-,15 como lé
multivectorial de la

representacidén
simetria espaclo—tlempo.
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iii) XB es la representacion multivectorial de los generadores de

un grupo de Lie, que en’general se toma como alguno de los

usados en teoria de norma para campos fisicos.

Ahora gueda cliara la extensicdn hecha al mapa orlglnal

Cartan escrito en la forma II.6): . se permitid el empleo de
espinores de dimension arbitraria,

se uso el grupo completo de
Clifford G(1,3) para el

espacio—tiempo en lugar de la
correspondiente subalgebra cuaternidnica T Y finalmgnte se
introdujo 1la representacién multivectorial para un grupo de Lie
a elegir. ’ )

Es evidente que el mapa Ir.s.1
cualguier grupo de : 10
(Ver I.B.),
son los

puede construirse para
norma dgue acepte representacidén multivectorial
sin ecmbargo los. casos. especiales con mayor interés
que han sido explorados ampliamente en teoria de campo;

80(10), SU(5), SU(3) Yy SU(2). se representa matricialmente
el mapa M

s ©S prosible qgque al emplear algunos grupos de Lie se use:
la representacion matricial irreducible para r

Cuando

mientras <gue se
debera elegir alguna reducible cuando se usa para otros casos.

Es
boslble oqie alquno°

hlstorlca ) no
cempleto en et espacio—tiempo,
a usar lLa pﬁrte cuaternlonlcw del mapa II.B.1, este es el caso de
los trabajos presentados por F. Re:.flerz4 25,26 donde llama mapa
extendido 4de cCartan al caso particular de Mg(wx)
norma SU(2)

autoreu (quizé por razones
cmpleen el grupo G(l 3) LlﬂltanGObc

con simetxria de
v representacidn cuaternidnica para el espacio—tiempo

tal qgue

ITI.B.2) Bg(w,x) = wfa?r; e donde
. o .

i) o con o = 0,1,2,7;

es una subdlgebra
€(1,3) formada por {1, i ;
representacidn

caaternidénica de
23 ¢ i¥,, ., 317, .} «gue Dbajo 1la
gquiral para las matrices de Dirac
representacion matricial

o .
1 O . Pauli — 1 0
{ [o 1] : [ o o'Paul.:. } donde 1 = [o 1]‘

LL :ien una
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T

[l
i
~

8 con g = 0,1,2,3} son ..os generadores del dgrupo
con_ representacidn mult:l.vector:.al {1, Fo ¢ ¥Fy25 ¢ i'a's) cque

bajo la representac:.én 1 para las matrices de Dirac
tienen la representacidén ,c'ial

(G 9-(25 (G () amoerz( 9.

(o] 1

de norma

iii) Yy, x e c* , el autor define estos

objetos como pares de
espinores de Weyvl. C.

Comentando un poco esta construccidén es

obvic que al ser un
caso particular de IIX.B.1l)

tendra limitaciones adicionales, de
hecho el autor las reconoce al aceptar gue sus grupos

de norma
seran productos directos de SU(2)

Y a lo mas UuU(l) (por ejemplo
SU(2)xSU(2)%xU (1) para modelar cromoedinamica cuéntica)27

. La razdén
es muay simple,

necesita un grupo de norma gque conmute con el
correspondiente al espacio-tiempo (indices de Lorxrentz) para gue su
eleccion de una base cuaternidnica para la simetria espacio—-tiempo

no pierda informacidn con respecto a aquella gue corresponde al

graro Gria,s) compieco (ara el groupo de jwurma 3G 2) w2 mer e
M;‘; (v ,x) es cuatro veces degenerado bajo 1a revresentacidn
multivectorial (1, ¥y . Tioz ¥.} ¥y ror lo tantco olamente cubre
cuatro wveces a Bg(w,x) ) -

IT. . MAPA MULTIVECTORIAT, DE CARTAN.

T.os mapas Jgue se han pres

estan aszscritos por componences b'g

ru

ntado en la sceccidén anterior

paxra los okbjetivos que se
persiguen en este trabajo se necesita que

éstos sean escritos
maltivectorialmente

(como es el caso del mapa X7.2) al ser usadcoc

en cl: teorema II.1l) para lo cual basta con usar II.B.1l)

para

n n
definir el mapa multivectorial de cartan MB(t,/l x) de c® x ¢ a
€(1,3) dado por

o
IT.c.1) Mp(v,x) = Mg (¥, )T,

’

de tal forma gque se tendra un multivector para cada direccion



isotdépica B : ‘ )

Teorema II.C.1. El mualtivector generado por el mapa de caxtan
HB(¢,x) = ug(w,x)ra es equivaleﬁte al multivector HB(w,x) = =
4ABr3(c xz,'lT)T'c3 siempre y guando wﬁfihg e xX = ABwTF‘ e x para todo
B,1i.

Prueba. Se tiene que

*
Mg(u,x) = HZ(u,x)T, = WT%; e 20T, vy
Mg (p,x) = (Agy'T% e x)T, = AgMo(¥,x)T, Ppor Lo que
MB(w,x) == ABHQ(W'X)' con lo cual bastara con obtenexr lia expr?sién_

para M_(¥,x) . .

Para Probar la segunda parte de este teorema tomaremos por
comodidad el caso especial Yy = x con lo que al construir el mapa
“b(WpW) se obtiene

- [ t:nz. _tﬂu Tlfz -T
<T_n -T_n <2 - -T_ T
« 22 2™ 2 1°2
-"fo(l/hlll) = MO(WI'»{I)F“ = 2
-ym, N, T, T
=
BN N, CTM, PR J

que es idéntico a la matriz

.

1 T, ':tx'c—»”x”z) o o o 1 1 o O o
o} 1 o} o T, [s) o -1 o o T o o
5 J/ A == - = -
M, (&) lo o -1 o |fu, 0-1 o0 o 0o o -1 o
o} o o —-1 n, 1 (o] (o] o (o] o] o —1J
que corresponde a la expresion Hb(w,w) = 4t3wa C'ta.

Es preciso comentar algunos puntos de interés sobre el
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anterior .teoxema; la ccndiciénvque exige el mismo'permite cque la -
relacion entre. multlvector»)en"una; dlrecclon' isotépica dada -
H (¥,x) y el construldo con r‘la unldad en el . espac’io J.sotop:.co

H (y,x) esté fljada por el cor espondlente generc..dor del grupo de
L:Le lo cual s:.mpllflca much

manejo;de  estos campos =in ser una
condicién esencial. para la. expresiodn

ultivectorlal de los mapas
de cCartan, se puede: demostrar que ~los -grupos de norma SU(2) VY
SU(3) satisfacen esta’ condlcn_on.

Pof otro lado el caso espec:.al
que se usd para probar 1a segunda parte del teocrema es el mas
comuin en este trabajo, a lo mas se usara el mapa MB(u,w) - En esta
Prueba se emplea la representacién irreducible de las matrices de
Dirac (también por razones de comodidad) y la extensién del campo
M, a dimensiones superiores se logra asignando a todo escalar
complejo la calidad de un espinor de Weyl con lo gque se pasa de la
dimensién "2¥ .a la subsecuente 2Y*' conservando 1la estructura del
nmultivector Mo (este maﬁa solamente contiene informacidén scobre 1la
estructura expacio—-tiempo dada por ®{1,3)). ) L.

Tomaremos un caso particular del tecorema II.C.1 qgquea tiene
"especiql_ interés por 1a estructura que contlene, como un ejemplo
de la nisma. Se trata de construir e¢i1 mapa Lti.pB.1l) para eiL grupo
-de Lie SU(2) y proyectarlo sobre wuna base cuaternidnica, lo que
por supuesto debera coincidir con el multivector generado por el
mapa ITI.B.2) sobre la misma base.

Teocrema II.C.2. El cuaternidn B (W, x)y = BB(w,x)a‘B subalge-
bra de G(1,3) se construye proyectgndo la parte cuaternidni—. del
multlvector Ha(w,z) mediante operadores aplicados a los anteaceden-
tes y consecuentes del mismo seguin sea.el caso (ésto eaai-rale a
decir que el multivector completo no es proyectado a su subalgebra
cuaternionica hasta gque es usado comno operador sobre otro
multivector o biex) algun minimo ideal del mismo) de la '~ciguiente
forma;

1
i

T T r T
Ir.c.2) B (Y,x) = — 3 ('C"\Ha(w,x)tf +t T H (W,x)T, v T M (b,x)T_ +

T_Mo (P, x)T)

donde
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o o o  1f )
T, = 6 o -1 o© = -;j (T, + it)yo,
o0 o o _
o o o] o
o] [o] 0o o]
T_ = o 0. o o = ’% (’Cl ""i"l:z)a‘z
0 . (o] [s] -
-1 o o o
(o] N 0o (o]
€ = -+ o0 o © = —:ZL— (L + T )o, . .
+ o (o] (0] o .
o (o) o (o3

3
i
00

}e

.
-
[
NP
”~

\ s TR, - hadio Ta nomenclatura

en la que se escribid IX.B.2) .-

(oo o‘ ) ) :
o o o

M

o

o ¢

o]
Q K
L

b B

Pruelaa;

con la finalidad de ejemplificar el procedimiento a seguir en

esta' etapa,  tomaremos el caso particular para el indice o = 3
(para ) 1resto de los casos la prueba e3 en <todo analeoga Y
solamcnte S 2ardn rooultodes intorm Y- ’

B (YL = BL(W.x)o, = BL(W,x)o, + BL(YW,x)o, + BL(W,X)o, +

+ BI(Y, X))o

por lo tanto
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r - .
(g,v, + nK)) ) —-(g,v,  + 1K) o . o
. (g,v, + n,K)) -(g,v, + 7, K,) - o o ~
B (¥,x) = 4
o ’ o (g,v, + 1K) —-(g,v, + 1K)
L o - : o (E,v, + m,K) (g, ¥ K, |
a e o = 1 ° o = TPauli o ° mientras e
ya cu ° o 1] - o Pauli qu
£ ¥, . -
U = Ez h'e x = k: resulta
n, v, .
=2 Va

P ] . - '
CByw,x) = (- v, + E,v, - .k, + 0 k)

~

1 2 2 .
Bi(W,x) = (~&,v, + &£,v, - a,k, + 1,Kk,);
BI(w,x) = -i(g,v, + g v, + n,k, + mR,);: .
Ritw,.>) = (£,v, + £,v 4 ak, + 7,%).

sin embargo B (¥, x) tambisn §UGde escribirse como
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o100 . 100 c 00 O) o000
B (¥,x) = 2 -1 0 0 Oofje zxy'l-1-0 o o} - |o oo ole [0 0O O] +
o 0 0 o O 0O 0O 0O 00 1L ‘To 00 1
0O o0 o0 o0 0 0 0.0 o 0-1 0} o 0-1 0
0 0 o0-1 [ @000 00 OO0 s+ (0 0 0-1
+ O 0O 1L Ol vy 0O 0O O 0 + 0O 0 O Ol x¥ o o 10 aonde
0O 0O O o 0O 100 0~-1 O O O 0 0 O
0O 0 OO0 -1 O O O 1 0 0O L0 0 O O
s
- O 0O 0 1 kx VoS, 262 vy V2772)
e xy = 8_2_3 g kX, {(§,8, mm) = |-vE, - v &, - v, v
A 100 0 Yy X K&, — kK&, ok, 1)
v2 klel k1€2 kl.nl k1nz)
por lo tanto se puede concluir gue
_ &, _ T . T T
B, (¥1,x) = B (#,x)0, = 2(T_ € XY T — Ty & xfry ~ T £ x4t -+
'h ¢ + -
v_o® xl,[l‘r'l."),‘ -pu: un mecanismo andaioyu se obitienen expresiovaes

para el resto de los indices por lo gque se resume el siguiente

cuadro;

_ T T, T ‘ T . .
B (Y,x) = —-2(T, € xut_+'c4,exz//'c.-,+'c¢s,c..btq\+vc_axt//‘c‘)

T ) T, T, T _
B(¥,x) = 2(T_ & XY T_+ T_€ xXxPTy + Ty € YT + T, € YPT )
a - — * * -

_ - T, . T, T, T,
B (Y,x) = 2i(T, € YT — T_e€ . xPTYy —T_ & xPT_ + Ty © Y 7T
2 + ES - R - 4 >
B (V,x) = 2(T_ e x¥'t_ — T, £ iy, — T, & 2T + T_ & 2T}
3 4 + ~ <3 Ty - vt - ¥ TS

Para proseguir el desarrollo de la comprobacidn necesitaremos
utilizar algunas propiedades de los operadores involucrados: ’
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- } * ra?i == -ci
. f¢¢t3 = % r+¢ tzt*¢ = % t¢¢
T,T, = % i-z:** T,T, = * i-cq:,,
tzt,,slr = i’l:;_ T.,:ch = i'lT't )
T, T, = T¢¢ T, T, = t¢¢
T T¢¢ = Tz 1:1&,1:1 =T, -

Ahora bien, sabemos gque M‘(w,x) = 41:"::3(: wa)":a. bya que en
este casc se esta usando el grupo de norma SU(2) por lo tanto; ~ ’

: = T ' —i T )
e T = -CSMZ(n/;,x)ts = =7 TH (¥,x)T, = —F T M (¥, x)T,

i
4
X T o

2 T (Y,x) -

Substituyendo el valor de € xr/JT para todos los mapas mul-
tivectoriales tenemcs due ’

. T T, ., T
B (¥,x) = —2(T c M (¥, x)T T + T M AP, )T, Ty + 1:‘;&:3?10(l.ll,:.z)'c:,'c'l~ +

'c_tSPIZ(w,x) r3t+) , usando las propicdades de los operadores obte-—

nemos

i

Bo(W,x) = = 3 (TMOU,X)T_ o+ TP, X Ty + T_HI(W,X)T_ kT Mo (P, T,)

En forma semejante

B, (¥,x) =

ll
0 o

T T T
(r’rrsﬂi(w,x)rzt_ + T_T, Ml(zﬂ,x)rzr‘» + -c,,,ranl(y.b,x)tz'c*_

T, .
+ 'c+1:3M1(1,1,x)-c21:¢) equivale a

iz °



B, (¥, %)

w
s
R
-~

1
|

N
q

B (W,x) = - % (r'rt!:‘(w,x)v‘!:‘rj- r,xf(w.x)r+ T W) Ty + r+H:(¢,“,-x)?_,.

I
N
q

S ;1:&_. o ' '7:' S -
‘t,—fts_;.lffz(“w,fx);?;‘t’" - t.rtanz‘w'x)txt— +

Sk o S ! 3 S o+ . : ',: : o T . N
M (Y, T, * ".,\"z‘('r"r,x’t,, + TLM (Y, x)Ty) .

= X T RO I PP o T .
Byw,x) = 5 (x T M, (¥,x)T TLT M (Y, )Ty TLTM (Y,x)T |+
't__'r:st'!: (Y,x) 1:+) ’ egquivale a .
B(W,x) = -~ % (x M.t + T, Ty F T T, T+ T AT, XY T, .
3 ’ - ) M3 P X ~ WMy ¥, K +H . - M , ) .

el teorema cduedd probado.

a)

Los nombres asignados a los operadores multivectoriales gue
permiten extraer al subalgebra cuaternionica -contenida en
€(1,3) son indicativos de su usoc al ser aplicados por la
derecha y/o jizquierda a un mulitivector o un ideal del mnismo.
i) Ta ,1 es el operador oue extrae la parte superior
(inferior) del maltivector o ideal. multivectorial al gque se
aplica bajo la métrica espinorizl anulando el sector restante
(esto equivale a una clasificacidn bajo algun espacio

isotdpico). E1l efecro Jde este operador es €1 mismo ya sea
gue se apligue hacia la da«v-eclia o a la izqguierda.

ii) Ty, s el operadsoas Emodaidis aeeia LTIk s obajo con
aplicacion de una métrica espinorial. El efecto de este

operador depende de su forma de aplicacion;

ii.1) T, es un operador de subida en el isoespin cuando se
aplica sobre multivectores e ideales multivectoriales a 1la



b)

jzguierda. )
T, es un operador de bajada en el i isocespin cuando se
aplica sobre multivectores e ideales multivectoriales a 1la

derecha. : - . - S -

ii.2) T_ es un operadox de bajada en el‘isoespin cuando se
aplica sobre multivectores e ideales multivectoriales a la
izquierada. ’ : '

T__ es un operador de subida en el iscespin cuando se
aplica sobre multivectores e ' ideales multivectoriales a 1la
derecha. : :

Bajo este enfogque la expresicén IXI.C.2) al ser aplicada a

un multivector o ideal multivectorial por la Jderecha o
izquierda 1los <transforman de _forma tal gue dos términos
(t+ e zwtt_ + Ty, € xwtt¢) solamente tienen componente infe-—
rior ‘en el iscespin (uno de ellos se mapea bajo la mE&trica
espinorial de la parte inferior del cbjeto matematico al que
se aplica, el otro -se maped bajo la misma métrica a partir
de la superior) mientras que los términos restantes solamente
tienen componente superijior en el iscespin (bajo la misma
uux‘; L‘L"lj.bl_‘.i.;:’ll Qs Lol 7 - o v : ’ )
Los operadores Tyl Y Ta,e estan escritcs como combinacidn
lineal de dos representaciones cuaternidnicas con l1o gue
resulta interesante observar que para extraer la parte
cuaternidénica de un multivector se usan proyectores guzs a su
vez estan incluides en un algebra cuaternidnicas; esto
egquivale a tener una estructura

2) mr o= 3 om Mox -
‘ ® 177377y

donde M es un multivector en €(1,3); m“J son gproyectcres con
representacidén cuaternidnica y m/ sera un cuaternicia mas. Las
~evnresiones intermedias dadas an el recuadxr-= A~ Ta
comprobacidén seran validas para cualquier grupo de norma
usado; perc a menos que se hubiera elegido (como es el caso)
a SU(2), al introducir el mapa M no se hubiera lograde la

sencillez dada en IX.C.2).
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- . Cean

c) Gracias a qgue en este caso el grupo de norma SU(2) conmuta
con la subalgebra cuaﬁerniénica de B (1,3): el mapa obtenido
al proyectar a cuaternlones g el maﬁa multivectorial MB (¥v.,x)
para 3U(2) tendra un anallsn.s y propledades simétricas para
el indice de norma y el de Lorentz.

IT. D. MAPA TNVERSO.

Se ha mostrado como un espinor ¥ define 16 coeficientes
escalares Hg(t,[/ yY) para cada indice’ isotépico a través del mapa
extendldo de Cartan Yy medlante ellos un multivector M (V,y¥) =
M (¥, t,l/)l‘ , en esta seccidn se emprendera el canmino contrarz_o para
garant:.zar la autoconsistencia del razonamiento global.

Siguiendo el razonamiento propuesto por IJ.P. C;ra:wford7 se
propone que el espinorxr original ¥ puede ser construido como;

e ¥ o
IT.D.1) "”B = I HB('.’J.!»'I)I'

donae «N-es wia cOustalive G - aOTMaticacidl,- ¢ &8 una

N un espinor arbitrario ccnst‘:ante, ME(),’I,W) la

Lfaoe Gidiman,
imnagen del .mapa

extendido de Cartan con indices espacio-temporalss e isotdpicos,
finalmente I‘ e 6(1,3).

cuando el conjunto de 16 coeficientes Il (x/r Wy vor cada direc—
cién iscotdépica  forman un algebra blesplho*’lal de Dirac (como
ocurre cuamndo se usa el grupo de norma SU(2) o SU(3)) es aplicable
el teocrema de factorizacion e inversicén del autor, en caso
contraric o1 decsarralla TT.ND.1 no puede factorizarse como sSe
muestra en <1 apéndice (A.15) pero és perfectamente wvalido.
* elLos escalares M;(W,VI) forman un algebra biespinorial de Dirac
si

II.D.2)
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. 2 2,-1 P T _ -
zuv = (o + 7) [G Euvth X n(J“KV vaﬁ)]
cuando o = yTe o= Ypr. ¢ I =y P, : K, = Yow ¢
B ' s'B " “u 104 < SR 72 st
— T
Fuv V7 L,,%8
donde ¢B = (TB e ) siendo AB un generador de algun grupo de Lie
mientras gque (21, Yy v Yy ¢ Fs¥y v ¥} € I, € €(1,3) y £ es la
metrica espincrial.
Las ecuaciones ITXr.p.2) forman parte de las llamadas

identidades de Tierz Yy es posible probar gue cuando el mapa
multivectorial de Cartan estd construido usando SU(2) y SU(3) las
ecuaciones son satisfechas, razén poxr la cual en estos casos
particulares es posible escribir el espinor ¥ mediante los mapas de
acuerdo. con II.D.1l}, ademas la expresidén se factoriza de acuerdo
con A.15) (siempre Yy cuando no se caiga en las situaciones
especiales que trata el autor).
Para ilustrar esta seccidn tomaremos el caso esprcial @ del

mapa extendido de Cartan con g?upo de norma sU(2) ";(W,W) donae

»

Yy se obtiene lo siguiente para cada direccidn iso-

<
li

J 3 mm
N

N =
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—19 T s o
wr = S [zcslnz—ez_n,) + (sf—sztnf—nz)’rl + 1L ) 7,
i(g,6,- m,my) (~£2-g24m24nd) -
2L, M)A )L Tora — : o1z
2(g,m,- €,m,) 2(g,m,~- £,m,)

i(g;-& +n;-m3) ’
- = Voia n , donde se ha usado el teorena
2(g,n- £_7M.)
1’2 21

de la factorizacidn de Crawford7 gracias a que o = z(simfsgu) se

supone no nuleo (el término w es nulo para todo espinor ) Bajo la
representacicon irreducible quiral para las matrices de Dirac y sus
productos se ortiene

[ agm, -4g M, 48,8, —'4&‘? ]

! - . - e
_:(‘) ‘kg_‘ll ke X g J 4 “ o Radiet L~
XIX.p.4) we =24T‘ ez 21 2 152 a,
2 )
—4an T, am, —4g,m, g,m,
—a® 4 . -4 & 4
*772 711772 2"72 . _17‘)2

para relacionar Wé con ¥y se busca el espinor 7 adecuado y lo mas
que se Jlogra es reconocer gue w; es un. espinor rotado ./ en el

plano Jdefinido por o, (el numero de elecciones posibles es
infinito).

8 =1

En este caso tanto o como 7 son nulos para cualgquier espinor
¥, por lo gue no es posible usar el teorema de la factorizacidn.

7



ITI.D.5) _ E v L , .

T — - iy - . (e - SR P W - - _ i

wi-et [ 2 Gamgm) o, + 208 m~g,m) %, ~2i(g,m+E,m) 7, ' ;
a2, 2 = s e R e

-2 (€1n2+€2n1) 73 + (—€1+Ez—n1+n2)701 + ( 161 ‘ l€2 : lnl—lnz.) 702 +

. 2, .2 2 2
2L £ M) T, F 21 (MM —E L)Y, ¢ O (E1FELRITIL) Y, b

%

+(i£§f—i€§—inf+i~n§) Taa| M ° cque bajo la representacion irredu-— i

- i

ducible guiral para las matrices de Dirac y sus productos
significa gue

2 ) . :

amm, -4my 4g,m,  —4gm, H

- H

2 H

—1p 4n -4m.m 4€ N -4& M i

_ e 2 12 22 172 i
II.D.6) vl = S ‘ . o,
—agm, 4g8,m,  TAgE, g, &

i

1 A 2 1 |

‘\—4’32-"2 4g.m, —4g] 4€1€2J {

bajo una unica eleccidén del espinor constante de referencia mn se
obtiene quc !ll{ = 'clwa.

8 = 2

Er =zote caso ¢ = 71 = Ju. = 0 para todo indice u y espinor ¥,

por . que no «$ posible usar el teorema de la factorizacidn.

o a—l@ s e2oa2 2 2 2, .22 2
IT.D.7; v —»—-eAN—- [l( EFE N M) Y, v (S E - ) v, +

. 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Zl(gtgz—n2n1)703 + 2(€1€2+n1n2)712 + l(€l+€2+n1+-’72)713 + ( €1+€2 n1+n2)
+ 2(n2€1+n1€2)7012 + 21(62n2+gln1)7013 + 2(62112—&1"1)7023 +

+ 2 (ElT)z--'Ez'n1 ) £ ?_3] n que bajo la representacion irreducible
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quiral' para las matrices de Dirac y sus productos significa que

. 32 N < H
-4‘11717'2 4‘17'1 -41527'1 4151771 i
. 2 : ' -
. -1 —-41imn 4in_.n —-4i&_n 41 M
1T.D.8) b"; = e4N 2 1’2 22 1’2 n o, i
: . - s - | . 1
- —-4igm, 4ig m, -2if g, 4ig] . i
. . T 2 .
—4152712 4:|.52‘r11 -4.152 41&152

bajo una uUnica eleccidén del espinor constante de referencia 7 se
obtiene que gl = T, ¥l.

B =3 S o
. —1¢ - _ 2, 2_n2__2 < 2, .22 _2 .
II.D.Q) w; - ———341\1 [2(n2€1 62771)75 + (514—“2 EZ 7’1)?1 + l(£1+c2 ’n‘l T,2) 72{-
(—igj+igi-inj+in}) (£;+5+nT+nl)
+ 2(1)27:1—&1&:2)13] [_1 - TR, "B Ty v, - (M, E,—&8,m,) T,

i(g. € +n 1) 1 ) - .
——=———"_ v | n , donde se ha usadno el teorema de factoriza-
g, g, 73 : :

< ogue T o= 2i(n2€1—§'2‘n1) se supon& no
nulo (el término o es nulo pare todo espinor V). Bajo 1la

representacidén guiral irrecucibla para las matrices de Dirac

-
cién de Crawford®  gracias

a9



4agm, -4g5m, a£,g, _4€f

. - - A
) -1 —4£ M -4£. N ag -4g£. &
s e LY 2 2 152
ITXI.D.10) wa T - ) ’
anm, —4m, A€M, —4gm,
2
an, —amm, T4Em, —4gm,

bajo wuna unica elecciéh del espinor constante arbitrario =7 se
3 - 7 = ,
obtiene cue w3 t3w°

Resumiendo; el espinor original Y gque mediante el mapa

extendido de Cartan define un nultivector Ms(w,w) para cada

direccion isotdpica queda transformado en un juego de espinores WB

después de aplicar el mapa inverso, gque se relacionan con el

algebra de Lie decl grupo SU(2) de norma (el grupo Ae norma aplicado
en el mapa 4ds Cartan extendido reaparece después del  mapa inverso

como propiedad de los campos espinoriales mismos) . Este  resultado
=~ oo 12 _gynre=sisn TT.N.31)Y orede ser. esarita

Lorprandonte ya e

como

® .

ITI.D.11) Vg = Srm—‘ Ma(w,¥)m , donde Mg(¥,y) es el mapa multi-
vectorial de Cartan en la direccion isotdpica £, usando el teorema
IT.C.1l) salemos gue HB(W,W) = -tBHB(w'w)

per lo gque II.D. 311) sSe
transforma aj;

o1 e~ie
tllB = —gwN rBMO<w.w>n = Tg —ar— M, (V.M o sea

IX.D.12) wB rﬁwo , COnN tB generador de SU(2).

Para el caso del grupo de norma SU{(3) el procedimiento es el
mismo y los resultados analogos,

con algunas salvedades ya que es
necesario wusar una

representacidén reducible de las matrices de
Dirac y la métrica espinorial se define de tal forma gque garantice
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la biyeccidén ¥ =

que

- PRy AN

(-1)®"¢i y extendiendo el mapa M_(¥,¥) d&e manera
a +todo escalar le corresponda un e&spiner de Weyl. El

resultado finai_(bajo'una rotacion de ejes) conduce a

—~iep —ip
Vg = Sgw— Mg, T m =  Sgp— Mgw,¥dm
e—ie eie
Vg = Sgm— AgM (W, ¥ = ag| Sgg— M (.Y
finalmente
IT.D.13) WB = Aﬁwo , Gdonde AB son los generadores de SU(3).

Ccomentarios Finales.

comentarios adicionales;

a)

L)y

-En esnte trabajo se adoptd la definicidn de

Para terminar este capitulo es pertinente hacer algunos-

.
E1l analisis gque se realizd en este capitulo se ejemplificd en
Ana ormpos’ As Tie scon-ciliaAas asmn Ataro vaen en made ai

ampliamente . probados; SU(2)xU(1) -

Ffistaos
{interacciones electrodé—
biles) vy SU(3) (cromodinamica cuantica), sin embargo el
procedimiento de construccioén de la estructura matematica es
lo suficientemente anmplio para incluir otros grupos de norma
siempre y cuando tengan representacion multivectorial,
que aste trabajo puede extenderse a algunos
un iti-adores. Asimismo es

por 1lo
modelos gran
factible wvariar el grupo B(1,3)
asocialu al cspaciv—-ticupo sSi asi se & ’
un espinor como
maltivectorial (ver apéndice) ¥y por lo tanto no
=e distinguios entre pares de espinores o

icdzal minimo

biespinores. Es
diferencia entre ambos estriba en sus
propiedades de transformacidon de Lorentz e inversidén espacial
(solamente los biespinores transforman entre si

CLir—ido du= Ia

ante esta
operacicdn), mas aun existe la alternativa de gue los

vectores gque se aplican sobre pares de espinores

multi-
sean
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representados matricialmente en forma substancialmente
dAiferente a agquellos gue actian scbre biespinores;:; este punto
de vista tiene un fuerte significado geométrico y se sustenta
en que la ecuacidén de Dirac escrita en
(gque pone de manifiesto inmediatamente su invariancia relati-
vista) involucra un kiespinor y acepta
para las matrices de piract®.
riaies del grupo SU(2)

representacion guiral
Los generadores nultivecto-
localmente isomorfo al grupo de las

rotaciones espaciales en tres dimensiones para ° la
o 0
representacién quiral tienen la forma 7‘3‘ = 0 —o que al
1
ser aplicados sobre el biespinor ¢ = % asccia una quira-—

lidad distinta para cada espinor de Weyl

(fisicamente £ se
identifica como un espinor de

Weyl de quiralidad c’.aerecha,
mientras que 7 es de quiralidad izquierda) y se considera que
ia representacidén quiral es adecuada para los multivectores
qué definen a los ideales izquierxrdos llamados biespinores. si
se buscara una representacicén adecuada para los multivectores
cuyos ideales minimos son pares de espinores Yy = ‘:5’ ¥y bajo
AancceiacIOn de 1dens anterior vwroponariamos due en este  Cano

o O
tuvieran la forma T o= o‘o_l
con lo que ¥ dqueda definido mediante espinores de Weyl de
misma quiralidad (izguierda =) derecha),
representaciodn matricialesta wulkima
representacion

los generadosxes del grupd SU(2)

s11
a . nivel de
corresponderia a la
del Tailtivector dual en reoresentacidn guiral

-io [o}

k . : -
o= [ ~ --"o“’. & Jdecir-r,, en la representacidn
35 c i ot

§ g
asociada a pares de aspinor

multivector Jdual 714 - ¥ 7T, en la representacidn guiral (la

transformacidn de dualidai = una operacidn de simetria en el
adlgebra multivectorial dads 2T <2

- {
ya que ¥y

seria indistinguikle a i veces el

reendnac~alayxy Aal algebra
Y exprasada. convencionalmente come 15) -

Cuando sSe habla de un espinor como ideal multivegtorial.
se esta incluyvendo en ‘esta concepcidn todas las

representaciones irreducibles .n/2 del grupo propio de Lorentz

s2

su forma mads natural



<)

(aGn del extendido por paridad). si se trata de 2% espinores
solo es posible tener pares de espinores o biespinores
(espacios euclideos de cuatro a cinco dimensiones) cuando
la dimensionalidad del espacio aumenta las posibilidades se
incrementan rapidamente Yy no tendria sentido Yen este
trabajo" buscar representaciones matriciales para cada caso
particular. © Bajo este enfoque b4 asegurando la
autoconsistencia de una eleccidén dada sobre el tipo de ideal
minimo ante transformacion de Lorentz extendida que se desea,
se usd en esta seccidn (y se continuara con esta idea) 1la
representaciodn maltivectorial quiral a sabiendas que
solamente existen dos opciones de nuestro interés; s3i el
ideal minimo es un biespinor bajo una tnica métrica
espinorial, el mapa de Cartan multivectorial conserva su
estructura y la representacidn es adecuada al tipo de espinor
alegido,‘ si el ideal minimo fuese un par de espinores Y“bajo

una tnica métrica espinorial" el mapa de Cartan

multivectorial conserva su estructura Yy la representacidn
adecuada al tipo de espinor elegido se cbtiene dualizando la
quiral - {(xa Hiale b yues . ~bajus Ea”

R AL G

Lerrescntacion
corresponda al multivgctor F‘ bajo la representacidn ascocciada
a pares de espinores corresponderd el multivector dual vSF‘),

En concreto, ja representacidn matricial de los

multivectores esta asociada a las propiedades de

transformacién ante el grupo propio de Lorentz extendido por
paridad de sus ideaies minimos (espinores) y siempre existira
la pesibilidad de relacionarlos entre si mediante. alguna
transformacidn. De cunalaquier foarma 1a estructvra S»1 mapa
multivectorial y sus propiedades no se alterar. pox el «facto
de la representacic:n matricial usada, © por las propiedades
de transformacidén del ideal minimo multivectorii aate el
grupo propio de Lorentz extendido por paridad.

Es importante discutir las propieades del transformacién de
II.D.1) ante el grupo de Lorentz propio, en el apéndice se
muesira gue las formas bilineales gue siguen un algebra
biespinerial usan un espinor gque tiansforma como Y ——> SY

cuando S € SO(3,1) . La unica diferencia entre l1a estructura
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4a)
IT.D.
II.D.
e)

estudiada por P. Crawford7 Yy la gue se presenta en esta

seccién estriba en el conjunto de coeficientes (W&X(RBE)*)
que- - pueden formar un AaAlgebra biespinorial de Dirac (cuando
menos ocurre para los grupos de norma SU(2) y SU(3)) pero no

transforman como un escalar ante la acciodén del grupo propio
de Lorentz, la razdn es sencilla #% no se construye como
observable fisico puestc que en lugar de usar la éonjugada de
Dirac del espinor Y se usa su transpuesta,
del mapa extendido de Cartan gue se

generaliza del dado en IT.6). Para gue Y de II.D.1)

un espinor ante SO (3,1)
conjugada de Dirac de

ésto se deriva
del origen mismo

transforme como

astara con
introducir 1la

¥ en lugar de su
transpuesta sin que‘por ésto se altere la estructura general
del mapa.

Gracias a que el mapa II.B.1) se construyd conservando la
linealidad y simetria del original es posible garantizar que

14) DMB(wrw) = 2D’HB(W,$) = ZHB(D’wlw) = ZHB(W.D’W)

-dondes L DY Lo 21 zgorodon Alferencial gue actha | gnhve o
espacio espinorial asociado a D que es un operador
diferencial en el espacio de ios

multivectores. En generxal
se garantiza gue en forma analoga a 1II.4) se puede escribir;

15)  OMg(#,v) = Mg(Q¥,¥) = Mg(¥,5¥)

donde Q es un operador

{(diferencial o no)
nmultirectorial,

mientras que O es
scokre el espacio espinorial.

en el espacio
su equivalente actuando

=1 1ultimo comentarioco de este capitulo tiene como objetivo
cstablecer las

condiciones bajo las cuales se puede expresar
un multivector cualgquiera (gue en lo sucesivo representaremos
como 7n) segun la estructura dada en el teorema II.C.1), con
lo cual se puede partir de. un
espinor Y mediante el mapa mulitivectoxial de
Cartan en una direccidén isotdpica (kajo un grupo de Lie).

considerar construide a
determinado



Iniciaremos el analisis con el mapa multivectorial de
Cartan sin direccicon de norma Mo(w,W) (el resto de los mapas
se podra construir a partir de ¢l mediante el teorema
IT.C.1l)) cuya estructura nos permite garantizar gue de los 16
posibles términos del desarrollo M _(¥,¥) = MI(¥,¥)T,

(1, 3) seis de ellos seran nulos, bajo

en

la representacion.
cquiral para las matrices de Dirac los teérminos

nulos
corresporiden a C 715 T ¢ ¥, <on i,i,k = 1,2,3.
cuando se construye el multivector Ms(w,w) = ABMO(W,w) la

forma del generador AB para el grupe de Lie clegido sera
determinante en la estructura del mismo conservando o no la
cantidad de términos no nulos en el desarrollo.

Es asi como si AB corresponde a los gcecneradores del gru-—

po suU(2) (70 ’ To¥g e iws) los coeficientes nulos
corresponderan sucesivamente a los siguientes términos:.(es—
calar, Tory ¢ Tisn r Ts con - -i,j,k = 1,2,3) para B = 1,

(eécalar, Ty - 7‘ ¢ T, CcOn i =1,2,3) para B = 2, (escalar,

Vg v ¥gy ¢ ¥, cON i,j,kx = 1,2,3) para B = 3. Donde todos
los coeficientes (nulos o no) se obtlienen a partir de las
fArma hilsnealas TT_R.1). Cuando: fse”usan gruvos dae Lie cuvos
generadores tienen representacidén multivectorial no homogénea
(como ccurre con SU(3)) el multivector M (y,¥) tendra mas de
10 términos no nulos en su desarrollo (en SU(é) Seran 15 para
toda direccian isctdpica) pos lo que es de esperarse gque todo
multivector pueda ser considerado como el resultado de 1la

aplicacidén deld mapa extendids de Cartan multivectoriai ba‘jo

una direccion isotdpica, va que siempre sera posible
. AN . o .
garantizar gque Ty = L'Aﬁ;wlchtw'w) = An,w"o(w'W) para algun

conjunto AB que en 21 mds general de los casos se tome como

el correspondiente al gruguo GL(n)34.

Es asi como en este capitulo se construyo un mapa multivecto-—
rial de Cartan (basado en la teoria sobre espinores del mismo
autor) gue kajo wun espacioc isotdépico cualguiera (de hecho
analizaron como ejempic 10s grupos SU(2) ¥y SU(3)) ¥y 6G(1,3)
simetria espaci-temporal, conmuta con los

se’
como
operadores fisicos

=31 -



observables cuando es simétrico.

Este mapa transforma ch cfn a
G(1r,3) aceptando espinores (ideales minimos del Algebra de
Clifford) de cualgquierxr dimensidn. ’ Para implementax la
transformacidén inversa se hizo uso del teorema reportiado en la
literatura por J.P. Crawford7

para multivectores cuyos coeficien-—
tes corresponden a un algebra biespinorial de Dirac (como nuestro
caso no es el reportado en

el mencionado articulo
demostrar gue podia .

se debid
clasificarse como tal):; fin;lmente se
estudiaron las propiedades de la estructura matematica presentada,
encontrando

adicionalmente’ un mecanismo de proyeccidén del mapa
original a un caso particular reportado en la literatura bajo un

andlisis multivectorial profundo de las limitaciones y alcances de
este dltimo.




CAPITULO IIX
TRANSFORMACIONES GENERALIZADAS DE FIERZ.
ANALISIS GEOMETRICO.
IX.A.. INTRODUCCION.

Una de las aplicaciones gue

se le dara a 1la
matematica

desarrollada en el Capitulo II es
caracter geomeétrico a las .

estructura
la dJde concederle
identidades de Fierz
por Y. Takahashisl) con lo cual se
muestra la potencia del analisis multivectorial de
extendidos de cCavrtan para

(tomaremos como
.referencia las reportadas

los mapas
interpretar y generalizar <transfor-—
maciones uvtiles en los calculos de amplitudes de transicidén para
modelos de interaccidn de ciertos procesos fisicosl'g.

- Es

.
comin gque para nodelar un fendmeno se proponga alguna
interaccién en particular gque al ser traducida a un diagrama de
Feynman produce una amplitud <&e transicion

crdenada Jde manera
distinta a como se calcula

nermalmente en la literatura, de ahi

intera~cisn propuesta para homologarla a
Es aqgui donde

Fier=z, las mas difundidas
especiales

ane se Aeba reordenar Ta

la va conocida. se usan las transformacicnes de
se rTefieren solo a

algunos casos
dAe las interacciones

electrodébiles (grupo de norma
SU(2)) por lo gue es importante generalizarlas a cualguier tipo de
interaccién (e indirectamente a cualquier grupo de norma).

La forma cuadrilineal general de los operadores de

campo que
intervien2sn en una amplitud de transiciones32

ITL.1) Q';‘;“’ = $,r ¥ § Ty,  donde y, es la funcidén de

onda
espinoria para el fermidn i involucrado en el pywoceso y 'J‘ es su
conjuganda de Dirac, mientras qgue r, e €(1,3).

Cuando se intexr-—
cambisz el orden de las particulas es posible expander IIX.1l) en
una nueva base tal que;

abed adcb
IIx.2) Qu = z Fijlekl

donde el signo menos surge debido a que los operadores de campo

s7



‘ fermidénicos anticonmutan, cuande i = j, F ¢ Se reduce a Fik gque

es conocida como matriz de Fierz . 1Ix

Las identidades de Fierz también pueden ser usadas para
obtener relaciones entre derivadas espacio-temporales de un espi-
nor ¥y un tensor (lo que significa que las cantidades fisicas
asociadas con el campo espinorial pueden espresarse en términos de
corxrientes y sus derivadas sin el conocimiento expreso de 1la
dinamica del sistema).

Es conveniente mencionar que subsisten algunas diferencias ‘de
notacioén en la literatura ya que es comin encontrar autores para
los cuales las identidades de Fierz se definen sobre el algebra Ade
Cclifford €(1,3) cuyos vectores base AL: son las matrices gamma de
Dirac y por lo tanto la expresidén III.2) resulta ser Jderivada dJde
allas (de cualguier forma 1los yxesultados practicos son equiva-
lentes) , de esta forma las identidades de Fierz basicas . se

escriben como31; .
16 . :
ITI.3) s & 1 (v_)_ (7))
ab cd a rEn c’ ad c’ cb
ﬁnnna'ﬁ;h'ns'na deilta oe Kroenecker mientras que 7  ~a@r GliL.3)
<

normalizadas come B
Tr[a'A . THd= 43 .

Y los Iindices en letras latinas son espinoriales con lo gque IIX.3)
expresa el mismo rearregio hecho en TIIX.Z2) para los ~campos
fermidnicos, es notable ocbservar ~omo se esta usando implicita-

izmo Pirac-—-K&hler pacsz reéprecontzay matricialmente a

=~
los ideales minimos de 6(3,3) yva gux cada columna de la matrxiz v,
‘tiene asociado un  indice espinoirrial (ver apéndice). Una
expresion mas generxal para II1.7) seria

mentc o foxrm

2

= (y2 T -
III.4) (7A)ab(75)ca = (P Lh TELY T\ TP (F) g (F) oy
de tal manera que calculando la traza del producto de las ‘cuatro
matrices se ha resuelto el prokblema para cualquier caso Ty
G(1,3) (Lo gue por cierto es sumamente tedioso y largo), una vez

S8



<
que se ha especificado el rgarréglo de las indices espinoriales
resulta inatil y molesta su escritura por lo gque en lo sucesivo .se
obviara. B

. Una vez gue se ha calculado. para cualgquier caso la expresion
IXYX.4), que por cierto suele escribirse como
16

= X s
(TP ea= 3 c21 T, (¥p7e) oy o bien.

16

r,) vzl = % (v ) [T ] para todo
c=1

T, r Ty s T, € €(1,3), se derivan de este resultado las relacio-
nes entre las corxrientes hermitianas Ja = wraw con Fa e (1,3)
sobre el campo de los nimeros complejos.
espinor ¥ hasta una fase

capitulo II Yy apéndice)

Cuando se reconstruyd el
mediante los coeficientes J - (ver
se usaron algunas Jde estas relaciones
mediante las cuales se definido un algebra biespinoriél de Dirac.’
Para reconstruir el esﬁinor con su fase global

‘incluida  se
ir otras cantidades

invariantes de noxrma R, =

tendrian gque defin "
iF%y ¢ 3zude IT es 2l erpinom.canitngada. de emvas Al corraspon-
diente conjugado de Dirac (para recuperar la f£ase global en el

espinor construido usando el mapa multivectorial de cCartan M

bastara con substituir wT por ¥° en la definicidén del mismo), las

relaciones entre las corrientes JV Y R“ asi como sus productos

también fueron obtenidos por Y. Takahashi mediante las relaciones

TIX.4).

IITI.B. PRODUCTO DE MAPAS MULTIVECTORIALES. DE CARTAN

En esta seccidn se analizara el prcducto de Clifford de los
mapas multivectoriales de Cartan generados en el capiitulo anterior
con la finalidad de relacionarlo con las identidades

as Fierz, en
-

J P

tc2cz ios casos particulares se desarrollardan, corxclarics Ao
teoremas de este capitulo.
Corolario al Teorema II.C.1l). El

producto de Clifford de los
n n
mapas H‘(w,z) de c¢% xc? — G(1,3) con

simetria de norma del grupo
generado pox Al esta dado por;
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IIT-B.1.. M (¥, )M (X', %) = 4M (Y,¥’)H (x",x) donde M (¥,y’) es
un escalar para cada - direccidn . isotdpica j dado como

Ta-

s =T".’ PRI , l-_-
IXIr.B.2) M)(w,w ) 1Y/ AJ e ¥ cop‘ A”V tSAJ

Prueba.

- - TT
H‘(W:Z_)HJ(Z',W') = (4r, T, (e x¥) -c:’)(43_ T, (= ‘//’X'T) <)
M (f,x)IM (x?,¥’) = 16A T _(& xwr)r-c A T_ (e W'X'T)T
Lty 3 ’ 1 T3 3?3 T;
como TD = T T a.,t, = (t_aTrt_)T  entonces T ”
3 3 Y 33 "3 3731”3 R -
Mo (W, (7 ,w0) = 16A, T, (e T AT, & v )T o sea
1) A ’ ’ j— ,'r o » 2T\ T
M (U,20)M (X’ ,¥7) = 16x, T (8 XY Ay e ¥IXT) T,
xl(w,x)y foe? 42y = 1AY T (¢T> puw:){p.zy,r)rr  r1na tmente -

I
3 1 3 3

MWLM (X7 LWT) =AM (YL M (X7, 5

con lo que 21 corolario ha sido prokvado.

Este «corolario es el caso mas general gque se puede presentar
vya que esta construido para cualquier grupo de norma y dimensidén
n
de los WWaales minimos o espinores ya que ¥, X, ¥, X’ . e o . Sin
emburgo se Zesea relacionar este tipo de productos en el algebra
de 1 Clifford con las identidades de Fierz

espacio--tiempo fisico,

escritas en el
por lco gue sera conveniente analizar con
- - 4 - P’y

mayor oroiundidad el caso C . Adicionalmenta

se estudiara el
efects gGlce puldicaia b g

Loncr un grupo de norma especifico como SU(2)
en el uso del producto geométrico de mapas multivectoriales y su
relacion con las interacciones como teorias de norma

(por ejemplo
1a

interaccion débil esta relacionada con un grupo de norma SU(2))
en las gue se emplean las identidades de Fierz.
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Como ejemplo del corolarié'al teorema IT.C.1l), el producto de

Clifford de los multiveptoréslxifw,x) para el grupo de norma SU(2)
estara dado por;

H‘(W,X)MJ(X’:W') =M,(w,w')H,(x‘,x)
donde v, x, x*, ¥’', e c* Y MJ(&,W') es el escalar thJ e Y’
que puede obtenerse con la combinacion lineal de los coeficientes
de la representacidn multivectorial para SU(2)

dada por {1,
¥ + 2T Y,

Tw
de tal manera qgquej;

ITT.B.3)

(1) (7) (7,,3) (%)
M Qp, ) = % (M, vy = mMlqw,ur) o+ mw,ur) + AMS(w, ey )

7o (¥y) E DI (x) (¥...) S
M (Y I = L © . + M° ’ + M5 5' - it :2311 °
LI =g CH YY) T W) ) Mt vy

¥

== N 00 B C ) @ L)
M_ T sy = =M Y =~ MW ) e M (WY - dM cwew Yy -
2 <& (5 x < S

irg - - :

N (¥} (7,5.) (7, . (1)

MW, YY) =y MU, W) - AMNWwr) - LML, Y) MO, U))

~1

-donde se colocd entre paréntesis ¢

1 multivector cuyo coeficiente
esta en la parte infericr inmediata.

Es claro gue los

escalares
=1 algebra SU(2)

se relacionan entre si mediante representada por

{2, 75 +» ¥o¥5 » i7])-

Corolario al teorema IX.C.2).

El producto de Clifford de los
cuaterniones Bj(w,x) con grupo e norma SU(2) esta

dado por

TIT.B.4) B, (¥,X)By(x’,¥’) = C0 BL(Y, ¥ )By(x’ X
con &°FP9 o glP4KO L gJogxp - gTR*g® 1 I agnde
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K : . < -
gJ es el tensor meétrico de Lorentz,

e’ o5 el tensor permutacién totalmente antisimétrico,

v, v, %, x* e <

son ideales minimos de los multivectores
€(1,3).

Prueba.

Con la finalidad de ejemplificér el procedimiento a usar ya

gque es totalmente repetitivo, se tomara un caso particular

. - T T T,

Bs(w,x)eBl(x’,W’) = 4(t¢ e xyP t¢ - Ty € XY TY — T, € XY T__

“+T € xwwr ) (T e w'x'Tt + T € w’x’Tt + T, &€ w’x’rt + T, © w’x'rr )
hagp + 7+ [ —_ < 7 < + -+ P

gracias a las siguientes propiedades de los operadores T

- . X : - - X 3
a) T¢t¢ = Y (l+t3) g) T_t¢ = 2(-:1 1t2)
b) T T, = — i (T, +it)) h) z T, = - & (1—;i
4+~ + 2 1 2 o -+ 2 3
?) t¢r_ = t¢1¢ = u 37 LU — e_¢g — &
a)y wut_ = — X (c.-iT.) X) T, = - & (1%T.)
v 2 3 2 + - 2 3
e) T.ry = - = (1-T.) 1) T,ry = — = (r_ +iT))
e 2 "3 . + ¥ 2 1 2
£) T¢t¢ = Ty, = [o] - m) t+TT = T,T, = [o]

la expresidn anterior se transforma a;
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B_(¥,x)=B {x’,yp’) =
4 (T bc xwr -1 (L+T_ 3 | & u)’;z’rt + 4T v e Xl,’IT -1 (Tt -+it)) f > x,!l'z’T'c
T . 2 3 R + 2 1 2 +

-azTy € 2y’ [— % ('cl-—jv.'l:z');’] CeytxtTTy - ATy e xy (— % (1--:3)] e vrxTT, —

1

4T_ € wa [—- > (1+1:3)] e l,l/'_x"'r'c,b + 4T __ € wa (— —;- _(-1:1+i1:2)] F> x{l'z’r-c_l_ ,

o bien

B (¥, ) °B (%7, ¥’) = -2T_ & ' e Yrx’TT_ — 2T & x¥T, € wx’ T

-27T e xwr-c F>4 zﬂ'x'r'c -~ 2iT F>3 wa-c e t,/l'x'T't: +2T, =& xg’:r-r: & l,l/'x'T-r:q,
+ 1 -+~ -+ 2 -~ 1

.. . : T,
-—7t+ € 7wrt e nll’x'T'l:' - 2T >4 'x_z['T'cJ e t/l’x';r’l:\., + 2T, € xt,’/T'::, e Yrix’ T_
> -~ . hal . . . 3 e

—21'.1:+ e watzr 8-~‘W'2’T'C;_~-+'2'C+ c.x'//T’ é.w"xr T - 2T__ € x"fp e z,'/’;ér' Ty
~

-2T_ & zl/fr-cl e w-'x"r'c_'_ - 2it_ = sz'cz e l!l'x’T’C_*_ .

Por ctro lado como B‘;(w,w') wr‘tj e ¥y’ tenemos gue

B_(¥,x) B (x’,y¥’) = — 2B°(¥, Y’ )T . e xx’'T_ — 2B2(Y,¥’)T € xx’ T_
3 - 1. o <+ -— 3 a~

—2BJ(h, ) c® xz'T'cA - ziB;(w,w')-c‘r e xx'T-cr + 2B5(YU, ¥ )T, & xx’TTy
. .

~23iBI(F )Ty & AKX Ty + 2BO(W, V)T, € xxTT, —2BI(Y,¥)Ty £ xx’ T,

T, s T, T
+2}3:(g1/,-,"')'r_'_ e vvtlo —21}3:{11/.11/'\1:_'_ e xx’'t_ + 2B3(|/1,z[1’)'t:+ e xx’ T

T T < T
—2Bg(w.w')r_ e xx’' Ty —ZB‘:(L’!,VI’)T:__ € xx’ T, —ZlB;(w.w')t_ e xx’ "f:+

- T
—2BJ(¥. ¥ T, & ax’TT - -2Bl(ML,UNT_ © xx T
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agrupando términos

B (¥,x)°B, (X’ ,¥") = , : ' :

T, T T T
B;(t,ll,gp’)(—Z'l':"~ e xx’ 'z:’_._ + 2ty £ xx’ T, + 21:+ e xx’ t+ ~ .2'c_ e xx’ ' Ty)

+B':('Jl,q,'/’) (2Tty € xx"rrq,.—zr* e xx'7t1~-+ 2'c+ e xx’r‘z:__ - Z'C_. e xx"r'z:.) +

+B;_(z/1,z,'1') (-—2i1:+ e xx’rt'r-—zi'-cq,.c xx' Tty - 2it,_ e xx’TT_ -2it_ e xx’T-c+) +

© - T, - »T —- +7T - 2T,
+B3(¢':'l")( 21:‘? € xx’ T_ 2ty £ xXx 1':+ 2T_ € xx’ Ty 21:+ e xx c’r) .

Identificando términos i ’ T

B (Y,x)°B (x",¥’") = —iBZ(:»'f,z/:')Bzcz,x'>—B;‘cw,w;)sg(x.x') + '
+ ABI(W,¥’)B (x,2’) — BV, ¥ )B, (X, x) . )
que corresponde al caso partic’ul.ar de IIX.B.4) para el cx'ial J =3
¥ ot — . : - :

La forma del prroducto IIYX.B. 4) quedd determinada

fundamentalmente por la combinacién del corolario al teorema
IXI.C.1) (caso particular del grupo de Lie SU(2)) y las propiedades
de los proyectores para extraer la subdlgebra cuaternidnica del
mapa M (W, ) e B(1,3), adicicnalmente gracias a que el caso
particular B";‘(:,’/,x) tiene un grupo de norma gue conmuta con %a base
cuaternidnica elegida para representar la simetria espacios-tiempo,
ei producito de Clifford ITII.B5.4) e=u cs";:‘;cio isotrdpizc es egiiva-
lente al correspondiente en espacio-tienpo.

B¥ (v, 2y B (27, w7y = BT (v,u)B% (2. x)

o
B =g g+ g g, — g g s — ic - :
rs ar LS axd By xRS <BYS

donde



dupg =S el tensor métrico de Lorentz,

“apvs es el tensor permutacidn totalmente antisimétrico,

y,¢?’,x,x’ e c* son ideales minimos _de los multivectores i?(l,:i).

Esta propiedad se repetira sienmpre q\ie el grupo de norma

conmute con el elegido para expresar la simetria espacio-tiempo,

en virtud de ser ésta una caracteristica particular de algun

modelo dAe intqraccién_lo mas comun .es que el producto de clifford

IIT.B.1l) en el espacio isotdpico no sea equivalente al correspon-

diente en espacio-—-tiempo (no hay

simetria entre los indices de
Lorentz y los de norma).

Con la finalidad de mostrar en forma completa los productos

geométricos de los mapas multivectoriales dados en el anteriorx
capitulo y como un ejemplo de lo ciue éstos implicarian para el

mapa &e Cartan original se presenta el

Corolario al tTeorema IXI.1l). El producto geométrico de los
napas cuaterniodonicos N(€,2) y N{&’,§’) con g,&,¢E, &' e c? (espi—
nores de Weyl) estda dado por; A C

siguiente

TTY . ® S} NS FYaNi¥s £7Y = M (e

Pruebkba
N(E,L)-N(EF,E7) = (2 € 2 £)(2 e €72°7) = 4 c 2 £ e g72'7
va gque por el teorema II.1)

N(E,8) = N*(Z, )0, =2 € & &

ademas T £ g7 = £,8, - §,81 = n°(£.£7) por lo tanto

N(£.8)oN(2’,E%) = AN°(£,&7) e &°T = 2N°(g,£7) (2 e &r Y ¢

sincolmeonte
N(&,8)=N(E’,E’) = 2N°(£,£7)N(L’,8),

con lo gue se ha probado el corolario.
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Para terminar esta.
observaciones,
IIT.B.4)°

seccidén es  importante efectuar algunas
tanto el mapa II.C.2) como el producto de cClifforad
fueron postulados por F. Reipler24'25'27 sin un analisis
maltivectorial paralelo 1o gue le impide notar las limitaciones de
su construccidn. La 1dégica de extensidn cgue este autor usa es

repetitiva ya gue sobre la base del mapa original de cCartan IXI.Z2)

realiza un mapeo en el cual al producto de dos numeros complejos
£,

n+1

n
(de c? a c®
E

3 le asocia al pasar a la dimensionalidad inmediata superior

para espinoges, de Em} a Emu1 o bien Ade Emhi a
apes PATA el. espacio base Ab asociado) todo el mapa original de
Cartan N“(E,n) donde £ es el espinor de Weyl asociacdo al nuimero
complejo 6‘ mientras gque.7n es el espinor de Weyl

correspondiente
a nj. De

esta forma construye el mapa BK(w,x) gue corresponde a
la proyeccion cuaternidnica del mapa mnultivecteorial de cartan
Mg(w,x) para el grupo de norma SU(2). Este procedimiento puede

ser repetido n veces coensecutivas con lo que se definirian mapas
Pl :
rara multipletes ¥ < c®

. —
= consistentes de 27

espinores de Weyl.y
norma [SU(2)1"xU(1) (a1l repetir en 1la

evrensian antaevrios la_esiriuctura del mapa de Cartan se tendra fi-fo
.el. grupo de norma  como

cuaternidénica para el

se tendrian grupos de

alguna potencia SU(2))

espacio—tiempo.
ITIY.B.4) se extendera a27;

con una pase

Asimismo el procducto

BJ oo eJ
n

n~-2 PIQ:I. Pn—‘.lqn—'l
w,x)eB, . (x’,¢’") =[1,/2 ] C, g ---C, x
1 -1 1 n—1

11 n-1 n-1

(o e YR
z n-1 © Q-9

(x’77)
-1,

lo FW2 ‘muestra una sucesiva proyeccidén cuaternidnica gue indica
una ba~se espacio-temporal cuaternidnica y un grupo de norma no
simple —m~t~=ria Aa SIT(2) . 1o cual conserva la

simetria del
mapa ante los indices de Lorentz y norma.

Es efectivamente cierto gue al extender el mapa original de
Cartan a la dimension inmediata

superior siguiendo
aparece el grupo dJde

neorma SU(2) sobre una

esta
construccidn

base
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cuaternidénica, pero . para las aplicaciones a modelos de

interaccion ttiles no es deseable tener limitaciones en cuanto a
los grupos de norma a usar,

de hecho la construccidén presentada en
este trabajo como

el mapa multivectorial extendido de

Cartan
pernite una eleccién tectalmente arbitraria del grupo

de norma
(estrictamente basta con tener representacion multivectorial para
que sea posible su uso) asi como de) grupo base para-expresar al
espacio-tiempeo eliminando las limitaciones
al mismo tiempo gue lo muestra como un

ciertas restricciones de orden geométrico.

del trabajo de Reifler

caso particular bajo

IIX.C. IDENTIDADES DE FIERZ COMO
MULTIVECTORTALES DE CARTAN .

PRODUCTOS DE MAPAS

En esta seccidn usaremos el corolario al teorema IXI.C.1l) para
mostrar como las identidades de Fierz obtenidas por Y. Takahashi>t

tienen un significado geométrico y pueden

ser obtenidas usando
solamente 1la infermacién contenida en este

propiecdades del Algebra de Cclifford 6G(p,q) presentadas en el
primer capitulo d= este trabajo.

e

3 normalmente an 21 AT~ To
de las amplitudes de transicidh para interacciones entre particu-
las tienen la siguiente forma:

+ . .
1tx.c.1) I =¢¥% , I = iwte oy v, I, = ivTy ¥

= ay¥ | = T,
Jsu iy v v, Juv W to'zuvw

Fara - a’Jgunes
cidén--de uun -

casos particulares (por ejempl

— 3
espinor con la fase global explicita) se suelen usar
adernds ‘de las anteriores corrientes hermitianas,

las cantidades
invari—ntes de norma

IrIi.c.2) Rra = iy'¥ T ¥

donde yY°© es el espinor conjugado de carga de Y y se define de tal
manera gue
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1r.c.3) ¢y v = vy v = 1wy _y,v = o.

Las definiciones anteriores han usado la notacidn convencio-—
nal de Y. Takahashi y su tensor métrico gt = diag(-1,1,1,1) de tal
manera gue la signatura del espacio—tiempo de este autor es el
valor negativo de la correspondiente a Ahs . espac?o generador
del algebra €(1,3), sin embargo los calculos posteriores seran au-
toconsistentes ¥y locales por lo gque las conclusiones obtenidas
seran validas. Asimismo (%, 7# y vuv ’ 157“ , 75) es la base Fa
e 6(1,3) Yy pueden representarse como las matrices de Dirac si
fuera necesario, lo gue por cierto no ocurre en este capitulo.

Ahora bien, gracias a la definicidén II.B.l1) del mapa extendi-
do de cCartan

IZ.B.1) HI¥(Mm,x) = n'r%, & x

B 8 )
es posible garantizar que ) '_
LlL-Q.#."MT(W‘;E’)'='W“TﬁTQ e ¢g2twy = w'T% o , S -
donde €2 = 1 Y el mapa ILI.B,1) £fue usado para la siguiente substif
tucion;

3 —_n .

m— Yy , xXx— Y =gy

con la direccion isotdpica dada por Aé = A: = ¥ _ que corresponde a

uno de los tres generadceres del grupo SU(2) y estara corntenida en
cualquier grupo no siméla © de rango mayor que Ttenga como subgyrupo
a S8SU(2) {de hecho todos los de interés en la fisica de altas
energias) . )

En forma semejante IX.B.1l) permite escribir
1xx.c.5 wmTw S, %) = ¢ ir% y

con la suwbstitucidn

ce
n — Y Y x — & ¥

I
©
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bajo la misma direccion isotdépica anterior.

De esta forma las expresiones III.C.1) se pueden agrupar como

Jra = iw*voraw y IIX.c.2) Rra_f }w°f7°Faw resultan analogas a
IIX.c.4) y III.C.5)

hasta un signo bajo el cambio de métrica ya
previsto.

Por otro lado es conocido que (las identidades de Fierz son
relaciones entre las corrientes hermltlanas JF Y las cantidades

invariantes de norma RF (yYya sea gue se mezclen entre si o no lo

hagan), sin embargo gracias al mapa nmnultivectorial de cCartan

(teorema ITX.C.1)) ¥y al producto entre ellos (corolario al teorema

IT.C.1)) asi scomo a las propiedades del algebra de Clifford (1, 3)

es posible encontrar facilmente relaciones entre las expresiones
ITI.C.4) y III.C.5), del corolario al tecrema II.C.1l)

IIX.B.1) Mi(w,x)MJ(x',w") = aM (¥, ¥ )M (x’,X) o sea

o B ’ d = . / 5 ’
LU, 2)T,) (M (! ,w )T ) = 4M (Y, Y/ )M (x’,x)T4

aonde "iJ(WIW:) - .yfrfo; e ¢ o - .

; - ‘3RJ°3 ¥ o3 subkiandicos
1,3 indican direcciones isotopicas,

es  posible. deducir las si-
guientes ecuaciones; .

IxI.Cc.6) MY W IT) G BT,y = an v, T HHS LT,
donde M, (¢",¥F") = gu*wo»p = J.
Y st T af ", BTy = am T THET WL EOT,
donde Ml(wc',ﬁ.) = wc*jow = R = 0 por lo que esta ecua-

cidén se reduce a

xr.c.7) MY, BHry e w ¥y = o.
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e e g e g e e S cee
TIX.C.8) MI(W ¥ IT,) ML , ¥ ITg) = aM (™, ) H (™, V3T,

donde M, (¢, %) = pl¥.
o . - 1/17-..7_0 - — ;_.

rrI.c.9) MY, THr) P (e T, T Ty = am v, Tl T, YT
R 1 o 1t : i 8 1 1 3

donde M, (¥, Ty = wé*wow =R = 0. .
que son todas las posibles combinaciones entre los mapas
multivectoriales de Cartan asociados a IIT.C.4) ¥y III.C.5)- o sea
contienen todas las relaciones posibles entre I Y. R ., POr

o

esta razdn a la relacidn III.B.1l)

se le llamara en lo sucesivo
identidad de Fierz genceralizada.

Para obtener la informacidn reslativa a 1las identidades ae
Fierz como se conocen usualmente bastara con usar las propiedades’
del producto de <Clifford entre dos multivectores

para después igualar los coeoeficientes de cada r—vector en ambos
™mismhroae e 1a arnacidn (TYT . .6, TTF..7. TIXI

ne homogéneos

R v ITT..9) ob-
teniéndose de la misma 16 identidades de Fierz vyva que el Aalgebra
‘usada fue B(1,3). El procedimiento con gque se obitienen las iden-—

tidades determina la forma que ellas presentan en el sentido de

gque la combinacicén lineal de varias identidades de Fiexrz sera otra
identidad mas, es ési como esta procedimiento permitira obtener-—
las en la forma usual o bien en alguna de sus
lineales (Takahashi prueba como las identidades

dependientes entre si)3l.

combinaciones
que &€l enlista son

A contirmacion se procedera a mostrar
algunos casos particulares a manera de ejemplos en

witengan identidades de Fierz por el
tivectorial ya descrito.

los que se
procedimiento mul-—

i) Tomemos como primer caso la parte escalar de los productos
ITI.C.6), IXII.C.7), IiX.C.8) y Iir.c.9) por tener analogo
directo dentro del conjunto de identidades de Fierz usuales.

Por comodidad de notacidn el ;ndice en el grupo de Clifford

cdel espacio-tiempo 6(1,2) sa escribira con notacion directa

del versor al que corresponda como coeficiente en el
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multlvector ‘no homogeneo M (n,x), es asi como Hz(n,x) sera
coef1c1ente de ‘su parte escalar,‘M (n,x) lo sera del

u—-vec—
tor , .corresponderanal uv—vector mientras gque
duv(ﬂ x)- a‘sﬁ 2évector dual (7 ey Y, “(n x) sera el

s? v
coef1c1ente del '3=vector: dual a u (1 T 7 ) b4 flnalmente
Hs(n z) corresponde al coeficiente de su parte pseudoesicalar.

i.1) Asi pues, 1a parte escalar de IIT.C.8) seré;

N AP IR Yo S 1 WS il A 20 il P00 B+ Vo TR D B sl (A 2 TS

+ H T, MM WY Wt BT, = am (T, YT, T
que a; traducir a las corrientes hermitianas tipo IXIrX.cC.l1l)
bajo la métrica adecuada nos lleva a la relacidn; -

.

2 ’ 2 _ — 2
J JaJa f ZAJdBJGB + JSMJSH Js = 4J o sea
IIIC:!.O) - 332—-JaJa+—%—JaBJdB+JSMJSM—JS=0'

que corresponde a la identidad JIT—3 reportada por Y.

TakahashiZl.
i.2) En forma andalecga al caso anterior "y recordando las
propiedades III.C.3) la parte escalar del producto I1IX.C.9)
sera
IIT C.11) -R R + & R, =0 ~—

o e < wi> X

gque rorresponde a ta identidad RR—-1 reportada ror Y. Takaha-—
;31 :
shi

i.3) La parte escalar del producto III.C.7) es;
Mot WML, YY) + MYt T (0t T+ 2NV T e e Y (T +

Rl AR IS E 'l S IS SR S o UM AL D * o €T A 7

]

(o]



Mo (Y

ML (Y

que al traducir a las corrlentes herm:.t:.anas‘III C. 1)
cantidades invariantes de~'norma III <. 2)"‘
apropiada y tomando en: cuen ;
transforma a 5

Y las
bajo- 1a  métrica

se

n i
-
ITI.C.12) R, T, + 3 Ruvauv

que corresponde a la :x.dent:l.dad RJ--l reportada por Y. Takaha-
3
shi .

i.a) IL.a parte escalar del produc:l:o'IJ_:I-c,S) es;

LEHMI WS, + ut T, ey (T, By o+ 3NVt Y Y (T, T

1 .2
) B . .
5 - —e [ JE— - = - . - e - _» o
+ Mt EHMM WS, ML EML L T) =AM (L, B M (W, T :
que al traducir a las corrientes hermitianas IXr.c.l) y las
cantidades invariantes de norma IIX.C.2) bajo la métrica
aprupiada y Cudndoe <n cuenia. las propicdadces ITIXI.LZ.T),. =2
transforma a .
II¥.c.13) J R, + 2 3 R . = 0
[ Xy ¥ 2 Tuviuv
que corresponde a la identidaad JR—1 reportada por Y.
Takahashi>t. .
En = segundo caso se oktendrd la parte 1-vector de 1las
cuatre ecuaciones analirzadas. -
~iji.) ia parte lL-vectorial de 1a ecuacidn ITY.C.6) es;
<ze - —e . e . v, e —e v, s —o
RS A O L R A OO L A CANT IS E S SR CANT IS T L S T N S

PSR L A P S i L R LA TR L

v v spt
s v [ — a s [ J— s, o _»
A Ml CAPE0 Eo ol O D RN SoNRE R ol (N IS b el S0 K S SR -

s - _—e . e, ) . . o .=
+ MMt T, By v, = e E T, 8y,

sSpt” s

T2




que al expresar como las corrientes: hermit:.anas IIX.Cc.1) bajo )
la métrica adecuada nos lleva a 1a relaca.én ', . i . )

2433, - 2i3,3, - 2igd T -J J‘

ll
|
»
™
d

v vt sy sYsu 7 © sea
4 —
IIT.c.14) I3, - 3T, I, - Jstu = o0

que corrésponde a la combinacidn lineal de las identidades’
JJ=3 y JJ-8 reportadas por Y. Takahash:i.31 (de hecho es 1la
resta y estrictamente corresponde a una separacién arbitra-
ria, pero valida de iII.C-14).

ii.2) En forma analoga el caso anterior y gracias a las
propiedades IXI.C.3), la parte 1l-vector del producto III.C.9) p
sera . - .
IIT.C.15) R,R,, = O - e

gque corresponde a la identidaad RR--8 reportadé pror Y.
Takahashi3l yvya gque la correspondiente a RR—3 es nula.

ii.3) IL.a parte l-vector del producto IITI.C.7) es;

A I L A S T A R P A B T o (A Yt O I

ry

SR OIS E e A IS RO SR S s S At I E e (U )75uw:; |
S A CORPE D T sl AN IS T SIS b o (A IS sl (AN IS L I S

+ Mt e Y v, = o,

que al escribirse usandce 'Tas corrientes hermitianas III-C.l).
Y las cantidades invariantes de norma IIT.C.2) bajo 1la

meétrica apropiada (tomando en cuenta las propiedades III.C.3)
se transforma a



-iR,,J + R

T

11 v ou - Rquv - lRuVJSV = 0 o sea
. s d -
IIT.C.16) R“J + ;LRVJV“ lRu.VJv -+ Rqusv (o]
cdue corresponde a la identidad RJI-3 reportada por Y.
Takahashi3t.
ii.4) ILa parte l-vector del producto IXI.C.8) es;
- L Lg— [ € . - - _e v - o 134 > _=
I AN IR Rl (A 2D T SR S 20 Eo ol C AR BRI L CANT I R Ll €A 20 K S
v, ® —=_ 1 PR s - e _auy .« o a
+ MWLM T, T, + T B M T Uy ey,
i
auy , ,* —>* Sii, ,c® —* a S . - 17) c= .
SR N C AR Sl C A0 v SRR S O 20 B sl C Al 10 N S )
5 L J— s . —» . .= * —e
e TP S o ¢ T R N R R L A {2 T
que al ser expresado mediante las corrientes hermitianas
LliL.C.l) Yy las cantiacaaes invariantctes ce norma LiLl.C.2) vajou
la metrica adecuada y las propiedades ILT.C.3) resulta ser;
- s - d —
JRH lJvuRv lJVRuv Jszuv = 4JR“ o sea
. : . .3 ) =
_ ;;I.c.lj)_ 3JR, 1T, = BILR L, svRup = ©

2 veportada por Y. Takahashi

gque corresvoende a la identidad Jil—-

iii) En

este Ultimo caso se

aborlara el

andalisis

3—vector de los cuatro productos estudiados.

™

ii.a)

de

la parte

La parte 3-vectoricl e la ecuacidén IIX.C.6) es;



IXI..C.1) bajo la métrica adecuada nos lleva a;

MWL T, T, + MW T )H"“"‘(u T T e+
R A Y AU 2 R AR SR ol U AT Yool A T S

AR P O 20 T s O 2D RN SP  sal C A28 R ¢ 20 K SN

R A AT B U B L P TSR T it 2 E o S I R
o e sp, e oo

aM, (v TN, T,

gque al expresar como funcidén 4de las corrientes hermitianas

i S5 +JJ_ - ig? 3 4+ g, T - iF_, T + J

s [ 2y 7. 4 s - J¥Ya A 4 Ad” sa SiL AaJ + Jqu =
- 4lJJﬂ1 .
o sea
. . a i _
IIT.C.18) lJJs“ 1JaJua -+ Jqu - JuaJsa = o

que corresponde a una combinacién lineal dL las identidades
JI—4 y JIIF—7 reportadﬁa poin Y. mahaha=h13l (de hacho wcorres-—
ponden a una separacidn arbitraria pero valida de IIX.C.16).

iii.2) En forma andaloga al caso anterior y dJdracias a las

propiedades IXxr.c.3), la parte 3-vectorial - del producto
IITI.C.9) sera

d =
IIL.c.19) R R5, = O

qde corresponde a la identidad RR-4 reportada nor Y.
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Takahashi31 ya gue la correspondiente a RR-7 es nula.

%

ii:3). La parte 3-vectorial del producto III.C.7) es;

c® —e SLL " —- o c* djpree . —a a
YOI D el AN L SR S S A SR Al CAPT D KN SIS
Y S LU A MR el CUNIB g CAPL R L Sy SR

et , e —*
+ H‘ (v~ ,v )M ('/1 P )"”ua sa

- - pu— E - —
+ Mt P T Yy, +
o - 1o s . e « _»
+ M UM W Yy, + ML B L By, = 0
que gracilas a las propiedades III.C.3) se puede escribir en
. funcién de las corrientes hermitianas IXI.C.1) y las cantida-
des invariantes de norma III.C.2) como -

. d s d _
ITT.C.20) Ru.Js + chsz.cx lRu.cho: ind RhaJsa = 0
aquea corresponde  a ia f1dencidad RI~-r Lepus Lada Jelory T.

Takahash i3,

™

ii.4) La parte 3-vector de IIXI.C.8) es;

OIS T Sl S A L N SV C P 0 F - eatal S A K AV

L g S e e ApeE, ¢ e, e 4
A SIS EE S AR I K I SR S O A Y S AT K v SV

BT 00 el (a0 TSN SUNIE S sl O I E S {2

+ 5%
1

S Rl C AR T S S Mf(w',ﬁ')nﬁ‘(w‘,ﬁ')wsw“ =

amM, (0, B, B T,

que gracias a las preopiedades III.C.3) corresponde aj

76



combinacion lineal de las identidades JR-7 y JR-4 reportadas
por Y. Talkahashi.

Finalizamos este capitulo con algunos comentarios importantes
al respecto:; en primer lugar es evidente la facilidad y sencillez
con gue se obtuvieron algunas identidades de Fierz partiendo del

analisis del producto de mapas multivectoriales de Caxrtan a lo

que se debe anadir que este procedimiento es igualmente wvalido

cuando se emplean otro tipo de corrientes para usos diferentes en

el modelo, (el procedimiento es general y su sencillez =s=e mantiene
para cantidades diferentes a las usuales) las ventajas en cuanto a
economia Yy sentido geométrico con respecto a la forma usual Jde
determinacidn de las mismas

(calculo Ae trazas en formas
cuadrilineales que

involucran matrices de Dirac
son ahora evidentes.

en una

representacidén dada)

Aun cuando se puede
asicgnar alguna

representacion a las matrices de Dirac,
mualtivectorial gue se hizo es

independiente de la misma ya gue se
basa

exclusivamente en las propiedades del algebra de Clifforad

u::.acia:xo (cue en este caso fue G(1,3), pero que en caso de ser
nocesario se poaria excenderse d ouwra Glmeusion o sliygifatdral) . FTua
otro lado es conveniente subrayar gque la direccion isotdépica usada
es de vital importancia en el analisis multivectorial hechoc y se

deriva de la forma usual en

que- se definen las cantidades
cbservables en un mcdelo,

los resultados obtenidos no

son
reproducibles si se ignorara 1la =zimetria de norma en el mapa
(podria pensarse en producir el multivector asociado a las
corrientes an estudio eom simetria espacio—teﬁporal
exclusivamente) . Por ulti.no .el

5
re=cudio hecho por F. Reiflexr?’

de simetria de norma a las identidades Jde
Fierz (e pox cierto cesta incluido

como una aproxXimacidén

cuaternidnica con grupo de Liec {3U(2)]1" del mapa multivectorial de

Cartan ¥ sus productcs gecmétrio.=: L procentardas) =dolece de
las limitaciones propias de usar la subalgebra cuaternidnica de
€(1,3),

razoén suficiente para desconfiar de 1la
construir +todas las

completa €(1,3);

posibilidad de
identidades de Fierz asociables al algebra

como es claro en este capitulo el procedimiento

el analisis-

como una proyeccidn




usado elimina en forma consistente este tipo de limitaciones,
explicandolas asi como sus propiedades asociadas gracias a un
adecuado aznalisis multivectorial. .




CAPITULO IV.
ECUACIONES MULTIVECTORIALES DE MOVIMIENTO.

IV.A. INTRODUCCION.

Es comin gue las ecuaciones gue determinan la dinamica de una

particula se desarrollen en un sistema matemiatico qgue mezcle

objetos de naturaleza y propiedades de transformacion diferentes
cuya definicidn requiere cdndiciones topoldgicas muy diversas Yy

gque por lo tanto contiene informacidn no necesariamente extendible
a cualguier tipo de variedad.

La razdédn de esta mezcla es de tipo
histériceo, sin embarge actualmente el algebra geomeétrica o de
clifford permite una

10,11

estructura matematica
general como para

suficientemente
incluir las ramas mas diversas de las

matematicas modernas y los objetos de su estudio

dentro de un solo
sistemnma,

es asi como se desea que los elementos incluidos en las
ecuaciones de movimiento pertenezcan a un solo sistema matematico
en el cual pueden ser descritos espinores,

vectores, tensores,
Twistores Ccouo

una variedad de
con estructura de espin o nol7 $24,25 .
Como un segundo uso

jauicivectores, para

cuaiguier
dimensiodn,

del mapa maltivectorial d4de Cartan se
aplicara a la ecuacidén de Dirac de movimiento transformandola en
una ecuacidén multivectorial de movimiento con la informacidn de
grupo de norma y estructura espacio-tiempo contenida en el mapa
usado, de:

esta forma se busca presentar un mecanismo de inclusion

de multivectores a ecuaciones de movimiento (formalmente se podria
apiiczr a otre tipc ds cxpreociones come son los i

embardo ‘agui se .adoptd el punto de vista de transtor
la. ecuagidin de movimiento para después asociar.e

i
e

mar solamente

un lagrangiano
escrile ‘en el espacio de los multivectores mediante las técnicas

usuales, en sSu caso) eir una variedad de dimensidén arbitraria con

estructura de espin o sin ella.

Gracias a este mecanismo es
posible construir ecuaciones de movimiento

(y sus lagranglilanos)
donde coexistan campos asociados a particulas de espines bosdnicos

Y fermidnicos bajo un grupoc de norma Y una .

estructura

ESTA TESIS
TSALR BE Lh o



espacio-temnporal dada, donde los mecanismos de ruptura espontanea

de la simetria pueden sufrir algunas reinterpretaciones.

IvV.B. APLICACION DEIL MAPA MULTIVECTORIATL
ECUACION DE DIRAC.

DE CARTAN A LA

Es posible escribir la ecuacidén de Dirac para una particula
. . . . - k=]
masiva como el par de ecuaciones simultaneas +15

o 31 - .
(Do, + Do, )7 —'moc

IV.B.1) o . _
(D o, - Da‘l)( = m7n

donde ¥ = (Z,7m) es

un campo biespinorial de Dirac, o son las

3
matrices de Pauli, finalmente (D°,D’) son las componentes del
cuadrivector momento

asociado a la particula con masa en reposo m,
(donde nuevamente 7

representa al espinor "conjugado espinorial®
de mn) . - .

Rearreglando las ecuaciones IV.B.1l) la

ecuacién de Dirac
queda expresada comozs;

. X

2 oy = — S = . ..
LV.B.2Z) [ ua(,J [ uaw
donde ¢l campo de Dirac es ahora un par de espinores y = [ g },
Y o= [_2] es su conjugado espinorial, ¢% = (0,0,0,-n) T, = % =

(l,t‘) son los genceradores del grugo de norma SU(2) aplicadbs al

espacio isotdpico generado por los aspinores da Weyl

Y (t"= 1@0‘
donde 2 ticne 1z dimensicnes Sorngruentes 2 om oo L)V T =
(1,—a}mnl) en la ecuacidn IV.B.2) {en lo sucesivo se usara la
notacion mas sencilla GB = UB = (1,Gmwu))

Es importante notar que wr la ecuacién de Dirac escrita como

IV.B.2) el cuadruplete ¢% elige el término adecuado T, due permite
mezclar las gquiralidades correctas del espinor y para asignar masa

de Dirac a la particula en cuestidn (de hecho la ecuacidén esta
escrita para una quiralidad definida en cada miembro de
distinta entre si y es el wvalor de ¢% = 0 el gué permite

correspondiente a IV.B.1) la coexistencia de elementos de

la misma
en forma
distinta
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guiralidaad génerando con ella una masa de Dirac) . .

Se aplicara el mapa multivectorial de Cartan M Py c*xct
—» B(1,3) a la ecuacicén de Dirac IV.B.2) bajo un ‘grupo de norma
generado por A : :

H, (W, D% W) = ~M (v, 3% W),
por un lado sabemos qgue
o _ o Ty T
IV.B.3) M_(¥,D% y) = azT_ (e D% yv )T ,

al desarrollar esta expresidén obtenemos el siguiente resultado

IV.B.4) _
(=4 X 1 2
M, Gy, D% ) = 3 [tono(w.w)!:"co + T, H (W,Y)Do + T M (¥,¥)D o, +
3 - 1 o, 1y o8 x’g’
v e el = 3 <, vy pfoy, 85,
. erps (1 si ¢ =8 =’ =8’; «,B,«’,8=0,1,2,3
uwtiae o _a" -— "4 i

o
P o

|0 para cuaigquier otra combinacién

el operador diferencial actuia sobre el campo. multivectorial

Ma(w,w) Y ¢€eéstos siguen el algebra de Lie de los generadores
sU(2) . o

Por otro lado se puede comprobar que;

oar
IV.B.5) M _(¥,¢%T, )

.

ol =, T\ T
4T, (e 7T YY) T,
es equivalente a

IV.B-6) M _(¥,d%T, W) = ¢°M (W, W) + M (W, WyT, + M (¥, TiT, *

3. by - o
S H (0, ByT, = M (Y, ) e%T,

peor lo gque al usar esta utltima expresion en combinacidén con el
teorema IX.C.1l) nos permite concluir lo siguiente;
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M, (v, 5T B = A M, ) 67T, o sea

o - —y

IViB.7) M, 0T, 0 = M, (v, W) e,

con lo gque la ecuacidén multivectorial de Dirac bajo el grupo de
norma generado por Aw queda escrita como

A rge —_ '
1v.B.8) 2 =, ) pfog, 5 P = - m T e%,

4

para la direccidn isotdpica Aw en el espacio generado por el grupo
Ade Lie a gquien pertenece Aw , estrictamente la ecuacidén IV.B.8)
aislada no identifica directamente el grupo de norma usado ya gue
es el conjunto de todas ellas (para todos los generadores Aw) al
relacionarse entre si lo gque identifica el Algebra de Lie de les

generadores del grupo usado. De hecho es claro gue cuando w = 0O )
en IV.B.8)

w.B.9) =M, (v, D0, 85 P = —2m (v, P 0%,

se obtiene la ecuacidén. multivectorial basica de Dirac sin
siﬁetria de norma ekplicita, . esta uvltima se introduce multipli-
cando esta expresion por cada unco de los generadores del grupo de
norma elegido.

Es interesante subrayar el efecto gque tiene el producto geo-
métrico de Los mapas multivectoriales (identidades de Fierz gene-

ralizadas) en la ecuacién IV.B.8) . Tomemnos la ecuacidn de Dirac

multivesrorial en la direccisn A, (cualquier generador del grupo
R 2

d=2 norma usseado) entonces;

: P B arg”’ — 2
Y/ = -
IV.B. .} 1‘11: M, (rp,u)P TpeSap 2Mxl ORI L N
si multiplicamos esta ecuacidén por el escalar M,(Wrw) A,
2 2

debera ser un generador del grupo de norma diferente de Ax)

Ko =3 x’pg’ _ _ P <
IV.B.11) sz(wrw)hllt My, (W, ¥)D 05,5 0 = M,z(w,w)H, (W, et

az



Usando la identidad de Fierz generalizada IITI.B.1)

M, (WL, UH, (W,E) = M (WM, (8,9
2 1 1 2

resulta que la expresidén IV.B.11l) se transforma a

IV.B.12) M, (W) a, M, (w85 R = - M w T, (v, v efrg .
2 1 1 2

La aplicacidén sucesiva de los productos geométricos del tipo
IIT.B.1l) nos llevaran a una expresion del tipo

IV.B.13)

1
i o [ arg’ _ _ —
11:: M, (xll,w)hllt My, (¥, ¥)D 045,83 = 51,1(w.w)

‘z ¥ ) B ’ N
n-L‘(u,w)¢_t3
2

1+=1
n

que gracias a la estructura desarrollada en el capitulo anterior
puede ser facilmentce reducible para cada caso particular de grupo

Ao novrmn Atagide
La ecuacidén mualtivectorial de Dirac con el grupo  de norma
generado por (Al;..-hx) dada por IV.B.13) es el resultado de un
o A
rearreglo de las n ecuaciuiws originales (una para cada direccidn

izotépica) y de hecho las identidades J&e Fierz generalizadas

simnplemente transforman las ecuacliones originales aplicando wuna
fase que depende del grupe de norma elegido.

Iv.cC. CASQ PARTICUTLAR DE I1I.» ECUACTICH MULTIVECTORIAL DE DIRAC.

Para probar la bondad de 1z ecuacidén multivectorial de Dirac

con grupcec de norma formada por el sistema IV.B.8) la proyectaremos
bajo algunos criterios de orige.. Z.lolZ o oun

=S S 2N

=z gparticular de
interés en la fenomenologia de la teoria de campo.
Tomemos el caso particular del grupo de norma SU(2).

efec—
tuando un corte espacio-tiempo

{o sea referido a un tiempo propio
dado 70) de tal forma gue la componente temporal del operador di-
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ferencial momento (aplicado por cierto al mapa likre de simetria
de norma) gquede en un subespacio distinto al correspondiente de
las componentes espaciales, por lo que la ecuacidén IV.B.8) resulta

sexr

k=) ° ° 3 3 IR
Iv.Cc.1) p,T.T Mo(w,D W)a; + P_r‘t MJ,(w,D w)c‘,ajx

- - -y &8
= M, (¥v.¥) " T,

1 si j =k =3 =%k’ ; 3,53,k =1,2,3

donde 33 =
onde L3 0 de otra forma

T, es un generador de SU(2), P+ = [ é g ) ; P_ = [ g g ] Y p® es
el operador diferencial aplicado al espacio de los espinores.

El corte espacio—tiempo se hizo con la finalidad de cambiar -
la representacidén del grupo de Lorentz propio usada (matrices de
Pauli) a las natrices de Proca en la base del :operador
Aiferencial, con 1o que el primer miembro de la ccuacién ((V.C.1)
se pruyeuud susce la base cuabecnidnica (v?, u‘) S= wax :u;md i
se obtenga por separado la componente temporal de las espaciales.
Se procede a aplicar la identidad de Fierz generalizada para
después recombinar las componentes temporales v espaciales
formando otras gue son funciones lineales de las primeras kajo un
angulo especifico de rotacidn, a wcontinuacidén se proyechta la
parte cuaternidnica del mapa multivectorial de Cartan en tecda la
ecuacion para finalmente recuperar los vectores base del m»l.erador
diferencial proyectados en el primer miembro de la <ecuacion bajo
la representacidén dJde Proca del grupo de Lorentz propio. La
ecuacién IV.C.1l) se ha transformado en la siguiente cexpresion;
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2

i i * '.- o e o s 3 o
Iv.Cc.2) .'C":b[lBo(x,ll,lll)Pu -+ 2 BB(’#,UJ)'CJ'C tJPb]{P-i—tx-c HO(D l,’l,w)c)'° +

+

’ 3 x 1234 o° =
P_z, T, (v, 0% o, 53, } [a; ] Th. ( = ] -

N |

= =2, [ § st (¢Fepm, o m]]

donde;

* N ) Y
Los simbolos T 4 Y t+¢ son, en notacidén contraida, los
-~ +~ R .
operadores gque extraen la parte cuaternidénica del multivector

gque se cncuentre entre ellos (segun lo hecho en IXI.C.2); es

asi como para extrasr la parte cuaternidnica del multivector
A se usa la siguiente notaciodn

v =T, AT+ T_AT,  + t«rAt»r + TL AT,

*
T . A T

14
S

Rk

las expresiones y signiricado ae

13 Y Ly e slicusa
bl .

v _,

_|_I
tran desarrxoliados en el teoxrema II.C.2)

I.a base cuaternidnica (o°,. 0‘) esta integrada por las matri-
ces de Pauli, mientras gque (=°, =J)

dientes

son matrices correspon-—
a la representacidon de Proca para el dgrupo propio de
Lorent: de espin 1.

e i M O0O0oO N (oooo 2,,[0 ooo]a"oo oo]
3 = 0 1+ 0 U z=coao ¢ |0 T C iy vo_ ¢ o ~i o
a2 1.0 o 0o O -1 2. o 0 O 2‘ 0o i o o
2 0 0 1 coi o ~i o o 00 0O
‘.-.'7 S &Y/ 1 © 4, (€3
[ > Bo(x,l,w)Pa + 4,BB (W,U)tjt tij es un factor resultante
del eieciu cunblinalds 3o Accs circunstancias: la identidad de

componentes

Fierz generalizada IvV.B8.13) Y la mezcla de
spacio—-temporales que se hizo al pasar de la base cuaternid-

nica representacidn espin 1,2 del grupo propio de Lorentz
(matrices de  Pauli) a las Jde Proca, mediante P, = 1 vy
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p, = [83] (siguiendo II.B.2) BI(W.¥) = vTey ¥y BS (,¥) =

gy ).

Analizando con mas cuidadc este factor, es posible -

interpretarlo como un operadoxr rotaciédn agque al aplicarse

sobre una base defina otra hasta un factor de fase dado por

un multivector en el espacio de Lorentz reflejado en un eje j

mas un escalar.

En resumen, ée ha usado la ecuacidén IV.B.8) para un caso
particular; el grupo de norma SU(2), una base espacio—tiempo
cuaternidnica representacién espin 1 del grupeo propio de Lorentz
(que por cierto tienre las componentes espacio-tiempo mezcladas con
respecto a la base usada en IV.B.8) representacion 1/2 del grupo
propio de Lorentz bajo un &angulo arbitrarico) para el operador
diferencial Y finalmente la proyeccion cuaternidnica de la
ecuacison original. Lo gue a continuacidén -sé desarrcolla es la
escritura de la ecuacidén IV.C.2) en una forma ya reportada en 1a_
literatura.

Para lograxw ﬁayor comodidad en el analisis se estudiara la
G luasLUil IV.C. 27 Sépasrandd Sadd A0o  MielinleE,  wwanShIGnLdo coen o
primero.resulta qﬁe»al aplicar los proyectores P en representqcién
matricial se obtiene lo siguiente;

Iv.c.3) -

+ . o X ., . X ’ ‘w’

T e [J.B:(t/l,l[l)'c"c°H°(D°|/1,|/l)0'oo- + B;{v.«,y/)t]'cs‘cj'c"c“ﬂj, (¥,D w)crx,crx ajx“ :
. rd ra - -
;B w, T, e, (w0 o, 0" NI Ty [ B )

S y -

.2onde se ve en forma clars gque los wproyectores permitieron que los
componentes espaciales y tempcrales en la primera base (a°ﬁf) se
mezclaran definiendoe nuevas componentes espaciales y temporales en
la nueva Dbase (Z°,2‘). Guiéndonoé por las componenteé temporal y
espaciales del operador diferencial se rearregla IV.C.3) de la si-
guiente fcrma; : -
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Iv.c.4) . ‘

iBS(w, vy T T M (Dou,u) T LT, + rﬂ, [iB°(w v .
. o EN 1 o o~ o Y

Ly

. B
Bg (v, )T, =Fx )

JK

T, T, (D%, ¥) s"r+[ ]

que de forma directa es expresable como
IV.C.5)

iBS (Y, ¥y T ST M (D%, E, ¢ iBI(Y, wyc* ST, (0%, wysl’® rfq,z

* n 3 J’'x’

-+ t’rq’ [ 2 B (¢, !/I)‘L T -c'cM),(Dx// w)s 1:1:,,20

yva cgue 't:l,‘cJ y T, siguen el algebra de Lie del grupo SU(2).
Usando el teorema IX.C.1l) y gracias a gue

o B — © T,
BB(w,w) 'EJ’C T, = BJozt T .
donde B_‘; = (vt T

2T, %a%a e ), la expresion IV.C.5) puede escribir—-
P . . .
se como

Iiv.c.s iB° (Y, w) TS M (D° + x4
-C.86) 1 o( 'U)T“\q, 1( w,w)r KR

ITRT_F
J.B (z,[/ l/l\‘t‘r\b't’l'” ,(D ,y)am 'z:"j,_z_K +

1 +

o T ) x IR __+
1 /R .
2 °© ,( B, T ]'c LIIJ’(D W, Y)S T L= .

Desarrollando un poco mas esta expresion resulta guse Igaml

—i LT
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Iv.c.7)

L
4

'y

Y

Y

B} (v, w0y Ty

Bo

o

Is

Bo

32

B

L]

1a

Tomando la transpuesta de IV.C.7),

*
(w.w)r#r,r‘t’uj, (D%, uy s "~

* 3
(W, ) t,,*"z'ckt M,

B x I’x
Vo T T T, TN, (DR, u) ST

1y (D~ YL.¥yS,

. (D%y, v)s,

3’k”’

"",,4'29 +

I’

J x'

¥

T ¢2

‘ =
- .
s

iBS (v, ¥) T ,,,M (D%, vyt ¢>: + iB? (w,u)-c ‘,;c-cn ,(Du ) 8]

¥
TAE, +

- -
o

nuevamente y finalmente agrupando se obtiene;

expre

Y

By

i , [sd *
SBo(¥,¥)D zarqyn W vt

,-B Y HT (B, U T, T

4

3

4

= RS SL AT TTa) -

J

=

Ssidn IV.C-S);

Y
El operador lt 3 <! <
multivector que

nidénica del

transpuesta ya que
T T _

T, = — T_ : Ty, = -

Te

interesante mencionar alguncs

3 l b 4,13 (,1 z,/)rl (DY, Y)T

1 * o
+ = (‘t B 14
] 4 Tol Tava, e

LS X4

+
T L=+
¥

3 H

+)

usando el tacrema II.C.1

) HL (o, ¥y T, )

hechos relacionados con la

que permite extraer la parte cuater-—

T
b ('C‘r)

a8

encierren

es

igual

a

su



- Las matrices de Proca tienen la propiedad siguiente;

sT == Zf = ~ 21 con i = 1,2,3.

- Gracias al teorema II.C.1l) es facil probar que
. r 4
<n,, Dy, vy s "= (D"w,¥) para k = 1,2,3

por lo que si definimos D = (D’, Dz, Da) entonces la expre-—

sién anterior se transforma a

r'd r 4
o, (DY, w5 = M (Dy,u),
adicionalmente . . . T
- ¢l , (D%, 87 % = w m (py = M (Dy,¥)" - T
T, L9)8T .5 = T M (DY, ) = M (DU, YY)

gracias al mismo teorema.
- Debido a que T K (i = 1,2,3) reproducen el 3dlgebra Ade Lie
= i
S ELTEy T AT,

A continuacién se usaran las propiedades de los operadoxres T

obtenidos en la comprobacidén del teoxrema II.C.2) para desarrollar
la .expresidén IV.C.8

i o T , .
v.c.9) 3 Blw, s, (T T+ T, T, v T M LT+
+ 'z:\l,H':(z,!:,w)'c\.,J + % z:o.vl-c*_s‘; Ml (DY, ¥)T_ + T_B MDY, ¥yT, +
(-3 o
o T 3 o T ’ ] x o T . -
T B LU T+ TuBy vty + 3 5 (T08) o

o T " o T o T
+ TLB] (W) H (DY, )T+ T BY (U, U)MDY T+ r¢le(w.w)Mk<nw,w)r+]

4
9y

o (-] o p
M - T TR/ + T -
Zo (1:‘ BJZ’{ (DY ,yYy)T "r:,B‘| Hk(Du,.v)'l: T B, M (DY,¥)Ty
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o ,,T g o T ‘o : T
- = mee,ne ]+ 1 E (58] wnnloT - B (v M (v, T.

+ T_B] MDYV, W) T, - TB] (WM (D, )T :

Para continuar el analisis del primer miembro de la ecuacidn
IV.C.2) sera conveniente reordenar'algunos términos en 1IV.C.9).
Usando el teorema © IX.C.1) y = las propiedades . del mapa
multivectorial de cartan ante los operadores diferenciales se
procedera a obtener el éigu‘iente resultado

T T T .
t;ts e Yy T, T o bien

MDY, YIM (Y, ¥) = 16T, & (DY)IY'T,

T T _ T T £ T o
)‘IJ(![J,D:/I)HR(VI,»#) = 16.1:3 e YDy 1:31:‘1:3 e yny TLT, »

por comodidad se usara el primer caso con lo gue

My oy, L) = a(vieTie, o v) (4T, = uvTT,T)

= 4B] (¥, ¥M (DY) .

o

En general es posibie demostrar gque
IvV.C.10) Moy, Yt M v,y = (vt xTt . e plM (DY, )
- 3 ’ o T ’ 373 a3 k ’

o

=BJ

My (DY, ¥) -
o

Usando el resultado IV.C.10) en IV.C.9) ésta se transfeima a;s

IvV.C.11) %B:(w,w)oaza(r+u“"(w,w)—c_ + -c_M‘;(w,w)t_,_ + T u’ff-;,.,;,)-c

> o~

+ wulwey) + 3 (e ou i mT] ¢ T mu o a T, +

+ t,rnj(nw.w)rr:(w,w)t* + rwj(nw.w)rr:(w,w)n] +



1
DA
i

+
Y3

R R T R O SR S C A R S S

T MDY ) T ML (UL T+ T (DY W T ML )T, )+

+ 3 = (= mjov.me i - TOMBYL I TH (T, +

T_M (DY, T M (Y, )Ty - r+M§(f>w,w)r2M:<w,w)rf] +

+ 3 = (v v T Ml T - T ) T T,

+ T M (UL ML) T, — T (DY, v T (w9 T _ '

Rearreglando esta Qltima cexpresidn se obtiene

IvV.C.12)
3~ .o -, . - . T oo e . i
— B tu.WIL £ 1T.M1 {yg,ule + v 1 {W,wre, + ¢ A {w,o)cC B v S 7R U R |
-~ o '.&\ e z b a . ? a < - Vi
3 T T
== Ir +
-+ a Zo [t'.\"J (DY ,¢¥) (1 + -CB}}!R-C,P +
T . T T
+ r¢MJ(Dw,¢,) (e, + IT DM (Y, ¥)T_ + T M (DY, ¥) (L — TOM (W, )T, +

T 1 N . . -
+ TLM (DY) (T, — 11:2)}1:(:,#,;!1)1: + -z:_Mj(m,h_LW (t, + 11':2)}!:(¢',zﬂ)'c¢ +

-+

FEMIDY, ) (1 + TOMIW, W) T, + TMI(DY, W) (T, — AT M ()T o+

+ T MDY, (1 - )Ml T |

Usando las propiedades de los operadores T enlistados en la
pPrueba del corolario al teorema IX.C.2), IV.C.12) se transforma a

S1



IV.C.13)

H

i C (o4 *
> B (Y,¥)D zat,,:"H W, ¥)c

9

a2 * T ’ T * T -
2 = (=Euf el [r}\.,rfk(w.mt#]

en notacién contraida que por la linealidad y simetria del mapa
ante el operador diferencial equivale a

IV.C.1l4a)

forma

i o E I
2 B, DT T oM (wT

-5 [Dzo (z2emTow =) (Eonlcw, vr el ]]

recordando que por el algebra de Lie de sSU(2)-v las proéiedades de
..Jos mapas extendidos de Cartan multivectoriales; i,j,%,  toman un
oxrden ciclico.

Ei teorema IX.C.2) garantiza gque es posible substituir en
IV.C.147 Za identidad

R § £ T ¥ .

R O 2L :

con lo gue el primer miembro de la ecuacidén IV.C.2) adopta 1la

f!‘? R (i

k—‘—'o gl

_i':_k: (€ ) ha’:aBl (€A TS [Il)} -'Rk( fr ) .

otro lado es sencillo prcecbar que DaZaB‘(w,w)
donde s%

equivale a
es la reprosentacidén irreducible de
propio de Lorentz espin uno,

’ Proca para

oo o ® O 00 i 0o —-i O
10|, s = oo —-i{ , §% = coofl ,s=1]i oo .
o 1 oi o . l-io00 o oo
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Recordando la construccion del mapa Ba(w,w) (teoremna Ir.c.2)
éste no se desarrolla sobre toda el algebra €(1,3)

sino sobre la
base cuaternidnica (o, o"),

Pero en el caso particular aqgui
tratado el cambio de base a las matrices de Proca conlleva otra
reduccidn mas en <l espacio ya gue solamente sobreviven las nuevas
camponentes espaciales dadas como

F, = i[Blw., Blw.w, Bj(w.z/n] en D¥E_B (¥,¥) -
Una vez reconocido el

efecto del cambio de base a la repre—
sentacion de Proca es

sencillo notar gque la unica parte no nula
del término (Dzij (Y,w)) -Bk Y, ) sera egquivalente a - (DFJ) -Fk. .
Después de este analisis es factible escribir IV.C.14) como

(e 4
IV.C.15) -B:(w,w)n S F, + (DFJ)-Fk , -

expresién’ en la que los campos multivectorizles F estan

1
desarrollados sobre una base tipo espacio tridimensional y no

sobre la cuaternidnica correspondiente a Bj(llhtll) -
Ta expresion IV.C.15)

es el primer miembro transpuesto de la
@cuacidn IV.C.2) por 1o gue solo resta analizar su sequndo miembro
transpuesto. Bl segundo miembro da IV.C.2) es

+ iB:(l,[}.’ﬂ) g i . 5
—_ 1,-4:,, —_— ] ‘cBrtx(z/J,w)' t.,:l'

que e=s evidentemente igual a

‘- >
~islap, ¥ +« [ a

IV.C.18) > t’f"[ P “-B”‘ (U’M;) J T L

I.a expresidn anterior es equivalente a

i o * —_— . —_ F e -
w.c.17y § 8w, (e, W ¢ 1o om W] T

siempre y cuando se garantize gue en el

cuadrupletea r,bB la-
componénte

cero sea nula para cualquier caso. El procedimiento
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para mostrar esta equivalencia hace uso del teoxrema II.C l) y por
ser repetitivo solo se mostrarda un caso particular.
i = 2,

Supongamos
entonces IV.C.16) gueda escrita como

N [

Bl w,w) ey fetT )+ P w, T + ¢3ranz<w,ﬁ)]rf+.

gque es equivalente a

< + . ;

Z BI (. w) 1:*,,,[11:3 Mo (WL, G, + T M (W, UG, - AT T M (Y, ww} o

por el teorema IX.C.1l) esta expresion se transforma a :

1 st (v e, Y e, - i e, Tty

2 Tortr ¥ AR 2 o ¥ ! 2 '1~

siendo el caso particuiar de IV.C.17) para i = 2. . - -

. Tomando la transpuesta de IV.C.17) se obtiene .',

i mow, ey e (e MTw,T) + i e o M (w,T) |t o bien
2 o ’ 4&" 1o LAl kmn'm n “’

Iv.c.18) > B (:,// w)qb -cﬂ,n (1,1 '¢7)’ : + i kmn‘pat M Cu, np)J'c <

Pero gracias al teorema II.C.2) sabemos gue

’

N R~ T — T'
Ba(W,UI) = > ’t‘h.bM‘x(wiw)t’r&

por lo tanto IV.C.13) resulta ser igual a
. . 7/

Tv.elis) - 1Bl(b,¥) [B (v Tre, + 1 B, (v, ) |

kmn m

Frnalmente se puede concluir gque la

ecuacidén 1IV.C.2) puede
SEX eSCiLiiu —winw

— iB° (U o . =
iBJ (¥, ¥)DFS_F, + (DF,)-F,

= - W, [B,w.We, + i 0B W.W

kmn:nn
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(DF ) -F,

IV.C.20) DaSaF + 4 - = B (¢,¥)¢, + 1 e _ ¢ B (¥,¥)
BS (¥, ¥)
25

esta ecuacidén fue estudiada por F. Reifler aplicada a un modelo
de interacciones electrodébiles (en el mapa se usa el grupo de.
norma SU(2)) . EL 'mapa que €&l define Ba(lll,z) es un caso paréi-—
cular de Ha(l,b,x) en el gue se toma la subalgebra cuaternidnicas
pero ademas este andalisis permite concluir gque la ecuacion
IV.C.20) es el resultado de un cambio de representacidn (dé espin
1/2 a espin 1 del grupo propio de Lorentz) de la base del operador
diferencial en la gue las componentes espacic—-temporales de una
representacidén son las correspondientes a la otra mezcladas entre
si (se puede pensar en una rfase o "rotacion" gu'e permite redefinir
nuevas componentes a partir de las originales). Asi mismo el.
cambio de base del operador diferencial es la causa de gque el
multivector B‘(w,wj escrito en algebra cuaternidnica se proyecte a

Fa

. s o BOr 1o gue el prismesd micmbre do 1o ciuacidi. IV.C.Z0) .o 2otd
escrito en a toda pl algebra cuatern:.onlca nlentrgs que el
segundo mlembro si lo esta ya gque en este ltimo no hay operadores
diferenciales gue puedan sufrir un cambic de base.

Para finalizar este capituls ser.a.pconvenlente realizar una
serie de comentarios dJde relevancia en el uso e interpretacidn
fisica tanto de la ecuacidn genera. IV.B.8) como de su proyeccidn
IV.C.20).

i) Tl mapa extendido de cartan @u_j_t‘inidb en YI.B.1l1l) como

MR, x) = vTY (LX) =an/_sz~?°‘xt; e x

es invariante ante transfarmaciones infinitesimales de norma

en el espacio de los espinmvyes v » =ienmpre v cuando
e o' = - T asi como (F"‘A,;) (8,0'M) = (8,0'M (r“a;g)
1

es un generador del grupo de norma y

para
todo indice i, donde w
6l es su fase asociada. La ‘proyeccidn de este mapa en el
caso  particular IIXI.B.2) cumple estas condiciones cuando '

sean los generadores del grupo SU(2) ya gue la base usada
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Iv.c.

}l-

’I-

~

para el espacio-tiempo es cuaternidnica. Por otro lado este
mapa sera invariantevahte una trans?ormacién'de Lorentz en el
espacio de los espinoies w;x;cuando‘ilﬁraié e = - Fahé >4 7dB
con ¢, = 0,1,2,3 (7a3 es la representacidén multivectorial
del grupo propio de .Lorentz) H el mapa II.B.2) no cumple la
anterior condicidén para todos los valores de indices «,f3. Al
aplicar el operador CPT a los’ espinores ¥,x (1a aplicacioéon
sucesiva, en el orden indicado, de los operadores que
conjugan la carga, cambian paridad e invierten la direccidn
del tiempo en los pares de espinores dados) el mapa extendido
de Cartan transfocrma como;

21) . Mg[cprw(x,t), CPTx(x,t)‘] = e‘*"ug[w(—x,—t), x(—x,—t)].

Por udltimo es preciso rec.
II.B-1) . esta definido:
distintos, gque bajbfaﬁ'
generados por las soluge
(1o gue por cierto no.
coincidan) . ' b

onocer que formalmente el mapa

sobre dos espacios de Hilbert

ones fisicas corresponden a los.
‘de un par de ecuaciones de Dirac

e el caso particular en que ambos

Dt B e s e o T B P P TR T R L e s T R e U o Pty
3% S CSOTIWNG - Xl Tex, oo TR po-Sa e Jrigrrde- SR e S-S SboRa o4 ey

la subdlgebra cuaternidnica del multivector Ha(w,x
si

~

se aplicara el mismo procedimiento a Ba(w,x)

subalgebra
cuaternidonica de € (1, 3)

se conprobaria que éste permanece
invariante ante la transformacidn (la proyecciodn cuaternidni-—

ca de un algebra cuaternidnica es ella misma) la fisica

descrita por un Lagrangiano (funcidén de campos cuaternidnicos

cuya forma esta condicionada a las operaciones entve ellos)
ne se attera con 1los camwios en i1os cuacernione-c

gque deiain el
dalgebra invariante.

Este automorfismo fue analizado cesde el
inicios del estudio de la mecanica cuantica cuzternidnica
los trabajos de Birkhoff,
(1960°s) .

en
von Neunan (1936) vy ¥Finkelstein

Nuestro trabalc se caracteriza por precerntar na

estructura mas general que la desarrollada por estos autores

(lo gue ellos muestran como una transformacidon de norma se

circunscribe a una proyeccién algebraica de €6(1,3) —

cuaterniones que incluye el caso particular cuaterniones —>

cuaterniones) con la consiguiente wventaja de gue podemos
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‘de los campos asociados a particulas elementa1e523

Y. gracizs _a la relacion IV:C.22)

incluir también otros casos de interés fisico en el mismo

esquema de razonamiento légico. Por otro lado, mientras gue

en "la mecanica cuantica cuaternidnica  los . campos clasicos

cuaterniconicas del
espacio-tiempo donde los campos fisicos seran las componentes

de los campos cuaterniénicos%l'ZBen nuestro modelo el campo

con interpretacidn fisica es todo el multivector M (V,x) Y no
sus componentes aisladas.

corresponden a funciones valuadas

Es asi como en el primer caso una
transformacion de norma que permitira la combinacidén entre
las componentes del canmpo esta modelando la rotacidén entre
los campos fisicos (particulas asociadas), mientras gque en el
segundo las rotaciones seran entre los campos valuados
multivectorialmente (caso particulaxr cuaterniénico)21.
En la actualidad los modelos de prequarks scn escritos de
forma natural en algebra cuaternidnica para la representacign

Como caso particular de IIX.B.4), cuando ¥ = x’ = Y’ = Y ¥ sc

toma solamente la parte espacial del producto, se cbtiene

crr L v s
- . AR e, - e, . R :
22) 1B;(W,W) = _~;-i=—4— - donde A = [ rara 1,3,X ci-
. . clico .

B L -

con lo que se obtienen 9 grados de libertad para fijar el
espinor ¥ a partir de sus formas bilineales (ocho de ellos
provienen de cada componente espincrial en el campo de los
compleios y una por likertad de fase):;
caso ei mapa c*xc? — €(1,3)
diec

puesto gque para este
cuatro veces degenerado, posee
7reficientes no nulos por cokertura (direccion isotdpia)
permite o grados de
lipgrtud en total, como se esperxraba.

- Por otro lado si asignamos bajo la representacidén gquiral

un valor particular al espinor ¥ tal gque presente una quira-—

lidad definidasc, con lo que podria ser identificado

fisicamente como un neutrine (antineutrino) (en el sentido de

una particula sin masa en
reposo), los campos Fa con i = 1,2 (F3

compararse directamente con el

corresponder a un campo para

seria nulo) pueden
correspondiente al campo
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electromagnético (que también esta escrito ~en algebra
cuaternidnica) en la ecuacidén de Maxwell

3
-3+ Y & 2y = ans con
J=o axJ
IV.Cc.23)

o .

H-iE_ I o-1 0 0 o 0-1 © 0 o o-1 -
| -ie | _ -1 0 00 000 i o o-i o
"”"H’_iE""_J’ Y x'= 1. 0 0 0o-ijf-1 0 0 © oioo .

z = ) =z [o 20 o - Y o} o-i 0 0j{-1 0 0 O

iv).

desarrollada por Oppenheimer, Okanmura Y por H.E. Moses en

19581? cuando se tienen dos ondas electromagnéticas
polarizadas viajando en la direccidn z, para ‘

. = = = i : H = —
Fxf Ey H; [o B4 Ex Hy mientras que. para E}- }x Ey Y.
E = H = O. Lc anterior refuerza la antigua idea de la

dualidad fotdén—neutrino gque permitiria eventualmente la cons
truccion de rfotones a partir de pares de neutrinos (es decir,
=e Tmoncantnialioa a1 nenytrino ~ow Un rovon “enroscado®) ., al
‘menos e podria pensar en- el campo del foton como dos campos
espinoriales "fusionados"%7. ’

En caso de descarlo la estructura agqui preseﬁtaéa permitiria
abordar la construccidn de un Lagrangiano para el modelo. En
general se puede usar como métcdo buscar combinaciones de los
campos gue reproduzca la ecuatnion de movimiento y corrientes
=zrimentalmente, con la caracte-—

conservadas ocbservadas ex

= = oun particula

f]

rvistica adicional de gues 2os campDos asccia
sean de naturaleza mnultivectorial con las propiedades Yy
caracteristicas antes descritas en funcidén del grupo de Lie y
la simetria espaci-tempcrs) usada en su construccidn. Es
interesante analizar el marco general aqui expuesto para la
proyeccidén de un mapa descrito en una subdlgebra de otro
(Proyeccion dada por el teorema II.C.2)) con respecto al
Lagrangiano propuesto en el modelo del mapa proyectado, el
caso gque se ha mnmostrado en este trabajo‘corresponde a la
proyeccion del mapa Hﬁ(w,x) éscrito en Ekl,;) con grupo de



v).

norma SU(2) al correspondiente BB(w,x) con el mismo grupo de

norma pero con estructura cuaternidnica. Este ejemplo es

sumamente enriquecedor ya que BB(w,x) con estructura

cuaternidnica se enmarca dentro de los conceptos basicos de
la teoria de norma generada para la mecanica cuantica
cuaternidnica en la que ya se han explorado profusamente los

Lagrangianos posibles asociados a 1los cuaternios v Ppor 1lo

tanto a .sus propiedades (asi como mecanismos de ruptura

espontanea de la simetria)21.- Es por ésto que la estructura

total del modelo "depende fuertemente de las propiedades

algebraicas de los campos usados, por lo tanto el punto de
vista de nuestro trabajo permite un giro conceptual en este
tipo de modelos ya gque los campos cuaternidnicos y sus trans-—
formaciones de noxrma se presentan comé

proyecciones
particulares a una

subalgebra del grupo completo de clifford
asociado al espacio-tiempo £(1,3) para el grupo de norma.
SU(2) y el Lagrangiano se puede construir en la sukaigebra

cuaternidnica lo ue constituve la costumbre eneral o bien
=1 Y

en el algebra completa del grupoc G(1,3) para después
- e . o - ‘ y A

proyestaiy a 1os caatIsyrnisd on 1 gus goar =rosTonsrce Tone
una ruptura espontanea de simetria en el indice espacio-tem-—

poral analoga a la gque se implementa en el grupo de norma.

Cuando se rearredld la ecuacidn de Dirac en la forma IV.B.2)
se hizo uso del cuadrupiete ¢d = (0,0,0,m) para asignaxrle una
masa de Dirac a la particula descrita por el espinor . a la
que gueremos identificar libremente como un electrdn. Supon-—
gamos ahora dgue proponemos otro valor al cuadrupleie ¢a tal
que corresponda pbr ejemplo a ¢N = (u,m’,0,0). EsSTtonce:s ia
ecuacisén de Dirac IV.B.2) equivale al par de ecuaciones Jdesa-
copladas : T ’

o .
P Uac = m’g
Iv.c.24)
%o = -nm'F
T n7
donde y = [ % ] es el espinor asociado a este nuevo cuadru-—

plete, cuando se toma el limite m’ ——> 0 el par de ecuacio-
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nes IV.C.24) se - podria asociar a .un neutrino (en el
sentido de correspondexr a un campo para una particula sin
masa en reposo).

Ce lo anterior se busca mostrar gue la eleccién de una

forma particular para ¢B (gque por cierto reproducen el

algebra SU(2) de tal forma gue al contraerse con T se cierre

el algebra de este grupo de Lie) determina algunos elementos

que permiten identificar al espinor asociado con una
particula elemental, en lo sucesivo 88A= (0,0,0,1) = ¢B/m se
asociara con el electrdn mientras dque ¢B = (0,1,0,0) = ¢B/m'

lo sera con el neutrino (con la consecuente
entre familias ya gque para

degeneracidn
efecto de este cuadruplete el
electrdn, mudn y tadn son indistinguibles entre si al igual

gue sus correspondientes neutrinos). Por cierto es

. ~ R
interesante observar gque al ascciar distintos ¢E para dos

Iv.cC.

particulas diferentes lo que se les esta asignando es una
direccion isotdpica en el espacio de norma SU(2) cue recuerda

el procaodimiento usual de ruptura espontanea de la simetria

(mecanismo de Higgsso), cuando al wvalor esperado del campo en
© Vadiw Pyes e as idgiia arlsitiariciacaice Ui
isotdépica, por lo tanto v bajo esta interp

forzoso garantizar que ¢° = 0 para toda parttcula.

De acuerdo con la teoria de perturbaciones, la secciodn trans-—
versal de dispersicdn er la interaccidén entre particulas ele-—

mentalaes puede expresarse comoX+92,18,30

! 2
253 d. = J%L dg

donde M es la amplitud invariante gue contiene la informacion

fisicua asociable al proceso y se determina mediante 1las

iseyglas de Feynman del diagrama correspondiente, dQ es el

foctor espacio fase invariante de Lorentz y F es el flujo

incidente en el laboratorio. Ya gue es M la cantidad fisi-
camente significativa en un proceso, en lo sucesivo nos
circunscribiremos a su analisis.

En la teoria de perturbacicnes a segundo orden como una

aproximacidén adecuada para los fines de este trabajo y consi-
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derando exclusivamente propagadores escalares en el proceso,
las reglas de Feynman;'sfl?vvpéra la amplitud invariante- de

una interaccidn pueden conducir . a la siguiente expresicdn;
. -
v
IVv.c.26) — iM = lied +* L (1-75w)u Tu iel 7. X (1-7_w)u
i c 2 A 2 2 p‘v2 s B8
P —m,
donde el diagrama usado es; .
ey . — e 3 _.5
. J = leubw > (L—v w)uA
t2) . = i _ : )
Jv v = ieuy7, 3 (1 vsw)uB
. gv es el tensor métrico de
K Lorentz.

con u, como biespinor asociado al fermidén i. El factor w es O en
caso de que la

o 1 cuando

interaccidn sea puramente vectorial (QED)

coexistan corrientes axiales y vectoriales en
w2
A . 9., :
finalmente —55—— es el propaga-—
. . P W .
dox escalar de la interaccion con momento p y masa m la cual sera
Este caso particular permite
extendido wwultivectorial de

incluidos en la electrclinamica cuantica
A,B,C,D seran elecirones

el pro-—
ceso (intéraccién electrodébil),

cero =i w = 0. relaciconar
‘directamente el mapa Cartan con
. diagranas (QED) .donde
una comPinacidén de taones b4
identi’~& durante la transicidén) y el
asi como <«cn 10s rorrespondiences a las interxr-—
acciones electrodébiles donde aA,B,C,ly,

nes, neutrinos o bien

(o bien
muones gue consarvan su
factor w es nulo;

se identican como s=lectro-

algin cquark (u y d o bien c y s) cue al
formar parte de un hadrdn particirvan en este tipo de interaccio-
nes.

multivectorial de

Usando el mapa Cartan se Propone la
siguiente expresidén. para la applitud invariante de dispersidn.
entre particulas elementales

correspondiente a
caracteristicas particulares

las
vYya descritas antes
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2
. e .
IV.C.27) iM o= 5 {1 + J_a‘ssenekc] [1: 4}1 (W;:V )T

3

~u
\
[l¢]

[1+i755en®‘;n] p [r‘r.;H Wi, v )t-i“’] fqr] 1:1. ,

en esta expresidn la corriente de transicidén entre dos particulas
(A ¥ B) se obtiene como la parte cuaternidnica del mapa multivec-—
torial Ho(z,'/;,il’"s) escrito en dos espacios de Hilbert distintos (los
correspondientes a los pares de espinores A y B) para posiciones
espacio-temporales diferentes (ndtese gue el mapa no tiene
direccion isotdépica ya que cuando se usa alguna en particular las
corrientes de transicidén entre particulas no se pueden modelar
usando cuaternio}\nes). Finalmente &8 AB sera el angulo generado por
los cuaternios ¢k(A) v qb (B) (direcciones isotdépicas ascciadas a
las particulas A v B), se postulara la aditividad y conservacidn.
de 8k durante una interaccidn (de esta forma se le da a 31( la
naturaleza de una etigueta caracteristica de la particula con el
numero dc grados de libertad suf:.cn_ente prara ser e.xpr'esada en

runcion de 108 Nuieros Cullservados Gdencio de ftue modolos conoccilces

de interaccidn; ‘carga electrl\_.a, numero barién_ico Y leptdénico)
con lo cual se tiene un mecanismo para asignar masa al pPropagador
de la linteraccion (mw). Al for=zar la conservacioén de ak bajo
aditividad de '1os ‘hismos en cada vértice del diagrama de Feynman
se obtiehe un ci.l'ad*-uplétn asociado al bosdén de norma cuys masa
queda definida como directamente proporcional a la norma de este
ultimo. Usando e<u-= necanismo se predice una masa nulc para el
fotdn y Jlos gluoneo, mientras wh , W Y 2 tendran uwasa disiinta
de cero. .

Cuando se usa IV.C.27) en diagramas de QED &Se sabe dgque

seneAc = senf,, = 0o vy m, = 0, la expresién resultante coliicide con
Iv.2.2¢) para_w = 0. Si se toma el caso en gue _sene“: - merme . =
1 ¥y m, = O se reproduce la amplitud 'nvariante para procesos
electredébiles, en v) se obtuvo el valor ¢ (v) que evidentemente

es ortogonal a ¢ (e~ ) pero gracias al po.:tulado de aditividad y
conservacidn es pos:.ble garantizar que esta propiedad se presenta



- "~ RE)

en cualguier par de particulas que intercambian un bosdén de norma
sSU(2) w+ (por ejemplo e_+w+—av, u—ew+'+vd;yt¢—+w++s). Es asi como
se tienen restricciones para los cuaternios asociables a quarks
basados en su aditividad y conservacidn en todo diagrama de
(se puede exigir norma unitaria) y en la forma de 1la

amplitud de transicidn probada experimentalmente,

Feynman

es. importante
subrayar ésto ya gue en este trabajo se busca obtener la mayor
cantidad de informacidén posible a partir de resultados observados
(o bien factibles de ser observados),

Por lo gue para establecerxr
alguna

informacidén sobre 1los cuaternios asociados a los guarks

esnecesario hacer un analisis en la estructura multivectorial de
la amplitud invariante de transicion ya gque la ecuacidén de Dirac
para estos fermiones carece de significado fisico directo por no

observarse libres en la naturaleza (siempre se

confinados en hadrones observables eperimentalmente).
de obtener mayor cantidad de

encuentran
Una forma
perfilar por
* (guark) a partix> de nmnedidas
pedria consistir en extender
a una mayor dJdimensionalidagd (CB)

SIT(R)Y  mMmiae mermite

restricciones para
completo la naturaleza As 3
experimentales, la expresion IV.C.27)
para implementar la simetria
medelar nransiaciones

entre miarks de direvente
color. Este analisis

Sse concluira presentando la forma en gue la
estructura multivectorial IV.C.27) modela el angulo de Cabibbo.
Con el objetivo de

explicar los hechos experimentales
relaciocnados con las

secciones iransversales de interaccidén entre
algunas particulas elementales (pcr ejemplo K+—+u+ + v# Y n+—eu+ +
vu) se propuso una rotacidn de estados de gquarks d y s puros en
un anguilo 2@ llamado Ade Cabkibbo.

Ia relirc & las cmplitudes de trans
para. el decaimiento B extrano (s—u + e + V)
{A—ua + e + V)

iCia =33

Yy el no extraio
se define como la tangente del angulo de Cabibbo.
Si postulamos la validez de la expresidn IV.C.27) para ambos casos

(de hecho . va se ha mostrado su aplicabilidad para el decaimiento B
no extraio) se obitiene gue
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tamg = su 123
< -
‘ . 1+:|.’.r seno «* M (y i M (wr,T 1::
du 1* 13" o(l"v’ue) ,t.‘l’ §33
al fncluir los valores conccidos en esta expresidén (seng, == 1) ¥
despreciando el momento transferido poxr el propagador, el analisis

multivectorial de IV.C.28) permitiria pensar gue sené . = 1y m =
5

4832

7 m* = V tanec m’ .

Es conveniente mencicnar ¢ue existen formas altexrnativas
de . usar (e interpretar) este tipo de modelos ya que si se
hubieran postulado los cuaternios 3): asociados a lcs cuarks,
asi como expresiones diferentes para las amprlitudes de
transicion multivectoriales Iv.Cc.27) Y una relacidn
especairica encre m y m° Se pudria llaber ajusitade <l anguwls aco
Cabibbo a su valor experimxtental; sin embargo este
procedimiento deja wuna gran cantidad de suposiciones sin
justificacion clara y seria contrario a la filosofia de este

26 . - .
trakajo En un modelo vectorial para interacciones

electrodébiles F. Reifler v R. Morris?®/2®3degfinen - los
cuaternics ak como Higgs asocoaciados a quarks y leptones bajo
la postulacidén de su relacidn con la carga eléctrica, numero
barionico y leptodonico asi como we un Lagrangiano (gue tiene
como corrientes conservadas 1l1las expresiones gue forman el
segunde miembro de IV.T.z90) 'y ocuya ecuacidén de movimiento es
esta misma expresidn) Yy naa matriz de transicidn sumamente
arbitraria en su estructur {wee 2%z trxr2hadin ea buiend emplear
el napa extendido de Cartan multivectorial en la amplitud de
transicion invariante bajo el criterio de mayor sencillez
rosible) : considerando la evidente generalidad de nuestro
desarrollo sobre el presentado para estos autores (siempre ‘es
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posible proyectar la - subalgebra cuaternidnica de G(1,3) para
un mapa con normav SU(FZA)' que corresponde al caso presentado
por ellos) nuestra politica_ de trabajo permite reducir
considerablemente las suposiciones arbitrarias en el modelo.

La derivada usada en IV.B.1l) (de donde se obtuvo la ecuacidn

multivecterial IV.B.8) vy

su proyeccion posterior IV.C.20)
25 °

puede ser escrita como

IV.C.29) + evIe* + e v¥e®

p%
Vg B = o,k son potenciales de Yang—-Mills
directamente observables.

e identificada como una dJderivada covariante si t

e son los
generadores de algién grupo de Lie.

Tomando ccmo elemplo el caso particular del .grupo SU(2) .

en el cual e Yy e son los valores absolutos de las cargas
eléctrica y nesutra respectivamente, IV.C.29) debera ser igual
a la derivada covariante para el modelo Weinberg-—-Salam

IV.c.30) D% = inv® - gule’* - g wier®

donde g Yy g, son los coeficientes de acoplamiento y w% son
los potenciales de Yang-Mills en este modelo no directamente
observables. Los generadores de SU(2) tB Y t"‘3 estavran en
distinta representacidén y sera el dngulo de

Weinberg gquien
directamente fijarad su relacidn cuando

son diagorales (lo
contrario también es cierco, ia representacidn ae ilos
gencradores diagonales t (e) vy t (t2) determina el angulo
de Weinberqg) . Asi cuando ‘t:3 = = t; - t; b4 t = —3t; + t’o

L=
se tiene que ’

o ’ ’ o3 4 — s 314 R
eV3 (t3 + to) + e°V°(3t3 t°) gwst + g'owot°

Y c<como w

uw R

o o
= Vocoseu + V:,senew

w* = —v¥sens  + v%cose
o o - 3 W
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vii

PRI 3

particulas de espin 1,2, W. witten 3

\

. . \
entonces obtenemos las siguientes relaciones

9

= X - _° 2 - L
tanew =3 cote“ =3 sen 6“ = 2

e, = etanew

gque corresponden adecuadamente a los wvalores ya probados
experimentalmente. ’

ii) El1 comentario final a este capitulo es sobre las objeciones

que podrian presentarse al uso de campos- multivectoriales
para describir campos bosdnicos y fermidnicos en un modelo.

La solucidn a este conflicto tiene origenes diversos; cuando

se comenzaron a usar campos vectoriales . para describir
probé un mecanismo
para que un campo bcsdnico en el Lagrangiano se comporte como
fermidénico gracias a la adicidn de un +término andmalo al
mismo con determinadas propiedades de transformacidén en la

acclén mecano-cuantica cuando el campo an cuestlon Lepresenta
B —— e —
—~ Fs ol T =

GLITLAL LW an u“gu.Lu Zre >i ek l_..u_.xuuu Lranscurcrre ae

).J
b’

— a . Esta construccion permite esperar gue en un Lagran—
giano con camnpos multivectoriales sea posible fijar 1la
estadistica deseada para un canmpo fisico mediante la adicidn
de términos andmalos en forma semejante a lo
Witten.

hecho porxr E.

En un nivel diferente, H. Bacry ¥y M. Boon4

presentaron
un t:a2bajo en el cual se definen  algebras bosdnicas y
Lermlon-cas como algebras de Clifford sobre espacios

vectorldles ‘complejos de dimensidén 2n dotados de una forma
sinpléctica (bosones) o simétrica (fermiones) donde la base
cauittnica generadora del algebra de Clifford esta integrada

por~ n ~neradares de creacisn ¥y n de destruccion asociados al

campo. Este mecanismo es util si el modelo en el cual se

trabaja permite gue la estadistica de los campos fisicos se

defina hasta gque &stos se cuantizan; por otro lado se sabe

que en teoria de iamgo para un caso 1likre de interaccidn
3

es posible escribir ™’ .
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Iv.c.31)

S (x,t) J — [a(k) eltkex-—td ) a"'(k) e—l(k.x-wkt)]
I(zn) 200 ] -

donde la estadistica del campo queda dada por Jla relacion

entre los operadores de destruccidn (a(k)) b4 creacidn

(a+(k))-< Gracias a esta expresidén es claro que si el campo

Pd(x,t) esta escrito en algebra multivectorial +también 1lo

estaran a(k) y a+(k), siendo siempre posible que al fijar el

algebra ‘de Clifford para a(k) Y a (k) (slmplectlca o

simetrica) quede determinada la forma de los campos multivec—

toriales correspondiente a cada estadistica.

Es asi como en este capitulo se obtuvo una ecuacién de
movinmniento; la de Dirac, en la cual el campo fisico  esta
representado por un mnultivector en 5(1,3) obgehido del espinoxr en
la ecuacion original mediante la aplicacidn del mapa multivecto—
rial de cCartan para una direccidén isotdépica dada en un grupo de
Lie con una simetria espaci—temporal €(1,2), de hecho se

olituviaervin un conjuate de ecuacicnoes multivoeloriales Jde Dirzc
(una para generador del grupo,K de Lie elegido en 1la construccién
del mapa) gque pueden transfofmarse entre si gracias al uso de la
identidad de Fierz generalizadg o producto - de mapas
multivectoriales de cartan. Esta ecuaciodn puede ser usada en
cualguier tipo de variedad (con estructura de espin o sin ella) y
es una constrTucciodon alternativa a 1= presentada por P.R. Holland13
o bien a la de Dirac-Kéhlerzo, ceon sus respectivas diferencias.

De la ecuacidén multivectorisl de Dirac se obtuvo mediante un
mecanismo de proyeccion cou fuerte significado geométrico dado por
razones fisicas, un caso particular reportado en la literatura
aplicado a interacciones - =lcctrodébiles, explicando sus’
propiedades y limitaciones. rinalmente a través de una serie de
comentarios se analizaron, desde las propiedades se tfansformacién
del mapa ante operaciones de simetria en el espacio espinorial
hasta la conexidén de la estructura con parametros experimentales
(dngulos de Weinberg y Cabibbo, asi como amplitudes invariantes- de
interaccion), buscandc dar algunas ideas para la .continuacién del
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. o .
trabajo: construccién de Lagrangianos, relaciédn con mecanica
cuantica cuaternidnica y campos electromagnéticos en la mnisma,

finalizando con cuantizacion de los campos multivectoriales

usados. . - : -
- . .
- e A
- - - - - ¥ - - - .. - e P - -
. -
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A PENDTITCE
ESPINORES.

En el estudio de los sistemas fisicos con simetria rotacional

se observa dque algunos de ellos se describen usando funciones de
onda mecano-cudnticas gque corresponden a representaciones doble
valuadas del grupo SO(3,1) Yy son conocidas ccmo

mientras gue por el contrario las representaciones

existen también en la naturaleza (sistemas bosdnicos),
cuencias fisicas

fermidnicas

sencillas
lass conse-—
Y su tratamiento matematico son de vital
importancia en el analisis de cualquier modelo de interaccidn en
la materia. :
Para iniciar este

apéndice hablaremos del grupo de
Lorentz

homogéneo como el conjunto de transformaciones lineales
continuas que dejan invariante la longitud de todo
espacio—-temporal perteneciente a la base

s 3 generadora del’
’
Algebra de Clifford 6(1,3), cuando el determinante de

es unitario el grupo es el de Lorentz
Son tvransformaciones pronias de Torentz

vector

estas
transformaciones

propio.

las rotaciones esvaciales

en tres dimensiones y el conjunto d=e transformaciones
especiales gue mezclan coordenadas espaciales y temporales; las
que corresponden a las llamadas boosts de Lorentz a lo largo de un

significa fisicamente wuna transformacidén
entre dos estructuras coordenadas moviéndose una con respecto a la
otra a travdés de un eje ecespacial

generadores

el &dalgel'ra

de Lorentz

eje coordenado (ésto

a una velocidzd dada). Los
de las rotaciones ¥y los boosts de Lorentz satisfacen
Ae Lie del grupo SO(3,1)
'SU(Z)xXSU(2) lo cual puede sexr
representacioneﬁ del grupo SO(3,1)

sea por 1o'tantols

localmente isomorfo al grupo

. usado para obtener las

usando las dadas Ppara SU(2),

A.L

8
)
13

[ 7 . .
me,mn_] — i = N (e, = X2,2,3)

|
M
mn
jed

A.2 [Mm,Mn] = L (m,n = 1,2,3)
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A.3 [M,N]=0 T ’
m n - R

el algebra de Lie SU(2) kSU(Z)

‘donde los generadores M y N estan
dados de la siguiente. forma.

A.a M = (:: + ix]/z'
m ™ m
. (m =31,2,3,)
A.S5 N o= (I = 1Km]/2
con Jm Y Kln - como los generadores

de las rotaciones vy de
respectivamente. Se
representacion por el par de numeros

los
puede etiguetar una

boosts de L.orentz

(u,v) donde u(u+l) y v (v+il)
son valores propios de los dos operadores de Casimir M

Y NZ, el
espin de la representacion (m,n) es m + n.

La representacion irreducible no trivial mas

simple generada
de esta forma es bidimensional

(1as'representaclones de N Y Mm
son las matrices de Pauli)

Yy esta etigquetada como (1/2 0) o
(0,1/2) correspondiendo a fermiones izquiercdos o derechos. Esta
representacion se gconoce como doble valuada {lo que oaurrira
siempre cue m + n sea semientero) ya que las rotaciones éoriznw‘
.con

impar transforman la identidad en

su negativo mientras. que
para w par ocurre lo contrario. .
-
En algunos  textos

formales de teoria de gruposlsf34
define un

espinor de Lorentz
componentes (Ea;a

comporta como

se
coms un objeto

complejo de dos
= 1,2) gue bajo

nrma transformaciodn de Lorentz se

A.6 g% —s £% = 35’3

Y al tomar unrn espacio euclideo tridimensional
(rotaciones) corresponde al usu~l espinor de Pauli mientras gue un
espinor con indice

puntado sera agyuesiia canicidad cunplieja de dos
componentes (5&; ax = 1,2)

= ) que bajo una transformacion de Lorentz
15

donde A € SL(2)

se comporta como
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A.7 g, —> €7 = séA*rf .

Para la teoria no relativista de particulas con

eséin
arbitrario s necesitaremcs magnitudes con (2s + 1) componentes
(espinores simétricos de orden 2s), en especial las
representaciones irreducibles del érupo propio de Lorentz en el
espacio tiempo nos

permitira escribir
términos de los de Weyl {(dos componentes).
superior se

espinores de Dirac en

1.0s espinores de orden

conjuntos de magnitudes que
transforman como los productos de componentes de un
de espinores de

definen como se
cierto numero
primer orden (entre los

indices
mezclan los puntados y los no puntados).

del mismo se

cuando se incluye la inversion
los espinores se

simetria para
pares de espinores (E 5 )

en el grupo de
deben considerar

llamados biespinores a diferencia de los correspondientes a
x Lo - a . .
IETLETL (ST LK e Gmen o

DT LTS oMo avas Ao ﬁ(‘““‘—.nwp.— TTrn

particula de espin 1/2 due se mueva a la velocidad de la luz se
representaria en wun sistema

dado por una funciodn de onda de
componentes

(espincr de Wevl) gue por sexr una
proyeccidén de la solucidn relativista para la misma puede ser por
igual puntada o mno puntada y es

solamente dos.

solo debido a la necesidad de
introducir una masa en reposo de Dirac en la ecuacidén de o=m-da la

gque obliga a considerar al biespinor como la funcidn de onda en la

forma simétrica de la ecuacidn de Dirac.:-
En este punto es importante hacer una anotacion

ra recordar gue en 1937 <ae Elie Cart.an6

1 his rs:a pa-—
quien establgq;o_las
teoria de los espinores y las aél'c:éiones de
las mismas a algunos modeles de las leyes fisicas impex '
momento, aitn cuando

bases
matematicas de 1la

antes en su

estricramente los espinores fueron usados
primero por los fisicos en mecanica cuantica.

En este trabajo
Cartan desarrolla su teoria considerande a los espinores como una
representacién lineal del grupo de las rotaciones en un espacio n
dimensional y estableciencdo

algunos elementos de conexién con

111



algebras geométricas, se da un significado geométrico al concepto
del espinor, se definen ﬁul;iﬁeqﬁo:es Y planos isotrdpicos
mediante pares de espinores eh=éépacios euclideos de cualguier
dimensidén asi como un estudio riemannianoc de los mismos.

A.IT. SISTEMA DE ESPINORES Y MUUTIVECTORES. .

A traveés del desarrollo histérico de la teoria de campo han
suxrgido diversos modelos que buscan la comprensidn de los
fenomenos naturales bajo el menor numero de parametros posibles
asi como la exploracién de simetrias cuya manifestacidén no es
evidente, en este camino hza surgido la necesidad de una
interpretacién geométrica de los eventos fisicos asi como 1la
necesidad de wuna estructura matemdatica qgque permita facilmente el
desarrocllo de modelos de gran espectro de aplicacién (tebfias gran

unificadas y supersimetrxrias), gracias a é&sto se comenzé -a
explérar un sistema multivector-espinor con verdadero interés.
cientifico. Por otro lado el criticiswmo actual ha forzzdo a la
comunidad a ahondax en la interpretacidn de conceptos Y
construcciones fundamentales, por ejemplo:; es comin considerar a
e nvimera rormas fundamental de’ Alonmitespaclio vecrorial TTcomo -
primigenia (objeto basico), actualmente =se esta exploranda la

idea de considerar la construcceisdén del espacio—-tiempo ¥y la
formulacién de la mecanica cuantica como realizaciones fuertemente
reiacionadcs entre si, de tal manera gue todo modelo completo de
interaccidon debe fundamentar ambas simulténeamentes. .

Desde el punto de vista matematico ha surgido de algunos aios
para anca la inguietud de fijar univocamente la naturaleza
primigenia 2a o5 csopincres scbkre =21 rests  ac 1oz cbj:té:
matematicos - (la - postura contraria también tiene adeptos), para
cste trabajo este punto es irrelevante ya que basta con garantizar
la factibilidad del sistcema multivector-espinor para llevar a buen
términe nuestro propdsito.

Una postura ampliamente generalizada por D. Hestenesll'lz, K.
Bugajskas Yy J. Keller14 entre otros, define a los espinores como
ideales minimos izguierdos de un algebra multivectorial dada; sea
£ un subespacio del Aalgebra multivectorial B(p,q) bajo la suma con
la propiedad de que la suma de clementos en ¥£ estara siempre en £



by tal gue es invariante bajo multiplicacidn por la izduierda

A.8 si x € £ Y M e S(p,q) entonces My € £ ,

el espacio espinorial dual £t es a1 que
A.9 si x'_ c 27 Y M e B(p,q) entonces -fo e £

(lc que corresponderia a un ideal minimo derecho). A pesar de gue
esta peostura la comparten varios autores, hay ciertas diferencias
en cuanto a la representacidén matricial de los ideales minimos o
espinores que wva dJdesde la colunna (rengldén) hasta la matriz
cuadrada (formalismo Dirac-—-K&hler) de lo cual, siendo auvtoconsis-—
tente, es posible lograr resultados equivalentes ya gue en ambas
condiciones todo mnultivector se puede construir mediante el

producto de espinores tal que

- MeB., T = . -
.10 . M = M"Fx xp donde
erB es un escalar

= 9 X .~ = P, . 3
= o B , : . ) .

-A su vez siempre es posible ¢construir un ideal minimo mediante
multivectores, lo cual es trivial en el caso de la représentacién
cuadrada ¥ amerita un teorema (Crawford) cuando se trata de una
columna o un renglon. Sin embargs autvn no s han analizado las
propiedades de transformacioén ante el grupo de Lorentz de los
ideales minimos tales que se pueda garantizar la convergencia de
la estructura espinor-multivector cun las leyes de compcrta:miel;)to
'presentes en la naturaleza.

Sabemos gque el multi’{ector M transforma bajo la accidén dJde

algun elemento S del grupo do Lorentz (SO(3,1)) como

A.11 M —» sMs~ 1 , .

Por lo gque al definir el espinor como ideal minimo de M es forzoso
que .

A.12 x —-> Sx



lo cual. coincide con A.6). y/© A.7) por otro lado es claro que

cuando - se representa al espiner ¥ con una matriz cuadrada (es
posible que se use toda la mat:i2f95bien'que solamente una celumna

contenga al espinor y por lo tanto la posicidén del misme ‘dentro de

la matriz cuadrada sea un indice,eépinorial)s, es posible pensar
en €l como algun elemento del algebra de cCclifford.
espacio—-tiempo es
22

En el caso
claro que toda matriz cuadrada 4x4,'w admite la

descomposicidn

_ a . L. a8 «_5 s
A.13 Yo=Y, v Y ¥+ g "”aqs” YT T YT

en los elementos del Algebra c(1,3) {1,1“,7“B,wa5,15} sin
considerar sus propiedades

de transformacidén ante el grupo propio
de Lorentz ya gue bajo la

accidn de éste los elementos de A.13)
transforman de diferentes formas entre si.

El problema planteado en el anterior parrafo es resuelto en
la literatura cuando menos en dos formas;

a) Algunos autores circunscriben la expansién A.13) a la

repro=sentacion multivectorjal del aqrupo prowmio de Lorent=

Spin (1,3) y en caso necesario a la correspondiente al espin
i/2, Spin*(l,s). Adicionalmente se

garantiza gque para todo
vector x € A :

’ WXW+ es también un vectorll’lz.

Psa

b) También se encuentra extendido el concepto (con algunas
variantes) de expandir una funcidén de onda espinorial como
A.1l4 LY = aT? R'I“n
Aonds R' son fovmas muadraticas Gile satisfacen el o lgebra

biespinorial de Dbirac, ¢ es una fase, I', € {1,3) y -

N S un
espinor constante arbitrario. . Mediante el teorema de
. . = 7 . .

inversion de Crawford es posible garantizar quea cdado el

conjunto de funciones reales qgue satisfacen &l algebra

biespinorial de Dirac es posible encontrar el espinor ¥ gque

les corresponde bajo la construccidén A.14), adicionalmente

este teorema puede ser usade para desarrollar un espinor en

una expansidén multivectorial particular bajo la eteccidn

arbitraria de un espinor constante 7 y una fase global ¢.
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Ccuando se desarrolla la expresién*}_&-l4)’ y mediante el

uso del teorema de factorizacidn del propio Crawford se puede
escribir el espinor ¥ como

bt §
A.15 v = e WA s, 7

dondeA+ Y S+ forman parte de un conjunto de operadores de

proyeccicdn a los que se les puede asignar significado fisico.
De esta forma es claro gque la eleccidn de 7 es esencialmente
irrelevante ya gque los operadores de proyeccidn generan 1la
direccicén adecuada en el espacio espinorial, A

por lo cue 1la
funcisdén Jde onda espinorial A.14) o A.15})

esta determinada
hasta una fase ¢ (como es obvio la fase de la fuancidn de onda
espinorial no puede quedar determinada

de las cantidades
observables) .

La construccidn de Crawford para el

espinoxr '/
(ecqquivalente a un ideal minimo del

algebra) garntiza su
transformacidén correcta bajo la accidn del grupo propio de
Lorentz ya que bajso SO(1,3):;

.- . e -

- - N p—a . - .- rrm e w e e

rR' — R!
r* —s sr ;s

. m — Sn con S € SO(1,3).
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CONCLUSIONES -

A lo largo del desarrollo de este trabajo, al final de cada

capitulo, se realizaron comentarios que buscaban mostrar algunos

alcances, aplicaciones y consecuencias particulares de utilidad en

cada

caso en - forma practica y eficiente:; por esta razdn (y.-

buscando eliminar la redundancia) se presentaran solamente las
conclusiones generales del mismo.

i

'8

)

Calgebras= - de

La representacién multivectorial de los grupos de Lie
inducira una clasificacién de los mismos que permitira su uso
en un solo lenguaje matematico, eliminando las dificultades
usuales inherentes a su representacion en distintas
estructuras:; sobre todo en modelos fisicos Qe 'gfan
unificacison donde al implementar el meéanismo de ruptura
espontanea de la simetria, los grupos (simples o no simples)
involucrados presentan complejidades diversas en un languaje
tradicional {matricial o tensorial). Es asi e€eomc al usar
Ciisfora para réplresceilcdl YLupos de ie ..CUaiyuiel
mecanisme de ruptura espontanea de la simetria tendra
representacién sencilla en este lenguaje, qua a su vwvez
inducira grupos de gran unificacidén (SO(ld) bor ejemplo)
propuestos en forma natural y relacionados con los modelos
modernos de cuerdas.

Finalmente, se presentd c¢i sistema multivector-—-espinor
bajo un estudio global relacionando las caracteristicas de
los idesles minimos mhlitivcocororidles c~on  renresentaciones
para grupos de Lie en algebras nu bivectoriales que ademas de
ser un camino alternativo para construir las mismas,
evidencia una notable correlacidén entre los proyectores
necesarios para clasificar ideales minimos de algun algebra
de Clifford dada 6(p.,dq) Y la representacion multivectorial de
algunos grupos de Lie en la misma.

El mapa extendido de Cartan, cuya inspiracidn esta en 1a.
teoria original de este autor, gque incluye una simetria
asociada al espacio—tiempo €(1,3) y otra en espacio isotdpico



dada por los grupos de norma usuales en teoria de campo, se
generaliza aplicandole una

‘estructura
©((1,3)

(grupo asocciado al espacio—piempo).
torial resultante conmuta con
obsexrvables fisicas

espinoriales,

multivectorial en

E1 mapa multivec-—
los operadores

asociados a
en el espacio de

las funfiones
con lo que sus valceres propios son invarfiantes
ante la aplicacicén del mapa. *A sSsu vez, 1a'estructu2£ agui
presentada puede,K usarse en espacios de cualquier dAimension
donde a los ideales wninimos (espinores) del .élgeb%a de
Cclifford E(p,q) -se - les transfoxrme (usando el mapa
mualtivectorial) bajo algin grupo de Lie deseado, garantiizando
la autoconsistencia de la misma mediante la construccidén de

un mapa inverso gue permite obtener un espinor rotadol en el
espacio isotdpico a partir del multivector asociado 1 mapa
extendido de Cartan.

Por M1ltimo, ‘es el producto de clifford de mapas
maltivectoriales de  Cartan bajo -alguna direccidn isdptdpica
(dada por la forma de definir las corrxientes hermiti

anas o
cantidades invariantass) qguien da

la informacidén, en infice de
TiAwenre . fATre tas ralaatones  que Inve lueran ‘las aorgpiences
hermitianas usuales en los céalculos de transicidn entre
'mostrandosg en este trabaﬁo que la cantidad de
relaciones o identidades de Fierz obtenibles mediante este
procedimiento depende de la base espacio—temporal usad

mapa multivectorial de Cartan (siendo maxima cuando se

particulas,

s en el

usa el
grupo 6(1,3)) al mismo tiempo gue la construccidn y mé

todo de
analisis es igual bajo definiciones distintas = las
cantidades invariantes inve woradas. '
El caso particular de la generélizacién multivectorial del
mapa :

extendido de Cartan en el cual se usa la sublilgebra
cuaternidnica de G (1, 3) (lo que constituye una
autores que entre otras
modelos que incluyen prequarks

de norma sSuU(2)

situacidn
cosas . estudian
en su estructura) y e

comin en varios

1 grupo
se relacionsd exitosamente con Yrabajos
publicados recientemente en la literatura, uvtiles en modelos
e norma para particulas elemd

interaccion entre
usando un mecanismo de proyeccldn econdmico ¥

ntales,
susceptiible de




generalizacidén enmarcado en un sistema mulﬁivéctcr—espinor de
operadores cuyas propiedades e interpretacidn geométrica
permitieron descubrir 'y explicar las limitaciones propias a
los modelos particulares ya citados.: Al analizar el producto
de Cliffoxrd de la proyeccidn cuaternidnica de estos mapas
multivectoriales se les pudo relacionar con estructuras ya
reportadas con ‘la ventaja de gque este nmétodo multivectorial
Justifica y evidencia propiedades y limitaciones
casos de manera clara Y natural. ’

en estos
El producto de Clifford Qe mapas nultivectoriales de Cartan
permiticé mostrar una aplicaciéon de interés practico qde 1la
estructura matematica desarrollada; la obtencidn sencilla y
rapida, a partir de una sola expresicén de las identidades de
Fierz aunada a un andlisis multivectorial de las mismas. E1l
dltimo capitulo de esta tesis corrxespondidé a la aplicacidn de
este mapa a la ecuacidén de Dirac con la finalidad de obtener
una ecuacidén donde el campo fisico asociado a ura particulé
esté representado por el mapa  multivectorial de cartan

construido usando el espinor de la ecuacidn de Dirac original

- 3 - - cnmemn— . e — e m—— S P s SR S 28 fe e m e Ao om e amm = Y
avct J an GIGEo s LoTLG > [ret oy Simotoia CEMET LTINS AL
e(1,3).

La ecuacidn asi obtenida (cue puede ser transformada

mediante la identidad de Fierz generalizada) fue proyectada

al grupe de norma"SU(z) Y la subalgebra cuaternidnica A=
€(1,2) {(vajo un cambio de la representacion de la bkace en el
operador diferencial) obteniéndose una eccuacién de movimiento
Ya reportada en la literatura con aplicacidn en
electrodébiles;

interac-.iones
lo gque ademas de mostrar la utilidaa de l1a

ecuacién multivectorial construidia vermitid segulr en un

analisis multivectorial 1las prcpiedades y lamitacicu=s de
modelos particularess (cuaternidnicos, de uso cada vez
amplio desde los trabkajos de Finkelstein) conserva:i:ido

caracteristicas y capacidades dJde calculo

mas
algunas
propics de los
modelos comunes va reconocidos b4 probados
talmente. Asi mismo,

experimen-—
esta estructura da algunos elementos de

Plausibilidad sobre viejas jeas relativas a la dualidad

i
fotdén—neutrino etiguetando a las prarticulas elementales

mediante la asignacidn de una direccidén isotdpica en el



espacic SU(2).

Al ccencluir este trabajo solo resta mencionar gque el

camino agui iniciado tiene un posible futuro en el an&lisis
de los modelos holondmicos de
esperanza, agui alimentada,

constituye un lenguaje atil

supersimet‘__ria gracias a la
de gue el algebra de Clifford

qua permite un estudio mas
transparente de las leyes fisicas que gobiernan los fendmenos
de interaccidn entre particulas elementales.
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