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R E s u M E N 

En este trabajo se const.:ruye'Una.genera1ización e1 á1gebra de 

C1ifford de1 mapa de Cartan ."(y.': d~ su'. versión extendida) reportado 

en 1a 1itcratura, que incÍ.uy~ ';-liria simetría isotópica donde se 
usaron grupos de Lie·:i;;~:·~(en'~:':~: '-'~epresentación mu1tivectoria1 

especia1mente construida :'pcii'.ií:;'~'.tcfi: ·efecto) asocia.dos a 1as teorías 
. .·.: •. :;'··'·Y:J:-,; .. ,!'•':: •:•.:" . 

de norm<:l de mayor éxito en:<'.1a;;';actua1:idad y 

de hecho se ana1izaron ias5:P.rbp:Í.edades de 

otra espacio-tempora1; 

este mapa y su inverso 
en e1 á1gebra citada. Esta·,·.construcción tiene su fundamento en la 

teoría de Cartan d.e. '-1os espinores transforniando e1 espacio de 1os 

mismos en su correspondiente mu1tivectoria1, ;Eactib1e de ser 

asoc~ado a campos físicos para particu1as e1emcnta1es. 

La estructura matemática aquí presentada permite obtener con 

senci11ez 1as re1aciones entre formas mu1ti1inea1cs de la teoría 

de campo usadas en 1os cálculos de amplitud de interacción para 

di.agramas de Feynman conocidas como identidades de Fierz e incluye ___ ...... ..; -·-, --
1:"-- -------

Cartan mu1tivectoria1 ·contiene info:t."n\ación úti1 en 1a explicacj.ón 

un conjunto de resultados de sus características y 1imitaciones) 

asociados a un mode1o de interacciones electrodébiles reportado 

en á1gebra 

la mecánica 

recientemc;..1&te, cuyos 

cuaternión{ca y por 

campos 

l:o tanto 

físicos están expresados 

inc1ui.do en 

cuántica 

prequarks. 

cunterniónica 

se 

usada 

encuentra 

ú1timamente en los mode1os de 

Finaim~-nte y c..:on .1.a idea de tt=ner uu ·n1uü.t!:i...U l.LulOJtú1u...L ..... u U..:::= 

j •-iteracci<.~n·, se ·obtiene una ecuación. asociada a 1a de Dirac donde 
eJ...· campo fernióni.co se 

Carta.- mll1 tivecto:cia1 

encuentrn 

bajo una 

representado por su 

simetría isotópica 

mapa de 

y otrn 



A B s T R A e T 

A mu1tivectoria1 general..ization of the cartan map, spinors to 

. p+q 

vectors, is constructed from c 2 spinors to l:il" (p,q) C1ifford 

a1gebra (p = 1 and q = 3) as a··particu1ar examp1e in this thesis 

introducing ari isotopic symmetry (SU(2) or SU(3) in our particu+ar· 

exampl..es in arder to rei:a.t·e to usual. gauge theories) and, the 

symmetries of .spacetime used as a basis to x.-epresent the physica1 

fie1ds. The a1gebraic properties of this map and of the opcrators 

representing observab1es are studied, the inversion map is al.so 

presentad. We show exp1icit1y the guaternion projection o·f the 

map, its properties 

comparison is 

1iterature. 

al.. so 

and its mathematica1 and physica1 meaning~ a 

made with spinor-vector . maps used in the 

To introduce the isotopic symmetry in the mul..tivector Cartnn 

map a mu1 ti vector. representation t:: (p, q) is used not n"'cessari1y 

restricted to the bivector subal..gebra ~2 (p,'q), which is a common 
..._.,__ :·~ ~ ;.:_ .~-..:...,;,.;.n.; ... :~: . ...----
-~-"."""' ---··'::Jl-"":"'7&'- -----

-(!" __ _.._, ...... ~+.·,,,, ----.... ---- .. --_.. 

physics. 

This construction a11ows to rccast .a11 the Fierz identi ties 

into a singl..e equation · co~responding to the C1ifford product of 

the mul..tivector Cartan map fer severa1· particul..ar cases. The 

the procedurc prescnted here can be <J"'•-iera1ized to any of 

spinors and mu1ti1inea1 forms \.~sed in scattering 

invo1ving el..ementary partic1es ~v~ Feynman diagrums. 

amp1_itudes 

Finn11y, the mu1tivectox.·c. ·cartr::.1 map is appl..ied to 

oquation using ti'(1,3) <:>S.· thc«.·bas;.c spacetimc symmetry 

the 

and 

Dirac 

some 

gauge groups. The mu1tivectod.a1. Dirac equation can neverthe1ess 

be defined on any spacetimc no.ani;:Ool..d, using the same procedure. 

The Dirac equat.ion i11 a qual.:.~.L.1..a.i.u",_;_~ c::~--= ...... ~ .... '-'w~dk ¡¡i.odel. is 

projectcd, using both gcometrica1 and physica1 urguments, from the 

general. mu1tivector Dirac equation, this a11ows un ana1ysis·of its 

propcrticz ~nd of $Orne of its 1imitations. 
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INTROOUCCION. 

El. gran matemático británi.co Wil.·l.iam Kingdon C.l.ifford 

(J..845-J..879) fue precursor de ideas matematicas de especial interés 

tanto para la física como para l.a geometría y temas afines, con 

especial. vocación :para l.a_ d_oc_encia. En particular fue el creador 

del. ál.gebra geométrica (l.l.ainada ahora ál.gebra de Cl.ifford en su 

honor) usada en años :i::-·ecierl:té"s por un grupo cada vez más nutrido 

de científicos en el. ·mundo,· cc:>mo_ l.enguaje util. para integrar ideas 

y :cesul.tados de muy di~e;'sa.~ 'ci:i.s'~ipl.inas. 
En 1.878 publ.icó ci.b::fÓrd' ~Í primer articul.o al. respecto de 

esta estructura matemát{"ca">:·· sin_ embargo durante muchos años las 

técnicas veetori.;,_les de·'. biJ6J::>·5·' Y.:· Heaviside dominaron totaln1ente el. 

mundo cientif ico 

Wcssel., Grass~ann, 

y 

cuaterni.6nicas 

mientras . gue l.as álg.ebras de 

y en general. de Cl.ifforu fueron 

rel.egadas casi por co:mpl.ctiÓ_".· En cerca de cien años 

de l.a ciencia física .y matemática hubo l.uminarias 

de desarrol.l.o 

como Wol.fgang 

º· ·Et:l..UL~ 

al.gebras asociativas.· para,. el.escribir l.a~ propiedades de J.as 

particul.as el.eméntal.es pero sin reconocer explícitamente este 

hecho o al. menos considerando el. ál.9ebra como un caso particular. 

del. ál.gebra de· matrices, necesaria par.a sus propósitos. otros sí 

l.o hicieron como· Arthur Eddington, Andres .Mercier, Proca, en l.a 

década de l.930-J..940,• ·pero su·.per.:::"',pción no fue transmitida hasta 

nosotros. A partir de J..960 varl.os físico-matemáticos (Harcel. 

P..i.csz. Ga.~t0~ t:e::"'_s;:-_~t:iova-, Rc.c:r~~ ~:::-... ~c!Jp·t:·~ 'T'P; 1-1 Pr .- navi_d I!estenes 

entre otros) han trabajac4o-. ,cons·i•~o:-eatemente en l.as álgebras de 

::J.ifford y su apl.icación" a:: 1.x.·_;'f"isica, siendo hasta l.986 que se 

organizó el. primer ta.1.l.er inte~r.z.c~.onaJ. de ál.gcbras de Cl.ifford en 

la asistencia de 66 

En esta ocasión se 

Canterbury, Kent (Gran Bretaña) con 

participantes y auspiciado por l.a NATO. 

reunieron científicos de l.a calidad de David. IIestenc!.;, Perti 

Lounest.o, 

Crawford, 

R. W. Tuc}:er, E. KiihJ.er., Kristina 

Dieter B. Ebner, Ruth Farwel.1 o 

Bugajska, 
John Me. E\·Jan entre 

otros, siendo Jaime Keller (asesor de esta tesis) el. único parti-



cipante de origen 1.atínoamericano en este evento. En este taller 
se presentaron trabajos de ·una gran variedad de intereses (desde 

física teórica hasta.ingeniería eléctrica) y su segunda versión se 

real.izará durante este año (septiembre de 1989) en Montpel.1.ier, 

Franci:a.· Cabe mencionar que ·en junio de 1981 Jaime ·Ke11er, Je~zi 

F. P1ebansky y Marcos Rosenbaum coordinaron un simposio en México 

(auspiciado por J..a ·Facul.tad de Qu:i.mica, e1 entonces Centro de 
Estudios Nucleares, el. Instituto p.e Matemáticas Apl.icadas y 1.a 

Dirección General. de Asuntos del .Personal. Académico de 1..a UNAM) 

titulado "Mathematics .of. the Physical. Space •rime" donde se 

abordaron conceptos relativos a1 ál.gebra de Cl.ifford del. 
espacio-tiempo y al.gunas de sus apl.icaciones. 

Estos son los antecedentes históricos que establ.eccn 1.a razón 
de una investigación.sobre al.gunas características del álgebra de 

Cl.i:Eford, . propiedades y apl.icaciones a modelos de interés en l.a 

explicación de fenómenos presentes en 1a naturaleza. Es así como 

este trabajo toma 1a proposición (por demás compartida por varios 
científicos) de que el. álgebra geométrica es 1.a base de "un sistema 

matemático universal. que permite integrar ideas y resul.tados 

geométricos útil.es en 1a elucidación de conclusiones físicas para 

model.os fisicomatemáticos de 1a naturaleza. su ·inevitabil.j_dad en 

el. desarro11o de 1a ciencia se observa en su frecuente 

redescubrimiento en diferentes lugares, por distintas .,pe"::'sonas y 

en diferentes épocas~ 1as álgebras construidaa por Dirac y Pau1i 

en su intento de resol.ver problemas de 1a física, el ál.g~;.ra de 

C1ifford presente en 1.a estructura de !.os.operadores de <::rcación y 
t::1.c.:?str,..icción fermiónico~ ;:\~i' ~otno .?t 1 -:!11nOS trflbaj os rccic...1.~'!":r--!0..:· sobre 

teoría de determinantes presentadas por G.C. Rota y D. Hc.;t-:.nea, 
son algunos ejemplos do este ·hecho. 

En esta tesis se pretende construir una genera~ :'..z;:ici.ón del. 
mapa de Cartan (y su versión 
1.iteratura, que corresponde a un 

versión extendida espinor-coaternio) 

para los espinares que incluiya a 

espacio- ter-.1porales en una ál.gcbra 

extendida) report.ddo en 1.a 
mapa espinar-vector (o en su 

basado en 1.a teoría de Cartan 

1a vez simetrías isotópica y 

de Cl.ifford, a partir de un 

sistema esp~nor-mul.tivector, donde el mapa mul.tivectorial. obtenido 

2 



-~ 

pueda tener significado como un campo físico' asociado a al.guna 

partícul.~ el.ementaJ... 

Esta construcción se propone pensando entre otras cosas, que 

ei· sentido geométrico deJ.. áJ..gebra permitirá mostrar fáciJ.. y 

económicamente al.gunas '"reJ..aciones ·entr.;;, l.as .. formas mul.tiJ..ineaJ...es 

usual.es en J..a teoría de transiciones entre partícul.as el.ementaJ..es, 

y podría constituir un procedimiento viabl.e en l.a generación de 

modeJ..os de norma hoJ..onómicos para J..as mismas. Es así como J..as 

identidades de Fierz comunes usadas ·en J..os cáJ..cuJ..os de ampJ..itud de 

transición para interacciones entre 

son obtenidas mediante eJ.. cáJ..cul.o 

partícuJ..as 

de trazas 

elementales, que 

de J.. producto de 

adq•1ieren 

producto de 

dada; matrices de Dirac en aJ..guna representación 

significado geométri~o J..ibre de represen~ación como eJ.. 

mapas multivectoriaJ..cs de Cartan. 

_ Por otro l.ado se obtiene una ecuación de Dirac cuyo campo 

físico está representado por un muJ..tivector (construido usando una 

simetría isotópica y otra espaciotemporal.) que en espacio-tiempo 

curvo no necesita una tétrada ortogonal. .dada en J..a vecindad de 

cada punto de 1-a mj_sma, a diferencia de J..o ocurrido con J..os 

(en nuestro caso eJ.. operador diferenciaJ.. de l.a ecuación de Dirac 

se encuentra escenciaJ..mente intacto y el. muJ..tivector asocj.ado aJ.. 

físico tiene una · estructura diferente a J..a usada en este campo 

caso) 

P.R. 

y a J..a ecuación de Dirac para mul. ti vectores reportada por 

Ho:LJ..a;-.r:t13 (este autor combina una ecuación de Dirac con su 

dual en una estructura operador-estado en espacio-fase). 

Pa..:"' J..a consecución de este objetivo será preciso anal.izar 

adP..::iás: :La ·:r:-dpresentación mul.tivectorial. de J.os grupos de Líe más 

usuales en las teorías de norma de éxito probado (o probable) en 

t.:lc:c ía .. de· campo para ser usada como simetría "isotóp.lca" en el. 

mapa <:;<!neralizado, en este rcngJ..ón existe 1a propuesta manejada 

por un c=-::::, 9_:~--::~ ,..:;"? ~~'-''?ct-;..::r::trt0~es corno ?-f.F. Atiyah, R. Bott, A. 

Shapiro3 , P. Lounesto16 , D. Hestenes y G. Sobczik11 entre otros, 

sobre 1os grupos ortogonal.es, espín y pin 

ál.gebra; siendo especial.mente l.os úl. timos 

representación mu1t~vectorial. de grupos SU(n) 

que es anal.izada aquí para casos particuJ..ares 

3 

a construir en e1 

quienes abordan J..a 

bajo una conjetura 

de interés en este 



trabajo, contrastando con ·un mecanismo diferente de const:rucc5.6n 

no reportado en l.a 
propiedades adecuadas 

l.iteratura. Así 
de l.os operadores 

como garantizar l.as 
asociados 

' observabl.es con respecto al. mapa para conservar l.as 

a magnitudes 

mismas en el. -

model.o mul.tivectoria1. 

Existen al.gunos intentos de construcci6n de ntodel.os 

vectorial.es (que gracias a nuestra estructura se puede 

demostrar que son :real.mente cuaterni6nicos) para interacción entre· 
partícu::Las el.emental.es (sobre todo para interacciones 

el.ectrodóbil.e~) real.izados recientemente por el. grupo J. 
Mickel.sson, c. Nash y G.c. Joshi, o por el. grupo J. Reif1er y R. 
Horris usando una propuesta que queda incl.uida como caso 

particul.ar de l.a anteriormente ntcncionada; razón por l.a cual. era 

de esperar que l.os resul.tados de estos autores queden incl.uidos 
dentro de l.a estructura gl.obaJ. aquí pres~ntada, se buscará 

adicional.mente el. significado físico y matemático del. método de 

proyecci6n usado como un factor de interés en el. estudio de l.os 
modal.os asociados. 

Final.mente se estudia el. mapa inverso asociado al. 
.... 

construcci6n de esta estructura matemática que permita su 
adecuado uso en model.os físicos. Por esta raz6n se usa el. teorema 
de Crawford 

biesp:i..noria:L 

cl.as:Lt:icada 

producto de 

idempotentes 

en 1a l.iteratura para r.:?portado 

de Di.rae, 

como tal., 
demostrando que nuestra 

cual.quier ál.gebra 

á1gebra puede ser 

se reconstrnye el. 

de proy~-.cci6n 

espinor original. 

obtenidos con 
como un 

opi;.radores 

primitivos del. á1~ab~a para cada direcci6n 

a1cmentos 

isot6pica 
de~ grupo Su(n) üaüu. 

4 
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CAPITULO I. 

ALGEBRAS DE CLIFFORD 

REPRESENTACION HULTIVECTORIAL DE GRUPOS DE LIE. 

Comenzaremos este capítul.o de:f'iniendo el. 

Cl.ifford (por W.K. Cl.ifford) -Y mostrando 

álgebr·a geométrica 

expl.íc~tamcnte el 

conjunto de axiomas mínimo necesario para nuestros· fines 

operativos; 

operaciones 

cuando por 

estos axiomas estarán dados en términos de las 

fundnmentales del ál.gcbra (suma y producto), aún 

razones de significado e importancia geométrica y 

algebraica posteriormente se definirán otras operaciones, a saber: 

productos externo e interno, conmutador, anticonmutador, etc. 

Debido a que _el álgebra de Cl.ifford es un tipo diferente ele otras 

ál.gebras asociativas gracias. a al.gunos axiomas adicional.es que, 

entre otras cosas, permiten. clasificar ].os elementos de l.a misma, 

separaremos los axiomas presentados en dos partes; l.o_s que se 

rel.acionan con la definición de cual.quier al.gebra y aquell.os 
-----~ .i:·-t____ _, -- ""--- ~_, __ .... _-~_-_-_ ... _~-----
--~---~---- r-7-

Defínicion. Un ·álgebra de Cli:Eford es un anillo asociativo 

~ (p, q) sobre el ca1npo de los números reales o compl.ej os que a s.u 

vez es un espacio vectorial. sobre esos mismos campos, tal. que para 

todo par de elementos :;._, B e ~ (p, q) (que en l.o sucesivo ll.cimaremos 

mul.tivectores) y a,{3 e ·(campo de 1.os números reales o compJ.ejos) 

es cic::::·to que: 

a(AoB) (aA)oB = Ao(aB) 

Como consecuencia de lo anterior (que de hecho <'!.cf ine 

simplemente a ~(p,q) com~ un álgebra) 

l.. 

2. 

3. 

4. 

5. 

A+B E G(p,q) ,· 

1\+B = B+A, 

(A+B)+C = A+(B+C), 

Existe un el.emento o e G(p,q), 

tal que A+O = A, 

Existe un c].cmento -A G G(p,q) 

tal que A+(-A) = o, 

s 

, ., 
se siguen 10$ axio~as--

cerradura en la .,,-.r.na. 

conmutatividad er, la suma. 

asociatividad en la suma. 

existe l.a identidad· 

aditiva. 

existe un único inverso 

aditivo. 



6. 

7. 

s. 

AoB e ti"(p,q), 

Ao(~oC) (AoB)oC, 

Ao (B+C) AoB + AoC, 

(B+C)o.1\ BoA + CoA 

rx(A+B) rxA + <XB 

(rx+{3)A <XA + /3A 
<X (/3A) (ct/3) A 

-·- .. · 
. -~-~ 

cerradura en el producto. 

asociatividad en el pro
ducto. 

distributividad del produc
to con respecto a la suma. 

9. 

J._Q. 

11. 

12. J..oA = AoJ.. = A, (donde 1. representa el eleme,"lto unidad bajo la 

multiplicación). 

Los axiomas 1 hasta 5 definen a {~(q,q) ,+"} como un grupo 
suma que junto con abeliano 

conceden 
bajo la 

a ti"(p,q) la ca1idad de ani11o 

los tres siguientes le 

asociativo. ~inalmente 

quedu definido como un gracias a los axiomas 9 a 12 , ~ (p, q) 

espacio vectorial sobre el campo de los real.es 

Para concluir la definición de un 
o compl.ejos. 

álgebra geornécrica 
agregaremos al.gunos axiomas especificas de 1-a misma, 

general permitirán cl.asificar 1-os mu1tivectores12 • 

que en 

, ~ - 1\ = <A> 
o + <A>l.. + <A> + 

¿ 

de generadores cle1 áJ.gebr·a. 

La cantidad <l'I.> r es la parte 

<A>,. para algún entero positivo 
homac,_-récneo de grado r (o bien un 

n+t 
~ 

2... <A>r 
r 

r-vectorial 

r entonces 

r-vector) • 

de A, cuando 
se dice que A 

Históricamente 

A 

es 

los 
términos ~=-s:a1ar, vector, bivector, trivector, etcª se usaron cOl'"'l 

profusión desde 1850 para designar lo que en nuestra nomenclatura 

será ur... c·~ro-vector, 1-vector, 2-vector·, 3-ve.ctor y así sucesiva

m.-:nta. s.~.Jl.oien~o la definición dada por Cartan, un r-vector será. 

~n sistema de r vectores tomados en un arden def~nido. 

14. <A+B> <A> + <B:> . 

15. <il.A> il.<A> <A> i\. si i\. <il.> 
r r r o 

Gracias a los axiomas 14 y 15 es evidente que hemos definido 
el. espacio l';r (p, q) de todos los r-vectores como un subespacio 

6 



lineal de t;i' (p, q) e.que por. sí mismo ya es un espacio lineal) y a 
los escalares (real.es o. complejos) como una subá.lgebra conmutativa 
de ~(p,q). De hecho el operador que extrae el r-vector de A, <A>r 

funciona como un oper.;,_dor p:royección ya que <<A> > = <A> • 
r r r 

16. La relación entre_ ·los diferentes r-vectores de t: (p, q) se 

establece gracias a su construcción y el producto entre los mismos 

ya que: 

a) Si A 

b) Todo mul.tivector puede expresarse como una suma de r-vectores 
simples. Un multivector simpl.e es aquel que puede factori
zarse en e1 producto de r vectores anticonmutantes a

1
, a

2
, 

.a .. tal que 

A 
r 

para j,k = 1.2 ••• n 

Como un comentario 

donde a ºª J. k -a ºª k J 

y j * k. 

de gran importancia a este axioma, 

~ (p, q). Estrictamente habl.ando se ·ha simplificado la notación 

usual en aras do alcanzar mayor claridad, sin cm~ar~o es preciso 

conservar la información minima ne~esaria para completar nuestra 

de·Efn~_ción; como un dato de gr;:i.n im¡::crtancia para el manejo 

matemático y físico de los model·:>s ·a los que se apl.lcará esta 

estruc·;:.t.1ra r~s necesario precisar e:-\. tipo de espacio lineal que se 

est.á gcncrunclo, para lo cual ba:-~a. -::on especificar la propiedad 16 

aj para i:.udos lu~ ..i.-v(.,,;!ctor .. -: . .:::::> base, y~11-=:i.c:t.Ü\J.Lt..;:~ u.~l álge;.:,ra... Da 

esta forma si existen n i-v0ctor._-,,,,. anticonmutantes en !';' (p, q) el 

número de e1e:me:ntos en. la h-;:io_·::::e· 

taJ.es que <A 2 >
0
>0 mientras qui:> 

es 2n, y p de los n 1-vectores son 

q n-p tendrán la caractcr~stica 

de que <A 2 >
0
<0 (se debe subrayas:- "'""' a 1o 1arqo ele esi;e trabajo no 

se abordarán las á1gebras de Clifford degeneradas e(p,q,r) donde 

ele n 1-vectores, p son ta1es que <A 2 >
0

>0, q con <A 2 >
0

-:=o y r. 

tienen 1~ propiedad <A 2 >
0 

o), por esta razón ~s útil pensar que 

el álgebra G(p,q) es generada por ~l espacio vectorial. 

<A>1 = A(p,q) quedando condicionada su estructura a los valores 
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p,q~ si p o q son nul.os este. espac~~ será eucl.ideuno y 

pseudoeucl.ideano en caso contrario. 
J.7. Para todo r-vector A,. no nulo existe un vector no nulo a en 

A tal. 
p.q 

za 1a exister1cia 

es un (r+J.)-vector; gracias a 1.o cual. se garanti

de r-vectorcs no trivial.es para todo grado fini-to 

(r + J.) :s n. 

Una vez establecida nuestra def·inición de t.- (p, q) "procederemos 

a abordar aquel.1.as . operaciones . y 

importancia y significado geométrico 

inicio de este trabajo. 

propiedades que 

deben establecerse 

por 
d-csde 

su 

el. 

Definicio;. 
cuü1esquj_cra A, B 

El. producto interno de 

está dado como11 • 12 
dos multivectorcs 

€ ~(p,q) 

A·B ¿ A ·B I A·B ¿ ¿ A ·B 
r " .. " r .. r ,. 

donde 

a) A <A> B <B> y 
r r " ... 

b) A .. I~ <A uB ,.>¡ .. - .. ¡ r " r 

' De±'inicion. El. producto externo de dos mul.tivectorcs cual.cs-
ql..i.iera 1'.,3 e G(p,q) está dado como11 • 12 

A.l'.B I A .l'.B ¿ AAB ¿¿ A .l'.B 
r s r s 

r " r s 

donde 

a) A <A> y B <B> 
r r .. s 

b) A .l'.B <i'. oB > 
r r " r+s 

ambas definiciones es notorio que to.nto el. 

interior como eJ. exterior son derivados del. producto del. ál.gebra 
(cuyo sil:lbol.o en 1.o sucesivo se obviará), a su vez es posible 

observ-ar cómo el producto i.ntcrinr ñ isminuye el. grado de B,. en r 

unidades (o viceversa), mientras que el ~xterior 1o eleva en la 

misma cantidad. Gracias a la importancia y .u.plicaciones que se 

B 



darán en ]_o sucesivo a estos productos geométricos a continuación 
explorar~mos algunas de sus identidades más importantes que pueden 

probarse a partir de los axiomas_establecidos12 

I.1) 

I.2) 

A· (B+C) 

AA(B+C) 

A•B + A-C. 

AAB + AAC. 

si a e A 
p,q 

I.3) 

I.4) 

I.5) 

I. 6) 

a·A 
r 

<aA > 
r r-1 

donde 

al E AP. q y el signo circunflejo invertido s:i,gnifica que 

debe omitirse ak del producto. Si r es par se dice que el 

multivector <A> r es par, e impar en caso contrario •. 

a AA 
r <aA > 

r r+1 
.1.. 
2 para r "= o. 

a A 
r 

a•A + a/\A 
r r <aA > + <ali.> 

rr-1. rr+1 
para r ;;: o. 

En general AB 

.. ~ 
r s 

1/2 ( (r+s) -1r-s1 ] 

' k~O 

E$ . po::;ible incrementar 

¿¿ l\. B 
r s 

donde 
r s 

con::;iderab1emente el conjunto de 
ident:: . ..i.::.Cles aquí expuestas, sin embargo solo en el caso de que sea 
estric"':=-:-':"":""":+"- ............. ,_0 .c:::~,_; n 11sn e:n alguna expresión se procederá a 

mencionar la nueva identidad usada en e1 resto de este trabajo. 

concluiremos la presentación del álgebra de Clifford en este 

capitulo subrayando algunos hechos importantes; el producto· de 

multivectores homogéneos no es homogéneo, el producto de 
multivectores pares es par por lo que todos los mu1tivectores 
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pares forman una 
de multivectores 

subálgebra de ~(p,q) (no es el caso"de1 conjunto 

impares) y finalmente es posible representar 1a 
presentada usando: matri·ces cuadradas m>.-m16 estructura aquí 

.. · 
I.A. La simetría y la Teoría de Grup.os. 

Aun cuando el estudio de las. simetrías en el mundo- físico y 

el 1enguaj e matemático natural para·. de~cribirlas 
grupos) no se desarrollaron simultáneamente, 

claramente formulada desde antes de 1930 (siendo 

(la teoría de los 

su relación fue 
más nítida en·su 

aplicación 
grado tal 

a la mecánica 

que gracias a 

cuántica de la teoría de 

la estructura de teoría 

campo) en 

de grupos 

un 

se 
pueden evidenciar simetrías no manifiestas aún en física clásica u 

otras disciplinas relacionadas con la misma. 

En la actualidad ha cobrado gran importancia el estudio de 
las sj.metrías internas de los sistemas (en un espacio diferente 

del de Minkowski, llamado isotópico que aunadas a las espacio~ 

temporales permiten interpretar el efecto de las tran~formaciones 

de simetría en las expresiones diferenciales parciales o 

integrales de la física matemática que .determinan la dinámica del 
T!'l;~mn:- -=~~ P-~_+.?' -Forma e1 h.-?~'tit"l de que e;i L#J.qranni_;::sno íHa1ni~l1..:1""niano) 

de un sistema resulte invariante ante una trana:eormación cte 

simetría interna.bajo un grupo de norma (invariancia de ·norma), es 

tan trascendente en e). conocimiento de las fuerzas· fundamentales y 

cargas conservadas conocidas en la· naturaleza como lo son 1as 

simetrías continuas espacio-temporales: tra~slación en el espacio 

(conservación del momento 1ineaJ_., translación en el tiempo 

(conservación de energía), rotac:\.ón en espacio tridimensional 
(conservación del. momento angul.•'.:r:) y tran.:;formación de 

Adicionalmente es lnteresa~~c mencionar dos 
Lorentz. 

tipos de 

· -"<imetrías existentes e.n l.a natura:teza, de tanta importancia como 
las anteriores: la simetría . ..le permutación e invariancia de un 

sistema de varias particulns 5.•:!.énticas ante el intercambio de las 
mismasj y, 
En éstas 

maciones: 

finalmente, las simecrid~ u~~ULa~am uDpa~~~-~ampora1es. 

últimas podemos reconocer las siguientes transfor

inversión espac:\.al o transformación de paridad (las 
interncc~cncz dóbil.cs viol.an enta simetría) , inversién 

y rotación discretas de 
temporal, 

final.mente la transl.ación una red 
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cristalina (las rotaciones generan los 32 grupos puntuales que 

corresponden a subconjuntos de rotaciones tridimensional.es y de 
las reflexiones que dejan una red cristaiina invariante, junto con 
la translación discreta forman los grupos espacial.es de si-.netría 

básicos en la física de estado sól.ido34 ). 

Como 

simetrías 

comentario final. 

en J.a naturaleza 
a 

y 

l.os aspectos generales 

su• realización bajo un 

de l.as 
modelo 

matemático, se mencio~arán algunos. hechos sobre l.a aplicación de 

la teoría de grupos en .las simetrías fisicas. En primer ~ugar el. 
Hamil.toniano (Lagrangiano)- de un;:~sistema invariante bajo un 

conjunto de operaciones 

transformaciones lineal.es 

unitarias ·de simetría (para que las 
dejen invariantes a los obser<..rables 

físicos) conmutará con todos l.os. operadores del. grupo de simetría 
y sus estados propios son bases vectoriales de representaciones 
deJ.. grupo. de simetri.a que pueden ser encontradas por métodos 

matemáticos general.es. Por último es recomendable establecer el. 

gran valor de l.a interp:i;-etación física de l.os resultados de la 
teoría de grupos, así como reconocer l.as desviaciones del modelo 

de simetría cuando ia simetría~ fíSica está rota por razones espe-

A pesar de que ya se usó el conjunto de axiomas que definen 

un grupo en l.a definición misma de· una álgebra de Clifford C(p,q)_, 

se procederá a enumerarlos nueyamente con el. objetivo de lograr 
mayor comodidad en l.a lectura. 

Definicio~: Todo conjunto {G;a,b,c. es un grupo 

operació~ m, si para todo par ordenad~ de elementos a,b 
asocia otro el.mento del. conjunto a0b e G tal. quelO, 3 '~; 

i) 

ii) 

am(bmc) (a0b)mc 

Existe un elemento e e G tal 

~~3 par todo a e G, ame = a 

asocia ti vi.dad 

existe la identidcld 

bajo 

°" G 

iii) Para todo a E G hay un único 
elemento a -i E G tal que 

existe el inverso de cada 

elemento 
-1 

aoa = e 

11 
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De 

cu1npl.an 

usar l.a 

esta forma todo conjunto de operadores 

J..as anteriores propiedades formarán un 

de sir.1etria que 

grupo y se podrá 

teoría de l.os mismos P.ara anal.izar y manipular las 

simetrías de l.a natural.eza. 

grupo 

y por 

tienen etiquetas que se 

l.o tanto contienen un 

En al.gunos casos los elementos del. 

comportan .como parámetros continuos 

número infinito de el.ementos, estos 

grupos son los llamados continuos y dos ejempl.os serían los 

correspondientes al. grupo de rotaciones en espacios eucl.ideanos y 

las translaciones continuas .(cuando un grupo es finito, el número 

de sus elementos es el orden del mismo) 

En la realización de simetrías. internas y espacio-temporales 

para sistemas físicos j·uega un papel rel_evante el conjunto de 

matrices invertibles.nxn que incluye a.l.a :matriz 1 bajo.la multi

plicación :matricial ya que tal. cual o bien c.on algunas· prop1edades 

adicionales constituyen los grupos clásicos matricial.es; (T sig~ 

nifica aquí conjugada transpuesta y T significa transpuesta34 ) • 

i) El. grupo J.ineal general G_L(n) ·formado por el. conjunto de 

matrices invertibles nxn. 

.: ..: " --· T! !")"'~~~~:t:c:\-r:m~ao ·ro-e ·ton¿. s 

unitarias n:<:n cuu't· = 1). 

.1 CJS 

iii) El. grupo unitario especia·!. SU(n) consistente del. con.junto de 

matrices unitarias eón determinante uno. 

iv) El grupo ·ortogonc.l o (n) de matrices reales ortogonal.es nxn 
(OOT = 1). 

c·i..:ondo un subconjunto H de un grupo_ G forma a su vez un grupo 

ba::jo ·1a mj·::;rr·,a operación que G, ento:r:ces constituye un subgrupo de 

r..;,.¡ 'de esta forma es sencillo reconocer que o (n) e U (n) e GL(n) y 

que ::.·nr{n) ·e U(n) e GL(n) siendo estas cadenas algunos ejempl.os de 

las c::r·rr,~spondientes al.. anál.isis de la estructura de los grupos de 
utilidd.u. ~r. ...:;:.~ ~~::.-..:;.~i..:::::. _ ... - 1~.:J, simetrías fisicus y su. ruptura 

espontánea. 

En la aplicación de la teoría de grupos a las simetrías de 

nnrnin ñe las interacciones existentes en la naturaleza existe ·una 

división natural de tra ta1nientos ya que son muChas y muy 

importantes las consecuencias físicas de tomar. un grupo de nonna 
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":"-''.t 

para el. 

abe1iano) 

cual. 1a mu1tipiicación del. 
o no conmutativa (grupo no 

grupo es conmutativa (grupo 

abel.iano). El. ej empl.o más 

el.aro a saber radica en las l'lotab1es diferencias entre 1a 

electrodinámica cuántica (QED) y 

interacciones débil.es incluido en el. 

Sal.am. 

el. model.o estándar para 

correspondiente a Weimberg y 

Algunos conceptos fundamental.es en 1a teoría de grupos que 

entre otras 
del. grupo 
ve.ctorial.es 

cosas permiten 1a real.ización de l.as 

como transfo~maciones l.ineal.es 

(estados físicos) en física cl.ásica 

transformaciones 
sobre espacios 

y cuántica ·(de 

hecho esta realización es una representación de1 grupo) son l.os 

siguientes10 • 34 ; 

a) 

b) 

c) 

Isomorfismo. Dos grupos G y G' son·isomórficos si existe una 

correspondencia uno a uno 
preserva l.a operación del. 

entre 

grupo. 

sus el.émentos tal.· CI'fe 
En otras palabras si 

g 1 E G <-> g~ E G' y g
3 

en G, entonces 

Homomorfismo. Un homomorfismo de un grupo G a otro G; es un 

1a oneraci.6.il. 

del. grupo. como es fácil. notar, el. isomorfismo es un caso 
especial. del. homomorfismo. 

La te.aria entera de las representaciones 

construye usando homomorfismos de grupos 

de un grupo se 

abstractos para 

al.gu~a simetría física a grupos de operadores lineal.es sobre 

espa~ios vectorial.es (espacio de estados físicos) . 

I<'='p:::."sentación de un grupo. si existe un homomorfismo de -µn 

grupc- G 

vect-:-ria1 

a un grupo 

Íinea1 V, 

de opera?ores U (G) 

entonces U (G) forma 

sobre un espacio 

nna representación 

grupo G¡ 1a dimensiót"l de 1a representación es 1a 

·tim.::.nsión del. espa_cio vectorial. V. Se dice que una represen-

iso1norfismo "l.' en 

ción degenerada, 

21 ho1nomorfismo 

caso contrario se trata 

siendo más concretos, 1a 

un grupo es un mapeo tal. que 

13 
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de una representa-
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U(g) donde U(g) 

U(g1g2)· 

es un operador sobre V tal 

Por úl. timo se dice que dos representaciones de un grupo 

relacionadas mediante una transformación de semejanza son 

equivalentes entre si. 

Debido ~ que en este trabajo 

conceptos matemáticos a l.a teoría de 

de interés el. estudio de l.a teoría 

se busca apl.icar algunos 

campo de las partic<:<las, . es 

matemática general. de los 

grupos continuos, estrictamente hablando nos interesan los grupos 

infinitos cuyos elementos pueden ser parametrizados en· forma 

analítica y continua (grupos de Lie) tal.es que nos garanticen una 

adecuada estructura geométrica y al.gebraica al ser apl.icados en un 

campo. Sin embargo todos los grupos continuos de interés en 

simetrías físicas son representabl.es por grupos de matrices con 

alguna estructura algebraica y geométrica adicional. ya conocida.· 

Estos son los llamados grupos lineales o clásicos de Lie y serán 

los que tratemos posteriormente. 

I. B. Representacion I·lu.L -civect::orial óe · u.c:upu:::i u.~ Lit:. 

Con el. objetivo de poder construir el que permita 

definir el campo mul.tivectorial bajo una simetría de norma es 

preciso presentar una de l.as muchds representaciones que un grupo 

de Lie puede tener; l.a multivectortal. Comenzaremos por recordar 

que el. 

tensor 

.iJ1.Le:c110 

que1.2 

I.B.1. 

producto interno 

métrico en A 
p,q 

o -\..:.t.·a.n~ru.L.u.la.C.i.6n 

de dos el. ;,mentes 

por l<"' q-.•e toda 

1i.-i~al. r 

f(x)of(y) = xoy 

x,y e Ap, q define el. 
isometria del producto 

~~ ~·p,q -- _., miz:;:,.o, tal 

es una transformación ortogonal. de Ap,q El grupo de todas l.as 

transformaciones ortogonal.es de Ap,q es el. grupo ortogonal. O ~p, q) • 

Como E. Artin y E. Cartan216 de.mostraron, ·toda isometría f 

f(x) de A 
p,q 

puede expresarse como una aplicación de n 



ref1ecciones simp1es (de hecho 1a isometria más sencilla) 

expresab1es individu1amente como: 

I.B.2. -uxu -1 

ta1 que 

I.B.3. f (.X) 

si escribimos U .u
1 

entonces I.B.3. se transforma en: 

I.B.4. f (x) 

En virtud de 1a 
cl.asificado a todos 

producto de k vectores 
de todos los versares 

importancia de 1a 
1 0 s mu1tivectores 

como k-versores. 

expresión I • B. 4 • se ha 

U factorizabl.es en un 

El grupo inui tip1icativo 
inve·rtib1es en ~ (p, q) se conoce como el. 

grupo de C1ifford mientras que el. correspondiente a J.cs ·.versares 

:.!!"";_+-~ ... :i.u=· _::_?4',r~~1-:;h1=f~_s_ en r-;"{!?:C!)~-.~~ 1J-:=t1'.";::i g"t::"upo ·vcrsor V(p.,ct). E1 

grupo V(p,q) es homomórfico 2:1 al. O(p,q)~~. 
E1 grupo mul.tip1icativo de todos 1os versares unitarios pares 

en t.- (p, q) es el. grupo espín de A ( Spin (p, q) ) y algunos autores 
• p,•1 -)t 

1l.aman a sus elementos espinares 
espinares son versares). El. grupo 

(aún cuando 

rotor A 
p,q 

no todos 
1· 

Spin (p, q) 

J.os 

está 
constituido por un tipo especial. de versor 

de 

par s tal. que 

I.B.5 s~s = 1 donde s~ 

ya que a: a
1 

Spin-t (p,q) 

a 

es 

generador·de 

si s 

un subgrupo de Spi~(p,q) 

todas l.as rotacionc~ dcl A 

que 

y 
p,q 

Por construcción 

corresponde a1 grupo 

que en e1 caso de J.os 
Es conveniente 

espacios Eucl.ideanos obviarr.cntc coi11cl.<i-=:.u. 

re.conocer que la identificación y 

c1asifica~ión de 1os grupos c.1.ásicos de Lie fue infl.uenciada por 

*Apéndice 
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l.a representación de J.as transformaciones l.ineal.es con matrices, 

por l.o .. cual.· cabe esperar diferentes· caracterizaciones de l.os 
grupos al. usar distintas: repre.,;enta;;·iorie~ (éste· seria el. caso al. 

usar -ál.gebra geométrica) y es: -.. po_r; :>est·a. · razón que conviene 

introducir al.gunos _. _ e1ement6s de 1.enguaj e comunes para el. 
- - ._- .. . " 

tratamiento de J.os fenómenos físicos. Se J.J.amará espacio-tiempo al. 
espacio vectorial. pseudoeucl.ideano con signatura (1,3) cuyo grupo 

ortogonal. 0(1,3) es el. grupo de Lorentz (sus el.ementos permiten 
construir J.as transformaciones de Lorentz), el. grupo S0-¡-(1,3) es 
conocido como el. grupo propio de Lorentz y Spin 1" ( 1, 3) es su 

representación espin 1/2. 

Antes de continuar el. anál.isis de l.a teoría de grupos de Lie 

cabe mencionar su teorema fundamenta;t. por exce1e~cia; l.os 
generadores de un grupo de Lie forman una ál.gebra. de Lie donde l.a 

multiplicacióri (paréntesis 
[a,b] a aoab-boaa para a y b 

de Lie) 

elementos 

está 

del. 
expresión ab y aa son las derivadas de a y b)
directa del teorema se deduce que al.. clasificar 

cl.asifica a grupos de Lie con la ventaja de 

definida 
ál.gebra (en 

coiño 

esta 

Como consecuencia 
álgebras de Lie se 

gue 1a primera se 
.l..og.ra cu.u --- - ... - -- .. ~ _. - - .. , ... _ ... _, __ ~ ... --·~-·-

c..&..J..':j-=J>.J ..... c.4 .......................... .... 
' ___ .._.. ........... "'=' ____ _ 

Li.n es un espacio lineal) y aún cuando tradicionalmente este 

procedimiento se realiza mediante l.a represent<:tción matr_icia1 en 

nuestro caso nos proponernos emplear el álgebra geométricu para 

descri~ir y clasificar álgebras de Lie12 • 

Con 1.:i. finalidad de simplificar el estudio de las éllgebras 
abstractas de Lie se construirá un ~lgcbra asociativa isomórfica 

en J.a ~J" el paréntesis de Lie (product~del álgebra) se represen
ta-.:a como 

[A,B] i 
2 

(AB-BA) 

donde los elementos A, 

transformaciones lineales, 

a1guna otra posibilidad 

B, C ••• 

matrices, 

acorde con 

pueden identificarse como 

operadores diferencial.es o 
los fundamentos de estas 

álgebras. Como el álgebra de CJ..ifford es asoci<:i.tiv<:t, cualqu_ier 
subálgebra de la misma cerrada bajo el paréntesis de Lie es un 
álgebra de Lie, es posible mostrar que el espacio de los 
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bivectores en ~(p,q) es cerrado bajo la operación I.B.6) ya que 

para todo par e1J el.l\eJ y emn =,ª.,"en elementos de l:';:(p,q) 

si esta álgebra se llamará en lo sucesivo 

bivectorial~ 
En algunos trabajos sobre el terna 12 es común observar la 

hipótesis de trabajo en la que se asegura que toda álgebra de Lie 

es isomórfic~ a un álgebra bivectorial, lo que por cierto 

garantiza una representación bivectorial para la primera, Aún 

cuando no existe la demostración formal de esta aseveración es 

comúnmente 

b_ivectoriales 

conocida 

para 

existencia 

de 

de representaciones 

las álgebras de Lie de 

interés físico que 

la mayor parte. 

pr.oporcionan un rnecanisl)lo simple el. pa:i:;a 

análisis, representación y. clasificación de· .l.as álgebras de 

La importancia de esta propuesta radica en que aún siendo 

cuando menos indicaría una clasificación de las ál.gebras. 

falsa, 

de Lie 

acorde con su repr~sentación multivectorial (que por cierto no ha --.::;.i...:!.:.. ~::t-:.::.:.~6.::::=.:--.-==- =:~:::.:!...:..=::.=.:::::.~-'a-

Procederemos · a continuación· 

bivectoriales (representación de las 

por su aplicación a los fenómen9s 

a examinar las álgebras 

correspondie!'te:3 a Lie) que 

naturales revisten alguna 

importancia, siendo quizá los de mayor interés los llamados grupos 

espinoriales ya mencionados con antarioridad .-

Para. describir la estructura del ál.gebra de Lie G 2 (A ) , se 
p,q 

elige una base e
1

, ••• ,en en A,.,. .. .-.-p tal que su producto interno 
:Cije un·tenso:r i:né\...r.icu mieni':.a.:a~ que .-1. t:At.C::L.iv'.i...- d. .. -;;:t:~:;._~;-,.:ine:. ;;.na bc::.sc 

para ~2 (A ). Debido ·a que coda álgebra bivectorial es 
p,q 

subálgebra de alguna otr~. ~ 

del álgebra 

es posible 

Lie del 

exhibir la representación 

grupo unitario especial 

como una s4bálgebra de 

al conjunto de vectores 

multivectoria1 

su (n) y 

C 2 (2p,2q), 

su generalización 

donde se ha 

~TT fn~ c::r) 

elegido 

ª1'e2, ... ,en, f1 en ... 1' f2 en+2 ., fn 

A 2 P. 2 q con las si<J'-tientes p"'t:"opj.edades 
111 12 
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e ·e 
l J 

e ·f O 
l - J 

donde i, j 

bivectores 

E, J e, ,/\ 

Fij el ,/\ 

,/\ 

e 
J 

f 
J 

f 

1, ... ,n. Usando estos vectores se construyen l..os 

+ f, ,/\ fJ 

f, ,/\ eJ i "" j 

e A f = Hk ek k k+1 k+1 i,j l., • .. , n y k 1, ... ,n-1 

Los bivect~res E
1

J F
1

J- y Hk son l.ineal.mente independientes 

entre si y forman una base de un espacio con dimensión n_2 
- .1 qu':" 

constituye tina representación mul.tivectorial de l.os· generadores 

del._ grupo su (F, q) • Los ej emp.l.os que se presentan a C:::ontinuación 

mostrarán esta corresponden?·ia expl.icitamente. 

construir 

de grupos 

representaciones ntul.tivectorial.es para 

de Lie de .interés en 1as simetrías 

varias . famil.iaa 

de las leyes 

naturales, a continuación se estudiarán al.gunas de el.las que por 

sus caracteristicas y apl.icaciones son importantes. 

i) _su e o, 5) 

Este grupo en espacio euclídeo fue uno do l.os primeros en ser 

usado con al.gún éxito relativo en teor::.as gran unific<.d<-t::: de l.a 

interacción entre partículas elemental.es y act•!.:>lmente l.c 

considera una etapa int.~.:::-media, si bien no indispensabl.e, j•cro al. 

menos útil., en e1 camino a l.a respue,,;.ta final. de uni-fi·:::c.ción29 • 

Para obtener :ta r~presentación mul.tivectorial. dG SU t O, 5) se. 

extiende el. espacio a 

vectores base; e
1

, e
2

, 

ca e 1 • e J f , · f J g, J 

I..os vectorea base 

siguientes bivectores; 

una dimensional.idad de l.O c ... 1
0

•
10

) con .i.os 

e
3

, e
4

, e
5

, f
1

, f
2

, f
3

, f
4

, f
5 

y 1a métri

= diag (-1,-1,-1,-1,-1). 

de1 espacio 'G2 (A ) 
0.10 

permiten obtener l.os 



E el A e + fl A f2 F ª1 A f2 fl A e 
12 2 1·2 2 

E1a e A ea + fl A f3 F13 ª1 " f3 fl i\ e,. 1 

E14 e A e4 + fl A f4 F E\ A f4 f A e4 
1 14 . 1 

ElS e A es + fl A f5 FlS e A fs f, A es 1 1 

E2a e /\, ea + f2 A f,. F23 ª2 A f,. f2 A e,. 2 

E24 e A e4 + f2 A f4 F24 ª2 A f4 f A e 
2 2 4 

E2s e2 A ªs + f2 A fs F2S ª2 A fs f2 A es 

E34 e A e4 + f3 A f .. F ªa A f4 f A e 3 3.1 3 .. 
E 

35 
e 

3 
A es + f3 A fs F35 e A fs f A· es 3 3 

::::45 <=-.. .. <=-s 
o .. ~ "i .. -=-.. .. ~ .. <=-s ~ .. ~s 45 ~s 

" 
H el A ,. 

1 
.. A f2 H,. e A ,. e A f,. 

1 2 3 3 ·• 
H e A ,. 

'°3 A f H4 e4 /\• ,. 4 "s A f 2 2 2 3 s 

que forman una representación fj_dedigna de J.os 24 gen.erado:c·es del. 

grupo SU(5) ya que reproducen el. álge_b.-,:-a de conmutador...:-'" .J.e Lie 

con .Las constantes de estructura apropi<>Cl.as para -==.!. caso. por 

ejempl.o: 
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o [E 1 J 

(F 1 J E JI< 

[FlJ o 

[E' 1<·' 

-:...: .. 1 

E si i+1 
. -- JI< 

j 

F 1 jl 

o 

= F 
l<l 

-2H 
J 

H,] o 

si i .. j *- k 

j .. i + 1 

y 

H 1 ] = -FJI< con j i+1, 

son rel.aciones que fueron obtenidas con el. ál.gebra de Cl.ifford 

~(0,10) que contiene evidentemente a SU(0,5) y al. grupo G(0,5). 

Como todos 1.os mt.il.tivectores usados en ~(0,5) y t>"{0,10) son 

unitarios, éstos son isomórfico:s a 1.os grupos versores V(o;5) ·Y 

vco,io), l.os que a su vez son homomórficos 2:1 a l.os 

correspondientes grupos ortogonal.es. 
Cabe hacer un al.to con l.a construcción matemáticu relativa al. 

grupo de Lie S0(0,5) para introducir un punto de gran interés 
L.i.::i.it-:v •. 

de forma natural. l.a ··necesidad· de una expansión al. QSpacio 

generador base A
0

, 1
0 

°'Y.· .. 1.á . construcción de ~ (o, 10) c;uc l.l.cva 

directamente, a 0(0,10) y.su correspondiente grupo especial., este 

hecho es sumamente importante ya que sugiere la construcción de 

una teoría gran unificada vertical. so e o, 10) para superar las 

dif icul tac"ios del model.o SU (O, 5) , esta construcción ha sido 
abordada con fuertes esperanzas de éxito ya que a su vez 

('!"' con 

cuerdas a.,. ·:.rrupos 
~on· ~ncl~sión de 

excepcionales para interacciones 

simetrías horizontal.es eP-~re 

fundamental.es 

familias de 

Final.mente cabe subrayar que al abordar 

la co~strucción de los grupos de Lie involucrados usualmente en 

1as teorías gran unificadas.L<:S, " 9 y sus rupturas de simetría con 

una sol.a estructura matemática, 

ganar naturaJ.idad en 1os mode1os 
representaciones en función de 

el. álgebra de C1ifford, además de 

se evita el. manejo arbitrario de 
su corap1ejidad en aJ.gún grupo 

determinado (l.os grupos S0(4n+2) usados en muchos mode1os son de 
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dificil análisis con la técnica tensorial usual para estudiar los 

grupos de norma más pequeños en la cadena de simetría a diferentes 

escalas, por lo tanto es común encontrar mezclas extrañas de 
análisis y representaciones que obscurecen las ideas físicas). 

Gracias a la definición del grupo Spin y a las propiedades 

del álgebra de Cl.ifford sabemos que l.os elementos del. grupo Spin 

(0,10) son aquellos que ante la involución e
1 
--~ -e

1 
fi ---> -fi 

en e(0,10) no camb.ian de signo y evidentemente contiene al g~po 
SU (o, 5) 10 ' 12 ¡ por su parte los elementos del grupo Spin (O, 5) 

serán invariantes ante la involución e
1 

____, -e
1 

en G(0,10) y están 

contenidos en el grupo Spin (0,10). Asimismo, es posible 
demostrar el isomorfismo entre los elementos del. grupo Spin (0,5) 

y los correspondientes en el grupo G(0,4) 12 • 

cuando en el estudio de partículas elemental.es en interacción 

se emplea SU(0,5) con fines grnn unificadores ~ al.tas energías, es 
necesario que a energías menores ocurra una. ruptura é!e simetría 

para recuperar el. modelo QCD y Weimberg-Salam a la escala predicha 

por 1as ecuaciones del. grupo de renormalización, por lo tanto 
sie1upre es útil hacer obvia la forma en que está contonido el 

HlJf_~~. Parr.i .í.a 

construcción mul.tivectorial. que aquí se ha hecho es fact_ibl.e hacer 

la ::;iguiente ideritificoción¡ 

E
12

(SU(0,5)) ~ E
12

(SU(O, 3)) 

E
13

(SU{O,S)) ~ E
13 

(SU (O , 3) ) 

E _ (SU (O, 5) ) 
2~ 

<~ E23 (SU (O, :j~ j 

F 
12 

(SU (O, 5) ) ~ F
12

(SU(0,3.)) 

F 
13 

(SU (O , 5) ) ~ F
13

(SU(u .. 3) } __ 

F 
23 

(SU (O, 5) ) <~ F 
23 

(SU (O , 3) ) 

H
1 

(SU (O, 5) ) ~ H
1 

(SU(O, 3)) 

~ H
2 

(SU(0,3)) 
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-. 

1' 
\ 

con lo que se identificaron los ocho generadores del grupo SU(0,3) 

en SU(0,5) (claro que bajo la certificación del álgebra de 
Lie correspondiente), una identificación semejante a la anterior 
nos permite reconocer los tres generadores del grupo SU (O, _2) 

E
45

(SU(0,5)) ~ E12 (su (o I 2) ) 

F
45

(SU(0,5)) 

H
4

(SU(0,5)) ~ H
1 
e su e o, 2 > > 

Finalmente elegimos a 

H
3 

(SU ( O , 5 ) ) ~ E
1
(SU(0,1)) 

como el único generador del grupo abe1iano dado, de esta forma la 

ruptura de simetría SU(0,5) ::> SU(0,3) :x: SU(0,2) x U(1) tiene clara 

representación n1u1tivectoria1 (e1 resto de_ 1os generadores en 

SU(G,5) transforman bajo los dos grupos no abe1ianos y fisicament:e 

representan operadores que permiten la interacción entre quarks y 

1eptones, adicional a la electro-débil y fuerte pura) 

rotores involucrados ( Spini" (O, 10) , euclídeos, 
Spin 1" (O, 5) , 

los grupcs 
Spini"(0,3)) son isomorfos a los grupos espín 

correspondientes (Spin(0,10), Spin(0~5), Spin(0,3)) 

ii) SU( 1, 3) 

Existe un consider<::J.b1e interé"°' en e1 análisis de este tipo de 

grupos construidos usando el 

de1 álgebra multivectoriaJ 

intermedia 

ya 

1;:; posible etapa 

unificadores mayores que 5 u (5} 

que 

minkowskiano como generadores 

en al.gl.1nos modelos son 

de simetría en grupos 

una 

gran 

En este caso se usará 

espacio A con 1os vectores b~se e 
2.6 o, 

e . 
3' 

tales que e
1
.eJ fl.fJ glJ diag (1,-1,-1,-1) para i,j 

0,1,2,3, que permite obtener 1os siguientes bivectores comp~estos; 
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que 

e
0 

A e
1 

+ f 0 A f
1 

e
0 

A e
2 

+ f 0 A f
2 

.,
1 

A f.,. 

Fo1 

Fo2 

Fo3 

F 12. 

F· 
13 

F23 

son l.as representaciones mul.tivectorial.es ele l.os 15 

generadores del. grupo SÚ(l.,3) ya que reproducen el. ál.gebra de Lie 

de sus conmutadores-

Como es evidente, el. grupo de CJ.ifford ~ (2, 6) contiene al. 

~(1,3), al. ser o.robos uni.turios son 

ortogonal.es. Cuando se construye el. 
observa que es isomorfo a ~(3,0), 

(representación luul.tivcctorial. espín 
Lorentz) l.o es a g(o,2)l.l.,l.2_ 

iii) SU(3). 

isomor1=os l.os 

--· .. ---"::1--=---
grupo espín Spin (1,3) se 

mientras que Spin~(l.,3) 
l./2 del. grupo propio de 

El. éxito de l.a cromodinámica cuántica (QCD) como una teoría 

de campo de Y.ang-Mil.l.s con grupo de - norma no abel.i<. 11.:. SU (3) r 

actuando sobre un número cuántico l.l.amado color rarlica en ":-tLl.C es 

un principio dinániic· .. que ex~lica 

experimentales que 

.i.dea de l.os quarks 
invol.ucran. interacciones 

(y predice) hechos 
fuertes, d•-:. hecho l.a 

nace como una necesidad de el.as i i: -~co.~ ión de 
e~pec-croa rel.acionados con i-1arlrones pero después !3,C cnco11L..LU y_t. . .u.~ 

su papel en el model.o es más importante que un mero ortlcnamiento. 

Es por esta razón que debe incl.uirse el. anál.isis mul.tivectorial. de 

este grupo en todo modelo sobre c~rr.pcs. 

Al. efectuar el. estudio sobre el. grupo SU (5) se construyó 
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·;:...: 

indirectamente el. grupo ·su(3) mediante l.a técnica ya abordada con 

anterior~dad y a pesar de l.a validez probada de la misma, tiene el 
inconveniente de forzarnos a expandir nuestro espacio base Ap.q a 

otro A
2

p.
2

q con varias dimensiones adicionales de espacio interno 

o isot.ópico12 Esta característica del. método es irrelevante 

cuando se aplica l.a representación multivectoria1 a ·modelos que 

aceptan espacios de dimensional.idad más altas que el. de Minkowskii 

(teoría de cuerdas o supersimetría) '· por otro lado es común dezear 
restringir l.a situación al espacio-tiempo físico de la naturaleza 

A
1

• 
3 

y su álgebra de C1ifford r, ( 1, 3) como los espacios l.inoal.es 
fundamental.es para l.a representación de grupos de.Lie. 

En virtud de l.as condiciones para la representación matricial 

de las álgebras de Clifford sabemos que la representación 

irreducible r,(1,3) sobre el campo de los reales es 4x4 y a su vez 
es conocido que el. espacio de estas rnatricP-s es generado por 16 de 

el.las linealmente i~dependientes, elegimos l.as matrices de Dirac 

y sus productos de tal. forma que toda ~natriz H representación de 
algún elemento en r,(1,3) puetle ser expandida con respecto a esta 

h~~.~. n.e. P-~t-.rt fo:i::-rT'a ':}rt..,.-.aJ"l:.:!.=-==t ':!ue ~l 9'_'!Uf\O StJ(3) <~-' c>-:"'!=".ºr-; ele 

menor orden) tier.en representación fj_dedj.gna en ?;" ( 1, 3) es fácil 

observar que siempre y cuando el. grupo de Lie tenga a l.o más 16 

generadores 

cuando el. 

podrá. 

grupo 

tener representación multivcctorial. en ti' (1, 3) , 

sea .mayor 

dirnensional~dad en A 
p,q 

Con base en lo antes 

se forzará. la inclusión de mayor 

dicho se pueden encontrar varias 

representaciones para el. grupo SU(3) en ~(1,3) en el campo do los 

COlTl.r 2 ~j L::J, J. Z?. 
"'"°'_..;,.,... __ """"' 
~---··---

;\. J. 
1 2 

;\.2 
] 

2 

;\.3 
.:!. 
2 

;\.4 
1.. 
2 

;\.ª ( i 
,/--;-~ ºs + 1 

2 ,/-;:---

J. 
(i•3 71~3> 2 

.i. <• 023 + • 2> 2 

.i. 
~· ~-2 

i 

2~ 

+ • 013) 

7f 12 ) 



donde;\. i = 1, .•• s reproducen el álgebra de Lie de-conmutadores 

para SU(3) y {7µ ,· ;yµv .',, Tµvp ;rµvp-c> e ~(1,3). cabe hacer notar 
que solamente los generadores ;\.

1 
A 2 ;\. 3 y ;\.

8 
están incluidos en 

c 2 (1,3) por lo que serán una subá1gebra de C(1,3) con la caracte- -

ristica adicional de ser la representación multivectorial de 

su (2, O) x U (1, O) (;\.
1 

11.2 y 11.
3 

son los generadores de su (2,) y ;ll.
8 

de U(1,0)), el resto de los generadores no forman una subálgebra 

de su ( 3) (son· los versares impares de e ( 1, 3) ) y transforman si

multáneamente bajo las subálgebras SU(2) y U(l). 

Es notoria la transformación de /1.
1 

(i 1,2,3) ante el 

multivector i;r
5 

la de /l.J (j 4,5) ante i;y 12 y la 

correspondiente a A..k (k = 6,7) ante 7 03 = (i;r 5) (i7 12 ), que son los 

elementos que permiten construir el generador de U(l.). Esta 

observación recuerda el trabajo publicado por J. Keller14 en el 

que se efectúa un estudio sobre la cantidad de idcmpotentes que 

definen a 1os proyectores mínimos necesar.ios para ·clasificar 

ideales. mínimos en t:(1,3) y la consecuencia que ésto tendría en 

cuanto a la representación matricial del álgebra, 

construcción de SU(3) se puede garantizar que 

bajo esta 

/l.,[ 
.,!,, 

(1+i7 >] ;\.1 2 s -
para i = 1, 2., 3 donde 

11. 
1 

E SU (2) . 

;\.1 [ 
1. (1-i75 ) J o 2 

/l. J [ J. (1+i712>] /l. 2 J 
para j 4,5 

[ 1. (1 - i;r 12>] /l. J = ;\. [ 1. '1-< 7 ) ] o 2 J 2 . . - 12 

[ 1. (1+703)] 11.,. A.k [ 1. ( l+;f 03) j o para k 6,7 2 2 

[ 1. 
(1-703>] ;\.Je ;\.1c[ 1. 

(1-703>] o 2 2 
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donde t (1 :!: io
5

) es el proyector de c¡uiralidad del campo, 
t (1 :!: io

12
) es el. correspondiente· ar espín y el restante se 

interpreta como la proyección Z del momento lineal.. Finalme~te es 

interesante indicar que esta estructura multivectorial 

representación :matricial no trivial para la quiral. correspondiente 
a las matrices de Dirac, lo cual. coincide con el hecho de que al. 

elegir los proyectare~ quiralidad y espín para clasificar ideales 

mínimos de ~(1,3) (llamados espinares*) se "induce l.a 

representación quiral para .las matrices de Dirac28 • 

Otra construcción para SU(3) en G(1,3) está dada como; 

11. i.. 
C• 23 + 0 02:;> "-s 

.J.. 
1 2 2 

"-2 
j. 

<• 13 + 0 013> 11.6 
],_ 

2 2 

11.3 
i.. 

(-;r 1 2 + ..,. o 1 2) "-7 
2 

2 2 

11.4 
2. 

(7 s + i• 03) 2 

.i. , '"'-.. :· ,_ 
.: -.. ' "a ~-/ 3 

~~ªo ..&..JI 12 -
0 012" 

bajo las mismas 

Sabemos que la 

subál.gebra de 

condiciones 

parte par 

la misma, 

de notación que en 

de un álgebra de 

el. caso anterior.. 

Clifford será una 
sin embargo lo ·contrario es 

forzosamente cierto, de hecho éste es un ejemplo en el c••al. se 

construye l.a 

combinaciones 

repre~cntación multivcctorial de 

apropiadas ee mu1tivecto~~s impares y 

SU(2) usando 

c:.::-mo se parE'_ ...... 

ooserva para los i::rcs primeros generadores de SU(3"• (1>or . c.:.~_e .. r.:l:u 

invariantes ante a
0
). El. generador de U(l.) corres~onde 

construye con la combinación lineal. de los mul.tiveLt~~~s 
a r.., y se 
que dejan 

invariantes los generadores del grupo hasta un :t:?.:..,t:.or dado 

de 7
0 

para 11.
1 

con i 1,2,3, están 

4, 5 y i-:r o 1 2 

construcción 

*Apéndice 

o
0

(io
12

) para 11.k con k 
se puede observar que 
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·111 

[% ~1+7 0 ) J A1 Al [% (1+-.ro>]= Al para i 1,2,3 donde 

"- • e su (2) 

[ J.. (1--.ro>] A• =A[],_ (1--;ro>] o 
2 1 . 2 

[% (1+i712) ]AJ AJ[% (1+i712>] o para j 4,5 

[~ (1-i712>] AJ AJ[ J.." 
c1-i712>] AJ 2 

[% (1+i7012> J Aic Aic{ J.. (l.+i7 012> J o para k 6,7 
2 

. [ t (J..-i7 012>] Ale ;\ [ ],_ 
(1-i7 >] ;\. 

k 2 012 k 

un proyector tipo masa para el. campo. Esta donda ~ (1 ± 7 0 ) es 
estructura de SU(3) 

de Dirac, 1.o cual. 
tiene representación no trivial. para l.a normal 
coincide con el hacho de que al elegir los 

(espinares*) se induca la representación normal de Dirac. 

Una vez pres.entados dos casos es sencillo inducir un esquema 
de comportamiento general.; se construyen los generadores de SU(2) 

usando al.qún elemento muJ.tivectorial. de simetría con interés 

físico pe::!."·""\ clasificar espinares en el modelo. El proyector 

restante ~n ~(J..,3) permite encontrar l.a simetría mul.tivectorial de 

dos ger.8ra.J.ores más y determina hasta constantes de normalización 

el corresp0:1ctiente a U(1) (este es J.a combinncion lincaJ. ae los 
t.ces . mul.t:Lvectores que dejan ir.variante a los generadores del 

g=~po, siendo uno de ellos el prod~cto de las únicos mul.tivectores 

en t;" (."'., 3 ~ independientes necesarios para clasificar espinares), 
1os clo-:-... - :;.~~~-2~,.....,....~c::. ,.-,::: .. :::1-7'-nf-e8 tendrán una simetría clada por e1 

producto de los otros dos multivectores de simetría. Final.mente 

se garantiza al menos una representación matricial no trivial. para 

el sistema multivector-espinor en el grupo SU(3) fijada por dos 

*Apéndice 



proyectores e1egidos arbitrariame:ñte en función de su uti1idad 

física o matemática14 • 2 .8 • 

iv·. SU(2) 

E1 model.o que combina exitosamente 1as interacciones débil.es 
y el.ectromagnéticas os el SU(2)xU(1) donde se encuentra incluido 

el grupo no abeliano más senci11o en el. proceso de generalización 

a isosespín en J.a física moderna, además, este grupo es 

localmente isomorfo a S0(3) y su cuadrado J.o es al grupo propio de 

Lorentz. Este grupo contiene tres generadores que fueron 

representados multivectorialmente al. estudiar SU(S) (en un espacio 

expandido) y cuando menos fueron mostradas dos posibilidades en 
G(1,3) en la sección correspondiente a SU(3) usando multivectores 
no simples y en un caso no_ homogéneos; 
l:i.bertad incluidos en t;(1,·3) ... sobre. el 

gracias 

campo .de 

a J.os grados 

los reales y 

de 
aún 

sobro ei de los complejos1 ~e puede garantizar una gran varie~ad 
de represent:.aciones multivectorial.es de SU(2) (además de las que 

ya fueron mencionadas, .se .. P.\i.ec:ten el.egir las representaciones -;y 
0 1 

con i =·.L.2,..s V il.-:r.u io¡:,?··o ···~a·} ~ti-L.c:c oL.ra~ ntcltiJ• 
Es así como en este;' c~p:Í. tu1o, después de una introducción 

necesaria pa:ca presentar eJ..á1gebra de Cl.ifford y sus propiedades 

así como algunos e1ementos de simetr~a en teoría de grupos, se usó 
1a represen~ación mul.ti'vectori.al. de ·ios grupos do Lie (ejempJ.íí'i

cando con algunos casos particulares de uti~idad en la teoría de 

campo apl.ica<.3.a a partículas el.eme·--:-:.:al.es) para inducir un manejo 

diferente en l.a clasificación d~ Jos mismos a través del álgebra 

en l.a literatura de dup1icac~óh de~ ~spacio generador del. álgebra 

.:le Clifford para construí.::- el:·-ál:gebra de Lie de los generadores de 

un grupo SU (n) como subá:!.geL.c,,. de la parte bivectorial. de la 

primera. Con otro mecanismo nt;evo de construcción en el cual. J.os 
proyectores que cl.asifican ideal.es mínimos (espinares) en e1 

álgebra de Clifford asociada a un espacio generador permiten 
construir representaciones mu1tivectoria1es de grupos de Lie SU(n) 

sin necesidad de una dup1icación de este espacio~ 

Adicional.mente, en este sistema rnu1tivector-espinor se puede 
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estab1ecer una representación matricia1 

mu1tivectores de1 á1gebra de C1ifford y 1os 
de Lie correspondiente, ana1izándose 

no trivia1 

generadores 

a fondo 

par et l.os 
de1 grupo 

e1 caso 

correspondiente 

construcción. 
a SU(3) para este I:lecanismo a1terliativo de 
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CAPITULO II. 

GENER..~LIZACION.MULTIVECTORIAL DEL ?~~PA DE CARTAN 

MAPA INVERSO. 

II.A. INTRODUCCIONJ : 

El.ie cartan fue uno; .de 1os· fundadores de l.a teoría moderna 

de l.os grupos de Líe y se encuentran l.as raíces del. 

tratamiento 

ortogonal.es 

complejos). 

estructura 

geométrico de·:· ·.ias' representaciones de 

y sus subgrupris (tanto con parámetros 

El. propósito de este capitulo será 

espinor-mul.tivector desarrol.1.ada por 

l.os grupos 

real.es como 

extender l.a 

Cartan 

debido 

para 

a la incluir simetrías isotópicas y espacio-temporal.es, 

importancia de l.as apl.icaciones que el trabajo 

matemático francés tiene. 

de· este gran 

· Por ejemplo, Cartan6 define un espinor en espacio 

tridimensional. eucl.ideo (E
3

) 

isotrópico (de norma nul.a), 

que 

.x 
~ 

II.1) i e 1;~ + t;~> 

mediante J.as componentes de un vector 

como el. par de cantidades i;
0 

· i:;
1 

tal 

donde xl i 1,2,3 son 1as componentes de un vector ~s.o~:i;6.p_ico .. 

_ ¡;4 + 4 1;2¡;2 = o) (x~ + X~ + X~ i;~ + i;: - 2i;~i;~ - t;~ - 2<1;~ 1 o 1 

. " 
de ---~-----r---· ... -- cstab:?.ccc como un ~ .. .rcc!::6:!:'". ;!..zc-t:!:"é~:d ... Cc 

pniarizado r~ di-rígido (l.a rotación· al.rededor de un eje por un 

ángulo 2rr ~ambia su pol.arización) • En nuestro ca50 adoptaremos l.a 

defin~.C"lór: de un espinor como la de un ideal. mínimo de al.gún 

ál.gebro.1 qeométrica, util.izando 1.a teoría de Cartan sobre 1.os 

espinares para construir un mapa que relacione a los mismos con 

1.os mul.tivectores de un álgebra de Cl.ifford generada por el. 

espacio que permitió definir a 1.os primeros, segin cartan6 • 

Definición. El. mapa de Cartan N(t;, l.) de c 2 xc2
. a H (2) está 

dado por 
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Nº(¡;;,l.) ci:;1 '-2 sa'-1 )_ 

[ ~ 1 '-1 ~ªeª 1 II.2) N(¡;;,t)= 1 <~1 '-1 + ¡;;al.a) 

- ( i;1 '-a + ~ '-1) 

donde 

(espinares de dos componentes de Wey1), N es un vector isotrópico 

y Nº es un escal.ar24 , en total. N = [Nº,N] forman un cua.ternio. 

Esta definición merece al.gunas anotaciones adicional.es; en 

primer J.ugar es interesante mencionar que a pesar de J.as razones 

que provocaron históricamente J.a introducción de J.os espinares en 
J.a física matemática (para obtener ecuacionés de onda de primer 

orden y teorías covariantes rel.ativistas entre otras cosas} estos 

objetas matemáticos poseen características no deseables en un 

modelo de ?,;nt:~_._1?":c;:ciól"l en-t.re. pa~tí~uJ.as . de_ 
•( , .. ·\ . diversos espines (es 

c.;on p.r::uy~t..:t..:l.ú11 comun. interpre-car a..J. espinar i; l 0 J corno 
1/2 hacia arrib_a sobre el. eje z, 1o que 

aquu:i. 
ya introduce 'Ll.na 

estructura coordenada local arbitraria; además para. el grupo de 

J.as tra::""lsformaciones rel.ativistas· tanto 

mismo estado representar el 

dificu1tad en J.a interpretación 

fís.i.co, 1o 

de ~1.gunas 

"' que 

C011\0 

puede 

expresiones 

deben 

provocar 

) por lo 

que es deseable implementar una estructura ma~emática única entre 
espinares y mul.tivectores. Adic·;_.:;;c-:·,:;.Lmente es conveniente recordar 

que cuando ca=tan6 desarro1~a su té~cía demuestra que el espacio 

c·~cl.ídeo de dimensión 2v -;- 1 _(E.,v+:i.) tiene 2v ecuaciones para un 
v-pJ.ano isotrópico que definen .;.·-un espinar (el. espacio E :?Vclefine 

semiespinores de dos tipo~ dife"l:eutes con magnitud 2v}, por J.o que· 

un czpincr con dos cornpcnent~s ~-i..:..;. .• t..;. .. -.. ~.:.. ¡_:.~::.:!:::. --- =cr.~-=..cuido en 

un espacio E (que es el caso ya que N es un vector tipo espacio 

Y
3

N °es un isotrópico escal.ar, los que a1 considerarse simuJ.tánea-

mente en N = [Nº ,NJ def.i.nen un cuaternio) o bien E
2

• Final.mente 

debemos subrayar que el. mapa de Ca:i:-tan ha quedado definido como un 
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mapa 2:1 sobre cual.quier tipo de variedad de estados físicos. 
Gracias a qu~ el. ~apa de c.3.rt~n N(fi:,E) es 1inea1 y simétrico 

es posib1e asegurar 'que al. ap1icar1e un operador diferencial. D 

resu1ta que 

II.3) DN (E, E) 2D'll(i;, E> 2N(D'E,E> = 2N(E,D'E) 

donde D' es e~ operador diferencial. correspondiente a D que actúa 

sobre el. primer arg"Umento del. mapa o bien sobre el. segundo y por 

10 tanto actúa sobre el. espacio espinoriaJ. E· Cuando se anal.iza 
el. efecto de diversos operadores de importancia por su significado 

físico sobre el. mapa II.2) se observa que dado un operador en el. 
espacio espinoria1 es posib1e encontrar su operador equiva1ente 

actuando sobre un espacio mu1tivectoria1 generado por eJ. mapa 

N(E,E> 

II. 4) NCQE, E) 

donde Q es un operador (que puede o no ser diferencial.) en el. 

espacio mu1tivcctoriar, .. mientras. que Q es su equivalente actuando 
b\Ji...J.Lt=. ·e:t c::·bVctt...i.iú es_i'.1l·¡·i,·~LiC:-:1)24 r;..;· ¡lc..:..1 ... 0: e..::; ~.; ..... ~.:L:.::.....:.;. .i.u~t...u.i.r ... .:¡-..::.= 

ios operadores 

potencial.es que 

tipo,.:p¿sié:ión .(como es 

son función de la misma) 

la posición misma 

serán idénticos 

y 

en 

l.os 

a1·nbas 

representaciones mientras que 

(cn.n:r:gia y momento) seguirán el 

el. operador espín cambiará de ia 

Proca. 

1os operadores· diferencial.es 

comportamiento II.3), final.mente 

representación de Pauli a 1a de 

La conrnutatividad 
npPr;:iñor.e.s. f111""lñ;=:tmPl"'\t:;::i 1. P-S 

del niapa de Cartan N(l;;,i;) 
de to~G ~ade16 dc interacción 

con los 

expresada 

en II.4) garantiza que e~te mapa ~cnserva l.os val.ores propios de 

l.os estados que se usan ¡>ara ob.tene.i: información física. Si E es 

un estado propio del. operador ~ =on valor propio A entonces; 

II.5) 

Con 

adecuada 

N(Q t;,E) 

= N(fi:,A !';) 
·ª 

J.a f·inal. idad de escribir el. n1apa II. 2) en 1a forma 

para su extensión geométrica a otras · dimensiones y 
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simetrías, así como su uso en el siguiente capi_tul.o se reescribe 

de la siguiente forma; 

II. 6) 

con -rcx 
y se ha 

que si 

II.·7) 

donde 

(i,--cPaull) 

usado el. 

como una base para los cuaternios; t;,t e c 2 

espinar ·bajo l.a representacion conjugada l.- ya 

entonces E C 2 

son números y (E~ e~ ) son sus 

conjugadas 

II. 7) 

complejas. Es sencillo notar que bajo la definición 

Ir. 8) donde e = ._, representación matri-
(-

º1· 10· ) . ·~s la· .. 

cial del. tensor métrico espinorial. 

Teorema II.1. El 
Nª<~.e)cr 

- ~ . . t.I. 

cuaternión generado por el mapa de 

e~ ~r:n1ival."'r-'="e al multivector IlU~ ,_e) 

donde el factor escalar muestra l.a degeneración que existe 

grupo de Clifford \'.l:(3,0) {1, cr
1 

io-
1 

i1} ai ser 

cartan 
2 elET 

en el. 

doble 

cobertura (una en eL campo de los reales 
imaginarios del álgebra de los cuaternios). 

y otra bajo los 

Prueba. 

sea 

N(t;,e) <E 1 l.2 - !';2l.1) ( 1 o )_+ (!';1t1 E2t2) ( o -1) + o 1 -1 o 

(-~ ~) r E1t2 !'; i. 

) (!';1l.2 + t;..,,_i.1) = 2 
2 2 

~ -t;.1e1 -t:;2t1 

N (E, f) 2 e zt;T 2 

con lo que el teorema quedó demostrado. 
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II. B. MAPAS EXTENDIDOS ~· CARTAN. 

Conservando ia · ·ide·a de superar las dificuJ. tades matemáticas 

que una 

pudiera 

estructura 

tener, se 

espin.orial. 

·aborda el 

independiente 

objetivo de 

de la muJ.tivectoria1 

construir mapas 

puedan modelar 

que 

J.as impongan condiciones sobre los campos que 

partículas elemental.es de acuerdo 

espacio-temporal.es, cuando menos 

taciones proyectadas irreducib1es 

a sus propiedades isotópicas y 

para c1asificar 1as represen
de diversos grupos con interés 

en teoría de campo. 

En esta .sección se construirá un mapa inspirado en el de 

Cartan con 1as características adicional.es de que se usarán 
espinares {ideales mínimos) de dimensión arbitraria, un grupo de 

norma y e1 grupo de C1ifford ~(1,3) como la simetría del 

espacio-tiempo A~. 3 para todos los casos. De hecl1.o se presentará 

un mecanismo de construcción que, a1 mismo tiempo que. general.iza 
ia estructura, permite darle un seguimiento geométrico 

asociab1e a una teoría de norma. 

Definición. EJ. mapa exter1dido de Cartan GS 1a forma ,,, 
~.Lj . ..i..út::G1~. ¡.¡{3 (,P ,.,.c.j e 
c;oeficientes; 

II.B.1) . donde; 

i.) 

ii) 

X, 1/1 E siendo ideal.es mínimos de ~{·1,3) o sea espinores 

del espacio-tiempo. La reprc-~entación 

para el espinar quedará de:C:!.nj_rta de ta1 
conjugada espinoria1 

muJ.tivectorial sin <"imetria 

espacio 

mantenga 
n 

c2 • 10 

temporal 

en todo 

se::\ ~.gua1 

momentc.. 1.a 

manera que x* e 'X; 

nornta 

para todo 

biyección ljJ 

pero con 

va1or de 
{-l.) 2nr/I 

simetría 

n Y 
para 

se 

r/I E 

r'limensión 
(n-1) n 

espinoria1 C 2 a c 2 asignando a un número complejo e1 

papel. de un espinor de Wey1. 

E t';(1,3) et o, . . , 15 como 1a repres.,,ntacíón 

mu1tivectoria1 de la siffietría espacio-tiempo. 



iii) ]\.[3 

un 

es l.a 

grupo 

representación muitivectorial. de 

de Lie, que en general. se toma 

l.os generadores de 

como al.guno de l.os 

usados en teoría de norma para_ campos físicos. 

Ahora queda el.ara J.a extensión hecha al. mapa original. de 

Cartan escrito en l.a forma II. 6); se permitió el. empl..eo ·de 

espinares 

Cl.if :Cord 

de dimensión 

~(1, 3) para 

arbitraria, se usó el. 

el. espacio-tiempo 

grupo . completo 

en l.ugar de 

de 

l.a 
correspondiente subá1gebra 

introdujo l.a representación 

a el.egir. 

cuaterniónica ~ex y final.mente se 

muJ.tivectorial. para un grupo de Lie 

Es evidente que el. mapa II.B.1 puede construirse para 

cual.quier grupo de norma que acepte representación mul.tivectorial. 

(ver I. B.) , sin embargo l.os. casos. especial.es con mayor interés 

son l.os c-,rue han sido explorados ampliamente en teoríu. de campo¡ 

SO(l.O), SU(5), SU(3) y SU(2). Cuando se representa matricialmente 

el mapa M~ es posibl.e ~e al. empl.ear al.gunos grupos de Líe se use 

la representación matricial. irreducibl.c para rª mientr.as que se 

deberá elegir al.guna reducible cuando se usa para otros casos. Es 

posible .-:p~e a;gu!:o_s. ai...l.tores . \gu.izá por razone~ his:tóri~as) no 
empieen el grupo ~{1,3) c~mpleto en ei esp~cio-tiempo, ~imi~anaose 

a usa:c 1.·a parte cuaéerniónica del. mapa II. B.1, este es e]. caso de 

los trabajos presentados por F. Reif1er24 ' 25 ' 2 6 donde l. lama mapa 

extendido de Cartan al. caso particul.ar de M~(~X) con simetría de 
norma SU(2) y representación cuaterniónica para·ei espacio-tiempo 

tal.· que 

II.B.2) donde 

i) con <X 0,1,2,'?; es una subál.gebra c·.i.aternión:tc:a de 

ti'(1,3) formada 

representación 

por {1, i-;y
23 

quiral. para l.as 

~~~resentación matricial. 

{ (~ ~) 
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ii) -c
13 

con f3 o, 1, 2, 3; son .:i.os gen.eradores 

con representación mul.tivectorial. {1, 7
0 

bajo l.a representación · c;iu'ir.aÍ para l.as 

tienen 1a representación.m'atf:i.é:::ial. 

de1 grupo 

7 1 23 

matrices 

de norma 

Í7 
5

} que 

de Dirac 

{ (~ ~) ; ( ~ donde 1 (~ ~) . 
iii) r/J,X E e::L autor define estos objetas como pares de 

espinares de· Weyl.. 

Comentando un poco esta construcción es obvio que al. ser un 

caso particul.ar de II.~.1.) tendrá l.imitaciones adicional.es, de 

hecho el autor 1as reconoce al. aceptar que sus grupos de norma 

serán productos directos de SU(2) y a ·i.a más U(1) (por ejempl.o 

SU(2)xSU(2)xU(l) para model.ar cromodinámica cuánt:i.ca) 27 • La razci>n 

es muy simpl.e, necesita un grupo de norma que conmute con el. 

correspondiente al. espacio-tiempo (índices de Lorentz) para que su 

el.ccción de una base cuaterniónica para l.a simetría espacio-tiempo 

no pierda información con respecto a aquell.a que corresponde al. 
c;rr.11no G ( J_ .. -" J como.i. e.to t µctL.,a 

l-1~ (lf1 ,x) es cuatro veces 

mul.tivecto:ria1 7 123 

cuatro veces a 
{.!, 'irº 

B[3 ( 1/1, X) ) • 

II.•:·. 

eJ. q.cuµu 

degenerado 

•.:;> y por 

bajo l.a 

l.o tanto 

Sü \2) 

re1lrescntación 

sol.amente cubre 

Los mapas que se han presGntado en l.a sección anterior 

están ~:::>c.:--:itos por componer1tes para l.os objetivos que se 

pP.:csiguen en este trabajo se necesita que éstos sean escritos 

~ú1tivectoria1mente (como es el. caso del. mapa I~.2) al. ser usado 
en e.1.: teorema· II. 1.) para l.o cual. basta con usar II.B.1.) 

definí::::- el. mapa multiv·ectorial. 

1';(1,3) dado por 

II.C.1) 

de Cartan de X 

para 
n 

c2 a 

de ta1 forma que se tendrá un mul.tivector para cada dirección 
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isotópica {3 

Teorema II. C.1. El multivector generado por el mapa de cartan 

Hf3(l/J,-x;) 

4"-{3-r 3 (c 

f3, i. 

Prueba. 

H~(l/l,x)roc es 

xl/JT)T-r
3 

siempre y 

se tiene que 

equivalente 

cuando l/JTr "-* • f3 

y 

al multivector 

X ·= todo 

tt13 Cl/J,x) con lo cual bastará con obtener la expresión 

para H
0 

(l/J ,x). 

Para probar la segunda parte de este teorema tomaremos por 

comodidad el caso _especial l/J = x con lo que al cons·t-.ru.ir el mapa 

H
0

(y1,l/J) se obtiene 

r 
--r1 711 "' -r 111,.. -r l -r,. --r 

l 

-r2:'1z --r,.'l'll -r~ .:.-r -r 

n': (>/J, l/J) r <X 1 l "' 
Ho(l/J,l/J) 

l "' -11 l 71,. 7)1 --r,. 111 -rl 7)1 

2 

J -112 711 "1)2 --r2 712 "1:'1 712 

que es idéntico a J..a matriz 

[~ 
o o 

o ]['' 1 
\--ClT27]17JZ) r~ o o ~1 .r ~ o o 

~1 1 o o -r2 o -1 1 o 
Mo(l/l,J/;) 4 o - -1 

-~ ~:J l~ 
-1 o 

~J l~ 
o -1 

o o o o o o -iJ 
que corresponde a J.a expresión Mo(ljJ,tiJj 4-C31/Jl/JT e -r3. 

Es preciso comentar algunos puntos de interés sobre el 

37 



anterior . teorema; 1.a condición que exige el. mismo ·permite _que 1.a 

rel.ación entre mul.tivector en una dirección isotópica dada 

H f3 _C rp, X) y el. construido con 1.a unidad . en el espac.io is'otópico 

H
0 

(1/1,X) esté. fijada_ por .el. cor~~spo.ndiente. generador del.
0 

grupo de 

Lie l.o cual. simpl.i:Eica mucho :el.'\manedo de estos campos sin ser una 

condición esenc:ial. pél.~a i~.;' ~~i:¡;,;;i_ói.'.,.-.:m~l.ti.vectorial. de 1.os mapas 

de cartan, se pued~ demcisti:'a:i' ·qu~. {.,;,s grupos de n.;,rrua SU(2) y 

su (3) satisfacen esta; co:n:d.:tdi:ó~:~ ·;• . :i?or otro 1.ado el. caso especial. 

que se usó para probar 1.a · segunda parte del. teorema es el. más 

comün en este trabajo, a l.0°más se usará el. mapa M~(l/I,~)- En esta 

prueba se empl.ea 1.a representación irreducibl.e de 1.as matrices de 

Dirac {también por razones de comodidad) y 1.a extensión del. campo 

M
0 

a dimensiones superiores se 1.ogra asignando a todo escal.ar 

compl.ejo 1.a cal.idad de un espinar de Weyl. con 1.o que se pasa de 1.a 

dimensión · 2v -a l.a subsecuente 2v+~ conservando la estructura del. 

mul.tivector M
0 

{este mapa sol.amente contiene informac·ión sobre la 

estructura expacio-tiempo·dada por ~(1.,3)). 

Tomaremos un caso particul.ar del. teorema II. e. 1 qi..l'-" tiene 

·esoecial. ·L•.,terés ¡;:>ar 1.a estructura ~e copti~nc, como un ?jempl.o 

de la misma. Se trata de construir ei mapa ii.tl.l) para ei grupo 

'de Lie SU ( 2) y proyectarl.o sobre una base cuatcrniónica, lo que 

por supuesto deberá coincidir con el. mul.tivector generado por el. 

mapa II.B.2) sobre 1.a misma base. 

Teorema II. C. 2. El. cuaternión Bo: (.;i ,X) B~ (t/I ,;x) d/3 subál.ge-

bra de t; ( 1, 3) se construye proyectando la parte cuaternióni•...;:... del. 
. . T . 

mul.tivcctor Ha(.P,X) 
tes y consecuentes 

mediante operadores apl.icados 

del mismo según sea el caso 

a 1.os ant.eceden-

(ésto a 
decir que el. muJ.tivector cor:ipl.eto no 

cuaterniónica hasta que es usado 

es proyectado a 

operador 

mismo) de 

~-=-u subá1tJ¿:bra 

sobre otro 

mul.tivector 

forma; 

II. C. 2) 

donde 

o bien al.gún 

1.. 
2 

mínimo ideal. del. l.¿. ·siguiente 
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..... - .... r 
o 
o 

1 
ü l o 

o o 
o -l. 

o o 
o o 

o o 
o o 
l. o 
o o 

l. o 
o o 
o o 
o o 

o o 
o o 
ú ü 

o -l.. 

~1 
~1 
oJ 

en l.a que :::;e escribió II. B- 2) • · 

Pruel.1a~ 

con 1.a final.idad de eje1npl.ificar el. procedimj_ento a seguir en 

es-ca• etapa , . tomaremos el. caso particular para el. índice ex 3 

(para e·!. '·esto de l.os casos l.a prueba es en todo anál.oga y 

por l.o tanto 
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e i; .. v 1 + 712K1) -ci;1v1· + 711 K1) o o 

( i; .. v" + 712K2) - (l;'.1v2 + 711K2) o o 
B

3
("1,X) 

o o <~2v1 + 712K1) -<~1v1 + 71 1 K,) 

o o e i;2v 2 + 712K2) -ci;1v2 +· 711K2) 

ya que {<To ( 1 ~) <T ( <TPaul.i crP<'.tu~i) } mientras que o , o 

[ 
¡;1 l [ 

k1 l 1/1 ¡;2 y X k2 resul.ta 
T/1. ... 

1 
T/2 V 2 

B~(l/t,X) c-i;1v2 + i;2v1 T/ t lc2 + ·r¡ 2k1) ; 

B~("1,X) c--i;1v1 + i;2v2 71 1 k1 + -r..,k.,); 

B~ (l/t ,X) -ici; 1 v 1 + ~2v2 + 71 1 k1 -:- T/ ;.;. ) ; 
;? 2 

FI~ (1.//, X) u:1 "'2 + f: V + '7 k + ':""! 2k.1) .. -2 1 1 -' 

sin embargo B
3

(!/t,X) tambi=?n pUede escribirse como 
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+ 

o o 
o o 
o o 
0-1. 

[g_.~ g g] e xl/JT 

l.. o o o . 

[ V< 
v2i;2 2 ... 1 

-v 1 ¡;1 v1i;2 

-k2¡;1 k2l;2 

kl i;. k1¡;2 

por 1o tanto se puede conc1uir que 

·r: pur d.nd..iuyu 

0-1.l 1. o 
o o 
o o 

V2711 

v1 "111 

k27J1 

k17J1 

o o 
o o 
o o 
0-1. 

+ 

} donde 

v,•,> l v1 7J2) 

}:2 712> 

k1 7J2) 

para el resto da los índices por 1o que se resume el siguiente 

cuadro; 

B
0

(1/J,x) -2 ("l:+ e "Xl/JT"l: + "!:..¡, e "Xl/JT"l:..¡, + -¡; e X:/JT"l: + -¡; e "X>/JT"l:+) - "' "' 
D,(l/J,"X) 2("1: e Xl/JT"l:_ + -¡; - e Xl/JT"l:..¡, + -¡;.J.. e Xl/JT"l:·> + -¡; e Xl/JT<: ) 

"' 
+ -;· 

B
2

(1/J,X) 2i (-¡;+ e Xl/JT-r;: ·e e Xl/JT"l:..¡, - -;; e X>/JT"l: + r..J.. e X>/JT"l:+) 

"' "' -

B
3

(1/J,X) 2("1: 
.. T 

Xl/JTCC.J,. Xl/JT"l: x•.:·T °t:" \ e xl/l-¡; "t:.J.. e - -;; e + -¡; e 

"' "' + - y +' 

Para proseguir e1 desarro11o de la comprobación necesitaremos 

utilizar a1gunas propiedades de los operadores invo1ucrádos; 
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"r ± "r3 +: "r± "r3"C'± ± -e± 

"r..,.. ..¡, "r 3 ± "r ..,....¡, "r 3 "t;..,.. ..¡, = ± "r ..,....¡, 

"1:'2"1:'± ± i"t:..¡,..,.. '"C±"'C2 ± i"t: ..,....¡, 

-r2-r_;..¡, = ± i"t::¡:: "r ..,....¡,"l:2 = .:¡: i~± 

"'C'1 '"C'±. "r..¡,.,.. "C'±'l:1. "r .,....¡, 

"r "r ..,....¡, -r- -e ....... .J.. "'C 1 -e± 1 + 

Ahora bien, <::abemos que n, (r,/l,x) 4-c,-r3(c xl/IT) ~3 ya que en 

este caso se está usando el grupo de norma SU(2) por lo tanto·: 

Substituyendo el valor dfi' e x•/IT para todos los mapas mu1-

tivectoria1es tenemos que 

·c_-r3M~(r,!l,x)-r 3 "t:+), usando las propi-.1dades de los operadores. obte-

nl8!mo~ 

B
0 

(l/J ,x) 

En forma semejante 

+ "t; "t; 
- 3 
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B
1

(1/J,X) 

.1. 
2 

-¡; -¡; 
- 3 

-r~ 7: 3 M! Ct/J ,x) ~~ ~±>_ ::t~~t~~~~~~~~~~::-~-~ a·--

.1 
2 

;>;- . __ <\. ~ >;.~ -:>; 7 

<-c+~~cifl4;.;;1~'t+:; __ n~c~,x>~+ + -c;n~c\11,x>-c_,_ + -c"'n~<ifl,x>-c-1->· 

equivale a 

el teorema quedó probado. 

a) Los nombres. asignados a ios operadores multivectoriales que 

permiten extraer al. subál.gebra cuaterniónica contenida en 

ig e 1, 3) son indica ti vos de su uso al ser aplicados por la 

derecha y/o izquierda a un multivector o un ideal del mismo. 

i) -¡;-T-/•l

(inferior) 

es 

del 

el operador 

m1.il ti "".,,7 ector .::-

que extrae J.a parte superior 

-'-de<:tl. multivectorial al que se 

aplica bajo la métrica aspinor1~l anulando el 

(esto equivale a ,,na el.as::. :<.:icación bajo 

sector restante 

algún espacio 

el mismo ya sea isotópico). El efec~o de aste operador es 

que se aplique hacia la d..-.;.·ec:~-:.a o a la izquierda. 

ii) -e+/- es e1 operado.e .a~ ...... c....::::..¿, .. , uc..-..a....... ~~-::....-~!:..:.. - .::..bajo con 

aplicacion de una métrica espinorial. El efecto de este 

operador depende de su forma de aplicación; 

ii.1) 

aplica 
-e+ es 
sobre 

un operador de subida en el isoespín cuando 

mul ti vectores e ideales mul ti vectoriales a 
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izquierda. 

-r+ es un operador de bajada en 
apl.ica sobre rnul.tivectores e ideaies 

derecha. 

el. isoespín cuando 
rnul.tivectorial.es a 

se 

l.a 

ii.2) -r_ es un operador de bajada en el. isoespín cuando ·se 

apl.ica sobre mul.tivectores e ideal.es rnul.tivectorial.es a l.a 

izquierda. 

-r_ es un operador de subida en el. isoespin. cuando se 

apl.ica sobre mul.tivectores e· ideal.es mul.tivectorial.es a l.a 

derecha. 

un 

Bajo este enfoque l.a expresión II.C.2) al. 
mul.tivector o ideal. mul.tivectorial. por 

ser 

l.a 

apl.icada a 

derecha o 

izquierda l.os transforman de forma tal. que dos términos 
(-r+ e ;;c:i/Jr-r_ + -r.¡, e xi/JT-r.¡,) sol.amente tienen componente infe
rior ·en el. isoespín (uno de el.l.os se mapea bajo l.a métrica 

espinorial. de l.a parte inferior del. objeto matemático al que 

se apl.ica, el. otro ·se.mapeó bajo l.a misma rnétric~ a partir 

de l.a superior) mientras que l.os términos restantes sol.amente 

tienen compo1,ente superior. en el. isoespin (bajo l.a misma 
. . 

~'-'.11~ L..L··ü.L.....,;..Í.V11 C:u!.i..--.:..1...;_vl- j .. 

b) Los operadores -¡:;+/.:... y· -r'f'/.J- están escritos como combinación 
l.ineal. de dos representaciones cuaterniónicas con l.o que 

resul. ta interesante observar que para extraer l.a parte 

cuaterniónica de un mu1tivector se usan proyectores que a su 

vez están incl:uidos er. tin ál.gebra cuaterniónica; 

equival.e a tener una estructura 

¿ 
l J 

donde H es un mul ti vector en i:;- ( 1", 3) ; m 
1 

, J son proyecte res 

representación cuaterniónica y m~ será un cuat.erni•..ó.1 rn:is. 

~~~res iones intermedias dadas en el rec11;:'!..dr"':' 

esto 

con 

Las 
, ~ 

comprobación 
usado; pero 

a SU(2), al. 

serán válidas 

a menos que se 

introducir el. 

para cual.quier grupo de norma 

hubiera el.cgido (como es el caso) 

mapa H no se hubiera l.ogrado l.a 

sencillez dada en II.C.2). 
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.... , 
c) Gracias a que en este caso el. grupo de norma SU(2) conmuta 

con l.a subál.gebra cuaterniónica de ~(1,3); el. mapa obtenido 

al. ·proyectar a cuaterniones .el. mapa mul.tivectorial. Hf3 (1/1,X) 

para SU(2) tendrá un· anál.isis y propiedades simétricas para 

el. índice de norma y el. de Lorentz. 

II. O. MAPA INVERSO. 

Se ha mostrado como un espinar r/J define 16 coeficientes 

escal.ares H~ (1/1, l/J) para cada índice· isotópico u. través del. mapa 

extendido de Cartan y mediante el.l.os un :mul ti vector 1-1
13 

(l/J, l/J) 
H~(l/J,l/l)ra en esta sección se emprenderá el. camino contrario para 

garantizar l.a autoconsistencia del. razonamiento gl.obal.. 

Siguiendo el razonamiento propuesto por J. P. Crawford 7 se 

propone que el cspinor original. l/J puede ser const:i;uido como; 

II.D.l.) H~ (rfJ, r/J) r aTI 

<.ÍUJlO.t! ~¡ .... t::!:::i" LL.&.J.C1. c.::.011:=..Ldll"t;..~ 

TI un espinar arbitrario 

extendido de Cartan con 

final.mente rl e ~(l.,3). 

..J.-=: - u-orntai:i:;c:a.~.:t¿n,- t:¡> .es· -.uc.r. ~Q-cic .. ~::t . ...;;___~, 

constante, l'!~(>/•,1/1) l.a i.ntagen del. .mapa 
índices espacio-teT.lpora1es e isotópicos, 

cuar:.do el. conjunto de 16 coeficientes H~ (i/t, •{I) por cada direc

ción isot..S:~ica forman un álgebra biespinorial de Dirac (como 

ocurre cuauuo se usa el. grupo da norma SU(2) o SU(3)) en ap1icabl.-:: 

el. teorema de factorización e .inversión del. autor, en caso 
cont~~r~o · ~, TT.n.1 no p11e?de factor.i Z;:l rse. como se 

muestra er. -:-l. ap.éndice (A.15) pero és perfectamente vill.ido. 

···.Los escalares ff~ (l/J, 1/1) forman un álgebra bie:o~pinorial. de Dirac 

si 

;T _,.µ <T 
2· 

+ 7T2 
µ 

K Kµ 
µ 

-J Jµ 
µ 

II.D.2) 
J Kµ 

µ 
o 
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'Zµv = (cr2. + rr2) - 1 [cr p:?; 
eµvp:?:J K rr(JµKv JvKµ) J 

cuando CT l/JT</J 
f3 

T[ l/JT?I' S</J/3 Jµ 
T 

"' 7 µ<1>{3 Kµ 
T 

"' 71' 571' µ.4'(3 

_¿µv 
T = l/J 7 µv<l>f3 

donde <f> (3 (;i\:-(3 e 1/f) siendo A~ un generador de algún grupo de Lie 
t\"(1,3) y e es la mientras que {1, 71'µ 

métrica espinorial. 
71'µ.v 7 s71'µ 71'5} e r, 

Las ecuaciones II.D.2) forman parte de las 

cuando 

llamadas 

el mapa identidades de Fierz y es posible probar que 

multivectorial de Cartan está construido usando SU(2) y SU(3) las 

ecuaciones son satisfechas, razón por la cual en estos casos 

particulares es posible escribir el espinar l/J mediante los mapas de 
acuerdo con II. D.1), además la expresión se factoriza ele acuerdo 

con A.15) 

especiales 

(siempre y cuando 

que trata el autor) • 

no se caiga en las situo.ciones 

Para ilustrar esta sección tomaremos el caso espF=c.i :=:t.1 del 

mapa extendido de cartan con grupo de norma SU(2) M~ ('/I, >/l) ctonae 

[ 
i;1 l "' 
ti'.2 y se obtiene lo siguiente para cada direccion iso-
7}1 

7}2 

tópica; 
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II.D.3) 

"', o 

/3 = o 

i ci;~-i;~+"l]~-'1J~> 

2 ([;1 '1J2- i;2 "111) 

i e i;1 i;2- "111 '112> 

2 Ct;1"112- li2'l11) 
7 012 

c-<-i;~+'1J~+'1J~> 
2 Cli1'1J~- !i2'1J1) 

7 013 

7 013 ] "11 donde se ha usado el. teorema 

del.a factorización de Crawford7 gracias a que o-= 2(~1 7J2-i;2'1J 1 ) se 

supone no .nul.o (el. término rr es nulo para todo espinar 1/1) Bajo la 
representación irreducible quiral para las matrices dc.Dirac y sus 

productos se ootiene 

r 4 i;;1 712 - 4 [;1 711 4t;, i;;2 -4t;~ l 
1 

- 4 ,,;2''1 
. -2 1 

II.D.4) "', e-,rp l °'•"• 
.. ~2 -»<,<,J -4N 7J o 

47J: -4711 '1J2 -4{;2711 4 i;;, 7)1 

-47)~ 4711"172 -4{;2712 . 4¡;;1712 

para relacionar 1/1;, con •fl se busca el espinor 7J adecuado y lo más 

que se logra es reconocer que l/J;, es un espinar rotado ;r/;: en el 

plano definido 

infinito). 

/3 = l. 

por (el. número de e.lecciones posiblP.:< es 

En este caso tanto o- como rr son nulos para cual.quier espinar 

1/1, por 1.o que no es posible usar el. teorema de la factorización. 



I I • D. 5 

"' , 1 
= e i<p 

--4--N~ 

·::,;.• 

que bajo 1a representación irredu-

ducib1e quira1 para 1as matrices de Dirac y sus productos 

significa que 

4711 712 -471~ 4i;;2711 -«,•,1 
II.D.6) "', e-••p 4·1)~ - 4 711 71 2 4 i;;2-l)2 - 4 ~1 71 2 

1 --;rn- 71 

- 4 i;;1-ri2 4 i;;1 711 - 4 i;1 i;;2 
4~2 
~1 

1 1 

l-4i;;2 712. 4 i;;2 71, -41;;~ 4 l;1 i;;2J 

bajo una única elección dei espinar constante de referencia 71 se 

obtiene que r/I~ = ~ 1 1/1~-

(3 = 2 

E~ ~~te caso a = rr = Ju = O para todo ~ndicc µ y espinar r/J, 
por que no ~s posible usar e1 teorem~ de la factorización. 

II.D."7j l/J, 
2 [

• 2 2 2. 2 
i(-t;; +i;; +71 -71 )"' + 

1. 2 1 2 01. 

71 que bajo la representación irreducible 
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quiral para las matrices de Dirac y sus productos significa que 

-4iTJ1"112 4i7J~ -4i/;2111 4 il';1 ,,1 

II.D.S) l/J' 
e-tcp -4iTJ~ 4iTJ1112 -4 ii;2112 4 i1';1112 
-¡¡-ir- 11 2 

4ii';~ -4 ii;1112 4ii;1111 -4it:;:1i;2 

-4i1';2112 4ii;2111 -4ii;~ 4 i1';1 ¡;2 

bajo una única elección del espinar constante de referencia TJ se 

obtiene que l/J~ = ~ 2 1/J~-

f3 = 3 

II.D.9) "', 3 

.... 

(-it:;:~+it:;:~--i11;+i,.,~) 
2 (7121';:1-¡;2 11 1) 

7f -1 

(l';~+::;:~+,.,~+TJ~) 
2 <11 2:;1-¡:;2111> 

donde se ha usac0 el teorema de .factoriza-

ción de Crawford · gracias r. que Tr 2i (7121'; 1 -~2 711.) se supone no 

nulo (el término cr es nulo par'• todo esp:inor 1/1). Bajo la 
representación quiral irreC::~...:.i.bl.P- p.3ra las matrices de Dirac 
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4 li1 712 - 4 i;1"111 · 4 ii1 i;2 -41';~ 

II.D.10) 1/1' 
e-•~ - 4 i;2....,2 - 4 i;2"111 4i;! - 4 1';1~2 
---;n::r TI 

3 

-4T¡: 4 "1'11 ....,2 4 li2 711 - 4 ¡;1 ....,1 

47}~ - 4711 712 - 4 ¡;2 712 - 4 1';1 ....,2 

bajo una única el.eccióh del. espinar constante arbitrario 7} se 
obtiene que 1/1' 3 '- 3"':, • 

Resumiendo: el. espinor original. !/J que mediante el. mapa 

extendido de Cartan define un mul.tivector Mf3(l/l,r/J) para cada 
dirección _isotópica queda transformado en un juego de espinares 1/1{3 
después de apl.icar el. mapa inverso, que se relacionan con el. 

ál.gebra de Lie del. grupo SU(2) de norma (el. grupo de norma apl.icado 

en el mapa de Cartan exténdido reaparece después del.· mapa inverso 
como propiedad de l.os campos espinorial.es mismos). Este ·.resul.tado 

___ ~~ :~v::.·s;:::-.:: .. !"'-d":?!'i;'S"' y:"- !'!''~ 1 :=. --~~!?'"l""'~~:.i.A_n :rT ~O- J) !"'Pt?ñ~ c;P;r .. P..~c:-r-i.·t;i 

como 

II.D.J.1) donde Mf3(r/J,r/I) es el. mapa mul.ti-

vectorial. de Cartan en l.a dirección isotópica {3; 
II.C.l.) sabernos qne Hf3(1f1,.¡1) -cf3H

0
(1/J,l/I) por 1.o 

transforma a: 

II.D.J.2) con ~{3 generador de SU(2). 

usando el. teorema 

que II. r:·. ::_i) se 

Para el. caso del. grupo de norma SU(3) el. procedimiento es el. 
mismo y l.os resultados análogos, con al.gunas sal.vedades ya ql.2e es 

necesario usar una representación reducibl.e de las matrices de 

Dirac y l.a métrica espinorial. se def inc de tal. forma que garantice 

so 



. -~. 

l.a biyección i!J . (-1) 2 "1/.L 
que a todo escal.ar J.e 

y extendiendo el. mapa M
0

(1/1,l/J) de manera 

corresponda un espinar de Weyl.. El. 

rotación de ejes) conduce a resul.tado final. (bajo una 

"'f3 
e-irp 

4N 

l/113 
e-irp 

4N 

ex n 13 (l/I, l/I) r cx71 

Af3Mo (l/J, 1/1) 71 
-i<p e . 
4N 

final.mente 

II.D.J.3) donde }l.{3 son l.os generadores de SU(3). 

Comentarios Final.es. 

Para terminar este capitul.o es pertinente hacer al.gunos 
comentarios adicionales; 

a) El. anál.isis que se real.izó en este capítulo se ejempl.ificó en 

b) 

ampl.iamente . prob;:idos; SU ( 2) xu ( 1) (interacciones el.cctrodé

bil.es) y SU(3) (cromodinánd_ca cuántica), sin embargo el. 

procedimiento de consl:.rucción de l.a estructura matemática es 

J.o suficiGntemente ampl.io para incl.uir otros grupos de norma 

siempre y cuando tengan representación mul.tiv.actorial., por J.o 
que ~ste trabajo puede 

ut~ L -E :i.·-::adóres. Asimismo 

extenderse a algunos 

es factibl.e variar el. 
modelos gran 

grupo ~(1,3) 

En e<-;te trabajo se adoptó l.a 

i<"-eal mínimo mul.tivectorial. 

de"l:inición a~ un espinar como 

(ver apéndice) y por l.o tanto no 

•'--"' C:::istinguió ent'.!="e pares de espinares o biespinores. Es 

entre ambos estr:ib:a en sus 
propiedades de transformación de Lorentz e inversión espacial. 

(sol.amente 
opP:r.ac:l ón) 

vectores 

los biespinores transforman entre sí ante esta 
más aún existe J.a alternativa de que ].os lnulti-

que se aplican sobre pares de espinares sean 



representados matricial.mente en forma su:bstancia11nente 
diferente a aquellos que actúan sobre biespinores; este punto 
de vista tiene un fuerte significado geométrico y se sustenta 

en que la ecuación de Dirac P.scrita en su forma más natural._ 

(~te pone de manifiesto inmediatamente su invariancia relati
vista) involucra un biespinor y acepta representación quiral. 

para las matrices de Dirac15 • Los generadores mul.tivecto
ria1es del grupo SU (2) ].ocal.mente isomorfo al. grupo de l.as 

rotaciones espaciales en tres di1nensiones para l.a 

representación quiral. tienen l.a forma .g 
º' 

que al 

ser aplicados sobre 

J.j.dad distinta para 

el biespinor 

cada espinar 
( ~ ) 

de Weyl 

asocia una quira-

(físicamente se 
identifica como un eSpinor de Weyl. de quiral.idad ~erecha, 

y se considera que mientras que TI es de quiral.idad izquierda? 
1n. representación quiral. es adecuada pµra los lnÚ1.tivectores 

c:¡ue definen a 1os iden1es izquierdos llamados biaspinores. Si 

se buscara nna representación adecuada para los mul.tivectorcs 

cuyos ideales. mínimos son pare,,; de espinares 1/J (~) y bajo 
~1=;t··;r;!i. r:.c1 ón r.'-!' i de?.;\S antE-~r:ior nrooonnriarnos que en es"Ct;::. «:;cl~t.:.> 

1os generadores del. 

con. l.o queda 
n1isma quiral.idad 

tuvieran l.a forma 001=(~·~.) 
definido mediante espinorias de Weyl. de su 

grupó SU(2) 

e izc;p..1ierd~ o derecha), a nivel. 
representación 

represe-ntacj.ón 

matricial.esta úl.tima c_o'.".:'responderia a 

de 

l.a 

C1 ya que ~-¡_, 
~J 

del. ntul. t.:tvectc-::- dual. en representación quiral. 

'$ t.:.:::cir- • :;:, en l.a representación 

asociada a pares de ~spinor sería indistinguible a i veces el. 

mu1.tive.ctar dual 0 1 
J :<-o T

01 
en l.a representación quiral. (la 

transformación de dual id;::.:.. z"·· una operación de simetría en el 
álgebra nulti"Jcctoria:t dad::-.. :-~::.- ~:-!. :"..-c.,,r=1ru::~c::::,-.~1 :::.r.- ~~1 á1gebra 

y expresada convencional.mente como 7
5
). 

Cuando se habla da un espinar corno ideal. multivectoria1. 
se está incluvendo en ·esta conceppión todas l.as 

rcpresentacione~ irreducibles.n/2 del grupo propio de Lorentz 
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(aún del. 

sol.o es 

extendido por paridad). 

posibl.e tener pares 
(espacios eucl.ideos de cuatro a 

l.a dimensional.idad del. espacio 
incrementan rápidamente y no 

Si se trata de 2 2 espinares 

de espinares o biespinores 
cinco dimensioneG) : cuando 

aumenta las posibiJ..idaG.es se 

tendría sentido "en es:te 

trabajo" buscar 

particul.ar. 
autoconsistencia 

representaciones matricial.es para cada caso 

Bajo este .enfoque y asegurando l.a 

de una el.ección dada sobre el. tipo de ideal. 
mínimo ante transformación de Lorentz extendida que se desea, 

se usó en esta sección (y se continuará con esta idea) 1a 

representación mul.tivectorial. quiral. a sabiendas que 

sol.amente existen dos opciones de nuestro interés; si el. 
ideal. mínimo es un biespinor bajo una única métrica 

espinorial., el. mapa de Cartan mul.tivcctorial. conserva su 

estr~ctura y l.a representación es adecuada al. tipo de espinar 
el.egida, si el. ideal. mínimo fuese un par de espinares "bajo. 

una única métric<;> 
mul.tivectorial. conserva 

espinoria1" e:L 
su estructura y 

mapa de cartan 
la 

adecuada al. tipo de espinor elegido se obtiene duallzando l.a 

<.:1~:ira.L .uica.. i:..t. .i. o¿· 

corresponda al. multivector r, bajo l.a representación asociada 

a pares de espinares corresponderó el. multivector dual. ~ 5r 1 )~ 
En concreto, J_a representación matricial. de l.os 

mu l. ti vectores está asociada a l.as propiedaces de 

transformación ante el. grupo propio de Lorentz e:-::tcndido por 

paridad de sus 

l.a pcsibil.idad 

ideales mínimos (espinares) 

de rel.acionarl.os entre 

y siempre ax~stirá 

sí mediante al.guna 

transfo:?:"macién.-
multivectorial. y sus prop.iedades no se alterar. por el. .. -:i:acto 

de l.a representacic~ matricial. usada, o por las propiedades 
de transformación del. ideal mini1r,o :multivectori::.J ante el. 

grupo propio de Lorentz extendido por paridad. 

c) Es importante discutir las propieades del. transformación de 

II.D.1) ante el grupo de Lorentz propio, en el. 

muesL.ra que l.as formas bi.l.ineal.es que siguen 

apéndice se 

un ál.gcbra 

biespinorial. usan 

cuando S e S0(3,1) 

un espinar 
La única 
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diferencia entre l.a estructura 



estudiada por P. c.rawford.7 y 1a que se presenta en esta 
sección estriba en e1 ·conjunto de coeficientes tl/1Tr,(A

13
i;!i}*} 

que· pueden formar un á1gebra biespinoria1 de Dirac (cuando 

menos ocurre para 1os grupos de norma SU(2) y SU(3}} pero no 
transforman como un esca1ar ante 1a acción de1 grupo propio 

de Lorentz, 1a razón es senci1l.a M~ no se construye como 
observab1e físico puesto que en 1ugar de usar 1a conjugada de 

Dirac de1 espinor se usa su transpuesta, 

mapa .extendido de 

en II. 6) • Para que 

ésto se deriva 

de1 origen 

genera1iza 

transforme 
introducir 

transpuesta 
de1 mapa. 

mismo de1 Car tan que se 

de1 dado 
como un espinar ante so (3, :!;-) 

l/J/3 de II.D.1) 
bastará con 

1a conjugada de 

sin que por ésto 
Dirac de l/I 

se a1tere 1a 
en 1ugar 

estructura 

de su 

genera1 

d} Gracias a que e1 mapa II. B. 1) se construyó conservando J,a 
· 1inea1idad y simetría de1 orig~nal. es posib1e garantizar que 

II.D.14} 

espacio espinoria1 asociado a D que es un operador 
diferencia1 en e1 espacio de los mu1tivectores. En genera1 

se garantiza que en forma aná1oga a II.4) se puede escribir; 

II.D.15) 

donde 2 es un operador (diferencial o no} en e1 espacio 

mt:..).t'l rectorial.. mientras que o es· su equivalente actuando 

sobre el espacio espinoria1. 

e) e:::.. úl.timo comentario de este capítulo tiene como objetivo 

~stablecer 1as condiciones bajo 1as cua1es se puede expresar 

un mu1tivector cual.quiera (que en 1o sucesivo representaremos 

como 7M) según 1a estructura dada en e1 teorema II.C.1), con 
1o cua1 se puede consider~r construido a partir de un 

determinado espinar l/J mediante el. mapa mu::t.tivectoria1 de 

Cartan en una dirección isotópica (bajo un grupo de Lie). 
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Iniciaremos el. anál.isi.s con el. mapa mul.tivectorial. de 

Cartan sin 

se podrá 

dirección de norma H
0

(r/J,r/J) 
construir a partir de 

(el. resto de 1.os mapas 

él. mediante el. teorema 

II.C.1)) cuya estructura nos permite garantizar que de 1.os 16 -

posibl.es términos del. desarrol.1.o H
0

(1/l,1/I) H~(l/J,l/J)r~ en 

~ ( 1, 3) seis de el.1.os serán nul.os, bajo 1.a representación 

quiral. para 1.as matrices de Dirac 1.os términos nul.os 

corresponden ~ 71 
0 

7 
1 

J 7 
1 

J k 7 
5 

con i, j , k l., 2 ~ 3 • 

cuando se construye el. mul.tivector Hf3 (1/1, l/J) ">.(3M
0 

(r/J, IÍJ) 1.a 

forma del. generador ">.{3 para el. grupo de Lie elegido será 

determinante en la estructura del mismo conservando ~ no 1.a 

cantidad de términos no nulos en el. desarrol.1.o. 

Es así como si ">.(3 correspondo a los generadores del. gru

po SU(2) (7
0 

7
0
7s e i71

5
) 1.os coeficientes nul.os 

corresponderán sucesivamente a 1.os siguic~tes términos; (es-

calar, 71
01

J 71
1

J!< 7s con i,j,k = 1,2,3) para B l., 

(escal.ar, 7 
0 

71
1 

7 
5 

con i = 1, 2, 3) para (3 2, (escalar, 

71 
0 

71 
0 1 

7 
1 

J k con i, j , k 1, 2 , 3) para (3 3. Donde todos 

1.os coeficientes (nulos o no) se obl:.1.enen a partir de 1.as 

generadores tienen repre.sentación mul.tivectorial. no. homogénea 

(como ocurre con SU(3)) el. mul.tivector n13 (r/l,~) tendrá más de 

10 términos no nul.os en su desarroll.o (en SU(3) serán 15 para 

toda dirección isotópica) po.c J_o que es de esperarse que todo 

rnultivector pueda ser considerado como el. resultado de la 

aplrcación del. mapa extenáid0 de Cartan multivectorial bajo 

una dirección isotópica, que 

garantizar que 71H = 

conjunto Af3 que en 

el. correspondiente 

L A~ 1 l/J";>..{.!:1.,(>/J,r/J) 
(3 

el nit-..s ·ge1~era1 de 

al grn,_,o C!L(n) 34 • 

siempre será posible 

para al.gún 

1os casca se to:me como 

Es así como en este capitulo se construyó un mapa multivecto

rial. de Cartan (basado en 1.a teoría sobre espinares del mismo 

autor) que bnjo un espacio isotópico cual.quiera (de h<:!C:ho se 

analizaron como ejemplo lo:o; grupos SU ( 2) y SU ("3) ) y t5' ( 1, 3) como 

simetría espaci-ternpora1, conmuta con 1.os operadores físicos 
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. ~ 

observables cuando es simétrico. Este mapa transforma 
n 

c2 
~(l.,3) aceptando espinares (ideal.es 

Cl.ifford) de cual.quier dimensión. 
mínimos 

Para 
del. álgebra. 

implementar 

a 

de 
la 

transformación inversa se hizo uso del. teorema reportádo en la 
literatura por J.P. Crawford7 para mul.tivectores cuyos coeficien

tes corresponden a un álgebra biespinorial. de Dirac (como nuestro 
caso no es el. reportado en el. mencionado artícuio se debió 
demostrar que podía . clasificarse como tal.) final.mente se 
estudiaron las propiedades de la estructura matemática presentada, 

encontrando adicional.mente· un mecanismo de proyección de1 mapa 

original. a un ca.so particuiar reportado en la literatura bajo un 

análisis mul.tivectorial. profundo de las limitaciones y al.canees de 
este úl.timo • 
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CAPITULO II:C 
TRANSFORMACIONES GENERALIZADAS DE FIERZ. 

ANAL:CS:CS GEOMETR:CCO. 

:C:C.A •• :CNTRODUCCION. 

Una de 1as ap1icaciones 

matemática desarro11ada en e1 

que se 

Capf,tu1o 
1e 

II 

dará 

es 
a 

1a 

1a 

de 

estructura 

conceder1e 
caracter geométrico a 1as identidades de Fierz (tomaremos como 

. referencia l.as reportadas por Y. Takahashi 31 ) con l.o cua1 se 
muestra 1a potencia del. anál.isis mul.tivectoria·i de 1os mapas 

extendidos de Cai:-tan para interpretar y genera1izar transfor
maciones útil.es en l.os cál.cu1os de ampl.itudes de transición para 
model.os de interacción de ciertos procesos fisicos 1 • 9 • 

· Es común que para r.iodel.ar un fenómeno se proponga al.guna 
interacción en particul.ar que al. ser traducida a un diagrama de· 

Feynman produce una ampl.itud de transición crd<=nada de. manera 

distinta a como se cal.cul.a norma1mente en l.a 1.iteratura, de ahi 
para homol.oqarl.a a 

1a ya 
Fierz, 

conocida. 
1as más 

Es aquí donde 
difundidas se 

se usan 1as transfol:..·1naciones de 

refieren sol.o a algunos casos 

especiaJ.es de l.as interaccion°"s el.ectrodébi]._cs (grupo de norma 
SU(2)) por 1o que es importante general.izarl.as a cuaiquier tipo de 

interacción (e indirectamente a cual.quier grupo de r.orma). 

La fc . .-ma cuadril.ineal. general. de 1.os opc:::-adores da campo que 

intervien~n en una ampl.itud de transiciones32 ; 

rr:.c. l.) ~ -... bcd 
;,..i, J if1,,rtl/Jbi/JcrJl/Jd donde l/Jl es ia función de onda 

~spinoria::!. para el. fermión i invo1ucrado en ei l'":oceso y Jjj l es su 
conjL-.,;;-.(la de Dirac, mientras que r1 E 'G(l., 3). Cuando se in ter-
cambie_ el. orden de l.as· particu1as es posibl.e expander II:C. l.) en 
una nueva base tal. que; 

:c:c:c. 2) = -I 
donde el. signo menos surge debido a que 1.os operadores de campo 
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¡. 

fermiónicos anticonmutan, cuando i 

es conocida como matriz de Fierz 
j, Fijkl se reduce a Fik que 

Las identidades de Fierz tall'.bién pueden ser usadas pura 

obtener relaciones entre derivadas espacio-temporaJ.es de un espi-

nor y un tensor (lo que significa que las cantidades físicas 

asociadas con el campo espir1orial 

corrientes y sus derivadas sin 

dinámica del sistema). 

pueden espresarse en términos 

el conocimiento expreso de 

de 

la 

Es conveniente mencionar que subsisten algunas diferencias·de 

notación en la literatura ya que es común encontrar autores para 

los cuales las identidades de Fierz se definen sobre el álgebra de 

Cl.ifford t;'(l,3) cuyos vectores base A
103 

son las matrices gamma de 

Dirac y por lo tanto la expresión III.2)" resulta ser derj_vada de 

el.las (de cualquier forma los resultados pr<'.1cticos son equiva

lentes), de esta forma las identidades de Fierz básicas se 

escriben como31 ; 

16 

III.3) 8 o 
ab cd ¿ (-;re) ad (-;re) cb 

c=t 

rtr:"nl""fP. -O~ J · ·~:::; ·:ta d~ 1 T:.a oe ·Kroe.neckar ·mientras oue 7 ~·.e~- € ( :J,. _. ~ ;,

no:i:.-malizadas como 

Tr[-;r A 

y los indices en letras latinas son espinoria~es con lo que III.3) 

expresa el 

ferm.iónicos 1 

mismo rearreglo hech0 en III.2) 

es notab1e observ=l.r r:omo se está 

para los campos 

uo;ando j_mplicita-

los ideales mínimos de ti'( J, 3) "Yª qt.:;:. cada columna de la matriz 7 e 

'-:iane asociado un indic~ · · .. e,spino~ ... ial (ver apéndice). Una 

expresión más general para II1.~) seria 

III. 4) ( 7 ,.),,b(él'B)cd = 

d"' tal manera que calculando la traza del producto de las ·cuatro 

matrices se ha 
t:;"(l,3) (lÓ que 

r~s·uel. to e1 problema para cualquier caso 

por cierto es sumamente tedioso y largo), 

SB 

i/A,"if'B .e 

una vez 



que se ha especificadb e1 r_earregl.o de l.as índic"es espinoria1es 

resul.ta inúti1 y mol.esta su escritura por l.o que en l.o sucesivo .se 

obviará. 
Una vez que se ha ca1cul.ado para cual.quier caso l.a .expresión 

III.4), que por cierto suele escribirse como 

2 
4 

16 

¿. 
C=l 

16 

o bien. 

para todo 

7A 7 8 7c e ~(l.,3), se derivan de este resultado l.as relacio

nes entre l.as corrientes hermitianas Ja = ~ra~ con ra e ~(l.,3) 
sobre el. campo de l.os números complejos. Cuando se reconstruyó el. 

espinar ~ hasta una fase mediante l.os coeficientes Ja ·(ver 
capítulo :r:r y apéndice) se usaron algunas de estas relaciones 

mediante l.as r.ual.es 
Para reconstruir el. 

se definió un álgebra biespinor:\.al. de Dirac. 
espinar con su fase global. ·in·cl.uida se 

otras cantidades invariantes de norma Rµ = tendrían que definir 

5-:¡.cz,,-;..·. ~::... ... ::!~ -:¡!~ 

cliente conjugado de Dirac (para recuperar :ta fase global. en el. 

esp.i.nor 
bastará 

construido usando el. mapa 
c.;,n substituir ~T por -¡¡;e en 

mul.tivectorial. de Cartan 11(3 

l.a definición del. mismo), l.as 

relaciones entre l.as corrientes J
1
.:. y R/.L así como sus productos 

también fueron obtenidos por Y. Takahashi mediante l.as relaciones 

III.4). 

III. B. 

En esta sección se anal.izará el. producto de Cl.ifford de los 

mapas mul.tivectorial.es de Cartan generados en el. cávl~u1o.anterior 

con l.a fina1idad de rel.acionarl.o con 1as identidades d-:.. :L"j.erz, en 

1.os casos particulares se desarrol.1arán. corcl.n~~=~ 

teoremas de este capítulo. 
Coroiario ai Teorema II.C.l.). El. producto de C1ifford de los 

n n 

mapas 11
1 

(l/J,X) de c 2 xc 2 --> G(1,3) con simetría de norma del. grupo 

generado por :il., está d;;:ido por; 
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4MJ(l/J,l/J')M1Cx',x) donde MJ(l!J,l/J') es 

un esca l. ar para 

III.B.2) 

Prueba. 

como y 

M
1

(1/J,::Y.)MJ(X',l/J') 

cada dirección 

con 

..,- ,,,,-=-~, 
3.. J 

isotópica j dado como 

:i\.' 
J 

entonces 

o sea 

con l.o que ~l. coral.ario ha sido probado. 

.. 

Este coral.ario es el. caso más general. que se puede presentar 

ya que est~ construido para cual.quier grupo de norma y dimensión 

de los ~~~~1es mínimos o espinares ya que 

emb~rgo se ::<esea 

d•"'- : Cl.iffo:-:d con 

rel.acionar este tiP.o de 

l.as identidades de 

t/J, x, l/1', 
productos en el 

Fierz escritas 

sin 

ál.gebra 

en el. 

espac.io--tic .. mpo .físico, por l.c que será conveniente analizar con 

mayor :?J::c.>::Oundidad el. c;:aso C 4
• Adicionalmente se .estudiará e1 

efecto qu~ .t:-""-~..:..,.;.;.. .... "" -::..=..& • ..::.:;: ~~-. g:::-t..:~o de norma especifico corno SU(2) 

en el. uso del producto geométrico de mapas multivectorial.es y su 
rel.ación con l.as interacciones como teorías de norma (por ejempl.o 

l.a :1.nteracción. débil. está relacionada con un grupo de norma SU ( 2) ) 

en l.as que se emplean l.as identidades de Fierz. 
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Como ejemp1o de1 coro1ario a1 teorema II.C.1), ei producto de 

C1ifford da 1os mu1tivectores M
1 

(l/l ,X) para e1 grupo de norma SU(2) 
estará dado por¡ 

M 1 (1/l,x)MJCx',l/J') = MJ(l/J,l/J')M1 Cx',x> 

donde 1/1, 
que puede 

x, x', 1./1', e 

obteners~ con 
e'' y M J ( 1/1, t/J') es e1 esca1ar l/J T -e J e l/J • 
1a combinación 1inea1 de 1os coeficientes 

de ia representación mu1tivectoria1 para SU(2) 
7 0 7 5 i7 5 }, de ta1 manera que¡ 

dada por { 1 , 7 0 • 

III.B.3) 

(1) (70) <7 123) . (75) 
M0 ( t/J, l/J') J.. (1'!~ ( l/J , l/J , ) M} ( l/J, "', ) + H~4(l/I,1/1,) + iM~5 ( 1/1, l/J') } 4 1 

-70 (70) (1) (;r 5) <7 Ú3) 
M 1 ( tíJ, l/J') ].. {-M~ (r/J' l/J,) + M~(l/l,t/I') + M~5 ( l/J, l/J') iM~4 ( 1/J, 1/1' ) 4 

7 123 
<7 123> (75) (J.) (-;ro> 

"' '"f 11'. tlt' \ i 
'·"' 

.. 
r_ '!' : 111 , ' 

,.,-·~ (_ 1.fl ~tú, .l H,....fW .. t/I' 
. 1 ... .1..Í-J ~ t•'IJJ r.t!J; l ?- •. . . ... o ]. ¿· 

i<rs 
(-.r ~> ('ir 12:.> (-;ro) (1) 

M3 (>/J' l/J,) ].. { iM~5 (1/1, l/J~') in~4 C>/J;1/1') iM~ (>/J, 1/1') + U~(l/J,l/J') 4 

·donde se co1ocó entre paréntesis ~~ mu1tivector cuyo coeficiente 

está en 1a parte inferior inmediata. Es c1aro que 1os esca1ares 

se re1acionan entre si mediante ·~1 á1gebra SU ( 2) representada por 

Coroiario ai teorema LI-C.2). E1 producto de C1ifford de 1os 

cuaterniones BJ (1/J,x) con grupo r:n norma SU(2) está dado por 

III.B.4) 

donde 



gJ~ es el tensor métrico de Lorentz, 

eJJ:.PQ es el tensor permutación tota1mente µntisimétrico, 

"'· l/J', x, X' E son ideales mínimos de los mu1t±vectores 

~(1.,3). 

Prueba. 
Con la finalidad de ejemplificar el procedimiento a usar ya 

que es totalmente repetitivo, se tomará un caso particu~ar 

gracias a las siguientes propiedades de 1os operadores -e 

a) -c -e .;!,. e i+-c3> g) -e -e .;!,. (-e -i-c ) 
'!' '!' 2 - '!' 2 1 2 

b) -c '!'--c+ 
J.. (-c, +i-c.,) h) -c _-c+ 2. ( 1--C3) 2 2 

C) -c -¡; - "'C' -1"' -r~ u jj t. .. .: - ... _C..:..¡, ;:; 
'!'-

d) -C.¡, -c_ 2. (-e, -i-r.,) k) -r+-c- 2. ( 1+-c3) 2 2 

e) 
1 

( 1-:--C3) 1) 2. (-c1 +i-c.,) L..:,.""C'...i- 2 -r+ -C.¡, 2 

f) "r..¡,-C '!' <=.¡,-C+ o m) -r+ -c·T- -c+-c+ o 

la e:~prcsión anterior se transforma a; 
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-4-r+c Xt/JT (- J.. (-r 1 -i-r2)) e l/J,,'.X.'T-r_ - ·4-r+ e Xl/JT (- J.. e i--r3 >) e l/J 'X'T-r + 2 2 .,... 

4-r e Xl/JT (- J.. (1+-r3)) e l/J'')C'T-r~ + 4-r e Xl/JT (- J.. 
.('r 1 +i-r2)) e l/J'X'T-r+ - 2 - 2 

o bien 

-2-r e Xl/JT-r1 e l/J'X'T-r 2i-r e X'('T1::2 e l/J 'X'T-r "'f" +2-r...:,.. e Xl/JT1::1 e l/J'x'•-r~ .,... .,... .,... 

-::>-r e :;;t'l/JT-r e IÚ 1 X 1 T'r: 2-r e ."'.r/•T-C .. e· t/J'~'!-c..J, + 2-r-!~ e Xl/JT~C,_ e l/J'X'T-r -r ~ .... 

Por otro 1ado .como B~(l/J,l/J') tenemos que 

-2B~_{1/1, l/J 1
) .~ e xz'T-r - 2iB0 (t/l,l/J')-r e XX'T-r + 2B~ {l/J, l/J' )-e~ e xx'T-r..¡.. .,... .,... 2 .,... •f' 

-2:i.B; C•!•, •/J' )-r~ e xx'T-r~ + 2B:(l/J,l/J')-r~ e XX'T-r+ -2o;cr/J,l/J')-r~ e XX'T<=+ 

+2B~ (t/.t, '.''' ~ ..-,... 
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agrupando términos 

+B;(r/1,r/1') (-2~ e xx'TT_ -2T~ e xx'TT+ 
"!' 

Identificando términos 

+ iB;(r/J,r/l')Bo(x,x') - B~(r/1.,r/1'.)B1(:;t',X') 

2T_ e xx'TT~ - 2T+ e xx•T·c ) 
"!' 

que corresponde al caso particul~r de III.B.4) para el cual j 3 
:z· ,_ 

forma del producto III.B.4) quedó determinada 
fundamentalmente por la combinación del corolario al. teorema 
II.C.1) (caso particular del grupo de Lie SU(2)) y l.as propiedades 

de los proyectores para extraer la subálgebra cuaterniórd.ca del. 

mapa Z.f (3 ( 1/1. r/1) e t;- ( 1, 3) , adicionalmente gracias a que el. caso 

particular B~ (>!1 ,x) tiene un grupo de norma que conmuta con :ta base 
cuaterniónica elegida para representar l.a simetría espac•.n-~iempo, 

el producto de Cll.ffo..C<.1 I:i:I. O. 4 j cu cspac~v i.svtrópj .=v e::::. e,;:r.'ii .. v·.:::.-

1.ente al. correspondiente en espacio-tiempo. 

C..:0.ll 

donde 
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·' 

es el tensor métrico de Lorentz, 

es el tensor permutación totalmente antisimétrico, 

1/J , t/J ' , ::t: , ::t: ' E C
4 son ideales mínimos de los multivectores ~(1,3). 

Esta propiedad se repetirá siempre que el grupo de no=a 
conmute con el elegido para expresar la simetría espacio-tiempo, 

en virtud de ser ésta una característica particular de algún 
modelo de interacción J.o más común.es que el producto de Clifford 

III.B.1) en el espacio ~sotópico no sea equivalente al correspon-

diente en espacio-tiempo (no hay simetría entre los indices de 
Lorentz y los de norma). 

Con la finalidad de mostrar en forma completa los productos 
geométricos de los map.:;.s multivectoriales dados en el anterior 

capituJ.o y como un ejemplo de lo que éstos implicarían para el 

mapa de Cartan original. se presenta el siguiente 

Coroiario ai teorema II.1). El producto geométrico 

napas cuaterniónj.cos N ( t;: ,.t.) .Y N (t', ¿~') con i;:, t, t•, t;:' e C2 

nores de Weyl) está dado por; 

Prueba 

N ( t;:, i.) 0 U ( i.' , t;:') 

ya que por el teorema II.1) 

N ( t;:, l.) 

además 7?º (t;:.!';') por lo t:into 

N(t';.t) oN(l' ,t;:') 2N° ( i;:, t;:' ) ( 2 e U.' •' ~ :. 

N(€,t) oN(t' ,!';') = 2N°(~,t;:')N(t.' ,l), 

con lo que se ha proDado el coroJ.arlo. 

tiS 

de l.os 

(espi-



Para terminar esta- sección es importante efectuar al.gunas 
observaciones, tanto el. mapa II.C.2) como el. producto de Cl.ifford 
III.B.4). fueron postul.ados por F. Reipl.er24 • 25 • 27 sin un anál.isis 

mul.tivector~al. paral.el.o l.o que l.e impide notar l.as l.imitaciones de 
su construcción. La l.ógica de extensión que este autor usa es 

repetitiva ya que sobre l.a base del. mapa original. de Cartan II.2) 
real.iza un mapeo en el. cual. al. producto de dos números compl.ejos 

i;: 
1 

11 .1 l.e asocj_a al. pasar a l.a dimensional.idad inmediata superior 
2

n n+1 

(de e a c 2 para espinares, de ·E
2

v a E
2

V+l o bien de E
2

V+l a 
E

2
v+

3 
para el. espacio base AP asociado) todo el. mapa original. de 

Cartan Nct. (i;:, 11) donde i;: es el. espinor de Weyl. asociado al. número 

compl.ejo i;:
1 

mientras que.11 es el. espinar de Weyl. correspondiente 

a 11.1· De esta forma construye el. mapa B~(W,x> que cor~esponde a 
l.a proyeccion cuaterniónica del. mapa mul.tivectprial. de Cartan 

M~ ( •/I, X) para el. grupo de norma SU ( 2) . Este procedimiento puede 
ser repetido n veces consecutivas con l.o que se definir~an mapas 

para mul.tipl.etes W consistentes de 2n-t 

norma (su(2))nxU(1) 
espinares de 

(al. repetir 

Weyl. y 

se tendrían gi::upos de en l.a 

el. grupo de norma c.omo al.guna potencia 

el. espacio-tiempo. 
ª27; 

SU(2)) con un;:i base 
cuaterniónica para Asimismo el. producto 
III.B.4) se extenderá 

X 

p ,,,,,,,.,'R Q (:>e'~~) 
n-1 ..... • 0 1· ·· n-1 

l.o ·:¿;-.:.·:.'?: muestra una sucesiva proyección cuaterniónica que indica 

una ba·:-.:. F">spacio-temporal. cuaterniónica y un grupo de norma no 
-::------~;~ 1.o cual. conserva l.a simetría del. 

mapa ante l.os índices de Lorentz y norma. 

Es efectivamente cierto que al. extender el. mapa original. de 
Cartan a l.a dimensión 
construcción aparece el. 

inmediata superior 
grupo de noma SU (2) 
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~-- ·. 

cuaterniónica, pero . para 1as ap1icaci.ones a mode1os de 

interacción útiles no es deseab1e tener limitaciones en cuanto a 
1os grupos de norma a usar, de hecho 1a construcción presentada en 

este trabajo como e1 mapa mu1tivectoria1 extendido de Cartan 

permite una e1ección totalmente arbitraria de1 grupo de norma 

(estrictamente basta con tener representación mu1tivectoria1 para 

que sea posib1e su uso) así como del grupo base para expresar a1 

espacio-tiempo e1iminando las limitaciones de1 trabajo de Reif1er 
a1 mismo tiempo que 10 muestra como un caso particular bajo 
ciertas restricciones de ord~n geométrico. 

III.C. IDEN'l'IDADES PRODUCTOS 

MULTIVECTORTAI.E!'?_. DE CAR'rAN 

En esta sección usaremos e1 coro1ario a1 teorema II~C.1) para 

mostrar como 1as identidades de Fierz obtenidas por Y. Takahashi~1 

tienen un 

so1amente 

significado geométrico y 

1a información contenida 

pueden ser 

en este 

obtenidas 

corolario 

propiecades de1 álgebra de C1ifford C(p,q) presentadas 
primer capítulo d2 esta trabajo. 

usando 

y ias 

en e1 

de 1as amplitudes de transicióh para interacciones entre partícu

las tienen :La sj_guiente forma; 

III.C.1) J 

::Isµ 

J s • 1 1' ·'· J..l¡.I 7f o 71 s.,, il/J 1' 7f o 7f µ.'" 

?a:t.-c::l. - ü.:'9_,.;¡uno.s ..._._.;_,-~ ¡:.ü.~t:tcul.ü.¡:c.s (por ej cmplo i::::. =oc:=~~t~c

ción · de '-':• espinar con 1a fase global explícita) se suelen· usar 
e.de-más.: de 1as anteriores corrientes hermitiana:.., 1as cantidades 

invar.J -:nt•-'S de norma 

III.C.2) 

donde l/Jc es el espinar conjugado ne carga de l/J y se define de.tal 
manera que 
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III.C.3) • ,,,c1" ! 
i.,.. tr 5 7µ'P o. 

Las definiciones anteriores han usado J.a notación convencio

nal. de Y. Takahashi y su tensor métrico g~ = diag(-1,1,1;1) de tal. 
manera que J.a sig-natura del. espacio-tiempo de este autor es ·el. 

val.ar negativo de l..a correspondiente a A.,
3 

espac~o generador 
del. ál.gebra ~(1,3), sin embargo los cál.cul.os posteriores serán au

toconsistentes y l.ocal.es por J.o que J.as conclusioneo:; obtenidas 

serán vál.idas. Asimismo {1, 7µ 'Yµv 7 5 rµ 7 5 } es l.a base rtt 
e ~ (1, 3) y pueden representarse como J.as matrices de Dirac si 
fuera necesario, J.o que por cierto no ocurre en este capítul.o. 

Ahora bien, gracias a l.a definición II.B.1) del mapa extendi
do de Cartan 

II.B.1) 

es posibl.e garantizar que 

í.:.L.i..<;.4·.· 

donde c 2 

tución; 
1 y el. mapa II.B.1) fue ~sado para J.a siguiente substi-

TJ ~ .¡1· 

con l.a dirección isotópica dada por A; A
1 

= 00 que corresponde a 

uno de l.os tres generadores de:L grupo SU (2) y estará cor.~:,,."l"•ida en 

cual.quier grupo no simpl.e o de rango mayor que tenga ..;amo sub•:,¡rupo 

a su e 2) e de hecho todos l.os de interés en l.a física de. al. tas 
energías) 

En forma semejante IX.B.1) permite escribir 

III.c.s 

con J.a substitución 
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bajo la misma direccion isotópica anterior. 

De esta fo=a 

ir/J1"7 or<Xl{l y 

las expresiones III.C~1) se pueden agrupar como 

Jr III.C.2) R- = il{lc1"7 r 1/1 - -1 -ex _. _ o ex resul.tan a.ná1ogas a 
oc 

III.C.4) y III.C.S) hasta un signo bajo e1 cambio de métrica ya 
previsto. 

Por otro lado es conocido que l.as identidades de Fierz son 

relaciones entre las corrientes hermitianas Jr y l.as cantidades 
<X 

invariantes de norma Rr (ya sea que se mezclen entre si o no l.o 
<X 

hagan), sin embargo gracias al. mapa mul.tivectorial. de cartan 
(teorema II.C.1)) y al producto entre el.l.os (corolario al. teorema 

II.C.1)) así somo al.as propiedades del. ál.gcbra de Cl.ifford ~(1.,3) 

es posibl.e encontrar fácil.mente relaciones entre l.as expresiones 
III.C.4) y III.C.S), del. coral.ario al. teorema II.C.1) 

III.B.1) 

ciunüe ci J ( ijJ , .¡, : j ·.T; • 
"' .-.. j ..., yi .. 

i, j indican direcciones isotópicas, 
guientes ecuaciones; 

III.C.6) 

donde M
1 

( rp •, -;¡;•) 
r/J ~7 '" o 

J. 

en': Cl/lc •. w· > r ex> cu~ Cl/J ·, l!i· > r 3 > 
. 1 

donde M
1 

( l/lc • , fíi•) 
ción se reduce a 

III.C.7) 
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III.C.S) 

donde M
1 

(r/I• ,lji•) J. 

III.C.9) 

que son todas las posibles combinaciones entre los mapas 

mu1tivectoria1es 

contienen todas 

de cartan asociados a III.C.4) y 

las relaciones posibles entre Jr 
<X 

III.C. 5)- o sea 

y por 

esta razón a la relación III. B.1.) se le llamará en lo sucesivo 

identidad de Fierz generalizada. 

Para obtener la información relativa a ·ias identidades de 

Fierz como se conocen usual.mente bastará con.usar las propiedades 

del. producto de Cl.ifford entre dos mul.tivectores no homogéneos 

para después igualar los coeficientes de cada r-vector en ambos 

teniéndose de la misma 16 identidades de Fierz ya que el álgebra 

·usada fhe ~(1.,3). El procedimiento con que se obtienen las iden

tidades determina. la forma que el.las presentan en e'.l.. sentido de 

~ue la cou1.bi~ación lineal. de va:cias .identidades de Fierz será otra 

identidad ru~s, es así como este 

las en la forma usual o bien 

procedimien"!=o 

en alguna de 

permit:i.rá obtener

sus combinaciones 

1ineaJ.es (Takahashi prueba como l.as identidades que él. enl.is.ta son 

dependier1tes entre si) 31 • A co.-..t...i1~nación se procederá a mostrar 

algunos casos particul.ares a mane"'."c1. de ejemplos en l.os que se 

<.;:>tengan identidades de Fierz por el. procedimiento mu1-

tivec toria1 ya descrito. 

i) '.rememos como primer 
III.C.6), III.C.7), 

caso .La 

III.C.B) 

parte escalar de 

por 

los productos 

i:::ener análogo 

directo dentro del conjunto de identidades de Fierz usual.es. 

Por comodidad de notación el. indice en el. grupo de C~ifford 

del espacio-tiempo ~(1,3) se escribirá con notación directa 

del ve~sor a1 que como coeficiente en el. 
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mul.tivector ·no hómogéneo ~! 1 (T!,X), es así como ~(T!,X) será 

coeficient.e .de su parte escalar, .M~(Tl,X) lo será del. µ-vec-

tor , Hµv·(7i'IX)° ··~• .. · corresponderá al.· µv-vector mientras que 
dµv 1 · · · d sµ 

M
1 

(Tl,X) a su 2-vector dual. (7µv -;r 5 7µv>·, M
1 

(Tl,X) será el. 

coeficiente del. 3-vector dual. a µ (7
5

µ 7
5
7µ) y final.mente 

~(Tl,X) corresponde al. coeficiente de su parte pseudoescal.ar. 

i. l.) Así pues, l.a parte escalar de III.C.6) será; 

que al. traducir a l.as corrientes hermitianas tipo III.C.l.) 

bajo la métrica adecuada nos l.l.eva a l.a rel.ación; 

III.C.10) 

que corresponde 

Takahashi31 • 

a l.a identidad JJ-l. 

o sea 

Js o 

reportada por Y. 

i. 2) En forma anál.oga al. caso anterior . y recordando las 

propiedades III.C.3) l.a parte escal.ar del producto J.II.C.9) 

será 

III C. l.l.) -R R + 1.. R R 
ü (L ¿ .,.,-; V:p o 

que c:orresponde a J.a identidad RR-1. reportaC::.a por Y. Takaha

shi 31 • 

i.3) La parte escal.ar del. producto III.C.7) es; 
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que al traducir a las 

cantidades invariantes 

apropiada y tomando en 

transforma a 

III.C.l.2) 

co·rrientes · hermi tianas III. e. l.) y las 

de :riormá. III~c.2)\ bajo la métrica 

cuenta . l.as . propiedades · III. e. 3) , se 

o 

que corresponde a la identidad RJ-1 reportada por Y. Takaha

shi 31 • 

i.4) La parte escalar del. producto I~I. e. s) _es; 

.. 

que al traducir a las corrientes hermitianas III.c. J.) y las 

cantidades invariantes de norma III.C.2) 

y 

transforma a 

III. C.13) 

que corresponde 

Takah.:>shi 31 • 

a l.a identidad JR-1 

bajo l.a m6-trica 
TT"T" - ....,, --"'"" 
-.. ........... --- - , ., . ~.--

report::i.dn por Y. 

ii) En :::1 segundo caso se obtendrá 1a parte 1-vector de 1as 

cuu-t:-rc pc-:uacinnP.~ ona1izadas. 

·.·:.ii.l.) La parte 1-vectorial de 1a ecuación III.C.6) es; 
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que al expresar como las corrientes-hermitianas III.C.1) bajo 
la métrica adecuada nos 1J..eva .a la: rcl.ación--· 

-2iJJµ 2iJd J - JSJS" µv sµ ,... o sea 

·III.C.14) JJµ o 

que 

JJ-3 

corresponde a la combinación lineal de 

y JJ-8 reportadas por Y. Takahashi31 
las identidades -

e de hecho es la 

resta y estrictamente corresponde a una separación arbitra

ria, pero válida de III.C.14). 

ii.2) En 
propiedades 

será 

forma análoga el caso anterior y gracias a l.as 

III.C.3), la parte 1-vector del. producto III.C.9) 

III.C.15) 

que corresponde a 1a ident:.idad RR-·8 reportada por Y. 

Takahashi31 ~a que la correspondiente a RR-3 es nula. 

ii.3) La parte 1-vector. del. producto III.C.7) es; 

que al. escribirse usando cas corrientes hermitianas III.C.1) 
y las cantidades 

métrica apropiada 

se transforma a 

invariantes de norma III.C,2) bajo l.a 
(tomando en cuenta l.as propiedades III.C.3) 
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III.C.16) 

que corresponde 
Takahashi31 • 

a l.a 

iRµvJv + Rd J = o µv sv 

identidad RJ-3 reportada 

ii.4) La parte 1-vector del. producto III.C.S) es¡ 

·o sea 

por Y. 

que a1 ser expresndo mediante 1as corr~entes herm~tianas 

J.J..J... c.: • .1) y ..Las cani:::iaaaes invar.:i.anl:.es a.e norJ.na. .J...í.t. e.¿) i.Jaj u 

1a métrica ~decuada y 1as.propiedades III.C.3) resu1ta ser; 

III.C.17) -3JR µ 

o se.a 

o 

que corresponde a l.a identidad J:i.:-:• -L-eportada por Y. Takahashi 

iii) En este úl.timo caso se abor::!<>.rá el. anál.isis de la parte 

3-vector de l.os cuatr..:> r=oducte>s estudiados. 

iii.1) La parte 3-v~ctorivl de la ecuación III.C.6) es¡ 
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que al.. expresar como función ele J..as corrientes hermitianas 

III ••. C. l.) bajo 1.a métrica adecuada nos 1.1.eva a; 

iJJsµ 

o sea 

4iJJ sµ 

III.C.l.8) iJJsµ iJ Jd + JµJs et µoc o 

que corresponde:a una 

JJ-4 y JJ-7 reportadas 

combinación J.ineal. de 1.as identidades 

por Y. Takahashi 3 i (de h<:!cho •ourres-

panden a una separación arbitraria pero válida de III.C.l.6). 

iii. 2) En forma análoga al. caso anterior y 

propiedades III.C.3), 1.a parte 3-vectori~1 

III.C.9) será 

III.C.l.9) o 

gracias a 1as 

del.. producto 

que corresponde a J.a identidad P.R-4 reportada por Y-. 
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. ~:; . 
Takahashi31 ya que 1a correspondiente a RR.-7 es nuia. 

iii; 3) • La parte 3-vectoriai dc1 producto III.C.7) es; 

+ 

µex e• -• ScX • -• _sµ e• • E • • + H 
1 

( 1/1 , 1/1 ) H 
1 

( 1/1 , 1/1 ) 7 µ"a: 7 sa: + 1·1
1 

( 1/1 , !ji ) H 1 ( 1/1 , !ji ) 7 sµ + 

que gracias a ias propiedades III.C.3) se puede escribir.en 
.función de ias corrientes hermitianas III.C.1) y ias cantida~ 

des invariantes de norma III.C.2) como 

III.C.20) 

ql.1.e corresponae 

Takahashi31 • 
a 

iRd J - R J µ.a ex ;\.o: s a 

.ia 

iii.4) La parte 3-vector de III.C.8) es; 

o 

qua gracias a 1as propiedades III.C.3) corresponde a; 

J Rd 
ex µce Jd R + JSR" µa a: ,... o 
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combinación l.ineal. de las identidades JR-7 y JR-4 
por Y. Takahashi. 

reportadas 

Finalizamos este capitulo con algunos comentarios importantes 

al respecto; en primer lugar es evidente la facilidad y sencillez 

con que se obtuvieron algunas identj.dades de Fierz partiendo del 

análisis del ~reducto de mapas multivectoriales de Cartan a lo 

que se debe añadir que este procedimiento es igualmente válido 

cuando se emplean otro tipo de corrientes para usos diferentes en 

el modelo, (eL procedimiento es general y su sencillez se mantiene 

para cantidades diferentes a las usuales) las ventajas en cuanto a 

economía y sentido geométrico con respecto a la forma usual de 

determinación de las mismas (cálculo de trazas en formas 

cuadrilineales que 

r•~presentac:ión dada) 

involucran matrices 

son ahora evidentes. 

de Dirac en una 

Aún cuando se puede 

asignar alguna representación a 1as matrices de Dirac, el.análisis 

m:.i..1.tivactorial que se hizo es independiente de l.a misma ya que se 

b,,,sa exclusivame:-ite en las propiedades del ál.gebra de Cl.ifford 

usada 1 o ( gue en este caso fue e e 1, 3) , pero que en caso de s<?.r 

n-:::cesario se poaria cx-c.ende.rsl::! c1. º'-L·a. ü..imt::u1::>..Lü11 u :::..il.::J1i"...:1\....u..1.:a.j. 

otro 1ado es 

es de v.i.tal. 

deriva de 

observables 

conveniente subrayar que la dirección isotópica usada 

importancia en el. análisis mu1tivectoxia~ hecho y se 

la forma usual en que· se definen l.as cantidades 

en un modelo, los resultados obtenidos no son 

reproducibles si 

(podría pensarse 

corrientes en 

exclusivamente). 

se ignorara 1a =:imetria de 

en producir ei 

estudio •..;:•n 

mul.tivector 

simetría 

Por úl. tj .. 110 • el. --ec: cudio hecho 

nor1na en el mapa 

asociado a 1as 

espacio-temporal. .,..., 
por F. Reifler-· 

como una aproximación de simetría de norma a l.as identldadcs de 

Fierz (que por cierto está incluido como una proyección 

cuaterniónica con grupo de Li~ (3U(2)]" del mapa multivectoria1 de 

cartan y sus productos gecmétr.:.....:..._.:: • ::=_:~.:::!.. ::-:0:-.::--~-r~.~0~)' !:'ado1ece de 

l.as Limitaciones propias 

G(l.,3), razón suficiente 

de usar 1a subál.gebra cuaterniónica 

para desconfiar de l.a po.<:>ibil.idad 

de 

de 

construir todas l.as identidades d·e Fierz asoc;i.abl.es al álgebra 

completa ec1,3); como es el.aro en este capítulo el. procedimiento 



usado elimina en forma consistente este tipo de J.imitaci.ones, 

expJ.icándo1as así como sus propiedades asociadas gracias a un 

adecuado análisis mu1tivectoria1. 

--·...: ... 
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CAPITULO IV. 

ECUACIONES MULTIVECTORIALES DE MOVIMIENTO. 

IV.A. INTRODUCCION. 

Es común que las ecuaciones qUe determinan la dinámica de una 

partícula se desarrollen en un sistema matemático que mezcle 

objetos de naturaleza y propiedades de transfo=nación diferentes 

cuya definición requiere ccindiciones topol.ógicas muy diversas y 

que por 10 tanto contiene información no necesariamente extcndible 

a cual.quier tipo de variedad. La razón de esta mezcl.a es de tipo 

histórico, sin embargo actualmente el. ál.gebra geométrica o de 

Clifford pe=nite una estructura matemática sufici.entemente 

genera110 ' 11 como para incl.uir las ramas más diversas de l.as 

matemáticas modernas y los objetos de su estudio dentro de un solo 

sistema, es así corno se desea que los elementos incluidos en las 

ecuaciones de movimiento pertenezcan a un sol.o sistema matemático 

en. el cual pueden ser descritos espinares, vector.as, tensores, 

T:.wis-r.:.ores co1Ho inul-c:.ivec-c.ort:!s, para und '1aJ.:-i.f:!tldü ü.e uu..a::Lt...tu.i..t:;!i.: 

dimensión, con estructura de espín o no17 • 24 • 25 • 

Como un segundo uso del. mapa mu1 ti vectorial de Cartan se 

aplicará a 1a ecuación de Dirac de movimiento transformándo1a en 

una ecua.:::ión mu1tivectoria1 de ·movJ:miento con 1a información de 

grupo de norma y estructura espacio-tiempo contenj_da en e1 mapa 

usado, ª"'' esta forma se busca presentar un mecanismo ·de inclusión 

de mu1t:!vE>r:tores a ecuaciones de movimiento (formalmente se podría 

e>nbarg'o ·a.·;!'....:Í se -adoptó el punto de vista de trans:i:orrnar sol.amente 

l.a .. · ecuac·i.c:.n de movimiento para después asociar..:..a un 

escri:..,-, •er1 e1 espacio de l.os mul.tivectores mediante 

1agrangiano 

1as técnicas 

usual.es, en su caso) en una variedad de dimensión arbitraria con 

estructura de espín o sin e11a. Gracias a este mecanismo es 

posible construir ecuaciones de movimiento 

donde coexistan campos 

y farmiónicos bajo 

asociados a 

un grupo 

particu1as 

de norma 

TESIS 
9f. LA 

(y sus lagrang.Lanos) 

de espines bosónicos 

y una 

ttrJ :JEBE 
J13t.WfEGA 

estructura 



espacio-temporal dada, donde los mecanismos de ruptura espontánea 

de la simetría pueden sufrir algunas reinterpretaciones. 

IV.B. APLICACION DEL MAPA 

ECUACION ~ DIRAC. 

MULTIVECTORIAL 

Es posible escribir la ecuacion de Dirac para una partícula 

masiva como el par de ecuaciones simu1táneas9 ' 15 

IV.B.1) 

donde l/J 
matrices 

ce, 7}) es 
de Pauli, 

un campo biespinorial de Dirac, cr, son 
final.mente (0°, D') son las componentes 

las 
del 

cuadrivector momento asociado a 

(donde nuevamente 11 representa 

de TI) • 

la partícuJ.a con masa en reposo m
0 

al espinar "conjugado espinorial" 

Rearreglando las ecuaciones IV. B.1) 

queda expresada como25 ; 

la ecuación de Dirac 

. <t. - . 
u ºarµ 

,r( . 
r.p 1..acµ 

dor1de el campo de Dirac es ahora un par de espinares l/J ( ~ 
(-~) es su conjugado espinorial, .co·, o, o, -ni> 

(1,-i;,) son los generadores del de norma 

espacio isotópico generado por 1.".:S espinores de 

d.a:r.dc t.:i.::::=:c :!.:::.::: d:i.mens.:i_r:-~~s .::~'0-:~ruE?!"'?.-t:es ==-

SU(2) 

Weyl 

aplicados nl 

l/J (-i;, 10cr, 

1:) y rra 

(1,-crP.,ult) en la ecuacióP IV.B.2} ~en lo sucesivo se usará la 

notación más sencilla cr~ o·(3 (1,crPauu>) 

Es .importante notar que "'P le. ecuación de Dirac escrita como 

IV.B.2) el cuadrupJ.ete 9ª elig~ el término adecuado ~r;: que permite 
mezclar las quiralidades correctas del. espinor l/J para asignar masa 

de Dirac a la partícuJ.a en cuestión (de hecho la ecuación está 

escrita para una quiraJ.idad definida en cada miembro de la misma 

distinta entre sí y es el vaJ.or de q,a. ~ o el que permite en forma 

correspondiente a IV.B.1) la coexi;tcncia de eiementos de distinta 
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quiralidad generando con ella una masa de Dirac) • 

Se aplicará el mapa multivectorial de Cartan Hw(!/J,>/1'): C 4 xC 4 

~ ~(1,3) a la ecuación de Dirac IV.B.2) bajo un grupo de norma 

generado por A<.>: 

por un lado sabemos que 

IV. B. 3) 

al desarrollar esta expresión obtenemos el siguiente resultado 

IV. B.4) 

M C•/l,Doca- >/1) 
o a . ~ ['t: N (!/J,!/J)D 0 a- + 't: N (>/1,!/J)D 1 a- + "t:

2
M

2
(>/1,>/1)D 2 a-

2 
+ 

2 ºº . o 11 1 

+ 't: M (>/1,>/1)D 3 a-l 
3 3 3.J 

1. 't:aH· (•'• ''') D(3a- .soc'(3' 
2 oc ' "' ' "' {3 ' oc[3 

r1 si oc= (3 =oc' ~ {3 1 ; oc,(3,a',(3 1 = 0,1,2,3 
"-\ 

lo para cualquier otra co:::nbinacion 

el. operador diferencial 

M°'(!/J,!/J) y éstos siguen 
su (2) • 

actúa sobre el. campo muJ.tivectorial.. 

el. álgebra de Líe de J.os generadores 

Por otro l.ado se puede comprobar que; 

IV. B.5) 

es equivalente a 

IV. B. 6) 

por lo qu& al usar esta última expresión en combinación con el. 

teorema II.C.J.) nos permite concluir lo siguiente; 
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o sea 

IV•B.7) 

con lo que la ecuación multivectorial de Dirac bajo el grupo de 

norma generado por Aw queda escrita como 

IV.B.8) Aw a ~ a'~' 
~ L Ha 1 (1/J,l/l)D u~•ºa~ 

para la dirección isotópica Aw en el. espacio generado por el. grupo 

de Lie a quien pertenece Aw est:cictanente l.a ecuación IV.B.8) 
aislada no identifica directamente el grupo de norma usado ya que 

es el conjunto de todas el.l.as (para todos los generadores Aw) al. 
relacionarse entre sí l.o que identj_fica el. álgebra de Lie de lqs 
generadores del. grupo usado. 

en IV.B.8) 
De hecho es el.aro que cuando w = o 

IV.B.9) 

se obl:iene l..a ecuación multivectorial básica de Di rae sin 
simetría de narina explícita, esta última se introduce multipli

cando esta expresión por cada uno de los generadores del. grupo de 
norma e J. eg ido. 

Es interesante subrayar el efecto que tiene el producto geo

métrico de los mapas multivectoriales (identidades de Fierz gene

ralizadas) en la ecuación IV.B.8). Tomemos la ecuación de Dirac 

multivc·=r.o·:ial en la dirección ;\
1 

(cualquier generador del grupo 
1 

de norma <.t.::..~eado·) entonces; 

IV.B •. •.r} 

si multiplicamos esta ecuación 

deberá ser un generador del. grupo 

IV.B.11) 

B2 

-2H 
i, 

por el. escalar M
1 

( ip, 1/1) 
2 

de norma diferente de A
1 

) 

1 



1··-· 

usando 1a identidad de Fierz generalizada III.B.1) 

Ml (l/l,l/J)M1 (l/J,fji) 
2 1 

= M'
1 

(l/J,fji)H
1 

(l/J,l/J) 
1 2 

resulta que la expresión IV.B.11) se transforma a 

IV.B.12) 11, e"' , "'> 11, e l/I , "') <1>f3-c: f3 • 
1 2 

La ap1icación sucesiva de 1os productos geométricos del tipo 
III.B.1) nos 11evarán a una expresión de1 tipo 

IV.B.13) 

que gracias a 1a estructura desarro11ada en e1 capitu1o anterior 

puede ser fáci1mentc reducib1e para cada caso particu1ar de grupo 

La ecuación mu1tivector:la-1 de D:lra.c con el. grupo. de norma 
generado por p .. 

1
; ••• ;>..

1
) dada por IV.B.J.3) es e1 resultado de un 

n 

rearreg1o de 1as n ecuac:lc:JJ«.::s origina1es (una p;:ira cada dirección 

isotópica) y de hecho 1as identidades de Fierz genera1izadas 

simplemente transforman 1as ecuac~~'nes orig.ina1es ap1icando una 

fase que depende del grupo de norma elegido. 

IV.C. CASO PA°RTICULAR DE ];,_'_,.· ECUACI<::;! HULTIVECTORIAL DE DIRAC. 

Para probar la bondad 

con grupo de norma formada 

bajo algunos criterios de 

u~ l~ ecuación multivectorial de Dirac 

~or el sistema IV.B.8) la proyectaremos 

c~ig~ ... ...... __ ....__ .... .::. --· ---- ~=t:tcu1ar de 
interés en la fenomenología de la teoría de 

Tomemos el caso particular del grupo 
campo. 

ele norma SU(2). efec-

tuanclo un cort-=- espacio-ti.empo (o sea referido a un tiempo propio 
dado 7

0
) de tal forma que la componente temporal del operador di-
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fcrencial. momento (apl.icado por cierto al. ·mapa 1.ibre de sir::etria 

de norma) quede en un subespacio distinto al. correspondiente de 

1.as componentes espacial.es, por 1.o que 1.a ecuación IV.B.8) resul.ta 

ser 

IV.C.1) 

donde ó = J , 1<.' { 

J"' 

1 

o 
si 

de 

j =-k = j' 
otra forma 

~.es un generador de SU(2), p = 
+ 

; j,k,j',k' 1,2,3 

P_ ( o o ) 
o 1 

y oª es 

el. operador diferencial. apl.icado al. espacio de 1.os espinares. 

El. corte espacio-tiempo se hizo con 1.a finalidad· de cambiar· 

1.a representación del. grupo de Lorentz propio usada .(rn;;:i.trices de 

Paul.i) a l.as rnatrJ.ces de, Proca en 1.a base del. ·operador 

diferencial., con 1.o que el. prirne.r mienbro de 1.a ecuación :cv. e. 1) 

se obtenga por separado 1.a componente 

Se procede a apl.icar 1.a identidad de 

desp~és recombinar 1.as componentes 

- o ,, 
\U I V J 

temporal. de 1.as espacial.es. 

Fierz general.izada para 

ten1porales y espacia:ies 

formando otras que son funcj_oncs 1.inca1.,s de J.as primeras bajo un 

ángul.o especifico de rotación, a continuación se proyec+:a 1.a 

parte cuaterniónica del. mapa :mul. ti vectorial. de cartan en ·coda 1.a 

ecuación para final.mente recuperar los vectores base del o: .. erador 

diferencial proyectados en nl. primer miembro de la •cuación bajo 

1.a representación de proca del. grupo de Lorentz propio. La 

ecuación IV.C.1) se ha transformado en 1.a siguiente .o,x;:>resión; 
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± 
--.:-.,...¡.. 

--

donde; 

i) 

ii) 

iii) 

Los símbolos -e± .J.. y .... 
operadores que extraen 

que se encuentre entre 

-e::¡:..¡.. son, en notación 

1¡ parte cuaterniónica 

ellos (según lo hechd 

contraída, los 
del multivector 

en II. e. 2) i '>'s 
asi como para extraer la parte cuaterniónica del multivector 

A se usa la siguiente notación 

1as expresiones y signiri-caao ae "C+' ·i=_, r.....,.. y t....,:... 

tran desarrollados en el teorema II.C.2) 

La base cuaterniónica (uº, u 1
) está integrada por las matri

ces de Pauli, mientras que (Lº, ¿J) son matrices correspon-

dientes a la representación de Proca para el grupo propio de 

Lorent., de e::;pin 1. 

l 
,-, o o o) r <: n o ú 

1 

I= .1 

~J l:= lg .. '.) l.. 
') o o 

( ; . B:(l/J,r/l)P.,. J. B" 
2 + 4 /3 

Fierz generalizada 

o o 

-i] 2 --fo o o ?) f o o o ~1 v ü e e 3 e e 
.L = lg ~J I= l 

- gj o o o o o i o 
o i -i o o o o 

(1/1, 1/1)-C J -c(3-c J pb) es un factor resultante 

-· -~~ circunstancias; 
IV. B. 13) y la mezcla 

la 

de 

id~ntidad de 
componentes 

espacio-temporales que se hizo al pasar de la base cuaternió

ni.ca representación espin 1/2 del. grupo propio de Lorentz 

(matrices de Pauli) a las de Proca, mediante P.,. 1 y 

r.s 



pb (g;) 
1/JT-r:;Cl/I ) • 

Anal.izando 

(siguiendo 

con más 

interpretarlo como un 
sobre una base defina 

II.B.2) 

cuidado 
operador 

otra hasta 

este factor, 
rotación que 

un factor de 

y 

es 

al 
fase 

("'' 1/1) 

posible 
aplicarse 

dado por 
un multivector en el espacio de Lorentz reflejado en un eje j 

más un escalar. 
En resumen, se ha usado la ecuación IV. B. 8) para un caso 

particular; el grupo de norma SU ( 2) , una base espacio-tiempo 
cuaterniónica "representación esp~n 1 del grupo propio de Lorentz 

(que por cierto tiene las componentes espacio-tiempo mezcladas con 

respecto a la base usada en IV.B.8) representación 1/2 del grupo 

propio de Lorcntz bajo un ángul.o arbitrario) para el operador 

diferencial. y finalmente la proyección cuaterniónica de 1a 

ecuación original. Lo 

escritura de ia ecuación 

literatura. 

que a continuación se desarrol.la 
rv.c.2) en una forma ya reportada 

es la 

cn la 

Para lograr mayor comodidad en el análisis se estudiará la 

P.7imero. ;res:ulta que ._al aplicar _los proyectores P en repr_esenta:ción 

~atricia1 se obtiene lo siguiente; 

IV. C. 3) 

. .:!.:::>nde se ve en forna clar¿1 que los p::.:oyectores permitieron que los 

componentes espaciales y tempc:...?.les en la primera base (o-0 ,o-1
) se 

mezclarán def inicntlo nuevas componentes espaciales y ~emporales en 
la nueva base (¿º,¿'). Guiándono~ por las componentes temporal y 

espaciales del operador diferencial se rearregla IV.C.3) de l.a si
guiente forma; 
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IV.C.4) 

iBº (r/I, r/1)-c± ..¡..""C M (Dº\11, 1/1) -c:¡:: ..¡..l: 
. o ....... 1 o "f'" o 

que de forma directa es cxpresab1c como 

IV.C.5) 

-· ... --
ya. que -cl,~J y -c~ siguen el álgebra de Lie del grupo SU(2). 

Usando el teorema II.C.1) y gracias a que 

donde la a:...:pres:tón IV.C.5) puede escribir-

se como 

IV .C. 6) 

ü~oarro11ando un poco más esta expresión resu~ta gu~ 
..: ____ ., 
-~---

a 
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IV.C.7) 

isºcw.w>~±~H,<oºw,w>~+~¿ 
o "1"" "'T" o 

+ .1.. 
4 

+ .1.. 
4 

+ _:i,_ 
4 

+ 

Tomando la transpuesta de IV.C.7), usando el teorema II.C.1 
nuevamente y finalmente agrupando se obtiene; 

IV.C.S) 

~ + 4 

?d ~nteresante mencionar algunos hechos relacionados con la 
expre:o:d.ón IV. e_ a) ; 

, L ... 

El operador l~~~· ~~~J que 
niónica del multivcctor 

permite extraer 

transpuesta ya que 

~- y 

que 

(~ )T 
-t-

08 

encierren 
J.a parte cuater-

es igual a su 



Las matrices de Proca tienen J.a propiedad siguiente; 

¿T 
o 

con i 1,2,3. 

Gracias al. teorema II.C.1) es fáci1 probar que 

para k = J.,2,3 

por 1o que si definimos D 

sión anterior se transforma a 

H
0

(D!/t,l/J), 

adicional.mente 

gracias a1 mismo teorema. 

Deb:i.do a aue -e 

-· -e'-.: J. = i-c 
k 

(i l.,2,3) reproducen el. 

A continuación se usarán J.as propiedades de 

obtenidos en l.a comprobación del. teorema II.C.2) 

.].a.expresión IV.e.a 

ó.l.gebra de Lie 

J.os operadores -e 
• . m 

para desarroJ.J.ar 

IV.C.9) t B:(!/1,\ll)Dª:Ecx (-.:+l-!~(!/1,1/J)-c_ + -c_H~(l/t,1/1)-c+ + -c .. /<Cl/J,l/J)-c-r- + 

+ ..i "<"' 
4 ""°o 

+ -C..¡..1<(1/t,!/J)-c~) + t ¿o (-c+B~/<(Dlft,1/1)-C_ + -.:_B~ 0 H~(D!/J,l/J)-C+ + 
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-r.¡.B~ (1/1,l/J)H~(Dl/l,r/J)-r.¡. 
3 

Para continuar el. análisis del. primer miembro de l.a ecuación 
IV.C.2) 

Usando 

será 

el. 

conveniente reordenar 
teorema II.C.1) y 

algunos términos 
l.as propiedades 

en IV. c. 9). 

. del. mapa 

mul.tivectorial. de Cartan ante ).os operadores diferencial.es se 

procederá a obtener el. siguiente resultado 

H~ (Dr/I, r/I) H~ (t/I, t/I) o bien 

por comodidad se usará ei.primer caso con l.o que 

En general es posible demostrar que 

IV.C.10) 

Usando el. resultado IV.C.10) en IV.C.9) ésta se transfc-: .. .-m?. a: 

IV .. C.11) 



Rearreglando esta última expresión se obtiene 
IV. C. l.2) 

.i:S
0 
.... t'ii1.w)uNL Í-r.n"'"irU.'li.t)l.: 

G t.(.\. ·r .l . 

+ ]. :;¡: [-e 1.fr (Dr/I, l/J) (l. + -c3) M~-c '1' + 4 o .,. J 

+ -e HT (Dr/J, r/•) (-c1 + ii:2 ) H~ (r/I, ¡/1)-c_ + -c.J..H~ (DI,(•, l/J) (l. -,,. J 

+ -c.J..M~ (::>,t• .- iJ) (-c1 - ii:2) 11~ (!/J, 1/1)-C+ + -e HT (D>,11, 1/1) (-e 1 + - J ---

__ _,- .. 

-c3) H~ (1/1, l/J)-c.J.. + 

i-c
2

) H~ (1/1, l/l) -c.J.. + 

Usando las propiedades de los operadores -cm enlistados en la 
prueba del corolario al teorema II.C.2), IV.C.12) se transforma a 
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IV. C. l.3) 

en notación contraída que por l.a l.ineal.idad y simetría del. mapa 

ante el. operador diferencial. equival.e a 

IV.C.14a) 

.1. 
4 

recordando que por el. álgebra de Lie de SU(2)·y las propiedades de 

.los mapas extendidos de Cartan multivectoriales; 

orden cícl..ico. 

i ~ j , k, . toman un 

EJ.. teorema II. e. 2) garantiza que es posible substituir en 
--- - ... . 
..L. .... - ....... J 

.1. 
2 

con l.o que el primer miembro de la ecuación IV. c. 2) 

forma 

IV.C.24) {DE R f Jfi--:it1' l · 'R f 1!1 _ 1/1' l o J" .. ".) k ..... 

adopta la 

Por 

-iD<XScxFt 

el. grupo 

otro l.ado es sencil.l.o prcbar que o<X¿~B1 (!/J, r/J) equival.e a 

donde s<X es la repr~s9ntación irreducibl.e de Proca para 

propio de Lorentz esp~~ uno, 

sº r~ ~ :1] lo o 
s' 

92 



Recordando 1a construcción de1 mapa Ba(l/l,1/1) (teorema II.C-2) 
éste no se desarro11a sobre toda e1 á1g~bra ~(1,3) sino sobre 1a 
base cuaterniónica (o-0

, o-
1

) , pero en e1 caso particu1ar aquí 

tratado e1 cambio de base a 1as matrices de Proca con1"1eva otra 
reducción más en e1 espacio ya que so1amente sobreviven 1as nuevas 

componentes espacia1es dadas como 

FJ = i[B~(l/l,1/1), B~(l/l,1/1), B~(i,'1,1/J)J en Dª:EaBJ(l/l,1/1). 

Una vez reconocido e1 efecto de1 cambio de base a 1a repre-

sentación de Proca es ~enc.i11o notar que 1a única parte no nu1a 

de1 término (D:E0BJ (1/1, 1/1)) •Bk (•/l, •/l) será cquiva1ente 
Después de este aná1isis es factib1e escribir IV.C.14) 

IV.C.15) 

a -(DFJ) •Fk .. 
como 

expresión en 1a que 1os campos mu1tivectoria1es F
1 

escán 
desarro11ados sobre una base tipo espacio tridimensiona1 y no 

sobre 1a cuaterniónica correspondiente a BJ(l/1,1/1). 
La expresión IV. c. 15) es e1 primer n.iembro transpues.to de 1a 

ecuación -C:"''. e. 2) por lo que solo resta ana1 izar su scaundo miembro 
transpuesto. El segundo miembro da IV.C.2) es 

que es evidentemente igual a 

I"i/.0.:: • .1.6) 

La expresión anterior es equivalente a 

IV .C.17) i o 2 Bo(l/l,•/l) + i e: <:> "H (1/1,lii>] lmn m n 

siemp~e y 

componente 
cuando 
cero sea 

se garantize en 

nula para cualquier 

.;-]. 

caso. 

cuadruplet~ ~~ la 

El procedir.tiento 



para mostrar esta equiva.lencia hace uso del. ·t.eore:ma II. C.1) y por 

ser repe~itivo sol.o se mostrará un caso particu1ar. Supongamos 

i 2, entonces IV.C.16) queda escrita como 

que es equivalente a 

~ a:cl/J,1/1) -C~..v(i-r3-c2M2(1/1,lii)4>1 + -r2M2(1/J,lii)4>2 - i-r1-r2H~(l/l,lii)4>3)-r!..v 

por e1 teorema II.C.1) esta eA-presión se transforma a 

siendo e1 caso particular de IV.C.17) para i = 2 •. 

Tomando la transpuesta de IV.C.17) se obtiene 

o bien 

IV.C.18) 
-· 

t B:(t/1,l/J)•;\-r:.,¡..H:(t/J,W5~:.,¡.. + i Ekmn<P,.-r:..vl'f~(l/l,t¡J)J-r::. 
Peco grac.las al. teorema II.C.2) sabemos que 

Ba:(l/l,1Ji) 

por 1o tanto IV.C.18) resu1ta ser igual. a 

:;. iual.mente se pue<;le con el. uir que 1a ecuación IV. e. 2) puede 

iB:(i,'i,l/l)Da:S<XFl + (DFJ)•F,._ 

- iB:(l/l,Jtt) [a
0

(1/1,lii)4> 1 + i ekmn4>mBn(l/J,l¡i) 
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o bien 

IV.C.20) 
(DF J) • F le 

s:cl/1,1/1) 

esta ecuación fue estudiada por F. Reif1er25 apJ..icada a un rnodeJ..o 

de interacciones eJ..actrodébiJ..es (en e1 mapa se usa eJ.. grupo de 

norma SU{2)). EJ.. mapa que é1 define Ba:(l/l,x) es un caso parti

cuJ..ar de Ha:(!/J,x) en eJ.. que se toma l.a subáJ..gebra cuaterniónica: 

pero además ·este anáJ..isis permite conc1uir que J..a ecuacion 

IV.C.20) es eJ.. resultado de un cambio de representación (de espín 

1/2 a espín J.. deJ.. grupo propio de Lorentz) de la base deJ.. operador 

diferencial.. en J..a que J..as componentes espacic-tcmporaJ..es de una 

a la otra mezcJ..adas entre representación son 

sí (se puede pensar 

nuevas ·componentes 

cambio de base deJ.. 

multivector B
1

(1/1,l/I) 

:tas correspondientes 

en una :fase o "rotación" <;!U.e permite redefinir 

a partir de J..as originaJ..es) Así mismo eJ.. 

operador diferencial es la causa de que eJ.. 

escrito en áJ..gebra cuaterniónica se proyecte a 

;..-:- :. ~ur ...L'-' y:, .. u::. e:&.. _¡;...-i.u1.c::.:..: .itt...i..:-.&i.l~r~ ...le. ::..:a. --..~ ... o..:::.i..:..-.·.. ::... .......... e.::: o j .... ~ .=:::=.t.::: 

escrito en a toda eJ.. .ál.gebrp. cuater.niónica mientras que eJ.. 

segundo miembro sí l.o está ya que en este ú1tirno no hay operadores 

diferenciaJ..es que puedan sufrir un c~mbic de base.· 

Para finaJ..iza;r este cap.ituJ..~ se:r:::~. conveniente real.izar una 

sc.rie de comentarios de reJ..evancia en eJ.. 

física tanto de l.a ecuación genera'· IV. B. a) 

IV.C.20). 

uso e interpretación 

corno de su proyección 

i) RJ.. D~P~ ext~n~ido de Cart~h ~cfinidb en II.B.1) como 

es invariante ante transf~r.maciones infinitesimal.es de norma 

en 

e 

el. 
wl 

todo 

e, es 
caso 

sean 

espacio de 1os espir;.1~-'?C! ''' Y ~i empre v cuando 

W
1
TC así COIDO (rª>..;) (8

1
W

1
T) (8

1
w 1

T) (ro:>..;) para 

índice i, donde w 1 es un generador del. grupo de nprrna y 

su fase asociada. La ·proyección de este mapa en eJ.. 

particul.ar II.B.2) curnp;¡.e estas condiciones cuando w 1 

J..os generadores de J.. grupo SU ( 2) ya que l.a base usada 
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para el.. espacio-t.ieinpo es cuaterniónica. Por otro J..ado este 

mapa será invariante ante una transformación de Lorentz en el.. 
·.T ex• ex• 

espacio de J..os espinares W,x cuando ºa$r A$ e - r A~ e ºa~ 

con ex,$ o, l., 2, 3 (7 ex~ es ia· representación mul.. tí.vectorial.. 

del.. grupo propio de.Lorentz) ; el.. mapa II.B.2) no curnpl..e ~a 

anterior condición para todos J..os val.ores de indices a,~. Al.. 

apl..icar el.. operador CPT a J..os • espinares >JI, x ( J..a apl. icación 

sucesiva, en ei orden indicado, de J..os oper~dores que 

conjugan J..a carga, cambia·n paridad e i.nvierten J..a d:i:rección 

del.. tiempo en J..os pare·s de espinares dados) el.. mapa extendido 

de cartan transforma como; 

IV.C.21.) u~(cPTW(x,t), CPTx(x,t) ) e-mn~[>JJc-x,-t), x(-x,-t)] 

Por úl..timo es preciso reconocer que formal.mente el.. mapa 

II.B.·l.) está definido .. sobre dos espacios de Hil..bert 

distintos, que bajo . api:icaé:::iones físicas corresponden a J..os. 

generados por :Las sC>i1.16:i6ri~~. ·de un par de ecuacio:nc.s de Dirac 

( J..o que por cierto no . exc:Í:ilyºe el.. caso particuJ..ar en que ambos 

coincidan). 
-....- - ........ 
_,,_ ______ , ~::'/.¿: ~~!;~~~~}i~~;~~ 

-.~·~. "' ....... ~ 
.=..:::. .. =~==-=::: ~ 

____ ...__ ........ _ 
---·----"" -

J..a subál.gebra cuatcrniónica • del.. mu J.. ti vector H ex ( ljJ, x) e 'G (l., 3) , 

si se apJ..icara el.. mismo procedimiento a Ba(W,:i::> (subál..gebra 

cuaterniónica de 'G (l., 3) se comprobaría que éste permanece 

invariante ante l.a transformación (l.a proyección cuaternióni

ca de un ál..gebra cuaterniónica es eJ..J..a misma) ; l.a T'.isica 

descrita por un Lagrangiano (función de campos cuaterniónicos 

cuya forma está condicionada a J..as operaciones en~..-e el..l.os) 

no se aitera con ios camoios en los cuaCernione~ 4ue cteiJn el 

ól.gebra invariante. Este automorfismo fue anr..tlizado ót<sde el.. 

inicio:> del.. estudio de J..a mecán:i:ca cuántica C:'.~~terniónica en 

J..os trabajos de Birkhoff, von Neunan ( l.936) y ri~kel.stein 

(1960's). Nuestro trabaje se caracteriza por preer--..-._+:~r nn;:t 

estructura más general.. que l.a desarrol.l.ada por estos autores 

(l.o que el.l.os muestran corno una transformación de norma se 

circunscribe 

cuaterniones 

cuaterniones) 

a una proyección 

que incl.uye el.. caso 

algebraica 

particul.ar 

con l.a consiguiente ventaja 
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de 'G (l., 3) 

cuaterniones 

de q\.'.le podemos 



... 

incl.uir también otros casos de interés físico en el. mismo 
esquema de razonamiento l.ógico. Por otro l.ado, mientras que 
en ·ia mecánica cuántica cuaternionica l.os campos cl.ásicos 

corresponden a funciones valuadas cuaterniónicas del. 

espacio-tiempo donde l.os campos físicos serán l.as componentes 

de l.os campos cuaterniónicos1 1 • 23en nuestro model.o el. campo 

con interpretación física es todo el. mul.tivector Ha(l/l,X) y no 
sus componentes aisl.adas. Es así como en el. primer caso una 

transformación de norma que permitirá l.a combinación entre 
l.as componentes del. campo está modelando l.a rotación entre 

l.os campos físicos (particul.as asociadas), m~entras que en el. 
segundo l.as rotaciones serán entre l.os campos val.uados 
mul.tivectorial.mente (caso particul.ar cuaterniónico) 21 • 

En l.a actual.idad l.os model.os de· prequarks sen escritos de 

forma natural. en ál.gebra cuaterniónica para ia representaciqn 
del.os campos asociados a particul.as el.emental.es23 • . 

iii) Como caso particul.ar de III.B.4), cuando X = x' 1/1' = 1/1 y se 
toma sol.amente l.a parte espacial. del. producto, se obtiene 

,~ .- . ...., .. 
.IV.C. 22) 

\. .... !hA"! -,':I 
d.oncte A para i,j ,.K ci.

cl.ico 

con l.o que se obtienen 9 grados de l.ibertad para fijar el. 

espin-:ir l/J a partir de sus formas bil.ineul.es (ocho de .. el.l.os 
provienen de cada componente espincrial. en el. campo de l.os 

compl.ej•.::.s y una por l.i.bertad de fase): puesto que para este 

caso el. mapa c"xc4 ~ G (l., 3) cuatro veces degenerado, posee 

die.: "';'.,_,:-~t.?!fic.ientes 

y .. · gra . ..;i..;::.s . a l.a 

l.i~.~r.tacl en total., 

no nul.os por cobertura (dirección isotópia) 

rol.ación IV:C.22) permite 9 grados de 
como se esperaba. 

Por otro l.ado si asignamos bajo l.a representación quiral. 

un val.or particul.a·r al. espinar l/J tal. que presente una quira-
1.idad definida~~, con l.o que podría ser identificado 

físicamente como un neutrino (antineutrino) (en el. sentido de 

corresponder a un campo para 

reposo) , los campos l'', con i 

compararse d~rectamente con 
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una partícul.a sin masa en 

1,2 (F
3 

seria nulo) pueden 
el. correspondiente nl campo 



electromagnético (que también está escrito en álgebra 
cuaterniónica) en la ecuación de Maxwell 

.1.. 
3 a 

i I CXJ 
axJ 

1/1 4.rr~ con 
J=O 

IV. C. 23) 

1/1 
[H.~iE•] -r~~1 { 1, 

[ 0-1 o º] [ o 0-1 º] ( o o 0-1¡} H -:i.E 
~ y cxJ= -1 o oo oooi o 0-i o = y y o o <;>-i -1 ? o o o i o o H -iE 

z % o o 1 o 0-1 o o -1 o o o 

desarrollada por 

195819 cuando 

oppenheimer, 

se tienen 

Okamura y por H.E. Mases en 

dos ondas electromagnéticas 

polarizadas viajando en la dirección z, p~ra 

F 1 :_ EY Hx o y Ex = HY mientras que. para F 2 : H"' 

Ex lly O. Lo anterior ?:"efuerza la antigua idea 
dualidad fotón-neutrino que permitiría eventualmente la 

Ey Y. 
de la 

cons 

trucción .de ratones a partir de pares de neutrinos (es decir, 
- _,....!"',.....~!:"'t-n~, ; - ~ :=i "l_ .,.,~n-t-,..."'l no r.nr.r1:> un ro-c.or1 ··enroscadoº) . al 

menos e:e pod-ria pensar en- el campo del fotón como dos .campos 

espinoriales 11 fusionados 1117 • 

iv) • En caso de desearlo la estructura aquí presentada permitiría 

abordar la construcción de ur. !,agrangiano para el modelo. En 

general se puede usar como métcdo buscar combinaciones de los 

campos que reproduzca la ecua~ió~ de movimiento 

conservadas observadas ex~8r~mentalrnente, con 

y corrientes 

la caracte-
p<:!.rti..cu2a 

sean de naturaleza multivec-::~::ial con las propiedades y 

características antes descritas en función del grupo de Lie y 

la simetría espaci-tempc.c,,. J. usada en su construcción. Es 

interesante analizar el roo.reo qene.ral aquí expupsto para la 

proyección de un mapa descrito en una subálgebra de otro 

(proyección dada por el teorema II. e. 2) ) con respecto al 
Lagrangiano propuesto en el modelo del mapa pro::,•ectado, el 

caso que se ha nostrado en este trabajo correzpor.de a · la 

proyección del mapa H(3(1/J,X) escrito en G"(l,3) con grupo de 

9B 



v) • 

norma su (2) al .correspondiente B/3 (l/l ,X) con el mismo grupo de 
norma pero con estructura cuaterniónica. Este ejemplo es 
sumamente enriquecedor 

cuaterniónica se enmarca 
ya CI'-te 

dentro de 
B/3(>/l,x) con 
los conceptos 

estructura 
b·ásicos de 

la teoría de norma generada para la mecánica cuó.ntica 

cuaterniónica en la que ya se han explorado proft.1samente l.os 

Lagrangianos posibl.es asociados a los cuaternios y por lo 

tanto a sus propiedades (así como mecanismos de ruptura 
espontánea de la sirnetria) 21 • Es por ésto que l.a es~ructura 
total del. model.o ·depende fuertemente de las propiedades 

al.gebraicas de l.os campos usados, por l.o tanto el. punto de 

vista de nuestro trabajo permite un giro conceptual en este 

tipo de modelos ya que los carnp?s cuaterniónicos y sus trans
formaciones de norma se presentan como proyecciones 
particulares a una subál.gebra del grupo completo de Clifford 

asociado al espacio-tiempo t;" (l., 3) para el. grupo de norma 

SU (2) y el. Lagrangiano se puede construir en 1.a _subálgebra 

cuaterniónica (l.o que constituye 1.a costumbre general.) o bien 

en el - _áJ.gebra completa <?-el. grupo ¡:;:e l., 3) para después 
, - .. ···-·-···------·:---·--.·-;-_- ----- - .. -..:i--~
~-~ - ..................... _.._ .......... -- -.... --- "":1-- s:'_ ..... _ --

. . --------..--.r---1:'------ -
una ruptura espontánea de simetr{a en e1 indice espacio-tem

poral. análoga a 1.a que se implementa en el. grupo de norma. 

Cuando se rearregl.ó 1.a ecuacion de Dirac en 1.a forma IV.B.2) 

se hizo uso del. cuadruplete •ª = (O,O,O,rn) para asignarle una 
masa de Dirac a 1.a partícula descrita por el. espinor ~- a 1.a 

que querernos identificar libremente como un electrón. Supon

gamos ahora que proponemos otro val.ar al. cuadrupl.~-i~e pª tal. 

que corresponda por ejempl.o a q,'" (u,m' ,O,O). es-con'-''""' J..c1. 

ecuación de Dirac IV.B.2) eguival.e al. par de ~cuaciones desa

copladas 

IV.C.24) 

donde .¡, = ( ~ 
pl.ete, cuando 

-· -m'71 

) es el 
se toma 

espinar asociado 

el. 1.irnite rn' ~ 

99 

a 

o 
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eJ. par d.e ecuacio-



nes IV.C.24) se- podría asociar a .un neutrino (en el. 

sentido de corresponder a un campo para una particul.a sin 
masa en reposo). 

Ce l.o anterior se busca mostrar que l.a el.ección de una 
por cierto reproducen el. forma particul.ar para 9~ (que 

ál.gebra SU(2) de tal. forma que al. 
el. ál.gebra de este grupo de Lie) 

contraerse con ~~ se cierre 
determina a1gunos el.ementos 

que permiten identificar al. espinor asociado con una 

partícul.a el.emental., en 1o sucesivo ~~~= (0,0,0,1) ~~/m se 
asociará con el. e1ectrón mientras que ~~ (0,1,0,0) = 9~/m' 
l.o será con el. neutrino (con l.a consecue:p.te degeneración 

entre famil.ias ya que para efecto de este cuadruplete el. 

e1ectrón, muón y taón son indistinguib1es entre si al igual 

que sus correspondientes 
interesante observar que al 
partícu1as diferentes· lo que 

neutrinos). Por c:icrto 

asociar distintos <:Jf3 para 
se l.es está asignando es 

es 
dos 

una 

dirección isotópica en el espacio ~e norma SU(2) que recuerda 

el. procedimiento usual. de ruptura espontánea de la si~etría 
(mecanismo de Higgs30 ), cuando a1 va1or esperado del. campo en 

Vc.:t0..Í..V 

isotópica, por l.o tanto 

forzoso garantizar que ~º 5 

y bajo 

o para 

esta interpretación será 

toda partt.cu1a. 

vi). De acuerdo con la teoría de perturbaciones, la sección trans

versal de dispersi.ón CT" 1a interacción entre particu1ns e1e
menta1qs puede expresarse como1 • 9 • 18 • 3 º 

Iv.c.2s; c. •. 

donde M es la amplitud 

físicu asociabl.e ai 

invariante que 

proceso y se 

contiene 

determ.'. :1a 

l.a información 

mediante las 

~t?':J1as 

f;;:ctor 
de Feynman del diagrama correspondiente, dQ 

espacio fase invariante de Lorentz y F es el. 

es el. 

flujo 

incidente en el l.aboratorio. Ya que es H la cantidad físi-
camente significativa 
circunscr~biremos a su 

en un proceso, 

análisis. 
en lo sucesivo nos 

En la teoría de perturbaciones a segundo orden como una 

aproximación adecuada para 1os fines de este trabajo y consi-
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derando excl.usivamente propagadores escal.ares en el. proceso, 
l.as regl.as de Feynman1 • 9 • 18 . para l.a amplitud invariante· de 

una interacción pueden conducir 

I.V.C.26) itt = (ieucºµ ~ · (J.-;r
5
w)u,.) 

donde el. diagrama usado es: 

a J.a siguiente expresión; 

es el. tensor métrico de 
Lorentz. 

con u
1 

caso 

como biespinor asociado al. 

de que l.a interacción 

fermión :t. El. 

sea puramente 
factor w es 

vectorial. 

O en 
(QED) 

o J. cuando coexistan corrientes axiales y vectoriales en ,,. el. pro-

ceso (interacción el.ectrodébil.), finu.1.r.entc 
Y;; 

p2-m::, 
es el ·propaga-

dor escal.ar de 1.a interacción ccn momento p y masa.mw_l.a cual. será 

cero si w o. Este caso particular permite relacionar 

directamente el. :mapa extendido •aJl. ti•Jectorial. de Cartan con 

diagramas incl.uídos en la el.ectrc=. '.naraica cuántica (QED) . donde 
A, B, e, D serán c.1ect.rones (o bien :.ina coI:lbinación de taones y 

muones que conseL-van su identi·~·.--,¿ durante l.a transición)· y el. 

í~ctor w es nulo; asi como ~en los ~orrcsponaien~es a ias ínter-

acciones cl.ectrodébiles donde A,B,C,D, se identican como electro

nes, ncutrinos o bien alg-..:..-. quark (u y d o bien c y s) c,.-ue al.. 

formar parte de un hadrón part: -=-~!"an en este tipo de interaccio
nes. 

usando el. mapa mul.tivectorial de Cartan se propone l.a 
siguiente expreE;ión. ~ra l.a a-.ipl._ituli invariante _de disP.ersión. 

entre partículas el.err.entcles correspqndiente a l.as 

características particul.ares ya descritas antes 
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IV.C.27) iH 
P2 m2 

( i+i;r 5sene~0) · (-c~.¡.H0 (~~, W0 >-r!-1-)-c!-i.) ~ 

en esta expresión la· corriente de transición entre dos partículas 

(A y B) se obtiene como la parte cuaterniónica del map~ mu1tivec

toria1 H0 (~~'~s) escrito en dos espacios de Hilbert distintos (los 
correspondientes a los pares de espinares A y B) para posiciones 

espacio-temporales diferentes (nótese que el mapa no tiene 

dirección isotópica ya que cuando se usa alguna en particular las 

corrientes de transición entre par~ículas no se pueden modelar 

usando cuaterniones). Finalmente eAB será el ángulo generado por 
los cuaternios ~k (A) y </>k (B) (direcciones isotópicas asociadas a 
las partículas A y B) se postulará la aditividad y conservación 

de ~k durante una interacción (de esta forma se le d_a a ~k la 
naturaleza de una etiqueta característica de la partícula con el 

número de grados de libertad sµficiente para ser expresada en 

rl.1nción cie - . .. -
'-'-'-.l.1'-.L.V '-'&._ .t.'-'~ 

de interacción; carga elif;ctrica, número bariónico y 1eptónico) 

con 10 

de la 
cual se tiene un mecanismo para asignar masa al propagador 

de ~1e bajo interacci.ón (mw) Al forzar la conservación 

aditivida.d de ·1os --:mismos en cada vértice del diagrama de F8ynman 

se obtie~e un cu.adrup:tete a~ociado al bosón de norma cuy::.-. masa 

queda definida como d.irectamente proporcional a la norma de este 

último. 

fotón y 

de cero. 

Usando este necanismo se pre~~ce una masa nul~ pura el. 

los gl.uones; mientras w--!- w- y Z tendrán ~asa dis~inta 

cuando se usa IV.C.27) en díagramas de sabe que 

con seneAc sene
80 

para __ w 
o y m• 

Si 
o, 

se 

la expresión resultante C 1:-.:.1~é .ide 

o. ..,..,... - ~e'\ 

-· ·----1 
1 y mw "'- O se reproduce 
clectrQdébiles, en v) se 

es ortogonal a 4'1c<e-) pero 

toma el caso en que sene 
AC 

~--a 
lfü 

la amplitud invariante para procesos 

obtuvo el 

gracias 

valor <;?1e (v) que 

al postulado de 

evidentemente 

aditividad y 

conservación es posible garantizar que esta propiedad se presenta 
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en cual.quier par de particul.as 
SU(2) w+ (por ejempl.o e-+W+--+v, 

que intercambian un posón 
u-+W+ + d.y C-->-W++S). Es 

de norma 
así como 

se tiene-n restricciones para l.os cuaternios asociables a quarks 

basados en su aditividad y conservación en todo diagrama de 

Feynman (se puede exigir norma unitaria) y en l.a forma de l.a 

ampl.i tud de transición probada experimental.mente, es. importante 

subrayar ésto ya que en este trabajo se busca obtener la mayor 
cantidad de información posibl.e a partir de resul.tados observados 
(o bien factibles de ser observados·), por l.o qne para establecer 

alguna información sobre l.os cuaternios asociados a los q>J.arks 

esnecesario hacer un anál.isis en l.a estructura :mul.tivectorial. de 
l.a ampl.itud invariante d_e transición ya que l.a ecuación de Dirac 

para estos fermiones carece de significado físico directo por no 

observarse l.ibres en l.a natural. e za (siempre se encuentran 

confinados en hadrones observabl.es experimentalmente). Una forn'la 

de obtener mayor cantidad de restricciones para perfil.ar por 

cornpl.eto l.a natural.eza de ~k (quark) a partj_r de medidas 

experimental.es, podría consistir en extender la expresión IV.C.27) 
a una mayor dimensionalidad (C

8
) para impl.ernenl~ar l.a simel:ria 

~tT!~) 'I'le'\ !:'~,,_,,.,;.,..P. ...,,_rl~l;:i.-r .,-.r.an!:..-.:i.cicnP.:~ ,::::i.n1"9.rP. '!11.rtrk'"".::; de n;.re-ce1i.L.e 

col.or. Este analj_sis se concluirá presentando la forma en que la 

estructura multivectorial IV.C.27) model.a el. ángulo de Cabibbo. 

Con el objetivo de expl.icar los hechos experimental.es 

rel.acionados con l.as secciones transversal.es de inter~cción entre 
al.gunas partículas el.e~ental.es (por ejempl.o K+__,.µ+ + vµ y rr+__,.µ+ + 

vµ) se propuso una rotación de estados de quarks d y s puros en 

un ángu~a Qª 11.amado de Cabibbo. 
.::.~·.•p1 i. tü.dcs de 

decai1aiento {3 extrario + e 

tr'1r.::::i:::::.:i6.-: 
+ v) y el. no extraño 

(~~u + e + v) se define corno la tangente del. án9ul.o de Cabibbo. 

Si posT~l~mos l.a val.idcz ee 1.a expresión IV.C.27) para ambos casos 

(de he•.::ho .va se ha mostrado su aplicabil.idad para el. decaimiento f3 

no extraño) se obtiene que 
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IV.C.28) 

ta:::-, a 
J.+i7 sena s . su 

e 

( i+i7 se~a ) 
S du 

a1 inc1uir 1os valores conocidos en esta expresión (senadu == J.) y 

des¡.reciando e1 momento transferido por e1 propagador, e1 aná1isis 

mu~tivectoria1 de IV.C.28) permitiría pensar que sen9
5

u J. y m = 

• 4~37 m' = ../ tana e m'. 

Es 

de usar 
conveniente mencionar que existen formas alternativas 

(e interpretar) este tipo de mode1os ya qile si se 
A 

hubieran postulado 1os cuaternios ~k asociados a J.cs q_-uarl<:s, 
amplitudes de así como 

transición 

especi:r::ica 

Cabibbo a 

expresiones diferentas para 

mu1tivectoria1es IV.C.27) 
e.ni::.re m y m .

su va1or 

deja una 

::i~ f..HJU..c .ia haU~i. 

eXperiu~enta.1.; 

gran cantidad 

clara y seria contrario a 

las 

y una relación 
- --- ...,. - _, -.......... ':' ......... ...., ....... ._ 

sin este 

de 

1a 

supo$iciones sin 

filosofía de este 

procedimiento 

justificación 

trabajo26 • 
eJ.ectrodébiJ.es 

En un modc1o 

F. Reif1er 

vectoriaJ.. para interacciones 

y R. Mo~ris25 • 26dcfinen 1os 

cuaternios ~k como Higgs asociados a quarks y 1eptones bajo 
la postulación de su rel.aci¿1 1 .:..on 1a carga el.éctri.ca, número 

bariónico y 1eptónico ~~í como ~e un Lagrangiano (que tiene 

como corricn~cs cons.-~rvac!as :tas expresiones que forman el 

segundo miembro de IV.C.GO) y 

esta misma expresión) y ,1.1a 

arbitraria en su estrt.1ctu:::a 

.::uya ecuación de movimiento es 

~atriz de transición sumamante 

e]_ r.1apa extendido de Cartan mu1tivectoriaJ. en 1a amplitud de 

transición 

posible): 

invariante bajo 

considerando 1a 
el criterio de mayor senci1J.ez 
e·°,ridente gener;>J..idad de nuestro 

desar~ollo sobre e1 presentado para estos autores (siempre es 
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• 
• 

posib1e proyectar 1a subá1gebra cuaterniónica de ~(1,3) para 

un mapa con norma SU ( 2) que corresponde a1 caso presentado 
por e11os) nuestra po1itica de trabajo permite reducir 

considerab1emente 1as suposiciones arbitrarias en e1 mode1o. 

vii) La derivada usaqa en IV.B~1) (de donde se obtuvo ia ecuación 

niu1tivectoria1. .IV.B.S) y su l?royección poster;\.or IV.C.20) 
puede ser escrita como25 

IV.C.29) 

vcx 
(3 

ih'Jcx + evªt" + e v°'tº 
k. o o 

O,k son potencia1es 

directamente observab1es. 
de Yang-Mi1l.s 

e identificada como una derivada covariante si t
13 

son 1os 

generadores de algún grupo de Lie. 

Tomando ccn10 ejempl.o el. caso particular de1 .grupo SU(2) 
en e1 cua1 e y e 

o 
son los val.ores abso1utos de l.as cargas 

igual. e1éctrica y neutra respectivamente, IV.C.29) deberá ser 

a la derivada covariante par!"- el.. modeJ..o Weinberg-Salam 

IV.C.30) 

donde g y g
0 

s 0 n los coeficientes de acoplamiento y W~ son 

los potencial.es de Yang-Mills en este modelo no directa~ente 

observabl..es. Los generadores de SU ( 2) tf3 y t' (3 esta~án en 

distinta representación y será e1 iingu1o de Weinberg quien 
directamente fijará su relación cuando son diagor-:t1<:.3 (lo 

contrario también es 

generadores 

de Weinberg) 

se tiene que 

y como wcx 
3 

wª o 

diagonales t 
0 
(t ~) 

Así cuando t
3 
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o 

ae 
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' entonces obtenemos l.as siguientes rel.aciones 

.:l cota 3 w 

que corresponden adecuadamente a l.os valores ya probados 

experimental.mente. 
viii) El. comentario final. a este capítul.o es sobre l.as objeciones 

que podrían presentarse al. uso de campos· ·mul.tivectorial.es 

para describir campos bosónicos y fermiónicos en un model.o. 
La sol.ución a este confl.icto tiene orígenes diversos: cuando 

se comenzaron a usar campos vectorial.es . para describir 

partículas de espín 1/2, w. Witten33 probó un mecanismo 
para que un campo bcsónico en el. Lagrangiano se comporte como 

fermiónico gracias a 1a adición de un término anómalo a1 

mismo con determ.i.nadas propiedades de transformación en la 

.acció_n_ rnccano_-cuántica cuando e1 campo cr, cue~tión represent:a 

:.:.:-:. --=:::.-.:?..!.~-=~ ::;:i.~:-..:...~¿ -·· t.A&a. C:..1: ... .;,u:i.v ;:,, ;::...!_ t;;:...L i-.it:itt!:JU 1..-z.:ctJJ~t,.;u.cre cie 

-w a co. Esta construcción permite esperar que en 

giano con campos mu1tivectoriales sea posibJ.e 

estadística deseada para un campo físico mediante 

un L<0.gran

fijar J.a 

l.a adición 

de términos anómalos en forma semejante a 10 hecho por E. 

Witten-
En un nivel diferente, H. Bacry y M. Boon4 presentaron 

un t,abajo en el cual. se definen áJ.gebras bosónicas y 

i:ermión :cas como a.Lgebras de CJ.ifford sobre espacios 
:.vecto.r.:ia.J.es · compl.ejos de dimensión 2n dotados de una forma 

'·\;,:ixrli;i1éctica (bosones) o simétrica ( fermiones) donde 1a base 

c;:o:1•;ni.ca generadora de1 ál.gebra de C1ifford está integrada 
pe- ~ ~~--~~n-P• ~P r-•Rcj~n y n de destrucción asociados a1 

campo. Este mecanismo es útil. si el. modelo en el. cual. se 

trabaja permite que 1.a estadística de l.os campos físicos se 

defina hasta que éstos se cuantizan; por otro J.ado se sabe 

que en teoría de campo para un caso 1 ibre de interacción 

es posible escribir1 • 3 º 
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IV.C.31) 

</>{x,t) I 
donde la estadística del campo queda dada por la relación 
entre los operadores de destrucción (a(k)) y creación 
{a+ {k)). · Gracias a esta expresión es claro que si el campo 

</>{x,t) está escrito en álgebra multivectorial también lo 
estarán a(k) y a+{k), siendo siempre posible que al fijar el 

álgebra de C1ifford para a (k) y a+ (k) (simpléctica o 

simétrica) quede determinada la forma de los campos mu1tivec

toria1es correspondiente a cada estadística. 

Es así como en este capitulo se obtuvo una ecuación de 

movimiento: la de Dirac, en la cual el campo físico ·está 
representado por un multivector en t;'(.1,3) obtenido del espinor en 

la ecuación original mediante 1a aplicación del mapa mu1tivecto
ria1 de cartan para una dirección isotópica dada en un grupo de 

Lie con una simetría espaci-tempora1 lg(1,3), de hecho se 

(una para 

del mapa) 

identidad 

generador del grupo.de Lie elegido en la 

que pueden transformarse entre sí 

de Fierz generalizad~ o 

gracias 

producto 

conatrucción 

aJ.. uso de la 

de mapas 
mu1tivectoria1es de Cartan. Es"'::a ecuación puede ser usada en 
cualquier 

es una 
tipo de variedad (con estructura de espín o sin ella) y 

a i~ presentada por P.R. Ho11and13 

o bien 

De 

construcción alternativa 

a la de Dirac-Kah1er20 , con sus respectivas diferencias. 

la ecuación multivector~~~ de Dirac se obtuvo mediante un 
mecanismo de proyección co:1 fuerte ;:;ignificado geométrico dado por 

:::azones físicas, un caso particular reportado en la literatura 

aplicado a interacciones mlcctrodébiles, explicando sus 

propiedades y limitaciones. rinalmente a través de una serie de 

comentarios se analizaron, desde las propiedades se transformación 

del mapa ante operaciones de simetría en el espacio espinoria1 

hasta la conexión de la estructur~ con parámetros experimentales 
(ángulos de Weinberg y Cabibbo, así como amplitudes invari.antes·de 

interacción) , buscando dar alguna~ ideas para la .continuación del 
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trabajo: construcción de Lagrangianos, rel.ación con mecánica 

cuántica cuaterniónica y campos el.ectr_omagnéticos en l.a misma, 

final.izando con cuantización de l.os campos mul.tivectorial.es 

usados. 

-,.-·· 

........ 

~ ~ ., .--
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A P E N D :X: C E 

ESPINORES. 
En e1 estudio de 1os sistemas físicos con simetría rotaciona1 

se observa que algunos de el1os se describen usando funciones de 

onda mecano-cuánticas 

va1uadas 

mientras 

de1 
que 

grupo 

por e1 

existen también en 1a 

que corresponden a representacJ..ones dob1e 

50(3,1) y son conocidas ccmo fermiónicas 

contrario 1as representaciones sencillas 

natura1eza (sistemas bosónicos), las canse-

cuencias físicas y su tratamiento matemático son de vital 
importancia en el aná1isis de cualquier mode1o de interacción en 

1a materia. 

Para iniciar este apéndice hablaremos del grupo de 

Lorentz homogéneo como el conjunto de 

continuas que dejan invariante la 

transformaciones linea1es 

1ongitud de todo vector 

base A
1

,
3 

generadora del 
el determinante de estas 

espacio-temporal perteneciente 

álgebra de C1ifford ~(1,3), 

a la 

cuando 
transformaciones es unitario el grupo es e1 de Lorentz propio. 

Son -t:."C"ansforrnacio1,.es 1?-r'~l."")Í...as de ~-,..,rPntz las rotaciones esnacial.es 

en tres dimensiones y el conjunto de transformaciones de Lo:rentz 
especiales que mezclan 

que corresponden a las 

eje coordenado (ésto 

coordenadas e$pacia1es y tempora1es; 1as 

llamadas boosts de Lorentz a 1o 1argo de un 

significa físicamente una transformación 

entre dos estructuras coordenadas moviéndose una con respecto a 1a 

otra a tra·~c;,s de un eje Gspacial a una velocidad dada). Los 

generadores de las rotaciones y los boosts de Lorentz satisfacen 

el álgel.·-::.·.:;. ·.'le Li.e del grupo SO ( 3, 1) local.mente isomorfo a1 grupo 

SU(~)xSU(2) lo cual puede ser 

r-=~presentaciones del grupo so ( 3, 1) 

sea por lo tanto15 

r , 
.i. 

mnk 
A. l. Li"fra' i"fnJ "' ¡;k \ Iu. 1 .a."'l 

A.2 [Mm,Mn] i Emnk 
Mk (m,n 
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usado 

usando 

1.,2,3) 

J.,2,3) 

para 

J.as d<:.d.as 

obtener las 

para SU(2), 



A.3 o 

ei ál.gebra de Lie ·su ( 2) Kxsu ( 2,) N donde l.os generadores M y N están 

dados de J..a siguiente forma; 

A.4 

A.5 

con J ... 
boosts 

M 
m 

N 

y 

de 

m 

K ·como .. 
Lorentz 

representación por 

son val.ores propios 

(m =1,2. 3 •) 

J..os generadores de l.as rotaciones y de J..os 

respectivamente. Se 

eJ.. par de números (u,v) 

de l.os dos operadores 

puede etiquetar una 

donde u(u+l.) y v(v+1) 

de Casimir M2 y N 2
, el. 

espín de 1a representación (m,n) es m + n. 

La representación irreducibJ..e no trivia1 más simp1e generada 

de esta forma es bidimensiona1 ( l.as representacione.s de N., y M,. 

son 1as matrices de Pau1i) y está etiquetada corno (1/2,0) o 

(0,1/2) correspondiendo a 

se conoce 

fcrrniones izquierdos 

c_o_mo d<;>)?_le va1.uada 

o derechos. Esta 

: 1o .q'-14:: ~ 0\..~11:i;rirá 

siempre que m + n sea semientero) ya qu.e l.a:::; rotaciones por zrrw 

_con c.J impar transforman 1a identidad en su negativo mientras. que 

para w par ocurre 1o contrario. 

- En a1gunos textos forma1es O.e teoría de grupos1S~34 
compl.ej o de 

se 

define un 

componentes 

espinor 

(i;<X ;<X 

corr1porta como 

A.G 

de 

1,2) 

Lorentz como un objeto dos 

que bajo u!-.a transformación de Lorentz se 

donde A E SL(2) y a1 tomar ur. espacio euc1ideo tridimensionai-

(rotaciones) corresponde a1 usu~1 ~spinor de Pau1i mientras que un 

espir.ior con índice puntado será ayut:.1-..l-ca. ~ª";.__;.uo.U '-'-'u.i_.,li;:;:ja de dos 

componentes e ii:.x; Oc 
se comporta como15 

1, 2) que bajo una transformación de· Lorentz 
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A.7 

Para l.a teoría no rel.ativista de partícul.as con espín 

arbitrario s necesitaremos magnit?des con (2s + 1). componentes 

(espinores simétricos de orden 2s), en especial. l.as 

irred.ucibl.es del. grupo propio de Lorent~ en el. 
espinores de Dirac en 

representaciones 

espacio tiempo 
términos de l.os 

nos pe~i~irá escribir 
de WeyJ. (dos componentes). 

superior se definen como conjuntos 

Los espinores de orden 

de magnitudes que se 

transforman como l.os productos de componentes de un 

de espinares de primer orden (entre l.os índices 

mezcl.an l.os puntados y l.os no puntados) 

cierto número 
del. mismo se 

cuando se incluye l.a inversión en el. grupo de simetría para 

l.os espinares se deben considerar pares de esp:inores oc 
(~ , !';ª~ 

l.l.amados biespinores a diferencia de l.os correspondie1"ltes a 

T'Tn::,. 

partícul.a de espín 1/2 que se mueva a l.a vel.ocidad de l.a l.uz se 

representaría 

sol.amen.te dos. 

proyección de 

igual. puntada 

en un sistema dado por una función de onda 

cor.iponentes (espinar de Weyl.) que por ser 

l.a solución relativista para J.a misma puede ser 

o no puntada y es sol.o debido a la necesidad 

de 
una 

por 

de 

introducir una masa en reposo de Dirac en la ecuación de o=:-ia :la 

que obliga a considerar al biespinor como l.a función de onda en l.a 

forma simétrica de l.a ecuación de Dirac;-
En este punto es importante hacer una anotación histór5~a pa

ra recordar que en 1.937 ;:.1e Elie Cart;an6 quien est"1bl._eci,é>. l.a:o; bases 
matemáticas de l.a teoría de l.os espinores y l.as apl.ic::.c:!-ones de 

l.as mismas a algunos moda1os de 1as leyes físicas impel::c.r1tes en su 

momento, aún cuando estric-camente l.os espinares :t:u.erori usad.os-··-

primero por l.os físicos en mecánica cuántica. En este tr!"'bajo 

Cartan desarrol.l.a sn teoría considerando a l.os espinores como una 

representaclón l.ineal del grupo de las rotaciones en un espacio n 

dimensiona1 y establ.eciendo al.gunos el.er..entos de conexión con 
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álgebras geométricas, se da un significado geométrico al concepto 
del espinar, se definen multivectores y planos isotrópicos 

mediante pares de espinares en espacios euclídeos de cualquier 

dimensión así como un estudio riemanniano de los mismos. 

A.I. SISTEMA DE ESPINORES Y !.WLTIVECTORES. 
A través del desarrollo histórico de la teoría de 

surgido 

fenómenos 

diversos modelos 

naturales bajo 

que buscan la comprensión 
campo 

de 
han 
l.os 

así como la 

evidente, 

el. 
exploración dé 

en este camino 

menor número de p~rámetros posibl.es 

simetrías cuya manifestación no es 

ha surgido la ~ecesidad de una 
interpretación geométrica de los eventos físicos 

necesidad de una estructura matemática que permita 
así como 

fácilmente 

la 

el. 
desarrollo de modelos de gran espectro de apl.icac~ón (teorías gran 
unificadas y supersimetrías), gracias 

sistema multivector-espinor 

Por otro l.ado el. criticismo 

a ésto se comenzó •a 
con verdadero interés 
actual ha forzado a la 

expl.orar un 
científico. 
comunidad a 

construcciones 
ahondar en la interpretación 

fundamentales, por ejemplo; es 

de 

común 

cor.ceptos y 

c::onsi.dcrar a 
., "" 
primigenia 

idea de 
(objeto básico), actualmente 

considerar la construcción del 
se está e.xplorando 

espacio-tiempo y 

la 

la 

formulación de la mecánica cuántica como realizaciones fuer~emente 
reJ.acionad<::·s entre si, de tal. manera que todo modelo completo de 

interacción debe fundamentar ambas simultáneamente8 . 

Desde el punto de vista matemático ha surgido de algunos años 

para c~á la inquietud de fijar unívocamente la naturaleza 
_, -
-= -----------.L.,,--··- ... -..:a sobre el rC3tO 

m;;temáticos (la· postura contrari.a también tiene adeptos), para 
c:::;;t.,, trabajo este punto es irrelevante ya que basca con garantizar 

la faeribi.lidad del sistema multivector-espinor para llevar a buen 

término nuestro propósito. 

Una postura ampliamente generalizada por D. Hestenes11112 , K. 

Bugajska5 y J. Keller14 entre otros, define a los espinares como 

ideales mínimos izquierdos de un álgebra multivectorial dada; sea 
!e. un subespacio del. álgebra multivectorial ~(p,q) bajo la suma con 

la propiedad de que la suma de elementos en !e. estará siempre en !e. 
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y tal que es invariante bajo ~ultipl.icación por J..a izquierda 

A.S si X e :e y Me ~(p,q) entonces 

el espacio espinoria1 dua1 :e~ es ta1 que 

A.9 si y ME l:;(p,q) 

(l.o que correspondería a un ideal. mínimo derecho). A pesar de que 

esta postura 1a comparten varios autores, hay ciertas diferencias 

en cuanto a 1a representación rnatricia1 de 1os idea1es mínimos o 

espinares que· va desde 1a columna (reng1ón) hasta l.a matriz 

cuadrada (for.na1ismo Dirac-Kah1er) de l.o cua1, siendo autoconsis
tente, es posible lograr resu1tados equiva1entes ya que en ambas 

condiciones todo multivector se puede construir mediante el. 

producto de espinares ta1 que 

A.10 donde 

un esca1ar 

A GU ve:¡; siempre es posible construir un ideal. mín,i.mo mediante 

mul.tivectores, lo cual. es trivial. en e1 caso de 1~ r~presentación 
cuadrada y amerita un teorema (Crawford) cuando se trata de una 

colum:Ja o un renglón. Sin embargo 

prop.iecl.ades de transformación ante, 

aún 

el. 

no se 
grupo 

ideal.es mínimos tal.es que se pueda garantizar 

han analizado l.as 

de Lorentz de l.os 

J.a convergencia de 

de comportamiento J..a estructura espinor-mul.tivecto:...- c:•Jn l.as leyes 

presentes en l.a naturaleza. 

Sabernos que el rnul.tivector M transforma bajo la acción de 
al.gún el. emento s del. grupo de. r;orentz (so ( 3, l.} ) como 

A. l.l. M ----+ SMS-l. 

por lo que al. definir el. espinar corno ideal mínimo de M es forzoso 
que 

A. J.2 X--> S;:c 
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l.o cual.. coincide con A. 6) y/o A. 7) por otro l.ado es el.aro que 
cuando· se representa al. espino_r:··:l/I con una matriz cuadrada (es 
posibl.e que se use toda l.a matriz o bien que sol.amente una columna 
contenga al. espinor y por 10 tanto la posición del. mismo.dentro de 

1.a matriz cuadrada sea un indice espinoriai) 5 , es posibl.e pensar 
en él como algún elemento del álgebra de Cl.ifford. En e1 caso 

espacio-tiempo es el.aro quo toda ma~riz cuadrada 4x4, l/J admite 1.a 

descomposición22 

A.13 

en los elementos del á1gebra !'!:(1,3) sin 

considerar sus propiedades de transformación ante el grupo propio 

de Lorentz ya que bajo la acción de éste 1os el.ementos de A.13) 

transforman de diferentes formas e~tre si. 
El. probl.ema pl.anteado en el. anterior párrafo es resuelto en 

la l.itcratura cuando menos en dos formas; 

a) Al.gunos autores circunscriben l.a expansión A.13.) a l.a 
rio:~r~coenta_ción mul.tivector;i_al. del. qrupo oi:-ooio. de Lorento;-; 

Spin (1,3) y en caso necesario a l.a correspondiente al. espín 
1/2, Spin~(1,3). Adicional.mente se garantiza que para todo 
vector x E A l/Jxl{J·t es también un vector111 12 • 

p,q 
b) También se encuentra extendido el. concepto (con al.gunas 

var.iantes) de expandir una función de onda espinorial. como 

A.14 

0.oncle F 1 son "'EO"t:'1':::-~ r:-."l.1~drAT:.;_r.~c=. C!11P. ~rtiti sfaccn el :.:·l.gP-hra 

biespinoria1 de Dirac, </> es una fase, r 
1 

e ~ ( 1., 3) y ·,, os un 

espinar constante arbitrario. . Mediante el. teor~.>ma de 

inversión de crawford 7 es posib1e garantizar e,;:~"" dado e1. 
conjunto de funciones real.es que satisfacen el. álgebra 

biespinoria1 de Dirac es posib1e encontrar el. espinor l/J que 

1es corresponde bajo 1a construcción A.14), adicional.mente 

este teorema puede ser usado para desarro1l.ar un espinar en 

una expansión mul.tivectoria1 particu1ar bajo l.a e.lección 

arbitraria de un espinar constante ~ y una fase gl.obal. ~-
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cuando se desarrolla l.a expresión- A- J..4) · y mediante e1 

uso del. teorema de factorización del. propio Crawford se puede 

escribir el. espinar ~ como 

A. l.S 

dondel\.+ y 5+ forman parte de un conjunto de operadores de 
proyección a los que se l.es puede asignar significado físico. 

De esta forma es el.aro que 1a elección de 71 es esencial.mente 

irrel.evante ya que l.os- operadores de proyección generan la 

dirección adecuada en el. espacio espinoria.l.·, por l.o que la 

función de onda espinorial. A.14) o A.15) está determinada 

hasta una fase 9 (como es obvio l.a fase de l.a función de onda 
espinorial. no puede quedar determinada de l.as cantidades 

obser.rabl.es) • 
La construcción de 

(equivalente a un ideal. 

crawf ord 

r.\inimo del. 

para el. 

álgebra) 

espinar 

garntiza su 
transformación correcta bajo l.a acción del. grupo propio de 

I,orentz ya que bajo 50(1,3); 

R' ~ R' 

r' ~ 5r 5-1 
l 

71 ~ 571 con 5 E 50(1,3). 

:- -..:• ·-::. :·:'. -
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CONCLUSIONES-
A lo largo del desarrollo de este trabajo, al final de cada 

capitulo, se realizaron comentarios que buscaban mostrar algunos 

alcances, 
cada caso 

buscando 

aplicaciones y consecuencias particu1ares de utilidad en 
en· forma práctica y eficiente; por esta razón (y. 

eliminar la redundancia) se presentarán solamente las 

conclusiones generales del mismo-

i) 

ii) 

La representación multivectorial de los grupos de Lie 

inducirá una clasificación de los mismos que permitirá su uso 

en un solo lenguaje matemático, eliminando las dificultades 

usuales inherentes 
estructuras; 

unificación 

sobre 
a su 

todo 
representación en 

en modelos físicos 
distintas 
de gran 

donde al implementar el 
espontánea de la simetria, 1os grupos 

Il)ecanismo de 
(simples o no 

involucrados presentan complejidades diversas en un 

tradicional. (matricial o tensorial). Es así e::omo 

macanismo de 

representación 

ruptura 

sancilla 

espontánea 

en este 
de la simetría 

lenguaje, que é!. 

inducirá grupos de gran unifi.cación (SO ( 10) por 

ruptura_ 
simple.;;) 

lenguaje 

a1 usar 

tendrá 

su 

ejemplo) 

propuestos en forma natural y relacionados con los modelos 

modernos de cuerdas-

bajo 

l-='S 

Finalmente, 

un estudio 

se presentó el sistema 

global re1.~c; onando las 

multivector-espinor 

características de 

para grupos de Lie en álgebras:. !"lu bivectoriales que además de 

ser un camino n:Lt.~rnativo para construir las mismas, 
evidencia una notable co~relación entre los proyectores 
necesarios para clasificar ideales mínimos de a_lgún álgebra 

de Clifford dada ~(p,q) y la representación multivectorial de 

algunos grupos de Lie en la misma. 
El m;:i.pa extendido de Cartan., cuya 

teoría original de este autor, que 

inspiración está en la 

inciuya una simetría 

asociada al espacio-tiempo G(i,3) y otra en espacio isotópico 
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dada por J.os grupos de norma 

una 

usual.es en 

estructura 

1 
teoría de campo, 

mul.tivectorial. 
se 
en general.iza apl.icándol.e 

G(1,3) (grupo asociado al. espacio-tie:::ipo). El. mapa mul.tivec-

toria1 resu1tarite conmuta con 1os operadores asociados a 
observab1es físicas en el. espacio de 1as funpiones 

espinoria1es, con J.o que sus val.ores propios son invar~antes 
ante J.a aplicación del. mapa. ·A su vez, J.a estºructur+, aquí 
presentada puede. usarse en espacios de cual.quier di1*nsión 

donde a ·ios ideal.es mínimos (espinares) del. 
0

ál.gei:fra de 

C1ifford G(p,q) ·se· 1es transfor1:ie (usando el. f mapa 
mul.tivectorial.) bajo al.gún grupo de Lie deseado, garan~zando 
la autoconsistencia de J.a misma mediante 1a construc~ón de 

un mapa inverso que permite obtener un espinar rotado! en el. 

espacio isotópico a partir del. mu~tivector asociado I~ mapa 
extendido de Cartan. 

Por úl.timo, ·es el. produc~o de Cl.ifford de mapas 

mu1tivectoria:)..es de . C;:::.rtan bajo al.guna dirección is tópica 
(dada por J.a forma de definir 1as corrientes he:i.-mit anas .o 

cnntidndes in"'-arianta~) qu:ier1 da l.a información, en in ice de 
·T·J"'\~p·.,,,...7. ·¿.'""~.,....p· t::\~ ,.-~1:=.·~rnn~~-- f!t1·a ·:'!.-nvoL'\lcran i~~ ~l?+i.eni::.es 
herinitianas usual.es en J.os cá1cu1os de transiciói entre 
particu1as, mostrándose en este trabajo que 1a cant dad de 

re1aciones o identidades de Fierz obtanib1es median e este 

procedimiento depende de 1a base espacio-temporal. usad~ en el. 
mapa ~u1tivectoria1 de cartan (sien~q máxima cuando se usa el. 

grupo ~(1,3)) al. mismo tiempo que J.a construcción y mé odo de 

anál.isis es igual. bajo definiciones distintas e J.as 
cantidüde5 invar~citt~a~ ~~~~ci~~~ü=n~. t 

iii) El. caso particul.ar de J.a general.izac1ón mu1tivecto1· ::..!.. de]. 
mapa e:<:tendido de Cartan en el. cual. se us">. 1 a ' su · J.gebra 

cuaterniónica de G (1, 3) (_J.o que constituye unrt si uación 

común en varios autores que entre otras cosa~ e{studian 

mode1os que incl.uyen prequarks en su estructura) y e~ grupo 

de norma SU(2) se re1acionó exitosamente con ~rabajos 

publ.icados recientemente en J.a literatura, útiles en redel.os 

de norma para interacción entre partículas eJ.cm1ntal.es, 

usando un mecanismo ele ?royección económico y sus~~p1ib1e de 



iv) 

genera1ización erimarcado en un 'sistema mu1tivector-espinor de 

operadores cuyas propiedades e :lnterpretación geométrica 

permitieron descubrir y. exp:licar 1as 1imitaciones propias a 

1os mode1os particu1ares ya citados. A1 ana1izar e1 producto 

de C1if:ford de 1a proyección cuaterniónica de estos maP.as 

mu1tivectoria1es se 1es pudo re1acionar con estructuras ya 

reportadas con 1a ventaja de que este método mu1tivectoria1 

justifica y evidencia propiec;lades y 1imitaciones en estos 

casos de manera ciara y natura1. 

E1 producto de C1i~ford de mapas mu1tivectoria1es de Cartan 

permitió mostrar una ap1icación de interés práctj_co de 1a 

estructura matemática desarro11ada¡ 1a obtención senci11a y 

rápida, a partir de una sola expresión de 1as identidades de 

Fierz aunada a un análisis multivectorial de las mismas. El 

ú1ti~o capítu1o de esta tesis correspondió a 1a ap1icación de 

este mapa a 1a ecuación de Dirac con 2a fina1ida~ de obtener 

una ecuación donde el campo físico asociado a una partícula 

esté representado por el mapa mu1tivectoria1· de Cartan 

construido usando e1 espinor de 1a ecuación de Direc · <:>rigi:na1 

l:i'(1,3). La ecuación así obtenida (que puede ser transformada 

mediante 1a identidad de Fierz genera1izada) fue proyectada 

ai grupo de norma ·sU(2) y 1a subáJ..gebra cuaterniónica d~ 
l:i'(1,3) (bajo un cambio de 1a representación de 1a ba"'e en e1 

operador diferencia1) obteniéndose una ecuación de movimiento 

ya reportada en 1a 1iteratura con apl.icación en interac·-iones 

e1ectrodébi1es¡ 1o que además de mostrar 1a uti1id~d de la 

ecuación multivec:tori<1l. constr11 i_dá un 

aná1isis mu1tivectoria1 1as propiedades y 1.i.mitacic•·"'~ de 

mode1os particu1ar.::s (cuaternió.nicos, de u"'º cada V<3Z más 

amp1io desde 1os trabajos de Finkelstein) conserva:.c<.o a1gunas 

características y capacidades de cá1cu1o propi,,s de 1os 

mode1os comunes ya reconocidos y probados experimen

ta1mente. Así mi~mo, esta estructura da algunos el.ementos de 

p1au::.ibi1idad sobre viejas ideas relativas a 1a dua1idad 

fotón-neutrino etiquetando a l.as partícu1as eJ.ementa.Les 

mediante 1a asignación de una dirección isotópica en el 
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espacio SU(2). 

Al. ccncl.uir este trabajo sol.o resta mencionar que el. 

camino aquí iniciado tiene un posibl.e futuro en el. anál.isis 
de l.os model.os 
esperanza, aquí 

constituye un 

hol.onómicos de 
a l. imantada, de 

1enguaje útil. 

supersimetria gracia.:: a l.a 
que el. ál.gebra de Cl.iffo.rd 

que permite un estudio más 
transparente .de l.as leyes físicas que gobiernan los fenómenos 

de interacción entre partículas el.emental.es. 
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