
,,,:¡ 
c .. / 

.. -

lluivel'~idad Nacional A ul•iuoma 

de México 

Facn ltad lle Cí1!11CÍm1 

GEOMETIUA NO EUCLIDIANA DESDE 

ON PUNTO DE VISTA ELE~1 ENTAL 

T E S I S 
Que para obtener el Título de 

1\1 ATEM ATICO 

p1·e~e11ta 

GRETEL ANA KELLEl{ CORTINA 

1989 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

Introducción 

Capitulo 1. 

Euclides y los fil emPnto§.. 

1.1 Euclides y sus obríls. 

1.2 Los Elementos de Euclides. 

Capitulo 2. 

El quinto postulado y 21 surgimiento de la 

geometria no euclidiana. 

2 .1 Demostraciones del quinto postulado. 

2.2 Equivalentes al quinto postulado. 

2. 3 Resumen histórico de las demostraciones 

y equivalencias ul quinto postulado; 

surgimiento de las nuevas geometrins. 

Capitulo J. 

El modelo de 

lobachevskiana. 

Poincaró de la 

J.1 Definición del modelo de Poincaré. 

gcomctria 

J.2 El modelo de Poincaré y los postulados. 

J. J Resultados que dependen de la geometría 

lobachevskiana. 

4 

7 

7 

10 

JO 

JO 

41 

42 

46 

46 

51 

60 



J.4 Detinición de jrc.:l. 

J.5 El modelo de Poincaré en el semi-plano y 

su equivalencia con el 

Poincaré en el disco. 

Capitulo 4. 

modelo de 

El modelo de Klcin y su cquivalencin con el modelo 

de Poi.ncaró. 

4.1 Definición del modela de Klein. 

..; . 2 Algunos conceptos de la geomctria 

lobachevski o.na v i!:;t.os .:1 tr;.ivés del 

modelo de Klein. 

4.J Demostración de equivalencia entre el modelo 

de Klcin y el modelo de Poincaré. 

4. J .1 El modelo de Klein en 

G7 

n 

7J 

74 

76 

semi-esfcr~. 77 

4. 3 .2 Transformación por Inversión del 

modelo de Klcin en la semi-esfera al 

modelo de PoincarC. 

4.J.3 Incidencia de puntos. 

4,J.4 Incidencia de rectas. 

4.3.5 Incidencia de puntos y rectao. 

4.3.6 Intersección de rectas. 

4.3.7 Congruencia de ángulos 

segmentos. 

Apéndice I. Inversión. 

y 

78 

79 

so 

Sl 

82 

83 

85 



Apéndice 11. Lobachevski y su geometría. 100 

Bibliografía. 107 



INTRODUCC\ON 

El surgimiento de la geometría no euclidiana es el resultado 

de numerosos estudios, real izudos durante más de sci scientos ñ.f)o,s, 

en torno a los fil.__eme:..!l_t;,g_s. de.- Eucl iclcs, debido~• a la qran 

controvcn:>ia que éstos c.-1usaran desde su publicación. 

Por ello, se hn considcr~do importn11tP iniciar el presente 

trabujo con un breve análisis histórico de lc1 obra de Euclides. 

Esto se hace en el primer capitulo, profundizando básictimcntc en 

su libro -~_l_qm_cntos, en el cuu.l se 0ncucntra fundament,llmcnte el 

sistema de ln geometria cucl i.diana, e) cual f;e basa en cinco 

postulados. 

La obro de Eucl idcs ha sido motivo, ;i. 10 largo de la 

historia, de numerosas c~iticas. Entre las cuales destacan las que 

provocó el planteamiento del quinto postulado, ya que su calidad 

intuitiva no es tan simple, por lo que se pensaba que no debiu 

estar incluido en los postulados. Por otra. parte su reciproco 

puede dcmostrursc mediante el empleo de los pr.i.rne1.ut:o e;uo.Lro 

postulndos, lo cual hizo pl:nsar que el quinto postulado podia ser 

también consccncncia de ellos. 

Por ello, en el segundo capítulo se presenta un breve 

análisis de ln discusión en torno al quinto postulado, para a.si 

mostrar cómo a raiz de los intentos por demostrarlo, surge un 

nuevo enfoque, en el que no sólo Ge llegó a su aceptación, sino 



que tdmbién se vió que, tnmnndn los primeros cuatro postulados de 

Euclides y subst.it.uycndo el quint.o pr.1r c1.1•J1.ifo:l del~~ posibilidades 

de negarlo, puede construirse otro sistema geométrico, lo que dió 

lugar al surqimiento de lu. geometría no cucl ictiant::. 

De las dos posibles formas de ver la n'.>tjación del qu:i nto 

postulado, Lobacl1evski utilizó una de cll~s y Ricma,1n utilizó la 

otra dando lugar a doG enfoques diferentes de la geometría no 

euclidiana, que son loG c¡uc se co11oc011 com~ gcornc~r1a 

lobachcvs}~iano, o h iperból ic01, <Jeornctria ricmanniantt, 

eliptica. Cabe aclarar que :i. diferencia de lfJb~1chcvs~:i, quien 

parte de ln validez de los pru~cros cuar.ro postul;:ldos, H.icmann 

solo utiliza algunos como pnrto do la lJase de su cisterna 

geométrico. 

En este trabajo, por su n~turalcza, se estudiara unic<lmenlu 

el enfoque lobachcv5kiano. 

Con el fin de ciue la geomctri¿-1 lobachcvskiuna . fuera más 

comprensible se construyeron vurios modelos para rc.prcsentar1u. 

Los mas conocidos son los debidos a Henri PoincarC y Félix Klein. 

En el tercer capitulo se da una explicación del modt!lo de 

Poincaré y se muestra cómo quedan rcprcsc:nta<los en dicho modelo 

algunos resul tactos propios de la geometría de Lobachevs}:i. 

El cuarto capitulo se inicia con Ja presentación del modelo 

de Klcin y otros resul tactos de ld ge0;,1•.?.L.t L.1 q~;c ...,, ~c~r·1 n 

representa. 

Ambos modelos son similares en muchos aspectos, puesto que 

representan la misma geometría. Sin embargo algunos resultados se 

visualizan más claramente si se analizan a traves de ctlguno de lo:; 

dos modelos. Es por esto que, para finalizar el cuarto capitulo, 



se demuestra por medio de la transformacion por inversión (a 

diferencia de li1 pr-oyccc::ion cstercoqiifica util izoda por Klein), 

que los modelos son cquiva.lent:cs, lo que conlleva ;i que pucdJ.n ser 

utilizados de mélnera indistint'-1, tacilitnndo .::isí el estudio de la 

geomctria lobachevskiana. 

Finalmente se proscntnn dos apóndiccG, uno de ellos rcfercnto 

a la geometría de LObétt.:hevs}:i, en el cuz11 ~;0 da una breve 

explicación tlü su .surgimiento y de su definición, ñdcroas se 

enumeran algunos resultados que le son propios; el otro es 

referente a la transrormacion por inversión donde ésta se define y 

se presentan los principales teoremas 11tilizados en este trabajo. 



CAPITULO 1 

1.1 eucl ldes y sus obrtis. 

A. pesar df . .! no cor:ocersQ ni el luq.J.r ni la fecha c>:acta del 

nacimiento de Eucl idcs, ta~ e,, lcula que debe de habt.u- núci<lo 0n 

Grecia alrededor del año JOO r\.c., pues según c.k'.iuccíones di:: 

Proclo (410-485 O.C.), Ettclidcs vivia intermedio .1 la época de los 

primeros discípulos d0 Plutón ('-t2h/7-Jt,,~1/6 l\.C.) y Arc¡ui1aidc.:. 

(287-212 A.C.}, siendo r:ontc~p0ránao de Ptolomco (30~-283 A.C.) 1 . 

La mayoría dQ los gcómet.r¡¡s que pudieron haber s1do Wt.H.1::>t!·(,:_; 

deEuclides fuaron discipulos d8 Platón; esto::; se encantrilban en 

Atenas al igua1 que· ontcriores r.i.itcrni1ticoG y escritores de: 

elementos que ahi vivieron y enseñaron. 

Algunos autores consi<lorun que E\1clidcs perteneció a la 

escuela de Platón, debído a que su obra EleJ!lQirtQ.!?. concluye con una 

investigación acarea do los cinco sólidos regulares. Sin embargo, 

esto no es algo que se pueda afirmar. En opinión de otros autores 

la ini.;lucién r1P este toma en o.l texto com¡;.lementa. el estudlo do 

Euclides, hu.ciéndolo ;nás general. 2 

Es por medio de Púppus, al referirse f-1 los. cs:turlios do 

l 
He4lh, T. tuclld's El~me1\ls, pp.ly2. 

2 
lbtd. 1 p. 2. 



Apolonio con alummnos de Euclides, que se sabe que éste último fue 

llamado p0r Ptnlorneo a Alcjandria para fundar una escuela. 
3 

Entre loz trabajes que real izó eucl id es St.: ene' :1-,ntr;.¡:1: 

Pscudari.1, qui;. incluye todo tipo de teoremas o 111ancra de 

ejercicios¡ se considcruba a este libeo como una pCrdida 

irreparable, pero se sabe de éJ a tr;:1vC.s de los escritos de 

Proclo. ·t 

.Qnta., (í5c:t5011~ua) c-s un 1 i b.ro de qcornctria elemental, que forma 

parte de la introducción nl <1néil1si:. av.:tn<!ado por medio de 

ejercicios clcmcntalc~. Se plantean en Cl una SQrie de 

proposiciones deduciéndolas de otras. P2J;_q es, en ocasiones, 

utíl izado como un suplt~mento de los El_gmafft~~. ~. . ' 
Sobre lA Q.j_visió11 DJJ. ]ns;_ _fj_gy_ri!.§.l.1 (rrcpthuxtpr1"1c1,HJ a1..(JALOtJ) J cuya 

versión en griego ~;e p..::rdió y sóJ o se üncontró una copia, en 

latín, de un texto árabe. El libro trata de l .:i di•,¡ is ion Ue l<:::.r. 

figuras en figuras iguah.~s o dp.Giguales; i.c. un cuadrado en 

cuadrados (iguales} , o un cuadrzHio en triúngulos y cuc1drados 

(desiguales) .. De la~ treinta y ceí.s proposicionc5 e.Je que c..:onsta ol 

libro, sólo se conservan cuatro demostraciones, lus demás tucron 

omitidas por el traductor zlrilbe. r. 

Porismas, qu~?; consta de tres libros con proposiciones; 

algunas de ellus pertenecen ahora a la tcaria moderna de las 

3 
rbldcm . 

• Ibld., p.1. 

s 
lb1t.1.. p.EJ. 

6 
!bid., pp. 8 y 9. 



transversales y a la geometría proycctiva. 7 . . ' 
1Qgares ~~fi .. ~Jale~, (rorrot apocr CTH4iavcux). Estos dos 

libros tratan d(;! las. s.upe:rficic:: d0 revolución de segundo yr.'..ldG y 

de las secciones de las mismas." 

cónicas. Esta obra const.1 do CU<ltro lii)ros que, sesún Pappus, 

fue completada par Apolonío par<t dar un total de ocho liLros. 

Trata de la teoría gcnoral de li1S cónicil~, conc~ntrándosc nás en 

aquellas propiedades que son ncccsf\ri.as para .:.:1 a:lalisis de la 

astrcnómic;:1 q1.1e consiste dü 

proposiciones de gcometria esfórica. Euclides se basó en la obra 

' ' de Autolycus rrcpL KttJouµcuJH1' a<Pa:.lpap, aunque tambil?:n en un texto 

anterior: ctlyo contt.~r.ido ns exclusivamente 

matemático. 10 

Optica,., obra publicada por iíBibcrq (11195.l quien incluye 

Captoptrica en el mismo volúmcnr aunque no hay la certeza de que 

ésta última pertenezca a Euclidcs. 11 

\ \ t I 

Elementos Q_g músic<i (ltL Ko::'ta llOlJl.TLKllV crrot.~ct.wcur) _ Na se 

tiene la seguridad de que esta. obrn la haya: escrito Euclides, 

aunque es ·mencionada por autores pos ter iorcs; dentro de estos 

elementos se encuentran dos trat;:ldos: la toori.a de los intervalos 

e introducción a la armonia. 1 ~ 

1 
lbld., pp. 10-tS. 

a 
lbld. ¡ p. 15 • 

• Ibld. 1 p. l6. 

lOlbfd,, pp. 16, 17. 

11 
Ibld., p. 17. 

12 
lbJdt-m. 



1.2 Los f:J_gm.g_filill? de Euclides. 

Los El0mentos (stoichcia) estén constituidos por trece libros 

que contienen un total de cuatrocient.:is sesenta y cinco 

proposiciones. Los primeros cuatro libros y c:l sexto tratan de. 

Geomctria plunL'l; los tres ultimas de Geometrii.1 del espacio; 81 

quinto expone lo tc.or.irl de las proporciones; ol sUptirna, el octavo 

y el noveno contienen la 1\ritmCtica de los números n1cionitles; el 

décimo estudia los irracionales. 

1,.-"1 obra de Euclides hn sido comentada por varios nutores 

entre los que se e11cue11Lrit Proclo, quien en su obra califica los 

comentarios de autorcD que lo prcccd ieron como "l lcnos de todo 

tipo tlc con fUs iones, sin atenerse a lfl!:i CilUSdS y sin 

discriminación dialéctica o pt:msamicnto filosófico. 1113 Entrfl estos 

autores se encuentrnn: 

Herén de Alejandría (s.III D.C.) H. del cui1l se s::ibc de sus 

comentarios acerca de .la obra de Euclides no sólo por Proclo, sino 

también por las referencias que de él hace el <irobc 1\n-tlairizi ;o;. 

Dentro de los comentarios de Herón, se puede encontrar que él no 

admite más de tres axiomas, hace distinciones de un nümero de 

casos particulares de las proposiciones de Euclides con respecto a 

que si unr..\ figur<l debe dibujarse de una ma11.o.:r.:.. e de' ot-rFt_. da 

demostraciones al terna ti vas a algunas de las proposiciones de 

Euclides y proporciona el recíproco, complementa o extiende 

13
tbld. '" 19. 

14
Ibld. p. 20. 

15 
lbld. p. 21. 

10 



otras. 
16 

Porphyry (232-304 o.e.), quien hace notar la necesidad del 

uso de ciertas palabras al enunciar algunas proposiciones, así 

como del entendimiento correcto de éstas. TambiCn da algunas 

demostraciones alternativas a ciertas propo::ücioncs.
17 

Los comentarios de Pappus a la obra de Euclides no se limilun 

a loo Elementos, pero refiriéndose a éstos, comenta acerca del 

cuarto postulado, de los axiomas y de ciertas proposiciones, 

incluyendo demostraciones alternativas. 10 

Simplicius, el griego, tamhién hizo comcntctrios a la obra de 

Euclides. Los comentarios a las definiciones, postulados y axiomas 

(incluyendo el cor.ient.1.rio nl quinta postulado) se preserva por 

medio de los comentarios árabes de An-Nairizí.
19 

Anteriormente ya se habian escrito otros ElQin3ntos, de lo 

cual se tiene conocimiento por medio del trabajo de Eudernus sobre 

la historia de la geometría; entre los autores se encuentran 

Hipócrates de Chias (segunda mitad <lel s.V A.C.), Lean, quien 

fuera mayor que Eudoxus (40B-355A. C.) pero menor que Platón 

(428/7-347/6 A.C.), aunque no perteneció a su escuela. El libro de 

texto de geometria de la Academia se debió a Theudius de Magnesia 

junto con hmyclas de Heraclea, Menacchmus (discípulo de Eudoxus), 

Dinostratus y Athcnacus de cyzicus, quienes realizaron un trabajo 

más general. El trabajo de 'rheudius parece ser el inmediato 

16 
Ib!d. pp. 22-24. 

17 
lbld. p. 24. 

18
Ibld. pp. 24-27. 

19 
lbtd., pp. 27,26. 

11 



anterior al de Euclides, p110s cntr0 cst.o~ dos 1 Eudomus solo hace 

referencitJ íll t.rabajo de Hcrmotirnus de Colophon como el 

descubridor de vari.os elementos y no como el elaborador de un 

texto. 20 

La tarea c¡ue Et:clidcs se planteó al escribir los 

ElP-mQ..Q_!;Q§., fue Ja de reunir el conocimiento matGmótico que los 

griegos habian dc.surrollado desde e] tiempo de Tales (640-546 

A.C.), actualizdndolo y orgd1iizándolo p<lra. formar un Unico sistema 

lógico. Esto implicó ident_i ficur cu<llcs serian J as def inicioncs o 

suposiciones b~sicas de las cuales partiria y ctiáles serian los 

teoremas que lrnbiu de demostrar, incluyendo las Uemostrucloncs que 

ya existían o bien proporcionando nuevas pruebas. 

Euclides desarrolló el ~;ístema planteu.do en los lilfilllcnt:@ 

comenzando con una serie de primeros principim:;, por los cuales se 

entiende, según Aristóteles, 1 '~qucllos de los cuales no es posible 

probar la verdad"21 ,es decir, que de ellos se usurnc su existencia 

para de ahi probar el rc'!sto. Estos 11 prirneros principios" ce 

encuentran a manera de definiciones, comenzando a enumerar lo 

esencial y a partir de lo cual las definiciones siguientes se 

hacen de manera recursiva. A continuación se enuncian dichas 

def iniciones22
: 

l.- Un punto es aquél que no tiene partes. 

2.- Una linea es un largo sin ancho. 

20 
lblrJ., pp. 116-117. 

21 
tbid.' p. 117. 

boOk!l ur EucJ ld's E:'lcmenla, p. l. 

12 



3.- Los extremos de una linea son puntos . 

.:. . - t'nil 1 inca rcc: ,'"°? r~ trn?. 1 i nC>~ q1Je yace en forma pareja sobre 

sus punt.u.j. 

5.- Una superficie es u.quella que sólo tiene .tar00 y anr:ho. 

6.- Los extremos de una superficie son li.ncas. 

7.- Una superficie plana e::; un;.1 supcrfi<..:L.: que yace en (e;-. .:-1 

pareja a las linc"s r0ctas qu~ están sobre si ~isma. 

8.- Un angulo plano ~.:; lu inclin~iCi8n dr...: t<I1<1 a otra C.:.:· dot.> 

lineas en un plan0 las cuillc~. se cnc11antr~n una con otra y no 

están en una lincd roct2. 

9.- Y cuando las líneas qdc contienen al ár~qulo svn rcct;\s, el 

ángulo es llumado rectilineo. 

10.- Cuando una linea recta levr'int.:ic!<i sobre una linea recta fo-::ma 

las ángulos adyaccntQS iguales entre si. Cada uno dtJ los 

ángulos iguales es recto y la 1 in cu recta que se levanta 

sobra la otra es llamada perpendicular n uquclla, sobre la 

cual se levanta. 

11.- Un ángulo obtuso os un ángulo raayor a un áilgt1lo recto. 

12.- Un ángulo agudo es un ringulo menor que un ángulo recto. 

13.- Un limite es aquello qu,, es un extremo de algo. 

14.- Una figura es aquello que está contenida por cualquict· 

limite o limites. 

15.- Un circulo es una figura plana contenida por una .linea <.k 

tal modo que tod;'lc; la;:. lineas recta!;; que cu~.• ciVl...in:. c.11.'.l. 

desde un punto entre aquellas que e:5tan dentro de l..t f.i.rp.lra 

son iguales entre si. 

16.- Y el punto es llamado el centro del circulo. 

11. - Un diametro del circulo es cualquier linea rect:a tr"zada a 



través del centro y terminada en ambas direcciones por la 

circunferencia del circulo, y tal linea recta tambidn biseca 

al círculo. 

18.- Un semicírculo es lil figura conten1du por P.l di~:i.met.ru y L.i 

circunferencia que éste corta. Y al centro del semicirculo 

es el mismo que el del circ\1lo. 

19.- Figuras rectilineas ~;on .:iqucllas contenidas por líneas 

rectas, triláteros aquellas figuras contenidas por tres, 

cuadriláter·os uqucllas contr::nidas por cuc1tro y poliJát.cros 

aquellas contenidas por m~s de cuatro lineas. 

20.- Sobre li~s figtlri\S triJat.nralcs, un trj.._i.n~1uJo equi.Litero es 

aquól que tiene igual sus tres lados, \1n tr·iángulo isósceles 

aquél que tiene solilmcnte dos de sus lados iguales, y un 

tri;).ngulo cscal~no ~~·s 1H1uól que tiene sus tr~s lados 

desiguales. 

21.- Aún más, de las fig\1rn~ trilntcrales, ttn triónqulo de ángulo 

recto es aquél que tiene un ángulo recto, un triángulo de 

ángulo obtuso es aquél que tiene un ángulo obtuso, y un 

tri ángulo de angulo agudo es aquél que tiene sus tres 

angules agudos. 

22.- Sobre las figur~s cu<:!drlilateretlcs, un cuadrado es aquél que 

es equilátero y de ángulos rectos; un oblongo aquól que 

tiene ángulos rectos pero no es equilátero; un rombo aquél 

que es equilatero pero no tiene sus ilngulos rectos; un 

romboide uquél que tiene sus lados y angulas opuestos 

iguales entre sí pero no es equilátero ni tiene sus anqul os 

rectos. Y los cuadriláteros distintos a estos son trapecios. 

23.- Lineas rectas paralelas son líneas rectas que, estando en el 



mismo plano y prolongándose indefinidamente en ambas 

direcciones, no se encuentran en ninguna dirección. 

Posteriormente Euclide~ e>nuncia cinco suposiciones basicas a 

las que denominó postulados. E~-Jtos sonª: 

ler postulado. Es posible trazar una línea recta de cualquier 

punto a cualquier punto. 

2d0 postulado. Es posible prolongar una línea recta finita, 

continuamente, en una lineo recta. 

3er postulado. Es posible describir un circulo con cualquier 

centro y distancia. 

4.
0 

postulado. Todos los ángulos rectos son iguales entre si. 

5° postulado. Si un.:? lineo recta cae sobre dos lineas rectas 

formando los d.ngu1 os en el mismo lado menos que 

dos Angulan rectos, lRs dos lineas rectas, si se 

prolongan indefinidamente, se encuentran en aquél 

lado donde estan los ángulos menorcw que dos 

rectos. 

Se incluye en el texto lo que se ha denominado como Nociones 

23 
Ibtd,, p. 2. 

15 



sido intercaladas en 01 texto en el tiempo da Apolonio. La duda de 

la autenticidad radici1 funddmantulmcnte en do~ aspectos: el estar 

colocadas desp\1és de los ~ostuladoG, pues se rclaclonan rnAs con 

las Dcfinicionc:;:;, y el hecho de que las Nociones Comunes no tienen 

un carácter puramente geométrico. En general, se acepta más la 

posibilidild de que Eucl idcG haya rcdact<HJo las tres pr imcras 

nociones (sin Jcscartar l~ po~lbilidad de que haya sido en textos 

anteriorcs)~i. Estas tiociones son: 2~ 

l. Cosas que ~~on iguales a la misma co!':a son también iguales 

entre si. 

2. Si iguales se afiada a iguales, los totales son iguales. 

3. Si iguales so substraen de iqua.1 es, los restantes son 

iguales. 

4. Cosa~ que coinciden entre si son igualas entre si. 

s. El todo es mayor que la parte. 

De los cinco postulados se derivan una serie de proposiciones 

o teoremas, los cual es organizó Euclides de tal manera que no se 

utilizase., para su demostración, un nuevo postulado mientras se 

pudiera nvanzar con los postulados anteriores. 

A continuación se enuncian las primeras 28 proposiciones para 

24 
llcalh , T. Eucllú's Elements. M•· 2;!t-2J2. 

25 
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mostrar un poco del espiri tu con que ésta5 fueron formulndas; 

tambión se presentan algunus demostracion0s Pn las cuale-;:; se 

muestra el tipo de razonumicnto cmplcodo por EuclJdP.s<r, (cabe not::-ir 

queo, apes;:ir de que algunas preposiciones nos p<1rezcu·1 obvias, ne 

es tan importante el enunciar ld posiL i1 idcv: de~ con~truccíón o 

existencia como lo es el proccdimicr.to lóqj co aue lleva la 

demostración): 

l. Dada una linea recta fin_¡_t_a, constrtiyusc un triángulo 

equilátero. 

2. Colóquese n partir de un punto dado (como extremo} unu linea 

recta igual a ot::-" dodo. 

3. Dadas dos lineas rectas des.igu11lcs 1 córtese o scpáre;;c de lu 

mayor una linea recta igual a la nenor. 

4. Si dos triángulos tienen dos lados d" uno iguales 

respectivamente a dos dc. l otro, y los angulas comprendidos por 

dichas parejos de linea:; rectas !=;On iguales, tnr·.bicn tendrán ln 

base de uno igual u la del otro, un triangulo sera igual al otro, 

y los ángulos restantes de uno serán iguales a Jos restantes del 

otro, respectivamente. 

Demostración. 

Sean ABC, DEF dos triángulos t.1les que dos lados J\B, l\C se.-.• 1 

iguales a DE, DF respectivamente, díquse AD a DE y AC a DF, y el 

angulo BAC igual a el ónqulo EDF. 

2[1 
lbtd., pp. 2-2c. 

Eo d•!rnc •lraclo11e!> ., modl íleo.do el lenguaje, 

modcrnt:t..ilndolo, par<\ un" m•.Jur cu11'.prl!•:slón. 
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Digo que la base EC e~; tambi~~n ÜJUC!l a la ba~;c EF, el 

triángulo ABC !'~cr-a ir1ual u el tri:lngulo DEF, y los tinguloE" 

rt!st.011t.cs seran tqUi1 lP:. a lo::; angul O!'.:~ rcE~tantes 1 ec::;pccti va:nl~ntc, 

.2s decir aquello~; qut.' subtienden los lados iguale.:, r.:sto es, el 

ángulo ABC a el ~ngulo DEF y el d11gulo ACB a el ángulo OFE. 

L 
B C 

¿º~ \~. E ----===------.-----~F 

Pues si el triángulo ABC fuera puesto en el triangulo DEF, 

y si el punto A se coloca~c sobre el punto D. 

y la linea recta AB sobre DE, 

entonces, el punto B tambión coincidiria con E, porque AB es 

igual a DE. 

Nuevamente, haciendo coincidir AB con DE, 

la línea recta AC tmnbi.én coincidirá con DF, porque el angulo 

BAC es igual a el angulo EDF', 

en consecuencia el punto e también coincidirá con el punto F, 

porque AC es igual a DF. 

Pero B también coincide con E, de aqui que la base BC 

coincidirá con la base EP, 

(pues, 5i al coincidir B con E y e con F, la base BC no coincide 

con lu base EF, dos lineas r~ctas encerraran un espacio; lo que es 

imposible. 
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Por lo tanto la base BC coincidirá con la base EF) 

y será igual a ella. OLC. 4] 

triángulo DEF, 

y será igual a ól. 

Y los ángulos restantes también coincidirán con los ángulos 

restantes y serán igual a ellos, 

el ángulo ADC a el ángulo DEF 

y el ángulo ACB a el angulo DFE. 

Por lo tanto, etc.u 

5. En lon triángulos isósceles, los ángulos de la base son iguales 

entre sí, y si los lados iguales se prolongan, los ángulos que 

están bajo la base serán tambión iguales. 

6. Si en un triángulo dos ángulos son iguales, los lados opuestos 

a los ángulos iguales también scran iguales. 

7. Dadas dos líneas rectas tro.zadas sobre otriJ.s (a partir de sus 

extremos} y que se cortan en un punto, no pueden trazarse sobre la 

misma linea recta (a partir de sus extremos) y del mismo lado de 

ella, otras dos lineas rectas que se corten en otro punto y que 

sean iguales a las anteriores respectivamente, es decir, cada una 

igual a la que pase por el mismo extrcrno. 

8. Si dos triángulos tienen dos lados del uno iguales 

respectivamente a otros dos del otro, y además tienen sus bases 

27 
Eucl ldcs 

poeLUlado 

solí"' 

pal11br11 por palabr<5. 

c:onclulra' diciendo, simplemente: Por lo tanto, eLc, 
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igüalcs, tendrán tambidn iguales los ángulos apuestan ct las lineas 

rectas iguales. 

9. Biscc~r un jnqulc rc=tilln~~ dado. 

10. Bisecar una linea recta finita daJa. 

11. Trazar unil 1 i.nca rcct;\ perpendicularmente a otra da.da dcsd1_~ un 

punto de esta. 

12. 'l'ruz,:,,r una 1 inea rcct:.:-i perpcndiculur a otra infinita clad1"1 1 

desde un punto qu~ no esté sobro ésta última. 

13. Si se traza un~1 l 1nca recta salJrc~ otra, fonndndo ángulo, 

formará dos angulas rectos o bien angulos cuya surna ::;ea igual ü 

dos ángulos rectos. 

14. Si con Unil linea recta cualquiera y pasando por un punto i::n 

ella dos lineas rectas, que no estén en el mismo l.:ido de la 

primera, forman ángulos adyacentes cuyd suma sea i.gua.l a dos 

rectos, las dos lineas rectas scra11 un~ co11cj.nunc1or1 de la otra, 

constituyendo una sola linea recta. 

15 . .Si dos lineas rcctns se cortan, forní.In úngulos opuestos por el 

vértice iguales entre si. 

16. En un triángulo, si se prolonga uno de los lados , el á11gulo 

exterior es mayor que cualquiera de los interiores y opuestos. 

Demostración. 

Sea ABC '..;;Jl triánqulo,prolónguesc uno de sus lados BC hasta Dt 

los ángulos interiores y opuesto~ CDA, ílAC. 

Sea AC bisecado en E fr,rop. tal, y sea BE prolongado 

hasta F en linea recta; 

sea EF igunl u DE, [prop. 11 
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únanse F y C lf•o11t. 11 1 y trácese AC por G. lpa~t. 21 

Entonces, como AE es igual a EC, y DE a EF, 

los lados AE, EB son iguales a los lados CE, EF respectivamente; 

a e o 

y el ángulo AEB es igual al angulo FEC, por ser ángulos 

opuestos por el vértice. {prop. '1.Sl 

Entonces la base AB es igual a la base FC, 

y el triángulo AEB es igual al triángulo CFE, 

y los ángulos restantes son iguales a los otros ángulos 

restantes, respectivamente, es decir, aquellos que subtienden los 

lados iguales; {prop. 4.I 

entonces, el ángulo BAE es igual a el ángulo ECF. 

Pero el ángulo ECO es mayor que el ángulo ECF; (ti. c. 51 

Entonces el ángulo ACD es mayor que el ángulo BAE. 

De igual forma, si BC es bisecado, el ángulo BCG, es decir, 

el ángulo ACD 

ángulo 1111c. 

lprop. \51 1 

Por lo tanto etc. 

puede probarse que es mayor que el 

Q. E. o. 

17. En un triángulo dado, la suma de cualesquiera dos ángulos es 
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manar que dos rectos. 

Demostración. 

Sea ABC un triángulo; 

Digo que dos ángulos del triángulo ABC tomados de cualquier 

manera son menores que dos ángulos rectos. 

Prolónguese BC hasta D. [post, 21 

Entonces, puesto que el ángulo ACD es un ángulo exterior al 

triángulo ABC, es mayor que el ángulo opuesto e interior ABC. 

{prop. 161 

Agréguese el angulo ACB a cada uno; entonces, Jos ángulos 

ACD, ACB son iguales a dos ángulos rectos. [prop. 131 

A~ 
B C e 

Entonces los ángulos ABC, BCA son menores que dos ángulos 

rectos. 

Similarmente podemos probar que los ángulos BAC, ACB son 

también menores que dos rectos, y también los ángulos CAB, ABC. 

Por lo tanto etc. Q. E. D. 

18. En un triángulo, el lado mayor se opone al ángulo mayor. 

19. En un triángulo, el ángulo mayor es opuesto al lado mayor. 
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20. En un triángulo l.a suma de dos lados cualesquiera es mayor que 

el otro lado. 

21. si sobre uno de los lados de un triángulo, y a partir de sus 

extremos, se trazan dos rectas que se corten dt!:n"t.rn rii:1 triángulo, 

1 a snma de la:; !:"cct<i.::; as i tra zndrl:s sera r.i.cnor que l.:i ~urna de los 

do~ lados resta11tcs del tri~ngulo, pero el ángulo que comprcnda11 

será mayor. 

22. Con tres lineas rectas, que ce~n iguales n trec lineas rectas 

dadas, constrü.yasc un triángulo; por tanto es necesario quQ Ja 

suma de dos cualesquiera de ellas sea mayor que la restante. 

Demostración. 

Sean A, D, e, las tres lineas dadas tales que al tomar 

cualosquiera dos de ellas sean rnós grandes que la restante, 

llámese: 

A, B mayores que e, 

A, e mayores que B, 

y B, C mayores que A; 

E 

A------

a-----

c--·--
se rcqui..:?re entonces construir un triángulo con lineas rectas 

iguales a A, B, c. 



constrUyase una linea recta DE, con D como un extremo pero con 

longitud infinitd en direccion de E, 

y sea DF igual a A, FG igual a B y Gil igual a c. [pro¡¡. JI 

Con centra en F y distancia FD tr~cese el circulo DKL: de 

nuevo, con centro en G y distancia Glt trácese el circulo KLH; 

y únase KF y KG; 

Digo que el trlángulo KFG se ha construido de tres lineas 

rectas iguales a A, B, c. 

Puesto que el punto F es centro del circulo DKL, FD es 

igual a FK. 

Pero FO es igual a A; entonces, 

KF as igual a A. 

De nuevo, como el punt0 G es centro del circulo LKH, 

GH es igual a GK. 

Pero GH es igual a C; entonces, 

KG es igual a c. 

y FG es igual a B: 

entonces, las tres lineas 

tres 1 ineas rectas A, B, 

triángulo KFG. 

rectas KF, FG, GK, son iguales a las 

e, y de ellas se ha construido el 

Q. E. D. 

23. Dada una linea recta y un punto en ella construir un ángulo 

rectilineo igual a otro dado. 

24. Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, 

respectivamente, a dos del otro, pero uno de los angulas 

comprendidos por una de las parejas de lados es mayor que el de la 

otra, también tendrá la base mayor el triángulo de la pareja de 
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mayor angulo. 

25. Si dos triángulos tienen dos la dos de uno iguales, 

respectivamente a rlon rlP} ~t~~, p~r~ lu Gds~ del princro es rn~yor 

que lil dt:l };nciundo, el ..ingulu de la princra pi1rcja de: rectas <Jcr.··1 

mayor que el de la segunda. 

26, Si dos trié.ngulos tienen do~;; angulos de uno iqualcs, 

rcspectivamentQ a dos c!cl otro, y u11 1(1do igual a ur1 lado, ya sea 

el lado que une los angtilos iguales o aquól quo subti~nde uno dP 

los ánguloa iguales, tarribiCn tc:drán lc·s la.dos restantes iguales a 

los lados restantes y el ángulo rQstar1te al ángulo restante. 

Dernostración. 

Sean ABC, DEF dos triángulos tales que los tinr¡ulos ABC, BCA 

sean iguales a los ánguloG DEF, EFD rcsp<;:ctivamcnte, J' cuyos lados 

que unen ángulos iguales sean iguale5, es declr, 1_ü lado ne ,1 EF; 

Oigo que también tendri.iil los lados restantes iguales a los 

lados restantes, respectivamente; es decir, el lado AB al DE y AC 

al DF, y el ángulo restante igual al ángulo restante, es decir, el 

ángulo BAC al EDF. 

Pues, si AB no es igual a DE entonces, uno de el los es mu.yor. 

Sea AB mayor y sea BG igua 1 a DE; y únase GC. 

Entonces, como BG es iaual .1 DE, y BC a EF, los lados GB, BC 

son iguales a los lados DE, EF respectivamente; 

y el ángulo GBC es igual aJ. ángulo DEF; c:ntonces, la base GC 

e~ igu~l d la base DF, y el triángulo GBC es igual al triáPqulo 

OEF, y los ángulos restantes son iguales a los ángulos restantes, 

es decir aquellos que subtienden lados iguales; lprop 41 

entonces, el angulo GCB es igual al ángulo DFE. 
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Pero el ángulo DFE es igual, por hipótesis, al ángulo BCA; 

entonces, el angulo BCG es igual al ángulo DCA, 

es decir, que el ~is chien PS igual al mayor, lo que es imposible. 

Entonces AB 110 es dcsigu~l a DE, por lo tanto es igual a ól. 

Pero BC tambió11 es igual a EF; por lo tanto los lados AU, BC 

son igualas a los lados DE, EF respectivamente, y el ángulo ABC es 

igual al ángulo DEF; entonces, la base AC es igual a la base OF, y 

el ángulo rest.:mte DAC es igual al angulo restante EDF. lpr.,p . .\l 

~ B-------~C 
/ 

/ 
E F 

Nuevamente, sean lados que subtienden ángulos iguales, como 

AE a DE; 

Digo de nuevo que los lados restantes serán iguales a los 

lados restantes, llámense AC a DF y BC u I:F, y ntin más el ángulo 

restante BAC es igual al ángulo restante EDF. 

Pues, sí BC no es igual a EF, uno de ellos es mayor. 

Sea BC el mayor, si es posible, y sea BH igual a EF; y únase 

Ali. 

Entonces, como BH es igun l a EF 1 y AB a DE, los lados AB, DH 

son iguales a los lados DE, EF respectivamente, y contienen 

ángulos iguales¡ entonces, la base AH es igual a la base DF, y el 

triángulo AIJH es igual al triangulo DEF, y los ángulos restantes 
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serán iguales a 

subt l enden l ñ<io!' 

los angules restantes, es decir, aquel los que 

igualPs; 

igual al angulo EFO. 

Pero el ~ngulo EFD es igual al angulo UCA; por· lo tan~o en el 

triángulo AHC, el .1.ngulo exterior BHA es .i9ual al angulo intt.2rior 

y opuesto BCll: 

lo que es imposible. [prnl'. ltd 

Por lo tanto ne no es tlcsigu~l a EF, por lo t.111to es igttal a 

él. 

Pero AB también es igual a OE; por lo t¡:111t.c lo~ l.idos AB, BC 

son iguales a los lados DE, EF rcspectivilmcntQ, y contienen 

ángulos iguales; entonces, la basn AC es igtwl a la. base OF, el 

triangulo ABC es iqua 1 <11 tri anqul o OF.~-·, y el ;:\ngulo rcstant e BAC 

es igual al ángulo rc!;tante EDF lp1 up. 41 

Por lo tdnto etc. Q. E. O. 

27. Si una 1 in ea recta cortil u otra~ dos formando con ós.tas 

dngulos alternos internos i9ualcs, las rectas serán paralelas 

entre si. 

Demostración. 

Sea EF la linea recta que corta a las 1 ineas rectas AB, CD 

formando los ángulos alternos internos AEF, EFD iguales; 

Digo que AB es paralela a CD. 

De lo contrario, al prolongar AB, CD se encontrarán en 

dirección de B, D o hacia A, c. 

Prolónguese para que se encuentren en dirección de B, D en G. 

Entonces en el triángulo GEF, el ángulo exterior AEF es igual 
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al angulo interior y opuesto EFG: 

lo cual es imposible. (prop. 161 

Por lo tanto, AR, CD al prolongarse no se encontrarán en 

dirección de B, D. 

A 
E¡/_ 
/ 

/ /G 

e 

Í 
Simi larmcnte ce puede probar que tampoco se encontraran en la 

dirección de A, c. 

Pero lineas rectas que no .:;;,_, encuentran en cualquier 

dirección son paralelas; 

Por lo tanto J\ll es paralela ñ co. 

Por lo tanto etc. 

Q. E. D. 

28. Si una línea recta que atraviesa a otras dos, formu con una de 

estas un angulo externo igual al interno y opuesto del mismo lado, 

o los ángulos interiores en el mismo lado igual a dos ángulos 

rectos, las 1 íncns rectus serán paralelas entre si. 

C<'lbe notar que para la demostr~.ición de estas proposiciones no 

se utiliza el quinto postulado. Es a partir de la proposición 29 

que éste se utiliza y es por ello que el resto de las 

proposiciones no han sido incluidas, ya que, tanto éstas como los 
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resultados que de ellas se desprendan, dependerán de la validez 

del quinto postulado. f.ste Ultirno sera analizndo más adelante. 

sin embargo, dentro de las primeras 2B proposiciones se 

cncuentr:ln unn serie de tl!Sult~'l'i".Js que tienen ímp1lca.cioncs de 

gran valor; entre éstos están los siguj ,-·ntc;::;: 

La i:;x.istancia de perpend icu1 ares !pr••1>!<. 11 121; en un 

triángulo el angulo exterior es mflyor que cuü.lquiera de los 

interiores y opuestos lr·r"r 16! ¡ en un tri<lnqulo la suma de 

cualesquiera dos angulas es mQnor que dos rectos lprop. 111: es 

pasible construir un tri angulo dados sus tres li\dos lprcp.221; 

criterios de congruencia de. triángulos fp1'cr"· 2~. 2s •~t.i ¡ 

existencia de paralelas; el reciproco del quinto postulado e5 

cierto tpro¡.. 271; etc. 

Puesto que estos resultados se derivñn bás1camenta de loG 

primeros cuatro postulados, será importante recordarlos, ya que su 

validez dependerá únicamente de la validez de estas postuladas. 



CAPITULO 2 

El quinto postulado y el surgimiento de la geornetria no 

euclidiana 

2.1 Demostraciones del quinto postulado~ 

Desde su formulación, el quinto postulado (el postulado de 

las paralelas) causó gran controversia, pues mientras algunos 

consideraban que no era evidente, por lo que no debia incluirse 

entre los postulados, otros argumentaban que si su recíproco es 

demostrable mediante los primeros cuatro postulados, entonces el 

quinto postulado también debe ria ser consecuencia de estos. Por 

esto es muy comprensible lil multitud de intentos que se hicieron 

por probar este postulado. 

En la mayoria de las demostraciones no se intentó demostrar 

el quinto postulado de una manera directa, sino que se utilizó un 

equivalente de éste, actualmente conocido como el postulado de 

Playfair: 

üada una linea recta y un punto exterior a cll.ít, existe una 

ünica linea recta paralela a la recta dada por el punto dado. 

A continuación se presenta la demostración del quinto 
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postulado de Euclides a partir del postulado de Play fa.ir.', 

Sean AD, CD linc~s rectas tales que formen cnn ln transv~rsal 

EF los angules AEY y EfC, y AEF T EFC < 180 

Por demostrar que AB, CD se intersecan del Indo da A y t', 

Por E trácese la línen recta GH de ta 1 manera que forme con 

EF el ángulo GEF igual (y alterno) al ~ngulo EFD. 

Entonces GH es paralela a CD. tprop. z·n 

Entonces AB debe intersecar a CD en unn u otra dirección, ya 

que de no sor asi, AB seria paralela a CD; entonces se tendrían 

dos lineas rectas AB, GH paralelas a CD por el mismo punto E, lo 

cual es imposible. 

Por lo tanto AB y CD se intersecan. 

Puesto que AD y CD se intersecan, deben formar un triángulo 

con EF, 

pero en cualquier triángulo la suma decualesquiera dos 

ángulos es menor que dos ángulos rectos, 

1 
Healh, T., Luclid'c t:lemenls, p. 313. 
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por lo tanto los ángulos AEF y EFC (cuya suma es menor que 

dos ángulos rect<>s), y no los ángulos BEF y EFD (cura suma es 

mayor que dos angulas rectos) son los ángulos del triángulo; lprup. 

IJI 

esto es que, EA y FC se interwecun en la dirección de A, e; o en 

el lado de EF en el cual la suma de los ángulos es menor que dos 

angulas rectos. Q.E.JJ. 

Se ha demostrado entonces, que el po5tulado de Playfair 

implica el quinto po~tulado Je Euclides 1 por lo que cualquior 

demostración del primero sera Válida para el segundo; y puesto que 

éste es más cvidcnt.c, parece natural que se hayu preferido 

utilizar en las demostraciones que se intentaron del quinto 

postulado. 

Cabe aclarar que pílra demostrar el quinto postulado no es 

posible utilizar ningún equivalente a éste, pues se estaria 

partiendo de lo que se quiere probar: y que además, esto es 

distinto a demostrar su equivalente, lo cual no es mas que una 

simplificación de la demostración. 

Algunas de estas demostraciones son: 

Prueba de Proclo", 

Mediante este razonarn.iento Proclo quería demostrar que, si se 

tienen dos rectas paralelas, cualquier recta que corte a una de 

2 
Greenberq, H. p. 123 
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ellas cortara tarnbión a la otra, lo cual es una forma equivalente 

de plantear el postulado de Playfair ry por lo tanto de plantear 

el quinto postulado de Euclides). 

Dadas dos lineas paralelas 1 y rn. Supónga5e que la linea n 

corta a rn en p. 

Por demostrar que n corta también a l. 

Sea Q el pie de la perpendicular desde P a 1 

Si n coincide con PQ, entonces, interseca a 1 en Q. Si no, un 

segmento PY ele n está entre PQ y otro segmento PX en m. 

Sea X el pie de la perpendicular desde Y a m. 

----~r~-~l----n -m 

GI 

Ahora, como el punto Y reside indefinidamente desde P en n, 

el segmento XY aumenta indefinidamente en tamaño, y por lo tanto 

eventualmente se vuelve mayor qu~ el segmento PQ. 

Por lo tanto Y debe de cruzar al otro lado de 1, 

entonces, n debe cortar a l. 
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En esta demostración Proclo supone que
3

: 

a) Si dos lineas se intcrsP.f'."<1.n, J,1 distuncict a una de ellas 

desde un punto de la otra, rlumcnta inJefinidamente a medida que el 

punto se aleja del lugar de intersección de lae dos =octas. 

b) El segmento rnás corto que une una linea a un punto externo 

es el segmento perpendicular. 

e) La distancia entre dos paralelas esta acotada. 

a) y b) pueden probarse usando los postulados 1 a 4, sin 

embargo e) se está utilizando como un postulado adicional que 

resulta ser equivalente al quinto postulado de Euclides'; es por 

ello que la prueba hecha por Proclo no es valida. 

Wallis realizó numerosos intentos por demostrar el quinto 

postulado al no conseguirlo, agrega a los cuatro primeros 

postulados un quinto' 

Dado cualquier tiángulo ABC y dado cualquier segmento DE. 

Existe un triángulo DEF, con DE corno uno de sus lados que es 

semejante al triángulo ABC. 

A partir de este nuevo grupo de postulados, Wallis realiza lo 

que para él es una demostración del quinto postulado6
: 

Dado un punto P exterior a una linea recta 1, constrúyase una 

paralela a 1 por P (trazando la perpendicular PQ a l y luego por P 

3 
Prcnowllz, W. y Jordon, H., Da!llc Concepls of Ceomelry, p. 29. 

4
creenbcr9 1 H. J., EucJJdean <'lnd Non Euclldeon Ccomotry, p. 12J. 

5 
lbld .• p.125. 

6
tbld.. p.126. 



la perpendicular m a PQ). Sean cualquier otra linea recta por P. 

Debemos p:r:-obar que n inter~cca a l. 

Considérese un segmento n con P corno un ex.tremo y que esté. 

nntrc un segmento do m y PQ; di:.~ cualquier punto n ~n er;te segmento 

sea RS perpendicular a PQ. 

Aplíquese el postulado de Wallis al trülnqulo PSR }' el 

segmento PQ. Entonces existe un r ... unto '!' tal que el triangulo p:_;n 

sea semejante al triangulo PQT (es más, dójese a rr en el mismo 

lado de la linea PQ que J(). 

Q T 

Por definición de triangulos semejantes .: TPQ ~ .t. RPS. Pero 

como las rectas PQ y PS coinciden, éstos son lados comunP<J, y 

puesto 'J'1e T nstd. en el mismo lado respecto a PQ que R, la única 

manera de que sean congruentes es que sean iguales. Entonces, las 

lineas PR y PT coinciden, entonces, T está en 1). De igual formil r 

¿PQT e.: ~ PSR, pues son rectos; entonce:-., T esta en 1. Bntcncc.:.:.;, 

y n se intarsecan en rr¡ rn es, por lo tanto, la únic.:i linea por p 

paralela a l. 



El postularlo qua Wallis utiliza
7 

implica que existen un par 

de trid.nqulo::> no congruentes . " seme1antes , .lo curil es un 

equivalente al quinto postulado y por lo tanto lo dernostru.ción no 

es válida. 

Gerolamo Saccherj utilizó para su prueba el estudio de 

cuadriláteros ABCD que tienen dos lados iguales llD ~ CB, y 

perpendiculares a un tercer lado AB. Sin asumir el postulado de 

las paralelas hizo un estudio exhaustivo de dichos cuadrilátüros 

(que ahora reciben el nombre de cuadriláteros de Saccheri) . 

Saccheri probó que el ángulo en e era igual que el ángulo en 

D; y formuló tres hipótesisq: 

A 

1 
1 

¡ 

_rJ 
B 

(1) La hipótesis del ángulo obtuso (los ángulos en e y o son 

mayores de 90°). 

7 
Pr·enowllz, w. y Jordan, H., pp. 30 y Jl. 

B 
Eves, JI,, EstUtllo de las Ceumetrh1!1, p, 321. 

9 
Prenowltz. W. y .Tordan, H., Daslc Concept& of Ceornetry. p.32. 
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(2) La hipótesis del ángulo r-ecto (los ángulos en C y D son 

rectos). 

(3) La hipótesis del angulo agudo (los ángulos en C y D son 

menar-es de 90'). 

La idea de Saccheri era que suponer la validez de lr_s 

hipótesis (1) o (J} llevaria a ilna contradiccicn 1 por lo que lil 

hipótesis {2} seria 13 vdlida (i.e. utilizaría el mótodo de 

reducción al absurdo}. 

Logró invalidar la hipótesis (1) m~di,,ntc el uso del 

postulado 2 y de las proposiciones 16, 17 y 18 cte Euclide~0 • Sin 

embargo, la hipóte5is del ángulo recto implic<-1 qui:-,: 

Si en un cuadr i 1 ti tero un par de 1 a dos opuest.:;s son iguo 1 es y 

si los ángulos adyacentes al tercer lado son recto E, entoncet. los 

otros dos angulos también son rectos11
• 

Lo anterior es un equivalente al quinto postt'lado así es q•.tc, 

a pesar de que intenta no utilizarlo, lo d~ja implícito y esto 

invalida su demostrñc:ón. 

Posteriormente J. Heinrich Lambert hizo su estudio acerca de 

un cuadrilátero con tres ángulos rectos, y formuló las mistttdt• 

hipótesis que Saccheri para el i\nyulo restante. sin embargo sus 

hipótesis no podian llevarlo a li.i demostración ya que su estaba 

suponiendo otro equivale~te al quinto postulado: 

10 
C4ns 1 D., An tnlr-oduc.tJon to tfan E1JcllU1J~n Ceometr-y, pp. 22-2·1. 

11 
l:vei>, H., Estudio de lan Gennoct.rles, p. J21. 



Si en un cuadrilátero tres ángulos son rectos, el cuarto 

también 1 o es12
, 

Por otra parte, 1\. Legcndre planteó tres nuevas hipótesis en 

las que tomaba cor:io objeto de estudio los triitngulos y analizaba 

la suma de sus ángulos interiores, ésta podia ser: 

-mayor que dos rectos, 

-igual a dos rectos, o 

-menor que dos rectos. 

Invalidó l;i primera hipótesis y uno de sus intentos por 

invalidar la terceru fue
13

·. 

Sea ABC un triángulo cuya suma de sus ángulos sea menor que 

dos ángulos rectos. 

Se define el defecto de un triángulo como la diferencia de 

lBOQ y la suma de sus ángulos interiores, 

entonces 1 la suma de sus ángulos es 180 ·-a, donde a es el 

defecto del triángulo en grados. 

ConGtruyase el triangulo BCD de tal modo que L BCD ; L ABC, 

CD AB y uniendo BD. La suma de sus angules, por ser congruente 

al original, es 180"-a. 

Dibújese por D una linea que interseque a AB y AC en E y F 

respectivamente, formando los triángulos BDE y CDF. La suma de 

12 
Ibldem, 

IJ 
Ibld., p. 2!J. 
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todos los ángulos no es mayor de 720~-2a. Por lo que la suma de 

los ángulos del triángulo AEF es no mayor que 

720·-2a-540'=180·-2a. 

Por lo tanto el defecto del triángulo AEF es por lo menos 2a 

mientras que el del original ABC es ~. 

Por lo tanto se ha podido encontrar una construcción que 

duplica el defecto. 

e 

F 

\ 
\ / 
\ / 

\ 

/ 
/ 

A-'------~8--------·---- E 

De igual modo puede construirse un triangulo cu;-o defecto sea 

no menor que 4a, y asi sucesivamente. Es decir, que puede 

construirse un triángulo cuyo defecto sea arbitrariamente grande. 

Pero el defecto Ue un triángulo debe ser menor que 180ª. Por !o 

tanto se tiene una contradicción. 

Por lo tanto, la suma de los ángulos da un triangulo no pue:le 

ser menor que dos rectos. 

Los intentos de demostración de Lngendre no fueron válido,; ya 

que utiliza, corno una de sus hipótesis, un equivalente al quinto 
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postulado: la suma de los ttngulos interiores de un trián')ulo es 

180gu, y para demostrar su tercertl hipótccL; utili~a otro 

equivalente: da.do un punto en un ángulo es posible trazar una 

recta que intersecte a ambos lados del angulo 1s. 

También Bolyai realizó diversos intentos por demostrar el quinto 

postulado; el que a continuación se presenta se busa, corno en los 

casos de Proclo y Wallis, en la idea de democtrar que por un punto 

exterior a una recta, sólo e5 po~ible trazar una paralela a ella, 

ya que cualquier otra recta por ese punto la intersecará16 

(poGtulado de Playfair): 

Dado P no en una linea 1, PQ perpendicular a 

perpendicular a PQ e n P. 

sea n cualquier línea por P distinta de m y PQ. 

Por demostrar que n interseca a l. 

Sea A cualquier punto entre P y Q. 

en Q, y m 

Sea B el único punto tal que A, Q, y B sean colineales y 

sea R el pie de la perpendicular de A a N. 

Sea C el único punto tal que A, R, y e sean colineales y 

Entonces, A, B, y e no son colineAl~~, entonces, hay un tinico 

14 
lblde.m, 

IS 
Can•, D., An lnlroducllon to Non-Eucl ldoan Geom,.try, p. 29, 

16 
Grcenbcrg, H. pp. 135-136. 
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circulo r que pasa por ellos. 

Corno 1 biseca perpendicularmente a 1 u cuerda Ai3 de r, y n 

biseca perpendicularmente a la cuerda AC de 1, entonces, 1 y n se 

intersecan en el centro de r. 

En este caso Bolyai utiliza la siquiente equivalencia: 

Una circunferencia puede hacerse pasar por tres puntos 

cualesquiera no colinealcs17
. 

2.2 Equivalentes al quinto postulado. 

En todas los intentos que se hicieron por <.iemos,trar el quinto 

postulado se utilizaron axiomas equivalentes o suposiciones que 

implicaban o eran consecuencia del quinto poGtUlado; a 

continuación se enuncian algunos do estos equivulente~: 

La distancia entre dos paralelas esta acotada. 

11 
Eves, 11., E:r.;t11i.llu ~e lin• Geo111et.,.lo.s, p. 32.1. 
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Existen un par d8 tri.~n0n1 o~; ne ::::J:·iqru~ntc~ semejantes. 

Si en un cu~(Jrjlátcro un p~r <l~ lados opuestos sori iguales y 

si los ángulos ad~{accntcs al tercer lado son rectos, entonces los 

otros dos jngulo~ también son rectos. 

Si en un cuadrilátero tres angulas son rectos, el cuarto 

tambien lo es. 

La suma de los ángulos interiores de un triángulo es 180°. 

Dado un punto en un angulo es posible trazar unn recta que 

interseque a ambos lados del áng1J]o. 

Una circunf ercncíu puede hacerse pasar por tres puntos 

cualesquiera no colinealns. 

Por un punto exterior .;i una rectu dadu solo es posiblt? trazur 

una paralela a dicha recta. 

2. 3 Resumen histórico de las demostraciones y equivalencias 

al quinto postulado; surgimiento de las nuevas geometrías. 

Se han mostrado ya unos cuantos de lo~ numerosos intentos que 

se hicieron por demostrar el quinto postulado; entre las personas 

que lo intentaron, incluyendo a 

encuentran: Ptolomeo (305-283 

lon que ya he 

A.C.) , Proclo 

mencionado, se 

(410-485)' el 

astrónomo y matemático persa Nassiraddin (1201-1274), y el inglés 

Wallis (1616-1703), entrP ~lptno~ 8trc~. 

La primera contribución significativa se debió al italiano 

Gerolamo Saccheri (1667-1733), profesor de la Universidad de 

Pavía, quien en 1733 publicó EuclidQE. ~ omni .ll.QQYQ vindicatus 

(ºEuclides liberado de toda f;:illu"). En su extenso trabajo, 



Saccheri estudió un cu:idrll~tc~ro J\UCD en el que AC " BO y 1 os 

ángulon en M y B son rectos. Formuló, en base a esto, tres 

hipótesis y logró demostrar, por medio de este cuadrilátero, que 

la suma de los ángulos interiores de 1.1n triángulo no exceden dos 

rectos. 

En 1766 el aleman ,1otiann ll<'inricl1 Ldmbert (1728-17 .'7) 

escribió Die thcori~ 

cuadrilatero con tres 

El 

ángulo'""'. rectos y (on:1ul o 

utilizó un 

las mismas 

hipótesis que saccheri para el üngulo restante. Lambert eliminó la 

hipótesis del ilnqulo obtuso pero no asi la del agudo, cuyas 

conclusiones al respecto fueron confusn . .,. Sir. cr.1LüC<JO, formuló unu 

conjetura acerca de la gcornctr1a donde podrj .i. verificarse dicha 

hipótesis* 

Adrien-Marle Lcgendrc (1752-1B33), itdlo-fruncés, reali~0 

tarnbien numerosos intentos por demostrar el postulado de las 

paralelas, mismos que publicó en Elemcnt~ de g_~Q!!?tric desdo 179lt 

hasta 1B2J, año en que finalmente creyó haberlo logrado; pero en 

su prueba utilizó un axioma odicional que, ul ser muy evidente, no 

parecia ser equivalente al quinta postulado. Lcgendre utilizó al 

igual que Saccheri y Lambert el mctodo de reducción al absurdo, 

pero consideró tres hipótesis nuevas: la suma de los ángulos 

interiores de un triángulo es mayor, igual o menor quP dn:: d.ngulos 

rf?ctoc; nun~a pudo invalidar la t.iltim11 hipótesis. 

Después de tantos fracasos en ~a demostración del quinto 

postulado, se consideró un nuevo punto de vista en el que, 

utilizando el postulado equivalente formulada par Play fa ir, SUI'gen 

tres hipótesis: 
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Saccheri estud iO un cu.:idrildlero AOCO en el que AC = ED "/ lo;.:; 

ángulos en ;.. y n ¡,,;on rectos. Formuló, en base a esto, tres 

hipótesis y logró demostrar, por medio de este cuadrilátero, que 

la suma ele los ángulos interiores de un trüingulo no exceden do~ 

rectos. 

En 1766 el alemán Johann Hcindc:h Lérnl>crt (1728-17 :7) 

escribió El utilizó un 

cuadrilátero con tres ángulo'· rcctoG y fon:iu1o lds misr;;,:¡5 

hipótesis que Saccheri para el úngulo rcstant.e. Lambert cli!ni.no la 

hipótesis del ángulo obtu~o pero no or.i la :Ie.1 agudo, cuyas 

conclusiones al respecto fuuron confusn:J. Sir. t.:rnba rgo, formuló una 

conjetura acerca de. la geometrH\ donde podría verificarse dicha 

hipótesis. 

Adrien-Marie Legendre (1752-lBJJ), italo-francós, reali•~ 

también numerosos intentos por demostrar el postulado de las 

paralelas, mismos que publicó en flemcn_t_~ ~§ ggometri_g desde 1794 

hasta l82J, año en que t inalrnente creyó haberlo logrado; pero en 

su prueba utilizó un axioma adícionnl que, i.11 :::.ec muy evidente, no 

parecia ser equivalente al quinto postulado. t.cgendre utilizó al 

igual que Saccheri y Lambert el método de reducción al absurdo, 

pero consideró tres hipótesis nuevas: lu suma de los ilngulos 

interiores de un triángulo es mayor, igual o menor '1"~ d::::::: .:.o.1:;1ulos 

rectos; ounca pudo invalidar la última hipótesis. 

Después de tantos frac<l.sos en ; a demostración del quinto 

postulado, se consideró un nuevo punto de vista en el que, 

utilizando el postu1'•do equivalente formulado por Playfair, surgen 

tres hipótesis: 



Dada una recta y un punto fuera de ella puede trazarse: 

- más de una paralela, 

- sólo una paralela, ¡,111tn10 pü>;tu1,,d0l 

- o ninguna paralela a la recta duda. 

Dajo este nuevo enfoque, el ruso Nicolai Ivanovich 

Lobachevski ( 1793-1836), presentó un trabajo a l;i división 

Fisica-Matcmática de la Universidad de Kazán, en el afio de 1826, 

ncerca de una nueva geometria en la que no era válido el quinto 

postulado, y en cambio se cumplj a que por un punto exterior a una 

recta dada puede trazarse más de una paralela a dicha recta. 

Mientras tanto, el húngaro Johan Bolyai {1802-1860), quien 

habia trabajado en lo mismo d~sdc 1823, continuó su trabajo hasta 

su publicación en 1831. 

Por otro lado, hny 

personales a Bessel (1829) 

Karl Friedrich Gauss 

cvidcnc.iil, por medio 

y papeles personales, 

(17'17-1855)' hab.ia 

d~ sus cartas 

que en Alemania, 

ya llegado a 

significativas conclusiones al respecto, pero dicho resultados no 

serian publicados sino hasta después de su muerte por el temor que 

Gauss sentia de darlos a conocer. 

Asi pues, Lobachevski, nolyai y Gaus:; habían llegado al mismo 

resultado, al descubrimiento de una geomctria en donde no era 

válido el quinto postulado: la Geometría no euclidiana. 

El orden de aparición de las publicaciones fue lo que dió 

prioridad para que la nueva geometría se denominara: Geometria 

Lobachevskiana, también conocida como Gcometria Hiperbólica. 

Fue con la construcción de .los modelos de FClix Klein 

(1849-1925), Henri Poincaré (1854-1912), Eugenio Beltrami y Arthur 

.\.\ 



cayley, que la nuev~ gcom.::Lr:.1-a ganó cnracter in tui t.i vo y fue 

establecida, do manera incuestionable, la independencia de los 

cinco postulados. 

En 1854, Bernhard Riemann (1826-1866) demostró que podia 

desarrollarse otra geometr1a no euclidiana compatible con la 

hipótesis del ángulo obtuso, en la cual se cumple que: por un 

punto cxte1·ior a una recta dada ninguna paralela a ella puede 

trazarse. En esta goomatria, a diferencia de las planteadas con 

anterioridad, no sólo no es válido el quinto postulado sino que 

incluso, a diferencia de las otras geometrías, no se verifica la 

unicidad de la recta que une dos puntos dadoz. A esta geometria se 

le denomina Riemanniana o Eliptica. 



CAPITULO 3 

El modelo de Poincaró de ln gcomctria lobachevskiana. 

3.1 Dcfinicion del modelo de Poincare. 

Si el quinto postulado de Euclides fue:ru consecu'.:'ncia de los 

primeros cuatro postul <-~do.s cuceder1a que, ncr,¡ando &stc y 

admitiendo Jos otro~;, se 1 l cqar i J. .i contr.1dicT iones cnn ;1 l •3un0 C.t 

ellos y por lo tHnto contradiccionc~. con l J geornctria 

euclidiana. F1w as1 corno LobachCV!.iJ.:i construyó un,1 nueva. 

geometría; ::;upll!.>D los pr.imcros cuatro po::;tul ados, lo~-; cual e~. 

implican la oxist~ncia de Lis paraleJ.a.s y en vez del gu.into 

postulado utilizó el siguiente principio: 

Por un punto exterior a u11a recta dad~ puede trJ2arsc n1ds dn 

una paralcla 1
• 

De este nuevo conjunto de postulados dedujo una Sl~ric de 

teoremas en los cuales es imposible encontrar contradicción 

algun;:,. 

Estoc tf2oremas son muy diferentes de aquellos a los que se 

1 
Ne•Jeclon Qel poslu]Mlo d,. P!~rr).:r. 



está acostumbrado e implican resultados muy distintos a los de la 

geometría de Euclides, por ejcmplo2
: 

- No existen figuras semejantes no congruentes. 

- La suma de los ángulos de U'.1 triángulo es menor q'.J.E· dos 

rectos. 

- No siempre es posible trazar una cir:::unfcrcncia por tres 

puntos dados, cte. 

Cabe notar que estos resultados son la negación de los que se 

habían presentado ya como equivalentes Ltl quinto postulado, por lo 

que es da esperarse que en unn geometría en donde no es válido 

este postulado, los resul tut.los itnteriorcs .sean ci~rto~;. 

Posteriormente, otros autores contrib'..lyeron a la 

consolidación de la tcoria Lobachevskiana. Henrie Poincaré, nacido 

en Francia en 1854, hizo grandes contribuciones u diversas ramas 

de la fisica y las matemáticas; y su imaginación se ve reflejada 

en su obra Les .fQndements de la Geometrie dom.le planteó un modelo 

de la geometría de Lobachevski relacionándolo con la ciencia 

experimental, lo cual permite que la geomctria que éste representa 

se torne más comprensible. 

En c::;::c T.J.Cdclo ~e SllpnnP nn mundo encerrado en un circulo de 

radio R y que está sometido a las s~guientes leyes3
: 

2
serlet F'l losorfa de la Ciencia, llenrle Polnc.,rC, p. 147. 
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_La temperatura no es uniforme, sino que es máxima en el 

centro y disminuye a medida que se aleja de él, para reducirse al 

cero absoluto cuando nlcanzrt 1;\ r,i.r:-11nfP.renC"i'1 por 1;-i ::-u"Jl estó. 

limit~rio el ntundo. 

La temperatura absoluta en c.1d.1 punto sera proporcional a 

R2-r2
; donde r es lo distancia del punto considerado al centro del 

circulo. 

_Todos los cuerpos dentro de este mundo tienen el mismo 

coeficiente de dilatación; de manera que la longitud de una regla 

cualquiera es proporcional a su temperatura abso.luta. 

_Un objeto transportado de un punto a otro cuya temperatura 

sea diferente, se pone inmediatamente en e qui 1 ibt-lo térmico con su 

nuevo medio. 

La luz atraviesa medio~ de distinta rcfringcr1cia y de manera 

tal que el índice de rcfrncción sea inversamente proporcional a 

R2-r~~ En estas condiciones las trayectorias de los rayos 

luminosos no serian rectas sino cjrculos. 

Asi, un objeto se volverá más pcqucfio a ~edida que se acerque 

al limite do! circulo; por lo cu~l, para un ser que habite en ese 

mundo, este le parecerá infinito, pues, al acercarse al limite 

tanto él como sus pasos scran cada vez más pequeños, de tal modo 

' Ibld., pp. 137-HO. 
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que nunca podrci llegar al límite dE>1 cirr.:t.:lc,· üLiellld!:.> l.'ts 

impresiones visuales de estos sere~:; ccguiriln lu misma trayectoria 

que los rayas luminosos. 

Si estos seres crearan una gcornctria, esta corresponderla ~ 

una gcornctria no euclidiana como la que fucn1 plantearla por 

Lobachcvski; es decir, qu0 este mundo es un modelo dl! c·.:.ta 

geometría, sin embargo, para ellos corrcspondo1·1~ a una geomctrta 

euclidiana. 

Procederé ahora a la definición de los t~lumcntos de dicho 

modelo con respecto a la geomctria de Euclides; me referiró 

entonces al plano euclidiano como el plano II y sns elementos serán 

los c-p'.Jntos, e-rectas, etc. y a los elcri.cntos del modelo de 

Poincaré me referiré como lo.s p-puntos, p-rccta:;, etc. 

Se define entonces: 

\ 
p-rccta r·· -

s 1 

p-punto P-rect~- , 

/ . 
/ ' 

' 

-.-/ ' 

, e ~circulo 

o ~re eta 

p-plano como el interior de la e-circunf~re'lCÍEI r con centro 

en S y radio r>o. 

p-punto como cualquier e-punto contenido en el interior do , .. 
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p-recta los e-arcos de o-circunferencias, rlA radio finito o 

infinito, contenidos en r, y ortogonales a ésta; l.e. los e-ureas 

de e-circunferencias ortogonales a 7 1 y los c-diu.mctros dQ "J'. 

La noción de incidencia dP. puntos y rectas es la misma que la 

euclidiana. 

Dos p-rectas son paralelas si no tienen ningün p-punto en 

común. 

La p-longitud de. un p-!.>cgmento AB, denota.do por. L:. ce define 

como: 

L: ~ t log(AD,UV), 

donde U y V son las intersecciones de la p-rccta que contiene al 

p-segmento AB con "t, ri0. til 1 forma que, '11 div iJ.ir A. ld p-recta en 

dos p-semirectas, V está en la p-scmirccta que contiene a D y TJ en 

la p-semirecta que no lo contiene; y (AB,UV) es la razón cruzadzi 

de A, B, U, V; definida como: 

(1\0,UV) ~ ~~ ~ 

Esta cantidad es positiva puesto que U, V no separan a A, 8, 

por lo que AU y BU tienen el mismo signo, al igual que BV y AV, y 

por lo tanto el logaritmo de (AO,UV) existe. 

Un p-ángulo se define como el e-ángulo en el punto de 

intcrse.cció11 üe las e-curvas que forman la p-rccta, i.e. el 

e-ángulo entre las tangentes en el punto de intersección 

Dos p-ilngulos son iguales si lo son en el sentido euclidiano. 
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Dos p-scgmcntos son p-congruentes si y sólo si ticnún la 

misma p-longitud; es decir, si existe una inversión que mande un 

p-segmento en el otro, ya que la inversión preserva la razón 

cruzuda5
, y por lo tanto, si existe ur.a inve:rsión que mílnde un 

segmento en el otro, su razón cruzada scrj .lo misma de rthi qui:: 

sus longitudes coincidan y los segmentos si;an p-conqrucntcs. 

3.2 El modelo de f'oincare y los po.stulñdos. 

El modelo de Poincaró, por ser un modelo de la geometr1;· 

planteada por Lobachcvski, debe;::-u. cumplir con los primeros cuatro 

postulados d~ Euclides y con la suposición CJUr> h:icr:~ Lobachcvski E:.'!l 

lugar del quinto postulado. 

Pasare entonces a comprobar ésto utilizando la gcomct,...ja. 

euclidiana. En cada postulado se da la definición que diera 

Euclides,(a excepción del quinto postulado donde se d~ la 

definición que dió Lobachevski), y se define .su eguivdlente en 

términos de los elementos del modelo de Poincaré. 

1°rpostulado. _Es posible trazar una linea recta de cualquier 

punto a cualquier punto. 

Dados dos p-puntos, es posible trazar una p-recta 

por ellas. 

5Teor~ma de rl.11:.uin cruzada. IApcndlcc 1. Invcrs!Ónl 
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Demostració:i. 

Sean P y Q p-puntos en T, 

entonces P y Q son e-puntos !por denntclonl. 

CASO l. Si P, Q y S están e-alineados. 

Entonces existe una e-recta l que pasa por P y Q, [lH.1st. 11, 

y contiene también a S, 

Sean U y V las intersecciones del con r, 

entonces UV es una e-cuerda de r que contiene a S, 

por lo tanto UV es un e-diámetro de 7, 

por lo tanto UV os una p-recta por P y Q. !por deflnlctonJ 

Además la p-recta UV es Unica ya que 1 por el postulado 2 de 

Euclides la recta UV lo es. 
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CASO 2. si P, Q y s no ost~n e-Rlinoadcz. 

Entonce,:; existe una circunferencia ( ortogonal a r que pasa 

por P y Q. 

Ya que, sean P y Q p-puntos en r y soa:i P' y Q' l"" inversos 

de P y Q respecto a r, 

sea ( la circunfeFencia que pasa por P, Q, P' y Q'·, entonces 

( es una circunferencia orto~onal a 1 que pa~a por P y Q6
• 

Sean U y V las intersecciones de ( con r, 

entonces UV es un e-arco de ( contenido en ~ que contiene a P y Q, 

por lo tanto uv es una p-recta que pasa por P y Q. 

Además la p-recta lJV es Unica 
7

• 

6 
Shlv~ley, L., Ceometr(o Hodetn•1, ¡•.97 

7 
lbldem, 
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Es posible prolongar una linea recta finita, 

continuamente, en una linea recta. 

Para cada p-segmento AB y CD existe un pu~to E tnl 

que B Rstá entre A y E y CD ~ BE. 

Demostración. 

sean AB y CD p-segmentos. 

Sea L~ = k 

Por demostrar que existe un p-punto E tal que: 

si 13 divide a la p-recta AB en dos 

p-scmircctas, entoni.:es A está en una de ellas y E en la otra y 

L:'. '" L~ · 
Sean ( y \' los e-circulas que contienen a AB y CD 

respectivamente, 

/ 

sea ~' una circunferencia con centro en O tal que e y B sean 

puntos inver:.m:; con rc=.pc.::to u t::lla, ent:onces, e, B y O están 

., 



e-alineados, [0<::(. Jm .... r-:~,..~.J y ~ C!G ] rt e ircuntcrcncia d8 

antisimilituct0 de (y('. 

el inverso de o con respecto a 1./.1 es un pur:to E en tal que 

O, D y E están e-alineados fr1•!f. rt•! Inve1 .. 1onJ, 

es decir que existe una inversión g~JC· munda a CD er. BE', '.>'="t" 

lo tanto CD ~ BE 

es decir que existe 2 t~1 que de- tal furm~1 

que por construcción E está en ld p-sem irectrl quo no contiene a A. 

Jer postulado. __ Es posible describir un circulo con CUillq1!it?i"" 

centro y distancia. 

_ Es posible describir un ?-circulo con cualquier 

p-centro y p-distancia. 

Un p-circulo es un e-circulo tal que todos sus p-p11ntos estG¡1 

a la misma p-distancia de un p-pt1 nto llamado p-centro. 

Sea P un p-punto en o, y sea r>O una p-dista.nci2 d.vla. 

Entonces, por P es p~sible trazar una infinidad de p-~ecta~ y 

en cada una de ella trazar la distancia r>o hacia al'lbos 1<1dos de 

P. (postG. 1y2l 

o 
Un<\ <.:lrcunrerencl-, dntlslml l I Ll1rl 

e 1 rcunferencld recpecto la cual 

Shlveley, Ceornetrla lfodcrna, pp. ;.0112. 

"' 
'ª' 

9
reorem"' de razon cruzalll. Ver c&pltulo de Inversión. 

SS 

e 1 rcunferenc l <'Is 

1111lu u .. ente inver!itaS. 



Los extremo~ de los p-scgmentos así trazados serán los 

p-puntos del p-circulo. con P como µ-centro. 

Demostración. 

Saan l y m p-rcctas por P, 

por definición, l y m son e-circulas ortogonales a J, 

sean P y Q las intersecciones de l y m (por construcción 11 es 

una de las intersecciones), 

por ser 1 ortogonal a y 1n el centro s de 7 está en la recta 

que pasa por PQ, pues '4" es un el.0mento de la familia r de circulas 

ortogonales a la familia r de circules que pasan por p y Q1º. 

-~-------.,," 

/ ,,_ r t}' \ 
\®·-;----- -) 
1\' \ / 

"" 1 / ~- \ / " , __ J_ ______ / 
m 

Sean Ti y T2 puntos en 1 y m de tal forma que L~1 

Jpost .• 2J 

'° ShJveJey, Cr.0111lltrfa Hoderna, pp. 81-91. 



se traza por T1 la e-recta tangente a l; o es la intersección Ce 

dicha tangente con 1 a e-recta que p...lsJ. E--Vr .t:'V., por lo tanto, OTt 

~s el radio <l~ e y e es tamLié11 ortogonal ;1 m11 , entonces ~ e~ un 

elemento de r. 

Por demostrar que T.~ tatlbién cstd en c. 

Sea ~ la circunferencia de a11ti.si.rnilitud de 1 ~· rn, entonces 1 

y m son mutuamente invcrso3, c:ntonct.:~.s ~11 pasa potA P1
...: entonces P es 

su propio inverso,y 

el inverso de T1 c3 un punto T2' en m, 

Por definición de congruenciu di.:! segmentos L;,' · =L~2 ·, 

como l/J es la circunferencia de antisimilitud tfo: 1 y m, C es 

ortogonal a r/1, por lo tanto e es su propia inversa. puesto que e 

no pasa por el centro de v1
1
·
1

, 

por lo tanto €:1 inverso de '1'1 está en e, por lo tanto T2 · 

esta en e, pero como 

L;1
= L~2 y L;1 

= L~2entonces L;,;?= L~2 ·, 

ademas T2 y T2 1 están en m1 por lo tanto T2~T2' 1 

por lo tanto T2 está en C. 

De igual forma, sea n cualquier otra p-recta por P, e:itonccs 

n es ortogonal a r por P y si un pu1,to To en n es tal que L~3~r:.-O 

entonces T~ está en c. 

11 
lbldc111. 

12 
Ibldem. 

13 
lbldem. 
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Por lo tanto e es un e-circulo tal que todos sus puntos estén 

a la misma p-distancia r>O de P. 

i.e. C es un µ-circulo con p-ccntro P y p-distancia r>O. 

Cabe notar que el p-ccntro d8 e no coincido con el e-centro 

e-círculo descrito por el p-círculo. 

4° postulado. _Todos los ángulos rectos son igllales entre si. 

Todos los p-ángulos rectos son congruentes entre 

si. 

sean A y B p-ilngulos rectos en "! entonces A y U ~on los 

e-ángulos formados por las tangentes a la curvas que los forman, 

entonces, los angulas en A y B son rectos cuclidinnamcnte; 

por lo tanto son iguales entre si 

por lo tanto los ángulos A y B son congruentc·s, 

SR 



5° postulado {Lobachevski) _Por un punto exterior a una linea 

recta puPd~ tr~z~rsP ~~s rlP. una paralela. 

Por: un p-pur.to 0xtcrior ;.1 una p- rcct a pt· ·~de 

trazarse más de unñ paralela. 

Sea P un p-punto en 1, y m un~ p-rectit que no contiene a P. 

Sean U y V las intersecciones ~21 c-circ~lo rn con 7. 

Entonces, tnnto U como 11 no son p-puntos. tpn· dcflrdclonl 

Trácese el circulo C. ortogonlll a a que-· pc.:::>c por P y U. 

Sea X la otrH intersección d~ ( con 1 1 entonces el e-arco UX 

es una p-rccta 1 que no intcrsccta a la p-rectu m, 

es decir, 1 es paralela a 1n por P. 

Trácese el e-círculo E; ort.ogonal a 'l que. pas.a por F y V. 

Sea Y la otra intersección de t;: con :r, entonces el e-arco YV 

es una p-recta n que no inte~secta a la p-rcctn m, 
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es decir, n es otra pardlela a m por P. 

De hecho toda p-rcctu que pa=c por r y cuya~ extremos cstón 

entre las cuerdas UY y VX de 1 sera parulela a m por P. 

A las p-rcctas l y n se les denomina paralelas limite. 

3.3 Resultados que dependen de la geometria lobachovskiana. 

Anter-iormcnte se mencionó que hay una serie de resultados que 

dependen de asta gcometr1a, los cu~le~ ~e pueden verificar en el 

modelo de PoincarC. 

El hecho de que las paralelas no sean equidistantes es uno de 

estos resul tados 11
; pues si 

m es una p-recta y P u11 p-punto exterior a ella, 

sea 1 un,1 de las pa1«1l0]as 1 ímite .:i n por P, y U y X los 

extremos de 1, 

sea Q un punto cualquiera de m; 

si Q se aproxima a U entonces 1 a distancia da Q a m se 

aproxima a caro y 

si Q se aproxima a X, entonces lu distancia de Q a m se 

incrementa, 

es decir, que la distancia aumenta en una dirección y disminuye en 

otra al acercarse a la p-recta de una manera asintótica. 

" Craenberg, H., pp.155•157, 
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De hecho la distancia más corta entre dos rectas esta dada 

por su perpendicular común1 ~, ~in e?;:b.J.rs;o (:.:;t.¿¡ 110 !jie.mpre existe. 

También se tiene, en e.l modelo de Poincare, que la suma de 

los ángulos interiores de un triangulo es menor de 180 y por lo 

tanto todos los triángulos tienen defecto posítívo16
. De este 

resultado se desprende el hecho de que los cuadriláteros 

rectángulos no existen y de ahi que la suma de los ángulos 

interiores de cualquier cuadrilátero convexo es menor de 360°
1
;' 

pues si se une un par de vórtices opuestos, se obtendrán del 

cuadrilátero dos tric:ingulos, cuya respectiva suma de ángulon 

interiores será menor que 180°, por lo tanto la suma de los 

angules interiores del cuadrilátero (quo es igual a la suma de los 

ángulos interiores de los dos triángulos) será menor de 360~. 

I;.) Cuiufrllatero 1fo L-<"imbi:-rt. 

15 
Esto concepto 

lb 
Crecmbcrq, H. p. 153. 

17 
lbldcm. 
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En las figura::; anteriores se muestra como se verian los 

cuadriláteros de Saccherl y de Lambert en el modelo de Poincarc. 

Otro resultado importante c.s que no existen trié.nqulos 

semejantes que no sean congruent.esrn, ya que, 

supongamos que existen tri<í.ngulos ABC y A' B' C' que sean 

semejantes pero no congruentes. 

Entonces los lüdos correspondientes no son con<1ruentes pncs, 

de serlo, lon triángulos serían congruentes, !prop. 201 

A 

supóngase entonces que AB ~ ~·n' y AC > A'C', 

entonces existen puntos B" en Ail y C" en AC de tal forma que 

ABns:A'B' y AC":=íA'C'. iprop. Jl 

'" lb)d., P• 154. 
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Entonces las triangulas l\'B'C' y AB 11 C11 son congruentes, 

(prop. 26) 

entonces 1 os ángulos correspondientes son iqur1 les. 

i.e. LA'B"C'' LB' y ¿AC 11 B 11 2 ¿C'. 

Por hipótesis los tritt.ngulos ADC y A'B'C' son semejantes, 

entonces LAB"C 11 
"" LB y L l\C 11 B11 ;,..,, .c:C y por lo tanto ne es 

paralelo a B"C 11 lprop.:nJ, 

por lo tanto en el cuadrilátero DB"C"L se tiene que la sumu do los 

ángulos interiores es 360~, lo cual es una contradicción en esta 

geometria. 

Otro resultndo es que no siempre es posible trazar un 

p-circulo por tres p-puntos dados. 

º
~---, 

7 ___ _, 

\ 
1 
1 
1 

I 

al Exlale el e-c!rculo par lre9 

p-punlon, pero no existe el 

p-drculo. 

o 
s' 

r 

b l txlalen tanlo el e-drculo 

el p-clrcul., por tos 
t. res p- p unlo!i, 

En el modelo se puede observar que, a pesar de que los tres 

puntos dados sean p-puntos, el e-circulo que pása por ellos existe 
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pero no necesariamente quctlara contenido enteramente en r por lo 

que no nccesilriar.1entc será un p-circul o. 

3.4 Definición de ..:irt.!a. Defecto de un tri;in')11l·1. 

Cuando se define el tonecpto de órea en qeo~ctria ouclidiana 

se utiliza para la rnedicion cuadrados unitarios, con los cuales se 

cubre la superficie QlJC se d~Llca medir. Si11 embargo, como se vió 

anteriormente, los rectángulos 110 cxi.stcn c11 la geomntr1a 

Lobachevr;kian.:t, de ahl que los cua<lrLJr]ns tru:1poco, pot· 1.o qu8 no es 

posible utilizar c~tas figuras como o~sc de i~edicion. 

Sin embargo la cicfinición de dr.P.;l ns inclcpcmdientc ele la 

fiqura que se utilice corno me<lidct o d~ la que se vaya a medir; lo 

importante es tener una ftmción que cumpla con las propiedades que 

responden al concepto usual de fi.rca y C}Ul' sea v,ilidu en esta 

geomctria y, por lo tanto, lo scu en sus modelos cuz\lesquiera que 

estos sean. 

Esas propiedades son, basicamcnte: 

l_ La.s Figuras congruentes tienen lu misma <lrea. 

Si una figura es dividido en un número finito de 

suhfiguras, la suma de las áreas de las subfiguras es igual al 

área de la figuru original. 

El defecto de un triángulo es una tunciori que c;umple c:u11 

estas propiedades, pues: 

El defecto de un trián~ulo se define corno la diferencia entre 

6, 



180~ y la suma de los angules interiores de un triángulo. Asi, si 

se tiene un tiángulo ADC, su defecto será: 

ó (/IRC) 180 - ( L A + L B ·t L C) 

dondo L A, L B y LC es la r.-,edida de los i1'igulns d<.!: ti: i.ingu l r..1 ·\i:C 

en grados. (En ocasiones se toma e~ ietc:..,t.•1 t11:: un tri.:..ngulo como 

un nt.imero real y no como una r:1i:~d ldCI en r3!·ruln~::;/. 

Habiendo definida el tiPfccto de un t1·iár·1t1lo de esta mnnara 

se tiene que: 

~1tcncc.s sL.:; ángulo;; 

correspondiente;:; con iguales, por }1·• t<tnto la ~-;ur..a de :.us ó.nqulos 

es la misrnn, por lo que: sus defecto;.; s.:Jn lqt'.:1les. 

Dado un triHnsulo, s1 a~~c se divide ei1 <10~ triáng~lo~;, la 

suma de los defecto~ d~ loB do~ triángulos 0s lqual al de~ccto ,Je1 

triángulo or1g1na1. 

P11cs si ABC es un t~i~n~~1··1 y u un r.1n~o entre ~y B, 

CD es interior nl L ACB, ent·once!=.•, ...: 1'CB :=::. ¿ ACfl -t· ,,._ D•.'C, 

adem.is L ADC + L cor; ·~ 180 

entonces, 

o (ABC) 

ó (ADC) 

ó (DDC) 

180 

180 

luv 

-
-

-

{L CAIJ 

( L CAD 

(L CDB 

+ L AB 1
.:'. i· L DCA) 

+ L ADC + DCt\l 

+ OBC t neo¡ 

y adc.nas L CAB .:..:. .:. CAD y L AbC ::::. L DBC 

antonccn 
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ó(ABC) 

ó (AllC) 

180° - ( L CAD + • DBC + • P:D + • DCA) . 

180° - (• CAD + • DCA + < DBC ~ < BCD) + 

ieo" - l• ADC + < CDB). 

180° - (• CAD + • ADC + < DCA) + 

180 - (< CDB + < DBC +<BCD), 

ó (ADC) + .\ (DBC). 

Por lo tunto la suma de los defecto!".; de los des triilngulos es 

igual al defecto del triángulo original. 

Se tiene entonces que, el substituir el cuadrado por el 

triángulo, corno medio de medición, permite definir el área de un 

triángulo como proporcional a su defecto. 

En 1794 Gauss descubrió gue dicha relación estaba dada por la 

siguiente fórmula! 
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AREA (ABC) 
fl k

2
x ó (ABC) 

100 

la constante de proporcion~lidad 
¡¡ 

1 o u 

el triángulo que se escoja para s~r l~ cnidacl de medid:1. 

Puede observarse que por la forma en que está da.finida eJ 

área ósta resulta estar acot.:~dJ puesto que> el defecto de un 

triángulo varia entre cero y 180 <; ya que la suma C·2 los ángulos 

de un triángulo no podra ser menor que cero por lo tantv el 

defecto no ~erá mayor de 180~. 

Por lo tanto el arca de un triángulo no podr.:.i ser mayor de 

J. 5 El modelo de Poincaré en el serii-pl<:.no y s~ equiv;ilenciu 

con al modelo de Poinc~ré 0n el disco. 

Poincaré construyó tambj en ot:::-:J modelo de la geómetria de 

Lobachevski. 

p~rectas 

i 

_. _____ _J_ _ 

En este rnodel:i el p-plano está represecitado por un 



e-semiplano, los p-puntos son e-puntos contenidos en el 

e-semipl;,no ;· L1:.:; t..!···rt..~CLClS son e-rayos pcrpcnd icul rjrcs a la 

e-recta (4ue divide il los dos c-semiplunos} o bic.n 

e-semicircunferencias ortogonales a y {i .c. cuyo Cf'ntro est.:i en )) 

contenidas en el p-plano. r no pertenece al p-plano. 

Este modelo cumple y tiene todas las propiedades del modelo 

anterior pues puede demostrarse que son equivalentes. 

A continuación se muestra como es posible encontrar una 

transformación (Inversión) que llnve de un modelo a otro logrando 

que sus elementos (plano, recta, punto,etc.} coincidan. 

Sea IT el e-semiplano superior que representa al modelo 

"extendido" de Poincaré y 1' la e-recta que lo delimita, 

Sea G una e-circunferencia con e-centro en O y radio R de 

tal forma que sea tangente a r en N y este contenida en el 

e-semiplano inferior. 

Inviértase respecto a e, entonces 

1 se invierte en una e-circunferencia I; (roo. 1) tangente a 7 y 
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t; en N, y que pasa por o, por lo tanto ( esta en el interior de ~-. 

Sea P un e-punto en rr, entonces su inverso P' está en el 

interior de l;,. 

Demostración. 

Trácese OP, Gea S'= OP n ~, 
entonces, S = OP n 7 es el inverso de S', ya que F, y a son 

inversos respecto a t~ y S' (en ~) y S (en 7) cstan ~lineados con 

o, 
TI p 

/ 

/~:i 
o 

entonces, OS· os' = R:· 

Sea P' tül que OP·OP' = R2
, i.e. P' el invc:.:-so de P 

Por demostrar que P' ~sta en el interior de (, 

i.e. que OP'<OS' (ya que OS' es una cuerda de t,) 

Supóngase que OP 1 >0S', 

sabernos que OS·OS' = OP·OP' R2 y OP>OS, entonces 

OP·OP' > OS·OP' f~ntonces, R'· ;.. OS·OP'' 

OP·OS' > 03·0S' entonces, OP·OS' > R
2 

por lo tanto, OP·OS' > OS·OP', 

pero por hipótesis OP' > OS', por lP tanto 0['. > OP, lo cual es 

una contradicción. 
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Por lo tanto OP' <OS', es decir que P' PRtA en el ir1tcrior· 

de E· Q.E.D. 

Por lo tanto el e-[;emiplano n ra2 inviertt~ en ,.,, interior de f;. 

y todo e-punto en el interior de ( va a dar al samiplano n. 

El interior de. la c-circuntcrencia t;, corresponde al otro 

modelo de Poincaré ya que los elementos del modelo extendido se 

invierten en los el cmento:-, del otro modelo y viceversa. 

Demostración; 
1 

1 
lT ¡n 

.~--~ m \ 

____ _¡~_\,__ ___ ;.J:L~----h____----- - r 
\ ' 

!;~-) 
o ) 

/t; 

CASO 1 Sea m una e-circunferencia ortogonal a. r {es dcci r una 

p*-recta del modelo "extcnd ido") , entonces se invierte (r~o. JJ 

en una e-circunferencia in' u~togonal (Tro 4) a ~. (por lo tanto se 

invierte en una p-recta). 

Si m pusa par o, entonces (Teú 2), m' es Uncc1 e-r0cta que no 

pasa por o y es ortogonal (T~o 4) a F., por lo tanto m' es una 

diámetro de~ (es decir m' es unn p-r~c~:). 

CASO 2. Sea n un e-rayo d0 rr ortogonctl a. 'l (es decir- una 

p*-recta del modelo 11 extendido 11
), entonces se invierte (Tuo 1) en 

Una e-circunferencia n 1 ortogonal {Tcc> 4) U Í:: ( CS decir n / es una 
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p-rectíl). 

Si la e-recta que contiene d n ~asa por O er\to11ces el inverso 

den, n', es el diámetro do~ que ve de O a N, pues el inverso de 

la e-recta es ellu mismd y esta pasa por O y N, (pnr lo tanto n' 

es una p-rccta). 



CAPITULO 4 

El modelo di: Klcin y su equivalencia con el modelo de 

Poincare. 

Fólix Klein (1849-1825), nacidc en Dusscldorf, Alemania, 

real izo qrandes contribuciones a casi todus las ramas de>. lu 

Matemática y la Fisicu. Sus logros mis importante~; en lil gcomctr1~ 

fueron los fundam011tos proyectivos do 

f;i bien es cierto que la gecmntr1a !dpt::·bolicJ hubLu sido yu 

dc::_;cubicrta JZ>r LobachcvsJ;:j (1829) y por Bulydj (1832) 1 y pocu 

antes que Klein, Beltrami habi.:1 ya reconocldo que· era vál idu Pn 

superficie:.; de curvdt11n~ n0qativa consta.nte, L1!..-; "ff'.~ornetrias no 

euclidianus se volvjcron del dominio común entre Los matemáticos 

cuando, en 1871 y 1873, l\!_cln publicó dos obc3~. titulacl:1s QlH11: die~ 

Su contribtición esencial en este sentido fue construir modelos 

proyectivos para tres tipos de geometrías: la hiperbóllc;:~ 

J:>lctHL~ctl)u pur LoUctt..:ile'vs'r.i y bülj'ctl, .la c11pt1ca y la cucl1d1an.i. 

El modelo de la geometria de Lobachcvst:i reallzado por Klein, 

es también conocido cor.to el modelo de Beltrami-Klei:-1. 



4.1 Definición del modelo de Klcin. 

/\ contimFH .. iOn sr· nypJ ic-:! dicha i71:Jd.:;1o 2n términos de los 

elementos de la scomctria cuclidiani1 (c-puntos 1 ~:-.actas, etc.). A 

los elementos del modelo de Kleln se le.; identitic;rá como 

k-puntos, k-rcctos, etc. 

/ 

k- rec til 

k-punto. 

considérese un circulo r con centro c11 s ~- radio-r>O; ~st~ 

curva sera el limite de lo que ahora r:i5 el k-plano, definiéndo::;e 

asi: 

Un k-punto es cualquier e-punto contenido en el interior de 

Una k-·recta es cualquier e-cuerda del e-circulo 1p. 

Dos k-rectas son paralel:1~; si no t1cnen k-p .. ntos ~n comün. 

Las nociones de orden e incidencia de k-rectas y k-punt:Js 

coincide con l;:i n0".':i'6n '""'!(::!.i.:!.:u.:iu. .[Jv.L J.u que no se hará 

distinción al hablar de esto~ conceptos. 
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Dos k-ángu1 os serán }!-congruentes s.i tienen lrt misma nwcJid;:i 

cuclidianamentc y dos }:-segmentos seran k-conqruentcs :;i tienen la 

misma k-longittid. 

La milncra de r.ic·dir k-J.nguJos y la k-longitud ~: definirt'ú1 mds 

adelante de tJ.l manera que se obtengl1 la equivalencia di:! este 

modelo con el de Poinca1·c. 

4. 2 Algunos conceptos de lu gcornetr1a de Lobachevski<mu vistos a 

través del modelo do Klein. 

En este modelo puede ob!.:::ervur~c, de manera muy clara, que si 

P es un k-punto exterior .J. unLJ. t:-rcct~ l, entonce!.-' existe. m.is <lé 

una paralela a 1 por P . 

... ..._ .-•' ;·~ 

.._ i~\-.... ...._p//m 
: //'" ...... , .. ~ \ 
. / ~lv __ 

-- -u;\/-------¡-;c-:-

./P 

De hecho, sean U y V l¿is e-intersecciones de con p, 

entonces las e-cuerdas de ~ que pasan por U y P, m, y por V y P, 

n, representan las paralelas limite por P a l; v todas las rectas 

que pasan por P y que estan en la región que se inclicri ~n la 

figura son paralelas a 1 por P. 



El concepto de perpendicular id ad tiene una manera muy 

especial de dcf inirGe en este modelo: 

CASO l. Si de dos k-rectas y m una de ellas e!'". un 

e-diámetro de ~' entonces 

l es perpendicular a m en el sentido de Klcin si y sólo sí lo 

es en el ser1tido euclidLano. 

CASO 2. Si ninguna de las k- rectas 1 y m es e-diámetro de 'I" 

Sea P (1) un punto tuera de· '/J y t
1 

y t 2 las tangentes a •P por 
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los extremos de 1. Entonces, si t
1 

y t
2 

se intcrsccun en P(l) a 

este punto se le denomina el polo de l. Entonces, 

l es perpendicular a m en el sentido de Klcin si y sólo si la 

e-recta m pasa por el polo de l. 

Una vez definido el concepto paralelismo y 

perpendicularidad en el modelo de Klein cabe hacer notar que dos 

k-rcctas paralelas 

perpendicular común. 

P(I) 

y m no necesariamontc tienen una 

P(m) 

De hecho, utilizando la definición de perpendicularidad puede 

decirse que: 

Una k-recta sera perpendicular a dos k-rectas 1 y m si y sólo 

si la e-recta k pasa, simultaneamente, por los polos de y m. 

4. 3 Demostración de equivalencia entre el modelo de Klein y el 

modelo de Poincaró. 

Se han definido y observado una serie de conceptos y 
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resultados en le~ modelos do Poi.ncaró y de Klcin, ambos modelos de 

la misma geometría. fa> de esperarse que por estJ. razón dichas 

modelos sean equivalentes; de serlo, los rcst1ltJdos que oeun 

válidos en un modelo lo :c;critn en el otro y podrá trabojarsc 

entonces de manera indist.intu con uno u oLro modelo. 

Pasare entonces a mostrar dicha cquiv,tlcnc.ia, para lo cui.i] 

sera necesario redefinir y 

correspondenc..:ia quQ existe entre los elemento!:> i.Jd.sicos de un 

modelo y los del otro. 

4.3.l El modelo de Klein en la semi-esfer~ 

Sea cp, con centro en s y radio r>o, la circunferencia que 

represente al modelo de Klein en el plano IT. 

Considérese la esfera S
1 

con centro en O y radio r>o tangente 

al plano rr en el punto s. 

Si se proyecta de mancru ortonormal a II la circunferencia '{J 



en la esfera s, t 1p se proyecta Cfl el ecuador r: de S
1

1 y el 

intt:rior dp 'P ~f'.' proyecta rm el 11 hemb.tfcrio Sur" de S
1

• 

el "hcmisfcr.io !>ur 11 de sl, la!:> }:-rectas Vdil dar a 

semicircunferencins nn 5
1 

ortogondlcs a F 

As1, llcim0se kr 1,¡-p1Jnt ns " lus poyccciorws de los k-puntos y 

k1p1-rectas a las proyecciones de lrl~:. k-recL1~; en \. 

Oc esta m;\ncra ~e o!Jtiv11c un mndelo de Klr!in c11 Ja 

4. J.;> 

semi-0:~1cra al modelo rk Poincaré-. 

Ahora ::a.•<1 S;~ Ja csfc[-,1 {·on c0nt:ro L'll ll y rddÍo H;:;.2r. 

lnvir•d.i·;p i.-1 1':;f0r,1 <;
1 

con rc:.pe1:t-q ;\ ~; ,~011 N comn Cl1nt·ro 

de invl~ r!:; ion y J{ (~ l rdd i o dt~ i nvcrs i ón. 

s, 

el ccu.:idor E de S1 ~>0 i nvi0rt1~ en la ci rcunf~}rcncia '1 en H 

!Tr.wi. !y'ol 

y el 11 hemisfcrio sur 11 de st se invierte en el interior de J puesto 

que para cualquier punto p en el "hemisferio sur" de si su inverso 

P 1 (qllc esta en IT) y N el centro de j nvcrsión estnn al incados. 
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De esta manera, sc1 la cjrcunfcroncia 7 en n con centro es S 

y radio R=2r la circunferencia del modelo de Poincare. 

s, 

- - - - - ~ 
/ ___ -_ ;'ff:~--\ 

/ --~ \ 
/ P.' ::.; V \\ 

/rr \ --------· --·-··---------· -------- -

Digo entonces que los elementos del modelo de !\le.in en la 

esfera se invierten en los elemento~ del ~adelo d~ Poincaró en el 

plnno n; para demostrar e.sto se verá como so preserv¡:¡ l:i 

incidencia d~ puntos y rectas, y Ja conqrucncia de ·ángulos 'i' 

segmentos. 

4.J.3 Incidencia de puntos. 

K(p} -puntos van a dar c-n p-puntos; pues ya se v ió 

anteriormente que los puntos que cstan en el ''hemisferio sur 11 de 

S
1 

(que SOfl los kfp)-pU!ltCS) :;e l.OViertE:J1 r;¡ los pUJ'ltOG en Pl 

interior de 7 que por c:.·..!-f inición del modwlo a~ Poincaré son los 

p-puntos. 
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4. 3. 4 Incidencia de rectas 

K(p)-rectas van a dar a p-rectas: pues, 

Sea 1 una k11,i-rccta cualquiera, 

Por demostrar que su inverso l' respecto a S~ <:.~ una p-recta. 

CASO 1. Si no pasa por S (ol centro de r), es una 

circunferencia ortogonal a r, 

considérese i* lu circunferencia complctu, 

i* es una circunferencia que no pasa por li (el centro de 

inversión), por lo tanto l '* es una circunferencia ITeo. JI (que 

no pasa por N) ortogont11 a ·if !Tf".). 11. 

Considérese l' el arco de 1 1 * contenido en r, 

Entonces l', inversa de 1, es un arco de circunferencia 

ortogonal a "'(, y contenido en ella, por lo tanto es una p-recta 

IJc;flnlcltÍ11 de p-iec..l.l} 
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CASO 2. Si l pasa por S, entoncen l 1r {la circunferenci.J 

completa) pasa por N, 

N 

-\\ 
\ 

--~·TI\. 

por lo tanto 1 * es una ci rcuhfr:?rC!ncL.i que pasa por el centro 

de inversión por lo que su inverso l' * es unLS recta que no puna 

por el centro de inversión [11''), ;cJ, y l * tangente s., CO::".O es a en 

* s entonces 1' es tangente a s2 en S, i.e. l' * pasa por s. por lo 

• t.:-mto l' (la cuerda do r forma.da por l' ) es un diárnotro de d, y 

por lo tanto es una p-rccta. 

4.J.5 Incidencia de puntos y rectas. 

Una k(p)-recta que pasa por dos k<11J-puntos se invierte en 

una p-rectu que pasu por dos p-puntos, los cualos san inversos de 

los ktpJ-puntos originales. 

Sean A y O k<pJ-puntos y l la k1p1-recta qun ~ ncide: i..:011 A y 

D. 
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Sean A' y B' los inversos respecto a S;! de A Y I3 

renpactivamente, 

- -N 
s, 

'\ 
\ 

. -~~--=-_::_ ____ \ 
/ 

L-rr__ 

sea l' ol inverso de 1, cr1toncc~ A' y B' ~~ta11 un J' ya quo 

si 1' es j nvcr!:.J de y h y B cs.Lan en l, como el inv.erso es 

único, los inversos de/\ y B tiénen que c:.t~r ('n ''l inver-~.o de l. 

4. J. 6 Intcr:;c.cc ión de rc:ct,1;;. 

si dos k(p~-rectar. se! lnt~rsecan en un }~•1·1-punto dado 

entonces las p-rect.:15 correspllnditmtc.s se internecan en Pl inverso 

dG dicho k<r1-pu11to. 

Sean y m j.:1p1-rc.ctl\s JL-;tint<lti y P su k<r,)-punto <le 

íntersecc íón. 

Sean l' y m' las p-rcctas inversas de y m rcspcct i •tJ.;7,üLttc, 

cntoncQS P está en 1 r F esta en m, 

por lo tanto P' / invcr50 de P, está en 1' y P' cstci en m', 



por lo tanto P' esta en l' y rn', que son p-rec.:tas distintas 

con un p-punto en común P 1
• 

- - - - -

I 

4. 3. 7 Congruencia di? ángulos y 00grnontos. 

Si dos k<ri-rcctas forman un angulo r:, entonces sus invcrsus 

1' y m' forman un ángulo f:I tal epi>? lf3J = lal. 

Este resultado es inmediato del cornportamicn~o de lo3 óngulos 

bajo inversión. 

Se define que: 

Dos k-segmentos son k-congruentes sí y sólo si son p­

congruentes, y 

Dos k-ángulos ::;on k-congruent~s 

p-congrucntcs. 

si y sólo ,-. i 

A partir de estas definlci.oncs los siguien~es resultados ~on 
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ínmc<llatos: 

.SJ dOG kc 1,i-seqmentos 5'.JI1 cong ru~n +:c:; ~ntonccs los 

p-segmentos inversos serán congruentes. 

Si dos t:c¡,1-angulos son congruentea entonce ..... sus inversos 

tambien lo son. 

Esto se debe a que, corno al modelo de Xlein es equivalente al 

modelo de Klein en la csfcru, !:>i dos angulos o segmentos son 

congruentes en el modelo do Klei_11 en la esfera, por definición 

tambión lo serán en el modelo de roincare. 

Se ha determin.:ido d.Sl. la equivwlcncia entre el modelo de 

Klein en la csfet«1 y el modelo de Poincaré, ya que los elementos 

básicos de un moctc1n ::;e corresponden de manera biunivoca, mediante 

la inversión, a los elementos del otro moJolo. Pues la inversión 

es una transformación del <:!Spacio en si mismo en donde: (1) a cada 

punto del espucio le corrcspondQ uno y sólo un punto del mismo, 

(2) cada inverso es único y además (J) si P es inverso de P', 

entonces P' es inverso de P. Y puesto que el modelo de Klein es 

equivalente al modelo de Klcin en la esfera, se sigue que el 

modelo de Klein y el de Poincaré son equivalentes. 



APENDICE 1 

/NVERSION 

En el siglo XVI FrRn~ois Victa conocia )'ª lo que se dcnomin~ 

como puntos inversam,~nte relacionados. Rob~rt Sirnson en la 

restauración (1749) de l<'t obr~t de Apolonio L!!SJAJ:....Clli. GGO.Jn_~trj_90~ 

E!.i!..D.Q..2., incluyó (tomando cvmo ba:;c el com•2nt.irl o he~ho por I\1ppu~-.1 

uno de l~s teoremas bjslco3 de l~ tcor1a Je invArsión; i.a. que la 

inversa de una recta o una circunfcrenci~ 0!; tlnJ circ1111f1~r0nci~ ~ 

una recta, respectivamente. Slmon A.J. L'Haii icr (1750-1B40) en 

' ' sus f.lementE d 'an~r¿ u_@met;y_t..IBJ..Q <!t frr1aly_gg 0_J_gebriqu_g 

appligu~es ª- 1ª rechc~he ~i~ .Licu>; g_~J!lP-..tCiUl.ill2 (París y Génovil, 

1808) dió casos especiales de este teorema. Pero la inversión como 

una transformaciOn simplificadora para el f~studio de l.:i.s fiqurds 

es un producto de tiempos ~ás z·ocientes; y fue independientemente 

explorada por varios autores, !3Utzbergcr l1a sei1a::.ado que ~Tacob J. 

Heiner reveló, en 1J24, en un manuscrito no publicado un 

conocimiento de la transformación por inver::;ión. Al año siguientr 

volvlo a encontrar.se estu transformación por el astróncm1
.- y 

estadistico bnlga Adolp~a 0uctelc.t. Independientcm~nte fue 

encontrada por L. I. Maqnus en ur.a forrnu m:1.s gencrul ( 1831) ; por J 



Bcllavitis en 1836; por: J. IV. stubbs y J. F~. Jngran de la 

Universidad de Trinidad en. Dubl1n en 1842 y JR4J, y por Sir 

William Thomson (I.ord Kelvin) en 1845. Thomson utilizó la 

inversión para dar demostraciones de alguna 

proposiciones dificilcs de Ja teoria matemática de la elasticidad. 

En 1847 Liouvillc llamó invc-r~ión a la transformación por ri.tdlos 

rec1procos. también denomina retlexi.ón on una 

circunferencia. 

Definición de Inversión. 

Si un punto P no esta en el centro o de la circunferencia 

'G(O,r), el inverso de P en, o con respecto a, lu circunferencia 

G(O,r) es el punto P' que está en la recta OP de tal modo que: 

La circunf ercncia G(O, r) se llama circunferencia de 

inversión: el punto O centro de ínversión, r el radio de inv~r~i6r. 

y r 2 
lil p0tr::1Jcia de inversión. 

De la definición se sigue que a cada punto P del plano 

distinto de o, le corresponde un punto inverso único P', y que zi 

P' es el inverso de P, entonces P es el inverso de P'. 
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La circunfcrcncÜ! de inv-:--rsión C(0,r) ,:;;e invierte en ello 

misma ya que si P es un pu~tc de G(O,r) entonces OP = r, por lo 

tanto OP·OP = r 2 y P es su propio invt:rso. 

Teoremas de Inversión. 

Teorema l. El inverso de una linea rcctu que no pasa por el 

centro de inversión, es un:"\ circunfercnci3: por el centro de 

inversión. 

De:rnostración. 

Sea A el pie de la perpendicular por el punto O a ln recta L 

y A', B' puntos inversos d2 A y B con respecto a la circ~nferencin 

ti'(O,r). 

Sea t;'' la circunterencin <:::C". diametro OA', entonces el 3nqu. ... 0 

¿ OB' A' = L OAB, por lo tar1to el ánqulo L OB' A' es recto, por lo 

tanto el punto B' esta er: 1 ~t circunferencia C'. 
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Sea C' cualquier otro punto diferente- de O en t: 1
, 

entonces la re-eta oc' corta a 1 en un punto C de tal forma 

que C' C'S el ínvcrso de e con respecto a c;co,r}, 

J 

i 
por lo tanto la rectal se invierte en la circunferencia G'. 

El centro de C 1 pertenece a la perpendicular desde o a 1, por 

lo que si l no tie11e puntos en común con ~{O,r) ~ntoncos t' est~ 

en el interior de IT(O,r). 

Si l e!:; tangente <J.. C (O, .t_·) entonces t-:' es t,1;;ihiér tangente a 

G(O,r) en ol mismo punto. 

Si l y G(O,r) se cortan, entonces~' pasar~ por sus puntos de 

intersección. 

Teorema 2. El inverso de una circunferencia que pasa por el 

centro de inversión es una recta que no pasa por el centro de 

inversión .. 
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Demostración. 

Suponl]amo::: qUG o (el centro de inversión) A y B son puntos 

distintos de la circunferencia r;'' y 1\', 8 1 inversos de A y n 

respecto a C(O,r) (la ci.rcu;1Zerencia dr! inversion). 

Por. el teorema 1, la recta i'\.'i / se t .. llO!".:fon1.a Ln llrJ. 

circunfer.enciu. t~ 1 que pasa por O, A v B; cr:; decir cr. L1 

circunferencia C', do lo qui? se d0rtucc q~n C' se tran~~orraa c·1 la 

re.eta A' B'. 

Más aún, l.:i. lincc.l recta es rr;rpendicular al diámetro de la 

circunferencia que pn~a por el centro de lnv0rsion. 

Teorema J. El invcrsD cJc un:i cjrcunl0rcnci-~ de r.:-.d10 Llnit:> 

que no pasa por el centro ¿e i nvers ion es una circunferencia ele 

radio finito que no pasa por este punto. 

Demostración. 

sea G(O, r) la circunferencia dP. !nvers:ió.1 una 

circunftarencia que no paGa po;: o. 

Sea A un punto r:::ualqu.icra en E: y se B el otro punto de 

intersección de la rectú OA con (, 

sean A' y B' los i11vcrsos de A y B con r0sre~to a GfO,r). 

Lfflunces 

de ahí OA 
Oii' 

OB 
6ii' 

OA·OA' =- OP·':'-B' ::: r 2 

y OA·OB·OA' ·OB' 
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El producto OA·OB • g no varia al daaplazar el punto A por E. 

exterior de ( y ne<_;t1 :.i VJ. si C cstii en el lnterior dl:! ~. 

' Por lo que DO tiene Oi'l' ·OD' !: l' g por lo ta.nto 

OA OB 
;~ 

OA '1 Dir..:-1 '1 581 QA1 r . o Qñr r 

De aqui se deduce que las f iguru.s descritu.s por los puntos A 

y B' son semejantes; por con~1iguiente el punto B' describe una 

circunferencia('. 

El centro de invcrsion o será el centro de similitud de las 

circunferencias¿ y€', y s~~~ ex~erior si g~·O e interior si g<O. 

Si C inter5eca a G(O,r) en algún punto entonces ~, interseca 

a G(O.r) en el mismo punto. 

Sj ~ es ortogonal a G(O,r) se invierte en si misma. 
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Teorema 4. Si dos curvas se intarsecan en un punto 

cualquiera distinto del centro ae invers.ion su d.nyulo d..:. 

intersección en ese punto es igunl en magnitud pero opuesto en 

signo ill ánqulo de intcrzección de las curvas inversas ..:.n el punto 

inverso. 

Demostración. 

Se.an las curvns que se intersccan en P, un punto distinto d(; 

O, el centro de inversión. 

o 

Trácese OP y otra línea por o que corte ü lns curvas dadas en 

Q y R. 

Sean P', Q' y R' inversos de P, Q y R, respectivamente, 

entonces el inverso de las curvas pcr P, Q y R. p son 

curvas que pasnn por P' ,Q' y P', R', respcctivame~te, ya que 

O!'·GP' = OQ·OQ' 

PQ es antiparalcla a P'Q' con respecto a OP y OQ, e11lonccs 

L QPO = L OQ'P' y L RPO = L OR' P', 

9l 



por lo que 

L QPR ~ - ¿ Q'P'R' 

Si üQ tiende a CP, en R1 limite RP y PQ son tan.gentes a lut:. 

re~:pecti vas curvas, formando l ot; ángu 1 os de i nten_;ección de ) as 

curvüs. Igualmente n~specto o P.'P' y Q'P'. 

Por lo ttJ.nto lo::; anl]Ulos de interSf!Cción :.;on iquales en 

magnitud pero opuestos en ~iigno. 

Teorema de razon cruzada. L:l ru:;:ón cru2'.nda de cuatro puntos 

distintos sobre una circunferencia es invariante respecto a una 

inversión cuyo centro sea distinta de los cuatro puntos 

mencionados. 

Demostración. 

Sean A, n, e y D los cuatro puntos distintos sobre. la 

circunferencia e, y sea C' la circunferencia inversa ctc C· 

(A'B' ,C'D') 
A'C' 
C'B' 
~ 

D'B' 

!'& 
CB 

hli"" 
DB 

(AB,CD) 

Ya que, si A, B, e y o son puntos de una circunferencia, 

entonces, la razón cruz~ct~ ~Aíl, cD)=(~~I~) , donde AC, CB, AD, DB 

son las longitudes euclidianas de las cuerdas que unen 



respectivamente los puntos. 

B A 

o 

Sea V un punto cualquiera de C distinto de!:.., B, C y D. 

Scü. h la bisectriz del ángulo l\OC, h e:. perpendicular a ,·\e; 

por lo tcmto: 

sen(b~iº ) .;;.. l1f \ OA, 0r''::oncf's,. 

AC= 2 O/\ sen(;..~c ) = 2r scn( 1\~C)= 2r sen AVC, 

ya que el ángulo central es <'l doble del <~ngulo inscrito. 

Analogamente: 

CB 2r sen CVB 

l AD 2r sen AVO (AB, CD)=V(AB, CD)= 
sen AVC ~ 
~ sen DV!l 

DB 2r sen DVB 

1~1~gi 

Este nümero es p.:isitivo o negativo depe .1iendo de la posición 
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do A, B, e y D. 

Si AB no estan separados por CD, Ja razón cr.u7.ada es 

positiva, y si AB están separados por CD, la razón cruz,1da es 

negativa. 

De lo anterior se tiene que. si ( y (' son circunferencias 

mutuamente invers<:ts respecto a una circunferencia ~'1 con centro en 

o y B, E, U, y V en y e, D, U', y V' en (' puntos 

respectivamente inversos, entonces, ( DE, U\. } ~· ( CD, U'V' ) • 

Demostración. 

1 )lp 

Sean p UU'O íl l/J, 

Q BCO íl r/J, 

R EDO íl l/J, y 

S VV'Onr/J. 

Entonces, si X es un punto en .¡1' se tiene que 

L QxP = t L QOP, 

entonces, sen QxP sen t QOP =~/ r, 



entonces, QP = 2r sen QxP ~ 2r sen QOP/2. 

Analogamcntc para PR, QS y SR y como 

( QR, PS 
2r ser. 1•ir1t·:.'2.l___;;X ::::Pn fSOJ3,l?.:. 
2r sen ( FOR/2) · 2 r sen ( Q')S/~; 

srrn ff\Ollf-?l ·scn (IJOE/ll ._ "''º (CCU' /::'! ·se.n !.Y..'..QQ/21 
sen (UOE/2)-sen ("0'1/2) - sen (ll'Oll/iJ ·sen (COV'/2) 

ya que: 

por lo tanto, 

es decir que 

L C00' 

L U'OD 

L COV' 

L V'OD 

J1U·VE 
üE·flV 

L llOtJ L QOP 

l!OE L POF 

L BOV L QOS 

L VOE .t. SOR 

CU' ·V'f, 
U' D·CV'-

( BE, l!V ) ~ ( CD, U 'V' ) 

y por lo tzmto se preserva la r:-12ón cruzad;l bajo la 

inversión. 

Teorema 5 El inven;o do un p1 ano que no pasa por el centro ,_¡.; 

inversión .::s una esfera que pasa por el Cür.t.::·o <l..::. inversión; y 

reciprocamentc. el inverso de una esfera de r~dio :_-:J.to q11c pasa 

por el centro de inversión es un plano que. no pasa por el e~· ;;tro 

Cie invt;.r::;idn. 

Más aún, el plano c.s ortonormal al d!a:-10tro de ln. csle.t~ que 
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pasa por el centro de inversión. 

Demostración. 

Scu S
1 

und esfera de ríJdio R y centro en N. ~ 1 es la esferu 

de inversión. 

S, 

\~--""""-::::7 

\""-------

Sea S~ una esfera con cent.ro en O y radio r que pasa por N. 

Sea rr un plano ortonorm~l a la recta NO. 

P,D. El inverso de s. con respecto a S
1 

es el plano n. 

Sea P cualquier punto distinto de 11 en S
2

, 

sea P' el punto de intersección de la recta NP y el plano n. 

P está en una circunfcrcncin r de radio ~jxino que pasa por 

N, el centro de inversión, 

Sea ll' el plano que contiene a (. 

Entonces ~ es una circunfcrcnci~ que pa~a por el centra dQ 
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inversión; por el teorema 1, se invierte en una recta l quo no 

pasu. por el centro de inversión. Pnro ] ·~st:i c.n rr ºr'•I que P' lo 

está y por lo tanto P' es el inverso de P. De l1ccho la recta l es 

la intcrsecciót1 de los planos JI y íl'. 

Por lo tanto todo punto de s, t ierw ~;u i nvct~so Cl1 11, 

por lo tanto el inverso d:• (' ron rr..!~::pecto i.l s, es 11. 
~.' 

Por el teoremc1 2' <ol rcc í !)t''"JCu es cierto. 

Si S1ys.~ son tanrJ0ntr:;.; entonce~ rr sc~r.:~ Langcnt:t.:: u sl y s2 en 

el mismo punto. 

Teorema 6. El inverso de ut1Q esfera de radio finito r¡uc no 

pasa por el centro ~e i~v~rsicn, es una esrcra de rndio finito que 

no pasa por este punto. 

Demostración. 

Sea S la esfera de .inversión y tJ unu esfera que no pe!~ d .,._¡;: 

o. 

Sea A un punto cualquiera en t'J y sea U el atto pt~nto e\"! 

j ntersección de la recta OA y el centro de ü. Entonces lo·; pur.tos 

A y B es tan en una circu ·1fcrcnc i.a de rad.i_o r.iaximo E de !et esfcr.:t 

1.1, y el plano H corta a Sen otr-1 ri!"cur.fc:-.: .. .::l.:i t{V,r) oe r.Jc.lic 

máximo, puesto que O c:.t;:í en JT. 

Entonces, por el teort:?ma J, lu cir~unf·2i:cnciu ( ouc no pusa 

97 



por o se invierte, respecto a G(O,r), en una circunferencia ~' que 

no pnsa por el centro de inversión y que es una circunferencia de 

radio rndxirno de la esfera 1J', 

r ·~--··---··---···-·--·· 

1 s 

/ 

\ 

----------------------. ·---- ¡1T 

Se sigue entonce~ que el ir1vL~r:.,;o de la estera ~ es la. esfera 

11'. 

Teorema 7. Si dos curvas se intersecnn en un punto 

cualquiera distinto del centro de inversión, su ttngulo de 

inversión es igual en magnitud pero opuesto en signo al angulo de 

intersección de las curvas inversas por el punto inverso. 

La demostración es inmedir=it~ rlt?l tccrc:::J. .. , pu.::..:; .:iJ. llus 

curvas se intersecan, tómese el plano en el que ostctil contenidas 
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las rectas tangentes que fonnan el ángulo, 

cnLon.:cs e} in·10rso de estas está contenido en el 1:iismo 

plano, puesto que le= invcr-~cJs 1cbcn ser colineales y dos rectas 

definen un único plano, 

entonce!"~, por el teorema. 4 1 0~ ill1Cj\ll0 CJi.l•-. for;-,,¡¡¡ las I"<..?CtaS 

invcrsu~; correspondientes 0.!: J ·11.ial en :r.iu.gn i t .. 1 pero or1ucsto en 

signo; ademó.!:.;, L:1s ;:ectn!i invcrsn. sor1 t:u-.q .. 1.:_cs ~ las c'J.rVil.;'.; 

inversas a las origi;i.1les (m f:.l n~!';r.ia Funto, 

por lo tanto, el i'ingulo se ccinscr·n1 en c:u¡:rnto a maqnitud pera 

no en cuanto n ~~ig110. 



APENDICE 2 

La geomctr1a de Lobachevski. 

tiikolai 1·1anovich Lobachevski nació el 20 de noviembre de 

1972, estudió c11 la Univcrsid~d de Kazán donde recibió el grado de 

maestt"o en física y matemáticas, }:' posteriormente ingresó como 

profesor. 

Fue ahi donde Lobi.lt.::hc·Js}:i conoció a M. L. !1agnitski., c0n 

quien tuviera problem.1~:; por su divcrgcnc.ia de opínión respecto a 

la politicé! acrtd('mica de: l<! Universidt:.d. Mdg1litski habi.:i sido 

nombrado, en 1819, miembro de la Dirección Principal ele EscucJ.~s, 

e i:imcdi"ta;.H:~nte dcspucs fue cnca;:qdd.O de lil inspn::ción de- la 

Univer:dd;1d y c~>c;_jeln:: de Ka;·.an. H<1bienc~o ,_,nc(,nLrdrio cinornal1t.:: 1_;11 

la administración de la Uníver::oidad, Mugnitski ;.;e: encargó ne la 

rcorg;:rnizoclon de: ésta, ª'km,__is de instituir un nuevo sistema de 

enseñanza. 

En 1822, Mugnítski, despuCs de haber reorganizado la 

Univcrsid3d de K<iz.:in, propuso a los profesores de dicha 

Universidad la presentación de libros de texto y rcsUmcncs de 

cll.1se con el fin de publ i.r::arlos. Loba.chevsJ.:i, quien se hab:í;:i. 

interesado en la teoría ctc las paralelas al ser profesor de 

Geometría de los primeros nív•::les, presentó, en el verano de 1823, 



un M\.muscrito r:ic Cco":""etrííl dr>1 ~'in l ora autor. lio existe 

constancia algunu que indique }3 sol ic:iturl df."' Lobtichevski pi;.ra que 

el manuscrito QgQP:0trí11_ fuera publicado. 

G. B. IHkolskí, <lirect<Ji· de l.J Univr!rr>id~ld, hizo ll12gar el 

mnnuscri to u Magnitt;}~i, ~-:;ol icitando al1torizaciór1 para 

publicarlo. MarJnits~:i rcrnitio c:l e~;crito ol <\Cadérnico 11. I. Fu~s 

~al icit<lndolt::~ LlU opi 11 ion. L<t c:r i tict1 de Fuss fue muy sevcr11 y 

desfavorable, en virLuJ o..k e::;.U:.i Müynit!~J.:i contestó <tl dirr'!ctor c1u.-:; 

el manuscrito no podia ~;er pub] ic71rln y qui= suqeriíl que Lobachevski 

realizara li'J~; corri:ccione~; que Fuss h<1bí<l indicado. Lobachcvski no 

hizo correccíon algu1M y L.!.i. 111r111uscr.Í.Lo nuru:u lue pulJlicaJo, .:lUI'lqu<.: 

posteriormente tue re:~cJtado ele los archivos de la Univ0rsidad. 

capitulas, todo lo que no dcpcntlia d(~.l postulado de los pa.rnlclas 

de Euclides, abarcando temas de planimclr1a y es[er~ometria . 

.Q_eomgtrcL1 es la prir.iera obra en el mundo qw:~ trllta, dü manero. 

separada, la gcometria absoluta de la gcomctria ollclidiilna. 

En 1826 LobL1chevski pre~nntó un tro..lbajo l.:ajo el titulo de 

Expositiou succiq_t;g Q~§ princ_illes 9_!2 _@ §.QQllict~L~ 9vec; une 

dernonstratiQD rigourC?u:.e 9.!l _t._heol~Jil_g Qg~ r@_:[_{!Ll_gles, del curil 

solicitó su publicación. Aunque nuevamente el trabajo no fue 

puhl icaclo, el contenido de éste se conoce qracias u que, tres afias 

mas tñrcie 1 LobachHVS}~i 1 ogró publicar en la revista 11 Mensa je ro de 

Kazán 11 un tercio de este trabajo, bajo el titulo Acerca Q.Q lo!l 

nrincipios g__~ gcomct.ric~. 
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En este escrita se presenta, despuCs de algunas 

consideraciones preliminares, una exposicion de los principios de 

la gco.netria no euclidiana creada por Lobachcvs}:i, a Ja cu.Jl el 

llamaba gcometria imaginnria, y finaliza con un~ serie de 

~cuaciones que, basudas en esa gcomctr1a, relacio11an los lados y 

los ~ngulos de los triangulas r2ctángulos. 

Tanto los. trabajos qut:! LüLdt:ht:vski hubia prc.·..;cntado, como sus 

publicaciones posteriores, le atrajeron violentas criticas por no 

ser comprendidos; es po!;ible que debido a est.o Lobilchcvski hilya 

decidido escribir G?QIDntrt:=:h !~ VJ1t;_r1suchuT}gQD .?-..!d.!: _Tl1cq.!:_lg _Q_g_r 

Pctri:tJ.lel_!Jl.li..D..!J {1U40J
1

, en el cual presenta sólo los pr.i.nciplos de 

su nueva gcomct.ri a, expuestos d>::! una ma.ncra ma:; abordabJ e. Fue con 

esta. obra que el rnundo matemático de ese entonces logró 

familiarizarse con las ideas de Lobachevski. 

f@.,r_._1-.lfili!.rr, dcspues de una corta introducción, Lobachevsl:i cnunciu 

15 proposiciones fundamentales de la gccmetria .J.bsoluta, a las 

cuales recurre en su exposición. A continuación se adentra en el 

camino que lo conduce a la geometria no euclidiana, para mostrur 

sea e un punto c.;..~tcrior a la recta AB, sea CD la 

' rllulo esp1111ol: 9eomélrlcat. do leorfe do 
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perpendicular a AB desde c. 

En el mismo plano, trácese la recta E'CE perpendicular a CD 

por C. 

La hipótesis que hace Lobachevski para completar la geometria 

absoluta conforme a su punto de vista, es que en el mismo plano 

ACB pasa por el punto e, además de la recta E'CE (paralela 

euclidiana), al menos una recta más G'CG que tampoco corta a AB. 

Es evidente que en virtud de tal hipótesis, toda recta F'CF 

que pase por el punto C entre las rectas E'CE y G'CG ( es decir, 

dentro de los ángulos ECG y E'CG' opuestos por el vértice), 

tampoco se encuentre con AB, lo que hace que por el punto C pase 

f.m el r:?ismo pl~nc un nú.nh.0:i.-o l11Cinito de rectas que no corten a AB. 

Aquellas rectus del primer cuadrante ( es decir, en el ángulo 

recto DCE) se dividen en dos categorías: las que se encuentran con 

AB ( como la recta ll' CH) y las que no se encuentran con AB ( como 

la recta F'CF); las primeras ( del primer cuadrante) están más 

próximas a la perpendicular CD, y las segundas a CE. De la 
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continuidad del haz re:::a1l t.1 que esos cu3.drantc~s deben contener 

una rücta que separe <1 lar; rectas de la primera catl.!qoría de los 

r.:-cta!_"; de 1 u sc!]undtt catcgori rl. Sin embargo er:..:e haz no puede 

contener lri LJltima línea que cc1rtc ;1 AB. P0r lo Ldnto 111 rect,, 

l u:d te ~~n1 l.\ primer<.\ que no cort;]r,-1 a l\f\. 

Fn Pl (en el aw¡ulo recto E'CD), 

evidentcrnentr' :air::edr::r.:'1 lo i11i·_:r;10 qu0 •-.!ti (!l ¡.rinH2r cuadi·dn',.e, pur lo 

que t:rnibi.en .se t:cnclrü unn prirni.:.n_·d recta que no coctc d AB. 

A C!_;ii;, U<J:.; rect.is L1Jh,1dwv:>l-:i }¡¡~; 1 larna p<1rdl<.?l.1:. a {\11. 1\ lü~ 

ctras rect;is 'Jll0. f•:;L111 .·ont"Pnid,1:: rn ,-.1 .iw¡i!ln qur~ formLln !:1;; 

recta!.; pdralelds y que no corL111 r1 All, :.oil.icht~v:~~~i nn l.i~ Ccll ifica 

como par<tlr>lil!.> a AIJ. 

/\l pldnn 1.·11 Pl cual ~;1~ rPrtl i:.,u1 ¡,,~; hipotc!~j:; di• f,ob¿!chev:-;~:i 

~_;e· le llama pl,"1no Lobachcvs~:ia110 y 1.!f: 1.'::P rn:::rnf' ~;rntido !--.i: h<d)lil 

d0l c~;p.1cio t.oh,1chev~1kLmn. 

J.o t1nter~ior es la b<1::-;c de: la <_v•omelrtti pl:i.1leadü ¡10L· 

Lol,:1cht:>Vfiki, au1K1ue cle:,dP. 1U<:go C:::tc> det iriio 1111,1 ~:e.ric úc• 

co11c0ptos y proµosicio11c:; que ,·on1pletan su tcoria'!. 

r\lguno::; resultado!.; propio~; de 1 u gcomctr Ja lobachcvskiana. 

l. iJdÜd und l 1nea recta y un punto exterior a el la, existe una 

intinid.J.d de rectas paralelas a la recta duda que pasun por el 

K.HJM~. V, f,, \.nlMch1"'Vt;kl, pp. 87-lt>O. 

104 



punto dado. 

2. Las lineus rect<'ts parnJela~; no son equidistJ.ntes. 

3. Dos rectas paralelas tienen, a lo mt:ü;, una perr-endicult.r 

común. 

4. Existen lineas paralelas tales q11c si ur. -. J inca recta corta a 

una de las doa, no corta a Ja ctrR. 

5. Existen lineas purala,a~ a una misma recta ~l'~ no son 

paralelas entre si. 

6. El ángulo de priralel ismo en un punt0 pura una. recta sCln 

depende de la distancia del punto a la recta y disminuye a medida 

que la distan~ia r..1Umentct. 

7. La suma de los fingulos inccriorcs Je un tri~11qulo ~s siempre 

mc~nor que das rectos. 

8. Dos triángulos son congruent.-·s si los tres áng11lo~.; de uno son 

iguules a los tres del otro. 

9. tlo existen triángulos scmejant0~ no congruc~tes. 

10. El. área de un triánqulo est¿ acotada. 

11. La recta que p~sanúo por el punto medio de un lad, J.o un 

triángulo, es perpendicular a la mediatr lz de un segundo l.::t•lo, 

biseca al tercer lado. 

12. El ángulo exterior de un triángulo ll.mito.3 es mayor que nJ 

3 
Un trlanqulo lftiilto il•11el que estn fp¡ :.H1o por 
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i:inqulo i ntl'.ri=.:c oµuesto. 

13. La surnct de los ángulos interiorE:>s de. un cuadrilátero es menor 

14. Los é.ngulos en 1 a cima do un cuadrilátero rl0 Sacchori son 

iguales y agudos.' 

15. No siempre existe la circunferencia que pa!:>e por tres puntos 

dadcG no colincnlcs . 

. , 
Un cuadri liftero ABCD de S"ccher\ ~-1 LA 

10fi 

LB 
. 
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