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INTRODUCCION

¥l surgimiento de la gcometria no euclidiana es el resultado
de numerosos estudios, realizados durante mds de sciscientos anos,
en torno a los Elementos de Euclides, debidos a la dran
controversia gue eéstos causaran desde su publicacion.

Por ello, se ha considerado importante iniciar el presente
trabajo con un breve analisis histérico de la obra de Euclides.
FEsto se hace en el primer capitulo, profundizande basicapente en
su libro Elementos, en el cual se encuentra fundamentalmente el
sistema de la geometria ecuclidiana, el cual s¢ basa en cinco
postulados.

La obra de Euclides ha sido wotive, a 1lo largo de la
historia, de numerosas criticas. Entre las cuales destacan las que
provocé el planteamiento del gquinto postulado, ya que su calidad
intuitiva no es tan simple, por lo que se pensaba gue no debia
estar incluido en los postulados. Por otra parte su reciproco
puede demostrarse mediante el empleo de 1los primeros cuabic
postulados, lo cual hizo pensar que el quinto postulado podia ser
también consecuencia de ellos.

Por ello, en el segundo capitulo se presenta un breve
andlisis de la discusion en torno al quinto postulado, para asi
mostrar como a raiz de los intentos por demostrarlo, surge un

nuevo enfogue, en el que no sdélo se llegd a su aceptacién, sino



que también s¢ vid que, tomando los primeres cuatro postulados de
Euclides y substituyendo el quinue por alguna de las posibilidades
de negarlo, puede construirse otro sistema geométrica, lo gue dio
lugar al surgimiento de la geometria no ecuclidiana.

De las dos posibles formas de ver la negacién del quinto
postulado, Lobachevski utilizé una de ellas y Riemaan utilizoé la
otra dando lugar a dos enfoques diferentes de la geometria no
euclidiana, que son  los  gue e conocan COMa gecomelria
lobachevskiana, o hiperbdlica, y geometria riemanniana, o
eliptica. Cabe aclarar que a diferencia de Lobachevski, quien
parte de la validez de los primeros cuatro postulados, Riemann
solo utiliza algunos como parte de la bhase de su  gistema
geométrico.

En este trabajo, por su naturaleza, se estudiara unicamente
el enfoque lobachevskiano.

Con el fin de que la geometria lobachevskiana .fuera mas
comprensible se construyeron varios modelos para representaria.
Los mas conocidos son los debidos a Henri Poincaré y ¥Félix Klein.

En el tercer capitulo se da una explicacién del modelo de
Poincaré y se muestra cémo quedan representados en dicho modelo
algunos resultados propios de la geometria de Lobachevski.

El cuarto capitulo se inicia con la presentacion del modelo
de Klein y otros resultados de ia geocuweliic gue 23 modele
representa,

Ambos modelos son similares en muchos aspectos, puesto que
representan la misma geometria. Sin embargo algunos resultados se
visualizan mas claramente si se analizan a traves de alguno de los

dos modelos. Es por esto que, para finalizar el cuarto capitulo,



se demuestra por medio de la transformacion por inversion (a
diferencia de la proyeccion estercogafica utilizada por Klein)
que los modelos son equivalentes, lo que conlleva a que puedan ser
utilizados de manera indistinta, facilitando asi ¢l estudio de 1la
geometria lobachevskiana.

Finalmente se presentan dos apéndices, uno de ellos referente
a la geometria de Lobachevski, en el cual se da una breve
explicacion de su surgimiento y de su definicion, ademas se
enumeran algunos resultados que le son propios; el otro es
referente a la transformacion por inversidn donde ésta se define y

se presentan los principales teoremas utilizados en este trabajo.



CAPITULD 1
Euclides y los ERlementos.

1.1 Buclides y sus obras.

A pesar de no corocerse ni el lugar ni la fecha exacta del
nacimiento de Evclides, se calcula que debe de haber nacido en
Grecia alrededor del afo 300 A.C., pues segun deducciones de
Proclo (410-485 D.C.}, Euclides vivio intermedio a la época de los
primeros discipulos de Platon (428/7-247/6 &.C.) Yy Argulsides

{287~212 A.C,j, sien caontenpordneo de Ptolomeo (305-283 A,C.)\

La mayoria de los geometras gue pudieron haber sido maestros
deEuclides fucron discipulos de Platon: ¢stos se encontraban en
Atepas al igual que anteriores wmatemdticos y escritores de
elementos que ahi vivieron y enseharon.

Algunos autores consideran gque Euclides perteneciéo a 1la
escuela de Platon, debido a gue su obra Elementos concluye con una
investigacidn acerca de los cince solidos regqulares. Sin embargo,
esto no es algo que se pueda afirmar. En opinidn de otros autores
la inclusién de este tema en el texto complementa el estudio de
Euclides, haciéndolo mas general."‘

Es por medio de Pappus, al referirse « los eostudios de

1
Hleath, T. Euclid's Elements, pp.1y2.

2
bid., p.2.



Apolenic con alummnos de Euclides, que se sabe que éste ultimo fue

. . 3
llamado por Ptolomeo a Alejandria para fundar una cscuela,

Entre los trabajcs que realizé Buclides se cncuentran:

Psecudaria, que incluye todo tipo de teoremas 2 manera de
ejercicios; se consideraba a este libro como upa peérdida
irreparakle, pero se sabe de él a través de los escritos de
proclo.’

Qg;g,(ﬁtéouéua) es un libro de geometria elemental, que forma
parte de 1la introduccion al  andlisis avanzado por medio de
ejercicios elementales. Se plantean en ¢! una serie de

roposiciones cducidndolas @ otras. es, n siones,
pos ded dol d t e ocasiones

utilizado como un suplemento de los E

' . ’
figuras), (ncptéraiprocwy RLAXLOU), cuya

sobre la divisidn de

version en griege se perdid y s6lo se encontrd una copia, en
latin, de un texteo drabe. El libro trata de la division de lac
figuras en figuras iguales o desiguales; i.e. un cuadrade en
cuadrados (lguales), o un cuadrado en triangules y cuadrados
(desiguales). De las treinta y seis proposiciones de gqua consta el
libro, sdlo se conservan cuatro demostraciones, las demas fucron
omitidas por el traductor arabe.”

Porismas, que consta de tres libros con proposiciones;

algunas de ellas pertenecen ahora a la teoria noderna de las

3

Tblden,

4

Lid., p.7
s

1bid., p.4.

6,
Ibid., pp. 8 y 9.



. ' T
transversales y a la geometria proyectiva.
' . ' .
Lugares GSuperficiales,(tonot npor  emugavela). Estos  dos

libros tratan de las superficies de revolucion de sequndo grade y

: v B
de las secciones de las mismas.

:

cas. Esta obra consta de cuatro libros que, segun Pappus,
fue completada par Apolonio para dar un total de ocho likros.
Trata de la teoria general de las cénicas, concentriandose mas en

aquellas propiedades gue son necesariasg para 21 andlisis de la

obra Lugares Superficiales de Aristacus.”

Phaenomena es una obra astrondmica que consiste de

proposiciones de geometria esférica. Euclides sc bhasé en la obra

Al ’
de Autolycus mnepL rklwvovpcuns odxtpap, aungue también en un texto

anterior: L4 Sphaerica, cuye  contenido es exclusivamente

matematico.'’

Optica, obra publicada por iieiberg {(189%) quien incluye
Captoptrica en el mismo velimen, aungue no hay la certeza de que
ésta Ultima pertenezca a Euclides.'!

< . . '
Elementos de musica (uL kata movsiLkIw ototfciwcio). No se

tiene la seguridad de que esta obra la haya escrito Euclides,
aunque es mnencionada por autores posteriores; dentro de estos
elementos se encuentran dos tratados: la teoria de los intervalos

e introduccisn a la armonia.'®

7
1bid., pp.10-15.
8

bid., p. 15.

9

Ibid., p. 36.
Q

llmd.. PP, 16,17
“Xbld.. p.17.

12
Ividem.



1.2 Los Elementos de Euclides.

Los Elementos (Stoicheia) estan constituidos por trece libros
que contiencn un  total de cuatrocientas sesenta y cinco
proposiciones. lLos primerss cuatro libros y el sexto tratan de
Geometria plana; los tres ultimos de Geometria del espacio; el
quinto expone la teoria de las proporciones; el séptimo, el octavo
y el noveno contienen la Aritmética de los numeros racionales; el
décimo estudia los irracionales.

1A obra de Euclides ha sido comentada por varios autores
entre los dque se encuentra Procle, quien en su obra califica los
comentarios de auteores quc lo precedieron como "llenos de todo
tipo de confusiones, sin  atenerse a las causas y sin

3
*3 Entre estos

discriminacion dialéctica o pensamiento filoséfico.
autores se encuentran:

Her¢dn de Alejandria (s.ITI p.c)', del cual se sabe de sus
comentarios acerca de la obra de Euclides no sdlo por Proclo, sine
también por las referencias que de él hace el arabe An-Hairizi'™,
Dentro de los comentarios de Herdn, se puede encontrar gue ¢l no
admite mas de tres axiomas, hace distinciones de un numero de
casos particulares de las proposiciones de Euclides con respecto a
que si una figura debe dibujarse de una manera o de otra, da

demostraciones alternativas a algunas de las proposiciones de

Euclides y proporciona el reciproco, complementa o extiende

13
1bid. p, 19.

14
Ibid. p. 20,

15
id, p. 21,



otras.'®

Porphyry (232-304 D.C.), quien hace notar la necesidad del
uso de ciertas palabras al enunciar algunas proposiciones, asi
como del entendimiento correcto de éstas. También da algunas
demostraciones alternativas a ciertas proposiciones."'

Los comentarios de Pappus a la obra de Fuclides no se limitan
a los Elementos, pero refiriéndose a éstos, comenta acerca del
cuarto postulado, de los axiomas y de ciertas proposiciones,
incluyendo demostraciones alternativas.'”

Simplicius, el griego, tamhién hizo comentarios a la obra de
Euclides. Los comentarios a las definiciones, postulados y axiomas
(incluyendo el comentario al quinto postulado) se preserva por
medio de los comentarios arabes de An-Nairizi.'?

Anteriormente ya se habian escrito otros Elementos, de lo

cual se tiene conocimiento por medio del trabajo de Eudemus sobre
la historia de la geometria; entre los autores se encuentran
Hipdécrates de Chios (segunda mitad del s.V A.C.), Leon, quien
fuera mayor que Eudoxus (408-~355A. C.) pero menor gque Platon
(428/7-347/6 A.C.), aunque no pertenecid a su escuela. El libro de
texto de geometria de la Academia se debid a Theudius de Magnesia
junto con hmyclas de Heraclea, Menaechmus (discipulo de Eudoxus),
Dinostratus y Athenacus de Cyzicus, gquienes realizaron un trabajo

mds general. El trabajo de Theudius parece ser el inmediato

16
Ibid. pp. 22-24.
17
Ibid. p. 24,
18
Ibld, pp. 28-27.

1
91bld., Pp. 27,28,

11



anterior al de Euclides, pues entro cstos dos, Eudenus sdlo hace
referencia al trabajo de Hermotimus de Colophon comoc el
descubridor de varios elementos y no como el elaborador de un
texto.?®

La tarea que Euclides se planted al escribir los
Elementos,fue la de reunir el conocimiento matematico que los
griegos habian desarrollado desde el tiempo de Tales (640-546
A.C.), actualizandolo y organizdandeolo para formar un unico sistema
loglco, Esto implicod identificar cudles serian las definiciones o
suposiciones basicas de las cuales partiria y cudles serian los
tecoremas que habia de demostrar, incluyendo las demostraciones que

ya existian o bien proporcionando nuevas pruebas.

Euclides desarrolldé el sistema planteado en los Elementos
comenzando con una serie de primeros principios, por los cuales se
entiende, segun Aristdteles, "aquellos de los cuales no es posible
probar la verdad"?",es decir, gue de ellos se asume su existencia
para de ahi probar el resto. Estos "primeros principios" se
encuentran a manera de definiciones, comenzando a cnumerar lo
esencial y a partir de lo cual las definiciones siguientes se
hacen de manera recursiva. A continuacion se enuncian dichas
definiciones®:
1.~ Un punto es aguél gue no tienc partes.

2.- Una linea es un largo sin ancho.

20

bld., pp. 116-117.
21

Ibid., p. 117,

22
Heath, T. The thirteen books of Eucild's Elementa, ol
traduccldn Inglés-Espanol: G. Keller.



10.~

11.-

12.-

13.-

14.-

15.~

16.~

17.-

Los extremos de una linea son puntos.

Una linca recta re una linea que yace en forma pareji sobre
sus puntos.

Una superficie es aquella que so6lo tiene iargo y ancho.

Los extremos de una superficie son lineas.

Una superficie plana es una superfici. que yace en
pareja a las lineas rectas quo estan sobre si misma,
Un angulo plano o3 la inclinacion de una a otra o dos
lineas en un plans las cualet se encuentran una con otra y no
estan en una linca recta.

¥ cuando las lineas gude contienen al angulo son rectas, el
dngulo es llamado rectilineo

Cuando una linea recta levantada sobre una linea recta forma
los angulos adyacentes iguales entre si., Cada uno de los
angulos iguales es recto y la linea recta gue se levanta
sobra la otra es llamada perpendicular a aquella. sobru la
cual se levanta.

Un angulo obtuso es un angulo mayor a un dngulo recto.

Un angulo agudo es un angulo menor gue un angulo recto.

Un limite es aquello gue es un extremo de algo.

Una figura es aquello que esta contenida por cualguier
limite o limites.

Un circulo es una figura plana contenida por una linea dc
tal modo que todas las lineas rectas gue cawa sobre ella
desde un punto entre aquellas gque estan dentro de la figura
son iguales entre si.

Y el punto es llamado el centro del circulo.

Un diametro del circulo es cualguier linea recta trazada a

13



través del centro y terminada en ambas direcciones por la
circunferencia del circulo, y tal linea recta tambicén biseca
al circulo.

18.- Un semicirculo es la figura contenida por el diametro y la
circunferencia gue éste corta. Y el centre del semicirculo
es el mismo gue el del circulo.

19.- Figuras rectilineas son aquellas contenidas por lineas
rectas, trilateros aruelias {iguras contenidas por tres,
cuadrilateros aquellas contenidas por cuatro y polildteros
agquellas contenidas por mas de cuatro lineas.

20.- Sobre las figuras trilaterales, un triangulo equilateroc es
aguél que tiene igual sus tres lados, un tridngulo isosceles
aquél que tiene solamente dos de sus lados iguales, y un
triangulo escaleno es aquél que tiene sus tres lados
desiguales.

21.- Run

de las figuras trilaterales, un triangulo de angulo
recto es aquél que tiene un &ngulo recto, un triangulo de
angulo obtuso es aquél que tiene un dngulo obtuso, y un
triangulo de dngulo aqgudo es aquél que tiene sus tres
angulos agudos.

22.- Sobre las figuras cuadrlilaterales, un cuadrado es aquél que
es equilatero y de dngulos rectos; un oblongo aquél que
tiene dngulos rectos pero no es equilatero; un rombe aquél
que es equilatero pero no tiene sus angulos rectos; un
romboide aquél que tiene sus lados y angulos opuestos
iguales entre si pero no es equilatero ni tiene sus angulos
rectos. Y los cuadrildteros distintos a estos son trapecios.

23.~ Lineas rectas paralelas son lineas rectas que, estando en el



mismo plano y prolongandose indefinidamente en ambas

direccliones, no se encuentran en ninguna direccidn.

Posteriormente Fuclides epuncia cinco suposiciones basicas a

las que denominé postulados. Estos son™*:

1°" postulado.

2% postulado.

o

3°" postulado.

4° postulado.

s° postulado.

Es posible trazar una linea recta de cualguier
punto a cualquier punto.

Es posible prolongar una linea vrecta finita,
continuamente, en una linea recta.

Es posible describir un circulo con cualquier
centro y distancia.

Todos los angulos rectos son iguales entre si.

Si una linea recta cae sobre dos lineas rectas
formando los dngulos en el mismo lado menos que
dos dngulos vectos, las dos lineas rectas, si se
prolongan indefinidamente, se encuentran en aquél
lado donde estan los angulos menores gque dos

rectos.

I

Se incluye en el texto lo que se ha denominadeo como Nociones

23
Ibid., p. 2.



Comunes, de las cmales ce ha dudado que Buclides Jas hava incluido
en el texto original, contemplindssce la posibilidad de que haya
sido intercaladas en el textc en el tiempo de Apslonic. La duda de
la autenticidad radica fundamentalmente en dos aspectos: el estar
colocadas después de les Postulados, pues se relacionan mas con
las Definiciones, y el hecho de que las Nociopnes Comunes no tienen
un cardcter puramente geomeétrico., En geperal, se acepta mds la
posibilidad de que ECuclides haya redactado las tres primeras
nociones (sin descartar la posibilidad de gue haya sido en textos

06

anteriores)™. Estas Hocilanes son:

1. Cosas que son iguales a la misma cosa son también iquales
entre si.

2. 81 iguales se ahade a iguales, los totales son iguales.

3. Si iguales se substraen de iguales, los restantes son
iguales,

4. Cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

5. El teodo es mayor gque la parte.

De los cinco postulados se derivan una serie de proposiciones
o teoremas, los cuales organizo Euclides de tal manera que no se
utilizase, para su demostracidén, un nueve postulado mientras se
pudiera avanzar con los postulados anteriores.

A continuacioén se enuncian las primeras 28 proposiciones para

24
Heath , T. Euclid's Elements pp. 221-232

25
Jl!tnlh, T. The thirlecn books of Eucllid's Elcments, p. 2.

16



mostrar un poco del espiritu con gue éstas fueron formuladas;
también se presentan algunas demostraciones en las cuales <o
muestra el tipo de razonamientc emplecado por Euclides®® {cabe notar
que, apesar de gue algunas proposiciones nos parezcan obvias, nc
es tan importante el enunciar la posikilida? de construccion o
existencia como lo es el procedimiento logico que lleva a la

demostracioén):

1. Dada una linea recta finita, construyase un triangulo
equilatero.

2, Cologuese a partir de un punto dado (como extremo) una linea
recta igual a otra dada.

3. Dadas dos lineas rectas desiguales, coértese o sepirese de la
mayor una linea recta igual a la menor.

4. 8i dos tridngulos tienen dos lados de uno iguales
respectivamente a dos dec¢l otro, y los angulos comprendidos por
dichas parejas de lineas rectas son iguales, tarbien tendran la
base de uno igual a la del otro, un triangulo sera igual al otro,
Yy los angulos restantes de uno serdn iguales a los restantes del

otro, respectivamente.

Demostracidn.
Sean ABC, DEF dos triangulos tales que dos lados AB, AC se-a
iguales a DE, DF respectivamente, digase AB a DE y AC a DF, y el

angulo BAC igual a el angulo EDF.

28

ibld., pp. 2-2¢.

Hota: En algunas demostraclones ®e ha aod} flcade el lengua je,
modernizandole, para una m.jor comprensidn,



Digo que la base BC es tambidn iqual a la base EF, el
triangule ABC sera igual a el triangulo DEF, y los angulos
restantes seran iguales 2 los angulos restantes, respoectivamente,
23 decir aquellos gue subtienden los lados fgualc:, esto es, el

angulo ABC a el anguloc DEF y el dangulo ACB a el angulo DFE.

A =]

N\ N

Pues si el triangulo ABC fuera pucsto en el triangulo DEF,

Yy si el punto A se colocase sobrec el punto D,

y la linea recta AB sokre DE,

entonces, el punto B también coincidiria con E, porque AB es
igual a DE.

Nuevamente, haciendo coincidir AB con DE,

la linea recta AC también coincidira con DF, porque el angulo
BAC es igual a el angulo EDF,

en consecuencia el punto C también coincidira con el punto F,
porgue AC es igual a DF.

Pero B también coincide con E, de aqui gue la base BC
coincidira con la base EF,
(pues, si al coincidir B con E y ¢ con F, la base BC no coincide
con la base EF, dos lineas rectas encerraran un espacio; lo que es

imposible.

18



Por lo tanto la base BC coincidira con la base EF)

y sera igual a ella. w.c. 4l

Pe nmodo que todo ol triingulo ABC cozincidirs con tede el
triangulo DEF,

y serda igual a &l.

¥ los angulos restantes también coincidiran con los dngulos
restantes y serdan igual a ellos,

el angulo ABC a el angulo DEF

¥y el angulo ACB a el angule DFE.

Por lo tanto, cte.”

5. En los triangulos isésceles, los angulos de la base son iguales
entre si, y si los lados iguales se prolongan, los angulos que
estdn bajo la base serdn también iguales.

6. Si en un triangulo dos angulos son iguales, los lados opuestos
a les angulos iguales también seran iguales.

7. Dadas dos lineas rectas trazadas sobre otras (a partir de sus
extremos) y que se cortan en un punto, no pueden trazarse sobre la
misma linea recta (a partir de sus extremos) y del mismo lado de
ella, otras dos lineas rectas que se corten en otro punto y que
sean iguales a las anteriores respectivamente, es decir, cada una
igual a la que pase por el mismo extremo.

8, 8i dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales

respectivamente a otros dos del otro, y ademds tienen sus bases

£4

Euclldes solfa terminar sus demostraclones enunc fando ol
postulado palabra por palabra, Para evitar repeticiones, se
conclulra dictendo, simplemente: Por 1o tanto, ete,



iguales, tendran también iguales los angulos opuestos a las lineas
rectas iguales,

9. Bisecar un angule rectilines dado.

10. Bisecar una linea recta finita dada.

11. Trazar una linca recta perpendicularmente a otra dada desde un
punte de esta.

12, Trazar una linea recta perpendicular a otra infinita dada,
desde un punto que no esté sobre ésta ultima.

13. 81 se traza una linea recta sobre otra, formando angulo,
formara dos angulos rectos o bien anguleos cuya suma sea igual a
dos angulos rectos.

14. 8i con una linea recta cualquiera y pasando por un puntc en
ella dos lineas rectas, que no estén en el nismo lado de 1la
primera, forman dngulos adyacentes cuya suma sea igual a dos
rectos, las dos lineas rectas seran una continuacion de la otra,
constituyende una sola linea recta.

15. $i dos lineas rectas se cortan, forman angulos opuestos por el
vértice iguales entre si.

16. En un triangulo, si se prolonga uno de los lados , el angulo

exterior es mayor que cualquiera de los interiores y opuestos.

Demostracion.

Sea ABC un triangulo,prolonguese uno de sus lados BC hasta Di

Digo qua el angiulo evterior AND es mayay que cnalauiera de
los dngulos interiores y opuestos CBA, BAC,

Sea AC bisecade en E fprop. 101, y sea BE prolongado
hasta F en linea recta;

sea EF igual a BE, tprep. 31



tnanse Fy C

{post. 11,

Yy tracese AC por G. lpast. 2
Entonces, como AE es igual a EC, y BE a EF,

21

los lados AE, EB son iguales a los lados CE, EF respectivamente;

Y el angulo AEB es

igual al angulo FEC,
opuestos por el Vvértice.

por ser é&ngulos

[prop.

151
Entonces la base AB es igual a la base FC,

Yy el triangulo AEB es igual al tridngulo CFE,
Yy los &ngulos restantes son iguales a los otros angulos
restantes, respectivamente, es decir,

lados iguales;

aguellos que subtienden los
entonces,

prop. )
el angulo BAE es igual a el angulo ECF.
Pero el angulo ECD es mayor gue el angulco ECF; (N.c.
Entonces el angulo ACD es mayor gque el angulo BAE.
De igual forma, si BC es bisecado,
el angulo ACD

{prop.

el anguloc BCG,
151,
ingulo ABC.

es decir,
puede probarse que es mayor que el
Por lo tanto etc.

Q. B
17. En un triangulo dado, la suma de cualesquiera

dos dngqulos es
23



menor gue dos rectos.

Demostracisdn
Sea ABC un triangulo;
Digo que dos dngulos del tridngulo ABC tomados de cualquier
manera son menores gue dos angulos rectos.
Prolénguese BC hasta D. [poat. 2
Entonces, puesto que el angulo ACD es un angulo exterior al
triangulo ABC, es mayor gque el angulo opuesto e interior ABC.
Iprop. 16]
Agréguese el angulo ACB a cada uno; entonces, los angulos

ACD, ACB son iguales a dos angulos rectos. Iprop. 13)

Entonces los d&ngulos ABC, BCA son menores que dos &ngulos
rectos.
Similarmente podemos probar gue los angulos BAC, ACB son
también menores que dos rectos, y también los dngulos CAB, ABC.

Por lo tanto etc. Q. E. D.

18. En un triangulo, el lado mayor se opone al angulo mayor.

19. En un triangulo, el &angulo mayor es opuesto al lado mayor.

22



20. En un tridngulo la suma de dos lados cualesquiera es mayor que
el otro lado.

21. 5i sobre uno de los lados de un triangulo, y a partir de sus
extremos, se trazan dos rectas que se corten dentro del triingulo,
la suma de las rectas asi traczadas sera menor que la cuma de los
dos ladoes restantes del triangule, pero el angulo que comprendan
sera mayor.

22. Con tres linecas rectas, que sean iguales a tres lineas rectas
dadas, construyase un triangulo; por tanto es necesario que la

suma de dos cualesquiera de ellas sea mayor que la restante.

Demostracion.

Sean A, B, C, las tres lineas dadas tales que al tomar

cualesquiera dos de ellas sean mas grandes que la restante,

llamese:
A, B mayores que C,
A, C mayores que B,

y B, C mayores que A;

// T

=

o
se requiere entonces construir un tridngulo con lineas rectas

iguales a A, B, C.



Construyase una linea recta DE, con D como un extremo pero con
longitud infinita en direccion de E,
y sea DF igual a A, FG igual a B y GH igual a C. fprop. 3}
Con centra en F y distancia FD tracese el circulo DKL: de
nuevo, con centro en G y distancia GH tracese el circulo KLH;
y utnase KF y KG;
Digo que el tridngulo KFG se ha construido de trec lineas
rectas iguales a A, B, C.
Puesto que el punto F es centro del circulo DKL, FD es
igual a FX.
Pero FD es iqual a A; entonces,
KF es igual a A.
De nuevo, como el punto G es centro del circulo LKH,
GH es igual a GK.
Pero GH es igual a C: entonces,
KG es igual a C. E
y FG es igual a B;
entonces, las tres lineas rectas KF, FG, GK, son iquales a las
tres lineas rectas A, B, C, y de ellas se ha construido el

tridngulo KFG.

Q. E. D.

23, Dada una linea recta y un punto en ella construlr un angulo
rectilineo igual a otro dado.

24. 81 dos triangulos tienen dos 1lados de wuno iguales,
respectivamente, a dos del otro, pero uno de los angulos
comprendidos por una de las parejas de lados es mayor que el de la

otra, también tendra la base mayor el tridngulo de la pareja de

24



mayor dngulo.

25. 8i dos triangulos tienen dos lados de uno iguales,
respectivamente a dos del 2txrc, pers la base del primero es mayor
que la del sequndo, el dngule de la primera pareja de roctas sernd
mayor que el de la segunda.

26. Si dos triangulos tiencn dos angulos de unc liguales,
respectivamente a dos del otro, y un lado igual a un lado, ya sea
el lado que une los angulos iguales o aqueél que subtiende uno de
los angulos iguales, también tendran les lados restantes iquales a

los lados restantes y el angulo restante al angulo restante.

Demostracion.

Sean ABC, DEF dos triangulos tales que los angulos ABC, BCA
sean iguales a los angulos DEF, EFD respectivamente, y cuyos lados
que unen angulos iguales sean iguales, es decir, el lado BC a EF;

Digo que también tendran los lados restantes iguales a los
lados restantes, respectivamente; es decir, el lado AB al DE y AC
al DF, y el angulo restante igual al angulo restante, es decir, el
angulo BAC al EDF.

Pues, si AB no es igual a DE entonces, uno de ellos es mayor.

Sea AB mayor y sea BG igual a DE; y unase GC.

Entonces, como BG es iaqual a DE, y BC a EF, los lados GB, BC
son iguales a los lados DE, EF respectivamente;

y el angulo GBC es igual ai angulo DEF; cntonces, la base GC
es igual & la base DF, y el triiangulo GBC es igual al triargulo
DEF, y los angulos restantes son iguales a los angulos restantes,
es decir aquellos que subtienden lados iguales; (prop 4l

entonces, el angulo GCB es igual al angulo DFE.



Pero el angulo DFE es igual, por hipotesis, al angulo BCA;
entonces, el angulo BCG es igual al angulo BCA,
es decir, que el mic chien es igual al mayor, lo que es imposible.
Entonces AB no es desigual a DE, por lo tanto es igual a él.
Pero BC también es igual a EF; por le tanto los lados AB, BC
son iguales a los lados DE, EF respectivamente, y el angulo ABC es
igual al angulo DEF; entonces, la base AC es igual a la base DF, y

el a&ngulo restante BAC es igual al angulo restante EDF.(prop.al

Nuevamente, sean lados que subtienden angulos iguales, como
AE a DE;

Digo de nuevo que los lados restantes seran iguales a los
lados restantes, llamense AC a DF y BC a EF, ¥y adin mas el angulo
restante BAC es igual al angulo restante EDF.

Pues, si BC no es igual a EF, uno de ellos es mayor.

Sea BC el mayor, si es posible, y sea BH igual a EF; y unase
AH.

Entonces, como BH es igual a EF, y AB a DE, los lados AB, BH
son iguales a 1los lados DE, EF respectivamente, y contienen
angulos iquales; entonces, la base AH es igual a la base DF, y el

triangulo ABH es igual al triangulo DEF, y los angulos restantes

26



seran iguales a los angulos restantes, es decir, aguellos que
subtienden lados iguales: tprep 4§ entonces, ~1 angulo BHA es
igual al angulec EFD.

Pero el anguleo EFD es igual al angulo BCA; por lo tanto en el
triangulo AHC, el angulc exterior BHA es igual al angule interior
Yy opuesto BCA:

lo gue es imposible. tprop. 1ol

Por lo tanto BC no es desigual a EF, por lo tanto es igual a
él.

Pero AB también es igual a DBE; por le tuntc los lados AB, BC
son iguales a los lados DE, EF respectivamente, y conticnen
angulos iguales; entonces, la base AC es iqual a la base DF, el
triangulo ABC es igqual al triangulo DE¥, y el angulo restante BAC
es igual al angulo restante EDF lprop. 21

Por lo tanto etc. Q. E. D.

27. s8i una linea recta corta a otras dos formande con éstas
angulos alternos internos iguales, las rectas scrdn paralelas

entre si.

Demostracidn.

Sea EF la linea recta gue corta a las lineas rectas AB, CD
formando los angulos alternos internos AEF, EFD iquales;

Digo que AB es paralela a CD.

De lo contrario, al prolongar AB, CD se encontraridn en
direccidén de B, D o hacia A, C.

Prolonguese para que se encuentren en direccion de B, D en G.

Entonces en el triangulo GEF, el angulo exterior AEF es igual
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al angulo interior y opuesto EFG:
lo cual es imposible. {prop. 16]
Por lo tanto, AB, CcD al prolongarse ne se encontraran . en

direccidén de B, D.

Similarmente se puede probar gque tampoco se cncontraran en la
direccioén de A, C.

Pero lineas rectas gue¢ no se  encuentran en cualquier
direccién son paralelas; (et 20!

Por lo tanto AB es paralela a CD.

Por lo tanto etc.

Q. E. D.

28. Si una linea recta que atraviesa a otras dos, forma con una de
estas un angulo externo igual al interno y opuestc del mismo lado,
o los angulos interiores en el mismo lado igual a dos angulos

rectos, las lineas rectas seran paralelas entre si.

Cabe notar que para la demostracidn de estas proposiciones no
se utiliza el quinto postulado. Es a partir de la proposicién 29
que éste se utiliza y es por elle gque el resto de las

proposiciones no han sido incluidas, ya gque, tanto éstas como los



resultados que de ellas se desprendan, dependerdan de la validez

del quinto postulado. Este ultimo serd apalizado mas adelante.
sin embargo, dentro de las primeras 28 proposiciones
encuentran una serie de resultados que tilenen iwmplicaciones

gran valor; entre éstos estan los siguient

La existencia de perpendiculares ipeops. 11y 12 en
tridngulo el 4dngulo exterior es mayor que cualquiera de
interiores y opuestos (prep 181 en un triangulo la suma
cualesquiera dos angulos ¢s nenor gue dos rectos {prop. 1717
posible construir un tridngulo dados sus tres 1ados  lprep.
criterios de congruencia de triangulos (preps. 24, 25 ¥
existencia de paralelas: el reciproco del guinto postulado
cierto (prop. 271; etc.,

Puesto que cstos resultados se derivan basicamente de

se

un
los

de

los

primeros cuatro postulados, sera importante recordarlos, ya que su

validez dependera unicamente de la validez de estos postulados.
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CAPITULO 2

El quinto postulado y el surgimiento de la geometria no

euclidiana

2.1 Demostraciones del quinto postulado.

Desde su formulacién, el gquinto postulado (el postulado de
las paralelas) causd gran controversia, pues mientras algunos
consideraban gue no era evidente, por le gue no debia incluirse
entre los postulados, otros argumentaban que si su reciproco es
demostrable mediante los primeros cuatro postulados, entonces el
quinto postulado también deberia ser consecuencia de estos. Por
esto es muy conprensible la multitud de intentos que se hicieron
por probar este postulado.

En la mayoria de las demostraciones no se intento demostrar
el quinto postulado de una manera directa, sino gque se utilizo un
equivalente de éste, actualmente conocido como el postulado de
Playfair:

Dada una lLinea recta y un punto exterior a ella, existe una
unica linea recta paralela a la recta dada por el punto dado.

A continuacidn se presenta la demostracién del quinto

o



postulado de Euclides a partir del postulado de Playfair.':

Sean AR, €D lincas rectas tales gue formen con la transversal
EF los angulos AEF y EFC, y AEF + EFC < 1807

Por demostrar que AB, CD se intersecan del lado de A y C.

Por E tracese la linea recta GH de tal manera que forme con

EF el angulo GEF igual (y alterno) al angulo EFD.

Entonces GH es paralela a CD. {prop. 27]

Entonces AB debe intersecar a CD en una u otra direccién, ya
que de no ser asi, AB seria paralela a CD; entonces se tendrian
dos lineas rectas AB, GH paralelas a CD por el mismo puntoc E, lo
cual es imposible.

Por lo tanto AB y CD se intersecan.

Pueste que AB y CD se intersecan, deben formar un triangulo
cdn EF,

pero en cualgquier triangulo la suma decualesguiera dos

dngulos es menor que dos angulos rectos,

1
Heath, T., Euclid's Clements, p. 313,
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por lo tanto los angulos AEF y EFC (cuya suma es menor que
dos angules rectos), y no los angulos BEF y EFD (cuya suma es
mayor gue dos angulos rectos) son los angulos del tridngulo;iprep
131
esto es gue, EA y FC se intersecan en la direccién de A, C; o en
el lado de EF en el cual la suma de los angulos es menor que dos

angulos rectos. Q.E.D.

Se ha demostrado entonces, que el postulado de Playfair
implica el quinto postulado de Euclides, por lo que cualquier
demostracién del primero sera valida para el segundo; y puesto que
éste es mas evidente, parece natura que se haya preferido
utilizar en las demostraciones que se intentaron del quinto
postulado.

Cabe aclarar que para demostrar el quinto postulado no es
posible utilizar ningin equivalente a éste, pues se estaria
partiendo de lo que se quiere probar; y que ademds, esto es
distinto a demostrar su equivalente, lo cual no es mas que una
simplificacién de la demostracidn.

Algunas de estas demostraciones son:

Prueba de Proclo™:
Mediante este razonamiento Procle queria demostrar que, si se

tienen dos rectas paralelas, cualquier recta que corte a una de

2
Greenberg, H. p.123
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ellas cortara también a la otra, lo cual es una forma equivalente
de plantear el postulado de Playfair (y por lo tanto de plantear

el quinto postulado de Euclides).

Dadas dos lineas paralelas 1 y m. Supongase qgue la linea n
corta a m en P.

Por demostrar gue n corta también a 1.

Sea Q el pie de la perpendicular desde P a 1

Si n coincide con PQ, entonces, interseca a 1 en Q. Si no, un
segmento PY de n estd entre PQ y otro segmento PX en n.

Sea X el pie de la perpendicular desde ¥ a m.

e
~. P x
R L]‘ m

|

Y,
. n

-l ) '
[

Ahora, como el punto Y reside indefinidamente desde P en n,
el segmento XY aumenta indefinidamente en tamafio, y por lo tanto
eventualmente se vuelve mayor que el segments PQ.

Por lo tanto Y debe de cruzar al otro lado de 1,

entonces, n debe cortar a 1.
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En esta demostracion Proclo supone queJ:

a) Si dos lineas se intersecan, la distancia a una de ellas
desde un punto de la otra, aumenta indefinidamente a medida que el
punto se aleja del lugar de interseccion de las dos roctas.

b) El segmento mads corto que une una linea a un punto externo
es el segmento perpendicular,

¢) La distancia entre dos paralelas esta acotada.

a) y b) pueden probarse usando los postulades 1 a 4, sin
embargo c¢) se esta utilizando como un paostulado adicional que
resulta ser equivalente al quinto postulado de Euclides®; es por

ello que la prueba hecha por Procle no es valida.

Wallis realizd numerosos intentos por demostrar el gquinto
postulado al no conseqguirlo, agrega a los cuatro primeros
postulados un guinto’:

Dado cualguier tiangulo ABC y dado cualquier segmento DE.
Existe un triangulo DEF, con DE como uno de sus lados que es
semejante al triangulo ABC.

A partir de este nuevo grupo de postulados, Wallis realiza 1lo
que para €l es una demostracion del quinto postulado%

Dado un punto P exterior a una linea recta 1, construyase una

paralela a 1 por P (trazando la perpendicular PQ a 1 y luego por P

3

Prenowitz, W. y Jorden, K., Baslc Concepts of Ceometry, p. 29.
4

Greenberg, M. J., Euclidean and Non Euclldean Coometry, p. 123.
5

Ibid,, p.125.

6
bid., p.126.
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la perpendicular m a PQ). Sea n cualguier otra linea recta por P.

Debemos probar que n interseca a 1.

Considérese un segmento n con P como un extremo y que esté
entre un segmento de m y PQ: de cualquier punto R en este segmento
sea RS perpendicular a PQ.

Apliquese el postulado de Wallis al triangule PSR y el
segmento PQ. Entonces existe un punte T tal gque el triangulo PGR
sea semejante al triangulo PQT (es mas, déjese a T en el mismo

lado de la linea PQ que R).

e m
sj____\;.a
\\ N
n
~2
h ~~ '
Q T .

Por definicién de triangulos semejantes « TPQ & 2« RPS. Pero
como las rectas PQ y PS coinciden, éstos son lados comunes, y
puesto que T csta en el mismo lado respecto a PQ gue R, la unica
manera de gue sean congruentes es gue scan iguales. Entonces, las
lineas PR y PT coinciden, entonces, T cstd en n. De iqual forma,
<PQT & ¢« PSR, pues son rectos; entences, T esta en 1. Enteonces, 1
Yy n se intersecan en T; m es, por 1o tanto, la unica linea por P

paralela a 1.

s



El postulado que Wallis utiliza’ implica que existen un par
de triangulos no congruentes scmejanne§ﬁ lo cual es un
equivalente al quinto postulado y por lo tanto la demostracion no

es valida.

Gerolamo Saccheri utilizo para su prueba el estudio de
cuadrildteros ABCD gue tienen dos lados iquales , AD = CB, y
perpendiculares a un tercer lado AB. Sin asumir el postulado de
las paralelas hizo un estudio exhaustivo de dichos cuadrilateros
{(que ahora reciben el nombre de cuadrildteros de Saccheri).

Saccheri probo que el angulo en C era igual que el angulo en

D; y formuld tres hipdtesis®:

B! ]

A B

(1) La hipdtesis del dngulo obtuso (los angulos en C y D son

mayores de 90°).

7

Prenowitz, W. y Jordan, M., pp. 30 y 31,

8

Evee, H., Estudlo de las Geometrias, p, 321,

9

Prenowitz. W. y Jordan, M., Basic Concepts of Geometry. p.d2.
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(2) La hipétesis del angulo recto (los dngules en C y D son
rectos).

{3) La hipotesis del angulo agudo (los angulos en C y D son
nenores de 90°).

La idea de Saccheri era que supener la validez de las
hipétesis (1) o (3) llevaria a una contradiccién, por lo que la
hipétesis (2) seria la wvalida (i.e. utilizaria el nétodo de
reduccidén al absurdo).

Logre invalidar la hipétesis (1) mediante el uso del
postulado 2 y de las proposiciones 16, 17 y 18 de tuclides'®. Sin
embargo, la hipotesis del angulo recto implica que:

S1 en un cuadrilatero un par de lados opuestos son iguales y
si los angulos adyacentes al tercer lado son rectes, entonces los
otros dos angulos también son rectos'’.

Lo anterior es un equivalente al quinto postirlado asi es gue,
a pesar de gque intenta no utilizarlo, lo dmja implicito y esto

invalida su demostracidn.

Posteriormente J. Heinrich Lambert hize su estudio acerca de
un cuadrilaterc con tres angulos rectos, y formuld las nisuas
hipétesis que Saccheri para el angulo restante. Sin embargo sus
hipdtesis no podian llevarlo a la demostracion ya gue se estaba

suponiendo otro equivalente al quinto postulado:

9
Cans, D., An Introducton to Wan Euckldesn Ceometry, pp. 22-23.

11
Eves, H., Estudlo de Jas Geonctrles, p. 321
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Si en un cuadrilatero tres angulos son rectos, el cuarto

también lo es'?,

Por otra parte, A. Legendre planted tres nuevas hipdtesis en
las gue tomaba como chjeto de estudio los triangulos y analizaba
la suma de sus angulos interiores, ésta podia ser:

-mayor que dos rectos,
-igual a dos rectos, o
~menor que dos rectos.
Invalidé 1a primera hipétesis y uno de sus intentos por

: : - 13
invalidar la tercera fue -

Sea ABC un triingulo cuya suma de sus angulos sea menor gue
dos angulos rectos.

Se define el defecto de un triangulo como la diferencia de
180° y la suma de sus angulos interiores,

entonces, la suma de sus angulos es 180°-a, donde o es el
defecto del triangulo en grados.

Construyase el triangulo BCD de tal modeo gue ¢ BCD = 2« ABC,
CD = AB y uniendo Bb. La suma de sus angulos, por ser congruente
al original, es 180"-a.

Dibujese por D una linea gue interseque.a AB y AC en E y F

respectivamente, formando los triangulos BDE y CDF. La suma de

12
Ibldem,

13
1bid., p. 28.
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todos los &ngulos no es mayor de 720°-2a. Por lo gque la suma de
los dngulos del triangulo AEF es no mayor que
720" -2a~540°=180"-2«.

Por lo tanto el defecto del triangulo AEF es por lo menos 2«
mientras que el del original ABC es a.

Por lo tanto se ha podido encontrar una construccidén que

duplica el defecto.

De igual modo puede construirse un triangulo cuyo defecto sea
no menor gque 4«a, Yy asi sucesivamente. Es decir, que puede
construirse un triangulo cuyo defecto sea arbitrariamente grande.
Pero el defecto de un tridngulo debe ser menor que 180°. Por lo
tanto se tiene una contradiccioén.

Por lo tanto, la suma de los angulos de un triangulo no puede

ser menor que dos rectos.

Los intentos de demostracién de Legendre no fueron validos ya

que utiliza, como una de sus hipdtesis, un equivalente al quinto
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postulado: la suma de los anqulos interiores de un triangule es
180°"°, y para demostrar su tercera hipétecis utiliza otro
equivalente: dado un punto en un anqulo es posible trazar una

recta que intersecte a ambos lados del angulo’f

También Bolyal realizé diversos intentos por demostrar el gquinto
postulado; el que a continuacidn se presenta se basa, como en los
casos de Proclo y Wallis, en la idea de demostrar que por un punto
exterior a una recta, sélo es posible trazar una paralela a ella,
.16

ya que cualquier otra recta por ese punto la intersecara

(postulado de Playfair):

Dado P no en una linea 1, PQ perpendicular a 1 en Q, y m
perpendicular a PQ e n P.

Sea n cualquier linea por P distinta de m y PQ.

Por demostrar que n interseca a 1.

Sea A cualquier punto entre P y Q.

Sea B el dunico punto tal que A, Q, Yy B sean colineales y
AQ=QB.

Sea R el pie de la perpendicular de A a N.

Sea C el unico punto tal que A, R, y C sean colineales y

=RC.

Entonces, A, B, y C no son colineales, cntonces, hay un unico

14
Tbldea,
15
Cang, D., An introduction to Hon-Euclldoan Geometry, p. 29,

16
Greenbarg, H. pp. 135-136.



circulo 7 gue pasa por ellos.

ol
4
’
./

B 2

Como 1 biseca perpendicularmente a la cuerda AB de ¥, Y n
biseca perpendicularmente a la cuerda AC de¢ y, entonces, 1 y n se
intersecan en el centro de v.

En este caso Bolyal utiliza la siquiente equivalencia:

Una circunferencia puede hacersc pasar por tres puntos

cualesquiera no colineales’”.
2.2 Equivalentes al gquinto postulado.

En todas los intentos que se hicieron por dcmos.'trar el quinto
postulado se utilizaron axiomas equivalentes o suposiciones que
implicaban o eran consecuencia del quinte postulado; a
continuacién se enuncian algunos de estos equivalentes:

La distancia entre dos paralelas esta acotada.

¥
7Eve5. ., EBstudle de las Geometrias, p. 321,

41



Existen un par de triangulos nc congruentes semejantes.

Si en un cuadrilaterc tn par de lados opuestos son iguales y
si los angulos adyacentes al tercer lado son rectos, entonces los
otros dos angulos también son rectos.

Si en un cuadrilatero tres angulos son rectos, el cuarto
también lo es.

La suma de los &ngulos interiores de un triangulo es 180°.

Dado un punto en un dngulo es posible trazar una recta que
interseque a ambos lados del angulo.

Una circunferencia puede hacerse pasar por tres puntos
cualesquiera no colineales.

Por un punto exterior a una recta dada solo es posible trazar

una paralela a dicha recta.

2.3 Resumen histérico de lac demostraciones y equivalencias

al quinto postulado; surgimiento de las nuevas geometrias.

Se han mostrado ya unos cuantos de los numercsos intentos que
se hicieron por demostrar el quinte postulado; entre las personas
gue lo intentaron, incluyendo a los que ya he mencionado, se
encuentran: Ptolomeo (305~283 A.C.), Proclo (410-485), el
astronomo y matematico persa Nassiraddin (1201-1274), y el inglés
Wallis (1616-1703), entre alqunos ctres.

La primera contribucién significativa se debié al italiano
Gerolamo Saccheri (1667-1733), profesor de la Universidad de
Pavia, quien en 1733 publico Euclides ab omni hoevo vindicatus

("Euclides liberado de toda falla"). En su extenso trabajo,
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Saccheri estudié un cuadrildteroc ABCD en el que AC = BD y los
dngulos en A y B son rectos. Formulo, en base a esto, tres
hipétesis y logré demostrar, por medio de este cuadrildtero, que
la suma de los aAngulos interiores de un tridngulo no exceden dos
rectos.

En 1766 el aleman Jonann Heinrich Lambert (1728-17)7)
escribié  Die theorie der Parallellinien. El  utilize un
cuadrilatera con tres angulo~ rectos y formulo las mismas
hipétesis gue Saccheri para el dngulo restante, Lanbert eliming la
hipétesis del anqgule obtuse pero no asi la del agudo, cuyas
conclusiones al respecto fucron confusas. Sin cmbargo, formuld una
conjetura acerca de la geometria donde podria verificarse dicha
hipétesis.

Adrien-Marie Legendre (1752-1831), italo-francés, realiud
también numercsos intentos por demostrar el pastulado de las

paralelas, mismos que publicé en Elements de geometrie desde 1794

hasta 1823, afo en que finalmente creyo haberloc logrado: pero en
su prueba utilizd un axioma adicional que, al ser muy evidente, no
parecia ser equivalente al quinto postulado. Legendre utilizé al
igual que Saccheri y Lambert el método de reduccién al absurde,
pero considerd tres hipdtesis nuevas: la suma de los anguloes
interiores de un triangule es mayor, iqual o menor que 4o dngulos

rectoS; nunca pudo invalidar la ultima hipdtesis.

Después de tantos fracasos en la demostracion del gquinto
postulado, se considerd un nuevo punto de vista en el que,
utilizando el postulade equivalente formulado por Playfair, surgen

tres hipotesis:
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Dada una recta y un punto fuecra de ella puede trazarse

- mas de una paralela,

- solo una paralela, tquinte postulade)

- 0 ninguna paralela a la recta dada.

Bajo este nuevo enfoque, el ruso Nicolai Ivanovich
Lobachevski (1793-1836), presenté un %rabaje a la divisién
Fisica-Matematica de la Universidad de Kazan, en el ano de 1826,
acerca de una nueva geometria en la gque no era valido el quinto
postulado, y en cambio se cumplia que por un punto exterior a una
recta dada puede trazarse mas de una paralela a dicha recta.

Mientras tanto, el hungaro Johan Bolyai (1802-1860), quien
habia trahajado en lo misme desde 1823, continucé su trabajo hasta
su publicacién en 1831.

Por otro 1lado, bay evidencia, poer medic de sus cartas
personales a Bessel (1829) y papeles personales, gue en Alemania,
Karl Friedrich Gauss {1777~1855} , habia ya 1legado a
significativas conclusiones al respecto, pero dicho resultados no
serian publicados sino hasta después de su muerte por el temor gue
Gauss sentia de darlos a conocer.

Asi pues, Lobachevski, Bolyai y Gauss habian llegado al mlsmo
resultado, al descubrimiente de una geometria en donde no era
valido el quinto postulado: la Geometria no euclidiana.

El orden de aparicién de las publicaciones fue lo que dié
prioridad para que la nueva geometria se denominara: Geometria
Lobachevskiana, también conocida como Geometria Hiperbdlica.

Fue con 1la construccion de los modelos de Feélix Klein

(1849-1925), Henri Poincaré (1854-1912), Eugenio Beltrami y Arthur



cayley, gue la nueva geonchbria gand caracter intuitive y fue
establecida, de manera incuestionable, la independencia de los
cinco postulades.

ER 1854, Bernhard Riemann (1826~1866) demostrd gque podia
desarrollarse otra geometrfia no euclidiana compatible con 1la
hipétesis del &ngulo obtuso, en la cual se cumple gque: por un
punto exterior a una recta dada ninguna paralela a ella puede
trazarse, En esta geometria, a diferencia de las planteadas con
anterioridad, no sélo no es valido el guinto postulade sino gque
incluso, a diferencia de las otras geometrias, no se verifica la
unicidad de la recta gue une dos puntos dados. A esta geometria se

le denomina Riemanniana o Eliptica.



CAPITULG 3

El modelo de Poincare de la geometria lobachevskiana.

3.1 Definicion del modelo de Poincaré.

Si el quinto postulado de Euclides fuera consecuencia de los
primeros cuatro postulados sucederia que, negando éste y

admitiendo los otros, se llegaria o contradicciones con alguno de

ellos y por lo tanto a contradicciones c<¢on la geometria
euclidiana. Fue asi como  Lebachevski  construyo  una  nueva
geometria; supuso los primeros cuatro postulados, los cuales
implican la existencia de las paralelas y en vez del quinto
postulado utilizo el siguiente principio:

Por un punto exterior a una recta dada puede trazarse mas do
una paralela'.

De este nuevo conjunto de postulados dedujo una serie de
teoremas en los cuales es imposible encontrar contradicciodn
alguna.

Estos teoremas son muy diferentes de aquellos a los gue se

1
Negeclon del postulade de Plipfair,



esta acostumbrado e implican resultados muy distintos a los de la

geometria de Euclides, por ejemplo’:

- Ho existen figuras semejantes no congruenptes.

-~ La suma de los angulos de un triangulo es menor que dos
rectos.

- No siempre es posible trazar una circunferencia por tres
puntos dados, etc.

Cabe notar que estos resultados son la negacién de los que se
habian presentado ya como equivalentes al guintc postulado, por lo
que es de esperarse que en una geometria en donde no es valido
este postulado, los resultados anteriores scan ciertos.

Posteriormente, otros autores contribuyeron a la
consolidacién de la teoria Lobachevskiana. Henrie Poincaré, nacido
en Francia en 1854, hizo grandes contribuciones a diversas ramas
de la fisica y las matematicas; y su imaginacion se ve reflejada
en su obra Les fondements de la Geonmetrie donde planted un modelo
de la geometria de Lobachevski relacionandolo con la ciencia
experimental, lo cual permite que la geometria que éste representa
se torne mas comprensible.

En este medelo ce supone un mundo encerrado en un circulo de

radio R y que esta somctido a las siguientes leyes®:

2 .
Serler Filosoffa de la Clencla, Henrie Polncars, p. 137.
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_La temperatura no es uniforme, sino que es maxima en el
centro y disminuye a medida que se aleja de él, para reducirse al
cero absoluto cuando alcanza la ecicunferencia por 1a cunl estd
limitado @1 mundo.

La temperatura absoluta en cada punto sera proporcional a
R?~r®; donde r es la distancia del punto considerado al centro del
circulo.

_Todos los cuerpos dentro de este mundo tienen el wmismo
coeficiente de dilatacién; de manera que la longitud de una regla
cualquiera es proporcional a su temperatura absoluta.

_Un objeto transportado de un puntoc a otro cuya temperatura
sea diferente, se pone inmediatamente en equilibrio térmico con su
nuevo medio.

_La luz atraviesa medics de distinta refringencia y de manera
tal que el indice de refraccion sea inversamente proporcional a
R-r‘., En estas condiciones las trayectorias de los rayos
luminosos no serian rectas sino circulos.

Asi, un objeto se volvera mas pequeno a medida que se acerque
al limite del circulo; por lo cual, para un ser gue habite cn ese
mundo, este le parecera infinito, pues, al acercarse al limite

tanto él como sus pasos seran cada vez mas pequefios, de tal modo

4
Ibid., pp.137-130.



gque nunca podra llegar al limite del circulo; ademas las
impresiones visuales de estos seres seguiras la misma trayectoria
que los rayos luminosos

Si estos seres crearan una geometria, ésta corresponderia a
una geometria no euclidiana come la que fuera planteada por
Lobachevski; es decir, que este mundo es un modelo de esta
geometria, sin embargo, para ellos corresponderia a una geometria
euclidiana.

Procederé ahora a la definicidn de los elementos de dicho
modeleo con respecto & la geometria de Euclides:; me referirée
entonces al plano euclidiano como el plano 11 y sus elementos serdan
los e-puntos, e-rectas,etc. y a los elementos del modelo de
Poincaré me referiré como los p~puntos, p-rectas, etc. .

Se define entonces:

~ N
\ e-circulo

\ \

D-:ect%\//

~

T o-recta

p-plano como ¢l interior de la e-circunferencia y con centro

en §'y radio r>o.

p~punto como cualguier e-punto contenido en el interior de
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p-recta los e-arcos de e-circunferencias, de radio finito o
infinito, contenidos en ¥, y ortogonales a ésta; i.e. los e-arces

de e-circunferencias ortogonales a 7, y los e-diametros de y.

La nocidn de incidencia de puntos y rectas es la misma que la
euclidiana.

bos p-rectas son paralelas si no tienen ningun p-punto en
comun.

La p-longitud de un p-segmento AB, denotacdo por L} se define

como:

log(AB,UV),

donde U y V son las intersecciones de la p-recta que contiene al
p~segmento AB con 7, de tal forma que, al dividir A la p-recta en
dos p-semirectas, V esta en la p-semirecta que contiene a By U en
la p-semirecta que no le contiene; y (AB,UV) es la razén cruzada
de A, B, U, V; definida como:

Al v

o}
(AB,UV) = BU AV

Esta cantidad es positiva puestc que U,V no separan a A,B,
por lo que AU y BU tienen el mismo signo, al igual que BV y AV, y
por lo tanto el logaritmo de (AB,UV) existe.

Un p-angulo se define comoe el e-dangulo en el punto de
interseccién de las e-curvas que forman la p-recta, i.e. el
e~dngulo entre las tangentes en el punto de interseccién

Dos p-angulos son iguales si 1o son en el sentido euclidiano.



Dos p-segmentos son p-congruentes si y soélo si tienen la
misma p-longitud; es decir, si existe una inversién que mande un
p~segmento en el otro, ya gqgue la inversion preserva la razon
cruzada®, y por lo tanto, si existe una inversidén gue mande un
segmento en el otro, su razdén cruzada serd la misma, de ahl que

sus longitudes coincidan y los segmentos sean p-congruentes.
3.2 El modelo de Poincaré y los postulados,

El1 modelo de Poincaré, por ser un modelo de la geometrii
planteada por Lobachevski, debera cumplir con los primeros cuatro
postulados de Euclides y con la suposicioén que hace Lobachevski en
lugar del quinto postulado.

Pasaré entonces a comprobar ésto utilizando la geometria
euclidiana., En cada postulado se da la definicidén que diera
Euclides, (a excepcidén del quinto postulado donde se da la
definicién que dié Lobachevski), y se define su equi@dlente en

términos de los elementos del modelo de Poincaré.

1*"postulado. _ Es posible trazar una linea recta de cualquier
punto a cualgquier punto.

_ Dados dos p-puntos, es posible trazar una p-recta

por ellos.

Teorema de razon cruzada. (Apendice 1. Iaversion)
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Demostracion.
Sean P y Q p-puntos en 7,

entonces P y Q son e-puntos (por deriniclonl,

CASO 1. Si P, Q y S estan e-alineados.

[

Entonces existe una e-recta 1 que pasa por P y Q, ipost, 1},
y contiene también a §,

Sean U y V las intersecciones de 1 con 7,

entonces UV es una e-cuerda de y que contiene a S,

por lo tanto UV es un e~diametro de 7,

por lo tanto UV es una p-recta por P y Q. (por definiclon)

Ademas la p-recta UV es unica ya que , por el pestulade 2 de

Buclides la recta UV lo es.



CASO 2. si P, Q y § no estan e-alincados.

Entonces existe una circunferencia { ortogonal a ¥ que pasa

por Py Q.

—

Ya que, sean P y Q p-puntos en 7 y sean P’/ y Q’ lon inversos
de P y Q respecto a 7,

sea { la circunfe;encia que pasa por P, Q, P’ y Q’, entonces
¢ es una circunferencia ortoconal a y que pasa por Py Q.

Sean U y V las intersecciones de { con 7,
entonces UV as un e-arco de { contenido en y que contiene a Py 3,
por lo tanto UV es una p~recta que pasa por P y Q.

Ademas la p-recta UV es unica’.

6,
Shiveley, L., Geometrfa Hoderna, p.97

7
thiden,

53



Zmpostﬁlado. __ Es posible prolongar una linea recta finita,
‘ continuamente, en una linea recta.
_ Para cada p-segmento AB y CD existe un punto E tal

gue B esta entre A y E y CD = BE.

Demostracion.
Sean AB y CD p-segmentos.
€=
sea Lu k
Por demostrar que existe un p-punto E tal que:
L;= oL, si B divide a la p-recta AB en dos

B D
p-semirectas, entonces A esta en una de ellas y E en la otra y
B =
LE =L
Sean { y (¢' los e-circulos que contiznen a AB y CD

respectivamente,

sea ¥ una circunferencia con centro en 0O tal que C y B scan

puntos inversos con recpecto a ella, entonces, C, B y O estan
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e-alineados, - (per. de  Inverstan) Y la ecircunferencia de

o
2]

antisimilitud® de ¢ y ¢*.

el inverso de D con respecto a ¢ es un punto E en { tal que
O, Dy E estdan e-alineados Ip«f. de Inversionl,

es decir que existe una inversidn que manda a CD en BE’, Lor
lo tanto CD = BE

es decir gue existe £ tal que de tal forma

que por construccién E esta en la p-semirecta que no contiene a A.

ar

3 postulado. _ Es posible describir un circulo con cualgnier
centro y distancia.
_ Es posible describir un p-circulo con cualguier

p-centro y p-distancia.

Un p-circulo es un e-circulo tal gue todos sus p~puntes estan
a la misma p-distancia de un p-puvnto llamado p-centro.

Sea P un p~-punto en ¥, y sea r>0 una p-distancia dada.

Entonces, por P es posible trazar una infinidad de p-vecta. y
en cada una de ella trazar la distancia r>o hacia ambos lados de

P. (posts. 1y2)

Una clreunferencta de antlgimiiiiud de dos clreunferenclas eu una
ctrcunferencia respecto a la cual las LY son uutumente inversas.
Shiveley, Geometria Moderna, pp. 101/2.

9 .
Teorema de razon cruzads. Ver capltulo de Inversion,
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Los extremos de los p-segmentos asi trazados seran .los

p-puntos del p-circulo. con P como p-centro.

Demostracion.

Sean 1 y m p~rectas por P,

por definicién, 1 y m son e-circulos ortogonales a 7,

sean P y Q las intersecciones de 1 y m (por construccion P es
una de las intersecciones),

por ser ¥ ortogonal a 1 y m el centro S de ¥ esta en la recta
que pasa por PQ, pues y es un elemento de la familia I” de circulos

ortogonales a la familia ¥ de circulos que pasan por P y Q".

TN

\

\

\

Sean Tt y T2 puntos en 1 y m de tal forma que L:' = L:2= r.

lpost. 21

)
““Shiveley, Geometrla Modsens, pp. 8191



se traza por T1 la e-recta tangente a 1; O es la interseccidn ce
dicha tangente con la e-recta gue pasa por by, por lo tanto, OT:
ns el radio de ¢ y € es también ortogonal a m“, cntonces ¢ es un
elemento de I'.

Por demostrar que T2 también esta en .

Sea ¥ la circunferencia de antisimilitud de 1 y m, entonces 1
y m son mutuamente inversos, entonces ¢ pasa pot P”’, entonces P es
su propioc inverso,y

el inverso de Ti e3 un punto T2’ en m,
1" L:a"

como ¥ es la circunferencia de antisimilitud de 1 y m, C es

PRI . r
Por definicion de congruencia de segmentos L,,

ortogonal a ¥, por lo tanto ¢ es su propia inversa, puesto que C
no pasa por el centro de y’:”,
por lo tanto el inverso de T estd en C, por lo tanto Te’

esta en C, pero como

™

TH_ T2 TEo T2 - T;‘,=
L,=L, vy L, =L, entonces | Ly e

»
ademas T2 y T2’ esté&n en m, por lo tanto To=Taf,
por lo tanto Tz esta on C.
De igual forma, sea n cualquier otra p-recta por P, entonces
n es ortogonal a ¥ por P y si un purto T1 en n es tal que L::':r‘»o

entonces Ts esta en C.

11
Ibiden,
1
zlbxdem,

13!hld<nh
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Por lo tanto C es un e-circulo tal que todos sus puntos estan
a la misma p-distancia r>»0 de P.

i.e. C es un p-circulo con p-centre P y p-distancia r>0.

Cabe notar que el p-centre de C no coincide con el e-centro

e-circulo descrito por el p-circulo.

4° postulado. _ Todos los dngulos rectos son iguales entre si.
_ Todos los p-angulos rectos son congruentes entre

si.

Sean A y B p-angulos rectos en 7 entonces A y B son los
e-angulos formados por las tangentes a la curvas que los forman,

entonces, los angulos en A y B son rectos euclidianamente;

por lo tanto son iquales entre si,

por lo tanto los dngulos A y B son congruentcs,
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{Lobachevski) _ Por un punto exterior a una linea

5° postulado
recta puede trazarse mas de una paralela.
Por un p-punto exXtericr o una p-recta  puede

trazarse mas de una paralela.

Sea P un p-punto en y, y m una p-recta que no contiene a P.
™ con ¥.

Sean U y VY las intersecciones Z21 e~circulo
fpar  defintcionl

Entonces, tanto U como YV no son p-puntos.
por P y U.

Tracese el circulo ¢ ortogonal a ¥ quc pase
el e-arco U¥

¢ con cntonces

Sea X la otra interseccicn de ¥,

es una p-recta 1 gue no intersecta a la p-recta m,

1 es paralela a m por P.

es decir,
\E l‘ e
AN TN
\, £y 4 \'\\ 7
. \
s ) - H€~_~hf\\\ S |
maNy > /
N — )(Y AS «’;

\

Tracese el e~circulo £ ortogonal a ¥ que pase por F y V.

Sea Y la otra interseccién de £ con 7, entonces el e-arco YV

es una p-recta n que no intersecta a la p-recta m,
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es decir, n es otra paralela a m por P.

De hecho toda p-recta gue paze por I' y cuyos extremos ostén
entre las cuerdas UY y VX de 7 sera paralela a m por P.

A las p-rectas 1 y n se les denomina paralelas limite.

3.3 Resultados que dependen de la geometria lobachevskiana.

Anteriormente se menciond gue hay una serie de resultados que
dependen de esta geometria, los cuales se pueden verificar en el
modelo de Poincare.

El hecho de que las paralelas no sean equidistantes es uno de
estos resultados''; pues si

m es una p-recta y P un p-punto exterior a ella,

sea 1 una de las paralelas limite a wm por P, y U y X los
extremos de 1,

sea Q un punto cualquiera de m;

si Q se aproxima a U entonces la distancia de Q a m se
aproxima a cero y

si Q se aproxima a X, entonces la distancia de Q a m se
incrementa,
es decir, que la distancia aumenta en una direccidén y disminuye en

otra al acercarse a la p-recta de una manera asintdtica.

14
Greenberg, H., pp.155-157,
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De hecho la distancia mas corta entre dos rectas esta dada

por su perpendicular com\]n“_, sin embargso ésta no slempre existe.

También se tiene, en el modelo de Poincaré, que la suma de
los angulos interiores de un triangulo es menor de 150" y por lo
tanto todos los tUriangulos tienen defecto po::itivn”\ De este
resultado se desprende el hecho de que los cuadrilateros
rectangulos no existen y de ahi que la suma de los angulos
interiores de cualquier cuadrilatero convexo es menor de 360”,7
pues si se une un par de vértices opuestos, sc obtendran del
cuadrilatero dos triangulos, cuya respectiva suma de angulos
interiores sera menor que 180°, por lo tanto la suma de los
dngulos interiores del cuadrilédtero (que es igual a la suma de los

angulos interiores de los dos triangulos) serd menor de 360°.

S d

a) Cuadrllater. de  Saccheri. b) Cosdrilatere de Lambert.

15
Esto concepte s onalizarh man adel
16

Greeabery, M. p. 153,
17

Ibldem.
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En las figuras anteriores se muestra come se verian los

cuadrilateros de Saccheri y de Lambert en el medelo de Poincare.

Otro resultado importante es que no existen triangulos
seme jantes que no scan congruenr.esm, ya que,

supongamos gue existen triangulos ABC y A’B/C’ que sean
semejantes pero no congruentes.

Entonces les lados correspondientes no Son congruentes pues,

de serlo, los triangulos serian congruentes, f(prop. 26}

Supdéngase entonces que AR > A'D’ y AC > A‘C’,
entonces existen puntos B en AB y C" en AC de tal forma gue

AB"=A’B’ y ACY“2A’C’.  iprop. 1l

I
ibid., p. 154,
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Entonces los triangulos AB’C’ y AB"C' son congruentes,
[prop. 26}

entonces los angulos correspondientes son iguales.

i.e. cA'BY"CH" = B! y ACHBM x (CT.

Por hipdtesis los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes,
entonces <ABWCM = /By < ACMBY = (. y por lo tanto BC es
paralelo a B"CY" tprep.27i,
por lo tanto en el cuadrilatero BB"C"C se tiene que la suma de los
angulos interiores es 360", lo cual es una contradiccidn en esta

geometria.

Otro resultado es que no siempre es posible razar un

p-circulo por tres p-puntos dados,

- ~

~

A

\

!

:

’

?, \‘__./
al Exlate el e-cfrculo por tres b) Existen tanto sl e-cfrculo
p-puntos, . pero no exlste el como el p-circulo por los

p-circulo, ' tres p-puntos.

En el modelo se puede observar que, a pesar de que los tres

puntos dados sean p-puntos, el e-circulo gue pésa por ellos existe
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pero no necesariamente quedara contenide enteramente en y por lo

que no necesariamente sera un p-circulo.
3.4 Definicion de area. Defecto de un triangulon.

Cuando sc define el concepto de drea en geometria euclidiana
se utiliza para la medicion cuadrados unitarios, con los cuales se
zubre la superficie que se desea medir. Sin embargo, como se Vid
anteriormente, los rectangulos no existen en  la  geometria
Lobachevskiana, de ahi que los cuadrodos tamnpoco, per lo que no es
posible utilizar estas figuras como pase de medicion.

Sin embargo la detfinicion de area es independiente de 1la
figura que se utilice como medida o de la que se vaya a medir; lo
importante es tener una funcién que cumpla con las propiedades gque
responden al concepto usual de arca y que sea vdlida en esta
geometria y, por lo tanto, lo sea en sus modelos cualesquiera que
estos sean.

Esas propiedades son, basicamente:

1_ Las Figuras congruentes tienen la misma area.

2_Si una figura es dividida en un numero finito de
subfiguras, la suma de las areas de las subfiquras es igual al
area de la figura original.

El defecto de un triangulo es una tuncion que cumple cob
estas propiedades, pues:

El defecto de un triangulo se define como la diferencia entre

6%



180° y la suma de los angulos intericres de un triangulo. Asi, si
se tiene un tiangulo ABC, su defecto sera:

5(ARC) = 180" = (£ A+ £ B 4+ 2 C)
donde £ A, « B y 2C es la redida de los dngulos del tridngulo ARC
en grados. (En ocasiones se toma e! <iefecte de un tridngulo cono

un numero real ¥y no como una nedida en grados)

Habiendo definido ¢} defecto de un triaraulo de esta manera
se tiene que:

1_8i dos trianguiou son congruentes, ontenees sus angulos
correspondientes con igquales, por 1o tanto la suma de sus angulos
es la misma, por lo que sus defectos son iguales.

2_ Dado un triangule, s1 oste se divide en dos tridngulos, la
suma de los defectos d. los dos tridngulos es igual al defecto ded
triangulo originat.

Pues si ABC es un triinguls v D un puanto entre o y B,

CD es interior al « ACB, entonces, < ACR = £ ACD + « DB,

ademds < ADC + 2 CDE = 180"

entonces,
S(ABC) = 180 - (£ CAB 4 £ ABC + . BCA)
5(ADC) = 180" =~ (z CAD + < ADC + : DGA)
5(DBC) = 1lsu° - (< CDB + < DBEC + . BCDj
Yy ademnds <« CAB = 2 CAD y < ABC = « DBC
entonces
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S(ABC) = 180° - ( £ CAD + « DBC + « ETD + < DCA).

180° ~ (« CAD + « DCA + « DBC + « BCD} +

180" - (< ADC + 2 CDB).

:

A —

&5(ABC) = 180 - (< CAD + < ADC + < DCA) +
18¢° -~ (£ CDB + 2 DBC + < BCD).

= &(ADC) + &§(DBC).

Por lo tanto la suma de los defectos de los des triangulos es

igual al defecto del tridnqulo original.

Se tiene entonces que, el substituir el cuadrado por el

tridngulo, como medio de medicisdn, permite definir el area de un

triangulo como proporcional a su defecto.

En 1794 Gauss descubrié que dicha relacioén estaba dada por la
siguiente formufa:

[



AREA (ABC) = —_ k% & (ABC)
IUOO
la constante de proporcionalidad -——~n—~ »= depende  de  cual  sea
1nu°

el tridngulo que se escoja para ser la unidad de medida.

Puede observarse gue por la forma en que estda dafinida el
area ésta resulta estar acotada puesto que el defecto de un
tridngulo varia entre cero y 180°; ya que la suma d2 los angulos
de un tridngulo no podrd ser menor qgue ceroe por lo tanto el
defecto no sera mayor de 180 .

Por lo tanto el area de un triangulo no podra ser mayor de

k-,

3.5 El modelo de Poincaré en el semi-plano y su eguivalencia
con el modelo de Poinczré en el disco.

Poincaré construyd también otro rodelo de la gedmetria de

Lobachevski.

p-rectas

AN

.

En este modelo el p-plano esta representado por un



e-semiplano, los p-puntos son e-puntos contenidos en el
e-semiplanoe 7 las e-rectas son e-rayos perpendiculares a la
c-recta v (yue divide a los dos e-semniplanos) o bien
e-semicircunferencias ortogonales a y (i.e. cuyo centro estd en y)
contenidas en el p-plano. y ho pertenece al p~plano.

Este modelo cumple y tiene todas las propiedades del mnedelo
anterior pues puede demostrarse gue son equlvalentes.

A continuacién se nuestra como es posible encontrar una
transformacion {Inversiodn) que lleve de un modelc a otro logrando

que sus elementos (plano, recta, punto,etc.) ceincidan.

Sea II el e-semiplano superior gue representa al nodelo
"extendido" de Poincaré y 7 la e-recta que lo delimita,

Sea & una e-circunferencia con e-centro en 0 y radio R de
tal forma gque sea tangente a y en N y este contenida en el
e-semiplanc inferior.

Inviértase respecto a 6, entonces

_ 7 se invierte en una e-circunferencia &£ (7. 1) tangente a 7 y
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t en N, y que pasa por O, por lo tanto £ estda en el interior de @.

Sea P un e-punto en I, entonces su inverso P’ esta en el

interior de £.

Demostracion.
Tracese OP, sea §5'= OP n £,
entonces, § = OP 7 es el lnverso de S', va que § ¥y 7 son

inversos respecto a € y 3’ (en ) y S (en 7) estan alineados con

o, - P

entonces, 05-0S/ = R*
Sea P’ tal que OP-0OP’ = R°, i.e. P’ el inverso de P
Por demostrar gue P/ estd en el interior de £,
i.e. que OP’<0S’ (ya que 0S’ es una cuerda de §)
Supodngase que OP’>087,
sabemos que 0S-0S’ = OP-0OP* = r? y OP>05, entonces
OP-OP’ > 0S-0P’ entonces, R > 0S-0P/,
OP-0S’ > 05-0S’ entonces, OP-0S/ > R°
por lo tanto, OP-0Z’ > 0S-0p‘,
pero por hipotesis OP’ > 0S’, por lo tante 0f > 0P, lo cual es

una contradiccidn.
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Por lo tanto OP! < 0S§', es decir gque P’ esta en el interior

de £. Q.E.D.

Por lo tanto el e-semiplano 11 se invierte en ~' interior de £
y todo e-puntoc en el interior de £ va a dar al semiplano .

El interior de la e-circunferencia £ corresponde al otro
modelo de Poincaré ya que los elementos del modelo extendido se

invierten en los elementos del otro modelo y viceversa.

Demostracidn;

o~
-
N

Y
o
CASO 1 Sea m una e-circunferencia ortogonal a ¥ ({es decir una
p*-recta del modelo "extendido"), entonces se invierte (reo. 3
en una e-circunferencia n' ortogonal (Tec 4) a £, (por lo tanto se
invierte en una p-recta).

Si m pasa por O, entonces (Tee 2), M’ es una e-recta que no
pasa por O y es ortogonal (1ee 4) a &, por lo tanto m' es una
didmetro de £ {es decir m’ es una p-rocta),

CASO 2, Sea n un e-rayo de 1 ortogonal a 7 (es decir una
p*-recta del modelo "extendido"), entonces se invierte (Tec 1) en

una e-circunferencia n’ ortogonal ({(te 4) a £ (es decir n’ es una
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p-recta).

81 la e-recta gue contiene & 1 pdasa por O entonces el lnverso
de n, n’, es el diametro de € gue ve de 0 a N, pues el inverso de
la e-recta es ella misma y esta pasa por O y N, ({por lo tanto n’

es una p-recta).
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CAPITULO 4

El modela de Klein y s5u equivalencia con el modele de

Poincaré.

Félix Klein ({1849-1825%), nacidec en Disseldorf, Alemania,
realizo grandes contribuciones a casi todas las ramas de la
Matematica y la Fisica. Sus legreos mas importantes en la geometria
fueron los fundamentos proyectivas de las aeometrias ne
cuclidianas y la creacion del "Programa de Erlangen®™.

$1 bien es clerto que la gecmetria niperbolica habila sido ya
descublerta por Lobachevski (1829) vy por Bolyai (1832), y pocu
antes gue Klein, Beltrami habia ya veconocido que era valida en
superflicies de curvatura negativa constante, las geometrias no
euclidianas se volvieron del dominio comun entre los matemdticos
cuando, en 1871 y 1873, Klein publicd dos obras tituladas Uber die

souenaunte nicht-eucklicishe Geometrie.

Su contribucidén esencial en este sentido fue construir modelos
proyectivos para tres tipos de geometrias: la hiperbélica
planteada por Lobachevski y bolyai, ta ecliptica y ia euclidiana.

El modelo de la geometria de Lobachevski realizado por Klein,

es también conocido como el modelo de Beltrami-Klein.



4.1 Definicién del modelo de Klein.
A continuacien se evplica diche modele en términos de los
elementos de la qgeometria euclidiana (e-puntos, e-:ectas, etc.). A

los elementos del modelo de Klein se les identificerda como

k-puntos, k-rectas, etc.

- e
/ kArecta\ X
;
\
\ k-punto,

Considérese un c¢irculo ¢ con centro en § v radio.r>0; osta

curva sera el limite de lo que ahora es el k-plano, definiéndose

Un k-punto es cualqguier e-punto contenido ¢n el interior de
-

Una k-recta es cualquier e-cuerda del e-circulo .

Dos k-rectas son paralelas si no tienen k-puntos en comin.

Las nociones de orden e incidencia de k-rectas y k-puntos
coincide con 1a nocidn o diana, por 1o que no se hara

distincién al haklar de estos conceptos.



Dos k~dangulos seran k-congruentes si tienen la misma medida
euclidianamente y dos k-segmentos seran k-congruentes si tienen la
misma k-longitud.

La manera de medir k-dngulos y la k-longitud =: definiran mas
adelante de tal manera gque se obtenga la cquivalencia de este

modelo con el de Poincare.

4.2 Algunos conceptos de la geometria de Lobachevskiana vistos a

través del modelo de Klein.

En este modelo pucede observarse, de manera muy clara, que si
P es un k-punto exterior a una k-recta 1, entonces existe mis de

una paralela a 1 por P.

De hecho, sean U y V 1las e-intersecciones de 1 con ¢,
entonces las e~cuerdas de p que pasan por Uy P, m, y por Vy P,
n, representan las paralelas limite por P a 1; v todas las rectas
que pasan por P y gque estan en la region que se indica en la

figura son paralelas a 1 por P.
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El concepto de perpendicularidad tiene una manera muy
especial de definirse en este modelo:

CASO 1. Si de dos k-rectas 1 y m una de ellas es un
e-diametro de ¢, entonces

1 es perpendicular a m en el sentido de Klein si y sélo si lo

es en el sentido euclidcano.

CASO 2. Si ninguna de las k-rectas 1 y m es e-~didmetro dc ¢.

P(1)

Sea P(l) un punto fuera de p y tl y t, las tangentes a ¢ por
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los extremos de 1. Entonces, si t‘ Yy tg se intersecan en P(1l) a
este punto se le denomina el polo de 1. Entonces,

1 es perpendicular a m en el sentido de Klein si y so6lo si la
e-recta m pasa por el polo de 1.

Una vez definido el concepto de paralelismo y
perpendicularidad en el modelo de Klein cabe hacer notar que dos
k-rectas paralelas 1 y m no necesariamente ‘tienen una

perpendicular comuin.

P

P{m)

De hecho, utilizando la definicién de perpendicularidad puede
decirse que:
Una k-recta sera perpendicular a dos k-rectas 1 y m si y sélo

si la e-recta kX pasa, simultaneamente, por los polos de 1 y m.

4.3 Demostracién de egquivalencia entre el modelo de Klein y el

modelo de Poincaré.

Se han definido y observado una serie de conceptos vy
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resultados en les modelos de Poincaré y de Klein, ambos modelos de
la misma geometria. Es de esperarse que por esta razoén dichos
modelos sean equivalentes; de serlo, los resultades gque sean
validos en un modelo 1o seran en el otro y podra trabajarse
entonces de manera indistinta con uno u otro nedelo.

Pasaré entonces a mostrar dicha equivalencia, para lo cual
sera necesario redefinir ALgunas cosis v nostrar la
correspondencia gue existe entre los elementos basicos de un

modelo y los del otro.

4.3.1 El modelo de Klein en la semi~esfera

Sea ¢, con centro en S y radio r>»o, la civcunferencia que
represente al modelo de Klein en el plano II.
Considérese la esfera S1 con centro en O y radio r>o tangente

al plano 11 en el punto S.

5,

Si se proyecta de manera ortonormal a Il la circunferencia ¢
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en la esfera SI, ¢ se proyecta en el ecuador E de S), y el
interior de 9 se proyecta en el “"hemisferio Sur" de S,
Entonces los k-puntos el interior de y van o dar a puntos en

el "hemisferio sur" de S‘, las  k-rectas van a dar a

il

emicircunferencias en SI ortogonales a E.
Asi, llamese Kuya-puntos a las poyecciones de los k-puntos y
Kipp~rectas a las proyecciones de las k-rectas en S‘A

De esta mancra e obtiene un modelo de Klein en la

semi-esfera y de ahora en adelente se trabajara con o modeio.

4.3.2 Transtormicion por Inversion del modelo de Klein oen la

semi-esnfera al modelo de Polncaré.

Ahora sca § la esfera con centro en My radio R=Ir.
fnviertane 1a esfera "5‘ con respecta a Y con N ocomo contro
de inversion y R ¢l radio de inversion.

Entonces Sx se invierte en el plano W tangente a Sl y S, en

{Tea 5

el ecuador E de S, se invierte en 1la circunfercencia 7 en I
{Teon. 3yl

y el "hemisferio sur" de S, se invierte en el interior de v puesto
que para cualquier punto P en el "hemisferio sur" de 'Sl su inverso
P’ (que esta en M) y N el centro de inversion estan alincados.

lief. de Inversien)



De esta manera, sea la circunferencia y en II con centro es §

y radio R=2r la circunferencia del modelo de Poincaré.

Dige entonccs que los elementos del modelo de Klein en la
esfera se invierten en los elementos del modelo dz Poincaré ea el
plano I; para demostrar esto se verd come Se preserva  la
incidencia de puntos y rectas, y la congruencia de -angulos

segmentos.

4.3.3 Incidencia de puntos.

—_ K(p)~puntas van a dar eon p-puntos; pues ya se Vid
anteriormente que los puntos gue estan en el *hemisferio sur " de
S

interior de ¥ que por dufinicion c¢el modelo d2 Poincaré son los

3 {que son 1los kip~puntos) se invierten «<n los  puntos en »l

p-puntos.
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4.3.4 Incidencia de rectas
—_ K(p)~-rectas van a dar a p-rectas; pues,
Sea 1 una k¢o-recta cualcguiera,

Por demostrar que su inverso 1’ respecto a §,

2o uha p-recta.

CASC 1. Si 1 no pasa por 8§ (el centro de y), 1 es una

circunferencia ortogonal a E,

considérese 1 la circunferencia completa,
* : . .
1 es una circunferencia gue no pasa por K (el centro de

: P * . . .
inversiodn), por lo tanto 1/ es una circunferencia (vee. 231 (que

no pasa por N) ortogonal a 7 iTes. 71.

s * .
Considérese 1’ el arco de 1’ contenido en 7,
Entonces 1/, inversa de 1, es un arco de circunferencia

ortogonal a ¥, y contenido en ella, por lo tanto es una p-recta

idelintcldn de p-rectal



* X .
CASC 2. 5i-1 pasa por §, entonces 1 {la circunferencia

completa) pasa por N,

por lo tanto 1" es una circunfercncia que pasa por el centro
de inversion por lo que su inverso 1." es una recta gue no pasa
por el centro de inversién I(tes. 21, Yy como 1Y es tangente a S'z en
S entonces 1'it es tangente a S,2 en S, i,e, 1’* pasa por S, por lo
tanto 1’ (la cuerda de y formada por 1’*) es un diametro de 7y, y

por lo tanto es una p-recta.

4.3.5 Incidencia de puntos y rectas,
.. Una kim-recta que pasa por dos K(-puntos se invierte en
una p-recta que pasa por dos p-puntos, los cuales san inversos de

los kipy~-puntos originales.

Sean A y B Kg-puntos y 1 la kgpi~recta que incide con Ay
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Sean A’ y B’ los inversos respecto a  §, de A y . B

respectivamente,

sea 1’ ol inverse de 1, entonces A y B estan en 1Y ya que
si 1’ es inversa de ! y Ay B estan en 1, como el inverso es

unice, los inversos de A Yy B tienen que actar en o1 inverse de 1.

4.3.6

neccion de rectas.
— 8i dos kgi-~rectas ae  intersecan  en  un kys~punto  dado
entonces las p-rectas correspondientes se intersecan en el inverso

de diche k(p~punto.

Sean 1 y m k~rectas distintas y P su  Kgi-punto de
interseccioén.

Sean 1’ ¥ w' las p~rectas inversas de 1 v m respectrivancute,

entonces P estd en 1 3y T esta en m,

por lo tanto P’, inverso de P, esta en 1' y P’ estda enp m',

a2



por lo tanto P’ esta en 1/ y m’, gue son p-rectas distintas

con un p-punto en comin P’,

4.3.7 Congruencia de angulos vy sogmentos.

- S5i dos kum-rectas forman un angulo «, entonces sus inversas
1’ y m’ forman un angule 8 tal que 8] = fal.
Este resultado es inmediato del comportamiento de 103 angulos

bajo inversion.

Se define que:

Dos k-segmentos son k-congruentes i y sélo si son p-
congruentes, y
— Dos k-~angulos son k-congruentes si y solo  «i =on

p-congruentes.

A partir de estas definicioncs los siguientes resultados son



inmediatos:
— S dosg ki ~segmentos son congruentos entonces los
p-segmentos inversos seran congruentes,

Si dos kGi-angulos son congruentes entonces sus inversos

también lo son.

Esto se debe a que, como 2l modelo de Klein es eguivalente al
modelo de Klein en la esfera, si dos angulos © segmentos son
congruentes en el modelec de Klein en la esfera, por definicioén

también lo seran en el modelo de Poincare.

Se ha determinado asi la eguivalencia entre ¢l modelo de
Klein en la esfera y el modelo de Poincaré, ya gque los elementos
basicos de un modelo ze corresponden de manera biunivoca, mediante
la inversién, a los elementos del otro modelo. Pues la inversion
es una transtormacién del espacio en si mismo en donde: (1) a cada
punto del espacio le corresponde uno y so6lo un punto del mismo,
(2) cada inverso es unico y ademas (23) si P es inverso de P/,
entonces P’ es inverso de P. Y puesto gue el modelo de Klein es
equivalente al modelo de Klein en la esfera, se sigue que el

modelo de Klein y el de Poincaré son equivalentes.



APENDICE |

INVERSION

En el siglo XVI Frangois Vieta conocia ya lo que se denomina

como puntos inversamente relacionados. Robert Simson en la

restauracion (1749) de la obra de Apolonio lugares Geometricos

Planos, incluyé (tomando como base el comantario hecho por Pappus)

uno de 13s teoremas basicos de la teoria de inversion: i.e. que la
inversa de una recta o una circunferencia o una circunferencia o
una recta, respectivamente. Simon A.J. L/Hailier (1750-1840) en

. ’
sus Elements dfanalyse ¢eometrigue ot analyse algebrique

\ '
appliguees a la recherche des lieux geometriques (Paris y Geénova,

1808) di6 casos especiales de este teorema. Pero la inversién como
una transformacion simplificadora para el estudio de las [iqguras
es un producto de tiempos mas reclientes; y fue independientemente
explorada por varios autores, Biatzberger ha senalado que Jacob J.
Heiner reveld, en 1324, en un manuscrito no publicado un
conocimiento de la transformacion por inversicén. Al afo siguientr
volvie a encontrarse esta transformacion por el astréncme y
estadistico belga Adolphe CQuetelcrt. Independientemente  fue

encontrada por L. I. Magnus en una forma mas general (1831); por J



Bellavitis en 1836; por J, W. Stubbs y J. K. Ingran de la
Universidad de Trinidad en Dublin en 1842 y 1843, y por Sir
William Themson (Lord FKelvin) en 1845. ‘Thomson utilizéd 1la
inversion para dar demostraciones geonetricuas de alguna
proposiciones dificiles de la teoria matendtica de la elasticidad.
En 1847 Liouville llamo inversion a la transformiacion per radios
reciprocos. también se le denomina reflesion an una

circunferencia.

Definicién de Inversion.

Si un punto P no esta en el centro 0 de la circunferencia
g(o,r}), el inverso de P en, o con respecto a, la circunferencia

8(0,r) es el puntec P’ que estd en la recta OP de tal modo gue:

oP-OP’ = r°

La circunferencia &(0,r) se 1llama circunferencia de
inversidén: el punto O centro de Iinversién, r el radio de inversisdn

2 . s .
Yy ¥ la potencia de inversion

De la definicién se sigue que a cada punto P del plano
distinto de 0, le corresponde un punto inverso unico P’, v quec 3i

P’ es el inverso de P, entonces P es el inverso de P’.
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La circunferencia de inversion C(0,r) se invierte cn ella
misma ya que si P es un purntc de 5(0,r) entonces OP = r, por lo

tanto OP-OP = r° y P es su propio inverso.

Teoremas de Inversion.

Teorema 1. El inverso de una linea recta gue no pasa por el
centro de inversidén, es una circunferencia por el centro de

inversion.

Demostracion.

Sea A el pie de la perpendicular por el punto 0 a la recta L
y A‘, B’ puntos inversos d2 A y B con respecto a la circunferencia
G(o,r).

Sea €/ la circunferencia cca diametro OA’, entonces el angquio
< OB’A’ = « OAB, por lo tanto el angulo <« OB’A’ es recto, por lo

tanto el punto B’ esta en l: circunferencia 6’.
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Sea C’ cualquier otro punto diferente de 0 en v/,
entonces la recta OC’ corta a 1 en un punto C de tal forma

que €’ es el inverso de C con respecto a 6(O,r),

i
por lo tanto la recta 1 se invierte en la circunferencia &'.

El centro de €’ pertenece a la perpendicular desde 0 a 1, por
lo que si 1 no tiene puntos en comun con G (O,r) entonces £’ estd
en el interior de B(0O,r).

Si 1 es tangente a &(0,rU) entonces &' es tanbiér tangente a
€(0,r) en el mismo punto.

Si 1 y 6(0,r) se cortan, entonces ¥’ pasara por sus puntos de

interseccién.

Teorema 2. El inverso de una circunferencia gue pasa por el
centro de inversion es una recta que no pasa por el centro de

inversion.

ue



Demostracisn.

Supongames que O (el centro de inversicn) A y B son puntos
distintos de la circunferencia 6’ y Af, P’ jnversos de A y B
respecto a €{0O,r) (la circunierencia de inversion).

Por el teorema 1, la recta nAf‘t’ sc btoanzforma on oura
circunferencia 6/ que pasa por O, A vy B; e¢s decir en la
circunferencia U/, de lc que se deduce que €’ se transforma ¢ la
recta A’B’.

Mas aun, la linea recta es perpendicular al diametro de la

circunferencia gue pasa por el centro de inversicn,

Teorema 3. El inverso de una circuntfercnci. de radio finito
gue no pasa por el centro de inversion es una circunferencia de

radic finito gque no pasa por este punto.

Demostracion.

Sea §(0,r) la circunferencia de versién y £ una

circunferencia que no pasa por 0.
Sea A un punto cualquiera cn £ y se B el otro punto de
interseccién de la rectu OA con £,

sean A’ y B’ los inversos de A y B con respesto a 6/0,r).

Lntonces
SA*OA’ = OB-2R’ = r°
i oA _ 0B _ .2 \OB-OA’-0B’ = r'
de ahi OB’ “oar = F y OA'OB'OA’-0B’ = 1.
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El producto CA-0B = g no varia al desplazar el punto A por ¢,

o ectd oeon

[
s

4
Por lo que se tiene Oa’-0OB’ = g Yy por lo tanto

P

OA OB q° s 04 a

OB' 6A’ ;O len oBt” .

De agui se deduce que las figuras descritas por los puntos A
y B’ son semejantes; por conslguiente el punto B’ describe una
circunferencia £/,

El centro de inversion O serd el centro de similitud de las
circunferencias & y €', y serda exterior si g»0 e interior si g<o.

Si £ interseca a G(O,r) en algun punto entonces £’ interseca
a G(0.r) en el mismo punto.

5i £ es ortogonal a £(0,r) se invierte en si misma.



Teorema 4. Si dos curvas se _intersecan en un punto

cualquiera distinte del centro ae inversion su

angulo d:
interseccion en ese punto es igual en magnitud perc opuesto en
signo al angulo de interseccion de las curvas inversas cn el punto

inverso.

Demostracidn.

Sean las curvas gue se intersecan en P, un punto distinto Q¢

0, el centro de inversion,

Trdcese OP y otra linea por O que corte a las curvas dadas en
QY R.
Sean P’', ¢’ y R’ inversos de P, Q y R, respectivamente
entonces el inverso de las curvas por P,Q y R,P son
curvas que pasan por P’,Q’ y P’, R’, respectivamente, va que
or-Cp' = 00Q-0Q’

PQ es antiparalela a P/Q’ con respecto a OF y 00, entonces

£ QPO = ¢ OQ'P’ y <« RPO = ¢ OR'P’,



por lo que
< QPR = - ¢z Q'P'R/

Si 0 tiende a CP, en el limite RP y PQ son tangentes a las
respectivas curvas, formandc los angulos de interseccidn de las
curvas. Igualmente respecto a R'P’" y Q'P’.

Por lo tanto los angulos de interseccion son iguales en

magnitud pero opuestos en signo.

Teorema de razon cruzada. La razon cruzada de cuatro puntos
distintos sobre una c¢ircunferencia es invariante respecta a una
inversion cuyo centro sea distinto de los cuatra puntes

mencionados.

Demostracion.
Sean A, B, C y D 1los cuatro puntos distintos sobre la

circunferencia , y sea C’ la circunferencia inversa de (.

Arct AC

(A’B’,C'D*) = ( C’B'_} = (_CB_) = (AB,CD)
BIDI ag
DB’ DB

Ya que, si A, B, C y D son puntos de una circunferencia,
entonces, la razdén cruzada (AR, CD)= %EI%E) , donde AC, CB, AD, DB
. DR

son las - longitudes cuclidianas de 1las cuerdas gue ' unen



respectivamente los puntos.

44_.,~«~—~“'c

Sea V un punto cualquiera de ( distinto de 2, B, C y D.

Sea h la bisectriz del &ngule AOC, h es perpendicular a AC;

por lo tanto:

sen(A%g j o= 5% | ©A, entonces,
2 c
AC= 2 OA sen(ﬁ%’g ) = 21 scn(&%—)= 2r sen AVC,

ya que el &ngulo central es el doble del dngule inscrito.

Analogamente:

CB = 2r sen CVB

AD = 2r sen AVD (AB, CD)=v(AB, cD)= 2ERAYE . SERLAVD

DB = 2r sen DVB

o~
O \g

o

>
i~

[}
T

if

Este numerc es positivo o negativo depe-rdiendo de la posicion
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de A, B, Cy D.

Si AB no estadn separados por €D, la razon cruzada es
positiva, y si AB estidn separados por CD, la razdén cruzada es
negativa.

De lo anterior se tiene que si { y ' son circunferencias
mutuamente inversas respecte a ura circunferencia ¥ con centro en
oy B, E, U, vy V en /7 y C, D, U', y V’ en {’ puntos
rospectivamente inverses, entonces, ( BE, UV ) = ( Ch, U'V’ ).

Demostracion.

Sean P =U0'0Q ¢,
Q = BCo n u,
R=EDOQ Y, Y
S =VvV’'Cn ¢.

Entonces, si x es un  punto en ¥, se tiene que
zQxP=‘%‘AQOP,

entonces, sen QXxP = sen % QOP = Qg /Xt
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entonces, QP = Zr sen QxP = 2r sen QOP/2.

Analogamente para PR, QS y SR y como

P08 o ;‘:; 2 L0/ 2) n_{S0R/2;

. QP b ..aen " Ler sen 190V 2} ol i nd SOR/2,

(QR, PS J =pp /SR “gen QXS 2t sen (FOR/2) -2r son (Q05/:,
sen SZR

sen {ROU/2)-sen (NOE/2% _ sen {(CCU’/2)-sen (V'OD/2)
“sen (UOE/2)-sen (uDY/2) sen (U'OD/2} -sen (COV'/2)

ya que:
£ COU’ =~ £ BOU = £ QOP
2 U'OD = & UQE = ¢ POR

< Cov’

it
N

BOV = 2 GOS
¢ V'0D = 2 VOE = .2 50R

por lo tanto,
U/ V*'E

S uipevr ot

es decir que

( BE, UV ) = { €D, U’v’

y por lo tanto se preserva la razén cruzadn bajo la

inversion.

Teorema 5 El inverso de un plano gue no pasa por el centro e
inversion es una esfera que pasa por el centro de inversién; y
reciprocamente el inverso de una esfera de radio finito que pasa
por el centro de inversidn es un plano que no pasa por el cintro
de inversidn.

Mas auin, el plano es ortonormal al diametro de la eslera gue
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pasa por cl centro de inversion.

Demostracion.
Sea Sl una esfera de radio R y centro en H. gl es la esfera

de inversion.

S U |

I
~

Sea S, una esfera con centro en O y radio ¥ que pasa por N.

Sea T un plano ortonormsl a la recta NO.

P.D. El inverso de Sa con respecto a S1 es el plano II.

Sea P cualquier punto distinto de H en Sy

sea P’ el punto de interseccion de la recta NP y el plano I,

Entonces P’ es el inverso de P, va rue;

P estid en una circunferencia ’ de radio wmidkime que pasa por
N, el centro de inversidn,

Sea T’ el plano que contiene a (.

Entonces  es una circunferencia gue pasa por el centre de
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inversién; por el teorema 1, se invierte en una recta 1 que no
pasa por el centro de inversion. Pero 1 estd en I ya gue P/ lo
estda y por le tanto P’ es el inverso de P. De hecho la recta 1 es
la interseccion de los planos 1y 17,

Por lo tanto todo punto de Sa tiene su inverso en I,

por lo tanto el inversoc d» G, ron respecto a S, es m.

Por el teorema 2, nl recinroco es clerto.

Si S1 Yy S? se intevsecan, [T v S, tarbién.

51 Sxyss son tangentes cntonces I serd tangente a § y G, en

el mismo punto.

Teorema 6, El inverso de una esfera de radio finito que no
pasa por el centro de inversicn, es una esfera de radio finito que

no pasa por este punto.

Demostracion.

Sea § la esfera de inversion y @ unc esfera que no pa:n

Sea A un punto cualgquiera en @ y sea B el otru putnto da
interseccién de la recta OA y el centro de 9. Entonces los purtos
A y B estan en una circunferencia de radio maximo £ de la esfera
¥, ¥y el plano I corta a § en otra circunforcicia ©{0,r; de rodic

maximo, puesto que O estad en .

Entonces, por el teorama 3, la circunfarencia £ cue no pasa
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por O se invierte, respecto a €(O,r}, en una circunferencia £’ que
no pasa por el centro de inversion y que es una circunferencia de

radio maximo de la esfera o/,

Se sigue entonces que el inverso de la estera ¥ es la esfera

Teorema 7. 8i dos curvas se intersecan en un punto
cualguiera distinto del <centro de inversién, su angulo de
inversioén es igual en magnitud pero opuesto en signo al angulo de
interseccién de las curvas inversas por el punto inverso,

La demostracion es inmediata del teecrema 4, pucs si dus

curvas se intersecan, témese el plano en el gue estan contenidas
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las rectas tangentes gue forman el angulo,

entonces o) inverso de c¢éstas estda contenido en el wismo
plano, puesto que 1lcz inversos deben ser colineales y dos rectas
definen un unico plano,

entonces, por el teorema 4, <l angulo gur forman las rectas
inversas correspondientes es i-ual en magnitul pero opuesto en
signo; ademas, las rectas inversa. son tangeuntes a las curvas
inversas a las originales en el mismo punto,

por lo tanto, el dngulo se conserva en cuanto a magnitud pero

ne en cuanto & signo.



APENDICE 2

La geometria de Lobachevski.

Hikolai Ivanovich Lobacheveki nacidé el 20 de noviembre de
1972, estudic es la Universidad de Kazan donde recibidé el grado de
maestro en fisica y matematicas, y posteriormente ingresé como
protesor.

Fue ahi donde Lobachevski conoeioé a M. L. Magnitski, con
guien tuviera problemas por su divergencia de opinién respecto a

la politica académica de la Universidad., Magnitski habia sido

—

nombrado, en 1819, miembro de

Circccicn ¥

incipal de cuelas,

e inmediatamente después fue encargade de la inspeccidén de la

Unive ran. Habilendo encountrade anomalins on

la administracion de la Universidad, Magnitski se encargo de
reorganizacion de cdsta, ademas de instituir un nueve sistema de
ensenanza.

En 1822, Magnitski, después de haber reorganizado 1la
Universidad de XKazan, propuso a los profescres de dicha
Universidad la presentacion de libros de texto y resumenes de
clase con el fin de publicarlos. Lobachevski, quien se habia
interesado en la teoria de las paralelas al ser profesor de

Geometria de los primeros nivales, presentd, en el verano de 1823,
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un . manuscrito de Geeoretria del cual era autor. HNo eriste
constancia alguna que indique la solicitud de Tobachevski para que
el manuscrito Geometria fuera publicado.

G. B. MNikolski, director de la Universidad, hizo llegar el
manuscrito a  Magnitski, selicitando la  autorizacion  para
publicarleo. Magnitskl remitio el escrito al académico M. I. Fuss

solicitandole su opinion., La critica de Fuss fue muy severa y

desfavorable, en virtud de esto Magn al divector gue

el manuscrito no podia ser publicado y gue sugeria que Lobachevski
realizara las correcciones gue Fuss habia indicado. Lobachevski no
hizo correccion alguna v el manuscrito nunca fue publicade, aungue

posteriormente fue rescatado do los archives de la Universidad.

En este escrito Lobachevski veuanis,

capitulos, todo lo que no dependia del postulado de las paralelas

de Euclides, abarcando temas de planimetria y estercometria.
Geometria es la primera obra en el mundo que trata, de manera

separada, la geometria absoluta de la geometria euclidiana.

En 1826 Lobachevskl presantd un trabajo baje el titule de

Exposition sucginte des principes de

demonstration rigoureuse du theoreme des del cual

solicité su publicacion. aunque nuevamente el trabajo no fue
publicado, el contenido de éste se conoce gracias a que, tres alos

mas tarde, Lobachevski logré publicar en la revista " Mensajero de

thi

Kazan " un tercio de este trabajo, bajo el titulo Acerca de lo

§

principios
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En este escrito se presenta, despucs de algunas
consideraciones preliminares, una exposicion de¢ los principios de
la geometria no euclidiana creada por Lobachevski, a la cual el
llamaba geometria imaginaria, y finaliza con una serie de
ecuaciones que, basadas en esa geometria, relacionan los lados y
los angulos de los triangulos rectangulos.

Tanto los trabajos que Lobachevski habia presentado, come sus
publicaciones posteriores, le atrajeron violentas criticas por no
ser comprendidos; es posible que debido a esto Lobachevski haya

decidido escribir Geometrich e Untersuchungen zur Theorie e

su nueva geometria, expuestcs de una mancra mas abordable. Fue con
esta obra que el nundo natemdtico de ese entonces logro
familiarizarse con las ideas de Lobachevski.

En las Investigaciones geomdtricas de la teoria de las lineas

paralelas, despues de una corta introducclion, Lokachevski enuncia
15 proposiciones fundamentales de la geometria absoluta, a las
cuales recurre en su exposicién. A continuacién se adentra en el
camino que lo conduce a la geometria no euclidiana, para mostrar

ésto considérese la ciquiente figuro @

Sea C un punto exterior a la recta AB, sea CD 1la

rtule en eupanol: "Investtgactanes geométricas de 1a teorfs de
las tineas paralelan"
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perpendicular a AB desde C.

.
o
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En el mismo plano, tracese la recta E’CE perpendicular a CB
por C.

La hipdtesis gue hace Lobachevski para completar la geometria
absoluta conforme a su punto de vista, es que en el mismo plano
ACB pasa por el punto C, ademds de la recta E’CE (paralela
euclidiana), al menos una recta mas G’CG que tampoco corta a AB.

Es evidente que en virtud de tal hipotesis, toda recta F/CF
que pase por el punto C entre las rectas E'CE y G’'CG ( es decir,
dentro de los &angulos ECG y E’CG’ opuestos por el veértice),
tampoco se encuentre con AB, lo que hace que por el punto C pase
en el mismo planc un himero infinito de rectas que no corten a AB.

Aquellas rectas del primer cuadrante ( es decir, en el angulo
recto DCE) se dividen en dos categorias: las gue se encuentran con
AB ( como la recta H/’CH) y las que no se encuentran con AB ( como
la recta F'CF); las primeras ( del primer cuadrante) estdn mas

proximas a la perpendicular €D, y 1las segundas a CE. De 1la
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continuidad del haz resulta gque esos cuadrantes deben contener
una recta que sapare a las rectas de la primera categoria de las

rectas de la sequnda categoria. Sin embargo

e haz no puede
contencr la Ultima linea que corte a AB. PFor lo tanto la recta
linmite sera la primera que no cortara a AU,

Fn el auarto cuadrante (en el andulo recto EICDY,

evidentemente sucedera lo wizmo gue en el primer cundrante, por lo
que tambicn se tendrd una primera recta que no corte a Al

A esan dos rectas Lobachevski 1as 1lama paridaelas a ab. A las
ctras rectas que estan contentdas en el angulo que forman lag

recta

paralelas y que no cortan o A, lLobachevski no las califica
como paralelas a AB.

Al plano en el cual ze realizan las hipotesis de Lobachevshki

se le llama plano Lobachevskiano y o

ese misee sontido se habla
del espacio Lobachevskiano.

o anterior es la base de la geometria  planteada  por
Lobachevski, aunque desde luego éste detinieo  una  serie de

conceptos y proposiciones que completan su teoria®.

Algunos resultados propios de la geometria lobachevskiana.

1. Dada una linea recta Vv un punto exterior a ella, existe una

infinidad de rectas paralelas a la recta dada que pasan por el

“Kagar. V. F.,  Lobachevikl, pp. 87-160.
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punto dado.

2. Las lineas rectas paralelas no son equidistantes.

3. Dos rectas paralelas tienen, a lo mas, una perpendicular
comun.

4. Existen lineas paralelas tales gre si un: linea recta corta a

una de las dos, no corta a la otra.

5. Existen lincas parale:as a una wnisma recta que no  son
paralelas entre si.

6. £l angulo de paralelismo en un punte  para una recta sdélo
depende de la distancia del punto a la recta y disminuye a medida
que la distancia aumenta.

7. La suma de los angulos interiores Jde un trianqulo es siempre
menor gue dos rectos.

8. Dos triangulos son congruentss si los tres angulos de uro son
iguales a los tres del otro.

9. No existen triangulos semejantes no congruentes.

10. El area de un triangulo estda acotada.

11. La recta que pasando por el punto medio de un lad> 12 un
tridngulo, es perpendicular a la mediatriz de un segundo lardo,
biseca al tercer lado.

12. El angulo exterior de un triangulo limite® es mayor que el

Un trianqute Himita ot aq.el que esta for sada por dos ravos
paralelos y un seyments que une los off- 'nes de los ray..
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angulo intericr opuesto.
13. La suma de los dngulos interiores de un cuadrilatero es menor
gue 3607,

14. Los angules en la cima de un cuadrilatero e Saccheri son
iguales y agudos.®

15. HNo siempre existe la circunferencia gue pase por tres puntos

dados no colineales.

3 °
Un cuadrildters  ABCD es  de  Ssccher! 1 ZA s 2B
AH sc ilama Base, €D clma y, 4C ¥ 4D dnguios én la cima.
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