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RESUMEN

El presente trabajo tiene como 6bJetivo dlséﬁar un. centreolader
adaptable que establillce 'a una familia de sistemas no llneales Qﬁé_'
in&luya silstemas no linealizables y, en algun sentido conveniente, a
todos 1os sistemas. linealizables. El resultade principal de la tesis
es la determinacién de un controladeor ¥y una ley de a'daptacibﬁ'
paraméirica que permliten garantizar la establlidad globél del.
equilibrio X, para la famllia de slstemas no lineales. mencloqadaf

. antes. Esta famllia estd caracterizada por la existencia de un®
controlador paramétrico que ‘"genera" un subsistema estrlctamenpé
pasivo para una eleccidén conveniente de 1la salfda. Como parte del
procedimiento de disefio del controlador adaptabie estabilizanﬁe._sé;
utliizé una versidén no lineal del lema de Kalman—Yacubovich-Popév;_No_
se ha determinado, hasta el momento, qué tan grande es esta faﬁiiia'de:,.
sistemas no lineales. Sin embargo, se ha explorado a trayéérde $1éuﬁ§5G1~3 =z

" ejemplos y se conjetura que contlene sistemas de {nterés practico. -
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1. Introduceldn

. INTRODUCCION,

El control de sistemas dinamlices ne lineales es un preoblema no trivial que
ocupa la atencién de muchos investigadores, En la actualidad es una de las
areas de mayor interés. Reclentemente, el control adaptable se ha interesado
en su estudio. Este interés ha generade dos lineas de investigacién
conceptualmente diferentes. La primera busca hacer asintoéticamente exacta la
cancelacién de los términos no lineales, que modelan a la planta, en el.
proceso de llnealizacién, suponiendo incertldumbre en los parametros. La
segunda, no se interesa en la linealizacién del slstema, sino sclamente en

preservar o generar la propledad de pasividad de éste en malla cerrada.

El trabajo que aqul se presenta sigue 1a segunda linea de lnvestlgaclén
mencionada. Y tlene como obJetive, disefiar un controlador adaptable que
estabilice a una familia de sistemas no lineales que 1incluya sistemas no .

lineallzables y, en algin sentldo convenlente, =2 Lodos 1los & sistemas
linealizables.

El resultado principal de la tesis es la determinacién de un contt_*olaﬂqr Y

una ley de adaptacién que permitan garantizar establlldad global para. una

: _f‘amllia de este tipo. Esta familia esta caracterizada por la e‘clftcncla de un 2

controlador paramétrico que “"genera" un subsistema esctr'ictamente pasivo

El presente trabajJo estd formado por clnco capitulos. En el__capit.ulo_ 2_, _
constituido a su vez por tres secclones, se retine la herramienta que sera

empléada para probar el resultade principal de este trabajo. En la primera

secclén, se establece el escenario de trabajo y se expone el 'conc:épt'd de - .

dlslpatwldad de sistemas dinamicos. Se dedica la segunda 5ec¢_16n al pro_bie_ma '
de linealizacién exacta en el espaclo de estados. Y, en _la,_ fllt.l_ma_,, se
presenta el problema de control adaptable de sistemas-lineales.
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El capitulo 3 presenta un panorama general de los ObJEthOS- y algunos
resultados obtenidos, en la literatura, en las dos lineas de investigaclén de

control adaptable que fueron aludidas lineas arriba.

El resultado principal de este trabajo se presenta en la cuarta secclon del
capitulo 4. En la primera se egtablece el planteamiento del problema que nos
ocupa, en la segunda seccidn, se define una clase de salidas que sirven para
caracterlzar a los sistemas no lineales para los cuales se veriflca_gl'
resultado de este trabajo y, en la tercera secclén se demuestran varios lemas

que facilitan la prueba del resultado principal.

En el capitule S se presenta el método de disefio del controlador adaptable y .

se discuten algunocs ejemplos.

Finalmente, en el Ultimo capitule, se discuten los resultados obtenidos y se
presenta una lista de algunos de los problemas de lnterés, relaclionados con

este trabaJjo, para investigacleones futuras.

Se incluye en un apéndice un trabalo que se desprende de la tesis y el'cﬁalf

se ha sometido a la revista: IEEE Transactlons on Autematle Contrel. -

R
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2. PRELIMINARES.

Este capitule retne la herramienta que serd empleada para probar el resultade
obtenldo en este trabajo. Estd constituido por tres secciones. En la primera
se establece el escenario de trabajo y se expone el concepto de dislipatividad
de sistemas dinamicos. La segunda seccién, plantea el problema de
linealizacidn exacta en el espacio de estados y se enuncia el resultado que
lo resuelve. Finalmente, en la ultima secclén, se esboza el problema de
Control Adaptable para sistemas lineales. No se pretende hacer una exposiclcn'.
detallada de nlnguno de estos tdpicos que, por si mismos, éoMprenden .muchas

péginas de la literatura especlializada.
2.1 SISTEMAS DISIPATIVDS.

En Fisica e Ingenleria se tiene particular Interés en los sistemé.s
disipativos. La propiedad de disipacién de energia, que distingue a estos

_sistemas de los sistemas dinamlcos en general, da por resultado . na.-"

restriccidn fundamental en su comportémlento dinamico. Ejempleos tiplcos. _de. -

sistemas disipatives son las redes eléctricas en las cua.les pa.r'te .de ‘laT-'

energia eléctrica se. disipa en las resistencias en forma de: calor, los y

- sistemas vlscoelastlcos en los cuales la friceién viscosa es responsable de:
-una. pérdida similar de energia, ¥ los sistemas termcdlnamicos para los c_ua.le_s
la segunda ley postula una forma de disipacién que conlleva u'n\aum'ent'o,_ en la’
entropia. o

.Per otro lado, una manera de probar gue un sistema dinamico es _éstéble es
mostrande que disipa mas energia de la que genei"a.. Segin hlpohéslé _ad_eél'l'adaé.
esto puede impllcar que su energia almacenada decae con. el . t_iémpo'.';‘{," '

entonces, que su estado interno debe converger ‘a un estado_r'de :'e'qu_ll_l'bi'_‘lo.':. -
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Recuérdese, por ejempleo, el métode de la energia para sistemas mecaAnicos
conservativos {1]. La definlcldon de disipatividad codiflca esta ndcién de que
la energia se disipa. Y, como sucede con el métode directo de Lyapunov, la
"energla" no necesita ser energia fisica; es simplemente una funeclén de la
entrada y la sallda del sistema, determinada de tal manera que la establllidad

del sistema se pueda verificar.

En control se tiene interés en los sistemas disipativos por sus implicaciones
sobre la estabilidad de los sistemas. Uno de los resultados princlpales en la
teoria de establlidad aflirma que: un slistema realimentads es estable

entrada-salida y de ganancia finlta si esta constituido por un sistema pasive

en el lazo directo Yy, en el lazo de realimentacién, por uno estrictamente

paslvb'de ganancla finlta y estable entrada-salida. Ademas, la suma de las

"energlias" almacenadas en cada 1lazo es una funclén de Lyapunov para el
sistema en lazo cerrado (Teoremas 9 y 10 de [2]). Sin embargo, noc existe una

unica funclién de - energia almacenada, sino un continuo de tales posibles

funciones de energia para un sistema con un comportamiento entrada-sallda.

prescrito £3].
2.1.1 Disipatividad: descripeién entrada-salida.

De manera general se puede pensar en un sistema como una relacién entre las

sefiales que Intercamblia con el mundo externc. A este nivel, se puede definir -

la _noclén' de dislpatividad con respecto a una "funcién de 'enérgté"f;{i_ '

l!amémdSIa E., a través de la slguliente desigualdad

E{(s,p.T) 2 O . S (2.1) :

para toda T = 0 ¥y todas las sefiales admislbles, s. T reprgsenta el 1nteﬁvalo

de tiempo en el cual se realizan las mediciones y p es el cunjﬁﬁto -de

" parametros {(tales como los estados Inliclales) que pueden afectar :ap'las_'

-medicliones. Para darle claridad a la noclén descrita, se comienza por diVldlﬁV"

a las sefiales admlislbles, a las que se considerara cumo-elemeﬁtqs{de'uh:-3' 
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espaclo de funciones definido apropladamente, en dos grupos: las sefiales de
entrada y las sefiales de salida. Y piénsese a la "relaclédn entre estas
sefiales" como un mapec entre espacios de funciones. Se formalizarad esto
sigulendo las referencias (4] y [5].

Sea T el conjunto de instantes de tlempo que son de lnterés (usualmente m+ o
Z,). Sea V un espacio con producto interno, denctado peor IR (tipicamente
R" ) ¥ F el conjunte de funciones sobre T que toman valores en V,

={fl TV L (2.2)

Para cada T en T, sea PT un mapec lineal de F en F. Se define la truncacién -
de f en'T como el resultade de aplicar el operador PT arf, L.e.,

A Flt), t=T; . : Co
fPTf)(t) = - {2.3) .
a L E>T, .

en donde 8 es el vector cerc en V. El operador P es una proyeccidén sobre F
ya que P = P ¥y se le conoce, tamblién, como el operador de truncactén. Para
slmplificar la notaclién conviene usar f para representar a P f En lo- que.'

sigue se conslderara solamente el siguiente espaclo de Funclones (seifiales):

- T : I
Ly:= LR S| feF | Hf(I0, <o } - R _(2:_{1_)----

& O}
(con T = R, y ¥ = g"

euclldeana Si se define el producto interno en L -por
< £ _J <f, (e),£,(6)>, at, : - R - - R

entonces L es un espaclio vectorial cen producto 1nterno y sera completo st VT:

} en donde llf(t)ll2 = j; Hf[t]" 2ty 1 il es ia_ﬁofhéi;[lf

lo es. Hﬁtese que el producto interno definido en (2. 5) esta lnducldo por el;C;ﬂ
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de V. Una extensiéon atil de L'; és el espaclo extendlido L:c(R_._) que se define

come

n

L.t 0 A n
L,:=L(R)={feF |rel,VTeT | {2.8)

Se dice gque un mapeo H: Lz: > Lz: es causal (i.e., no anticipatoric) si y sélo
st PTHPT = PTH. v TeT.

Se define a continuacién un sistema dinamico desde la perspect.l_va.
entrada-salida gque se ha expuesto. Témese T = R+ , V= R8" y supbngase que U =
L:(R+) y Y ='Lg(IR+) son espaclos de funclones (sefiales) con operadores de
truncaclén adecuados P: y P:. los cuales, deflinen a los espaclos extendidos.
UE=L2':(IR+) v Y'°=L22(ER+). respectivamente. A UB se le llama el espaclo de
sefiales de entrada y a Yc el espacle de sefiales de salida. Es convenlente

usar la sligulente notacién para el producto interno truncade de u y v, <u, V>
A .

= <PTu,PTv>, én donde <«.,.> es el producte interior de U o Y , segun sea el
caso.

Definicién 2.1: Un sistema dinamico se define como un mapeo causal del
espaclo de entrada Ue al espacio de salida Ye. Al operador H: Ue d _Uc‘ se le
conoce como una representacién entrada-salida del sistema dinamico. (Esta
definlcién lncluye la condicidn P:HP: = PiH en ul. C

Para el operador definido arriba, se definira el concepto de dlsipatlvidad.,:'__ o
Este puede definirse medlante operadores Q, S y R mas generales que los aqui ..o
considerados [4]. . N

Definicidén 2.2 : Sean Q e RPP, S e RF" y R ¢ ™" matrices constantes con @
¥ R simétricas. El sistema dinamlco H es dislpativo con respecto a Q,'_ _s'.y.:R,'.
1o'que se denota per (@,S,R)-disipativo, si y sflo si se satlsi‘a_.ce

<Y'Qy>1.‘ + 22y, Su)T + <U'RU>T =0 ._ . ST l(2;-7] .
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VTeR yVYue Lgc (con condiciones iniciales iguales a cero).

Un sistema es pasivo si es (0.%1.0)—dlsipativo, y estrictamente pasivo en la
salida s1 es (—cI,%I.O)-dislpativo, en donde I es la matriz identidad en

Rmxm. Uu = YB y £ > 0, Otras formas de disipatividad pueden obtenerse para

diferentes combinaciones de Q, S y R [B].
2.1.2 Disipatividad: descripecidon en el espacio de estados.

El concepto de disipatividad se ha Iintroducide comoe una propiedad de la
deseripclén entrada-salida de los sistemas dinamices. Se veran ahora sus
implicaclones en la representacién en el espaélo de estados. En este
contexto, un sistema dinamice es visto como un objeto matematico abstractb'
que mapea entradas {causas, excltaclones) en salidas (efectos, respuestas)
via un conjunto de variables intermedias, el estado, que resumen la’
influencla de las entradas pasadas.

Se conslideraran sélo sistemas dinamicos continuos definides en R+. Y para ser .
consistentes. con la seccién anterior se denotara a los espaclos de funclones
de entradas y salidas admisibles por Ue y Ye' respectivamente, (Se estad
considerando a los espacios anterlores como espaclos L2: ). Sea Ri el sgétor
causal de R° defintdo por

o2 A 2 :

R, = { (¢, t)eR |, =¢ }
Definicitn 2.3 {2.,4]: Se dice que un sistema dinamico esta descrito en. la -
forma de espacio de estados si estd determinade por un conjunto abstrac;OleQ
(el espacic de estados) y dos mapeos; el mapeo transicién de estados{@k;y;ei

mapec de salida, r. Estos satisfacen los slgulientes axiomas:

1) Q:fo}{xuuex:
2) ‘D(to.to.xa,m = X VtoeiR. xoequeUe;

- 2 . .
3) Q(tl.to.xb.ul} = °[t1’to'xb'u2] v (tl.tol e R+ , xb.e X



2. Preliminares

= =
yu.u < Ue = ul(t) uzit) para t_ =t ¢,

4) Ntz. tu.xo.u] = ¢[t2.tl.fb(tl.to.xo.u).ull Y (t;'to)' (tz. ti)

+* o
8) mR, x XxU > ¥
+ e ¢
6) la funcién r[t.@[t,to.xo,u),u[t)] definida para ¢ = to' es la
restricclén en [to,m) de una funcién y eYe v xoex. toeR Yy u eUa;
7} @(t,t,0,0) =0 V (t,t) e RS, y r(t,0,0) =0 V ¢t eR.

e R, x s.‘{yueue;

La definlcidén anterior ve al sistema dinadmico a través del estade x que ests

entre la entrada u y la salida y. Se escribird al estado y a la salida al
tiempo t como '

x(t)
y(t)

Bt 6, x . 0), . (2.8a)
rit, ot t,x ,u),ult)l, - (2.8b)

respect lvamente. Se puede considerar al slistema como una colecclén de
‘trayectorias en el espacio de estados; cada una emanando de una condicién
inicilal y guladas por una entrada particular, ' '

Los conceptos de alcanzabilidad y controlabilidad de un sistema dir'lamico':-.

seran importantes mas adelante por lo que a contlipuacién se definen,

Derlnlcién 2.4: Se dlece que un estado X, € X de un slstema dinamico descrl.to-- =
en el espaclo de estados es: ’

1) alcanzable en el tlempo t € R sl existe.un t_ EER con c s t y una

-1
u e U tales que ¢(t o’ .0 u) = xo. :

11) contr‘olable en el tlempo t,eR sl exlste un 1:1 € R con El._z' co Y

unaueu tales que Nt to xcu}—o.

' Se dlce que un sistema dlnamlco es alcanzable (contt‘olable) 51 cada estado X,
e X es alcanzable (controlable) Vv to e R.

En la definlcién anterlor, alcanzabllidad requlere que el rnapeo G(t ..,OI.;.)fi':"" -
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sea sobre en X, mlentras que controlabilldad necesita que 0 esté en el

espaclo lmagen de @(., to. Ko ).

Con la deseripelén entrada-salida basada, como antes, en U = L:[IR+) y Y =

L:(IR+}. con y = Hu una respuesta en estado eero, se introducen los conceptos
de razén de sumlinlstro (supply rate) [4] y disipatividad.

Definicion 2.5: Sea w:U x ¥ 2 R una funcién dada por

wlu,y) = yIQy + zyTSu + u Ru (2.9)
en donde @ ¢ R"P, S e R™™ y R € B™™ son matrlces constantes con @ y . R
simétricas. Se dlce que un sistema dinamico deserito en el espaclo de estados

es dilsipativo con respectc a la razén de sumlnlstro w(.,.) . sl

wlt)={u(t),y(t)], evaluada a lo large de las trayectorlas del sistema
satisface:

Q

Vit =t yVuel? siempre que el estado lnictal sea x(t) = 0.

Obsérvese que la desigualdad (2:10) es precisamente (2.7) para los es_palc_:lds:_

t . L. ..
J"w(t)dt = 0 _ o (2.10) -
t . .

Lp considerados. La razén de suminstro es una abstraccién del-'pthgp;o_

potencia de entrada. En los sistemas fisicos, l'a-_pdtencla.‘dei ént'ri-a_'d'i_"t_.‘ esta .

asociada con la nocién de energia almacenada. En este sentldo, la desigualdad

{(2.10) restringe la manera en la que el sistema absdr-be_ energia. _D'e."[a__] ¥ {4]":

se sligue que disipatividad implica  la existencia de una t‘uncién_'d:é“

almacenamiento ¢$:X - [R+ con la .pr'cpiedad de que ¥ t'l = to' x € XYy _u'

5]
admisible

t
o]

B(x) +_[ Ywtu(e), y(e)1de = plx) ST 2oy

B .
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en donde y(.) y X = x(tl] son la salida y el estado flinal, respectivamente,
que resultan del estado intclal x, = x(to) y la entrada u. Pensando en

términos energéticos se puede interpretar a la expresion (2.11) como sigue:
energia inicial almacenada + energia suministrada al sistema
z energia final almacenada.

Para sistemas abstractos mis generales, el razonamiento fisico ne es
'apllcable. Sin embargo, se puede definir una posible candidata para el nombre
"energia  almacenada”, una funclilén' 1llamada - almacenamiento  disponible
(avallable storage) [3]. Lamentablemente ésta no es unica. Esto refleja el -
hecho de que las ecuacliones de estado no son sufleientes, en 51 mismas, pa.r'a._-.
especificar un mecanisme de almacenamiento de energia. Pueden consultarse las
-referenclas [3) y (4] para mas detalles.

2.1.3 Sistemas No Lineales de Dimensién Finita.

Se tlene interés en una clase de sistemas dinamlicos no lineales, descritos en
el espaclo de estados, para la cual se cuenta con un crlterio algebraico eh.
términos de las funcliones del estade del sistema, due permite establecer la
pr‘opiedad entrada-salida de disipatividad. Este criterio algebralco puede . _
. lnterpretarsc como una versién ne llnezl del Lema de Kalman-‘fakubovich—_-l?bpq#-."_‘-

[7]. Este lema se enunciara después de unas dei‘inlcibnes. \ -

Definiclén 2.6 [8]l: Se dice que una matriz de orden mxm H(s) de funcl.onélsl.
racionales reales es positiva real, lo que se denota por H{s) e {PR}, :
1) todos 1los elementos de H{s} son analiticos en el semipiano
derecho ablerto Rel[sl>0; . .

2) los poleos de cualquler elemento de H{s) en el eje imagln-ar;"d Jw.
son distintos ¥y la matriz residuo asociada de H{s) _es. _semldéﬂnid_é.
positiva; y ' ' T

10
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3) H(jw) + H?(-Jw)zo ¥ w que no sea un polo de ningin elemento de H( jw).

Definicién 2,7 [8]1: Se dice que upa matriz racional H(s) es estrictamente
"positiva real, leo que se denota por H{s) e {SPR}, sl existe algin p > 0 tal
que H(s - p) e {PR}.

En relaclén a estas deflniciones y sus extencliones puede consultarse [10]
para matrices y {11] para funciones. El sigulente lema proporciona
condlclones necesarlas y suficlentes para que una matriz raclonal H(.) sea
estrictameﬁte positiva real.

Lema - 2.8 (KYP) [9]: Supéngase que los polos de la matriz de transferencla
racional H(s)=C(sI - A) 'B + D estan en Relsl<-p en donde pu»0 y (A, B,C,D) es’
una realizacién minima de H(s). Entonces H(s - p) € {PR} si ¥y s6lo si existen

matrices P=PT>0. L y X tales gque

PA + ATP = -LLT - 2up
PB=cC' - LK

KTk = p + D

Consldérese una familia de sistemas dinAmicos no linezles descr1tos_ pof
ecuacliones de la forma ' ' i

FIRE

=
!

«
[}

£(x) + G(x)u S ¢ S C VS
h(x) + J(x)u o o o Co(2i12p) -

en donde x € R, u e Ry y & RP. Los controles admisibles son de cuadrado -

integrable localmente, 1i.e.

G: R™-R™; G(x) 2 [g,(x),....8 (x)] en donde g m + R" 1=1,...,m h:R" o R

,. pertenecen a Lm " Las funclones F:R"5R", .

3’ RP™ del vector de estado X, cumplen con f{o)‘o ‘h{0)= 0 y SatiSface“ 1a=” h

sigulente condlicién:
Hipotesis 2.9: Las funclones que aparecen en (2.12) son suflcientéménta'f'

11
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suaves para asegurar que el sistema estd blen definlde; esto es, para
cualquler x(t.o) e R" y u(.) admisible, existe una Gnica solucién en [tn-.m)

tal que y(.) es de cuadrado integrable localmente (u € La' v < Lzs 1.

Se asocla a (2.12) una razén de suministro dada por (2.9) y la slgulente
funcldén, llamada almacenamiento disponlible en [4], definida por

é {x)=- (inf wlu, y)dt . (2.13) .
&0 !T"OJ-

sujeta a (2.12) ¥y =x(0) = %,. Se impondran las slgulentes condicliones '__al-'
sistema (2.12) y a (2.9) (véase (4] 'y [7]).

Hipétesis 2.10: El espaclo de estados del sistema (2. 12) es alca_nzablé desd_e L
el origen. Es decir, dados cualesqulera x = x{t ) & R" y t e R, existe un
to € R con to = t‘.1 ¥ un control admlsible ul.) tales que el estado pgeda
llevarse desde x(to) = 0 hasta x(tll = X,.

Hlpbtésis 2.11: ta funclén de almacenamiento dispenible qﬁﬂ(x). cuando exlétg._-
es una funclén diferenciable de x.

Hipétesis 2.12: Para cualquier y # 0O existe algune u tal que la razén de '
suministro (2.9) satisface wlu,y} < 0.

El -slgulente  teorema muestra- que- la- propiedad de dislpatlvldad puede!_" '
caracterizarse en tér‘mlnos de la ecuacién de estade (2 12).

Teorema 2.13 [7]: El sistema (2.12) es disipativo con resl_aect'o a (2. Q) sly
sélo sl existen funciones reales #:R® -+ R, I:R" » R? y W:R" BN quxm _(pél'_féx'?"-
algun q € N} que satlsfacen’

#(x) = 0, ¢(0) =0
Ulx)If(x) = h'(x)Qhix) - 1T(x)I(x)

12
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2. Prelimlnares

2GTIx)Tp(x) = ST(xIh(x) - W (x)L(x) :
R(x) = W (x}W(x) : . {2.14)

¥ X, en donde

R({x)
S{x)

Il

R+ JT(x)S + STJ(x) + JT(xIQI(%)
QJ{x) + 5.

I

Demostracién: (Suficlencia) Supdngase que exlisten funciones ¢(.}, I(.) y W(.)
tales que (2.14) se cumple. Se demostrara que (2.10) se verifica. Para

cualquier u(.) adnmisible y to € Ry t1 = to' ¥y cualquier x(to). ge tilene, con

¥y = VeI rGa)+ 1T (%) 1(x)+2u T (x)}0h(x)+u'3 (%)@ (x)u
20" STy=u"GT (<) U (x)+2u W (%) 1 (%) -2u 3T (x)Gh{x)+2u'sTH (x)u
uwRL = uTHT(x)H[:-c)_u-ZuTJT(x]Su-uTJT(x)QJ(x)u

que

t [ ’ .
J'1 (¥ Qy+2y SuruTRu)dt = _[ Y gTa(x) [£{x)+G0xIuldt +

L t
.G o]

. _ _
+ J" [20)+H0ul LG W Exduldt = $Ix(E )T - glx(t )] +
t

D .

- .
N j‘ [2Ex)+W(x)ul T 1{x)+W{x)uldt,

‘o

y fijando x(t) = O se cumple (2.10).

{Necesldad) Supdngase que el sistema es dislpativo' Se - pr-obara que ¢ (x).'.‘-' p
‘dada por (2.13), es una soluclén de (2.14) para funciones-l( 1y H( )f‘

" apropladas. Como el sistema es alcanzabie (Hipbtesis 2. 10). pa.ra. cualqu!.er‘

estado x  en t,, existe un t_ < 0 y un control admlslble “ul. ) definldo en-'-:.?
[t_l.ol tal que x(t_l) =0 y x{0) = X, De dislpatlvldad

13
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T o
I wlu,yldt = - I wiu, yldt.
0 t

-1
Dade que el lado derecho de estz desigualdad depende sélo de x, mlentras que

u{.) puede elegirse arbitrariamente en [0,T], existe una Ffupcién de x,-
C:R" » R, tal que

T
J'w(u,yldt = Clx,) > - = (2.15)
o -

siempre que x{Q} = X, De (2.15) se tiene que gbn(x)_ < o ¥V x; de (2.13) que
q&a(x) = 0V x y de disipatividad ¢o(0] = 0. Ahora debe mostrarse que qba(.)
‘satisface (2.11) ¥ t =ty toda u{.) admisible, en donde xX(t )=x vy

o
- x(t1J=x1 [3]. De {2.13) se tiene que

L
3, (x) = j-: wlu,y)dt

-1

para cualquler u admisible que lleve x(t_) =0 a x(t) = x, con t_ = l'.'o';_' )
En partlicular, sean t_l <ty ul.) definida en [t—-l'tO]' tales que x(to)'— = "x'o_ e
sea alcanzable de manera optima.  Excepto por las condiciones de frontera

:_K(t'_o) =%, ¥ .x[t.t). =%, u esté.. libre en [tO.Ftl.- Por.lo tanto,

. .
_¢a(xl) = _[to_w;u;y)dt + J;‘ wiu, y)dt.
-1 a

Finalmente, de (2.13) se tiene el resultado buscado. Ahoras,  usando la o
Hlp_étesls 2.11, se obtilene : S

_ &a[x(t)]sw[u(t).y(t)] ' ' B . S RN N (215]

14

T R ]
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a lo largoe de cualguler trayectoria de (2.12)}. Para convertir a esta

desigualdad en una igualdad se introduce la funclén d:R"<R™ » R dada por
d(x.u}=éa(x)+w(u.y1=—vr¢a(x)[r(x)+G(x)u]+w[u.h(x)+J(x)u]. (2.17)
-De (2,16), d(x,u) = 0 ¥ x, u. Ademas, de (2.17) se tlene que d{x,u) es
cuadratica en u. Combinando estas dos observaciones, se slgue que d(x,u)
puede factorizarse como sigue

d(x.u) = [1(x) + WxIulT [2(x) + W(x)u) (2.18)

R

para algunas funclones, no unicas, L:R" - RY, W:R" - y algin q € 0.

Sustituyendo (2.18) en (2.17) se llega a que

-VT¢a(x)f(x)~Vr¢a(x)G(x)u+hT(xJoh(x]+2hT(x}§(x)u+uTB(x)u=
=17 (%) 1x)+227 (W% uru W (x)W(x)u

¥ %, u. Igualando coeflclentes de la misma potencia de u, se obtlene (2.14) g

con ¢ = ¢ . . .. j

La expresién (2.13) proporcicna la solﬂcibn.minima para (2.14).'5egﬁn.[?13 A

continuacién- se enuncia un resultade analoge para- slstemas.-iiﬁéaiés%j;i;}

invariantes en élrtlempo.

Teorema 2.14 [4]: Una condicldn necesaria y suficlente para gque el sistema

‘lirieal invariante en el tiempo

n

_k Fx + Gu o _ ) . (2;19aJ ”-T

H'% + Ju- _ o o C tzase)

‘con {F,G} completamente controlable, sea disipativo con résbe;to a la razén L

'de suministro (2.9) es que existan matrices P, L y W con P = PT.gnb}que”5.i

15



2. Prellmlnares
sat lsfagan

PF + F'P = HQH' - LLT

PG = H{QJ - S} - LW - (2.20)
R+ ST+ J's + JT0J = W, -
La. funcién de almacenamliento para probar este teorema es ¢(x}=xTPx. Como
puede abservarse de (2.20) este tecrema no as el Lema de
Kalman-Yakubevich~Popov para Sistemas estrictamente pasivos en la salida,

Segun [8], {9] y [12] séleo ceoincidiran para grade relativo cero.

Willems [3] suglere que la teoria de los sistemas disipatives puede ser util
en la investigaclén de la estabilidad, mediante los métados de Lyapunov, de

los sistemas dindmicos. En general, las funclones de almacenamiento #(.),

cuande exlisten, sélo son semidefinldas positivas. Por esto, no pueden usarse

como funciones de Lyapunov candldatas para probar estabilldad del sistema

libre. En el nétodo directo de Lyapunov, las funclones de Lyapunov son '

Ffunclones generalizadas de ehergia que, de acuerdo con cliertas ‘condiclones,

corresponden a ¢{.) en el Teocrema 2.13. Esto nos lleva a considerar esas
condiclones para las cuales las funclones de almacenamiento. ¢{.) califliquen -

como funcicones de Lyapuncv, es declir, sean al menos definidas positivas. Se

comienza con la slgulente definiclon,

Definicién 2.15: El slstema (2.12) es de esltado cero déteétablg_'s'i para
cualquler trayectoria tal que u(t) = 0, y(t) =0 se tlene que x(t) 2 0, con -

x(0)=0,

El slguiente lema proporciona las condiclones para que las funclones ¢(.)

sean definidas poslitivas.

Lema 2.16 [7]: Si el sistema (2.12) es disipativo con respecto a (2.9) ¥ e"s__‘

de estado cero detectable, entonces todas la soluciones. (.} de (2,14) son

18
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2. Prellminares

definidas positivas. -
De esta manera se puede verlficar la estabillidad de los sistemas a los cuales
se aplica el lema anterlor, simplemente usandc las soluciones ¢{.) de (2.14)

‘como funcilones de Lyapunov candidatas, como lo afirma el sigulente teorema.

Teorema 2.17 {7]: Con las hipétesis del lema anterior se tiene que el sistema

libre x=f{x) es estable (Lyapunov) si Q=0 y asintéticamente estable si Q<0. g

Se sigue que los sistemas pasivos son estables mientras que los estrictamente
pasives en la sallda son asintéticamente estables. Debe notarse que el
tecrema anterlor proporclena séle condlclones para estabilidad local del
equilibrio en x=0. Para asegurar estabilidad. asintdtlca globalmente se-
necesitan imponer condiciones mas fuertes 5obre el slstema, como

detectabilidad uniforme del estadc cero, gue se define a contlnuacién.
Definicién 2.18: Se dice que el sistema (2.12) tlene la propiedad de.
detectabilidad uniforme del estado cero, sl existe una funcién continua Y.
creclente B:R R con B{0) = 0 y f(¢) > = cuando ¢ > w y una constante T = D
tal que para cualquier ®, ¥ to con u(t) = 0, se tiene

"y uaszﬁ(uxu), v x e X. o '(2.1'2‘1) :

La deflnicién anterior lmplica que para todas las soluclones ¢( ) de (2 14)W;
se cumple [4],(7]: |

¢(x) = Blux), . _ 3. -(2{231:"J

2.2 LINEALIZACION EXACTA EN EL ESPACIO DE ESTADOS.

En esta seccién se expondra sucintamente la noclién de lineallzacién exacta en

el espaclo de estados. Este térmlno se usa para acentuar la difgrghéla.qnﬁré,?f7

17
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esta tédnlca y la linealizacién aproximada que, generalmente, indica la
aproxlmacién del comportamiento dinadmico de un sistema no lineal mediante su
expancién en una serie de potencias truncada a primer orden. A lo largo de
esta sececldén se consideraran slstemas de control no lineales como en
{2.12a),1.e.,

X = f{x) + G{x}u (2.23)

El estade x pertenece a un subconjunto abierte M de R", £ y las columnas de
G; gl,.'.. 8 _, Son campos vectoriales suaves (i.e., de clase ™) det‘in_idos en
M y las m componentes del vector de entrada u, ul.....um,
tiempo evaluadas en R. Se considerara, ademds, que el valor de cada u, al

son- funciones del

tlempo t, es una funclén del wvalor del estado en t 'y, posiblemente, de

algunas otras funciones vl....,vm evaluadas en R. Supondremos - esta

dependencla de la sigulente forma
u = al(x) + B{xlv (2.24)

en donde a:M < R" > R®, &:M ¢ R™ + R™™ son funclones suaves. A este modo de

control se le conoce como contrel por realimentacidén de estado estitik:o Con .

(2.24) se modifica la dinamica original de (2.23) y se obtlene el sistema de

control

X = i_‘()_c) + G{x)v | | ) - . | ) f225) -
cen

F(x) = £{x) + Gx)alx) ' | ' o (zzsa)

G(x)= G(x)B(x). T . o _. (azsb)

Se admitlra que la matrlz gl.) es lnvertible pa.ra. toda X en M Esto hace
posible invertir la transformacién (2. 26), y obtener '

18
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Fix) = F(x) - COAIR™ (%) ax(x) S {2.27a)

1

G(x])

Il

G(x)8™ (%) : (2.27b) .

Como puede observarse de (2.25) el control (2.24) preserva la estructura de
las ecuaciones (2.23). Respecto a las acclones de a(x) y B(x), estrictamente
hablando, sdlo (2.26a) puede conslderarse como una "realimentacién”, mientras
que (2.26h) deberd pensarse como un cambio de coordenadas, dependiente de =X,

en el espaclo de las entradas.

Dado un sistema no lineal, considérese el problema de modificarlo, mediante
reallmgntaclbn del estado, de manera tal que todo &1 sea localmente

difeomérfico (i.e., equivalente mediante un cambio de coordenadas) a u

sistema lineal y controlable. Con otras palabras, dada una coleccién de

campos vectoriales f, - I - (come antes) y un estado inlcial Xy

encontrar_(si es poslble) una veclindad U de X, Un par de funciones «, B {con

B linvertlble} definidas en U, una transformacion de coordenadas z = ¢{x)
nxn

definida en U, una matriz A € R ¥ un conjunto de wvectores bl e R",

1=1,...,m tales que

DILf + Galed '(z) = Az (2.28a)

il

 DEIGRI & (2) = b, L=1,...m S X

¥ z € ¢(U) con (A,B) controlable. D¢ es la matriz jacobiana de .

El problema planteado en el paArrafo anterlor puede éxpresarse ‘de manéfa__ "

informal c¢omo sigue: Dado un slstema no lineal  encontrar un sistema de -
coordenadas para el cual exista una ley de control no lineal qhe_cancélé las
no linealidades del sistema, La soluclén del pfoblgma‘sera global s1 U ?‘Rntﬁ'
Se definen, a continuacién, algunos conceptos de Geomehria'nlferénc;al_[131&

quinlélén 2.18: Sean f y g dos campos vectorlales definidos en’ mn.: El,::73.
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paréntesis de Lle de £ y g, denotado por [f,gl, es un campo vectorial
def'inldo por

(f,g]l = Dg.f - Df'. g {2.29)
en donde Dg denota la matriz Jacobiana de g cuya jij-ésima entrada es agllax].

Se acostumbra denotar a (2.29) por adrg ¥ se deflne por inducclén, con ad?g =

g, como slgue

adkg = [f‘.adk—lg] . ' ' (2.30)}

Defintcién 2.20; Sea h:R" -+ R un campo escalar suave. El gradiente de h,
denctado por dh, es el vecter renglén

= [ah/axl. ...ah/axn] o : (2_.31)
(se usa también la notacién: Vxh(.] ).

Defi_nléién 2.21: Para un campo escalar h y un campo vectorial f=(£‘1..". .',i_‘n)' .
el producto dual de dh y f es un campo escalar definide por ' ' ‘

<u._r> = (ons/ax )f +...+( eh/ax )E.. - S (2.32)

‘Suele llamarsele a (2.32) la derlvada de Lie de hix) a lo la.rgo del campo
vectorial f(x) y se usa también la siguiente notaclén

Lrh := <dh, £>. | - c (?.33)..___',

- Definicidn 2.22: Se dice que - un conjunto llnealmente independi.ente de ca.mpos L

vectoriales .{xl,.._.xm}. en R" es 1nyolut.1vo sl existen campos escalares _f','

r.l.”k:!R -+ R tales que.

20
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[Xl.XJ] = oculX‘*-. . .+a:“mxm,\f I, J. (2.34)

Definiclén 2.23: Se dice que un conjunto linealmente independiente de campes

vectoriales «{Xl. . .,.‘Cm} en R es completamente integrable sl para cada punto
existe una subvariedad m-dimensional M en R" tal que en cada punto de M el
esbacio tangente de M estd generado por Xl....,.‘(m. 0 bien, sl exliste n-m
campos escalares _l.inealmente independientes hl,....hn_m que satisfacen el

slgulente sistema de ecuaclones diferenciales parciales
<dh1.xj> =0 : (2.35)

¥ i,J con 1sl=n-m, 1=/=m,

Apelando a la simplicidad, en 1o que sigue, se pensard en slstemas no

lineales con una sola entrada, dados por

x=F({x) + g(x)u . ' _ . (2.36):

coﬁ u escalar, f y g campos vectorlales suaves y £(0)=0. E! teorema -

sigulente, que d4 respuesta al problema de la linealizacién exacta en el

espaclo de estados, fué demostrado por R. Su en 1882 [14] (vease [15]
también). ' o

Teorema 2.24 [15]: Para el sistema no lineal descrito por (2. 36), el probléma-'_'-

de lineallzaclén exacta en el espaclo de esgtados tlene soluclén sily 5610 sl'd: :

existe una’ region U de r® que contiene al origen en la cual se cumplen las.__‘-_"’:
slgulentes cendiciones:

1) dim{ Span{g(0), ad g(0),...,ad" 'g(0)} 1 =
oy . n-2
? {e, ad‘_g....,adr g} es Involutivo en U

La condicién en (1) implica que los vectores tangentes gle),
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adrg(x).....ad:-lg(x) son linealmente Independientes V x en una vecindad
adecuada de x=0., Por lo tanto, la distribucién Span{g.adrg....,ad:qg} s no

singular en una vecindad de x=0 y tiene dimensién (n-1).

Cabe mencionar que el término empleado para referirse al problema planteado
es linéallzaclbn por realimentacién (del estado). Y se dice que un sistema no
lineal descrito por (2.36) es linealizable por realimentacion si existe una
regién U c Rr" que contiene al orligen, un difeomorfismo de estado $:U - R",Iy'
un control ne lineal de la forma usa{x)+8(x)v con B{x)}*0 en U tal que, en las

nuevas coordenadas z=0(x), el sistema origlnal se transforme en

= AZ + bv . (2.37)
en donde
01,..0 ¢} .
A= DLyl b= o|LR. : . - (2.38)
00...1 o : ' ' : o
00...0 1

Para simplificar el lenguaje, cuando un sistema no lineal ‘como el .descrito -
por (2,36),. se pueda transformar en uno llineal y controlable de la manera.
expuesta, se dirad simplemente que el sistema es linealizable.

2,3 CONTROL ADAPTABLE DE SISTEMAS LINEALES.

En esta ultima seccién, se enunclara el problema de control de un slsﬁemé  .
dinamice lineal invariante en el tiempo descrito en el espacfo de estadeos con
parametros desconocidos, tenlendo accese a todas las varlables de estado dé;‘
sistema. Se tliene interés en el caso en el ‘que los parametros de-_uﬁ; 

controlador, eleglde adecuadamente, puedan ajustarse de manera tal que ‘el

error entre la sallda de la planta y la sallda de un modelo de referencia L
tlenda a cero asint6ticamente con establlldad interna. Para obtener:;eyes de_,

adaptaclién estables se usa el métode directo de Lyapunov, Demosﬁpando*lh:.

22



2, Prellminares

existencla de una funcién de Lyapunov para todo el sistema puede establecerse
establlidad global para el mismo. La eleccidn de tal funcién Juega un papel
cruclal en la construccién de una ley de adaptacién adecuada. Sin embargo,
determinar dicha funcién es un problema dificll, en particular, para los

sistemas no lineales,.

Puesto que en las sigulentes sgubsecclones se hara uso del teor‘ema.. de

establlidad de Lyapunov, se enuncia en seguida.

Teorema 2.25 [16]: Dado un sistema lineal e invariante en el tiempo x=Ax; el

equilibrio x = ‘0 es asinl;.btlcamente estable sl y sé6lo sl para cualquler

matrlz Q—Q >0 existe una matriz P=P'>0 tal que la siguiente ecuaclén -
matricial .

AP + PA = - Q _ - (2.39)

se verliflca. ‘m.

El contenido de esta secclén sigue de cerca a la referencia [16_]; véase . -
también [17] y [18]. '

Consirérese el slstema dindmico lineal invariante en el tiempo., que e'n.-;_
adelante se le llamara la planta, descrito. por la sigui_.erit_é-- e_c'l.lacién'...‘:,'-'
diferencial - ' ' S ' I

®x =A% + Bu ) (2"._40)."

P PP P : _ S

en donde ® e R", u e RY; A e RY" y B e R™® gon matrices constantes pero -
desconocidas y el par (A B ) es controlable Se supondra que el estado xp es:-‘_

medlble.  Se estableceré. un modelo de referencia mediante la slguiente"-
ecuacién diferencial lineal invariante en el tlempo '

23
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x=Ax +Br (2.41)

m m m m

en donde A« &™" es una matriz Hurwitz, B e R™P y r es una entrada de

referencia acotada. v t = to' % (t) representa una trayectoria deseada que
m

debera seguir xp(t). El problema que se plantea es determlnar un método para
controlar a la planta (2.40) de manera que

Iim [x (t)}-x (t)]=0. (2.42)
tam P "

En otras palabras, determipar un control acotado, u, tal gque todas las
sefiales en el sistema permanezcan acotadas y se verlifique (2.42).

Un hecho importante, que debe tenerse en mente en la basqueda de este método,
es un resultade bien conocido de 1la teoria de control que afirma lo

siguiente: un sistema lineal invariante en el tiempo y controlable puede ser

establlizado usando realimentacién del estado. Por otro lado, dependiendo de

la informacién que previamente se tenga de la planta, la soluclén de este

problema de control se puede intentar por diferentes camines.
2.3.1 Adaptacién Directa de los Parametros de la Planta.

Este caso se lncluye con el unica fin de mostrar el procedimlento general

empleado para resolver el problema de control planteado y exhiblr la relacion -

entre el método directo de Lyapunov y la eleccion de una ley de Adapkac;bnldc PR
manera tal que todo el sistema sea estable (Lyapunov). Piénsese gque u(t)=r(t)

¥tz tu en (2.40), y que los parametros de la planta asj

Sy bli, quelson”las_ﬂ

entradas de las matrices Ap Y Bp. respectivamente, aunque dgsconocldoq se.

pueden aJustar directamente. AGn mas, supdhgase dque las derivadas . temporales. .-

de los parametros pueden ajustarse usando la Informaclén de la entrada y la

sallda. Sea uf{t)} = ri(t) v t = to' y admitase que las eguacloncsf__'"

diferenciales de la planta y del modelo pueden escribirse como

Planta: x = A (t)x_ + B (t)r (2.43a)" -
P P P P : o
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Modelo: X = Ax +Br (2.43b)

Definicién 2.28: Conslidérense las ecuaclones (2.40) y (2.41). El error en el

estado ¥ el error en los parametros se definen de la sigulente manera:

e(t) & x (t) - x (t), (2.44a)
p m

' A

$(t) = A - A, (2.44b)
P m K

. ,

wt) & -8, (2.44c)

P m o

Usando (2.43) y (2.44) las ecuaciones del modelo del error estan dadas pdr
e(t) = Ae(t) + o(t)x + ¥(t)r. (2.45)

El problema es adaptar los elementos de las matrices Ap(t) ¥ Bplt} o
equivalentemente $(t) y ¥(t) de manera tal que e(t), &{t) y ¥{t) estén.:

acotadas y e(t) - 0 cuando t 5 o,

Como A es una matriz Hurwitz, por el Teorema 2.25, existe una tnica matriz’

P=Pr)0. Con esta matriz P, consldérese la sigulente funcién dé_ Lyapundv,-
candidata ' '

Vie,®,¥) = e'Pe + Trie'e + ¥'¥] ' B "_'(_a'.ias)'“}'--.-"

en .don_de Tr{M) es la traza de la matriz M. Obsérvese que V es def‘lnlda'_‘
-positiva. Diferenciando (2.48) con respecto al tiempo - a lo la.rgo de las.
trayectorias de (2.45) se obtliene la siguiente expresion

Vie,®, %) = e"(a':lp + PA Je + 2e"'P(¢xp + 9r) + 2rr(de] + 2Tr(¥w].
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Y con las sigulentes leyes de adaptacién

A = b = -Pex' ' (2.47a)
S B _

. ) T N |

B == -Per {2.47b}

V(e,®.¥) se convierte en

V = -e'e + ZeTPpr - ZTf[xpeTP¢] + 2e"Per ~ 2Tr(re'P¥].

De Tr{ab'l=b'a para a,b € R}, se llega a

Vie,®,%) = -e'Qe = 0. (2.48)

De aqui, el estado de equllibrio ({(e=0,%=0,¥=0) del sistema descrite por
(2.45) y (2.47) es globalmente estable vy e, &, ¥ € Lm. Usande (2.48) se llega
a que e & L;. Luego, como los términos que aparecen en el lado derecho de '_‘_
(2.45) est4n acotados, se tleme que ¢ € L. Con lo que e es uniformemeénte
continua y por lo tanto e{(t) -5 0 cuando t - w. El hecho de que & y. ¥ no
tiendan a cero no es relevante en este caso, ya dque no es el objetivo de

contrel aqui. Sin embarge, esto sucederd sl la entrada de referencia ‘es
excltante persistente. '

2.3.2 Control Realimentado con Bp Conocida.

"'Se conslderara el caso en el que los elementos de la matriz A en . (2 40] sonf

desconocldos pero constantes mientras que los de Bp son conocldos En este'”-,'-

caso, la matriz B del modelo de referencia la puede elegir el dlseﬁador'

fgual a Bp. sl asi lo desea. O bien, puede elegir B de manera tal. que o

B =BM, : : o . (2.49) -
m ] . S Bt

en donde M es una matriz constante conocida. El1 control de entrada a la .- =~
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planta se genera usando realimentaclén estatlica del estado, {.e.,
u(t) = K(t)xp + Mr (2.50)
en donde M € RP*P depende de B, vy la matriz de realimentacion K(t) « RP" se

ajusta adaptablemente. Se impondra la slgulente condlcién sobre el sistema
(2.40).

Hipétesis 2.27: Existe una matriz constante, que se denotaria por K", tal que
A +BK = A. (2.51)
P P = :
En términos de (2.44b) y (2.44c), le que =afirma esta hipdétesis es que
@.WESpan{Bp}. Claramente en este caso ¥=0., Usande (2.44a),(2.48}-(2.51) se
obtlenen las ecuacleones diferenciales del error o

e=Ae+ B [K(t) - Klx. {2.52)
) P P

Se debe determinar una ley de adaptacién para K(t) de manera tal que e(t}s0

cuando t 3 =, Esto se puede conseguir si

K{t) = &(t) = -B"Pex’ (2.53)
p P :

-2

en donde ®(t) & x(t) - k" y P=PT>0 satisface (2.39). La siguiente funcién

. .';I.(e.@) - el.-Pe + Trie™e] L _ _ .  -. [254)
es u.n_a. funcién .de .Lyapunov para el sistema dado por fa.sél Y. (_2.53}'._ y’é que

Vo= —éTQe + 237P§p¢xp - 2Tr[:~:peTPBp¢] = -e'ge = 0 . ) (255)
Finalmente, de (2.55} y (2.52) se tiene que e € L y e e L oy COn].oque

x (t) > % (t) cuando t - o
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Con l"=I'T)O_ la ley de adaptacién (2.53) se puede cambiar por

¢ = -IB'Pex’ (2.586)
: p P

y la establilidad global se conseguiria reemplazando el término &'® en (2.54)
por @' T 9.

2.3.3 Control Realimentado con B Desconacida.
P

En este ultimo caso, tanto Ap como Bp en {2.40) son matrices constantes perc

desconocidas y el control u se genera usando realimentacién. Puesto que ahora
no es posible satisfacer (2.49), el disefic del controlader se basara  en
suposiciones relativas a la estructura de B .

Hipé6tesis 2.28: Consldérese el sistema dado por (2.40), Supéngase qué existen
matrices constantes K. y M. tales que '

A +BK = A,
P m m

(2.57a)
) - . - .‘ .
BM =8B, ) - (2.87b) -
P ] LT
en donde,Am y B son las mairices del medelo de referencia [2._41).-
_'Se‘r-usa;'_a la estructura de controi mostrada -en 1a. figura 2: 1 [16] :_Los S

parametros de las matrices M(t) y K(t), se adaptaran usa.ndu las seﬁalesj"'.’_i
disponlbles en el slistema. Si M(t) =M vy K(t) = K'. entonces la matriz de;'--

transferencia de la planta y el controlador es idéntica a la del modelo El

control de entrada para la estructura mostrada en la E‘igura 2.1 -se expresa. T

por

u(t) = MOKCE)X (E) + MCEIRCE). _ L ausey
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Sustltuyendo (2.58) en (2.40) se tlene

% = [A + B MIEIE{t)Ix + B M(t)r. ' (2.59)
o P p P P

Con (2.41), (2.57) y (2.59) ce construyen las ecuaciones del modelo del
error, supeonlendo que M(t) es no singular:

e=Ae + [A+BML)K(t)-A 1x + B [M(t)-M 1r
m P P @ p P
=Ae+ Bm[K[t)—K']xP +'Bm[(M')“*H(t)—11K(t)xp + Bm[(M')“M(t)—Ilr
= Ae + Bo(t)x + B (M) ML)-TIM  (£)M(L) [K(E)x +r];
m m P m p
e=Ae+ B&(t)x + B ¥(tly, . (2.80)
A

en donde #(t) & ktt)-k" y wery & "y lem o).

Consldérense las sigulentes leyes de adaptacién: ) . . _' T

b

- B'Pex’ ‘ . . (2.61a)
 Fex, e o2

¥ = - BlPeu’ _ - o (2ie1B)

en donde la matriz P satisface (2.39). Considérese, )_ahora."}.._‘a '_s_@gixiequ-"
funcién de Lyapunov candidata Lo R

Vie, 3, %) = e'Pe + Tri¢’e + ¢'¥] : R (2'_'._62}' s

v diferenciando}.a. con respecto al tlempo a lo largo de las tr'ayector'ias de
(2.60) y (2.61) se obtlene: : :

V = -eTQe + 2¢"PB &x '+ 2e'PB %u - 2Tr[x e PB &) - 2Trlue'PB ¥]
np m P m ] . m

29

e . T A R O



2. Prelimlinares

= - a'Qe = 0. (2.83)

De (2.63) se concluye que las soluciones de (2.60) y (2.61) estan acotadas
(e,®,¥ e I..m). vy se tlene establlidad global en el espaclio {e,®,¥}. Sin
embargo, ‘V=(H.)—1-M_1(t) Yy se tiene 1interés en el error paramétrico
ﬁ(t)gM(t]—M'. De aqui que séle ze tenga establlidad unlforme en el espaclo
{e,®, MW}, deb}do a la exlstencia de la funcidn de Lyapunov (2.62), y no
establlidad asintética uniforme ya que Vi(e,?,¥) no es radialmente no acotada
en este esgpacio. Asi, las leyes de adaptaciédn obtenldas para este problema,
aseguran gque los parametros estdn acotados y que 165 errores de la sallda
convergen a cere sdlo cuando los wvalores iniciales de los parametros Ed(tol -y
K(to) pertenecen a alguna vecindad acotada de los valores deseados M y K.
Lo cual contrasta con los casos anterlores en los que los resultades

obtenidos se veriflican para condiciones iniclales arbitrarias.

> PLANTA —r

Flgura 2.1
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3. CONTROL ADAPTABLE DE SISTEMAS NO LINEALES,

En les 1dltimos afios el contrel adaptable se ha interesado en el control de
sistemas dinamicos no lineales. Se han conformado dos vias principales de .
investigacién. Una de ellas, encuentra su motivaclédn en robustecer las
téecnicas de lineallzaclién exacta, por reallimentaclién del estado, de sistemas _
no lineales. Estas dependen de la cancelaclén exacta de los términes no
lineales presentes en el modelo del sistema. La otra en camblo, no persigue
tal linealizacién, =sino sclamente preservar o generar propledades de
paslividad del sistema no lineal en el lazo cerrado, explotando para _ello_su
estructura. '

Es el propésitec de este capitule proporcionar un panorama general, sin
detalles, de los cbjetives y algunos resultados obtenidos, hasta el momento
en la literatura, en estas dox vias de 1hvéstigacién. Para esto, el capitule
se ha dividido en dos secciones. La primera trata el problema de
linealizaclén "adaptable" por realimentacién y se divide, a su vez, en dos
subsecclones: linealizeclén entrada-sallda y linealizacidn en el espacio dg_ .
estadeos. Se dedica la segunda seccién 2l problema de preservar la propledad .
de pasividad del sistema noe lineal. El contenlido de este capitule se basa en
las referenclas [19] a (22]. .

3.1 LINEALIZACION EXACTA Y CONTROL ADAPTABLE.

Tratar de extender las. técnicas de control adaptable a sistemas no llneaies

es un praoblema no trivlal. Esto es, entre otras cosas, debidc a que ne se .

dispone de una metodologia de disefio que emplee rea.llment#.cibn no lineal. Se

ha Ilnvertido mucho tiempo y esfuerzo en la caracterizaclién de la c_:].asé de

sistemas no lineales que sean linealizables bajo la accidn de un grupo -de:- '

transformaciones no lineales, conocldo come el grupe de realimentaclén no.

lineal (noniinear feedback group) [14].
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Una propiedad conveniente de los sistemas no lineales, desde el punto de
vista de sintesls, es que sus dinamlcas sean equivalentes, en algun sentldo,
a una lineal (el tipo de comportamiento lineal deseado se expondra en las
siguientes dos subsecclones). Una manera de controlar a tales sistemas, es
disefiar un controlador para el sistema lineal equivalente y, luego, usar la
transformacién inversa para expresarlo en las coordenadas originales.
Construlr la transformaclédn que linealiza impllca reselver un sistema de

ecuaclones diferenciales parciales que, en general, es una tarea muy dificil.

A pesar de las apllcaciones que este enfoque ha tenlido, (23] y [24], su
principal desventaja parece estar en el hecho de que se. basa en la
cancelacién exacta de los términes no lineales, que aparecen en el modelo del
sistema, para obtener el comportamiento lineal deseado. La situaclbn es
particularmente dificll en aquellos casos para los cuales la planta contlene
parametros inclertos o desconocldos. En este caso, la transformacién que
" lineallza, slendo funcién de los pardmetros de la planta, es élla’ mlsmé
desconocida. El enfoque de disefio menclonado no toma en cuenta la
incobporacibn de un controlador adaptable. Por lo tanto, si existen errores o
incertidumbre en el modelado de los términos no llneales, la cancélaclbnlﬁo

sera exacta ¥y, por lo tanto, el comportamiento del sistema tampoco sera
lineal.

El control adaptable suglere, entonces, el uso de una ley' de adaptacién
paranétrica que ayude a robustecer, es decir, a bacer asintéticamente exacta -
la cancelacién de los términos no lineales cuande la incertldumbre en’ estos.

es en los parametros. En este capitulo sdlo-se discute el caso contihuéy

3.1.1 Linealizacién Exacta "Adaptable” Entrada-Salida.

Sin entrar en detalles, para le cual puede consultafse {15)., se plantea eL“
slguiente problema. Y
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El Problema de Lineallzacién Exacta Entrada-Salida. Cudndo se puede hacer
lineal la respuesta entrada-salida de wun sistema no lineal medlante

realimentacién del estado?

Para el caso de parametros conocldes la respuesta puede encontrarse en [1S]).

Consldérese sdlo el caso de pardmetros desconocidos,

- a) Nam & Arapostathis (1988) [19]. Un trabajo inlcial en este sentide ¥
motivado en parte por [25], es el de la referencia {19]. En el se presenta un
esquema de control adaptable con modelo de referencla para sistemas no
lineales, descritos en la forma candénica de reallmentaclén pura (261, con
parametros desconocldos. Y, segin hipétesis adecuadas, se establede
convergencla global del error de salida para todes los estimados iniciales
del vector de parametros, contenidos en una vecindad ablerta de los

parametros verdaderos en el espacleo de los parametros.

Los sistemas que se trabajan en [19], estan representados por las stgulentes

ecuacliones

E
n

£(x) + G{x)u ' ~ (3.1a)
h(xl] _ (3.1h) .

en donde x € R, u € R", h es una funclén real y x, es la primera compdneﬁ£e  _
del estado x. f y las m columnas de G; g,,....8, SOn campos vectoriales "

. suaves, definidos en R“, de la forma

£fo(x %) 0 0.
fa(x'.x b X_) : o o S
F(x)= H gl(x)= 0 venee g8 (¥)= ngIX) . (3.1}
----- . - D m B .. o )
f (%) e C e
n=-1
£ {(x) 311(X) gmm(x)
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Esta estructura ha side utillzada en (23], 1241 y [2S5].
De entrada se hacen las siguientes suposiclones sobre el sistema:

1) todo el estado x es medible;
2) no se presentan dinadmlicas parasitas;

3) los parametros lnclertos aparecen linealmente, esto es,

*y

,fl(x)=z R I TR I s
1=1
a
n
fn(x)=2 a.njf'nj(x); .
j=1
1) _ T
g, ,(x)= L B Byl X)e 1si=m, 1=Js1, ' Lo ey
k=1

en donde los coeficlentes a,y b”k son .los parametros desconocidbs;y_ -

4) el slistema (3.1), (3.2) es linealizable en entrada-salida., -

‘su analisls se .basa en el sistema (3.1} con m=1, .y .n*l par'ametr‘os

desconocldos. Se persigue un objetive de modelo de referencla. _"I'E]'.'.‘_moélé_lc}.' de .

referencia lineal para esta planta tlene grado relativo igual a n y esta "

representado por ' ' ' ‘
n L

R(s) = 1/(s" +as™ + ... +d) : R (3.3,

el denomlnader es un polinomio Hurwitz. El control u que resueiw)_e:'éL’f}ibé_blema’._”

de control de modelo semejante (model matching control problem) depende dé:l.""" K
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vector de parametros p_,. Cuando éste se desconoce, el problema se resuelve

haciendo que u dependa de un estimado p de p  que Se actuallza continuamente.
Sea

x = f£{x) + glx)u (3.4}
un modelo estimado del sistema (3.1), para m=1, en donde

- -~ ~— = .
F = [alfl...anfn] . 2= [0...0b1g‘] 3 (3. 4b)

fon .?i . -gl campos escalares suaves, definldos en’ R“_ Y conocldqs.
p= [al...a.“btl'r es un estimado de p,. En la medida en que los parametros _
estimados no se anulen, el sistema (3.4) sera globalmente lineallizable,. ya |

que, por la estructura del contrelador wu (véase la ecuacién (B.iSa) con r=n),

éste serd singular en aquéllos que anulen.

Usande el esquema del error aumentado y basandose en un algoritme
pseudogradiente, se disefia una ley de adaptaciédn para ;. Y, siempre que la
norma de las perturbaciones no lineales esté dominada por una funcién afin,
se demuestra que el controlador adaptable con medelo de referenpié garantiza.f
gque el error de salida converge globalmente a cero, para todos los estimados
iniclales del vector de parametros en alguna vecindad ablerta de los valorés

verdaderos de estos en el espaclo.de los parametros. Sin esta restriccién en.

el espacio de los pardmetros, para algunos valores de los ”parﬁmetroéqg.

estimados, el sistema no serd -equivalente a une lineal, Por .6tfbiiladp;ﬂ']:?

renunciar a esta restriccidén significa que 1la convergencla sera sbiﬁﬁéﬁﬁe

local, esto es, se puede encontrar una vecindad del vector de parﬁhgﬁfoS"f'

.verdadero, que depende del estado lnlcial y de la entrada de refepéncla,'para
la cual se garantliza convergencia. '

Las conclusiones de su resultado principal son validas para'cualquier_p}Antaf-'“

no lineal de grado relativo n y linealizable, con la hiﬁétesis édicibnai-de':
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qué el modelo aproximade (3.4) sea lineallzable para todos los paréametros
estimados en alguna veclndad abierta de los verdaderos., Estos resultados se

extienden a sistemas con varias entradas

b) Sastry & Isidori (1987) [20]. Siguiendo 1a misma linea, el Lraba]jo
presentado en [20] es mas general y directo que el de [18]. En agquél se
presentan resultades Inlciales sobre contrel adaptable de slstémas no
. lineales de "fase minima" que son exactamente linealizables en entrada-sallda
medlante realimentacléon del estado. Y, analogamente a [19)], se usa adaptacién
paramétrica para robustecer la cancelacidén de los términos no lineales en.ei:
proceso de lineallzacldn. Sin embargo, el tlpo de sistemas que se estudian es

mas general,estén descritos por

% = £{x) + G(x)u {3.52)
y = hix) (3.5b)
en donde x & R" H u.' y € R™ y f, g, h, son campos vectorlales suav.e's :

]
. deflnldes en R™. Notese que el sistema (3 1} estd contenldo en la descrlpclbn

'_anterior. en la que no se impone estructura alguna sobre los campos.

Se d& una respuesta completa al problema de seguimiento adaptable, para.
sistemas con grade relativo uno. Sin embarge, para el casoe general, se_f
lmpeonen condiclones aparentemente muy restrictivas sobre la dependencla del

regresor en el estado y los parametros para completar la prueba. de

. estabilidad Las condiciones que se impenen sobre el sistema son las mlsmasf;-“

que en [19], y ya fueron enuncladas. Pero [20] _se consideran las f-?

consecuencias de la técnica de linealizaclén en la dinamica lpterna. ‘del

slstema no lineal.

El analisls se reallza para sistemas monovariables descritos por (3,5) pero -

con m=1. Es declr,
x = £lx) + g{x)u, : S @sa)s
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¥y = hix). (3.8b)

La forma del control u es la misma en ambos trabajos. A diferencla de [191],
en [20] se usa la noclidén de fase minima. Esta estad relaclonada con el
concepto de grado relativeo fuerte del sistema y sus dinamicas de ceros.

Estas defliniciones se incluyen a continuacién.

Definiciéon 3.1 [20): Se dlice gque el sistema (3.8) tlene grado relative fuerte '
r, si se satisface, ¥ x € R", lo sigulente '

Lh(x) = LLhix) = ... = L L "%n(x) = 0,
q g r g £

L L™ hix) + 0.
Sy

La definiclén anterior puede interpretarse en términos del ndmero de veces
que se debe diferenciar la sa.lida, y., antes de que aparezcan términos' gue
Incluyan a la entrada u. Es claro que para los sistemas con grado relatlvo
uno, lo anterior séle sucederd una vez, Cuande el grado relativo del sistema

(3.8) es r, la ley de control cque linealiza tiene la sigulente forma

1

U s [— L‘r'h(x) +p ] {3.7)
L.gL.; hix) :

Al aplicarle este control al sistema ne lineal se obtiene uno 1_1nea1_.en-;'
entrada-salida de orden r. S1l r<n, entonces n-r de los . n estados originales

se wvuelven no observables por realimentaclén del estado. Asi, las }’gye_s.‘dé._':".

control que llnealizan pueden pensarse como el equivalente .no 1ineal  de
colocar algunos de los polos de lazo cerrado en los ceros delsistema.,
'hacléndolos. de esta manera, nc; obéervables. A las dlnamlcas.'de los estados
que se volvieron no observables, par reallmentacién del"e's.tado._ se les _-'1'1_a_rna.

la dinAmica cero del sistema y se define en. el siguiente parrafo.

S1 el sistema (3.8) tiene grado relativo r, entonces, _e'n las’ _nue};ré.s__
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coordenadas, se puede escribir en su forma normal, esto es, con zleth.

zzeﬁn"r y z“=L:_-lh[x). t=1,...,r; se tiene

.“ =Z g i=1,...,r-1;

in— = fx‘zi'zz) M 81[21’22)"l
2= wlz,2) ' | (3.8)
Y= 25

en donde flle. zz) representa a I..:h(x) Yy 31(21.22) representa - a LqL:-lh(x)_ en
las nuevas coordenadas. Si x=0 es un puntc de equilibrio del sistema libre -
(L.e., f(0)=0 ) y h{0)=0, entonces las dinamlcas '

z, = \P(O.zzl o (:?.9]'
son las dinamlecas de ceros, menclionadas antes. En relacién con éstas se tiene
la sliguiente deflnlelén. '

Definicién 3.2 [34]: Se dice que el sistema (3.6} es de fase minlma
globalmente (localmente) si las dinamicas de ceros son asinhéticame_énte
estaables globalmente (localmente).

Una -aplicacién Importante de 1la definicién anterlor  es _s'e'glliniignto__g:_!e_‘_'_ '
‘trayectoria. Si-el objetivo de control es qu'e la sallda__y[t) sigiarl_a'. :uria;-l
trayectoria de referencia deseada ym(t}. entonces, reemplazande en (3.7)

r-l)

v = y; + mr(y;-l- ¥ toe vy - y) ' (3. 10) .

en donde los coeflicientes: LR ,a'r se eligen de manera tal que el -polln-o'm_ip"
s"+t7r.r.-.5“'""+...+ml sea Hurwltz, se tlene el slgulente resultado. '
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3. Control Adaptable de Sigtemas No Linealesn

Proposicidtn 3.3 [20]: Supdngase que las dindmicas de ceros del sistema (3.8)
son exponencialmente estables globalmente, que ‘I'(zl,za) tiene derivadas

parclales continuas y acctadas en z., 22 y que vy, ym ....,y;-1 egtan
acotadas. Entonces, con la ley de controel (3.7), (3.10) se tlene seguimlento
acotado, esto es, X estia acotado y y(t) converge = ym(t). -

El resultado anterior se extlende en [20] al caso multivariable.

Para el caso de parametros desconocldos, se resuelve el problema de
seguimiento y lineallzacién para sistemas monovarliables de grado relativo.

uno. Se supone que los parametrog desconocldos aparecen linealmente, como en:
f191,

n
1 .
£lx) = § 8),f (x) (3.11a) .

L=1

"2 _ , o
gx) =) eolg ) ' o S (saabY

)=t ' S

con Bl: , i=1,... N ij A L T .na laos parémetros' d'escdhocld_o's Y. las - -
funcliones conocidas flfx), gj[x). Los estimados, al tiempo r.,-‘parg: (3.11) s'bn_:

respectivamente,

n

fix) = ): 8, (t)f (x) | | _ o 3. 1;;)_
i=1 '
- _ S BT
-~ . "-2 . B . L LR
=) 8'7(t . . C {3.12b) ..
g(x) Z J( )gj(x) o _ . o @aze)
=1 ' '
en donde 6: ' 6? reprasentan los estimados de los parametros ver"_dé.dgrds"‘:_al"_

39



3. Control Adaptable de Slstemas No Lineales

tlempo t, respectivamente, El contrel que linealliza, (3.7), se reemplaza por

1 .
u=———-—-[-l."h+v] : (3.13)
L~ h £ . .
g
y L;h , L;h son los estlimados de th. Lrh' respectivamente, basados én

(3.12), i.e.,

"y

= T oot _ . '
L;h Zal(t)Lf h : (3.14a)
1 .
1 =1
n
Ly ZB (L)L, h I © 1 (3.14b)
j=1 & ' : :
Con @ 4 8 - 8 , el vector de error paramétrico y w el vector regresor se

tiene el sigulente resultado: seguimiente adaptable.

Teorema 3.4 (20]: Témese (3.6) de fase minima exponencialmente y ._105-

estimados de f y g dados en (3.12). Definase la sigulente ley de control, con. ..

' acotada,
=1 ~th Y, _+ a_( Y v} r 7/ L;h' . oo V L (315}

- si Loh, definida en (3.14b), es diferente  de cero ‘para toda - %, yymesta

acotada, entonces la ley de adaptacién paramétrlca tlpo gr'adlente

8 = —{y- yn)w

_gar'antlza que y(t)} estd acotada -y converge a.sintbhlcamente a y (t) Ademés.
todas las varlables del estado X y @ estan acotadas . : T -
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3. fontrol Adaptable de Sistemas No Lineales

En el teorema anterioer nada se dlce respecte a la convergencla paramétrica.
Condiclones de excitaclédn persistente se requerirdn en este caso. Sin

emﬁargo, éstas son dificlles de satisfacer. ya que el vector regresor es una
funcién no lineal en x.

Al querer extender esta metodoleogia a sistemas monovariables de grado
relativo mayor que uno, surgen varlos obstAculos serios. Los parametros ya ne
" aparecen linealmente en (3.14). Y, para encarar este problema, se recurre a
la sobreparametrizacion, de donde el nimero de paramelros aumenta répldamente
con r. El regrescr es funcién de x y de los parametros estimados. Se utiliza
el esquema del error aumentado y se lmponen condlclones, aparentemente, muy
restrictivas sobre el regresor, por ejJemplo, que sus derivadas parciales coen
respecto a sus argumentos estén acotadas. Con todo esto, los autores 1ngrah

extender el resultadoc del Teorema 3.4. Tampeco se garantiza convergenéia
paramétrica en este caso,

c) Sastry & Kokotoviec (1988) [21]. Como se menclond en su oportunidad, las
referencias [19] y [20] no consideran el caso de dinamicas no modeladas, A
diferencia de éstas, en [21] se utilizan los resultados de (20) y se

“incorpora la presencia de dlnamlcas parasitas. En particular, se muestra que

el egsquema adaptable para sistemas con grado relatlvo uno, propueste en (201,

es robuste con respecto a la presencia de dinAmicas no modeladas, en una =

vgélndad del equllibrio de orden (1/p), con p el parametro de perturbaclién
singular. '

En [21] se emplean dos técnicas de anallsls de sistemas no lineales::
_1linealizacién exacta entrada-salida y perturbaclones singulares. Las técnlicas '
- de control adaptable se usan de la misma manera que en [19]“& [20]}." Laé*.
técnicas de perturbaclones singulares se utllfzan-para estudlaﬁ_loé,éfectbs i
de la dinamica inclerta, 1,e., los efectos de la presencia de dlnahlcasl-

parasitas de alta frecuencia, no modeladas, en algunos de los ‘equepasj_V
adaptables. ' o
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3. Control Adaptable de Slstemas No Linecalen

Usando (3.12), el sistema (3.6a) se reescribe como
x = £(x) + glxlu + AF({x) + Ag(x)u (3. 16)

con Af(x_)éi'(x)—;'(x] Y Ag(x)ég(x%é(x). Se establece una clase de
incertidumbres Af, Ag para las cuales se conslgue segulimlento asintétlico con .
-un control nominal. Y, para este obJetive de control, se discuten varlos
enfoques (por ejemplo, desacoplamiento total de perturbacicnes, contrel de
modo deslizante y control adaptable) que buscan mejorar la robustez de las
leyes de control con respecto a la incertidumbre paramétrica Af, ag. La
gondiclén que deben satisfacer Af y Ag es la slgulente '

af, g € Ker{dn, dLh,...,dL] 'h}, (3.17)
con r el grado relative de la planta. Se tlene el sliguiente resultado.
Proposicién 3.5 ([21]: {(Rechazo exacto a perturbaclones]) Si los estimados

£{x), g{x) de f(x), g{x), respectivamente, sat.isf‘acen {3.17) y el ob_jetivo.

para ¥y es segulr una trayectoria dada ym(t), entonces la ley de control

nominal
v — [ - L2 h + v ] {(3.18a) . ‘.
. L..L,.,r—lh £ _ . ST L
gf o
cen
e WL rFe1_ [ ar-1 _ : S A 7
v o= ym+ m‘(yHn Lr h) +...+ ar(ym h} _ . . (3. IBb)

disefiada para el modelo estimado

%= Feo + abou L maEe

consigue, tamblén, segu.lmient.o asintético para el sistema (3.6a). oo "-.: )
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3. Control Adaptable deo Sistemas NHo Lineales

El términe ‘“rechazo exacto =z perturbaciones”, interpreta a Af, .Ag como
perturbaciones que estan desacopladas de la salida via el control

reallmentado (3. 18a).

la proposicldén anterior no garantiza que las n-r varlables de las dinamlcas
de _ceros' permaneceran acotadoas. Para. probar esto, se requlere otra-

caracterlzacién de las incertlidumbres Af y Ag.

Con respecto a las dinamicas no modeladas, [21] supone que son estables y el
obJetiyo de control que se considera es regulacién de la salida, esto es, el
seguimiento de ym(t)EO. Se obtlenen resultados preliminares sobre la robustez
de la lineallizacién adaptable con respecto a la forma de dinadmica inclerta
menclonada (este tipo de estudle se realizaz también en [22]). Se muestra que,
para grado relativoe uno, la regulaciédn adaptable es robusta en presencia de
dinamicas no modeladas. Mientras que para slistemas con grado relativo mayor

que uno no se cuenta, aun, cen resul tades de robustez.

A manera de sumarle, los tres trabajos comentados en esta subsecclén ((19}.

[20] ¥ [21]), buscan linealizar exactamente en entrada-salida al sistema’ no

lineal, robusteciendo la cancelaciéon de los términos no lineales mediante una S

ley de adaptaclon paramétrica, cuando la incertidumbre en esﬁos es en'los-n-

parametros. Se consideran dos obJetivos de . control: rseguimiento deiﬁf”

trayectoria ¥y regulaclén de la salida. Se aplica el esquema adaptable’ para_l“""

sistemas con grado relativo r=n y se obtiene un resultado completo sélo para

r=1. Para r>»1, se presentan obstaculos serios a los que se les hace;frénté de -

'diferentes maneras. Sin embargo, aun no se tlenen resultados completos como . -

en el caso anterior. En (21}, se incorpora la presencia de dinamicas rapidas

no modeladas y se obtlenen resultados parcliales de robustez.
- 3.,1.2 Linealizacidén Exacta "Adaptable” en el Espacio de Estados,

Anadlogamente al inicie de la subsecclién anterior, se pléntea el'sigulén;e“
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3. Control Adaptable de Slastemas Ko Lineales

problema (para detalles véase [15]1).

El Problema de Linealizacién Exacta en el Espacioc de Estados. Cuando se’
puede volver lineal la ecuacién diferencial que relaciona la entrada con el
estadec mediante realimentacién del estade y una transformaclén de
coordenadas? .

Nuevamente, el Interés es sdlo en el case adaptable, o sea, cuando 165
parametros que aparecen en el modelo de la planta se desconocen. El trabajo a
comentar en esta subsecciéon es [22], ya que es el primero que ha trabajado
este problema, abriendo un camino diferente al concebido en [20}. En.[22], se
incluyen lagz dinamlcas no modeladas. Se presentan condliclones para
establlidad global de una ley de contreol adaptable disefiada para el modele de
orden reduclde de una clase de plantas no lineales de orden mayor. El
cbjetivo de control es regulacién del estado, Se garantlza gque éste se cumple

cuando estdn presentes las dinamicas no modeladas, al menos en una reglén de

establlidad. ¥ se anallza la robustez del esquema de control propuesto. Para'
esto, se explota el hecho de que exlste upa varledad invariante, cohoclda_

como la variedad lenta, en la cual la planta esta deserlita por un modele de

orden reducido (27] . (ver ecuaclones (3.19) y (3.20) mas adelante). Se traba,ja)_'--' ’

con las siguientes suposlclones.

Sobre la planta:

1) el orden de ésta es mayor debido a las dinamicas ne modeladas- 9=

2) las dinamicas no modeladas son rapidas y. est.ab}.es.

Sobre el modelo de orden reducldo {(que lgnora la presencla de’ dinamicas

parasitas):
4) los parametros desconocidos aparecen lineé.lmente;
5) es linealizable por realimentaclén en el espaclo de estades;
6) la incertidumbre en los parametros satisface una _cond;'c'l.é_n de
estructura semé,jante; Yy .
7) el estado es medible.
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3. Control Adaptable de Slstemas No Linealas

La planta, que incluye un vector de parametros constante, estd descrita por
x = £ {x,p,) + Fx,plz +Glxplu (3.19a)
uz = £,(x,p,) + F(x,p)z + G,0x,pdu - (3.18b).

con x e R", ue R", z e R y p, € R w0 es el parémetro de perturbacién
singular. Las funclenes fl. fz. F1' Fz, G‘. G2 son acotadas vy dif‘er-enciaﬁles :
con respecto a x y a p, ¥ p_eBPcIRq ¥y v xeBxc:[R“.- p pequefia implica que.é es
grande, por lo tante, las dlinamlicas no modeladas son rapldas. Se tlenen dos
escalas de tiempo diferentes para la planta (3.19). En el limlte'singular,-
cuando 4 pasa de p>0 a u=0, se separan las dinamicas lentas. de las r;ap!.das.-

Se obtiene, de esta manera, el modelo de corden reduclido

x = f{x.p,) .+ G{x,p,Ju ' (3..-.20)
en donde

£(x,p,) 4 £ (x,p,) - Fl(x,];_]F;i[x,p.)fltx.p.) ' o _:l?_i_-_'?__la).r_l i

Gix,p,) & G (x,p.) - F (x.p,)F (x,p,)G, (x,p,) - __'-:_‘(.3'._*2_'1_5,'_'_'--"?7

con f(O,p )=0 v P, € B ¢ RY. Preclsamente, el .estédo x de '(3.20) eveluciona’:

en una varledad invar‘iante denomlnada. la variedad lenta.: (:3”20)"'rei:'>rés'er-ita'_fa."__'".

las dindmicas lentas de (3.19). Separando las incertidumbres | par'a.métr'icas, Se
expresa (3.20) como T - SR

:‘f‘{x.;) + G(x.;}u + Ar{:::.p.,‘[;) + AG{x.p‘.;)u ‘ o ‘ (322)

en donde p es un estimado de p, ¥

Af(x%, P.-Pl f(x.p } - f(x, P)- | o R (3233) ‘fii:j.'
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3., Control Adaptable de Slatemas Ne Lineales

86(x.p,. ) & Glx.p,) - Glx.p). (3.23b)

Haclendo Af=0 y AG=0, aun cuando p = p,. Se obtlene el modelo de dlsefio
x = [(x,p) + G(x,p)u (3.24)
Como se menclond antes, Af y AG deben satisfacer la slgulente condicién,

Hipotesis 3.6 [22]: ¥V x € B, «c R" y cada par P, ;: = Bp el vector Af y las
columnas Agl de AG salisfacen

af, Agl € Span{ gl(x.];) Y, o1=1,....m. {(3.25)

A la hipétesis anterlor se le conoce como la condicién de estructu.r_‘a._
seme jante,

Se supone que (3 24) es linealizable, medlante una transfurmaclén de
coordenadas 'b(x.p] y un control de realimentacién del estado u=el(x, p) Con

esta suposicion y la Hipdtesis 3.8, se demuestra la sigulente proposicibn._

Proposiciéon 3.7 [22]: Supéngase que (3,24) es linealizable y que se"sausfa'ce

la hipétesis 3.8, entonces el modelo de orden reducido (3. 20) es linealizable
precalculando ¢ y a para Py un valor fijo arbitrario de p Esto es, dada.
cualquier pareja { Nx.po]. m[x Py) } que satisface

P‘#(x‘po}[r(x.pol + G(x.po)a[x.po)l = A‘b(x.po)

con A una matriz Hurwitz, existe un control u[x,pu.p_). ‘tal que :15. 1den£i_.déxc} )

D3x, p ) I£{x,p,) + Glx,p,)ulx,p,p,}] = Ad(x.p,) S   (‘3;_2'_5')..

se verifica ¥ p, € 13p yV¥xeB.
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3. Control Adaptable de Slstemas No Lincales

Con el difeomorfisme precalculado, ¢D, se puede dlsefiar un control adaptable
que solamente actualice al control af{x.p). Si no se satlsface la Hipdtesis

3.6, entonces ¢ también deberd ser actualizado,

Para construir el ceontrolador que linealliza, se usa un estimade del vector de -
parametros desconocldos. Se resuelve el problema considerando que éste se
.conoce .y en el esquema de contrel asi disefiado se sustituye p_, por su
estimado. Se obtlene entonces wun control de equivalencia cierta dado

implicitamente por la expreslién
G(x.pl[u-d(x.po)] = Af(x.po.p) + AG(x.po.p)u(x.po) (2.27)

" para cada par Pge P & BP y ¥ x e E&. Una soluclén de éste, es el llamado
conkrol pseudoinverso

u 2 alx,p) = alx,p} + G (x,PIAL(x. p.P) + AG(x,P,, Plalx,p )], (3.28)

en donde G = [G'G] 'cl.

Con Ia hip6tesis hecha sobre los parémetros, se disefia una ley de adaptaéiqﬁ 

para esitos y se obtlene que el equillbrlio del sistema adaptable es establef .

(en el sgntido de Lyapunov), se estima su reglon de atracclén ¥y se muestrai-

que se obtiene regulaclén del estado. Se incluyen las dlnam;cag_no_@odg}édagﬁﬂ

en el diséﬂo de control no adaptable y se pruseha la estabilldadf]delﬁk;ﬂ”

equilibrio del sistema completo {(3.19).
3.2 METODOS DE CONTROL BASADOS EN LA PROPIEDAD DE PASIVIDAD.

La segunda ‘via de investigaclédn fué fuertemente motivada por el prqblemildgg

" robétlca. El obJet1VO'de.control que se plantea no es llneallzar al;slst¢m¢;3fﬂu

"sino sdle preservar sus preopledades de pasividad en el_lazo_cerrado; Este_

enfoque usado por primera vez en [28], ha sldo explotado bof dlvérsoéi

47



3. Control Adaptable de Sistemas No Lineales

lnvestigadores para resolver varios problemas de robética [29].

En robética se tlene interés, entre otras cosas, en el dlsefio de leyes de
control adaptable para robots manipuladores rigldeos que aseguren segumiento
asintético de trayectoria con todas las sefiales internas acotadas. Los
controladores que logran este objetivo para todas lag trayectorias deseadas y
todas las condiciones iniclales, se dice que son globalmente convergentes.
Estas leyes de control Ilncorporan explicitamente la estlimaclén de los
parametros desconocidos presentes en el modelo del robot. Debido a 1a
estructura Hamiltoniana de la dinamica del robet rigido, se tlene que el
mapeo u - X, es pasivo, en donde x_ representa una parte del estado y u es la
entrada. Esta observaclén fué reportada en la literatura por primera vez en
[35] ¥ estudiada en detalle en [28]. Se busca disefiar un controlador
estrictamente pasive de manera tal que el sistema en malla cerrada sea
estable ¥y se preserve la propledad de pasividad. '

Los resultades obtenidos usandc este método, en general, no conducen a un .
sistema Illineal ni aun en el caso ideal de péré.metros conocidos. La motlivacién
principal en usar este enfoque, estd en que conduce, en el caso adaptable, a
ecuaclones del error en las cuales el regresor es Independlente de 1las.

aceleracliones de las unlones del robot manlipulador.
Exlsten algunas aplicaciones de esta segunda via de investigacton fuera d_e].'

amblto de la robdtica, por ejJemplo en estudios acroespaciales, _Bn"pr'q_t':eébgg'--
quimicos y otros [301-[33]. : T
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4. ESTABILIZACION ADAPTABLE DE UNA CLASE DL SISTEMAS NO LINEALES:
CASO NO LINEALIZABLE.

Sigulendo el segundo enfoque comentado en el capitule anterior, se extienden
los resultados de [22] al caso en el gque las plantas (slistemas dinamicos no
lineales) no son necesariamente linealizables pero poseen clertas propledades
de pasividad. Concretamente, se reemplaza la hipétesis de lineallzacldOn usada
en [22)] por la existencia de un difeomorfisme de estado, un control de
realimentaclén del estado y una sallida para los cuales el sistema en malla

cerrada define un mapeo estrictamente pasiva [S]. Por el momento no se ha
caracterizado a la familia de sistemas no lineales que cumplen con esto. Sin
embargo, se sabe que eXisten sistemas no lineallizables que admiten una sallda
y un contrel tales que, en malla cerrada, son estrictamente pasivos. Mas aln,
exlste una subclase de los linealizables que tienen esta propledad. Por otro
lado, todos los sistemas no lineales que pertenecen a la clase de los
lineallizables, admiten una salida tal que la funclén de transferencia del
sistema en lazo cerrado es estrictamente positiva real, condlcién suficiente

para probar establlidad del equilibrlo del sistema.

Este capitule estd dividido en cuatro secciones. En la primera se plantea el
problema que motliva este trabajo. La segunda, define un tipo de sallidas para
las cuales se puede construlr un contrel que hace estrictamente'paslvo al .
sistema en malla cerrada. En la tercera seccién se demuestra-nKur‘lo.s lem_évs
preliminares que facilitan la demostracién del resultado principal de este ' 7
trabajo que se encuentra en la cuarta seccldn. Se ha res'tr"lngido al ca.éo_ eﬁ:

el que no se presentan dinamicas no modeladas y se consideran solamente
propledades globales,

4.1 PFLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Se tlene interés en sistemas dindmices -no llneales descritos por ecuaciones ® .
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de la forma
X = F{x,p,) + G(x,p,lu (4. 1)

en donde x & R" ¥ el vector de parametros p, pertenece a RY. Se supondra gue
F:R"%RT 3 R® y G:R™xRY + R™ ™ son funclones acotadas y diferenciables de sus
argumentos; u € R". Se hara referencia a (4.1) como la planta. Se conslidera
conocido un modelo de la planta con parametros desconocidos y se supendra que
el orden de la planta y el orden del modelc son el mismo {(no se esta

considerande el caso en el que exlisten dinamlicas no modeladas).

Se desea dlsefiar un control que regule el estado y tal que el sistema en
" malla cerrada sea estable en el sentido de Lyapunov y estrictamente pasivo en
la salida, para una entrada convenlentemente eleglda. Como se menclond lineés
arriba, no se tiene interés en linealizar al sistema. Sinec en utillzar la
propledad de disipatividad de 1los sistemas dinamlcos. Y, puesto que se
desconocen los paradmetros del modelo, se recurrira a una ley de adaptaclién

paramétrlica que ayude a alcanzar el obJjetivo de control planteado.

Comoc en {22], se tiene el problema de que, en general, tanto el difeomorfismo
como el control dependen de los parémetros. Esto dificulta, e inclusive
imposibllita, la cracterlzacién de 1las orbltas de este grupo de
transformaciones. Para encarar el problema se “"congela" una 6rblta para un

valor fijo y arbitrario del vector de pardmetros y se obtiene una sol-uc_lén'.

de entre las poslbles, conogcida como "control pseudoinverso" [22]._'--E5't.:'g'_-_ B

procedimiento lleva al slstema a la 6rbita de alguno gsﬁriétamente pasivo. . .ol

Entonces, =aun cuando no se esté en la 6rblita del sistema no 'Ii_neal;_:.’-"

estrictamente pasive de lInterés, se estd en la .de algﬁn otro. que tamblén
tlene esta propledad. Sl se pudlera encontrar una 1éy de adapta_i:lén que
asegurara convergencia paramétrica, entonces los errores paramétrlcos. - se-
anularian ¥y las dos orbitas colncldlirian. Sin -embargoe, esto no es _-__e_'li,
obJetivo. ' ' o
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En el caso que se¢ estudia en este trabajo, la ley de adaptacitn paramétrica
s6lo ayuda a consegulr la estabilizacién del sistema no lineal. Una parte del

sistema adaptable en malla cerrada es estrictamente pasiva para una elecclén
adecuada de 1la salida.

A.2 LA CLASE D.

En esta secclén se define un tipo especlial de salidas que sirven para disefar
un control adaptable para el sistema no lineal, En adelante se usarada la

slguiente notaciétn., Comenzando con los parametros que pertenecen a RY se
tiene: '

p, : vector constante de parametros desconocides.
plt): vector de parémetros estimados. ' (4.2)
P, ¢ un estimado @ priori del vector de parametros.

Sea H una funcién de x y de cualesquiera de los vectores de (4.2). Se tlene,
entonces que:

.G 8 Hex,ps B 2 HGep); HGo 2 Hee Bed)

- 1 . E) 0 1 o 1] . r

A o = A a = AL ST
Hix) 2 B () - HOx): A (%) & H (%) - BOx): BGO 2 H 0 - KBGO, (4.2)
Como es wusual, el error en los parametros se denota _pér:_jﬁéb;éﬁs;'ﬂa-f'
- definiclén sigulente determina a la clase de slstemas.no'llngaies‘qﬁegfqéﬁ;,

aludida al comienzo de este capitulo,

Definicién 4.1: Considérese un sistema dinAmico no lineal descrito poh'

fergoeouos T aw
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en donde f, ¥ G, son funclicones acotadas y diferenclables de sus argumentos.’
Supdngase que el sistema es alcanzable desde el origen y que £ _(0)=0 ¥ p_eﬂ‘lq,
esto es, x=0 es un estado de equlilibrio para todas las parametrizaciones de
la planta. Se dice que y=h(z), con h: R ER", es una salida de clase D para el
sistema (4.4) si tlene las sligulentes propledades:

1) hiD) = 0 ¥y h &5 de clase C°,

ii) YyxeR, ¥ P, € R? existen un difeomorfismo de estado
z = Nx.po). _@'(O.pu] =0

y un control de realimentaclén del estado

u = a(x,p), «l0,p) =0

.tales que, el sistema dinamico

z =F(z) +v ' - o e _5-' (4.5a)
y = h(z) . (4.8b)
con

Fi3_(x)] = D& ()£ 0GAC (e ()] N S R

define un operador v -+ y estrictamente pasivo en la.salida. Es declr, a ]_.o.'_-.

large de las trayectorias de (4.5), con. z(0)=0, se tlene.-
2 n .

< > ¥

v.y>, Z el ¥y “2.1" ¥YTes R,. Y ve ch. para algu_n € >. 0.

i11) El sistema (4.5) satisface "la condlcién de detectabilidad unii‘or'me d.e'l;:'

estado cero. Con otras palabras, para todas las soluciones de z = F(z), eon’"
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2{0) = Z exlste una funclén de clase K, B(.), y una constante T=0 tales que
2

Wy 12 B 2 ).y

Observaciones:!

1) B(.) es de claze K sl satisface las condiciones de la definiclién 2.18,

2) El operador v - y es (-cI.%I,O)-disipatlvo de acuerdo con (2.7).

3) la clase de sistemas que admiten salldas de clase ®» se puede definir,
informalmente, como aquélla para la cual existe un control tal que el slstema
en malla cerrada es estrictamente pasivo en la salida., Abusando del lenguajé{

se dird que estos sistemas son "pasivizables".

No obstante que disipatlividad es una propledad entrada-sallda, independliente
de las coordenadas del estade, se ha incluido en la definicién anterior‘un-
difeomorfismo de estadeo para facilitar la construeciéon de las funciones
requeridas para establecer (-cI.%I.0)-disipat1vldad. La sigulente proposic}én
afirma que para todos los sistemas llinealizables se puede  construlr una :
sallda apropiada de manera tal gque la funcién de transferencla'del sistema en .
malla cerrada sea SPR {81 y [9].

Proposicion 4.2: Todos los sistemas no lineales que pertenecen a la-clasg.deﬂ
los sistemas linealizables admiten una salida y tal que el operador v > ¥y es
estrictamente positivo real.

Demostracién: Para los sistemas linealizables la expresién (4.5c] sé rgducé:d}fii;

z = Az, para alguna matriz Hurwitz A e R™" (veasgiTlS])JiResolviendo*lai-‘f

ecuaclén de Lyapunov ATP + PA = -0 , con Q=Q0">C y f1jando y=h(z)%Pz‘sé:tiéﬁé;3”‘

el sistema:;

Az + 1v

Pz - _ S ey

en donde I es la matriz identidad en R™". Obsérvese que el trlplete\(A@i,El

es controlable y observable dado que I, P>0. Luego, del ‘lema 2.8:53 ¢dﬁ¢iqyé;3’
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que el operador v 3 y es estrictamente poslitive real.

Noétese que 1la proposicién anterior no afirma que el operador sea
estrictamente pasive en la =salida sino que la funcidén de transferencla del
sistema (4.8) es SPR. Esto es suficlente para probar estabilidad del
equilibrio. Estos dos conceptos colnciden cuande el orden relativo del
sistema es cero. No obstante, existen sistemas linealizables gque admiten una
sallda para la cual el operador entrada-salida es estrictamente pasivo. Para
una discusion detallada de las diferentes relaclones entre positividad y
paslvidad véase [5] y [12].

4.3 LEMAS PRELIMINARES.

Dada la planta (4.4), en general, no se conoce el vector de parametros p,.. En

lugar de p_,, Se usa un estimado de éste, ﬁ(t). El cual puede estar flijo, P,

o varlar de acuerdo a alguna ley de adaptacion, ﬁ- Usando la .notacién de
(4.3) para representar a la lIncertidumbre en los parametros, se puede

reescribir a (4.4) de la siguliente manera:

N A S
x = £(x) + G{x)u + F(x) + G(x)u (4.7}

Es_évldente que si B = P.. entonces T(x)=0 y G(x)=0. Por otro ladoh‘si;sg'

ignora la incertlidumbre paramétrica, adn cuande P = p,. se obtlene el pﬁdé{b1'~“

de disefic de (4.4} dado por
e A A ) i L
x = F{x) + G(x}u. - (4.8)

_ Se va a imponer la sigulente condicién sobre la incertldumbre,paramétrica;_

Hipbtesis 4.3: V x € R” y cada par p,, P € R? el vector F(x} y las columnas .

El(x) de G(x), i=1,...m, satlsfacen
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'f(x).El(x). ce .Em(x) (5 Span{él(x). - .Qm(x)}.

A la hipdtesis 4.3, se le conoce como la condicldn de estructura semejante
(structure matching condition) [22].

Se considerard, también, que los parametros desconocldos en la planta (4.4)
aparecen linealmente:

Hipotesis 4.4: ¥V x € R” y cada par p,, P € R® existen matrlces ¥ (x), de
orden nxg, tales que '

Fx) = ¥ (0P, . (4.3a)
El(x) = “’1(")3' t=1,...m {4.8b)

A continuacién se probardan varics lemas que ser#n de wutllidad en la .
demostracldn del resultado central de este trabajo. Es de lntefés el caso en
el que el difeomorfismo deseado se pueda precalcular para aiguﬁ valor fljo ¥
arbltrarioc del vector de parametros, por elemplo P,. ©n lugar del Qectbr ‘
desconocide p,.

Estos lemas estén relacionados con el comentario hecho al final de la seccidn

‘uno, en el sentido de “congelar una 6rblta" para un valor fijo de ﬁ La.idea

es la slgulente. Consldércac a2l conjunto de parejas (®,a), determinadas en Ia_ '

definicion 4.1, como un grupo de transformaciones actuando sobre el espaclqul“

de los sistemas que son (-gI, -I O)-disipativos. Supdngase, para emPeZar, quE:"ﬁ:
Se conocen los parametros de la planta. Esto con el fin de que flééﬁ;j
componentes de la pareja (&.a) no dependan, por el .momehto. de los
parametros. El conjunto de los sistemas -(-CI.EI.OJ—dlslpatlvos forma”'uhé  :-

4rblta (o una clase de equivalenclia) balo 1a accién del grupo. En parﬁicular.
se tlene interés en los sistemas no lineales descrlitos por {4.4) que'estaﬂ;éﬂ :
la érbita del grupo de transformaciones que contlene a un sistema

(-eI.%I.O]-dislpativo. Hasta ahora, se desconocen condiclones sdbré r'y.chug'?
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aseguren que el sistema no llineal descrito por estas funclones esté en dicha
orbita.

Supétngase que estas oOrbltas se pueden caracterizar y que la parela (& a)
depende de p . Es evidente, por si solo, que el problema es muy complejo. Una
manera de encararlec (andlogamente a [22]} es fijJar un valor de S
arbltrariamente y determinar a la pareja (QO.ab). Esto es lo que se quiere
declr con "congelar una &rbita" para szo’ Para este c<aso, sSe diseﬁa un
“econtrol u, y una ley de adaptacién tales que establlicen al sistema en malla

cérrada- Si Py coincide con p,, =se tiene el problema resuelto., Pere, en
general, esto no es asi,

Lema 4.5: Considérese el sistema (4.8) y supongase que se satlsface la _
hipotesis 4.3. Tomese ab(x) tal que la igualdad (4.5c) se veriflique. Entonces

la ecuacién

A _ - N ) .
G(x)[u - uofx)] = fo(x] + Go(x)ab(x) (}.19}
admite una solucldén de la forma

: . A . " . '
u(x,pn.p) = ao(x) + G+(x)[f°(x] + Gu(x)mo(x)] _ (42?11 '

. A A AL
¥ x € B" y cada par Py P e mq[ en donde Gf(x) = [GT(x)G(xllficrlx).

Demostracién : Sustitdyase (4.11) en (4.10) para obtener

A AL . .
{G(x)G (k) - I][fu(x) + GDCx)uo(x)] = 0.

De la hipétesis 4.3 existe una funcién B(.) tal que

L A
Ea(x) + ao(x.)uutx) = G(x)8(x),
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por lo tanto,

N I\+ A A
{G{x)G (x)G{x) - G(x)IB(x) = 0O

A la) A

N .
va que G(x)GT(x)G(x) = G(x). "

El siguiente lema es una versién del anterior para Pp ¥ P, Se demue'st,ra_' de

la misma forma por leo gque su prusba se omite.

Lemaa 4.6: Considérese (4.4), supdéngase 4.3 ¥y que mo(x) satisface (4.5c). -
Entonces ' '

G, (x)lu ~ e (%)) = F(x) + E(x]o:o[x] -(.4.1251]_'5 -

admite una solucién de la forma

ulx,p, B,) = @ (x) + GL(x)E(x) + GO)a (x)] | ~ (4.12p)
VX e R"; ¥ cada par p_, Py e RY. ' . ' . '

Lema 4.7: Dado cualquier par {tb {(x), %, (x)} que satisfaga (4.5c¢) ¥ suponlendo

que se cumple 4.3, se sigue que exlste un contrel u —-u(x.p p_) que apllcado

a (4.4) lo transforma en 2z = F(z) y tal que la 1dentldad

.
e (RIF, (%) + G Ixu )l = £I¢ (x}]
se verifica ¥ x € R", y cada p, € RL.

Demostracién: Diferenclando z = @D(x] con respecto. al l:.lempo__y- usando .[.4..'*;1)_:_". s
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N
1}

D¢ {r, + G,ul

n

D'bo[fo + C'oa'o + £+ Gu - f‘O - Goaol

Mo[fo + Goocol + D¢0[ -f + Gu - Goa:D]

FI8,(x)] + D& { - F = Ca  + G,(u-x )]

1

F['bo(x)].

En la pemiltima lgualdad se usé (4.52) y el lema 4.6. n

El sigulente lema dice cémo calcular un control para un P, cualquiera cuando -
el campo vectorlal F(.) en (4.5) se conoce. ’

Lema 4.8B: Sea Qotx) como en el lema anterlor y F{.) un campec vectorial que
satlsface (4.5). Un contreol u = rxo(x] que transforma '

X = t‘o(x) + Go(x]u A {4.13)
en z = F(z) es

- ot -1 - . . _. . )
._aO(x] = G, (x) (D9 (XIF(& (x)) - £ (x)]. _ _ o (414]
Demostracidn: Calculandé ‘50(}:.]. Y usando (4. 13) se tiene:
z = dI.'Q(x) = D (x)x = DO (x)[f (x) + G (x}u] = D®_(x){f (x) +GU{.x)’ncol_'.x]‘]_.j.-_
De (4.14) se slgue que

-

R %
Go(x)ao(x) =D @D(x)F[‘bn(x)] - fo(x).
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con lo que

z = Do_(x){F (x) + Do (x)FIS (x)] = £,(x)} = FI8 (x)). n
Considérese la expresion (4.12a). Reemplazande p, por su estimado ; se
obtiene un control de equivalencia clerta, dado Implicitamente por (4.10).
Eas solucicnes de (4.10) se denctaran por ;b(x) = a(x.pu.ﬁ). Una soluclén de
ab(x) es 21 llamado "control pseudoinverso" dadoe por (4.11). Recuérdese que
go(x) se precalcula usando (4.5¢) para cualquler P, € R%. Si G(x) no depende
de los parametros, entonces se puede calcular u usando el lema 4.8 para el
sistema (4.8):

Culx, p) = GTx)IID TSI E(B(x)) - F(x)].

El sigulente lema utlliza la hipotesis 4.4 y una solucién de (4,10). para
separar la incertlidumbre paramétrica. '

Lema 4.9: Supdngase que se verifica la hipétesis 4.4, Sea u=abfx):'una
solucién de (4.10). Entonces el sistema (4.4) se transforma en ’

x = De (x){FLo ()] + alx, p)p} - (a18)

en donde

om o . T AT SR
(x,8) = DI (x) + ):wl(x)ao (x)] : N ¢ T ) R
i=1 1 : . S S

" es una matrlz de orden nxq llamada la matrlz_regresor..

Demostracidn: Calculese éo(x) y usande (4.4) se tlene:

z = Dy (£, + Gul
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Do [f, + G, + £, + Gu - f ~ Gl

A N A
ma{f‘o + Guao] + No[r - fo + £+ (G +Glu - (G + Go]aoi

A
F‘[@o] + D‘i'o[f‘ + Gu] + MD[G(U - con -, Guoto]

m A
F[tbo] + D¢°{\Po + E:\P a Ip

A
FIo (x)]1 + Q(x,p)p.

I

Finalmente, con x = D-ltbo(x)é se tiene el resultadeo buscado. Se usé ao(x) __E;ue_ :

satlsface (4.5¢) y el lema 4.7. T a

El resultadeo técnice utillzado en este trabajo es el lema generailzad_o de .
Kalman-Yakubovich~Popov estableclido en [7] y discutlde en la seccién uno del
Capitulo 2. Una versitn, adecuads al propésito de este trabajo, e enuncia a = .

centinuacién.

_ Proposicién 4.10: Supdéngase que y=h(z) es una salida de clase 3D p;u*_'a.'. el - -

sistema (4.4). Entonces V z « R" existen runclones'r'eales ,Yl-._u?"—ﬁh'y -I:R";)aip- s

- (para algin p € N) que satlsfacen

V(z) >0¥z=0, V(0 =0 | i
| W (2)F(z) = ~ell h(z) I -1 2(z) W% _ S (4.17b) =
- Wz =h(z . o taaTe)

La condlcién de detectabllidad del estado - cero fmpuesta sobr‘e_"('4.5')"fse”

requlere para asegurar que la funcién V:.('}" que sera usada como un'.f.érmi'ﬁ_o '
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en la funcién de Lyapunov candldata, sea deflinida positiva de acuerde a
(4.17a), véase el lema 2.16. Asimlsme, la condiclén de uniformidad de la
definicién 4.1” es esenclal para establecer la regulacién asintética (o
establlizaclén adaptable) del estado de 1la planta como se wvera a
continuacidn. Finalmente, el resultado principal de este trabajo se enuncia
en la sigulente seccién.

-4. 4 RESULTADO PRINCIPAL.

En esta secclién se prueba el resultado obtenido en este trabajo.

Teorema 4.11: Supdngase que el sistema (4.4) satisface las condiciones de la
deflnicién 4.1, que se cumplen las hipotesis 4.3, 4.4 y la

Hipotesis 4.12: Exlste una sallda y de clase % para (4.4),

Entonces, con una ley dé control dada por
alx, B B) = (%) + GTE (%) + G (xde ()] ,"('4.11').-7
o (%) = G;(x){D'ltto(x]F[‘bo(x)] - £,(x)} | o (414}
Y una‘ley_da adaptacion
b =_rn*tx.§)h[4>_°(x}1_. r=r>0, ptod=p, (418}
se obtiene un slsteﬁa adaptable globalmente convergente, ééto é;,'#'fafﬁ
cuando t > o, x € L M p € Lq . Ademas, el equilibrlio x=0,. p—p es estable en
el sentldo c_ie Lyapunov.
Demostfaclbn: Directamente del lemg 4.9 se tliene que

= F(z) + n{x,f:)[@;‘(szus. | ' | o (él.'i._é)'-';.'_ .

B1




4. Establlizacldn Adaptable de una Clase de Slstemas Mo Lineales

Por otro lado, de (4.18) el error paramétrico satlsface

B = - I (x, pInle (x)1. (4.20)

Las ecuaclones del modele del error (4.18) y (4.20) descrliben completamente.
al sistema adaptable. Para analizar su estabilidad considérese la slgulente

funcidn de Lyapunov candidata:

V(z.p) = V (2) + 3pT 'p _ (4.21)
~con Vl(z) como en la proposiclén 4.10. Obsérvese que V(.,.} es definida

positiva. Diferenciande (4.21) con respecto al ‘tiempo a lo largo de las

trayectorias de (4.19) y {4.20) se obtiene, usando (4.17):

Wz,p) = W (2)z + pr'p

vV, (2)F(2) + 9V (2)0p + prip

2

- el h(z) 0% - n 1z} 02

]

+ BlavV (2) + r'E)

2

- el h(z) 1% - 4 2(z) 1% + BYiR'h(z) + r'p]

- el hiz) 1% - 1(z) W3

Por lo tanto, V(z,p) = O. Ahora, como V es definida positiva y" Ves :
semldefinida negativa se establece la estabilidad del equilibrio. Ademas; por
' la condlcién de detectabilidad unliforme del estado cero Vl(é}EB(HZH),;POf'lof

tanto, V es radlalmente no acotada y se sigue qué'x'G:L:_yﬂﬁ é"Lga-Para=“f

prebar que también se tlene regulaclén asintstica del estado di_e _la'pl'aﬁﬁé."
obsérvese que (4.19) y (4.20) es un sistema autdnomo y si v aaQ sélo en z=0;
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se seguiria, del principio de invariancia de LaSalle, que x(t)-0 cuande t-o.
Para probar esto, nétese que las trayectorias a lo large de las cuales V es
constante deben satisfacer h=0. De (4.17c) esto slignlflica que VV1(21=0 y
consecuentemnente V1 alcanza un minime. Por otro lado, de (2.22), se tiene que
V1(23 = B(lzll) para todas las soluclones Vl(.] de {(4.17). De esta manera, ¥y
por las caractaristicas de B{(.)}, \Il tiene un Gnlco minimo en =z=0. -

En todos leos lemas y proposiciones enunciados se ha conslderado el caseo
general en el gque la incertidumbre paramétrica estd presente en todas las
componentes de £ _(x)} y de G_(x} (hipttesis 4.4)}. Esto obliga a inmponer la
condiclién de disipatividad entre los vectores n-dimensionales v y y. Cuando
ia incertidumbre aparece s6lo en algunos renglones de f, y G,, se pueden
de[‘lnirl vectores v y y de dimensién menor aumentando asi las poslbilidadeé de

asegurar la propledad de entrada-salida requerida.

La condicién de detectabilidad unliforme del estado cero, es esencial para
probar establlidad asintdética globalmente en el teorema 4.11. Se ha impuesto;
fundamentalimente porque, en general, las funclones de_alma_cenamlentd,-_que

satisfacen el teorema 2.13, s&lo son semldefinidas positivas.

En el siguiente capitulo se presenta una metcdologia de disefio para el
controlador adaptable y algunos elemplos de sistemas dinamices no lineales,
no lineallzables, que son establlizados por é&l. ' ' k
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5. METODOLOGIA DE DISERO Y EJEMPLOS.

En este caplitulo se presenta un método para disefiar un controlador adaﬁtable
.que establliza a una familia de sistemas no lineales de manera tal que una
parte del slstema adaptable es estrictamente pasiva para una eleccién
convenliente de la sallda. Mediante algunos ejemplos se muestra la apllcacién
de este mé&todo. Dos secclones constituyen este capitulo. En la primera se
deserlbe el método de disefio ¥, en la segunda, se presentan los eJemplos_y

sus simulacliones.
Como se comentd en el capitulo anterlor, dado un sistema dinadmico no 1lneal
x = F(x) + G(x}u, (5.1)

como en. {(4.4), se desconocen, hasta ahora, las condiclones que .deberaﬁ -
-satisfacer £ ¥y G de'@anera tal que se pueda garantizar que (5.1) satisfacé'la

definiclén 4.1. De hecho, nl ain en el caso monovariable se tiene una. -
respuesta. Sin embargo, se sabe que exlsten una subclase de la clase de los
sistemas linealizables ¥y una clase de sistemas no lineallzables qué
Satiéfa;en las condiclones de dicha deflnlicién, Los eJemplos -que ée‘

presentan, en la siguiente seccidén, apoyan estas afirmacicnes.

"Considérese una familia de sistemas no lineales que no son 11nea112ab1e5‘5{¥

exactamente ‘de acuerdo con el teorema 2. 24, y que estan descritos’ pqr

x=|£x) | +]0|u _ ' ‘ ' (5.2)
para alguna | tal que 1=i=n. Los puntos significan que pueden habeb.fUnclpﬁés“
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no lineales de todo el estado xeR". Con otras palabras, el sistema (5.2) esta
descrito de manera tal que en la I-ésima componente de f(x} se tiene una
funclén no lineal solamente en la l-éslma componente del estade x v,
correspondlentemente, un cero en la l-ésima componente del campo vectorial
que precede a u. Sobre las funciones que definen a (5.2) se ftmponen las

mismas condlclones que el en capitulo anterlor.

La razén por la cual los sistemas descritos peor (5.2} no son linealizables,

es que el rango de la slgulente matriz

[8(x) ad g(x) ... ad] 'g(x)]

as menor dque n vxeR". Esto viola las hipétesis del teorema 2.24. Se plerde
contrelabilldad en la variable de estado x‘. Es intuitivamente claro qué
existen otras famillias de sistemas ne lineales que no son linealizables; pero
el autor desconoce un procedimiento sistematlco para obtenerlas. '
S§.1 METODO DE DISERD.

Considérese un slstema no lineal descrito por

x = £,(x) + g (x)u _ SRR _'(5.':?..3"

'y que satisface las hipotesis del teorema 4.11. Sean F(.) -y b(g)ilQéZEQmﬁééﬂ*Ln"

vectoriales asociados a (5.3}, de acuerdo ¢on la definlelén- 4.1 f(.véase'f Ia o
observacién 1). Un método para disefiar un controlador - adaptable  que
estabilice al sistema (5.3) se describe mediante los sigulgnﬁeS'paéos:.m' -
PASO 1: Reescribir al sistema a estabillzar como en (4.7} usando (4.9):

x = £(x) + g{xlu + Qx,p)p. . ' (5.4) -

PASO 2: Determlnar una funcién de almacenamtemto ¢(.) para los camppsfF(f)_y,'h,
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h{.) propuestos (véase la observacién 1 mas adelante).

PASO 3: Construir upa funcién de Lyapunov candidata para el sistema (5.4)
dada. por

Vix,p) = ¢(x) + %ETr“E.

PASO 4: Diferenclar & V(x,p) con respecto al tiempa a lo largo de las
trayectorias del sistema (5.4}, '

PASO 5: Elegir u y S de manerz tal que se obtehga
Vix,p) = Vg(x)F(x) = O.
Observaclones:

1) Por el comentarlo que slgue a la ecuacién (5.1), 1os-campos'véctorléles_:
F(.) ¥ h{.,) del Paso 2, se obtienen por inspecclén del sistema que  se desea
estabilizar. :

2) En el método anterior no se ha usado en ningun paso el difeomdrflsmo‘de l:‘

estado de la deflnicién 4.1. Sin embargo, sl éste se  requiere,- el

procedimiento descrito ne se modlflca. ya que'puéden exprésarég,ﬁodasllgé' 1'

funclieones en las nuevas coordenadas.
3) Por las hipdtesis del teorema 4.11, la funclién de almacenamlemtO'puréﬁél
"Paso 2, es definida positiva y radialmente no acotada. Sin embargo, para
algunos sistemas es suficlente que ésta sea deflnlda positiva;lbééimgnte"

(i{.e., en una vecindad de algin punto de equllibrio de interés}.

4) Un Inconvenliente de este métado es que,. en general, no es facll}cénstrglbfj';
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la funcién de =almacenamiento adecuada. Este problema es anfdlogo al de
encontrar una funcién de Lyapunov candidata para probar estabilidad del
equilibrio, A pesar de esta desventaja, el conocimiento de los campos F{.) y
h(.}) ¥ el crlterio algebralco del teorema 2.13 sugleren dicha construccién,

sobre todo cuando no se requieren los vectores completos u y h{.}.

5) El contrel u en el Paso S se puede obtener resolviendo (4.14) con p en

lugar de Py

u = g+(xJ[F(xJ - £{x}],

o blen, resolviendo las ecuacicnes {4.11) y (4.14).

6) La propiedad de pasividad estricta esta presente en los Pasos 2, 3y 5 en
los cuales se explota dicha propledad para construir el controlador adaptable
que estabiliza.

En la sigulente seccién, se usa el método aqui descrito para dlseﬁar un
controlador adaptable que estabilice a la familia de slstemas ne. llneales

descrlita por (5.2).

5.2 EJEMPLOS.

En esta secclén se trabaja con sistemas no Iineales que no. son linealizablesi

en el sentido ya discutido. Sin embargo. se 1ncluye un- e jemplo: de un sishemafg:-

que es linealizable. Sclamente el prlmer ejemplo se desarrolla con detalle. ;17;? 

Ejemplo 5.1. Considérese el sigu;eﬁte sistema, no llnealiéabief -
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2
. -xlsenx1 s}
x = 2 + u, ) (5.51
a.x2 - xasen x1 i

con un parametro desconocido, a_, que aparece linealmente. Supéngase, que a_ .
es un real positivo. En las simulacioches del sistema (5.5) se observé QUe,
para valores positivos del parametro a_, el sistema es lnestable. La grafica
1 muestra este hecho para a =1. Nobtese, ademas, que el sistema (5.5)
satlsface la hipdtesis 4.3

E] objetivo de contreol es establilizar al sistema (5.5). Se disefiard un
contrel u y una ley de adaptaciédn para a,, de manera tal que se verifique el

objetivo de contrel. Se proponen por inspeccién, las siguientes funciones

-xfsenx1
Fix) = 2 H hix) = 2x,,
-ax, - x sen'x

con a*0, para las cuales el siguiente sistema

.

-
It

Fx) + | . fu Cslear

Il

v hix) ' : R CR- O
define un mapec. u 3 ¥ estrictamente pasivo en la salida. -

- Se plantea la sigulente pregunta. Existird un control u due aplicado a=(5;5l R
resulte en el slstema descrito per F{.) y h(.)7? ) . \
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Antes de responderla, se verificara que (5.8), efectivamente, tiene la
propiedad de pasividad mencionada. Esto puede mostrarse con una funclén de

almacenamiento qb:lR2 -+ R dada por
Ppix) = x: + 1 - cosx _ (5.‘7) -
¥ una funcién l:R2 <+ R dada por

/2

- 2 2
1(x) = {senx1|[x1 + zle R

ya que se satisfacen las condiclones del teorema 2.13. En efecto, ¢(.) ‘es h

. semidefinida positlva y

Tp(x)F{x) = -eh>(x) - 1°(x)

To(xlg(x)

1}

h(x}
con £ = %a > 0. Explicltamente,
Va(x)IF(x) = -aaxz -(xf + 2xz)sen?xl. ' - : .3(5.8)_:

Notese que si a<0, que corresponde a a >0 en (5.5), el sistema (S.S) ndssera3 j3?

estrictamente paslvo en la sallda elegida. Por otro lado, ¥ x_é S econ - s

S={xeR |-m<x <m x, &R}, R B )

la funclén de almacenamiento ¢(.) es definida positiva y‘& < 0. Por loftaqto.,y-'
el equilibrio x=0 del sistema (5.6a), con u=0, es localmente asintéticamente
" estable en el sentlido de Lyapunov ¥V x € S, L

Con respecto a la pregunta formulada antes, considérese,  lnicialmente, el. ..

caso en el que se canace el valor verdadero de a,. Entonces, una elecclén de’

u que satisface el obJetiQo de control es el sligulente
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u= -(a + a_)xz, (5.10)

pues aplicado a (5.5} resulta en el sistema (5.6). Un control de equivalencia

clerta u para (5.5), se cobtlene de (5.10) reemplazando a, por su estimado a:
u=-(a+ ;)xa. . (5.11)

Aplicando (5.11) a (5.5) se cobtiene

. -xfsenx1 0 . -
x = s * a, . C{5.12}

— - n

ax =~ x,sen x X

~ A ~ ) )
en donde a = a_- a. Como se desconoce el valor verdadero de a, se buscara una

ley de adaptaclén usando la sigulente funclén de Lyapunov candidata
Vix,a) = ¢(x) + %Ez : ' ' {5.13) .

con ¢(.) esta dada por (5.7). Diferenciande a (8. 13) con respecto al tlempo a

lo largo de las trayectorias de (5,12) se tiene

-

~ 2 2 2 2 2 - 2 -~
V{x,a) = —2ax, -x(sen’x -2x sen"x, +a(2x2 +a).

Ahora, ellgiendo a = -Zx: se tlene que V{x,a) = O.Ique es igual a-(SEBJ; Dé;-'f

- . esta manera, el sistema adaptable es

2 : : L

. —X senx 0 : _ o S

x = 2 + | a, Co : . (8s14a) oo
-ax,- x,sen X, x, |-
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a = -2x2. (5. 14b)

De (5.13) y de V=0, se tlene que 2 estd acotada y que ¥x(0) € S se cumple que

¥ 3 0 cuando t = =,

Se mostrara, en seguida, que se puede obtener (5.11) empleando las
expresiones (4.11) y (4.14). En términos de la incertidumbre paramétrica, se o

puede reescriblr a (5.5) como sigue

2
-xlsenx: 8] 0

x= | a ” + u + a. : : - (5.185)
ax_ - x_sen x 1 ® ' .
2 2 1 2

Se obtendrid u = «(x), precalculando mo{xl- Para esto, se calcula-

al(x) = @ (x) + g+(x)F°(x) _ . '.(5{161. ff: 
con

— + -
ab(x} = go(x)[F(x) £,0x)]

y.
Fr = 10 x1%a - &) :
o ¥ T AR X1 A8, 7 Al
. Entonces,
5 = (2 s 3g)x, L dmam

y usando (5.17) en (5.16) se llega a que a(x) = ~(a*a)x,.  El control obtenlds -
por este procedimiento. es, precisamente, el control - pseudoinverso . del
capitulo anterior. ' s
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Se wverd, ahora, gue el desarrollo expuesto estad comprendido en el método de

diseho discutido en la seccién anterior.

Paso 1: Es el sistema (5.15}.
Paso 2: Es l1a funcidén ¢{.) dada en (5.7}.
Paso 3: Es la ecuacison (5.13).

Paso 4 Q(x,g) = —xZsen®x_-2x°scnox_+2ax-+2x u+5(2x2+5).
1 1 2 1 2 2 -2
Paso §: Ecuaciones (5.11) y (5.14b).

Se presentan a continuacién las graflcas de las simulaciones para el'ejéhplb
1. La grdfica 1 corresponde al sistema (5.5) en malla abierta y, se muestra a
x2 vs L, para diferentes wvalores de a, con condiclones 1njciale$:
x1(01=32(0)=1. No se presenta la grafica de X, vs t, porgue esta parﬁe del
sistema, que no es controlable, es cstable (esto se obscrvé en las
simulaciones), Por otro lado, si %, es Inestable, el sistema (5.5) no se

puede estabilizar con el control propuesto.

Grdfica no. 1

La grdfica 2, concierne al sistema adaptable (5.14), con a en lugar de af_ée ;

graficéd x23VS t para diferenites condiclones inicliales en xz; con xi(0)=1; azl =
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'y a(0)=0.

Grdfica no. 2

. La grdfica 3, muestra a a vs t, Esta pgr&fica se correspeonde con la anterior,
con x1(0)=1. a_=1, a(O) 0y la.s mismas condlciones liniciales para %,
la grdafica 2.

Obsérvese gue a._no converge a a_,

que en

pero permanece acotada.

=N
e

X \00=2.5

%, 0= 4.0

e %gl0)20.5

i S ¥
Grdfica no. 3

Ejemplo 5.2 Considérese el sigulente sistema no lineal
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-X, 0

x = - . |t a [v (5.18)
. a (x -x )+b x(x -x )+c x % 1+x i
2 73 L - T *"172 1

con a,, b, ¥ ¢, parametros desconocidos. Los valores de eslos par;a'unet.ros son

poesitivos. La grdfica 4 muestra a X, vs t para diferentes combinaciones de

los valeres de los parameiros, para los cuales (5.18) es '.’tnesta.b]_.e.: En esa
grafica x (0)=x_(0)=1 [1: & ,=b,=c 1; 2: a,=c,=1, b_=-5; 3 a =1, b =c¢,=-5;
4: a,=b_=1, ¢, =-5]. Sec aplica el método de disefio al sistema (5.18) para
estabilizarlo. ' '

x.‘.' /
10 b [2 3
a¢_—:-*____,__.q_\ﬁ__-——~f"'
-18 4
3 I i e

Grdfica no. 4

PASO 1:

. _ -x, 0 o o o |3
x=| .- - . 2 (U¥ 2 ol

- + - + + - - - , ~

EL();2 }_cl) bxifxz xl) ex X, 1+x] X, =%, x1(x2 xl) x %41z

PASO 2: Se proponen, por Inspeccidn, los siguientes campos:

X, . o |-
Fix) = 2 | hix} = X3 v = u.
X, XX, - i p
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El sistema: x=F(x)+v ; y=h(x), define un operador v 2 y estrictamente pasivo

en la salida. Con la funcién de almacenamiento ¢(x)=%xTx, se tiene

2 .2 22
VRIRIF(X) = -x =%, —X%_. (5.19)
PASO 3: Vix,p) = ¢lx) + %STS.
PASO 4: Vix,p) = -x2+;x (% _-x )+gx xatx.-x )+;x 2rx_ (1+x5)us
' 1 2721 271 2 1 172 T2 1

+ax (% =% )+hx 7 (x -x_ J+ox ®+ .
2( 2 1) 2 1( 2 1) 172 PP

PASO 5: Conu y S elegidos de la sigulente manera

- 2 - roa - 2y
u = (1+x =¥ =R -al{x -x J-b X_-X_ )-ex
( 1] [ R ( . 1] xlt a 1) 1xal
x—
) xz( o xl)
v 2, _
P xle(xa xl)
3
X %
172

se obtiene (5.1S). El sistema adaptable esta dado por .

x

i

+
ol

xz(xa-xl] W

BRI
I
i

x_X (xzfx‘) . :.F?f?qlh' -

172
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La grdfica 5 muestra a X, VS t del sistema adaptable (5.20), para las mismas
combinaciones de laos pardmetros de la grdfica 4. Se observa que el objetivo
de contrel se verifica. Las condiclones iniciales son: x1(0]=x2(0)=1,

a(0)=b{0)=c(0)=0.

-

Grdfica no. 5

Las gfa'f.icés 6, 7 y 8 muestran a a, b ¥y ¢ vs t, respectlvamente, ﬁar'a las
condlcionés- iniciales siguientes: x1(0)=x2(03=1; a_=b =c_=1. En est'as.

grai‘l-cas'se variaron las condiclones iniciales para los estimados.

)

-

' Grdfica no. 6
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CI!
A
1 -’/
9 [ 2 3t
Gridfica no. 7
2 2
]~.‘___.---—'—-u“m///_
37
‘I/ *

0.5 I 1.5 _ ]

Grdfica no. 8

Ejgmplq's.s. El siguiente sistema no lineal, con parametro desconoéi@o:é;?o.f

es linealizable,

x= |- + u. . : - o ;('5.-'21]",'-'7
2 : g AR
ax, - XX 1 : : =

Siguiende el método de disefic, se tiene gque, <con F(.), h(.')_'y_ __¢(_.').'Id'e'1_'._"
ejemple 2, un control u .y una ley ‘de adaptaciéﬁ pﬁfa (5.21)"$onf'1a$ff1;

expresiones (5.11), con a=1, y a= - xz, respectivémente. El éistema"édépiabigiﬁ?ﬁ
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estd dado por

Los ejemplos que se han presentado en esta seccién, muestran la existencla de-

una clase de sistemas no lineales que, pueden ser o no lineallzables., Para
estos es posible disefiar un controlador adaptable estabtlizante.

Una parte
del sistema adaptable en malla cerrada

tiene 1la propiedad de ser
estrictamente pasive para una eleccién conveniente de la salida,
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6. CONCLUSIONES.

Se presentan do's seccliones en este capitule. En la primera se discuten leos
resultados obtenidos y, en la ultima, se enuncian algunos problemas de

interés, relaclonados con este trabajo, para lnvestigaciones futuras.

6.1 DISCUSION,

El resultade principal de este trabajo es la determinacléon de un controladoer
y una ley de adaptaciéon paramétrica que permliten garantizér- la establlidad
del equilibrio X, para una familia de sistemas no lineales que Iincluye,
sistemas no lineallzables ¥y, en algin sentldo convenlente, a todos los
sistemas linealizables. En particular, se mostrdé gque para  los sistemas
llnpealizables existe upa salida para la cual, la funclén de transferencia del
slstema lineallzade en malla cerrada, H(s), es SPR, Entonces, con esta H(s) y
un estimador en el lazo de realimentacidn se puede probar estabilidad del-
modele del error usando métodos conocides [36].

Como parte del procedimiento de disefioc del controlador adaptablg_.'

establlizante, se ha wutilizado wuna versién no llpeal del lema.. de
Kalman-Yacubovich-Popov obtenida en [7].

El a._uf.or desconoce, por el momento, qué ten grande es la familia dg'sls\tleinas-. -

no lineales a la cual se aplica el resultado obtenldo- en la tesis. Sin

embargo, medliante algunos ejemplos se muestra que esta familia es no vaci_;a..

Par otro lade, dado gue disipatividad es una propiedad del sistema. descpi_td
en la representacién de entrada-salida, el difeomorfismo de estado que se .
1nc1uye' en la definicién de la clase D, no es esencial en el sentldo de que

.determine ¢ no la exlstencia de dicha propiedad. Se ha lncluido porgue puede"_

Ser mAS convenlente trabajar en un sistema de coordenadas en el cual las

ESTA TERS o5 OrRE
79 SﬁLlﬂ ot u’- ma..meﬁA



8. Concluslones

funcliones que describen a los sistemas sean mas simples. Los lemas y las
preposiclones demostrados en el capitulo 4 no se alteran si, como caso

particular del difeomorfismo ¢, se ellge el difeomorfismo identidad.

El método de disefioc presentado en el capitulo § se puede aplicar a sistemas
no lineales que pueden ser tanto lineallzables como no lineallzables. Los
pasos que los forman son, con excepecién del segundo, relativamente faciles y
directos de segulir. El inconveniente de dicho paso es que, en general, es
dificil determinar una funcidén de almacenamiento para asegurar que un sistema
ne lineal, como los descrltos en este trabajo, tenga la propledad de
disipatlividad deseada, Este problema es analoge al de eleglr una funcldn de
Lyapunov para estudiar la estabilldad de un punto de equilibric del sistema,
Por el momento no se tiene un método para especlficar a los campos F(.) y
h(.). Estos se escogen por inspeccién del sistema a establllizar. Ademas, este
procedimiento de dlsefio incluye implicltamente =21 contrel pseudolnverso
descrito en el capitulo 4.

Las simulaclones de los ejemplos que se presentan en el capitulo S, muestran
el efecto del controlador adaptable establlizante en  los sistemas
originalmente inestables. Se observa que ; no converge a p_, pero'permanece
acotade. De hecho, a converge a algun valor de manera tal que el objetivo de-

control se cumple.

En el trabajo de simulacién se observé que, para dife}eptes s@étémas_,f

analizados, la regulaclién del estado sdle se conseguia'en,una:vedindad deiy;f'

punte de equillbrio, x = 0. Y que, ésta, dependia de -ias_ condiéléhés'3

iniciales tanto del estado del sistema como del vector dé paramgtrééf:l.

estimades.
6.2 DIRECCIONES FUTURAS DE INVESTIGACICN.

Quedan varios problemas y preguntas para resolver -en ei'futﬁro. relacionados ..

con este trabajo. S6lo se mencionan algunos de los 'qﬁe'_ée -coﬁs;dergn_ix
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Importantes,

1. Un problema no trivial que queda por resclver, es la caracterlzacién de la
familia de sistemas no lineales para la cual exlste un control u tal que el
sistema, en malla cerrada, sSea estrictamente pasivo ﬁara una sallda
convenientemente elegida. En términos de la definicién 4.1, lo anterior se
puede plantear de la sligulente manera: Qué condiclones deben satisfacer los

campes f£(.} y G(.), gue definen al =sistema no lineal, para garantizar la
existencia de un contrl u que lleve al sistema, en malla cerrada, a uno

estrictamente pasivo en la sallda?

. 2. Relajar la hlpétesis de estructura semejante. Lo que impllca caracterizar

de otra forma la incertidumbre paramétrica de manera tal que al abJjetlvo de

control todavia se verifique.

3. Estudlar la robustez del esquema de control propuesteo cuande estén
presentes dinamicas no modeladas. En otras palabras. caracterizar las
dinaAmicas no modeladas para las cuales se verifica el deetlvo de contfol-aﬁﬁ
en presencia de éstas, ' 2 |

J.IVlncular este trabajo con otras areas en las gue se esta explqtandq.la'_
propledad de pasividad de los sistemas no lineales en estudio, por eJemplo, =

.los sistemas Hamiltonlianos.
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ADAPTIVE STABILIZATION GOF NONLINEAR SYSTEMS:
THE NON-FEEDBACK LINEARIZABLE CASE

AleJoandro Rodriguez and Romeo Orltega
Natlonal Unlverslty of Mexice
DEPF I ~UNAM
P.0. Box 70-256
04510, Mexlico, DO.F.

MEXICO

Abstract. In thls paper we show that Lhe recent results of Taylor, et al, [1}
on adaptive regulation of nonlinear feedback linearlzable systems can be
‘extended to handle also a class of non~feedback Ilinearlzable systems. Thls
class, whlich 1s shown to contaln all feedback linearlzable plants, conslists
of systems [or which there exisks a state feedback conlrel such that the
closed loop system deflnes a strictly passive map.

I. INTRODUCTION

Adaptive control of nonllnear systems has been the oblect of a falr amount of
study recently. Two different avenues of research have been pursued for Lhis
proeblem. The first cne s motivated by the concern of "“robustifying" feedback
linearizatlon technliques that rely on exact cancellatlion of nonllnear terms.
The authors consider parametric uncertalinty on the plant and, assuming it is
feedback linearlzable and the uncertain parameters enter linearly, design a
“certainty equivalent" adaptive controller. In [1] the case of plants with
singular perturbatlons 15 studied under the assumptlons that the reduced
plant 1s full state linearizable and satlsfies a "matching ceondlitlon”. The
latter assumption Insures that the state transformation, to the set where
f'eedback linearlzatleon Is attalned, 1s independent of parametric uncertainty.
An adaptive control law with the standard gradlent update law ls shown te
provide state regulatlon for a specified range of parasitles and a set of
initlal condltions. The result is global If there are no unmodelled dynamics.
In [2] full state 1llnearizable systems in bleck trlangular form .are
considered. In [3] the more general case of adaptive tracking for
Input-output - l1inearlzable systems ls addressed. The stablility results do not
rely on the matching condition mentionned above. A complete answer Is. glven
for systems with relatlve degree one. However, [or Lthe general case. sonme

* falrly restrictive assumptlons on the regressors dependence on the state. are.

needed to complete the stablllty proof. A slmllar analysis !s used in [4] to
conslder the case of fast parasitics. Other results concerning nonllnear
slngularly perturbed systems may be found in [5].

The second avenue of research, mostly motlvated by the robotlcs problem,
explolits the energy dissipation (passlvity) properties of the system Lo
devlse a suitable controller whlich doez not attempt to llnearlze the.
equatlons but preserve ts passlvity. This approach was [lrst advecated 1n
[6] and later exploited by several authors to solve varlous robotlc problems

In this paper we follaw the second approach to extend the results of {1] to
the case of plants which are not necessarily feedback llnearizable but posses
. some passlvity propertles. Specifically, we replace Lthe assumption of

1



feedback linearizatlion in [1] For the exlstence of a change of coordlnates,
an oukput and a state feedback control such that the closed loop system
defines a strictly passive map [7]. It ls shown In the paper that thls class
sirlctly contalns the class of feedback 1linearlzable systems. The key
technical devlice Lo establish the stabllity proof 1s the generallzed
Kalman-Yakubovich-Popov lemma of [8]. We restrict our attenticon to the case
where no dynamlc uncertalnty Is present and consider only global properties,

II. NOTATION AND DEFINITIONS

The following notatlon will be used throughout Lhe paper. ‘Glven vector
Tunctions of time, e.g. v,y:tR‘-alR". we define the Inner product

) T
<vly> & vTtoiyteiae

and the truncated £2 norm

-
ﬂv!2’7=<v|v>.r

The Jaccblan of a vector functlon qb('x):R"-)l‘R" iz dencted by

QSx(x}Qg—f‘eR"”"
and the gradient of a scalar function V(x):R"4R is
LavVIx)}

dx

T V()R <R"

In the paper we conslder functions :R"xR7R", G:R"xRISR™" of state’ #ER" and
a parameter vector. The latter may be {ixed P-.Poel‘Rq.' (the true -plant

arameters and an a priorl estimate respectively}, or time Va'r'y:i'ng-'
(t):R‘aRq (the current on llne estimate), We will denote Lo

£, 8%, P, 6 00%0x,P,)

r (08P ), ¢ el p )
fx)8r(x, Pre)), Bixadcix. Boe))
?(x]gt‘.[x)—*f(x). 5(x)gc_(x)—-e(x)

F oolr a0-fx), & ()8 ()-80x)
-] -] a o )




The parameter error is denoted as usual by

pip_-p

The definltion below determines the class of sysltlems that we conslder in the
paper,

Definition 2.1. Conslder the dynamic system

x=f (x)+G_(x)u (2.1)

where the functlons f* and G* are bounded and differentiable With respect to

1ts arguments. Furthermore, we assume the system to be reachable from the
-orlgin and

£_(0)=0, vP_eR?

that is, x=0 1ls an equlliibrium for all parametrizations of the plant.

We say y=h{z}:R"R" is a class T output for system (2.1) if It has the
followling propertles: : :

1) h{0)=0 and h is smooth (i.e. of class C7)

i1} vxeR", YPoeR® there exists a state diffeomorphism
z=¢(x,Po), ¢(0,Po}=0

and a smooth state feedback controtl

u=a(x, Po), «{0,Pol)=0

_such that, the dynamlic system

§=F(z)+v “?4 {'¥'{;(2ié9l
y=h(z} Com@eEb) e
'F[¢(.x.Po)]=¢x(_x.Pn][i‘(x.POHGKX.PD)m(K.PO” S E (22‘3} B

delfines an output strictly passive dpeFatpr_'Vey.- Thah.ﬁié;‘fﬁiohg:‘tﬁE: ”
trajecteries of (2.2) with z{0)=0 : = LT s

<vly> =K|vl] o VTR, vver]

for some K>0.



111) The system (2.2} Is uniformly zero state detectable. That is, for all
sclutlens of

2=F{z), z(0)=z_

there exlsts a class X functlion $B(-) and a constant ti1 such that

HyNZA f Bz

L ] 1]
Remark 2.1. The class of systems that admit class D outputs can be roughly
deflined as those for uwhich there exlsts a control such that the closed loop
system 1s (output strictly) passive. Proposition 2.1 below shows that It
strictly contains all feedback linearlzable systems. For thls case 1t 1is
sufficient to show that the corresponding transfer function 1s strictly
positive real. Further comments on the remalnlng condibions may be found In
Remark 2.3.

Remark 2.2. Even though passivity Is an input-outpul property Independent of
the state coordinates, we Include in the deflnitioen above a state

diffeomorphism to facllitate the constructlon of the functlions requlired to
establish passivity. See [B,9] and Proposition 2.2 below for further details.

Proposition 2.1. All feedback llnearlzable systems admit an output .y such
that the operator vay ls strictly posltlve real.

Proof. For feedback linearitzable systems (2.2c) reduces to

Flzl=Az

for some Hurwltz matrix A. Now, solve the Lyapunov equatlon

ATP+PA=-Q, Q=qQ">0

and set

_§=Pz

The proof is completed Invoklng the KYP lemma for'strlctly7pdéltlydfréhlsiT'

transfer functlons and nottng that the Input matrix of ({2.2a) - Is ‘the -~
identity. ST ey

The key technlical device for our work 1is the génerallzed KYwa!émma_ﬂ:
established in (9], see also [Bl. A partlcular verslon, suitable for our .
purposes, ls stated below. ' : : ‘ -



Proposition 2.2. Assume y=h(z} is a class T output for system (2.1), Then,

for all zeR" there exlst real functlons Vi:R™R and LR"RP (for some peZ+)
satisfylng

Vv, (2)>0, vz=z0, V (0)=0 (2.3a)
T 2 2
vV (2)F(z)=-K[n{z) |"-fe(=)] (2.3b)
V_V (z)}=h(2) (2.3c)
© mum

Remark 2.3. The conditlen of zerc state detectabllliy of (2.2) 1s needed to o

insure that the functlon Vi, which wlll be used as 2 term of a Lyapunov

functlon candldate, is positive definite, In the sense (2.3a). See Lemma 1 of
[9]. As will become clear below, the uniferm qualiflier is essential te
establ ish asymptotic regulatlion of the piant state.

IIi. MAIN RESULT
Our maln stabllity result is presented In the form of a propositlon below.

~ Propesition 3.1. Consider the system

x=T,(x)+G_(x)u _ (3.1)

which satisfles the conditleons glven In Definitlon 2.1, Assume

A1 3By=h{z}:R™R" of class D for system (3.1)

A.2 For every P, PeR® and xeR" the vector £ and the columns El of &

satisly
F(x), g (x)espan(g (x),8,(x).....8 ()}, 1=1,2,....m
A.3 'For_all XER" and every P, Per? Lhere exlsts nxg matrlccs'w;[x);sucﬁ.ﬁ;;JT“i
Lhat
Flx)=p_(x)P © (3.za)
g (x)=p (x)F, 1=1,2,....m | (3.2
Under these conditlens the control law ' _.
usatx, P_)+(ET6YETOO IE (3048 (x)al, P_)] B T (3.3)
At -t .1 -1 R .-
calx,P )E{G G ) G (x){¢ (x,P IFl¢(x,Po)-f (x)]} S {3.3b)
" "o a o x ° o R



with parameter update

P=ra’(x)hig¢(x,Po)1, r=r>o0. P(a)=p_ - (3. 4a}

atx)fe (x,P ) (x)+ £ ¢ (x)y,] (3.4b)
. f=1 "

yields a globally convergent adaptive system, that is

%0 as tw, xez", Peg?
-] [--]

Furthermere, the equlibrium x=0, P=P* ls stable (in the sense of Lyapunov).

Proof. Using the notatlon of Sectlen II in {3.1)

£=¢x(x]{T(x)+f{x)+ﬁ(xlu+§(x)ul

which after replacement of (3.3) and using assumptlion A.1 ylelds

é=F(z)+¢x(x]{—?o(x)~ﬁ;(x)a(x.P°)+e(x)[u-a(x.PD]]+f(x]+ﬁ{x)u} (3.5)

As shown in Proposltlon S of [1]) the matching conditlon A.2 insures

'f‘o(x]+f:°(x)cc(x.l’o)=&{x][u-a(x.PD)] {3.6)

Thus, (3.5) reduces to

x=¢"' (x){F[$(x, Po) }+A(x) F} (3.7)

where we have used the 1llnear parametrizatlon assumptlon A.3 and-(S;dh)‘ On:
the other hand, from (3.4a) we see that the parameter error satlsfles e

B=-ra’ (x)h[¢(x,Po) ] ' o (3.8)

The error equatlons (3.7). (3.8) fully describe the adaptlve system To studyil L

its stabllity conslder the Lyapunov functlon candidate

va v, +1PTr"P = 0, V{0)=0

with Vi as 1n Propositlon 2.2. Taklng its time derlvative along the solutlonsf;j'

of (3. 7). {3.8) glves
=~K[h(z)| -HC(ZJI

’



where we have used (2.3} to obtaln the last expresslon. Observing that V lIs
positive definite and V Is negative gemidefinite establishes stabllity of the
trivial equilibrium. Further, since V is radially unbounded, it also shows
the boundedness of the full state. Te prove asymptotlc regulation of the
plant state, notlice that (3.7), (3.8) ls autonomous and, If we <an show that
V=constant Implles z=0, LaSalle's lnvarlance principle can be invoked Lo show
that %20 as tow. To this end, notice that the trajectorles along which V is
constant must satlsfy h=D. From (2.3c) this implles Lthat 9V1=0 and
consequently Vi attalns o minimum. Opn Lhe other hand, it can be shown [8B]
that the assumptlon of uniform zero state detectablility of (2.2) implles

Vt(z)aﬂtuzﬂ)

for all solutlons Vi of (2.3). Thus, VY1 has a unique minimum at 2=0, since
B{-} 1s strlectly monoctone lncreasing. This completes the proof. o

Remark 2.1, In the dlscussion above we have conslidered the general case where
parametric uncertalnty 1s present in all the components of f* and G*, see -
(3.2). This leads us to \impose the passlvity property between the

n-dimenslional vectors v and y. In the case when uncertalinty enters only in-

some rows of f* and G*, lower dimensional vectors v and y may be deflned

increasing the chances to insure the required input-output property.

IV. CONCLUDING REMARKS

He have shown that the feedback control deslgn methodology of [1! can be
extended to a class that includes plants whlich are not feedback linearizable,
The class, which with an obvious abuse of language may be refered. as
"passlivizable", contalns ail feedback linearlzable systems. Therefore, it
defines a broader [lamlly than the ones conslider in [1} and contalns plants
disallowed in the exlstlpng literature [2]-[5]. Similarly to (1], the main
drawback of our approach 1s Lthe requlrement of the overly restrictlve

matching conditions. It ls argued in {1} that treating parts of the plant as
fast parasitlics, makes such an assumptlon more reallstle. It is our belief-

that ¢this additlonal Ingredient can  be -1n¢prpqrated in the present;f;:

~ Formulatlion.
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