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RESUMEN

La presién electrénica es la respuesta de la nube electrisnica
de un sistema atémico que ha sido sujeto a una .compresion de
tipo espacial. Matematicamente se expresa como el negativo de
la variacién en la energia total del sistema frente a cambios en

su volumen correspondiente (i = regién de interés):
. _ _SE(Q;N)
P, = & le

donde P, es la presién electrdnica y N el nimero total de
particulas.

La presién electrénica permite el calculo de diferentes
propiedades del estado fundamental, principalmente propiedades
de cohesién de sistemas sdélidos, a traveés dé las ecuaciones de
estado correspondientes. En ‘este cohtexto, se prbpone la
‘hipétesis de la igualacidén de las presiones_eleétrénicas para
definir una celda de volumen U, con un numero de particulas Ni,
‘para un sistema binario inmerso en el sélido en el equilibrio.y
la corroboracién de esta proposicidén permitira 1la definicién de
los radios correspondientes al modelo binario empleado, en este
caso clorurp de sodio.Esto es, para un volumen Q” por molécula_
se debe tener: :

= pJ ; ) Q‘ + QJ = Q”

1

Los calculos atdmicos se realizan por nedio del Programa
Relativista de Campo Autoconsistente HEX para atomos y iones,
dentro del esquema de atomo renormalizado con las condiciones de
frontera de Wigner-Seitz y capas de estabilizacién que simulan
el entorno de los primeros vecinos de cada ion en el s6lido Yy
aseguran la eleétroneutraiidad de la regién. Esta es una celda
de tipo de Wigner-Seitz modificada paré la consideracion de los
diferentes volumenes iénicos. A .

Se presentan los resultados ‘de la cdrrdboraciéh de 1la
hipétesis de igualacién de la presioén electrénica ai equilibrio,



asi como los radios idénicos obtenidos y definidos por este
procedimiento, que se encuentran en buena concordancia con el
experimento y que han sido calculados a primeros principios.



ABSTRACT

The electronic pressure is the response of the electronic
cioud of an atomic éystem which has been subject to a spatial
compression. It is mathematlcally expressed as minus the
variation of the total energy of the system with respect the
correspondlng volume (i = region of 1nterest),

R e
where P is the eléctronic pressure and N, the total number of
partlcles of the system. .

The electronic pressure allows the calculatlon of several -
properties of the ground state, prlnc1pally those related to
cohesion in solid systems through the correspondlng equations of
state. In _thls context, an electronlc pressure equalization
hypothesis for the definition of a cell i, volume i, with a
given number of particles'Ni, for a binary system embedded  in
the solid at equilibrium is proposed, and the corroboration of
this proposition will allow the definition of the radii
correspondlng to the modeled binary’ system, in this case sodium
chloride. Thus, for a volume Q per molecule we must have.

‘P = P N ﬂ + Q = QU

The atomic. calculatlons have been carried out by means ‘of the
Relat1v1st1c Self COnsistent Fleld Program for Atoms and Ions
HEX, u51ng a renormallzed atom scheme with Wigher-Seitz’s
boundary condltlons and added stablllzatlon shells that simulate
the flrst nelghbors env1ronment and ‘ensure  the region’s
electroneutrallty This is a W1gner—Sextz-11ke cell which has
been modlfled to take 1nto account the dlfferent ionic volumes.

We report the corroboratlon of the electronic pressure
equallzatlon hypothe51s at equillbrlum, as well as results on
the  ionic rad11 obtalned and deflned by this procedure, which
are in reasonably. agreement to - the experlmental data and that
have been obtained from a flrst pr1n01p1es calculatlon.



I.INTRODUCCION

Para un. conjunto de particulas cudnticas limitadas a un
volumen finito por una barrera de potencial, la dismihucién del
volumén de la "caja™ en la qﬁe se eﬁcuent;an confinadas ocasiona
un incremento en su energia cinética. La disminucién del volumen
disponible ' para estas -particulas - cuanticas implica 1la
realizécién de un "trabaja" de compfesién. Weisskopf1 denota la
presién de Schroedinger como la présién que estas particulas
ejercen hacia el exterior en-respuesta al confinamiento y que
esta dada por la'éxpresién

- - min ‘
Pr= - —m e (r.1.1)

donde P; es -la presién de Schroedinger, T;mes la energia
cinética basal de las particulas y Q es el volumen en que se
encuentran contenidas.

Si se considera ahora un sistema atémico -(nicleo mas
eléctrones) al que se le aplica un trabajo de compresién, la
presién que el 4atomo ‘ejercera hacia el exterior provendra
directamente de la nube electrdénica, ya que ésta abarca mis del
99% del espacio atémico. Por otro lado, la presién, que por lo
anterior denominaremos presién electgénica} tiene contribuciones
de la energia mas complejas que la descrita en (I.1.1): cinética
(de los electrones y los nicleos), de atraccién entre el nmicleo
Yy la nube .electrdnica, de repulsién entre los electrones, etc.
Por esta. razén, la expresién més generai de la presién
electrénica considera el cambio en la energia total debido a un
cambio en el volumen:

P = - [—@é%i“—)- ]-N . (I.1.2)



donde E(Q;:N) es la energia total del sistema que se encuentra
contenido en un volumen Q y que tiene un numero N de particulas.

De (I.1.2) puede notarse que la magnitud de la presién
electrénica para un 4&tomo, mdléculalo.sélido'puede calcularse
directamente de la derivacién de la energia total ¢on respecto
al volumen. Ademés, el uso del teorema virial cuantico (ver

Apendlce A), en su forma

PQ = -%<T-V> ’ (I.1.3)

proporciona = una forma - directa de obtener 1la presién
electrénica.z Eﬁ este sentido, Ross® ha desarrollado uﬁ
método para la obtencién de la presidn electrénica, utilizando
las ecuaciones de Hartree-Fock, que modificé en los términos no
locales del intercambio por un potencial local v_(r) que es
proporcional a la  densidad local n(r) elevada a la potencia de
1/3.5 Para un sistema de N electrones contenidos en un volumen
finito y grande , se plantean funciones de onda que satisfacen
las condiciones de.Bloch:® : _

A ei(K+k’.r)

‘I’x(r) =7§ ’ 'Qt/z

donde K es un vector de la celda unitaria en espacio reciproce.y

k, es el vector de onda del i-ésimo electrén que satisface las
condicionés periddicas a la frontera. La energia descrita por
las ecuacibnes de ' Hartree-Fock modificadas es, éen unidades
atémicaé, ' - )

- - : I -
E = IO Z ‘I’x(";h_“‘“z vy (r)dr +

(r )W (r )W (r )@ (r )dr dr

I3f, e
)

+

[ 42]1/3 S:[ DI ‘I’, (ri)-‘l’l (Al-‘l-)]‘l/adr + término de

1{4) :
3 espin V¥



* .
Q ¥ (r)¥ (r) dr

Z Z,
MR L) TR (T
[ _ o - 1k o B

PN

El primer término es la energia cinética de todos los
electrones, el segﬁndo término es la repulsién electrdnica de
Coulemb, el tercero y cuarto términos son las aproximaciones a
la interéccién electrénica de intercambio para ambos espines, el
quinto~ término es la interaccidén entre los electrones y 1los
nucleos y el dltimo, la interaccidn entre los nucleos. El camblo
de coordenadas a un sistema reduc.ldo,

_— r .- _
A-t__—_‘Q_l_7§_ Y K"‘k—g

conduce a la relacidn
¥, (r) = ¢ (t,n)/0/?
donde $.(t,a) =T Ag el9,

lo que permite expresar la energia' solamente como funcidén del
conjunto (¢, ('C,A)} y'del VOlumen Q:

“?:;?13 2/3f ¢, ('c 1A) V¢(r (A)dT +

' (1' ,A)¢ (T,.A) ¢ (r A9, (r ,A) dt dtT,
1

+
B J J ‘ 1/3 |17 . | - -

V - Iy o - 4/3

. - - ¢ (v.,A) ¢t ,A)|"

_ _L [ 3 ] [ 311_2 ]1/3 Jl [ E:(*) Al ) ( 1» ) ]\ 1 )] d_"tl.

2 14 4 o Q17/‘3 B

1 ~¢x*(1.:1’A-) q?‘('cl,A)'d‘cl
Q1./3

+ término de espin’. =~ Z z Za I -
‘ : o ITg =T,

1 v a °B B :
+ ==Yy — (I.1.5)
2 ;g '._Ql/al'ca -t :



La aplicacién del principio variacional, con la restriccidn
f6*¢ ar =1
J71 T

introducida en la minimizacién con el multiplicador de Lagrange

correspondiente, K, , como
1 »
-zu 8] 8¢ ar =0
1 0o |
establece la condicioén

2,: [ [%_,] _.“71": ]‘W;' + c.c. =0 (I.1.6)

que, aplicada a (I.1.5), conduce a una serie de ecuaciones
monoelectrénicas de Schroedinger, que se resuelven en forma
autoconsistente. 7

Con el fin ahora de obtener la ecuacién para la presién
electréﬁica,'sé considera el sistema a una temperatura de cero
kelvin y se hace una variacién infinitesimal del volumen, dq.
Como la energia eh (I.1.5) solo es .funcién de ¢(t,A) y del
volumen {, el cambio en 1la energia puede expresarse -en la-

siguiente forma:

| QE = [%—].p a +1 f: [_;%,*]Q&J as* ac

+ 7 J‘l (_g%-)n,qb dg, av (I.1.7)

¥ Yo
. 3
de (I.1.6) se tiene que

[aE* - w9,
8¢, 0,9,

il
(=

(I.1.8)

substituyendo (I.1.8) en (I.1.7):

a8 = (5], a0 ) “J:"l % av + ) “,f: 4" a9,

por lo que



[ E o
daE = [‘59—]¢ an + Iy, djo ¢, "¢ ar (I.1.9)

ademas, dj¢1*¢1dt = dnl es el cambio en el numero de electrones
en el estado i debido a un cambio en el volumen. Aplicando
también la expresién (I.1.2), como

p = -[__L_HE a ] , (1.1.10)
) ¢
la expresién (I.1.9) adopta una forma conocida:

dE = —Pedn + ¥ uldnl (I.1.11)
- : i

La expresién (I.1.11) es particularmente interesante, porque es
"formalmente idéntica al cambio en la energia durante un proceso
reversible de un .sistema de N especies quimicas".3 El simil
termodinamico resulta e&idente con la ecuacién (I.1.11), ya que
las diferentes especies quimicas equivalen aqui a los electrones
en sus eigenestados correspondientes y el potencial quimico es
el andalogo de los valores propios K, de esos estados.

Por otro lado, la diferenciacién directa de (I.1l.5) con
respecto al volumen conduce inmediatamente al teorema virial:

pa = - Q [-Z-S-h = -§-T+—§—-U (I.1.12)

Con respecto a (I.1.12) pueden expresarse dos observaciones:

1) esta ecuacidén es formalmente idéntica a (I.1.3), ya que la
energia potencial U de (I.1.12) se relaciona con el virial de
Clausius por la expreéesidn,

v=--21u (I.1.13)

la substitucién de (I.1.13) en (I.1.12) conduce al teorema
virial (I1.1.3) y

" 2) puedé notarse que en el tratamiento de atomos aislados aun
se cumple (I.1.12), ya que en estos casos la funcidén de onda
extendida en un espacio mayor tiende a ejércer una presion
minima, por lo que p»0 y T=-U/2, que es la expresién del teorema



virial para atomos libres.

Aungue el calculo de la presidn electrénica puede realizarse

n presién electrénica pu
por la definicién (I.1.3), la diferencia de dos cantidades
grandes, como son T ¥y V; puede ‘ocasionar errores numéricos
importantes en la evaluacién de P. Ademas, aun el calculo de 1la
derivada de la energia total con el volumen acarrea algunas
complicaciones de con51derac1én, ya que las variaciones de la
energia total son ‘muy pequefias en comparacién con la energia
total en si. Un proéédimiehto alternativo es calcular la presioén
electrénica a partir del flujo de momento en la frontera de la
celda atémica.® La ecuacién de Schrédinger puede expresarse de
la siguiente forma (ver ecuacién A.8):

+TX — ¥ ¥ =0 (I.1.14)

Por otro lado, la parte electrénica del virial es (ec. A.10):

2 5 _ .2 o _ .n A
(T-V) =—5L- =5 'J“P ax% 2 9t
i 1 1
—._2_ R | . _ov » _
3 { + [z a—x]“” df}-
J 3
—TJ‘ZXJ-T)-{—WW dt (1.1.15)
3
de (I.1.14):
av - ha . 62‘I’ B
ZX—'I'.‘I'=-Z-——[-2\I: -
J J axj i 2m1 ’ axl
P 2 3
+ 2 [wz 5 (I x, MJ)] ] (I.1.16)
i 1 3

substituyendo (I.1.16) en (I.1.15) y desarrollando, se obtiene:



2 % gt 8Y L 1 n® . 3%y
I e 2 dt - fzw—adr

X X, 3 2ml X,
Cdr- e [ (0 gl )

de donde se obtiene, con (I.1.3) ’

2 - -
—~%— (T -V) =P =

. . 2 .
E S RV A - 2 8 8%/ 8% :
3 ? 7 f 7x, ( ¥ ,—axx[ %‘ X)L J])dr (I.1.17)

Aplicando en (I.1.17) el teorema de la divergencia, se tiene,

< (T - V) =

) .
1 s__ 1 %2 38 . 8¥/8x% _
3 § 2m, J ¥ —axl ( L X, ~—-—‘I’. J]-dS d(T-1) (I.1.18)

por ultimo, se desarrolla el argumento de la integral,

-7t x- ' _ (I.1.19)
3

Yy se aplica (I.1.19) en (I.1.18):

. 2
. a . a8y
2 (r-v) = ): 6m I[ 0 x| o
i . i)
A '
- Xj 3% “ax ].dS_d(‘C—l) (I.1.20)
3 i

La ecuacién (I.1.20) puede ya expresarse en una forma adecuada:



2 . . o
—g—'(T -v) =rPa-= ;1; )} - __1*2‘m‘ f[( v ov)(r V) -
- (wa') (r,.v %) + c.c.].ds d(t-1) (I.1.21)"

Ademds de que el calculo de la presién electréniba pof medio de
la ecuacién (I.1.21) no.conlleva las complicaciones mencionadas
anteriormente, tiene la ventaja adicional de incluir solamente
los parémetros'de la superficie de la celda sobre la que se esté
realizando el calculo (generalmente la celda de Wigner-Seitz),
lo que reduce la complejidad del problema.

Por otrc lado, la contribucidn a la presidén producida por la
energia de intercambio y correlacién de la forma

U;C = fvn cxc(n)dt .

puede escribirse:

.. .8 '
ch = 30 n Acxc(n)dt

Aplicando las condiciones de escalamiento de Sham’
n, (r) = Aa n{ir)

para una densidad de energla de intercambio y correlac1on de la
forma

cx(n) = = —%- [4%%~]1/3
se tiene, . .
—o j n e (n) dr = %5! n"(r)ex(n)dw,-
I ) e () A ()
P = —%— J-nz { 'sz ] dr - (I.1.22)

La expresidén (I.1.22) puede tomar la forma de un virial por
medio de su integracidén por partes:8



PQ = - - f nr.v. ( d(ne )/dn]d‘c R J' (de sdn) r.ds

) (T.1.23)
Asi, la contribucion total a la presidén electrdnica es

2
P = L T’Z‘_m_i-f[(,wi‘ yr.p, - ¢ V(F.VP) + c.c.].ds
N j n® (de /dn)r.ds (I.1.24)

donde las ¢ son las funciones de onda monoelectrdnicas (para el
tratamiento de moleculas y sélidos, contribuye ademas el término

3 X ra Va Uglry)

© - donde Ua(ra) son las fun01ongs potenc1algs para los nucleos).

Pettifor,’ partiendo de la expresién de Liberman (I.1.24), ha
desarrollado una expresidn para las relaciones PQ, que permite,
por "un lado, la introduccidén del término de intercambio
diferente de la forma de Slater rf/3: por otro, remplazar la
integral en- la celda de Wigner-Seitz (I.1.24) por la integral
sobre la esfera de Wigner-Seitz y, por ultimo, el empleo'de la
densidad de estados parciai '

n (E) = % |a ] 8 (E~E,)

a través de la rela01on
E

ans’e =y [T

dE nl(E)Rlz(S,E){ [E-¢(S)]82 + (L-1) (L+1+1) +

+ _%_ exc(s)sa} (I.1.25)

" donde R, es la parte radial de la funcidn de onda

¥,(r,E) = Z %0 R(E/E) Y, (6,9)

normalizada a- la unidad en el  interior de la celda de

Wigner-Seitz de radio §, L es la derivada logaritmica

SR)'(S,E)/RI(S,E) Yy ¢(S), el valor del potencial debido a



intercambio y correlacién en la frontera de Wigner-Seitz. La

ecuacidén (I.1.25) de Pettifor es muy parecida a la desarrollada
10

4S°P =
E - 2
= J' T @E n (E) (9L /3E) "[vc + e+ 1(1+1)/28
A _
-B- -+ Ll(g)z] (1.1.26)

a diferencia del término lineal en la derivada logaritmica, que
Hodges y Niéminen asumen cero en la frontera de la celda de
Wigner-seitz. En este sentido, Pettifor afirma que el término no
se anula cuando se imponen las condiciones a la frontera
esférica. Expresiones andlogas a {(I.1.24) y (I.1.25) han servido
para la obtencién de las propiedades del estado fundamental para
calculos de tipo asw' y Lmro'?s?3

La Figura I.1l ‘muestra esqueméticamente una gréafica P-Q

entre otros.

tipica, que es la denominada ecuacién de estado. El 4drea
sombreada es la energia de cohesion por atomo, dada por 1la

ecuacion
E,, =~ [ Pd0 (1.1.27)

Qo
P(R) = ~ dE(Q)/dR-

z

e

)

w

[+ 4

o

olB rﬂo coh

VOLUMEN

Figura I.1. Ecuacién de Estado, volumen al equilibrio Qo,
médulo masico B y energia de cohesién.Ewhf(tomadO'de la
referencia 13) R

10



donde o es el volumen atémico al equilibrio:

P(Q) = 0

—~
=
[y
8]
w

~

Y B es el médulo masico,que esta dado por la expresidn

B = - dP/dln|q (I.1.29)

En ﬂgeneral, .las .virtudes del cdalculo de la presién
electrbnica- ‘en  la obtencién de propiedades del estado
fundamental se deben a qgue se evita el problema asociado con el
manejo de grandes energias de "core" y al denominado término de
dobie:;cbntep} .Desde un punto de vista préctico, la presidn
electrénica facilita la determinacitn de la constante de malla
al equilibrio, debido a que pasa linealmente por cero en el
eqﬁiiibrio;fen contraste con la energia total, que pasa por el
minimo de equilibfio en forma cuadrética,“ aunque ésta, siendo
una cantidaa, variacional, requiere de un menor grado de
autoconsistencia -paré considerarse de utilidad practica.
Adidiqnalmente,< la presién permite el estudio de 1la
descomposicién del momento angular en el enlace,* ya gque sdlo
involucra los estados de gran amplitud en la frontera de 1la
esfera atémica. . ‘ »

como sé' anoté anteribrmente, la ecuacién de estado para
sistemas ‘s6lidos pnrmife la evaluacién de los volumenes al
- equlllbrlo de los componentes de ‘estos sistemas. Esto se logra a
traves de la evaluaclon de la curva P-Q en P = 0. Esto significa
que 1la presidén que se estd ejerciendo sobre cada dtomo de la
ceidé elemental eé énulada_por 1as-éomponentes de la presidn que
ejerce cada'vecino.'Qué sﬁdede cuahdo se trata de calcular la
"presion electfénicé .de un 4tomo. que ha sido comprimido, de tal
forma que su dlstrlbuclon electronlca sea muy parecida a aquélla
que se tlene en el solldo Y se compara con 1la presién
electronlca ‘de su vecino 1nmed1ato, que ha sido calculada de 1la
mlsma manera’

.. Partiendo de la 1dea termodlnémlca de propiedad intensiva y
debldo a que la presién electronlca puede interpretarse en ese

11



sentido como una verdadera "presidén" (esto es, que la nube
electrénica ejerce una fuerza por unidad de superficie hacia el
exterior, - en respuesta al confinamiento electrénico por su
inmersién en un sdélido), se puede pensar gque la presidn
electrénica debe ser la misma en cualquier punto del sistema en
el que se realice la medicién de esta propiedad,aun cuando el
sistema esté constituido por especies diferentes. Asi, para un

sistema binario,

Pe = Pe,1 = Pe,2 r., al. equilibrio

donde Pe es la présién eiectrénica, Pe,1. es . la presidn
electrénica del sistema 1 y Pe,2 es la presién electrénica del
sistema 2 y r, es la distancia entre ambas especies.
Lo anterior es demostrable, ya que puede expresarse la. energia
electrdnica total de un sistema, Ee, como funcién del volumen Q

y del nuimero de electrones del mismo, N,
' Ee = Ee(Q,N)
de tal forma que la diferencial total es

_( 8Ee ) SEe -
dEe = [.69 }N an + [—““an ]Q an

.

Si no existe cambio en el numero de electrones del. sistema,
dN = 0, y ademds el volumen total 'para un sistema binario
compuesto de las especies 1y 2 es Q = 1 + Qz, -

dEe = ( LB }",Qa am + [ e ]u,m aga.
De la definicidén de presidn electrénica, '
P == [ —gg%_ ]Hrﬂj
se tiene
dEe = =Pid1 - P2dQ2 (I.1.30)
Ademas,

a0 = dm + doe
Por ultimo, si el volumen total se mantiene constante,
dQ = -dQz, de donde dEe = PidQz - PadQ2 = dQ2(P1 - P2) y si el
sistema se encuentra en la posicién de equilibrio, dEe = 0 y la
expresion (I.1.30) es
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0 = d( P1 -~ P2 )
y, como los cambios infinitesimales en el volumen Qz son
arbitrarios, se obtiene, de las condiciones anteriores, que

P1 = P2

La dependencia de la presién electrénica con el volumen del
sistema permite observar gue es a su vez funcidén de la distancia
entre las dos especies, T ‘gque a su vez puede expresarse como
la suma de los radios de ambos componentes

r,=r + xr, (I.1.31)

Asi, el aumento en el volumen de una especie implica el
aumento del radio de esa especie y la disminucién del radio de
la otra especie, con la restriccién (I.1.31). De esta forma, en
la  practica es -plausible la igualacién de 1las presiones
electrénicas por aumentos o disminuciones de los volumenes (y
por lo tanto de ‘los radios) de 1los constituyentes del
sistema,tal que al igualarée las presiones electrénicas se

obtehga un par de valores r, r que correspondan a la presiodn

’
electroénica en el equilibrio, f.e., los radios individuales en
el equilibrio de dichas especies. '

Entonces, la igualacidén de las presiones electrénicas en un
sistema Dbinario  permitira 1la obtencién de 1los radios
iﬁdividuales sin tener que recurrir a mas parametros empiricos

_en'su definicién que la distancia al equilibrio.

El propdsito de este trabajo es la. corroboracién de la
hipétesis_dé la igualaciodn de las presiones electrénicas en el
equilibrid para un sistema binario- con simetria esférica, con
la f‘cbhsecuénté determinacién de ~los radios individuales
correspbndiehtes, El sistema ejemplo que se ha elegido para este
propésiéd, por su sencillez, . es el cloruro de sodio sélido,
cuyos com'p,onent'e'sANa+ Yy c1” presentan simetria esférica en el
eétado.séiidq. N
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I.2 Cloruro de Sodio

El cloruro de sodio es el prototipo de los 1lamados
cristales idnicos", que son sélidos formados por la combinacién
de elementos metdlicos y no metdlicos,.con gran diferencia de
electronegatividad, baja _covalencia, gran transferencia de
carga, etc. De esta forma, los cristales idnicos tipicos son los
constituidos por' lqs' eleméntos alcalinos vy haldégenos
(halogenuros alcalinos). A diférencia de los sélidos metdlicos,
los cristales idnicos presentan sus distribuciones electrénicas
-altamente localizadas en la vecindad de 1los cores iénicos
aungue, a diferencia de los cristales de tipo molecular, algunos
electrones se localizan distantes de sus atomos
correspondientes, mas cerca de los &tomos de tipo opuesto, lo

(e
Figura I.2.1. Contornos experimentales de densidad de carga paraj.

el plano (100) del NaCl. Pueden observarse, principalmente, la
alta esfericidad de la distribucién electrénica y las regiones|

intersticiales de baja densidad (tomado de la ref. 15)

que parece indicar que .los atomos constituyentes del cristal
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iénico se encuentran precisaﬁente como iones (Fig. I.2.1).
Acerca de ésto, existen evidencias que asi 1lo indican, %
aunque se ha discutido ampliamente-la imposibilidad fisica de un
arreglo atdmico formado por iones positivos y negativos,
dispuestos en forma alternada, en este tipo de sélidos'® (este
punto se discute,con mas detalle en el Apéndice B).

El sélido de cloruro de sodio se constituye espacialmente por
una malla cibica centrada en la cara (fcc por sus siglas en
inglés) de iones de sodio, Na+, desplazada de una malla de las
mismas caracteristicas de iones cloruro, €17, a un medio de la
diagonal de un cubo unitério. En conjunto, la malla es cubica
simple»(Fig. I.2.2). En cada cubo unitario existen cuatro pares
Na+CI—'y cada ion estd rodeado por seis primeros vecinos de tipo
oﬁuesto. '

@ = pNa+
= CI™

Figura T.2.2. Estructura espacial del empaquetamiento

-del cloruro de sodio cristalino

‘Desde los primeros trabajos de Madelung y Ewald,’® 1los
halogemitos alcalinos y en particular el cloruro de sodio, han
sido objeto de numerosos estudios detallados. El modelo iénico,
Que' utiliza la constante de Madelung para modelar la
interaccion .coulémbica de largo alcance y un potencial de
repuisivo de corto alcance, ha reproducido razonablemente
diversas propiedades de estos materiales. Sin embargo, a medida
‘que se multiplican los datos experimentales, se ha hecho
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necesaria la modificacién del modelo, con la introduccién de
una serie de parametros empiricos. Asimismo, la estructura
sencilla del cloruro de sodio se ha utilizado en forma
extensiva como sistema modelo para el estudio de los fonones.
Recientemente ha resurgido el interés en estos sistemas por
la infroduccién de la teoria de los funcionales de la
densidad.!” Esta formulacién se ha utilizado exitosamente en la
descripcién de probiédades de sistemas metalicos y
semiconductores y su aplicacién a sistemas con densidades
electroénicas altamente localizadas se considera una prueba muy
importante de la teoria, debido principalmehte a que, por.su
origen, se- aplica fundamentalmente a sistemas donde la
densidad electrdénica varia lentamente. Los trabajos realizados

15,18,19,20 Lo
rErr. han arrojado excelentes

en este sentido, para NacCl,
resultados en la prediccién ‘de la constante de malla,
transiciones de fase inducidas pdr la presién y algunas
frecuencias fondénicas selectas, asi como en la prediccién de la
distribucién de carga, Jjustificando a posteriori la validez de

la teoria.
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IT. METODOLOGIA
II.1 -Celdas de Wigner-Seitz modificadas de NaCl

En 1la descripcﬁén de cualquier cristal, es importante
-reducir el problema a una- unidad basica, de tal forma que al
modelar esta - unidad, sea posible introducir ciertas
caracteristicas esenciales del cristal (v.d., simetria,
electrqneﬁtralidad, etc.). Asi, 1a extrapblacién a N celdas,
con ciertos términos de correccién, podra facilitar la
aproximacion del crista1'¢omp1eto. Por lovtanto, para iniciar
el tratamiento del cristal objeto de estudio en este trabajo,
se hace necesario el encontrar la celda primitiva del mismo.
Una forma de hacerlo es pbr el método de Wigner-Seitz. Este, en
su forma mAs simple, se aplica a estructuras tipo cubica
centrada en la cara (fcc) y cibica centrada en el cuerpo (bcc).
En estas estructuras el espacio se ocupa con poliedros
construidos trazando planos bisectores de las lineas que unen
el atomo o ion de interés con sus primeros (y segundos, en el
caso bee) vecinos. E1 core iénico se localiza en el centro del
poliedro. ’

II.1.1. Calculo del Volumen de las Celdas de Wigner-Seitz
Modificadas ’

Dada la configuracién electrdénica de . los 4&tomos
participantes en el cloruro de -sodio cristalino, el cloro
([Ne]3523p5) posee un- volumen mayor que el sodio . ([Ne]3s),
incrementandose aun mas bor el hecho de la transferencia de
carga sodio -» cloro. )

Asi, puede resultar indperante el trazo de la celda de
Wigner-Seitz en la forma clasica, con una distancia de corte
establecida como d =. do/2 (donde do es la distancia
internucleatr entre el &tomo de interés y sus primeros vecinos),
debido a que se cae en el riesgo de subestimar el volumen real
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del cloro y sobrevaluar el del sodio, dado dque las celdas
calculadas por este procedimiento serdan del mismo tamafio. Por
tanto, se establece una distancia de corte pesada por los radios

de los atomos:

4= 1 [ d;Z ] (II1.1.1)

donde los subindices 1 y 2 indican, respectivamente, el &atomo
alrededor del cual se trazard la celda de Wigner-Seitz
modificada Y su vecino. En la Figura II.1 se indica la malla
bidimensibnal Na+—Cl_, con el trazo de la celda realizado de

esta forma.

Figura II.1. Trazo de la célda de wiénerfSeitz modificada en
dos dimensiones. El ‘octdgono en lineas continuas esboza 1la
celda del ion cloruro y los cuadrados, las celdas del ion
sodio, ' : '

Asimismo, en la Figura II.2 se muestran las celdas de
Wigner-seitz de cloro y sodio en forma tridimensional. La celda

de sodio es sencillamente un cubo de lado 2r», donde r, es el
B a

radio’ del sodio. El1 volumen es

a N3 3 R : .
‘VEHS (2r,)° = 8r° , 7 (I1.1.2)
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Por otro lado, la celda de Wigner-Seitz del cloro es una
estructura consistente en 6 pirdmides de base cuadrada (Pbc),

s de base rectangular (Phr) y 8 piramides de base
triangular (Pbt). v

] 2 2 —
12 piramide

Figura II.2. Celdas _de Wigner-Seitz modificadas del sodio y
cloro en Dperspectiva de tres dimensiones. Los cubos
corresponden a las celdas del ion sodio y el poliedro central

es la estructura generada a partir del volumen obtenido para el
- ion cloruro. :

Los volumenes respectivos correspondientes a las piramides son:

VPbc = _‘;'_ (rCldN:CI - szaCIrCT + rc13]
VPbr = zng V[Hduicx - duamr;:z} {_%_ dnim -+ 2rma - >2dNaCl]1/2
VPbt = —%— [_l/%— dN:m -.2v3 dnamrcx +2v3 rc13 ) x
X [0.3524'rcf+ 0.4254 dm]ir“]‘/2 (I1.1.3)

y el volumen total de la celda es
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CHS P P

Vo =6V, + 12V, + 8V (II.1.4)
be br bt .

De II.1.2, II.1.3 y II.1l.4 se puede observar que la celda
de Wigner-Seitz para el ion sodio, asi como su. volumen, se
calculan directamente a partir de un radio asignado

‘arbitrariamenté, mientras que la celda de cloro requiere de la
especificacién de la distancia sodio-cloro para un radio de
cloro dado. Asi, este cédlculo se realizo partiendo de un radio
arbitrario y la distancia sodio-cloro se obtuvo sumando este
radio con, cada vez, todos los radios de sodio para los que se
realizé el.cdlculo computacional. El volumen obtenido ‘de esta
manera para cada radio de cloro asignado arbitrariamente esta
asociado con un radio -de sodio cada vez, esto es, para una
distancia sodio-cloro dada se encuentran volumenes de cloro
diferentes, céda uno asociado con un radio de sodio para el
cual r.tr, = d"am.

II.2 Método de Calculo
IT.2.1 Descripcién del Método y Aproximaciones

El método de cdalculo utilizado en este trébajo es el Método
Relativista de Campo Autoconsistente para Atomos y Iones HEX,
desarrollado por Liberman, Waber y Cromer,22 con adaptaciones
para polarizacién del espin y ocupacién fraccional de

s 23,24 . 13 s ' s ol
Garritz,™! con esferas de estabilizacién y en la aproximacidn

4

del 4tomo renormalizado.®* 1a déscripcién del método ha sido

realizada en otros - reportes;®/21# 126, Vobstante, es
pertinente anotar las generalidades del misio, asi como las
aproximaciones que se usaron en este trabajo. En breve, el
programa resuelve la ecuacién de Dirac utilizando un potehcial
local esféricamente simétrico, donde las funciones de onda
satisfacen 1las ecuaciones monoelectrénicas del tipo de
Schroedinger -
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]q/’ =EV (II.2.1)

la funcidén potencial V(r) estd formada por diferentes

contribuciones, un potencial de Coulomb

3.7
v (r) = v(r) + e?j —‘?T‘"T'llf_;)l— (II.2.2)

(donde v(r) representa 1la atraccién electrén-nicleo y el
segundo término la repulsion electrén-electrdn) y un potencial
de intercambio. En este caso especifico, se utilizé 1la

: s 2 27
aproximacion X

oB .

v (r) = [ o+ 8 12/3 { 2 ( Vg ]2 - ZV:n } ] Vg (1)

- : n(r) *

(I1.2.3)
donde vxs(n) es el potencial de intercambio de Slater:
_ . 3 1/3
vxs(n) = 6{ & n}

con un valor de o = 2/3 y B = 0.0025.La resolucién de las

ecuaciones (I1.2.1) se logra por autoconsistencia. Las funciones
de onda se usan para calcular una densidad de carga n(r), con la
densidad obtenida se calcula la -funcién potencial y con ésta se
resuelven las ecuaciones diferenciales para obtener nuevas
funciones orbitales mejoradas. : .

La expresidén para el término pQl en el esquema relativista de
Liberman es®

3(pQ) | = ¥ (N)? [eir(N) + % - V(N) - vx(N)} +

+ 2 { {cB(N) }’r(N) - (2J+1)C‘I'(N),} (II.2.4)

donde el indice i se. refiere al i-ésimo orbital, ¥(N) es la
funcidén de onda raqial'evaluada en el ultimo punto de la malla,
£, es el eiéénvalor de ese estddo,'r(N) es el radio evaluado en
la frontera de la celda, Z es el  nimero atdmico, V(N) el
potencial :cgulémbico evaluado en la frontera y vV (N), el
potencial de. intercambio evaluado en el mismo punto. ¢ es la
iconstante de 1a'vglocidad de la 1luz , B(N) es- la componente
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menor de la funcién de onda, evaluada también en la frontera y
J es el valor del momento angular total del i-ésimo orbital.

Debido a gue (pQ), se refiere al término presidén-volumen por
electrén y por orbltal debe multiplicarse (pn) por el numero
de electrones en ese orbital y sumar sobre todos los orbitales,

Los calculos se realizaron para cada ion, ﬁa+ 24 c1” ,. por
renormalizacioén, que consiste en partlr de. las - funciones de
onda atémicas, truncar en un radio " asignado prev1amentev
(generalmente este radio coincide con el radio de Wigher-Seitz
de la celda) y renormalizar la funcién de onda dentro de esta
nueva condicién. El método de renormalizacioén permite
la introduccién de los términos de intercambio y correlacién
locales que provienen de la teofia de funcionales de " la
densidad.® Ademas, 1la renormalizacién de los iohes en este
cdlculo ha permitido "simular" las funciones de onda de éstos,’
de forma tal que se encﬁentren comprimidas como lo estarian en
el sélido[ conservando su forma orlglnal.. Esta ventaja
adicional supera la dificultad de trabajar con fun01ones de
onda traslapadas, que violan el principio de exclusién de
Pauli, ya que al partir de la supérimposicién de las funciones
de onda no se conserva la forma adecuada de las funciones de
onda atdmicas. )

Las cond1c1ones de renormalizacién son, a) la 1ntegra01én de
la parte radial de la funcién de onda

r
j"s N |[g(r)]? &r =1
0

a la unidad en el radio de la esfera de Wigner-Seitz
(modificada en este caso) y b) la pendiente de la funcién de
onda igual a cero en la frontera (condlclén de ngner—Seltz) de
la celda de ngner-Seltz.

En el cédlculo de cada ion se introdujeron esferas de carga
que simularon la atraccién electrostatica de las cuatro primeras
capas de vecinos en el sélido sobre cada ion y, al mismo tiempo,
" permitieron una mejor y mas rapida convergencia de los céalculos,
asegurando, ademds, la electroneutralidad de 3las celdas. Las
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distancias y cargas correspondientes se indican a continuacién:

Capas de cargas sobre cargas sobre distancia
Estabilizacién cloro sodio (u.a.)
Primera - +6 -6 5.3308
Seguﬁda ) -12 . +12 7.5389
Tercera +8 -8 9.2332

. Cuarta - -1 ’ +1 10.6616

Se realizaron varias corridas para cada ion, en un intervalo
desde ~40% del radio iénico reportado hasta +40% del mismo. Una
vez obtenidoéllos-resulfados’para cada ion a diferentes radios,
se establece el volumen de la celda de Wigner-Seitz modificada
correspondiente, por medio de las ecuaciones II.1.2 y
II.1.4. Adémds, se obtiene un radio -efectivo por la relacién

—%— T x;: =

donde Q es el volumen de la celda de Wigner-Seitz modificada
‘cérrespondiente a cada. ion y r, es el radio correspondiente a
"una celda virtual que tiene el volumen de la celda de
Wigner-Seitz ‘modificada determinada anteriormente. La
definicién de este radio efectivo pefmitiré tratar a cada ion
como una esfera, con las ventajas que ésto impiica, aungque con
un volumen chréspondiente que'llena todo el espacio.

IT.2.2 Igualacion de la Presidén Electrénica

Una vez estéblécido el radib efectivo correspondiente al
volumen dé,lavéelda de Wigner-Seitz modificada para todos los
radios calculadog (y para cada ion),.se interpola este radio en
la tabla de radios contra PR obtenida de los calculos
fespectiﬁos. Elfﬁélor de la energia PQ sé divide entonces por su
volumen éorreSpondiénte, obteniendo de esta manera el valor de
la presion electrénica P. Esta presién éorresponde al valor del
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radio establecide originalmente. En este momento, a un valor de
radio y presién del sodioc, se tiene su contrapatte del cloro,
con la restriccion r + T = d ;7 los dos puntos- se
Na cl HaCl )
grafican y se varia el radio de sodio, de tal forma que, al
aumentarlo, disminuira -el radio de cloro y, por tanto, aumenta
su presidén electrdénica. Esta vakiacién sucesiva pernmite
encontrar el punto en el cual ambas presiones electrdénicas se

han igualado. .
I11.2.3. Detérminacién de los Radios Idénicos

La grafica obtenida por el procedimiento anterior presentara
un punto en el que se han iguélado las presiones,elecﬁréhicas
de ambos iones y dque corresponde a la interseccién de las
curvas obtenidas para cada ion. En este punto, se tendra un par
de radios'gué, satisfaciendo la,re$triccién r, tor, = d. ..
constituyen nuestra prediccién de los radios idnicos.

II.2.4. Determinacién del Médulo Masico

El mdédulo mdsico ‘es una medida de la resistencia a 1la
deformacién uniforme de un material frente a una presién
externa. Esta definid& como »

B=-0 [—g%—)

donde Q1 es el volumen del cristal y P, la pfeéiéﬁ externa. En el
modelo idénico clésido, el valor experimental delAmédulo masico
es utilizado para la determinqcién de los parametros que surgen
en la descripcién de la energia de repulsién. En general, 1la
determinacién ‘de B es una buena prueba para las diferentes
teorias del estado sélido qué' tratan de - describir  1as
Apropiedades de cohesiodn. La Figura'l.l. muesﬁra la obtencidén del.
médulo masico a través de. la écuacién de estado..: . A

El célculo iealizado'en este trabajo no pretende ser uno de
estado sélido formal, sino una pfiméra aproximacién a través del
modelo de atomo renormalizado, de tal forma que la determinacién
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del médulo masico para ‘el sistema que se estudiard aqui serd
calculado en este contexto como una suma de contribuciones,
B=-0 [ apgglzgct } -0 [ Vapgad J -0 [ agaep ] - ...
) (II.2.5)

‘donde " Pelect” @s la presion electrdnica, Puad es la "presidn de’
Madelung” que »p\iede definirse como el cambio negativo en 1la
enéfq:f.a de Madelung debida a un cambio en el volumen, Prep es
una _"pr.e‘si'éh:_de repulsién' en el mismo sentido, y los puntos
suspensi\}os- indicém otras contribuciones, provenientes de
”términos--de: orden méygr en el modelo idnico.-

La contribucidén may’oritérifla se obtendria, aparentemente, de
los dos -priméros términos de la ecuacién (II.2.5), gue son los
que ée'tomafén en cuenta para nuestra primera aproximacién para
el médulo masico por este método.
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I1II. RESULTADOS Y DISCUSION

IIX.1 Radios Idnicos

En la Figuras III.1 se muestran las graficas de presién
electrénica contra. radios iénicos a ~diferentes distancias
interatémicas en el sdélido. La  interseccién de las curvas
corresponde -al radio de cada especié en el cual la presidén en
todo el sistema sodio-cloro se iguala. Los valores de los radios

iénicos a diferentes distancias son los siguientes:

presién distancia radio iénico radio idnico
(u.a.) (ao) Na+(ao) Cl_(ad
0.01170 4.2646 1.7142 2.5504
0.00470 4.7977 - 1.9400 2.8577
0.00205 ‘ 5.3308 2.1111 - 3.2197
0.00147 5.5973 - +2.1813 3.4160
0.00117 5.8639 2.2857 3.5782

Asimismo, en la Tabla III.1 se muestran los resultados de este
trabajo confrontados con los diferentes radios idnicos obtenidos

tanto experimental como semiempiricamente.

Radio iénico Na‘t Radio Idnico Radio Idnico
+ Radio idnico Método Na© (a0) cl” (ao)
cl” (ua) '
5.33 difraccién R-X'° 2.23 3.10
5.27 Zachariasen®® 1.85 3.42
5.22 Pauling?® 1.79 3.42
5.33 Este trabajo 2.11 . 3.23
Tabla III.l. Valores de radios iénicog para cloruro de
sodio cristalino obtenidos por diferentes métodos,
confrontados con los obtenidos por el de este trabajo.
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Puede observarse que la distancia sodio-cloro tomada como la
suma de los radios iénicos en los resultados de Pauling y
Zachariasen es inferior a 1la distancia de equilibrio
experimental (2.82 A). Esto se debe basicamente al radio tunico
asignado pof estos autores a cada especie y a las referencias
utilizadas para esta determinacién. Debe esperarse que el radio
iénico determinado>para una especie (v.q., Na+) dentro de un
medio cristalino (NaCl), deba ser diferente del radio idénico de
esta misma especie en otro medio (V.Q., NaBr) . Dentro de este
esquema, seria interesante realizar este tipo de cdlculos para
la serie completa de halogenuros alcalinos en dos aspectos, 1)
la corroboracién de la igualdad de las presiones electroénicas en
la distancia al equilibrié Yy 2) la determinacién y corroboracidn
de los radios idnicos correspoﬁdientes.

Con respecto a los valores de los radios idénicos del cloro y
del sodio en el sdélido de cloruro de sodio, puede obtenerse una
buena concordancia con el experimento, con un porcentaje de
error de 5.33% para sodio y -3.89% para cloro. Puede notarse,
adicionalmente, que el valor obtenido para el radio idnico
del sodio es inferior al obtenido por difraccién de rayos X,
mientras que el radio iénico del <cloro se encuentra
sobreestimado ‘con respecto a su valor correspondiente por el
mismo método. Esto puede explicarse tomando en cuenta gque el
calculo de ‘las celdas de Wigner-Seitz modificadas se realizé
considerando un contacto aniénico Cl-Cl que. en realidad no se
produce, debido principalmente a las fuerzas de repulsidn entre
los aniones y al tamafio de los iones sodio. Asi, las celdas de
Wigner-Seitz modificadas para el cloro llenan la mayor parte del
espacio, presentando "agujeros" cubicos donde se alojan los
iones sodio. Esta construccidén estd subestimando el volumen real
del ion sodio, lo due resulta en un radio idénico menor al
esperado vy a la sobreestimacién del volumen real del cloro.

Por-otro lado, puede observarse de las graficas III.l que se
encuentra igualacién de las presiones electrénicas a diferentes
distancias sodio-cloro. Este hecho parece no -tener significado
fisico alguno, a excepcién de la distancia real de
equiiibrio. Sin embargo, puede observarse, en general, que la
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presién electronica aumenta para distancias menores
sodio-cloro, lo que implica una mayor compresién del sistema en
su conjunto, y una disminucién de . la presioén a distancias
mayores, lo gue se encuentra de acuerdo con la intuicidn de que
las nubes electrénicas, al relajarse espacialmente, ejercen una
menor oposicidén hacia el exterior.

RADIO JONICO CLORO

o5.73 4.8 3.2 2.en 1.08 .
e 4 . : 0 8.8

ECETGE )

J8s -

UHAS CLORO, .
S0010

ds = 4,2646

R 1 L =1
8% T i EXH rwr) 5,09

_RiADIO JONICO SODIO

Grafica III.1.a. Presién electrénica de sodio y cloro en
funcién del radio idnhico -a una distancia de 4.2646 u.a. La
presidn esta expresada en hartree/aoa.
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Figura III.1l.b. Presidn electrdénica contra radios iénicos a una
distancia de 4.7977 ua. Las unidades son las mismas que en la
grafica anterior.
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Figura III.l.c. Presidén electrénica del sistema cloro-sodio en

funcién de los radios -idénicos individuales. La distancia Na-Cl

es de 5.3308, que es la.distancia experimental al equilibrio en
el sdélido. Las unidades son las mismas que en las graficas

anteriores.
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Figura IIT.1.d. Presién electrénica contra radios idnicos a una
distancia de 5.5973 unidades atdmicas.
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Figura III.l.e. Presién electrdnica a una distancia sodio-cloro

de 5.8639 unidades atdémicas. Las unidades

3

de " presién son
hartree/ao .
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Por 14ltimo, las graficas III.2 y III.3 muestran las
densidades electrénicas radiales de sodio y cloro,
respectivamente, renormalizadas al radio idénico obtenido. Puede
observarse que la forma general del cuadrado de la funcién de
onda radial se ha mantenido, lo que es de esperarse, dado que la
renormalizacién de los iones "atrapé" la mayor parte de las
funciones de onclia de estos sistemas.

il

13( . \

4PIr~2n(r)
e

~la ’ s T s I" za r.,l;, (ua)
WS
Figura III.2. Grafica del cuadrado de la funcién de onda radial

para el sodio renormalizado obtenido por el ecdlculo HEX, en
funcién de la distancia. i:Hs es el radio de 1la esfera de

Wigner-Seitz |

4PIr~2n(r)

o A S

2.2 r(_u&)_és

. Tws
Figura ITII.3. Densidad radial del ion cloro renormalizado.
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III.2 Médulo Masico

En la PFigura III.2 se muestra la grafica de la presion,
obtenida como la presion igualada en las diferentes distancias
sodio-cloro, adicionada a la ‘“presién de Madelung" ~para
diferentes volumenes de la celda de cloruro de sodio. El méqulo
masico estia dado por la expresién I.1.29, dé-tal forma que la
‘evaluacién de 1la derivada logaritmica en el velumen al
equilibrio, o, da el valor del médulo wmasico por esta
construcecisdn. ’ .

" El1 volumen al ‘equilibrio usado fuede 44.8945A. El valor del
médulo masico obtenido por este procedimiento es de 88.42 GPa,

gy ot o ‘s 17,20, 33
contra un médulo médsico experimental de 26.6 GPa. ' °

828
208 }
24ea }
2o }

188 + ®

Présion

128
83 ')

48 |

a, 4

8 o
- -

M
v/Va -

Figura III.2. Grafica de los diferentes puntos de presién
electrénica mias la "presién de Madélung"vcontra /Qo. La presidn
estd dada en GPa. La curva punteada representa la'ecuacién de
estado experimental.

La ecuaciodn de estado para el cloruro de sodio, obtenida en
forma experimental, difiere en gran medida de.la gue se muestra
en la Figura III.2 Ademas de que el médulo mdsico (y su inverso,
la compresibilidad) resulta altamente sensible a cambios muy
pequefios en el volumen de 1a celda, parece ser que no hay puntos
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de comparacién entre esta ‘Yecuacién de estado" y 1la
experimental. La razdén de lo anterior reside en el modelo que
hemos empleado para la construccion de esta curva: Al tratar un
ion en una aprbximacién de renormalizacidén, no se alcanza el
‘momento- al cual la presidén es cero, debido a que eso implicaria
una situacioén limite de volumen del ion infinito, situacidn que
difiére radicalmente del contexto de materia condensada en la
gque, de acuerdo con la ecuacién de estado, el alcanzar el punto
de presidén cero permite obtener el volumen al equilibrio de 1la
celda, asi como-algunas propiedades de cohesién.

No obstante, se observa que la forma de la curva obtenida
en la Figura IIX.2 sigue una tendencia semejante a la ecuacidén
de estado experimental, lo Que podria reflejar el comportamiento
del sélido por la igualacién de las presiones electrénicas en el
contexto del atomo renormalizado.
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CONCLUSION

a utilizacidén del método relativista autoconsistente HEX en
la aproximacién de 4tomo vrenormalizado y correcciones de
simulacién del potencial que‘ejercerian los primeros vecinos en
el sélido, permite corroborar la hipétesis de que las presiones
electrénicas de los iones sodio "y cloro se igualan cuando
el sistema se encuentra en la distancia experimental de
equilibrio. Esta .iguélacién de 1las presiones electrénicas
permite 1la obtencién y definicién de 1los radios idnicos
correspondientes, como los radios que adguieren las especies del
sistema binario cuando _sus ©presiones electrénicas son
equivalentes.

La prediccién del médulo mdsico por este método difiere del
obtenido experimentalmente y por métodos del estado sdélido,
debido basicamente a la naturaleza pseudo-atdmica del ‘célculo
realizado; aun asi, puede observarse una tendencia similar en la
"ecuacién de estado" obtenida por este método, lo gque significa
que esta aproximacidén estad delineando las caracteristicas del
sélido en una primera aproximacidn. '

Dado que la hipétesis se ha probado'para un solo sistena,
resultaria de gran apoyo para la misma su corroboracién para
diferentes sistemas, con la ventaja adicional de que -si es aun
valida para éstos- se pueden obtener los radios
correspondientes, sin mas intervencién de parametros enpiricos
para-su obtencién que la distancia al equilibrio. A
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APENDICE A
El Teorema Virial Cuantico®

La ecuacidén de Schroedinger puede escribirse en la forma

2 5%y

| S | d
%y

- + V& = E¥ (a.1)

derivando con respecto a la coordenada X3

2 3
h aw av a¥ 23] av
T - - - + @ +Ve—s— = ¥ — + E —(—
. ng axizaxj ,?xj axj axj 3){j
reordenando, -
R Py av - oy E
L= ——— 4+ ¥ = +(V-E) 4 =¥ —=- (A.2)
P .21_n1 ax-lzaxj 6xj » axJ de
Ahora se multiplica la ecuacién (A.2) por !I’.XJ:
T2 3
L - - x ¥ 82+ x3'y L 4x (V—E)‘P'g—i = xjg—ﬁ- v’y
i i 8x1°ax) J 3 ] 3 J )
B (A.3)

Por otro lado, la ecuacidén (A.1l) puede reescribirse como

2 24°
e 8°w
L -

2
2ml

+ v’ = B¢ (A.1%)

’ Cot axi
Multiplicando (A.1%) por <xJ(3§I//de: ’
’ 2 w2 % .
h av a8~ . ¥y i
T - e + x =2 (V-E)¥ = 0 (A.4)
T 2mi i éht:j axiz Sy axj
por lo gque
R S h2 8y 8%y
X —5— (V-E)¥Y =173 - X - (A.4%)
3 ax,j» _ . 2ml i axj_ axiz
Substituyendo (A.4%) en (A.3):
) R S ’ 2 y 2g°
P L T A
1 1 -ax{ dxJ - . ‘3 [ 3 c’ix1
_ 8E oo »
= x 3 w ,  (A.5)

Reacomodando términos en (A.5) y sumando sobre los indices j,
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Lx|L- v
] UG Zm‘ 8x axJ axJ ox 2 axJ
3E *
= — Al6
)X X,' % vy ( )
Por otro lado, puede demostrarse que
3 2.
P (V) -
] axl axJ j . xi
2 (8¥/06x )
« 3°7 i ( ¥2 3 j]
= =2¥ - + v (L x, ———— )] (A.7)
axx2 axl axi y g°
Substituyendo (A.7) en (A.6):
2 2 8% /0%
h e 9"v 8 =2 8 J
R + o (¥ (% )]
. 2m‘ 6xx2 ax, Bx‘ Q*
6B .
+XXJ—W\I"IJ —ZXJW‘II‘II (A.S)
J ] J 3 :
Integrando por partes se tiene
2
-2 § ~ I\If 8%y d'c+I)j-—-—-—T\Il ac sz -——w dar
™
i 1 ax
1
(A.9)
Asi, la expresién (A,é) toma la forma
2 . 2 1
27 - f\Il dt——[ fz(—)w dr]=
31 2m 6x1 3 2
J'zx——w ac (A.10)
Si sabemos que
2
. h °
<T> = >m j ¥
i i
Y que <v>—-_Iz [ ]w'dt

donde <T> es el valor esperado de la energié cinética y <v> el
valor esperado de la contribucién potencial a la energia,
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entonces la ecuacién (A.10) puede escribirse de
manera: ’
2

2 JU
=5 <T> —5— <V> = -5 J Z X, x v’ at

Por otro lado, sabemos que,por def1n1c1on,

2]

PQ=“‘Q-TV—

Si se trata de¢ un sistema con simetria esférica,
puede expresarse COmO

v : dn=4n[le]2dxi
o i
de (A.12):
ax
_ . _4 - Vo 3 Ok i
P = 3“[?"1] %, "0
Aplicando (A.13) en (A.14),
me- b (pa) B (i)
1 1 v Al(Y XJ
entonces,
__ 1 3E
PQ = 3-Lx —x
. i i
El valor promedio de la.cantidad X, gi es
. J
f Z x I ¥ ar
por lo que podemos decir que
PQ sz——ww

substituyendo (A.16) en (A.11), se tiene:

PQ=—§——<T-V>

la siguiente

(A.11)

(A.12)

el volumen

kA.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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‘APENDICE B. COMENTARIOS FINALES

Ia TFigura' IV.1 muestra, en forma esquemdtica, la energia
total ‘de un par Na-Cl en un cristal como funcidén de la distancia
internuclear. A -distancias grandes, el estado consistéente con
una :enéigia_ minima ‘estd descrito por los atomos neutros. A
medida -que 1la distancia ‘Na~-Cl disminuye, se favorece 1la
traﬁsférenéiaueleétrénica desde el nivel 3s del sodio (con una
ocupacién-de.uh‘électrén) hacia el nivel 3p del cloro (con cinco
electrones: originalmente).: Este proceso se lleva a ‘cabo por
efecto tunel® a traves de la barrera de potencial entre los
dtomos, tendiendo a empujar los niveles del cloro hacia arriba
en la escala energética y bajar~ios del sodio. Esto continta
hasta que el nivel 3p del cloro héya subido el equivalente a la
disminucidén del 3s del sodio, de acuerdo con el principio de
igualacién de las electronegatividades. ILa caracteristica
principal ‘gue determinara ‘en qué direccién fluira 1la carga
electrénica es €1 valor de la énergia monoelectrénica €, De
esta forma, la nube electrdnica se verd desplazada del atomo con
un eigenvalor mener en su orbital mas alto parcialmente ocupado.

) 77,,__ —+

Energia

distancia

Figura IV.1. Diagrama esquémético de la energia
total del cloruro de sodio crlstallno en func1on
de 1la dlstan01a.
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En la Figura IV.2 se ilustra el cambio de los eigenvalores 3p
y 3s de cloro y sodio, respectivamente, con la ocupacidn
electrdénica, obtenidos por el calculo con el método HEX para los
atomos individuales. En ella puede verse gque, para un valor
equivalenté de ambos estados, la transferencia electrdnica ha
sido de 0.4424 electrones; de esta forma, -el principio de
igualacidén de las electronegatividades implica la transferencia
de solamente 0.4 electrones del nivel 3s del sodio al 3p del

cloro. Este panorama no resulta extraordinario si se analiza

EIGENVRLOR

OCUPACION

Figura IV.2. cambio de los eigenvalores de los orbitales

" 3s y 3p de sodio y clore, respectivamente, con la ocupacidn
electrénica, obtenidos con el método relativista para
Atomos y iones HEX. A )

desde una perspectiva fisica; a medida que se lleva a cabo la
transferencia electrénica del &tomo de sodio ‘hacia el de cloro,
disminuye la carga nuclear efectiva del cloro, disminuyendo de
esta manera su potencial de atraccidén electrédnica, esto es, su
electronegatividad. Al mismo tiempo, la pérdida de una fraccién
electrdnica por parte del orbital 3s del sodio le permite a
este &atomo Yaumentar su electroqegatividad“, esto es, 1le

confiere la propiedad de actuar como un aceptor de electrones.
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Esto tiene -como consecuencia una resistencia cada vez mayor, a
medida que fluye la carga electrdnica, a una transferencia
adicional. o

Por otro lado, aungue el principio .de igualacién de 1las
electronegatividades no predice la transferencia "electrénica
-experimental de 0.9 electrones de sodioc a cloro en el,séli@o%,
la atraccién electrostatica entre :los " iones cargados
parcialmente incrementa la ionicidaé, aunando a lo anterior el
hecho de ‘que cada éspecie.se encuentra en el sélido rodeada por
seis primeros vecinos de tipo opuesto.

"Sandérsqn15 plantéa, adenas, una redist:ibucién electrdénica
alrededor de los nucleos de los atomos constituyentes del séiido
binario no molecular. -Esta distribucién da lﬁgar a una
componente en el enlace, de tipo covalente, entre ambas clases
de "iones": la situacidn .de equilibrio se alcanza cuando los
electrones: de las capas Vexteriores son atraidos, de igual
manera, por los diferentes nicleos. .
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