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PROLOGO

Con el resurgimiento de la tecria marginalista
neocldsica en las dos witimas décadas, ol proceso de
formulacidon matemdtica de las doctrinas econémicas de las
clases dominantes se ha acelerado notablemente. Este proceso
también incluye a las teorias keynesianas.

La matematica se ha convertido en un  poderoso
instrumento de estas teorias para hacer una apologia del
sistema cvapitalista como "el oejor de los mundos posibles".
Todo el ocultamiento, en LU CUuerpo tedrico, de 1la
contradiccién entre las diferentes clases sociales, 1o han
llevado al terreno de la matemdtica. La complejidad vy
sofisticacidn de su teoria ha alcanzado niveles elevados.
Han hecho wuso del Calculo Diferencial e Integral, del
Algebra Lineal, de la Investigacidn de Operaciones, de la
Programacion Lineal, de la Teoria de Juegos hasta de la
Topologia Diferencial. Pero esta complejidad y sofisticacion
no siempre han ido acompaiadas de profundidad vy rigor
matematico. En muchos Casos, 1o que ha sucedido es que han
hecho generalizaciones de datos empiricos superficialmente
obtenidos a +fin de hacer previsiones qgue suelen ontrar en
crisis en un plazo mas corto gue aguel en el que ze nretende
que sean  vdalidas; en otros casos, han tenido poco que ver
con dar una explicacidn de las causas de fondo de fendmenos
comp las crisis perié¢dicas del capitalismo.

En el contexto anterior, este trabajo es producto de
una labor colectiva del Seminario de Economia Matematica de

la Facultad de Ciencias (uNAaMy, coerdinasdo por  los
profesores Paloma Zapata Lillo y Sergio Herndndez Castafeda.
Dentro de 1os objetivos del seminario, pretendemos la

comprension, discusidén y cuestionamiento de las teorias
econdémicas de las clases domimnantes que hacen uso de 1la
matemdtica para justificar su visién de la sociedad.

Un primer aspecto dentro de los objetivos del scminario
ha sido la comprension de estas teorias en sus  justos
términos. Posteriormente, nos planteamos evidenciar que,
detrds de su "fundamentacién matematica", hay una concepcion
de la sociedad de acuerdo a los intereses de las clases
dominentes. Dentro de nuestros objetivos, también nos
planteamps que estudiantes y profesores que <¢lo tiepen una
formacién  en economia puedan comprender las teorias
englobadas en lo que se ha llamado la Economia Matematica.
Por tal razon, nas planteamos "hacer mds accesible" estas
teorias a un publico mds amplio para gue tste pueda elaborar
una vision critica de ellas.

Un cequndo asprecto que nos proponemos desarrollar, en
la medida de nuestras posibilidades -gque por ahora son muy
limitadas—, es contribuir a gue la% clases trabajadoras vy



los sectores cultos que se identifican con ellas tengan a su
alcance la posibilidad de dominar la matemdtica en cuanto a
la utilizacion de esta ciencia en el estudio de la Econamia
Politica. Entendiendo por ecto, la coparcidad corifica para
desentraiar los falsos supuestos N las distintas
construcciones de 1la Economia Matematica; la capacided de
abordar directa y certeramente al mundo econdcmico; de captar
la esencia de las principales contradiccicnes de  las
diferentes clases socitales que eostdan encaminadas hacia la
transformacion de la sociedad actual.

En estas condiciones, el trabajo realizado "El Modelo
del Ciclo Econdmico basado en el Método Insumo-preoducto.
Alqunas observaciones criticas" estd enmarcado dentro de los
objetivos del seminario senalados anteriormente. El trabajo,
en gran parte, se centra en hacer una exposicion critica del

modelo del ciclo econdmico desarrollado por Jacob T,
Schwartz en su obra "Lecture= aon the Mathematical Methods in
Analytical Economics®™. En esta exposicion, hacemos

abstraccion de las aplicaciones particulares que hace el
autor de su modelo.

Como el modelo de Schwartz estd inmerso en la discusion
del ciclo econdmico entre los neoclacsices y Heyneso v como el
autor, en su modelo, intenta recoger algunas definiciones y
conceptos de Keynes, nosotros introducimos en el capitulo 1
una visidén general del surgimiento de la teoria general de
J.M. Keynes vy de sus principales definiciones. Al final
contrastaremos la visidén de Schwartz y de Keynes con
respecto al ciclo. En la sequnda parte del capitulo 1,
recogemos una ioea del autor en ls que plantea el aspecto de
"crisis de confianza" del ciclo cconémico. Esta idea esté
recogida en el juego de la "mayoria'. Nosotros demostramos
algunos resul tados del juego de la '"mayor:ia'" que el autor
solo enuncia.

En los capitulos 4-7, desarrollamos el wmodelo del
ciclo econdmico de Schwartz. La labor que realizamos
consistid en poner de  wenera explicita, 1os resultados
matemdticos que el autor maneja en forma implicita.

Finalmente, se incluye un capitulo & a manera de
conclusiones. En ¢l damos una opinidn con respecto a las
hipétesis manejadas por Schwartz en su modelo, discutimos la
interpretacién que hace Schwartz de Keynes y por Gltimo,
nuestra opinidén en la polémica entre neoclasicos y Keynes.
Pensamos que el carécter de las conclusiones es todavia
general y por tanto limitado, pero aun  asi nos parece
importante hagerlas y que éstas puedan servir como un primer
avance encaminado a la critica de las teorias econbmicas gue
han tenido su expresioéon en 1o que se ha llamado la Economia
Matematica.



. Los resultados mateméticos que se utilizen en el
modelo, en  Su mayoria conciernen al Algebra Lineal. Muches
de ellos tienen que ver con Espacios Vectoriales, .con
Transformaciones Lineales v con el algebra de matrices. E1
tema de vectores y valores propios jusgga un papel importante
en el modelo por lo cual lo desarrollamos con mayor amplitud
en el apéndice. Tembién desarrollamos en el apéndice los
principales resultados de la teoria de matrices no
negativas, particularmente  los que conciernen a matrices
conectades ¥y a3 las matrices prosuctivas.
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CAPITULD 1:

INTRODUCCION GENERAL A KEYNES Y EL CICLD ECONDMICO.

Una tenria econdmica no se puede entender sin tomar en
cuenta las condiciones econémicas, politicas v cociales del
momento en que se desarrolla. Tode teoris econdmica obedece
a necesidades concretas de ese momento vy en alguneos casos
pueden ser de enorme trascendencia para el sistema en
cuestidén. Este es el caso del surgimiento de La Teoria
General de 1la Ocupacién, el Interés y del Dinero, elaborada
por el economista 1nglés John Mavnard Keynes,

Para ubicar la "Teoria 0General"” es importante tener
presente la situacién que vivia Euraopa despudés de la primera
guerra mundial., La consecuencia inmediats de la qQuerra fue
una inmensa destruccidén de caspital y de fuerza de trabajo.
Con el desenlace de la guerra y la consecuente derrota para
Alem@nia, hubo una redistribucidén de los dominios y colonias
de las potencias europeas. "Estados Unidos, una nacién
deudora, en ese mpmento, encontré la posibilidad (durante lta
guerra) de comprar grandes inversiones de capital extranjero
en el pais y ademds, logré invertir como nacidn acreedora,
grandes =sumas en el Canada, Sudamérica, Europa y el oriente,
asi como en su rival Gran Bretafa." (1}

La reconstruccidén después de la qguerra trajo como
consecuencia un auge por casi diez anns, que dio una
estabilidad y crecimiento a casi todos los paises europens.

"El periodo de 1920-1930 se caracterizdéd por una
prosperidad prolongada al meneos en la industria, Esta
prosperidad (prolongada) habia sido particularmente notable
en el campo de la construccion y de 1la produccion de bienes
de capital vy hebia durado con s6lo pequeras interrupciones
por cerca de 7 afos... Durante este periodo habia habido la
expansidn usual del crédito en una escala mayor que la
usual, con aumento resultante de ganancias; aun cuando ese
aumento de ganancias habia ocurrido a pesar del aumento en
el nivel de precios, dehid haber sequido, por lo tanto, de
cambios rdapidaos en los costos". (2@

Esta situacion de auge durante casi 10 anps, termind en
la crisis mas profunda vy duradera de la historia del
capitalismo y a partir de 1la wmisma se generalizaron vy
profundizaron una serie de caracteristicas de la produccién
capitalista a 1las cuales Keynes, les dard dna singular

1y J.A4.  Estey. Tratado de Ciclus Bcondmicos. p.219. FOCLE.
Ménico 1979,
(2 lbldem. p.o32.



importancias el “surgimiento del- exceso.de.. potencial en la
industria, la incompleta utilizacién crénica del equipo de
lag empresas, el desempleo permanente en masa y el aumento
del ndmero de ocupados en ramas improductivas.

Dtra caracteristica que se presentaba en los primeros
apos del siglo XX es que =3} Estado no intervenia
dirgctamente en la economia. "Con excepcion de 1los
arsenales, los  bosques, los ferrocarriles, el Estado no
tenia otros bienes de produccién, percibia 1mpuostos vy
emitia papel moneda, pero no regulaba la produccidn ni los
medios". (3)

En estas condiciones llegamos al famoso viernes negro
(24 de octubre de 1929), la c¢risis estalla en la bolsa de
Estados Unidos y se extiende en sequida a los demds paises
capitalistas del mundo lo que se prolongaréd hasta 1933,

"En wste afo la produccidén industrial de Estados Unidos
descendid al 647, del nivel de 1929, en Inglaterra, al B8Y;
en Alemania, al 65%4; en Francia, al B1%. El comercio mundial
se redujo en  un &5%.  La crisis provocd una gran
desocupacioén. En Estados Unidos el numero de desempleados se
elevd a 13.7 millones; en Alemania, a unos 9 millones; en
Inglaterra, a 2 millones. En todo el mundo capitalista, la
cifra de trabajadores sin empleo llegé a ser de 30
millones" (4)

La crisis econdmica  de los afos 1929-1933, puso
brutalmente al desnudo las contradicciones del sistema
capitalista mundial. Todas las esperanzas de una prosperidad
“eterna"® para el capitalismo fueron barridas. Y, por
supuesto, el gran capital tenia que estar dispuesto a
aferrarse de cualquier receta salvadora.

En este contexto, la +teoria neoclasica o marginalista
no podia explicar, dentro de sus postulados, la situacidn de
crisis mundial. Para sus seguidores, basados en la ley de
Say, la sociedad siempre tiende al "equilibrio", siempre hay
una tendencia de que el "libre Jjuege de las fuerzas en el
mercado", hace que todo lo gue se produce se consuma. Es
decir, la oferta iguala a la demanda. Para ellos, no hay
clases sociales, todos lwus mignbros de la  sociedad son

"agentes econdmicos® (preductores o consumidores) sujetos a
la disciplina del mercado. Para 10s economistas neoclasicos,
las crisis no podrian presentarse, salvao pequenos

desequilibrios, el desempleo se daba porque los trabajadores

no aceptaban salarios "ligeramente menores™; para ellos la
socledad siempre tendia al pleno empleo.

Ernesta ioline Molina, La "Teoria Deneral' de Feynes.
p.i0. Editorial de Cilencies Sociales, La Habana, 1979.
4) Ib&Fem. p. 8,




[+]

Toda la. teoria neoclésica o marginalista  se  veia
derrumbada por la contundencia de los hechos. El propio John

M. Keynes, formado en esta escuela, tuvo que cuestionar y
rechazar algunos postulados de la teoria neocldasica para
poder analizar los problemas del Capitalismo. Keynes

difundid v ensend los “principios” de Marshall "en el cual
aprobaba la esrposicidn de John Stuart Mill ecobre 1a 1ey de

Say"., La siluacidn de crisle mendiel orillé a Kevnes a poner
los pies sobre la tierra, a poner en primer lugar la
salvacidn del capitalismo. EIl creciente desemples se

colocaba como el problema que amernazaba al sistema, caga vez
mas, se convertia en un detomnador social gue ponia en duda
la existencia miema del capltalismo. De aqui que la
finalidad primordial de Keynes en la "Teoria Genegral” sea la
de explicar qué es lo que determina el volumen del empleo en
un momento dado.

John Maynard Keynes, desde antes de la cricsis de 1929-
1733, ya habia dado muesiras de su capacidad para entender

los problemas centrales que aquejaban al Capitalismo. En
1919, renuncio a su  puesto de delegado econdmico  del
gebierno Inglés, en el *tratado de Versalles y publicd
"Consecuencias wconédmicas de la paz”", trabajo en el que
analizaba la imposibilidad de Alemania para pagar los costos
de la querra. Cuestiond la politica seguida por los

gobiernos de Ingleterra, E. U. y Francia y anuncid$ gque, de
sequir con esta politica, se llevaria a la guichra al
sistema econémico europeo, trayendo consigo una crisis que
podria ser de consecuencias muy graves para el capitalismo.
Poco después, tuvieron qgue reconecer los gobiernos en
cuestion que era mejor condenarle una peaerte de su deuda a
Alemania para poder reactivar el sistema econdémico mundial,
a tener situaciones de qgrandes conflictos sociales que
podrian desembocar en revoluciones sociales en algunos
paises. Keynes no solo sabia reconocer 1os problemss del
capitalismo, también supo reconccer las medidas aplicadas en
alqunos paises que en muchos casos fueron espontédneas, e
iban encaminadas a atacar el problema del desempleo.

"La lucha contra el paro se convirtié en gl orden del
dia. En la mayoria de los caeses, las medidas que el Estado
tomaba resultaban paliativos menores. Se intento reabsorber

el paro mediante los trabajos publicos. En tedos los paises
del mundo se iniciaron gigantescas obras de construccion de
carreteras, autopistas, puertos, presas, diques y bloque de

viviendas. En 1933-1934, en Estados Unidos estos gastos se
elevaron al &0 % del presupuesto estatal, en Alemania, en
1937, al 72.6 % de las obras se efectud & cargo del Estado’
e Inglaterre dedicé 115 millones de libras a la construccidn
de viviendas" (39).

(5) ibidem. p.lz.



En estas condiciones no  es casual que John M. Keynes
inicie en la "Teoria General" una. discusién con lo que ¢l
llama "Economia cléasica", en la cual enmarca "aquellos que
adoptaron y perfeccicnaron la teoria ccondmica Ricardiana,
incluyendo por ejemplo a John S. Mill, Marshall, Edgeworth vy
el profesor Pigou" (&),

Aqu: haremos una precisidn con respecto al  término
“Economia cldasica". El concepteo de clésicos (o economia
clasical), ha tenido difervntes interpretaciones: Marx hacia
la clasificacion de las diferentes escuelas del pensamiento
econémico, tomando en cuenta el método de investigacidn
utilizada por ellos. Marx consideraba economia clasica a
William Petty, fisidcratas, Adam Smith y David Ricardo, por
la investigacidén que  realizaron sobre las relaciones
internas del capitelismo en torno al estudio en la esfera de
la produccidn. Por otra parte, Marx consideraba a la escuela
que s6lo se limitaba a estudiar los fendmenos visibles, como
econom:a  vulgar; s método se  limitaba a describir,
clasificar, informar vy esquematizar las manifestaciones
externas de la vida econodmica., Dentro de esta escuela Marx
incluia a J. Bautista Say y Robert Malthus {curiosamente
Keynes consideraba a este uUltimo como el primer economista
de Cambrigde).

Al llamar clésiceps a leus continuadores de Ricardo,
Keynes mezcla las corrientes mas vulgares del pensamiento
econdémico con el mas alto exponente de la economiaé burguesa
clédsica, David Ricardo.

Keynes llama la

Regresando a la discusien de lo
os neoclasicos), él

"economia clasgica" (para nosotros serdn
resume esta teoria en 3 postulados:

— 0
=

1.- "Que el salario real es igqual a la desutilidad
marginal de la ocupacidn existente.

2.— "Que no existe eso  que llama desocupacigén
involuntaria en sentido riguroso.

3.- "Due la oferta c¢crea su propia demanda, en el
sentido [21] de que el precio de la demanda global es igual
al precio de la oferta global para cualguier nivel de
produccidn vy de ccupacidn.

"Estos tres supuestos, no ohstante, quieren decir lo
mismo en el sentido de que todos subsisten o se desplomen
juntos, pues cualquiera de ellos supone ldgicamente a los
otros dos. " (7)

(& Jehr M
Interées vy o
Méileom, 1784,

(7)Y Iidsm. p.351.

eyres. Teoria Goneral de 1o Ocopzcidn, el
dinmero. Pe 1S Ed. Fondo de Culburs Ecandmica,

ran
1



£l primer postulado se basa en la teoria de los
rendimientos doororcientes de los factores de la produccion y
en este caso, =Zn especial se refiere al factor trabajo.
Sequn este postulado, mientras la productividad marginal de
cada inversion adicional del factor trabajo sea mayor que el
salario, el empresario seguird realizando inversiones
adicionales.

£l segundo  postulado de la "economia clasica” plantea
que no hay "dewocupaci én involuntaria', Para los
“"gconamistas clasicos', cualquier deseguilibrio en el
gempleo, es decir, cuando la oferta de trabajo supera la
demanda, se solucionabe bajando los salarios hasta llegar a
igualar la woferta cen la demonda. En  consecuencia, el
desempleo de millones de trabajadores se debia a que éstos
no "“aceptaban salarios liguramente inferiores'.

El tercer prostulado establece gue todo productor que
trae mercancias  al mercado, las trae sdlo para cambiarlas
por otras mercancias. f£sta s la ley de Say. E)Y supone que

la dnica razdén por la que la gente trabaja y produce es por
disfrutar de la satisfzccidn del consumo. En una economia de
libre cambio, todo 1o que se produce representa la demanda
de otro producto. La oferta adicional es demanda adicional.

Pasemos ahora a dar un resumen de las 1dess bdsicas de
la teoria general basado en el libro "La Teoria Econédmica de
dohn Maynard Keynes” de Dudley Dillard. [Aguilar, Espafa,
19801, :

El puntp de partida 1ldgico de la teoria dei empleo de
Keynes &5 @] principio de la demanda efectiva. Antes de
explicar este concepto daremos algunas definiciones. Los
conceptos bédsicos de la Teoria general de Keynes son los
volumenes totaleg de empleo, de renta nacional, de
rroduccidén nacional, de oferta total, demanda total, consumo
spcial, inversién sotiasil. E< decir, los conceptos se
refieren a la sociedad en su conjunto vy no a enpgresas
particul ares.

El Lérmino demanda, tal comao lo usa Keynes, designa la
demanda total del conjunto del sistema ccondémico. Por otra
parte el volumen de preduccidn se cuantifica en unidades de
trabajo empleado. E1 precio de demanda total del volumen de
produccidn de una cantidad deda de empleo, es la suma total
del dinmero o ingresos que se cspera de la venta del volumen
de produccién aslcanzada, cuando se ha empleado esa cantidad
de trabajo.

La curva de la demanda total o funcidn de la demanda
total, coma Keynes la 11ama, es una curva de ingresos
esperados de la ventsa de la produccidn resultante de
diversas cantidades de empleo. A medida que se emplea mas
trabhajo, se realizss mayor  volumen de produccion v los



ingresos totales son mayores..- Enotrds palabras, el precio
de la demanda- totdl aumenta a medida que aumenta la cantidad
“de emplen v disminuye a medide que disminuye la cantidad de
empleo. '

Por otra parte, para inducir a todos los empresarios a
afrecer una cantidad total dada de eampleos, serd necesaria
cierta cantidad wminima de rendionlente. Dsle precio minimo o
rendimiento, que bhactard para dar lugar &l empleo de uns

pscala dada, oe lloma el precio de la oferta tetal de dicha
cantidad de empleo. La funcidén de la ofwerta  total es una
curva que represents las cantidades minimas de rendimientos

requecidos para 1nducir a las diversas cantidades deo enpleo.
A medida  que sumenta  la cuantia del rendiciente seré mayor
la cantidad de empleo gue se ofrezcs a los cbreros por parte
de los empresarios. Por consiguiente, la curva de la oferta
total {(zz en la fig.,1), lo mismo que la curva de la demanda
total, se eleva inclindndose hacia la derecha a moedida que
aumenta la cantidad de empleo (N). Sin embargo, no sequird
la misma trayectoria. Habrd cantidades de empleoo para las
que los rendimiontos esperados sobrepasardn el rendimiento
necwsarioc para inducir un valumnen dadeo de empleo vy
viceversa., En el punto donde se verifica la interseccion de
la funcién  demanda total con la funcidén de la oferta total,
aorid el punto que detormina la cantidad efectiva de empleo
en cualquier momento. Este es ¢l punto crucial de lea teoria
del empleo de Keynes, la curva de la demanda total (DD) y la
curva de la oferta total (zz), tal cemo se representa en la
fig.l, se cortan o©n el punto &, correspondiente a la
cantidad de emplen N, El punto de interseccian E, representa
la demanda efectiva. En este punto, los empresarios obtienen
2]l maximo de beneficios esperados. S1 se ofreciera mids ©
menps emplecs, los beneficios gserian menores, AsSi pues, en
cada momento bhay, segun la troria de Keynmes, una cantidad de
empleo determinada con toda precisidn, gque sera la mas
lucrativa para ser ofrecida a los obreros por 1S
empresarios

FrOWCTD © FNREGO

i
o EnfLBo

Fiag.l Demanda total y oferta total.



Si como Keynes, suponemos que la funciédn de la oferta
total estd dads, la tesis de su Teoria OGeneral es que el
emplec estd determinado por 1a demanda total que, a su vez,
depende de 1la propensién al consuma  y de la cantided de
inversién en un momento dado.

Cwin respeacto 21d podomos deciy que asunentard a
medida que aumente la renta vy disminuira a moedida que
disminuya la renta. Una curva qgue nuestre las diatintas
cuantias del consumo, que se corregponden con los diforentes
niveles de renta, constituye la curva de la propensidn al
consume que por motivos de brevedad =e designard simplemente
como propensidn al consumo. s una relacidn funcional gue
indica cémo varia el consumo cuando varia la renta (Pe=c/y).

[ eIk LT
con Ty

El supuesto de Keynes de que la propensidén al consumo
es relativamente estable a corto plazo, os una
generalizacion de la experiencia real y constituye una parte
esencial de la estructura de su teoria.

El dnico supuesto que es vital para la teoria de Keynes
es que la cantidad absoluta de consumo aumenta menos gue la
cantidad absoluta de la renta, siempre gue ¢sta aumenta. Si
definimos la propensidn marginal al consumo como la relaciodn
que hay entre el ingremento del consumo (Ac) y el incremento
de la renta (8y) Pc =Ac/Ay ésta serd siempre menor que la
unidad.

La distincion entre consump e inversidén, es fundamental
para el andlisis de Keynes. GSu teoria reducida a sus
términos mas simples, afirma que el empleo depende de la
cantidad de inversidn o bien que el paro es originado por
una insuficiencia de inversidén. 81 la inversidn puede scr
sometida a intervencion, también puede serlo el empleo
total. Un nivel elevade de empleo depende de un nivel
elevado de inversién. Esto hace a la inversién la variable
estratégica de 1la teoria general del empleo. La importante
proposicion de que 21 empleo puede aumentar unicamnete si
aumenta la inversidén, presupone una propensidén al consumo
estable.

Si la propensidén al consumo esta dada, existird una
razdén definida entre todo aumento de (4y) vy todo aumento
(d1)dado de 1la inversioén . Esta razén (k) la llamaremos
multiplicador de la inversion k = 8y/A1 y podemos encontrar
la relaciodn ,entre el multiplicador y la propensidn marginal
al consumn (Pc) de la siguiente forma:

En el equilibrio
(1.1) Y = £ + 1

en donde Y es 1la renta, I es la inversidn que consideramos
dada yeC, el consumo, es funcion de la renta.



Entonces), en”Qna primera aproximacién, se supone que
(.2 , 'cr=:PcY.‘
Por tanto, voelviendo a (1.1), tenemos

Y = PcY + 1

Por tanto

1
(1.3 Y &= o 1
1 - Pc

Esta formula nos da la renta de equilibrio en funcidn
de la inversién y, llevando a cabo el andlisis de estatica
comparativa, obtenemos que, si la inversidén se incrementa en
Al, la renta se incrementard en 8y. De modo que, volviendo a
(1.3,

1
(1.4) Y + BY = (1 + A
1 - Pc
Y, restando (1.3) de (1.4),

1

(1.9 Ay = _____ A1.
1 - Pc -
Entonces
1
(1.6} k =

1 - Pc

Ahora veremos qué es lo que determina el nivel de
inversidn. L.La demanda efectiva para la inversién es mas
completa y mis inestable que la demanda efectiva para el
ctonsumo. La | propensién de los hosbres de negocios a
construir fabricas y a invertir de otras formas, surge de la
previsidn de que dicha inversidon resultarad lucrativa. Como

estas previsiones se basan en rendimientos futuros, el
volumen de la inversidn estd sujeteo a amplias fluctuaciones.
El aliciente para la inversidon estd determinado, en el

andlisis de Keynes, por las estimaciones de los empresarios
acerca de la lucrativided de la inversidén en relacién con el
tipo de interés del dinero para la inversion. lLa
lucratividad prevista de la nueva inversidén se llama
eficacia marginal del cepital.



La eficacia marginal de - un bien de capital es el tipo
de rendimiento mas elevado sobre el costo previsto para
producir una unidad mdas (una unidad marginal) de un tipo
particular de bien de capital.

Aqui, es conveniente mencionar dos puntos para
comprender esta cuecstidn. Primero, que la eficacia marainal
del capital se refiere a rendimientos futuros y no  a
rendimientos prescentes; segundu, gue tales rendimientos son

motivo de estimaciones conjeturales que estan sujetas a
grandes alteraciones. En la eficacia marginal del capital
ocurren violentas fluctuaciones que, como se vera después,
constituyen la explicacidén del ciclo economico.

Para aliviar 1las consecuencias de la inestablilidad de

la eficacia marginal del capital, Kevnes plantea 1la
direccién estatal de la inversidén, particularmente la
inversidon pablica. Este planteamiento, Keynes no 1o ve como
una virtud, =ino como un mal necesario, ya que la direccidn
gstatal en ningun momento debe coartar la “Yiniciativa
privada".

El tipo de 1interés es vital en relacion con la
inversion y décsta es 1a doterminate del volumen del empleo,
puesto que, sequn el principio de 1la demanda efectiva, el
empleo no puede aumentar a no ser que haya un aumento en la
tnversidn,

Mientras la eficaci'a marginal del capital exceda el
tipo de interés, continuard la inversién ,y cuando no haya
mas inversiones en donde 1la eficacia marginal exceda al tipo
de interés, la inversidén se detendra.

Podemos resumir la teoria del empleo de Keynes asi: "El
empleo depende de la demanda efectiva, la cudl estd
determinada por la propensién al consumo y por el aliciente
para la inversion. Si la propension al consumo permanece
inal terada, el empleo variard en la misma direccidn que el
volumen de la inversidn. La inversién tiende a aumentar, ya
sea por un descenso del tipo de interés, ya sea pPoOr una
elevacidén de la eficacia marginal del capital".

Hasta agqui dejamos la exposicion de la “"teoria General”
del empleo.
En el préximo capitulo daremos un panorama general del juego
de la "mayoria". SBchwartz plantea que las reglas que norman
el funcionamiento de este juego, recogen el aspecto
"psicolégico”" de inestabilidad que reina en 1 ciclo de los
negocios. También pensamos que este juego recoge la
inestabilidad que Keynes le atribuye al ciclo econdmico,
debido a la inestabilidad de la eficacia marginal del
capital.
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CAFLITULO 2

EL CICLO ECOMOMICO  CINTEGMTOINND .

2.1 Algunas nociones sobre la Teoria de Juegos.
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ello, puede  entregar a1
imparcial ldrbitro)  guien las
manera, podemos concidwrar gue  en b
"o cada jugador gue, en este caso

ta de  Jugaedes a algunae persona
aplicerd  por él. De  esia
gos sdlo

s Los aue

permite un o "eovimiento
anteatongy s,

€

zer &

La Teoria de Juwwegus  proeba —<in eabargo-— gue, ©n
crerto tipo de situacionesn, s m ventalosos para  los
Jugadores uwtili cigrtos recursos alestorios.BEe decar,
agsionar una  prob:ebilided & cada uno de  les  movimlentos
permnisibles. En alras  pale Ta DA GO de un
movimiente & ne on la partids dopendora de su probabilidad
rn 1llanadas estrategias
11a ks educe & 20lo un moviar ento;
slada La probabllidad uno vy los doemds
movimtentos Lenoan astonada probabllidad cero, & estas
dltimar ITnae  1lamg emos estraltegias  puras. k1 ecopatio de
de probablidad entre todos los
el ~delmo Juaador es 1 lamado

estadisbica. Eslag
mixtas. Una eslraot
cuande éste tonga as

todas 1as  dicbvibuciones

posibles novimlentous @
el espzclo de estiraleglas

ped ol cloa Jwoador,

La  discusian antteror se puede roswelr con las

siguiontes definiconc

sonal o gLl e e una

Definicién 1: Un  juego n-per
Ty llaal e s s bm).

n-ada de funciones 3
Falhioboyeneabntoeey Frulha,bo, . vanbkn) donde ka2l ,2,..0.0 ,m >
v oMy @8 @&l nlmero de novimiontos posibles peare =1 Jdoador 3.

Definicidn 2t Una  estrategile minla para =1 Jdugador 1
05 una my—ada X B (Mg g Hmy e - te b L@l gue

1) my B oQ para i=1,2.....mp

Definicidon 3: Lt sistema de cehraotoglas mintas para el
juego n-personal  de  la  definicidn 1, es una n-ada de
vectores o612 k<32, ., ", en donde cada x''? &5 una
estrategia mixta para el jugador i

I A - 2 - AL
P [

Z) Las componentes de « 9 s50n o negativas y

my
2: ')‘.‘v'” =] - J = 1,2,.-..]"1.
Ih:'l

4 .
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Definicidén 4: Sea o = (of12 a3 0 o) un sistema
de estrateglias mintas para el juego  n-personal | de la
definicion 1. bLa funcion  do pago para el l-ésimo jugador
E¢r2 () =22 (x> =, ,x9? ) gvaluada en el slctema o
estd dada del siguiente modo:

My ey iTem
Efr? (o o= % Toeok ey ¥ 20mem 5 00 i, 2 20 (B,
5~L- b L_:- 1 e

- o Log* €1k e FLETIR wun

[T

Definicidn S:
sistema de estralb
defintcian 1, )
equilibrio para el
s Liene que:

mintas para el jJuego n-percesonal de la
stuema  racibe el nombre de punto  de
nepErsonal s1 opara btoda el oo0.n

FOSs (4 (30 g% 3Dk Gy Ga

[L €832 (% €20 e CEY L R ey €8 o Eela s Gy

para tods estrategia minta x99 para el Jjugador s.

"

Con otra notacién, la definicion anterior gquedaria as
Hadeamos
(L—l“'x(";)) == (,:‘*K]),f}»(;:).‘_.‘!|1w(£1>—1)..:'\-(t23’,:}'A(L‘)-Vl)-_.".x* (f1))

Entaonces B2 (o) L B9 (o* [ (B2) .

51 la desigualdad anterior se ds: en sentido estricto,
para cada s = l.....n v para cada estrategia mista x%  de
5 digtinta de «* 2>, entaonc diremos gue x* @5 wun punto de
equilibrio estable. Tode =* que no sea able la llamaremos

inestable.

2.2 El juego de la mavoria.

Ymayoriat sstd definido para un ndamoro
Jugedor tiene dos posibles

movimientos "guedarse" o "avanzer". La tuncion de pajo es
coma siane.  $1 un Jugader glige guedar sl pago  serad
cero, prescindiendo de las acclonee de los obtros jugadores.
avaria de los juoadores

O pero €1 la mayoria de

El Juego de la
mpar de Jjugadores n =

1 -

S1 un Jtwador elige faveno s oy
elige "avanzar”  Cu poago
todos Jos jugador ha elegido "auedarses", su pago sera G
Mo s drficil ds a de  gue &1 Juego de la mavyoria

tiene enactamente

-
=

.

cuent
doz puntos de equilibrio estables. EL

Lodos  losz Jugadores  eligen
aguel oy =31 que todos los

primere e aquel on el cueal
"auedar
Jugadores alioen

squndo ec

sar!

2"




e as, formalizarenos ¢l Juego de - la  mayoria oy
comprobarenos 1o exictencra de log dos puntos de equliliibrio

mencionados anteriornente:

3 (rviner o de tugadores), noampar. € p = 2wk 1 con

-.)

My 3 (nimero de movimethos para 8l d-ézimo jugador)

m, =
1: "guedarse"

D Mavanrar”

-~

u-e toda 3= 1,2,...0.0.

Sea b (i koyee e bn? oy JED) = {1} =1.2,....n| by = 17
Ees  decir, &3 conyunto de los  Juwgadores que  elilgen
"guedarce". La Juncidn de  paan para el J=ézimo  Jugador

quedara:

[ S1 by = |
Fayllidl=fy(hyabimunwudia? = Foroo ba o= 2oy #I0) < med
@ o0 by = 2oy T (kD it 1
Teorema 1z El s) st ens the: estrateglas mixtas
a={l,1,..., 1) 28 un punto de equilibrio estable para

el Juego de la mevorsa.

LBemosirs

Fara cada € = 1,004

FoDo E€B2 (1, 1 0uny 1) & ES0 (1,1, 00, 1,% 1 . .0,1) con (D)

78 = (xq '3, ) una  estrategia mixta para s distinta
de (1,07 ( "gquedarse')

La funcidn de pago para el s-ésimo Jugador evaluada en
el sistema o = (1>, x¢=D .., 0) . estd dzda del siguiente

moda.

XY Mo e
B (x) = L O N P T LI T L
- % 1w S [ 1 R ke £
|- g = iy o

Si la estrategis que han elegido todos los juvgadores es
"guedarse, sntonces o = (01,03, 01,0 L. {1,000 v B8 (ix)
= 0, fMhora analil Emos lado derecho de (1), Coma.
escepto =l Jugador o, Lodos  1los  Jugadiores  eligleron
gsbanos anle 2l Cceaso '

"quedarse", entoncs

Corg €92 oo €90 ) 0 (E,0) ..., (1,000
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y otenemos o gue la  funcién de pago para el Jugador $-@simo

quedar

& =
E %‘()= I u';'(”...Ct‘;u)... 0(.“"_'(5 (1.--..11(;,1)

tog =1

.xy‘sr-” fm(’,lq-..,lﬁp;,1,....l)
- .

"
Yo

= (L, Lyeaa, 1) R w0 (11, ey B 1)
= ST (1 Lyaen o2y eaaly)

wmog O O
2

L3 B (L, 1, .1 ST & U RS B B

For 1o Lanto o(l.1l.....1)
estable del jueaos de la mayoriz.

un punto de eguilibrio

Iy

D la  misma torma s puede demostrar ogue o=(02,2,0..,2
es un  punto de equilibrio able para el jueao de  la

MEVOr 1 a,

‘& heros  demostrado que el Juego de la mayoria tiene
dos puntos de equilibirio ftables, ahora verenos gue el
Jueqo de la mayoria  Liene un punto de eguilibrio adicional
que es 1nestable. Fara ver csto, smpecencs por considerar la

eCuaci on

o )
(3 = L Lamy Al () Fom m con o m o= 1 (IT)
YRS Pt N

Demostraremos que Flene una dnica  solucidn en el

intervalo [O,170.
Unoprimer lugar
{5y = @@ € l—p3 > =m o (>7"} i L=y =e 34, .,
s U < ¥
+§ eyt fa —fr Yy Eine- Oy
B RS B R

es tal que £y = 1y £(1) = O por tanto, por continuwidad,

existe al moenos ana solucidn va que




Al mismo Liempo, para (19 0001)

" i
£ ”r;) = 3 £ A ( 1_.‘; PR R R { r’;l': { 1.4.(_)‘ J Em—bees 2 1
bowmeed g s
m o [m
= 3 b @t Oy A [ SRR
b2 i
vk i1l i L
=L L (bit1) ~ (2meig) IO~y wommie-a - mAm{i-gim—2
b ] | [l-: m
4
2
= m oA (d=dymei 00
n
o la funcion F(A) oz estrictamente decreciente on el
intervalo (9,11 v la ecuscion 11 tiene una hdnica solucidn.
Definainns ahora, para el iugrdor 3, la shralegla
mista, x*¢2? (a1 =fY aue asiana probabilidad 40 oa  la
sy probeblliidad i-fi a la alternativa
Yavansar”
Qera m* = (¥ (12 pwead o xwtna )
LComo  os el pago parra cada Jugador 3 ocuando s juega
con el cisbema de estrategias o¥7?
En vistae de la definicidn 4, tenecmos gue

Eln(':‘.m:. ' '3(*1"”'1*1;:’:-...'»'»"'1,,"""{""»11-’:“7---,.1.-.:‘
1w
donde 1e ¥ (1,2 para ko= 1,...,0
= X :y_““'.jg*“?’____.y."“'"-(--’(i,,j,;,._.,ln) -+
1y
donde 1, 2{1,2¥ pa oy gy o= ]
R R LR ST - N O TP PSR
iy
donde 1. {1,230 para £702, ay 1, = 2
=R M R RS PR LY SUTRALE S IV s SR I | (1171}
LY
domrde 1, S0l 900 IS AU B
Sea .4 = (lyelzye. oonlar 5 41,230 v detinemos
Jy = Lk = 1,2,...,n [ 1, = 1 3



= {1~f1)

3 o= g, 1-7) en donde v es la proba-

Lefinanos ahora o
bilidad asianada ashora a "guedarse" v, natwalmente, es tal
que 0 L 4 1.

obliene el iugsdor 3 cuando ¢l cambia a la
wadores continian
=to.

LEuéd pago
estrategia mirta o vy el resto de los

1as xT 4, X

jugando con las estiat
En este caso
Eear (e 1y _._,‘}-«n_a—x)_’,-x.aﬂa*(_a-»xx5_'_";‘

= ¥ ,:(-i’.(.\)___aw“(_\-1),1..0(4\,'(_:-«1:-__,)(41'\“—.) F20  ghcnunlyanaslpnd

- 3t 4!
14
iy = 1
con 1, = (1,230, k = L2 ,Nn

+Ea*n“’...a*p:J“1’(1~T)a'H;J*"...w*,;”’fﬁii,,...,2,...,1h)

.]. [
.1_5 =
con 1, € {1,230, kK = by o,n
yy procedi=ndy como en el casc anterior, se ebtiens que

Ee> ™/ x) = (I-7)-0 = O

Luego, E€9 (o*/ud) = B9 (x*d) v, por tanto, el sistema

7N
o* e oun punlto de equilibrio inestable.

La relevancra de este unto de  equilibricoc adiclonal,
reside precrsamente on su o inestablilidad, manifilesta en el
hecho,de  que cualguter Juwador puede cambilar de estrategia
sin gue  su pago =2 enpaore Nl omejore. La raportancia de los
puntos de squilibrio estables iniclialmente citados, consiste
en que para bedo dugador su paao puede empeorar al deswviarse
purilos de equilibrio.

de mstos
Fara conpletar 1a descripoclan cstdatica de los puntos de
= veremos Qué pesa alrededor  de  dstog
cuando Loman  lugsar  movimlentos regpeltidos en el Juego.
Suponganos que i jugadas repetidas del dueqgo, cada Jugador
politica: "si oen s jugada anterior la mayaria ha

"Tavant o' durante la prezente
vO

cquilibrio sctableo

adapta Ja
elegido "svanzar”", vo elijo
Jugeds; parw owl la mayoria eline "pErwasnecer', onbonces

co" durante le presenle jugede. 51 pelitica es

"permans

Teral, no  es dificy) wer que el conjunto de

segquida wn
eslratogl as alizadas
otro punto de squilibrio «

vergen mas  ripldamente a4 unoou
aehle,
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For oltra parte, observamos que N0 s necesario

cual guiera de los Jugadores individuales CONQZCa
explicitamente 1o que obros han . Jjugado, o gue  sea

euplicitamente consciente de la  conexidn entre  su pago
individual v las accijpnes  de ] suficivinle o
wun arbiilroe o alatn obro mecan emo rigt [
repetldamente 1os pagos de los Jugadoress 1ndividualmente. De
esle nodo, cada vno sabréd s1 ceamble de estrategia y observa
las diterencias entre una accidn benéfica o no.

2 moyoria.

B @G

Regreasxndo al punto anterior, suponeonos aho » que cada
Jugedor moads fic stopolitica en la repeticidn de las jugadas
como Sigles s1 on el sucae anterior lae mavyoria scecogld
“avanzar', entonces  yo @li1io en esta Jugada con
probabilidad 1-v, oo donde O t Fero sl la mayaoria
cogld  "permanecer”, entonces  wlijo "permanecer”  cen
probabilidad -, S1 v tomn ol valorr e
situwaci dn snterior. Ferto, =S} Y toma  wvalores positives

"

LAVanT ar

N

Ty enlanue @ la

pequenns,  la situacion ws diterente. En las Tugades
ivas vereuos que la mayoria "brinca", de "gquedarse'., &

amenle proporclon C ERVARY

HUCEE
"avamnzar', en un Llempo 1o

.

"hirlnica” de g

Considerenos adhora  una de las anteriores politicas que

Tos augadores puocdon adoptar. SU@ongeanos que la probabiiidad
v no  ee s2leglida como una  constante, @ino como una funcién
3 desvia de  la

s pueden

adores ou =)
nlerior. Los Jugacdo
comn wiguss sungue la mayoria haya
tencla de pocos Jugodores gue se

creciente del ridmero e
mayoria  en Tao 3¢ d
justificar esta polill

elegrido "pormenccer 1o

desviaron de  1a mayarias, bace apstrecer gue debileron escoger
" 51 pmadores adopltan bal politica, la

“hacia adelanl
e e maverie en Jas pronlmas

distens: on. B3] el Casd
brincabha de wune mivel de
esltd mojur desarita como

euistencra do pucos z
Jugadas podrd gencrar ona 6
arlberior, cuando  se f1iaba

actividad a otro, 1 dindumios 2
la pérdide de on nivel de Fysvrdad s ootro oy

T

o pricolegleo del ciclo
tadisticas es

m

arpnsendente  comn el

e U i ORGPV AT L NNE CDme e
Frreogl o en Le modela del toeno e Y .

sumamente paraddlico acor el wst 2] equilaibrio
@ el dudege de  la mayoria  ws gue  cade Jugador deplora la
UG 4 Craar. Agqud, aptimizacibn

.y -y
QEINGING

S1ttacl drn gu EL ol s
individuaal opbimizacldn coloctiva tronden a diverg@r.,

Obro aspento que obscrvamos  @n ol luego de la mavoria
que 51 hiay Zmo+ 1 dugadoras, ol menos oo+ 1 Jugadores
ztable.

coapera libremante para wn o equilibiio




2.% Introduccién al modelo.

aremos la pressptacion del modelo de
ontmico en =mu forms mas siople. En
métode  insuwie-producto de

EREStE pardarata h
LB Sohiwartz del ciclo
dicho modelo ce wutililza el
Leontief., En  ¢l, la mercancia "btrabajo" se le considere
sipplemznte como  trabajo, Yy o se le trata como una mErcancda
mas dentro de la  Foeornomia. Por nuestra parte. pensamos oo
la mercancia fuwzrca de trabalo no s una  mErcanciad  cono
3 Ei el ceprintda de conclusiones dizscublinos

Tas 1mplicaciongs e hete 1o Biipd =oanlerior.

—— S o o
cualauier obr .

e
Pl

Fasarcnos ahora cuponer las definiclones basie

modelo del ciclo econdnico des-orollada por J.H. Schwear

LI0S un compl i des

fFror una OO
actividades v el gue varias mercancias  scoh producidas v
subsecventomnente consumidas o utilizadas en la produccion de
olras mercancias.  S1 1a conaimia abaorbe  la preducelon de
mercanci de fuica, w oafrece, la  Jlanarenos ablerta. En
cansecuencla, si la economia estad complotonanle contenida en
Siomlamd, se llawaras cerrada. Cons re to =1 nodelo de una

economia, le diremos abierto =1 el "L ebaio' es ofroscido por
un sector tamilicr vy al orsno biompo varies productos seran
ofrecidos al "epotor Tamilrar'. El modelo st d cerrado Sl
introducimos el Ltrabajo cowmo una mercainei i anal gue es

TCANTL AS,

nwsada "completamente” on la produccrén de otras me
y para la produccidn de oesta mercancta {Lrraba)o) ZEmAan

regueridas obras mercancias.

Dentro del proceso de produccidn de cuslguloer mercencia
se requicren das tipos de capiltal: El capital circul ante v

el ecaprlal f1jo. EI primero se consume irnblegranente en la
produccraon de  nuevas mercancias. vy el segundo estd on las
mercancias que S utilizadas, (e G o consumidas

conpletamente. For aelemplo, para producie wna tormel ada de
hierro, @ reguioron, €n primer luaar, clertas L de2
carhon oy de mineral bruto, que S An naumnl das
completancnlse ©on el proceso de  producclbng ademas, se
un alto  horno oue s utilizado, por eleaplo,

2 utilivcedo pero no consuamldo
aconocido dnlcamezolte comno capltal

requiere d
wn ciia.  El alle  horno
complatamnenle v aqui es
f1i0, no como capltel circulante.

dos A - de la producaian s en

el o gererxl como Tigues
Sean  C1,Coy...0 G vna lis del total el las
morcanciag producidas en la  economisa. En sweguida, daremos

algunas definiciornes.

bast 1z cantidad de  mesrrcan utilizada en la
produccién de una wnidad de la

8]
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qbidad de  la mercaencia  Cf consumida en la

; o

1a
roduccl én de una uvridad deTTE TSR aney

IO WP S |

Como  una MErcancia  que  8s consuslida, también  es

utilizade, supondreaos

2. 1) bya & &y cono1, 3 o=

De esta dorma, patra prodoacic sna untdad de ousl gul er
Cay s requiere (hablando fecnoldgicancontel Ta cantldad &,y
de la mercancia Oy quies s & v ada complctamente.
Adicianalmente, se regquieran (tecnoldéglcamnente) by, unidades
de digponibles para wn periodo de produccl én estandard.
Observenos aque 31 la uwniidad eztandard de O, s un litro, v
que las unidades de Dy son toneladas, entonces a,, tendraé
las dimensiones Liltro a/tonelads

1l amado ©) modelo
S 1lamada la matris
218 dol model o serd 1lemado
tiaz by g) s emada 1a
motdelo insumo-producto sors
acio, s decir,
Squn @l

0

El modelo, tal como se ha
abierto de Leontief. La mabriz
de insumo-producto vy el andlics
analisis insumo—producto. L&«
matriz de capital +i1jo. fgui, el
analisis vcoondmtoo abstre
cirdn producidas v oconswimldas.
cd o onsldorado Cono Uns  Gercancia nas.,
cizgeripol On

.

o

considerado en  un
todas las mercancid
autor, «l “krabain”
For [ATERVER O
corvespandiente o vnomndelo coervado.

proreuor & ix una

i

Fara cerror  of nodeio, wod sube tritroduce el trabalo
v ocoame un producto. Hea aey la cantided de
Byombarey e i do para la
praoduccl dn de oy uwnided  dee la meroancd [ Gue: mora
consuntdea para  prrodoucir una hora-hombere  trrabajo. Far  la
introduccy dr de matricieles, ©1l modelo
econdmico ¢ cerrado, s decir, sl conjunto de mercancias
prodoncides ws el mlemo e 2l coniunto  de mercancias

utilizad zno la produccyon,

como W ) asumo
trabajo (nedida 2 hora

slos  clounentos

2.4 Un wmodelo dindmico de una economia.

ta  seccion haremos Va or entacion del models desl
amico de JoBEGSohwartzs, e U forma o s1mple,
rrallio del trabaslo. e 1rén

ciclo
conforne avancenos  on el I

rccke Y.

incorporando pusvas hipdtosis en el

-y

LI woonionnl ao on donde son producidas lasg

Con=ideroms

mercenci e Dy, PR 4 braviés de les mergancias trabzio
Coulorve. sl Bl medelo ccontmico  due e arrollard,
de dig-diz., bodndonos  &n 1o

funcionz sobre  ung base

s1gulent

IR}



~

Todas-las ~masanas, el productor de cads mercancia (por
simplificacién svpondremas que hay uns dnlca
sector) considera su  inventario de - las  materias primas
presentes: stocks. La empresa tratard de  llevar este
inventario A un clerte nivel {que o otras razones
considera Ccomng aptimo). Schwartz toma como  inventario
dptimo, Al gque viene dado por la siguiente formulas

inventario optimo = inventario bédsico 4 civentas esperadas)

En gste orden, calcularemos  los plancs de produccidaon para
cada empr s Esta usa su esbtimacadon de wnwventario opliao,
calculando las  went [ERE182-00 e del dia, cond 1guales a las
ventas del dia ardarior, Vs obstivo producie una
cankd dad gue adamds de culnrir o ventas Gagias 1leve  al
invertario &  sue nivel  dptimo. De wmodo.  toendri amts
determlinados los planes de pr ados para el dia y
lae canitidades  apropladas Jdo las  mercanciss G, c
requerides para  gue coste e puizda reallsar.
que &l @ modelo se roeflere COon aayor ENntasis o Lag mercanci as
materiale ¥ a loz stocks tnvoluorados, el pago de salarios
absorbe en lae formulacidn del modolo. Far  octra parlte,
elimina cens la competenci s suplicita de mercancias~btrabajo.

Ta e ey bem

LA

Leae climinacidn de la  mercancia  trabajo

clogus:

SEan dnaee-. d-r  la producclédn total de las diversas
mercancias, 1ncluyendo laxe sercancias—trabelo Coa,Cosa oo s Ca
en un  periodo dado. 8 (ay 41 la matriz completa de insumo-
producto incluyendo los insumos para las mercancias—trabajo
determinados por las distinta saz de salarior sea A,y tal
gque 1,3 = MyMN-1,..., la produccion neta de la
mercanciali para el consumn es

~
(2.2 U Ayl 1 0= =Ly waaea b
At
Ya que las mercancias—trabalio NG pueden ser

consideradas 2n loz fnventarios, porgue son consumidas en el
momento de la produccion, teng@mozn

< ~
L= Hy — L P T M- S TN = O,...,~-L
ER EXTEY

lo podenvs eypresar &n forma vector tal Ccono mlgue

C2aA) 4T=Fy 5 ) oo e ey 8 )T = Ay s ta g ims oo tmd T

ApreTaTen catar e



donde

haciendo ceros  en @ egquellas  columnas v o Fenglone
& 3

aparercoan lag mercanci ~trabajo, tenemos
[y LA e T G T R . LI TR T W

MALF1Z pProfiug il va, o entonoes

G1 conglueram QU &4 BT UN&

erislte (L-A7" oo
.

2L e) [ R RS

(e Yu)

psto es,

- ~N -l . . ] - L
.7) s, = % I arede (I-A)y "t e

L S

1

Substituyendo (2.7) en (Z.3) tenemos

<t ~N L ~
(2.8 e B Lk I {i]lc:(k(l—i-i)l_g]ai_j =.E Dy iy
. Bemeel, kel 1 seed e
™~ [
y- Loul (X Vo tI-AY T lag s 4 340w
[rpory 3 1 end
~
(2.9 My L @y it Falyae oy b
fonnt

dornde la mabriz 4,4 estd definlids pot

-
13 = a¢) + L
’ R =T R ST

N

121, 2, ... N

o

Stz observa que esta matriz nsumG-procduct o, con el
3 directa de la

trebajo celiminado. ee uUna
matriz definida en el : £ un <olo sector
5% de trebaio v

14

1) CEmERn
1 ne i OrE

e beabaio, oy e
COne ] Zr gt la produccidny Llene Tagar en ung 9oonoami o
cer mercancias  malerieles  cwon malbriz e

procucia fy . Corn ls climinegcl dn de la marcancra—trabeijo
inviilucr s uns chle diztorst on i : {arme
csocioléarces  de RIRTSTI{ENEIN [ pmplicaciones de  estes
cunOsicl an en el modclo, las disculiremos =n el capitulo

conclusl mnes

U gran parte de o OF G rat 3 amonite ia
clasificodo comn Bt IR ECTA L) v fro abvora e lado
fuera del  wmodelo por b yvedociran o Shyaa e haemos
descrito. En o tue wedosmecuent o noe oy ookl md [ R T TR ST PE T R TI( - )
el Cconsomo no prodactivo oo oo Pt en f fis voldicite en

et s conbribucyén

[T IR For s TR T w330 Mo ':G‘:Lv-:mug, Ccontengyr

nuest




snalo con conbribucioness adiclonales

expliclta. al consumo por
al consumo  personal, las cuwales, como henos explicado son
tmplicitas. [l tratasiento que ‘se | seguido 1nvolucra la
hipotesis de gue los salarios son gastados totalmente  en
alaguna fracelrdn f1ja de  consumn personal., La hipétesis de
oo ol rebisdn DBlines wh o wsCano Loabn en estd involucorada.

Faras cualguier tase, wn conjunio de pedidos para
brensoibton como se explicd: cada
a (fuera de su snvantario) de
Canci as gue ¢l produce; ©n
zca uwna crerta ntidaod
smand . no e
podido recibildo

factoroes de i1nzunns
fabricante establece  una oferil
ciertas cankidades de sus  mer
general wbélo serd posible que &1 ofr
de la  demands Loteal. 51 waponemos  oue 1a
tisfecha, 1a miema  fraccioen de cada

ser s
debe sor confilrmat!a.

1ok guie
st pohos,
Cancela
vdn de

y

sobire not
sden

irac

Finelmoente, cada  Fabricant
fracolones do sus verlous  pedrdaos
selecciona las  mds paaqued
pedidos de mercancias que son mds gran
aw oferta imicial. FL envia tiene lugor 1o
2l nuevo di g de produccildn eap e a.

tler e

‘Lalaants en el
Al
1A

311

descrita
e wins Formpul &

El evsoguoema que ha
paragrafo anterior pusde ds
LiEs siauie. Sea ¢y el emer o de
cumo ol nivel de Anventario G
Tae Bupunidremos gque para el bloopo que
Gy para las vantas webloadass
s ba

ced el

simp ) oment
una formel «cian wmhes  general que la d
O .

antaeriormente, ouwe cerd definida por oun b

2 canbtidad de €, prwducida en &) die 4, v
; sentido indicado anteriormente
en €l precente modelos las ventas

[ 225

nodadas par la térmnla

P N O B
EREEY

actual de oy en la manana del
an en la relacidn

ya () )
dia t. Entonces i, (L), v, (L)

(o100 vall) = oy (L=1)Y + n, (L~1) ~ B &, 41, (t=1)
BRakY

Le produccion  deseada o, (L) parae el t-eészinmo dia esta
daeda por

-1 3

(Z.11) o ity = (o, Fyangtb-1Y + I H; gu, (L-1)




-
-t
BT S A I BEERI THN & b 1D B U ST FRP & ey I I
: ERLEY
vRecor demo s g i o los vent eeporadas s
i O (10 )Y, figusd 1o mpbacy dn v oo detinida por
W=, 51 HEEAN S HA . g1 o2 nec ey

coia Lz parbe posibiva en

definir la  produccr on desoad
cantido de  la exprezion entee laves del lado dereche do
(2011 ya  que la  produccion de ada no puede ST menor gue
Cero. ba seuacion (2.11) pue @ eymplifiocada coma

(2. 12 Ty CE) = e, ) B Ty, (t-1) - oy CEe1) - ony (Ee1)3
RELE S

& cerdn colouwlados por
s, de acuerdo con el

Los miveles de produceléen de

la +dérmula 2.1 el gulente pa
sentido del mondel o dado anteriormentoe, para los productores
de les moercancies ©,, €8 hacer pedidps de mercancias €o en
cantidades sz it) de ecta manera los fabricantes de l1a
mercancia G, reciben por Ladas partes pedidos por owun tobal

de

.
Toawy s (R
4 em1

Ciws  Fodenos  calcular  la fraccidn peit) de
pedidos recibidos  que pueden Llsfacerse por lés empresas
de (0., cantidad purede llemarse el "k-ésigo coeficiente de
tensién del mercado" y estd dedo por la razdn de inventario
de Cn entre ol total de pzdidos.

unidades de

v (1)

a1 e (L) 3 e
"
X?\J;.‘sl'._\ (L)
PR
f, ol cunjunteo do bopara el ocu ey £ oD
Entonces, las  severas reszsir: ones  sobre la producceldn de
Uy debido a les dificulte de  absstecimiento. eetan

wal  pe (6D
2M0S  Que

e el
mocddel o, te
Mnoogue oo

1mycraie

meci1ds pur @l indice b oen oo
eg wmds chico. De acuerdo cuon
log f rioante Vet Lo
[IICTSTREERS Tzl on [&E) [V

procedi mrento puede descoribiree motemaliconenie cong

slgues

L&
p1me proedis o,
procductor estd dede Tinsdae=nlo por

Ewd e rrdapesro i "factor de tensidn de oferta”
2 predue oy an o del 1—¢s1mo

T Adr

para 2l i

1,

LV -
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Tatbe, (L

Teremds  ahnra™ w - mode) o dinamnico doe wnae economial
cerrada, Las ecuscionegs (2,100 - (2015 delerminsa o (L) y
v (1] on Lérminos de sy (B--17 Yy v f--1y, (a3 czto
determinamos el pressnte dia de produccion vy les niveles de
inventario en funcidn de 1ot dias anteriores de produccldn e

inventario.

Asi, &l modelo Jdozeribe una gcononia 0Indmice wiv 138
cual con  especificaciones 1nicieles se deberminan todos los

movimi entos gsubsscuentes de l1a economia. Nhora dcédmo con las
del modelo cconamico analirzade? En los capitulos

movimientos
Veremos  que  los

siguientes respondercnns  esta  pregunta.
intentos  por  deoscribilr este sovimento nos conducen a
cubrimientos importantes, zobre  tode en el ciclo
inventario-producci on, el cual es  considerado en el ciclo
erontmico cono un agpecto importanie.




CAFPITULO 3

ANALISIS MATEMATICO DEL MODELD - DE LA TEORIA DEL CICLD
CASO EXFANSIVO Y DEFRESIVO. -

3.1. Rgregado para el modelo del capitulo I1.

D= 1D definaen v modelo
dindmoce, on el cural, pocy Ticacian ool e who 1mlcaral
de Lodo =] fnventorio oy Lo i vels de2  produccion estan
deteramynados por couente movimlento de e economia.
51 hay M moercanciog. L estado die la economia pare cual guler
tiempo L eots debtocrannzdo por 20 peedmebroo, N para ¢l nivel
s produccién v N opare el nivel de invenlkario. For tanto, ol
MONVEHLEN LD CromnnmL o mAL L Copenbe un moviaanto en
pacio D drmenist or movimiento acneral del wodelo,
e hace complicadao. En itulo cmperarenos  por
demostrar que ol modelo goner definide por 1as ecuacilones
(2.1 =2 18)Y stoapre sdmibo on novislanto cespeclal, el cual
puede zer decoraito por dos pordmelros en ve: de 2,

Las ecuaciones

annGlrera v Baremos de opobe sl enle
L Gny en el

PFET

Er
Maremos una  imnortante distin
los casos  onpansivos de los e oy bulo VI
retornaromns al tudio del  wmovimiento general del modelce,
indicando el cignidficadn de la distincidn gque £ ha
introducido.

N

DB 15 con

-l = N .
Sean A la matriz de insumo producto v

laos elementos s porelr em Quo e Clada v
prooeduct i v per  tanto, @l domiay 2 L,
por ol tearema de  Farrone- el e te

youn vector proged o s W Ll

T.1) Bv o= oavg

model o,
siate  en

Fara oblenea

~tn hece icran
introducir o 11 ame "proca
halanceados”", es 1y hay que
inventarios 1nlciales bal
component ] virckor v (Bl vecitor v representa una "liste
balancuada” de  mercancias  en wrictico,
decir, que sl es osado Como 1nsumd para la wconomia,
productos obtenidos  por ($01) cwrtdn pProLoraronal
Supondramos 1nlcral mente quie rroduccidn e invent
en proporclones balanceadas

guie
inventario inicial
e guie la producclon e

a las

SO prapotclonal es

21 sent o b

=3S) 53

lo estan

(3.2a) BRI 1D B C N Sl A A
(Z.2h) vy (b1 = v (g



Ty

donde Ay Y denotan . en genetral una "produccién balanceada” y

un Minventario balanceado' reapectivementbe.

Supondremos tambidn  que los coeficlienbtes, gque enlpresan
el imventario  dptimo nivelsdo  en términos de los  diaz de
= las lineas de industria

vitbas, S00n Lyueles pars

Ca = L & 0. = .

"
— B . - . - Fred .
Con est supnsiclones la expresion Cy B o Ayang 1),
KRSEY

para obleto de inventario sobre el t-ésimo dia, se reduce a
carx{l-1dvys la expresion (Z.10) paera anventarios sobre la
mafnana del {-ésinmo dia so reducs

(3.3 ya (B = Dy (t--1) 4+ (I=vyw (h—1) Jv,y

(2,317, para la produccion deseada sobre el

vy la eunpreslon
t—désimo dia, se reduace a
(Z.4) Sa () = Doy — Ddn(i-1)y - y(E-123vyy

y nacicendo  £=0(1-v) tenemos

{3.9) vy (L) o= Dy it-1) € (t~170dvy

Esto demuestra que si nosotros definimos yv(t) por la

exprest on
(3.64) w{t) = vib—1) +Eu(L-1)
tendremos

(3.7) ya (L) = ) vy

El coeficiente tforzado del mercedo pelt) dado por
(2,170 es plenanente independiente de la mercancia k, por

(2.7 vy (3.4 ten=mos

Wt v,

pit) =
TLL e+ — 1hutb—1) — y{t-1)3"v,
(3.8)
y(L)yr—? witia?
pild= =
L (e+2)r = I ik-1) ~ yilt-133" L it~1) = ydt-123"

donde 7 = [(c+2iv-11



wy

Cdde ofertat (Z014) ws plenamente

cstd dacla por

el “factar
independiefibte de la

A= NN
ety = minll, wi{ti.

1. dia deda por

La produccidn  nivelada sobre el L~
2.15) como

e (L = o, (Lo i)
= oin (. i) ray (L)
vtilizando (5.8) podoemos escriblrla como
yitia—?

a fLi=minfil,
I {t—-1) — y(t-1)3~

12}
-
-~
fuad

ylityr=tz, (L)

g (E)y=min (=, (b3, }
{Fult—-1) — y(b—1)r+

con la  ayuda de (3. 40 podemos escriblr la  produaccion

nivelada como
(3.9 Hy () = man (T (-1 =y {L=1) 3, y (E) 2 vy
Gi definimoz »2{t) como ¢l valor de los coeficientes de

Vi, en (3.9) benemos

(3.10) sy Chy o (b vy

ahiora concluir
Criventario
Svan & braves de

Loy pode
P
LAy

GE O

De las couaciones (D072 oy (O
por induwIclon gue la suposicidn (
v produccidn i1t sl halancesdos)
las scuaciones (2.10)-02.19) . Fodeaos decler gque producelon e
inventario total L) oy by, [ A e come militiplos
escalares de  v,pa Loda t. bl "eguilibrio” de producclon e

|

inventario irnlciral

EN ) A R e | cilo nomento.

SN e me sy (R) vy (R)Y para

El problons

Facka F . et o
. Loouoda

O R
do meloulas doz i

by oy ywity pars cads
damuestran que las
Saleip i tule nventario v

=G

ias EOUEC] O s

relacionms memne v
la produccion bal ances

(F.11a) wit) =

(3.11b) wit) = it IR ) DIVESAS SR S|



Conr esto gueds deorostirs
definido pot (2.1~ (2,15, trene  un
descrito por ecuaciones nucho mds =imole

wio - ooque el nndeio  qeneral .
mvimtento partioul ar

El paso e deaoremos e continuacion o va dirigido al
EeDUrSl ones.,

estudio de

cE une obsorvact an general dieooun modelo
{

Gaui Schwanrks hac
y-owvisi16n  que tirenen Jos economistas (segin la closidicacion
mronoml etas cldsicosy . Hochwarts
la  vigion  del ciclo  gue

de Feynes, se Lrata de lus
establece wna disorepancl s con
tignen los  Mclacivos". Fara  déstos, el ciclo es sdlo un
d el librio en 1. RRRIEX de  produaccion, cuando una
recesion se  prosenta, e correalr bhaciendo un oarys
en las  proporcrongs  d los diferentes sectores de  1a
El modielo de Dohwaets plantea que aon partiendos do

ECOMNOML & .

un egul librio 1nicaisl der produccr bdn. es
que el

La visiron de

SRS L 2

posible gue lay tecacsions
ciclo sconbmnico =] eme

. te la
produccion’, o algo que el modelo de Schwarts recliona.

Las ecuactones  agregadas segan  Schwartz, tionen sucho
lana, v ok darwvechaml ento
L 1wl o @ La

en comin con la literatura Keyne
agregado" [ Lamada Como alga TN
concepek on Feynaeslana de 1a economni a.

s n on e o osu modolo
coftsumo cncaepto el que

arios.

At [STRECI e

Una adve
hay una limitacidn con  cuel qul
atntomalicamente as gunerado por

S. 11k poudemos verlas como una

ee doclir:

Flutbo 1y, p(L 103 = CLatly,ylw1. dunde.

i) = omin DTk (L~1)~y{t=1) 3", yit)r—*]

vi{t) = y(t=1) +fux(t=-1).

= de.ﬂ, gs sU
znita  de w{(1).

=

]

a

U primer  ospeclo gque nos lnter
“emos =l comportami

imagen. Fara ello znaliz
Sabeamos que

Y = omin T (=1 -y l—t iy ()2 ]

o9



[4
rodveclon

_Enlonges. e s e

v (t)
JESSEEEDLE TR S I para todas . L,
N et
entonces -y (L) & o (b) pars todo . t,
Im) = { Duit),y(tid [ vt & ovudel 3
De aqui podemos deducir gque las  ecuaciones (3, 11a)-

(3.11b) estin limitadas por  las recltas #50 y, y=vx. Estas
rectas las llamaremos "linea de produccién suspendida” vy
"linea de escasez’ ctbivamente., La regiron  conmprendrda
entre las rectasy ITa 1lomarenns raégldn accesihle o

raﬁt de

b :
S Uspen ds da \\\ 6;0,‘55?
qe
. \ )

X — }

fig.? leo regi6én accesible para A\

81 el punto Ladir,y (L)1 pertenece al interior de la
region  entonces  vibiy—r (), esto impliceae que  yitir—?
no es el minimo entre

v f{l—1) — yit~1)3 Y (NS B K
paor tanto,
s (k) o= Dbl o oy il=13 30
IS 1O el L arnece 2 la troenters de b, entoncaes,
BIEE AN I EYR G AT I

Como
Wity F0 porr lo taento sty o=

Fademos decir  =hora
interior de 2, los ecusclones

21 faitioyil)d pertenscen al
rerur sl van Juadaran

(3.1Za) 0L = wit-dy 4 Exndb-i}
(3.12b) S B A DA G S
donde  S={l-r) T o= [ie42ir - 1)

[



define una- Lranetorfac on

Ty dim P ar o ECULRC Y QU160
iliar . AR ORI aquer aplica Dadib-1) yit-13) en
Cadt)y,y(td 3, g declr,

(3.13) A0t~y (L=120 = i), y(irl

Lo bransformsc on gztard representada por la matriz

(3.14) L=

nueslras esuaci one recurslvas
tos ) y vy = oans tenemos

Toemando en  cuenba
estdn lisrtadese por la re
que garantizar oue la transforaaciden A, aplicada & los
periodos subsiguuentes., fambldén estén dentre da la reglén
aceasibla.  Fara realizar  ecste proposito retomeremos  la

transfarmacion A do la siguiente forms:

Sahemos que 0L Ge-1) = [Tty Yitri. Eslte punlo
puede o no ar o 1 s thle. Fara gearantizar gue

lao regidn  accesible;

=t tal oque

el punto L Ly, vwilyd
definiremos w mesva funcl on

[y (L), yit) ] 51 DF Ly, Tt £ oo
g = Lo, Tt a1 TR 40
Ca$ ik, ¥t ) w1 wib) 4 R (b)

A

R% My

-

Fig.3. Relacidn entre A y la transformacion lineal A

La relacidn gritre  la Lransformascén A v la
s RS- PR A O - e R o Sofs
Lransformacion lineal A eohl descrlta como A= Sen

Fhora el prrokilems gue GUECEmos  enallzarr es el
silguiente: «i Lomainss U punto pe interior de  la region
ac thie, queremos tudlar la sucesion de puntos




py = N3 lpor,
tales que para un cierto valor
g6 cuwnple la siguiente igualdad

v 13

L par = _A;’ (Fie !
vista de
andlizis
= invertible
diagoneal (R F
poterncl as
la matric F. ne
problema tiprco de
matriz . tendra
cuesbtion (vor apdénda

ue
s simplificara
gue haga
donde L

mas fac

matriz
mabrin
con cuyas

e 4
ST

025

vertores
cOmo

cel.

v
coiumnas

wea base de
watrlz

IS RWING WA

A ey

Fara enconty ar
sguivalenie a

que debern cumplair 1

VAT

g1 agona
or

(R EY

a

:11”1

s

Lrabaldarene

(23]

tesario plantear

val oree

\es

[

y para tods 3

con  potencias  de A,

podemnos encontrar una
que L sea ezf@lante LA
la matriz ssociada a A ¥
traba Fara enconte s
nuestro problema como uwn
propiros. De hecho 1a

vectores proplos en

0%
©1

2}

11

At .

a liog

ha

s )
constantes

o <&

Tlorea g

1,
1 con

deban existar

csto es, los vectores Wiy Y wa son los vectores proplos
. . Ly
de A v o los correspondientes nanseros Ay A= =on 1os
llamados valores propios. Fara gque enistan byl hsiowdente
ecuacion doebe tener una solucron no trivial, deecit
N = A 51 0y eblo sl L o- 2 = oo
donde L ez al matiris que e Aiba e la bransformact dn

forma Lenemos

lineal 4

la srguienbe acuacian

+ (G = 0O
de 1o cual deducinos gue
71 | A Yin
(3.15a) -+ |~mu’ ll - __Nﬂw*_'
bt 4
1"1"’] i Q& |”2
(3.15b) g f— 1 =
= (v=—1)=
tal que para £ pequen A1 ¥ Az zon reales vy difercntes. En
vigta de que dificilmente hobrd une buena practica para un
productor, 51 Liene menos de  las  ventas diarias  como
inventario: podemos suponey [ T Tomar£mos & pDEgUERRo,
tal gue T 25 ligeramente menor que 1y 7 = [lc+@rr - 1]
Liene una cota inferior, la cual cs ligeromenie menor que 2.

En vista de que £ s pequeno.

la aproiimaci on




podsmos verlea dando o a

apro:fiimados
(3. 1aa)

(3. 16b)

Entonces el

-
que Ty gre mucho
un poco mavor gue 1.,

Los vectores proplos Wi y

valores propios satisfacen

lor propio A

(F=11=
3 wvalures propros los  valores
1ro2

ET~1)1

es el mayor y £s5 paco menor
menor que %3 @l valor propio A es
we correspondientes a estos

[¢]

2

Lats = iy o~ vy
Aays = Yy o £y o= 1,0,
tenemos que escribir s ¥ vy o para las componentes de
Wyl rasolviendn el cSlstema anterior podemos expresar Vv an
términmos de oy
ya = ATy by i=1.2
y también
P wmfdy~1r—1 =1
Vi AN 7 3y i=1,
El vector propio Wi correspondiente al valor proplo
21 Gerd
Wy = Datyfn/Z (-1
el vector propilo wo correspondiente &1 valor propio A
=35
W =
Ya que  hewnos encontrado los vectorss v valores proplos
respectivos, esx racrl mostrar que {(ver apéndice)d
21 0y
(3.17) F=ilp =
%) A
L
donde F @z una matriz invertible cuyvas colunnas son 1os
vectores propios.  DbDe esta forara hemos  encontrado F gue
hace a L egul valente ura malriz diagonal v ocon cuyas
potenclas es mucho méds facil trabejer. Ezto =



o)
(3.18)  ETALED D e LR o | .

LU 2 ;

Lo geonetrico de CRTLEY  cuva trans
AT e FACT Tmente comnprends do 851 resonol Bmos

Formasy an

lineal e
e} siguiente hwechoo Tenemoss

Py va d=lop e, 2dwnld o0 813 tamamas - o« oo, oblenmos
. - - .
21 L A o A e,

w D

como 2 v Zwo gon positivos, bomaemos logariioos

+ olog 7,

1

Yo
logy = logye 4+ «2loglz

multiplicamos g Togiaz lug y vespeclilyvamante,
obtenemos

(loayz? (loge) = (Jogis? (logia) + olowiilogia
(loiad (logyr = doagi,y (1oayas + alogdlogss
restando nos quedsa

logr =) tlogey ~ (logZadloay?r = (dogd=? (lodie:
- Joglsr (Jogaya?

(Yogrw) (logsr ~ dograrilogter = (1ogrzy) (loay?
= loga? fiogyve?

(loglzr iloglyinsdy = (dogisd ddoalyivels

logis H
PRSI § [T — = 1 Q| e

loa 2, M Yoo
5i
@G o= v ocomn  Jy boda ertances - 04 @ 4L
log s -
tendriamos Ologlis/nal = louly/yvel

sacandn exponencial

o e 8% ‘ ‘yr.,w'



haciendo
Yo
Ka = e tenemos

(o)

En huestro  nueve stshama de v Jenadas Mo, ve pueden
ser nimeros neasbtivos vopor tanto o, oy pueden ser negativaoz.
For consiguiente tomaremos como la  ecuacidn donde  estan
contenidas 1as cuwrvas 106750 :

v = )l

Los puntos [iai#,yai?] se sitdamn a 1o largo de la curva cuya

¥
o

ecuacion es W ko[x|° , donde & = log =/log 1. Como 1=
Yy 1,1 sSOn mayorss gue 1y ademds A1 02 Az, tenemas O L.
Entonces las curvas de la familia y = RO|H oy 0 ke C o,

tienen la configuracion siguients en @l planao [i,v]l (f19.4)

@

A\

Fig.4. La familia de curvas [4Y}= Yolx‘e

La configuracidén es cominmente 1lamada un nudo  (las
curvas apropiadas e=sn  Ze,3="  y 4= cuadrante tienen una
construccidén a  partir del primer cuadrante por reflexsidnr.
El efecto de la transformacidn lineal T=WT, donde T es 12
transformacion asociada ] es empujar los puntos a lo largo de
las curvas de la fig.4, expandiéndose en el ere n-coordenado
de un  punto por el factor A=. Como T~ AT tiene el mismo
efecto relative para los =sjes wi, W, @entonces T-AT EmpLla
a los puntos a 1o largo de la familla de curvas obteneidas
de la famiiia de la fig.4, por la transformacién 1, como en
la fig.a9.
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Lo s o e g de de curvas obtenida
do la famdilia de Iz frg.d por 1la Formacion Ty cono  =n
P

Ia Fig.%,

Este modela  de curvas ordinariamenteé conocido como
un nudo  obliouo. Har@aas om completo el anilisis,. 51
sohreponencs el nudo oblicuo  de la fig.9 baje la  regién
frg. 2. 2sto o8 COnauarenns  camo los
Lo B W] Ly Voo son orlentados relativamente en
aode i oreglon,

AncEs)
vensh oy
la framt:

(1, & (e~ 3, ¢ pequeso v
Wy queda abalo de la linea
la frontera de la regién
@) wvoector L1, Do+l -

Entonces  wy,
Ax NOOES MOYOr  gud
de oscase:z 51
aceesthla) .
"

PP » Por]

(¢

o

= A zids wa cler reglan accesible o
abado de 1a Guiex

(3.1%9ar) (o2 = b — 2m oo
&

(3.19b) o+~ b o= G 9w

plaadeis

(3.20a) Q=R I I S S S P
(3.20h) {e+liv & L+ Jo
Fodenos hecsr  eshtae disbtinclan MAS  Lrans

sparente. si
procedemus do una mane manos gqoeomdtrio s @l modelao
sEPrd erpansl vo o Jeprasiva doe acuerdo al nivel de inventario

: cde la linea de escases.
S1vo o depresiva

e VRS

y produccron ubrcados a Lo Lar
Esto es. nuesiro modelo es oupan

150
/ . .~
[ Eiman P ris

PP nls

¥ om———

f1g.6. Los eigen vectores vy la regidn accesible en el
caso expansivo.




pELblva o onagativo,
auuerdo con

Loyowiies = 0 [ ST R B A I S

25 LN POaco manor

ot e d dependaen de 1a

prrmer caso (ALlual) en el cual los

tia e wnoeonitran sn la reglaon

Caso expansive. v el segundo caso

sl Jurs puntos del wve pPropLo Wz BE@

WU ebegd oo Lo 1 r2a de eGoase. el gaso
depresiva. Ahor slhudi srenos prinsro el CASO  eMpansivo.
e la contlourssion de los vecktores  praoplos v o la regién

@Q

Pl g Cwme s ba Frb.

La remjron accesible 1ncluye 13 porcidén de las curvas de
fa f19.5

G, wraltcados en la zsiguiente f1g.7.

| ¥, g
f LI
! e hin
N i FARr Y g
| .

—

7 W,

X ——

Fig.7. Las curvas de movimiento en el caso expansivao.

Es tamyl  discutair ahora, los efectos de la
transformzscion Yo Empezaremas con un punto interior en 1s

reEgl an accesible v aplicando A veremos, de la f19.3 v del
tento gue ilustra le figura guo  los puntos A2 {pao) den
colncidir con Llus puntos <AJipo) hasta llegar a la frontera
de la regilon accesible. Ertonces M, il ugamente que L
empu)a los puntos en forma ascendente o 1o largo de las
curvas 1mdio s Lo Fra./. Bl oefec £, & 1o largo de
la +ro ziaue en la misma dieeccldn do 1as Flyg.Z, de
acuer texlo. Lo punios a lo targo die la linea de
Flg. .l son o mapeados & e pOos1clon superiar a

linwa do Ry

to

(ver F1g.20 . Los  punbtos
pendida

correspoanden a




nivolee oo gorodncci in o= 0y, de o acwerdo  con
cualouier punia 68 wapeeus por A ED 51 mi smo.

SUCenLYas o ,’ﬂ‘, fPara s

[ N
punto py .o 2s coma et la Fig.B

hnco. 42

rpdacel by
f,{U}ln d;«'.?l

T
LI R A

Fig.8 Estados sucesives de un modelo econémico en
Xpansian,

S1 el punnto inlcl&l‘ o witd a la derecha de  wao 1a
aplicocidn 3 d g Pheva ol punbko raprdanents hasta
la lirnge deg escaseu el o neestras previas
erplicaciones, la  sucoslon de punbtos  sobre  1a iinea  de
sabe o orden siandeontoe Macia la derechi, Esto
ponde 2 una srtwacldn feliz de prosperided e2sitable, e
la producclaon =s5td limikada dinlcamsntae por 1as

[ sl KA § [SEN

aolies, o &ous

S,

- n

p o gl pueden hacoe okros productores b que
posilblemenle o posalan cumplar, For obra partes, si el punto
inLct al Clea esbd o e unouierde Ja to, las aplicaciones

sucesivas de A, llevan 2l punto & la linea do prodguce:dn
sugpendida v ou#hi se  paea. Esto corresponds a una situacian
de "ab=olubta dep 5L 0n" donde la produccion v el trabajo s
paran conpletamsnts, nLenyan pedi oo B obtiene DAra
g ringln plan de produccidn se cumple.

mercancias Yy sntond

£l movimienhbo hacia 1o derecha de we, correspondes a wne
: ada productar imicialmente oncuentra

situwacién e 1
CpLte vt as
sus planes g2 pradood on.
IR SR A
£ W AR AT
per e da de we, de
WIS PR
lag
sbhande @l 3
Los ouros produactoras

CeHepr S sl A con osu pnventario
Coda prod ; o tal
v zida prodos o oy d un

planes o producoidn. £l
serithe La sriuacton
NIvet do
e ha
oo iz las

LN S

[\l

= vant

situwacion, 1
mEjot 1ncaent
mEvimrento haopa tea
en la  gue a0 3 mradus b
Imventario
forma g § Yo e
producct dn., Vritinsad 3w

sdmiente

CHAED
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transiterirnas a  la redalon e WV
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aque 1w que Ay < i palo taplica que
satistace adends encontrarenns la solucidn en el
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AT O PEOplo W
configuracion  de
Yo Tl nodal es

nf}l [T A
estd abaja
vectaras proplos,
aparacen 20 e f1g.9.

+1g.9. E1 caso depresivo.
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arigen, sa desarrollan vy permanccen cen  la  linea de
produccion suspendida, En estos cawos el nodelo muestra una
wconomi a en donde la depresion permanente es 1nevitable.

En el modelo  econdmico los casos expansivos o
o 1a medida de la constante c: el

deprasivos depuenden d
mamero de veenbtas drarizs tomadas como inventario. Bl Ydaia”
en el modelo es bien visbo camno o1l periodo daefinido por Ta

proptedad aswumldsa en el modelo tal o gue la cima  del
inventario en  la prosperidad pioo puede cambilarse sobre el

"dia", pero no <obre una longltud  pequena de Llempo. Esto

es, nuestra "dia" es el minimo  peri1odo de cambio para la
econami a.

Dado gue los inventarios  se  segulrdn  acumul ando v
estardn en una situacidén teproductiva, la depresi10n  zera
permanente. Este elerno estancamiento os consecusncia de la
ausencl + de  cual quier consunn ne generado por 1a produacoi on
en el modelo, En el siguwiente  capitwlo introduciremos el
cons4ma y notaremos también gque los itnventarios deseados son
andlogos por contener alrededaor un  término constante
proporcional para  ventas (inventario bédsico), independiente
de las vantas.

40



CARITULD 4

EL CONSUMD EN LA TEDRIA DEL MODELO DEL CICLO.

4.1 AnAlicslis matematico del consumo como un hecho
adicional.

Eroel  caprtulo anterior no ne babia considerado el

conmng derihro eter Lens e nlaity 0. Ao hakemas  una
meedl fa saudee 2l nan Sapandr i gque en cada dia de
PEOCLIC L G e Suwecha Cantidad f1oga ey de 1a nercaneia C,

os consunida por Lo
coneti Ly an
1s politic
N
b

15 febricanbes. [S[IB AT colectivamento
; Tambt dri s souns descripo) dan de
TLELG W POCD ans oAl 1l s an=diendo
[ comu &l i1nventario

wiae de los fabrlcantes en

miacte =)
I R
v de le meroanc

Vivveent b arnos o

ta morcamcis 2,0 Seil, con esto twenenogs:

Inventario descado = 1nventarto bdsico + o, (ventas diariag)

Supondremns que ey y by son proparcilonales al vector
progio "balanceado'" v dz la @cuacidn (J.1) vy procediendo de
lgual Torma  wyud en el principro del capitwlo anterior.,
obtendremes las siguientes modificaciones de las ecuacionss
(Falta) v (Zobibo,

Do) = Lie +2) I Wy aualt-1) ~ s (E-1) = oy (E—103

Jmel

= {{c+2)0 T Hasny (b—10+ey J=uy (E=1) —y,y (E=1)+hy 2™
ER 28

= {{e+2)rult—1)vy + {(c+Drevy — wit—1)v,

~ yalb=1)vy+hw
= {({((c+D)vx(t-1) + (c+dre — w(f—1) — viE—-1Y+h3vv,
=+ v-1Ix{t=1) -y (E=1)+{c+2)et+hl™
dande 8y = eV, hy = hvy, Ha (b=1) = 1 lt—1)v,y,

vy (t—1) = y(t-1)v,.

De esta manera, las ecuaclones, incluyendo el consumo vy
2l inventario quedaran

(4.1a) y (&)

]

yit=1) + {(I-m)u (k-1 - e

minC{CCe+Z)r - 1ixit-1)
- y{t=-1) + (c+D)e + hit,y(t)v—t]

(4.1b) A



y @Ecrite al final

Como nemasz explicads anberiocaonkts, 1o
del térming AL RY es psuimtr e todo el inventario an el
principio o o @oansna s dooun Tddat oo drapontble o
produccl éng el cosame tono A Tuw iy La "noche',
g ol dia e mpmaae ¥ T.ooBupo

o e

1 TSI FRCERE
la acuac1om
PonT s conss

ARE SL IR R WL L les  Corre
de La Orir ta del modslol

Ly opnz

1 forma

que la econ:
NECesaro iner
cuando (1] PRGNS

chatal la

o

Bl amcteseis
capibtulo acoer o
acobada s ta or

ariers chif g

Lol no

[ ] wiE) = owik=td 4+ g (t~l) - e

PR . - . . N "4

(4. by Y M (E~1) o~ wit-1) 4+ N
dande, Cl=r), % = Lde+dre - 11, o= (edlie 4 h

Coma hemons sopuesto gue wik) w0 v  heaclenda  um
andlisis andionse ol dol o pasado, podomes vaetomar 1a

misma region del capitulo

e un frecho muy Bimpl o e
Enea ur &
zuplaztado. 4
Gforimacton

Tamhbhi dn podamos
dice: NG i anz
tranesformaci on lineal refoarida @ urn centro
eshte punto e e conoce cang punbto f1io de la

[REt e
TmaAacy G Lrresl na o home

Mo homogansda,

Fara ancontr e 31 punto  fi1jo de la transtormaclén

(4,25 basts re Twer 1as silguientes pouaciones

resolviende tenemos:
(4, 4a) Mie = @/E
(4. 4b) Vi = AT-1lerss o+ f

Veremos ahora, e donds gueda ‘situado el punto fiic de
con [af=--Ys) 0 & la region

transform
sible.

Loglressy v Zie onoclrve/d) + Ze + ce

DL



we/d s clre/:) - 2e 4+ {g+re

Loelre/i) - Le +

clredi) - Zil-vies-
o

clre/i) v (Zvy-2res. v (oeaDle 4o

vasi on (Lla+Ziry - 11 ~ Lie/: 4 h

por lo tanto, 2w & Yiea entoncas, Yo SOTHW

oncateribra

e Yl

Tuir gee gl punto 10
arriba de saode ! vooE T
. A purnto ey Y d 1o Tlamare s el punto  ce Keynes y lo
definiremes como el punto en donde, el nivel de invenhtario y
de produccién hacen que la producclén sea lagual al consuma.
También lo consideraremns como el punto . donde el
inventario actual coincide con el inventario deseadao.

T o ) I R [ O T e |

1 ahiara beceEans e e roov de o awenbon s 315
coor danad =18 Lal ancnera gue Ldnoa Som et g el ol

Feynes tendremos:

Viby = oyt - oy

Substituyendo en

FE) 4 vy = V(b= 1) b oy + (LT CE~LY - o2a] - e

= Q-1 4 et o+ i o8

(4.62) 28!
siguiendo con (4.

T(E) + iy = 4 vl F (C+2ie 4 h

~

, . - ~o
k=13 4+ Vi - Ylu-l) - oy bR W

4
=1
1

(o o=

(4.6b) Ty o= AN (-1

Echta oo, QLUQCL NS aon exactamenta
recurslones pre el s bulo anberiors tenemno

consecuencta gee el patrdn de arbrtas de noesslro o
modelo os  aackancnle dgual ol patron de 1 Sl

"
'

capihula antary
1a f1g.%
©0on

plho que el cenbeo del nodo obliow
o del o oriagen 2l punto de Roynes.
M3 e SO muy S1mller al nodo doe
dadas  por las figures 9, & v 9. Fero
Aue ousta grdfics Lirens  diferentes
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woAas Ly v orestando o U obrenminos:

mulbiplo anodn g
A R S D A

por tanto

Ty
T o C o x £
[N G 6

multiplicando (1) por 8 vy restando a (2

L R
poy tanto
[T
MR con AT

come Tyl cumplen con la scuscidn

-

x =Y fr — y 1#
. = g J—
AR - f: (,‘) - IX
> -
s1 hacemos que (SR T T3P

[ = 6]



[ Lo s & 1A Ioon ool
1 "<v‘-
Frurnetite Fel s un segundo cambla de
ey sd s, Feval r mamos s braslacyon, desplazando el

v hacto s punto de Mes Uity Yieeda

HEE R I
-_7/" - Ve = v

Substituyendae en 11 obtaenenos:
(I l-‘x(;-:" T R S A yk)| = \-Jl(}»(:-z“ = M) o yt - y.,_)!""
Las orbrtas e descrihe (1LY pasan por el punto de
Keynwes, Lono guersmnos eneonirar la orbita gque es tangente al
Je ¥, hacemos un cambio de notacion en (1rin.
(IV) |d(u - ) = Ay - yk)] = wlﬁ(x - M) =y - yw),“
Aqui hay varios casos & considerar. Fereo, como buscamnos

la orbita que es  tangente al eje ¥ solo consideraremos el
caso en que

Finalmente obtenemos:

(y=swe b o~ & (=1,
Fi,y) = w = - W)
LA (—mnd — (y-—-yud 7

Ahaora, nuestro protblema se traduce en

makimizar Fix,y) suieto a

.
aF

Basta ancontrar para oque Tyt sucede que - =,
ZD\'/

vao gue Moo= O,

v 0 Gotmn) = (y=y ) 12

2y N S N e T




LAy i G 1000 Gt

+ .
LA ls—) = Ay-yu)1®

wF :

- = 0 g1 v s6lo =i

Dy T ’ (V1)

CAGtHu) ~{y~yu? 1™ + L{y=yv) == 1600 Gt = (y =y ) 171 = )

dividiendo entre U[fGi-,) — (y=—y, 123, tenemos:
Bli—ne) — {y=yw) + [ly-vyu) — aliu-xe) .= 0
S1 ¥y s6lo si

(

T
!

1) CGy=yy) = (@ = ) (e=ity)
Como 2 = 0 , tenemos:

Gr=wie) bxse = A)

Yy = + Vi
G -1
FF
Ya encaontramos la  *y® que hace e = )
Dy
Ahora encontraremas la w que me da la o6rbita que es

tangente al eje Y.
Dividiendo la ecuacidn (Y1) entre
LAG ~ ) — y = yu) 2™

y wtilizando la ecuacion (V) ohtenemos
1+ wlLAl — Hed) — {y — yu)1°9°* =0

como ¢ = O

Bl-fine — (y=-yu) le-t

Otro punto 1mportante dentro  del modelo es el "punte de
peligro"” marcado en la fig.10. O este punte lo definiremos
como el punto en el cual se tiene un empleo completo del
inventario en existencia para  la produccian. En este punto
necesitanos un nivel de produccidn que me  garantice un
siguiente periodo de
-y = o|),
abaio de

excedente minimo =N para reallizar el
produccidn., Este nival es W= e (dado que o
asi tendriamos guae, st los inventarios siempre caesn

log niveles de pellgro, serdn inevitablemonte reducidos -sin



ag

limites) Tpartt el oonsure s perstetante.. . conducl endonos  a una
poro los proplos consumildores {en an
nwdxlu e alt 1 buacr 6n candu Ta intlacidn v
(=1 fr1Lr1un del  consumor. Puntos del Ypunto de
v at AN @mobre Lda Ulines o ods sen” proceden
arribda =20 pariodes suwesivos de berntro  del
donde hay un vNsWI0 FL 30 (o prudun 1V an el
e wa b surnu razonable v una necesidad que
(S R N h ecoda b @/, i Ne Ser dSil, Do
tacl Gn dentr e del il o

eronomni a qur' e devorrada

valo

reacpleact

[~ fovnfo de Fg//;r,ro

fig.10 Consumo en el caso expansivo.

ﬁhoralverwmﬁc gque pasa con el punto de peligro, balo
nuestra transformacion (4, 1a-b).

Las coordenadas de nuestro punto de peligro son

Fa (/5 ,ve/2 ).

La transformacion (4.1la-b) es

vi{t) = y(t—-1) + ¢gx(t—~i) - @&
L) = min D{FR(E=1) — y(t—1) + (e+D)e + nh >+, yiL)/~]
tomaremos

Hlb—-1y = @il

vik=1) = ovdesi.

Entonces:



Tlerz)t Berss) ey ey = A el 20
Ahora tenemons ques

®(t) = min L{T(e/) — v{es/i) + (c+le + hi*, r(e/S)/~]

=min L{0{c+2)y =1llast - 7(e/2) + (c+2)e + hi™, e/2]
= min [{{c+Z)elri 1413 - e/ (1+7) + hiv, e/i]
= min [<{{(c+2) — (L+v) 1 e/i + hi+, e/dl

= min [{Lc + (1-{)le/i + Ni*. e/f]
= min C{lc+tide/s + hi*, @/¢]

= min [L{c+ies/: + hl, erstd

= e/t

2oxfik)y = a/¢

For 1lo tanto, el punto de peligro bajo la
transformacién (4.la-b}, permanece estable. Tomando en
cuenta nuestra argumentacion anterior:

[ulb=1) ey (b=131 = [u{t),y()] = puleli ,rel/z)-

FPodemos conclulr que el punto de peligro es un punto de
equilibrio inestable del modelo.

Regresando & la fig.lo, observamos una drbita tipica,
donde se muestra el principlo de la recesidn. La produccidn
llega a cero, para permtir la declinacidn de inventarios
para niveles de recuperacion v de acuerdo con ta naturaleca
basica 'expansiva" —del  caso que  estamos  eraminando-
proseguird la prosperidad permanente con la ocupacidn de
inventarios sn  una carrera  perpetua, en donde el consumo
para la recupcoracion tendra un papel menor. Esto 1lustra el
mecanismo de recuperacién,  mero ovidenlesnsnle no de  Lla
recesion., Fara estudiar- esbte mecant smo, eraminarsmes el Caso
correspondiente al caso depresivo  descrirto en la f1g.9, en
el cual el vector propio wz de la transformacion definida
por (4.&a-b) tas fuera del 4naulo ernbtre la linea "produccion
suspendida” v la linea de "escases'". Esto lo observamos en
la figell (ver fig.9%.
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T b=y ~ vobk=]) =+ ©y 2
v la "lipea de  eccases” Liens o souaoidn R .

Entonces

ity o= oo,

Yir o= OF(y/vy o= v o+ ho3

= { (/1 - 11y + h F*

yiv =0 FSr - Ly e Tk
(177 + v/r = F/v 2y = h
Cidr=i(er2rr=10 Iy=vh
£2 — (c+)v Iv o= oR

y = rvhiZz — (c+1) J-2

For lo tante, las coordsnadas dal punto de recesidn
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purntos en la fig.1i1,

[ ST B

£ le  teoria del modelo del ciclo, desarrollado  por
Sohyver iz hay waa simplificacron  de Ios  factorezs complejos
JUEAn un pape] importante e el ciclo de la economia
1. Scohwarts misme, establecs gue 2s un grave error el
DO guE las reacciones repentinas e rnetantineas

las secciones de la& economia cumplen con 1a
ipdbects e bransmision tnstantdnes Je padidos v oenvios de
un punto  de la econo@mia a otro, Una lisitacion s del
mpciela we, suponet gue  todos los sectores de 1o produccion
trenwn @l nisne periodo de produeccl én, de Frina que hay
una  pEr cha coordinaoidn quee 1t clerra a crertas
pnduste e el modelo recesiveo. bo
autor- el modelo muestra una dindmioa
generat.

4.2 El teorema de keynes.

Ll ciclo, sogin Suhwarte, conslderado como  una
entidad, es un mecanismo para prevenir las restricciones de
los inventarios, v plantea que en promaedio la produccisn e
ajusta «l consuwno. Fara obtener una visidn mdés satisfactoria
sobre el =signifieado de este principia, haromos uso de la
relacion tzutoldégica  enlre los niveles de inventario vy
producci dén 1nco =T I=3] modelo, poro con relativa
independsnoia de rEGgos

Fetonando las  ecusciones, tenemos de (2.10) que el
inventario esta definido por

[al
yalb) = vy (b=1) 4 w, (h=1) - & &) ,u,t-1) - e,
-3

Haclendo un promedio de los inventarios tenemos:

Toans 0y ~ @y
1

Y (1) - Ya (D) = .y () ~

a3

B




v (2) = vy (1 = s {3y~ 8 Ry, iy oy
FESRY
Yotk = vy (k1) = oy (k1) o~ BOFE, L, L N
SICLI N

sumandn y dividiendo =2ntre k, tenemos:

ya (B) = oy ()
Py ABY T e

; ~
ket s (1) [Py - TR €2y
= LI S I e
1 st < 1wty gk k
hact endo
. k-1
ey o= ket F o, 41}
1 =t
tenemos
. N [
- - ~ - N - 3 =
Hy o= Apa¥y = &y + B3y, (k) o~ wy (L3 o= 1y ()
A e=s
donde s denota el promedio de las cantidedes wind sobre
2l periodo de n=l,. v,k o« En 2l paso siagulente  hay una
dificultad con el crecimiento 1limitado de los inventarios.
S T supand que eztan  acobados o uE crecen muy
lontanente  para periodon grands s de  tileapo. Dba las

relacirones anteriores podemos concluir el teorema de Keynes,
haciends W —> @ v ascribiendo ¥, para 21 promedio de tiempo
(grande)

hik) = (I-A)E* - e como (I-ﬁ)_ea productiva,
wiste (I-fr—* z O

(hik) + @) (I-f—1 = fiw

. .. ) cy L
Finalmente tenenos W -F e(l-w)~*  cuando ™.,
cttrmpri gui iYe i

nsi, el teorezma de Fevnes estd dado por



Hewmos probado  abstirayéndonos de la dindmica de  los
detesllvs del ciclo mcondmica,  gus el consumo determina la
proeduccién, BEn oun aodeln en el cdal 2l consumo € no es fiyo,
sino variable vy = el cual también tenemos inversiones. f,
las relaciones balte la miems suposicion  de inventarios
limitados v hacirendo algunas modificaciones tenenos: ’

(4,122 (I-mF = 8 + f
S1 resolvemas la ecuacion para n  tenemos
- - - - 7.
(4,129 o= AI-A)=Y{e + fi.
Esta oo la  primera de una serie de relaciones

multiplicadoras, las gque discutiremos posteriormente.

4.3 Reflexiones generales sohre la teoria de los
ciclos. La ley de Say.

En esta seccidn estableceremos algunas observaciones
que el proplo Schwearts bhace a su nodelo.

Ern primer lunar, sefale gue todas las industrias estén
en todo momento perfectamonte balanceadas. De esta forma, e)
ciclo no e un cilocio  de desproporciones,  $Sinog de
sobreproducilGn Qeneral £1 autor  se muestra escéptico con
respecta o las decision gqua seralan gue @l ciclo es un
prablema e 241 1ibe1o en la linea de produccilén. Las
despropur-ciones en &l modelo de Schwartz s van corrigilendo,
no eobstanmte el movimiento bésice uve una produccl dn agregada
y generalizada. Es mas, las correcciones caracterizan mads a
las recesiones que a los periodos de hoom.

Chtra ohservecidn  gue hace sl subor, ws <l heocho de que
el modein prrolla fuwra de 1oz Términos “reales", as
decir, la los precios no entra en el modela.

Esta idea 23 L digcusidn corn las visiones que establecen
que el rodmeeno del ciclo ez puranents Mmonetario”.,
Observarcuos  gqus Tos monkos  del  material de las

aue caracterizan al punto de Feynes,

revnen  Las condool modela. Fara ello
tomaremos ol CONSLILD CUuyos  componentes  son e, .
Tomaremos ol  wvector que describe el consumo  del  j-ésimo

mercanci:
‘
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condloian presupunstal ordinsri o .,
(2] N (sl -
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Font chiorn anbevraani eenon ¢l wirollo motematico .
mudel o v CEn Crar e nuestra al=2ncidn on algunas
consider ol ones dal cioclo gue hace la teoria keynesiana.

Lstr bams

Frodueocion total - Lonsumo industrial de elementos
Sy a6 = Lonsumn poersonal + Consumo  colective  +
radn v Urecium 2ntd de inventarios.

SR STRIR Do
Invenior 1o weenutado vy odes
H

Lo wacrito anteriorments &5 una tautologia gue se si1gue
de las derinldcrones  do tos  términos  involucrados. Fara
suplir esba  teubologia, supondresmos gue edilscen obstaculos
para ¢l crecimento de roventarios. Esto es una idgea  basios
de las teorias heynesianas.

Una formelacién sucinta de la “economia clisica' {en 2l
sentido de Eeynes), puede ser que @l consumo se ajyusta a los
limites impuestos por le Broguccl on; los  economl stas
keynesi1anos par el contrario insisten que la produccién se
ajusta a los limites impuestos por el cOonsumo (y, por
supuesto a la inverzidén). A los "econemistas clasicos" se
les consldera los economistas de la escasez ‘no 65 posible
una sobreproduccion de mercancias) i y a los keynesianos.
economistas de la abundancia (la sobrepreduccidn de
mercancias es un fendnsne  recurrentes). Hay  algunos hechaos
paraddjicos que son descritos como depresidn o recesisn, los
cuales, son un periodo dificil para la economia. En este
caso la produccién es insuficiente para la satisfaccion de
las necesidades generates. En el modelo estos periodos
estan considerados como “sobreproduccion”.

Las recursiones en el modelo del ciclo vienen de la

circunstancia de eliminar el  trabajo, s decir, el modelo

involucra dnicamente mercancias materialaes. mevE L

o g

el etecio des pago cde  salarios, descifraremos euta
siaplificacion matemdtica. Supangamos  para otectos  de

grmplicydad qua teneomoz  gnacamente  un s0lo sector  de

Lralbim)o. Sma Ay gy ba maEr s de answnoegeoducto s

incluevenda o Fenglon v La columia  de insuno--trabaio.
Ary e mabras de Lo cuel sobos ronmlones voooloannas

exclutdous. by ey la metrac

YAy dge b

Ay y 7 Ao
entoreres wendy Lo mater s oo, las mercanzias T
]
los Lrabajradoras estin  fusra del P AaQo e salarios

prodac e wra Wik dad e

draju rwguerido pa

acumul adus. Bl bt



AN TE] ER RN T

TVa mErcERcs 01, es por L ahor A _conEidor poo dur
una mercenciaminsumn  reguarida para  praducirronsasunt dad

la mercencia  Ll. Bl consund an -el aodelo »2 SRR G o
COme cunsitno  de las  eangresas MAS el ConBuwiaaG ool gobL s

(ne ES conaiderann el [of STREANENS] neneracdo oo
asalariados) . = QNALGD  pErsonal oomos apares 0y
griti de produc Biako, =ard ol congsuamno salong TA3OW,

FIIRT1Y

]

mas @l alario aeneroadd po @l Coansumo

1) SIS U Ao zuma anterlior 1 encont ST L <3 |
cornEume porsonal comd =l calouwlo urdineelo repr tada wn
el modelo por ls soresion ey o ouwiniug o Las Flucitoacione
de consumn Juranbe el ciolo cronen de lase Pluchtoacyong

edersl on

win), EL "obundancla® de o una
cuando il consumnn es  relativamente pndaependy ent:
producardin v Forine parte de los tératnoas el Sin oeebarago, el
conzumo es directenents dependients e Lo peoducct dre v oo el
modelo gru gnte  simplificado rorma parte de los Lérmines
¥ indu

Con coesto  lTeoeaow frents al sianlfircado de lTos térmnos
invalucrados, ahora podemnas establecer la relacidn
Leynesiana (4.11) como sigue

~”

- ~ —

(3.1 e o—m L oRaad, = o8,
-1

v, con la inclusién de la inversion promedio

o

- — —— - ol —_— - . -

(5.2 Ta — I @4, = ey + o+,
A1

Ahora citaremos alaunas recomendaciones de politica
gcondmica kevinesiana pera atenvar la fuerza de la recesidn.

1. Incrementar © ., a través de chortaciones &l
"consumo al  instanta". oroaramas civiles, militares y avuda
para =l desempleo.

2. Incremento de la 1nversion. por eliminacidn raprdsa
del impuesto, garantia contra pérdidas v progranas  de
trrabajo pablico.

. Increanento de 1os elementos de  sn, 4o traveées  de
incremento de selarios.
La diferenclia entre 1a viglon  keyrnesiasna v o la

"neoclAasica" 2s  evidente por la fuertz disputa sobre el
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Labrzis,

Cre

ok ba matriz medbiplicedora, el vector pueltiplicador v
mulnipliocardor.

-

Ta forma

La relacion lineal fo.5000 trene ovidentoement
de un multiplicador mabricaal Yo @m0 Wwrd di LEs numerosas
relaciones  do este tipo lag wcuales SN CEET oMo
"multiplicador” o “acelerador. Motemos por @isoplo gue el
1NOress neatLnal el s por definicidns prodeccion total
menos consumo 1ndustel al, es decir

n

- TU R
ERE]

podenos deducir de (5.3 que
(5. 4) IN = (I-A)X

(I-A}{I-RA)— (& + §)

Es wna gcuacion en términos realaes, valilda en ol casg
de un “n1co sector  de trabalo, el cual  proviene o unéa
relacion Hoynesl and. para determinoas los componentes  del

minas de un prodecto fingl. Podenos

1Naresn nacional. en té
hacar nobar qu ads wne de Lo wablrioss o eosha eduacton
da wuna [ vahioa tnshitucionsl e 1a
lo hace mas sencillo "porgue el mulbrplioador

o

Y

eoy comsltanbe,

La ecuacidn (5.4 simplificada  para Und @eouacian

numericsa, relacions valor monetdario ool del prodacto frnal




con el valor monetario  total del ingreso  nacional par
conversien a términos monetarios. Esta ez llamada la
ecuacion multiplicadora de Keynes. Ffor supuesto, =sta
di-dsty: =implrificac on desculda la variacion en porcentares
de lz contribucidn de pesos pDara &l 1Naress naecieonal de lasg
distintas  mercancias, las cuales constiyen =l prodacto

final.

Fara aplicar una =scuacion anidlogs & (G.4) (o una forma
agreasd: de  dsta ecuacidén)  para los datos tomados de una
wita generalicacioen o (B.d0 s

4

econmrt a acbial i

v

debenos tensr presente gue hay mas de una mercancia Lra
y que cierlas  aercancias btrabalo zon lncluidas en

praoducto final. 5 una e all D100, uSArEenos
la matriz  ansuwmo producto oriaginal, en ves la forna de
trabaso ellwinado, 1a cuol foez convenientse  en los tr

capitulos anterio Enbona: iy Lz matriz  de

insuma-producto inc) uyendo loa o o es de trabhajo, q QAR
ian  de Boa —L, fs oy denota la mabriz 1nsumo para
3 materliale (consums rocdustrial tal gue S, . = Ay,

S1 J=1,%¢ee.all doricte gy =0 3 30, ... .0 . Entonc

S1 T (hrgn v e n o W) s el vector  de producto final

(Ccomponentes reales dividendo nacional), K7=Glng e ey it )

es @l vieotoit de or e &rmeohknkal de las mercanciaz

Crye oo s 0oy obtenemos i1 lmente

™~
(5.5 [ T T - PRSI 1= ~L,...ah
5t
tal que
(5. &) (I-R)Y~*w = X

Esto evidentemernte es una generalizacisn de la ecuacidén
(S5.2). Conociende los compansntes de oroducto total X7, esto
aparece en (G.6), haremos una  substraccion para 21
consuma rndustrial epedido pare obtener el inareso. Asi,
la produccion  total menos cuounsuns industrial oes (T-A)K v
tenemoy

(5.7 I = (I=-8)(I-AY"rw

del ingreso nacional. Esto es
ez 1a ecuacidn (5.4 . Atiora
i) & 1" el

para los componentaes Lo
una generaliiacion aprapls
discutiremos la agreqgactan de  la pouacién (5.7). 5@
vector de precios, rncluyendo el precic de la mercancia
trabajo. Entonc dma (5.7) @l valor del 1nareso nacional
esta dado por

.8 It = pTIN = pU{1-A) (I-A)=1y

Saa RT= pT{]-A(I-A)~* con componentes
entonc D06 puode

i
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(Sl IN = EFTw
[a}
(S5.12) Inoress nacitonal = maltipllceador de VNESg

-producto nacional

gque  los  componentes By Stalyl
p tocnol dgroas de produccidon v
tiplicador promecdto F., sin embarqo
algurnas  variacrones @en La  composicldn  del
producto final.
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CAELTULG &

UlE HOLIFICaGTON AL HODELD DE La TEORIA DEL C[ELD»N

En el . modelo de. los capitulos anteriores (2 v 93 las
fluactuacienes del ciclo s2 erageraron. Es decir., ol nivel de
M 8N las peores recesiones npunca
es cero. ba 1dea de pibulo sera le do 1nctulr algunos
eleauntus gquo hagan realista 2l wodelo vy ogue al miomo
tiempo t crertos greados de prediccidn.,

praducsian 2 tavens

En este capibtulo, Schwartzs hace algunas cansideraciones

e wl cicla vy al papel gue jueaan las avtividadesg
e industriales en el ciclo cconomico. Schwarts
ssdcela Gue sl modelo del ci1elo deserrollado en los capitulos
v o4 oes un aadoelo quo oss apos mas A la pstera comercal
que & la2 industrial:; dodo que leas actividades industriales
el doesarrallan con una "int Ldad dada”, momento a momento,
PEro N Se ralacaonan dieac rher con suw destino: mienhras
quies, 13 artividades  comere ; ” ajustan  mamento  a
moment a los reguerimientas  del wamerocado. Con respecto a
sus nverslones {(de las ewmpresssz comerciales) éstas hacen
e Liane fudos da oventas anterioreas; pormibio oon
estq que las  actividades comercrales —segun  Schwartz-
decallenten 1 ascilaciones de la recesidn de la producei dn
genaral on 1h ostera indostrial.

Ton
CAMazrCl @

g

&

Observands @by de cercs el comport=aeicnts de las
actividades comerciales veremos que éstas neo  se  ajustan
inmedzatamsnte & la grtuacidn de lag ventas diariaz, sino a
wna srtuscidn promadia de las venbtas  calculadas sobre
distintos procedimientos econdmicos, yva sea "dias” o "planes
periadicos”. 31 prondsticamos la  manera  de reemplacar
"ventas anteriores"  diarias en la formula bdsica (2013 O
la produocoion  deceada, en la 2ra de la i~-ésima mercancia
par la expresi10n “promzdio anterior de ventas sobre dias”
es decir el resmplazamionto de la eupresisén

{6.1) Ty L a‘;;?’.;(t“l)
KRR S
par la expreasion
by e
(6.2 ci5t % L Huang (k=Y.

Samt  yoaed

£1 entero &, es  una caracteristica de la i1-ésima
industria; hewristicamente hablando es  un indice de las
"tasas de respussta Yde los consumidore=s. El coniunto
complata de las rocursiones de la seccion final del capitulo

e d
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&3

secci1on  Justificatemos esta conclusion v supondremos
tentativamente que &y =dn = ... =4, =4 y C, = cn = ...

= e T 0 . ASia deseamos calcular el punto fijo de la
transformacion definida por (6.7~ (4607) v hacer el estudio

dee 1o transformacidén en 1a vecindad de este punto, Estao 1o

haremos como sigue. En primer luger, concluimos de (6073 que
los niveles de produccion del punto fir30 estan dados por

la]
s 'y 3
(6.0 Wk - L Hysuay = o8,

de esta manera (6.8) es solamente nuestra vieia relacidn de
kKeynes. Los niveles de inventario del punto fijo estan dadaos
por

"

(6.9)  y = (cy+d) L Foanb - o+ (catRley + hy
ERLEY
dado gue, s¢
ial
(Ca+2) B &Hyiaxty — xb ~ v+ (Ca+Zrey + hy < O
St ¢ .
entonces zy (L) = O y de (6.3) y de (6.7) tendriamos que

e,=0 que es una contradiccidn en el modelo. For lo tanto:
MR o= (@ +2) L Eyany - onE vk + (cy+2les + hy

Usando (6.8) y (6.9) tendremos

(b.10) \/i‘( Tz CAHL}‘: + hy

Fara 1los niveles de inventario 2n equilibria,
observamos que de estos niveles de 1i1nventario y de
produccidn tenamos que @, = #p opor (6,8) tendremos

n

LS
I 3i4n5 = 3k - 2y de modo que
A1 *

ckut + hy
(b.11) UV O —— woq

. 3
Hiw = B

dado que siempre hemos supuesto que ¢, % 1 , por tanto =1

para tods 1. fHsi, de (&H,7) obtenemas =, = X%y de nuevo-
confirma 21 hecho gue (6.8) y (46.10) definen el punto fijo
ur, yf dentro de la vecindad de este punto . La

transformaclion definida poar (6.5 -(6.7) s reduce a la
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téocnicas amplosdas
eCUr L oNes No
Tt Tadbd =y, ny eyt
para  las desviaciones de 1oz
e produceron. Entonces Y,y v

B

AONE S =

Ty caiel ao gl

cumplen con Linesalos No DomoQensas.
, “
N id - . o - S “
(&, 1) vy (Lo Ty k=10 - YV (k=10 — £ E ), (k-
) =l
- . R .
(&.15) Mo tb) = (e+ljerr L L oag 31, {L—a0
5:, j‘:

- W, (t-1) = Yiit-1)

Estas recursimones son de orden & en el sentido de la
teoria de las ecuaciones en diferenclas, es decir, ellas
relacionasn los valores de oiertas varitablez an un tiempo
dado con los de 1la variable en periodos precedentes. Como
tal sistema de recuwrsiones puede ser reduagldo a un sistema
de recursiones de  primer  orden (e decir, definen loas
valores de  sus varlabl=s  en un tierpo dado en términos de
suws valores de un  periodo inmediataments  anterior) por ol
uso  de un artificio enteramente  andlogo al  artificio
familiar de ta teoria de las ecuaciones diterencrales. Es
decir, 1ntroduciendo

Vi, ult) = ¥ (t=u+1) donde W= lyaua,b

ety = T, (b-utis donde U= t,...,4
com un nuevo conjunto dex variables. Se observa
inmedi atamente que las recwsiones (b, 14)—{H6.15) S0N

equivalentes a las silgulentes recursiones, introduciendo
nuestras nuevas variables

(6.16) Vi, ult) = §, amafb=1y , u = 2,...,5
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For s realy [T (e vl
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EY

(holér=—i&. 17 con l & cpaiy e ﬂ\,u « ¥a.w - El principio
S lineal diroe en sus  proposiciones  que

ar e manora efrectiva los calculos de los

valores 10 v o de los  wveclores propilos de esta

Lranefurnacton. Huzstra Uranstornacton  apera [234] 2k
dlmensloness, oo Canto debenos ot ar Znh valores vy
veclores propi »oem decir, un cunjunto de Zni variables

fie Y vy A para las cuales las recursiones (b.16)-(4.17) o

las recursiones  eouivalentes (b, 14~ (&, 15 nos conducen de
un pariodo w4 obkro multiplscandos las variabl T Yy por el

factor constante A « Tenitendo presente esto, procederemos
como s1 gLUE:

e fEY = o) vy 2T g vy fh) o= y(L) v 2t

. v o
donde v es un vecteor proplio de l1a matric A, con el
correspondirente valor propieo 1 de modo gue

(6.18) L OHyavs = T, 1 = l,...40
3™

gsustituyendo (6.18) en (6.14)—(6.15) tenemos

~ ~ V- ~ - - -
YVa AT = Ny ATl Ty AETD = Ty T

{6.192) Y o= yaTr + 3Tr{l-m ¥

Gveat = o CH+TIEL iy, JETW 4 oy, AWTRE 4 L.+ Ty, AR

o AP < g -
- My prTd o= vy pET

(6.15h)

S Yo e e A (I A I G




v las ecuacicnes (H.148) +w (o, 17) ousdan

(& 200 TV T Y wo= Byl
-y o : I o~
Ara - F2R S ’ - EF oy
. ~ A
(4,210 ada = ey o= 2oL, 4
-
Ay o= (cHZNE LR e v Ty v Y
B ome )

nroplas 4. Fars caoda o,
(e 2= (a2 baepe 2

s muestbro procedrniento

o

La mabtriz fRoee Llens novsloe

ol problema  de Lores  proglos
EX SRR Ta

variables v Ind solucionos
bare todas  lag i woluoioneags o lbsitante, Y= Ljue
2nd owg ol NAMEr o dhz vl ores P ant nuezbre

Lranstarmacion ariglidal (h.lar—(aa ). Fodemos  conocluar en
este  momernta  que tod s walommes pimopl A de  La
tremeformacian (hes 1O ~16.17) satisfaoen am par oo susuaslorns
dir Ja rarma (bH. 150 .

Atiora el par de ecuscrLones linsales honmogeneas (@, 192

tLeru&)n sl G G100y aolu 3y S QeNer Ml Narn i g% Coro, oS
decir

(6.2 R R e R R R e s

S1 solucionamos  ests ecnacion para cade valor propio l.
de la matriz A, obtendremos el conjunto congletn de valores
propros de la transformacidn Linsal (6,16 -(6017),
For las proplodadoes del dom(f0 (vir  apéndice) tenemos gue
cada xalor propic ¢ esb4 acotado por el domif) ademis
coma A es productiva se tiene gus 0<% L. Ahora  nogo
praeguntamos s1 podemos Lener unz raiz A tal gue {1] 1. 81
este fuera &1 caso tendriamos aue

S

| L - a4 s 2

de modo que de (4.22) se sigue:
Lo A% 5 v + |t le+Dyo oi=-2279)

= oull+ r‘(c+2)‘1—i‘¢‘] Zorall 4+ e 2

Par fo tarTy  Terde s

(6.23) iz li'” Sovell w3 Mer2X]

ente grande, 25 una contradiccion.

el cual paral suficient
Asi, concluimos que cuande L es suficientemente grande,

EATY
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mrormente . De aqui
mwdelo )

vl

rizlicas en 21 modelo presentado hace
y entonces el punto de Feynes es
estable; prosent en el modelon Jde 1os
capituelos s nE dezsanymeds v el punto de Beynes es
ineztable. Ghora es natural  hscernos la siguiente pregunta
doudles son las outensiones bersigstentes o relevantes de

33
-y

e=tas dos posipilidades polares 20 la  economia actusl '’

un momen

Schwartz responde asi) estar e acusrdo en los
establecimntentos de le  wrimerz seeclon del presente

desenplaag en el sector ne

capitnlo, 2rn 2l senbtido de gue <
3 Tipan = mmderar y encerrar

industrial de la econuimia 58 1
lag fluctuseiones  aue tomsn lwgar en @l sector industrial.
De esta manera las  fluctuaciones 1ndustriales son Casl
desanimadas conpletemente por la estabilidad necesaria del
sector no  andostraisls parz - ario gue =1 sectaor

induztrial AN ) it o L tiwvo ) 1az
fluctuaeciorms: de 1oz venias por los  distinbtos
Mivels stivrdedd oo M w2l FEeC SN Sme

ciclioo resia en la seccyon itulo 4Y

vddea de
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cabrtrracion autandlicat han sido
Fluctuacion

anfa !
IHTIZL U, i_.lr\ Sislaine tipico
exl s e el o del
ETURN IX SN ATy TR0 X w SRR X
2 hesritad oo
=) £ 01 ma
e et wry wsraprop sdas de un ol b
modelo simple aqrﬁn o de la le
fraar e tdaer [ELEE- P IS) ST A .
tal esquema sobre las fases del ciclo @conimico,

v g b s

SHIFR AT e

Py est v
amlanno o

socqpaeama el

Derc g cvmnes e 3
los alarios 1 QoY
destinada o cubirly une parto doel a0 djon des fvrnp] eadns.
el On general mbdiima, an 21 que el

un

E oes el punto de prodo

desiemy ] = R, ot o s bopefloroces padatdos  on

cual mqurer periodo bhienen s Foring G0 donda o ]
Freloente que doecribe ek e benntlicio v o ey el

coe
iove] actusl  de  prodaccron, suponer que  estos
beraficion entr 1oty absdanente e =3} model o
(particul armenie @n Léas eoudanlanes (4. la-hi) Coma ura suma
tna antdnomo (el término & 20 la ecuacidan 4.1b).,
El mfeclto doe esto TMpuUes e des '1b1r40.
puesclern Gear tomados  coan una  daeda e
dldpun\hlwﬂ. 2 decir cono ana disminucion de o un porCLrt
en la kasa salarial. Mosotros observamos que una reducce
der la cantidad salerial reduce los elementos’ A Yy por Lanto
la cantidad a=domili, lo que ontre  cono un cosfliciento en
las recwrsiones (4, 1a~by,. For consiguiente la coleccloen de

e el con

k)

i

Len o e los

pagas al seoguwr o del desoaplao
Bl esaquesns conpleto ded odecto ool seaura
modificar las =scuacionos (d.la-b: dol movimis
en Lan sigulentos coogcianes

(7.1a) vl = yit=1y + (I-vhuibt-L) - & — {ex = selb-1))




69

(7.10) ity = minl {0 e+ vt — 1In (k=10 ~ vib—ir+
+ (C+De + (420 (X = x(E=1) + h1¥, zg?] s donae eeytl

G1 definimod r'=+'-f3; e' = @ + A, entonces (7.la-b)
quedaran:

L4

(7.2 yit) = ylt=1) + (1= nlt—1) + e’
(7.2b) ) = minL{l(c+2)r" — 11 wlt-1)
- yt-1) + (c+Dye” + hir,y () /v

La comparacién de las ecnaciones (7.2a-b) con las
ecuaciones (4. 1a-b) revela una grran similitud, de tal manera
que hay mucho en comin en los movimientos de los dos
modelos. Para enfatizer este punto, ohservamos que como
rret iy, los cadlculos dados en el capitulo %, especialmente
la ecuacidon (3.14) y las siguientes formulas, demuestran gue
los dos vectores propios de la transformacién lineal cuya
matriz es :

(7.23) {c+2)ri—1 -1
1=n" 1
sg puntea entre los valores propios de la transformacidén
lineal no modificada cuya matriz es
(7.4) (c+2)v—1 -1
1= 1
Como hemos visto antes, los valores propios de la
matriz (7.4) estdn dados aproximadamente por la ecuacion

(3.16) como

(1-7)
(7.59a) 21 & Lig+2)yr —13 -

(c+2) -2

(1=

{c+2) -2

lo que muestra que la 7+ disminuida hace gue bajen las
raices. No obstante, los vectores propios de (7.4) @ estan
dados por la sigulente ecuacion del capitulo 3



(7.6a) .

(1-7)
Yo = [(c+2)v ~ 1 —Amlie ¥ (CH¥2)y —~ 2 -
Lle+)y - 23
(7. 60)
(1-7) (1-7)
Y1 % R,
s - 1 Llc+Drn - 21 - [i-v), Cle+Drn - 237

de modo que es también claro que la v reducida, disminuye la
inclinacion dedwlin, il v dewdiy,iad. For lo tanto, si el
modelo no modificado (4. 1a-b) corresponde al caso depres:vo,
el modelo wmodlficedo corresponde mas ain al caso depresive.

Asi el modelo de la Teoria del cilcloeo modificado. por la

introducc: on del esquemna de  deszmpleo, eskd somebtido
repetidamente a l1a misma forma dinpamica que la del modelo
sin madificar (ver fig. 117 . Ahore nos preguntamos  LocdHmo
hacer la comparacion cualitativa de los ciclos modificado vy

s1n modificar T, Esta pregunt tiene dos aspectos
importantea:wﬁd&nd& conta zituado el nuevo punto de Leyrnes? v
segundo Lodmo on las amplitudes del ciclo modificado y sin
modificar comporado uno con otro?

Para localizar el nuevo punto de Heynes, debemos
discutir la relacién entre los coeficizntes 0 de la tasa de
beneficio pagada, la reduccion del coeficientz2 v y lo gue
sigue de las deducciornss del sseguro del desempleo.

Fara que el esquenas del seguwo del desempleo esté

balanceado actuslmante, ios beneficios vy deducclones deben
mantenerze en  una relacidn gue implica una entrada y salida
cero de fondous en el cicleo, de wmodo quie, el  consum

personal promedlado csobre lés varilas fases del ciclo se
mantlene sin  cambilar. ahaora, 51 la matriz insumo-producto
para el sector no laboral de una  economia es Ay
3=1,2, 40050, teneans que »p (), yvi(t) vy e (L) denctan 1la
variacion de los comperenteas  de produccilon, inventarios vy

consumo personal respectivamente

(7.7) ya bt+1Y = y, () 4+ x, (1) — I a;,ns () - eg (4)
FE

De aqui podemos deducir como en la seccidon 7 del capituwlo 4.,
que en wn modelo, en =l que  los  inventarios permanecen
acotados, el promedio de produccidén estd tecnoldgicamente
determinado por el promedio del consumo. Esto significa —~sin
embargo— gque 1a manera para que 1 modelo del seguro del
decsemplen 2sté balanceado actualmente, duebemos  tener el
mismo punto de keynes en los nivoeles de producclon, como
antes de la introduccidan del seguwo  del desempleo.  Fero,

’ como los niveles de produccion en el punto de




toynes no  canbl STGUE OLE un
soportar los “mismos niveles de con
Cde Yeynes , que puede ser Clogroedo
del seguro. Esto es que el pun
ackusiments en  un e o (e

bransfaranciag puaras o2 Operarionsg R PR Y W)

crertas cantidades v Uasas 08 gl wbr Lnllaims o Doood ol
los deseapleoeados. fnveraoamenbs, esha dinmd oo : ol
el punto de levnes puode s ! 21 by

entra la tosa th: prima de segurd
conducen a un esquena ciclico balana

Dado gue en el punko de Bayn [ETREETITES
reduce @ wuna branstoerencia s de ope
ol punto de Veyrees 1os Lnvenbar1o0s detoen o |
el model o de 1a teoria del ;
mody flocado por wn bad arace % Land ol 3
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caulvaloentse,
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Sin embarge, haemos o

voeachtr cartrnirie aues

LR Gy NS

del zintema de AL drsmipuye ol Ayl Las dos
vectnres propros e e Lear [STTIFCOAR AT R W S T { “si, La
construcci on geométrica  darda o 1a o s s ien del

coapituleo 4 puactra gue w1 modelo pars m1olo modifloado
estad abelo, soportando la relacion del ciclo sin wmodificar,

indicado eon la Fioguea 120

Fodomos  Jdar un caloula  cualibativo de Loe resul tados
ropresontode graticaonente en la f19. 12 como siguweEr En o las
oscllaciones haclia  arriba ol ciclo, 1o coleccrdn da primas
de seguros reducen el dliepanib) g [ER
vantas, de  aodo gus los bovonlario uben mas
rapidamente que  enmla adsen deel 2gur oy de
modo e La dnestabiilidad de Lo il Al an lnventario
calapsa la tfase de Loom onborior. B las oscllaciones haona
abajo, wl pago de benetfiloro aandtrone el poder  de :
desarvoal land rapy damente 2l [SEATAE-TAN g e
inventarios y o oasi unn recupsracron rapldoa boma luger.
cfectn complelo @3 suwavizante, recesiones mas frecuenhtes con
una gran tondoenct tracia donde <l crecimlento econdmlioco esta
afoectado relabivanente poco.
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Empiricamente os  evidonte gque ol «ndlisis de cualguier
estabilizacidn sutomiticz de la oisoda o aneral del
segquro del desempleo- como por elemplo-, un balamceo ciclico
acotado con  desembolsos pesados —sxbtras o con disminucldn
temporel~de las fases en periodos de recesidon, son  muy
parecidas al anadlisis dado arribe con resultados similares.

R IR A PR

Fademos aobservar sobre el tépirco presentsdno que las
conclusiom=s anteriores estdn sobre la hipdtesis de que los
psqguemas contraciclicos  son balanceados. Un desequilibrio
fiscal del geguro del desenpleo pueds  funcionar  como  un
método auxiliar para otro aumento o dirsminucién en puerta
del promediro do la Ltasa salarial. BEn otro caso —no obstanto-—
esto es eqguivalente en e] sentido de anidlisls anterior para
un  esguemna contraciclaco balanceado correspondiente al
salario moadificado, proporcional al deficit de acumul acidan.

7.2 Consumo variable

Es enteramente posible que las fluctuacionss ciclicas
de la produccién, cenduccan a cambios en =]l consumo
personal, independientemente de las fluctuaciones implicitas
generadas automaticamente  en 2l modelo de los capitules 2y
4, por las {fluctuacionzz  enh =1 pago de calarios. En la
presente seccidn, estudiaremos un modelo agregado general en
el cual serd introducida  esta posibllidad. Esto no afecta
ninguna de 1as conclusiones principales que hemos manejado
en el modelo en su forma mas simple.

Generalizaremos el modelo por la introduccidén de la
variable consumo no productivoe dentro del modelo, vincolandn
el consumo  no productivo al rngreso previo y po tanto a la
producci én  provia, Ecoribiremnas L estuema aaregado
directamente. En el modelo agregado anterior (ver lectura 3
el incremento en el inventarioc total del dia (E=1) al dia
(t) es (1=-7) = (t-1). Ahora harcmos la suposicién que el
consumo no productivo e(t)  es 1gual a una comnstante ee mas
alguna fraccidn constante x (la propension al consumor de la
cantidad (1—v) x(t-1;. La funcidn e(ht) puede ser 1ntroducida
como una funclén 1ncdgnita dael tieopo sobre las bases de los
niveles de 1nventarios y produccidén v o par una aproplada y
f4eil generalizacidn de los argqumenins ssbozados &n la
seccidn 2, abtenemas la relacion de recursiones ’

(7.8a) 2(t) = x(l=-v)ui{t-1) + o5
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srremos de estudlar Tps detsll
do tres dimenzsiones (7., In
rentvo we parecido sl caso deproe e los
G, eristiendo para youn modala generalis
Lambrr e, a0 diepresivo  estd caractericado por =) hec
de gue los inventarios permanecen acotados a la largo de las
b tas ded clreles por Lanto. por los  orgumentos  de  la
tercera seoccildn el capitulo 3, en el cual tenemos que la

by ar

relacion de  Foyrnes conectz: el promedio de produccion y el
promedlo del consumo nas astrechaments, Yy agui  los

movimientos involucran wa repeticion lentamente hacia abalde
de la producclidan durante el cual los inventarios acumul ados
s0n consumldos.

De (7.8) tenemos

y{ =17 = an(t=-1) + y(t) + (t-1) + eqo

Yy ALY L T (E=1) + e+D)e(t-1) ~ y{t-1)

de modo que. usando (7.8c¢)

(7.9 wlE) & (FerTixit=1) + {e+2Yati-vy s k=20

una desigualdad recursiva satistecha por el namero  x (U},
(7.9) es una rscursiden =2n la cual x{t) estéd acotada por una
expresisdn que envuelve x{(t-2) asi como x{(t-1). Agui podemos
bacer uwso convenlernte de un  digpositivo an&logo al
dispositivo de introducir nuevas incdédgnitas. que nos permite
el reemplazamiento de una ecuacion diferencial de segundo
orden (compare 21 procedimiento empleado en la seccron 2 de
la leztura &2 Introducimos wn vector bidimensional vit)
cuyos conponentes son Bity y xw(t—~1).

Sea M la matriz de 202



(7. 1) T (c+f;‘)|'1£]

1 9]

Entonces (7.9) es equivalente al planteamiento que vty
satisface

vit) & Hvt-1)

como M es conectada, tiene un vector proplo positivo mv
correspondiente al valor propio p = dom{i) 0, es decir

mTM = pm™
For tanto
(7.11) mTvit)y & pmTv(t~-1)

de donde es claro gue mTv{t)—o(y por tanto vitd-sel si pals
sin embargo mTv(t) puede aproximarse a infinito si psl.

El caso p<1l, corresponde a la {forma anterior del caso
depresivo, centraremos nuestra atencion en este caso. Como
vit) estd acotado v de la definicion de v{t) se sigue gque
x{t) esta acotado. Por tanto, por (7.8a), e(L) también esta

acotado.

Fodemos ahora establecer el acotamiento de y(t). Como
e(t) vy u(t) sabemos que san acotados, se sigue  que, de
(7.8b) v {(7.8c) existe una constante A suficientemente
grande de modo gue

i) Hit) £ @ 4t
11) yikd) & 3 =r udt) = 0 v
1i1)  y(») 3 2@

Frobaremos por induccién que y{L)ZZ23 para toda t. De
(7.80) tenemos que  ylt)iy(t—-1)+ (k-1 (dada que el
incremento del inventario no puede exceder la produccidn).
For tanto s: y(t-1)iff, entonces vty 2124, 3i1guiendo de 1)3 si
Biy(t-11):208, entonces y(LYiZB, siguiendo similarmente de
1ii). Asi  yit) =224, se sigue por induccién y por tanto vyt
es  acotado. For consiguiente p=dom Myl implica el
acotamiente de produccién, el conswnag Yy  los niveles de
inventario v por consecuencia la relacidn de bHeynes se
mantienea.

De 1la forma (7.10) de la matriz M se observa que el
dominante p es la raiz mas grande de



Giip) = p= = [ie+l)r ~11p = (€D all=r) & O
[agw]i(Ta] H{0) = —=(g+Ddx(l—v) < O

@) tlene una raiz negativa y una raiz positiva. laraiz
positiva ¢ < 1 4=3» @(1) z O, es declr

1 = [(e+ldr = 13 —~ {o+Ziax(l-v) » Q

(7.12) po (c+ 1)Ly + x(1=-v)3 + x(l-v) <« 2

51 ¢=1, esta condicidn es equivalente & la condicién
x{2/%. For tanto s1 c estd suficientemente cercano a L, y
estd sufacientemente lesos del nivel critico =x=2/% tenemos
que donMil v se sigus gue los tnvenlarios v la prodfuccidn en
la economia  pernanecen scotados v por tanto, 1a relacién de
Feynes entre produccidon y el consumoe promedlo s valida.

Es claro observar que la introduccidén del Lérmino no
homogéneo s representando al consumo constante autdnomo, no
afecta las conclusiones. La misma afirmaciaon pucde hacsrse
por la introduccidn de una constante que representa el
inventario biasico como en la primers seccidén del capitwlo 4.

Podemos afirmar, on cuna que el nodelo presentado posee
un caso depresivo, wmostrando los mismos rasgos cualitativos
comn el modelo siaple del capitule 4.

7.3 El1 caso depresivo en el modelo desagregado

El modelo precedente v especilalmente la estatica
Keynesiana desarrollada en 21 capitulo S, ha servido para
enfatizar el csignificado central de la relacidn de Keynes.
Da la relacidén de keynes veremos la importancia para la
teoria dinamica de la siguiente preaqunta dJhacer gue los
inventarios ze maptengan acotados a 1o largo de la dindmica
de las drbitas o no hacerlo? En la presenta seccldon
intentaremnos estudiar esta cuestidn en el contexto del
modelo dindmico desagregado. introducido en la s=accidén final
del capituvio 2, pero 1ntroduciendo gl consumo auténomo. De
este modo, esperamns  ganar  una clierta vision adicional
dentro del mecanisme de la recesion, haciendo a wun lado la
fuerte hipdtesis simpliticadora sobre la cual estd basado el
anadlisis de los capitulos (247,

Si re—-examinamos l& descripelén del modslo sin consumag
auténomo introducido al final del capitelo 2, observamos que



el modelo  correspondiente capn el consumo o auténomo fue
Antroducido de la manera siguiente:

Nasotros supondremos, prLmeEr 0, que la politica del
inventario time seguido por el productor de la mercancia
cy; esti de Lto por la férmula

(7.13%) 1nvonrario deooado = sy (E-154h,

para el inventario esporado, establecida para la noche del
t—édsi1mo dia. Anui hy es el 1nventario basico Justamente
entada para 21 cual los

reqguerido v oy =23 la cantidad incren
inventarios deben zor ancrementados debrdo al incremento por
unidad en laz ventazs  sobre leos Jdias previo z, (1) &5 el
volumen de ventaz actusles sobre el dia pr SO VAamOsS
que la ecuxcidn (7,170 es la relaclon lineal mas general
entre el inventario dessado y los dias anteriores de ventas.

La produccian deseqada on el t-esimo dia @5 entonces la
cantidad de oroduccion reduarida para producic inventarios
arriba d= oz miveles deseacdos, establecténdose por
anticipado las Elul del dia presente (1o cual es eutimado
por 1gual previos  de ventss) ., 1 i, (L) es la
cantidad aschtual de prodoccion on el dia t—é¢simg, entonces
como solco  vondemos &n una economia ceryadeae,  #. (B) estéd
relacionada con @ (L) por

{

Towss  cia

r

(7.14) Gy = L Hyyny (L) o,
A1
donde e, denota la cantidad de la mercanciall vendida para
propositos de CONSUMG Czxut dnomol . Suponemos gue las

inventarios nurc2  ti1enden bhecia abajo, lo gque hace este

consumo imposible. For tamto podemos escribir la  formula
sigriente para la produccidn deseada oo (D)

b~ eyl + hy

(7.15) 2 ) = {ool & Eians

+ 0B Baans o+ e ) = vy (B}
AoeL

donde la suma de los dos paréntesis cuadrados, es el
inventario deseado v el tercer ctéraino en el volumen
estimade de ventas v ®l término posterior es el inventario
en la mahana del t-dz1mo dia. Ssa

v i . R p
Ay 4 = Cadlyy 1) = 1,2, .04

(7.16)

y notamos gue



es decir -

vy lE) = vy te=1) 4 (b1 B Ey gy (1) -y

EXTES

Fodemos también ntroducir log factorss de tension del

oy

mercads v oferita ue (B y ory (R)y ver formulas (2. R OEONS W
Entonces en  términos de vectores la  ecuacion (7.15 se

convierte wn

[

.

v ~ .
(7.17) z(ty = LA+ 2A - I13{t-1) - ¥(t-1 + g

vachtor con componsacatos (cy+2)e,+hy . Cono 1os

o1 acaotados por 1, tenemos

(7.18a) RE & X
{(7.18b) Kooz i)

lg cual completa 21 nodelo. BNo repetiremos la definicilén
preciza del feztor o, lt), dado gue dnicamnonte llevaramnos a
cabo una invesztigacidn cvalitativa de las 4drbilas: para este
propésito las desiguaidades anteriocrmente escritas  son

suficientes.

Fhore supondremos que no esisten componentes del vector
n{t), que sean cero. Entonces

JE -4 P4 [ . .
ity = £A v ZA - 135(k~-17 — FTlk-i) +
y por tanto

ed o+ A - 11X(t-1) - Tle-1) + 7

X(e) o

usando (7.18a) con argumento (t-1) tenemos
(7.19) Xty i {[K + B - 13X(t-1) + §
Nuestra tarea es zhora analizar estas desigualdades

recursivas x{t): siendo nuestro objetivo descubrir las
condiciones bajo las cuales T permacece acotado en todas sus

comparient

bd .
Tamemos (H+%) como wna  matri® conectada el
L es

vector preopio  correspondiente al  daminante
cecir

- bd ~ - ‘-
(7 .20 (A + Ay = kv

COmD v 0
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Esto simplemente nos  dice que el incremento  en
inventarios no puede ser mas grande que la produccion (la
igualdad dnicamente plede ocwrrlr  cuando no er1stan ventas
de la mercancia 1 «rn el pzgriodo t). Tomaremos como hipdtesls
de inducaidn, 1a proposicion vt O3 . Lntonces sl
vy ltr: 3 se sigue de 117 vy (7.23) que:

(7.273) vy (E+1) 228

S1 vilty < 8, la relaciéon (7.23) se‘sigue de 1) y de
(7.22). For tanto 20 @s una cota, para el nivel de
inventario y (b, .

Asi, en un modelo econdmico depresivo, es decir, =2n un
modelon sconémico en =1 cwual los 1ncrementaos en las ventas
genera 1ncrementos suflrcirentemente pegquanus, para los
inventari1o0s deseadas; cualgquier orbita a lo largo de cada
componente de la produccidn permanece  distinta de cero,
estando siempre  limltada por wuna reglon acotada del espacio
inventario-produccion.  Esbta conclusian  es  completamente
valida s1 quitamos le hipotesis, como  la de  propordlones
iniciales de i1nventario y produccion a lo largo de la
érbita; eslto es, independientemente de cualonier 1nicio o
conltinuidad vy ajuste relterado desproporcionado de 1a
produccidn a lo largo de la drbita. He sigue gque a lo largo
de é<sta, las condiciones del capitulo 7 son suficientes para
la validez de la relacidn de Keynes (4.11) e continuga
manteni éndo

Fodemnos resumir lo anterior ent

TEOREMA: Sea dDm(g + T < T . Entonces en cada érbita
donde X (&} trene alguna componente que se  anula  una
infimidad de veces, o la producciden v los inventariaos estan
acotados de modo gue la rolacién do HEeynes (4.11) se sigue
mantentendo (o los invenbertos eventuwalmente disminuyen de
manera gue el consumo autdnomo debe bajar debiéndose reducir
su nivel establecidol.

El andalisis del capitulo 4, de la pasada seccidon vy
todos los puntos de la presente seccidn estan en la misma
direccions hay una tendenciav patra la cual los inventarios
estdn acotados. El acotamiento de la produccion e inventario
en un modelo con un punto estable de Feynes=, es semelante al
del capitulo 6, siendo lgualmente mas obvio.

fAsi, una inferencia genesral para los efectos 45
a) dependiendo de la medida de un cierto valor propio

clave, un modelo econdmico puede distinguirse de un  case
eXpANS1Ivo O depreslvo. "

74
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by en una economia depresiva los inventarios persanecen
acotados vy consecuentemente, urie NEFEL ON convenlente
generalizada de la relacidn de Heynes (4.11) es véalida.

7.4 Retrasos en la produccion y envios.

Muestro modela  anterior tiene ol supuesto  de gque los
envios s ranlisan LAstantarsamanie, de modo | que  es
importante preguntar 51 cual quier camblo fundsoaeental en 1os
resul tados puoede oouwrrir, si 1e Crones oon retormul adase
al incluler relbrasos en 1os wnvios vovarlando | rabirasos en
la produccidan,

L3l )

CEl modelo der 3 caprtulos 5 v G4 Cambya @i metos
efectos wdicionales aly} Ton S deard ST el momento
supanaaze g 1oy rebrazos en | e 08 @ Lo produeci an,
son tnclurdo. aprocimadamente centro  del madel o por los

requeriamentos que cada produactor , e6lo we bha peroitido
% ventier o, En o 2 CABZ0 es
1 Opesey Eﬂ]f";‘\'.lui.’.&i.cl SN CONSsUmo

vender clerba fraccion g de
fdril ocbaervar  aue las

CEama

esbian dadss

wilt) = v (1) + T (L~-1)
w by = oain EL%adt-1) — wlt-1037, groty (ki)

la que se reduce —por supuesto—- cuando g = 1 en nuestras
ecuaci ones  TOrmales {(Z. 1. Reflridéndonos a la teoris
anterior, encantramos que la naturalesa de las drbitas esth
gobernada por  la po=icidn de los verlores proplos W, W de
la matriz

correspondiendo a los valores propios mas grande y mds
pequenn  de eskta matriz. Comparando  con nuesktro caso
anterior, el mhio antcamente o en la ingclinacian de la
linga de escaser. Cuando g s@a mnas pegueso de la inclinacidn
dee la recta de escases, La aumentaremos lo suficirente, hasta
ue algun valor g entre 20 la regidén accesible, estando a la

toguierdda de  la racta e ada por Esta confiauwracion
describe  wuna GCoOnom a completanente depresiva. Fara
gate aumznto de . haremos un aumento en el namero

compe
de ven dlarias o) tomadss como invenbariop la produccion
y el retraso  en los envios hace gue cada productor
egtabler wna ¢ omas @li la gue vuelve a  aumentar la




inclinacy dndel vechtor propro o we. o B0 Fesamen, el model o
puade ser tanita axpansivo como depresivo.

Fata

m

o st punto beremosila relaciédn decisiva
de la inestabilidad de estos modelos de la Teoria del cicla
es semejante a la de los capitulos 3 vy 4, entre el
inventario que debe ssr conducido en orden para  evitar
retrasns en los envios y los inventarios gque seran
conducidos como proteccidn extra.

i
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TEOREMAS SOBRE MATRICES CONECTADAS NG
NEGATIVAS. .

A denota la matriz diz 1nsumo producto, cuyas
entradas sSONn &, dande i,3 ¥ l....,n. Andlogamente B
denota la matriz de capital fijo cuyas entradas san
bisy andlogamenta 1,3 = 1.....0. A € AR AR CY
denota el vector de precios de la =conaomia. r 25 la
tasa de gananci1a de la i—-édsima mercancia. Se

considera gque A vy B son iguales.

La ecuacidén de precios que se obtiene del madelo
cerrado es
P =FA+rFHR

El problema a tratar serda: dbajo gue condiciones
sobhre A, b y r podemos garantizar gue Ia P que
cumple la ecuacidn anterior es positiva y ademas
tanica?.

Observemos un primer casa, el cual nos dice
cuando no existe solucidén dnica para el sistema de
precios.

Supongamos que existe una economia E dividida en
dos subeconomias E, y E:, tal que las mercancias de E,
nunca se utilicen para 1la praduccion de las
mercancias de Ei, y Las mercancias de E:, nunca son
usadas para la produccion de E,. Enssta caso se
pueden establecer dos tasas de ganancias r, y r: para

E, y E: respectivamente con ri=ri. Agquil no se puede
asegurar la existencia de un uanica P que cumpla la
ecuacian de precios. Estos casos no serdn
considerados. Se anula la situacidn anterior 51

pedimos que la econaomia sea conectada.

Definicidén 1. Decimos gque la mercancia &, es
directamente requerida para 1la produccidén de la
mercancia C, si a,, » O.

Definicidén 2. C, es indirectamente requerida
para la produccidn de C, s1 2iste una sucesion C,,
Cyi,y Cizanewalye Cia tal que rcada miembro de la
sucesidén es directamente requerida para la

produccién del préximo miembro.

Definicidn 3. A es conectada (indescomponible,
irreducible) si

(v) &g, >0

(11} para todo (i,3) existe J.iy, Jxyea.,y Jdn tal
que



8 A e s AN, 7 Q.

"Una matricz conectada nunca pucde ser llevada &
una matriz de la forma |X Y| mediante permutaciones
de renglones y sus o Z respectivas columnas,

donde X v I son matrices cuadradas.

Es decir aue la matiriz A es descomponible Si
Histe wna matriz de permutaciones F tal que

P~1AF = [X Y
o 2

Donde X,V¥Y,Z son matrices como antes. Teniendo
camo base ecstas definiciones contestaremos a la
pregunta realirzcada anteriaormente por medio de una
serie de resultados matemdticos.

Lema 1. Sea A una matriz cuadrada, no negativa,
conectada. Y sea Xr0 tal gue AX>0, Entonces X=0

Demostracidn: For induccién es Facil ver que para
todo N enptero positivo, tenemos que A'X=0.
Andlogamente, por induccién podemos probar que la

entrada {(i1,3) de la matriz A' (con 1€N) se denaota
camo
n 2 . fal
AT = (X = Tl e e E Q@152 @ 2554 w0 @y1-3y)
[FES W VRN dovs

Para 1=2 tenemos

A= (3 aiidy)

XY

Por lo cual la expresidén es valida para n=2.

Supongamos que el argumento es vAlido para 1-—1%

At = (:f_: '/S: 21080 Aindite « » Aypen)
o -

Penctemaos a esta matriz par (C.))

Multiplicando a la matriz A'"' por A tenemos



A=
. Substituyaendo los=valoreg ~ =T 7a8n" " Trad " "Tugares
correspaondientes

e . ;
Vil by gh ey b

A1 @A ize o w Appezpisi@aray )

Lo
wuth Wyey

de aqui podemos concluir que Ips términos (i,3) de
Axr es preclisamante el término dado anteriormente.

Como la matriz A 25 caonectada, para todo (1,))
existe una sucesion JiyJdiees.adisr tal gue
Q111 @ 152e 2 a @000 .

En términos de las potencias de a, guiere decir
que existe un 1. natural tal que (AR tien= 1a
entrada (i,3) positiva. Llamemos la longitud (1,]3)
al numeroc 113 tal gue

Aijre e e @yrerg S0

Tomamos el maximo de esas longitudes v denoctémosla
como L. La matriz A os tal qgue tiene todas 5US
entradas positivas. Apliquemas X a la matriz At
Entonces tenemos que

ALK =0

donde la entrada k—ésima es

I LK acidir.e - 280-0X, =20

4 b iy

Caomo X ... awanzean-n » 0 tenemos que

- .
EoXy=0
1.1

Y como X es mavor o igual que cero se tiene gue
X,=0 para todo i1 =1,2,...,n. Q.E.D

Definicidn. Sea A una matriz cuadrada de nxn v X
un vector columna tal que AX = xX en donde x es un
escalar, Entonces se dice que X es un vector propio
de la matriz A con valor proplio x.

Lema 2. Sea A una matriz cuadrada, conectada. no
negativa. Entonces existe un numero positivo L tal
gque AX = LX. s& cumple con X 2 0.



~Pemostracion. Sea §.= (XER [ x 2 0 y EXv= 12
- - - lf,—,—,r St

Si X £ S.. antonces AX 2 0: va que s1 AX =0 por el
lema 1 (A conectada, no neqgativa v X 20} tenemos gue
X=0 1o cual no os posible, ya gue X £ S, AX <0 nunca
puede ocurrir, porgue A 0 y X 2 0. )

Sea T transformacidén lineal talr gque

T: S4 e S.

T(X) = (§°A) (X) donde

A e e wdin % Sanwk,
Ax: e LI - = -
A .. an| | X Taa.nX,

Cy,7%yD
43
s(Y) = ...
"
Yy /2y
43y

En efectao, todo elemanto de Sn es enviado a §Sn

Y e A-, RN

YT (x) = @A) =@ .
(3 a.-i/ P an %)

is LETNR EN

l au,‘(.‘ \“an/r. .}-a“X.)
A<
? anxX\

Obsérvese que

(Fawx/EFanxy + oo + (FaxosEEanx =1
Lxy L3 §vy oA FETIE R¥Y

los cocientes anteriores tienen sentido. Comao AX
20 existe j tal que

Loa, X,

AL

y por tanto



al orimer artants= de  R" en S, en

particular envia a S, en 3.

T oS composicidn de funciones lineales
contindtas: A es continua v § es continda, por tanto
p es continna, an particular mapea a 5. de manera

-

continua en 3.
T es sobre: T es composiclon de transformaciconos
lineales inyectivas., on consecuencia T .es lnyectiva,

pero la 1inyectividad zn este caso i1mplica la
sobreyectividad.

Por otro lado 8. es compacto y canvexzo.

Coma T es una funcidén lineal continta v sabre,
definida sobre un canjunto compacto Yy convexo,
entonces T tiene un punto Ffiilo iL.e. ediste X* £ Sn

tal que TX*T) = X*.

Pero observemos que

CE an X/ ank) T a K
i i 4s, 2%
TLXD =
( anX /S Ranxn T anX,
ity (ST Y . FER
= (1755 a, X0 A

n

(a9
~agX, tenemos que
L3 o4

Si hacemos L =

AX = LX

Como X & S, se tiene que X200, y es claro que L3>O0O.
@.u.D.

Lema 3. Sea A matriz cuadrada, conectada, no
negativa. Supongambs qua X v L son los del Lema 2.

Entonces X>0.

Demostracidén. En el loma anterior teniamos que

AX = ¢ T E aLx Yy

oy .

o escrito e2n forma matricial



A, an B X, ] X\
Bl @13 e v @cn X ’ !X:
- %) ¢ .

i v

- 1 R il;;:(. }

! ih 4y
. . . - .
a., an: Ann [ A l ¥ .
En un k arbitrario entre cero y n, tene2mos

ZanX,. =0

et

y como A0 y X0, tenemmns quse

Qux, =0 para i =1,...,n

el renalén k—ésimo de A es diferente de cero
por tanto X, = O para 1 = l,...40

peara en el lema 2 habiamos praobado que X 2

tanto tenzmns una contradiccion.

que tenemos
vector 0. QED

Es decir, si suponemos
de X =90, ! vector X' sera el
matriz de nEn,

Lema 4. Sea A

negativa.

Supongamos que AX = X caon ioxr 0y
entonces Ly X san unicos.

Demostracidn.

Unicidad de L.

¢

conectada

por

una entrada

no

X positivo

Si A

Sea B = A donde A* es la transpuesta de A.
=51 canectada, B 10 es. por tanto existen v v Y tales
que

BY = 1Y

transponiendo tenemos
Y = vY'X
de agui tenemos
LYK = +Y'X

por tsnta, (¥'¥:0)



L=
con esto tonemos las ecuaciones
AX = LY v AY = LY

Supongamos que existe « numero real tal gque

AX'= xX°

probaremos que « = L

transponiendo la Gltima ecuacidon

XUAr = x X"

multiplicando per Y de ambos lados tenemos
XA = g Xty

de donde

LX"Y = Xy

por tanto

L=

de donde cancluimos la&a unicidad de L
Unicidad de X’

Xl
Supongamos que existe X = : > 0 y tal que
X,
AX = LX
n 3> 8ea 5= (s =1,e.e,n0 | (X /X, 5 (X, 7% 3 = liuaas
para s < 5 llamemos
L= (X,/74,"
para s < § tenemos (../7XJ) 2 (X,/7X,9 para J =

Lyoaean



caltipiiosnde por X de ambos lados obténdmoass
(XXX 2 %y para 377 1o . an

por tantuo BAr DX

51 3 < 2 los entradazs del vector X-tX' mom cero

nos foa A-tXe

aoli

ACK~EX") = AX-tAX = LX~-tLX' = L(X~tX")

con lo cual A-tX* s vecotor progiao de A con
valor prosiao L. En el lema 2, hemos probade que sa
(nenos wna matriz A cuadrada, no negativa,
conesctada, qQque tenga un vmctor propio con alguna
entrada nula, entonces & manda a ese vector en el
vector &, ‘

AIX~-tX"Y) =0
por tanto L{X-tX%) =0
paor tanto X = &x*

i.e. ol vector propio 2s anico salvo multiplos.,
QED

Los anteriores resultaedos se pueden resumir

Teorema 1. SGoa A matriz cuadrada., no negativa vy
conectada. Entonces existe un Gnicg vector X 0 vy un
ttnica escalar L>»0 tal que satisfacen la ecuacidn

AX = L X

la demostracidn se desprende de los lemas 2, 3 y 4.
gED

Definicién. Sea A > 0O matriz cuadrada, conectada.
El valar dnico L que se obtieno del teorema ! 3era
llamado el valor propio daminante de A y se denotarad
como LAY . E1 vactor X anico que afirma 21 mismo
tearama. sera llamado 2l vector propio dominante de
A.

Carnlario. Ay A* tienen el mismo valaor propio
daminante. ’



Lema S. Sea A > 0 matriz cuadrada, conectada

(i) Si  existe Z > 0 tal que AZ 2 kZ p.a.

entonces L{A) » Kk

(ii) 51 existe Z ¥ 0 tal que AZ £ kZ p.a.

entonces L(A) < Kk

(i1i) Si existe Z : O tal que AZ 2 kZ p.a.

entonces L(A) > k

(iv) 51 existe = 2 O tal que AZ < kI p.-a.

entonces L(A) < k

Y >0 tal que A4y

Demostracidn.

(1) Sea X
L{A)Y

se ha supuesto qgue

AZ 2 tZ multiplicando por Y' de ambos lados
Y'AZ » kY+Z

por tanto Z*AtY > kZ'Y

utilizando que

AYY = L(A)Y

ZeL(AYY > kZrY

por tanto L(A) > k.

0O t.qg. AX=L(AYX se cumple vy tomemos

(il1) Es analogo a (i), s6lo se remplaza > por <.

(111 Partamos de AZ > kZ multiplicando por Yt

de ambos lados

YtAZ > kY2

transponiendo

A A VALY

nuevamente utilizando AYY = L(A)Y
L(A) Zry aok Ity

por tanto

L(A) >k



(iv) La. pruasba ac , _
dnicamentsz cambiando 1'a "desigualdad coerrespondiente
RED : ! ) ,

Lena &. Sea A;{O-cénecﬁada

81 AZ = GZ paa. T 40 entonces |[4] £ LA

Demastracidén. Como.AZ =37 tenemos

n

Fauzi =02, 1= l.....n
=1

tomande el valor absoluto de ambos lados

n

Jl_?:ax,:,|=|cz.[ T

aplicando la desigualdad del triangulo vy que A 2

0
| Zaoe ] £ 2 janz. | = 2anlz.]
=1 -1 Aml

por tanto tenemas

]T:a-n]:,| >IBfl= ] para i = 1yaaayn

y esto puede ser escrito en forma matricial
AY > @Y
donde Y'= (y.y...,va) = ({2,,...,]2.])

el vector Y z 0 por ser Z40., Aplicando el lema 5
(1ii1) tenemos que

LA > {6] GED

Es decir L{A) es 2l valor propio positive mas
grande gque tiene A '

Teorema 2.
Sea L: {AX M| ano irreducible ? =3 K
A - L (A)

es una funcidén estrictamente creciente

25 . exactamente 1iguUAl "™ que “(iidde o



Demostracién. Sean A y B'matrices tales que A vy
B son conectadas y A : B » 0. Probaremos gue L{AY >
L{B} :

como A > O conectada entonces existe X >0 y L(A)
>0 tal gue se cumple la ccuacidn

AX =L (A)X

suponiendo que A X2 B pultiplicando por X de ambos
lados

AX > BX por tanto tenemons L{A)X > BX
aplicando 5 (i1) concluimos que L{(A) > L(H) QED
Trorema Z. La funcidn dominante es5 continua

Demostracion. Sea >0 conectada fija y X y L{A)
tales gque AX =L (A)X. Aogui LAY v X =on positivos.

Frobaremos que para toda 2 20 existe § > 0 tal

que =i 02 JA-E| r§ entonces |[L(RY—-L(E)| < £, en donde
B *> 0 conectada

Sea © >0
M= man (i1, /%,, 3%, €5 la entrada i-ésima de X
(23
proponemos a § = £/M
1
1 1
denntaremos a Jd= matriz cuadrada donde

1 1

en cads entrada estd 1a unidad.

S6lo basta prabar que si  |A-B| ¢ § entonces
[LeAY-L By | < .

Si |A-Bl o ¢ entonces A-3J < B< A+SI multiplicando
por X la altima expresion

AX-EJdX £ BX < AX+5IN

lo cual v equivalente a



s | i =

s,
L(AYX ~& . LAX LAY X+S -
sl ‘in;
'

multiplicando por | al vector renglén de J.
tenemos

r "
{((.:2:-:.)/::.)',:‘ [N Q- METIND RV TIN IS EY

LAY X~-§ . L oYX T LAY X+S .

COX ) Zta) ma COms Y Ao

[ "

y por la expresidén dada para M tenemos

LA X=X ¢ BX < L(A)X+=X,

o lo que es 1o mismo

(L{A)-£)X « BX < (L{AY+2)X

pero aplicandog el lema 3 (1) y (ii1) tenemos

LCA) =& < L(B) LAY + =

por tanto ]L(A)—L(E)] < & QED

Los resultadaos anterirres servirdn para decir
cuando existe un Py un r positivos para que sean
solucidén de la ecuacidn

P =AaF + rgF

bajo ciertas condiciones sobre A y B.

Teorema 4. Supongamos A >0 conectada Y que
tenemos la ecuacion

P =AF + rBP (1)

81 existe P > O v r >0 gue cumplan (1) si vy sdla
s1 LAY <1

acidn., ==) Supongamos gue existe P >0 vy



se satisface, entonces tenemos L{(A+rB) = 1_7
por otro lado sabemos

Acpa+rZpara rio

camo la func1on dominanta os creciente

LAY < LIA+rE)

par 1o gue concluimos

LAy £t .
{== ) Supangamos que L{A) < 1

observemns que la funcidn

L{A+rR)

toma valeores menores o tquales a 1 Y ng es
acotada supericirmonte

L{A++rE) £ 1 5i r=0

y L{A+rE) > ® cuando r o o

para verificar estoc veamos lo siguiente
rEL A YD para r 20

por la tanto L{rB) { L{(A+rE}

par otro lado rL(B) { L (ri

por tanto riL(B) <{L{A+rR)

%t r —> o entonces rL{B) ——> ®

por tantoe LA+YrH) —> o guanda r —> o

camo la funcioéon . es continua vy creciente,
entonces existe

e >0

para el cual

L{AR+rD) = 1

llamaemas & al vector propilo asociada a r,

par 1o que tenemos (A+r DDYP =F



s6lo nos falta decir - pargqué 2 0O

como A > Q0 ks conectada, entonces

A+ rik es conectada para r >0

para 2l cano on Jue T or, se obtiene

A+r B conectada

éor tanto axiste
Fo 0 tal que
(A+rB)Fe = L (A+rE) Pa

pero como L (A+rB) = 1 vy por el
unicidad

(A+r.B) F.= Py

por tanto, existe un Ps > O y ra
la ecuacidn

AP, + r-BF. = Pa»
se@ cumple. GED

Corolario. La cantidad r del
positiva si y sd6lo si LAY 1.

teporema de la

trorema

Demostracion. ==3) Supongamps r>0 vy tal

cumple
(A+rB)P=F con F>O
entonces L{A+rR) = |
y como A<A+IrE
tenemos entonces L (A) <1
== ) La funcidn

L{A+rBE)

es menar que | para r =0 vy ng es acotada

r—>> o.
FPar tanto existe un reo > O para el

LOA+r.o) =1

cual

va que la funcidén deominante es continua.

=0 para =21 cual

4 29
que se
cuando



Aqui exlste un P, O para el cual

(A+rBXP, =P, con 1o que hemos acabado. BQED



AATRICES

Definicién i ) i i m
para toda O - O, i S R WA

Teorema 1: Frmserm v Ao 0L 8 =%
CI-F7 = mnishts o oz tiens gre (Io0

Demostraciane

=) 51 4 productive opor la defintolen
1=, 20 0u,m & e 0 1 ogue

(I=-Riwmr =

@y

Hagamos B = Lu*, 0%, ..,%"1, entonces B > O

(I-AE = 1

luego, K = (I-fi—1 v ademds B > 0.

81 € %,5 v hacemos »x = (I-A)~'C, tendremos x

(I-AYs = C 3 .

Teorema 2
I + A + A

Pl o O 23 productiva

=iy sdlo «i
Foaw. A AT+ L.

converge.

RN

Demostracidn:

=% ) Sea A : ¢ productiva.
Definamos T, =1 + A + A2 + .. + AN
Entonces (I-A)T., =1 - An*+1 ; I
Camo (I-Mm)—* » O, tenemos gue T, £ (I-A)72,
Fuesto que T. ®5 una sucesidén creciente vy

superiormente, entonces T, convergs a un limite T.

.2 T (I-A)—*

Ademas 1im O s
Ve

Fero, dado que (I-A)T, = I - AT

v wole

PR R

“l

=1

1. para

Yy pourre que

acotada



7 fénémés dué Vrr(I—A;f”= 1 ;'égidgﬁiF;rfi=ﬁff-A3;ir
<= ) Si I + A+ A= + ... + A" + ... converge, entonces
(I-A)~1 existe y, ademas

(I-AY—2 = 1 + A+ A= + (.. + A" + ...
luggo (I-A)—* & Q.
For el teorema !, A es productiva.

Corolario: Si A 3.5‘ es productiva, entonces
(I-AY=1 = I + 3 + Q4= + ... + A" + ..,

Teorema 3: 51 A ;» O, productiva y conectada,
entonces (I-AY—* » Q,
Demostracian:

Como A es productiva, tenemos que (I—-A)—* = L A%
k=~

y puesto que A es conectada, se desprende gque para toda
(1,3) eriste v tal gue el término (1,3) de AT o5 positivo.

e (I-M)Y T 0

VECTORES ¥ YALORES FROFIOS.

Definicidn: Sea A una matrizc de nxn. Un escalar es
llamado valor propio de A =1 existe ¥ £ R™, con % % O y tal
que Ax = X%, :

El vector T oeo 1lamado wvecter propio o vector
caracteristico asociado a R,

La ecuacion AY = 1%, puede ser escrita en la forma
(A - 2D)% = O (1)
Entonces, 2 es un valor propio de A si y so6lo si, (1)
tiene una solucidn no trivial. En consecusncia (A — D) es

una matriz singular & eguivalentemente:

|A - RII =0 (2)



Si el determinante de () es desérrmllado obtendremos
un polinomio de grado n, en la variable 4.

p(a) = {A - 2I|:3

Este polinomio es llamado ] polinomio coracteristico v
la ecuacidn (Z) es llamada la ecuacidn caracteristica para
la matriz A, Las raicos del polinomie caracteristico son los
valores proplos de A. 31 contamos las raices de acuerdo a su
multiplicided, @l polinomio carackteristico tiene exactamente
n raices.  Entonces A tendra n valores proplos, alaunos se
pueden repetir vy algunes puzden ser nlneros compleljos.

fhora estableceramons un namerao de condicilones
aquivalentes para que A sea un valor propilo de A,

Sea A una matriz de rmun y 2 un escalar. Las siguientes
proposiclones son equivalentes:

a) A es un valor propio de A.
b) (A -2D)% = O tiene una solucidn no trivial.
c) (A - A1) es singular.

d) \A - al] = o

Propiedades:

a) Si ¥ es un vector proplo de A, entonhc2z para cual quier
escalar ¢ no nule, ck tamblén es un vector propio de A con
el mismo valor propio.

A% = AT.
AlcR) = cAT = c(a®) = A(cu).

b} Si x: Yy ¥z son valores propios de A asociados a A,
entonces (i, + xz) es un valor proplo asociado a a.

Tenemos A%y = AKXy 5 A%= = AR5 ,
entonces A(H: + ¥o) = AR + A%z = ARa1 + A¥o = A0y + N=).
N ”~ . .
) Si A es . valor propioc de A, 2" lo es da A™. Los
vectores propios colnciden.
Demostracion: {por induccidn)

n =1 A% = AT




supornemos para n: QAR = 1°%

F.D.. para n+l S
AT*IR = ALANT) = AQISR) = AN (ATY = 3R] = anway,

.1 ANTLY = anwiy,
d)  Si 7 es valor propio de A, (L -2) lo es de (1-A).

Demostracian: AR = A

1

- A% = W - 2R

(I-AYT = (1 -2 )%,

"

e) 81 7 es valor propic de. A y Bs productiva, entonces
1/7(1-2 es valor propio de ({I-A)-'. Los vectores proplos
coinciden.

Demostraci én: an o= AT
(I-AIT = (1 = 2)

=1

e T O ol S D B BTN
1- 2

) Si A valor propieo de A, El valor propio de «A es xA.
Los vectores propios coinciden.
Demostraci én: AT o 2T

G = o () = (VR

q) 21 A2 wvalor propio de A. 51 B = (A-xl) =ntonces el
valor propio de B es {1 - «w. Los vectores prapios coinciden.

Demostracidn: (A-xIYE = A% ~ %% = 2x ~ o = (A~ x¥H.
DIAGONALIZACION.
En  esta seccidn  consideraremas el problema de

factorizar na mairiz Anem, coma un  producto de  la forma
SDS™* dornde 5 es diagonal. Daremos una condicion necesaria vy
suficiente para la existencia de tal factoritacion.
Empezaremos por demostrar gue vectores proplios asociados a
dizstintus valares pragleoz sen linealmente independientes.

-

Tecrema: 3i 2 O son  valores proplos
distintos de la matriz A, con los vectores propios




correspondientes 2,2, .0 e » ENEONCES  NiafHzy, ss«ain SO0
linealmente independientes. :

Demos Lraci éni

Sea rr la dimensién del subespacio de R™, generado por
RegHmyeewadw Y SUPpORgamos gue r < k. E

Fodemos suponer QUE M1 gty esesllim son  limealmente
independientes. Sin enbargo, Kaatime o s w i gy s SN
linealmente dependilentes, antonces existen  escalares  no

todos cero tales gues

Caxy + Comdo * one + Cedype + Cragilpay = O (1)
Note que Crey §F 07 do  obtra FOrma iz, ....5 - serian

linealmente dependientes. Tonemos qQue Creerfes: 0O v oagui
CysCmavna O N puedan ser todos cerc. Multiplicamos 1a
ecuacidén (1) por A

Cifisly + CofMo + o0 + Cefide + Crwafil,wy 5 O
o bien
Csdaty * Cmiodm + .ee F Celede + Coas trasfleras = 0 ()

81 a (2) le restamos Ae.a (1), tendremos:

Calla=jprasdsiy * Caxa-Aradiz + cae + Cp Ap=dpudiy = O

Esto contradice la independencla de i, iicsos e gies

Definicidn: Una matriz Frsen seré llamada
diagonalizable, <i Histe una matriz nmo singular S vy una
matriz diagomnal D tal que

§-31AS =D

Mosontros diremos que 5 dlagonaliza O,
Definicidn: & v B matrices de nun. A es semejante a B

51 existe una matriz R invertible tal gue
B = R1AR.

Teorema: Una mabtriz A.,. es diagonalizable si vy sélo si
A tiene n vectores preopios linealmente independientes.

Demostraci ona:

Suponaamos gue A tieme n vectores proplos linealments
ANdEpendionies Ny Hac.ceatims  Sead 4y valores propios de A
correspondientes a i, para cada 12 falgunas 3, pueden ser

£ o=



iguales), S=za 8 la matriz donde el j-ésimo vector columna’es
My para ) o= 1,2,0T70ymo8e staue. que A, = Zx%, es el j-ésiao
vector columna. de AS. Entonces T e

AS = (A1 Afmy vy AlL)
= (AT, dalmy e e ey Anita)
/SPT BP v
(K3 yMmsone 3 Kagd D Aze.. O

(8] " e Ae
= SO

Como § tiene ] vectares columnas linealmente
independientes, entonces 5 es no singular

D = §g—1Ag
Inversamente. supaongamos quz A es diagonalicable.
Entonces erieste uma matriz no singular § tal que AS = 8D. Bi

HaaMmerse iin 500 103 vectores columna de S, entonces
Ay, = Ay, {7y = dyy)

Fara cada j. Entonces, A, o5 un valor propio de 6, para
cada j, 'v %y eg un  vector propio asociado & Ay. Asi, los
vectores columna de $ son linealmente independientes, ellos
se sigue de que A tiene n  vectores propros linealmente

independientes.

OBSERVACIONES:

1. B1 A es diagonalizable, entonces los vectores columna de
la matriz diagonalizadora S son los vectores propilos de A v
los elementos diagonmalez de D son los valores propios
correspondientes de A,

2. 5t A tiene n valores propios distintos, entoncez H go

diagonalizable.

Z. La matriz diagonalicadora $ no es anica. Reordenando las
calumnas de una matriz diagonalinzdora 5 o multiplicendo a 5
por un escalar diferente de cero producimes una nueve makriz

diagonalizadora.
4. 81 A e diaganalizable, entornces A puede ser factorizada
como un praducto 5DS-1,

Se sigue de la aobservacidén (4) que

A= = (BDS—1) (8D5~') = 3D=3-*




en

el

entonces A y B tienen

general
A% = GDxG-t
L
Az
= § G—1
¥
Ak
Teorema: 51 & y B son semejantes,
mismo polinomio caracteristica. Tenemos que

B = R*AR.

Demostracidn:

L}

[B = AL| = |R=*AS - 21|

i

‘S“‘(ﬁ - }I)Sl

i

|S=H 1A - AL]]S]

|STHIS)]|A - AT

4}

|S*‘S|!Q - RI|

it

1A - RI|.

AT
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