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PROLOGO 

Con el resL1rgimiento de la lccríA mAr·qinalista 
neoclásica en la"::> dos últlmñ.~. dt?c-.Jd:Js, c1 l pr-occso de 
formulación m~l~m~tica de las doctrinas económicas de las 
clases don)inQnles se ha aceler·ado notablecner1t~. Esle proceso 
también incluye a las teorias keyncsian11s. 

La matemática 
instrumento de estas 

se ha 
t eor i as 

convertido 
pat~ü 1-,accr 

en 
Ull.U 

un pocJor-o~o 

apol ogi a del 
sistema capitalistl:l como '1 el mejor· de los mundo<::; po•..:,ibles". 
Todo el ocullo11iic>nlo, Qíl su cuc·rpo teórico, de 1a 
contradicción entre las difor·entes clases sociales, lo han 
llevado al terreno de 12 matem¿tica. La complejidad y 
sofisticación de su teoría ha alccir12ddo ni'.'C'les elevados. 
Han hecho uso d!?l C¿lculo Diferencial e Integral, del 
Algebra Lineal, de la Investigación de Oper<1ciones, de la 
Programación Lineal, de la Teoría de Juegos hasta de la 
Topología Dif~rencial. P!?ro esta complejidad y sofisticación 
no siempre han ido acompa~adas de profundidad y rigor 
matemático. En muchos c.:isos, lo que ha sucedido es que han 
hecho gcncrilliiacion~s de datos ernpiricos superficialm~nte 
obtenidos a fin de hacer previsiones qu~ su~lcn ~ntr~r en 
crisis en un plazo más corto que aquel en el que se pretende 
que sean válidas; en otros casos, han tenido poco que ver 
con dar una explicación de las causas de fondo de fenómenos 
como las crisis periódicas del capitalismo. 

En el contexto anterior, este trabajo es producto de 
una labor colectiva del Seminario de Economía Matemática de 
la Facultad de Ciencias (LJt>JAM>, coor·din"ldo por los 
profesores Paloma Zapata Lillo y Sergio Hernández Casta~eda. 
Dentro de 1 os objetivos del seminario, pretendemos 1 a 
comprensión, discusión y cuestionamiento de las teorías 
económicas de las clases dominantes que hacen uso de la 
matemática para justificar su visión de la sociedad. 

Un primer aspecto dent1~0 de los objetivos d~l SL~in~rio 

ha sido la comprensión de ~stas teorías en sus justos 
términos. Posteriormente, nas planteamos evidenciar que, 
detr-ás de su "fundamentación matemática", hay una concepción 
de la sociedad de acuerdo a los intereses de las clases 
domin~ntes. Dentro de nuestros objetivos, también nos 
planteamos que estudiantes y profesores que sólo tienen una 
formación en economía puedan comprender las teor-ias 
englobadas en lo que se ha llamado la Econornia Matemática. 
Por tal razón, nos planteamos 11 hacer mc1s accesible" estas 
teorías a un público más amplio para que éste pueda elaborar
una visión critica de ellas. 

Un segundo .:ispccto que nos pr-oponemos desarrollar, en 
la medida de nuestras posibilidades -que por ahora son muy 
li1nitadas-, es contribuir a que las clases trabajadoras y 
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los sectores cultos que se identifican con ellas tengan a su 
alcance la posibilidad de dominar la matem6tica en cuanto a 
Ja utilización de esta ciencia en el e~tudio de la Econornia 
Política. EntPn01~ndo rinr- t-(~to, ],J c,~:-:i·~r:if~~d :r:.i:!c..J f:'.Jr.3 
desentrañar los fülsos stipue~;tos E·n )(1s di<:.tint,is 
construcciones de la Economía Matemt!tic:a; l.J cap.JcidiJd de 
abordar· directa )' l:orlc:ramerite al mundo vconomiLo; d~ captar 
la esencia de las principales ~.:c·ntr .. o.diccicr1c:s de las 
diferentes cla~os 
transforn1ación de 

socialos que Pst~n ~nc~min~d~s 

la soci~dad üctu~l. 
hacia la 

En l"stas condiciones, el lrabajo re.J!izado "El Modelo 
del Ciclo Económica basado en el Método Insuma-producto. 
Algunas observaciones criticas' 1 está enmarcado dentro de los 
objetivos del serninari o señalados anter-i orm~nte. El tr-abajo, 
en gran parte, se centra en hacer una e~pcsición critica del 
modelo del ciclo económico desarrollada por Jacab T. 
Sch1·1ar-t2 en su abra "Lectures on the Müthernatical Methods in 
Analytical Economics". En esta exposición, hacemos 
abstracción de las aplicaciones particulares que hace el 
autor de su niodelo. 

Como el modelo de Schwartz está inrr1erso en la discusión 
del ciclo económico Pntre los nE!Uc!j~icc~i }' Ke~'rlt~s )'como el 
autor, en su modQlo, intenta recoger algunas definiciones y 
conceptas de Keynes, nosotras introducirnos en el capitula I 
una visión general del surgimiento de la teoría general de 
J.M. Keynes y de sus principales definiciones. Al final 
contrastaremos la visión de Schwartz y de Keynes con 
respecta al cicla. En la segunda parte del capítulo l, 
recogemos una ioea del autor en la que plantea el aspecto de 
"crisis de confianzaº del ciclo económico. Esta idc:a c-st~ 

recogida en el juego de la "mayoría". Nosotras demostramos 
algunas resultados del juego de la "mayoría" que el autor 
sólo enuncia. 

En las capítulos ,, - ? desarral 1 amos el rnodel a del 
cicla económica de Schwar-tz. La labor que realizamos 
consistió en ~Gnt:r U~ 01d11i=ro t'xµlícita, ios resullados 
matemáticas que el autor maneja en forma implícita. 

Finalmente, se incluye un capítula 8 a manera de 
conclusiones. En él damos una opinión con rt:specta a las 
hipótesis manejadas par Schwartz en su modelo, discutimos la 
interpr~tAción que hace Sct11~2rtz de Koynes y por último, 
nuestra opinión en la polémica entre neoclásicos y Keynes. 
Pensamos que el carácter de las conclusiones es todavía 
general y par tanto 1 i mi t.Jdo, pero a(in así nos parece 
importante hacerlas y que éstas puedan servir coma un primer 
avance encaminado a la critica de las teorías económicas que 
han tenida su expresión en la que se ha llamado Ja Economia 
Matemática. 

o 
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Los resultados matemáticos que se utilizan en el 
modelo, en su rr1ayoriz. conciernen al Algebra Lineal. Muchos 
de ellos tienen que ver con Espacios Vectoriales, con 
Transformaciones Lineales y con el jlgebra de matrices. El 
tema de vectores y valores propios juega un papel importante 
en el modelo por lo cual lo desarrollamos con mayor amplitud 
en el apéndice. Tambibn desarrollarnos en el apéndice los 
principales resultados de la teoria de matrices no 
negali\·~~, r~t-t·icular·nicnte los qt1e cor1ciernen a matrices 
concct~d2s y a las matrices prooucliYas. 

l i i 
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CAPITULO 1: 

lNTRODUCClON GENERAL A KEYNES Y EL CICLO ECONOMICD. 

Un~ tenria económica no se puede entender sin tomar en 
cuenta las condiciones económicas, politicds y soci~lPG del 
momento en que se desar·r·olla. ·roda t~ori~ cconómic~ obedece 
a necesidades concretas de ese momento y en algur1os casos 
pueden ser de enorme tra~ccndencia para el si5terna en 
cuestión. Eslc es el caso del surgimi8nto de La Teoria 
General de la Ocupación, el Interés y del Dinero, ~laborada 
por el economista inglés John Maynard Keynes. 

Para ubicar 1 a 11 Tcor i a r;L:oneral" t?S i rnpor·twnte tener 
presente la situación que vivia Europa despu~s de la primera 
guerra mundial. La consecuencia i11mediala de la gu~rra fue 
una i11n1Qnsa destrucción de capilal y de Fuerza do trabajo. 
Con el desenlace de la guerra y la consuLuuntc derrota para 
Alemania, hubo una redistribución de los dominios y colonias 
de l~s potencias europeas. "Estados Unidos, una nación 
deudora, en ese momento, encontró la posibilidad <durante la 
guerra) de compr-ar gr~ndes inversiones de capital extranjero 
en el pais y además, logró invertir como nación acreedora, 
grandes sumas en el Canadá, Sudamérica, Europa y el ori.,nte, 
asi como en su riv-:;.l Gr.J.n Bretaña. 11 (1) 

La reconstrucción después 
consecuencia un auge por casi 
estabilidad y crecimiento a casi 

de la guerra trajo como 
diez años, que dio una 

todos los ~aises europeos. 

"El periodo de 1920-1930 se caracterizó por una 
prosperidad prolongarla al menos en 1 a industria. Esta 
prosperidad (prolongada) había sido particularmt?nte notable 
en el campo de la construcción y de la producción de bienes 
de capital y había durado con sólo pequeñas interrupciones 
por cerca de 7 años ... Durante este periodo había habido la 
expansión usual del crédito en una escala mayor que la 
usual, con aumento resultante de ganancias; aún cuando ese 
aumento de ganancias había ocurrido a pesar del aumento en 
el nivel de preLios, :jcbió h"her sequido, por lo tanto, de 
cürnbios r¿1pidos en los costos". (2i 

Esta situación de auge durante casi 10 años, terminó en 
la crisis más profunda y duradera de la historia del 
capitalismo y a partir de la misma se generalizaron y 
profundizaron una serie de características de la producción 
capitalista a las cuáles Keynes, les dará una s!ngular 

\1) J.~\. Esl:.ey. T1-c\tc«Jo 
i'í(:;;ico 1r:.1?c;. 
(2) lb1de'm. p.;:::.2. 
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impor~ancfa: ~l surgimiento del exceso de potencial en la 
industria, la incompleta utilización cr-ónica del equipo de 
las empresas, el desempleo permanente en masa y el aumento 
del n~mero de ocupados en ramas improductivas. 

Otra característica que se presentaba en los primeros 
a~os del siglo XX es que el Estado no intervenía 
ciirf::'c.:Lu1nciltc: en 1.-'1 •.?r:-nnomía. "Con excepción dc:i los 
arsenu.les.~ los bot-:..r¡l1es, los íer·rocürr-iles, c·l Est.ado no 
tenía otros bienes de pr·oducc1ón, pL:1 cib-íi:i impuc~~t.os '>' 
E?mitia papel monedu, pero no rcgulc.1bD la producción ni los 
medios". (3) 

En estas cor1diciones llegamos al famoso viernes negro 
124 de octubre de 1929), la crisis estalla en la bolsa de 
Estados Unidos y se extiende en seguida a los demás paises 
capitalistas del mundo lo que se prolongará hasta )933. 

,,En este año 1 a produce i ón i ndustr-i al de Estados Unidos 
descendi 6 al 64/. d<.'l ni ve! de 1929, t.'n lngl aterra, al 881.; 
en Alemania, al 65'l .. ; en Fr-a.ncia, al 81/. .. El cornc1-cio mundial 
se redujo en un 65%. La crisis provocó una gran 
desocupación. En Estados Unidos el n0mero de desempleados se 
elevó a 13.7 millones; en Alemania, a unos 5 millones; en 
Inglaterra, a 2 millones. En lodo el ;cundo copitfllista, la 
cifra de trabajadores sin empleo llegó a ser de 30 
millones"l4) 

La crisis económica de los años 1929-1933, puso 
brutalmente al desnudo las contradicciones del sistema 
capitalista mundial. Todas las esperanzas de una prosperidad 
"eterna" para el capitalismo fueron barridas. Y, por 
supuesto, el gran capital tenia que estar dispuesto a 
aferrarse de cualquier receta salvadora. 

En este contexto, la tcoria neoclásica o marginalista 
no podia explicar, dentro de sus postulados, la situación de 
crisis mundial. Para sus seguidores, basados en la ley de 
Say, la sociedad siempre tiende al "equilibrio", siempre hay 
una tendencia de que el "libre juego de las fuerzas en el 
mercado'', hace que todo lo que se produce se consuma. Es 
decir, la oferta iguala a la demanda. Para ellos, no hay 
clases sociales, todos lu~ miembrcs d~ lA sociedad son 
"agentes económicos" (productores o consumido1-es) sujetos a 
la disciplina del mercado. Para los economistas neoclásicos, 
las crisis no podrian presentarse, salvo pequeños 
desequilibrios, el desempleo se daba porque los trabajadores 
no aceptaban salarios 1'liger-arnente menores"; para el los la 
sociedad siemµre lcndi~ al pleno empleo. 

\:3) Erne~::;tu Mnl í ne. 1·1eil i ria~ 
p.10. Editorial de Cienci~s 
(4) lbiodrem. p. n. 

L¿-: 11 Teor- í ;~, Gc-ncr· zd. 11 ele Lc~ync-s .. 
~.oc.i :?d G".:i, L2', J-L::üJaf"L3~ 1979. 
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Toda la teoría neoclásica o marginalista se veía 
derrumbada por la contundencia de los hechos. El propio John 
M. Keynes, formi'!dO en esta escuela, tuvo que cuestionar y 
rechazar algunos postulados de la teor;a neoclásica para 
poder analizar los problemas del Capitalismo. Keynes 
difundió y ensetíó los "principios" de Marshall "en el cual 
aprobaba la t:'r.pusii_:.iúr1 JLJ Jchr~ Stu~-::.rt t1i1~ r:nt-)re 1A lPv de 
Say". La <:...;iludt:ión de cri<:,is mundial orilló a Kryn0t:, a poner 
los pies sobre la tierra, a poner en primer luga~ la 
salvación del capit~lismo. El creciente desompleo se 
colocaba con10 el problema que amenazaba al sistema, cada vez 
más, se cunvertio ~n un detonador social qL1e por1ia en dt1da 
la existencia misma clel cupitalismo. De uqui quE1 la 
finalidad primordi.:il de J<eyries en la "Tt-ot-itJ G12nc1-cJ.l 11 sea la 
de explicar qué es lo que dc.•tc>rmina el volumen liel c·mpleo E•n 

un momento dado. 

John J1aynat-d Keynes, desda antes de la crisis de 1929-
1933, ya l1abia dado mu~slras do su cdpacidad para ~ntender 
los problemas centrales que aquejaban al Capitalismo. En 
1919, renunció a su puesto de delegado económico del 
gobierno lnglés, en el tratado de Versalles y publicó 
11 Consecuencic.is económicas de la paz", trabajo en el que 
analizaba Ja imposibilidad de Alemania para pagar los costos 
de la guerra. Cuestionó la politJca seguida por los 
gobiE?rnos de Inglaterra, E. U. y Fr-ancia y anunció que, de 
seguir con esta polit1ca, se llevarid la ~~icbra al 
sistema económico europeo, trayendo consigo un~ crisis que 
podria ser de consecuencias rnuy grav~s para el capitalismo. 
Poco después, tuvi er·on que? reconocer 1 os gobiernos en 
cuestión que era mejor cor1don0r·1e una p2:·te de su deuda a 
Alemania para poder reactivar el sistBnla oconórnico mundial, 
a tener situaciones de g1-andes conflictos sociales que 
podrían desembocar en revoluciones sociDles en algunos 
paises. Ke)'nes no sólo sabia reconocer los pr-oblem~s del 
capitalismo, también supo reconocer las medidas aplicadas en 
algunos paises que en muchos Ctlsos fueron espontáneas, e 
iban encaminadas a ~tDcDr el problema del desempleo. 

"La lucha contr-il el paro se convirtió. en el orden del 
dí.=t. En la mavoria de los casos, las medidas que el Estado 
lomaba resultabiln pilliativos menores. Se intentó reabsorb~r 
el paro 111edictfll~ los tt-abajos públicos. En torios los países 
del mundo se iniciaron gigantescas obras de construcción de 
carreteras, autopi slas, puertos, presas, diques y bloque de 
viviendas. En 1933-1934, en Estados Unidos estos gastos se 
elevaron al 60 l. del presupuesto estatal, en Alemania, en 
1937, al 72.6 l. de las obras se efeLluó a cargo dE?I Estado' 
e lnglaterra dedicó 115 millones de libras a la construcción 
de viviendas"(5). 

-.~. 



En estas condiciones no es casual que John M. Keynes 
inicie en la 11 Teoria General'' una discusión con lo que él 
llama ''Economía clásica 11

, en la cual enmarca ºaquellos que 
adoptaron y perfeccionaron la teoría económica Ricardiana, 
incluyendo por ejemplo a John S. Mili, Mar~hall, ErlgPworlh y 
el profesor Pigou" (6). 

Aquí l1arernos una precisión con respecto al término 
11 Economí a el ási ca. 11

• El concc·plo de el ási cos (o economi a 
clásica>, ha tenido difcr-L·ntr!S intc:rpr·12taciunes: Marx hacía 
la clasificación de las diferentes Qscuelas dol pensamiento 
económico, tomando en cuer1ta el método de i11vcstigación 
utilizada por ellos. M~rx consideraba ecor·1omia clósica a 
William Petty, fis1ócratas, Adam Smith y David R1cardo, por 
la investigación que roali~aron sobre las relaciones 
internas dr:l capit¿~lisruo en torno ul L•studio c.•n la C!sfcr-a de 
la producción. Por otr,..1 rartc:i, t·1c3r;..: con~;irlc:ir..:i.b.:i a lü escuela 
que sólo se limitaba a estudiar los fenómenos visibles, como 
economía vulgar; su n16todo se limitaba a describir, 
clasificar, informar y esquen1at12ar las mar1ifcstaciones 
externas de la vida económica. Dentro de esta escuela Marx 
incluía il J. Gauti.c.la Say y Rober-t Malthus (curiosamente 
Keynes consideraba a este último como el primer economista 
de Cambrigde). 

Al 11 amar 
Keynes mezcla 
económico con 
clásica, David 

clásicos a loa continl1adores de Ricardo, 
las corrientes más vulgares d~l per1samiento 
el más alto rxpon~nte de la economia burguesa 
Ricardo. 

Regresando a 
ºeconomía clásica" 

la discusión de lo 
(para nosotFos s&r~n 

resume esta teoria en 3 postul~dos: 

que !<eynes llama la 
los n~oclásicos), él 

1.- 11 Que el salario real es igual a 
marginal de la ocupación existente. 

la desutilidad 

2.- "Que no t:_lxiste eso que? llama desocupación 
involuntaria en sentido riguroso. 

3. - "Due la o Fer-ta crea su 
sentido [21J de que el precio de 
al precio de Ja oferta global 
producción y de ocupación. 

propia demanda, en el 
la demanda global es igual 
para cualquier nivel de 

"Estos tres supuestos, 
mismo en el sentido de que 
juntos, pues cualquiera de 
otros dos." (7) 

no Qbst2nte, quieren decir lo 
todos subsisten o se desplomen 

ellos supone lógicamente a los 

(6) Jo1·1n l'l¿·. /n;-::· d ¡ :c•ync·s. Tc,orí_ r:"'i [-, 1.:.:nL·r-.--d dr- 1,.:·~ Oc•_1,¡-~.1 :::•cj ón ~ el 
Inte1~és y c.•l dini...:-1-0. p. 15. Edª Fc.ndo d·~? CuJ '.:ut-::=- Ec.r.:i11óm1 ca. 
Mé;:icr.:1, 1r;:[~li. 

(7) lb1 d'O•fíl. p. ::.1. 
o 



El primer postulado se basa en la teoría de los 
rendim1enlcs decrecientes de los factores de la producción y 
en este cciso~ ~n PSfH?Cial se refiere al f.:lctor trabajo. 
Según este postulado, m1entrr1~ lu prutl!Jctividod marginal de 
cada inversión adicional del factor trabajo sea mayor que el 
salario, el empresario seguiró realizando inversio~es 

adicionales. 

El ~:;L"QUndo po~;tulr:-.1do de la ' 1 economíu clásica'' planteo 
que no hay "de·.=iocupac:ión involunturia". Para lo5 
''economistas clásicos'', cu<ilquier desequilibrio en el 
empleC), es decit-, cuando le. oft?r-ta de trabajo super-a la 
dernonda, se solucionoba b~jn11do lo~ s~larios hasta llegar a 
igual ar 1 a oferta con l et demando. En con:.;ocuenci a, el 
desempleo de milloneG de trabJj,1dorEs se debia ~ qt1e ~stos 

no ºaceptaban s.J.la-r"ios liQL"íc"1rr1r ... nte infEn·i.orcis 11
• 

El tercer postulado ostablPco quo todo productor que 
trae mercancías al m~rccido, l~s trae sólo para cambiarlas 
por otras mercancías. Eslo. es la ley dG Say. El suponL· que 
la única razón por la quo la gento trabaja y produce es por 
disfrutar de lci Sdtisf~cci~n del consumo. En una eco11omia de 
libre c.:imbio, todo lo que se pr·oduce represt:1·1to ~.::. d~_~rr1.~nda 

de otro producto. La oferta adicional os demanda adicional. 

Pas~mos ahora a dar un r~sumen de las id~as básicas de 
la teoría general b.J.sado r~n el libro "La Teo1~ia Económica de 
John Maynar·d l<eynes" de Oudlccy Dillur·d. [(-\guilar, España, 
1980). 

El punto de par·tida lógico de la teor-ia dccl ernpluo de 
Keynes es el principio de la demanda efectiva. Antes de 
explicar este conc~pto daremos algunas definiciones. los 
conceptos básicos de la Tooria general de Keynes son los 
volúmenes totales de empleo, de renta nacional, de 
p~od11cci ón nacional, de oferta total, demanda total, consumo 
social, inversión socidl. Es rfPLir, los conceptos se 
refierer1 a lil soci~dad en su 
particulares. 

conjunto y 

El lérmino citomarnJa, t.:il corno lo usa t<eynes, designa la 
demanda total del conjunto del sistema económico. Por otr-a 
parte el volumer1 de prcd11r::ción se cuantifica en unidades de 
trabajo empleado. El precio de demanda total del volumen de 
producción de una cantidad dada de E!mpleo, es la suma total 
del dinero o ingresos que se ospcra de la venta del volumen 
de píoducción alcw.nzada, cuando se ¡,o empleado esa ca~tidad 
de trabajo. 

La curva de 1 a dumanda loli:d o función de la demanda 
total, como Keynes la 11 ilrna, es una curva de ingresos 
esperados de la venta de la pr-oducción resultante de 
diversas Cilntidades de empleo. A medida que se emplea más 
trabajo, se r·~aliz~ mFyor volumen de producción y los 



ingresos totales son mayoresr En otr¿s palabras, el precio 
de la demanda total a~menta a medida que aumenta la cantidad 

-d~ empleo y disminuye a medida que disminuye la cantidad de 
empleo. 

Por otra parte, para inducir a todos Jos empresarios a 
o-frecer una cantidad total dada de empleos, scr-l1 nccf?sc1r-ia 
cierta cantidad mínima de r~ndimientcw Csl~ precio minimo o 
rendimiento, aue bZ'l.stur·á para dar ltHJar ,;l ernpleu de una 
escala dada, se llc~a el precio de la oferta total de dicha 
cantidad dt; empleo. La f1inción de Ja of"rta total es una 
curva que 1-cprcsertta las cantidades minimas de rEDdirniur1tos 
requeridos para inducir a l<ls diversas c~ntid0dcs de empleo. 
A medida que aumenta la cunntid del rt~ndimiento s~rá mayor 
la cantidad de empleo que se ofrpzca a lo~ obr-eros por parte 
de los emp1·esarios. fJor consiguientG, la cL1rva de la of~rta 
total {zz en la fig.1), lo mismo que' la curva de la demctnda 
total, se elev~ inclinándose hi1CiQ la derecha D medida que 
aumr.?nta J.:i cantidud de err•plco (N). ~oin 12mbar90, no ,-,rguir.'i 
la ~isma trayectoria. H~br~ cantidnciQS ~~ empleo para las 
que los rendimirnto~ ~~pcrados sobrepasarán el rendimiento 
necesario para iriducir un volurnor¡ dado d~ empleo y 
viceversa. En el pur1to donde se verifica la intersección de 
la función demanda letal con la función de la ofrarta lutal, 
será el punto que detcrminA ta c~11lidild efoctiv0 dQ empleo 
en cualquier ~omento. Este os el punto c~ucial de la teoría 
del emp 1 eo do l(¡;ynGS, 1 a cur· va ele Li dc"manda tot a 1 ( DD) \' l il 
curva de la oferta lotal <zz), t.:il Cl'.:inD se rGpresenta en la 
fig.1, se cort,,n ecn el punto E, corr-espondiente a la 
cantidad de empleo N. El punto de inter-sección E, representa 
la demanda efectiva. En este punto, los empresarios obtienen 
el máximo de beneficios esperados_ Si se ofreciera más o 
menos empleos, los beneficios serian menores. Asi pues, en 
cada momento hay, seqOn la tcoria de Keyncs, una cantidad de 
empleo dcter-minada con toda precisión, que será la más 
lucrativa para ser ofrecida a los obreros por los 
empresc:J.rios 

o l!tlfl/30 

Fig.l Demanda total y oferta total. 
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Si como Keynes, SlJponemos que la función de la oferta 
total está duda, la tesis de su TC?o1-ia General es que el 
empleo está determinado por la demanda total que, a su vez, 
depende de la propensión nl consumo y de la cantidad de 
inversión en un momento dado. 

(>)(¡ t'f!~;-,ll!é'f-tC) ' 1 c.::::nsL:rr.:;, p~C¡..:·iíií,J;_-, dL:CÍI- LjUL' <...!U!l1t:.>11lor ¿ a. 
medida que aun1ente la rrnta y disniinuirá a rrt!!did~ quo 
disminuya la r~nta. Una cL1r·va que n1uestre las di~tintas 

cuan tí as del con~urno, nuc1 se corre~pondon con los cli fL'J~(~ntes 
niveles de renta, co11sliluye la curva d~ la proper1sión al 
consumo que por moti\1 05 de brevGdad se design~rá simµleniente 
como prop~nsión al consumo. Es ur1a relación funcional qL1e 
indica cómo varid el consumo cuilndo varia la r~nta (Pc=c/y). 

es 
El supuesto dr" 
relativamente 

t<e7,nes 
estable 

de que la pr opc11sión al 
a corto plazo, 

r:onsumo 
c:s una 

generalización de la experier1cia reQ} y constituye una parte 
esencial d~ la estructura de su teoría. 

El ónico supuesto que es vit~l para la teoría de Keynes 
es que la e anti dad .:ÜJ~,ol uta rJE> consumo ,1umenta rne?nos quQ 1 i:i 
cantidad absoluta de la renta, siempre que 6sta ~umenta. Si 
definimos la propensión marginal al consumo como la relación 
que hay entr-e el in'iremento ciel consumo <t,c) y .,,¡ incremento 
de la renta C /l y) Pe "'Ac/b.y ésta será siempre menor que la 
unidad. 

La distinción entre consumo e inversión~ es fundamental 
para el análisis de Keynes. Su teor-ía reducida a sus 
términos más simples, afir-ma que el empico depende de la 
cantidad de inver-sión o bien que el paro es originado por 
una insuficiencia de inversión. Si la inversión pt1ede ser 
sometida a intervención, también puede serlo el empleo 
total. Un nivel elevado de empleo depende de un nivel 
elevado de inversión. Esto hace a la inversión la variable 
estratégica de la teoria general del empleo. La importante 
proposición de que el empleo puede aumentar únicamnete si 
aumenta la inversión, presupone una propensión al consumo 
estable. 

Si la propensión al consumo está dada, existirá una 
razón definida entre todo aumento de <Ay> y todo aumento 
(4I>dado de la inversión Esta razón (k) la llamaremos 
multiplicador de la inversión k =Ay/AJ y podemos encontr-ar 
la relación ,entre el multiplicador y la propensión marginal 
al consumo <Pe> de la siguiente forma: 

En el equilibrio 

(J. 1) 

en donde 
dada y

0
C, 

Y = C + I 

Y es la renta, es la inversión que consideramos 
el consumo, es función de la renta. 



Entonces, en una primera aproximación, se supone que 

( 1. 2) e = PcY. 

Por tanto, volviendo a 11.11 1 tenemos 

Y = PcY + I 

Por tanto 

(l. 3) y 
1 - Pe 

Esta fórmula nos da la renta de equilibrio en función 
de la inversión y, llevando a cabo el análisis de estática 
comparativa, obtenemos que, si la inversión se incrementa en 
/JI, la renta se incrementi'lrá en Ay. De modo que, volviendo a 
Cl.3>, 

( 1 • 4) y + A y e I + A I > 

1 - Pe 

Y, restando Cl.3l de Cl.4>, 

(l. 5) Av 
Pe 

Entonces 

(1.6) k 
Pe 

Ahora veremos qué es lo que determina el nivel de 
inversión. La demanda efectiva para la inversión es más 
completa y m~s inec:table que lA d8rn~nrlA flfectívA para el 
consumo. La propensión de los hombres de negocios a 
construir fabricas y a invertir de otras formas, surge de la 
previsión de que dicha inversión resultara lucrativa. Como 
estas previsiones se basan en rendimientos futuros, el 
volumen de la inversión está sujeto a amplias fluctuaciones. 
El aliciente para la inversión está determinado, en el 
análisis de l<eynes, por las estimaciones de los empresarios 
acerca de la lucratividad de la inversión en relación con el 
tipo de interés del dinero para la inversión. La 
lucratividad prevista de la nueva inversión se llama 
eficacia marginal del capital. 
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La eficacia marginal de un bien 
de rendimiento más elevado sobre el 
producir una unidad más luna unidad 
particular de bien de capital. 

de capital es el 
costo previsto 
marginal) de un 

tipo 
para 
tipo 

Aquí, es 
comprE'nder esta 
del capital se 

conver1iente n1encionar dos puntos para 
cuestión. p,~imero, que lu eficacia maroinri1 
refierG a reridimi~ntos futuros y no a 

rcindim1ontos pr-c'~L·nlt=-s; St::-tJl111du, que Lales rer1din11entos son 
motivo de estimaciones conjolur·ales que estén sujetas a 
grandes alteraciones. En la efi~acia marginal del capital 
ocurren violentas fluctuaciones que, como se verá daspués, 
constituyen la e:-:plicación del ciclo económico. 

Para aliviar l~s consecuoncias de la inest~bilidad de 
la eficacia marginal del capital, Keynes plantea la 
dirección estatal cJe la inver·sión, pa1·ticularmente la 
inversión pública. Este planteamiento, Keynes no lo ve como 
una virtud, sino con10 un mal necesario, ya qlJe la dirección 
estatal en ningún momento debe coartar la "iniciativa 
privada 11

• 

El tipo es vital en relación con Ja 
i nver-si ón y 
puesto que, 
empleo no 
inversión. 

ésta es la dQt~rmin~te del volu1ner1 del empleo, 
según el principio de la demanda efectiva, el 

puede aun1entar a no s~r que haya un au1nento en la 

Mientras la eficaci·a marginal del capital exceda el 
tipo de interés, continuará la inversión ,y cuando no haya 
más inversiones en donde la eficacia marginal exceda al tipo 
de interés, la inversión se detendrá. 

Podemos resumir la teoría del empleo de Keynes así: "El 
empleo depende de la demanda efectiva, la cuál está 
determinada por la propensión al consumo y por el aliciente 
para la inversión. Si la propensión al consumo permanece 
inalterada, el empleo variará en la misma dirección que el 
volumen de la inversión. La inversión tiende a aumentar, ya 
sea por un descE?nso del tipo de interés, ya sea por una 
elevación de la eficacia marginal del capital". 

Hasta aquí dejamos la exposición de Ja "teoría General" 
del empleo. 
En el próximo capítulo daremos un panorama general del juego 
de la "mayoría". Schl'1artz plant<?a que? las reglas que norman 
el funcionamiento de este juego, recogen el aspecto 
"psicológico" de inestabilidad que reina en el ciclo de los 
negocios. También pensamos que este juego recoge Ja 
inestabilidad que Keynes le atribuye al ciclo económico, 
debido a la inestabilidad de la eficacia marginal del 
capital. 
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CAF'I TULO :2. 

EL CICLO ECONOMICO ( 1111ViiOUCCl011). 

2. 1 Algunas nociones sobre la i·ooria de Juegos. 

Como l•.n¿t n10L1-..,¿,c1L1r1 pé·1-,=i. 1w i.c·c:-i..:;""\ n1"d.:E·n1/ti.1c:.~\ cll: .. los 
c1cl o:;; ecoriú1n1 C0'6. p1··c:::~c·nt ar-L:"'filOS un:.1 IJ1~(-2\1c:. d1 ~'.;C:u;;1 ón de 
,.:.d •)UI 10':.-1 ::.is¡:•L·c to~. (h:: l ,J Te::·or i t\ de: J Uí:.'~lo::-, ~ C.":'..pL·C 1 éd n1vntc· un D. 

,Jp] 1 c.:_:.c l t'ln de un J l.ll?•~[J p,;•1-t i cu].?•!'"'~ 1 l cJm,1.cJo 1.~·l J t1c·qu dt? 1,~ 

"11!ft\/1::i1-J ,.:.1 11 • c::i {•/ lrJ'...:- f"t::l1Óll¡o·_·/1uc, que ~i::::· pr·t.:•senL:..1n Cfl f~;\.:·t l:' iut:-90 
1.:.1..:in ~-;ut~)e:-stiv(F::i ¡jt:- J2 "c1,.1 :-;J~.;. de,: cc.11-1fJ :::111~.:...·."~l[Ut? !-:'l::X-C•. muchus 
i:;;1conom1 stt\s, c-r::, E•l mc-1»1 ur- fitL:l·cii· L·ri ] c-1. "";·;:pJ lC.rll_:11.Jn llc'l 11 .:_iclo 
cco11c1n1i cD 11 ~ 

~.::e t 1.::•í] L:t 

clJ <:.:.; t 1 n l d s 
·f l ni l. a ele 

L', E-n t,_jL'ítt:r-·c.Jl ..:.:\ cu.: •. l qu1 f.:-t

P~-·1 ~·;1__>1-1,:•S o c·qul. po~: dc~hcri 

pe.!~;;,) \.j} t.::::; .:-·1.l tL:l'"fl3Ll\·.~_1.~ ... ur·.a 
p¿:i.r-t.J·:::ulcir. L::~~t:Y L.'J·~cción s-,E? h2ce cr1 lla.se i\ cl(:_:r-ta~:; r·e9l¿i,s 
e:~\.,~·L1)L'Lli.l;·1~°', q1.1v l"L\9ul.:1r1 )¿_·1r.:.; i.\CCJ()llC.'"S ,ftt:.·11111~.iLil~'.::J ~J,:11-,:\ c.:::.d.:1 
J tl!).:J.Clo1- C:'/} C:. c'd:• C !_ti pe dc~l J \J.l2lJO. C.::;:i,j.,:-~ t:? l L'CC J. (in df:?- l\í"\d 

.._1llc•rn.:l:1~··_1 ¡_1·_1r·L1culL1r· :;,r_~t-~-\ ll.:,111.~1dr1 1.1n movimiento o jugada. 

E.l __i1.1c.1 l~D dr_- dos o in~..._~:-, c:i...11.11 pu'.:"~ con:-;;1 si.:.r- t:'ll 1 t~ ,:;-.;pl 1 c¿1c1 ón 
:::ucc.·~1 v.::.• Uc: 1_::~.i -i.:.:..:, r 1:.\~11 z1i:-. VDt p.:q··Lc de- 1 o:-~ ju~}<'"~dcwc-c. v crtcJ¿._ 
mci-..11n11c~nto o Jt1,J.:.d1· d12per1d~r·~1~ d1.~ lu·? n1ov1rn1r_"?ntos pr·i.:::··/JC•s de-
leo~:; c1l.r •..J"..°3 jL1·:~,-,rj1·1-c-:_ .• 1.1!::·11t·1·-·c, e.Ir..? l.:x~.-; 1-E'L\l.:v..:;., h,:1/ Uf\;· qut: 

l.:L~! rn111,:_.ci-ón dL:1 juc-·qo d~:.::pués <le l!rl 

firi:i.to tJ;._:_·: 111c•\llfítJl..:'r1l_u':-_;,, c!t.·P'-'l1dJL·r1Uo ÜL· lr:t 1n+c11 .. m¿,,_1t"ir1 df·· lns 
O:OVllí!lt':r11:0~-:_; ~ .. r·c.~\/)c;:, V 1--::.\ ::_;JttktC..11'.in ,_\\.::lo'.:; CJLr·t-J'-3 .IL'·~~1H-.Jcq--( 1 S~ 

Fin:·r] m¡·_·nl~1.:.·~ !1~.1y 1.1r1.) t-1~·-J.l c1. \¡11L· t:.•-:,; '.-d .. 1! •.:("L c¡ 1 :.:; ;_· .. J ·l (1"'f::lt1·~-1 .j.-:.1 
jU.t'O"~JU \1Lt'/ Ul! 

¡-e;:•\ Í :·~L:tCl Oíl 

C"t L:I'" i c_1 p~·l_JU ¡1_11 ·-' 1:: .. •c\,-• u11c:o de• J 0':-3 JU1J:,,1rn-r_~~ ... Un~:\ 

p,-;11 t. i 1.1.i.J ¿¡t· r:k- e·~-, l., t'":·1 r· c-1~_¡ l et'> l.:.• J 1 ,\f1•-.7rr- C}il\CJS 

partida. t"1s:í lllt c~rr1L·~,: "c•J 
l]tlP ] ¿J:_:; cJ,<(11,-\~.;_' 1 ';f 

l D':=1 1_:011c•:¡__1tU~. 

,,·1L·Li1-1_·:· t-.:'.:: urt _iue..;10 1ri/_,~~ dificil 
1.t L"'~-, p,;,.1-t-:1d,:is de· ¿i_il.::drc.:...::.~ 11 

.. 

,"IL1.1.~t;1D:.-::; t.~'.::; !~J. !:IF~ esi.r·aLeL)ici. i-o..it t:::::Ji .. r ·:'i-• . .:.:•;·•.i1.1 ¡jL ur·, ·;:_\.:;:¡,::::1c:r 1--,--. 

·en-l·jnnclr:• •_tn r1::i11i1n1tn comr.ill':oto de• 12~.:. r·c(1las qLit.=- dGIL".t:?rminc'n 
SUS e} CC.C ¡_ 01 rE~S ¡:-)l")t-,::\ tucJz~s 1 c:1~-. '-:i t1_k-ii: .. 1 011E2:., que s•.:..: p1 .. c::-11..::r1l.¿1n 

E.~ ¿11n1 r1i:-.1 rnei:.:.- '·='~;te:.· cor-.c.:cpto con 1112.;3 en el curso eje Ltna p~¡-t1da-

1JeLcn1nij ento_ t:u111•'.u1n1e11tc:> u11 _1u'-~·_t:::-1du1 L'l ii.::1.: ... · :·c..1s _iu9.::,cJ0s uri&\ c1 
le:-... VE:.·.::, l..:.enit=ndo E"'n c...:ut:~ntc-... L'l l2'-Jl..a.d·::1 dE.•] Jttc"1;io E.'í\ c,ctd¿ ... 
t.·Lc•p~. Si11 t.·mU.::·.d-~~o, n,:.·d..:\ c:. 1mbi .:..• r r?~-.. 1 ,-,,~.nlP 1::.;l l1DCt::· tocJr·\::'"1 1 F.1S 

1.:-l r?c:ciones cit.? ¡~11l.\.::m:.1no. F'c1.r-e<. l1a.cc-:1~10. dc·be c.letc~1-mineit- con 
.:!rilic1p.:.'\c1ón LurJ¿\S 12~~- i:::.1"lu¿1r:1unc"~: po~,1l:0 ] e·~, qut: ~JUE-d;;:1n 
~~ur-91 ,~ '-1 dc::;pu!~'·:;, '..:.•11.:.~tJl r· un~-1 JU•J·C•.di:.• ¡-:·~~r-~:i c2:ld? un.:• dE: E."5,35 
<..:~itL.\ClCJ Dí'IC~';,. E1·1 ~'~ ir1c i.r··iu, v-=:.-,l.l/ L.•'::; pt:J<.::ibJ C' p.::3.f""éi. CLl:::llquier 
JUL•l)o. ,:,J C--:>J Jll\~¡.:.ül·::n·· 11~• C\1í'i 1 _t.1-t1id'.::'I L2J s1·::tc:im0. de t:li_·ccionC?-s 
puf::dc d~-:c:11-~ .. :~~ \¡1-11_:_: h~t c·lc·l]ttÍ{l 1.1n:1 e:;tr·c.-_i·_091r• .. 

! lr1...:.~ /L·:: q1_1c:- ~::1 

nC:CE:·:-;J I_¿~ p-:•t 1-.iClFC.'ll"-

ju1~1--"-tlor 11:.• ~--J (~gl do '5LI csr:-1~2.l.:r.::·.,Jl o., /?. no 

µ1.:·t--:..~on::!ln1cr·1tr:: i:~·r1 t:.·l JUE"'l~!O. En l1_•t;::1¡:·~.,~ de 
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f.:illo, p1_.1ede i.:.:nt1·t-:1;¡{:"'.°<.1~ ::.u l 1·sst1:\ dr2 JiJq<~d¡·is 11 
i111pt::tt·c1¿il {~u""bJtr·o) qr_11c•n l¿1s ,;_1p11c.:1r-,'\ f.)t.W 

m¿1 ne1~a~ podcmo::.; r~ün-.:=1du1-,:q~ quE· en LrF.1tH:;; 1 ü'.'.~ 
pi.:·1-mile un "rnovimJLlnf.t-•" ,::i, ct.tda j11•.:1,:;dor· que~ 

.. 1 l tJ•.ir-10. pt::.ir·sona 
él. ne eslv 

ll!'..?~J~Js sólo ':.:.C.' 

E·r1 (·Stl? ci::i.so, 

sr.rti ;::,u •::ostr.-·1·¡.-·,Ji ~l. 

L.::-\ ·reo1,..í;~ df:::> i..l'ul:i.,ju~; ¡J1·11r:·b<:1 -sin L'i11bD1-qei-- quE·~ c .. n 
c.1s·r-Lo tipo tit· 51tt1,_;c1or1c:::., t·s m::';~:~ \'c.::nt<-1.JD<::=os p.:~r2 los 
ju9<.-1Llo1-es ul.i li::i:tr· c1c:r Le·~, t·t·:Lur-~·.,us ::Jlc1 ,:1.l.c...1t·10~::.E~. cir:;1 c11·-~ 

:..~.s1·~1n~1- Ul)d p1·oiJ··b11.ldad e• ci:.id,:i. unn dr:.• ]os 1TrCJ'.,.JiflJf'_lnto'::3. 

pe1-rni~übles., F.:.ri ·:Jl·r·~s r.Jc1l ,.::.:L~r-::1::;:i le\ .?\p.:o-] Cl ón cJci urt 
mov1m1¡2nto o ric• en Jc.1 p2.r-l.:Jd._;-1 íJcpcnUt.•1-2. d!? su pr-ob1•hilid3d 
F.>stc1dí,;L1c<). ¡c, .. t:•~ L·octr·, . .t-<"t.1'1¿·,:., ,·cr·,:,n l]Eu1,¿1c1¿ts. estr·ategias 
mixtas. Un.-:.1 
t:Ucindo é::-~t.c 

mov] rni L.·11to~; 
1't) 1" j fl:Y-: J ;1~ 

tod.•.s las 

c~·d_r·0t •~ ... ;ii c1• O"I] ::t.::i -:11:= t-ed1.1cE·· ¿·1 ~(110 un rnov1n11 ento; 
tcr1g_, a~ocieJa Ja p1-c1l)~b1lid~d 1J1·10 ~,los dom~s 

[ c. 1 r P~l ;;_q J ,:)S 1 •Jf! ::·d..J21 f.J~- OlJ cÜJ i 11 c!Zld C C·I- O, .:t E~S, l 2\ :::i 

1J.-.11n,q !.:mDs estrategias puras. f-_l c~<::,p.:.1.c10 de 
d1st1·1t11Jcione0 de r1robab1l1d~d 1~r1lro tocios los 

poc;1blc..:s n1u\1 ln1Í(0ntt1s eb1.::.'t-"Lü~-=. dL·l :J-- .. ~~.imo 11_1l1,:1clu1- l:S:i ll .... :";\m,:,;i,do 
el L<lp;~'c1 ci de· r;·~;u-·r.1Lr21Jl DS mJ :~t,:·is P-=·r·,~ dJ clic::- _iu·:_¡:·do1~. 

Ld. d t ~:,1.:us1 ón con las 

Definición 1: Un 
11--r.:1d¿"l. de í·unc...1 ones 1··-c:;J.J.1.~~-3 i 1 (\.: 1 • !··-=-·~ .... , k,.1 ) !" 

f:.~ík 1 ,l•"''"'º'l•:n), •.• , f.-.(1: 1 ,1 0 ,, ••• ,knl donrJe ¡,_,C:~l,2, ••• ,m 1 } 

y 1111 t_\s el nú1nr.:n~·o de· mDvim1•..:1ntos pos1bl'~-.:s pi:.11~·,:.t el Jlt~")0dot- j. 

Definición 2: 
es une.:.. mi -ad d. X 1.~:1 !I :::;;.:-, ... ~ ...... ) t.2J que 

i) :~~ ~ O pa1 ,-:-1 J=::l,2~ ..... ,mi y 
•lit 

ii) ¡; ::J ~1 
.l ... •l. 

Definición 3: Lln sJ~,temD de cstrc:.<.tc.:gi¿t~> 

juego n-·pe1-~;onc:..l de lc.-:i. definición 1~ es 
mi::tt:.,s µ¿:u-a el 
un¿¡. n-c.:i_da. de 

vectot-E!S 1x< 1 >,1-:;,c:.:>, ••• ~.:x(n>, en dc>ndc c¿¡d.:-t 1::i:;t 1 > es una 
est1·ategia ini:-:ta p~1-a ~l jugado1- 2 

:'.) Las compont:;-nt:.f.:-s de o:<J) son rn.J rH21J;;1.tivi'"•.s y 

mJ 
Í.: Ci.,( .J > 1 • 1~::, .... n. 

h~1 

1 1 



Definición 4: St?CJ. 1J.. (1).c..i> ~·).<.:..::> ~ ••• ,,:x<r-,>) un sistr.:irna 
de esl:íategi.as:, m1::tBs pcu··,~ el jL1ego n-·pcrsonal de 1¿1, 
defin1c1 ón l. L,, ·func1 ón de' P''9º pé<t-;; el i--ó~.imo jc19~1drn

E <,,,. > (ct) =E'i. > (,x< 1>,0:<~>~·"·'((<1•>) ev¿,lu.t:<da en c~l si13tcma i:x 

est¿~ t1adz1, dc~J ~.1 i;¡uí. L~nle mo.:..1u: 

E ( ~ > {o::) •• t)' ,,- ,.., ( ,.., > f ( l. > ( ~-:, 1. , ~:." ~· , ••• , i .,.-, ) 

Definición 5: \i:t .. • el 1 , 1x• <:.:;'>, ••• ~ 1-.,.·* c.,,>) un 
sist.E'm(~ de: L'str·¿d_c·q1 ~s m1::l. ... ?.:::-j p2t-..:.-=t el Juc:go n-pi:·1-~on~•l dt? la 
dcfin1c1 ón 1, i::·-.ti.~ ~·_;1 =:t1.~n1.:-i. t·•: .. cibe el nc1r1ttJre de• punto de 
equilibrio pc. .. r.:.1 el ·1ut2t,~O r1··-pc:·1-son¿~l s1 p:?.\1-21 ttid,::i c:.:.";=1 ..... ,n 
se t1 c~nc; qué:i: 

E < i.:;. > < 11 "' < l. > .. •). * < :;;: > ...... (.( * ( t3 > 

E c. u> ( •). * < l > ~ 1:x * < :;.~ > ~ ..... , o:* , u- 1 > • i:t <u) ~ '·"' ¡.¡., , !....) 1· 1 > ••• .-:J. (., > ) 

( (1. * l i:X ( t.J > ) =:: ( (( >+: ( l > ~ t)" i+. < ;..~ > ~ ,. • .. ,• (X~ ' U-- 1. > ~ •); < 1;-; > :> 1-,.¡ A< < Ll ·+· J. ) .. • • ' !:( * < n > ) 

Entonces E<DJ ((;::*") :. E-.< 0 > (o::it.¡•:i::< 0 >) .. 

Si 1 ¿' 

paíc:\ cada 
s distinta 
equ.ili.brio 
i nc:?stc~.b 1 e. 

des11~1ucl] dc1d anler·1or se d..;:. en sentidCJ estr·icto~ 

s = 1 •.•. ~n y pc\íci c0cict c.:str-.::1te~jl.·3 rni~·:ta •:x<~.>> de 
de o;* ce>~ entan1:::~'3 c.J1r-cmos quG! i:("' ¡.;~s un punto de 

cstabl~. Toda a• que rro s~~ ~st~,LlE l~ ll2n1~r-emos 

2.2 El juego de la mayoría. 

El ju·~·.JO d~ 10 11 m2.yo1~1.;;~ 11 t:.·s1 /'· definido p.::\ra. un nún1C?r-o 
1mp2r de jLllJl::i.dot-es n ~ -~~. Cad,'.:• JLtgador- tiene dos posibles 
íll0\1 ir11i en+..:os 11 c¡ued2r-se' 1 o 11 ..:.var·1zc~1- 11 • La +unc1 ón de pa 1.JO es 
comn <_;1 que. S1 un juq,::ide:r- cl1qe 11 qul'..:.·c1.::'.r-st:u su pD(JO ser-á 
Ct:r--o~ f•r-·?SClndic:nrJo de 12~· ,:JC:ClOrte~:, de }OS otros juqado1-es. 

Si. un Jll•Jr:itJor- f~>.ll(JG> 1 c-'.'v~·.11...:;-<.1·" / ]:< .~-1.J.'/CJr{.--:. r:lr? Jo:; 1L111cidores 
(;·13~1t·! 1':·.-iv<71r1::;-1.r-" -::u p.::.>.·~~o ..:...:;c:t-:!.• F' (i: pc·1-o s1 lc1 mc1yor-íct de 
todos ] os JUqac1Dt"€?;~ h:?. c-l81Jido 1 'qurld<?-r--~;E· 11 , su p,'l.i:JD sel-¿l O<O. 
~lo 0s d1fic1 l d~rse cL1~nt2 de que 01 _11_1~~ 1 0 de 18 ffiiJyoría 
t:1ene e:~:"-.•:t:qr1r~11tc~ cio-::. punlo!.~ Lle- L·q1_1111b1,...10 E'Si.:..:."-.blF:·s. El 
pr·im1..:-•rc r:s 
"qued=-1-"c>". 

Z.1 Cjl IC'] 

y C·) 

L·n i:::::} CUC'.1 

':-:.E'•]Undu E'':-

tc:·c.!c:i~. 

equc•l 
lo~ juqc\dcH·-es eliqen 

c•n el que todo=' 1 os 
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t:1hort:J~ fornkd i :..::art:-:.•n1C.Js l~:J J Li.t:•(JO de J 2- Hl.3'/0!,.. i ~ y 
cornp1-ob::11,..umos la L'::JS:tc·nc.1.:.1 
m12nc:l.on.:~.dos antc.=-t·J 01·mcnt1.2: 

dL1 1D"S rlu~;. putil:os de equilibrio 

.Es 

n ¿_ 3 (númc1·er de .. 1u9i11...lcH·c.:·s), n lmpat ... ( n ::~m + 1 con 

l ':¿' ... ) 

m.J (ri1:1111p1·0 dr::· muv] n11 c·11tos p¿~1-c\ eJ .1-és1 mo juqadur) 
m _, =~ 2 µ .:c.tr- ¿. L nri a j = 1 • :~, ••• ~ n • 
1: "q1_1t;->d2rse 11 

2: "av;:~1·1::¿;,r-" 

Sea i· 
dec11-. 

( \ ·. 1 , !:: :.·• ~ • • • ~ ~·: ri ) 

c:J c:onJunto 
'/ J (1:) 

dC? lo" 
{i =1.~.~-··"n\ 
juqador-es que 

~·: 1 ;.::; 1} 

C?l i 9en 
11 queda1-~-C? 11 • 

quedar· a,: 

La { uncJ Lin df~ 

{

o 

paorJ pat .. a 

Teorema 1: 

F' 

(! 

Sl k.l 

est1-.::1tc·i..:1i ¿.;s 1ni~~ lc.<.s 
1)'=(1,1!1 .~.,1) F~S llfl p1_1nt_::c1 dt:;'' f.?Cjtti]Jl:n-jo est..;ilJle p8.Y-Cl 

el juego de ]a 1112yo1-i0. 

F'. D. E' 0 ' ( l, 1, .•• , 1> E' 0 ' ( 1, 1. ... , 1,.x' 0 ', 1, .•• , 1) con ( 1) 

(1.< 0 > (1:x1 1'"1,•:x::-!'-"') un¿'\ estr·ate:=gi¿.¡. mi::t~ pa1-a s dl.st1nta 
de (1,ü) 11 qut::-da1.-seºi 

La func1 ón de pago p~"lr·a E~l s-ósimo jug2.dot- 12vt:\ll\i'.'1d€~ en 
el s:ist.erna o:::::: ( 1)'.< 1 >,i:x<::..!', ..... ,i;):·< 1"'>), está d.:;.dc+. del ;;:.1guiGnte 
modo. 

E<D> \•.x) 1: ••• E i:x~.1>,, .... (;.,/,n' •• 
i-.:1 .... l. I• r¡ •••1. ' • 

Si la eslratei;¡i¿:~ qllc h~r1 elegido tLicio~ los Jugado1~es es 
11 quc-d2.1~seu, ..:-:.intonces i:x :::: ((l.,U), (l~O:•:i··· 1 (l,1.1)) y Ec.u> (1;x) 

= ü .. {;1101-.:t ¿.n,:1.li:::¿..¡.r·emo~ c'l l o<do J,,,,-t·r:ho cJr~· ( 1 i. Como. 
c::c~pto •-:?l j ui;¡.::.rJ01- :.::. , todos lo':". Juq..:1do1-c:s L'ligie-t-on 

E·st~111os ~nle el t:0so 

(j =-~ [ ( 1 • o) 1 ( l' (J) ' ••• 1 ( 1 ~ ( 1 ) ~ ( lj l ( 1..;) ~ •).:,-. (u' ) • ( 1 ~ ( 1 ) •••• ~ { 1' (i;. ] 



y lc-:1'1Q!hC)S 

qur3dar á: 
que la c~l Jugador s-ési~no 

es un 

f n ( l , 1 , •.. , kc., 1, •••• 1 ) 

('( 1' 
1~1 > -r.:: < 1 , 1 , ..• , 1 ) + 1). ;.' f 

1
) .r5 < 1 ~ 1 , ..... , 2 ~ .... 1 , > 

o:/Li>-fs <1.~ 1, .•.• :.:::, .... 1, > 

(;(";,(Ll)[I u 

.: E'U'(l,1, •.. ,1) E(:_;> < 1 .. 1 ........ l): tu>~ 1 ~ ••• , 1) 

Por- lo te<nto '' ( 1. 1 ••.. , l) L"-' un punto de r:oqui 1 i.brio 

DE' 12 1lll S/!\d 

pun Le, dCó' 
1 01-m;:, ;~e pL1cd1.? dcrr1o'::;tr ¿-,.r

equ1liGt·1 u estdble par~ 

·:x~:: <2, 2, ... '2) 
jue~10 de la 

Ya heme>s d1:·n1osL1-.:;do que t!l Jueqo de l¿~ rnc.{yo1·-ia tiene 
dos pu11tos de eqL11l1l1r10 est2bles. at101-a v~r-ctnos rlLle el 
juego rk .. • lcl mayo1-]c1 l1t--'nt.::::· ur-, punto cit:? ¡:._.qu.ilib1-io ¿-td1c1onal 
que es inest~ble. P;\r·a Vt?r c!sto, ~n1p~cen1os por considerar la 
ecuación 

((1) con m ( II) 

F' + [l 

r!~_::rnost1-¿i1" t:.·ri:os qut:: 1-.1 cric- una única sol ttci ón 
lnter-v0.J.o [(•1lJ. 

f ({)) ( 1-(é) ~"" + 

+ 

r]UCO f ((1) l. y f(l) = ( 1 peir- t.:~nto, por- continuidad~ 

o 
F' + [.\ 



;~ [=~"'] [ 1. 
l·-o 1 

" .. ' rl::'"J, f (;1•-S 

¡, :1 1 

.. ,. .. , [;'."' 1 
~' ¡; l 

h-0 ~··+1j 

[
::.:ir] = - m m (~"1 ( 1-d) m-·.1 < ü 

func1cw1 f{(~) e~ estrictamente decrecie1·•te ~n ~1 

DefJ.n.::11110;: L:\hut-3, ptu·-ct el juq.:...idCJr j, l? esl:x2t1~9ia 

mi::t¿1~ 1),•<J> l(J~l-·B) qut:.~ z1t;;.;,]tJnc' p1~ub;Jl.]1lid¿1d {} a la 
u.ltc:rr1E.\li\·,:1 "qu.•.-,·dc.1rse 11 

\' p1~·Gb.:·b1l1cl.-::1d 1-(~ a le~ c:.\ltPrncltlvc1 
11 av¿-1n.:-."':\1- 11 

SL'd (X .. = (1:x>;..<l)'(X*t:.~> ..... ~.:.x."'<1l)) 

L.Cómo os el µago pa1··a cada jt1~J~du1- j CLt2r1do se juega 
con el ~~isl:.c:mz1 rJc:.• t.:str·,·: .... tet;1i,:1s. •J¡1yr:' 

En vislr.:.*. de.• 1¿1 d1:.•f1nlc1ó11 "f~ ti~rce::·mos c.:p.!í-'.?' 

}-:: •)'.*1ltlt1~1t<l.}::> ...... •,\·"1y'.nl+Jt,11,J-;.,~···~lr,;1 

1' 
donde:? 11< .¿ ~1~~:: 0 pz1t·¿1 I:: :: l ...... ,n 

}:-: .,•,11•,:x•, 121 .... •x• 110"·f 0 (í 1,i.z, ..• • 1.! + 
l. 

+ }-_: (f. .. '11110'.'*1121 .. ,, ... 1"'1*'1("1.(..l(il~·l;-~--~,Ín:' 

i. 
donc.le i • E {1,. ::;:•Jn p¿q·¿¡ t'.~i,}, 11 y iJ 

.:¿; o:*,tll.-:J.*,<2• ....... •.i*ilf\l,.l <11~i-i~ .. 2 .. ,in) 

J' 
j j ::·: 

Sea A {1~2]" y detir10mos 

JOi t 1:: 1, '.':,. •. , n 

( 11 I) 
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[tL;:f1n¿1if10s 21ho1• .. ¿-i. ,-,;j = (T~ 1-'r) E;"n 

bilidad .:o:5i9r1ad2 2.iho~-¿1 t\ "qued¿11-sc" '/~ 

.:fUC !) _ 1. 

(1 

donde r es 1 a p1·ob~

nat L&r 3 l m~r1te .. es tal 

¿Qué pago oblie11e el iU(l::•dCJt- CUC~í1dfJ t':] c¿,111tJlc1 r'J lé.\ 

e.str-ategici. mj !:te.<. 1:z:.J y eJ re~to de los JLI1~~r1or·es cor1t1n(12n 
•:x•·< 1 >, .:~•<~>~etc.~/ Jugar1do cor1 l~s csL1-~1:cQias 

E< j > <·:i:• < i >' • , 1)"" e J - l > , 1y..1 , 1-y_ * < -~ ·t- l. > ~ • • • ~ •J.:* ( n > ) :::_ 

= Í: ((•, 1 <l>,, •• (J:l4' 1 J .• ~....1 l.)T'l.X+,J.+\J+t> ••• 1~*11\<n) fJ{]1, .... ,l~ ... ,Jn) 

i h 

i ,; = 1 
con 1h i:: C1,2}ri, k 

+ i.: r::X * 1 1 < 1 > • • • •)': * :i.j.ct J ·~· 1 > ( 1-·'() •X• 1
1
; JJ .,.. 1 > • • • 1):' * 1,..< n > f ,j ( i 1 ,_ • " • ~ 2, ... • ~ in) 

i.,,· 
i J ;.=. ¿ 
con lh .:-: {1,2}n~ ~: 11 1

1 1 n 

E< J' (•x"' icx·') ( J -·T) • l,1 "' (¡ 

LuerJO, E'·"> (1.x*/o.:.\ J :::::: E<.;> (o:"'·') y, po~- te.nto .. t~l -:.:.istema 
i:'(* es un punto dt"? E'.ic¡t.ti l i br-io i nc•~;t¿:ible. 

Lc::1 f-elevanc1{:1 de f.:5te pu11to de: c·qullibr-ic_. .:Jdicional" 
r·¡¿i5lcJe prec1·,:.z.-i.mc:-nte? c•n su inc>st.:i..bilicJ..::\d, rri¿:..r1i+i~:.1l..a en el 
1Fecl10 1 de que cualqu1er _lu~1¿.:d.Jor ptH.:.\dt• c¿·dnbia1- cie e~3tr-c:.1tegia 

sin que su pa1;¡0 se: f:~mp12c.H-u ni HH?Jor·t:.1 • La importancia dci los 
puntos de E:qu1] ibrl o c::sti:i..Lles 1 rncialm€.~nLr.-?' ci t;;:u/os~ c.:cinsiste 
E•n que p.:it-¿\ !:ocio _iuq.:4.dor ~.u pciL_!O puedr.:.· c::-.1mpeor;:•.r al desvia1~se 

de \::•stL..'S pun"Lo~, cJc· t:.•quilil:ir·iu. 

t-·.-u-a. co111¡1Jc·1-,~:i1,... Jrt rJp~.:;c:r-ipcitln L'~L.!1L)c¿~ de los puni..:os df~ 

cqui l 1h1·.l c1 •·"str:-itJJ.c;:j, v¡:1r·•:-:.·111c.1:.'} qu.0 ~Jt.lS.:t (._:i:1t-F.:dcdor- de L·~jtos 

r::uDndo t.onrc:.n J uu.::-11- movJ ml t~rii.:.os 1·(':'pet i. do5 en el j ueiJO. 
Stipongcimos ql1e i::..:-n JUgi:·1dc1s t-t:.-¡:rc?tidc~s ch..:l iue•]O~ Ci:'<.d¿. ju~;¡¿:.cJor 

dLioptd. J¿ p\Jlític:.d: 1 '~ii c2ri l;..~ juq:.1dr.• ~nler·iar- la fflt1'/Dr:Í.d ha. 
e::letJ1cJo 1'c•'-'cirlZc:l.í 11

., yo elijo 1',:_::tvc1n::c:•r· 1
' rj1.1r.-•ntf..:• Ja pre:::r::>nte 

juqo.dc._; p1.::-1-u ".:)J 1-::i m,~yor-:i.:;< e11r·J1·:.0 "¡.11::::r·111.:?1·1c~cc::r- 11 ~ c·ntunces yo 
"pc.~rm."n"-.. ::ce;" durante}¿. f.•t-l·::.;t;nl!: !U\.¡r:•fJc~" S1 E.''=.t2, pDlític¿,l es 
sc:i9ui d¿::._ t.:n t,_JE-.·nf:.'r-al ~ 110 e~ d1 f:: c:1 l ... ,r:::-r- qut-} i~l ccmjunto de 
~s!.r·¿¡tcqias r0~ll=adAs cori.•cr·gcn 111}1s r·/pidi~n1~nte a Lino Lt 
oh-o punLo dr::? c .. q1_1i 1 J b1-io c·stc~.lilr=. 
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F'o1~ oLr-a partl-?, obsor·v,::.mo~~ que no t:~s nect: ... s.:?1.r-io qLte 
cual qLtiera de los jugador-es individuales cor1o=ca 

e:-:p 1 i e i t.:rn1c-n te;... 1 o que otr· os han j u9,Rdo, o que- sea 
c::r l í e J t!..tíliC-.:'nt~ cor1sc ~' cnle de J ,:;í. corH~:·: i ón entre ~;u pc1~¡0 

ind1 \!idua] y ] .-=1s =·r-r1 r_1rH··1 ':- rli::: ] ~ ::J'.l'/OJ,....i..:t. E::: :::::uf.:. LiL:11Lc· qui·::? 

01.,r-·~1 rri~·c-~·n~ ···mo ricut~-2.l .. 
repc::..•Lid.~mt:.inte lcE; p . .:~tJt.1~: de· lo~-:; Jtt.g¿~do1-t·:s 1ncJ1vidu2.lml~nte. De 
esle 111udo~ crid.:.~ u110 ~;;:~tJr-¿, c;.:;1 cr1ml11a d~ e~~t1··;:i.tt:·g1¿·1 y olJst:.·rv¿1 
1.as d1+..::1-L1ílCJ¿\S t~11trt-: uri;; ~-•ccJón l:it:-r1{~fJC;l. o r1C•. 

Í~'C..11.;Jl-C:~1ictrldCJ a1 punto t...~r1tf2t-iC\1-, suponC01DS ahi:..1r¿·1~ que Cddci. 

jug¿.dor- mocllf-ic.:-:i ~•t.1 polit)c'"-~ on J,~ 1-e¡.1c,tición d{~ l,'.1.s ju9adas 
como siyLH?: s1 1.:i-r1 t:•l _1uc·1:10 Dntc1 r1ot- lr.( m.::iyu1'"]¿:\ escogió 
11 ¿4vanz a.r" ~ E·n t oncl::-~; 
probabilid~ci 1-v, 

yo c·l J JO º . .;..v¿•.112.3T 11 c•n E>stc~ JLlt]C\dF.\ con 
r.:>n dor1fJr: ( 1 ~~:: v 1 F·c·1 .. o si l~j m;~1yc11~ía 

es~cogi.ó 11 rH2t~m:::w1ece1-", t::intDnC:t:·s Qfijo ccn 
pt"üllab i l i ritid 1-v. S1 C+.::'I CI • L:!::.:il.:;.11i1US 1.-:n l d 

situacJón . .?111t1~r·iu1,... F'l:t-o, ~:,J v lom(:\ \.'t:•.lot·c·~·; poz:,1tivo:::: 
pequE.·ñ·L1c;.:¡, 1 c"::l c,i tuac1 óri L'S dJ f ~.:1-c·rrLL:.1 ~ En l r\!:=_ lLl~Ji:'lclr:s 

suces j vas ve~1- t.::·1110~.:;, que 1 ,-1 111L1',..rc1r· í '"~· 11 bi- i nea 11 
• d0 11 quf,1 d .::d·· ~iE.' 11 

• i:.•. 
11 2.v1.1n:: i·H" 

11 • 1..:>r1 un ti €.1 mpc1 1r1vc1t· ~-1:u11cntr: p1·or:•u1 e i pn .. •.l ¡._¡ 1--v v 
'
1 L1-) ricCt" 1IL: nut~'.'u J-..-.c:.1 .;1 ,-:it:r·,"..·s. 

Con!:,1d1·rPH1f_,~·: .. :d1Cl1-c.1 urr~1 dL' }¿:¡~ .• :1r1Le1-.icH-es polli_icas qu~ 

los Jll•J,:,dc:ii·~:·~·" ¡.•t. 1 ~.'c!,..:·n -::11..~c.;.::l~:.1- .. ~;~.lí_1lJr·,qi11irC:i::-.:i qul:: ló. pr-ob::1bJi1da.d 
v nu E:';~. t::-le;-:1;1:icJr~t como una c.CJ1·1~3tdr·1te~ ~~1110 como un¿:_¡ -función 
cree] ente dE~l n•.'1n:c~t-·o ele JUIJ~tdores C1UE· ::;i:~ dc·~vi ,~. de l.;{ 
mciyo1~ia c·n le:~ ju•J<id.-~: ,·=r1Lc:r1c_w .. Loi:, Jltt_·1.,tdo1·-•:..'S íJL.ll:,den 
justifiC,'1r r:.:·.:it..::i pollLlc~1. como 1::.jqt\c·: ~:-.urHp.10 13. 1T1:.<yor·í,:; h¡.~ya 

r.:::lt::91do 11 µf":íflli::.·f1L\C(_>/- 11 i,:·· c\::i~.L1_·r·1c10. dc1 püCU'..':. '¡110.:idot-F·1:;-; q1_1e SE" 

de5v1¿ü·on dc:.i 1 ¿. 111::t)'L1r·í ;::.~ l1:H-:t-? ,~1p,:.it-f:c:c·r· qitr: Jc.:bit2r·ern c·sco9e1-
"l·1~:lci c\ .::.c.IE·]¿,¡1LL· 11 .. ~_..ji )D~- _'ltF•JCltlD!-f'~·:, .""1dup1.L1lt J.:3} f.:.io}il1c¿:~, }¿:.. 

C':~]StC:flC1,':'\ dL: pu..:..u'~.· d.i~·-ldt.;'f11.t..·:~ t.k.• Jc;t flk;yrJrÍr• l'.:?n J<:.•:;; prt'J::imaS 
_iU1J2.~dz1~::. ¡.:it1L11 c'.1 •.Jt::..>rie:t-cr:- 1_111..:-.1 H1.·:•yi_-,t- cli ~~-Lc·rt<_íl r'11·1. [~rl t:.'l c¿·,50 

r.<.11tc~r·io1-, c1.L:tndu ;50 f1j¡..;Lic1 • ,, ::;t~~ 

,Jcti viddd E.\ ot.r-c..i~ l ::.~ d_r 11/1Hr1c:.::1 ::.{IU-Í, 
],..i. pét·did.:· d~-' 11n r11 ve•] cjr·· ·'.•C1-:J v1cJ¿·icf 

lJr·] ncz-..t:ic; di? un ni •1c·l de 
~stá n1cJ0r descr1t~ corr10 
¿ .• 1·il~1-o y r·i::•t_i-ucedr.;>1 ..... ~ 

.:.-\~''P·~c:tr_i p~,icLillJt.;_¡ico del ciclo 
• .. :tJllJ(} E.'ít 

rt!C.01;-Jl tlo t..·f1 t.:·:::-:,l_f:• (l"¡l_ .. dt•l f..I r.f(-'J l1rf-•CrCl rltc l :~· fil"."/r.Jt"1.2. Un ...-:1·~:.¡ . .H.::.·ctei 

":JUm::H11c:ni:.l.: p,.u-.·.•.riójlc.o .:1cc~1 .... c,;; dc·1 ~-;1::·t"-•11cr.•1nji.::-nteo ch~l equ.i Iibrio 
'..:!n P] _it.tC\rU de~ l,;, mc-tyot--í::i L·::.; qL1 C c.;:-1drJ . .ÍU(1z1dot- doplor·¿1 lct 
situc..1ción qu.::-.: é:l f11i.sn1u .:·•.y1.1oó ;_: •. cre.::.t· .. i:-1,_y1l ~ opt1mi::=:c.~cl 611 
in(Jiv1t.lu::-1l y er;)t.imi:::;_1ciL1n c.r1li:::·cl:1v,·1 t1c·nLlt::'ll .::.1 d1v•.:'1-y-2t",. 

[11.-.r.._J {-,~.:pc,,:-:tu <:¡uc~ CJl.J:;c•r~.,,/¿\1110:; r:-,n e•] _111c:+J'-·) (jr_:: la mayor-ía 
C?S~ ljUL· ~:il l1C•\' ~!m + .iu1_·¡,;;dr;rr_-,s~ c.'-1 rnc11u:.; !lt + 1 ji_tqei.dot-1-:_.s., 

tjl~n.Jen i'i. f:oo¡_.1 1·r-.:.•.r ] .ibr·L'ni'~?nLi.~ p,·,1~a u11 E~qu]J·Jf:.1·10 ;::--st;:1bJe .. 
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2.3 Introducción al modelo. 

Erl -este ¡:}¿..\r/.11:¡raiO h¿~remos 1-~1 ¡:.n-esent.::1ci ón df:!'J mCJdE1lo de 
J.El. Sc.h~·Jart:'. dt:] ciclo econó111lc::o en ~.;u for-111i:1. 111.i::'.\S simp]e. En 
dicf10 modE.-do SE;; ut1li~a e-1 111t'.•todu ir1~.lu111u--pl'T)ductu Lie 
LG.·untiefp En &l, ];:.". 11H:.•rcüncié-1 11 l-,-,,lJdjo 11 se Je consldF:rc. 
~1in1plL·m~rite como Lr·~b.:"1.JD~ y !:':e le tt-C)t:.<-1 c:on1u unc:t H1i~·r-c0r1c:i.c1 

má:s denti--o de J 2 Fcc:r101níci. F'ot· nuestrct p~•rtt:!.,. pt=flSdmo-.=:: qt1t:? 

r:t• .. ~} q1.1J.c:·f· c:tr· .i. E11 ·.~1 

tr-0bctJ{.) 

e c•¡ .. 1 1 1.1.t J o 
es un¿~ mc·rc,-,nc í c.t como 
conclu:::1c.:ir1es d) ;~cull inos 

lac: impl ic:.1ci.c·n•-..:'.s) r¡~1, l ·1 i··tw• 1-:.• hJ ¡.-o·Lc.::;1:: ¿~r1t~1 1Ut. 

F'."3.~:J~r-c-rnos ,;'•hut d ::. c•::pr_Jnt:.!1- l ,:i~ dl:'T inJ e J 011E.'S bá<.:JJ Co:·S-i del 
modi?lo cic.-1 ciclo €:'•.:ur1t.'.•1•11LC1 ci1.!<;.J,-i1r-c1lJ..:-ldO ~ior ~1.D~ Sc:h~·J(3rt~~-

F'ot- lll!t~ l:'CC•llC)jjlÍ el. Vi"lL~~>r1dl."•("t~·1flO% ur1 COlnf.}l c~jci UG 

ac:ti'.·1d,:1c.fcH; L'íl t:...•1 qUt.::' 'v•~11-1c,s 111i:.0:1·c..::~r1cíc1s son producidas y 
subst:-?Ct'E.~ntc:ml-'nt.(-_' cun~;uoiitj.:~s o ut! 11-:.:-:td· ... ::c, e11 l.~~ prc:iducc:i.ón de 
olrcis fnc-:•r-cttr1c:l.<.1S-•. E°-;i lct ,::..:>cur"tl:Jf11.ia crbJ?,utbL• J,:1 prociucc:1ón dt? 
met-c(~ncíe;·~°3 de:, ftli:r·c.·. u of1-i::1 cr.•, 1.~1 J l-:i1r1at-2111os-, abierta. En 
consC?CLtenc1 '-·-~ ~si 1 :1. ec::D11c!1n1 ~-'· t·}:-it".c':\ r:omr-J.1~"t,_1jf'.l.:nt.c:· !:.onl:c:inid~ c--:-n 
sí J111-c:rn.:i .. ~:,e JJ,,111,11-~: cerrada. t,nr1 rv:::p•.':C:LtJ :~·.l r;iodc:lu de una 
economíc"\, J f~ d11-c•o1c1··:i abier·lo !";,1 t:'l 11 l1 ;·:.b.::-1lr.:i" e•:_; r:•-ft,..f:;cido por 
un s1:::·cl.ur- 1·.::i.milJ,,¡- y c·1l r111:::;uhJ l.1c<1npo Vd1""jr~·!:> prnduct.os serán 
ofrf2cido:" a] 11 ~.c·ctu1- f.::1í!r1] iar 11

• r:~.l u1nUE.'lü '..c~1 d.t cerrado s1 

intr-uduc:Jtno~:; e] tr·.:.•l.J,>Jo cuii"1U l.•n.~· n11.•r·c·•r1l·:1,~-, :.: . .Jicion:_:.l qLI~ es 
Ll'l.iC.ldci. 11 r:nrripJ Pi t1mc:·fti.L' 11 c:n }¿, pr·or:.Juc:cJ 0rr ele· ot1 ;:~s 111t:o-r-car1C:Ícis, 

y p;ora 1 a pt·ouucci ó11 de> c.•,; ti:> mL•1··clllci a ( l.1·2.ib<u o) sc1·<\n 
r~quer1d~s otr~s n10rc¿111cias. 

Deritr-o UeJ p1 or..:. c:so de pr'·oducc .i. 6n de c11,_d qu1 ot- 1Pf:rct?•ncl a. 
SI] 1-eriuict·e:-:n dos L1pos de c.:-ipil<.=-tl: El c2.p1t.:íl cjr-cul:::•.nt.P y 
el c,::tp1tal ·fijo .. E:J ~,r·1m;_.:..t-o se' cein~~umr:· iritc·~1t·an1cr1L1;: t·n lc1 
pt-oducc1ón •Jt:.• n1_1E1v2-:::;. n1circ¿,ncJ . .,:.s~ y c-1 ~~l;_'ql.1ndo t.:'st.3. i: .. ·n l ¿~s 
1t1t-:r-cancí¿1s quE: sun utilizadas~ fJ!2t·o no c.cn1sunndas 
compJe/.:.,:rn11-:nt1;~. F'ol'-- (·~_il?mplo. pc1rd p1~oducir una tonel~qdc'J. rJC? 
h1er·t-o, s1.~· t-r-·qu1r.::·r-t_·ri. ~~r1 pt-imer- lua.-:ir. cic·rt~~1~> c:-··r.Ljf:\-:~di:·:s dt: 
CDrb ón y de ni1 nc=::t" al b1·ut.o. L¡Ul? :-.;1: .. _•1-- ~in '~:on:-:.urni d,Js 
comp] t.:..t(.:-1mL·11 Le c11 t?} pt-üct~:·.o cJe pt-c1clucc. i ón ~ ¿1cl€~11i¿1s, st? 

r-equl e1-t2 d(::-.• 
ur1 ciía.. El 

1.1n c.]1-.tJ hc:ir·no qu~ si:..,~r-, .. !, utill::.~do, p~.1r- cjt:.?1nplo~ 

c1.lLo l1LH110 r:?s ul1li::¿·1dci ¡:J\?t-n riu c.nnsur111.do 
e omp J. •:::o t ,,:,11111.::•n l c1 y 1:1 qui 
f !jo, nu con10 C..:c:<pi tsJ 

Scian 
m~rc¿1r)cias prodL1cidas 
al 9u112::i dr2 f· 1 n1 c1 (J/"lcis. 

l?5 r-ecc1r·1ocicJr.:i 1'1nl.cc:-·.m~:~11t.f~· cc1mo c¿1pl t0.l 
c.ir·1~ul ,;.,nte. 

1 i "'t ¿¡ dol 
E·n l d c·c.onumír:t. Eri 

b~,): l;:i r:."'1n·tir:!¿-1d de.- nic·1·cz-tnc.:i.2 t"1 utilizada en la 
prCldUCClón de· una unid2d de:?],:.~. nH?r·c2r1r:.:ía C_,~ 

o 
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.,1-.j : 

.Producción 
·l O:-=-- c1:-\1·d:i d¿ ... d de 1 a HH::rc~nc:i.d CL consumida 

de L~ni:): ~;.ñid¡)-d dE r.-a--ilH2t~Cc-J.nC.J.~71- [_1 , 

en la 

Co1no u1·1a 1nercanci~ qut? es consu11lld.:":-\~ 

uti 1 i zc)de.'\ supunclt-f-:'111os 

( '.2. 1 ) con l,.J .:=: l~:~~--·•n 

lJt? es·L¿\ -ílir 111,~. ¡.J¿-:-~.<, ~~-!-·::•,.:i•Jrlr- 11n.:.'1. u11iLlc:id Lle cu21) quier 
Cj, '.-:lC ¡-cquj 1_::t·\:~ (l¡,•b]_-:;nr.k_, t1<> 1_:·11olóq1ca1:i>: .. 'r11:ü.J 1 {:1 c¿\nt1d.::i.d d1..j 

de la f11E~1-c~HlC i él C,_ qur~ St .. :r i~\ u~;ad¿t LCíl1ril ·:.:-tóíiJl.'n i.:.e. 
f'ldiciOli2lfflf..?f1te, SC ¡-~:;-quit:t-f::>í1 \tet:11olúg)c~·.il1t:ntc.•) b'>._\ Uíl)tJ¿.,des 

de C1 U1 sponil.Jl r.:<;:-_; p~.11-c::~ un ¡.H~t- Jodo dt:: pr--i:._1ducci ón o•.::.t,1.nd....:..1-·d .. 
ObSE:TVt?H\05 C!' .. .lf:' ';.,:;l la un1 rJ¿\(j estc1nd~~rd ele el (-.·~~ un 1 i tro. y 
que las UllidsdC?S de C~J '::iDl1 ton0}a,cJ35, t::inlonL~E'S f.-\1_, l_prici1-¡;'? 

las di1nens10t1QS lilro i/ton8l2da J-dí0. 

El modelo. Lc:d c.omCJ se h.;, d•..::·f111idc1 t::·s ll.:.·•01c1do c.•l modelo 
abier-to de Leontief .. L¿1 rri.:.tLt·i:: {::1:\l) sc.r·/-1, ll::J-m::~dc1 ]'"\ m.:. .. Lr-i;~. 
rJe insumo-producto y t..! ctr1!-1l 1 ::.1 ~, rlt:1 l r11t1dcd o ~,e1-c'\ l l 2m11clo 
análisis insumo-productoª 1 .. ··1 H1cd:1-1:: ; h \ -~) ~.t::i-- .ó 11 c1 n1.:1rJo. l 0. 

matriz de capital fijoª t)q1_lí. el morJelo insumo-p1,.oduct.o sc~t-f· 

consi.clr~rado en un .:ln~~11~;1s c:>cc:.int.'irni1-.::-o .:ibsl:T,:.cio~ ES doclt-. 
tc)(lc·1~ l ¿v~ na ... rc.'"J.r1cí r.:::15 ~·vi·án p1-oducld.::1s y cein<:.iUn1idi:-1t:.;ª S 1.:.·t:1ún t::!l 
.:1utot-~ F1 l 11 1:rt3h~J•J 11 ~:t~'t-,:'.· •.:on::-,1dc•r-i1do c:oincr un.;" (111.'1-c.:.i,,nci,: .. ffli~~s .. 
F'or· L'~;t.:._\ t-,-1::1)1"1 ~,e• í.'•tOC.CllC'·t-¿l Un.:J i;l;·d .. --;r·1·1pción 
cor-r·12spor1dit'nlE:> ,_1 1wi 111'1c1c1L1 Lt·r-1-_:1do. 

F'é.lr::,. c:.er-i-·Lq- L·l t111.:l.\1_·lu. L'l 1 • .i.1... ·, ril·1-c,ducr.> í.'1 i t'"€·ÜJajo 

como un J n~slimo y con1n l\lt pr c1duclo. ~:'L'.-.::~. él.oJ 12 c.--.. ntid,_-lci dt.' 
trab2jo (111edi.cl.:<. L'll \1·_11·,·,c··-l1uird:i1-í?) r t-.:fjL't?i··j do pr:i.r-¡":). l¿\ 
pf'"t:)rJLICCi ór·1 cJc• Ufl.:~ Uf11 clc•d dL' J. é\ fHE..~t L C.1.ncl 2 Cj qUl.: S 1.:.:!l~¿l 

con~Jurn1d--'· p..-Jt-.:::\ 1~ir·T,1dL1cir· unc::i. hot-2.--·hun1b1·~~ i:..1 .::.b~1 Jo. F'ot- lt.;t. 
1nl:roducc1ón el•_,; es\(J<;:-, 1.;-lc·mc·r1l:.o:.:i m::d .. r-1ci¿.._lL's, l~l modelo 
económico r:i~; cc::rr-.:-:<dc1. e-:~ dt.::c..11~~ ul conJ1u-1Ln d0 n1e1-c¿~nc:La.s 

\'.'lt-CtC111c)dé-tS 1.-!S t.•l ll1l':.-;f110 llll~_::. f.•l •.::or·i_iunlc. de lllL'l-Ci\ncias 

utill~2di~S cr1 la pr-odu~c111n. 

2.4 Un modelo dinámico de una economía. 

cíc.:lei C:COl1Ól11lC:D de 
confo1-me c.:..v~nct2mc1i::-. 

i í1Cl.J1-pn1· ~ncJo f!UL•V¿•.':'i 

,JªU.Scln•JC·1t"t::~ f-..:>l'"I su ·íc ... 1-m~ 111§.~:: 

P11 el dc::-.;r-.tr t·ul lo ele] tt-;:.\.hejo~ 

l)]pótc·sll.:' .. c·n el 11¡ul.h .. lo. 

~~ i mp 1 e. 
se iíj.n 

m!?r-c211cí :.·':' .. e· 1 ~e .... M •• L.., -' .. \ 
C0~C·-1. ª •• ~L-1... El meidL·lo 
f u11c i ein :::· ·-::obr- e 1_1n :~1 b-iisc• 
si 91.11 t:nte: 

i·1- ¡: \' t'·s lle· i (~:c.; 

l~conf.1 11'ilC:U ·--·!U>:: 

de_• tJic.«-·cJi¿·~ 

Ol'::_,r cc\ncí .:::1r:.-, tr-21ba.10 

sP d0s¿11-ro!l~rá~ 

ti~,.:_-.-:ir1dono::;' &n lo 



Tod<.'.\S -1 as mdi-lanas, _el productor· de c1.1d~¿ 01e1·cüncí i~ (por 
simplifi.ci.."-.;c1ón supondt-cn1c1s que h¿,y una -6n1C.-¿~-ºt_·m-p1:..e5~-¡--Gn- cadct 
tiector-) cLJns1 der a su i nvent,::¡1,..i CJ de 1 ;:i,•;; materias pt- i fílCE5 

pt .. c:-ie::·ntt.:s: stocks.. La en1prusa. t.r·¿d:ar·ci de lleVCtt'" f2!-'3te 

invent{~r-10 .a un c)et-to nivel \qu~ r1•..:i1- ot:r-as r·.~zones 

cuns1d(~í¿1 c:nmo 1~1ptimo). L=1cl1~·Jarl::: tcirnc'l cDmo invent.e"\rio 
óptimo, r~J qr_1e \/] r:.1r1e d.::.do por· la s1 lJUÍc~nte fó1·rnula: 

inventar-10 óptimo ~ i1lvcntJr10 b6.si co + e (\l~ntn!.'3 esppr·ndas) 

En esle c·wd ... .::n" Cdlcu1 ¿·.r·cmos los pl.··"\ru:s d(~ p1,...oducc1Lin par2 
catl¿1 err1p11.:-:1...::..::1. Est,:\ us2 ~u c~.tim.:•c1ón d~ 111\'L·ntt'..r-ic, óptimo" 
c..:~lcul~":\!ldo 1 i':lS ~-'L·1d.,¿.s (?~:3per-.:~d,-'«7.· clE·l dí¡,~ cu1r1u iqur:<) i:;<~3 0. las 
vt:·ntcts clc1 dí(.--1. c•rd.r:t .. 1or- y s1.1 cit•Jc::i::..1vo c::.L·r~l pt-uch1c1r i.tna 
C:J.r1t)d.-..d quo::c> ,~1.dc~1nc'.1~, de c..:L1br·1r· '.1 t·ni..,;ls t:·z:p(~~1-· 0,1d~~~. llt::!ve c:~l 

inv~-:-nl.c.H-10 a su nivt·l c'·r1tin1u. DE:" L·~tP n1odo~ i.t-'í\tfr·ian1os 
dvte1 .... nii nf~dDs J us pl anc'S d~ pt .. c1dur\_ 1 ón de:·~:ic.:•do~; p,31·i'~ 8-1 dí¿.¡_ y 
la~· C:~11l~1rl.=---tclt.:-~; t1pt-uµ1c·1ci.:,;::, di:-.~ li.1~ il!!':'t-c::H11._l.-:1s C 1 ~C-::--~ ..... ~C.-. 
requer·id.:is p,::i..1-~ qL1C? C'~Jtc.:• C·'.'.'.';,qu1:'1n.:i. '.::>l:' pt_11_:dc-. r·L·c•11.: __ .-1r. F-'uesto 
que: C.:'l modl·l u ~~!-=-· r·1.:.•·f) c·r t-' Lun ílld']'ut- é·n+a5i. =~ <2\ l :. ..... ~. f11c1-c.-:.tnc:.i cis 
1nrtle1'"iale~.; y .-1 lo;:, sl.nc~.:---; ll1'.'Uluc-r-c-:-11_h:.1S 4 el p¿¡t}Ll de s2.1ar·10·..> 

.!l a.b~,Urbc Cíl le; ·ff__.r·mul~3Lit)n cJc:i} íl10iJ(-_llCJ. r·clt- otrz1 f"J¿u-le\ 
el1rnlrlctl i:.11·.03 1L4. cur:1pr.::?t_enc1 :. ~-:.::plícil.::". dL:i mc:rczincíc_;.s--tt .. dbaja .. 

Lú !.2li1nir1.:1clór1 
::;: i 'JU t-::: ! 

df:: 1 i:t 
.;,t/-

Jr1i.::'r c2\ncic:'I t1-,-¡l.J¿1_io put.·de como 

St-='¿·\11 ""• .... ,:~-L- la pr·ocJucción total c!t? las cli ver·sas 

mot-cE:ncí.as, Jncluyr.=ndo l:.1 s met·r_¡_:-..nc:i.bs-tt-dbt"JCJ Co~C--l ~ ..... ~C-l_ 
en un per·iodo d~do. Sea C2~.J~ la matri~ cor11pleta de insumo
producto ir1cluyendo los insL1mrJs p~r-a las n1ercanci2s-tr-abajo 
deter111inados pc1r ]_as distir1tas tasa5 de s21Ario; sea A13 tal 
que i ~ j ~ M, M- l.!' ...... ~-L. Entonce~::. l a produce i ón neta de 1 a 
mE.·1-cancíaCi r12r-¿"\ el cnr1~,umo es 

(2. 2) ::~ - E -~1_,::_~ -L, •.• ,1,1 
J--L 

Ya que las 11i~r·c~nLías-tr2bajo no puQden ser 
cur1sj.J~r~d~s en lo= ~nv~n+~r~os. porque son c:or1sumidas en el 
momenlo de la pt-oducci ór1, t{~n.::;¡r:o:-. 

'" ('..:.3) 1: º', ~:: _, i =- 0., •••• -L 
_, .... -L.. 

(2 .. 3) lo poclemus e:~pi-c-s¿i.r- t:.·n ·fo1- lílEi vector lc:tl LL1ff10 :::.1g1_1e 

(2. 4) (l-f-~iJ) (:.:o~:::--1~· .... ,i<-~t .. )T = f-¡,__,(;:1_.:{:::-.•··~~~N)T 
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lldCie:.~ndo c:e1~os E.'n cltmde 

l :: • 5 i ( J ·-- /.:.. ) {; '. I~ ~ : ; ·- ' ••••• ! : -- l.. ) ¡· ::= H ~ ; : t ~ ; ' :;~ •• ~ • ~ :-: N } -, 

S1 co11~~ l tJc·r--.-u11cE_·, 
t:::: i sto l l ·-.\1 -- 1 ..::u 

(2.6) 

í2. 7) 

qL1r ¡,_ r:::: un2, 

N -L 

E í: a 1 k :·:s..· \ I ·-A) \ k -
1 

h•'"l l ••O 

Substituyendo 12.7l en 12.3) tenemos 

(2.8) 

E·nl clnct::s 

- L 

N 

..3-·-·L. 1.-·-J. 

E 0. ~ J :: j 
j ... 1 

(2. 9) 

N 

~-~ i - 1.: 

N 

H ~ - J~ Z:1 ~,:·:l ... 
\.; "·• 1 

dcrnde 1 d f11dtt' i::: 

-L 

~ a1i.~I-~>- 1 a1~ + 

i~J. 2, •.. 'f',I. 

al\ + L 
.~'!-... 1;.:. 

_, 
¿; 2.¡ k ( l--i:\/ l'.12.1.~ 1:, i"'1, :2, ••• , N 

St2 ulise1··v¿:i. que.• est:-:.-~ 1112t~- l:::: lft!:-::umei-pt-úclucto~ cun el 
trabajo el iml nLlcJo~ es un¿:i. \~1i:.:.-nc::·1·,·~.1 J :.."'.~;·ci ón direct¿~_ de l¿~. 

m¿d~riz c!e·f ir1i cl-~1 t:?n E:l c~-:t~~w CJUL' 1.ir-11Léin1(:.>rYLcJ t-J,.:.ty ur1 -::.ó] u c;.:iectcw 
d•.• l::.r-·1~~-,J~',. f-·r1,i••1n.·1:.:::: l·~·ri1~,t-;;.1t- lnc:; <..:pr·í:r1r-F·7, de:> tr-c;dJ,.:;l;lO V 

C.fJílS)dt:·¡-¿.t· L¡Ut::.• lc.t [JtL•dULt.:."L(tJ1 tlf.::.'t~(:O- Ji_t• .. ¡i:<t- r_·r¡ U!'l;:.\ • . .:•CJ:.•nr1m:Í.C• 

CE~r·r-.:J.d.:::• i:.lt? n1el,..CL1-l"lC:l cl.S ffi.C:t"l l:?-f- l..:.~ l (];_:j Cül 1 111,·} Lr· J..:: dL--:> i 1·1·:::.U.1!1u

pr·u..:Jucto rr~j~ Con l.:\ c:l1i11lllCiC.lÓf"r dP 1¿4 r1t2r·cc1nci¿~-t1·._,_Lid.JO :-.o::· 
invl·1luc:r·? •.in.~ cr!r1c_,-id·~:>1-.:·blc= Ll1:::lcn::·1ón de l~· ·fc1r·r111:'"1 

sc1c1oló·.;11cc":l de:: l.::\ 1.:ic1Jnom:i.c.. ¡_¿·,:: 1mpl11.:.:.;i.c:i.c•r1•2s d~ L?':.:,t~ 

<.:1.1pcis1c1 óri c·11 ~~·l 111r1cl1:lo~ l¿is cli sc1_ti_1.r E::mt1'::' t:-'11 E~] c.:)f.1it1.llD c./!:..;
c rnv:: l 11 '::. 1 <~sfE-?O:..:i., 

Ur1~.\ ·~it··an rh·1rt ... ~ de ]r_! L]L'i~· (_lllilf¡¿1(")¿<.fiE:r1t1.:.: 

cJ,1.si·fj c¡_··rJo comD 1 '<...::or1~:iu1(1·~.) p 1}1-·(_:un,1.J" ¡¡01· :.•h(Jt·¡:-, 

fui~~- i:1 Li~:.·l 1~!()1.Jc•J u j..Jf)t .l ¿1 1·c-:cj 1_1(. (:l /'1r1 ¡p,1(';"_·:!1,"'.J r_, .. 

de~c 1- i t f_r. En 1 .tri f;·,, ::,~t. d_•s~-'·1~ IJt?I i i_ ; ' rnr_· _1 cH· i 1i1.· l r11•_ ,cJ1 ..• i o, 
el cor1~,·.1c:10 no p1-r.1duc t.1 \.'() u dr:• 1 tl_ll1 L"l·1 í-r:.:1 11~,i 

dc·_i c•do 
C\1.•¡·.. l 1• . .'ítlO~:"> 

·¡ q ~ "L:'l),:• 1. L"'![HJ;; 

F~' ~! 1 :i. L l L ¿. i...!ff 

ccJ11tr·1 Lu~:1 ón 

' 



1.::;pl.ic1 tri ,:.\l cur·1-::;umo pcr-~<.1na.J con ccnl.r·1buc1onr-:-os i:1dicici11.?1lc?s 
é:d ccirv·.:iUn1u Pf-:·~-i:~cJnt.~l~ Ja~. cuales, COí!10 hcn1c1s t~'::plic¿-i:do son 
impJ.lcitd=. El tt-2t,:u1dL~nt.o que ·.=.e h.:;._ r::e1)uido JnvolLtcra la 
hipótesis cip qL11~ los sal~rios sun ~¡astados lotaln1~r1te en 
~dl]LHh•. ft-(: .• cclón fij.::l dE· consuni<;:> po1-5(.Jf1¿~.1. L2'•. hípótc:sls de 
~'-'.'.,;' c:·J tr .. ,-.'~1-J• . .J r1LU11 .. c\ •.=..::.:J 1..~c"'.:!Cc1':,u t~·11i!J1t:n [.)~·~tá involucrc~daª 

F·,1ri:.• ci.t.::~l qu1t:>t t.;;.s'-'·• u11 co1·1junto dt:? pi:..,d1 dos p¿¡ra 
fd.cteires de ir1sL11Iins '2)1.:: !:1· c:.·nsn1l. tcr1 corno se r:::pl icó: c:::<.da 
fabt-lcantc• e~::;t-::d.J}e:.~ce un¿ .. 1 ofv1·t:..• (ful:-r·¿, de su Jnv~'..~r,tat--10) de 
cie1-t¿1s cct11l:.:1cj~1des dt:: -.::us 111E~r·c..::¿a1cí-:t:.; quc::i C·l p1·oclucc·; en 
qene1-D.l ~.61 u ser-.!_1 po~::i.1 ble-:: qut::' t.:.·] of1-E:-::c,1 un~-' c1E:-.lt,...ta. Ci.Hif.:ic.1i1 d 
de l (·.-t dL·u1:·.tr1clct Lo t.¿d . '.:i1 ..: .. upor1f?n11..-:.is que J Ll dt:·mi"-.ncl :-i. no ~iur_·dE.• 

ser satisfucha~ ]3 1n1~m~ 11-~c1:iór1 d0 c~cJa pc•rl1do r·o1:ibido 
debt~ <;.:.er cor1f) t'mc1ditª 

Fincdmc·nt1·:-~ cacL~1 fabt·-icd11Lc·~ -:-:ubre- r1ot:.1 í Jc.:i.C::J (•n fJ1.:.., q1.11_1 

fr,7!c:ci oncs de• :.:;U:s v._.·1-1 us jJl::d1dD 0
:: p1.lE·df·n s•::-::ir :~.:'.f:_j ';JfF:cliDs, 

sel f:'CC i cin.:t 
pc·d1clos de 
su r.;f t··1- I: ¿l 

J.::tS 1t1/1<:,, pt·:q1 1L'ñ¿1=.: el-::\ L't.:.1t.;:1~:, i1-...:1CClL!flt:.''."... y c,::f1('Plc:t 

111~.:·r-c~-~11cl c:i::, q1.1.~'l ~;L.11"1 nl/•':..i ~J1-._1ndt:'S que:· 1 -::-: 1'1-.1i:-::r:i6r) de~ 

i n1 r.i ...:1/. l:l envío ·\_1 t-!l)f. .. lth~~.:ir'- ~ r,._-tc·sd:,«ri:::~ciWE·rri:c- y 

El c~.q1.1i::·f11,;_1 que h~~ <:Jicln 
p(;.ir-:!..1qri::1fo D.nl.:.c;t j ot- pttt.=·dc:- d,-~·r··~.l:' 

~~ t: i.\ 

n l '/el 
e ' c·J 

de· 

(!L:·sc:1 1 t.o ,,i:_ .. t .. b.:.'.l 1•1t:·r1le t:.:n el 
en un,::, f•.11·1n11] ;:,_:1 •:•n ·n.:1l·n11L~.l:1 r:.~ 

\· c.·r 1 l .:-1~.l 

J fJYC'llt.c.--1t"'lO ópt l mo p31-¿~ l-3 
rnr_;r·t·:;.1nc:.í .::-: e: •. 
in-.../c:nt.:-if·in e·~ 

U!:?,.::i.t·emos 1_1nc-~ 

ar1tct-1 ot- íl1f'J 1 te~ 

b11pt.11·1Ut"'L•!11\I'::·, i.jUC" 

~-~] IT1pJ.C'/!1E:nlE· (~ 

f {}¡ fTrl.1.] dCl ()í! 

:1-::11-.:\ c·l t lL111r_.o LJLlt:: ~~~-· clc.•::E:¿1 el 
p,_-1-,:l 1 ;:_'.s \'e:nt2s t..'SL-1n1¿:i.cL:t~)~ 

1i1.?1~~ ·-~lt:'llf.!1-~::d quo J.-")_ d•.:'sci-J t.:-.\ 

q\JL: r·or· 

,...,so.~. ::i (1:) ]..:: c_:11t:id.:·.d dr.= ( 1 pr·DiJucicL~ en f:·l díe t, y 
SL2. i-'.1::i _i cur11u ¿111l"'".::>S Ln t::l ;-;E:.•r1tidD inci1cDclo r.u·1t.c-r-iei1-111t::.'IYtE'- El 
C::tf1ii:2J. -fijo <..:r: Í•~tfiL!t'"-'.'t E'f"t C·l rit-escnlt::.: moJt~ln~ l¿:i~-. veni:as,.c; de 
C1 f2f1 el dici. (~~-1) es,f.c!•n c.12d:~.~~ poi- J,::i. l-ór1n11Ja 

dj é.~ 

}~ a'-i .)::.J (l-1) 
J _, 

S~·..:.-1 '" (t: ) cel 
t. Entonces : ~ l. 

í ::'. 1 Oi 

L2. pt·eiduccl ón 
dc•.d~, ¡JLir. 

i:::. 11 ) 

i n '-'L:n l.:. i:,r- i o .-\e tu¿,l dto: ,_ ¡ l:::í; 1 i•. m;;..í)a.na del 
(t) Yi. ( l ) e~:;i:. i~•n Pn l "'- .-<:?] eici ón 

y, (t-l) + .. , ít-1) I 2,_.::_,(t-1) .. -, 

l-ésimo día está 



- : , 1 ( t - l ) ·- )< • ( t ·- l ) 1 i:: '.'\' .1 : : .1 ( t -· l i } + _,_, 

\ hl!L:rn· dL'lltLIS qu1.t L.U ¡.;:_,, ~ ... ~.i t:;r¡ . .: .. c::. Óii ¡: .-:ii- ·' !. _-.i-: "(1 fl t· ... ~ ·::: t"'"~(íf::Ot"" ::;cj~1'":· ~s. .. 
hMr.:~:- L1:. ,:.r11.lC• (~·i .. 1(1)}. t;qi_ti l:~ :•c 1 ·l-:ir:1 f':or1 \-~ ..... e•::· r:lE..--;'l lflld3. por 
~¡+:';'.:;() • Sl 

de+inir- lc1 
sentl do dt? 

i) ; 

pr-oducc1 ó11 dc·s·.:·~1d,;i. 

l 2 c,;:pnosi ón enlt e 

~~ 1 

C Dlí:() l: PE·t-tt~ ¡10~1Liv~ e1·) ~l 

del 1c·c.1L.1 d·.::ir-PCl1D dG 

<:.'.. 11) y,""'.\ que le"":\ pr otJucc1 r'1ri d1:.::sf;•t•.d,-:, nCJ puL·dt:~ st.:~1- n1i::~ncw que 
Ct?!,..O. La ·-~CtlBCl ón (2. ll) r,1u~2d::=- SE't"' :.J mpli+1cacJ,~·- C.:Oíl\CJ 

('.::. 1'2) =' ( t) "' (t--1)}+ 

Los r11vc:-lc:~~ dt:::" pt·c·c.JttLLiór1 cil.:~·,c.:¿ .... .J;,._:.. '.:.:.CTJ1n c:.: .. lcul¿,dos por-
] a +ór-nH.\lct ('.2~ 1.2); r:::iJ ~7.1 qui r?ntl:' P·::\S 1_1, de ~':\cuerdo con el 
si:.:inlido dc1 l mndclu d.: ... do .:\rrt1:.~·r-iur·n1t::-ntQ~ p.;;.¡-3 lus µrcH.lUc:toi-c~ 

dc2 1 ¿1~3 murc::tncic~; c 1 • e::.; h,::;cr.::ir- pC?dJ dos de mcr-c,:-;rn:í.as é"' er1 

ci:1nt1dc1clc=s 2',i1Z.1 ít) Lle L·st.:-~ m.3r1er·a los {.;:·lLJt-ic.::·,nlcs dE~ la 
n1Dt'.TE1nci t• C,, r-~:cl b1:::r1 poi· l·_od,;.1.:::i p¿\rtc~:; pccl1 i:Jo~; put un i.ulr;;1l 

de 

l~ C:;\ 1, \ :: 1 (t.) 

unic.L::lciC·~j cJe ch. Udt~-·fílOS cc.dcuJ¿H- ]¿, 1"1-c-1cciC1n ~.l¡..;(t) de 
ped) dos 1-cc1 b1dos q1"'c pueden '::~.::1.t j. sf¿¡c1?r-sc por· 1 as empresc.'s 
dG !:1-:, C~\ntj d .. ::i.rJ pu1.::·clci 11 t.:.1 mc:·1· :::ic: el 11 1·:-ésir.10 coeficiente de 
tensión del mercilda" )' e~;1.:.,; cJi:tdn por 1.:.1 r·a::.ún de· ir1vc:nt¿1rio 
dt-:' Ci.: t::::>ntr-cJ e·) totc•.1 tic~ pr.~·di do<:,. 

Entonc:~s~ l 2.~:i 

C_i dt.·b1dn Et 

íTIC:'fj l LJ ;Ot '.:-1 p L."1r"" L~ 1 

'i•· (l í 
p,, l. L) 

i:ft,. 1 -;:. i ("l > 
l.-· l 

cc,n_i Ltr1tD '.°le.: :Í ndi e!···:: ~·· ;•-:·1-¿1 t:.'l CU~il .'.\~.~ (l. 

sc=vt.Jr· .::\<;;: t·cs tr- 1 cci on2~; sc.•L1r-e l ,?i_ prodLtcc J ón de 
]é«:~ d1fic:ultc::d~-:,~; de ,:1bi:-.~~lE·clm1t:·nl.r.1. ci:t.:'•.n 
Ínch C\:: i· <;:\1 €:.'l COf'lJUf'ltO 1 .1 ru:'.:'fi-1 ~l •:.L.t¿-d J...lk (l:.) 

es más chico~ De~ ,-~ct.1t-?1-t!o cun J ::.· idc:zi dc·l modi:?lo. ti.::nc'-'mos que• 
los -f¿1Ur-1c.;:_1ritE•1;."¡ c:~i1·1Ct::'lc.'.11 luLiu:.., 1u~:, µ ... : . ..:1r~u:-=. q·-~c ~:::'.C.'.-''..~'-~~-\ ,·,.:::i-:_,:.:1 

f ¡- ,:'.CC. 1 Ó!i í.1c• Este 
¡:.t-r 1 r_f"~·dir11lL·r1l.:u pt.1.f-:i:I(--' cJL''iL1··1\1lt 1:-'! r11·•l•-·n1,;,,L1c~·111vntL: c.umci c;:.i·.-~ue: 

fT i \ L ,1 1!1J1l (J.• J'i. •;i_ ! J 
J'r_ 1:; 

E'::1 r. ri1'1!111 .. :.r·u ~.r.-,1- 1 i ~:1t:1.::~cic· "factor de lr:·nsi ón de oferta" 
p.:~r- ,• el 
pr nrluc. ·l_c_!r 

i ·-t··::.1mo 
c·s-,t!~ d,~•r_j,, 

fJ! CJ•J• H.-i_r)1· • 

í" i r, .=_,. l 111 1.~1 i L 1_• 

l._._:, !JI (··rJ1_1cc1 ·~·r1 

pc-·t- i "' r iJ,·- r1:L1J ~-·0 

.24 



"' ( l ) 

TC:."r1L~·o11J~. e::~hof-a un mc..,dr=,16 dín.f.dr11co de' L\.nc.. r,co11omia 
1.:.u1-t-8.da. L:~s Gcu;.¡ciont:s {2.JC•)·-<:.: .. 15) dt?Ll?1'·1n1ri~11 1·~, (t) y 
yi.(t) en 1:..érminos de ::~(t--1) }' yL\t--1)!' corí e::~to 

detL'1-fnlnc1.mos c-1 p1~e~1ente cJi.:1 de p1··oducc1CJr1 y los r11vc·lc!'.?· de 
ir1vent.;-ir-10 en ·función e.Je:- loSi riiós antt:ir-101-Gs rJF· p1 ·-lrht~Li ón L' 
lnvent. ario. 

cu.E'l con espt?c:)f1cé~c1anes 1nicic:.i.lF'S se Ut,:Lt'1-m1r1:·~11 ~¡Jdu:; )e~,: 

rw.Jvi rl1i Pntos -:;;ub<.:'i8CLU.:~nt'-?S de 1 i'.1 ec.onond .a .. nt·¡eir-ü Gcómo son 1 os 
movimi.erit.:.OS"• Jel modelo cct.;11ó1nicu an2l1;~,:::.dD'? En los c,:<.p:i.tulos 
sigui~ntE-;:os 1-l~Spontju1-c·rnos c~~.t.¿.., prc-9u1¡l:0. \lct'E.?1nus.; que 105 

intentos µot- do~5cr··1b1r- eslt~ movi1111c:.•nto nos conducen a 
dE-·~;cutJt-1n1icr1tos J1q:1or-tantcs, sobt-e todo t?n r. .. l c1cJu 
1nventar10-·pt-oduccit.'1n. l:?l cu.:-.~1 e~; cons1dc:•1·-3du en c:~l c1clo 
t..•cnr1ómico como un i"1i:.::.p~clo lmpot-i.-.c1nte .. 



CAPITULO 3 

AhlALISJS i'lATHl;ll ICO DEL MODELO DE LA TEOfüA DEI- CICLO 
CASO EXPANSIVO Y DEPRESIVO. 

3.1. Agregado para el modelo del capitulo Il. 

Las oc:u3c1on(}S 
d111i'.1nr1 co., c·n el c..1.1._11. 
de:~ 'loclu el 211\'·.·111_~•1·)0 

(::'.:.lü.i--<:=.'. .. J~:5) 0j0t111cn uri n1Ddclo 
Jei c-s:,¡Jcc1·í1cac1ón ck·l t::...:i.:.:1tlo ir·,ic1.:'t.l 
·¡Jos r1iv~J0s d~ pr·odtJCCJ611 ~·slán 

dcitL·1 1111 r1¿•:-.:lo:-, pc_H- ·:.'! ~ .. -uLo-:..ec1.11._•r1tE.· 1:1U'/l{11J.t:'nlo d•:..' ] c.· cceir1oriü a. .. 
S1 hé:..y l·l m1_;;r-cr•nci '~-::,. 01 L'~:;L.3Ju d 12 l~; ecc-.nom:i .:.i p.:\r-c::~ cu~d qu1r.:-1-
li,~mpo t 1:~-t.;.. c.Jc·L!3 1¡11 r1::•du put- '~:i·~ ~:~·r-..1.111•..::··l:.r·o~~. t-! p.:.1t-cJ c..'l ni ,1el 
de-:· pr·oc1ucc1 ú11 y IJ p-::ir·~-· 1::1 r11 \'r-21 de J11v1_··11l.:.:·r1C!~ F'1 __ ,r· t.:into .• el 

f1ID\'lf!tll:·11L\'J cr:o1101111c::o c·~i m:::tt.:'ili~ttic,:•111L·r1Lc• 1_111 f•!Cl\'in11.:.:nto t.:ri u11 

c:::.:pc.i.c1u de·:.:-:¡.¡ d11111_.-:1i,_,1ur1!~~;.. EJ mov1m1~ _ _-..nto qcnc1-(:;l c.it:.~l í11C'1deJo .. 

SL:) !1,:;;,CL· C'_)JllpJ ic1:1du- E.n 1.?'::'.·lt.:.• c:::tpi tul o l_'írl~JL·::D1-E:..1 1lJOS pot-
demo~.-.d:r ar- que? c .. :J nod l~] e> (p~·11C?t- ;;1 l def J ni do pcw 1 ?< ;:; Pcu.:•.c1 c1nE1 S 
(2. l(J)--(:c·.1~-,) c:it'n•r:ii-1.: :· 1irr1l-l:c:· 1).n r.,Q\·'iii111:nlu •_·.;,~1i..::L1.C\l ~ r:J cual 
pued~ '::'·E?1- cl1l~L-:1· 1 t-u pc,r- do:; p .. -.. 1-(\mc·L1-1.1s t..•r1 \';:.':.:: de: ~~1,l. 

[1-1 c·J oi1bJ11_-=.1 1 • .., jtll>:' t1.71r-r·mn 1_-. rlr'! C''l-r_, íf···"-tP1i··:1~_L· ;_,:..,r;(::.:::...::1. 
1-1.:.~r-1.:-mo~:; unr:-1. .í 111pur-t,-,nte di :_--,t.1nc.1 ón~· C:'íl c:-:1 n1c)dc?ln ~:;c'~l:""<.r_:..rc:mo-s 
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los L<?l.<:. .. U~j t~::p¿-,r¡~;ivos dE· lDs cJ¡.;:•pt'"L•<:::ivu~:;. En r..:.•l Ct:•.p1tulo VIl 
rel:urn:tt"-c!mcr: ,JJ (.<:-,LuUio dE::ol muv.1 rnJ c?nto_ 1~.1ent:>t-,1J dc'J modE·lo~ 

ir1d.ic¿1r1clo t:l i:::j~yni-ficc.~do cir.: J~1 c!1-::,t.lnci.1:11-1 que 1-n h¿t 

los t?l Gmer·1 tos 
p1··er!Juct:.1v¿ ... ; po1-
por· el tL::•o_.Jt'"L:ima 

..:~1 .t. -:-:=,11¡_1nni:lr i.:·•rr1t":)S qur.~ 1''1 

Lc:•.11 tr.J, f?l íJOm ( ()) í. Lc:1r110 
dLl F•·..:11 r·cin·--Fr uL1ef1LtJ !::-, , !::-•;-: i ~te un 

1->0 y un vector- prc¡_:.j ,_1 :::.•::::oci :3du. 1
) u, Lci j que 

(3. 1) Hv ~( \'; 

_Jj Lc..-tJ 

LC.>tn•Ltb0c.i. y 
(.:r::;., conec tcid2.J 
v;·•J 01- pt-opio 

Jel me-delo .. 
Si:.:/-11·¡¿;,1-t:: l1c.•.ce u113 SUJ.:HJ:.;1c1ón !ue1-te:~ quE' •.-n11:._;1c:;+e t:~n 

i11lt·uUuLi1 Ju ¡:¡ 1_10 1~·l lJ .:=:t11k1 
11 pr-oduLci i'in e 1 rivr~nlar-10 inicial 

b.::<.lcu1c:E.'Etdos 11 , es cir:.:-c1r, h~~r' que ::::1q.••::.1rit:)r· q{*L' J.:."'\ pr·oducci úri ~ 
ifl'.'f.~nt.:: •. rios llt

0

lCJ.::1lt-•'7 IJ::1]::..11C!.:i~•c.lc.•s~ ~,QJ1 r.11~c,j"Jül.CJ.O/rc:'.lt-~S i~~ 1dS 
comprnH:~nt,~s cfr::.\ v•:~cf.:.ui- v (El vectu1·- v r·t:?p1-i::-::"~i12"ntc:.:i. un.:.~ 11 1 istc. 
b¿~J.€•í"1Cl;:'::~cJ¿t 11 df:..' lf11-~1-t:_Ar-tCiCtS Pn el SPni:1rl·--· tv:.· 1_ 1Ti'::tico.. e::. 

dc.•c1r-~ q 1_tP si L:.•s r_1:;r.·do c.:..1mu 111··:;u11F.J ¡::i,_:.r-.::o l¿,¡_ t2cci11urnia.~ los 
~-c;r· <!J,.1) -:.;:1_·r·,:'..rr p1·o~;nr·c1on¿•lt;.'S ¿~. v. 

St..q.Jond,-umo-:.-; J.nl c1 ¡:1J ff11.::··nte q1.1t.-:: 1.11·ocJt1cc1 t111 t? ir1vE•nti.~1-io é?Stán 
i::.•n pr-opo1· ci 0111=~-: b¿d ¿~riLc~:::,cJ:.. ... s 

(3 .. 2a) 
(3.2bl 

:: , í L--1 i 
y, ( t--1) 

;~ \ l - l ) ,'.' 1 

'." U.--1 i v, 



donde :1.. y Y denotan en g1:2ner-¡:Jl und "pt-oclucc1 ón b,")l .=..nct2a.d2<. 11 y 
un "invent.;_n·i o bctl t.JnCE<dc.lo" r·e5pc·ctj vc:::mer1te~ 

Supof 1dr«2n1os tcJ mb i. é n qu0: 1 Ll'.5 coef 1 e i t:>fl l..:E.<.;, 
el ir1vcntar-io óptimo n1v'='.ldt:.lo t:•n té1-m1nr..1s rJc.· 

que p:; pt-E~~:;an 

lo::: c.li ¿1s de~ 

C1 E "¡\.t_j:~_~(t--1), 
J-· 1 

p¿q-8 obJeto cit.--: 111vc: .. 11tar-10 sobt-·~~ E'] t-és1mo d:i a.~ ~~e 1-educe a 
C'f!~(l-l)V1; !d t~::pr-es1ün C:::.10) p,;a-a líi\.'t:.-nt¿ .. .:u-1os sobt-e l~t 

mc..\ñ:::lna del l-··i/:c.::ifuD díc1 se t-t.·duc~ 

(3.3) 

y la c::pres16n (~'.J.J), 

t-ósirno dí2~ s~ t-educe a 

(3. 4) 

(3.5) y, (U~ [>'(L--·1) +€::(t-·1i:lv 1 

~sto dc•muc.•st1-a que- s1 no~cd;Tr.'..ls c:lef1n1mos ~./(t) pot'"" l~. 
e:-~p1-t·si ón 

(3.6) v(t-1) +b:<t--1) 

(3.7) 1/1 (t) = \' (t) \'1 

El coeficiente forzado del niercado 
(.'.2 .. 13) es pl E~ne.mcntE' i.ndep~:ndi~nte:- de l¿\ 

(3.7) y C3.~) tenan1os 

y ( t) v. 
p (t) ·---------·--~-··-·---···--------------

T{[ (c+2)1- - 1:1:: (t-1) - yi\:-1) }~v, 

(3. 8) 

y ( t) -"¡"" :1 

p (l) "' 
[[(c+'.2)T - lJ::(t--1) -- y(t-·l)j' { ·r;: ( t -1 ) 

drJnde Y [ (c+::~J·y-1 J 

() 

y (t-l)) ··-



El 11 f(..~ctu1~ de;. l:t:-!ll'.::.1ón Lh:. rJiei~t::Ot 11 (~:. )4) l..:'S p]C°'íh1.fTICf1tE' 

i ndcp~:.>rtdi er1tf:: Lle· l d rr1Pr-cc..:-;.r1cí ¿-' e~ y f::·:::>t:-.'.~ d::<.i:hJ pcw 

"" n ( 1 • l.' í t)) • 

L€\ p1~oducci ón 
<2.15) como 

:: , ( t) ... 1 t L i ü \ L) 

miní1.pit));::, (L) 

y ( t) y··'=• ( t) 
:: , ( t) ='mi n (;:, (ti 

l'i':dt-li - yíl·-J)}~ 

con la ayuda de f)Od~n1os escribir la pt·oducción 

(3. 9) :·~1 \t) .:.::. 1111n{{f~~ (t~-1)-y\t--1)}· .. ~y(l)'l·- 1 )vj 

Si defini.rnos ::{l.) cor1)0 ~l \·~lar de los coQ·ficientes de 
Vt., en (~3.9) tt.•f1(2íl!US 

pül"" 

(3. 10) :~ \ ( t) ::.: :~ ( t) Vi 

DE· las ~c.:u~-:i...:..1urr(.:S (:= ... 7> y (.-:..· .• .to:• podc:·1111..:lci ,~:ttiot-a c.onclu11~ 

jnclu.1:cjó11 cp1(;_• ]e\ supcsjción ((3.::?aJ y <--~·.:"b) (Jnvc·nt,';~1~ia 

y pr·odt.1cciór1 lriicj ,--11 h.=-~l-:_•f'IC'-'r<do'="J ~iF' corio:::r-~·t~v~.\n 2 tr:t'.·t-s de 
l;,•.s ccuaclcnH:s t·.z .. 1(1)-·(::~:. 1':!). ~-'odcjrnos di::.~c11~ que rJroducclón e 
invc!11l.é·d-io tol,:d :'.(!_)y y(t)~ pr_it-nr:.ir-it-:cc:n con1ci mi~tlliplos:. 

escE1lBt·e:.;:.. de v~p:ll'-::-, t:ud.~i. t. t:l "l-i.c¡uJl.i!Jt-jo 11 d·::? p1-c.-1ducclc'Jll e 
invt:::ontc1Ti o inJ CJ ,;:·1] ·:·~~= ccH·i·~L·r-·v,.::q1 cr·1 Lucio ruumL·rYlo. 

ec.u~·c1 or1t~:<::.-. 

rt:-1 r.:ici on1::.-~ 1-t::ir~1_1t-'.::.1 v:i.'.:.'.;_ qu·~__,.: '.?,•. · 

la produce L on béd .-:1ncr~z1d.:.1 :' (t 
s_~ti '~t.::•.ccn 

y y l r:..) ~ on 

(3. 1 lal V ( t) >' ( L-1.i +~;: ~l--1) 

dt:!mur:·str .. ;Jr1 qut..• 1 ¿is 
por- t:l 1nvcjr1tctt-io ';' 

(3. 1 lb) :: ét) nn n [ [-Y:~ \ t - 1) - y· '· t-1) J •·~y ( t) t ] 

() 



Con esto quf?d<.:.. rlr.::ir.ot.? ti- .:1do quc- E·l 11)DdP1o •]L'íl01"c•) ~ 

cJ e.fin id o p Clt- {:.:. 1 O) - ( '.!. l ~J) , t. 1 Pn (:.~ un 1ntJv.im1F~·r1tu pdt-l1c.ul,-ü-

El pa5o que cif11-e:no~ ~ car1tir1uac1ón 
estucii ci de ·:~·-stds 1--ecut-~:d 01H::-s. 

·~·u c.!1r·1qido ,::,i 

¡::.1quí Scl11·J.¿\1-t~ l1ace un.::."I. o!J!::icrv.:.-1c1ón 9c•r1c·1 .:i.l de· un modelo 
y v1s1ón que t.11:.•n(::n JU':> econo:o1:...;tas (~;t;-91)n J,\ cJ,.,:;1t·1c,:<c1ón 

estab) er.:e une:.~ d1~Lrep~·~11cl ~· CL.ln l.:..~. VlS~ión dt.::>} 

ti~:nen 1 os 11 cJ ¿1s1 c·u:::5''. F'ar Ei. éstos" E·l ciclo 
ciclo 

C-?S ~::;ólo 

que 
Llí1 

dP:::ieql1ílJbt10 r.·n 1.0-:: 1-írH:~::i.s dE• pt-cJducclón, i.::urJndo un.:J. 
rc·cesiéin <.:,~ p:- 1_:~,c_;.11trJ, se• p1.1pde c::urre91t- h.::1c1cndo ur1 i:u-r·t!~Jlo 

c~r1 l.3s ¡ . .lr-upo1·c1c•r1t:-'S cit? lo~s difet-i:..~11tes secto1-r.:::s dE~ }¿, 

t:.·conon1i.:.1. El n1D(luln cJc· SclH·-.1.:-1t-L:.:: pl,.::~ntc:::a c¡ut:! ¿11.1n ¡:L·fflii: .. ndu de• 
un equil1lJt~10 in1c.l._--,,1 en la::.; l:ínea~. d€::- pr·odttc:c161·1. es 
posible-:· CiUe ) ¿,~) t c·c•.!-::,1cir1es ..::.t::' ¡:t1 t-.'::·.E·rit:cn. L.3 '/ii::.1ón ele qur.:i (~l 

ciclo E-"í"On(1m1co ~ . .lrnr·lr:~!ll•:."ni:u 1~(:''/t.)l¡:1. 11 ;·:n,~1~r.~1_ti:J. dP !:~ 

pt'"ncJuci.:1 ón" ~ L·~~ .-:..11•.;JU qi.tL·.~ el 111odt::lo cit.' Llct·H·JC1r·t:: r c·ch.~i.::c1. 

l.E.l~¡ C-2Cu.~c1 ones i.ll]t·t.~l):'-1 d;:-1s s-.egún ~.lc:!1l·J.~r·t:: ~ t.1 (:_ J1(:_•n .mucho 
en c.c 1mún con l~-\ 11Lt•~.:1lu~tJ l<C?yncsii:::u1a. y c:l ' 1

.;; •• ¡.J1·uv·t..:C:l1¿\1111cr1l.o 

.:.i.lJl!]Q,:•do" c_i;; Lei11·1ctdü cumu d.lljLJ C.::•r,-.:t:Lt::·1i;.1c1cu en la 
CürJC1.:.:.pc.:iór1 l-.'t..:.•):T1~~·':.:;.l-.tl'!.::'. ÜL' l.:il L'Cül)üll1ÍC1. 

Un:=. zi.:Jv<.::~r·~·,:·rl[-} i·< r:¡1q._~ l1r•• ,-: '3c!11,•1:·1- ·-~:~ 

hay un~7( lir11itc;1ció11 ccin cu.:.:l c¡tticr Lei1·1sumo 
-=i.utom.!t.t:. i c.:•mcnte e::!.; 1Jc:r1c:·1,..,::(dn ¡·1u1·· ~~-'7! 1 ~:~¡,· i l?~:i. 

3.2. Propiedades de las ecuaciones agregadas. 

(.:-.. ila)-··(.~.11b) podemos ver-l.::i.s CCJHJO una. 

:: (t) 

y 

~ \ "\ 
.l. I ·' ~ .: ( L; ~ .,. ( L) J. 

mi n [ {:;';; ( I_ -1 i -y ít--1) }·",y ítl ..--"] 

y<tl ~ ~,¡1--1¡ +E:c(i--1). 

Uu11J~ .. 

Un p1-j met- c_ ... S~J~clu que no5 
imagen. F".:n-a E1 llo :.n;==-\l1.::..::·.r·emo~:1 

s~·1b•~IJ1ClS: quE> 

1 r d. er-E·:~ .. ¿~ s2b1~r· de Z. ~ E?s su 
L:.l cornpnr-t2.mir?nto de :: <t>. 

:: ( l) min [ ~Yi'. (1.:-1)-y(l-l:•j+~J'(!_)·i"-· 1 J 



:; ( t j ~ ,. 
entonr~0s y ( t J :: o·:: ( t) pera. tcdo t. 

ImÚÍJ"' l C::\U,yítJJ 

De 3quí 
(3. 1 lbl c:slt1n 

pL-idemcis dt?duci1·· 
limitade.~. pur-

qu~ las ecLt~cianes (¿. lli!)-
J.c1s t-ectas ;::::..:..() y, y=:.·r;~. Estas 

rect.3.s las l l.:..1rn21r12mos 11 1 ínea de producción suspendida" y 
"línea de: esc21sez 11 t-cspectl \:0.m•-~11te~ La r·e·]tón co111pr·end1d.:--1. 
c:ntrr:.1 ]¿,s rE•ctas ctr1l.r?t-·ic1t"L'S l<:\ 1lt.11h.:::·1J-t:.:-n10!:..; rc:iyiún ¿1ci:.:e~11bJt~ ~-~ 

rt.da. de 

1 ~ 
( 

f /'Oo'c!cc /O JJ 
.S f)S jJM <:Í/ fia. 

:fl 
ó<fl. 

y ¡'l¿f't>-
d€. (f.. 

~ "-:::. I 

X ~ 
fig.2 12. regi.ón accesible para l\. 

Si f-..:-1 punto [;( (t_J ~'/(L) J r..ier-·Ler1oc.t:? ¿d ints·t-ior· de la 
re~1ión4 entonct;-~ y(l:i'r-·- 1 ;; (t) ~ esto i111pl1c.1-:•. qut:- y(tJ1·- 1 

r10 es el r1iíni1no e•r1tr-e 
r1·::\t_-1:· - y(t--1:i;·~ \' y ( t) "("" 1 

pcw t<.mto, 
"(ti yi:t-J)J~ 

CCJfflO >!(J.:.) l'IU pt._.t-tt"-'rH?Ci2 _.;;i J.¿.. fr,ont·p1·.:..; (1!~ 

~-t\l)...-1) µ01- lo t~_,_nto ;:(t'.i -:~ ::¡::: •, r_ - t ) - >' ~ t -- 1 ) . 

(3.12a) 

(3. 12b) 

donde: T e·. [ ic"'.:'.)y - 1] 

(} 



E~tt..::· par dc.:i E•Cudc j crH:.·!:; 

¿iu:: ·l l_i 2r· 11-: f~ -- -- ·:- R=.: que· 
d~·:J l ne 
C:ipl J. Cd 

1.1112 -- tr·'c;;n~+ 01"'tlliü:-1 úh 
[);1l-li,y•:t.-1)] W1 

[:;(ll,y(tJJ, •.:s dr:ci1·. 

(3.13l j~ [" ( t -1 ) , 1' ( l. - 1 ¡ J "' [ :: i t) , y (u ) 

(3.14) 
-n ¡ 

1_! 

Tun1Dr1do en c1_1eritc:. qui.' nUt..'Sll~.;;-i.s ecui:.i.ci ones 1-ccur r::,í vas 
e5t.:':H1 11 Hll t :·:~d :·.~. poi·- l t':\ t' E:(.l J (111 ;: ::::: 1) )' y ~ ·¡-;;; lefl[;>(1JOS 

qLtE.' g¿H·¿¡,r.tlz..=:u- que~ lei tr·¿\n::.íür-m;;:tcióri lt, ~-1pl1c<1cL::1 z1 los 
peri.r.:..dcis sub.,_:.j gu1 e:1ntcs. t.-:~n1bi 1~11 C}t.:~,t ~n d1:·ntt-o d·~:?- la 1-·et;_¡j ón 
C•.CCf2Slb1e. P2r·¿~ t"t~::tlJ::c-:1r· este: r.1t"C1pL•s,il.D 1·1::::trJ111r.;1-t:fTl05 ld 
tr¿-111sfor·m¿1.c1 óri ;; d·.> ! .:-\ s1 qi.11 L-11tc: !01·111~: 

SCi~cmo~; quL· ./':.[;,(l·--1).';-1 \t--iiJ ;:_: L~<ti,';/\t_)~i. 

puc~dl""' (; riei (::i~:;:l_,:.~1- i 1n -, 1·1-::·]Jt'.JT1 -?.• . .:..ct>:.::.11.ilt.•. F-·º:1-.:::, 1.Jnt 
Ll µur1to [;:<t)~\/('l.)J r•r..>rtt.ir-il:.>::r·,:J ¿\ lr~• 11.•Jl•'>n 
dE.l·i in1r-t:?mo~: t1n .. :1. r11.i.-:'.r,:1. fu11cj ón ~:;:r~:~·,·i: L-:ll quo 

~i 1 

•.:._;i 

·:::i l 

E:: Le· pur1 lo 
... -;inti :~a.r que 

.:1c:cL·=::1ble; 

Fig.3. Relación entre A y la transformación lineal A 

L~ r·elaciór1 eritre la 
tr~r1sfarn1ación lin8¿1l .A st~ 

t.r,::..nsf ot-rn¿1.c.1 ón X 
d1;.:•:;Lr i. ta C()/ílCJ ],_ = 5c./1 

1"' 

{-•hcw¿._ t:?l pr-ciJ1l'.::::'Hlct qr.1.e quP-r·1~mos ¿~nr.J l 2ct1- t.·S el 
s1guiE:·nte: ::.i t.omrtmos u11 ¡-:n_1nto p("1 inti:::.,ri or- de la rl:'gi ón 
2<.cc0~::ible~ quc-:>1~·emo~1 •2si:udi-:u- le-. :.;u1:esiún de? puntos 



P.i = P.-' (p,~)' 
tales qLle p~ra un ci0rto valor 
se cu1np}Ll la s1guier1te igu~\ldad 

}":.....i (po.' 

En vislc1 dE· que l.r;;1baJ¿:q E.1 mo~1 cc•n pot.encit''°?iS Uc· A . 
r1uestro an~l1s1s s~ s1r11pl1fic2rá s1 podemos encur1trar u11a 
matr-1:: F' ir1v1::..·1-L1 UJ t-~· quc1 h.;,:11~2 qL1 c- L s1?2 Sr..?mej¿.1ntc..· .:-1 un.:1 
mdl.:r·i:: dir..1 1JCir·1¿1] (F-'- 1 LF'J dnndf..· l. PS le• m¿.tr-J:: .~soci..::1d¿--i ~/\y 

cor1 cuy~s pot1~r1c1~s s~r-á 1r1ás f~c1l tt·2b2jar. Para er1cor1lr2r 
la n13triz P. es nec~sc·1-io pJar1t1?~1- 11uestt-o pr··oblem2 con10 ttfl 

fJrolJle1r1a típico (:!o v~·clor~s y v2tJc.·r-l:~ pt opios. De t1echc) l~ 

m2t1-i:: F'. l.::e:~ndr·d ccimo r:uJt111ir1a~; r-1 11..,s vuctor·r:s ¡.Hopio::; en 
CUí:2~::'1tlfH·1 (\'C~r- rJ.pér1d1cE.•} ~ 

r•0t-¿J F~íl~.Q!1t.f.•F' t:··~.ci !J(-~' t-..;> d~:' \'i.<lOrf_-. .-_;, ~1-.1 1~\·/:.:~} qUL: h.:\•]Lt ¿\ 

l. l?qul vali=.•n::.e a 1_1n~·¡. 111:·,t1-i:: cJ12qu113) ~ debi:--:in i:-::;1st1t- cor\:.1t~11tes 
CJl.U:J dE.·bE·1·1 CU1lrpl1t- ]¿\ ~·~·ll:)!JlL!l-tlC· c:onrJ1c::.~)r1 

A l,•J 1 = ~ 1 H l 

(?slo es, 
de A 
1 J am¿ic1os 

y 
."7, los c ... 1t·-t-espond i pnt_'.E'..?~1 

\'C:1 J cit-e~. p1-D¡:.1 i rJs. F'.:-:i:.r .:;:1 

S-1 l ')' ~-, Ó 1 D ~' l 

w~ son lus vectores pi-opios 
11 (1n!f:_,1-u~:; A 1 • A:::- 1"'t>n los 

c¡uc=i i::::1sl·r:-::iri ~ir>7./~si·~)Ui~::-nte 

i L - 1.1 i ~ (, 

c10ndr2 L es ¿:i] 111:\t1·i~~ que r·c.-p1 t:o:~~:1·1L-~.~ e<. 1,.: .. Lr·¿1_11~_:¡fur-1111.:.tclón 
lint--..:1¿-\l J;. f.>c· c:~\:2:1 fDt-mci L;::nc·mo:::; la i.::·11;tlll1:..~r1lL· t 1Cltdt:1ón 

?.'"·- /.( 1·+ 1 ) + ("~·+() 

d<? lo CL\"1.1 dc«iuc i n1os que 

¡ :r+ 1 1 

<3. 15al ?,,= 1-~~-1 + 

(3.15b) ::ic.,~' r;;:l_¡ 
tal qu12 p2t-i::l. é pt:•quei1.-3.~ ), i 

vista df.? que: dificilm~·._,ni:t.;• 

(l 

¡:;·-1 1 r 
1-;-1 11 -· 
1 1 L 

r·:] 1 ¡ 1 

'/ ?..· .... ~ Sl.Jíl 

h,:1b!-,:..~ Urli·•. 

p1-oductor- ~ s1 tiene t11(~·no~:;; ele: J üS 

•H l l/2 

1 ' . .Y-· 1 ) :;.! 
-l 

.q E 1112 

( 'C-· 1 ) :;.: 
1 

:-e2lcs y d1fe1-orltcs. En 
bu~na pr-~ctic~ pa1-~ Ltn 

\'0nl.as diarias como 
i nvent-:iri o; poc.lc·mos ':.:,u poner- e ~::. 1. Tum,::-1 r·E:·mo::. E pequeílo:ii 
tl1l que T c~s 11qc::·r·.:-u1H:.l11t~, mr.~nor· que: 1 i 1- ~ [(c+2)r - tJ 
tie11Qi· un¿\ cot¿1 in·fer-1Dr .. , l.:·\ c.:u,:;i.i. C" .. ~ 119E.;·r·¿1mente f!l(:r)CJ1- qu.E' 2 .. 

o 



pode1nos verl2 dar1cJo ¿ ]03 v~lurcs 

ap1'""0:~ i 1112'.dos 

í3. 16a) ), 

(3.16b) 

valor t~~ 

Entonces el valor p1-opi o ).¡ es el "'ªl"ºr y es poco menor 
que 'l, q1~1e no e~. n1ucho mt.::nor· que::; t~l v¿dor propio Á¡.es 
un poco mayor- qL1e 1~ 

Los vc .. cto1-es pi-opios ~<J 1 ~' ,.., 2 cot-1-e=:po11dir:1rites a estos 
valores pi-opios sat1sfacen 

;'j·::l 

Yt + 

tenc:.•n1os que c~;c1·ibir- ;.~). 

w1; rcsolvier1do ~l ~iste1na 

términos d~ "l. 

)' 1 :..:. t ( J. l - 1 ) - 1 }~ 1 

El vector 
)1 se1-á 

p1-opi o 

1~, [ ;.: , é:; I ( :< 1 -- 1 ! ] 

i -= 1, 2 .. 

y Y1 para las componentes de 
dntc.>r1or podemos e:-:presar y, ~n 

l "'l, 2 

el v~ctor propio w~ correspondiente al valor propio l 2 
es 

Y¿.1 qu12 hoHio:::-. c·ncont1·,-:1do ] os v;;:.r::t:c1re:::. 1/ vc:-1,l ores pr·op1os 
respectivo3~ ~~ 1·~c1l rnos1:1-2r qLte Cver 2pér1cjicc) 

(3.17) 

donde F' e!=. ur1.::' m.:1tr-1:::: invt:r'"tible cuyas cDlu1rH1~s son los 
vector1.2s pt-op1us. De E.·~~la fDi-nrc·, hemos cnc:orilt-Ddo F' que 
hace a L e qui v¿¡) eni..:f.? ¿;, unc1. 11k> Lr 1::: dl r..:..lJOn~.l ·..- con cuyas 
potcnci i:::~s e=.-; 111ucho 1ütls fi.1c11 lr·c,tJc1.í~·.1-·. f..~.tn c·i::. 

o 



(::'.' .• 18) 

r-,, 
if-· · 1 L;: ) ..,, ~ - f.. ) l.._"( F' """' / 

L·· 
El pf1~clo gP01t1t~lt·1co de \l··-tL..f> cuyi:~ tr~.r1scfor·m¿:ic1ó:1 

1Jl'1Pal e~:i "tf-.-[ l~:;. f.~.cJ]mt~nt·1;_.· 1 •• u11q .. 1J\.:.•nd1dcr ~.:.1 rec;onor.Ei1no~: .. 
e:} ~¡iguientc: t1i:~ct10. lt.:·11E_·mu<:-i: 

/..1 

COfTI'.:.) / 1 

l oq:.: 

1 oq·¡ 

mul t l pl 1 Ccirno::, p1.11 

obtenenios ~ 

(] oq¡ "'i \l oq ;, l 

( 1 09 í_, ) e l cicry ! 

·:~ .1 ~ ol1Le11mo·:: 

¡ •.IC •: )("• 

(!CJ~1?c~) (10 1;1:,oJ 

() O(_J /. 1 () oy /1;-i) 

( l O'J i, ( 1 C"~)') 
~ l C1 1~ i,1) ~ i D<,J)'f:• 1 

log);--

1 º·d [-~'-_] l 09 [- '.- J 
.. " '> .. l 09 /., 

sl 

y cumo .?..1 ~ ?.;;: entonces (1< t) ·:: 1 
1 og:h 

tendr·íamos 8109[:--: /::ci.l 

sacando e:: ponen el ¿:.tl 

¡'' I" \Y 1 
;: = 1~:: . ' y 

(:-:o)~ 

_ .. ; 



haciendo 

tenemos 

ser nürner~os npn,,?tJ vn•; y po~- t 2nt.a ... 
Por cons1gu1e11te tr)rnaremos con10 la 
conten1das l..::i.s cut'""Vó';:.; :.._Q1r.' 

',' PLIL..::.d~r-, ;-;t•r llt:,~q..Jtl\.O::.. 

ecuación dur1cie e5l~n 

Los puntos [:·:c.:·¡; .. ~'/•;J)¡'J st:~ s1tú¿1r~ a lo lE'!rgo dE· l¿:i, curvél cuya 
ecu¿.\c i ón ec1 ,~, :::: Loe::1 \ :: 1 e• ~ dondE:.· i) ;::: l 01J ;;•/ l og i. Como Á ·;! 

y 111 son mayores qu~ 1 y adem~s ?,1 2. .Á:z, tent2mos 0<8·::1. 
Entonces las curv~s ~E~ J.a fa1nil1a y= ~~c·!l{Iº ~ 1) ko ~ ro~ 
tienen 13 confi1]Ur .. ac1ón '.5iqu1cntf2 er1 el plano [:{,y] (f1g.4) 

Fig.4. La familia de curvas 

La conf i gur ación es comi:.1-,m•=nte 11 amada un nudo ( 1 as 
curvas apro~iiadas an 2c~,3~r y 4~ cLtadrante tienen una 
construcción a pa1"ti1- del primer CL•adr2nte poi- refle::ión). 
El efecto de la tran~formE1ció11 lineal T-':t1T, rdnnrin Te"'; l.:> 
lr-arisfor-mdc1ú11 asoci..:-1da.~rJes empujar 105 puntos :1 le' largo de 
las curvas dt? lz-1 firJ .. '1~ e:~p¿1.ndiéndose et1 t:l E'Jf.:.' ~:-coordenüdo 
de un punto por el factor ). ,,, . Corno T- 1 [iT ti ene el mismo 
efE!cto relwtivo para los ejes l·J1, w:;?'J entonces T-:1:..T empuict 
a los puntos a lo l~rgo de la familia de curvds obteneidas 
de la familia de la fig.4, por la transformación T, como en 
la fig.5. 

.... :. ... .1 

~ 
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L.ü'... µu11l.:•:..1':.·· 1u i..:it L1·.·1 d1:. ... lrj t"B1n111.:\ cic~ cut~.,1us obt[;inid,:\ 
de .:;i. f ;1,ni J id di.:- 1 -.l. t- J.1J .. -il pe.ir· l ::t t1 .... 21.n-::; t n1-mi::•.c l ó11 T. como ,211 
1 -i .f. 11] .. :: .. 

Estt::.· 1nodt.:!lu t.:.k· cur- vc:;s E'!::! ord1nar1 amen tE· conocido cc.1mu 
un nudo obl icuu~ HH-1..::HW:.i 1n..;'.1~3 completo el ürt{.\] 1s1s~ si 
·:::.obr-c:.:prJ1·1i:.:'ff10~:i el nuLlc.. nlit1i:::t1u Lle li.\ fig .. ~_i bdjo la t-Elqión 

.::l.>::cesJ· ... :.ci .Je ~.:.<. f-1q~2. "":.:sto !25.~ l~1Jnocc-:ir-0rnos c:ó1rt1.:.i los 
V(.1 1."::r~ot-·-·:~ '.lt •1:-110~ vt1 '.· ~J~~ i:_;c>n or·iE·nl.-:.-tdos ri:::-1 ctl.1vC\1or.::nte en 

la +r-or:•.:1·,1 del~. n·•c:¡ior1. 

Entonct..:'.5 ~·1 1 , ~::-~s c . ..l -.-1:.~·c.t-or [1~ ¿/().1--l)J, pi?qUf·ño y 
?. 1 no es m.:.·1.yo1.- qt·.~? P•.:11'- t.;1ntCJ i'lt. q1112d.:-\ c•.b¿u o dt: ) d 11 rH=e<. 

d€!_• cscase~ ~'::!~;; c..lt.::c1r·- ~ 111t..17.1 -~ti::..tJC1 dE~ l .::t f1'-onl..::t:.~1-¿1 c.lt! .l -=t. r-~1 91 ón 

accc::s1blrd~ ÜI' i:~;;I ... :.', 1r-•n~::-:r·-:. 1:1-.-.:. t-:::!; c:J '·lc:~...:to1- Ll~~(c-l-'..:'.1·1- 1 
A -;;~."i-J, ~·1-:~ puecJE: cr:1l c1•.:!'.:i.1~so:::· dr:·ni.t'"O d+::·· l¿·.i t"'E~q1c1ri a.cc:t::·siblr::- o 

ab¿!_lo Uf= l .::t. 1 r·or1lt:_.t-¿1 dt:.:'pt;:ncl1i:.·nJu dE~ qut? 

C3.19a) 
ó 

(3.19b) (C+'..::'.) '!" ·r 

(3.20al ( c:+l / T 1 -1· J ~· 

C3.20b) (e+ 1 í r 

F'od1?1nos l12cc~ cst2 djsl.1nc1ón n1ás transpar·entG~ si 
pt-OC8dE:~fflU~!. cJo::: Unc-i m:lfif:?J"'¿; ;pc.~rlüS l."JC'OíT!ÓtrlCc~l~ VC9.([1':.JS: 121 1rtodelo 
será e!-'.pd1·1s1 ·10 o 1.JQ!Jt-,_):.::;1.vu r:Ji.Cl é. 1 . ..::ut:.:-rdo :::il n1v0l dG 1nvt:nt.~r:10 

y µrc1cluc..:c1ór1 ub1c. .. 1UCJ.'..J ~~1 lo lt..-i.r •:;-1c1 de l¿~ líned _de!_ E·<sCt:\SE:z. 

Esto es. nu·.=~::-,i:t-o n1ud1:?l o t:.·~; 1.~::p.:1rt3i vo ~ clcpr-f~Sl. vo 

fig.6. Los eigen vectores y la región accesible en el 
caso e:<pansi vo. 



t:Ltdr1ÜC.1 

·1 '-~~ pü~!llvc1 :J n~!g~tivo, 

(1~ cj:~t~1r. LI~ 2~Ltl:r·LJO ~on 

- l l(_·l J ) 1¡· 

1 .. 1 ···::l -~} r~· .. ~·-_¡ •e 1 ~:::....,~ J·:c• E-151:.71. for:n.:.1, 'Y f2S un poco meno~· 

(.!/» 

1T1f:dl 

:.·~·1·.k· i:.. l ~ •_·1 .1 .. ' u cit.:.1'""¿~ d~:'.j l 01~L:::d d2td ch_'pi::•nci.:.:~n r.!u l ¿{ 

. e \:t.:_.r-1' .. u_; 1,.1 p1·1111E:.'f c.:·1s•.J (·~ .••.. ::t)ct) t.:n ol cual los 
;....•1_1:,\·: 1 ~, ::Lr:.1· i-·~u i-.12 su unc11c.·ntt-i:1n L·ri l¿\ r~:gión 

·:;~::11:· ·~c.;j •.• '-'l caso expansivo~ v ul !::,L•t;1unclo cas:¡o 
t._ ... L.' 1 -.:.r1 ,,t r·:11_·. Ju':; ¡~Ji.W1to~~ del ··.tt::.·cf:or propio ~;12 se 

·:··n" •1 _,, .·JC.• ,-i, i.i l 11·H.::.: .. ~ de osc:.J.s1:=:. el caso 
depres1 vo4 ;irior ::..~ ~~.":..::l.ud i. .:..-..t-f:.-:111os pr··i r11.:~ro el c. aso t!;!:~p¿~ns_·,1 va. 
Hq 1 • .ll le• C011t19u1·,;:f,_:·1u'f di:.: lc'."Js Vt:1Ctore"5 prC1f)i1y:.; ·y l.a r(;~r]J.Ón 

óC:CL''.::iltJl•:.: t.::: C:w1HU t .• ~t1 f ... 1 i·l•:)-6. 

L·a t-l··•Jlr". .. n ?Cct~!:>J.1.Jl.e lncluyt= ] :J porc1 ón dí? l¿\s curvas de 
l.-'-! f1·~.S~ J.rcd1cado~3 en j¿ .. _ ':'-;J9u1t::.1ntc1 f1g .. 7. 

t 
'f 

x--

Fig.7. Las curvas de movimiento en el caso eHpansivo. 

Es -t:¿1.c1 J di scut1r· dtlora~ lo'= efc:ctG:; de la 
transform=:i.cibn fi. . F:.n1pe~ar-i2rnos con un punto inter-ior E·n l~ 
regi6r1 accesible y 2pl1cn11du X veremos, de la f1q.3 ~·del 
te}: to que ilustra lr:.( fii.:-11.ir·;.1 qu~ los puntCJs / 1> \pci) pu.edE)n 
co1nc1d1r con J.ws punt:o·..:i /:.-';·Pe:>) 11astd l lc:~(Jrlr ::t l.:'<. fr-ontF..!rz~. 
de 1-ct t'-e1Jl ·~lrt i'\CcE.·'.:-~1bl r::::.•, t=.:1-1tor1c-1.,c.. l\ .::·í1~.lu·:-:1·.:..rn1ente qL't? .:."\ .. 

e1np11j;;· ! =::; f./l_uilus c:r¡ f1..,;1~·ma _::1.::.,.cendE·ntr.:.""! -.-~ lo l .:.i.r-wo di::' l¿¡,s 
cur-v2s in1:·11c~.· . .:J.0,'.: •~f1 l¿.. +1·~~- l. El ~·+ce.to ·.iL~ 1\ ¿:.; lo 1,:-irgo cJC2 
lR +t·onti:~f~1 -.::.t-? '3:1•:1u.1c::- en ld n1J.~iiilF\ d1r·L1cci1J11 d-::~ l~ Fiy.3, de 
¿{CIJf_it·dc.1 Cül"l 

eSC2i.S€:.>: d1~ 

lo lar1;;u 
sobr-i-.? l .::i. 

rj ·-~ 1 .:.! 
a Llíl~ ¡J1Js1c10n sL1p0~ior a 

\ve·~ f i 0:1. :::: ) ~ Los puntos:, 

::.._: 



ni '·/>'..::>.te_~'..--: rC? )':l\·"i.1iJ11c._::¡ Óf) con (::',, ! l) ' 
CUE<l qui e·~'· puf1 Lu c·s-," 111-..\.pt:..-:2.L;. _ __, 

de iJCU(2rdo 

~.;.·11 si mi ~.;mu .. 

El 1 ':.:'':-1•.ll ~ .• _ • .J.· ·.k·· ._·,p} 1 c6.:.:J.c11e~:; 

punto pj e::; ¡:0•111J (:.:n l ¿, .;. i q. f3 

Fíg.8 Estados sucesivos de un modelo económico en 
expansión. 

punto inLCL¿-.\l 
apl1c,:-_i1....:1Wl"I :~: . .lf~c·'Sl\'.:., , __ ,, _ .. l 1.1:~\'.~" ,·:·il puntt) r.ap1d.:iir1t-:·ni:(~ h.3:-:1ta 
l ~ 1 i rlf:-(.l. di:' t.:'SC dSe;.:.~, (.!t;::··;¡::::¡u~:~., •.k' r:1CU~.:,~·-dr1 -~.l f!U~:·S tr· r:\S ~Jt"L:\: l .,__t~¡ 

e:·~pl ic¿1.:io11c2s., 1-'1 ~-succ<:.::.i \HI de~ punl.us subrt~ 1 ::i. i i11~ci de· 
1.?!;¿casi=.:!.:: suh~-· ~-~r1 ür·den .,,¡:,c•.·nd1··r1t.(· hdc:J. ... \ la dt.•r·ecf1¿t. Es;tn 
cai-r~:-sponde .:~ un·3 :..;1 tu,..:h.:J ón ft:l1:.:: de::~ pro~-ipD~1--·1d •. ~.d f-):.;L . .:;.blt:?., er1 
let cu:.tl le·\ produc.:ci;~1r1 .-..:sL..;1 11m1t..:~r..: .. t ún1c¿1m-E;.~nto pwr l:.--1s 
o fer-· t.~:::..s qu 1_-". puc:d\?n 1-~ :.1LL:t- •-:itr·c)'-:j pr--odt~c i: or··c~'?j v qtte 
pos1blt:.•íffl:.:f1Lt;... 11w r111;.:•1.!:1r: Ct.U11pl1r·. f-1Jr otrú p.;:u-tr.:;.·~ si el punto 
inl.•-::-1 ;i) qo L~'.::.C:1 ~' ].:·\ 1.;:r-¡l.'ll~r·,_j~· . .J.._:· '''.:.:.1 l,:,i.s ¿.pl.iC.-:\ClOne~:. 

suces1v~.s dt.:o ¡; llt:v¿,r¡ el puntu Et la línec<. de> pr-·ocJULLi.Úi1 
r:>u.spcndida v :.'«hí s12 p,:i.r·.3. .. Esto coi,.respond:.:.: ,::1 un2 -:1i·ru0cl.ón 
de 11 .::1.tisolul.¿~_ di:.:¡:.: 0 1-.::.:~·:;i 1~·n 11 dorcdt:i 1 ¿t ¡..iroduc:ci fin y el t1.-¿i.bc.tJO su 
par-a.11 complr:-?ti3.!llf2nt·.:::, n1n•JÚn pvdii.J;:; se ob!.:J t:!ne pat-,J. 
mer-ca11cí..:~~ y i:.•ni:onc1-.:s nir19ú11 pl¿1n d~ producción se cumple. 

si tua.1..-~ i ón en 
que su~:, v•_:nt..-t:.J ~-:ur1 1:~:1'/~!' ,_:y:, cc111,i1é•r·:.\(J2s cciri ~u. l.n .. 1c·nt:.:..r i..u -.· 
sus pl.:1n12:?1 d·:."l p1"odi.1i::¡:; ón~ ~-,j l:.udu pl'··od1.1.__:/.:1~1- f:.>~::t-./-1. (?n t~\l 

s1tu..::1c1ün, l¿-1·~ · ... ·~:nt;t':i :,1.1U11- .:':.n y C:\d,-::>, pr·üdL!1.:.tot· L•:.'r1Llr',J. un 

mov1 m1c•ntu 
l:?f1 1 Zt •:lld.;; 

1)1\-"(.--'ítt ~1t· 1 o 
f .:.1t· 111.-:i l~:.__li:~ 

prc:idt.JCC i ,';r¡ .. 

l 1.:.•,C L r.' 

r: .-:~.d-\ ¡:;r 1Jduc Li.J;

r- ~-: ~ ·, :_ i ,_. ·_, n1 o: :1 1 r. t.-~ 

(JC.:'."':f") put_~u .:::;r=' 

El 

l ilJt.:1,.-·1tint~ntQ i::'n1::u.::·n!.:r·,; ::::1_1 i11,1el de· 
111/1~ .. :.11 t·a •.:-¡!._•.e· las ·.'C·r1L-:~-=.:·~ dE;< -+:.:-11 

\ 1 d. dC ·1b~u1Ju ::l t-,_:;·_:p-~.l.do de.• 1-;_-< 
l ri111 ... 7d 1 -~! t ¿\pd'.:f"\ t· .... t.uclcJ'°:, l 1)=; c.1i:t'~o:.:· p~··ciductCJrt:::~1 



~'?•]ttl r· :\p '/ J.}'.:-: 'ot.?.'ril.:.,,:., . .; •=:J•_:r ;,,n ~· ,:;,_·':l.: .• _u·f.lr1 ··:au~.; ·:e~:-:. m;1:.:: f1,1r:)r-fJ. dr __ . 

l ci 1 i r 1 t.:-c~ de 1 í 1 -~-·- •rt i.: . .:1 t- j o. t:.r 1 l..:. c1r1L-.1·.>:.·,:_'_ 

0

L

1 

__ 

1

•
1

p-::. •

1
,_ -----~\- ~-- ,_, ¡", r· 1·1d uc e 1 ó 1-1 -;.;i er ':\ 

cor·t~di.'"~ H1-:'.i-; n1'13 h:-~':5~_,-:-1 ¡;_:11·-:~i·-i,:~ fJt:.'r ~t _, 

nosuLrt~·::·, l11t•..::l;tli11t~t1!..v r .. ·:.l-:1!11t:J~ '.:.íL:l1tt-• };~- J::l¡Ul•.:td,·1 fir"·• l•!·.;·~· 1 

1i11.1Jw i: .. fl";:': ¡·1~•.-..¡ ~},--i_r• .. > 1:11_• pr·u·_ru:..-.\~.1u11~ e~ p•1::.i_l.JJc:' ltn !Jt_·:_,.-i_1··r·t.1!J1J 1-~1 

:1! 'l • "Í! .,,. .¡,, .... _, '-
StJ f J. C. .i. > .. ·::~ ! ¡ .t·',\•' "I t; '. 1 \, ~ 'j ·::· 1 - ¡' ,l 1 t ( 1 

1-~{ e..: .• Li:.:.1 .. . 1 
- L i ~-·' H:· c:l :,1i.· 

tran;;;i¡-:,_ ... r· 1 ;·r: .i·:~ __ , ] (1 1--c:C1.!. l11'1 qur.: E::._:I .-• :·•. l.• 1:J.;·1-,_<Íi 

aquí i::.::in .:--._.:jvl .•rito l r·c:.1 1(lU'".5 h~·iC 1-..:1. l 3 pr·.:)~ij")t:<r· l d .:,.d ~ 

U.ti:} p;;~t 

~-· 1 J r · D t r· ü ·_::, 

. ,_:( l.:(.¡ c.1 .. 

t 1 .~ ji''·' .. 1_1.¡¡ .... :!:., t .. i' ,_·) 

C:OOJLtnl.:u dr'? ¡-.11H1t.o·.:: 1J1:.::cr·i.::t<•:-~. :-·::.:1 ..... 1·· . .:::.·.:nt:11:1.~\·:-: 1.·11 J..:-1.:;, rJ!_1 ~8, }:;.<.~~ 

cur-v.:.c·:, coni.:..t11Lkt·:i d,_.,: l,:.:!~.S 1:i•.:ui·~.t::-. y L, ~·-ir1 j l..:.1)11.:-:d.\-¡ Cltt·.,,.,_,. 

COfl Vl?I 1 l !:\! ·1 l:c:'S Lk: J. 11 l:.t-~·r·¡ •t~.11 ¿·.H: J Ó!"r ~ r:_ J ll.~~·.J tit:" •.:1.J/'"\¡ 

f~!l rr1c·1clr.:iJ u~ nu ll"l\'t.llucr,:.~, un c .. .i.1r1l1tr1 •·:<..:-.:.·1·1c 1 -::1! 
sdl VW r.ii-.:>qt.ti.~Ílü..:.-1 d1..~S~J•.1s;l:t:::-:·;. 

:L·niLi.i"IU.~S 12fl 

1?-: [ Ílll i;,;:,¡¡p:i ~ 

en 
Ql 

el • ... : '.;:~ -.3~·) 

mo·.~·:· 1 u e::-. 
(~•:: pci! \'-~)J. VD. 

•:;·p·•f1-:;;l '.'('l 

•.:.t .. u.·.•.~:1u11".?3- \ :.~:::::i:1 J ci~'.!ni1.~~;;-~;:,·l_r.::1n q!..ti..2• 

f ., ,·_, I" .. ~ •::11.'. ti lr:~¡,\. •. :.11··:11C•:: .ri ·.rf f--'¿~r:1 

r:: ~;11f¡._·1 · :n i.f.!lill::'f·i r- F• nH?nrn,· l, ; ct.'l.l•::~tfl•.'J"::-~· 1·¡11:::: -· (:'S 

1 J qc;.;r· ~"."1Tr:-:·1·1tr..:• ;ti.;,4';'1J1· '.]U!-? 1. y que~ 

C3.20b) se satisface)acioni~s 

c¿ .. GD t..!f.':¡Jt-•>·:.il \Uu 

'/t"!ClOrt.:.:~: p~-Lip!r::J~,, J..:.¡ 

ap.~rc:-cc-n ~..>fil:"' f·1q.9. 

'/ 

t;7.l t>..:.•.~~D t_..>j) qi.tt2' CÍ 

d\~~ f~Sc.::.-1:.;t::·-;,; l ¿_, 

es!.~1 Llnpl1ca c1t1e 

vt~~·c i:.or ¡Jt·upi o l·J';, 

cor1f1111.1ración du 
/ CL1rv~s nodales 

tig.9. El caso depresivo. 

"' ~ -.. :.;· : :r ' l ,, 
vE·c: !:c:r- prr.p i c1 

J·"!}•Jl (1r1 dC•:-Q'.'..:il l.11 Q 

t·J.-..~, '1' tucl.:(•:":, las 

del 
el 



CJt·19Pn~ se des~..:..,r-ralla.n y per-manc:-cen en la líne¿J, de 
producción susperldida. En estos casos el r11odelo muc~tra ur1a 
economiA en do11de Ja depresión p~rm2nente es 1.nev1tab]Q. 

En el modc·lo econón11co l<Js caso~. c-:1pc:1.ns1vos o 
dept-eSt'/LT~; d\,::'1-11.::1iJL.:r1 de> 1·~ 1110•.i1d,:;. de la consl-..:.i.ntu e: el 
n1~1m12ro ch·: ·.1 ~:-nt.:t;,:. d1c.r·1::is ~omc1das comu invcnt:.'.1r·10. f::.l "dia" 
en el miJd(.-:lo E!S b1c·n -.1isto co1nD c•l pr,.t~1cidu cj1::!1n1do pcH- J.:;:1; 

pr-opi.ed.~ ... d ..:1sun11d~.\ en el mofJelo tC1l que la. cii~a del 
invent2r-10 en la prospe~1rl~d picu ~Jt. 1 Pde c~111b1~t-se &,obre el 
11 día 11 • pero no '3.obr-c~ un0 .lung1tud pC'qu.eílci tic Lic·mpo. Esto 
es. nuc~str-u "di¿1 11 ~s l-?l mi1111no pt.;•r1odo ch:? c,.;:~mb10 p.:~1-a la 
ecanomíc1. 

02.do quE· 1 os i r1v~.>n tar- i os se.: seiJUl t-án acumul ¿\ndo y 
estar~n l?n una si tuac1 ón ltr1prorJuc.:tiv~1. 13 d1.;;ipr~t?s1 611 será 
perm¿'\nt:·nt.r::~ Estr1 c·tE:rno estctnc¿\m1c~r1to es consccL.IE·nci¿\ de? la 
a.u sene l. d de cua.J quJ r~r- con su1no no gf.::nt:-r- .::-i.do pot- 1..:1 produce i ón 
en el 1nodc~lo. Er1 el s19u1er1te c~pitulo introduciremos el 
consu1no y notaremos t~mb1én que los inv~r1tar1c1s deseados son 
análogos por conten1::·r- ¿"lt-eciedor un término constante 
propor-clo1·,Rl pAra ver1t2s <1nvontario básico), independiente 
de 1 as v;c·n tas. 
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Ci'iP I TULiJ ~ 

EL CONSUMO EN LA TEORIA DEL MODELO DEL CICLO. 

4.1 Análisis matemático del 
adicional. 

consumo como un hecho 

Er, t-: ... l Ct:'".pl t~uld ;;~nter·1cir no ::.~· h .. -lbí,J cons1rJur-¿\cJo fO.:d 

ccin::·U·n1::i 1:l1:-nt-1·1:1 1.h-.. 10~3 1ri·1~:·nl.:,;:•1-1 O'G~ (1i1ot-,• h .. ~.J:c-:1-rn•:J~5 Ulld 

111rJrlJ f1c. _·)_1 __ J (1r1 ;\l 1r,r. . .FJr-~lc.1; ;::,1JporirJt·-';..!n1c1''-' 1.1u1:"? r~n c.:c-1·:J~\ cJia de· 
r-H .. Odu1.:t.:.11~•n u1·¡,_., ,·:1.t:·(·tzi. CAnt1d.3c1 ft_¡ . .:;;\ ~.::i. dt:: J,:;.. fllt?rc;::+í1CÍ.J [, 

pOt'" l IJ•,3 col r?ct1 vamc~ntc 

C0!1~:l 1. t1.1y• .. ~lt i:::•} 1r1u1Jt:-~l í_•. Tamb·1 t?r1 h::,1·-e11:0-:..; un.::"<. dc:-sc1~1pcl (jn dt~ 

1 ~"1 p o 1 l t ] 1:: ,,• ij ·...:· l 1nv\:nl21r·io 1.111 pDC·.."J 1•1.:-.0;, l""1:.:·r:ol1::,t:?~ aií,:1d1encio 
dt· l¿• 111c·1--c~1r1c1:1 C 1 comu t:.11 invL"nt3r·l.o 
J¡1·Jt:•r1t_~_1·1u·:J di;.:i::.~c.·_:_;rJ.:.J=::. dt:~ l0'-5 fab1-icdnl~~s en 

A~i. cor·i ~slo t~r1t!r110~: 

un,:1 c.:-1111-_!(.lod h'l 
b-~·;::;1c.c,¡J . .-,;-_< l·..:.'~ 

l~ n1cr~~nci2 1:1. 

Supor1ci1-c·11KJ'7• que et y h l sc1n p1~c>pcn·c 2 on ;;:1.l es 21 vectot-
p~op :lo 11 ba.le:\ncc:?.do' 1 v de le\ .;;:~cuD.c:1ón (::.-1> y, pt-ocf.:dif.:.\ndo dE· 
igua.l fu1·1n.:.. qLle en el pr-·1nc1p10 del c,:.1pítulo -:-.\nter·1ar~ 

obtendremos las siguientes modificJciones de las ecuaciones 
(3.llc.1./ y (3.1.1b). 

: 1 (t) [ le" +2) E -g' 1 .1 :-~ .J ( t-1 ) ;:, (t-1) - y, (t-1) }+ 
J ••l. 

{(c+2) [ ;:: ª'-'"" (t-li+e, J-M, <t-1>-y, <t-l)+h,}+ 
J-1 

{(c+2)T::(t-l>v, + íc+2)ev, -· ::<t-l)v, 
- y,< t-1 l v, +hv, }·• 

{((c+2h·;.:(t-1> + (c+21e - :.:<t-ll 

e,. evs., h1 -= hv1. ;.: \ <t-1) ;.; (t-1) v,' donde 
y, <t-1) y(t-l>v,. 

De esta manera, las ecLtacion~s, incluyendo el consumo y 
el inventario quedarán 

(4. la) y(t) yít-1) + \1-T):: Ct-1) -- e 

(4. lb i :: ( t) min [ { ( Cc:+2l T -- 1) :·: <t--ll 
- y(t-11 + (c+2)e + h}+,y(t)T-•J 

•ll 



Como h..;:..:1n•.:.L .. : L:':~jlJ.r:qdO .-·1it":1:.'r-101·.11l:::nt1;::-" 1u i.:::f.s•.:t-i.t.c; :-,.1 t l lli3l 

c·n el del térmirio (l!~ lL!) ¿._·i:--:. ~·'::".::.1_111!Lt- cp.1t.: Lo.Ju t~l inv.:;nt..c.:tt-io 
Princ1pi ~J .Jr.J : ~\ 111.J.¡'í,:·n.~ 1:~'.:· un 11 •j:í.;t 11 

; •• ·~.1,_': dJ-:;pon1i.J1~:- p:::\t-,7. la 

producci ór1' €.:l cc1r1i::.un1u tc·nclt -'1 lut~)~.:1T i."!1·1 13. 11 riucl1«::: 11 ~ u1·1€1 vi.?'::: 

q•_tc ::_~~ 1_lj .' ,• ··r·,~ .. -.111-·•- 1 .',r• i1-•"- 1·, 1111 ·dn 111 •. 1 ::,_t-. d'..1r:HJndr1-:-mc1s en 
l ,~ t:?Cllr.~f: l 1"111 ·1. l.-¡ i 1.p .. •1:.- ,· l ·- ,· .1 ;; ~ l} '( ~ \: ,1 C: Ch·! t ~.( l f Of"tltd 

que lr3 t.>cc.:inu:11·í ;:1 no t:~:: G:::·\'l.~'!'·r:\n.:;. p1.·11· 1 t-i~-5 c:cir1' .. :lUm1dor·-?!:-,., '~11·.;.•r-2. 

ni::.•c.E~s¿--t.t"]~J ~·:tr-:· ··s+ 1·> ll~jl~t~.l'...11.Jl"lt:.''-> 1.:l1~:L .. ·1I,.. le:15 ·~Ul"""l'""t:·CClDr1•2S 

cuindo ~~:: .. •n1J nr'.-'dlt}' l u.,: ,_j .. ~1: • l) ·Y::. d::~ l ;.~ \'1r·b1 ta cJ·:~) rnDc1~:10 .. 

¿:\C:Ol-.::-i¡J;:i_ r.:.c11· l:.-,. l'"i~~r:.J:_·1 c:!i·."· "r•r·CJr.JUi.:L.LÓn '~'.IJ~.;¡1C•f"1CJtcJ;;:t" !: :;:; l:!, y leo. 
rt?cl:.•. "d\0 c'.::··:1.-:¡•;,-'' r~'. d~:1 1.-.:.1pl!:u.lo .::i.ril:·::.~r-1or-· ("'f=r
fiq.2.1; le.0 c.;.; •2cu.-;;c1•J1··1t.•~.:: d-:·f1111d:•'".:. pc.:t" 1. 1 !.l,~1-·b) nus 011-.-;·.·cr_::r .. 1 

ite1-;u:1cw1L?~ •J•_d 111.:\¡11.-:-·D .l.uH.:o-:..d l"lü l1t.11i109,~noo dt:.".lfJnido po~-

( 4 2 .. -. ) y ( 

( '~. '2b i ( 

dnnrJc! ~ 

c:oíflfJ h1"•¡(11·:1s 

a11¿1l 1s1s r.\llc'tit..,.¿1L• 

mism~ regiór1 del 

t 

t 

) :/ 1 +:- l > + !>~ ( l- 1 i - ,, 

) "\'"!' ( t- 1 ) ';/ ( t --1 i + 11 

'f ~ L (e+~' ' · 1 -- 1 J , 'h 

1) 

~·l d: .. .-J c.:.~~ji Ltti. o p.::.i.s2do~ 

c2pí tul o :; 

y haciendo 
pud.-.~i~,r:J':'.::· 1· ~::i:.:.-,r.·1_.:,1·· 

un 
1 <=• 

(.-:.71.!TlbÍ. /•n f.!Ori>'.'1:·1c1~-1 f1J1:-.•.)¡·· u:~o c!t-? un hecho mu.'/ ·~;;1mr· l 1:_· c~uE: 

dice: un..:.• t.1'",·qy:::f..-.-wrn ... 1t:1<'.t!·1 J.1n1.:?_;.l no t1umoi:)·~·nt~.:~ i::.is L1nc.-=-. 
t~~·n·:::.for·111ac1ón 11n~.~,-·l r .. i;.~·f'2t·10~~. D. un ccr·itr-rJ r1r:.-~i:::r.1l .:::·\::ado. 1:1 

este? ~11._1 ntu ~_;,·.~le cc.1ne1c:r:~ c•.J11io µttnlu +1Ju d0 12 tT:1..r1~:for·¡11r;i.c1ón 

no h·:.101()1;~ .::1·1:::·¿.l. 

F'2~r-:?. 1:~r·1cor·¡tr-::.:·.1- ·:.·J pu.ni.o +1 jc..1 

<4.2A--b) lJ~~l~ rc~.oJv~~t- ] .\S '.·;¡iqitJ.f~ni:.E·~3 

(4. .~;;. <.:"\ ) '/ ~< Y>< + :: ... - e 

(4. 3b) ;: k 1'·:-; k - y" + h 

resol\1 icndo tenernos: 

< 4. i\a) :: k 

(4. 4b) 

Ver-emo'.:: ;Jhor· ~· 1 

t1·-,~.nsfo1--m;:.(ci .:,n 
2.cc.es1ble. 

(/\. '.é·) 

\Y-l)e/; + h 

~!i d ('Jnd~·,.. 1:p.H·?dr1 · ~; i ·f.L.tado f.:-1 
~~.2~l-bl con respecto 

punto fijo de 
c. la r-eq1 ón 



e ( 'i"t~/:,) 
c<n.'/.ó) 
c(--re/~) 

'.2e + <c-t-=.::ie 
~~ + (c~-?)e + t1 

:~ ( l - "-) e/ ~ + ( e i :~ :i •2 + h 
e \'l"L'Í~-) + \2·r-.2.t e .. :. ( C.-1 - .• L' 1 1·1 

por- lo tN;Lo, 

F°DdE.)1flD~3 cr.::·1clu11- qu~:i el pu11to t·lJCl [~: •. :~"/i.. 1 -:J1.-~ •:•r1t::1_11::.'r1l:!,..d 

2.r-r1b¿~ de )a Ji1-it::.·.;';'1 dr_! 11 <2-.:;ce~;·2.:" :..;; ,-;; :::11s:!'.ip1c· qttv e··- l 

• ~11 fJUr1to [::~,~>'•··] 11J ll·_t111::•tC'ii1(.J:~ t~l punto dt:? J-:.r:>ynes y lo 
definiremos como el punto en donde~ el nivc.:1 ds· inv[?i-1tario y 
de producción l1~cen que la prodL,cc1ón fie~ iaL1al al consumo. 
También lo cons1dera11~mos como el punto c:-r? tleinde el 
inventario actual coi11cide con el inventario dQse~do . 

• ,, (i_) ( li 

Substituyendo en ('l.3a-bJ 

y<t-1> 

V' t - 1 ) + ':: ( 1:. i , + : e 1:.- - ,.,. 

( ·+. 6¿"\) y(t) 

siguiendo con (~.~bl tenemos 

C"ylt.-1> + y..,J + (c+2)e + h 

" ( l i 

;-·r.: ct-1) 

«1. 6b) :: ( li ~ 'i·::f ( t -1 ) y<t-1) 

Esto ci::." l 2.s ~cu.;.).r: i rJn~-~··:-, (•1.;~r;.·-b) ~;rin e::-:.:i.ci:L:\ffi-2ntc! l.:-1s 
rE1Clt1,..!:.1j 1.Jne-::.> prc:-,cr··i.:c:; E~!l el c.:q:..il.Lulc! c,ntc-:t-iot-~ t:i::nemc·~3 e11 
con~;.:-::c.ucnc1 t• r:ptc- (d p.:~.t:r·tJn dE~ órbita~~ ct0 n~eslro r1u8V1J 

modele:_¡ e~:·; ·::;'..:1c.l:.,)11i:....::-n!..:e iqu-·l. L'.1 p.:.•.l1r c'ln el~:= 1.:.:-.'..3 ór-b l. 1-.. ~,-:~ rJ 1::l 
c,~pitu1 o ,:.~n1 ···r·1c1r" 1:~::1-:L:pt.u q1lc.' E:] ccr1tr·c) d1~l ncido ol;J 1r::.ucJ cJL.1 

19. +J.9.'::• ..:::3 t.r-:i.~.il~·d.~.·.rJo t!•;:;l üt-1• .. ¡c.'n ..:1J punto eje l-:·L:'',1Tlí:::·~-i~ L-;-:--i.i:~ 

cor·1:::.f;"?Cl 1.t:.'r1f.:, 

SQCC l oric.:~.; que:? 
dc~bF:-1110':i l".t.:-n1·_•r 

por· i·.:'.~¿1n11r1t\1· .. 

fut:.:r-on dE1dns 
pl"(.: 1::.f:1rit1:: q1.11? 

~_0,un niuy si m1 1 ¿,r·1'.~:...~, '--"' l ni::idc1 de· l ~\:;;. 

poi ... l.;~'-.".j +10Ln-r.1.s ~-)~ ....... y'-/. iF'1?r·o 
di-fE·r-ent~s 

.¡ 



11 c-:'.';.;pans1 vo" >' 
::u1l..l:!r1~')r.. l:~·i 

pruyect.c•Úü t:r1 

\''":~_,tc.1 ~1; o..IJ!i.•! 

1 ,~.., l i r·1·.:.. 1 , ;. , 

'/L: .: 

1_1n ca~;o 11 c.lc1 p1~·t<~1 vu 11 

:::.t1.~-c) cor·¡· ·:·::-::.::¡-ic! l·~ i '·~·i ~- ·-· 

] d + i q .. -,:·, d •;_· ¡ J.¡'¡ 1 ,_!ti i .' '.':11' 

, J.:· :.::.t-.' 1.-.. •n1:::i)r_.:-'f1 J_ ¡- .:i .-~.:.!n; 1 1) 

,' •.'!! _,. ... ~ i l ; .• 1 Lj .~1 " 

E 1 p( 1r1 i ·.7 ·Je:· '11 L·•::.1 .. qJ..-:·r .-·11.:: L ..Jn" 
nJvt.ll L/:2 Jr),.-~1 :11·~-·1-Jc' 1.J·:1nc·.~ 

r:a111 i:..i ~n el 
·J.l ,. ,;,_:1.J 

j .:.. pi-·1.);-_·,¡ '·•\ ,, 

d•:l ~1,:·'1.:1~.!l (1 

l ~·1 l J r 1 '· • 

L'f1 e: 21 :;,,.,~, 

L::J¡:.ii t_._11 u 
·:-•, p--\1151 -'f 

!_,!~.· t.: ,(.:¿¡·.~,.:_.~-, 

r l, ¡. 1,-' t-~i.:: i:.1 ! 

i~ (- • •f i :.1 ;.:~ l !:.o d 1? J. 
c:ur1'..:.lt1.1r1c• ~~t~ 

.U1~ :..c.u~:·r· i:l•.; 

·/3r1 -.•pt1J::.1.111,1111jC) :-. ur,:1 l'l!'UdUL•.~l•.>t'l d·.> 1111/E·l CL·r·u. 

i::•.11·· l.r:. t·••:.11:•1:.:·11)¡-. \/!, •. .:':iJ• L?--~·:•:."' fr.l ·•::l 1.!c' 1r1\·--::nt-=-u·10 
1,,. -j· J·1 

l.d ·::.~c.u.;:ic.: 1 Orr 

sistt~111·:-1 :~~·r ·=-~'.:;~ 

q1.1f:.' ~.1t:.·n1:..:r·.-::1 

i u 1· ,, 1 ''· I ''' ·d•.Jndt:~ u 

Yo 
kr:1 

r~ :-; C"I ) o .1 

1 1 ".;r .~ :.· 

1 r:11::_1 

[J ¡:.ir·u1::i::·::,c.• d·i.· c:··ff1b1u r-Jc i:.:.:;::;r·d..:_.n¿1dz1•:; q•.•.E:.! h11 ... imoc:: -fi_te c.·.l 
si.quj0r1t;::-: En pr·1111c·1- Lu.(~':·i' ... i11c11n1J:.7< un cr11n/.::.iio cJe 1:cot-dPnatlas 
{e_1 ~E:=j !_t·J1 ~t·!·~.: d1_-::llrLk) ~·• 1 y ~·I:.• ~.ur1 leo:.:; .rt:.:C:l:LJr--,...~<.:::, pr·c1p10':.3 
do ld t1· ... '.•r1::iiDl1i1.'·C.l\'ir1 ·-/ ~~d121k1~> fu1-n1:Jn uriL;¡. IJast2 del 
e-:..;pcic.:10 l·l. 

s:ori J.c:~~: ·le-::tor·~'.'..:, pr(Jp10~:. di.:/. 

' i 1 ·- 1 .l y 

1,•J l ~ l • ·~( ) 
i·J:: l 1' (; > 



'.•; ~ l ;<¡" ·'.·! f'• •. : ;1_ 

~:_¡ 1 1.::¡U l •:.•I 1 i_ 

~· I !_ 

~. J ~ r 

¡ ;.' +·.1·' , :·" 1t', ¡ "/: r';)) 

• .. l'.1 

( :~: ) 

i l) 

•.:">. ·. •): -- ¡j } :.-· .. 

por tdnto 

con 
(1 - (j 

mul ti pl i c.<ndo ( 1} por- 1> y re::.;tando a (::) 

f};' 

por- tanto 

11:: - y 
con 

I~ - •X 

como ;.: ~y 

se tiene: 

1 

.;,e: - y -1 
(( - f} ¡ ~~,--y!"' k<:1 

O ·- i:x 

1 ·Y - ¡'; 1 

Sl hacemos que ,., 



¡- .-. ¡- l ~- : -;-t l :: .-_;; 

" 
,,. .. 

'/ " Y•·· 'I 

'.' 1 :;_-_ i.. i l ¡ .~ v¡'·' 
i t 1 L't-'f ·- ·--- 111.,~-i. .-., l.::\ 1.:.¡:_t..,.:'.·.C'.l ¿¡ i 

un SP(JUncJo Cclmbio 
tr·asldc1on~ dl~spl¿zar1da 

[:.'.k,y .. J. 

( Il l) 1 ·); i::{" ·- :: h) 

La.s ór-LJ1t.:.1s c¡ut:.• desc1-1bc;1 <J.II> pasan poi- r?l punto de 
KeyrH:.•-::-, .. [(J01D cp_tf.:r-~.:11:0~:; e::nL>Jri1_r-ar- l¿t ót-bilw que es i:¿tnguntc: o.l 
eJe Y1 h .. ~ce1110':l un ·:e<mb1u Ju 11LJt .• :1c1ón c·n <111). 

(IV> (y -- , • .,¡ 1 ~ \•j 1 ,, (:: - ::k) 

Aquí hay varios casos a cons1d~ror. Pero, como buscamos 
la ót-b1ta que es tanqc·11t.L· ,:d eje Y sólo consicJE·r-¿1remos ':~l 

caso en que 

y 
o(:·{ - ;:k) (y - Yk) 

( 'i - y'"'") o. 

Finalmente obtenernos: 

11 

ma:<im1:.'lr F (:·:,y) suj L'?tli a :·: = (i. 

;L1F 
-- (:.;,y) 

;i)y 

y sucede que 

[o ( :: --;.; k) \y-y~.:)]•:> 

[(Ji.;:--;~¡..) -- \y-y~~)J•·1 

(\1) 



[ (;-,y.):.:::.:;-( '"_:_;,-k) ] ,3[¡1(;:--:i k).::.. ( y-'.'i/.., ))>•'-> 

+ --·-----------------· 
C(l <x-:·!1<l - (y-y.,) J" 

O s1 y sólo si 
;j)y (\.11) 

dividiendo entre tenemos: 

Si y sólo s1 

(8 1) (y-y,,) = (•:.<8 - (}) (:!-:!.,) 

Como :~ = O ~ tenemos: 

<:"-'""'> <·x:: - r» 
Y --------- + Yk 

"' - 1 

Ya encontramos la 

Ahora encontraremos 
tangente al eje y_ 

la 

D1 vid i r-~nda 1 a ~ci_1ar.: i ón 

[(l (:! - :: • .> (y -· y .. )]» 

y utilizando la ecuación ( \/) 

corno :! = O 

w 

que hace o 
@y 

w que ma da la órbita que es 

(\1 I) 

obtenemos 

Otro punto import3nte dentro del modelo es el "punto de 
peligro" marcado en la fig.10. A este punto lo definiremos 
coma el punto en el cual se tiene un empleo completo del 
invent<:.,rio en e:!isteric1a p¿u-a la producción~ E.n ec_;l¿ p1_¡nto 
neces1ta1nos Lln nivel de prodL1cción que me q3r-anti.ce un 
excedente n1inimo e~ para r~ali=ar el ~iqu1ente periodo da 
pr-aducc1ón. Est.t? n1vt.=l e;:i :·: ;;:.: el:: <da.do que;,-~·: - 1·}: :: e>. 
asi tendr-ii:\í!cC'S quE·~ s1 los invr~nt¿\t-i.Ds ~,iE:mpr·c C,:\en E1ba_io de 
los niveles de peligro~ serán inev1t~blemcntc reducidos -s111 



1.í1Hlte-!I pór· el cnn;:¡umo pc1.--:..istonte .. - conduci_t ... ~ndonos a un.::1 
·E"c1:inc:·mía que~ l:.:S dt:~vot·r:.:tdD por 1os propios c:ons.urn1dot--es _(-~n '~tn -
mc1.J1-1lc1 111~1s 1' 4 (.:-~~.l 1 ~::t,::• P~~t :;._ ~.;í. t 1 .1.~c1 ón c:onduct~· ·'- l . .;; l nf 1-::'lr::i ón v 
¿1 lc.:1 r··e-::,tr1cc1ún r..lel c.::onsL!fPo.i .. Puntos; <--ir-r-ib.;::, del 11 pL1nto dt• 
p.;.~lJ.,·)r-0 11 

qt.1. 1:·• ~ 1 ;14_.~_n ::.~r:ib1·c id 11 lJ.ílt-:.:.1 d•:= f-;o:sc.:o.se;:'' pr4 c1cs-~den 

lli:'tC] e-' ().f"'t· 1lJC:l ..:::·n p,;~r·iudc.:;:. 31_\!~·=·~i-:t\!(.)S rjc.: ti':~mpu,. Dnntr-o dt.~l 

m1.:-irJ¡_::<\(J, dc:irn:!L:- ha'/ un 1::ur1sLH110 TJ j!.) (rl\_J pr·odL1.(.t1· ... ·o) en el 
;:.c:íit.li::~u c:1 1,r:· ·--,~..:. h.:..i ~''·!-.lllE".:l'o\ 1:-.:':i r·-a::o11i::\blc: y u1·12\ nt~CE!~;;1di.1d qL1t;'. 

(e' + ~·1 .ie r 11 e::r_:c;.d.'.:\ c:.l~:.i..r.-.-unt-:ontu c::i:" di? no ::..~et- c1.~1 ~ n·-~nc1.;1 

t"-1¿_1b1·i,"-: r- •. ~·cupc:r..:.(c.:1 l'1n l·JL:11r:rc.· Jr .. •l. 1111_.1..:.!t:.:lcJ-

pvnto ck 
rt w.pUa.c1'o:, 

fig.10 Consumo en el caso eKpansivo. 

Ahora vc·t· r:.1 ~1t·::1s q1 '~~ p 2 S•'.:i e on P. l punlo de peligro, bajo 
nucstr-c1 t1,...3.íl~~,fur·m~-..ció11 (4. l,1.-b). 

F'. (e/t , n;/¿). 

La transformación 14.la-bl es 

y(t) y(t-1) + ~::(t-li - "' 

:-:\U n•jn [{0-::(t-11 - y<t-U + (c+21e + h }~ 

tom;;rc,mos 

;( ( t-1' f..""'/:. 

y (f: -- l) 

Entonces: 



y(tj '1"(12/ ::> .. 

Ahora tenemos que: 

)( (t) min [(1-(e/'Ó) - i·(e/Ó.) + tc+2)e + h}+, i·(e/~);,·J 

i·(e/E) + (c+2)s + h}+, e/SJ 

e/'C(1+T) + hJ-+, e/lJ 

min [{[(c+2) ( !+.-> J e/¿ + h}+, e/¿ J 

m1n [{[c + (1-()Je/é + 11}·•·, e/¿J 

min [[(c+¿)e/¿ + h}'· e/~J 

min [[ (c+<>e1: + hJ, e/¡J 

e/ó 

• : ;<( t> e/¿ 

Por lo 
transforrnil.C l ón 

tanto, r:l 
<4.la-b>, 

pLtnto de 
perm,:\nect? 

pcl i gro 
est~ble .. 

bajo 
Tomando 

CLtenta nuestra ar9umer1tación anterior: 

(;:(t-ll·y<t-J)J"' [;:(tJ,,-(t>J ~ p~(e/~ ,Te/~)-

la 
en 

Podemos concluir que el punto de peligro es un punto de 
equilibrio inestable del modelo. 

Regres8ndo a la fiq.11)~ observanios Ltna órbita típica. 
donde se mL1estt-a el pr1nc1p10 d(~ J.3 rf!CC?sión .. L~ µror.Jucció11 
llega a cero:i pcira permitir- la de:cl1nación de inventetr-1os 
para niveles de rect..tperc.ciLiíl '/ dc;.? ~.i.cu.2r·do con la n3tur-alt?;:¿\ 
básica 11 e:-: pans1v=i 1

' -de..·l cctso q1.JL~ e~.;. f..:. amos e:<ctm1 nandu-
prosegui rá la prosp~ridad permanenl0 con la ocupación de 
inventarios en una carreril perpetL1~, en cionde el consumo 
para l.3 recupc:rar:1ón tencü-!t un papt:.:>l inenot-. Esto ilustra. el 
mecanis1110 cie rt.-:!CUt:Jf:::'rdt:lón: :·~'?::'r .. o ·::.'.'lJt.::í1Lt-.=111L'11LE: no de 11::. 
recesión. P~r2. r=sl:.ucJi.~:..r- e-;.Jt~ rnet:an1sino. t?~~aminar~.?mos e.1 c.nso 
corr-espandicrit~ ~l caso depresivo descrito ~n la fig.9, er1 
el cual el vector propio l'J:;: d12 la trdnsfonnaci ó11 definida 
por ('-l .. 6a-b) ca~2 fuer·a del .{1ngulo entr·e la linea 11 p1··oducc1ón 
suspend1da 11 y ld lí.ned dt: 11 12sc.3se:.:i.:.::.". t-:sto lo ob~:%~rvdmos en 
1 a f i g, 11 (ver f i •;1. 9) . 



... ~·!)_·: 
'I 
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F/6; //. (0/1/SU/..JO EA! EL CASO DEPl2Es.!VO. 



Las ind.lC:.:.1Clu1h~"i df:l '';.:i1_1¡ (t.:.· i :1' 

"puntcJ ch:i pr·•li•Jt·u" l:l.1~';\n¡:r1 el 1n1-::;1:· ::i ··,¡,¡ í 1 • .,'·l .¡ I •''\ 

nUl:.:'V•.• t" <;""l~I 11·· rl) e. l ~ ! 't ! 

ruce~i l ón" ,_, 

prosperidad de la producción y la existencia del inventario 
son justamente los deseados. 

F'cu-.::1 i:.•r1ccn1t.r ·•r 1:::1'::. cuur··clr-_'f1~~1L!,::.·.:, d1.'1. ' 111._;r1•.i:, •. 1.. .t.::--,1·J1 1", 
r·¡::cor·,j(;:•rfJ1n1.:.i.: que• l,.~ p1·udui:::cit1J11 d1;;:-:i~~·=.•.d·~ i.::··-·,::.~~- u,-,_i' r_1._..1t 

y l.::i "lín~a dt~ E!:.:it.::d'.;".,C:->.~· 11 L1•:;.·11t;~ \.~u111•_1 ·:~·::.t 1.-.·c:.1:·1·. '! 1 ,, 

Entonc0s 

san: 

Y/r l~(y/·1·> - y + h }~ 

(~/T - liy + h }• 

(1/T + T/T - ~/T )y = ~ 

[2 - (c+l)T Jy : T~ 

'l = 1·T-, l 2 - ( e+ 1 , J - 1 

C'• r,. 

s1.1pc•r1 9 .~tr11·:Js, 

:: (c+ 1 l ,,. 

En 12 fig.11 te11~mos ~oa1-c3d¿ L111a órbita s1gr11ficativa. 
Esto muestra la recesión~ ~-eciucc1ór1 ele invent~1r·io .• 
recupet-8Ci ón~ inVE·11t,::•]'"'l.D t .. .:_'ft..:.i·::-,·:··.JD \' 11!.1.CV.:l.íílC-nb::? 1'"<2Cf:!Si (.Jn. 

E::am1nando l¿\ cun+1t_Hni..tr..:.í1~rt :J.:_:. l:·,~: ¿tb1l_.-;,·:~ d"-~ l:;., ·iiq .. 11, 
VGíli05 qLl2 •'.r-:-:,C.:!dpt.CJ F1:~t·c··. l~·r:-} .;1r·b1L~:''-' c¡t•c:• C\:)1!11:.:n:.:.::\rt \.:"'.'11 fitV.".:JJ.~:...1 ':.:= 

J .. ::: ll1'.'•.:.:1L:::ll lU"; t;C·l.t•;:Jt"IY.:~:.11:1<.:::•r1t . .-:· l-·~··.ic:-·: ·:·.1 .. 1 ·\lC~l .. Ul'_··r lfn~•','l1i1l(:·r1'r:.C1 

inlCi:··,l.• 'JL~'3pU(S: d::..: lC.:1 r:.il'l¡f¡,2,-_\ r·r··L~---~ltll1. s_:.J~.:.> i· 1.'•;::.1-,,.~. d>.:?1 

de T~:\21 :.:.. .. .J~· 

estable. i::.·1i.-.1 

líit;.~;;,ic1: ¡ t.uu;..::;~. 

': !. (.J•.i :T .. w ,.:._ •.!,~·. r ... 1: 

,',t-b t 1. J ~·. ):-Lit 1~ · i"n,-.. 1·1_: ··.d:· es un 
conc.l.1 .. 1.·::1 ón ,_~,_::_ , t: . .ir·d.:.:1cJ• .. :·¡·· ~e h·:···.L,.· 

11 pt··oducc J. ór 1 ~;t.1.~.pE.·nd l c.ld '' 

limite cíclico 
J.~, t-'.:l-:_·ri::-tón d~ .. 

·J~-· ] .:~ l. 1 r·1c·_-. 



c•l 1_•:.i•J dr-;.~ cur-·1::.~ ci.lnt1:11.tc.~s ;2n vü:.: dr2 suces1on-:.?s ·-11scrrJt,3s di.:: 
pur~l:os en lc1 fi q. 11. 

C-11 l¿-( t12or-1.21 dr=l modt:ilD dt:·l c.:1c:la. di..?sarr-ollc:1do por-

8c/1~::r 1·..: hay Unr::O. Slffi!JllflC21C1Óf1 df? 101=> .f.::?ct.01,...e·.::; c:ompleJOS 
qt1c.• __1u~.::-·;:.:1rr un p:-1p~~1 ir1po1-t21ntE" en f:Ol c:1clo cJe le:< economi.,·~ 

3c.:lu::dft '::)c:h~·1~rt=: rrn:;mo. est-:-iblf?ct: que es un gr-a.ve-! err·or el 
qu.::· .._.,e :;:..;u¡Jc.•n1J-::l. qu;.:i l =ts rf.:-ctcc l. ones t-~:.·p~-:nt1 n-::.\-:.:; e l rvstantánt.:.·;:1s 
en b:id~'ls l.3s :=t:~cc1ones de la. t~co.-1om1a c:urnplc:lrt con la 
h1r.11'.1l:S":.:1~i r:J0 t.r._1r1sm1::iión ir1s!:::-\rrt~Ulf::'.-:t d~ p(~cj1iJQs y f!n'.~iws d•:.--: 
Ltfl punLD dt? li! econoinía .;~ otr·o. U11c1. 111111t¿u::..16n 1n:'..i.~::; cjt.:] 
fTIOfJc•!i:J ,.:..:-s~ SUpunG:r· cr-tt-~ tocJr:JS los <:::J::c.t-_cn-·1.:'S r:!t:.' l~·\ pl~OJUCC.:ión 

i.:.tt.:ni:iri c~l m1smo per-1..:.JrJo cie r1.-cJdULC1ón. Jt~ l:.~l fct'"1n,:1 qut.' h:J).' 
una ¡:1t:t--;t..:r:i:71 1:ocir-din2ctón qut2 l.~2 cJ. ... _·t··t··¿1 1-11 p3~D 2:1 c1Pr-tzts 
1nJu:.:;l.t·i~~::; t'.:'n c::l rnodelo t"t-?r.:e'.51VrJ. i'l•_J obst.-~nte -s._-::igun :?J. 

autor- 1:.·l r11odelo muestr-a ur1~ d1nC.1m1c';;1 r:¡uE:.• es ¿·1cJm1t1d¿:\ t.:.'n 
genvr.:.:<.l. 

4.2 El teorema de Keynes. 

El c1clo, s0gún Schwartz, considarado como una 
entidad, es un mcic::v11smo para prevenir- lc"'S restricc:ic1n€;;-s de 
los invt-:11l.~.rios, y pJctntec") que en pr-om1::2c:l10 la producción '3t? 

ajusld ... ~1 cunsur110. ~·.:::1r·2. obtt:ncr unc:.1 v1 ~si ón más sc\t.1 sfc1ctori =.1 

sobr·e t-:?l :;1~~ri1fic::: ... do:J dE· e:::;t~-~ pr·1nc1p10, h81'"f:>tnos uso d1.::. 1.1 
rel¿1ci(Jf"I t-:.·1_1f.:DlócJiC:ú F·1·1Ll'"t..· los n1vele~1 dE.· 1nventc•.rio y 
prodL1cci~n ir1(~0rµorJdcs 011 el modelo, pero con relativ~ 
ind-:-:µE:-r1Ut::-r1c t .. ~ dt:: lo:.::. r.::•<:.igo-::-, E.::::pcci ¿dt:~3 .. 

F~r=tamandcJ lds ecu--:•c1ones. tt-:11emos de <2. 10) que el. 
inventar~o está d~fin1cia por 

y, it.) y 1 ( t - 1 ) + ,., 1 ( ;: ·-1 ) L 2i.,,)::.l (t-1) - et _,_, 

Haciendo un promedio de los inventarios t~nemos: 

y, ( 1) - y, ((>) ,.,, ((>) E '2:t.. .l;-:j (0) - ei. 
J-1 



y, (2) - '/t. ( 1 > 1:, (j) ¡; ""' \ l ;. 
j ••1 

y, (Id YL 0.-·1) ... (f:··l) y~ .:~ , _) ~, _, . l , L :• 
J "'" l 

sutn""Jndo y d1vidien.JL1 ent~-e k, t.·.~ni;:·m:·)·:.;; 

Y• (k) ';' l ( (J) 

k ... , :: l ( l ) 11.-- t 
~ 

'' Z.1' j 

¡; ---·-· 
1-t:.1 .J-1 1: k 

\i¿1c i en Jo 

-~ k--1. 

:: 1 ¡ .. - L E :: L ( 1 ) 
1-10 

tenernos 

.l-'1. 

dando :: 1' denota el p1 ... 011H.:.::·d1 o de J. Z•.'-.~ cDnt. i. cJ¿ .. _1.:.ies ~{ (n) sobr-E.~ 

el periodo de n:;: t, ..... , k En ~.:l p ~t~·u ~:,i gui f;.'f1te h¿1·71 un,:~ 

dificultad CtJn el crecimiento iJj1n1t2cio de los inventarios. 
~:.._~1·:~ •. '_,/;- supcin¿ qLH? E:~~:st.án 2\C.C.t~~~ic.lui:, u que ct-ecen muy 

lcint.:.\1ncnte p ... "ra periodci::¡ ·~r-3ndt.1':;i df-? t1t.:n1po. De las 
rolac1tJne~i ar\ter1ores poci~n1os conclL(lr el teorema de Keynes. 
h.9.ciencJo k -·.:· ÚI y escr1bic:ndo ~'.&. p,·u·~.:.'I. el p1-ornedio de tle111po 
(gr-anc1!2) 

t1 (k) (!-Al x" - e como II-~¡ es pr-oductiva, 
E:.:iste <I-A1- 1 ~ o 

1:.:-in3lmer1Le le1te111u= ~: 1 ·~ e(I--7.~J-1. cu.;;.ndo L T,. 

$/f.I>//, Jo';. i<!¡ ¡,' ,1 .:, 
~~si~ el teorema d~ ~~.evnes está d~do por 

(•t. 1 (1,1 '" - z ¿~i "' : . .1 
j .... l. 



S._:Lo es~ 
lti pr·:--11.l~Jc:ción. 

hr.:-ty una tL!l1di..=nciD de qr_ie c: ... 1 con:t1umo de:?tt?t-ml.na 

1-i1.:niu..:5 p1-:-ob::1do abstr13yéndonds de la ciinbmic¿\ de. los 
del~l!~3 0Pl ciclo ecor101nica~ que el co11suma determina la 
pt·c.;:tt._1 :.•.:..1c·n. En uri n1udelo en i..::.·l. c..u.:\l C?1 consumo e no es fiJC1~ 

sino ....... ~r-i:~·ble y f.:11 1::1 c 1_t:1 l t.:<m!J1 f.11 t-.cinemos inve1·-s1one5 f~ 

las rel..:::~r.:1cint2~~ l.ie.Jo la n1Lsma s..upos1c.:1on úL: 1nve:ntCcfios 
lim1t.-;dos y haciendo ,3J.gunas mod1 f1c.:. .... ci.onr~s tenemos: 

(4. 12) 

tenemos 

('l.13) 

Est.:-i, es l.ct pt-1mf.~1'"'2 dt· un1:::t serie de rela.ciones 
mul ti.pl l.ci.i.dor·...-:ts_ 1-::.\s que d1scLttir-ernos postt~r1orniente. 

4.3 Reflexiones generales 
ciclos. La ley de Say. 

sobre la teoría de los 

En e~:,tc st=:cci6n est2blect-:·ren1ws -:d.guni::.:..s obser-vaciones 
que el p1-up10 SLiH'-klr·t. .. ~ hac.::12 ¿\ su 1w.Jdelo. 

En primur- lur:.:ii.-1.r~ sc•ñ¿·d.€1 que tod.~;-~. las industria.s estén 
en todo íi)O::}m1.::11to pc•t-·fect.~rnc.•11b.: b:":.-:i:J¿..ncf::~ad..:.1s. De es-1:<?. form.;:i.!' el 
ciclo nu E.~s. un e.lelo de d1:-::;~.1ropcn-cior1(.:.'s~ sino dE:
sobrepíoducc.:1ór·1 t"J'.?tl·~t'---?l. EJ a.utor 1'.1C? lllLll:::str-2. escéptico con 
respectC1 ~t 19.S decis1c..in~-~s qui:::i S"3Íl::d~n quC? -::~l ciclo es un 
prablein,J. ·-:lt?. d~2~1equl.libr·l.ci en lct linea de p1,...oducc).ón. Las 
despropc.·t-c..ior1es ~?n el mcch:-lo de Sct-H·Jcn·t=. se van corr-igiendo~ 
na obstante el movi.miento bAsico ue ur1a prod1Jcción agregada 
y gener-ali~ada. E~; n1ás~ las correcciones caracteri=an más a 
las recesiones que a los periodos de boom. 

O!:t i::l ohs~r-v=c1 ón c.p_t~~· hc1.c~:: el ¿1ut:.or- ~ ~~';;:) ,;_..} hcr-hn de que 
el model1J SQ c.h:~scH-r·1_d.l2. +1...1t--:t ::1 d2 ln::; tét-mJ.nos 11 r-ea1f.~5 11 , e~-; 

decir~ 1-:~ cuest1órc dE.· los rJt-ec10~; r10 C>nt1,...C.\ en el moúc:_•lc ... 
Esta ide.~ e.:.:Jt,~ L.'f\ di<.:~LU'~Íé.1n con ld~ vi~~iones qu.e est.~blec1~n 
que.1 el it-•r1óoir .. ·no d~l 1.:1clo er; pur-dílH .. ~ntt:.: 11 mr.:>nc~tario 11 • 

Obser-v .... ~r·,_..,11J·...J'.-, qv·~ los 1no11l.:0S"1 1.iel m..;tcir·ial dP- las 
merc¿'\nci-:"".;:, que cc-\r~·.1cter1::¿\n al punto úe t-::cynes) 
reL•.rH2n i 1··~ \.:ond1cl.0111.c:~; f1sc.:~\lP'.~ ch?) inocit?lo. F'2r-¿., ello 
torn¿iremos E:il consu1110 t:otc~l CLtyos c:wmponentes son e.i. 
Tom~rejno~ l~l \ 1ector- CJUG d~~cr1bo el consumo del j-ésima 

r. ~' 
t.'.• 



pt-ocjuctr.:.r· ~;u··-~·

Entonr.::es 

L e <..1, t.::, • 
.J•-1. 

5en :~, ios n1\'~!l~~ 

cumpJt~ l~ c!'i f~.·t-~.~ncl::t ':::r1ct 

el j--ó~11no ¡.:..,~ ·:1..J1.'.·- l:.tJ1· 

(!•.:.: 

- ~ -l: p\ '~-t _, :< ·' + p l. ·~·~t 
J ·- J 

(4. 15) Pi"> Í: Pi di. ...i ::.1 

+ .Z µ l L11 _, 

•-1 

(4. lb.• fE p"tb._,"J· 
•-1 

~) ~· ;.! .: i ''. 

·.-.'!,• 

1, p) r.:'.j 1 "·' 

.) ·-- J 

~ ' ,_ , .. ~ .. ' ( ¡ 

'. 

si i-··és1mo 
autom3tic~me1·1te J.03 de.-::;l'..J•i"1b.:-il ·:so'.:= ~··~::~t':~n 

cond1c11Jn rff·t;~s;,1_1pur.:~.;t¿tl 01·-dir,.;·t·i ~·:~ 

pr·oduc:tar- cor·1sum·2~ 

~-~::>·:.:tr·i111;¡J.dos por l~.\ 

(4. 17) i.: P .... ..lc.<1. > 

_1-1 

ingreso5 bal2nce2dos s~len fue~2 y la tasa de ganancia es 
Ltn1Tor-nie. S1 1nter-¡: .. 1'·t:·t?nrc•:: !¿:.. CBnt·.:.d.:.1tle:J T-'.1-, no como nivele::; 
inv~r1?bles de •~.0ynus d8 l~ pr-odL\Cc1on. sirio como el 
pron1€di1~ ~~ los niv0le~ d~ prodLtcc1ón sobre 81 cicl(1 
ec:on01T!::..·=o i..:·L1·.:::..:.:?rv2mos ;.:· 1.::u- 1::-~:::..:0 ·="'~lcu.lo~ que uni.fc.ir·ífleme11l:e~ 

1 ~~ ·:Ji.r-1.t•.mi .;7\ de mov1m10ntos e:n cad¿:1 1nqr-i:::-~,u .-.:.1r1pr-1~;:;::;.:;.r-1-:1.l \/ l·:n;: 
•:l::i.-=t·===: ·;-.':3 ·r· :'.:~; b.:;1.-=t1C~-:';:-J..:..·~s ¿~1·1 •21 c:1•.:J l.J 1.·}contJm1co. 1;•;í. e) 
C·.:J·.::;t:.··.::_,lo r..;1':.:i. no f1n~'-rri_1~:1r1t-=.·r1t.ü qt..1c:.·.1 1J.::_\ dt:: l¿•cJc:i ~-?! a1,Jcit·.•lo. 



l. \ i df.'l l L.i .J,1 . .J 
t?CUi:\C:.l Óll 

ctineru efecl1vo de las 
vent~s indL.ts·tr1ale~ 

dinero L·f~·cti·.¡o 

coíl1pr·2s ir1dL!~lri~l8= 

e;-:·1:t·_1pul:--;•JCJ~ tit· L>:..1l.~~ 1d(:.:.,nl:.J.d.:.:1LJ 1 .. ::.•:..1 t.t-1 : •. :~J. ~-)' J r1-._tp!.1.J 

qu .. .:.;.: ~.·t:- ~:'~;·.pt t·Só t..t!r,L,:.\t.1v:-unc·11Lt:...· :.:c1r1 ,:·1r1LC::t.lt.J~-t<l-'.J: ·:.;' ·-· ·~- ;::1c.lr• 
ecu1·1ótt11LlJ f.~.:_i un ¡:1-.)r1ó1TH~11t.J t·L,"\l y n•::1 1.iti /1~?~·:.:it",·~~11•.:.1 11".11:t_.¡: ..... 1 ic1., 

l·I (11!1dr·l1· 111-::•l c1i:.l! •!•"-·•l't'1•ll ·•!f1 ¡:1r¡ (!,~-·r1cL 

l.'.:3. pr·ü~:ipt:..•t-1~1..\d y r·t~1 .. ·e':;1ór1 ~.".CJ1r1-_1.11 lt.F):.¡··· dL:.' t1·~-.:rnn ·.·t1 ;.J1.-:111u,.1 e?::. 
c.c111;.:.~,1d1. 1 r-f.!IJt.J pL)t- f:.~l dU\.ur· com(J un .7d 1;¿U1n'7!1"1t·r.i l.'-'' i_r '.' L~:"'\' r..h··· 

l.1'.:' 

i l_J • • .11.\• ... • 1;11 1 

~ · ' :_. i J :- ' · 1 ! r • :· 1 i 1 (t. 1 ! \.1 j 1 

"'] ¡. i h [. i •:_j l~'\ 

lc·."!';t dt'i··.r-•- 11.t-;> ¡1l-•r· ¡;~·11n~·t·.:.' :.'1·1 J ::-;._.:(1 ,:i1 1··¡ 1-,11·.0d• . .J 

seitJr·t-• l:··.uí1•_1111tr-t r:'ulí l"..tl~ 1" ¡J, ... ~l~P. ~'-:"/. [-.r1 tit1 ¡··1 11··- rr·t•.)~ t:::::::.l> .. 1 

E•t"1 1. !rt f· L:.f 1d :;c1if1!_'! 1 l·.c1 \".'t t-:'Lt.)l 1Cr . .:!...1 1 1.k1 d.,.., i. · 

cl...:~~ .. ,11. __ ,..:~ du11Llt~ ~-~--~ 1.~lL.-1 ~.:·:>'-·•\ Jt-'·:- :~'·-''1 

·. :1; : t '..~ t ' ' 1·i1 j !. 
r:·u1 l t. l •-. c1. ., \ td,:;.J). .J1.1h11 .Si .. u~1,· L. ¡ il. .l] • 

1-' .:u· ~1. ~; .. -:hl•Jr1t t .. ~: l o( l.fl! 1·i" 1.t<.:::. 1 Of! e· 

.' ·~:ur•v1 r· t1 •.1 

r!~U!Ut..:t<:,-., ULJ!'".:\~ 

l.·'·-' ... ;,.i•·11 . .:'1-. •. -·=>;; "~1t-.}ft:~n:; • .-, 

'' ,1- > ~ 1 I• 1 f • : 1.;·_, de: Ecor1C.;;r,1.-.~ 

:fl ¡ 1 ~ i •.p.1i:· 1·1::-..y E.~rr l. dS 

r U. .. ~ 1 i - . J '·· '· \ l -~ ~~ 1 P'-··.:: 1·. •::: .. j t.·~ \ _1._ " 
.. ,,, !.::IC.: 11U•:::? 

El ;:;! .. ~ L or· 
deci::::1-,'ü de 
J·:ihn l·L;ynard 
la s.:cci ón 
(i:Jdsc.1Jw~ t::n 
11 Ci'-' l d;,:: ) . 

la ley cft:.! '.~._\y en:¡:it::::: 1:· ·-=-on J. .:::1 
11 1 ~.:..·,.ir í ..;:•, l'.l·.?nt..·r- cd 11 de 

t.:.eyries publ lC;:~~.cia ~=n l 1t::..:.1;;.j in-);.; r;in p~-:'1rticul a.r en 
dor1df.: cuE::-st.1onE•. 1 c.1?... fll•.;•t>.'fn 1. ·.:..;1M.1::, + in,:_-i.nc1t?ro5 



C(1f-' l TLJLO ;:J 

l'ü:..1 Ll.: • .i: L L. il.3 Gi.:_i ii:.f .t"'l1_ES su;. .• :.;:: Ec.~·j: .~I ¡ 11-1 i .::·d ¡:::_::; I 1-d h:·1 .. E.L 
\!(i!_G~~ ¡-.~ul,l'...::i,.!C:O [;El J·,ULl'lFLíC·!!:Jltí-:. 

en 2lqu11"' filüdt:lo y t:c:ntr;.ri:..•r1,u:.·: n1_1estr·:1 

cons1dt-.r·.:~.c.1 or11~'--· llt~i c1clu quu h21c..e 
.-.\L•.::!nCl ón 

1 ¿:\ t~Or" Í .:-1 ~ 0 eynes1an ... ~. 

- Cunsumo 
pt .... odu¡:·c l 1'iT1 Lun·:;u111n r.1L:'("',;jOn-3.L 

lnvL'11L~_I[ lW t;~;L" .. ~UL¿iclu 'i tÍ~".:.( .. •.J.ÚD t· 

industr1c:d de 
+ Consumo 

l~t'·i:,c11í1'- ::..·nt::i c:c· 

el efTtGn tos ci~·:· 

colectivo 
:!. n·;C?11 t :·.r· i o:J. 

Lo ~scr·ilo a11ter1ornicr1t~ es 1_rna tautoloqia que se sigue 
de lt"-'-'..l rJL·t1111c1u11c~ Llt~ 1os +.:.t.·r·1:11nos involucrLtdas:i. F¿tr.:' 
suplir esl¿\ lAutoloQi~, supür1dr·u111os que exi5cen obstáculo~ 
pdra L·l CíPc1m1t:ntu dt.· i111v~ntar1os .. Esto es una idea bás1c.) 
de las t 1Jorí~s ~ey11~s1an~s. 

Uno for·mulé.:ición sucinta úe la. "ec:oncmi.o c:lto.s1ca 11 (en t?l 
sentido ·de l-~e;r1esl. puede ser qua el consumo se aJusta a los 
limitos i1npL1estos por la producción; los econam1st<ls 
keynes1anos por el conti-·.:ir10 iric;=i::;t:en que la producción se 
ajusta a los 1 i n11 tes impuestos por el consumo (y, pot
supuesto a l~:\ invt::>rs1Ón) ~ t:1 los 11 econcin1stas clásicos" sr_:: 
les c.:onsirJer-..:..t los econorn1stCJ.s cJe la es:;cusez 'no e:s posible' 
una sobreproducción de n1ercancias); y a los keynesianos. 
econo1nist~s df~ la ~bundanc1a Cla sobreproducción de 
mercanci as es un Tenónit~IHJ rec1_u-rRntP>. H.;y c:i.lgunos hechas 
paradójicos QLle son d8scritos corno depresión o recesión, los 
cuales, son un periodo d1fí.ci] par.:i li.! economía. En este 
caso la producción es insuficiente para la satisfacción de 
las necesidades generales. En el n1odelo estos periodos 
es tan consi der·ados como 11 sabreprodLlCCl ón". 

Las recursiones en el modelo del ciclo vienen de la 
circt1r,stancia de elimir1ar el trabajo, es decir~ el modelo 
involucra úrücamente mercancias mat.er·idl\:!$. r·..:::r·_;, ~-·1?r:nn-=-,"\·r 1.11r-

el (:-1 -fÍ'.:"·Clci dL· P.?!:.lº ele <;,~.l¿;:ir-1 º',,_;;. dt:~SCJ +t-,::1.rern·.J~¡ r..::~t,-\ 

sin1pl1f·lc::.i.c1ú11 m¿1tem .. -:lt1c.:;1. SLtponqamei::::.: p¿•.1,...a u-tectos d~ 

'51impl 1c1°:j_v:J. q11;.1 tenr:n10:: (1n1c,-"\lfl(:·ntc· un sólo -spctor cir? 
tr·aL:•,;.. J c:i. ~.n.-.i i-=1"\ \ l .::t !l1c ... tt L ~.' cJt:i J 11 ~-1U1íP.:i--~·11· cJc!uc: Lu ;Uji1c:·r1t.:~d::•. 

ir1clU\1t:.•r1dL• ~.·i. r-L>119ló11 v l.;;1 colurn11c.1 di:":' ins:-1Uil1rr-t1·r:·bci.JO- ~.::_:~ .... 
A .. _, 1.-1 111,=1Lr·1:: di..:• J ~- Lu..-;•.J .:::c~t.c,::.1 ;-·:'n·~l 1_-.i,os v ct¡l1.1mn,~::; 1:·::-,l: .. ~·11 
e:.~c l ll l clus. tl\ \ •.-'':; l .;.;t i!1cd.r· 1:: 

.. ~ '-- ! .,. !, ! .. :i t.><·1 . l. ¿.l.~ 1 .-:'. j .... 

e:11tl..i1•·.· •. _. ... ; u...:, ,r:c.:1..1 l.-1 t11.?1tt·1~, c.:11." l¿ ... s t">1r::i-c2i.r1i.:::i¿4s_:. !.~.r .. n:':.u11i1d,-.... :::·i putk 

los tr~baJ2d(1r~s esc~11 tuera del p3go ~~ sal~1··1os 

ac..LUHLtl.:·:ous .. i::.l 1-.r::.!Ll2'JU r-t:.··~1\t::r·1Jw p.::.~.:·:.:1 pt··o.J•_t.L.t1- u.Ji.) uni.Ll.:.1d d•.:.:: 



ld inerser1ci.;. C-i ~ es por :::ihor¿~ con~;1Llc1 .. _ ... uLJ di ( ;;,:.i111-:·11! ~-.::· •.:.1.:i1f1i• 

.un.a met-r:;arici. ·:..-2. nsun,o reqLH.:!r1d.;:;. p21r.:1. procjuC.i-r 1_1.na· un1Uad clt~ 

l.::.<. mf.•r-c:an·:.1 :~ L.i" L::1 cons:u1w.:J e1'' el 1110 1.:\'"":!lo r.,;·~.:.t<:·, Ct.:r1·-::::: (~1-·1~,J.t1 .... 

como cun.:::,.ui1iu d·..: 1-.::•.=: 1:::211q.:irc:s,J'~ más 1:..;:i. cor1';:,u11.u'::i dc'l l~l'-.. Ci1,_:t·1¡r_1 

(ne.> L:'.··:tE~ i:on-.-=.idei-~.·-··j·.:' ~·::il cci1·1-Ju;1,!J 1)t::.•nc:-1 .. ,·.f1fJ po;- 1 <'>" 
asr.il2ri¿.¡dol::';).. t:.l c .. or1'~l\1ilD pE.·r-·sc,nal r..:O!HCl c~1¡2r·1.:1:~·-! o:.~n l,::•:·, 
gr-áfi1.-~"?I.~ dt.• pt·ci._juc:L..:..· l.J1··ut~'., s-s·t·.é'..i. ·:..:1 C.Cif)~~. 1 .l11;.:J .. ~·-\tüliCi1~10 ~1J::1 ~.' 1 
1ná~ 21 s~l-·r10 aGner~dQ oor el conEt\n10 

"(n) 'E ~------··---·-------
1. - 1 { 1 ·- 2.C)t;t) 

LDnSUfiiO µt:..T~:;.Lirl·:..\l LU1110 <:::..:l ~:::{li...:uJ (J ul"Liir1.:tr·iu ¡·,_·µ1·~..:::-~_,l_:i:t;· ... Jo ~.:•JL 

el rnod0io pc01- 1.i:7- c~;.~pr-e•:i1óri f.:_1 + ;:~ti)U.1 L .. ? .. ::; fll1·:.~tu.~~-C1•.~.l1112~ 

de con:;~t *HtO du r· ::•.n l:.~: 1:: 1 e i el o .1 1L'l11..:·r1 el·~_. l :.1r,:. t J uc t. u : .. ;\t.: l 0110.::~·::, 1.h.:-

:~ ( n). E.l .::-l.~:;¡.:.1c::t..:tu d·.:: 11 ._··bL'nd¿~nc:i2 11 d'2 ur·:5 r·c:c:c .. ~;J(Jf) r.:··:.; .;1·-.::.1li1t.? 

cu¿\nc.lo c·.l ct:ir1~::,L1.111u t..!S r~lút:.ivan1L'11lt..· l nd1.-..;:pt:nd11::.:·nte u~_. 121 

pr·0Jucc::11:ri ',' ti::i1,..1n,::i p,=q·i_:{.-:: cJp lLiS tt':n11.tr11.:_1'.3 1.:~. Sin 1-~'11:LL~.1'-i:Jo, 0i 
cons1_11:10 t:s L\1r•:.:ctr:•f11.'111 . .:.:· c:h-:rn-.:r1d1~-}r1t··:· •.:J,_· 1. :t ~.H 1.1i.!uc.c1 ,j¡1 ,-_.n ['l 
mod12lo qr-ui:.:::·;-•111,;:•r·1tE· s1m¡:_1) 1 t1cD.do r1J!' 1•k·t p~l' te ch~ lo::; t1~1-m1nos. 

~: (n) u • 

Con C'~L .. J i1--;.o.t 1:"~11io~ ,:~-~nt~.:· r.:11 s1unif 1c::: .. du d·-~ lu•.;:-, t_¡.~rm1nus 

involucrados. ahot·a. podernos estdblec:er la r-eld.ción 
~~eynes1ana (4.11) con10 s1gue 

( ;:;. l) ::'.!,. ,.. -E e'l.J :-.:..} 
j -1 

y, con la inclusiór1 de la invers1611 pr-omedio 

(5.2) - :r. a'.l.~TI1 
J-1 

Ahora citaremos algunas recomendaciones 
económica key11es1ana p~r~ atenuar la fueí=a de 

cit.? pql í tic.a 
la r-ecesión. 

Incrementar a través de e:~hor-taciones al 
11 consLlmo a.1 i11~t¿.nt.:: 11 .. pr0•Jr-~mas civiles~ m1l1ta1.-es y ayLtda 
par~ el desempl~o. 

2. Irlcren1ento de la i.nver-sión .. por- eliminwclun r·bp1dc. 
del impue~5to, 92.r·ctntí 0 c.ontr-r.. pércll d21.~~ ,· ~•íoo1·~?m.:1'o? de 
trabajo público. 

._.: .• Ir1cr-~;;·1M:-nto rJe los 
incremer1t:a de aolarios" 

La d1fererlc1a er1tre 
11 neac:l .ásic:¿\ 11 1.=s evidente poi~ 

la 
la 

visión 
·fL\r~:rt.2 

ke'/nesi an¿i y 
di<;put.a sobre 

de 

la 
el 



1::---:-,r: '··, - ~. 

1' 

,, l. ... l i .... '1 

q•."-~ , '.n t 111 ... 1 ·_:·,¡ '··'···1:.1•.I.·. t· r::•, 't1·1 

! ' ,,. _J 1 ~ L! :.;·¡ t 

CU(1\J· .'-."i ¡ ,··:._._: J.(! 1·1 

i'.,':.''/f\~~·:·lt.•r1:::i::::. 1:··1'.-i CUc:llF·:.: eri 
s¿1l ,~r-J c1. 

:i. i L,~, 111,~"{!:t-1.:: 01ul t1µl LCi.Hjor·a .• f.:>1 vect.c .. r- niLd t.ipl 1cado1~ y· 
el mul r...1pl1c<:.~•.1c1t·. 

L;J r·el,.;:it:1r;r1 l tneal r:,.::.: .• .:~) t1en ... .:::· t:i'11ck.:ntL·mc:..·r1~::~ 1.::1 ·fDr-1n,;1 

de un mult1pi1c.:-:i.do1·- mat.1-JCl-=-:d .¡ L~s und dt~ ~.=.s nuffn~·:r-os..:1.::-, 

relac1on~~ do este tipo 12s cu2lee cor1oce:r1~~s como 
11 mult1p1.1c~:idot- 11 o 1 'acE:leíddor·"~ f'Jot1-:-mc]:; por ·.::~j~:mplc~ qt.''.:? c~J. 

in•;tr-eso rtd.t:.tor1.;:tl r-t.•.:'.1.l es por- dc:f1n1ciOn: produc.r..:1úr1 tt.:it.~·.l 

menos coriisumo indl1· . .::;tr-1 :;.1. t::s decir 

:·! 1 l: a'- J ;: j 

j _, 

podemo'.5 de:-c1uc1..- de \5.3/ que 

(5. 4¡ IN (1-A)X 

<I-i'..J(!-A)-•(e + fi 

Es una ecuación en términos r·~3l8s. 
de Lln único sector de trab~Jo~ ol cual 

v.t.:d ida en c.\1 Cat.:ic"J 

pro·J1e118 d~ uria 
t-elc:tc1ún j.;L'\'l'l-C·si-:~r-...:1. p:::1.1 .. ::1 clctet-m1r-1.:u- l1Y.: . .- LLHT1¡_Joricni.:.t..··~0, del 
inqr-esc:i nz.r::1on.3l. en tér-m1nas de un pt·cidLictu f J n~.l. Podemos 
hac·-::~r- r1c1t_,,:~r q1_:•! C.::\d:i u1.-:..• i:.Jr..:- i.::.:J 1i1-::'L1··1c~-..; ~-'il 1:.1.;.;i:._ .. r:i:.u(.-,c.1úr1 ~.~:'":, 

de l.il"IC• 11 C :.ii- c·:.• .•. l.1_.;.r l ·;,J-.1 C..:• J.! 1::. l~ i t LlC i Cii"1 ·~ l '' de·} l ;;1 ,--::c·::•llt-·,f1 i 1.': l:'':"i l.: r.:, 
lo 1-,act-.• m.~¡;..; =:e11c¡lJo "pot-que t:·l mult.Jpl¡1.;;1,Jcw ~"3 Ct~1r1i:;t¿jr1tt:.•JI. 

<5 .. 4) s1mpl1fl.c.:·.\rJr.. nar·3 1 .. 11·1,..1. t::l·--.uac1ón 
numi:::r-1c:..:... r--t.:l~iClOn~.1. VdlCH 1nor1ctc..11·-1u t_rJi.:.._•l d·.:~l µ1 uJ•.tctu f1n::.1l 



con e•l valor mon~t~~r·io ltile1l dc=l inq1·eso nac:1 on,;•l pm· 
c·onversión a tét-mi.not> m·:Jnetar-ios. E~-:>ta es llctm¿-\d¿.. l'-'.\ 
ecuación multiplicadora de Keynes. f·or supu<=sto, esr_¿, 
dt-t.¡st.1·=-.... :.:im¡_,! t.f-lC·-~c11'in de~.;c:uida. la. vat-1::.•Clófl t-:n por-cL~nt~Jes 

de 1;:· r.:c.,ntr-1buc1t)n de peso~=; p¿~r-:.i. et Lny1·-r.:~.;o nEJ.c1onc:~1 df~ lc1.s 
distini:~s rn1;..~r-c.::.r1c:í d'S. li:;.s cuales constiycn c.il pr-uducto 
final. 

P21ía ¿\pl ic¿H· Unr:t €-CUC:\C1~Jn C\rté\lOQci ¿._ (::.J.4) (o Una forma 
agre92d~ de ~st~ 1.:: ... cu.:-\c1 óri J p-.~t'"d l C)S d .... =-.tas l.:c1m,.;i.c1os dt? una 
econor:.i,,,:1 c~cl.:u.;il~ f"il.::)C:es1t.r:·.1nus u.!l~ gf-_•ner-¿¡ . .l1;::ac1on Uc \:-J.4): 
debemo·-s t1.~ni::~1- pr·t:!Sf?n te qu1:::,i h CI '/ 1n~s dc7 une., mcrc.ci.nc í . .:_:i t1.- ~b.J.J o 
y que c1E:~t-La~'. fhr:::r·ct.;tnC1ci':i Lrab2jo son tnclu1rJE~s en ~l 

product.o f111aJ. 51 1-?::icr1bJm1.J:::; un~. 1~';?nt:~r-.-7'll~~·~'.~c1ón. us.3rc:.mos 
la m¿~tt-1:::- ln?uino fJt-i:)ductcJ or· 11:Jlf1,-.::il ~ c-n vi-.::~ d:::- la 1 or1n:i. de 
tra.b<;1._1u el l 1i11n:~1Jo~ l ;;;i_ c•.1.11 fu .. :- cc11 .. /r.·r-;1ent1.:_. f:.?11 los t.r·es; 
capítuJi::is .: .. nti:::.·1·-11Jr·c .. ::.:.. E1~l_1:..i11•.:•:::·s~ ..:.,,1:::1 {'¡\) l:• rr1,:-t+..:.t-i.= dE· 
insLuno·-¡.n·t1•J1.lct".o i1i<.:.:lu'/1.::11dc 1 ui::: \'-:i1;.:-ci.:.ot-1:'"S de tt .... ¿\h:~jCJ~ t.:.:11 qui.:? 
i,j varii'1n de r~ E1. -L, h.._.., df='rlCJi..:.¿1 lc1 111...~t1-i.::: in:~umo pa1""C\ 
secto1,....c«:;. ílkd.:t?r-J. i:dc:·3 (COIV:=:urn1_:) t n1.Ju;;;t.1-12.l t.:..':\l qu1;.:i r\1 ~ :-:: Ai. .l 

si J ==1. ~~' ..... ~ !·~ dondL? 1.\ 1 _, ....: (i s1 J :::-(1, .... ~ -L ~ E1-,~·r:.in1::c"~ .. 
si w,·=(~,N~ ..... w-1_> es el veclor du producto final 
(COlílpünr_~nt.E:'S t'·f._:•dll;..?S C.!!2 dl\./.!d':'::ndLJ n¿~Cional) .. 'f..<;-:..(;:N,•••,~!-L) 
es F'!l "k'C te.¡·· :J~- pr 1:):J1.ti:.c: i 1~;r·1 t C'.t -:i l di:::2 1 :::is mercancías 
CN,•• .,C-l_ obtcnom 1~S fác1Ln1~nte 

(5.5J ::1 

t<'l que 

(5.6) 

N 

E C.1 \ j ~< _\ 
.)--L-

i ~ -L, •.• , ~I 

Esto evid0ntem~nte es una Qenerali=ación de l~ ecuación 
(5. 3). Ccinociendo lD'~~ c:on1f1'.'n':;ntes de 1.:.11··oducto tott:i.l XT:- esto 
aparece Gn (5.6), ahot'"i:." '1ct1'-1:."=mos una. substr-3cc1ón p¿;.ra el 
consumo industrial s:i:.lbr-E·pecJ1do parc.1. obterH.:~t- el ing1-es;o .. Así, 
la producc1ó11 total m(~nw~, L.U!1'::')LU1·1<.:.:. i1;du:;tr1:'.] oc! ll-A)'I.. y 
tenQmr::s 

(5. 7) 

1 os c:c.;mpor1t~:r·1 !:es totE\l e~, del 1ngr-eso nacional. Esto C$ 

una t;ierE.>r·al J. O::-=tCi 1J11 ¿,¡.~ .. .::ir-·J :::-,el.::, 1~!r~ 

discut1r~mos JA ~Qr-e02cJ61~ de 
vector cit.~ pr·r.:c.1or::;~ 1r1clu·¡1 ~2,r·1do 

traba.jo. Enl:onc[~:_~. d'~ (~1. ~/) el 
está 1j0<uo por· 

(':.i.8) 

l~ F'Ct1.ctc1ón (5 • .t\.). iC1hora 

l.:' e·=uaci ón (5~ 7). '3e,; F' el 
el r·rF_:_.i.:10 

VC".J.or del 
de· 1 ¿\ merct·tncía 

nE\C 1 onc. l 

St~·;:i. r:r::"..'; pT(J-,::..) \I·-{:::,J-i. can component.!?s 
entonces C5~!3> pL1acie SQí escrita 
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J.N Ri..\-J1.· 

• l•·~Ct ·~-ffll ÍI·::• 

¡.:. 1 ··:,¡ ¡ -" \,. •,11.1!\ el vector multiplicador 
:·.·- '.:• ( .. :cin _ ~_.: - L:.1 t· f 1.11;.\L 

'Í 

:t .:f"1i.·1rt.:··--: . .:-. l LJi .. ' ~2 

N 

HI 
J---·1 .. 

'. ?-1 t.: 1.J! t-·::=·~D1Jrtd1-::~nt' .. 7.' '.;~·ctcw· fi1~...t . .lt1pl1..::::i.dr.J1·- de· !'.t:.:vn.::i~:, 

t,.~_-._ 1::·.::-11·,:·?1-t11·- 1.:..1:::. con-1po1H?nte5 dc!l pr-oductc.! t·1n.:;.l 1 •2:;p~-l?;~,:-:..do 

:_t.·~-¡;)tn•:.:·-:~ rnur1c·t¿;_r-107.i.1 de~·1·1:rr:J di::l irinr·c~s.ci n,:;c1on.::-"ti M .:..;1 
u:··-~·.::U!.·::_.,,, __ .:-:.< !:..; v:.1r·1~i.•.~:11Jri di:::: u.11:.\ mc·1--c.:;.n~:i¿1 ... 1. i:. • .-ilt·:\~ 1· .. ):: 

(5. 1 [: 

ó 

-m--'ic:. 

r·,-n' S' ti 

;-:1 ,._..:- i ::-:: ~:HlE::·rc tt_-!
~J¡- (J¡¡¡i'z.cl .l ·:· t... 

".;;¡ 1 !" !:>2111p .!. 1)..:~ C':if11f:il:.; 

de• ac.1.tc~rdu con ·..:-1 l 
lo<:: 

-.. Ll L or-

1nult1pl1c:ctdo1,.. dci t".:eyrH2s 
-prociL1cto r1ac1ona~ 

La dE·t-1 .•,_:•c1 l'.Jr1 dcr.:uf~str-~~ qut2 los cc.11nporjer1tc:s .~ son 
defi111do3 pot· lds condiCJ(Jnes tc~na;óq1c~s de p1-aducciór1 v 
12 t2.:S~1 d~~ ;:::.i!:::ti·:i~ El tnL1lt_iplic:1dCJr f1t~·o1í1t-.:idl.o /-:.:~sin e111bctrqo 
pL1eoe t~net- al1~unas v2r-1¿1c1onG~ <an 1~ composic1ór1 del 
prodL1cto f i rictl. 



Ct:.F l l ULU o 

UI li-1 i·iúl• ¡ F rc;:,c;1m,1 hL 1 lC!DELU DE u. T EIJRlr1 DEL L lCLO. 

En el modelo de los capitules antcr1oras 13 v ~I las 
-fluf_tLl.:1c1or1t.:.:-s del cic:lo se e:·:.:.tq8raron. Es dt!c1r .. el nivel de 
pt·wJ·.}c:c1on )~ invenc:;1.clü .:\(1n é'n las peor·-t:~s t-ece5ionc:s nuncD 
es c8ro. Ld iJ~a d~ est~ cG~1itulo será 12 d~ !r1cluir algunos 
elf;::nH:.~ntus quo ha.92•n mt~s r··e:.~11'..:>ti.::' ... ?.J. 1!1•.Jdc.1 !0 y qut? é\l mismo 
l:1e,n¡:.n.:_1 t._.!fig:;t CtE:rto:s qt-¿;1.dOS 1jL-- f:redicr~lt)n. 

En est0 capitL\lo. Schw~rt= t13cc alqunas considPracioneE 
COI~ r~~P~CtO ~l ClClU y 2] r1ap0l qL1e Jt_\egan l~S a~t.lVlddd~·S 

CO:Tt·::r-c1 ,_-<j es eo indusl:r1 :}_l •:?~; c:n el c1cl o t:?cor\Off\1 co. ~~c.hvL::i.r-t;.7. 

s~~n.~.'!.~1 q 1~t-? i::1 ff¡t:Jdt:·lo del ciclo dc,s..:-:\rroll ~ido ~ .. n lo:-; c¿\p1tulCJs 
3 y 4 es Ltn mod 1~Jo quo so apQg:' mjs ~ 12 es·~era comercial 
qt.t.c ~ 1:: indu~..;tr·1,:~l; d:·1dCJ qu•:::- l¿:i.s r.tct1v1dach::s industr-12llt.:3 
s<..~ Dc:·s::.<.r~r-0! 1 ·'rl con •.1n.::-\ '' 1 ntr:-.·11s11 ci·J.d: dc'1.d .. ;1 ,, ~ momf2nto i.1 momento, 
pern no 
qtJf?, l ·~·~ 
momenl:o ;.... 

':::·t-.::.> r~::l ~c.1un¿if1 L!li'•::r:!·,:-·mf.~·r·it:u t:c1r1 ';-3.LI d1::s:-,t1no~ m1c-ntr-¿•s 
.:.::i1:t1 ·.;ldi-ith·:~~ cumi::-t~c: .~•l 1:~s ~_,t:_\ ¿-1Ju:~t,:.•n mom~,nt:o 

lo::, t~equ•.:.•r im1c..·i·1tLJ·s dt:il met-c.=t.do. Con rt:~~~;pec:to ¿, 

sus i1Y .. ·~rs1c·r1t.··::.; (de l3s E·mpr-es;:;"-S 1:om1.:.?1,..cic?.les) ést.:?.tl Sf?. h<?.cen 
c•n l¡-_;.~;e ·':.-~ i-i~r-í u' JO':: d•: ..-ent.:\s ..... 1nteri ors"::;; pE·rm1t1. c:·ncio con 
eslo qLle J~s 2ct1v1dadn~ ~Gíll:2rc1~le~ -seg~r1 Schwart=
des~ll8nter1 las oscil¿·ciones du 1~1 recesión de 1~ ~raducción 
gener·~1 i~n l~ ~sfera industr·ja]. 

Ob~;er·\.-.:3.tndc, <T.,\s 1je c:er-ct:..... el compot-L.::t1nir..:ntc1 de las 
actividades comerci2l~s veren1os que ést~s no se ~justan 

inmL•d1¿1.t21mc~rrte d la S:!.tutu::1ó11 di.=: las vc·nt¿\s di.arias.~ sino a 
un~ s1tu~~c1611 pr0me1J1a de las ventas calcul8das sobre 
distintos proct.:d1m1cntDs econón11cos, ya SE'C'i 11 díe1.sll o "planee 
periód1cos 11

.. S1 pronóst1camo":- l¿\ manera d{? reempla::CJr 
11 ventas éi.r1tr..:-r·1c1t·es 11 cl1 ~·rids en la -fórmula b~s1ca <2.12) J~ 
la pr·oducc:1C1n des~~d.:.~ .. en la E':~:f1_-~rt.-:o dr-;.~ 13. i-éE".ima merc:ant:ía 
pot- la E·~:pr·esión 11 p1'"om;-.::·dto c1ntet-1or- de ve.:ntr:1:'5 sc,bt-e t.i:í.¿1s 11 

es decir el r·er.:mpl.:Jz2mit:11to de la e;:presión 

(6. 1) e, i: ¿¡', J :~ J ( t -1 i 
J-1 

por la e:<presíón 

(6.2i 

El entero L, es una 
industria; heurist1camcnte 
'

1 tasas de respuesta '1 de 
completa de J2s r~curs1ones 

característ1c~ Lle la 
habl[rndo es un indice 
los consumidores. El 
de lA seccíón final del 

i-ésima 
de las 

conJunl:o 
capi tL1l o 
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l ,.-- q¡l1l_\1-¡ ¡ ._.·:_::1 

l f)';t'i 1 (. ;,t· 1 ' • .' :.. ~-- l •. 

\'t \,\_.} • 1 \ ( 

(.'..>. 4) 

eJ 
Est~ e:•;.; la ecu¿u.:itin 
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• ' ~ .: ¡_ • ¡ 

·--.\ ... \ .. 

¡1_..:• • .. :•_• ~-·-és.1. n1\;\ 

1 

1 .·, 1 ·-· ~~ '-_i l :nci mer-c21nc i a 

[~si~.,:15 r··E~c1tr-s1 ont-..?s no'~=- d,:\n un moc1i:~l C) cer-rado; aho1,..;;t 
r-t:~tc1rri,::1r·c11nos ..:.d .:~n.!11 i s1 s de est8 ca~o ~sp~c1al del modelo. 

6.1 Estabilidad del punto de Keynes para grandes b 

f· .. ¡;~ •'' ! 1 • ! '7"' 1 t· ,., 

con!.-~ti:-·r1l:.~:<:.-~ L~, modelo 
C:C~J1 1 .!-.:l1•· r'.:·'Í!(' 111Cl111 .. ,(_J(¡!"11-.·~i Ó l.M1il~lÍ(1'·':.. ::1·í1):.Jj J.l.•!'i ':-~ J.í"!t.'·:p • .:.-:•r-acJ~:!S 
._..: l-~-)- ~ ! , ·:' 1. ,_._ .. -, r.!·::-· P" c.r.f1_~cc: 1•1\. 1-<:ii·- .:J li or-c.1.nur..::-~5 1 >-:.'n n1-omr.:.~ci.1 o 

cspc::·-:_\111c·;, qu,_ 1t)::, 1·1iv[•lc··.:..· Usl 111v•."nl .. ~·1-10 ~,/ pr·nc1ucción que· 
:. n l i_: t ·J. 1:: ; , • ~ · 

t:.ey r IL'~··. \"UL· l. •; .-.•l"I 
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(~'n J.¿,. '.'~.-..·1.: 1!11:! .-.i .. ~ b t• Ju 
-_r- _.,-, ; ; ,-)¡·m 11: t ·_11>:'·-:i 

ni ;r¡ t-_c1 e!·-· 

1..::1 '--•p 11r:.ac1rn1 
1.0 .. ,·). E::n r.:::::->l~· 



sección Justif1caternos esta conclus10n y supo1-1dremos 
tcnt2tivctmente que!:." ::::ll:=?;;.:; ••• =fin =b. y C1 =e~ =-
= Cn ~e Asi~ deseamos calcular el pur1to flJO de la 
lr·¿\n:=.fut-indi.:1Un dcfir.id¿._ poi- ~t:..·:.:-<6.}) y h~ctir- t>l ~..-::1.:.udio 

dt'? l .:i. t:-.J.r~=.fc;~~m?.ci ón en l ~ vecl r1d:::i.d d•? ~-:::.t_·~::. runtn. Et::.to 1 n 
harc~rnos crnflo s1yL1t.>. En prim~t- luq¿H-'\ conc.luLmos dt::: (6 •. -.:.) que 
los niveles de producción del punto fiJo estan dados por 

(6.8) "k 
"( E ~.J::~ 

J-1 

e, 

de esta 
l<eynes. 
por 

manera (6.8) es solamente nuestra vieja relación de 
Los niveles de inventario del punto ·fijo están dadas 

(6.9) 

dado qL1e, ~i 

y." 
t 

<ci +2> E d 1 _,:<~ 
J-1 

(c~+2) E &:'1 .~::J 
J-l 

;{ t - Y(' + (e .1 + 2 ) e l. + h 1 o 

entonces =• ít> 
e" =O qL1e es una 

O y de 16.3> y de (6.7) tendriamos que 
contradicción en el modelo. Por lo tanto: 

(c,,+2) l: a,,_,:~_j 
J-1 

Usando (6.8) y 16.9) tendremos 

(6. 1(1) 

Para 
ob~~rv2mos 

prodLICC i ón 

<6. 111 

Y(' = C1:·:t + h, 

los niveles de 
que de estos 

tf.:!nemos que :::.. 

inventario 
niveles de 

::t por (6. s> 

"k 
"! - e1 de modo que 

en equilibrio, 
inventario y de 

tendremos 

dado que siempre hemos supuesto que c .. ~ 1 por tanto ~,=1 
pera toda-. i. F•si, de (6. 7) obtenemos ;:, :'"'y de nuevo 
confirma el hE'cl10 q1.1e <6.8) y 16. lül definen E·l punto fijo 
:<f", Yt dentro de la vec i nd¿1d de este punto • La 
transformación definida por (6.3>-(6.7) se reduce a la 



¡.!,• 

- ·¡ ~ í. t. -1 ' 

1 
~ 

.. \ ~J 1. 

t :· 

'•t'.' 

: \ ./' ¡ ; /· -· j ·, ·- t:? 1 

j \ t -·ó) - ". ( t·-1 J 

l ~' ~ t l-cn i c.:~1 '=-' f..:imp l •:?:.1cJ¿1_12.:; 

•}~~t1.11:Ji•..J r.!·:· ':·r:-:i:¿~.-?i r·E 1 c1_n-::1ont~<..=.; no 
;:.. 1 _. s ~~. 1 : r ¡ ., r • • .) : V~ j: 1·. > 

y :; .l ( ~. :' : ~ i ( i: i p~-:i.r~.;;, J.,_:_1;: d(:'S\..'J.2ClCJriEJ·:'3 

'/1 ( t) ·-}t 
de Jos 

l r ,·.· c~r1 L -.•1 1 1.-•s.: 
cumplen con 1.:-i.s 1-1.:::-1:ursl.Dne'.:3 l1nE:.1 3 . .lt:.•s r1c. i·11_J1noqer1f.:.·{.~~ .. 

[ c:<.1 j;:J ( t-1) 
J-1 

(6. 15) ( l) 
'A 

(c:+:.::)c·-i. E [' ._:1 1 _,~7 ·' ( L--6 > 
¿ .:¡ j=: 

:t, <t-1) - -y, (t-1> 

Esta.s n:;cursion<?s son de ordccn t. en el sentido de le. 
teoría dí:: lds ecu.~1ciones E-n cl.tf-et""enc1as!' es cJecir, ellas 
relacionan los v~lores de ciertas var·1~bles ~n un tiempo 
dado con lo:.i dt= lD v~1r12bl~· •2n periocic.J~.> prec.:t::-dentes. Como 
tal sistema de rQcL1rs1ones pu0de ser reducido a un sistGtna 
de r·ec:ursiones de prim12r- ordc•n (E·s c.ler:1r, de-finen los 
valores dt~ 5;us vr.u·-i.:1Ulsis en un tir::?rr.p 1.:i dado en termines de 
sus valore:s Lit:-: un periodo 1nmt::d1¿1t.c:1mr::·nt~ ;:.intericn·-/ por c·l 
uso de ur1 a1-t1f1c10 er.ter-...:.."'tmcnte i::i.nálogo .::-tl 21.r,...tif1c10 
familiar de li1 +~earí¿\ de lc:\s t:::·c.L1..::c.c1or1t::.-s cl1iet-enc1ales. Es 
decir, l ntroduc1 encJo 

y, <t-u+l l donde u 1, ••• , A 

;;, (l-u+l1 donde u 1 •..•• L\ 

como Lln nLtevo conjunto de va~-i;:tbles. Se obser·va 
i nmed i -=• t 01mc·n te 
equi v=il entes ,q 

nuestra.s nuev.:::i.s 

que las recursiones C6.14l-(6.15l son 
l~s s1qL1ierit~s recurs1on~s~ 1ntroduc1endo 
\'ar l abl t-s 

(6. 16) Y~·'"'(t> = Yt.1...,-1\t-1; u 



l J. " t 
l ¡_) ¡ \. • J ·, .... - l i t • • .1 p 1 \ !_ ·- .i._ ·' 

;. _-... l :\. ,.t..1 ,.:. . \ ~ l. 1 .• í. .. · •. 

.'l .. •\ 

-.: i. • 1 "t.:.·- l 1 
"/ 1 p 1 (t. --1. J 

el s1~~tem.::··. 

( 6, l ,¡.;. - ( ~1. l '~1 '1 L:r, t1~·rm111c· 1,."!:! 1.,.•! l':;.~1.·.t.:.~i:1·:<. d':"? r·c··.:-1.11-:-~iont.:~s de~ 

d l r ,:~t · 1.~fit: l 7.1.'.·?i w 

·.Jt,, 
::..:i_¡:..1l 1 e ~:··n.j!"J r·\'?~J¡_,.il..:_1 •:L.':l.tn1.:-nt·.e l:.r.:.•n;;fc:t·nku:J ó11 
( 6. l 6) -- í b. l-:, 1 i:. c•n l €1 ::, v .~n· ·l .:d:i 1 r.~ c.·, S{ ·l • 1 .. • ~ ~1 ~ • ._, 

c·n 

dr2fln1t:.\.7 por· 
r:::1 p1'1nc1p10 

dnl 2r1Jl1s1s Lineal non dice e1·1 SL~S proµos1c1on~s que 
pod·;:;m:::i:.:. 1-::.·.::·.l!.::.:u- r.J~~ 111.:.rHH .. ,:l. f-·T~:-.ct.1.vi\ lcJs t.:-:..1.lcu.los de los 
y~]or~s pr op1os y de lo~ \'t••-tor-~s nrop1os de esta 
tr'"~--\f)S,fUt-·r11<-=i•_::l()í1. l~ui:;;-::.::,+_:r¿l l:t',JJISiDI ,ri;7·1c16n Cipt::r-a en '.2nt. 

dlm1=.:·rl:~1 C"'·r·•=~-. p·:n~ 1:-•n+:c:i .·1.::-:>t•r:;.,r.,:_i:;;• Ce.-1.c1.•l•:\t· 2nt~ v~lo1er::=, y 
vectu1-L•s pt cipir.:1~:,~ t.:':=:, dt.:::'c1r, ur1 cunjur1\..:o dt.:' '..::n/!. va11i:tblE.1 s 
l(,. y, y ?. pa.r-? L:.s CLE•les las r-c,cursiones (6.16)··(6.17) o 
las r-eCLW~J1unes ~qui.v¿{lt-:.'nlt-:s (6. 1iiJ·-· (6. J~~J> nos conducf:!n de 
un pet-iodo ~, ot1~c1 mult.1plJcc•r1cic.) l;~:::.s va.r12blE::.s';~i~ <;ít por el 
factor constante ~ Teniendo present~ esto, procederemos 
como s1•;iu12: 

::1 (t) ~ :~ (t) ·V~ /_t j 

donde v es un vector pi-opio 
corr-espond1enle valor- pr-op10 T 

(6. 18) 

de la matr-i:: 
d•>. modo qL1e 

1, ••. , n 

s~stituyendo 16.181 en (6.14)-16.151 tenemos 

Yvt.?~t =-= Yvs./.t--1 + Xv._?_t-1 - ::(vl.1~-1 

16. 19a) 

A. con 

xv 1 ¡_L = lc::+2)a- 1 í.i-v1 ;:t-1.;: + YV1 J_t.:.- 2 X + ••• + "-v'" ?."-·.tr.o 
- S~v1 )t-·1 - Yv1; t-1 

(6. l '7b) 

el 



(6.2Ü) Yu-1 u. 

~ 

,.. l (J ·.-, "' 

(6. 21) u :.:.. 

.'.1 --- y, 

_, 
L,:i. m~~tt-1.:: 1-tni<n t1en~.::.· f) '.'~:-lc..1 r·•:::5 p1-cip10:"3 F',J,1"".? c:i•j(:i ··• 

t:l p1·oblt:-líi~1 dt.-:• v::::1lur-·c:::::. ptü¡:'.1lU-:S d \c;,.~(1 1-(6.:·L) t1E•f1r:.:~ ·-

var13b.les v :-~nl. :;oluc1.-:H1r:··5 .. i=.nt•:J1·1c:<:::·~3 n1.1c::.•:3Lt-o proc1~dJ 10.r.ent:.u 
b.::1rr·c· tocJ¿,i:;~ li:\s:. ::i-1 ':.ol1..1t:ir:.;r1•_··.:,~ ii•:J L.~lJ<;il-.•r1tt:~ S~·:•bi:_·11ri:.:o:;: quE~ 

:.2nl ('2S"1 ciJ numE:>ro d·~· \1¿:.J c1r·1.·:-¡ r.lt-op1os dL~ 11t..1.t:::::tr·¿.. 

tr-2.ri•.:.i·or-m2.ct.-:-1n c;r1q1r1t.d. 1 •• ':J.lc1J-(c:i.J/). Puclt.·mos CiJnclu1~- en 
r~!;;¡t~~ mo11)f::1·1Lu qut: todo:::; 1 ·.J~~ .,,,a.11·)1-1:::-.> p1-c~¡:i1,·:.1:.:i di-2 1 :.1 

tr·i·:1íi!:_·fUt"f11C~ClÓí1 lf.J .. JtJ)-íi:'.:1. l/) '.:~·-\~·¡:;-f~\("1-.~'rJ 1Jfl ri:·r rJ..._:o ':·!C\. 1 ~•.Cion~-:·~; 

dP Jn tOt'"íll.i;'< (6.1'7). 

Ahc.t-2 el p-:-'r- dr2 
tlt.11"1~~11 ~j{j] UCJ. Úr1 '.:i.I y s1~ oc~~·rtr1111ar1t¡~ es cero. es 
dec it-

/:.: +/..-- 1 (c+:-.:'.)-rlt- /.t.--é) -- T = (l 

de 
S1 soluc1,;!nctmos f?<.::it.,-7:\ PCt.t~~ci Óri p¿~r-2. c¿1,c.12. V!:<.l1JI'" pr-op:!.D r. 

la mfiltr1z A, obtendrE?rno~ 01 cor11unlo co111plcto de valores 
propios de l.;,\ tr-;~_n<.:~f•.Jr-111~~·.:1 ón 1 lnt-:>.~.l (éi. 16.: -- UJ. l."!). 
F'o1- l¿:.,i_:;, prDpi·::ic!.:::1des d01. dom(f~,) (v,~'?r .:. .. pl·nd1cE.1 ) tr:.~nemo::-, 4u8 
cad~ ;:-:-dor- propi.CJ -!. es:,t~~ 2'.1cot3.do por- el fJom<A~ :::':e o.demi-i.s 
'='.OmL1 A es pr-oductiv.::1. o::;r.:.-:- t1ent--..• qu~? u<-~~;: 1. Ahor-a no~i 
pr'2t;)L~nt¿~mos i:::;1 poch~mos ter:er- un,?t r·~i z. /, tdl qu:-= ¡ ? .. ¡ ;.:.1. Si 
e$-l_r;-: fuE.1t·a el CdSO tt?ndr-:í. dmos que 

de modo que de 16.221 se sigue: 

~ i~(l" t-1(e+:::)¡1-.01-l¡ J :e ·,-",[ 1 + ·:-¡:'1c+2i}l 

Por lo ~1r· _, f ,,·¡,. 
(é:>.'.::31 1 _ \!-!:.;;.: _ ··tol1 + 

el cu.al p¿:i.r-3 L. suf1c1entei:1ent~2 qr,?nc.lt-.1 :i E.':..; un,~··- contxt.-<dicc1un • 
.:.si, concluimos que cuando L es SLlficienternente grande, 



~·-'_: _:.,:) ¡...;!' 'f;; ! ; ·: ·...)',! 

l;-,:·,nsfor:.--:::5 '~:1 <·S .. 16)-(~. 17) s:··on r1:·--:-1•-..1··~·¡,:;: r~t·r? 1. 

'·'' '·t 

i.! 

'I'.' - I· L ~· ¡ 

, l di:• .: .. 

(-; l '~l-~i.)t"" d 

•. l1.1r·1 l. r. ~ • , . ,' - 1 • ·1·! l'.: :j;1 r-t.:LJ("!llu;;- 1 1-111..~nt•:.:> =i 

ur 

J tL•l!l'.""l 0:· 111 .. : · • 

J 1 r:;·n· )• 1 ... ! l' ~ • 

•11 u•. :~:;1 :~¡n d1~.-.- v1::1ctu1· o·~ ql1.•2 

l ~ ••. l ,._~ ¡ - '· ' t. 1 ' 
..... l._: 1.: .. l . .'·· 

f./~ , i i 1 1 1. •.i . •·.•rt 

'-' J r•'. l ' 1 [ i>. ~.) \ ·'/ L '· 1 

!l. 

!""<":,>C1.I!" ·~: l l]f·¡,._::,~-

1·:•.1l"¡ _i 1, 11 ¡ Í:_Q de 

pt··~.,:;:•::11 1 . 1~ ·-- ctt····i. ':.1. ht·2m1}·-; •··:~l-·Llt>t~:Jdu .~intt.:.11··11.::ir··rn~::=nl:•..:'~ l~Jfr .;.~.quí 

¡:<::·.r4•·n1r.•.·. c1.i;·1cJ.1.11r- q1_1_1 .. J,...·, i';ruti:-·s tlc·l r11ud~~lo r.:.unv".-::1-q•:.~1-, 

:-•1r·"=·.1•:.''.1·. •. 1 ·~1 :111r¡l :J r!t:' l.'.'/llo·• C'.ill t·-:¡:iJd\'.,1,: •_)\_•1:1cn.~·l_:r-1.c~:... , .. ,·.;~1.t~ 
i:.r1 l;;::.l p:-•::-:~..:~r,L •.. ~ 111üdL'lo l.:;:~ r: ... .r.:tl.-·.t::t1J11c·~; d•;1 l ciclo t~con1,Jm1ceo~ 

osc:i l ,:·r1 d·-:::.:.:_qt 1111?d.11w.>11l,1.< J.~.t¡¡1·f•.J:·1w:· 1;1· _:i1-isc1..1rr·p •:~l t11-::mpo. 

6~ 'Observaciones Adicionales. 

Las o~c1ldc1wr1es cicl11:~s er1 ~l modela pr~sentado hace 
un niomE=>nto =:;;on d·-=~·;~tn Lrn.-:i.cJ¿~-=. v eritc.ric..t..:·i:, E...·l pLtnto de }·:eynr:}s '~S 

estable: l::."'~:> o'.::.cj l.:n:1unt::o:::i pr·l·sc•nt.;?.ci.::•:;·> en t~l mot.ielu di~ lo:.:; 
ca.pilL1los .;.·. / 4 ~ .. iu11 nCJ d 1:::::.dn1m.~r.L:•c::. y el puntei de }<t?/nes es 
ine=t~1ble. (i)·,or·c."?- ~~,:. nc,t1 .. u·a1 h,¿r::c:-~r·nos le. siguit~nte ¡.JrE··~unt2. 

¿cu~les ='"·c1r1 lr.1s i:.~·;~tF"::·n~,1 or1~2<;j p.c:_.:;rs1 sle11t.ec.::, CJ rc·levantes de~ 

e;:;t.:.::'5 c!r:i~; ¡.:.•c·~il.Jl .l j d;~.ti(?S pol;-1t"E:·~; 1::-n 1-:-1. t?concHnía c.tctu,._.;,l'? 
Sch\•)¿<1 ... t:.: r-c":;;pondE· ,v·.;i.; 11 pr:irJc~n1,..JS est¿n· ti'::.? c:~cuE:rdo en los 
est2blec1111i0r·1tos de l~ ~r~n1~r2 S8CClón del pr·eser1tc 
c.apitu.lu. =:r1 •.::•l ~c·r1t11·\o de qul1 t-.:·l di:-~:=1~mplPCJ en el sector no 
industr~ c..":\] dt..: le L~LOllUtllÍci :;e:· l;·¡::l in:1!·1 ;;. rnndPl'"".=\r' Y enc:erra.r 

l~s fluc+.:.u:...,citJr1f_;;,s uue lü1112n luiJC.1.r- er1 el s~t.:to1,. i.ndus;triCilª 
De est:~ men~r·M 12s -fluc.:t1_.13c:ion\-?'::" 1ndu~.>tr1C1.les so¡·1 ca.:=..t. 
desanim21d . .=~::> cnrnplet¿inH:..·r1te por- let esta.b1lid2d necesar-1a del 
sectcw nü ind1_•str·1:-:-l; µ;.r-:.• ,~ .. ::t·.J e,:~ 11r::c(:°<'.•·:•rio qL.te c-:il '.:::"?.r:l:or-
i.ndu::tr-1~1 e':"·,té ~:.1.d lc.:1t:·nl.C>rr;t.:.·r1t~:> sc-11'.~.1 Livei a lai::. 
f l uctuac i ·_ir·r·.:.::.: d.;:: 

¡,:.:!_ iv1cJ, .• 1j IJUL• 

E:--: ·::::l ,_ 7.1¡Ji r_u l•_1 

Sch~·Jc.ir·t.:. dc:.-J cic:] • . .J ·¡ 

act l .. ' l ~ .:..~·j 1_··:. 

re1;e;:.1 ón. 
1..: • .. 11T1-..:!r- i:· J • • t .:'·~, 

p:-1.r1>.?~ quF~ 

i ni¡: 1'-:. 1·.t··1 ":1.l --·~ 

los distinl.:os 
el 

r·1~;1 qna :.'.l. 

l.:·I l ti f .. •inr:· C!'7; 
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7.1 Politica contr~cicl1ca 

~1.1-·1,_~,- ···,:. ,1·.<::.~r!l.\'.:; •Ji·~ "·~:·;!. ~ .. IJ1t1·.: .. ~,_c1on .•.L.d:.:.11n~1.l.:1c.J.' 1 h.':.-.n ·;;11ic.1 

¡,1 • ·~-,¡ 1. • •i' _,v- if1•.:r.\r ~-,-,,,. l 1 ·.t11lf1 t 1 I· i.1 11 1.\•.:;o ¡ ,;:i>;-, .¡: 1 UCtU..?tCl Oflt".:' 1:' 

<i.cti.c.• J:.:i J~ p¡··:,l.1ur:-1.:1u1·1 Un .:S>.:ii~~rnc:.~. tí¡...11co ,j ..... 

"1":;1 ... ~•l1t J .1. .~ .... tCJ :r11' 1 1_··~; ~.:l ":11.. 1.1·:111 .. , clc:l :.r::·.~·-u·o d~!l 1J 1.2sf-·«1ipl¡;:..:.•c1, L~·-1 

~--·~-:.~~ ·~·, :::.~ •'.:;! t !~:~!~·: :· ;·!·:i"i 11·~ ;; ~~ ~:1 u i.h~ 1~ ~-~ ~~ ~~'~:~ :i;;c.;~ ;·~+ ; 1~· ~e/:~ .. ~:;:~:~~ d ~:~¡~~~: 1c:: ~~ ~ ;~~: 1.-~ 
li.1'.·! 1J1.:r.;c•rq,1J1_.«!•1.ln:.::~ l..•1 . .:i •:.··: .. :t .... ~ fn11n-~1 .:;·::: 111 . .:;,nt.1..2nc~ 1:·l ... -:0:1::r_• 1r:!) 
p•.·1-··:nr1,1.l. ··n L·•f11~101-.:.·d :•e; rJ1:.:i IJf"I Z\l l:o rJ1-;:-s~:Ofi1~:·1".: . .'0 .. u~.:::1r·E·tnDS i.~~I 

modr:dc1 s.'1111pl1-_• 01;¡1 ... r_:i,_],.;-.rfo <.1!:~ ld. lt?ci:urd 4. \t:2·so dE.1pr-r.::s1vo) 

l)c.~l •'.:\ cJ,:•I UI r•:< 1.!1_,• .. 1:.~!· l pC i .:jf: ,;p¡-·1 __ 1 '. l ¡!¡ . . 1j:_> 

tal esque1na sobr-e las +Rscs del ciclo econom1co. 

lJL·cít•rn>:r'.-. q11':.'.' 1"·11 ·:1 1:~ __ q 1J~-~md del c-~.c~quro de c!F:'::i€:mpl~:o~ ,~•. 

lo·::-; -::_~.:d c)r".l.f.Y . ."i '-'.,J.:· \ :-'.: .• C::d" •j:'.i 1_1r¡ J /i'¡pUt~··::1:o j ,:.::i:.:.3 C·~\ílttdad E''-:: 

ch.:::·sLi.n,--1d~:' '-' c:ubr- i.r· 1.in¿-1. p,.:..r t.c~ dr?l p,:\•)Ci ,·.1 i CJ' c.iE?'.~'.,,mpl L•3c!os. :-J1 

i: e~.:; F·l ¡-111rd:c1 t1ci pr-odu~c:1ón ~~c:in•:~r---_l! 111~:'.1m:.:-.. ·~?n i:-Jl que el. 

cJc=-:::ll...'1!i11l 1:~..::.i <:·~ Ci!r·r-:,~ c!n\·crn!":C.".J J.n·:; t.:,~:.·1~~1·1r:.10~'· r-i."].-:•_cJoi::-1 C'n 

cu.3J r:¡u1 c:•t-- pt:•1·· -~ ciric1 1: l ~::-1 l!.:--'rl l.. i (\1"1f1 .. ~ ¡'~e·~ '. ,jcindr: ¡·~ ~?"3 e] 
coc·Flcit-'r1twt~ (lL'•:· df::iscr-·iti(;:• 1,:1 t::1i;.~ .. D. df..? br:::-r1r:d·1ciu v :-: es (-?l 

niv~l ~ctu~l d~? pr·od1Jcc1or1. ¡:·od~mos s~1r011Gr qL!e estos 
berrr~t"icit""-'s et1tt-· .. •.r1 ir1111'~~d1..:.1! ~d11~-'.r1t•2 t.T1 el modelei 
(p(-•r-t11.~uJ.r:•r·mr:-~nl.1:..• t~n J,.~.s ('c1.tr.H.::1unc:s ("-1"1?·--b.•J como un~\ suin:-t 
r.:~n f.~l c:on~·:1.1mo 211.1.tónorno (p l. "t.·-~r·m1 no e er·1 la ec.u2.c t ón •l .. lb:•. 
El E1 h.~ct.o ck~ f?'-::;tn<.:~ impu•~:?r.:,1·.os C?S f/1cj 1 dr;? dc:: .. :.:.c1-ilJ1r~se. r::st:o~:; 

puPrJt::·rr 1.;pr- to111 .. ~do<;.; ce.no una Uf::~du·.:-.c·1.u11 ut:.~ lu;-:-; ~.c\l.:.r·ic:: 

di spuni hl t:~~-;, ':~~i di::'cJ r~ c:i:-.mr:1 11n,~ rl1 o:5rnJ nuc1 on dE· un porcentaJG 
en la tasa s~l~r121. ~losotr·os observamos que. 1Jn2 reducc1ór1 
de la cantidad ~~2J2r1al reduce los elemento~~~ y poi~ t~nto 
1.:.\ C·.:\ntiddc.:\ 1:;.:·t1umi.(';J. Jo que ¡::ntr¿ .. C:C..!1J1CJ un coei1cicntC' c·ri 

la.s rer_:ur-~;1oi1p:.; (4.J..~~--l.JJ. Por· cc.H·1·:.;iqt11t·nt.J? le'.\ colcici:it:r1 dr~· 

piü..)CJ".;', r:'<i <-¡::'t"1111'U Üf:l di:::.':::iC:.:Hq_il¡ _ _;u :-r:-~-~uc·_:~; <:::.::!. Cf..!~:::•~i•.::t~:·r11'·(· 'l~~ t··1'.;ii. 

t:.1J l~SrJLl.1.·rn·· r.·r:.n~1p) t.'! (1 de-] í'·-+· ... ct11 dc•.L .'.?..Jl.il"C! -."\J J.".ir:.::~.Clí1pl"..?D es 

mCJdlfiC.·:\r- lr.I'·::; ecU¡°;;\ClOflL'~-, ('1.1,-:1-b) dc:l m.-:·:/liíltt?n1:.o c:1 q1-e9c__..i:-
en l.~l.!. r_~_i1.}Ult:•n1·'-?'.0.; C·CURCtfJnC<'.: 

( I • .1" ¡ ;.' ( l:) :.: y (t-1 J ·- (J t. :~~ -- ; ~ ( t - i ) } 



(7. lb) ::(t) =.m1n[{[(c+2h·' - lJ:.;(t-1) yit-1)+ 

+ (c+2>e + (c+2.1 1l o: - "<t-1> + hJ•, 

Si dofinimo~ T 1'=T'-A~ 

qLtedarén: 
e" = e + (lA!' entonces (7.la-b) 

(7.2a> y(t) y(t-1) + <1-1-"l:«t-l) +e" 

(7. 2b) :: (t) rnin[{[(c+2l-r" - 1] :dt-1) 

- y<t-1> + (c+2)e" + h}•,y(t)/T'J 

La compa~- ación de 1 as ec.uac l ones ( 7. 2a-b) con 1 as 
8cuaciones (4. la-b) revela Ltna gran similitud, de t~l manera 
que hay mucho en común en los mov1m1entos de lc.1s dos 
n1odelos. Pilra en·Fati=~r ~ste punto~ observan1os que como 
'l">""c'>1 11 ~ lo~ cálculos dados en el capítulo 3, esp<2cia.1mente 
la ecuación (3.16) y las siguientes -fonnulas, demuestr¿in que 
los dos vectores propios de la tr~ns-formación lineal cuya 
matriz es 

(7.3) 

[

(c+2)T"-1 

1-T" 

se puntea entre los valores propios de la transformación 
lineal no modificada cuya matriz es 

(7.4) 

[

(c+2) 1·-1 

1-1· 

Como hemos visto antes, los valores propios de la 
matriz (7.4) esttm dados aprm:imadamente por la ecuación 
(3. 16) como 

(1--r) 
<7. 5a) ;i., ~· [ <c+2> -r -1] .., ------

Cc+2;,--2 

(1-1·) 

(7.5bl ?,.,,, ~· 1 + -----
(c+2)T-2 

que bajen las 
de (7,4) est~n 

lo que muestra que la ,- disminuida hace 
raices. No obstante, los vectores propios 
dados por la siguiente ecuación del capitulo 3 
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(7.6a) 
( 1--r) 

Y2 = [ (c+2l '' - 1 - ;¡ ,.,J:-:2 -· (c+2lo- - 2 
e <c+2> -r - :n 

( 1-Y) 

[(c+2lT - 2J - fri-y). [(c+2)~- - 2T'] 

de modo que es también claro que la T reducida, disminuye la 
i ne l l n ¿¡e i ó n de''• [ :: "'_. :: ..., J y de •1,o[ :: 1 , :: , J. F' cw l o t :<n to , si e 1 
modelo r10 mod1f1carJo \4. lc\-b) corr·cspondf~ ul cdso dr?pr~·~11vo~ 

el modelo rnod1 f1cc.C\do cor t-E'.::iponde mc.\S aún 01 C3.so dep1.-csivo. 

Asi el mod~lo cie la Teoria del ciclo modificado, por la 
intr-oducc!ó1-, dt.:?l f..?SqUf.:ma d€-~ dt:-s1=:1n1plL"o. est,~ sometido 
repE:l:.idc ... mentE:: 2 1.;t rnis111Ct form2. d1n~:-~rnicil que 12l. rJc•l modelo 
sin mod1f1c~r- (vQí fig. 11) .. Aho1'""c} nos pr·equnt¿;,rnos ¿cómo 
hacer- li:::-c. corn¡::_1¡...:i.r-c•c.i. ón cut.\litativ¿,,_ cli:::· los ciclos n1odi+icado y 
sin nlod1fi~tr~· Est~ _p,~equnta tiene dos _aspectos 
irnpor-t¿-i.r1tes: wdór·1t.lt .. -.. est.:"l. s1 tua.do el nuevo punt,o dt! \-.:eyrics? 'l 
segundo ...:..cóino ~~on l.a.s ampl1tudt:-s dt:·l ciclo mod1f1ca.do y sin 
n1od1fic~r cornpor~do ur113 corl otro? 

Para loc~lizar el nuevo plinto de l(aynes~ dcben1os 
discutir la relación e11lre los coeficientes G de 12 tasa de 
beneficio pagada, la reducción del coeficiente T y lo que 
sigue de las d~ducc1ones del segu~c> d0l dosempleo. 

F'ar-a que el esqu.em3 desempleo esté 
balarrci:::.:tclo ¿u::tu.:1lcn•.::rite~ los bt:neficiw•.:::, y d~·Lluccicir1t-.!S deben 
mantenet-se en ur1:\ relac16n qur::? imp) ica uni.1. en\:r·c:~da y s;:il1d.?: 
cero de fondos en el ciclo.. ele modo qut:.~, el consumo 
personal pr·omediado sobre les varias fases cjel ciclo se 
mant1ent~ sin cai11b1ctr. t=-'1hor-;:~.. si 10. matr-iz insumo-pt-oducto 
para el sector no laboral de ur1a econon1ía es A1~ 
j=l,2, .•. ,n, tenen.os que ;:,<tl, y,(t) y e,(t) denotan la 
variación oe los coffipcn~~t~s de prodtlcción, inventarios y 
consumo personal respect1vam~nte 

(7. 7) y, ( t+ll ¡; a,_,:-:, <tl - e, (t) 
_, _, 

De aquí podemos deducir como en la sección 3 del c2pí.tulo 4. 
que en un modelo, en el que los invent2rios permar1ecen 
acotados, el promedio de producción está tecnológicamente 
deter·m1nacio por el pron1edic; dc:l cons1.uno. Es;to siqnif-ica -·sin 
embargo- que la manera para que al modelo del seguro del 
desen1pleo esté b~lanceadu actualmcnte 1 debemos t8ner el 
mismo pur1to de ~e)•nes en los nivelE:·s de producc16n, como 
antes de la introducción del segu1ro del dQsernpleo. F·ero1 

como los nivelas de producción en el pur1to de 



Le-~·¡nc:5 no c .. ~f!1t;1 ::.•n, ~.;E• s1qc1C.'7 tlUG un •:_:.;::·,L¡:.Jt.::?-iil.-, ~--:,,~, f''- .>.Jt1 ·.h:t~·. 

süpor·t::H· los mJ smo~~ n1,./c-le.;s !..lt:! con~~;u;no r··.-·1-~.1Ctr:~:\1 1:.:11 p1J111J·1 

dt.~ ~·>.~ynt~S l f'.ll_!C• pUt:.•th.? ~:í.:?r -lc.H]í¿l(.\C.) Cf11c J.~. · 1.•_.fT•.l ¡ c.i.o:•, ' 
d(.·l S1?~1uro.. E:..s-ito f.'.:'5• qut_. el p1..i.ntu d·:: t t:··r'11•.:· L::r 1 i «r1C:.t.:2.1.l1.• 

i:•+'. 

tr·i:.\n'::lf l~r·~·n1:.: id~:; pur fi~:I 1.lt.? oµUI"' c•C .i Oí\i=".'~.i: t. .... s'.; · .:11.:• ·¡,·q.J l L·L • .. 'l l 

Cle-~rtas Ci:-{nl:1d,;i.df..!S '/ tr.J.SdS Cit.~ Cl.l'-'"ltr 1l.¡1_i1.::l•.1111=: . .1 1.•c:i ,_: ._._, ¡'~ 1:- . .-

los ÚLlS>:-}mr:1.lL',~1dos .. lr1v~..:'r-~·~.1m~.·11r•.', 1.~':::.1 .-1 • .. 1 ir1··;11 · ·.,1·. ·.r.c~·, 

el punto de- 1·r7ynt:•s p1tr.:·do ~SC?I'" USc--tdr.::i p~r·.:1 l?'.:;i:i:.t,j 1.-! .. r:·r r ·3l.~C11i 
crd_r·1-:o J .:;:1 l¿_1•_;r.-t. cl1.:- pr 1 flli.\ de ~.;)t·1:1Ln-u v t •. · 1_,-.(s, ·' t.l': " '1·: 1 l . t •,1,, ·-1' ~t.: 

conduc.r=11 a. un e~·jq1 .. 11?m3. cíc:l icli bAl;.:on .... :1~~<:"·1J1-J. 

rPdUCf:;> ,~ ur1~' tt ~1fi"_-itC!r·r.·rH:.i .J. de· U~!l~~i ... ·:\C~ U!ll'_ ~ 

t"l punt.t1 l11-=:· ~.c-.,n1!_•5 los tnvt.1nl .. <Jr10..:--.i clc .. t.11_~ri ::.-:.t' 

E~l motJeJo d2 1-:• tcor·í..:::1 dc.•J i.:::l.•:-~J.u., 

·: 1 •"1 1 ~ ... .., (lUl:' l~rl 

··J::::_ :1; l :~:ir·:>.:... p¿,r- .:• 
r¡1 .. •.::· :2sl_0.• 

morl l f l C:r.1do ~ .. ur 
bc~l(~nc~.? r1ct11·::\l 
equi v¿~} '.::·nt~-..~~. 

t\fl tJ,:¡j -::'d1Cf~ .ct1-:Lur\.l 11•.:• 1._.,,_··. ,· .. iii¡ii•·· '·' 11•.1. t1'~:.:i f.~l 

y ¡.:1 Jnv.·•r-1.:·1n;·,_1 di:_"l p1.111r~·:· •1, ~.: .. ~··.'11c·s <-;cJn 

S1n i:rnt.,.-,t-t:iu: h·.~·mu:-. ot. .. ~·~•:-:1..-".'di:íO :-,:- .. 1·::.!J:t '--!!..'.··· ··:: u¡H~·!- .. 1c1C.HH.:!s 

d12l ~~l'.:itF·m¿i dt? '.":.:-C'q1.tt-tJ _d1::.;m1rnJ'¡'í~' 1--:il 1'\Jl1.Jl_•lo ~:ni.:.r·1:• to("::-1 dos 
Vf_1ClfJY-I:-''::"> pr·r:•fllf~1c; dt:~ l.-~ t.r·¿irr~:dCJFrr1·:.•0:""l(•í1 i1r1>•-:-:'•l ir.•l,i. t·:,51.' t~~ 

cor1strc1cc](1q qr::c•m(•\-r-1c .. 1 dc•.l"lé\ Pll 1~ pi--i:rir-:-r·:¡ ;:,1:ci::j.ór1 de] 
ccipi lulo 4 1111.1~.:..'<..-;t.r~-:-1 (!U!-' 1:"l mnrJc·Lu r-·-:n -i •·:·l ;:-1 •:li::i mod1f1c~:i.L10 

est:~~ ebr•j<·). <.:;oportr1nr10 } .?.\ r-f:\lnc1 ón del cic:lo s111 inodi. fic"<.r-. 
ir1d1c¿1drJ f:•n ld +lqt.tri-"l. 1~·~. 

F·ucJL·n1U'.:i d-(r u11 c .. dcu.l.ci CUC\lJt¿·,1_1'/0 ·.J~: i.•.:.J': ~i:.:~'.=»ult.:\dC1~1 

rc1pr-0~J· . .:nt.1c.J...-)·~: 1J1--,::1f1c,·,mi.:\1·1LE-~ L"'rl 1 •. 1 t11;1 .. 1~2 ... :c1m\:.• _.l~lll(?: E-:n J.¿10::. 
O':..,ci. l¿1ctc.HH~·s-. h¿,ci¿• dt·r-J.l1d r..1:~1 c1cJ u. l:.t colc:ct.1ún d1-:.:i p1--1md.::.i 

de? <:51:•1J1_11··c1'.-.i r~~duc:E'n eJ 1n1Jr·t·::-,o cJ1~pc1niL•J::.• ;~iCW i:::.ir1l1.:1 l.::.;; 
VQnt.(:ic.}, di.:.? íl1DcJc~ qL11::~ 1.u·~ 1.n'.·•-:.;1·1LJI" lU';~ • ... •:Jr1·::l.1"UJ iJus ~:ul)C·n Hl.!:\~: 

r ... Jp1 dt-1mf.:111tl? c·¡Ltf? 1.~f1 .. l.-;: 2.l\S.t:•n.-::1;~. dt..1 J ..:·i pt-J n-i'::.1. dt:-1 :sc._.9ur·t.J y de 

niod1:) q1JE-' l,1 -i.nr.:-:Jt:drtlid,;;(I di· 1;:1 .~_1cL1.1nL1]::1ci1.:..•ri irr,:~:.·nt¿tr·1r_i 

cnl..~p<:">r::i la t,'.\::;c-:i dt· \.i1:H:im .. •nti.:·~"J(:,¡···. L-_rJ l<·.l'::; ur_-,cil,:.cJunes·, h-.~c'l.:~. 

,;-.b¿tj;:), f.:'l j)ci~JO d~:· b·.--'llt.:f J.ClCJ 11¡,_H1L1L•f1(/ 1:1 ~1udc:r· ijt..:' C(.)fll~d"i':.\, 

de?S<:!.l'"t'"'•J1] r~-l.lldrJ':-:'iL':' 1TJ.-:-).~; t-/i.pl d.-J.1l!E'1·1tt~"' f.::J cr:1n3r_1f1H:.1 di:? ~::>;:ceso d(~ 

inv~J1·1tr_:d"'lO':i y <.i'::°•Í uri;1 t-ecupt .. :1·._.1_Clún rcipi<lt~1 turna lug¿ .. r. El 
t"':ft~ctu c.u1nplt~Lo l:.'...; '..";U,-'l',;i.::.ant12~ r·c·ct_7~1:-11oncs mas fr-e.1cu12nl:es con 
un.:1 1~t·,_·1n ~.;__:nd~.!1ic.i¡_) h-·~1-i7< r\,·,n!lf-·' ~1 cr-F:.·c.1r111er1to económico est2, 

é\tl.!CtddO l'-L'l,-!LlVC\ifll:!lrlli.:2 poco .. 
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Emp.lr-fc~ment0 es evidc-nti;: ~ue i.:::l ~.~ni'.-d151s 1je cu..:dq1_r1c:t-
estabi 1 i::'7i~:i bn ~utr)1f!ál.:ic¿~ de l¿~ mi::;m,·1 n~·1f.•.1r-r-tle::-:1 ·~:!:'rH;~•r-,:.1t dt::l 
segLlro del desempleo- como por eJempJo-~ un balar1c~o cicli(:o 
acCJtado cc·n dE:•st:mbol sos pesados ->:::~:: t.r-C'\s o con di sm1nuc1 órr 
temporal-de 12s iascs en periodos 1je r~ces1ón 1 sor1 11iuy 

parecidas ;:11 an¿,l1i:::,is dc..do e:trT1ba con resultados '.:_'lll1l1l¿n·es. 

F'odemcis obsc~1--va1'" ::.c)bt-c el tóp1 ca p1-esent .-:id1J que l ~~s 
conclusion0s anteriores eslári sobre ld h1póles1s de qL1e los 
esqLlcmas contrAcicJicos sor1 balar1coados. Ur1 dcs~qLlll1brio 

fisc¿d de:l '3eguro ck.·l de<:.~t::.·mpleo pueclc:· func1or1.:tr como un 
método aL1~:1l10r p¿ra otro at.tmento o disminución en ptJerta 
del promedio du l~ l0s~ Sdlci1-1~l. Er1 otro caso -no obstant~
esto es E·qu1valente en s>J sr~nt1do de ~-111,:1.li.·.:;is 2.nter1or p.=.1r'"::\ 
un esqu~1r1a conlr¿icíc) ico b2lar1ceado cor-respondiente al 
salario modificado, proporcional al déficit d~ acumulación. 

7.2 Consuma variable 

Es enteramente posible que las fluctLtaciones cíclicas 
de la prodLlcción~ condu~can a cambios en el. con$umo 
persone:i.l, independii::.:ntc:omentf:\ dE? le'\s fluctuaciones implícitas 
generadas aL1tomátJ.c~1nL~ntc sn el ~iodelo de los capítulos 3 y 
"-1, por 1,1~:: +11.tctuc>.c.:ion•:'s e.•n '21 p.~u;-10 d~.:.> sc.\l..::1t-10~:. En lc-t 
presente eecc10n~ ~stL1d1arc1ncJs u11 rnodGlo agregado qen~ral er1 
el CLt.31 St::rá introfJuc1dc-\ esta fJOS1bi 11d~1d. Es,to no a·fect¿t 
ningL1n.:.) de: l 2s conclusi onc:s pr·inci p~_les q1_1i::- !1E.1mos m¿nej(.ido 
en el modelo en su +01-rr1¿{ n1a.s simple. 

Gener ocd i:: ciremos ._,.¡ modela por- L1 i ntroducc i. ón de la 
variable::.· consumo no productivo dcnt1~0 del mor:IPl n~ vi nc-111 ?ndi:.::i 
el consumo no p1-oduct i vo a] i nL)re~o p1 ·Dv i CJ y poi- lan to a la 
produc:c1órr pr<?v12.. E::cr·ibit-~..:in10~ un esquerne:t agregado 
directamente. En el modelo agregado ~nterior (ver lectura 3) 
el incremento E:n el invent(;ir-i o total del dí ¿i <t-1) a.l dí a 
(t) es il-1-) >: lt-1 l. •~hora hartemos 10<. suposición que el 
con-sumo no p~-oductivo e(tf es l(~ual a und cor1ste.~ntE.~ ec:, mas 
alguna frctcci611 coílslant.i: G< <la propE-::11s-11ón al consumo) de la 
cantidad 11-T) ;:(t-11. Leo función e(t:.) p•-••=dc ser introducida 
como un3. fL1nc16n incóyn1tc.1. dc~l tiempo sobre la'.";j b2.::5es de los 
niveles de inventat-ios y prodL1cc1ort y por Ltna apropiada y 
fácil gerierali;:t\ción de los arqumt-:>ncj:Js esbo=e1dos en la 
sección =:, obtenemos l~ relc::1c1ón Lle t-t:_,C\.Ws-,1ones: 

<7.Ba) e <t> 



; 1: --
1 .-- -~ •• 

~¡' ·, -

ui •.:~ 1 ~.1 pr-odtr.c:.-=: l (Jn E·'::. r·~- 1nr··1 1. ~~~· 1 ::" ~-.obr·0:_• 

'.'l"l'-·:IJC.':5 !.IJ1:·~ ·::L!!Jf)'3]•.:J nri .\'.\-:.i:.:--.:1:'.::11\.1:' ·~U!fl•J 

1 .- L•·!irln 4» ~~·11 .JnriiJ .... 1.:..:_t •. 1 .\\.•1:,i·i·L~~,_c:i.1d1 (jo. __ • 

L'i j.11'dp,:<SJ tu d~::l c.i.:.: .. 11-::.1.1,111_J QCLtr·r :-~ "1:_•11 l ;:\ r101:he 11 

d~_.-_.f)J_I~:··.: \!• ... ~- dí,. r.:..lt pr c:~l11t ·:·t l'in~ F'or· ~--1mplic1d-:::c.l. supt:•ri'.Jt·c.·mo~' 

prJ¡ · ·::l t::-n··".J: 

Hu L1-r~,l._.--2t'"8tI1Ci~.:; ele c~:tud1ar lo:-.3 dr.?t.:1llc.·:::- dt::: l ... ~1-:::, órb1t.,.-::,.:;; 
r--::n un '.?J 0:;t('rn.-~ d-:~ t::.t·e:; d1in1-:·n~sir.Jnes (!~dJ~ Int-:>nt:•ri::::ri'~~ r1roh~r 

Cc).pitt. 1 l•:LJ :. :1 '-'\., f..: ... ::1st1c:nda p¿1rc:1. ~'.!'.5t·_·) 1.\fl modelo (1L-lnL:r·;:-;l1::,:,.jo 
trJmb1 !~~r·1- E] c~·~:..o ck;µr·t::·~:.:ivo est..:, c.:1t-c1.cter1=.:üc!O pDr E-1 hc.,cho 
d1:i qt.r~-::.) 1 o•;: 1 n•1•.":.'ln !:.2.r Jo~~ ppr-m2nece11 :1.cotc..cios .,=\ lo 1 at-qo dr: J a::3 
l'l1-b1t.2~'· Lk·1 r.::1clr_1~ pnr t:c:1r!tC1~ por- loi::. ,:.u~l:.-l'-.lll1t:nt.o:.=. de lci 
tf:1rcpr;:¡ s•.:::ir:CJ Un th:d capi tt.tlci 4 .. f-Jn el c:u2'.l ten<2mo:-.> que la 
rr:..:ldc:it.'.in· rJ~ kt~y1·112.1 •.:.; con~_-:!ct::--. el proruedio d~ producción'>" el 
promf:id1fJ del consuma m~~1s c~sl:rC?ch¿1mr::int.P;. ·}· L<.c.¡t1í los 
n1ovimit::-ntos lrr .. 1c-'ltict<.::1n Lt11t:1 r-epet1c:ic'.ln 10ntamente hacia abajo 
de la pro1Jucción dur~ntP el cual los inver1tar1os acumulados 
son consiun11 do= .. 

De (7.8) tern.,mos 

y <l-1 i 1·:: ( t-1) + y ( tl + e ( t-1) + e 0, 

1·:: ( t) _; y ( t -1 ) 

y x(tl ~ "'h:<t-ti + (c+2ieít-ll y(t-1) 

de modo que, usando C7.8cl 

(7. 9) 

una desigualdad recursiva satisfecha por el número xlt)~ 

17.9> es una recursión en la cual xlt) está acotada por una 
expresión que envuelve x<t-21 asi como x<t-1). Aqui podemos 
hacer uso cor1veniente ele un dispositivo análogo al 
dispositivo de introducir nur::?vas iricóqnitas. fll!S> nas p"et-mite 
el reempla:E•m1ento dt:: Llf"lc:\ ecLIC\Ción diferencial de s12~1undo 
orden Ccompar-e el procedirn1e11to empleado en la sección 2 de 
la le·:lLwa 61 Introduc1noe>c; un vr2ctor· b1dimens1onal v(t) 
cuyos c:o>11ponL,nt,~s son ::<ti y :-: lt-1). 



(7. lül 

Entonces (7.9l es equivalente Dl pl2nte011niE'nto que v(tl 
satisface 

v ( t ) -· Mv ( t - 1 i 

como M es conectada, tiene un vector propio positivo mT 
correspondiente al valor propio p = dom<Ml >0. es decir 

Por tanto 

(7. 11) 

de donde es claro que mTv ( t l-"1C( y poi- tanto v ( t )~,~\ si p< 1; 
sin embargo rnTv(t) pL1ede apro:<1marse a infinito si µ~1. 

El caso p<l, corresponde a la forma anterior del caso 
depresivo, 
v(t) está 
:< <tl esta 
acotado. 

centr._~rF2inos nuL-=?stt-a atenc1 ón an este caso. Lomo 
acotado y de la definición de v(tl se sigue que 
acotado. Por tanto, por <7.82). e(tl también está 

Podemos ahora establecer el acotamiento de y(tl. Como 
e(tl y xltl sabemos que son acotados, se sigue que, de 
17.8bl y 17.Gcl existe una constante B suficientemente 
grande de modo que 

i ) :: (t) i o "i t 

i i ) y ( tl ~ 11 = > :: ( t) o V t 

i i il y (1)) - 211 

Probaremos por inducción que y<tl12B para toda t. De 
17.Bbl tenemos que y<t>Sy<t-l>+x<t-ll (dado que el 
incremento del inventario no puede exceder la producción!. 
Por tanto s1 ylt-11~0. entonces yltl~20, siguiendo de il; si 
BiyCt-1>~20, entonces y<t>!2n, sigLtiendo simila1~mente de 
ii). Así y<t) ~2(3~ se sigue por inducción y por- tanto y<t) 
es acotado. Por consiguiente µ=dom(M)\1, implica el 
acotamiento de producción, el consumo y los ni\1eles de 
inv8ntEirio y por~ cori5t""?C:Uencia la r·elac1ón dc. ~<eynes 5e 
mantiene. 

De la forma (7.10> de la me1tr·i:: f'i se obset-va qLte el 
dominante µ es la raiz 1ndS grande de 

:,¡ 



(!ó(p) µ~ - [lc+l)T -llp - Cc+~)al!-Tl 

como 

1!1 ( 1-' J ti ene 
positiva 

Ltna 
1 

ra.í:: negativa y 
l!l ( 1) i: o, 

una raiz 
es decir 

positiva. b.rai;: 

1-' <=;:. - r (c+l)1· - 1) ·- (c.,..2io:\l··o·) ;. o 

ó 

(i". 12) 1-' <= (c+l)[T + a(l-T)J + a(l-T) 2 

Si c=l~ esta condic16n es. equivalente 3 la condición 
1:x<21.3. F'or tanto s1 e t...·stc:~1 s:. 1_tf1cienlernentf:! cercar10 a 1" v (X 
está suf1cientem12nte leJos del n1vel crític:o •:x=21.:::. tene<~as 
que cfo111M<l y se s1qu~2 qu0 los invc•riLetrios y Ja pt-oiJL1cc1ón err 
la. ec:onorní ~- per1n~necen :::~cot2dos y por t~~nto, l 3 rel ac1 611 de: 
Keynes entre pt-ociucc i ón y c::l e onsurnu pr·omecJ lo es vál i di-\. 

Es claro olJserv~r qL•~ la introdLtcción del térn1ino no 
homogéneo es representando ul cons'~'"º constante ~utónon¡o, no 
afecta las conclusiones. La. m1smt1. ;~f1r·m~c10n puf~dE? hd.c~r-se 

por la 'i nt.rodu.cci ón ciE:! unc1 constc1nte que r·ciprEJsenta el 
inventario bjsicu co1no en la primer·a sección del capitulo 4. 

Podenios afirm~r, L·r1 SLtíli~ qL1e el n1odelo presentado posee 
un caso di:::.ipresrvo. 1nostrando 10~3 n1ismos rasgos cue.'.\litativos 
como el modelo simple del capitulo 4. 

7.3 El caso depresivo en el modelo desagregado 

El modelo precedente y especialmente la estática 
Keynesiana des?rrollada en el capitulo 5, ha servido para 
enfatizar el significado central de la relación de Keynes. 
De la relación de Keynes veremos la importancia para la 
teoría dinámica de la siguiente preaunta ¿~accr que los 
inventi:i.rio;: ::e a'it::1¡1lt::'119an CtCC)tados c. lo largu de la dinámica 
de las órbitas o no h2.cer·lo? E" la presenta sección 
intentaremos estudiar esta cuestión en el contexto del 
modelo dinámico desagregado, introducido en la sección final 
del capilulo ~, per·o 2ntt·odL1cie11da el consLiíllO autóno¡no. De 
este modo, esperamos ganar L1na cierta visión adicional 
dentro del mc~C-::"H)Ismo de lct rt:'ces1ón1 haciendo a un i~:..do la 
fuerte hipótesis simplificadora sobr~ la cual está basado el 
análisis de los capítulos (3-•tl. 

Si re-e~: ami n.::tmoi:=:. 
autónomo introducido al 

la descripción del niodelo sin consLtmo 
final del (:apitt1lo 2, observamos que 



el modelo corr·espandientc co11 el 
1ntroducida do la manera siguiente: 

consumo autónomo fuo 

Nosott-·:i::; 5L1,pond1·-emos ... pr-1met-o~ que la politice.\ del 
invent¿,r-10 üpt1mo sagu1do por el pr-oductoi- de la mer-cancia 
cL; está descrita por la for·n1L!la 

L \.'ji ( t -1 ) +t 1 1 

para el inventario esperado~ establecido ~Jara la noche del 
t-~·s1mo díd. P1c1tt-! h\ C'S el lrl'/ent.?flO bc'\'::::1co Just¿\niente 
r-equer l do y r;_ i es la C.::in+.:.1 d.:"1d i ncr-emen i.:.c•d.:i. par· a el cuc..":\l 1 os 
i nvent .. ::lr l eis d-:._~t.H2n s~t- J. nct-ernE·r1te-tdCJ':f, deb l do r:1 l 1 ncr ernento nor 
unidad en l~~ •;entas sobt·e lo~ dlas previo~; sJ <t--1> PS el 
voll~mcn de ~c~nt.Js aclLt¿J~s sclbr·e el d~a pr·ev10. (Jbsc~rvamos 

que la ecuc1(_1ór1 (7.1:.J E:::'c~.; la r-cl~1ci<'.H1 l lnt=cd mas gL"nE:•r¿'l 
entíe el 1nv~_ ... nt_{:11,...10 desec.1jo y 10~1 di.:'s (;•.ntc-r1or·c-:s de vent,?.s. 

La procJt11..:1.:1on tl~·.C:::t:'r.ti:..ia. t-:-n •_·l t-é~.1mo di'-' !";;:'S enloncE·= lc:1 
cantid2d de n1-o(Jur.:r..:.1c11·1 t-c;:·cp_1._~r1d¿1 p:'.--\r·3 pr·orJu 1.~ir 1nv0:nt:·ü-1os 
arriba d.::-· Ju-:~ n1v~-~1(:s cJt:isE.·¿tciCJs~ pst.2.bleciéndosp por 
anticip2do 1~~0 v~n·tas 1j0l dia pr~se11l:e (lLl cu~l es ~~;t1i11~do 

por i•J'-'.al ,:;·. l1F-; cll~s pr .... ~vi.[Js cJc• v~r1l:~s). Si :: 1 (t.) es la 
cantidad actu~l cie produ1:c1ór1 0r1 el dia t-ési1no~ entonces 
como solo V€:~ndE·.·iT10(3 ¡-:;.'n unD ecur:omi 2. cer-1-.e.cj¿:..~ ;-~ ~ (t) estit1 

rele.cion~:ida. con ~=1 (1:) por-

<7. 14) í.: ~i_,:-: 1 ( t) + e1 

• -1 

donde e,. d12neiL2. ld c-::.itilidc.d Je• la m~1-cs.nc.i..::1C1 vendida par~t 
propósitos ele consun10 l.=·.utónomoJ. Suponemos que los 
inventar-ios n\Jr1~:·? t1end0r1 ¡,2cia aba~o~ lo que hace este 
consun10 imposible. Por tanto podemos escribir la formula 
siguiente pera la producción desead¿ ~~ (t) 

(7.15) 

+ E 'a.,H~ <t-1·;+ e,J - y, (t>}+ 
l -·1. 

donde la suma de los dos paréntesis cuadr· ad os, es el 
i nvent.e.r lo dese,3da y el tercer ·ti.?r-mi no en ol volumen 
estimado de ·.·E.in t¿\s y el término poster-ior f?S col i nventar-1 o 
en la. m·:i.flan-?. ds::l 1:-· 6s1mD dí.a. Se,;:i. 

<7. 16) i., j 

y notamos que 
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es decir 

y 1 ( tl V, ( t - J. ) + : : , ( t - 1 ) -- ¡; '¿i 1 J :·: J ( t - 1) - 8, 
_]M"'l. 

F'ode?mos t21nb1én 1nlt-oduclr· los 
me1-c:¿(d~~1 of·2t-+_a 1-1 •• (t) ')' i;r\(t:) .. ,,,,2r· 

·factores de te11sión del 
fu!" mul.::\<.:; \'.2 .. l~~.1 - ('2. l '1). 

EntoncGs er1 términos de ve~tore3 l~ ecLl~ción 
convier-te r¡_•1-, 

U.17> :: (t> 

( 7. 15) SE.' 

donde g es el v~ctor con con1pon 1~1·1tos Cct+2)e1+l11. [;01no los 
factor-r::·s tr1 \t'• 3C1n acot::ido-3 pcw l. tenemos 

\7.18a) í'íx X --
(7. l8b1 

lti cual completa el modelo. No repetiremos la definición 
preci:.;.:i. .j~l f¿•ctor fJl (L). d.:.i.do q•_to úni·:::.~in::nts· llev'"1r2mos ..:.\ 
cabo una invest1g3ción cual1tativQ cie lJs ót··bilas: p~ra este 
propósito l3s desiguald~des ar1terio1-mente escritas son 
suficientes .. 

~ihor- (: supondr ~mos que nu e:~ i ;:, ten componc·ntes clel VE?C tor
:~ (t) ~ que see.n c~r-o. Entonc8s 

:! ( l) :..; [A -r :.Z - I JI ( l - 1 i -· J: ( l-1 i -f· 9 

K ( t) [(A+ 2Z - IJ:l(t-li 7<t-·1) + g 

usando (7.18a) con argumento <t-11 tenemos 

( 7. 191 ::;:: (ti {[A+ A - IJ:{(t-1) + § 

Nuestra tarea es ahora anali:ar estas desigualdades 
recursivas x<t>; siendo nuestro objetivo descubrir las 
condiciones bajo las cuales I pern1ar1ece acotado en todas sus 
comp•.Jrn?n te.::~ 

Tc,memos 
VE-~ctor pr·op1 o 
df·•C) r 

(7. 2•)) 

como v .. <1 

t~+~) con10 Ltne niatr·i=· conectad~ 
correspondiente al dominante k 

kv 

v ~.;cv v 
de ·~A+A\ 

el 



~.\q-- l 

r • .. "-'l.l ·~1 Vi1S ~.~.L1si·0ct·ias por 1~na 

<J'..)f 1d1.? ··:· '. t ~c-;n 1.:tJn3t611t:t:<s .. Ent ... :1nces 
suc:e:.1s1 üri 
Sl ,.~<l. 

P.ntoncc·•_; ctr1 ..:_·-::;L ~·. 

Demostración: 

l: 'l 

l ll 

Entonces se sigue que 

(:-\,,. 
' ~ ¿_'.r1 ·~· + f 

'/ de~ ~:i •1u. i ..:•., ·? 

Por tar·ito~ por· induccLón ~ es una cota par~ a,,. 

quu 
S1 t?n 

( l r:1 

el coefic1e11te <i~-l.) es menor 
Ju que hen1os ll~macio el caso 

dt:irri:::<5J ·,1u r.:.•1i ntlr.2':.J .. ~·,.::(:.3 .. i1··;;>1_:-.u<.::.1.on¿~'..:S1, 1.-:::i sui...:L:·s1ón dL? pt·oductu':-:. 
esca.l:::i.1 >:;'S \:X(L) c··st:;;':i. .:.·tcu!:¿1do, ·'/ E1 ~to s1qnif1cc1 que.~ 121 
SLICC~=:itórl X. (1:.) r--:.::~ .·,,::-otn.d.:;. '.°!f"1 _;:Í, 01J'::ifJl:.t.,. CClrllO V no dc.•pc:ndc? do 
t _ _. i:udc•·s lo~. C:(•m¡~rc.1n•:.·nl.:.1~·":-, r:-J;~ ·• :.::un ~JC1:.::::;1 l:1·~1 0:-i~ f·1sí Sf-2 :.:19u.12, 

de nu~.?::::t.r-0:3 i;:upL11:•slo~,, 'll.\~~ t.odn'.:, J.o:-:¡ nl.\'(-~J.12·s dt::: pt-odi . .tcci.ón 
p(~ ... t-111:::tJ1-·c 1:·n .;v:utc-1dcJ·.~.. 1 .. 11.11·1 •:111J __ -,~:·, pi--obrn- en t;:jf~qu1r:J.~¡ cp __ tc1 •.:?l 
.::1.cot.::i.101i::onto ch:1 li• !·Jr-01J11 1.:·::1ón im¡:.1J1c.~• .;;~J. <.::tcCJt-..~.nnt::nl.:.o dc1 1:ad¿.~ 

n1v1:·l d .. : .. J J r1vf~111.__i:(r t•.1-

.1.. 11.J:.. .... 11r·.1entc1r1rj::: pPt-niz1necen ...:ic-ulc•.dos 
podE1 1no-:-~ .. td<)!Jl~:u- u1l ~~¡"-iJUlí:L'r)·i~O u':;.-~dn 1::-n 1 ,J :-~t:.'.cc1 ói-1 µr·c::·c:~~oente .. 
De lu=. ::.::-·.:._~Lt.:.~c1on>.:.~~:- 1 /.17 1 -(7.18> y ckd ::-.1c.:ol¿1rniE·nto t.íf.J X{t> se 
Sl QUI.'.' f ,~1.c j l 1111:?nt(~ 

grarid~ d~ 11\cido t¡L1t~ 

l \ . ~ ,, (1: ) 

l i ) '/;¡, (t) 

l i J \ '/J (!)) 

(7. '.t2) 

qu1:2 e:-:1st.e un suf1c1ent:eme11b:? 

" 1 , -· ÍI .¡ i· 

,. ' ,, : ~ '\ (t) = u l ·- 1 .::.. n t. 

- :~:n 1 = 1 ..:: ... n" 



l:'_l',, 1, f, "'•'f"j<• i;., ¡t;,,.) N1 DEBE 
S.,Uíl DE L:i 

Esto simplemente nos dice que el 
inventarios no puede ser más grande que la 
i gLtal dad i'.1ni camente puedt~ ocu1'r- ir· cuando no 
de lci mt:.itc...c.tr1cid. 1 f:.•r1 e1 p 1=:r1odo t~. ·lomaremos 
de i nduc1: í ón, 1 4 pt· upo-s l L~ L ún /'t ( t J ..:.. '.2{~ 

Yl (t)i: 11 se sigue de ii) y í?.22) que: 

<7.23) 

.. ¡¡ r:·•' 01:.i...:.c1 i:.va 
incn2mento 
p1·oducc i ón 

€:11 

(1 <• 
e>~1stan vent0.s 
como h1pótt?sis 

l:.ntonces si 

51 y 1 ( t} ¡1 

(7.22). Por tanto 
inventario y, Ct1. 

Ja relc;ción 
'.2(1 es una 

(7. 2~2.) 
cota, 

St.~ s) rJUl? 

p¿u- ¿1 el 
d(-) i ) y cie 
nivel de 

Asi, en Ltn niodelo económico dep~csivo, es decir, en un 
modelo 0conóm1co en el cL1al los incretnGntos en las ver1tas 
genet·¿~ irict·(:;;i111entc1s -suf1c1e:nt~·mente pequc.?ñus-:.. pari) los 
inventat·1os d•.?::ie.:.!d 1Js; cu,.::1.lqu1er órb1L· .. :.i a lo lrH'"'.]0 dF.: ce.da 
co111pone11te de ¡¿, pr·ocJL1cción pern1ancce dist1r1ta d~ cero, 
estándo s1 empre 11 mitad~ por- Ulli.'\ í{~g1611 acotadc.l del espac1 o 
ir1ver1tar10-produccion. Esla ccinclusi~n ~~ con1pl0tament~ 

válid21. s1 quitamos lci h1pol:.1::.•'5Js, como ld de-: p1,·oporciones 
iniciales dE.• invent¿;.r-Jo y pr·oducción a lu laroo de le; 
órbitet; L~~:;l:o es. independ1c.:nLernt2'nte dt~ cua.101.ti~í in1c10 o 
conlinu1dad y ¿1Juste reitet·¿1do rJespr-opo1·cionddo de la 
producción a lo ]drgu ci0 la órbita. 50 s1gtJe que a lo largo 
de ésta, la.c.:1 Cünc.lic1onc:·;~ LIL:•l capítulo i son :1ufic1entE1s para 
la vei.lidez d1;;1 l .. ~ r1?ldc1ón de Veynes ('-1-,.11) que cont1n(\a 
m¿:¡nteni éndLE:~,e. 

Pocic1110~ resumir lo ar1terior en: 

TEOREMA: Sea doml~ + ~) Entonces en cada órbita 
donde X<t> t1e1·1e dlg1Jn~ componente que se anula una 
infinidad ci8 v~ces. o la prodL1cciór1 y los ir1ventarios ~stán 
acatados de modo qLte la r·clac1ón dG t~.eynes <4.11) se sigue 
manteniendo (o lus 1nvent¿,r1os eventualnierite dis1n1nuyen de 
manera que t-:~l co11:5u1111.J autónomo debt-':' ba"j.:::11 debiéndose: reducir 
su nivc~l establec1c.Jo). 

El análisis d~l Cdpitulo 4, de la pasada sección y 
todos los puntos dG la pt·esente sección est,!i.n en la misma 
dirección; hay ur)a tendencia para la cual lo~ inventarios 
están acotados. El acotamient6 de la pr-oducción e inventar-lo 
en un modelo con un punto 12stable de ~<eyne=·· es semejante al 
del capítulo 6, si.endo igu21.lmE?nte> m.~s obvio. 

As:í., una in.ferenci a gc.1ner-al p~.\ra los efectos (.S: 

a) depentJiendo de la 
clave, un nlodelo econóniico 
e::pBnsi vo o depres1 vo .. 

medida de un cierto valor- propio 
puede distinguirse de un caso 
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b) en una econon1icl depresiva las 
acotados y consecucnten1er1te~ una 
gener-al i;:ada de ] E1 reL:~l.c1 ón dci ~:eyfH?!.3 

7.4 Retrasos en la producción y 

irivent~r·ios ~ler,1l.~r1occr1 
ve~s16n cor~ver11ente 

«L 11! e;, v.H 1 d,, .. 

t1nv.ios. 

Nt.testro mddel·:J ~~r1te1·1nr· 1:.lt?nc:• c1 l supue;-,t.o de que 
envíos S'2.\ 1-i.-:-:::•.l1:~ar-1 ln::=t..:.111t¿_ifh: ... ~·.l!1t:.:r1tt~~ el(: mcicü:.1 qut·:: 
impLlít?.ntl':I pr·c·i"JU.r1t.0t- ~-ll. CLL.:d qu1c::t- 1.:i..-:i.111l..:.i10 t•-~1ld~·:u1ir..:nl:-::o·l c~n 
resu.1 t .... HJo::> p1_1.t•clc· r:.1LLu'·t-1t .. ~ .. :ii ] dS ..:-:1-u.:-\CJ cn1i..:-.'?. ~-eir1 1,..t:·for·muJ .::-1Ll::\~: 

al i1·1clu1r- 1· .. t~Lr·c\~jt1':.-; 1;.~n l ,_1:.; t.:1·1v·í1..i·_--; y v...:-•rl ... : ... 11 1jn J ·-i':-i t-t;~L¡-.~.sos t.=n 
la producci.ór1 . 

._:,E_) modr:~·lo d•.~ 11..:i·~.: 

efec:tcis .. -1.d1c1 c111-1J t;é.\S ;;r_)fl •:nnc,1 í.1c:f-~4rius-; 

sup1'lr193'5L· c¡i_u~.· loi:-~ r-F·tr·::-1~·.u~; t:-'n l·~-1~1 1..::1·1"'lo~·-:. u 
son .t11clt1.1du,; . .:'\pr·o;:1n1·:·d .. •1n1:.?ntr-:o c1.2nl.r·-o de] 

c. i•.n1t1 i r::t e:: l r::~s; te.is 
1:.· 1.Jr· td 1nomcn to 

•-'!'1 l :t pr·ciducci ón ~ 
ff:t:id t." l tJ por- l. os 

requc;;r 1n11 •.::1ltus C{U•? r·¿tliD. pt-cJtj1_1r_trw, <.::óJ.u •,r= t·1e;1 fJt-~t·mi.t1dc.1 

Vi:::.11 lCh.ir- 1:: i c::or- l: ~~ fr ;~c·:i 1\11 q d1~ ... r.:;,u J.ll'./e11t.~.'.l1·10. [1·1 t~si:c:i Cc:\SO es 
fácil (Jbt;~c:rv;_1r qu(-~ 1 d~; ~,,.:ci.t.:71.1:: l ot--1F?t:=) -~t)t·¡e_~)u-i.1C~....1s ~~1 n consumo 
eslár1 dad~s cor11a 

y(tl y<.t--u + :;dt-u 

:: ( L i nun LC?..;\l···l) / ( l -- l ) } ,. , qT - 1· / ( l: Í J 

l~. que se re:.1duce -poí s1.1puesto- cuc.-:i.ndo q en nuestías 
eCU21ClOl1e=. fur-111:.-ÜP-S (: .. _ ... 11). f'Pfit-j t'..·ridt:Ji"lf.]S ét 12 teor-Í¿~ 

~nter·ior~ er1cont~a111os que la r1aturale~a de las ór·bitas est~ 
gobernada por la posición cic los ~ectores propios w~ 1 W2 de 
la m,,l:riz 

[

1 ,.: 1 
-1 ,-. 

correspondi~ndo a los valore~ propios m~s grande y más 
pequeHo de esta matriz. Comparando con nuestro caso 
anteriot-, c1l c:::-.mbiei 1)nic:e-1.mer1te sc:r-.;1 E?n la inclinación dE.1 léi 
línea de e~,c~~.sc-.?2:. Cua.nrJo q sed inds pequeí1o de la inclinación 
de 1 a r ec t¿\ de E::'SC ::tSf.:Z ~ l. d ¿_\ll.111~.::nt ¿1r·en1os 1 o su.f· i c 1 ente, has te:·t 
que al.91'111 v2lcir· q e11l:1··e t-2n 12. r··egión .-.:tccesible:'I 12stando a la 
i;;:qui•::.·r•.L.:4. dt::o 1 i\ r-.::-:~c.:t¿l •::i1::r1i=r.=\cl-i:\ por· ~·J·;~. Esta con+1t:1ut·acitJr1 
descr· 1 t.H-:> un .. :+. ~concirnl. ¿;,,_ comp 1 ctc.\rnentE' depresi v,1. F'ar d 

compen·~::<::tr· L·o:.:.;t~ dun10nt.ci t.Jr;;.• q, t1d1 ..... emor::~ un aun1t•r1lo en el r"túmero 
dt? VQnt:J.s di.¿q'"\;).'.:"i 1.c) tom . .::..r.jc;s como inv12nl.:.,::ü-10; la pi-aducción 
y el r-~txasu c:n lo:--:l er1vío~; h¿lce quL: cada productor 
esta.b!1;;:-::.c~:\. u11a e md\s ¿+.ll..:..:."~ lo qc...1e vuelve a aurnentdr- l,J. 



lnr..:l i.n..:~cion U·:~1 '-·t.•cl.:.u~· pruul 1.J l.4!·;;-. En ~·t:-sum1:""'r14 el 11\0d!:::il ü 

puede s0r td1·1l:0 e:~~~r1sivo co1no depresivo. 

f"cq·.:::~ • .. :1·ii:··.1~1~·:ir· ~·i_:.,\M¿,. puntu tcnE:mos:la relación decisiva 
de la inestabilidad de estos modelos de la Teoría del ciclo 
es se1nejc:tnle a li:t de las capítulas 3 y ll._ entre el 
invent~rio q1.,~ debe ser c~nducidu 

retrasos en 1 os en vi os r los 
conducidos como pr-otecci ón extra. 

en orden para evitar 
iovenlar1os que sercin 

ll i 



CAF'IfUUJ 8 

CONCLUS 1 Oi'lES 

Ln E·ste r.:.:.1p1r_1_1lo Jt-."..::2'r·ruJ.l¿..t'e111cJs ur1c.1 dlf-':c-•.1 .. :1~)rt 1::cr·1 l.'l 

mc:111 r: 1 ·-:; rj·~ ::.:~1t·;~·t ~-.:: J:-.'il C!t..1S n1· .. -..... ~t-.:•::~ El r:ir11lH::'lr-ü ~:.E 1 t--.~ ~.;11 1.: 1 • .t.:-nt_u 
-~' ) .. ):~ h1 t::':'.lt' .. :..:·; .;; 1 l 1 l ·t ,: .-•-J-.:.:, t.1CJt c:l ,-.:::ul.ot- (~n s~u motlc!o v t?l 

;::',c!.yundu ':Jf--i r·!..~~1· . .:·r·e ~~- l,..:<. inl::f·r"·p1·1.2t . .::i.r..:.:1ón (¡Lit-: lu:~...::r.: de !:.t.ilyT1t.:.''.;::;. 

:=-ir1:·1l1: i1l..:.O :J:1· >·i11u·~.; ftUL .. :::t1·:1 ríJt.JJt~::.-·.t,:;:1 op1n1(1ft de li1 1:!t'::,CU~:;J1Jr1 

entrL1 .i c.JS i·:·::•uc: 1. ::i::~l cos ·':· t··.'::!Yrlt:?::S .. 

Er1 1.. U~lf 1 i.:.u ¿1 l i1s; Í' l i:.•i:i l.;..•::11 :::> rndr1C.·J dc:ia:::: por t.:.d d1.d:.c1r .. u11 

a.~;:r.:.i·~·::1-o qt_ti.::• /l(T:~ !-!-:.:•rcc0 l f!!/J 1JI t,:=.111:.:..·· fJt.)llCt" \\ dl~·CU!-~lDJI e::::: f~l 

tr·'-1i« . .::..1111L-::rit.c.1 Lj.ti..:· 1~1.,•._-:;;.• L!A1 1 •.::.~~1~~c..t,.J ,:; J ¿~ ''1n~.~·r·c.¿1nc:i:1 (t-r:d.Jo:.i JLJ!I. 

S1:ll\"'!-::H·f.:z h~H.:t··~ r-L~t 1 _•r-f~ric1.J 1~n su mud·::Jo a 11 1.:..~ HH2r·c~.ncí..-1 

tr-dbóJU'' cr::i1nu 1.1r11:' 110:::.11 __ 1 de· '·:.r.•J::.i.t-1•.:.1 t·E'-::'l~ de r~s~t.-1 ft:it"fl1-::·t lt..1 

Hmi-.=r·c.;:.JlC:i~. !tr..:.--+b,_•Juº •:·!ri~r.~;. cuino un.~·. 11i12t··:C1!1c·j_~1 cu~·~JqJt_'r:\ L'n f::'l 
modt::.:lu. ULr ·=\ r:rH1~;:ildt:1-r..1r..1 (1r1 que t-i.:::it.:+::: i:::l autor ~e~ qut..:: ,, j ¿-·,~~-

me1~c0ric..i~'.·.;"} Lr~··.b·-IJU'l 11•.J ·-·:r1l~t-·:".l1 r::in t:?l lf"l\'l:!íll.cl.l""lU <lpurque ;:1Cl!"l 

C.E..::ir1~:.;1 .. 1mj d:·.:c.. t::·n t:·l p~·uc•:·c.-,_) .:Je· p1-(J•.Jt.1.c1:1 un" -

L~~n prJ1iH~r- Juq_q·-~ q111.:.·1·~•,n1::-.::: d•->.:::11· 4u1..:· Ju:.: l:r·,..;it1¿:1_11..::idcn·t:,~ no 
ven1..!f.: .. n "i_t-8L1~11u 1 ·~ ~·,irio .,,r_nc.lt.::·n su ·fuerza de trabajo. ~!l b1c•n 

los 
trab¿-:<J¿ttJor~;:,i l f.IS p.:1CJ--:ir·r urr -::;c:\l ::1t"i C"i ~!L.!r- un:1 Ju1-r1dU('.."- UP 

tr ~L1-=--1t:...1, per·o 1JG lo f-11·od1 . .1c:1 do Uut-a.ntt:i dicha Jor·n¿~dc..., un,J 
p~tri.:.t.' 1.:s ~j·~·t .i r ~3'l.r 1 l_iu, , .. ~.~l ¡::J •. ',1;Jci el•:· z::-::t.l-~1 1 c1 ... \-' c~·l 1·f:::~:;t:o St;.1 l ¿¡ 

'-::-p1-cp1~" r:=·l c,1:.pr·(.·<.:, .. .u·1u. E>:;) d•.?c1r·, los L1·,:1b.:1J::1dor·1:.l~., du1-¿1nt.t::~ su 

jorn¿HJ.::1, p1·'"ooJ•~cr.:n rn~:r·t:<:ií"ICÍE\::: .:1qui.vr.:1lentL1 s tl su i;:.,ald1,..10 y 
atr·a parte ~~ 1~ 12~µt-0~12 01 capJtalisla. Pr·ec1sa1nent0 de 
esl.;;:;\ llrL'r·c,1r1c:i::1 ~·ftt1.::;·...:r. Ut..:· f.t ctbctJO> ~ lo(::-. '2'1T1prE<S6f'"lC.)::: obt1~~n 1 :}n 

su 1J0ne-~nc1d. Le~~ c?1Ttpr-~:s..:.•t·1os tr-c1t~.r-~1n de obtt.\nt0t· 1..:ada ve::: 
més •.~1 . .;tncincici.=:; i:-.1s dr.:c11· ~ }~r::(·l·.,.:: .. ~rén ele L•,;í_1lut<-.tr m1~1S:i '2. los 
tr· . .:1tJ:.::• J,J.d•Jr·c:s~ En r::"Sl.:.,:1 foi~m{~. lo qut.:.: hacL~ SchvJet.r-t:. con su 
modr::..•ler, fv1rl ¿·,t·,-::1'..:.J de- 1.1r1a 11 +!..J1-1I1t1l,..icitJn n1atL~m,.::'.iL1c¿~.' 1 CTh~\s pr-ec1sa~ 

escond1::! ni:.tda rnL?nD~ qu·:.i 1 ~ ':~us1~nc1d cJc:-1 :;:¡1stt.~m¿~ c2p1t2di.:~t.-:..~ 

L!nt:'l pr-oclucr:ión colP-clivet soci.cd y un .... 1 ¿1pr-op1¿1c1ón p1-1vada. 
F'c;;'í1!:3~'.wici=..1 que ncJ SE.:? puedQ 1·1.:-:1c.::t:.~1- ..:.1bstr-c1cc1 On de le:\ 1--e21l 1 dad~ 
con 1.;.:l dfán tle ~~;:;1r1~r- en +cH-m.=::d td2dE·S matE·m.:t1t.1cHs. 

Otro aspl~cta, qL1e el propio Scl,wartz se~3Ja. es que ~l 

sali::u-io r1u p1_t~::de st:-r· determinado 11 tecnolúgicamente·•~ é.-.;;te se 
determina soc1,:iJmr.:~11t.e. F'or su pcH·te los ':rab..::i.Jadort:is se 
or-92r1i_:.:¿w ri pat·::.1 rJbt.i:-:n~_~r· rn~.?Jorr::s s¿1!.-c.1r1os; l.os E:mpres-.u-1os~ 

poi· el r:onl:r-,,.:ir·10~ L~n r-r:.:du.c1r· •?J. sa.lci.r-10 y t.Jbtcn~~r mayor 
plL.1;.i\ :il Íc..1. 

'31 ri dud,:.:. 
st:.11··1 ·...:. pur· 
1 .:.~ t.".t!í..'t" í d 

r" .. :-pi·- •:.:~~¡._,1·1 t: .:;:1-

,·.cor~ ,Jin 1 c:,;::t c..J..;..• 

11 íf, ·:t1:=-_•1f1~•.t11:::1111L'.f1t.C• 11 ::•!t;!U!lC:C.; c·:¡i;;:p1_..:.•c:l·.o:;¡ (jQ 

. ·.:-.",1nes ~ r1l 1.:1uno':7 d'":· t:.'l J. e~:: -:.;on i. ;.-, 

l¿-i, ir1c_l 1_1s1.óri c!L·l c··JnS.iUHH.:i rru pi--odur:l.1v0 y li~ tnvers1ón 0n lc:1'...-.; 

i.:.on::-;umo 



1htd t.1 p l i c:.;ünr • cd 
fJt:·~-~~1T1p l (·!CI ~ 

9') '-'".ó i. ~·o> 
~'.!,l .... 1~~1ón d':~l ClC'.lfJ f-..o>C.OflÓn11CCJ 

, .. ,.,,,_:'..:>_:., t 01·p:' -;\)ri r f::¡.:ur·r·t-~1it12s: 
los 

:=:.1.r1 "'-!tld)~;ftyi. \'r..:(~' UL·r:··J :{':~p1.-:ct O'-::: quQ si-:·i'i¿~J.r.1.1 ,~~r?rCF:: dc~l 

111wd.::.~J o ,j«-;: t..-: ht·J.-4( t;~ qLH:.? p1~.~1}•:: ..... mo~3 tlO v .. :in Ue -1cu.1.~t"d1·) c:on le•_ 
1-~C\I :i...-:1 u.,.... r1·;:': 1_lfíL' tJv -::·~l l1.J<.:.:' '::.~:.> c~l .:~1•y.\t\:-...•r1I 1;~~ t.1·1 ;-:i 
C~·pituJ,~ ~i~ P'-1 r·~~. ftFl1dc.1rm.?:1"t-l.-;-iT 1_,-1 l"J:.::-J.¡:ir.:.i~'l\1 lh~ ~-t?.VíV:?:::; íl-A'il . ..:~E· 
l¡;.:-~l co11'.;1_1ú._1 d.:~·t.L•rn111ic- .. J.¿), pt-odi_1cc1Cw1J~ ~Jchl·Jdrt:: ul_llt:.~' . .1 un::.1 

h1¡::-i)i.1Y:"Í'-; ('\~l . .:\ CU:--tJ pJ.:H11-:t?.-:~ (]!lt:) hay llnd tc:·nd·::111C)d ,3 c¡t .. \\:'.• lo~; 

l r1·;, ,, ( 1 ·\r l D'.· 

e~- dt;.·~: ir • 

".:·1'm.::..•t1t:.?2L2!1 i-1,·:·1,t.:,..'Jo'.::-> u "cr·L·::.1.: .. :1··1 1nuv 1.t~·nt.,:-me1·ii:.(.:" .. 
íl),-.\J)tt!ni•:•nUo :1c:c:l __ .;~·jc1\-, lt.1~; ir1vt::-nt.<:·-:1rlD'"-.i h::1.y una 

t t::ndt.·ri e 1 Ct 

prcd1.~1:c 1 n11. 

nunc: ~- h,-1b 1 <\ 

pt-á·=t.1c2.s ~ 

l fl\¡JUti:OI ttt::-

l ~.\t·qc..· pid~(J (i:_· c.:¡UE: t.:l C\)l"1~U1ltO dc·1:c:l"lí1lr1,:"•. t .. :~ 

C11 t:'::-~t,, pL111i, 1 ~11 i .. :~ uL\~,;1::•?"-,1}c.1 61l r.:-~:-:~ quL--? l-.1::-:-v11E·~ 

d•:· tf,C!d l •J:P-:¡ l ~•r\p~1 pl r.:1:~D:, s;J no d•? nr~.:·c.il ci,_:.,~ 

·-~·Qr-to pla;.:o~ nn :;.')lc-i 0::;:;;c.4 ~:.ey11c?-s =;t:1 sc·nt?.r.\ 
itnT_1_.: 

ej1.~1np.i o: 1)'.::'.11-: 

f ut-:r··::: :~.~;; el"-:' 1. 
f1..1t1.1~-r1 r.t.,•r··~.·. 

fl t2C ~:'S J. t_ :::1. 

1: J. , _ _.rnpo y 

•_¡,c•I >o\t- j .e, 

Li"i1.c•l 1qc-·ncJ 1:.l 

p.!.;:-·,;~ Ci ~ 

p_j\" ~·. 

1::.. l I~ (.'.ne<::.: 
de·,..·r.-)\.:.:1i-

r· r:;_··::r~· ..::: .... t. o :._i_ t 
(~.·~-' IJ~:.¡::;t:~.f\1: 

l¿u-qi::·~ l,:1 ri::·l.:.ur.::.;.}'::~:·ct \·1u:·r1·~n.· d·::._:.c.1 ¿1. ~-s:.'·~:;~)¡ l ~~,(JCJ'~ 1r111r·~· 1 t! ::1.-f_rJ--·" 
un dr-2'1 C~l i.".·::i fi«!' l: l t.:u 1 ~q·-: t·rdt::C:r, :J t n1.-·r·u ¡_i: C·í 1 Lo. ~J.' 

En c;l 
c1c:J.o ':'.·~-=' -1p 1:•),., 111,'-.- "í:·~.:f•.:::.·r-'"-:i, currr~_~¡,..c:·l -·l '' '-V.'~~.: ~ j d. 

indu~::5L1· i¿.._. d11::E.":' qu•:.> c•r• 1~1 dt.:r11-~~::·11u1i. r..:l '~-t::.·r~i.:.t..1r m~-7i:-1 

ca.stiqddo con 1-,~::spr:-~·i::Lu 13J dt:'.'~iA:.mplL:'c' c:.•s 1.:•. •:1 ::f~_;;1,..i:."". de.· l.::~. 

"¿1cl1v)ti¿FJ lr!C!l.\':·,i"t't:1l". ¡-_:11nÜ1{,l'1 rJ.l2.\lib~·.:~• qUf: J ... ~'.~ ::.V-r.1v1d~tcJL.'~ 

CDme:--cl¿\]1:~·:..' 1:~n 1:·1 i''::O•.:C?:?ill'.in t!\!."ldul::•r1 C?J c1c}r_1 ·:.;e:: i~~ C'S::·f1_11 ¿._ 

industr-1 d!. r-:·E·f'l'.:.;..:cu11c1~.; •.!UL' l .. -1 1,J,_:-_\ U0.> ~;CrH<J-:.,q· L:: c:<.>r·1 i-uspcctc.~ (:1 

la. e-:::t.r11c:t.:ut .. :-:\ c.w11~t::it-··.:.:1 :::d / co11 r,c,spccl:0 l·J. t:.~sfr.:.ir,:.~ 

indu .. ::t1 ].,_,1 ~ • .. s 1 .. ..i1~;L1r1l::~ D. l..-:1 cfr.· ~:.c.·y1·1i::·s:.·. F'..::.d·~· i:e,/nE·:s l.~1 

invt::i·::_;iGn r:.;;; l~"' '',·.•i .. 1.~bl·.~" e:::,;tc'·.:·l:t·~,-:.i1•..:;~.· p:::H'.:•. 1.J.:-1t .::o.nt.1:: ... .:.1.r- un 
VWlU1f1L:in d::.(da dE.:' t.::111plE•O. U~-~ td..::·t.:hu l·.t.:!yn~::.:; :1pC:1Yé·.\ y r·L'<;;;:,pcdd~i 11:.J 
"esf~r-¿;, } ndu'.31 .. r·i ... -"J •• p-:::<t·,:-, r..11\l.i.n<:Wi:=\t' l~.5 flUCl.:.L.11-1.ClOíl~:~·; del 
ciclo ec.:onún11t..:o-. L.:.-\ 1dt.: .. 1 dL' f..ict1Ht...t"!.:.~: r-L·~pect•.) a ~'>:::.~n--,i;.-'(2 ~:_:, cd 
r~~Vú:l" él f·14C:f:' /OIJC.:hd~j t"'"(->( 1·11w~1 qj,::,c·tUl1l~:~; p¿:i_r·,;:i, fC•l l:.:1.11::.CUr- la 
"esfer-::... 1nciu"::llr·1al'1 y poUut· disnnnu1r- l<-\:.:~ fluLt.u¿tc1orct.=::s dt-.: 
1 a 11 es fer¿\ e um<::1 r el ;1] 11 • 

t~hc1r-a p::..~~c11r1.:E:i 

ci.cl o. 
t:·\ d1 ~;cul:i t~ 

St::h\·J¿q- 1 .'. tr..11111:..._ dos \.:c.1r 1 -:-d.J l C'?:i 

su dn,!.11::.1.'.".::= Lci':> 'in';r_~nl...-..¡·-1n:-:: '/'J. (t) 

le que es t?l 

ch~ 1. ;;..'. C·CC1riCjH1.!.. ~-t p:.:u· i:t ÍiC1Ct;.')

'/ )(-:-\ 11r·cduc·:·J.•}11 ::1 ·i:). EJ 
1nuc.h_:lo ti.er1Q unq tJ,-v::.k·~ 

est An di:.•dc~.; L:n !J.:i <.:..;<::.· 

C'.lemr.:.<rilo q1.11~ 1~P:~r-·r-.;•¡.:1.i 

clt.: d:í..~v-d1.:.t .. L"-'· f.1r-Dd1.u..::c:lu1-, ·~· Li1vi::nt.-.~r~1 •. :, 

,:\l •::u•(\pt::¡¡·· \.: ,_)11JJ C'i1 I:· t~) dr:·l. Ji,.,., :·11'"1 :: <~·!" l •:1~·. Un 
l:.i..:lf)ti::i t..'(t .l:.\ pt~ndtu.:,_::1on c.CJP~\·_, t.•11 lo~, 

(j) Jot1ri r·!¿1_',•1).:tr·d !;.'2~.'r1t:.:~·~ lP.(;t-.i.::1 llcns:r·¿d de: lC\ Oc:i.\pr'tClón~ :..?l 
I1·1t~!-~~ y ~l Di1101~0. r.:.3~. 
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r.:} I l U 1:• ··.1.J:l1,!IT!1 f. .. U (:.::!.111f.JiC• C1 r::.1 t::C1 ~::1·1 l.::• 
!~·;·l..: l •.;•1 \C.! '-1 1rr ·•! ·,::i ), n,-• J dt";•l 

íj1~t-:.· d un 
\:. ;1 /J l i.: ..... j ~ -::1.111q1 •1~ L(j111r1J ;_•:- :"".1j1_J 

'./1...~t" l :·-' l L'º.~ 

•:.•-L•1 ''' ,, i 

,)-:.:: '~!i: r~ :.·".·. 

c.~ l ::: t.·. '·-'in.-" 

c:·l ciclo par a ~:.:e\•nc•s 

ni~r •Jln-.:41 d~l 

un2 
le. ·f 1 UC l_:_1_1~r_ ,l 1~1¡ l •.h · 

fflf..::.•1.l1ti.·· -·;·1 Li'•' !~:·'. ¡..:..·r·c·v1··:1Ult>.~·=- i:!v 11:.·,.-~; ¡_-:1::¡.1~··r·~..l.:~1'""l'.)~:; '-.iU.b~.-r1 

b::l.J,::n. :;on ].,--:\:: . .'-:ir·J :::tt.:l onr__.s cic:.1 l~· 1nvc:r·::.1•)r1 1:·.'.;:~:.11c1 ;lllfl·~·nt~(;: i.J.S 

q1)e c::-1.i.r::.·)n '/ i:::or1':it1tu.ycn .:.:..1l c1cl 1.:i~ i1npont_:,n un::. ,,1.:;,r-t-:;c1Gn 
c•_w·t·t"·~p\:.1 nd1(nt•_:· t:.:on el in•.1rt:>::-10 y l,-3. uc.up_:~c1ón dt~ 1.:; 

pGb Í. ·C".-1 út'. 

L-Sl.:.~t 

(::i.::p(;:•ct-:J ''p:~~¡j c:r.::>l •.J•.Jl ·..:0' 1 qUl..' 

pr-•1(i1i1111!1·-=- 1:_•f"1 1:.·_,] ~-fi"1btt.:.·r:I::.•· de· lr:.1':".; "r1':::1_JC•r:lt:J~~". E<;;:- pt.1C·~::::~ 1::=1• 

e!rp~'.:t~-1.t1'./:.-\., ~:?se= 2.111b1entt] U1.2 cu11l_1·.:.1 niJ,-•,, l,-.<. lnc.er·t1 d1_qribr·C? de 
lo'.':: r·t..·nd1m1Er1Li:1<:> 11_tt.u1--os C-!r1 i::•:::; invc·:·\~lCJflP::.~ lo qur.= 

detpr·n11n.-;< E_.IJ r::1Cl'.] l?r"I ~·L~Vnf:·;;s .. ¡-.·~nS3JnOS qu._: le.~ llJE•,-:..1. dt.' CJ.Ci.•.:• 

~.:::n ~.· ... :·yT1·~~':.; 1 i r.-0ndr-{ -~ 

Hqu.1 1.~l JL":?qo e~::. 

J U1Jador s,~· 

c,=:i.nt1cL.'d o 
C-';;1f'\ l:.i r:l;1d. 

::;1p¿1f" t;.:~ 

pued>: .. : 

:; .. ~' 1 l 10 :;: 

econ1 . .,:1; :;_,I 
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TEOREMAS SOBRE MATRICES CONECTADAS NO 
NEGATIVAS. 

A denota 1 a 
son entradas 

denotil lct mcJtri:: 

matriz d C' insumo 
donde i,.j 

de cc3.pi tal 
1 ••.. 
fijo 

producto.., cuyas 

.n. Análogamente B 
cuyas entradas san 

b,~, análogamant~ 

denota el vector 
tasa de ganancia 
consi~ara que A y B 

1 • j 1 ' •• 
de precios 

de 1 a 

. , n. !=°'' (r.,. ;·1 ....... P .. > 
de !~ Rconomia. r c>s la 
i-ésima mercancía. Se 

son igualas. 

La ecuación de precios que se obtiene del modelo 
cerrado es 

P = PA+rPB 

El 
sobre 
cumple 
única?. 

problema a tratar será: ¿bajo que condiciones 
A, b y r podemos garantizar que lil P que 

la ecuación anterior es positiva y ademas 

Observemos un 
cuando no existe 
precios. 

primer caso, 
solución única 

el cual 
para el 

nos dice 
sistema de 

Supgngamos que existe una economia E dividida en 
dos subeconomias E, y E,, tal que las mercancías de E, 
nunca se utilicen para la producción de las 
mercancías de E~.. y Las merca.ncí as de E:!'.' nunca son 
usadas para la producción de E1. Eneste caso se 
pueden establecer dos tasas de ganancias r, y r, para 
E, y E, respectivamente con r,=r,. Aqui no se puede 
asegurar la existoncia de un único P que cumpla la 
ecuación de precios. Estos casos no serán 
considerados. Se anula la situación anterior si 
pedimos que la economia sea conectada. 

Def.i_nición 1. Decimos que la 
directamente requerida para la 
mercanci a C, si a 1 J > O .. 

mercancía 
producción 

e, 
de 

es 
1 a 

Definición 2. C, es indirectamento requerida 
para l.:i producción de e, Sl el:iste una sucesión e,, 
e,., c,,, ... ,c,,, e,, tal que cad.:i micembro de la 
sucesión es directamente requerido para la 
producción del próximo miembro. 

Definición 
irreducible) si 

( i) ª" > o 

(iil paril 
que 

A es 

todo Ci,jl 

conectada (indescomponible, 

existe J, J,,, ••• , Jn tal 



o. 

Una matri;: 
una matr-i 2 de 
de renqlones y 
donde X y Z son 

conect~da nunca puede sor llevada a 
la ·forma ¡x YI mediante pormutC>ciones 

sus O Z respf?ctiVZ\s columnas .. 
matrices cuadradas. 

Es 
E:<i ste 

decir auE> 
una matri~ 

P-lAF' = 

1 a 
de 

mat1-i;: A es 
per-mutac1anes 

dr=scomponible 
P tal que 

Donde X,Y,Z son matrices como antes. Teniendo 
como base estas definiciones contestaremos a la 
pregunta reali;:ada anteriormente por medio de una 
serie de resultados matemáticos. 

si 

Lema .1. Sea A una matriz cuadrada, no negativa, 
conectada. Y sea X >O tal que AX >O. Entonces X"-"O 

Dern.ostraci ón: 
todo N entero 
Análogamente, 
entrada (i, j) 

corno 

Por inducción es fácil ver que para 
positiva, tenemos que A·1 x~o. 

por inducción podemos probar que la 
de la matriz A' (con lEN> se denota 

" " A' ( .;:: ... - 2:: 
l¡c l 1,-' 

. :i: a1J1a11i~a1::1:• ... a11-11> 

J,_,·.; 

Para 1=2 tenernos 

A;: (_'i,: a1nan1) 
J.i.,,J 

Por lo cual la expresión es válida para n=~ 

Supongamos que el argumento es v~lido para 1-1 

A1 -
1 <.::-::..: /.: )_: .•• 2; a111at1J::• ... a11-~1) 

l~ J; JL.-L 

Denotemos a est.:i. matriz por <C.,l 

Multiplicando a la matriz A1 por A tenemos 



A 1 = ~;:.: C,Jt-1·.··11~1,.1 

Substituyondo les va~ores clJ- -·en 
c:orresponcJ1entes 

de 
A, 

" .. ( :.:,_: )_.: ... ~-": :.r: a t, 1a J 1t:• .... a 11-~11-1an -1 J) 
..l 1 j;, ~ ... · .. J ~-1 

aqui podemos concluir que los 
es precisamente el tórmino dado 

tórrninos (i,.j 
anteriormente .. 

Como la matri:: A es conactada, para todo (i,j) 
existe un:..:i sucesión j1,j~~···~j 1 -1 tal que 

a111ci.J1J:• ... a11-::.: O 

En términos de! las potencio.s d r: u, qui oro decir 
que existe un l 1 natur.-,1 tal que A' ' tiene 1 a 
entrz.da ( i ' J ) positiva. Llamr?mos 1 a longitL1d ( i ' j ) 
al número 1 i j tal que 

ª111· .. d.11-1, >O 

Tornamos 
como L. 
entradas 

el má::imo de esas longitudC?s y 
La matriz Al es tal quG t1EnG 
positivas. Apliquemos X a la 

denotémosla 
todas sus 

matriz A'-. 
Entonces tenemos qua 

A'X =O 

donde Ja entrada ~-ésima es 

Como ~i: .~-:: ..... 1:: a~,:a11J:• ... a1L-11 >O tenemos que 

y 

.:<.: X, O 

como X es mayor o 
X,= O para todo 

Definí.ció~. Sea 

igual que cero se tiene 
i = 1:-2, ....... n .. Q .. E .. D 

A una matriz cuadrada de 

que 

nxn 
un vector columna tal que AX .:xx en donde •:X 

y X 
es un 

escalar, Entonces se dice que X es un vector propio 
de la matri;: A con valor propio •:X. 

LemA s~.::i A una riatr-1::: cuadrad.:., 
neqativa. Entonces e~1ste 

quP- AX LX, se cump 1 e con 
un nllmero 

X ~ O. 

conectada, 
positivo L 

no 
tal 



Oemostraci ón. Sea S" = D>;R l X o y ¡: x • . -· 1} 

Si X.:: S .. , entonces {'IX 2. O: ya que si AX= O por el 
lema 1 (f'', conectad¿i, no neq.:.tiva y X!. 0) tenemos que 
X= O lo cu.:\l no os posible, y.:. que X..¿ S". AX< O nLtnca 
puede ocurrir-, porque> A~ O y X!. o. 

Sea T tr-·e1nsform.'>cinn lineal tal que 

T < X l = < <:! ºA ) < X l d o n d e 

AX [~ ..... ª'"] ¡x,j
1 

= [¡;. "'"x'l ... . ,, . . 
ª ... 1 •• • a .. n X.. !:a. .. ,X, 

y 

¡;¡<Y> 

En efecto, todo elemento de Sn e~ enviado a Sn 

T ( x) ~I <AX l 

( ;~; w, J '.i: I~ a,. X,) l 
... ~¡ "'..:, j ::., 

< 1l: a ... ~/ ~l: }: a 11 X, ) 
¡,:., ~.:I t.-:1 

Obsérvese que 

<"?: a11X,/ .t 1: a11X1> + . - - + C~ a,,,X1/:~: ± a11X1> 
....... , .c.·,, j'l.,l .i .!1 4~ 1 j ~I 

los cocientes anteriores tienen sentido. Como AX 
!. O ec:iste j tal que 

~: a,, X, 

y por t.-into 



~ 2: a,,X1 > (1 

T' ii°r\V:Í.a al primer 
particulé'\í envía ¿\ s" en 

T es composición 

artant2 de en 

continúas: A E' s continúd 
de 
y 2 

·funciones 
es c:ontinúa, 

p es continl'.1a~ c~n m2.pea a S., 
continua en 3 .. M 

e 
...i, •• en 

lineales 
por tanto 

de m.anera 

Tes sobra: Tos cornpos1c1ón de transformac1oncs 
lineales inyectivas, on consecuencia T es iny~ctiva, 

pero la inyoct1vidad en este caso implica la 
sobreyoctividad. 

Por otro lado S. es compacto y convexo. 

Como T es una 
definida sobro 
entonces T tiono 
tal quo T<X~l = x•. 

función lineal continúa y 
un conjunto compacto y 

un punta fi.io i.CJ. existe 

Pero observemos que 

sobra, 
con ve~·~ o. 

X• E Sn 

T <X'> 

r 

( ;·: a" X, / ; : .'2:; "',.X , l] [ ·'.':; a , , X'] 1.,':1 1-• 1:., .tºL 

::C 1 / :\: l~ a 11X1 > 
...::.. 1':' 

<~ ... a .. \X1/ 0. :::_ a11X1> ~~ a .. tX1 
~ ': t (.!:. l = l < ~ 1 

( 1 / ;~':: J':: a" X, l A X' 
-'~· 1:.1 

Si hacemos L = i:: 3:; a 1 tX1 tenemos que 
¡;:, .,:, 

AX = LX 

Cama X·~ S. se ti ene que XC:O, y es el aro que L >O. 
Q.U.D. 

Lema 
negativa. 
Ent:oncI?s 

7 
·-'>• Sea A matr1::: 

Supongamos que 
X >O. 

cLtadrada~ 

X v L son 
conectada, na 
las del Lema 2. 

Demostrac1ónM En ¡:l lam.:i anterior teníamos qL'e 

(\X "1 ·'"· .... a ,,X, ) X 
~ 11 l.:.' 

o p~crito en forma matricial 



a" a,-;:. .. a'" 

r 

X, l r ,. ] ª:t ª"" • a 7n 
V 

1 

~" 

1 ·~ = 

1 ' ·:. ,,, "" '" l ' ¡ (.1 \ j ~ \ 

a 
"' ª"º ª"" L X" J X" 

En un k arbitrario entre coro y n, tenemos 

.z:a .. ,X1 o .. , 
y como A > l) y X ~O. tenemos que 

ª"'"'~=O para 1 , • 'n 

el renglón k-ésimo de A es diferente de cero 
por tanto X,= O para 

pero en el lema 2 habíamoe probado 
tanto tenemos una contradicción. 

que X ~ O por 

Es decir, si suponemos 
de X= O, el vector X' será el 

que tenemos una entrada 
'/QC tor t). QED 

Lema. 4:· 
negati-.1a. 

Sea A matriz 

Supong ;:,mos que> 
entonces L y X son 

AX LX 
únicos. 

es 
que 

D_emostración. 

Unicidad de L. 

Sea 
conectada, 

BY= ,-y 

dond<> A~ 

8 lo es .. 
es 

por 

tran$poni~ndo ten~mos 

de aquí tenernos 

LY'X' = 1-Y'X 

por t.:;nto, (Y'X,ül 

de conect;ida no 

con > o y 

la transpuE.sta 
tanto exist~n 

X positivo 

de A. 
,. y y 

Si A 
tales 



con esta tDnemos las ecuaciones 

Supongamos que existe o: número real tal que 

AX·= •XX' 

probaremos que o:= L 

transponiendo la última ecuación 

multiplicando por Y de ambos lados tenemos 

de donde 

por tanto 

L =•X 

de donde concluimos la unicidad de L 
Unicidad de X' 

l 
X 

Suponqamos que e~:iste X > o 

X 
" 

AX =LX 

y tal 

n} Sea S= {s = 1, .... 1n <X./X.'l __ CXJX,'l j 

para s ·~ S 11 amE?mos 

para s ..: S tenemos (.,,,./X.') (X,/ X,') para 
l • ..... n 

que 

1 ' ••• , 

j 



por tanto tX• ~~ x 

si :; ~ S 12'.'3 entrt·td:::is del vector X-t:<' son cero 

~ol~;uumcs A a X-tX• 

A<X-tX'J = i'-\X-tAX' = LX-t:LX' = L(X-tX'> 

con 
valor 
t ::-.:r.C?mos 

Jo e u :.<l X--t; X• 
fJ r~ Dp lo 

una 
L- En t~l 

11,z, tri:: 

es vector propio de A con 
loma 0, hemos probado que s1 

A cucidr~d~1 no negat1va, 
ccnDct~~~. que tenga un vector propio con alguna 
entrada nula, entonces A manda a ese vector en el 
vecto,.- O. 

por t¿¡nto L ( X-tX') (> 

por tan lo X= 1:X' 

í . e. nl vector propio es único salvo múltiplos. 
OED 

Los ~nter!or~s result~dos se pueden resumir 

Teorema l. Sea A matri: cuadrada, no negativa y 
conectada. Entoncqs existe un único vector X>O y un 
único escalar L>O tal que satisfacen la ecuación 

AX =LX 

la demostración se desprende de los lemas 2, 3 y 4. 
OED 

Definición .. Sea A> O matriz cu.:trirada~ conectada .. 
El valor único L que se obtiene del teorema s~rá 

llamado el valor propio dominante de A y se denotará 
como LIAJ. El vector X único que afirma el mismo 
teorema, ser~ llamado el vector propio dominante de 
A. 

Corolario. 
domin;;nte. 

A y A' tienr:>n el mismo valor propio 



l,.em<i 5. Sea A >.O matri:: cuadrada, conectada 

(i) Si e:<iste Z >.o tal quo AZ !_ k z 
entonc.::;s L<Al jk 

C i i l Si e>: i s te Z >~ O tal que AZ _ kZ p. a. f: 
entonces L CAJ < k 

(iiil Si existe Z:: O tal que AZ ): kZ p.a. 
en t o n c e s L C A l >. k 

(ivl Si existe ;: 2- O tal que AZ < kZ p.a. f: 
entonces L<Al < k 

[)emo_s t r_a c_i _ón. 

(i) Sea X> O t.q. AX 
Y> O tal que A'Y = L<AJY 

LCA)X se cumple y tomemos 

se ha supuesto que 

AZ l l:Z multiplicando por Y' de ambos lados 

Y'AZ > f:.Y'Z 

por tanto Z'A'Y > kZ'Y 
utilizando que 

A'Y=LCAJY 

Z'L(AJY > kZ'Y 

por tanto LCA> >k. 
' 

!ii) Es análogo a <i>, sólo se remplaza> por<. 

( i i i ) Partamos de AZ .> kZ multiplicando por Y• 
de ambos lados 

Y'AZ >_ kY'Z 

transponiendo 

Z'A'Y ):_ l:Z'Y 

nuevamente utilizando A'Y L!AJY 

L!AlZ•Y > kZ•Y 

por tanto 

L !Al > k 



( i v) Lo?. 
únicamente 
IJED 

prueba 2s exact<:1mente ·iguál que (iiil· 
cambiarido la desigualdad correspondiente 

Sea A ?:. O conectada 

Si AZ=OZ p.a. z+o entonces 1111 <L<A> 

Demostr,-;ción. Como AZ = r~Z tenemos 

2: a11Z1 = GZ1 í 1 •.•• , n 
J•l 

tomando el valor absoluto de ambos lados 

¡;.:a.,::,¡ ,., 

aplicando la desigualdad del triángulo y que A ~ 
o 

!La,,::,j < .. :: ,_,.,,,;:,¡ ,., ,'.:; ª" 1 :: ' 1 ,., 

por tanto tenemos 

L:a.,¡::,¡ > llll 1::,1 para i ,., 1, . ... , n 

y esto puede ser escrito en forma matricial 

AY > j r, j y 

donde Y'= (y,, ••• , y"l 

el vector y ·' o por ser z 4= o. Aplicando el lema 5 
( i i i ) tenemos que 

L <Al > . ¡o 1 QED 

Es decir L (Al es el valor propio positivo más 
grande que tiene A 

Teorema ~ª 

Sea L: é A.,; ~1"·"1 A;:- (1 irreducible 

A ---> L(Al 

es una fu~c1ón estrictamente creciente 



B 
Demostr-ación. 

son conectadus 
Sean 
y A ¿_ 

A y B matr-ices tales que A y 
B '>O. Pr-obar-emos que L<Al > 

L <Bl 

como A > O conectada entonces e):iste X> O y L<A> 
>O tal qur? sL> c:u1;)µi~ lz, c.icu.:1ciéri 

AX=LU'»X 

suponiendo que A f. B multiplicando por- X de ambos 
ludas 

AX> BX por- tanto ten romos L <A> X > BX 

aplicando 5 (ii l concluimos que L<A> > L(Bl QED 

Teor-ema ~. La función dominante es continua 

Dt?mostr-ación. Se.:1 A> O conectada fija y X y L<A> 
tales que AX= L(1~)X. Aoui L(f~) v ;: son positivos. 

que 
B > O 

Pr-ob;c1remos qLte 

si O ;; i A-B ¡ < S 
conr~ctada 

para toda ~ >O e~iste S 

entonces jL(AJ-L(B) 1 ( -:, 
> O tal 

en donde 

M m a~·: ( }: ;.: l) I :: 1 !' ,, , es l ¿\ entrad a 1 - ó si m a de X 

pr-oponemos a S "/M 

dEnnt¿\r 1::·mc::o!:; matriz cuadrada donde 

en c..:\dC\ entíada est6. la unidad. 

Sólo basta pr-obar 
i L (A) -L <B) i < .,; 

que si IA-Bi < .5 entonces 

Si ¡A-l:JI < J entonces ~\-~J <E<< A+SJ multiplicando 
por- X la última expres1on 

AX-SJX''.BX 14 X ·t· S J X 

lo cual os equ1vnlente a 



L<A>X -S [ ( (!X L<AJX+Sl I:j 
multiolic,,ndo 

tenP.mos 
por 

r 
L<AJX-Sl 

( ( .. :: ') /:: ,J ;: ·1 / 

( -'... :: ,) / :: ,) "" 

al vector renqlón de 

1 

( (:,:X':'/:: 1) :: 'I 
1 

( ·.· .. ) /" ) .. ' .. ___ ... 1 ....... ] 

y por la expresión dada para M tenemos 

LCAJX-.;X < BX < LCA)X+>OX. 

o lo que es lo mismo 

CLCA)-.;JX <, BX < <LC{;)-l->SJX 

pero aplicando el lema 5 (i) y (iil tenemos 

LCAl - .; < LCBl < LCAJ +.; 

por tanto j L CAJ -L <Bl j < ~ OED 

J, 

Los resultados anterírres servirán 
cuando existe un P y un r positivos 
solución de la ecuación 

para decir 
para que sean 

P=AF'+r8P 

bajo ciertas condiciones sobre A y B. 

Teorema 4. Supongamos 
tenemos la ecuación 

P = P1P + rBP ( 1 ) 

A > O conectada y que 

Si e::iste F' >O y r > 1) que cumplan Cl) si y sólo 
siLCA)<l 

f),:orr;ci=.~r::,ciGn. ~;·) Supongamos que existe· P > o y 
r ~:O tdl qu•~ 

P=f~F'+rE<P 



se satlsf.:ica, entoncas tenemos LCA+rBl 

por otro lado sabemos 

como la función acm1nAnt~ as creciente 

L<Al < L(1~+rBl 

por lo que concluimos 

LCA) <_.1 

<== Supongamos que L !Al < 

observemos que la función 

L<A+rBl 

toma valores menores o 
acotada superiormente 

L<A+r8) < si r=O 

igual e::-:-~ a 

y L < A+r·Bl --;.· "' cuando r --·: "' 

para verificar esto veamos lo siguiente 

rEi< A+r-!:.í par-e.. r >O 

por lo tanto LlrD> < L<A+r-B) 

por otro l¿ido rL(Bl < L<rE•) 

por tanto rL<Bl<LCA+rBl 

si r -> en entonces rL (8) --> ro 

por tanto L (f',+rB> ->ro cuondo r ->ro 

y no es 

como 1 a función L es continua y creciente, 
entoncGs existe 

r,_, >O 

por.:i el Clldl 

LCA+rBJ 

11.:imemos Pal vector propio asociado a ro 

por lo qur. tr;nomos <A+r .. D>P = P 



sólo nos falta decir porqué P > O 

c:omo A >.O es conectad,3,_ entonces 

A+ rB es conF..?ctada para r ~-:º 

par-.J. ~l c¿\-::CJ en que 1- ':';,"en se obtiene 

A+r-:B coni?ctada 

por tanto f?::iste 

Po> O tal qlle 

(A+rBl Po= L <A+rBl P., 

pero como 
unicidad 

L<A+r8l y por el teorema de? la 

por tanto~ existe un Pn ·..,.. O y rn >O para el cual 
la ecuación 

se cumple. QED 

Corol':irio. La 
positiva si y sólo 

cantidi:ld r 
si LUil<l. 

del teorema 4 es 

Demostración .. => 
cumple 

Supongamos r>O y tal que se 

<A+rBIP=P con P>O 

entonces L(A+rBI 

y como A < A + 1-B 

tenemos entonces L (A) < 

<= ) La función 

L<A+rBl 

es ml!nor que para r O y no es acotada cuando 
r -> ID. 

Por tanto e::1ste un r. O parü el cual 

L<A+r,Ol = 

ya que la fL1nc1ón dominante es continua. 



Aqui eKiste un P, (1 p,"ra el cual 

(A+rBlP,= P.-, con lo que hemos ¿,cabado. QED 



para 
Def in i ci én 
tod¿; e ü~ 

Teorema 1, 
( I -F-, i - 1 r~ .. ; i s t ".· 

1: .·_a.\'-' 1 :.1 ,_,u) 0 Sl 

. I ¡" J, :.; 

I .. i:1 ! -- 1 

--

l;:-t dcf~.nir:ir.;n 1. 

H.:>.gamos 8 en l:oncco'S (; o 'l ocur-re quo 

(!-AJ 8 

luego, 8 ( I-Pt! - 1 y B.dcmás B r). 

<= Si e :i- C• y hacemos " ( I-A>-•c, tendremos x ~ (l y 

( I-A) X 

Teorema 2: 1'1.,.,., 
I + A + ?1"' + .. 

Demostración: 

~O es productiva ~i y sólo si 
-+ An + •.• converge. 

=> Sea A f, (1 productiva. 

Definamos Tn = I +A+ A~+ •.• + An 

Entonces 

Como (!-A>-• ~O, tenemos que Tn < II-A>- 1 • 

F'uesto que In es un.a sucesión creciente y 
superiormente, entonces Tn converge a un limite T. 

• • T ;;:, ( I-Al - • 

Además 11 m !°.4,.,~ (1 
,, .. ,(0 

F'ero, dado que CI-AITn 

acotada 



Tenemos qLte <I-AJT I , es decir, T = ( I-A) - 1 

'<= ) Si I +A+ A~+ ••. +A"+ ••. converge, entonces 

CI-A>- 1 existe y, además 

CI-A>- 1 ~ I +A+ A2 + ••• +A~+ ... 

l Ltego ( I -A) - 1 ~ O. 

Por el teorema 1, A es productiva. 

Corolario: Si A ) O, es productiva, entonces 
( I -A) - 1 = I + f"< + A"' + • . . + A" + ... 

Teorema 3: Si A ) O, productiva y conectada, 
entonces <I-A1- 1 >o. 

Demostración: 

Como A es productiva, tonemos que II-AJ- 1 = E Ak 

y puesta que A es conectada, se desprende que para toda 
(i,jl e::iste ~-tal qut? el término (i,j) de AT es positivo. 

(I-A>- 1 >O. 

VECTORES Y VALORES PROPIOS. 

Definición: Sea A una matriz de nxn. Un escalar es 
llamado valor propio de A si existe x E R", con x + 6 y tal 
qLle AR = ~X. 

El vector es llnm~do vector propio o vector 
característico asociado a ~ 

La ecuo1ci ón A>: = '.Z ¡;, puede ser escrita en la forma 

<A-:<Ilx=O (1) 

Entonces, ?.. es un valor propio de A si y sólo si, (1) 

tiene una solución no trivial. En consecuencia CA - 11> es 
una matriz singular 6 equivalentemente: 

¡A-;n¡ =o (2) 



Si el determinante de 121 es desarrollado obt0ndremo0 
un polinomio de grado n, en la variable~. 

Este polinomio es llamado el polinomio c~racterist1co y 
}a CCL!aci.é1·1 \::) ne:; llam3.d3 la ecuación caractcr~stica p3r:2. 
la matri2 A. Las r~icas JL~l µul1nom1.u car-~cte;-istico sor1 los 
valores propios de A. Si cor1tanios 1~1s r·aices de acLtQrdo a su 
multiplicldod, el pol1nornio car-8ctE'rístico tient:? e:<act.:amente 
n raicc.:·~~ Eritoni:.:c:s A tendr/."1 n valor-e:-: pr·opios~ .. :d~~unüs ':0::.f.:.' 

pueden repetir y ~lgL1nos pL1~dGn ser nú1noros compl1~jos~ 

Ahor·a est~bleceremos Lln n(tíl:ero de condiciones 
equivaler·1tes para que ~ sGa Lin v~lur p~orJ10 de A. 

Sea A Ltna matri:: de rr::n y A un E:·scaJ.ar-. L.c~~:. siguiEJntes 
proposicion~s son equivalentes: 

al .?. es Ltn valor propl o de A. 

bl Ui ;¡ I iT: o tiene u.na sol uc i ór1 no tr.iv1al. 

c) CA ). 11 es singular. 

di IA ..u ¡ = o. 

Propiedades: 

al Si~ es un vector propio de A, entonces para cualquier 
es cal ar c no nulo, cT: tamb i é11 es Ltn vector propio de A con 
el mismo valor propio. 

Ai"< = ;;¡ x. 
A<cxl = cAx ::\ (c::). 

bl Si X1 y:<:;: son valores propios de A asociados a;¡ 
entonces (:: 1 + :-: 21 es un valor p:-opi. o asoc1 ado a A.. 

Tenemos A-;: 1 ;:; A X 1 

entonces A<X1 + }:,,,) Ax i + Ait2 ;;¡(:-: 1 + X:z). 

e:) Si .A. es valor propio de A·, lo es de A". Los 
vectores propios coinciden. 

Demostración: (por inducción) 

n = 1 ATI = ;.. ;:( 

- A.'! 



suponemos para n: 

F'. D. para n+l 
An+ 1 ~ "'A<l-\"}:l 

d) Si :-\ "'s v'<ln,,.- propio de A, ( 1 - ::<) lo es de ( I-A). 

Demostración: An = ~~ => ~·~ - HIT 
( I-Al;¡ 

h ·- ? :¡ 
< 1 - /- >x. 

el 
1/ ( 1-::l) 

Si ?. es valor propio 
es valor propio de 

de. A y es productiva, entonces 
n-,:1)- 1 • Los vectores p1-op.ios 

coinciden. 

Demostración: ?\f: ;< ;, 
(I-AiT: < 1 - ;:; > x 

1- ;:.. 

f) 81 1 valor propio J~ A. El valor propio de ~A es ~~-
Los vectonc1s propios coinciden. 

¡:\:: ~~'. /' " 
•:<Ax ·~ P>:) 

gl Si ), val 01- propio de A. Si B = <A-·:<I > entonces- el 
valor pr·opio de B es '.? - '"'· Lo·;; vectores propios coi.nci.den. 

Demostración: 

DIAGONALIZACION. 

En esta sección consideraremos el problema do 
factori:::a.r- Mlna m ... ~tri:: iC1n 1 0:,..,~ como un producto de la forme.\ 
SDS- 1 donde Ses diagonal. Daremos una condición necesaria y 
suficiente p2r¿_¡ la i:::istcnci-.=l de: tc1l .fc\ctc;ri::ación~ 

Empezaremos por· den1ostr2r que vectores pr-opics asociados a 
distinlus vdlo.~¿s pi-opio: sen li~Q~lmerite ind~per1d1enles_ 

Teorema: 
distintos cJc 

Si 
la 

?,l.. f:::, ..... 
matr-i;: r-l, con 

son 
105 

vc:..lort:~3 

vector-r~s 

propios 
propios 



cor-respondientes ;-: 1, ~: z, ••• :o}~ k 

linealmente independientes. 
, entonces :-:1,:-!~, ••• !'~<k son 

Sea r la dimensión del subespacio d8 R"~ generado por 
;<1,X2, •••• }:~. y supongamos que re~ ~~. 

F'oder:ios suponet- que !{.1,1::..~, ••• ,~~,... son linealmente 
independlente:;. Sin emb2.rgo~ !<1.}~:;::, •• · ... >:.-.~·~..-- 1 , son 
linealment•c: dependientes. entonces e::isten escali:\r-es no 
todos cero tales que: 

C1:·: 1 + C~;.:~!:~ + •.• + C,...!< ... - + c,... ..... 1::,- .... 1 :;::: 0 ( 1) 

otr¿, serían Note que c,... ..... 1 t 1); da 
linealmente dep~ndicntos. Tonemos 
e 1 , c2 ••.•• e,... no pu.E2dE·n :.:.ler todos 
ec Lté1c i ó n ( 1 ) par A 

que e.-+ 1 :~ •. - ..... i =f O y aquí 
cer-o. t1ul tipl ic2dnos 1;0. 

C1{1;~1 + c2'A;·!2 + 
o bien 

e 1 l. 1 : ~ l + e'.;:! -;¡:;;? :.: :2 + • • • + e,.../,... :-: ..- + e r- ..... 1. ? r,.;.. 1 ;.: ......... 1. (2) 

tendr-emo:::;: 

C1<?.1-)r-1):-:1 + C:z('J=:.-A,... ..... 1)~·:2 + .... + c,....(/~,...-?-,... .... 1);:¡- o 

Esto contr-adice la. ind~p~ndcncj3 de? '''1.•"==:t···~··, ..... 

,,- = k 

Definición: Una matri= ?°ln>ln 

Llna matriz na 
será llamada 

diagonalizable, si e::iste 
matri.:: diagonal D t•l que 

singular S y una 

Nosotr-os diremos que S diagun2li.::.:. 1'1. 

Definición: A y 8 matr-ices de nHn. A es semejante a B 
si existe una matriz R invertible tal que 

B = R- 1 AF~. 

Teorema: Una matri= A ... ,>•n es diagonali=able si y sólo si 
A tiene n vector-es pr-opios linealmente independientes. 

Demc-ir~traci ón: 

Supor190mas que A tiene 
independ1 entes :: 1 ~:::.'C •.•• ~~ ....... 
correspond1 entc·s a ;: "' par-i:.."'\ 

n vectores propios linealn1ente 
Sc.•a ) valor-es propios de H 

cad.:1. i !algunas }, "' pueden =.er 



iguales). Sea S la matriz donde el j-ésimo vector columna es 
:~J para j:::: 1,2~ .... ,n .. ---Se sigue qu~ __ Af:.l-== ),..)}~..)es el j-ésimo 
vector columna de AS. Entonces 

AS <Af:,, Af:2, ••• , Af:..,l 
<':{1Xl., ~:zX:, ... , ?...,T:n> 

:;., o ... o 
<:<1,!,!2, ••. ,x.,> o A.~··· o 

\) 

so 

Como S tiene n vE>ctares columnas 
independientes~ entor1ces S es no singular 

lineal mente 

Inversamente. supongamos que A es d1agonali:able. 
Entonces e~'.iste una m0tr1~ no singular S tal que AS = SD. Si 
X1,}::;:,. .•.. ,:Tn son lo:E vectores c::olumn¿-, de S, entonces 

Para cada J. Entonces, ~J es un valor propio de A, para 
cad~ j, y :! ,~ es un vector propio asoc: i ado a ) .. _,. As i , 10$ 
vectores columna de ci sor1 line2lmente 2ndependier1tes~ ellos 
se sigue de qLte A tiene n vectores propios linQalmente 
independientes. 

OBSER'/AC I 01\IES: 

l. Si A es diagonalizable, entonces los vectores columna de 
la rnatri: diagonali:adora S son los vectores propios de A y 
los elementos diagonal~s de D son los valores propios 
correspondientes de A. 

2. Si A tiene n valores propios distintos, 
diagonalizable. 

entonces A es 

3. La matriz diagonali=adora S no es ~nica. Reordenando las 
columnas de una matriz diagon~li~~Mnra So multiplicando a S 
por un escalc.r· difert:nte de cE:r-o p1·-oducimos una nut .. .:•,.,:¿, m~.tr1:. 

diagonalizadora. 

4. Si A es diagonalizable, entonces A puede ser factorizada 
como un producto sos-•. 

Se sigue de la observación C4l que 



en gener<'.11 

[;¡~ Á2•< J s . s- 1 

~" 2 

Teorema: Si A y B son semejantes, entonces A y B tienen 
el mismo polinomio característico. Tenemos que 

B = R- 1 AR. 

Demostración: 

¡e - ;u¡ ¡R- 1 AS - ;¡II 

¡s- 1 <A - ;i..ns1 

1 s- i 11 A - i\ I i 1S1 

¡s-111s11A-:tr1 

15-1511 A - Al 1 

!A - A I I · 
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