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CAPITULO I 

INTRODUCCION HISTORICA AL PROBLEMA DEL CUERPO NEGRO . 

. 1 



El problema del cuerpo negro ha conlri buido. desde :;u 

nacimient.o, al desarrollo de diversas ramas en la f""isica. ~ügunas de 

las cuales son: el elect.romagnelismo, la mecánica est.adlslica Y 

princlpalmenle la mecánica cuánt.ica, s;\endo esla úllima con la que 

más se 1 e asocia. Est.o se debe a que fue dicho problema el que marcó 

el nacimienlo de la mencionada leoria:' pues, en el lranscurso de las 

i nvest..i gaciones real i ::adas para de:sarrol lar una t.eoria que 

describiera la naluraleza de la radiación de un cuerpo negro ,se 

enconlr6 que se necesi laban conceplos nuevos- no considerados por 

las leor1as exislent.es hasla ese momenlo- para poder llegar a un 

resullado correclo. 

El problema del cuerpo negro quedó pl anleado desde 1869 por 

Guslav Kirchho.ff (1824-1887), quien a part..ir de esludios sobre las 

lineas espect.rales del sol enconlró que, si se considera un cuerpo 

en equilibrio lérmico con la radiación que lo rodea, se puede 

proponer que la radiación que el cuerpo absorbe es conver llda 

únicament.e en energía lérmlca; y si, por olro lado, escribimos a la 

canlidad de energla em1l1 d" pnr el cuerpo por unl déld d<? ár.,.a y en ~l 

inl.::r·1.:i.l.::. d.:, í'r.::cu2r.cia dv c.:i:r.o Evdv y al coe.ficienle de absorción a 

l .a frecuenci .a v como A , ent.onces, 
'V 

E: 
la cantidad v/Av sol amenle 

depende de l.a lemperalura T y de la frecuencia v con la que el 

cuerpo l nler c ambla energia lérmica con la radi .ación y es 

i ndependi en le de t. odas las demás cara e t.er1 st. leas del cuerpo 
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Ceslruclura, maler-iaf, ele,)> E:slo -se puede ;;,scr:ibir como: 

De aqul se puede concluir que la función JCv,D introducida, al no 

depender de las caracler1slicas del cuerpo, debe ser una función de 

caracler universal. Dichas ideas fuerom presentadas por Klrchhoff en 

un lrabajo 1 expuesto ante la academia de Berl1n ese núsmo a~o. 

Fue en un segundo lrabajo2 donde Kirchhoff introdujo la idea de 

cuerpo negro definiendolo como un cuerpo que absorbe toda la 

radiación que incide sobre él; o bien, como un cuerpo para el que se 

cumple que Ai.>~1; as!, para un cuerpo de este tipo, la potencia de 

emisión Ev debe ser equivalente en lodo sentido a la función JCv,D. 

El caracler universal que debla poseer esta función atrajo la 

atención de varios f1sicos de aquella época. 

Por el lado de la flsica experimental se tuvieron qUE• resolver 

principalmente tres problemas: 

1.Construir cuerpos con propiedades de cuerpo negro que 

permitieran controlar las variaciones de frecuencia y de 

temperatura. 

Z. Idear detectores de radiación con la sensibilidad adecuada 

para el problema. 

3.Encontrar la manera de extender las mediciones de frecuencia 

sobre intervalos más grandes que los medidos hasta ese momento. 

Fueron necesarios cuarenta a~os de trabajo antes de que se 

pudieran encontrar los resultados correctos. 

El siguiente avance teórico se dio hasta 1879, cuando Josef 
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Slefan C1836-1893)- ,;-~~.;ikt.~63 .- · baSánd.;se · en observaciones 

exper i menlal es, que la ; ~ri~r,gl~ ~l~G1 r,adl ada por un cuerpo 

cualquiera varia con· de la lemperalura. Es la 

afirmación no es del lodo clerla, Lal como lo demoslró en 188-1 el 

f1s1co auslriaco Ludwig Bollzmann (1844-1906) en un Lrabajo4 en el 

cual, además de dar una demoslración lermodinámica rigurosa, se dio 

cuenla de que esta ley sólo es válida para cuerpos negros. Para eslo 

usó un resul lado encontrado por Kirchhoff2 

~ como : 

p(.1J, D =8rr.JC1J, T), 
e 

que se puede eser i bi r 

donde a p(.v,D, que es la densidad de energía por unidad de volumen 

y de frecuencia, a la frecuencia IJ, de la radiación conlenida denlro 

de una caja con paredes adialérmlcas y a lemperatura T, se le llama 

la densidad espectral de energla. Este resul lado se puede 

inlerprelar diciendo que la radiación descrita por p(.v,D es de la 

misma naturaleza que la radiación de un cuerpo negro descri la por 

.JC1J,D. Entonces, Boltzmann encontró, que para radiación homogenea, 

isotrópica y no polarizada, se cumple que: 

uCD=aT' 

donde uCD=f
0
p(.v,T)dv es la densidad volumélrica de energla, y a una 

conslanle independienle de la frecuencia y la temperatura. A esta 

ecuación se le conoce como la ley de Slefan-Boltzmann. 

Esta ley es de poca relevancia en la f!slca; :;;e llmlla a 

describir la variación de la densidad de energla con la temperaLura; 
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••• si n •• emba rgo, las.-Léc ni cas ·Usada~.~· para'.=s.;c~obtenc'i'órf;~sl~c~~üvrer-o!Y·--5 t::¡•····-

i mportanci a;· púes, alrededor 'ae~~na:d~cag~ .J;spllé~.-}~~ \a9-¡, :fueron 

c1se4-i~¿~) ·~~~·i-.a.<cie:;..'rv'ig :~~ ~esu1 lado ut..i 1 izadas por Wilhelm Wien 
~· --~~;'~- -~~;'.~-> . - . \'._; ,, .. - ' 

c'anúda.ci;) qÚ;• ·1a fundamenlal 6 concernienle a ley de 

Slefan-Bollzmann no considera. Una de las lécnicas empleadas por 

Bollzmann fue usar la radiación reflejada en un pi slón en 

movimienlo. Eslo úllimo implica que la radiación va a sufrir una 

redislribuci6n en las frecuencias que la componen debida al efeclo 

Doppler. Enlonces, para calcular el cambio en la dislribución 

especlral ¡:X.v, T) debido a esle efeclo, Wien esludió la conlracclón 

adiabálica de una esfera perfeclamenle refleclora, y moslró que se 

debla cumplir la ecuación: 

CI. la) 

o bien, en lérminos de la longilud de onda: 

CI. 1 b) 

donde, lanlo ~Cv/T.>, como fCXT), son funciones desconocidas. 

Es la ley si gni fi có un paso i mpor lanle en la búsqueda de 1 a ley 

que gobierna la radiación de un cuerpo negro, pues reducla el 

lrabajo de especificar una función de dos variables a enconlrar olra 

de una sol a var 1 abl e. A esle resullado se le conoció en la 

lileralura como la ley de desplazamienlo de Wien, ya que mueslra 

cómo la curva de ¡:X.v,T) se desplaza al cambiar la lemperalura de la 

cavidad que se eslé considerando. otra consecuencia imporlanle de 



o bien, que la longitud de Onda a la cual p(.v,T)- tiene un máximo es 

inversamente proporcional a la temperatura. 

Haciendo una recapi tul ación de i os resul lados que se hablan 

obtenido hasta ese momento, vemos que el problema era encontrar una 

E función para v/A.,; con la ley de Kirchhoff esto se redujo a tener 

que encontrar una sola función de dos variables, JCv, n; y, con la 

ley de desplazamiento de Wien, el problema se simplifica de forma 

que ahora sólo hab1a que buscar una función de una sola variable, 

iliCv/TI. Con esta ley se marca el punto más lejano al que se puede 

llegar usando f1sica clásica. De aqu1 en adelante lodos los intentos 

de derivar la ley de radiación de un cuerpo negro usando f1sica del 

siglo XIX llevarán a resultados erróneos; o bien, a resultados que 

describen la realidad en forma parcial únicamente. 

En 1886, el astrónomo norteamericano S. P. Langley (1834-1906) 

realizó los primeros experimentos concernientes a la medición de la 

densidad espectral de equilibrio de la radiación. Sus observaciones 

se encuentran en temperaturas menores a los toooªc y ;., longllurlP.,; de 

cort.os7
; sin embargo.los resultados de Langley ayudaron a Wien en su 

trabajo para proponer una ley de radiación. Basándose en ideas 

estad!slicas que el flsico estadounidense W.A.Michelson (1860-1927) 

,), des arrolló par a derivar su propia dislribución8
; Wien, en 

' 
llegó a la ecuación: 
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Para. es lo .'n'i~ri. ~r,:9~fü~tj:~~;~-~-p~·:~~~,·¡:,~.íi.R~- u~;ar: urt'.;'.g~s~:~·a.11~~t.e como 

fuent.e de radr~ir3~'-~J:r~E;¡c~e·r·t~:/rie~'i:o: /iE~· e~~~:: Jisc:··f~1 nüniero de 
. -· '.:"--:- ' ,, '~:\·':>- '.,··,':; '·_.~¿~; •; ' 

moléculas< con ;,;;;¡·:¡;~icta'.'d~i.';:;,;;,¡;~e .. v . y·.· y+d~ ,es/ Ú~aridp la ley de 

di slr i bución . ~Z~- ~~0~~~;:,.·;_~;i~orci onal a >exp(-~~/~i), donde la 

conslanle a 2 es· i;~~¿·rcÍo~·al• a la lemperalura T.'·s(,' además, se hace 

la suposi ci 6n que lanlo la l ongi lud de onda como la densidad 

especlral de la radiación emilida por una molécula dada son 

funciones solamenle de la velocidad de dicha molécula, enlonces, la 

dislribuci6n de la radiación del gas debe lomar la forma 

,X.>..,D=FC'>..)exp[-gO,)/TJ en analogia con la dislribución de Maxwell. 

En esla ecuación, FC>..) y gC>..) son funciones desconocidas, pudiendose 

precisar un poco más su forma recurriendo a las leyes de 

Slefan-Boltzmann y de desplazamiento para oblener: 

-5 
f:Á.'>..,D=b>.. expC-a/'>..D a,b:cles CI. Zb) 

que es la ley de distribución de Wien. 

Al siguient.e a!'ío, en 1897, Frledrlch Paschen ct86'3-t94Tl c:e 

d0dic6 u comp.:..r.:ir ..:.~t..:i ..:·..:uaci~n ..:.ur1 l.:.~ r~:;ullados oblariidos en zus 

lrabajos experimenlales. Las mediciones que llevó a cabo fueron 

denlro de los inlervalos de 1-8µm para la longilud de onda, y de 

400-1600°}( para la lemperat.ura;con eslo, llegó a la conclusión de 

que la ecuación propuesla por Wien era correcla para los inlervalos 

mencionados. 

7 



-- __ En_esa __ i>e_ci,~~- ios -~isposit..ivos experimentares conocidos aun no 
_-o-._c =:c,=-~·==-.:-=--_;o;¡-o_--;o;:-_ ---

estaban muy desarron~dos, ¡:ior_JO_cual, el rango/medido por-~Pa~scl'ien-c-

era el natura¡ para,haéer medicJ.one~.; F';Je'u~a..·g;.a~-coincide~6ia'·que 

la ley de Wien concordara eón est.e~:Fnt..~~-V~l~.- )i'¿asi ·-·-~i.i~_:_;F~";~ra, 
desde ese ai''ÍO y hasta 1900. a la cr e.;,11.:;1? de -~ui"~;~f :-,r~s't.iltado de 

Wien era el def i ni ti vo. Además; en 
., '>'~ 

1099~ _ i-lax .-.Plansg_ {is60-:t947) 

presentó, en una serie de art..iculos10
, una demost..r:;,.i::i6n rigurosa de 

la ley de Wien partiendo de primeros principios. 

El campo de especialización de Planck dentro de la flsica era 

la termodinámica. El trabajo que presentó como tesis doctoral 
11

, 

entre otras cosas, introduce la inlerpretación de la segunda ley de 

la t..ermodinámica que dice que la enlropia de un sislema aislado 

siempre aumenta ó, en el caso limite, se queda igual, definiendo asi 

una dirección para los procesos naturales. El problema del cuerpo 

negro lo alrajo fuertemenle al conocer las mediciones hechas por 

Lummer y Pringsheim, a las cuales nos referiremos más abajo, y 

especialmenle, debido al carácter universal que poseia. 

Planck habla sido invitado, en 1889, a la universidad de Berlin 

como sucesor de Kirchhoff. En esta universidad lrabajaban, ent..re 

otros, Wien, Lummer, Pringsheim, Rubens y Kurlbaum, y esto lo puso 

en contacto directo con los trabajos y las ideas en malaria de 

radiación. A principios de 1900, otlo Lummer (1860-1925) y Ernsl 

Pringsheim (1859-1917) por un lado 12
, y Heinrich Rubens (18132-1922) 

y F'erdi nand Kur l baum ( 1857-1927) por lograron me di cienes 

para longitudes de onda mayores que las usadas hasta ese enlences. 

Los primeros lrabajaron en un intervalo de 12-18µm y de 300-1650°K, 

y los olros fueron más alla lodavia, trabajaron en los inlervalos de 

8 



30-60µm, y 200-1600. i<. Al comparar. la ley de Wien con sus 

result.ados, ambos equipos se ·dieron cuent.a que habla discrepancias 

en la región de frecuencias bajas. Fue Rubens el que coment.ó con 

Planck est.a s!t.uación al explicarle que Kurlbaum y él hablan 

encont.rado que el comport.amient.o de p(v,D es proporcional a la 

t.emperat.ura para eslos valores de la frecuencia. Con eslo en ment.e, 

Planck ret.omó el lrabajo sobre el comport.amient.o de la radiación de 

un cuerpo negro basándose, ent.re olras cosas, en parle de los 

result.ados que habla obt.enido a lo largo de su derivación de la ley 

de Wien. Para eslo habla usado algunas de las ideas de Kirchhoff; 

por ejemplo, consideró una caja en equilibrio con la radiación 

cont.enida dent.ro de ella, y para modelar la caja se aprovechó de la 

ley de Kirchhoff usando la suposición más simple que t.en1a a la 

mano: pensó en los radiadores de la cavidad como osciladores 

armónicos que radian a frecuencia v. Después, igualando la velocidad 

con la que est.os resonadores absorben y emit.en la radiación y 

usando solament.e principios de la elect.rodinámica clásica encont.ró 

para la condición de equilibrio 1
•, la ecuación: 

8nv
2 

p(v,D=--
9 

U<v,T) 
e 

C I. 3) 

donde U<v,T) denot.a la energla promedio de los osciladores armónicos 

que se encuent.ran a t.emperat.ura T. Al igualar est.a ecuación con la 

ley de Wien Cec. I.2a), llegó a que U debe sat.isfacer: 

U< v. n =e v expC -(W/IJ C:ct.e 

9 



Entonces; despejando T-1 
- y usando ·la. ecuación ~t.:ermodinámi ca: 

llegó a que la entropía de un sistema- r'ormadó. por radiación que 

cumple con la ley de Wien, en equilibrio cori -lo~ résonadores de una 

caja, está dada por la ecuación: 

a,b: et.es. 

Calculando la segunda derivada de esta ecuación, se llega a que: 

a 2 s et.e CI.4) --=--
au2 u 

Esta cantidad era importante para Planck pues, a volumen 

constante, es la que nos dice si existe un máximo local para la 

entropía, o no; por lo lanlo, eslá lnlimament..e relacionada con la 

inlerpretación que Planck le daba a la segunda ley de la 

termodinámica. 

Resumiendo ahora los resul lados que Planck conocla hast..a esle 

moment..o de su lrabajo, tenemos: por un lado, una ecuación válida 

para frecuencias allas y lemperaluras bajas, la ley de Wien Cec. 

I.2), con la cual se cumple la ecuación CI.4). Por olro lado, sabia 

que para frecuencias bajas y t..emperaturas allas, se tenia que 

10 



cumplir que ¡:X.v, n fuera proporcional a la no 

_conocí a cuál- era la 

ent.ropla. 
-·~:;,_. __ j ·- }o:: 

Para resolver-- est.o Us6n~i;,'1'a~~r1t..e·-•·1a. 'eC:uad.6ricÜ~),.'.. Y<i: 
nos dice que UCIJ, n .•. pa,ra esle caso, \a.rltt:,L~r. es que ella 

proporcional a la lemperalura' y,· lomando en cuenta que iJS/dÚ=f-1
, 

vemos, inlegrando ésla ecuación que se debe oblener que: 

o bien.que: 

S'" lnU, 

~S=cte. 
au2 u 2 

CI. 6) 

Ahora bien, Pl anck tenia dos soluciones C ecs. I . 4. y I. 6) par a un 

mismo problema, sólo que una solución es válida en la región c;ie 

frecuencias bajas y temperaturas allas y la otra en la de 

frecuencias grandes y temperaturas bajas. Es int.eresanle escribir 

las expresiones de las energias internas para ambos casos. Para el 

primero, al combinar la ecuación CI.3) y la ecuación ¡:X.v,D=Av2T, se 

llega a: 

9 

U=c:._AT 
Srr 

para el segundo, de la ecuación CI. 3) y de la ley de Wien, se 

obliene: 

11 



c3 
- -· ( rw]·· 

U=-. _av ex¡:> -:--_ Srr •. · • kT 
.. ; ' ' -, '~; _·_ ' 

.. , ' ::.;:.~\e' 

_•_-.,:-:~ ~2:~:~· . -... :·.:~-~> 
Anal.izando cada una de "iLi:,;.:~: d1t.J.nia'~ expresiones en sus 

.,,-_ _.,.,_ ..• ·>; -

respect..ivas regiones de valicÍez,;¡),y~~b~-'f¡tJela ¡:ir'imera t.iene un valor 

grande y la segunda un valor ptkqiJ·;¡;N;)'.': Pi'anc;k se dio cuenta de esto e 
- _·:.'..:.; ',-.,-,:~ ~-- . ' . . . 

hizo la siguienle inlerpo'Ú1~i6'1~·; pi.\í:a la segt.:nda d¿.r.i•;ada de la 
·,·\'.'>' 

E::nlrcp1a: 

iJ
2 

S a -·-='----- cr. 6) 

11U2· U( U+b) 

Esta expresión se reduce a las ecuaciones CI. 4) y CI. 6) para 

valores pequel'íos y grandes de U, respectivamente y puede 

considerarse, por lo tanto, como un candidato natural para 

representar la ley que describe a la radiación para todo valor de U. 

Esto es claramenle compatible con el análisis expuesto en las 

(¡l ti mas 11 neas. 

Integrando la ecuación C!.6), se obt..iene: 

:~=-5-lnl-~b)=~' 

y despejando U se llega a: 

U= b 
expC -a/bT) -1 · 

Para encontrar como dependen a y b de la frecuencia, Planck se 

refirió a la ley de Wien y encontró que: 

12 
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CI.7) 

y finalmente,· 

CI. 8) 

Al comparar Rubens est..a ecuación con los datos experimentales, 

se dio cuent..a que eran compat..ibles; sin embargo, est..e result..ado era 

meramente empírico, ya que la ecuación CI.6) no len1 a una 

juslif'icación le6rica rigurosa. Est..e fue el siguienle punto que 

atacó Planck. Para est.o se vio forzado a abandonar su punlo de vista 

termodinámico y usar las ideas probabil!st.icas de Boltzmann respeclo 

a la entropía. Estas ideas se pueden resumir en la siguiente 

ecuaci ón 1!\ 

S =k lnltf, 

que nos da la entrop1a del sistema en consideración, en términos del 
.~·' ,, 

número W de distribuciones microscópicos compatibles con la energ!a 

de esle sislema. En el caso particular del problema que esludiaba 

Planck, el sistema estaba f'ormado por N osciladores de frecuencia v; 

entonces, para poder calcular W luvo que suponer 17 que la energ!a 

total de los N osciladores UN=NU consiste en un número enlero P de 

"elemenlos de energia" e tal que se cumple que U =PE, 
N 

pues la 

concepción tradicional de UH como magnitud continua no habrta 

admi U do un análisis combinatorio par a de terminar W. De hecho, si U 

13 
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- -ru.a.r--a. ·- .-conffnua.-=::- ~-er:-ea:~ ''"°un=a7----ca:nt:raaa"' --~~u·r-"c~.a.~~~podrla~~"'°divtdir·--
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in!' i nLlame;)le; lb. cual' nos. dar i a. .. fambién •• un .;1ti:.'r':1·;:.-ffnÚo 
ent..ró~ia. i'< : : .\ < '•' 0 ::. ,: " 

-·•-· r~y¿~·~~~l;~~¿'•w;:~~º··--;l nú~;~º ;dei~ner;~:<i~i1':renles _d~·podP.r 
dis t:rHíu.i.f' los P el emenfos de energ_la .e 'enlre . los· N osci-ladores, 

. . . ':'.":··' ~" /:'·· _: - ' - . . - -_ 

Plarick bi:.'i..uvo que: 

'CN+P-c!)I 
.-W7 C.·N-l.)_,!·PI.' CI. 9) 

as_í., usando la apro:<lmacié>n de Stfrl'ing: se obt..iene para la. enlropia 

la 

' 'S¡.,=k ce N+P) l n< N+P) -Nl nN-PlnPl. 

o bi ¿.n, como NU=Pe, 

- ~ ln![I · 
E EJ• 

es f.kll ver que S=SN/N =;at.i;;t';;<:e la e-cuación CI.6), por lo q11e 

U=exp(E~k n-1 

la ,:11,ü ·-;;ólo es compal,ibl .a c1Jn l'.T. 8) ;[ se cumple que: 

..:=lu.->. ( I. l 0) 

l<I-



que al integrarla sobre todas nos da la ley de 

Stefan-Boltzmann y, además, cumple con t.odas las propiedades que se 

sabia que ¡:K. v, D t.i ene que cumplir. 

En ésle último cálculo encontramos dos ideas nuevas: primero, 

el hecho de atribuirle un significado fisico a los elementos de 

energl.a finitos y, segundo, el método de conteo dado por la ecuación 

CI. 9). A pesar de que Planck se inspiró fuertement~,. en los métodos 

probabilísticos de Bolt.zmann, el método de conteo usádo por él no es 

.;,st.rictament.e igual al que Bol lzmann propuso. Para esle último, 1,o 

importante era determinar la forma mds probable en la que un número 

dado de moléculas di.st inguibles de un •JaS con energia tot.al fija, se 

distribuye sobre celdas en t>l e'ipacio fase. Lo que Planck r.-alculó 

fue el ntímero total de maneri\S en las que se pueden dist.rl buir P 

..>ie1nentos indisting11ihl,;os sobre N lug;,res. Esla forma de contPo ""' 

-'semej-'\ 1nAs al mi!,lorlo usado, allo5 más larde, por Sayanlra Nat.h Bost> 

([~Q4-197;'D y Alb.,.rt Einslein 17 
Cl87g-t<;l55), "l lrabaJar con ;,. 

,.,..,1,,.di'->ll•o-'\ de los Ahor" conr•cldos c:omo bosones; pues éslos se 

!"'1 .. d>'"n .;,nl.ender c:omo p.1rllcul;1-; lnrii'illnguibles y adem:.s, dos o m.\s 

de Pllos pueden <:•<:upar el mismo estado de en.,rgia. 

j11:-;t..ificrtción que st? podía enctJ11tre.r Ain ese enlences al 1n~t.odt'.) 11sad11 

))•)r Planck, es que lo llevó ,.1 1·e-s11ll:.do r;orreclo. Esto mw~sl,ra qu.,., 

15 
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a pesar del'.-éXJ.\o de dicho'.s'mét()dos ··para derivai la ley -de 

radiación, no se ent.e~dl·a;~i'~f'~~d~:eJ. significado de los mismos. De 

hecho, ent.re 1900 y' fgo5';c::,¡a,:1 ~C:uación obt.enida por Planck se 

consideraba t.an sólo como una représent.ación exitosa de los dat.os 

experiment.ales y no rue sino hast.a est.e ai'ío que se empezó a 

ent.ender, y sólo por unos cuantos, que se avecinaba una crisis en la 

flsica. El mismo Planck buscó con afan, pero sin éxito, métodos 

alternos para encontrar una explicación más sat.isfact.oria. 

En este ai'ío, 1906, Einstein public618 un articulo en el que se 

analizaba el t.rabajo de Planck. En ese articulo se comenta sobre 

ciert.as limitaciones en la derivación de la ley de radiación. Un 

comentario se refiere tanto a la ecuación CI.3) como al teorema de 

equipartición de la energia de la mecá.nica estadistica clá.sica, de 

acuerdo con el cual se cumple19 que UCv,T:>=hT. Combinando estas dos 

ecuaciones se llega a: 

8nv 2 

¡Xv,n =--
9
-kT 

e 
CI. 12) 

la cual ya habla sido derivada, aunque no por este método, por Lord 

Rayleigh20 (1842-1919) en junio de 1900 y luego James H. Jeans 

(1877-1946) en 1901 21 le hizo una corrección a la const.ant.e numérica 

del lado derecho, dejándola como aparece en la ecuación CI. 12). A 

esta ecuación se le conoce como la ley de Rayleigh-Jeans, y es bien 

sabido que no se ajusta a los resultados experiment.ales; por 

ejemplo, si se int.egra sobre t.odas las frecuencias se obtiene que la 

densidad volumétrica de la energía es infinita. Al obtener la 

ecuación CI.12), Einstein concluyó que los principios clásicos 

16 



n.ecesar lamente conducen"ª· ·esta,·ecuacfon, . PCÍ·r·otro 1 ado. Pl anck habi a 
:·:--> ,., -~~'' ·~·: .. 

derivado su ecZ~ci6~'\'.r/~; /~~·1a97; ~~r¡ esa época el teorema 

equfpartl.~i6~ ··•se ·~~l"ICÍc¡;~; d~~.:fi<:~l#C:tEi~or ·de treinta arios, por 

de 

lo 

cual Planck tenia todos·· 1os elementos para derivar la ecuación 

CI.12) y sin embargo no lo hizo. Este hecho se puede relacionar con 

la actitud negativa con la cual Planck veia, en esa época, las ideas 

de Boltzmann sobre la mecánica estadística. La derivación hecha por 

Einstein, asi como la de Rayleigh, sólo utilizan elementos de 1.a 

fisica clásica; por lo cual se podría concluir que la fisica clAsica 

no es la adecuada para resolver éste problema. A Einst,ein no \-.> 

parecía que estas demostraciones fueran lo suficientemente riguros~s 

para que llevaran inequívocamente a esta conclusión; él .l.rgumenl.ab-t 

que el uso del teorema de equiparl.ici6n, en estos casos, no estaba 
.• ;;101 

plenamente justificado; asi que presentó una nueva derivación de la 

l ... y de Rayleigh-Jeans que, para él, estaba 1 ibre de problemas y •m 

l" c11al, una vez más, sólo hace uso de la física clásica. Con esr,•~ 

<i"!mlJest,ra que ta fisica conocida hasta ese momento no era capaz .¡,.... 

"'"'<Plir:ar la ley de radiación obt.;,nida por Planck: había. q11-

,....ncont,r ar un nuevo elemento que- "Y'Jdara a lograr es l. o. 

-ncrJJ)t~rr') que est.e element.o "?ra .;,l i ne luir discontinuidades .;-n i ' 

-nr?I" iJ.l. a; sin embargo, éste no es eot •ínico elemento posible. 

8n iY06 E:i nsl.ein 22 regresó a t trabajo s:0br Ai t" l"'Y rjp ?t..tn•:i.: 

·~0n nuevas i de">·s, las cual es fueron obt,.,..ni das a lo largo de L c;<c)'5 c0n 

s11s i.rabajos sobre "'t ef€'cl.o fol.oeléct,rico y los ccranl,os de ten:; de 
- . . ,_.,,,, :· ·'· 

cu.,.nla de ~.;~f?{~~.:~\ hace •Js·~ ioiplicllo 

idea en su derivación; y;;. ·adf~á-~,Y;l),eg~ a la r:·~ncl11sl•m d.., 
. . :.' ,,·:,,,.. ''. . ·;·; 

•¡u~ la eocuación CI.3) debe ser . .:r/.J:i'.il.{ rt~t}g ~x el 

l'J l t. L •n.o\ 

1 'l 
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CAPITULO H 

LA LEY DE PLANCK 
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Z.1. INTRODUCCION. 

En este capitulo se presentan los trabajos realizados por 

Einstein, en la década 1920 1 en relación con el problema del cuerpo 

negro. El primero de ellosl, en el cual Einstein trabaJÓ junto con 

Lud~Jig Hopf, concief·ne " una derivación de la distribL1ción de 

Rayleigh-Jeans usando, e>:cl Ltsivamente, principios de la fisica 

clásica y que, desde el punto de vista de sus autores, es Ltna 

demostración de esta ley formal y libre de problemas. Es por esto 

que se puede concluir que la flsica clásica no es suficiente para 

encontrar la solución correcta a este problema, poniendo asi de 

manifiesto la necesidad de introducir un agente extrafto a la flsica 

del siglo XIX para poder explicar la ley de radiación encontrada por 

Planck. En el segundo de los artlculos2
, trabajando con Otto Stern 

(1888-1969), demL1estran que Ja discontinuidad no es el único agente 

capaz de llevar a una derivación correcta de la ley de radiación, 

sino que, siguiendo las ideas de la segunda derivación de Planck de 

esta ley
3

, proponen que Ja existencia de una energla que subsista en 

el cero absoluto de temperatura, también permite hacer L1na 

derivación correcta de la distribución de cuerpo negro. Además, como 

hacen notar S.Bergia, P.Lugli y N. Zamboni '·!l, se 

pueden 1en lender como pr·ecursores a 1 a el ec trod l námi ca estocástica, 

t"1nto por el l:r.-.<L1miento que ho1cen Einstein y sus colaboradores del 
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e: ampo. el ec: trpm<:1c;¡n~ti c:o, ~al •. c:ual SLIP()rien. c:omo c¡~1das ,. 2uyas, fases ,es tan 

. cii.~t~itJ(1icJ~~··'i{ta~~,;";··;·2~~b.JC)~~'1a~E'.12:ª.~Ll.~-i~íf ~~/ .. §aínéo' dej~L1nt:o. ce~6. 
En el último·, de, l~s trab;'Jos' qi.ie se' ph~e~ti.\r~h en:' 

·capi t~16,''E:I~sl:~{~~;[~~J~~i:i•~~~'~j~·t•1'~6'~•~~ ¡'de~s ~iid· '• 
estadi.sticos y h;c:~2 ·"~:~~~-~~·~1};~~Ji~ 'diférente de' ,'la·. ley 

radiación, con l~ cL:i"i ~Ü~~¡~~~ d~~¡JúJs qL1e el f~Ú~ debe viajar en 
>: _" ,:, . <. '_'.>~: '.~ 

una dirección bien de.·fini'éia• y con una cantidad de movimiento 

perfectamente determinada. 

Z2. DERIVACION DE LA DISTRIBUCION DE RAYLEIGH-JEANS. 

Después de que las ideas de Planck de 1900 salieron a la luz, 

el problema se transladó a interpretar los métodos usados por él en 

la obtención de la ley de radiación. Esto provocó la aparición de 

una serie de objeciones sobre diferentes aspectos de la derivación, 

como es el hecho que si se usaba la fisica conocida hasta ese 

momento, se llega a la ley de Rayleigh-Jeans, la cual no se ajusta a 

1 os resL1l tados e':per i mental es. Todas 1 as dl?r i vac:i ones de esta ley 

hacian uso del teorema de equipartici6n, que, aunque conocido desde 

varios años antes, no dejaba de presentar problemas en su aplicación 

a ciertas situaciones. De hecho hubo gente que se dedicó a proponer 

c:asos en los que el teorema no se aplica 7
• Al analizar estos "casos 

prueba" se llegó a la conclusión que, aunque éstos no representaban 

ninguna violación al teorema de equipartici6n, no se podla estar 

seguro de que este teorema fuera siempre válido para sistemas con un 

número Finito de part1culas7
• Estos comentarios i lustr·an la 
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desccnfL1n::"' ·qLte se le-:ten1<1 <1l _t<:.ore-n-ia.de equip.'írtici6n.- Además se 

-·t2n1-a-i.l-·probl erna""d:~,lo~~e:a~lor:-_-. __ -_es~e.sp~df.i.c~s-~p_uet~~~ªLt~g~~e_~~Lé~fll~~-l:~L 
'·....:" 

dicho tii.'orema en e5te· c:;\so::§e ;66{é-;,Fa~;,~~"roie~- c.;;2i.lnOs a los 

medidos, er2111 lÓ ~Li(íttentem~nte ~'.¡f~~~;t~~: •com~ ;~ara .:e~antar 
sospechas. Ma::wel l • y Cl ~u~ú1; - ¿8nGil.ly~re~ : '.q~1_e :~i~~;8tstrep~nci a 

mostraba que la teoda cinética n_ci e¡-;-~pl~c~§í~_:':5'.'#_6~~ed=~~s de 

los gases qLle trataran con la estrue:tl_i¡.-~'-~!nt'~'rna••,•¿j"~'. ··,¡-.;;s¡• moléculas 

que los formaban .•. pero qLte no habd_a ~i~~~g-,i~~~"t-;~~;{fciiplicádo a 

otr_as propiedades del q=1stales c~,Tl~;ia:\iiscÍ:ísi-d¡¿\d ~Y. _la difusión, 
¡' ··-'. ·.',~~ 

qL1e, 31 parecer, no estaban determ/n~d~s-;'pi:ir :Fi ;:e¿tY::uctura interna 

Einstein compartla 

:-<: :_~·':<. 

:· -/;) _E·/_ : r- • -----
1 as ;rci~~~ fr~~ ~st~s 

~·,· .: '. o-·--=-~· 
gentes respecto al 

de las moléculas7
• 

teorema de equipartici6n por it:I qu;, ju,nt6 - con su alumno L.Hopf, 

presentó una derivación ~~t ia< ley' de Rayleigh-Jeans que no 

presentaba problemcts en esl:ec sentido-: En s-us propias palabrcts: 

Ya se ha demostrado en varías formas, y es hoy generalmente 

aceptado, que nuestras ideas actuales sobre la distribución y 

emisión de energta electromagn~tica por un lado, y sobre ta 

distribución estadtstica por el otro, no pueden llevarnos a otra 

cosa que no sea la ley de Rayleigh-Jeans para la radiación. ColllD 

esta ley está en' completa contradicción con el experimento, es 

necesario llevar a cabo >.ma alteración en !os fundamentos de las 

teor(as que han sido aplicadas en su derivación. La gente ha 

supuesto repetidas veces que la aplicación de la ley de distribución 

estad(stica de la energ(a {teorema de equipartición} a la radiación, 

o bien, a movimientos oscilatorios rápidos (resonadores), puede no 
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estar .desprovista de obj'ec i:ones. . .. no ha:)} neocestdad para \m. 1.lSO 

·=aildbs'o=~d;,.-~esCe Hp0,. · .. [ ptJ.es;= ·como se verd 11 e-s sufi'.cienteo· ·con ·usar · 

el principio para movimientos translacionales de las molécu l.as y deo 

los oscnadores para llegar a la ley de Rayleigh-Jeans de radiación. 

La aplicación del prin.c ipio al movimiento tran.s lacion.al estd 

suficientemente demostrada a trav~s de los l. ogros de l. a teoor{a 

cin~tica de los gases. Podemos en.ton.ées concluir que- sólo un cambio 

más fundamental e?n nuestros puntos de vista nos pueden lle-vara una 

ley de radiación qv.e corresponda mejor con. el experimento.• 

Parece ser que en esta época Einstein interpretaba este cambio 

más f'undamen.tal como la hipótesis de cL1antizaci6n hecha por Planck•, 

lo qL1e es seguro es que Einstein estaba convencido, y muy p ecos con 

él, de la necesidad de introducir una hip6tesi s extra para enpl i car 

la ley de radiación <y también para el comportamiento de los calores 

especlficos qL1e, para estas épocas y con los trabajos de Ei nstein
12

, 

ya se estaba completamente seguro de que no era posible e>: plicarlos 

1:on flsica clásica"). 

Z2J. CALCULO DE LA CONDICION DE EQUILIBRIO DINAMICO. 

F'ara demostrar la ley de Raleigh-Jeans, Einstein y Hopf 

consider.3n 10 Lu1a particul a con masa m que contiene un oscilador 

dipol.,r electromagnético no relativista que oscila con -f'rC?c:uencia. 

angular natural w
0

, El oscilador se introduce para 5i mular los 

grados internos de la particuld y su int.er'1cci 6n con el cumpo de 

r·adiación. Se puede suponer, sin pérdidd de gener· a 1 i dad ~ que el 

movi1niento tr.1nsl -"Cional de la particula se realiza en la dirección 
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x úr1i. camént~, l.a ósd lcú·;i6n· del dipolo a ·=lo,l,arg~:'ª"el~:e:re: =2;·eoeo··Este 0 

5i;;l;:::1;L~\ •¡;8 va ,l pon.:r en inter.~cc:i6~ con '• l~:: ~·~c!i¡di'ón 
. electr-omag~~ti~a qLle i nLlnda el espacio alf"ededor' d~ ~i) •e:~eráí:Ú:!O, 
par:a peder- d~scribir dicha.intera¿ciÓn, ~Cq~e:~:~'~¡¿¿;gc:~Lei . e,, 

estLldiar 
e -·• 

de eqLlilibrio; Una vez alC::ari;!ado este est.;..dono'si .inte¿ésa 
·-,, - -~· 

lás c\:,ns~c::Lr,;!ncLú.i qL1e nos .trae et impo~e~\.y~· b~l~n~e:de momento. 

i ntercamb:i b Je· can~i~ad pe rnoVi~Í:e~fo ·(¡Lle···~: origina 

raclfación y las particulas .. prodL1c~ L\n~ ~·¡<;;l:rib~1ción de 

El 

~ntre la 

velocidades 

originada por las 

colisiones entre ellas únicamente; esto es, debe coincidir con la 

distribL1ci6n de Ma:<wel l. Esto se pLlede ilustrar pensando en Llna caja 

dividida en dos partes por Llna pared ideal. Una de las partes 

contiene radiación térmica y la otra un gas de part1cL1las, ambas a 

la misma temperatura T y cada Llna en equilibrio con un osci 1 ador 

como el descrito an teri armen te. Si se qui ta 1 a pared, permi ti ende 

qLle la radiación y las par-t1cL1las se mezclen, el eqLlilibrio no se 

verA. alterado 11
• 

DL1rante Ltn inter-valo corto de tiempo la particL1la 

e:·:perimenta dos fu=>r=as qL1e son provocadas por su interacción con la 

radiación electrornagnétic"'· El hecho de que la part1cula esté en 

movimiento hará aparecer una de ellas, cuyo efecto será el de 

frenarla; sin e.nbar-go, esta fuerza desaparece CL1ando la particula se 

encuentr-a en reposo r·especto a 1 a radiación, pues, en este caso, 

ésta es isotr6pica. Aqu! Einstein y HopF hacen la SL1posic16n que si 

la masa m. de la par·ttc:ula es lo sL1fic1entemente gr-.1nde como pare> 

poder despreciar tér-minos me<yores que v/c=(l, se puede escribir esta 

fuer=~ como proporcional a la velocidad: Ru, donde R es una 
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constánte qc1e 1'1:,amaremos. coeficiente de Esta··fi..terza 

~"~ªª'la~Lª:--Ac~cEª--~~7J?Lc:1t2_~~l-~§f'.:!~ ~i ~:_ :_~'.eL::_ por. i 1-r egí.11 ar i dad 

·-·· de~las iríteraC:dc:Í/1éisC:°cc:ie';Ja · radiación c:on· 1~-"':'""¡;;;ricuTa~ qüe le .--

tránsmi te~> a.·e~i~ •'.~i\i~a; Lin: m~~erlto A; ~:~~' ~~ment~ c:ambi a de 

di recd6;, { ~~~~i::a~ "'"erl!c: • .::ad~. 'i&ter;a.:::c:.i6ri- provocando un ef ec: to 

completamente az;á~olio _:¿~~; •la ~kr~1iei:11 a 'y•' ~~n téni éndol a, 
\ •... ",' . ',' /". \ -~;'-_'; , .. "¡-

asi, en 

movi mi en to; si.~ ~~l:Í~f-liR:;;~s;t~~ ~f,~ds.p ,:e;i~;~gt~l mente independiente de 

la veloc:idad• dej_~;á;:.Pi~~f:!;;~~'.;,~'.-~E)~-l~:Í,@/(J;;Xmac:i6n de velocidades 

pequei"ías; ·'H,: .. ' :~ "'"-:··~; <'2'' ;' ,.;~:·;·~(?F'''Ci,:': 
. . • ··-· · .:r.: .,,,.~.:.~· :~:-~F; .:.-¿ <·:·:i: :·-:-·, <·:"---~ .. -_,.:_.-'. : :/·: .. · .. ··; _-.- ·;, '1 :·>> < ·,:~·-,: --- ' - -·-. 

Un si'stÉima .,:¿oh•;cári{ida~'.•'de m2ii/f mí:i:'nt'c:Í irw al 
· ,,.,~ 1., ,_ ·">~ ~-z_- - :· - · ··f ~· · >:», ).· ::~·;!,: _,, '< ... ~··-·. -~- .. · t.· 

_\,; ·: ,•, ~·J·h::>~-1\~ <~~\-~~~-,~~-~-{~p·ti~:tr·-!:::fa.~'(~~~i-~,~-,;~·:q'.6:'?·,;·~,:~--~r- íl\U\.i"T 

Lle!11lpO t, oespués 

·producido por la 

influenc:ia\de·••10~ i.~pL1LsCl~·~eb_i~o·s.a las fuerzas anteriores y dado 

por: 

rnu. =rnu +b.-Ru-r. 
l-tt" l 

Como estamos en una situac:i6n de ~quilibrio, la distribución de 

velocidades permanec:eri constante en el tiempo, por lo que ~l 

promedio de rnul-tr dobe ser igual al promedio de mol, o bien: 

Asi, desarrollando ~l<~_¡i::i.~odel lado derec:ho, se obtiene: 
¡,¡:>,:.;:.:;;· 

• •'M '.:_"';" "-''":'"~ 

-'"-.'-·:'-7-~·''.~~J-~;_·L=0-
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~z,i.t __ ~~-S-~-'.~!?_!:~-~~-~,:~~'--= ?!:_~:-~Z-L::_~_ i::oino p:.'r~a qLte el p~núl tiino l:ér·mino 5ea 
·,-'---·-·--~· 

mLlcho 
=;-----=-=---=--

1n<:1yo1- qL1e el últLno; d.e manera .qL1e lo pod.E1mos d2sprecTar;---~1Jernásj'""°~-~ ~. 

como uL y t.. pueden :.tom.Elr valor-es posi ti~~s\ .y, >ne~'a~i~~~ 
i ndepend ienteineri te y con·· :i: á i~áma. ·. p2cib~bilid_~d.: '-J~1~oiC qüe '.los 

1:. --
tér.ninos qLle 

hi pÓtesi s en ·L;.úi ~l 1ria eCLl<,~iÓn .• 

el campo da radiación a temper~tura T, debe ser igual al qL1e se 

obtendri.EI de la interacción con Lln gas de moléculas a la misrna 

temperatLlra, descrito por la teorla cinética. De no ser asl, la 

presencia del sistema destruirla el eqLlilibrio térmico entre la 

radiación y algún gas arbitrario qLle estén a la misma temperatura. 

Esto nos permite L1sar el teorema de eqL1i par ti ci ón para el movi mi en to 

translacional de la partlcula, esto es: 

!in< u2 >= !Jq_f z l z ' 

por lo qL1e, la ecL1ación (I);ll ·tom·a la.forma: 

2 -· -

~>= 2AA.T 
T ' 

( 11. 2) 

esta es la condición de equilibrio dinámico que estamos buscando. 

Ahora sólo resta evaluar (A
2 > y R, y para esto se usará f1 si ca 
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--clásica -e:-:crusi'"'üiienle. 

222. CALCULO DEL COEFICIENTE R; 

Para cal cLtl ar l sobre Lin 
- . 

oscilador en movi mí en to, · ¡,~¡:;~¡ri¡j!i;·p~iméro el cál cul ~ ··de"' la' fuerza 
:)> ,>'.:?: :~·::>;··,L -;·,.1:<·;.,.;-.. · .· -.,·· ,.'. ·.::::; ... , 

Lorent;:. ::c~l(:~:~ :ni~~~j~fa~~l~~~~~::a:/· e:ar:3L::: tr:~::::::::::ti:: 
entonces ,;h .-~d~~~;~(J \rp~~;r .el éctri ce 

sobre un 

__, __ ... _ 
•.• 1...,¡11t,J.;: . ' \.J.:.\U-1 

-d. 2_¡ d9/ -
---r -- + w_f =::.rc9

E 
':'..({ z d".. 9 ._. ~ ':? 

2 

r=~ 
3mc 3 

f del osci l .ador 

( l !. 3) 

Ahora haremos la SLtposici6n de qLte los campos eléctrico IE<><, t) 

y magnético ~Cx,t) se pueden escribir como un desarrollo de ondas 

planas transversales, de la siguiente manera: 

IE 'X t (II.4a) 

2 

~<x, t) =) f~>ikxeik,>..> A<wk,n cosCwkt-k·x-eck,>..> J, CII.4b) 
f:::1 ).¡ 
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donde, se cumple qué: 

(X) 
l 2 2 i . ,. usando tL=-<IE +IB >= p(w,Tldw en o · . 

w2· 2 ... > 
p<w .• Tl = -;11. <w, Tl. 

e 

la 

espectral 

( I I. 5l 

La variable A se introduce para representar los dos estados de 

polarización de las ondas, y &<k,A>, que es una variable 

estocástica, para implementar el caracter fluctuante de la radiación 

en su interacción con la materia. Esta última es una de las 

hipótesis fundamentales de la teorla conocida como electrodinámica 

ostocástica, la cual, además, postula al campo de radiación de punto 

cero como el responsable del comportamiento cuántico de la materia. 

La ecLlación CII.3l, como está escrita, es válida cuando la 

partícula est* en reposo respecto al campo de radiación. En este 

caso la partlcula verá un campo isotrópico a su alrededor, pero si 

se encuentra en movimiento respecto a él, ésta isotropla se rompe y 

aparece una fuer:a que depende de la velocidad. Para transformar la 

ecuación CII.3> al sistema de la partlcula en movimiento, sólo es 

necesario escribir t', el tiempo propio en este sistema, en lugar de 

t, el del sistema en raposo, y además, el campo electromagnético, en 

este nuevo sistema, está dado por: 
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.~ • ~2~"- -~ cc~~c~-~~:---·~oo~---:~~~=-~-~-~='--;~º--c-~-~ ~- ---··-·· 

•· ,.. • " re ~.J~~[t-;;!:~~f ;fi~~,~t¡J¡;•r['f ';;1,':t·~JJJ 
:'.'fl:~~.~.'.r..·····<~~~T~);¡)~'.~~~E~~·fr:~·:q~~~-élc,~> .• Ü.)··:<·r I·. 6al 

·,:-·.¡:·:. , --::~·.T~·.'< 

2 ' 

IB' <x' .• t' > =2; Jcrk [!el< +Ji- [<k~~Y +f3e,.] -kr [<lc~~"-r~cx]l x 
:>.-1 --

)<(II.6bl 

. .•• .· .•. < ·: e .-
con e=e <le,>->, y donde s~ han LIS ad o 1 as transf ormacio~~·s ;el at i vistas 

entre los campos: 

E' =E 
X >I 

y la conexión entre las cantidades primadas y las no primadas estA 

dada por: 

k,.' =r <k. -C!.w >; 
x e le 

k' =k ; 
y y 

k' =k ; 
z " 

Finalmente, escribiendo la frecuencia natural del oscilador como 
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y resolviendo la ecuaci6n _iLI.:;>_ ya con la co111pone11j:e __ ~z del-._campo 

(!I.6a)_ Útostituida, se obtiene la sigLtiente -enpresi6n para el 

momento dipolar: 

z 

f'=L Jcrk 
:o-=i. 

[
cz +~ <lcx~v] /i,((J.) , T> 

e k - k --

( I I. 7> 

donde se ha definido: 

Por otro 1 ado, la e>:presi6n para la fuerza qLte el campo 

electromagnético ejerce sobre el dipolo la podemos escribir como: 

bE' , 
Jt' =--X r-1-8' df·' 

x bz' e Y dt' 

si se usá qLte /' =ez'. Ahora, sL1bsti tu yendo 1 as e>:presi ones de E~, B~ 

y /' en esta ecLtaci6n, promediando sobre las fases y haciendo 

algLtnas manipulaciones algebriicas, obtenemos <ver apéndice A>: 

< J:' >=- 6rr
2
rcu 

X 5 
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'· -. - . . .'.- ·<· 
donde., para rel aci·onar 1i.:·cori. p .se. úsó19 la ecuación . ( 11. 5). 

Final ineml:e;·•.;la·:~~re;s:ión paro\ .R estfi· d~da i~ór r' 

R=61?rc [. < , Tl-.!_· .• 8pCwo',T)]. 
_ p wo' 3 t&>o dw,. . • 
::. o 

<I l. B> 

Z2.3. CALCULO DE LAS FLUCTUACIONES < t.2 >. 

El impulso Fluctuante impreso en la part1cula se puede calcular 

en el sistema en reposo de ésta, ya que este efecto es independiente 

de la velocidad con la que la part1cula se mueve. El impulso 

transmitido a la part1cula en un tiempo T en la dirección x, se 

puede escribir como: 

T 

t:.=fT$dt=J [8Ex f-.!_8 df]dt. 
o " 8z e Y dt 

o 

L.il primera igualdad viene de reconocer que 3",. es la fuerza que le 

transmitirá el impulso al sistema y la segunda, de la fuerza de 

Lorentz. Integrando por partes el segundo término, se obtiene el 

siguiente resultado: 

T 

dt = [a 1]r -J 88v fdt. 
y o "t 

o 

Si se escogen los limites de integración apropiados', el 

término se puede despreciar; además, usando la ley de Faraday: 
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. ~x· IE =' 1. dlB 
V ----, 

C.cH 

se llega finalmen~e a: 

( I 1. 9l 

Como· hemos visto, esta e: anti dad 'repre.s'enta. el. mamen to que el 

c:ampo de radiación le transfiere a la partlt~la en cada interac:c:ión; 

sin embargo, cerno dicho campo tiene un gran número de interac:c:iones 

con la partlcula a lo largo del tiempo r, el efecto que se produce 

sobre ésta es altamente azaroso, por lo que es de esperarse que el 

promedio de A se anule. Es el promedio del cuadrado de A el que va a 

ser diferente de cero, siendo as1 la cantidad que nos interesa 

calcular. Para esto necesitamos substituir en la ecuación <Il.9l 

las e:<presiones apropiadas para éJEzldx y/, que se obtienen de las 

ecuaciones 111.4> y 111.3> respectivamente; luego se nec:esita elevar 

al cuadrado y, finalmente, promediar sobre las fases para obtener la 

ecuación (ver apéndice B>: 

(11.10> 

para las fluctuaciones del momento transferido a la part1cula. 

t Z2.4. LA LEY DE RAYLEIGH-JEANS. 
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Í c.) "p(w
0

, Tl, 

3 o "¡,) 
o 

que al resolverla, nos-da la'. ley de Rayleigh-Jeans: 

·2 

P. <w;T> =~J<iT. 
. 2 9 

n .e 

Esta derivación se encuentra completamente dentro del marco de 

la física clásica. Respecto al hecho de que se haya obtenido esta 

ley y no la de Planck, Einstein y Hopf comentan: "en los fundamentos 

de nuestra derivación debe haber escondida una afirmación que no se 

encuentra en armenia con el fenómeno real conc=rniente a la 

radiación térmica•••. Más adelante, intentando e:~plicar la naturaleza 

de la afirmación mencionad•, •gregan: "los fenómenos reales se 

distinguen de los resultados inferidos •.. en que en los primeros 

deben hacerse perceptibles, también, fluctuaciones en el impulso de 

•lgón otro tipo, tal que, para radiación de onda corta y a bajas 

densidades, estas fluctuaciones prevalezcan ampliamente sobre las 

dadas por la teor!a."• 
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2.3. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK USANDO EL CAMPO DE PUNTO 
- - ---=------~-'--=-'--o-_o_-,--==--==-"----c=-"""-=-=- ----~---

CERO, 

En 1912, F'lanck publ,icé Lln art1culo14 en el cual, sL1poni ende 

que la absorción es un proceso continuo, pero que "la emisión de 

energia por un oscilador ocurre por medio .de saltos, de acuerdo con 

cuan tos de energi a y las 1 eyes del azar ,.t!5, encontró una e>: presión 

para la energia media de los osciladores ligeramente distinta a la 

ya conocida, esto es: 

U= ~w +~~w 
exp<~w/kTl-1 

CII.11> 

(comparar con la ecuación I.7l; y de aqul, derivando respecto de la 

temperatura, la ley de distribución de un cuerpo negro ya conocida 

<ecuación I.111. Este nuevo término predice que U es diferente de 

cero para T=O contrariamente a lo que se pensaba en aquel entonces. 

Este resultado fue verificado varias veces, y en 1913 Arnold Eucken 

(1884-19501, habiendo trabajado en este campo, afirmó: "con completa 

certeza que, de las fórmulas e:.:istentes [para la energia 

translacional a bajas temperaturas], aquéllas que no contienen la 

energ!a de punto cero, no son, ciertamente, satisfactorias; mientras 

' que aquéllas que incluyen una energla de punto cero al menos no 

llevan a contradicciones."id Einstein también conoció esta segL1nda 

teorla de F'lanck, y en 1913 publicó5
, jL•nto con Stern, un trabajo en 

el que se dan pruebas de que esta interpretación es vAlida, primero 

dando argumentos de plausibilidad que demuestran, basá.ndose en 

resultados experimentales obtenidos por Euckeni 7 en 1912, que la 
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aplicación del t_érmi!1º~~d~g;\r'lJ~::º~~E~Cº.• co11~.J;¡nerglaccccpor7""-cm.od~~~nor~al 

Más igual a !flw, al calor espi;;cl·flc8··ci~l;h~'C:lrógei~c5'~es. 

adelante, aprovechan los cálculos. ~~~h.~s F~~~j ·~in~:~in 
presentados anteriormente, par~ de'~-¡:)~;., ,'1~¿}·~~-endo en el 1 os el 

término proveniente del punto cero de energía; la ley de F'lanck, 

s61 o que ahora usan una energl a por modo· normal para el osci 1 ador de 

fl.w. Este término entra en el cálcL1lo al incluir las fluctuaciones de 

momento, que se inducen en la partícula en su interacción con el 

campo de pL•nto cero, dentro del marco de las ecuaciones CII.2), 

CII.8) y OI.10), 

Z.JJ. CONTRIBUCIONES DEL CAMPO DE PUNTO CERO A LAS 

FLUCTUACIONES DE MOMENTO. 

Este cálculo es muy si mi lar al expuesto para 1 as -f'luctuaciones 

del campo térmico en el apéndice B. Se comienza calculando el 

momento transmitido al ose i l ador durante un tiempo T en la di recci6n 

z, segán la ecuación <II.9>. A este respecto, Einstein y Stern 

comentan que, en este caso, nos in teresa l c. si tuaci6n en que la 

energía de las oscilaciones excitadas por la radiación sea 

despreciable respecto a ta energía de punto cero deL ose ( tador, lo 

cual es permitido para temperaturas suf i cien temen te bajas. Asi 

podemos apro:d mar a la ecuación ( I I • 3l con la ecuac. i ón: 

cuya solL1ción está dada por: 
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donde /~ es el moment~ ~ipol~r y (o) su 
•-"' '"'' .. ;. ··,.··,_ O 

frecuencia natüral de. oscil.;1ciÓh: pi::iribt'~·~ io1d~~<~l ~~m~o elédr-i.co 

lo podemos e>: presar como c1n des.irrol Icide .ondaii·: pfana\;, asi; 

. . . .\ . · .... · . > X : ·'·· ' .·· 
2 

!E :x, t) 'Lfi'k 
> .. ,-. .:;._-:-

c1k, >-.) h({.oJk' Ii~ü:.[wkt'-lc: ;x-~llc:, A.i :i; 

>-=1 

y, para la derivada, se tiene: 

en 1 a que se ha usado el mismo argumento qLle se usó en el apéndi ce B 

para cambiar la fase. SL1bstitL1yendo estas expresiones en la ecua..c:i6n 

(II.9) para el momento, tenemos: 

T 2 

1:.
0 
= Jdt L Jck /

0
cos Cw

0
t) &z (lc,A.> h<wk,T>k,. c:os[cukt-lc·x-~ <lc,A.ll 

o >-=1 

2 

=IJcrk /
0 

c
2

<lc,A.> h<cuk,T> Joi.,. x 

>-.=i 

x --- sen,Wk:wo T)c:os,-Wk~cuo T-lc·x-~<lc,A.l), 
wk -wo l- l-

donde ya se ha realizado la integral sobre ·el tiempo, y el sublr-idlc:e 

.38 



cero en la delta indica que se t:raL~ de1·- momento:'debido 'a la 
. _- ___ ·._.· -__ <. ·-. _·_·---~·<·· _·.:.-. ·."':.:.: .·:'~ .:>_ .<;::· -.·'.:<- .. · ;'<"·.·... -

in ter a~~ i 6n"~C:"o~neT:-c~npc>;-ae~pL:1r1t"o~cero"~Ta"=.i-r{h!gr~l''=sobrf!:',;ei'-;~Ú empo 

nos deber 1 ª--haber dado das~téi';mi nos_~-<.~1~6 con '.;.'.;1c'cw
0 

x·~;; '.:;r¡.L ~t~~- con 

'•Vú> 
0 

e ver la ecLl~ciÓ~ cá.1) > ;' :x:k ~rn~~~tj,b, ::; 26/;;d ü:'s ·. '. ~r--~cu~nci as 

pLteden alc:an::ar valo;~sgrand~s>ei'aXi~~,d~~·;11t: ~~ despreciable 

respecto al primero~ :Luego, C:~1¡a~rado, tomando el 
. ·---1· ... -_, .. 

promedio sobre ¡: y sumando sobre las polar_izacione;,., obtenemos para 

las fluctuaciones, la expfesión: 

2 21T J ' 2 2 <A>= dú> ú> !/'- Cú>,T> 
0 15c

5 

para llegar a esta expresión se usó la ecuación k=ú>lc/c y se evaluó 

la expresión en el origen; además, por comodidad, se escribió ú> en 

lugar de ú>k. 

Corno el áltimo factor tiene un comportamiento del tipo delta, 

podemos poner ú>=ú>
0 

y luego L1sar la integral 

para llegar a: 

CB.1> del apéndice 8 

41? 2 /2 < Áz >= z C T> Ú)o p Ú)o' r, 
o 15cz o 

( II.12> 

donde, además, se üs6 1-a ecuación CII.5> para escribir 1 as 

·~, ... ·_nos de la frecuencia, Einstein y Stern 

argumentan que "si el resonador posee 1 a energi a de punto cero f\ú>"!S, 

se tiene que: 
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., z 
··-r ;~_,~'L'/- .l "':·• · --~1·".~'.-'..n viene de igLlalar la energía media· ..,re 
fmw2..f del resonador <donde A es la amplitL1d del movimiento) con la o 

energia t'i.w atribuida al pLlnto cero de éste, y !Llego manipular la 

expresión para ponerla como aparece. Además argL1mentan 
1 

qL1e, 

solamente Lln cálculo más rigLlroso mostrará si la discrepancia entre 

la energla por modo normal usada aqu1 cnwl y la obtenida de los 

experimentos con el hidrógeno <fnwl desaparece. Entonces, al depejar 

2 
/

0
, se llega a: 

/
2 _ 3tic 9 r 
o---w-' 

o 

y substituyendo en la ecuación para las fluctuaciones, se obtiene 

finalmente: 

(!I.14) 

Una ve: hecho esto comentan qL1e, si se piensan estas 

flL1ctuaciones como las únicas qLle contribuyen a la ecuación <II.2l, 

tal que se tenga la ecuación: 
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se llega, al. substiÚ1ir la.~~ti~.;i6n 

ecL1ación <I.2) 5
; A e~te re~kE!~):61 ~·~1n'eM{a~• que "aqui 

ley de Wi en, 

qüeremos dejar 

de lado la suposición de ·~u~{~.1~'~. 6sdlaC:iones excitadas por la 
::\<.'-"~»·.' :_:\ .' ' : 

radiación son despreciables:-.. i:fr-~hora pensamos que la energia de las 

oscilaciones, impartida po/'· '1a· radiación al resonador, genera 

oscilaciones de momento que son independientes de las 

correspondientes al punto cero de energla, entonces podemos sumar 

los valores cudrlticos medios de los dos tipos de oscilaciones de 

momento"5
, y ademls agregan una nota a pie de plgina diciendo que 

"este tipo de procedimiento sólo se puede justificar por nuestra 

ignorancia de la ley verdadera para el resonador". 5
. 

Z.32. DERJVACION DE LA LEY DE PLANCK. 

Asi, sumando del lado izquierdo de la última ecuación el valor 

para las fluctuaciones encontrado por Einstein y Hopf, ecuación 

<II.10>, escriben la ecuación CII.2l como: 

2 4rrr 'e' 2 4rr 2 

<t. >=---rp <w ,T> +--cf\w
0
rp<w

0
,T>r=2kTR, 

5w
2 0 

5 
o 

que al substituir el valor para R, nos da la siguiente ecuación 

diferencial: 

2 !I 
IT C 

3w2 >i.T 
o 

f\w: ] 1 "p<wo, T> 
+--p<w ,T> =p<w ,Tl-'O"W 

z 3 o· o· ..;;, o 
ITC ~ 

o 

que tiene como solución a la ley de radiación de Planck, esto es: 
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y para encontr.a.r· Lá ·en.ergia rn.;cli" de los osciladores usan la 

. [rr2 c3 ¡] U= --
3
-p+- 11.w, 

w 2 

que fue derivada por Planck en sus trabajos sobre su segunda 

teoria
3

, y que da corno resultado la ecuación <II.11>. 

Todos estos resultados concuerdan con los de la segunda teoria 

de Planck, y representan una derivación de la ley de radiación que 

no incluye discontinuidades "extra!"ías" a la flsica clá.sica. De 

hecho, todo el calculo está. basado en conceptos clá.sicos, salvo la 

idea de energla de punto cero que, sin embargo, no entra en 

contradicción con estos conceptos. Es a través de asociarle una 

energla de punto cero a la partlcula, por medio de la ecuación 

<II.13>, que entra la constante de Planck a la teorla, representando 

una medida de la intensidad de la energla asociada a la radiación 

por medio de la ecuación E=ll.w. Esta última ecuación no ha sido 

derivada por la teorla misma y, por lo tanto, representa una 

hipótesis e::tra. 
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Z.4. 
:--=-=--,--

DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK 

PROBABILISTJCOS. 

USANDO METODOS 

No obstante el ~xi t~ de Einstein y Stern par a obtener la 1 ey de 

Planck usando la hipótesis de la energía de punto cero, terminaron 

~or ab~ndonar esta idea. Sin embargo, Einstein~ y~ sin la ayuda de 

Stern, continuó sus estudios sobre la radiación publicando'ª as1, en 

1916, una nueva derivación que hacia uso de ideas probabilisticas. 

Es en este trabajo en el que introduce los coeficientes A y 8 que 

representan las probabilidads de transición por unidad de tiempo de 

un estado energético a otro. Un ano después, en un nuevo artlculo6
, 

reproduce estos resultados y luego los usa para demostrar que, tanto 

la emisión como la absorción de radiación son procesos 

direccionales, esto es, que en cada proceso elemental de este tipo 

hay una transferencia de momento de la radiación a la partícula con 

una dirección bien definida. En este trabajo hace uso de las mismas 

hipótesis que utilizó en sus trabajos con Hopf y Stern acerca de la 

distribución de velocidades que se obtiene en el estado de 

equilibrio entre la radiación y la materia; esto es, se cumple la 

ley de Maxwell. El sistema que utiliza se trata de una partícula con 

un número infinito de estados discretos internos; sin embargo, él se 

concentra solamente en dos de los posibles estados de energía, e 
m 

y 

en·' en los que se pL1ede encontrar la particula. Las energías de 

estos estados deben CL1mp 1 ir con la relación em >en y con 1 a 

restricción de que en una transición de un estado al otro la 

radiación involucrada tenga una frecuencia w. El movimiento de la 

particula se toma, por simplicidad, a lo largo del eje z. 

Einstein distinguió entre dos tipos distintos de procesos 
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estimula das por el c a~po de rad i ac.i ón circundante, y el ótrci ·a 1 a 

em i si ~¡c~;-~h~e-¿;fa%~;~R¿Jd7~' :;c;:~-c;;: c it¡c i Ón por causas-~~e~1f:?t~~:~t~A:'°;~"~:~~-
fo~ primeros ~e Íes á'sai:\a los ~oeficientes B, ya sea B.; .;.Ei;,'~(. c~l 

m:-~ n 

proces!:J es d~ e!nisi.ón.~.o'de absorción respeC:tiVamente, ·.y al·. segundo 
;· :: :,;_:~.-:<~- ·: :,:::.~.~:_· ~:~;:~ .>.·/~.: ~º'..\~·-.~~ >:_o:i}~,_,,:,_ ': ';_; __ . n 

se le asocia'eb coeficiente· A. . . ,. . . . . . m 

En esa•iépoca}no:·~~ dudaba qL1e los procesos estimulados fueran 

ciirec.cionales,,'per~ la física ~lásica predecía que Ltna emisión sin 

causa en terna debia p~bd¿C:lt:•Un/ ~~da esférica6
, 1 a cual, debido a 

la simetr1a, no l• impar~e ningún momento a la particula. Fue por 

esto que Einstein se avocó a demostrar que, en un proceso cuántico, 

una emisión de este tipo si es direccional, transfiriéndole, as1, 

una cantidad de movimiento a la particula; y en consecuencia, que 

esta es la única forma en la que se puede establecer un equilibrio 

dinámico entre radiación y materia que sea consistente con la ley de 

distribución de energias de Planck para la radiación y con la 

distribución para las velocidades de Maxwell para las particulas. 

Z.41. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK USANDO BALANCE DE 

ENERGIAS. 

Si la particula en consideración forma parte de un gas a 

temperatura T y puede tener un conjunto de estados internos de 

energia .z,, con lE IN, la frecuencia relativa Wn del estado 

dada por la distribución de Bolt=mann, esto es: 

44 

.z está. 
n 



i ~~d.ep·eri.d_i_~.ht~ -~·qe.: J_a /i;e!ripe:~,~~~fr~a-r ----. - ·: :-:- :::·:-'' ·:: .-> 

.• Si·:L\~a.•p:Fi:icLlld~Jasii de Lln estado z a afro z 5iA7~~:~i't~l:r6n 
:-" ....... ::,'.~:.:.-, ;."J.... - ·~,,~, .. ~'::- : ·-::,,, .. : ._.: ·:;!~\-:, m n · -~-;>- ~},.;' :·: ./ " 

extérq.;;;cy ~iíii'.feVadi•aC:i6n i:oll energ1a em-en y freC:úen.ci~ c.>,\'!podemos 

escri~2;:.: x~·~rd~.;b\ !¡dad de qlle esto sllceda 
>' ., .·~· -_--;::.~:· ... -.'.: 

tiempo dt, 

dW=Andt. 
m 

en Lln in cerval o de 

<II.15) 

Además, si el sistema se coloca en Lln campo de radiación con 

densidad de energia p de frecL1encia w, se pL1ede tener Llna transición 

del estado Z al Z absorbiendo radiación de energia e -e • La 
n m m n 

probabilidad de qlle esto ocllrra en Lln tiempo dt, será: 

dW=Bm pdt, 
n . <II.16) 

y si el proceso es, en 1L1gar de Llna absorción la 

misma energla, la probabilidad será: 

Ahora, para que el intercambio de energia entre la radiación y 

las particulas, descrito por estas tres ecuaciones, no altere la 

distribución de Boltzmann, válida en equilibrio, es suficiente y 

necesarto6 qlle el número de absorciones por unidad de tiempo y a la 

frecuencia w, descritas por <II.16>, sea igual, en promedio, al 

número de emisiones por unidad de tiempo y a la misma frecuencia, 
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descritas por (II.15) y por 

condi~ió~ sobre la densidad 

que se cumple a cada otra forma, se 

tiene balance detallado. se encuentra que, si p 

tiende a infinito jLthto con T, se tiene la siguiente relación: 

Asi, despejando de <II.18) la densidad de radiación, se llega, 

usando esta relación, finalmente a: 

p= e>:pC <e -e l /lffJ-1 ' 
m n 

!II.19l 

obteniendo as1 la distribución de frecuencias para la radiación, que 

se debe cumplir para tener equilibrio térmico. De la ley de 

desplazamiento de ~Jien, ecL1ación <I.1), se sigue qL1e: 

( I I. 20> 

y que: 

<II.21l 
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donde a y fl. so_n constantes uni.;ersales. Para calculara se Lisa el 

caso limite de altas la ley de 

Rayl ei gh-Jeans. Cabe· agregar qu~ l_a :~c::~1C\~i'.~rí (1F21 Í es un resultado 
'., . ;·; >: :'··-.·'. >\· >::·-~-~:<:·:.,·.:.·:~.:~:"'.<<«j~:~.::··;->;>_:; <':<e~,; " 

de esta teor1a, por.1o'cua1 1 .'.r1ó;É!s~riécesáni):i;agf~gársela para llegar 

< I I. 20> y 

(!!.21>, en la ~é:~1aC:i6n <IÍ~(9), se llega ~·1~.{;,;'y de Planék. 

Z.42. UN METODO 'PARA CALCULAR EL MOVIMIENTO DE MOLECULAS EN 

UN CAMPO DE RADIACION.19 

En seguida, Einstein hace uso del mismo método que usó para 

derivar la ecuación <II.2> y de la ley de Planck, para demostrar que 

la emisión y la absorción de energia son direccionales. 

Según Einstein, para calcular el coeficiente de fricción R que 

aparece en esta ecuación, se tiene que describir a la radiación en 

un sistema de coordenadas S' que esté en reposo respecto a la 

particula, pues las hipótesis hechas sobre la absorción y la emisión 

de radiación han sido formuladas para el caso de particulas 

estacionarias. Para esto, encuentra primero el número N de procesos 

de absorción por unidad de tiempo, debidos a la radiación asociada 

con el ángulo sólido dn' como6
: 

N= B~ p' <w' ,e•> ~-· 

donde las cantidades primadas son las correspondientes al sistema de 

referencia S'. En lo que sigue vamos a escribir pCwl en lugar de 

p<w,T> pues la temperatura no cambia de un sistema a otro. Esta 

47 



--=----~---=:·-=-e=~ =--"""'-=---=:o--'=·-=---=-'·-=--'--.o-'"'"---o---=;:ó--""- -~·=º·=-

ec: úac: i ón. para N1 \es.v.ÜidCI .. C:u~ndoei)sist~ma~;;i regrésa••.a.su :.est"adb 

original< inm~dicÍt;ament~ d.ispués.d~ qúe•~l-.p?o~~~o eÍe~énf:1 ha 

·oc:~rrido; ~i+e.~li~~gb~' ~1)~1ílmp.b T qLié el ~i~t~rrifS·p~'rÚn~~e~D ·~~.··éste. 
_·. - ·-~~.--~.·-~··- -.- .. ·.-.·::·~~o:-" 

estado es igLtal 

N =.!..f!< e:<p<-e lkT> B"'p'<w',8·') dn' 
a :r n n n · 4 1? 

Si c:ada interac:c:i6n de la particula c:on el c:ampo de radiación 

le transfiere a aqLtella una c:antidad de movimiento tl.wlc, su 

proyec:c:i6n a lo largo del eje z' será igual a tl.wlc·c:cise'. 

Tomando ahora los proc:esos de emisión en lugar de los de 

absorc:ión, vemos que el número Na de proc:esos elementales, en este 

caso, es: 

N =.!..f!< e:1p<-e /l<!.Tl Bn p' <w',8'> dn' 
• :r m m m 4 1? 

y el momento transmitido a la partic:ula por cada proceso elemental 

de este tipo, en la direc:c:ión z', es -tl.w/c c:os8'. Finalmente, el 
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momento total transmitido_ a_la pasticL1la por Llnidad de tiempo, serAI 

las contribL1c:iones provenientes de todas las direcciones posibles. 

La contribL1c:i6n del coeficiente A" no 
m 

se inclL1ye, pues, por 

carácter azaroso, no le imparte momento a la particula. Ahora 

su 

sólo 

resta encontrar una e:-.presión para la densidad de energla en el 

sistema de referencia de la part1.cL1la S', en términos de la densidad 

en el sistema de referencia S, en reposo con la radiación. En este 

sistema 1 a radi ac:ión es isotrópica, por lo que, la radiación 

contenida en Lln rango de frecLlencias dw, por unidad de volumen, 

asociada con un ángLllo sólido dn orientado a lo largo de su 

direc:ción de propagación, es p<wl dw dn/4rr. A esta radiación le 

corresponde otra en el sistema S' que está igual mente e aracter izada 

por un rango de frec:L1encia dw' y un ángulo sólido dn'. La densidad 

de volumen de esta radiación está. dada por p' (c.>',e·'ldw'dSl·'/4rr. Esta 

cantidad si depende de 1 a dirección, en el sis.terna S' la 

radiac:ión pierde la isotropia debido al movimiento de la part1cula 

~'·. _\. _11 ... :...lL_t ...:1..~1 .. 1L .. :o., ·...:l a1 ¡~-t~u él .. ~..,,¡ el Angulo polar 

def inicio por la direc:c:i6n de movimiento de 1 a particula, el eje a, y 

la dirección de propagación de la 1L1z incidente. 

La ecL1ac:i6n de transformación entre estas dos c:antidades es: 

(!!. 23> 
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·• prliner ord;;;n .on. (J. L.~s cantid.;1des prim¿¡das y las no 
·- ._ . -"-- ·- ---- .. 

transform,in, a este mismo ó.rd~11 ele a~ro;;i~adón·, coono: 

w' =c.> (1-rkose); 

cos13' =cose-{3+{J cole; 

"'' = .,; 

primad~s se 

y, p~1ra relacionar la. densidad de radiación en fL1nción de la 

frecuencia en S con. fa· ·_que depende de la fracuenci a en S' , h.;aceinos 

una serie de Tayio~ en la ecuación: 

para obtener: 

=pCt.>' +{Jc.>'cose• >, 

p(c.>l =p <w' l + dpCc.>' l {Jw'cos19'. 
dc.> 

Esto es r1ecesario pL1es .• aunqL1e nos interesa usar la frecuencia -de la 

radiación que ve la part!cula, la densidad de energla que que,,-emos 

conocer es la medida en el sistema en reposo respecto e=\ la 

radiación. 

Por otro 1 ado, de l a=i ecuac i enes de transformación pra los 

ángulos, se obtiene: 

dw = l + (3 cose'•. dw' 
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y; 

la 

x (1-2fkose) <1+(kose'l (1-2fkose'l, 

donde los términos penúltimo y último vienen de la transformación de 

dw y dtl respectivamente. Finalmente, escribiendo esta ecuación a 

primer orden en ~' se llega a: 

r IJp(w' >] -p' Cw' ,e'>= L.1'<w' l + ~w'cose' -;;:- <1-_;,fkose·· >. 

Este es el resultado que se necesita en la ecuación < r r. 22>; 

entonces, al substituir, queda: 

dp ) 
dw 

en la cual ya se ha efectuado la integral sobren•. Aqu1 Einstein 

comenta 6 que como es claro que los procesos de emisión y absorción 

que suceden sin interacción con el campo de radiación, en el sistema 
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Z.4.3. CALCULO DE LAS FLUCTUACIONES < 1:i.
2 >. 

Como ya se dijo antes, las fluctuaciones de momento 

transmitidas a la partícula no dependen del sistema de referencia 'n 

el que ésta se encuentra; as! que, al calcularlas, no es necesario 

reali=ar una transformación de Lorent=; entonces, Einstein, para 
... :..i.; ';>¡ ..... _.__.o 

C-'llt:Lllar estas fluctuacione'5,- considera un evento arbitrario en el 

sistema de la partlcula, el cual le transmite una cantidad de 

movi mi en to P en 1 a di rece ión z. Este momento se puede suponer, en 

general, como variable en magnitud y sentido; sin embargo, su 

promedio <P> debe anularse. Ahora, si l lamamos a 1 os momentos 

transmitidos al sistema por Llna serie de causas mL1tuamente 

independientes como P
1

_. P
2

, tal que la transferencia total de 

momento 6 eslé dada por: 
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entonces, se d~be cumplir que: 

<t.2 >=< l p~ >, 
. ' 

puesto que los moment.os P, ·son independientes entre si y sus 

promedios <P,> se anulan. Haremos la hipótesis adicional de que el 

valor cuadrático medio de los momentos individuales sean iguales 

entre si.• esto es, < f'~ >=< P2 >, y además, si l es el námero total de 

eventos que produc•n estos momentos, se cumple: 

Como cada evento le transfiere un momento ñwlc cosa a la 

partícula, podemos hacer la identificación P=ñwlc cosa, para cada 

proceso de absorción y emisión. Calculando el valor cuadrático medio 

de P, se obtiene <P2 >=~<ñw/cl 2 al promediar sobre a, y en 

consecL1enc i a: 

< t.2 >= l<ñwlcl 2 • 
3 

<II.25l 

Como l es el námero de eventos que ocL1rren en un tiempo T, y 

como este número es igual a dos veces el námero de procesos de 

absorción del tipo z,., ~.:em que tienen lugar en el tiempo T <esto 

áltimo debido a la ecuación <II.18) 1 que nos dice que el número de 

procesos de este tipo es, en eqLtilibrio, igual a los del tipo 

número total de 
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eventos lo p_ode111os expresa: como:_ 

l C I I. 26l 

donde el primer paréntesis representa la probabilidad de que el 

sistema esté en el estado .Zn y el segundo representa al número de 

procesos del tipo .Zn ~zm que suceden en el tiempo T. El factor dos 

viene de la igualdad ya mencionada en el número de procesos de 

absorción y de emisión. Substituyendo en CII.251 se obtiene, para 

las fluctuaciones: 

( I I. 27l 

Z.4.4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS. 

Una ve~ obtenido este resultado, Einstein demuestra que los 

momentos transferidos a la partlcula por el campo de radiación, de 

acuerdo con las hipótesis hechas, no alter-an el equilibrio 

termodinámico entre estos dos. Para lograr esto, substituye los 

valores obtenidos para R y <1:>.2 >, determinados por (II.24l y CII.27) 

r-espectivamente, en la ecuación l!I.21, una vez habiendo hecho el 

cambio: 

~ - _, ú.I :~ ) e l - ex p ( -f\w/ kT> J 
f\w 

p 3RT' 

en 1.:1 e::pr·e·sión P-"·a R, qL1e viene de substituir la ley de Planck en 
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- - -

el 1 ado i:::qL1ierdo de .est<1 última ecuación. C_oh esto se comprueba qL1e 
- '·; ' : : . 

~f!l~;:'"<;~~ª~_J_i:J~-~~-'l_J=c;~~l'.:-~~~i_I_E_:3l_;;_~~~--h~~~é~~;-~y2_p~_y_io __ ~~¿\k"tC?~L_R\.le.-~---
_ se. safisfaces.5ld "b'iajci las·-hÍpÓtesi;; :Utifr::ad,a~/i t~;a -~;'t~fminar- '•su·· .. -

arti culo d ~-s t~·¡·~;:;~;;%~X~;~ q~1; ,;con ~s't~~ ~~- ~J~ii:~~~~-g~iJ~?~~~~1~en tos 

qúe fúndám~g~;;,:f1\'5 'h'if'J6t"1sis' t1~~ti~~:~-~CJ¡~et82!i~f!~~:%~f'~r-'~C:c:L!>~entre 
,-, :'.·::: .... :.:·.e:'::«\·~·.'.:--='·:·<--··-

procesos de 

- _ .. ·, __ - - _,_,,:·_: :._:-; ~ 

m~'terfa Y ·~.:.diació~ por medio absorción y 
·. __ . '."~<\-·:. . ' 

eínisi6~~~~~tie'~stas hipótesis se siguen~ de un~ manera natural, el 

seQundo ~6sfulado de Bohr, ecuación CIII.211J, y la fórmula para la 

radiación de Planck. Sin embargo, me parece a mi más importante el 

resultado acerca de la transferencia de momento a la partlcula 

debida a la absorción y emisión de radiación. Si se cambiara alguna 

de las suposiciones hechas sobre el momento, se violarla la ecuación 

CIII.2)J; parece casi imposible mantener una concordancia con esta 

relación, impuesta por la teorla del calor, si no es en la base de 

nuestras suposiciones."6 luego, aftade que "se pueden considerar las 

siguientes afirmaciones como suficientemente demostradas: 

- Si una 'agLlj a~ de radiación tiene el efecto de que al 

interaccionar con una molécula, ésta absorbe ó emite una energla ~w 

en forma de radiación, entonces siempre se le transfiere a la 

molécula un momento ~wlc. 

- Si sobre la molécula actúan varias de radiación, 

sólo una de ellas es la que participa en el proceso elemental de 

interacción; y as!, es esta aguja la que determina la dirección del 

momento transferido. 

- Si la molécula sufre una pérdida de energla ~w sin excitación 

a;:terna .11 eonitir- esta energla en forma de radiación, entonces, este 

proceso también es direccional y, por lo tanto, la molécula sufrirá 
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, - -" -._-· ., -. . . 
Ltn retroceso de magni tL1d l\w/c ·en -uria dirección determinada solamente 

·-,=ar·, de _,cL1~rcÍÓ e:~~ '.'~1 _~-5ti~c:>:·e?_ise_nté de/la teoria. ·~.s por- el 
. ' .. : ~- '' ,. : . ' 

Además a~ade que "la debilidad de la teoria es~ por un 1 ado, el 

hecho de que no nos acerca más hacia Llna conección con la teoria 

ondulatoria; y, por el otro, que deja que la duración y la dirección 

del proceso elemental sean determinadas por el 'azar' • .,cS 

Si en esta segunda parte del articulo, se hubiera usado como 

elemento conocido .,1 momento transmitido a la partlcula por medio de 

la radiación emitida sin causas externas, en lugar de la ley de 

Pl.1nck, se podria derivar dicha ley Llsando el mismo balance de 

momento, substitL1yendo R y <t.2 > directamente en la ecuación <II.2) y 

resolviendo para p. 

Aqui retomaremos la hipótesis acerca de la discontinuidad de 

los estados .Zn que hace Einstein en el articulo de la referencia 6. 

La cuestión es si esta hipótesis es necesaria para describir la 

interacción de la radiación con la materia y, asi, poder llegar a la 

ley de Planck. Einstein fue criticado por introdL1cir esta 

suposición, pues él lo que intentaba era demostrar que la existencia 

de un proceso discontinuo no era fundamental para obtener una 

derivación correcta de la ley de radiación. El respondió a estas 

criticas con un articulo publicado Junto con Ehrenfest20 en el cual 

demuestran, sin dejar lugar a dudas, que no es necesaria la 

hipótesis de estados discontinuos. En este trabajo, Einstein y 

Ehrenfest, proponen que, en general, se puede tener un número 

arbitrario N de procesos en los que se emite radiación a frecuencias 

t.>
1

, w
2

, ••• , t.>N' y un número H en los que se absorbe radiación con 

frecLtencids t.>;, t.>;, ••• , t.>~ y tal que nos 11 evan de un estado de 
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El primer segLtndo 1 as 

emisiones. se e>: presa, 

N M 

d\l!Ft íl CA, + Blp (wll J íl LBf <wj l J_ dt. 
l j 

Si se supone que la ley de Boltzmann vale en equilibrio y se impone 

la condición de balance detallado, se obtiene: 

~ [ 
Como esta expresión debe ser válida para cualquier N y H y también 

para cualquier conjunto de w, y wj, en ton ces cada término entre 

paréntesis debe ser igual a uno. Al tomar cualquiera de las dos 

e::pr:osiones y resolver para p_se obtiene la ley de Plancf:. En este 

sentido es Id demostración de Einstein y Ehrenfest de que la 

hipótesis de ~st~dos discontinuos no es necesdr·ia. Sin embargo~ si 

3e toman la5 .nismas condiciones de la der·1vac16n de Einstein de 

1917, ·26!0 que, en lugar de suponer una serie de ~stados 

discontinuos, trabajamos con un continuo y nos fijamos en dos de los 
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. posi bles~-~est~fdos~ ~~, y eF, ~-\~i'.iilic.<1me.r1.t~, l á :. deri.vaci6n ' se hace 

e:~actamente ig'U:ai. .. qLte_;l~ d'e·ia s~c:~i~n i.4jl;•'Es'~iheclio de imponer 
:,>'': 

un_ bal <'nce ~de~-~1.t",~ci~},_ *'~c~~t-~Ei··-~~'~\:~N-~;fit_~t-~f;~-~f-~S~~·~e:~~~rg1 a se haga 

a cada frecLtenci~f eÍ ,9~~~-~i·'-~9~~'.~8.~t,~~-~~}-;ttr~.b~~1~F'.~'¿ci¡', dos estados 

sol·amente y, ade~¡:~--;/~~~;.,si,in§·~.i~; '{~ .• ·:i¿oq~i~·i·6~' ?'de que s61 o haya 

transiciones entre estados q~e¡ ~~t~6 's-~p~2ádbs por. una energía igual 

a t.w. 
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CAPITULO 111 

LA ENEROIA DE PUNTO CERO 
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J.I. INIRODUCCION. 

En el capHu.l o ant.erior se expusieron dos derivaciones hechas 

por E.inslein y sus colaboradores, de la ley de radiación de Planck; 

sin embargo, en es Las derlvac iones exisle una imprecisión en lo que 

al ce>nceplo de energia de punt.o cero se refiere. Es la lnlención de 

este capítulo corregir Lal si t.uación, para lograr, asi, un enfoque 

más general en la descripción de la dislribuci6n de energia. para la 

radi .ación que se cumple cuando ésla se encuentra en equi 1 i br io con 

la malaria. Se comenzará por analizar la derivación hecha por 

Eins "t-ein y Slern t. que está basada en un enfoque esencial menle 

alee t.romagnélico; enseguida se procederá a comentar l. a deri vaci6n de 

Einst.ein2
, de 1917, hecha con argumenLos esladisticos. F'inalment.e se 

most..rará cómo est..as dos deri vacíones se pueden relacionar enlre si. 

Aquí cabe hacer unas de:t'iniciones que nos: ayudarán a clari:t'icar 

ideas más adelant..e. En el. c:apilulo ant.erior no se hizo ninguna 

di:t'erenciación en la nalural. eza de los campos térmico y t.olal; sin 

embargo se sabe que exi slen t. res t..i pos de campos 9 con sus densidades 

de energía diferentes: el campo electromagnético tot.al circundanle a 

cuya densidad nos re:t'eriremos como p; e.l campo 'lérmico', eslo es, 

el campo que con Llene a la radiación con lemperalura di !'erent..e de 

cero, a la densidad de ener gia de esLe campo la eser i biremos como pT 

y, finalmenLe, el campo que subsiste a temperatura cero y que su 

densidad la denotaremos como p . Es claro que estos t..res 
r, 

campos se 

re.l.. aclonan por: 

82 



32. EL CAMPO oE: PUNTO cERB{> 
Planck, al derivar la i~/ ~e

0 

r adi ad .6n , abrió nuevas 

perspectivas para la física dél siglo XIX, concretamenle al 

introducir un nuevo concepto: la cuantlzaci6n de la energía 

intercambiada enlre la radiación y la materia. Durante los años que 

siguieron a dicha derivación la gente no comprendía su significado. 

Pue Einslein, en 1905 con su Lrabajo sobre el efecto fotoeléctrico, 

el que ayudó a esclarecer las ideas respecto a la disconllnuldad, 

provocando, así, que se creyera que el introducir este nuevo 

elemento a la fisica era la única forma de explicar los fenómenos 

cuánticos. No obstante, Planck, siempre inconforme con las nuevas 

ideas que hablaban de discontinuidades, presentó4 una derivación que 

incluye al lérmino de punto cero como el responsable del 

comportamiento cuántico. Wallher Hermann Nernst (1864-1941) le dio 

un importante apoyo a esta linea de investigación con sus trabajos 

relacionados con la tercera ley de la lermodinámica5
. También 

Einstein, como se vio en el capitulo anterior, trabajó junto con 

Slern en este concepto, abandonándolo Liempo después por motivos que 

discutiremos en su momento. Años más larde la electrodinámica 

cuánlica lo retomó al atribuirle el término de punto cero al campo 

electromagnético asociado con el campo subsiste11le a temperatura 

cero (y no al oscilador), logrando encontrar una expresión para la 

densidad de energia de este campo; sin embargo, este enfoque no nos 

interesa aqui por lo que lo dejaremos de lado. Solamente nos 
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de\.endremos: par: a hacer nolar que,en 'esta t.eoría se pierúia- _~ar,--camp-ó 

de punt.o cero c~mó uncampo ;i-rt.t~1:' est.o es, como un campo que no 

exist.e pero, sin embargo, interactúa con la mat.eria. 

En 1949, Park y Epst.ein6
, propusieron considerar al campo de 

vacio como un campo real y fluct.uanle. Su argument.o es como sigue: 

considerando las incert.idumbres en los valores de las componenles de 

los campos AE, ... ,llH, ... 
X l< 

medidos dent.ro de una región cuya 

dimensión lineal es ól, y suponiendo que el valor medio de los 

campos se anula, se cumple la desigualdad de Heisenberg: 

Si se supone, además, que Miy es, en promedio, numéricament.e igual a 

/:;Ex' se puede escribir: 

Por lo lanto, la energía debida a AE contenida en el 

CóD 3 será: 

volumen 

Si se supone que existe una frecuencia dominante w, la 

perturbación que ésta genera estará confinada a una región con 

Lamaño del orden de c/w, por lo que podemos hacer la aproximación 

ól-c/w; así, subslit.uyendo en la ecuación para la energía, obt.enemos 

para ést.a: 
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Esla relación se puede inlerpretar diciendo que esle valor 

residual de la energía permanece inclusive cuando no se tenga ningún 

campo e-xterno, cuan los de luz ni cualquier olro efeclo 

eleclromagnélico. Sin embargo, como al inlegrar esta energía 

especlral sobre lodas las frecuencias se obliene una densidad de 

ene-rgía infinila, se debe concluir que aquélla no liene ninguna 

consecuencia física direcla, o bien, que las flucluaciones del campo 

eleclromagnélico del vacío no son directamenle observables y sin 

embargo real es. Esto qui t'!rP. dP.c: \ r <¡tlP. sus P.f P.r:t.os sólo se v:;i.n a 

podP.r medir in.ji r t:!ct.amenle por medio de sus consecuencias físicas. 

Park y Epstein se limitaron a proponer que el campo de punto 

cero es un campo real sin discutir su procedencia. En los años que 

siguieron esla idea se redescubrió varias veces y correspondió a una 

gran cantidad de autores refinar el concepto7
. 

Por ejemplo, si se considera que en el dominio atómico un 

osci l actor cargado larnbién radia, se necesila una fuente para 

recobrar la estabilidad de la mat.eria. Esto conlrasta con las ideas 

de Bohr que postula que los niveles cuánticos exislen por si solos. 

Dicha fuente se pue-de encontrar en e-1 re-slo de los osciladores 

Ccargados) del universo, el cual actúa como un reservorio9
• 

Enlences, ve-mos que se puede enconlrar una fuenle nalural para un 

campo que requiere ser ubicuo 1pues debe afectar a cada parlícula
1 

en 
•~· .... ~va 

el universo:· Por olra parle, debido a esla ubicuidad del campo es 

claro que ésle debe cumplir la condición de ser invarianle de 
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· Lor·ent;z·,-·estio es,~no_~_de.bE>. .. ~~~I" posible detect.ar movi Íni entos uniformes 

re1 aúvc)~ ~es~~ú~ á. él; ev1 tando, asi. cae; ;~--~~Tuaciones~-- -
. .-\-.·,·<(S·. 

prerelaÜvfst.:'as; 'Es e_st.~'argumento el que nos proporciona una teoría. 

para ~al~~J.~r·.¡¡ :eris!daCl de energía del campo de vació, 

P.slá d.:v:h por.9 : 

CII!.1) 

Es nat.:ural suponer a est.e campo como homoa~nt'!n "' l snt.rópl c:n, 

t.anlu lucal cc::.mu ylubalu.vrot.._., ¡;.uv:. "'"\.."' cunulc.i.on tl~i:>¿ impol"lerse 

t para mant.ener
0

la_ la invariancia de Lorentz. Finalmente, el número de 

modos en un intervalo dw para un campo elect.romagnét.ico isotrópico 

iO 
es 

donde el factor dos viene de lomar en cuenta las dos polarizaciones 

del campo. Usando este resultado junto con la ecuación CIII.1) 

podemos e!"lcontrar la energía por modo del campo de vacío: 

1 
iC = zf\w. 

Por últ.imo, es importante hacer notar, como un argumento en 

favor de la existencia real del campo de vacio, que cuando a 

principios de siglo la genle suponia que un sistema atómico debia 

ser inestable debido a la radiación que emite, estaban pensando 

66 



erróneamente que el átomo es. un sistema hsiadÓ11
; .s,in .eínbargo, como 

acabamos ¿~·~er: f.iº¡)?esei1CT3.~cíei~~r:estéa'é~~iis~:~afga~+a~~i~~ratlas ael 

universo implica la existencia cle u~:~im~~·~~f;:~s;,:~re:6'fu';l1cado en 

cada punto del espacio. Este efecto es d~~~iacl~) ; . j.m;~~tante como 

para no tomarlo en cuenta a la hora de estudiar la • estabilidad de 

los sislemas cuánllcos. 

Resumiendo; podemos decir que existe un campo clásico 

estacionario que es homogéneo, isolrópico, ubicuo, con flucluaciones 

!- eslocáslicas, ·invariante de Lorentz, que es producido por un gran 

número de fuenles incoherentes y que al inleraccionar con la materia 

le induce las propiedades cuánlicas típicas de los sistemas 

alómicos. 

3.3. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK COMPLETA l. 

En el capilulo anlerior vimos como Einslein y Slern le 

asociaban un valor de ~w a la energía por modo de punto cero del 

oscilador cuando en la primera mitad de su articulo habían supuesto 

que el punto cero de energía debería ser !~w; sin embargo, ellos 

incluyen una nota en la que explican esle procedimienlo diciendo que 

parecía que sólo atribuyendole una energía ~w al punlo cero del 

oscilador se podía llegar a la ley de Planck y que investigaciones 

posteriores más precisas deberian mostrar si esta discrepancia en 

los valores de la energía desaparecen o 12 no Como hacen notar 

J.L.Jimenez, L.de la Peña y T.A.Brody el problema central parece 

haber sido que Einstein y Stern no se dieron cuenta que el aceplar 

un término de punto cero para las flucluaciones de momento del 

oscilador, implica la presencia de un lérmino de punto cero para el 
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campo de radiación si se quiere t.ener _equilibr;J9·--~~Si,_est._o _no fuera 

así; las fluctuaciones descritas por CII.12) ~~'{ri~n a cero si la 

t.emperat.ura T se va a cero. Est.o se debe a que la densidad de 

energía que allí aparece es la descrita por la ley de Planck. 

Entonces no es válido lomar est.as fluctuaciones como las subyacentes 

en T=O; sin embargo, la derivación de Einstein y Hopf de la ecuación 

CII.10) no hace suposición alguna sobre la naturaleza de p, est.o es, 

se está lomando en cuent.a al campo electromagnético completo: 

p=pT+p
0

• Asi pues, si p contiene un término independiente de la 

temperatura también (62
) debe tenerlo; por lo que, si a es t. as 

fluctuaciones le sumamos (6
2

), t.al como se hizo en el 
o 

anterior, es t. aremos considerando dos veces a 

capítulo 

la parle 

correspondiente a la t.emperalura cero. Est.o explica la necesidad de 

Einstein y Slern de incluir un factor de dos en la expresión CII.13) 

para la energía de punt.o cero Cest.o es, la necesidad de usar ~w en 

1 ugar de ~~w) 19
. Así, para corregir est.a ecuación para que 

corresponda a una energía por modo de ~~w. hacemos: 

con las mismas definiciones que en el capítulo II. Despejando el 

momento dipolar y subst.it.uyéndolo en la ecuación CII.12), se obtiene 

la expresión: 

CIII. 2) 

donde al usar p
0 

se est.á pensando que es el campo de vacío el que 
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genera est.as fluctuaciones. Es probable que la 

energi as por modo del campo de punto cero que Ei rislein~cºUSárac~~para -~--- -

los cálculos y la medida por el experimento, lo llevaran a abandonar 

este concept.o en sus investigaciones posteriores. 

Por otro lado, vemos que el coeficiente R dado por la ecuación 

CII.8) se anula para un espectro de la forma p~w3 , y en particular 

para un espectro como el dado por la ecuación CIII.1). Con esto se 

demuestra que el campo de vacio no produce fuerzas de fricción sobre 

una particula en movimiento. Es el campo térmico el único que puede 

generara fuerzas de este tipo y, por lo tanto, son las fluctuaciones 

de este campo las que debemos igualar con la fuerza de fricción, por 

lo que, el equivalente a la ecuación CII.2) es: 

CIII. 3) 

y como el campo total está formado por el campo térmico y el de 

vacío y las fluctuaciones de estos dos últimos son estadisticament.e 

independientesl 3
, se puede escribir: (A2 >=<A2

)+(ti.
2 >; por lo 

T o 
que, 

finalmente, tenemos para la ecuación que gobierna al equilibrio 

dinámico entre radiación y materia: 

< ti.2 >-< A2 > = Z>tTR-r. CIII. 4) 
o 

Si subst.it.uimos aqui las ecuaciones CI!.0), CII.10) y CIIl.2), 

se llega a la siguiente ecuación diferencial: 

CIII. 6) 



,-
donde se ha .usado la ecuación ( I II. D. La solución de est.a ecuación 

donde A es una conslant.e la cual se determina usando la ley de Wien 

encont.rando que A=1. De esla forma se llega, finalmenle a la ley de 

Planck de radiación: 

,,} [ f\w 1 ] 
p= 1TZC3 expCf\w/,lff)-1 +2f\w . CIII.6) 

Cabe remarcar que la inclusión del campo de vacío ha conlribuido de 

forma esenc1al cm el cálculo y ti>S gracias a esto que se ha podido 

llegar a un resullado que la física clásica no puede derivar. Son 

est.e argumenlo y el hecho de que el lérmino de punlo cero haya 

aparecido explícilamenle en la distribución de energía de la 

radiación, los que nos dan, cada uno, olra j usli ficaci ón para 

considerar al campo de vacío como un campo real eslocáslico que al 

inleraccionar con la maleria la obliga a lener un comporlamlent.o que 

podemos interpretar como cuántico. 

3.4. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK COMPLETA 11. 

Aunque en su lrabajo2 de 1917, Einstein usa el balance dinámico 

para demostrar que la luz emitida por las moléculas llene una 

canlidad de movimiento direccional bien definida, este método se 
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puede usar para enconlrar la ley de Planck usando como hipólesis el 

resullado que él obliene y resolviendo la ecuación diferencial que 

queda al subslilu1r las expresiones para R y <A2
) en la ecuación 

CII.2). Eslo mismo es lo que haremos aquí incluyendo el campo de 

vacío en los cálculos. 

La ecuación CII.18) se encontró haciendo un balance enlre el 

número de absorciones y de emisiones; para eslo se definieron las 

probabilidades de lransición con las ecuaciones CII.15)-CII.17). Sin 

emh,.rgo, """! i'Z"lr111o "'<:l "-c: ecn.'l~ion~-;: con •Jna perspectiva basada en 

los argumenlos eA-pueslos en las primeras secciones de esle capílulo, 

lenemos que lll probabilidad de tr"ln<;;l".'.ión r"r~ '1"13 "''11i~.l~n 

..:.~uz;~:i ~:...:t..:..·,r ¡·,ü,.j 1
• .!. _,_ ¡:.od..t'ii10s r eescr ibi r como: 

dll'=Anp dt. 
m o 

"sin 

Hay que lener cuidado al inlerprelar esla ecuación, pues as.( 

como eslá escrila da la impresión de adjudicarle al campo de punlo 

cero el papel de generador de esle lipo de transiciones; sin 

embargo, calculos más precisos demueslran1
' que esle lérnúno se 

debe, en la núsma peoporción, tanlo al campo de vacio como a la 

fuerza de reacción de radiación que sufre la parlicula. 

Las ecuaciones referentes a la emisión y la absorción inducidas 

las reescribimos como: 

dll'=Bn p dt · 
m T ' 
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respectivamente, pues .es el campo térmico el que las induce, Con 

esto se ha logrado poner a los tres tipos de transiciones al mismo 

nivel, esto es, ahora todas son transiciones inducidas. Así podemos 

reescribir la ecuación CII.18) como: 

y usando los mismos argumentos que en la sección 2.4.3, encontramos 

para las fluctuaciones, la siguiente expresión: 

2 2 (fl.w) 2 
m < 6. > =3 :r - fl. 8 expC-e /k'Dp T. 

T e nn n T 
CIII. 8) 

Usando esta ecuación junto con la CII.24) para R en la CIII. 3) 

se llega a: 

--Cp-p) = p--w- C1-expC-tlc.Vk.DJ, 1 fl.w [ 1 8p) 
3kT o 3 8w 

que tiene como solución a la ecuación CIII.6). Entonces, también por 

este método se ha llegado a la ecuación de Planck, lo cual nos hace 

intuir que debe haber algúna relación entre estos cálculos, la que 

se discutirá en la siguiente sección. 

Por otro lado, si despejamos de la ecuación CIII.7), 

obtenemos: 

72 



que al compararla con la ley de desplazamiento de Wien, se encuentra 

que An/Bn es conslanle, ya que p c<w
3

, y lambién que e -e =f\w. 
m m o m n 

Para 

encontrar el valor de la conslant.e tomamos el limile de la ecuación 

ant.erior y la comparamos con la ley de Rayl.eigh-Jeans y se encuentra 

que An/Bn es igual a dos 15
• Usando lodo eslo junlo con la ecuación 

m m 

CIII.D llegamos ot..ra vez a la ecuación CIII.6). Con eslo se ha 

demostrado que la ley de P l. anck describe radiación en equilibrio 

lérmico y dinámico con la maleri a. 

3.5. COMPATIBILIDAD ENTRE LOS DOS ENFOQUES. 

Hast..a ahora se han pr esent..ado dos der i vacfones de la ley de 

?l anck, una basada en un enfoque esencial menle el ectr omagnét..i co y la 

ot.ra en un enfoque estadislico; sin embargo, siempre cabe la 

pregunta referente a si est.os dos ca.minos están relacionados. En lo 

que sigue se mostrará una :t'orma de relacionarlos al derivar la ley 

de Planck combinando los r esul t..ados de ambos enf'oques. 

Antes de continuar es necesario hacer algunas aclaraciones: 

Einstein y sus colaboradores en sus trabajos de 1910 y 1913, usaron 

la cantidad a=wr, la cual tiene unidades de número y representa una 

sección efica:z relat..iva que podemos inlerprelar como la probabilidad 

de interacción entre la onda y la parUcula, o bien, como el número 

relativo de inleracciones en un ensemble de sis lemas. Asi. 

reescribiendo el coefici enle de fricción y los lérmi nos de 

fluctuaciones para la part.e eleclromagnética en t..érminos de a, se 

llene: 
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Las cantidades equivalent.es para el caso est.adíst.ico son las 

dadas por las ecuaci enes ( I I. 24) y <III. 8). Igualando los 

coeficientes de fricción obtenemos: 

--- p-,.-w...f!. =--- p--w..E.. [1-exp(-11.W/kDJ, 6n
2 
uc [ 1 8 ] l f\w 1 [ 1 8 ] 

5c.i 3 8w 2c 2 ::r p 3 /Jw 

donde se ha usado ( I I. 26) para poner el lado derecho de est.a 

ecuación en términos de l que representa al número t.ot.al de event.os 

el ement.al es. Como l y u t.i enen la misma nat.uraleza, ambos 

representan probabilidades, y como su valor dependerá de cada 

si t.uación particular, no queremos que aparezcan en el resul t.ado 

final, por lo t.ant.o, despejando l/17: 

l 6 p -s 
;;=gc.i¡;- e 1-exp< -llúV~n J r. 

o 

donde se ha usado la ecuación CIII _ 1); usando las ecuaciones que 

describen a las fluct.uaciones podemos reescribir est.a cant.idad como: 
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igualand.o ahora estas dos ecuaciones, se.obtiene ·una condición para 

- __ , p-quecal~•despejarlacencontra111os~_.::cc¡Úe es_·· l~ iey de Planck. Este 
- -:::-:-;;-:~~::~·~~ r;;-~~-.:_·.:o'.--.:;~"'--~1_-,-·;--;~.:_-~,;0o=~=o--==--:o-'::.co-_ 

resultado demuestra la -, equl.,;il'E.ri¿i~/~:nl."~~-{falllbt)_s ___ enfoques par a 

tratar, a este nivel, el pr~~l-~' ~~<{:~ ~Tnt'é~i;;'b:ción entre radiación 

y materia. 

Cabe hacer notar que en esta derivaci6n no se usó en ningún 

momento la condición de equilibrio dináiitico (I!.2), sino sólo la 

idea de que los coeficientes de fricción por un lado y las 

fluctuaciones por otro, son iguales. 

3.6. NATURALEZA DE LA INTERACCION ENTRE RADIACION Y MATERIA. 

Hasta ahora se ha derivado exitosamente la ley de Planck 

suponiendo un espectro continuo de energías por medio de dos 

enfoques distintos. Esto nos podría llevar a concluir que la energía 

de un cuerpo negro no está cuantizada; sin embargo, Planck, en su 

derivación de la ley de radiación, utiliza explicitamente la 

hipótesis de discretez para llegar al resultado correcto. Esto nos 

pone ante una paradoja, por un lado se han usado energias continuas 

y por el otro energías discretas. Theimer incluye en un articulold 

un argumento de Schr~dinger que nos sugiere un camino para intentar 

resolver dicho problema: "aunque uno acepte la cuantización no es 

necesario hacer la suposición más incisiva que se hace normalmente, 

a saber, que cada oscilador de radiación [radiation oscillatorl 

individual porta un número entero de cuantos flw, o como se dice 

algunas veces, que siempre hay un número entero de fotones de esa 

clase particular en el estado indicado por ese oscilador de 

radl aci on 1 ndi vi dual " 17
; est.:i t<'S, con estas consideraciones se puede 

75 



cambiar de nivel el~.el°emenlo--dlscreto que.existe en el proceso de 

inleracción enlre radiación y materia, librando a la primera del 

carácter discrelo que se le ha asignado. Sin embargo, Theimer 

demuestra, en el mismo artículo, que, para mantener consistencia con 

el formalismo de ensemble canónico de la mecánica estadíslica, la 

hipótesis de discretez es necesaria y, por lo lanlo, se debe tener 

"algún tipo de cuantización"l 6 en la descripción del espectro de 

energías del cuerpo negro. El problema consisle ahora en enconlrar 

una forma de explicar dicha cuantización. Para eslo nos basaremos, 

principalmenle, en las ideas expuestas en dos artículos: 

ellos de Mande!, Sudarshan y Wolf 18 y principalmenle en el 

uno de 

artículo 

de A.M.Cetlo y L.de la Peña de la referencia 14. En estos artículos 

se discuten una serie de conceptos acerca de las fluctuaciones en el 

número de cuentas de un proceso fotoeléctrico, los cuales nos 

servirán para nuestros propósitos y que pasaremos a describir a 

continuación. 

Para un rayo de luz monocromática que incide sobre un 

fotodetector, suponemos que en cualquier instante la probabilidad 

P<.t) de tener una delecclón fotoeléctrlca es proporcional a la 

intensidad IC t) ciel rayo 19
, la cual, a su vez, es proporcional a la 

ener gi a E'< t). Podemos e~cr 1 bl r, ""nt.on.-::""s, de 

J¿..t.a-cc.1.6n ..::n :..1n lr,t.c::1··Ja.lv cort.o de liempo Ct, t+~t) como: 

l+Al l+.Al 

f P(t')dt'=otJ I<t')dt', 
l l 

donde a es una constante de proporcionalidad, y llamamos: 
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l+Al 

I ICt')dt'=UCt,At). 
l 

La probabilidad de tener n folodet..ecciones en el intervalo de 

liempo C t, t+At) si consideramos a las di fer entes det..ecciones como 

event..os estadísticamente independient..es, será una dist..ribución de 

Poi sson18
'
19

: 

El promedio de 

p( n) = !.. ( aU) "e -0<U • 
n! 

p(n) sobre el ensemble de campos 

elect..romagnéticos incidentes es la probabilidad que se obtendría 

normalmente de los experimentos de conteo18
, por lo que, la ecuación 

que nos interesa es: 

CIII. 9) 

siendo U una variable estocástica. Esta ecuación va a ser, en 

general, diferente de la distribución de Poisson; sólo en el caso en 

que las fluctuaciones de U sean cero se reducirá a una distribución 

de este tipo. 

Las expresiones para los dos primeros momentos de la 

distribución son: 

ñ=aU CIII. 10a) 

< n2 
>=aÜ + el< u2 >. CIII. 10b) 
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lo cual nos da; par,a las>fluct.uaciones en el número de cuent-ás, la 

2 - 2 2 u =n+et u, , n u CIII.1D 

a 1 a cual cont.r i buyen dos t.ér mi nos: el primero debido a las 

fluctuaciones en el número de partículas, que es de la forma 

esperada para una distribución de Poisson, y el segundo es 

caract.er!st.ico de las fluctuaciones de un campo de ondas clásico. 

Como hast.a ahora no se ha hecho ninguna hipótesis acerca de la 

naturaleza de la luz, Mandel et. al.'ª concluyen que est.a ecuación 

para las fluctuaciones es válida para fluctuaciones de conteo sin 

importar la naturaleza de la luz involucrada, ya sea de origen 

térmico ó no y, además, aunque el resultado se refiere a las 

fluctuaciones en las cuentas de los procesos fot.oeléct.ricos, se 

puede considerar como un reflejo de las propiedades de fluctuación 

de la luz misma. Por otro lado, para un campo de radiación producido 

por un gran número de fuentes incoherentes la distribución de 

probabilidad de 1 a intensidad es Lapl aciana ' 9
·•

9
, por 1 o que: 

y la ecuación CIII.11) queda: 

2 - -z 
u =n+n , 

n 
CIII.12) 

donde se ha usado que ñ=oU. En 1909, Einstein20 encontró un 
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, .. i~~ : · ·:s:.·~:- ... _,., 
equilibrio térmicÓ; E:~'t,;;¡::~J~u~'~ado se puede escribir como19

: 

CIII.13) 

donde E = fiw[ expC (mw) -1 J -l. 
T 

Por otra parte, escribiendo la función de distribución para un 

19,1C:S cuerpo negro como : 

WCE ) =z-'EexpC-¡3E ) óCE -nl\w), 
T T T T 

n 

CIII.14) 

donde ZT es la función de partición para un cuerpo negro, esto es: 

-1 ZT=[1-expC-(3fiw)J , vemos que se cumple la relación E =nl\w. 
T 

Multiplicando CIII.12) por Cfiw) 2 y usando esta última relación, 

encontramos que CIII.12) y CIII.13) son equivalentes. Como hacen 

notar A.M.Cetto y L.de la Peña, esto demuestra que la variancia de 

ET se debe entender como la variancia en el número de cuentas en el 

proceso de fotodetección que involucren una energía E 
19

• 
T 

Por otro lado, usando las ecuaciones CII!.9), CIII.10a) y 

ñ=CexpC{mw)-1J-', la ecuación CIII.1~) se puede reescribir como: 

\llCET) =E < pn )ó(ET -nl\w), 
n=o 

que nos describe a la cuanlización en la energía y se puede 

reinlerpretar, según A.M.Cetto y L.de la Peña y recordando la 

definición de p , como "la distribución para las energías posibles 
n 
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involucradas en el proceso de fotodetección, más que como la 

13 probabilidad de que se realice el estado de energía ET" . 

Estas últimas conclusiones y los argumentos con los que se 

inicia esta sección, nos sugieren entender la cuantización como 

generada por la interacción entre radiación y materia ómás 

específicamente y según el formalismo expuesto, por como ve la 

materia a la radiación. Respecto a esto último A.M.Cetto y L.de la 

Peña hacen un análisis de la radiación de cuerpo negro usando la 

derivación de Einstein de la ley de Planck que involucra a los 

coeficientes A y 8, pero siguiendo un sentido inverso, para poder 

encontrar, así, una expresión para el balance de energías que 

permite reinterpretar cada término involucrado en esta ecuación, 

esto es, como la ley de Planck se puede expresar en la forma: 

p=2p CexpC¡1f\w)-1l-t+p, 
o o 

CIII. 1!D 

y si usamos f!.w=E
2
-E

1 
e identificamos a los factores expC-(1E

2
) y 

expC-(1E
1

) con las poblaciones relativas en la 

equilibrio para cada nivel N
2 

y N
1

, se encuentra que: 

que al multiplicarla por los coeficientes 8, con 

siguiente expresión: 

ªº 

situación de 

8 =8 
t2 2t.. 

da la 



En esta ecuación tenemos que la probabilidad de emisión es 

proporcional a p+p
0 

y que la probabilidad de absorción es 

proporcional a Además, no se hace referencia alguna a 

transciones espontáneas ni al coeficiente A de Einstein. Es así como 

podemos interpretar esta ecuación diciendo que, los átomos que estén 

en el estado más bajo de energía f se quedarán allí si sólo existe 

el campo de punto cero, y sólamente existirá absorción si se tiene 

un campo externo Cp=pT+p
0
). Por otro lado, las emisiones, o bien las 

transiciones al estado menor de energía, son generadas tanto por el 

campo total como por el campo de punto cero. Así, se puede pensar en 

dos tipos de densidades espectr3.les efectivas asociadas al campo de 

radiación de cuerpo negro: la densidad efectiva de absorción pa=p-p
0 

y la densidad efectiva de emisióm p
9
=p+p

0
, que al usar CIII.16), se 

pl1eden reescribir como'9 : 

p = 2p expC -(mw'J [ 1 -expC -(mw'J l -1.; 
Q o 

p =2p C 1-expC -[mw) l -1., 
• o 

a las cuales se les puede asociar las energías medias efectivas: 

E =E-E =l\wexp(-(mw) [ 1-expC-[mw) 1-1.; 
Q o 

E =E+E =l\wC 1-expC-[mw) 1-1., 
• o 

donde reconocemos que Ea coincide con ET 

Las densidades espectrales pa y p
9 

representan a los campos tal 

y como los detecta la materia, mientras que p representa al campo 

mismo. 
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c--Con-est.o se-.ha logrado_e~_C::,CJ~l¡'ar __ un. mecanismo que nos ayuda a 

··e.nt.erider la nat.uraleza de la cuant.ización, la cual deja de ser una 

propiedad int.rinseca de la luz pasando a formar parle del proceso de 

int.eracción ent.re ést.a y la mat.eria. Como concluyen A.M.Cet.lo y L.de 

la Peña "el elemenlo discreto del campo de radiación ... se puede 

interpret.ar como resultado del conteo de fotodetecciones; a un nivel 

más profundo se puede asociar con la existencia de act.os elemenlales 

e independient.es de int.eracción que involucran un solo modo del 

campo" 13
, y terminan diciendo que "en est.e esquema, el concepto de 

fotón como ent.;¡. independiente es innecesario mientras se preserve la 

noción de act.o elemental de int.eracción21
. Lo que es seguro, sin 

embargo, es r¡tIP. ~,. nPceo;;l t,:\ •m.'\ d,..,,cripr.tón fisica clara y 

fundament.al de la int.eracción entre el campo de radiación y la 

materia para ent.ender completamente los efectos asimétricos del 

campo y el intercambio de energia, momento, et.e. en forma de 

paquetes durante la absorción y la emisión." 

Finalmente, seria de esperar que otros problemas, como son los 

efectos Compton y fotoeléct.rico, se pudieran explicar por medio del 

uso del campo de punto cero; sin embargo, hast.a ahora esta situación 

no ha sido resuelta22
• No obstant.e, se puden encontrar en la 

lit.erat.ura intentos para corregir es t. os problemass22
'
29

, y 

complet.ar, asi, una t.eoria consist.ent.e que incluya al campo de punto 

cero. Est.e programa va más allá del presente trabajo por lo que no 

lo trataremos aqui. 
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EPILOGO 
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A lo largo de este trabajo se han analizado una serie de 

resultados concernientes al campo de radiación de un cuerpo negro. 

Podemos citar entre los más importantes, por ejemplo, al que se 

refiere a la imposibilidad de describir correctamente dicho campo de 

radiación utilizando física clásica únicamente, se incluyen, además, 

una serie de argumentaciones sobre el hecho de que la existencia de 

un campo clásico de radiación asociado al punto cero de energía es 

fundamental para obtener la ecuación correcta asociada a la densidad 

espectral de un cuerpo negro sin recurrir a ningún elemento 

discreto, implicándose con esto que es innecesario tratar de 

explicar la naturaleza de la radiación basándose en conceptos de 

cuantización, esto es, como si estuviera formada por partículas. 

Este es el resultado más importante del presente trabajo. Un 

resultado paralelo es la demostración de la equivalencia entre los 

dos enfoques usados por Einstein en sus trabajos de 1910 y 1913, por 

un lado, y de 1917 por otro, para atacar el problema del cuerpo 

negro. 

Concluyendo, se ha demostrado que la existencia de un campo de 

radiación clásico, estocástico, invariante de Lorentz y con una 

distribución de energías continua nos puede llevar, junto con el 

campo térmico, a una descripción correcta de la distribución 

espectral de la radiación de cuerpo negro. Además, se ha concluido 

que dicho campo térmico posee también la propiedad de tener una 

distribución continua de energías. Y, finalmente, se ha argumentado 

sobre la posibilidad de entender el elemento discreto del campo de 
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radiación como de 

fotodetecciones. 

Todo esto le da una visión realista al problema del cuerpo 

negro, que es, finalmente, con el que nace la teoria cuántica, la 

cual ha sido, a lo largo de su desarrollo, interpretada 

subjetivamente por una gran cantidad de autores. 
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APENDICE-A. cN.cuLO DE LA~ECUACION (11.8) DEL TEXTO. 

Si en la ecúádón:. 

2 

df. =-'" Ícf>t 
dt' L. J 

>-=l 

3c 9
-· 

2W'
2 

respecto a t': 

>-.> J' 

lo\ componente y del campo magnético <IL5b)- y, _finalmente, la 

derivada' del~ componente x del Co\mpo eléctrico: 

• : - : l·. .: ~ 

2 

1:" \'f,;i1o,.1o,1,,,. T) ['''•'• 
~x =-¿J~ --~~"~··<-k'' sen -k·-

.>-.c:1 

,_,. ) -~ ,...1 G.1.~J .. ...ir~~o 
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2 

<3"~ >=I Id3k 
"" i 

2 

-~¿ Id3k 
·'=i 

r[<le~~-~_Y +~e] h 3c:i r[c + f~ <le~~..Y]w'x 
r< :z 2w:o 3 z 

donde se ha usado, los.p~omedios, que: 

'--1e; ·X'-a<w;>-&<le2,X2> J >= 

=-2
1 senet(c.>' >69 <1e'-le' >6 , 

2 i 2 ""' i 2 

< senrw~ t'-le ~ . x·' .:..a((,¡' ) ....;& <le,' x,) Jcosrw; t. -1e;. x' -!} (le2, "-z) J >= 
1 9 
rsenet<w;>6 <le,-le2>6,.,."' 

i 2 

para poder hacer una suma sobre X y una integral sobre le. Para sumar 

sobre las polarizaciones se usa la siguiente propiedad: 

además, tr ansf ar-mando todas 1 as cantidad es al sistema primado, se 

11 ega a: 
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)( 

Ow'_dp<w',Tl] >< 
ltw' 

En este resL1ltado se ha usado la· ecuac:i6n ( I I. 7), y para cambiar 

hizo una 

o bien: 

- _t. ~ -· 1 -

-¡>...i.::1 ··d~·;...!,nd.:.."l J~ i·.::1. fn~:cLi~n~.i ~ iJrUp'i d 

en s~die de Ta)íor: 

del 

. . 

.p<w,Tle><p(w',TJ~dp<w',Tl <w-w'>, 
dw·' 

k' 
( · Tl ( ' T' rn -" (·'_¡jp(w' ,Tl p lo), ~p (U l I / • u 

.'1! ... ~.t _ •• ·.a vez 

r · ·· -~·.1e ;;e c:umpl e que rw « 1, o . la 

i ~ne del término 

se 

integrado 

parte del 

tendrá un 

--~.--:-,,···•· .... :M'M .nuy par·ecido al de Llna funci6n delta centrada en w'. 
o 

Usando esta propiedad, podemos substituir w' por w·' en 
o 

todos los 

términos que no contengan la diferencia de cuadrados entre las w y, 

una vez hecho esto, para 
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as! obtener: 

. - - ' 

dp C<»o', n] Jco ~ , 
~a<»o' x + 1 

-co 

de la integral 

rr, entonces: 

dpíwo',Tl], 

/Jwo' 

de aqu1, la expr~siÓn p~rá Rqueda: 

61t2 
R=--rc 

5 [
p(<»',T> -.!w' /Jp(wo,T>]. 

o· 3 ºIJw' 
o 
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1 . ·. . T.H.Boyer, .Phys. Reu., 182, nLlm. 5, 
1374~1383 (1969), ec:uac:i "'n 

(50). 

,, 
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APENDICE B. CALCULÓ DE'LAECUACION lllJOl DEL TEXTO: 

Para hacer este cAlculo necesitamos encontrar primero las 

expresiones de rJE2ldx y de f, que aparecen en la ecuación <II.9). 

Como estamos en el sistema en reposo de la particula, podemos 

usar la ecuación <II.4a) para describir al campo eléctrico y, usando 

esto en la ecuación <II.31, encontramos la siguiente expresión para 

el momento dipolar: 

con a(w) definida igual que antes sólo que ahora sin primas. 

En su articulo de 1910, Einstein y Hopf', derivan, basAndose en 

cAlculos tomados de un articulo anterior 2
, un result~~o que muestra 

que E
2

<x,t) y dE
2

<><,t)/dx son indeoendientes entre si al integrar 

sobre el tiempo; aprovechando esto podemos escribir la segunda de 

estas cantidades con una fase diferente a &<k,~I, esto es: 

dEz 

dx 

2 

=LJ.tk c2 <k,~>h<w1c,T>k,. cosCwt-k·x-~<k,~>J, 
:>.=l 

debido a que sólo las consideraremos dentro de una integral 

temporal. Entonces, substituyendo en la ecL1ación <II.9) para el 

momento, se obtiene: 
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Al escc¡.9ef,. el.origen de coordenadas en 1 a par ti cul a, se plleden 

eliminar los té~mino~ en x; asl, la integral sobre el tiempo da: 

'!" 

J dt c:os<w1 t-~ 1 > c:os<w
2
t-&

2
-a

2
>= 

o 

+ --- sen [w2 -w, T] c:os [w2 -w .. T+~ -& -a], 
w 1 -w2 2 2 1. 2 2 

donde se ha puesto y 

Substituyendo en la anterior, se obtiene: 

2 2 

ll.=¿ ¿ ft'\fct3.\ c
2

0c
1
,\>h<w

1
,T>k

1
x x 

>.. =l >.. =l 
l 2 
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)( 

cuadrado es el (mico que depende de 

las-fases. Gracias a que el campo de radiación sufre fluctuaciones 

a( azar, esperamos que el promedio de .ó. se anLtl e; es el promedio del 

cLtadrado de este momento el que es distinto de cero. Asi que, 

elevando al CLtadrado, promediando sobre las -fases y sumando sobre 

las polarizaciones en la última expresión, para las 

fluctuaciones del momento: 

¡q,

2 

] <S [ ¡q,

2 

] t z 2 2 9c 2 :z 2 z 
-- h <w,T>k. -- 1- -- h (-.> ,Tlsen a(w) 

k2 tx 4w<S J<t2 z z 
' 2 2 

)( 

[ 
__ l __ z sen z [w_z_?_w_, T) + 

<c..i +w > 2 
2 t 

donde se ha usado, para los promedios sobre las fases, que: 
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y el promed!Ode~~las· t:'.érminos c~uz~dCJs se anul~; además, pdra 

sobre las p~l~r±·:Í·~a~i~~e~;e·,~s~:·· 
sumar 

asi, el factor t del -final proviene del promedio sobre las fases. En 

el último térmi..i:ino de :la ecuación para las fl.L1ctuac:iones, podemos 

despreciar el suman do que contiene 

comparación si~ además 

al -f" actor 

c:ambi amos a 

-t 
lw

2
+w,> en 

coordenadas 

esféricas, intE>egramo=> sobre la parte angular y usamos que k=w/c, se 

obtiene: 

El último fact=or se puede tomar como una func: i6n muy estrecha al 

considerarla dt::lentro de la integral; as1., nos lleva, al Integrar 

sobre w
21 

a poe>ner o>1. =w
2

=w y luego, con la ayuda del a integral 9
: 

a obtener! 

Joo sen 2 -r( 
el{= rr-r, 

(z 
-oo 
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-¡---

4rr3 00 

.. --
2 

T f dw h'cw,T> sen
2
a!wl. 

5c o 

. : . .. . 2 
Una vez hec:ho. esto aprovec:hamos qLte sen aCw) también se puede tomar 

como una~ func:i6n del ta si rw « 
o 

que nos permite esc:ribir w=c.>
0

; asi, 

hac:iendo un c:ambio de variable y usando la integral 3
: 

Q) 

J rr' 
-Q) 

y también la ecuac:i6n <II.7>, se llega, finalmente, a: 

(8.3) 

para las fluc:tuaciones del momento transferido a la partic:ula. 
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