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INTROOUCCION. 

El importante papel que ha Jugado al ToorlH:la CQnt:ral del 
L1.mite en el de~arrallo d~ 14 PrcbAbilid~d y 14 EutAd1~tlcA ~t~ 
fuara d• discusión. Por _.. da dos siglos y .odio, QRneracton.. de· 
investi9ador .. h-.n d.dlcado su e•fuerzo a profundizar ..-¡ •u .. tudio 
-ba•t:• .enc:ionar que aproxi..,.da.ente desde 1900 ae han estado 
reuniendo semana a ~ana estadistlcos aovi~tico• para dl•cut:ir el 
t-..-. ~ alcanc.IHi con&eguidos se han vertido en una e>ctenslsi..a 
bibli09raf1a, dond• ad..,.• de registrar lo• re.ultados 109rados, se 
ha pla .. ado la for•a en que <aa ha extendido su dominio de 
aplicación. 

Ca.o cancapto, al Taara.a Central del Ual te r-p......,.ta -..6.s 
blttn toda una ~tic•. que un sólo .... sult:ado7 y para afecto. da 
.. te tr&baJo •• considera ca.o la converg..-.cia ttn dl•trlbuclón a la 
norcaal est~dar de la suaa astAnd•rizada da variabl .. alaat:orias dl9 
una -.icaslOn (o -.arrugia de suc-ston->. Tambill!fl convi6n• est•blecar 
desde el principio un• not• GObra el nOllllbre• pues an.nuastro ldiOMa 
-.e ha Qeneralizado el que se presenta en el titulo del trabajo. 
aunque el que le corresponderia oriQinalmente as el da Teoreina del 
Li•ite Central, pues 111 adjetivo ~central" califica al limite, no 
al teor&1aa (en inglés: Central Limit TheoremJ. Hecha esta 
advertencia, &e conviene que en todo el trabaJo ue mantendrA el 
nombre con el que . .neJor se conoce en espa!'l'.ol. 

En el presenta trabaJo &e incorpora directamente el uso de 
la ca.putadora para introducir este concepto, aprovechando su 
capacidad de repre5entación Qr~fica y de velocidad da cAlculo. Es 
entonces factible sustituir formulas por grA~icas quo resultan de 
un proctrt90 de fii-.tlacion relativaatente rApido 1 con la ventaJa de 
explotar la intuiclOn para COlflPrendcr su &iQni~icado. contando asi 
con un recurso didActico d• i.iportancia y una h•rramianta an l• 
invlHltigaciOn y aplicación de resultados •stadisticos. Es por ello 
qu.• se ha desarrollado un paquete coeputacional ..,.. el que la 
r.presentación central consiste an la grAfica de la función de 
distribución non.al •~t4nd4r superpuesta a la función de 
distribución empirica corre5pondicntc a la suma estandarizada de 
las variables aleatorias •iaulada&. Se indican ta.tli6n lOll 
parAIM!tras involucr•do~ en la sl-.alación y luago da avalua...S.1 el 
re•ultado de la prueba da Andarson-Darling de bondad de •Justas lo 
cual da una idea global del concepto de convcrQancia y del papel 
que dose.-pa~an los •le.entoa estadisticos involucradoa. 

Para aprovechar al ..... MilllK> asta rtteurso •• raquieren dos 
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caracteristicass diversidad de opciones y facilidad de aanaJo. La 
priiaara se pretende lograr par~itienda asca9er las variables 
alaatorias involucradas, sus par~IQQ'tro~ a el nCmero considerada en 
la sucesión, las relaciones e~istent~~ entl"'<:! ellau, u inclusive ol 
n~.ero de slmulacion~s. El paquetQ de córoputc elaborado pera 
maneJar estas opr.:ionoG está estructur•ad1:1 do 1'orma qut? se eli9a la 
opción a 6itnular por medio dl! menú~ !S111:e~ivos, pf~ro no eMcesivos. 
Se han fijado altornativa~ en quo varios factorGs estAn 
determin<idos previ.:lmente, y !iC incorporiln a.demás, pn.ntal la-.:; 
informativas !lóobre l<: !l;elección hecha. 

Con p•¡t;i"" p ... rticularid'ldes, es posible simul.::1.r las;;; 
condiciones de una gran variedad de rc~ultadoG rotativos &l Toor~ma 
Central del L1mit:o, oxplotando nu vent:il}D intuitiv.:1; sobr~ las 
demostraciones. que sin ~enasprccio de su impreQcindible papel• 
resultan generalmente demasiado tácnicas. Asi, eE; posiblo rualizar 
un recorrida histórico en que se va acumulando evidencia emp!rica 
~obre la val:lrl~z rl.-. l<'l.9 propo.;;icion~ .. ""f C:~sdn t'-1 rl<'\9Ultai:!o pionc¡iro 
de deMoivre-Laplacc que aplica a un particulari~imo caso, pero que 
contiene la esencia del prcblP-ma, para avanzar a sumas 
estandarizadas de cUalquier tipo de variables aleatorias con la 
misma distribución, aunque con varianza finita, pu~s resulta ser 
requisito indispensable, CotQO puede obsarvar~e con el paquete 
IM?diante contraejemplos. M'1s aún, es posible desech.:ir l.1!1. condic.ión 
de idéntica distribución para encontrarse con quo so puede ~sayar 

en el paquete con las condiciones necesarias y suficientes en quo 
se verifica la conve"9encia a la distribuci6n nor•al, ya 
establecidas en el teorema de Lindeberg-Fellcr. Siguiendo el orden 
cronológico de las investigaciones, y del nivel de 9eneralidad, ve 
aborda la ·situaciOn de dependencia dentro do la sucesión, en la que 
también se pueden eMperimentar casos on que ocurre la convergencia 
en distribución senalada. · 

Sin emb.:H"')O, la aportación de este trabajo no se refiere 
únicamente al paquete de cómputo porque resultar1a incompleto y sin 
Ot•ientación. Incluye material eucrito con la intanción de quo 9ui~ 

la utilización ctel program~ computacional y proporcione ademAs 
documentación ~obre lo~ teore~as que justifican los resultados que 
deben alcan~arse. 

Por esa razOn se presentan al final del trabajo sugerencias 
de prActicas que dosifican el avance de las simulaciones, invitan a 
refleMionar acerca del papel que Juegan las condiciones 
involucradas, apuntan hacia las carac:teristicas relevantes en cada 
simulación y pres1:inLc1.n lct.~ C.Yll~lubiuuc~ .:i. las qu~ ;:oo ~uponc dctl16 
conducir la cMperimcntación. El tipo de resultados que se abordan 
en las pr'1ctic:as va haciéndose m'16 compleJo. lo cual permite un 
avance gradual de todo el tema, o bien ubicarse en el estudio de 
algOn teorema especifico. 

Respecto a la documentación, se han recopilado resultados 
que abarcan toda la variedad de situaciones descritas mAs arriba, 
muy bien tratados en distintos textos y articulas, pero que por la 
forzosa especialidad con que se orientan, se encuentran dispersos 
dificultando su consulta. Por evidentes razones de extensión, el 
acervo no pretende $Cr exhaustivo, pero se intenta proporcionar una 
selección de lo-mAs importante.y representativo sobre el tema1 otra 
caracteristica e5 que no se han incorporado 9 salvo cantadas 

11 



excepcion- qua juat:i ficaracios IRA• adalante 1 las dltlltOStraciones da 
109 re11ult&d0ti aat.u>lacida•. Ello ob.c:fec.e a qutt - pr9t.nd• 
resaltar el enfoque intuitivo que impone el uso dtt esta h•rramlentá 
a.plricaT praflrléndase hacer llklf•sis an la interpretación d• 1•• 
condiciones iDpuasta• en cada teorema y en ejeaipllficar con ca11D• 
en qua se aplican estos resultados. Otras •leeentos que .nrlquacan 
el- inaterial e• una aqilia Nlfar..-.cia bibliaorAfica dond• puedan 
consultarse las deinostracionas -inclusive alguna es cementad• en el 
trabaja-, y un apéndice que pretenda hacer al material lo Olás 
autoauficlente posible. 

El Capitulo 1 presenta el teorema de det'Soivre-Laplace, donde 
se planteó por primera vez al probletna de convergencia da su.nas 
estandarizadas d• variables Alentarlas, y donde se moncion6 tambi"'1 
por pri~era vez la distribución nqnaal. 6tt presenta •n •l •i•MD 
capitulo la eKtensión del Teorema Central del Limite a ti.Ucesione& 
de varl.u>les aleatorias independientes, idénticamente distribuida• 
y con varianza finita, para •l que •e pre1W1nta la dea10atraclón qua 
aparece usual.ante en la literatura, asi C<MilltJ otra mAs recient• en 
que •e utiliza al racurso de la reola da L'Hospital. De notable 
i.-pcrtancia es el rv9Ultado que iQuallM!flte se incluye •cbr-9 rapidaz 
de convergencia debido a Berry y E•saon Con esto vstÚl 
incorporado• loti ingrediant ... b•sicoa, a s&bor, la canv•~Cia .,.. 
distribuición qua serA intar4's en todo •l trabajo, la posibilidad 
d• Q•n•ralizarla, y •l que la volocidad con que se cu.pl• pu.c:i• 
variar de un ca~ a otro. c.b• sanalar qua 95 en esta capitula 
dende W'lica.anta.sa incluyen toda• las damo•tracian•s, a fin d• qU9 
el lactcr pueda cmnparar la convlll'"liancia qu• •obra •llas tian• un 
argu .. nto ~!rico, pu15tS las pri ... ras pretenden validar ul 
resultado m.i.s que interpretarlo. AdicionalSPente, •a considera 
conveniente que cualquier lector debe conocer las demostracianas 
aqui inclutdaG por el conocimiento que brindan las métodos que 
<ik¡tas utilizan: al .enes el teorema de deMoivre-Laplace. el ClA•lco 
y el de Cadenas de Markov de dos estadas. 

El contenido de este capt.tulo es el objeto de las pri~ra• 
prActicas 9UQeridas a realizar con el paquete en lan que.•• ~giera 
&iaular las condiciones d•l teorema de dettolvre-Laplace para 
confirDar su validez¡ ta.t>lén se recomienda obaervar al 
camportamiento de la distribución eaipirica cuando el parAmetro de 
la distribución bernoulli tiendu a lo~ V3lorc~ cxtrent0~ ~ero o uno. 
en p1·•eparacl6n a un resultado que compete al siguiente capitulo~ 

Est~n disenadas otras prActlcas ·en que se VAria la distribución · a 
simular, tanto continuas cOlllo discretas, a fin de confir-.ar la 
ainplitud del resultada y eKperimentar los efectos de la rapidez da·· 
convargenc la. 

El Capitulo 2 GD ocupa de 9eneralizar el catudlo de la 
convergencia de sumas normadas a sucesiones de variablea aleatorias 
independientes con la mi ... a distribución, pero eliMinando la 
restricción •obra la varianza, la que implica la inclusión de la 
familia de dlstribucionés e9table~, que han resultado adecuadas 
para •Odalar fen6-mnoe. an 'distintos campog tales ca.o cottzacto,.... 
de acciones en la. Bol•• du Valores, la di•tribuci6n de las alta• 
temperaturas que se registran en un raactor nuclear, .o el c•lculo 
de probabilidades en ca•lnatas aleatorias y otras. De ellas .. 
presenta una caracterización asi ctMKJ algunos ej..plos, y ·aa 
mu.stra qua san pr&eisarnente las Onicas diatribuclones 11•ite en. 
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esta situación. Se presenta adem~s el concepto de dominio de 
atracción y las condicionas para pertenecer a él. 6e1D11Janta papel y 
tratamiento sa aplica a las distribucione~ in~initamente diVi5ibles 
cuando &e de¡;¡carta el supuesto de idéntica di~tribución• en cuyo 
contaKto se han logrado establecer las condicionas necesarias y 
suficientes que posibilitan el cumplimiento del Teorema Central del 
Limite. Por otro lado• ~e incluye el interesante y útil teorema que 
muestra. que bajo ciertas circunstancias, la di~tribuci6n Poisson eG 
también limite de &uma.s de variables aleatorias independientes. 

So concluye el capitulo al considerar a l~ distribución 
noNRal como un caso particular de ley establ~ e infinitamente 
divisibl!:", <'tnat:ándose teoremas en que !';e plantean distintos 
condiciones de suficiencia para alcanzar la conv°"r9~ncia ;:i; la 
distribución normal. y ~as aún, también condiciones necesarias y 
suficientes mediante el Teorema Central del Limite Clásico en el 
contexto de la~ leyes establesT y el conocido teorema de 
LindeberQ-Feller dentro del ámbito de las distribuciones 
in~initasaente divisibles. 

Las practicas elaboradas para este capitulo tienden a 
presentar contraejemplos para la situación de idóntica distribuci6n 
de tal ~anera que se re$alte la necesidad de las condiciones. Por 
otra parte, se recomienda ensayar con ca~os en que las variable5 ya 
no comparten la misma distribuci6n• para estudiar la validez del 
Teorema Central del Limite. Adicionalmente, se induce a considerar 
como una aproKi~aciOn adecuada a la distribución Poisson para las 
sucesiones que representan los ll~m.ados evento~ raro~. 

Una situación que puede resultar m~s real es la que 
corresponde al supuesto de dependencia entre lns variables 
aleatorias de Ja sucesión y es el que se analiza en el Capitulo 3, 
que implica el estudio de las condiciones mezclantes para medir el 
grado de asociación eKistcnte dentro de la sucesión, y que aparte 
de definirlas, relacionarlas y ejemplificarlas, se establecen 
resultados que 9arantizan para sucesiones que cumplen ese tipo de 
condiciones la conver9encia a la distribución normal estándar.Un 
tratamiento más 9eneral y moderno lo represonta el enfoque de 
martingalas que canStituye la segunda.parte del capitulo, y en el 
que la metodoluy1a ~oguid~ e~ r~l~ttv~mP.nte la misma; definición• 
ilustración y aplicación al Teorema Central del Limite. Son esto~ 
ti~os de dependencia, condiciones mezclantes y martin9alas, las que 
mAs comunmente se utiliz~n en dcsarrollo5 de Probabilidad y 
Estadistica. 

Como único ejemplo del método de demostración en este tipo 
de succ~iones, Ge desarrolla la correspondiente a una cadena de 
Harkov de dos estados. en la que se aproKima la sucesión con una do 
comportamiento semejante, pero de elementos independientes. 

En las prácticas correspondientes a éste capitulo se 
aprovecha la capacidad del paquete para simular procw&OD incluidos 
como. ejemplos en el teKto para confirmar la validez de la 
convergencia. a la distribución normal, ya sea en algún tipo 
de sucesión mezclante o porque se cumplen los reqUi5ito• para 
formár una martingala, combinados con la sati&faccion de las 
condiciones impuestas en lo• teoremas respectivos. Asimismo, aKiste 
ta sugerencia de simular sucesiones en que las circunatancias 
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impiden el logro del Teorema Central del Limite para avidRnciar la 
impoaibilidad dn generalizarlo a cualquier situación. 

Todas las prácticas a las que se ha h~ho r•ferencia han 
sido recopiladas en el Capitulo 4 para facilitar su localización y 
y por tanto su aprovechamiento como rl?curso didáctico en el e&t_udio 
del Teorema Central del Limite y en &U aplicación. El formato 
empleado en las prácticas pretende ser accesible y de lenguaje 
sencillo, identificando el objetivo de cada práctica, planteando 
una serie de interrogantes que el usuario del paquete debo 
contestar conforme va observando la simulación. y la presentación 
suscinta de conclusiones al respecto. Sobra decir que debido a la 
versatilidad del paquete, el nCmero de prácticas que se pueden 
implementar es mucho mayar que el de las presentadas, posibilitando 
elaborar otras con fines particulares. Contiene también las 
instrucciones necesarias para accesar el paquete, la definición de 
los elementos estadisticos que se hallan presentes y un resumen 
sobre la caracterización de las variables aleatorias que •e 
simulan. 

Como sintesis del trabajo en la que confluyen todos los 
factores: sustento teórico. paquete de cómputo y guia de uso. •e 
re•lizaron repetidamente simulaciones bajo diversas condiciones con 
el objeto de reunir amplias y variadas pruebas eMperimentales sobre 
la v.eracidad de los enunciados eMpuesto!I a lo largo del trabajo. La 
presentación utiliza resumenes, cuadros y comparaciones para 
facilitar su análisis y eMplotacion. 

Se considera que esta aportación puede facilitar el proceso 
de ensenanza-aprendizaJe del tema. e inclusive es Ctll para 
reafir•ar el significado de los conceptos involucrados. EstA 
dirigido a un amplio pCblico; ~studiantes de licenciatura del Area 
de matemáticas que por primera vez abord~n el estudia da la 
Probabilidad y que por tanto. el Teorema Central del Limite es tema 
obligado en sus versiones más tipicas; para ellos se sugiere cubrir 
las prácticas y resultados correspondientes al primer capitulo y 
una introducción al contenida del segundo. Para el nivel de 
maestria la sugerencia no puede ser tan especifica, pero puede 
servir de repaso el material del primer capitulo y estudiarse 
partes de los dos siguientes en distintos cursos, siempre 
aglliz~ndolo con la realización de las practicas. Para el estudioso 
en la materia, le apoya como documentación y amplia referencia 
biblio9rAfica, le auxilia en l~ ~ct~r~ción dP cnnceptos pues 
contiene definiciones y ejemplos y, por medio de las simulaciones 
le ayuda a estudiar algCn teorema en particular, conocer si es 
válida la convergencia a la distribución normal en alguna 
aplicación y a reconocer el efecto que tienen las condiciones 
impuestas. 

En fin, las referencias en las practicas al teMto, la 
intención de ser autosuficiente, la inclusión de datos históricos, 
el manejo del paquete por menes y sus cuadros de presentación asi 
como el conjunto de simulaciones realizadas con ayuda del paquete y 
sus conclusicnet>, son algunas de las caracteristicas del trabajo 
desarrollada que pretenden conferirle un caracter didáctico y de 
'fácil consulta. 
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CAPITULO l. 

TEOREMA CENTRAL DEL LIHITE 
PARA VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES, 

JDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS CON VARIANZA FINITA. 

1. INTRODUCCION. 

Con un peque~o bulto baja el bra~o, 

presurosa de regreso a casa, atravesó sin mucho 
empedrada entre dos carruajes tirados par un par 
c~oa que e5taban muy de madA en Londres: ora 
pensamientos estaban en otro lado. 

Abraham caminaba 
cuidada la calle 

de caballos, de 
evidente que. sus 

Al llegar, el ama de llaves, que ya lo esperaba, lé ayudo 
silencios.amente a quitarse el pesado abrigo, la bu~anda, el austero 
sombrero de copa y los guantes. Ahora ya pcdia ocuparse del legajo 
que recién habla dejada en su escritorio. 

Estaba consciente de la importancia del trabaja que habla 
desarrollado en los papeles que tenia ante si, aunque ese campa 
fuera prácticamente nuevo y estuvk?ra muy restringido en su Area de 
aplicación. Habian pasado 79 anos desde que los respetuosos 
t1onsieur Pascal y Monsieur Fer•at se hablan ocupado de contestar 
Geriamente inquietudes surgidas a la clase aristócrata sobre 
resultados que se presentaban en juegos de azar, muy en vaga en 
aquél entonces. Lo acertado de sus respuestas popularizó 
grandemente sus hallazgos. 

Ahora corrla el ano 1733 y Abraham deMoivre, infundido por 
el esplritu del cAlculo de probabilidades en los juegos de azar, 
pero no movido por una vana intención de ociosidad del ju090, sino 
por el desee de conocer las leyes m~sgenerales que rigen sus 
resultadas, se dedicaba con ahinco a sus investigaciones, mismas 
que esperaba dar a conocer a vario~ de sus amigos ese mismo ano; y 
en realidad darlan fruto; significaban el comienzo en el trabajo 
que ocuparla a destacados matemáticos por espacio de m~s de dos 
siglos; el Teorema Central del Limite. 

Las caracterlsticas del problema consist1an en suponer, 
primero, que el Juego se podrla repetir indefinidamente para asi 
estudiar su comportamiento a largo plazo, en el limite; segundo, 
que las reglas del juego no varlan en el tiempo, manteniendo fija 
la probabi·l idad del Jugador de ganar; y tercero, que no determinan 
de ninguna manera el resultado fiiguienta los anteriores, implicando 
que el jugador no adquiere e~periencia a medida que se va 
repitiendo el juego. Este esquema se ajusta .perfectamente, por 
ejemplo, al lanzamiento de una moneda en que el jugador gana si cae 
hacia arriba una cara de la moneda, y pierde si cao la otra. 

Las interrogantes que se planteó eran las siguientei¡¡; si 
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supuestamente esa persona· JueQa un oran nOrnero de partidas, .!:. c6"'o 
se podria calcular la probabilidad de que al menos un n(lmero 
determinado de ellas sea favorable? o .!:. cu•l es la probabilidad de 
que gane a lo MAS un numero especifico?, en general, .!:.qué 
probabilidad eKiste de ganar cierto número de partidas que estó 
entre unos limites previamente determinados?. M~s aUn, puesto que 
los cAlculos directos resultan ser sumamente engorrosos e 
involucran cifras muy grandes -aun para las computadoras, que 
obviamente no eKistian en ese entonces-, .!:. existe alguna forma 
apropiada para encontrar dicha probabilidad con una prccisi6o 
aceptable? 

El planteamiento y solución a estas cuestiones los plasmaba 
finalmente A. deMoivre en una obra que tanto le habia ocupado y que 
intituló Doctr~ne o/ Ch.a.ne~~ <~xactamentc en la segunda edición de 
1738). 

Poro hubieron de correr 74 anos, hasta 1812, para que PierrR 
Simon de Laplace, aquél eKcelente y controvertido matemAtico 
eKpuuiera con mayor abstracción el teorema de deMoivre, y aunque 
buscó generalizar mAs el enunciado, no lo logró plenamente pues su 
demostración carecia desafortunadamente de la formalidad requeridai 
ara v~lida solamenta para un conjunto restringido de funciones de 
distribución (el tipo de las llamadas laticas). Sin embargo, en asa 
medio frustrada demostración, Laplace introdujo adem~s un potente 
método conocido actualmente como funcion caracteristica, que ha 
resultado de 9ran utilidad en el Cálculo de Probabilidades. 

El problema de deMoivre y Laplace queda completamente 
establecido si consideramos la sucesi6n de variablas aleaotorias 
{Xn) can distribución b(p) i.:1,2, •• <Bernoulli con parámetro p) y 

deseamos encentrar la convergencia en distribución de la suma 
estandarizada de las variables aleato1•ias: 

p { ¡:l. < ... J:Xl-np 

-lnplt-p> 
< zz } 

V~le 13 pena sPMAlar que si bien las restricciones sobre la 
sucesión de variables aleatorias son demasiaÜdb inicialmpnte, 
cayendo aparentemente en un caso muy particular, los elementos 
primordiales de un concepto más amplio denominado Teorema Central 
del' Limite ya están-presentas y el enfoque de deMoivre apunta a la 
esencia del problema. Más aún, el citado caso particular tiene gran 
relevancia; ·es de vida o muerte. 

EKiste en efecto tal distribución y se trata de la muy 
conocida (¡originada por este resultado!> función de distribución 
normal o de Gauss, por lo que podemos afirmar que 

n 
np I: xl -

z. < ;'"·~·::::;:;;:=;:;:
Y'np ( l-p> 

dz 
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Es conveniente comentar acerca de la expresión CE Xi- np) / 

T'n-p~(•¡---.~s. que es una eGtandari~acion de la variable aleatoria 
"nOmero de ocurrencia~ en n ensay~" -la cual sigue una 
distribución binomial con parAmetros n y p-. que hace qua la 
esperanza sea cero y la v~rianza igual a la unid~d. 

Para ejemplificar los conceptos expresados hasta •qui, 
supongamos que efectuamos n observaciones de una suceuion de 
variables aleatorias con distribución Bernoulli <que puede 
concebirse como un conjunto de personas con una probabilidad fija p 
de sobrevivir cada una cierto periodo de tiempo) y registramos el 
total de sobrevivientes al tórmino del periodo -la suma de las Xl 

ob~~rvada~-, hacióndolo no ~ole par~ un conjunto, 
grupos con el mismo número n de individuos. Entonces, 
la función de distribución e~pirica de 

s, 
I: X np 

i. .. J. J l 
j = 1,2 •••• ,m 

91 np tl-p> 

o sea 

1 m 
F <x> = - }: l_.s < t 

n m j .... .,, j-K,-

que vale 

~ino p~r.::i. rn. 
construyamos 

es menor D donde liSJ.Sx} es la función indicadora, 

igual que el valor escogido x, y cero 
asi pues "indica· si algún elemento 
expresado dentro de las llaves>. 

en caso contrario (se llama 
pertence o no al conjunto 

Ln función re5ult~nte serA de tipo escalonado pues 6e 
incrementará un m-ésimo cada vez que se tenga· un valor para el 
total de ocurrencias <estandarizadas> en alguno de los m orupos, y 
si el tamaNo nen cada grupo es ·grande", los incrementos ocurrir~n 
dP tAl manPrr1 qUP )A func;<'>n !;P .ooprnxim.,. aJ eeomflC"lrt ... miPntn dP la 
distribución de Gauss. Esto es precisamente lo que se ha hecho por 
medio de simulaciones en computadora, fijando previamente n, p, m y 
generando aleatoriamente las serie$ de observaciones lo cu~l 

muestra, de manera empírica, que la función de distribución Fn(x) 

se aprOxima a la de la distribución normal est~ndar, como lo afirma 
el Teorema de deHoivre-Laplace. 

Haciendo una consideración adicional, si bien podemos 
afirmar que al final de cuentas la serie converge a la distribución 
de Gauss, no podemos esperar hasta el infinito para var que ello 
ocurre, por lo que requerirnmos una medida que nos indique como se 
realiia esta aproximación y que sea capaz de determinar para 
cualquier n~mero de elementos en la sucesión que tan "cerca• se 
hBlla de la distribución limite. A esta medida se le conoce como 
"rapidez de convergencia" y le dedicaremo& nuestra atención m•s 
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adelanta. 

En nuestros d1as, al resultado conjunto de las 
·investigaciones planteadas por estos dos protagonistas se la conoce 
con Justicia como teorema de deMoivre-Laplace, e involucra 
formalmente varios· conceptos ahora comunes en el estudio de la 
probabilidad, como son la sucesión de variables aleatorias, 
independenciü a pares, compartición de la mism<t. distribución, y 
convergencia en distribución a otra variable aleatoria. En este 
trabajo de~allaremos cada uno de estos conceptos para 
posteriormente abrir un poco la discusión del tema al relajar la 
severidad de las condiciones y ampliar los resultados~ 

Con este preambulo, so puede decir que ~parte de su 
importancia, el Teorema Central del Limite se escribe con 
mayúsculas debido a que se refiere mas bien a una propiedad que 
posee una familia de variables aleatorias quo a un solo resultado: 
establece la convergencia en distribución de la suma estandarizada 
de las variables en la familia a la distribución normal est~ndar~ 

Es aplicable a situaciones diversas que presentan las familias; en 
el sentido clasico la atención se centra en sumas de sucesiones de 
variables independientes e idénticamente distribuidas, y en este 
capitulo impondremos una restricción adicional, la de tener 
varianza finita para las cuales, adelantamos. siempre se cumple el 
Teorema Central del Limite. 

La razón de dedicar un capitulo aparte a este caso 
especifico reside no solo en cuestiones históricas, pues fueron las 
primeras en ser abordadas, sino en primer lugar, en que el papel 
que juegan en Probabilidad y Estadistica variables aleatorias 
comprendidas en este caso es sumamente relevante, ya que estas se 
encuentran en una amplia gama de aplicaciones (e incluso podriamos 
decir, casi la totalidad de distribuciones que tienen 'nombre' 
poseen varianza finita). En segundo lugar, las herramientas y 
conceptos empleados aqui seran utilizados de nueva cuenta mas 
adelante, por lo que su introducción en un esquema mas simple en 
este momento facilitara su comprensión asi como el avance 
posterior. 

Aunque lo dichu ii!ll ol p!i.rrnfo ~nterior pretende destacar la 
importancia de este capitulo, dista mucho de significar quü ne 
eKisten otros casos de interés en que la aproKimación a la 
distribución normal se sigue cumpliendo, por lo que varianza finita 
y Teorema Central del Limite no son sinónimos; en el caso 
contrario, también es cierto que eKisten sucesiones con elementos 
independientes e idénticamente distribuidos cuyas sumas no 
convergen en distribución a la normal, contradiciendo lo que en 
ocasiones se supone un poco a la ligera, acerca de la infalible 
validez de la aproximación de la distribución de estas sumas 
estandarizadas por la distribución normal. 

En la sUcciOn 2 trataremos el ya mencionado Teorema de 
DeHoivre-1.aplace, primeramente en su forma local, como 
aproKimaciOn a probabilidades puntuales mediante la distribución 
nor~al, lo que servir~ como plataforma para demostrar la forma 
inteQral que corresponde a probabilidades de intervalo. 
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Posteriormente, en la sección 3, presentaremos el resultado central 
del capltulo que asegura la propiedad del Tecrema Central del 
Limite al caso en que existe varianza finita, con una demostración 
m~s general basada en la función caracteristica. Se incluye tambión 
en la sección 4 un resultado debido a Berry y Esscen que permite 
conocer en algunos casos particulares la rapide% con que se 
converge a la distribución normal. Aparece finalmente en la sección 
S una variante de la demostt•ación del Teorema Central del Limite 
para varianza finita, que recurre a otras herramienta~ como son la 
función generadora de momentos y la regla de L'Hospital. 

No debe perderse de vista que los resultados aqui alcanzados 
estan implementados en la computadora en el paquete anexo, con el 
objeto de cJcmplific~rlas y discutir algunas caracteristicas y 
diferencias. 

2.TEOREMA DE DeHOIVRE-LAPLACE. 

2.1 Teorema Local de DeMoivre-Laplace. 

Para calcular Pn<k>, la probabilidad de k ocurrencias del 

avento ( en n ensayos independientes de Bernoulli donde ( tiene 
probabilidad fija igual a p 1 desarrollaremos una ~Ormula agintótica 
debida a DeHoivre y Laplace •. 

Centrando el valor de k 

" = 
k - np 

Ynpq 

artificio con el cual se tiene una nueva variab.le cuya media. e5 
igual .a cero y la varianza igual a uno. 
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n - • 

p t .... 

-· -t. Z'l:J 

• 

... z •• 
t.~ a.z'l:f 

• 

Figura 1.1 
Transformación de { en X. 

Queremos calcular 

con k = 0,1, ••• ,n 

que es igual a 

n! k n-k P,.<k> k ! <n-k) ~ P q 

o< p < 1, 

n le n-k 
n P q 

kk tn-k> e n-k > 

Q = 1-p 

<e -e -e > 
0

rikn-k 

en dond"" h~mos ut1l1;i:aco la TOrmula ae 5t1rl1ng 

• -• e. ~se e 

? 

X -

• 

' - np 

-lnpq 

X 

Ct> 

siendo 9
8 

el residuo que satisface 1s.1 S 1/12s tanecd6ticamente, 

esta fórmula se debe también al mismo DeHoivre, excepto por la 

constante Y21l ) • 
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Cuadro 1.1 
ApraKimaci6n de Stirling para los 10 primeras valares da s. 

• &! T=st irl in9 s!IT e.""ln(s!IT> 11125 

l l .922 1.084 .0011 .0833 
2 2 1.919 1.042 .0413 • 0417 
3 6 5.866 1.020 .0277 .0278 
4 24 25.50b 1-021 .0200 .0208 
5 120 118.019 1.017 .0166 .0167 
6 720 710.078 1.014 .0139 .0139 
7 5 040 4 9B0.39b 1.012 .0119 .0119 
a 40 320 39 902.395 1.010 .0104 .0104 
9 362 880 359 536.073 1.009 .0093 .0093 

10 3 628 800 3 598 695.619 1.008 .ooe3 .0083 

Considtrrando que a K la podemos mantener acotada por das 
valores finitas a y b <a ::S: >e :!:: b) encontraremos por separado el 
1·1mite de cada uno de les tres factorei; establecidos en <1>, para 
lo·cual utilizaremos la&.e>eprosioneu 

k np + >e -('""'ñji"q 
y 

n-k nq 

derivada la primera de la definicion de K, y de restar ésta a n 
para hallar la segunda. · 

Comenzaremos pcr el última factor. Por la acotaci6n do K, Be 
cumple que 

k ~ np + a..,,npq y n - k ~ nq - bYnpq 

y puesto que 

tenemos 

l 

12n 
[ l + 

::s: !. 
12 

p + a..,,pq/n q 

que es ya una for~a apropiada para mostrar que 
infinito, sin importar de que intervalo ta,bJ 
eKpresión tiende a cera uniformemente en >e, par lo 

Din - C10 

7 

bV'pq/n ] 

si n tiende a 
se trate, &&ta 

que 

(2) 



Tratando ahora el primer factor de (1) 

_1_ 

Y2n" 

_ ,_ 
Y2n" 

I <np+x...rnpq> n <nq-x-,l'npq) 

_, _ 
-,l'npq ./(l+x-l'Ci'lñP> 

1 (1-x~p/nql 
y como el último radical tiende a uno si n tiende a infinito, 
podemos concluir que 

1 1 

F2n ,lñpq 
(3) 

para toda k, donde el s1mbolo ~ significa que ambas expr~siones san 
asintóticas al crecer ilimitadamente n. 

Cuadro 1.2 
Razón de la aproximación del primer factor en (ll. 

n k ~n/(2ni:tn-k>> 1/rlnnpq Razón 

50 23 .11320 .11968 .9459 
100 42 .08083 .08429 .9551 
500 187 .03687 -03785 .9743 

1 000 3b3 .02624 .02676 .• 9803 
2 ººº 708 .01865. -01892 .9957 
5 000 1 733 .01186 .01197 .9906 

10 000 3 427 .00841 .00846 .9932 
15 000 5 115 .00687 .00691 .9944 
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Ra:On de la aproxim~cion del primer factor en (1). 

Par óltimo, 
logari tmc: 

aprovechemos la& propiodAdc~. de le función 
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ln [ ~-"-n_._•_q_""--·~~ ] - ln [ nkp ] k + 
kk<n-k>tn-kJ 

• -k ln [ ~p ] 

[ 
nq ] tn-kJ 

In ñ=k 

- (n-k) ln [ n-k ] nq 

y usando nuevamente las expr~siones alternativas para n y n-k 

-<np + ·xV'npq) ln (1+ ><TiiTriP> 

- <nq - x-fnpq) ln <1 

Puesto que x est~ acotada. podemos hacer K V'p/nq y K ~q/np 
tan pequanos que podemos sµponerlos menores a uno y entances 
expandir los logaritmo& er series de potencia (explicitando 
ünicamente los dos primeros término&Jr 

- Cnp + x npq > [ xY'q.tnp > 

- Cnq - X pql [ -x-/p/nq> x
2
p/2nq • 0

2
(1/n..,.2 >] 

-~ •'o + x 2 q/2 ~_pin; • 0
9 

(1/ni./Z)] 

+~ ••• + Mllp/2 -~~ + a, Cl/nlL/
2 >] 

•• • Q(l/nl./Z) 
~ 

<ver deflnlci.:.n de acn"'> en Al.14> por lo que toi.:T'.b ión podcmc:::o 
concluir 

n"pkqn-
-x2 /z 

kk<n-k>cn k. 
e <41 
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ln k la.l qua K C! :Z. 
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Figura 1. :S. 
Ra20n de aproximación del se9undo·factor de <1>. 

Ensamblando nuevamente las partes (2), (3) y <4>, tenemos 

p <k> 
n 

-x2:/'1!. 
e • 

que resuelve el problema planteado inicial-mente: encontrar una 
estimación para la probabilidad 

l l 

-lnpq ~ 

donde p(x> es precisamente la función de densidad 
µ m o, a 2 = 1, y que. se conoce tradicionalmente 
local de DeMoivre-Laplace <Teorema 1.1>. 

11 
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Teorema Local de deMoivre-Laplace. 

2.2 Teorema lnteqral de DeMoivre-Laplace. 

Con este resultado buscaremos encontrar una e,.;presion para 
la probabllidad del. intervalo 

P"'ta,b) 
~-np 

P{a:SX= <b} 
y'npq 

con >:J.: ""' 

1:-np 

Vnpq 

Mostraremos que una eXpres·ion adecu.ll.da para aproximar esta 
probabilidad está. dada en términos de la distrlbuci6n normal, por 
lo que un primer paso será. aproximarla a una 1unct6n c:on dominio 
continuo, a saber 

H <>O n . 

p n (k) k"' 0,1, ••• ,n 

otro caso 
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Figura l.:i 
Función escalonada H ex>. 

n 

halla_nda que una apro>eimaci6n para P"Ca,b) est6. dada por 

pues aunque lo que realmente se cumple es 

X 

donde 
"· y "· sen los valeres transformados inmediatamente 

superiores a a y b respectivamente < a :S xi. < a + 1/Ynpq , b S >e• < 
b + 1/Ynpq >. La diferencia debida a cambiar los· llmites en la 
integral es desprect~blP, como v~rcmo~ en ~cguida. 

Localizando el punto donde se hace 

[ (n+i)p l <donde los corchetes representan 
entero contenido>, el m6ximc de H"<x> se halla 

intervalo 

-1 

vñPQ 
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0 
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H6.xima de Hn(x). 

' X 
b x-

L 

can a
0

, b
0 

constantes, por lo que se trata de un intervalo finito y 

por lo tanto podemos aplicar l5) para encontrar una cota para 
Hn<x>: · 

max Hn(X) 
-ID<l<(CO 

max Hnlx> 
ªo:Sx:Sbo 

~ Yñ"iJci' max 
a :Sx:Sb o o 

pues el cer•o pertenece a ta
0

,b
0

J. Entonces 

pero 

X 

b 

J H (X) 
a n 

dx + 

-x:z/:z 
e 

" ' 

s __ ,_ 
-r2ñ 

J 
X 

' 
a 

H .t,.d dx 
n 

1 J •H (X) dx -
b n J H e :t> 

n dx 1 H (X) dx + 
n 

J ma:< Hn (x) dx < 
a a 

< t Cx -b)+lx.-a) . ' 

s 1 _2_~0 
-r2ñ Y'npq 
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por lo que concluimos que en efecto 

b 

P"ca.b) - f H"(K) dK 
a 

si n - co 

puede aproKimarse la 

distribución normal. considerando primare que a y b son finitos, en 
cuyo cago podemos aplicar nuevamente CS>, haciendo &Kpl1cito un 
residuo 

Para &Ktvndar al intervalo Kk :S K ( Kk•& 

+ Kz/z - K2 /zl 

donde R (,.;) 
n 

Rn (Xk) - O 

-Kz/z 
e ____ et + R <K> J 

- 1 + e"Kz ->C:1/z1 C 1 + 

y porque 

n 

• • 
1 :_;Je 1 

(X - >Cli: ( l>C + K 1 1 X 1 
---~~~---"·~ s s 

2 -.'.npq. 

l tienda A caro pues 

max <lal,lbl> ---------o 
-.'npq 

cuando n -+ m.. 
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Figura 1. 7 

Aoroximaci6n de Hn(M) por la distribuci6n normal. 
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Figura 1.B 
Refinamiento de la aproximaciOn cuando n tiende a infinito. 

Para el CdbD en que a e b s~~n infinitos, 
si13uierites consideracicneo:;. 

hac;:aamcs las 

m 

Puesto que ~1- J 
..rzñ -m 

podemos elegir 

~ > O una constante L suficientemente grande q.ue cumpla 

L 

J 
-L 

o 
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-L O L 
Figura 1-9 

Acotamiento de los extremos de la distribución normal. 

C7> 

Y aprovechando el caso ya probado de a,b 1initos, se cumple 
para toda a 0 , b 0 en -L S a 0 S b 0 S L que 

1 
P <a ,b J 

" o o 

en particular 

_,_ 
fiñ 

1 Pnl-L,L> 

de donde establecemos 

L 

_1 f 
-{Vi -"L 

y por (6) 

cumpliéndose ad&m~s. que 

b 

fo d)( 1 < &/4 

L 

~-J 
-L 

dx 1 < e/4 

P~<-m,,L) + P"<L,OJ) a 1 - P..,<-L,L> < e/2 

18 

CB> 

(9) 



1-~/Z\_n /,,/'!;&(~~---·-·-·--·~::::•' • 
·' .... ·""' 

Figura 1.10 
Acata~ión del valor de Pn<-L,L>. 

E5tas acotaciones pueden 5er utilizada5 para terminar la 
demostración. cualquiera que sean las valores que tomen a y b 
respecto al intervalo ya 1'ijada por .c. (-L,L>. Coma ilustración, y 
puesto que las dem~s casos sen equivalentes, consideremos solamente 
-L.:Sa<Lyb=co.Asi. 

b 

Pn<a,b) f 
• 

L ~ 

1 
Pn<a,L> - ~J e -x

2/z 
dx + P <L,m> ~JL 

e-xz/z dx 
n 

• 
L 

1 

~ 

s p n ca,L> _1 J ·e -x
2/z 

dx + P..,<L,oo> + ~f 
-x2

/2 
dx - e 

Yzñ'. a L 

S~+~+~•& 
por <B>, <9> y <7>, respectivamente. 
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L 

IP0 Ca,L)- J 1 < e/4 

a 

-L a 

• I 

o 

··-----·----.. -·-·-··--····:···--··-··· .. ·········· 

\ L 

( .. ~~ 
P n (L,oo) < &,,.z 

L 

Figura 1.11 
Aproximación de P"Ca 1 b> cuando b es infinito. 

• 
El desarrolla anterior constituye la demostración del 

siguiente enunciado: 

Teorema 1.2. (DeMoivre, 

una sucesión de variables 
independiente e idénticamente 
parAmetro p, y def~nase 

17381 LaPlace, 1012) Sean { 11 ••• 1 {" 

aleatorias que se distribuyen 
con una distribución Bernculli con 

E ( l - np 
X = 

y 

entonces 
b 

J -x2 /z 
e dx • 

a 

Antes de-dejar este resultado, puede observarse que en la 
demostración se dedicó gran esfuerzo a manejar los residuales de la 
aproximación, y a justificar el uso de una función continua como es 
i·a de la distribución normal para evaluar una discreta. Esto no 
ayuda demasiado a comprender la naturaleza del resultado, por lo 
que se su9iere utilizar como complemento ~rgumentos emp!ricos 
obtenidos por medio de simulación. 
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3.TEDREHA CENTRAL DEL LIMITE PARA VARIANZA FINITA. 

Hemos probado que una sucesión de variables aleatorias 
independientes que se distribuyen idénticamente como una Bernoulli 
con parAmetro p cumplen la condición del Teorema Central del 
Limite, a saber: "Las sumas parciales de las variables aleatorias 
en la sucesi6n, ajustadas mediante una transformación lineal, 
convergen en distribución a la normal con media cero y varianza la 
unidad". Sin embargo, 'SO trata solamente de una di"Stribución en 
particular por lo que resulta conveniente ampliar ol resultada, lo 
que haremos en seguida para todas aquellas sucesiones de variables 
independientes e idénticamente distribuidas que posean varianza 
finita. 

Para ello necesitaremos al~unas herramientas y remitimos al 
lector al apéndice para mayores referencias, en particular sabre la 
función caracteristica. 

As1, procedamos a enunciar y demostrar el Teorema Central 
del Limite para variables aleatorias independientes idénticamente 
distribuidas con varianza finita, propuesto por Lindeberg en 1922. 

Teorema 1.3 Sea X&,x
2

, ••• un• 

aleatorias idénticamente distribuidas 

sucesión de variables 

con E<Xl > i:r ~. E<X:> < co. 

sn - µ 

" 

~ I: xl. Entcnc&s , .. 
X -·-..rz¡; J 

-m 

sin - 0> 

D&mostraciOn. Utilizando la ~unción caracteristica t/Jx<t> = 

y su& propiedades CAl.l,At.3.Al.4>, obtengamos 

<ti ,Ynt, 
a 

t/J Ct/Yna> °"l -nµ 

n 

n "'x -µ 
l • & l 

(t/Yno) 

(t/Yno> ]" 

• 

y pueoto que E <Xl-µ) = o, z 
a• podemoa aplicar la 

eHpanui6n de la función caracter1stica en tOrminos de los momentos 
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no centrales CA1.b>, 

4>. (t) = 1 - ,,zt2 /2 + o<tz> 
x .. -1-1 

(1~) 

con ""' '""' 
e o. cama se especifica en Qeneral en Al.14, 

para tener tB expresión 

<t> t' 
2n 

e 

ln < t> - n ln [ 1 -

y tomando la expansión 
considerandc solamente el 
Al.15 a A1.17> 

de. ln<1+x> en serie de 
primer término y acatando el 

ln(l+x> a X + pCx) -1 < X ::5 

donde 1 p<x> 1 s e tx 1ª 

escribimos 

ln <t> ~ n 9<t,n> + n p<o<t,n)) 

entonce'li 

1 
t' 

-. ~ - ln (t) 1' S n t o(t2 ,t-rr;,,, f + n 1 pll~Ct,n>> 

pero por:. C 10) 

V t f'ij,¡¡. 

HacLaurin, 
re&to (ver 

'11) 

(121 

que implica que n 1 oCtz,1.¡;,,, l _.O si n ...-. ~- Por argumentos 

similares, Junto con <111 1 

22 



ltm n 1 p<g <t,n> > 1 =o 
n-

V t ftja 

por lo tanto, tenemos debido a <12) 

lim ln "'· n- "_,.. 't> ~ - t' 
2 

O'l'ñ 
e 

lim "'· et> = -t
2
/2 

o 
n~ "- ... 

O'l'ñ 

Por el teorema de continuidad <A1.9J, el cual establece que 
dada una sucesión de funciones de distribución Fn siendo ~n sus 

correspondienteB funciones caracter1sticas, y dada también F una 
funcjón do distribución can ~ su función característica, entonces 
F n - F e::> ~n(t) - ~<t>, por lo que la "función caractari.stica de 

-t•12 
(Bn- 1.J)/cr(ñ as en el limite e , la cual por A1.4 -qua ... tablttee 

la rel•ci6n biunivoca entre las funciones caracter!.sticas y de 
distribución-, la reconocemos como la funcion caracteristica de la 
distribución normal astandarizada C•edia c•rc y varianza la unidad) 
(Al. 2), con lo que concluimos la de111Datracion. • 

4.RAPIOEZ DE CONVERGENCIA. 

4.1 Cota de Berry-Esseen. 

Por el resultado anterior estamos Justificados a utilizar la 
distribución normal como una aproximación para el c~lculo de 
probabilidades de la suma estandarizada de variables 
id6nticamente distribuidas con varianza finita¡ sin embargo, esta 
aproximación, ~Qué tan cerca •e encu~ntra d~l v~lor correcto?. Una 
manera de cuantificar osa ''cercanía" consiste en encontrar una cota 
para el supremo de las distancias entre la distribución &Macta y la 
aproximada, donde la distancia se mide co&c la diferencia en valor 
absoluto entre ambas funciones. 

En este ~entidc contamos con una cot·a que 
primeros momentos de la distribución, en el caso 

depende 
de que 

eMista y es el siguiente resultado debido a Berry (1941) y a Ei.seen 
(¡9.q5). 

Teorema 1.4. Sea x,,X2,X
9

, ••• una sucesión de variabls• 

aleatorias independiente• o idént·icamente distribuidas con E<Xk> 

O, Var(Xk) =a• y E<IXkl•> < co. Sea Fn(M) la distribución de 
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n 

E x, , .. 
est•ndar. Entonces 

la función de distribución 

donde C es una constante tal que 1/Yiñ' S C < .a. 

normal 

' 
Demostración. Sin pérdida de Qeneralidad y para simplificar las 

expresiones, hagamos ~z e y '" desigualdad de Esseen <Al.19> para encontrar la siguiente cota1 

2 S T 1 1 s 
" o 

"'" (t) - &(t) 

t 1 dt + * 1 

fiñ 
(13) 

-~z/Z 
donde Tes un numero real arbitrario, 4'n<t> y &Ct> ~e son las 

funciones caracter1sticas de F0 <x> y de la distribuciOn normal 

estAndar, re~ectivamente1 y dende ademAs se ha utilizado 

1 •• (x) 

z 

1 -·- a·"' /Z 1 • _1_ 
..rz;; .rzñ 

AdemAs, especificando a t/ln<t> tenemos 

ttir><t> = "'~ (t) 
n 

donde 4' (t) ~-E <e~l.X> 

ti/'· <t.r-lñl J" ( 14) 

Como en (13) podemos tomar arbitrariamante a T, hag~mosla 
igual a 

Con esta T acotaremos a 1 4',..<t> - tltt) I· 

Por ello, con la formula do Taylor <Al.151, considerando el 
residuo inteoral ( Al~lB> tenemos 

~(t) .... ~(0) 
t ,z 

. + f/¡' <O> + .¡.·"<O> + r:. 2T 
.. ' :r J (1-y> 2 oli"'"(ytldy 

o 
(151 
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</J(t) .. 1 -. ;;.. +;: J :1. Cl-y)z </>• • • Cyt> dy 
o 

entences 

4'(t/ .... ~) = 1 -
tz tªfl.8 

2ñ + 6na,;z 
( 16) 

dende IB 1 :S 1 pues 1 .¡,• • • Cyt> :S f 4'" • • CO> 1- liª E<Xª> :S 

E< )X 111 > "" (l• y per le tante </>' • "Cyt> "" 9(1
9

• 

Ahera, y por la desi9ualdad de Lyapunov <At.20> tenemos que 

~.=E<(XJ 11>2:E<IX1 2 > 11 "'2 2:ECX2 > 9 ,...2 "cr8 =1 y si ltl :S T 

podemos afirmar que 

y 

can la cuAl obtenemos 

1 + 1 :s• 
Sl)" ~ 25 

y en consecuencia acotamos C16> 

tz lt
11 I (1 11 8 

</J(t/.f.:;) 2: 1 - 2ñ - 6n•,...z 2: 
24 
25 (17) 

Per otro lada, apliquemos <15> a lnq:,Ctll"'ñ>, considerando por 
supuesto sus derivadas, las cuales quedan nuevamente en términos de 
las de <J>CtlY'ñ>, las evaluamos en cero y obtenemos 

•• 
+ 2n11,... 2 

s' (1-y)z 
o 

ln q,• • • <ytl"l'ñ> dy 
2n 

•• 
2n 

la segunda igualdad debi~a a la continuidad de 
del valar intermedia generalizado CAl.23> con 

pad~mas e>ép_resar la tercera der-ivada del logaritmo en 
las de la función caracterlstica </>1 acatarlas par los 
los valores ab•olutos, y conseguir 

25 

al teorema 
Asimi~me, 

términos de 
momentos de 



fln f!J'''<t> I"" 

t4>" • • <t> (t¡flo(t> )
2 31>" • (t).¡6" <t>.,to(t) + 2C.,to" Ct) )•J 'fl'Ct> ,-a 

3.f.'' co>.p· COJ,P<O> + 2c.p· (0)) 8 J 4><t>>-lt 

[E(K.) <E<xº> >2 
- 3ECx2 >E<x>E<xº> + 2CECK) ,.J (24/'25)-· 1 :;;: 

[IE< IK Iª> +31 El l1t 15> z .... aE < lx 111
> t./5 1+2 IE ( f K J 11 >~,...5 I] C2S/'24> 11 S 

6(1
9 

C2S/'24>ª S 7(la 

apoyados en A1.7• Al.8 1 Al.20 y C17>. 

Entonces tenemos 

.= 
ln 1¡6Ctl'iñ'J::S - -+ (18) 

2n 
Estamos ahora en posiciOn de acotar la dewigualdad de 

interés: 

(por <14>> 

<por < 16> > 

<por Al.21> 

_si lt 1 ::S T = 5*; 
a sea. 

S 1 e<p n [ -

-t2 1'2 
e 

7(1 ltl• · tz 
J 4J"Ct> - &<t> 1 ::S • exp [ - ::r-] 

. 6Yn 

-t2 /'2 e 

UtiliZando esta desigualdad en C13) podemos concluir que 
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soup IF" <>~> - 11 C>t) 

• 
2 

:S ñ 

"· s 

o 

"'" (t) - 8(t) 

t 1 
24 _,_ 

dt + ñT ..rzñ s. 

7(3 tz --·-- -tz14 120 {1• 
e dt + 

b-lñ 

[ 
Sb íC3/2J + 

bn 

120 ] 

n~ 

tuñ an~lisis m.6.s detallado muestra que C < .a> 
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4.2 Aplic~cion de la cota de Berry-Esseen. 

En el siguiente cuadro .aparecen dtstribuci.ona~ "cstandaf"i:t.athls·" 
(media cero y varianza la ~nidad) que presentan distintas 
caracteristican para las cuales se ha calculado la cota do Berry y 
Esseen con el obJeto de observar coma vaf"ia la rapidez con que so 
cumplw lá convergencia a la distribuciOn normal. 

Rapidez de Convergencia. 

µ - o 

- l -

DlSTRlBUCION f ()() OISC 51'1ET DOM AC 

Bernoulli 112 si si si 

t-1.1) 

Uni'forme 1/2..¡'.3 no •• si 

1--1'3,~J 

Bernoul\i 1/4 X - -...:3 •• no •• 
3/4 X -tt...:3 

' 

Triangular lx+2-fil /9 no no si 

1-2"'2,-fi> 

2B 

cota: e E!l~f•) 
u rn 

tl'..'2ñ ~ e < .a 

E< he l'J COTA 

l _E._ 
,lñ 

:s-13 ~ -4--
,lñ 

""" ~ --¡;-- -m 

' 

~ ~ 
45 Yn 



Rapidez da Convergencia. 

.. = o 

- 2 -

DISTRIBUCION f(x.) DISC Slt1ET DOH AC 

t de Stude?nt r<s12> no •i no 
k = 4 

rl2) 'Y'Zñt 1+ic2) '!J/Z 
2 

(-co, co) 

t de St:udent r<2> no •• no 
k = 3 

r <~; -rr; < 1+xz> z 

<-co, o;i) 

Geam.:.Ot:rica ~[~]~ )( 
+~ 

•i no no 
p = 3/4 

-1 5 
I! • 1, 2• ••• 

~[~]2Ya )( +3 
GecmOt:rica Gi no no 
p = 1/4 

--.'S --(.3", -~ o 
2' '"3" -¡;' 

, [~}Ya X 
+ 2 

GecmOtrica si no no 
p = 1/2 

-7'2', o,~ •.. -
2 2 

29 

cota: e Et Jx 1•> 
o•m 

11-r.iñ' :S e < .e 

E( lx 1 •> COTA 

2"2 ~ 
.Yñ 

m No e>tist:e 

83 ~ 
~ -m 

1291 -fi ~ 2Sb -m 

53 ~ ~ -¡;--
-m 



Rapidez de ConverQencia. 

µ - o 

- ;s -

DlSTRIBUCION 'f (K) DlSC Slt1ET DOM AC 

EMpcnencial -<x + 1) 
e no no no 

(-1.CI)) 

Pare te 81 (>e+21'2">-IS no no no 

(-1.lfl.m> 

Pare te 8"'2"( M+&> - 4 ., no no no 

(-11~,m) 

. 

-· 

cota~ e E<lxl
8 > 

a"Yñ 
11-12ñ :s e < .a 

E<l>elª> COTA 

g_ ~ -2 e Yn 

41-.'2 ~ -.- Yñ 

~ No e>eiste 



5.0TRA DEHOSTRACION DEL TEOREHA CENTRAL DEL LIMITE. 

En la literatura sobre el tema se puede encontrar una 
demostración alternativa basada en la función generadora de 
momentos <R. Tardiff. 19B1J, la cual es relativamente ~As fAcil de 
manipular pues a diferencia de la función caracteristica 9 se trata 
de una función realf sin embargo es esta una restricción adicional 
ya que no necesariamente una variable aleatoria posee función 
generadora. 

En seguida se presenta esta prueba, donde se utiliza la 
regla de L'Haspital para encontrar el valor del limite que Juega un 
papel central en la demostración, en vez del desarrollo de Taylor 
que es el usualmente aplicado. 

Teorema 1.5. Sea CXn> una sucesión de variables aleatorias 

independientes e idénticamente distribuidas con media µ, varianza 
oz y función generadora \Vx<t>, que existe en -h < t <h. Entonces 

E XL nµ 

mu 

Demostración. Sea 

<za}- -·r.;; 

{ CtJ "" E< eux-,n..-0' ) 

-zz/z 
e dz • 

por lo que. considerando Al .13, ( (0) "" 1, ( • <OJ = 0 9 y (··<O> 1; 
y desarrollando 

\V n < t J = E [ eMp ( t 
I: XL - nµ > ] 

mu 

... E[nexp<t 
~ .. f. 

" [ OMP 
x, µ 

) ] n E ( t , .. mu 

{E [ X - µ 
> ] } n exp < t 

mu 
n - [ ( ( 

t ] 
m 
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para -h < _! < h • 
.,.;;-

Encontremos ahora el limite de la eMpresión que hemo~ 
hal ladot 

y tomando logaritmos 

donde 8(t> ~ ln {<t> 

• lim [ { 

"""" 
-·-) ] .,.;;-

n 

[ o ( t/',lñ >] 
ln(L) • lim ll'n n-

Puesto que 0(0) ~ ln ~<O> = ln 1 =o, tanto el limito dnl 
numerador como del denominador tinnden a cero cuando n tiende a 
infinito• y por lo tanto podemos aplicar la regl4 de L"Hospital 
<A1.22> para evaluarlo, usando la regla de la cadena para hallar la 
derivada del denominador: 

ln<L> "" 
1 , lim t & ·e tl'Yo 

n-tcJ) 11'-rn' 

Observandb aho1•a que (J"(t> = <ln {).lt> = ("lt) /'- C<t>, y 
por lo tanto &'<O> O, puede aplicarse nuevamente la regla de 
L·Hospital y obtener 

lnCL) ¡.. lim t 2 
fi• • ( t!Yn> 

"""" 
para que finalmente, por e·•ct> = t t;<t>c·•ttl - <c•tt>> 2 J / ( 2 tt> 

tengamos e••to) e 1 y enlun~ü5 

ln <L> 

o 

que reconocemos como la función generadora de la distribución 
normal(Al.11), y por Al.12, aseguramos que la convergencia de la 
probabilidad del enunciado del tPorema se cumple. • 
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b .. EXTENSIONES .. 

De acuardo a las cotas obtenidas 
distribuciones en los cuadros de la sección 
convergencia. puede apreciarse que el factor 
lograr una aproKimaci6n mAs rApida es que la 
dominio acotado, sin importar demasiado si la 
simétrica. 

para las distintas 
4 sobre rapidez de 

mAs relevante para 
distribución sea de 
funciOn es continua o 

En caso contrario, si el dominio de la función de 
distribución no est~ acotado, la velocidad con que se .cumpla la 
convargencia es 1Denor 9 pues crece la cota de Berry-Esseen, dAndose 
incluso ejemplos en que ésta no eKiste debido a que el "peso" de 
las colas es muy alto respecto al "centro" de la distribuciOn. 
Precisamente son estas situaciones las que nos hacen reflexionar 
•cerc<1 del papel que jue9a la ~Kislttncia d..- unu. varianz.::i. finit.:i. 
para cada variable aleatoria en la sucesión <aunque en nuestros 
cuadros todas las distribuciones presentadas tienen varianza igual 
a uno para fines de comparación). 

Aún mas, lo anterior invita a refleKionar sobre lo que 
ocurriria si no contArarnos con esta condición. ~ Cabria esperar que 
se siguiera cumpliendo la convergencia de la suma de variables 
aleatorias a la distribución Normal?, o, ante una re¡¡puesta 
negativa, ~ 5pguir1a convergiendo a otra u otras di~tribuciones?, 
o, ~ni siquiera el limite es una función de distribucion, o bien 
no siempre existe?. Estas interrogantes constituyen precisamente 
parto del tema de estudio del siguiente capitulo donde trataremos 
con la familia de distribucionos conocidas cama "Leyes Estables". 

Las direcciones en que se puede explorar la validez del 
Tl:l!orema Cen1.;ral del L1mite son variadas. Como ejemplo de esta 
afirmación supongamoG que mantenemos las condiciones del teorema 
1.3, excepto que no se fiJa de antemano el número de sumandos sino 
que se considr.ra aleatorio bajo ciertas coridicioneG muy Qenerales. 
Esta si tu,.<1ción sr? presenta en el conte>1to del Muestreo cuando el 
número de individuo~ a analizar se determina por el propio proceso 
por el cumplimiento de cierto requisito. Cabe preguntarse si la 
distribuciOn normal sigue siendo atil como aproximación. El 
siguiente resultado contesta afirmativamente tal cuestiOn. 

Teorema l. 6. Sea Xl, X:'.... una sucesión de variables 

aleatorias independientes idénticamente distribuidas con E<Xl> = µ, 

E<X~> < a:r, y denotemos Vi!ir<X,.> = a
2

• Ademé.s ¡¡ea Vs.,vz,... una 

sucesión de variables aleatorias que sólo toma valores enteros 
positivos y que cumplen con que Vn-+ a:r si n .-.. a:r. Entonces si 

denotamo& S 
vn 

V 

l,n Xl &e cumple que 
, .. 
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1 
X J sin -o::i • 

-ro 

Este es un caso particular que representa un 
motivador de las extensiones que se establecerAn en los 
subseocuentes. 

7.BIBLIOGRAFIA COMENTADA. 

elemento 
capitules 

Gnedenko 1 1969. Este es un libro cla~ico de Probabilidad en el que 
se aborda el Teorema Central del Limite. Dedica un capitulo 
a la discusión de los ensayos de Bernoulli donde se 
presentan y demuestran los teoremas 1.1 y 1.2 
correspondientes al casa local y de intervalos. 
respectivamente, del resultado debido a deMoivre y Laplace. 
Se demuestra el teorema 1.3 como corolario de uno m~s amplio 
que corresponde al contenido del siguiente capitulo de este 
trabajo. 

R6nyi 1 1976. Este libro trata de manera extensa el te~a, presenta 
resultados interesantes un tanto particulares, pero con 
relativa sencillc:;c. Presenta con detalle li1s demostraciones 
de les teoremas 1.1 y 1.2; incluye tambien la del 1.3 dende 
retcma el 1.2 para seNalarlo cerne un caso particular. La 
demcstrac ión del ~:ecrema 1. 6 aparece en esta obra. 

Shiryayev, 1964. El Teorema Central del Limite est~ muy bien 
tratado en este libro, incluso más all~ de lo contemplado en 
el presente capitulo. Demuestra con cuidado los teoremas 
1.1, 1.2 1 1.3 y 1.4 (acerca de este Oltimo enfatiza el 
concepto de rapidez de convergencia): 

Feller, 1950. Es otra obra que se anota frecuentemente como 
referencia en la literatura. Aqui primero se aborda el 
teorema 1.1 para p = ,,....z por ra:;cones de sencillez y para 
distinguir el caso simétrico, para después extenderlo a 
p ~ , .... z. TamUi,¡,.,, s.~ prcccnt.:i z::?l t~orPm"' 1.2 con una 
demostración muy simplificada. Demuestra el teorema 1.3 por 
dos métodos; justifica el 1.4 incluyendo discusiones en 
torno a él, asl como la del 1.6. Desafortunadamente, el 
material se presenta muy disperso en el texto, lo que 
dificulta su consulta. 

Gnedenko y Kolmcgorov, lq54. Es una obra cl~sica dedicada por 
entero al estudio de la convergencia de sumas de variables 
aleatorias que sean independientes que avanza de lo 
general a lo particular. En una brillante introducción 
abord~ el enunciarlo del teorema 1.2 1 aunque sin demostrarlo. 
En cambio, aparecen las demostraciones del teorema 1.3 y 1.4 

Harrts, 1q66. Hasta e1 ültimo caP1tu10 de este libro se han 
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concentrado los resultados acerca de teoremas 11Mite1 y en 
•l aparace la demostración del tecrenaa 1.3 en la linea aqu1 
~eguida. El teorema 1.2 es presentado como caso particular 
del anterior y se utiliza para ilustrar el pr~edimiento de 
correcciOn por discontinuidad. 

Tucker1 1967. En un tratamiento similar a Gnedenko y Kolmogorov 
(1954>, presenta un .enfoque mtl.s general en que el teorema 
1.3 se reporta como corolario. 

Hoe1 1 Port y Stone 1 1971. El teorema 1.3 es demostrado en este 
texto utilizando también el método de funciones 
características. 

Todhunter, 1863. Se trata de una extensa obra que hace una reviBióo 
histOrica que abarca desde los origenes de la Probabilidad 
hasta los trabajos de Laplace. A ella se recurre como fuanta 
fidedigna para establecer créditos y fechas da publicación 
de aportaciones tales COlftO las de deMoivre y Laplace sobre 
el Teorema Central del Li•ite. 
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CAPITULO 11. 

CONVERGENCIA DE SUMAS DE VARIABLES 
ALEATORIAS INDEPENDIENTES: 

LEVES ESTA BLES E INrlNIT AMENTE DIVISIBLES. 

1. 1NTRODUCC1 DN. 

El objetivo de este capitulo consiste en generalizar los 
resultados alcan~ados al atenuar las condiciones impuestas a 
distribuciones de las variables aleatorias y encontrar alcances y 
limitacionus de la convergencia a la distribución normal. Primero 
se elimina la restricción de que la V03rian:za de las variables 
aleatorias sea finita, lo cual abre paso a los ca~o~ dende e~iste 
una mayor dispersión en la distribución. En segundo lugar~ se quita 
la petición de idéntica distribución, que en la pr~ctica significa 
no circunscribirse a situaciones donde las condiciones 
e~perimentales se preservan totalmente. 

En el primer caso conviene dar un esboxo de las 
distribuciones o leyes estables que sen la familia da variables 
aleatorias con la propiedad de que la convergencia de sumas 
estandarizadas de variables aleatorias independientes e 
idénticamente distribuidas se realiza hacia alguna ley estable, y 
solamente a alguna de ellas. De esto se ocupa la secciOn 2. 
Asimismo se mencionan algunas particularidades, como la forma de su 
función caracter1stica o que son cerradas respecto a la 
convolucion; también se pretende dest•car algunos miembros 
importantes de esta familia. Para una distribuci6n estable dada, al 
conjunto de variables aleatorias cuya suma estandarizada converge a 
ella se conoce como el dominio de atracciOn, lo cual, junto con laG 
condiciones que se requieren para determinar si alguna variable 
aleatoria pertenece a este dominio, es tratado también en la 
sección 2. 

La familia de distribuciones a las que converge una suma 
cuando los componentes no son variables idénticamente distribuidas 
se amplia enormemente y es la constituida por las llamadas 
1nt1nit.o.-r.onte dtvi~ibles. aquellas que se pueden representar como 
la suma de cualquier nOmero fln1to dP variables aleatorias 
independientes ~ idénticamente distribuidas. Por el lo, se µt·ili!GCnto 
en la sección 3 una caracteri~aci6n y propiedades do las 
distribuciones infinitamente divisibles, as! como el re&ultado que 
establece la convergencia de sumas de variables aleatorias 
independientes solo y Onicamente a distribuciones de esta ~amiliat 
en este contexto, aparte de la convergencia a la distribución 
nor~al 1 se menciona como ejemplo la aproximación de Poisson a la 
distribución binomial. 

Como conclusión del 
la distribución normal 
distribuciones estables y 

capitulo, se presenta en la sección 4 a 
como un caso particular de lag 
de las infinitamente divisibles para 
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delimitar las casas en que se cumple la convergencia a esta 
distribución y ubicarla en un conteKto m~& amplio donde la 
distribución limite puede ser alguna otra. Se presenta al teorema 
que e~tablece que la suma de variables aleatorias independientes 
idénticamente distribuidas converge a la distribuicion normal 
solamente si poseen varianza finita, as! como el famoso teorema de 
Lindeberg-Feller que eKplicita las condiciones necesarias y 
suficientes para 1~ convergencia a la normal en el casa de que a 
los sumandos sólo se les requiera que sean independientes. 

2.CONVERGENCIA DE SUMAS DE VARIABLES ALEATORIAS 
INDEPENDIENTES IOENTICAMENTE DISTRIBUIDAS: 

CARACTERIZACION DE LEYES ESTABLES. 

2.1 Aplicación y particularidades. 

Ante la interrogante de reconocer la familia de 
distribuciones a las que puede converger la suma estandarizada de 
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, 
en la década de los 30"s, matemAticos de la talla de Khintchine 1 

Lévy y Gnedenka, identificaron esa familia como las leyes establen 
y se avocaron a caracterizar. propiedades y condiciones requeridas 
para la .convergencia. Los resultados establecieron en definitiva la 
respuesta a la convergencia y mostraron una familia de 
distribucines muy interesante pues presentan colas en la 
distribución cuyo peso probabilistico es no despreciable, son 
flexibles y cnpaccs de reflejar las propiedades de estructuras de 
probabilidad en las que los momentos muestrales tienen un 
comportamiento errático. 

Como un ejemplo simple de la presencia de distribuciones 
estables podemos considerar una caminata aleatoria formada de la 
siguiente manera: se observa la diferencia Dn entre el namero de 

"soles" y "Agui las" que ocurren al lanzar una moneda justa n 
lanzamientos (0

0 
=O>, para la que interesa conocer el evento de 

que Dn alcance cierto valor fijo r en los primeros N lanzamientos. 

Si este nümero de lanzamientos se pone en función cuadrAtica de la 
diferencia dC!!:ie>ad.:i. r (c:::;pc:n:!tic.:::imcntl• N = 2 [1'-ritl, k c:onci.tAnte 
mayor que cero> entonces la distribución limite de esta variable 
cuando r ~ m es la ley estable conocida con el nombre de 
distribucion de Lévy. 

Las caracteristicas de las leyes estables han encontrado 
aplicación en distintos campos, pudiéndose destacar el estudio 
~obre cotizaciones de acciones Ccommon stock returns>, donde son de 
utilidad propiedades consistentes con la teoria económica de 
precios, tales·como la convergencia de las leyes estables y la 
peculiaridad -a la que deben su nombre- de converger su suma 
estandarizada a si mismas. Estudios de Fama (1965) y Fama y Roll 
(1971> modelan satisfactoriamente el comportamiento de precios de 
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acciones con di~tribuciones estables &imétricas; posteriormente 
Rozelle y Fielitz (1989>, Simkowitz y Beedles <1900) y Fielitz y 
Razelle (1983>, han empleado leyes estables asimétricas con el 
objeto de e~plicar mas adecuadamente la distribución muestra! 
sesgada de las cotizaciones. 

Aparecen también en procesos de ramificación como el 
siguiente. Dada una particula de cierto tipo, despUÓ$ da un 
intervalo de tiempo igual a la unidad, ésta puede desaparecer 
(muerte) con probabiltdnd p > O, dividirse en dos partlculas 
idónticas con la misma probabilidad p, o pern1anecer sin carnbiu con 
probabilidad 1 - 2p. Entonc~s puede modelarse el comportamiento del 
nümero total de partlculas qu~ desaparecen cuando en el proceso se 
considera un numero infinito de generaciones mediante una 
distribución estable can p~rámetro de escala a = 1~2 <más adelante 
Stl C';iopt..i:.ifica1•á qu1ón ~"" P5t:e par~mctro). Con proc1n-;os dv 
ramificación semejantes al descrito pueden reo:;olverse prublumu~ 

relacionados con la teoria de la evolución de las especies, tales 
como la determinación del nUmero de especies con qu~,~zpuede contar 
un genero dado, cuya probabilidad decrece a razón n , por la que 
ha sido posible modelarla con la ley debida a Willis (1922) y Yulc 
(1924) que involucra la distribución estable de Lévy mencionada 
anteriormente. 

Por altimo, para dar mQjor cuenta de la amplia gama de 
aplicaciones de las leyes estables, se menciona una en el campo de 
la radiación, donde se desarrolla un C){peri~ento con5istente en 
colocar una fuente radioactiva frente a una p4ntalla plana en la 
que se registran los haces luminosos producidos al chocar con 
ella las partlculas radioactivas. La distribución de los haces 
luminosos en el plana es circular y siMétrica por condiciones de 
regularidad supuestos en la 1uente emisora, con la que su posición 
aleatoria CU,V> sigue la misma distribución ~n ambos componentes; 
dicha distribución sigue la ley de Cauchy, que resulta ser una ley 
estable. Otros fenómenos flsicos obedecen la distribución Cauchy, 
tales como la distribuciOn de la energla en estados inestable~ en 
reacciones de productos radioactivas llamada distribución de 
Lorentz; y la distribución de Breit-Wigncr de la masa de particulas 
en el mismo tipo de reaccines de materiales radioactivos. Las dos 
distribuciones son casos particulares de la distribución de Cauchy. 

Definición 2.1. La función de distribución F<x) es una ley 

estable si existe una sucesión X1.' X2 , ••• , x..,... u~ vari~blt:!:; 

aleatorias independientes idénticamente distribuidas tal que F(~) 
es el limite en distribución de la suma estandari:ada de la forma 

Y=...;._'l:x-A 
" u ¿ k ... 

n k" 1 

También se dice que la variable aleatoria con ~unción de 
distribución estable, es estable. ~ 

Resulta relevante conocer cuando se da 
alguna ley estable en particular, mAKime que la 
representa uno de estos casas. Ello nas conduce 

"" 

la convergencia a 
distribución normal 
a la siguiente: 



Definición 2.2. Sean x ....... xn•••• variable& aleatorias 

independientes can idóntica distribución Ftx). Si para unas 
constantes An y Bn > O las funciones de distribución de las ~UNas 

convergen en diGtribuciOn a una función 
n tiende a infinito. se dice que F<x> 
conjunta de funciones atra1das por VCx> 
atracción de VCx>. 

de distribución V<x> cuando 
es atra1da por VCx>. Al 
se le llama dominio de 

• 
De esta definición y de la de luyes establqs se desprende 

que las ünicas distribuciones con dominio de atracción no vaclo son 
precisamente las estables. 

Alternativamente, se puede mostrar que la función de 
distribución FCx> es estable si para cada a,>o, a

2
>0, b•' b~ 

corresponden constantes a > O y b tales que se cumple la ecuacion 

* F ( a M + b ) m F C aM: + b ) z z 

donde el aperador * SiQnifica convolución de funciones. Esta 
equivalencia puede ser interpretada diciendo que una ley es estable 
si todas las convoluciones que se formen con ella tienen una 
distribución de la misma familin. 

Si se generaliza a n términos, la variable aleatoria X y su 
funciOn de distribución F<x> san estables Si para toda n ~ l y· 
x,, .... , Xn idénticamente di&tribuidas como X,. eM:iston constantes 

ªn > O Y bn tales que 

o 

o 

d 
a X + b 
" " 

Ft<x-b )/a J m F * •••* FCx) 
" " 

t ,Plt> J" = 

siendo ~tt> la función caracteristica de X. 

<n veces) 

De a.qui &e puede desprender una manera alternativa de 
reconocor una distribuciOn estable. 

Teorema 2.1. lA. Ya. Khintchine y P. Lévy, 1936). Para que la 

funcion de distribución F<x> sea estable es nece&ario y suficiente 
que su ~unctOn caracteristica teng• la forma 

4>Ct) = exp ( irt - e lt lo. tt + i(J m c.>Ct,o.) l) 

40 



donde o < a :S 2, _, s ,. s 1, re IR • e 2: o y 

{ tan <rro12> si a .. 1 
w<t,0t) = 

2/n ln ( 1t1) si a 1 • 
El parAmetro 0t, conocido como exponente característico o 

Indice de estabilidad, esta asociado con el nivel de dispersión de 
los valores que tema la variable aleatoria, y esta restringido al 
intervalo <0 1 21 para que ~e trate de una función caracterlstica1 
y es un par~metro de localizactón,n es el parámetro relacionado con 
el 5esgo, siendo la distribución simétrica respecto a y si n = o, 
sesgada a la derecha si es positiva y a la izquiet•da si CG 

negativa. Ademas, la variable aleatoria toma solo valores positivos 
si y sólo si ff = -1 1 a < 1 y y > O y, caso contrario, toma valores 
neg~tivos 51 y oOlo ~i ~ ~ 1, a < 1 1 y y > O. La constante c es un 
parámetro de escala. 

También se puede mostrar que todas las distribuciones 
estables propias (aquellas cuya función de distribución no esta 
concentrada en un solo punto> sien unimodales CI. A. lbragimcv y 
Chernin, 1959) 1 continuas y tienen derivadas de todos los ordenes 
en cada punto <A Ya.Khintchine, 1938>. Asl, podemos eliminar un 
sinn~mero de distribuciones que no son estables por no tener su 
función caracterlstica la forma adecuada, por ser discretas, 
multimodales o no tener en todo punto derivadas de cualquier orden. 

2.2 Ejemplos de leyes estables. 

Podemos ejempli~icar come miembros de la familia de las 
leyes estables a la distribución normal tomando a 21 a la 
distribución Cauchy si hacemos a igual a 1 y ~ iQUal a cero¡ a la 
distribución con densidad 

si >e ~ O 

si >e > O 

que corresponde al caso en que a = 1/21 n = 1 1 y = O y c 1, la 
cual se conoce como distribución de Lévy. La distribución unitaria 
es otro ejemplo de distribución estable¡ y aquéllas que tienen como 
funcion característica a 

con d ~ O y O < o s 2, adem~s de ser estables, son simótricas. 

Dnsafortunadamente, y a pesar de que 
derivadas de todos los ordenes en cada punto de 
estables asegura la existencia de la funciOn de 
posible hallar una e>epresión cerrada para ésta 
caso~ de las distribuciones Normal, Cauchy y 

la existencia de 
las distribuciones 

densidad, no es 
e>ecepto para los 
de Lévy, arriba 



surta lado&. 

2.3 Dominio de Atracción EstAndar y Condiciones de Atracción. 

Se anotan en el siouiente resultado las condiciones llll.nimas 
suficientes para determinar la pertenencia de una distribuciOn Al 
dominio de atracción de una ley estable, excluyendo el caso de la 
distribución normal, que deJaremos para la sección nümero 4. 

Teorema 2.2. (B. V. Gnedenko 1939, y w. Doeblin 1940>. F(x) 

pertenece al dominio de atracción de una ley estable con exponente 
a CO < a < 2) si y sólo si 

- F txi 

y si para toda constante k > O 

e • 
cz 

1 - F<x> + F<-x> 
lim i - F (kx) + F (-kx) ••m 

donde c 1 y c
2 

cumplen con c
1 

2:: 0 1 c
2 

> O aparte de estar 

involucradas en la representación de Lévy para la función 
caracterlstica de la ley estable, considerada como distribución 
infinitamente divisible, tal como se ver~ en la sección 3. • 

La primara condición sig.-lific.:i que l.:i~ col.:is i:;::quicrda y 
derecha de la distribución estAn "balanceadas", en el sentido de 
que en el limite sen proporcionales entre si, con proporcionalidad 
igual a c .. /c2• Por el segundo limite se dice que las leyes estables 

(excepto la distribución normal> tienen "colas pesadas" y que 
decaen regularmente a infinito, puesto que la razón entre el "peso" 
de las colas truncadas hasta un punto cualquiera en una cola y 
hasta su inverso aditivo en la otraT y el correspondiente a las 
colas truncadas hasta un mültiplo de los mismos puntos -que se 
encuentran k veces mas alelados hacia los extremos- tiende a 
mantenerse igual a una constante. determinada solamente por el 
mOltiplo considerado y por el indice de estabilidad a. 

En este estudio resulta de singular interés escoger los 
coeficientes B" proporcionales a nª~ª, ya que precisamente son de 

esa forma los que se toman en la teorla clasica de convergencia a 
la normal, y lo que pretendemos es generalizar esos resultados. 
También resulta claro que al aoregar esta restriccion. el dominio 
de atracción de una distribución estable se reducira, o a lo mas se 
mantendrA inalt~rado. Tales ideas serAn abordadas en seguida. 

Definición 2.3. Se dice que la distribución F(M) pertenece 

al dominio de atracción eutAndar de la ley estable VCM) si para una 
sucesión .<X"> de variables aleatorias independientes con idéntica 
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distribución F<x>, •lguna •>O y algunas 

variables aleatorias 

A se cumple que 
" 

y 

" 
convergen en distribución a 

.n
! .... a Í: xk - A" ... 

V<x>. 

las 

Teorema 2.3. <B. V. Gnedenko 1939). La distribución F<x> 
pertenece al dominio de atracción estándar de la distribución 
estable V(X) con parAmetro o, O < or. < 2 si y s61o si 

y 

F(x) = (cl.aOI + rt.(x))/ fxlª 

F<x> ~ 1 - Cc
2
aoc + r

2
<xJJ/ lxlª 

dende rt. y r
2 

cumplen con 

lim r <x> 
' .... -c:o 

lim r <x> z 

para x < O 

para x > O 

o 

Las constantes et. y c:2 sen tales qua et. .<!:: o, c 2 =:: O y c 1 + 

c 2 > O Cláu mismas que aparecen en el teorema anterior, excepto que 

se permite a c 2 tomar el valor de cero>. • 

Además, ue puede a~irmar que toda distribución estable 
pertenece a su propio dominio de atracción estAndar de •cuerdo a la 
siguiente 

Proposición 2.1. sucesión de variables 

aleatorias independientes idénticamente distribuidas can X, cuya 
distribución V<x> es estable con exponente o. Entonces para unas 
constantes a y <An> la nueva sucesión 

conve.rge en distribución a la misma V(>eJ. 

Demostración. El resultado buscado equivale a 

que es lo que mostraremos directamcnt~. 

Consideremos en primera instancia oc~ 1 y eGcoJamos a = 1, 

A
0 

= y <ncor.-u .... a_l); entonces 
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"1y lt) - •Kp C-itr <n'Cl.-Ul'Cl._1)] 
n 

"'" eKp { -itr <n 101-1.il'o._1 > + 

+ n [ ...!.!!'. ~-e1-t 1 n 1.,.0. n .. ,.o. 

<= C!Kp { -ity (nlCl-Ul'0._1) + 

< 1 + i(J 
t/ns.l'a 

lt1n*-"~I 
t 

w(&?Ci, 
n 

+ itrn1.-1.,;o. - cltlº ( 1 + i(1 iir w(n!l'OI' o.)}} 

= eKp { ity - cltlª ( 1 + i(1 m W(t, ca)}} 

par la definición de w<t, a>, con lo que identi~icamos nuevamento a 
la ~unción caracteristica de X. 

Ahora, si o. = l se escoge a = 1, An * (le ln n. Entonces 

<Pv ltl - exp C-it z 
(le ln nl <P <t/n) 

n 
ñ 

D<, 

n 
"" exp C-it z 

ñ (le ln nl [4-x <tln>] 

= eKp { -i t * (ic ln n + 

"" e>ep { -l t ~ (ic ln n + 

+ ity - c¡t¡ < 1 + i(? ii-r ~ Cln).tl - ln n l •} 
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,.. e><p { ity - c)t) -( 1 + ifl ,ir w<t,1> •} • 
Es interesante ab5ervar que la estandarización requerida es 

distinta si a = 1 a las demAs casos; en estas Ultimas la A
0 

elegida 

resulta ser lógica en algón moda, pues est~ centrando respecta al 
parAmetra de localización y, ponderada par el tamana n y el indice 
de estabilidad a. En cambia, cuando a = 1 1 la carrecciOn sera mayor 
a medida que aumenta el sesgo de la distribución sin que intervenga 
el parAmetro de lacalizacion. 

2.4 Consecuencias de las Condiciones de Atracci6n. 

Las resultadas alcanzadas sobre dominios de atracciOn 
permiten establecer otras caracteristicas concernientes a sus 
momentos y a cualidades analíticas, que dar~n una idea mas completa 
acerca del comportamiento en general de las leyes estables. 

Teorema 2.4. <P. Lévy 1937). Para toda distribución estable, 

excepta la distribuciones normal y unitaria, existen constante5 a, 
O < a < 2 y c 0 > O ~ales que se verifica el siguiente limita 

• 
Este resultado da una interpretación m~s precisa de lo que 

significa que las distribuciones estables tengan "colas pesadas" 
pues da una medida de la rapidez de convergencia de las colas de la 
distribuci6n al cero. En efecto, para que el limite sea finita y 
mayor que cero, fie requiere que la velocidad can que el peso de las 
calas tienda a cero sea del mismo orden con el cual Mª tiende a 
infinita¡ de ahl se desprende que cuanto mas cercano es a a cero, 
m~s lento decaen las calas, y cuanto mas se aproxima a a 2 1 el 
decaimiento sera aproximadamente de segundo orden, que corresponde 
al de la distribuci6n normal, como se verA en la sección ·4. 

Un resultado estrechamente relacionado con el anterior 
asevera que para una distribución ~•tdUle CO < a < 2> los mom~nto~ 

absolutos menares a a son finitas, mientras que los de orden mayor 
o igual son infinitos, lo cual da una medida de la dispersión de la 
distribuciOn. Concretando el resultada en términos da los des 
momentos mas usuales, la media y la varianza se concluye: las leyes 
estables con el exponente caracteristica o mayar que 1 y menor que 
2 1 solamente tienen esperanza matem~tica y no varianza, y aquéllas 
con O < a S l, no tienen ni esperanza ni varianza. 

De aqui concluimos que, excepto la 
ninguna ley estable posee varianza finita, 
primer término a reconsiderar el sionificado 
segundo, a destacar que las distribuciones 

.,, 

distribucion normal, 
lo cual conduce en 
de "varianza.. y en 
estables tienen en 



e'fucto colas "pesadas" pues presentan tan alta dispersión que la 
varianza no la puede medir; m~s aun, un factor determinante para 
que una 'función de distribución sea atraida o no por la normal es 
el comportamiento de las colas de la distribución bajo estudio, tal 
como se a'firmarA en la sección 4, donde se establecerá que la 
condición de convergencia es qua el peso de se9undo orden de las 
colas resulte despreciable respecto de la parte central de la 
distribución. 

3.CONVERGENCIA DE SUMAS DE 
VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES: 

LEYES INFINITAMENTE DIVISIBLES. 

3.t Definición y caracterización. 

Se ha resuelto la convergencia de suman de variables 
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y se ha 
visto el tipo de distribuciones limite, las leyes estables. Es 
ahora posible desechar un supuesto más, y sera el que las variables 
que conforman la suma compartan la misma distribución. 

Directamente asociado con el intento de extender la 
aplicación del Teorema Central del Limite es el descubrimiento de 
las distribuciones infinitamente divisibles en 1937 por el francés 
Paul Lévy quién contribuyó ampliamente en el tema, pues fue él 
mismo quión replanteó las transformadas de Fourior o funciones 
caractertsticas para reconocer a las leyes estables, además de 
cierto número de teoremas en que se establecen condiciones de 
suficiencia para asegurar el cumplimiento de la convergencia a la 
distribución normal. Existe además controversia sobre el crédito 
que corresponde a Lévy en las condiciones estrictamente necesarias 
para el caso de sumas de variables aleatorias independientes con 
distribución arbitraria, generalmente atribuidas a William Feller y 
que se han plasmado y difundido por medio del teorema de 
Lindeberg-Feller con el que se cerró en definitiva un capitulo en 
el estudio del Teorema Central del Limite. En este ccnte~to también 
resultó significativa la .incorporación del análisis sobre les 
dominios de atracción hecha por w. Doblin en 1939 en que se 
incorporaba el concepto de variación regular, que a la postre 
r~µr~~~nt6 un enfoque mA~ moderna pues unificó criterios y permitió 
reducciones significativas en las desarrollos. 

Como ilustraciQn de la aplicación de las distribuciones 
infinitamente divisibles, puede anotarse que en un procesa 
estocastico <Xlt)) con incrementes independientes Xlt+s> - X<s> y 
además estacionario -porque sólo depende de la longitud t, mas no 
de s-, precisamente los incrementos tienen una distribución que es 
infinitamente divisible. 

Comencemo& por proporcionar la definición de un variable 
aleatoria infinitamente divisible. 
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OefiniciOn 2.4. La vari•ble aleatoria X es infinita~ente 

divisible si para toda n E ~. existen variables aleatorias 
x",, •••• x"" indapendientes a idénticamente distribuidas tales que 

o equivalentemente. si ~<t>. la función caracteristica de X cumple 
con 

o1><t> = [ <P.., (t) l" 

para alguna función caracteristica ~n<t>. 

Si una 
dice también 
diviiiible. 

variable aleatoria es infinitamente 
que su función de distribución es 

divisible. se 
infinitamente 

Tal parece que en esta ocasión el nombre de las 
distribuciones sl resulta ser adecuado. pues su definición indica 
que deben tener la propiedad de poder descomponerse como la suma de 
n "partes iguales"• ~in importar que tan grande sean; esto es. la 
variable puede hacerse "infinitamente divisible". 

Se anota aqui el teorema que Justifica 
distribuciones infinitamente divisibles en el 
las que resuelven la convergencia de sumas de 
independientes <bajo al9unas restriccicn~s 

resultado). 

la inclusión de lau 
trabaJo. a saber, &en 
variables aleatorias 
que den sentidn al 

Teorema 2.5. (A. Va. Khintchine, 1937>. Para cada n ~ 1 9 sea 

cvn,.> una sucesión de variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas. y sean 

entonces la variable aleatoria X puede cumplir con 

Xn _e__ X 

si y s6lo si X es infinitamente divisible. • 
Observese que por el enunciado se esta tratando con un 

arreglo triangular donde el nOmero de variables aleatorias aumanta 
en uno renglón a renglón. y donde la~ colocadas en uno mismo 
comparten la distribución, mientras que para las situadas en 
diferentes renglones no existe restricción alguna. 

De ello resulta que los elementos de la propia ~usc~i6n {X") 

no tienen por que estar idénticariiente distribuidos. pera si ser 
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independientes entre s1. 

La razón de establecer la restricción sobre las variable& 
aleatorias de un mismo renglón de compartir la misma distribución 
es que de otro modo la distribución limite podria aer totalmente 
arbitraria; por ejemplo, se puede hacer una construcción muy 
artificiosa, como escoger una variable aleatoria X cualquiera, y 
tomar Vn~ = X V n, y Vnk = O V n y k > 1, con lo cual toda& las X" 
coincidirian con X, y por lo tanto evidentemente el limite seria X 
misma, es decir, el limite podri~ ser cualquier distribución. 

Vale la pena hacer notar qua la bien conocida aproMimaciOn 
de Poissan a la distribución binomial es un casa particular del 
teorema anterior y por lo tanto la distribución Poisson es 
infinitamente divisible. En las Ultimas lineas de esta sección se 
retomara esta afirmación. 

Una propiedad de las distribuciones infinitamente divisibles 
es que ~<t>, la función caracteristica, cUJ11Ple con que ~(t) >O V t 
e [R. El que la función caracteriutica de una variable aleatoria 
infinitamente divisible nunca se anule permite invertir la relación 
entre las funciones caracteristicas anotadas en la definición, 
pudiendo expresar de manera univoca 

tomando un consideración los si9uientes atributos propios de toda 
función caracter1stica: 

i) ~n(OJ • l 

ii) ~n(t) es continua 

Par lo tanto, ~(tJ o F<M> 
4' (tJ o a F Cx). 

determinan sin ambiQUedades a 

" " 
También se puede probar que 

caracteristica de una distribución 
entonces V c >O t~<tllc también es una 

si ~<t> es la función 
infinitamente divisible, 

función caracteristica. 

A continuación se especificará la forma que toma la función 
caracteristica de una distribución infinit~m~nte dtvi~lble, 

iniciando con un caso especifico al considerar la condición de 
varianza finita. 

Teorema 2.b. Sea X una variable aleatoria con función de 

distribución F<x>, función caracteristica ~Ct>, y varianza finita. 
Entonces, F<x> es infinitamente divisible si y sOlo si 

t1><t> "" eMp [ i r t + 
m 

J 
-m 

[ e\.tu - 1 - i t u J - 1
- dK<uJ ] 

u• 

donde r es una constante, y K<u> e9 una función no dacrccicnte de 
variacion acotada que cumple con KC-cxiJ ,.. O y K<m> < m. to 
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Esta expresión para la función caracter1.stica e• Onica y se 
conoce coma representación de Kolmogorov. quién la desarro110 1t11 
1932. 

A y se le identifica coma el parAmetro de loc•lización y a 
K<u> se le asocia con la dispersi6n da la distribución pues se 
puede mostrar por inedia de esta fórmula de Kolmagarov que E<K> = y 
y Var(x) ~ K(ro). 

Para el caso an que la varianza no sea finita. se tiene el 
si9uiente resultado. 

Teorema 2.7. La variable aleatoria X es infinitamente 

divisible si y sólo si su función caracter1.stica </>( t> tiene la 
forma 

[ 
m 

itu -~] 1 + u 2 

] 4'( t) = axp • e t + f [ e - 1 --;;z-- dl3Cu> 
-m l + u 2 

donde c > o, G<u> es una función no decreciente de variacci6n 
acotada y el integrando es igual a -t2

/2 cuando u = o. ' 
La expresión anterior es 

representación de Lévy-Khintchine, 
1937, respectivamente. 

Onica y 
expuesta por 

se conoce como 
ambos en 1935 y 

Otra representación que sirve para expresar una distribución 
infinitamente divisible est~ dada por el siguiente resultado: 

Teorema 2.8. (P. Lévy 1935). La función caracteristica da 

una distribución infinitamente divisible puede expresarse como 

4'Ct) e: exp [ 
a 2 z irt-rt + 

o 
f [ e"" - 1 - ~) dHCu> + 

1 + u 2 -m 

donde M(u), NCu> y ~z estAn dadas por 

u z 
H<u> ,.. f ~ dG<z> 

-m z 

N(u) Jr:JCJ 1 + z
2 

u --.-.--
dGlz> 

itu ] ] - 1 - ~~- dNCu> 
1 + u 2 

para u < O (1) 

para u > O (2) 

Baja esta definición, H<u> y N<u> cumplen las siguiente5 
condiciones: 

il san no decrecientes en los dominios un que e&tan definidas. 
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ii> sus puntos de continuidad coinciden exactamente con los de 
ecu>. 

iii) MC-m> = NCml - O. 

iv) 
o 

J u 2 dMCu) + -· 
< J u 2 dM(u> < m 
o 

y' > o. 

Reclprocamente, funciones M<u> y NCu> que satisfagan las 
condiciones Ci>, Ciii) y Civ) y alguna constante u> O determinan 
la función caracterlstica de alguna ley infinitamente divisible 
mediante las mismas relaciones dadas en Cl) y (2). ~ 

A esta representación de la funci<!>n caracterlstica de una 
distribución infinitamente divisible se le conoce como fórmula de 
Lévy. 

3.2 EJomplos de Leyes Infinitamente Divisibles. 

Se ha pasado revista a algunau expresiones que permiten 
identificar una distribución infinitamunte divisible mediante la 
forma de su función caractertstica. Para continuar este apartado se 
anotaran algunos ejemplos de distribuciones pertenecientes a esta 
.,amilia. 

En primer lugar se senala como ley infinitamente divisible a 
la distribuci6n normal, aunque se dejarán los puntos relacionados 
con ella para la siguiente sección, como ya ~ habla indicado. 
Otros ejemple~ lo constituyen la ley de Poisson y la distribución 
de Cauchy pues sus funciones caracter~sticas se pueden expresar 
come 

l/)<t> = exp [iat + 1-..(elLh - l)J e:: (exp tiat/n + k(eilh - l>lnl>" 

y 

~Ct> = exp [ibt - aJtll - <exp tibt/n - altl/nl>" 

respectivamente, donde las eMpresicnes entre corchetes del lado 
derecho son d bU vez funcione~ caractcristie~~ de distrlbucionea 
del mismc tipo, con lo cual se confirma la asaveracion. 

La familia de distribuciones estables resulta ser un case 
destacado y de carácter general de las infinitamente divisibles ya 
que la función caracteristica de cualquier ley estable se puede 
expresar mediante la representaciOn de Lévy: 

MCu) "" NCu) o si O < a < 2 

y 
M<u> "' N<u) = O o 2: o ei a = 2 
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donde c
1 

y cz son lau constantes d~l teorema 2.3. 

También son leyes infinitamente divisibles las 
distribuciones Gama cuya función de densidad es de la forma 

• > o 

• s o 

con a> o, (1 > O y rea> as la función analítica Gama <ver en el 
apéndice A2.1) 1 pue5 su función característica toma la eKpresi6n 

que pueda expresarse de acuerdo a la fórmula de 

r A a/(1 y K(u) = (1 - e-(1u(u(1 + 1)J/(1z ( dK(u) ~o u 
distribuciones pertenece la Ji Cuadrada si n = 1 y 
entero. 

3.3 Convergencia a la distribución Poisson. 

Kolmogorov con 

e-(1u). A estas 
si 2a es un 

Separi\ndose un poco de la linea, pero reconociendo 
que se trata de un interesante eJemplo de convergencia a una 
distribución distinta de la normal entre la familia de las 
infinitamente divisibles, se presenta el siguiente teorema. 

Teorema 2.9. CB. V. Gnedenko 1938 y J.Marcinkiewicz 1938). 

Sean Xn
1

, ••• ,Xnk n = 1,2, ••• sucesiones 

" 
de variables aleatorias 

infinitesimales (ver A2.2> e 
F nl'F nz'º •• .F nkn respectivamente, 

independientes 
y sea 

con distribuciones 

La sucesión (Xn> converge a la distribuci.:00 Poisson 

'.' F(x> "" J: 
k=o 

->. • 
e "-

k! "- > o 

(donde txl es la función maKimo entero> si y sólo si se cumplen las 
uiguientes condiciones para toda ~. O < e < 1: 

• 
cu J:: f dFnLhc> •O 
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• 
( i i) Hm "{ I dF \. (K) - .. 

nom ••• l•-t. l<c." . 

• 
<iti) lim ,f: f K dFnl(X) ~ o 

"•m IM l<c 

• { liv) lim J: J x:&dF.<x> - [ J x dF <x> r } ~ 
nom IM I<& ". 1" l<c "" 

donde :R.& denota el dominio de X en tR qui tanda los 

lxl <e y lx-11 <c. 

o 

intervalos 

• 
Es decir, son condiciones necesarias y suficientas que la 

dcn~idad de las distribuciones dobe estar concentrada can 
probabilidad uno alrededor d~l origen y la unidad; que l~ densidad 
acumulada alrededor del uno debe tender a k, el parAmctro de la 
distribución Poisscn; y que los penos correspondientes a una 
vecindad alrededor del origen de la suma de los valores esperado& y 
las varianzas, sea igual a cero. 

De particular interés resulta el caso en que se aplica este 
teorema cuando las variables aleatorias Xnl' i = 1,2, ••• ,k" e n se 

distribuyen de acuerdo a una variable aleatoria Bernoulli con 
parAJnetro p de tal forma que np .._.... A cuando n -+ m. Fácilmente se 

" " puede mostrar que son satisfechas las condiciones del teore~a. En 
la práctica, la aplicaciOn ·de este resultado representa una 
alternativa para aproximar ln distribuciOn de una variable 
aleatoria binomial con un parAmetro n pequcno o incluso moderado, y 
un valor del parámetro p muy peque~o, pues la suma converge m~s 

rápidamente a la distribuciOn Poisson que la suma estandarizada a 
la distribucion normal. Este esquema corresponde a la observaci6n 
de eventos "raros" en una sucesiOn de ensayos realizados de manera 
independiente en que se conservan las mismas condiciones. 

4.CONVERGENCIA A LA OlSTRlBUClON NORMAL. 

En este punto se concentran los resultados relativos a la 
convergencia a la distribución normal, caso particular de las leyes 
establee y de las infinitamente divisibles, con lo que se destaca 
su importancia y las condiciones en que esta convergencia se 
efect(la. 

Desde el primer capitulo son conocidas •lgunas condiciones 
requeridas para que Ge cumpla dicha convergencia, pero aqu1 serAn 
relajadas hasta alcanzar las condicionas m1nimas en que fie sigue 
cumpliendo para el casa de variables aleatorias independientes~ 
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4.1 La distribución Normal como Ley Estable. 

En efecto. la distribución normal pertenece a la familia de 
distribuciones estables. como a continuación se mostrara; y por ese 
solo hecho a ella convergen sumas cGtandarizadas de variables 
aleatorias independientes idénticamente distribuidas. 

Puede verse directamente por definición que la distribución 
normal es estable , pues la convolución de variables aleatorias 
normales es norm<ll, o bien, por la expreo;1tón de GU función 
caracter1stica 

que se ajusta a la forma general de las funciones caracter1sticas 
de leyes establ~~ tomando o.."' ::, (J "" O, :r "' µ ~' c "" az/2 <lo cual 
refleja que el orden de dispersión es igual a 2, es insesgada, est~ 
!~~~~~zada alrededor de µ y su parAmetro de escala es igual a 

M~s a~n, de la forma general, puede observarse que si o - 2, 
~ no aparece en la expresión pues el término donde aparece se anula 
por el valor que toma w<t,aJ. Esto significa que es la distribución 
normal la ~nica ley estable con indice de estabilidad igual a 2. 

Con apoyo de resultados alcanzados en el apartado dedicado a 
las distribuciones estables, se obtienen las siguientes 
conclusiones: la distribución normal es unimodal 1 continua y tiene 
derivadas de todos los ordenes en cada punto y el dominio de 
atracci6n de ln distribución normal es no vac10. Por ser de 
particular interés, se anotan los requisitos que debe cumplir una 
variable aleatoria para set• atraida por la distribucion normal, 
establecidos por A. Ya. Khintchine <1935>, W. Feller <1937> y P. 
Lévy t 1925) • 

Teorema 2.10. Una condición necesaria y suficiente para que 

la función de distribución F(xl pertenezca al dominio de atracción 
de la distribución normal (no degenerada) es que 

lim 
M~m 

x 2 .f dFCt> 

--'1~'"0-1 '~""---- - o 
.f t 2 dF(t> 

l t 1 ( >C 

• 

Que este limite t!>ea igual a cero sign1fica que el "peso" de 
segundo orden que tienen las colas comparado con la parte central 
es despreciable; esto es, para que una distribución sea atra1da por 
la normal, es necesario y suficiente que no tenga "colas pesadas". 
V si adicionalmente se toma en consideración que toda lay estable 
pertenece a su propio dominio de atracción, y en especial la 
distribución normal, se concluye que de las leyes estables, •ole 
ésta tiene "colas no pesadas". 

Del siguiente resultado se desprende que para el caso de 
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variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. no 
sólo es suficiente -como se vi6 en el teorema central del Cap1tulo 
1- sino necesario, que la distribuciOn tenga varianza finita para 
que su suma estandarizada converja a la normal. 

Teorema 2.11. Una condici6n necesaria y suficiente para que 

la función de distribuci6n Ftx> pertenezca al dominio de atracción 
est~ndar de la distribución normal (no degenerada> es que tenga 
varianza finita o 2

• En ese caso, en fuª expresión <1> se escogen 

a - a y An = n J x dF(x). > 
-m 

Se puede dar otra particularidad de la distribución normal 
entre las leyes estables, debida a la existencia de momentos 
iguale~ al exponente caractcri~tico o: de las leyes estables, solo 
la distribución normal tiene varianza finita, y m~~ aan, es 1~ 
anica cuyos momentos de cualquier orden son finitos. 

Pasando al entorno de las leyes infinitamente divisibles, se 
puede mostrar que la distribución normal con media µ y varianza a 2 

pertenece a esta familia, pues es posible l!Mpresar su función 
caracteristica como la enésima potencia de la funciOn 
caracter1stica de una distribuciOn también normal con media µIn y 
varianza &z/n; 

que asimismo refleja el hecho de Que la distribución normal es 
reproductiva respecto a la suma. 

AdemAs, es posible expresar esta funci6n caracteristica en 
las formas de Kolmogorov, Lóvy-Kolmogorov y de Lévy considerando: 

r • ,., 

r =,., 
y 

r =,., 
respectivamente. 

K<u> "' { ~z 

G<u> e { ~z 

Si U :S 0 
si u > o, 

Si U :S 0 
Si U > O, 

M(u) =O N<u> "'O a• a 

Conviene senalar que por lo tanto cualquier potencia 
positiva de la función caracterlstica, t ~(t) Je tambión es un• 
función caracterlsttca, y ccrrespcnde a la de otra distribuci6n 
normal, con la media recorrida e veces y la varianza expandida <o 
ccntralda si c < 1> por el mismo factor; lo que viene asignificar 
una generalización de la reprcductividad de la suma al no 
considerar un nCmero entere de sumandos, sino cualquier fracción c. 
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También se puede afirmar (H. Cram6r 1936> que si la 
convolución de dos leyes infinitamente divisibles es una 
distribución normal. entonces las dos son distribuciones normales, 
lo cual resulta ser una manera exclusiva de la distribuciOn normal, 
Junto con la de Poisson. de caracterizarlas. 

4-2 La distribución Normal como Ley Infinitamente Divisible. 

Continuaremos con el establecimiento de algunas condiciones 
requeridas para la convergencia a la distribución normal. dentro 
del Ambito de las leyes infinitamente divisibles con otro 
resultado de A. Va. Khintchine <1938). 

Teorema 2.12. Sean Xn1-•···•Xnlc n 1.2, ••• sucesiones de 
n 

variables aleatorias infinitesimales e independientes en cada 
renglón. y sea 

k 
n 

X = I: X 
n \. •, nl 

Si la suceslOn CX~> converge a algún limite. entonces la relación 

k 

l?: lim J dF.<x>-o 
1 .. 1<!:-c "'" 

se cumple V e > O si y sólo si el 
distribución normal. 

limite de la sucesión es la 

• 
Esta condición establecida por A. Ya. Khintchine · establece 

que sólo que se trate de la convergencia a la distribuciOn normal, 
la suma de las probabilidades con que las componentes 
infinitesimales toman valores "9randes" en valor absoluto es 
despreciable en el limite. 

Teorema 2.13. Sean 

aleatorias independientes y sea 

k 
n 

a Ex 
.... J. l"ll 

1, 2, ••• variables 

A 
n 

con A" constantes eleQidas adecuadamente. La nuce~ión <Xn> converge 

a la distribución normal can media cero y varianza unitaria_ y las 
componentes XnL i = 1, ••• k" son infinitesimales si y sólo si V & > O 

se satisfacen las siQuientes condicionas: 

55 



• 
( l ). ltm t I dF l ()() - o 

n+m ... l>1IU n 

• { (ii> lim ,i: J ><
2 

dF"l <x> - [ f M dF <•> r } -1 • 
n+m be 1 <& 1>C1 <& ..... 

Teorema 2. 14.. Sean Xn11 .... , Xnk n 1 1 2 1 •• variables 
n 

aleatorias infinitesimalese independientes y sea 

k 
n 

-r:x 
l c l nl 

X 
n 

cDn An una constante ele9ida adecuadamente. La sucosi6n 

converoe a la distribución normal si y sólo si V & > O 
satls~acen las siguientes condiciones: 

k 

(i) lim ,i: 
k 

(ii) lim '{ J >< 2 
dF (K + a ) = 1 

n+m '=. 1 M 1 <.e "' "' 
donde 

ª· = .F x dF lx> y T > o. 
"' I>< t CT nl 

ex > 
n 
S& 

• 
Teorema 2.15 .. <S. N. Bernstein 1926 y w. Feller 1935>. Sean 

.X~1 .... ,Xn variables aleatorias independientes. La sucesiOn 

1 .,,. 
n 

n 

I: x .. , .. 
con lds. constante~ nn y Bn > O ~l~~id~s adecuadamente, converge a 

la distribución normal, y los componentes Xnl e X.,l'Bn i = 1 1 ••• •" 

son infinitesimales si y sólo si existe una sucesión de constantes 
Cn <C

0
--+ m) tal que se satisfacen las siguientes condiciones: 

n 

(i) J dFl(M) =O 
IK 1 >C 

n 

56 



(i) 1 

e: 
n 

J. { - [ 
Finalmente, se presenta el famosa teorema de 

Lindeberg-Feller qua marca el punto final en la~ condiciones 
necesarias <establecidas por W.Feller. 1935> y suficientes 
<demostradas por Y. w. Lindeberg. 1922> para determinar la 
convergencia de sumas de variables aleatorias independientes a la 
distribuci6n normal, en la que destaca nuevamente la importancia de 
que el peso de las "colas" de las distribuciones FkCM> sea 

despreciable respecto a la dispersión total. 

Teorema 2.16. CY. W. Lindeberg, 1922 y W. Feller). Sea CXk) 

una sucesión de variables aleatorias independientes con función de 
distribuci6n Fk<x> y E< Xk> o. La sucesión normalizada 

1 [ 
n 

] .,, I: x .. 
n ' .. 

con B~ "" I: Var<Xk>, converge • la distribución normal y los 
••• 

~umandos son infinitesimales si y sólo si 

lim 1 
-;z 

n 
! J •• 

k•• l.c 1 >&Bn 
V e > O. • 

5.BIBLIOGRAFIA COMENTADA. 

B. V. Gnedenko y A. N. Kolmogorov, 1954. Es un libro fundamental 
para el tema, circunscrito al caso de variables aleatorias 
independientes. Da cuenta de los resultados alcanzados hasta 
la fecha de publicaci0n 1 con un tratamiento formal y 
ordenado, por lo que se logra dar una visión general y a la 
vez detallada. Parte de lo general a lo particular, 
presentando pr.imero en el capitula 3 la convergencia de 
suma~ d@ v~rtAblP~ ~l~Atoria~ independiente~ ~ l~~ 
distribuciones infinitamente divisibles, centrAndose 
posteriormente, en et capitulo 5 en la convergencia a la 
distribución normal y a la Poisson. En el capitulo 7 estudia 
los sumandos idénticamente distribuidos y la convergencia a 
las leyes estables. Incluye la totalidad de las 
demostraciones enunciadas en el capitulo, por lo que se 
remite al lector interesado en profundizar en &l tema a este 
texto. 

V. H. Zolotarev, i9B6. Es un trabajo dedicado por completo al 
estudio de las leyes estables, donde aborda con detalle y d& 
excelente forma la.s aplicaciones y propiedades de estas 
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distribuciones, asi como problemas de estimaciOn de sus 
par~metros. En particular, las aplicaciones aqut presentadas 
pueden consultarSe con mayor detalle en eGte teKto, al igual 
que otras en disttntas Areas. 

Shiryayev, 1984. Inserto en un contexto de probabilidad 
amplio, aborda mediante un en~oque formal los resultados 
importantes y de carActer general sobre convergencia 
sumas de variables aleatorias, aunque s6lo incluye 
demostraciones da los teorema~ 2.5 y 2.16. 

m~~ 

mAs 
de 
la~ 

B. Harris, 19&&. Contiene un capitulo bien desarrollado acerca de 
la convergencia a la distribuci6n normal para sumas de 
variables aleatorias independientes, sin ocuparse de las 
generalizaciones dentro de las leyes infinitamente 
divisibles o las estables. 

B. v. Bnedenko, 1969. En su capitulo 2 da una introducciOn al 
problema do convergencia particularizando al caso de 
variables aleatorias Bernoulli. El capitulo 8 lo dedica al 
estudio del Teorema Central del Limite Clásico, y el 
capitulo 9 a las Leyes In~inita~ente Divisibles. Tiene 
buenos comentarios, un enfoque intuitivo y presenta los 
principales resultados, demostrando solamente los teoremas 
2.5 y 2.b <aparte de otros mas generales aqui no tratados>. 

se 



CAPITULO DI. 

CONVERGENCIA DE SUMAS DE VARIABLES 
ALEATORIAS DEPENDIENTES: 

CONDICIONES MEZCLANTES Y MARTINGALAS. 

1. INTRODUCCIQN. 

En los capitulas precodontcs se ha avanzado en el estudia 
del Teorema Central del Limite hastd canserv~r Cnicamente la 
caracterlstica de independencia entre las al~mentas de las 
suceGionrs consideradas. Entonces resulta razonable cuestion~rse si 
acn para situaciones de dependencia en la sucesión, existen 
condiciones en que se veriflca la convergencia de sumas 
estandarizadas de variables aleatorias a la distribución normal. V 
asl es en efecto. pues en trabajos más recientes que las antes 
establecidos, se ha lle9ada a tal conclusión. Par la tanto, es la 
presentación y discusión de estos resultados el obJeto del presente 
capitulo. La atenciOn se centrar~ en el estudio de las condiciones 
mezclantes y martingalas, por ser ést~s las de mayor desarrollo y 
difusiOn en el tratamiento de sucesiones dependientes. Las 
condiciones mezclantes representan una manera directa de definir el 
grado dr. dependencia y su conceptualizaciOn ocurre en la década de 
los SO's de nuestro siglo, manteniéndose coma un ~rea de 
investigacion activa hasta nuestros d1as, encontrando aplicaciOn en 
las sucesiones m-dependientes, algunas cadenas de Markov y procesos 
gauseianos, entre otros. El otro enfoque, el de martingalas, si 
bien data de épocas anteriores con los trabajos de Bernstetn y 
Lévy, su definiciOn formal dada por Ville y los avances logrados 
por Dobb acaecidos entre 1927 y 19~3, ha tomado un nuevo impulso 
recientemente generalizando el tratamiento y mejorando resultados 
conseguidos con anterioridad, en procesos estacionarios por 
ejemplo, y encontrando una amplia aplicación en campos tales como 
procesos de ramificación, modelos ARMA, etc. 

Como ilustración, abordemos una situación de dependencia de 
las mAs simples y conocidas, la de una cadena de Harkov de dos 
estados, en que para no estropear la presentación dejaremos de lado 
lo U~finici~n do lo~ ccnccpto~ cm~lc~dos, remitiPnrl" ~l lector que 
asi lo requiera a la si9uiente sección en la cual se detallan 

·algunos ejemplos. En contrapartida, se incluye la demostración de 
este resultado con el objeto de. mostrar el tipo de razonamiento que 
se si9ue para su.soluciOn, primordialmente en el manejo que hace 
para tratar la dependencia entre las variables~ 

Teorema 3. 1. Considere que la ~ucesión X1, X
2
,... forma una 

cadena de Harkov homogénea con dos estados. Sea X
0 

~ O, Xn ~ l 

&eQCn el sistema se encuentre en el instante n en el estado A o en 
o 

el e•tado A. Sea loil matriz de tr<'.J.O!:lición 

' 
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ccn o < .. < 1 y o < µ < 1 . Si denot:amcs E x
1 

como s •• entonces 

[ s ' ] 1 K 2/2 n ¡:-+-µ n 
p :S >e --+ ""2ñ Jar;:.-y dy si n -+ a:i • j""µ l:!-)..-µJ 

()..+µ) 

Demostración. Construyamos la sucesión de variables 

aleatorias <T0 >, n = 1,2, ••• que representa el instante en que el 

sistema regresa por n-ésima ocasión al estado. A1.· EntoncP.s la 

sucesion es creciente: T < T < ••• < T < ••• y 

' z n 

{: •• k T 
n' 

n e .. 
XT 

si k < T T < k < T n E .. n 

' 
e n n• l.' 

Ade~ás, las variables 

si n 

T n-< si n > 

representan los lapsos entre ocurrencias sucesivas, y puesto que D" 

no depende de los estados del sistema en los instantes t < 
(por las propiedades de la cadena de Markov) 1 se 
sucesión de variables aleatorias independientes. 
h~mogeneidad de la cadena deo Marl!ov asegura que las 

trata de 
Más aan, 

varici.bles 

excepto qui~á o ... comparten la misma distribuciOn y para n > 1 

y 

k) 

con· lo que c·alculamos su media y varianza: 

"" µ <2-A-µ) 

"z 

k 2:. 2 

o, tiene la mipm;i di!::>tribución si X0 <pues entonces 

comienza ya igual que las otras>, y &i x0 .~ O, entonces PCD~ ~·1> 

). 1 P(Dl "" k) "" >.. (l - ).)k-l para k > 1 1 de donde 
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E<D > • y Var<D > • 
La sucesión CDn>, relacionada con <Sn} 

es de gran utilidad por c::.ta.r co111pt10~!.a de 
independientes e idéntica.menta distribuidas 
aplicar el Teo1•ema Central del LtmitC! en la 
1.3 1 cuando se cu en ta con var i <J.nza 1" in i t<J.. 

k 
En e1"~c lo, t;.t~ cumple que::' Tic =l~:i.Di' el 

a. través de las Y..,, 

variables aleatorias 
a las que s~ puede 
versión del teoremc. 

tiempo t1•anscurrido 

para regre>sar pat• n-~simill ve~ a At en:; igual a la. suma de los 

tiempo-¡;¡ tranpcurrido~ entre la~ .:interiores ocur1•encias. 
se tiene que 

pues el evento d1:1 ocurt•ir el evento A
1 

menos de l.; veces en n 

periodo~ es equivalente a que el tiempo da ocurrencia del k-ésimo 
retorno al mismo estada sea mayor que las n periodos. Esta 
desigualdad resulta determinante en la demostración. 

X o x, X 
2 

o 2 

• • AO A o 

º· 

o ' 
• o •o •o 

Entonces, al 

[ s -~n 
p n + µ 

JnAµ <2-1..~µ> 
()..+µ)• 

X X X • • , 
• • , 
A A A • o • 

º· 
T T • ' 
• • , 
A A A • o • 

Figura 3.i 
Variables Xn' Sn, Tk y Dk. 

estandarizar s 
n 

y relacionarla 

< " ] [ = p s 
< " 

JnXµ (2-;-µ) n 
O•.+µ) 

"' 

X X 
n-1 n 

A • 

A • 

con 

n 

T tenemos 
n 

... ,..:µ" ], 



.,,p [ Tk > - X 
~ kµ l2-~-µ) + ~ + µ 

----;:--- k + 0(1) ] 

en donde se ha considerado que n - k esta acotado en un intervalo 
finito al despeJar n, dando lu9ar adicionalmente al residuo 0(1). 
Entonces es equivalente a 

p [ Tn - ~ k ) - K + OCk-1...-.:i) ] 
"r'kµ (;..: A µ) 

por la que tomando el limite cuando n tiende a infinito se tiene 

( X 

] 

- 1 Jx -y2/2d - -- e y 
"2ñ 

-~ 

<si X0 =O, el teorema 1.3 na es estrictamente aplicable, pera por 

tener varianza finita la conclusiOn si9ue siendo 
ligeras modificaciones en la estandarización, cama la 
teorema 2.16 de Lindeberg-Fellerl. 

válida can 
afirma el 

• 
La ilustrativo de la demostración consiste en que se ha 

construido una sucesión de variables aleatorias independientes 
relacionadas con la sucesión original de variables dependientes, 
para asi aplicar el Teorema Central del Limite con resultados ya 
conocidos y trasladarlos al caso que nos ocupa. Esta técnica es 
utilizada con frecuencia en demostraciones de la convergencia a la 
d·istribuciOn normal para variables i!leatorias dependientes. 

Este resultado da una prueba de eKistencia, de .que en efecto 
el Teorema Central del L1mite es todavia v.ilidc para situaciones de 
dependencia. Mas aOn, y antes de continuar, nótese que si ~ + µ 
1 1 la cadena se reduce a una sucesión de variables aleatorias 
independientes pues plt. = p~2 para i ., 1,2 que se distribuyen cama 

una bernaulli de par.imetrc ~debido a que ps.z "p
22 

~, y puesta 

qua la estandarización de la eKpresipn anterior se reduce a 

sn - ~ n 

Y n 1'.(1->..) 

pademas concluir de manera interesante que 
para cadenas de Harkav de das estadas es 
teorema de deHoivre-Laplace en el caso de 
variables aleatorias. 
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Satisfecha la·inquietud, nos preocuparemos por determinar 
las condiciones requeridas para que sucesiones de variables 
aleatorias dependientes converJan a la distribuciOn normal, 
utilizando para ello tratamientos mas generales en luoar de buscar 
resultadas a casas particulares. Las enfoques que se abordaran san 
las de condiciones mezclantes y de martingalas, a les cuales se 
dedican las secciones 2 y 3, respectivamente. 

En todo el capitulo, como es común suponer, se consideraran 
condiciones m1nimas que den sentido al problema abordada, y se 
refieren a tratar con sucesiones estacionarias definidas por 

Definición 3.1. Una sucesión CX J de variables aleatorias es 
' estrictamente estacionaria si la distribución del vector 

na depende de h. V es estacionaria en sentido débil si 

y 

y E tX X l ..... ne dependen de s. • 
Sin perdida de generalidad? supondremos que E tX•l o, 

salvo que se indique lo cantrat•io. 

2.CONDICIONES MEZCLANTES. 

A continuación se definir~n distintas 
mezclantes, se daran propiedades y relaciones entre 
después presentar varios ejemplos y enunciar algunos 
existentes acerca del cumplimiento del Teorema Central 
en este tipo de sucesiones. 

2.1 Aplicaciones y definición. 

condiciones 
ellas para 
resultados 

del Limite 

Para abordar el problema de convergencia a la distribución 
normal de eKpresiones del tipo 

1 
J::X -B 

~ k•I. k "' 

donde la sucesión CXk> de variables aleatorias no san ya 

independientes, se requirió en principio, coma en otras contextoD, 
establecer un mlnimo de condiciones que dieran sentido al estudio, 
porque si se planteara un marco muy general, tal como la sola 

63 



suposición de estacionariedad, podria establecerse como limite 
cualquier distribución, únicamente con tomar la misma variable para 
~armar la suceGi6n. Sin embargo, en casos como ese, &ucede que la 
dependencia entre dos miembro-::; de la sucesión puede ser muy al ta, 
por mucho Que estén separados en el tiempo esos clemantos en la 
sucesión. Para obviar esa situación, ~abe imponer patrones de 
comportamiento ill grado de dcpc>ndcncia, y uno natural seria exigir 
que disminuyera il medida que se escogieran do~ elementos 
cualesquiera, pero qun s~ encontraran en el tiempo cada vez m~s 
iiCpar.-:i.do~ entre si. 

Dr. esa manr~r,"l. surgen las sucesionr.s mozclanti:;>s para las 
cuales se establecen condiciones en que el pasado remoto y el 
futuro tJi!itantv son D-::;int6ticamcnte independientes, dando lugar a 
distintos tipos mezclante-::;, do acuerda n la manera on que se mida 
la rul.lCión cnt.rc l.:;.'J v.::iri.:iblc:':l di::> l;:::; -:;uce~ión. 

Un área de gran aplicación para la~ condiciones mezclantes 
ha sido la Econometr1a, donde se ha demostrado que san las 
condiciones adecuadas para resolver problemas de estimación y de 
propiedades asintóticas en cierto tipa de modelas. Especifica.mente, 
en Whito y Domowitz (1981) se trata con modelos no lineales con 
observaciones dependientes, y los mismos autores, en Domawitz y 
White (1982> abordan el caso de modelos no lineales con problemas 
de especificación en presencia de heteroscedasticidad y dependencia 
en las observaciones¡ y el tratamiento de modelos dinámicos con 
condiciones mezclantes es introducido por Gallant t19Bá>. Para 
estos casos los datas pueden provenir de series de tiempo (modelos 
ARIMA no lineales, por ejemplo), cross-section o en panel, y en 
todos ellos juegan un papel importante lap condicionas 
uniforme y fuertemente mezclantes -que se ver~n enseguida- para 
establecer propiedades asintóticas de los estimadores. 

Se establecen, entonces las definiciones básicas para el 
enfoque de las condiciones mezclantes. 

Sea <O,Y,P) un espacio de· probabilidad formado con el 
conjunto O, la o-álgebra ~ contenida en O y P una medida de 
probabilidad definida en 3=", y sean A y B dos o-ál9ebras .ccntenidos 
en !F para las que se definen las siguientes medidas de dependencia; 

o.tA,Bl"' sup IPtAnB>-PtA>P<BI f, A G A, 

iptA, 8)= sup IP<BIA>-PtBI 1 = sup IP<AtiD>-P<A>P<D> 1 
PCAI ' 

A e A, B e B 1 PCA>>O 

V'<A, 8)"' sup IP <AnBI -P CA) P<B> 1 
PtA>P<B> ' 

DE 8 1 P<A>>O, PCB>>O 

p<A,B>= sup ICorrtX,Y> 1, X E L~ (Jl)' y e Lz (¿I) 1 

X,Y variables aleatorias reales 

<ver defin1cion de L <B> en A3.l) 
2 



, 

/1<.A.,B>= sup ~ 

donde el supremo 
particiones <A .. ,A2 , ••• ,A

1
> 

V i, y Bj <G B V j. 

se toma sobre todos los pare& 
y <B1,B2, ••• ,BJ> de O tales que AL e 

de 
A 

Como se puede observar, dadas dos o-álgebras cont~nidas en 
un mismo espacio, puede medirse ~u grado de asociaci~n de distintas 
maneras- Las dos primeras y mAs simples, o<A,B> y i;t.i<A,B) lo hacen 
evaluando la discrepancia entre las probabilidades de la 
intersección de dos conJuntos cualesquiera, uno de cada c:r--Algebra, 
con5idcr.:i.ndo y no el ..;uruP."F>to de independencia, para luego tomar el 
supremo sobre todos los conJuntos- Para el caso de ~(A,B), puesto 
que la condicional se fija sobre una de las dos o-algebras, no es 
simétrica y tiene sentido definir i;t.ir•,..<A,8>, que junto con ipCA,B> 

representan estandarizaciones de aCA,Bl, mientras que pCA,B> es un 
casa particular cuando las variables aleatorias en las o-Algebras 
son reales y tienen segundo momento finito, midiendo, cama es 
sabida, el grada de dependencia lineal. Para ~<A,B> la 
caracteristica estriba en .que se toman todas las particiones 
pasibles de los conjuntos A y 8 para calcular la medida de no 
independencia. 

Con estas definiciones estableceremos cinco condiciones 
mezclantes fuertes: 

Sea {Xi.?, k E z una sucesion de variables· aleatorias, ~ 

oCXI<, J .S k !': Ll, la si9ma-Algebra generada, con -a:i:;; J :S L .S co. 

Para n <= IN sean 

iplnl= sup >;.tCT:°', ""~ ) 
JEZ 

J+n 

pln>= sup p<J'"':co' ""' ) J..Z 
J+n 

~Cnla sup 0.(7':0). ""~ ) 
,.,z J+n 

Bajo estas condicione~, la succ~ión se denomina1 

fuertemente mezclante (Rosenblatt·, 19'56> si lim oCn> = O n-
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i1»-mezclante o uniformemente mezclante.<Ibragimov, 1959> si 

lim 4><n> = O n_.., 
w-mezclante <Blum, Hanson y Kocpmans, 19631 si lim i.t-'<n> = O 

n_.., 

p-me;i:clante <Kolmcgarov y Ros.:1nov, 1960) si l im p<n> O 
n~ 

regularidad <'lhsoluta <Volkonsl:ii y Rozanov, 1959) ~i lim n<n> e O 

"~ 

La condic16n 

tt-mezclante: lim sup 
r.-f<XI JEZ 

Koopmans, 1963. La 
simétrica respecta al 

i,u-me:;i:clante implica ccnot:ida como 

Y'<"'~«>' ~:~) O introducida en Blum, Hanson y 

ccndicien uniformemente mezclilnte 
pasado y al futuro. 

no es 

Entonces, las condiciones mezclantes resultan de aplicar las 
medidas de dependencia a una sucesiOn de variables aleatorias, 
considerando las o-álgebras generadas por los elementos de la 
sucesion que dejen en medio n-1 variables aleatorias. Para su 
interpretación es atil concebir las o-álgebras coma ccnJuntos de 
información respecta a un proceso en que se consideran dos momentos 
separadas entre si n periodos de tiempo; entonces se toma la mayor 
medida de las obtenidas al recorrer todo el proceso dejando siempre 
los n periodos separando los conJuntos de informac'ion; finalmente, 
si al aumentar al infinito la separaciOn entre los periodos de 
observación, resulta que esa medida de dependencia se desvanece~ se 
establee~ la condiciOn mezclante respectiva y puede considerarse 
que el pasado remoto y el futuro lejano del proceso "Son 
asintOticarnente independiE!ntes entre si. 
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,,,-:;,, ..; ~ ~.?< ~ '< ".¿>.?' " .. " ,, .... "" ' -· o z • • • o 7 

~co' ""' "<'~--~ ~,'x,"~''"~' • - • o z • • o 7 

,,.. 
""' "Q','<-{'1:(:0<-i k,'<?'<, -m' o -· o . z • • • • 7 

,,.. ,.m ~~~'<:,'~<"h'-~vi ~" -m' 7 • o - l o l • • 

,,.-. 
""' ~ é .. '~,~,:-;x:, -m' • o -· z • • • • 7 

~co' ,,.m "x~~~ ~---.. ~, o -· o z • • • ,,.. ""' ~X'h"~X'<~ ~' -m' 7 • • o -:l o l. z • 7 

,,.. 
""' "~<x,'~,'<,"<<'«':'I -m' • -· o • z • • • • 7 

,..-• ,..m '3 ~ '<' '>I¿> -m' • ,..... -· o • • • • • 7 

~co' ,..m '•N·<.j ~ 7 ' -· o • • • • • ,... ,..m ~.?<-~<~<<~ -· • -1.. o :l z • • • • 7 

·,,..a~. ,..m "'~< "'~< ,~, '~i o ' ... '~ ......... -1. o :l • • • • 7 

Figura 3.2 
Recorrido para las condiciones mezclan tes. 
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2,2 RelaciOn entre las condiciones mezclantes. 

Entre a~tas medidno¡;¡ de dependencia se cumpletl las &iguienta 0 • 

implicaciones: 

Y1-mazclante ::::> 

.P-mPzc 1 ante ::::> 

{ 

p-mezclantc } ~ 

regularidad absoluta 

fuartcmcnta mezclante 

Para e:(teonder estas condiciones a suceGicnes estrictamantu 
estacionarias {Xk}, k E Z ~e redefine, por ejemple 

y de manera análoga las demas medidas de dePendencia. 

Conviene incluir en nuestro estudia a las sucesiones que 
cumplen otras caracteristicas de dependencia, cama es la de 
regularidad, cuya definición para suceslona~ estacionarias es la 
siguiente: 

DefiniciQn 3.2. Se dice que una sucesion {T.r.) es regulnr 51 

la o-.:O.lgebra generada con la "cola" izquier-dit 

~ 

n :r~oo 
¡= 1 

es trivial en el sentido de que contiene sola eventos con 
probabi liad cero o una. ., 

Se puede mostrar• Clbra9imov-Linnik, 1971) que se cumple la 
siguiente implicaciOn: 

fuer-temente mezclante r-egular-
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Cu•rt .. rn•nl• 
rn•z:ctante 

Figura ::s.::s 
Relacion entre condiciones mezclantes. 

2.3 Ejemplas de sucesiones mezclantes. 

A continuación, se mencionaró\n algunos ejemplos en que se 
verifican una 6 varias de estas condiciones. 

Son satisfechas las cinco condicione& mezclantes por 
sucesiones de variables aleatorias indep~ndientes, pues los 
coefici&Otes mezclantes son iguales a cero para toda n ~ 1. 

También cumplen todas las condiciones ~e~clantes las 
l la111adas sucesiones m-dependientes CXk) 1 k "" ••• -2, -1, O, 1, 2, ••• 

que para <Xa.·p'Xa.-p•&'"ºº'X.,,> y (Xb,Xb111 ••• ,Xb1 q>, con b-a > m, p 
y·q e~· son independientes <cualquier par de vectores aleatorios 
de longitud arbitraria -pero fija- y separados entre s1 por m~s da 
m elementos son independientes>. La razón es que todos los 
coeficientes mezclantes se anulan para n > m. 

Otro eJamplo lo constituyen· las sucesiones 
son aquellas en las que para cualquier t

1
, t

2
, ••• , 

caracterJ.stica del vector <Xt. , Xl , ••• , Xt. > tiene la 
• Z n 

or¡f>{Gt ,at. '••.,et. ) 
• z n 

"" exp a 9 
l j t. j 

Gaussianas que 
t la función 

n 
forma 

donde a son nOmeros reales cualesquiera y la matriz R 
• J 
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semipositiva definida, siendo pcsible mostrar que a 1 .~ E 

' 
Rl l .., E t <X 1 

<Xl - a
1 

>l y que si Res no 5ingular 
k j k ' <Xl ,XL , ••• ,Xt J 

• 2 n 

tiene unl\ distribución conjunt<l 

n-varianto. 

cx
1 

l, 
j 

entonces 

normL>l 

Debido a que v.::iriablns aleatoria~ normalmente 
son independien·:E's si son 01·to9onalP.s, entonces 
gaussiana l!S m-dependlente s1 y s6lo Si su 
autccovarian;:a R O pa1•a ¡t -t 1 > m, y poi• lo 

di"E:>tribu1das 
tina suces i én 

tune ión de 
tan te cumoll! 

l k l J l. l 

tedas la'.:i condiciones me;:clantefi. 

En IJ~~n•:>r.-. J 1 °"'"' r1 ¡µn t.-. rnn P l "'i ()' 1 1 r>íl tP 
l.A. Ibragimov y Y.A. Ro;:anov <1970 y 1978> en 
las condiciones mc;:cl.antt~'.:i '.:iatisfechi\~; por un.i 
de acuerdo a la forma que adopte la función de 
(ver A3.21: 

rP<;• o 1 t.-.rl!J liPb ido .,. 
que se establecen 
sucesión gaussiana 
densidad espectral 

Teorema 3. 2. k e Z una suces1c!in Gaussiana 

estacionaria de variable real. Entonces se verifican los siguientes 
cuatro enunciados: 

aJ Las dos siguientes candic1cne6 san equivalentes: 

i J <Xi.:) as regular. 

tiJ <Xk> tiene una 1unci6n de diGtribuci6n espectral absolutamente 

continua y su densidad espectral f < dafinida en C-n. nJ 
con 

n 
J ln f(~) d~ > -m 

-n 

b) Las siguientes tres condiciones san equivalentes: 

i) {Xk) es fuertemente me;::clante!'. 

ii) {Xk> ee p--mezclantc. 

cumple 

i1i> La función espectral t de <Xk> se puede expresar en la "forma 

1 <~I "" 1 Ple":\1 12 exp { u<ei.:O~, + lrtei.~> ) 

.donde Pes un poltnomic1 u y a son funciones reales continuas 
definida~ en el clrculo un1tario ccmpleJo y ~ es el canJugada de a. 

e> Son equivalentes las siguientes dos condiciones: 

iJ (XI.:> es absolutamente regular. 

ii) La función e~pectral f de <Xk> se puede expresar en la "forma 
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f(>..> .. 1 P<ei.>..> 

donde P e~ un pol inom:fo cuyas ralees. sii existen, caen en el 
m 

circulo unitario Y E fJ 1 la; l;i: < OO.. 
j,. -ro 

d) Son equivalentes las siguientes cuatro condic1ones: 

ivl La función espectral f de CXk> se puede expresar en la forma 

t O..J = 1 Pee'"-, 12 

dende P es un polinomio. • 
Consideremos ahora las Cadenas de Harkov. Sean A

1
, A

2
, ••• , 

Ak, ••• los posibles resultados o estados que pueden ocurrir en 

les momentos 

aleatorias <Xt} 

' 

t .. ,t
2

, ••• ,tr•••• para una 

que forman un sistema. Si 

sucesión de variables 

la probabilidad de que 

el sistema l!l'sté en el estada Ak en el tiempo t,. depende se.lamente 

del estado en que se encontraba en el tiempo tn-t <propiedad 

markoviana> • se tt"ata de una cadena de Harkov y es finita o 
infinita de acuerdo a la cardinalidad de los estados. Definamos 
Pl{'" P<Xt"" AJIX\ "" Ai) c::omo la probabilidad de transición a un 

" n-o. 
paso del estado A~ al estado Aj, y si no depende del tiempo 

se trate, la cadena es homogénea. La matriz P = <p .> es 1 a ,, 
t" que 
matri:: 

de transición a un paso y (p~"'> 

" 
resulta 

tran~ictón ~ n pdDos. Esa matriz Junto con las 
ser '"' r.i.:itri.;: 
prcbabi 1 idades 

P< x,
0 

A~> definen por completo a la cadena de Harkov. Además, 

de 

n.e 
' •• 

p~"' > O V i, J y alguna n G IN Cel sistema puede pasat• 

" 
de cualquier 

estado a otro en un número finito de 
irreducible, y es aperiódica si p:~' > O V 

pasos> 
i,n Cel 

la cadena es 
!:lis tema puede 

regresar a un estado dado en cualquier numero de pa!:los>. 

Con estos conceptos podemos formular las si9uientes 
condiciones me~clantes para caden~~ de Mar~DYJ cualquier cadena de 
Markov finitA 1 estacionaria, irreducible y aperiódica es 
o.µ--mezclante con decaimiento exponencial de los coeficientes Cesto 
es, para algUn r > o, >p(n) O(e-r"J si n tiende a infinito 
-recordar la definición de OC> en Al.14- >. y por lo tanto también 
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es me~clante en cualquier otro ~entido. 

prescnt.ado en la introducción do-1 capitulo que 
teorema de deHoivre-Laplaco- es un ca~o particular de 
por tratarse de una cadena do- Markcv de dos estados. 

El rcsul tado 
general iza ltl'l 

1n:;te oJemplo 

Si la cadl!na es cstr~jctamC!ntc e::;i.:acionaria con un conjunto 
de estados numerablo-, ir1~educ:i1.Jle y apC!ri6dica es absolutamente 
regular, lo cual os una consecu~ncia del teorema de convo-rgencia de 
las matricns de tr.:insicion P..,; en este caso, el decaimiento 
exponencial de o(n) y ~<n) os menor que exponencial. Sin embargo, 
estas cadena5 ya no son p-me~clantes. 

lnvcrsamente, OHistcn cadenas que son p-mezclantcs, pero no 
absolutamente regula.ro-s, como el eJemplo quo a continu.'lci6n toe 
construira. En principio, considórese la c.:idena de Markov 
estacionaria <Vi.} de dos estados <A

11
A:e} <0, 1> con probabilidades 

IT~ = 1/2, l"' 1,2 y matriz d~ Lr ... 11,..ic1~n 

p 
[ 

3/4 
1/4 

1/4 ] 
3/4 

de la que se puede mostrar por inducción que la matriz de 
transición a n pasos está dada por 

p = [ 
(1+2-")/2 

(1-2-")/2 ] 
con la cual puede 

<V~~'>, i = 1,2, ••• 

distribuci6n de la 

mostrarse que p(n) Ahora, considérense 

cadenas de Marl:ov lndependientes con la misma 

cadena <Yk> y sea <Xk> la sucesion definida por 

Excepto pcr conjuntos de medida cero, se cumple que u<Xk) 

u<Y~l• i"" 1,2, ••• ) <lo que significa que a partir de Xk se 

puf'dPn recuperar los valores de Y~~' V i>, de donde se sigue que Xk 

es una c~Rena de Mar~:ov, ademAs es estrictamente estacionaria y 
p(n) D 2 y por lo tanto p-mezcl~nte. Sin embargo n<nl = 1 V n ~ 1 
no siendo.entonces absolutamente regular. 

De estos dos Ultimas ejemplos so destaca que si bien la 
condiciOn p-mezclante y la de regularidad absoluta son consecuencia 
do la itr-mezclante y a su vez implican la condicion fuertemente 
mczclante, no son equivalente~ entre s1. 

Otro ejemplo importante en el que se 
condtcionc5 me7.cl~ntes e~ el siguiente. Sea <Xk> 

variables aleatorias dada por 
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X -• 
con &k variables aleatorias indepondientes idónticamente 

distribuidas con función de distribución continua. Entonces Xk está 

bien definida, es estrictamente estacionaria y cumple la condición 
de regularidad absoluta si las constantes (1J satisfacen \/1J 1 --t O 

eKpcnencialmente o al menos a una razón polinomial rapida, 
mostrando los coeficientes mezclantes un comportamiento asintOtlco 
semejante. En esta clase pueden mencionarse los modelos 
Autorregresivos y de Medias móviles <modelos ARMA) débilmente 
estacionarios. 

Sin embargo, se presenta a continuación un 
dentar de este tipo de sucesiones al considerar 

distr1buciOn discreta: ~up6nga~o que 

variables aleatorias independientes con idéntica 
bernoulli b<112> y con la cual se define la sucesiOn 

1 V ;-¡;-" k-J 

que se puede representar también por 

+ !. y 
z • 

contraejemplo 
los .ck can 

distribución 

por lo que se trata de un proceso AR<l) que es estrictamente 

estacionario. Puede mcGtrarse que Xk se distribuye uniformemente en 

to,11 (los digitos de xk en base 

debido a que sus coeficientes son 
También, para toda k, Xk se 

2 son precisamente Yk,Yk-i.' ••• 

las potencias negativas de 2>. 
puede expresar como funciOn 

Borel-medible de Xk•1.: Xk = 2Xk•1. - t2Xk•1.l <la parte fraccional de 

2Xk•L> casi seguro, por lo que -por inducciOn- X0 es una función 

Borel-medible de Xn, V n ~ l y por lo tanto se justifica 

~ Q(o<X
0

>, o<X
0

>> ~ 

~ P CX
0 

< 11"%) - tP [X 
o 

": 1,•z) 1 2 
.., .... , 

por lo que tXk> no es ni siquiera fuertemente mezclante (de hecho 

o<n> .. s..-.- V n ~ 1 >; m:i.s aún, aunque se puede mostt;ar que es 

regular, la o-Algebra generada con la "cola" derecha n ~ es no , .. 
trivial pues coincide, excepto por conjuntos de medida cero, con 
~~· Como conclusión, la clave del contraejemplo fue considerar una 

variable aleatoria discreta, por lo que no es posible generalizar 
a este tipo de distribuciones el cumplimiento de las condiciones 
mezclantes. 
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Corresponde el turne a un ejemplo de sucesion.regular. Sea 

Yk una auceGiOn de variables aleatorias definida como 

y = 
k 

con variables alaatol'"iaG independientes idénticamente 

distribuidas come una normal con media cero y varianza la unidad, y 
·1-'Z .S r .S 11-'4; por representat'"se Yk de esta manera,eG una sucesión 

gaussiana regular. Ahora, sea 

xk = v= - E cv:J 
que por lo tanto también es regular. Este eJemplo se retomar~ m~s 

adelante .. 

2.4 Comportamiento de condiciones mezclantes. 

Come complemente, se enuncia el siguiente 
del comportamiento de las condiciones mezclantes 

resultado acerca 
Cen plural>: 

Teorema ::s.::s. <Bradley, 1Ci'80 y 1Ci'83) Sea <Xk>, k e Z una 

sucesion de . variables aleat:ot""ias estrictamente estacionaria y 
mezclante en el sentido ergOdico (ver definictOn A3.3> 1 entonces se 
cumple que: 

{ lim {?Cn> o 6 
il """" f?(n> . 1 .. n , 1 

{ lim ~<n> o 6 
i i) """" ~(n) . 1 • n , 1 

{ hm \"<n> 
. o 6 

º""" i i i} 1 im w<n> . 1 6 

"""" • !f'{n) "" m .. n , l 

Para establecer'" el comportamiento de los Coeficientes atn> y 
pCn) se tiene el siguiente resultado debido a Bradley (1981>: 

Teorema ::S.4. Sea <Xk>, k e Z una suce&ion de variables 

aleatorias regular y estacionaria, entonces se cumple que: 
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i> O S 11m aln> S 1/4 n-
ii>. O S 11m ptn> S 1 n- • 

Si no se impone la condiciOn me~clante a la sucesión, se 
puede c~tablecer el siguiente comportamiento establecido por Barbee 
(1981) y n .. adley <1986>: 

Teorema 3.5. Sea tX~>, l.: ""' 2 una sucesiOn de variables 

aleatorias estrictamente es~acionaria y cr90d1ca, entonces se tiene 

i) lim nen) = 1 - l/p para algún p E {l,2,3, •• > u { 00 ) n-
i i) lim '1><n> 1 - l/p para algún p E (1,2,3, •• ) u 00 ) n-

i i i) lim t,11Cn> = p - para algún p E tl,2,3, •• } u { 00 ) • n-
Sin embargo, no es posible establecer un teorema an~logo a 

los anteriores para sucesiones no estacionarias. 

2.5 Teorema Central del Limite para sucesiones mezclantou. 

Trataremos ahora las condiciones relacionadas con el 
establec.imiento del Teorema Central del Limite para sucesiones de 
variables aleatorias dependientes, que es la razon principal por la 
cual se introdujeron las condiciones mezclantas. En lo que sigue, 
se tratara con sucesiones tXk> de variables aleatorias. y se 

establece como notación general 

y 

Var CS"l "' O'~ 

como las sumas parciales y sus varianzas. En 

a~ tienda a i.nfinito cuando n también tienda 

casos triviales de convergenc1a en que Sn no 

gene1:a.1, se pedi.rá quo 

a infinito para evitar 

crezca <como en el 

caso de toma.r a Xk como la d11erencia d~ variables aleatorias 

independiente!:> e idénticamente distt•ibuidas). 

El comportamiento de lAo:; fiUcesioneo:; para la condiciOn 
~uertementGi me~clante es el mejor conocido de todos, donde se 
cuenta con un resultado general sobre leyes de atraccion 
equivalente a los del capitulo anterior: dada la sucesiOo tXk) 
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estacionaria y fuertemente mezclante con coeficientes a<n>, si las 
nuevas variables 

convergen en distribución, entonces lo hacen necesariamente a una 
ley estable can pard.mctro a, y las constantes An se escogen como 

A ""'n1,..ª hCn> 
n 

donde hCnl es una funci6n lentamcnte variante <ver A3.2> 
n - w. 

conforme 

Con este resultado cerno marco de reforencia, nos 
concentraremos en el estudie en que a = 2, es decir, en el caso de 
la convergencia a la distribuciOn normal, que es la de nuestro 
interos. En esa situación, es la medida de dependencia fuertemente 
mezclante el único caso en que se han pedido estab,lecer exactamente 
condiciones necesarias y suficientes, las cuales est~n relacionadas 
con la existencia y comportamiento de momentos de las sumas 
parciales Sn. Sin embargo, en las otras condiciones mezclantes 

menos restrictivas los 
requisitos de suficiencia, asociados al comportamiento de los 
momentos de Xk y de la razon de decaimiento a cero de los 

coeficientes me~clantes, est~n prOximos a ser nocesarlcs, cerno le 
indican al9unos trabajos al respecto, pues al relajar un poco eso& 
requerimientos, ne es posible asegurar ya la convergenc1a a la 
distribuciOn normal. 

Iniciaremos con el e6tudio del Teorema Central del Limite 
para la condición rp--mezclante, luego la ,c--me~clante y finalmente la 
fuertemente mezclante. 

2.b Convergencia de 6ucesiones rti-mezclantes y p--mezclantes. 

Respecto a las sucesiones q,-mezclantes se desconoce en 
general el comportamiento de u~, pudiendo decirse solamente que es 

asint6ticamente lineal con respecte a n¡ por elle la condic1Cn que 
aqul se establece, debida a Peligrad C198b>, es únicamente de 
sufic:iencia 1 y est~ dada cerno una exigencia algo mas débil que 
pedir la e>:istencia de momentos de ot·den 2-t-6 1 c:on 6 > O y sin 
imponer ningún 1•equisito a les coeficientes ~(n): 

Teorema 3.b. Sea una sucesión estrictamente 

estacionaria rme;:clante que !ioil.lisface E [Xol= o y E [g fX11] < OD. 

para una funciOn g tal que xz· < glx> < >.:z .. 6 para alguna 6 > O. Si 
ademA.s 
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n 
g < Cn exp C-d E k-1..¡,Ck> J >1."a > >> n 

-entonces 

s 
n 

••• 

-¡;-
n 

Neo, t> 

sin - co Vd >O 

• 

que sat::~:::a E 3~:~]:ª:, <~k>[ l~:~z-~~c:s~O:ar:n~::,~::m:n:e 0~e=::nn:; 
- o:J si n - m, entonces 

d - NtO, 1 > • 
Teorema 3.B. Sea CXk> una sucasi6n uniformemente mezclante 

que satisface E CX
0

l= O, y los coeficientes ~<n> cumplen con 

m 
J: [~(k) Jl./Z ( (1) 

••• 
Entonces 

o 2 
G E e X2 J + 2 

o 

y sl o 2 > o, también se tiene que 

s 
--"-
"" a 

d - N<0,1) • 
En los dos últimos teoremas se han impuesta condiciones 

menos restrictivas a las sucesiones uniformemente mezclantes qua 
para las que se establecerAn al caso fuertemente mezclante mAs 
adelante. En el primer teorema, la condicionante se ha hecha sobre 
los momentos de X~, y en el otro sobre la ra:!.6n de decaimiento de 

los coeficientes r;/Jln) pero, cabe resaltar, ba&ta con uno de los 
requisitos par~ asi:!gurar la conver9enc1a a la distribución normal. 

Como r;p<nl e O si n ) m en una sucesión m-dependiente, 
entonces se puede aplicar el ~ltimo resultado para establecer la 
conver•genc:ia a la dist1·ibuc:ión normal: si {X1_> es una &ucesión 

estacionaria m-dependiente con E [ x: J < OD entoncus a':I: esta dada 

por 

E e x':I: 
o 

m 
J+2 I:E 

••• 
y si es mayor que cero, se cumple la conver9encia a la distribución 
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Si bien las cadenas de Markov homogOneas con un namero 
finito de estados cumplen todas las condiciones mezclontes, 
aprovecharemos nuevamente el último teorema relativo a sucesiones 
uniformemente mezclantes para explicitar el logro del Tear~ma 

Centr~J del Limite. Si para tales cadenas existe alQuno s > O tal 
que plj >O V 1,J entonCt!S los limites 

existen V i 1 J y no dependen de iy adem~s de que para alqunas 
constantes C y r, O< r < 1, se -.,.Qri'fica 

<n> 
P,J 

que es una desi9ualdad crucial para establecer la velocidad de 
decaimiento de los coeficientes mezclantes, como a continuación 
observaremos. 

Se supondrá que las probabilidades iniciales 
P(X,L= j > "" pJ V J, par- lo que la sucesión {Xln') res 

Ahora sean 

A tX - i,, 
'. 

a .. ex\. ... ' 
n•o 

y calculemos 

PlAB> ""P¡_P"\ ·~·P\ i p:'"'~ P., \. •••Pi. \. 
1 t ~ u-J. u ... ., .. .,. n+u n .. u+J. v-t. v 

P(A> P(B) = P <A> pl p\ l 
n•"' n•u n•u+l 

por lo que 

••• p • . ' v•t V 

P <AD) - f"(A) P<S> 1 S P (A) 

o sea 

i , 

" 

e5>tAn dadas por 
estacionaria. 

:si PCA> C r-" 

!lltn> ""' 
P<AB) - PCA> PtB> :S e r" 
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y asi 

m 

Í: [t/1Cn>J1 ... •z :Se 

""' 
y entonces concluimos que 

m 
E < ... 

si O < ~z ~ E [ x 2 J + = o 

P(A) 

m 
.t/Z t° n 

r ¿ r 

""' 
< m 

d -

Tl'.SIS 
DE li\ 

pues O < r < 1 

NCO, 1 >. 

Es posible 9eneralizar a cualquier distribución inicial n 
con un poco de manipulación de las probabilidades y esperanzas 
condicionales en n, que aunque no desarrollaremos, consideraremos 
como cierto. 

El resultado que sigue debido a Ibragimov (1975), es 
relativo a sucesiones p-mezclantes, donde las condiciones impuestas 
a la velocidad de decaimiento de los coe~icientes ptn) son tan 
débiles i:asi como es posible,. tal como lo muestra Bradley <1980 y 
t984b) con ejemplos donde otras restricciones m~s relajadas fallan 
en el cumplimiento de convergencia <en ellos se cambia la 
restricc~.r.On sobre p<n> senatada en el teorem~ por la de p(n) 
o< Cln n> > y se muestra que ya no se logra la convergE?n_cia a la 
distribución normal). 

orden. 

tal que 

segundo Teorema 3.9. Sea CXk> una sucesión estacionaria da 

con E CX
0

J= O y p-mezclante que satisface E p(2k> < m 
k= J. 

- co ss n 

d -
co • En ton ces 

y 

• 

2.7 Convergencia de sucesiones fuertemente mezclantes. 

Les siguientes teoremas 
fuertemente mezclantes y difieren 
comportamiento de o~ en esas 

corresponden a sucesiones 
del case p-mezclante por el 

sucesiones. que esta meJor 

determinado. por lo que aqu1 si se pcdran establecer condiciones de 
necesidad y suficiencia. 

Teorema 3.10. CibragJmov-Linnik 1 1971> Sea CXk> un proceso 
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fuertemente mezclante can coeficientes aCnJ. Para que se cwnpl~ J~ 
condición del Teorema Central del Limite 

s 
-¡f!- ~ NlO,l> 

n 

es necesario que se cumplan las siguientes dos condiciones: 

aJ que o: tenga la forma o:= n hln), dende hlKJ es una 

lentamente variante en el dominio continua K > o. 

bJ que la functon de distribución de Sn, F5 lz) cumpla con 
n 

= o 

func:iót'> 

para cualquier & > O y para cualquier par de sucesiones pn' qn 

tales que 

liiJ lim p~z q~+/1 nt-(J n- o 

(iii) lim p~i. a{q"J n (1 n-
V (J > O 

Reclprocamente, es suficiente para la canver9encia a l~ 

distribución normal que se satisfagan las requisitas establecidos 
en la primera condición, y en la segunda para ate-un par de 
sucesiones pn y qn. • 

La !lrimeril candic16n est<J.blece el compat•tamienta, de la 
variilnza ºn' y la segunda limita el paso de los valares en las 

colas de la distribución de Sn, en función de un par de sucesiones 

relacionadas can el mótada utilizada en la demostración, debido a 
5. N. Dttr11=o\...,in, en que; !:;C dc:::.componc: ;¡ Sn c:n !:lloquc~ di:" tame\!'!O pn 

de variables aleatoria.o;; independientes, alternando can otros mas 
pequenas de tamana qn cuya suma es desprec1able en L

2
, La manera de 

escoger pn y qn estA. dada en les incisas Ci>, (ii) y Ciii). 

Tal cama· le mostraran Volkanskii 
teorema anterior se simplifica si se 

asintótica.mente lineal, requirióndose en 

uni1ormemente integrable: 
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Corolario 3.1. Sea CXk> una sucesión fuertemente mezclante 

que cumple O'~ "" n o 2 < l+OCl> > cuando n - co, y a 2 > o, entonces &e 

verifica la condición 

si y sólo si 

lim lim sup 
N1<JJ n~ 

z 2 dFZCzl "" 0 
n 

donde Fz Cz) es la función d~ distribución de Sn/on. 
n 

• 
Otra versión, mejorada, 

debida a Denker Cl9Bb>, descarta 
b~sicamente como único requisito 

del Teorema Central del Limite 
la exigencia asintótica deJa~do1 
necesario y suficiente qua Sn/un 

sea uniformemente integrable. Veamos: 

Teorema 3.11. Sea una sucesión estrictamente 

estacionaria, con ECX
0

J"" O y segundos momentos finitos, fuertemente 

mezclante que cumple con u~ --+ m cuando n - ~; entonces 

d - NCO, 1 l 

si y sola si S~/a~ es uniformemente integrable. ' 
Teorema 3.12. Sea CXk) una sucesión fuertemente mezclante 

con coeficientes aCn>, que cumple alguna de las dos siguientes 
condiciones: 

i) para alguna O ~ 6 < ~. 

y 

ii> para alguna e < m, 

Entonces se verifica 

a 2 =EC 

y si 0'
2 > o, entonces 

X2 ] .... 2 
o 

m 
E CoCn> Jó..-1z .. 6i < m ... 

y 

m 
I: E 

••• 

Bl 

m 
E oi<n> < m , .. 



N<0,1> • 
Esta es la clásica versi6n del Teorema Central del Limite 

desarrolláda por tbragimov <19b2) en que los requisitos est~n 
planteados ya sea en términos de la e~istencta de momentos de orden 
superior a 2 para los elementos Xk de la sucesi6n, o que estén 

acotadas en forma casi segura, adem~s de determinar el orden de 
convergencia de las coeficientes me~clantes. 

Se han podido constr·uir contraejemplo~ de c:adena5 de Hotrkov 
con un conjunto numerable de estados, estrictamente estacionarias, 
a las que se les ha impuesto alguna de las siguientes condiciones: 

i> para alguna O < 6 < ~. 

y 

o 

ii) para alguna O < c < ~, 

y oi<n> c:r O<n-u.-.ci> si n -+ oo 

y escogiendo u~ = n~ s 
" distribución a la normal, sino a una ley estable 

para alguna r tal que 1 < r < 2, entonces 

no converge en 
sim6trica con 
1 < OI < 2. 

par~metro a = 2/r que en consecuencia satisface 

3.HARTINGALAS. 

3.1 Origen y definicion de martingalas. 

El nombre de martingala tiene sus 01•igenes en los .1uegos de 
azar correspondiendo a una estrategia seguida por .el jugador• en sus 
apuestas, y lo toma de una localidad francesa cuyo nombre provenzal 
es HartL6'1.1.eS, Sin embargo el concepto moderno que tiene en 
Probabi 1 idad aparece con las trabajos da s. N. Bernstein t 19271 y 
P. Lévy (1935> desarrollados desde fines de los a~os veinte a 
principios de los cuarenta de este siglo, para generalizar el 
Teorema Centr•al del Limite al considerar sumas consecutivas de 
variables aleatorias. Sin embargo, el lo~ no ~mplearon 
especlficam~nte ese término, mas bien fue el francés J. Vil le en su 
trabajo da 1939 quión lo menciono por primera vez, para que 
posteriormente le diera un fuerte impulso J.L. Oobb con sus 
investigaciones, entre las que resalta el Teorema de Convergencia 
en Martingalas, que represE•nta un papel an~logo a la ley fuerte de 
los grandes números en sucesiones de variables aleatorias 

82 



independientes. En las ültimas décadas ha recibido nuevamente 
atenciOn en un intento por genorali~ar las condiciones de 
convergencia a la distribuciOn normal, que es el interéG de este 
traba Jo. 

Come punto do partida so anotar~ 

martinoala: 
la definicion de 

DefiniciOn 3.3. Sea <O,.!"',PI un eSpilcio de probabilidad y 

e,.-,..> una sucesión creciente de p--á.l9ebras: F:.S .!F
2
!i ••• S rr," .. S :F, 

n i!: 1. Sea CX,..> una sucesión de variable~ aleatorias definidas en O 

que satisf<Jcen: 

i) X,.. os medible respecto a :F,... 

il) E [IX,..IJ <e::. 
iiil E [X,..( Yml Xm cas1 serJur-o, V m < n, in,n i! 1. 

Entonces ex > as un"' martingnl a respcn:to • o 

Si el signo de igualdad en la condición C1i1) es sustituido 
por el de ~ O ~. entonces se denomina a <X,..,9",..> una submartingala o 

supermartingala, respectivamente. ~ 

Por una razOn que se hara 
consideremos el siguiente ejemplo: sea 

evidente más adelante, 
CVI-:>, k ~ l una sucesión de 

variables aleatorias independientes con la misma distribucion: 

P<Vk = 1} = p y PCYk a -1} e q , p + q = 1 que podemos interpretar 

-por conveniencia- como el evento de 9anar 
probabilidades p y q respec:tivamente en el k-ét>imo 
Juego. Si se considera Ak el .monto de apuesta an 

cantJdad ganada <o perdida! hasta entonces sera 

o perder con 
turno de cierto 
ese turno, la 

Tamcién resulta ra~onable suponer, como aparentemente- ocurre 
en la practica, que la cantidad apostada en un turno depende de Ja 
e1<periencia del Jugador sobre sus apucst.:is anter"iores y los 
resultados del Jue90. Esto es, podemos c:onsiderar :F

0 
= < 0,n >, ••• , 

,Yk-= o <v .. ,v2 , ••• ,Vk> como los conJuntos de informaciOn disponibll:!S 

por· el jugador en c:ada turno. y por lo tanto c:onsiderar qua Ak es 

Yk-1.-medible, es decir, 

estrategia seguida por 

la sucesiOn que 

el jugador, es previsible. 

determina 'ª 
El Juego resulta ser Justo, favorable o desfavorable al 

Ju9ador hipotético de acuerdo a que 
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~ o, " o 

la que ocurre segOn 

pz:q=1..;2, p > q, p < q 

respectivamente. Mas aan, por la igualdad 

las mismas casas corr.espanden a que <Xk, :Fk> sea una martingala, 

submartingala o supermartingala. 

Particularizemos un paca más el ejemplo considerando que el 
Jugador inicia sus apuestas can un peso ta un millón, si usted 
quiere) y dobla su apuesta cada turna hastA que logre un éKita, 
momento en el cual se retirará; es decir, supóngase que A• 1 y 

si vJ "" -1 V J < k 

otro casa 

Por la tanto, la ganancia total del Jugador si el primer 
OMita ocurre en el k-Gsimo turno sera 

·-· I: t-1 > 2j-1. + t 1 > 21c-1.,. - t21c:-1. -1 > + 2"'-1. = 1 

' .. 
y si se supone que p = q = l/2, entonces se·puede demostrar que la 
estrategia finalizará en un número finita de turnos casi 
seguramente y que el valor- esperada de Xk es igual a 1 1 a sea que 

aunque se trate de un Juego Justo can igual probabilidad da ganar a 
perder en cada turno y que se inicia con cero pérdidas o ganancias, 
se puede concluir que el Jugador tendra la expectativa do 
incrementar su capital en una unidad. 

A esta estrategia se le conoce en Juegos de azar 
precisamente como "martingala" y es a qUién debe su non1bre el 
canceptC matemat1co definida al inicia de la sección. Mas en 
general, la formalizac:i6n matem:..tica de cualquier est,..._li¡~_ia de un 
jugador que se base en l.a experiencia de los resultados prev.ios en 
el Juego donde el monto esperado de su fortuna f:!M el n-ésimo-·..J\l,e90 
sea igual a su fortuna en el tn-1>-ésimo jue90, es decir, que "'-su 
ganancia esperada sea cero, os precisamente el concepto de 
martingala. 
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Considere ahora CVk> una sucesión de vari.ables aleatorias 

independientes con la misma distribuc:i0n: 

-1> e: q 

y h~gase 

y s 
Xk e [ ~ ] k 

entonces <Xk, !""Jo>, .!Fk. a<Ss. 9 S
2

, ••• ,Sk> es 

martin9ala puesto que al ~er Xk una funciOn 

.!Fk-medible, entonces Xk también lo es, y porque 

s y 
E cxk•s. 1 .Yi.:l = E [ [ ~ ] k [ ~ ] , .. 1 ... ,] = 

t· [ 
y 

... ,] = [ q 
E [ q ] k+i 1 ¡; ¡; 

s 
[ ]V"'] [ q ] k E [ ~ ¡; ¡; 

s 
= [ q ] . x, ¡; 

(pues E [ ~ ] ' p + [ ~ ] -· q = l I. 

otro ejemplo 

de sk y ser 

se ver1-tica 

de 

ésta 

Otro caso de martingala lo constituyen 
variables aleator~ias independientes centradas en su 
sea CXk> una sucesiOn de variables aleatorias 

las sumas de 
valor esperado: 
tal que, por 

• E X_. J... , Entonces, puesto 
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por lo que <Sk> cumple con las condiciones de martingala. 

Siguiendo con los ejemplos, se construir~ uno 
elementos de la suma Sn son dependientes entre s~. 

considérese en principio a <Yt>' una sucesión de 

aleatorias independientes con idéntica distribución 
respecto al origen 

PC v .. = ;!:.l) = 1 .... z i = 1,2, ••• 

en que los 
Para ello, 

variables 

simétrica 

y Cmi> una sucesión de enteros definida por la regla mi. "" 1, 

<obsérvese que los primeros valores son mi. = 1, m
2 

~ 3, 21, 

631 721> con lo cual se establece 

•• 
•• <m +m > /2 < k :!': 

\. \. .... 
la sucesiOn <Xk.) coincide con <Vi.:>, excepto que a cada intervalo 

definido por las m\, la mitad se puede anular dependiendo del signo 

de una sola observación, la primera del intervalo correspondiente 
-y vale la pena observar que cada ve;:: los intervalos se hacen m:.s 
grandes, con crecimiento cuadrático, por lo que son más los 
términos que dependen del comportamiento de aquél elemento-. 

n 
Entonces, s1 E xk. y yn = C7(Y1.,vz····•Ynl, es 

j.,. l. 

una martingala pues Sn es medible respecto a ~n• E CISn!J es finita 

y E [Sn.,.i.1 Y"l '""Sn casi seguro <para la Ultima aseveracion hay que 

proi;;~Ut:!r ~n 101·ma p.::i.rcc1d.::i .::i le:;; cJcrnploo::; <.lntei-io..-... e;, rl"i~tinguiendo 

entre las dos posibles de definir Xk>, 

3.3 Arreglo de martingalas. 

La siguiente definición establece una cHtcnsiOn del concepto 
de martingalas y que resulta una manera an~loga en que se 
definieron los arreglos infinitesimales en el cap1tulo anterior 
para estudiar la convergencia dentro de las leyes infinitamente 
divisibles. 

Definición 3. 4, Sea <Sni.',,..nl>, 1 :S 
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V n ~ l Y si k --+ ~ cuando n ~ ~, entonces a la doble sucesiOn 
n 

as1 formada se le denomina arreglo de martingalas. • 

Con esta definición se considerara otro caso de martingala 
que tambiOn ilustra la condición de dependencia. Retomemos CYL>, la 

sucesion de variables aleatorias independientes con 
distribución simétrica respecto al origen 

P< Vl e :;1) ::::: 1/Z 1 ""1,2, ••• 

y constrayase el arreglo X con k = n, X 
n\ nl 

entonces, cada X . depende 
"' 

de lo quo 

idéntica 

resultan 

ser depundientes entre slf y 

n, V
1

,V
2

, ••• ,vl por 

para una i 1 i Ja, Xm~ y x,.,~ solo 
difieren en el factor ra~z cuadrado 
hace m•s pequenas a medida que 

de 
n 

estandarización, que las 
crece. Si tomamos 3",.,l 

17(V.1.,Y
2

, ••• ,Y\) 

martingala. 

V n, entonces <S,u,Ynl> forman otro caso de 

Demos otro caso de arro9lo de martingala. Sea <YL> como la 

del ejemplo anterior, es decir, 

P<Y~s:i.:1> vz i = 1, ••• ,2n. 

Considérese k,., E 2n y mln> una constante entre 1 y n; hAgase 

-l/Z v, •• • - 1, ••• ,m<n> 
X - { :- .. ,z 1 

mini 

"' v, [ 2 v, > o ] ., m<n> +1, ••• ,2n Yn 
'°' 

donde ¡ [., es la función indicadora, y 

k 

s 
n.k - L¡~ X 

n "' 
n zn mini 

1 ,t, v, • ¡ 
2 V [ 1 

\¡l 
V > o ] Yn Yn ' Yn ' 

~:n•l 

Se trata de una suma de 2n términos donde los Cltimos n solo 
aparecen Eii la suma de los primeros m<n> es positiva, que es. la 
condición que establece la dependencia entre las x,.,l· Si 3",.,l 

17(Y ... ,Y2, ••• ,Vl)' se puede mostrar de manera analoga a los ejemplos 
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anteriores que CS,.,~,,..,.,L) es una martingala para cada n, 

tanto constituyen un arreglo de martingalas. 

y por lo 

Consideremos una variante del anterior ejemplo, que 
retomaremos mAs adelante. Sea Ce ) una sucesión de constantes tal 

n 
que e,., S 1 y c,.,--+ O sin--+ m, y mn = tn (1-c,.,>l (la parte entera 

den tl-c,.,>>. Considérese CYL) una sucesión de variabl~s aleatorias 

independientes distribuidan como una normal cstAndnr y 

si i = 1 •••• ,mn 

si m,.,+1 1 •••• n 

donde 1 [•J es ld función indicadora, y si 

s 
"' 

,...,, ""atv
1
,v2, ••• ,vl> 

entonces.<S.,~•,..n,> forman un arreglo de martingalas. 

3.4 Definiciones y propiedades. 

Abordemos algunas definiciones complementarias. 
lugar, debe hacerse notar que la exigencia de que E 

En primer 
[ IXnJl sea 

finita no es estrictamente necesaria para que E rx.,I :FmJ eHista, 

por lo que se puede sustituir por una condición mAs amplia, que es 
definir 

siempre que 

con lo qu~ se ti~ne ~1 concP~ta dP H~rtin~~1~ 6PnPral1%ada 1 (o 
subm.artingala o supermartingala seg('.!n el caso) (Definición 3.5>. 

de 
de 

También conviene definir lo que so entiende por 
martingala. concepto que de hecho ha intervenido ya 
las ejemplos. 

diferencia. 
en algunos 

Definición 3.b. Sea cn • .T.Pl un espacio de probabilidad y 

C:Fn> una sucesión creciente de a-Al9ebras: 7 1S .7'2~ ••• s Y" ••• s 3'", 

n ~ 1. Sea CXn> una sucesión de variables aleatorias definidas en O 

quo i:;a ti s f Mcon: 
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i) x"··en medible respecto a:!"". 

ii) E CJX"Jl < ~-
iii) E CXn+&f ,,.-"J ""'O casi seguro, 'V m < n, m,n ::!:: 1. 

Entonces <X"> es una di~erencia de martingala respecto a 

{.T"> o nimplemente CX",F"> es una diferencio de martingala. ~ 

La relaciOn existente 
martingalas la sugiere el 

martingala, entonces CX",3'""> 
diferencia de martingala; 

entre 
mismo 

martingalas 
nombre: si 

inversamente, si 

y diferencia 
<Sn•"'r,> es 

s"_,, es 
es 

de 
una 

una 

una 

diferencia de martingala, entonces {Sn,Yn} es una martingala, con 

•• 
muy 

en .. 
Si <X",,,.-"> es una martingala que cumple con E CX~l < ~ 

dice que es de cuadrado integrable, caracteristica que ocra 
recurrida en los resultados posteriores. También se requerir~ 

ocasiones que sea uniformemente integrable, lo que significa que 
e > O existe una constante Kc > O tal que E (IXnl lC IXnl:!: Kcl] < e, 

V n. 

Resulta conveniente anotar en este momento un resultado 
teorice muy importante en el estudio de martingalas, y aunque no 
serA utilizado directamente en este trabajo, interviene en el logro 
de los resultados que aqul se anotar~n. Es el conocido como Teorema 
de Convergencia de Martin9alas y resuelve un problema del tipo de 
existencia. 

Teorema 3.13. Sea CX 1 .T > n?: 1 1 una &ubmartingala acotada 
" " en L

1
• Entonces exi&te una variable aleatoria X tal que lim X.., X 

n•w 
casi segura y cumple con E CjXjl S lim inf jx"I < oo. Adem~s, si la 

n•w 
submartingala es uniformemente integrable. entonces x..,converge a X 

en L1 y ui {X,..,Yn) n ~ 1, es una martingala acotada en L 2
, entonces 

X"convero., ~ X C!n L 2• • 

Para poder plantear algunos resultados que confirmen el 
Teorema Central del Limite, objeto ~ltima de nuestro estudia, se 
introducirAn y ccmentar.:..n brevemente otros olementos que servir~n 

cama condiciones ~n tales teoremas. Si no se indica la contrario, 
~n la descripcion se trabaJarA con arreglos de martingalas. 

Se requerirA que las X"~ en la diferencia de cada martingala 

del arreglo sean despreciables, de tal manera qu•? no tengan un peso 
dominante en Ja suma, peculiaridad solicitadA dP-sd~ los teorema~ 
anotados en el capitule anterior, como el do Lindeberg-Feller. La 

89 



conaideración de ser despreciable puede ser evaluada de distintas 
maneras, algunas de las cuales mencionaremos aqu1, as1 como la 
relación que guardan entre si. 

La primera condición es la que se utiliza usualmente, la de 
ser asintóticamente uniformemente despreciable: 

limmaxP<IXnll >cJ =O 
n .. co l 

V e > O 

que es ligeramente m~s debil que la condición sobre la suma: 

'n 
lim I:P<jXnil >&)e O 
n .. co i.•& 

V e > O 

aunque generalmente resultan ser equivalentes ~¡ Snkn conveorgt? en 

distrtbucion. V si Xni. son independientes, la anterior condición 

equivale a pedir que 

la cual a su vez es ligeramente m>s debil que la condiciOn de 
LindeberQ: 

' n 

lim EE [x' l [ 1xn~1 > el) n o 
-~~ i.. & "' 

V e >O 

' 
aunque en el caso de que r:" x~. sea uniformemente integrable, 

• "'J 

resultan ser equivalentes. Por altimo, suele oresentarse la misma 
condición de Lindeberg en versiOn condicional <a pesar de que en la 
mayor1a de los casos resultan ser equivalentes>: 

k 

lim .;~E [X~i. l c¡xn.1 V e > O 

Ahora considérese por 

ma1•t1nga1a cS ,Y>, donde s 

simplicidad de nctac1on 
" "' E Xk. Para estimar la 

una. sola 

varian=a 
n n n 

considero'> 
••• 

v• 
" 

E E CX~ l. :r l que puede 
oc k-J ••• 

_interpretarse c:omo la cantidad de 1ntormac1on contenida en el 
pasado de la suc:esiOn, explic:ac:iOn que resulta conveniente en la 
teorla ·inferenc:ial sobre proc:asos estocasticos, ya. que es posible 
mostrar que si las Xk son variables aloatorias independientes, V~ 

resulta ser 1~ informac:i6n de Fisher c:ondic:1onal, por le que viene 
a ser una gene1~a1 i:z:aci6n de dic:ho ccnc;epto. 

V~ también 

submartingalas, pues 

sirve para 

dada <V2
, :F" ) 

" " 

relacionar martingalas oon 

una submartingala, existe una 
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martingala <S ,:r > y una sucesien creciente de variables aleatorias 
n n 

no negativas An tal que 

Y~ "" Sn + A,. 

y si An es 9"n_,.-medible 1 

unlvccamente detorminada y 

es decir previsible, entonces est~ 

es igual a V~, resultado que es conocido 

coma descomposición de Dobb. 

La importancia de v: radica en que su comportamiento est~ 

estrechament~ ligado al de Sn, por lo que Sl este comportamiento es 

muy errAtico, también lo ser~ el de Sn y por lo tanto no se 

garanti%ar1a el cumplimiento del Teorema Central del Limite. 
Entonces, aparece en cierta forma lógico pedir como condición que 

lim l 

s~ 
V~ = 1 ECV~l 

Aunque en las primeras versiones del Teorema Central del 

Limite para ma1•tingalas se 

en la pr~ctica resulta m~s 

util1::ó V
2

. para estandarizar la suma, 

convenien;~ tratar en su lugar con u:~ 
I: X

2 
pues 

j • S nJ 

porque en 

asi se evita trabajar con esperan::as condicionales y 

el caso de arreglos de martingalas, 

restricciones comunmente impuestas a v~ .. se verifica 

max 1 Vz - Uz. 
nl "" 

bajo ciertas 

es decir, es virtualmente equ1valente estandario:ar con U 2_que 
"' 

con 

v~l · 

Para pr•eparar otros resultados, introduciremos tres 
definiciones, la de c:CJnvergencia en d'istribuci6n establemente y 
me;::clante, y la de convergencia débil en L", las cuales estAn 
relacionaddl:a 1 ,¡,.U~in.:..i.. di't que la primcr.:l pcrr.:itc c:i.mbillr E.'l tipe1 c1F" 
normas requerida~ en las condiciones del Teorema Central del 
Limite. 

Definición 3.7. una sucesión de variables 

aleatorias definida en CO,Y1 P) y que convergen en distribución a la 
variable aleatoria X; entonces la convergencia es estable si para 
todos los puntos de continuidad ~ de la distribución de X y para 
todo evento E contenido en Y eKiste el limite_ 

lim PC<x ... ~ ~> n E> 
Mro 

91 



)t Si Qoc(E') _. P<E'l cuando M -.. m- Esta converQencia 9c denota por 

X ~X <establemente> • n 

Como se ver~, la convergencia en distribución mezclante es 
un caso particular de la anterior. 

De1'inicion 3.a. Sea {Xn) una sucesiOn de variables 

aleatorias definida en <O,.T,P> y que convergen en distribuciOn a la 
variable aleatoria X; entonces la conver"Qencia es mezclante <en el 
sentido de Rényi> si y solo si para todos los puntos de continuidad 
x de X y para todo evento E contenido en :r se cumple 

lim p((Xn s X} n E> --. P(X s x> P(E) 
n~~ 

Esta convergencia se denota por 

<mezclante> 

cuando 1: _....., 

• 
DefiniciOn 3.9. una sucesion <Xn> de variables aleatorias 

integrables en <O,Y,P> converge debilmentc en L1 a la variAble 
aleatoria integrable X si V E' e Y se cumple 

lim E ( Xnl tEJ) = E (X 1 tEl) 
n~~ 

y se denota por 

Xn - X (debi lmente en L 1 > • 

3.5 Convergencia a me;::cla dtl' distribuciones normales. 

Apliquemos las definiciones vistas hasta aqu1 a arreglos de 
martingalas para obten"''' el i:;i9u1!!'ntP teorema. 

Teorema 3.14. Sea csnl'Y..,;.>• 1 si~ k..,, ~: ... _...,(D un 
de martingala con media cero, de cuad1•ado integrable y con 

correspondientes diferencias de martingala. Sea ;;iZ una 
aleatoria finita casi segurttmente. Si 

• ma).I IX .1 - O, 
i. .... 

k 

r."' xz 
"= l .... 

• - x", 

arreglo 

X sus 

"' variable 



E [ max x~L ] 

' 
esta acotado en n 

y las o-algebras est~n anidadas: 

entonces 

i=t •••• ,k, 
" 

V n ~ 1, 

(establemente) 

donde Z es una variable aleatoria con funciOn caracterlstica 

• 
El siguiente corolario establece el mismo resultado con 

diferentes restricciones. 

Corolario 3.2. En el teorema anterior supOngase que se 

cumple la condicion de Lindeberg en su modalidad condicional 

• " lim 

en lugar de que ma:: O y E ( 

y que 

k 

r:.nx~ 
. "' ' .. ' 
~ ::x:2 se sustituye por 

" I: E ,., 

max 

. " V e > O, 

x:. ] esté aci:itado en 

p - X', 

entonces la conclusión del teorema se sigue cumpliendo. 

n, 

• 
Este teorema y su cot·olario signiiican en cierta forma unn 

generalización del Teorema Centr•al del Limite pues en el caso 
particular en que :.r:" = 1 casi seguramente, Z se distribuye como una 
nc11·mal ctot:i..nd.:ir. En general, si N o:>s '-'"""' v"r1AblP aleatoria normal 
cstá.ndard independiente de x. la ral z de x! entonces XN tiene 
precisamente como funciOn caractertstica a ~(t) = E t exp <- ~ 

zªtz> l, por lo que se dice que XN E!'S una mezcla de distribuciones 
normales, o una normal con varianza alE!'atoria. 

Podemos ilustrar este 
ejemplificada m~s arriba donde 

teorema retomando 
tYLl es una succ-siOn 

la 
de 

martingala 
variables 

aleatorias independientes con distribución 

[ ·r 
P( VL ±1> 

i ml 1 • •• 1 X n• V • y X .= !. Y,. n• y;; ' .. T Yj ]· Puesto que 
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= r:r<Vs,Vz'"""'V;.> V n, por supuesto que se cumple 3"'nL se 

AdemAs, se tiene que 

Y=~!.y 
j. s J J 

y como es finito casi se9uramente. se puede afirmar que 

u~" 
n 

i:: x2 
i."' l ni. 

adem:..s 

i. - 1 

m•• 1xnL1 a !. ma> 1 E~ vJt~o. y,; j. l. J 

y por 

x2 ~ u• o• y• max -n• nn • 
Junto con 

.. i. [ 
i. - l r m 

E cu• J !. E i:: .!. v, - ,¡, • . E tV2 l ... nn J. 1 J ' 
se ti.ene que 

E [ max X2 ] est:... acotado en n 
i. nL 

por lo tanto se cumplen las condiciones estipuladas en el 
tomando :i1= V2

1 por lo que concluimos que 

s 
n.n 1 X. ~z 

l"' I nL 
<establemente) 

:F n•1.l" 

teorema 

donde la función caracterlstic:a de Z es </J(t) = E texp <- ¡. x2"t2 1 ]. 

Es decir, nuestro eJemplo cumple el teorema establecido siendo x7-
un~ variable aleatoria que no es constante casi seguramente. 

Manten9amos un momento más laso condi.c.ionc;:; d~l t:Pt"trP.ma 
anterior-y supon9amcs adem:..s que~> O casi se9uro y es ,.-"~medible 

V n, i. Entonces. par•a n "" 2, ••• , le" 

E. [ x-1.sn;.I "'"n.i.-•] = x-• E ( sni.1 ,..n,L-1.J ""x-• s,,,i.-11. 

por lo cual CX-1 S _,!F' .>. n ~ 2, i=::Z, ••• ,k también es un arrc9lo 
nL nL n 

de martingala y las condiciones especificadas en el teorema siguen 
siendo v:i.1 idas. condicionadas en X, por ejemplo 

E ( max 
L 

IX)=X-2 E( max 
L 

x~ .. 1 x] y est~ acotado en n 



y 
k 

x-z En X;t - x-z Xz 
nl nL ' .. p 

__, 1 

y como este Ultimo llmite es constante, podemos validar la 
conclusión del teorema, condicionando en x, quedando de la forma 

k 

" ~ X- 1 X _!:L..., N<O, 1) 
Lfz "~ 

<establemente> 

o 

(establemente> 

p 
-o, y adem3.s la convergencia es 1ncond1c1onal 

porque el limite no depende de X. Finalmente, 

(U~~ .. X ] [ X-J. Snk J ....!!.._ N <O, 1 > 

p 
pues se cumple también U~~ X ----+ l. 

" 

" 

Por este razonamiento se ha alcanzado el 
sobre el Teorema Central del Limite para 
estandarizar con U ha tenido el efecto 

""" 

primer resultado 
martingalas donde 
de cancelar las 

fluctuaciones de Snk para oermitir la conver9encia a la normal 

" esttl.ndar. Sin embargo, la solicitud de que X sea medible en todas 
las o-algebras es demasiado eKigente y puede reemplazarse por 
P( ~ > O> = l. Estamos ahora en posibilidad de farmali%ar el 
resultada, y de especificarla un poco mAs, pues el tipo de 
convorgencia que se verifica es el caso particular del estable, 
llamado me%clante <recuerde su definición dada en 3.b>. 

Teor•ema 3. 15. Supóngase que las condiciones del teorema 3. 14 

se mantienen y oue P< ~ > O> = l. Entonces 

<me%clante) • 
Coralario 3.3. Supóngase que las condiciones del coralario 

3. 2 se mantienen y que P ( x7 > O> 1. Entonces 

• rr;:;;- ~ N<0,11 (me%clante> • 
" 
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3.b Condiciones generales para el Teorema Central del Limite. 

A continuación se presenta otro resultado de 
que como veremos, considera como caso particular a 
forman martingalas. 

tipo Qeneral, 
sucesiones que 

Teorema 3.16. Sea <O,:J<",P> un espacio de probabilidad y 

(!Fnk>, n = 0,1, ••• k = 0,1, ••• ,n una doble sucesión de ~~l9ebras 

que cumple con :rno""' CO, n> s::: :J<"n1s J<"n2s ••• s .!Fnns :F V n, y sea <Xni.? 

una doble sucesión de variables aleatorias definidas en n tal que 
X es medible respecto a 3'"nkº Para alguna t, O < t :S 1, hA.gase Snt 
n~ t n I 

E X • Si V .e > O se cumplen las tres siguientes condiciones 
kao nk 

i) 

o 

ii) 

i i i) 

o 

t l n 1 

p 

maK 1Xnl1 - o 
1:Sl:St t.nJ 

t t.nl p 

E PllXnLI >.e 1 !Fn.i.-1] - O 
l:;; 1 

llnl p 

J: E [x .... 1. I c1x ..... 1 :S ll 1 Tn,i.-•] ---to ,., 

E {XnL - E [XnL I [ IXn\1 :S ll 1 Yn,\_1] 
'"º 

l l ni 

J: v [x ...... 1 e 1x .... 1.I s .el ... p z 
---tcrl, 

donde o~ i!: O. 

Entonces 

5 ~ NlO,a
2,> 

"' • 
Resulta interesante destacar que en el caso de ~ue las 

variables fueran independientes, escogiendo t = 1 y a~ = e- , las 

condiciones coinciden con las 
capitulo anterior, por lo 
generalización de aquél en el 
dapendientes. 

establecidas en el teorema 2.12 del 
que este resultado representa una 
dominio de las variables aleatorias 

La condición (iii> representa una estimación 
condicional, y el supuesto (i) impone a cada 
caracterlstica de ser despreciable respecto de la 

de la varianza 
componente la 
suma, lo que 



Junto con la condiciOn (ii) ase9ura que es posible expresar a 

como 

s z + w 
nl nt nt 

1 t n J 
E Vnlc es una martingala con diferencia 

k•O 
martingala Vnk que cumple ccn 

E [V o 
"' 

y JVn~I S. e 

uniformemente V i,n. Por lo tanto, puede establecerse 
resultado particular para martin9alas ~l ~iquiente 

s 
"' 

de 

como 

Teor"ema 3.17. Sea (Xnlc':J"nlc) una diferencia 

de cuadrado integrable que satisface para una t O 
condición de Lindeberg condicional: 

de 

< t 

martingala 

S l, la 

V s> 

e 

entonces, para Snt 

p 

- o 

[ lnJ p 

E x~l - o-~ 
'"º 

S -E_. NCO,a
2,> 

n< • 
En el C.:1$0 d., votriables aleatorias independientes. es 

posible intercambiar" el supuesto de ser asintOticamente 
infinitesimales de manera uniforme, utilizado tambiOn en los 
teoremas anteriores, ·por condiciones sobre los momentos, como el de 
ser finitos los de primer o segundo orden. Un resultado an~logo 

para el caso dependiente estA dado por" el siguiente teorema: 

Teorema 3. tB. Sea (X - , :!!" > 
nk nk 

una diferencia 

de cuadrado int.egrable, Xno "" O; sea adem~s Snt 

P<Xnl:S ><I Tnk.-1). Si se cumplE" 

de martingala 



cenOSO'~<oo,y 

entences 

IF <x> -
nk 

. . 
-'- e:;_~~/Z_ ·~~ ' .. , Jd~ 
-liñ-

Snt ..!!..__. N<O,q~J 

p 
-o 

3.7 Refinamiente de las cendicienes de cenvergencia. 

V e > O 

• 

Para mestrar que las cendicienes del teerema 3.14 no sen 
precisamente las indicadas, retemaremes un eJemple presentado al 
principie de la sección que ne satisface las hipótesis planteadas, 
pero que para cierta variante si se cumple el Teorema Central del 
Limite mientras que para otra ne. 

Especl ficamente, sea {V> tal que 
' 

P< Yi. "" :!:l} = 1/Z i = 1, ••• ,2n. 

y con kn 

X = 
"' 

2n 

X . n• 

Escogeremos m <n> 
el primer caso 

k 

s = ,t X l 
n,2n "' -.r,; 

d 
N • - • 

si 1, ••• , m ln> 

[ ~ "'f'v .. > ... o ] si i = mln>+1, ••• ,2n 

n Zn rn f n 1 

v .. +~ l v .. 
i.11n .. s. 

[ -/.; ), V, > O ] 

de dos maneras, m<n) = n y m(n> = cYn1. 

Zn n 

J. V. • l l V. [ l J:. V. > o] 
' 

-.r,; ' -.r,; ' ~ .,n .. 1. 

N rn > Ol, • • 

En 

dende? N
1 

y N
2 

son variables aleatorias independientes con 

distribución nermal est~ndar, aunque no se trata de una mezcla de 
nermales. Aün más, 
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u• 
n.Zn J~:x:J"" l + 1 [),;. L~t. VL) O] _L. ;C, 

donde :J? es una variable aletoria con probabilidades PC XZ = l) ~ 
PC .,! 2>. "" 1.,;z. Ccn el.lo establecemos 

~N 
' 

que no tiene una distribución normal estAndar. 

Ahora, para el caso en que mtnl ~ [Y'ñ'J tenemos 

Zn Yn 
S - 1 2 y 1 

- -- . + ,._ n.Zr> 7n Le& • "l'n l y L I [ !,; L f .. y L ) O ] 

~ ........ t. 

~N +N 
' z 

que son también variables independientes con distribución N<0,1), y 
en este caso U2 sigue conver9iendo en distribución a ~ <pue5 la .,,zn 
función indicadora sigue teniendo igual probabilidad t...-z de valer 
cero o uno aunque el nt'.!mero de sumandos haya cambiado). Combinando 
ambos resultados, obtenemos 

s 
n,Zn 

a---
n,Zn 

-"-- N ~. 1 t.N :S Ol+ • 
que si se distribuye como una normal est~ndar. 

En ccnclusion, tenemos dos ejemplos muy similares en que 
s6lc para une de elles se verifica la ccnvergenr.ia a la 
distr1buci6n normal. Revisando el teorema 3.14, puede observarse 
que para ambos so cumplen tedas las condiciones, eKcepto que 

p -
pu~~ lA convergencia en distribución de u~.zn no puede ampliarse a 

convct•gencia en prcbabi 1 idad. Por lo tanto, se hace ev1den \.~ que 
esta restricción no resulta ser la mas apropiada,ccmo se pretendla 
mos~rar. 

Entonces, para reconocer si es v~l ido el Teorema Central del 
Limite eli pl'ecisc observar la diferencia eKitatente entre una y otra 
variante del eJemplo, y se nota que st bien en ambos casos la 
sucesión de constantes tm<n>l es divergente, la relación e>:i9tente 
con n misma es distinta, pues ünicamente cuando se cumple la 
convergencia a la no!'rnal el cociente mtn)/2n tiende a cero. ·En 
consecuencia, parece ser quP. la restricciOn adecuada establece que 

99 



la in~ormación "contenida en U~kndebe corresponder a una parte cada 

vez mas irrelevante de la sucesion <Xnl) a medida que n 

Esta discución nos conduce al siguiente teorema. 

aumenta. 

Teorema 3. 19. Para todo n ~ 1, sean 

variables aleatorias definidas en el espacio de probabilidad 
<nn,:Fn,Pn> y de cuadrado integrable. Sean :Fnl o-algebras anidadas: 

,,.-"
1
s. !F"'f.~ ••• s; !FnkS Y',.., y tal que s,..,l es Yn,-medible. Sean X,..,¡_ Snl 

S , (5 ~ 0) y U
2 

""' ~ X
2 

• Si G es una sub o-~lgebra de .F n 
n.~-l no n~ i • 1 nJ 

sea G,..,;. e cr<.!F,..,i.U G,..,> • con Gno <O,..,,</J> la o-álgebra trivial. 

Si se cumple qu~ para cada n 

max 1x .. ;,,1 L. o, E [ max 

' 
x2 J esta acotado en n, 
"' 

existen variables aleatorias u 2 G -medibles tales que 
" " 

u~ ...E... o, 

y 
l im l im inf PC U2 > 6 > = 1 
6-.0 n-.a:i ""n 

entonces 
snkn 

-u:;:- N<O, 1 > 

Si en lugar de la Ultima condición se pide que U~k _L. ::r!, 
" entonct::s 

s -2._ z 
n,k,.., 

donde Z es una variable aleatoria con función caracter.Lstica 

' 
En este resultado se condiciona a que ningün elemento de la 

diferencia do martingalas debe ser demasiado grande con respecto a 

!:o~~:: ;~ 1~~i~=r~e~t~~~~~~~ =~~~~t~!kn~~g1nªi f~icsam~u':ª"se:i~ qu~o~~ie~! 
información ~obre la u-Algebra G,..,. Si agregamos el supuesto 
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E<X,..l IT,...l-&> .,, O la sucesión se ccnvierteen una diferencia de 

martingalas, y que en el teorema se establezca como condiciOn que 
la suma de los valores esperados condicionados por la dependencia 
converja a cero y que su dispe1~si6n medida por el cuadrado de tos 
valores absolutos tienda a anularse, significa que realmente ne se 
altera esa propiedad de martingala por haber eKtendido la o-~loebra 
7nl a G,..L" Finalmente, la última condición equivale a pedir que 

Uz sea positiva casi seg\:!ramente, que si se reemplaza porque 
nkn 

U~knconverja en distribución a la variable aleatoria x2 entonces la 

propia sucesión S converge 
nkn 

en distribución a una 

aleatoria quo es una mezcla de normales. 

variable 

Apliquemos el teorema a las dos variantes del ejemplo para 
resaltar que ahora las condiciones establecidas se ajustan mejor a 
les requisitos verdaderamente necesarios. 

Se habla comentado que se satisfacla la condición de 
despreciabilidad de los elementos ex,...>, por lo que podemos pasar a 
la siguiente. Para ello, escójase 

por lo que evidentemente Uz 
nkn 

mlnt 

Ahora, por la definición de G,...se tiene 

{ 
;n,mlnl 

"' 
con lo cual se tiene 

l, ••• ,mCn> 

m<n>+l, ••• ,2n 

,,. J i = 1 1 ••• ,m<n> 
r., mi nt 

i t, ... ,m<n> 

i = mln)+l, ••• ,2n 

y por lo tanto 

m{-n i X 

L. "' , .. , .. 
que nos sirve para concluir que 
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::s: 1 -

• 
Tmcn1 

<por el teorema de deMoivre-Laplace visto en el primer capitulo) 

y 

m• ni ft l IV .. lz.,, m~n> _e_,. O ... i.:01 ,., 

si y solo si m<n> -n-- - o. 

Por último, como 

Uz ..!!... n 2 > O casi seguro , P<n=1> = P<n~2> - 1/2' entonces ........ 
lim l1m in1' PC U > 6 } a 1 
6 .. 0 n .. CD 

con lo que, juntando todas las condiciones que se satisfacen y que 
son las e1:igidas en el teorema 3.19, podemos afirmar que 

s 
r;, zn ~ Nl0,1> 

s.L y sólo si m<n> -n-- -o. 

• 3.8 Analisis de la estandarización aleatoria. 

Por otro lado, para destacar el efecto que resulta al90 
sorpresivo de estandarizar aleatoriamente para conseguir la 
converqencia a la distribución normal, utilizemos otro de los 
ejemplos de martingala que se presentaren al 1n1c10. En él, ~~ 

habla dado <V~> tal que P< v.. ~1> = 1..-z, i :.: y Cm\.) definida 

por m
1 

e 1, " ... 
{ 

i > 1. para fcrmar 

Sl 

•• 
mi.< k :S Cmi.+mi.+•>12 

Cml-+mi.••>12 < k :S ml•f. 
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" Entonces, si Sn I: Xk y U~ ... 
ninguna de las dos converge a alguna 
subsucesiones que tengan diferente 
cociente S /U tiene un limite bien 

" " 
En efecto, 

~ ~ (1 + 1 [ v .. >o] ] 

mientras que 

" t: x:, se mostrar~ ... 
distribucton, ekhibiendo 

limite; y sin embargo, 
determinado. 

si k -+ m 

lmk + m:>-s <mk + mz>-' [uz + mzk] 
k -. 

...f..-, 1 

que 

das 
el 

entonces, no existe sucesión de constantes Ccn> tal que U~/cn 
converja d~bilmente a alguna distribucion propia. De la misma 
manera, no e>eiste <c.,> tal que s.,tc:.., pueda converger a alguna 

distribución. Pero, {S.,,,...,>, con,...,"' clY1.,Vz'"º"•Y.,>, forman una 

martin9ala que satisface los requisitos del teorema 3.19, por lo 
que 

N<O, 1) 

es decir, se cumple el Teorema Central del Limite. 

3.9 Aproximación de sucesiones mezclantes. 

La estructura de martingala es bastante general, y puede 
abarcar casos como los tt•atados en la sección anterior, esto es, 
pueden aproKimarse mediante martingalas sucesiones estacionarias de 
variables aleatoria"s que cumplen condiciones mezclantes. En lo que 
resta de l.'.\ sección, se presentar.in algunos resultados, varios de 
los cuales amplian los )'<l anotados, y que se han logrado por esta 
via. M.I. Gordin presento en 1969 resultados importantes en ese 
sentido, y a él se debe un resultado quP 1 ~unquC! di:! c.:i.r:..cl.ó::!r 
i;,enaral, involucra cond1c1ones dific1les de comprobar. Sin emb.nr90, 
a partir de ól se pueden. derivar otros teoremas que en seguida se 
presentan, los identificados como 3.20 y 3.21, y que aunque mas 
particulares, resultan i:ttiles en la práctica. 

Teorema 3.20. Sea CXk> una sucesién estacionaria )' er96d1ca 

con E [)(
0

J ª o, E rx:J < Q)1 y S = l: X • Si G
0 

es una sub o-álgebra 
n Jc;J. k 

de :F tal que X0 es G0 -medible. Si V M ~O 
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converge, y 

m 
E E cxk E <X..,IG0 > J ... 
m 
I: E cxk E <X..,IGO) 

k•N 
J 

uniformemente para toda N ~ l, entonces 

o 

si n - oo 

s 
n d - N<0, 1> • 

Si se satisface la condiciOn fuertemente mezclante, esta 
resultado involucra como caso particular al teorema 3.10 de 
Ibragimov. La demostración usando martingalas, tanto del teornma 
como de la implcaci6n se debe a e.e. Heyde <1974a>. 

A cont1nuaci6n se anota una variación del teorema anterior, 
cuya demostraci6n también proporciono e.e. Heyde (1974a>, y en que 
no se requiere que X

0 
sea G0-medible, a cambio de 1mponerle otras 

restricciones menos e,:igentes <de hecho, las condiciones del 
teorema 3.20 implican las del 3.21). 

Teorema 3.21. Sea (X~) una sucesi~n est~cionaria y ergOdica 

con transformación T uno a uno que preserva la medida, y con E CX 0 J 

= o, E cx:J < a:i, 

que G
0 

S T-l<G
0

>, 

y Sn = E XI<. 51 G
0 

es una sub o--:..lgcbra de 
J.:= l 

Gk ~ T-k<G
0

> y sea 

Si se cumple que 

m 

E Y :::: Y
0 

Ei L! 
k-=-a:i k 

y 

entonces 
d -

-a:i<k<m. 

E cv 2 J 
o 

o-2 > O 

s1 n - a:i 

N(0,11 

tal 

• 
Este teorema se puede aplicar a procesos de medias móviles 

para afinar los requisitos estipulados en la sección anterior para· 
garantizar la convergencia a la distribución normal, pues ya no 
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exige que la sorie da los valores absolutos de los coeficientes sea 
convergente, y sobre la densidad espectral, remueve la petición de 
que sea uniformemente acotada <veAse el ejemplo de las paginas 
72-73 y consóltesa Anderson (1970> y Hannan (1970). 

Corolario 3.4. Sea el proceso estacionario lineal erg~ico 

CXn> dado por 

"' "" E f1 e 
J•-CO J n-J 

"' r:. rf. < (1) 

j .. -co J 

con <.e,..> variables aleatorias independientes idónticamente 

10 ... > = L 
..¡z; 

la densidad espectral de {Xn>· Si f(hJ es continua en h 

f(O> >O entonces 

si adumAs <Xn> 

determinfstico, 

(1 a 1 o 

r; ex, - µJ .L... N co,2nf<o>> 
' .. 

eG un proceso estacionario 

se puede expresar como 

"' 
E f1; cn-J 

j "º 
E 

"' E,,, < 
jco J 

[&n& J o 
m 

puramente 

"' 

m " n 

o y 

no 

y el corolario se sigue cumpliendo. ~ 

2 Es posible remover la restricción en el t>el)1tn'10 mc:nC'ntc 
E CX 0 J < oo, imponiC'ndo cond.1c1ones solamente sobre E CX0 J, como lo 

demuestra el siguiente resultado propuesto por Gordin en 1975, y 
cuya demostración fue presentada por P. Hall y e.e. Heyde en 1980. 

Teorema 3.22. Sea {XkJ una sucesi6n estacionaria y ergOdica 

con transformacion T uno a uno que preserva la medida, y con 

E CX 0 J =o, E c¡x0 fl < co, XkCw> X0 <Tkw> y sea Sn 

una sub o-Algebra de!!'" tal que G0 S T-•cG
0

J, Gk 

satisfacen las candtc1ones 
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y 

cntonceG 

• 
Al aplicar este resultado a sucesiones uniforme o fuertemente 

mezclantes obtenemos al siguiente 

Corolario 3.5. 

satisface E tX
0

l= O, E 

;. E 

un proceso estacionario que 

< ~ para alguna O S 6 < ~ y que 

u7. > O Si n - co 

Si se cumple alguna de las condiciones siguientes: 

i> El proceso invertido en el tiempo CX_k>, resultante simplemente 

de cambiar el o~den en el indice, cumple la ccndicion uniformemente 

mezclante con E r<nJ < ~ <tiene sentido considerar el proceso 
k=l 

invertido pues ¡vln> no es simétrico>. 

i i) El proceso CXk> cumple con la condic:iOn fuertemente mc%cl<::inte 
m 

[otn> 1•1.•61,..,a .. 6• con I: < m • 

••• 
Entonces 

~ d n 
~ NC0, 1 > 

aYñ • 
El inciso Ci) de este corolario requiere ~na ra~On de 

decaimiento de los coeficientes mezclantes mas lenta que la 
establecida en el teorema 3.12 pero aumenta r.l requisito de que 

.;. E CS~l --to c 2• En cambio, el 1nc1sa <11) resulta m•s e~igente que 

las condiciones propuestas en el correspondiente teorema 3.10, 
inciso (i) porque solicita una mayor ra:?:On de decaimiento de los 
~~~~!c~e~~~~. me~clantc~ y ~gre9a la misma necesidad de convergencia 

n 
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Cerno comentarios finales, sa puede apuntar que existen 
resultados scbre convergencia de los mementos de la suma 
estandarizada de la sucesión a les respectivos de la distribución 
normal, que para variables aleatorias independientes datan desde 
les trabajos de S.N. Bcrnstein en 1939, hasta ctrcs mas recientes 
de S.M. Brcwn t19b9 y 1970>, y en particular para martingalas 
destacan les de P. Hall (1976b). Para la discusión de al9uncs 
resultados precisamente sobre moi1~tingoilas, el lector puede 
consultar a P. Hall y e.e. Heyde tl980). 

Analcgcs a la cota de Berry-Esseen para var1ables aleatorias 
independientes, existen resultados sobre rapidez de conver9t:?ncia 
para moirt1ngalas, tanto del tipo uniforme como puntual. ~!" 

embar9c, la rapidez depende en gran parte dio!' la de v' 
n> 

n 

¡:E ... 
de del crden 

n-1/ 2 , la cual corr~spcnde al caso indep~ndiente. Por esta razón 
deben incorporarse algunas restricciones adicionales que sQan 
viables de imponer en el aspecto practico para garantizar_&_..~na 

rapidez de convergencia del orden de al menos, digamos, Q(n ). 
Los resultados mas importantes se encuentran en lbragimov l19á3l, 
Heyde y Brcwn (1970), Grams (19721, Basu <1976>, Nakata <1976), 
Kato (1978) y Erickson l197BI; nuevamente se remite al trabaJo de 
P. Hall y e.e. Heyde t1980> para el estudio del tema. 

4.BlSLlOGRAFlA COMENTADA. 

l.A. Ibragimov y Yu. v. Linnil:, 1971. Un libro ya cl~s1co en el 
tratamiento de sucesiones de variables aleatorias, en que se 
exponen can notable claridad los resultados sobre el Teorema 
Central del Limite para sucesiones mezclantes; a pesar del 
tiempo transcurrido desde su public11ciOn sigue siendo una 
consulta de actualidad. En él aparecen las definiciones 
de condiciones mezclantes y las demcGtraciones de los 
teoremas 3.e, 3.10. 3.11, 3.12 y el corolario 3.1. 

R.C. Bradley, 1986. Se trata de un articulo da rec1ent~ dpa1·icien 
que establece, con ayuda de los resultados disponibles hasta 
la techa, una versi6n unificada de las condiciones 
mezclantes, sin abordar la teor1a asintótica. Aunque ne 
incluye las demostraciones de los teoremas considerados <3.1 
a 3.51 debido a que se trata mas bien de una vision global 
scbre el tema, su consulta resulta de mucha utilidad por los 
comentarios y la amplia referencia blbliográfica que 
contiene. 

M. Peligrad, 19Bá. También se trata de una 
apar.iciOn, en la que se resumen los 
materia del Teorema Central del 
mezclantes, aunque sin demasiada 
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claridad. Presenta los 



teoremas 3.6 al 3.109 

actual izada. 
el corolario 3.1 y bibliografla 

P. Hall y e.e. Heyde 9 1980. Un libro de alto contenido sobre 
martingalas 9 donde se expresan con detalle y profundidad las 
condiciones da convergencia a la distribución normal· para 
sucesiones de esta tipo. El conjunto de resultados 
presentados es bastante amplie e incluye loa obtenidos por 
los autores. Contiene las demostraciones de la segunda parte 
de este capitulo; teoremas 3.13 a 3.22 y corolarios 3.2 a 
3.5. Se recomienda su lectura para quien desee profundizar 
en el tema. 
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CAPITULO IV. 

CONVERGENCIA DE SUMAS DE VARIABLES ALEATOR1AS: 
EVIOENOA EMPIRICA MEDIANTE SIMULACION. 

1.INTRODUCCION. 

En este material se presenta el apoyo necesario para 
utilizar, explorar y aprovechar el paquete de c~mputo que pretende 
dar evidencia emp~rica de la convergencia de sumas estandarizadas a 
la funcién de distr1buc1Cn normal lo!Slónd,¡¡.r y de rc~ultadas teóricos 
relacionados con esta convergencia. 

En la sección 2, can el objeto de brindar informacion sobre 
las elementos involucradas en la simulacion. se presentan 
brevemente los conceptosde sumas de variables aleatorias, funcion 
de distribución normal estóndar, funciOn de distribución einpirica, 
convergencia en d1stribucion, cota de Berry-Esseen y la prueba de 
bondad de ajuste de Anderson-Darling. 

En la sección 3, que constituye la parte central de 
este documento, aparecen algunos ejercicio& sugeridos para utilizar 
el paquete de simulación, resaltando en cada uno de ellos algún 
resultado especifico de la correspondiente parte teOrica. El 
objetivo de esta sección es optimizar el uso de esta herramienta de 
computo, set·vir de apoyo al docente para relacionar el contenido de 
su curso con prdcticas que reafirmen los conceptos adquiridos por 
el estudiante, y al estudioso del tema par-a confirm;:1r los 
resultados manejados en su trabajo personal. 

Con el fin de facilitar la reali%aci6n de las pr6Cticas, en 
una Ultima sección se incluyen las referencias resumidas de las 
variables aleatorias que son simuladas por el paquete: tunci6n de 
densidad, dominio de la variable, utilidad, gró.fica y pr-imet•os 
momentos. 

Ftnalm.,.ntP, se flt•esentan r-esultados de simulación realizados 
con el paquete que siguen aproximadamente la se~u~ncia de l~~ 

pr6cticas propuestas, y que resumen un gran número de corridas por 
medio de tablPs y 9ró..flc:as; se indic:a el grado de aprox-imac:i6n a 
la dist1•ibuci6n normal bajo el criterio de la prueba 
Anderson-Darling 9 la cantidad de simulaciones rcali%adas 1 y 105 

valores de los par6metrcs consideradcs; tcdo esto si9niiica una 
valiosa experiencia que ha sido posible conseguir por este medio 
acerc:a del comportamiento del Teorema Central del Limite bajo 
distintau circunstancias. 
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2.CONCEPTOS BASICOS MANEJADOS 
POR EL PAQUETE DE SIMULACION. 

El paquete se maneja mediante sencillos menús interactivos 
que permiten seleccionar la o las distribuciones a simular y les 
valores de los par41T!etrcs involucrado9. 

Inicialmente aparecll' un cuadre que identifica la 
distribuciOn a simular, la gr6.ficn de su funcion de densidad o de 
probabilidades, y remarca el hecha de quo las variables simuladas 
sen idénticamente dist;'ribuidas o no. 

El cuadro central donde se presentan los resultados de la 
simulaci6n se compone de la graficaci6n de ejes estandarizados, 
la impresiOn de titules que identifican Pl caso que se estó 
tratando, el dibuje de la distribucion nc_rmal estd.ndar, la 
simulacion y graficaciOn de la funcion de distribucion empirica, y 
el c&lculo y presentación de la canclu~i6n de la prueba de bondad 
de ajuste de Anderson-Darling. 

Para una mejer comprensi6n de estos elementos, se 
continuaci6n una descripción de cada uno de los 
involucrados-

2-1 DistribuciOn Normal Estándar. 

presenta a 
conceptos 

Se dice que una variable aleatoria X se distribuye como una 
normal estd.ndar• si su función de densidad estó. dada por 

mientras que la función de distribución por no tener una e~presi6n 
elemental, adquiere la forma 

La función de densidad tienn la particularidad de ser 
simétrica respecto al eje de las ordenadas, por le que su media es 
precisamente igual a O, mientras que su varianza es igual a 1. Esto 
se denota escribiendo 

X"- N<0,1> 

Precisamente esta distribución Juega un papel preponderante 
en la Tecr1a de la Probabilidad, debido en mucho a las resultadas 
que aqu1 se abordar6n. 

110 



2.2 Sumas de Variables Aleatorias. 

Puesto que los resultadoG que se obtendr60 ser6ll referidos a 
sumas de variables aleatorias, es conveniente definirlas. Sea una 
sucesión x,, •• ,X" 1 ••• de variables aleatorias; entonces la suma 

estandarizada de la sucesión cst6 dada por 

donde A y B son constantes que sólo dependen de n. u~ualmente, y 
" " cuando existen, estas constantes se escogen como la media y la 

desviacton est60dar de la suma de las variables. La forma de 
calcularlas, bajo condiciones de independencia est~ dada por la 
siQuiente afirmaciOn 

Sea una suces10n 

independientes. Entonces 

E 

y 

Var 

x,., •• , X",... de variables 

[j, x, ] 
" 
J, E <X. - } 

' 

L i." J 
" l Var ~XL ) ,., 

2.3 Función de DistribuciOn Emp1r1ca. 

aleatorias 

En el proceso de s1mulacion la func10n de distribuciOn 
emplrica .;)uega un p.:..µel importC"nte poi~ lo Que se anota aqu1 lo que 
se entienda por este concepto. Sea X

1
, •• ,x" una muestra ol~atcrin 

que proviene de una población con función de distr1buciOn F<X>. La· 
funciOn de distribuciOn emplrica estG dada por 

" k .. t, 1
1-0J,>tl(XL) 

donde J<a..Ll (X} es la función indicadora definida par 
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l ()1:) = 
{ 

1 

Co.,b2 O si >C e ta,bJ 

entonces, la función empirica es mcnotona no decreciente, de forma 
escalonada y cumple con que Fn(--q¡) =O y FnllXll"" 1. Un resultado 

importante es el teorema de Glivenko-Cantelli que asegura que F"<x> 

converge con probabi 1 idad uno a la función de distribución de las 
variables x., •• , Xn. 

2.4 Convergencia en D1stribuc1on. 

La aproKimaciOn de la distribuc1on 
de sumas estandari%as se da en el sentido 
distribucton, para lo cual supongamos que 

de variables aleatorias con funciones de 

normal a la distribución 
de la convergencia en 

x,, •. ,X,n es una sucesión 

distribuciOn F.., lx> y X 

otra variable aleatoria cualquiera con función de distribución 
Fl>el. Se dice que la sucesión converge en distribuciOn a X si 

lim Fn(MJ ""F<>eJ 
n<m 

V x punto de continuidad de F(M) 

Por comodidad. se referir6 la convergencia en distribución 
simplemente como la conver9encia de la sucesiOn a la variable X. 

2.5 Cota de Berry-Esseen. 

Asociada con el concepto de rapidez de convergencia para 
variables aleatorias independientes e idénticamentes distribuidas, 
la cota de EJerry-E.~~""~11 est.::1blccc In m~,-:tm"" diferencia aue puede 

~~=:~~=~~~~n ~~;~:l !~n =~~~=~ro=ª~ ~i~t;ib~fiOn ~.mpJ.;0icatoJo !~ 
recorrido de la var1able aleatoria X, quedando definida la cota en 
funciOn del tercer momento absoluto de la variable aleatoria, de 
acuerdo al resultado de la sección 4 del capJ.tulo 1. Por lo tanto, 
para casos especificas de variables aleatorias, a medida que la 
cota es menor, ~e dice que su suma estandarizada converge m~s 
r<ipidamente a la distribución normal est&ndar. Al final de la misma 
sección aparecen cuadras con las catas correspondientes a algunas 
distribuciones. 
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2.6 Prueba de Bondad de AJuste de Anderson-Darling. 

Para evaluar si la hipótesis de convergencia de una suma 
estandarizada a la distribuciOn normal se cumple, 5e utiliza la 
prueba de Anderson-Darling que est4 dada por 

00 

A2 a n J CF..,<>tl - F<x>> 2/ [CF<xl><1-F<x>>J dF(>CJ 
~ 

donde Fn<xl es la funciOn de distribución emp1rica, y F<x> 

distribución bajo la hipótesis. 

es la 

Dada una muestra aleatorie1., X
1

, ••• ,~n un.J. forma alternatlv~ 

para A2 que se utiliza para el c6lculo es la siguiente: 

donde z .. = F<x;.> y Z
1 

i., son las estad1sticas de orden de las z ... 

La hipótesis de nulidad se rechaza si A
2 > Au.-c:io' el 

a-~simo percentil superior de la distribución. En el siguiente 
cuadro se presentan los valores cr! ticos •\i.-co correspondientes a 

algunos D de interits. 

A~•-o• 1 

.25 .15 • 1 .05 .o:zs .01 

1. 248 1.610 1.933 2.492 ::S.070 ::s.857 
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e 

• muy chica, se acepta con a S .25 
@ muy grande, se rechaza con o 2: • 01 
+ se acepta con a S .05 y se rechaza con a 2: .1 

Figura 4.1 
Crecimiento de la Región Critica cuando a tiende a 1. 

3.PRACTICAS SUGERIDAS PARA LA EXPLDTACION DEL PAQUETE. 

Existen diferentes aspectos sobre la convergencia de sumas 
de variables alC!atorias que pueden ser estudiados mediante la 
simulación tales como la rapidez de convergencia, afectación por la 
variación de pard.metros, diferencias causadas por los distintos 
tipos de variables aleator1as involucradas, contraejemplos, y 
otros. Aspectos todos analizados y sustentados teóricamente, pero 
4ue pueden ser confirmados heuristicamunte con la ventaja de 
recurrir a elementos visuales y experimentales que coadyuven en la 
comprensión del concepto_ 

A continuación se presenta un conjunto de prdcticas 
conducentes a exper1mentar mediante simulación las tópicos ar1~iba 
mencionadas. abcrd6.ndDlos en una secuencia que coincide con el 
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avance teórico que usualmente ~e da al tema y que es el seguido en 
los cap1tulos anteriores. Ello permite que este material pueda 
alternar con sesiones en que se presenten y demuestren formalmente 
los resultados con las prácticas que reafirmen los conocimientos 
adquiridos y familiaricen al lector con su significado¡ también 
facilita la localización de condiciones especificas para el Teorema 
Central del Limite. 

Se recomienda seleccionar la práctica que mejor corresponda 
al avance del estudia, de acuerdo al objetivo que se establece al 
principio de cada una. Para su realización se proponen una a varias 
actividades que implican la ejecución de algunas simulaciones, la 
observación de las condiciones en que se efectúan, recabación de 
caractertsticas acerca de las distribuciones simuladas, y la 
contP.stación a interroqantos que conducen al interesado a la 
confirmación del objetivo plantl'.?ado. Se incluyen además 
conclusiones generales que sef'i:alan los posibles resultadas e 
interpretaciones que el usuario debió obtener, as! como referencias 
a los teoremas que apoyan tales conclusiones. 

Resultar1a provechoso que el usuario del paquete leyeril 
todas las instrucciones de la actividad que realizar~ antes de 
comenzar, pues con ello podria planear mejor su trabajo, estaria 
atento a los detalles que debe observar en cada simulación y podria 
recabar en el momento oportuno toda la información que se le 
requiere. 

Para utili~ar el paquete en una 
deber~ encenderse la máquina con el 
instalada. Inmediatamente después de 
nece&ario seguir los si9ui8ntes pasos: 

11 Teclear 

microcomputadora personal 
sistema operativo MS-DOS 

dar la fecha y hora es 

>a: En ter <cambia a la unidad de diskette) 

21 Instalar el disl:ette del paquete on la ranura de la unidad de 
disco fle,1ible. 

3) Teclear 

>CONVERGE TCL En ter 

<lee el archivo y corro el programa> 

En este momento pueden reali~ars~ ya las próctic~s que se 
deseen mediante la selección apropiada en los men~s que aparecen. 
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~ Prd.ctica NOmero l. Teorema de deMoivre-Laplace y Rapidez de 
Convergencia. 

Objetivo: 
Experimentar la convergencia a la distribucion normal de la 

suma estandari~ada de ensayos Bernoulli. Observar el efecto que 
causa la variacion de la probabilidad de éxito. 

* Actividad <a>: 
Simular: 

ConclusiOn: 

"5.Control Completo de Paró.metros.", "t.bernoulli" 
"Probab1lidad de éxito? " .5 
"Valor de N <S-1000J? " SO 
"Simulaciones <5-1000>? " SO 

> ¿Qué tipo de distribución es la Bernoulli? ¿Es 
continua o discreta? con p=l/2, ¿Es simétrica o no? 
¿tiene dominio acotado? 

• ¿Podria decirse que guarda algún parecido con la 
distribución normal? 

•¿Parecerla entonces "lógico· aproximar las 
probabilidades de la suma de variables aleatorias 
con distribución Bernculli y p = 112 por medio de 
la distribución normal? 

• Reconociendo la curva ~uave al ejecutar la 
simulaci6n prepuesta como la función de distribución 
normal y la función escalonada como la distribución 
emplrica de la suma de las variables Bernaulli, ¿Se 
puede concluir que por este argumenta grófico que en 
efecto se puede aproximar la distribución de la suma 
por medio de la normal? 

> Una vez graficada la distr1bución teórica de la 
normal y la función de distr1buciOn empírica, y 
antes de que aparezca el re~ultado de la prueba de 
Anderson-Darling, pruebe visualmente: ¿Se puedo 
considerar que se aproxima. a la distribuciOn 
normal? ¿Es muy alta la aproximación?, 
¿satisfactoria. o decididamente deficiente? 

> Acerca de las preguntas anteriores, y habiendo 
anotado ya el resultado de la prueba de bondad de 
ajuste, ¿Cuó.1 fue la conclusión proporcionada? ¿A 
qu~ nivel de s1gn1t1cancia? ¿Coincide con la 
apreciación hecha a prior~? En caso negativo, ·¿A que 
puede atribui1•se? 

Desde 1733, Abraham deHoivre estableció que cuando el numero 
de sumandos en una suma de variables aleatorias Bernoulli con 
pard.metrc p 112 -modelo asociado desde los inicios de la 
probabilidad con el fenómeno del numero de "6gutlas· observadas en 
N lanzamientos de una moneda legal- su función de distribución 
tend1a a la distribución normal. En la prd.Ctica significa que 
es posible ca.lcular de mnner.:i ba~t.:intc aproximada. la probabilidad 
de que el numero de éxitos sea igual o interior a un n~mero dado 
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haciendo uso de la funciOn de distribucion normal. La 
efectuada debió confirmar de manera empírica tan 
resultada, presentado y demostrada en el teorema 1.2 de 
2, cap.itulo 1. 

simulación 
histérico 

la sección 

*Actividad lb>: 
Simular: 

Conclusión: 

"1.Autom6.tic01: Variación de N", "1.bernoulli" 

,. ¿Cuól es el valor de p?, ¿CUól 
s1mulac1ones? 

,. ¿Qué valores va tomando N?, 
,. Conforme aumenta N, ¿Cuóntos 
función de distr1buciOn emp.irica 
debe? 

es el nt:imera de 

"esi;:alanes" de la 
aparecen?, ¿A que se 

,. ¿Son equidistantes estas "escalones"?, ¿Por qué? 
> Nuevamente, ant~b dt: obsor· .. ar el rc!lultado dP lA 

prueba de Anderson-Darl ing, ¿Cuól serla la 
apreciación visual acerca de la convergeni::ia a la 
distribui::ión normal? 

> Ahora, ¿Coincide la apreciaciOn subjetiva can la 
prueba estad1stii;:a? ¿Debió corregirse? 

> ¿Cómo se va dando la aproximación a la normal al 
variar N? 

Generalizando, de ai::uerda al Teorema de deMoivre-Laplace, 
para una suma estandarizada de.variables Bernoulli con par6metro p 
fiJa. al tander el namoro de sumandos N a infinito, la probabilidad 
de que la suma sea menor o igual a cierta valor puede evaluarse con 
la función de distribui::ión normal calculadA en ese mismo punto; 
esto debe reflejarse en las simulaciones observando que la 
distribuc:ion emp.1rii::a y la distribución normal acumulativa estórldar 
tienden a aproximarse a medida que crece N, ¿Ha ocurrido eso?. 
Nuevamente, la re5puesta la da el tea1•ema 1. 2. 

* Actividad Ce> ; 
Simular: "3.Autom6.tica: Var1an Par6metros"• "1.bernoulli" 

> ¿Cuó.l es nl valor de N?, ¿Cuóntas simulaciones se 
hacen para construir la distribución empirica? 

• ¿Quó valore5 va tomando el parómetro p?, ¿Hai::ia que 
valor tiende? 

> A medida que cambia el valor de p, ¿V.u·.lü lii 
conclusión acerca de la convergencia a la 
distrtbuciOn normal? Reflexionando un poi::o, ¿Qué 
'f'enómeno padr.ia eJemplifii::ar este casa E:!n quo el 
par&netro p tiende a cero? 

> Rocuerde: trate de establecer su propia conclusión 
antes de i::onocer el resultado de la prueba de bondad 
de ajuste. Si en algUn i::aso no se ha dado la 
aproximai::ion a la normal, ¿Cómo puede explicarse la 
diferencia? ¿Est6. presente una disi::repani::ia en los 
e,ctremos? ¿Puede considerarse determinante una 
diferencia en la parle central? 

> ¿Qué comportamiento genet•al podria deducirse? 
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ConclusiOn: 
Si bien el teorema de deMoivre-Laplace asegura la 

convergencia a la distribución normal de sumas estandarizadas de 
variable's aleatorias Bernoulli con p fijo, la manera en que -se da 
la aproximación no es uniforme, como lo asegura el Teorema de 
Berry-Esseen, por lo que con una N en particular, esta aproximaciOn 
puede ser•·satisf,¡:¡ctcria para algunos valores de p y no serlo para 
otros. Como compo1·tamicnto 9eneri'11, para valores da p cercanos a 
cero (o ;Juno, por simetr1a} la convergencia a la distribución 
normal es cada vez mó.s lenta. Por el lo, par•a el caso en que la 
m6.xima discrepancia esté dentro de limites aceptables signifique un 
tamaNa de N muy grande, se cuenta como alternativa con la 
aproximación de la distribuciOn Poisson a la binomial que pide que 
np -to h s1 n tiende a infinito, por lo que en la pró.ct1ca, si se 
tiene una p pequena, con una N grande, o incluso moderada, se puede 
aproximar la distribución de la suma (no estandarizada) por medio 
de esa ley. Es este otro ejemplo de convergencia en un &nbito m6.s 
amplio, que corresponde a las leyes infinitamente divisibles y que 
puede consultarse en la sección 3 d•il capitulo 2; en particular 
puede verse el teorema 2.9 para este resultado, que es una 
situaciOn que corresponde a fenOmenos en que, por ser p cercano a 
cero, el interés se centra en observar resultados dificiles de 
ocurrir, por lo que suelen denominarse de "eventos raros" • 

.. Pró.ctica Nomero 2. Teorema Central del Limite para variables 
aleatorias independientes con Varianza 
Finita. 

Objetivo: 
Reconocer que por el Teorema Central del Limite Clásico la 

convergencia de sumas de variables aleatorias a la distribución 
normal 6e aplica a sucesiones de variables aleatorias 
independientes idénticamente distribuida<;; con varianza finita. 

Reafirmar el concepto de rapidez de convergencia y 
constatar que varia de acuerdo al tipo de vat•iable que se trata. 

•Actividad ta>: 
Simular: "2.Automó.tica: Varia Oi6tribuci6n", 

"l.Discretas con Vari.anza Finita" 

.. ¿.Cuó.les son las variAbles aleator•ias consideradas en 
esta opciOn? 

.. ¿Qué caracteristicas dist1nguen a la~ distribuciones 
simuladas en e~tc grupo? 

.. ¿Se puede considerar que la función de distribución 
empirica se aproxima a la distribuciOn normal 
estó.ndar? ¿Visual y estadisticamentc? ¿En todos los 
casos? 

• ¿Es esta actividad una generalización de la Pró.ctica 
No. 17 ¿En qu6 sentido? 

.. ¿Qué se puede concluir? 
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ConclusiOn.: 
Todas las variables aleatorias can&ideradas en esta 

actividad son discretas con varianza finita y las simulaciones 
realizadas debieron dar como resultado una apro>eimaci6n 
satisfactoria a la normal estófldar 9 por lo que la convergencia a 
esta distribución puede e><tendcrse. hasta ahora. de la distribucion 
Bernculli a la familia de las distribuciones discretas con se9undo 
memento central finitc. 

* Actividad <bl: 
Simular: 

Conc.lusiOn: 

"2.Autcmo.tica: Va1•la Distribución"• 
"2.Ccntinuas ccn Varianza Finita" 

• ¿Qué variables fueran simuladas? 
• Respecto a la actt.vidad anterior. ¿Qué 

caracterlstica de las variables aleatorias cambió? 
• ¿Cu<iles san las canclusicnes acerca de la 

aproMimaci6n a la distribuci6n normal estMtdar? ¿Se 
sigue cumpliendo la convergencia? ¿Coinciden dichas 
conclusiones según los criterios visual y 
estadistica? ¿Se ha dado el peso correcto a las 
discrepancias en la parte central de las 
distribuciones y en los e><tremos? 

• ¿Siguen siendo equidistantes los escalones de la 
distribución empirica? ¿Cu<il es la e><plicaci6n? 

• ¿Cu<il\tO vale la varian:a de las distribuciones 
simuladas? ¿Es alguna de ellas infinita? 

La eMperimentación sugerida en esta actividad conduce a 
extender la convergencia de sumas de variables aleatorias 
independientes idénticamente distribuidas a la normal est<indar 9 al 
caso en que las variables involucradas sean continuas. Por ello 
debe esperarse que en todas las simulaciones realizadas. la 
aproMimaci6n de la función de dlstribución emp1rica a la 
distribución normal se halla cumplido. 

Las conclusiones alcanzadas en las actividades <a> y (b> se 
dQbcn a quP. la versión del Teorema Centr.al del Limite asentada en 
el teorema 1.3 aseQura que cuando ~a toman ~urnas estandarizadas de 
variables aleatorias independientes e idénticamente- di&tr1buid••, 
basta con que tengan varianza finita para que su distribución 
converJa a la normal estUldar, •in importar que otra caractarlstlca 
compartan con la variable a1eatoria no1~malmente distribuida. como 
puede ser la continuidad, la simetria o el dominio no acotado. 

* Actividad <c> t 
Elaborar un cuadro comparativo de las simulaciones efectuadas en 
las actividades la) y lb> para contestar1 

• ¿Que distribuciones se simularon? 
• Tipo de variables de que se trata 9 ¿Continuas o 

discretaa?, ¿Simétricas o asimétricas?. ¿De dominio 
acotado o infinito? 
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Conc:lusion: 

> ¿Cuónto vale 
consideradas en 

> Para cada una, 
absoluto? 

la varianza 
la sucesiOn? 

¿Cuó.nto vale 

> ¿Que valor tomo N?, 
simulac:iOn? 

¿Es el 

de variables 

el tercer momento 

misma para cada 

• ¿Se aproxima la funcion de distribuc:i6n emp1rica e 
la distribuciOn normal en todos los casos? 

• Considerando el nivel m1nimo de aceptaciOn para o, 
la probabilidad de error tipo l, ¿Cuál se aproximo 
mejor y cual peor,~. OrdP-na las variables simuladas 
de acuerdo a este criterio. 

Se ha constatado que para una gran variedad de variables 
aleatorias su suma estanda1·izada converge a la distribuc:ion normal; 
sin embargo, la veloc:idad con que ~~ cumolc esta convergencia 
depende del tercer momento absoluto de la variable s1n1u.lada, tal 
como lo afirma la cota de Berry-Esseen, establecida en el teorema 
1. 4. 

De acuerdo a las cotas anotadas para distintas 
distribuciones en los cuadros que aparecen en la sección 4 del 
primer capitulo, puede apreciarse que el factor más relevante para 
lograr una r6Pida convergencia es que ta di~tribuci6n sea de 
dominio acatada, sin importar demasiado si la funcion es o no 
continua, simétrica o asimétrica. Por el contrario, si el dominio 
de la funciOn de distribucion no estd acotado, la veloc:idad con que 
se cumple la convergencia es menor, pues crece la c:ota de 
Borry-Esseen. ¿Han sido en ese sentido sus ccnc:lusiones en las 
simulaciones?. 

~ Pr6ctica Número 3.Sumas de variables aleator1a5 
independientes con Colas Pesadas. 
Leyes Estables. 

Objetivo: 
Verificar que e~isten casos en que la distribución de sumas 

estandarizadas de variables aleatorias independientes e 
idtlnticamente distribuidas·· ne se aproximan a la distribuciOn 
normal y resaltar que se debe a la carencia de varian=a flnita. 

Mostrar· que: la distribucion normal pertenece a su propio 
dominio de atrac:cion, considerada como un~ l~y e'liotabl~-·-----~ 

•Actividad <a>: 
Simular: "2.Automa.t1ca: Varia Distribución", 

":S.Con Colas Pesadas". 

• En las dos distribuciones simuladas, ¿Se apro~ima la 
funciOn de distribución empirica a la distribuciOn 
normal? 

> ¿En que falla?, ¿Qué comportamiento presentan 
las simulac:lones que sea distinto al esperado? 

> ¿Que caracterlsticas tienen en común con 1.a 
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ConclusiOn: 

distribución normal?~ ¿Son continuas, 
de dominio infinito? 

> ¿Cud.nto vale la varianza en cada caso? 

simétricas o 

> ¿A que se puede atribuir la no convergencia a la 
distribuciOn normal? 

En efecto, existon sumas estandari~adas de variables 
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que no 
convergen a la distribuciOn normal. Ello se debe a que la 
existencia de una varianza finita no sOlo es una condición 
suficiente, sino que también es necesaria, como se afirma on el 
teorema 2.11. Cuando este atributo no est~ presente, la función de 
distribuciOn empir1ca mue~tra v~lores mds grandes en términos 
absolutos que los correspondientes a la distribuc1on normal, t!Sto 
es, los "escalones" de la distribuciOn emp1rica, corregida por 
factores de localización y escala, empiezan antes y terminan 
después que el intervalo seleccionado de ± 4 desviaciones estd.ndar 
(existe carencia de ajuste en las colas>. Este fenc:.meno se presenta 
cuando se trata de variables aleatorias con "colas pesadas" y da 
lugar, como generalización, al estudio de las distribuciones 
establos, que es la ónica familia a donde pueden converger sumas 
estandarizadas de este tipo de variables, que no consideran 
necesariamente la condici6n de varianza finita tvea la definiciOn 
2.1) • 

. • Actividad <b>: 
Simular; "1.Autom6.tica: Variación de N", "B.normal" 

Conclusión: 

> ¿Que valeres de N se consideran? ¿Influyen en la 
convergencia? 

> ¿Se cumple la convergencia a la distribución normal? 
Visualmente, ¿Fue la misma apreciación? 

• ¿C6mo eMplica que no coincida la distribucion 
empirica exactamente con la curva suave si se trata 
de la distribuciQn normal en ambos casos? 

• ¿Que tan buena es la aproximación observada? 
• tntuitivamento, ¿Es lógico este resultado? 

Es sabido que la MUm~ finit~ de 
normalmente distribuidas es también normal, 
•decuada estandarización, su distribución ~ 

variables aleatorias 
por lo que, con la 
la normal con media 

cero y varianza uno, lo cual es mucho m~s que solo afirmar que 
converoe a ella. Sin embargo, existen otros argumentos, pues cabe 
se"a1ar que por contar la misma distribución normal con varianza 
finita, el Teorema Central del Limite en la versiOn de la sección 3 
del capitulo 1, asegura que la suma estandarizada de una sucesiOn 
de variables aleatorias independientes distribuidas de acuerdo a la 
ley normal, convergen ar.imismo a La normal est.mdar. Refleja 
adem~s, el hecho de que toda distribución estable pertenece a su 
propio dominio de atracciOn, como lo afirma \a proposiciOn 2.1, 
puesto que la misma distribución normal es un eJemplo de ley 
estable, y por lo tanto, se asegura de nueva cuenta que a ella 
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converge una suma estandarizada de variables aleatorias normales. 

~ Practica Número 4. Sumas Aleatorias de Variables Aleatorias 

Objetivo: 
Verificar que la convergencia a la distribucion normal de 

sumas estandarizadas se sigue cumpliendo aún cuando el número de 
sumandos tambión sea aleatot•io. 

•Actividad <al: 
Simular: "4.Autom:t.tica: Sumas Aleatorias", "'.3.geomótrica" 

"4.AutomAtica: Sumas Aleatorias", "6.eMponenc:ial" 

ConclusiOn: 

~ Observe que aparece un número de variable aleatoria; 
~ ¿Coincide ese número con Pl valor dP N? 
~ ¿Cómo es el comportamiento de N? ¿Estrictamente 

creciente? 
~ ¿Termina cumpliéndose la convergencia a la 

distribución normal est3.ndar? (Continúe ejercitando 
su capacidad de observaci6n: ¿Llega por su cuent a 
la misma conclusión que la prueba de 
Anderson-Darling? ¿Coincide el grado de su 
conclusión con el nivel de significancia exouesto 
por la prueba? 

> ¿Podrla d~cirse que ante la presencia de un nómero 
aleatorio de sumandos persiste la convergencia a la 
normal estándar? ¿Deberla imponerse alguna 
restricciOn ~n esa aleatoriedad? 

Considerando que se toman sumas estandarizadas de variables 
aleatorias independientes idénticamente distribuidas con varianza 
finita, donde el nümero de sumandos es escogido aleatoriamente de 
acuerde a la distribución de una sucesión de variables oue sólo 
toman valores positivos, y que la probabilidad de tomar valores 
mayores a un nómero fiJo, tiende a uno si el nCmero de variables 
consideradas tiende a infinito. Entonces, bajo estas condiciones se 
puede asegurar <véase el teorema 1.b) que la convergencia de las 
sumas as! formadas se realiza a la distribución normal estandar. 
Esto puede explicarse corque si bien el comportamiento del nCmero 
de componentes en la suma es errático, finalmente termina pcr 
tcr.dt::'r .'.1 infinitc p.-:¡r.:i loi;.,1·,::;.r la .:;.p1·c.:..i11,o;.~iún i.lt1ó.t=dd... .:.L""~ 

simulaciones presentaron evidencia en ese sentidc? c:.,Fueron sus 
ccncluuiones correctas? ¿Intuyó la necesidad de la condición 
impuesta al patron aleatorio del número de sumandos <las variables 
aleatorias con valores positivos en el paquete son uniformes 
discretas con valores de O a T, con T aumentando en cada 
simulaciOn>?. 
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~ Pr~ctica Número 5. Cadenas de Markov. 

Objetivo: _ 
Mostrar que en algunos casos, la convergencia a la 

distribución normal sigue cumpliOndose cuando las variables 
aleatorias no son ya independientes. Ejemplificar cuando se 
trata de Cadenas de Markov de dos Estados. 

* Actividad (a): 
Simular: "1.Automa.t1ca: Yar1aci6n d~ N", 

C:onclusiOn: 

"lS.cadcnas de Markov" 

to En una C.:ldena de Marl:ov de dos estados, ¿Cuantos 
valores puede tomar la variable aleatoria? ¿Qué 
probabilidades def"1ne la matr1z de transición? 

• l"ara cada valor ae N, según ,,;u üoreciac16n viGu.o.l y 
la prueba estad1st1ca, ¿Se cumple la convergencia a 
la distribución nor•mal? En terminas de rapidez. 
¿Podrla considerarse satis'factoria? 

• ¿Puede considerarse cierto el postulado de que la 
distribución normal puede aproximar a la 
distribución de la suma estandarizada de variables 
aleatorias, aunoue sean dependientes? 

La convergencia de sumas estandarizadas de variables 
aleatorias que forman una cadena de Markov a la distribución normal 
se cumple en el caso Qeneral, cuando se tienen n estados. En el 
ca~o particular de dos estados, por supuesto se sigue veri'ficando 
la ccnvar9encia, como lo a~c9ur~ el teorema 3.1, incluso con una 
alta rapidez. Si las probabilidades de transiciOn de éxito a 
fracaso y viceversa suman unoT se rompe la dependencia y se reduce 
al caso de las sucesiones de ensayos Bernoullt. Por ello, se puede 
con&iderar de alguna manera este ejemolo como una generalizacién 
del teorema de deMoivre-Laplace, que ilustra adem~s la convergencia 
a la distribución normal en el caso de variables aleatorias 
dependientes. 
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.. Pr:..ctica Nü1nero b. Proceses Estacionarios: Medias Móviles. 

Objetivo: 
Hcstrar que para los proceses estacionarias de medias móvi

les los cuales representan una apl icac 16n muy extendida en el 
estudio de series aleatorias dependientes se verifica la 
converc;iencia a la distribución normal. 

-+ Actividad <a>: 
Simular: "l.Automá.tica: Variacion de N". 

Conclusión: 

"15.medias móviles" 

> ¿Cual es la distribuclOn de las variables aleatorias 
que forman el ruidc blanco según se especifica en la 
presentaeion de la simulac1on? ¿Como puede denotarse 
esta sucesión de ru1do blanco eon un indice que las 
ordene <con frecuenc1a es un indice asociado con el 
tiempo>'? 

> Si se forma una nueva sucesiOn can cada elemento 
expresado como una combinación lineal de 
ob5ervaciones sucesivas del ruido blanco desde 
aquella que le corresponde el misma indice y hacia 
a.tras hasta considerar un número de variables 1gual 
a un valor denotado eomo orden + 1, ¿Cómo se 
puede expresar mediante stmbolos matematicos? 

> Considerando que la sucesión de ru1do blanco esta 
formada par variables aleatorias independientes, ¿La 
nueva sucesiOn s19ue s1endo independiente? 

>¿Reconoce el tor~1no de 'media5 móv1les'? ¿Podria 
asociarse con la sucesión formada a oartir del ruido 
blanco? 

> ¿En que area de la estadlst1ca ~e utili%a? ¿Que 
aplicaciones tiene? 

> ¿Qué signitic.a qu~ un proceso sea estacionario? ¿Y 
que sea ergódico? 

> ¿Es un proceso de medias m6v1 les estaciona1•io y 
ergódt.co? 

> Al realiz.a1• cada s1mulaci6n ancte los valores de M~ 

N, el orden del proceso y el valor de los 
coeficientes ¿Cuales cambian y cuales se mantienen 
ti Jos·t 

> ¿Cuál e~ la conclusión en cada s1mulac.ión7 ¿St!' 
mejo1-.a la apro:<imacion a la dtstribucion normal si N 
aumenta? ¿Puede decirse quo converge a ella si n-.o::i? 

>¿Que aplicaei6n puede tener este resultado? 

El proeeso simulado se conoce como de medias m~viles y puede 
expresarse de la forma siguiente: 

~ 

xln> - µ - E ~<j> &<n-j) 
j"o 
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y cumple con 

¡'1(0) = 1 E [&(n)c(m)J s O m ~ n 

E [&tn> J "" O Var[eln> J = CTz 

por lo que e~ débilmente estacionario. 

E~ un proceso que encuentra su utilidad en el area de las 
Series de Tiempo y cuya aplic.'.lción esta muy difundida, en Economta 
y Metereologla, por ejemplo. 

La simulación realizada considera en particular el caso m~s 
común de 5uponer normalidad sobre el ruido blanco, aunque no es 
esencíd.l p~1·.:;. co;:;t.:i.bl1:oc:~·r l~ converqcncia a la distribución normal: 

I: :<(j) :!..._ N <O, :2nf 10> l 

' .. 
con 

'f<X> "" 
2 ,.; [ ~ 

I: (1< j) 
J"' -CD 

la densidad espectral de Cx<n>>, que debe ser continua en X - O y 
f(O) > O. Consültese el corolario 3.4. 

~ Pr~ctica Número 7. Dependencia en el v.3.lor de la suma de 'l'C5l 
m<n> primeros t.c.rm1nos. 1 

Qbjettvo; 
Observar que en casos de dependencia entre las variables 

aleatorias e~isten condiciones en que se cumple la convergencia 
a la distribución normal, asi como otras en que esto no ocurre. 

*Actividad (a); 
Simular; "5.Control Completo de Par:i.metros. "• "17. dependencia 

d'2' l rJ"< nr•imeros VÑ ter•minos" 
"Valor de N (5-10001? " 50 
"Simulacione~. (5-1000> -~ " 50 

• Por la grAfica da presentación, ¿Qué tipo de 
di5tribución tienen las variables aleatorias 
simuladas? ¿Son continuas o discretas? ¿Qué valores 
toman'?, ¿Son simotricas respecto al erigen ? 

• En la misma presentación se anota un criterio de 
decisión sobre el n~mero da componentes en la suma: 
Si x ... x 2 , ••• 1 x

2
N son las var•iablcs aleatorias 

simuladas, ¿Cómo podrla expresarse esta condicion 
con ayuda de la función indicadora? 
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Conclusión: 

• Después de haber impuesto la condición establecida, 
¿Siguen siendo independientes las variables 
aleatorias?. En caso negativo, ¿Cómo se da la 
dependencia? ¿Quó variables dependen de cu~les? 

• ¿Es entonces constante el número de sumandos? 
• Tomando en cuenta la pregunta anterior, para 

estandarizar la suma de las variables aleatorias, 
¿PodrLa suponerse constante la forma de 
estandarizar? ¿Porqué? 

• Una vez graf1cada la 
normal y la función de 
puede considerar cue se 
normal? · 

distribucion teórica de la 
distribución amplrica, ¿Se 

aproxima a la distribución 

> ¿Coincide la apreciación 
conclusión de la prueba de 

• Este caso de convPr9enci~, 
ejemplifica? 

hecha a prio~( con la 
Anderson-Darlinq? 
¿Quó tipo de condiciones 

Este es un caso particular de sumas de variables aleatorias 
dependientes en que se sigue cumpliendo la convergencia a la 
distribución normal pues cumple los requisitos del teorema 3.19. La 
simulación puede sintetizarse de la manera siguiente: Se consideran 
variables aleatorias idénticamente distribuidas que toman los 
valores :!:1 con probabilidad 1/2 cada uno, y se suman ~ -;1\i° J (los 
corchetes sign1f1can parte entera) de ellas; si la suma es mayor 
que cero, se continua la suma hasta 2fll términos, pero si es menor o 
igual a cero, sólo se suman N términos- Representa un ejemplo de 
M~rtingala en que la relaciOn de dependencia -no muy fuerte, podria 
decirse- resultante de considerar la suma de N términos adicionales 
de acuerde al signo de la suma de solamente los or1meros t"Y'R l 
sumandos, permite asegurar esta convergencia; ade1n!ls se requiere de 
una estandarizaciOn que depende del numero de sumandos que hayan 
resultado en la simulación, siendo i~ual a la raLz del numero de 
sumandos t-rlii o -12Ñ>. Esto puede expresarse de la siguiente manera1 

5 
N, ZN 

u 
N, ZN 

donde 

N ~?l t..¡;¡ l 
5 l .t. y + l l Y, 1 [ l I y > o ] • N,Z!'I -r.; ' -r.; -r.; ' \. ... ,,. ..... ... 

'yt¡ ~ 
u 

N,Zt-1 
= l + 1 [J .i. Y, > o ] 

CJ es la función indicadora 
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* Actlvidad (b): 
Simular: "5.Control ·Completo de Par:..metros" "18. dependencia 

Conclusi6n~ 

de los primeros N/2 términos" 
"Valor de N <5-1000>? " 50 
"Simulaciones· <S-1000>? " 50 

• ¿Cual es la distribución de las variables 
aleatorias? ~Es la misma que en la simulación de la 
actividad anterior? 

• ¿Existe tambiOn en este caso una restricción al 
n~mero de sumandos? ¿Cómo se modifica respecto al 
caso anterior? 

•Si X 1 ,X~, ••• ,X~N son nuevamente las variables 

aleatorias simuladas, ¿Cómo podrLa establecerse esta 
condición con la función indicadora? 
¿Se trata de un caso de v.i.1•i.:iblc~ 

dependientes o independientes? 
;1leatorias 

> Cuales sen ahora las conclusiones sobre la 
convergencia de la simulación a la distribución 
normal, visualmente y de acuerdo a lü ·prueba de 
Anderson-Darling? 

> Si los des tipos de simulación son 
la conclusión cambia, ¿Cómo puede 
importancia de la forma sobre la 
dependencia-( 

parecidos pero 
explicarse la 
condición de 

Se ha presentado un caso donde la convergencia a la distribución 
normal ya no se cumple, por lo que se evidencia oue no es posible 
eKtenderla a cualquier sttuacion de dependencia. En este ejemplo, 
las condición de dependencia es semejante a la de la actividad <al, 
aunque el factor determinante resulta ser oue la restriccion para 
extender ta suma a 2N componentes consiste en que la adici6n de los 
primeros N/2 términos haya sido mayor que cero, mtentra5 que en la 
actividad <a> donde s1 se cumple la convergencia, la condición se 
establece en función de la suma de las primeras -lfi sumandos <mas 
exactamente, de su parte entera). Entonces, cuando no se cumple la 
convergencia, el 01•den de N/2 y de N es el misma, mientras que 
cuando s~ se satisface, la potencia de "Vfii" y N es 1/2 y 1, 
respectivamente, lo que se traduce en que a medida que N crece la 
condición de dependencia va perdiendo importancia. relativa. En 
general, si la candiciOn dcpenri~ de lo~ primeros mtN> t6rminos, se 
verifica la convergencia a la distribución normal bolamcntc ~t 
m<N>IN tiende a cero, como se estab1ece en el ejemplo que sigue al 
teorema 3.19 en el capitulo 3 de este trabajo. Este cont~aeJemplo 

también esta relacionado con las condiciones impuestas en el 
teorema 3.14. 
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4.EVIOENCIA EMPIRICA. 

En esta sección se resumen un conjunto de simulaciones que 
se realizaron con el paquete con el objeto de brindar elementos 
empiricos que confirmen las aseveraciones de les teoremas vistos en 
la tecr!a, den información adicional sobre la manera en que éstos 
se cumplen, y aporten indicios sobre otros posibles resultados que 
no se incluyen en este trabajo. 

Se trata de simulacionas de sumas estandarizadas de 
variables aleatorias que cumple alguna condiciOn que es 
especificada en el encabezado de cada une de los cuadros, pudiendo 
cambiar~ los parámetros, las distribuciones o el número de sumandos, 
por eJemplo; sin embargo el número de repeticiones involucradas 
para canstr•uir la func:1Cin r1~ 11if>tribución emp!_riaca, M, siempre t:Oi:! 

mantiene igual a 50 por razones de comparaci~n. A su vez, para 
observar el comportamiento al que tienden las simulaciones se 
realizaron 50 repeticiones bajo las mismas circunstancias, y se 
reporta el porcentaje observado en cada categorla en que es 
clasificada la simulación por la prueba de Anderson-Darling. 

El orden de presentación sigue en lineas generales el 
resultados teOricos comprendidos en los capitulas anteriores 
de las pr~ct1cas de la &ecciOn precedente. 

Bernoulliy p "' 1..-2. 

N ª' <-25 (.15 <. 1 <.os <.025 

10 29 28 18 16 9 
so 78 9 6 4 o 
7S 72 12 8 4 2 

100 70 8 10 4 4 
soo 74 10 8 6 2 

l(J00 99 9 4 o o 

Berncul l i. 

p N ª' < .. 25 <. 15 <. 1 <.os <.025 

.2 10 o 12 o "'º 32 
so so 18 ,. 6 6 

100 b4 14 4 12 2 

• 1 10 o o o o 20 
so 56 16 18 6 o 

100 bO 10 16 6 4 

.os 10 o o o o o 
so 12 30 24 14 10 

100 50 20 14 10 6 

• 01 10 o o o. o o 
so o o o o o 

100 o o o o 26 
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<.Ol 

2 
4 
2 
4 
o 
o 

<. 01 

12 
6 
4 

. 

90 
4 
4 

100 
10 
o 

100 
100 
74 



Variables Aleatorias con varianza finita. 

distribuciOn N º' <.25 <.15 <. l <.05 <.025 <.01 

Uniforme 10 b8 8 12 10 2 o 
Di~creta so 78 b 4 4 4 4 
rango 0 9 10 100 80 4 10 2 2 2 

Geomótrica 10 2b 24 lb lb B 10 
P""l/4 so M 14 8 b b 2 

100 bO 12 b 14 4 4 

Geom4trica 10 74 8 b b 2 4 
p=l/2 so 7b 18 o 4 2 o 

100 bb 18 4 4 4 4 

Geom.:.trica 10 74 lb 4 o 4 2 
P""3/4 so 72 10 8 4 2 4 

100 b4 18 b b 2 4 

Poisscn 10 4b 10 12 10 12 10 
~=3 so b4 8 2 12 8 b 

100 bO lb 4 12 2 b 

Uniforme 10 78 10 4 4 2 2 
Continua so 78 10 o b 2 4 

100 70 12 8 10 o o 

E><ponenci8.1 10 70 18 2 b 2 2 
media=l 50 74 10 12 2 o 2 

100 70 12 b 2 4 b 

t 10 b2 lb b 4 b b 
g. l."" 4 50 74 B 4 b 2 b 

100 b8 8 b 10 2 b 

t 10 70 8 b 8 b 2 
g. l.-= 3 so ba lb 4 4 ,, 2 

100 7b b 4 b b 2 

.,. 10 14 12 32 lb 8 18 
9. l."" 2 so 22 lb 12 24 lb 10 

100 22 10 28 lb 18 b 

Variables Aleatorias con Alta disperE>iOn. 

distribución N o:. <.25 <.15 (.1 <.05 (.025 <.Ol 

t 10 o o o o o 100 
9.1 .... 2 so o o o o o 100 

100 o o o o o 100 

Cauchy 10 o o o o o 100 
so o o o o ·o 100 

100 o o o o o 100 
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Cadenas de Harkav. 
Porcentajes de aceptaciOn para o. ~ .os. 

N = 10 

PCF ... El' P(E-+F} • 1 .4 .5 .b .9 

• 1 32 
.4 30 86 
.5 48 90 80 
.b 26 9b 84 78 
.9 o 44 18 o o 

N = 50 

PCF-+El' PCE.+F} • 1 .4 .5 .b .9 

• 1 88 
.4 88 ?b 
.5 92 96 100 
.b 90 90 98 98 
.9 90 90 90 94 bO 

N = 100 

P(F-+E)' P(E.+F) • 1 .4 .5 .b .9 

• 1 88 
.4 94 98 
.5 90 9b 96 
.b 94 90 94 88 
.9 92 90 92 94 82 

Medias M6vi les. 

distribuciOn N ª' <.25 <.15 <.> <.os <.025 <.01 

MA<2) 10 56 lb 4 14 4 b 

" = .5 50 70 10 12 b o 2 
el= -.1 100 ªº 14 4 o 2 o 
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Martingalas. 
Dependencia de los primares sumandos. 

distribución 

~ Primeros 

N Primeros 

N Q' <.25 <.15 <.l <.OS 

10 52 18 4 12 
50 62 12 8 b 

100 74 8 10 b 
300 78 b 8 4 
500 70 lb 4 4 

10 18 24 14 22 
50 40 14 14 lb 

100 52 14 4 12 
300 38 20 8 14 
500 38 18 4 18 

5.VARlABLES ALEATORIAS SIMULADAS 
POR EL PAQUETE DE COMPUTO. 

<.025 <.01 

2 12 
b b 
o 2 
2 2 
4 2 

10 12 
10 b 

b 12 
8 12 
2 20 

Como r~pida re1erencia al manejar el paquete, se enlistan 
las caracteristicas scbresalientes de las variables simuladas. Se 
presentan en el orden en que aparecen en los menos. 

~.l Distribución Bernoulli. 

Función de probabilidad: 

{ 

p>e<l-p) 1-x 

p(>e) .. o 
>C = 0, 1 

o s p s 1 
otro caso 

Se trata de una 1unciOn discreta que sola toma dos valores, 
por lo general es asimétrica <siempre que p ~ 1/2). Corresponde a 
un experimento donde se distingue Qnicamente entre caso favorable o 
Adve1•sa, con ¡:il"'ob,.,bi lid"lde<:;; p y 1-p, reoo:;peocti ... •amC'ntc. 

µ e p el -= p( 1-p> 
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p 

•-p 

o • 

5.2 Distribución Uniforme Discreta. 

Función de probabilidad: 

{ 

1/N 
p (M) "" 0 

X,,. 0 1 1 1 .... ,N 

otro caso 

Se trata de una 1unci6n discreta que toma N valores con 
igual probabilidad, y es simétrica respecto a su media. Representa 
fenómenos donde se reconocen N clases, todas con igual probabilidad 
de ocurrir Ccompleta incertidumbre>. 

N + 1 
µ = --2--

o 

T 
• 

5.3 Distribución Geométrica. 

z 

Función de probabilidad; 

Nz - 1 --,-2--

• 

O:Sp.:Sl 
otro caso 

Es una función discreta que toma valores en los nOmeros 
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enteres positivos con probabilidad decreciente 
interpretarse como la variable aleatoria: nomero de 
ocurren en una sucesión de ensayes Bernoulli antes de 
primer fracaso; es una función asimétrica. 

1 - p 
"~ --p-

1 - p 

--,;z 

p 

o z • • 

5.4 Di&tribuciOn Binomial. 

Función de probabilidad: 

que puede 
éxitos que 
ocurrir al 

o .s p s 1 
otro caso 

También se trata de una funciOn discreta, tema valores 
distintos de cero en los enteros entre cero y N, y representa a la 
variable aleatoria nUmero de éxitos en N ensayos independientes de 
Bernoulli con probabilidad p fija. Excepto que p sea igual a 112, 
la 1unciOn es asimétrica. 

c 2 ,.. N p <1-p) 

o ' z , • • • • M- t. N 
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5.5 Di5tribucion Poisson. 

Función de probabilidad: 

' > " otro caso 

Se trata de la Oltima variable discreta considerada. en el 
paquete, que asume valores distintos de cero para los enteros 
positivos, por lo que resulta adecuada para modelar fenómenos de 
conteo, hallando gran aplicación en el área de los Procesos 
Estocásticos y en donde está SLtmamante ligada a la distribución 
exponencial. La función de probabilidad es asimétrica y, después de 
alc.an:ar su máximo, tiende a cero a mt1dida que x tiende a infinito. 
Tiene la peculiaridad para todos los miembros de la familia de que 
los dos primeros momentos c:oinc:iden con el parámetro da la 
distribución. 

µ • ' 

.-1',. )...M_.. ><I 

o • 2 • 

S.b Distribución Expcnenc:ial. 

Función de densidad: 

• • 

2 
a 

otro caso 

• 7 ••• 

' > " 

Esta variable aleatoria es la primera continua de las 
consideradas en el paquete, su recorrido se restringe a valores 
positivos y se le asocia a fenomenos de tiempos de vida, o también. 
al tiempo transcurrido entre la ocurrencia de dos eventos sucesivos 
en un fenómeno regido por la distribución Poisson. La densidad 
tiene un comportamiento e::ponenc:tal ne9ativo por lo que decrec:e 
desde el valor 1'. en K ~ O hasta O cuando K tiende a infinito. 

,., = 111'. 
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5.7 D1Gtribuci6n Uniforme Continua. 

Función de densidad; 

{ 

l/ (b-a) 
f (,,;) ... 

o 

-~ < a < x < b < m 

otro caso 

Es una variable aleatoria continua muy sencilla, que toma un 
valor constante dentro de un intervalo finito, por lo que también 
es simétrica respecto a su media. En el caso de que el intervalo 
sea el unitario co,11, sirve de base para la generación de n~meros 

aleatorios de una diversidad de variables tanto de tipo continuo 
como discreto; se verifica ~dem~s que la media y la varianza valen 
1/2 y 1/12, respectivamente. 

µ = <a+ b>/ 2 

o 
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t5.6· Distribución Normal. 

Función de densidadt 

f(y.) .,. -o:i<µ<oi, 

Esta variable aleatoria continua Juega un papel central en 
la Estadistica, pues en ella descansa la teorla clasica; ello se 
debe en buena medida a que a ella converge la distribuciOn de sumas 
de variables aleator1as, resultado que aborda este paquete. Se 
trata de una variable de dominio no aco~odo, un1modal y simótrica 
respecto a su media. 

,, . ,, 

~.9 Distribución Ji-Cuadrada. 

Función de densidad: 

z 
a 

" > o 

otro caso 

Esta distribuciOn, también conocida come 
par~metro k se dencm1na grados de libertad, es 
aleatoria continua que pertenece a la familia de 
Gama c¡ue esta intima.mente ligada con la distribuci6n 
suma de cuadrados de variables aleatorias normales 

Ka 1,2, ••• 

xª, donde el 
una variable 

distribuciones 
normal pues la 
1.tstandarizadas 

se distribuye como una 'Xz• Es una variable asimétrica, unimodal y 
definida exclusivamente para los valore~ pos1tivos. 

,, • k 
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5.10 Distribución T de? Studont. 

Función de densidad: 

f (>e) e 
r<<k+l>/2> k .. 1,2, ••• 

Dentro de esta distribución, a k tambión se le nombra 
'grades de libertad'; es otra variable aleatoria continua 
relacionada con la distribución normal pues el cociente de una 
normal estAndar y la ra1z de una Ji-cuadrada dividida por sus 
grades de libertad es una distribuciOn t de Student con los mismos 
grados de libertad que la distribución Ji-cuadrada involucrada. 
Tiene la misma figura que la distribución normal, solo que presenta 
una mayor dispersiOn; es por tanto simétrica y de dominio no 
acotado. 

1-' a O si k > 

O'z .. k/ <k-2> si I~ > 2 

5.11 Distribución F. 

Función de densidad: 
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1' (X) 
{ 

r<Cm+n)/Z) 

r(m/z)r(n/Z) 

= o 

X > 0 

m.n "" 
otro caso 

Para esta función, les parametros m y n se conocen como 
grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamP.nte. 
Por estar relacionada también con la distribución normal v1a el 
cociente de dos distribuciones ji-cuadradas divididas por sus 
grados da libort.::id, es sumamente útil en Estadistica. Su recorr~ido 
se restringe a los valores positivos y es asimétrica.µ n/(n-2> 
si n > 2 

2n 2 <m+n-2) 

mCn-2> 2 <n-4) 

5.12 Distribución Rayleigh. 

Funcicn de densidad: 

{ x/(1z e-xz/2{37!. 
X 

1<x> m 

o otro 

Si O ) 4 

> o 
(1 ;. o 

caso 

Es una variable al..,atur.i.d <;:.Ont lnu<l .:;.:;imotric.'.! y uni111odn). 
Brinda un método para simular números-aleatorios con distribución 
normal; en ingeniarla eléctrica resulta de utilidad pues puede 
representar la distancia al origen de un punto en el plano cuyas 
coordenadas est.in determinadas por dos variables indeoendientes 
cuya distribución es normal con media cero e igual varian'za. 

µ l4-n> (1
2 12 
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5.13 Distribución Cauchy. 

FunciOn do densidad: 

"f ( K) z: (l > o 

Es Una variable aleatoria continua, simétrica respecto al 
orlgen,de dominio no acotado, y tiene la peculiaridad de no tener 
media ni ~omentos de mayor orden; es un miembro de la familia de 
las leyes estables, por lo que se dice que tiene ·colas pesadas•. 

µ y no eicisten 
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5.14 Cadena de Markov. 

Una sucesión de variables aleatorias (0 ,(~9 ( 2 , ••• 

cadena de Harkov de dos estados si para todo n y para 

i= 0,1,2~ ••• ,n se tiene 

se 
x~ 

' 
0,1 

este es el ejemplo de variables aleatorias dependientes 
el paquote, trat:..ndose de un caso discreto. Se puede 
como un sistema fisico en que se distinguen dos estados 

que maneja 
interpretar 
posibles A0 

y At., cbserv:O.ndose el estado del sistema en el instante t=0, 1,2, .... 

donde los cambios de estado se registran aleatoriamente 
obedecten1dc la siguiente regla; "los estados pasados de la cadena 
influyen en los estados futuros únicamente a trav6s del e5tadc 
presente~. 

A Pt {n= Xnl{m~ xm > <m < n) se le llama la probabilidad· de 

transición en n-m etapa5, y si no depende de n ni de m, sino sólo 
de n-m se dice que la cadena es hDnl.ogénea. En ese caso basta 
definir las probabilidades iniciales PCt0~ 0} y PCt

0
= l> y las de 

transición en una etapa, 
matricial 

donde 

que usual~ente se denotan en forma 

y µ = PC C .... ,= Ol(n"" 1 ) 
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CONCLUSIONES. 

El trabajo de recopilaciOn resulta ser laborioso pero no 
deja de ser importante. La colecciOn de resultados aqu1 presentada 
es un conjunto valioso que tiene una gran ·amplitud, pues abarca 
desde los teoremas cl~sicos hasta versiones recientes de gran 
aplicabilidad en distintas ramas de la Estadistica. La biblicgrafta 
consultada comprende incluso titules de reciente aparicion. 

E<ste mate1•1al es recomendable 
la materia que deseen fundamentar 
condicioni:?s que se astan tratando. 

por lo tanto a estudiosos 
su trabajo o analizar 

en 
las 

Por el esfuer~o de clasmarlo en un lenguaje claro, 
que enfatiza en la interpretación de las condiciones establecidas 
en los teoremas, por incluir varios ejemplos de cada tipo de 
sucesión de variables aleatorias considerado, as! ccmo por 
incorporar algunos dibujos explicativos, no sólo es un material de 
consulta sino un apoyo directo en el aprendizaje de conceptos 
relacionados con el tema tales como leyes estables, infinitamente 
divisibles, condiciones mezclantes o martingalas, por mencionar 
algunos. Aunque, obviamente, se considera cue este trabajo permite 
reconocer los supuestos rll'i!'queridos para aplicar el Teorema Central 
del LJ.mite, y distinguir las diferencias entre los distintos 
contextos en que es v~lido. 

El paquete de cómputo merece una valcracion aparte, pues 
se trata de un producto que explota adecuadamente un recurso tan 
importante como lo es la computadora, utilizando en provecho de una 
tem~tica muy carticula1• -la convergencia a la dist1•ibuc1Cn normal
caracterlsticas propias de esta herramienta; velocidad de calculo 
para ejecutar las simulaciones, y capacidad de graf.icación para 
presentar los resultados. Estas peculiaridade~, junto con la 
estructura de manejo por menus, hacen del paquete un elemento de 
inmediata utilización que incrementa su explotación potencial. 

Se tienen pruebas, aunque en pequena escala, de 
matet•ial facilita la comprensión del Tecrem<1 Central del 
de la forma en que éste se verifica. acelerando ademas la 
as1.milacion. 

que este 
LJ.mite y 
etapa de 

En esta faceta, resulta ser de notable aportación la Lerie 
de pr~cticas que se Gu91eren para el use del paquete~ pues no 
~nicamente orienta su explotación, sino que también la vincula ccn 
los resultados teóricos respectivos. racionalizando su utilización 
y 9raduando su aprovechamiento. Sobra decir aue esta coleccLOn de 
pr~cticas no es exhaustiva y oue pueden disel"!arse especlticamente 
algunas de acuerde a la s1tuaci6n en que Ge maneja el paquete. 

La posibilidad de concentrar gran cantidad de información 
mediante simulaciones c:cnvieort;e .i:tl paquete en una alternativa para 
contrastar les resultados teóricos manejados. e intuir otros. 
Se han presentado someramente loG resultados de algunas 
simulaciones efectuadas con el paquate, donde se na preferido no 
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incluir ahl conclusiones por no correr el riesgo de ser redundantes 
a pecar de parcos. Sin embargo, una revisión de los resultados 
anotados en los cuadros pone de manifiesto que la evidencia 
emp1rica viene a confirmar todas y cada una de las contrapartes 
tnOricas, con sus matices especificas de cada caso. 

Cabe anotar al respecto algunos comentarios de carActer 
general a manera de ilustración de las conclusiones que se pueden 
obtener de las simulaciones. 

Los porcentajes presentados en la tabla corre~pondiente a la 
distribución Bernoulli con parAmetro igual a 1/:t, confirman la 
validez del teorema de deHoivre-Laplace pues la convergencia a la 
distribución normal se acentúa en un mayor nümero de casos a medida 
que la cantidad de sumandos considerada aumenta; asimismo, se 
observa que el comportamiento no es completamente ascendente, lo 
cual adem.\s de reflej.:i.r el hecho da que se trata de una "muestra", 
senala que el tipo de limite involucrado es estocastico. 

En el cuadre donde se varia el valor del par:..metro para la 
misma distribución Bernoulli evidencia la generalización del 
teorema mencionado en el parrafo anterior, pero también resalta la 
di1icultad de conseguir la convergencia cuando dicho par~metro es 
muy pequeno. Este analisis destaca la importancia de otro tipo de 
aproximaciones, como la que se consigue a través de la distribución 
Poisson. Este mismo comportamiento también sugiere el concepto de 
rapidez de convergencia. 

El grupo de simulaciones en que se consideraron variables 
aleatorias independientes con var1an~a 1inita muestra que para 
todas ellas se verifica la convergencia a la distribución normal, 
lo que reafirma la necesidad y suficiencia de esta condición. 
Nuevamente, se intuye el concepto de rapidez de convergencia por 
las di1erencias observadas entre las distintas simulaciones, y se 
recomienda compararlas con los cuadros presentados en la subsecciOn 
4:2 del primer capitulo correspondientes al calculo de la cota de 
Berry-Esseen. 

En oposición se presentan dos contraejemplos en que es 
irrefutable la no convergencia a la distribución normal: se trata 
de la distribución t de Student con dos grados de· libertad, y la de 
Cauchy. La discrepancia se observa en los extremos de la 
distribuciQn lo oue resalta la importancia que tienen las "colas 
pesadas" para impedir el cumpli!!1io;r.tc di:::l Tcorcm~ Cto0ntral del 
Limite. 

Respecto a los cuadros sobre cadenas de Harkov, aparte de 
observar el predecible efecto que tiene aumentar el nOmero de 
sumandos, puede obse1•varse que existe dificultad para conseguir la 
convergencia deseada en los casos locali~ados en las esquinas de 
las tablas, y que cor1•espcnden a situaciones en que las 
probabilidades de cambio de estado toman valot•es extremos, por lo 
que se puede sospechar una problematica anAloga a la de la 
distribución Bernoulli cuando p tiende a cero ~a uno. 

Para el ejemplo presentado de medias mOviles, se observa un 
buen comportamiento, incluso para valores pequenos de.N, el numero 
de sumandos. 
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Finalmente, sobre la tabla que trata ejemplos de 
martingalas, puede observarse que no hay dudas en que se verifica 
el Teorema Central del Limite cuando la dependencia esta solamente 
en tOrminos de los primeros "l"'l'J sumandos; mientras que cuando esta 
en función de los primeros N sumandos el comportamiento es 
sumamente errAtico, aunque no parece terminar por decidirse a 
converger a la distribución normal, o no hacerlo. Esta problematica 
es la que se aborda en la subsección 3.7 del tercer capitulo, y se 
sugiere su revisión para profundizar en la discusión. 

Innegablemente, el tema no est~ agotado; existen varias 
di rece: iones donde el traba Jo ouede continuarse; por ejemplo, 
prestar mayor atención al concepto de rapidez de convergencia, de 
gran relevancia práctica, o estudiar otros casos de dependencia. 

En conclu~iOn, so espera qua aste trabajo sea de utilidad 
para el investigador en el Area como material de consulta o de 
e~perimentación para analizar ciertas condiciones; o bien, como un 
instrumento que coadyuve en el mejoramiento del proceso 
ense~anza-aprendizaJe. 
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Af'ENDICE. 

Funcion Caracter1stica. 

Al.2 

Al.3 

A1.4 

A1.S 

Al.á 

OefiniciOn. Sea X variable aleatoria y 9lx> una función 
cualquiera~ se conoce como la función caracteri~tica de 9<x> 
a 

4' < t > "" E t ~~tgt>•i J 
900 

'donde E t•:J es la 'funci6n esperan;:a e l = Y.::1.. 

Sea X 

en particular, si X ~ N (O, 1> 

4' ( t) '"" • 
Sea X variable aleatoria y a,b E ~. entonces 

EMiste una relac16n uno a uno entre las 1unciones 
caracter1sticas y las funciones de distribucion. 

Sea X variable aleatoria, entonces su 1unci6n caracteristica 
es uniformemente continua en t. 

Sea X variable aleatoria. Si El Xk.> eMiste, entonces 
<t;o:1'lt) existe y es continua para j=l,2,3 ••.• ,k y 

k 

rt. (tl e 2: i' 
)•O 

donde lim hlt> O 
~~º ~ 

si i;.c:z.k><O> existe, entonces ECXj> existe 
• 

jcl,2,. ··~2k. 
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Al. 7 

Al.B 

Al.9 

Sea X variable aleatoria. Si E<Xk> existe, entonces 

11>º"<0> = i k E<X"> • 
Sea X variable aleatoria, entonces 14'.<t) 1 S ~.<o> - l. 

Teorema de Continuidad. Sea CFn<x>> una sucesión de 

funciones de distribuciOn y 

sucesión de funciones caracterlsticas. 
la correspo~~iente 

Entonces 

l) Si Fn(K)~ F<xJ, donde F<x> es una función de 

distribución, ""<tin<t> - iti.<tJ V t E (R, siendo iti,.<t> la 

funciOn caracterlsttca de FCxJ. 

2> Si lim <tin<t> oxiste para cada t E~ y es igual a 4>,.<t>, 

la cual es continua en t =O, entonces ~ .. <t> es la función 

caracterlstica de una función de distribuciOn F y 

Fn<>:>~ FCxJ. 

Función Generadora. 

Al.10 DefiniciOn. Sea X variable aleatoria y g<x> una funciOn 
cualquiera, se conoce como la función generadora de g<x> 
a 

donde E t•J es la función esperanza. 

Al.11 Sea X N <µ, az>, entonces 

en particular, si X ~ N tO, 1> 

V' (t) 
• 

Al.12 Si existe la función generadora de 
aleatoria, esta univocamente determinada. 

una variable 

Al.13 Seá X variable aleatoria. Si VJ•(t) existe, entonce& es 

continuamente diferenciable en alguna vecindad alrededor del 
ori9en y 
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Orden de residues. 

Al.14 DefiniciOn. Una sucesión de variable~ reales ªn es un 

!'esiduo de erden menor que bn, y se deneta per 

• o. 

Y es de a lo m~s del mismo erden que bn si e1eiste un namero 

real M tal que 

V n 

lo que se deneta por 

a,.. O<bn) 

Series de Tayler. 

Al.15 DefiniciOn. Sea f(x) una función real de variable real. 
entences 

1 1 ~ 1 (a) <x-a>~ • r 
n 

donde 1•u<.) es la derivada t-é5imlll de f, y 

-t'n'(y) tx-v>" 
n! 

con y e <mtn Ca.xJ, max Ca,xll 

si lim rn"' O, la excresiOn se cenoc:e cerno Serie de Tayler 

de f en terno al valer a. 

Al.16 Definic:iOn. En el punto ante1•ie1·, si a = o, la expa.nsi.:.n se 
cenece cemo Se1•io do Mac:Laurin. 

Al.17 

Al.18 

~ 

ln<l+x> =_}: 
J"'I. 

-1 <. X S 

<Residuo integral) En el desarrollo de Taylor el resto 
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integral est~ dado por 

dy 

con f diferenciable en <a,bJ 

Desigualdades. 

Al.19 <EsseenJ. Sean FM<x> y Gv<x> funciones de distribución con 

funciones e: a rae ter l st ic:as "1,.. < t> y 4'v ( t > respect 1 vameonte, tal 

que G~<x> existe y s~p \G~<x> 1 Se:, ce~- Entonces, 

toda T > O 

{I 1 dt + 
o 

para 

Al.20 (LyapuonovJ. Si O< r < t 

,,, 
(E <!XI'>) 

Al.21 

Regla de L'Hospital. 

A1.22 Sea I un intervalo abierto <que 
uno de cuyos extremos es a. Sean 
en I para las cuales 

puede ser semi-infinito>, 
f y g funciones derivables 

1> glxJ ~o, g'<x> ~O V K el 

f · <x> 
2> lim g•<x> ""L ... 
3) f<x> ~O y g<x> ~O conforme x _,. a, o bien 

3') g<x> _,. ± m conforme x _,. a. 

Entonces lim :~:: a L. ... 
y donde todos los limites de este punto se deben 
como limites laterales dentro de I. 
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Al.23 Si 1'(>e) y pl>e) son continuas en Ca,bl, y ademAs p(xJ es 
positiva en ese intervalo, entonces existe c E ta,bl tal que 

b 
f fC>e>pC>e) d>e = flc> 

a 

b 
f plxl 

a 
dx 

FunciOn Anallt1ca Gama. 

A2.1 La función Gama est.t.. definida por 

= 
r<xl = f e-ltx·sdt, X ) 0 

o 
teniendo, entre otras. las siguientes propiedades: 

r<x> = cx-11 r<x-1> v x > I 

r<x> = <x-I> ! >e e~~ 

Variables Aleatorias Infinitesimales. 

A2.2 Las variables aleatorias en la doble sucesión 

1, 2, ••• ka 1,2, ••• ,kn son infinitesimales si 

sup P < 1 Xnk 1 ?: e > - O 
t.Si. :Sk 

si n - m V e > O 

n 

Espacio L2
• 

A::S.1 El espacio L2 L2 CO,Y,P> es el 
equivalentes de variables aleatorias <X 
si X = Y casi seguramente> con segundos 

espacio de clases 
es equivalente con Y 

momentos finitos. 

Variación Lenta. 

A::S.2 Una función h(xl positiva <no necesariamente monotona> 
definida en tO,::c) v.::ir!..'.l lentamente en infinito t;i y ~Glo si 

h(tx> 
lim ~"' J 
«= 

V >e > O 

Mezclante en sentido ergOdico. 

La sucesiOn ex.,>, k e Z es mezclante en el sentido ergódicc 

si V A,B e ~m lim PCA n TnBl= PCAJ PCB>. 
n•= 
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